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Résumé

Cette thèse s’articule autour de deux parties indépendantes, qui s’intéressent à
des objets di�érents, mais qui se rassemblent dans la méthodologie appliquée pour
les étudier : nous nous appuyons essentiellement dans les deux parties sur des outils
mathématiques spécialisés dans l’étude des systèmes de séries génératrices.
Dans la première partie, nous étudions des arbres dont les nœuds sont étiquetés

par des opérateurs, qui représentent des expressions avec une sémantique, comme les
expressions régulières qui représentent des langages, ou les expressions logiques qui
représentent des fonctions booléennes. Nous supposons que pour ces arbres il existe
un opérateur ~ qui possède un élément absorbant P , dans le sens où tout arbre de
racine ~ et dont l’un des �ls est P est équivalent sémantiquement à P (par exemple,
0 est absorbant pour⇥, (a+ b)⇤ est absorbant pour+ sur les langages à deux lettres,
etc). Nous dé�nissons à partir de cet élément absorbant une fonction de réduction
� qui réduit une expression en simpli�ant de bas en haut toutes les occurrences de
l’élément P sous l’opérateur ~. Cette réduction préserve la sémantique de l’arbre,
par dé�nition d’un élément absorbant. La première partie de cette thèse étudie la
taille moyenne de la réduction d’un arbre aléatoire de taille n, lorsque n!1. Dans
les deux premiers chapitres, nous nous sommes intéressés à des arbres d’expressions
uniformes décrits respectivement par un système combinatoire et une équation
récursive unidimensionnelle. Nous avons montré que la distribution uniforme était
dégénérée pour ces arbres d’expression en présence d’un élément absorbant : la taille
moyenne après réduction tend vers une constante lorsque n!1. Ce résultat remet
en cause l’utilité des expressions aléatoires uniformes pour l’étude de la complexité
en moyenne des algorithmes, ainsi que leur pertinence pour les tests de performance
automatisés (benchmarks). Nous avons ensuite a�né le résultat précédent dans le cas
des expressions régulières, en utilisant plus de règles de simpli�cations sémantiques
propres aux langages. En�n, nous nous sommes penchés sur le comportement en
moyenne de la réduction pour une autre distribution, la distribution ABR. Nous
montrons que la taille moyenne après réduction dépend de la probabilité d’apparition
de l’opérateur absorbant, avec des changements de phase lorsque ce paramètre varie
de 0 à 1.
La deuxième partie étudie le lien entre les langages formels et les propriétés

de leurs séries génératrice. Nous nous intéressons en particulier à notion de non-
ambiguïté de certaines classes d’automates à compteurs. Intuitivement, un automate
est non ambigu si tout mot qu’il accepte est accepté par un unique calcul acceptant
dans l’automate. La non-ambiguïté permet de relier par une bijection les calculs
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de l’automate, qui suivent un description combinatoire dictée par les transitions
de l’automate, aux mots du langage accepté par l’automate. Cette bijection permet
alors de traduire la structure particulière de l’automate en équation sur les séries
génératrices associées à l’automate. Dans la deuxième partie, nous étudions le lien
entre des classes d’automates à compteur non ambigus, dont font partie les automates
de Parikh faiblement non ambigus, et la classe des séries génératrices holonomes.
Nous commençons par dé�nir de façon robuste la notion de non-ambiguïté pour
ces classes d’automates, en les reliant à plusieurs classes de langages standard de
la littérature. Nous utilisons ensuite le lien avec les séries génératrices holonomes
pour développer des techniques de preuves d’intrinsèque ambiguïté. Nous proposons
par ailleurs une preuve d’intrinsèque ambiguïté à la main d’un langage pour lequel
les techniques précédentes ne s’appliquent pas. En�n, en exploitant les récurrences
satisfaites par les coe�cients des séries holonomes, nous produisons des bornes de
complexité pour le problème de l’inclusion des automates de Parikh faiblement non
ambigus.



Abstract

This thesis is structured around two independent parts, which are dealing with
di�erent subjects, but can be uni�ed by the methodology used to study them : in both
parts we rely mainly on mathematical tools specialized in the study of generating
series systems.
In the �rst part, we are interested in trees with nodes labelled by operators that

represent expressions with semantics. For example, regular expressions represent
languages, logical expressions represent boolean functions, etc. We assume that
there is an operator ~ associated to an absorbing element P , such that any tree
having ~ as a root and P as one of its children is equivalent to P (for example, 0
is absorbing for ⇥, (a+ b)⇤ is absorbing for + on two-letter languages, etc). From
this absorbing pattern, we de�ne a reduction function � that reduces a random
expression with n nodes, by recursively simplifying bottom-up all occurrences of
the element P under the operator ~. This reduction preserves the semantics of the
tree, by de�nition of an absorbing element. The �rst part of this thesis studies the
average size of the reduction of a random tree of size n, when n!1. In the �rst
two chapters, we focus on uniform expression trees described by a combinatorial
system, and a one-dimensional recursive equation respectively. We show that the
uniform distribution is degenerated for these expression trees when there is an
absorbing pattern : the average size after reduction tends to a constant when n tends
to in�nity. This result questions the usefulness of uniform random expressions in the
average complexity analysis of algorithms, as well as their relevance for automated
performance tests (such as benchmarks). We then re�ne the previous result in the
case of regular expressions, using more language-speci�c simpli�cation rules. Finally,
we investigate the average behaviour of the reduction over another distribution, the
BST-like distribution. We show that the average size after reduction depends on the
probability of appearance of the absorbing operator, and we exhibit two di�erent
thresholds in the typical average reduction size, when this parameter varies from 0
to 1.

The second part studies the link between formal languages and the properties of
their generating series. In particular, we are interested in the notion of unambiguity
of some classes of counter automata. Intuitively, an automaton is unambiguous if
any word is accepted by at most one single accepting run. Unambiguity makes it
possible to link by a one-to-one correspondance the runs of the automaton, which
follow a combinatorial speci�cation described by the transitions of the automaton,
to the words of the language accepted by the automaton. This correspondance can
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be used then to translate the particular structure of the automaton into a system
of equations over the generating series associated to the automaton. In this second
part, we study the link between di�erent equivalent classes of unambiguous counter
automata, including weakly unambiguous Parikh automata, and the class of holono-
mic generating series. We start by introducing the notion of unambiguity for these
classes of automata, by relating them with several classes of classical automate in
the literature. We then use the link with holonomic generating series to develop
techniques for proving inherent ambiguity. We also prove by hand the inherent
ambiguity of a language for which the previous techniques do not apply. Finally,
by analyzing the recurrences satis�ed by the coe�cients of holonomic series, we
give complexity bounds for the inclusion problem for weakly unambiguous Parikh
automata.
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Introduction générale à la thèse

Cette partie est une introduction globale pour présenter les idées et concepts généraux
développés dans la thèse. Pour une introduction plus détaillée, avec notamment un
état de l’art en bonne et due forme, je renvoie le lecteur aux introductions qui ouvrent
chacune des deux parties.

Dans le domaine de la véri�cation logicielle, on cherche à véri�er automatique-
ment qu’un programme satisfait certaines contraintes. Celles-ci sont généralement
exprimées par des formules logiques. Dans [DGV99], il est décrit un algorithme
pour générer des expressions LTL aléatoires, qui est une des logiques utilisées
en véri�cation. Ce procédé de génération est notamment utilisé par l’outil LTL-
to-Büchi translator testbench (lbtt) de TCS [Tau00], ou encore est implémenté
dans Spot [DLLF+16]. Lorsque l’on regarde la façon dont sont générées ces ex-
pressions aléatoires, il peut paraître surprenant de ne trouver dans l’algorithme
aucune mention de la sémantique des expressions LTL : l’algorithme génère en
fait des arbres purement syntaxiques, sans jamais utiliser le fait que ce sont des
formules LTL et que les opérateurs et les feuilles ont un sens. Cela peut paraître
paradoxal, car les arbres ainsi générés ont généralement vocation à être ensuite
utilisés pour tester des algorithmes, qui eux les voient bien comme des expressions
LTL, avec une signi�cation précise en tant que formule de la logique temporelle.

!
⇤X

U¬

rqp

X(¬p)! ⇤(qUr)

F����� A. Exemple de formule
LTL

D’un point de vue combinatoire, il est alors naturel de
se demander si la distribution issue de cet algorithme
de génération aléatoire est pertinente pour son uti-
lisation principale, à savoir faire des benchmarks.
Pour donner un autre exemple, certaines études de
complexité en moyenne de l’algorithme de Glushkov
[BMMR12, BMMR11], qui transforme une expression
régulière en automate équivalent, se basent sur la
distribution uniforme d’expressions régulières vues
là encore comme des arbres purement syntaxiques,

sans jamais prendre en compte le fait qu’ils décrivent des langages, et qu’un + par
exemple n’est pas juste un opérateur binaire, mais représente une union de langages.
Or en faisant quelques tests, on observe très vite que la distribution uniforme sur
ces expressions régulières a tendance à générer beaucoup de redondances, dans le
sens où les arbres sont inutilement gros par rapport au langage qu’ils décrivent. Cela
peut remettre en question la pertinence de l’analyse de complexité en moyenne de
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F����� B. En prenant en compte des règles élémentaires de simpli�cations du
type Σ⇤ [ E ! Σ⇤, les expressions régulières aléatoires uniformes se réduisent
considérablement : en moyenne, pour un alphabet de taille 2, une expression de
taille plusieurs millions est équivalente à une expression de taille inférieure à 80
(courbe expérimentale, voir chapitre 4).

ces algorithmes, dont le but est en théorie d’estimer leur comportement lors d’une
utilisation réelle : en e�et, les utilisateurs de l’algorithme de Glushkov ne manipulent
pas en pratique des expressions régulières avec autant de parties redondantes et
inutiles.
Pour montrer qu’il faut faire attention en général avec ce type d’approches, et

même pouvoir a�rmer dans certains cas qu’il s’agit d’une mauvaise idée car les
distributions en jeu ne sont pas pertinentes, il ne peut pas être satisfaisant de ne
traiter que quelques exemples particuliers, même lorsqu’ils sont utilisés en pratique.
En e�et, aussi bien l’algorithme de génération des formules LTL, que la description
des expressions régulières utilisées pour l’analyse en moyenne, sont hautement
paramétrables : il su�t d’une variation du modèle étudié, en modi�ant par exemple
la probabilité d’un opérateur, l’arité de certains nœuds, en remplaçant un opérateur
par un autre qui lui est équivalent, pour rapidement rendre caduque une preuve
spéci�que à l’exemple étudié. Non, pour pouvoir apporter un résultat négatif, il
faut identi�er un cadre général qui s’applique au plus de spéci�cations possibles,
et qui soit par ailleurs robuste. Un outil de choix pour le faire est la combinatoire
analytique, qui s’est justement beaucoup appliquée à rassembler dans un même cadre
uni�é l’étude de classes combinatoires pourtant en apparence très di�érentes, à l’aide
notamment de la méthode symbolique.

Cette approche a permis d’identi�er de nombreux comportements universels,
comme par exemple la hauteur moyenne enO(

p
n) de la plupart des classes d’arbres

uniformes à n nœuds. Avec ce même objectif en tête, nous donnerons un cadre su�-
samment général dans lequel toute spéci�cation décrivant des expressions régulières
est dégénérée vis-à-vis de la distribution uniforme : elle génère des arbres beaucoup
trop redondants comme sur l’exemple de la Figure B. Cela questionne l’intérêt en
pratique des nombreuses études de complexité moyenne d’algorithmes dont l’entrée
est une expression rationnelle suivant une distribution uniforme.
L’algorithme utilisé par lbtt ou Spot, quant à lui, ne génère pas des expressions

aléatoires uniformes. La distribution correspondante est très classique en combi-
natoire. Elle produit des arbres qui ressemblent aux arbres binaires de recherche
aléatoires, et est appelée distribution ABR. Statistiquement, de tels arbres sont très
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di�érents de ceux suivant la distribution uniforme : par exemple, la hauteur d’un
arbre typique de type ABR à n nœuds est en O(log n). Nous avons également étudié
ce cadre et montré que les comportements sont plus diversi�és, avec des phénomènes
de seuil selon le choix des probabilités des opérateurs.

L’idée de tester les limites d’un modèle est également abordée sous un angle dif-
férent dans la thèse. On la retrouve en e�et naturellement en théorie des langages
formels pour séparer les classes de langages : par exemple, trouver un langage qui
n’est reconnu par aucun automate du modèle étudié permet de mieux saisir ses
spéci�cités et ses limitations. Le problème historique de l’intrinsèque ambiguïté
des langages algébriques est un exemple représentatif de ces questionnements, qui
sera au centre de la seconde partie de la thèse. Un langage algébrique est dit in-
trinsèquement ambigu s’il n’est reconnu par aucune grammaire non ambiguë ; la
non-ambiguïté des langages algébriques est une notion fondamentale pour les lan-
gages de programmation, pour la linguistique, mais elle a aussi des conséquences
algorithmiques importantes en véri�cation, certains problèmes indécidables en gé-
néral devenant décidables pour les versions non ambiguës. Il est naturel d’essayer
d’identi�er un grand nombre de langages algébriques intrinsèquement ambigus, pour
comprendre ce qui est responsable de l’intrinsèque ambiguïté dans le modèle des
langages algébriques.
Il s’agit d’une question di�cile (indécidable en général), et historiquement les

preuves fournies étaient très spéci�ques au langage étudié. De toutes petites modi�-
cations du langage, qui intuitivement ne changent pas son intrinsèque ambiguïté,
rendait la preuve complètement inutilisable : l’exemple le plus marquant étant peut-
être celui du langage des mots anbmcp avec n = m oum = p, dont la preuve échoue
complètement sur le langage presque identique des mots anbmcp avec n 6= m ou
m 6= p. En rupture avec ces précédentes approches essentiellement au cas par cas,
Flajolet en 1987 [Fla87] a alors proposé un cadre général capable de capturer par des
méthodes analytiques de nombreux marqueurs spéci�ques à l’intrinsèque ambiguïté.
Ce cadre s’est avéré su�samment général et robuste pour démontrer ou redémontrer
en un seul article l’intrinsèque ambiguïté de très nombreux langages algébriques,
dont certains étaient encore à l’état de conjecture. Flajolet s’est appuyé sur une
correspondance bien connue entre classes de langages et classes de séries formelles :
les langages réguliers sont naturellement associés à des séries rationnelles, et les
langages algébriques non ambigus à des séries algébriques (c’est le théorème de
Chomsky-Schützenberger).
Toutes ces questions relatives à la non-ambiguïté ne sont pas réservées aux lan-

gages algébriques, mais concernent en réalité toutes les classes de langages associées
à des modèles d’automates. La non-ambiguïté est à mi-chemin entre les versions
déterministes des automates, dont le comportement est trop restreint, et les versions
non déterministes, qui ont trop de degrés de liberté et sont di�ciles à étudier : elle
o�re généralement un bon compromis entre expressivité et complexité du modèle.
Ainsi, comme nous l’avons déjà évoqué pour les langages algébriques, certains pro-
blèmes indécidables sur les classes non déterministes deviennent décidables sur les
versions non ambiguës : par exemple le problème de l’universalité, qui est indécidable
pour les grammaires hors-contexte, ou les automates de Parikh que nous étudierons
dans la seconde partie, est décidable sur les versions non ambiguës. Dans la même
idée, la complexité des problèmes peut changer sur les versions non-ambiguës ; par
exemple le problème de l’inclusion est polynomial pour les automates �nis non
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ambigus, mais est PSPACE-complet sur les versions non déterministes. Ces études
de complexité, qui sont reliées à la taille des automates considérés, sont d’autant
plus intéressantes qu’en général, les versions non ambiguës permettent de décrire
les langages de façon plus succincte que les versions déterministes (par exemple
le langage Σ⇤aΣk, pour k 2 N �xé, des mots qui ont un a en k-ième position en
partant de la �n, est décrit par un automate �ni non ambigu de taille linéaire en k,
mais tout automate déterministe qui le reconnaît a une taille au moins exponentielle
en k).
Malheureusement, la non-ambiguïté est une notion particulièrement di�cile, en

partie parce qu’elle est externe aux modèles d’automates, dans le sens où elle dé-
crit une contrainte globale sur le comportement des automates, par opposition par
exemple au déterminisme qui se dé�nit localement sur les transitions. Même le cas
des automates �nis, où le modèle déterministe, non ambigu et non déterministe sont
pourtant équivalents, n’est toujours pas entièrement compris et est toujours étudié
de nos jours.

Pour toutes ces raisons (et bien d’autres, voir par exemple [Col15] pour une présen-
tation plus détaillée son importance), la non-ambiguïté est une notion fondamentale
de la théorie des automates, qui est systématiquement étudiée, au même titre que
les versions déterministes. Vu la puissance des résultats obtenus par Flajolet sur les
langages algébriques, il est raisonnable d’essayer de les étendre à d’autres classes
d’automates. En véri�cation, il existe de nombreux autres modèles de langages que
les langages algébriques, qui les généralisent simplement, en ajoutant par exemple
des compteurs pour capturer des langages supplémentaires, comme anbncn. Du côté
des séries, les séries holonomes sont une extension naturelle des séries algébriques,
et sont très utilisées en combinatoire. Si les séries rationnelles sont solutions d’équa-
tions linéaires et les séries algébriques sont solutions d’équations polynomiales, les
séries holonomes sont quant à elles solutions d’équations di�érentielles linéaires
à coe�cients polynomiaux. Dans la deuxième partie de la thèse, nous avons donc
cherché à généraliser l’approche de Flajolet en identi�ant une classe de langages qui
est à la fois pertinente dans le monde de la véri�cation, et dont la non-ambiguïté est
capturée par l’holonomie de sa série associée.

Précisons un peu le contenu des deux parties. La première partie de cette thèse
s’intéresse à des familles d’arbres décrivant des expressions, et à leur comportement
en présence d’un élément absorbant. A�n de garantir un cadre d’étude le plus géné-
ral possible, nous n’utilisons qu’une seule règle très simple de sémantique sur ces
objets, induite par la présence d’un élément absorbant. Dans un ensemble d’arbres
d’expressions, un élément P est appelé absorbant pour un opérateur ~ si toute

expression de la forme
~
/\
P T

ou
~
/\
T P

, avec T une expression quelconque, est équiva-

lente sémantiquement à P (c’est-à-dire qu’elle représente le même objet que P).
Ce phénomène est su�samment courant pour se retrouver chez un grand nombre
de familles d’expressions très éloignées (? est absorbant pour ^ pour les formules
logiques, Σ⇤ est absorbant pour l’union+ des expressions régulières, 0 est absorbant
pour ⇥ chez les formules arithmétiques, etc.). Nous nous sommes intéressés à la
réduction naturelle impliquée par un tel élément absorbant : si nous prenons un arbre
d’expression aléatoire, quelle est sa taille après avoir remplacé de bas en haut tous

les sous-arbres de la forme
~
/\
P T

ou
~
/\
T P

par P ? Pour pouvoir étudier cette réduction,

il est nécessaire de préciser le modèle aléatoire en répondant aux deux questions
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suivantes :

a. comment sont décrits les arbres d’expressions étudiés?

b. qu’entendons-nous par expression aléatoire?

Prenons l’exemple des expressions régulières sur {a, b}. Leur syntaxe peut être décrite

directement à partir de leur dé�nition par la règleE = a+b+"+
?
|
E
+

+
/\
E E

+
·
/\
E E

. Une

étude expérimentale montre rapidement que les arbres générés uniformément à partir
de cette description se simpli�ent considérablement, comme sur la Figure 1.6. On
peut se demander si en limitant les redondances dans la description on peut échapper
à cette faible expressivité des expressions aléatoires. Par exemple, le système suivant
empêche l’apparition de deux étoiles de Kleene consécutives :

8

<

:

LR =
?
|
S
+ S,

S = a+ b+ "+
+
/\

LR LR

+
•
/\

LR LR

.
(??)

Pour obtenir un résultat le plus général possible, nous autorisons de tels systèmes
en réponse à la question a. Nous montrons que cette dégénérescence est universelle
pour la distribution uniforme, dès lors qu’il y a un élément absorbant.

Comme nous l’avons évoqué plus haut, il y a une autre réponse naturelle et utilisée
en pratique à la question b., qui est d’utiliser la distribution ABR à la place de la
distribution uniforme. Dans ce cas, les comportements sont plus variés et dépend
de la probabilité d’apparition de l’opérateur absorbant. Nous mettons en évidence
l’existence de deux seuils et donc de cinq comportements, selon que l’on soit au-delà
d’un seuil, sur un seuil, ou entre les deux.
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F����� C. Trois des cinq régimes observés expérimentalement sur des expressions
régulières à deux lettres suivant la distribution ABR. Voir la chapitre 5 pour les
détails.

Dans la seconde partie, nous proposons une extension de la correspondance entres
les classes de langages formels et classes de séries génératrices aux séries holonomes.
Ces travaux sont dans la lignée de ceux de Flajolet, en suivant une piste initiée par
[Lip88] et [Mas93]. La classe d’automates que nous proposons est une extension des
automates et grammaires hors-contexte avec des vecteurs d’entiers, bien connue dans
le contexte de la véri�cation automatique de programmes. Comme pour les premiers
niveaux, la correspondance capturera les versions non ambiguës de ces modèles. Dans
un premier temps, nous montrons la robustesse de cette connexion en établissant
l’équivalence Ces équivalences étaient

déjà connues pour les
versions non déterministes.

des versions non ambiguës de plusieurs modèles d’automates (Reversal
Bounded Counter Machines, Parikh automata, et leurs versions avec pile).

Puis, en utilisant l’holonomie des séries associées à ces modèles d’automates, nous
répondons à deux types de questions :
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a. comment montrer qu’un langage n’est pas dans la classe de langages, c’est-à-dire
qu’il n’est accepté par aucun automate non ambigu?

b. quel est le gain (en décidabilité ou complexité) apporté par l’utilisations de ces
descriptions non ambiguës, par rapport à leurs versions non déterministes ?

Pour répondre à la première question, nous avons utilisé des critères de non holo-
nomie pour établir des conditions su�santes permettant de démontrer l’intrinsèque
ambiguïté de certains langages. Pour la deuxième question, nous avons développé le
problème de l’inclusion LA ✓ LB. Ce problème est naturel dans le contexte de la
véri�cation, où A est l’automate étudié, et l’automate B décrit les comportements
que l’on autorise ; véri�er que le langage deA est inclus dans celui de B, c’est véri�er
que les comportements décrits parA restent autorisés. Le problème de l’inclusion est
indécidable pour les langages algébriques, et les langages reconnus par des automates
de Parikh, et bien qu’il soit toujours indécidable pour les langages algébriques non
ambigus, il est décidable pour les automates de Parikh non ambigu. Si la décidabilité
est une conséquence naturelle de l’holonomie des séries génératrices associées, nous
sommes allés plus loin en analysant et adaptant les résultats de calcul formel sur les
séries holonomes, pour en déduire un algorithme élémentaireÉlémentaire dans le sens

où il ne demande pas de
connaître l’algorithmique

des séries holonomes.

, ainsi qu’une borne
supérieure sur sa complexité.
En calcul formel, les séries rationnelles, algébriques ou holonomes, ne sont pas

toujours représentées sous une forme close, mais plutôt par des systèmes qui les dé-
�nissent : une série algébrique est représentée par un système polynomial, une série
holonome par un système d’équations di�érentielles. . . Les opérations e�ectuées sur
ces séries correspondent en réalité à des manipulations sur les systèmes : lorsqu’on
calcule la somme de deux séries holonomes c(x) = a(x)+b(x), on calcule en fait une
équation di�érentielle véri�ée par c(x), à partir des équations di�érentielles de a(x)
et b(x). Cela n’a rien de surprenant en informatique, et c’est en fait exactement ce que
l’on fait en représentant un langage par un automate ou une grammaire. Lorsqu’on
calcule l’union de deux langages, on calcule en fait un automate décrivant cette
union. Cette analogie entre représentation de séries par des systèmes d’équations,
et représentation �nie des langages par des automates ou grammaires est au coeur
de la correspondance entre séries et langages. Dans le cas des langages réguliers ou
algébriques, la correspondance entre les deux est d’ailleurs presque syntaxique. En
e�et, un automate peut se traduire comme un système décrivant ses langages rési-
duels, les langages des mots acceptés depuis ses di�érents états. De même l’ensemble
des règles de dérivation d’une grammaire hors-contexte décrivent naturellement
les arbres de dérivations depuis chacun de ses non terminaux. Ces descriptions se
traduisent automatiquement en un système sur les séries associées, comme on peut
le voir dans la �gure D. Suivant cette idée, nous avons analysé dans la seconde partie
des systèmes d’équations di�érentielles de séries issues de la description d’automates
à compteurs, comme les automates de Parikh ou leurs versions à pile. Nos objets
d’étude sont donc décrits par des systèmes.

Dans les deux parties, notre objectif a été d’énoncer des résultats dans des cadres
les plus généraux possibles. Pour ce faire, nous avons été amenés à dé�nir puis
étudier des systèmes combinatoires associés à des systèmes de séries génératrices.
Les systèmes sont un outil formidable de la combinatoire, qui permettent de capturer
de larges familles d’objets, au-delà des cas particuliers, tout en o�rant une certaine
régularité des propriétés liées aux objets décrits. Leur étude est permise par le fait que
ces propriétés sont capturées par la description sous la forme d’un système : ainsi, il
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0 1a

b a, b

�!
(

L0 = bL0 + aL1

L1 = "+ (a+ b)L1
�!

(

L0(x) = xL0(x) + xL1(x)

L1(x) = 1 + Lxq1(x)

8

><

>:

S ! S1cS |S2cS | "

S1 ! aS1bS1 | "

S2 ! dS2d | eS2e | "

�!

8

><

>:

S(x) = xS1(x)S(x) + xS2(x)S(x) + 1

S1(x) = x2S1(x)
2 + 1

S2(x) = 2x2S2(x) + 1

F����� D. Exemple de traduction naturelle d’un automate ou d’une grammaire
hors-contexte en un système sur leurs séries associées.

n’est pas nécessaire de savoir résoudre le système pour l’étudier, et la combinatoire
analytique fournit tous les outils nécessaires pour à la fois décrire le comportement
analytiques des séries associées aux objets combinatoire décrits par le système, ainsi
que le comportement asymptotique de leurs coe�cients. En ce sens, les systèmes
constituent le thème fédérateur des deux parties.





1
Chapitre préliminaire

1.1 Préliminaires pour les langages formels

Dans cette section, nous introduisons les dé�nitions de base des langages formels
dont nous aurons besoin dans cette thèse. Pour une présentation plus détaillée, nous
renvoyons le lecteur au très bon livre de [HMU01].
Un alphabet, généralement noté Σ, est un ensemble �ni de lettres. Un mot w

sur l’alphabet Σ est une suite �nie (w1, . . . , wn) de lettres de Σ, notée en abrégé
w = w1 . . . wn, où n est la longueur du mot w, notée |w|, et w1, . . . , wn sont des
lettres de Σ.
Par convention, la suite vide constitue un mot, noté " et appelé mot vide, et sa

longueur est 0.
L’ensemble des mots sur Σ est noté Σ⇤. On peut munir Σ⇤ de l’opération de

concaténation ·, dé�nie par w · v = w1 . . . wnv1 . . . vm, avec w = w1 . . . wn et
v = v1 . . . vm. Dans la suite, nous écrirons souvent wv, en omettant le symbole de
concaténation.

Un langage est un ensemble (potentiellement in�ni) de mots sur un alphabet Σ.

1.1.1 Langages réguliers

Nous présentons très rapidement les dé�nitions des langages réguliers et algé-
briques. Tous les résultats de cette section sont tirés de [Car08, HMU01].

Définition 1.1 (Langage rationnel).
I Soient L1, L2 deux langages sur un alphabet Σ. Les opérations +, · et ⇤, appelées
opérations rationnelles, sont dé�nies comme suit :

— Le langage union, noté L1 + L2, désigne l’union des deux langages L1 [ L2.

— Le langage produit, noté L1 · L2 désigne l’ensemble des mots de la forme w · v
avec w 2 L1 et v 2 L2.

— Nous dé�nissons L0
1 = {"}, puis par récurrence, Li+1

1 = L1 · L
i
1 pour tout i 2 N.

— L’étoile de Kleene du langage L1, noté L⇤1, désigne l’ensemble des mots obtenus
en concaténant des mots de L1 : plus précisément L⇤1 :=

S

i2N Li
1.
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L’ensemble des langages rationnels est dé�ni comme le plus petit ensemble de
langages qui contient les langages �nis et qui est stable par les opérations rationnelles.

J

On peut décrire un langage rationnel par un automate �ni, qui est une machine ma-
thématique très simple. Il est bien connu que les langages rationnels sont exactement
les langages acceptés par de tels automates �nis.

Définition 1.2 (Automate �ni).
I Un automate �ni non déterministe est un tupleA = (Σ, Q, qI , F,∆), où Σ désigne
l’alphabet, Q l’ensemble d’états, qI 2 Q est l’état initial, et F ✓ Q l’ensemble des
états �naux. En�n ∆ ✓ Q⇥ Σ⇥Q est l’ensemble des transitions.

Un automate �ni est déterministe si pour tout état q et toute lettre a 2 Σ, il existe
au plus une transition de la forme (q, a, q0) dans ∆.

Un calcul de l’automate est une séquence q0
a1�! q1

a2�! q2 · · · qn�1
an�! qn telle

que pour tout i 2 [1, n], (qi�1, ai, qi) est une transition de ∆. Un calcul de cette
forme est étiqueté par le mot a1 · · · an 2 Σ⇤. Il est acceptant si q0 = qI , si l’état qn
est �nal. On dit alors que le mot w est accepté par A.

Le langage accepté par A désigne l’ensemble des mots acceptés par l’automate, et
est noté L(A).

Un automate est non ambiguLa notion de non-
ambiguïté sera cen-
trale dans ma thèse.

si tout mot accepté par l’automate étiquette un unique
calcul acceptant de l’automate.
Les langages reconnus par un automate �ni forment une famille de langages,

appelés langages réguliers . J

Exemple 1.3 (Le langage a+b+c+).
I On représente généralement un automate �ni sous la forme d’un multigraphe
orienté étiqueté. Les états sont les nœuds du graphe, et les arêtes représentent les
transitions. L’état initial est distingué par une �èche entrante, et les états �naux sont
entourés deux fois.
Ainsi, le langage L = {anbmcp |n,m, p 2 N⇤} est reconnu par l’automate déter-

ministe suivant :

0 1 2 3a b c

a b c

J

Exemple 1.4 (Le langage Σ⇤aΣn�1).
I Soit n > 1. Le langage des mots dont la n-ième lettre en partant de la �n est un a
est reconnu par l’automate �ni non ambigu suivant :

0 1 . . . n
a a, b a, b

a, b

Cet automate n’est pas déterministe. Il est classique que tout automate �ni recon-
naissant ce langage possède forcément au moins 2n états. J
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Proposition 1.5 (Voir par exemple [Car08, HMU01]).
I Chacune des trois classes d’automates �nis, à savoir les automates �nis non
déterministes, les automates �nis non ambigus, et les automate �nis déterministes,
reconnaît exactement les langages rationnels. J

Nous dé�nissons maintenant les expressions régulières, qui fournissent une autre
façon de représenter par un objet �ni un langage, qui est un objet potentiellement
in�ni. Il se trouve que ce formalisme dé�nit aussi exactement les langages rationnels.

Définition 1.6 (Expressions régulières).
I L’ensemble des expressions régulières (ainsi que les langages qu’elles décrivent)
est dé�ni par induction :

— Toute lettre de Σ est une expression régulière. Si a 2 Σ, l’expression E := a
dé�nit le langage {a}.

— L’expression E := ; est une expression régulière, désignant le langage vide. De
même E := " est une expression régulière, représentant le langage {"}.

— SiE1 etE2 sont deux expressions régulières, notons L1 et L2 les langages qu’elles
décrivent. Alors :

—
·
/\

E1 E2
est une expression régulière, représentant le langage L1 · L2 ;

—
+
/\

E1 E2

est une expression régulière, représentant le langage L1 + L2 ;

—
⇤
|

E1
est une expression régulière, représentant le langage L⇤1.

J

Le langage décrit par une expression régulière est exactement ce à quoi nous
pouvons nous attendre en évaluant l’arbre de façon inductive, en remplaçant les
opérateurs par leurs opération ensemblistes associées. Une expression régulière est
souvent décrite sous la forme d’une chaîne de caractère, pour plus de concision ; on
utilise alors naturellement des parenthèses pour remplacer la structure d’arbre. Par
exemple l’expression régulière suivante :

·

+ ⇤
ba b

s’écrit (a+ b) · b⇤, et désigne l’ensemble rationnel ({a} [ {b}) · ({b}⇤).

Proposition 1.7 (voir par exemple [Car08, HMU01]).
I Les langages rationnels sont exactement les langages reconnus par des automates
�nis. Ce sont aussi exactement les langages reconnus par des expressions régulières.

J

1.1.2 Langages algébriques

Certains langages ne sont pas reconnaissables par des automates �nis : c’est le cas
par exemple du langage des mots de la forme anbn avec n 2 N. Les langages algé-
briques forment une famille de langages plus large qui inclut les langages réguliers.

Définition 1.8 (Grammaire hors-contexte).
I Une grammaire hors-contexte est un tuple G = (N,Σ, S,D) où :



12 1 Chapitre préliminaire

a. N est l’ensemble des non terminaux, Σ est l’ensembles des lettres terminales,

b. S 2 N est appelé l’axiome,

c. D est l’ensemble des règles de production de la grammaire, qui sont de la forme
A! ↵1 . . .↵r , où A 2 N , r > 0, et ↵i 2 N [ Σ pour tout 1 6 i 6 r.

En voyant les règles de production de D comme des règles de réécriture, le langage
de G, noté L(G) est l’ensemble des mots constitués de lettres terminales que l’on
peut obtenir en partant de l’axiome S et en appliquant successivement des règles de
réécriture de D.

Un langage reconnaissable par une grammaire hors-contexte est dit algébrique. J

Remarque 1.9 .
I Souvent, nous prendrons la convention de dé�nir une grammaire particulière par
son ensemble de règles de productions, en notant S l’axiome, les non terminaux par
des lettres majuscules, et les lettres terminales par des lettres minuscules.

Il est courant aussi d’utiliser une notation compacte en rassemblant la description
des règles deD selon le non terminal à gauche de la règle : ainsiD = {A! a,A!
b} est noté plus succinctement D = {A! a | b}. J

Exemple 1.10 (Langage anbn).
I Considérons la grammaire suivante :

S ! aSb | " .

En partant de l’axiome S et en appliquant les règles de réécriture successivement,
nous pouvons générer le mot vide, le mot ab et le mot aabb. Plus généralement le
langage de la grammaire est l’ensemble des mots de la forme anbn avec n 2 N. J

Définition 1.11 (Dérivation d’une grammaire).
I SoitG = (N,Σ, S,D) une grammaire hors-contexte. Une dérivation deG à partir
d’un symbole V 2 N est une suite w0 = V ) w1 ) . . . ) wr , où chaque wi est
un mot de (Σ[N)⇤, et pour tout i > 1, wi est obtenu à partir de wi�1 en appliquant
une règle de réécriture de la grammaire à un symbole non terminal.

Une dérivation est dite terminale si le dernier mot de la suite est un mot de Σ⇤ : il
n’est plus possible d’appliquer de règles de dérivations. J

Exemple 1.12 .
I Les suites suivantes :Celle du milieu correspond

à l’e�acement du symbole
S en appliquant S ! " S ) aSb) aaSbb S ) S ) aSb) ab

sont des dérivations de la grammaire dé�nie par S ! aSb | " . J

Exemple 1.13 .
I Considérons la grammaire suivante des mots bien parenthésés :

S ! [S]S | " .

Alors le mot [[][]] est bien parenthésé et est engendré par la dérivation terminale
suivante :

S ) [S]S ) [[S]S]S ) [[]S]S ) [[][S]S]S ) [[][]S]S ) [[][]]S ) [[][]]
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Cette dérivation est appelée dérivation gauche car tout motwi de la suite est obtenu
à partir du mot qui le précède en appliquant une règle de dérivation de la grammaire
sur son non-terminal le plus à gauche.

Remarquons que ce mot possède d’autres dérivations, selon l’ordre des symboles
non terminaux auxquels nous appliquons les règles de dérivation, par exemple :

S ) [S]S ) [S]) [[S]S]) [[]S]) [[][S]S]) [[][S]]) [[][]] .

Même si ces deux dérivations sont formellement distinctes, elle ne di�èrent en fait
que dans l’ordre d’application des règles de dérivation. Nous utilisons plutôt la notion
d’arbre de dérivation, pour éliminer les complications dues à l’ordre d’application
des règles de dérivation. J

Définition 1.14 (Arbre de dérivation).
I Soit G = (N,Σ, S,D) une grammaire hors-contexte. Pour tout v 2 N [ Σ,
l’ensemble des arbres de dérivation de G enracinés en v, noté TreeG(v), est dé�ni
par induction :

— pour v 2 N [ Σ, v 2 TreeG(v) ;

— si v 2 N et v ! v1 . . . vr 2 D est une règle de dérivation, avec r > 1, et vi 2
N [Σ et si ti 2 TreeG(vi) pour tout 1 6 i 6 r, alors (v, t1, . . . , tr) 2 TreeG(v).

— si v 2 N et v ! " 2 D est une règle de dérivation, alors (v, ") 2 TreeG(v).

Nous notons TreeG =
S

v2N[Σ TreeG(v) l’ensemble des arbres de dérivation de G.
Un arbre de dérivation est terminal si toutes ses feuilles sont des symboles de

Σ [ {"}. J

Un arbre de dérivation permet de représenter une dérivation sans introduire d’ordre
sur l’application des règles de dérivation. Il est facile de voir que les dérivations
gauches terminales sont en bijection avec les arbres de dérivation terminaux, et que
cette bijection préserve le mot généré.

Exemple 1.15 .
I L’arbre suivante est un arbre de dérivation de la grammaire S ! [S]S | " pour le
mot [[][]] :

S

[ S ] S

[S ] S "

" [S ]S

""

J

Les langages algébriques sont reconnus par une extension des automates �nis,
les automates à pile : à chaque transition, l’automate peut lire le symbole stocké au
sommet de sa pile, puis le dépiler ou empiler un nouveau symbole. L’automate bloque
s’il essaie de dépiler ou de lire un symbole de sa pile alors que sa pile est vide : pour
détecter cela dans l’automate, il est courant d’ajouter un symbole de fond de pile ?
à la première transition de l’automate pour marquer le fond de la pile. Le langage
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des mots de la forme anbn avec n 2 N est par exemple reconnu en empilant dans la
pile chaque lettre a lue, puis en dépilant la pile autant de fois qu’il y a de lettres b :
l’automate va alors dans un état acceptant uniquement s’il atteint le symbole de �n
de pile en lisant la dernière lettre b du mot.
Plus formellement :

Définition 1.16 (Automate à pile, voir par exemple [Car08]).
I Un automate à pile non déterministe est un tuple A = (Σ,Γ, Q, qI ,?, F,Γ,∆)
où Σ désigne l’alphabet d’entrée, Γ désigne l’alphabet de pile, Q l’ensemble d’états,
qI 2 Q est l’état initial, ? est le symbole de fond de pile et F ✓ Q l’ensemble des
états �naux. En�n ∆ est l’ensemble des transitions de la forme q, z1

a�! q0, z2 ou
q, z1

"�! q0, z2 avec a 2 Σ, q, q0 2 Q, z1 2 Γ [ {"} et z2 2 Γ⇤.
Une con�guration de l’automate à pile est la donnée d’un tuple (q, w) avec q 2 Q

et w 2 Γ⇤? désigne le contenu de la pile. La con�guration initiale de l’automate est
(q0,?).

Soient (q, w) et (q0, w0) deux con�gurations. On dit que l’automate atteint la
con�guration (q0, w0) depuis la con�guration (q, w) s’il existe une transition t 2 ∆,
de la forme t = q, z1

x�! q0, z2 avec x 2 Σ [ {"} et telle que w 2 z1Γ
⇤ et w0 = z2w1,

en notant w = z1w1 avec w1 2 Γ⇤. Dans ce cas, on dit que (q, w)
x�! (q0, w0) est une

transition valide de l’automate, étiquetée par la lettre x 2 Σ [ {"}.
On prend comme convention qu’un automate à pile ne dépile jamais le symbole

de �n de pile ? : pour tout transition t = q, z1
x�! q0, z2 dans ∆, si z1 = ? alors

z2 2 Γ⇤? (la transition réempile le symbole de fond de pile).
Un calcul de A est une suite de transitions valides de la forme (q0, w0)

x1�!
(q1, w1)

x2�! . . .
xn�! (qn, wn). Le mot étiquetant un tel calcul est la concaténa-

tion x1 . . . xn 2 Σ⇤ des lettres étiquetant les transitions. Un calcul est acceptant si
q0 = qI et qn 2 F .

Le langage accepté par A désigne l’ensemble des mots acceptés par l’automate, et
est noté L(A).

Un automate à pile est non ambigu si tout mot accepté par l’automate étiquette un
unique calcul acceptant de l’automate. J

Proposition 1.17 (Voir par exemple [Car08]).
I Les automates à pile reconnaissent exactement les langages algébriques : un
langage est reconnu par une grammaire hors-contexte si et seulement si il est reconnu
par un automate à pile. J

Remarque 1.18 (Notation d’un automate à pile).
I Une transition de la forme t = q, z1

x�! q0, z2 est notée sur un automate par une
�èche de l’état q à l’état q0 d’étiquette x, z1 : z2. J

Exemple 1.19 (Automate à pile reconnaissant anbn).
I L’automate à pile suivant reconnaît le langage {anbn |n 2 N} :

0 1 2 3
a,? : A? b, A : " ",? : ?

a,A : AA b,A : "

J
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Remarque 1.20 .
IContrairement au cas des langages rationnels, les automates à pile non ambigus
sont strictement moins expressifs que les automates à pile non déterministes. Nous parlerons plus en

détail de ces langages,
appelés intrinsèquement
ambigus, dans le cha-
pitre 7.

Il
existe des langages algébriques qui ne sont reconnus par aucun automate à pile non
ambigu. J

1.1.3 Ensembles semilinéaires

Un des objectifs de cette thèse est d’étendre certains résultats sur les langages algé-
briques, à d’autres familles de langages plus larges. Dans notre contexte, pour étendre
les langages algébriques, nous aurons besoin de la notion d’ensembles semilinéaires.
Les ensembles semilinéaires sont à Nd ce que les langages rationnels sont à Σ⇤.

Ce sont des ensembles fondamentaux qui apparaissent naturellement en théorie
des langages. Dans cette section nous présentons les dé�nitions et propriétés de
base des ensembles semilinéaires. Nous renvoyons le lecteur au guide de survie de
l’arithmétique de Presburger de [Haa18] pour un excellent survey plus complet sur
les ensembles semilinéaires. Dans la suite nous �xons d une dimension, et nous nous
plaçons dans l’ensemble Nd des vecteurs à coordonnées entières.

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

c
p2

p1

F����� 1.1. Représentation en dimension 2 d’un ensemble linéaire c+ {p1,p2}
⇤

Définition 1.21 (Ensemble semilinéaire, [Par66]).
I Un ensembleL ✓ Nd est dit linéaire s’il existe un vecteur c 2 Nd, appelé constante,
et un ensemble �ni de vecteurs P = {p1, . . . ,pr} appelé ensemble des périodes, tel
que L = {c+

Pr
i=1 �ipi : (�i) 2 Nr}. Cet ensemble est alors noté L = c+ P ⇤.

Un ensemble S ✓ Nd est semilinéaire s’il est une union �nie d’ensembles linéaires,
c’est-à-dire qu’il peut s’écrire sous la forme :

S =

k[

j=1

(cj + P ⇤j ) .

J

Exemple 1.22 .
IEn dimension 2, l’ensemble des vecteurs à coordonnées paires est linéaire : c’est
((2, 0) + (0, 2))⇤. J
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Définition 1.23 (Image de Parikh, [Par66]).
I Nous considérons un alphabet �ni Σ = {a1, . . . , ad}, dont les lettres sont ordon-
nées. Pour w 2 Σ⇤, et a 2 Σ, nous notons |w|a le nombre d’occurrences de la lettre
a dans w. Le vecteur de Parikh d’un mot w 2 Σ⇤, notée πkh(w) est le vecteur

πkh(w) := (|w|a1 , . . . , |w|ad) 2 Nd .Il s’agit donc simplement
de compter le nombre d’oc-
currences de chaque lettre. Par exemple πkh(abaacb) = (3, 2, 1) sur l’alphabet (ordonné) Σ = {a, b, c}.

Si L est un langage sur Σ, l’image de Parikh de L désigne l’ensemble des vecteurs
de Parikh des mots du langage L J

Le théorème suivant explique pourquoi les ensembles semilinéaires ont une place
prédominante en informatique, notamment dans la théorie des langages formels :

Théorème 1.24 (Théorème de Parikh, [Par66]).
I L’image de Parikh d’un langage algébrique est un ensemble semilinéaire. De plus
pour tout langage algébrique L, il existe un langage rationnel qu’on peut calculer
e�ectivement et qui a la même image de Parikh que L. J

Exemple 1.25 .
ILe langage algébrique {anbn |n 2 N} a la même image de Parikh que le langage
régulier (ab)⇤. J

Les ensemble semilinéaires jouissent de nombreuses propriétés de clôture :

Proposition 1.26 (Clôture, [GS64, GS66]).
I Les ensembles semilinéaires sont stables par union, intersection, produit cartésien,
complémentaire, projection. J

Les ensembles semilinéaires sont par ailleurs exactement les ensembles descrip-
tibles par l’arithmétique de Presburger.

Définition 1.27 (Langage des termes linéaires).
I Soit X un ensemble de variables. Le langage des termes linéaires sur X est dé�ni
par induction :

— si x 2 X , alors x est un terme linéaire sur X ;

— 0 et 1 sont des termes linéaires sur X ;

— si t, t0 sont des termes linéaires sur X , alors t+ t0 est un terme linéaires sur X .

Pour n 2 N �xé, et t un terme arithmétique, nous notons n ·t le terme t+ . . .+ t
| {z }

n fois

. Par

ailleurs, nous notons n le terme n · 1. Il s’agit d’une notation purement syntaxique,
nous n’autorisons par la multiplication entre deux termes. J

De façon informelle, si nous considérons que l’addition syntaxique + est com-
mutative, un terme linéaire peut être représenté sous la forme b0 · 0 + b1 · 1 + c1 ·
x1 + . . .+ cn · xn où b0, b1, c1, . . . , cn sont des entiers de N, 0 et 1 sont les termes
constants de la syntaxe des termes linéaires, et x1, . . . , xd sont des variables.

Définition 1.28 (Formule de Presburger, [Pre29]).
I Soit X un ensemble de variables. Une formule de Presburger Φ est une formule du
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premier ordre sur le langage des termes arithmétiques sur X . Plus précisément, une
formule de Presburger suit la syntaxe :

Φ := t 6 t0 |Φ ^ Φ |Φ _ Φ | ¬Φ | 9xΦ

avec t, t0 des termes arithmétiques sur X , et x une variable de X .
Nous autorisons des notations syntaxiques supplémentaires pour simpli�er l’écri-

ture de formules :

— 8xΦ := ¬9x¬Φ
— pour tout k 2 N �xé, t ⌘k 0 := 9y t = k · y, avec y une variable fraîche

— t = t0 := t 6 t0 ^ t0 6 t

— t 6= t0 := ¬ t = t0

— Φ1 ! Φ2 := Φ2 ^ ¬Φ1

Une formule de Presburger Φ avec d variables libres x1, . . . , xd sera notée sous la
forme Φ(x1, . . . , xd).

La sémantique des formules de Presburger est celle de l’arithmétique du premier
ordre sur les entiers, sans la multiplication. Un terme linéaire sans variable est ainsi
interprété comme un entier de N. Si Φ(x1, . . . , xd) est une formule de Presburger, et
(n1, . . . , nd) 2 Nd, nous notons Φ[n1, . . . , nd] l’évaluation de la formule en substi-
tuant n1 à la variable x1, n2 à la variable x2, . . . , et nd à la variable xd.

Un ensemble S ✓ Nd est dé�ni par une formule de PresburgerΦ si S est l’ensemble
des vecteurs d’entiers (n1, . . . , nd) 2 Nd tel que Φ[n1, . . . , nd] soit vrai ; autrement
dit (n1, . . . , nd) 2 S si et seulement si Φ[n1, . . . , nd] est vrai.
Deux formules de Presburger à d variables libres sont dites équivalentes si elles

dé�nissent le même ensemble. J

Exemple 1.29 .
IL’ensemble des vecteurs en dimension 2 à coordonnées paires est dé�ni par la
formule de Presburger Φ(x, y) := 9x09y0 2x0 = x ^ 2y0 = y.

En utilisant lamacro⌘2, nous pouvons donner une formule plus concise :Φ0(x, y) :=
x ⌘2 0 ^ y ⌘2 0. J

Proposition 1.30 (Élimination des quanti�cateurs, [Coo72]).
I Toute formule de Presburger est équivalente à une formule de Presburger sans
quanti�cateur, à condition d’autoriser les égalités modulo k pour tout k 2 N dans la
syntaxe des formules. Plus précisément, toute formule de Presburger est équivalente
à une formule du premier ordre sur les entiers suivant la syntaxe :

Φ := t 6 t0 | (t ⌘k 0)k2N |Φ ^ Φ |Φ _ Φ | ¬Φ

J

Remarque 1.31 .
I L’introduction de la famille de prédicats (t ⌘k 0)k2N est nécessaire pour éliminer
les quanti�cateurs. On véri�e facilement qu’il est impossible de décrire l’ensemble des
nombres pairs sans utiliser de quanti�cateur ni de prédicats de la forme t ⌘k 0. J

Proposition 1.32 (Équivalence des modèles, [GS66]).
I Un ensemble S ✓ Nd est semilinéaire si et seulement si il est dé�ni par une
formule de Presburger. J
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Les ensembles semilinéaires sont aussi reliés aux sous-ensembles rationnels de
Nd :

Proposition 1.33 ([ES69]).
I Les ensembles semilinéaires de Nd sont exactement les sous-ensembles rationnels
du monoïde commutatif (Nd,+) ; ce sont exactement les ensembles reconnaissables
par des automates �nis étiquetés par des vecteurs de Nd. J

La propriété suivante des semilinéaires est très importantes pour la suite de ma
thèse :

Proposition 1.34 (Représentation non ambiguë d’un semilinéaire, [Ito69, ES69]).
I Tout ensemble semilinéaire S ✓ Nd peut s’écrire sous la forme d’une union dis-
jointe de semilinéaire dont les périodes sont linéairement indépendantes. Autrement
dit tout semilinéaire admet une représentation :

r]

j=1

(cj + P ⇤j )

où pour tout j, k, (cj + P ⇤j )\ (ck + P ⇤k ) = ;, et pour tout j, les vecteurs de Pj sont

linéairement indépendants sur QCe qui est équivalent
à être linéairement
indépendants sur Z

. J

Cette dernière propriété permet notamment de reconnaître tout ensemble semili-
néaire par un automate �ni non ambigu sur le monoïde (Nd,+).

Exemple 1.35 (Automate �ni reconnaissant un ensemble linéaire).
I L’ensemble linéaire (1, 3) + ((2, 0) + (0, 2))⇤ est reconnu par l’automate non
ambigu suivant :

0 1 2

�
1
3

�

�
2
0

�

�
0
2

�

�
2
0

�

�
1
3

�

J

1.2 Préliminaires de combinatoire analytique

Dans cette section, je présente rapidement quelques outils de combinatoire ana-
lytique que j’ai utilisés dans ma thèse. La combinatoire analytique étudie des en-
sembles combinatoires en s’appuyant sur les propriétés analytiques de leurs séries
génératrices, vues comme des fonctions complexes. Ces préliminaires sont largement
inspirés de [FS09].

1.2.1 Série formelle, série génératrice

Un objet mathématique central en combinatoire est la série formelle. Nous présen-
tons ici les dé�nitions et résultats fondamentaux sur ces objets qui nous seront utiles
dans la suite, avant de les relier aux objects combinatoires dans la section suivante.
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Nous notons Q l’ensemble des rationnels, R l’ensemble des réels, et C l’ensemble
des nombres complexes. Pour K = Q, R ou C, et d > 1, nous notons K[x1, . . . , xd]
l’ensemble des polynômes à coe�cients dans K, en les indéterminées x1, . . . , xd.
Nous notons K[[x1, . . . , xd]] l’ensemble des séries formelles à coe�cients dans K en
les indéterminées x1, . . . , xd, c’est-à-dire l’ensemble des polynômes formels in�nis
de la forme

X

(i1,...,id)2Nd

a(i1, . . . , id)x
i1
1 . . . xidd

avec a(i1, . . . , id) 2 K pour tout (i1, . . . , id) 2 Nd. Une série formelle peut être
vue comme l’encodage d’une suite a(i1, . . . , id) indexée sur Nd, sous la forme d’un
polynôme in�ni.

Définition 1.36 (Série génératrice d’une suite).
I Soit a(i1, . . . , id) une suite deK indexée surNd. La série génératrice de a(i1, . . . , id)
est la série formelle dé�nie par :

A(x1, . . . , xd) =
X

(i1,...,id)2Nd

a(i1, . . . , id)x
i1
1 . . . xidd .

J

Nous présentonsmaintenant plusieurs opérations très utiles sur les séries, que nous
relierons plus tard à des constructions ensemblistes sur ces classes combinatoires.

Définition 1.37 (Notation crochet, opérations sur les séries).
I Si A(x1, . . . , xd) est la série génératrice d’une suite a(i1, . . . , id), la notation
crochet [xi11 . . . xidd ]A(x1, . . . , xd) désigne le coe�cient a(i1, . . . , id).
Pour simpli�er les notations, nous notons x le tuple (x1, . . . , xd), A(x) la série

A(x1, . . . , xd).
L’ensemble des séries formelles K[[x1, . . . , xd]] est stable par addition +, produit

de Cauchy · et produit d’Hadamard �, où ces opérations sont dé�nies comme suit :
si A(x) et B(x) sont des séries de K[[x1, . . . , xd]] alors :

— la série A(x) +B(x) est la série de K[[x1, . . . , xd]] dé�nie par

[xi11 . . . xidd ](A(x) +B(x)) = [xi11 . . . xidd ]A(x) + [xi11 . . . xidd ]B(x)

— la série A(x)�B(x), appelée produit d’Hadamard des deux séries, est dé�nie par

[xi11 . . . xidd ](A(x)�B(x)) = [xi11 . . . xidd ]A(x) · [xi11 . . . xidd ]B(x)

(c’est la multiplication terme à terme).

— la série A(x) ·B(x), appelée produit de Cauchy des deux séries, est dé�nie par

[xi11 . . . xidd ](A(x) ·B(x)) :=
X

j1+k1=i1
···

jd+kd=id

[xj11 . . . xjdd ]A(x) · [xk11 . . . xkdd ]B(x)

(c’est la généralisation aux séries de la multiplication des polynômes).

L’ensemble des séries formelles (K[[x1, . . . , xd]],+, ·) a une structure d’anneau in-
tègre. J
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Remarque 1.38 (Notation condensée).
I En notant i le vecteur (i1, . . . , id), et xi le monôme xi11 . . . xidd , nous pouvons

simpli�er la notation crochet [xi11 . . . xidd ]A(x1, . . . , xd) en [xi]A(x). Par exemple,
avec cette notation, le produit de Cauchy est alors dé�ni par

[xi](A(x) ·B(x)) :=
X

j+k=i

[xj ]A(x) · [xk]B(x) .

J

Exemple 1.39 .
ILa série génératrice de la suite dé�nie par an = 1 pour tout n 2 N est la série
formelleA(x) =

P

n2N xn. Cette série est notée 1
1�x car elle véri�eA(x)(1�x) = 1.

La série génératrice de la suite dé�nie par an = 2n pour tout n 2 N est la série
formelle A(x) =

P

n2N 2nxn. De même, cette série est notée 1
1�2x . J

Nous notons K(x1, . . . , xd) l’ensemble des fractions rationnelles en les variables

x1, . . . , xd, c’est-à-dire l’ensemble des fractions de la forme P (x1,...,xd)
Q(x1,...,xd)

avec P,Q des

polynômes de K[x1, . . . , xd] et Q 6= 0.

1.2.2 Série rationnelle, série algébrique, série holonome

Dans cette section, nous �xons une dimension d > 1, etK = Q. Les séries étudiées
sont donc à coe�cients rationnels.

Définition 1.40 (Série rationnelle, série algébrique).
I Une série F 2 Q[[x1, . . . , xd]] est appelée rationnelle s’il existe des polynômes
P,Q 2 Q[x1, . . . , xd] tels que QF = P avec Q 6= 0.

Une série F 2 Q[[x1, . . . , xd]] est appelée algébrique s’il existe un polynôme non
nul P 2 Q[Y, x1, . . . , xd] tels que P (F, x1, . . . , xd) = 0. J

Exemple 1.41 .
IToute série rationnelle est algébrique : si F (x) = P (x)/Q(x), alors le polynôme
P2(Y,x) = Y Q(x)� P (x) annule F .

Par exemple 1
1�x1x2

=
P

n>0 x
n
1x

n
2 est rationnelle et véri�e (1�x1x2)A(x1, x2) =

1.
La série A(x1, x2) =

P

n2N
1

22n(1�2n)
�
2n
n

�
xn1x

n
2 est algébrique, car elle véri�e

l’équation A(x1, x2)
2 + (x1x2 � 1) = 0 ; elle est généralement notée pour cette

raison
p
1� x1x2. Cette série n’est en revanche pas rationnelle. J

Remarque 1.42 .
IEn extrayant les coe�cients de xn pour n > deg(P ) dans l’équationQ(x)F (x) =
P (x), nous remarquons que les coe�cients d’une série rationnelle véri�ent une
équation linéaire à coe�cients constants. Cela se généralise facilement à plusieurs
variables. J

Remarque 1.43 (Racine carrée).
I Pour toute série formelle A =

P

n anx
n, nous notons ⌫(A) la valuation de A

dé�nie par ⌫(A(x)) = min{n | an 6= 0}.
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L’espace des séries formellesmuni de la distance d, dé�nie par d(A,B) = 2�⌫(A�B),
est un espace métrique complet. Ainsi, si a0 = 0, alors la suite de séries for-
melles

PN
k=0A(x)k converge lorsque N ! +1. Nous notons alors 1

1�A(x) :=
P+1

k=0A(x)k.

De même, si a0 = 0, alors la suite de séries
PN

n=0
1

22n(1�2n)
�
2n
n

�
A(x)n converge,

et nous notons alors :

p

1�A(x) :=
+1X

n=0

1

22n(1� 2n)

✓
2n

n

◆

A(x)n .

J

Nous introduisons à présent les séries holonomes. La classe des séries holonomes
est une classe plus grande que celle des séries algébriques. Une très bonne intro-
duction aux fonctions holonomes à une variable peut être trouvée dans [Sta80], et
pour les fonctions multivariées, dans [Lip88] et [Lip89] ; nous citons aussi le début
de [Chy94], qui détaille certaines preuves plus en détail.

L’opérateur di�érentiel @xk
dé�nit la dérivée partielle d’une série par rapport à la

variable xk . Il s’agit simplement de la généralisation de la dérivation des polynômes
aux séries. Elle est dé�nit formellement par

@xk
A(x) =

X

(i1,...,id)2Nd

ik a(i1, . . . , id)x
i1
1 . . . x

ik�1

k�1 x
ik � 1
k x

ik+1

k+1 . . . x
id
d .

La dérivée partielle d’ordre supérieur @jxk est dé�nie par récurrence : si j > 1 alors
@1xk

:= @xk
et @j+1

xk := @xk
� @jxk .

Définition 1.44 (Série holonome, [Lip89]).

I Soit A(x1, . . . , xd) =
X

(i1,...,id)2Nd

a(i1, . . . , id)x
i1
1 . . . xidd 2 Q[[xd, . . . , xd]]. La

série A(x) est holonome si elle véri�e un système d’équations aux dérivées partielles
de la forme :

Pi,ni(x)@
ni
xi
A(x) + . . .+ Pi,1(x)@xiA(x) + Pi,0(x)A(x) = 0 pour chaque i 2 [d],

où chaque ni 2 N est un entier, et chaque Pi,j(x) est un polynôme dans Q[x].
Autrement dit pour chaque variable xi, A(x) satisfait une équation di�érentielle

partielle en la variable xi, qui est linéaire, et à coe�cients polynomiaux en x =
(x1, . . . , xd).

De façon équivalente, une série A(x) est holonome si le Q(x1, . . . , xd)-espace
vectoriel engendré par la famille {@n1

x1
. . . @nd

xd
A(x1, . . . , xd) : (n1, . . . , nd) 2 Nd}

est de dimension �nie.
Nous noterons H l’ensemble des séries holonomes. J

Remarque 1.45 .
ILes séries holonomes sont aussi appelées D-�nite. Les deux appellations sont
utilisées indi�éremment dans le cas des séries de Q[[x1, . . . , xd]], cependant leur
dé�nition n’est historiquement pas la même. La dé�nition que nous avons donnée
est en réalité celle des sériesD-�nite, qui est plus simple à comprendre. La dé�nition
originale des séries holonomes implique la vitesse de croissance de la dimension
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d’une famille d’espaces engendrés par des dérivées partielles, mais elle dépasse le
cadre de cette thèse et nous n’en aurons pas besoin dans la suite. L’équivalence
avec les séries D-�nites provient de résultats profonds de Bernšteı̆n [Ber72] et
Kashiwara [Kas78, Tak92]. J

Exemple 1.46 .

IToute série rationnelle A(x) = P (x)
Q(x) véri�e l’équation

P (x)Q(x)@xiA(x)� (Q(x)@xiP (x)� P (x)@xiQ(x))A(x) = 0

pour tout i 2 [d]. Donc toute série rationnelle est holonome. J

Exemple 1.47 .
INous verrons dans le chapitre 7 des exemples de séries qui ne sont pas holonomes,
comme par exemple la série

P

n2N xn
2
. J

Proposition 1.48 (Propriétés de clôture [Com64, Sta80, Lip88, Lip89]).
I Les séries holonomes sont closes sous de nombreuses opérations :

a. H est une sous-algèbre de Q[[x]] (donc est close par addition, multiplication) ;

b. H contient toutes les séries algébriques ;

c. Si A(x) 2 H est une série holonome, et pour y = (y1, . . . , ym), les séries
gi(y) 2 Q[[y]] sont algébriques et telles que la composition B(y1, . . . , ym) :=
A(g1(y), . . . , gd(y)) ait un sens dans l’anneau des séries formelles, alors B(y)
est holonome ;

d. SiA(x) etB(x) sont deux séries holonomes ayant le même nombre de variables,
alors A(x)�B(x) est holonome ;

J

La stabilité par produit d’Hadamard est remarquable car ni la classe des séries
rationnelles, ni celle des séries algébriques n’est close par cette opération.
Les séries holonomes possèdent aussi une caractérisation concernant leurs coef-

�cients. À une seule variable, cette caractérisation est assez simple à comprendre :

Proposition 1.49 (Récurrence linéaire à coe�cients polynomiaux, [Sta99]).
I Soit A(x) =

P

n2N anx
n 2 Q[[x]]. Alors A(x) est holonome si et seulement

si la suite de ses coe�cients (an) satisfait une équation linéaire de récurrence à
coe�cients polynomiaux de la forme :

pr(n)an+r + . . .+ p0(n)an = 0 pour tout n 2 N. J

À plusieurs variables, la généralisation des récurrences linaires à coe�cients
polynomiaux est un peu plus compliquée.

Définition 1.50 (Section de suite, [Lip89]).
I Soit a(i1, . . . , id) une suite de dimension d à valeurs dans Q.

— On appelle section de a(i1, . . . , id) toute suite de dimension strictement inférieure
à d obtenue à partir de a(i1, . . . , id) en �xant la valeur de certaines coordonnées.
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— Une k-section de a(i1, . . . , id) est une section obtenue en �xant certaines co-
ordonnées à des entiers strictement plus petit que k. Par exemple, b(i1, i3) =
a(i1, 7, i3, 5) est une 8-section de a(i1, i2, i3, i4).

J

Définition 1.51 (Suite P -récursive, [Lip89]).
I Une suite a(i1, . . . , id) est P -récursive s’il existe un entier k 2 N tel que :

a. pour toute coordonnée j 2 [d], pour tout vecteur borné ⌫ = (⌫1, ⌫2, . . . , ⌫d) 2
[k]d, il existe un polynôme p(j)⌫ non nul tel que

8i1, i2, . . . , id > k,
X

⌫2[k]d
p(j)⌫ (ij)a(i1 � ⌫1, i2 � ⌫2, . . . , id � ⌫d) = 0

b. si d > 1, toutes les k-sections de a sont P -récursives. J

Remarquons que si d = 1, cette dé�nition coïncide avec la caractérisation que nous
avons vue en dimension 1. Nous n’aurons pas vraiment besoin de cette caractérisation
dans la suite, donc nous ne développons pas plus cette dé�nition, si ce n’est pour
mentionner qu’elle permet de généraliser en dimension supérieure la caractérisation
des séries holonomes par leurs coe�cients :

Théorème 1.52 (Équivalence des deux notions, [Lip89]).
I La sérieA(x) =

P
a(i1, . . . , id)x

i1
1 . . . xidd est holonome si et seulement si la suite

a(i1, . . . , id) est P -récursive. J

1.2.3 Classes combinatoires

Cette section dé�nit les classes combinatoires et certaines techniques dont nous
aurons besoin dans cette thèse. Elle est très largement inspirée des livres [FS09] et
[Mis19].

Définition 1.53 (Classe combinatoire, [FS09]).
I Une classe combinatoire (C, |·|) est un ensemble dénombrable muni d’une fonction
de taille | · | : C ! N, qui véri�e que pour tout n 2 N, il existe un nombre �ni
d’éléments de C de taille n. La taille d’un élément t 2 C est notée |t|.

La série génératrice d’une classe combinatoire C est la série

C(x) =
X

t2C
x|t| =

X

n2N
cnx

n ,

où cn désigne le nombre �ni d’éléments de C de taille n.
Deux classes combinatoires C1 et C2 sont dites isomorphes si elles ont la même

série génératrice, ou de façon équivalente s’il existe une bijection de C1 dans C2 qui
préserve la taille. J

Exemple 1.54 .
I L’ensemble {a, b}⇤muni de la fonction de taille qui à tout motw associe sa longueur
|w|, est une classe combinatoire. Comme il y a 2n mots sur {a, b} de longueur n, sa
série génératrice est 1

1�2x . J



24 1 Chapitre préliminaire

Déterminer la série génératrice d’une classe combinatoire revient à savoir compter
exactement pour toute taille n 2 N le nombre cn d’éléments de C de taille n. Il se
trouve que de nombreuses classes combinatoires peuvent se construire à partir de
classes combinatoires de base et d’opérations sur ces classes. Dans leur livre [FS09],
Flajolet et Sedgewick expliquent comment la description d’une classe combinatoire
sous la forme de cet assemblage de briques élémentaires se traduit automatiquement
en une équation véri�ée par la série génératrice de la classe combinatoire.

Définition 1.55 (Spéci�cation d’une classe combinatoire, [FS09]).
I Une classe neutre désigne une classe combinatoire constituée d’un seul élément de
taille 0. Lorsque le choix du symbole ou de la classe intervient peu, nous prendrons
comme convention que la classe E := {"} désigne une classe neutre.

Une classe atomique désigne une classe combinatoire constituée d’un seul élément
de taille 1. Lorsque le contenu de la classe importe peu, nous utiliserons la notation
Z pour désigner une classe combinatoire atomique quelconque.

Si C1 et C2 sont deux classes combinatoires, munies des fonctions de tailles | · |1 et
| · |2, alors :

— la classe combinatoire produit C1 ⇥ C2 désigne l’ensemble des couples de la
forme (t1, t2), avec t1 2 C1 et t2 2 C2, muni de la fonction de taille dé�nie par
|(t1, t2)| = |t1|1 + |t2|2.

— nous généralisons le produit cartésien à plus de deux classes combinatoires, en
notant C0

1 = E , C1
1 = C et pour k > 2, Ck+1

1 := C1 ⇥ Ck
1 .

— si C1 et C2 n’ont aucun élément en commun, alors la classe combinatoire somme
C1 + C2 désigne l’union des deux classes. Si les deux classes s’intersectent, nous
colorions les éléments de C1 d’une couleur, et ceux de C2 d’une autre, pour les
considérer comme disjoints. Plus formellement, la classe C1 + C2 est dé�nie par

C1 + C2 := (C1 ⇥ {⇤}) [ (C2 ⇥ {⌃})

avec |(t,⇤)| = |t|1 si t 2 C1 et |(t,⌃)| = |t|2 si t 2 C2 (et {⇤} et {⌃} désignent
deux classes neutres représentant les couleurs).

— la somme précédente se généralise pour dé�nir la classe combinatoire associée
à une somme in�nie de classes combinatoires,

P

n2N Cn, pourvu que les classes
sommées soient disjointes et que pour toute taille i 2 N, il existe un rang ni à
partir duquel aucun Cn pour n > ni ne possède d’élément de taille plus petite
que i.

— si C1 ne contient aucun élément de taille nulle, la classe séquence, notée S��(C1)
ou C⇤1 avec l’étoile de Kleene, est la classe :

S��(C1) :=
X

k2N
Ck
1 .

Une spéci�cation d’une classe combinatoire C est une classe combinatoire C1
isomorphe à C obtenue à partir de classes neutres, atomiques, et d’opérations d’unions,
de produit et de séquences. Si nous autorisons aussi la classe C1 parmi les briques de
base, la spéci�cation est dite récursive. J

Remarque 1.56 .
I Si C1 contient un élément de taille nulle, alors S��(C1) n’est pas une classe combi-
natoire, car il existe une in�nité d’éléments de taille nulle dans

P

k2N Ck
1 . J
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Remarque 1.57 .
I L’intérêt de rendre les unions disjointes dans la dé�nition de la somme est double :
premièrement, s’il existait un élément en commun t dans C1 et C2, mais |t|1 6=
|t|2, nous aurions un problème pour dé�nir la taille de t dans la classe somme.
Ensuite, "dédoubler" les éléments en commun permet d’exprimer facilement la série
génératrice de la somme à partir de celles des classes C1 et C2. J

Les spéci�cations obtenues à partir des briques élémentaires neutres et atomiques,
et les opérations somme et produit, ont le grand avantage de se traduire automati-
quement en équation véri�ée par les séries génératrices des classes combinatoires
associées :

Proposition 1.58 (Dictionnaire vers les séries génératrices, [FS09]).
I Soient C1 et C2 deux classes combinatoires, de séries génératrices C1(x) et C2(x),
alors :

— la série génératrice de la classe neutre E est E(x) = 1 ; celle de la classe atomique
Z est Z(x) = x ;

— la série génératrice de la classe somme C1 + C2 est C1(x) + C2(x) ;

— la série génératrice de la classe produit C1 ⇥ C2 est C1(x)C2(x) ;

— la série génératrice de la classe séquence S��(C1) est
1

1�C1(x)
(en supposant que

C1 ne contient aucun élément de taille nulle).

J

Remarque 1.59 .
I Le dictionnaire est en réalité beaucoup plus vaste, et permet d’autres constructions,
comme des ensembles d’objets, des cycles d’objets, mais nous n’en aurons pas besoin
dans cette thèse. J

Exemple 1.60 (Série associée à une expression régulière).
I Une spéci�cation d’une classe combinatoire peut être interprétée comme un choix
de décomposition de cette classe en briques élémentaires. Il faut faire attention au fait
qu’on puisse mal décomposer une classe combinatoire et obtenir alors une "mauvaise"

Parfois cependant c’est jus-
tement les di�érentes dé-
compositions possibles que
nous voulons énumérer,
donc une telle spéci�cation
n’est pas en soi "mauvaise".

spéci�cation, qui n’est pas isomorphe à celle de départ, car certains objets admettent
plusieurs présentations.
Prenons la classe combinatoire C des mots sur Σ = {a, b} qui contiennent au

moins une occurrence de la lettre a, avec comme fonction de taille la longueur des
mots.
Une expression régulière (ambiguë) décrivant cet ensemble est Σ⇤aΣ⇤. Nous

pouvons nous inspirer de cette expression régulière pour considérer la classe combi-
natoire :

C1 = S��(Za + Zb)⇥ Za ⇥ S��(Za + Zb) ,

avec Za = {a} et Za = {b} deux classes atomiques. Cette classe combinatoire n’est
pas isomorphe à C, car un même mot de C est en fait associé à plusieurs éléments de
C1 : ainsi les éléments (a, (a, a)), (", (a, (a, a))) et ((a, a), (a, ")) de C1 représentent
le même mot aaa de C.

Il est courant, pour simpli�er l’écriture, de considérer que C1 est un multi-ensemble
demots surΣ : nous identi�ons par abus de notation les di�érents éléments (a, (a, a)),
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(", (a, (a, a))) et ((a, a), (a, ")), en disant que le mot aaa appartient à la classe C1,
avec multiplicité 3. Avec cet abus de langage, tout mot de C1 a comme multiplicité
son nombre d’occurrences de a.

En utilisant le dictionnaire, nous obtenons l’expression suivante pour C1(x) :

C1(x) =
1

1� (x+ x)
· x ·

1

1� (x+ x)
=

x

(1� 2x)2
.

En décrivant les mots de C à l’aide de l’expression régulière non ambiguë b⇤aΣ⇤

(nous décomposons les mots selon leur première occurrence de la lettre a), nous
obtenons la spéci�cation suivante pour C :

C2 = S��(Zb)⇥ Za ⇥ S��(Za + Zb) .

Nous véri�ons facilement que cette fois la classe combinatoire est bien isomorphe à
C. Le mot aaa de C est ainsi représenté par l’élément (", (a, (a, a))) de C2, que nous
noterons abusivement aussi aaa. Nous pouvons alors calculer facilement la série
génératrice de C en utilisant le dictionnaire :

C(x) =
1

1� x
· x ·

1

1� 2x
=

x

(1� x)(1� 2x)
6= C1(x) .

J

Exemple 1.61 (Exemple de spéci�cation récursive : les arbres binaires).
I Un arbre binaire est un arbre plan dont les nœuds, étiquetés par un symbole •,
ont soit zéro soit deux �ls. Nous dé�nissons la taille |t| d’un arbre binaire t comme
son nombre de nœuds. La classe combinatoire C des arbres binaires se dé�nit alors
par induction :

— un nœud • est un arbre binaire, de taille 1 par dé�nition ;

— si t1 et t2 sont deux arbres binaires, alors
•
/\

t1 t2
est un arbre binaire. Sa taille est

par dé�nition 1 + |t1|+ |t2|.

En dé�nissant Z = {•} la classe atomique contenant un nœud • de taille 1, et en

représentant un arbre de la forme
•
/\

t1 t2
par un tuple (•, t1, t2), nous remarquons que

la classe des arbres binaires admet la spéci�cation suivante :

C = Z + Z ⇥ C ⇥ C ,

en véri�ant bien que la taille canonique associée à cette spéci�cation correspond
bien au nombre de nœuds d’un arbre. Par la Proposition 1.58, nous en déduisons que
la série génératrice de la classe C véri�e :Il y a deux solutions à

cette équation du second
degré, mais une seule
peut s’écrire comme
une série formelle à
coe�cients positifs.

C(x) = x+ x · C(x) · C(x)

et ainsi, en résolvant cette équation du second degré, C(x) = 1�
p
1�4x2

2x . J

Remarque 1.62 .
I Si nous voulons compter uniquement les nœuds internes dans la taille d’un arbre
binaire, il su�t de représenter les feuilles avec une classe neutre, et les nœuds internes
par une classe atomique, ce qui donne la spéci�cation suivante :

Cint = E + Z ⇥ Cint ⇥ Cint ,

dont on calcule facilement la série génératrice Cint(x) =
1�
p
1�4x
2 . J
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Exemple 1.63 (Généralisation : variété simple d’arbres [FS09, VII. 3]).
I Tous les arbres qui suivent dans cet exemple ont pour taille leur nombre de nœuds.

Nous avons vu que la série génératrice des arbres binaires véri�ait l’équation
C2(x) = x(1 + C2(x)

2). Si nous regardons les arbres dont les nœuds sont d’arité 1,
2 ou 3, ils sont spéci�és par :

C3 = Z + Z ⇥ C3 + Z ⇥ C2
3 + Z ⇥ C3

3 ,

et ainsi leur série génératrice véri�e C3(x) = x(1 + C3(x) + C3(x)
2 + C3(x)

3).
Plus généralement, soit Ω ✓ N un ensemble d’arités (potentiellement in�ni) qui

contient 0. Nous considérons la classe TΩ des arbres plan enracinés dont les nœuds
ont une arité dans l’ensemble Ω. Alors la série génératrice de la classe TΩ véri�e :

T (x) = x�(T (x)) avec �(u) :=
X

n2Ω
un .

Nous pouvons encore généraliser, en introduisant plusieurs types de nœuds pour
chaque arités : par exemple s’il existe exactement deux types de nœuds unaires � et
• dans la spéci�cation des arbres, alors [u1]�(u) = 2.

Une classe d’arbres plans enracinés T dont la série génératrice véri�e une équation
de la forme T (x) = x�(T (x)), avec �(u) une série à coe�cients positifs telle que
�(0) 6= 0, est appelée une variété simple d’arbres. J

Remarque 1.64 .
I Le but des exemples précédents est de montrer que le calcul d’une équation véri�ée
par la série génératrice d’une classe combinatoire est automatique à partir d’une
bonne spéci�cation de celle-ci : nous n’avons pas eu besoin de compter à la main le
nombre de mots de chaque taille n, pour ensuite multiplier chaque élément par xn,
puis sommer, puis ensuite tenter de reconnaître des séries usuelles. J

Nous pouvons aussi dé�nir des systèmes récursifs de spéci�cation, qui s’avèrent
très utiles pour mieux décrire certaines classes combinatoires :

Définition 1.65 (Spéci�cation d’un système de classes combinatoires, [FS09, Dé�-
nition I.7]).
I Une spéci�cation récursive d’un tuple de classes combinatoires (C1, . . . , Cr) est
un système d’équations de la forme :

8

>><

>>:

C1 = Φ1(C1, . . . , Cr)

...

Cr = Φr(C1, . . . , Cr)

où Φ1, . . . ,Φr sont des constructions combinatoires obtenues en utilisant les opéra-
tions sommes +, produit cartésien ⇥ et séquence S�� à partir des classes C1, . . . , Cr ,
de classes neutres et de classes atomiques. J

Remarque 1.66 .
IToute spéci�cation de cette forme ne dé�nit pas forcément des classes combina-
toires. Par exemple, à une dimension, la spéci�cation C = Z + C ne dé�nit pas une
classe combinatoire valide, ni même la spéci�cation C = C !
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Lors des calculs pratiques de combinatoire analytique, la question ne se pose
pas car nous partons généralement d’une classe combinatoire qui existe, et nous
construisons rétrospectivement une spéci�cation de cette classe, qui par construction
engendre exactement la classe combinatoire que nous étudions.
D’un point de vue théorique, il est cependant nécessaire pour construire une

théorie des classes combinatoires et de leur spéci�cation de dé�nir proprement celles
qui dé�nissent des classes combinatoires valides. Il ne s’agit d’ailleurs pas que d’une
question théorique, puisque les spéci�cations servent aussi à rendre automatique la
génération aléatoire : un algorithme automatique de génération aléatoire doit être
capable de détecter que la spéci�cation qu’on lui donne en entrée décrit une classe
combinatoire invalide.
Ce sont des questions profondes, et qui sortent du cadre de cette thèse. Le but

de ces préliminaires n’est pas de dé�nir les propriétés que doit véri�er une spéci-
�cation pour dé�nir une classe combinatoire. Nous renvoyons pour cela le lecteur
à l’article de [PSS12] qui dé�nit précisément et rigoureusement des conditions sur
de tels systèmes qui permettent de garantir l’existence et l’unicité de la solution, en
utilisant le formalisme des espèces [BBLL98]. En pratique nous utiliserons dans les
prochains chapitres des spéci�cations su�samment simples pour que la question ne
se pose pas, qui véri�eront presque toutes les conditions de [PSS12]. Les seules qui
pourraient poser des problèmes seront celles issues des automates, car les spéci�ca-
tions produisent naturellement des classes neutres isolées, ce qui est interdit dans
les conditions de [PSS12]. Cependant ces systèmes ont naturellement une solution,
puisqu’ils décrivent exactement les calculs des automates, et ils sont d’autre part très
simples (ils sont linéaires). J

Exemple 1.67 (Série des calculs d’un automate �ni).
I Considérons l’automate suivant :

0 1
a

b a, b

Notons C0 (resp. C1) la classe combinatoire des calculs de l’automate joignant l’état
q0 (resp. q1) à l’état �nal q1, avec comme fonction de taille le nombre de transitions
empruntées.
Un calcul de C1 peut se décomposer de la façon suivante : ou bien c’est un calcul

vide, ou bien c’est une transition de la forme (q1, a, q1) ou (q1, b, q1) suivie d’un
calcul de C1. Nous pouvons donc spéci�er C1 :

C1 = E + (Z1,a,1 + Z1,b,1)⇥ C1

avec Z1,a,1 := {(q1, a, q1)} qui est une classe atomique (nous dé�nissons de même
Z1,b,1,Z0,a,1,Z0,b,0), et E une classe neutre représentant un calcul vide.

Un calcul de C0 commence soit par la transition (q0, b, q0) puis est suivi d’un calcul
de C0, soit emprunte la transition (q0, a, q1) et est alors suivi d’un calcul de C1. Nous
avons donc �nalement le système suivant pour les calculs de l’automate :

(

C0 = Z0,b,0 ⇥ C0 + Z0,a,1 ⇥ C1

C1 = E + (Z1,a,1 + Z1,b,1)⇥ C1
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D’un point de vue purement combinatoire, nous n’avons pas besoin de distinguer les
di�érentes transitions, qui comptent toutes pour un dans la taille d’un calcul, si bien
que nous utilisons plus simplement la spéci�cation suivante :

(

C0 = Z ⇥ C0 + Z ⇥ C1

C1 = E + (Z + Z)⇥ C1

qui génère bien les calculs de l’automate, en "oubliant" les étiquettes des transitions.
Leur série génératrice véri�e donc le système :

(

C0(x) = x⇥ C0(x) + x⇥ C1(x)

C1(x) = 1 + (x+ x)⇥ C1(x)

Dans ce cas particulier, le système est triangulaire, il se résout donc très facilement :
C1(x) =

1
1�2x et C0(x) =

x
(1�x)(1�2x) . Comme l’automate est non ambigu, il y a

autant de calculs acceptants de longueur n que de mots de longueur n acceptés par
l’automate. Il n’est donc pas étonnant que C0(x) soit égal à la série génératrice du
langage accepté par l’automate, à savoir le langage des mots qui ont au moins une
occurrence de la lettre a. J

1.2.4 Paramètre combinatoire, moments

Définition 1.68 (paramètre combinatoire).
I Soit C une classe combinatoire. Un paramètre est une fonction � : C ! N qui
associe à tout élément t de la classe C une valeur entière �(t). La série génératrice
bivariée de C associée au paramètre � est la série :

C(x, u) :=
X

t2C
x|t|u�(t) =

X

n,k2N
cn,kx

nuk

où cn,k désigne le nombre d’éléments t de C de taille n qui véri�ent �(t) = k.
En posant u = 1, nous remarquons que C(x, 1) = C(x) est la série génératrice

de la classe combinatoire C.
La sérieQC(x) := (@uC(x, u))

�
�
u=1

=
P

n2N(
P

k2N kcn,k)x
n est appelée la série

génératrice cumulée de (C,�). J

Soit C une classe combinatoire avec � un paramètre combinatoire. Pour tout n 2 N,
notons Cn l’ensemble des éléments de C de taille n, cn son cardinal, et cn,k le nombre
d’éléments t de Cn véri�ant �(t) = k.
La distribution uniforme sur Cn associe à tout élément t de Cn une probabilité

Pn(t) = 1/cn. Nous pouvons considérer � comme une variable aléatoire sur l’es-
pace probabilisé discret Cn muni de la probabilité Pn. Alors Pn(� = k) =

cn,k

cn
, et

l’espérance de � sur Cn est dé�nie par

En(�) :=
X

k2N
k · Pn(� = k) =

X

k2N

kcn,k
cn

.

Les moments factoriels d’ordre r de � sur Cn sont dé�nis par En(�(��1) . . . (��
r + 1)). La proposition suivante se véri�e simplement :
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Proposition 1.69 (Moments, [FS09, Proposition III.2]).
I En gardant les notations de cette section, si � est un paramètre associé à une classe
combinatoire C, alors :

En(�) =
[xn]@uC(x, u)

�
�
u=1

[xn]C(x, 1)
(1.1)

et plus généralement :

En(�(�� 1) . . . (�� r + 1)) =
[xn]@ruC(x, u)

�
�
u=1

[xn]C(x, 1)
(1.2)

où @ruC(x, u) désigne la dérivée partielle de C(x, u) par rapport à u e�ectuée r fois.
En�n, les moments d’ordre supérieurs s’expriment aussi à l’aide de C(x, u) :

En(�
r) =

[xn](u@u)
rC(x, u)

�
�
u=1

[xn]C(x, 1)
(1.3)

où (u@u)
rC(x, u) signi�e qu’on a e�ectué r fois l’opération de dériver par rapport à

u puis multiplier le résultat par u. J

1.2.5 Paramètre hérité

Il sera utile dans la thèse de considérer des paramètres compatibles avec les
spéci�cations des classes combinatoires. Ces paramètres sont appelés hérités. Nous
les dé�nissons plus généralement pour des tuples de d paramètres � = (�1, . . . ,�d).

Définition 1.70 (Paramètre hérité, [FS09, De�nition III.5]).
I Soient (C1,�), (C2, ⇠), (C3, ⇣) trois classes combinatoires associées à des para-
mètres multidimensionnels de dimension d.

— si C1 = C2 + C3, alors � est dit hérité de ⇠ et ⇣ si pour tout t 2 C1, �(t) = ⇠(t)
si t 2 C2, et �(t) = ⇣(t) si t 2 C3. Nous notons alors cet héritage en écrivant
(C1,�) = (C2, ⇠) + (C3, ⇣) ;

— si C1 = C2 ⇥ C3, alors � est dit hérité de ⇠ et ⇣ si pour tout t1 = (t2, t3) 2 C1,
�(t1) = ⇠(t2) + ⇣(t3). Nous notons alors cet héritage en écrivant (C1,�) =
(C2, ⇠)⇥ (C3, ⇣) ;

— si C1 = S��(C2), alors � est dit hérité de ⇠ si pour tout t 2 C1 de la forme
(t1, . . . , tk) 2 Ck

2 pour un certain k 2 N, �(t) = ⇠(t1)+ . . .+ ⇠(tk). Nous notons
alors cet héritage en écrivant (C1,�) = S��(C2, ⇠).

J

La sérié multivariée associée à une classe combinatoire (C,�) est la série

C(x, y1, . . . , yd) =
X

n,i1,...,id2N
cn,i1,...,idx

nyi11 . . . yidd

où cn,i1,...,id désigne le nombre d’éléments t de C de taille n véri�ant �1(t) = i1, . . . ,
�d(t) = id.
Nous noterons cette série C(x,y) pour condenser la notation.

Proposition 1.71 (Paramètre hérité, [FS09, Theorem III.1]).
I En gardant les mêmes notations que précédemment :
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— si (C1,�) = (C2, ⇠) + (C3, ⇣), alors C1(x,y) = C2(x,y) + C3(x,y) ;

— si (C1,�) = (C2, ⇠)⇥ (C3, ⇣), alors C1(x,y) = C2(x,y) · C3(x,y) ;

— si (C1,�) = S��(C2, ⇠), alors C1(x,y) =
1

1�C2(x,y)
.

J

Exemple 1.72 (Marquage de sous-structures).
I Un cas particulier de paramètre hérité très utile intervient en marquant dans une
spéci�cation un atome ou une structure par une classe neutre U (de taille nulle).
Le paramètre considéré est le nombre de marquages dans un élément de la classe
combinatoire ; on véri�e facilement que ce paramètre est hérité. Cette technique est
très utile pour compter le nombre d’occurrences d’une sous-structure identi�able
dans la spéci�cation de C.

Par exemple, rappelons que les arbres unaire-binaires sont spéci�és récursivement
par :

C = Z + Z ⇥ C + Z ⇥ C ⇥ C .

Si nous voulons compter avec � le nombre de feuilles des arbres unaire-binaires,
nous ajoutons une marque U au niveau des feuilles :

C = Z ⇥ U + Z ⇥ C + Z ⇥ C ⇥ C ,

qui se traduit au niveau des séries génératrices par : Cf (x, u) = zu+ zCf (x, u) +
zCf (x, u)

2.
Si nous voulions compter les nœuds unaires à la place des feuilles, il su�sait de

marquer les nœuds unaires :

C = Z + (Z ⇥ U)⇥ C + Z ⇥ C ⇥ C ,

qui donne l’équation Cun(x, u) = z + zuCun(x, u) + zCun(x, u)
2.

Si nous voulons compter les deux d’un coup, nous obtiendrions demêmeCf,un(x, u) =
zu+ zuCf,un(x, u) + zCf,un(x, u)

2. J

Exemple 1.73 (Série des calculs d’un automate de vecteurs).
I Considérons l’automate �ni suivant sur (N2,+) reconnaissant un ensemble semi-
linéaire :

0 1

�
1
3

�

�
2
0

� �
0
1

�

Notons C0 (resp. C1) la classe combinatoire des calculs de l’automate joignant l’état
q0 (resp. q1) à l’état �nal q1, avec comme fonction de taille le nombre de transitions
empruntées. Nous avons déjà vu qu’en considérant uniquement la taille, les calculs
pouvaient être spéci�és par la classe combinatoire suivante :

(

C0 = Z ⇥ C0 + Z ⇥ C1

C1 = E + (Z + Z)⇥ C1

Nous notons �1 (resp. �2) le paramètre qui à tout calcul de l’automate associe la
première coordonnée (resp. seconde) de la somme des vecteurs présents dans ses
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transitions. Ce paramètre est naturellement hérité, et nous remarquons qu’un mar-
quage avec une classe neutre Y1 (resp. Y2) permet de l’insérer dans la spéci�cation :
nous marquons deux fois avec Y1 la transition de q0 à q0, une fois avec Y1 et trois
fois avec Y2 celle de q0 à q1, et une fois avec Y2 celle de q1 à q1 :

(

C0 = Y2
1 ⇥ Z ⇥ C0 + Y1 ⇥ Y3

2 ⇥ Z ⇥ C1

C1 = E + Y2 ⇥ (Z + Z)⇥ C1

de telle sorte que le nombre de marques Y1 (resp. Y2) dans un élément t construit à
partir de la spéci�cation correspond bien à �1(t) (resp. �2(t)).

En appliquant la Proposition 1.71, nous obtenons le système suivant pour les séries
génératrices des calculs de l’automate :

(

C0(x, y1, y2) = xy21C0(x, y1, y2) + xy1y
3
2C1(x, y1, y2)

C1(x, y1, y2) = 1 + 2xy2C1(x, y1, y2)

et ainsi C0(x, y1, y2) =
xy1y

3
2

(1� xy21)(1� 2xy2)
. J

Remarque 1.74 .
ILa taille peut être vue comme un paramètre hérité quelconque. Si nous pouvons
garantir que pour tout i1, . . . , id, le nombre d’éléments de C véri�ant �1(t) = i1,
. . . , �d(t) = id est �ni, il est possible d’omettre la taille et la variable x si cette
information ne nous intéresse pas ; cela revient à poser x = 1 dans C(x,y). J

Exemple 1.75 (Série d’un ensemble linéaire décrit de façon non ambiguë).
I Regardons l’ensemble linéaire L :=

�
1
3

�
+ {

�
1
1

�
,
�
0
2

�
}⇤ = {(1 + n, 3 + n +

2m) |n,m 2 N} ✓ N2.
Nous voulons calculer la série du support de L, dé�nie par

L(y1, y2) :=
X

(i1,i2)2L
yi11 yi22 .

Normalement, dans le contexte des classes combinatoires, il faut dé�nir une fonc-
tion de taille à valeur dans N. Nous considérons donc la classe C des vecteurs de L,
en prenant pour taille d’un vecteur la somme de ses coordonnées (sa norme 1). Nous
marquons avecY1 etY2 chaque coordonnée. Comme tout vecteur de

�
1
3

�
+{

�
1
1

�
,
�
0
2

�
}⇤

se décompose d’une unique façon sous la forme
�
1
3

�
+ n

�
1
1

�
+m

�
0
2

�
avec n,m 2 N,

nous pouvons écrire la spéci�cation suivante pour les vecteurs de C :

C = Z4 ⇥ Y1 ⇥ Y3
2 ⇥ S��(Z2 ⇥ Y1 ⇥ Y2)⇥ S��(Z2 ⇥ Y2

2 )

ce qui donne la série génératrice multivariée :

C(x, y1, y2) :=
x4y1y

3
2

(1� x2y1y2)(1� x2y22)
.

En posant x = 1, nous obtenons L(y1, y2) = C(1, y1, y2) =
y1y32

(1�y1y2)(1�y22)
.

En considérant par la remarque précédent que la taille est un marquage comme un
autre, nous pouvons nous passer de la variable x, et de la classeZ dans la spéci�cation.
En e�et, la spéci�cation est non ambiguë, de telle sorte que pout toute valeur (i1, i2)
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Cela revient à généraliser
la notion de taille d’un
objet comme une fonction
de C dans N2 plutôt que
dans N.

du nombre d’occurrences des marqueurs Y1 et Y2, il y a au plus une seule structure
engendrée par la spéci�cation ayant ce nombre de marqueurs. Nous utilisons donc
directement la spéci�cation :

C = Y1 ⇥ Y3
2 ⇥ S��(Y1 ⇥ Y2)⇥ S��(Y2

2 )

qui donne directement L(y1, y2) =
y1y32

(1�y1y2)(1�y22)
. J

1.2.6 Singularités et Théorème de Transfert

Je reprends dans cette section la présentation de [FS09] et [Mis19]. L’idée de la com-
binatoire analytique est de regarder les séries formelles introduites précédemment
comme des fonctions analytiques complexes. Nous nous en servirons notamment
pour relier le comportement de ces fonctions analytiques au voisinage de leurs
singularités au comportement asymptotique de leurs coe�cients de Taylor.

Définition 1.76 (Rappels d’analyse complexe).
I Soit f(z) : C! C une fonction, et z0 2 C. Alors

— la fonction f est dite dérivable en z0 si le quotient
f(z0+h)�f(z0)

h admet une limite
lorsque h 2 C tend vers 0.

— f est dite holomorphe en z0 si elle est dérivable en tout point d’un voisinage de z0

— f est dite analytique en z0 s’il existe une série entière de la forme
P

n2N anz
n,

de rayon de convergence strictement positif R, telle qu’à l’intérieur du disque
ouvert D(z0, R) de centre z0 et de rayon R, on ait f(z) =

P

n2N an(z � z0)
n.

Ces deux dernières notions coïncident : une fonction est holomorphe en un point
z0 si et seulement si elle est analytique en z0. J

Définition 1.77 (Prolongement analytique, singularité, [FS09, De�nition IV.4]).
I Soit f une fonction analytique dé�nie sur un ouvertΩ non vide dé�ni par l’intérieur
d’une courbe � : [0, 1]! C simple (� est injective sur [0, 1[) et fermée (�(0) = �(1)).
Soit z0 un point de C sur la courbe �.
On dit que f admet un prolongement analytique en z0 s’il existe une fonction

analytique f⇤ dé�nie sur un ouvert Ω⇤ contenant z0, telle que f⇤(z) = f(z) pour
tout z 2 Ω \ Ω⇤.

Il y a unicité du prolongement analytique : si deux fonctions analytiques dé�nies
sur un ouvert connexe par arc Ω La vraie formulation

du prolongement analy-
tique utilise des ouverts
connexes, mais nous au-
rons uniquement besoin de
la version sur des connexes
par arc.

de C coïncident sur un voisinage d’un point de U ,
alors ces fonctions sont égales sur Ω tout entier.

Un point z0 est appelé singularité de f si f n’admet pas de prolongement analytique
en z0. J

Exemple 1.78 (Exemples de singularités, [FS09, De�nition IV.4]).
I La fonction 1

1�z admet une unique singularité en z = 1.

La fonction
p
1� z :=

P

n2N
1

22n(1�2n)
�
2n
n

�
zn dé�nie sur le disque ouvert de

centre 0 et de rayon 1, est prolongeable analytiquement sur C privé de la droite
[1,+1[, mais n’admet aucun prolongement analytique en 1, qui est une singularité
de
p
1� z. J

Proposition 1.79 (Singularités sur le cercle de convergence, [FS09, Theorem IV.5 et
IV.6]).
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R

θ

0
z0

F����� 1.2. Représentation d’un ∆-domaine.

I Soit f(z) une fonction analytique au voisinage de 0, qui admet le développement
en série entière f(z) =

P

n anz
n. Soit R le rayon de convergence de cette série

entière. Alors :

— f admet une singularité sur le cercle de convergence |z| = R ;

— de plus, si tous les an sont des réels positifs, alors z = R est une singularité de f .
C’est le théorème de Pringsheim.

Les singularités qui sont présentes sur le cercle de convergence sont appelées singu-
larités dominantes de f . J

L’étude des singularités dominantes d’une fonction est au coeur de la combinatoire
analytique, car sous certaines conditions, le comportement d’une série analytique au
voisinage de ses singularités dominantes se transfère sur le comportement asympto-
tique de ses coe�cients.

Définition 1.80 (∆-domaine).
I Soit z0 2 C un point du plan complexe non nul. Un∆-domaine de z0 est un ouvert
de la forme :

∆z0(✓, R) = {z | |z| < R, z 6= z0, | arg(z � z0)| > ✓}

pour un certain angle ✓, et un rayon R > |z0| (voir Figure 1.2). J

Théorème 1.81 (Théorème de Transfert, [FO90], [FS09, Theorem VI.3]).
INous le citons dans le

cas d’une unique singu-
larité dominante réelle
positive, mais il existe
des versions qui gèrent
le cas de plusieurs sin-
gularités dominantes.

Soit ↵,� 2 R avec ↵ /2 {0,�1,�2, . . .}, et f une fonction analytique en z =
0, ayant comme unique singularité dominante z = ⇢ > 0 réelle positive. Nous
supposons de plus que f est analytique sur un ∆-domaine de z0 = ⇢. Alors :

— Si f(z) satisfait lorsque z tend vers ⇢, en restant dans le ∆-domaine,

f(z) = O
⇣

(1� z/⇢)�↵(� log(1� z/⇢))�
⌘

,

alors [zn]f(z) =n!1 O
⇣

⇢�nn↵�1(log(n))�
⌘

.
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— Si f(z) satisfait lorsque z tend vers ⇢, en restant dans le ∆-domaine, la condition

f(z) = o
⇣

(1� z/⇢)�↵(� log(1� z/⇢))�
⌘

,

alors [zn]f(z) =n!1 o
⇣

⇢�nn↵�1(log(n))�
⌘

.

— Si f(z) satisfait lorsque z tend vers ⇢ en restant dans le ∆-domaine, la condition

f(z) ⇠ �(1� z/⇢)�↵(� log(1� z/⇢))� ,

avec � une constante, alors

[zn]f(z) ⇠n!1
�

Γ(↵)
⇢�nn↵�1(log(n))� . Γ(z) :=

R +1

0
e�ttz�1dt

est la fonction d’Euler,
la généralisation de la
factorielle : en particulier
pour n 2 N⇤, Γ(n) =
(n� 1)!,

Γ(1/2) =
p
⇡,

Γ(�1/2) = �2
p
⇡.

Autrement dit, le comportement de f autour de sa singularité dominante se transfère
dans le comportement asymptotique de ses coe�cients. J

Remarque 1.82 .
IUne des forces de la combinatoire analytique est qu’elle fournit de nombreux outils
pour décrire le comportement asymptotique de séries décrites par des équations,
sans avoir besoin de résoudre ces équations. Couplée avec le théorème de Transfert,
elle permet ainsi d’obtenir des équivalents asymptotiques de suites sans avoir besoin
d’une forme close. J

L’exemple suivant vise à résumer tous les outils de combinatoire analytique que
nous avons présenté dans ces préliminaires.

Exemple 1.83 (Exemple récapitulatif).
I Nous dé�nissons l’ensembleLR des arbres représentant des expressions régulières
sur l’alphabet {a, b} de façon inductive :

— ", a, b sont des arbres d’expressions régulières ;

— si T 2 LR, alors
?
|
T
2 LR ;

— si T1 et T2 sont dans LR, alors
+
/\

T1 T2

et
•
/\

T1 T2
sont dans LR.

Nous prendrons l’habitude de donner à des dé�nitions d’arbres de cette forme une
description récursive de la forme :

LR = "+ a+ b+
?
|

LR

+
+
/\

LR LR

+
•
/\

LR LR

,

qui est en quelque sorte unmélange entre une dé�nition récursive, et une spéci�cation
combinatoire. Cela permet de dé�nir succinctement les arbres que l’on étudie, et
est plus lisible qu’une spéci�cation combinatoire de LR, qui utilise des produits
cartésiens :

LR = Z + Z + Z + Z ⇥ LR + Z ⇥ LR ⇥ LR + Z ⇥ LR ⇥ LR ,

en marquant chaque nœud des arbres par une classe atomiqueZ . Ainsi, en traduisant
cette spéci�cation en équation sur les séries génératrices :

LR(z) = 3z + zLR(z) + 2zLR(z)
2
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nous pouvons résoudre cette équation :

LR(z) =
1� z �

p

∆(z)

4z
, avec ∆(z) = (1� z/⇢1)(1� z/⇢2),

avec ⇢1 = 1
1+2
p
6
et ⇢2 = 1

1�2
p
6
. LR(z) est analytique en z = 0, donc il y a une

unique singularité dominante : ⇢1 > 0. En utilisant le théorème de Transfert, nous
déduisons :

[zn]LR(z) ⇠
p

1� ⇢1/⇢2
8⇢1
p
⇡ n3/2

(1 + 2
p
6)n.

Nous nous intéressons désormais à la transformation suivante : étant donné un
arbre d’expression régulière T 2 LR, nous notons �(T ) l’arbre obtenu à partir de
T en supprimant toutes les étoiles ? qui se trouvent directement au-dessus d’une
étoile ; autrement dit �(T ) est obtenu en remplaçant tous les sous-arbres de T de
la forme (T ?

1 )
? par T ?

1 et en recommençant jusqu’à ce qu’il ne soit plus possible de
trouver deux étoiles consécutives.

Nous nous intéressons à la taille moyenne d’un arbre de taille n après simpli�cation.
Nous cherchons donc à marquer dans la spéci�cation les étoiles qui disparaissent
après simpli�cation. Actuellement, la spéci�cation de LR ne nous permet pas de
distinguer les étoiles qui vont rester de celles qui vont disparaître, nous devons
introduire des classes supplémentaires pour le faire : nous notons A l’ensemble des
arbres dont la racine n’est pas une étoile, et S l’ensemble des arbres qui commencent
par une étoile. Nous avons la dé�nition récursive suivante :

8

>>><

>>>:

LR = A+ S

S =
?
|
A
+

?
|
S

A = a+ b+ "+
•
/\

LR LR

+
+
/\

LR LR

(1.4)

Ce système se traduit directement en système combinatoire, en marquant chaque

nœud par Z , et en prenant soin de marquer par une classe neutre U l’étoile de
?
|
S
, qui

disparaît après simpli�cation, car elle se trouve forcément au-dessus une étoile :
8

><

>:

LR = A+ S

S = Z ⇥A+ Z ⇥ U ⇥ S

A = Z + Z + Z + Z ⇥ LR ⇥ LR + Z ⇥ LR ⇥ LR

(1.5)

et donc en utilisant le dictionnaire nous obtenons le système suivant satisfait par les
séries génératrices :

8

><

>:

LR(z, u) = A(z, u) + S(z, u)

S(z, u) = zA(z, u) + zuS(z, u)

A(z, u) = 3z + 2zLR(z, u)
2.

Remarque 1.84 .
IDans la suite des chapitres, nous serons moins rigoureux, nous dirons abusivement
que le système récursif (1.4) est une spéci�cation, et nous passerons directement à
l’équation sur les séries génératrices en expliquant à l’écrit quelle variable marque
quel type de nœud. J
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Nous rappelons qu’en notant QLR(z) = @uLR(z, u)
�
�
u=1

, le nombre moyen en
d’étoiles supprimées lors de la simpli�cation d’un arbre de taille n est donné par la
formule de la Proposition 1.69 :

en =
[zn]QLR(z)

[zn]LR(z)
.

En dérivant le système d’équation par rapport à u et en posant u = 1, nous
obtenons le système suivant :

8

><

>:

QLR(z) = QA(z) +QS(z)

QS(z) = zQA(z) + zQS(z) + zS(z)

QA(z) = 4zLR(z)QLR(z).

Ce système se résout facilement, en utilisant le fait que S(z) = zLR(z). Nous
obtenons alors :

QLR(z) =
zS(z)

1� z � 4zLR(z)
=

z2LR(z)
p

∆(z)
=

z � z2 � z
p

∆(z)

4
p

∆(z)
.

Ainsi QLR(z) possède une unique singularité dominante en z = ⇢1. Comme au

voisinage de z = ⇢1, QLR(z) ⇠ ⇢1�⇢21
4
p

1�⇢1/⇢2
p

1�z/⇢1
, nous pouvons appliquer le

théorème de Transfert (car QLR(z) est bien anaytique sur un ∆-domaine de ⇢1) :

[zn]QLR(z) ⇠
⇢1 � ⇢21

4
p

⇡n(1� ⇢1/⇢2)
(1 + 2

p
6)n.

Ainsi le nombre moyen d’étoiles supprimées dans un arbre de taille n est asymptoti-
quement équivalent à

en =
[zn]QLR(z)

[zn]LR(z)
⇠ ⇢1 � ⇢21

4
p

1� ⇢1/⇢2
8⇢1

p

1� ⇢1/⇢2
n =

25� 4
p
6

529
n ⇡ 0.0287n.

En conclusion, la taille moyenne d’un arbre après suppression des étoiles consécutives

est asymptotiquement équivalent à n avec  = 1� 25�4
p
6

529 = 4
529(126 +

p
6). J

1.3 Préliminaires sur les systèmes de séries et le
théorème de Drmota

Nous expliquerons dans la
suite la di�érence que nous
faisons entre le théorème
de Drmota et le théorème
de Drmota-Lalley-Woods.

1.3.1 Systèmes polynomiaux

Un système polynomial d’équations de dimension d est un système d’équations,
dont les inconnues sont des fonctions (y1(z), . . . , yd(z)), de la forme :

8

><

>:

y1(z) = F1(z; y1(z), . . . , yd(z))
...

yd(z) = Fd(z; y1(z), . . . , yd(z))

où les Fi(Z;Y1, . . . Yd) sont des polynômes de Q[Z, Y1, . . . , Yd] pour i 2 [d]. En
notant y(z) = (y1(z), . . . , yd(z)), et F = (F1, . . . , Fd), on peut réécrire le système
sous la forme vectorielle :

y(z) = F (z;y(z)) . (1.6)
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Toute solution d’un système polynômial est algébrique. Il s’agit d’une conséquence
de la théorie de l’élimination, que je ne présente pas ici. J’invite le lecteur à consulter
[FS09, annexe B.1] pour une introduction à l’élimination par les résultants, et le
Théorème 2 de [CLO07, p.122] pour une approche par les bases de Groebner.)

Proposition 1.85 (Voir par exemple [FS09, annexe B.1], [CLO07, The Elimination
Theorem p.122]).
I Soit (y1(z), . . . , yd(z)) une solution du système 1.6. Alors pour tout i 2 [d],
yi(z) est algébrique, c’est-à-dire qu’il existe un polynôme bivarié Pi(z, Yi) tel que
Pi(z, yi(z)) = 0. J

Proposition 1.86 (Unicité de la solution, [Drm97, FS09]).
I Si les coe�cients des polynômes Fi sont positifs et si F (0;y) = 0, alors il existe
une unique solution au système 1.6. J

Idée de la preuve. On montre que F est une contraction dans l’espace métrique
complet des séries formelles, puis on applique le théorème du point �xe. ⌅

Définition 1.87 (Jacobien).
I Si Fi(Z;Y1, . . . Yd) sont des polynômes de Q[Z, Y1, . . . , Yd] pour i 2 [d], nous
notons F le vecteur F1, . . . , Fd). Alors la matrice jacobienne de F par rapport à
y, notée JacyF (Z, Y1, . . . , Yd), est la matrice carrée, de dimension d⇥ d, dont les
coe�cients sont des polynômes dé�nis par :

(JacyF (Z, Y1, . . . , Yd))i,j := @YjFi(Z;Y1, . . . , Yd) .

La matrice Jacobienne est notamment utile pour calculer des dérivées : si y(z) =
(y1(z), . . . , yd(z)) est un vecteur de séries véri�ant le système 1.6, alors en notant
y0(z) = (y01(z), . . . , y

0
d(z)), nous avons :

y0(z) = JacyF (z, y1(z), . . . , yd(z)) · y
0(z) .

Il s’agit simplement d’une notation condensée, sous forme de produit matriciel, de la
règle de dérivation en chaîne pour des fonctions composées. J

1.3.2 Systèmes analytiques bien conditionnés, théorème de Drmota

Les systèmes qui nous ont intéressés dans cette thèse ont des propriétés supplémen-
taires qui assurent entre autres l’unicité de la solution, de la singularité dominante,
et un comportement en racine carrée. Le cas analytique est étudié par Drmota dans
[Drm97, Drm09] avec des paramètres u que nous n’utiliserons pas, et reformulé
(sans paramètre) dans [BBY10] qui précise les conditions du théorème sur les points
caractéristiques. Flajolet et Sedgewick donnent une preuve de ce résultat, qu’ils
appellent théorème de Drmota-Lalley-Woods, dans le cas polynomial [FS09, p. 489].

Les systèmes étudiés sont appelés bien conditionnés par [BBY10]. Ils véri�ent un
ensemble de propriétés que l’on retrouve plus ou moins, sous une forme ou un autre,
dans les conditions de [FS09], de [Drm97] ou de [Drm09].

Définition 1.88 ([BBY10]).
I Un système d’équations y = F (z;y) est bien conditionné s’il véri�e les conditions
suivantes :
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a. chaque Fi est une série entière à coe�cients positifs ;

b. F (z;y) est holomorphe dans un voisinage de l’origine ;

c. F (0;y) = 0 ;

d. le système n’est pas linéaire ;

e. le graphe de dépendance associé est fortement connexe ;

f. pour tout i, Fi(z,0) 6= 0.

J

La dernière condition est énoncée di�éremment chez [Drm97, Drm09], qui de-
mandent qu’il existe un i tel que Fi(z,0) 6= 0. Cette condition est équivalente par
forte connexité, dès qu’on peut assurer qu’aucune composante solution ne peut
être nulle. Dans plusieurs chapitres nous utiliserons cette version, en remplaçant la
condition f. par la condition :

f’. il existe i tel que Fi(z,0) 6= 0, et il existe un vecteur solution y(z) de séries non
nulles, dont les coe�cients de Taylor sont positifs.

De même, dans [Drm97], la condition de non linéarité semble plus forte, car elle
demande l’existence d’un terme au moins carré @2Fi/@y

2
j 6= 0 pour certains indices

i et j ; ce n’est pas un problème, car par forte connexité, on peut obtenir un tel
terme à partir d’un terme non linéaire, en utilisant les transformations présentées
dans [BBY10] (minimal self-substitution). Dans [BBY10], les auteurs ont ajouté une
condition (det(I�JacyF (0;0)) 6= 0), qui a été par la suite retirée, dans une version
corrigée de l’article sur Arxiv. En�n, dans [Drm97], l’auteur a ajouté la condition
F z(z,y) 6= 0. Ces deux dernières conditions sont en fait impliquées, dans le cas où
F n’est pas nul, par la condition F (0;y) = 0 et l’analycité de F en 0 (car F s’écrit
alors sous la forme F (z,y) = zK(z,y)). Un travail de nettoyage des conditions des
di�érentes versions du théorème est en cours de réalisation par Carine Pivoteau et
Bruno Salvy, que je remercie pour m’avoir éclairé sur le sujet.
Le théorème de Drmota permet de démontrer que les solutions de systèmes bien

conditionnés ont un comportement asymptotique en racine carrée. Plus précisément :

Théorème 1.89 (Théorème de Drmota).
I Soit y = F (z;y) un système analytique bien conditionné. Alors :

a. Il existe un unique vecteur de séries entières y(z) solution du système y =
F (z;y).

b. Les coe�cients des séries solutions sont positifs, et s’obtiennent par itération du
système.

c. Tous les yi(z) ont le même rayon de convergence 0 < ⇢ < +1, et présentent
une singularité en z = ⇢. De plus ⌧i := yi(⇢) < +1.

Si de plus (⇢, τ ) est dans le domaine de convergence de F (z;y) (c’est le cas
automatiquement si le système est polynomial), alors :

d. (⇢, τ ) véri�e le système caractéristique :

(

τ = F (⇢; τ )

0 = det(Id� Jacy[F ](⇢; τ ))
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e. Chaque yi(z) peut s’écrire sous la forme yi(z) = gi(z)�hi(z)
p

1� z/⇢, dans un
voisinage de z = ⇢ privé de (⇢,+1), avec gi(z), hi(z) des fonctions analytiques
en z = ⇢, et hi(⇢) 6= 0.

f. En�n, si à partir d’un certain rang tous les coe�cients de Taylor des yi(z) sont
non nuls, alors ⇢ est l’unique singularité dominante des yi(z), et il existe des
constantes Ci telles que pour tout i 2 [d] :

[zn]yi(z) ⇠
n!1

Ci⇢
�nn�3/2

J

Le but de l’article [BBY10] est de préciser dans quels cas on peut être sûr que (⇢, τ )
est bien un point caractéristique, et comment le caractériser parmi tous les points
caractéristiques. Nous n’avons pas besoin de ces subtilités dans cette thèse, car nous
utilisons généralement des systèmes polynomiaux, et dans le seul cas analytique,
nous supposons que la singularité véri�e bien l’équation caractéristique. Par ailleurs
le système provient souvent de la combinatoire, ce qui donne des renseignements
supplémentaires sur ⇢.
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Introduction à la partie

Arbre d’expression

Les expressions sont une description simple d’objets informatiques, très souvent
utilisées par les programmes qui s’adressent à un public non-expert. Nous pouvons
citer le cas des expressions régulières qui sont présentes dans tous les langages de
programmation ; mais aussi les formules logiques qui permettent aux utilisateurs de
spéci�er facilement les propriétés qu’ils veulent faire véri�er au programme. Bien
que ces expressions soient souvent ensuite transformées dans la mécanique interne
des programmes sous une forme plus adaptée au traitement algorithmique, elles sont
largement choisies comme format d’entrée.
Plus généralement, les expressions consistent à décrire par une suite �nie de

symboles facile des objets ou des ensembles informatiques. Par exemple :

— les expressions régulières, que nous avons déjà évoquées, représentent des lan-
gages, des ensembles potentiellement in�nis de mots. Par exemple, l’expression
régulière (a+ b)⇤ représente l’ensemble de tous les mots possibles formés avec
les lettres a et b.

— les formules logiques représentent des fonctions booléennes. Par exemple, la
formule x1 ^ x2 dé�nit la fonction qui à (x1, x2) associe vrai si et seulement si
x1 et x2 sont vrais.

— les formules de Presburger permettent de représenter des sous-ensembles de Nd.
Ainsi la formule �(x) = 9y, 2 · y = x représente l’ensemble des nombres pairs.

— les expressions arithmétiques représentent des fonctions mathématiques. Ainsi
l’expression x/2 représente la fonction qui à x 2 R associe sa moitié.

— les formules LTL, qui suivent la syntaxeΦ := p|Φ^Φ|¬Φ|XΦ|ΦUΦ, représentent
des fonctions booléennes sur des mots in�nis décrivant par exemple les états d’un
système informatique.

Si ces exemples ne sont bien sûr pas exhaustifs, nous pouvons remarquer que leur
description obéit à chaque fois à une syntaxe précise ; nous pouvons ainsi identi�er
des constantes (a et b dans les expressions régulières, les variables x1 et x2 dans
les expressions logiques, . . . ), et des opérateurs (+, ⇤,^, . . .), qui ont une arité �xée
(l’étoile de Kleene ⇤ est d’arité 1 par exemple, c’est-à-dire qu’elle s’applique à une
expression régulière, tandis que l’opérateur ^ est d’arité 2 et relie ainsi deux formules
logiques).
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Les di�érentes expressions vues ci-dessus partagent un autre point commun : elles
se représentent facilement sous la forme d’un arbre ou d’un terme (voir Figure 1.3).
Cette structure d’arbre permet notamment de se passer des parenthèses, qui sont
nécessaires pour les expressions écrites en notation in�xée. Ainsi dans la �gure 1.3,
nous avons pu retirer dans l’arbre les parenthèses de l’expression régulière (a+ b)⇤.
Par ailleurs la représentation sous la forme d’un arbre o�re des outils théoriques et
pratiques pour manipuler ces expressions.

!

+

ba

∃

y =

× x

y2

∧

x1 x2

F����� 1.3. Exemple d’arbres représentant les expressions (a+ b)⇤, 9y, 2⇥ y = x,
et x1 ^ x2

Analyse en moyenne et benchmarks

En résumé, de nombreux programmes sont amenés à traiter des expressions qu’ils
reçoivent en entrée, qu’ils les utilisent directement sous leur forme arborescente pour
répondre à certaines questions (par exemple tester si une expression régulière recon-
naît le mot vide, ou encore calculer la dérivation formelle d’une fonction), ou qu’ils
les transforment en une autre structure plus adaptée au problème à résoudre (par
exemple, une expression régulière encodée par un arbre est typiquement convertie
en automate �ni pour faire des recherches dans un texte). Nous souhaitons géné-
ralement estimer l’e�cacité de tels programmes. La mesure classique pour étudier
l’e�cacité d’un outil est la complexité au pire cas, mais il y a souvent une grande
di�érence entre ce qui est prédit dans le pire cas, et ce qui est observé à l’exécution.
Une approche plus pragmatique consiste à tester les algorithmes sur de nombreuses
entrées, appelées benchmarks, et comparer leurs performances expérimentalement.
La di�culté est alors reportée sur la constitution d’une bibliothèque d’un grand
nombre de tests pour comparer les algorithmes entre eux. Pour que ces comparaisons
soient pertinentes, l’idéal est de tester les programmes sur des entrées issues de cas
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F����� 1.4. La hauteurmoyenne d’un arbre aléatoire uniforme de taillen estΘ(
p
n).
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F����� 1.5. La hauteur moyenne d’un arbre aléatoire ABR de taille n est Θ(log n).

d’utilisation réels, mais avoir accès à de tels exemples, en nombre et de toutes les
tailles, peut s’avérer di�cile. En pratique, on teste les algorithmes sur des expres-
sions générées aléatoirement, car c’est un moyen simple d’avoir accès à un grand
nombre d’expressions diverses. D’un point de vue plus théorique, il est par ailleurs
possible d’analyser le comportement de l’algorithme sur ces entrées aléatoires ; il
s’agit de la complexité en moyenne. Pour que les expressions aléatoires re�ètent bien
le comportement de l’algorithme, il faut cependant choisir une distribution sur les
entrées de taille n, qui soit à même de favoriser des exemples réels ; lorsqu’aucune
information supplémentaire n’est connue sur la distribution des entrées, il est naturel
de se tourner vers deux distributions standard :

a. la distribution uniforme, pour laquelle chaque expression de taille n est équipro-
bable. Elle a l’avantage de donner la même probabilité à toute expression d’une
taille �xée, et ainsi couvre bien toutes les possibilités.

b. la distribution ABR, qui favorise les arbres plus équilibrés. Le choix de cette dis-
tribution s’explique par la facilité avec laquelle on peut générer un arbre aléatoire
de taille n : l’algorithme a une complexité linéaire, et est surtout élémentaire à
implémenter 1. Il est par ailleurs facile de paramétrer les probabilités de chaque
opérateur pour ajuster la distribution des expressions tirées. L’Algorithme 1
représente une instance particulière de l’algorithme de génération d’un arbre
d’expression suivant la distribution ABR, dans le cadre des expressions LTL :
pour tirer un arbre de taille n > 3, on tire au hasard sa racine parmi tous les opé-
rateurs possibles ; si l’opérateur tiré est unaire, on génère récursivement le �ls de
la racine ; si l’opérateur tiré est binaire, on tire uniformément au hasard les tailles
des deux �ls (qui doivent sommer à n � 1), puis on les génère récursivement
selon les tailles tirées.

Nous nous intéresserons à ces deux distributions dans cette partie de la thèse.
La distribution uniforme sur les expressions aléatoires uniformes a déjà été bien

étudiée à l’aide des outils de la combinatoire analytique. Par exemple, la hauteur
moyenne d’une expression aléatoire uniforme croît en Θ(

p
n) [FO82]. Les auteurs

de [FSS90] on montré aussi que si l’on compresse un arbre aléatoire uniforme, en
identi�ant des sous-expressions communes, le graphe acyclique correspondant a en
moyenne une taille en Θ( np

logn
). Il existe aussi des résultats associés à des classes

d’expressions plus spéci�ques. Par exemple, la taille en moyenne de l’automate
construit à partir d’une expression régulière uniforme est linéaire [Nic09, BMMR15].
Dans le contexte des expressions formelles, le coût moyen en temps et en espace du
calcul de la dérivée d’une fonction aléatoire uniforme est en Θ(n3/2) [FS87]. Dans
sa thèse [NT04], Michel Nguyên-Thê s’est intéressé à plusieurs arbres d’expressions
uniformes (avec des poids sur les étiquettes des nœuds des arbres), notamment
des expressions arithmétiques "min/+", "+/�", "+/⇥", dont il décrit précisément

1. Il est en fait aussi possible de générer des arbres uniformes en temps linéaire [Dev12], mais
l’algorithme est beaucoup moins simple à comprendre et à implémenter.
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la distribution asymptotique des valuations, lorsque la taille des arbres tend vers
l’in�ni. De façon complémentaire à cette approche centrée sur la valuation exacte
des arbres, [CFCS90] (resp. [NT04, chapitre 4]) étudient des phénomènes de sim-
pli�cation d’arbres binaires (resp. p-aires) plus généraux, lorsque tous les noeuds

internes, étiquetés �, sont idempotents
�
/\
T T
⌘ T pour tout T ), ou encore nilpotents

(
�
/\
T T
⌘ e pour tout T , avec e appelé élément neutre). Les auteurs montrent que les

simpli�cations induites par ces opérateurs réduisent assez peu les arbres considérés,
d’un facteur constant en moyenne. Finalement, [NT04] exhibe un phénomène plus
surprenant, dans le cas particulier des expressions booléennes : en utilisant 8 règles
de simpli�cation, dont la moitié provient des règles d’absorbance x_> ⌘ >_x ⌘ >
et x^? ⌘ ?^x ⌘ ?, alors la réduction induite par ces règles simpli�e en moyenne
considérablement la taille des arbres booléens : la taille moyenne des arbres booléens
après réduction tend vers une constante lorsque la taille des arbres tend vers l’in-
�ni. C’est ce phénomène que nous avons cherché à étudier, au-delà des expressions
booléennes.Le lecteur peut se référer à

[CDM91] pour un survey
sur di�érentes techniques

symboliques utilisées
pour étudier des arbres

aléatoires suivant la distri-
bution uniforme ou ABR.

La distribution ABR est une distribution tout aussi étudiée, bien que très di�érente
de la distribution uniforme : par exemple, la hauteur typique d’un arbre à n nœuds
suivant la distribution ABR est en Θ(log(n)) [Dev86], alors qu’elle est en Θ(

p
n)

pour la distribution uniforme. Les Figures 1.5 et 1.4 permettent de mieux apprécier la
forme typique des arbres pour ces deux distributions. Le comportement en moyenne
d’un algorithme sera donc sensiblement di�érent selon que la distribution des en-
trées suit la distribution uniforme ou la distribution ABR. Par exemple, l’automate
de Glushkov associé à une expression régulière suivant la distribution ABR a en
moyenne Θ(n2) transitions [NPR10] ; tester l’égalité de deux arbres binaires non
étiquetés de taille totale n se fait en O(1) en moyenne pour la distribution uniforme,
mais est en Θ(log(n)) en moyenne pour la distribution ABR [Mar91]. Dans le cas
des expressions arithmétiques, les travaux de [NT04] sur des arbres binaires "+/-"
montrent un comportement di�érent de la distribution uniforme en ce qui concerne
la valuation moyenne de l’expression représentée ; par ailleurs, l’auteur exhibe un
phénomène de seuil lorsque la probabilité de l’opérateur + dépasse 3/4 : les distribu-
tions limites avant et après ce seuil sont di�érentes. Pour les fonctions booléennes,
nous pouvons citer les travaux de [CGM11] sur la distribution ABR des arbres "et/ou".
Les auteures montrent que pour tout choix de probabilité de l’opérateur _, la dis-
tribution ABR charge uniquement les fonctions True et False, quand la taille des
arbres générés tend vers l’in�ni. Dans la continuité des travaux de [CFCS90, NT04],
[SCFC06] ont étudié, pour des arbres binaires suivant la distribution ABR, les simpli-
�cations induites lorsque tous les noeuds internes sont idempotents ou nilpotents :
les auteurs démontrent, entre autres, que comme pour les arbres uniformes, ces
réductions réduisent assez peu la taille des arbres, d’un facteur multiplicatif constant
en moyenne.
En�n, il est important de préciser que cette distribution est utilisée en pratique

pour générer des expressions aléatoires a�n de tester des algorithmes de véri�cation :
par exemple, le générateur aléatoire de formules LTL de Spot [DLLF+16], ou encore
l’utilitaire lbtt de TCS [Tau00, p.46], utilisent cette distribution pour générer des
formules LTL aléatoires (voir aussi [DGV99] et l’Algorithme 1).



47

1 function RandomFormula(n) :
2 if n = 1 then
3 p := random symbol in AP [ {>,?};
4 return p;
5 else if n = 2 then

6 op := random operator in {¬,X,⇤,⌃};
7 f := RandomFormula(1);
8 return op f ;
9 else

10 op := random operator in {¬,X,⇤,⌃,^,_,!,$,U,R};
11 if op in {¬,X,⇤,⌃} then

12 f := RandomFormula(n� 1);
13 return op f ;
14 else

15 x := random integer in the interval [1, n� 2];
16 f1 := RandomFormula(x);
17 f2 := RandomFormula(n� x� 1);
18 return (f1 op f2);

Algorithme 1 : Le pseudo-code utilisé par TCS [Tau00, p.46] pour générer
une formule LTL aléatoire. C’est une instance particulière de l’algorithme de
génération d’un arbre d’expression suivant la distribution ABR.

Redondance des expressions, élément absorbant

On fait généralement la distinction entre la syntaxe d’une expression, c’est-à-
dire l’arbre étiqueté, et sa sémantique, c’est-à-dire l’objet qu’il représente. Pour de
nombreuses classes d’expressions syntaxiques, on peut voir apparaître un phénomène
de redondance : plusieurs expressions di�érentes représentent les mêmes objets. Par
exemple :

— les expressions régulières (a + b)⇤, (a + b)⇤ + (bab)⇤ et (a + b)(a + b)⇤ + "

représentent le même langage, celui de tous les mots sur l’alphabet {a, b}

— les formules logique >, > _ x, et ¬? représentent la même fonction booléenne,
la tautologie vraie.

— les expressions arithmétiques x/2 et 4⇥ (x/8) sont équivalentes.

Il apparaît ainsi immédiat que tirer au hasard une expression n’est pas du tout équi-
valent à tirer au hasard l’objet qu’elle représente ; certains objets sont sur-représentés
par rapport à d’autres, selon le nombre d’expressions d’une taille donnée qui les
décrivent. Dans ce cas, les analyses en moyennes et les benchmarks utilisant des
expressions aléatoires sont-ils pertinents? Nous allons voir dans cette partie de la
thèse que la réponse à cette question est souvent négative.
Dans cette partie de la thèse, nous nous sommes restreints à la prise en compte

d’une redondance très simple sur les arbres d’expressions, due à la présence d’un
élément absorbant. Un arbre P est dit absorbant pour un opérateur ~ si toute ex-

pression de la forme
~
/\
P T

ou
~
/\
T P

, avec T une expression quelconque, est équivalente

sémantiquement à P (c’est-à-dire qu’elle représente le même objet que P).
Dans tous les exemples mentionnés précédemment on trouve des éléments absor-

bants :

— l’expression (a+b)⇤ est absorbante pour l’union+ pour les expressions régulières
sur les lettres a et b. En e�et, l’union d’un langage quelconque avec tous les mots
possibles donne encore le langage de tous les mots. Ce n’est d’ailleurs pas le
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seul élément absorbant pour l’union, il y a aussi (a⇤ + b)⇤, (a⇤b⇤)⇤, ((a+ ")b)⇤,
"+ (a+ b)(a+ b)⇤, . . .

— > est absorbant pour l’opérateur _. En e�et, vrai ou n’importe quelle expression
est toujours vrai. Demême? est absorbant pour^. Et toute expression équivalente
à ? (comme x ^ ¬x) est absorbante pour ^.

— Pour LTL, > est aussi absorbant pour l’opérateur _, et ? est absorbant pour ^.
Si nous voulons utiliser la sémantique propre de LTL, nous pouvons dire que
? est absorbant à droiteOn se convainc facilement

que le cadre de travail du
chapitre 2 permet aussi

d’étudier les éléments ab-
sorbants à droite. Pour
les autres chapitres, il

faut véri�er plus en détail
les calculs, même si les
résultats ne devraient
a priori pas changer.

pour U : �U? est équivalent à ?, mais nous sortons
légèrement du cadre que nous avons étudié dans cette thèse, car l’élément n’est
absorbant que d’un côté.

— 0 (et x� x, ln(1), . . . ) est absorbant pour la multiplication ⇥.
Le but principal de cette partie sur les arbres d’expressions est de montrer que la

seule présence d’un élément absorbant pour un opérateur �xé, dans la sémantique
des arbres d’expressions, su�t en général à montrer que la distribution uniforme
est dégénérée par rapport aux objets représentés. Par conséquent cette distribution
ne devrait pas être utilisée pour l’étude en moyenne des algorithmes – qui étudient
�nalement plus la dégénérescence de la distribution uniforme que le comportement
des algorithmes – ni pour la génération aléatoire pour les benchmarks. Ce phénomène
est su�samment général pour nous permettre d’exhiber un grand nombre de classes
d’expressions qui rentrent dans ce cadre, tout en évitant d’avoir à adapter les preuves
au cas par cas, selon la sémantique particulière de chacune des expressions étudiées.
Nous clôturons cette partie en étudiant la distribution ABR, et en montrant no-

tamment que l’in�uence d’un élément absorbant sur cette distribution est a priori
plus complexe que pour la distribution uniforme.

Plan de la partie

Dans le chapitre 2, nous étudions les conséquences de la présence d’un élément
absorbant pour des arbres d’expressions, spéci�és par des grammaires algébriques,
que l’on tire uniformément au hasard. Ces systèmes permettent notamment d’éviter
certaines redondances ou certains motifs dans les arbres tirés au sort. Par exemple,
si on souhaite considérer des expressions régulières sans deux étoiles de Kleene
consécutives, on peut considérer la spéci�cation suivante :

8

<

:

LR =
?
|
S
+ S,

S = a+ b+ "+
+
/\

LR LR

+
•
/\

LR LR

.

Le résultat principal de ce chapitre est qu’en présence d’un élément absorbant, un
arbre uniforme de taille n spéci�é par un tel système est, sous certaines conditions
sur le système, équivalent à un arbre plus petit, de taille en moyenne bornée par
une constante lorsque n tend vers l’in�ni. Par ailleurs cet arbre équivalent s’obtient
par réduction simple de l’arbre, en simpli�ant par l’élément absorbant lorsqu’il se
trouve sous l’opérateur ~. Nous montrons un résultat similaire pour les moments
d’ordre supérieur associés à la taille après réduction. Les conditions sur le système
sont su�samment générales pour s’appliquer à de nombreux systèmes, notamment
dans le domaine des expressions régulières : par exemple, notre résultat s’applique
aux spéci�cations de [LS05], utilisées pour dénombrer les expressions régulières, et
qui tentent d’éviter certaines redondances.
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Dans le chapitre 3, nous étudions plus en détail le cas des expressions spéci�ées
par une équation unidimensionnelle, mais en autorisant, avec quelques contraintes,
des arités non bornées pour les opérateurs, a�n de pouvoir modéliser en partie l’as-
sociativité de certains opérateurs. Cela permet notamment d’utiliser la construction
de type S�� dans les spéci�cations d’arbres, pour capturer aussi bien les expressions

régulières spéci�ées par la grammaire LR = a+ b+ "+
?
|

LR

+
•
/\

LR LR

+
+
/\

LR LR

, que

les expressions régulières spéci�ées par

LR = a+ b+ "+
?
|

LR

+
•
/\

LR LR

+
+
/\

LR LR

+
+

/ | \
LR LR LR

+
1X

n=4

+
/ | \

LR ... LR
| {z }

n fois

,

qui traduit le fait que l’opérateur + peut avoir un nombre arbitraire de �ls. Plus pré-
cisément, nous nous sommes intéressés à des classes combinatoire E dé�nissant des
variétés simples d’arbres, dont la série génératrice T (z) :=

P

n tnz
n, où tn compte

le nombre d’arbres de E de taille n, satisfait donc une équation unidimensionnelle
de la forme T (z) = z�(T (z)). Nous nous sommes toutefois restreints au cas simple
où � est une fonction analytique véri�ant des hypothèses analytiques classiques
précises (appelées schéma d’inversion lisse). Par exemple, pour LR dé�nie ci-dessus,
la série génératrice véri�e

LR(z) = z(3 + LR(z) + LR(z)
2 +

LR(z)
2

1� LR(z)
)

Nous avons montré ainsi que sous ces hypothèses, qui sont naturelles et véri�ées
dans de nombreux cas, on observe le même phénomène de dégénérescence de la
distribution uniforme : un arbre d’expressions uniforme de taille n est équivalent à
un arbre de taille plus petit, dont la taille moyenne tend vers une constante lorsque
n tend vers l’in�ni (et de même pour les moments d’ordre supérieur).
Si les réductions induites par un élément absorbant sont très générales et s’ap-

pliquent à de nombreuses classes d’expressions, elles sont trop grossières pour cap-
turer précisément la sémantique des arbres étudiés. Ainsi, les constantes annoncées
dans les deux précédents articles sont énormes, même pour des équations unidimen-
sionnelles très simples (plusieurs millions pour les expressions régulières sur un
alphabet à deux lettres). Ceci pourrait remettre en question notre mise en garde de
ne pas utiliser en pratique la distribution uniforme sur des arbres d’expressions : il
pourrait �nalement s’agir d’une objection purement théorique, que l’on n’observera
jamais en pratique sur des arbres de taille raisonnable. Dans le chapitre 4, nous
étudions plus en détail la sémantique des expressions régulières uniformes, en intro-
duisant des règles supplémentaires spéci�ques aux expressions régulières. Le but est
de ra�ner les résultats annoncés au chapitre précédent, et faire baisser les constantes
en jeu. Nous montrons notamment qu’une expression régulière uniforme de taille
n est équivalente lorsque n tend vers l’in�ni à une expression de taille environ 77
en moyenne. Cette constante est con�rmée par des courbes expérimentales (voir
Figure 1.6).

En�n, dans le chapitre 5, nous étudions ce qui se passe lorsque la distribution des
arbres n’est plus uniforme, mais la distribution ABR, pour des arbres d’expressions
unaire-binaires. Cette fois, le comportement asymptotique des tailles après réduc-
tion est plus complexe, et dépend de la probabilité p~ d’apparition de l’opérateur
absorbant, et la probabilité pI d’apparition d’un opérateur unaire. Intuitivement, il y
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F����� 1.6. Taille moyenne après réduction, observée expérimentalement sur des
expressions régulières uniformes, à deux lettres (échelle logarithmique)

a peu de réductions lorsque p~ est trop petit, et il y a beaucoup de simpli�cations
lorsque p~ est proche de 1. Nous avons détaillé précisément la dynamique de la taille
asymptotique moyenne après réduction, en fonction de la probabilité p~ d’apparition
de l’opérateur absorbant, et identi�é deux seuils de changement de phase dans le
comportement de la réduction, con�rmés par les expériences. Ainsi la taille réduite
moyenne d’un arbre aléatoire de taille n suivant la distribution ABR, a un comporte-
ment asymptotique décrit par le schéma suivant, selon la probabilité d’apparition de
l’opérateur absorbant :

0 1

p~
Θ(n)

presque aucune réduction

Θ( n
(logn)� )

1
2

Θ(n✓)

réduction

importante

3�pI
4

Θ(log n)

Θ(1)

cas

dégénéré

F����� 1.7. Comportement des tailles réduites asymptotiques dans le cas des arbres
d’expressions suivant la distribution ABR

Cette partie est un travail en commun avec Cyril Nicaud et Pablo Rotondo. Le
chapitre 2 a fait l’objet d’une publication à DLT en 2020, et d’une publication en
version longue (en tant que special issue de DLT) à IJFCS en 2021. Le chapitre 3 a été
publié à MFCS en 2020, le chapitre 4 à CSR en 2021, et le chapitre 5 à STACS en 2021.
Je conclus cette introduction avec le tableau suivant qui résume les contributions de
chaque chapitre :

Chap. Type d’équation(s) Réduction considérée Distribution Taille moyenne
2 système polynomial élément absorbant uniforme constante
3 unidimensionnelle analytique élément absorbant uniforme constante

4 LR = a+ b+ "+
?
|

LR

+
•
/\

LR LR

+
+
/\

LR LR

détection heuristique d’arbres universels uniforme constante (' 77)

5 unidimensionnelle de degré 2 élément absorbant ABR de constante à linéaire

T���� 1.1. Résumé des contributions des di�érents chapitres



Ce chapitre est en grande partie issu de l’article [KNR20] et de sa version longue [KNR21].

2
Réduction d’expressions spécifiées par

un système

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux phénomènes de réduction dus à la
présence d’un élément absorbant pour des expressions spéci�ées par des systèmes
combinatoires. Un exemple classique d’un tel système est la description de la classe
LR des arbres décrivant des expressions régulières :

LR = a+ b+ "+
?
|

LR

+
•
/\

LR LR

+
+
/\

LR LR

. (?)

Il s’agit d’une spéci�cation récursive à une dimension, dans le sens où elle ne dé-
pend que d’une classe combinatoire inconnue LR, qui dé�nit toutes les expressions
régulières syntaxiquement correctes. Plus généralement, nous nous intéressons aux
classes dé�nies par des systèmes combinatoires, a�n d’étudier les conséquences de
la présence d’un élément absorbant sur des sous-ensembles d’expressions ; nous
pouvons par exemple grâce aux systèmes étudier les expressions régulières qui n’ont
pas deux étoiles de Kleene successives, en utilisant le système :

8

<

:

LR =
?
|
S
+ S,

S = a+ b+ "+
+
/\

LR LR

+
•
/\

LR LR

.
(??)

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

Théorème 2.1 (Énoncé informel).
I Pour toute classe d’expressions dé�nies par un système d’équations combinatoires,
en présence d’un élément absorbant pour un opérateur d’arité au moins 2, si certaines
conditions sur le système sont respectées, alors une expression uniforme de taille
n est équivalente à une expression de taille bornée par une constante en moyenne
quand n tend vers l’in�ni. De plus tous les moments d’ordre supérieur associés à
cette taille sont aussi bornés. Par ailleurs le calcul de cette expression équivalente se
fait par un simple parcours de l’arbre, en temps linéaire. J
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Autrement dit, la distribution uniforme est dégénérée pour ces expressions : les
objets qui ne peuvent être décrits par des arbres de petite taille sont sous-représentés.
Ce résultat remet en question la pertinence de l’analyse en moyenne des algorithmes
prenant en entrée de telles expressions, avec la distribution uniforme : si on réduit
d’abord une expression de taille n en prenant en compte l’élément absorbant, alors sa
taille est bornée par une constante en moyenne. L’algorithme a donc une complexité
en moyenne linéaire.
Bien sûr des conditions sur le système sont nécessaires pour imposer ce résultat.

Certaines sont naturelles et seront naturellement véri�ées par la plupart des systèmes
décrivant des arbres d’expressions. Une des conditions s’assure notamment qu’on ait
identi�é un élément absorbant pertinent qui ne soit pas évité par le système. Une
autre condition sur le système (la forte connexité) s’avèrera moins naturelle, mais
nécessaire pour résoudre le problème en toute généralité, sans avoir à s’intéresser au
cas particulier de la sémantique de chaque classe d’expressions étudiée.

2.2 Système combinatoire d’arbres

Dans cette partie, nous dé�nissons proprement ce que nous entendons par systèmes
combinatoires d’expressions.

2.2.1 Définition des arbres d’expressions sous forme de classe
combinatoire et de systèmes

Dans toute cette partie, les arbres considérés sont des arbres planaires étiquetés
enracinés, c’est-à-dire qui véri�ent les conditions suivantes :

a. (enracinés) tout nœud possède un unique père, à l’exception d’un seul nœud,
appelé racine

b. (planaires) les �ls d’un nœud sont ordonnés, si bien que les deux arbres
•
/\
� • et

•
/\
• �

sont distincts

c. (étiquetés) chaque nœud est étiqueté par un symbole.

La taille d’un arbre est son nombre de nœuds. Pour un nœud N d’un arbre planaire
enraciné, nous appelons arité deN le nombre de �ls du nœudN . Les nœuds d’arité 0
sont classiquement appelés feuilles, les nœuds d’arité 1 sont appelés nœuds unaires,
ceux d’arité 2 nœuds binaires. Nous employons le terme arité et non degré comme
en théorie des graphes, car pour un arbre, vu comme un graphe, le degré d’un nœud
di�érent de la racine est son arité plus un.

Nous nous intéressons à des arbres d’expressions qui suivent une syntaxe précise.
Les étiquettes des nœuds sont associées à une arité �xeLes systèmes de séries

génératrices associées se-
ront donc polynomiaux.
Comme nous l’avons ex-

pliqué dans l’introduction,
nous pourrions vouloir
considérer que ^ a une
arité non �xée pour mo-
déliser son associativité.

Nous sortons du cadre des
systèmes polynomiaux

dans ce cas, cf le chapitre 3.

: par exemple, pour la syntaxe
des expressions logiques, l’opérateur ¬ est unaire, tandis que l’opérateur ^ est binaire.
Dans la suite de cette section, chaque opérateur aura une seule arité �xée.
De façon plus formelle, soit S un ensemble �ni d’éléments appelés opérateurs, et

soit a une fonction de S dans N. Pour un symbole d’opérateur s, la valeur a(s) est
appelée l’arité de l’opérateur s, et désigne le nombre de �ls qu’un opérateur peut
avoir.

Définition 2.2 .
I L’ensemble des expressions T (S, a) associées à la paire (S, a) est dé�ni par
induction :
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— pour tout opérateur s0 2 S d’arité 0, s0 2 T (S, a) ;

— pour tout opérateur s 2 S et T1, · · · , Ta(s) 2 T (S, a), alors (s, T1, . . . , Ta(s)) 2
T (S, a). On représente ce tuple formel sous la forme d’un arbre :

s

T1 . . .Ta(s)

J

Exemple 2.3 .
I L’arbre suivant :

^
¬ ¬

_ ¬

x1 x2 x3

représente l’expression (¬(x1 _ x2)) ^ ¬¬x3 associée à S = {^,_,¬, x1, x2, x3}
avec a(^) = a(_) = 2, a(¬) = 1 et a(x1) = a(x2) = a(x3) = 0 : J

Soit ⇤ un nouveau symbole de feuille qui n’est pas dans S. On étend la fonction
d’arité à ce nouveau symbole en posant a(⇤) = 0.

Définition 2.4 (Expression incomplète).
I Une expression incomplète sur S est une expression de T (S [ {⇤}, a). La taille
d’une expression incomplète est son nombre de nœuds dans S (les feuilles ⇤ ne sont
pas comptées). Ne pas compter les ⇤

dans la taille d’un arbre
simpli�era les notations
lors de l’expression de la
taille d’un arbre provenant
d’une substitution.

J

Autrement dit, une expression incomplète est simplement un arbre de T (S, a)
dont certaines feuilles sont étiquetées par un nouveau symbole ⇤ (par exemple
l’arbre T1 de la �gure 2.1). De façon informelle, ces arbres incomplets représentent
des expressions partielles, chaque feuille ⇤ étant destinée à être complétée par une
expression. Une expression est simplement une expression incomplète qui ne contient
aucune feuille ⇤. Nous appelerons parfois expression complète une telle expression
par opposition aux expressions incomplètes. Les expressions incom-

plètes sont aussi appelées
des contextes.Définition 2.5 (Arité d’une expression incomplète).

I Si T est une expression incomplète sur S, nous appelons arité de T , noté a(T )
son nombre de feuilles ⇤. J

T =

⇥
+

⇤ y
⇤ a(T ) = 2

F����� 2.1. Exemple d’expression incomplète, d’arité 2

Cette dé�nition est consistante avec l’arité d’un symbole, en considérant un sym-
bole s 2 S d’arité a(s) comme une expression incomplète constituée d’une racine
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étiquetée par s, et ayant a(s) enfants étiquetés par ⇤ (par exemple l’opérateur ^
peut être vu comme

^
/\
⇤ ⇤

).

Dans toute la suite, l’arité des symboles de S est sous-entendue �xée. On désigne
par T⇤(S) := T (S [ {⇤}, a) (resp. T (S) := T (S, a)) l’ensemble des expressions
incomplètes (resp. complètes) sur S. Naturellement, T (S) ✓ T⇤(S).

Remarque 2.6 .
I Les expressions incomplètes sont très proches des motifs dé�nis par [Mar92], dans
le cadre de la recherche de motifs dans des arbres. L’auteur utilise le joker (wildcard)
⇤ comme symbole spécial de feuille, à la place de ⇤. J

Définition 2.7 (Substitution d’arbres).
I Si T est une expression incomplète sur S, d’arité t = a(T ), et T1, . . . , Tt sont
des expressions (possiblement incomplètes) sur S, alors T [T1, . . . , Tt] désigne l’ex-
pression obtenue en remplaçant la i-ième feuille ⇤ par Ti pour chaque i 2 [t] (en
ordonnant les t feuilles ⇤ par ordre d’apparition dans le parcours en profondeur de
l’arbre, en traitant les �ls d’un nœud de gauche à droite).

Nous généralisons cette notation à des ensembles d’expressions : si T1, . . . , Tt sont
des ensembles d’expressions (incomplètes), alors

T [T1, . . . , Tt] := {T [T1, . . . , Tt] : T1 2 T1, . . . , Tt 2 Tt}

désigne l’ensemble des expressions obtenues en remplaçant la i-ième feuille ⇤ par
un élément de Ti. J

T1 =

∧

∨ ¬

□x2¬

□

T2 =
∨

x1 x2

T1[x3, T2] =

∧

∨ ¬

∨x2¬

x3 x1 x2

F����� 2.2. Exemple de substitution de deux expressions complètes x3 et T2 dans
une expression incomplète T1

Définition 2.8 (Règle).
I Une règle de dimensionm > 1 sur S est une expression incomplète T 2 T⇤(S)
dans laquelle chaque nœud ⇤ est de surcroît étiqueté par un entier dans [m]. J

Intuitivement, une règle précise pour chaque nœud ⇤ les ensembles d’arbres
(numérotés de 1 àm) autorisés pour e�ectuer une substitution. Une autre façon de
présenter une règle est de la voir comme un tuple M = (T, i1, . . . , it), où T est
une expression incomplète d’arité t, et i1, . . . , it sont les étiquettes associées aux
t nœuds ⇤ de T , ordonnés par parcours en profondeur. L’arité a(M) d’une règle
M est l’arité de son expression incomplète, et ���(M) = (i1, . . . , it) est le tuple
des étiquettes de ses nœuds ⇤. Les règles sont les briques de base pour décrire un
système combinatoire sur des classes d’arbres :

Définition 2.9 (Système combinatoire d’arbres).
I Un système combinatoire d’arbres E = [E1, . . . , Em] de dimension m > 1 sur S
est une liste ordonnée dem ensembles �nis de règles de dimensionm.
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Nous écrivons en pratique un tel système combinatoire d’arbres sous la forme
d’une spéci�cation récursive de classes combinatoires d’arbres L1, . . . , Lm :

8

>>>>><

>>>>>:

L1 =
[

(T,i1,...,it)2E1

T [Li1 , . . . ,Lit ]

...

Lm =
[

(T,i1,...,it)2Em

T [Li1 , . . . ,Lit ].

(2.1)

L’idée derrière cette écriture est qu’un système combinatoire dé�nit des familles
d’arbres décrites de façon récursive. J

Pour dé�nir formellement les familles d’arbres décrites par la spéci�cation de
l’équation (2.1), nous avons besoin d’introduire les itérations de systèmes. Il s’agit
de l’opération qui remplace simultanément, dans toutes les règles de E , et pour tout
i 2 [m], chaque feuille⇤ étiquetée i par toutes les règles deEi. Commençons d’abord
par un exemple pour illustrer cette notion : nous voulons dé�nir une opération,
appelée itération, qui une fois appliquée au système "�l rouge" des expressions
régulières sans étoile de Kleene successives,

8

<

:

L1 =
?
|
L2

+ L2,

L2 = a+ b+ "+
+
/\

L1 L1

+
•
/\

L1 L1
.

(??)

fournit le système suivant :

8

>>>>>>>><

>>>>>>>>:

L1 =
?
|
a
+

?
|
b
+

?
|
"
+

?
|
+
/\

L1 L1

+

?
|
•
/\

L1 L1

+ a+ b+ "+
+
/\

L1 L1

+
•
/\

L1 L1

L2 = a+ b+ "+
+
/\

L2 L2

+

+
/ \
? L2
|
L2

+

+
/ \
L2 ?

|
L2

+

+
/ \
? ?
| |
L2 L2

+
•
/\

L2 L2
+

•
/ \
? L2
|
L2

+

•
/ \
L2 ?

|
L2

+

•
/ \
? ?
| |
L2 L2

.

(? ? ?)

Plus rigoureusement, nous dé�nissons l’itération d’un système comme suit :

Définition 2.10 (Itération d’un système).
I Les itérés E t du système E = {E1, . . . , Em} sont dé�nis par récurrence :

a. si t = 1, E1 := E = {E1, . . . , Em}. On pourrait dé�nir E0 :=
�

{ 1 }, . . . , {m }
 

. Dans
ce cas, la dé�nition par
récurrence donne Ei,1 =
Ei pour tout i 2 [m], et on
retrouve bien E1 = E .

b. si t > 1, on pose E t = {E1,t, . . . , Em,t}.
Alors le système E t+1 := {E1,t+1, . . . , Em,t+1} est dé�ni par les égalités :

Ei,t+1 :=
[

(T,i1,...,is)2Ei,t

T [Ei1 , . . . , Eis ] , pour tout i 2 [m] ;

autrement dit, les règles de E t+1 sont obtenues à partir des règles de E t en
remplaçant leurs feuilles ⇤ par des règles de E compatibles. J

Nous pouvons dès lors dé�nir proprement les familles d’arbres dé�nies par la
spéci�cation de l’Eq. (2.1) :
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Définition 2.11 (Solution d’un système combinatoire).
I Soit E = [E1, . . . , Em] un système combinatoire de dimensionm > 1 sur S. Nous
dé�nissons comme dans la Dé�nition 2.10 les itérations E t = {E1,t, . . . , Em,t} du
système pour t > 1. Nous posons alors pour tout t > 1 et i 2 [m],

Li,t = Ei,t \ T (S)

l’ensemble des règles de Ei,t qui sont complètes. Remarquons que par la Dé�ni-
tion 2.10, nous avons Li,t ✓ Li,t+1 pour tout t > 1 et i 2 [m]. Nous posons alors
pour tout i 2 [m]

Li :=

1[

t=1

Li,t .

Nous disons alors que le système combinatoire E décrit les classes combinatoires
(L1, . . . ,Lm). J

Remarque 2.12 .
I La construction par itération présentée ci-dessus est très classique en informatique
pour dé�nir des objets comme des plus petits points �xes de fonctions Scott-continues
sur des ordres partiels complets dirigés. Nous avons choisi de ne pas utiliser ce forma-
lisme pour dé�nir les classes combinatoires dé�nies par des systèmes combinatoires,
car il n’était pas nécessaire dans notre contexte. J

2.2.2 Exemples de systèmes

Exemple 2.13 (Expressions régulières).
I La spéci�cation dé�nissant les expressions régulières

LR = a+ b+ "+
?
|

LR

+
•
/\

LR LR

+
+
/\

LR LR

s’écrit dans la représentation par tuple sous la forme :

E1 = {a, b, ",
⇣?

|
⇤
, 1
⌘

,
⇣ •

/\
⇤ ⇤

, 1, 1
⌘

,
⇣ +

/\
⇤ ⇤

, 1, 1
⌘

},

et s’écrit dans la représentation par feuilles numérotées :

E1 = {a, b, ",
?
|

1
,

•
/\

1 1
,

+
/\

1 1
}.

J

Exemple 2.14 .
IReprésentons dans notre formalisme le système de Eq. (??) de la page 51. Pour ce
système m = 2, et nous pouvons renommer sans perte de généralité L1 := LR et
L2 := S :

8

<

:

L1 =
?
|
L2

+ L2,

L2 = a+ b+ "+
+
/\

L1 L1

+
•
/\

L1 L1
.

(??)
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La représentation du système par tuple est alors la suivante :

E1 =
n⇣?

|
⇤
, 2
⌘

, (⇤, 2)
o

, E2 =
n

(a), (b), ("),
⇣ •

/\
⇤ ⇤

, 1, 1
⌘

,
⇣ +

/\
⇤ ⇤

, 1, 1
⌘o

;

tandis que sa représentation par feuilles ⇤ numérotées est la suivante :

E1 =

⇢
?
|

2
, 2

�

, E2 =

⇢

a, b, ",
•
/\

1 1
,

+
/\

1 1

�

.

Les représentations sous la forme d’un système comme dans Eq. (??) sont en pratique
plus lisibles, mais le formalisme par tuple ou feuilles⇤ numérotées est plus approprié
aux preuves. J

Exemple 2.15 (Expressions arithmétiques).
I La spéci�cation suivante évite la redondance liée à l’associativité du + et du ⇥
dans les expressions arithmétiques, en les forçant à s’empiler sur la gauche :

8

>>>>>>><

>>>>>>>:

L = L+ + L⇥ + L2,

L⇥ =
+
/\

L L2

+
+
/\

L L⇥

L+ =
⇥
/\

L L2

+
⇥
/\

L L+

L2 = 0 + 1 + x+
�
|
L

La représentation du système par feuilles ⇤ numérotées est alors la suivante, en
renommant L1 := L, L3 := L+ et L4 := L⇥ :

E1 =
�
2 , 3 , 4

 
, E2 =

⇢

0, 1, x,
�
|

1

�

, E3 =

⇢
+
/\

1 2
,

+
/\

1 4

�

, E4 =

⇢ ⇥
/\

1 2
,
⇥
/\

1 3

�

J

2.2.3 Traduction en système de séries génératrices

Le système combinatoire (2.1) se traduit automatiquement en un système sur des
séries génératrices :

8

>>>>>><

>>>>>>:

L1(z) =
X

(T,i1,...,ia(T ))2E1

z|T |Li1(z) · · ·Lia(T )
(z)

...

Lm(z) =
X

(T,i1,...,ia(T ))2Em

z|T |Li1(z) · · ·Lia(T )
(z).

(2.2)

où pour i 2 [m],Li(z) compte les arbres dans la classeLi, si le système décrit chaque
arbre de la classe Li de façon non ambiguë.

2.2.4 Systèmes mal fondés et cas pathologiques

Les systèmes décrivant des arbres comme Eq. (2.1) ne sont pas toujours bien
fondés. Parfois, certaines équations sont redondantes ou inutiles. Pire, il peut arriver
qu’aucune solution non vide n’existe. Nous n’aborderons pas dans cette thèse toutes



58 2 Réduction d’expressions spéci�ées par un système

les conditions qui assurent le caractère bien fondé d’un système combinatoire (le
lecteur peut se référer pour cela à [AU72, FS87, PSS12]). Cependant, nous allons
nous �xer quelques conditions su�santes sur les systèmes pour qu’ils ne soient
pas pathologiques. Nous présentons dans cette partie des exemples de mauvaises
propriétés que nous souhaitons éviter.

Ambiguité. Si le système est ambigu, il peut générer un arbre de plusieurs façons
di�érentes. Dans ce cas, le système de séries génératrices qui en découle compte les
arbres avec comme multiplicité leur nombre de dérivations possibles (et les séries
ne sont pas bien dé�nies si un arbre possède une in�nité de façons d’être dérivé).

Par exemple, le système
n

L1 = a+
?
|
L1

+
?
|
L2
;L2 =

?
|
L1

+ a+ b+ "
o

est ambigu car

l’expression
?
|
a
peut être produite de deux façons di�érentes à partir de L1. Ainsi

?
|
a
est

compté deux fois dans la série génératrice L1(z).

Composantes vides. Certaines spéci�cations décrivent des classes d’expressions

vides. Par exemple, dans le système
n

L1 =
•
/\

L1 L2
; L2 = a+ b+ "+ L1

o

, la seule

solution possible est L1 = ; et L2 = {a, b, "}.

Nous pourrions utiliser les
algorithmes classiques de
théorie des langages pour
éliminer les règles unité
pour palier ce problème ;

cependant leur élimination
peut modi�er la forte
connexité du système.

Cycles de règles unité. Le graphe de dépendance unité G⇤(E) d’un système E
de taille m est un graphe orienté, d’ensemble de sommets [m], et tel qu’il y a une
arête i! j si et seulement si (⇤, j) 2 Ei (autrement dit nous avons une équation
de la forme Li = . . .+ Lj + . . . dans le système). Une telle règle est appelée règle
unité, en suivant le formalisme des grammaires hors-contextes. On dit alors que Li

dépend directement de Lj . Par exemple, dans l’Équation (??), la classe LR dépend
directement de S . Si le graphe G⇤(E) présente un cycle, les équations appartenant à
ce cycle sont inutiles ou mal dé�nies. Par exemple, considérons le système suivant et
son graphe de dépendance des règles unité :

(

L1 = L2 +
?
|
L1

L2 = a+ b+ "+ L1

1 2

Le graphe de dépendance unité n’est pas acyclique, et il y a ainsi une in�nité de
façons de dériver a à partir de L2 : L2 ! a, L2 ! L1 ! L2 ! a . . . Les séries
solutions du système traduit ne peuvent pas avoir tous leurs coe�cients positifs.
Nous ne considérerons par la suite que des systèmes avec un graphe de dépendance
unité acyclique.

Graphe non fortement connexe. Le graphe de dépendance G(E) du système E
est un graphe orienté, d’ensemble de sommets [m], avec un arête i ! j dès qu’il
existe une règle M 2 Ei telle que j 2 ���(M) : autrement dit Lj apparaît quelque
part dans l’équation dé�nissant Li. En toute généralité, certaines parties du système
peuvent être indépendantes, ce qui rend le système plus complexe à étudier. Une
condition su�sante pour empêcher cela est d’imposer au système d’avoir un graphe
de dépendance fortement connexe. Contrairement aux précédentes conditions, cette
restriction n’est pas nécessaire dans le sens où des systèmes bien fondés et très
naturels ne sont pas fortement connexesNous rencontrerons

d’ailleurs un système non
fortement connexe dans
la conclusion de ce cha-

pitre, ou dans le chapitre 4.

. Cependant elle se révèlera utile pour la
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preuve du Théorème 2.32. Un système et son graphe de dépendance sont représentés
dans la Figure 2.3.

8

>>>>><

>>>>>:

L1 =
?
|
L2

+
?
|
L3

L2 = a+ b+ "+
•
/\

L4 L4

L3 =
+
/\

L4 L1

+
+
/\

L4 L2

L4 = L1 + L2 + L3

1 2

3 4

F����� 2.3. Un système et son graphe de dépendance fortement connexe.

2.3 Formalisme, hypothèses de travail et simplifications

2.3.1 Élément absorbant

Le but de cette section est de décrire le cadre dans lequel nous nous plaçons : le
type de systèmes que nous allons regarder, et la simpli�cation syntaxique associée
que nous allons étudier.
Soit E un système combinatoire d’arbres sur S, de dimension m, décrivant les

classes combinatoires (L1, . . . ,Lm).

Définition 2.16 (Ensemble dé�ni par un système).
I Un ensemble d’expressions L sur S est dé�ni par E s’il existe un sous-ensemble
non vide I de [m] tel que L = [i2ILi. J

À partir de maintenant, nous supposons que S contient un opérateur ~, d’arité
au moins 2. Nous supposons de plus qu’il existe une expression complète P 2 T (S),
telle que toute expression ayant pour racine ~, et P parmi ses �ls directs, soit
équivalente à P , une fois interprétée avec la sémantique des expressions considérées.
Ainsi, l’interprétation de P est absorbante pour l’opérateur ~. On dit que P est un
élément absorbant pour l’opérateur ~, appelé opérateur absorbant.

Exemple 2.17 .
IReprenons notre exemple directeur des expressions régulières sans deux étoiles
consécutives, dé�ni par le système Eq. (??), avec L = LR. Les expressions régu-
lières peuvent être interprétées comme des langages réguliers sur l’alphabet {a, b}.
Comme le langage (a+ b)? est absorbant pour l’union, nous pouvons prendre pour
P l’expression associée à (a+ b)?, et alors + est l’opérateur absorbant. J

La simpli�cation d’une expression complète T est l’expression complète �(T )
obtenue à partir de T en appliquant de bas en haut la règle de réécriture suivante, en
notant a l’arité de ~ :

~

T1 . . . Ta

 P , si Ti = P pour un i 2 {1, . . . , a}.

Définition 2.18 (Dé�nition formelle de �).
I La simpli�cation �(T,P,~) de T , ou juste �(T ) quand le contexte est clair, est
dé�nie de façon inductive par :
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— si T est une feuille, �(T ) = T

— sinon :

�((�, T1, . . . , Td)) =

(

P si � = ~ et 9i,�(Ti) = P ,

(�,�(T1), . . . ,�(Td)) sinon.

J

Définition 2.19 (Expression entièrement réductible).
I Une expression T est dite entièrement réductible si �(T ) = P . J

Nous avons besoin pour la suite d’imposer certaines conditions sur le système
E . Certaines viennent de la discussion de la Section 2.2.4, tandis que d’autres sont
indispensables aux techniques de combinatoire analytique utilisées dans les preuves.

Définition 2.20 (Condition (H) sur les systèmes).
I Un système E satisfait l’hypothèse (H) si :

(H1) Le graphe G(E) est fortement connexe et G⇤(E) est acyclique.

(H2) Le système est apériodique : il existe un indice N tel que pour tout n > N ,
chaque classe Li solution du système contient une expression de taille n.

(H3) Il existe un sous-arbre T d’une règle de E, de racine ~, ayant au moins deux
enfants distincts T 0 and T 00, tels qu’il soit possible de produire une expression
entièrement réductible à partir de T 0, et a(T 00) > 1 (autrement dit T 00 contient
une feuille ⇤).

(H4) Le système n’est pas linéaire : il existe une règle d’arité au moins 2.Le fait que ~ soit d’arité
2 est indépendant du fait
qu’une règle du système

(i.e. un arbre incomplet) ait
au moins deux feuilles ⇤.

(H5) Le système est non ambigu : toute expression complète peut se dériver du
système d’au plus une seule façon.

J

Les conditions (H1) et (H5) ont déjà été abordées dans la Section 2.2.4. La condition
(H4) exclut les systèmes qui ne génèrent que des listes, c’est-à-dire des arbres dont les
nœuds internes sont d’arité 1, ou plus généralement des arbres dégénérés en peigne

dont la taille est linéaire en le nombre de nœuds, comme pour le système L =
+
/\
L a

+ b.

Sans la condition (H3), notre résultat ne peut s’appliquer car le système pourrait
empêcher toute simpli�cation en interdisant à l’élément absorbant d’apparaître sous
~, ou encore empêcher les simpli�cations de couper des arbres de taille arbitraire.
En�n, les conditions (H1) et (H2) sont nécessaires pour que l’analyse reste générale
tout en restant abordable.

Remarque 2.21 (Condition (H3)).
I Si la condition (H3) n’est pas véri�ée parce que le système empêcheP d’apparaître
sous ~, il est toujours possible d’essayer d’identi�er un autre élément absorbant P
qui convienne. Par exemple, il est aisé de décrire un système pour les expressions
régulières qui évite les motifs (a+b)⇤ et (b+a)⇤ sous l’opérateur+Cf. la discussion en �n de

chapitre, à la section 2.7.
; cependant pour

invalider l’hypothèse (H3), il faut qu’il soit aussi capable d’éviter tous les absorbants
P possibles : (a⇤+b⇤)⇤, ((a+")+(b+"))⇤, etc. Comme le problème de savoir si une
expression régulière quelconque reconnaît tous les mots est PSPACE-complet [MS72],
il semble di�cile de réussir à éviter tous les éléments absorbants sans contraindre
fortement la forme des expressions régulières décrites. J
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Remarque 2.22 (Condition (H5)).
I La condition (H5) peut être remplacée par une condition plus faible d’ambiguïté
�nie : s’il existe une constante k telle que tout arbre du système puisse être produit
d’au plus k façons di�érentes par le système, le résultat principal reste vrai par une
très légère adaptation de la preuve �nale. Nous somme restés sur la condition de non
ambiguïté pour simpli�er les hypothèses. J

Exemple 2.23 .
ITous les exemples de la section 2.2.2 véri�ent les hypothèses (H). J

2.3.2 Systèmes propres

Le but de cette section est de préparer E à l’analyse analytique, en éliminant les
règles unité et en remontant les feuilles ⇤ à profondeur 1. En e�et, l’absence de
règles unité est cruciale pour appliquer le théorème de Drmota, qui assure que tous
les arbres du système ont un comportement asymptotique commun, et la profondeur
1 des feuilles ⇤ permet de spéci�er plus facilement la réduction, en se concentrant
sur les racines des règles.

Définition 2.24 (Système combinatoire propre).
I Un système combinatoire d’arbres E est propre si toutes les feuilles⇤ de ses règles
sont à profondeur exactement 1 (donc les feuilles ⇤ sont situées directement sous
les racines des règles). En particulier, E ne contient aucune règle unité. J

Une transformation très utile pour rendre un système propre est l’itération de
système, dé�nie à la Dé�nition 2.10. Le lemme suivant étudie les propriétés qui sont
conservées en itérant un système :

Lemme 2.25 .
I Si un ensemble d’expressions L est dé�ni par un système E , il est aussi dé�ni par
les itérés E t, pour tout t > 1. De plus, si E satisfait l’hypothèse (H), alors chaque
itération E t satisfait aussi (H), à l’exception de la condition (H1), car il se peut que
G(E t) ne soit pas fortement connexe. J

Idée de la preuve. On prouve facilement par récurrence que E t et E dé�nissent les
mêmes familles d’arbres. Le point clef pour véri�er l’hypothèse (H) de E t est de re-
marquer que les arêtes du graphe de dépendance G(E t) (resp. G⇤(E t)) correspondent
aux chemins de longueur t du graphe de dépendance G(E) (resp. G⇤(E)). ⌅

Exemple 2.26 .
I Le système (? ? ?) que nous avons obtenu après itération du système ?? n’est plus
fortement connexe. En e�et, le graphe de dépendance du système de départ (??)
était :

1 2

tandis que le graphe de dépendance du système itéré est :

1 2
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J

Pour rendre E propre, nous procédons en deux étapes : nous éliminons dans
un premier temps les règles unité (Lemme 2.27), puis nous expliquons comment
remonter les feuilles ⇤ jusqu’aux racines (Lemme 2.28).

Lemme 2.27 (Élimination des règles unité).
I Si le système E satisfait (H), alors nous pouvons trouver une itération E 0 de
E sans règle unité qui dé�nit les mêmes arbres d’expression et satisfait toujours
l’hypothèse (H). J

Démonstration. Par le Lemme 2.25, toutes les conditions de (H) sont remplies en
itérant le système à l’exception de la condition de forte connexité. Nous voulons prou-
ver qu’il est possible de trouver une itération de E qui soit aussi fortement connexe.
Soit k > 1. Les arêtes du graphe de dépendance du système Ek correspondent aux
chemins de longueur k dans le graphe de dépendance initial de G(E). Comme G⇤(E)
est acyclique par (H1), si k est plus grand que le nombre d’équations m, alors l’itéré
Ek ne peut plus contenir de règle unité.

SoitN > m un entier premier avec les longueurs des cycles élémentaires de G(E).
Puisque N > m, EN ne contient pas de règle unité. Montrons que le graphe G(EN )
associé au système itéréN fois est fortement connexe. Soient deux indices i, j 2 [m].
Par forte connexité de G(E), les sommets i et j appartiennent chacun à un cycle
élémentaire.

Si i et j sont dans le même cycle élémentaire C de longueur `, alors ils appartiennent
toujours au même cycle après N itérations, car N est premier avec `. Donc i et j
sont connectés entre eux dans G(EN ). Ainsi tous les sommets d’un cycle élémentaire
de G(E) restent connectés dans G(EN ).
Supposons dans le cas contraire que i et j sont dans deux cycles élémentaires

distincts Ci and Cj . Il su�t de montrer par le cas précédent qu’il existe un chemin de
i jusqu’à Cj dans G(EN ). Comme le graphe de départ G(E) est fortement connexe, il
existe un chemin simple de i à j de longueur t < m. Puisque N > m > t, on peut
étendre ce chemin en un chemin de longueur N en ajoutant N � t étapes dans le
cycle élémentaire Cj . Cela signi�e que i est relié par une arête à un sommet de Cj
dans le graphe G(EN ). Ceci conclut la preuve. ⌅

Le lemme suivant explique comment faire remonter les feuilles ⇤ à profondeur 1.
L’idée principale consiste à diminuer la profondeur des feuilles ⇤ en découpant les
règles en petits morceaux, comme dans l’exemple suivant :

L1 =
?
|
L3

+

•
/ \
? L2
|
L1

!

8

<

:

L1 =
?
|
L3

+
•
/ \

K L2

K =
?
|
L1
.

Pour faciliter la rédaction de la preuve, nous utilisons le formalisme des feuilles ⇤
étiquetées par un numéro. Nous rappelons que dans cette représentation, chaque
règle (T, i1, . . . , it) 2 Ej est représentée par un seul arbre T , dans lequel la k-ième
feuille⇤ est étiquetée par le nombre ik (en ordonnant les feuilles selon l’ordreDepth First Search DFS du
parcours en profondeur, en traitant les �ls de gauche à droite). Cette feuille étiquetée
est représentée dans l’arbre par le symbole ik . Cela nous permet de découper les
règles à partir de certains sous-arbres, sans avoir à expliciter les indices. Nous
rappelons que ���(T ) = (i1, . . . , it) désigne toujours le tuple des étiquettes des
feuilles ⇤ de T , lues dans l’ordre DFS.
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F����� 2.4. Principe du découpage e�ectué pour remonter les feuilles ⇤ à profon-
deur 1

Lemme 2.28 (Remontée des ⇤).
I Tout système satisfaisant (H) est équivalent à un système véri�ant aussi (H),
dans lequel toutes les feuilles ⇤ sont à profondeur 1. J

Démonstration. Par le lemme 2.27, nous pouvons supposer que le système ne contient
aucune règle unité. Soit T 2 Ej(E) une règle de Ej pour un certain j 2 [m], qui
possède une feuille ⇤ à une profondeur au moins 2. Soient T1, . . . , Ts les �ls de la
racine de T qui ont une arité plus grande que 1 et qui ne sont pas réduits à une
feuille ⇤. Soit T̃ l’arbre obtenu à partir de T en remplaçant simultanément Ti par la
feuille m+ i pour chaque i 2 [s]. Le nouveau système E 0 que nous créons s’obtient
à partir de E en remplaçant T par T̃ dans Ej , et en ajoutant les nouveaux ensembles
de règles Em+i(E

0) = {Ti} pour chaque i. Ainsi E 0 est de dimension m + s ; par
ailleurs il ne contient pas de règle unité, car les arbres T1, . . . , Ts ne sont pas des
feuilles ⇤. Ce carré n’est pas le qed de

�n de preuve.Nous répétons cette construction tant qu’il reste des règles avec une feuille ⇤ de
profondeur au moins 2. Ce processus termine puisque la somme des profondeurs de
toutes les feuilles ⇤ de profondeur au moins 2 diminue à chaque itération. Bien que
le nombre d’équations augmente à chaque étape, on véri�e facilement par induction
que les m premières équations dé�nissent toujours les classes L1, . . . ,Lm.

Nous observons aussi facilement qu’à chaque étape, le nouveau système véri�e la
condition (H). ⌅

Comme la construction du Lemme 2.28 n’introduit aucune règle unité, nous pou-
vons appliquer à un système le Lemme 2.27 puis le Lemme 2.28 pour le rendre propre :

Proposition 2.29 .
I Si L est dé�ni par un système E véri�ant (H), alors L est aussi dé�ni par un
système propre E 0 véri�ant (H). J

Remarque 2.30 .
I Si E est propre et véri�e la condition (H), alors l’hypothèse (H3) implique qu’il
existe une règle de racine ~, ayant deux enfants T 0 and T 00, tels qu’il soit possible de
produire une expression entièrement réductible à partir de T 0, et T 00 est une feuille
⇤. J

Nous aurons besoin de la variante suivante d’un système propre véri�ant les
hypothèses (H) :
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Proposition 2.31 .
I Si L est dé�ni par un système E véri�ant (H), alors L est aussi dé�ni par un
système propre E 0 véri�ant (H), ainsi que l’hypothèse supplémentaire suivante :

(H03) Il existe une règle d’arité non nulle, de racine ~, et dont un �ls est un arbre
complet entièrement réductible.

J

Démonstration. Par la Proposition 2.29, L est dé�ni par un système propre E 00 =
{E1, . . . , Em}. Par l’hypothèse (H3) et la Remarque 2.30, il existe une règle T dans
un certainEj , de racine~, tel que T a deux �ls distincts T 0 et T 00, tels que le système
peut engendrer à partir de T 0 un arbre entièrement réductible TR, et T 00 est une
feuille ⇤. Par le Lemme 2.27, en itérant le système su�samment de fois, on obtient
un système équivalent Ẽ , avec une règle de la forme T̃ 2 Ẽj , avec T̃ qui a parmi ses
�ls deux arbres T1, T2, avec T1 = TR entièrement réductible, et a(T2) > 1 (par forte
connexité).
Comme après itération, les feuilles ⇤ ne sont plus à profondeur 1, il faut rendre

le système propre à nouveau par le Lemme 2.28. La construction dans la preuve de
ce dernier lemme laisse inchangés les arbres complets qui sont �ls des racines des
règles : le nouveau système E 0 obtenu véri�e donc les hypothèses (H) et l’hypothèse
supplémentaire (H03). ⌅

2.4 Résultat principal

Notre résultat principal met en évidence le caractère dégénéré des expressions
aléatoires uniformes en présence d’un élément absorbant :

Théorème 2.32 .
I Soit E un système combinatoire d’expressions sur S, véri�ant (H), et possédant
un élément absorbant P associé à l’opérateur absorbant ~. Soit L une classe dé�nie
par E . Alors il existe une constante C > 0 telle que pour toute taille n 2 N, une
expression tirée uniformément parmi les expressions de L de taille n a en moyenne
une taille bornée par C après simpli�cation par l’élément absorbant. J

Nous consacrons le reste de cette section à la preuve du Théorème 2.32. Nous
pouvons supposer que E est propre, par la Proposition 2.29. La Condition (H5) impose
au système d’être non ambigu, donc nous pouvons directement obtenir à partir de E
un système d’équations sur les séries de comptage des di�érentes classes, comme
expliqué dans la Section 2.2.3. À partir de maintenant, pour améliorer la lisibilité et la
concision des formules, nous utiliserons une notation vectorielle : L(z) désigne ainsi
le vecteur de séries formelles (L1(z), . . . , Lm(z)), et nous pouvons ainsi réécrire le
système de l’Eq. (2.2) sous la forme plus compacte

L(z) = zφ(z;L(z)), (2.3)

où φ = (�1, . . . ,�m) et �i(z;y) =
P

(T,i1,...,ia(T ))2Ei

z|T |�1Qa(T )
j=1 yij . Remarquons

que le terme z en facteur dans l’Eq. (2.3) compte la racine de chaque règle (il y a
toujours une racine pour chaque règle, puisque les règles unité ont été éliminées).
Ce z en facteur implique notamment l’unicité de la solution L(z) au système (2.3)
(voir la Proposition 1.86 des préliminaires).
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Nous introduisons maintenant le paramètre combinatoire dé�ni par �(t) := |�(t)|
Voir le chapitre 1 des pré-
liminaires sur la méthode
symbolique.

qui représente la taille d’un arbre après réduction. Nous associons àL la série bivariée

L(z, u) =
P

T2L u|�(T )|z|T |, qui compte en u la taille des arbres deL après réduction.
De même, pour chaque classe d’arbre Li du système, nous associons la série bivariée
Li(z, u) :=

P

T2Li
u|�(T )|z|T |, et nous introduisons le vecteur des séries bivariées :

L(z, u) = (L1(z, u), . . . , Lm(z, u)) ,

Ainsi, si l’union L = [i2ILi est disjointe, la série génératrice L(z, u) s’exprime
comme une somme de composantes de ce vecteur : Comme nous cherchons

juste à borner asymptoti-
quement la taille moyenne,
il ne sera pas nécessaire
que l’union soit disjointe.

. L(z, u) =
P

i2I Li(z, u).
Nous rappelons que par la formule de l’Eq. (1.1) des préliminaires, la taille moyenne

des arbres de la classe L après réduction est donnée par

En(|�|) =
[zn]@uL(z, u)

�
�
u=1

[zn]L(z)
, (2.4)

où pour alléger les notations, nous avons décidé de noter En(|�|) à la place de En(�).
Pour exploiter cette formule, nous procédons en deux temps :

a. Nous étudions d’abord le dénominateur de l’Équation 2.4, qui correspond au
nombre total d’arbres dans la classe L. Cette partie est simple, car les hypothèses
(H) nous placent automatiquement dans le cadre du théorème de Drmota (cf le
Théorème 1.89 des préliminaires), qui nous donne des informations précises sur
la forme du vecteur de solutions L(z). Les détails se trouvent en Section 2.4.1.

b. L’étude du numérateur est donc le point central de la preuve. Une première
di�culté est d’arriver à rendre le paramètre � hérité en marquant avec la va-
riable u les nœuds qui restent après réduction ; pour cela nous avons besoin
d’introduire des classes supplémentaires dans le système décrivant L. S’il existe
bien une version à plusieurs variables du théorème de Drmota, qui gère les sys-
tèmes polynomiaux avec des paramètres, celle-ci ne s’applique pas à ce nouveau
système, car il n’est plus nécessairement fortement connexe. Pour étudier le
comportement des solutions, nous allons plutôt borner celles-ci par des fonctions
dont nous connaissons le comportement, en l’occurence les composantes deL(z)
qui ont été étudiées à la première étape. Les détails se trouvent en Section 2.4.2.

2.4.1 Analyse du dénominateur

La proposition 2.33 ci-dessous caractérise le comptage des arbres pour chaque
classe Lj , qui intervient au dénominateur de l’Eq. (2.4). Ici Jacy[φ](z;y) désigne la
matrice Jacobienne du système, de dimensionsm⇥m, dé�nie par Jacy[φ](z;y)i,j =
@yj�i(z;y). Cette matrice intervient naturellement dans l’analyse des systèmes
d’équations.

Proposition 2.33 (Comportement asymptotique commun des arbres de la spéci�ca-
tion).
I Les composantes du vecteur solution L(z) du système d’équations (2.3) partagent
la même singularité ⇢ 2 (0, 1], et de plus ⌧j := Lj(⇢) < 1 pour 1 6 j 6 m. La
singularité ⇢ et les valeurs τ = (⌧j)j satisfont le système caractéristique

(

τ = ⇢φ(⇢; τ )

0 = det(Idm⇥m � ⇢ Jacy[φ](⇢; τ ))
.
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De plus, pour tout j, il existe deux fonctions gj(z) et hj(z), analytiques en z = ⇢,
telles que dans un voisinage de z = ⇢, avec z 62 [⇢,+1),

Lj(z) = gj(z)� hj(z)
p

1� z/⇢ , avec hj(⇢) 6= 0 .

En�n, nous avons les équivalents asymptotiques [zn]Lj(z) ⇠ Cj⇢
�n/n3/2 pour une

certaine constante positive Cj > 0. J

Démonstration. Il su�t de véri�er que le théorème de Drmota s’applique (voir Théo-
rème 1.89 des préliminaires).

Pour suivre les notations de la Proposition 1.89, nous écrivons le système sous la
forme [L1, . . . , Lm] = F (z;L1, . . . , Lm), oùF (z; y1, . . . , ym) := zφ(z; y1, . . . , ym).

La fonction F (z,y) est analytique en (z,y) = (0,0), puisque chaque composante
est un polynôme, et F (0,0) ⌘ 0. Le graphe de dépendance de F en y est fortement
connexe par (H1). Les coe�cients de Taylor deF sont positifs,F (0,y) ⌘ 0 puisqu’il
y a un terme z en facteur (car le système est propre),F (z,0) 6⌘ 0 puisqu’aumoins une
règle possède une feuille (autrement les classes solutions seraient vide), et le système
n’est pas linéaire à cause de (H4). En�n, les coe�cients de Taylor Li,n = [zn]Li(z)
des solutions du système sont non nuls à partir d’un certain rang par (H2), donc les
Li(z) sont apériodiques.
Nous pouvons alors appliquer le théorème de Drmota (Théorème 1.89) : toutes

les séries solutions Lj(z) ont une même unique singularité dominante ⇢, qui est
leur rayon de convergence commun, avec 0 < ⇢ 6 1. Par ailleurs Lj(⇢) = ⌧j <1.
De plus, comme F est un polynôme, (⇢, τ ) est un point caractéristique qui se situe
dans le rayon de convergence de F , et ainsi τ = ⇢φ(⇢; τ ) et 0 = det(Idm⇥m �
⇢ Jacy[φ](⇢; τ )).
De plus pour tout j, il existe deux fonctions gj(z) et hj(z) analytiques en z = ⇢

et qui satisfont Lj(z) = gj(z)� hj(z)
p

1� z/⇢ dans un voisinage de z = ⇢, avec
z 62 [⇢,+1) et hj(⇢) 6= 0. En�n, la �n du théorème de Drmota (qui est juste une
application du théorème de Transfert (cf. Théorème 1.81 des préliminaires)) donne la
forme des équivalents asymptotiques. ⌅

Corollaire 2.34 .
I Il existe une constante D > 0 telle que [zn]L(z) > Dn�3/2⇢�n pour n su�sam-
ment grand. J

Démonstration. Nous rappelons que L = [i2ILi. Si le système décrit de façon non
ambiguë les arbres des classes Li, nous n’avons pas imposé que l’union soit disjointe,
donc cette égalité nous donne seulement l’inégalité [zn]L(z) 6 [zn]

P

i2I Li(z)
(donc le mauvais sens). Comme chaque classe est décrite de façon non ambiguë,
un arbre de T 2 L apparaît dans l’union en maximum |I| 6 m exemplaires. Ainsi
[zn]

P

i2I Li(z) 6 m[zn]L(z).

Nous avons donc [zn]L(z) > m�1[zn]
P

i2I Li(z) ⇠ D0n3/2⇢�n par la Propo-
sition 2.33, avec D0 = 1

m

P

i2I Ci > 0. En choisissant " > 0 de façon à ce que
D := D0 � " soit strictement positif et légèrement plus petit que D0, nous pouvons
a�rmer qu’à partir d’un certain rang [zn]L(z) > Dn�3/2⇢�n. ⌅

2.4.2 Analyse du numérateur

Dans cette section, nous nous contentons d’établir une borne supérieure pour le
numérateur, plutôt qu’un équivalent asymptotique plus précis : nous allons mon-
trer que pour tout j 2 [m], [zn]@uLj(z, u)|u=1 6 ↵⇢�nn�3/2, pour une certaine
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constante ↵ > 0. Cela su�t pour prouver le théorème principal. Nous attaquons le
problème en deux étapes, incarnées par les Propositions 2.35 et 2.36 ci-dessous. Les
preuves techniques viendront plus tard, en Section 2.5 ; nous donnons néanmoins ici
un aperçu des idées principales du cheminement de preuve.

• 6= ~

· · · · · ·

T 2 φ

�(T ) 6= P

~

a 1 2

T 2 A

�(T ) = P ou �(T ) 6= P

~

P 1 2

T 2 B

�(T ) = P

F����� 2.5. Les trois situations typiques observées pour spéci�er L(z, u)

Dans un premier temps, nous divisons le système φ en trois morceaux distincts
φ = φ+A+B où :φ correspond aux règles deφ dont la racine n’est pas~ etB re-
groupe les règles de racine~ qui possèdent un �ls constant complètement réductible.
Par la Proposition 2.31, nous pouvons assurer queB n’est pas une fonction constante
de y. Cette division en trois groupes nous guide alors vers une dé�nition récursive
de L(z, u) qui dépend de deux classes clefs : celle des expressions entièrement réduc-
tibles, et son complémentaire. En dérivant cette équation, nous faisons apparaître
les matrices jacobiennes de φ et A. Nous bornons alors les coe�cients des séries
génératrices des di�érentes classes par ceux de la série L(z), dont le comportement
est bien connu grâce à la Proposition 2.33. Nous obtenons alors la borne suivante sur
les coe�cients de Taylor des coordonnées du vecteur @uL(z, u) :

Proposition 2.35 .
I Pour une certaine constanteC > 0, les bornes suivantes sont véri�ées coordonnée
par coordonnée :

[zn]
n

@uL(z, u)
�
�
u=1

o

6 C · [zn]
n�

Idm⇥m � z · Jacy[φ+A](z;L(z))
��1

·L(z)
o

.

où nous utilisons la notation (Idm⇥m� zJ(z))�1, avec J(z) une matricem⇥m de
séries formelles, pour désigner la matrice de séries formelles dé�nie par

P

n z
nJ(z)n.

J

Une fois cette proposition démontrée, nous passons à l’analyse du second terme
de l’inégalité de la Proposition 2.35, dont les singularités dominantes sont, malgré
les apparences, plus simples à étudier que @uL|u=1. Nous étudions pour cela le
spectre de la matrice J(z) = Jacy[φ +A](z;L(z)), pour montrer que la matrice
�
Idm⇥m � z · J(z)

�
est inversible en z = ⇢, et que ses coe�cients ont au plus une

singularité dominante en ⇢ sur le cercle |z| = ⇢, ainsi qu’un comportement en racine
carrée. Ceci est résumé dans la proposition suivante :

Proposition 2.36 .
I Les coordonnées deK : z 7! (Id� z · J(z))�1 ·L(z) ont au plus une singularité
dominante en z = ⇢ = ⇢L sur le cercle |z| = ⇢. De plus, pour tout indice j, il existe
des fonctions g̃j , h̃j analytiques en z = ⇢ telles queKj(z) = g̃j(z)�h̃j(z)

p

1� z/⇢
avec h̃j(⇢) 6= 0. En�n, nous avons les équivalents asymptotiques [zn]Kj(z) ⇠
Dj⇢

�nn�3/2, pour des constantes Dj > 0. J
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2.4.3 Preuve du théorème principal

En supposant les deux propositions 2.35 et 2.36 démontrées, nous pouvons les
appliquer à l’Eq. (2.4). Nous obtenons alors la borne

[zn]@uLi(z, u)|u=1 = O

✓
⇢�n

n3/2

◆

,

pour tout i 2 [m]. Or, nous avons les inégalités suivantes :

[zn]@uL(z, u)|u=1 6
X

i2I
[zn]@uLi(z, u)|u=1 = O

✓
⇢�n

n3/2

◆

car L = [i2ILi. Ainsi, par le Corollaire 2.34, il existe une constante C > 0 telle que
pour n assez grand on ait :

En[|�|] =
[zn]@uL(z, u)

�
�
u=1

[zn]L(z)
6 C . (2.5)

Ceci conclut la preuve du Théorème 2.32.

2.5 Preuve des propositions techniques

2.5.1 Preuve de la Proposition 2.35

Dans cette section, nous démontrons la proposition suivante :

Proposition 2.35 .
I Pour une certaine constanteC > 0, les bornes suivantes sont véri�ées coordonnée
par coordonnée :

[zn]
n

@uL(z, u)
�
�
u=1

o

6 C · [zn]
n�

Idm⇥m � z · Jacy[φ+A](z;L(z))
��1

·L(z)
o

.

où nous utilisons la notation (Idm⇥m� zJ(z))�1, avec J(z) une matricem⇥m de
séries formelles, pour désigner la matrice de séries formelles dé�nie par

P

n z
nJ(z)n.

J

Partie symbolique : séries génératrices bivariées

Pour mieux comprendre le processus de réduction, et arriver à en donner une
spéci�cation combinatoire, nous avons besoin d’identi�er plusieurs sous-classes
d’arbres pertinentes. En e�et, la description E des arbres qui nous est donnée n’est
pas adaptée pour suivre le processus de simpli�cation, nous devons décomposer les
di�érentes règles en plusieurs groupes pour pouvoir marquer les nœuds qui restent
après réduction.
Rappelons notre cadre de travail : par la Proposition 2.31, nous étudions un en-

semble d’arbres L1, . . . ,Lm décrit par un système E = {E1, . . . , Em} propre, dans
le sens où toutes les feuilles⇤ des règles de E sont situées directement sous la racine,
à profondeur exactement 1. De plus ce système véri�e les hypothèse (H), ainsi que
l’hypothèse supplémentaire (H03) suivante : il existe une règle d’arité non nulle, de
racine ~, et dont un �ls est un arbre complet entièrement réductible.
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Pour marquer avec une variable u la taille des réductions des arbres, nous voulons
identi�er les nœuds des règles qui subsistent après la réduction. Pour ce faire, nous
divisons chaque classe Lj en une somme disjointe de deux classes Rj := {T 2 Lj :
�(T ) = P} et Gj := Lj \Rj , oùRj rassemble les arbres de T 2 Lj qui se réduisent
entièrement à P .
Nous introduisons alors les séries bivariées associées à ces classes, qui comptent

la taille de la réduction en u. Par dé�nition, pour tout i 2 [m] :

Li(z, u) :=
X

L2Li

z|L|u|�(L)| = Gi(z, u) +Ri(z, u),

Gi(z, u) :=
X

G2Gi

z|G|u|�(G)|,

Ri(z, u) :=
X

R2Ri

z|R|up := upRi(z) ,

où nous rappelons que p désigne la taille de P . Nous écrirons L(z, u), R(z, u), et
G(z, u) pour désigner les vecteurs correspondants de séries génératrices.

L’égalité Ri(z, u) = upRi(z) permet de séparer les variables z et u, si bien que la
dérivation de Ri(z, u) par rapport à u est aisée, même si nous ne connaissons pas
Ri(z).
Intéressons-nous donc plutôt à Gi(z, u), pour i 2 [m]. Nous cherchons à trans-

former la spéci�cation de Li en une spéci�cation pour Gi, qui permette de marquer
avec la variable u les nœuds qui restent après la réduction : le but étant d’obtenir
une équation sur les séries génératrices bivariées qui soit exploitable pour calculer
les dérivées @uGi(z, u). La forme propre du système E permet justement de spéci�er
exactement les arbres qui ne sont pas entièrement réductibles.

Exemple 2.37 .
I Supposons que E1 est donné par :

E1 =

8

>>>>><

>>>>>:

?

2
,

~

a 1 ?

a

,

~

P 1 ?

a

9

>>>>>=

>>>>>;

avec |P| = p > 3 (donc P /2 {a,
?
|
a
}), et que de plus l’arbre constant P n’est pas

constructible à partir de E1 (P /2 L1). Alors :

— Aucun arbre de L1 construit à partir de la règle
?
|

2
n’est entièrement réductible,

peu importe l’arbre de L2 substitué à la feuille 2 . La racine ? reste après la
réduction et peut donc être marquée par u.

— Aucun arbre construit à l’aide de la règle

~

a 1 ?

a

n’est entièrement réductible

si on remplace la feuille 1 par un arbre de G1. Dans ce cas, la racine peut être
marquée par u car elle reste après réduction, ainsi que les nœuds des sous-arbres
complets a et a⇤.
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— En�n, tous les arbres engendrés par la dernière règle sont forcément entièrement
réductibles à cause du �ls complet entièrement réductible sous la racine ~. Il ne
faut pas prendre en compte cette règle dans la spéci�cation de G1.

Nous avons donc G1(z, u) = zuL2(z, u) + zu(zu)3G1(z, u). J

Remarque 2.38 .
IDans l’exemple précédent, siP était constructible à partir deE1, alors nous aurions
plutôt

G1(z, u) = �(zu)p + zuL2(z, u) + zu(zu)3G1(z, u),

car P /2 G1 mais est comptabilisé dans zuL2(z, u) + zu(zu)3G1(z, u). Il faut le
retirer de l’équation pour avoir exactement G1(z, u). J

Pour i 2 [m], un arbre T 2 Li n’est ainsi pas entièrement réductible si et seulement
si il n’est pas égal à P et véri�e l’une des conditions suivantes :

— ou bien il est construit à partir d’une règle de Ei dont la racine n’est pas ~

— ou bienRappelons que comme
le système est propre,

les feuilles ⇤ sont direc-
tement sous la racine.

il est de la forme T = Ti[t1, . . . , ta], avec Ti une règle de Ei d’arité a > 0,
de racine ~, dont aucun sous-arbre complet sous la racine n’est entièrement
réductible, et aucun des arbres t1, . . . , ta placés au niveau des feuilles ⇤ de Ti ne
sont entièrement réductibles.

Nous notons ainsi pour tout i 2 [m] :

— Ei l’ensemble des règles de Ei dont la racine n’est pas ~ ;

— Ai l’ensemble des règles de T 2 Ei de racine ~, dont aucun �ls complet n’est
entièrement réductible.

Remarquons que par l’hypothèse (H03), il existe au moins un indice j tel que Ej [
Aj ( Ej . Nous dé�nissons aussi le polynôme associé suivant :

Ai(z, u; y1, . . . , ym) =
X

T2Ai

z|T |�1u|�(T )|�1 Y

j2ind(T )

yj ,

oùNous rappelons que
nous avons décidé de

ne pas compter les
feuilles ⇤ dans la taille
d’un arbre incomplet.

nous avons étendu la réduction � aux arbres incomplets en posant �(⇤) = ⇤. Il
s’agit bien d’un polynôme en z, u, y1, . . . , ym car il y a un nombre �ni de règles. De
façon similaire nous dé�nissons le polynôme

�
i
(z, u; y1, . . . , ym) =

X

T2Ei

z|T |�1u|�(T )|�1 Y

j2ind(T )

yj .

Nous dé�nissons en�n les vecteurs de polynômes correspondants A et φ. La dis-
cussion de ce paragraphe se traduit dans le monde des séries par l’égalité suivante,
véri�ée pour tout i 2 [m] :

Gi(z, u) = �ai(zu)p + zu�
i
(z, u;L(z, u)) + zuAi(z, u;G(z, u))

où ai = 1 si P 2 Li, et ai = 0 sinon. Ainsi, nous avons démontré la récurrence
suivante satisfaite par L(z, u) :

Lemme 2.39 .
I Le vecteur L(z, u) satisfait l’équation :

L(z, u) = up (R(z)� P (z)) + zu
�
φ(z, u;L(z, u)) +A(z, u; G(z, u))

�
,

où P (z) est un vecteur de la forme (a1zp, . . . , amzp), avec ai 2 {0, 1}. J
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Inégalités coe�icient par coe�icient des séries formelles

Dans les preuves qui suivent, nous allons introduire des inégalités sur les co-
e�cients de la série @uL(z, u)

�
�
u=1

. Nous introduisons dans un premier temps la
notation � pour manier plus facilement de telles inégalités.

Définition 2.40 .
I Soient deux séries F (z) =

P

n2N fnz
n et G(z) =

P

n2N gnz
n à coe�cients réels.

On écrit F (z) � G(z) si pour tout n > 0, nous avons l’inégalité fn 6 gn.
Nous étendons la notation aux matrices de séries, composante par composante.
Soient M(z) = (Mi,j(z))i2[m],j2[n], N(z) = (Ni,j(z))i2[m],j2[n] deux matrices
de séries de dimension m ⇥ n, nous notons M � N si pour chaque i, j > 0,
Mi,j(z) � Ni,j(z). J

Nous résumons les propriétés de la relation � dans le lemme suivant.

Lemme 2.41 (Boîte à outils pour �).
I La relation � véri�e les propriétés suivantes :

— Soient 0 � F (z), G(z), H(z), J(z) quatre séries à coe�cients positifs, telles
que F (z) � G(z) et H(z) � J(z). Alors F (z) + H(z) � G(z) + J(z) et
F (z)H(z) � G(z)J(z) (autrement dit � est compatible avec l’addition et la
multiplication de séries à termes positifs).

— Soient p(z, y1, . . . , yn) un polynôme en z, y1, . . . , yn à coe�cients positifs, et
des séries 0 � Fi(z) � Gi(z) pour i 2 [n]. Alors p(z, F1(z), . . . , Fn(z)) �
p(z,G1(z), . . . , Gn(z)).

— Soient 0m⇥n � M(z) � N(z), et 0n⇥1 � F (z) � G(z), alors 0m⇥1 �
M(z)F (z) �N(z)G(z).

J

Lemme 2.42 .
I Il existe une constante C > 0 telle que

@uL
�
�
u=1
� C ·L(z) + z Jacy[φ+A](z;L(z)) · @uL

�
�
u=1

.

J

Démonstration. Dérivons par rapport à u l’équation du Lemme 2.39 sur L(z, u) :

@uL
�
�
u=1

= p (R(z)� P (z)) + z
�
φ(z, 1;L(z)) +A(z, 1; G(z))

�

+ z
�
@uφ(z, 1;L(z)) + @uA(z, 1; G(z))

�

+ z
�
Jacy[φ](z, 1;L(z)) · @uL

�
�
u=1

+ Jacy[A](z, 1;G(z)) · @uG
�
�
u=1

�
.

Nous observons alors que :

— Par un argument combinatoire direct,R(z)� P (z) � L(z)

— Comme les composantes de A sont des polynômes à coe�cients positifs, et
G(z) � L(z), alorsA(z, 1;G(z)) � A(z, 1;L(z)) et ainsi :

z
�
φ(z, 1;L(z)) +A(z, 1; G(z))

�

�z
�
φ(z, 1;L(z)) +A(z, 1; L(z)) +B(z, 1; L(z))

�
= L(z) .

De même, @uA(z, 1;G(z)) � @uA(z, 1;L(z)) .
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— Pour la même raison, Jacy[A](z, 1;G(z)) � Jacy[A](z, 1;L(z))

— Finalement, nous véri�ons facilement à la main que @uG|u=1 � @uL|u=1.

En reportant ces trois inégalités dans l’équation sur @uL|u=1, nous obtenons

@uL
�
�
u=1
� (p+ 1)L(z) + z@u[φ+A](z, 1;L(z))

+ z Jacy[φ+A](z, 1;L(z)) · @uL
�
�
u=1

.

Rappelons que φ+A est un vecteur de polynômes en u (et aussi en z et en y). Soit
d le plus grand degré en u de ces polynômes. Par dé�nition, d + 1 (car il manque
la racine) correspond à la plus grande taille possible obtenue en réduisant par � les
règles incomplètes. Alors z@u[φ+A](z, 1;L(z)) � d · z[φ+A](z, 1;L(z)), et par
ailleurs ce second membre est inférieur à d ·L(z), comme conséquence de l’Eq. (2.3).
Ainsi

@uL
�
�
u=1
� (p+ 1 + d) ·L(z) + z Jacy[φ+A](z, 1;L(z)) · @uL

�
�
u=1

,

ce qui prouve le résultat en posant C = p+ 1 + d. ⌅

Nous souhaitons ensuite isoler le terme @uL|u=1 qui apparaît à droite de l’inégalité.
Nous ne pouvons pas soustraire simplement, car alors nous nous retrouvons avec
des séries à coe�cients quelconques (possiblement négatifs), et notre boîte à outils
ne s’applique plus. Nous nous appuyons à la place sur le lemme suivant :

Lemme 2.43 .
I Soient 0m⇥1 � v(z), b(z), 0m⇥m �M(z), et v(z) � b(z) + zM(z)v(z) alors
nous avons l’inégalité suivante

v(z) � (Id� zM(z))�1 · b(z) ,

où (Id� zM(z))�1 =
P

k>0 z
k(M(z))k. J

Remarque 2.44 .
I La série

P
zk(M(z))k converge dans l’anneau des séries formelles Q[[z]], car les

coe�cients d’ordre n restent �xés après avoir sommé les n+ 1 premiers termes de
la série. J

Démonstration. En appliquant l’inégalité k fois sur le membre droit on obtient

v(z) � b(z) + zM(z)b(z) + . . .+ (zM(z))kb(z) + (zM(z))k+1v(z) ,

Comme [zk]
�
zM(z))k+1v(z)

�
= 0m⇥1, on déduit que

[zk]v(z) 6 [zk]
⇣

b(z) + zM(z)b(z) + . . .+ (zM(z))kb(z)
⌘

= [zk] (Id� zM(z))�1 b(z),

pour tout k, et donc par dé�nition v(z) � (Id� zM(z))�1 · b(z). ⌅

Les Lemmes 2.42 et 2.43 prouvent alors la Proposition 2.35 en établissant la borne :

[zn]
n

@uL(z, u)
�
�
u=1

o

6 C ·[zn]
n�

Idm⇥m�z ·Jacy[φ+A](z;L(z))
��1

·L(z)
o

.
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2.5.2 Compléments techniques sur le théorème de Drmota

Les preuves des propositions de cette partie technique peuvent être passées en première
lecture.

Avant de pouvoir prouver la Proposition 2.36, nous avons besoin de résultats
intermédiaires pour manipuler les solutions des systèmes qui entrent dans le cadre
du théorème de Drmota. Les propositions qui suivent étaient un peu trop arides pour
être exposées dans les Préliminaires, donc nous avons choisi de les reporter ici.

Les résultats de cette sous-section ne sont pas spéci�ques à ce chapitre, et seront
aussi très utiles pour les chapitres 3 et 4. Nous avons donc essayé de rester le plus
général possible.
Le théorème de Drmota (voir Théorème 1.89) nous dit que sous certaines condi-

tions, les solutions d’un système bien conditionné ont un comportement en racine
carrée autour de leur singularité dominante commune. Ce comportement universel
s’explique par la grande stabilité des fonctions de cette forme sous de nombreuses
opérations, que nous exposons dans cette section.

Stabilité des fonctions en racine carrée pour les opérations usuelles

Le lemme suivant énonce les premières propriétés remarquables de stabilité des
séries qui ont un comportement en racine carrée autour de leur singularité dominante
z = ⇢.

Lemme 2.45 .
I Soient A(z) et B(z) deux séries qui ont un développement asymptotique autour
de z = ⇢ de la forme :

A(z) = gA(z)� hA(z)
q

1� z
⇢
, B(z) = gB(z)� hB(z)

q

1� z
⇢
,

où gA(z), gB(z), hA(z), hB(z) sont analytiques autour de z = ⇢. Alors :

a. La sommeA(z)+B(z) et la di�érenceA(z)�B(z) ont aussi un développement
asymptotiqueA(z)+B(z) = gA+B(z)�hA+B(z)

p

1� z/⇢ etA(z)�B(z) =
gA�B(z) � hA�B(z)

p

1� z/⇢, autour de z = ⇢, avec gA+B(z), hA+B(z),
gA�B(z), hA�B(z) analytiques en z = ⇢.

b. Le produit A(z) · B(z) a aussi un développement asymptotique gA·B(z) �
hA·B(z)

p

1� z/⇢, autour de z = ⇢, avec gA·B(z) et hA·B(z) analytiques at
z = ⇢.

c. Soit H(y) analytique en y = A(⇢) et tel que H 0(A(⇢)) 6= 0. Alors la composée
de H et A a aussi un développement asymptotique H(A(z)) = gH�A(z) �
hH�A(z)

p

1� z/⇢ autour de z = ⇢, avec gH�A et hH�A analytiques en z = ⇢.

d. Si B(⇢) 6= 0, le quotient A(z)/B(z) a aussi un développement asymptotique
gA/B(z)� hA/B(z)

p

1� z/⇢ autour de z = ⇢, avec gA/B(z) et hA/B(z) analy-
tiques en z = ⇢.

J

Démonstration. Nous ne développons que le dernier cas (la division), car la somme,
la di�érence et le produit sont immédiats, et (3) est un cas particulier d’un lemme de
Drmota [Drm09, Lemma 2.26].
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Comme gB(⇢) 6= 0, nous pouvons écrire

A(z)

B(z)
=

gA(z)� hA(z)
q

1� z
⇢

gB(z)� hB(z)
q

1� z
⇢

=
gA(z)/gB(⇢)� hA(z)/gB(⇢)

q

1� z
⇢

1 + (gB(z)/gB(⇢)� 1)� hB(z)/gB(⇢)
q

1� z
⇢

.

La fonction H(y) = 1
1+y = 1 � y + y2 � y3 ± . . . est analytique sur |y| < 1.

Puisque � : z 7! (gB(z)/gB(⇢)� 1)� hB(z)/gB(⇢)
q

1� z
⇢
vaut 0 en z = ⇢, nous

pouvons appliquer (3) à H(�(z)) pour développer le dénominateur. Nous concluons
en utilisant la stabilité par produit. ⌅

Inversion d’une matrice dont les coe�icients ont un comportement en
racine carrée

La Proposition 2.35 borne @uL(z, u)
�
�
u=1

à l’aide de l’inverse formelle de la ma-
trice J(z) = Jacy[φ +A](z;L(z)). Dans le chapitre 4, nous rencontrerons aussi
l’inversion d’une matrice obtenue à partir d’un système suivant les conditions du
théorème de Drmota. Nous avons ainsi besoin de comprendre à quoi ressemblent
les coe�cients de telles matrices, et pour les inverser, nous devons véri�er que cette
opération est d’abord possible, et qu’elle n’introduit pas de nouvelles singularités.
Pour cela, il nous faut entrer un peu plus dans les détails des outils classiques utilisés
dans l’étude des systèmes reliés au théorème de Drmota.
Nous commençons par rappeler des propriétés classiques concernant le rayon

spectral d’une matrice.

Définition 2.46 .
I SoitA 2Mn(C) une matrice carrée de taille n. Le rayon spectral deA, noté Sp(A),
désigne le plus grand module de ses valeurs propres. J

Définition 2.47 .
INous gardons la no-

tation kAk1 pour
max16i,j6n |ai,j |.

Pour A = (ai,j) 2Mn(C), nous dé�nissons

|A|1 := max
16i6n

nX

j=1

|ai,j | .

Il s’agit d’une norme surMn(C). J

Proposition 2.48 (Formule de Gelfand, voir par exemple [Rom21]).
I Pour toute matrice A 2Mn(C) :

Sp(A) = lim
k!1

|Ak|1/k1

J

Définition 2.49 .
I Soit A,B 2 Mn(R). La matrice A est dite positive si tous les coe�cients de
A sont positifs. Dans ce cas, nous notons 0 6 A. En�n, nous notons A 6 B si
0 6 B �A. J

Proposition 2.50 (Croissance du rayon spectral, voir par exemple [Rom21]).
I Soit A 2Mn(C), et B,C 2Mn(R) telles que B 6 C . Alors :
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a. Sp(A) 6 Sp(|A|) en notant |A| = (|ai,j |) ;

b. Sp(B) 6 Sp(C).

J

Proposition 2.51 (Continuité, voir par exemple [Rom21, Théorème 3.16]).
I L’application Sp : Mn(C)! R est continue. J

Proposition 2.52 (Série géométrique, voir par exemple [Rom21, Théorème 3.17]).
I Soit A 2Mn(C). Alors :

(Id�A) est inversible , Sp(A) < 1 .

De plus si Sp(A) < 1, alors
P

k A
k converge, et dans ce cas

P1
k=0A

k = (Id �
A)�1. J

La proposition précédente donne ainsi une condition nécessaire et su�sante
pour qu’une matrice à coe�cients complexes soit inversible, et exprime dans ce cas
l’inverse comme une série de matrice. Nous voulons faire de même, mais cette fois
avec une matrice de séries formelles, qui ont un comportement en racine carrée
autour d’une unique singularité dominante ⇢. La proposition suivante est un peu
technique, car elle vise à uni�er les deux approches légèrement di�érentes utilisées
dans ce chapitre et le chapitre 4. En e�et, dans ce chapitre, les inversions seront
des inversions formelles dé�nies comme des séries de matrices, tandis que dans le
chapitre 4 nous inverserons des matrices à coe�cients dans C. Nous véri�ons que
ces deux approches sont cohérentes :

Proposition 2.53 .
I SoitM(z;y) unematrice carrée de taillen, dont les coe�cients sont des polynômes
formels en z et y, à coe�cients positifs.

Soit y(z) un vecteur de fonctions analytiques à coe�cients de Taylor positifs, qui
ont une unique singularité dominante en z = ⇢ > 0, et qui autour de z = ⇢ ont une
écriture de la forme :

y(z) = g(z)� h(z)
p

1� z/⇢

avec g(z) et h(z) des vecteurs de fonctions analytiques en z = ⇢. Nous supposons
que y(z) est continue sur [0, ⇢], et nous notons τ := y(⇢).

Supposons de plus que Sp(M(⇢, τ )) < 1. Alors :

a. Id �M(z,y(z)) est inversible pour tout |z| 6 ⇢, et (Id �M(z,y(z)))�1 =
P1

k=0(M(z,y(z))k pour tout |z| 6 ⇢.

b. L’application J := z 7! (Id � M(z,y(z))�1 est une matrice de fonctions
analytiques en 0, continues sur [0, ⇢], qui ont au plus une unique singularité
dominante sur le cercle |z| = ⇢, en z = ⇢, et sont localement en z = ⇢ de la
forme g(z)� h(z)

p

1� z/⇢, avec g(z) et h(z) analytiques en z = ⇢.

c. Les coe�cients de lamatrice de séries de fonctions J2 := z 7!P1
k=0(M(z,y(z))k

convergent normalement sur |z| 6 ⇢, et coincident pour |z| < ⇢ avec ceux de J .

J
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Démonstration. a. La matrice formelleM(z;y) est inversible en se plaçant sur le
corps des fractions rationnelles. En e�et, comme Sp(M(⇢, τ )) < 1, on sait que
det(Id�M(⇢, τ )) 6= 0, et donc det(Id�M(z;y)) n’est pas le polynôme nul.

Ainsi on note J(z;y) = M(z;y)�1. On sait par la formule de la comatrice que

J(z;y) = P (z;y)
det(Id�M(z;y)) où P (z;y) est une matrice de polynômes en z et y.

Ainsi, si det(Id�M(z;y(z))) 6= 0, on a J(z;y(z)) = M(z;y(z))�1.
Soit |z| 6 ⇢. Alors |M(z;y(z)| 6 M(⇢; τ ), d’où Sp(M(z,y(z)) < 1. Donc
det(Id�M(z;y(z))) 6= 0, et ainsi (Id�M(z,y(z)) est inversible, d’inverse
J(z;y(z)), par unicité de l’inverse surMn(C).

De plus, comme Sp(M(z,y(z)) < 1,
P1

k=0(M(z,y(z))k = (Id�M(z,y(z)))�1.

b. On pose J : z 7! J(z;y(z)) = P (z;y(z))
det(Id�M(z;y(z))) .

Soit 1 6 i, j 6 n, et on regarde la fonction a(z) = (J(z))i,j . On sait que a(z)

est de la forme p(z;y(z))
det(Id�M(z;y(z))) , avec :

— p(z;y(z)) qui est un polynôme en ses entrées, donc par stabilité, est une fonc-
tion analytique en 0, continue sur [0, ⇢], qui a au plus une unique singularité
dominante sur le cercle |z| = ⇢, en z = ⇢, et est localement en z = ⇢ de la
forme g(z)� h(z)

p

1� z/⇢, avec g(z) et h(z) analytiques en z = ⇢ ;

— det(Id�M(z;y(z)) qui est aussi un polynôme en ses entrées et donc a la
même propriété.

Comme det(Id � M(⇢;y(⇢)) 6= 0, par stabilité par quotient, a(z) est une
fonction analytique en 0, continue sur [0, ⇢], qui a au plus une unique singularité
dominante sur le cercle |z| = ⇢, en z = ⇢, et est localement en z = ⇢ de la forme
g(z)� h(z)

p

1� z/⇢, avec g(z) et h(z) analytiques en z = ⇢.

c. On �xe 1 6 i, j 6 n. On note pour tout k :

— ak(z) le coe�cient en position (i, j) dans la matrice (M(z,y(z))k

— vk le coe�cient en position (i, j) dans la matrice (M(⇢, ⌧))k

— b(z) le coe�cient en position (i, j) dans la matrice J2(z).

Par dé�nition, b(z) =
P1

k=0 ak(z), qui est une série de fonctions analytiques
sur |z| < ⇢ et continues sur |z| 6 ⇢.

Par ailleurs, pour tout |z| 6 ⇢, on a |ak(z)| 6 vk car B est à coe�cients positifs.
Comme Sp(M(⇢, τ )) < 1, la série de matrices

P1
k=0(M(⇢, τ ))k converge, et

donc la série
P1

k=0 vk converge.

Il y a donc convergence normale de la série de fonctions
P

ak(z) sur |z| 6 ⇢.
Donc b(z) est analytique sur |z| < ⇢ et continue sur |z| 6 ⇢.

Ainsi, J2(z) et J(z) sont des matrices de fonctions analytiques sur |z| < ⇢. On
remarque qu’elles coincident sur [0, ⇢], elles sont donc égales.

⌅

La condition Sp(M(⇢, τ )) < 1 dans la proposition précédente est fondamentale
pour pouvoir e�ectuer l’inversion. A�n de l’appliquer sur des systèmes issus de
l’application du théorème de Drmota, nous avons besoin d’outils pour calculer leur
rayon spectral. Il se trouve que les systèmes auxquels nous appliquons le théorème
de Drmota sont déjà directement reliés à une matrice de rayon spectral 1 :

Proposition 2.54 ([BBY10, Lemme 12]).
I Soit y = F (z;y) un système polynomial bien conditionné. Soit (⇢, τ ) dé�ni
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comme dans le Théorème 1.89, tel que (⇢, τ ) est dans le domaine de convergence de
F (z;y). Alors

Sp(Jacy[F ](⇢; τ )) = 1 .

En particulier la matrice Id� Jacy[F ](⇢; τ ) n’est pas inversible. J

Nous introduisons maintenant le théorème de Perron-Frobenius, qui décrit entre
autres quelques opérations qui font diminuer strictement le rayon spectral d’une
matrice.

Définition 2.55 (Graphe de dépendance d’une matrice, matrice irréductible, voir
par exemple [Rom21, GR01]).
I Soit A = (ai,j) 2Mn(R). Le graphe de dépendance associé à A est le graphe
orienté à n sommets tel qu’il existe une arête du nœud i vers le nœud j si et seulement
si ai,j > 0.
La matrice A est dite irréductible si son graphe de dépendance est fortement

connexe. J

Théorème 2.56 (Théorème de Perron-Frobenius, voir par exemple [GR01, Theorem
8.8.1]).
I Soit A une matrice réelle positive et irréductible. Alors :

a. Sp(A) est une valeur propre de A et le sous-espace propre associé est de dimen-
sion 1, engendré par un vecteur dont les coordonnées sont strictement positives ;

b. soit B une matrice réelle positive, telle que 0 6 B 6 A. Alors Sp(B) 6 Sp(A)
avec égalité si et seulement si A = B.

J

Nous utiliserons notamment le corollaire suivant, qui est une conséquence immé-
diate du point b. du théorème de Perron-Frobenius :

Proposition 2.57 .
I Soit A une matrice réelle positive et irréductible. Alors :

— Si 0 6 B est obtenue à partir de A en diminuant strictement des coe�cients,
alors Sp(B) < Sp(A).

— Si 0 6 B est la matrice obtenue à partir de A en supprimant sa première ligne et
sa première colonne, alors Sp(B) < Sp(A).

J

Pour conclure, le corollaire suivant illustre deux con�gurations courantes qui nous
permettront d’appliquer la Proposition 2.53 :

Corollaire 2.58 .
I Soit y = F (z;y) un système polynomial bien conditionné. Soit (⇢, τ ) dé�ni
comme dans le Théorème 1.89, tel que (⇢, τ ) est dans le domaine de convergence de
F (z;y).

— Si 0 6 M est obtenue à partir de Jacy[F ](⇢; τ ) en diminuant strictement des
coe�cients, alors Sp(B) < 1.

— Si 0 6 M est la matrice obtenue à partir de Jacy[F ](⇢; τ ) en supprimant la
première ligne et la première colonne, alors Sp(B) < 1.

J

Démonstration. C’est immédiat en appliquant la Proposition 2.57 et le Corollaire 2.58
au résultat de la Proposition 2.54. ⌅
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2.5.3 Preuve de la Proposition 2.36

Dans cette section, nous souhaitons démontrer la proposition suivante, où nous
rappelons que J(z) est dé�nie par J(z) = Jacy[φ+A](z;L(z)) :

Proposition 2.36 .
I Les coordonnées deK : z 7! (Id� z · J(z))�1 ·L(z) ont au plus une singularité
dominante en z = ⇢ = ⇢L sur le cercle |z| = ⇢. De plus, pour tout indice j, il existe
des fonctions g̃j , h̃j analytiques en z = ⇢ telles queKj(z) = g̃j(z)�h̃j(z)

p

1� z/⇢
avec h̃j(⇢) 6= 0. En�n, nous avons les équivalents asymptotiques [zn]Kj(z) ⇠
Dj⇢

�nn�3/2, pour des constantes Dj > 0. J

Nous quittons le monde des séries formelles, et interprétons le terme droit de
l’inégalité de la Proposition 2.35 dans lemonde des fonctions analytiques de la variable
complexe. Nous montrons que ses coe�cients ont la même croissance asymptotique
que ceux de L(z) à une constante près.

Le comportement de L(z) est déjà connu par la Proposition 2.33. Nous décrivons
maintenant les propriétés de la fonction J̃(z) := (Id� z · J(z))�1. Nous montrons
que la singularité dominante de J̃(z) vient uniquement de celle de L(z) et non de
l’inversion de la matrice.

Proposition 2.59 .
I Les entrées de la matrice de fonctions J̃(z) dé�nie par

J̃ : z 7!
�
Id� z · Jacy[φ+A](z;L(z))

��1

sont analytiques pour |z| < ⇢, ont au plus une singularité dominante sur le cercle
|z| = ⇢, en z = ⇢, sont continues sur [0, ⇢], et sont de la forme g̃(z)� h̃(z)

p

1� z/⇢
autour de z = ⇢, avec g̃ et h̃ analytiques en z = ⇢. J

Démonstration. Rappelons que pour tout i 2 [i], Ei désigne l’ensemble des règles
de Ei dont la racine n’est pas ~ et Ai l’ensemble des règles de T 2 Ei de racine
~, dont aucun �ls complet n’est entièrement réductible. Notons Bi l’ensemble des
règles T 2 Ei qui ont pour racine~ et dont un des �ls T 0 est entièrement réductible,
de façon à avoir Ei = Ei ]Ai ] Bi. Nous dé�nissons alors

Bi(z, u; y1, . . . , ym) =
X

T2Bi

z|T |�1u|�(T )|�1 Y

j2ind(T )

yj ,

et B(z, u; y1, . . . , ym) le vecteur des Bi(z, u; y1, . . . , ym)
Par l’hypothèse (H03), il existe au moins un indice j tel que Bj n’est pas vide et

contient une règle d’arité non nulle. En particulier, Jacy[B] 6= 0m⇥m.
PosonsM(z;y) = z ·Jacy[φ+A](z;y), qui est une matrice carrée de polynômes

en z et y, à coe�cients positifs.
Les composantes du vecteur L(⇢) étant strictement positives, une entrée de la

matrice Jacy[B](⇢;L(⇢)) est strictement positive. En remarquant que Jacy[φ] =
Jacy[φ] + Jacy[A] + Jacy[B], nous en déduisons queM(⇢;L(⇢)) est une matrice
positive obtenue à partir de ⇢Jacy[φ](⇢;L(⇢)) en diminuant strictement certaines
entrées. Par le corollaire 2.58 de la section technique précédente, nous en déduisons
que Sp (M(⇢;L(⇢))) < 1. En appliquant la Proposition 2.53, nous obtenons alors
directement le résultat annoncé. ⌅
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Preuve de la Proposition 2.36. Considérons la fonction

K(z) :=
⇣

Id� z · Jacy[φ+A](z;L(z))
⌘�1

·L(z) = J̃(z) ·L(z) ,

Alors le rayon de convergence des composantes deK(z) est ⇢. En e�et, d’après la
Proposition 2.35, nous pouvons a�rmer que :

L(z) � @uL|u=1 � C ·K(z) .

où C > 0 est la constante de la Proposition 2.35. Ainsi [zn]Li(z) 6 [zn]C ·Ki(z) et
le rayon de convergence de Ki est inférieur ou égal à celui de Li, c’est-à-dire ⇢. Par
la Proposition 2.59 :

— les entrées de K(z) = J(z) · L(z) sont analytiques pour |z| < ⇢. Donc par
le théorème de Pringsheim (cf. la Proposition 1.79 des préliminaires), ⇢ est une
singularité pour chaque entrée du vecteur K .

— z = ⇢ est la seule singularité possible sur le cercle |z| = ⇢.

— les composantes du vecteurK(z) sont de la formeKi(z) = g̃i(z)�h̃i(z)
p

1� z/⇢
autour de z = ⇢, avec g̃i(z) and h̃i(z) analytiques en z = ⇢, par stabilité de ces
fonctions par addition et multiplication (cf Lemme 2.45 des préliminaires). De
plus, h̃i(⇢) 6= 0 pour tout i sinon par le Théorème 1.81 de Transfert, C · [zn]Ki(z)
serait négligeable asymptotiquement devant [zn]Li(z), ce qui contredit L(z) �
C ·K(z).

En�n le Théorème 1.81 de Transfert donne l’équivalent [zn]Ki(z) ⇠ Di
⇢�n

n3/2 , pour
une certaine constante Di > 0. ⌅

2.6 Moments d’ordres supérieurs et temps d’exécution
moyen des algorithmes polynomiaux

Notre résultat principal s’étend facilement à tous les moments de la variable
aléatoire associée à la taille après réduction.

Théorème 2.60 .
I Soit E un système combinatoire sur S, d’opérateur absorbant ~ et d’élément
absorbantP , qui satisfait (H). SoitL une classe dé�nie par E . Alors tous les moments
d’ordre t > 0 associés à la taille après réduction d’une expression aléatoire uniforme
de L de taille n sont bornés par une constante Ct > 0 indépendant de n : autrement
dit pour tout t et n 2 N, En(|�|

t) 6 Ct. J

Démonstration. La preuve suit le même raisonnement que pour le Théorème 2.32.
Nous rappelons que les moments d’ordre supérieur sont reliés aux séries génératrices
par la formule (voir l’Équation 1.3 des préliminaires) :

En

⇥
|�|k

⇤
=

[zn](u@u)
kL(z, u)

�
�
u=1

[zn]L(z)
, (2.6)

où (u@u)
k signi�e que l’on a répété k fois l’opération qui consiste à dériver par

rapport à u puis multiplier par u.
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L’analyse du numérateur se fait par récurrence sur k et est décrite ci-dessous. Le
cas k = 1 correspond à la valeur moyenne traitée à la section précédente. En dérivant
l’équation de L(z, u) on trouve

@uL(z, u) = pup�1 (R(z)� P (z)) + z
�
φ(z, u;L(z, u)) +A(z, u; G(z, u))

�

+ zu
�
@uφ(z, u;L(z, u)) + @uA(z, u; G(z, u))

�

+ zuJacy[φ](z, u;L(z, u)) · @uL(z, u)

+ zuJacy[A](z, u;G(z, u)) · @uG(z, u) .

En étendant la notation � pour des séries bivariées, nous obtenons alors, comme à
la Proposition 2.35, la majoration :

u @uL(z, u) � pupL(z) +L(z, u)

+ zu2
�
@uφ(z, u;L(z, u)) + @uA(z, u; L(z, u))

�

+ zu · Jacy[φ+A](z, u;L(z, u)) · u@uL(z, u) .

Comme les coe�cients de la série sont positifs, nous pouvons dériver en u tout en
conservant l’inégalité. On prouve alors par récurrence directe que :

(u @u)
kL(z, u) �pk

�
z, u,L(z), L(z, u), (u@u)L(z, u), . . . , (u@u)

k�1L(z, u)
�

+ zu · Jacy[φ+A](z, u;L(z, u)) · (u@u)
kL(z, u) ,

où les pk sont des polynômes à coe�cients positifs.
En spécialisant u = 1, on préserve l’inégalité :

(u @u)
kL(z, u)

�
�
u=1
�pk

�
z, 1,L(z), L(z), . . . , (u@u)

k�1L(z, u)
�
�
u=1

�

+ z · Jacy[φ+A](z;L(z)) · (u@u)
kL(z, u)

�
�
u=1

,

et ainsi le Lemme 2.43 implique l’inégalité

(u @u)
kL(z, u)

�
�
u=1
�

�
Id� z · Jacy[φ+A](z;L(z))

��1
pk

�
z, 1,L(z), L(z), . . . , (u@u)

k�1L(z, u)
�
�
u=1

�

La preuve suit par récurrence. En e�et, si nous supposons avoir prouvé que les
fonctions (u@u)jL(z, u)

�
�
u=1

, pour j < k, sont toutes bornées par des fonctions qui
ont ⇢ comme unique singularité sur le cercle |z| = ⇢, et qui ont une expansion locale
en racine carrée autour de z = ⇢, nous pouvons appliquer la Proposition 2.36 (qui
étudie la fonction (Id� z · J(z))�1) pour en déduire que (u @u)kL(z, u) est bornée
par une combinaison linéaire de produits de fonctions qui ont ⇢ comme unique
singularité sur le cercle |z| = ⇢, et qui ont une expansion locale en racine carrée
autour de z = ⇢. En utilisant les propriétés de clôture des fonctions de cette forme,
exposées au Lemme 2.45, nous en déduisons l’hérédité de la récurrence. ⌅

Au-delà de l’intérêt purement mathématique des moments d’ordres supérieurs,
le Théorème 2.60 a une autre conséquence sur l’analyse des algorithmes en temps
polynomial qui traitent des expressions aléatoires :
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Proposition 2.61 .
I Soit A un algorithme qui s’exécute en temps polynomial dans le pire cas, dont les
entrées sont des expressions spéci�ées par un système satisfaisant les hypothèses
du Théorème 2.60. Alors l’algorithme qui consiste à réduire d’abord l’entrée avant
d’appliquer l’algorithme A dessus, a une complexité en moyenne linéaire en la taille
de l’entrée. J

Démonstration. Le résultat vient du fait que la réduction � s’exécute en temps linéaire
sur l’entrée. Comme enmoyenne, la taille de la réduction est bornée par une constante,
l’algorithme A s’exécute ensuite en temps moyen constant.
Plus rigoureusement, soit c la fonction de complexité qui à une expression T

associe le nombre c(T ) d’opérations élémentaires utilisées par l’algorithme A pour
traiter T . Soit p(x) =

Pr
k=0 akx

k un polynôme tel que pour tout T de taille n 2 N,
c(T ) 6 p(n).

Soit pre(T ) 6 ↵|T | la fonction de complexité linéaire du programme qui calcule
la réduction �(T ) d’une expression T .
Notons c0(T ) = pre(T ) + c(�(T )) la fonction de complexité du programme A0

qui consiste à réduire d’abord T et à appliquer ensuite l’algorithme A sur �(T ).
Ainsi si |T | = n, c0(T ) 6 ↵n+

Pr
k=0 ak(�(T ))

k.
Alors la complexité en moyenne de l’algorithme A0 sur les entrées de taille n est

linéaire, par le Théorème 2.60 :

En(c
0) 6 ↵n+

rX

k=0

akEn(|�|
k) 6 ↵n+

rX

k=0

akCk .

⌅

2.7 Conclusion de la partie et discussion sur le cas des
expressions régulières

La contribution principale de ce chapitre est demontrer que les arbres d’expressions
uniformes décrits par des systèmes manquent d’expressivité, car ils se réduisent
considérablement dès qu’un opérateur admet un élément absorbant. Cela remet en
question la pertinence de cette distribution pour l’analyse théorique en moyenne et
la génération d’arbres d’expressions. Comme nous l’avons déjà mentionné dans le
coeur du chapitre, les hypothèses que nous avons données sur les systèmes n’ont
pas pour but de caractériser tous les systèmes bien fondés où un tel phénomène de
dégénérescence se produit. Nous voulions juste identi�er un cadre su�samment
général pour capturer de nombreux exemples, tout en gardant des conditions faciles
à véri�er.

Discussion sur les hypothèses du chapitre. Nous pouvons ainsi discuter un
peu de ce qui se passe si les hypothèses (H) ne sont pas véri�ées.

Pour (H1), si le graphe de dépendance n’est pas fortement connexe, nous pouvons
considérer le DAG de ses composantes fortement connexes ; s’il n’y a qu’une seule
composante fortement connexe �nale, ou s’il n’y a qu’une seule composante domi-
nante, qui produit exponentiellement plus d’expressions que les autres composantes,
on devrait pouvoir se réduire à notre cadre en analysant ce qui se passe dans cette
composante principale. Si plusieurs composantes connexes sont en concurrence, la
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situation est moins claire, et plus di�cile à analyser d’un point de vue combinatoire,
les asymptotiques ne sont plus forcément de la forme ↵�nn�3/2 (voir [BD15] pour
les formes des asymptotiques possibles).
Si G⇤ est cyclique, alors le système soit n’est pas bien fondé, soit il est possible de
retirer certains cycles.

Pour (H2), nous pouvons essayer de traiter séparément les tailles modulo la période.
Cela se produit notamment lorsque tous les opérateurs sont binaires (dans ce cas, la
taille des arbres est nécessairement impaire).
Pour (H3), on pourrait a�aiblir cette condition, mais elle est là essentiellement

pour garantir que le système n’est pas capable d’empêcher l’élément absorbant
d’apparaître un grand nombre de fois sous son opérateur, ni de limiter la taille des
arbres réduits par la règle d’absorbance.
Pour (H4), si le système est linéaire, les arbres sont �liformes, et l’analyse est

complètement di�érente, bien que sans doute plus facile. Nous ne nous sommes pas
intéressés au cas linéaire car nous n’avions pas d’exemples concrets su�samment
motivés.
Si (H5) n’est pas véri�ée, nous avons déjà expliqué en note de marge que le

résultat restait valide si la spéci�cation était �niment ambiguë. Si la spéci�cation
est in�niment ambiguë, les séries génératrices déduites du système ne représentent
pas bien la combinatoire de l’ensemble d’arbres d’expressions étudié, si bien qu’il est
nécessaire de chercher une spéci�cation non ambiguë du problème.

Comparaison avec des systèmes utilisés dans la li�érature. Si les restrictions
des hypothèses (H) semblent contraignantes, il est important de rappeler qu’elles sont
su�samment larges pour s’appliquer à des systèmes naturels de la littérature. Ainsi,
dans [LS05], les auteurs étudient plusieurs grammaires pour décrire les expressions
régulières, dans le but de les énumérer, en tentant d’éviter certaines redondances. Par
exemple, les auteurs considèrent la grammaire suivante pour compter les expressions
régulières :

S ! E+ |E• |E⇤ |C

E+ ! E+ + F |F + F

F ! E• |E⇤ |C

E• ! E•G |GG

G! (E+) |E⇤ |C

C ! ; | " | a (a 2 Σ)

E⇤ ! (E+) ⇤ | (E•) ⇤ |E⇤ ⇤ |C⇤

Techniquement, nous ne pouvons pas utiliser tels quels les théorèmes de cette partie,
car la grammaire ci-dessus dé�nit non pas des arbres d’expressions régulières, mais
des chaînes de caractères dé�nissant des expressions régulières, ce qui est di�érent.
La grammaire doit ainsi s’occuper de parenthéser correctement les expressions
régulières, tandis que les points de concaténation sont implicites. Si les tailles ne
seront donc pas exactement les mêmes, nous pouvons facilement transposer ce
système dans le monde des arbres d’expressions, et le nouveau système véri�e
facilement les hypothèses (H) : la seule condition non remplie est celle de la forte
connexité, mais nous pouvons la régler en modi�ant légèrement le système. En e�et
nous pouvons supprimer la règle C ! ; | " | a (a 2 Σ) en remplaçant C par ses
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productions. Dans notre formalisme arborescent, nous obtenons ainsi le système
combinatoire suivant : J’ai supprimé les paren-

thèses de la grammaire,
inutiles dans le formalisme
arborescent.E+ =

+
/\

E+ F
+

+
/\
F F

F = E• + E⇤ + ; + " + a (a 2 Σ)

E• =
•
/\

E• G
+

•
/\
G G

G = E+ + E⇤ + ; + " + a (a 2 Σ)

E⇤ =
⇤
|

E+
+
⇤
|

E•
+
⇤
|

E⇤
+
⇤
|
;
+
⇤
|
"
+
⇤
|
a

(a 2 Σ)

et la classe d’arbres étudiés est la classe L = E+ [F [E• [G[E⇤. On véri�e bien
que ce système satisfait toutes les hypothèses de (H).

Pour les mêmes raisons, la grammaire suivante considérée aussi dans [LS05] véri�e
à quelques légères modi�cations près les hypothèses (H) :

S ! A |B |C |D | " | ;
A! A0 +A0 |A0 +A

A0 ! B |C |D | "

B ! B0B0 |B0B

B0 ! (A) |C |D

C ! (A)⇤ | (B)⇤ |D⇤

D ! ; | " | a (a 2 Σ)

A�n de prendre en compte la commutativité du +, et certaines redondances, comme
le fait que (L⇤1 + . . . + L⇤n)

⇤ = (L1 + . . . + Ln)
⇤, les auteurs remplacent dans la

grammaire précédente les règles de A, A0 et C par :

A! "+AB |C +AC |B +AB |D +AD | " | ;
A0 ! B +AB |D +AD

AC ! C |C +AC |AB

AB ! B |B +AD |AD

AD ! D |D +AD

C ! (A0)⇤ | (B)⇤ |D⇤

Avec ces modi�cations, nous avons à nouveau un problème apparent de forte
connexité pour véri�er les hypothèses (H), à cause des règlesD ! ; | " | a (a 2 Σ)
et AD ! D |D +AD . Cette fois il n’est pas possible de remplacer simplement D et
AD par leurs productions, car le langage de AD est in�ni. Néanmoins, le but de la
grammaire étant d’éviter des redondances, nous pouvons questionner la pertinence
de la règle AD ! D |D + AD , qui autorise des expressions complètement redon-
dantes, comme a+ a, a+ a, a+ a+ a+ a, . . . . En remplaçant les occurrences deD
par ses productions �nies, et les occurrences de AD par

S

X✓Σ[{"}
P

x2X x, nous
observons que la grammaire véri�e bien les hypothèses (H).

Abondance d’éléments absorbants. Nous �nissons cette conclusion en souli-
gnant le fait que dans tout le chapitre, le pattern P désigne un élément absorbant �xé
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après la spéci�cation combinatoire des arbres. Si la spéci�cation donnée empêche
l’apparition d’un élément absorbant particulier, il peut être tout à fait possible d’en
trouver d’autres. Par exemple, dans le cas des expressions régulières, il est très facile
de trouver des spéci�cations empêchant les motifs (a+ b)⇤ et (b+ a)⇤ sous un +.
Nous pouvons alors trouver à la place, comme candidats pour P , un grand nombre
d’expressions équivalentes, comme (a+"+b)⇤, ((a+")(b+"))⇤, etc.L’abondance d’expres-

sions universelles de
cette forme sera exploi-
tée dans le chapitre 4.

En fait, il semble
impossible par une simple spéci�cation d’empêcher l’apparition d’un sous-arbre uni-
versel sous un opérateur +, à moins de considérablement restreindre les expressions
régulières décrites par la spéci�cation. Cette intuition est motivée par le fait que
détecter l’universalité d’une expression régulière est PSPACE-complet [MS72]. Dans
un article en prépublication [BMMR21], les auteurs étudient un système qui évite
les motifs (a+ b)⇤ et (b+ a)⇤ :

↵! " | a | b | (↵ · ↵) | (↵⇤) | (↵P + ↵P )

↵P ! " | a | b | (↵ · ↵) | (↵⇤Σ) | (↵P + ↵P )

↵Σ ! " | a | b | (↵ · ↵) | (↵⇤) | �

� ! (↵ab + ↵ab) | (↵ab + a) | (↵ab + b) | (a+ ↵ab) | (b+ ↵ab) | (a+ a) | (b+ b)

↵ab ! " | (↵ · ↵) | (↵⇤Σ) | (↵P + ↵P )

Les auteurs a�rment à tort qu’en évitant ces deux motifs, notre résultat ne s’applique
pas à leur système. Même si on ne peut choisir P = (a+ b)⇤, on remarque que ↵P

engendre l’expression universelle (((a+ b)⇤)⇤) :

↵P ! (↵⇤Σ)! ((↵⇤)⇤)! (((↵P + ↵P )
⇤)⇤)! (((a+ b)⇤)⇤) .

En choisissant P = (((a + b)⇤)⇤), on véri�e aisément que ce système véri�e les
hypothèses (H). Par conséquent, ce système n’est pas pertinent pour étudier en
moyenne des algorithmes portant sur des expressions régulières.

Expressions régulières sansmot vide. On pourrait objecter que pour les expres-
sions régulières, il est en fait facile d’éviter l’arbre universel (a+ b)⇤ en interdisant
à la grammaire décrivant les arbres de faire l’union de deux expressions qui recon-
naissent le mot vide ". C’est tout à fait envisageable car cela ne réduit presque pas
la puissance des expressions régulières : en e�et toute expression régulière E se
transforme facilement par induction en une expression régulière  (E) reconnaissant
le même langage que E privé de " :

—  (a) = a,  (b) = b,  (") = ;
—  (E1 + E2) =  (E1) +  (E2)

—  (E1 · E2) =  (E1) ·  (E2) +  (E1)1"2L(E1) +  (E2)1"2L(E2)

—  (E⇤1) =  (E1) ·  (E1)
⇤.

On véri�e aisément que dans l’expression  (E), l’opérateur + n’a aucun �ls recon-
naissant le mot vide.

Si des expressions régulières sont spéci�ées par une grammaire interdisant l’union
de langages reconnaissant ", il n’est alors plus possible de trouver d’expressions
équivalente à (a+ b)⇤ sous un + : l’élément absorbant semble avoir été neutralisé.
Néanmoins, pour des expressions de cette forme particulière, l’union + admet alors
un nouvel élément absorbant, le langage représenté par l’expression (a + b)+, et
donc nos résultats s’appliquent encore.



Ce chapitre est en grande partie issu de l’article de conférence [KNR19].

3
Réduction d’expressions spécifiées par

une seule équation

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’in�uence de la présence d’un élément
absorbant sur l’ensemble particulier de tous les arbres compatibles avec un ensemble
d’opérateurs S et une fonction d’arité a donnés. L’ensemble d’arbres étudié est donc
T (S, a) tout entier, en reprenant les notations du chapitre précédent, et non plus un
sous-ensemble spéci�é par un système d’équations sur les arbres. Nous généralisons
dans ce chapitre légèrement la fonction d’arité par rapport au chapitre précédent, en
autorisant des opérateurs d’arité quelconque, ce qui permet de modéliser l’associa-
tivité de certains opérateurs. L’ensemble T (S, a) est décrit par une seule équation
unidimensionnelle très simple, ce qui permet d’obtenir des résultats plus précis
sur son comportement vis-à-vis de la simpli�cation, notamment la convergence de
l’espérance de la taille après réduction.

Le but de cette section est de démontrer le théorème suivant, dont nous préciserons
en détail les conditions dans la prochaine sous-section 3.2 :

Théorème 3.1 .
I Soit L un ensemble d’expressions dont la série génératrice L(z) véri�e le schéma
d’inversion lisse, avec L(z) = z�(L(z)) et � apériodique.
Soit P 2 L un arbre d’expression, et ~ un opérateur d’arité au moins 2, tel que P
est absorbant pour l’opérateur ~. Nous considérons la simpli�cation � induite par
cette relation d’absorption.
Alors l’espérance de la taille, après simpli�cation par la réduction �, d’une ex-

pression uniforme de taille n tend vers une constante quand n tend vers l’in�ni :
limn!1 En[|�|] = �, avec � > 0. De plus, tous les moments de � convergent aussi :
pour tout i 2 N⇤, limn!1 En[|�|

i] = �i, avec �i > 0. J

Les techniques utilisées dans ce chapitre sont plus simples qu’au chapitre précédent,
puisqu’il n’y a pas de système à gérer : l’équation L(z) = z�(L(z)) est à une seule
dimension. Au cours de la thèse, ce travail est venu historiquement en premier par
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rapport au chapitre précédent ; il constitue notre premier travail sur les simpli�cations
d’arbres par un élément absorbant.

3.2 Contexte et restrictions

Comme l’ensemble d’arbres étudiés est moins contraint que dans le chapitre
précédent (une seule équation unidimensionnelle), nous pouvons généraliser un petit
peu l’ensemble d’opérateurs et la fonction d’arité associée sans trop compliquer les
techniques de preuve. Le cadre d’étude de ce chapitre est donc un peu plus général,
et ne se résume pas à une simple restriction du chapitre précédent aux systèmes à
une dimension.

3.2.1 Arbres d’expressions

Soit S un ensemble dénombrable d’opérateurs, et a une fonction d’arité associée,
qui a tout opérateur lui associe un ensemble (non forcément �ni) d’arités possibles.
Nous notons Ai le sous-ensemble d’opérateurs d’arité i 2 N. Nous supposons que
tous les Ai sont �nis (autrement dit a n’associe la même arité qu’à un nombre �ni
d’opérateurs ; cette condition est nécessaire pour avoir un nombre �ni d’arbres d’une
taille donnée).

Exemple 3.2 .
I Dans le cas des expressions régulières, nous pouvons considérer que l’union +
est associative. Ainsi, un nœud étiqueté par + peut avoir plusieurs �ls. Dans ce cas
a(+) = N>2, et alors A0 = {a, b, "}, A1 = {?},A2 = {•,+} et en�n Ai = {+}
pour i > 3. Nous dé�nissons L0R l’ensemble des expressions régulières associées à
ces arités. J

Nous généralisons alors facilement la dé�nition d’arbres d’expressions au cas
dénombrable :

Définition 3.3 .
I L’ensemble des expressions T (S, a) associées à la paire (S, a) est dé�ni par induc-
tion :

— pour tout opérateur s0 2 S d’arité 0, s0 2 T (S, a) ;

— pour tout opérateur s 2 S et (T1, . . . , Tr) 2 T (S, a) avec r 2 a(S), alors
(s, T1, . . . , Tr) 2 T (S, a). Ce tuple formel est représenté sous la forme d’un
arbre :

s

T1 . . . Tr

J

L’ensemble T (S, a) est donc entièrement caractérisé par la suite A = (Ai)i2N.
Nous nous plaçons dans le cas particulier où :

a. A0 6= ; (il y a des feuilles) ;

b. il existe un opérateur ~ et une arité a > 2 telle que ~ 2 Aa.
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3.2.2 Élément absorbant et réduction

Dans la suite, nous �xons une arité a > 2 de l’opérateur ~. Nous considérons
la réduction induite par l’existence d’un arbre constant �xé, P 2 T (S, a), qui est
absorbant pour l’opérateur~ d’arité a. On s’intéresse donc à la règle de simpli�cation
suivante :

~

T1 . . . Ta

 P , si Ti = P pour un i 2 {1, . . . , a}.

Remarquez que la réduction considérée ne s’applique que si le père de P est un
nœud ~ d’arité a, alors que l’opérateur ~ peut avoir d’autres arités. Dans l’exemple
3.2 des expressions régulières L0R avec une union d’arité quelconque, nous ne consi-
dèrerons, par exemple, que la réduction sur les opérateurs + d’arité 2. Cela su�t
pour montrer la dégénérescence des expressions.

3.2.3 Le schéma d’inversion lisse

Dans cette section nous dé�nissons le cadre dans lequel nous nous plaçons.

Définition 3.4 .
I La série caractéristique associée à la suiteA = (Ai)i2N est la série formelle�A(y) =
P

i>0 �iz
i, où �i = |Ai|. J

Pour simpli�er les notations, nous notonsL := T (S, a) l’ensemble d’arbres étudié,
A sa suite d’opérateurs triés par arité, et � la série caractéristique associée àA. Avec
ces notations, la série génératrice de L satisfait l’équation :

L(z) = z �(L(z)) . (3.1)

Si on prend l’exemple des expressions régulières LR, �(X) = 3+X+2X2 est un
polynôme de degré 2 et l’Eq. (3.1) peut se résoudre. Ce n’est pas possible en général
lorsque � est une série quelconque. Cependant dans certains cas on peut dériver
le comportement asymptotique de l’équation fonctionnelle, comme on l’a déjà fait
dans le cas des systèmes. Pour cela on demande un certain nombre de conditions,
regroupées sous le nom de schéma d’inversion lisse pour les arbres [FS09, De�nition
VII.3] :

Définition 3.5 (Schéma d’inversion lisse [FS09]).
I Une série L(z) satisfaisant l’équation fonctionnelle L(z) = z�(L(z)) véri�e le
schéma d’inversion lisse Smooth inverse-function

schema en anglais.
si

a. L(z) est analytique en z = 0

b. �(y) est analytique en y = 0

c. �(0) 6= 0

d. les coe�cients de Taylor de � sont positifs

e. � n’est pas linéaire

f. il existe une solution ⌧ à l’équation �(⌧)� ⌧�0(⌧) = 0, avec 0 < ⌧ < ⇢� où ⇢�
est le rayon de convergence de �.

J
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Il s’agit du pendant unidimensionnel du théorème de Drmota analytique présenté
dans les préliminaires (Théorème 1.89).
Analysons cette dé�nition dans le cas où L est une ensemble d’expressions de

série caractéristique �(y). L’analycité de �(y) en 0 implique qu’il n’y a pas trop
d’opérateurs d’arité i (leur nombre ne peut pas être super-exponentiel en i), ce qui
est une contrainte naturelle, véri�ée dans la totalité des exemples proposés dans cette
section. Toutes les autres conditions sont satisfaites par les hypothèses de travail
sur la suite A énoncées en sous-section 3.2.1, à l’exception de la dernière. En fait,
la solution ⌧ à l’équation �(⌧) � ⌧�0(⌧) = 0 existe toujours et est unique, mais
nous devons nous assurer qu’elle est bien plus petite que le rayon de convergence
de � pour garantir un comportement asymptotique en racine carrée. La remarque
suivante est élémentaire mais très utile en pratique :

Remarque 3.6 .
I Si seulement un nombre �ni de Ai est non vide, i.e. si � est un polynôme, alors la
série des arbres construits sur les opérateursA véri�e le schéma d’inversion lisse. J

En clair, le schéma d’inversion lisse n’est là que pour s’assurer, dans le cas où �
n’est pas un polynôme, que les arbres décrits ont un comportement standard d’arbres.

Dans le cas des expressions régulières L0R avec l’opérateur + d’arité non bornée,

la série caractéristique associée est �(y) = 3 + y + 2y2 + y3

1�y = 1
1�y + y2 + 2. Son

rayon de convergence est ⇢� = 1, et la solution positive de �(⌧)� ⌧�0(⌧) = 0 estp
5�1
2 ⇡ 0.618. Donc la série génératrice de L0R satisfait le schéma d’inversion lisse.

3.2.4 Comportement asymptotique du nombre d’arbres dans L

Le théorème suivant fournit le développement asymptoptique des fonctions sa-
tisfaisant le schéma d’inversion lisse. Il est cité dans le cas où �(y) est apériodique,
c’est-à-dire quand �(y) = yr (yd) implique d = 1. Cette restriction, qui assure que
L(z) est aussi apériodique et a une unique singularité dominante, peut être évitée
(cf [FS09, Ex. VI.17]), mais elle su�ra en pratique.

Théorème 3.7 ([Drm97, FS09, MM89]).
I Soit L(z) une série véri�ant le schéma d’inversion lisse, avec L(z) = z�(L(z)). Si
�(y) est apériodique, alors L(z) a une unique singularité dominante ⇢L = ⌧/�(⌧).
De plus, il existe deux fonctions g(z) et h(z) analytiques en z = ⇢L, telles que
localement autour de z = ⇢L on ait :

L(z) = g(z)� h(z)
p

1� z/⇢L, avec h(⇢L) 6= 0. (3.2)

De plus, nous avons l’équivalent asymptotique [zn]L(z) ⇠ CL
⇢�n
L

n3/2 , avec CL =
q

�(⌧)
2�00(⌧) . J

Maintenant que la série totale des arbres de L a été étudiée, nous pouvons étudier
plus en détail le phénomène de réduction.

3.3 Étude de la réduction

3.3.1 La classe des entièrement réductibles

Nous rappelons qu’une expression T est entièrement réductible si �(T ) = P .
Nous notonsR ⇢ L l’ensemble des arbres entièrement réductibles, et R(z) sa série
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génératrice.
Nous posons p = |P|, et nous rappelons que a désigne l’arité que doit avoir ~

pour pouvoir appliquer la règle d’absorption. Un élément de R est donc soit P , soit
un arbre de racine~, avec a �ls, dont au moins un est complètement réductible. Cela
se traduit facilement en l’équation suivante sur les séries génératrices :

R(z) = zp + z ((L(z))a � (L(z)�R(z))a) . (3.3)

Nous déduisons de cette équation le lemme suivant sur la série R(z) :

Lemme 3.8 .
I Les rayons de convergence de R(z) et L(z) sont égaux. De plus, il existe un entier
NR 2 N tel que pour tout n > NR, [zn]R(z) > 0. J

Démonstration. Soient ⇢R et ⇢L les rayons de convergence des séries R(z) et L(z).
Comme R ⇢ L, [zn]R(z) 6 [zn]L(z) et donc ⇢L 6 ⇢R.
Pour l’inégalité inverse, considérons la famille R̃ ⇢ R d’expressions de la forme

(~,P, L, `0, . . . , `0), avec L 2 L, et `0 une feuille �xée. La série génératrice R̃(z) de
R̃ est R̃(z) = zp+a�1L(z), et a donc le même rayon de convergence que L(z). De
l’inclusion R̃ ⇢ R, nous déduisons ⇢R̃ > ⇢R, et donc ⇢L > ⇢R.

La seconde partie du lemme est aussi une conséquence de l’inclusion R̃ ⇢ R :
l’égalité R̃(z) = zp+a�1L(z) implique que [zn]R̃(z) = [zn�p�a+1]L(z), pour n
assez grand. Comme [zn]L(z) est non nul à partir d’un certain rang (par apériodicité
de �), nous en déduisons que c’est aussi le cas pour [zn]R̃(z), et donc pour [zn]R(z).

⌅

La proposition suivante précise le comportement de R(z) :

Proposition 3.9 .
I La fonction R(z) a une unique singularité dominante en z = ⇢. De plus, autour
de z = ⇢, la fonction R(z) peut s’écrire

R(z) = gR(z)� hR(z)

r

1� z

⇢
, (3.4)

où ⇢ est le rayon de convergence commun à L(z) et R(z), et les fonctions gR(z) et
hR(z) sont analytiques autour de z = ⇢, et hR(⇢) 6= 0. J

Démonstration. Nous introduisons la classe complémentaire des entièrement ré-
ductibles, a�n de nous ramener à des équations à coe�cients positifs. L’ensemble
G := L \ R rassemble ainsi les arbres qui ne se réduisent pas complètement à P .
Nous notons G(z) sa série génératrice. Les séries R(z) et G(z) satisfont facilement
le système :

(

R(z) = zp + z
⇣

(G(z) +R(z))a � (G(z))a
⌘

,

G(z) = �zp + z �
�
G(z) +R(z)

�
+ zG(z)a ,

(3.5)

où �(x) = �(x)� xa. En e�et, la première équation est simplement une réécriture
de l’Eq. (3.3), tandis que la seconde vient du fait qu’un arbre n’est pas entièrement
réductible si et seulement si il est di�érent de P (d’où le �zp) et véri�e l’une des
conditions suivantes :
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— il commence par un nœud di�érent de ~, ou par ~ mais avec une arité di�érente
de a ; cela donne le terme en � ;

— il commence par ~ d’arité a, mais aucun de ses a �ls n’est entièrement réductible
(d’où le terme zG(z)a).

Malheureusement ce système n’est pas positif (il y a le terme �zp). Il faut d’abord
le transformer en système positif pour pouvoir appliquer le théorème de Drmota.
Pour cela, nous allons développer le système pour faire disparaître le �zp. Tout

d’abord, remarquons qu’à partir d’un certain rang q, [zn]R(z) > 0 et [zn]G(z) > 0
pour n > q. Cela vient du Lemme 3.8 pour R(z). Pour les coe�cients de G(z)
il su�t de remarquer que comme L(z) est apériodique, il existe un autre opéra-
teur dans la spéci�cation de L, op 6= ~, d’arité ã. Toutes les expressions de la
forme op(L, `0, . . . , `0) où `0 est une feuille sont donc dans G, et ainsi [zn]G(z) >
[zn]zãL(z) = [zn�ã]L(z) > 0 pour n assez grand.
Nous pouvons supposer sans perte de généralité que q > p > 1 et q > ã > 1.
Posons ainsi R(z) = PR(z) + zqRq(z),G(z) = PG(z) + zqGq(z), avec PG(z) =

[z6q]G(z), PR = [z6q]R(z), qui sont des polynômes de degré q, nuls en z = 0,
et Gq(0) = Rq(0) = 0 (Gq et Rq ont un z en facteur). De même, nous posons
� = P�(y) + yq�

q
(y) avec �

p
(0) = 0, et de plus P� est un polynôme de degré au

moins ã > 1. Ainsi

8

>>>>>>>><

>>>>>>>>:

R(z) =zp + z
a�1X

k=0

✓
a

k

◆

(PG(z) + zqGq(z))
k(PR(z) + zqRq(z))

a�k ,

G(z) =� zp + z P�

⇣

PG(z) + PR(z) + zq
�
Gq(z) +Rq(z)

�⌘

+ z(G(z) +R(z))q�
q
(G(z) +R(z))

+ z(PG(z) + zqGp(z))
a .

(3.6)

En développant (G(z) +R(z))q avec la formule du binôme et en utilisant R(z) =
PR(z) + zqRq(z), G(z) = PG(z) + zqGq(z), nous pouvons écrire (G(z) +R(z))q

sous la forme zqP1(z,Gp(z), Rp(z)), avec P1(z,Gp, Rp) qui est un polynôme à
coe�cients positifs.

De même, P�

⇣

PG(z) +PR(z) + zq
�
Gq(z) +Rq(z)

�⌘

+ (PG(z) + zqGq)
a est un

polynôme en z, Gp, et Rp. Notons zqP2(z,Gp, Rp) le polynôme obtenu à partir de
celui-ci en ne gardant que les monômes dont le degré en z est supérieur à q. C’est un
polynôme à coe�cients positifs. Remarquons que P2(z, 0, 0) 6= 0, car PG(z) est de
degré q et a > 2, donc en développant PG(z)

a, il y a au moins un monôme zaq , avec
aq > q + 1. De plus P2 dépend bien de Gq et Rq car P� est un polynôme de degré
au moins ã > 1.
En identi�ant les termes de degré plus grand que q + 1 en z, nous obtenons une

équation de la forme :

zqGq(z) = zq
�
zP2(z,Gq(z), Rq(z))+zP1(z,Gq(z), Rq(z))F1(z,Gq(z), Rq(z))

�
.

avec F1(z,Gq, Rq) = �
q
(PG(z) + PR(z) + zq(Gq +Rq)), qui est une série entière

en z,Gq, Rq à coe�cients positifs.
De même, en développant la somme

P
a�1
k=0

�
a

k

�
(PG(z) + zqGq(z))

k(PR(z) +
zqRq(z))

a�k, nous remarquons que pour k = 0, le développement de (PR(z) +
zqRq(z))

a donne un terme PR(z)
a qui fournit le monôme zaq , avec aq > q + 1.
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Pour k = a� 1, le terme zaqGq(z)
a�1Rq(z) dépend à la fois de Gq et Rq . Nous pou-

vons donc regrouper les termes en zk avec k > q > p de cette somme sous la forme
zqP3(z,Gq(z), Rq(z)) avec P3(z,Gq, Rq) qui est un polynôme à coe�cients positifs,
qui dépend bien de Gq et Rq , et qui a le monôme z(a�1)q dans son développement.
En identi�ant les termes de degré plus grand que q + 1 en z, nous obtenons

l’équation

zqRq(z) = zq+1P3(z,Gq(z), Rq(z)) ,

et ainsi Rq(z) et Gq(z) satisfont le système positif :

(

Rq(z) =zP3(z,Gq(z), Rq(z))

Gq(z) =zP2(z,Gq(z), Rq(z)) + zP1(z,Gq(z), Rq(z)) · F1(z,Gq(z), Rq(z))

(3.7)

avec P1, P2, P3, F1 qui sont à coe�cients positifs. Comme PG(0) = PR(0) = 0,
F1(z,Gq, Rq) est analytique en (z,Gq, Rq) = (0, 0, 0) par composition. On pose

F (z,Gp, Rp) =

"

zP3(z,Gq, Rq)

zP2(z,Gq, Rq) + zP1(z,Gq, Rq) · F1(z,Gq, Rq)

#

.

Par ce qui précède, F est analytique en (0, 0, 0) et ses coe�cients sont positifs. Par
ailleurs, F (0, Gp, Rp) ⌘ 0 à cause du z en facteur, et F1(z, 0, 0) 6= 0 et F2(z, 0, 0) 6=
0 grâce au monôme z(a�1)q présent dans P2 et P3. Le système n’est pas linéaire car
P2 contient le monôme zq(a�1)Ga

q avec a > 2. Il est fortement connexe car P2 et P3

dépendent à la fois de Rq et Gq .
En�n, nous rappelons que les coe�cients des solutions Gq(z) et Rq(z) sont stric-

tement positifs à partir d’un certain rang, car c’est le cas pour G(z) et R(z).
Nous pouvons en�n appliquer le théorème de Drmota voir Théorème 1.89: les fonctions Rq(z) et

Gq(z) ont une unique singularité dominante ⇢̃. Comme R(z) = PR(z) + zqRq(z),
par le théorème de Pringsheim et le Lemme 3.8, nous en déduisons que R(z) a une
unique singularité dominante en ⇢̃ = ⇢.

De plus, (⇢, Gq(⇢), Rq(⇢)) est bien dans le domaine de convergence deF (z,Gq, Rq).
En e�et, les autres termes étant polynomiaux et ne posant pas de problème, toute la
question repose sur F1(z,Gq, Rq) = �

q
(PG(z) + PR(z) + zq(Gq +Rq)). Or, nous

avons l’égalité PG(⇢) + PR(⇢) + ⇢q(Gq(⇢) +Rq(⇢)) = L(⇢) = ⌧ , et par le schéma
d’inversion lisse, ⌧ est dans le disque de convergence de �, donc de �

q
. Ainsi nous

avons bien �
q
(⌧) < +1.

Donc toujours par le théorème de Drmota, au voisinage de z = ⇢, Rq(z) =

gq(z)� hq(z)
q

1� z
⇢
, avec gq(z), hq(z) analytiques en ⇢, et hq(⇢) 6= 0

Ainsi au voisinage de z = ⇢, la fonction R(z) peut s’écrire R(z) = gR(z) �
hR(z)

q

1� z
⇢
, où les fonctions gR(z) et hR(z) sont analytiques autour de z = ⇢,

et hR(⇢) = ⇢qhq(⇢) 6= 0. ⌅

Nous déduisons du comportement en racine carrée en z = ⇢ que la proportion
d’arbres entièrement réductibles tend vers une constante :

Corollaire 3.10 .
I La probabilité qu’une expression uniforme de L de taille n soit entièrement réduc-
tible tend vers une constante � > 0 lorsque n!1. J
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Démonstration. Cette probabilité est donnée par la formule [zn]R(z)
[zn]L(z) . Nous appliquons

alors le Théorème 1.81 de Transfert. La Proposition 3.9 nous indique que R(z) a
la même singularité ⇢ que L(z), ainsi que le même exposant critique en racine
carrée. Les termes en ⇢nn�3/2 se simpli�ent dans la fraction. Donc la probabilité
qu’une expression uniforme de L de taille n soit entièrement réductible tend vers
une constante � > 0 lorsque n!1. ⌅

3.3.2 Série bivariée et espérance de la taille après réduction

Notons L(z, u) =
P

T2L z|T |u|�(T )| la série bivariée qui compte en u la taille des
arbres après réduction. Nous obtenons alors facilement l’équation suivante pour
L(z, u), analogue au Lemme 2.39 pour les systèmes :

Lemme 3.11 .
I La série L(z, u) satisfait l’équation fonctionnelle

L(z, u) = (R(z)� zp)up + zu
�
�(L(z, u)) +

�
L(z, u)� upR(z)

�a�
, (3.8)

où �(x) = �(x)� xa. J

Démonstration. Nous étudions tous les cas possibles, selon la racine des arbres consi-
dérés. Si la racine n’est pas ~, alors elle reste après la réduction, ce qui donne le
terme zu�(L(z, u) dans la somme. Dans le cas où la racine de l’arbre est ~, alors
soit l’arbre est entièrement réductible, ce qui contribue au terme upR(z), soit il n’est
pas entièrement réductible, auquel cas sa racine reste après réduction, et aucun de
ses �ls n’est entièrement réductible. Cela contribue au terme (L(z, u)� upR(z))a.
En�n, le terme �(zu)p vient du fait que l’arbre P est compté deux fois dans ce
raisonnement. ⌅

Rappelons que l’espérance de la taille après réduction est donnée par la formule :

En[|�|] =
[zn]@uL(z, u)

�
�
u=1

[zn]L(z)
.

Nous cherchons donc classiquement à obtenir le comportement asymptotique de
[zn]@uL(z, u)

�
�
u=1

, en étudiant la fonction @uL(z, u)
�
�
u=1

autour de sa singularité :

Lemme 3.12 .
I La fonction @uL(z, u)

�
�
u=1

a une unique singularité dominante en z = ⇢. De plus

il existe deux fonctions g̃(z) et h̃(z), analytiques en z = ⇢, telles que la fonction
@uL(z, u)

�
�
u=1

s’écrive sous la forme @uL(z, u)
�
�
u=1

= g̃(z)� h̃(z)
p

1� z/⇢ autour
de z = ⇢. J

Démonstration. En dérivant l’Équation 3.8 par rapport à u, nous obtenons :

@uL(z, u)
�
�
u=1

= pR(z)� pzp + z
�
�(L(z))� L(z)a + (L(z)�R(z))a

�

+ z
�
(�0(L(z))� aL(z)a�1)@uL(z, u)

�
�
u=1

+ a(L(z)�R(z))a�1(@uL(z, u)
�
�
u=1
� pR(z))

�

Ainsi :

@uL(z, u)
�
�
u=1

=
p(R(z)� zp) + L(z) + z

�
� L(z)a + (L(z)�R(z))a � pa(L(z)�R(z))a�1R(z)

�

1� z (�0(L(z))� aL(z)a�1 + a(L(z)�R(z))a�1)
.
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Nous rappelons que la condition du schéma d’inversion lisse implique que ⌧ = L(⇢)
véri�e 1 = ⇢�0(⌧), et que ⌧ est dans le disque de convergence de �. En particulier �,
et donc �0, sont analytiques en ⌧ = L(⇢), et �00(⌧) 6= 0 car ~ est d’arité au moins 2.
Par ailleurs le dénominateur évalué en z = ⇢ vaut

⇢a(⌧ a�1 � (⌧ �R(⇢))a�1) > 0

qui est strictement positif car ⌧ = L(⇢) > R(⇢) > 0.
Rappelons que L(z) et R(z), par les Propositions 3.7 et 3.9, ont une unique sin-

gularité dominante en ⇢ et ont un comportement asymptotique en racine carrée
autour de cette singularité. Nous pouvons alors appliquer les propriétés de clôture
par somme, produit, composition et division du Lemme 2.45 des préliminaires au
numérateur et dénominateur de L(z, u)

�
�
u=1

: la fonction @uL(z, u)
�
�
u=1

s’écrit alors

sous la forme @uL(z, u)
�
�
u=1

= g̃(z) + h̃(z)
p

1� z/⇢ localement autour de z = ⇢,

avec g̃(z) et h̃(z) analytiques sur une voisinage de ⇢.
Par ailleurs, la série @uL(z, u)

�
�
u=1

n’a aucune autre singularité dans le disque

|z| 6 ⇢. En e�et, son rayon de convergence est ⇢, puisque [zn]{@uL(z, u)
�
�
u=1

} 6
n[zn]L(z), donc ⇢ est une singularité. Comme L(z), R(z) et donc �0(L(z)) sont
analytiques dans un voisinage de tout point z0 du cercle |z| = ⇢, tel que z0 6= ⇢, il
en est de même de @uL(z, u)

�
�
u=1

. Donc @uL(z, u)
�
�
u=1

n’a pas d’autre singularité
sur le cercle |z| = ⇢. ⌅

Nous pouvons ainsi conclure par la proposition suivante, qui montre la moitié du
théorème annoncé en début de section :

Proposition 3.13 .
I L’espérance de la taille, après simpli�cation par la réduction �, d’une expression
uniforme de taille n tend vers une constante quand n tend vers l’in�ni :

lim
n!1

En[|�|] = � ,

avec � > 0. J

Démonstration. Le théorème de Transfert appliqué au résultat du Lemme 3.12 montre

que, si h̃(⇢) > 0, alors [zn]@uL(z, u)|u=1 ⇠ h̃(⇢)
2
p
⇡
⇢�nn�3/2. En combinant cela au

Théorème 3.7, En[|�|] =
[zn]@uL(z,u)

�
�
u=1

[zn]L(z) tend vers une constante � = h̃(⇢)
2CL
p
⇡
, car

⇢ = ⇢L. Les autres valeurs pour le signe de h̃(⇢) ne sont pas possibles : h̃(⇢) < 0
donnerait un équivalent asymptotique négatif, et h̃(⇢) = 0 impliquerait que la
taille moyenne après réduction serait en O(1/n), et donc tendrait vers 0, mais c’est
impossible car cette taille moyenne est minorée par p > 0. ⌅

3.3.3 Convergence des moments d’ordre supérieur

Dans cette dernière section, nous montrons la convergence des moments d’ordre
supérieur associés à la taille de la réduction.

Proposition 3.14 .
I Tous les moments de |�| convergent aussi : pour tout i 2 N>1, limn!1 En[|�|

i] =
�i, avec �i > 0. J
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Démonstration. Onmontre le résultat pour �(��1) . . . (��k+1), car ces quantités
sont reliées aux séries génératrices par la formule :

lim
n!1

En

h

|�|(|�|� 1) . . . (|�|� k + 1)
i

=
[zn]@kuL(z, u)

�
�
u=1

[zn]L(z)
.

Le résultat de la proposition suivra, car |�|k peut s’écrire comme une combinaison
linéaire d’éléments de la forme |�|(|�|� 1) . . . (|�|� j + 1) pour j 6 k.
Montrons que pour tout k 2 N, @kuL(z, u)

�
�
u=1

est encore de la forme g̃(z) +

h̃(z)
p

1� z/⇢ autour de z = ⇢, avec z 62 [⇢,1), tel que g̃(z) et h̃(z) soient ana-
lytiques en z = ⇢. C’est le cas pour k = 0 et k = 1 (par le Théorème 3.7 et le
Lemme 3.12).

En dérivant l’équation

L(z, u) = (R(z)� zp)up + zu
�
�(L(z, u)) + (L(z, u)� upR(z))a

�
, (3.8)

nous obtenons une expression de la forme :

�
1� zu

�
�0(L(z, u))� aL(z, u)a�1 + a(L(z, u)� upR(z))a�1

��
@uL(z, u)

= P1

�
z,R(z), u, L(z, u),�(L(z, u))

�

où P1 est un polynôme à coe�cient entiers. En itérant ces dérivations, nous obtenons
des expressions similaires pour les dérivées suivantes :

�
1� zu

�
�0(L(z, u))� aL(z, u)a�1 + a(L(z, u)� upR(z))a�1

��
@kuL(z, u)

= Pk

�
z,R(z), u, L(z, u), . . . , @k�1u L(z, u),�(L(z, u)), . . . , (Dk�1�)(L(z, u))

�

où Pk est un polynôme à coe�cients entiers.
En u = 1, nous obtenons �nalement :

@kuL(z, u)
�
�
u=1

=
Pk

�
z,R(z),1,L(z,1),...,@k�1

u L(z,u)|u=1,�(L(z)),...,(Dk�1�)(L(z)
�

1�z
�
�0(L(z))�aL(z)a�1+a(L(z)�R(z))a�1

�

La fonction (1 � z
�
�0(L(z)) � aL(z)a�1 + a(L(z) � R(z))a�1

�
)�1 a déjà été

étudiée dans le cas k = 1, et nous avons prouvé qu’elle avait une unique singularité
dominante en z = ⇢, autour de laquelle elle admettait une expansion en racine carrée.
Par hypothèse de récurrence, tous les termes @juL(z, u)|u=1 pour j 6 k � 1 ont

aussi une unique singularité dominante en z = ⇢, et une expansion en racine carrée.
De plus L(⇢) se trouve dans le rayon de convergence de �, donc � et toutes ses
dérivées sont analytiques dans un voisinage de ⇢.

Nous concluons en appliquant les propriétés de clôture par somme, produit, com-
position et division du Lemme 2.45 au numérateur et dénominateur de @kuL(z, u)

�
�
u=1

.

Nous trouvons alors que la fonction @kuL(z, u)
�
�
u=1

s’écrit sous la forme @kuL(z, u)
�
�
u=1

=

g̃k(z) + h̃k(z)
p

1� z/⇢ localement autour de z = ⇢, et que ⇢ est son unique singu-
larité dominante.
Ainsi, en appliquant le théorème de Transfert, nous démontrons comme à la

Proposition 3.13 que les termes qui dépendent de n se simpli�ent dans l’asymptotique

de
[zn]@k

uL(z,u)
�
�
u=1

[zn]L(z) . Ainsi les moments convergent vers une constante. ⌅
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3.4 Conclusion et expérimentation sur les langages
réguliers

Dans ce chapitre, nous avons adapté les résultats du chapitre précédent au cas des
expressions spéci�ées par une équation analytique unidimensionnelle. Il s’agit à la
fois d’une restriction et d’une généralisation des résultats du chapitre précédent, qui
justi�ent un traitement à part, dans un chapitre dédié, même si les techniques sont
similaires. Remarquons que si dans ce chapitre nous avons pu montrer la convergence
des moments vers une constante (dans le chapitre précédent nous avions juste
montré qu’ils étaient bornés par une constante), cela revient au même vis-à-vis
de la dégénérescence de la distribution uniforme pour les arbres d’expressions. En
e�et, la réduction considérée ne prend pas en compte toutes les simpli�cations et
équivalences sémantiques possibles, donc les tailles moyennes obtenues dans ce
chapitre et au chapitre précédent sont des bornes supérieures des "vraies" tailles des
expressions tirées au hasard.

Comme transition pour le chapitre suivant, nous développons le cas des expressions
régulières aléatoires de taille n suivant la spéci�cation :

LR = a+ b+ "+
?
|

LR

+
•
/\

LR LR

+
+
/\

LR LR

.

Alors, par la Proposition 3.13, la taille moyenne après réduction des arbres originelle-
ment de taille n tend vers une constante lorsque n tend vers l’in�ni.
Nous avons voulu observer ce phénomène expérimentalement. Nous avons tiré

des expressions aléatoires de taille n de plus en plus grande, puis nous avons calculé
la moyenne de leurs tailles après réduction. Nous nous attendions alors à pouvoir
observer la convergence, en allant assez loin dans les tailles des arbres générés.
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F����� 3.1. Tentative d’observation expérimentale de la convergence en moyenne

En utilisant la méthode récursive, nous avons ainsi fait l’expérience (voir Figure 3.1),
pour des arbres de taille jusqu’à 30 000 Je ne pouvais raisonnable-

ment aller plus loin que
30 000 avec la méthode ré-
cursive sur mon ordinateur
personnel.

. La courbe observée semble linéaire en n, et
absolument pas converger vers une constante ! En allant un peu plus loin dans la
taille des arbres générés, en utilisant la méthode de Devroye [Dev12], nous pouvons
voir que la courbe se détache un peu de la droite linéaire (cf Figure 3.2), sans observer
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cependant une convergence nette. Dans cette section, nous expliquons rapidement
ce phénomène.
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F����� 3.2. Tentative bis d’observation expérimentale de la convergence en
moyenne

Les propositions démontrées aux sections précédentes nous disent que toutes
les fonctions d’intérêt ont une unique singularité dominante en ⇢ = ⇢L, et ont un
comportement de la forme g(z)�h(z)

p

1� z/⇢, avec g(z), h(z) analytiques en ⇢. Or,

si L(z) = g(z)� h(z)
p

1� z/⇢, alors L0(z) = g0(z)� h0(z)
p

1� z/⇢+ h(z)
2⇢
p
1�z⇢ ,

et ainsi :

lim
z!⇢

L0(z)
p

1� z/⇢ =
h(⇢)

2⇢
.

On utilisera cette égalité pour calculer numériquement la constante � annoncée.
La série génératrice des expressions régulières véri�e l’équation L(z) = 3z +

zL(z) + 2zL(z)2, ce qui donne après résolution :

L(z) =
1� z �

p
�23 z2 � 2 z + 1

4z

Sa singularité dominante est en ⇢ = �1+2
p
6

23 , la taille de P est p = 4, a = 2, en�n
�(y) = 3 + y + 2y2, et �(y) = 3 + y + y2.
Les séries R(z) et G(z) satisfont le système :

(

R(z) = z4 + z
⇣

L(z)2 � (G(z))2
⌘

,

G(z) = �z4 + z �
�
L(z)

�
+ zG(z)2 .

(3.9)

Nous pouvons utiliser ce système (qui n’est pas positif) pour les calculs car nous
sommes assurés par la théorie que ces fonctions ont bien le bon comportement en
racine carrée autour de ⇢. Il est possible en fait de résoudre G(z) explicitement :

G(z) =
1�

q

4 z5 + 1� 4z2(L(z)2 + L(z) + 3)

2z
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si bien que nous connaissons aussi R(z) = L(z)�G(z). Ainsi la formule suivante
donne une expression explicite exacte pour @uL(z, u)

�
�
u=1

:

@uL(z, u)
�
�
u=1

=
4(R(z)� z4) + L(z) + z

�
� L(z)2 + (L(z)�R(z))2 � 8(L(z)�R(z))R(z)

�

1� z (�0(L(z))� 2L(z) + 2(L(z)�R(z)))
.

Nous savons que @uL(z, u)
�
�
u=1

a une unique singularité dominante en z = ⇢

et est de la forme g̃(z) � h̃(z)
p
1� z⇢ autour de ⇢, nous pouvons alors calculer

avec Maple la valeur de h̃(⇢). Par le théorème de Transfert, la taille moyenne, après
réduction, des arbres de taille n tend vers la constante suivante lorsque n tend vers
l’in�ni :

� =
h̃(⇢)

h(⇢)
⇡ 3 624 217 .

Cette constante est très grande ! C’est pour cela que nous ne pouvions pas l’observer
expérimentalement avec des arbres de taille 30 000 seulement.

Ce calcul numérique montre les limites du résultat de ce chapitre (et du précédent) :
nous avons délibérément choisi une réduction très simple, pour nous abstraire au
maximum de la sémantique des arbres étudiés, a�n d’obtenir un résultat général qui
s’applique à de nombreuses classes d’expressions. Comme contrepartie de sa généra-
lité, notre résultat ne permet pas d’analyser su�samment �nement la sémantique
des arbres d’expression étudiés pour obtenir des constantes "petites".

Dans le cas des expressions régulières, nous pouvons remarquer par exemple que
(b+ a)⇤ est aussi absorbant pour l’union. Notre réduction ne le prend pas en compte,
car elle étudie un seul élément absorbant. Pourtant il existe de nombreuses autres
expressions régulières équivalentes à (a+ b)⇤ faciles à détecter.
Par exemple, en parcourant une expression, nous pouvons détecter pour tout

sous-arbre s’il reconnaît les lettres a, b ou encore le mot vide ". Nous pouvons
alors identi�er un plus grand nombre de sous-arbres universels : si un arbre qui
reconnaît à la fois les lettres a et b est mis à l’étoile, il est universel. De plus un arbre
universel peut être considéré comme absorbant pour la concaténation si l’arbre en
face reconnaît ". En appliquant ces règles à des arbres uniformes, nous avons observé
expérimentalement une convergence apparente vers une constante de l’ordre de 75
(voir Figure 3.3).

Le but du chapitre suivant est d’ajouter ces règles plus �nes de réduction dans le
cas des expressions régulières, a�n de faire diminuer cette constante et de pouvoir
observer expérimentalement la dégénérescence de la distribution uniforme pour les
expressions régulières.
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F����� 3.3. Observation expérimentale de la convergence, dans le cas des expres-
sions régulières, en ajoutant plus de règles de réduction



Ce chapitre est tiré de l’article de conférence [KR21b].

4
Détection heuristique de sous-arbres

universels pour les expressions
régulières uniformes

4.1 Introduction

Les langages réguliers sont omniprésents en informatique : pour véri�er le bon for-
matage des données entrées dans un formulaire, pour rechercher/remplacer dans un
éditeur de texte, rechercher dans un �chier avec grep... On les décrit alors naturel-
lement par une expression régulière. Ainsi de nombreux programmes prennent
en entrée une expression régulière, et il existe di�érents outils pour les traiter.
Nous pouvons notamment citer les algorithmes de compilation d’une expression
régulière en automate, comme la construction de Thompson, l’automate de Glu-
shkov, l’automate des dérivées d’Antimirov, l’automate des pré�xes de Yamamoto
[AM06, Ant95, Yam14].
Si les arbres d’expressions régulières ont été utilisés avec succès pour étudier

certains algorithmes de construction d’automates [BMMR12], ces arbres présentent
néanmoins un élément absorbant pour l’opérateur d’union +, qui est (a+ b)⇤ pour
un alphabet à deux lettres. Ainsi, le résultat principal des deux chapitres précédents
montre que, pour la distribution uniforme, la complexité moyenne des algorithmes
précédemment cités est asymptotiquement linéaire, si l’on commence par réduire
l’expression régulière en entrée. Par ailleurs, nous avonsmontré au chapitre précédent
que dans le cas d’un alphabet à deux lettres, une expression aléatoire uniforme de
taille n est équivalente à une expression de taille constante 3 624 217 en moyenne,
quand n tend vers l’in�ni.
Cette taille moyenne de trois millions semble bien grande. Ceci est dû au fait

que la réduction appliquée est à la fois très simple et très générale, dans le sens
où elle s’applique à tout ensemble d’arbres dont la sémantique admet un élément
absorbant. Cette constante ne se voit pas facilement expérimentalement, et on serait
tenté d’objecter alors que pour des petites tailles d’arbres, la distribution uniforme
pourrait encore être pertinente. Le but de ce chapitre est de spécialiser la réduction
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des précédents chapitres au cas particulier des expressions régulières, pour ainsi
faire baisser cette constante théorique. En prenant mieux en compte la sémantique
particulière des expressions étudiées – ici les expressions régulières – nous allons
pouvoir généraliser la réduction des chapitres précédents et obtenir des résultats
plus �ns sur la taille après réduction (cette démarche s’est avérée fructueuse par
exemple pour étudier la distribution des expressions booléennes [CGM11, Gar05]). Ce
chapitre peut être vu comme une application pratique et numérique aux expressions
régulières des techniques développées aux précédents chapitres.
Le point de départ pour améliorer la réduction vient des deux observations sui-

vantes sur la réduction étudiée jusqu’alors :

— plutôt que de reconnaître un seul élément absorbant P �xé à l’avance, nous
pourrions augmenter la réduction en identi�ant un sous-ensemble plus gros
(in�ni) d’éléments absorbants de base, pour une opération ~ donnée ;

— nous n’exploitons pas du tout l’interaction des éléments absorbants avec les autres
opérateurs, qui sont tous considérés par défaut comme bloquant la propagation
des réductions par élément absorbant.

Dans ce chapitre nous étudions donc des règles de simpli�cation spéci�ques aux
expressions régulières ; ces règles ont pour objectif d’identi�er et réduire certains
sous-arbres universels, qui acceptent tous les mots sur l’alphabet. Cette réduction
linéaire généralise celle par élément absorbant des chapitres précédents. L’idée
principale est d’identi�er pour chaque nœud de l’arbre le sous-ensemble de Σ [ {"}
qui est reconnu par la sous-expression correspondante (en bleu sur la �gure 4.1). En
e�et :

— l’expression T ⇤ est universelle pour toute expression T qui reconnaît toutes les
lettres de Σ ; il s’agit de notre ensemble in�ni d’éléments absorbants de base

— si une expression T est identi�ée comme universelle, alors T ⇤ est aussi univer-
selle, l’union de cette expression avec n’importe quelle autre expression est aussi
universelle, et en�n sa concaténation avec une expression qui reconnaît le mot
vide est aussi universelle ; on prend ainsi en compte l’interaction des éléments
absorbants avec les autres opérateurs.

Dans la �gure 4.2, nous donnons les règles de réduction utilisées pour reconnaître
l’universalité. Lorsque la réduction détecte qu’une expression est universelle 1Il est aussi possible

d’introduire U comme
un nouveau symbole
spécial, de taille 1.

, elle la
remplace par un arbre �xé U représentant le langage universel Σ⇤. Typiquement U
est un arbre universel de taille minimale (l’arbre associé à (a+ b)? pour deux lettres).

Dans ce chapitre, nous allons prouver que pour cet algorithme de réduction, toute
expression régulière aléatoire uniforme de taille n se réduit en une expression de
taille constante en moyenne lorsque n!1 ; nous montrons par ailleurs que cette
constante est su�samment petite pour remettre en question la distribution uniforme
des expressions régulières, même sur des petites tailles. Nous donnons pour k = |Σ|
allant de 2 à 5 les valeurs des constantes en question, dans la Table 4.1 (nous avons
pris pour U un arbre universel minimal de taille 2k). Dans le cas particulier de deux
lettres, la constante ⇠ 77.797 est étonnamment petite, et est con�rmée par nos
expériences (voir Fig. 4.3).

Pour les simulations, les
arbres uniformes ont
été générés avec l’al-
gorithme de [Dev12].

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant :

1. Comme le problème de l’universalité est PSPACE-complet [MS72], cette détection en un temps
linéaire est forcément partielle.
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•

+ ?

ba b

(a+ b) · b?

+

?•

+?

a

a

ab

(a · a?) + (b+ a)?

U{a, b, "}•

?{a, b, "} U ? {a, "}

+{a, b} a

a b

(a+ b)? · a?

U{a, b, "}?

{a, b, "} •

?{b, "} + {a, "}

a "b

(b? · (a+ "))?

F����� 4.1. Quatre arbres d’expressions régulières. Les trois dernières expressions
sont universelles – elles reconnaissent tous les mots sur l’alphabet {a, b}. Notre
algorithme de simpli�cation (voir la �gure 4.2) sera capable de le détecter. Par
exemple, pour les deux derniers arbres, les sous-ensembles de symboles reconnus
parmi {a, b, "} apparaissent en bleu ; nous avons aussi annoté en vert si l’expression
associée à un nœud est détectée comme étant universelle.

+

U L
 U ,

+

L U
 U ,

•

U T"
 U ,

•

T" U
 U ,

?

TΣ
 U ,

?

U
 U .

F����� 4.2. L’ensemble des règles de réductions, à appliquer de bas en haut. Ici U
est un arbre spécial �xé, représentant les arbres identi�és comme étant universels ;
la classe L désigne tous les arbres, TΣ les arbres reconnaissant toutes les lettres de
l’alphabet Σ, et T" représente la classe des arbres reconnaissant le mot vide ". Par
exemple, U 2 T" \ TΣ. La dernière règle est donc redondante, mais a été ajoutée
pour améliorer la compréhension de la logique des règles de réécriture.

Théorème 4.1 .
IConsidérons l’ensemble des arbres d’expressions régulières pour un alphabet de
taille �xée |Σ| = k, et � la réduction en temps linéaire induite par les règles de
simpli�cation de la Figure 4.2. Alors la taille réduite d’une expression aléatoire
uniforme de taille n tend vers une constante quand n tend vers l’in�ni, qui est
donnée dans le tableau suivant pour k allant de 2 à 5 :

|Σ| 2 3 4 5
limEn[|�(T )|] 77.79724... 495.59151... 2 518.20513... 11 694.43727...

T���� 4.1. Tailles moyennes asymptotiques après réduction

J

Le cheminement de la preuve nous permet par ailleurs de fournir un encadrement
asymptotique de la proportion d’arbres uniformes universels. Dans la Proposition 4.24,
nous montrons qu’il y a ainsi une proportion non négligeable d’arbres qui repré-
sentent le langage universel. En particulier cette proportion est comprise entre 31%
et 46% pour un alphabet de deux lettres.

Remarque 4.2 (Autres réductions de la littérature).
I Il existe d’autres réductions dans la littérature [BK93, GG10, IY03, LS05] dont
l’objectif est de réécrire les expressions sous une forme normale, a�n de limiter
certaines redondances, et de les transformer ensuite en automates. Ces réductions
ont un réel intérêt pratique car elles s’intéressent à des expressions régulières de la
vraie vie, écrites par des humains, et qui ont donc peu de chances d’avoir autant de
redondances qu’une expression typique uniforme.
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F����� 4.3. La proportion d’expressions universelles détectées par l’algorithme, et
la taille moyenne après réduction, observées expérimentalement sur des expressions
régulières à deux lettres, avec un échantillon de 10 000 expressions pour chaque
taille. L’échelle des courbes est logarithmique en la taille des arbres. Les limites
théoriques sont représentées en vert.

La réduction que nous étudions dans ce chapitre, quant à elle, a pour but d’illustrer
la dégénérescence de la distribution uniforme sur les expressions régulières ; son
objectif en soi n’est donc pas tant de réduire intelligemment les expressions, mais de
montrer qu’au contraire de simples réductions réduisent beaucoup trop les expres-
sions uniformes. Les deux démarches se rejoignent cependant dans le sens où nous
montrons que l’étude en moyenne des réductions de la littérature n’a a priori pas
d’intérêt si la distribution utilisée est uniforme. J

Plan du chapitre. Dans la Section 4.2, nous introduisons la réduction générale
que nous étudions, puis dans la Section 4.3 nous analysons avec les outils de la
combinatoire analytique le phénomène de réduction sur des arbres d’expressions
régulières uniformes. En�n, dans la Section 4.4, nous expliquons comment calculer
en pratique les constantes annoncées à la section précédente.

4.2 Modèle et définitions

4.2.1 Définitions

Soit k > 1 un entier, et Σ = {a1, . . . , ak} un alphabet de taille k. On considère
les arbres d’expressions régulières dé�nis par la syntaxe suivante :

Définition 4.3 .
ILa classe LR des arbres d’expressions régulières est dé�nie inductivement par
l’équation

LR = a1 + . . .+ ak + "+
?
|

LR

+
•
/\

LR LR

+
+
/\

LR LR

. (4.1)

Autrement dit avec les notations du chapitre 2, LR = T (S, a) où S = Σ [
{",+, •, ?}, et a(Σ) = a(") = 0, a(?) = 1, et a(+) = a(•) = 2. J

On rappelle que la taille |T | d’un arbre T 2 LR est son nombre de nœuds. On
note Ln l’ensemble des arbres de LR de taille n 2 N, et `n = card(Ln).
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On note L(z) =
P

n `nz
n la série associée à LR, qui véri�e alors l’équation :

L(z) = (k + 1)z + zL(z) + 2z(L(z))2 , (4.2)

et donc

L(z) =
1� z �

p

∆(z)

4z

avec∆(z) := �(8k+ 7) z2 � 2 z + 1. Ainsi L(z) présente une fausse singularité en
z = 0, et son unique singularité dominante ⇢ est caractérisée par

L(⇢) =

r

1 + k

2
, ⇢ =

1

1 + 4L(⇢)
.

On en déduit que L(z) = hL � gL
p

1� z/⇢+O
⇣�
�1� z

⇢

�
�

⌘

lorsque z ! ⇢, avec

hL = L(⇢), et gL une constante qui véri�e gL = 2⇢ lim
z!⇢

L0(z) ·
p

1� z/⇢. En�n par

le Théorème 1.81 de Transfert nous obtenons :

`n = [zn]L(z) ⇠ gL
2
p
⇡
⇢�nn�3/2 ,

avec gL =
p
8k+7 4p2+2k

2
p
�1+2

p
2+2k

.

Probabilité de reconnaître ". La classe T" des expressions reconnaissant le mot
vide " est fondamentale pour dé�nir et analyser la nouvelle réduction. Il se trouve que
l’on peut calculer facilement sa série génératrice. En e�et, une expression reconnaît
le mot vide " si et seulement si on est dans l’un des cas suivants :

— c’est la feuille " ;

— c’est l’étoile d’une expression quelconque ;

— c’est la concaténation de deux expressions régulières qui reconnaissent " ;

— c’est l’union de deux expressions dont une au moins reconnaît le mot vide.

La classe T" véri�e donc l’équation suivante :

T" = "+
?
|

LR

+
•
/\

T" T"
+

+
/\

T" LR

+
+
/\

LR\T" T"
,

où chaque somme est disjointe. Les termes en T"(z)
2

s’annulent.
Sa série génératrice T"(z) satisfait donc l’équation

linéaire suivante :

T"(z) = z + zL(z) + 2zL(z)T"(z) . (4.3)

Nous pouvons alors résoudre cette équation linéaire T"(z) =
z+zL(z)
1�2zL(z) et véri�er

ainsi que T"(z) = hT" � gT"

p

1� z/⇢ + O (1� z/⇢) lorsque z ! ⇢, avec une
constante gT" 6= 0. Ainsi le nombre d’expressions de taille n reconnaissant " est
asymptotiquement

[zn]T"(z) ⇠ gT"⇢
�nn�3/2/(2

p
⇡) .

En normalisant par `n, nous obtenons la proportion asymptotique d’expressions
reconnaissant le mot vide :
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k = |Σ| 2 3 4 5
gT"/gL 0.777 . . . 0.663 . . . 0.590 . . . 0.538 . . .

T���� 4.2. Les probabilités asymptotiques de reconnaître " pour une expression
régulière uniforme.

Proposition 4.4 .
I La probabilité qu’une expression régulière aléatoire uniforme de taillen reconnaisse
le mot vide converge lorsque n tend vers l’in�ni vers une constante positive gT"/gL =p

2 k+2+3/2

k+
p
2 k+2+3/2

, dont les premières valeurs sont données dans le Tableau 4.2. J

Démonstration. Il su�t d’injecter L(z) = hL � gL
p

1� z/⇢ + O
⇣�
�1� z

⇢

�
�

⌘

dans

T"(z) =
z+zL(z)
1�2zL(z) .

En développant (1� 2zL(z))�1 = (1� 2⇢hL)
�1(1� 2zgL

1�2zhL

p

1� z/⇢+O(1�
z/⇢)), nous obtenons �nalement que gT"/gL = 4⇢(1+2⇢)

(1+⇢)2
. Il su�t ensuite de remplacer

⇢ par sa valeur pour obtenir le résultat. On remarque qu’on n’a pas besoin de connaître
la valeur de gL pour calculer la proportion. ⌅

4.2.2 Le nouvel algorithme de simplification

Nous considérons désormais une classe d’expressions, notée R, qui rassemble
certains arbres qui reconnaissent tous les mots de Σ? :

Définition 4.5 .
I La classeR est dé�nie de façon inductive :

— si T reconnaît toutes les lettres de l’alphabet, alors
?

|
T
2 R ;

— si l’un au moins des arbres T1 ou T2 est dansR, alors
+
/\

T1 T2

2 R ;

— si T1 2 R et T2 2 T", alors
•
/\

T1 T2

2 R et
•
/\

T2 T1

2 R.

En particulier, si T 2 R, alors
?
|
T
2 R. J

La classeR désigne en fait la classe des sous-arbres qui vont être réduits à U par le
nouvel algorithme de simpli�cation. On remarque que l’arbre associé à l’expression
Σ · Σ? + " n’appartient par à R, malgré son universalité. Cette classe ne désigne
donc pas toutes les expressions universelles, ce qui n’est pas étonnant étant donné
que déterminer si un arbre est dans la classeR se fait en temps linéaire, tandis que
décider si un arbre est universel est un problème PSPACE-complet [MS72].

Reconnaissance des le�res. Pour déterminer si un arbre appartient àR, on doit
pouvoir décider quelles lettres sont reconnues par un arbre. Comme pour R, cela
se fait par induction en remontant l’arbre depuis les feuilles. Soit a 2 Σ une lettre
arbitraire :

— si |T | = 1, alors T reconnaît a si et seulement si T = a,

— si la racine de T est ?, alors T reconnaît a si et seulement si le �ls de la racine
reconnaît la lettre a,
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— si la racine de T est +, alors T reconnaît a si et seulement si l’un des �ls de la
racine reconnaît a,

— si la racine de T est •, alors T reconnaît a si et seulement si l’un des �ls de la
racine reconnaît a et l’autre reconnaît le mote vide ".

Exemple 4.6 .

I Si T1 reconnaît " et a, tandis que T2 reconnaît " et b, alors
•
/\

T1 T2
reconnaît a, b et

". J

Nous pouvons maintenant dé�nir mathématiquement la réduction � considérée :

Définition 4.7 (Algorithme de réduction �).
I Soit T un arbre d’expression régulière, et U un arbre �xé représentant Σ?. La ré-
duction de T , notée �U (T ), est l’arbre d’expression régulière obtenu par l’algorithme
de réduction informel suivant : en partant des feuilles de l’arbre, on détermine en
remontant les branches :

a. quelles lettres de Σ sont reconnues par chaque sous-arbre de T ,

b. quels sous-arbres de T reconnaissent le mot vide ",

c. quels sous-arbres de T sont dans la classeR.

Ces trois informations se calculent directement en remontant les branches, comme
nous l’avons expliqué précédemment. À chaque fois qu’un sous-arbre est identi�é
dans la classe R, on le remplace par l’arbre constant U . Nous notons �U (T ) l’arbre
obtenu à la �n de l’algorithme.
Quand le contexte est clair sur la valeur de U , nous notons simplement �(T ). Le

pseudo-code de l’algorithme est donnée dans l’Algorithme 2. J

4.2.3 Série génératrice associée à la réduction

Nous considérons la série génératrice bivariée qui compte en z la taille d’une
expression, et en u la taille de sa réduction :

L(z, u) =
X

T2LR

z|T |u|�(T )| . (4.4)

Nous rappelons que la taille moyenne après réduction d’un arbre uniforme de taille
n est donnée par la formule :

En[|�|] =
[zn]@uL(z, u)

�
�
u=1

[zn]L(z)
. (4.5)

Pour calculer cette moyenne, nous devons donc déterminer L(z, u). Pour cela nous
allons partitionner L en plusieurs classes, correspondant aux di�érentes étapes
de l’algorithme d’identi�cation des arbres qui sont dans R. Cela nous permettra
notamment de déterminer la taille des arbres après réduction (voir Section 4.3.1).

4.3 Caractérisation analytique de la limite

Le but de cette section est de montrer que l’espérance de la taille après réduction
d’un arbre uniforme de taille n converge lorsque n tend vers l’in�ni. Pour le montrer,
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1 function reduce(T ) :

2 if |T | = 1 then
3 return (T, {T});
4 if T =

+

/\
TL TR

then

5 (T 0L, SL) := reduce(TL);
6 (T 0R, SR) := reduce(TR);
7 if T 0L = U or T 0R = U then

8 return (U , SL [ SR) ;

9 return (
+
/\

T 0
L T 0

R

, SL [ SR);

10 else if T =
•
/\

TL TR
then

11 (T 0L, SL) := reduce(TL);
12 (T 0R, SR) := reduce(TR);
13 S := ;;
14 if " 2 SR then

15 if T 0L = U then

16 return (U , SL) ;
17 S := S [ SL ;

18 if " 2 SL then

19 if T 0R = U then

20 return (U , SR) ;
21 S := S [ SR ;

22 return (
•
/\

T 0
L T 0

R

, S);

23 else if T =
?
|

T0

then

24 (T 0, S0) := reduce(T0);
25 if Σ ✓ S0 then
26 return (U , {"} [ Σ) ;

27 return (
?
|
T 0
,{"} [ S0);

Algorithme 2 : Pseudo-code de l’algorithme de réduction sur l’alphabet Σ.
L’algorithme renvoie un couple reduce(T ) = (�(T ), ST ), où reduce(T )
correspond à la réduction de l’arbre T donné en entrée, et ST ✓ {"} [ Σ

représente les feuilles reconnues par T .
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on étudie les propriétés analytiques de @uL(z, u)|u=1. Comme dans les précédents
chapitres, nous allons montrer que cette fonction présente une unique singularité
dominante en z = ⇢ avec un comportement en racine carrée. Remarquons que la
convergence n’est pas une conséquence directe des résultats principaux des chapitres
précédents, car la réduction est plus compliquée qu’un simple élément absorbant
(la taille pourrait osciller par exemple sans converger). Néanmoins cette section
n’introduit pas de nouveauté technique : nous allons simplement réutiliser les outils
sur les systèmes développés aux chapitres précédents. La contribution principale de
cette partie consiste majoritairement à identi�er la partition de L qui permette de
décrire L(z, u) pour cette réduction.
Les propriétés analytiques présentées dans cette partie seront exploitées dans

la Section 4.4 pour obtenir une façon rapide de calculer la limite de l’espérance, à
n’importe quelle précision (et en fait même la valeur exacte).

4.3.1 Système combinatoire induit par la réduction

En suivant la construction de la classe R, on introduit les notations suivantes :
pour tout sous-ensemble de lettres X ✓ Σ, TX," représente l’ensemble des arbres
qui reconnaissent le mot vide, reconnaissent toutes les lettres dans X , mais aucune
lettre de Σ\X . De façon similaire, on note TX," l’ensemble des arbres d’expressions
régulières qui reconnaissent toutes les lettres dansX , mais aucune lettre de Σ\X , ni
le mot vide ".

Exemple 4.8 .
IPar exemple, T{a}," contient les arbres correspondant à a

? et (a · (b?) + "), mais
pas l’arbre a. J

Théorème 4.9 .
I Les classes combinatoires (TX,")X✓Σ et (TX,")X✓Σ satisfont le système combina-
toire suivant :

TX," = "1X=; +
?

|
TX,"

+
?

|
TX,"

+
X

(S,S0):S[S0=X

•
/\

TS," TS0,"

+
X

(S,S0):S[S0=X

+
/\

TS," TS0,"

+
X

(S,S0):S[S0=X

+
/\

TS," TS0,"

+
X

(S,S0):S[S0=X

+
/\

TS," TS0,"

,

TX," = X1|X|=1 +
X

S✓Σ

•
/\

TX," TS,"
+
X

S✓Σ

•
/\

TS," TX,"
+ 1X=;

X

S,S0✓Σ

•
/\

TS," TS0,"

+
X

(S,S0):S[S0=X

+
/\

TS," TS0,"

,

où la notation 1condition est un raccourci d’écriture qui signi�e que le terme qui lui
est accolé apparaît uniquement si la condition en indice est remplie. Il faut faire
attention au fait que les décompositions dans les sommes, de la forme S [ S0 = X ,
ne sont pas des partitions : il est donc possible d’avoir S \ S0 6= ;. J

Démonstration. Soit X ✓ Σ. Une feuille, qui est toujours étiquetée par un élément
de Σ [ {"}, est dans TX," si et seulement si X = ; et la feuille est étiquetée par ".
D’où le terme "1X=; dans la somme. Les autres termes s’obtiennent en regardant
les racines des arbres de TX," :
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— un arbre
?
|
T
appartient à TX," si et seulement si T reconnaît chaque lettre de X et

aucune autre (peu importe si T reconnaît " ou non), i.e. T 2 TX," ou T 2 TX,".

Les deux cas sont bien disjoints, d’où le terme
?
|

TX,"
+

?
|

TX,"
;

— pour qu’un arbre T =
•
/\

T1 T2
soit dans TX,", il faut que T1 et T2 reconnaissent ",

sinon T ne pourrait pas reconnaître ". Donc T1 2 TS," et T2 2 TS0," pour deux
ensembles S, S0 ✓ Σ. Comme " est reconnu par les deux arbres, nous déduisons
que X = S [ S0. Réciproquement, la concaténation de deux arbres T1 2 TS," et
T2 2 TS0," pour deux ensembles quelconques S, S0 tels queX = S[S0 appartient
à TX,". En remarquant que chaque paire (S, S0) représente un cas disjoint, nous

obtenons exactement le terme
P

(S,S0):S[S0=X

•
/\

TS," TS0,"
;

— en�n pour qu’un arbre T =
+
/\

T1 T2

appartienne à TX,", il faut qu’au moins un de

ses �ls T1 ou T2 reconnaisse ". La disjonction selon lequel de T1, T2 (ou les deux)
reconnaît " donne le dernier terme de l’équation pour TX,".

Regardons maintenant l’équation pour TX,". Une feuille est dans TX," si et seule-
ment si X est un singleton de la forme X = {x} avec x 2 Σ qui étiquette la feuille.
Ceci donne le terme X1|X|=1. Les autres termes sont obtenus en considérant les
racines des arbres de TX," :

— un arbre qui a une étoile ? à sa racine reconnaît toujours ", et donc ne peut jamais
être dans TX," ;

— pour qu’un arbre T =
+
/\

T1 T2

soit dans TX,", il faut qu’aucun de ses �ls ne re-

connaisse ". Donc T1 2 TS," et T2 2 TS0," pour deux ensembles S, S0 ✓ Σ tels
que S [ S0 = X . Réciproquement, tout arbre de cette forme appartient à TX,",
et la partition suivant les paires S, S0 énumère des cas disjoints. D’où le terme
P

(S,S0):S[S0=X

+
/\

TS," TS0,"

dans l’équation ;

— dans le cas où la racine est •, on remarque que pour qu’un arbre T =
•
/\

T1 T2

appartienne à TX,", il est impossible qu’à la foisT1 etT2 reconnaissent ", autrement
T reconnaîtrait aussi ". On considère donc les trois cas disjoints suivants :

� si T1 2 TS0," et T2 2 TS," avec S, S0 ✓ Σ, alors comme leur concaténation
appartient à TX,", nous en déduisons que S0 = X . De façon réciproque, la
concaténation de T1 2 TX," et T2 2 TS," pour tout ensemble S ✓ Σ appartient

bien à TX,". D’où le terme
P

S✓Σ
•
/\

TX," TS,"
;

� si T1 2 TS," et T2 2 TS0," avec S, S
0 ✓ Σ, nous avons le terme symétrique du

cas précédent ;

� en�n, si ni T1 ni T2 ne reconnaissent ", c’est-à-dire T1 2 TS," et T2 2 TS0,"

avec S, S0 ✓ Σ, alors leur concaténation ne peut reconnaître aucune lettre ni
le mot vide ". DoncX doit être l’ensemble vide. Réciproquement, pourX = ;,
la concaténation de n’importe quel arbre T1 2 TS," avec T2 2 TS0,", avec S, S

0

quelconques appartient bien à T;,". D’où le terme �nal 1X=;
P

S,S0✓Σ
•
/\

TS," TS0,"
.

⌅
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Insertion de la classe R dans le système. La classe des arbres entièrement
réductibles R satisfait l’équation :

R =
?
|

TΣ,"
+

?
|

TΣ,"
+

+
/\
R L

+
+
/\

L\R R
+

•
/\

R T"
+

•
/\

T"\R R
, (4.6)

Nous souhaitons ajouter cette équation dans notre système. Pour que les coe�cients
des polynômes restent positifs, nous introduisons aussi la classe TG := TΣ," \R, qui
rassemble les arbres qui reconnaissent toutes les lettres, le mot vide ", mais qui ne
sont pas identi�és (à tort ou à raison) comme universels par l’algorithme �. L’union
TΣ," = R+ TG est ainsi disjointe. Nous pouvons alors transformer l’Eq. (4.6) en une
équation sans variable TΣ," ni coe�cient négatif, à l’aide des égalités suivantes :

— TΣ," = R+ TG ;

— L =
P

X(Σ
TX," + TG +R+

P

X✓Σ TX," ;

— T" =
P

X(Σ
TX," +R+ TG.

En particulier, L\R = TG+
P

X(Σ
TX,"+

P

X✓Σ TX,", et nous avons une équation
similaire pour T" \ R.

Équation satisfaite par TG. Nous avons donc introduit deux nouvelles classes,
R et TG, qui viennent remplacer TΣ," dans le système. Il nous manque ainsi une
équation sur TG pour avoir un système de la bonne dimension.
De façon intuitive, l’équation pour TG s’obtient en développant TΣ," = R+ TG

dans l’équation de TΣ,", et en éliminant ensuite les termes qui sont des éléments de
R. Si l’équation est longue à écrire, elle est formellement simple à obtenir, il su�t de
retirer de l’équation les arbres commençant par ? (car aucun arbre dans TG ne peut
avoir ? pour racine), et de remplacer dans le reste des termes chaque occurrence de
TΣ," par TG.
Par exemple, la contribution de la concaténation dans l’équation de TG est, en

prenant une notation à la maple, subs
⇣

TΣ," = TG,
X

(S,S0):S[S0=Σ

•
/\

TS," TS0,"

⌘

, soit :

X

S(Σ,S0(Σ:
S[S0=Σ

•
/\

TS," TS0,"
+
X

S(Σ

•
/\

TG TS,"
+

•
/\

TG TG
+
X

S(Σ

•
/\

TS," TG
.

En e�ectuant la même démarche de substitution pour l’union, nous obtenons l’équa-
tion satisfaite par TG :

TG =
X

S(Σ,S0(Σ:
S[S0=Σ

•
/\

TS," TS0,"
+
X

S(Σ

•
/\

TG TS,"
+

•
/\

TG TG
+
X

S(Σ

•
/\

TS," TG

+
X

S(Σ,S0(Σ:
S[S0=Σ

+
/\

TS," TS0,"

+
X

S(Σ

+
/\

TG TS,"
+

+
/\

TG TG
+
X

S(Σ

+
/\

TS," TG

+
X

S(Σ,S0✓Σ:
S[S0=Σ

+
/\

TS," TS0,"

+
X

S✓Σ

+
/\

TG TS,"
+

X

S✓Σ,S0(Σ:
S[S0=Σ

+
/\

TS," TS0,"

+
X

S✓Σ

+
/\

TS," TG
.
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4.3.2 Séries génératrices et probabilité d’être entièrement
réductible

Nous avons transformé le système combinatoire du Théorème 4.9, sur les classes
(TX,", TX,")X✓Σ, en un nouveau système sur les classes

(R, TG, TΣ,", (TX,", TX,")X(Σ) .

Cela nous permet d’isoler la classe R qui est cruciale dans l’étude de la réduction.
Dans cette section, nous étudions les premières propriétés des séries génératrices
associées à ce système.
Pour X ✓ Σ, nous notons yX,"(z) (resp. yX,"(z)) la série génératrice associée

à TX," (resp. TX,"). On note R(z) et yG(z) les séries génératrices de R et TG. En
particulier, yΣ,"(z) = R(z) + yG(z). Dans la suite, nous allons représenter ces séries
dans un vecteur colonne de séries :

y(z) = [R(z), yG(z), yΣ,"(z), (yX,"(z), yX,"(z))X(Σ] .

Proposition 4.10 .
I Le vecteur y(z) satisfait un système d’équation de la forme :

y(z) = Φ(z;y(z)) (4.7)

où chaque composante deΦ(z;y) est un polynôme de degré 2 en y, de degré 1 en z,
tel que Φ(0;y) = 0. J

Démonstration. La traduction du système combinatoire du Théorème 4.9 élargi avec
les équations pourR and TG, en un système pour les séries génératrices est directe.
Par souci de complétude, nous donnons l’équation pour yX,"(z), avec X ✓ Σ, dont
l’équation combinatoire :

TX," = X1|X|=1 +
X

(S,S0):S[S0=X

+
/\

TS," TS0,"

+
X

S✓Σ

•
/\

TX," TS,"
+
X

S✓Σ

•
/\

TS," TX,"
+ 1X=;

X

S,S0✓Σ

•
/\

TS," TS0,"

se traduit en l’équation fonctionnelle :

yX,"(z) = z1|X|=1 + z
X

(S,S0):S[S0=X

yS,"(z)yS0,"(z)

+ z
X

S✓Σ
yX,"(z)yS,"(z) + z

X

S✓Σ
yS,"yX,"(z) + z1X=;

X

S,S0✓Σ
yS,"(z)yS0,"(z)

Il su�t ensuite de remplacer yΣ,"(z) par R(z) + TG(z) pour obtenir une équation
de la forme

yX,"(z) = ΦX,"(z,y(z))

où ΦX,"(z,y) est un polynôme en z et y, de degré 1 en z, avec z en facteur, et de
degré 2 en y.
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Nous voyons facilement que cette dernière propriété est véri�ée pour les autres
polynômes ΦX,",ΦR,ΦG associés aux séries génératrices restantes. Nous obtenons
donc un système de la forme :

y(z) = Φ(z;y(z))

qui véri�e les propriétés annoncées dans la proposition. ⌅

Maintenant que le système est établi, nous devons véri�er les hypothèses du
Théorème 1.89 de Drmota pour pouvoir a�rmer le comportement en racine carrée
voulu en ⇢. En particulier, nous voulons montrer que :

— le graphe de dépendance GΦ associé au système est fortement connexe, voir le
Lemme 4.11.

— les solutions du système sont apériodiques, voir le Lemme 4.12.

— le rayon de convergence commun aux séries solutions du système, par le théorème
de Drmota, coïncide avec le rayon de convergence de L(z), c’est-à-dire ⇢ = ⇢L,
voir le Lemme 4.13.

Pour simpli�er les notations, et uniquement pour les preuves de cette section,
nous allons renommer les coordonnées des vecteurs en les indiçant par des nombres,
et ainsi écrire y = (yi)i=1...m et φ = (Φi)i=1...m oùm = 2k+1 + 1.

On rappelle que le graphe de dépendanceGΦ associé àΦ am sommets y1, . . . , ym,
et est tel qu’il existe un arc orienté du sommet yi au sommet yj si le degré en yj du
polynôme Φi(z,y) est non nul. Autrement dit yi ! yj dès que degyj (Φ) > 1.

Lemme 4.11 .
I Le graphe GΦ est fortement connexe. J

Démonstration. Regardons le système du Théorème 4.9 :

— Pour chaque X ( Σ, l’équation de TX," dépend de T;," (en prenant S = ; dans
la dernière somme). L’équation de TG et R dépend aussi de T;,". Ainsi, pour tout
sommet y 2 {yG, yR, (yX,")X(Σ}, il y a un arc de y au sommet y;," dans GΦ.

— Comme dans l’expression de Φ;,", on trouve le polynôme z
P

S,S0✓Σ yS,"yS0,", il
y a dans GΦ un arc du sommet y;," à chaque sommet yS,", pour tout S ✓ Σ.

— Finalement, pour toutX ✓ Σ, on trouve dansΦX," l’expression zyX,"(yR+yG)+
z
P

S(Σ
yX,"yS,", ce qui implique des arcs partant de yX," jusqu’à yR, yG et tout

yS," avec S ( Σ.

En conclusion le graphe GΦ est fortement connexe. ⌅

Lemme 4.12 .
I Pour n assez grand, toutes les entrées de [zn]y(z) sont strictement positives. J

Démonstration. Puisque
?
|
R
⇢ R, et

?
|

TX,"
⇢ TX," pour tout X ✓ Σ, nous déduisons

que [zn+1]yR(z) > [zn]yR(z) et [zn+1]yX,"(z) > [zn]yX,"(z) pour tout X ✓ Σ.

De plus, comme
•
/\

TX," "
⇢ TX,", pour tout X ✓ Σ, il suit que [zn+2]yX,"(z) >

[zn]yX,"(z) pour tout X ✓ Σ. Nous obtenons la même inégalité avec yG(z), pour
les mêmes raisons.
La stricte positivité des coe�cients de Taylor de la solution y(z) s’ensuit par

récurrence, après avoir calculé les premiers termes à la main. ⌅
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Lemme 4.13 .
I Les séries yR(z) et L(z) ont le même rayon de convergence ⇢. J

Démonstration. L’expression de L(z) montre qu’elle a une unique singularité domi-
nante en z = ⇢. Par le théorème de Pringsheim [FS09, Theorem IV.6]), elle coincide
avec le rayon de convergence de la série.

Comme R ⇢ L, on sait déjà que [zn]yR(z) 6 [zn]L(z). Donc le rayon de conver-
gence de yR(z) est plus grand que ⇢. Réciproquement, soit T 2 R un arbre universel
de taille 2k ; nous pouvons prendre celui représentant (a1 + . . . + ak)

⇤. Puisque
+
/\
T L
✓ R, nous en déduisons que [zn�2k�1]L(z) 6 [zn]yR(z). Donc le rayon de

convergence de yR(z) est plus petit que ⇢. ⌅

Nous pouvons maintenant appliquer le Théorème 1.89 de Drmota pour trouver le
comportement attendu en racine carrée :

Proposition 4.14 .
I Chaque coordonnée de la solution y(z) du système a une unique singularité
dominante en ⇢, si bien qu’au voisinage de z = ⇢ :

y(z) = h(z)� g(z)
p

1� z/⇢ (4.8)

où h(z) et g(z) sont deux vecteurs de fonctions analytiques dans un voisinage de
z = ⇢. De plus, chaque coordonnée du vecteur g(⇢) est strictement positive. J

Démonstration. Comme annoncé, nous allons rapidement véri�er les hypothèses
du théorème de Drmota. Nous avons déjà montré que GΦ est fortement connexe,
les coe�cients de Taylor de la solution y(z) sont positifs en tant que séries de
comptage, et strictement positifs à partir d’un certain rang par le Lemme 4.12. Comme
chaque composante deΦ(z,y) est un polynôme, ce sont des fonctions analytiques en
(z,y) = (0,0). De plus, Φ(0,0) ⌘ 0. Grâce au z en facteur, Φ(0,y) ⌘ 0. Ensuite,
on véri�e que Φ;,"(z,0) = z, et par conséquent Φ(z,0) 6⌘ 0. Le système n’est pas
linéaire en y, puisque chaque composante de Φ(z,y) a un degré 2 en y.
Par le théorème de Drmota (voir 1.89), tous les yj(z) ont une unique singularité

dominante ⇢̃, qui coïncide avec leur rayon de convergence commun. Donc ⇢̃ = ⇢ par
le Lemme 4.13.
De plus, le théorème énonce que yj(⇢) := ⌧j <1. Puisque φ est un polynôme,

(⇢, τ ) est un point caractéristique qui se situe à l’intérieur du disque de convergence
de φ, de telle sorte que τ = φ(⇢; τ ) et 0 = det(Id� Jacy[φ](⇢; τ )).
En�n, le théorème énonce que pour tout j, nous pouvons développer yj(z) =

hj(z) � gj(z)
p

1� z/⇢ localement autour de z = ⇢, avec z 62 [⇢,+1), où hj(z)
et gj(z) sont analytiques en z = ⇢, et gj(⇢) 6= 0. Le Théorème 1.81 de Transfert
nous donne alors l’équivalence [zn]yj(z) ⇠n!1 gj(⇢)⇢

�nn�3/2/Γ(�1/2). Comme
par le Lemme 4.12, [zn]yj(z) > 0 à partir d’un certain rang, nous en déduisons que
gj(⇢) > 0. ⌅

Théorème 4.15 .
I La probabilité qu’un arbre aléatoire uniforme T de taille n appartienne à une classe
C de notre système combinatoire étendu tend vers la constante strictement positive
gC(⇢)/gL(⇢) lorsque n ! 1. En particulier, pour C = R, la proportion limite
des arbres entièrement réductibles par l’algorithme de réduction est strictement
positive. J
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Démonstration. La preuve de la Proposition 4.14 nous permet d’appliquer le théorème
de Transfert aux coordonnées de y(z).
Soit C une classe de notre système. Le nombre d’arbres de taille n dans C est

équivalent par le théorème de Transfert à gj(⇢)⇢�nn�3/2/Γ(�1/2) lorsque n!1.
Comme [zn]L(z) ⇠n!1 gL(⇢)⇢

�nn�3/2/Γ(�1/2), la probabilité pour un arbre
uniforme de taille n d’être dans la classe C converge vers gC(⇢)/gL(⇢) > 0, lorsque
n!1. ⌅

4.3.3 Système bivarié et spécification de la réduction

Pour obtenir des informations sur la taille après réduction, comme nous l’avons
expliqué à la Section 4.2.3, nous introduisons une nouvelle variable u qui va mar-
quer les nœuds de l’expression réduite. Nous introduisons naturellement les séries
bivariées associées au système y(z, u). Comme la réduction est entièrement décrite
par le système, le passage aux séries bivariées est aisé Le système a été construit

spécialement dans l’op-
tique de pouvoir modéliser
facilement la réduction.

. Il est d’abord immédiat que

R(z, u) = u|U|R(z). Ensuite, pour toutes les autres classes d’arbres du système,
comme ces classes ne sont pas universelles pour notre algorithme, la racine des
arbres de ces classes est toujours présente après réduction. Ainsi les équations à
deux variables dérivent directement des équations à une variable, avec seulement
un facteur additionnel u au niveau de la racine des règles. La proposition suivante
formalise cette discussion :

Proposition 4.16 .
I Posons y = (R, ỹ), et Φ = (ΦR, Φ̃). Le vecteur de séries génératrices bivariées
ỹ(z, u) satisfait le système suivant :

ỹ(z, u) = Φ̃(zu;upR(z), ỹ(z, u))

où Φ = (ΦR, Φ̃) est dé�ni dans l’Eq. 4.7, et p := |U|. J

Remarquons qu’avec ces notations, nous avons l’égalité

L(z, u) = upR(z) + (1, . . . , 1) · ỹ(z, u) .

Pour appliquer la formule de l’Eq (4.5) donnant la taille moyenne après réduction :

En[|�|] =
[zn]@uL(z, u)

�
�
u=1

[zn]L(z)
, (4.5)

il faut dériver l’équation de L(z, u) par rapport à u, et ensuite spécialiser en u = 1.
Pour simpli�er les notations, nous noterons Qỹ(z) := @uỹ(z, u)

�
�
u=1

la "quantité
cumulée" associée au système.

Proposition 4.17 .
I Le vecteur Qỹ(z) = @uỹ(z, u)

�
�
u=1

satisfait le système linéaire :

(Id�Jacỹ[Φ̃](z;R(z), ỹ(z)))Qỹ(z) = Φ̃(z;R(z), ỹ(z))+p@RΦ̃(z;R(z), ỹ(z))R(z)

J
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Démonstration. Dérivons par rapport à u l’équation de la Proposition 4.16 :

ỹ(z, u) = Φ̃(zu;upR(z), ỹ(z, u)) .

Ceci nous donne :

@uỹ(z, u) = z@zΦ̃(zu;upR(z), ỹ(z, u))

+ pup�1R(z)@RΦ̃(zu;upR(z), ỹ(z, u))

+ Jacỹ[Φ̃](zu;upR(z), ỹ(z, u))@uỹ(z, u)

En évaluant u = 1 et en remarquant que comme Φ̃ est un polynôme de degré 1 en
z, avec z en facteur, nous avons l’égalité z@zΦ̃ = Φ̃, nous obtenons �nalement la
relation :

(Id�Jacỹ[Φ̃](z;R(z), ỹ(z)))Qỹ(z) = Φ̃(z;R(z), ỹ(z))+p@RΦ̃(z;R(z), ỹ(z))R(z)

⌅

Maintenant nous pouvons démontrer que la quantité cumulée Qỹ(z) a bien un
comportement en racine carrée en z = ⇢ :

Proposition 4.18 .
I Chaque coordonnée du vecteur Qỹ(z) = @uỹ(z, u)

�
�
u=1

a une unique singularité
dominante, en z = ⇢. De plus, dans un voisinage de z = ⇢ nous pouvons écrire :

Qỹ(z) = hQỹ(z)� gQỹ(z)
p

1� z/⇢

où hQỹ(z) et gQỹ(z) sont deux vecteurs de fonctions analytiques dans un voisinage
de z = ⇢, tels que chaque coordonnée du vecteur gQỹ(⇢) est strictement positive. J

Démonstration. Posons M(z;y) := Jacỹ[φ̃](z;y), qui est une matrice carrée de
polynômes en z et y, à coe�cients positifs.

LamatriceM(⇢,L(⇢)) est unematrice positive obtenue à partir de Jacy[φ](⇢;L(⇢))
en supprimant sa première ligne et sa première colonne. Par le corollaire 2.58 présenté
dans une section technique du chapitre 2, nous en déduisons que Sp(M(⇢;L(⇢))) <
1.

À partir de là nous pouvons appliquer une autre proposition technique, la Propo-
sition 2.53 :

a. (Id� Jacỹ[Φ̃](z;R(z), ỹ(z))) est inversible pour tout |z| 6 ⇢

b. les entrées de la matrice J(z) := (Id � Jacỹ[Φ̃](z;R(z), ỹ(z)))�1 sont des
fonctions analytiques pour |z| < ⇢, continues sur [0, ⇢], ont au plus une singu-
larité dominante sur le cercle |z| = ⇢, située en z = ⇢, et sont localement de la
forme g(z)� h(z)

p

1� z/⇢, avec g(z) et h(z) analytiques en ⇢.

Ainsi les composantes du vecteur

Qỹ(z) = J(z) ·
�
Φ̃(z;R(z), ỹ(z)) + p@RΦ̃(z;R(z), ỹ(z))R(z)

�

sont bien analytiques sur |z| < ⇢, et la seule singularité dominante possible sur le
cercle |z| = ⇢ se trouve en z = ⇢.

Comme [zn]Li(z) 6 [zn]Qỹi(z) pout tout n, on en déduit que le rayon de conver-
gence de Qỹi(z) est inférieur à ⇢. Donc par le théorème de Pringsheim [FS09], ⇢ est
bien l’unique singularité dominante de Qỹi(z). ⌅
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En utilisant l’Eq (4.5) et le Théorème 1.81 de Transfert, nous pouvons �nalement
conclure :

Théorème 4.19 (Limite de la taille moyenne après réduction).
I On considère la simpli�cation linéaire � appliquée à des arbres d’expressions
régulières sur un alphabet de taille �xée |Σ| = k dé�nis par la spéci�cation

LR = a1 + . . .+ ak + "+
?
|

LR

+
•
/\

LR LR

+
+
/\

LR LR

. (4.1)

Alors la taille moyenne, après réduction par �, d’une expression régulière aléatoire
uniforme de taille n tend vers une constante lorsque n tend vers l’in�ni :

lim
n!+1

En[|�(T )|] =
|U|gR(⇢) + kgQỹ(⇢)k1

gL(⇢)
(4.9)

où k(v1, . . . , vs)k1 = |v1|+ . . .+ |vs|. J

Remarque 4.20 (Taille de U ).
I La taille de U est un paramètre qui entre en jeu dans la taille moyenne. L’arbre U
est un arbre minimal utilisé par � pour remplacer un arbre détecté comme universel.
Une valeur naturelle pour la taille de U est donc |U| = 2k si on utilise un arbre de
taille minimale unaire-binaire représentant l’expression régulière Σ? ; on peut aussi
choisir |U| = 1 en utilisant un symbole spécial, il faut toutefois adapter la réduction
�. Attention, dans la formule précédente, des dépendances en |U| sont cachées dans
le vecteur (gR(⇢), gQỹ(⇢)), dont les composantes dépendent bien de |U|. J

4.4 Calcul pratique de la limite et analyse numérique

Dans cette section, nous cherchons unmoyen e�cace de calculer la limite annoncée
dans le Théorème 4.19, pour une taille d’alphabet k �xée. Pour ce faire nous utilisons
l’Eq (4.9), qui nous dit que nous devons calculer gR(⇢) et gQỹ(⇢). Le point de départ
pour calculer ces valeurs est la proposition suivante :

Proposition 4.21 .
I Le vecteur gQỹ(⇢) satisfait une équation de la forme :

gQỹ(⇢) =
⇣

Id� Jacỹ[Φ̃](⇢;y(⇢))
⌘�1

·KΦ(⇢;y(⇢), gy(⇢), Qỹ(⇢))

où KΦ(z;y, g,hQ) dépend des dérivées de Φ, de p = |U|, et est un polynôme en
ses entrées. J

Démonstration. Dans un premier temps, remarquons que pour toute fonction analy-

tique de la forme w(z) = h(z) � g(z)
p

1� z/⇢, alors w0(z) = O(1) + g(⇢)

2⇢
p

1�z/⇢
pour z ⇠ ⇢.
Nous allons donc dériver le système de la Prop. 4.17 par rapport à z :

(Id�Jacỹ[Φ̃](z;R(z), ỹ(z)))·Qỹ(z) = Φ̃(z;R(z), ỹ(z))+p@RΦ̃(z;R(z), ỹ(z))R(z) .

et identi�er les termes en 1

2⇢
p

1�z/⇢
au voisinage de ⇢.
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Rappelons aussi que Φ̃ est un polynôme, de degré 1 en z, avec z qui est en facteur,
et de degré 2 en les autres variables. Donc les entrées de la matrice Jacỹ[Φ̃](z;R, ỹ)
sont simplement des combinaisons a�nes à coe�cients réels de R, ỹ, multipliées
par un facteur z. Nous avons donc l’égalité :

@z(Jacỹ[Φ̃](z;R(z), ỹ(z))) = 1
zJacỹ[Φ̃](z;R(z), ỹ(z))+Jacỹ[Φ̃](z;R0(z), ỹ0(z))

où ỹ0(z) désigne le vecteur obtenu à partir du vecteur ỹ(z) en dérivant chaque
coordonnée par rapport à z. Ainsi :

— En dérivant (Id� Jacỹ[Φ̃](z;R(z), ỹ(z))) ·Qỹ(z) nous obtenons donc :

� un premier terme (Id � Jacỹ[Φ̃](z;R(z), ỹ(z))) · @z(Qỹ(z)), dont le coef-
�cient en (2⇢

p

1� z/⇢)�1 au voisinage de ⇢ est (Id � Jacỹ[Φ̃](⇢;y(⇢))) ·
gQỹ(⇢) ;

� un terme 1
zJacỹ[Φ̃](z;R(z), ỹ(z))) ·Qỹ(z) qui n’apporte rien en (1� z

⇢
)�1/2 ;

� un dernier terme �Jacỹ[Φ̃](z;R0(z), ỹ0(z))) ·Qỹ(z). Au voisinage de ⇢, les
dérivées dans la matrice introduisent un coe�cient en (2⇢

p

1� z/⇢)�1, qui
est �J̃(⇢; gy(⇢)) ·Qỹ(⇢), où J̃(z;y) := Jacỹ[Φ̃](z;y)� Jacỹ[Φ̃](z;0) (les
termes qui ne dépendent que de z dans la matrice jacobienne n’interviennent
pas pour les coe�cients en (2⇢

p

1� z/⇢)�1) ;

avec, on le rappelle, la notation y = (R, ỹ).

— Nous procédons de même en dérivant Φ̃(z;R(z), ỹ(z)) par rapport à z dans le
membre droit, ce qui nous donne Jacy[Φ̃](⇢;y(⇢)) · gy(⇢) comme coe�cient des
termes en (2⇢

p

1� z/⇢)�1.

— En�n en dérivant p@RΦ̃(z;R(z), ỹ(z))R(z) et en identi�ant les coe�cients en
(2⇢

p

1� z/⇢)�1, nous obtenons p·@RΦ̃(⇢; y(⇢))·gR(⇢)+pR(⇢)·@RJacy[Φ̃](⇢, y(⇢))·
gy(⇢).

En �n de compte, nous avons l’égalité :

(Id� Jacỹ[Φ̃](⇢;y(⇢))) · gQỹ(⇢)

= Jacy[Φ̃](⇢; y(⇢)) · gy(⇢) + p@RΦ̃(⇢; y(⇢)) · gR(⇢)

+ pR(⇢) · @RJacy[Φ̃](⇢, y(⇢)) · gy(⇢)

+ J̃(⇢; gy(⇢)) ·Qỹ(⇢)

avec J̃(z;y) := Jacỹ[Φ̃](z;y)� Jacỹ[Φ̃](z;0).
Nommons KΦ(⇢;y(⇢), gy(⇢), Qỹ(⇢)) le terme droit de l’égalité. Il dépend des déri-
vées de Φ, de p = |U|, et est bien un polynôme en ses entrées. ⌅

Pour connaître gQỹ(⇢), nous avons donc besoin de calculer y(⇢), gy(⇢) etQỹ(⇢) :

a. Pour calculer y(⇢), nous allons réécrire le système sous une forme triangulaire,
en exploitant les fonctions auxiliairesL(z) et T"(z). Nous pourrons alors calculer
y(⇢) e�cacement par programmation dynamique. Les détails se trouvent dans
la Section 4.4.1.

b. Ensuite, dans la Section 4.4.2, gy(⇢) est calculé en résolvant un système linéaire,
car c’est un vecteur propre de la matrice Jacy[φ](⇢,y(⇢)).
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c. En�n, en posant z = ⇢ dans la Prop. 4.17, nous pouvons calculer Qỹ(⇢) en
résolvant le système linéaire :

(Id�Jacỹ[Φ̃](⇢;y(⇢))) ·Qỹ(⇢) = Φ̃(z;y(⇢))+p@RΦ̃(⇢;R(⇢), ỹ(⇢))R(⇢)

La matrice est bien inversible en ⇢, comme nous l’avons montré dans la Proposi-
tion 4.18.

4.4.1 Forme triangulaire du système (calcul de y(ρ))

Le système combinatoire que nous avons introduit dans le Théorème 4.9 a l’avan-
tage d’être fortement connexe et donc de bien se prêter aux théorèmes de Drmota.
Néanmoins, on se rend compte vite que certains termes des équations TX," inter-
viennent ensemble dans la spéci�cation, et peuvent se regrouper, en introduisant
dans la spéci�cation les classes combinatoiresLR, T" et T" := LR\T". La proposition
suivante détaille cette factorisation :

Proposition 4.22 .
I La classe combinatoire (TX,")X✓Σ satisfait la spéci�cation suivante :

TX," = X1|X|=1 +
•
/\

TX," T"
+

•
/\

T" TX,"
+ 1X=;

•
/\

T" T"
+

X

(S,S0):S[S0=X

+
/\

TS," TS0,"

.

(4.10)

J

On rappelle que les séries L(z), T"(z), et par conséquent T"(z) aussi, sont connues
et ont été calculées dans la section 4.2.1.
On observe alors que le système sur les séries génératrices déduit de l’équation

4.10 est triangulaire : l’équation dé�nissant yX,"(z) est une équation du second degré
en yX,"(z), dont les coe�cients ne dépendent que des fonctions yS," pour S ( X .
Pour les équations dé�nissant les yX,"(z), le système du Théorème 4.9 était déjà

triangulaire pour les séries génératrices reconnaissant " : nous avions déjà une
équation du second degré en yX,"(z), dont les coe�cients dépendaient uniquement
de yS," avec S ( X , et de yS," avec S ✓ X .

Nous pouvons donc à chaque étape résoudre de façon exacte le système triangulaire
et obtenir chacune des fonctions génératrices yX,"(z), puis obtenir chaque yX,"(z), et
en�n R(z) en utilisant l’équation provenant de la spéci�cation deR dans l’équation
(4.6) :

R(z) = zyΣ,"(z) + yΣ,"(z) + 2(L(z) + T"(z))R(z)� 2R(z)2 . (4.11)

Si pouvoir résoudre de façon exacte un tel système de séries génératrices est
appréciable, les séries solutions ne sont pas forcément très lisibles pour un être
humain. Par exemple, pour Σ = {a, b}, les expressions deviennent déjà grandes :

yΣ,"(z) =
1
4z

⇣

�
p

∆(z) + 2
q

(2z + 2)
p

∆(z)� 6z2 + 2�
q

(2z + 2)
p

∆(z) + 10z2 + 2� z � 1
⌘

,

avec ∆(z) = �23z2 � 2z + 1. Néanmoins ce système spécialisé en z = ⇢ donne
aussi un système triangulaire satisfait par y(⇢), qui se prête bien à la résolution
exacte ou approchée.
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Procédure pour calculer y(⇢). Nous calculons d’abord L(⇢), T"(⇢) et T"(⇢)
comme expliqué en Section 4.2.1. Ensuite, étant donné le système triangulaire décrit
plus haut, nous calculons les valeurs de chaque yX,"(⇢) pour tout X ✓ Σ par pro-
grammation dynamique. Ensuite, nous calculons de même chaque yX,"(⇢) pour tout
X ✓ Σ. Chaque étape de l’algorithme demande d’e�ectuer des opérations simples
(somme, produit, et une seule racine carrée) sur des valeurs précédemment calculées.
En�n R(⇢) est calculé à l’aide de l’Eq. (4.11), et yG(⇢) = yΣ,"(⇢)�R(⇢).

4.4.2 Vecteur propre associé aux probabilités limites

Le vecteur gy(⇢) est caractérisé par un système d’équations linéaires.

Proposition 4.23 .
I Le vecteur gy(⇢) est un vecteur propre pour la valeur propre � = 1 de la matrice
Jacobienne Jacy[Φ](⇢;y(⇢)) :

Jacy[Φ](⇢;y(⇢)) · gy(⇢) = gy(⇢) .

De plus, le sous-espace propre associé à la valeur propre � = 1 est de dimension 1 et
gy(⇢) est le seul vecteur propre satisfaisant kgy(⇢)k1 = gL(⇢). J

Démonstration. En dérivant par rapport à z l’équation y(z) = Φ(z;y(z)), nous
obtenons y0(z) = Jacy[Φ](z;y(z))y0(z) + @zΦ(z;y(z)). Comme pour toute coor-

donnée i, yi(z) = yi(⇢) + o(1) et y0i(z) =
gi(⇢)
2⇢ (1� z/⇢)�1/2 +O(1) en z = ⇢, on

identi�e comme on l’a déjà fait les termes en (1� z/⇢)�1/2, ce qui donne :

Jacy[Φ](⇢;y(⇢)) · gy(⇢) = gy(⇢) .

La dimension du sous-espace propre est une conséquence du théorème de Perron-
Frobenius, introduit au chapitre 2 (voir Théorème 2.56 et Proposition 2.54). ⌅

Le calcul des gy(⇢) ne sert pas uniquement au calcul de la taille moyenne après
réduction ; il apporte aussi des informations sur la proportion d’expressions régu-
lières universelles, en appliquant le Théorème 4.15. En particulier, sur un alphabet
à deux lettres, nous obtenons limn Prn(R)

.
= 0. 310122 . . ., et limn Prn(TΣ,")

.
=

0. 457051 . . . Nous en déduisons un encadrement de la proportion d’expressions
universelles.Nous n’avons cepen-

dant pas démontré que
cette proportion d’ex-
pressions universelles

converge lorsque n ! 1.

Les calculs e�ectués sur di�érentes tailles d’alphabet sont présentés
dans la proposition suivante :

Proposition 4.24 .
I Pour n su�samment grand, la proportion Prn(univ.) d’expressions régulières
universelles sur un alphabet à k lettres appartient à l’intervalle :

k 2 3 4 5
intervalle [31%, 46%] [13%, 27%] [6.2%, 15%] [2.8%, 7.7%]

J

4.4.3 Réduction de la taille du système et calcul de la taille réduite

Le système combinatoire du Théorème 4.9 décrivant les classes d’arbres pertinentes
pour l’étude de la réduction est de taille exponentielle en k = |Σ|. Lorsqu’on le traduit
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en système sur les séries génératrices, on obtient un système de 1 + 2k+1 équations
(avec R(z) et TG(z)).

En fait, certaines classes ont les mêmes séries génératrices, par un argument de
symétrie. En e�et, siX,Y ✓ Σ ont le même cardinal s = card(X) = card(Y ), alors
yX,"(z) = yY,"(z) := ys,"(z) et yX,"(z) = yY,"(z) := ys,"(z). Cela peut se voir en
prenant une permutation des lettres de Σ envoyant X sur Y , qui envoie de façon
bijective TX," (resp. TX,") sur TY," (resp. TY,").

Ainsi, si on identi�e les séries génératrices qui sont égales, le système est équivalent
à un système à seulement 1 + 2(k + 1) équations. Si le système exponentiel avait
l’avantage d’être une traduction directe du système combinatoire, pour les calculs
numériques, le système de taille linéaire en k est bien plus pratique et permet d’éviter
de recalculer sans arrêt les mêmes valeurs :

Proposition 4.25 .
IPour 0 6 i 6 k, nous avons le système :

yi,"(z) = z1i=0 + zyi,"(z) + zyi,"(z) + 2z

iX

l=0

lX

j=0

✓
i

l

◆✓
l

j

◆

yl,"(z)yi+j�l,"(z)

+ 2z

iX

l=0

lX

j=0

✓
i

l

◆✓
l

j

◆

yl,"(z)yi+j�l,"(z)

yi,"(z) = z1i=1 + z1i=0

✓ kX

j=0

✓
k

j

◆

yj,"(z)

◆2

+ z

iX

l=0

lX

j=0

✓
i

l

◆✓
l

j

◆

yl,"(z)yi+j�l,"(z)

+ 2zyi,"(z)

kX

j=0

✓
k

j

◆

yj,"(z)

J

Ce système s’obtient simplement à partir du système exponentiel du Théorème 4.9
en rassemblant les séries égales, et en éliminant les lignes répétées. Il faut bien voir
qu’il s’agit simplement d’une réduction des redondances du système originel, si bien
que toutes les techniques présentées dans les sections précédentes s’appliquent (forte
connexité, Drmota, triangularisation, etc.).

Les seuls ajustements concernent la multiplicité des séries, lorsqu’on regroupe les
valeurs calculées. Cela intervient à deux endroits :

— Lors de la triangularisation, il ne faut pas oublier les termes binomiaux : L(z) =
Pk

j=0

�
k
j

�
(yj,"(z) + yj,"(z)) et T"(z) =

Pk
j=0

�
k
j

�
yj,"(z).

— L’expression de la taille réduite doit aussi être ajustée avec les multiplicités. Dans
l’équation (4.9), il faut remplacer kgQỹ(⇢)k1 par

Pk
j=0

�
k
j

�
gQỹj (⇢).

À partir de ce système et des sections précédentes, nous avons pu calculer numéri-
quement y(⇢), gy(⇢) etQỹ(⇢), pour les rentrer dans l’équation de la Proposition 4.21,
et en�n calculer gQỹ(⇢). Nous obtenons �nalement les valeurs suivantes pour la
taille moyenne limite d’une expression régulière après réduction :

Théorème 4.26 .
I Nous considérons l’ensemble des arbres d’expressions régulières pour un alphabet
de taille �xée |Σ| = k, et � la réduction en temps linéaire induite par les règles
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de simpli�cation de la Figure 4.2. Alors la taille réduite d’une expression aléatoire
uniforme de taille n tend vers une constante quand n tend vers l’in�ni, qui est donnée
dans le tableau suivant pour k allant de 2 à 5 :

|Σ| 2 3 4 5
limEn[|�(T )|] 77.79724... 495.59151... 2 518.20513... 11 694.43727...

T���� 4.3. Tailles moyennes asymptotiques après réduction

J

Remarque 4.27 .
I Les calculs ont été e�ectués à l’aide de Maple, et sont disponibles en Appendice B.

J

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étendu, dans le cas des expressions régulières, la règle
de simpli�cation induite par le fait que Σ⇤ soit absorbant pour l’union. Cela nous a
permis de prédire des tailles asymptotiques moyennes après réduction bien plus pe-
tites qu’aux chapitres précédents. Nous avons également observé cette convergence
en moyenne expérimentalement. Les courbes expérimentales con�rment que le phé-
nomène général de dégénérescence de la distribution uniforme n’est pas seulement
théorique, mais s’observe en pratique sur des arbres de taille raisonnable. De plus,
en expérimentant la réduction sur des expressions régulières de très grande taille,
nous avons pu observer que la convergence est rapide, et que les tailles moyennes
ne s’écartent en pratique pas beaucoup de la limite théorique.



Ce chapitre est issu de l’article de conférence [KR21a].

5
Éléments absorbants et expressions

suivant la distribution ABR

5.1 Introduction

Nous quittons les spéci�cités des expressions régulières du chapitre précédent, et
revenons sur la réduction générale étudiée tout au long des trois premiers chapitres
de cette partie. Dans ce chapitre, la seule information sémantique que nous utiliserons
sur les arbres est donc la présence d’un élément absorbant P pour un opérateur ~.
Dans les chapitres précédents, nous avons montré que la distribution uniforme

n’était pas adaptée à la génération aléatoire d’arbres d’expressions, ni à l’analyse
en moyenne des algorithmes qui les reçoivent en entrée, en raison de l’élément
absorbant P .

La question naturelle qui se pose après ce constat est : quelle distribution utiliser
alors pour générer des expressions aléatoires? Si on s’intéresse de plus près aux
outils de génération de formules LTL utilisés en véri�cation, on se rend compte
qu’ils génèrent des arbres aléatoires qui ne suivent pas la distribution uniforme.
L’Algorithme 3 présente le pseudo-code utilisé par les outils LTL-to-Büchi transla-
tor testbench (lbtt) de TCS [Tau00] (on peut citer aussi [DGV99] et l’outil Spot
[DLLF+16] pour d’autres exemples).
On peut résumer la procédure comme suit : pour générer un arbre aléatoire

d’expression LTL de taille n,
(1) si n = 1 alors on tire une feuille uniformément au hasard parmi toutes les feuilles
possibles
(2) si n = 2, on tire un opérateur d’arité 1 uniformément au hasard, puis une feuille
au hasard en suivant le cas n = 1
(3) si n > 3, alors on tire un opérateur uniformément au hasard parmi tous les
opérateurs unaires et binaires. Si l’opérateur tiré est unaire, alors on construit ré-
cursivement un arbre aléatoire de taille n � 1 ; si l’opérateur est binaire, on tire
uniformément au hasard la taille k du �ls gauche entre 1 et n� 1, puis on génère
aléatoirement, de façon récursive, un �ls gauche de taille k et un �ls droit de taille
n� 1� k.
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1 function RandomFormula(n) :
2 if n = 1 then
3 p := random symbol in AP [ {>,?};
4 return p;
5 else if n = 2 then

6 op := random operator in {¬,X,⇤,⌃};
7 f := RandomFormula(1);
8 return op f ;
9 else

10 op := random operator in {¬,X,⇤,⌃,^,_,!,$,U,R};
11 if op in {¬,X,⇤,⌃} then

12 f := RandomFormula(n� 1);
13 return op f ;
14 else

15 x := uniform integer in [1, n� 2];
16 f1 := RandomFormula(x);
17 f2 := RandomFormula(n� x� 1);
18 return (f1 op f2);

Algorithme 3 : Le pseudo-code utilisé par l’outil lbtt [Tau00, p.46] pour
tirer au hasard une formule LTL aléatoire.
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F����� 5.1. La taille moyenne d’un arbre uniforme de taille n est Θ(
p
n).

La distribution qui correspond à cet algorithme de génération s’appelle la distribu-
tion façon Arbre Binaire de RechercheBST-like en anglais,

car un ABR est bi-
naire par dé�nition

. Dans la suite, nous étudierons une généralisa-
tion de cet algorithme en donnant des poids (probabilités) di�érents pour chaque
opérateur ; nous resterons cependant sur des arbres unaire-binaires, c’est-à-dire que
nous ne considèrerons que des opérateurs d’arité 1 ou 2.

Si la distribution uniformeL’introduction à la partie
développe plus en dé-

tail les di�érences entre
les deux distributions

donne la même probabilité pour chaque arbre de taille
n, ce n’est plus vrai pour la distribution ABR, qui favorise les arbres équilibrés. Ainsi,
la forme typique d’un arbre aléatoire ABR et celle d’un arbre aléatoire uniforme sont
complètement di�érentes (comparer les Figures 5.2 et 5.1).
Comme nous l’avions évoqué dans l’introduction de la partie, l’atout principal

de l’Algorithme 3 est qu’il est extrêmement simple à implémenter. Il permet de
générer e�cacement des arbres en temps linéaire. Par ailleurs, il s’agit d’un modèle
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F����� 5.2. La taille moyenne d’un arbre ABR de taille n est Θ(log n).
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modulable, puisqu’on peut ajuster facilement les probabilités de chaque opérateur.
Dans ce chapitre, nous étudions l’e�et de la réduction induite par la présence d’un

élément absorbant sur les arbres aléatoires suivant la distribution ABR. Nous démon-
trons l’existence de deux valeurs seuils dans le choix de la probabilité d’apparition
p~ de l’opérateur absorbant ; il y a ainsi cinq régimes asymptotiques di�érents pour
la taille moyenne après réduction. Les trois principaux régimes des tailles moyennes
après réduction sont montrés expérimentalement dans la Figure 5.3.

Théorème 5.1 (Résultat principal).
I Considérons une famille d’arbres d’expressions dé�nie avec des opérateurs unaires
et binaires. Nous supposons qu’il existe un élément absorbant P , de taille au moins
3 Voir Section 5.2.2 pour une

discussion sur la contrainte
de taille.

, pour un opérateur binaire ~. Nous introduisons la simpli�cation qui consiste à
remplacer de bas en haut tout arbre de racine ~ par P , dès que l’un de ses �ls est P .
Alors la taille réduite moyenne d’un arbre aléatoire de taille n suivant la distribution
ABR, a un comportement asymptotique décrit par le schéma suivant, selon la valeur
de la probabilité p~ d’apparition de l’opérateur absorbant :

0 1

p~
Θ(n)

presque aucune réduction

Θ( n
(logn)� )

1
2

Θ(n✓)

réduction

importante

3�pI
4

Θ(log n)

Θ(1)

cas

dégénéré

Nous observons deux seuils critiques, en p~ = 1/2 et en p~ = (3�pI)/4, où pI est la
probabilité de tirer un opérateur unaire. Nous obtenons ainsi cinq régimes di�érents,
couvrant toutes les possibilités, d’une réduction très faible en Θ(n) à une réduction
complète en Θ(1). Les exposants � et ✓ dépendent des probabilités pI et p~ : ainsi
� = 2

1�pI et ✓ = 1� 4p~�2
1�pI . J
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F����� 5.3. Les trois régimes principaux observés expérimentalement sur des expres-
sions régulières à deux lettres, la moyenne étant faite sur 10 000 arbres générés pour
chaque taille : (de gauche à droite) le régime linéaire (p+ = p? = p· = 1/3), sous-
linéaire (p+ = 19/29, p? = p· = 5/29) et constant (p+ = 8/10, p? = p· = 1/10).

Méthode. Contrairement au cas des arbres d’expression suivant la distribution
uniforme, dans le cas de la distribution ABR, il n’y a pas de spéci�cation combinatoire
qui se traduise automatiquement en une équation sur des séries génératrices perti-
nentes pour analyser la taille après réduction. Nous commençons donc par identi�er
deux suites qui nous intéressent : la suite des probabilités des arbres entièrement
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réductibles, et la suite des tailles moyennes réduites. Nous établissons alors des ré-
currences sur ces suites, qui se traduisent en équations di�érentielles sur leurs séries
génératrices. Les techniques utilisées dans ce chapitre sont donc très di�érentes de
celles des chapitres précédents, dans lesquels la spéci�cation des arbres d’expression
se traduisait en un système polynomial véri�é par les séries génératrices.

Comparaison avec la li�érature. Comme nous l’avons annoncé dans l’introduc-
tion de la partie, la distribution ABR sur des arbres d’expressions a été très étudiée
dans la littérature, notamment dans le cadre de l’étude d’algorithmes ou de réductions
d’arbres. Dans [SCFC06], les auteurs se sont intéressés à des arbres binaires suivant
la distribution ABR, dont les feuilles sont étiquetées par a ou b avec probabilité 1/2,
et dont les noeuds internes sont étiquetés par un unique symbole � : ils démontrent
que si les noeuds internes � sont idempotents (resp. nilpotents), alors la taille des
arbres suivant la distribution ABR, après réduction par la règle d’idempotence (resp.
de nilpotence), est linéaire en moyenne : cette réduction réduit peu les arbres, tout
comme ce qui était observé dans le cas uniforme [CFCS90, NT04]. Cependant, les
comportements pour la distribution uniforme et ABR di�èrent considérablement dans
d’autres situations : par exemple, tester l’égalité de deux arbres binaires non étiquetés
de taille totale n se fait en O(1) en moyenne pour la distribution uniforme, mais
est en Θ(log(n)) en moyenne pour la distribution ABR [Mar91] ; la taille moyenne
de l’intersection de deux arbres binaires uniformes de taille totale n est en O(1) en

moyenne, contre du O(n2
p
2�2/ log(n)) pour la distribution ABR [BYCDM92]. Je

renvoie le lecteur à [CDM91] pour un survey sur les nombreuses statistiques qui
di�érencient les deux distributions, ainsi que les méthodes usuelles pour les capturer.
D’un point de vue plus technique, les formes des équations di�érentielles que nous
allons retrouver dans ce chapitre (équations de Riccati) sont souvent rencontrées
avec la distribution ABR, que ce soit pour l’étude de réductions [SCFC06] ou dans le
contexte de la recherche de motifs [SCFC94, FGM97].
Le contexte de ce chapitre est un peu di�érent des travaux cités précédemment, dans
le sens où nous étudions une distribution ABR adaptée aux expressions. Ainsi, nous
n’autorisons pas de �ls vide sous un noeud interne, et nous considérons des arbres
unaire-binaires, pour autoriser des noeuds d’arité 1. De plus, la distribution que nous
considérons est paramétrable : tous les noeuds des arbres sont étiquetés par des
symboles, et ont une probabilité qui dépend de leur symbole. Notre cadre d’étude
est ainsi plus proche de celui étudié par [CDM93] dans le cadre des arbresm-aires
équilibrés.

5.2 Modèle, définitions et probabilité des entièrement
réductibles

Nous introduisons en détail les arbres unaire-binaires que nous allons étudier,
ainsi que leur distribution.

5.2.1 Le modèle des expressions ABR

Dans ce chapitre nous nous intéressons à des arbres d’expressions utilisant des
opérateurs d’arité au plus 2, décrits par une équation unidimensionnelle.
En reprenant les notations du chapitre 2, nous considérons S un ensemble �ni
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d’opérateurs, et a : S ! {0, 1, 2} une fonction d’arité associée, qui à chaque
opérateur associe une arité inférieure à deux. Ainsi nous pouvons écrire S = A0 [
A1[A2, oùA0,A1, etA2 correspondent respectivement aux feuilles, aux opérateurs
unaires et aux opérateurs binaires de S. Rappelons ainsi que pour l’exemple des
expressions régulières sur {a, b}, nous avons A0 = {", a, b}, A1 = {?} et A2 =
{·,+}.
Dans la suite du chapitre nous supposerons qu’aucun des ensembles A0,A1,A2

n’est vide Le cas A1 = ; sera traité
en section 5.5.

: il y a donc des feuilles, des opérateurs unaires et binaires. L’ensemble
d’arbres d’expressions étudié dans ce chapitre est T (S, a) tout entier, qui est constitué
d’arbres unaire-binaires étiquetés.

La distribution sur T (S, a) que nous considérons dans ce chapitre est la distribution
ABR (par opposition à la distribution uniforme considérée jusqu’alors). Pour n 2 N,
nous notons En l’ensemble des expressions de taille n.

Probabilités des opérateurs. Pour dé�nir le modèle ABR, nous associons à
chaque feuille a de A0 une probabilité, notée pa, de telle sorte que (pa)a2A0 soit une
distribution de probabilité, et ainsi

P

a2A0
pa = 1. De même, du côté des opérateurs

unaires ou binaires, nous associons à chaque opérateur op de Aops := A1 [A2 une
probabilité pop, telle que

P

op2Aops
pop = 1.

Notons pI la probabilité totale des opérateurs unaires, i.e., pI =
P

op12A1
pop1 .

Définition 5.2 (Arbre d’expression ABR).
I Un arbre aléatoire d’expression ABR de taille n 2 N⇤ se construit récursivement
de la façon suivante :

— si n = 1, on tire une feuille dans A0 avec la distribution (pa)a2A0 .

— si n = 2, on tire un opérateur unaire op1 selon la distribution normalisée
⇣

1
pI
pop1

⌘

op12A1

, puis on construit indépendamment une feuille a0 2 A0 de taille

1, et on retourne
op1
|
a0
.

— Si n > 3, on tire un opérateur � 2 Aops avec la distribution (pop)op2Aops
.

(?) Si l’opérateur tiré est un opérateur unaire � 2 A1, on construit de façon

récursive et indépendamment un arbre T de taille n� 1 et on retourne
�
|
T
.

(??) Sinon, l’opérateur tiré est un opérateur binaire � 2 A2. Dans ce cas on
tire une taille k uniformément au hasard dans {1, . . . , n � 2}. On construit
indépendamment deux arbres TL et TR de tailles respectives k et n� 1� k.

En�n on retourne
�
/\

TL TR

.

J

Pour que le cas n = 2 de la Dé�nition 5.2 soit bien dé�ni, nous supposons dans
tout le chapitre que pI > 0. Si pI = 0, nous pouvons toujours dé�nir sur T (S, a)
une distribution ABR, mais dans ce cas la procédure ne peut produire que des arbres
binaires de taille impaire. Cette restriction d’imposer pI > 0 dans un premier temps
n’est pas contraignante, les résultats sont les mêmes si pI = 0 à la di�érence près
qu’il faudra adapter un peu les calculs (voir Section 5.5).
La procédure de la Dé�nition 5.2 dé�nit une distribution de probabilité sur les

arbres d’expression : la probabilité Prn(T ) d’un arbre T de taille n est la probabi-
lité que la procédure retourne cet arbre en ayant reçu en entrée la taille n. Cette
distribution n’est pas uniforme, comme on peut le voir à la Figure 5.4.
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(i)

+

? b

?

a

(ii)

?

+

b?

a

F����� 5.4. Exemple de deux arbres de
taille n = 5 qui ont des probabilités dif-
férentes, peu importe le choix (non nul) de
(p+, p?, pa, pb). Leurs probabilités sont respec-
tivement 1

3p+p?papb et
1
2p?p+papb.

5.2.2 Élément absorbant et restriction technique

Nous nous intéressons à la réduction par élément absorbant déjà étudiée aux
chapitres 2 et 3 dans le cas de la distribution uniforme. Pour la suite, nous �xons :

— un opérateur binaire ~ 2 A2 appelé opérateur absorbant

— un arbre P absorbant pour ~, de taille s := |P|On notait p la taille de P
jusqu’à présent, mais la
présence de probabilités

dans ce chapitre nous a in-
cité à changer de notation.

.

Nous faisons de plus les hypothèses de travail suivantes :

— nous supposons que �s := Prs(P) > 0, c’est-à-dire que P a une probabilité non
nulle d’être généré, sinon nous pouvons déjà annoncer sans calcul qu’il n’y aura
pas de réduction ;

— nous supposons que p~ > 0, c’est-à-dire que l’opérateur absorbant apparaît bien
dans les arbres générés, sinon il n’y a pas non plus de réduction possible ;

— pour des raisons techniques, nous imposerons aussi s > 3. Cela interdit les arbres
absorbants trop petits (? pour ^ par exemple), mais ce n’est pas une grande
restriction, car nous pouvons toujours construire à partir d’un arbre absorbant
de taille s 2 {1, 2} un autre arbre absorbant de taille s+ 2 > 3 en considérant

P 0 =
~
/\
P a

, avec a une feuille telle que pa > 0 (par exemple, si? est absorbant pour

^, alors ^
/\
> ?

est de taille 3 et est absorbant pour ^) ; de plus P 0 véri�e bien que

Prs+2(P
0) = p~

1
s�spa > 0. La réduction induite par P 0 est une sous-réduction

de celle induite par P , si bien que les expressions en Θ obtenus dans ce chapitre
pour la réduction avec P 0 donneront des bornes en O pour la réduction avec P .

La réduction � étudiée est la même que dans les chapitres 2 et 3, et consiste à appliquer
de bas en haut la substitution :

~

T1 T2

 P , dès que T1 ou T2 est égal à P .

Rappelons qu’un arbre d’expression T est dit entièrement réductible si �(T ) = P .

5.2.3 Récurrences pour l’espérance de la taille après réduction

Dans les chapitres précédents, la spéci�cation des arbres se transformait automati-
quement en une équation sur la série génératrice adéquate pour étudier la distribution
uniforme. Dans le cas de la distribution ABR, les arbres de même taille n’ont pas
tous la même probabilité, il ne su�t donc pas de décrire les arbres possibles pour les
compter, il faut aussi prendre en compte les probabilités qui entrent en jeu. Nous
allons donc procéder à la main, en identi�ant les suites qui nous intéressent, en éta-
blissant des relations de récurrence sur ces suites, et en�n en utilisant ces récurrences
pour obtenir des équations sur les séries génératrices associées. Cette approche à la
main est courante lorsque la distribution sur la classe combinatoire étudiée n’est pas
uniforme [FS09, PSS12]).



5.2 Modèle, dé�nitions et probabilité des entièrement réductibles 127

Définition 5.3 .
IPour n 2 N, nous dé�nissons les suites suivantes :

— pour k 6 n, pn,k désigne la probabilité qu’un arbre de taille n suivant la distribu-
tion ABR ait une taille k après réduction par � :

pn,k =
X

T : |�(T )|=k

Prn(T )

— en désigne l’espérance de la taille après réduction des arbres aléatoires de taille n
suivant la distribution ABR 1. Par dé�nition de l’espérance :

en :=
nX

k=0

k · pn,k

— en�n �n désigne la probabilité qu’un arbre d’expression aléatoire de taille n soit
entièrement réductible.

Par ailleurs, nous notons pII := 1�pI�p~ la probabilité de tirer un opérateur binaire
di�érent de ~ lors de la procédure de tirage des arbres ABR. J

Comme dans les chapitres précédents, le comportement des arbres entièrement
réductibles est fondamental pour comprendre la réduction. Nous démontrons dans
un premier temps une relation de récurrence satisfaite par �n.

Proposition 5.4 (Probabilité des entièrement réductibles).
I La suite (�n) véri�e la relation de récurrence

�n+1 = p~ ·
1

n� 1

n�1X

k=1

(�k + �n�k � �k�n�k) , pour tout n > s, (5.1)

avec �n = 0 pour n < s et �s = Prs(P). J

Démonstration. Un arbre de taille n+ 1 > s (donc di�érent de P) est entièrement
réductible si et seulement si il commence par ~ et l’un de ses �ls est entièrement
réductible.

Si nous considérons les arbres entièrement réductibles avec un �ls gauche de taille
k, leur probabilité est donc p~

n�1(�k +(1� �k)�n�k). Nous obtenons ainsi la formule
annoncée. ⌅

Remarque 5.5 (Récurrence pour tout n).
I En remarquant que �n = 0 pour n < s, nous pouvons en fait écrire pour tout
n 2 N :

(n� 1)�n+11n+1 6=s = p~ ·

n�1X

k=1

(�k + �n�k � �k�n�k) ,

où 1n+1 6=s vaut 1 si n+ 1 6= s et 0 sinon. J

1. Dans toute la suite, nous dirons juste aléatoire, sans repréciser suivant la distribution ABR



128 5 Éléments absorbants et expressions suivant la distribution ABR

Remarque 5.6 (Limite possible de �n).
I Nous montrerons dans la suite du chapitre que la suite (�n)n>1 converge (Théo-
rème 5.15). Nous pouvons déjà remarquer que si (�n)n converge, il n’y a qu’un nombre
restreint de candidats pour sa limite L = lim �n. En e�et, les moyennes de Cesàro im-
pliquent que si une suite (an)n>1 converge vers un réelL, alors limn

1
n

Pn
k=1 ak = L,

et limn
1
n

Pn
k=1 ak an+1�k = L2. À partir de l’Eq. (5.1), et en supposant que �n

converge, nous en déduisons que sa limite véri�e l’équation

L = p~ · (2L� L2) .

Ainsi si la limite existe, elle ne peut être que 0 ou �1 := 2�1/p~. Si p~ < 1/2, alors
�1 < 0 et donc la limite ne peut être que L = 0. Pour p~ > 1/2, le Théorème 5.15
montrera que L = �1. Nous voyons ainsi déjà apparaître des phénomènes de seuil
selon la valeur de p~ par rapport à 1

2 . J

La proposition suivante vient de la nature récursive de la génération des arbres
aléatoires et relie la suite �n à l’espérance des tailles après réduction :

Proposition 5.7 .
I La suite (en) des espérances des tailles après réduction satisfait pour tout n > 1 la
récurrence suivante :

en+1 = 1 + (s� 1)�n+11n+1 6=s + pIen

+
2pII
n� 1

n�1X

j=1

ej +
2p~
n� 1

n�1X

j=1

(ej � s�j)(1� �n�j) .
(5.2)

J

Démonstration. Nous cherchons dans un premier temps, pour n > 1 et k �xés, une
récurrence sur pn,k. Si nous regardons la probabilité des arbres de taille n+ 1 dont
la réduction est de taille k :

— Les arbres qui commencent par un opérateur unaire ont une probabilité pIpn,k�1,
car leur racine reste après réduction

— Les arbres qui commencent par un opérateur binaire autre que p~ ont une proba-
bilité pII

1
n�1

Pn�1
j=1

P

`1+`2=k�1 pj,`1pn�j,`2 .

— Les arbres qui commencent par p~mais n’ont aucun �ls entièrement réductible ont
une probabilité p~

1
n�1

Pn�1
j=1

P

`1+`2=k�1(pj,`1�1`1=s�j)(pn�j,`2�1`2=s�n�j)

— En�n, si k = s, les arbres entièrement réductibles ont une probabilité �n+11n+1 6=s

(en e�et, si n+ 1 = s, P a déjà été énuméré dans les cas précédents)

Nous avons donc pour n > 1 la récurrence suivante :

pn+1,k =�n+11n+1 6=s1k=s + pIpn,k�1 +
pII

n� 1

n�1X

j=1

X

`1+`2=k�1
pj,`1pn�j,`2

+
p~

n� 1

n�1X

j=1

X

`1+`2=k�1
(pj,`1 � 1`1=s�j)(pn�j,`2 � 1`2=s�n�j)

Nous introduisons alors les polynômes Fn(u) =
Pn

k=0 pn,ku
k pour tout n > 1.

Nous remarquons dans un premier temps que Fn(1) = 1, que F 0n(1) = en. Par
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ailleurs, comme s > 3, la somme peut partir de k = 2 lorsque n > 2 car |�(T )| > s si |T | > s. En multipliant

la récurrence pour pn,k par uk puis en sommant pour k allant de 2 à n + 1, nous
obtenons la récurrence suivante pour Fn(u) :

Fn+1(u) =�n+11n+1 6=su
s + pIuFn(u) + u

pII
n� 1

n�1X

j=1

Fj(u)Fn�j(u)

+ u
p~

n� 1

n�1X

j=1

(Fj(u)� �jus) (Fn�j(u)� �n�jus) .

En dérivant alors cette équation en u, puis en évaluant en u = 1 :

en+1 =�n+11n+1 6=ss+ pI + pIen + pII +
2pII
n� 1

n�1X

j=1

ej

+
p~

n� 1

n�1X

j=1

(1� �j) (1� �n�j) +
2p~
n� 1

n�1X

j=1

(ej � s�j) (1� �n�j) .

En développant la deuxième somme, nous faisons apparaître la récurrence de �n :

p~
n� 1

n�1X

j=1

(1� �j) (1� �n�j) = p~ �
p~

n� 1

n�1X

j=1

(�j + �n�j � �j�n�j) .

Par la Remarque 5.5, p~
n�1

Pn�1
j=1 (�j + �n�j � �j�n�j) = �n+11n+1 6=s. En�n en

utilisant la relation pI + pII + p~ = 1, nous obtenons bien la relation de récurrence
annoncée. ⌅

5.2.4 Feuille de route pour l’étude de la réduction

Le but de cette section est d’annoncer les grandes lignes de la démarche que nous
avons entreprise pour étudier la suite (en).
Comme la récurrence satisfaite par (en) à la Proposition 5.7 dépend de la suite

(�n), il faut d’abord étudier cette suite. Nous introduisons pour cela les deux séries
génératrices :

A(z) :=
1X

n=0

�nz
n , E(z) :=

1X

n=0

enz
n .

Les récurrences obtenues sur les suites vont se traduire en équations di�érentielles sur
ces séries. En e�et, la dérivée de la série F (z) =

P
anz

n est F 0(z) =
P

(n+1)anz
n.

Donc en multipliant l’Équation (5.1) par (n� 1)zn et en sommant sur n 2 N, nous
introduisons la dérivée de A(z). Le même phénomène apparaît pour l’équation
portant surE(z). Ainsi les deux récurrences de la section précédente se traduisent en
deux équations di�érentielles sur les fonctions génératrices, une équation de Riccati
pour A(z), et une équation di�érentielle linéaire pour E(z), dont les coe�cients
font intervenir A(z) :

A0(z) = (s� 2)�sz
s�1 +

✓
2

z
+ 2p~

z

1� z

◆

A(z)� p~ · (A(z))2 , (5.3)
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et, pour une certaine fonction F (x, y) qu’on explicitera plus tard,

E0(z) = F (z,A(z)) + 1
1�pIz

⇣
2
z � pI + 2 (1� pI)

z

1� z
� 2p~A(z)

⌘

·E(z) .

Comme l’équation portant sur E(z) est linéaire, nous savons la résoudre, avec la
méthode de variation des constantes [Apo69, Th. 6.1] : nous obtenons une expression
de E(z) dépendant de la fonction A(z). Nous étudions alors plus précisément A(z),
et notamment son domaine d’analyticité. Nous prouvons dans la section 5.3 que
z = 1 est une singularité dominante pour A(z), et que la fonction se prolonge
analytiquement au domaine Ω = C \ [1,1). Par ricochet, nous obtiendrons le même
résultat pour E(z).

À partir de là, le cadre pour appliquer le théorème de Transfert est respecté, et il
reste à étudier le comportement asymptotique de E(z) au voisinage de sa singularité
dominante, z = 1. La solution pour E(z) est de la forme suivante :

E(z) ⇡ C

(1� z)2
exp

✓

�2p~
Z z

0

A(w)

1� pIw
dw

◆

⇥
✓

2 +

Z z

0
G(⇣) exp

✓

2p~

Z ⇣

0

A(w)

1� pIw
dw

◆

d⇣

◆

lorsque z ! 1, pour une constante C > 0 et une fonction bornée G(z).
Nous voyons ici que nous aurons besoin d’asymptotiques précis pour A(z) en

z = 1, qui puissent se transposer à l’intérieur des intégrales, à l’aide de théorèmes
d’intégration singulière.

Analyse de A(z) autour de sa singularité dominante. Dans un premier
temps, nous transformons l’équation de Riccati (5.3) sastisfaite par A(z) en une
équation linéaire homogène du second ordre, par un changement classique de fonc-
tion inconnue p~A(z) = v0(z)/v(z). Nous étudions ensuite la fonction v(z) par
la méthode de Frobenius pour obtenir le comportement local de v(z) autour de sa
singularité z = 1. Cette analyse est résumée dans la Proposition 5.14, qui montre la
présence de 3 régimes pour A(z), qui dépendent de la position de p~ par rapport à
1/2. Comme conséquence directe de cette proposition, par le théorème de Transfert,
nous montrons dans le Théorème 5.15 que �n tend vers 0 pour p~ 6 1/2 et tend
vers la constante �1 > 0 lorsque p~ > 1/2. Les détails de cette partie sont expliqués
dans la Section 5.3.

Analyse de E(z) autour de sa singularité dominante. Les di�érents com-
portements deA(z) de la Proposition 5.14 expliquent déjà le seuil en 1/2. Un nouveau
seuil apparaît à cause du terme suivant du développement asymptotique de E(z) :

2 +

Z z

0
G(⇣) exp

✓

2p~

Z ⇣

0

A(w)

1� pIw
dw

◆

d⇣ .

Ce nouveau seuil correspond exactement au point où l’intégrale cesse d’être conver-
gente lorsque z ! 1.

5.3 Étude des arbres entièrement réductibles

Dans cette section, nous étudions en détail la probabilité �n = Prn{�(T ) = P}
des arbres entièrement réductibles de taille n, qui apparaît dans la récurrence de en.
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Le point de départ de l’étude est la récurrence de la Proposition 5.4 :

�n+1 = p~ ·
1

n� 1

n�1X

k=1

(�k + �n�k � �k�n�k) pour tout n > s. (5.1)

5.3.1 Série génératrice et équation de Riccati

Le but de cette section est d’établir une équation di�érentielle satisfaite parA(z) =
P1

n=0 �nz
n, et de l’utiliser pour déterminer notamment le domaine d’analyticité de

A(z). Comme 0 6 �n 6 1, son rayon de convergence est au moins 1. La proposition
suivante montre que c’est exactement 1 :

Proposition 5.8 .
I Le rayon de convergence de A(z) est exactement 1. J

Démonstration. Par l’absurde. Supposons que la série
P

k �k est convergente. Alors
en appliquant l’inégalité �k+�n�k��k�n�k > �k , valide pour tout k, à la récurrence
de l’Eq (5.1), nous obtenons la minoration �n >

p~
n�1

Pn�1
k=1 �k = Ω(1/n). C’est

en contradiction avec la convergence de la série
P

k �k, car la série harmonique
diverge. ⌅

La proposition suivante montre que A(z) véri�e une équation di�érentielle d’une
certaine forme, appelée équation de Riccati, qui est souvent rencontrée avec la distri-
bution ABR : les équations de Riccati interviennent par exemple dans les réductions
d’arbres binaires de [SCFC06] par élément idempotent ou nilpotent, ou encore dans
le contexte de la recherche de motifs [FGM97].

Proposition 5.9 .
I La série A(z) satisfait l’équation de Riccati :

A0(z) = (s� 2)�sz
s�1 +

✓
2

z
+ 2p~

z

1� z

◆

A(z)� p~ · (A(z))2 . (5.3)

J

Démonstration. Nous multiplions l’Équation 5.1 par n � 1 = (n + 1) � 2, puis le
tout par zn et nous sommons sur tous les n > s. Nous obtenons alors l’équation

X

n>s

(n+1)�n+1z
n�2

X

n>s

�n+1z
n = 2p~

X

n>s

n�1X

k=1

�kz
n�p~

X

n>s

nX

k=0

�k�n�kz
n.

En rappelant que pour k < s, �k = 0, nous reconnaissons à gauche A(z) et sa
dérivée, et à droite le produit de Cauchy de A(z) avec 1

1�z et avec lui-même :

A0(z)� s�sz
s�1 � 2

z (A(z)� �szs) = 2p~
z

1� z
A(z)� p~A(z)2 .

⌅

Pour étudier cette équation di�érentielle, nous e�ectuons le changement de fonc-
tion inconnue Le symbole

R z

0
signi-

�e qu’on intègre sur le
segment [0, z] du plan
complexe.

v(z) = exp
�
p~

R z
0 A(w)dw

�
. En particulierA(z) = 1/p~·v

0(z)/v(z).
Ce changement de fonction inconnue est uneméthode classique pour transformer une
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équation de Riccati en équation di�érentielle linéaire. Ainsi v(z) véri�e l’équation
di�érentielle linéaire d’ordre 2 :

v00(z) = p~ · (s� 2)�sz
s�1v(z) +

✓
2

z
+ 2p~

z

1� z

◆

v0(z) . (5.4)

Nous remarquons que v(z) est analytique dans le disque |z| < 1 car A(z) l’est.
Les singularités et le comportement local des solutions d’équations di�érentielles

linéaires de la forme de l’Eq. (5.4) sont bien comprises [Apo69, Sta80, Was18]. Dans
la proposition suivante, nous montrons que A(z) est analytique sur Ω = C \ [1,1).

Proposition 5.10 .
I La série entière A(z) admet un prolongement analytique sur le domaineDomaine = ouvert connexe. Ω =
C \ [1,1). En particulier, z = 1 est la seule singularité dominante de A(z). J

Démonstration. La fonction v(z) satisfait une équation di�érentielle linéaire dont les
coe�cients sont analytiques sur C \ {0, 1}. Nous savons par la Proposition 5.8 qu’à
la fois A(z) et v(z) = exp

�
p~

R z
0 A(w)dw

�
sont analytiques sur le disque |z| < 1.

Le théorèmeVoir annexe A.2. d’unicité des solutions des équations di�érentielles nous assure qu’il
existe une unique solution analytique à l’équation (5.4) sur un domaine Ω0, si les
conditions suivantes sont respectées :

a. les conditions initiales sont données en un point z0 2 Ω0,

b. les coe�cients de l’équation di�érentielle sont analytiques sur Ω0,

c. le coe�cient de tête en face de v00(z) ne s’annule pas sur Ω0,

d. le domaine Ω0 est simplement connexe (en pratique il su�t que Ω0 soit étoilé).

Malheureusement, le coe�cient 2
z nous demande de ruser un peu pour appliquer

ce théorème ; nous allons donc découper C \ {0, 1} en plusieurs régions pour éviter
la fausse singularité en z = 0 :

— Nous savons déjà que v(z) est analytique sur D(0, 1) = {z | |z| < 1}.

— Par ce qui précède, il existe une unique solution à l’équation (5.4) sur le domaine
étoilé Ω1 := {=(z) > 0}, qui coïncide avec v(z) et ses dérivées au point z = i/2.
Par unicité du prolongement analytique, v(z) est analytique sur D(0, 1) [ Ω1.

— Le même argument appliqué à Ω2 := {=(z) < 0} et Ω3 := {<(z) < 0}, montre
que v(z) est analytique sur Ω := Ω1 [ Ω2 [ Ω3 [D(0, 1) = C \ [1,1).

Comme v(z) 6= 0 par dé�nition (c’est une exponentielle), nous en déduisons que
A(z) = 1

p~
v0(z)/v(z) est aussi analytique sur Ω.

Comme le rayon de convergence de A(z) est 1, par la Proposition 5.8, le théorème
de Pringsheim permet de conclure que z = 1 est l’unique singularité dominante de
A(z). ⌅

5.3.2 Comportements asymptotiques des probabilités des arbres
entièrement réductibles

Nous pouvons maintenant nous attaquer au comportement asymptotique de v(z),
où nous rappelons que v(z) satisfait l’équation

v00(z)�
✓
2

z
+ 2p~

z

1� z

◆

v0(z)� p~ · (s� 2)�sz
s�1v(z) = 0 . (5.4)
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Nous utilisons pour cela la méthode de Frobenius (voir [Apo69, pp.181-182] et [Tes12,
Theorem 4.5]), que nous énonçons dans le cas des équations di�érentielles linéaires
d’ordre 2.

Définition 5.11 (Singularité régulière et polynôme indiciel).
I Considérons une équation di�érentielle linéaire homogène du second ordre de
la forme y00(z) + d1(z)y

0(z) + d2(z)y(z) = 0, où d1(z) et d2(z) sont méromorphes
sur un domaine étoilé Ω̃.
Un complexe ⇣ 2 Ω̃ est une singularité régulière pour l’équation si c’est une

singularité de d1(z) ou d2(z), ou des deux, telle que les limites �j := limz!⇣(z �
⇣)jdj(z) existent et sont �nies, pour j = 1 et 2. Dans ce cas, le polynôme indiciel
I(✓) en la singularité régulière z = ⇣ est dé�ni par I(✓) = ✓(✓� 1)+ �1✓+ �2 . J

Le théorème suivant est le théorème clef de la méthode de Frobenius, et explique
comment le polynôme indiciel permet de trouver les asymptotiques des solutions de
l’équation di�érentielle 2 :

Théorème 5.12 ([Apo69, pp.181-182], [Tes12, Theorem 4.5]).
I Considérons l’équation di�érentielle linéaire homogène d’ordre 2

y00(z) + d1(z)y
0(z) + d2(z)y(z) = 0 ,

où d1(z) et d2(z) sont méromorphes sur un domaine étoilé Ω̃, et ⇣ une singularité
régulière de l’équation. Alors :

— Si les deux racines ✓1 et ✓2 Autrement dit ✓1 � ✓2 62 Z.du polynôme indiciel associé à ⇣ ne sont pas séparées
d’un entier (y compris 0 pour les racines doubles), alors, dans un voisinage de ⇣
inclus dans Ω̃, toute solution y(z) est de la forme

c1(⇣ � z)✓1H1(⇣ � z) + c2(⇣ � z)✓2H2(⇣ � z) ,

où c1, c2 2 C, H1(z), H2(z) sont analytiques en z = 0 et H1(0) 6= 0, H2(0) 6= 0.

— Si le polynôme indiciel a une racine double ✓0, alors dans un voisinage de ⇣ inclus
dans Ω̃, toute solution y(z) est de la forme

(⇣ � z)✓0(c1H1(⇣ � z) + c2 log(⇣ � z)H2(⇣ � z)) ,

où c1, c2 2 C, H1(z), H2(z) sont analytiques en z = 0 et H1(0) 6= 0, H2(0) 6= 0.

J

Ce théorème nous permet de déduire le comportement asymptotique de v(z) et
de v0(z) autour de z = 1 :

Proposition 5.13 .
I Autour de z = 1, la fonction v(z) s’écrit sous les formes suivantes :

— si p~ > 1/2, alors v(z) = c1H1(1� z) + c2(1� z)1�2p~H2(1� z),

— si p~ = 1/2, alors v(z) = c1H1(1� z) + c2 log
⇣

1
1�z

⌘

H2(1� z),

2. Dans la littérature, le théorème est souvent annoncé avec |⇣ � z|, ce qui permet d’éviter de
restreindre le domaine de dé�nition ; ici nous utilisons (⇣� z) car nous avons choisi une détermination
de log(1� z).
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— si p~ < 1/2, alors v(z) = c1H1(1� z) + c2(1� z)1�2p~H2(1� z) avec c1 6= 0,

où c1, c2, H1, H2 dépendent de p~, et pour les trois cas, c2 6= 0,H1(z) etH2(z) sont
analytiques en z = 0, avec H1(0) = H2(0) = 1. J

Démonstration. Rappelons que v(z) est analytique sur Ω = C \ [1,+1). Comme
nous nous intéressons uniquement au comportement en z = 1, qui la singularité
dominante de A(z), nous introduisons le domaine étoilé Ω̃ = Ω \D(3/4, 1/2)AvecD(3/4, 1/2) :=

{z 2 C | |z�3/4| < 1/2}
, qui

évite soigneusement z = 0. La preuve consiste à appliquer le Théorème 5.12 à l’Eq.
(5.4), sur le domaine Ω̃ :

v00(z)�
✓
2

z
+ 2p~

z

1� z

◆

v0(z)� p~ · (s� 2)�sz
s�1v(z) = 0 . (5.4)

Comme 0 /2 Ω̃, l’équation a une unique singularité dans Ω̃, en z = 1, et le
polynôme indiciel associé est I(✓) = ✓(✓�1)+2p~✓ = ✓(✓�1+2p~). Les racines
de ce polynôme sont ✓1 = 0 and ✓2 = 1� 2p~.
En appliquant le Théorème 5.12, nous obtenons ainsi les formes annoncées dans

la proposition. Les conditions sur les constantes viennent du fait que si c2 = 0, alors
A(z) n’aurait pas de singularité en z = 1. De plus, si c1 = 0 pour le cas p~ < 1/2,
alorsA(z) = 1

p~
v0(z)/v(z) satisfaitA(z) = �1/(1�z) autour de z = 1. Or, dans ce

cas, �1 := (2p~�1)/p~ < 0 tandis queA(z) est positif sur [0, 1), contradiction. ⌅

Il ne reste plus qu’à reporter l’expansion locale de v(z) dans l’égalité A(z) =
1
p~

v0(z)/v(z), autour de la singularité z = 1, pour obtenir le comportement de

A(z) :

Proposition 5.14 .
I La série génératriceA(z) de (�n)n>1 a les comportements asymptotiques suivants
lorsque z ! 1 sur Ω :

— si p~ < 1
2 , A(z) ⇠ D

(1�z)2p~ ,

— si p~ = 1
2 , A(z) = 2

1�z

⇣

log
⇣

1
1�z

⌘⌘�1
+O

✓

1
1�z

⇣

log
⇣

1
1�z

⌘⌘�2◆

— si p~ > 1
2 , A(z) = �1

1�z +O((1� z)2p~�2),

où nous rappelons que �1 := (2p~ � 1)/p~ et où D > 0 est une constante qui
dépend de p~ et de s. J

Démonstration. Comme annoncé, nous développons v(z) autour de z = 1 dans

l’égalité A(z) = v0(z)
p~v(z) .

— Pour p~ > 1
2 . Rappelons que dans ce cas, par la Proposition 5.13, v(z) = c1H1(1�

z) + c2(1� z)1�2p~H2(1� z) au voisinage de z = 1 dans Ω, avecH1(z), H2(z)
analytiques en z = 0, H1(0) = H2(0) = 1 et c2 6= 0. Nous en déduisons que

v(z) = (1� z)1�2p~
�
c2 +O((z � 1)2p~�1)

�
,

et v0(z) = (1� z)�2p~
�
c2(1� 2p~) +O((z � 1)1)

�
.

Ainsi, en normalisant :

A(z) =
�1
1� z

⇥ 1 +O((z � 1)1)

1 +O((z � 1)2p~�1)
=

�1
1� z

+O((1� z)2p~�2) ,

en remarquant que
�
1 +O((1� z)2p~�1)

��1
= 1 +O

�
(1� z)2p~�1

�
.
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— Dans le cas où p~ < 1
2 , alors v(z) = c1H1(1 � z) + c2(1 � z)1�2p~H2(1 � z)

au voisinage de z = 1 dans Ω, avecH1(z), H2(z) analytiques en z = 0,H1(0) =
H2(0) = 1 et c1, c2 6= 0.
Donc dans ce cas v(z) = c1 + O((1 � z)1�2p~) lorsque z ! 1, avec c1 6= 0,
tandis que v0(z) = (z � 1)�2p~((1� 2p~)c2 +O((1� z)2p~)). Ainsi

A(z) ⇠ (�1c2/c1)⇥ (1� z)�2p~ .

— En�n, si p~ = 1
2 , la Proposition 5.13 implique que v(z) = c1H1(1 � z) +

c2 log
⇣

1
1�z

⌘

H2(1� z) au voisinage de z = 1 dans Ω, avec H1(z), H2(z) analy-

tiques en z = 0, H1(0) = H2(0) = 1 et c2 6= 0. En dérivant cette égalité nous
obtenons :

v0(z) =
c2

1� z
+ c2H

0
2(0) log

⇣
1

1�z

⌘

+O(1) ,

tandis que v(z) = c2 log
⇣

1
1�z

⌘

+O(1). En divisant l’un par l’autre :

A(z) = p�1~
1

1� z

⇣

log
⇣

1
1�z

⌘⌘�1
+O

✓
1

1� z

⇣

log
⇣

1
1�z

⌘⌘�2◆

en utilisant le fait que (1 +O(r(z))�1 = 1 +O(r(z)) si r(z)! 0. ⌅

Comme corollaire de cette proposition, nous prouvons la convergence de la suite
(�n) :

Théorème 5.15 .
I La probabilité �n d’être entièrement réductible tend vers la constante �1 :=
(2p~ � 1)/p~ si p~ > 1

2 et vers zéro sinon. Plus précisément, lorsque p~ = 1
2 ,

�n ⇠ 2
logn , tandis que lorsque p~ < 1

2 , �n ⇠ D · n2p~�1/Γ(2p~), où D est la
constante de la Proposition 5.14. J

Remarque 5.16 .
IUne approche complémentaire du problème, par Pablo Rotondo, Pablo avait en e�et réussi

à aborder le problème
à la main, dans le cas
p~ < 1/2. La méthode
ne se généralisait pas aux
autres cas, donc nous nous
sommes intéressés aux
équations di�érentielles et
à la méthode de Frobenius.

du cas p~ < 1/2
permet d’exprimer la valeur de la constante D en fonction de A(z), si s > 3 :

D = e�2p~ ·
⇣

(s� 2)�s

Z 1

0
ts�3(1� t)2p~e2p~tdt� p~

Z 1

0
(A(t))2(1� t)2p~e2p~tdt

⌘

.

On en déduit notamment que D 6 e�2p~(s� 2)�s
R 1
0 ts�3(1� t)2p~e2p~tdt. J

5.4 Résultat principal : tailles moyennes des arbres après
réduction

Le but de cette section est de démontrer le théorème principal de ce chapitre :

Théorème 5.17 (Comportement asymptotique des tailles moyennes en).
I Si la probabilité pI des opérateurs unaires n’est pas 0, alors l’espérance en de la
taille après réduction par � d’un arbre d’expressions aléatoire de taille n suivant la
distribution ABR, satisfait les propriétés suivantes :

— si p~ < 1/2, alors en ⇠ c1 n ;
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— si p~ = 1/2, alors en ⇠ c2 n log(n)�2/(1�pI) ;

— si 1
2 < p~ < 3�pI

4 , alors en ⇠ c3 n
1� 4p~�2

1�pI ;

— si p~ = 3�pI
4 , alors en ⇠ c4 log(n) ;

— si p~ > 3�pI
4 , alors en ! e1 , où e1 est une constante strictement positive ;

avec c1, . . . , c4 des constantes positives non nulles. J

Remarque 5.18 .
IAttention, dans le théorème précédent, les constantes e1, c1, . . . , c4 sont des
constantes par rapport à n, mais elles dépendent de pI, p~ et s. J

Ce théorème se prouve en déterminant le comportement asymptotique de la série
génératrice E(z) =

P
enz

n autour de sa singularité dominante z = 1. En résolvant
une équation di�érentielle satisfaite par E(z), nous prouvons que lorsque z tend
vers 1

E(z) ⇠ 1 + (1� pI)
2/pI�1K(z)�1

✓

2 +

Z z

0
G(w)K(w)dw

◆

⇥ (1� z)�2 ,

oùG(z) tend versG(1) > 0 lorsque z tend vers 1, etK(z) := exp
⇣

2p~
R z
0

A(w)
1�pIwdw

⌘

.

Pour déterminer le comportement asymptotique précis de E(z), il nous faut
étudier K(z) et l’intégrale J(z) :=

R z
0 G(w)K(w)dw, dont le comportement est

intuitivement déterminé par celui de l’intégrale
R z
0 K(w)dw. En e�et,

R z
0 K(w)dw

converge si et seulement si
R z
0 G(w)K(w)dw converge, et si les intégrales divergent

en z = 1,
R z
0 G(w)K(w)dw ⇠ G(1)

R z
0 K(w)dw.

Le comportement asymptotique de K(z) est obtenu par intégration singulière de
celui de A(z) (voir [FS09, Theorem VI.9]).

5.4.1 Forme close pour la série E(z)

La Proposition 5.7 fournit une récurrence satisfaite par la suite (en), dépendant de
la probabilité �n des arbres entièrement réductibles. Pour n > 1,

en+1 = 1+(s�1)�n+11n+1 6=s+pIen+
2pII
n� 1

n�1X

j=1

ej+
2p~
n� 1

n�1X

j=1

(ej�s�j)(1��n�j) .

(5.2)

où nous rappelons que s > 3 est la taille de l’élément absorbantP . Nous transformons
alors cette récurrence en une équation di�érentielle satisfaite par E(z) :

Proposition 5.19 .
I La série E(z) satisfait l’équation di�érentielle linéaire du premier ordre suivante :

E0(z) = F (z,A(z)) + 1
1�pIz

⇣
2
z � pI + 2 (1� pI)

z

1� z
� 2p~A(z)

⌘

·E(z) ,

avec F (z, w) = 1
1�pIz

⇣

�1 + z2

(1�z)2 � 2p~
z

1�zw + p~(s+ 1)w2
⌘

. J

Démonstration.Le calcul est élémentaire,
mais minutieux, j’ai décidé

de l’écrire car il est très
facile d’oublier un terme.

Enmultipliant l’équation de récurrence par (n�1)zn = (n+1�2)zn
puis en sommant sur tous les n > 1, nous obtenons plusieurs termes :
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—
P

n>1(n� 1)zn = z2

(1�z)2 � 1

—
P

n>1(n+ 1)en+1z
n � 2

P

n>1 en+1z
n = E0(z)� 2z � 2

z (E(z)� z) Comme s > 3, e0 = 0,
e1 = 1, e2 = 2

— Demême,
P

n>1(n+1�2)�n+11n+1 6=sz
n = A0(z)�s�szs�1� 2

z (A(z)��szs+1)

—
P

n>1(n�1)enz
n = z

P

n>1 nenz
n�1�Pn>1 enz

n = zE0(z)�z� (E(z)�z)

—
P

n>1 z
n
Pn�1

j=1 ej = z
P

n>0 z
n�1Pn�1

j=0 ej =
z

1�zE(z)

— De même
P

n>1 z
n
Pn�1

j=1 (ej � s�j) =
z

1�z (E(z)� sA(z)) Car �0 = 0..

— En�n,
P

n>1 z
n
Pn�1

j=1 (ej�s�j)�n�j =
P

n>1 z
n
Pn

j=0(ej�s�j)�n�j = (E(z)�
sA(z))A(z) Le terme pour n = 1 est

nul.
.

Ainsi en mettant tout bout à bout, nous obtenons l’équation suivante :

(1� pIz)E
0(z) =

z2

(1� z)2
+

2

z
E(z)� pIE(z)

+ 2pII
z

1� z
E(z) + 2p~

z

1� z
E(z)� 2p~E(z)A(z)

� 2p~s
z

1� z
A(z) + 2p~sA(z)2

+ (s� 1)(A0(z)� 2
zA(z)� (s� 2)�sz

s�1)

Rappelons que par l’Équation 5.3,A0(z) = (s�2)�szs�1+
⇣
2
z + 2p~

z
1�z

⌘

A(z)�
p~ · (A(z))2, si bien que des deux dernières lignes, il ne reste que �2p~ z

1�zA(z) +
(s+ 1)p~A(z)2.

Nous concluons en remarquant que pII + p~ = 1� pI. ⌅

En résolvant cette équation linéaire du premier ordre non homogène, nous obte-
nons une forme close pour E(z), dépendant de A(z) :

Proposition 5.20 .
ILa série génératrice des tailles réduites moyennes E(z) admet la forme close
suivante :

E(z) = z + z2I(z)

✓

2 +

Z z

0
(f(⇣) + g(⇣)) I(⇣)�1d⇣

◆

,

où (1� pIz)f(z) = �p2I + 1
(1�z)2 � 2p~

A(z)/z
1�z + p~(s+ 1)(A(z)/z)2 et

I(z) = exp

✓

pIz +

Z z

0
⇣g(⇣)d⇣

◆

avec g(z) =
p2I � 2pI
1� pIz

+
2

1� z
�2p~

A(z)/z

1� pIz
.

J

Démonstration. Avec les premières valeurs de en En e�et ei = i pour
0 6 i 6 4

, nous calculons les valeurs initiales

E(0) = 0, E0(0) = 1 et E00(0) = 4. En écrivant 1
1�pIz = 1 + pIz + (pIz)

2

1�pIz , et en
remarquant que A(z)/z est analytique sur Ω,

F (z,A(z)) = �1� pIz +
z2

1�pIz

⇣

�p2I + 1
(1�z)2 � 2p~

A(z)/z
1�z + p~(s+ 1)(A(z)/z)2

⌘

= �1� pIz + z2f(z)
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De même le coe�cient linéaire de l’équation se réécrit :

1
1�pIz

⇣
2
z � pI + 2 (1� pI)

z

1� z
� 2p~A(z)

⌘

= 2
z + (2pI � pI) +

z

1� pIz
(2p2I � p2I +

2(1� pI)

1� z
� 2p~A(z)/z)

= 2
z + pI + zg(z)

en utilisant l’égalité (1 � pI) = (1 � pIz) � pI(1 � z). L’équationOn doit en e�et adap-
ter légèrement la for-

mule classique de la so-
lution d’une équation
di�érentielle linéaire

d’ordre 1, car 2/z n’est
pas analytique en zéro

di�érentielle
pour E(z) est donc sous la forme étudiée par le Corollaire A.4 en annexe, avec
les paramètres u1 = 1, u2 = 2 et c = �pI. La formule du Corollaire A.4 donne
exactement la solution annoncée pour E(z). ⌅

5.4.2 Comportement local de E(z) en z = 1 : angle d’a�aque et
intégration singulière

La forme close de E(z), qui dépend de A(z), dans la Proposition 5.20 montre que
E(z) est analytique sur le domaine Ω := C \ [1,+1). Comme la série

P
en diverge,

E(z) a une unique singularité dominante en z = 1.
Le but de cette section est d’étudier le comportement local de E(z) au voisinage

de sa singularité dominante z = 1.
Comme l’expression de E(z) est assez compliquée, nous la coupons en morceaux

plus petits que nous allons étudier séparément. Dans un premier temps, remarquons
qu’on peut calculer directement l’intégrale I(z) :

I(z) = (1� pIz)
2/pI�1 exp

✓

�2p~
Z z

0

A(w)

1� pIw
dw

◆

⇥ 1

(1� z)2
. (5.5)

Nous dé�nissons ainsi les fonctions :

K(z) := exp

✓

2p~

Z z

0

A(w)

1� pIw
dw

◆

,

G(z) := (1� pIz)
1�2/pI · (f(z) + g(z)) · (1� z)2 .

Avec ces fonctions, l’expression de E(z) s’écrit désormais :

E(z) = z+ z2(1� pIz)
2/pI�1K(z)�1

✓

2 +

Z z

0
G(w)K(w)dw

◆

⇥ (1� z)�2 .

Nous étudions dans un premier temps la fonctionK(z) en z = 1, dans la Section 5.4.3,
puis nous étudions l’intégrale J(z) =

R z
0 G(w)K(w)dw dans la Section 5.4.4. Nous

concluons la preuve du théorème principal dans la Section 5.4.5, en recollant les
morceaux. Pour étudier K(z) et J(z), nous allons utiliser à de nombreuses reprises
des théorèmes d’intégration singulière, qui permettent d’intégrer les comportements
asymptotiques de certaines fonctions analytiques. Les théorèmes d’intégration singu-
lière sont énoncés ci-après ; leur démonstration est donnée en annexe, à la section A.1.

Lemme 5.21 ([FS09, Theorem VI.9]).
I Soit f(z) une fonction analytique sur Ω telle que dans un voisinage de z = 1,
f(z) = O((1� z)s), avec s > �1. Alors

Z z

0
f(⇣)d⇣ =

Z 1

0
f(t)dt+O((1� z)s+1) . J
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Le lemme suivant est une adaptation du précédent dans le cas où la fonction est
bornée par un terme logarithmique :

Lemme 5.22 ([FS09, Theorem VI.9]).
I Soit f(z) une fonction analytique sur Ω telle que dans un voisinage de z = 1,
f(z) = O((1� z)�1(� log(1� z))��), avec � > 1. Soit a0 > 0. Alors

Z z

a0

f(⇣)d⇣ =

Z 1

a0

f(t)dt+O((� log(1� z))1��) . J

Lemme 5.23 (Intégration des équivalents).
I Soit f(z) une fonction analytique sur Ω telle qu’au voisinage de z = 1, f(z) ⇠z=1

(1� z)s. Alors :

a. si s > �1, l’intégrale converge et
R z
0 f(⇣)d⇣ !z=1

R 1
0 f(⇣)d⇣ ;

b. si s < �1,
R z
0 f(⇣)d⇣ ⇠z=1

1
�s�1(1� z)s+1 ;

c. si s = 1,
R z
0 f(⇣)d⇣ ⇠z=1 � log(1� z). J

5.4.3 Étude de K(z)

Le lemme suivant caractérise le comportement asymptotique de K(z), à partir de
celui de A(z) décrit dans la Proposition 5.14 :

Proposition 5.24 .

I La fonctionK(z) := exp
⇣

2p~
R z
0

A(w)
1�pIwdw

⌘

admet les asymptotiques suivantes

lorsque z ! 1 dans Ω :

— si p~ < 1/2 alorsK(z) ⇠z!1 exp
⇣

2p~
R 1
0

A(t)
1�pItdt

⌘

,

— si p~ = 1/2 alorsK(z) ⇠z!1 CK ⇥
⇣

log 1
1�z

⌘ 2
1�pI ,

— si p~ > 1/2 alorsK(z) ⇠z!1 CK ⇥
⇣

1
1�z

⌘ 4p~�2

1�pI ,

où CK > 0 est une constante qui dépend de pI, p~ et de s. Autrement dit le CK du
point 2 et du point 3 ne
sont pas les mêmes !

J

Démonstration. Nous allons appliquer les lemmes 5.21 et 5.22 d’intégration singulière

à la fonction A(z)
1�pIz , pour ensuite passer à l’exponentielle. Le comportement de K(z)

change naturellement aux mêmes seuils que A(z).

— Dans le cas p~ < 1/2, nous savons par la Proposition 5.14 que :

A(z) ⇠z!1
CA

(1� z)2p~

lorsque z ! 1 dansΩ. Comme 2p~ < 1, l’intégrale
R z
0

A(w)
1�pIwdw converge lorsque

z ! 1 dans Ω. De plus, par le Lemme 5.21 d’intégration singulière :

Z z

0

A(w)

1� pIw
dw =

Z 1

0

A(t)

1� pIt
dt+O((z � 1)1�2p~) ,

ce qui nous donne l’asymptotique suivante, après être passé à l’exponentielle :

exp

✓

2p~

Z z

0

A(w)

1� pIw
dw

◆

= exp

✓

2p~

Z 1

0

A(t)

1� pIt
dt

◆

⇥
�
1 +O((z � 1)1�2p~)

�
,
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car exp(O((1� z)1�2p~)) = 1 +O((1� z)1�2p~).
Nous avons donc l’asymptotique annoncée dans le cas p~ < 1/2, car l’intégrale

CK := exp
⇣

2p~
R 1
0

A(t)
1�pItdt

⌘

est bien strictement positive et �nie.

— Intéressons-nous maintenant au cas p~ > 1/2. Par la Proposition 5.14, nous
savons que

A(z) =
�1
1� z

+O((1� z)2p~�2) .

Remarquons alors que 1
1�pIz

⇣

A(z)� �1
1�z

⌘

= O((1�z)2p~�2). En e�et, 1/pI > 1

donc le terme 1
1�pIz est borné dans un voisinage de 1.

Comme 2p~ � 2 > �1, nous appliquons le Lemme 5.21 d’intégration singulière :
Z z

0

1

1� pIw

✓

A(w)� �1
1� w

◆

dw = c0 +O((1� z)2p~�1) ,

où c0 =
R 1
0

1
1�pIt

⇣

A(t)� �1
1�t

⌘

dt. Par une décomposition en éléments simples

nous calculons :
Z z

0

�1
1� w

dw

1� pIw
=

�1
1� pI

log

✓
1

1� z

◆

+
�1

pI � 1
log

✓
1

1� pIz

◆

,

et nous remarquons que �1
pI�1 log

⇣
1

1�pIz

⌘

= �1
pI�1 log

⇣
1

1�pI

⌘

+O((z � 1)1).

Ainsi, tout mis bout à bout :

2p~

Z z

0

A(z)

1� pIw
dw = 2p~

�1
1� pI

log

✓
1

1� z

◆

+ c+O((1� z)2p~�1) ,

où c = 2p~

⇣

c0 +
�1
pI�1 log

⇣
1

1�pI

⌘⌘

. Nous obtenons le résultat annoncé en pas-

sant à l’exponentielle, et en utilisant le fait que exp(O((1 � z)2p~�1)) = 1 +
O((1� z)2p~�1).

— En�n, nous nous intéressons au cas p~ = 1/2, dont la preuve est très similaire au
cas p~ > 1

2 . Par la Proposition 5.14, nous savons que

A(z) ⇠z!1
2

1� z

✓

log

✓
1

1� z

◆◆�1
.

Ainsi, l’intégrale
R 1
0

A(w)
1�pIwdw n’est pas convergente en 1 (on reconnaît à droite

une intégrale de Bertrand divergente 3). Cependant, l’équivalent asymptotique de
A(z) au voisinage de 1 n’est pas intégrable en 0, il faut donc couper l’intégrale
avant d’utiliser l’intégration singulière.

Pour un a0 2]0, 1[ arbitraire, nous considérons donc l’intégrale de a0 à z, en

évitant ainsi les problèmes d’intégration de
⇣

log
⇣

1
1�z

⌘⌘�1
en z = 0.

Nous écrivons donc :
Z z

0

A(w)

1� pIw
dw =

Z a0

0

A(w)

1� pIw
dw +

Z z

a0

A(w)

1� pIw
dw ,

3. Une intégrale de Bertrand est une intégrale de la forme
R a

0
dx

x↵| log x|�
avec 0 < a < 1, qui

converge en 0 si et seulement si ↵ < 1 ou (↵ = 1 et � > 1).
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où la première intégrale est juste une constante positive. Nous nous intéressons
donc à l’intégrale :

Z z

a0

1

1� pIw

✓

A(w)� 2

1� w

⇣

log
⇣

1
1�w

⌘⌘�1◆

dw ,

qui converge en z = 1, car l’intégrande est borné en O

✓

1
1�w

⇣

log
⇣

1
1�w

⌘⌘�2◆

lorsque w ! 1, par la Proposition 5.14. Ainsi le Lemme 5.22 d’intégration singu-
lière implique l’égalité :

Z z

a0

1

1� pIw

✓

A(w)� 2

1� w

⇣

log
⇣

1
1�w

⌘⌘�1◆

dw = c0+O((log( 1
1�z ))

�1) ,

pour une certaine constante c0. Par ailleurs, en intégrant par partie :

R z
a0

1
1�pIw

1
1�w

⇣

log
⇣

1
1�w

⌘⌘�1
dw = 1

1�pIz log log(
1

1�z )+c1+
R z
a0

pI
(1�pIw)2

log(log( 1
1�w ))dw

pour une certaine constante c1. Comme (1 � pIw)
�2 log(log( 1

1�w )) = O((1 �
w)�1/2), par intégration singulière,

R z
a0

pI
(1�pIw)2

log(log( 1
1�w ))dw = c2 + o(1)

pour une constante c2.

Ainsi :
Z z

0

A(w)

1� pIw
dw =

2

1� pI
log log

⇣
1

1�z

⌘

+ constante+ o(1) ,

et nous concluons en passant à l’exponentielle.

⌅

Nous avons ainsi déterminé le comportement deK(z), et nous pouvons désormais
nous attaquer à l’étude de l’intégrale J(z) =

R z
0 G(w)K(w)dw.

Remarque 5.25 .
IDans l’article initial publié à STACS, en 2021, nous avons utilisé dans les parties
qui suivent des développements asymptotiques, à la place d’équivalents, pour �na-
lement supprimer tous les termes d’erreurs et ne garder qu’un équivalent dans le
résultat �nal. Il nous manquait notamment un théorème d’intégration singulière qui
porte uniquement sur les équivalents pour pouvoir éviter l’introduction des termes
d’erreurs (cf Lemme 5.23). J’ai décidé dans ma thèse de ne garder que les termes
nécessaires à la preuve du résultat principal, ce qui allège légèrement les calculs. J

5.4.4 Étude de J(z)

Nous rappelons que nous avons dé�ni précédemment les fonctions suivantes :

f(z) := (1� pIz)
�1

✓

�p2I +
1

(1� z)2
� 2p~

A(z)/z

1� z
+ p~(s+ 1)(A(z)/z)2

◆

g(z) :=
p2I � 2pI
1� pIz

+
2

1� z
� 2p~

A(z)/z

1� pIz

G(z) := (1� pIz)
1�2/pI · (f(z) + g(z)) · (1� z)2
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Le but de cette section est de trouver les asymptotiques en z = 1 de l’intégrale
J(z) =

R z
0 G(w)K(w)dw.

CommeK(z) a déjà été étudiée à la section précédente, intéressons-nous àG(z) =
(1� pIz)

1�2/pI · (f(z) + g(z)) · (1� z)2, qui se trouve être en réalité analytique en
z = 1. En e�et nous montrons que f(z) + g(z) est de la forme c(1� z)�2 lorsque
z ! 1 :

Lemme 5.26 .
I La fonction f(z)+ g(z) se comporte enΘ((1� z)�2) en z = 1. Plus précisément,
il existe une constante c qui dépend de p~, pI et s, telle qu’au voisinage de z = 1
dans Ω,

f(z) + g(z) ⇠z!1
c

(1� z)2
.

Par conséquent la fonction G(z) = (1� pIz)
1�2/pI · (f(z) + g(z)) · (1� z)2 admet

un prolongement analytique sur un voisinage de 1. J

Démonstration. Calculons :

f(z) + g(z) =
2

1� z
+ (1� pIz)

�1
⇣

� 2pI +
1

(1� z)2
� 2p~

A(z)

z

2� z

1� z

+ p~(s+ 1)(A(z)/z)2
⌘

— Dans le cas où p~ < 1/2, A(z) ⇠ CA(1� z)�2p~ par la Proposition 5.14.

Ainsi dans la somme f(z)+g(z), le terme dominant est (1�z)�2, carA(z)/(1�
z) = O((1 � z)�1�2p~) et A(z)2 = O((1 � z)�4p~), et 4p~ < 1 + 2p~ < 2.
Ainsi :

f(z) + g(z) ⇠z=1
1/(1� pI)

(1� z)2
.

— Le cas p~ = 1/2 est similaire : dans ce cas A(z) = o((1� z)�1), par la Proposi-
tion 5.14, et donc le terme dominant est toujours le terme en (1� z)�2, si bien
que

f(z) + g(z) ⇠ 1/(1� pI)

(1� z)2
.

— Dans le cas où p~ > 1/2, A(z) ⇠ �1
1�z par la Proposition 5.14. Ainsi

f(z) + g(z) ⇠z=1

✓
1

1� pI
� 2p~�1

1� pI
+

(s+ 1)p~
1� pI

�21

◆
1

(1� z)2
,

pourvu que la constante devant (1� z)�2 soit non nulle. Nous rappelons que la
limite �1 véri�e 2p~�1 � p~�

2
1 = �1. Ainsi

1� 2p~�1 + (s+ 1)p~�
2
1 > 1� 2p~�1 + p~�

2
1 = 1� �1 ,

qui est strictement positif car p~ < 1Rappelons que pI > 0
et que pI + p~ 6 1

et donc �1 < 1. ⌅
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Maintenant, nous sommes en mesure de trouver les asymptotiques de l’intégrale
J(z) :=

R z
0 G(w)K(w)dw lorsque z ! 1.

Proposition 5.27 .
I La fonction J(z) satisfait les asymptotiques suivantes lorsque z ! 1 dans Ω :

— si 4p~ < 3� pI alors J(z)! CJ , avec 2 + CJ > 0

— si 4p~ = 3� pI alors J(z) ⇠ CJ ⇥ log
�

1
1�z

�
, avec CJ > 0

— si 4p~ > 3� pI, alors J(z) ⇠ CJ ⇥ (1� z)
1� 4p~�2

1�pI , avec CJ > 0

où CJ est une constante qui dépend de pI, p~, s. J

Démonstration. Nous rappelons que G(z) est analytique sur Ω et que par ailleurs
G(z) admet une limite �nie lorsque z ! 1, par le Lemme 5.26. Ainsi, |G(w)K(w)| ⇠
G(1)|K(w)| lorsquew ! 1, et la convergence de l’intégrale J(z) =

R z
0 G(w)K(w)dw

en z ! 1 est équivalente à celle deK(w).

— Par les équivalents de K(z) en 1 de la Proposition 5.24, K(z) est intégrable en

z = 1 pour p~ < 1/2 et pour p~ = 1/2 (car (� log(1�z))
2

1�pI = o((1�z)�1/2)).
Par ailleurs dans le cas où p~ > 1/2, K(z) est aussi intégrable si 4p~�2

1�pI < 1,
ce qui est équivalent à 4p~ < 3� pI. Remarquons que cette dernière condition
englobe le cas p~ 6 1/2.

Ainsi, si 4p~ < 3� pI, alors J(z) converge en z = 1, vers une constante CJ , qui
est a priori de signe quelconque, pour l’instant.

— Dans le cas où 4p~�2
1�pI > 1, alors l’intégrale diverge. Par ailleurs p~ > 1/2, donc

le Lemme 5.26 nous dit que lorsque w ! 1 :

G(w)K(w) ⇠ c(1� pI)
2/pI�1CK(1� w)

� 4p~�2
1�pI ,

lorsque w ! 1. Par le Lemme 5.23 d’intégration des équivalents (cas divergent),

J(z) ⇠z!1 c(1� pI)
2/pI�1CK(1� z)

1� 4p~�2
1�pI .

— Lorsque 4p~�2
1�pI = 1, ou de façon équivalente 4p~ = 3 � pI, nous avons le

comportement asymptotique K(z) ⇠ CK
1�z . Par le Lemme 5.23,

J(z) ⇠z!1 c(1� pI)
2/pI�1CK log

⇣
1

1�z

⌘

.

En�n, nous expliquons pourquoi 2 + CJ > 0 dans le cas convergent, par un
argument combinatoire. Rappelons que

(E(z)� z)/z2 = I(z) · (2 + J(z)) ,

avec I(x) qui est le résultat d’une exponentielle, à valeur réelle pour x 2 [0, 1[,
donc strictement positive sur [0, 1[. De plus, par le Lemme 5.26, f(x) + g(x) ⇠
c/(1 � x)2 et donc f(x) + g(x) > 0 pour x 2 [↵, 1[ avec ↵ su�samment proche
de 1. Ainsi Sa dérivée est strictement

positive.
l’intégrale J(x) =

R x
0 (f(⇣) + g(⇣))I(⇣)�1d⇣ est strictement croissante

sur l’intervalle [↵, 1[.
Or, (E(↵) � ↵)/↵2 =

P1
n=0 en+2↵

n > 1
1�↵ > 0 car en > 1 pour n > 1. Ainsi

2+ J(↵) > 0, et donc par croissance 2+ J(x) > 2+ J(↵) > 0 pour tout x 2 [↵, 1[.
Donc en passant à la limite 2 + CJ > 0. ⌅
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5.4.5 Preuve du théorème principal

Il ne reste plus qu’à combiner les comportements des briques K(z) et J(z) pour
déterminer celui de E(z), et donc de la suite (en).

Théorème 5.17 (Comportement asymptotique des tailles moyennes en).
I Si la probabilité pI des opérateurs unaires n’est pas 0, alors l’espérance en de la
taille après réduction par � d’un arbre d’expressions aléatoire de taille n suivant la
distribution ABR, satisfait les propriétés suivantes :

— si p~ < 1/2, alors en ⇠ c1 n ;

— si p~ = 1/2, alors en ⇠ c2 n log(n)�2/(1�pI) ;

— si 1
2 < p~ < 3�pI

4 , alors en ⇠ c3 n
1� 4p~�2

1�pI ;

— si p~ = 3�pI
4 , alors en ⇠ c4 log(n) ;

— si p~ > 3�pI
4 , alors en ! e1 , où e1 est une constante strictement positive ;

avec c1, . . . , c4 des constantes positives non nulles. J

Démonstration. Nous rappelons que E(z) = z + z2I(z) · (2 + J(z)), avec I(z) =
z2(1� pIz)

2/pI�1K(z)�1(1� z)�2. Ainsi :

E(z) ⇠z!1
(1� pI)

2/pI�1

(1� z)2
K(z)�1 · (2 + J(z)) , (5.6)

et il ne reste plus qu’à appliquer les Propositions 5.24 et 5.27 et le théorème de
Transfert (rappelons que E(z) est analytique sur Ω = C \ {1} qui est un∆-domaine
autour de sa singularité dominante z = 1).

— Si p~ < 1
2 , alors K(z) et 2 + J(z) convergent vers des constantes strictement

positives lorsque z ! 1. Ainsi E(z) ⇠z!1 CE(1 � z)�2 avec CE > 0. Le
théorème de Transfert implique donc que en est asymptotiquement linéaire en n.

— Si p~ = 1
2 , alors K(z) ⇠ CK ⇥

⇣

log 1
1�z

⌘ 2
1�pI , avec CK > 0, et nous avons

toujours 2 + J(z) ⇠ 2 + CJ > 0. Le théorème de Transfert implique donc que
en ⇠ c2n log(n)�2/(1�pI) avec c2 > 0.

— Si p~ > 1
2 , alorsK(z)�1 ⇠ C�1K (1� z)

4p~�2
1�pI . De plus :

— Si 4p~ < 3� pI, alors nous avons toujours 2 + J(z) ⇠ 2 + CJ > 0. Ainsi

E(z) ⇠z!1 CE

✓
1

1� z

◆2� 2p~�1
1�pI

pour une constante CE > 0. Ainsi par le théorème de Transfert, en ⇠
c3n

1�4p~�2
1�pI avec c3 > 0.

— Si 4p~ = 3� pI, cette fois 2 + J(z) ⇠ CJ ⇥ log
⇣

1
1�z

⌘

et ainsi

E(z) ⇠ CE
1

1� z
log

✓
1

1� z

◆

pour une constante CE > 0. Ainsi par le théorème de Transfert, en ⇠ c4 log n.
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— Ensin si 4p~ > 3� pI, alors 2 + J(z) ⇠ CJ ⇥ (1� z)
1�4p~�2

1�pI , si bien que :

E(z) ⇠ CE

1� z

pour une constante CE > 0. Ainsi par le théorème de Transfert, en ! e1 =
CE .

⌅

Remarque 5.28 .
INous pouvons calculer facilement la limite e1 dans le cas 4p~ > 3� pI à partir
de la récurrence de en :

en+1 = 1+(s�1)�n+11n+1 6=s+pIen+
2pII
n� 1

n�1X

j=1

ej+
2p~
n� 1

n�1X

j=1

(ej�s�j)(1��n�j) .

Dans ce cas, en ! e1 et �n ! �1. En particulier, en utilisant les sommes de Cesàro
suivantes :

1

n� 1

n�1X

j=1

ej ! e1 ,
1

n� 1

n�1X

j=1

(ej�s�j)(1��n�j)! (e1�s�1)(1��1) .

Ainsi, en passant à la limite, nous obtenons l’équation suivante pour e1 :

e1 = 1 + (s� 1)�1 + pIe1 + 2pIIe1 + 2p~(e1 � s�1)(1� �1) .

Nous obtenons �nalement, après avoir remplacé �1 par sa valeur �1 = (2p~ �
1)/p~ :

e1 =
(2p~ � 1)2s+ 1� p~
p~(4p~ � 3 + pI)

.

Nous remarquons notamment que e1 tend vers l’in�ni lorsque p~ s’approche du seuil
(3� pI)/4, tandis que e1 tends vers s lorsque pI ! 0 et p~ ! 1 simultanément. J

5.5 Le cas binaire pI = 0

Le cas où pI est nul, donc avec des arbres binaires, est très similaire au cas unaire-
binaire précédent. Les calculs sontmême plus simples. Même si le résultat �nal revient
à peu près à dire qu’il su�t, dans le théorème principal de la section précédente, de
poser pI = 0, les équations intermédiaires sont tout de même di�érentes, si bien qu’il
s’agit bien d’un cas à part entière. Il faut notamment changer la dé�nition de la taille
d’un arbre d’expression.

Définition 5.29 (Taille d’un arbre binaire).
I Nous considérons une famille T (A0 [ A2, a) d’arbres d’expressions binaires,
construits sur un ensemble A0 de feuilles et un ensemble A2 d’opérateurs binaires.
Dans toute cette section, pour T 2 T (A0 [ A2, a), la taille |T | de T désignera

son nombre d’opérateurs binaires. Autrement dit nous ne comptons plus les feuilles
dans la taille d’un arbre. J
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Nous adaptons donc la dé�nition d’un arbre d’expression aléatoire ABR à cette
nouvelle notion de taille, et à l’absence d’opérateur unaire :

Définition 5.30 (Arbre d’expression ABR).
IUn arbre aléatoire d’expression ABR de taille n 2 N se construit de façon récursive :

— si n = 0, on tire une feuille dans A0 avec la distribution (pa)a2A0 .

— Si n > 1, on tire un opérateur � 2 A2 avec la distribution (pop)op2A2 . Puis
on tire une taille k uniformément au hasard dans {0, . . . , n � 1}. On construit
indépendamment deux arbres TL et TR de tailles respectives k et n� 1� k. En�n

on retourne
�
/\

TL TR

.

J

Nous dé�nissons s = |P| la taille de l’élément absorbant, et de même qu’il était de-
mandé que la taille en nombre total de nœud soit plus grande que 3, nous demandons
ici que s > 1.
Nous dé�nissons alors les suites pn,k, �n, en de la même façon qu’aux sections

précédentes, en changeant juste la dé�nition de la taille qui ne prend plus en compte
les feuilles. Nous dé�nissons de même A(x) =

P

n2N �nx
n et E(x) =

P

n2N enx
n.

5.5.1 Étude rapide de A(z)

Nous avons alors facilement la récurrence suivante (il s’agit de la même preuve
que pour le cas unaire-binaire, adaptée à la nouvelle dé�nition de la taille)

Proposition 5.31 (Probabilité des entièrement réductibles).
I La suite (�n) véri�e la relation de récurrence

�n+11n+1 6=s =
p~

n+ 1
·

nX

k=0

(�k + �n�k � �k�n�k) pour tout n 2 N,

avec �n = 0 pour n < s et �s = Prs(P). J

Remarque 5.32 (Choix de la dé�nition de la taille).
I Le terme 1

n+1 des récurrences précédentes, dû au changement de dé�nition de la

taille, à la place du 1
n�1 qu’on trouvait dans les sections précédentes, va rendre les

preuves beaucoup plus naturelles : il n’y aura notamment plus de terme en 2/z dans
les équations di�érentielles, qui gênait arti�ciellement les preuves. Les deux notions
de taille sont reliées facilement par la relation |T |int 6 |T |int+feuilles 6 2|T |int + 1
(dans le cas binaire, la dernière inégalité est une égalité). Dans ce cas, pourquoi ne pas
avoir choisi cette notion de taille dans le cas unaire-binaire? La première raison est
purement temporelle, nous n’avions pas étudié le cas binaire pour notre article accepté
à STACS, et c’est dans le cas binaire que ce choix de taille s’impose naturellement.
Par ailleurs, nous sommes partis des algorithmes de génération aléatoire utilisés dans
la littérature de véri�cation, et avons ainsi naturellement utilisé la même notion de
taille d’expression. Notre but étant de pouvoir parler aux personnes utilisant ces
algorithmes, il nous paraissait important de garder la même notion de taille. J

La preuve de la proposition suivante est semblable au cas unaire-binaire :
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Proposition 5.33 .
I Le rayon de convergence de A(z) est exactement 1. J

Et la série A(z) satisfait toujours une équation de Riccati :

Proposition 5.34 .
I La série A(z) satisfait l’équation de Riccati :

A0(z) = s�sz
s�1 +

2p~
1� z

A(z)� p~ · (A(z))2 . (5.7)

J

Démonstration. Il su�t de multiplier la récurrence de � par (n+1)zn, et de sommer
pour n > s. ⌅

Pour étudier cette équation di�érentielle, nous e�ectuons le changement de fonc-
tion inconnue v(z) = exp

�
p~

R z
0 A(w)dw

�
. Ainsi v(z) véri�e l’équation di�éren-

tielle linéaire d’ordre 2 :

v00(z) = p~s�sz
s�1v(z) +

2p~
1� z

v0(z) . (5.8)

Nous remarquons que v(z) est analytique dans le disque |z| < 1 car A(z) l’est, et de
plus :

Proposition 5.35 .
ILa série entière A(z) admet un prolongement analytique sur le domaine Ω =
C \ [1,1). En particulier, z = 1 est la seule singularité dominante de A(z). J

Démonstration. Même argument que dans le cas unaire-binaire, la preuve est même
plus simple car les coe�cients sont analytiques surΩ, il n’y a pas de fausse singularité
en z = 0. ⌅

Nous pouvons toujours appliquer laméthode de Frobenius à v(z) (cf Théorème 5.12).
Le polynôme indiciel associé est I(✓) = ✓(✓� 1)+ 2p~✓ = ✓(✓� 1+ 2p~). Il s’agit
du même polynôme indiciel que dans le cas unaire-binaire. Nous en déduisons que
les formes des asymptotiques de v(z) de la Proposition 5.13 et de A(z) de la Proposi-
tion 5.14 sont toujours valides, ce qui conclut l’étude de A(z).

5.5.2 Étude rapide de E(z) et asymptotiques des tailles réduites

Dans cette partie, je démontre soigneusement la récurrence satisfaite par (en),
même si elle ressemble au cas unaire-binaire, puis j’explique en quoi les arguments
du cas unaire-binaire s’adaptent facilement pour obtenir à la �n le même type de
résultat que dans le cas unaire-binaire.

Proposition 5.36 .
I La suite (en) des espérances des tailles après réduction satisfait pour tout n > 0 la
récurrence suivante :

en+1 = 1 + (s� 1)�n+11n+1 6=s

+
2pII
n+ 1

nX

j=0

ej +
2p~
n+ 1

nX

j=0

(ej � s�j)(1� �n�j) .

J



148 5 Éléments absorbants et expressions suivant la distribution ABR

Démonstration. Je cherche dans un premier temps, pour n et k �xés une récurrence
sur pn,k. Si on regarde la probabilité des arbres de taille n+ 1 dont la réduction est
de taille k :

— Les arbres qui commencent par un opérateur binaire autre que p~ ont une proba-
bilité pII

1
n+1

Pn
j=0

P

`1+`2=k�1 pj,`1pn�j,`2 car la racine reste après réduction.

— Les arbres qui commencent par p~mais n’ont aucun �ls entièrement réductible ont
une probabilité p~

1
n+1

Pn
j=0

P

`1+`2=k�1(pj,`1�1`1=s�j)(pn�j,`2�1`2=s�n�j)

— En�n, si k = s, les arbres entièrement réductibles ont une probabilité �n+11n+1 6=s

(rappelons que si n+ 1 = s, P a déjà été énuméré dans les cas précédents)

Nous avons donc pour 0 6 k 6 n la récurrence suivante :

pn+1,k =�n+11n+1 6=s1k=s +
pII

n+ 1

nX

j=0

X

`1+`2=k�1
pj,`1pn�j,`2

+
p~

n+ 1

nX

j=0

X

`1+`2=k�1
(pj,`1 � 1`1=s�j)(pn�j,`2 � 1`2=s�n�j)

Introduisons alors les polynômes Fn(u) =
Pn

k=0 pn,ku
k pour tout n.Là encore,

Fn(1) = 1, et F 0n(1) = en. En multipliant la récurrence pour pn,k par uk puis en
sommant pour k allant de 0 à n + 1, nous obtenons la récurrence suivante pour
Fn(u) :

Fn+1(u) =�n+11n+1 6=su
s + u

pII
n+ 1

nX

j=0

Fj(u)Fn�j(u)

+ u
p~

n+ 1

nX

j=0

(Fj(u)� �jus) (Fn�j(u)� �n�jus) .

En dérivant alors cette équation en u, puis en évaluant en u = 1 :

en+1 =�n+11n+1 6=ss+ pII +
2pII
n+ 1

nX

j=0

ej +
p~

n+ 1

nX

j=0

(1� �j) (1� �n�j)

+
2p~
n+ 1

nX

j=0

(ej � s�j) (1� �n�j) .

En utilisant la récurrence sur �n, et pII + p~ = 1, nous trouvons la récurrence
annoncée pour en. ⌅

Proposition 5.37 .
I La série E(z) satisfait l’équation di�érentielle linéaire du premier ordre suivante :

E0(z) = 1
(1�z)2 � 2p~

A(z)
1�z + p~(s+ 1)A(z)2 +

⇣ 2

1� z
� 2p~A(z)

⌘

·E(z) ,

qu’on peut résoudre :

E(z) =
K(z)�1

(1� z)2

Z z

0
G(w)K(w)dw

avec K(z) = exp(2p~
R z
0 A(w)dw) = v(z)2,

et G(w) = 1� 2p~A(w)(1� w) + (s+ 1)p~A(w)2(1� w)2. J
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Démonstration. Il s’agit de la même technique de preuve que pour le cas unaire-
binaire : nous traduisons minutieusement la récurrence en équation di�érentielle (il
y a moins de complications grâce au terme n+ 1 qui remplace le terme n� 1 du cas
unaire-binaire).
Nous pouvons alors résoudre directement l’équation par la formule (cf Proposi-

tion A.3) de résolution d’un équation di�érentielle non homogène linéaire d’ordre 1,
avec comme condition initiale E(0) = 0 (cette fois les coe�cients de l’équation sont
analytiques en 0 donc il n’y a pas de complication non plus, la formule classique
su�t). ⌅

Nous retrouvons alors des propriétés similaires au cas unaire-binaire : G(z) est
prolongeable analytiquement en z = 1. De plus, l’asymptotique de K(z) = v(z)2

au voisinage de 1 est simplement celle de v(z) mise au carré.

Lemme 5.38 .
INous retrouvons les propriétés suivantes :

a. La fonction G(z) est prolongeable analytiquement en z = 1.

b. Les asymptotiques de K(z) = v(z)2 sont obtenues en reprenant celles du cas
unaire-binaire de la Proposition 5.24 en posant pI = 0. J

Démonstration. Pour G(w), il s’agit à peu près des mêmes arguments que dans
le cas unaire-binaire, car les asymptotiques de A(z) et de v(z) sont de la même
forme : pour p~ 6 1/2 nous obtenons G(w) ⇠ 1, et pour p~ > 1/2, nous avons
G(w) ⇠ 1� 2p~�1+ (s+1)p~�

2
1, et nous avons montré que cette constante était

strictement positive.
Pour les asymptotiques de v(z), il su�t de remarquer qu’e�ectivement les asymp-

totiques au carré de v(z), de la Proposition 5.13, coïncident avec les asymptotiques
de K(z) de la Proposition 5.24 en posant pI = 0. ⌅

Nous obenons alors un théorème similaire au cas unaire-binaire :

Théorème 5.39 (Comportement asymptotique des tailles moyennes en).
I Je rappelle que dans cette

section la taille d’un arbre
est son nombre de nœuds
internes.

Si la probabilité pI des opérateurs unaires est nulle, alors l’espérance en de la
taille après réduction par � d’un arbre d’expression aléatoire de taille n suivant la
distribution ABR, satisfait les propriétés suivantes :

— si p~ < 1/2, alors en ⇠ c01 n ;

— si p~ = 1/2, alors en ⇠ c02 n log(n)�2 ;

— si 1
2 < p~ < 3

4 , alors en ⇠ c03 n
3�4p~ ;

— si p~ = 3
4 , alors en ⇠ c04 log(n) ;

— si p~ > 3
4 , alors en ! e1 , où e1 est une constante strictement positive Les constantes sont des

constantes de n, mais
dépendent de s, pI, p~.

;

avec c01, . . . , c
0
4 des constantes positives non nulles. J

Démonstration. Il s’agit presque de la même preuve que dans le cas unaire binaire,
en posant J(z) =

R z
0 G(w)K(w)dw. Les raisonnements sur les asymptotiques sont

transposables car les asymptotiques de J(z) et deK(z) ont la même forme que dans
le cas unaire-binaire.

Il faut juste adapter la preuve que limx!1 J(x) > 0 lorsque p~ < 3/4. Il su�t de
remarquer que

G(x) = (1� p~) + p~(A(x)(1� x)� 1)2 + sp~A(x)2(1� x)2 > 1� p~ > 0
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est strictement positif sur [0, 1[, et K(x) > 0 sur [0, 1[, donc nous avons bien
J(1) > 0 en tant qu’intégrale de fonction continue strictement positive sur [0, 1[. ⌅

Remarque 5.40 .
I Il est possible à nouveau de calculer la limite e1 dans le cas 4p~ > 3� pI à partir
de la récurrence de en ; nous trouvons alors :

e1 =
(2p~ � 1)2s+ 1� p~

p~(4p~ � 3)
.

Là encore e1 tend vers l’in�ni lorsque p~ s’approche du seuil 3/4, tandis que e1
tends vers s lorsque p~ ! 1. J

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que les expressions aléatoires ABR ont un
comportement plus riche que les uniformes vis-à-vis de la réduction liée à la présence
d’un élément absorbant. D’un point de vue théorique, il est satisfaisant d’observer
des phénomènes de seuils dans le choix des probabilités de l’opérateur absorbant ;
les résultats obtenus donnent naturellement naissance aux extensions techniques
possibles suivantes :

— Adapter tous les calculs pour le cas où l’élément absorbant est une feuille (cas
s = 1). Nous nous attendons à obtenir le même résultat.

— S’intéresser à des spéci�cations qui autorisent des opérateurs d’arités plus que
deux. En e�et, la distribution ABR peut être adaptée pour des opérateurs ternaires
ou plus. Les équations qui en découlent risquent d’être cependant bien plus
techniques (l’équation de Ricatti est due à l’arité maximale 2 des opérateurs).

— Étudier des spéci�cations d’expressions données sous la forme de systèmes,
comme dans le chapitre 2, mais en utilisant la distribution ABR.

Si nous revenons à l’objectif principal de toute cette partie, à savoir questionner la
pertinence des distributions usuelles (uniformes et ABR) utilisées pour les bench-
marks ou l’analyse en moyenne, le résultat de ce chapitre ne répond que partiellement
à la question pour la distribution ABR. Ce n’est pas parce que notre réduction par
élément absorbant n’arrive pas à réduire les arbres que la distribution n’est pas
dégénérée en prenant en compte toute la sémantique des objets considérés. Par
exemple, en appliquant notre résultat aux arbres booléens _/^, avec comme élément
absorbant x1 _ x1 pour l’opérateur _, nous obtenons pour p_ < 1/2 très peu de ré-
ductions. Mais il y en a en fait d’autres : en e�et si p_ < 1/2 alors p^ > 1/2, et notre
résultat s’applique pour une autre réduction, concernant l’opérateur _ et son élément
absorbant x1 ^ x1. Notons que pour p_ = p^ = 1/2, nous obtenons un nombre
modéré de simpli�cations, taille moyenne après réduction étant en n/ log(n)2. Mais
les travaux de [CGM11] sur la distribution ABR des arbres booléens ont montré
que la distribution était en réalité complètement dégénérée, pour toutes les valeurs
de p_ 4, en précisant plus �nement ce que dégénérée signi�e : la distribution ABR

4. Dans l’article que nous avons publié à STACS, nous avons cité les travaux de [CGM11] en disant
à tort que l’article étudiait uniquement le cas p_ = p^ = 1/2 ; nous n’avons pas été su�samment été
attentifs lors du travail de bibliographie, les auteures étudient bien dans son ensemble la distribution
ABR des arbres booléens, pour tout choix de probabilité des opérateurs.
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charge uniquement les fonctions True et False, quand la taille des arbres tend vers
l’in�ni.

Il serait donc intéressant de prendre en compte plus de règles de sémantique pour
a�ner notre résultat, en autorisant par exemple plusieurs éléments absorbants, ou
d’étudier des outils concrets utilisés en véri�cation, comme ceux utilisés dans Spot
(ces outils utilisent notamment de nombreuses règles de réécriture pour simpli�er
les expressions LTL produites). Cela permettrait d’a�ner la compréhension de la
distribution ABR sur ces objets.





Deuxième partie

Automates de Parikh faiblement
non ambigus





Introduction à la partie

En informatique théorique, un mot sur un alphabet �ni désigne une suite �nie
ordonnée de symboles de l’alphabet. Un langage formel est un ensemble de mots sur
un alphabet �ni. L’informatique s’intéresse en général à des langages particuliers,
qui sont décrits par des structures �nies, comme des automates (automates �nis,
automate à pile, machines à compteurs ...), des systèmes de réécriture (grammaires,
lambda-calcul), ou d’autres modèles de machines (comme les machines de Turing).

On peut voir les di�érents modèles de machines comme des modélisations d’ordi-
nateurs ou de programmes avec des restrictions sur leur mémoire ou les opérations
qu’ils peuvent e�ectuer : par exemple un automate représente un programme très
simple qui se contente de lire son entrée avec une mémoire �nie ; un automate de
Parikh possède en plus un nombre �ni de compteurs pour pouvoir faire un nombre
�ni d’additions ; un automate à pile est un automate qui possède une mémoire in�nie
accessible sous la forme d’une pile.

Tous les automates précités ne sont pas capables de reconnaître les mêmes langages.
Il existe une hiérarchie entre eux, selon leur puissance de calcul, c’est-à-dire la
complexité des langages qu’ils sont capables de reconnaître : c’est la hiérarchie
de Chomsky [Cho56]. Ainsi, la classe des langages réguliers, reconnaissables par
un automate �ni, est strictement incluse dans la classe des langages algébriques,
reconnaissables par une grammaire hors-contexte, qui est strictement incluse dans
la classe des langages contextuels, reconnaissables par une grammaire contextuelle.
Cette dernière classe est elle-même strictement incluse dans la classe des langages
récursivement énumérables, reconnaissables par une machine de Turing.
Cette hiérarchie a été étendue et largement complétée par des modèles d’auto-

mates divers (automates d’arbres [CDG+07], automate de Parikh [KR02], machines
à compteurs [BB74, Iba78, Iba16], machines à registre, etc.), au point qu’on ne peut
plus vraiment parler de hiérarchie, car les di�érents modèles ne sont plus strictement
emboîtés les uns dans les autres, et certains modèles sont incomparables. Dans cette
partie de la thèse, nous nous sommes intéressés à une petite portion de la hiérarchie
de Chomsky, constituée des langages algébriques et des modèles de machines à
compteurs, et plus précisément à leurs variantes non ambiguës (que je vais préciser
dans la suite).
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Calcul d’un automate et non ambiguïté

Une exécution d’un automate sur un mot w en entrée est généralement appelé un
calcul de l’automate sur w (pour les modèles décrits par des systèmes de réécriture,
comme les grammaires, on parlera plutôt de dérivation) ; un calcul est dit acceptant
s’il �nit dans une con�guration particulière, dite acceptante, il est rejetant sinon. Les
con�gurations acceptantes varient selon les modèles : avoir lu le mot en entier et
être dans un état �nal pour les automates �nis ou les automates à pile, ou la variante
d’avoir lu le mot et de �nir avec une pile vide pour les automates à pile, ou encore
simplement être dans un état acceptant pour les machines de Turing. . . Il s’agit bien
d’un calcul de l’automate sur w, et non pas du calcul, car en toute généralité les
automates peuvent avoir plusieurs exécutions sur une même entrée : ces automates
sont appelés non déterministes, car leur comportement n’est pas déterminé au cours
de la lecture de l’entrée par leur con�guration et la lettre courante du mot en cours
de lecture.

Les automates sont ainsi un peu plus que de simples accepteurs de langages prenant
un mot en entrée et renvoyant accept si le mot est accepté, et reject sinon. Un
automate associe plutôt à chaque mot donné en entrée l’ensemble (potentiellement
in�ni) de ses calculs sur cette entrée. Le mot est alors accepté si son ensemble de
calculs contient un calcul acceptant, refusé si toutes ses calculs sont rejetants.
On peut voir en quelque sorte un calcul acceptant d’un automate comme une

preuve d’appartenance au langage, car il calcule une décomposition de ce mot à
l’aide des transitions de l’automate, et cette décomposition prouve son appartenance
au langage. Prenons un exemple très simple, considérons le langage des mots qui
contiennent au moins une lettre a. L’automate suivant reconnaît ce langage :

0 1a

a, b a, b

Un calcul acceptant de cet automate prouve que le mot en entrée appartient bien au
langage en mettant en évidence, par la transition rouge, une lettre a présente dans
le mot. On retrouve ce phénomène dans d’autres classes de langages, par exemple,
les arbres de dérivation des grammaires reconnaissant les mots bien parenthésés
fournissent une décomposition d’un mot en appariant les di�érentes parenthèses du
mot.

Un automate déterministe, par opposition aux automates non déterministes, est un
automate dont le comportement est entièrement déterminé par sa con�guration et la
lettre lue en entrée : ainsi un automate déterministe complet peut être vu comme une
fonction qui a tout mot associe un unique calcul, qu’il soit acceptant ou non ; il n’y a
qu’une seule exécution possible pour tout mot donné en entrée. Généralement les
versions déterministes jouissent de propriétés de clôture plus étendues, ont parfois
plus de propriétés décidables, et dans certains cas particuliers (comme pour les
automates �nis, ou les machines de Turing) sont équivalentes aux versions non
déterministes. Cependant, les modèles déterministes présentent en général plusieurs
inconvénients :

— ils sont parfois beaucoup trop peu expressifs par rapport à leur version non
déterministe ; par exemple le langage des palindromes n’est pas reconnaissable
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par un automate à pile déterministe

— ils peuvent être beaucoup plus gros : l’automate �ni déterministe et complet
reconnaissant le langage Σ⇤aΣn a au moins 2n états.

Une autre sous-classe naturelle associée à un modèle d’automate est son ensemble
d’automates non ambigus : ce sont des automates dumodèle qui ne sont pas forcément
déterministes, mais qui ne peuvent accepter un mot que d’une seule manière : tout
mot accepté par l’automate possède un unique calcul acceptant. Contrairement aux
automates déterministes, le comportement local d’un automate non ambigu n’est
pas déterminé par la portion locale du mot qu’il est en train de lire. Par contre,
si le mot en entrée est accepté, le comportement global de l’automate sur tout le
mot est uniquement déterminé. Il s’agit d’un bon compromis à mi-chemin entre les
versions déterministes trop rigides, et les versions non déterministes trop complexes
à étudier : le langage des palindromes est ainsi reconnaissable par un automate à pile
non ambigu, le langage Σ⇤aΣn est reconnaissable par un automate �ni non ambigu
de taille n, et certains problèmes indécidables dans le cas non déterministe deviennent
décidables dans le cas non ambigu (par exemple, l’universalité est indécidable pour
les langages algébriques, mais décidable pour les langages algébriques non ambigus).
Un automate non ambigu peut donc être vu comme une fonction qui à un mot

de son langage associe son calcul acceptant. En interprétant un calcul comme une
preuve d’appartenance, cela signi�e que l’automate est capable de décomposer le
mot d’une unique façon pour prouver son appartenance au langage. Ce modèle est
plus souple que les version déterministes, car il autorise plusieurs calculs rejetants
pour un même mot. Si on reprend l’exemple de l’automate précédent qui accepte
les mots qui ont au moins une lettre a, il y a autant de calculs acceptants pour un
mot w que d’occurrences de la lettre a. L’automate suivant est non ambigu (et même
déterministe) :

0 1a

b a, b

L’automate associe ainsi à tout mot de son langage une unique décomposition, en
marquant la première occurrence de la lettre a. On retrouve cette idée pour d’autres
modèles de calcul, par exemple le langage des mots qui ont un a en leur milieu est
reconnu par un automate à pile non ambigu, et un calcul acceptant de cet automate
fournit une décomposition du mot qui identi�e exactement le milieu du mot.

Intrinsèque ambiguïté

Un langage est dit intrinsèquement ambigu pour une classe d’automates s’il n’est
reconnaissable par aucun automate non ambigu de cette classe. La notion d’ambi-
guïté, et donc aussi l’intrinsèque ambiguïté, dépendent naturellement de la classe
d’automate étudiée. Trouver des langages intrinsèquement ambigus est très utile
pour comprendre les limites d’une classe d’automates, et les décompositions qu’elle
est capable d’e�ectuer sur des mots.

L’intrinsèque ambiguïté est une notion compliquée à étudier. Savoir pour une classe
d’automates si un langage est intrinsèquement ambigu est généralement indécidable
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([Gre68]) : c’est le cas pour les langages algébrique, ou encore les automates de Parikh
que nous verrons dans la suite. Pour les langages algébriques, elle est doublement
indécidable, car savoir si un automate à pile donné est ambigu est aussi un problème
indécidable.

Prouver qu’un langage donné est intrinsèquement ambigu pour un modèle s’avère
en général di�cile, car il faut être capable de montrer que le modèle est incapable
de calculer une décomposition unique pour tous les mots du langage. Les premières
preuves d’intrinsèque ambiguïté pour les langages algébriques étudient ainsi la forme
des dérivations de toutes les grammaires hors-contexte reconnaissant le langage. Ces
preuves sont généralement très techniques (voir par exemple [Cre72, GU66, Ogd68]),
mais elles prouvent souvent plus de choses que la simple intrinsèque ambiguïté : elles
arrivent généralement à trouver la forme des di�érentes décompositions calculées
par une grammaire pour un mot du langage, ce qui est très intéressant pour mieux
comprendre les calculs des langages algébriques. Malheureusement, la technicité de
ces preuves les limitent généralement à des langages su�samment simples.
En 1987, [Fla87] trouve une nouvelle technique simple pour prouver l’intrin-

sèque ambiguïté de certains langages algébriques complexes, qui vient compléter
les techniques précédentes. Flajolet utilise la contraposée du théorème de Chomsky-
Schützenberger [CS63], qui énonce que la série génératrice d’un langage algébrique
non ambigu est algébrique, et développe des critères pour montrer qu’un langage
algébrique est intrinsèquement ambigu : si on peut prouver que la série génératrice
d’un langage n’est pas algébrique, alors il est intrinsèquement ambigu. Ses critères
sont si e�caces que l’article [Fla87] montre en quelques pages l’intrinsèque ambi-
guïté de très nombreux langages, et démontre plusieurs conjectures de l’époque. Les
critères de Flajolet sont un formidable raccourci de preuve pour montrer l’intrinsèque
ambiguïté de certains langages algébriques. En revanche ils ne donnent pas d’infor-
mation sur les formes des di�érentes dérivations du langage étudié, et ils s’appliquent
à des langages su�samment complexes pour avoir une série non algébrique. En cela,
ils ne sont pas supérieurs mais bien complémentaires aux techniques précédentes,
qui étudiaient les dérivations.

Extension de l’approche de Flajolet

Le théorème de Chomsky-Schützenberger prouve en réalité que la série génératrice
des calculs acceptants d’un langage algébrique non ambigu est algébrique, et c’est la
condition de non ambiguïté qui permet de remonter à la série du langage. Rappelons
qu’un automate non ambigu peut être vu comme une fonction qui a tout mot de
son langage associe son calcul acceptant ; réciproquement tout calcul acceptant est
étiqueté par un mot du langage par dé�nition. Un automate non ambigu fournit donc
une bijection entre les mots du langages et son ensemble de calculs acceptants. Si
on dé�nit la taille d’un calcul acceptant comme la longueur du mot qu’il reconnaît,
alors la série génératrice des calculs acceptants d’un automate est égale, par cette
bijection, à la série génératrice du langage accepté par l’automate.
Par exemple, si un langage L, de série génératrice L(x) est reconnu par un au-

tomate non ambigu A, dont la série génératrice des calculs acceptants est A(x),
alors :

L(x) = A(x) .

À gauche de l’égalité, nous avons généralement une série L(x) que nous connaissons,
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c’est la série génératrice du langage que nous étudions. À droite, il s’agit d’une
série issue des calculs d’un modèle d’automates. Selon la façon dont ce modèle
d’automates est décrit, les séries des calculs acceptants associés ont des propriétés
particulières : par exemple, la série des calculs acceptants d’un automate �ni est
rationnelle, c’est-à-dire qu’elle s’exprime sous la formeA(x) = P (x)/Q(x) avecP et
Q deux polynômes ; la série des calculs d’un automate à pile (ou la série des dérivation
d’une grammaire hors-contexte) est quant à elle algébrique, par le théorème de
Chomsky-Schützenberger, c’est-à-dire qu’elle satisfait une équation polynomiale de
la forme P (x,A(x)) = 0 avec P (x, Y ) un polynôme.
L’approche de Flajolet est générale, et peut s’appliquer à d’autres classes : si la

série génératrice des calculs d’un modèle d’automates véri�e une propriétéP , alors si
un langage donné a une série génératrice qui ne véri�e par P , il est intrinsèquement
ambigu pour ce modèle. Dans le cas des langages algébriques, la propriété utilisée
par Flajolet est être algébrique. Au delà de la question de l’intrinsèque ambiguïté,
la propriété P sur les séries peut avoir des conséquences algorithmiques : dans le
cas des automates �nis, la propriété d’avoir une série génératrice rationnelle a été
utilisée (implicitement) pour concevoir des algorithmes en temps polynomial pour le
test d’inclusion et l’universalité des automates �nis non ambigus [SI85].
Pour généraliser ces approches à d’autres modèles que les automates �nis et les

automates à pile, il faut à la fois être capable d’identi�er des classes d’automates
dont les séries des calculs acceptants ont des propriétés su�samment �nes pour
discriminer certains langages reconnus par le modèle, et être capable de fournir
des critères qui permettent de démontrer qu’une série ne véri�e pas la propriété en
question.
Une tentative d’extension partielle a été proposée par [Mas93] : en ajoutant des

contraintes semilinéaires au nombre d’occurrences de lettres d’un langage algébrique
non ambigu, l’auteur a formalisé une famille de langages LCL spécialement conçue
pour avoir une série holonome, c’est-à-dire qui véri�e une équation di�érentielle
linéaire à coe�cients polynomiaux. Les séries holonomes béné�cient de nombreuses
propriétés de clôture [Sta80, Lip89, Lip89], et sont largement étudiées en calcul formel
(voir par exemple [SZ94, Chy94]) ; ainsi il existe plusieurs critères permettant de
montrer qu’une série n’est pas holonome. Nous pouvons en fait retrouver l’idée de
Massazza [Mas93] dans l’article de [Lip88], qui propose, comme application de sa
preuve que les séries holonomes sont closes par diagonale, de contraindre le support
de certaines séries holonomes par des ensembles de contraintes linéaires sur les
occurrences de chaque variable.

Si l’extension proposée par [Mas93] est prometteuse du côté des séries, elle pêche
du côté de la non ambiguïté : la classe LCL n’est reliée à aucune classe d’automate
standard. Plus récemment, Castiglione et Massazza [CM17] ont essayé d’aborder
la question en introduisant une autre classe de langages, la classe RCM, elle aussi
conçue dans le but d’avoir une série génératrice holonome. Mais les auteurs n’ont
pas réussi à trouver un modèle d’automates capturant leur famille de langages, même
s’ils ont conjecturé que leur classe RCM contenait les machines unidirectionnelles
à inversion bornée déterministes (RBCM en abrégé). Massazza a ensuite prouvé la
conjecture pour deux sous-classes particulières de RBCM déterministes unidirection-
nelles [Mas17, Mas18].
Par conséquent, aussi bien la classe LCL que la classe RCM sont des extensions

partielles de l’approche de Flajolet, car il leur manque un modèle d’automate sous-
jacent, dont les calculs acceptants ont une série holonome. Dans cette partie, nous
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comblons ce vide en étudiant deux modèles d’automates bien connus de la littérature
(les automates de Parikh, ou leur modèle équivalent les RBCM, ainsi que leur exten-
sion avec une pile [KR02, Iba78]) ; nous prouvons notamment que la série génératrice
des calculs acceptants de ces deux modèles est holonome, puis nous étudions les
conséquences de cette propriété, pour prouver l’intrinsèque ambiguïté de certains
langages, ou encore pour étudier l’algorithmique du problème de l’inclusion pour les
modèles non ambigus des automates de Parikh.

Plan de la partie

Une grande partie du contenu des trois chapitres de cette partie a été publiée
à ICALP en 2020, sous une forme plus condensée. Cette partie est une version
développée de l’article initial, qui faisait 60 pages avec annexes. Elle s’organise
comme suit :

— Dans le chapitre 6, nous introduisons di�érents modèles de machines à comp-
teurs non ambiguës, leurs propriétés de clôtures, et leurs extensions. Ce chapitre
technique prend un point de vue purement automate ; il a pour but de préciser les
liens entre di�érents modèles d’automates non ambigus. Nous démontrons par
exemple la conjecture de [CM17], en montrant que la classe RCM coïncide avec
la classe des RBCM non ambiguës, ou encore des automates de Parikh faiblement
non ambigus.

— Dans le chapitre 7, nous nous intéressons principalement aux techniques permet-
tant de prouver l’intrinsèque ambiguïté d’un langage. En étudiant le lien entre
séries holonomes et langages, nous étendons notamment les critères d’intrinsèque
ambiguïté de Flajolet à la classe des langages algébriques de Parikh. De façon
orthogonale, nous démontrons aussi l’intrinsèque faible ambiguïté d’un langage
de Parikh dont la série génératrice est rationnelle, par des arguments d’itération.

— En�n, le chapitre 8 étudie les conséquences algorithmiques de ce lien entre séries
holonomes et langages formels. Nous nous concentrons sur le problème d’inclu-
sion des automates de Parikh faiblement non-ambigus, dont la décidabilité peut
être déduite de travaux de Castiglione et Massazza [CM17]. La contribution du
chapitre est un résultat de décidabilité e�ective : nous arrivons à trouver une
taille concrète B qui borne la longueur du plus petit mot qui réfute l’inclusion
des deux langages. Cette borne B est obtenue par une analyse minutieuse des
preuves établissant les propriétés de clôture des séries holonomes (à plusieurs
variables), notamment la clôture par produit d’Hadamard.



Ce chapitre est en partie issu de l’article de conférence [BCKN20].

6
Modèles de machines à compteurs non

ambiguës

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons di�érents modèles de machines à compteurs
existant dans la littérature, et nous nous intéressons plus particulièrement à leurs
variantes non ambiguës. Dans la section 6.2, nous introduisons la classe des automates
de Parikh faiblement non ambigus, puis nous étudions dans la section 6.3 plusieurs
modèles d’automates équivalents, comme les Reversal Bounded Counter Machines
non ambiguës, ou encore la classe RCM. Nous insérons ainsi précisément la classe
RCM dans la hiérarchie des machines à compteurs. Ceci démontre une version plus
forte de la conjecture de [CM17], qui annonçait que les langages reconnaissables
par des RBCM déterministes unidirectionnelles étaient inclus dans la classe RCM.
Dans la section 6.4 et la section 6.5, nous e�ectuons la même démarche en ajoutant
une pile au modèle. Si la plupart des équivalences de modèles de ce chapitre ne sont
pas surprenantes au vu des équivalences déjà existantes dans la littérature pour les
modèles non déterministes, elles demandent toutefois à être véri�ées avec soin. Par
ailleurs, elles con�rment la robustesse de la notion de non-ambiguïté que nous avons
étudiée sur ces modèles.

6.2 Automates de Parikh faiblement non ambigus

6.2.1 Automate de Parikh, calcul acceptant, faible non-ambiguïté

Nous introduisons dans cette section les automates de Parikh étudiés dans [KR02],
ainsi que leur version faiblement non ambiguë. De façon informelle, un automate
de Parikh est un automate dont les transitions sont étiquetées par un couple lettre-
vecteur. Lors d’un calcul de l’automate, on concatène les lettres rencontrées dans les
transitions, et on additionne les vecteurs, composante par composante. Un chemin de
l’automate est donc étiqueté par un couple mot-vecteur, et est appelé calcul acceptant
s’il commence dans un état initial, termine dans un état �nal, et si le vecteur somme
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appartient à un ensemble semilinéaireLe lecteur est invité à
lire le chapitre 1 des
préliminaires pour

la dé�nition d’un en-
semble semilinéaire.

d’acceptation associé à l’automate. De façon
plus formelle :

Définition 6.1 (Automate de Parikh [KR02, KR03]).
I Un automate de Parikh de dimension d > 1 est un tuple A = (Σ, Q, qI , F, C,∆),
où Σ désigne l’alphabet, Q l’ensemble d’états, qI 2 Q est l’état initial, et F ✓ Q
l’ensemble des états �naux. En�n C ✓ Nd est l’ensemble semilinéaireVoir la sous-section 1.1.3

des préliminaires pour
la dé�nition d’un en-
semble semilinéaire.

d’acceptation,

et ∆ ✓ Q⇥ (Σ⇥ Nd)⇥Q est l’ensemble des transitions.

Un calcul de l’automate est une séquence q0
a1,v1���! q1

a2,v2���! q2 · · · qn�1
an,vn����! qn

telle que pour tout i 2 [1, n], (qi�1, (ai,vi), qi) est une transition de ∆. Un calcul
de cette forme est étiqueté par le couple (a1 · · · an,v1 + · · · + vn) 2 Σ⇤ ⇥ Nd. Il
est acceptant si q0 = qI , si l’état qn est �nal et si le vecteur somme v1 + · · ·+ vn
appartient à l’ensemble semilinéaire C . On dit alors que le mot w est accepté par A.
Le langage accepté par A désigne l’ensemble des mots acceptés par l’automate, et est
noté L(A).

On appellera langages de Parikh l’ensemble des langages reconnus par un automate
de Parikh. J

Exemple 6.2 (Le langage anbncn).
I Le langage L = {anbncn |n 2 N} (qui n’est pas algébrique) est accepté par
l’automate de Parikh suivant :

0 1 2
b
�0
1
0

�
c
�0
0
1

�

a
�1
0
0

�

b
�0
1
0

�
c
�0
0
1

�

C = {(n1, n2, n3) 2 N3 |n1 = n2 et n2 = n3}

J

Nous dé�nissons alors la notion de non-ambiguïté qui nous a intéressé dans toute
cette partie de la thèse :

Définition 6.3 (Automate de Parikh faiblement non ambigu).
I Un automate de Parikh est faiblement non ambigu si pour tout mot de Σ⇤, il existe
au plus un calcul acceptant étiqueté par ce mot.
Un langage de Parikh faiblement non ambigu est un langage reconnaissable par

un automate de Parikh faiblement non ambigu. On note wuPA la classe des langages
de Parikh faiblement non ambigus.Weakly Unambiguous

Parikh Automata Un langage de Parikh qui n’est pas faiblement non ambigu est dit intrinsèquement
faiblement ambigu, c’est-à-dire qu’aucun automate de Parikh qui le reconnaît n’est
faiblement non ambigu. J

Remarque 6.4 (À propos du terme faiblement non ambigu).
I La dé�nition de la faible non-ambiguïté coïncide en fait avec la dé�nition standard
de la non-ambiguïté. Mais le nom d’automates de Parikh non ambigus est déjà
utilisé dans la littérature pour désigner une classe moins expressive, dé�nie par une
contrainte plus forte que la non-ambiguïté classique. Nous renvoyons le lecteur à la
sous-section 6.2.3 pour une explication plus détaillée de cette classe. J
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Exemple 6.5 (Langage des mots de longueur impaire qui ont un b au milieu).
I Considérons l’automate suivant, sur l’alphabet Σ = {a, b} :

0 1

C = {(n, n) : n 2 N}

b
�
0
0

�

a, b
�
1
0

�
a, b

�
0
1

�

Un mot w qui contient la lettre b a autant de calculs joignant l’état initial à l’état
�nal qu’il a de décompositions de la forme w = ubv, avec u, v 2 Σ⇤. Chaque calcul
associé à la décomposition w = ubv est par ailleurs étiqueté par le vecteur (|u|, |v|).

Un mot w a donc un calcul acceptant si et seulement si w est de la forme w = ubv
avec |u| = |v|, et si c’est le cas, c’est le seul calcul acceptant pour w. Donc le langage
de l’automate ci-dessus est le langage des mots de longueur impaire qui ont un b au
milieu, et cet automate est faiblement non ambigu. J

Remarque 6.6 (Représentation du semilinéaire).
I Dans la dé�nition d’un automate de Parikh, nous n’avons pas précisé sous quelle
forme était représenté le semilinéaire C – par une union �nie d’ensembles linéaires,
par un automate, par une formule de Presburger? Le choix de la représentation
(notamment si le semilinéaire est sous une forme non ambiguë) peut modi�er la com-
plexité des problèmes associés à l’automate. Dans ce chapitre nous nous intéressons
cependant uniquement au pouvoir de calcul des automates présentés, donc nous
choisirons librement une représentation adaptée à chaque preuve. Il s’agira souvent
d’une formule de Presburger. J

6.2.2 �elques propriétés de clôture

Cette section arrive un peu trop tôt dans le chapitre, ou la thèse, car nous ne
disposons pas à ce stade de su�samment d’outils pour faire certaines preuves. J’ai
décidé cependant de rassembler ici quelques propriétés de (non) clôture des automates
de Parikh faiblement non ambigus, car elle seraient sinon dispersées tout au long
du chapitre et du suivant. Il faut donc voir cette section comme une annonce de
résultats, qui répond à certaines interrogations classiques que l’on se pose lorsque l’on
introduit une classe d’automates. Par ailleurs, elle permet aussi de mieux comparer
la classe des automates de Parikh faiblement non ambigus avec celle des automates
de Parikh non ambigus présentés à la section suivante. Bien entendu, nous avons fait
soigneusement attention à ne pas insérer par erreur des boucles d’interdépendances
avec les preuves du prochain chapitre.
Dans un premier temps, nous énonçons quelques propriétés de clôture élémen-

taires :

Proposition 6.7 (Quelques propriétés de clôture).
I Soient L1 et L2 deux langages de Parikh faiblement non ambigus sur un alphabet
Σ. Soit w un mot dans Σ⇤. Alors :

a. L’intersection L1 \ L2 est un langage de Parikh faiblement non ambigu.

b. Le langage quotient w�1L1 := {v 2 Σ⇤ |wv 2 L1} est un langage de Parikh
faiblement non ambigu.
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c. Si L1 et L2, sont disjoints alors l’union disjointe L1]L2 est un langage de Parikh
faiblement non ambigu.

d. Si le complémentaire L1 est un langage de Parikh faiblement non ambigu, alors
L1 [ L2 est un langage de Parikh faiblement non ambigu.

J

Démonstration. a. Soit A = (Σ, QA, q0,A, FA, CA,∆A) un automate de Parikh
faiblement non ambigu , de dimension dA, tel que L1 = L(A).
De même, soit B = (Σ, QB, q0,B, FB, CB,∆B) un automate de Parikh faiblement
non ambigu, de dimension dB, reconnaissant L2.
Nous introduisons l’automate produit C, de dimension dC = dA+dB , d’ensemble
d’états QC = QA ⇥ QB, et tel que pour tout couple de transitions (t1, t2) 2
∆A⇥∆B , étiquetées par la même lettre a 2 Σ, avec t1 = (q1, (a,v1), q

0
1) et t2 =

(q2, (a,v2), q
0
2), alors ((q1, q2), (a, (v1,v2)), (q

0
1, q
0
2)) 2 ∆C .Le vecteur (v1,v2) re-

présente le vecteur de
NdA+dB dont les dA pre-
mières coordonnées sont

celles de v1, et les dB
dernières sont celles de v2.

Nous dé�nissons
aussi l’ensemble des états �naux FC = FA ⇥ FB, et l’état initial est q0,C =
(q0,A, q0,B). En�n, le semilinéaire CC est dé�ni par

CC := {(x1, . . . , xdA , xdA+1, . . . , xdC) | (x1, . . . , xdA) 2 CA

et (xdA+1, . . . , xdC) 2 CB}

Les calculs de C sont classiquement en bijection avec les couples de calculs de
A et B étiquetés par le même mot. Les dAIl est en fait possible

de prendre dC =
max(dA, dB) + 1, en
ajoutant juste un bit

dans la dernière dimen-
sion pour préciser quel
automate est simulé.

premières coordonnées des vecteurs
de C contiennent les vecteurs des calculs de A, tandis que les dB dernières
coordonnées contiennent ceux des calculs de B. Ainsi C est bien aussi faiblement
non ambigu, et reconnaît l’intersection des deux langages.

Nous notons 0k le vecteur (0, . . . , 0)
| {z }

k fois

pour tout k > 1.

Nous aurons besoin
de cette construction

pour le chapitre 8.

Remarquons que si CA et CB sont donnés sous une présentation non ambiguë :

CA =
U

i2[1,kA] ci + P ⇤i
CB =

U

i2[1,kB] di +R⇤i

alors on obtient facilement une présentation non ambiguë de CC :

CC =
]

i2[1,kA]j2[1,kB]
(ci,dj) +Q⇤i,j

avec pour i 2 [1, kA] et j 2 [1, kB],

Qi,j = {(p,0dB) | p 2 Pi} [ {(0dA , r) | r 2 Rj .}

b. Le second point sera très facile à démontrer une fois prouvée en sous-section 6.3.3
l’équivalence avec la variante des automates de Parikh faiblement non ambigus
à "-transitions (voir Proposition 6.24) .

c. Il s’agit de la construction classique d’union d’automates. En reprenant les
notations de la preuve du a., nous introduisons l’automate union C, de di-
mension dC = dA + dB, d’ensemble d’états QC = QA ] QB ] {q0,C} (on
suppose quitte à renommer les états que ces ensembles sont disjoints), avec
q0,C un nouvel état que l’on désigne comme initial. Pour toute transition t1 =
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(q1, (a,v1), q
0
1) 2 ∆A, alors (q1, (a, (v1,0dB)), q

0
1) 2 ∆C , et si q1 = q0,A, on

ajoute aussi la transition (q0,C , (a, (v1,0dB)), q
0
1) à ∆C . De même, pour toute

transition t2 = (q2, (a,v2), q
0
2) 2 ∆B, alors (q2, (a, (0dA ,v2)), q

0
2) 2 ∆C , et

si q2 = q0,B, alors (q0,C , (a, (0dA ,v2)), q
0
2) 2 ∆C . Nous dé�nissons aussi l’en-

semble des états �naux FC = FA [ FB ([ {q0,C} si " 2 L1 [ L2). En�n, le
semilinéaire CC est dé�ni par

CC := {(v,0dB) | v 2 CA} [ {(0dA ,v) | v 2 CB} .

L’automate C reconnaît facilementL1[L2 en décidant de façon non déterministe
de lancer un calcul dans l’un des automatesA ou B. Les états et transitions étant
bien disjointes, et les dimensions bien séparées, les calculs de A et B ne se
mélangent pas dans C. L’automate C est faiblement non ambigu : tout mot a au
plus un calcul acceptant dans A, au plus un calcul acceptant dans B, et donc
comme l’union des langages est disjointe, au plus un calcul acceptant dans C.

d. Immédiat en utilisant l’union disjointe L1 [ L2 = L1 ] (L1 \ L2). ⌅

Remarque 6.8 (Stabilité par union et complémentaire).
I Nous ne savons pas si les automates de Parikh faiblement non ambigus sont stables
par complémentaire ou union. Si jamais ils le sont par complémentaire, alors ils sont
stables par union, par la proposition précédente (on peut aussi le voir par l’égalité

L1 [ L2 = L1 \ L2). J

Nous admettons dans un premier temps la proposition suivante, qui sera démontrée
au prochain chapitre :

Proposition 6.9 (Le langage de Shamir est intrinsèquement faiblement ambigu).
I Cf. la Proposition 7.55 du

chapitre suivant.
Le langage S = {anbv1a

nv2 : n > 1, v1, v2 2 {a, b}⇤} est un langage de Parikh
intrinsèquement faiblement ambigu. J

Ce contre-exemple a comme corollaire la proposition suivante, qui contraste avec
la stabilité de la classe par quotient à gauche par un mot �xé :

Proposition 6.10 (Non stabilité par quotient à gauche).
I La classe des automates de Parikh faiblement non ambigus n’est pas stable par
quotient à gauche par un langage rationnel. J

Démonstration. Il su�t pour la montrer de considérer le langage de Parikh faiblement
non ambigu L = {ambanbvanw : v, w 2 {a, b}⇤, |v| = m 2 N, et n > 1}. Il est
en e�et reconnu par l’automate faiblement non ambigu suivant :

La transition 2 vers 3 force
n > 1.

0 1 2 3 4
b0 b0

a
⇣0
0
0
1

⌘

a0, b0

a
⇣1
0
0
0

⌘

a
⇣0
1
0
0

⌘

a
⇣0
0
1
0

⌘

, b
⇣0
0
1
0

⌘

a
⇣0
0
0
1

⌘

a0, b0

C = {(m,n,m0, n0) 2 N4 |m = m0 et n = n0}

Mais (a⇤b)�1L = S est intrinsèquement faiblement ambigu. ⌅
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6.2.3 Comparaison avec les automates de Parikh non ambigus

La condition de non-ambiguïté que nous avons introduite pour les automates de
Parikh est standard : tout mot est accepté par au plus un calcul acceptant. Si tout
le monde semble s’accorder sur cette formulation de la non-ambiguïté, il y a une
imprécision sur ce qu’on appelle un calcul acceptant pour les automates de Parikh.

Dans cette thèse, un calcul acceptant est un calcul qui accepte un mot du langage,
autrement dit une preuve de l’appartenance d’un mot au langage de Parikh : il s’agit
donc d’un chemin de l’automate, partant d’un état initial jusqu’à un état �nal, et
étiqueté par un vecteur appartenant au semilinéaire C .

Il existe dans la littérature une autre notion de non-ambiguïté pour les automates
de Parikh, pour laquelle un calcul acceptant est simplement un calcul joignant un
état initial à un état �nal, indépendamment du vecteur qui l’étiquette. Avec cette
dé�nition, un calcul acceptant peut donc être étiqueté par un mot qui n’est pas dans
le langage accepté par l’automate.
Cette classe d’automates est appelée dans la littérature automates de Parikh non

ambigus. Un automate de Parikh est non ambigu si pour tout mot w, il existe un seul
calcul joignant un état initial à un état �nal étiqueté par w : autrement dit l’automate
�ni obtenu en e�açant les vecteurs est non ambigu. Il s’agit d’une contrainte assez
forte, et tout automate de Parikh non ambigu est faiblement non ambigu (l’inclusion
est stricte, voir Proposition 6.11).

Les automates de Parikh non ambigus ont été introduits et étudiés par Cadilhac et al.
dans [CFM13]. Pour être exact, il s’agissait d’une variante équivalente aux automates
de Parikh, appelée Unambiguous Constrained Automata. Dans les discussions de sa
thèse, Cadilhac propose une dé�nition équivalente à cette classe dans le modèle des
automates de Parikh, qu’il appelle automates de Parikh non ambigus.
Ces restrictions fortes dans la dé�nition des automates de Parikh sont contreba-

lancées par la stabilité remarquable de la classe sous de nombreuses opérations, dont
les opérations booléennes (union, intersection, complémentaire) et les quotients à
gauche et à droite. Cette stabilité s’explique par leur équivalence avec des modèles
déterministes de machines (dans [CFM13], les auteurs montrent l’équivalence de
la classe avec un modèle déterministe d’automate à registre, et plus récemment les
auteurs de [FGM19] ont montré l’équivalence avec un modèle d’automates de Parikh
déterministe two-way).

Cadhilac, toujours dans les discussions de sa thèse [Cad13], évoque les automates
de Parikh faiblement non ambigus, en les appelant des automates one-success (OneCA).
Il montre l’inclusion stricte des langages de Parikh non ambigus dans les langages
faiblement non ambigus :

Proposition 6.11 (Faible non-ambiguïté 6= non-ambiguïté, [CFM13, Cad13]).
I Le langage L = {anw |w 2 {b, c}⇤ ^ |w1 . . . wn|b < |w1 . . . wn|c} des mots de
la forme anw avec strictement moins de b que de c dans les n premières lettres de
w, est un langage de Parikh faiblement non ambigu, mais n’est pas un langage de
Parikh non ambigu. J

Ébauche. Supposons queL est reconnu par un automate de Parikh non ambigu. Alors,
par stabilité des langages de Parikh non ambigus par intersection, et quotient à gauche
par un langage de Parikh (en particulier par un langage régulier), ({a⇤}�1L)\{b, c}⇤
est non ambigu. Mais ce dernier langage n’est pas un langage de Parikh non ambigu,
par la Proposition 11 de [CFM13] (l’argument est que son complémentaire, le langage
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de Dyck, n’est pas un langage de Parikh, alors que les langages des automates de
Parikh non ambigus sont stables par complémentaire).
Par ailleurs, l’automate de Parikh faiblement non ambigu suivant reconnaît le

langage L :

0 1 2
b
�0
1
0

�
, c
�0
0
1

�
b
�0
0
0

�
, c
�0
0
0

�

a
�1
0
0

�
b
�0
1
0

�
, c
�0
0
1

�
b
�0
0
0

�
, c
�0
0
0

�

C = {(n1, n2, n3) |n1 = n2 + n3 et n2 < n3}

⌅

Nous proposons un autre exemple, peut-être encore plus frappant, qui sépare les
deux classes. Il montre que les automates de Parikh non ambigus ne sont pas capables
de détecter le milieu d’un mot :

Proposition 6.12 .
I Le langage L = {vbw | v, w 2 {a, b}⇤ ^ |v| = |w|} des mots de longueur impaire
qui ont un b au milieu est un langage de Parikh faiblement non ambigu, mais n’est
pas un langage de Parikh non ambigu. J

Démonstration. Supposons queL est reconnu par un automate de Parikh non ambigu
A = ({a, b}, Q, qI , F, C,∆).
A�n de ne pas mélanger les deux notions, j’appellerai calcul �nal un calcul de

l’automate partant de l’état initial et �nissant dans un état �nal, et je garderai l’appel-
lation calcul acceptant pour les calculs �naux étiquetés par un vecteur appartenant
au semilinéaire C .

La preuve repose sur la propriété suivante d’un automate de Parikh non ambigu :
comme tout mot possède au plus un unique calcul �nal, tout calcul �nal étiqueté par
un mot dans le langage est forcément acceptant, c’est-à-dire qu’il est étiqueté par un
vecteur du semilinéaire C .

Soit n un multiple commun à toutes les longueurs des cycles élémentaires Cycle élémentaire = cycle
qui ne possède pas de sous-
cycle non trivial.

de
l’automate, tel que n� 1 est plus grand que le nombre d’états de l’automate.
Soit m un entier strictement plus grand que le nombre de cycles élémentaires de

l’automate.
Regardons le mot w = (an�1b)mamn�1. Ce mot est constitué de m séquences de

a de taille n� 1, séparées par des b, et �nit par une longue séquence de a, de taille
mn�1. C’est la première moitié du mot qui nous intéresse, la longue séquence �nale
de a est juste là pour que le dernier b de la séquence soit au milieu du mot. Comme
ce mot appartient au langage L, il existe un calcul acceptant ⇡ étiqueté par ce mot.
L’idée de la preuve est la suivante : nous identi�ons deux facteurs an de w =

. . . anb . . . anb . . . tels que ⇡ passe par un même cycle commun en lisant chacun des
deux facteurs. En itérant ce cycle dans le facteur de gauche, nous nous arrangeons
pour obtenir un calcul d’un mot tel que le b qui clôt le premier facteur se trouve au
milieu dumot. Par non-ambiguïté, ce calcul est étiqueté par un vecteur du semilinéaire.
Mais en itérant le cycle une fois de plus dans le premier facteur, et une fois de moins
dans le second facteur, qui se trouve à droite du milieu, nous obtenons un calcul
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�nal étiqueté par un vecteur du semilinéaire, mais pour un mot qui n’est pas dans le
langage car il a un a en son milieu. Contradiction.
Formellement, nous décomposons ⇡ selon les transitions e�ectuées dans l’auto-

mate, sous la forme ⇡ = ⇡1t1 . . .⇡mtm⇡f , où t1, . . . , tm sont des transitions de ∆
qui lisent un b, et ⇡1, . . . ,⇡m sont des calculs de l’automate étiquetés par an�1, et
⇡f par amn�1.
Comme n � 1 est plus grand que le nombre d’états, chaque ⇡i avec 1 6 i 6 m

passe au moins deux fois par un même état, donc passe au moins une fois dans un
cycle élémentaire, que l’ont note �i. Commem est plus grand que le nombre total
de cycles élémentaires, il existe deux indices 1 6 i < j 6 m tels que �i = �j .
Autrement dit, lors de la lecture des m premières séquences de a, ⇡ passe par un
même cycle élémentaire dans deux séquences de a distinctes.
Notons � ce cycle commun, et ⇡i = ⌧1�⌧2, et ⇡j = ⌧3�⌧4.
Modi�ons le calcul ⇡ en choisissant d’itérer k fois supplémentaires le cycle � dans

⇡i. On obtient alors un calcul �nal (et non plus forcément acceptant, car le vecteur a
changé est n’est peut-être plus dans C) :

⇡k = ⇡1 . . . ti�1
| {z }

(an�1b)i�1

⌧1�
k+1⌧2ti

| {z }

an�1+k|�|b

⇡i+1 . . .⇡f
| {z }

(an�1b)m�iamn�1

étiqueté par le mot wk = (an�1b)i�1an�1+k|�|b(an�1b)m�iamn�1.
Nous souhaitons ajouter su�samment de a en itérant le cycle � pour que le b qui

clôt la i-ième séquence de a se retrouve au milieu du mot.
Il su�t de résoudre alors en k l’équationn(i�1)+n�1+k|�| = n(m�i)+mn�1.

On obtient alors k|�| = 2n(m� i). Comme |�| divise n, k0 = 2n(m� i)/|�| > 0
convient (car i < m).

Le calcul ⇡k0 est donc un calcul �nal étiqueté par un mot qui appartient au langage
de A : il est donc acceptant par non-ambiguïté. Par conséquent, il est étiqueté par un
vecteur v appartenant au semilinéaire C .

Or le sous-calcul ⇡j est toujours présent dans ⇡k0 , et donc ⇡k0 passe à nouveau
par le cycle � en lisant la j-ième séquence de a de wk0 . Ainsi :

⇡k0 = ⇡1 . . . ti�1 ⌧1�k0+1⌧2ti
| {z }

an�1+k0|�|b

⇡i+1 . . . tj�1 ⌧3�⌧4tj
| {z }

an�1b

⇡j+1 . . .⇡f

En retirant dans ⇡k0 le cycle � de ⇡j , mais en ajoutant une itération supplémentaire
du cycle � dans ⇡i, on obtient un calcul �nal de la forme :

⇡0 = ⇡1 . . . ti�1⌧1�k0+2⌧2ti⇡i+1 . . . tj�1⌧3⌧4tj⇡j+1 . . .⇡f

Remarquons que ⇡0 est étiqueté par le même vecteur v 2 C que ⇡k0 , et il est �nal,
donc c’est un calcul acceptant. Il étiquette donc un mot du langage L. Mais le mot
qu’il étiquette est :

(an�1b)i�1an�1+(k0+1)|�|b(an�1b)j�i�1an�1�|�|b(an�1b)m�jamn�1

qui n’est pas dans L. En e�et, le milieu du mot tombe dans la i-ième séquence de a,
et n’est pas un b. Nous avons exhibé un calcul acceptant pour un mot qui n’est pas
dans le langage. Contradiction.

Le langage L est reconnu par l’automate faiblement non ambigu de l’Exemple 6.5 :
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0 1

C = {(n, n) : n 2 N}

b
�
0
0

�

a, b
�
1
0

�
a, b

�
0
1

�

⌅

Ces deux contre-exemples se comprennent bien si on considère le modèle des
automates de Parikh déterministes two-way [FGM19], équivalent aux automates de
Parikh non ambigus : l’idée est qu’un automate de Parikh déterministe two-way
n’a pas accès à la valeur de ses vecteurs au cours du calcul. Il ne peut donc pas
adapter son comportement à la valeur de la taille d’un pré�xe (cas du langage de la
Proposition 6.11) ni détecter le milieu du mot (cas du langage de la Proposition 6.12).
À l’aide du langage précédent, nous proposons un langage un peu plus élémentaire
que celui de la Proposition 6.11 mettant en évidence ce phénomène pour le pré�xe :

Proposition 6.13 .
ILe langage L = {cnw |wn = b avec n 2 N, w 2 {a, b}⇤}, des mots de la forme
cnw tels que la n-ième lettre de w est un b, est un langage de Parikh faiblement non
ambigu, mais n’est pas un langage de Parikh non ambigu. J

Démonstration. Supposons que L est un langage de Parikh non ambigu. Le langage
des mots de la forme cnw tel que w 2 {a, b}⇤ et |w| = 2n + 1 est non ambigu (il
est même déterministe). Par conséquent, par stabilité par intersection, le langage
L0 = {cnw |w = vbv0, avec v, v0 2 {a, b}⇤ ^ |v| = |v0| = n} serait non ambigu.
Par stabilité par quotient à gauche par c⇤, puis par intersection par {a, b}⇤, le

langage {vbw | v, w 2 {a, b}⇤ ^ |v| = |w|} des mots de longueur impaire qui ont
un b au milieu serait non ambigu, contradiction avec la Proposition 6.12. ⌅

Le but de la prochaine section est de montrer que les automates de Parikh fai-
blement non ambigus s’insèrent naturellement dans le paysage des automates à
compteurs non ambigus. Les automates de Parikh étant classiquement des modèles
équivalents à des machines à compteurs appelées RBCM (Reversal Bounded Counter
Machines), il est naturel de se demander si les deux modèles coïncident toujours sur
leurs versions (faiblement) non ambiguës. Notons que ce n’est pas le cas pour les au-
tomates de Parikh non ambigus, qui sont incomparables avec les RBCM déterministes
one-way [CFM13, Proposition 14]. Leur contre-exemple

{a, b}⇤anbn est par contre
reconnaissable par une
RBCM déterministe bidi-
rectionnelle.

6.3 Modèles non ambigus équivalents aux automates de
Parikh faiblement non ambigus

Dans cette section, nous introduisons di�érents modèles de machines non am-
biguës, que nous montrons équivalents aux automates de Parikh faiblement non
ambigus. Tous ces modèles, dans leurs versions non déterministes, sont connus pour
être équivalents aux automates de Parikh non déterministes (hormis pour la dernière
classe RCM, qui n’est pas reliée à des classes d’automates). Les preuves consistent
donc en grande partie à véri�er que les constructions des preuves d’équivalences,
dans le cas non déterministe, préservent la (faible) non-ambiguïté.
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Dans la sous-section 6.3.2, nous généralisons les automates de Parikh faiblement
non ambigus en étiquetant les transitions par des ensembles semilinéaires plutôt
que des vecteurs, et nous montrons que les automates de ce modèle, que nous
appelons automates de Parikh généralisés faiblement non ambigus, acceptent les
mêmes langages que les automates de Parikh faiblement non ambigus standard. Ce
modèle est implicite dans les preuves de [KR02, KR03]. Nous le rendons explicite
pour deux raisons : premièrement ce modèle permet une présentation plus propre
de la procédure d’élimination des "-transitions de la sous-section 6.3.3 ; ensuite, ce
modèle est assez générique et sera utilisé aussi pour les automates de Parikh à pile
plus loin dans le chapitre, en section 6.4.
Dans la sous-section 6.3.3, nous généralisons les automates de Parikh en auto-

risant des "-transitions, puis nous montrons comment les éliminer. La procédure
d’élimination est essentiellement celle de [KR03], adaptée pour préserver la faible
non-ambiguïté.
La sous-section 6.3.4Pour les machines à comp-

teurs on peut en�n dire
non ambiguë sans pré-
ciser faiblement ; per-
sonne n’appelle calcul

acceptant un calcul d’une
RBCM qui ignore les va-
leurs de ses compteurs.

introduit les machines à compteur à inversion bornée (Re-
versal Bounded Counter Machines) non ambiguës, et montre l’équivalence avec les
automates de Parikh faiblement non ambigus. Là encore, il s’agit principalement
de s’assurer que les constructions de [Iba78] (réduction du nombre d’inversions des
compteurs, passage d’une tête de lecture bidirectionnelle (two-way) à une unidirec-
tionnelle (one-way)) et de [KR02, KR03] conservent la non-ambiguïté.
En�n, dans la sous-section 6.3.5, nous introduisons la classe de langages RCM

de [CM17]. Cette classe de langages, qui a été construite dans le but d’avoir une
série génératrice holonome, n’était jusqu’alors pas reliée clairement à des classes
d’automates, et les auteurs [CM17] conjecturaient certaines inclusions entre leur
classe et des RBCM déterministes. Nous démontrons leur conjecture en montrant que
la classe RCM reconnaît les mêmes langages que les automates de Parikh faiblement
non ambigus.

6.3.1 Rappels et notations sur les calculs d’un automate de Parikh

Nous rappelons qu’un calcul d’un automate de Parikh A = (Σ, Q, qI , F, C,∆) de
dimension d est une séquence

⇡ = p0 (a0,v0) p1 · · · pn�1 (an�1,vn�1) pn

avec n > 0, pi 2 Q, ai 2 Σ et vi 2 Nd telle que pour tout i 2 [0, n � 1],
(pi, (ai,vi), pi+1) est une transition de A. On notera ce calcul sous la forme plus

lisible p0
a0,v0���! p1 · · · pn�1

an�1,vn�1�������! pn, et on dit qu’il commence en p0, �nit en
pn et est étiqueté par le couple (a0 · · · an�1,v0 + · · ·+ vn�1). Nous utiliserons une

notation condensée p0
w,v
==)
⇡

pn, avec w = a0 · · · an�1 et v = v0 + · · ·+ vn�1.

Remarquons que ⇡ = q est un calcul valide, qui commence en q = p0 = pn
(avec n = 0). Par convention un tel calcul de longueur nulle (il n’emprunte aucune
transition) est étiqueté par le couple (",0), où 0 est le vecteur nul de dimension d.
Si ⇡1 est un calcul commençant dans l’état p et �nissant dans q, et ⇡2 est un

calcul commençant en q et �nissant en r, on note ⇡1 · ⇡2 la concaténation des

deux calculs, dé�nie comme suit : si ⇡1 = p0
a0,v0���! p1 · · · pn�1

an�1,vn�1�������! pn et

⇡2 = q0
b0,w0���! q1 · · · qm�1

bn�1,vn�1�������! qn, alors :

⇡1 ·⇡2 = p0
a0,v0���! p1 · · · pn�1

an�1,vn�1�������! pn
b0,w0���! q1 · · · qm�1

bn�1,wn�1�������! qn.
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En particulier, si p
u1,v1

===)
⇡1

q et q
u2,v2

===)
⇡2

r alors p
u1·u2,v1+v2

=======)
⇡1·⇡2

r.

6.3.2 Automates de Parikh généralisés faiblement non ambigus

Nous introduisons une classe d’automates de Parikh dont les transitions sont
étiquetées par des ensembles semilinéaires plutôt que des vecteurs de Nd.

Définition 6.14 (Automate de Parikh généralisé).
I Un automate de Parikh généralisé de dimension d est un tupleA = (Σ, Q, qI , F, C,∆)
où Σ est l’alphabet d’entrée, Q est un ensemble �ni d’états, qI 2 Q est l’état initial,
F ✓ Q est l’ensemble d’états �naux, C est un ensemble semilinéaire de Nd et ∆

est l’ensemble de transitions, de la forme p
a,S��! q avec p et q 2 Q, a 2 Σ et S un

ensemble semilinéaire de Nd.

Un calcul p0
a0,S0���! p1 · · · pn�1

an�1,Sn�1�������! pn est étiqueté par un couple (w, S)
avec w = a0 · · · an�1, et S = S0 + · · ·+ Sn�1. Par convention, le calcul ⇡ = q est
étiqueté par (", {0}).

Un calcul est acceptant s’il commence dans l’état initial (i.e. p0 = qI ), �nit dans un
état �nal (i.e., pn 2 F ) et en�n S \ C 6= ;.
Un automate de Parikh généralisé est appelé faiblement non ambigu Il n’existe pas d’automate

de Parikh généralisé non
ambigu dans la littérature,
mais nous gardons le
terme faiblement.

si tout mot
possède étiquette au plus un calcul acceptant. J

Un automate de Parikh standard peut être vu comme un automate de Parikh
généralisé en remplaçant les transitions (p, (a,v), q) par (p, (a, {v}), q). Comme
pour tous vecteurs v1,v2, {v1}+ {v2} = {v1 + v2} et v1 2 S , {v1} \ S 6= ;,
cette transformation met en bijection les calculs acceptants des deux automates de
Parikh considérés. Ainsi :

Proposition 6.15 .
I Soit A un automate de Parikh. Alors L(A) est reconnu par un automate de Parikh
généralisé A0. De plus si A est faiblement non ambigu, alors A0 peut être choisi
faiblement non ambigu. J

Le but de cette section est de montrer la réciproque, dans la Proposition 6.17, en
convertissant un automate de Parikh généralisé en automate standard à vecteurs,
tout en conservant la faible non-ambiguïté.

Pour cela, nous avons besoin d’un lemme technique sur les ensembles semilinéaires.
Pour tout sous-ensemble L de Nd, nous dé�nissons Lr par L0 = {0} et Lr+1 =
Lr + L pour tout r > 0. Autrement dit, Lr contient tous les vecteurs de Nd qui
s’expriment comme une somme de r vecteurs de L.

Lemme 6.16 (v 2 Sr est semilinéaire, [KR02]).
I Soit S un ensemble semilinéaire dansNd. Alors la relation v 2 Sr est semilinéaire,
c’est-à-dire qu’il existe une formule de Presburger '(x, y1, . . . , yd) telle que pour
tout r, v1, . . . , vd 2 N :

'[r, v1, . . . , vd] est vraie si et seulement si (v1, . . . , vd) 2 Sr .

J

Démonstration. Considérons d’abord le cas linéaire S = c+ P ⇤. Pour tout v 2 Nd

et r > 0, alors v 2 Sr si et seulement si v � rc 2 P ⇤. Ceci est dû au fait que
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(P ⇤)r = P ⇤ dès que r > 0. Ainsi, la formule 'S suivante dé�nit bien la relation
v 2 Sr :

'S(r, v1, . . . , vd) := r = 0! v1 = · · · = vd = 0
^ r 6= 0! 'P (v1 � c1r, . . . , vd � cdr)

où 'P (x1, . . . , xd) est une formule de Presburger dé�nissant P . Notons que la
multiplication de r par ci est autorisée parce que c est une constante de la formule.
Considérons maintenant le cas général où S est semilinéaire, de la forme S =
[ni=1Si où chaque Si est un ensemble linéaire. Nous dé�nissons

'S(r,v) := 9`1, . . . , `n, 9z1, . . . , zn,
`1 + . . .+ `n = r ^ v = z1 + . . .+ zn

^
n̂

i=1

'Si(`i, zi)

où chaque zi designe un vecteur de d variables fraîches (zi,1, . . . , zi,d). Montrons
que cette formule dé�nit bien la relation v 2 Sr .
Soient v 2 Nd, r 2 N tels que v 2 Sr . Si r = 0 alors v = 0 et 'S [v, r] est vraieLa notation 'S [v, r]

indique qu’on évalue
la formule en rempla-

çant les variables libres
par des entiers de N.

.
Si r > 0, alors v est par dé�nition la somme de r vecteurs de S : nous pouvons écrire
v = v1 + . . .+ vr , avec vj 2 S pour tout 1 6 j 6 r.
Pour tout 1 6 i 6 n, nous notons Di l’ensemble des vecteurs de v1, . . . ,vr qui

appartiennent à Li, mais à aucun Lk pour k < i. Autrement dit vj pour j 2 [r]
appartient à Di si et seulement si i est le plus petit entier tel que vj 2 Li. Les
ensembles Di sont naturellement disjoints. En réordonnant la somme v = v1 +
. . . + vr de façon à regrouper les vecteurs selon leur ensemble Di associé, nous
pouvons réécrire v = z1+ . . .+ zn, où chaque zi =

P

v2Di
v est la somme de tous

les vecteurs de Di (et est le vecteur nul si Di est vide). Posons `i = |Di|. Comme
Di ✓ Li, zi 2 L`i

i et `1 + . . .+ `n = r. Donc 'S [r,v] est vraie.
Montrons la réciproque. Soit r 2 N et v 2 Nd tels que 'S [r,v] soit vraie, c’est-à-

dire qu’il existe des entiers `1, . . . , `n 2 N et des vecteurs z1, . . . , zn 2 Nd, tels que
`1 + . . .+ `n = r et v = z1 + . . .+ zn et zi 2 L`i

i ✓ S`i .
Si r = 0, alors chaque `i est nul, donc zi = 0 pour tout i. Ainsi v = 0, et donc on

a bien v 2 Sr .
Et si r > 0, alors certains `i sont non nuls. Chaque zi s’écrit comme une somme

de `i vecteurs de S, si bien que l’égalité v = z1 + . . .+ zn se réécrit en une somme
de r vecteurs de S. Donc v 2 Sr . ⌅

Nous pouvons maintenant proposer une traduction d’un automate généralisé vers
un automate standard qui préserve le langage reconnu et la faible non-ambiguïté.

Proposition 6.17 (Équivalence avec les automates de Parikh).
I SoitA un automate de Parikh généralisé (faiblement non ambigu). Alors le langage
L(A) est reconnu par un automate de Parikh (faiblement non ambigu) B qui possède
le même nombre d’états, et dont la dimension est égale au nombre d’ensembles
semilinéaires distincts apparaissant dans les transitions de A. J

Démonstration. Notons A = (Q, q0, F,Σ,∆, S) l’automate de Parikh généralisé de
l’énoncé. Soient S1, . . . , Sr une énumération des di�érents ensembles semilinéaires
apparaissant dans les transitions de A.
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Nous construisons un automate de Parikh B = (Q, q0, F,Σ,∆
0, S0) de dimension

r acceptant L(A). L’automate B a la même structure que A (i.e., le même ensemble
d’états, même état initial et mêmes états �naux), et ne di�ère de A que par ses
transitions et son ensemble semilinéaire d’acceptation.

À chaque transition p
a,Si��! q de∆, nous associons une transition p

a,ei��! q dans
∆0, où ei est le vecteur nul partout sauf pour sa i-ième coordonnée, qui vaut 1. La
contrainte semilinéaire est S0 := {(n1, . . . , nr) 2 Nr : S \Pr

i=1 S
ni
i 6= ;}. Elle

est bien semilinéaire, car reconnue par la formule de Presburger suivante :

'S0(n1, . . . , nr) = 9v1, . . . ,vr, v1 + . . .+ vr 2 S ^
r̂

i=1

vi 2 Sni
i

où vi 2 Sni
i est du sucre syntaxique pour la formule 'Si(ni,vi) construite au

Lemme 6.16.
De façon informelle, l’automate B simule les même calculs que A, mais à la place

d’additionner des ensembles semilinéaires pendant le calcul, il compte le nombre de
fois que chaque semilinéaire apparaît au cours du calcul. L’ensemble S0 se charge
ensuite d’utiliser cette information pour en déduire que la somme des semilinéaires
du calcul de l’automate A intersecte bien le semilinéaire S.

Nous notons ⌧ la transformation qui traduit un calcul ⇡ deA en un calcul de B en
remplaçant chaque transition de ∆ par sa transition associée dans ∆0. L’application
⌧ est une bijection des calculs de A dans les calculs de B qui préserve l’ensemble
d’états et le mot étiquetant le calcul.

Pour montrer queA et B acceptent le même langage, nous allons prouver que pour
chaque calcul ⇡ de A, ⇡ est acceptant pour A si et seulement si ⌧(⇡) est acceptant
pour B. En particulier, comme ⌧ est une bijection préservant les mots étiquetant les
calculs, L(A) = L(B) et si A est faiblement non ambigu, alors B l’est aussi.
Soit ⇡ un calcul acceptant de A étiqueté par (w, S⇡). Posonsmi le nombre d’oc-

currences du semilinéaire Si dans les transitions de ⇡, pour 1 6 i 6 r. Posons de
plusm le vecteur (mi)i2[1,r]. Par dé�nition, l’ensemble semilinéaire S⇡ étiquetant
le calcul ⇡ est S⇡ =

Pr
i=1 S

mi
i , et comme ⇡ est acceptant, S⇡ \ S 6= ;.

Le calcul ⌧(⇡) dansB est lui étiqueté par le couple (w,m), et emprunte exactement
les mêmes états que ⇡. Pour montrer que ⌧(⇡) est acceptant pour B, nous devons
montrer quem 2 S0. Par dé�nition de S0, la conditionm 2 S0 est équivalente au
fait que S \Pr

i=1 S
mi
i = S \ S⇡ 6= ;, qui est véri�ée car ⇡ est acceptant.

Réciproquement, soit ⇡0 un calcul acceptant de B étiqueté par (w,m), avec m =
(mi)i 2 S0. Alors ⇡ = ⌧�1(⇡0) est un calcul de A étiqueté par (w, S⇡), commençant
dans l’état initial, et �nissant dans un état �nal. De plus mi, par dé�nition de ⌧ , est
le nombre d’occurrences du semilinéaire Si dans les transitions de ⇡. Donc S⇡ =
P

i S
mi
i . Pour montrer que ⇡ est acceptant, nous devons montrer que S⇡ \ S 6= ;,

qui est véri�ée carm 2 S0. ⌅

Nous avons ainsi démontré l’équivalence des deux modèles :

Proposition 6.18 (Équivalence des modèles).
I Les automates de Parikh généralisés faiblement non ambigus et les automates de
Parikh faiblement non ambigus reconnaissent les mêmes langages. J

Et nous pouvons déduire des constructions présentées dans les preuves le corollaire
suivant :
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Corollaire 6.19 .
I Tout langage de Parikh reconnu par un automate de Parikh faiblement non ambigu
A est reconnu par un automate de Parikh faiblement non ambigu dont les transitions
sont étiquetées par des vecteurs unitaires ei, de dimension d 6 |∆A|. J

Démonstration. Il s’agit d’un cas très particulier de la construction de la Proposi-
tion 6.17, dans le cas où les semilinéaires sont simplement des vecteurs. Il est tout à
fait possible de le refaire plus simplement à la main, avec des vecteurs : si v1, . . . ,vm

sont les vecteurs distincts apparaissant dans l’automate, on les remplace par les
vecteurs canoniques ei de dimensionm. La coordonnée i compte donc le nombre de
fois qu’une transition étiquetée par i a été empruntée. La nouvelle formule de Pres-
burger, portant sur les m variables y1, . . . , ym, est alors obtenue en remplaçant dans
la formule de Presburger de l’automate de départ, chaque variable xj pour j 2 [1, d]
par l’expressions

Pm
i=1 v

i
jyi, où vij désigne la j-ième coordonnée du vecteur vi. ⌅

La proposition suivante a un intérêt théorique pour normaliser les transitions et le
semilinéaire d’un automate de Parikh, et sera utile pour relier les séries génératrices
des automates de Parikh avec les pavages de tuiles irrationnelles de [GP14]. Elle
permettra aussi de démontrer facilement un des sens de l’équivalence avec les RBCM
non ambiguës.

Proposition 6.20 (Normalisation d’un automate de Parikh).
I Tout langage de Parikh reconnu par un automate A = (Σ, Q, qI , F, C,∆) faible-
ment non ambigu est reconnaissable par un automate de Parikh B qui véri�e :

— B est faiblement non ambigu, de dimension 2d, avec d 6 |∆| ;

— les transitions de B sont étiquetées par des vecteurs de la forme (ei, ej) 2 N2d,
où ei désigne le vecteur unitaire de la base canonique de Nd qui possède un 1 en
coordonnée i ;

— CB = {(n1, . . . , n2d) |n1 = nd+1 ^ n2 = nd+2 ^ . . . ^ nd = n2d}.

J

Démonstration. D’après le Corollaire 6.19, il existe un automateA0 = (Σ, Q, qI , F, C
0,∆0)

faiblement non ambigu qui reconnaît le même langage que A, dont les transitions
sont étiquetées par des vecteurs ei 2 Nd, où d 6 |∆| est le nombre de vecteurs
distincts qui apparaissent dans les transitions de A.
Le semilinéaire C 0 est reconnaissable par un automate �ni non ambigu dont les

transitions sont étiquetées par des vecteurs de Nd. On note C = (QC , qIC , FC ,∆C)
cet automate. Quitte à ajouter des états, on peut supposer que chaque transition est

étiquetée par un vecteur ej (par exemple la transition t = q
(1,2,1)����! q0 2 ∆ est rem-

placée en créant de nouveaux états par une suite de transitions q
(1,0,0)����! qt1

(0,1,0)����!
qt2

(0,1,0)����! qt3
(0,0,1)����! q0, avec de nouveaux états qt1 , qt2 , qt3 qui n’apparaissent que

dans cette suite de nouvelles transitions).
On dé�nit alors l’automate de Parikh produit de dimension d suivant :

B = (Σ, Q⇥QC , (qI , qIC), F ⇥ FC , CB,∆B) ,

où CB est dé�ni dans l’énoncé de la proposition, et

∆B = {((p, p0), (a, (ei, ej)), (q, q
0)) | (p, a, q) 2 ∆

0 et (p0, ej , q
0) 2 ∆C} .
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L’automate de Parikh simule les calculs de A0 et de C en parallèle. Comme chaque
transition est étiquetée par un vecteur qui a une seule composante non nulle, égale
à 1, tout calcul de A ou de C étiqueté par un vecteur v nécessite exactement kvk1
transitions, où kvk1 est la norme 1 de v (la somme de ses composantes).
Si ⇡ est un calcul acceptant de A0, étiqueté par (w,v), alors par dé�nition d’un

calcul acceptant, v 2 C 0. Il existe donc un unique calcul acceptant dans l’automate C
étiqueté par v, et donc on peut associer à ⇡ un calcul acceptant dans B étiqueté par
(w, (v,v)). Par non-ambiguïté de C et faible non-ambiguïté de A0, il n’existe qu’un
seul calcul acceptant dans B étiqueté par w.
Réciproquement, tout calcul acceptant dans B est étiqueté par un couple de la

forme (w, (v,v)), avec par construction de C, v 2 C 0, et se projette donc en un
calcul acceptant pour A0 étiqueté par le même mot.
Donc L(A0) = L(B), et B est faiblement non ambigu. ⌅

Remarque 6.21 .
I La proposition précédente montre qu’on peut "cacher" le semilinéaire dans l’auto-
mate sans changer l’expressivité du modèle. Le résultat a surtout un intérêt théorique,
car sa construction en pratique augmente la dimension et le nombre d’états de l’au-
tomate. Par ailleurs, la preuve utilise de nombreuses constructions implicites non
triviales (passage d’un semilinéaire sous forme d’automate à une formule de Presbur-
ger, et conversion inverse, construction d’un automate non ambigu reconnaissant
un semilinéaire. . . ) J

En appliquant la construction du Corollaire 6.19 à la normalisation précédente,
nous obtenons un automate de Parikh avec uniquement des vecteurs canoniques Au prix d’un semilinéaire

un peu moins simple.
:

Proposition 6.22 (Normalisation bis d’un automate de Parikh).
I Tout langage de Parikh faiblement non ambigu est reconnaissable par un automate
de Parikh B qui véri�e :

— B est faiblement non ambigu ;

— les transitions de B sont étiquetées par des couples de la forme (a, ei) avec
ei 2 Nr ; de plus le vecteur ei 2 Nr détermine la lettre a : si (a, ei) et (b, ei)
étiquettent deux transitions de B, alors a = b ;

— CB est de la forme :

CB = {(n1, . . . , nr) |

r̂

i=1

(
Pr

j=1ai,jnj = 0), avec ai,j 2 {�1, 0, 1}} .

J

Démonstration. On suppose sans perte de généralité que le langage de l’énoncé
est reconnu par un automate de Parikh faiblement non ambigu normalisé par la
Proposition 6.20.

Soit f une bijection deΣ⇥ [1, d]2 dans [1, d2|Σ|]. On note pour simpli�er ea,i,j :=
ef(a,i,j), pour a 2 |Σ| et 1 6 i, j 6 d.

On utilise alors la construction du Corollaire 6.19, adaptée légèrement pour encoder
aussi les lettres. L’automateB est obtenu à partir deA en remplaçant chaque étiquette
de transition de la forme (a, (ei, ej)) par l’étiquette (a, ea,i,j). En notant pour
simpli�er na,i,j la valeur de la f(a, i, j)-ième coordonnée deNr , le semilinéaire {n 2
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N2d |
Vd

i=1 ni = nd+i} est alors remplacé dans la construction du Corollaire 6.19 par
le semilinéaire

{n 2 Nr |
d̂

i=1

dX

j=1

X

a2Σ
na,i,j =

dX

j=1

X

a2Σ
na,j,i} .

⌅

6.3.3 Automates de Parikh faiblement non ambigus avec
ε-transitions

Un automate de Parikh avec "-transitions est dé�ni comme un automate de Pa-
rikh standard, à la seule di�érence que les transitions de la forme (p, (",v), q) sont
autorisées, où " est le mot vide. Les notions de calculs et de langage accepté sont les
mêmes que pour les automates de Parikh sans ".
Dans les versions non déterministes, il est connu que les "-transitions n’aug-

mentent pas l’expressivité du modèle [KR03]. Cette partie consiste à s’assurer avec
attention que la procédure d’élimination des "-transitions préserve aussi la faible
non-ambiguïté :

Proposition 6.23 (Élimination des "-transitions).
I Soit A un automate de Parikh faiblement non ambigu, avec "-transitions. Alors
on peut construire un automate de Parikh faiblement non ambigu B équivalent, sans
"-transitions. De plus B peut être choisi avec n+1 états et de dimension 2(n+1)2t,
si A possède n états et t transitions. J

Démonstration. Soit A = (Σ, Q, qI , F, C,∆) un automate de Parikh faiblement non
ambigu, avec "-transitions. Sans perte de généralité, nous supposons que l’état initial
qI n’a pas de transition entranteQuitte à dupliquer

qI , d’où le n + 1
dans l’énoncé, et le 2t.

. Grâce à la Proposition 6.17, il su�t de construire
un automate de Parikh généralisé faiblement non ambigu B sans "-transitions qui
accepte L(A).
L’idée principale derrière B est de court-circuiter les chemins d’"-transitions, en

les assemblant avec une transition qui lit une lettre. Une transition de B simule
une transition lisant une lettre, suivie d’un chemin d’"-transitions (sauf pour l’état
initial, où il faut simuler aussi un chemin d’"-transitions avant la première lecture
d’une lettre). Pour simuler ces chemins d’"-transitions en une seule étape, nous
souhaitons ajouter les vecteurs étiquetant ces chemins aux transitions lisant des
lettres. Le problème est qu’il y a potentiellement une in�nité de vecteurs étiquetant
un chemin d’"-transitions entre deux états (imaginez par exemple une boucle sur
un état). Comme ces ensembles sont semilinéaires, il est possible de résoudre ce
problème en utilisant le formalisme des automates de Parikh généralisés.
Pour tout couple d’états (p, q) dans A, nous considérons l’ensemble C"

p,q des

vecteurs v deNd qui peuvent étiqueter un calcul ⇡ de la forme p
",v
=) q. Autrement dit

C"
p,q contient tous les vecteurs que l’on peut obtenir en joignant p à q en n’empruntant

que des "-transitions.
Remarquons que C"

p,q est semilinéaire. En e�et, il est reconnu par l’automate

(Q, {p}, {q},∆") sur (Nd,+), obtenu à partir deA en dé�nissant comme état initial
p, comme état �nal q, et en ne gardant que les "-transitions de ∆ (autrement dit
(p,v, q) 2 ∆" si et seulement si (p, (",v), q) 2 ∆).
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L’automate B est alors dé�ni comme ci-après : il a les mêmes états, le même état
initial, et les mêmes états �naux que A.

De plus, pour toute transition (p, (a,u), q) 2 ∆, telle que a 6= " et p 6= qI , et tout
couple (q, r) d’états deA, nous ajoutons à∆0 la transition (p, (a, ({u}+C"

q,r), r), et
la transition (qI , (a, ({u}+C"

qI ,p
+C"

q,r), r). Comme qI n’a pas de transition entrante,
il ne peut y avoir qu’une seule transition de la forme (qI , (a, ({u}+C"

qI ,p
+C"

q,r), r)
dans un calcul de A0, à son tout début.

Montrons que L(A) ✓ L(B). Soit w = w1 . . . wr 2 L(A), et qI
(w,u)
===)

⇡
qf son

calcul acceptant dans A, avec u 2 S. Nous pouvons décomposer le calcul sous la
forme

⇡ = ⇡0"⇡
1
w1

. . .⇡r�1" ⇡rwr
⇡r" ,

où chaque ⇡iwi
est une transition qui lit la lettre wi, et chaque ⇡i" est un chemin

(potentiellement vide) d’"-transitions. Au tout début du calcul, nous avons un sous-
calcul de la forme

qI
(",v0)
===)

⇡0
"

p
(w1,u1)�����!
⇡1
w1

q
(",v1)
===)

⇡1
"

r ,

avec par dé�nition v0 2 C"
qI ,p

et v1 2 C"
q,r. La transition (qI , (w1, ({u}+ C"

qI ,p
+

C"
q,r), r) est dans∆

0 par construction. Pour simpli�er l’écriture, nous écrivons L0 =
C"
qI ,p

et L1 = C"
q,r .

Pour tout 2 6 j 6 r, ⇡jwj et ⇡
j
" sont de la forme ⇡jwj = p

wj ,uj���! q et ⇡j" = q
(",vj)
===) r,

où p, q, et r sont trois états et vj 2 C"
q,r , de telle sorte que dans∆

0 il y ait la transition
correspondante (p, (wj , ({uj} + C"

q,r), r). Pour simpli�er l’écriture, nous notons
Lj = C"

p,q . Remarquons que cette décomposition est non ambiguë, car il n’y a qu’une
seule façon de décomposer ⇡ sous cette forme.

Le calcul ⇡ se transpose donc en un calcul de B de la forme qI
(w,L)
===)
⇡B

qf avec

L = L0 + . . .+ Lr + {u1}+ . . .+ {ur}. Il est acceptant si L \ S 6= ;, ce qui est
immédiat puisque v0 + . . . + vr + u1 + . . . + ur = u 2 S, et vi 2 Li pour tout
0 6 i 6 r.
Montrons maintenant l’inclusion inverse L(B) ✓ L(A). Soit w = w1 . . . wr 2

L(B), et qI
(w,L)
===)

⇡0
qf son calcul acceptant dans B, avec S \ L 6= ;. Nous pou-

vons décomposer ⇡0 = ⇡01⇡
0
2 . . .⇡

0
r . La première transition ⇡01 est de la forme

qI
w1,{u1}+L0+L1����������! r, avec p, q, r trois états, L0 = C"

qI ,p
et L1 = C"

q,r. De même,

pour tout j 6 2, chaque ⇡0j est de la forme p
wj ,{uj}+Lj��������! r et Lj = C"

q,r .
Comme S \ L 6= ;, nous �xons un vecteur u 2 S \ L. Comme L = L0 + . . .+

Lr + {u1}+ . . .+ {ur}, il existe des vecteurs vi 2 Li pour tout 0 6 i 6 r tels que
u = u1 + . . .+ ur + v0 + . . .+ vr .

Or, v0 2 L0 et v1 2 L1, donc nous pouvons construire à partir de ⇡01 un début de

calcul dans A de la forme ⇡1 = qI
(",v0)
===)

⇡0
"

p
(w1,u1)�����! q

(",v1)
===)

⇡1
"

r.

Pour les mêmes raisons, pour tous 2 6 j 6 r, vj 2 Lj , donc nous pouvons

reconstruire à partir de ⇡0j un calcul de A de la forme ⇡j = p
wj ,uj���! q

(",vj)
===)

⇡"
j

r.

Le calcul ⇡1 . . .⇡r = qI
w,u
==)
⇡

qf est un calcul acceptant dans A, puisque u 2 S.

Donc w 2 L(A).
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Nous remarquons que la construction que nous utilisons dans cette preuve trans-
forme les calculs ⇡ de A en calculs ⇡0 de B, obtenus en contractant les chemins
d’"-transitions de ⇡. Cette contraction est bien dé�nie, et il existe une seule façon de
contracter un calcul de A en un calcul de B. Réciproquement, nous avons montré
que tout calcul de B est la contraction d’au moins un calcul de A.

Supposons que w 2 L(B) est accepté par deux calculs di�érents ⇡01,⇡
0
2 de B. Alors

nous pouvons créer deux calculs acceptant ⇡1,⇡2 de A étiquetés par w, tels que ⇡01
est la contraction de ⇡1, et ⇡02 est la contraction de ⇡2. Par faible non-ambiguïté de
A, ⇡1 = ⇡2. Comme il n’y a qu’une seule façon de contracter un calcul de A en un
calcul de B, ⇡01 = ⇡02. Donc B est aussi faiblement non ambigu. ⌅

L’élimination des "-transitions a pour première conséquence une preuve simple
de la stabilité des langages de Parikh faiblement non ambigus par quotient à gauche
par un mot, annoncée à la Proposition 6.7.

Proposition 6.24 (Clôture par quotient à gauche par un mot).
I Soit L un langage de Parikh faiblement non ambigu sur un alphabet Σ. Soit w un
mot dans Σ⇤. Alors le langage quotient w�1L := {v 2 Σ⇤ |wv 2 L} est un langage
de Parikh faiblement non ambigu. J

Preuve rapide. Soit A = (Σ, Q, qI , F, C,∆) un automate de Parikh standard recon-
naissant L.

Soit Πw l’ensemble des calculs de A qui lisent le mot w en partant de l’état initial.
Comme A ne contient pas d’"-transitions, Πw est �ni (les calculs sont de longueur
|w|).

On dé�nit l’automate A0 = (Σ, Q, q0I , F, C,∆
0), avec q0I qui est un nouvel état, et

∆0 = ∆ [ {(q0I , (",v), q) | ⇡ = qI
(w,v)
===) q 2 Πw}.

L’automateA0 simule un calcul deA qui lit le mot w depuis qI , sans lire le mot w :
s’il existe un calcul deA de qI à un état q étiqueté par (w,v), alors B va directement
dans q depuis q0I par une "-transition étiquetée par le vecteur v.

Il est facile de voir que les calculs acceptants de A0 sur un mot v sont en bijection
avec les calculs acceptants de A qui lisent le mot wv. Ainsi L(A0) = w�1L et A0 est
faiblement non ambigu comme A. ⌅

6.3.4 RBCM non ambiguës

Une machine à k compteurs [Iba78] est de façon informelle une machine de Turing
avec k compteurs positifs et un ruban en lecture seule, qui contient ¢w$, où w est
le mot à lire en entrée, et ¢ et $ sont des délimiteurs de début et de �n de ruban. La
machine, en lisant une lettre a sur le ruban de lecture, dans un état q, peut véri�er
lesquels de ses compteurs valent 0, incrémenter ses compteurs, décrémenter ses
compteurs qui ne sont pas nuls, changer d’état, et bouger sa tête de lecture d’un pas
vers la gauche, la droite, ou rester sur place. La machine n’a pas accès à la valeur
exacte de ses compteurs, mais sait uniquement s’ils sont nuls ou non. De façon plus
formelle :

Définition 6.25 (Machine à compteurs, [Iba78]).
I Une machine à k compteurs M est un tuple (Σ, Q, qI , F,∆, ¢, $), où Σ l’alphabet
d’entrée,Q désigne l’ensemble des états deM, qI l’état initial, ¢, $ /2 Σ les symboles
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de début et de �n de ruban, F l’ensemble des états �naux, et∆ est l’ensemble des
transitions.

Plus précisément, les transitions de∆ sont de la forme (q, a,v)! (q0, d,v0), avec
q qui désigne l’état courant de la machine, a 2 Σ[{¢, $} le symbole lu, et v 2 {0, 1}k

l’états des k compteurs (1 pour non nul, 0 pour nul), et de l’autre côté q0 désigne
l’état dans lequel se retrouve la machine après avoir emprunté la transition, d 2
{�1, 0,+1} le déplacement qu’e�ectue la tête de lecture, et en�n v0 2 {�1, 0,+1}k

désigne les incréments ou décréments à e�ectuer sur les compteurs.
On impose que∆ fasse en sorte qu’on ne puisse pas déplacer la tête de lecture à

gauche du symbole ¢ ni à droite de $, et qu’on ne puisse pas décrémenter un compteur
nul.
Une con�guration d’une machine à compteur est un tuple (q, ¢w$, i,v), où q est

l’état courant de la machine, i est la position de la tête de lecture sur le ruban qui
contient ¢w$, et v 2 Nk est la valeur des compteurs (on rappelle que la machine n’a
pas accès à la valeur exacte de v, mais juste à ses coordonnées nulles).

La con�guration initiale de lamachine sur unmotw est la con�guration (qI , ¢w$, 0,0).
Une con�guration �nale de la machine pour un mot w est une con�guration de la
forme (qf , ¢w$, i,v) où qf 2 F .
Un pas de la machine est un tuple de la forme (c, t, c0) où

— c = (q, ¢w$, i,v) est la con�guration de départ

— t est la transition empruntée, de la forme t = (q, a,u) ! (q0, d,v0), et est
compatible avec c, c’est-à-dire qu’en position i de ¢w$ se situe bien la lettre a, et
pour i 2 [k], ui = 0 si et seulement si vi = 0.

— c0 est la con�guration c0 = (q0, ¢w$, i+ d,v + u)

Un calcul de la machine est une suite de pas de la machine telle que la con�guration
d’arrivée d’un pas est la con�guration d’entrée du pas suivant. Un calcul sur un mot
w est acceptant s’il commence dans la con�guration initiale sur le mot w et termine
dans une con�guration �nale. On dit alors quew est accepté parM et on note L(M)
le langage des mots acceptés par M.
Une machine à compteurs M est déterministe si ∆ est une fonction partielle,

c’est-à-dire que tout tuple (q, a,v) est associé à au plus un tuple (q0, d,v0) par ∆.
Une machine à compteurs M est appelée non ambiguë si tout mot qu’elle accepte

possède exactement un calcul acceptant. J

Nous considérons une restriction des machines à compteurs, qui limite leur pouvoir
de calcul :

Définition 6.26 ((m,n)-reversal, [Iba78]).
I Une machine à k compteurs est dite à (m,n)-inversion bornée si sa tête de lecture
ne change de direction qu’au plusm fois (sans compter le fait de rester sur place),
et si chaque compteur n’alterne entre l’incrémentation et la décrémentation qu’au
plus n fois. On note NFCM(k,m, n) l’ensemble des machines à k compteurs à
(m,n)-inversion bornée.

Une machine M est une machine à compteur à inversion bornée, notée RBCM
(Reversal Bounded Counter Machine) s’il existe trois entiers k,m et n tels queM
est dans NFCM(k,m, n).
On note detRBCM (resp. 2-detRBCM) la classe des langages reconnaissables

par une RBCM déterministe à tête de lecture unidirectionnelle (m = 0) (resp. bidi-
rectionnelle (m > 0)).
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On note uRBCM la classe des langages reconnaissables par une RBCM non
ambiguë. J

Les di�érentes classes de RBCM dépendent de trois entiers (k,m, n). Ibarra montre
qu’on ne change par leur expressivité en imposantm = 0 et n = 1La transformation aug-

mente bien sûr le nombre
de compteurs et d’états.

La condition n = 1
sur les compteurs est
prouvée dans [BB74].

:

Proposition 6.27 (Normalisation des RBCM, [Iba78]).
I Soit L un langage reconnu par une RBCM (non ambiguë). Alors L est reconnue
par une RBCM (non ambiguë) qui lit l’entrée de gauche à droite une seule fois, et
dont chaque compteur ne peut plus s’incrémenter après avoir été décrémenté. J

Les constructions d’Ibarra pour prouver cette proposition n’étudient pas la non-
ambiguïté. Ibarra remarque que la plupart des constructions préservent le caractère
déterministe des machines, sauf la simulation d’une machine à tête de lecture bidi-
rectionnelle par une machine unidirectionnelle, qui a besoin du non déterminismeNous rappelons que

detRBCM (

2-detRBCM.

.
Toutes ces constructions s’adaptent très bien pour préserver la non-ambiguïté ; pour
le cas de la simulation d’une machine "two-way" par une machine "one-way", il faut
juste s’assurer que le découpage des calculs au niveau des extrémités ¢ et $ du ruban
est non ambigu.

La proposition suivante établit le lien entre les RBCM et les automates de Parikh :

Proposition 6.28 (Lien entre RBCMet automates de Parikh, [KR02, KR03, CFM12a]).
I Les RBCM reconnaissent les mêmes langages que les automates de Parikh.La preuve de [CFM12a] est

plus facile à comprendre,
et corrige une erreur dans

la preuve de [KR02].

J

Le but de cette section est de montrer l’équivalence analogue sur les versions non
ambiguës :

Théorème 6.29 (Équivalence des RBCM et des automates de Parikh faiblement non
ambigus ).
I Les RBCM non ambiguës reconnaissent les mêmes langages que les automates de
Parikh faiblement non ambigus. J

Démonstration. Ce sont les mêmes idées que pour le cas non déterministe, il faut
juste faire attention à préserver la non-ambiguïté / faible non-ambiguïté.
De PA faiblement non ambigu vers RBCM non ambiguë. Soit A un automate

de Parikh faiblement non ambigu, normalisé comme dans la Proposition 6.20, de
dimension 2d. On lui associe une RBCMM qui possède 2d compteurs, a le même
ensemble d’états que A, mais avec un état initial et un état �nal supplémentaires
distincts de ceux de A. Lorsque la RBCM lit le symbole ¢ depuis son état initial,
elle bouge sa tête de lecture vers la droite et va dans l’état initial de A. La machine
ensuite simule un calcul de A, chaque transition de l’automate de Parikh étiquetée
par (ei, ej) étant traduite en une transition lisant la même lettre, allant dans le même
état, et qui incrémente le i-ième compteur et le j-ième compteur de M. Lorsque le
mot est lu en entier et que la RBCM arrive sur le symbole de �n $, dans un état �nal
pour A, elle reste sur place sur le symbole $ et véri�e pour chaque i 2 [d] que le
compteur i est égal au compteur d+ iPour rester non ambigu

il faut faire la véri�ca-
tion des compteurs dans
l’ordre : soit en ajoutant
des états successifs, soit
en empêchant la décré-

mentation des compteurs
j et d + j tant qu’il existe

un compteur i ou d + i
non nul, avec i < j.

(pour cela elle les décrémente simultanément
et véri�e qu’ils deviennent nuls en même temps). Si c’est le cas elle va dans son état
�nal et accepte le mot. Les calculs acceptants de A et de M sont en bijection, et
étiquetés par les mêmes mots, car le comportement deM aux extrémités du ruban ¢

et $ est déterministe. DoncM reconnaît le même langage que A et est non ambiguë.
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De RBCM non ambiguë vers PA faiblement non ambigu. Nous adaptons la preuve
de [CFM12a] pour montrer qu’une RBCM non ambiguë peut être simulée par un
automate de Parikh faiblement non ambigu, avec des "-transitions. Soit M une
RBCM normalisée non ambiguë (cf Proposition 6.27). Pour simpli�er la preuve,
nous considérons uniquement le cas k = 1, à un seul compteur, mais la preuve
s’adapte facilement avec plusieurs compteurs. La machine M est donc non ambiguë,
unidirectionnelle, à un seul compteur, qui ne peut plus être incrémenté après avoir
été décrémenté.
L’automate de Parikh A associé est de dimension 3, et ses états sont de la forme

(q, ⌧), avec q un état deM et ⌧ 2 {0, 1, 2, 3}. Intuitivement,A simuleM en utilisant
la première coordonnée de ses vecteurs pour stocker le nombre d’incréments du
compteur de M, et en utilisant la seconde coordonnée pour stocker le nombre de
décréments. En particulier, la valeur du compteur d’un calcul de M s’obtient en
soustrayant la seconde coordonnée à la première.
La principale di�culté pour simulerM sur un automate de Parikh vient du fait

qu’un automate de Parikh n’est pas capable de détecter en cours de calcul quand
ces deux coordonnées sont égales, et donc ne peut tester en même temps que M
la nullité du compteur : l’automate de Parikh doit deviner lorsque le compteur est
nul, et véri�er à la �n du calcul, par la contrainte semilinéaire, que son choix était
correct.

L’automate de Parikh stocke dans la composante ⌧ de ses états (et aussi la troisième
composante des vecteurs pour récupérer l’information dans le semilinéaire) l’état du
compteur de la machine au cours de la simulation. Plus précisément :

— ⌧ = 0 si la machine M n’a jamais incrémenté son compteur. Dans ce cas son
compteur est forcément nul ;

— ⌧ = 1 si la machine a déjà incrémenté son compteur mais ne l’a jamais décrémenté.
Dans de cas, le compteur est forcément non nul ;

— ⌧ = 2 si la machine a déjà décrémenté son compteur mais le compteur est non
nul ;

— ⌧ = 3 si la machine a déjà décrémenté son compteur, et son compteur est nul.

L’automate A reporte dans la troisième coordonnée de ses vecteurs la valeur de ⌧
avant d’accepter.
Lorsque ⌧ = 0 ou ⌧ = 3, A est autorisé à simuler uniquement des transitions de

M qui imposent que le compteur soit nul, et lorsque ⌧ = 1 ou ⌧ = 2, uniquement des
transitions qui demandent que le compteur soit non nul. En particulier Toute RBCM véri�e que

son compteur est non nul
avant de le décrémenter.

, les transitions
qui simulent une décrémentation ne peuvent être prises que depuis les états ⌧ = 1
ou ⌧ = 2.
L’automate A commence dans l’état ⌧ = 0 et passe de façon déterministe dans

l’état ⌧ = 1 à la première incrémentation du compteur. Toute transition de l’automate
qui simule une décrémentation du compteur (qui n’est possible que depuis les états
⌧ = 1 ou ⌧ = 2) choisit de façon non déterministe d’arriver dans l’état ⌧ = 2
(l’automate devine que le compteur n’est pas encore nul après la décrémentation) ou
l’état ⌧ = 3 (l’automate devine que le compteur vient de s’annuler).
La contrainte semilinéaire véri�e que si la simulation termine dans l’état ⌧ = 2,

alors le compteur n’a jamais atteint zéro, et que si elle termine dans l’état ⌧ = 3,
alors le compteur est bien nul. La contrainte correspondante est �(x1, x2, x3) :=
(x3 = 2) x1 > x2) ^ (x3 = 3) x1 = x2).
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La seule source d’ambiguïté possible pendant la simulation de M par A vient du
choix d’entrer ou non dans l’état 3. Nous remarquons que A ne peut entrer dans
l’état 3 que par une transition qui décrémente le compteurEntrer dans l’état 3 par

une transition qui décré-
mente le compteur est

aussi nécessaire dans la
preuve non déterministe,

sinon l’automate de Parikh
accepte des calculs non
acceptants de la RBCM.

, et ne peut ensuite plus
simuler aucune transition qui diminue le compteur. Par conséquent, un calcul de A,
pour être acceptant, est obligé d’entrer dans l’état 3 par la transition qui fait passer
le compteur de 1 à 0 dans le calcul de M qu’il simule.
Les calculs acceptants de A et deM sont ainsi facilement en bijection, les deux

machines reconnaissent lemême langage, et �nalementA est faiblement non ambiguë
par non-ambiguïté de M. ⌅

Corollaire 6.30 (Inclusion).
I Comme toute RBCM déterministe bidirectionnelle est non ambiguë, nous dédui-
sons l’inclusion suivante :

detRBCM ( 2-detRBCM ✓ wuPA .

Nous conjecturons que la dernière inclusion est stricte. J

6.3.5 La classe RCM

Dans cette section nous présentons une classe de langages, appelée RCM, intro-
duite par [CM17]. Nous montrons notamment que cette classe de langages représente
exactement la classe des langages de Parikh faiblement non ambigus. Nous rappelons
la notation du vecteur de Parikh d’un mot :

Définition 6.31 (Image de Parikh d’un mot).
I Soit Γ = {a1, . . . , ad} un alphabet �xé à d lettres, avec d > 1, etw un mot dans Γ⇤.
Alors l’image de Parikh du mot w est le vecteur πΓ

kh(w) = (|w|a1 , . . . , |w|ad) 2 Nd

du nombre d’occurrences de chaque lettre dans w.
L’image de Parikh (notamment sa dimension, et l’ordre des lettres) d’un mot

dépend de l’alphabet Γ �xé au départ. Lorsque celui-ci est clair par le contexte, on
l’omettra pour simpli�er les notations. J

Dans un premier temps, nous introduisons la classe LCLR :

Définition 6.32 (Linear Constrained Language - Regular, [BMS92]).
I Soit Γ un alphabet de taille d > 1. Un langage L ✓ Γ⇤Cf. le caveat de la Re-

marque 6.44 sur la dé-
�nition de [BMS92]

appartient à la classe LCLR

s’il existe un langage rationnel R sur l’alphabet Γ, et un ensemble semilinéaire
C ✓ Nd , tel que

L = R \ [C][CFM12a] utilisent
la notation R �C .

où [C] = {w 2 Γ⇤ |πΓ

kh(w) 2 C}[C] = π
Γ

kh

�1
(C) désigne l’ensemble des mots sur Γ qui véri�ent les

contraintes semilinéairesC portant sur le nombre d’occurrences de chaque lettre. J

Exemple 6.33 .
ILe langage L = {anbncn |n 2 N} 2 LCLR. En e�et, L = R \ [C], avec R =
a⇤b⇤c⇤ et C = {(n, n, n) |n 2 N}. J

Définition 6.34 (Automates de Parikh sur les lettres, [CFM12a]).
IÀ ne pas confondre avec

les automates normali-
sés pour lesquels le vec-
teur caractérise la lettre.

Un automate de Parikh de dimension d est appelé automate de Parikh sur les lettres
si pour chaque lettre a 2 Σ, toute transition étiquetée par la lettre a est étiquetée
par le même vecteur va. Autrement dit si (a,v) et (a,v0) sont deux étiquettes de
deux transitions de l’automate, alors v = v0. J
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Le lien entre la classe LCLR et les automates de Parikh est bien compris :

Proposition 6.35 ([CFM12a, Mas17]).
I Cf. Remarque 6.44La classe LCLR reconnaît les mêmes langages que les automates de Parikh sur
les lettres. J

Cette classe est ainsi assez peu expressive (encore moins que les langages de Parikh
déterministes). Ces langages ont la contrainte très forte de devoir compter chaque
lettre de la même façon au cours du mot, sans pouvoir di�érencier certains blocs.
Ainsi :

Proposition 6.36 ((anbn)2 /2 LCLR, [CFM12a]).
I Le langage L = {anbnambm |n,m 2 N⇤} n’est pas dans LCLR. J

Idée de preuve. La Proposition 5.4 de [CFM12a] permet de prouver la proposition
tout en évitant un argument de pompage, à l’aide de l’introduction d’un langage non
régulier (le pompage étant ainsi reporté dans la preuve de non régularité du langage).

Nous proposons, dans ce cas simple, une ébauche de preuve directe par pompage.
Nous utiliserons la tech-
nique de [CFM12a] pour
l’analogue hors-contexte
de LCLR, au Lemme 6.64.

Par l’absurde supposons que L = R \ [C] avec R un langage régulier sur {a, b} et
C une contrainte semilinéaire de dimension 2. Un argument de pompage permet
de dire qu’il existe un entier n su�samment grand, et un entier 0 < s < n, tel que
anbnanbn 2 R et anbn+sanbn�s 2 R. Comme anbnanbn 2 L, le vecteur (2n, 2n) 2
C . L’image de Parikh du mot anbn+sanbn�s 2 R est donc (2n, 2n) 2 C . Donc ce
mot appartient à R \ [C] = L, mais pourtant il n’est pas dans L. Contradiction. ⌅

Pour di�érencier le comptage de certaines lettres, et ainsi enrichir la classe de
langages décrits de cette façon, Castiglione et Massazza ont introduit un morphisme :

Définition 6.37 (RCM, [CM17]).
I Soit Σ un alphabet non vide. Un langage L ✓ Σ⇤ appartient à la classe RCM s’il
existe un alphabet Γ de taille d > 1, un langage rationnel R sur l’alphabet Γ, un
ensemble semilinéaire C ✓ Nd , et en�n un morphisme lettre à lettre µ : Γ⇤ ! Σ⇤

injectif sur R \ [C], tel que

L = µ(R \ [C]) .

Autrement dit, L est l’image d’un langage L0 de LCLR par un morphisme lettre à
lettre et injectif sur L0.

On note alors L = hR,C, µi. J

Remarque 6.38 .
ILa notation L = hR,C, µi explique le nom de la classe. Nous pouvons aussi
proposer l’acronyme Regular Constrained language with an injective Morphism. J

Exemple 6.39 (Morphisme et renommage des lettres).
I Le langage L = (anbn)2 := {anbnambm |n,m 2 N⇤} 2 RCM. En e�et, posons
Σ = {a, b}, Γ = {a1, a2, b1, b2}, et considérons le langage régulier R = a⇤1b

⇤
1a
⇤
2b
⇤
2.

Alors L = µ(R \ [C]), où C = {(n, n,m,m) |n,m 2 N⇤} et µ est le morphisme
lettre à lettre dé�ni par µ(a1) = µ(a2) = a et µ(b1) = µ(b2) = a. On véri�e
facilement que µ est bien injectif sur R \ [C].
Ce langage justement n’appartient pas LCLR, et le morphisme permet ainsi de

di�érencier la première paire (a, b) de la seconde. J
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Remarque 6.40 (Injectivité du morphisme).
ILe Théorème 6.41 per-

met de se convaincre
facilement que RCM

sans la contrainte d’in-
jectivité est égale à la
classe des langages de

Parikh non déterministes.

La contrainte d’injectivité du morphisme dans la dé�nition de [CM17] a été
initialement exploitée pour pouvoir établir une bijection entre les mots de R \ [C]
de longueur n et ceux de L, a�n que les séries génératrices de comptage des deux
langages soient égales. J

Nous pouvons désormais démontrer la proposition principale de cette section :

Théorème 6.41 (RCM = wuPA).
I La classeRCM est égale à la classe des langages de Parikh faiblement non ambigus.

J

Démonstration. Nous montrons comment reconnaître un langage dans RCM par un
automate de Parikh faiblement non ambigu, et comment faire la procédure inverse.
Les deux directions sont assez syntaxiques, vu que la dé�nition de RCM est �na-
lement très proche de celle d’un automate de Parikh (les deux sont grossièrement
un langage régulier avec des contraintes semilinéaires). Comme il ne s’agit pas de
transformations déjà publiées dans la littérature, à simplement adapter dans le cas
faiblement non ambigu, j’ai décidé de détailler les preuves.
L’idée principale consiste à faire correspondre la contrainte d’injectivité du mor-

phisme de RCM avec celle de l’unicité d’un calcul acceptant d’un automate de Parikh
faiblement non ambigu.
De RCM vers PA. Soit L 2 RCM. On introduit Γ = {a1 . . . ad} et Σ deux

alphabets, R un langage régulier sur Γ, C un ensemble semilinéaire de Nd et �na-
lement µ : Γ⇤ �! Σ⇤ un morphisme lettre à lettre injectif sur R \ [C], tels que
L = hR,µ,Ci.
Nous rappelons que pour w 2 Γ⇤, πkh(w) = (|w|a1 , . . . , |w|ar) désigne son

image de Parikh. Nous supposons que R est reconnu par un automate déterministe
�ni A.

L’automate de Parikh B reconnaissant L s’obtient facilement en remplaçant dans
A chaque transition de la forme (q1, ai, q2) par la transition (q1, (µ(ai), eai

), q2) où
eai

est le vecteur unitaire de dimension |Γ| = r qui n’a qu’une seule coordonnée
non nulle, la coordonnée i, qui contient un 1. Nous gardons la même contrainte
semilinéaire C pour B.
Les calculs de A et de B sont clairement en bijection, puisque B enregistre dans

le vecteur de chaque transition la lettre de Γ correspondant à la transition associée
dansA. Ainsi pour tout calcul de B étiqueté par (w 2 Σ⇤,d 2 Nd), il existe un calcul
de A passant par exactement les mêmes états, étiqueté par un mot w2 2 Γ⇤ tel que
µ(w2) = w et d = πkh(w2). Réciproquement, tout calcul de A étiqueté par le mot
w peut se traduire en calcul dans B étiqueté par (µ(w),πkh(w)), et passant par les
mêmes états.

Lemme 6.42 .
IL = L(B) et B est faiblement non ambigu. J

Preuve du lemme. Par double inclusion.

⊆ Soit w 2 L. Il existe un mot w2 2 R tel que µ(w2) = w et πkh(w2) 2 C . Il
existe donc un calcul acceptant dans A pour w2, et donc par ce qui précède, un
calcul passant par les mêmes états dans B étiqueté par (w,πkh(w2)). Comme
πkh(w2) 2 C , ce calcul est acceptant dans B. Donc w 2 L(B).
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⊇ Soit w = b1 . . . bs 2 L(B). Il existe un calcul acceptant dans B étiqueté par
((b1,d1), . . . , (bs,ds)) tel que d 2 C , avec d = d1 + . . .+ ds. Il existe donc un
calcul dans A étiqueté par un mot w2 2 Γ⇤ tel que µ(w2) = w et d = πkh(w2),
passant par les mêmes états. Ce calcul est donc acceptant pour A, et w2 2 R.
Donc w2 2 R \ [C] et �nalement w 2 µ(R \ [C]) = L.

Supposons maintenant qu’il existe un autre calcul acceptant dans B étiqueté
par ((b1,d0

1), . . . , (bs,d
0

s)) tel que d0 2 C , avec d0 = d0

1 + . . . + d0

s. Comme
il y a une bijection entre les transitions de A et celles de B, on peut mettre
en bijection ce calcul avec un calcul de A, étiqueté par un mot w3 2 R \ [C].
Comm µ(w3) = µ(w2) = w, l’injectivité de µ sur R \ [C] implique w3 = w2.
Donc d0

1 = d1, . . . , ds = d0

s. De plus, A est déterministe, donc les deux calculs
empruntent les mêmes transitions dansA et passent donc par les mêmes chemins.
Donc les deux calculs dans B sont identiques.

Ainsi pour tout mot, il y a au plus un calcul acceptant dans B : B est faiblement
non ambigu.

⌅

De PA vers RCM. Soit B un automate de Parikh faiblement non ambigu de
dimension r, dont les transitions sont étiquetées par des couples (ai, ei), par la
Proposition 6.22, où chaque vecteur ei est toujours associé à la même lettre ai (par
contre une lettre peut être associée à plusieurs vecteurs di�érents, ainsi pour i 6= j,
on peut cependant avoir ai = aj).

On considère l’alphabet Γ = {(ai, ei) | i 2 [1, r]} ✓ Σ⇥ {ei}i2[1,d].
L’automate A est obtenu simplement en considérant B comme un automate �ni

sur l’alphabet Γ (en voyant les vecteurs comme des lettres qu’on concatène). Le
morphisme µ est dé�ni par la projection sur la première coordonnée : µ((ai, ei)) =
ai.
Soit R le langage régulier reconnu par A : il s’agit du langage des couples lettre-

vecteur qui étiquettent les calculs de B qui joignent l’état initial à un état �nal.
On remarque par ailleurs que |Γ| = r, et que le nombre d’occurrences de la lettre
(ai, ei) dans un calcul de A est égal à la coordonnée i du vecteur étiquetant le calcul
correspondant dans B. Ainsi, R \ [C] est le langage des couples lettre-vecteur qui
étiquettent les calculs acceptants de B. Donc µ(R \ [C]) = L(B).

Montrons que µ est injectif surR\ [C]. Soient w1, w2 2 R\ [C] tels que µ(w1) =
µ(w2). Commew1 etw2 représentent deux calculs acceptants deB, qui sont étiquetés
par le même mot µ(w1), par faible non-ambiguïté, w1 = w2. Donc µ est bien injectif.

⌅

Corollaire 6.43 (Corollaire de la preuve).
I Tout langage dans RCM peut être dé�ni par un triplet hR,C, µi, où C est une
conjonction de contraintes linéaires de la forme :

{(n1, . . . , nr) |
r̂

i=1

(
Pr

j=1ai,jnj = 0), avec ai,j 2 {�1, 0, 1}} .

J

Démonstration. C’est une conséquence de la construction du passage de wuPA à
RCM, qui ne modi�e pas le semilinéaire si l’automate est préalablement normalisé
par la Proposition 6.22. ⌅
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Remarque 6.44 (Di�érence de dé�nition pour les contraintes semilinéaires).
I Les dé�nitions de LCLR et RCM dans cette section ne sont pas exactement
celles de [CM17]. En e�et, dans leurs articles, les auteurs utilisent une dé�nition
non standard des contraintes semilinéaires C : ils considèrent des combinaisons
booléennes de contraintes linéaires de la forme

a1n1 + . . .+ adnd 4 ad+1 ,

où4 2 {6,>,=, 6=, <,>} et a1, . . . , ad+1 sont des entiers relatifs. Si ces contraintes
C sont bien semilinéaires, elles ne recouvrent pas tous les ensembles semilinéaires,
contrairement à ce qui est a�rmé dans [CM17] (leur exemple 1 qui illustre la conver-
sion d’un semilinéaire vers un ensemble de contraintes de cette forme est par ailleurs
faux). En e�et, rien qu’en dimension 1, il n’est pas possible d’exprimer l’ensemble
semilinéaire {2n |n 2 N} avec uniquement des inégalités de cette forme. C’est
d’ailleurs pour cela que l’élimination des quanti�cateurs dans les formules de Pres-
burger introduit des modulos. Nous appellerons dans la suite de cette remarque
contraintes semilinéaires sans modulo un ensemble de contraintes de cette forme.
Les contraintes semilinéaires sans modulo ne sont pas stables par projection : par
exemple la projection du semilinéaire sans modulo {(n,m) |n = m + m} sur la
première coordonnée est l’ensemble des nombres pairs.
Si les contraintes semilinéaires sans modulo sont une sous-classe stricte des se-

milinéaires, cela n’implique pas forcément que les classes LCLR et RCM dé�nies
avec un semilinéaire sans modulo di�èrent : en e�et le langage régulier introduit
dans la dé�nition de LCLR et de RCM est capable de calculer certains modulos. Par
exemple, pour le langage {a2n |n 2 N} = a⇤ \ [{2n |n 2 N}] = (a2)⇤ \ [N], la
première représentation utilise un semilinéaire avec modulo, tandis que la seconde
utilise un semilinéaire sans modulo, la parité étant gérée par le langage régulier.
C’est le cas pour la classe RCM, comme nous l’avons démontré au corollaire

précédent : les classes sont équivalentes, que l’on demande à la contrainte C d’être
un semilinéaire ou une combinaison linéaire de contraintes linéaires sans modulo.
En revanche, ce n’est pas le cas pour la classe LCLR de [BMS92, CM17] : l’ab-

sence de morphisme restreint la dimension au nombre de lettres du langage, et le
formalisme est ainsi trop rigide pour faire communiquer la partie automate et la
partie semilinéaire. La classe dé�nie avec un semilinéaire sans modulo est stricte-
ment plus petite que celle dé�nie avec un semilinéaire quelconque (et donc n’est
pas égale aux langages de Parikh sur les lettres, contrairement à ce qui est annoncé
dans [CM17]). Un exemple de langage qui sépare les deux classes est le langage
L = {anbm | (m pair) _ (n > m)}.

En e�et, supposons que L = {anbm | (m pair) _ (n > m)} s’écrive L = R \ [C]
avec R un langage régulier sur {a, b} et C un ensemble de contraintes semilinéaires
sans modulo, de dimension 2. On peut mettre C sous une forme normale disjonctive :

C =

r_

j=1

Cj ,

avec chaque Cj qui est une conjonction d’inégalités de la forme a1n + a2m4 a3
avec 4 2 {<,>,6,>} (on remplace x 6= y par x < y ^ y > x et x = y par
x 6 y ^ y > x).

Le semilinéaire C est donc une union �nie de polygones possiblement non bornés
deN2. La preuve va utiliser le fait qu’aucune union �nie d’intersections de demi-plans
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n’est capable de ne sélectionner que des points d’ordonnée paire le long d’une droite
verticale.

Supposons queR est reconnu par un automate �ni déterministeA. Soit n un entier
pair strictement plus grand que le nombre d’états de A. On s’intéresse aux mots
wk = anbn+k 2 L, avec k pair. L’ensemble des wk lorsque k parcourt les nombres
pairs est in�ni, donc il existe un polygone Cj qui valide l’image de Parikh d’une
in�nité de ces mots. Ainsi, on peut trouver une suite strictement croissante ki de
nombres pairs qui tend vers l’in�ni, telle que 8i 2 N, (n, n+ ki) 2 Cj .

Fixons une contrainte de Cj de la forme a1n+ a2m4 a3 avec4 2 {<,>,6,>}.
Supposons que a2 > 0. Alors comme cette contrainte est véri�ée par tous les vecteurs
(n, n+ki), nous en déduisons que pour tout i, (a1+a2)n+a2ki4 a3, avec n �xé et
a2ki ! +1. Par conséquent4 2 {>,>}, et donc il existe un rangm0 tel que pour
toutm > m0, (n, n+m) 2 Cj (sans contrainte de parité surm). Le raisonnement
est le même si a2 < 0, nous en déduisons que4 2 {<,6} et que donc la contrainte
est satisfaite pour tout vecteur (n, n+m) pour m su�samment grand. Et si a2 = 0,
la contrainte est véri�ée pour tout vecteur (n, n+m), peu importe la valeur dem.

Comme Cj est une conjonction �nie de contraintes de cette forme, nous pouvons
donc trouver un entierm > 0 impair tel que (n, n+m) 2 Cj . Comme anbn+m /2 L
mais (n, n+m) 2 C , cela signi�e que anbn+m /2 R. Comme R est déterministe L’argument utilise forte-

ment le fait que les lan-
gages réguliers sont stables
par complémentaire ; il
ne s’adaptera pas pour
la classe LCL, qui rem-
place R par un langage
algébrique non ambigu.

, il
existe un unique chemin dansA étiqueté par anbn+m, allant de l’état initial à un état
non acceptant. Mais comme n est supérieur au nombre d’états de A, on peut itérer
une boucle de ce chemin, au niveau de la lecture des a : il existe donc un calcul non
acceptant dans A pour un mot de la forme aNbn+m avec N > n +m. Comme A
est déterministe, cela signi�e que ce mot n’est pas dans R, donc pas dans L. Il s’agit
d’une contradiction car il appartient bien à L. J

Nous �nissons cette section par quelques corollaires de l’égalité RCM = wuPA.
Dans [CM17], les auteurs conjecturent que la classe des langages reconnus par des
RBCM unidirectionnelles déterministes est strictement incluse dans RCM. Cette
conjecture a été démontrée dans deux cas très particuliers, pour les detRBCM avec
un seul compteur qui ne s’inverse qu’une fois [Mas17], et les detRBCM sans cycle
négatif [Mas18]. Nous prouvons une version plus générale de leur conjecture :

Corollaire 6.45 (Preuve de la conjecture de [CM17]).
I Tout langage reconnu par une RBCM déterministe bidirectionnelle est dans RCM :

detRBCM ( 2-detRBCM ✓ wuPA = RCM = uRBCM . Nous conjecturons que
la dernière inclusion est
stricte.J

Démonstration. Il s’agit d’une conséquence directe de l’inclusion déjà énoncée dans
le cas des RBCM au Corollaire 6.30 et du Théorème 6.41. ⌅

Corollaire 6.46 (Inclusion stricte de RCM dans les PA, [CM17]).
I La classe RCM est strictement incluse dans les langages de Parikh. J

Démonstration. C’est une conséquence directe de l’équivalence des classes RCM et
wuPA, et du fait que les langages de Parikh faiblement non ambigus sont strictement
inclus dans les langages de Parikh, par la Proposition 6.9. Notons que la preuve de cette
inclusion stricte dans [CM17] est inexacte, car leur argument permet uniquement de
conclure que si RCM reconnaissait tous les langages de Parikh, alors il n’existerait
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pas de conversion récursive d’un automate de Parikh quelconque dans le formalisme
de RCM.
Nous verrons dans le chapitre 7 que la série génératrice du langage de Shamir

présenté dans la Proposition 6.9 n’est pas holonome, ce qui permet de préciser le
Théorème 12 de [CM17] : il existe bien des langages de Parikh qui ont une série
génératrice non holonome. ⌅

Nous concluons cette section par une remarque sur la stabilité de RCM par union.

Remarque 6.47 (La question de la stabilité par union).
I Comme nous l’avons dit précédemment, nous ne savons pas si les langages de
Parikh faiblement non ambigus sont stables par union. Dans [CM17, Theorem 4], les
auteurs a�rment que la classe RCM est close par union.

CependantTransposée dans le for-
malisme des automates
de Parikh, leur preuve

consiste simplement à re-
connaître l’union de deux
automates de Parikh fai-
blement non ambigus par
un automate produit. Il

n’y a aucune raison, sans
argument supplémentaire,
que cette simple construc-

tion fournisse un automate
faiblement non ambigu,

et on peut construire faci-
lement des exemples pour
lesquels ce n’est pas le cas.

, leur preuve contient une erreur de raisonnement non rattrapable. Nous
proposons dans cette remarque un contre-exemple à la construction de leur preuve.
Nous suivons donc leur construction dans le cas particulier de l’union de L =

(R,C, µ) et de L0 = (R0, C 0, µ0), dé�nis comme suit :

— R = {a,A} est un langage �ni (donc régulier) sur l’alphabet Γ = {a,A},

— C = (N⇥ {0}) \ (0, 0),

— Σ = {c},

— µ : Γ⇤ 7! Σ⇤ dé�ni par µ(a) = µ(A) = c.

— R0 = {b} est un langage �ni (donc régulier) sur l’alphabet Γ0 = {b},

— C 0 = N \ {0},

— µ0 : (Γ0)⇤ 7! Σ⇤ dé�ni par µ(b) = c.

Ainsi L = µ(R \ [C]) = {c} et L0 = µ0(R0 \ [C 0]) = {c}.
La construction de la preuve introduit alors les langages suivants :

— M := µ(R) \ µ(R0) = {c}

— R1 := R \ µ�1(M) = R

— R01 := R0 \ µ0�1(M) = R0

— R2 := R \R1 = ;
— R02 := R \R01 = ;

La preuve construit alors à partir de ces ensembles le langage M 0 = {⌧ab, ⌧Ab}, le
morphisme µ00(⌧ab) = µ00(⌧Ab) = c, et la contrainte semilinéaire C 00 = N2 \ (0, 0).
On a doncM 0 \ [C 00] = M 0.
Les auteurs annoncent alors que l’union de L et L0 est µ00(M 0 \ [C 00]) = {c}, ce

qui est le cas, mais contrairement à ce qu’ils a�rment, le morphisme n’est pas injectif
sur M 0 \ [C 00] = M 0, puisque µ00(⌧ab) = µ00(⌧Ab) = c.
Cette remarque invalide uniquement la preuve donnée dans [CM17], nous ne

savons pas si RCM est clos par union. J

6.4 Automates de Parikh à pile faiblement non ambigus
et modèles équivalents

6.4.1 Définition, propriétés de clôture

Dans cette section, nous étendons le modèle des automates de Parikh en ajoutant
une pile.
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Définition 6.48 (Automate de Parikh à pile, [Kar04]).
I Un automate de Parikh à pile B de dimension d est un couple (A, C), où A est un
automate à pile sur un alphabet �ni Σ, dont les transitions sont étiquetées par des
couples (a,v), avec a 2 Σ [ {"} et Les transitions étiquetées

par un couple de la forme
(",v) sont appelées des
"-transitions.

v 2 Nd, et C est un ensemble semilinéaire de
dimension d. En toute généralité, nous supposons que A, vu comme un automate à
pile, accepte par état �nal.
Un calcul d’un automate de Parikh à pile est ainsi étiqueté par un couple mot-

vecteur (w,v), où w est la concaténation des lettres et v est la somme des vecteurs
étiquetant les transitions empruntées.

Un calcul étiqueté par (w,v) est dit acceptant dans B si c’est un calcul acceptant
de l’automate à pile A, et si de plus le vecteur v appartient au semilinéaire C .

Le langage accepté par B, noté L(B) est l’ensemble des mots étiquetant des calculs
acceptants de B.
Un automate de Parikh à pile B est appelé faiblement non ambigu si tout mot

étiquette au plus un calcul acceptant de B.
On appelle langage algébrique de Parikh (faiblement non ambigu) un langage

reconnu par un automate de Parikh à pile (faiblement non ambigu).
Nous notons PA Pushdown Parikh Auto-

mata
(resp.wuPA) l’ensemble des langages algébriques de Parikh (resp.

faiblement non ambigus). J

Remarque 6.49 .
I [Kar04] dé�nit l’automate A comme un automate à pile �ni sur l’alphabet Σ⇥D,
avec D ✓ Nd, le produit étant vu comme un alphabet à part entière, c’est-à-dire que
chaque couple de la forme (a,v) est considéré comme une lettre. Cette présentation
formelle est concise mais a l’inconvénient de donner une dé�nition un peu stricte
des "-transitions. En e�et, une "-transition sur un automate est généralement une
transition qui ne lit pas de lettre de l’alphabet ; ainsi dans [Kar04], les "-transitions
ne sont pas étiquetées par des vecteurs. J

Les automates de Parikh à pile étendent strictement la classe des langages algé-
briques et des langages de Parikh :

Proposition 6.50 .
I Les langages algébriques et les langages de Parikh sont strictement inclus dans les
langages algébriques de Parikh. J

Démonstration. L’inclusion est immédiate, par dé�nition, car un automate de Parikh
est un automate de Parikh à pile sans pile, et un automate à pile est un automate de
Parikh à pile avec des vecteurs nuls. [KR02] le prouvent pour

le langage des mots de
la forme ww, mais leur
preuve s’adapte aux pa-
lindromes [Kar04]. La
preuve de [CFM12a] est
beaucoup plus élémentaire
que l’originale de [KR02].

La stricte inclusion des langages de Parikh vient du fait que le langage des palin-
dromes L1 := {w#wR |w 2 {a, b}⇤} avec wR qui désigne le mot miroir de w est
algébrique non ambigu (et même déterministe), mais n’est pas un langage de Parikh
([KR02, Kar04, CFM12a]). Celle des langages algébriques vient du fait que le langage
L2 := {anbncn |n 2 N} n’est classiquement pas algébrique.
La concaténation L3 := L1#L2 n’est ni un langage de Parikh, ni un langage

algébrique, mais est un langage de Parikh algébrique. En e�et, si L3 était un langage
de Parikh, alors par stabilité par quotient à gauche, L1 = L3#

�1 serait un langage
de Parikh, et si L3 était un langage algébrique, alors de même L2 = (##)�1L3

serait algébrique. ⌅
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Remarque 6.51 .
ILa preuve précédente permet de montrer de la même façon que les langages
algébriques non ambigus et les langages de Parikh faiblement non ambigus sont
strictement inclus dans les langages algébriques de Parikh faiblement non ambigus.

J

Définition 6.52 .
IUn langage algébrique de Parikh est dit intrinsèquement faiblement non ambigu s’il
n’est reconnu par aucun automate de Parikh à pile faiblement non ambigu. J

Nous annonçons la proposition suivante, qui sera démontrée au chapitre suivantLa proposition est démon-
trée à la Proposition 7.56

du chapitre suivant.

:

Proposition 6.53 (Non clôture des langages algébriques de Parikh faiblement non
ambigus).
I La classe des langages algébriques de Parikh faiblement non ambigus n’est pas
close par intersection, union, concaténation, ni quotient à gauche. J

Remarque 6.54 (Quelques propriétés de clôture).
I En revanche, on adapte facilement les preuves sur les langages de Parikh faiblement
non ambigus pourmontrer que la classe des langages algébriques de Parikh faiblement
non ambigus est close par intersection avec un langage de Parikh faiblement non
ambigu, et par quotient à gauche avec un mot w �xé. J

Remarque 6.55 (Question ouverte).
I Les techniques développées au chapitre 7 ne nous permettent pas de répondre à
la question de la clôture par complémentaire, qui reste ouverte. J

6.4.2 Élimination des ε-transitions

Dans la dé�nition des automates de Parikh à pile, nous avons autorisé les "-
transitions : l’automate peut e�ectuer des calculs, additionner des vecteurs et changer
d’état sans lire de lettre du mot. Il est possible, comme pour les automates à pile
(cf par exemple [Car08, p.101]), d’éliminer les "-transitions sur un automate de
Parikh à pile faiblement non ambigu, tout en préservant la faible non-ambiguïté.
La preuve, si elle n’est conceptuellement pas compliquée (elle suit les idées de la
preuve pour les automates à pile), est assez fastidieuse, car elle introduit d’autres
modèles d’acceptation pour les langages, et demande de véri�er soigneusement
que les constructions n’introduisent pas d’ambiguïté. Pour ne pas interrompre la
présentation des modèles équivalents aux wuPA par une longue preuve technique,
nous admettons dans cette section la proposition suivante, qui sera démontrée dans
la section 6.5 :

Proposition 6.56 (Élimination des "-transitions dans un wuPA).
I Tout langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu est reconnaissable par
un automate de Parikh faiblement non ambigu qui ne possède aucune "-transition
(toutes les transitions lisent une lettre). J

La proposition suivante est l’analogue avec pile du Corollaire 6.19 et de la Proposi-
tion 6.20 :
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Proposition 6.57 (Normalisation d’un wuPA).
I Tout langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu est reconnaissable

— par un automate de Parikh à pile faiblement non ambigu sans "-transition, de
dimension paire 2d, dont les transitions sont étiquetées par des vecteurs de
la forme (ei, ej), où ei, ej 2 Nd, et le semilinéaire d’acceptation est C =
{(n1, . . . , n2d) |n1 = nd+1 ^ n2 = nd+2 ^ . . . ^ nd = n2d}.

— par un automate de Parikh à pile faiblement non ambigu sans "-transition, de
dimension r, dont les transitions sont étiquetées par des vecteurs de la forme ei,
où ei 2 Nr , et le semilinéaire d’acceptation est de la forme :

C =
�
(n1, . . . , nr) |

r̂

i=1

(
Pr

j=1ai,jnj = 0), avec ai,j 2 {�1, 0, 1}
 
.

De plus, chaque vecteur ei est associé à une seule lettre, c’est-à-dire que si (a, ei)
et (b, ei) étiquettent deux transitions, alors a = b.

J

Démonstration. Il s’agit de la même preuve que pour les versions sans pile, présentée
dans le Corollaire 6.19 et la Proposition 6.20. ⌅

6.4.3 Équivalence avec les RBCM à pile unidirectionnelles non
ambiguës

Définition 6.58 (RBCM à pile, [Iba78]).
I La classe NPCM(k,m, n) désigne l’ensemble des machines à k compteurs à
(m,n)-inversion bornée, étendues avec une pile.

Une RBCM à pile est non ambiguë si tout mot est accepté par au plus un calcul
acceptant. J

Proposition 6.59 ([Iba78]).
I Contrairement aux RBCM

sans pile, il n’est plus pos-
sible de simuler une ma-
chine bidirectionnelle par
une machine unidirection-
nelle. En e�et, l’image de
Parikh du langage d’une
machine à pile unidirec-
tionnelle est semilinéaire,
tandis que les machines
bidirectionnelles peuvent
simuler des intersections
de langages algébriques,
dont l’image de Parikh
n’est pas semilinéaire
[Iba78].

Tout langage reconnu par une RBCM à pile unidirectionnelle (m = 0) non
ambiguë est reconnaissable par une RBCM à pile unidirectionnelle, non ambiguë,
et dont chaque compteur ne peut plus s’incrémenter après avoir été incrémenté
(n = 1). J

Idée de la preuve. Il s’agit d’une simple adaptation de l’argument de [BB74, Iba78]
pour simuler de façon déterministe, avec m compteurs à une seule inversion, un
compteur à au plus 2m inversions. ⌅

Puisque nous avons autorisé les "-transitions dans la dé�nition des automates de
Parikh à pile, la proposition suivante est naturelle :

Proposition 6.60 .
I Les RBCM à pile unidirectionnelles non ambiguës et les automates de Parikh à
pile faiblement non ambigus reconnaissent les mêmes langages. J

Démonstration. Par une simple adaptation de la preuve du cas sans pile du Théo-
rème 6.29. ⌅
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6.4.4 Équivalence avec la classe LCM

Définition 6.61 (Linear Constrained Language (LCL), [Mas93]).
I Soit Γ un alphabet de taille d > 1. Un langage L ✓ Γ⇤ appartient à la classe LCL
s’il existe un langage algébrique non ambigu G sur l’alphabet Γ, et un ensemble
semilinéaire C ✓ Nd , tel que

L = G \ [C]

où nous rappelons que [C] = {w 2 Γ⇤ |πΓ

kh(w) 2 C} désigne l’ensemble des mots
surΓ qui véri�ent les contraintes semilinéairesC portant sur le nombre d’occurrences
de chaque lettre. J

Remarque 6.62 .
INous avons choisi de dé�nir la classe LCL avec C semilinéaire quelconque, tandis
qu’historiquement la classe LCL est dé�nie dans [Mas93] avec un semilinéaire sans
modulo. Nous avons déjà vu avec la classe LCLR que ces deux dé�nitions n’ont pas
de raison d’être équivalentes. Le contre-exemple que nous avions trouvé pour séparer
les deux dé�nitions de LCLR ne s’applique pas pour LCL, car il était algébrique non
ambigu, et de plus la technique de preuve reposait sur un passage au complémentaire,
tandis que les langages algébriques ne sont pas clos par complémentaire. Nous
n’avons pas trouvé pour l’instant de contre-exemple, mais nous pensons que les
deux dé�nitions ne sont pas équivalentes. La classe que nous appelons LCL est donc
potentiellement plus générale que celle décrite dans [Mas93]. J

Exemple 6.63 .
ILe langage L = {w#wR | |w|a = |w|b} 2 LCL. En e�et, L = G \ [C], avec G le
langage non ambigu des palindromes sur {a, b}, et C = {(n, n) |n 2 N}. J

Lemme 6.64 (Version à pile du Lemme 5.4 de [CFM12a]).
I Soit L = G \ [C] 2 LCL, avec G un langage algébrique non ambigu. Soit E un
langage régulier tel que L\E n’est pas algébriqueLa preuve fonctionne

encore en supposant que
L\E n’est pas un langage

algébrique non ambigu.

. Alors il existe un motw deG\E
tel que w /2 [C]. J

Démonstration. Il s’agit d’une simple adaptation de la preuve de [CFM12a].
Comme L ✓ G, nous déduisons que L\E ✓ G\E. CommeG\E est algébrique

non ambigu (par stabilité des langages algébriques non ambigus par intersection
avec un langage régulier), mais L \E n’est pas algébrique, l’inclusion est forcément
stricte.

Il existe donc un mot w qui est dans G\E mais pas dans L\E. Donc w est dans
G mais pas dans L. Donc πkh(w) /2 C . ⌅

Tout comme LCLR, la classe LCL est dé�nie par une contrainte très forte de
devoir compter chaque lettre de la même façon au cours du mot. Ainsi :

Proposition 6.65 (anbmanbm /2 LCL).
I Le langage L = {anbmanbm |n,m 2 N⇤} n’est pas dans LCL. J

Démonstration. A�n d’éviter un argument de pompage un peu lourd, nous utilisons
la version à pile du Lemme 5.4 de [CFM12a], démontrée au Lemme 6.64, qui relègue
en fait le pompage dans la preuve qu’un langage n’est pas algébrique. Supposons
que L = G \ [C] avec G un langage algébrique non ambigu.
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Soit E le langage régulier (a2)+(b2)+(a2)+(b2)+. Comme le langage L \ E =
{a2nb2ma2nb2m |n,m 2 N⇤} n’est classiquement C’est plutôt anbmanbm

qui n’est classiquement pas
algébrique, mais la preuve
s’adapte facilement.

pas algébrique, par le Lemme 6.64
il existe un mot w 2 E tel que πkh(w) = (|w|a, |w|b) /2 C .

Comme w 2 E, son nombre de a et de b est pair. Le mot

w0 = a|w|a/2b|w|b/2a|w|a/2a|w|b/2

est dans L, mais il a la même image de Parikh que w. Donc πkh(w
0) /2 C , autrement

dit w0 /2 [C]. Contradiction. ⌅

Il manque à LCL un moyen de compter di�éremment certains groupes de lettres ;
une approche naturelle pour le faire est d’utiliser un morphisme. Nous généralisons
alors la classe LCL, en transposant l’idée de Castiglione et Massazza pour la classe
RCM :

Définition 6.66 (LCM).
I Soit Σ un alphabet non vide. Un langage L ✓ Σ⇤ appartient à la classe LCM
s’il existe un alphabet Γ de taille d > 1, un langage algébrique non ambigu G sur
l’alphabet Γ, un ensemble semilinéaire C ✓ Nd, et en�n un morphisme lettre à lettre
µ : Γ⇤ ! Σ⇤ injectif sur G \ [C], tel que

L = µ(G \ [C]) .

Autrement dit, L est l’image d’un langage L0 de LCL par un morphisme lettre à
lettre et injectif sur L0. On note alors L = hG,C, µi. J

Exemple 6.67 (Morphisme et renommage des lettres).
I Le langage L = {anbmanbm |n,m 2 N⇤} appartient à la classe LCM. En e�et, il
est dans RCM, qui est inclus dans LCM. J

Proposition 6.68 .
I Dans la dé�nition de LCM, on peut supposer sans perte de généralité que le langage
algébrique G est reconnu par un automate à pile déterministe sans "-transition. J

Démonstration. Soit L = hG,C, µi 2 LCM, où G est un langage reconnu par un
automate à pile A non ambigu, C est un ensemble semilinéaire de dimension |Γ|
reconnu par une formule de Presburger Φ, et µ : Γ! Σ est un morphisme lettre à
lettre injectif sur G \ [C].
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que A est non ambigu, sans "-

transitions. En e�et la procédure d’élimination Ce sera aussi une consé-
quence de la section 6.5.

des "-transitions pour les automates
à pile préserve la non-ambiguïté [Che94].

Le langage des calculs acceptants de A est facilement reconnu par un automate à
pile déterministe A0 : l’alphabet d’entrée de A0 est l’ensemble des transitions∆ de
A, et en lisant une transition de A, l’automate correspondant e�ectue les actions
décrites par la transition.
On dé�nit alors µ0 : ∆! Σ, par µ0(t) = µ(↵(t)), où ↵(t) désigne la lettre de Γ

qui étiquette la transition t 2 ∆ (on rappelle que A n’a pas d’"-transitions, donc le
morphisme est bien lettre à lettre).
En�n, on dé�nit Φ0(y) pour y = (yt)t2∆, la formule de Presburger obtenue à

partir de Φ(x) en remplaçant chaque variable xa avec a 2 Γ par
P

t2∆:↵(t)=a yt.

On véri�e facilement que µ0(L(A0)\ [C 0]) = µ(G\ [C]) = L. Il reste à démontrer
que µ0 est bien injectif sur L(A0) \ [C 0]. Soient ⇡1 et ⇡2 deux mots de L(A0) \ [C 0]
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tels que µ0(⇡1) = µ0(⇡2). Par dé�nition de A0, ⇡1 et ⇡2 représentent deux calculs
acceptants de A, étiquetés par deux mots w1 et w2 de G. Ainsi µ0(⇡1) = µ(w1) et
µ0(⇡2) = µ(w2). Par construction de C 0, si ⇡1 2 C 0, alors w1 2 C . Par injectivité
de µ sur G \ [C], on a ainsi w1 = w2. Donc ⇡1 et ⇡2 représentent deux calculs
acceptants de A étiquetés par le même mot. Par non-ambiguïté de A, ⇡1 = ⇡2. Donc
µ0 est bien injectif. ⌅

Nous pouvons désormais démontrer la proposition principale de cette section :

Théorème 6.69 (LCM = wuPA).
I La classe LCM est égale à la classe des langages algébriques de Parikh faiblement
non ambigus. J

Démonstration. Il s’agit de la même preuve que dans le cas sans pile, donc je détaille
un peu moins le raisonnement.
De LCM vers wuPA. Soit L 2 LCM. On introduit Γ = {a1 . . . ad} et Σ deux

alphabets, G un langage sur Γ, reconnu par un automate à pile déterministe A par
la Proposition 6.68, C un ensemble semilinéaire de Nd et �nalement µ : Γ⇤ �! Σ⇤

un morphisme lettre à lettre injectif sur G \ [C], tel que L = hG,C, µi.
L’automate de Parikh à pile est B = (A0, C), où C est inchangé, et A0 est obtenu

à partir de A en remplaçant, dans toutes les transitions, la lettre ai 2 Γ par le couple
(µ(ai), eai

), pour tout i = 1 . . . d.
Les calculs de A et de B sont clairement en bijection, et on véri�e comme dans le

cas sans pile que B reconnaît le langage L et est faiblement non ambigu.
De wuPA vers LCM. Soit B = (A, C) un automate de Parikh à pile faible-

ment non ambigu de dimension d normalisé par la Proposition 6.57, c’est-à-dire qu’il
est sans "-transition, et ses transitions sont étiquetées par des vecteurs ei qui identi-
�ent de façon unique la lettre avec laquelle ils étiquettent des transitions. Autrement
dit toute transition étiquetée par un vecteur ei est étiquetée par le couple (ai, ei) où
ai 2 Σ est entièrement déterminée par i. De plus le semilinéaire d’acceptation est de
la forme :

C =
�
(n1, . . . , nr) |

r̂

i=1

(
Pr

j=1ai,jnj = 0), avec ai,j 2 {�1, 0, 1}
 
.

On considère l’automate A0 égal à A, vu comme un automate à pile sur l’alphabet
Γ = {(ai, ei)}i2[1,d], où l’on concatène lettres et vecteurs. Le morphisme µ est dé�ni
par la projection sur la première coordonnée : µ((a, ei)) = a.

Soit G le langage algébrique reconnu par A0. Comme pour la preuve sans pile, on
véri�e que L(B) = µ(G \ [C]) et que µ est injectif sur G \ [C]. ⌅

Corollaire 6.70 (Corollaire de la preuve).
I Tout langage dans LCM peut être dé�ni par un triplet hG,C, µi, où C est une
conjonction de contraintes linéaires de la forme

{(n1, . . . , nr) |
r̂

i=1

(
Pr

j=1ai,jnj = 0), avec ai,j 2 {�1, 0, 1}} .

J
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6.5 Preuve de l’élimination des ε-transitions dans un
automate de Parikh à pile faiblement non ambigu

Pour prouver l’équivalence entre les classes wuPA et la classe LCM, à la section
précédente, nous avons eu besoin d’utiliser un automate de Parikh à pile normalisé
sans "-transitions. Le but de cette section est de prouver qu’il est possible d’éliminer
les "-transitions, tout en préservant la faible non-ambiguïté. Nous souhaitons donc
démontrer la proposition suivante, admise à la section précédente :

Proposition 6.56 (Élimination des "-transitions dans un wuPA).
I Tout langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu est reconnaissable par
un automate de Parikh faiblement non ambigu qui ne possède aucune "-transition
(toutes les transitions lisent une lettre). J

L’élimination des "-transitions dans un automate à pile classique consiste à tra-
duire l’automate à pile en grammaire hors-contexte équivalente, puis mettre cette
grammaire sous forme normale de Greibach, c’est-à-dire une grammaire dont les
règles de dérivation sont toutes de la forme S ! aV1 . . . Vr avec a une lettre ter-
minale quelconque, et V1, . . . , Vr des symboles non terminaux, avec r > 0. En�n,
cette grammaire sous forme normale de Greibach se traduit en un automate à pile
équivalent, sans "-transitions. Je n’ai pas connaissance de procédure qui permette
d’éliminer les "-transitions d’un automate à pile sans passer par le formalisme des
grammaires hors-contexte.
Comme nous voulons éliminer les "-transitions dans un modèle qui généralise

les automates à pile classiques, nous introduisons une classe de grammaires hors-
contexte pondérées par des contraintes semilinéaires, qui généralise les grammaires
hors-contexte, et qui est équivalente aux automates de Parikh à pile. Nous adaptons
les preuves classiques des grammaires hors-contexte à ces grammaires hors-contexte
pondérées, tout en nous assurant que les constructions classiques préservent la faible
non-ambiguïté.
Dans d’autres contextes, la forme normale de Greibach a été étudiée pour les

grammaires pondérées, dans le cadre des demi-anneaux [BRW12, Sta72], ou dans le
cas particulier des grammaires probabilistes [AMP99, Pon12]. La persistance de la
non-ambiguïté lors de la mise sous forme normale de Greibach a été étudiée dans le
cadre des grammaires hors-contexte dans [Che94].

6.5.1 Plan de la preuve

Pour éliminer les "-transitions d’un automate de Parikh à pile, nous étudions le
formalisme équivalent des grammaires hors-contexte contraintes, notées CFG (pour
constrained context-free grammar). Tout au long de la preuve, nous allons étudier
la mise sous forme normale de Greibach d’une grammaire dont les poids sont des
vecteurs ou des ensembles semilinéaires de Nd.

a. Nous montrons dans un premier temps, à la Proposition 6.79 que tout langage
algébrique de Parikh faiblement non ambigu est reconnu par une CFG non
ambiguë.

b. Ensuite, nous montrons à la Proposition 6.95 que nous pouvons mettre une
CFG non ambiguë sous forme normale de Greibach tout en préservant la non-
ambiguïté. Cette mise sous forme normale se fait en trois étapes, exactement
comme pour les grammaires hors-contexte classiques :
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a) La première étape consiste à éliminer les "-productions, c’est-à-dire toutes les

règles de la formeA
L�! ", pour obtenir une grammaire qui reconnaît le même

langage privé du mot vide. Cette construction est faite à la Proposition 6.81.

b) Ensuite, nous éliminons les règles unité, qui sont les règles de dérivation

de la forme A
L�! B où A et B sont deux symboles non terminaux. Cette

construction est faite à la Proposition 6.83.

c) En�n nous éliminons la récursivité gauche ; il s’agit de la dernière étape, qui
est la plus di�cile, de la mise sous forme normale de Greibach. Pour garantir
la préservation de la non-ambiguïté par cette transformation, qui est plus
délicate que les deux précédentes, nous prenons une autre approche que celle
généralement présentée pour les grammaires hors-contexte. Nous introdui-
sons d’abord une transformation Φ dé�nie sur des arbres, qui transforme
les arbres de dérivation de la grammaire en éliminant en grande partie la
récursivité gauche. Puis nous décrivons une grammaireGΦ dont les arbres de
dérivation coïncident avec l’image de Φ. Cette présentation de la mise sous
forme normale de Greibach, en introduisant d’abord la transformation Φ sur
les arbres de dérivation, a l’avantage d’expliciter la bijection, en l’occurrence
Φ, entre les arbres de dérivation de la grammaire originale et ceux de la
grammaire équivalente sous forme normale de Greibach. Grâce à cela, nous
pouvons garantir rigoureusement que la grammaire obtenue est toujours
non ambiguë.

c. En�n, nous montrons dans la Proposition 6.96 comment une CFG non ambiguë
sous forme normale de Greibach peut être traduite en automate de Parikh à pile
faiblement non ambigu, qui n’utilise pas d’"-transitions.

6.5.2 Grammaires hors-contexte contraintes

Définition 6.71 (Grammaire hors-contexte contrainte).
I Une grammaire hors-contexte contrainte de dimension d est un tuple (N,Σ, S,D,S)
où :

a. N est l’ensemble des non terminaux, Σ est l’ensembles des lettres terminales,

b. S 2 N est appelé l’axiome,

c. S ✓ Nd est un ensemble semilinéaire,

d. D est l’ensemble des règles de production de la grammaire, qui sont de la forme
A

v�! A1 . . . Ar , où A 2 N , r > 0, v 2 Nd, et Ai 2 N [ Σ pour tout 1 6 i 6 r.

J

Intuitivement, une grammaire hors-contexte contrainte est une grammaire hors-
contexte dont les règles de dérivation sont étiquetées par un vecteur. Un mot w est
dans le langage écrit par la grammaire s’il existe un arbre de dérivation de frontièrew,
tel que la somme de tous les vecteurs utiliser pour dériverw appartient à un ensemble
semilinéaire d’acceptation. Avant de dé�nir proprement les arbres de dérivation pour
ces grammaires, nous dé�nissons une variante dont nous aurons besoin :

Définition 6.72 (Grammaire hors-contexte contrainte généralisée).
I Une grammaire hors-contexte contrainte généralisée de dimension d est une gram-
maire dont les règles de production sont étiquetées par des ensembles semilinéaires
de Nd. J
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Remarque 6.73 .
IToute grammaire hors-contexte contrainte peut être vue comme généralisée, en
remplaçant tout vecteur v qui étiquette une règle de dérivation par le semilinéaire
{v}. J

Nous dé�nissons les arbres de dérivation des grammaires hors-contexte contraintes
généralisées. Pour cela nous introduisons brièvement les arbres étiquetés par des
ensembles semilinéaires. Nous �xons d 2 N⇤ une dimension.

Définition 6.74 .
I Soit P un ensemble de symboles. L’ensemble TreeP est dé�ni par induction :

— tout symbole v 2 P est un arbre de TreeP ;

— si r > 1, v 2 P , L est un ensemble semilinéaire de dimension d, et t1, . . . , tr sont
des arbres de TreeP , alors (v, L, t1, . . . , tr) 2 TreeP .

Autrement dit, il s’agit de l’ensemble des arbres plans dont les noeuds sont étiquetés
par des symboles de P , et de plus chaque noeud interne est étiqueté par un ensemble
semilinéaire de Nd. J

Définition 6.75 .
INous dé�nissons par induction les notions suivantes :

— pour tout v 2 P , root(v) = v ; et si t = (v, L, t1, . . . , tr), root(t) = v désigne la
racine de t.

— pour tout v 2 P , S(v) = {0} ; et si t = (v, L, t1, . . . , tr), S(t) = L+
Pr

i=1 S(ti)
désigne la somme des ensembles semilinéaires qui apparaissent dans t.

— pour tout v 2 P , left(v) = v ; et si t = (v, L, t1, . . . , tr), left(t) = left(t1)
désigne le symbole le plus en bas à gauche de l’arbre t.

— pour tout v 2 P ,Fr(v) = v ; et si t = (v, L, t1, . . . , tr),Fr(t) = Fr(t1) . . . F r(tr)
désigne la frontière de l’arbre t. Autrement dit il s’agit du mot obtenu en lisant
les feuilles de t, dans l’ordre de gauche à droite.

— pour tout v 2 P , subtrees(v) = {v} ; et si t = (v, L, t1, . . . , tr), subtrees(t) =
{t} [ subtrees(t1) [ . . . [ subtrees(tr) désigne l’ensemble des sous-arbres de t.

— pour tout v 2 P , ht(v) = 0 ; et si t = (v, L, t1, . . . , tr), ht(t) désigne la hauteur
de l’arbre t, dé�nie par ht(t) = 1 +max(ht(t1), . . . , ht(tr)).

J

F����� 6.1. Représentation d’un arbre dont la racine v possède r �ls, et est étiquetée
par l’ensemble semilinéaire L

Définition 6.76 (Arbre de dérivation).
I Soit G = (N,Σ, S,D,S) une grammaire hors-contexte contrainte généralisée.
Pour tout v 2 N [ Σ, l’ensemble des arbres de dérivation de G enracinés en v, noté
TreeG(v), est dé�ni par induction :
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— pour v 2 N [ Σ, v 2 TreeG(v) ;

— si v 2 N et v
L�! v1 . . . vr 2 D est une règle de production, et si ti 2 TreeG(vi)

pour tout 1 6 i 6 r, alors (v, L, t1, . . . , tr) 2 TreeG(v).

Nous notons TreeG =
S

v2N[Σ TreeG(v) l’ensemble des arbres de dérivation de G.
En�n, un arbre de dérivation est appelé terminal si sa frontière est dans Σ⇤. J

Définition 6.77 (Langage d’une grammaire, non-ambiguïté).
I Un mot w 2 Σ⇤ est généré par une grammaire contrainte généralisée G s’il existe
un arbre de dérivation t 2 TreeG(S) tel que Fr(t) = w et tel que la somme des
ensembles linéaires apparaissant dans l’arbre de dérivation t contient un vecteur dans
S (autrement dit S(t) \ S 6= ;). Dans le cas particulier des grammaires contraintes
étiquetées par des vecteurs, cette condition est équivalente au fait que la somme des
vecteurs qui apparaissent dans l’arbre de dérivation t appartient au semilinéaire S .

Une CFG (généralisée) est non ambiguë si pour tout mot w il existe au plus un
arbre de dérivation de G générant le mot w. J

Définition 6.78 (Dérivation gauche).
I Une dérivation gauche d’un mot w 2 (N [ Σ)⇤ à partir d’un symbole V 2 N est

une séquence de dérivations successives w1
r1�! . . .

rn�1���! wn, où w1 = V , wn = w,
et pour tout i 2 [n], wi 2 (Σ [N)⇤ et wi+1 est obtenu à partir de wi en appliquant
une règle de dérivation ri 2 D au symbole non terminal le plus à gauche de wi.

Une dérivation est dite terminale si le dernier mot wn de sa séquence ne contient
aucun symbole non terminal, autrement dit si wn 2 Σ⇤.

Pour tout symbole V 2 N , nous dé�nissons Dleft(V ) l’ensemble des dérivations
gauches commençant par V . On démontre facilement par induction que l’ensemble
des dérivations gauches terminales commençant par V est en bijection avec l’en-
semble des arbres de dérivation terminaux de G enracinés en V . J

La proposition suivante permet de traduire un automate de Parikh à pile dans le
formalisme des grammaires hors-contexte contraintes :

Proposition 6.79 .
I Tout langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu est reconnaissable par
une CFG non ambiguë. J

Démonstration. Nous adaptons la méthode classique des triplets de Ginsburg. Nous
considérons B = (Q, qI , F,Σ,Γ,?, �,S) un automate de Parikh à pile de dimension
d, faiblement non ambigu, où Q désigne l’ensemble des états, qI est l’état initial, F
l’ensemble des états �naux, Σ l’alphabet, Γ l’ensemble des symboles de pile, ? 2 Γ

est le symbole de fond de pile, � l’ensemble des transitions, et S est l’ensemble
semilinéaire d’acceptation.
Il n’est pas di�cile de transformer B en un automate équivalent qui vide sa pile

avant d’accepter un mot : il su�t d’ajouter deux états q; et qf àQ, et de remplacer les
états �naux de F par simplement F 0 = {qf}. L’automate commence par remplacer
? au fond de la pile par $?, avec $ /2 Γ un nouveau symbole, puis il simule B. À
chaque fois que l’automate se retrouve dans un état originellement �nal q 2 F , il
choisit de façon non déterministe d’aller dans l’état q; par une (",0)-transition. Dans
l’état q;, l’automate ne lit plus aucune lettre ; il vide sa pile avec des (",0)-transitions,
jusqu’à dépiler le symbole $ ; il va ensuite dans l’état qf , qui n’a aucune transition
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sortante. Le fait que l’automate ainsi transformé reconnaisse le même langage, et
que la transformation préserve la faible non-ambiguïté, est immédiat.
Sans perte de généralité, nous pouvons aussi supposer que les transitions de B

n’ajoutent sur la pile qu’au plus un symbole, quitte à ajouter des états intermédiaires
et des "-transitions.
En conclusion, nous supposons que B ajoute sur sa pile au plus un symbole, et

accepte avec une pile vide dans un unique état �nal.
La transformation suivante est la méthode classique des triplets pour transformer

un automate à pile en grammaire équivalente, adaptée dans le cas des grammaires
pondérées. Nous dé�nissons la grammaire contrainte GB = (N,Σ, S,D,S) où
N ✓ {S} [ {[q, q0, z] : q, q0 2 Q, z 2 Γ [ {"}}, et D est dé�ni par :

— [q, q0, z]
d�! y si (q, z

(y,d)���! q0, ") 2 �

— [q, q0, z]
d�! y[q00, q0, z1] si (q, z

(y,d)���! q00, z1) 2 �

— [q, q0, z]
d�! y[q1, q2, z1][q2, q

0, z2], pour tout q2 2 Q, si (q, z
(y,d)���! q1, z1z2) 2 �

— S
0�! [qI , qF ,?] pour tout qF 2 F

Il est classique de démontrer par induction que pour tout toute dérivation gauche

à partir du symbole [q, q0, z], de la forme [q, q0, z]
r1�! w2 . . .

rn�1���! wn = w, on peut
associer un calcul de B qui commence dans l’état q, avec comme symbole de sommet
de pile z, et qui dépile pour la première fois ce symbole en arrivant dans l’état q0,
après avoir lu exactement le motw, avec comme vecteur somme associé r1+ . . .+rn.
De plus, cette correspondance est bijective, dans le sens où les dérivations gauches
simulent exactement les calculs de l’automate, et rien d’autre.

Ainsi, les dérivations gauches de la grammaire sont capables de dérouler les calculs
de l’automate de Parikh à pile, et chaque dérivation gauche terminale de la grammaire
simule exactement un calcul valide de l’automate de Parikh à pile, étiqueté par le
même mot et le même poids. Par conséquent, la non-ambiguïté est préservée durant
la transformation. ⌅

Par la suite, les CFG non ambiguës G = (N,Σ, S,D,S) considérées seront sup-
posées issues de la construction précédente, et donc véri�er sans perte de généralité
les conditions (H) :

a. tout symbole non terminal est productif (quitte à supprimer les symboles non
productifs) ;

b. chaque règle de dérivation est de la forme A! w où w 2 ΣiN j , avec i 2 {0, 1}
et j 2 {0, 1, 2} ;

c. l’axiome S n’est jamais produit par une règle de dérivation de la grammaire.

Nous cherchons à modi�er une grammaire de cette forme de manière à obtenir une
grammaire non ambiguë équivalente, telle que toute règle de production commence
par une lettre de Σ (c’est la forme normale de Greibach). Nous suivons les étapes
classiques de la mise sous forme normale de Greibach dans le cadre des grammaires
classiques.

6.5.3 Élimination des règles d’e�acement

Nullable en anglais.Un symbole A 2 N [ {"} d’une grammaire contrainte est dit e�açable si A 6= S
et si A!⇤ ".
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Le but de cette section est de supprimer d’une grammaire contrainte les dérivations
qui e�acent un symbole e�açable.
Si A est e�açable, nous notons TA l’ensemble des vecteurs qui peuvent étiqueter

une dérivation A!⇤ " qui l’e�ace.

Lemme 6.80 .
ITA est semilinéaire. J

Démonstration. Nous construisons une grammaire hors-contexteG0 = (N,Σ0, A,D0)
à partir deG sur l’alphabetΣ0 = {a1, . . . , ad}, qui reconnaît un langage dont l’image
de Parikh est TA.

La grammaire G0 se construit à partir de G en prenant comme axiome le symbole
A, et en supprimant deD toute règle de dérivation qui produit une lettre de Σ. En�n,
les poids sont encodés dans la grammaire hors-contexte : chaque règle de dérivation
de la forme B

v�! B1 . . . Br est remplacée par la règle B ! av11 . . . avdd B1 . . . Br

où r > 0, Bi 2 N et 1 6 i 6 r. Une dérivation gauche terminale de G0 simule
exactement une dérivation gauche de G commençant en A et produisant le mot vide
", et réciproquement toute dérivation gauche de G e�açant A se transforme en une
seule dérivation gauche terminale de G0. De plus l’image de Parikh du mot reconnu
par un arbre de dérivation terminal deG0 est égale au vecteur étiquetant la dérivation
gauche de " correspondante dans G. Par le théorème de Parikh, l’image de Parikh de
G0 est semilinéaire, et donc par la correspondance, TA est semilinéaire. ⌅

Proposition 6.81 .
I Soit G = (N,Σ, S,D,S) une CFG non ambiguë, véri�ant les conditions (H).
Alors nous pouvons construire une CFG G0 généralisée non ambiguë, sans symbole
e�açable, qui véri�e toujours la condition (H), et telle que L(G0) = L(G)\{"}. J

Démonstration. Nous adaptons les idées classiques issues des grammaires sans poids.
Nous notons G0 = (N,Σ, S,D0,S) la CFG obtenue à partir de G en modi�ant
uniquement les règles de dérivation comme suit :

— Pour toute règle ti de D de la forme ti = A
di�! ↵ avec ↵ 2 Σ (i.e. ↵ 6= "), nous

ajoutons à D0 la règle t1i = A
{di}���! ↵.

— Pour toute règle ti deD de la forme ti = A
di�! ↵B avec ↵ 2 Σ [ {"} et B 2 N ,

nous ajoutons les règles suivantes à D0 :

— t1i = A
{di}���! ↵B ;

— t2i = A
{di+TB}������! ↵, si B est e�açable dans G et ↵ 6= ".

— Pour toute règle ti de D de la forme ti = A
di�! ↵BC , avec B,C 2 N , et

↵ 2 Σ [ {"}, nous ajoutons les règles suivantes à D0 :

— t1i = A
{di}���! ↵BC ;

— t2i = A
{di}+TB������! ↵C , si B est e�açable ;

— t3i = A
{di}+TC������! ↵B, si C est e�açable ;

— t4i = A
{di}+TB+TC��������! ↵, si B et C sont e�açables et ↵ 6= " (autrement cela

introduirait un symbole e�açable).
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Par construction, G0 n’a aucune symbole e�açable, et véri�e toujours la condition
(H).

Tout arbre de dérivation terminal T pour un mot w 2 Σ⇤ de G se transforme
facilement en un arbre de dérivation T 0 pourw dansG0 : il est obtenu en e�açant tous
les sous-arbres maximaux de T de frontière ", en remplaçant les règles de dérivation
utilisées au niveau des parents de ces sous-arbres maximaux par les règles de G0 qui
simulent leur suppression. Il est immédiat que si T est étiqueté par un vecteur d,
alors T 0 est étiqueté par un ensemble semilinéaire L tel que d 2 L, si bien que si
w 2 L(G) alors w 2 L(G0).

Réciproquement, à partir d’un arbre de dérivation terminale T 0 dans G0 d’un mot
w 2 Σ⇤, étiquetée par un ensemble semilinéaire L, nous pouvons recréer un arbre de
dérivation terminal T de w dans G, étiqueté par un vecteur d tel que d 2 L : il su�t
de remplacer les règles de la forme tri par la règle ti de G dont elles proviennent, et
de dériver, à partir des symboles B e�açables qui apparaissent dans ti mais pas dans
tri , des arbres de frontière " (qui sont par dé�nition étiquetées par un vecteur de TB).
Plus précisément, si nous supposons que T 0 est un arbre de dérivation acceptant
le mot w, alors il existe un vecteur d 2 L \ S . Par dé�nition, L est la somme des
ensembles semilinéaires qui apparaissent dans les règles de dérivation de l’arbre.
Donc nous pouvons retrouver, à partir d’une décomposition de d dans cette somme
de semilinéaires, des valeurs pour les vecteurs étiquetant les arbres de frontière "
que l’on dérive lors de la construction de T à partir de T 0, de telle sorte que T est
étiqueté par le vecteur somme d 2 S . Ce qui prouve que w 2 L(G).

En�n, G0 est non ambiguë : par la construction ci-dessus, deux arbre de dérivation
terminaux di�érents de G0 acceptant un même mot impliqueraient l’existence de
deux arbres de dérivation di�érents pour ce mot dans G, qui est non ambiguë. ⌅

6.5.4 Élimination des règles unité

Soit G = (N,Σ, S,D,S) une CFG non ambiguë de d, véri�ant les conditions
(H), sans symbole e�açable.

Une règle unité est une règle de la forme A! B, où A et B sont des symboles
non terminaux.
Pour tout couple de symbole non terminal (A,B) 2 N2, nous notons T(A,B)

l’union de tous les ensembles semilinéaires qui étiquettent une dérivation dans G

de la forme A
unit+���! B, où

unit+���! signi�e que la dérivation n’utilise que des règles
unité et n’est pas triviale.

Lemme 6.82 .
I L’ensemble TA,B est semilinéaire. J

Démonstration. L’ensemble TA,B est reconnu par l’automate à vecteurs de dimension
d suivant : l’ensemble d’états est N , avec des états supplémentaires décrits ci-après,

l’état initial est A, et l’état �nal est B. Pour toute règle de G de la forme B
L�! C ,

nous relions B par une 0-transition à un automate reconnaissant L, puis nous
reconnectons l’état �nal de cet automate à l’état C par une 0-transition. L’ensemble
des vecteurs reconnus par cet automate est TA,B , qui est donc semilinéaire. ⌅

Proposition 6.83 .
I Soit G = (N,Σ, S,D,S) une CFG non ambiguë de dimension d , véri�ant
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les conditions (H), sans symbole e�açable (en particulier " /2 L(G)). Alors nous
pouvons construire une grammaire contrainte généralisée G0 non ambiguë, sans
symbole e�açable ni règle unité. J

Démonstration.C’est �nalement la même
technique que celle uti-
lisée pour l’élimination
des "-transitions dans

un automate de Parikh.

Nous adaptons les idées des grammaires hors-contexte classiques.
Nous posons G0 = (N,Σ, S,D0,S), où cette fois encore la seule di�érence vient des
règles de production D0 dé�nies par :

— D0 contient toutes les règles de D qui ne sont pas des règles unité.

— Pour tout symbole non terminal, pour toute règle non unité ti = B
Li�! � avec

� 2 (N [ Σ)+ et � 62 N , et pour tout symbole A 2 N tel que T(A,B) 6= ;, alors
D0 contient la règle tAi = A

Li+T(A,B)������! �.

Il est immédiat que tout arbre de dérivation T 0 de G0 est obtenu à partir d’un arbre
de dérivation T de G obtenu en contractant ses chaînes maximales de règles unité
et en les fusionnant avec la première règle de dérivation non unité qui termine la
chaîne. Par dé�nition, le semilinéaire de la forme T(A,B) ajouté aux transitions deD

0

inclut toutes les sommes possibles de semilinéaires étiquetant ces chaînes supprimées
de règles unité. Le raisonnement pour les symboles e�açables se transpose ensuite
facilement pour prouver que L(G) = L(G0) et que G0 est non ambigu. ⌅

6.5.5 Mise sous forme normale de Greibach

La mise sous forme normale de Greibach est plus compliquée, car les transfor-
mations en jeu réarrangent complètement les arbres de dérivation ; il ne s’agit plus
simplement de contracter des chemins ou des arbres de frontière ". La préservation
de la non-ambiguïté est ainsi plus délicate à étudier. Pour simpli�er l’étude de la
preuve tout en restant rigoureuxLa transformation clas-

sique élimine la récursivité
gauche par itérations
successives, symbole

par symbole. Cela sim-
pli�e la construction

de la grammaire asso-
ciée, mais complexi�e

les preuves s’intéressant
aux arbres de dérivation,

car il faut trouver les
bons invariants de boucle

sur la forme des arbres
de dérivation des gram-
maires intermédiaires.

, nous introduisons une variante de la mise sous
forme normale classique : nous choisissons notamment d’abord de considérer une
transformation Φ qui transforme les arbres de dérivation terminaux de G en des
arbres dont tous les noeuds internes ont une lettre Σ à profondeur 1 ou 2 sur leur
gauche. Nous prouvons que Φ est bijective sur un sous-ensemble d’arbres de déri-
vation bien identi�és, appelés contextes, et préserve la frontière et le semilinéaire
étiquetant les arbres de dérivation de G. Puis nous introduisons une grammaire
contrainte G0 dont les arbres de dérivation coïncident avec l’image par Φ des arbres
de dérivation de G. La grammaire reconnaît ainsi le même langage que G et, à une
petite modi�cation près, est sous forme normale de Greibach.
Dans la suite de cette section, nous �xons une dimension d 2 N⇤.

Définition 6.84 (V -contextes).
I Soit G = (N,Σ, S,D,S) une grammaire hors-contexte contrainte généralisée.

— Un arbre de dérivation de C 2 TreeG est appelé un V -contexte pour V 2 N [Σ
si left(t) = V et si Fr(t) 2 V Σ⇤. Autrement dit le symbole le plus en bas à
gauche de l’arbre est V , et c’est le seul symbole possiblement non terminal de t.

— Si C 2 TreeG est un V -contexte avec V 2 N , et t 2 TreeG(V ) est un arbre de
dérivation de racine V , nous écrivons C[t] 2 TreeG l’arbre de dérivation dé�ni
par :

— C[t] = t si C = V

— C[t] = (v, L, t1[t], t2, . . . , tr) si C = (v, L, t1, . . . , tr)Dans ce cas, t1 est aussi
un V -contexte, donc
C[t] est bien dé�nie.
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Autrement dit, C[t] représente l’arbre obtenu en remplaçant le symbole V 2 N
dans C par l’arbre t. On remarque que C[t] est un left(t)-contexte si C est un
V -contexte avec V 2 N .

— Nous notons ContextG[V ] l’ensemble de tous les V -contextes, pour V 2 N [Σ,
et plus généralement, pour tout ensemble de symboles A, ContextG[A] désigne
l’ensemble de tous les V -contextes tels que V 2 A (en pratique nous n’utiliserons
que A = N , Σ ou N [ Σ).

— Pour P, V 2 N[Σ, la notationContextPG[V ] désigne l’ensemble des V -contextes
de racine P , et ContextPG[Σ] l’ensemble des arbres de dérivations terminaux de
racine P . J

F����� 6.2. Décomposition d’un V -contexte sous la forme t =
t0[(B,L, V, t1, . . . , tr)]

Dans la suite, G = (N,Σ, S,D,S) désigne une CFG non ambiguë, sans symbole
e�açable ni règle unité.

Proposition 6.85 .
I Soit V 2 N [ Σ et t un V -contexte de hauteur plus grande que 1. Alors il existe

une règle de production de la forme B
L�! V v1 . . . vr avec r > 0, des arbres de

dérivation ti 2 TreeG(vi) pour i 2 [r], et un B-contexte t0, tels que t se décompose
sous la forme t = t0[(B,L, V, t1, . . . , tr)]. Le choix de cette décomposition est par
ailleurs unique. De plus :

— r > 1 si V 2 N , puisque G est sans règle unité

— si r > 1, alors pour tout 1 6 i 6 r, Fr(ti) 2 Σ+. En particulier left(ti) 2 Σ.

J

Démonstration. La preuve est immédiate par induction. ⌅

Comme annoncé, nous dé�nissons une application Φ Nous invitons le lecteur
à regarder les Figures 6.3
à 6.6 pour visualiser la
dé�nition de Φ.

qui transforme les contextes
G de telle sorte que tout noeud interne possède une feuille a 2 Σ à profondeur 1 ou
2 sur sa gauche.

Nous notons N 0 := Σ [ {hV i |V 2 N} [ {hV,Bi |V,B 2 N} un ensemble de
nouveaux symboles construits à partir de Σ [N .

Définition 6.86 (Dé�nition de l’application Φ).
I L’application Φ : ContextG[Σ [N ]! TreeN 0 est dé�nie par induction :



204 6 Modèles de machines à compteurs non ambiguës

— pour tout a 2 Σ et V 2 N , Φ(a) = a, et Φ(V ) = hV iΦ(V ) = hV i sert unique-
ment à dé�nir Φ sur les V -
contextes réduits à V 2 N .
En e�et la valeur de Φ sur

N ne sert pas pour dé�-
nir Φ sur les contextes de

hauteur plus grande que 1.

;

— si ht(t) > 1, par la Proposition 6.85, t se décompose de façon unique sous la forme

t = t0[(B,L, V, t1, . . . , tr)], avec r > 0, B
L�! V v1 . . . vr 2 D, ti 2 TreeG(vi),

et t0 qui est un B-contexte. Alors :

— si a := left(t) 2 Σ, Φ(t) = (hAi, L, a,Φ(t1), . . . ,Φ(tr),Φ(t0)), où nous
avons noté A := root(t0). Dans le cas où t0 est réduit à B 2 N , nous omettons
le dernier �ls Φ(t0) dans Φ(t).

— si V := left(t) 2 N , Φ(t) = (hA, V i, L,Φ(t1), . . . ,Φ(tr),Φ(t0)), où nous
avons noté A := root(t0). Là encore, si t0 est réduit à B 2 N , nous omettons
le dernier �ls Φ(t0) dans Φ(t). Nous rappelons que si left(t) 2 N , alors r > 1.

J

F����� 6.3. Action de Φ sur un a-contexte t, avec left(t) = a 2 Σ, et t0 n’est pas
réduit à sa racine.

F����� 6.4. Action de Φ sur un a-contexte, avec a 2 Σ, et t0 est réduit à sa racine
A 2 N .

F����� 6.5. Action de Φ sur un V -contexte, avec V 2 N , et t0 n’est pas réduit à sa
racine.

Nous véri�ons simplement la proposition suivante par induction :

Proposition 6.87 .
I Si t 2 ContextG[Σ [N ], tΣ 2 ContextG[Σ], et tN 2 ContextG[N ], alors :
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F����� 6.6. Action de Φ sur un V -contexte, avec V 2 N , et t0 est réduit à sa racine
A 2 N .

A

B C

D E F

Ga b

c

d

e

f

g

Φ

hAi

hA,Diba

hEi hA,Bi

hE,Gi hCic

e gd hF i

f

F����� 6.7. Exemple de transformation d’arbre par la fonction Φ. Pour plus de
lisibilité, nous n’avons pas mis de poids sur les noeuds.

— |Φ(tΣ)| = |tΣ| et |Φ(tN )| = |tN |� 1 où |t| représente le nombre de noeuds dans
l’arbre t.

— Φ(t) et t ont la même hauteur, et sont étiquetés par les mêmes ensembles semili-
néaires. Ainsi S(Φ(t)) = S(t), et ht(Φ(t)) = ht(t).

— Fr(Φ(tΣ)) = Fr(tΣ), et Fr(Φ(tN )) = left(tN )�1Fr(tN ) si ht(tN ) > 1.

— si t0 est un sous-arbre de Φ(t), alors t0 est l’image d’un sous-arbre ou d’un sous-
contexte de t par Φ. J

Démonstration. Par induction immédiate d’après la dé�nition de Φ. ⌅

Proposition 6.88 .
I Φ est injective sur ContextG[N [ Σ]. J

Démonstration. Nous le démontrons par induction sur la hauteur des arbres de
ContextG[N [ Σ]. Comme Φ préserve la hauteur d’un arbre, il su�t de véri�er
l’injectivité sur des arbres de même hauteur.

— Par dé�nition, Φ est trivialement injective sur les arbres réduits à un noeud.

— Soient t1, t2 2 ContextG[N [ Σ] de même hauteur plus grande que 1, tels que
Φ(t1) = Φ(t2). Par la Proposition 6.85, t1 peut se décomposer sous la forme
t1 = t01[(B1, L1, v1, T1, . . . , Tr)], et de même t2 = t02[(B2, L2, v2, T

0
1, . . . , T

0
R)].

CommeΦ(t1) = Φ(t2), automatiquement L1 = L2, et t01 et t
0
2 ont la même racine.

Si cette racine est de la forme hAi, alors t01 et t02 ont pour racine A, par dé�nition
de Φ . Par ailleurs, le premier �ls de Φ(t1) est une lettre a 2 Σ. Par construction,
cela signi�e que a = v1 = v2 2 Σ. Sinon, la racine de �(t1) = �(t2) est par
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construction de la forme hroot(t1), left(t1)i = hroot(t2), left(t2)i. Dans tous
les cas, nous pouvons a�rmer que left(t1) = left(t2) et root(t1) = root(t2).

Montrons que t01 = B1 2 N si et seulement si t02 = B2 2 N . Sans perte de
généralité, supposons que t01 = B1 mais t02 6= B2. Comme t02 6= B2, cela signi�e
que le �ls le plus à droite de Φ(t2) est égal à Φ(t02). Le �ls le plus à droite de �(t1)
est de la forme �(tΣ), où tΣ = Tr si r > 1, et tΣ = v1 2 Σ si r = 0. Comme
Φ(t1) = Φ(t2), on en déduit que Φ(tΣ) = Φ(t02), et par hypothèse d’induction,
tΣ = t02. Or c’est impossible car Fr(tΣ) 2 Σ+ tandis que Fr(t02) 2 NΣ⇤.

Donc r = R, et Φ(Ti) = Φ(T 0i ) pour tout 1 6 i 6 r par hypothèse d’induction.
De plus soit t01 = B1 = root(t1) et t02 = B2 = root(t2) et donc t01 = t02, soit
t01 6= B1 et t02 6= B2, et donc Φ(t01) = Φ(t02), et par conséquent par hypothèse
d’induction t01 = t02.

Donc t1 = t2. ⌅

Remarque 6.89 .
I Φ étant injective sur ContextG[Σ [N ], elle réalise une bijection sur son image :
Φ : ContextG[Σ [N ]! Φ(ContextG[Σ [N ]) est une bijection. J

Nous cherchons maintenant à construire à partir de G une grammaire hors-
contexte contrainte donc les arbres de dérivation coïncident avec Φ(ContextG[Σ [
N ]).

Définition 6.90 .
INous dé�nissons la CFG GΦ = (N 0,Σ, hSi, D0,S), où pour rappel N 0 = {hV i :
V 2 N} [ {hV, V 0i : V, V 0 2 N}, et D0 est construit comme suit :

— Pour toute règle de dérivation deD de la forme Q
L�! aP1 . . . Pr , telle que a 2 Σ,

et Pi 2 Σ [N pour i 2 [r], nous ajoutons dans D0 la règle de dérivation

hQi L�! ahP1i . . . hPri,

où pour simpli�er l’écriture, nous prenons comme convention que hbi = b lorsque
b 2 Σ. De plus pour tout P 2 N , nous ajoutons à D0 la règle de dérivation :

hP i L�! ahP1i . . . hPrihP,Qi .

— Pour tout règle de dérivation deD de la formeQ
L�! RP1 . . . Pr , telle queR 2 N ,

r > 1, et Pi 2 Σ [N pour i 2 [r], nous ajoutons à D0 la règle de dérivation

hQ,Ri L�! hP1i . . . hPri,

et pour tout P 2 N ,nous ajoutons à D0 la règle de dérivation :

hP,Ri L�! hP1i . . . hPrihP,Qi .

J

Exemple 6.91 .
IConsidérons la grammaireG = (N,Σ, Sa, D,S) dé�nie parN = {Sa, Sb}, a, b 2
Σ, et D est composé des deux règles Sa

(1,0)���! a|Sba et Sb
(0,1)���! b|Sab. Alors GΦ =
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(N 0,Σ, hSai, D0,S) est dé�nie parN 0 = {hSai, hSbi, hSa, Sbi, hSa, Sai, hSb, Sbi, hSb, Sai},
et D0 par :

hSai
(1,0)���! a|ahSa, Sai hSa, Sbi

(1,0)���! a|ahSa, Sai

hSai
(0,1)���! bhSa, Sbi hSa, Sai

(0,1)���! bhSa, Sbi

hSbi
(0,1)���! b|bhSb, Sbi hSb, Sai

(0,1)���! b|bhSb, Sbi

hSbi
(1,0)���! ahSb, Sai hSb, Sbi

(1,0)���! ahSb, Sai

Nous remarquons que la construction de la grammaire produit des symboles ter-
minaux comme hSbi, hSb, Sai et hSb, Sbi qui ne sont pas accessibles depuis l’axiome
hSai.

Sa
1, 0

Sb
0, 1

Sa
1, 0

a

b

a

hSai
1, 0

a hSa, Sai
0, 1

b hSa, Sbi
1, 0

a

F����� 6.8.À gauche un arbre de dérivation t deG, et à droite, un arbre de dérivation
t0 de GΦ, tel que Φ(t) = t0.

J

La proposition suivante établit précisément le lien entre les arbres de dérivation
de GΦ et l’image par Φ des arbres de dérivation de G :

Proposition 6.92 .
I ContextGΦ

[N 0] = Φ(ContextG[N [Σ]). Plus précisément, pour tout P,Q 2 N :

a. L’ensemble des arbres de dérivation terminaux de GΦ, de racine hP i, est l’image
par Φ de l’ensemble des arbres de dérivation terminaux de G ayant pour racine
P . Avec nos notations :

Context
hP i
GΦ

[Σ] = Φ(ContextPG[Σ]).

b. L’ensemble des arbres de dérivation terminaux deGΦ de racine hP,Qi est l’image
par Φ de l’ensemble des Q-contextes de G de hauteur plus grande que 1, ayant
pour racine P . Avec nos notations :

Context
hP,Qi
GΦ

[Σ] = Φ(ContextPG[Q] \ {Q}).

J

Démonstration. Par double inclusion et induction ; nous devons prouver les deux
a�rmations simultanément.
Prouvons l’égalité dans les cas de base. Soit t 2 Context

hP i
GΦ

[Σ] de hauteur 1,
qui est donc de la forme t = (hP i, L, a1, . . . , ar) où ai 2 Σ pour tout 1 6 i 6 r.
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Comme t ne contient aucun symbole de la forme hP,Qi, par construction de GΦ, t

correspond à l’application de la règle de dérivation hP i L�! a1 . . . ar , qui elle-même

provient de la règle P
L�! a1 . . . ar deG. Alors tG = (P,L, a1, . . . , ar) est bien dans

ContextPG[Σ], et véri�e Φ(tG) = t.
Réciproquement, soit tG 2 ContextPG[Σ] de hauteur 1. Alors tG est de la forme
tG = (P,L, a1, . . . , ar), avec ai 2 Σ pour tout 1 6 i 6 r. Ainsi Φ(tG) =

(hP i, L, a1, . . . , ar) et comme P
L�! a1 . . . ar est une règle de dérivation de G, par

construction hP i L�! a1 . . . ar est une règle de dérivation de GΦ. Donc Φ(tG) 2
Context

hP i
GΦ

[Σ].

Soit t 2 Context
hP,Qi
GΦ

[Σ] de hauteur 1, de la forme t = (hP,Qi, L, a1, . . . , ar)
où ai 2 Σ pour tout 1 6 i 6 r. Comme t ne contient aucune symbole de la
forme hP,Qi parmi ses �ls, par construction t commence par l’application d’une

règle hP,Qi L�! a1 . . . ar , qui vient de la règle de P
L�! Qa1 . . . ar dans G. Alors

tG = (P,L,Q, a1, . . . , ar) est bien dans ContextPG[Q], tG 6= Q, et Φ(tG) = t.
Réciproquement, soit tG 2 ContextPG[Q] de hauteur 1 (donc tG 6= Q). Alors il
est de la forme tG = (P,L,Q, a1, . . . , ar), avec ai 2 Σ pour tout 1 6 i 6 r.

Ainsi Φ(tG) = (hP,Qi, L, a1, . . . , ar) et comme P
L�! Qa1 . . . ar est une règle de

dérivation de G, par construction hP,Qi L�! a1 . . . ar est une règle de dérivation de

GΦ. Donc Φ(tG) 2 Context
hP i
GΦ

[Q].
Nous démontrons alors par induction l’inclusion suivante pour tous P,Q 2 N :

Context
hP i
GΦ

[Σ] ✓ Φ(ContextPG[Σ]) et Context
hP,Qi
GΦ

[Σ] ✓ Φ(ContextPG[Q]\{Q}).

— Soit t 2 Context
hP i
GΦ

[Σ] de hauteur strictement plus grande que 1. Il y a deux cas
de �gure.

a. Premier cas : t est de la forme t = (hP i, L, a, t1, . . . , tr), et commence par

une dérivation de la forme hP i L�! ahP1i . . . hPri, avec root(ti) = hPii.
Par construction de D0, cela signi�e que P

L�! aP1 . . . Pr est une règle de

dérivation de G. De plus, pour tout 1 6 i 6 r, ti 2 Context
hPii
GΦ

[Σ], donc par

hypothèse d’induction, il existe des arbres de dérivation t0i 2 ContextPi
G [Σ]

tels que Φ(t0i) = ti.

Donc tG = (P,L, a, t01, . . . , t
0
r) 2 ContextPG[Σ]. Il est alors immédiat que

Φ(tG) = t.

b. Second cas : t est de la forme t = (hP i, L, a, t1, . . . , tr, T ) et commence par

une dérivation de la forme hP i L�! ahP1i . . . hPrihP,Qi, avec root(ti) =

hPii, et root(T ) = hP,Qi. Par construction de D0, cela signi�e que Q
L�!

aP1 . . . Pr est une règle de dérivation de G. De plus, pour tout 1 6 i 6 r,

ti 2 Context
hPii
GΦ

[Σ], donc par hypothèse d’induction, il existe des arbres de

dérivation t0i 2 ContextPi
G [Σ] tels que Φ(t0i) = ti. Par hypothèse d’induction,

comme T 2 Context
hP,Qi
GΦ

[Σ], il existe aussi un contexte T 0 2 ContextPG[Q]\
{Q} tel que Φ(T 0) = T .

Donc tG = T 0[(Q,L, a, t01, . . . , t
0
r)] 2 ContextPG[Σ]. Il est alors immédiat

que Φ(tG) = t.

— Soit t 2 Context
hP,Qi
GΦ

[Σ] de hauteur > 1. Nous sommes aussi confrontés à deux
cas de �gure.



6.5 Preuve de l’élimination des "-transitions dans un automate de Parikh à pile
faiblement non ambigu

209

a. Premier cas : t est de la forme t = (hP,Qi, L, t1, . . . , tr), et commence par

une dérivation de la forme hP,Qi L�! hP1i . . . hPri, avec root(ti) = hPii. Par
construction de D0, P

L�! QP1 . . . Pr 2 D. De plus, pour tout 1 6 i 6 r,

ti 2 Context
hPii
GΦ

[Σ], donc par hypothèse d’induction, on peut trouver t0i 2
ContextPi

G [Σ] tel que Φ(t0i) = ti.

Donc tG = (P,L,Q, t01, . . . , t
0
r) 2 ContextPG[Q] et Φ(tG) = t.

b. Second cas : t = (hP,Qi, L, t1, . . . , tr, T ), commence par une dérivation de

la forme hP,Qi L�! hP1i . . . hPrihP,Ri, avec root(ti) = hPii, et root(T ) =
hP,Ri. Donc R

L�! QP1 . . . Pr 2 D par construction. Comme pour tout

1 6 i 6 r, ti 2 Context
hPii
GΦ

[Σ], par hypothèse d’induction, il existe t0i 2
ContextPi

G [Σ] tel que Φ(t0i) = ti. Et aussi par hypothèse d’induction, puisque

T 2 Context
hP,Ri
GΦ

[Σ], il existe T 0 2 ContextPG[R] \ {R} tel que Φ(T 0) = T .

Donc tG = T 0[(R,L,Q, t01, . . . , t
0
r)] 2 ContextPG[Q], et en�n Φ(tG) = t.

L’inclusion dans l’autre sens utilise les mêmes idées, nous ne traitons qu’un seul
cas, les autres étant similaires.
Soit t 2 ContextPG[Q] de hauteur strictement plus grande que 1, avec Q 2 N .

Posons R = root(t). Alors par la Proposition 6.85 il existe une règle de dériva-

tion de la forme B
L�! QP1 . . . Pr avec r > 0, des arbres de dérivation ti 2

ContextPi
G [Σ], et t0 2 TreeG(R)[B] un B-contexte tels que t se décompose en t =

t0[(B,L,Q, t1, . . . , tr)]. Par dé�nition, Φ(t) = (hR,Qi, L,Φ(t1), . . . ,Φ(tr),Φ(t0))
(t0 n’est pas réduit à R car t serait alors de hauteur 1).

Par hypothèse d’induction, Φ(ti) 2 Context
hPii
GΦ

[Σ], et Φ(t0) 2 Context
hR,Bi
GΦ

[Σ].

De plus, par construction de D0, hR,Qi L�! hP1i . . . hPrihR,Bi est une règle de
dérivation de D0.
Donc Φ(t) 2 Context

hR,Qi
GΦ

[Σ].
⌅

Corollaire 6.93 .
IL(G) = L(GΦ) et GΦ est non ambiguë. J

Démonstration. C’est une conséquence du fait que Φ est une bijection, par la Pro-

position 6.88, entre ContextSG[Σ] et Context
hSi
GΦ

[Σ], qui préserve la frontière et la
somme des semilinéaires. Comme G est non ambiguë, nous en déduisons que GΦ

est non ambiguë. ⌅

Proposition 6.94 .
I Il existe une CFGG0 = (N 00,Σ, hSi, D00,S) non ambiguë, équivalente àGΦ, dont
toutes les règles de dérivation sont de la forme :

A
L�! aV1 . . . Vr avec a 2 Σ, r > 0, et Vi 2 N 0 pour tout i 2 [r].

Autrement dit, toutes les règles de dérivation deG0 commencent par la production
d’une lettre de Σ, et toute production d’une lettre a lieu uniquement au début d’une
règle de dérivation. J

Démonstration. Par construction, toutes les productions de GΦ à partir d’un non
terminal hP i commencent par produire une lettre de Σ. Toutes les productions à
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partir d’un non terminal de la forme hP,Qi commencent par produire soit une lettre,
soit un non terminal de la forme hP1i. Ainsi, GΦ n’a aucune récursivité gauche.
Les dérivations de D00 sont construites à partir de D0 en supprimant les règles

de la forme hQ,Ri L�! hP1i . . . hPri avec hP1i un non terminal. Pour chaque règle

supprimée de la forme hQ,Ri L�! hP1i . . . hPri, et pour chaque règle de D0 de la
forme hP1i L1�! ahQ1i . . . hQsi, nous ajoutons à D00 la règle

hQ,Ri L+L1���! ahQ1i . . . hQsi . . . hPri .

Quitte à ajouter des non terminaux Va àN 0 et des règles de dérivation de la forme

Va
{0}��! a, pour tout a 2 Σ, il est possible de supprimer les terminaux qui ne sont

pas en première position des membres droits des productions de G0.
La grammaire G0

Φ
reconnaît alors facilement le même langage que GΦ et est non

ambiguë. ⌅

Nous avons ainsi démontré la proposition suivante :

Proposition 6.95 (Forme normale de Greibach).
I SoitL ✓ Σ⇤ un langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu. AlorsL\{"}
est reconnaissable par une CFG G0 généralisée non ambiguë, telle que toute règle
de dérivation de G0 produise exactement une lettre de Σ, au début de la règle de
dérivation. J

6.5.6 Élimination des ε-transitions

Proposition 6.96 .
I SoitG = (N,Σ, S,D,S) une CFG généralisée non ambiguë dont les productions
sont dans Σ⇥N⇤. Alors L(G) est reconnu par un automate de Parikh faiblement
non ambigu sans "-transitions. J

Démonstration. La construction classique s’adapte facilement en ajoutant des poids.
Nous considérons ainsi l’automate de Parikh à pile, qui accepte par pile vide, B =
({qI}, qI , {qI},Σ, N, S,∆,S), avec ∆ dé�ni par :

∆ = {qI , A
a,L��! qI ,� : (A

L�! a�) 2 D, a 2 Σ,� 2 N⇤} .

Il est facile de voir que tout calcul �nal de l’automate à pile simule exactement une
dérivation gauche de G, étiquetée par le même mot et de plus la bijection conserve
les semilinéaires des calculs et des dérivations. On véri�e facilement que comme
G est non ambiguë, B l’est aussi. On peut transformer B en automate de Parikh à
vecteurs par la Proposition 6.57.

Comme nous avions dé�ni les automates à pile qui acceptent par état �nal, il faut
modi�er légèrement l’automate à pile B qui accepte par pile vide et non par état
�nal, en faisant attention à ne pas introduire d’"-transition. Je propose de marquer
le symbole de �n de pile par une barre pour que l’automate sache que le symbole
qu’il dépile est en �n de pile.Mettre un symbole de �n

de pile ? requiert un dé-
pilement supplémentaire
par rapport à la longueur

du mot lu, et donc in-
troduit une "-transition.

L’automate est construit pour ne pouvoir aller dans
l’état �nal qu’en dépilant le dernier symbole de sa pile et en lisant une dernière lettre.
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Ainsi B = ({qI , qf}, qI , {qf},Σ, N, S,∆0,S), avec ∆0 = ∆1 [∆2 [∆3 où :

∆1 = {qI , A
a,L��! qI ,� : (A

L�! a�) 2 D, a 2 Σ,� 2 N⇤}

∆2 = {qI , A
a,L��! qI , V1 . . . Vr�1Vr : (A

L�! aV1 . . . Vr) 2 D, a 2 Σ, r > 1}

∆3 = {qI , A
a,L��! qf , " : (A

L�! a) 2 D, a 2 Σ} .

Cette construction préserve le langage et la faible non-ambiguïté. ⌅

Proposition 6.97 .
I Soit B = (Q, qI , F,Σ,Γ,?, �,S) un automate de Parikh à pile faiblement non
ambigu. Alors il existe un automate de Parikh à pile faiblement non ambigu sans
"-transitions, reconnaissant le même langage. J

Démonstration. En appliquant successivement les Propositions 6.79, 6.81, 6.83, 6.95
et 6.96, nous obtenons un automate de Parikh à pile généralisé

B0 = (Q0, q0I , {q
0
f},Σ,Γ

0,?0,∆0,S)

tel que L(B0) = L(B)\{"}.
Si " 2 L(B), nous voulons ajouter le mot vide à L(B0), tout en conservant la faible

non-ambiguïté. Nous considérons une copie

B00 = (Q [ {q0}, {q0}, {q
0
f , q0},Σ,Γ

0,?0,∆00,S 0) ,

en ajoutant à l’automate B0 un nouvel état q0, qui est l’état initial, et est aussi
�nal. L’ensemble des transitions ∆00 est une copie de ∆0, et pour toute transition

qI , A
a,L��! q 2 ∆0, nous ajoutons aussi à∆00 la transition q0, A

a,{1}+L�����! q où 1 est le
vecteur avec des 1 à toutes les coordonnées. Ainsi B00 ne peut se trouver dans l’état q0
qu’au tout début du calcul, avant de lire la première lettre d’un mot, et q0 est une copie
de qI qui est �nale juste pour accepter le mot vide. De plus l’automate quitte l’état
q0 en ajoutant un 1 à toutes les coordonnées. Il su�t alors d’ajuster le semilinéaire
S 0 = {0} [ (S + {1}) pour accepter à la fois le calcul du mot vide, et les calculs en
dehors de l’état q0 qui sont les calculs acceptants de B0 avec un 1 supplémentaire
dans toutes les coordonnées. Il est immédiat que L(B00) = L(B0) [ {"} = L(B) et
que B00 est faiblement non ambigu.

Dans tous les cas, nous obtenons un automate généralisé qui reconnaîtL(B), sans "-
transitions. Il su�t alors de transformer l’automate généralisé en automate à vecteurs
par la même transformation que pour les automate de Parikh (Proposition 6.17). On
remarque que cette transformation ne change pas les lettres des transitions (donc
n’ajoute pas d’"-transitions), et préserve la non-ambiguïté. ⌅

6.6 Conclusion et ouverture

Dans ce chapitre, nous avons formalisé di�érents modèles de machines à comp-
teurs non ambiguës, et étudié leurs propriétés de clôture, ainsi que leurs liens avec
d’autres modèles. Les exemples de langages de Parikh (faiblement) non ambigus de ce
chapitre sont relativement simples, et sont tous reconnus par une RBCM déterministe
bidirectionnelle. Il serait intéressant, pour étudier la propriété de clôture des langages
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de Parikh non ambigus par complémentaire, de se demander si ces automates sont
équivalents à un modèle sous-jacent déterministe.
C’est le cas pour les automates de Parikh non ambigus, qui comme nous l’avons

dit, sont équivalents à au moins deux modèles d’automates déterministes [CFM13,
FGM19]. Nous pouvons trouver une autre classe déterministe équivalente aux auto-
mates de Parikh non ambigus. Un automate de Parikh avec lookahead régulier est un
automate de Parikh dont les transitions sont étiquetées par un tuple (a,R,v) où a
est une lettre, R un langage régulier, et v un vecteur : l’automate ne peut emprunter
la transition (a,R,v) que si la lettre en cours de lecture est a, et si la suite du mot
qui n’a pas encore été lue appartient au langage régulier R : l’automate dispose d’un
oracle qui lui dit si la suite du mot appartient bien au langage R. L’automate est
déterministe si toutes les transitions sortantes d’un état étiquetées par la même lettre
sont étiquetées par des langages réguliers deux à deux disjoints.

Il n’est pas di�cile de montrer que la classe des automates de Parikh non ambigus
et celle des automates de Parikh déterministes avec lookahead régulier sont équiva-
lentes : l’automate de Parikh déterministe utilise son lookahead régulier pour guider
de façon déterministe le bon choix des transitions qui mène à l’unique calcul �nal
pour le mot en cours de lecture dans l’automate de Parikh non ambigu. Réciproque-
ment, l’automate de Parikh non ambigu, simulant un automate déterministe avec
lookahead régulier, choisit d’emprunter une transition de façon non déterministe,
et véri�era que son choix était correct à la �n du mot (sans utiliser le semilinéaire).
Il peut le faire en lançant par exemple en parallèle des calculs dans des automates
�nis reconnaissant les langages réguliers présents des transitions.Comme il y a un nombre

�ni d’états, et que tous les
calculs lisent les mêmes
lettres en même temps,
on peut simuler avec

un automate �ni le lan-
cement d’un nombre
arbitraire de calculs

dans un automate �ni.

L’automate à la
�n du mot véri�e que toutes les simulations des lookaheads réguliers sont dans
un état acceptant : si c’est le cas et seulement si c’est le cas, l’automate va dans
un état �nal. Comme l’automate avec lookahead était déterministe, l’automate non
déterministe construit ainsi est non ambigu : tout mot possède un unique calcul �nal
dans l’automate.

Qu’en est-il de la classe des langages de Parikh faiblement non ambigus? Existe-t-il
un modèle équivalent déterministe? Intuitivement, si nous cherchons un modèle
déterministe équivalent :

— nous avons besoin d’un modèle bidirectionnel, sans quoi le modèle ne sera pas
capable d’adapter son comportement en fonction de la �n du mot.

— nous avons besoin d’un modèle de type RBCM, qui peut adapter son calcul en
fonction de la valeur de ses compteurs, sinon nous n’arriverons pas à trouver le
milieu du mot.

Comme nous l’avons déjà évoqué, une première piste est la classe des RBCM
déterministes bidirectionnelles. Nous pensons qu’elle est cependant plus faible, et
que l’ajout d’un lookahead régulier augmente l’expressivité du modèle. Considérons
le langage d⇤((a + b)c+(a + b))⇤ des mots qui sont constitués d’un bloc initial
de d, puis de blocs de c encadrés de chaque côté par un a ou un b. Nous nous
intéressons au langage L des mots de d⇤((a + b)c+(a + b))⇤ qui ont autant de d
que de lettres c présentes dans un bloc entouré par la même lettre (il faut donc
compter uniquement les c dans les patterns ac+a et bc+b). L’intuition nous pousse
à penser que la RBCM a besoin d’un lookahead régulier pour savoir si elle doit
compter le nombre de c dans le bloc qu’elle est en train de lire. Il faut cependant
faire attention, car la machine est capable de calculer en fait plusieurs données :
pour un mot de w 2 d⇤((a+ b)c+(a+ b))⇤, notons |w|aac (resp. |w|bbc , |w|

ab
c , |w|bac )
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le nombre de c présents dans des blocs encadrés par un a à gauche et un a à droite
(resp. b et b, resp. a et b, resp. b et a). Avec un premier parcours du mot w la machine
peut compter les valeurs |w|a?c = |w|aac + |w|abc , et |w|b?c = |w|bac + |w|bbc , et en
parcourant le mot dans l’autre sens, elle calcule les valeurs |w|?ac = |w|aac + |w|bac , et
|w|?bc = |w|abc + |w|bbc . Nous nous retrouvons avec un système de quatre équations
à quatre inconnues, de rang 3 (car |w|a?c + |w|b?c = |w|?ac + |w|?bc = |w|c). Cela ne
su�t pas à calculer |w|aac + |w|bbc , qui ne s’exprime pas comme combinaison linéaire
des |w|a?c , |w|b?c , |w|?ac , |w|?bc , mais la machine peut par cette méthode déterminer
|w|aac � |w|bbc = |w|a?c � |w|?bc . Cela contredit déjà notre première intuition, et nous
pousse à rester vigilant ; d’autant plus que la machine ne se restreint pas à calculer des
combinaisons linéaires de cette forme, elle peut compter un bloc sur deux, compter
un bloc uniquement si le précédent était bien encadré, voire compter seulement
certains c dans des blocs, etc.
Si comme nous le pensons ce modèle déterministe est strictement inclus dans le

celui des langages de Parikh faiblement non ambigus, il est toujours possible de lui
ajouter un lookahead régulier pour augmenter son expressivité. Mais ce modèle a
atteint pour le moment les limites de notre créativité pour concevoir des langages
faiblement non ambigus : nous aurons besoin de nouvelles idées pour saisir l’origine
de la non-ambiguïté, qui sorte du schéma déterministe bidirectionnel qui avait guidé
inconsciemment nos exemples jusqu’alors. C’est sans doute une tâche di�cile, mais
qui serait très intéressante pour tester et mieux comprendre nos modèles.





Ce chapitre est en partie issu de l’article de conférence [BCKN20].

7
Intrinsèque ambiguïté et séries

génératrices

7.1 Introduction : intrinsèque ambiguïté des langages
algébriques

Le but de ce chapitre est d’étudier l’intrinsèque faible ambiguïté des langages
de Parikh et des langages algébriques de Parikh introduits au chapitre précédent.
Comme les langages algébriques de Parikh sont une généralisation des langages
algébriques, il est important d’avoir une vision générale des techniques connues
sur les langages algébriques, a�n d’essayer de voir lesquelles leur sont spéci�ques,
et lesquelles ont une chance de s’étendre aux modèles à compteurs. Dans cette
introduction détaillée, nous présentons donc un large panel des techniques utilisées
pour démontrer l’intrinsèque ambiguïté des langages algébriques.
Soit Σ un alphabet �ni. Une grammaire hors-contexte G = (N,Σ, S,D) est dite

non ambiguë si pour tout mot w 2 L(G), il existe exactement un arbre de dérivation
de G, de racine S, et de frontière w. Du côté des automates, un automate à pileA est
non ambigu si pour tout mot de w 2 L(A), il existe exactement un calcul acceptant
étiqueté par w. Heureusement, ces notions coïncident pour les deux modèles dé�-
nissant les langages algébriques : les constructions Nous l’avons redémontré

au chapitre précédent dans
le cas plus général des
automates de Parikh à pile.

classiques d’équivalence entre
automates à pile et grammaires hors-contexte préservent facilement la non ambiguïté,
si bien qu’un langage algébrique est reconnu par une grammaire hors-contexte non
ambiguë si et seulement s’il est reconnu par un automate à pile non ambigu.
Un langage algébrique est intrinsèquement ambigu s’il n’est reconnaissable par

aucune grammaire non ambiguë (ou aucun automate à pile non ambigu). En 1961,
Parikh démontre l’existence de langages algébriques intrinsèquement ambigus, en
prouvant que le langage L = {anbmapbq |n = p oum = q, avec n,m, p, q 2 N⇤}
est intrinsèquement ambigu ([Par61], [Par66, Theorem 3]). La preuve de Parikh
utilise un argument d’itération sur les arbres de dérivation d’une grammaire non
ambiguë reconnaissant le langage. Les arguments par itération de ce type sont subtils
et di�ciles à mettre en place, car ils doivent s’appliquer à toute grammaire non
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ambiguë reconnaissant le langage étudié. Plusieurs théorèmes ont été proposés
dans le but de simpli�er, dans les preuves d’intrinsèque ambiguïté, les arguments
d’itération sur les arbres de dérivation. En 1966, Ginsburg et Ullian [GU66] arrivent
ainsi à caractériser exactement l’intrinsèque ambiguïté des langages algébriques
bornésUn langage L est

borné s’il existe des
mots w1, . . . , wd tel
que L ✓ w⇤

1 . . . w
⇤
d .

par une propriété sur des ensembles semilinéaires : leur équivalence permet
de prouver l’intrinsèque ambiguïté de certains langages bornés par des itérations
plus simples portant sur des ensembles semilinéaires, et non plus sur des arbres de
dérivation. Le célèbre lemme d’Ogden [Ogd68] quant à lui simpli�e la mise en place
d’itérations dans des grammaires, en facilitant l’identi�cation de paires itérantes. Au
début des années 80, pour démontrer l’intrinsèque ambiguïté d’un langage non borné,
les principales techniques reposent donc sur des arguments d’itération, qui s’avèrent
fastidieux voire inadaptés pour étudier certains langages algébriques complexes.
En 1987, Flajolet [Fla87] propose une nouvelle approche, fondée sur l’étude des
séries génératrices des langages. Partant du théorème de Chomsky-Schützenberger
[CS63], qui démontre que la série génératrice d’un langage algébrique non ambigu
est algébrique, Flajolet démontre l’intrinsèque ambiguïté de nombreux langages, en
établissant des critères simples pour montrer que leur série génératrice n’est pas
algébrique. Cette nouvelle approche complète très bien les techniques d’itérations
vues précédemment : ces dernières sont plutôt e�caces et rapides pour cerner les
langages qui ont une structure simple, et qui auront tendance à avoir une série
génératrice algébrique (par exemple, tous les langages algébriques bornés ont une
série génératrice rationnelle), tandis que l’approche par séries génératrices permet
de traiter rapidement des langages su�samment complexes pour avoir une série
génératrice qui n’est pas algébrique.
Il n’est pas étonnant que les deux approches se complètent, car il n’existe pas de

méthode universelle pour aborder tous les langages algébriques intrinsèquement
ambigus : décider si un langage algébrique est intrinsèquement ambigu est indécidable
[GU66], par réduction du problème de correspondance de Post (il s’agit d’un problème
di�érent de celui de savoir si une grammaire donnée est ambiguë, qui est aussi
indécidable [CS63]). Il est possible de démontrer l’indécidabilité de l’intrinsèque
ambiguïté (et d’autres problèmes, comme l’intrinsèque in�nie ambiguïté) à l’aide des
critères généraux de Greibach [Gre68]Nous utiliserons les tech-

niques de Greibach pour
démontrer l’indécida-
bilité de l’intrinsèque
faible ambiguïté des
automates de Parikh.

d’indécidabilité de problèmes sur des familles
de langages.
Dans la sous-section 7.1.1, nous donnons des exemples d’applications des tech-

niques basées sur l’itération de Ginsburg et Ullian, et d’Ogden, et dans la sous-
section 7.1.2, nous présentons les techniques analytiques de Flajolet. En�n, dans la
sous-section 7.1.3, nous proposons une nouvelle approche pour prouver l’intrinsèque
ambiguïté des langages bornés à l’aide de séries génératrices (il s’agit de la seule
partie de cette introduction qui est une véritable contribution personnelle).

7.1.1 Preuves d’intrinsèque ambiguïté par des arguments
d’itération

Dans cette section, nous présentons deux outils utiles pour démontrer l’intrinsèque
ambiguïté de certains langages algébriques : les critères de Ginsburg et Ullian [GU66],
et le lemme d’Ogden [Ogd68]. Nous rappelons que ces deux outils ont pour objectif
de simpli�er les raisonnements par itération, soit en transposant le problème sur
une propriété d’ensembles semilinéaires pour les langages bornés, soit en facilitant
l’identi�cation des paires itérantes dans une grammaire.
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Critères de Ginsburg et Ullian pour les langages bornés.

Dans toute cette section, nous �xons d > 1, et Σ un alphabet Les langages algébriques
sur un alphabet de taille
1 sont rationnels par le
théorème de Parikh.

de taille plus
grande que 2. Nous �xons aussi un tuple de d mots w1, . . . , wd 2 Σ⇤, noté hwi :=
hw1, . . . , wdi.

Définition 7.1 (Langages algébriques bornés, [GU66]).
I Un langage L est dit borné par rapport à hwi si L ✓ w⇤1 . . . w

⇤
d.

Dé�nissons la fonction fhwi : N
d ! w⇤1 . . . w

⇤
d par fhwi(p1, . . . , pd) = wp1

1 . . . wpd
d

pour tout p 2 Nd.
Un langage L borné par rapport à hwi Si chaque wi est une lettre

distincte de Σ, alors l’ap-
plication fhwi est bijective,
et sa réciproque est l’image
de Parikh sur w⇤

1 . . . w
⇤
d .

est appelé semilinéaire si f�1hwi(L) est un
ensemble semilinéaire. J

Remarque 7.2 .
ILes langages bornés semilinéaires coïncident avec les langages de Parikh bornés
(et sont même reconnaissables par un langage de Parikh déterministe) [CFM12b]. Les
techniques présentées ici sont donc propres aux langages algébriques sans compteurs.

J

La proposition suivante est une généralisation du théorème de Parikh dans le cas
des langages bornés :

Proposition 7.3 ([GU66]).
I Tout langage algébrique borné est semilinéaire. J

La dé�nition suivante dé�nit une classe d’ensembles semilinéaires associés aux lan-
gages algébriques bornés. Dans un article précédent [GS66], les auteurs démontrent
qu’un langage L borné dans a⇤1 . . . a

⇤
d avec hai = ha1, . . . , adi des lettres distinctes,

est algébrique si et seulement si f�1a (L) est une union �nie d’ensembles linéaires,
dont les ensembles de périodes sont strati�és.

Définition 7.4 (Ensemble strati�é, [GS66, GU66]).
I Un sous-ensemble X ✓ Nd est strati�é si :

a. chaque élément de X possède au plus deux coordonnées non nulles ;

b. on ne peut trouver quatre entiers distincts 1 6 i < j < k < m 6 d ni deux
vecteurs x,x0 2 X tels que xix0jxkx

0
m 6= 0 . En d’autres mots, deux éléments

distincts de X ne peuvent avoir des coordonnées non nulles qui "s’entrelacent".
J

Nous dirons parfois par abus de langage qu’un ensemble linéaire est strati�é si son
ensemble de périodes est strati�é. Le théorème suivant de Ginsburg and Ullian est
fondamental et caractérise les ensembles semilinéaires associés aux langages bornés
inambigus :

Théorème 7.5 (Caractérisation de l’intrinsèque ambiguïté des langages bornés,
[GU66]).
I Il n’est pas nécessaire que

la décomposition d’un mot
dans w⇤

1 . . . w
⇤
d soit non

ambiguë.

Soit L un langage algébrique borné, tel que L ✓ w⇤1 . . . w
⇤
d. Alors L est intrinsè-

quement ambigu si et seulement si f�1hwi(L) n’est pas une union �nie d’ensembles

linéaires disjoints, dont chaque ensemble de période est strati�é et constitué de
vecteurs linéairement indépendants. J
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Un des sens de l’équivalence se conçoit bien dans le cas où leswi sont des symboles
distincts et l’ensemble semilinéaire associé à L est une union disjointe d’ensembles
linéaires à périodes strati�ées linéairement indépendantes. En raisonnant sur un
ensemble linéaire de cette forme, on construit facilement une grammaire non ambiguë
reconnaissant le langage (la condition de non entrelacement permet d’ordonner les
vecteurs des périodes selon leurs couples de coordonnées non nulles, dans un ordre
qui les emboîte). C’est l’autre direction qui est le coeur du théorème de Ginsburg et
Ullian, et qui est fondée sur des arguments profonds sur les arbres de dérivation. De
l’aveu d’un des auteurs dans son livre [Gin66, p. 188], "The proof of the necessity is
extremely complicated".

L’avantage des critères de Ginsburg et Ullian est d’avoir réussi à quitter le monde
des grammaires et des arbres de dérivation, en se ramenant à des ensembles se-
milinéaires, dont la structure est un peu plus simple : ils guident les arguments
d’itérations en se focalisant sur le semilinéaire, et en s’abstrayant ainsi des lettres
du langage. Cependant, comme il s’agit d’une reformulation exacte de l’intrinsèque
ambiguïté en terme de semilinéaires, leur critère n’est pas applicable directement
pour e�ectuer une itération. Un travail de préparation avant de trouver une itération
est ainsi nécessaire. Nous donnons un exemple de preuve d’intrinsèque ambiguïté
fondée sur cet argument :

Proposition 7.6 (Un langage intrinsèquement ambigu, [GU66]).
I Le langage L = {anbmcp |n = m oum = p, avec n,m, p 2 N⇤} est intrinsèque-
ment ambigu. J

Démonstration.La preuve peut être pas-
sée ou lue rapidement,

l’idée est de se convaincre
qu’en pratique il manque
aux critères de Ginsburg
et Ullian un outil pour
guider l’itération dans
les semilinéaires. En

réalité, les arguments
d’itération ne sont pas la
meilleure utilisation des
critères de Ginsburg et

Ullian, cf. Remarque 7.11
et la sous-section 7.1.3.

Nous reportons ici la preuve de [GU66, Theorem 6.2], qui le dé-
montrent pour une variante similaire ; la preuve est exactement la même.
Notons hwi = ha, b, ci. Supposons que S := f�1w (L) s’écrit sous la forme S =

Uk
j=1 Lj , avec chaque Lj = cj + P ⇤j qui est un ensemble linéaire strati�é dont les

périodes sont linéairement indépendantes. Fixons Lj = c + P ⇤ un tel ensemble,
avec c son vecteur constant et P son ensemble de périodes strati�ées et linéairement
indépendantes.
Soit z = (z1, z2, z3) 2 N3 une somme �nie de périodes de P . Alors z1 = z2 ou

z2 = z3. En e�et, supposons que z1 6= z2. Comme pour tout n > 0, c + nz 2 Lj ,
alors pour tout n > 0, ou bien c1 + nz1 = c2 + nz2, ou bien c2 + nz2 = c3 + nz3.
Or il n’y a qu’un nombre �ni de n tels que c1 + nz1 = c2 + nz2 : en e�et s’il y en
avait une in�nité, l’égalité (c1 � c2)/n = z2 � z1 impliquerait z1 = z2. Donc il y a
une in�nité d’entiers n tels que c2 + nz2 = c3 + nz3, et donc z2 = z3.
En particulier, par ce qui précède et par strati�cation, toutes les périodes des

linéaires Lj sont de la forme (d, d, 0), (0, 0, d), (0, d, d) ou (d, 0, 0) avec d 2 N⇤.
Soit m la plus grande coordonnée apparaissant dans les constantes des Lj . On

désigne parH ✓ [1, k] l’ensemble des indices j tels que P ⇤j génère des vecteurs dont
les trois coordonnées sont non nulles (autrement dit on peut trouver trois vecteurs
x,y, z 2 Pj , pas forcément distincts, tels que x1 > 0, y2 > 0, z3 > 0). Ainsi, si un
vecteur v 2 S véri�e v1 > m, v2 > m et v3 > m, alors v 2 Lj pour un certain
j 2 H .

On peut partitionner H = H1 ]H2 avec H1 qui contient les indices des linéaires
dont les périodes contiennent un vecteur de la forme (d, d, 0), avec d > 0, et H2

ceux dont les périodes contiennent un vecteur de la forme (0, e, e), avec e > 0. H1

et H2 sont bien disjoints, car sinon il existerait une somme de vecteurs d’un même
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ensemble de périodes de la forme (d, d+ e, e) avec d 6= d+ e et d+ e 6= e, ce qui
contredit que toute somme z de périodes véri�e z1 = z2 ou z2 = z3.
Notons R l’ensemble des entiers non nuls d > 0 tels que (d, d, 0) 2 H1 ou

(0, d, d) 2 H2. Soit p =
Q

d2R d le produit de tous les entiers de R. Le vecteur
x := (m + p + 1,m + p + 1,m + p + 1) appartient à S, et m + 1 + p > m donc
x 2 Lr pour un r 2 H .

Supposons que r 2 H1 (la preuve est analogue si r 2 H2). Alors comme le vecteur
u := (m + p + 1,m + 1,m + 1) 2 S, par le même argument, u 2 Ls pour un
s 2 H . Si s 2 H1, alors Ls contient une période de la forme (d, d, 0) avec d > 0,
si bien que le vecteur (m + p + 1 + d,m + 1 + d,m + 1) 2 Ls, mais ce vecteur
n’appartient pas à S, contradiction. Donc s 2 H2, et ainsi Ls contient une période
de la forme (0, e, e) avec e > 0 et e 2 R, donc e divise p. Ainsi Ls contient le vecteur
x = u+ p

e (0, e, e). Comme les ensembles linéaires sont disjoints, r = s. Mais s 2 H1

et s 2 H2, contradiction avec le fait que H1 \H2 = ;. Donc r ne peut être dans H1.
On prouve par un raisonnement similaire que r ne peut être dans H2, ce qui est

absurde. Donc S n’est pas une union disjointe de linéaires strati�és dont les périodes
sont indépendantes. Donc L est intrinsèquement ambigu. ⌅

Les critères de Ginsburg et Ullian sont utilisés par [HU66] pour montrer l’indé-
pendance de l’ambiguïté des langages algébriques par passage au complémentaire
vis-à-vis de l’algébricité :

Proposition 7.7 (Indépendance de l’intrinsèque ambiguïté par passage au complé-
mentaire, [HU66]).
I Le langage L1 = {apbqcrdset | (p = q ^ r = s) _ (q = r ^ s = t)} est intrinsè-
quement ambigu, et son complémentaire est un langage algébrique.
Le langage L2 = {apbqcrds | ((10p < q < 12p _ 10q < p < 12q) ^ (10r < s <

12r _ 10r < s < 12r)) _ (10q < r < 12q ^ 6p < s < 8p)} est algébrique non
ambigu, et son complémentaire n’est pas algébrique. J

Remarque 7.8 .
INous n’avons pas à notre connaissance d’exemple de langage algébrique inambigu
non borné dont le complémentaire n’est pas algébrique. En trouver un serait une
piste pour montrer que la classe des langages de Parikh algébriques faiblement non
ambigus n’est pas close par passage au complémentaire. J

Lemme d’Ogden

En 1968, Ogden démontre son fameux lemme, Il s’agit du langage
abM⇤ [ M⇤a⇤b où
M = {aibai+1b | i 2 N}.

et l’utilise pour démontrer l’intrin-
sèque ambiguïté d’un langage non borné.

Théorème 7.9 (Lemme d’Ogden, [Ogd68, Car08]).
I Le lemme d’Ogden dans

[Ogd68] est présenté avec
une dérivation d’un mot de
Σ

⇤, nous présentons ici la
version de [Car08, Lemme
2.43] avec une dérivation
d’un mot de (N [ Σ)⇤

(l’argument est exactement
le même).

Soit G = (N,Σ, S,D) une grammaire hors-contexte. Alors il existe un entier k
tel que pour tout mot ⇠ 2 (N [ Σ)⇤ dérivé à partir de l’axiome S, ayant au moins
k positions distinguées, il existe un symbole A 2 N , et des mots ↵, u,�, v, � 2
(N [ Σ)⇤ tels que

a. S )⇤ ↵A�, A)⇤ uAv + �, et ⇠ = ↵u�v� ;

b. au moins une des a�rmations suivantes est vraie :

— les mots ↵, u et � contiennent tous les trois des positions distinguées ;
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— les mots �, v et � contiennent tous les trois des positions distinguées ;

c. le mot u�v contient moins de k positions distinguées. J

Le lemme d’Ogden simpli�e les arguments par itération dans des grammaires, et
permet entre autres de prouver que certains langages ne sont pas algébriques, ou sont
intrinsèquement ambigus. La preuve du lemme d’Ogden n’est pas très compliquée,
bien qu’astucieuse, et contraste avec la mécanique de preuve très complexe mise en
place par Ginsburg et Ullian pour les langages bornés. Ogden répond en quelque sorte
au problème ouvert posé par Ginsburg dans son livre [Gin66, p. 211], de savoir s’il
existe une preuve "simple" d’intrinsèque ambiguïté du langage anbmcp avec n = m
oum = p qui n’utilise pas ses techniques de preuve.
Ogden [Ogd68] remarque, sans faire la preuve, que les arguments exposés dans

son article s’adaptent pour redémontrer l’intrinsèque ambiguïté du langage des mots
anbmcp avec n = m ou m = p. Nous présentons la preuve de cette a�rmation
présentée par [Car08] dans son livre :

Proposition 7.10 (Un langage intrinsèquement ambigu, [Car08, Ogd68]).
I Le langage L = {anbmcp |n = m oum = p, avec n,m, p 2 N⇤} est intrinsèque-
ment ambigu. J

Démonstration. Nous présentons la preuve de [Car08] qui utilise les arguments
présentés dans [Ogd68]. Supposons que L est reconnu par une grammaire non
ambiguë G = (N,Σ, S,D). Soit k l’entier du lemme d’Ogden. Nous appliquons le
lemme aumot ⇠ = akbkck+k!Certains arguments res-

semblent à ceux uti-
lisés dans la preuve

de Ginsburg et Ullian.

, en distinguant les lettres b : il existe un symboleA 2 N ,

et des mots ↵, u,�, v, � 2 (N [ Σ)⇤ tels que akbkck+k! = ↵u�v�, S )⇤ ↵A� et
A)⇤ uAv+ �. De plus le mot u�v contient moins de k positions distinguées, et au
moins l’un des triplets (↵, u,�) ou (�, v, �) contient des positions distinguées dans
chacun de ses mots.
La règle A )⇤ uAv + � permet d’itérer u et v tout en restant dans le langage,

donc forcément u est de la forme ai et v est de la forme bi, pour 0 6 i. Comme u�v
contient moins de k positions distinguées, i 6 k. De plus au moins l’un des deux
mots u ou v n’est pas vide, car u ou v doit contenir une position distinguée, donc
i, j > 0. En itérant la règle A )⇤ uAv exactement k!/i fois dans la dérivation du
mot ⇠, nous obtenons un arbre de dérivation T1 pour le mot ak+k!bk+k!ck+k!. Cet
arbre contient le sous-arbre associé à la dérivation A)⇤ ak!Abk! )⇤ ak!�bk!, dont
la frontière ne contient que des a et des b, et au moins k! lettres a et k! lettres b.Il ne faut pas oublier

de préciser que le sous-
arbre ne contient pas que

des b dans sa frontière.

Le même raisonnement appliqué au mot ⇠0 = ak+k!bkck en distinguant les lettres
b permet d’obtenir un arbre de dérivation T2 du même mot ak+k!bk+k!ck+k!, qui
contient un sous-arbre dont la frontière ne contient que des b et des c, et au moins k!
lettres b et k! lettres c.

En�n T1 et T2 ne peuvent pas être égaux, car il n’y a que k+ k! lettres b dans leur
frontière, et il n’est pas possible d’avoir deux sous-arbres distincts qui contiennent
chacun plus de k! lettres b. Nous obtenons donc deux arbres de dérivation distincts
pour un même mot du langage. Contradiction avec la non ambiguïté de G. Donc L
est intrinsèquement ambigu. ⌅

Remarque 7.11 .
I Sur des exemples simples, comme le langage précédent, la preuve par le lemme
d’Ogden est �nalement plus simple que celle de Ginsburg et Ullian. De plus, le
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champ d’application du lemme d’Ogden ne se restreint pas aux langages bornés.
Cependant, contrairement au lemme d’Ogden qui ne fournit qu’un outil guidant les
arguments par itération, le théorème de Ginsburg et Ullian est une caractérisation
exacte des langages bornés algébriques intrinsèquement ambigus : ne l’utiliser que
pour guider des arguments d’itération dans des semilinéaires, comme cela a été
fait historiquement, est en quelque sorte un contre-emploi pour ce théorème bien
plus profond et di�cile à démontrer que le lemme d’Ogden. Nous montrerons à la
sous-section 7.1.3 comment, avec les bons outils À l’aide de séries généra-

trices.
, les critères de Ginsburg et Ullian

permettent de démontrer en quelques lignes l’intrinsèque ambiguïté de nombreux
langages bornés. J

7.1.2 Preuves d’intrinsèque ambiguïté par argument analytique : la
méthode de Flajolet

En 1987, Flajolet propose une nouvelle approche pour démontrer l’intrinsèque
ambiguïté de certains langages, à partir de leurs séries génératrices [Fla87]. Son
article contraste avec les techniques précédemment exposées par la facilité avec
laquelle il démontre l’intrinsèque ambiguïté de nombreux langages algébriques (une
quinzaine !), dont certains étaient jusqu’alors inaccessibles. Comme sa méthode
échoue à cerner l’intrinsèque ambiguïté des langages bornés, elle complète ainsi
parfaitement les techniques usuelles par itération.
En quelques mots, l’approche de Flajolet repose sur la contraposée du théorème

de Chomsky-Schützenberger, qui démontre qu’un langage algébrique non ambigu
possède une série génératrice algébrique. À partir de ce constat, [Fla87] a développé
des critères pour montrer que certains langages algébriques sont intrinsèquement
ambigus, en montrant que leur série génératrice n’est pas algébrique. Cette approche
nous intéresse particulièrement, car c’est en s’inspirant des travaux de Flajolet qu’en
1993, [Mas93] a introduit sa classe LCL, puis en 2017 [CM17] la classeRCM, qui sont
des classes de langages construites exprès pour avoir une série génératrice holonome Les séries holonomes

constituent une classe
de séries plus large que les
séries algébriques.

.
Certains critères développés par Flajolet se généralisent ainsi naturellement pour
démontrer l’intrinsèque faible ambiguïté de certains langages algébriques de Parikh.
Nous rappelons la dé�nition de la série génératrice d’un langage :

Définition 7.12 (Série génératrice d’un langage).
I SoitΣ = {a1, . . . , ad} un alphabet �ni, avec d > 1. Soit L ✓ Σ⇤ un langage. La sé-
rie génératrice multivariée du langage L est la série formelle de variables (x1, . . . , xd)
dé�nie par :

L(x1, . . . , xd) :=
X

w2L
x
|w|a1
1 . . . x

|w|ad
d =

X

i1,...,id2N
`i1,...,idx

i1
1 . . . xidd ,

où `i1,...,id désigne le nombre de mots dans le langage L ayant ik occurrences de la
lettre ak pour k 2 [d].
La série génératrice univariée de L est la série en x dé�nie par :

L(x) :=
X

w2L
x|w| =

X

n2N
`nx

n ,

où `n désigne le nombre de mots dans le langage L de longueur n. Nous remarquons
notamment que la série univariée L(x) s’obtient à partir de la série multivariée en
remplaçant chaque variable x1, . . . , xd par x. J
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Exemple 7.13 .
I La série génératrice multivariée du langage (ab)⇤ est L(x1, x2) =

P

n2N xn1x
n
2 =

1
1�x1x2

. Sa série univariée est L(x) = 1
1�x2 . J

Pour simpli�er les notations dans les exemples, nous utiliserons souvent le même
symbole pour les lettres de l’alphabet et les variables de la série multivariées : nous
écrirons donc L(a, b) = 1

1�ab .

Définition 7.14 (Série algébrique).
I Une série L(x1, . . . , xd) est dite algébrique sur Q s’il existe un polynôme non nul
P (x1, . . . , xd, Y ) 2 Q[x1, . . . , xd, Y ] tel que

P (x1, . . . , xd, L(x1, . . . , xd)) = 0 .

Une série qui n’est pas algébrique est dite transcendante. J

Exemple 7.15 .
IToute série rationnelle est algébrique : si on note L sous la forme L = P/Q, avec
P et Q des polynômes dans Q[x1, . . . , xd], alors L est annulée par le polynôme
Q(x1, . . . , xd)Y � P (x1, . . . , xd). J

Le théorème suivant établit le lien entre les séries algébriques et les langages
algébriques :

Théorème 7.16 (Théorème de Chomsky-Schützenberger, [CS63]).
I La série génératrice (multivariée) d’un langage algébrique non ambigu est algé-
brique sur Q. J

La contraposée de ce théorème s’énonce ainsi : si la série génératrice d’un langage
algébrique n’est pas algébrique, alors ce langage est intrinsèquement ambigu. Dans
son article, [Fla87] Flajolet rassemble de nombreux outils pour prouver qu’une série
n’est pas algébrique. Nous en présentons quelques-uns dans la proposition suivante :

Proposition 7.17 (Outils pratiques pour montrer la transcendance d’une série,
[Fla87]).
I Soit L(z) =

P

n2N `nz
n une série entière.

a. Si la fonction L(z) possède une in�nité de singularités, alors L(z) est transcen-
dante.

b. Si `n ⇠n!1 ��nnr , avec r 62 Q\{�1,�2,�3, . . .}, ou � transcendant, ou
�Γ(r + 1) transcendant, alors L(z) est transcendante.

c. Si `n ne véri�e pas à partir d’un certain rang une équation de récurrence linéaire
à coe�cients polynomiaux en n, alors `(z) est transcendante.

J

Corollaire 7.18 (Séries lacunaires, [Fla87]).
I Soit L(z) une série. Nous l’écrivons de façon à omettre ses coe�cients nuls, sous
la forme L(z) =

P

i2N aix
ci avec pour tout i 2 N, ai 6= 0 , et la suiteLa suite (ci) est le

support de L(z).
(ci) est une

suite strictement croissante d’entiers. Alors la série L(z) est appelée lacunaire si

lim
i!1

(ci+1 � ci) = +1 ,

autrement dit si ses coe�cients non nuls sont de plus en plus espacés.
Une série lacunaire n’est pas algébrique, pour au moins deux raisons :
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— les séries de cette forme ont été bien étudiées, et elles admettent un nombre in�ni
de singularités, qui sont denses dans son cercle de convergence.

— plus simplement, on se convainc facilement que `n ne peut véri�er une équation
de récurrence linéaire à coe�cients polynomiaux en n de la forme

pr(n)`n+r + . . .+ p0(n)`n = 0

sans être nulle à partir d’un certain rang.

Par conséquent, les séries lacunaires
P

n2N xn
2
et
P

n2N x2
n
sont transcendantes.

J

Comme les séries algébriques sont closes par de nombreuses opérations (addi-
tion, multiplication, composition, dérivation), les preuves analytiques d’intrinsèque
ambiguïté consistent à supposer par l’absurde que la série génératrice du langage
est algébrique, puis en utilisant ces opérations de clôture, la transformer en une
série plus simple qui ne véri�e pas un des critères ci-dessus, et qui n’est donc pas
algébrique, ce qui amène à une contradiction.
Nous reprenons maintenant deux exemples de preuves d’intrinsèque ambiguïté

suivant ce schéma, présentés par Flajolet dans son article [Fla87]. En reprenant les
notations de Flajolet, pour tout entier n 2 N, nous dé�nissons la notation n := anb
qui représente l’entier n encodé en unaire dans l’alphabet {a, b}.

Proposition 7.19 (Deux langages intrinsèquement ambigus, [Fla87]).
I Les langages Nous verrons que ces deux

langages sont des langages
de Parikh déterministes, ce
qui illustre que la notion
d’intrinsèque ambiguïté
dépend du modèle sous-
jacent d’automate.

Ω3 = {w 2 {a, b, c}⇤ | |w|a 6= |w|b ou |w|b 6= |w|c} et Ω4 = {w 2
{a, b, c, d}⇤ | |w|a 6= |w|b ou |w|c 6= |w|d} sont intrinsèquement ambigus. J

Démonstration. Notons L3(x) la série génératrice de Ω3 et supposons qu’elle est
algébrique. Alors par stabilité pas somme, la série génératrice L3(x) = 1

1�3x �
L3(x) du complémentaire de Ω3 dans {a, b, c}⇤ est algébrique. Or, les mots dans
le complémentaire de Ω3 sont les mots de {a, b, c}⇤ qui ont le même nombre de
a, de b et de c : ils sont donc de longueur un multiple de 3. Pour n 2 N⇤, il y a

donc `3n =
�

3n
n,n,n

�
:= (3n!)

n!n!n! mots de taille 3n dans le complémentaire de Ω3. Par la

formule de Stirling, `3n ⇠n!1
p
3 33n

2⇡n , et l’exposant �1 du terme n�1 est un critère
de transcendance, par la Proposition 7.17. DoncL3(x) est transcendant, contradiction.
Donc L3(x) est transcendant, et donc Ω3 est intrinsèquement ambigu.
Par la même idée, notons L4(x) la série génératrice du complémentaire de Ω4,

qui compte les mots de {a, b, c, d}⇤ qui ont autant de a que de b, et autant de c que
de d. Ce sont donc des mots de longueur paire. Notons `2n le nombre de mots dans
Ω4 de longueur 2n. Nous voyons facilement que `2n =

Pn
k=0

�
2n
2k

��
2k
k

��2(n�k)
n�k

�
(on

partitionne selon le nombre de a dans le mot. Le premier binôme correspond au
choix dans le mot des 2k positions qui accueilleront des a et des b, le second au
choix, parmi ces 2k positions, des k positions qui accueilleront les a, et le dernier
binôme correspond au choix des n � k positions des lettres c parmi les 2(n � k)
restantes). En développant les formules binomiales avec des factorielles, on obtient

`2n =
�
2n
n

�Pn
k=0

�
n
k

�2
=
�
2n
n

�2
par la formule de Vandermonde. Or par la formule

de Stirling, `2n ⇠n!1 24n

⇡n , et le terme en n�1 est incompatible avec l’algébricité.
Donc la série génératrice du langage Ω4 est forcément transcendante, et donc Ω4 est
intrinsèquement ambigu. ⌅



224 7 Intrinsèque ambiguïté et séries génératrices

Remarque 7.20 .
ILe langage Ω3 \ a⇤b⇤c⇤ = {anbmcp |n 6= m oum 6= p} est borné et a une
série génératrice rationnelle. Ce langage résiste à la fois aux techniques analytiques
de Flajolet et aux arguments d’itérations, qui sont plutôt adaptés aux contraintes
d’égalités. L’intrinsèque ambiguïté de ce langage était un problème ouvert au moment
où Flajolet a publié son article en 1987. Nous verrons à la section suivante que les
critères de Ginsburg et Ullian permettent en fait de démontrer son intrinsèque
ambiguïté, ainsi que l’intrinsèque ambiguïté du langage Ω4 \ a⇤c⇤b⇤d⇤. Remarquons
que leur intrinsèque ambiguïté implique celle des langages Ω3 et Ω4, par stabilité
des langages non ambigus par intersection avec un langage rationnel. J

Pour k 2 N⇤, une grammaire est dite k-ambiguë si tout mot qu’elle génère admet
au plus k arbres de dérivations di�érents. Un langage algébrique L est dit k-ambigu
s’il est reconnu par une grammaire k-ambiguë, �niment ambigu s’il existe un entier k
tel que L est k-ambigu, et in�niment ambigu si L n’est pas �niment ambigu. L’union
de deux langages algébriques est donc toujours 2-ambiguë. Une question naturelle
est de se demander si le nombre (�ni ou in�ni) de singularités de la série génératrice
d’un langage est relié à sa �nie ou in�nie ambiguïté. En fait, ces deux notions sont
indépendantes : le langage (L#)⇤ avec L = {anbmcp |n = m oum = p} est en
e�et facilement in�niment ambigu en adaptant la preuve par le lemme d’Ogden,
mais sa série génératrice est rationnelle, et a donc un nombre �ni de singularités. La
proposition suivante fournit pour l’autre direction un exemple de langage �niment
ambigu dont la série génératrice possède une in�nité de singularités.

Proposition 7.21 (Un langage 2-ambigu dont la série génératrice a une in�nité de
singularités, [Fla87]).
I Le langage P2 := {n1 . . . nk | (n1 = 1 et 8j, n2j = 2n2j�1) ou (8j, n2j+1 =
2n2j)} est intrinsèquement ambigu. J

Démonstration. Remarquons que le langage P2 est l’union de deux langages détermi-
nistesL1 = {n1 . . . nk |n1 = 1 et 8j, n2j = 2n2j�1} etL2 = {n1 . . . nk | 8j, n2j+1 =
2n2j}, qui sont donc non ambigus et ont une série génératrice algébrique.

Notons I = L1\L2, et P2(a, b),L1(a, b),L2(a, b) et I(a, b) les séries génératrices
bivariées des langages P2, L1, L2 et I .
Alors P2(a, b) = L1(a, b) + L2(a, b) � I(a, b) (il faut retirer I(a, b) car sinon

on compte deux fois les mots de l’intersection). Comme L1(a, b) + L2(a, b) est
algébrique, par propriétés de clôture, si P2(a, b) est algébrique, alors I(a, b) l’est
aussi.
En véri�ant que I = {aba2ba4b . . . a2

p
b | p 2 N}, on peut calculer la série

génératrice I(a, b) =
P

p>1 b
pa2

p�1
. Par clôture, si I(a, b) était algébrique, alors

1 + xI(x, 1) =
P

n>0 x
2n serait algébrique. Mais cette série est lacunaire, donc

transcendante. Donc P2(a, b) est transcendante, et le langage P2 est intrinsèquement
ambigu. ⌅

Remarque 7.22 .
ICette introduction n’a pas vocation à être exhaustive ; j’ai seulement cherché à
exposer certaines techniques de preuves d’intrinsèque ambiguïté de langages algé-
briques. J’ai trouvé par hasard un exemple d’autre technique de preuve dans les
travaux de [Hon96, Theorem 5.1], portant sur certains langages algébriques non
ambigus, appelés Parikh slender : un langage sur un alphabet à d lettres est dit Parikh
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slender s’il existe une constante k telle que pour tout vecteur v 2 Nd, le nombre
de mots du langage ayant v pour image de Parikh est borné par k. En décrivant
précisément la forme des langages algébriques Parikh slender, les auteurs démontrent
alors que la série génératrice d’un tel langage non ambigu est rationnelle, et en dé-
duisent un nouvel outil pour démontrer l’intrinsèque ambiguïté de certains langages.
Cet outil peut en réalité être vu comme une conséquence des techniques de Flajolet,
car toute série holonome dont les coe�cients appartiennent à un ensemble �ni de
N est rationnelle (voir Lemme 7.90) : lorsque les auteurs prouvent une intrinsèque
ambiguïté en montrant qu’une certaine série associée au langage n’est pas rationnelle,
ils montrent en fait aussi que la série génératrice du langage n’est pas holonome.
Il s’agit donc plus d’un raccourci pratique de preuve que d’un nouveau critère qui
vienne étendre les techniques de Flajolet. J

7.1.3 Deux nouveaux critères d’intrinsèque ambiguïté portant sur
des séries génératrices rationnelles.

Dans cette section nous proposons de dériver deux critères à partir de l’équiva-
lence de Ginsburg et Ullian au Théorème 7.5, pour prouver facilement l’intrinsèque
ambiguïté de certains langages algébriques bornés, dont la série est rationnelle. Les
critères présentés ici ne sont pas exhaustifs, et ne sont que des conditions su�santes
pour prouver l’intrinsèque ambiguïté des langages bornés (à notre connaissance, le
problème de décision de l’intrinsèque ambiguïté des langages algébriques bornés est
encore ouvert). Néanmoins, ils permettent d’éviter grandement les preuves à la main
d’itération dans des semilinéaires présentées dans [GU66, HU66] et de démontrer en
quelques lignes seulement l’intrinsèque ambiguïté de certains langages bornés.
Dans la suite nous �xons un alphabet Σ de taille plus grande que 2, d > 1, ainsi

qu’un tuple de d mots hwi = hw1, . . . , wdi. Nous rappelons la notation fhwi qui
désigne l’application de Nd dans w⇤1 . . . w

⇤
d dé�nie par fhwi(i1, . . . , id) = wi1

1 . . . wid
n .

Nous rappelons que fhwi n’a pas besoin d’être injective dans les critères de Ginsburg
et Ullian. Nous rappelons aussi qu’un langage L est dit borné par rapport à hwi si
L ✓ w⇤1 . . . w

⇤
d, et que si L est de plus algébrique, alors f�1hwi(L) est semilinéaire.

La proposition suivante propose un premier critère simple pour démontrer l’in-
trinsèque ambiguïté de certains langages bornés. La preuve s’appuie sur les critères
de Ginsburg et Ullian, et un peu d’arithmétique dans Q[x1, . . . , xd], dont l’unicité de
la décomposition en facteurs irréductibles.

À l’aide d’un logiciel de calcul formel, nous utiliserons ce critère pour démontrer
en quelques lignes seulement que les langages {aibjck avec i = j ou j = k}, {aibjck

avec i 6= j ou j 6= k} et {aibjck avec i = j ou j 6= k} sont intrinsèquement ambigus.

Remarque 7.23 (Travaux relatifs).
I Le travail de cette section est la seule contribution nouvelle de cette thèse à cette
introduction détaillée. Il n’a pas été publié, car il s’agit encore d’un travail en cours
de ré�exion.
Le premier critère de cette section (le Théorème 7.24) a été démontré indépen-

damment par [Mak21], dans le cas particulier des langages bornés sur des lettres
distinctes, en utilisant des techniques di�érentes : l’auteur s’est intéressé aux gram-
maires GF (2), une classe de grammaires hors-contextes pour lesquelles l’union
est remplacée par la di�érence symétrique, et la concaténation de deux langages
K et L est remplacée par une concaténation spéciale K � L qui ne garde que les
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mots w de K · L qui admettent un nombre impair de décompositions de la forme
w = wkw` avec wk 2 K et w` 2 L. Ces conditions coïncident avec l’union usuelle
et la concaténation usuelle pour les grammaires hors-contexte classiques non ambi-
guës :En supposant qu’on a

retiré les symboles non
productifs, et les sym-
boles non accessibles à
partir de l’axiome S.

par non ambiguïté, tout mot du langage admet un unique arbre de dérivation,
donc les unions dans les règles de la grammaire sont disjointes, et tout mot obtenu à
partir d’une concaténation de symboles d’une règle de dérivation admet une unique
décomposition sous cette forme (donc bien un nombre impair de décompositions).
L’auteur étudie les séries génératrices associées aux langages reconnaissables par
des GF (2) qui sont inclus dans a⇤1 . . . a

⇤
d, avec a1, . . . , ad des symboles distincts, et

démontre ainsi que les polynômes irréductibles à leur dénominateur ont au plus
deux variables, ce qui aboutit au premier critère de cette section (dans le cas où
w1, . . . , wd sont des lettres distinctes). L’auteur démontre notamment avec ce critère
l’intrinsèque ambiguïté du langage L := {aibjck avec i 6= j ou j 6= k}.

[Mak21] cite l’article de Ginsburg et Ullian [GU66], en disant qu’il serait possible
d’utiliser leurs critères pour démontrer l’intrinsèque ambiguïté du langage L, mais
explique que la preuve ne serait pas plus simple. Je ne suis pas sûr que l’auteur ait
remarqué que l’équivalence de Ginsburg et Ullian se traduit en fait facilement en
des critères analogues aux siens sur les séries génératrices associées aux langages
algébriques bornés, et permet de plus de gérer les langages bornés sur des mots,
et non uniquement des symboles distincts, ainsi que l’intrinsèque ambiguïté liée à
l’entrelacement des lettres (ce que nous verrons au Théorème 7.32). J

Théorème 7.24 (Un premier critère pour montrer l’intrinsèque ambiguïté).
I Soit L ✓ w⇤1 . . . w

⇤
d un langage algébrique borné par rapport à hwi. Soit S =

f�1hwi(L) son ensemble semilinéaire associé, et nous notons

S(x1, . . . , xd) =
P (x1, . . . , xd)

Q(x1, . . . , xd)
2 Q(x1, . . . , xd)

la série génératrice de S, telle que P et Q sont des polynômes de Q[x1, . . . , xd] (pas
forcément premiers entre eux). Supposons qu’il existe un polynôme irréductible
D 2 Q[x1, . . . , xd] qui divise Q, mais ne divise pas P , et tel queD 62 Q[xi, xj ] pour
tout 1 6 i, j 6 d (autrement dit D est un polynôme qui fait intervenir au moins
trois variables). Alors L est intrinsèquement ambigu. J

Démonstration. Supposons que L n’est pas ambigu. Par les critères de Ginsburg et
Ullian du Théorème 7.5, le semilinéaire S peut s’écrire sous la forme

S =
r]

i=1

(ci + P ⇤i )

où l’union est disjointe, chaque Pi est strati�é, et les vecteurs dans chaque ensemble
de périodes Pi sont linéairement indépendants.

L’union disjointe ainsi que l’indépendance des périodes signi�e que cette représen-
tation est une représentation non ambiguë de S. Par conséquent, sa série génératrice
est donnée par :

S(x) =
rX

i=1

xci

Q

p2Pi
(1� xp)

=
P2(x)

Q2(x)

avec Q2(x) =
Qr

i=1

Q

p2Pi
(1� xp).
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Ainsi PQ2 = P2Q. Le polynôme irréductible D divise Q, donc il divise PQ2 ;
comme D ^ P = 1, il divise Q2.

Cependant, comme S est strati�é, aucune période p dans lesPi n’a strictement plus
de deux coordonnées non nulles. Cela signi�e que Q2 est un produit de polynômes
de la forme (1 � t) où t est un monôme à au plus deux variables. Chacun de ces
monômes admet une factorisation unique en polynômes irréductibles, qui ont donc
tous au plus deux variables. Par unicité de la factorisation en irréductibles dans
Q[x1, . . . , xd], D ne peut pas diviser Q2. Contradiction. ⌅

Remarque 7.25 .
IComme tout semilinéaire possède une représentation non ambiguë ([ES69] et
[Ito69]), il est toujours possible de calculer la série génératrice d’un ensemble semi-
linéaire. Comme pour les critères de Flajolet, c’est la non ambiguïté qui permet de
faire le lien entre théorie des langages et séries génératrices. J

Ce premier critère permet de démontrer l’intrinsèque ambiguïté des langages
suivants :

Proposition 7.26 .
I Les langages algébriques suivants sont intrinsèquement ambigus :

a. {aibjck avec i = j ou j = k}

b. {aibjck avec i 6= j ou j 6= k}

c. {aibjck avec i = j ou j 6= k}

J

Démonstration. Il su�t de calculer la série génératrice associée au semilinéaire des
langages étudiés, de la mettre sous une forme irréductible à l’aide d’un logiciel de
calcul formel, et de montrer la présence d’un facteur irréductible faisant intervenir
au moins trois variables au dénominateur :

a. La série génératrice du semilinéaire est

1
(1�ab)(1�c) +

1
(1�bc)(1�a) � 1

1�abc

=1�3 a2b2c2+2 a2b2c+2 ab2c2+2 a2bc�ab2c+2 abc2�a2b+2 abc�bc2�ac
(1�a)(1�bc)(1�c)(1�ab)(1�abc)

Le polynôme 1�abc au dénominateur est irréductible dansQ[a, b, c], et implique
trois variables. De plus, (1� abc) ne divise pas le numérateur (on le véri�e avec
Maple, ou à la main : dans Q[a, b][c], le numérateur est de degré 2 en c, donc si
(1� abc) le divisait, il serait de la forme (1� abc)(�c+ µ) avec �, µ 2 Q[a, b],
si bien que chaque terme en c2 doit avoir ab en facteur, ce qui n’est pas le cas du
terme �bc2 au numérateur).

b. La série génératrice du semilinéaire est

1
(1�a)(1�b)(1�c) � 1

1�abc = a+b+c�ab�ac�bc
(1�a)(1�b)(1�c)(1�abc)

Le polynôme irréductible 1 � abc implique trois variables, et ne divise pas le
numérateur puisqu’il est de degré total 3, tandis que le numérateur est de degré
total 2.
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c. La série génératrice du semilinéaire est

1
(1�a)(1�b)(1�c)�

⇣
1

(1�a)(1�bc) � 1
1�abc

⌘

= 3 ab2c2�2 ab2c�2 abc2�b2c2+b2c+bc2+ab+ac�2 bc�a+1
(1�a)(1�b)(1�c)(1�bc)(1�abc)

Là encore, le terme irréductible 1� abc implique trois variables et ne divise pas
le numérateur à cause du terme bc2. ⌅

Cette technique simpli�e aussi la preuve d’intrinsèque ambiguïté du Théorème 6.2
de Ginsburg and Ullian [GU66], qui porte sur un langage borné dont les symboles ne
sont pas distincts :

Proposition 7.27 ([GU66, Theorem 6.2]).
I Pour tout mot w 2 {a, b}+, le langage algébrique L := {aibwbajbak : i =
j ou j = k, i, j, k > 1} est intrinsèquement ambigu. J

Démonstration. Le langage est borné par rapport à ha, bwb, a, b, ai. La série associée
à l’ensemble semilinéaire est (avec x, y, z associés à chaque groupes de a, et ↵ et � à
bwb et b) :

↵�xyz
⇣

1
(1�xy)(1�z) +

1
(1�yz)(1�x) � 1

1�xyz

⌘

La fraction entre parenthèses a déjà été étudiée dans la proposition précédente, son
dénominateur a un facteur irréductible (1� xyz) qui ne divise pas son numérateur.
Et (1�xyz) ne divise pas non plus ↵�xyz. Donc L est intrinsèquement ambigu. ⌅

Le critère du Théorème 7.24 n’exploite pas la condition de non entrelacement. Il
échoue sur le langage {anbmapbq | n = p oum = q} dont la série génératrice du
semilinéaire ne contient à son dénominateur que des polynômes irréductibles à au
plus deux variables. Le but de la �n de cette section est d’établir dans la Théorème 7.32
un deuxième critère qui prend en compte l’entrelacement. Avant cela, nous avons
besoin de plusieurs lemmes techniques : le Lemme 7.28 et le Lemme 7.29 sont deux
lemmes classiques d’algèbre sur les polynômes ; le Lemme 7.30 et le Lemme 7.31
étudient plus précisément la forme des polynômes irréductibles qui divisent les
dénominateurs des séries associées à des ensembles linéaires strati�és.

Lemme 7.28 .
I Si f 2 Q[x, y] est homogène, alors tout diviseur de f est homogène. J

Démonstration. Factorisons f = gh, avec g, h 2 Q[x, y]. Nous décomposons g =
Pr

i=s gi et h =
Pr0

i=s0 hi sous la forme d’une somme de polynômes homogènes, où
pour tout i, hi et gi sont soit nuls, soit de degré total i. De plus, nous supposons que

gs, gr , hs0 et hr0 sont non nuls. Nous avons donc f = (
Pr

i=s gi)(
Pr0

i=s0 hi). Le terme
de plus haut degré total de f est grhr0 , de degré total r+ r0, et celui de plus bas degré
est gshs0 , de degré total s+ s0. Comme f est homogène, forcément r+ r0 = s+ s0, et
comme s 6 r et s0 6 r0, s = r et s0 = r0, autrement dit g et h sont homogènes. ⌅

Lemme 7.29 (Irréductibilité de 1� xnym).
I Soit n,m 2 N. Le polynôme 1�xnym est irréductible dansQ[x, y] si et seulement
si n ^m = 1. J
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Démonstration. Si n et m ne sont pas premiers entre eux, soit � > 1 un diviseur
commun. Alors 1� xnym = 1� (xn/�ym/�)� = (1� xn/�ym/�)

P��1
k=1 x

kn/�ykm/�

n’est pas irréductible.
Si n et m sont premiers entre eux, nous nous inspirons de la jolie preuve de [Ele],

en la détériorant un peu (nous la rendons un peu plus élémentaire, mais moins
élégante). Notons f = 1� xnym. Supposons que f = gh.
Sans perte de généralité, g = (a0 + . . . + ar0x

ryr
0
) avec a0 6= 0, ar0 6= 0, r0 le

degré de g en y, et r le degré du polynôme en x qui est le coe�cient de yr
0
. De même,

h = (a�10 + . . .+�ar0xsys
0
) avec a0 6= 0, ar0 6= 0, s0 le degré de h en y, et s le degré

du coe�cient de ys
0
. Nous avons ainsi r0 + s0 = m, et nous pouvons supposer sans

perte de généralité que r0 6= 0.
Le polynôme

Y nm �Xnm = Y nmf(Xm, Y �n) = Y nr0g(Xm, Y �n)Y ns0h(Xm, Y �n)

est homogène. Comme Y nr0g(Xm, Y �n) et Y ns0h(Xm, Y �n) sont des polynômes
de Q[X,Y ], ils sont homogènes par le lemme précédent.

Donc a0Y nr0 + . . .+ ar0X
mr est homogène, doncmr = nr0. Commem et n sont

premiers entre eux, m divise r0, et comme r0 6= 0, m 6 r0, donc m = r0 et s0 = 0.
Donc h(x, y) est un polynôme h̃(x) en x uniquement, mais Y ns0h(Xm, Y �n) =
Y ns0 h̃(Xm) est homogène, donc h̃(Xm) est homogène. Comme a0 6= 0, h est une
constante. Donc f est bien irréductible. ⌅

Les deux lemmes suivants étudient la forme des polynômes irréductibles qui
divisent un polynôme de la forme

Q

p2P (1� xp).

Lemme 7.30 .
I Soit n,m 2 N⇤. Alors on peut écrire 1�xnym = (1�x↵y�)P (x, y) où ↵^� = 1,
et P (x, y) est un polynôme non nul dont les coe�cients sont dans {0, 1} . De plus
↵ = n/(n ^m) et � = m/(n ^m). J

Démonstration. Posons � = n ^ m. Alors 1 � xnym = (1 � xn/�ym/�)P (x, y),
avec P (x, y) =

P��1
k=1 x

kn/�ykm/� est un polynôme à coe�cients dans {0, 1}. Par
dé�nition du pgcd, (n/�) ^ (m/�) = 1 . ⌅

Lemme 7.31 .
I Soit S = c+ P ⇤ un ensemble linéaire strati�é à périodes linéairement indépen-
dantes. Soient k > 1 un entier, n,m > 1 deux entiers tels que n ^m = 1, et i 6= j
deux indices de variables. Alors :

— si (1� xni x
m
j )k |

Q

p2P (1� xp), alors k = 1 ;

— si (1� xni x
m
j ) 6 | Q

p2P (1� xp), alors
Q

p2P (1� xp)|xi=am,xj=a�n 6= 0 pour
tout a 2 Q⇤+ \ {1}.

J

Démonstration. Comme les périodes sont linéairement indépendantes, il existe au
plus deux périodes p1,p2 2 P telles que (1�xp1) et (1�xp2) sont dans Q[xi, xj ].

Écrivons (1 � xp1) = (1 � xn1
i xm1

j ) = (1 � x
n1/d1
i x

m1/d1)
j )P1(xi, xj), avec

n1,m1 > 1, P1(xi, xj) qui est non nul à coe�cients dans {0, 1}, et d1 = n1 ^m1.

De même, notons (1� xp2) = (1� xn2
i xm2

j ) = (1� x
n2/d2
i x

m2/d2
j )P2(xi, xj) avec

les mêmes conditions et notations.
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Comme P1(1, 1) ne peut pas être nul, P1 n’est divisible par aucune polynôme
de la forme (1 � xp) (et de même pour P2). De plus, les autres facteurs au dé-
nominateur

Q

p2P (1� xp) ne sont pas divisibles par les polynômes irréductibles

(1� x
n1/d1
i x

m1/d1
j ) et (1� x

n2/d2
i x

m2/d2
j ), car ils ne dépendent pas à la fois de xi et

de xj .
En�n, (n1/d1,m1/d1) 6= (n2/d2,m2/d2), car sinon nous aurions d2p1 = d1p2,

et donc p1 et p2 seraient liés.
En conclusion, tout polynôme irréductible de la forme (1�xni x

m
j ) avec n^m = 1

a une multiplicité au plus 1 dans la décomposition en facteurs irréductibles de
Q

p2P (1� xp). De plus, les autres facteurs irréductibles qui dépendent à la fois de
xi et xj sont des diviseurs de polynômes à coe�cients dans {0, 1}. Le premier point
est prouvé.
Le second point de la proposition vient de ce qui précède et des observations

suivantes :

— un polynôme non nul à coe�cients dans {0, 1}, et donc a fortiori ses diviseurs,
ne devient pas nul en remplaçant une de ses variables par un nombre strictement
positif.

— si a n’est pas une racine de l’unité (en particulier si a 2 Q⇤+ \ {1}), un polynôme
univarié de la forme (1� xpss ) ne s’annule pas en xs = a ;

— un polynôme de la forme (1� xptt xpss ) avec pt, ps > 1 et {xt, xs} 6= {xi, xj} ne
devient pas le polynôme nul en remplaçant xi et xj par des rationnels non nuls.

Soit a 2 Q⇤+ \ {1}. Les seuls facteurs irréductibles de
Q

p2P (1�xp) susceptibles de

s’annuler avec la substitution xi = am, xj = a�n sont donc de la forme (1�xn1
i xm1

j )
avec n1, n2 > 1, n1^n2 = 1 et (n,m) 6= (n1, n2). Alors, la substitution remplace ce
polynôme par le rationnel (1�amn1�nm1), qui est nul si et seulement simn1�nm1 =
0, si et seulement si n = n1 et m = m1 (car n ^ m = 1 et n1 ^ n2 = 1). Donc
aucun facteur irréductible de

Q

p2P (1� xp) ne s’annule par la substitution, donc
Q

p2P (1� xp)|xi=am,xj=a�n 6= 0. ⌅

La proposition suivante constitue notre second critère pour démontrer l’intrin-
sèque ambiguïté de certains langages bornés :

Théorème 7.32 (Second critère d’intrinsèque ambiguïté).
I Soit L ✓ w⇤1 . . . w

⇤
d un langage algébrique borné par rapport à hwi. Notons

S = f�1hwi(L) l’ensemble semilinéaire associé, et S(x1, . . . , xd) = P (x1,...,xd)
Q(x1,...,xd)

2
Q[x1, . . . , xd] sa série génératrice, avec P/Q qui n’est pas forcément complètement
sous la forme d’une fraction irréductible. Supposons de plus que :

a. Q est divisible par deux polynômes irréductibles non univariés D(xj , x`) et
⇡(xi, xk) avec j < ` et i < k entrelacés (i.e. i < j < k < ` ou j < i < ` < k).

b. ⇡(xi, xk) est de la forme ⇡(xi, xk) = (1� xni x
m
k ), avec n,m > 1 et n^m = 1 ;

c. en�n, il existe un rationnel ↵ 2 Q⇤+ \ {1} tel que D 6 | P |xi=↵m,xk=↵�n .

Alors L est intrinsèquement ambigu. J

Démonstration. Supposons queL est non ambigu. Par le Théorème 7.5,S peut s’écrire
sous la forme

S =
r]

s=1

(cs + P ⇤s )
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où l’union est disjointe, les périodes Pi sont strati�ées, et les vecteurs dans chaque
Pi sont linéairement indépendants. Sa série génératrice s’écrit alors :

P (x)

Q(x)
= S(x) =

rX

s=1

xcs

Q

p2Ps
(1� xp)

=
P̃ (x)

Q̃(x)

où l’on a réduit la somme de fractions au même dénominateur, puis mis la fraction
obtenue sous forme irréductible. Ainsi P̃ ^ Q̃ = 1, et Q̃ divise le plus petit multiple
commun des

Q

p2Ps
(1� xp).

Par le Lemme 7.31, au plus un facteur irréductible de Q̃ devient nul après la
substitution xi = ↵m, xk = ↵�n, et Q̃ devient nul après cette substitution si et
seulement si ⇡(xi, xk) := (1� xni x

m
k ) divise Q̃.

Par hypothèse, P |xi=↵m,xk=↵�n 6= 0 (car D divise 0), donc ⇡(xi, xk) ne divise

pas P . Comme ⇡ est irréductible, et ⇡ divise Q, l’égalité P̃Q = PQ̃ implique que
⇡ divise Q̃, et c’est donc son seul facteur irréductible qui s’annule en appliquant la
substitution xi = ↵m, xk = ↵�n.
Écrivons Q = ⇡R et Q̃ = ⇡R̃, avec notamment R̃|xi=↵m,xk=↵�n 6= 0. Comme

P̃R = PR̃, ni P̃ ni R ne deviennent nuls après la substitution.
Alors en multipliant par ⇡, nous obtenons l’égalité suivante :

rX

s=1

(1� xni x
m
k )xcs

Q

p2Ps
(1� xp)

=
P (x)

R(x)
.

Posons I1 l’ensemble des indices s tels que (1� xni x
m
k ) |

Q

p2Ps
(1� xp), et I2

son complémentaire.
Pour tout s 2 I1, nous notons

Q

p2Ps
(1 � xp) = (1 � xni x

m
k )Rs(x). Par le

Lemme 7.31, Rs|xi=↵m,xk=↵�n 6= 0, et par la condition de non entrelacement, aucun
facteur irréductible de Rs n’est un polynôme en exactement les deux variables
xj , x`. Ainsi, aucun facteur irréductible de Rs|xi=↵m,xk=↵�n n’est un polynôme en
exactement les deux variables xj et x`.

Pour tout s 2 I2,
Q

p2Ps
(1�xp)|xi=↵m,xk=↵�n 6= 0 puisque ⇡ 6 | Qp2Ps

(1�xp),

par le Lemme 7.31. Par conséquent, pour tout s 2 I2,
xcs

Q
p2Ps

(1�xp)

�
�
�
xi=↵m,xk=↵�n

est une fraction rationnelle bien dé�nie à coe�cients dans Q.
Ainsi en évaluant en xi = ↵m, xk = ↵�n l’égalité :

X

s2I1

xcs

Rs(x)
+ ⇡(xi, xk)

X

s2I2

xcs

Q

p2Ps
(1� xp)

=
P (x)

R(x)
,

nous obtenons :

X

s2I1

xcs |xi=↵m,xk=↵�n

Rs|xi=↵m,xk=↵�n

=
P |xi=↵m,xk=↵�n

R|xi=↵m,xk=↵�n

.

Comme D(xj , x`) est un polynôme irréductible en exactement les deux variables
xj et x`, il reste inchangé par la substitution, et donc divise R|xi=↵m,xk=↵�n . Comme
D 6 | P |xi=↵m,xk=↵�n ,D reste un facteur irréductible du dénominateur de la fraction
P

s2I1
xcs |xi=↵m,xk=↵�n

Rs|xi=↵m,xk=↵�n
mise sous forme irréductible.

Mais en réduisant cette somme au même dénominateur, puis en la mettant sous
forme irréductible, on voit que les les facteurs irréductibles du dénominateur sont des
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diviseurs irréductibles des polynômes Rs|xi=↵m,xk=↵�n avec s 2 I1. Or nous avons
démontré qu’aucun de ces polynômes n’admet de facteur irréductible dépendant
exactement des deux variables xj et x`. Nous obtenons donc une contradiction.
Donc L est intrinsèquement ambigu. ⌅

Remarque 7.33 .
I Je n’ai pas encore eu le temps de bien mûrir ce critère. Je pense que la dernière
hypothèse peut être remplacée par la condition que P n’appartienne pas à h⇡, Di,
l’idéal engendré par⇡ etD, mais je ne suis pas arrivé à adapter la preuve, il memanque
sans doute un peu de connaissances mathématiques sur les espaces quotients de
polynômes en plusieurs variables. Intuitivement, le fait d’évaluer en xi = ↵m, xk =
↵�n revient à se placer dans un espace quotient pour lequel ⇡(xi, xk) = 0. On
pourrait chercher à adapter la preuve en se plaçant ainsi dans l’espace des fractions
rationnelles en les variables xs pour s 2 [1, d] \ {i, k}, à coe�cients dans l’anneau
Q[xi, xk]/(⇡), mais ce dernier n’est pas factoriel, donc les raisonnements sur les
facteurs irréductibles ne s’adaptent pas a priori. Je suis donc resté sur une version
avec un argument par évaluation, qui reste dans un anneau factoriel. J

Nous pouvons alors utiliser ce critère pour démontrer l’intrinsèque ambiguïté des
langages suivants :

Proposition 7.34 .
I Les langages algébriques suivants sont intrinsèquement ambigus :

a. L1 = {aibjckd` : i = k ou j = `}

b. L2 = {aibjckd` : i 6= k ou j 6= `}

c. L3 = {aibjckd` : i = k ou j 6= `} (et de façon similaire L4 = {aibjckd` : i 6=
k ou j = `})

d. L02 = {aibjckd` : 3i 6= 5k ou 2j 6= 3`}Pour changer un peu
des semilinéaires avec
des égalités simples.

J

Démonstration. a. Calculons la série génératrice du semilinéaire :

1
(1�ac)(1�b)(1�d) +

1
(1�bd)(1�a)(1�c) � 1

(1�ac)(1�bd)

=1�ab�ac�ad�bc�bd�cd+2 abc+2 abd+2 acd+2 bcd�3 abcd
(1�ac)(1�bd)(1�a)(1�b)(1�c)(1�d)

Nous posons D(b, d) = (1 � bd) et ⇡(a, c) = (1 � ac) qui sont tous les deux
irréductibles, et leurs variables sont entrelacées. Soit P = 1� ab� ac� ad�
bc� bd� cd+ 2 abc+ 2 abd+ 2 acd+ 2 bcd� 3 abcd.

Posons ↵ = 2.Nous pourrions même
prendre ↵ = �1
dans ce cas, car au-
cun autre polynôme

ne devient nul en �1.

Alors P |a=2,c=1/2 = bd � b/2 � d/2 et comme (1 � bd) et
(bd� b/2� d/2) sont tous deux de degré 1 en b, (1� bd) 6 | (bd� b/2� d/2).

En appliquant le Théorème 7.32, le langage L1 est intrinsèquement ambigu.

b. La série génératrice du semilinéaire associé au langage est :

1
(1�a)(1�b)(1�c)(1�d)� 1

(1�ac)(1�bd) =
abc+abd+acd+bcd�ab�2 ac�ad�bc�2 bd�cd+a+b+c+d

(1�ac)(1�bd)(1�a)(1�b)(1�c)(1�d)

Posons ⇡ = (1� ac), D = (1� bd), qui sont irréductibles, et P le numérateur.

Comme (1 � bd) 6 | P |a=2,c=1/2 = 1
2(bd � b � d � 1), L2 est intrinsèquement

ambigu par le Théorème 7.32.
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c. La série génératrice du semilinéaire associé au langage est Car i = k _ j 6= ` ⌘
¬(¬(i = k) ^ j = `

:

1
(1�a)(1�b)(1�c)(1�d) � 1

1�bd(
1

(1�a)(1�c) � 1
(1�ac))

=3 abcd�2 abc�abd�2 acd�bcd+ab+ac+ad+bc�bd+cd�a�c+1
(1�a)(1�b)(1�c)(1�d)(1�bd)(1�ac)

Posons ⇡ = (1� ac) etD = (1� bd), qui sont irréductibles, et P le numérateur

Comme (1� bd) 6 | P |a=2,c=1/2 =
1
2(�bd+ b+ d� 1), L3 est intrinsèquement

ambigu.

d. La série génératrice du semilinéaire associé au langage est :

1
(1�a)(1�b)(1�c)(1�d) � 1

(1�b3d2)(1�a5c3)

=a5b3c3d2�a5c3�b3d2�abcd+abc+abd+acd+bcd�ab�ac�ad�bc�bd�cd+a+b+c+d
(1�a)(1�b)(1�c)(1�d)(1�b3d2)(1�a5c3)

Posons ⇡ = (1 � a5c3) et D = (1 � b3d2), qui sont irréductibles, et P le
numérateur.

Posons ↵ = 2. Comme (1� b3d2) 6 | P |a=8,c=1/32 =
217
32 (bd� b� d+1), L02 est

intrinsèquement ambigu.
⌅

Remarque 7.35 .
ILes preuves précédentes sont fondées sur la forme du semilinéaire, donc fonc-
tionnent aussi pour des variantes comme {aibajbakba`b | i 6= k ou j 6= `}. J

Remarque 7.36 .
I La question de la décidabilité de l’intrinsèque ambiguïté des langages algébriques
bornés semble être toujours ouverte. Il serait intéressant de trouver des semilinéaires
qui ne véri�ent pas les critères de Ginsburg et Ullian, mais dont la série génératrice
véri�e nos deux critères. J

7.1.4 Plan du chapitre

Dans cette introduction détaillée, nous avons présenté de façon non exhaustive
quelques techniques existantes, dont certaines sont récentes, pour démontrer l’in-
trinsèque ambiguïté des langages algébriques. Le but de ce chapitre est de s’inspirer
des outils présentés ici pour aborder le problème de l’intrinsèque faible ambiguïté
des langages (algébriques) de Parikh.

— Dans la section 7.2, nous démontrons que la série génératrice d’un langage (algé-
brique) de Parikh faiblement non ambigu est holonome.

— En section 7.3, nous nous intéressons au problème de l’intrinsèque faible ambi-
guïté des langages (algébriques) de Parikh. Nous utilisons notamment la section
précédente pour généraliser les techniques analytiques de Flajolet, pour prouver
l’intrinsèque faible ambiguïté de plusieurs langages. Nous montrons que le pro-
blème est indécidable en général, puis nous terminons par une preuve utilisant un
argument d’itération, pour donner un exemple de langage algébrique déterministe
qui est un langage de Parikh intrinsèquement faiblement ambigu.

— La section 7.4 ouvre le sujet, en présentant plusieurs pistes et idées que nous j’ai
eues pendant la thèse, mais qui n’ont pas encore pleinement abouti.
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7.2 Langages algébriques de Parikh faiblement non
ambigus et séries holonomes

Le but de cette section est de démontrer le lien entre les automates de Parikh à
pile faiblement non ambigus et les séries holonomes. Pour les automates de Parikh
sans pile, ce résultat se déduit de l’équivalence démontrée au Théorème 6.41 entre
les langages de Parikh faiblement non ambigus et la classe RCM : dans [CM17],
les auteurs démontrent en e�et que la série génératrice des langages de RCM est
holonome (la classe a même été construite dans l’objectif d’avoir une série holonome).

7.2.1 Stabilité des séries holonomes

Dans cette section, nous présentons quelques opérations utiles qui laissent stable
la classe des séries holonomes. Le lecteur est invité à se reporter au chapitre des
préliminaires pour un rappel sur les dé�nitions et premières propriétés des séries
holonomes. Nous rappelons que la classe des séries multivariées rationnelles et
algébriques est strictement incluse dans celle des séries holonomes, et que les séries
holonomes sont stables par addition, multiplication, substitution algébrique.

Définition 7.37 (Produit d’Hadamard).
I Le produit d’Hadamard de deux séries ayant le même nombre de variables est le
produit terme à terme : si A(x1, . . . , xk) :=

P

n2Nk a(n)xn et B(x1, . . . , xk) :=P

n2Nk b(n)xn sont des séries à d variables, le produit d’Hadamard des deux séries,
noté A�B, est la série formelle dé�nie par :

A�B(x1, . . . , xk) =
X

n1,...,nk2Nk

a(n1, . . . , nk)b(n1, . . . , nk)x
n1
1 . . . xnk

k .

J

Remarque 7.38 .
I Le support de la série A�B est l’intersection des supports de A et B. J

Remarque 7.39 .
IÀ une variable, il existe quelques propriétés de clôtures supplémentaires : les séries
rationnelles univariées sont closes par produit d’Hadamard, et le produit d’Hadamard
d’une série rationnelle et d’une série algébrique est algébrique [Jun31]. Mais ces
clôtures ne se véri�ent généralement pas à plusieurs variables. En particulier, le
produit d’Hadamard de deux séries algébriques n’est pas nécessairement algébrique :
la série 1

1�(a+b+c) =
P

n(a+ b+ c)n est la série génératrice des mots sur l’alphabet

{a, b, c}⇤. Comme 1
1�abc =

P

n a
nbncn, la série 1

1�(a+b+c) � 1
1�abc est la série géné-

ratrice des mots de {a, b, c}⇤ qui ont le même nombre de a, de b et de c. Nous avons
vu à la Proposition 7.19 que cette série n’est pas algébrique. J

Le théorème suivant a été démontré par Lipshitz en 1988 :

Théorème 7.40 (Clôture des séries holonomes par produit d’Hadamard, [Lip88]).
I Les séries holonomes sont closes par produit d’Hadamard. J

La proposition suivante est une conséquence de la stabilité des séries holonomes
par substitution algébrique. Elle peut néanmoins se démontrer facilement à la main :
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Proposition 7.41 (Stabilité par spécialisation).
I Soit A(x1, . . . , xk, y1, . . . , y`) une série holonome telle que pour tout indice
(i1, . . . , ik), [x

i1
1 . . . xikk ]A est un polynôme en y1, . . . , y`.

Alors la série B(x1, . . . , xk) := A(x1, . . . , xk, 1, . . . , 1) est holonome. J

Démonstration. Écrivons A(x1, . . . , xk, y1, . . . , y`) sous la forme :

A(x1, . . . , xk, y1, . . . , y`) =
X

i1,...,ik

Pi1,...,ik(y1, . . . , y`)x
i1
1 . . . xikk ,

où chaque Pi1,...,ik est un polynôme en les variables y1, . . . , y`. Tout d’abord, nous

observons que B(x1, . . . , xk) est bien dé�nie, puisque [xi11 . . . xikk ]B est simplement
l’évaluation du polynôme Pi1,...,ik en (y1, . . . , y`) = (1, . . . , 1).
Nous prouvons le résultat en remplaçant chaque variable yi par 1, l’une après

l’autre. Nous nous intéressons donc à l’opération y` = 1.
Posons C(x1, . . . , xk, y1, . . . , y`�1) := A(x1, . . . , xk, y1, . . . , y`�1, 1).
Par une récurrence directe, nous pouvons a�rmer que pour tout entier s 2 N et

tout z 2 {x1, . . . , xn, y1, . . . , y`�1} :

(@szA)(x1, . . . , xk, y1, . . . , y`�1, 1) = @szC(x1, . . . , xk, y1, . . . , y`�1).

Fixons une variable z 2 {x1, . . . , xn, y1, . . . , y`�1}. La sérieA est holonome, donc
véri�e une équation di�érentielle partielle en z de la forme :

ps(x,y)@
s
zA(x,y) + . . .+ p1(x,y)@zA(x,y) + p0(x,y)A(x,y) = 0

avec p0(x,y), . . . , ps(x,y) des polynômes à coe�cients rationnels. Posons ỹ =
(y1, . . . , y`�1) pour limiter la taille des équations.

Par ce qui précède, en évaluant l’équation en y` = 1, nous obtenons une équation
pour C :

ps(x, y1, . . . , y`�1, 1)@
s
zC(x, ỹ) + . . .+ p0(x, y1, . . . , y`�1, 1)C(x, ỹ) = 0 .

Cette dernière équation a cependant un problème : il se peut qu’elle soit triviale, de
la forme 0 = 0, si tous les polynômes ps . . . , p0 s’annulent en y` = 1. Nous devons
éviter cette possibilité.
Regardons chaque polynôme ps, . . . , p0 comme un polynôme sur Q(x, ỹ)[y`].

Dans cette anneau, un polynôme s’annule en y` = 1 si et seulement si il est divisible
par y` � 1.

Soitm0 le plus grand entier tel que (y`�1)m0 divise tous les polynômes ps, . . . , p0.
Notons alors pour tout i 2 {0, . . . , s}, pi = (y` � 1)m0qi. Comme (y` � 1)m0 est
unitaire, il est possible d’obtenir qi par une division euclidienne dans Q[x, ỹ][y`],
ainsi qi est bien dans Q[x,y]. Par ailleurs par dé�nition dem0, il existe un indice i
tel que qi ne s’annule pas en y` = 1.

En factorisant l’équation di�érentielle de A par (y` � 1)m0 , puis en la simpli�ant
par ce facteur, nous obtenons une nouvelle équation pour A :

qs(x,y)@
s
zA(x,y) + . . .+ q0(x,y)A(x,y) = 0

qui cette fois fournit une équation non triviale pour C en l’évaluant en y` = 1. ⌅
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Remarque 7.42 .
I Souvent, les preuves de stabilité des séries holonomes pour la substitution algé-
brique oublient la possibilité que l’équation devienne triviale après substitution, et
remplacent en une seule fois toutes les variables par leur valeurs. Dans la preuve
précédente, l’intérêt de procéder variable par variable est de pouvoir assurer que si
les polynômes s’annulent après la substitution y` = 1, alors ils sont divisibles par
une puissance de y` � 1. Ce n’est plus vrai si on e�ectue plusieurs substitutions en
même temps : par exemple le polynôme (y1 � y2) devient nul par la substitution
simultanée y1 = 1, y2 = 1 sans être divisible par (y1 � 1) ni (y2 � 1). J

7.2.2 Analogue du théorème de Chomsky-Schützenberger pour les
automates de Parikh (à pile) faiblement non ambigus.

Dans cette section, nous montrons l’analogue du théorème de Chomsky-Schützen-
berger pour les automates de Parikh (à pile) faiblement non ambigus : la série gé-
nératrice d’un langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu est holonome.
Nous le démontrons d’abord dans le cas des langages de Parikh, qui est un peu plus
simple à exposer.

Comme nous l’avons dit dans l’introduction de la partie, l’idée de la preuve remonte
à l’article [Lip88] de stabilité des séries holonomes par produit d’Hadamard : Lipshitz
avait déjà proposé de contraindre le support d’une série holonome par un ensemble
de contraintes linéaires sur les occurrences des variables. Une preuve similaire à celle
que nous présentons a été proposée dans [Mas93, CM17] pour les langages LCL et
RCM, en utilisant une série similaire (mais qui utilise la substitution algébrique plus
compliquée xi = x plutôt que la spécialisation à 1).Le fait d’utiliser la spé-

cialisation à 1 plutôt
que la substitution al-
gébrique xi = x sim-

pli�era l’étude algorith-
mique du chapitre suivant.

La preuve que la série génératrice d’un langage de Parikh faiblement non ambigu
est holonome repose sur le produit d’Hadamard de deux séries rationnelles : la
première compte les calculs de l’automate, tandis que la deuxième décrit l’ensemble
semilinéaire ; le produit d’Hadamard entre les deux séries permet de �ltrer les calculs
acceptants. Ces deux séries sont introduites dans le Lemme 7.43 et le Lemme 7.44.

Lemme 7.43 (Série génératrice des calculs d’un automate de Parikh).
I Soit A un automate de Parikh faiblement non ambigu de dimension d. Nous
dé�nissons la série génératrice pondérée A(x, y1, . . . , yd) par :

A(x, y1, . . . , yd) :=
X

(n,i1,...,id)2Nd+1

`n,i1,...,idx
nyi11 . . . yidd

où pour tout (n, i1, . . . , id) 2 Nd+1, `n,i1,...,id compte le nombre de calculs de A
joignant l’état initial à un état �nal, étiquetés par un mot de longueur n, et le vecteur
(i1, . . . , id). Alors A(x, y1, . . . , yd) est rationnelle. J

Ébauche de preuve. La preuve est une simple application de [FS09, Proposition V.6]
qui est un résultat plus général portant sur les séries génératrices comptant les
chemins d’un digraphe pondéré. Précisons que la variable n compte bien la longueur
des chemins dans A, car A est sans "-transitions. Notamment `n,i1,...,id est bien �ni
pour tout (n, i1, . . . , id) 2 Nd+1.
Le résultat est bien connu pour les automates �nis classiques. Une autre façon

de démontrer le lemme, en partant du résultat connu sur les automates �nis, est
de transformer l’automate de Parikh en automate �ni, en introduisant d nouvelles
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lettres b1, . . . , bd, et en remplaçant toute transition étiquetée par le couple (a, i) par
une transition joignant les mêmes états, mais étiquetée par le mot abi11 . . . bidd (quitte
à ajouter des états supplémentaires si on souhaite un automate �ni sur des lettres
plutôt que sur des mots).

Nous détaillerons la preuve au chapitre suivant, dans le Lemme 8.12, en décrivant
en plus des bornes sur le degré et la taille des coe�cients des polynômes intervenant
dans la fraction rationnelle représentant A(x, y1, . . . , yd). ⌅

Lemme 7.44 (Série génératrice d’un ensemble semilinéaire).
I Soit C un ensemble semilinéaire sur Nd. Nous posons C(y1, . . . , yd) sa série
génératrice dé�nie par :

C(y1, . . . , yd) =
X

i2C
yi11 . . . yidd .

Alors C(y1, . . . , yd) est rationnelle. J

Démonstration. Par la Proposition 1.34 vue dans les préliminaires,C est représentable
sous une forme non ambiguë :

C =
r]

i=1

(ci + P ⇤i )

où l’union est disjointe et les vecteurs dans chaque ensemble de périodes Pi sont
linéairement indépendants. Par conséquent, sa série génératrice est donnée par :

C(y) =

rX

i=1

yci

Q

p2Pi
(1� yp)

qui est une somme de fractions rationnelles, donc est bien rationnelle.
Une autre façon de démontrer ce théorème est de considérer, comme nous l’avons

dit dans les préliminaires, que C est reconnaissable par un automate �ni non ambigu,
et d’utiliser le résultat de [FS09, Proposition V.6] portant sur les séries génératrices
associées aux chemins dans un automate (voir par exemple : l’Exemple 1.35 et
l’Exemple 1.75 des préliminaires). ⌅

Comme nous l’avons annoncé, le théorème suivant est une conséquence directe du
Théorème 6.41 et du fait que la série génératrice d’un langage de RCM est holonome
[CM17]. Nous en proposons une preuve directe :

Théorème 7.45 (Conséquence de [CM17]).
I La série génératrice d’un langage de Parikh faiblement non ambigu est holonome.

J

Démonstration. Soit L un langage reconnu par un automate de Parikh faiblement
non ambigu A de dimension d. Notons L(x) la série génératrice de L, et C ✓ Nd

l’ensemble semilinéaire associé à l’automate.
Nous notons

A(x, y1, . . . , yd) :=
X

(n,i1,...,id)2Nd+1

`n,i1,...,idx
nyi11 . . . yidd
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la série génératrice pondérée associée aux calculs deA, dé�nie au Lemme 7.43. Cette
série est rationnelle, donc holonome.
Posons C(y1, . . . , yd) =

P

i2C yi11 . . . yidd la série génératrice du semilinéaire C .
Cette série est aussi rationnelle par le Lemme 7.44. Nous notons alors

C(x, y1, . . . , yd) :=
X

n2N

X

i2C
xnyi11 . . . yidd =

1

1� x
C(y1, . . . , yd)

qui est aussi rationnelle. Posons alorsG(x,y) := A(x,y)�C(x,y). Que se passe-t-il
quand nous faisons le produit d’Hadamard de ces deux séries ?

Rappelons que le produit d’Hadamard de deux séries qui ont le même nombre de
variables est le produit terme à terme. Autrement dit, pour tout n, i1, . . . , id :

[xnyi11 . . . yidd ]G(x,y) = [xnyi11 . . . yidd ]A(x,y)⇥ [xnyi11 . . . yidd ]C(x,y) .

Or, par dé�nition, [xnyi11 . . . yidd ]C(x,y) vaut 1 si (i1, . . . , id) 2 C , et vaut 0 sinon.

Autrement dit : [xnyi11 . . . yidd ]G(x,y) = [xnyi11 . . . yidd ]A(x,y) si (i1, . . . , id) 2 C ,
et vaut 0 sinon. Le produit d’Hadamard a donc supprimé du support de A tous les
calculs étiquetés par un vecteur qui n’était pas dans le semilinéaire C . Ainsi :

G(x,y) := A(x,y)� C(x,y) =
X

n2N

X

i2C
`n,i1,...,idx

nyi11 . . . yidd .

Par stabilité des séries holonomes par produit d’Hadamard, G(x,y) est holonome.
Pour n 2 N, posons `n =

P

i2C `n,i1,...,id le nombre de calculs acceptants de
A étiquetés par un mot de longueur n. Ce nombre est �ni car A ne possède pas
d’"-transitions. Par faible non ambiguïté, `n désigne aussi le nombre de mots de
longueur n dans le langage L.

De plus, en remarquant que G(x, 1, . . . , 1) =
P

n2N `nx
n, nous en déduisons que

L(x) = G(x, 1, . . . , 1). Donc L(x) est holonome, par la Proposition 7.41. ⌅

Remarque 7.46 .
INous avons montré que la série génératrice univariée d’un langage de Parikh fai-
blement non ambigu est holonome, mais la preuve s’adapte facilement pour montrer
que sa série multivariée est aussi holonome (à la place de compter en x la longueur
du mot, il faut introduire une variable xa pour chaque lettre a 2 Σ qui compte le
nombre d’occurrences de a dans les calculs de A). J

Lemme 7.47 (Série génératrice des calculs d’un automate de Parikh à pile).
I Soit A un automate de Parikh à pile faiblement non ambigu de dimension d, sans
"-transitions. Nous dé�nissons la série génératrice pondérée A(x, y1, . . . , yd) par :

A(x, y1, . . . , yd) :=
X

(n,i1,...,id)2Nd+1

`n,i1,...,idx
nyi11 . . . yidd

où pour tout (n, i1, . . . , id) 2 Nd+1, `n,i1,...,id compte le nombre de calculs de A
joignant l’état initial à un état �nal, étiquetés par un mot de longueur n, et le vecteur
(i1, . . . , id). Alors A(x, y1, . . . , yd) est algébrique. J
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Démonstration. Comme nous l’avons déjà mentionné au chapitre 6, le langage des
calculs acceptants d’un automate à pile est algébrique déterministe, et ce même si l’au-
tomate à pile de départ est ambigu. Par le théorème de Chomsky-Schützenberger, la
série génératrice qui compte les calculs acceptants d’un automate à pile est donc algé-
brique. Une simple adaptation de la preuve du théorème de Chomsky-Schützenberger
permet de démontrer que A(x, y1, . . . , yd) est algébrique (ou peut sinon transformer
A en automate à pile sur des lettres en encodant les vecteurs des transitions sous la
forme de lettres, et le résultat est alors une conséquence directe de l’application du
théorème de Chomsky-Schützenberger). ⌅

Théorème 7.48 .
I La série génératrice d’un langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu est
holonome. J

Démonstration. Il s’agit de la même preuve que le Théorème 7.45, avec cette fois
A(x, y1, . . . , yd) qui est algébrique et non plus rationnelle (mais toujours holonome).

⌅

Remarque 7.49 (Réciproque).
I Il est naturel de se demander si les séries associées aux langages algébriques de
Parikh faiblement non ambigus recouvrent toutes les séries holonomes, et si ce n’est
pas le cas, de caractériser les séries qui sont atteintes par cette correspondance.

Nous en discuterons plus précisément dans les ouvertures, à la sous-section 7.4.4,
où nous montrerons que les séries associées aux langages de Parikh (resp. langages
algébriques de Parikh) faiblement non ambigus sont exactement les diagonales de
séries N-rationnelles (resp. de séries N-algébriques). J

7.3 Intrinsèque faible ambiguïté

7.3.1 Premiers exemples de langages intrinsèquement faiblement
ambigus

La contraposée du Théorème 7.48 étend la méthode de Flajolet pour montrer
l’intrinsèque ambiguïté des langages algébriques de Parikh :

Proposition 7.50 .
I Si la série génératrice (multivariée) d’un langage algébrique de Parikh n’est pas
holonome, alors le langage est intrinsèquement faiblement ambigu. J

Comme les séries algébriques sont incluses dans les séries holonomes, il se trouve
que certains des critères utilisés par Flajolet dans [FS87] pour prouver qu’une série
est transcendante montrent en fait aussi qu’elle n’est pas holonome :

Proposition 7.51 (Outils pratiques pour montrer qu’une série n’est pas holonome,
[Fla87]).
I Soit L(z) =

P

n2N `nz
n une série entière.

a. Si la fonction L(z) possède une in�nité de singularités, alors L(z) n’est pas
holonome.

b. Si `n ne véri�e pas à partir d’un certain rang une équation de récurrence linéaire
à coe�cients polynomiaux en n, alors `(z) n’est pas holonome. J
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En particulier, les séries lacunaires (voir dé�nition p.222) ne sont pas holonomes.
Comme les séries holonomes sont closes par les mêmes opérations usuelles que
les séries algébriques, le principe de preuve pour démontrer l’intrinsèque faible
ambiguïté d’un langage est le même que pour les langages algébriques : on suppose
que la série génératrice du langage est holonome, puis on la transforme par des
opérations usuelles qui préservent l’holonomie pour obtenir une série plus simple
qu’on sait identi�er comme non holonome, et obtenir une contradiction.
En fait, tous les langages algébriques démontrés intrinsèquement ambigus dans

[Fla87] ou bien sont reconnaissables par un automate de Parikh déterministe, ou bien
ont une série génératrice qui n’est pas holonome et sont donc aussi intrinsèquement
faiblement ambigus en tant que langages algébriques de Parikh. Par exemple :

Proposition 7.52 (Un premier langage algébrique de Parikh intrinsèquement fai-
blement ambigu, [Fla87]).
INous rappelons que la

notation n désigne le mot
anb pour tout n 2 N.

Le langage P2, dé�ni par

P2 := {n1 . . . nk | k 2 N⇤, (n1 = 1 et 8j, n2j = 2n2j�1) ou (8j, n2j+1 = 2n2j)}

est un langage algébrique de Parikh intrinsèquement faiblement ambigu. J

Démonstration. Nous avons démontré à la Proposition 7.21 que la série génératrice
de ce langage avait une in�nité de singularités. Elle n’est donc pas holonome. Comme
le langage est algébrique, c’est aussi un langage algébrique de Parikh. ⌅

La proposition suivante, fondée sur le même principe, donne un exemple de langage
de Parikh qui est intrinsèquement ambigu :

Proposition 7.53 (Un langage de Parikh intrinsèquement faiblement ambigu).
I Le langage D = {n1 n2 . . . nk | k 2 N⇤, n1 = 1 et 9j < k, nj+1 6= 2nj} est un
langage (algébrique) de Parikh intrinsèquement faiblement ambigu. J

Démonstration. Notons D = ab(a⇤b)⇤ \ D. Sa série génératrice est D(xa, xb) =
P

k>1 x
2k�1
a xkb qui a été démontrée non holonome dans la preuve de la Proposi-

tion 7.21. ⌅

Remarque 7.54 .
ILe langage précédent est aussi intrinsèquement faiblement ambigu en tant que
langage algébrique de Parikh. Il faut toujours préciser par rapport à quelle classe un
langage est intrinsèquement (faiblement) ambigu. Nous verrons en sous-section 7.1.1
qu’il existe des langages intrinsèquement faiblement ambigus en tant que langages
de Parikh, mais qui sont faiblement non ambigus en tant que langages algébriques
de Parikh. J

Le langage suivant avait été annoncé à la Proposition 6.9 du chapitre 6 pour
démontrer que les langages de Parikh faiblement ambigus ne sont pas clos par
quotient à gauche par un langage régulier :

Proposition 7.55 (Le langage de Shamir est intrinsèquement faiblement ambigu).
I Le langage S = {anbv1a

nv2 : n > 1, v1, v2 2 {a, b}⇤} est un langage de Parikh
intrinsèquement faiblement ambigu. J
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Démonstration. On peut facilement construire un automate de Parikh ambigu de
dimension 2 qui reconnaît S : l’automate utilise sa première coordonnée pour stocker
le nombre n de a présents au début du mot avant le premier b, puis de façon non
déterministe, choisit de compter dans sa deuxième coordonnée un nombre m de
lettres a qu’il lit dans une séquence de a consécutifs. La contrainte linéaire de
l’automate pour que le calcul soit acceptant est n 6 m.
[Fla87] prouve que ce langage est algébrique intrinsèquement ambigu, car sa

série génératrice S(z) = z(1�z)
1�2z

P

n>1
z2n

1�2z+zn+1 a une in�nité de singularités.

Cela signi�e aussi qu’elle n’est pas holonome, Il est par conséquent aussi
intrinsèquement faible-
ment ambigu en tant que
langage algébrique de Pa-
rikh, et la classe wuPA
n’est donc pas close non
plus par quotient à gauche
par un langage régulier.

et que donc S est intrinsèquement
faiblement ambigu en tant que langage de Parikh. ⌅

Nous pouvons désormais déduire les propriétés de non clôture des langages algé-
briques de Parikh, annoncées au chapitre précédent :

Proposition 7.56 (Non clôture des langages algébriques de Parikh faiblement non
ambigus).
I La classe des langages algébriques de Parikh faiblement non ambigus n’est pas
close par intersection, union, concaténation, ni quotient à gauche. J

Démonstration. Les démonstrations de non clôture suivantes fonctionnent aussi pour
les langages algébriques non ambigus.

Pour l’union, rappelons que P2 est l’union de deux langages algébriques détermi-
nistesL1 = {n1 . . . nk |n1 = 1 et 8j, n2j = 2n2j�1} etL2 = {n1 . . . nk | 8j, n2j+1 =
2n2j}, qui sont donc aussi faiblement non ambigus en tant que langages algébriques
de Parikh. Comme P2 est intrinsèquement faiblement ambigu, ceci montre que la
classe n’est pas close par union.
Par ailleurs, l’intrinsèque faible ambiguïté de P2 est prouvée en montrant que la

série génératrice de I = L1 \ L2 n’est pas holonome. Donc L1 \ L2 n’est pas un
langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu : ceci prouve la non clôture par
intersection.
La non clôture par concaténation vient du fait que la série génératrice du lan-

gage Crestin prouve que c’est un
langage algébrique in�ni-
ment ambigu [Cre72].

Pal2 = {uv |u, v 2 Pal} des concaténations de deux palindromes n’est pas
holonome [Kem82, FS87].

La non clôture par quotient à gauche vient du fait que la classe n’est pas close par
quotient à gauche par un langage régulier. ⌅

Remarque 7.57 .
IComme nous l’avions déjà dit au chapitre précédent, la question de la clôture par
complémentaire reste ouverte. J

Les langages précédents sont directement ou indirectement issus de l’article de
Flajolet [Fla87]. Nous proposons, pour diversi�er un peu les exemples, un langage issu
des marches à petits pas con�nées dans le quart de plan. Considérons N2 le quart de
plan plongé dansZ2, etΣ = {-,%,&} un ensemble de petis pas. Nous interprétons
le symbole- comme le vecteur (�1, 1), le symbole% comme le vecteur (1, 1), et le
symbole& comme le vecteur (1,�1). Une suite de symboles de Σ représente alors
une marche dans Z2, qui commence à l’origine du plan (0, 0), et qui se déplace en
suivant les vecteurs associés aux symboles de Σ (voir par exemple Figure 7.1). Une
telle marche est alors dite con�née dans le quart de plan si elle reste dans N2 (elle ne
traverse jamais les axes). Les marches con�nées dans le quart de plan, associées aux
pas décrits par Σ = {-,%,&}, ont été étudiées par [MR09].
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x

y

F����� 7.1. Exemple de marche con�née dans le quart de plan, associée au mot
%%&--%.

Proposition 7.58 (Langage issu des marches du quart de plan, [MR09]).
I SoitΣ = {-,%,&}, etL ✓ Σ⇤ le langage des mots qui représentent une marche
à déplacements dans Σ qui n’est pas con�née dans le quart de plan (autrement dit qui
traverse les axes). Alors L est un langage (algébrique) de Parikh intrinsèquement
faiblement ambigu. J

Démonstration. Il est facile de voir que si w représente une marche de pas dans Σ,
alors la marche sort du quart de plan si et seulement s’il existe un pré�xe � de w tel
que |�|- + |�|% < |�|& ou |�|% + |�|& < |�|- (autrement dit dans le pré�xe �,
ou bien le nombre de �èches qui montent est strictement plus petit que le nombre
de �èches descendantes, ou bien le nombre de �èches allant à droite est strictement
plus petit que le nombre de �èches allant à gauche).

On construit alors facilement un automate de Parikh qui reconnaît L : l’automate
commence à lire un pré�xe de w en entrée, en stockant dans ses trois coordonnées
le nombre d’occurrences de chaque lettre de Σ lue jusqu’ici ; puis il décide de façon
non déterministe qu’il a lu un pré�xe � candidat, �nit de lire le mot sans modi�er
ses coordonnées, puis véri�e par sa contrainte semilinéaire que � véri�ait bien la
condition de W sur les occurrences des lettres.

Le langage Σ⇤ \ L désigne l’ensemble des mots w 2 Σ⇤ tels que pour tout pré�xe
� de w on ait à la fois |�|- + |�|% > |�|& et |�|% + |�|& > |�|-. Si on interprète
les mots deΣ⇤ comme des marches dans le plan partant de la coordonnée (0, 0), cette
condition signi�e que la marche doit rester dans le quart de plan {x > 0, y > 0}.
Dans [MR09], les auteurs démontrent que la série génératrice w(x) des marches
dans le quart de plan qui utilisent l’ensemble de pas {-,%,&} a une in�nité de
singularité et n’est pas holonome. Par conséquent la série génératrice du langage L,
qui vaut L(x) = 1

1�3x � w(x) n’est pas holonome.
Donc le langage L est intrinsèquement faiblement ambigu. ⌅

Nous touchons avec l’exemple précédent les limites des critères analytiques utilisés
dans cette thèse : étant donné un ensemble de pas élémentairesΣ ✓ { ,., #,&,!
,%, ",-}, il me paraît di�cile de construire un automate de Parikh à pile capable
de reconnaître de façon faiblement non ambiguë les marches de Σ⇤ qui ne sont pas
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con�nées dans le quart de plan (sauf pour certainesmarches, dites singulières Avec Σ = {%,&} par
exemple nous retrouvons
les chemins de Dyck.

, qui sont
équivalentes à des marches con�nées dans le demi-plan [Mis09]). Pour exhiber un
langage intrinsèquement faiblement ambigu, nous avons été obligé de nous tourner
vers une marche dont la série génératrice n’est pas holonome. Si nous considérons la
marche à petits pas dans Σ = {.,&,%,-}, qui a une série génératrice holonome
[BP03], son complémentaire n’a intuitivement Il s’agit d’une intuition,

peut-être fausse.
pas plus de raison d’être dans la classe

wuPA que la marche étudiée dans la proposition précédente, mais nous sommes
incapables de démontrer son intrinsèque faible ambiguïté avec notre critère.

Une première piste pour s’attaquer à l’intrinsèque faible ambiguïté des langages qui
ont une série holonome est de préciser un sous-ensemble strict de séries holonomes
auquel appartiennent les séries génératrices des langages (algébriques) de Parikh
faiblement non ambigus. Nous en discuterons dans la section 7.4. Une autre idée est de
prouver à la main, par des techniques d’itération, qu’un langage n’est reconnaissable
par aucun automate de Parikh à pile non ambigu. La section suivante Nous n’avons pas encore

réussi à prouver par des
techniques d’itération l’in-
trinsèque faible ambiguïté
d’un langage algébrique de
Parikh.

est une première
piste dans cette direction, même si nous nous sommes restreints au cas plus simple
des automates de Parikh (donc sans pile).

7.3.2 Vers un argument d’itération pour montrer l’intrinsèque
faible ambiguïté d’un langage de Parikh

Comme pour les langages algébriques, la méthode analytique ne su�t pas toujours
pour prouver l’intrinsèque faible ambiguïté d’un langage. Dans cette section, nous
développons un exemple où le critère de non holonomie échoue. Nous considérons
le langage Leven suivant :

Leven =
�
n1 n2 . . . n2k : k 2 N, 8i 6 2k, ni > 0, et 9j 6 k, n2j = n2j�1

 
.

En d’autre mots, le langage Leven reconnaît les suites de paires d’entiers, dont une
paire au moins contient les mêmes entiers (nous rappelons que la notation n est un
raccourci d’écriture pour le mot anb).
Le langage Leven est reconnu par un automate de Parikh ambigu : en e�et, il est

reconnu par un automate de dimension 2 qui devine simplement la paire à véri�er :
il stocke dans sa première coordonnée le nombre de a du premier bloc de la paire,
et dans sa seconde coordonnée le nombre de a du deuxième bloc. Le semilinéaire
véri�e que ces deux valeurs sont égales. L’automate est ambigu, car un mot a autant
de calculs acceptants qu’il contient de paires d’entiers égaux : par exemple le mot
1111 a deux calculs acceptants.
Le langage Leven est aussi algébrique déterministe (en particulier il est reconnu

par un automate de Parikh à pile faiblement non ambigu). Il est en e�et reconnu par
l’automate à pile déterministe décrit ci-après : en lisant une paire d’entiers n2in2i+1,
l’automate déterministe empile le nombre n2i de a qu’il lit dans le premier bloc,
puis dépile en lisant les a dans le deuxième bloc : s’il atteint son symbole de fond
de pile juste avant de lire la lettre b qui clôt la paire, alors il accepte le mot, sinon
il recommence la démarche avec la paire suivante, après avoir vidé sa pile si elle
contenait encore des symboles. L’automate décrit est bien déterministe, et détecte la
première paire d’entiers égaux d’un mot de Leven.

Nous déduisons du théorème de Chomsky-Schützenberger que la série génératrice
Leven(z) du langage Leven est algébrique. En fait, Leven(z) est même rationnelle :
en e�et, Leven = ((a+b)2)⇤ \ {anbamb |n 6= m, et n,m > 0}+, et {anbamb |n 6=
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m, et n,m > 0} = (a+b)2 \ {anbanb |n > 0}. Ainsi :

Leven(z) =
1

1� z4

(1�z)2

�
z4

(1�z)2
� z4

1�z2

1� z4

(1�z)2
+ z4

1�z2

= 2 z9�4 z7+8 z6�3 z5�3 z4+2 z3+2 z2�3 z+1
(2 z5�z3+z2+z�1)(z2�z+1)(z2+z�1) .

Ainsi les critères que nous avons développés à la section précédente échouent,
pourtant Leven ne semble intuitivement pas être reconnaissable par un automate
de Parikh faiblement non ambigu. Le but de cette section est de développer une
technique de preuve pour le montrer.

Décomposition d’un calcul

Le but de cette sous-section est de poser les bases d’une décomposition des calculs
acceptants d’un automate de Parikh faiblement non ambigu, qui nous sera utile pour
prouver l’intrinsèque faible ambiguïté de certains langages de Parikh. Nous �xons
l’alphabet Σ = {a, b} dans cette section,Les arguments de cette

section ne se limitent
cependant pas à un al-
phabet à deux lettres.

etA un automate de Parikh faiblement non
ambigu sur Σ, sans "-transition (en particulier nous ne faisons aucune supposition
sur le langage reconnu par A). Nous nous concentrons dans un premier temps sur
les calculs de A qui ne lisent que la même lettre a :

Définition 7.59 (a-calcul, cycle élémentaire).

I Un calcul ⇡ de A est appelé a-calcul, si ⇡ est de la forme p0
w,v
==)
⇡

pn, avec w 2 a⇤ :

autrement dit les transitions de ⇡ ne lisent que la lettre a.
Un a-cycle élémentaire de A est un a-calcul ! non vide, commençant et �nissant

dans le même état, et qui ne passe pas deux fois par le même état (sauf en ses
extrémités). Nous appelons origine d’un a-cycle élémentaire w son état de départ
(qui est aussi son état d’arrivée).

L’ensemble des a-cycles de A est un ensemble �ni, que nous notons Π(A). J

Définition 7.60 (a-maxcalcul).
I Soit R un calcul de A, et ⇡ un sous-a-calcul de R non vide. Nous disons que ⇡ est
un a-maxcalcul de R si ⇡ n’est précédé ni suivi par une transition qui lit un a dans
R. J

SoitR un calcul acceptant de A, et ⇡ un a-maxcalcul deR. Nous appelons décom-
position canonique de ⇡ la décomposition de ⇡ sous la forme

⇡ = w1�
s1
1 w2�

s2
2 · · ·wf�

sf
f wf+1,

avec f 2 N et s1, . . . , sf > 0, obtenue comme suit :

— Nous lisons les premières transitions du calcul ⇡ jusqu’à la première fois où il
passe pour la deuxième fois dans un état q (ou jusqu’à la �n du calcul sinon) :
nous obtenons un sous-calcul non vide de la forme w1�1, où w1 ne passe jamais
deux fois par le même état, et �1, s’il est non vide, est un a-cycle élémentaire,
d’origine q. De plus w1 s’il est non vide ne passe par aucun état en commun avec
�1, à l’exception de son état d’arrivée, qui est l’origine de �1.

— Nous répétons la procédure décrite ci-dessus avec le su�xe (w1�1)
�1⇡ de ⇡.

— Nous obtenons donc à la �n de la procédure une décomposition de ⇡ de la forme
⇡ = w1�1w2�2 · · ·wf�twt+1, que nous factorisons en⇡ = w1�

s1
1 w2�2 · · ·wf�

sf
f wf+1

en regroupant autant que possible les a-cycles élémentaires identiques consécutifs
séparés par des wi vides : par exemple �4"�4"�4 devient �34 .
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La procédure ci-dessus est déterministe, donc il n’y a pas d’ambiguïté pour parler
de la décomposition canonique d’un a-maxcalcul. La proposition suivante établit
des propriétés de la décompositions d’un a-maxcalcul apparaissant dans un calcul
acceptant d’un automate de Parikh faiblement non ambigu.

Proposition 7.61 (Propriétés de la décomposition canonique d’un a-maxcalcul).
I SoitR un calcul acceptant deA Nous rappelons que A est

faiblement non ambigu
, et ⇡ un a-maxcalcul deR. Alors la décomposition

canonique ⇡ = w1�
s1
1 w2�

s2
2 · · ·wf�

sf
f wf+1 de ⇡ véri�e les propriétés suivantes :

a. f 2 N et s1, . . . , sf > 0 ;

b. chaque �i est un a-cycle élémentaire (non vide) ;

c. chaque wi est un a-calcul qui ne passe jamais deux fois par le même état. De
plus, wi ne passe par aucun état en commun avec �i, sauf son état d’arrivée qui
est l’origine de �i ;

d. les a-cycles élémentaires qui apparaissent dans la décomposition canonique ont
tous une origine distincte ; en particulier pour tout 1 < i < f + 1, wi 6= ", et
f 6 |QA|.

J

Démonstration. Les trois premiers points sont immédiats par construction de la
forme canonique. Le dernier point vient du fait que A est un automate de Parikh
faiblement non ambigu. Nous rappelons que par construction, si wi = " pour un
certain 1 < i < f + 1, alors �i�1 6= �i. Supposons par l’absurde que dans la
décomposition canonique de ⇡ de la forme

⇡ = w1�
s1
1 w2 · · ·wf�

sf
1 wf+1 ,

il existe deux indices i < j tels que les a-cycles élémentaires �i et �j ont la même
origine q. Nous considérons alors le a-calcul ⇡0 obtenu en déplaçant �

sj
j juste avant

�sii (voir aussi Figure 7.2) :

⇡0 = w1�
s1
1 w2 · · ·wi�

sj
j �

si
i wi+1 · · ·wjwj+1 · · ·wf�

sf
f wf+1.

Les a-calculs ⇡ et ⇡0 sont distincts :

— si �i = �j alors ⇡ et ⇡0 n’ont donc pas la même décomposition canonique (le s0i
de ⇡0 vaut si + sj > si), ils sont donc distincts.

— si �i 6= �j , alors là encore ⇡ et ⇡0 n’ont pas la même décomposition canonique :
si i > 1 et �j = �i�1, alors le s0i�1 de ⇡

0 vaut si�1 + sj > si�1) ; et si i = 1 ou
�j 6= �i�1, alors le i-ème cycle élémentaire dans la décomposition canonique de
⇡0 est �j , tandis que celui de ⇡ est �i 6= �j .

De plus, ⇡ et ⇡0 sont deux a-calculs qui ont la même longueur, et qui sont étiquetés
par le même vecteur, par commutativité de l’addition sur les vecteurs. Nous obtenons
ainsi à partir de R un calcul acceptant R0 di�érent de R, étiqueté par le même mot.
C’est impossible par faible non ambiguïté de A. Donc tous les cycles élémentaires de
la décomposition de ⇡ ont des origines di�érentes. ⌅

Définition 7.62 (Signature d’un maxcalcul).
I Soit R un calcul acceptant de A, et ⇡ un a-maxcalcul de R, de décomposition
canonique ⇡ = w1�

s1
1 w2�

s2
2 · · ·wf�

sf
f wf+1. La signature de ⇡ est le tuple :

(w1,�1, w2, . . . , wf ,�f , wf+1) ,
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q0 q1
w1

s1 ⇥ �1

q

si ⇥ �i

q

sj ⇥ �j

qf

sf ⇥ �f

wf+1

q0 q1
w1

s1 ⇥ �1

q

sj ⇥ �j + si ⇥ �i

q qf

sf ⇥ �f

wf+1

F����� 7.2. Si dans la décomposition canonique d’un a-maxcalcul, il existe deux
a-cycles élémentaires �i et �j ayant la même origine, alors nous pouvons changer
le calcul de façon à calculer le même mot et le même vecteur. C’est impossible si ce
maxcalcul fait partie d’un calcul acceptant d’un automate de Parikh faiblement non
ambigu.

obtenu à partir de sa décomposition canonique en omettant les exposants des cycles.
J

Proposition 7.63 (Le nombre de signatures est �ni).
I L’ensemble des signatures associées à des calculs acceptants de A est �ni. J

Démonstration. Par la proposition précédente, une décomposition canonique d’un a-
maxcalcul d’un calcul acceptant de A possède au plus |QA| cycles élémentaires. Une
signature contient au plus 2|QA|+ 1 éléments, qui sont soit des cycles élémentaires,
soit des chemins simples de A. Comme le nombre de cycles élémentaires dans A est
�ni, et le nombre de chemins simples dansA est aussi �ni (comme un chemin simple
ne passe pas deux fois par le même état, il est de longueur au plus |QA|), le nombre
de signatures associé à des calculs acceptants de A est �ni. ⌅

Nous pouvons passer désormais à la preuve d’intrinsèque faible ambiguïté du
langage Leven.

Preuves d’intrinsèque faible ambiguïté.

Théorème 7.64 .
I Le langage Leven est intrinsèquement faiblement ambigu en tant que langage de
Parikh. J

Démonstration. Par l’absurde, supposons que Leven est reconnu par un automate de
Parikh faiblement non ambigu A, sans "-transition.
Soit c le nombre de signatures associées aux a-maxcalculs des calculs acceptants

de A. Ce nombre est �ni par la Proposition 7.63.
Le Théorème de Ramsey [Ram29] garantit qu’il existe un entier r tel que tout

graphe complet non dirigé possédant au moins r sommets, dont les arcs sont colorés
par c2 couleurs di�érentes, possède un triangle monochromatique.
Fixons deux entier n et k, que nous préciserons plus tard, et qui dépendent uni-

quement de A.
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Pour tout ` 2 {1, . . . , r}, notons w` le mot w` = n1 n2 . . . n2r , où n2i+1 = n
pour tout i, et n2i = n+ k si i 6= `, sinon n2` = n (autrement dit toutes les paires
de w` sont nn+ k, sauf la paire numéro ` qui vaut nn). Chaque w` contient ainsi
une unique paire d’entiers égaux, donc appartient au langage Leven. Par faible non
ambiguïté, chaque w` est reconnu par un unique calcul acceptant R` dans A, qui
par dé�nition, possède exactement 2r a-maxcalculs.

Pour i, j dans {1, . . . , r}, nous notons �ij la signature du 2j-ième a-maxcalcul de
Ri, qui par dé�nition est un calcul de longueur n+ k si i 6= j. Nous construisons
le graphe complet non dirigé GA de sommets {1, . . . , r}, et tel que pour tout i < j,
l’arc (i, j) est coloré par le couple (�ij ,�ji). Par le théorème de Ramsey, GA admet
un triangle monochromatique de sommets ↵ < � < �. En particulier, �↵� = �↵� et
��↵ = ��� .

Autrement dit, le 2�-ième maxcalcul et le 2�-ième maxcalcul de R↵ ont la même
signature. Pour simpli�er les notations, notons ⇡↵� (resp. ⇡↵� ) le 2�-ième (resp. 2�-
ième) maxcalcul de R↵.

Nous précisons alors comment nous choisissons k et n, en fonction de A unique-
ment : nous dé�nissons k = ppcm({|�| : � 2 Π(A)}), et n su�samment grand
pour que tout a-maxcalcul de longueur plus grande que n d’un calcul acceptant deA
contient dans sa décomposition canonique un a-cycle élémentaire répété au moins
k + 1 fois : c’est possible car nous rappelons que dans la décomposition canonique
d’un a-maxcalcul, il y a un nombre �ni de cycles élémentaires et de chemins simples
wi, et que chaque wi est est de longueur bornée.
Ainsi, ⇡↵� contient un a-cycle élémentaire � qui est répété strictement plus de s

fois, avec s = k/|�|. Comme ⇡↵� et ⇡↵� ont la même signature, ce cycle � se trouve
aussi dans ⇡↵� . Nous pouvons alors changer le calcul acceptantR↵ en un calculR0↵
en déplaçant la boucle �s originellement présente dans ⇡↵� pour la placer au niveau
du cycle � présent dans ⇡↵� . Nous obtenons ainsi le calculR

0
↵ pour le mot :

w = · · ·nn
2↵

· · ·nn+ 2k
2�

· · ·nn
2�
· · · .

Ce calcul est acceptant, car il possède les même états de départ et d’arrivée que R↵,
et est de plus étiqueté par le même vecteur, par commutativité. De plus, les signatures
des a-maxcalculs deR0↵ sont les mêmes que ceux deR↵. C’est pour cela que nous

avons choisi n de façon
à ce que le cycle � soit
répété strictement plus de
s fois dans ⇡↵

� , a�n que sa
signature reste la même si
on lui retire la boucle �s.

De façon similaire, à partir de l’égalité ��↵ = ��� , nous pouvons modi�er le calcul
acceptant R� en un calcul acceptant R0� de même signatures que R� et étiqueté par
le mot w, en déplaçant s0 = k/|�0| itérations d’un cycle bien choisi �0 en position
2↵ vers la position 2�.

Nous avons donc construit deux calculs acceptants pour le mot w. Par faible
non ambiguïté, ces deux calculs sont identiques. Mais comme les signatures des
maxcalculs de R0↵ et R0� sont les mêmes que ceux de R↵ et R� , cela signi�e que les
signatures des maxcalculs deR↵ et R� sont identiques.

En particulier �↵,↵ = ��,↵ et �↵,� = ��,� . Or par monochromaticité, ��,� = ��,↵.
Donc �↵,↵ = �↵,� . Absurde, car nous pourrions retirer un a-cycle élémentaire en
position 2↵ dans R↵ pour le déplacer en position 2�, et obtenir alors un calcul
acceptant pour un mot qui n’a aucune paire de nombre égaux, et qui n’est donc pas
dans Leven.

Donc Leven est intrinsèquement faiblement non ambigu. ⌅

Corollaire 7.65 .
ILe langage Leven est intrinsèquement ambigu pour tout modèle d’automate de
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Parikh étendu en remplaçant le semilinéaire d’acceptation C par un ensemble quel-
conque de Nd. J

Démonstration. Ceci est dû au fait que la preuve du Théorème 7.64 ne repose que sur
des manipulations de chemins dans un automate, et sur la commutativité de l’addition
sur les vecteurs, mais est indépendante de la forme de l’ensemble qui accepte les
vecteurs calculés dans les calculs de l’automate. Elle s’adapte donc directement à
n’importe quelle extension des automates de Parikh ensemble C d’acceptation. ⌅

Remarque 7.66 (Piste future pour montrer que Pal est intrinsèquement faiblement
ambigu).
I Le langage suivant est une première piste de recherche pour exhiber un langage
plus naturel qui soit intrinsèquement faiblement ambigu :

Leven
6= =

�
n1 n2 . . . n2k : k 2 N, 8i 6 2k, ni > 0, et 9j 6 k, n2j 6= n2j�1

 
.

En e�et, s’il est possible de montrer qu’il est intrinsèquement faiblement ambigu, et
si par chance la preuve ressemble à celle de Leven, elle ne prendra pas en compte
la position des paires. Dans ce cas elle s’adaptera directement pour prouver que le
langage

P 6= =
n

bn2k�1 . . . n3n1 n2n4 . . . n2k : k 2 N, 8i 6 2k, ni > 0, et 9j 6 k, n2j 6= n2j�1
o

est intrinsèquement faiblement ambigu, ce qui permettra de prouver que le langage
Pal des mots qui ne sont pas des palindromes est intrinsèquement faiblement ambigu
en tant que langage de Parikh (car P 6= = Pal \ b((a+b)2)⇤). J

7.3.3 Problèmes de décision liés à l’intrinsèque faible ambiguïté

Cette sous-section étudie brièvement deux problèmes de décision liés à l’intrin-
sèque faible ambiguïté des langages de Parikh. La proposition suivante contraste
avec les grammaires hors-contextes, pour lesquelles la question de l’ambiguïté est
indécidable.

Théorème 7.67 .
I Soit A un automate de Parikh. Alors on peut décider si A est faiblement ambigu.

J

Démonstration. Notons d la dimension de A, Q son ensemble d’états, qI son état
initial, ∆ son ensemble de transitions, F son ensemble d’états �naux, et C son
ensemble semilinéaire.
Nous utilisons la même construction que pour l’intersection des deux automates

de Parikh faiblement ambigus : nous partons de la construction de l’automate de
Parikh produit A1 ⇥A2 pour reconnaître l’intersection L(A1) \ L(A2), en prenant
A1 = A2 = A deux copies de A.

Ainsi B = (Q⇥Q, (qI , qI), F ⇥ F,∆0, C 0), où C est l’ensemble semilinéaire des
(u,v) 2 N2d tels que u 2 C et v 2 C , et ∆0 simule deux calculs simultanés dans
chaque copie A, lisant le même mot.

Nous modi�onsB en ajoutant une dimension supplémentaire. Nous remplaçons les
transitions ∆0 par l’ensemble ∆00 dé�ni comme suit : pour toute paire de transitions
(t1, t2) 2 ∆⇥∆, étiquetées par la même lettre a 2 Σ, avec t1 = (q1, (a,v1), q

0
1) et



7.3 Intrinsèque faible ambiguïté 249

t2 = (q2, (a,v2), q
0
2), alors ((q1, q2), (a, (v1,v2, xt1,t2)), (q

0
1, q
0
2)) 2 �00, où xt1,t2 =

0 si t1 = t2, 1 sinon. Ainsi, la dimension supplémentaire compte le nombre de fois
que les deux calculs simultanés simulés par B empruntent des transitions di�érentes.
Le semilinéaire C 0 est modi�é en conséquence : c’est l’ensemble des vecteurs

(u,v, x) 2 N2d+1 tels que u 2 C , v 2 C et x > 0.
Comme par dé�nition A est faiblement non ambigu si et seulement si aucun mot

ne possède deux calculs acceptants, il est direct que A est faiblement non ambigu si
et seulement si le langage reconnu par C est vide. Comme le vide d’un langage de
Parikh est décidable [KR02] (car on peut e�ectivement calculer l’image de Parikh
des langages de Parikh), on peut donc décider la faible ambiguïté de A. ⌅

Remarque 7.68 .
ILa preuve précédente ne se généralise pas aux automates à pile faiblement non
ambigus, car ces derniers n’admettent pas de construction produit, et ne sont pas
stables par intersection. Comme le problème est déjà indécidable pour les grammaires
algébriques, et par conséquent pour les automates à pile, il est aussi indécidable pour
les automates de Parikh à pile. J

La question de l’intrinsèque ambiguïté d’un langage est di�érente de la détection
de l’ambiguïté dans un automate, et est indécidable :

Proposition 7.69 .
I Le problème de l’intrinsèque faible ambiguïté d’un langage de Parikh est indéci-
dable. J

Démonstration. La classe des langages de Parikh faiblement non ambigus véri�e
tous les critères du théorème général d’indécidabilité de Greibach [Gre68], et donc
l’appartenance à cette classe est indécidable. Nous reprenons les arguments de la
preuve du théorème général, spécialisés à notre problème, par soucis de complétude.
Nous réduisons le problème de l’universalité des langages de Parikh, qui est

indécidable [KR02] C’est le même argument
que pour l’universalité des
langages algébriques : on
peut construire un langage
de Parikh à partir d’une
machine de TuringM
et d’un mot w, qui est
universel si et seulement si
M n’accepte pas w.

. Étant donnée un instance L1 du problème de l’universalité, nous
voulons construire une instance L du problème de l’intrinsèque faible ambiguïté
telle que :

L1 = Σ
⇤
1 , L est intrinsèquement faiblement ambigu.

Le langage L est construit comme suit. Notons Σ1 l’alphabet de L1, c un nouveau
symbole qui n’est pas dans Σ1, et �nalement L2 un langage intrinsèquement faible-
ment ambigu (par exemple le langage de Shamir S de la Proposition 7.55) sur un
alphabet Σ2 (par forcément distinct de Σ1, nous pouvons avoir Σ1 \ Σ2 6= ;).
Nous dé�nissons alors L = L1cΣ

⇤
2 [ Σ⇤1cL2, qui est bien un langage de Parikh.

Ainsi : L1 = Σ⇤1 si et seulement si L est intrinsèquement faiblement ambigu. En
e�et :

) Si L1 = Σ⇤1 alors L = Σ⇤1cΣ
⇤
2 est un langage régulier, donc est reconnaissable par

une automate de Parikh faiblement non ambigu.

( Si L est faiblement non ambigu, alors forcément L1 = Σ⇤1. En e�et, par l’absurde,
si L1 6= Σ⇤1, il existe un mot y 2 Σ⇤1 qui n’est pas dans L1.

Comme ycΣ⇤2 est régulier, L \ ycΣ⇤2 est un langage faiblement non ambigu, par
clôture des langages faiblement non ambigus par intersection.

Comme y 62 L1 et c 62 Σ1, L \ ycΣ⇤2 = ycL2.
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Donc ycL2 est faiblement non ambigu, et par stabilité par quotient à gauche
par un mot (Proposition 6.24), L2 = (yc)�1(ycL2) est faiblement non ambigu.
Contradiction, car nous avions choisi L2 intrinsèquement faiblement ambigu.

⌅

Remarque 7.70 .
ILa preuve utilise au moins 3 symboles. On peut prouver que le problème reste
indécidable avec 2 lettres, en encodant les symboles sur 2 lettres de façon non
ambiguë. J

La question de l’intrinsèque faible ambiguïté des langages de Parikh, et a fortiori,
des langages algébriques de Parikh, est donc une question di�cile, et il est donc
attendu que les di�érentes techniques présentées dans ce chapitre ne fonctionnent
pas pour tous les langages.

7.4 Ouvertures

Nous clôturons le chapitre avec quelques ouvertures sur les questions d’ambiguïté
des langages et de leur lien avec les séries holonomes.

7.4.1 Sur l’intrinsèque ambiguïté des langages algébriques bornés

Comme je l’ai déjà indiqué, il serait intéressant de généraliser le deuxième critère
d’intrinsèque ambiguïté du Théorème 7.32 pour éviter l’évaluation des polynômes
en une constante a 2 Q, en se plaçant dans un cadre algébrique plus solide.
Je suis aussi à la recherche de langages intrinsèquement ambigus bornés qui ne

sont pas détectés par les deux critères des Théorème 7.24 et Théorème 7.32. Cela
permettrait de tester leurs limites, et donner des pistes pour les généraliser.

Une autre piste dans ce sens consisterait à étudier la simpli�cation d’une somme
de fractions rationnelles de type séries de semilinéaires en fraction irréductible, et
les conditions responsables de la disparition de certains facteurs irréductibles au
dénominateur. Il est facile de trouver un exemple où la fraction se simpli�e dans
le cas non ambigu : nous savons que L := {anbncp |n, p 2 N} est un langage non
ambigu ; la série du semilinéaire est simplement :

C(a, b, c) =
1

(1� ab)(1� c)
.

En distinguant selon que p > n ou p 6 n, nous pouvons l’écrire comme l’union des
anbncn+r avec r > 0 et des an+rbn+rcr avec r > 0, ce qui donne une description
non strati�ée du semilinéaire :

c

(1� abc)(1� c)
+

1

(1� abc)(1� ab)
.

Dans ce cas particulier, en réduisant au même dénominateur, le terme (1 � abc)

disparaît du dénominateur : (1�ab)c+(1�c)
(1�abc)(1�ab)(1�c) =

1
(1�ab)(1�c) et on retrouve comme

prévu C(a, b, c).
Nous voyons dans cet exemple que des simpli�cations peuvent apparaître lors de

la réduction au même dénominateur, et éliminent certains polynômes irréductibles
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qui auraient pu nous permettre de détecter l’intrinsèque ambiguïté. Dans l’exemple
précédent, la simpli�cation permet de retrouver une forme strati�ée, mais en général
le polynôme est développé, ses coe�cients sont de signe quelconque. Est-ce que
ces simpli�cations sont tout de même possibles si le langage est intrinsèquement
ambigu? Si c’est le cas, est-il possible à partir de la fraction simpli�ée de retrouver
les facteurs simpli�és? Il serait intéressant dans un premier temps d’étudier les
simpli�cations de ce type sur des langages algébriques inclus dans a⇤b⇤c⇤, car la
condition de strati�cation en dimension 3 est plus simple (elle demande uniquement
des périodes qui ont au plus deux coordonnées non nulles).

7.4.2 Séries N-rationnelles, séries N-algébriques, lien avec
l’ambiguïté des langages algébriques

Nous avons vu dans le chapitre 1 des préliminaires que la série génératrice d’un
langage régulier est rationnelle, et le théorème de Chomsky-Schützenberger exposé
dans ce chapitre démontre que la série génératrice d’un langage algébrique non
ambigu est algébrique. Il se trouve que la réciproque est fausse, toute série rationnelle
n’est pas la série génératrice d’un langage régulier, et de même toute série algébrique
n’est pas la série génératrice d’un langage algébrique non ambigu : plus exactement,
les séries génératrices des langages réguliers sont appeléesN-rationnelles, et les séries
génératrices des langages algébriques non ambigus sont appelées N-algébriques, et
elles constituent respectivement une sous classe stricte des séries rationnelles et
algébriques. Nous reprenons dans un premier temps la présentation de ces classes de
[Bou06], puis nous ouvrons sur les outils que cette caractérisation plus précise des
séries des langages algébriques non ambigus est susceptible de nous apporter.

Nous commençons pas donner une dé�nition des séries N-rationnelles : Nous aurons besoin des
séries N-rationnelles pour
l’ouverture sur les séries
des langages de Parikh
faiblement non ambigus.

Définition 7.71 (Série N-rationnelle, [Bou06]).
I Une série L(x) =

P

n2N `nx
n à coe�cients entiers est appelée N-rationnelle

s’il existe un langage régulier dont la série génératrice est L(x)� `0 (ou de façon
équivalente L(x)� L(0)). J

Remarque 7.72 .
I Il faut soustraire le premier terme `0 car il n’y a qu’un seul mot de longueur 0, le
mot vide ", peu importe la taille de l’alphabet. Ainsi siL(x) =

P

n2N `nx
n est la série

génératrice d’un langage, alors forcément `0 = 0 ou `0 = 1. Ne pas exiger `0 = 0
ou `0 = 1 dans la dé�nition des séries N-rationnelles permet plus de souplesse dans
leur manipulation. J

Par dé�nition, les séries N-rationnelles sont associées aux séries génératrices des
langages réguliers. Elles véri�ent la propriété suivante (qui est parfois utilisée comme
dé�nition des séries N-rationnelles, comme dans [GP14]) :

Proposition 7.73 (Dé�nition alternative équivalente, [Bou06, GP14, SS78]).
I La classe des séries N-rationnelles est le plus petit sous-ensemble de N[[x]] qui
contienne 0, x, et qui soit clos par addition, multiplication, et quasi-inverse (i.e. si
L(x) est N-rationnelle et L(0) = 0, alors 1

1�L(x) est N-rationnelle). J

Remarque 7.74 .
IDans [SS78] les auteurs font la distinction entre la série formelle à une variable et
la fonction rationnelle associée (qu’ils appellent fonction génératrice de la série). J
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Il existe des critères simples pour décider si une série rationnelle est N-rationnelle.
Je ne les détaille pas car ils ne vont pas nous servir ici, je réfère le lecteur à [SS78,
Theorems 10.2 et 10.5], ou à leur version condensée dans [Bou06, Theorem 2.5]. Un
exemple de série rationnelle qui n’est pas N-rationnelle est donné dans [Bou06] :
A(x) = 1�2x+225x2

(1�25x)(625x2+14x+1)
.

Nous présentons maintenant les séries N-algébriques, l’analogue des séries N-
rationnelles pour les langages algébriques non ambigus. Comme pour les séries
N-rationnelles, on trouve dans la littérature plusieurs dé�nitions de cette classe
[BD15, Bou06, SS78]. Je présente celle de [Bou06] :

Définition 7.75 (Système propre positif, [Bou06]).
I Un système propre positif est un système de la forme :

8

><

>:

y1 = P1(x; y1, . . . , yd)
...

yd = Pd(x; y1, . . . , yd)

,

oùUn système de cette forme
est plutôt appelé well-
de�ned dans [BD15].

lesPi sont des polynômes à coe�cients dansN, sans terme constant (Pi(x;0) = 0),
ni terme linéaire en les variables y. J

Proposition 7.76 (Série N-algébrique, [Bou06]).
I Les solutions à coe�cients entiers de système propres sont appeléesN-algébriques.
Plus précisément :

— Tout système propre admet une unique solution (y1(x), . . . , yd(x)) de séries dans
N[[x]].

— Une série y1(x) à coe�cients entiers est appeléeN-algébrique si elle est la première
coordonnée solution d’un système propre.

— Toute série N-algébrique est la première coordonnée d’un système propre de la
forme de la Dé�nition 7.75, en supposant de plus que chaque Pi est divisible par
x (autrement dit Pi = xQi avec Qi 2 N[x;y]).

J

Remarque 7.77 .
IDemanderPi(x;0) = 0 s’interprète du côté grammaire par l’absence d’"-production,
l’absence de terme linéaire en l’absence de règle unit, et le fait de demander que les
Pi soit divisibles par z ressemble à une forme normale de Greibach : notons que la
"mise sous forme de Greibach" d’un système est beaucoup plus simple que pour les
grammaires, car d’une part les lettres ne sont pas di�érenciées, et d’autre part les
variables commutent entre elles (voir par exemple la preuve de [Bou06, Theorem
3.4]). J

Les séries N-algébriques correspondent aux séries des langages algébriques non
ambigus :

Proposition 7.78 ([Bou06, Proposition 3.7]).
I Une série L(x) =

P

n2N `nx
n à coe�cients entiers est N-algébrique si et seule-

ment s’il existe un langage algébrique non ambigu dont la série génératrice est
L(x)� `0. J
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La preuve de [Bou06] utilise le fait que tout langage algébrique non ambigu,
privé du mot vide ", est reconnaissable par une grammaire sans règle unit ni "-
production (nous l’avons véri�é dans le chapitre précédent lors de la mise sous forme
normale de Greibach). Dans [BD15], les auteurs caractérisent alors le comportement
asymptotique des coe�cients d’une série N-algébrique :

Proposition 7.79 (Exposants critiques des coe�cients d’une série N-algébrique,
[BD15]).
I Soit F (z) =

P

n fnz
n une série N-algébrique. Si F a une unique singularité sur

son rayon de convergence |z| = ⇢, alors

fn ⇠n!1
C

Γ(1 + ↵)
n↵⇢�n; (7.1)

avec C , ⇢ des constantes positives algébriques, et ↵ appartient à l’ensemble suivant :

D2 := {�1� 2�(k+1) : k > 0} [
n

�1 + r

2k
: k > 0, r > 1

o

.

Si F (z) a plusieurs singularités, alors il existe un entier p tel que pour tout ` 2
[0, p�1], ou bien f`+np = 0 à partir d’un certain rang, ou bien f`+np a un équivalent
asymptotique de la même forme que dans l’équation (7.1). J

Ainsi, certains exposants critiques sont compatibles avec l’algébricité (voir Pro-
position 7.17), mais pas la N-algébricité. Il serait intéressant de pouvoir trouver un
langage algébrique intrinsèquement ambigu, dont la série est algébrique mais pas
N-algébrique. Les exemples de séries de ce type cités par [BD15] viennent des cartes
ou des marches dans le plan, pour lesquels il me semble à première vue di�cile de
trouver un langage algébrique qui possède la même série.
Par ailleurs, les séries N-algébriques ont a priori moins de propriétés de clôture

que les séries algébriques, ce qui rend plus di�cile les preuves de non N-algébricité.
Par exemple, toute fonction algébrique à coe�cients dans N peut s’écrire comme la
di�érence de deux fonctions N-algébriques [BD15, Proposition 1] : il n’est donc pas
automatique que la di�érence de deux fonctions N-algébriques reste N-algébrique.

Un exemple de série algébrique qui n’est pas N-algébrique est la série génératrice
des marches de Gessel [BD15, BK10] G(x) =

P

n2N gnx
n, où la suite gn compte le

nombre de marches de longueur n, d’origine (0, 0) et con�nées dans le quart de plan,
et d’ensemble de pas { ,!,.,%} Les excursions de Gessel

sont les marches de Gessel
qui reviennent au point
(0, 0). Leur série est aussi
algébrique, mais pas N-
algébrique.

. L’asymptotique de gn de la forme c4nn�2/3

est incompatible avec l’ensemble d’exposant D2 de la Proposition 7.79, donc G(x)
n’est pas N-algébrique.

Ainsi la série G(x) ne compte les arbres de dérivations d’aucune grammaire hors-
contexte. En particulier le langage G des marches de Gessel n’est pas algébrique non
ambigu. Cependant, il n’est pas algébrique tout court, puisque G \ %⇤!⇤.⇤ ⇤=
{%n!m.p q |n > p et n + m > p + q} n’est pas un langage algébrique. En s’inspirant par exemple

de la preuve, à l’aide
du lemme d’Ogden, de
[Car08] pour le langage
anbmcndm.

Le
langage complémentaire des marches sur { ,!,.,%} qui ne sont pas des marches
de Gessel est plus intéressant pour nous, car c’est un langage algébrique : l’automate
qui le reconnaît devine (de façon ambiguë) un pré�xe u tel que |u|. > |u|% ou
|u|.+|u| > |u|%+|u|! (autrement dit il devine un moment où la marche franchit
l’axe des x ou des y). Sa série génératrice est par dé�nition :

G(x) =
1

1� 4x
�G(x) .
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Je n’ai pas beaucoup
ré�échi à la question, je
passe peut-être à côté
d’un argument simple.

Il serait intéressant de pouvoir prouver facilement que G(x) n’est pas non plus

N-algébrique pour prouver l’intrinsèque ambiguïté du complémentaire G, et de
généraliser l’approche à d’autres complémentaires de marches reconnaissables par
des grammaires ambiguës.

Remarque 7.80 .
INotons que nous pouvons démontrer que G est intrinsèquement ambigu à l’aide de
nos critères sur les langages bornés. En e�et, G \ %⇤!⇤.⇤ ⇤ est intrinsèquement
ambigu : le semilinéaire associé est C = {(n,m, p, q) |n < p ou n +m < p + q},
dont la série génératrice estJ’ai omis les calculs, mais

ce n’est en fait pas tou-
jours complètement im-

médiat de calculer la
série génératrice d’un
semilinéaire à la main.

:

X

(n,m,p,q)2C
anbmcpdq =

abcd2 � acd� bd� cd+ c+ d

(1� ac) (1� ad) (1� bd) (1� d) (1� c) (1� b)
.

Nous posons alors D = 1� bd, ⇡ = 1� ac, irréductibles aux variables entrelacées,
et P le numérateur. En prenant ↵ = 2, P |a=2,c=1/2 = bd2 � bd� d/2 + 1/2 n’est
pas divisible parD (ils sont tous les deux de degré 1 en b), donc par le Théorème 7.32,
G \ %⇤!⇤.⇤ ⇤ est intrinsèquement ambigu, et donc G est aussi intrinsèquement
ambigu. J

Remarque 7.81 .
IDans tous les exemples de cette thèse, pour prouver l’intrinsèque ambiguïté d’un
langage, il était facile de démontrer que le langage était algébrique, mais di�cile de
montrer qu’il n’était jamais reconnu par une grammaire non ambiguë. Ce n’est pas
toujours le cas : il arrive qu’on puisse savoir qu’un langage n’est pas reconnu par
une grammaire non ambiguë, sans savoir si ce langage est algébrique ou non. C’est
le cas du langage des mots primitifs, des mots qui ne sont la puissance d’aucun mot
plus petit. Si Σ est un alphabet, le langage des mots primitifs P est dé�ni par :

P = {w 2 Σ
⇤ | 9u 2 Σ

⇤, w 2 u⇤ ) u = w} .

En 1994, [Pet94] a montré que la série génératrice de P n’est pas holonome, et ainsi
que ce langage n’est reconnu par aucune grammaire non ambiguë. Cependant la
question de savoir si P est algébrique ou non est toujours ouverte. J

7.4.3 Ouverture sur l’infinie ambiguïté des langages algébriques

Dans les ouvertures de son article [Fla87], Flajolet se demande s’il serait possible
de capturer par des outils analytiques des propriétés plus �nes liées à l’intrinsèque
ambiguïté des langages algébriques, comme par exemple l’in�nie ambiguïté. Nous
présentons dans cette section un pas dans cette direction, en exhibant un langage pour
lequel il est possible, par des arguments analytiques, de démontrer son intrinsèque
in�nie ambiguïté. Une grammaire hors-contexte est dite d’ambiguïté bornée s’il
existe un entier K 2 N⇤ tel que tout mot de son langage admet au plus K arbres de
dérivation. Une grammaire qui n’est pas d’ambiguïté bornée est appelée in�niment
ambiguë. Un langage algébrique est intrinsèquement in�niment ambigu si toutes les
grammaires qui le reconnaissent sont in�niment ambiguës.

Supposons qu’un langage L est reconnu par une grammaire G qui estK-ambiguë.
Notons an le nombre de mots de longueur n dans de langage L, et gn le nombre de
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dérivations gauches terminales de G étiquetées par un mot de longueur n. Alors par
dé�nition, pour tout n 2 N, an 6 gn 6 Kan, ou de façon équivalente :

8n 2 N,
gn
K
6 an 6 gn ,

c’est-à-dire que an est encadré, à un facteur constant multiplicatif près, par le coe�-
cient d’une série N-algébrique, dont les asymptotiques sont de la forme Cn↵⇢�n par
la Proposition 7.79 de [BD15], avec ↵ 2 D2. Si on arrive à prouver que an = Θ(f(n)),
où f(n) est incompatible avec un encadrement de cette forme, alors L est intrinsè-
quement in�niment ambigu.
Illustrons ce principe sur le langage de Shamir. Soit Σ = {#, a1, . . . , ak} un

alphabet de k+ 1 lettres, avec k > 2. Nous considérons le langage de Shamir étendu
Lk dé�nir par :

Lk = {w 2 Σ |w = s#usRv avec s, u, v 2 {a1, . . . , ak}
⇤},

où la lettre # sert uniquement de séparateur, et sR désigne le miroir de s. Si s = s1s2 . . . sn�1sn,

alors sR =
snsn�1 . . . s2s1.

Ce langage
est facilement reconnaissable par un automate à pile ambigu.

Pour k = 2, le langage L2 fait partie des langages dont Shamir [Sha71] démontre
l’intrinsèque in�nie ambiguïté, en utilisant des raisonnements d’itérations sur les
dérivations semblables au lemme d’Ogden (il montre en fait un résultat plus �n, à
savoir que la plupart des mots du langage de la forme s#w ont autant d’arbres de
dérivation que d’occurrence de sR dans w).

Je propose ici une preuve analytique de l’intrinsèque in�nie ambiguïté du langage
Lk . Dans toute la suite, an désigne le nombre de mots de Lk de longueur n. Toute la
preuve repose sur l’encadrement suivant :

Proposition 7.82 .
I Il existe des constantes b1, b2 > 0 telles que pour n assez grand,

Autrement dit an =
Θ(kn�1 logk(n)).

b1 logk n 6
an

kn�1
6 b2 logk n . J

Démonstration. Pour un pré�xe s donné, nous notons asn le nombre de mots de taille
n dans Lk de la forme s#w, et pour a`n =

P

|s|=`�1 a
s
n le nombre de mots de Lk de

la forme s#w, de taille n, pour tous les mots s tels que |s| = `� 1 > 1.
Majoration. Fixons un mot s, de longueur `�1. Nous rappelons que asn compte le

nombre de mots dans le langage de la forme s#w de longueur n, tels quew contienne
le facteur sR. En retirant cette dernière contrainte sur les w, facilement asn 6 kn�`.

Par ailleurs, en partitionnant selon la position j dans le motw où apparaît le facteur
sR, nous en déduisons aussi asn 6

Pn�2`+1
j=0 kjkn�2`+1�j = (n� 2`+2)kn�2`+1 6

nkn�2`+1.
Ainsi, asn 6 min(kn�`, nkn�2`+1). De plus min(kn�`, nkn�2`+1) = kn�` si ` 6

logk n+ 1.
En �n de compte, pour tout ` > 2, a`n =

P

|s|=`�1 a
s
n 6 k`�1min(kn�`, nkn�2`+1),

et donc on peut majorer :

a`n 6

⇢
kn�1 si ` < logk n+ 1
nkn�` si ` > logk n+ 1
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En majorant an par la somme de tous les a`n, et en partitionnant selon la position
de ` par rapport à logk n+ 1, nous obtenons :

an 6
X

26`<logk n+1

a`n +
X

`>logk n

a`n

6 kn�1(logk n� 1) + nkn
X

`>logk n+1

k�`

6 kn�1(logk n� 1) + nknk� logk n�1 k

k � 1

= kn�1(logk n� 1) + kn�1
k

k � 1
⇠n!1 kn�1 logk n

Donc il existe une constante b2 > 0 telle que pour n assez grand, an 6 b2k
n�1 logk n.

Minoration. Nous regardons toujours un mot de taille n de Lk de la forme s#w,
en �xant s de taille |s| = `� 1. Nous découpons w en t blocs de taille `� 1, avec
t = bn�`

`�1 c. Le dernier bloc restant est de taille r = (n� `)� (`� 1)t. L’idée est de
minorer les mots de Lk associés à un s de taille `� 1 en ne regardant que les mots
w tels que sR apparaît dans un des t blocs. Ainsi :

asn > card{w : sR apparaît dans une des t cases de w, avec |w| = n� `}
= kn�` � card{w : sR n’apparaît dans aucune des t cases de w, avec |w| = n� `}

= kn�` � kr(k`�1 � 1)t = kn�`
✓

1�
⇣

1� 1

k`�1

⌘t
◆

Puisque r � (n �
`) = �t(` � 1).

Comme cette majoration ne dépend que de |s| = `, nous en déduisons que

a`n > kn�1
✓

1�
⇣

1� 1

k`�1

⌘t
◆

.

Remarquons que
�
1� 1

k`�1

�t
= exp

⇣

bn�`
`�1 c ln

�
1� 1

k`�1

�⌘

6 exp
⇣

�bn�`
`�1 c 1

k`�1

⌘

.

Ainsi, si ` � 1 6 logk n
2 }, alors � 1

k`�1 6 � 1p
n
et pour n > 4, n � ` > n

2 et

n � logk n >
n
2 . Ainsi :

j
n�`
`�1

k

> n�`
`�1 � 1 > n

logk n � 1 > n
2 logk n . Et donc pour

` 6
logk n

2 + 1 :

(1� 1
k`�1 )

t > (1� exp(�
p
n

2 logk n)) ,

où le terme droit ne dépend pas de `, et tend vers 1 pour n!1. Pour n assez grand,
on peut le minorer par 1/2 : ainsi il existe un rang n0 > 0 indépendant de ` tel que

pour tout n > n0 et ` 6
logk n

2 + 1, on ait la minoration a`n >
1
2k

n�1.
Par conséquent, pour n > n0, an >

P

`�16 1
2
logk n a

`
n >

1
4k

n�1 logk n. ⌅

Corollaire 7.83 .
I Le comportement asymptotique de an est incompatible avec l’ambiguïté bornée :
le langage de Shamir Lk est in�niment ambigu. J

Démonstration. Nous supposons que Lk est reconnu par une grammaire G qui est
K-ambiguë, et nous rappelons que gn désigne le nombre d’arbres de dérivation de
G étiquetés par un mot de taille n, et que par dé�nition an 6 gn 6 Kan. Notons
G(z) =

P

n>0 gnz
n sa série génératrice, qui est N-algébrique.
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Par la proposition précédente, il existe des constantes b1, b2 > 0 telles que pour n
assez grand,

b1 logk n 6
an

kn�1
6 b2 logk n

Il ne reste alors plus qu’à formaliser l’incompatibilité de cet encadrement, qui
contient un terme logarithmique, avec le comportement asymptotique de gn. Comme
G est (N-)algébrique, il existe un entier p tel que pour tout j entre 0 et p � 1, gn
admet des équivalents de la forme suivante [Fla87, BD15] :

gnp+j ⇠n!+1
Cj

Γ(1 + ↵j)
(np+ j)↵j�

np+j
j

avec Cj > 0,�j > 0. Fixons un j entre 0 et p� 1. En utilisant la Proposition 7.82, la
forme de l’équivalent de gn et an 6 gn 6 Kan, nous pouvons trouver des constantes
strictement positives c1 et c2 telles que pour n assez grand :

c1k
np+j logk(np+ j) 6 (np+ j)↵j�

np+j
j 6 c2k

np+j logk(np+ j) .

Et ainsi :

c1 6
(np+ j)↵j

logk(np+ j)

✓
�j

k

◆np+j

6 c2 .

Ainsi, la quantité du milieu ne peut pas tendre vers l’in�ni, ni vers 0. Par croissances
comparées, cela implique �j = k. Mais alors le terme du milieu tend vers 0 si ↵j 6 0
et vers l’in�ni si ↵j > 0.

Nous obtenons ainsi une contradiction : la grammaire G ne peut pas être d’ambi-
guïté bornée, et le langage de Shamir Lk est in�niment ambigu. ⌅

En conclusion de cette ouverture, nous avons réussi sur un exemple à utiliser
les techniques analytiques pour établir l’in�nie ambiguïté d’un langage algébrique.
Il s’agit d’une piste pour de futurs travaux. Notre critère n’est pas su�samment
générique pour s’appliquer à beaucoup d’autres langages.

7.4.4 Diagonale de série N-rationnelle ou N-algébrique : lien avec
les langages (algébriques) de Parikh faiblement non ambigus

Dans cette section, nous essayons de capturer plus �nement les classes de séries
holonomes qui sont reliées aux calculs d’automates de Parikh (à pile). Dans un
premier temps, nous dé�nissons les séries N-rationnelles à plusieurs variables, puis
la diagonale d’une série.

Nous rappelons que si Σ = {a1, . . . , ak} est un alphabet à k lettres, et L ✓ Σ⇤ un
langage, la série génératrice multivariée est la série

L(x1, . . . , xk) =
X

i1,...,ik2N
`i1,...,ikx

i1
1 . . . xikk

où `i1,...,ik 2 N est le nombre de mots de L qui ont ij occurrences de la lette aj pour
j 2 [k].
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Définition 7.84 (Série N-rationnelle, [Bou06, GP14]).
I Une série L(x1, . . . , xk) =

P

i1,...,ik2N `i1,...,ikx
i1
1 . . . xikk à coe�cients entiers est

appelée N-rationnelle s’il existe un langage régulier sur l’alphabet Σ = {a1, . . . , ak}
dont la série génératrice multivariée est L(x)� L(0, . . . , 0).
De façon équivalente, la classe des séries N-rationnelles est le plus petit sous-

ensemble de N[[x1, . . . , xk]] qui contienne 0, x1, . . . , xk , et qui soit clos par addition,
multiplication, et quasi-inverse (i.e. si L(x) est N-rationnelle, et L(0) = 0, alors

1
1�L(x) est N-rationnelle). J

Remarque 7.85 .
ILa généralisation dans [SS78] de la dé�nition des séries N-rationnelles (puis N-
algébriques) à plusieurs variables porte sur des séries non commutatives (xy 6=
yx). J

Par dé�nition, les séries N-rationnelles sont ainsi associées aux séries génératrices
multivariées des langages réguliers. Nous dé�nissons maintenant la diagonale d’une
série :

Définition 7.86 (Diagonale d’une série).
I Soit F (x1, x2, . . . , xk) =

P

i1,...,ik2N `i1,...,ikx
i1
1 . . . xikk une série formelle. La dia-

gonale de F , notée ∆F , est la série dé�nie par :

∆F (x) =
X

n2N
`n,n,...,nx

n

J

Remarque 7.87 .
I [Lip88] appelle ∆F la diagonale de F , ou la diagonale complète, par opposition à
une diagonale, pour laquelle on n’identi�e que deux variables ; par exemple∆x1,x2F

désigne la série
P

i1,i3,...,ik2N `i1,i1,i3...,idx
i1
1 x

i3
3 . . . xikk . On véri�e aisément que les

diagonales sont reliées aux produits d’Hadamard :

∆F = (F (x)� 1

1� x1 . . . xk
)(x, 1, . . . , 1)

F (x)�G(x) = ∆x1,x0
1
. . .∆xk,x

0
k
F (x) ·G(x0)

[Lip88] prouve que la diagonale d’une série holonome est holonome. J

Nous pouvons prouver que les séries associées aux langages de Parikh faiblement
non ambigus constituent une sous-classe des séries holonomes :

Théorème 7.88 .
I Une série L(x) =

P

n2N `nx
n à coe�cients entiers est la diagonale d’une série

N-rationnelle si et seulement s’il existe un langage de Parikh faiblement non ambigu
dont la série génératrice est L(x)� `0. J

Démonstration. Nous prouvons d’abord l’implication, puis la réciproque. SoitL(x) =
P

n2N `nx
n une série à coe�cients entiers telle queL(x) = ∆F , avecF (y1, y2, . . . , yk)

qui estN-rationnelle. Par dé�nition des sériesN-rationnelles, nous pouvons construire
un automate �ni A = (Q, qI , {qf}, �) non ambigu sur l’alphabet Σ = {a1, . . . , ak}
tel que :



7.4 Ouvertures 259

— la série génératrice multivariée de L(A) est F (y1, . . . , yk)� F (0, . . . , 0) ;

— A n’accepte pas le mot vide ;

— A a un unique état initial qI , qui est sans transition entrante, et un unique état
�nal qf , dont aucune transition ne sort.

Ainsi [yi11 . . . yikk ]F pour i1 + . . . + ik > 0 compte le nombre de calculs �naux
de l’automate étiquetés par des mots d’image de Parikh (i1, . . . , ik), et pour n > 0,
`n := [yn1 . . . ynk ]F compte ceux étiquetés par des mots de longueur nk qui ont le
même même nombre d’occurrences n pour chaque lettre.
La seule di�culté pour interpréter la diagonale en terme de mots vient du fait

que y1, . . . , yk comptent les occurrences de chaque lettre : ainsi [yn1 . . . ynk ]F compte
dans ce formalisme des mots de longueur nk, et non de longueur n.

L’automate de Parikh B est donc construit à partir de A en contractant les calculs
de longueur de k en une seule transition. Plus précisément, l’ensemble d’états de
B est Q, son état initial qI , son état �nal qf , son alphabet est Γ ✓ �k l’ensemble
des calculs de longueur k de A. En�n, pour toute paire d’états p, q 2 Q, pour tout
calcul p

w
=)
⇡

q de longueur k dans Γ, nous ajoutons la transition (p, (⇡,πkh(w)), q)

où πkh(w) est le vecteur de Parikh de w. Remarquons que kπkh(w)k1 = |w|.
Ainsi les calculs �naux de B sont exactement les couples (⇡,v) où ⇡ 2 Γ⇤ de

longueur n > 0 représente un calcul acceptant de A de longueur nk étiqueté par un
mot dont l’image de Parikh est v. Comme A est non ambigu, B est non ambigu, au
sens de [CFM13], donc il restera faiblement non ambigu peu importe le semilinéaire
de B.
On associe à B le semilinéaire représentant la contrainte y1 = y2 = . . . = yk.

Les calculs acceptants de B de longueur n > 0 sont donc les calculs �naux de B
étiquetés par un couple (⇡, (n, . . . , n)) où ⇡ est un calcul acceptant de A étiqueté
par un mot de longueur nk de vecteur de Parikh (n, . . . , n). Par non ambiguïté, il y
a autant de calculs acceptants de B de longueur n que de mots dans L(A) ayant le
même nombre n d’occurrences de chaque lettre, et la série génératrice de L(B) est
donc

P

n `nx
n � L(0).

Réciproquement, soit A un automate de Parikh faiblement non ambigu, qui ne
reconnaît pas le mot vide, et normalisé comme dans la Proposition 6.20, de dimension
2d, dont les vecteurs sont de la forme (ei, ej) et le semilinéaire est

V

i=1..d xi = xd+i.
Nous obtenons facilement un automate de Parikh faiblement non ambigu équi-

valent en remplaçant les vecteurs (ei, ej) par le vecteur (1+ ei � ej , 1) 2 Nd+1,
où 1 2 Nd désigne le vecteur avec des 1 à toutes ses coordonnées, en remplaçant le
semilinéaire par x1 = x2 = . . . = xd = xd+1 : un calcul de l’automate de longueur n
étiqueté par un couple (w, (n+ i1, n+ i2, . . . , n+ id, n)) où w est de longueur n si-
mule un calcul deA étiqueté par le couple (w, (u,v)) avec ik = uk�vk 2 [�n,+n],
pour k 2 [d].

En voyant B comme un automate �ni, en représentant ses vecteurs avec des lettres
par exemple, nous obtenons que la série

F (x, y1, . . . , yd, yd+1) =
X

n2N,i1,...,id2[�n,n]
a(n, i1, . . . , id)x

nynd+1y
n+i1
1 . . . yn+id

d

est N-algébrique, où a(n, i1, . . . , id) désigne le nombre de calculs �naux de B étique-
tés par un couple de la forme (w, (n+ i1, n+ i2, . . . , n+ id, n)) avec |w| = n. Ainsi
pour n 2 N,∆F (x) =

P

n a(n, n, . . . , n)x
n compte le nombre de calculs acceptants
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de B de longueur n, et par faible non ambiguïté le nombre de mots de longueur n
dans le langage de B. ⌅

Notons que ce résultat permet directement de dire qu’il s’agit d’une sous-classe
stricte des séries holonomes : si `n désigne le coe�cient de la diagonale d’une série
N-rationnelle, alors `n compte des mots d’un langage : si on note Σ l’alphabet de
ce langage, alors `n 6 |Σ|n pour tout n 2 N. Cela signi�e que n! qui croît plus
vite que toute exponentielle |Σ|n, n’est pas le coe�cient d’une diagonale de série
N-rationnelle, mais

P

n n!x
n est holonome.un = n! véri�e

un+1 � (n + 1)un = 0. Les diagonales de séries N-rationnelles ont été étudiées en détail par [GP14], à
l’aide de pavages unidimensionnels de tuiles de longueurs irrationnelles. Il n’est
pas étonnant que les calculs d’un automate de Parikh et les pavages par des tuiles
soient comptés par les mêmes séries, car les deux objets sont assez proches : sans
entrer dans les détails, car ce n’est pas le but de cette section, on peut transformer
un automate de Parikh en système de tuiles, en encodant les états dans les frontières
des tuiles, et les vecteurs dans les longueurs des tuiles (en se plaçant par exemple
dans Q[↵1, . . . ,↵d], où ↵1, . . . ,↵d sont d nombres irrationnels indépendants dans
Q). Les auteurs [GP14] décrivent alors les formes asymptotiques de tels coe�cients :

Proposition 7.89 (Forme des asymptotiques, [GP14, Theorem 4.1 et 4.2]).
I Si `n est le coe�cient d’une diagonale de série N-rationnelle, alors il existe un
entier m tel que pour tout j 2 [m� 1] :

`n ⇠n!1 Cj⇢
n
j n

↵j log(n)�j avec n ⌘ j mod m ,

où ↵j 2 Q, �j 2 N, et en�n ⇢j est algébrique.
De plus, si ⇢j = 1, alors f(nm + j) est à partir d’un certain rang n0 égal à un

polynôme en n. J

Il serait intéressant de trouver des langages de Parikh dont la série génératrice est
holonome mais n’est pas une diagonale de série N-rationnelle, pour prouver leur
intrinsèque ambiguïté.

Par ailleurs, en dé�nissant de façon analogue les séries N-algébriques multivariées,
qui sont associées aux séries génératrices multivariées des langages algébriques non
ambigus, nous pouvons démontrer par la même technique de preuve qu’une série
L(x) =

P

n2N `nx
n à coe�cients entiers est la diagonale d’une série N-algébrique si

et seulement s’il existe un langage algébrique de Parikh faiblement non ambigu dont
la série génératrice est L(x)� `0. Une autre ouverture possible serait de séparer les
di�érentes classes de séries génératrices. Nous conjecturons que la classe des séries
N-algébriques et les diagonales de séries N-rationnelles sont incomparables : une
direction est facile, la série génératrice du langage Ω3 de la Proposition 7.19 n’est
pas N-algébrique, mais le langage est reconnu par un automate de Parikh faiblement
non ambigu, donc sa série est bien une diagonale de série N-rationnelle. Pour l’autre
direction, les auteurs de [GP14] conjecturent que les nombres de Catalan ne sont pas
exprimables comme coe�cients de la diagonale d’une série N-rationnelle.Par contre les nombres

de Catalan s’expriment
comme la diagonale

d’une série rationnelle. 7.4.5 Tentatives échouées d’extensions

Comme nous l’avons remarqué ci-dessus dans le cas particulier des diagonales
de séries N-rationnelles, si L(x) =

P

n `nx
n est la série génératrice d’un langage
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quelconque L ✓ Σ⇤, alors pour tout n 2 N, `n 6 |Σ|n : autrement dit la croissance
des coe�cients de L(x) est bornée par une exponentielle. Les séries holonomes
à coe�cients entiers qui véri�ent cette propriété appartiennent à la classe des G-
fonctions qui est une sous-classe stricte des séries holonomes : nous ne pouvons donc
pas atteindre toutes les séries holonomes avec des séries génératrices de langages.
Jusqu’ici, nous avons rencontré des séries N-rationnelles, N-algébriques, et des

diagonales de séries N-rationnelles ou N-algébriques. Je présente dans cette partie
des ouvertures deux extensions que j’ai regardées en cherchant à étendre (en vain) les
classes de langages pour trouver d’autres classes de séries holonomes que celles-là.

Première idée : étendre les ensembles semilinéaires

Une première idée consiste à remarquer que pour les langages de Parikh, nous
avons obtenu les séries génératrices en intersectant un langage régulier ou algébrique
non ambigu avec des contraintes semilinéaires. Pouvons-nous généraliser cette
idée avec des contraintes non semilinéaires, c’est-à-dire pouvons-nous trouver un
ensemble E ✓ Nd dont la série support

E(y) =
X

i2E
yi11 . . . yidd

soit holonome, mais tel que E ne soit pas semilinéaire? Malheureusement ce n’est
pas possible.

Lemme 7.90 ([BC17]).
I [BC17] montrent en fait

une version plus générale,
avec E un sous-ensemble
�ni d’un corpsK de carac-
téristique nulle.

Si F (x) =
P

ν2Nd aνx
ν est holonome et ses coe�cients aν appartiennent à un

ensemble �ni E ✓ N, alors F (x) est une fraction rationnelle. J

Proposition 7.91 ([Woo15, BC17]).
I Soit E(x) =

P

ν2Nd aνx
ν une série telle que pour tout ν 2 Nd, aν 2 {0, 1}.

Alors E(x) est rationnelle si et seulement c’est la série support d’un ensemble
semilinéaire (autrement dit l’ensembleE = {ν 2 Nd | aν = 1} est semilinéaire). J

En combinant ces deux résultats, nous obtenons que si la série support d’un
ensemble E est holonome, alors elle est forcément rationnelle, et en fait E est
semilinéaire.

Deuxième idée : extension aux automates d’arbres de Parikh

Nous avons voulu savoir s’il était possible d’obtenir une classe de séries di�érente
en regardant les séries associées aux automates d’arbres de Parikh non ambigus. Ce
n’est pas non plus le cas.

Nous redé�nissons ici les arbres associés à un ensemble d’opérateurs : il s’agit de la
même notion que la Dé�nition 2.2 du chapitre 2, mais nous avions noté S l’ensemble
d’opérateurs, et a l’arité, qui dans le monde des langages et des grammaires sont
plutôt réservés à des symboles de pile ou de lettres.
Soit E = (E, ar) un tuple, où E est un ensemble de symboles, et ar : E ! N

est une fonction qui associé à chaque symbole f 2 E un nombre ar(f), appelé son
arité. Nous rappelons que les symboles d’arité 0 sont appelées des feuilles. Nous
supposons qu’il existe au moins une feuille dans E .
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Nous écrirons E sous la forme {f(ar(f)) : f 2 E}. Par exemple, E = {a(0), b(0),
f(2)} est un ensemble qui contient un noeud binaire, et deux feuilles.

Nous écrirons abusivement f 2 E à la place de f 2 E. Nous rappelons la dé�nition
formelle d’un arbre construit sur E :

Définition 7.92 .
I L’ensemble des arbres construits sur E , noté T (E), est dé�ni par induction :

— pour toute feuille a 2 E , a 2 T (E)

— si f 2 E est d’arité r = ar(f), et t1, . . . , tr sont dans T (E), alors (f, t1, . . . , tr) 2
T (E).

J

Définition 7.93 .
IUn automate d’arbre top-down de Parikh de dimension d sur une famille d’arbres
TreeE est un tuple (Q, E , I,∆, C) où

— Q est l’ensemble d’états

— I ✓ Q est l’ensemble d’états initiaux

— ∆ est l’ensemble de dérivations. Chaque transition est de la forme (f, q)
v�!

q1, . . . , qr , où f 2 E, ar(f) = r > 0, v 2 Nd, q, q1, . . . , qr 2 Q.
Remarquons que si ar(f) = 0, alors les transitions sont de la forme (f, q)

v�!.

— C ✓ Nd est l’ensemble semilinéaire d’acceptation

J

Définition 7.94 .
I Soit t 2 TreeE et A = (Q, E , I,∆, C) un automate d’arbre de Parikh. L’ensemble
des calculs de A sur l’arbre t commençant en l’état q 2 Q, noté RunsA(t, q), est
dé�ni comme suite :

— siht(t) = 0, i.e. t est une feuille, et ((t, q)
v�!) 2 ∆, alors ((t, q),v) 2 RunsA(t, q)

— si t = (f, t1, . . . , tr) avec ar(t) = r > 0 et (f, q)
v�! q1, . . . , qr 2 ∆, et ⇡i 2

RunsA(ti, qi) pour i = 1 . . . r, alors ⇡ = ((f, q),v,⇡1, . . . ,⇡r) 2 RunsA(t, q)

En d’autres termes, un calcul de A sur l’arbre t est un étiquetage des noeuds de
t avec des états de Q et des vecteurs de Nd qui respecte les règles de transition de
l’automate A.

Un calcul de A sur t est acceptant si la racine est étiquetée par un état initial de I ,
et si la somme des vecteurs apparaissant dans l’étiquetage appartient au semilinéaire
S. L’arbre t est dit accepté par l’automate.
Le langage d’un automate est l’ensemble des arbres acceptés par l’automate. J

Exemple 7.95 .
I Soit E = {a(0), b(0), f(2)}, A = (Q, E , I,∆, S) avec Q = {q1, q2}, I = {q1},
S = {(n, n) : n 2 N}, et ∆ l’ensemble de règles :

(f, q1)
(0,0)���! q2, q2 (b, q1)

(0,1)���! (a, q2)
(1,0)���!

(f, q2)
(0,0)���! q1, q1 (b, q2)

(0,1)���!

L’automate reconnaît les arbres de TreeE qui ont le même nombre de a et de b, et
tels que les feuilles a sont à une profondeur impaire. J
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Définition 7.96 .
IUn automate d’arbre de Parikh est dit non ambigu si tout arbre accepté a un unique
calcul acceptant. J

Comme pour les automates de Parikh, on peut dé�nir la classe des automates
d’arbre de Parikh généralisés, en remplaçant les vecteurs par des ensembles semili-
néaires de Nd.

Proposition 7.97 .
ILa classe des automates d’arbres de Parikh (non ambigus) généralisés est équiva-
lente à celle des automates d’arbres de Parikh (non ambigus). J

Démonstration. Il s’agit de la même preuve que pour les automates de Parikh. ⌅

Les automates d’arbres de Parikh non ambigus ont une série génératrice holonome :

Proposition 7.98 .
I Soit A un automate d’arbre de Parikh non ambigu. Notons f(x) =

P

n2N anx
n

la série génératrice de A comptant le nombre d’arbres acceptés par A à n noeuds.
Alors f est holonome. J

Démonstration. Il s’agit de la même technique de preuve que pour les automates de
Parikh faiblement non ambigus, (voir le Théorème 7.45 ou le Théorème 7.48). ⌅

En revanche, les séries génératrices issues d’automates d’arbres de Parikh non
ambigus ne constituent pas une classe plus grande de séries génératrices que celles
que nous avons vues jusqu’à présent.

Définition 7.99 (Description pré�xe d’un calcul).
I SoitA = (Q, E , I,∆, C) un automate d’arbre de Parikh. Notons Σ = E⇥Q⇥V ,
avec V qui est l’ensemble des vecteurs étiquetant les transitions deA. La description
pré�xe d’un calcul ⇡ de A est le mot Prefix(⇡) 2 Σ⇤, dé�ni par :

— si ⇡ = ((t, q),v), avec t une feuille, alors Prefix(⇡) := (t, q,v)

— si ⇡ = ((f, q),v,⇡1, . . . ,⇡r), alors

Prefix(⇡) := (f, q,v)Prefix(⇡1) . . . P refix(⇡r) .

Il est facile de voir qu’à partir de Prefix(⇡) il est possible de reconstruire ⇡, car
tout symbole de E a une arité �xée et |⇡| = |Prefix(⇡)| (autrement dit la longueur
de Prefix(⇡) est égale au nombre de noeuds dans ⇡).

Nous appelons Prefix(A) le langage des pré�xes des calculs acceptant deA. J

Proposition 7.100 .
I SiA est un automate d’arbre de Parikh non ambigu, alors le langagePrefix(A) est
reconnu par une grammaire hors-contexte contrainte faiblement non ambiguë. J

Démonstration. À partir de l’automate A = (Q, E , I,∆, C), nous construisons la
grammaire hors-contexte contrainte G = (N,Σ, S,D,C), où Σ = {(f, q,v) : f 2
E , q 2 Q,v 2 V }, N = {[f, q] : f 2 E , q 2 Q} [ {S}, S est l’axiome, et D est
dé�ni par :
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— pour tout état initial q 2 I , pour tout f 2 E , nous ajoutons à D la dérivation

S
0�! [f, q],

— pour toute transition de la forme (f, q)
v�! q1, . . . , qr 2 ∆ avec r > 0 et pout tout

(f1, . . . , fr) 2 Er , nous ajoutons àD la dérivation [f, q]
v�! (f, q,v)[f1, q1] . . . [fr, qr],

— pour toute transition de la forme ((a, q)
v�!) 2 ∆ (dans ce cas a est une feuille de

E ), nous ajoutons à D la dérivation [a, q]
v�! (a, q,v).

On montre facilement par induction que les arbres de dérivation terminaux à partir
du symbole [f, q] simulent exactement les calculs de A sur des arbres de racine f ,
commençant dans l’état q ; de plus, si un arbre de dérivation terminal simule un calcul
⇡, alors il reconnaît le mot Prefix(⇡), et la somme des vecteurs de la dérivation est
la même que celle des vecteurs du calcul ⇡.
La faible non ambiguïté de G vient directement de celle de A et de la bijection

entre les calculs de A et les arbres de dérivation de G. ⌅

Ainsi, les séries génératrices des langages d’arbres de Parikh non ambigus n’étendent
pas la classe des séries vues précédemment.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étendu le lien entre l’ambiguïté de certains langages
et leurs séries génératrices.
Pour cela, nous avons d’abord réexploré le lien entre les séries et les langages

algébriques non ambigus, initié par Flajolet dans [Fla87]. De façon surprenante, nous
avons pu aborder deux questions ouvertes laissées par Flajolet à la �n de son article :Aucun de ces deux résul-

tats n’a encore été publié.
— nous avons réussi à capturer par des arguments sur les séries génératrices l’in-

trinsèque ambiguïté de certains langages bornés ;

— nous avons pu redémontrer par des arguments analytiques l’in�nie ambiguïté
d’un langage.

Puis nous nous sommes attachés à étendre les techniques de [Fla87] à une classe
de langages strictement plus expressive que les langages algébriques non ambigus.
Nous pouvons résumer notre approche, en tenant compte de ce qui a été dit dans les
ouvertures, par le schéma de la Figure 7.3.

automate de Parikh à pile
faiblement non ambigus

automate à pile
non ambigu

automate
�ni

Modèle d’automate

L(z) =
P
`nz

n

`n #mots
de longueurn

diagonale de série
N-algébrique

Série génératrice

série
N-algébrique

série
N-rationnelle

F����� 7.3. Schéma récapitulatif de la correspondance entre séries génératrices et
langages non ambigus
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Cette nouvelle correspondance n’a été utilisée pour l’instant que dans l’unique
but de prouver l’intrinsèque ambiguïté de certains langages. Pourtant, elle a aussi de
fortes conséquences sur l’algorithmique des automates de Parikh, que nous explorons
dans le chapitre suivant.





Ce chapitre est en partie issu de l’article de conférence [BCKN20].

8
Le problème de l’inclusion des

automates de Parikh faiblement non
ambigus

8.1 Introduction

8.1.1 Introduction au problème de l’inclusion

Dans ce chapitre, nous étudions une conséquence algorithmique de la propriété
d’holonomie des séries de comptage des automates de Parikh faiblement non ambigus.
Le problème de l’inclusion est le problème de décision suivant :

entrée : deux automates A et B
sortie : est-ce que L(A) ✓ L(B)?

La décidabilité et la complexité de ce problème dépendent des classes d’automates
dont sont issus A et B. Si A et B sont des automates �nis, le problème est classique-
ment décidable, et est PSPACE-complet [MS72]. Si les automates sont non ambigus,
le problème est décidable en temps polynomial [SI85], par un argument de comptage
que nous allons développer en détail dans cette introduction. Si A et B sont des
grammaires hors-contextes, ce problème est indécidable, car l’universalité est déjà
indécidable [BHPS61, Theorem 6.2]. Le problème reste indécidable siA et B sont des
grammaires déterministes [GG66, Theorem 5.3], et donc a fortiori si les grammaires
sont non ambiguës ([AN00] fournit une preuve directe dans le cas non ambigu, par
réduction du problème de correspondance de Post). D’autres variantes ont été étu-
diées, en mélangeant les classes (par exemple si A est une grammaire hors-contexte
quelconque, et B un automate �ni, le problème est EXPTIME-complet [KI92]).
Une approche simple pour aborder le problème de l’inclusion, d’un point de vue

purement automate, consiste à utiliser l’équivalence suivante :

L(A) ✓ L(B), L(A) \ L(B) = ; ,

où L(B) désigne le complémentaire de L(B). Il su�t pour décider l’inclusion de
calculer ce complémentaire, lorsque c’est possible, puis de calculer l’intersection,
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et en�n de tester le vide du langage obtenu. Cette approche sou�re du recours
à la complémentation : même dans le cas des automates �nis qui sont clos par
complémentaire, cette opération a un coût exponentiel ; par ailleurs pour des classes
plus compliquées, le calcul du complémentaire n’est pas pas forcément faisable (les
langages algébriques (non ambigus) ne sont pas clos par complémentaire [HU66], et
nous ne savons pas si les automates de Parikh faiblement non ambigus sont clos par
complémentaire). Pour contourner ce problème, dans le cadre des automates �nis
non ambigus, Stearns et Hunt [SI85] ont utilisé plutôt l’équivalence suivante :

L(A) ✓ L(B), L(A) \ L(A) \ L(B) = ; .

Mathématiquement, il s’agit exactement de la même égalité ; en e�et en utilisant les
lois de De Morgan, L(A) \ L(A) \ L(B) = L(A) \ L(B). Cependant, considérer
l’intersection L(A) \ L(B) est intéressant car l’inclusion L(A) \ L(B) ✓ L(A) est
toujours vraie, avec égalité si et seulement si L(A) ✓ L(B). Par conséquent, pour
décider le problème de l’inclusion, il su�t, pour tout n 2 N, de véri�er qu’il y a
bien autant de mots de longueur n dans L(A) \ L(B) que de mots de longueur n
dans L(A). Comme A et B sont des automates �nis non ambigus, L(A) \ L(B) est
reconnu par un automate �ni non ambigu C, obtenu en utilisant la construction
produit. Notons A(x) =

P

n anx
n et C(x) =

P

n cnx
n les séries génératrices de

L(A) et L(C) = L(A) \ L(B). Le raisonnement par dénombrement de Stearns et
Hunt s’écrit sous la forme :

L(A) ✓ L(B), 8n 2 N, an � cn = 0 .

La non ambiguïté et l’astuce de l’intersection permettent ainsi de remplacer le calcul
des mots d’un complémentaire, qui nécessite une construction exponentielle, par le
dénombrement des mots de ce complémentaire, qui est bien plus simple. En e�et, en
utilisant la non ambiguïté des automates, il est possible de montrer que la suite (an)
(resp. (cn)) satisfait une récurrence linéaire à coe�cients constants, d’ordre borné
par |QA| (resp. |QA||QB|), où |QA| et |QB| désignent le nombre d’états de A et B.
Les suites de cette forme sont closes par soustraction, si bien que dn := an � cn
satisfait une équation de la forme :

8n 2 N, dn+r =
1

ar
(ar�1dn+r�1 + . . .+ a0dn) ,

avec ar 6= 0, et r 6 |QA||QB| + |QA|. Cette égalité implique que (dn) est la suite
nulle si et seulement si ses r premiers termes sont nuls. Stearns et Hunt ont donc
démontré l’équivalence suivante :

L(A) ✓ L(B), 8n 2 {0, . . . , (|QA|+ 1)|QB|� 1}, an � cn = 0 .

Il su�t donc pour résoudre le problème de l’inclusion de comparer les nombres de
mots acceptés par A et C pour toutes les tailles inférieures à (|QA|+ 1)|QB|� 1, ce
qui se fait en temps polynomial en la taille de A et de B. Stearns et Hunt déduisent
aussi de cet argument que si L(A) 6✓ L(B), alors il existe un mot w de longueur
plus petite que |QA||QB|+ |QA|, tel que w 2 L(A) mais w /2 L(B).
Dans ce chapitre, nous cherchons à étendre la méthode de Stearns et Hunt, qui

s’est avérée fructueuse dans le cas des automates �nis, aux automates de Parikh non
ambigus.Rappelons que l’universa-

lité des automates de Pa-
rikh est indécidable [KR02]

Le problème est indécidable pour des automates de Parikh quelconques ; il
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est co-NEXP-complet pour les automates de Parikh déterministes [FGM19], lorsque
l’ensemble semilinéaire est représenté sous la forme d’une formule de Presburger
existentielle. La décidabilité du problème de l’inclusion pour les automates de Parikh
faiblement non ambigus peut se déduire des travaux de [CM17] sur la classe RCM,
mais les auteurs ne fournissent pas de borne de complexité, et passent sous silence
la complication due aux racines du polynôme de tête de la récurrence.

Notre but est donc de déterminer une borne nmax(A,B) telle que :

L(A) ✓ L(B), 8n 2 {0, . . . , nmax(A,B)}, an � cn = 0 .

Si la méthode de Stearns et Hunt s’adapte aux automates de Parikh faiblement non
ambigus, elle se confronte cependant aux di�cultés suivantes :

— les séries génératrices A(x) et C(x) ne s’obtiennent plus directement à partir
des automates en résolvant un simple système linéaire. En e�et, ces séries ne
sont plus rationnelles, mais holonomes, et l’opération utilisée pour obtenir leurs
équations di�érentielles, que ce soit par un produit d’Hadamard ou une diagonale
de série, n’est pas triviale.

— la suite dn = an � cn satisfait une équation de récurrence linéaire à coe�cients
polynomiaux, et non plus constants, de la forme :

pr(n)dn+r =

r�1X

k=0

pk(n)dn+k

avec pr(n) qui n’est pas le polynôme nul. Les racines du polynôme pr(n) com-
pliquent le comportement de la suite (dn) : il ne su�t plus que les r premiers
termes de dn soient nuls pour que la suite soit nulle. Par exemple, le polynôme
D(x) = x1000 satisfait l’équation 1000D(x) � x@xD(x) = 0, et la récurrence
(n � 1000)dn = 0. Il est clair que véri�er que d0 = 0 ne su�t pas à a�rmer
que (dn) est la suite nulle. Pour pouvoir s’assurer que la suite (dn) est nulle, il
faut dépasser à la fois l’ordre de la récurrence et la plus grande racine entière du
polynôme de tête. Pour borner cette racine, nous devons borner aussi la taille des
coe�cients des polynômes de la récurrence.

Ces deux di�cultés compliquent considérablement l’analyse du problème de l’inclu-
sion dans le cas des automates de Parikh faiblement non ambigus.

8.1.2 Introduction à l’algorithme de Lipshitz

Comme nous l’avons vu aux chapitres précédents, la propriété principale pour
démontrer que la série génératrice d’un automate de Parikh non ambigu est holonome
est la stabilité des séries holonomes par diagonale (ou produit d’Hadamard). Il s’agit
d’une opération non triviale sur les fonctions holonomes, qui est toujours l’objet de
recherche active en calcul formel. La clôture des fonctions holonomes par diagonale a
été démontrée par Lipshitz en 1988 [Lip88] ; sa preuve repose sur des séries formelles,
et consiste à interpréter la diagonale d’une série comme une extraction de coe�cients.
Cette extraction de coe�cients, du point de vue analyse complexe, avec la formule
de Cauchy, s’exprime sous la forme d’une intégrale (ou période), ce qui a donné lieu
à de nouvelles méthodes de calcul de diagonale, plus récentes et e�caces, fondées
sur le télescopage créatif ([Chy14, BCLS18]). Nous nous sommes limités dans cette
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thèse à l’algorithme historique de Lipshitz [Lip88], qui a l’avantage d’être facile à
comprendre et à étudier (mais s’avère peu e�cace en pratique).

Pour donner une idée du principe de l’algorithme de Lipshitz, nous illustrons son
fonctionnement dans cette introduction, sur un exemple simple. Soit Aex l’automate
de Parikh non ambigu suivant :

0 1

C = {(n, n) : n 2 N}

a
�
0
0

�

a, b
�
1
0

�
a, b

�
0
1

�

L’automate Aex reconnaît les mots de longueur impaire qui ont un a au milieu. Ce
langage est en fait algébrique non ambigu, et sa série génératrice L(x) = x

1�4x2 est
même rationnelle. Regardons comment l’algorithme de Lipshitz permet de trouver
une équation di�érentielle satisfaite par L(x).

Comme nous l’avons démontré au chapitre 7, en notantA(x, y1, y2) =
x

(1�2xy1)(1�2xy2)
la série multivariée des calculs de l’automate, et C(y1, y2) =

1
1�y1y2 la série du se-

milinéaire, la série L(x) s’exprime comme le produit d’Hadamard A(x, y1, y2) �
1

1�xC(y1, y2), spécialisé en y1 = y2 = 1. L’idée de Lipshitz est d’exprimer le produit
d’Hadamard sous la forme d’une extraction de coe�cient :

A(x, y1, y2)�
1

1� x
C(y1, y2) = [u�11 u�12 ]

1

u1u2
A(x, u1, u2)C(y1/u1, y2/u2) .

Même si nous sortons du monde des séries entières en écrivant C(y1/u1, y2/u2),
des arguments algébriques permettent d’étendre la notion d’holonomie à ce type de
séries formelles. Plutôt que de calculer ce produit d’Hadamard en trois variables, pour
évaluer deux variables à 1 ensuite, nous e�ectuons la substitution avant l’extraction
de coe�cient (nous justi�erons dans la suite que nous avons le droit de le faire, et
que les objets considérés sont bien dé�nis). Ainsi :

L(x) = [u�11 u�12 ]
1

u1u2
A(x, u1, u2)C(u�11 , u�12 ) .

Pour que les calculs restent raisonnables dans cette introduction, nous simpli�ons
encore cette formule. En remarquant que la contrainte du semilinéaire demande
l’égalité des exposants des variables y1 et y2, qui s’exprime déjà par une extraction
de coe�cient bien choisie, nous pouvons véri�er simplement que :

L(x) = [y�1] 1yA(x, y, y�1) = [y�1]
x

(1� 2xy)(y � 2x)
.

Remarque 8.1 .
ICette formule a une interprétation simple si on considère une généralisation
équivalente aux automates de Parikh faiblement non ambigus, avec des vecteurs
dans Zd (sans contrainte de positivité sur les vecteurs étiquetant les calculs). Ainsi
l’automate suivant reconnaît le même langage que Aex :

0 1

C = {0}

a(0)

a, b (1) a, b (�1)
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et la série des calculs �naux de cet automate est bien A(x, y, y�1). J

Nous posons F = P
Q avec P = x et Q = (1 � 2xy)(y � 2x). L’argument de

Lipshitz consiste à remarquer que si on arrive à trouver une équation di�érentielle
pour F de la forme :

rX

i=i0

pi(x, @x)@
i
yF (x, y) = 0

avec les pi des opérateurs di�érentiels, qui ne dépendent pas de y, et pi0(x, @x) 6= 0,
alors pi0(x, @x)L(x) = 0.

La preuve de Lipshitz dit, par un argument de dimension, qu’il est toujours possible
de trouver une telle équation pour F , en considérant la famille des polynômes
QN+1@

j
x@

i
yF avec i + j < N , pour des valeurs croissantes de N . Véri�ons-le sur

notre exemple : pour N = 3, nous demandons à Maple de résoudre le système
suivant dans Q(x) :

�1Q
4F +�2Q

4@xF +�3Q
4@yF +�4Q

4@2xF +�5Q
4@x@yF +�6Q

4@2yF = 0 .

Nous trouvons alors la relation de dépendance suivante (le gras est juste utilisé pour
rendre l’équation plus lisible) :

0 = 16
�
4x2 + 3

�
x4Q4∂xF

+ 2x3 (2x� 1) (2x+ 1)
�
4x2 + 1

�
Q4∂2

xF

+ (2x� 1) (2x+ 1)
�
16x4 + 16x2 + 1

�
Q4∂yF

+ x
�
4x2 + 1

�
(2x� 1)2 (2x+ 1)2Q4∂x∂yF

En extrayant le coe�cient de plus petit degré en @y (les deux premières lignes),
puis en divisant par 2x3Q4, nous obtenons l’équation di�érentielle suivante satisfaite
par L(x) :

(2x� 1) (2x+ 1)
�
4x2 + 1

�
@2xL(x) + 8x

�
4x2 + 3

�
@xL(x) = 0 .

On véri�e facilement que L(x) = x
1�4x2 est bien solution de cette équation dif-

férentielle. On remarque que la méthode de Lipshitz ne donne pas une équation
minimale satisfaite par L(x) ; en e�et, en tant que fraction rationnelle, L(x) véri�e
une équation du premier ordre :

x(1� 2x)(1 + 2x)@xL(x)� (1 + 4x2)L(x) = 0 .

Nous avons ainsi vu dans cet exemple introductif que la méthode de Lipshitz peut
se résumer à trouver une relation de dépendance sur des polynômes bien choisis,
obtenus en dérivant une fraction rationnelle issue d’un automate. Une partie centrale
de ce chapitre consiste ainsi à analyser cet algorithme de Lipshitz, a�n d’obtenir
des bornes sur les degrés, l’ordre et surtout la taille des coe�cients de l’équation
di�érentielle satisfaite par la série génératrice d’un automate de Parikh non ambigu.

Nous rappelons en�n que l’idée de ce chapitre n’est pas d’implémenter l’algorithme
de Lisphitz, ni d’autres algorithmes de calcul formel pour résoudre le problème de
l’inclusion. Nous cherchons juste à obtenir des bornes sur les tailles des équations
di�érentielles en jeu, pour répondre au problème de l’inclusion par une simple
énumération de mots reconnus par les automates.
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8.1.3 Cadre de travail, notations, et plan du chapitre

Dans la suite de ce chapitre, un automate de Parikh faiblement inambigu de
dimension d > 1 est donné sous la forme d’un tuple A = (Σ, Q, qI , F, C,∆) où
on rappelle que Σ est l’alphabet, Q l’ensemble d’états, qI 2 Q l’état initial, F ✓ Q
l’ensemble des états �naux, C ✓ Nd son ensemble semilinéaire d’acceptation, et

En particulier il n’y a
pas de "-transitions

∆ ✓ Q⇥ (Σ⇥ Nd)⇥Q la relation de transition. On suppose que C est donné sous
une forme inambiguë C =

Up
i=1 ci + P ⇤i .

Définition 8.2 (Taille d’un automate de Parikh faiblement inambigu).
I Nous introduisons les notations suivantes pour quanti�er la taille de A :

— on désigne par |A| := |Q|+ |∆|+ p+
P

i |Pi| la taille unaire de A ;

— pour j 2 [d], on note kAkj,1 la valeur maximale qui apparaît en coordonnée j
dans les vecteurs de ∆, des Pi et des ci ;

— on note kAk1 = maxj kAkj,1 la coordonnée maximale qui apparaît dans toutes
les composantes des vecteurs de ∆, des Pi et des ci ;

— on notera, pour q 2 Q, degoutq le nombre de transitions sortantes de l’état q.

J

Les sections 8.2 et 8.3 sont dédiées au calcul de la série génératrice d’un automate
de Parikh non ambigu, en bornant notamment les coe�cients de leur équation
di�érentielle. Le résultat principal de ces deux sections est résumé dans la proposition
suivante :

Proposition 8.3 (Taille de l’équation di�érentielle satisfaite par un langage de
Parikh faiblement non ambigu).
I Soit A un automate de Parikh faiblement non ambigu. Alors la série L(x) du
langage de A satisfait une équation di�érentielle linéaire de la forme :

qs(x)@
s
xL(x) + · · ·+ q0(x)L(x) = 0 ,

avec s 6 (d|A| kAk1)O(d), et pour tout i 2 [0, s],

deg(qi) 6 (d|A| kAk1)O(d2) ,

log kqik1 6 (d|A| kAk1)O(d2) .

J

Ensuite, la section 8.4 exploite les majorations obtenues précédemment pour borner
la taille du mot minimal qui témoigne de la non inclusion des langagesL(A) etL(B) ;
les deux résultat principaux de cette section sont les suivants :

Théorème 8.4 (Taille du plus petit témoin de non inclusion).
I Si L(A) n’est pas inclus dans L(B), alors il existe un mot w qui soit dans L(A)
mais pas dans L(B) tel que :

|w| 6 2(dM)O(d2)
,

avec d = dA + dB, etM = |A||B|max(kAk1, kBk1). J

Corollaire 8.5 (Borne de complexité du problème de l’inclusion).
I Soient deux automates de Parikh faiblement non ambigus A and B de dimen-
sions dA et dB. On peut décider le problème de l’inclusion L(A) ✓ L(B) en temps

22
O(d2 log(dM))

où d = dA + dB et M = |A| |B| max(kAk1, kBk1). J
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8.2 Séries génératrices rationnelles associées à un
automate de Parikh

8.2.1 Notations, bornes sur les déterminants, règle de Cramer

Dans ce chapitre, nous allons travailler avec des polynômes multivariés à coef-
�cients rationnels, c’est-à-dire des éléments de Q[x1, . . . , xn]. On note α 2 Nn le
multi-indice (↵1, . . . ,↵n) et xα le monôme xα =

Qn
i=1 x

↵i
i . Le degré total de xα est

dé�ni par
Pn

i=1 ↵i, mais dans la suite nous allons principalement travailler avec les de-
grés partiels donnés par le multi-indice, et le degré maximal degm(xα) = maxni=1 ↵i.
On rappelle qu’un polynôme non nul P de Q[x1, . . . , xn] est une combinaison

linéaire �nie de monômes sur Q

P =
X

α2Supp(P )

�αx
α,

où Supp(P ) est un ensemble �ni de multi-indices, véri�ant �α 6= 0 pour tout
α 2 Supp(P ). L’ensemble Supp(P ) est appelé le support monomial de P . On note

s(P ) = card(Supp(P )) .

Le degré total de P , deg(P ), est le degré maximal de ses monômes :

deg(P ) = max {deg(xα) : α 2 Supp(P )} .

Le degré partiel de P par rapport à xi, noté degxi
(P ), est la plus grande i-ième

composante des tuples de Supp(P ) : autrement dit il s’agit du degré de P vu comme
un polynôme en xi.
Le degré maximal d’un polynôme est le maximum des degrés maximaux de ses

monômes :

degm(P ) = max {degm(xα) : α 2 Supp(P )} = max
i2[n]

(degxi
(P )).

On utilisera les normes classiques suivantes sur les polynômes de Q[x1, . . . , xn] :

kPk1 =
X

α2Supp(P )

|�α|, et kPk1 = max
α2Supp(P )

|�α|.

On obtient facilement la relation suivante :

kPk1 6 s(P )kPk1 6 kPk1
nY

i=1

(degxi
(P )+1) 6 (degm(P )+1)nkPk1 , (8.1)

et ces inégalités sont des égalités pour le polynôme P =
P

α2[d]n x
α, car alors

kPk1 = (d+ 1)n.

Lemme 8.6 (Produit).
I Si P et Q sont des polynômes de Q[x1, . . . , xn], alors

kPQk1 6 kPk1kQk1 6 kPk1kQk1 et kPQk1 6 kPk1kQk1 . J
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Démonstration. On note P =
P
�αx

α etQ =
P

µβx
β . Alors PQ =

P
cγx

γ avec
|cγ | = |

P

α+β=γ �αµβ| 6 kPk1
P

α+β=γ |µβ| 6 kPk1kQk1. L’autre inégalité
vient du fait que kPk1 6 kPk1.

Remarquons que la première inégalité est atteinte pour P = Q =
P

α2[d]n x
α,

car on a alors kP 2k1 = (d+ 1)n = kPk1.
En�n, PQ =

P

α

P

β �αµβx
α+β , d’où kPQk1 6

P

α |�α|
P

β |µβ| = kPk1kQk1.
⌅

Lemme 8.7 (Borne polynomiale simple).
I SoitA une matrice p⇥p dont les coe�cients sont des polynômes deQ[x1, . . . , xn].
Alors

k det(A)k1 6
p
Y

i=1

p
X

j=1

kAi,jk1 .

J

Démonstration. Par dé�nition du déterminant :

La dernière égalité s’ob-
tient par distributivité.

k det(A)k1 6
X

�2Sp

p
Y

i=1

kAi,�(i)k1 6
X

�:[1,p]![1,p]

p
Y

i=1

kAi,�(i)k1 =
p
Y

i=1

p
X

j=1

kAi,jk1.

⌅

Remarque 8.8 (Borne d’Hadamard).
I Nous pouvons prouver une borne plus �ne sur les déterminants, à partir des
bornes d’Hadamard, en utilisant la norme 2 du déterminant :

k det(A)k2 6
p
Y

i=1

v
u
u
t

p
X

j=1

kAi,jk21 .

Cette formule se démontre en adaptant la preuve de [GG74], qui porte sur C[x], aux
polynômes multivariés ; une borne similaire apparaît dans [EP05, Lemma 3.1] et,
dans un contexte di�érent, dans [Bro71, Eq. (21)] (sans preuve). Cependant, la norme
1 intervient plus naturellement dans l’analyse du problème, et nous ne sommes pas
arrivés à tirer pleinement parti de cette borne plus �ne : nous �nissions par borner
la somme des carrés par le carré de la somme, ce qui revient à utiliser la borne du
Lemme 8.7. J

Un mineur d’ordre m d’une matrice m⇥ n avec m < n est un sous-déterminant
de la matrice, obtenu en sélectionnant m colonnes de A. La proposition suivante
permet d’exprimer les solutions d’un système linéaire à l’aide de déterminants :

Proposition 8.9 (Formules de Cramer).
I Soit K un corps quelconque.

a. Soit A une matrice n⇥ n inversible à coe�cients dans K, b et v deux vecteurs
de Kn tels que Av = b. Alors pour tout i 2 [1, n], vi =

det(Ai)
det(A) où Ai désigne la

matrice obtenue à partir de A en remplaçant sa i-ième colonne par le vecteur b.

b. Soit A une matricem⇥ n à coe�cients dans K oùm < n. Il existe un vecteur
v 2 Km \{0} dont les coordonnées sont des mineurs ou des opposés de mineurs
de A d’ordrem, tel que Av = 0.

J

Démonstration. Voir [AADM17] et [Kau14]. ⌅
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8.2.2 Séries génératrices des calculs de l’automate et du semilinéaire

Définition 8.10 (Séries génératrices associées à l’automate).
I On dé�nit dans un premier temps deux séries associées à un automate de Parikh :

— La série (multivariée) des calculs de A, notée A(x, y1, . . . , yd), est dé�nie par :

A(x, y1, . . . , yd) :=
X

n2N,v2Nd

a(n,v)xnyv11 · · · yvdd ,

où a(n,v) compte le nombre de calculs de A de longueur n, partant de l’état
initial, �nissant dans un état �nal, et étiquetés par le vecteur v. Comme on suppose
qu’aucune transition n’est étiquetée par ", a(n,v) est bien �ni pour tout n 2 N

et v 2 Nd.

— La série génératrice du semilinéaire C est dé�nie par

C(y1, . . . , yd) =
X

v2C
yv11 · · · yvdd .

J

Remarque 8.11 (Notation condensée).
I Nous utiliserons les notations y := (y1, . . . , yd) et yv := yv11 · · · yvdd . J

Lemme 8.12 (Série génératrice des calculs).
I La série des calculs A(x, y1, . . . , yd) est égale à une fraction

R
S , où R et S sont

deux polynômes de Z[x, y1, . . . , yd] véri�ant :

degx(R) 6 |QA|� 1 degx(S) 6 |QA|

8i 2 [d], degyi(R) 6 (|QA|� 1)kAki,1 degyi(S) 6 |QA|kAki,1
kRk1 6 kRk1 6 |F |

Y

q2QA

(1 + degoutq ) kSk1 6 kSk1 6
Y

q2QA

(1 + degoutq )

J

Démonstration. Pour tout état q 2 QA, on considère la série

q(x, y1, . . . , yd) =
X

n2N,v2Nd

aq(n,v)x
nyv11 . . . yvdd ,

où aq(n,v) décompte le nombre de calculs de longueur n depuis l’état q jusqu’à un
état �nal, étiquetés par le vecteurv. En particulier, la série génératriceA(x, y1, . . . , yd)
des calculs de A est égale à qI(x, y1, . . . , yd).

Pour tout état q, nous avons classiquement l’égalité :

q(x, y1, . . . , yd) =Jq 2 F K +
X

(q,(a,v),q0)2∆
xyv11 · · · yvdd · q0(x, y1, . . . , yd),

où JP K = 1 si la propriété P est vraie et JP K = 0 sinon.
Par conséquent, le vecteur de séries génératrices q = (q(x, y1, . . . , yd))q2QA

véri�e l’équation :

q = xMq + f ,
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où f = (Jq 2 F K)q2QA
, et M est une matrice |QA|⇥ |QA| de polynômes, dé�nie

par Mq,q0(y1, . . . , yd) =
P

(q,(a,v),q0)2∆ yv1
1 · · · yvd

d pour tout q et q0 dans QA. En
particulier, pour tout q 2 QA,

X

q02QA

kMq,q0k1 = doutq .

Le vecteur q satisfait l’équation (Id � xM)q = f . La matrice Id � xM est
inversible dans le corps des fractions rationnellesQ(x, y1, . . . , yd). En e�et, det(Id�
M)(x, y1, . . . , yd) est un polynôme non nul car det(Id�xM)(0, . . . , 0) = det(I) =
1. Par les formules de Cramer (Proposition 8.9) :

A(x, y1, . . . , yd) = qI(x, y1, . . . , yd) =
R(x, y1, . . . , yd)

S(x, y1, . . . , yd)
,

avec R(x, y1, . . . , yd) = det(M 0), où M 0 est la matrice obtenue en remplaçant la
colonne numéro qI de Id�xM par le vecteur f , etS(x, y1, . . . , yd) = det(Id�xM).

Remarquons alors que pour q 2 QA :

X

q02QA

k(Id� xM)q,q0k1 = 1 + degoutq

avec le 1 qui vient de l’identité. Ainsi en utilisant la borne du Lemme 8.7 à la matrice
Id� xM , on obtient

kSk1 6 kSk1 6
Y

q2QA

(1 + degoutq ) .

Par dé�nition du déterminant, chaque terme de S est une combinaison linéaire de
produits de |QA| polynômes, de degré maximal 1 en x, et de degré maximal kAki,1
en yi, donc degx(S) 6 |QA| et degyi(S) 6 |QA|kAki,1.

En développant le déterminant deM 0 selon la première colonne f , et en appliquant
la borne du Lemme 8.7 aux sous-déterminants, nous obtenons la formule suivante :

kRk1 6
X

qf2F

Y

q 6=qf

X

q0 6=qI

k(Id� xM)q,q0k1 .

Trivialement,
X

q0 6=qI

k(Id� xM)q,q0k1 6
X

q02QA

k(Id� xM)q,q0k1 = 1 + degoutq .

Et
Y

q 6=qf

(1 + degoutq ) 6
Y

q2QA

(1 + degoutq ), car (1 + degoutqf
) > 1. Ainsi :

kRk1 6 kRk1 6 |F |
Y

q2QA

(1 + degoutq ) .

⌅

Exemple 8.13 .
I Tout au long de cette section et de la suivante, nous illustrons les résultats des
di�érentes propositions sur l’automate Aex de l’introduction. Nous rappelons que
Aex est l’automate suivant, qui reconnaît les mots de longueur impaire qui ont un a
au milieu :
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0 1

C = {(n, n) : n 2 N}

a
�
0
0

�

a, b
�
1
0

�
a, b

�
0
1

�

Réécrivons le semilinéaire sous la forme voulue C = 0+ {(1, 1)}⇤. Dans ces condi-
tions :

— d = 2

— |Aex| = 2 + 3 + 1 + 1 = 7 ;

— kAexk1,1 = kAexk2,1 = kAexk1 = 1 ;

— degoutq0 = 3 et degoutq1 = 2. J

Nous obtenons alors le système suivant pour les séries génératrices des calculs :
(

q0(x, y1, y2) = 2xy1q0(x, y1, y2) + xq1(x, y1, y2)

q1(x, y1, y2) = 2xy2q1(x, y1, y2) + 1

qui s’écrit sous la forme matricielle :

✓
1� 2xy1 �x

0 1� 2xy2

◆

·

✓
q0(x, y1, y2)
q1(x, y1, y2)

◆

=

✓
0
1

◆

,

et avec les formules de Cramer nous avons A(x, y1, y2) =
R
S avec

R =

�
�
�
�

0 �x
1 1� 2xy2

�
�
�
�
= x et S =

�
�
�
�

1� 2xy1 �x
0 1� 2xy2

�
�
�
�
= (1�2xy1)(1�2xy2) .

Et nous vérifons bien les inégalités :

degx(R) = 1 6 |QAex |� 1 = 1 degx(S) = 2 6 |QAex | = 2

degy1(R) = 0 6 (|QAex |� 1)kAexk1,1 = 1 degy1(S) = 1 6 |QAex |kAexk1,1 = 2

degy2(R) = 0 6 (|QAex |� 1)kAexk2,1 = 1 degy2(S) = 1 6 |QAex |kAexk2,1 = 2

kRk1 = 1 6 |F |
Y

q2QAex

(1 + degoutq ) = 12 kSk1 = 9 6
Y

q2QAex

(1 + degoutq ) = 12

Remarque 8.14 .
IEn utilisant la dé�nition du déterminant det(Id�xM) comme une somme portant
sur toutes les permutations s de QA, nous pouvons interpréter la décomposition de
s en produits de cycles disjoints en termes de cycles dans l’automate, pour borner
plus �nement le degré de R et de S. Soit i 2 [d], pour tout cycle � élémentaire de A,
notons, dans cette remarque uniquement, |�|i la somme des i-ièmes composantes
des vecteurs des transitions empruntées dans le cycle �.
En notant Ω l’ensemble des cycles élémentaires de A et P 6=(Ω) l’ensemble des

parties de Ω composées de cycles qui ne passent par aucun état en commun, alors

degyi(S) 6 max
X2P 6=(Ω)

X

�2X
|�|i.

Cette interprétation du déterminant avec des cycles dans un graphe est un cas
particulier de la formule plus générale de Lindström-Gessel-Viennot [GV89]. Nous
n’aurons pas besoin d’être aussi précis cependant. Cette borne implique celle que
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nous avons trouvée plus haut : pour tout cycle élémentaire �, |�|i 6 kAki,1|�| où
|�| est le nombre d’états par lequel passe le cycle élémentaire. Comme les cycles sont
élémentaires et ne passent par aucun état en commun,

P

�2X |�|i 6 |QA|kAki,1.
J

Lemme 8.15 (Série génératrice du semilinéaire).
I On rappelle que le semilinéaire est donné sous une forme non ambiguë C =
Up

i=1 ci + P ⇤i . Alors la série génératrice de C s’écrit sous la forme d’une fraction
C(y) = PC

QC
avec :

8i 2 [d], degyi(PC) 6 (1 +

p
X

j=1

|Pj |)kAki,1 degyi(QC) 6 (

p
X

j=1

|Pj |)kAki,1

kPCk1 6 p2
Pp

i=1
|Pi| kQCk1 6 2

Pp
i=1

|Pi|

J

Démonstration. Par non-ambiguïté, C(y) =

p
X

i=1

yci

Q

v2Pi
(1� yv)

. En mettant au

même dénominateur, on obtient C(y) = PC
QC

avec :

PC =

p
X

i=1

yci
Y

j 6=i

Y

v2Pj

(1� yv) et QC =

p
Y

i=1

Y

v2Pi

(1� yv).

Ainsi degyi(PC) 6 (1 +
Pp

j=1 |Pj |)kAki,1, et degyi(QC) 6 (
Pp

j=1 |Pj |)kAki,1
pour tout i 2 [d].
De plus par non-ambiguïté, kQv2Pi

(1 � yv)k1 = 1, et kQv2Pi
(1 � yv)k1 =

s
�Q

v2Pi
(1� yv)

�
= 2

|Pi|.

Ainsi kQCk1 6 2
Pp

i=1
|Pi|, et kPCk1 6 p2

Pp
i=1

|Pi|. ⌅

8.3 Série génératrice d’un automate de Parikh
faiblement non ambigu

8.3.1 Préparation de la série génératrice à l’algorithme de Lipshitz

Un des objectifs de ce chapitre est de fournir des bornes sur les degrés et les normes
des coe�cients des polynômes qui apparaissent dans l’équation di�érentielle satis-
faite par la série génératrice du langage de A. Pour cela nous décrivons rapidement
dans un premier temps l’approche de Lipshitz [Lip88], qui consiste à introduire la
fonction :

F (x,y,u) =
1

u1 · · ·ud
A (x, u1, . . . , ud) · C

✓
y1
u1

, . . . ,
yd
ud

◆

.

Si cette opération s’interprète bien du côté des fractions rationnelles, il faut véri�er
qu’elle ait bien un sens dans celui des séries, car nous quittons l’anneau des séries
formellesQ[x,y,u] : la substitution y1  y1

u1
dans la série deC introduit une in�nité

de monômes à exposants négatifs. Lipshitz se place en fait dans l’ensembleM des
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sommes in�nies formelles de la forme :

G =
X

n2N,i2Nd,j2Zd

i1+j1>�k
···

id+jd>�k

a(n, i, j)xnyiuj

où k est une constante qui dépend de G. L’algorithme de Lipshitz repose sur les
propriétés suivantes de l’ensembleM :

— M est unQ[x,y,u]-module (au sens où pour tousG,G0 2M, et p 2 Q[x,y,u],
G+G0 2M et pG 2M)

— M est stable par dérivation (si t 2 {x, y1, . . . , yd, u1, . . . , ud} et G 2M, alors
@tG 2M , où @tG désigne la dérivation formelle terme à terme de G).

— en�n, si p 2 Q[x,y,u] et G 2M sont tels que p 6= 0 et pG = 0, alors G = 0.

L’étude de F (x,y,u) est alors justi�ée par l’égalité suivante :

A(x, y1, . . . , yd)�
1

1� x
C(y1, . . . , yd) = [u�11 · · ·u�1d ] F (x,y,u) ,

l’extraction de coe�cients ayant bien un sens par la dé�nition de M. Multiplier par
1

y1...yd
dans la dé�nition de F , pour ensuite extraire [(y1 . . . yd)�1]F , peut sembler

inutile au premier abord. En fait, l’argument de Lipshitz repose fortement sur le
fait que le coe�cient extrait est bien [(u1 . . . ud)

�1]F : comme (u1 . . . ud)�1 ne peut
pas s’obtenir à partir de la dérivation formelle d’un terme de la forme u±i1

1 . . . u±id
d ,

cela permettra d’intervertir dérivation et extraction de coe�cient dans une équa-
tion di�érentielle de F bien choisie, pour la transformer en une équation pour
[(u1 . . . ud)

�1]F .
L’algorithme de Lipshitz permet ainsi de trouver une équation di�érentielle par-

tielle en x satisfaite par A(x, y1, . . . , yd) � 1
1�xC(y1, . . . , yd). Nous en déduisons

ensuite en spécialisant yi = 1 une équation di�érentielle pour L(x).
C’est ce que nous avons fait dans les annexes de notre article publié à ICALP en

2020. Cette approche a le gros inconvénient d’introduire des variables auxiliaires
u1, . . . , ud, et d’ainsi doubler le nombre de variables par rapport à la dimension de
l’automate de départ. Cette augmentation de la dimension vouait à l’échec toute
tentative d’appliquer l’algorithme de Lipshitz sur des exemples, même élémentaires.
Cette méthode implique de calculer l’équation du produit d’Hadamard de deux séries
en x, y1, . . . , yd, pour ensuite remplacer toutes les variables yi par 1. Nous calculons
donc un objet plus complexe, la série multivariée, pour ensuite "jeter" les variables.

Dans ce chapitre, Il nous faudra donc faire
les mêmes véri�cations
que Lipshitz, en dé�nissant
un module analogue àM
adapté aux séries que nous
rencontrerons.

j’opte donc pour une méthode légèrement di�érente de celle de
notre article, en remplaçant toutes les variables yi par 1 avant d’appliquer l’algorithme
de Lipshitz. Nous nous sommes donc intéressés à la somme in�nie suivante :

1

y1 · · · yd

X

n2N,v2Nd,v02C
a(n,v)xnyv�v0

” = ”
1

y1 · · · yd
A (x, y1, . . . , yd) · C

✓
1

y1
, . . . ,

1

yd

◆

Il faut cependant faire attention, car cette somme in�nie n’est pas automatiquement
bien dé�nie. Nous le voyons sur un exemple simple : si A(x, y) = x

P

n2N yn, et
C(y) =

P

n2N yn, alors A(x, y)C(1/y) = ”x
P

n,m2N yn�m” n’est pas bien dé�nie
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en tant que somme in�nie, même si la fraction rationnelle x
1�y

1
1�1/y existe. Le

problème s’observe aussi en se plongeant dans les séries entières : si les rayons de
convergence de A(x, y) et C(x, y) sont 1 par exemple, la série de A(x, y) converge
pour |y| < 1, mais celle de C(x, 1/y) converge pour |y| > 1.

Cependant, dans notre cas particulier, nous allons voir que la somme est bien dé�-
nie, car A(x,y) a une forme particulière. Dans un premier temps nous introduisons
un ensembleM0 analogue à celui de Lipshitz, adapté à notre problème :

Proposition 8.16 .
I L’ensembleM0 des sommes formelles de la forme

G =
X

n2N,v2Zd

v16nk
···

vd6nk

a(n,v)xnyv,

où k est une constante qui dépend de G, véri�e toutes les propriétés nécessaires à
l’algorithme de Lipshitz :

— M0 est un Q[x,y]-module

— M0 est stable par dérivation

— en�n, si p 2 Q[x,y] est non nul, G 2M0, et de plus pG = 0, alors G = 0.

J

Démonstration. Seul le dernier point n’est pas trivial. Il se démontre par une adap-
tation de la preuve pour le module M de Lipshitz [Lip88] : si p(x,y)G(x,y) = 0
avec p(x,y) 6= 0 et G(x,y) 2 M0, notons k la constante associée à G, et r :=
max(k, degm(p)). AlorsG(xyr1 . . . y

r
d, y
�1
1 , . . . , y�1d ) 2 Q[[x, y1, . . . , yd]] est une sé-

rie formelle, et p(xyr1 . . . y
r
d, y
�1
1 , . . . , y�1d ) est toujours un polynôme non nul. Ainsi

p(xyr1 . . . y
r
d, y
�1
1 , . . . , y�1d )G(xyr1 . . . y

r
d, y
�1
1 , . . . , y�1d ) = 0, et comme l’anneau des

séries formelles est intègre, G(xyr1 . . . y
r
d, y
�1
1 , . . . , y�1d ) = 0. En remarquant que la

substitution qui remplace (x,y) par (xyr1 . . . y
r
d, y
�1
1 , . . . , y�1d ) ne crée pas de colli-

sion, au sens où les deux séries ont exactement le même ensemble de coe�cients,
nous en déduisons que G = 0. ⌅

La proposition suivante démontre que F est bien dé�nie :

Proposition 8.17 (Dé�nition de F ).
I La somme in�nie suivante :

F (x,y) :=
1

y1 · · · yd

X

n2N,v2Nd,v02C
a(n,v)xnyv�v0

est bien dé�nie et appartient à M0. J

Démonstration. Rappelons que l’automateA ne possède pas d’"-transitions, et qu’ainsi
la longueur d’un calcul deA coïncide avec la longueur du mot qui l’étiquette. Comme
tout vecteur v qui étiquette un calcul de longueur n véri�e kvk1 6 nkAk1, pour
tout n 2 N, [xn]A (x,y) =

P

kvk16nkAk1 a(n,v)yv est donc un polynôme, dont
le degré maximal est borné par nkAk1.
Ainsi la somme in�nie

P

n2N,v2Nd,v02C a(n,v)xnyv�v0

est bien dé�nie, et F
appartient à l’ensemble M0. ⌅
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Remarque 8.18 .
IAvec un peu de recul, nous aurions sans doute dû tourner les choses un tout petit
peu di�éremment. Si je suis parti de l’expression A(x,y)C(y�1), c’est parce qu’elle
s’interprète bien en imaginant un automate qui calcule d’abord un vecteur positif
en incrémentant des compteurs, puis les décrémente avec une machine qui calcule
le semilinéaire. D’un point de vue séries formelles cependant, il est plus naturel
d’inverser l’endroit où nous inversons les exposants, en considérant plutôt :

F (x,y) =
1

y1 · · · yd
A

✓

x,
1

y1
, . . . ,

1

yd

◆

· C (y1, . . . , yd) .

Avec cette expression, pour tout n 2 N, [xn]F (x,y) n’a qu’un nombre �ni de
termes qui ont un exposant négatif, autrement dit [xn]F (x,y) est une série de
Laurent formelle. Les deux approches sont analogues, mais celle de cette remarque a
l’avantage d’introduire des classes de séries formelles plus standard.

Si les propositions qui suivent sont en fait valides pour les deux dé�nitions de F ,
je n’ai pas changé la dé�nition de F faute de temps, car il aurait fallu refaire tous les
exemples ; ce n’était pas prioritaire dans le processus de rédaction de la thèse. J

Nous véri�ons alors facilement que formellement, en notant m un entier plus
grand que degm(PC) et degm(QC), nous avons l’égalité :

S(x,y)(y1 . . . yd)
m+1QC(

1
y1
, . . . , 1

yd
)·F (x,y) = R(x,y)(y1 . . . yd)

mPC(
1
y1
, . . . , 1

yd
).

Autrement dit :

F (x,y) =
1

y1 · · · yd
A (x, y1, . . . , yd) · C

✓
1

y1
, . . . ,

1

yd

◆

où le membre droit est interprété comme une fraction rationnelle P/Q avec P,Q 2
Z[x,y]. En�n, une extraction de coe�cient de F (x,y) fait apparaître L(x) :

[y�11 · · · y�1d ]F (x,y) = [y�11 · · · y�1d ]
1

y1 · · · yd

X

n2N,v2Nd,v02C
a(n,v)xnyv�v0

=
X

n2N,v2C
a(n,v)xn = L(x)

(8.2)

où nous rappelons que la série génératrice des calculs acceptants deA vaut L(x) par
faible non ambiguïté.

Tout le terrain théorique préparatoire à la mise en place de l’algorithme de Lipshitz
est donc prêt, et nous pouvons désormais dériver les premières propriétés de la
fraction rationnelle F (x,y) :

Lemme 8.19 (Propriétés de la fraction rationnelle).
I La fraction rationnelle F (x,y) peut s’écrire sous la forme P

Q , avec P et Q des
polynômes de Z[x,y] qui véri�ent :

degx(P ) 6 |QA|� 1 degx(Q) 6 |QA|

8i 2 [d], degyi(P ) < |A|kAki,1 degyi(Q) < |A|kAki,1
kPk1 6 2|A| kQk1 6 2|A|

J
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Démonstration. Nous utilisons les bornes des Lemmes 8.12 et 8.15.
Posonsmi = max(1,

Pp
j=1 |Pj |)kAki,1 pour tout i 2 [d]. Alors 1

y1...yd

ymPC(y�1)
ymQC(y�1)

s’écrit sous la forme P̃C

Q̃C
, avec P̃C et Q̃C deux polynômes de Z[x,y] qui véri�ent

kP̃Ck1 = kPCk1 et kQ̃Ck1 = kQCk1. De plus degyi(P̃C) 6 mi et degyi(Q̃C) 6
mi + 1, pour tout i 2 [d].

Ainsi P = RP̃C et Q = SQ̃C , si bien que :

log(kPk1) 6 log(kRk1kP̃Ck1)

6 log(|F |) +
X

q2QA

log(1 + degoutq ) + log(p) +

p
X

i=1

|Pi|

6 log(|F |) +
X

q2QA

degoutq + log(p) +

p
X

i=1

|Pi|

6 log(|F |) + |∆|+ log(p) +

p
X

i=1

|Pi| 6 |A|

Nous obtenons la même majoration pour Q : kQk1 6 2|A|.
En ce qui concerne la variable x, degx(P ) = degx(R) et degx(Q) = degx(S).
En�n, degyi(P ) 6 degyi(R) + mi 6 (|QA| � 1 + 1 +

Pp
j=1 |Pj |)kAki,1 <

|A|kAki,1.Nous supposons que
kAki,1 6= 0, sinon cette
coordonnée ne sert à rien.

Demême, degyi(Q) 6 degyi(S)+mi+1 6 (|QA|+1+
Pp

j=1 |Pj |)kAki,1+1 <
|A|kAki,1. ⌅

Exemple 8.20 .
I Si nous reprenons l’exemple de l’automate Aex, nous avons

A(x, y1, y2) =
x

(1� 2xy1)(1� 2xy2)
et C(y1, y2) =

1

1� y1y2
,

si bien que :

F (x, y1, y2) =
1

y1y2

x

(1� 2xy1)(1� 2xy2)

1

1� y�11 y�12

=
x

(1� 2xy1)(1� 2xy2)(y1y2 � 1)

et ainsi L(x) = [y�11 y�12 ]F (x, y1, y2).
On véri�e bien que les bornes annoncées sont véri�ées sur cet exemple, même si

sur cet exemple nous surestimons un peu, avec notamment 1 = kPk1 6 2|Aex| =
128). J

Remarque 8.21 .
INous n’utilisons plus l’astuce, propre à cet exemple particulier, utilisée dans l’in-
troduction pour réduire le nombre de variables. En e�et le but de cet exemple est
désormais d’illustrer l’approche générale, adaptée à tout type de semilinéaire. J
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8.3.2 Équation di�érentielle satisfaite par F

Dans cette section nous analysons le procédé utilisé par Lipshitz pour dériver
l’équation di�érentielle satisfaite par F .
Nous nous intéressons à la fraction F = P

Q en les variables x, y1, . . . , yd.
Pour simpli�er les notations dans un premier temps, supposons qu’il existe des

constantesMi telles que degyi(P ), degyi(Q) 6Mi� 1 pour tout i 2 [d], etM0 telle
que degx(P ), degx(Q) 6 M0 � 1. Par le Lemme 8.19, M0 = |QA| + 1 6 |A|, et
Mi = |A|kAki,1.
Nous noterons y0 = x pour simpli�er le traitement des di�érentes variables,

lorsque x ne joue pas de rôle particulier par rapport aux variables y.

Lemme 8.22 .
I Soit α = (↵0,↵1, . . . ,↵d) 2 Nd+1. On note @α l’opérateur dé�ni par @α =
@↵1
y1 . . . @↵d

yd
@↵0
x . Alors il existe un polynôme Pα de Z[x,y] tel que Qs+1@αF = Pα,

avec s = kαk1 =
P

i ↵i et :

degyi(Pα) 6 (s+ 1)(Mi � 1)

kPαk1 6 2ss!kQks1kPk1
dY

i=0

(Mi � 1)↵i J

Démonstration. Par récurrence sur s = kαk1. Si s = 0, alors QF = P et la proposi-
tion est vraie.

Soit s > 0 tel que la proposition soit vraie au rang s� 1. Soit α tel que kαk1 = s.
Écrivons α = β + ei, pour une coordonnée i telle que ↵i > 0 ; ainsi kβk1 = s� 1.
Par hypothèse de récurrence Qs@βF = Pβ , où Pβ satisfait les conclusions de la

proposition au rang s� 1. Dérivons cette relation par rapport à yi (en utilisant le
temps de cette preuve la notation y0 = x) :

(@yiQ)sQs�1@βF +Qs@αF = @yiPβ.

Multiplions par Q :

Qs+1@αF = Q@yiPβ � (@yiQ)sQs@βF = Q@yiPβ � (@yiQ)sPβ.

Posons Pα = Q@yiPβ � (@yiQ)sPβ . Le polynôme Pα est bien à coe�cients entiers.
De plus, pour j 6= i, degyj (Pα) 6 degyj (Q) + degyj (Pβ) 6H.R. degyj (Q) +

s(Mj � 1) 6 (s+ 1)(Mj � 1).
Et de même degyi(Pα) 6Mi � 1 + s(Mi � 1)� 1 6 (s+ 1)(Mi � 1).
De plus :

kPαk1 6 kQk1k@yiPβk1 + sk@yiQk1kPβk1
6 kQk1 degyi(Pβ)kPβk1 + s degyi(Q)kQk1kPβk1
6H.R. 2s(Mi � 1)kQk1kPβk1

6H.R. 2
ss!kQks1kPk1

dY

i=0

(Mi � 1)↵i

⌅
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Lemme 8.23 .
I Soit N > 0 un entier. Soit α 2 Nd+1 tel que

P

i ↵i < N . Il existe un polynôme
Rα en les variables x, y1,. . . , yd, à coe�cients entiers, tel que

QN@↵1
y1 . . . @↵d

yd
@↵0
x F = Rα.

De plus

degyi(Rα) 6 N(Mi � 1)

kRαk1 6 2ss!kQkN�11 kPk1
dY

i=0

(Mi � 1)↵i J

Démonstration. Par le Lemme 8.22, nous savons que Qs+1@αF = Pα, avec s =
kαk1. On a donc Rα = QN�s�1Pα.
Ainsi degyi Rα 6 (N � s� 1) degyi(Q) + degyi(Pα) 6 N(Mi � 1).

Et kRαk1 6 2ss!kQkN�11 kPk1
Qd

i=0(Mi � 1)↵i .
⌅

Lemme 8.24 (Comparaison des dimensions).
I Soit N > 1 un entier quelconque.

— On note D l’ensemble des opérateurs @↵1
y1 . . . @↵d

yd
@↵0
x , tels que

P

i ↵i < N . Alors

|D| =
�
N+d
d+1

�
.

— On noteM l’ensemble des monômes de la forme yi11 . . . yidd , avec i1 6 N(M1�1),
. . . , id 6 N(Md � 1). Alors |M| =

Qd
i=1

�
(N(Mi � 1) + 1

�
< Nd

Qd
i=1Mi.

— Pour N = (d+ 1)!
Qd

i=1Mi � d, on a l’inégalité stricte |D| > |M|.

J

Démonstration. Les deux premiers points sont classiques. Il reste juste à véri�er que
pour N = (d+ 1)!

Qd
i=1Mi � d, on ait bien

�
N+d
d+1

�
> Nd

Qd
i=1Mi :

�
N+d
d+1

�

Nd
Qd

i=1Mi

=
(N + d)(N + d� 1) · · · (N + 1)N

(d+ 1)!Nd
Qd

i=1Mi

=
N + d

(d+ 1)!
Qd

i=1Mi

d�1Y

i=0

(1 +
i

N
)

>
N + d

(d+ 1)!
Qd

i=1Mi

= 1 . ⌅

Exemple 8.25 (Sanity check).
I Dans l’exemple de l’automate Aex, nous avons d = 2 et M1 = M2 = 3. Ainsi

|D| =

✓
N + 2

3

◆

= N(N + 1)(N + 2)/6 et |M| = (2N + 1)2 .

On peut calculer à la main que N = 23N = 22 le rate de
peu : |D| = 2024 tan-
dis que |M| = 2025.

est le plus petit N tel que |D| > |M|. On
a alors |D| = 2300 > 2209 = |M|).

La valeur que nous annonçons dans la proposition précédente estN = 6⇥9�2 =
52, qui est bien une borne supérieure de 23. J
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Proposition 8.26 (Argument de dimension de Lipshitz).
I SoitN = (d+1)!|A|d

Qd
i=1 kAki,1 �d. La famille {@↵1

y1 . . . @↵d
yd
@↵0
x F :

P

i ↵i <
N} est liée sur Z[x]. Plus précisément, il existe une relation de dépendance non
triviale de la forme

X

kαk1<N

vα(x) @
↵1
y1 . . . @↵d

yd
@↵0
x F = 0,

où chaque vα(x) est un polynôme dansZ[x], de degré enx inférieur à (d|A|kAk1)O(d2),
et log kvαk1 6 (d|A|kAk1)O(d2). J

Démonstration. Nous rappelons que M0 = |QA| + 1 6 |A|, et Mi = |A|kAki,1.
Ainsi nous bornons lesMi par |A|kAk1. Avec ces notations,

N 6 ((d+1)|A|kAk1)d et |M| 6 (N |A|kAk1)d 6 (d+1)d
2
(|A|kAk1)d(d+1) .

Par les Lemmes 8.23 et 8.24, pour tout @α 2 D, QN@αF peut s’écrire comme une
combinaison linéaire sur Z[x] d’éléments de P . On peut donc écrire leur décomposi-
tion dans une matriceR, qui est la matrice des vecteurs R↵, pour k↵k1 < N , dans
la base M. Ainsi, R est une matrice de taille |M|⇥ |D| à coe�cients dans Z[x], qui
de plus, par le lemme 8.24, a plus de colonnes que de lignes. Les colonnes de cette
matrice sont donc liées.

Nous pouvons alors appliquer les formules de Cramer (cf Proposition 8.9) : il existe
une solution non nulle v à l’équation Rv = 0, telle que chaque coordonnée de v
est un mineur deR ou l’opposé d’un mineur deR d’ordre |M|. CommeR est une
matrice à coe�cients dans Z[x], les coordonnées de v sont aussi dans Z[x].

Ainsi, nous pouvons avons trouvé une relation de dépendance de la forme :

QN
X

kαk1<N

vα(x) @
↵1
y1 . . . @↵d

yd
@↵0
x F = 0.

CommeQN est un polynôme non nul, et la somme
P

kαk1<N vα(x) @
↵1
y1 . . . @↵d

yd
@↵0
x F

est un élément du module M0, par la Proposition 8.16, nous en déduisons que

X

kαk1<N

vα(x) @
↵1
y1 . . . @↵d

yd
@↵0
x F = 0.

De plus pour tout ↵,

degx(vα) 6 |M|N(M0 � 1) 6 (d+ 1)d(d+1)|A|d(d+2)+1kAkd(d+2)
1 .

Nous pouvons alors appliquer les bornes du Lemme 8.7 aux mineurs de la matrice
(en les appliquant à la transposée pour faire intervenir les normes des colonnes) :
chaque mineur est borné par le produit des sommes des normes 1 de chacune de
ses colonnes. Or chaque colonne du mineur est extrait d’une colonne deR, qui est
simplement la décomposition d’unRβ dans la base canonique deM. Ainsi la somme
des normes 1 dans Z[x] des composantes d’une colonne β 2 D de R est égale à
kRβk1 dans Z[x, y1, . . . , yd].
Pour tout � tel que k�k1 < N , par les bornes du Lemme 8.23, nous avons

kRβk1 6 2N�1(N � 1)!kQkN�11 kPk1(|A|kAk1)N .
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Ainsi en utilisant la borne du Lemme 8.7 sur les déterminants :

kvαk1 6
⇣

2N�1(N � 1)!kQkN�11 kPk1(|A|kAk1)N
⌘|M|

. (8.3)

En passant au log, et en utilisant les bornes surN etM, et le fait que kPk1, kQk1 <
2|A|, nous obtenons �nalement

log(kvαk1) 6 |M|
�
N � 1 + (N � 1) log(N) +N |A|+N log(|A|kAk1)

�

6 (d|A|kAk1)O(d2) (1 + |A|+ d log(d+ 1) + (d+ 1) log(|A|kAk1))

= (d|A|kAk1)O(d2)

⌅

Exemple 8.27 .
IPour l’exemple de l’automate Aex, je trouve en fait une relation de dépendance
pour N = 8. L’équation di�érentielle satisfaite par F est trop grandeCela explique pour-

quoi j’ai simpli�é F
dans l’introduction.

pour être
écrite ici. Elle véri�e degx(vα) 6 45 et kvαk1 6 348 086 586 267 256 320 pour tout
k↵k1 < 8.
Si on applique les bornes annoncées dans la preuve, avec N = 8, kQk1 = 18,

|M| = 289,M0 = M1 = M2 = 3 (en prenant les degrés exacts deQ), nous obtenons
degx(vα) 6 4624 et par l’équation (8.3), kvαk1 6 (101 108 579 083 223 040)289.
Même s’il s’agit d’un exemple, qui n’est en aucun cas représentatif, il est probable
que nos bornes surestiment beaucoup la taille des coe�cients. J

8.3.3 Équation di�érentielle satisfaite par un langage de Parikh
faiblement non ambigu

Nous pouvons désormais démontrer la proposition principale de cette section :

Proposition 8.3 (Taille de l’équation di�érentielle satisfaite par un langage de
Parikh faiblement non ambigu).
I Soit A un automate de Parikh faiblement non ambigu. Alors la série L(x) du
langage de A satisfait une équation di�érentielle linéaire de la forme :

qs(x)@
s
xL(x) + · · ·+ q0(x)L(x) = 0 ,

avec s 6 (d|A| kAk1)O(d), et pour tout i 2 [0, s],

deg(qi) 6 (d|A| kAk1)O(d2) ,

log kqik1 6 (d|A| kAk1)O(d2) .

J

Démonstration. D’après la Proposition 8.26, il existe une relation de dépendance non
triviale de la forme

X

kαk1<N

vα(x) @
↵1
y1 . . . @↵d

yd
@↵0
x F = 0,
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où N 6 (d|A| kAk1)O(d), chaque vα(x) est un polynôme dans Z[x], de degré en
x inférieur à (d|A|kAk1)O(d2), et log kvαk1 6 (d|A|kAk1)O(d2). Nous réécrivons
cette équation di�érentielle sous la forme suivante :

X

kβk1<N

pβ(x, @x) @
�1
y1 . . . @�d

yd
F = 0, (8.4)

où pour β 2 Nd, pβ(x, @x) =
PN�kβk1

↵0=0 v↵0,β(x)@
↵0
x .

On rappelle que F a été choisie telle que [y�11 · · · y�1d ]F (x,y) = L(x). Soit B
l’ensemble des vecteurs qui interviennent dans la relation de dépendance, c’est-à-dire
l’ensemble des β 2 Nd tels que kβk1 < N et pβ(x, @x) 6= 0. Soit βmin le plus petit
vecteur de B, pour l’ordre lexicographique.

Nous montrons alors que pβmin(x, @x)(L) = 0. Nous rappelons les notations :

y�β
min

= y
��min

1
1 · · · y

��min
d

d , et y�1 = y�11 · · · y�1d .
Pour cela, nous admettons un instant l’égalité suivante : pour tout β 2 Nd,

[y�β
min�1]@�1

y1 · · · @�d
yd
F =

(

0 si β 6= βmin

(�1)�1+...�d�1! . . .�d![y
�1]F si β = βmin

(8.5)

On remarque alors que comme les pβ(x, @x) ne dépendent pas des variables y, en

extrayant dans l’Équation (8.4) les coe�cients en y�β
min�1, on obtient l’égalité :

(�1)�1+...�d�1! . . .�d! · pβmin(x, @)[y�1]F = 0.

Comme L(x) = [y�1]F , nous avons établi que pβmin(x, @x)(L) = 0, ce qui conclut
la preuve – les bornes sur les degrés, ordre et coe�cients venant directement des
bornes sur l’équation de F .
Il reste donc uniquement à prouver l’Équation (8.5). Rappelons que βmin est le

plus petit vecteur, pour l’ordre lexicographique, qui apparaît dans l’Équation (8.4).
Rappelons que F appartient à Q[[x, y1, y

�1
1 , . . . , y�1d , yd]]. En regroupant les termes

en x, on peut écrire F sous la forme :

F =
X

α2Zd

Hα(x)y
↵1
1 · · · y↵d

d .

Ainsi :

[y�β
min�1]@�1

y1 · · · @�n
yn F = [y�β

min�1]
X

α2Zd

Hα(x)@
�1
y1 · · · @�n

yn y
↵1
1 · · · y↵n

n .

On peut alors remarquer que dès qu’un ↵i est positif, @
�1
y1 · · · @�d

yd y
↵1
1 · · · y↵d

d ne peut

contribuer au coe�cient de y�β
min�1. On peut donc limiter la somme précédente

aux exposants α qui n’ont que des composantes strictement négatives (donc infé-
rieures ou égales à �1). De plus, si β 2 B est di�érent de βmin, alors il existe une
coordonnée i telle que �i > �min

i , par dé�nition de βmin. Alors l’exposant en yi de

@
�1
y1 · · · @�d

yd y
↵1
1 · · · y↵d

d est ↵i��i < �1��min
i : donc ce terme ne contribue pas non

plus au coe�cient de y�β
min�1. De même, par minimalité de βmin, α doit être égal

à �1 pour pouvoir contribuer au terme y�β
min�1. Finalement :

[y�β
min�1]@�1

y1 · · · @�n
yn F = [y�β

min�1]H�1(x)@
�min
1

y1 · · · @�
min
n

yn y�1

= H�1(x)(�1)�
min
1 +...+�min

n �min
1 ! · · ·�min

n !

= (�1)�min
1 +...+�min

n �min
1 ! · · ·�min

n ! [y�1]F ,
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qui est bien l’égalité annoncée à l’Équation (8.5). ⌅

Remarque 8.28 (Comparaison avec la borne de notre article ICALP).
I Dans notre article publié à ICALP, nous avions une meilleure borne sur le degré :
deg(qi) 6 (d|A| kAk1)O(d). Cette di�érence vient du fait que nous avions appliqué
l’algorithme de Lipshitz dans Q, et non dans Q[x]. Avec cette méthode, la matrice
associée à F pour le calcul de l’équation di�érentielle est plus grosse, mais les degrés
des polynômes sont bornés en x, comme pour l’ordre, parN et non par la taille de la
matrice. J’ai décidé d’utiliser des matrices dansQ[x] dans ce chapitre, car cela permet
d’essayer la méthode sur des exemples simples, pas trop gros (la taille de la matrice
est un facteur très limitant en pratique). Les tailles des coe�cients des polynômes
ont dans les deux versions la même borne, qui est au moins exponentiellement plus
grande que celle du degré, si bien que cette di�érence n’a pas de conséquence dans
la suite du chapitre . J

8.4 Le problème de l’inclusion des automates de Parikh
faiblement non ambigus

Nous pouvons en�n attaquer le problème principal de ce chapitre, à savoir le
problème de l’inclusion. Nous rappelons le contexte : soient deux automates de
Parikh A et B faiblement non ambigus, donnés en entrée sous la forme précisée au
début de chapitre. Nous notons dA et dB leurs degrés. Nous cherchons à décider si
L(A) ✓ L(B). Nous rappelons la méthode inspirée de celle de [SI85] pour résoudre
le problème :

a. Nous bornons les ordres, degrés, et coe�cients des équations di�érentielles
de la série génératrice A(x) =

P

n anx
n de L(A), et de la série génératrice

C(x) =
P

n cnx
n de L(A) \ L(B) en sous-section 8.4.1.

b. En sous-section 8.4.1, nous bornons l’ordre, le degré, et les coe�cients de l’équa-
tion di�érentielle satisfaite par D(x) := A(x)� C(x), la série de comptage des
mots qui sont dans L(A) mais pas dans L(B).

c. Nous bornons l’ordre et les racines du polynôme de tête de la récurrence linéaire
satisfaite par la suite dn := an � cn, en sous-section 8.4.2. Nous en déduisons
la borne sur la taille du plus petit témoin de non inclusion annoncée dans le
Théorème 8.4.

d. Nous développons un algorithme élémentaire (qui n’utilise pas d’algorithmes de
calcul formel) d’énumération pour résoudre le problème d’inclusion, à l’aide de la
borne sur la taille du mot témoin. Cette partie est présentée en sous-section 8.4.3.

8.4.1 Bornes sur les équations di�érentielles

Dans un premier temps, nous calculons les bornes sur l’équation di�érentielle
satisfaite par la série génératrice C(x) du langage L(A) \ L(B) :

Proposition 8.29 (Taille de l’intersection).
I La sérieC(x) du langage L(A)\L(B) satisfait une équation di�érentielle linéaire
de la forme :

qs(x)@
s
xC(x) + · · ·+ q0(x)C(x) = 0 ,



8.4 Le problème de l’inclusion des automates de Parikh faiblement non ambigus 289

avec s 6 ((dA + dB)|A||B| max(kAk1, kBk1))O(dA+dB), et pour tout i 2 [0, s],

deg(qi) 6 ((dA + dB)|A||B| max(kAk1, kBk1))O((dA+dB)
2) ,

log kqik1 6 ((dA + dB)|A||B| max(kAk1, kBk1))O((dA+dB)
2) .

J

Démonstration. Il su�t de spécialiser les bornes de la Proposition 8.3 pour l’automate
produit C = A⇥B qui calcule l’intersection : on a alors |C| 6 |A|⇥|B|, dC = dA+dB
et kCk1 = max(kAk1, kBk1). ⌅

Pour borner l’ordre, le degré, et les coe�cients de l’équation di�érentielle satisfaite
par D(x) := A(x)� C(x), nous avons besoin du lemme suivant :

Proposition 8.30 (Somme/soustraction de séries holonomes [Kau14]).
I Soient deux séries holonomes A(x) et C(x) satisfaisant deux équations di�éren-
tielles linéaires non triviales de la forme :

pAr (x)@
rA(x)+· · ·+pA0 (x)A(x) = 0 et pCr (x)@

rC(x)+· · ·+pC0 (x)C(x) = 0 .

Soit Dmax = maxi2[r](deg(p
A
i ), deg(p

C
i )) et S1 = maxi2[r](kpAi )k1, kpCi k1).

Alors, D(x) = A(x) � C(x) véri�e une équation di�érentielle linéaire non tri-
viale de la forme

q2r(x)@
2rD(x) + · · ·+ q0(x)D(x) = 0,

où pour tout i 2 [2r], log(kqik1) 6 O(r2(1 + log(r) + log(Dmax) + log(S1))

et deg(qi) 6 2(r + 1)Dmax .
J

Démonstration. Nous appliquons le résultat de [Kau14, Theorem 2], qui nous permet
d’a�rmer que D(x) satisfait une équation di�érentielle non triviale de la forme :

q2r@
2rD(x) + · · ·+ q0D(x) = 0

où pour chaque i 2 [2r], deg(qi) 6 2(r + 1)Dmax. De plus, pour tout i 2 [2r],

ht(kqik1) 6 ht(2r) + ht((2r + 1)!) + (2r + 1)ht(Dmax)

+ (2r + 2)((2r)(ht(1) + ht(Dmax)) + ht(S1))

avec ht(x) = log(1 + |x|). Comme pour tout x > 1, log(1 + x) 6 1 + log(x), nous
pouvons en déduire que :

log(kqik1)) 6 8(r+1)2+(2r+2) log(r)+(4r2+6r+1) log(Dmax)+(2r+2) log(S1).

⌅

En appliquant ce lemme àA(x) etC(x), nous déduisons directement la proposition
suivante :
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Proposition 8.31 (Bornes sur l’équation satisfaite par D(x)).
I La sérieD(x) := A(x)�C(x) satisfait une équation di�érentielle non triviale de
la forme

qs(x)@
s
xD(x) + · · ·+ q0(x)D(x) = 0 ,

avec s 6 ((dA + dB)|A||B| max(kAk1, kBk1))O(dA+dB), et pour tout i 2 [0, s],

deg(qi) 6 ((dA + dB)|A||B| max(kAk1, kBk1))O((dA+dB)
2) ,

log kqik1 6 ((dA + dB)|A||B| max(kAk1, kBk1))O((dA+dB)
2) .

J

Démonstration. On applique la Proposition 8.30, associée aux Propositions 8.3 et 8.29.
Les grands O en exposants absorbent beaucoup les détails plus �ns des expressions
de la Proposition 8.30, et on obtient alors les mêmes types de bornes pour D(x) que
pour C(x). ⌅

8.4.2 Bornes sur la récurrence et témoin de non inclusion

En une variable, la suite des coe�cients d’une série holonome D(x) satisfait une
équation de récurrence linéaire à coe�cients polynomiaux. Nous voulons dans cette
section établir des bornes sur le degré et la taille des coe�cients du polynôme de
tête de la récurrence satisfaite par la suite dn = an � cn, qui compte le nombre
de mots qui sont dans L(A) mais pas dans L(B). Pour cela, nous avons besoin de
transformer l’équation di�érentielle satisfaite par D(x) en récurrence sur dn. Nous
commençons par une proposition technique :

Proposition 8.32 (Conversion d’une équation di�érentielle en récurrence linéaire).
I Soit H(x) =

P
unx

n une série satisfaisant l’équation di�érentielle suivante :

qr(x)@rH(x) + . . .+ q0(x)H(x) = 0 .

Alors la suite (un) satisfait une récurrence de la forme :

SX

k=�s
tk(n)un+k = 0, pour n > s, avec tS 6= 0,

et de plus 0 6 s 6 max
i

(deg(qi)), 0 6 S 6 r,

ktSk1 6 max
i

(kqik1) · rr+1, deg(tS) 6 r .

J

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que pour un certain
indice k0 2 [0, r], qk0(0) 6= 0. Sinon, nous pouvons nous ramener à ce cas en divisant
l’équation di�érentielle par le plus grand monôme xm qui divise tous les polynômes
qk. Remarquons que cette opération de division par xm ne change pas la norme
in�nie des coe�cients polynomiaux, et diminue leur degré.
Soit D = maxi deg(qi) le plus grand degré des coe�cients polynomiaux de

l’équation di�érentielle. Nous pouvons réécrire cette équation satisfaite par H sous
la forme suivante :

rX

k=0

DX

k0=0

ak,k0x
k0@kxH(x) = 0.
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Cette équation se traduit alors en la relation de récurrence suivante, valable pour
n > D, sur les coe�cients de H(x)

rX

k=0

DX

k0=0

ak,k0(n� k0 + 1)(n� k0 + 2) . . . (n� k0 + k)un�k0+k = 0.

En posant j = k � k0, nous pouvons réécrire cette égalité sous la forme :

rX

j=�D
tj(n)un+j = 0 avec tj(n) =

min(r,D+j)
X

k=max(0,j)

ak,k�j

kY

`=1

(n+ j � `+ 1)

Cependant, certains polynômes tj peuvent être nuls ; nous devons préciser le terme
de tête de la récurrence.
Posons S := max{k � k0 | k 2 [0, r], k0 2 [0, D] et ak,k0 6= 0}. L’hypothèse

qk0(0) 6= 0 implique que ak0,0 6= 0, si bien que S > k0 > 0.
Montrons que tS(n) est bien le polynôme de tête dans la récurrence. Parmaximalité

de S, tj(n) = 0 pour S < j 6 r. De plus par dé�nition, tS(n) =
Pr

k=S rk(n) où

rk(n) = ak,k�S
Qk

`=1(n+ S � `+ 1) pour tout k 2 [S, r]. Par dé�nition de S, au
moins un des rk est non nul. Comme pour tout k 2 [S, r], deg(rk) = k dès que
ak,k�S 6= 0, nous savons que tS(n) 6= 0 et tS(n) est de degré au plus r.

Il ne reste plus qu’à borner la taille des coe�cients de tS . Nous remarquons qu’en
développant le produit

Qk
`=1(n+S� `+1) =

Pk
m=0 bmnm, nous avons, pour tout

m 2 [k], bm =
P

I✓[k],|I|=k�m
Q

`2I(S � ` + 1), si bien que |bm| 6
�
k
m

�
rk�m 6

kmrk�m 6 rr . Ainsi :

ktSk1 6
Pr

k=S |ak,k�S | · k
Qk

`=1(n+ S � `+ 1)k1
6

Pr
k=S |ak,k�S | · rr

6 maxi(kqik1) · rr+1.

⌅

Pour pouvoir localiser les racines du polynôme de tête, nous avons besoin du
lemme suivant :

Lemme 8.33 (Localisation des racines).
I Soit P 6= 0 un polynôme de Z[x]. Alors P (n) 6= 0 pour tout n > kPk1 + 1. J

Démonstration. Soit n > kPk1 + 1. On écrit P (x) =
Pd

k=0 akx
k. Supposons par

l’absurde que P (n) = 0. Alors :

nd 6

�
�
�adn

d
�
�
� =

�
�
�
�
�

d�1X

k=0

akn
k

�
�
�
�
�
6 kPk1

nd � 1

n� 1
6 nd � 1

ce qui mène à une contradiction. ⌅

Nous pouvons désormais borner la récurrence satisfaite par dn, et en déduire un
majorant de la taille du plus petit mot témoin de non inclusion :

Théorème 8.4 (Taille du plus petit témoin de non inclusion).
I Si L(A) n’est pas inclus dans L(B), alors il existe un mot w qui soit dans L(A)
mais pas dans L(B) tel que :

|w| 6 2(dM)O(d2)
,

avec d = dA + dB, etM = |A||B|max(kAk1, kBk1). J
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Démonstration. Pour n 2 N, on note an (resp cn) le nombre de mots de taille n dans
L(A) (resp. L(B)). On pose dn = an � cn le nombre de mots de taille n qui sont
dans L(A) mais pas dans L(B). Alors par les Proposition 8.31 et Proposition 8.32, la
suite (dn) satisfait une récurrence linéaire de la forme

SX

k=�s
tk(n)dn+k = 0, pour n > s, avec tS 6= 0

que l’on réécrit sous la forme :

tS(n� S)dn = �
S+sX

k=1

tS�k(n� S)dn�k pour n > S + s,

avec S + s 6 (dM)O(d), deg(tS) 6 (dM)O(d) et log(ktSk1) 6 (dM)O(d2).
Soit n0 2 N. Si tS(n0 � S) n’est pas nul, et si un0�1 = · · · = un0�S�s = 0 alors

un0 = 0. Pour être sûr que n0 � S n’est pas une racine de tS , il su�t de choisir
n0 � S > ktSk1 + 1 par le Lemme 8.33). En posantW = s+ S + ktSk1 + 1, nous
avons donc l’équivalence :

D(x) = 0 si et seulement si 8n 6W, dn = 0 .

Autrement dit, du point de vue des langages, L(A) 6✓ L(B) si et seulement si

L(A) \ L(B) contient un mot de longueur au plusW 6 2(dM)O(d2)
. ⌅

8.4.3 Borne de complexité du problème de l’inclusion

Dans cette section, nous développons un algorithme de décision du problème de
l’inclusion. Cet algorithme est élémentaire dans le sens où il ne demande aucun outil
de calcul formel. Le but est de prouver le corollaire suivante :

Corollaire 8.5 (Borne de complexité du problème de l’inclusion).
I Soient deux automates de Parikh faiblement non ambigus A and B de dimen-
sions dA et dB. On peut décider le problème de l’inclusion L(A) ✓ L(B) en temps

22
O(d2 log(dM))

où d = dA + dB et M = |A| |B| max(kAk1, kBk1). J

D’après le Théorème 8.4, si L(A) 6✓ L(B) alors on peut trouver un mot w de

taille |w| 6W = 2(dM)O(d2)
, avec d = dA+dB etM = |A||B|max(kAk1, kBk1),

qui soit dans L(A) mais pas dans L(B). L’algorithme de résolution du problème de
l’inclusion est simple : nous allons compter sur les automates le nombre de mots
de taille n dans L(A) \ L(B) et dans L(A), jusqu’à la taille n = W . Autrement dit
nous calculons sur les automates les W premiers termes des séries génératrices des
langages L(A) \ L(B) et L(A). Si les deux valeurs calculées correspondent jusqu’à
la taille W , alors il y a bien inclusion L(A) ✓ L(B), sinon on a trouvé la taille du
plus petit mot dans L(B) \ L(A).

Une approche naïve consiste à énumérer tous les calculs possibles de longueur n
des automates, et de véri�er si le calcul est acceptant ; cependant cette énumération a
un surcoût exponentiel en n, et comme n va aller jusqu’àW , qui est déjà doublement
exponentiel, on aimerait éviter une exponentielle supplémentaire.
La proposition suivante explique comment compter simplement les calculs de

longueur n de l’automate :
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Proposition 8.34 (Dénombrement élémentaire des calculs de l’automate).
I Soit A = (Σ, Q, qI , F, C,∆) un automate de Parikh faiblement non ambigu de
dimension d > 1, donné sous la forme précisée au début du chapitre. Soit W 2 N

tel que W > d|A|kAk1. Alors on peut compter le nombre total de calculs de A
de longueur inférieure à W qui joignent qI à un état �nal, groupés par valeur du
vecteur qui les étiquette, en tempsWO(d). J

Démonstration. Dans un premier temps, nous remarquons que tout calcul de lon-
gueur n dans A est étiqueté par un vecteur v de norme in�nie inférieure à nkAk1.
Pour tout q 2 Q, tout entier n 6 W , tout vecteur v 2 Nd, nous notons aq(n,v)

le nombre de calculs de A de longueur n, partant de q, �nissant dans un état �nal, et
étiquetés par le vecteur v. On a facilement aq(n,v) 6 |∆|n.

Pour v,u deux vecteurs de Nd, nous notons u � v si pour tout i 2 [d], ui 6 vi.
On véri�e simplement que les aq(n,v) véri�ent la récurrence suivante Il s’agit simplement du

système linéaire satisfait
par les séries génératrices,
exprimé du point de vue
des coe�cients.

, pour tout
q 2 Q, n > 1, et kvk1 6 nkAk1 :

aq(n,v) =
X

(q,(a,u),q0)2∆
avec u�v

aq0(n� 1,v � u). (8.6)

avec comme conditions initiales aq(0,0) = 1 si q 2 F , 0 sinon.
L’énumération des vecteurs v de norme in�nie inférieure àWkAk1, dans l’ordre

lexicographique, se fait en (WkAk1+1)d 6WO(d) itérations. Pour chaque vecteur
v, et pour tout n allant de 1 à W , on utilise l’équation 8.6 pour calculer aq(n,v)
(l’ordre lexicographique assure que toutes les valeurs de la somme de l’équation 8.6
ont bien été calculées avant) : on e�ectue une itération sur les transitions sortantes
de q, qui sont au plus |∆| ; dans chacune de ces transitions, on calcule la valeur du
vecteur v � u en temps O

�
d log(nkAk1)

�
6 O(W 2), puis on ajoute la valeur de

aq0(n,u) à aq(n,v), en temps O
�
n log(|∆|)

�
6 O(W 2).

On peut donc calculer tous les aq(n,v), pour tout n 6W , tout q 2 Q et kvk1 6
WkAk1 enWO(d) opérations.

⌅

Proposition 8.35 (Énumération des vecteurs du semilinéaire).
I Soit C = [pi=1Ci un semilinéaire de dimension d > 1, représenté sous une forme
non ambiguë, avec Ci = ci+P ⇤i . Soit r 2 N tel que r > dp. Alors on peut énumérer
tous les vecteurs de C de norme in�nie plus petite que r en temps rO(

P
i |Pi|). J

Démonstration. Soit 1 6 i 6 p tel que r > kcik1. On note Pi = {p1, . . . ,p|Pi|}
(on omet les indices i pour plus de lisibilité). Quitte à retirer certains de vecteurs Pi,
on peut supposer que r > maxp2Pi(kpk1).

Pour tout vecteur u dans [0, r]|Pi|, on note bi(u) le vecteur ci +
P|Pi|

k=1 ukpk. On
énumère ainsi tous les vecteurs deCi par une simple boucle à (r+1)|Pi| itérations. Si
u est tel que uk > 1 alors bi(u) = bi(u� ek) + pk se calcule en temps O(d log(r)).

On peut donc énumérer tous les vecteurs de Ci en tempsO((r+1)|Pi|d log(r)) 6
rO(|Pi|), et donc tous les vecteurs de C en rO(

P
i |Pi|) opérations. ⌅

Nous pouvons désormais démontrer le Corollaire 8.5 :

Preuve du Corollaire 8.5. On pose W = 2(dM)O(d2)
, avec d = dA + dB et M =

|A||B|max(kAk1, kBk1). On rappelle que C désigne l’automate produit qui calcule
L(A) \ L(B).
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Nous calculons dans un premier temps les vecteurs du semilinéaire de A et de
C de norme in�nie inférieure à W max(kAk1, kBk1). D’après la Proposition 8.35,
cela se fait en (W max(kAk1, kBk1)O(|A|+|B|) opérations.

Nous comptons ensuite tous les calculs de longueur inférieure à W joignant l’état
initial à un état �nal, groupés par le vecteur qui les étiquette, de l’automate A et de
l’automate produit C. Cela se fait d’après la Proposition 8.34 enWO(d) opérations. On
modi�e légèrement la procédure de la Proposition 8.34, sans changer sa complexité,
pour additionner lors de l’énumération des vecteurs, tous les aqI (n,v) calculés tels
que v 2 C a�n d’avoir à la �n de la procédure, pour chaque n 6W , le nombre de
calculs acceptants de longueur n.

On peut ainsi calculer en 2(dM)O(d2)
opérations le nombre de mots de longueur

inférieure à W dans L(A) et dans L(A) \ L(B), et ainsi décider le problème de

l’inclusion en 2(dM)O(d2)
opérations . ⌅

8.5 Conclusion, et ouverture

Dans ce chapitre, nous avons utilisé le caractère holonome de la série génératrice
des automates de Parikh faiblement non ambigus pour en déduire un algorithme
élémentaire de résolution du problème de l’inclusion, avec une première borne sur
sa complexité. Comme nous l’avons expliqué, nous sommes allés au chemin le plus
direct pour obtenir ces bornes, qui s’avèrent sur des exemples simples surestimer un
peu trop la taille des coe�cients.

Je pense qu’il est possible, en suivant la même démarche que nous avons utilisée,
d’obtenir des majorations plus petites, à l’aide de bornes plus précises lors des calculs,
et notamment pour l’étude de l’algorithme de Lipshitz. Il arrive aussi en calcul
formel que les coe�cients des calculs intermédiaires d’un algorithme grossissent
arti�ciellement pour s’e�ondrer à la toute �n ; c’est le cas par exemple pour le calcul
du pgcd par l’algorithme d’Euclide [VZGG13]. Il faudrait s’assurer que nous ne
sommes pas confrontés au même problème dans notre analyse de l’algorithme de
Lipshitz.
Une autre possibilité, pour continuer le travail dans une autre direction, serait

d’étudier des algorithmes plus e�caces de calcul de diagonales de fractions ra-
tionnelles, comme ceux à base de télescopage créatif ([Chy14, BCLS18]) : peut-être
permettront-ils d’obtenir des bornes plus �nes sur les équations di�érentielles. C’est
un travail que j’aimerais bien continuer, mais qui demandera un investissement
mathématique important. Une autre idée serait d’essayer de prendre en compte le
caractèreN-rationnel des séries étudiées dans les algorithmes de calcul de diagonales.

Dans ce chapitre, nous avons utilisé les algorithmes sur les séries holonomes pour
borner uniquement la taille du plus petit témoin de non inclusion : l’algorithme �nal
que nous fournissons pour résoudre l’inclusion est élémentaire et repose uniquement
sur cette borne. Il serait intéressant de résoudre le problème de l’inclusion en calculant
en pratique les équations di�érentielles avec des outils de calcul formel, et d’étudier
sa complexité.
Pour ce qui concerne la complexité du problème de l’inclusion, il nous manque

des familles de langages pour tester nos bornes, qui véri�eraient que la taille du plus
petit témoin de non inclusion est "grande" : si possible exponentielle ou doublement
exponentielle en la taille des automates. Avant d’étudier la complexité théorique
du problème de l’inclusion des automates de Parikh faiblement non ambigus, il est
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plus intéressant d’étudier celle de l’universalité : étant donné un automate de Parikh
faiblement non ambigu A, est-ce que L(A) = Σ⇤ ? En e�et, dans [Cle20], l’auteur
explique comment le problème de l’inclusion L ✓ M est souvent équivalent au
problème de l’universalité de (M \L)[ (Σ⇤ \L), où L peut être supposé sans perte
de généralité déterministe. Son approche présente ainsi le problème de l’universalité
comme central dans l’étude du problème de l’inclusion pour de nombreuses classes
d’automates, dont les automates de Parikh faiblement non ambigus : comme les
automates de Parikh déterministes sont clos par complémentaire, et les automates
de Parikh faiblement non ambigus sont clos par union disjointe et intersection, le
langage (M \L) [ (Σ⇤ \L) est bien reconnu par un automate de Parikh faiblement
non ambigu.
En�n, il est naturel d’étendre la démarche de ce chapitre avec les automates

de Parikh à pile. Le problème de l’inclusion étant indécidable pour les langages
algébriques non ambigus, la méthode ne se généralise pas, mais elle peut s’appliquer
au problème de l’universalité L(A) = Σ⇤. Deux directions sont possibles pour
aborder le problème :

— reprendre l’algorithme de Lipshitz depuis le début, et l’analyser dans le cas où la
série holonome dont on calcule une diagonale est algébrique ;

— sinon réutiliser l’étude du cas rationnel, en utilisant le fait que toute série algé-
brique est une diagonale de fraction rationnelle [DL87].

La seconde me semble dans un premier temps plus envisageable que la première.





Conclusion

J’ai fait le choix pour cette thèse de conclure la plupart des chapitres par quelques
ouvertures, qu’il serait redondant de recopier ici. Je pro�te plutôt de cet espace de
discussion pour récapituler les principales contributions de cette thèse et conclure
par des ré�exions générales sur les sujets que nous avons abordés.
La première partie a été en très grande partie dédiée à démontrer qu’utiliser des

arbres d’expressions suivant la distribution uniforme, que ce soit pour une analyse
théorique en moyenne ou pour produire des benchmarks, était a priori une mauvaise
idée ; nous avons également montré que la situation paraissait moins tranchée pour
la distribution ABR. Plus précisément :

— Dans le Théorème 2.32 nous avons montré qu’en présence d’un motif absorbant
pour au moins un des opérateurs, les arbres d’expressions décrits par des systèmes
se réduisent drastiquement à une taille bornée en moyenne. Les conditions sur
le système sont techniques mais su�samment naturelles pour s’appliquer à de
nombreux exemples de la littérature.

— Notre étude permet aussi de borner les moments d’ordres supérieurs associés à
cette réduction (Théorème 2.60) ; ainsi nous avons montré dans la Proposition 2.61
que tout problème sur les expressions pour lequel on connaît un algorithme
de complexité en temps polynomial admet une complexité au plus linéaire en
moyenne – tout le temps de calcul servant en réalité à calculer la simpli�cation.

— Dans le Théorème 3.1, nous avons revisité le Théorème 2.32 pour pouvoir modéli-
ser des arités non bornées, au prix d’une restriction sur la forme des systèmes
décrivant les expressions (système à une dimension). La Proposition 3.14 four-
nit dans ce contexte un analogue du Théorème 2.60 pour les moments d’ordres
supérieurs.

— A�n d’évaluer les conséquences pratiques des résultats précédents, nous avons
étudiée une réduction ad-hoc sur les expressions régulières. Pour cette réduction,
nous avons calculé dans le Théorème 4.19 et le Théorème 4.26 précisément la
constante qui borne la taille moyenne des expressions régulières après réduction.
Pour un alphabet à deux lettres, nous avons calculé que cette taille est d’environ
77.8, ce qui est con�rmé par des simulations (Figure 4.3).

— Au passage, nous avons encadré la proportion asymptotique d’expressions uni-
verselles dans la Proposition 4.24. Par exemple, il y a asymptotiquement entre
31% et 46% d’expressions universelles sur un alphabet à deux lettres.
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— En�n, inspirés par les algorithmes de génération aléatoire utilisés en pratique
pour la création de benchmarks, nous avons considéré la distribution ABR. Dans
le Théorème 5.17 et le Théorème 5.39, nous montrons un comportement plus riche
que pour les expressions uniformes, avec l’existence de deux seuils dépendant
des probabilités des opérateurs. Nous retrouvons des cas dégénérés, mais aussi
quatre autres régimes que nous avons pu observer en pratique sur des simulations
(Figure 5.3).

Dans la seconde partie, nous nous sommes intéressés au lien entre classes de
fonctions et classes de langages. Ce lien était bien connu entre langages rationnels et
séries rationnelles, et entre langages algébriques non ambigus et séries algébriques.
Nous l’avons étendu aux séries holonomes en considérant des langages acceptés par
des automates de Parikh à pile. Plus précisément :

— Nous avons montré que les langages de Parikh faiblement non ambigus coïncident
avec les langages reconnus par des RBCM non ambiguës (Théorème 6.29), et la
classe RCM (Théorème 6.41). Nous avons montré que les séries génératrices de
ces langages sont holonomes (Théorème 7.45).

— De la même manière que les langages rationnels correspondent précisément aux
séries N-rationnelles, et les langages algébriques non ambigus correspondent
précisément aux séries N-algébriques, nous avons montré que les séries des
langages de Parikh non ambigus correspondent exactement aux diagonales de
séries N-rationnelles (Théorème 7.88).

— Ces résultats ont été étendus aux langages algébriques de Parikh faiblement non
ambigus, qui correspondent aux version à pile des automates de Parikh faiblement
non ambigus, aux RBCM à pile non ambiguës (Proposition 6.60), et à la classe
LCM (Théorème 6.69). Les séries de ces langages sont holonomes Théorème 7.45 ;
et plus précisément, elles correspondent exactement aux diagonales de séries
N-algébriques.

— À l’aide de ce nouveau lien entre séries et langages de Parikh, nous avons déve-
loppé un outil permettant de prouver l’intrinsèque ambiguïté de certains langages
pour ces modèles d’automates (Proposition 7.50 et Proposition 7.51). Nous avons
donné un exemple intéressant en soi de langage intrinsèquement faiblement
ambigu qui échappe à ces outils (Théorème 7.64).

— Nous avons ensuite analysé une conséquence algorithmique de ce lien entre
non-ambiguïté et holonomie des séries génératrices. Dans le Théorème 8.4 et
son Corollaire 8.5, nous avons ainsi prouvé que le problème de l’inclusion entre
langages de Parikh faiblement non ambigus est décidable avec une complexité
doublement exponentielle.

— Au passage, nous avons apporté des éléments de réponse à des questions posées
par Philippe Flajolet, quand il a introduit sa méthode appliquant des outils de la
théorie de la combinatoire analytique à l’étude de l’intrinsèque ambiguïté. Plus
précisément, nous avons utilisé un critère analytique pour établir l’in�nie ambi-
guïté d’un langage algébrique (Corollaire 7.83). Nous avons également proposé
aux Théorème 7.24 et Théorème 7.32 deux critères pour montrer l’intrinsèque am-
biguïté de certains langages bornés, dont les séries génératrices sont rationnelles.

La prochaine question qui se pose après la première partie de cette thèse portant sur
les arbres d’expression aléatoires est la suivante : quelle serait une bonne distribution
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sur les expressions? Pour certaines valeurs des paramètres, nos résultats laissent
un espoir du côté de la distribution ABR. A�n de préciser quand cette dernière est
adaptée à la génération aléatoire, il devient nécessaire de prendre en compte toute la
sémantique des expressions représentées. Le travail du chapitre 4 a déjà un peu initié
cette approche sur les expressions régulières dans le cas uniforme. La prochaine
étape est naturellement d’étudier les expressions LTL suivant la distribution ABR.
Dans la deuxième partie, nous avons vu le très fort lien entre la non-ambiguïté

des langages et les séries génératrices. Cette partie constitue une première actua-
lisation des travaux de [Fla87], à la lumière de recherches récentes en théorie des
automates et en calcul formel : en e�et, depuis l’article de [Fla87], de nombreuses
classes de langages ont été introduites en théorie des langages et en véri�cation ; de
même, plusieurs outils e�caces de calcul formel ont aussi été développés du côté des
séries, notamment sur les séries holonomes. Toutes ces avancées ouvrent la voie à
d’intéressants travaux futurs, visant à exploiter davantage la richesse du lien entre
séries génératrices et langages formels.
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A
Annexes

A.1 Théorèmes d’intégration singulière

Lemme 5.21 ([FS09, Theorem VI.9]).
I Soit f(z) une fonction analytique sur Ω telle que dans un voisinage de z = 1,
f(z) = O((1� z)s), avec s > �1. Alors

Z z

0
f(⇣)d⇣ =

Z 1

0
f(t)dt+O((1� z)s+1) . J

Démonstration. Comme f(z) = O(|1 � z|s) au voisinage de z = 1, l’intégrale
R 1
0 f(t)dt sur la ligne [0, 1) existe bien et est �nie.
Soit r > 0 tel que pour tout ⇣ 2 Ω véri�ant |1 � ⇣| < r, on ait l’inégalité

|f(⇣)| 6M |⇣ � 1|s, avecM un constante.

Soit z 2 Ω véri�ant |z�1| < r. On peut décomposer
R z
0 f(⇣)d⇣ =

R 1�|z�1|
0 f(t)dt+

R z
1�|z�1| f(⇣)d⇣ .

La première partie de la somme se décompose à son tour en
R 1�|z�1|
0 f(t)dt =

R 1
0 f(t)dt�

R 1
1�|z�1| f(t)dt. Comme chaque réel t 2 [1�|z�1|, 1] satisfait |1�t| 6 r,

on peut borner |
R 1
1�|z�1| f(t)dt| 6M

R 1
1�|z�1|(1� t)sdt = M

s+1 |z � 1|s+1.

La seconde intégrale se borne en intégrant le long du chemin � qui relie 1� |z�1|
à z en suivant une portion de cercle de centre 1 et de rayon |z � 1|. En e�et, pour
chaque ⇣ 2 �, |1� ⇣| = |1� z|, si bien que |f(⇣)| 6M |z � 1|s et |�| 6 2⇡|z � 1|.
Ainsi |

R z
1�|z�1| f(⇣)d⇣| 6 2⇡M |z � 1|s+1. ⌅

Le Lemme suivant est une adaptation du précédent dans le cas où la fonction est
bornée par un terme en log :

Lemme 5.22 ([FS09, Theorem VI.9]).
I Soit f(z) une fonction analytique sur Ω telle que dans un voisinage de z = 1,
f(z) = O((1� z)�1(� log(1� z))��), avec � > 1. Soit a0 > 0. Alors

Z z

a0

f(⇣)d⇣ =

Z 1

a0

f(t)dt+O((� log(1� z))1��) . J
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Démonstration. Comme f(z) = O((1 � z)�1(� log(1 � z))��) au voisinage de
z = 1, avec � > 1, l’intégrale

R 1
0 f(t)dt sur la ligne [0, 1) existe et est �nie.

Soit r > 0 tel que pour tout ⇣ 2 Ω véri�ant |1 � ⇣| < r, on ait l’inégalité
|f(⇣)| 6M |1� ⇣|�1|� log(1� ⇣)|�� , avecM une constante.

Soit z 2 Ω tel que |z�1| < r. On peut décomposer
R z
a0

f(⇣)d⇣ =
R 1�|z�1|
a0

f(t)dt+
R z
1�|z�1| f(⇣)d⇣ .

La première partie se décompose à son tour
R 1�|z�1|
a0

f(t)dt =
R 1
a0

f(t)dt �
R 1
1�|z�1| f(t)dt. Comme tout réel t 2 [1 � |z � 1|, 1] véri�e |1 � t| 6 r, on peut

borner l’intégrale |
R 1
1�|z�1| f(t)dt| 6M

R 1
1�|z�1|M(1�t)�1(� log(1�t))��)dt =

M
��1

⇣

log 1
|1�z|

⌘1��
.

La seconde intégrale se borne en intégrant le long du chemin � reliant 1� |z � 1|
à z en suivant une portion de cercle de centre 1 et de rayon |z � 1|. Comme pour
tout ⇣ 2 �, on a l’égalité |1 � ⇣| = |1 � z|, alors |f(⇣)| 6 M |z � 1|�1 1

| log(
1

1�⇣ )|�
.

Comme de plus | log( 1
1�⇣ )| > | log( 1

|1�⇣|)| = | log( 1
|1�z|)| et |�| 6 2⇡|z � 1|, on en

déduit |
R z
1�|z�1| f(⇣)d⇣| = O( 1

| log |1�z||� ) = O
⇣�

log 1
|1�z|

�1��⌘
.

On conclut en utilisant le fait que O(log(|1� z|)) = O(log(1� z)). ⌅

Lemme 5.23 (Intégration des équivalents).
I Soit f(z) une fonction analytique sur Ω telle qu’au voisinage de z = 1, f(z) ⇠z=1

(1� z)s. Alors :

a. si s > �1, l’intégrale converge et
R z
0 f(⇣)d⇣ !z=1

R 1
0 f(⇣)d⇣ ;

b. si s < �1,
R z
0 f(⇣)d⇣ ⇠z=1

1
�s�1(1� z)s+1 ;

c. si s = 1,
R z
0 f(⇣)d⇣ ⇠z=1 � log(1� z). J

Démonstration. Le premier cas (cas convergent) a déjà été démontré au-dessus. On
s’intéresse donc au cas des intégrales divergentes. On rappelle que dans le cas réel,
si f(x) ⇠x=1 g(x) et si g(x) est positive au voisinage de 1 et g n’est pas intégrable
en x = 1, alors les intégrales partielles sont équivalentes :

R x
0 f(t)dt ⇠

R x
0 g(t)dt.

b. Soit " > 0. Soit ⌘ tel que si |z � 1| < ⌘, alors on ait à la fois |f(z) � (1 �
z)s| 6 "|1� z|s et

�
�
�

R 1�|z�1|
0 f(t)� (1� t)sdt

�
�
� 6 "

|1�z|s+1

�s�1 . Alors par le même

découpage que dans les lemmes précédents, on obtient la majoration :
�
�
�
�

Z z

0
(f(w)� (1� w)s)dw

�
�
�
�
6 "

|1� z|s+1

�s� 1
+ 2"⇡|1� z|s+1

À découpage des epsilons près, on a montré que f(z)� (1�z)s+1

�s�1 = o( (1�z)
s+1

�s�1 ),

autrement dit que f(z) ⇠z=1
(1�z)s+1

�s�1 .

c. Soit " > 0. Soit ⌘ tel que si |z�1| < ⌘, alors on ait à la fois |f(z)� (1� z)�1| 6

"|1 � z|�1 et
�
�
�

R 1�|z�1|
0 f(t)� (1� t)�1dt

�
�
� 6 "| � log(|1 � z|)|. Alors par le

même découpage que dans les lemmes précédents, on obtient la majoration :
�
�
�
�

Z z

0
(f(w)� (1� w)�1)dw

�
�
�
�
6 "|� log(|1� z|)|+ 2⇡|1� z|"|1� z|�1

Comme<(log(z)) = log(|z|) | � log(|1 � z|)| 6 | � log(1 � z)|, à découpage des epsilons près,
on a montré que f(z) + log(1 � z) = o(� log(1 � z)), autrement dit que
f(z) ⇠z=1 � log(1� z).
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⌅

A.2 Équations di�érentielles linéaires

On rappelle dans cette section les propositions utiles pour résoudre et étudier les
équations di�érentielles linéaires.

Proposition A.1 (Existence, unicité et analycité [Was18, Thm. 2.2]).
I L’équation di�érentielle linéaire :

u(n)(z) + a1(z)u
(n�1)(z) + . . .+ an(z)u(z) = g(z)

avec a1(z), . . . , an(z), g(z) analytiques sur un ouvert simplement connexe Ω En pratique Ω sera un
ouvert étoilé.

, admet
exactement une solution u(z) telle que

u(j)(a) = ↵j pour j = 0, 1, . . . , n� 1

où a est un point quelconque de Ω, et les ↵j sont des nombres complexes. De plus
v(z) est analytique sur Ω tout entier. J

Proposition A.2 ([FB09, Theorem II.2.7]).
I Soit g(z) une fonction analytique sur un Ω ouvert étoilé centré en z = 0. Par exemple, Ω = C \

[1,+1) convient.
Alors

l’intégrale h(z) =
R z
0 g(⇣)d⇣ dé�nit une fonction analytique sur Ω, qui est une

primitive de g(z) et véri�e h(0) = 0. J

Proposition A.3 (Équation linéaire du premier ordre [Was18, Thm. 2.1],[Apo69, Th.
6.1]).
I On considère l’équation di�érentielle linéaire : U 0(z) = f(z) + g(z)U(z) où f, g
sont des fonctions analytiques sur un ouvert étoilé Ω centré en 0. Alors il existe une
unique solution U(z) satisfaisant U(0) = u0. De plus U(z) est analytique sur Ω, et
véri�e :

U(z) = exp

✓Z z

0
g(⇣)d⇣

◆⇣

u0 +

Z z

0
f(⇣) exp

✓

�
Z ⇣

0
g(w)dw

◆

d⇣
⌘

,

pour tout z 2 Ω. J

La proposition suivante permet de résoudre certaines équations dont les coe�-
cients f(z) et g(z) ont une singularité en z = 0, alors que les conditions initiales
pour la solution sont justement données en z = 0 :

Corollaire A.4 .
I On considère l’équation di�érentielle linéaire suivante :

U 0(z) = �u1 + u1cz + z2f(z) +
�
2
z � c+ zg(z)

�
U(z)

où f, g sont des fonctions analytiques sur un ouvert étoiléΩ centré en 0, et c, u1, u2 2
R. Alors il existe une unique solution U(z) véri�ant U(0) = 0, U 0(0) = u1, U 00(0) =
2u2. De plus U(z) est analytique sur Ω, et est donnée par la formule :

U(z) = u1z + z2I(z) ·

✓

u2 +

Z z

0
(f(⇣) + u1g(⇣)) I(⇣)

�1d⇣

◆

,

où I(z) := exp
�
�cz +

R z
0 ⇣g(⇣)d⇣

�
, pour tout z 2 Ω. J
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Démonstration. La fonction Ũ(z) := U(z)�u1z
z2

satisfait Ũ 0(z) = f(z) + u1g(z) +

(�c+zg(z))Ũ(z) , avec Ũ(0) = u2. Il su�t alors d’appliquer la Proposition A.3. ⌅

Le corollaire suivant est simplement le cas particulier c = u1 = u2 = 0.

Corollaire A.5 .
I On considère l’équation U 0(z) = F (z) +

�
2
z +G(z)

�
U(z), avec G(z) = zg(z)

et F (z) = z2f(z), où f(z) et g(z) sont analytiques sur un ouvert Ω, étoilé, centré
en 0.
Alors l’unique solution U(z) véri�ant U(0) = U 0(0) = U 00(0) = 0 est :

U(z) = z2 exp

✓Z z

0
G(⇣)d⇣

◆

·

Z z

0
F (⇣) · ⇣�2 exp

✓

�
Z ⇣

0
G(w)dw

◆

d⇣ .

J

Remarque A.6 .
INous avons besoin de deux conditions initiales supplémentaires par rapport à la
Proposition A.3. J



B
Code Maple

Cette annexe rassemble le code Maple utilisé dans le chapitre 4.



> restart;

> ##################################################################

> ## Parametrizable section ##

> ##################################################################

> ## k = number of letters

> k:=2

k := 2

> ## Digits = precision for numerical values

> Digits:=10

Digits := 10

> ## p = size of the tree representing the universal language

> p:=2*k

p := 4

> ### to solve exactly the triangular system for very small k (exact
solutions are big and long to compute when k increases)

> exact:= false:

> ##################################################################

> ## custom functions ##

> ##################################################################
> myevalf:= proc(x) if exact then return x; else return evalf(x,Digits);
fi;end:

> ##################################################################

> ## creation of the system ##

> ##################################################################

> indic:=proc(x): if evalb(x) then return 1 else return 0 end
if;end:

> T[0]:=add(binomial(k,i)*T[i,0],i=0..k)

T0 := T0,0 + 2T1,0 + T2,0

> T[1]:=add(binomial(k,i)*T[i,1],i=0..k)

T1 := T0,1 + 2T1,1 + T2,1

> system_of_eq_no_eps:=i->z*indic(i=1)+z*indic(i=0)*(T[0])^2
+z*add(add(binomial(i,a)*binomial(a,j)*T[a,0]*T[i+j-a,0], j=0..a),a=0..i)
+2*z*T[1]*T[i,0]:
> system_of_eq_eps:=i->z*indic(i=0)+z*T[i,0]+z*T[i,1]
+2*z*add(add(binomial(i,a)*binomial(a,j)*T[a,1]*T[i+j-a,1], j=0..a),a=0..i)
+2*z*add(add(binomial(i,a)*binomial(a,j)*T[a,1]*T[i+j-a,0], j=0..a),a=0..i):
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> for i from 0 to k do:
> phi[i,0]:=(system_of_eq_no_eps(i));
> phi[i,1]:=(system_of_eq_eps(i));
> od;

φ0,0 := z (T0,0 + 2T1,0 + T2,0)
2
+ zT0,0

2 + 2 z (T0,1 + 2T1,1 + T2,1)T0,0

φ0,1 := 2 zT0,0T0,1 + 2 zT0,1
2 + zT0,0 + zT0,1 + z

φ1,0 := z + z
�

2T0,0T1,0 + T1,0
2
�

+ 2 z (T0,1 + 2T1,1 + T2,1)T1,0

φ1,1 := 2 z
�

2T0,1T1,1 + T1,1
2
�

+ 2 z (T0,0T1,1 + T0,1T1,0 + T1,0T1,1) + zT1,0 + zT1,1

φ2,0 := z
�

2T0,0T2,0 + 2T1,0
2 + 4T1,0T2,0 + T2,0

2
�

+ 2 z (T0,1 + 2T1,1 + T2,1)T2,0

tφ2,1 := 2 z
�

2T0,1T2,1 + 2T1,1
2 + 4T1,1T2,1 + T2,1

2
�

+ 2 z (T0,0T2,1 + T0,1T2,0 + 2T1,0T1,1 + 2T1,0T2,1 + 2T1,1T2,0 + T2,0T2,1)

+ zT2,0 + zT2,1

> T[L]:=add(binomial(k,i)*(T[i,1]+T[i,0]),i=0..k-1)+R+T[G]+T[k,0]

TL := T0,1 + T0,0 + 2T1,1 + 2T1,0 +R+ TG + T2,0

> T[1]:=add(binomial(k,i)*T[i,1],i=0..k-1)+R+T[G]

T1 := T0,1 + 2T1,1 +R+ TG

> Phi[G]:=subs(T[k,1]=T[G],phi[k,1]-(z*T[k,0]+z*T[k,1]))

ΦG := 2 z
�

TG
2 + 2TGT0,1 + 4TGT1,1 + 2T1,1

2
�

+ 2 z (TGT0,0 + 2TGT1,0 + TGT2,0 + T0,1T2,0 + 2T1,0T1,1 + 2T1,1T2,0)

> Phi[R]:=z*(T[k,0]+T[G]+R+R*T[L]+(T[L]-R)*R+R*T[1] + (T[1]-R)*R)

ΦR := z
⇣

T2,0 + TG +R+R (T0,1 + T0,0 + 2T1,1 + 2T1,0 +R+ TG + T2,0)

+ (T0,1 + T0,0 + 2T1,1 + 2T1,0 + TG + T2,0)R+R (T0,1 + 2T1,1 +R+ TG) + (T0,1 + 2T1,1 + TG)R
⌘

> for i from 0 to k do:
> Phi[i,0]:=subs(T[k,1]=R+T[G],phi[i,0]);
> Phi[i,1]:=subs(T[k,1]=R+T[G],phi[i,1]);
> od;

Φ0,0 := z (T0,0 + 2T1,0 + T2,0)
2
+ zT0,0

2 + 2 z (T0,1 + 2T1,1 +R+ TG)T0,0

Φ0,1 := 2 zT0,0T0,1 + 2 zT0,1
2 + zT0,0 + zT0,1 + z

Φ1,0 := z + z
�

2T0,0T1,0 + T1,0
2
�

+ 2 z (T0,1 + 2T1,1 +R+ TG)T1,0

Φ1,1 := 2 z
�

2T0,1T1,1 + T1,1
2
�

+ 2 z (T0,0T1,1 + T0,1T1,0 + T1,0T1,1) + zT1,0 + zT1,1

Φ2,0 := z
�

2T0,0T2,0 + 2T1,0
2 + 4T1,0T2,0 + T2,0

2
�

+ 2 z (T0,1 + 2T1,1 +R+ TG)T2,0

Φ2,1 := 2 z
⇣

2T0,1 (R+ TG) + 2T1,1
2 + 4T1,1 (R+ TG) + (R+ TG)

2

⌘

+ 2 z ((R+ TG)T0,0 + T0,1T2,0 + 2T1,0T1,1 + 2 (R+ TG)T1,0 + 2T1,1T2,0 + (R+ TG)T2,0)

+ zT2,0 + z (R+ TG)

> ##################################################################

> ## values at rho of OGFs ##

319



> ##################################################################

> hval:=’hval’

hval := hval

> #### generating series of every words

> eq[L] := -L + (k+1)*z + z*L + 2*z*L^2

eqL := 2L2z + Lz − L+ 3 z

> sol[L]:= solve(eq[L],L)[2]

solL := −1/4
z − 1 +

√

−23 z2 − 2 z + 1

z
> rho:=min(map(abs,[solve(-8*k*z^2-7*z^2-2*z+1,z)]))

ρ := −1/23 + 2/23
√

6

> hval[L]:= myevalf(simplify(subs(z=rho,sol[L])))

hvalL := 1.224744871

> #### generating series of trees recognizing epsilon

> eq[1]:= T=z+z*L+2*z*T*L-z*T^2+z*T^2

eq
1
:= T = 2LTz + Lz + z

> sol[1]:=simplify(subs(L=sol[L],solve(eq[1],T)))

sol1 :=
3 z + 1−

√

−23 z2 − 2 z + 1

2 z + 2 + 2
√

−23 z2 − 2 z + 1
> hval[1]:=myevalf(simplify(subs(z=rho, sol[1])))

hval1 := 0.6449489742
> #### value at rho of the generating series of trees not recognizing
epsilon

> hval[0]:=simplify(hval[L]-hval[1])

hval0 := 0.5797958968

> ##### auxilary function to write the system in triangular form

> is_positive:=x->evalb(evalf(x)>0):
> system_of_eq_no_eps_rho:=i->rho*indic(i=1)+rho*indic(i=0)*(hval[0])^2
+rho*add(add(binomial(i,a)*binomial(a,j)*hval[a,0]*hval[i+j-a,0],
j=0..a),a=0..i)+2*rho*hval[1]*hval[i,0]:
> system_of_eq_eps_rho:=i->rho*indic(i=0)
+2*rho*add(add(binomial(i,a)*binomial(a,j)*hval[a,1]*hval[i+j-a,1],
j=0..a),a=0..i)+2*rho*add(add(binomial(i,a)*binomial(a,j)*hval[a,1]*hval[i+j-a,0],
j=0..a),a=0..i)+rho*hval[i,0]+rho*hval[i,1]:

> #### resolution of the triangular system
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> if assigned(hval[1,0]) then print("values already computed");
else:
> for i from 0 to k do:
> hval[i,0]:=simplify(min(select(is_positive,
[solve(-hval[i,0]+system_of_eq_no_eps_rho(i))]))):
> od:
> for i from 0 to k do:
> hval[i,1]:=simplify(min(select(is_positive,
[solve(-hval[i,1]+system_of_eq_eps_rho(i))]))):
> od:end;

> #### Value at rho of the OGFs of every class with no epsilon:

> evalf(seq(hval[i,0],i=0..k))

0.07412715846, 0.2367373896, 0.03219395926
> #### Value at rho of the OGFs of every class with no epsilon:
(the last value is the sum for R and TG)

> evalf(seq(hval[i,1],i=0..k))

0.2530566229, 0.1176880417, 0.1565162679

> #### Value at rho of the OGF of R
> hval[R]:=(min(select(is_positive,[solve(-R+rho*(hval[k,0]+hval[k,1]+R*hval[L]
+ R*(hval[L]-R) + R*hval[1] + R*(hval[1]-R)))]))):

> evalf(hval[R])

0.08126620721

> #### Value at rho of the OGF of TG

> hval[G]:=hval[k,1]-hval[R]:

> evalf(hval[G])

0.07525006069

> ##################################################################

> ## probas of each class ##

> ##################################################################

> # *** we solve the linear system by hand *** #

> gval:=’gval’:
> gval[L]:=simplify(1/(4*rho)*sqrt((8*k+7)*rho*(rho+(1+2*sqrt(2+2*k))/(8*k+7)))):
evalf(%)

1.900624222

> gval[1]:=simplify(gval[L]*4*rho*(1+2*rho)/(1+rho)^2):evalf(%)

1.261704146

> gval[0]:=gval[L]-gval[1]:
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> system_of_eq_differentiated_noeps:=i->diff(TT[i,0](z)=rho*indic(i=1)
+rho*indic(i=0)*(TT[0](z))^2
+rho*add(add(binomial(i,a)*binomial(a,j)*TT[a,0](z)*TT[i+j-a,0](z),
j=0..a),a=0..i)+2*rho*TT[1](z)*TT[i,0](z),z):
> if assigned(gval[0,0]) then print("values already computed");
else: for i from 0 to k do:
> diffeq:=system_of_eq_differentiated_noeps(i):
> substitution:={diff(TT[0](z), z)=2*rho*gval[0], diff(TT[1](z),
z)=2*rho*gval[1]} union {seq(diff(TT[j, 0](z), z)=2*rho*gval[j,0],j=0..i)}:
> diffeq:=subs(substitution,diffeq):
> substitution:={TT[0](z)=hval[0], TT[1](z)=hval[1]} union {seq(TT[j,
0](z)=hval[j,0],j=0..i)}:
> diffeq:=subs(substitution,diffeq):
> gval[i,0]:=solve(diffeq):
> od:end:

> ### Asymptotics probabilities for classes with no epsilon

> evalf(seq(gval[j,0]/gval[L],j=0..k))

0.1094480504, 0.09182304304, 0.04306914559
> system_of_eq_differentiated_eps:=i->diff(TT[i,1](z)=rho*indic(i=0)
+2*rho*add(add(binomial(i,a)*binomial(a,j)*TT[a,1](z)*TT[i+j-a,1](z),
j=0..a),a=0..i)+2*rho*add(add(binomial(i,a)*binomial(a,j)*TT[a,1](z)*TT[i+j-a,0](z),
j=0..a),a=0..i)+rho*TT[i,0](z)+rho*TT[i,1](z),z):
> if assigned(gval[0,1]) then print("values already computed");
else:for i from 0 to k do:
> diffeq:=system_of_eq_differentiated_eps(i):
> substitution:={diff(TT[0](z), z)=2*rho*gval[0], diff(TT[1](z),
z)=2*rho*gval[1]} union {seq(diff(TT[j, 0](z), z)=2*rho*gval[j,0],j=0..i)}
union {seq(diff(TT[j, 1](z), z)=2*rho*gval[j,1],j=0..i)}:
> diffeq:=subs(substitution,diffeq):
> substitution:={TT[0](z)=hval[0], TT[1](z)=hval[1]} union {seq(TT[j,
0](z)=hval[j,0],j=0..i)} union {seq(TT[j, 1](z)=hval[j,1],j=0..i)}:
> diffeq:=subs(substitution,diffeq):
> gval[i,1]:=solve(diffeq):
> od:end:
> ### Asymptotics probabilities for classes with epsilon (the last
being the sum for R and TG)

> evalf(seq(gval[j,1]/gval[L],j=0..k))

0.04409287595, 0.08134641384, 0.4570510135

> #### Asymptotic probability of being fully reducible
> gval[R]:=solve(X=rho*(gval[k,0]+gval[k,1]+ X*hval[L] + hval[R]*gval[L]
+ hval[R]*(gval[L]-X) + X*(hval[L]-hval[R]) + X*hval[1] + hval[R]*gval[1]
+ X*(hval[1]-hval[R]) + hval[R]*(gval[1]-X))):

> evalf(gval[R]/gval[L])

0.3101223526

> #### Asymptotic probability of being in TG

> gval[G]:=gval[k,1]-gval[R]:

> evalf(gval[G]/gval[L])

0.1469286607
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> ##################################################################

> ## Resolution of the sytem for Qytilde(rho) ##

> ##################################################################

> indetermined_tilde:=[seq(op([T[i,0],T[i,1]]),i=0..k-1),T[k,0],T[G]]

indetermined tilde := [T0,0, T0,1, T1,0, T1,1, T2,0, TG]

> Phitilde:=<seq(Phi[op(x)], x in indetermined_tilde)>

Phitilde := rtable
⇣

1 . . . 6, [z (T0,0 + 2T1,0 + T2,0)
2
+ zT0,0

2 + 2 z (T0,1 + 2T1,1 +R+ TG)T0,0,

2 zT0,0T0,1 + 2 zT0,1
2 + zT0,0 + zT0,1 + z,

z + z
�

2T0,0T1,0 + T1,0
2
�

+ 2 z (T0,1 + 2T1,1 +R+ TG)T1,0,

2 z
�

2T0,1T1,1 + T1,1
2
�

+ 2 z (T0,0T1,1 + T0,1T1,0 + T1,0T1,1) + zT1,0 + zT1,1,

z
�

2T0,0T2,0 + 2T1,0
2 + 4T1,0T2,0 + T2,0

2
�

+ 2 z (T0,1 + 2T1,1 +R+ TG)T2,0,

2 z
�

TG
2 + 2TGT0,1 + 4TGT1,1 + 2T1,1

2
�

+ 2 z (TGT0,0 + 2TGT1,0 + TGT2,0 + T0,1T2,0 + 2T1,0T1,1 + 2T1,1T2,0)],

subtype = Vectorcolumn

⌘

> Jacytilde:=VectorCalculus:-Jacobian(Phitilde,(indetermined_tilde))

Jacytilde := rtable (1 . . . 6, 1 . . . 6, [[2 z (T0,0 + 2T1,0 + T2,0) , subtype = Matrix )

> DRphi:=<diff(convert(Phitilde,list),R)>:

> Identity:=LinearAlgebra:-IdentityMatrix(2*(k+1)):

> substitution:={z=rho, R=hval[R], seq(x=hval[op(x)], x in indetermined_tilde)}:

> vect:=evalf(subs(substitution,Phitilde+p*R*DRphi))

vect := rtable(1 . . . 6,

[0.08229675198, 0.2530566230, 0.2628283428, 0.1176880417, 0.03574207258, 0.07525006068],

subtype = Vectorcolumn)

> M:=evalf(subs(substitution,Identity-Jacytilde ))

M := rtable(1 . . . 6, 1 . . . 6, [

[0.5596282265,−0.02513219740,−0.3931499668,−0.05026439481,−0.1965749833,−0.02513219740],

[−0.2553175934, 0.6337534627, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0],

[−0.08026384574,−0.08026384574, 0.6759393644,−0.1605276915, 0.0,−0.08026384574],

[−0.03990115309,−0.1600661519,−0.2952187464, 0.4736873115, 0.0, 0.0],

[−0.01091509450,−0.01091509450,−0.1823578804,−0.02183018899, 0.5847604237,−0.01091509450],

[−0.02551290809,−0.06194091066,−0.1308281223,−0.4440141251,−0.1911119604, 0.4212010969]],

subtype = Matrix )

> Qytilde_vect:=LinearAlgebra:-LinearSolve(M,vect):

> ### Values of Qytilde at z=rho
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> for i from 1 to nops(indetermined_tilde) do:
> hvaltilde[op(indetermined_tilde[i])]:= Qytilde_vect[i];
> od;

hvaltilde0,0 := 1.79358085271177

hvaltilde0,1 := 1.12187058805744

hvaltilde1,0 := 1.50475089533306

hvaltilde1,1 := 1.71644489322149

hvaltilde2,0 := 0.705795987963761

hvaltildeG := 3.04931489034816

> ##################################################################

> ## Computation of g_Qytilde(rho) ##

> ##################################################################

> indetermined_Phi:=[seq(op([T[i,0],T[i,1]]),i=0..k-1),T[k,0],T[G],R]

indetermined Phi := [T0,0, T0,1, T1,0, T1,1, T2,0, TG, R]

> substitution:={z=rho, seq(x=hval[op(x)], x in indetermined_Phi)}

substitution :=
�

R = 0.08126620721, z = −1/23 + 2/23
√

6, TG = 0.07525006069, T0,0 = 0.07412715846,

T0,1 = 0.2530566229, T1,0 = 0.2367373896, T1,1 = 0.1176880417, T2,0 = 0.03219395926
 

> substitution_g:={z=rho, seq(x=gval[op(x)], x in indetermined_Phi)}

substitution g :=
�

R = 0.5894260557, z = −1/23 + 2/23
√

6, TG = 0.2792561716, T0,0 = 0.2080196158,

T0,1 = 0.08380398812, T1,0 = 0.1745210998, T1,1 = 0.1546089646, T2,0 = 0.08185826134
 

> Jacy:=VectorCalculus:-Jacobian(Phitilde,(indetermined_Phi))

Jacy := rtable
�

1 . . . 6, 1 . . . 7, [...], subtype = Matrix
�

> DRJactilde:=LinearAlgebra:-Copy(Jacy):
> DRJactilde:=map(diff,DRJactilde,R):

> gy:=<seq(gval[op(x)],x in indetermined_Phi)>

gy := rtable
�

1 . . . 7, [

0.2080196158, 0.08380398812, 0.1745210998,

0.1546089646, 0.08185826134, 0.2792561716, 0.5894260557],

subtype = Vectorcolumn

�

> vect:=evalf(subs(substitution,Jacy.gy+ p*gval[R]*DRphi +
p*hval[R]*DRJactilde.gy)+subs(substitution_g,(Jacytilde-subs({seq(x=0,
x in indetermined_Phi)},Jacytilde)).Qytilde_vect))

vect := rtable
�

1 . . . 6, [

2.91356831746550, 0.277639134512868, 1.77790203517211,

1.05435910824861, 1.09383532295684, 4.65515838962638],

subtype = Vectorcolumn

�

> gvaltilde_vect:=LinearAlgebra:-LinearSolve(M,vect):
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> ### Values of g_Qytilde at z=rho
> for i from 1 to nops(indetermined_tilde) do:
> gvaltilde[op(indetermined_tilde[i])]:= gvaltilde_vect[i];
> od;

gvaltilde
0,0 := 22.7105001312604

gvaltilde
0,1 := 9.58737068993794

gvaltilde
1,0 := 15.2609199684249

gvaltilde
1,1 := 16.8897440393078

gvaltilde
2,0 := 8.61516558962385

gvaltildeG := 40.2912611107740

> ##################################################################

> ## Expected size after reduction ##

> ##################################################################

> Norm1:=add((gvaltilde[i,0]+gvaltilde[i,1])* binomial(k,i), i=0..k-1)+
gvaltilde[G]+gvaltilde[k,0]

Norm1 := 145.505625537062

> ## The expected size after reduction is:

> S:= evalf(1/gval[L]*(p*gval[R] + Norm1))

S := 77.7972457523802
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