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Professeur, Université Grenoble-Alpes (UJF) Rapporteur

Francisco Chinesta
Professeur, ENSAM (PIMM) Rapporteur
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Beniamin Bogosel
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4.3.1 Déplacements verticaux à chaque couche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
4.3.2 Critère de Von Mises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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6.4 Dérivée de forme de l’obstacle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
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1.2 Premier croquis déposé du concept de stéréolithographie, d’après [79] . . . . . . . . . . . 10
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extrait de [174] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20



Table des figures
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à partir des forces équivalentes uniquement. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.18 Supports optimisés (en bleu) obtenus après minimisation de la somme des deux com-
pliances (3.11) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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6.7 Domaine Ω séparé en trois sous-domaines par l’interface Σ fixe et ∂Ωout variable. . . . . 101

6.8 Solution de l’équation (6.3) avec V+ = V− = 1, n’étant rien d’autre que la distance
euclidienne au bord ΓD (bord gauche) sur le domaine. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

6.9 Deux lignes de courant du champs V∇d. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

6.10 Le champ d − d0,ΓD
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Introduction

I. Motivation

Contexte

Cette thèse est consacrée à l’optimisation de la forme et de la topologie de pièces construites en
fabrication additive par le procédé fusion laser sur lit de poudre métallique. Les nouveaux procédés de
fabrication suscitent beaucoup d’intérêts ces dernières années pour leur capacité à construire des pièces
complexes. En particulier la fabrication additive (FA) métallique sur lit de poudre permet aux industries
de ne plus être limitées par les contraintes de fabrication conventionnelles (fraisage, moulage,...). Plus
spécifiquement, le procédé le plus utilisé est le SLM (Selective Laser Melting, ou aussi LBM pour Laser
Beam Melting), où un laser fond le lit de poudre très localement avant qu’un racleur étale une nouvelle
couche de poudre après la solidification.

Figure 1 – Illustration du procédé SLM, le laser vient fusionner localement le lit de poudre puis après
solidification, une nouvelle couche est étalée par dessus par le racleur.

Néanmoins, même si ce procédé offre une grande liberté dans le design de la pièce, il possède ses
propres contraintes de fabrication. Les forts gradients de température apportés par la chaleur du laser
de manière successive à chaque couche contraignent fortement la pièce et peuvent même la déformer lors
de la fabrication, ne la rendant plus conforme au design voulu. Ces déformations, accumulées à chaque
couche, peuvent parfois même causer l’arrêt de la machine si la partie déformée dépasse du lit de poudre
lorsque le racleur étale une nouvelle couche. De plus, des contraintes résiduelles peuvent apparaitre dû
au jeu des dilatations et rétractations successives de chaque couche et fissurer la structure pendant sa
fabrication. Une solution consiste alors à rajouter de la matière autour de la pièce, appelée supports de
fabrication, pour la maintenir. Ces supports peuvent être optimisés [10],[9] pour minimiser la matière
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utilisée, le temps de leur fabrication ou de leur retrait. Cependant, le concepteur peut préférer modifier
la géométrie de la pièce plutôt que de rajouter cette matière supplémentaire onéreuse. L’objectif est
donc de concevoir une pièce légèrement différente qui n’amène pas de défaut de fabrication tout en
conservant une bonne performance de la pièce dans son utilisation finale. Une fois la pièce construite,
il est nécessaire d’évacuer la poudre avant de la découper du plateau. Il faut alors s’assurer que la pièce
ne comporte pas de cavité afin de ne pas enfermer de poudre dans sa structure. Lorsque la pièce est
totalement dépoudrée, elle est séparée de son plateau de fabrication. Lors de cette étape, la pièce peut
se déformer car elle relâche une partie de ses contraintes résiduelles accumulées pendant la fabrication.

Optimisation de forme

L’optimisation de forme [8],[29] est alors une solution pour obtenir des formes fabricables par le
procédé de fusion laser sur lit de poudre en limitant ces différentes contraintes de fabrication. Cette
méthode permet de trouver la forme optimale à un problème donné et suscite un fort intérêt ces dernières
années du fait de son potentiel pour l’industrie. En effet, les formes générées sont la plupart du temps
complexes et difficiles à fabriquer par des procédés de fabrication classiques (fraisage, moulage,...).

Parmi les méthodes d’optimisation de forme présentent dans l’industrie, on peut citer la méthode
SIMP (Solid Isotropic Material Penalization) [33, 32] et la méthode des lignes de niveaux (ou level-
sets)[19, 166]. La méthode SIMP vise à optimiser la densité de matière dans le domaine de conception.
Cette densité est ensuite utilisée pour obtenir une géométrie. Cette approche est la plus populaire
dans la littérature scientifique et est de fait très présente parmi les outils industriels d’optimisation de
forme. La deuxième méthode s’appuie sur la variation d’une fonction ligne de niveaux, permettant une
définition explicite de la forme en tout temps, ce que la méthode SIMP ne fait pas. Dans ces travaux,
la méthode des lignes de niveaux sera utilisée répondre aux objectifs formulés.

Objectifs et cadre de la thèse

L’optimisation topologique du couple pièce/support consiste à modifier la géométrie de la pièce et
de ses supports conjointement pour faire décroitre une certaine fonction objectif, tout en préservant les
éventuelles contraintes présentes dans le modèle. La structure finale obtenue sera optimisée en termes
de coût de fabrication et d’utilisation pour un problème final donné. Plusieurs contraintes de fabrication
liées à la technologie SLM devront être prises en compte dans le schéma d’optimisation de forme, et
la majeure partie des travaux présentés ici y est dédiée. Différentes étapes de la gamme de production
seront prises en compte en commençant par l’étape de fabrication, puis de la découpe de la pièce du
plateau, et enfin du retrait des supports. L’étape de traitement thermique n’est pas abordée car elle
nécessite une simulation trop fine du phénomène, et présente peu d’intérêt en terme d’optimisation de
forme. On supposera également que l’orientation de la pièce sur le plateau de fabrication est fixée.

II. Résumé des chapitres

Ce mémoire de thèse s’articule autour de deux parties, la première permet d’introduire le contexte
dans lequel se place cette thèse ainsi que les outils utilisés pour la réalisation des travaux. La deuxième
présente les contributions de cette thèse constituées principalement de différentes contraintes d’op-
timisation développées pour limiter les contraintes de fabrication du procédé SLM. Les travaux sur
l’optimisation du couple support/pièce seront également développés. Tous les modèles proposés sont
validés à travers des simulations numériques en dimension 2 et 3.

Partie I : Contexte et outils

Chapitre I : État de l’art

Dans ce premier chapitre, le procédé de fabrication SLM est décrit. Les étapes nécessaires à la
fabrication d’une pièce sont présentées, y compris celles n’étant pas considérées dans les travaux de
cette thèse afin d’introduire largement le contexte technique. Surtout, les contraintes du procédé seront
détaillées permettant de mieux comprendre les enjeux des travaux développés plus loin. Enfin, l’état de
l’art concernant l’optimisation de forme pour des contraintes de fabrication additive est présenté, fixant
le point de départ des travaux développés dans cette thèse.
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Figure 2 – Supports (en bleu) optimisés pour un chargement mécanique. La surface de contact entre
la pièce (en blanc) et son support est pénalisée facilitant les opérations de retrait.

Chapitre II : Optimisation de forme

Ce deuxième chapitre présente les outils mathématiques utilisés lors de cette thèse. Un bref état
de l’art des différentes méthodes d’optimisation de forme est présenté, puis la méthode de variation de
frontière, ou méthode d’Hadamard, est introduite. Enfin, la méthode du Lagrangien Augmenté permet-
tant de résoudre des problèmes d’optimisation sous contraintes, largement utilisés dans ces travaux, est
brièvement décrit.

Partie II : Contributions

Chapitre III : Optimisation de forme de supports de fabrication

Les travaux de ce chapitre sont consacrés à l’optimisation de forme des structures supports. Un
premier modèle de force mécanique est introduit permettant d’obtenir une forme de support maintenant
les surfaces inclinées que présente la pièce. La prise en compte d’une pénalisation de la surface de
contact entre la pièce et ses supports modélise également une contrainte de post-production, utile lors
de l’opération de retrait des supports. La structure montrée en Figure 2 est ainsi obtenue, où un support
(en bleu) permet la fabrication d’un tube coudé (en blanc) tout en minimisant les points de contact entre
la pièce et son support ce qui facilite son retrait. Ce modèle a l’avantage d’être efficace, peu couteux en
temps calcul, car il garantit la fabrication de la pièce en n’utilisant qu’un problème mécanique, mais ne
donne pas d’information sur les paramètres du procédé utilisé.

Un modèle de force équivalente aux déplacements d’origine thermique issus d’une simulation du
procédé thermoélastique complète le modèle. La combinaison de ces deux modèles de force permettent
d’obtenir des supports prévenant la déformation de la pièce pendant sa fabrication, tout en assurant la
fabricabilité de ses surfaces inclinées. Un exemple des supports obtenus avec ce modèle est montré en
Figure3.

Une étude est également menée sur la modélisation du comportement des supports alvéolés, comme
ceux utilisés par de nombreux industriels. Les performances de ces supports aux propriétés orthotropes
sont ensuite analysées.

Chapitre IV : Optimisation de forme de supports de fabrication

Dans ce chapitre, une seconde méthode de simulation du procédé est présentée. Cette méthode,
appelée inherent strain permet de simuler efficacement le procédé de fabrication couche par couche par
un chargement purement mécanique. La simplicité de cette simulation permet son intégration dans le
schéma d’optimisation de forme. Ainsi, plusieurs critères d’optimisation peuvent être formulés à partir
des solutions de cette simulation pour limiter les défauts de fabrication. Par ailleurs, la pièce à fabriquer
doit présenter une forme préservant autant que possible les performances mécaniques dans son utilisation
finale, mesurées par le critère de compliance, ainsi que son volume.

3



Introduction

Figure 3 – Supports optimisés pour un chargement thermoélastique limitant la déformation de la pièce
lors de sa fabrication, couplé avec un chargement mécanique garantissant la fabrication de la pièce.

Un critère visant à réduire les déplacements subits par la pièce après sa séparation du plateau est
également considéré. La flèche présentée par la forme de la pièce obtenue après la minimisation de ce
critère est comparée avec celle de la pièce optimisée uniquement pour le problème finale, comme montré
en Figure 4.

Figure 4 – Comparaison des déformées numériques entre la géométrie de référence (à gauche) et celle
optimisée (à droite) pour le critère mesurant le déplacement après découpe.

La comparaison est également effectuée expérimentalement par la fabrication de ces géométries. Le
plateau complet est d’ailleurs montré en Figure 5. Ces fabrications ont également permis de calibrer
le modèle de simulation inherent strain par analyse inverse, permettant d’obtenir une simulation plus
précise pour des géométries fabriquées avec ces mêmes paramètres de fabrication.

Enfin, un nouveau critère pour l’optimisation de forme des supports a été étudié, utilisant les solu-
tions de ce modèle de simulation couche par couche.

Chapitre V : Optimisation de forme du couple pièce/support

Ce chapitre porte sur la problématique du sujet de thèse. Ici, les différents modèles de chargement
pour l’optimisation de forme des supports ainsi que la méthode de simulation inherent strain seront
utilisés pour optimiser conjointement la forme de la pièce et de ses supports. La forme de la structure à
fabriquer (pièce et supports) devra présenter un volume minimal tout en garantissant sa fabricabilité et
la bonne performance de la pièce dans un problème final. Différents résultats seront obtenus en fonction
de la pondération choisie pour chaque contrainte, comme en témoignent ceux montrés en Figure 6 où
plus ou moins de supports (en bleu) sont laissés pour supporter la forme (en blanc). On suppose dans
ces travaux que plus le volume de matière à fabriquer est important, plus la pièce est chère à produire,
plus le volume de la pièce, ou son poids, est important plus son coût de fonctionnement est élevé, dans
un contexte aéronautique.

Un cas test plus complexe en 3 dimensions sera étudié dans ce chapitre.
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Figure 5 – Fabrication des géométries optimisées pour les différents critères calculés avec les solutions
de la méthode inherent strain.

Figure 6 – Résultats d’optimisation conjointe de la pièce et de ses supports, différents selon la
pondération choisie pour chaque contrainte.

Chapitre VI : Accessibilité

Les travaux de ce chapitre sont consacrés à une contrainte d’accessibilité qui peut être utilisée dans
un processus d’optimisation de forme. On cherche ici à répondre à une contrainte de post-production en
rendant une forme accessible en ligne droite depuis l’extérieur de son domaine de conception afin d’être
parachevée par un outil coupant. Un critère d’optimisation est formulé grâce aux solutions d’équations
eikonales résolues dans un domaine présentant un obstacle. Le champ solution des équations eikonales
mesurant une distance à un bord donné se voit être perturbé par la présence de l’obstacle, permettant
par la suite de mettre en valeur les points non-accessibles du domaine depuis ce bord. En Figure 7
sont montrés deux champs distance solutions d’équations eikonales utilisées pour résoudre le problème
d’accessibilité. A gauche le champ, qui est la distance signée au bord gauche du domaine ne contenant
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aucun obstacle, n’est pas perturbé contrairement au champ solution de l’équation résolue sur un domaine
comportant un obstacle circulaire (en blanc), à droite.

Figure 7 – Distances d, solutions d’équations eikonales utilisées pour la résolution du problème d’ac-
cessibilité. En présence de l’obstacle (en blanc), le champ se voit perturbé (à droite) contrairement à
celui où l’obstacle n’est pas considéré (à gauche). Cette perturbation mettra plus tard en valeur les
points non-accessibles du domaine depuis le bord gauche

Un cas test en 3 dimensions est montré où l’optimisation de forme conjointe de la pièce à fabriquer et
de ses supports permet à ces derniers d’être accessibles depuis certains bords du domaine de conception,
comme montré en Figure 8 où les supports bleus sont accessibles depuis les bords verts du domaine.

Figure 8 – L’optimisation conjointe de la pièce (en blanc) et de ses supports (en bleu) rend accessibles
ces derniers depuis les bords verts du domaine.
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— Future publication en préparation sur la contrainte d’accessibilité.
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1.1 Introduction

La fabrication additive (FA) [23, 67] est un procédé de fabrication par ajout de couches successives
[22]. Avant le XXieme, l’Homme n’a cessé de fabriquer ses objets de manière soustractive, c’est à dire
en partant d’un brut puis de lui enlever de la matière pour lui donner sa forme finale. En 1964, l’auteur
de science fiction Arthur C. Clark rêve d’une ”machine à répliquer” [46], puis en 1972, on peut voir
l’imprimante tridimensionnelle du Professeur Tournesol dans ”Tintin et le Lac aux Requins” (Figure
1.1) [91].

Ce n’est qu’en 1981 qu’Hideo Kodama publie deux articles [79, 78] dans lesquels il décrit une
technique de prototypage rapide utilisant une résine photosensible pour fabriquer un objet couche par
couche (Figure 1.2).

Le projet n’étant financé que de 545$ par an par le laboratoire qui y portait peu d’intéret, le projet
est abandonné. Trois en plus tard, c’est à la cantine de la Compagnie Générale d’Electricité (CGE,
future Alcatel) qu’Alain Le Méhauté et Olivier de Witte ont l’idée de croiser deux lasers dans un bain
de monomère afin de former un polymère, solide. Avec l’aide de Jean-Claude André qui suggère de
déposer le monomère couche après couche, ils déposent un brevet en 1984 [20], trois semaines avant
un certain Chuck Hull aux Etats-Unis [75]. La CGE abandonnera peu après le brevet pour manque
de perspective commerciale... C’est donc l’Américain Chuck Hull, fondateur de l’entreprise 3DSystem
[2] (entreprise très importante dans le secteur encore aujourd’hui) qui en 1988 lance la toute première
machine à stéréolithographie (SLA, pour StereoLithography Apparatus). C’est de cette technologie
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Figure 1.1 – Extrait de planche de ”Tintin et le Lac aux Requins” [91]

Figure 1.2 – Premier croquis déposé du concept de stéréolithographie, d’après [79]

qu’est nommé le format STL, encore utilisé aujourd’hui pour transférer un objet venant de la CAO
(Conception Assistée par Ordinateur) à une machine de fabrication additive.

Aujourd’hui, la fabrication additive regroupe sept technologies différentes [22], du dépôt de filament
polymère fondu à la fusion laser sur lit de poudre, et trouve ces applications chez les particuliers
mais aussi et surtout chez les industriels dans les secteurs de l’aéronautique [83, 100, 82], l’automobile
[138, 56, 170] ou encore le médical [149, 124]. Quelle que soit la technologie utilisée, la fabrication
additive présente l’avantage majeur de fabriquer des pièces complexes sans surcoût [58] car elle est régie
par moins de contraintes que ceux des procédés conventionnels comme la fonderie ou le fraisage. Ce
procédé se prête au prototypage rapide [114], la personnalisation de pièce [113] ou la réparation d’objet
[136]. Un autre avantage est le coût de démarrage d’une fabrication. Quelle que soit la complexité ou
la taille de la pièce à fabriquer, le temps de préparation est faible, comparé aux autres procédés où
il est nécessaire de fabriquer un moule, ou de programmer une machine CNC (Computer Numerical
Control) [28]. Ce dernier point compense l’une des limitations majeures de la fabrication additive qui
est le coût de production [127] et surtout de post production à grande échelle très élevé aujourd’hui
comparé au moulage par injection par exemple. Enfin comme tout procédé d’élaboration de brut, la
fabrication additive possède des contraintes de fabrication restreignant certaines libertés de conception
pouvant impacter grandement la qualité structurelle de la pièce et son état de surface.

Dans la suite, nous nous intéresserons à la fabrication additive métallique sur lit de poudre. Cette
technologie sera présentée en détails dans ce premier chapitre, en commençant par son fonctionnement,
ses limites et les solutions mises en place pour les contourner.
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1.2 La fabrication additive métallique sur lit de poudre

C’est en 1999 que les Allemands Matthias Fockele et Dieter Schwarze introduisent sur le marché la
première machine de fabrication additive métallique sur lit de poudre [171]. Aujourd’hui, trois procédés
différents s’appuient sur cette technologie : le metal binder jetting (MBJ) [182, 96], la fusion par faisceau
d’électrons (EBM pour Electron Beam Melting) [119, 81] et la fusion laser sur lit de poudre (PBF pour
Powder Bed Fusion) [90, 146, 145].

Le metal binder jetting consiste à déposer très localement de fines gouttelettes de liant sur un lit de
poudre reposant sur un plateau de fabrication, en suivant la section transversale de la pièce. Une fois ce
liant déposé, la chambre de fabrication contenant la pièce en construction et le lit de poudre descend de
la hauteur d’une couche (quelques dizaines de microns) puis un dispositif appelé racleur ou rouleau étale
une très fine couche de poudre par dessus. Le processus est réitéré jusqu’à construction de la pièce, dite
”verte”, c’est le procédé couche par couche. La pièce est ensuite débarrassée de la poudre qui l’entoure,
retirée du plateau puis placée dans un four de déliantage, afin d’éliminer le liant par évaporation, puis
dans un four de frittage pour combler les espaces laissés par la disparition du liant et coalescer les grains.
On observe donc un retrait dimensionnel entre la pièce verte sortant du lit de poudre et la pièce finale,
qui doit être évidemment uniforme sur toute la pièce. C’est pourquoi ce procédé est surtout utilisé pour
des pièces de petite taille pour l’instant, car le retrait est moins délicat à contrôler. Néanmoins, le MBJ
offre la possibilité de fabriquer des pièces extrêmement détaillées, nécessitant peu de retouches tout en
ayant une cadence de production importante. Cette technologie est aujourd’hui regardée de très près
par les industriels.

La fusion par faisceau d’électron repose cette fois sur la fusion très locale du lit de poudre par un
faisceau d’électrons focalisé. L’énergie dissipée par les électrons heurtant la poudre fait chauffer celle-ci
qui, au point de fusion, passe à l’état liquide puis se solidifie lors de l’étape de refroidissement. De
même que pour le MBJ, une fois le lit de poudre balayé par le faisceau, une autre fine couche de poudre
est étalée par dessus. Cette technologie est intéressante car elle apporte peu de contraintes résiduelles
aux pièces. Néanmoins, les pièces doivent avoir une taille minimale et la qualité de l’état de surface est
moyenne. De plus, le lit de poudre doit être entièrement préchauffé à une température élevée (autour
de 600°C pour du Ta6V [6]) et la chambre de fabrication doit être maintenue quasiment sous vide [119].
Cette technologie a été beaucoup utilisée ces dernières années mais perd peu à peu d’intérêt aux vues
de ses contraintes de fabrication, au profit de sa concurrente directe : la fusion laser sur lit de poudre.

La fusion laser sur lit de poudre reprend le même principe que l’EBM mais utilise un laser comme
source d’énergie pour transformer le lit de poudre (Figure 1.3). On distingue deux procédés dans cette
catégorie : le frittage laser direct de métal (DMLS pour Direct Metal Laser Sintering) et la fusion
sélective par laser (SLM pour Selective Laser Melting ou LBM pour Laser Beam Melting). Le procédé
DMLS chauffe seulement la poudre à des températures proches de celle de fusion du matériau et fritte
simplement les particules métalliques, tandis que le SLM fond complètement la poudre.

Figure 1.3 – Schéma explicatif du procédé de fusion laser sur lit de poudre
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Dans ces travaux, le SLM sera étudié. C’est aujourd’hui le procédé le plus mature, il offre une qualité
de pièce relativement bonne, et permet de construire des géométries plutôt massives, avec des chambres
de fabrication allant jusque 400 cm3 aujourd’hui. Les matériaux les plus répandus sont l’aluminium, les
alliages base nickel (en particulier l’Inconel 718, qui conserve de très bonnes propriétés mécaniques après
soudage [133]) ou le titane (en particulier le Ti-6Al-4V, ou Ta6V, offrant un bon compromis entre masse
et propriété mécanique, ainsi qu’une bonne résistance à la corrosion [92]). Ces matériaux se présentent
bien sûr avant la fabrication sous forme de poudres, réalisées par atomisation et dont les grains ont une
taille située entre 15 µm et 50 µm [39]. L’épaisseur de couche utilisée est généralement située entre 20
µm et 60 µm, permettant d’obtenir un bon niveau de détails [132, 147].

1.3 Les contraintes du procédé SLM

1.3.1 Contraintes résiduelles

Origines et conséquences
La plupart des contraintes de fabrication du procédé SLM viennent de l’interaction entre le laser

et le lit de poudre [139]. L’énergie apportée (entre 150 et 1000W en fonction de la machine et de
son réglage, pour une taille de spot comprise entre 80 et 500 µm [148]) chauffe la poudre la faisant
passer de l’état solide à liquide. La solidification advient ensuite lors de la phase de refroidissement.
La fusion a l’avantage d’être très locale mais elle augmente aussi la différence de température entre
le bain de fusion et le reste du lit de poudre ou de la structure déjà construite. On observe alors une
expansion thermique du matériau autour de la zone affectée thermiquement (Figure 1.4). Néanmoins,
cette expansion est restreinte par le reste de la structure, moins chauffée, et on observe l’apparition
des premières contraintes résiduelles en compression [105, 94, 104, 161, 94, 125]. Par définition, les
contraintes résiduelles sont les contraintes restantes dans un matériau déformé après que le chargement
l’ayant déformé ait été retiré [34], en l’occurrence la chaleur apportée par le laser à chaque couche dans
le cas du SLM.

Figure 1.4 – Expansion thermique de la zone affectée thermiquement par le laser

Après le passage du laser, la matière fusionnée se refroidit et se solidifie. Passé ce point de solidifi-
cation, on observe cette fois un retrait thermique du matériau durant toute la phase de refroidissement
(Figure 1.5). Celle-ci peut durer plusieurs dizaines de secondes, le temps pris par le laser pour par-
courir le reste du lit de poudre puis au racleur d’étaler une nouvelle couche. Une fois encore, le reste
de la structure attachée au plateau empêche ce retrait amenant de nouvelles contraintes résiduelles, en
traction cette fois, responsables de divers problèmes.

Par le jeu des cycles de chauffe et de refroidissement et au fur et à mesure des couches, la pièce une
fois fabriquée est très contrainte, accélérant sa fatigue et sa plastification en service [26, 38]. Aussi, après
fabrication lorsque la pièce est découpée de son plateau, certaines contraintes résiduelles sont relâchées
obligeant la pièce à se déformer, pouvant faire apparâıtre des fissures ou simplement une non conformité
de la pièce [94]. Ce phénomène est très visible lors de la fabrication de l’éprouvette dite ’peigne’ (Figure
1.6a), très classique en fabrication additive métallique. Lorsque les ’dents’ du peigne sont coupées, les
contraintes résiduelles accumulées dans la partie haute se relâchent et n’étant plus reliée au plateau,
cette dernière se déforme (Figure 1.6b).
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Figure 1.5 – Retrait thermique du matériau durant la phase de refroidissement

(a) Éprouvettes dites ’peigne’, avant
découpe

(b) Déformation du ’peigne’ lors de sa
séparation du plateau mettant en
évidence la relaxation de la pièce

Figure 1.6 – Photographies d’éprouvettes montrant la déformation après relaxation des contraintes
résiduelles extraites de [94]

Solutions pour limiter les contraintes résiduelles

Heureusement, ces contraintes dépendent fortement de nombreux facteurs, elles peuvent donc être li-
mitées en choisissant les bons paramètres machine, en particulier ceux influant sur le gradient thermique
généré par l’énergie du laser. On peut citer ici :

1. L’épaisseur de couche : Plus les couches sont épaisses, plus la quantité de gaz entre les par-
ticules de poudre est importante, limitant le gradient thermique et la vitesse du refroidissement
du cordon [173],[116],[155].

2. La vitesse et puissance du laser : Plus la vitesse du laser est importante, plus le gradient
thermique dans le lit de poudre augmentera à densité d’énergie équivalente pour une vitesse plus
faible. De même, il est observé que plus la puissance du laser est grande, plus les contraintes
résiduelles sont importantes au sein du matériau après fabrication [173],[116].

3. La stratégie de lasage : Une trajectoire de passe longitudinale augmente la longueur du cor-
don de fusion, apportant plus de contraintes résiduelles lors de sa solidification [176]. Une des
stratégies communes la plus adaptée pour la réduction des contraintes est la stratégie dite
en damier [5],[42], mais elle peut détériorer l’état de surface de la pièce. Il existe également
des méthodes pour optimiser la trajectoire des lasers afin de réduire ces contraintes [35, 36].
Néanmoins, le choix des paramètres laser dépend aussi d’autres facteurs et leur gestion n’est pas
aussi triviale. Une discussion plus approfondie est nécessaire mais ne sera pas faite ici.

4. Les traitements thermiques : Cette pratique est sans doute la plus utilisée pour se débarrasser
de la majeure partie des contraintes résiduelles et améliorer les performances mécaniques de
la pièce. Une fois les pièces dépoudrées et souvent avant qu’elles soient détachées du plateau,
elles subissent un traitement de détensionnement, consistant à les faire monter en température,
jusqu’à celle de transition afin de réarranger les dislocations pendant une période pouvant durer
quelques heures. Cette chauffe est ensuite suivie d’une redescente en température très contrôlée
[65]. On observe alors une baisse significative des contraintes résiduelles [152],[137]. Cependant,
en modifiant la microstructure du matériau, il se peut que les performances de la pièce fabriquée
soient altérées. Un compromis est alors à trouver entre réduction des contraintes et performances
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de la pièce.

1.3.2 Déformations plastiques

Origines et conséquences
Les gradients de température très importants apportés par le passage du laser peuvent également avoir

un effet indésirable sur la pièce lors de sa fabrication. Lorsque les contraintes générées par l’expansion
et le retrait thermique des couches atteignent la limite élastique du matériau, elles donnent lieu à
des déformations plastiques. Des fissures peuvent alors apparâıtre non loin d’une concentration de
contraintes dans la pièce, et généralement après le dépôts de plusieurs couches au dessus de l’endroit
de ces fissures (Figure 1.7a). Ces contraintes peuvent être tellement importantes qu’on peut assister,
surtout pour les pièces massives, à un décollement de leur base du plateau (Figure 1.7b).

(a) Fissures apparues pendant la
fabrication

(b) Décollement de la base de la
pièce du plateau

Figure 1.7 – Photographies de pièces présentant des défauts liés à des contraintes résiduelles trop
importantes pendant la fabrication

Ces déformations plastiques peuvent aussi avoir lieu à l’échelle de la couche lors de la construction
de surfaces inclinées vers le plateau, dites en downskin, ou en overhang [125, 163]. Avec les procédés
couche par couche, il est nécessaire de fabriquer ces types de surface en escalier, laissant l’extrémité
de chaque couche non soudée à la couche inférieure. Plus l’angle que présente la surface en downskin
par rapport à la direction de fabrication (verticale) est important, plus ces extrémités non maintenues
seront longues et donc sujettes à des déformations plastiques lors du retrait thermique de la couche.
L’accumulation de ces déformations locales peut engendrer un état de surface dégradé [162] en plus
d’une non conformité dimensionnelle, et parfois même arrêter le processus de fabrication. En effet, si
les extrémités non maintenues sont trop longues, le racleur peut venir les heurter si leur déformation
les amène à dépasser du lit de poudre de la couche suivante (Figure 1.8). Avant cela, le racleur peut
déformer de manière élastique ces parties dépassant du lit de poudre,. Lorsque celles-ci reviennent
brusquement à leur état d’équilibre, elles projettent de la poudre autour d’elles rendant le lit de poudre
non uniforme pouvant altérer la qualité de la fabrication autour. En règle générale, l’angle limite de
downskin pour lequel la fabrication ne pose aucun problème est de 45◦ avec la direction de fabrication
[80]. Néanmoins selon les paramètres machine, des surfaces présentant un angle jusqu’à 60◦ peuvent
être fabriquées.

Solutions pour limiter les déformations plastiques

Concernant les déformations plastiques amenant à des fissures ou à des décollements de la base de
la pièce au plateau, il existe aujourd’hui des règles de conception afin limiter ces phénomènes. Il est
par exemple préférable de réduire au maximum les changements de section brusques afin d’éviter les
concentrations de contraintes. De même, il est de mise de rattacher la pièce au plateau par un rayon
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Figure 1.8 – Schéma du phénomène de déformation des couches lors de la construction de surfaces
inclinées. Si les déformations sont trop importantes, le racleur peut heurter l’extrémité des couches.

de raccordement plutôt que de construire les premières couches formant un angle vif avec la surface
du plateau. Bien sûr il ne s’agit que de règles de conception générales, une simulation complète du
procédé de fabrication est souvent nécessaire afin de prédire correctement l’état de contraintes et les
déformations subis par la pièce. Ce point est détaillé plus bas.

1.3.3 Supports de fabrication

Afin de limiter les déformations très locales à l’échelle de la couche observées lors de la fabrication de
surface en downskin, il est nécessaire d’utiliser des supports de fabrication. Ces structures se construisent
aux côtés de la pièce, dans le même lit de poudre (éventuellement avec une stratégie de lasage différente),
et rattachent les surfaces de la pièce devant être supportées au plateau. Ces supports ont plusieurs
fonctions :

1. Faciliter la conduction thermique : Les supports étant de la matière fusionnée, ils peuvent
servir à évacuer la chaleur apportée par le laser et réduire les gradients thermiques accumulés
dans la pièce [48, 123].

2. Limiter les déformations de la pièce pendant la fabrication : Comme expliqué plus haut,
les contraintes apportées par l’expansion et le retrait thermique rapide du matériau peuvent don-
ner lieu à des déformations, très locales ou non. Les supports sont donc utilisés pour contenir
ces déformations, en reliant la partie de la pièce déformée au plateau. Il est habituel de les voir
attachés à une surface en overhang, car c’est aujourd’hui le seul moyen de fabriquer ces surfaces.
Pour des volumes plus importants il est préférable de prévoir des supports plutôt massifs, voire
une extrusion de matière à partir de la surface à supporter.

3. Maintenir les éléments suspendus : Dans les procédés lit de poudre, le racleur parcours la
surface du lit de poudre en étalant une fine couche de poudre. Il faut donc que les parties solidifiées
soient en tout point rattachées au plateau afin d’éviter d’être emportées par le passage du racleur.
Or si la pièce présente un élément dit ’suspendu’ (Figure 1.9a), sa première couche se trouvera
être directement lasée sur le lit de poudre et se verra emportée au passage de racleur suivant.
Enfin, si une couche devait relier deux parties de la pièce (pour former un pont parfaitement
horizontal)(Figure 1.9b), la longueur suspendue de la couche dans le lit de poudre ne peut pas
excéder 1 mm sans être supportée (cette valeur dépend des paramètres machine).

Néanmoins, les supports ne participant pas à l’utilisation finale de la pièce, il est nécessaire de les retirer
après fabrication. Ce dernier point représente un problème majeur dans leur utilisation car ils devront
être retirés le plus souvent à la main lorsque cela est possible, augmentant largement le coût et le temps
de production. Généralement la géométrie de ce type de supports, dits sécables, est relativement simple
(sous forme de bloc sous les surfaces en overhang ou de mur très fin) avec une faible fraction volumique
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(a) Elément suspendu (b) Surface horizontale

Figure 1.9 – Représentation de surfaces spécifique devant nécessiter un maintien par des supports de
fabrication.

puisqu’ils sont construits à partir d’un quadrillage de murs fins (Figure 1.10a). Ils sont également reliés
à la pièce par une interface irrégulière (Figure 1.10b) permettant le retrait manuel avec une pince ou un
burin (Figure 1.11a). L’autre solution est d’utiliser des supports pleins, ne possédant pas de géométrie
interne particulière (la stratégie de lasage peut en revanche être différente de celle de la pièce pour
accélérer leur fabrication). Ils sont préférés pour des géométries à supporter plus massives. Néanmoins
il devront être retirés par usinage, augmentant également leur temps de retrait mais rendant l’opération
efficace, répétable, sûre pour l’opérateur et permet un état de surface soigné de la pièce. Cette solution
nécessite tout de même de prévoir des zones de bridage sur la pièce afin de la maintenir pendant
l’usinage. Aussi, l’opération de retrait, manuelle ou automatisée, nécessite une interface entre la pièce
et le support accessible en ligne droite depuis l’extérieur pour permettre le passage d’un outil, ce qui
peut ne pas être le cas pour une pièce complexe.

(a) Supports quadrillés (b) Interface sécable

Figure 1.10 – Géométries typiques de supports destinés à être retirés manuellement

Enfin cette matière solidifiée, contrairement à la poudre, ne pourra pas être réutilisée (Figure 1.11b).

1.3.4 Dépoudrage

Une fois la fabrication terminée la poudre non fusionnée, remplissant entièrement le bac de fabri-
cation, doit être retirée afin de manipuler la pièce et son plateau (Figure 1.12). La majeure partie
de la poudre est simplement aspirée avant que le plateau soit retiré de la machine, puis la poudre
résiduelle est soufflée. Cette opération doit être effectuée avec minutie car d’une part la poudre non
fusionnée présente un risque en matière de Santé, Sécurité et Environnement (SSE), et elle peut en-
gendrer d’autre part plusieurs problèmes pour les étapes suivantes. Lors du traitement thermique, les
poudres résiduelles pourraient se fritter à la pièce et il deviendra alors difficile de les retirer. Ensuite,
l’étape de désolidarisation de la pièce du plateau se fait généralement par électro-érosion, ou EDM
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(a) Retrait manuel des supports (b) Supports retirés et destinés à être jetés

Figure 1.11 – Photographies prises pendant une opération de retrait de supports

(Electrical Discharge Machining). Le plateau est plongé dans un bain d’eau ou d’huile et un fil chargé
électriquement parcours la surface du plateau, découpant la base des pièces fabriquées. La présence de
poudres résiduelles dans ce bain formerait une sorte de boue qui serait également très difficile à retirer
par la suite. Il est donc important de retirer correctement toutes les particules de poudre pouvant être
incrustées dans les aspérités de la surface de la pièce, ce qui nécessite là aussi que toutes les surfaces
de la pièce soient accessibles depuis l’extérieur. De manière évidente, les cavités internes à la pièce ne
peuvent pas être dépoudrées, il faut donc prévoir un passage d’évacuation les reliant à l’extérieur.

Figure 1.12 – Photographie du lit de poudre après fabrication pendant la première étape de dépoudrage

1.3.5 Gamme de fabrication

Les principales étapes de la gamme de fabrication sont montrées dans le schéma en Figure 1.13.
Cette gamme est la plus commune et peut-être utilisée pour la fabrication de pièces standards,

néanmoins elle peut être modifiée dans certains cas :

1. Traitement thermique de détentionnement avant séparation pièce-plateau : Comme ex-
pliqué en 1.3.1, ce traitement thermique réduit fortement la quantité de contraintes résiduelles
dans la pièce en sortie de fabrication. Il n’est pas nécessaire mais très conseillé pour réduire les
déformations après séparation du plateau et relaxer la pièce, surtout si la pièce et le plateau sont
constitués du même matériau.

2. Traitement thermique de détentionnement après séparation pièce-plateau Il est également
possible de réaliser ce traitement de détentionnement après la séparation du plateau. Il se peut
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Figure 1.13 – Étapes d’une gamme classique de fabrication

en effet que les pièces ne soient pas fabriquées avec le même matériau que celui du plateau et
n’aient pas le même comportement lors du traitement thermique. Aussi, il peut être intéressant
de regrouper les traitements thermiques de détentionnement et de maturation, ce dernier étant
aussi facultatif et utilisé pour atteindre certaines caractéristiques mécaniques en modifiant sa
microstructure. En effet, dans le cas où la fabrication, les traitements thermiques et les autres
opérations de post production de s’effectuent pas au même endroit, il peut-être intéressant de
limiter les transports de pièces. Il faudra en revanche toujours veiller à ce que les pièces ne
présentent pas de géométrie favorisant leur déformation après découpe.

3. Traitement de surface et usinage Ces étapes permettent d’améliorer l’état de surface de la
pièce lui permettant une meilleure tenue en fatigue [158] et de fonctionnaliser certaines de ces
surfaces, elle ne sont encore une fois pas obligatoires mais conseillées. En général, la pièce est
sablée ou microbillée afin de retirer toutes les poudres résiduelles et améliorer dans le même
temps l’état de surface qui est généralement grossier en sortie de fabrication. La valeur du
Ra (hauteur moyenne arithmétique) associé peut varier entre 5µm et 25µm en fonction des
paramètres machine, la taille de poudre ou l’inclinaison de la surface [76, 43]. En revanche
cette valeur peut être réduite à une valeur inférieure à 1µm après sablage ou usinage [106, 101].
L’usinage est également utilisé pour retirer les supports ou faire respecter les côtes aux tolérances
exigeantes sur certaines surfaces fonctionnelles. Une fois de plus, toutes les surfaces nécessitent
d’être accessibles afin d’effectuer ces opérations.

1.3.6 Simulation du procédé

La simulation du procédé permet en pratique d’anticiper les effets néfastes induits par le procédé
sur la pièce, mais également de mieux comprendre ce procédé de fabrication complexe. En effet le
phénomène de fusion du lit de poudre voit la poudre passer à l’état liquide et gazeux (évaporation,
pour certaines puissances de laser) puis redevenir solide sous un autre état. Sa simulation nécessite des
analyses thermiques, mécaniques et métallurgiques, toutes couplées les unes aux autres rendant très
difficile voire impossible aujourd’hui la simulation complète à l’échelle de la pièce. Deux stratégies de
simulation différentes sont observées, microscopique (à l’échelle du cordon de fusion) et macroscopique
(à l’échelle de la pièce).

Simulation à l’échelle microscopique

Afin de comprendre les phénomènes intervenant lors de la fusion de la poudre puis de la solidification
du bain de fusion, des prédictions sont réalisées à l’échelle du cordon de fusion. Il faut donc prendre en
compte l’interaction du bain de fusion avec le lit de poudre, passant de l’état solide à liquide et gazeux
[130, 109, 49, 47, 102]. L’étude de la progression du bain de fusion dans le lit de poudre doit ensuite
prendre en compte les phénomènes mécaniques, fluides et thermiques influant sur la microstructure et
la formation de contraintes résiduelles [37, 95, 21, 99, 167]. Néanmoins au vue des nombreux paramètres
à prendre en compte et de la non-linéarité des phénomènes, il est aujourd’hui impossible de simuler le
comportement à l’échelle de la pièce.
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Simulation à l’échelle macroscopique

Afin de prédire le comportement de la pièce complète, une simulation macroscopique doit être
utilisée nécessitant plusieurs simplifications des phénomènes. Cette échelle ne modélise généralement
pas le changement de phase de la poudre lors de sa fusion et ne considère que la phase solide avec
les propriétés du matériau sous forme de poudre ou solidifié après fusion. La source thermique peut
être dynamique en modélisant le passage du laser sur la couche, permettant d’obtenir l’influence de la
trajectoire ainsi que des champs thermiques et mécaniques plus réalistes [134, 155, 51, 121]. Néanmoins
ces études nécessitent aussi des ressources de calcul importantes.

La méthode de simulation inherent strain est également de plus en plus utilisée par les industriels
car très rapide. A l’origine développée pour la soudure [154], cette étude est pûrement mécanique et
fait l’hypothèse que les déformations apportées par le dépôt d’une couche sur la pièce sont les mêmes
à chaque couche [44, 40, 140, 4]. Ces déformations ’inhérentes’ dépendent fortement des paramètres du
procédé et sont calculées pour chaque machine et changement de paramètres par analyse inverse après
l’étude d’une pièce fabriquée. Cette étape de calibration est lourde et destinée aux industriels, mais
une fois réalisée la méthode se révèle fidèle pour n’importe quelle géométrie et efficace car elle n’utilise
qu’une analyse mécanique. Enfin, quelle que soit la méthode, les couches physiques sont modélisées par
des macro-couches, représentant plusieurs couches réelles pour limiter le coût de calcul.

1.4 Optimisation topologique pour la fabrication additive métallique
sur lit de poudre

Comme expliqué précédemment, la fabrication additive métallique sur lit de poudre possède de
nombreux avantages mais il existe encore plusieurs barrières technologiques ne permettant pas la fabri-
cation de n’importe quelle géométrie. Aujourd’hui, de nombreuses recherches sont faites pour limiter
ces contraintes de fabrication. On peut noter l’étude du préchauffage du lit de poudre pour réduire
le gradient thermique entre la poudre et le bain de fusion [169] ou l’optimisation de la trajectoire du
laser pour réduire les contraintes résiduelles [35, 45, 36]. Une autre solution est de s’affranchir de ces
contraintes par la modification du design original de la pièce. Comme expliqué plus haut, l’avantage
majeur de la fabrication additive est la possibilité de fabriquer des structures complexes, souvent op-
timisées topologiquement [8, 32]. Cette optimisation permet d’obtenir le plus classiquement un poids
minimal de la pièce pour satisfaire une contrainte de rigidité mécanique (aussi appelée compliance).
Ce point sera détaillé plus tard. Il est également possible d’ajouter d’autres contraintes d’optimisation
qui, bien choisies, pourront avoir un impact positif sur le design de la pièce et permettre une meilleure
fabrication. Cette section donne un aperçu des recherches en la matière.

1.4.1 Prise en compte de contraintes géométriques dans l’optimisation

Contrainte d’autoportance

Selon l’adage célèbre dans le milieu de la fabrication additive, ”un bon support de fabrication est un
support de fabrication qui n’existe pas”. Comme vu plus tôt, les supports de fabrication permettent entre
autre la fabrication des surfaces dites overhang, mais ils augmentent également considérablement le coût
et le temps de fabrication. C’est donc dans le but de limiter leur utilisation que les premiers travaux
en optimisation topologique pour la fabrication additive furent menés, en utilisant des contraintes
géométriques, c’est à dire qui ne dépendent que de la forme de la pièce (angle, épaisseur, courbure,...).
On peut donc citer classiquement les travaux portants sur la minimisation de ces surfaces overhang, en
évaluant les angles formés par la pièce (Figure 1.14) [13, 168], en s’assurant que tout point soit supporté
par la structure [175, 85, 157, 13] ou encore par une simulation thermique du procédé et en minimisant
les points chauds [25]. Il faut préciser que ces contraintes géométriques doivent être respectées tout en
conservant une bonne performance de la pièce pour son utilisation finale. Néanmoins, l’angle critique est
à choisir explicitement dans la plupart des méthodes, or l’inclinaison maximale que peut présenter une
surface sans qu’elle soit dégradée dépend tout de même des paramètres de la machine de fabrication.
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Figure 1.14 – Optimisation topologique sans contrainte d’angle imposé (à gauche) et avec (30◦) (à
droite) pour former une structure autoportante.

Contrôle des échelles de longueur

Tous les procédés de fabrication sont limités par un niveau de résolution en dessous duquel il n’est
pas possible de fabriquer de manière répétable. Avec le procédé SLM, on retiendra que la fabrication
d’une paroi fine verticale n’est pas répétable en dessous de 0,4 mm [57]. De nombreux travaux ont donc
été réalisés afin de contrôler les tailles caractéristiques des solutions issues d’optimisation topologique,
par des contraintes sur l’épaisseur minimale ou maximale des barres ou de l’écart entre elles (Figure
1.19)[62, 129, 181, 18].

Figure 1.15 – Optimisation topologique sans contrainte d’épaisseur minimale de barre (à gauche) et
avec (à droite) d’après [62]

Contrainte de dépoudrabilité

L’optimisation topologique peut parfois mener à une structure comportant des cavités. Dans le
cas des procédés lit de poudre elles sont bien sûr proscrites car la poudre y resterait enfermée. Il est
donc nécessaire de s’assurer dans un premier temps que le domaine extérieur à la forme soit connexe
[174, 179]. Des recherches ont été effectuées à ce sujet pouvant très bien s’appliquer aux procédés lit de
poudre (Figure 1.16).

Figure 1.16 – Optimisation topologique sans la prise en compte de cavités (à gauche) et avec (à droite),
extrait de [174]

Contrainte d’accessibilité

Pour plusieurs opérations de post-fabrication, il est nécessaire d’accéder à certaines zones parti-
culières de la pièce, comme l’interface entre la pièce et ses supports, les surfaces fonctionnelles pour
l’usinage ou le polissage. Or pour une pièce complexe issue d’optimisation topologique, certaines de ces
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surfaces peuvent ne pas être accessibles depuis l’extérieur de la pièce ou selon une direction donnée.
Quelques travaux récents abordent ce problème en imposant l’accès des supports depuis une direction
donnée en ligne droite (Figure 1.17) [103, 156, 9].

Figure 1.17 – Optimisation de forme de la pièce et de ses supports pour rendre ces derniers accessibles
en ligne droite depuis les bords verts du domaine

1.4.2 Optimisation de formes des supports

Lorsque la géométrie de la pièce est fixée, pour des raisons fonctionnelles par exemple, il n’est pas
possible d’optimiser la forme de la pièce pour la rendre autoportante. En revanche, les supports eux
peuvent être optimisés topologiquement pour la fabrication. Le sujet a été largement traité, une méthode
classique est de détecter les surfaces de la pièce en overhang puis de leur appliquer un chargement de
type gravité (Figure 1.18) [10, 112], ou en rendant la structure complète (ensemble pièce et supports)
autoportante [107]. Les supports peuvent aussi être optimisés pour des critères thermiques, maximisant
la conduction de la chaleur dans la structure complète [10, 180]. Leur optimisation peut également
intégrer une contrainte de post-production qui limite leur surface de contact avec la pièce, réduisant a
priori le coût de leur retrait [87, 112].

Figure 1.18 – Forme fixée (à gauche) maintenue par ses supports optimisés pour un chargement
volumique type gravité (à droite) d’après [10].

1.4.3 Prise en compte de la simulation du procédé dans l’optimisation

La contrainte de fabrication principale est due aux retraits thermiques successifs des couches qui
provoquent l’apparition de déformations et de contraintes résiduelles. Par expérience, on sait que cer-
taines déformations sont localisées sur les surfaces en overhang. On peut alors utiliser l’optimisation
topologique avec les contraintes vues plus haut pour anticiper ces déformations et rendre la structure
autoportante ou optimiser les supports de fabrication. Néanmoins pour des géométries complexes, le
recours à la simulation est nécessaire pour prédire les contraintes ou les déformations, et modifier la
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géométrie de la pièce en conséquence. Afin de trouver une forme optimisée pour limiter ces phénomènes,
il faut simuler le procédé de fabrication. Puisque le changement de géométrie entrâıne une modification
des solutions de la simulation, celle-ci doit être calculée à chaque itération d’optimisation. Pour rendre
possible cette optimisation en terme de coût calcul, la simulation doit être envisagée à l’échelle macro-
scopique. Plusieurs stratégies sont adoptées aujourd’hui, comme une simulation thermoélastique de la
pièce à fabriquer pour optimiser sa forme (Figure 1.19) [141, 15] ou celle de ses supports [151, 9]. Plus
récemment, des travaux utilisent la méthode inherent strain pour simuler plus rapidement le procédé
et optimiser la pièce [151] ou les supports [178, 97, 126].

Figure 1.19 – Optimisation topologique sans minimisation des contraintes résiduelles (à gauche) et
avec (à droite) extrait de [15]

1.4.4 Optimisation conjointe de la pièce et des supports

La stratégie d’optimisation de la structure à fabriquer (pièce et supports) la plus commune dans
la littérature est décomposée en deux étapes : l’optimisation topologique de la pièce fonctionnelle,
puis dans un deuxième temps de ses supports. Une stratégie plus ambitieuse et moins commentée
consiste à optimiser ces deux formes simultanément pour aboutir à un couple pièce fonctionnelle et
supports de fabrication optimisé. Des travaux portant sur cette stratégie visent à réduire le coût de
fabrication, qui peut être lié dans un premier temps au volume de la structure fabriquée [98, 112, 10] et
à l’orientation de la pièce sur le plateau, considérée en dimension deux pour l’instant [86]. Néanmoins
le coût de production n’est pas seulement lié aux phénomènes ayant lieu pendant la fabrication. Encore
peu d’études s’intéressent à la prise en compte d’étapes de post-production dans l’optimisation de la
structure à fabriquer (Figure 1.20) [88, 84].

Figure 1.20 – Différents résultats d’optimisation topologique conjointe de la pièce et des supports,
avec une contrainte sur le volume des supports (verts) variable d’après [84]
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1.5 Problématique

Dans cette première partie, les avantages et les contraintes de la fabrication additive sur lit de
poudre, et plus particulièrement ceux de la technologie SLM, ont été abordés. Cette technologie pro-
metteuse encore récente, souffre d’un phénomène qui lui confère aussi son intérêt : l’interaction du
laser avec la poudre sur chaque couche. Il est à l’origine de la plupart des contraintes de fabrication
(déformations, contraintes résiduelles, présence de supports,...), qui peuvent néanmoins être limitées
grâce à un choix de paramètres judicieux (vitesse et puissance du laser, stratégie de lasage,...). Si elles
peuvent être limitées, ces contraintes inhérentes au procédé restent aujourd’hui bloquantes pour la pro-
duction industrielle de certaines pièces. Aussi, la fabrication de pièces complexes peut poser problème
en post-production avec la dépoudrabilité des cavités ou l’accessibilité de certaines zones qui n’est pas
garantie. Une solution est le recours à l’optimisation topologique qui permet d’obtenir une géométrie
optimisée pour un problème donné. La fabrication additive a tout à prendre de cette technique puisque
les solutions obtenues montrent souvent des formes très complexes, difficiles à fabriquer, mais très per-
formantes d’un point de vue fonctionnel. Le défi est alors d’inclure les contraintes de fabrication du
procédé SLM dans l’optimisation pour que les géométries résultantes les prennent en considération.
C’est un schéma classique dans le processus d’optimisation et de nombreux travaux ont été menés pour
prendre en compte les contraintes d’autres procédés de fabrication comme la fonderie [108, 16, 17, 70]
ou l’usinage [89, 110]. La majorité des travaux réalisés au cours de ces trois années porte sur la prise
en compte d’un maximum de contraintes de fabrication dans le processus d’optimisation afin de rendre
une géométrie complexe fabricable et performante dans un problème fonctionnel. La problématique
des supports de fabrication est aussi étudiée pour les rendre le plus efficace possible tout en limitant
les contraintes qu’ils apportent. D’un point de vue industriel, il est nécessaire de minimiser les coûts
de production. Comme vu plus haut, certaines géométries complexes ne peuvent être industrialisées
car leur coût de production est onéreux (car trop de supports ou trop complexes à parachever). Il a
été montré précédemment que les supports de fabrication peuvent fortement impacter le coût de la
pièce, mais c’est leur présence qui garantie une bonne fabricabilité de cette dernière. En contraignant
la géométrie optimisée à être autoportante, le coût de fabrication est réduit mais la performance de la
pièce est dégradée, ou le poids est augmenté ce qui peut engendrer un coût supplémentaire en service.
Une question se pose alors : Quelle stratégie est la moins chère du point de vue de la fabrication et
de l’utilisation de la pièce ? Faut-il utiliser des supports partout où ils sont nécessaires pour garantir
la fabrication de la géométrie optimale ou faut-il modifier cette dernière, au risque de la rendre moins
performante, pour réduire le coût de fabrication ? La réponse est dans l’intitulé de cette thèse, un com-
promis peut être trouvé en optimisant le couple pièce/support. Le chapitre 5 sera d’ailleurs consacré
à l’optimisation conjointe de la pièce et de ses supports dont le résultat sera donné naturellement en
fonction des contraintes de fabrication considérées et des choix de l’utilisateur. Les autres chapitres
quant à eux concerneront la prise en compte des différentes contraintes de fabrication dans le schéma
d’optimisation de forme.
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2.1 Introduction

L’optimisation topologique suscite un fort intérêt de la communauté scientifique ces vingt-cinq
dernières années du fait de son potentiel pour l’industrie, en particulier par l’introduction de cette
méthode de conception dans les logiciels de simulation du commerce et aider le concepteur à explorer
des nouveaux domaines . Jacques Hadamard pose les fondements théoriques de cette discipline au début
du XXieme avec [69]. Cette méthode a pour but de trouver la forme optimale pour un problème donné,
dans un ensemble de formes admissibles. Mathématiquement, le problème peut classiquement s’écrire :

min
Ω∈Uad

J(Ω) (2.1)

où Ω est la structure candidate à la minimisation de la fonction objectif J en respectant les contraintes
imposées, et Uad est l’ensemble des formes admissibles.

2.1.1 Catégories d’optimisation de forme

On distingue classiquement trois catégories d’optimisation de forme :

1. Optimisation paramétrique : La structure n’est modifiée qu’avec quelques paramètres uni-
quement, comme son épaisseur, le diamètre minimal de ses barres ou sa hauteur par exemple.
Ce type d’optimisation est très utilisé en industrie mais il restreint fortement la variation de la
forme.
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2. Optimisation géométrique : Ici, la frontière de la forme évolue, c’est elle la variable d’opti-
misation. Elle offre plus de possibilités dans la variation de la forme, néanmoins la topologie est
fixée.

3. Optimisation topologique : C’est le type d’optimisation qui offre la plus grande liberté dans
la variation de la forme puisque la frontière et la topologie peuvent changer. C’est la méthode la
plus intéressante pour résoudre (2.1) car la moins restreinte et la plus à même de se rapprocher
de la solution optimale. La littérature est très large à son sujet et plusieurs méthodes ont été
développées pour résoudre le problème (2.1).

2.1.2 Méthode de densité

C’est la méthode la plus ancienne (avec la publication de M.Bendsœen 1988 [31]) et la plus rependue
dans la littérature scientifique [143], la quasi-totalité des logiciels commerciaux l’utilise aujourd’hui.
L’idée est de résoudre (2.1) à la manière d’une optimisation paramétrique classique avec comme variable
la densité ρ, valant 1 dans la structure et 0 en dehors. La résolution de ce problème donne alors
une solution non interprétable, aux frontières non définies puisque le problème autorise les densités
intermédiaires (0≤ ρ ≤1) (Figure 2.1a). Un aspect fondamental de cette méthode est de construire un
schéma d’interpolation afin que les densités intermédiaires soient pénalisées. La formulation la plus plus
populaire est le schéma SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) [32] :

Ei(ρi) = ρpiE
∗ (2.2)

où p est le paramètre de pénalisation et E∗ le module de Young du matériau solide. Le choix de p > 1
tend à rendre les densités intermédiaires moins efficaces et fait converger la solution vers une structure
aux contours bien définis (Figure 2.1b). Le ≪ nombre magique ≫ souvent utilisé est p=3, satisfaisant
les bornes de Hashin-Shtrikman [30].

(a) (b)

Figure 2.1 – Solutions d’un problème d’optimisation avec la méthode des densités, sans pénalisation
des densités intermédiaires (a) et avec (b) (schéma SIMP) [142]

2.1.3 Méthode de lignes de niveau, ou level-set

La méthode de lignes de niveau consiste à représenter cette fois la forme Ω de manière implicite
par une fonction scalaire généralement notée ϕ et appelée level-set, définie dans tout le domaine de
conception D ∈ RN telle que :  ϕ(x) < 0 si x ∈ Ω,

ϕ(x) = 0 si x ∈ ∂Ω ∩ D,
ϕ(x) > 0 si x ∈ D\Ω.

(2.3)

La forme est ici bien définie à travers la position de son interface avec l’ensemble des points situés
sur la courbe de niveau ϕ = 0, aussi appelée iso0 (Figure 2.2). C’est grâce à cette définition claire de
l’interface et la non-nécessité de filtrer la solution que cette méthode est très utilisée pour les problèmes
de dynamique des fluides (notamment pour la simulation du procédé SLM pour suivre l’évolution du
bain de fusion [131, 177]), d’analyse d’image [93, 135] ou d’optimisation de forme [19, 60]. Cette interface
évolue ensuite au cours de l’optimisation grâce à l’équation de transport de type Hamilton-Jacobi, en
utilisant une notion de temps artificiel :
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∂ϕ

∂t
(x, t) + V (x, t) | ∇ϕ(x, t) |= 0, ∀t,∀x ∈ D (2.4)

où la vitesse V (x, t) correspond à une direction de descente obtenue après le calcul de la dérivée de
forme. Un cas classique d’optimisation utilisant cette méthode sera donné un peu plus loin pour plus
de détails.

Figure 2.2 – Représentation d’une forme définie par une level-set où l’iso0 est représentée par le trait
blanc (à gauche), et la représentation en dimension 3 de la fonction ligne de niveau (à droite)[60]

2.2 Dérivée de forme

2.2.1 Définition

Le but de l’optimisation de forme est de minimiser la valeur d’une fonction objectif en changeant
de manière itérative la forme de la structure. La méthode numérique mise en œuvre nécessite le calcul
d’un gradient et donc de dérivation par rapport au domaine. L’analyse de Murat et Simon [118] est
utilisée ici, qui s’appuie sur la méthode de variation de frontière d’Hadamard [69]. Soit Ω0 un domaine
de référence, ouvert borné et régulier de RN (N = 2 ou 3). On suppose que l’ensemble des formes
admissibles Ω est obtenu par transport du champ vecteur θ ∈ W 1,∞(RN ;RN ) :

Ω = {x+ θ(x) tel que x ∈ Ω0}. (2.5)

Toute forme admissible pourra donc être représentée par un champ de vecteurs θ : RN → RN et pourra
s’écrire Ω = (Id+ θ)(Ω0). Autrement dit, le champ de vecteurs θ(x) déplace chaque point x de Ω0 à un
point déformé x+ θ(x) (Figure 2.3).

Figure 2.3 – Transport de la forme Ω0 par le champ de vecteurs θ(x)
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Definition 2.2.1. Soit J(Ω) une fonction de l’ensemble admissible Uad dans R. La fonction J est dite
différentiable s’il existe une forme linéaire continue J ′(Ω) sur W 1,∞(RN ;RN ) telle que

J((Id+ θ)(Ω0)) = J(Ω0) + ⟨J ′(Ω0), θ⟩+ o(θ), où lim
θ→0

| o(θ) |
∥θ∥W 1,∞(RN ;RN )

= 0 (2.6)

La fonction J ′(Ω0) est appelée dérivée de forme de J .

Aussi, la dérivée de forme ne dépend que de la composante normale de θ sur la frontière ∂Ω0, c’est
un résultat classique obtenu de la méthode d’Hadamard [69, 8].

Deux exemples classiques de dérivées de formes d’intégrales, dont l’intégrande ne dépend pas du
domaine, sont données. Pour plus de détails, le lecteur peut se référer aux nombreux travaux déjà
effectués sur le sujet [144, 118, 14, 8].

Proposition 1. Soit un Ω0 un ouvert borné régulier de RN et f ∈ W 1,2(RN ,RN ) et J une fonction
de forme de Uad dans RN définie par

J(Ω0) =
∫
Ω0

fdx,

alors J est différentiable et sa dérivée s’écrit

J ′(Ω0)(θ) =

∫
Ω0

div(fθ)dx =

∫
∂Ω0

fθ.ndS, ∀θ ∈ W 1,∞(RN ,RN ) (2.7)

où n est la normale à Ω0

Proposition 2. Soit un Ω0 un ouvert borné régulier de RN et f ∈ W 2,2(RN ,RN ) et J une fonction
de forme de Uad dans RN définie par

J(Ω0) =
∫
∂Ω0

fdx,

alors J est différentiable et sa dérivée s’écrit

J ′(Ω0)(θ) =

∫
∂Ω0

(
∂f

∂n
+Hf)θ.ndS, ∀θ ∈ C1(RN ,RN ) (2.8)

où H est la courbure moyenne, soit H = div(n). Pour plus de détails, le lecteur peut se référer à [8].

2.2.2 Méthode du Lagrangien

Dans le cas où l’intégrande dépend du domaine, typiquement une solution d’une équation aux
dérivées partielles posée dans Ω, une méthode formelle est souvent utilisée pour trouver la dérivée de
forme : la méthode du Lagrangien, ou de Céa [41]. Dans cette section, un exemple classique d’optimi-
sation sera utilisé pour expliquer la méthode.

Dans cet exemple, D ⊂ R2 est le domaine de conception et Uad un ouvert borné de D à frontière
lipschitzienne, considéré comme l’espace des formes admissibles. Avec Ω ∈ Uad, la frontière Γ est divisée
en trois parties disjointes tel que Γ = ∂ΓD ∪ΓN ∪ΓF . ΓD est le bord où les déplacements sont imposés
(conditions aux limites de Dirichlet), ΓN correspond au bord où le chargement est appliqué (conditions
aux limites de Neumann) et ΓF est le bord libre, optimisable. Aussi, H1

Γ(Ω) = {u ∈ H1(Ω);u =
0 sur ΓD}. Le déplacement élastique u ∈ H1(Ω)N de la forme Ω est solution du problème élastique
linéarisé suivant :  −div(Ae(u)) = g dans Ω,

Ae(u)n = f sur ΓN ,
u = 0 sur ΓD.

(2.9)

où e(u) = 1
2 (∇u+∇uT ) est le tenseur des déformations linéarisé, g ∈ L2(Ω)N le chargement volumique,

f ∈ H1(Ω)N le chargement surfacique et n le vecteur unité normal à Ω. Aussi, A(x) est le tenseur de
rigidité, valant A∗ dans Ω et les propriétés d’un matériau mou, dit Ersatz (’substitut’ en allemand)
dans D\Ω, tel que :
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A(x) = ρ(x)A∗ avec ρ =

{
1 dans Ω,
ϵ << 1 dans D\Ω, (2.10)

où ϵ = 10−3 généralement. Enfin, Ae(u) = 2µe(u) + λdiv(u)Id, où µ et λ sont les coefficients de Lamé
et Id la matrice identité.

On considère une fonction objectif du type

J(Ω, u(Ω)) =

∫
Ω

j(x, u(Ω, x))dx+

∫
∂Ω

l(x, u(Ω, x))ds, (2.11)

Proposition 3. La dérivée de forme de (2.11) s’écrit

J ′(Ω, u(Ω))(θ) =

∫
∂Ω

θ.n(j(u) +Ae(u).e(p)− gp)ds+

∫
∂Ω

θ.n

(
∂l(u)

∂n
+Hl(u)

)
ds

−
∫
ΓN

θ.n

(
∂(f.p)

∂n
+H(f.p)

)
−
∫
ΓD

θ.n

(
∂(u.Ae(p)n+ p.Ae(u)n)

∂n
+H(u.Ae(p)n+ p.Ae(u)n)

)
ds,

(2.12)

avec p solution du problème adjoint −div(Ae(p)) = −j′(u) dans Ω,
Ae(p)n = l′ sur ΓN ,

p = 0 sur ΓD.
(2.13)

Preuve : On introduit le Lagrangien, qui est la somme de la fonction objectif et de la formulation
variationnelle de l’équation d’état

L(Ω, v, q, µ) =
∫
Ω

j(v)dx+

∫
∂Ω

l(v)dx+

∫
Ω

(−div(Ae(v))− g).qdx

+

∫
ΓN

(Ae(v)n− f).qds) +

∫
Γ

Ae(v)n.qds+

∫
ΓD

v.µds,
(2.14)

où v, q, µ ∈ H1(RN )N ne dépendent pas du domaine. On les suppose dérivables, de même que j. La
dérivée partielle de L par rapport a Ω dans la direction θ est obtenue lorsque les dérivées partielles de
L par rapport u, p et µ s’annulent [8]

∂L
∂Ω

(Ω, u, p, µ)(θ) = J ′(Ω)(θ). (2.15)

Pour plus de détails, le lecteur peut se référer à [19]

Extension et régularisation. Il est à noter que θ n’est définie que sur l’interface ∂Ω, ne donnant
qu’une information sur la perturbation du bord qui diminuerait la fonction objectif. Il est nécessaire
d’étendre le champ vitesse sur tout le domaine et de le régulariser pour prévenir certaines oscillations
à la frontière.

En prenant la dérivée de forme suivante

J ′(Ω)(θ) =

∫
∂Ω

jθ.n ds (2.16)

et avec une vitesse d’advection du type θ = wn, on peut écrire

J ′(Ω)(wn) =

∫
∂Ω

jw ds (2.17)

Au lieu de choisir w = −j, il est plus judicieux de résoudre un problème variationnel permettant à
la fois d’étendre le champ vitesse et de le régulariser. On cherche ν ∈ H1(D) :∫

D
(α2∇ν · ∇W + νW )dx = J ′(Ω0)(W ) pour tout W ∈ H1(D) (2.18)

où α > 0 est un scalaire de l’ordre d’une taille de maille. C’est cette étape qui relie la dérivée de forme à
une direction de descente, utilisée dans un algorithme de type gradient et adaptée à la méthode level-set.
Ici, θ = νn garantit une bonne direction de descente pour J .
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Changement topologique. Une caractéristique de la dérivée de forme est l’absence d’information
sur le changement de topologie. En particulier, pour les problèmes en 2 dimensions, il est impossible de
créer de nouveaux ≪ trous ≫ au milieu de la forme. Les trous existants peuvent toutefois disparâıtre ou
fusionner suivant le champ donné par la dérivée de forme. Cette particularité s’applique uniquement à
la méthode des lignes de niveaux. Il est alors de mise de débuter l’optimisation par une forme initiale
composée de nombreuses inclusions. En 3 dimensions néanmoins, la topologie de la forme initiale importe
moins puisqu’un trou peut être créé dans la forme par la réunion de deux zones du matériau Ersatz
dans la troisième dimension.

2.3 Gestion des contraintes d’optimisation - Lagrangien aug-
menté

Plusieurs algorithmes d’optimisation peuvent s’appliquer à l’optimisation de forme, comme l’algo-
rithme MMA (Method of Moving Asymptotes) [150], SQP (Sequential Quadratic Programming)[63, 120]
ou encore les algorithmes de pénalisation [120]. Ces derniers seront considérés dans cette partie.

Soit J : Uad → R une fonction objectif dérivable, on considère le problème d’optimisation avec
contraintes suivant :

min
Ω⊂Uad

J(Ω),

s.t. C1(Ω) = 0,
C2(Ω) ≤ 0.

(2.19)

où C1, C2 : Uad → R sont respectivement les contraintes d’égalité et d’inégalité. Le problème d’opti-
misation avec contraintes (2.19) peut être remplacé par un problème d’optimisation non contraint en
considérant la fonction auxiliaire suivante :

L(Ω) = J(Ω) + P (Ω), (2.20)

où le terme P (Ω) pénalise les violations de contrainte. Cette nouvelle fonction peut être minimisée par
la méthode du Lagrangien augmenté, utilisée tout au long de ces travaux.

2.3.1 Contraintes d’égalité

Considérons d’abord le problème d’optimisation suivant :

min
Ω⊂Uad

J(Ω),

s.t. C1(Ω) = 0.
(2.21)

Le Lagrangien augmenté à minimiser s’écrit :

L(Ω, λ, µ) = J(Ω)− λC1(Ω) +
µ

2
| C1(Ω) |2, (2.22)

où λ est le multiplicateur de Lagrange et µ le coefficient de pénalisation. En pratique, le multiplicateur
de Lagrange est mis à jour à chaque itération k d’après la condition d’optimalité λk+1 = λk − µC1(Ω)
[120].

2.3.2 Contraintes d’inégalité

Considérons maintenant le problème d’optimisation avec contrainte d’inégalité suivant :

min
Ω⊂Uad

J(Ω),

s.t. C2(Ω) ≤ 0.
(2.23)

Ici, (2.23) peut être ramené à un problème d’optimisation avec contrainte d’égalité en introduisant une
variable d’écart s :

C2(Ω)− s = 0, s ≤ 0. (2.24)
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Le Lagrangien augmenté est alors écrit comme suit :

L(Ω, λ, µ) = J(Ω)− λ(C2(Ω) + s) +
µ

2
| C2(Ω) + s |2 . (2.25)

Optimiser (2.25) par rapport à s donne une valeur optimale de la variable d’écart telle que sopt =
max(0,−λ

µ − C2(x)). Finalement, le Lagrangien augmenté à minimiser s’écrit :

L(Ω, λ, µ) = J(Ω)− λmax(C2(Ω),−
λ

µ
) +

µ

2
| max(C2(Ω),−

λ

µ
) |2 . (2.26)

Le lecteur peut se référer à [120] pour plus de détails.

2.4 Application : minimisation de la compliance

Un problème classique d’optimisation de forme avec la méthode level-set est proposé ci-dessous, dont
la solution est obtenue grâce au logiciel de résolution d’équations différentielles partielles FreeFEM [71].
Ce logiciel a d’ailleurs été utilisé pour obtenir tous les résultats d’optimisation de forme montrés dans
ce mémoire. Aussi, les calculs sont effectués sur un CPU 2.50 GHz Intel(R)i7 Xeon(R).

2.4.1 Définition du problème

La forme recherchée doit être la plus rigide possible avec un volume restreint, elle doit donc minimiser
la fonction suivante :

J(Ω) =

∫
ΓN

f · u ds+ l

∫
Ω

dx, (2.27)

avec u le déplacement solution de (2.28) et l le multiplicateur de Lagrange, fixe dans notre exemple,
qui pondère la contrainte sur le volume.

On définit l’espace suivant :

H1
ΓD

(Ω)N = {u ∈ H1(Ω)N : u = 0 sur ΓD}

Le déplacement élastique u de la forme Ω est solution dans l’espace H1
ΓD

(ω)N du problème élastique
linéarisé suivant :  −div(Ae(u)) = 0 dans Ω,

Ae(u)n = f sur ΓN ,
u = 0 sur ΓD.

(2.28)

2.4.2 Calcul de la dérivée de forme et mise à jour de la forme par advection
de la level-set

Pour minimiser la fonctionnelle J , la forme Ω doit être déformée dans la direction de descente θ tel
que J ′(Ω) est négative. En s’appuiant sur le résultat de (2.12) et en prenant p = −u (résultat particulier
pour la compliance, le problème est autoadjoint), la dérivée de forme s’écrit [8] :

J ′(Ω)(θ) =

∫
∂Ω

θ.n(l −Ae(u)e(u))ds. (2.29)

Le champ θ(x) doit ensuite être étendu grâce à (2.18) en prenant v = (l−Ae(u)e(u)), donnant une
direction de descente définie sur tout le domaine et pouvant être utilisée pour résoudre l’équation de
transport (2.4).
La fonction ϕ est initialisée comme la distance à l’interface permettant d’obtenir un gradient ∇ϕ de
magnitude uniforme et de calculer correctement les normales n à la frontière. On appelle cette fonction
la distance signée dΩ(x) [54, 122] telle que x ∈ RN → dΩ(x), et est solution de l’équation Eikonal :

| ∇dΩ |= 1 dans D. (2.30)

Au fur et à mesure des itérations, la level-set peut ’s’aplatir’ [54, 122], il est alors nécessaire de réinitialiser
ϕ régulière à dΩ pour rétablir l’uniformité du gradient autour de ∂Ω.

31



Chapitre 2. Optimisation de forme

2.4.3 Algorithme

L’algorithme classique d’optimisation de forme avec la méthode level-set utilisé tout au long des
travaux est résumé ci-dessous :

1. Définition de la forme initiale, avec une topologie suffisamment riche (en 2D).

2. Itération jusqu’à convergence, pour k ≥ 0 :
— Résolution du problème direct et calcul de la fonction objectif J(Ωk).
— Résolution du problème adjoint (si besoin) et calcul de la dérivée de forme.
— Extension et régularisation de la vitesse ν
— Résolution de l’équation d’Hamilton-Jacobi (2.4) pour obtenir ϕk+1.
— Redistanciation de ϕk+1.
— Calcul de J(Ωk+1).
— Si J(Ωk+1) ≤ (1 + tol)J(Ωk), avec tol un réel positif, l’itération est acceptée, sinon le pas tk

est diminué.
Si la norme de νk est suffisamment petite ou si tk est trop petit, la convergence est atteinte et
l’algorithme est arrêté.

2.4.4 Exemple classique

Dans cet exemple, le cas de la poutre MBB est considéré. Le domaine de calcul est de taille
3mm× 1mm correspondant à la moitié de la poutre et représenté en Figure (2.4a) avec les différentes
conditions aux limites. Une condition de symétrie est imposée sur le bord gauche vertical en bloquant
le déplacement horizontal. Le domaine est discrétisé en 120 × 40 éléments P1 utilisés pour résoudre le
problème mécanique (2.28). Le chargement vertical vaut f = (0,−1) et est appliqué au milieu de la
poutre, soit à l’extrémité gauche du domaine. Les conditions aux limites de Dirichlet sont appliquées
à chaque extrémité de la face inférieure de la poutre, soit à l’extrémité droite du bord inférieur du
domaine de calcul. Aussi, le module de Young E = 1 et le coefficient de Poisson ν = 0.3. La convergence
est obtenue après 200 itérations, avec un multiplicateur de Lagrange fixe l = 0.2 (Figure 2.4e). Tout
au long du mémoire, pour les figures où les courbes de convergence sont montrées, l’axe des abscisses
indique le nombre d’itérations de l’algorithme et celui des ordonnées la valeur de chaque critère. Ici,
on remarque que la fonction objectif dépend fortement de la valeur de la compliance, cela est dû à une
valeur du multiplicateur de Lagrange plutôt faible.
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(a) Domaine de conception symétrisé

(b) Forme initiale

(c) Itération 50

(d) Itération 100

(e) Itération 200, forme optimisée

(f) Evolution de J(Ω), de la compliance et du volume

Figure 2.4 – Evolution de la forme et des courbes de convergence en fonction des itérations 33
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3.1 Introduction

Pour parvenir à fabriquer certaines géométries avec le procédé SLM, des supports de fabrication sont
nécessaires. Les supports sont de la non valeur ajoutée, leur utilisation augmente notamment le temps de
fabrication, le temps de parachèvement et la consommation de poudre métallique. Il est donc nécessaire
d’optimiser leur géométrie afin de maximiser leurs performances tout en minimisant leur volume. Pour
se faire, deux modèles de force sont introduits dans cette partie. Des travaux ont déjà été effectués sur le
sujet, notamment dans [10, 107] où les supports sont optimisés pour maintenir les surfaces en overhang
en considérant un chargement de type gravité s’appliquant sur la structure à fabriquer. Ce modèle
présente quelques défauts pour le procédé SLM puisque certaines surfaces en overhang sont supportées
de manière discontinue. Aussi, ce modèle ne prend pas en compte le procédé de fabrication qui peut
avoir un impact conséquent sur la géométrie des supports pour certaines pièces, en particulier les plus
massives. Dans cette partie, plusieurs travaux présentés sont issus de la publication [9]. Deux modèles
sont proposés pour corriger ces problèmes. Dans le premier, un chargement de type gravité sera toujours
considéré mais appliqué cette fois uniquement sur les surfaces en overhang, sans prendre en compte le
comportement mécanique de la pièce fabriquée. Des travaux similaires ont été effectués dans [64] avec la
méthode SIMP. Le deuxième modèle prend lui en compte le procédé de fabrication couche par couche en
déduisant des forces équivalentes aux déplacements d’origine thermique, obtenus après une simulation
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du procédé thermoélastique. Ces forces équivalentes seront ensuite utilisées dans un problème pûrement
mécanique pour évaluer la performance des supports. Cette méthode est également utilisée dans [27],
et a l’avantage d’être relativement efficace pour un temps calcul raisonnable. Les résultats numériques
seront montrés en 2 et 3 dimensions, en considérant la pièce à fabriquer fixe, l’optimisation de ses
supports sera uniquement étudiée. Une contrainte pour la post-fabrication sera également introduite,
pénalisant la surface de contact entre la pièce et les supports réduisant le nombre de zones à parachever.
Enfin, l’optimisation de forme de supports alvéolés (composés d’une grille de murs verticaux très fins)
sera approchée avec l’utilisation d’un matériau homogénéisé aux propriétés anisotropes. Ce type de
support est régulièrement utilisé en industrie pour réduire le temps de fabrication et la consommation
de matière.

Notations : Tout au long de cette partie, la forme à fabriquer sera notée ω ⊂ RN avec N ∈ {2, 3}
et ses supports S ⊂ RN . La direction de fabrication est considérée comme la direction verticale allant
du bas vers le haut.

3.2 Chargements imposés sur les surfaces en overhang

Ce premier modèle de chargement consiste à assurer la fabricabilité des surfaces en overhang de
la pièce. Dans la plupart des cas, il suffit que les supports relient la surface en overhang au plateau
afin de ne pas laisser les extrémités de couches formant cette surface se déformer. Une idée développée
dans [9] est d’imposer un chargement vertical constant sur ces surfaces, notées Γβ(∂ω), où β est l’angle
limite observé entre le bord de la pièce ∂ω et la direction de fabrication ed au delà duquel la surface
est considérée comme overhang, comme illustré en Figure 3.1. La compliance calculée à la suite de la
résolution d’un problème élastique pourra être minimisée par l’optimisation de la forme des supports.
Ces derniers, notés S et évoluant dans le domaine D seront alors forcés de maintenir ces surfaces en
tout point sous peine de voir la compliance augmenter.

Figure 3.1 – Le bord de la forme ω est considéré comme overhang s’il forme un angle supérieur ou
égal à β avec la direction de fabrication ed.

Le nouveau domaine de conception est alors l’extérieur de la forme, maillé en utilisant la librairie de
remaillage MMG [52]. Les chargements sont imposés sur les bords inclinés d’un angle supérieur à β avec
la direction de fabrication. Les conditions aux limites de Dirichlet quant à elles sont imposées sur les
bords ΓD qui sont ici le bord inférieur du domaine modélisant le plateau et les bords de la forme qui ne
sont pas considérés comme overhang. La Figure 3.2 montre le nouveau domaine de conception pour les
supports (à gauche) et les bords Γβ(∂ω) (à droite) où les chargements verticaux seront imposés, ainsi
que les bords ΓD.

On introduit l’espace suivant :

H1
ΓD

(S)N = {u ∈ H1(S)N : u = 0 sur ΓD} (3.1)

Le déplacement élastique u subit par les supports S est l’unique solution dans l’espace H1(S)N du
problème élastique linéarisé suivant :

−div(ASe(u)) = 0 dans S,
ASe(u)n = g sur Γβ ,
ASe(u)n = 0 sur ∂ω\Γβ ,

u = 0 sur ΓD

(3.2)
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Figure 3.2 – Maillage exact du domaine extérieur (rouge) à la forme du cantilever (à gauche) et
définition des bords Γβ avec β = 45◦ et ΓD (à doite)

Figure 3.3 – Supports optimisés (en bleu) obtenus par minimisation de la compliance calculée à partir
des chargements verticaux sur les surfaces en overhang d’une pièce fixe (en blanc), avec comme angle
limite β = 45◦.

où e(u) = 1
2 (∇u + ∇uT ) est le tenseur des déformations linéarisé associé au déplacement u, g est le

chargement vertical et n le vecteur normal unité. Aussi, AS est le tenseur de Hooke associé aux supports.
La compliance est le critère choisi pour évaluer la performance mécanique des supports S et sera par la
suite minimisée. Elle est définie comme suit :

C(S) =

∫
Γβ

g · u ds. (3.3)

Comme souvent, il est nécessaire d’ajouter une contrainte sur le volume de la forme. Ici, une contrainte
d’égalité est considérée afin que le volume des supports atteigne une valeur cible |Scible| imposée par
l’utilisateur. Cela a d’ailleurs du sens en pratique puisque le volume des supports doit être rigoureuse-
ment contrôlé, la matière nécessaire à leur construction devra être enlevée puis jetée après fabrication.
Le problème d’optimisation s’écrit alors

min
S⊂D

J(S)

tel que |S| = |Scible|,
(3.4)

La Figure 3.3 montre la forme des supports après minimisation de (3.4). Ce résultat a été obtenu
en choisissant ES = 1, νS = 0.3, g = 1 et β = 45◦. Comme attendu, les supports maintiennent
entièrement les surfaces Γβ d’une pièce fixe, ici un cantilever. La contrainte de volume choisie est
|Scible| = 0.22 | D |= 0.25.

Remarque 3.2.1. En pratique, il serait préférable de minimiser le volume des supports en respectant
une contrainte de compliance. La stratégie contraire est ici choisie car il est plus aisé de fixer un volume
de support final et de contrôler ainsi leur épaisseur. Avec une valeur de compliance cible bien choisie,
les mêmes résultats peuvent être obtenus.

Un critère géométrique simple a été développé afin de garantir la fabricabilité des surfaces en ove-
rhang bien qu’elle ne modélise pas le vrai phénomène physique. Le chargement surfacique garantit le
contact entre les supports et les surfaces en overhang de la pièce et assure sa fabricabilité, là où les
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travaux présentés dans [10] portent sur un supportage structurel. Les valeurs de g et de β sont choisies
par l’utilisateur et la forme des supports en dépend fortement. Néanmoins elle reste très efficace si le
besoin est de générer rapidement des supports de fabrication lorsque la pièce est fixe. D’autres cas seront
montrés en trois dimensions en section 3.5.

3.3 Chargements thermoélastiques équivalents

Un critère géométrique et mécanique pour l’optimisation de forme des supports de fabrication vient
d’être décrit en Section 3.2. Il se révèle efficace puisqu’a priori toutes les surfaces de la pièce en overhang
nécessitent d’être supportées. Néanmoins les déformations d’origine thermique ne sont pas toujours
localisées au niveau de ces surfaces, surtout pour les pièces massives. Un autre modèle de force prenant
en compte les chargements thermiques est proposé dans cette section, venant compléter le précédent
modèle. Pour estimer ces chargements induits par la fabrication, une simulation du procédé couche
par couche est utilisée, s’appuyant sur les travaux développés dans [15]. Un chargement mécanique
équivalent aux déplacements subis par la pièce en sera ensuite déduit et utilisé dans un problème
d’élasticité linéaire pour l’optimisation de la forme des supports. Des travaux similaires ont également
été réalisés avec la méthode SIMP dans [27].

3.3.1 Simulation du procédé

Pour ce modèle, le domaine D représente la chambre de fabrication et est composé de deux sous-
domaines Ω1 et Ω2, séparés par une interface Γ = ∂Ω1 ∩ ∂Ω2. Ces deux sous-domaines sont remplis de
deux matériaux thermoélastiques, représentant le métal solidifié et la poudre. Les propriétés matériaux
ξ sont constantes dans chaque sous-domaine et sont notées comme suit :

ξ(x) = ξ1χΩ1(x) + ξ2(1− χΩ1(x)),

où ξi sont les propriétés matériaux définies dans le sous-domaine Ωi et χΩi
la fonction caractéristique

de Ωi (valant 1 si x ∈ Ωi et 0 ailleurs). Le domaine D est divisé en M macro-couches horizontales et
Di correspond aux i premières couches construites tel que

D1 ⊂ ... ⊂ Di ⊂ ... ⊂ Df ≡ D.

Le domaine divisé en couches est schématisé en Figure 3.4.

Figure 3.4 – Domaine D divisé en M macro-couches horizontales.

Les équations d’état utilisées pour simuler le procédé sont l’équation de la chaleur et un système
thermoélastique. L’équation de la chaleur s’écrit : ρTi−Ti−1

∆t − div(λ∇Ti) = QLi dans Di,
(λ∇Ti).n = −β(Ti − Tinit) sur ΓN,i,
Ti = Tinit sur ΓD,i,

(3.5)

où Ti est le champ de température, ∆t > 0 le pas de temps, ρ > 0 est le produit de la densité
du matériau par la capacité thermique massique, λ > 0 est le coefficient de conductivité thermique
et β > 0 le coefficient de transfert thermique. La source thermique Q = Q1χΩ1

+ Q2(1 − χΩ1
) est
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appliquée en une seule fois sur la dernière couche de chaque de chaque sous-domaine Di, à l’image de
l’apport de chaleur au passage du laser. La trajectoire de ce dernier n’est pas modélisée. Enfin, Tinit est
la température de la chambre de fabrication avant le passage du laser.

Le système thermoélastique lui s’écrit :
−div(σi) = fi dans Di,
σi = σel

i + σth
i dans Di,

σel
i = Ae(ui) σth

i = K(min(Ti, Tref )− Tref )Id,
σin = 0 sur ΓN,i,
ui = 0 sur ΓD,i.

(3.6)

où σ est le tenseur des contraintes, f une force volumique, σel les contraintes élastiques, σth les
contraintes d’origine thermique, A le tenseur de rigidité d’un matériau isotrope avec un module de
Young E > 0, −1 < ν < 1/2 le coefficient de Poisson, Id la matrice identité, α le coefficient d’ex-
pansion thermique et K = −Eα/(1 − 2ν). Tref est appelé température de référence pour laquelle le
matériau ne subit aucune déformation d’origine thermique. Elle est donc différente selon la phase, telle
que Tref = Tref1χΩ1

+ Tref2(1 − χΩ1
). Dans le métal solide, cette température de référence est la

température de fusion et dans la poudre la température ambiante, ou celle du lit de poudre s’il est
préchauffé. Aussi, la température ne peut pas être plus importante que la température de fusion Tref

pour le métal solide. Puisque l’équation de la chaleur ne prend pas en compte le changement de phase,
cette borne supérieure de température est imposée explicitement. Une étape de refroidissement est
également considérée après la phase de chauffe (correspondant au temps pris par la machine pour étaler
une nouvelle couche), permettant en pratique au métal fondu de se solidifier, puis se rétracter. Lors de
cette étape, la source Q est nulle dans l’équation de la chaleur (3.5) et le pas de temps ∆t est différent.

3.3.2 Validation du modèle

Les résultats obtenus à l’issue de cette simulation du procédé ont été comparés avec ceux d’un
logiciel de simulation commercial, Simufact Additive ® [1] pour la fabrication d’une plaque de taille
3cm×1cm, en deux dimensions. Pour les calculs numériques, les propriétés mécaniques et thermiques
sont tirées de [92]. L’alliage de titane Ta6V, commun en SLM, est considéré et ses propriétés mécaniques
et thermiques sont notées dans la Table 3.1.

Paramètre Solide Poudre

Module de Young E (GPa) 110 1.6
Coefficient de Poisson ν 0.25 0.25
Capacité thermique massique C (J.kg−1.K−1) 610 700
Coefficient de transfert thermique β (W.m−2.K−1) 50 50
Coefficient d’expansion thermique α (K−1) 0.000009 0.0000001
Coefficient de conductivité thermique λ (W.m−1.◦K−1) 15 0.25
Densité ρ (kg.m−3) 4300 2100

Température de référence Tref (K) 1923 290

Table 3.1 – Propriétés du matériau Ta6V utilisées pour la simulation du procédé

Les autres paramètres utilisés sont : Q1 = 8000 W.cm−2, Q2 = 10−3Q1. Il y a M = 20 couches
considérées et chaque couche est construite en un seul pas de temps de ∆tchauffe = 0.1 s, correspondant
à la phase de chauffe. Elle est suivie par la phase de refroidissement, également calculée avec un seul
pas de temps par couche ∆tcool = 5 s, avec Q = 0.

Les déplacements horizontaux et verticaux calculés sur chaque domaine intermédiaire Di sont
sommés puis comparés en Figure 3.5 et 3.6 avec les résultats de Simufact Additive ® : les résultats
des deux modèles montrent de bonnes similitudes. On peut noter néanmoins une différence dans les
résultats sur la partie basse de la plaque (Figure 3.5) où notre modèle ne prédit aucun déplacement.
Cela est dû à la condition aux limites de Dirichlet imposée sur ΓD, alors que Simufact Additive ®
simule également le comportement mécanique du plateau lors de la fabrication, sujet aux déplacements.
Notre modèle peut être donc amélioré en incluant le plateau de fabrication dans le domaine de calcul
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Chapitre 3. Optimisation de supports de fabrication

Figure 3.5 – Déplacements verticaux sommés (dans la direction de fabrication) d’une plaque, obtenus
avec le logiciel Simufact.Additive ® (haut) et avec le modèle développé 3.3.1 (bas).

et en prenant en compte des propriétés matériaux dépendantes de la température afin de se rapprocher
davantage des résultats prédits par Simufact Additive ®. Ce dernier utilise un solveur éléments finis
non-linéaire et prédit les comportements plastiques du matériau, donc plus complexe que notre modèle
simplifié. De plus, les résultats obtenus par ce logiciel ont été vérifiés expérimentalement par plusieurs
industriels. Ainsi, on fait le choix d’utiliser cet outil pour vérifer nos résultats.

La comparaison entre le modèle de la sous-section 3.3.1 et Simufact Additive ® est faite avec une
géométrie de mur vertical très simple (néanmoins commune pour la simulation de procédé SLM). En
l’absence de support pour une géométrie plus complexe (comme la géométrie en ’T’ montrée en Figure
3.7), le calcul de Simufact Additive ® s’interrompt dû à une déformation de maillage trop importante.
C’est l’une des raisons pour laquelle les forces équivalentes sont déduites du modèle de simulation
simplifié, le calcul ne risque pas de s’arrêter car il s’appuie sur l’élasticité linéarisée et est réalisé sur un
maillage fixe. Aussi, Simufact Additive ® possède son propre générateur de maillage, les résultats de
la simulation sont donc difficiles à exporter dans notre algorithme d’optimisation.

3.3.3 Optimisation de forme des supports

Une géométrie à supporter en 2 dimensions est considéré pour l’instant, montrée en Figure 3.7.
Celle-ci comporte de grandes surfaces en overhang et est a priori sujette à des déformations d’origine
thermique importantes. Une symétrie par rapport à l’axe verticale est prise en compte, seulement la
moitié de la structure sera montrée et considérée dans les calculs. Après résolution de (3.5) et (3.6),
le déplacement maximal (en norme) par rapport à l’indice i est calculé en tout point x. Ce champ de
déplacement maximal, appelé uth, ne dépend maintenant que de la variable d’espace x et est montré,
pour la moitié de la structure en ’T’, en Figure 3.8. De ce champ de déplacement sont ensuite extraits
des chargements équivalents, statiques, comme suit. Le champ uth est imposé comme condition aux
limites de Dirichlet sur ∂ω et le problème d’élasticité linéarisée est ensuite résolu :{

−div(Ae(ureac)) = 0 dans ω
ureac = uth sur ∂ω

(3.7)

Il est à noter que uth = 0 sur ΓD dans (3.6), donc ureac garde cette condition. Des contraintes nor-
males peuvent alors être calculées et les forces équivalentes fth, appliquées sur le bord de la forme ∂ω,
s’écrivent :

fth = Ae(ureac)n (3.8)
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3.3. Chargements thermoélastiques équivalents

Figure 3.6 – Déplacements horizontaux sommés d’une plaque, obtenus avec le logiciel Simu-
fact.Additive ® (haut) et avec le modèle développé en sous section 3.3.1 (bas).

Figure 3.7 – Géométrie du double cantilever (tous les coins, excepté ceux collés au plateau, sont
arrondis avec le même rayon de courbure)

Figure 3.8 – Déplacement maximal montré sur la moitié du cantilever, simulé avec le modèle décrit
dans 3.3.1 (à gauche), et visualisation des forces équivalentes obtenues de (3.7) (à droite).
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Figure 3.9 – Supports optimisés (en bleu) obtenus après minimisation de la compliance (3.10) calculée
à partir des forces équivalentes uniquement (à gauche), et après minimisation de la somme des deux
compliances (3.11) (à droite)

où n est le vecteur normal unité. Une représentation de ces forces équivalentes fth pour la moitié de la
structure est montrée en Figure 3.8.

Dans un deuxième temps, les supports S sont optimisés. La performance de ces supports est évaluée
en résolvant un problème d’élasticité linéarisé dans la structure complète, la pièce et ses supports, notée
Ω et définie par Ω = S ∪ ω dans D. Les chargements équivalents aux déplacements d’origine thermique
fth sont imposés aux bords de ω :

−div(ASe(uspt)) = fthδ∂ω dans Ω
ASe(uspt)n = 0 sur ∂Ω\∂ω

uspt = 0 sur ΓD ∩ Ω
(3.9)

où δ∂ω est la mesure de Dirac pour le bord ∂ω.
Classiquement, la compliance est donnée par :

J1(S) =

∫
∂ω

fth · uspt ds. (3.10)

La Figure 3.9 (à gauche) montre les supports obtenus dans un domaine D de taille [0, 1] × [0, 0.5] en
minimisant la compliance avec une contrainte de volume appliquée à la forme des supports : |S| =
0.3|D| = 0.15. Le domaine de calcul D est discrétisé en utilisant 140×70 noeuds dans une triangulation
sur laquelle des éléments finis triangulaires P1 sont considérés. Aussi, la forme à fabriquer ainsi que ses
supports ont les mêmes propriétés thermiques et mécaniques.

Le résultat obtenu est logique, mais non satisfaisant pour la fabrication car la forme des supports ne
garantit pas la fabricabilité de la pièce. Comme montré en Figure 3.8, la barre horizontale de la structure
est sujette aux déplacements d’origine thermique sur toute sa longueur. Néanmoins, lorsque les supports
s’accrochent à l’extrémité de cette barre, les déplacements uth sont fortement réduits car cette dernière
n’est plus libre. Lorsque la première couche constituant la barre horizontale est chauffée puis refroidie,
les supports limitent son retrait thermique et donc son déplacement. Or comme vu au chapitre 1, il
n’est pas possible de laisser une surface horizontale non supportée. Pour satisfaire également cette autre
contrainte de fabrication, ce dernier modèle de force est complété par celui décrit en sous-section 3.2 et
une nouvelle fonction objectif est considérée comme étant la somme des deux compliances :

J2(S) =

∫
∂ω

fth · usptds+

∫
Γβ

g · uds, (3.11)

où uspt solution de (3.9) et u solution de (3.2). Comme précédemment, la fonctionnelle (3.11) est
minimisée avec une contrainte sur le volume des supports, donnant le résultat montré en Figure 3.9
(à droite), qui est plus satisfaisant pour la fabrication additive. Il est à noter également que la prise
en compte du déplacement maximal uth en tout point pendant toute la durée du procédé préserve un
historique de la construction couche par couche. Ce champ met en valeur les déplacements importants
pouvant être cachés si les déplacements en fin de fabrication étaient uniquement considérés.

Pour les résultats de la Figure 3.9 (à droite), la compliance calculée à partir des chargements
équivalents fth est deux fois plus importante que la compliance calculée à partir des chargements

42



3.4. Pénalisation de la surface de contact pièce/supports

Figure 3.10 – Résultats de la simulation du procédé obtenu avec Simufact Additive® pour le cantilever
maintenu par les supports optimisés pour les chargements d’origine thermique uniquement (à gauche)
(déplacements maximum de la pièce : 0.17 mm), et pour les supports optimisés pour les chargements
multiples (à droite) (déplacement maximum de la pièce : 0.31mm)

de type gravité. Une fois encore, ces derniers sont appliqués arbitrairement de sorte à ce que les sup-
ports puissent être en contact avec les surfaces en overhang. La proportion entre ces chargements et les
chargements d’origine thermique ne reflètent donc pas la réalité. Aussi, puisque leur norme est choi-
sie par l’utilisateur, les deux compliances sont simplement additionnées entre elles, sans pondération
particulière.

3.3.4 Évaluation de la performance des supports

Afin de vérifier la validité des supports optimisés, une simulation en 2 dimensions a d’abord été
effectuée avec Simufact Additive ®. Les simulations de la fabrication des structure montrées en Figure
3.9 sont montrées en Figure 3.10. Les déplacements tracés proposés par Simufact Additive ® sont ceux
auxquels s’attendre à la fin du procédé de fabrication. Ils sont calculés comme la norme du vecteur
déplacement à la dernière couche et différents de ceux montrés en Figure 3.5 ou 3.6. Selon Simufact
Additive®, la pièce maintenue par les supports obtenus par l’optimisation multi-critère (3.11) subie plus
de déplacements que celle maintenue par les supports obtenus par l’optimisation de (3.10) (chargements
équivalents uniquement), pour un même volume. Bien sûr, ces derniers supports sont plus efficaces car
toute la matière composant le support est localisée à l’extrémité de la barre, là où les chargements
sont les plus importants. Néanmoins comme mentionné plus haut, la fabricabilité n’est pas assurée.
Étonnement, Simufact Additive ® ne détecte aucun problème autour des surfaces horizontales non-
supportées, du fait du modèle de déposition de couche, identique à celui détaillé dans cette partie. Cela
met en valeur la difficulté de capturer ce phénomène se produisant autour des surfaces horizontales.
Des résultats en trois dimensions sont montrés en section 3.5.

3.4 Pénalisation de la surface de contact pièce/supports

Comme mentionné au chapitre 1, il est préférable de limiter la surface de contact entre la pièce et ses
supports pour faciliter les opérations de post-production. Pour prendre en compte cette contrainte, un
terme de pénalisation peut être ajouté à la fonction objectif, qui intègre le bord de la forme ω qui n’est
pas en overhang et en contact avec le support S. La dérivée de forme d’une telle intégrale nécessite le
calcul de la courbure, qui peut être couteux numériquement. Une approximation volumique est alors
considérée :

Pε(S) =
1

εL
Vol ({x ∈ cω : d(x, ω \ Γβ(ω)) < εL} ∩ {φS < εL}) , (3.12)

où cω est le complémentaire de ω, d est la fonction distance signée, φS est la fonction level-set du
support et L est une longueur caractéristique de la forme ω. La fonction Pε(S) intègre le volume d’une
bande d’épaisseur εL autour du bord ∂ω\Γβ(∂ω), n’étant pas en overhang et contenant S. En pratique,
le paramètre ε est choisi tel que ε = dx/L, où dx est la taille de maille. Lorsque ce terme est ajouté à
la fonction objectif et pondéré par un multiplicateur de Lagrange, les supports sont forcés de s’appuyer
sur le plateau de fabrication car tout volume de support contenu autour d’une surface non-overhang
se verra intégré dans la fonction objectif. Lorsque cette pénalisation est considérée, la condition aux
limites de Dirichlet n’est appliquée qu’au bord inférieur du domaine, modélisant uniquement l’attache
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Chapitre 3. Optimisation de supports de fabrication

Figure 3.11 – A gauche, les conditions aux limites pour les chargements imposés aux surfaces en
overhang sont montrés, sans pénalisation de la surface de contact entre la pièce et ses supports, les
supports peuvent s’appuyer sur les parties horizontales de la pièce. A droite, dans le cas où la pénalisation
est prise en compte, les conditions aux limites de Dirichlet ne s’appliquent que sur le bord inférieur du
domaine.

Figure 3.12 – Optimisation de forme des supports sans pénalisation de la surface de contact
pièce/supports (à gauche) et avec (à droite). Pour ce dernier cas, la condition aux limites de Diri-
chlet est restreinte à la base du domaine.

au plateau, comme montré en Figure 3.11 (à droite). Les résultats de l’optimisation de supports sont
montrés en Figure 3.12 avec et sans cette pénalisation. Des résultats en trois dimensions seront montrés
en section 3.5

3.5 Résultats numériques 3D

Dans cette section, tous les modèles décrits plus haut sont appliqués à des cas test plus réalistes
en 3 dimensions. Ces derniers sont des cas académiques afin que la simulation ne prennent pas plus
que quelques heures en temps calcul. Celui-ci reste important en industrie : typiquement, le temps de
simulation doit être moins important que le temps de fabrication d’une pièce.

3.5.1 Chargements imposés sur les surfaces en overhang

Dans cette sous-section, les critères et contraintes d’optimisation seront évalués en considérant la
fabrication d’un tube coudé ω, montré en Figure 3.13. L’orientation de la pièce sur le plateau n’est
pas optimisée [9] afin de mettre en valeur la géométrie parfois complexe des supports. Les supports
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3.5. Résultats numériques 3D

Figure 3.13 – Forme du tube ω à supporter (à gauche), et visualisation des différentes parties du bord
de ω (à droite) : en gris le bord libre, en vert les bords où les supports peuvent s’attacher, en bleu les
bords en overhang Γβ avec β = 45◦.

Supports fixés à ∂ω Avec pénalisation de la surface de contact
Compliance 0.49 1.07

Table 3.2 – Comparaison des compliances obtenues après optimisation des supports avec et sans la
pénalisation de la surface de contact entre la pièce et ses supports.

sont optimisés dans un premier temps en utilisant le modèle décrit en sous-section 3.2. L’angle limite
considéré est β = 45◦ et les forces statiques verticales sont imposées sur toutes les surfaces Γβ(∂ω)
possédant un angle avec la direction de fabrication supérieur à β, montrées en Figure 3.13.

Le domaine de calcul D, contenant ω est de taille [0, 2]× [0, 1]× [0, 2] et composé de 171500 éléments
P1 tétrahédriques. Le coût calcul d’une itération de la boucle d’optimisation dans FreeFEM [71] est
d’environ cinq minutes, incluant la résolution du problème d’élasticité linéarisé, l’advection et la ré-
initialisation de la level-set. Les paramètres mécaniques choisis sont ES = 1 et νS = 0.3 pour le module
de Young et le coefficient de Poisson respectivement.

Les premiers résultats de supports optimisés sont montrés en Figure 3.14. Ils sont obtenus en au-
torisant les supports à s’attacher au plateau de fabrication et au bord de la pièce ∂ω. Dans ce calcul,
la partie de ∂ω où les supports peuvent s’appuyer est identifiée par la condition n · ed > 0.2, où ed est
le vecteur unité de la direction de fabrication et n le vecteur unité normal à ∂ω. Aussi la contrainte
de volume est 0.14|D|. Ces supports maintiennent en effet les surfaces identifiées comme overhang en
s’appuyant en partie sur une surface non-overhang de la pièce. Néanmoins, il est préférable pour des
questions de temps retrait des supports de limiter les contacts entre la pièce et ses supports. C’est en
introduisant le terme de pénalisation (3.12) et en imposant ΓD sur le bord inférieur de D uniquement
que le résultat montré en Figure 3.15 est obtenu. La nouvelle fonction objectif à minimiser est de la
forme

C(S) + Pε(S),

où la compliance C(S) est définie par (3.3). Le paramètre ε est fixé à 0.02 et la contrainte de volume
est de 0.17|D|. Le processus d’optimisation lui nécessite 150 itérations. Ici, les supports s’appuient
uniquement sur le plateau et ne touchent ∂ω qu’aux endroits où la forme ω doit être supportée, c’est à
dire sur le bords Γβ . La compliance calculée est de fait plus importante que pour le premier modèle car
les supports ne s’alignent plus forcément avec la direction du chargement. Les deux valeurs sont notées
dans la Table 3.2.

Remarque 3.5.1. Une critique possible est le manque de contrôle des surfaces en overhang dans les
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Figure 3.14 – Supports optimisés pour la minimisation de la compliance calculée à partir des char-
gements imposés sur les surfaces en overhang. Les supports peuvent s’appuyer sur d’autres parties du
bord de la pièce.

Figure 3.15 – Supports optimisés pour la minimisation de la compliance calculée à partir des charge-
ments imposés sur les surfaces en overhang. Les supports ne sont fixés qu’au plateau et la surface de
contact entre la pièce et ses supports est pénalisée.
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Figure 3.16 – Géométrie du double cantilever et de ses plans de symétrie. Les calculs ne sont effectués
que sur un quart du domaine total.

Figure 3.17 – Supports optimisés (en bleu) obtenus après minimisation de la compliance (3.10) calculée
à partir des forces équivalentes uniquement.

supports eux-mêmes. Des travaux sur le sujet seront effectués dans un prochain chapitre.

3.5.2 Chargements thermoélastiques équivalents

Le modèle décrit en Section 3.3 est ici appliqué à un cas test en 3 dimensions, plus précisément
un double cantilever en T, à l’image du cas test en 2 dimensions cette fois extrudé. Cette forme est
un exemple classique car elle subit de larges déformations à ses extrémités lorsqu’elle est fabriquée en
SLM. Afin de réduire le temps calcul, la symétrie de la forme est exploitée pour que la simulation
et l’optimisation ne soient faites que sur un quart du domaine, comme montré en Figure 3.16. Les
dimensions du domaine de calcul D sont [0, 5]× [0, 2]× [0, 1.5], maillé en utilisant 50675 noeuds.

Comme expliqué en section 3.3, le modèle de force équivalente aux déplacements d’origine thermique
ne suffit pas à assurer une bonne fabrication de la pièce, comme en témoigne la géométrie montrée en
Figure 3.17. Seulement la moitié du cantilever est montrée ici. Considérant le chargement multiple,
défini par (3.11), de meilleurs supports sont obtenus, en Figure 3.18. Ici, les supports préviennent des
déplacements d’origine thermique et maintiennent également les surfaces horizontales. La contrainte de
volume pour les supports est |S| = 0.2 |D| = 3 pour le modèle de force équivalente seul et |S| = 0.3
|D| = 4.5 pour le modèle multi-chargement.

Pour vérifier la performance de ces supports optimisés, une comparaison est faite avec les supports
alvéolés issus de l’outil commercial Materialise Magics ® [73]. Le logiciel Simufact Additive ® est
ensuite utilisé pour simuler la fabrication de la pièce maintenue par les deux types de supports, optimisés
et générés par le logicielMaterialise Magics®. Le volume de matière utilisé pour construire les supports
est le même dans les deux cas. Le résultat des deux simulations est montré en Figure 3.19 où les
déplacements en fin de fabrication sont calculés.

La comparaison montre que les déplacements calculés à la fin du procédé de fabrication sont plus
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Figure 3.18 – Supports optimisés (en bleu) obtenus après minimisation de la somme des deux com-
pliances (3.11)

Figure 3.19 – Résultats de la simulation du procédé donnés par Simufact Additive ® du double
cantilever maintenu par les supports générés par Materialise Magics ® (déplacement maximum de la
pièce : 0.83) (en haut), et par les supports optimisés (déplacement maximum de la pièce : 0.40 mm) (en
bas).
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3.6. Supports anisotropes

Figure 3.20 – Supports bloc utilisés par le logiciel Materialise Magics ® (à gauche), et le double
cantilever supporté par ces supports (à droite)

faibles pour le double cantilever maintenu par les supports optimisés (déplacement maximum : 0.40 mm)
que pour les supports générés par Materialise Magics ® (déplacement maximum : 0.83 mm). Cette
comparaison est juste puisqu’elle est réalisée avec des supports de même volume. Le coût en temps
de production et en matière est donc identique. Néanmoins, la forme des supports optimisés ne prend
pas en compte l’opération de retrait puisque la level-set du support est directement en contact avec la
level-set de la pièce et donc après fabrication, le support ne peut pas être retiré à la main. Les supports
Magics eux ont une interface imparfaite avec la pièce à maintenir, les rendant sécables et facilitant le
retrait manuel. En prenant en compte cet aspect, la comparaison est moins juste. Il est à noter que d’un
point de vue industriel, pour obtenir une bonne qualité de surface, il est indispensable de parachever
l’interface entre la pièce et le support, y compris lors de l’utilisation de supports sécables. Les supports
optimisés ne nécessitent donc pas d’étape de post-production supplémentaire, simplement un usinage
pouvant être plus lourd.

3.6 Supports anisotropes

Les supports générés par le logiciel Materialise Magics® sont montrés en Figure 3.20 pour le double
cantilever, extrudé dans la troisième dimension. Ils sont constitués de blocs de murs très fins, rendant
leur fraction volumique relativement faible. En effet, les supports ne participant pas à l’utilisation finale
de la pièce, il peut être judicieux de les fabriquer plus rapidement en considérant une structure intérieure
alvéolée, classiquement sous forme de grille. Le caractère sacrificiel des supports permet aussi de ne pas
se soucier de la poudre enfermée à l’intérieur de cette grille, néanmoins celle-ci sera difficile à récupérer
une fois les supports retirés. Cette structure interne différente a donc pour but de limiter le temps
de lasage et le volume de matériau fusionné, à condition que les supports remplissent leur rôle. Dans
cette sous-section, la forme de ce type de support sera optimisée. Naturellement, leur comportement
mécanique ne sera pas connu de manière directe sous peine de mailler intégralement la structure interne,
rendant le calcul très coûteux surtout si les murs sont rapprochés. Une technique d’homogénéisation sera
donc utilisée afin de rechercher les paramètres moyens, ou homogènes, de ce milieu hétérogène. Dans ce
problème mécanique, le paramètre homogène est le tenseur de Hooke homogénéisé A∗, caractérisant la
microstructure du support. Le nouveau matériau homogène sera alors considéré pour l’optimisation de
forme des supports en dimension N = 3, soumis à un chargement surfacique. Leur géométrie sera ensuite
comparée à celle de supports optimisés pour le même problème, constitués cette fois d’un matériau aux
propriétés isotropes. Certains travaux ont déjà été effectués sur le sujet [68, 77, 172, 66].

3.6.1 Définition du problème

Par simplicité, on considérera uniquement la forme des supports S dans cette étude. S est un ouvert
borné de RN et constitué d’un matériau orthotrope. Une force g est appliquée sur le bord supérieur
et incliné ΓN du domaine D montré en Figure 3.22, modélisant une surface de la forme à supporter, à
l’image du modèle développé en Section 3.2. Les bords latéraux ΓL sont libres et les supports sont fixés
au bord inférieur ΓD. Leur déplacement élastique u est solution du problème mécanique suivant :
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−div(A∗e(u)) = 0 dans S,

(A∗e(u))n = g sur ΓN

(A∗e(u))n = 0 sur ΓL

u = 0 sur ΓD.

(3.13)

où A∗ est le tenseur de rigidité dont la forme explicite dépend des propriétés du matériau considéré.
Ce point est détaillé dans la sous-section suivante. La performance des supports sera évaluée avec la
compliance, donnée par

C(S) =

∫
ΓN

A∗e(u) · e(u)dx =

∫
ΓN

g · udx. (3.14)

L’algorithme d’optimisation tentera alors de minimiser ce critère pour un volume cible des supports
|Scible|.

3.6.2 Loi de Hooke homogénéisée et problème de cellule

Pour simplifier les notations, on note la direction x = 1, y = 2 et z = 3. Les propriétés du matériau
homogénéisé au point x sont données par la loi de Hooke sous la forme suivante :

σij = A∗
ijkl ϵkl, avec (1 ≤ i, j, k, l ≤ N) (3.15)

Plus particulièrement, pour un matériau orthotrope :
σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12

 =


A1111 A1122 A1133 0 0 0
A2211 A2222 A2233 0 0 0
A3311 A3322 A3333 0 0 0
0 0 0 A2323 0 0
0 0 0 0 A1313 0
0 0 0 0 0 A1212




ϵ11
ϵ22
ϵ33
2ϵ23
2ϵ13
2ϵ12

 (3.16)

avec, par symétrie A2211 = A1122, A1133 = A3311, A2233 = A3322.
Pour trouver les coefficients A∗

ijkl, une technique d’homogénéisation périodique est utilisée permet-
tant de modéliser grâce à un milieu aux propriétés homogènes le comportement d’un milieu hétérogène.
Les résultats importants de la théorie d’homogénéisation seront présentés ici, pour plus de détails, le
lecteur peut se référer à [7]. Dans le cas des supports, on considère une cellule cubique unité notée
Y (m) de taille (0, 1)3, répétée périodiquement dans le domaine. La cellule, montrée en Figure 3.21, est
perforée d’un pavé droit dans la direction 3, de largeur m et de longueur (0, 1), la rendant invariante
dans cette direction verticale. Pour cette cellule de périodicité, le domaine solide est noté Y ⊂ (0, 1)3 et
les bords du trou notés Γint. Un problème de cellule est introduit, décrivant la déformation à l’échelle
de la micro-structure :  div(A(eij + e(wij))) = 0 dans Y (m),

A(eij + e(wij))n = 0 sur Γint

y 7→ wij(y) (0, 1)3 − périodique.
(3.17)

où A est le tenseur de rigidité du matériau composant la cellule et wij , appelé correcteur, correspond aux
déplacements de la cellule Y (m) définis pour les indices (i, j) ∈ {1, 2, 3}. Aussi, eij =

1
2 (ei⊗ej +ej ⊗ei)

est un tenseur symétrique d’ordre 2 et n la normale au bord Γint. La formulation variationnelle du
problème (3.17) s’écrit : trouver wij ∈ H3

#(Y (m)) pour tout ϕ ∈ H3
#(Y (m)) (le symbole # indique que

les fonctions sont (0, 1)3−périodique) tel que∫
Y (m)

Ae(wij) : e(ϕ) +

∫
Y (m)

Aeij : e(ϕ) = 0. (3.18)

Le tenseur A∗ est donné par les solutions wij du problème de cellule (3.17) par

A∗
ijkl =

∫
Y (m)

A(eij + e(wij)) : (ekl + e(wkl))dy ∀i, j, k, l ∈ {1, 2, 3}. (3.19)
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Figure 3.21 – Cellule de périodicité considérée pour l’optimisation de forme des supports alvéolés.

Figure 3.22 – Domaine D où g est normale à ΓN .

3.6.3 Résultats numériques : Application aux supports ’alvéolés, type Ma-
gics’.

Un cas test est ici considéré afin d’évaluer le changement de géométrie entre les supports aux pro-
priétés isotropes et orthotropes. Le domaine choisi D = [0, 1] × [0, 0.3x + 0.7] × [0, 1] dont le bord
supérieur ΓN est incliné est montré en Figure 3.22. La condition aux limites de Dirichlet est appliquée
sur le bord inférieur pour modéliser l’accroche au plateau. Une force de pression g = 1 est appliquée
dans une direction normale au bord ΓN pour modéliser le maintien d’une surface en overhang. Rappe-
lons que cette étude est réalisée pour évaluer l’influence de l’anisotropie des supports. Ce bord supérieur
pourrait être incliné davantage, néanmoins au delà de 45◦ d’inclinaison, l’utilisation des supports n’est
plus nécessaire car la surface n’est plus considérée comme overhang. Le domaine modélise donc une
utilisation classique d’un support, avec une inclinaison moyenne de la surface à supporter.

Le premier cas considère des propriétés matériaux isotropes pour les supports dont l’optimisation
débute par un volume plein remplissant le domaine D. Cette initialisation est choisie de manière à
n’introduire aucune anisotropie structurelle au départ. Une initialisation composée de barres verticales
par exemple orienterait trop la géométrie finale des supports. Le volume cible choisi est |S| = 1.0. Le
résultat de l’optimisation est montré en Figure 3.23. Les supports s’alignent avec la direction de la
force et se ramifient pour maintenir uniformément le bord supérieur. Les courbes de convergence sont
également montrées en Figure 3.23.

Dans un deuxième temps des propriétés matériau orthotropes sont considérées. Au vu de la géométrie
de la cellule montrée en Figure 3.21 qui est invariante par symétrie cubique dans le plan 12 et invariante
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Figure 3.23 – Optimisation de forme des supports avec des propriétés matériau isotropes.

Figure 3.24 – Courbes de convergence pour la compliance (noir) et le volume (vert) des supports aux
propriétés isotropes.
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Figure 3.25 – Optimisation de forme des supports en dimension 3 aux propriétés matériau orthotropes
(avec m = 0.8).

par translation dans la direction 3, le matériau homogénéisé est isotrope transverse, c’est à dire ortho-
trope et invariant par rotation de 90◦ autour d’un axe du repère. L’axe invariant est l’axe vertical z = 3
et par définition A1111 = A2222, A2323 = A1313, A1133 = A2233. Le tenseur A

∗
ijkl est donc composé de six

coefficients indépendants. Les six problèmes de cellule (3.17) sont résolus sur Y (m), puis les correcteurs
wij obtenus permettent de calculer les 6 coefficients de A∗

ijkl grâce à (3.19). Ces différents calculs sont
effectués sur le logiciel FreeFEM pour une cellule cubique, montrée en Figure 3.21 et constituée de
20 × 20 × 20 éléments P1. En prenant E = 1, ν = 0.3 pour la résolution de (3.17) et m = 0.8 pour la
largeur de l’inclusion, le tenseur de rigidité obtenu s’écrit :

A∗
ijkl =


0.23 0.02 0.05 0 0 0
0.02 0.23 0.05 0 0 0
0.05 0.05 0.41 0 0 0
0 0 0 0.13 0 0
0 0 0 0 0.13 0
0 0 0 0 0 0.14

 (3.20)

Aussi, le volume apparent occupé par ce type de supports est plus important pour la même quantité
de matière utilisée, ou poids. Pour que la comparaison ait du sens d’un point de vue pratique, le même
volume de matière dans les supports, ou poids, appelé |Smatiere|, doit être considéré pour les supports
pleins et alvéolés. Ce volume de matière, ou poids, est fonction de la fraction volumique fm du matériau
plein dans la cellule Y (m), celle-ci s’écrit :

fm = 1−m2 (3.21)

Le volume à contraindre lors de l’optimisation s’écrit donc avec la relation :

|Smatiere| = fm · |S| (3.22)

où |S|) est le volume occupé par la level-set, le volume apparent. Avec m = 0.8, la fraction volumique
dans la cellule vaut fm = 0.36. La contrainte de volume reste la même que pour le cas isotrope,
|Smatiere| = |Scible| = 1.0, cette fois calculée avec la relation (3.22).

Les supports obtenus sont montrés en Figure 3.25, les courbes de convergence pour la compliance et
le volume en Figure 3.26. De part leur volume apparent plus important et leurs propriétés mécaniques
différentes, ces supports s’étalent sur leur base et limitent les contraintes de cisaillement dans leur
structure interne. Aussi, pour le même volume matière |Smatiere|, ou poids, ces supports présentent
une performance mécanique plus importante que les supports aux propriétés isotropes. Les valeurs de
compliance et de volume pour les deux types de supports sont rassemblées dans la Table 3.3.

Enfin, ce modèle a été considéré dans l’optimisation des supports pour la fonction (3.11), couplant le
modèle de chargements thermoélastiques équivalents et de chargements surfaciques pour la même pièce
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Figure 3.26 – Courbes de convergence pour la compliance (noir) et le volume (vert) des supports aux
propriétés anisotropes.

Compliance Volume matière

Cas isotrope 0.048 1.0
Cas orthotrope 0.040 1.0

Table 3.3 – Comparaison des compliances pour un volume matière (ou poids) identique, obtenus après
optimisation des supports aux propriétés mécaniques différentes.

fixe, la forme en T. La géométrie de cellule reste la même, avec toujours m = 0.8. L’initialisation choisie
est le volume sous la partie de la pièce en overhang, soit le volume pris par les supports Magics (Figure
3.20). Le résultat de l’optimisation est montré en Figure 3.27. Une contrainte d’égalité est appliquée au
volume de matière, ou poids, des supports. Pour rappel, les supports aux propriétés isotropes optimisés
pour la même fonction sont montrés en Figure 3.18.

3.7 Conclusions et perspectives

Dans cette partie, plusieurs solutions sont montrées afin d’optimiser la forme des supports d’une
pièce fixe. Un premier modèle de force permet la génération de supports maintenant entièrement les
surfaces en overhang. L’angle limite β doit être choisi arbitrairement tout comme la norme de la force
appliquée. Ces deux paramètres cruciaux dépendent en réalité de la géométrie, du matériau et des
paramètres machines. Néanmoins ce modèle se révèle efficace car il assure le maintien uniforme de
ces surfaces et donc la fabricabilité d’une pièce simple quelque soit les valeurs de ces paramètres.
Cette méthode est de plus peu coûteuse en temps calcul. Les supports générés peuvent cependant
prendre plus de temps à être retirés dans une opération de post-production car ils ont la possibilité de
s’appuyer sur toutes les zones non-overhang de la pièce, augmentant le nombre de zones à parachever.
Une pénalisation de la zone de contact entre la pièce et les supports a donc été proposée afin que
ceux-ci ne soient en contact qu’avec les zones à supporter, les obligeant à s’appuyer sur le plateau de
fabrication uniquement. La combinaison de cette pénalisation et du dernier modèle de force offre une
géométrie de supports garantissant la fabrication de pièces simples en maitrisant le positionnement des
interfaces pièce/support. Le modèle de force équivalente aux déplacements d’origine thermique issus
d’une simulation du procédé thermoélastique complète le modèle précédent permettant d’obtenir des
supports prévenant la déformation de la pièce pendant sa fabrication, tout en assurant la fabricabilité
de ses surfaces en overhang. Enfin, une étude a été menée sur la modélisation du comportement des
supports alvéolés, comme ceux utilisés par le logiciel Magics Materialise ®. Un matériau aux propriétés
orthotropes et dépendantes de l’épaisseur de la grille interne est alors considéré dans la résolution du
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Figure 3.27 – Supports optimisés (en bleu) aux propriétés orthotropes (avec m = 0.8) obtenus après
minimisation de la somme des deux compliances (3.11)

problème mécanique. Des comparaisons avec des supports optimisés aux propriétés isotropes ont aussi
été effectuées pour le même volume de matière utilisé, dépendant lui aussi de l’épaisseur de la grille.
Les calculs montrent que les supports aux propriétés orthotropes sont plus performants pour un volume
de matière utilisé identique. Pour ces différents critères et modèles, des cas test plus réalistes en 3
dimensions ont été considérés, montrant qu’ils peuvent être utilisés pour des cas industriels. Néanmoins,
les surfaces en overhang des supports eux-mêmes ne sont pas considérées dans cette étude. Aussi, le
comportement des supports pendant leur fabrication n’est pas pris en compte dans la simulation du
procédé. L’objectif de ce modèle de force équivalente est de répondre à un besoin formulé par certains
industriels pour obtenir rapidement une géométrie de supports prenant en compte le comportement
de la pièce pendant sa fabrication. Considérer le comportement des supports pendant leur fabrication
nécessite d’effectuer la simulation du procédé et de résoudre un problème adjoint rétrograde en temps
à chaque itération d’optimisation, à l’image des travaux effectués dans [15]. Aussi, une modélisation
plus fine du comportement des supports alvéolés peut être envisagée, plus particulièrement au niveau
de l’interface imparfaite entre les supports et la pièce que propose Magics Materialise ®pour faciliter
le retrait des supports. De récents travaux ont d’ailleurs été effectués sur le sujet [11].
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4.3.1 Déplacements verticaux à chaque couche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

4.3.2 Critère de Von Mises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
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Comme mentionné dans les parties précédentes, le procédé SLM possède de nombreuses contraintes
de fabrication. Les forts gradients de température apportés par la chaleur du laser de manière successive
à chaque couche contraignent fortement la pièce et peuvent même entrainer sa déformation lors de la
fabrication. Une solution consiste rajouter des supports autour la pièce pour maintenir ces surfaces.
Cependant, il peut être parfois préférable de modifier la forme de la pièce plutôt que de rajouter des
supports qui représentent de la non valeur ajoutée. L’objectif est donc de rendre une pièce fabricable,
sans supports, tout en conservant une bonne performance de la pièce dans son utilisation finale. Lors-
qu’une pièce est conforme en fin de fabrication (aidée par des supports de fabrication ou non), rien ne
garantie sa bonne santé matière. En effet, comme expliqué au chapitre 1, les performances de la pièce
peuvent être dégradées par la présence de contraintes résiduelles. Une solution classique est de faire
subir à la pièce un traitement thermique de détentionnement, mais une fois encore, c’est une étape de
post-fabrication longue et chère. Une idée consiste à trouver une forme de pièce, sans supports, limitant
la présence de contraintes résiduelles tout au long de la fabrication. Après fabrication, la pièce peut
être séparée du plateau avant ou après traitement thermique en fonction de la gamme de fabrication
définie. En absence de traitement thermique, une partie des contraintes résiduelles accumulées lors de
la construction de la pièce se relâchent et se traduisent en déformations. Une fois encore, la question
est de savoir si l’optimisation de la forme de la pièce peut minimiser ce phénomène tout en conservant
ses bonnes propriétés mécaniques pour son utilisation finale.

La deuxième section de ce chapitre étudie la prise en compte des phénomènes induit par le procédé à
l’échelle macroscopique, en utilisant la méthode inherent strain. En effet, il est nécessaire d’inclure une
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étape de simulation du procédé dans le schéma d’optimisation pour pouvoir limiter pertinemment les
défauts de fabrication. La section 4.2 traite des critères formulés avec les solutions de la simulation du
procédé, de la stratégie d’optimisation et expose les résultats en dimension N = 3. Un critère limitant
les déplacements de la pièce à chaque couche pendant la fabrication, à l’image des travaux effectués
dans [15], y sera formulé. Le critère de Von Mises est également étudié lors de la fabrication, étant
un indicateur fiable pour estimer la quantité de contraintes résiduelles dans la structure fabriquée.
La section 4.3.3 traite le cas de la déformation de la pièce après sa découpe du plateau. Un deuxième
problème modélisant cette séparation sera introduit afin de calculer un nouveau critère qui sera minimisé
par la suite, toujours en limitant la dégradation des performances de la pièce. La géométrie obtenue
sera ensuite fabriquée avec le procédé SLM, ainsi que la géométrie de référence non optimisée pour
ce dernier critère. Des mesures seront ensuite faites sur chaque géométrie pour mesurer l’influence de
l’optimisation de forme. Elles serviront également pour un problème d’analyse inverse permettant de
calibrer au mieux les paramètres nécessaires à la simulation du procédé. Enfin, l’optimisation de forme
des supports est de nouveau abordée dans la dernière section avec un nouveau chargement couche par
couche directement issu de la simulation du procédé.

4.1 Simulation du procédé par la méthode inherent strain

Les premiers travaux sur la méthode inherent strain sont apparus en 1975 avec Ueda et al. [154]
et s’intéressaient à la prédiction des contraintes résiduelles le long d’un cordon de soudure. Cette ap-
proche a récemment été étendue au procédé SLM [117], [44], [40], [140], n’étant rien d’autre qu’un
procédé de soudage, couche par couche. Lors de ces soudures successives, le matériau est sujet à de
forts gradients de température induisant des déformations. Les déformations ϵ induites par les gradients
de température importants résultent d’une contribution élastique ϵe et inélastique ϵ∗, aussi appelée
déformation inhérente, ou inherent strain. Celle-ci regroupe les contributions plastiques, thermiques ou
encore de changements de phase. Ainsi :

ϵ = ϵe + ϵ∗. (4.1)

Il est alors aisé de résoudre l’équation (4.1) et d’obtenir la déformation totale ϵ si le terme ϵ∗ est
connu. Ce dernier point est clé dans cette méthode de simulation. Comme vu au chapitre 1, de nom-
breux paramètres influent sur la déformation de la pièce, naturellement les propriétés matériaux, mais
aussi les paramètres machine (puissance, vitesse, trajectoire du laser ou encore épaisseur de couche
[128],[115],[36],[116]). Ceux-ci ont des effets directs sur les phases de chauffe et de refroidissement de
la pièce, provocant sa déformation. Pour trouver le tenseur inherent strain ϵ∗ correspondant à cet en-
semble de paramètres, une solution simple est de construire une pièce test puis de faire correspondre la
déformation mesurée expérimentalement et numériquement par analyse inverse. Les coefficients obtenus
permettront alors de prédire les tendances du comportement de n’importe quelle géométrie lors de sa
fabrication, à condition que le même ensemble de paramètres soit utilisé. Aussi, chaque tenseur ϵ∗ est
propre à une taille de maille dans la simulation par éléments finis. Dans ces travaux on considère une
forme ω, un ouvert de RN (avec N = 2 ou 3 en pratique) construite dans la chambre de fabrication
représentée par le domaine D, un ouvert borné et toujours de forme rectangulaire. Les conditions aux
limites de Dirichlet sont appliquées sur ΓD le bord inférieur de D, modélisant l’accroche au plateau de
fabrication. Les autres bords ΓN sont considérés comme libres. D est également divisé en M macro-
couches de même épaisseur et chaque domaine intermédiaire Di(i ≥ 1) est composé des i premières
couches tel que :

D1 ⊂ ... ⊂ Di ⊂ ... ⊂ DM ≡ D.

On appelle Li la dernière couche du domaine Di et χLi
la fonction caractéristique du domaine Li,

définie par

χLi(x) =

{
1 si x ∈ Li,
0 si x /∈ Li.

(4.2)

Aussi, on note ΓNi
le bord libre du domaineDi. Un schéma représentatif du domaine completD composé

de ses domaines intermédiaires Di est donné en Figure 4.1.
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Figure 4.1 – Construction couche par couche du domaine D

La forme finale ω est également divisée en M macro-couches et chaque forme intermédiaire ωi(i ≥ 1)
est composée des i premières couches tel que ωi = ω ∩Di. On note aussi l’ensemble H1

ΓD
(ωi) := {v ∈

H1(ωi)
N : v = 0 sur ΓD}.

Le déplacement ui est l’unique solution dans H1
ΓD

(ωi) du problème direct suivant :
−div(σi) = 0 dans ωi,

σi = A(e(ui) + ϵ∗Li
) avec ϵ∗Li

(x) = ϵ∗χLi
(x),

σin = 0 sur ΓNi
,

ui = 0 sur ΓD ∩ ∂ωi,

(4.3)

où A est le tenseur de rigidité tel que :

Aξ = 2µξ + λ(tr ξ)IN .

Aussi, λ et µ sont les coefficients de Lamé, IN la matrice identité et le tenseur des déformations élastiques,
appelé ϵe dans (4.1) est défini par e(u) =

1
2 (∇u+∇uT ). Le tenseur des contraintes σi est défini comme la

somme des déformations élastiques et inhérentes. ϵ∗ est le tenseur inherent strain constant. En pratique,
la plupart des déformations induites par le procédé provient de la phase de rétractation de la dernière
couche fusionnée. Dans ces travaux, on suppose que ce retrait thermique intervient uniquement dans
Li. Cette dernière macro-couche représente donc la zone affectée thermiquement et le reste du domaine
Di−1 est supposé à température de repos où aucune déformation d’origine thermique n’intervient.
Il est rappelé que les macro-couches M représentent plusieurs couches du procédé réel. Un schéma
représentatif de la forme intermédiaire ωi déformée par le chargement inherent strain à chaque couche
est montré en Figure 4.2.

En utilisant le problème (4.3), la fabrication d’un cube simple de dimension 50mm×50mm×50mm
est simulée. Le module de Young choisi est E = 125 GPa et le coefficient de Poisson ν = 0.3. L’étape
de callibration n’a pas été réalisée ici, et le tenseur inherent strain choisi s’écrit :

ϵ∗Li
=

 −0.0001 0 0
0 −0.0001 0
0 0 0

 (4.4)

Le retrait thermique ayant lieu dans le plan horizontal, on considèrera tout au long de ces travaux la
composante en z (verticale) du tenseur inherent strain nulle. Le domaine D est divisé en 50 couches
horizontales. Le résultat de cette simulation est montré en Figure 4.3 (à gauche) où le critère de Von
Mises σvm(x) est calculé et cumulé sur chaque domaine intermédiaire Di tel que

σvm =

∣∣∣∣∣
M∑
i=1

2µe(ui)D

∣∣∣∣∣ , (4.5)

avec ui la solution de (4.3) calculé sur ωi et étendue par 0 au-dessus.
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Figure 4.2 – Construction couche par couche de la forme ωi dans le domaine Di, déformée par l’ap-
plication successive de ϵ∗ à chaque couche.

Cette hypothèse supposant que l’état de contrainte final est la somme des états de contrainte in-
termédiaires ne peut être faite que dans le cadre de l’élasticité linéaire, dans lequel se place cette étude.
Pour vérifier ces résultats, une comparaison est faite avec le logiciel de simulation Simufact Additive ®
[1], utilisant également la méthode inherent strain (un module différent de celui utilisé au chapitre 3).
La même géométrie est considérée ainsi que le même ensemble de paramètres numériques (propriétés
matériaux, nombre de macro-couches, coefficients du tenseur inherent strain). Le critère de Von Mises
est également calculé et le résultat est montré en Figure 4.3 (à droite).

Figure 4.3 – Visualisation du critère de Von Mises sur la coupe d’un cube dont la fabrication a été
simulée en considérant 50 macro-couches, par FreeFEM (à gauche) et Simufact Additive ® (à droite)

Comme mentionné plus haut, ce modèle n’est valide que dans le domaine élastique, les déformations
sont donc surestimées au delà de la limite d’élasticité. Afin de mieux comparer les résultats avec la
simulation de Simufact Additive ®, la valeur maximum du critère de Von Mises calculé par notre
modèle a été bornée par celle calculée par Simufact Additive ® utilisant un modèle de plasticité, soit
1204.10MPa. Compte tenu de cette nouvelle hypothèse, les résultats des deux simulations s’accordent
en terme de tendance.

4.2 Stratégie d’optimisation

4.2.1 Problème final

Une fois de plus, le but de ces travaux est de réduire les défauts de fabrication en optimisant la
forme de la pièce à fabriquer ou de ses supports tout en assurant sa bonne performance lors de son

60



4.2. Stratégie d’optimisation

utilisation après fabrication. Un nouveau problème définissant l’utilisation en service de la pièce est
alors introduit.

On définit d’abord l’espace H1
ΓDf

(ω) = {v ∈ H1(ω)N : v = 0 sur ΓDf
}.

Pour un chargement donnée f ∈ L2(ΓN
Nf

, le déplacement ufin dans H1
ΓDf

(ω) est l’unique solution

du problème final suivant : 
−div(Ae(ufin)) = 0 dans ω,

Ae(ufin)n = 0 sur Γ,
Ae(ufin)n = f sur ΓNf

,
ufin = 0 sur ΓDf

,

(4.6)

où A est le tenseur de rigidité, ΓNf
et ΓDf

les bords du domaine où les conditions aux limites de
Neumann et Dirichlet sont appliquées respectivement dans le problème final. Il est à noter que celles-ci
ne sont pas nécessairement les mêmes que pour le problème de fabrication (4.3). Ici, le problème est
résolu dans ω car on s’intéresse au comportement de la pièce après sa fabrication couche par couche.
La solution de (4.6) permet de calculer la compliance, critère choisi pour évaluer la performance de la
pièce en service et définie comme

C(ω) =

∫
ΓNf

f · ufin ds. (4.7)

Le problème est donc autoadjoint, et on a, avec pfin dans H1
ΓDf

(ω) l’état adjoint, pfin = −ufin.

4.2.2 Problème intermédiaire

Un critère dépendant de chaque couche de fabrication est également défini et calculé avec les solutions
du problème de fabrication (4.3) :

J(ω) =

M∑
i=1

∫
ωi

j(ui) dx. (4.8)

Ce critère évalue la fabricabilité de la pièce, avec j une fonction régulière. Pour ces déplacements
intermédiaires ui, 1 ≤ i ≤ M , le problème adjoint associé à (4.3) s’écrit, avec pour solution pi dans
H1

ΓD
(ωi) :  −div(Ae(pi)) = −j

′
(ui) dans ωi,

(Ae(pi))n = 0 sur ΓNi
,

pi = 0 sur ΓD.
(4.9)

La formulation variationnelle de ce dernier problème adjoint est définie comme suit : trouver pi ∈
H1

ΓD
(ωi), pour tout ϕ ∈ H1

ΓD
(ωi) :∫

Di

(Ae(ϕi)) : e(pi)) dx = −
∫
ωi

j′(ui) · ϕidx (4.10)

4.2.3 Problème d’optimisation

L’objectif de l’algorithme est de minimiser un critère modélisant une contrainte de fabrication du
procédé tout en préservant autant que possible les performances mécaniques de la pièce en service, à
savoir la compliance C(ωref ) et le volume |ωref | de référence. Le problème d’optimisation s’écrit alors

min
ω⊂D

J(ω)

tel que |ω| = |ωref |
C(ω) ≤ (1 + k)C(ωref ),

(4.11)

où k > 0 est un petit coefficient autorisant l’augmentation de la compliance finale pour la pièce en
service.
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4.2.4 Dérivée de forme

Pour trouver une solution au problème (4.11), la dérivée de forme pour la fonction objectif et
chaque contrainte est calculée grâce à la méthode d’Hadamard [8]. Pour tout vecteur θ ∈ W 1,∞(D,D),
la perturbation de ω par θ est définie par

ωθ = (Id + θ)ω

Proposition 4.2.1. Pour tout vecteur θ ∈ W 1,∞(D,D), la dérivée de forme de J(ω) définie par (4.8)
s’écrit

J ′(ω)(θ) =

M∑
i=1

∫
∂ωi

θ.n
(
j(ui) + (A(e(ui) + ϵ∗Li

)) : e(pi)
)
ds (4.12)

Preuve : On introduit un sous-espace de dimension fini V h de HN (D). Il sera utilisé pour définir
les éléments finis P1 associés au maillage Dh (avec comme taille de maille h). La méthode de dérivation
rapide de Céa [41] est utilisée pour calculer la dérivée de forme de la fonction objectif. Le Lagrangien
complet est d’abord introduit, dépendant de la forme ω et des fonctions ûi, p̂i ∈ V h :

L(ω, ûi, p̂i) =

M∑
i=1

∫
ωi

j(ûi) dx+

M∑
i=1

∫
ωi

(A(e(ûi) + ϵ∗Li
)) : e(p̂i) dx (4.13)

Il est à noter que les variables générales ûi, p̂i ne sont pas solutions des problèmes (4.3) et (4.9).
Par définition, la dérivée de L par rapport à p̂i dans la direction d’une fonction test ϕi ∈ V h donne

à optimalité la formulation variationnelle du problème de fabrication couche par couche (4.3) :

∂L(ω, {ûi}, {p̂i})
∂p̂i

(ϕi) =

∫
ωi

(A(e(ûi) + ϵ∗Li
)) : e(ϕi) dx = 0. (4.14)

Ensuite, différentier L par rapport à ûi dans la direction d’une fonction test ϕi ∈ V h donne à
optimalité :

∂L(ω, {ûi}, {p̂i})
∂ûi

(ϕi) =

∫
ωi

(Ae(ϕi) : e(p̂i)) dx+

∫
ωi

j′(ûi) · ϕidx = 0, (4.15)

qui n’est rien d’autre que la formulation variationnelle du problème adjoint associé au problème (4.3).
Enfin, les solution discrètes ui, pi sont dérivables et dérivant L par rapport à ω dans la direction du

champ de vecteurs θ, la dérivée de forme de la fonction J s’écrit [41] :

∂L(ω, {ui}, {pi})
∂ω

(θ) =

M∑
i=1

∫
∂ωi

j(ui)θ.n dx

+

M∑
i=1

∫
∂ωi

(A(e(ui) + ϵ∗Li
)) : e(pi)θ.n dx

(4.16)

En regroupant les intégrales, le résultat désiré (4.12) est obtenu.

Proposition 4.2.2. Pour tout vecteur θ ∈ W 1,∞(D,D), la dérivée de forme de C(ω) définie par (4.7)
s’écrit

C ′(ω)(θ) = −
∫
∂ω

θ.n (A(e(ufin)) : e(ufin)) ds (4.17)

On rappelle que les contraintes C(ω) et |ω| sont prises en compte avec un Lagrangien augmenté.

4.3 Optimisation de forme de la pièce

Dans cette section, on considère une poutre MMB comme cas test. L’objectif est de construire une
telle pièce en limitant ses défauts de fabrication. Les différents bords ΓD et ΓN où les conditions aux
limites sont appliquées sont montrées en Figure 4.4, sur le domaine de taille [0, 60mm] × [0, 10mm] ×
[0, 10mm]. L’optimisation débutera de la forme montrée en Figure 4.5, qui n’est rien d’autre que la forme
optimisée pour la compliance et une contrainte sur son volume. Le domaine de calcul D est discrétisé en
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40500 noeuds et correspondant à un quart de la poutre totale, deux plans verticaux sont utilisés pour la
symétrie. Les propriétés mécaniques considérés sont E = 125 GPa et ν = 0.3. La force f = (0, 0,−0.5)
est appliquée sur une surface de 5mm2 centrée sur la face supérieure du domaine complet. ΓDf

est
appliqué aux bords de la face inférieure du domaine, sur une surface de 2.5mm2. Enfin, le tenseur
inherent strain utilisé dans toute cette section est (4.4).

Figure 4.4 – Conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann pour la poutre MBB

Figure 4.5 – Forme optimisée pour le problème de la poutre MBB

Pour les cas tests suivants, le problème d’optimisation (4.11) est résolu, minimisant un critère prin-
cipal J(ω) et prenant en compte une contrainte d’égalité sur le volume |ω| de la pièce et d’inégalité
pour la compliance finale C(ω).

4.3.1 Déplacements verticaux à chaque couche

Les déplacements verticaux que subissent chaque couche lors de leur refroidissement peuvent rendre
une pièce non conforme sur le plan dimensionnel, produire un mauvais état de surface ou encore arrêter
la machine si les extrémités des couches non maintenues dépassent de manière trop importante du lit de
poudre de la couche suivante. Un premier critère de minimisation est considéré prenant en compte ces
déplacements verticaux positifs (dans la direction de fabrication) cumulés à chaque couche et calculés
avec les solutions de (4.3) pour chaque domaine intermédiaire ωi. Il s’écrit comme suit :

J1(ω) =

M∑
i=1

∫
ωi

|max(0, ui.ed)|2χLidx, (4.18)

avec ed la direction de fabrication (verticale).
Le résultat de la simulation du procédé sur la géométrie initiale de la poutre MBB est montré

en Figure 4.6, où les déplacements verticaux cumulés à chaque couche sont tracés. Ceux-ci sont plus
importants au niveau des surfaces en overhang, confirmant les résultats expérimentaux connus [164] et
motivant l’utilisation de ce modèle de simulation.

La pièce optimisée pour le critère (4.18) est montrée en Figure 4.7 après avoir résolu le problème
(4.11) avec J(ω) = J1(ω), et M = 20. Les surfaces en overhang les plus importantes ont disparu, et
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Figure 4.6 – Somme des déplacements verticaux à chacune des 20 couches considérées pour simuler la
fabrication de la poutre MBB initiale, vue sur le coté (à gauche) et de face (à droite).

Figure 4.7 – Somme des déplacements verticaux à chacune des 20 couches considérées pour simuler la
fabrication de la poutre MBB optimisée, vue sur le côté (à gauche) et de face (à droite).

le volume les constituant a été redistribué sur les barres verticales pour respecter les contraintes sur le
volume et la compliance. Les courbes de convergence sont montrées en Figure 4.8. Le calcul a nécessité
200 itérations pour une durée totale d’environ 10 heures..

4.3.2 Critère de Von Mises

Le nouveau critère d’optimisation considéré est le critère de Von Mises, noté σvm et donnant une
estimation de l’état de contrainte dans la pièce pendant la fabrication. On écrit à nouveau le champ de
Von Mises, noté σvm(x) comme suit :

σvm =

∣∣∣∣∣
M∑
i=1

2µe(ui)D

∣∣∣∣∣ , (4.19)

avec ui la solution de (4.3) calculé sur ωi et étendue par 0 au-dessus.
Comme mentionné en Section 4.1, le modèle de simulation donne de bonnes prédictions dans le

domaine élastique et surestime les contraintes au delà de la limite d’élasticité. Un point intéressant
serait de limiter les régions où σvm est le plus important. Pour se faire, on applique au champ de Von
Mises une norme Lp. Pour éviter toute confusion avec l’état adjoint déjà appelé p, on notera l’exposant
de la norme α > 0. Le critère s’écrit :

J2(ω) =

(∫
ω

j2(e(u)) dx

) 1
α

avec j2(e(u)) = |σvm|2α. (4.20)

Proposition 4.3.1. La dérivée de forme de J2(ω) dans la direction θ est toujours donnée par (4.12)
mais avec un nouvel adjoint, défini pour 1 ≤ i ≤ M , par

Le problème adjoint s’écrit :
−div(Ae(pi)) = div(K14|σvm|2α−2

∑M
j=1 σj,D) dans ωi,

(Ae(pi))n = −(K14|σvm|2α−2
∑M

j=1 σj,D)n sur Γi,N ,

pi = 0 sur ΓD.

(4.21)

avec K1 = 4µ

(∫
ω

|σvm|2α dx

)( 1
α−1)

et σj,D = 2µe(uj)D

Preuve : Le Lagrangien associé défini pour ω et des fonctions {ûi}, {p̂i} ∈ H1
ΓD

(ωi) s’écrit :

L(ω, {ûi}, {p̂i}) =
(∫

ω

j2(e(u)) dx

) 1
α

+

M∑
i=1

∫
ωi

A(e(ûi) + ϵ∗Li
) : e(p̂i)) dx. (4.22)
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Figure 4.8 – Courbes de convergence pour le critère J1(ω) (en rouge), la compliance C(ω) (en noir)
et le volume |ω| (en vert)

Différentiant par rapport à ûi dans la direction d’une fonction test ϕi ∈ V h, on obtient

∂L(ω, {ûi}, {p̂i})
∂ûi

(ϕi) =
1

α

(∫
ω

j2(e(û)) dx

)( 1
α−1)(∫

ω

j2
′(e(û)) · e(ϕi) dx

)
+

∫
ωi

(Ae(ϕi) : e(p̂i)) dx = 0.

(4.23)
Plus précisément,

1

α

(∫
ω

|σvm|2α dx

)( 1
α−1)

∫
ω

α|σvm|2α−24µ

 M∑
j=1

σj,D

 : e(ϕi) dx

+

∫
ωi

Ae(ϕi) : e(p̂i) dx = 0

(4.24)
qui est la formulation variationnelle du problème adjoint couche par couche.

Le critère de Von Mises est tracé sur la Figure 4.9 et comparé à celui tracé sur la forme optimisée,
montrée en Figure 4.10. Ce résultat a été obtenu en résolvant (4.11) avec J(ω) = J2(ω) et α = 12.
Aussi, 20 macro couches sont considérées.

Figure 4.9 – Critère de Von Mises tracé sur la forme initiale, construite avec 20 couches. Valeur
maximum : 980 MPa.

Un résultat classique en SLM est la présence de contraintes importantes à la jonction entre la pièce
et le plateau [105]. Puisque la norme α amplifie les valeurs importantes du critère, l’algorithme réduit
l’accroche de la forme au plateau lors de l’optimisation en préservant autant que possible la compliance
initiale, d’où la formation de petites cornes aux coins de la poutre, gardant un contact avec ΓDf

. Les
courbes de convergence sont montrées en Figure 4.11.
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Figure 4.10 – Critère de Von Mises tracé sur la forme finale. Valeur maximum : 900 MPa.

Figure 4.11 – Courbes de convergence pour le critère J2(ω) (en rouge), la compliance C(ω) (en noir)
et le volume |ω| (en vert).

4.3.3 Déplacement résiduel après séparation du plateau

La forme de la pièce à fabriquer peut également être optimisée pour réduire sa déformation observée
lors de sa découpe du plateau, lorsque les contraintes résiduelles se relâchent. Pour cela, deux problèmes
doivent être considérés, le premier modélisant la fabrication, appelé Problème 1 et identique à (4.3), et
représenté en Figure 4.12.

Figure 4.12 – Problème 1, modélisant la construction couche par couche de la pièce avec la méthode
inherent strain (4.3).

Le deuxième problème concerne la séparation de la pièce au plateau et appelé Problème 2, représenté
en Figure 4.13 où les conditions aux limites ont changé. Plus précisément, ce deuxième problème modélise
une découpe partielle du plateau en changeant la condition aux limites de Dirichlet du Problème 1,
appelée ΓD1

, en ΓN2
, partie du bord libre du domaine du Problème 2. Il est à noter qu’une partie de la

pièce reste accrochée au plateau sur ΓD2
pour assurer un problème bien posé.

On introduit l’espace suivant :
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Figure 4.13 – Problème 2, modélisant la séparation partielle de la pièce au plateau.

H1
ΓD2

(ω) = {v ∈ H1(ω)N : v = 0 sur ΓD2}

Le déplacement élastique ui l’unique solution dansH1
ΓD

(ωi) du Problème 1 modélisant la fabrication :
−div(A(e(ui) + ϵ∗Li

)) = 0 dans ωi,
Ae(ui)n = 0 sur ΓNi

,
ui = 0 sur ΓD.

(4.25)

La somme des états de contraintes A(e(ui)) obtenues après résolution de (4.25) est utilisée pour
calculer un état pré-contraint de ω, chargement du Problème 2. Une déformée v de la pièce est donc
observée à l’équilibre, conséquence de l’application des inherent strain et du changement de conditions
aux limites. Le déplacement v est l’unique solution dans H1

ΓD2
(ω) du Problème 2, également résolu dans

ω : 
−div

(
Ae(v) +

∑M
j=1 Ae(uj)

)
= 0 dans ω,

Ae(v)n = 0 sur ΓN2
,

v = 0 sur ΓD2
.

(4.26)

N’étant défini que sur ωj , uj est étendu par 0 sur les couches supérieures. Le critère de minimisation
considéré est fonction du déplacement vertical v de la pièce obtenu à l’issue de la résolution du Problème
2 (4.26) :

J3(ω) =

∫
ω

j3(v)dx. (4.27)

avec
j3(v) = |max(0, v.ed)|2. (4.28)

Le premier problème adjoint, associé au Problème 2 (4.26) s’écrit −div(Ae(η)) = −j
′

3(v) dans ω,
(Ae(η))n = 0 sur ΓN2

,
η = 0 sur ΓD2

.
(4.29)

La formulation variationnelle associée au problème (4.29) s’écrit comme suit. Trouver η ∈ H1
ΓD2

(ω),

pour tout ϕ ∈ H1
ΓD2

(ω) ∫
ω

j
′

3(v) · ϕdx+

∫
ω

(Ae(ϕ)) : e(η)) dx = 0. (4.30)

Le deuxième problème adjoint, associé au Problème 1 (4.25) s’écrit :
−div(Ae(pi)) = div

(∑M
j=1 Ae(η)

)
dans ωi,

(Ae(pi))n = 0 sur ΓN,i,
pi = 0 sur ΓD.

(4.31)

La formulation variationnelle associée au problème (4.31) s’écrit comme suit. Trouver pi ∈ H1
ΓD

(ωi),
pour tout ϕi ∈ H1

ΓD
(ωi)

∫
ωi

 M∑
j=1

Ae(ϕj)) : e(η)

 dx = −
∫
ωi

(Ae(ϕi)) : e(pi)) dx. (4.32)
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Proposition 4.3.2. La dérivée de forme de J3(ω) dans la direction θ est donnée par

J ′
3(ω) =

∫
∂ω

θ.n(j3(v) +

Ae(v) +

M∑
j=1

Ae(uj)) : e(η)

+

M∑
i=1

∫
∂ωi

θ.n(Ae(ui) + ϵ∗) : e(pi)) ds

(4.33)

Preuve : La preuve est similaire à celle de la proposition (4.12). On introduit le Lagrangien défini
comme la somme de la fonction objectif et des deux formulations variationnelles du problème (4.3) et
(4.26) :

L(ω, v̂, η̂, {ûi}, {p̂i}) =
∫
ω

j3(v̂)dx+

∫
ω

Ae(v̂) +

M∑
j=1

Ae(ûj)

 : e(η̂) dx

−
∫
ΓN2

M∑
j=1

Ae(ûj).n.η̂ ds

+

M∑
i=1

∫
ωi

(Ae(ûi) + ϵ∗Li
) : e(p̂i) dx.

(4.34)

En différentiant L par rapport à v̂ ∈ H1
ΓD

(ω) on obtient la formulation variationnelle du problème
adjoint (4.29). En différentiant L par rapport à ûi on obtient la formulation variationnelle du problème
adjoint (4.9). En supposant que les solutions v, ui sont différentiables par rapport à la forme et en
différentiant L par rapport à ω dans la direction d’un champ de vecteur θ, on a obtient de résultat
voulu (4.33).

Un nouveau problème de référence est considéré pour mettre au mieux en valeur ce critère. Les
conditions aux limites appliquées sont montrées en Figure 4.14. L’optimisation débute de la forme
montrée en Figure 4.15, qui n’est rien d’autre que la forme optimisée pour la compliance avec une
contrainte sur le volume. Le domaine de calcul est de taille [0, 90mm]× [0, 30mm]× [0, 9mm] discrétisé
en 56000 noeuds. Il correspond à la moitié du domaine montré en Figure 4.14 (une symétrie selon
l’axe y est utilisée). Les propriétés mécaniques considérées sont E = 125 GPa et ν = 0.26. La force
f = (0, 0,−0.5) est appliquée sur une surface de 6mm2 centrée sur la face inférieure du domaine complet.
ΓDf

est appliqué aux bords de la face inférieure du domaine, sur une surface de 2.5mm2. Aussi, 20 macro
couches horizontales divisent le domaine.

Figure 4.14 – Conditions aux limites appliquées au domaine D du nouveau problème en service.

Les conditions aux limites du Problème 2 sont montrées en Figure 4.16. Le bord ΓD2
(en rouge)

modélise la partie du plateau qui ne sera pas découpée.

La forme optimisée après résolution du problème (4.11) avec J(ω) = J3(ω) est montrée en Figure
4.17 (à droite). On remarque qu’une fine barre apparâıt, permettant de relier la partie massive de la
pièce partiellement découpée au plateau. Les déformées numériques de la géométrie initiale et optimisée
montrées en Figure 4.18 le confirme. Les courbes de convergence sont montrées en Figure 4.19. Pour ce
calcul, 500 itérations ont été nécessaires, pour une durée d’environ 30 heures.
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Figure 4.15 – Forme optimisée pour le nouveau problème final.

Figure 4.16 – Conditions aux limites appliquées au domaine D pour le problème 2.

Figure 4.17 – Géométrie initiale (à gauche) et optimisée (à droite) pour le déplacement vertical après
découpe partielle du plateau.

4.3.4 Vérification expérimentale

Le modèle inherent strain utilisé dans ces travaux offre au mieux des tendances de comportement
de la pièce lors de sa fabrication. Afin de confirmer sa validité, une étude expérimentale a été menée
en fabriquant en SLM certaines géométries vues plus haut, à savoir la poutre MBB optimisée pour les
déplacements verticaux à chaque couche (4.18) et la forme optimisée pour le déplacement vertical après
découpe (4.27). Aussi, la poutre MBB initiale montrée en Figure 4.5 ainsi que la géométrie initiale
montrée en Figure 4.15 ont été construites pour servir de référence. Une photo du plateau terminé
est montrée en Figure 4.20, après dépoudrage. L’expérience considère quinze pièces, trois géométries
de référence pour chaque cas test (sauf pour le critère (4.18), où six géométries de référence ont été
fabriquées) ainsi que trois géométries optimisées pour chaque critère. Trois pièces sont fabriquées pour
chaque géométrie afin de moyenner les résultats, pouvant quelque peu varier en fonction de la position
sur plateau (dû notamment au flux d’argon qui peut ne pas être uniforme sur le plateau). La fabrication
a été effectuée en 10 heures avec une machine Renishaw ®[74], pour une épaisseur de couche de 50µm.
Aussi, le matériau utilisé pour cette expérience est le Ta6V. Enfin, une stratégie de lasage croisée (ou
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Chapitre 4. Optimisation à partir de la méthode inherent strain

Figure 4.18 – Comparaison des déformées numériques entre la géométrie de référence (à gauche) et
optimisée (à droite).

Figure 4.19 – Courbes de convergence pour le critère J(ω) (en rouge), la compliance C(ω) (en noir)
et le volume |ω| (en vert).
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4.3. Optimisation de forme de la pièce

Figure 4.20 – Plateau de fabrication après dépoudrage comprenant les 15 géométries nécessaires à
la validation des critères. Dans le cadre vert (A) se trouvent les géométries optimisées pour le critère
(4.18) ; dans le cadre rouge (B) les géométries de référence pour le test du critère (4.18) et dans le cadre
bleu (C) sont les géométries de référence et optimisées pour le critère (4.27).

”bandes”) a été utilisée, consistant à balayer le lit de poudre par des trajectoires de laser parallèles.
Une rotation d’un angle de 67◦ de la direction de ces trajectoires est effectuée ente chaque couche,
homogénéisant les contraintes dans le plan d’étalement de poudre.

Mesures du déplacement après séparation partielle de la pièce au plateau

Cette sous section concernent les 6 pièces positionnées à droite du plateau. Trois d’entre elles sont les
géométries de référence (Figure 4.15), les autres sont les géométries optimisées pour le problème (4.27)
(Figure 4.17). Une autre vue de la fabrication d’une géométrie optimisée pour ce dernier problème est
montrée en Figure 4.21. Un support fin a été ajouté après optimisation entre les deux dernières barres
verticales afin d’assurer la fabrication de la surface en downskin. Ce support, généré par le logicielMagics
Materialise®présente une épaisseur de 0.1 mm, n’impactant pas le comportement de la pièce lors de
sa découpe partielle. Le critère (4.18) intégrant les déplacements verticaux à chaque couche aurait pu
être considéré dans l’optimisation pour limiter l’angle de cette surface, néanmoins le changement de
géométrie engendré aurait pu avoir un impact difficile à mesurer sur le comportement de la pièce lors de
sa découpe partielle. Ici, seulement le critère (4.27) doit être évalué. Ce support fin, uniquement présent
pour les géométries optimisées (la géométrie de référence est autoportante) est retiré manuellement
après fabrication et dépoudrage. L’opération de découpe est ensuite effectuée, séparant partiellement
les six géométries alignées du plateau. Celles-ci sont montrées en Figure 4.22, où une différence de
flèche peut déjà être observée à l’oeil nu entre les géométries de référence et les géométries optimisées,
confirmant les bonnes tendances numériques.
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Figure 4.21 – Géométrie optimisée pour le critère (4.27), fabriquée à l’aide d’un support fin (entouré
en rouge) pour assurer la construction de la surface en overhang.

Figure 4.22 – Géométries découpées partiellement du plateau. Une différence de flèche peut être
observée entre les géométries de référence et optimisées.
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4.3. Optimisation de forme de la pièce

Figure 4.23 – Numérisation du plateau avant découpe partielle (à gauche) et après découpe partielle
(à droite).

Figure 4.24 – Superposition des plateaux numérisés.

Afin de mesurer plus précisément cet écart, le plateau est numérisé avant et après l’opération de
découpe partielle. Ces deux différents scans sont montrés en Figure 4.23.

La superposition de ces deux mesures, réalisée grâce au logiciel GOM Inspect®[72] permet de
mettre en valeur la différence de position en tout point, montrée en Figure 4.24. La position verticale
de l’extrémité de chaque pièce est ensuite mesurée sur les deux scans. En moyennant les différentes
mesures, le déplacement vertical moyen à l’extrémité de la géométrie de référence est de 2.31mm et de
1.23mm pour la géométrie optimisée, soit une réduction de 47% pour un volume équivalent des deux
pièces.

Remarque 4.3.3. Un premier cas test avait été envisagé pour le critère (4.27) avec le problème de
la poutre MBB. Les résultats de cette optimisation sont montrées en Figure 4.25 (à droite), où le
déplacement vertical après découpe est tracé pour cette géométrie ainsi que pour la géométrie de référence
(à gauche). Le critère est également minimisé avec une contrainte sur la compliance et le volume.
Néanmoins, la poutre MBB doit résister à une flexion 3 points, proche du problème de relâchement des
contraintes résiduelles lors de la séparation de la pièce du plateau. La déformation après découpe sera
donc difficile à observer en pratique car la géométrie le limite par nature. Pour cette raison, un autre
problème final a été envisagé pour que la pièce soit davantage sujette à la déformation après découpe.
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Figure 4.25 – Géométrie de la poutre MBB initiale (à gauche) et optimisée (à droite) pour le
déplacement vertical après découpe partielle du plateau.

Figure 4.26 – Géométries de référence et optimisées pour le critère (4.18).

Cette poutre MBB optimisée pour le problème (4.27) a tout de même été fabriquée sur le même plateau,
néanmoins la flèche était difficilement mesurable (moins de 1mm).

Observation du lit de poudre pour le critère des déplacements verticaux à chaque couche

Comme dit plus haut, chaque couche subit un retrait thermique lors de la phase de refroidisse-
ment. Les extrémités non maintenues de ces couches peuvent alors se voir être déformées verticalement
produisant un état de surface dégradé. Certaines extrémités peuvent même dépasser du lit de poudre
étalé pour la couche suivante et provoquer un arrêt de la machine si un racleur dur vient les heurter.
Si un racleur souple est utilisé (comme c’est le cas pour cette expérience), ces extrémités peuvent le
déchirer impactant la qualité du lit de poudre pour les couches suivantes. Pour limiter cet effet, le
critère (4.18) a été formulé, donnant la forme montrée en Figure 4.7 après minimisation. Afin de vérifier
expérimentalement les bons résultats numériques, trois géométries de référence et optimisées pour le
critère 4.18 ont été fabriquées. Elles sont montrées en Figure 4.26.

Lors de la fabrication, des photos du lit de poudre sont prises à chaque couche, avant et après
le passage du racleur, permettant de détecter a posteriori d’éventuels problèmes de fabrication, en
particulier lorsque certaines couches dépassent du lit de poudre lors du dépôt de la couche suivante. Ce
phénomène est observé à la couche n◦214, où le lit de poudre avant le passage du racleur est montré en
Figure 4.27 (à gauche) et après passage du racleur (à droite). Les extrémités de couche non supportées
des géométries de référence sont visibles sur la photo 4.27 (à droite, entourées en rouge), synonyme
de leur déformation verticale importante. Ici, elles ont été touchées par le racleur, manquant de le
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4.4. Calibration des coefficients inherent strain par analyse inverse

Figure 4.27 – Photo du lit de poudre de la couche 214 après lasage (à gauche) et de la couche 215
avant lasage (à droite). Certaines extrémités de couches précédemment fusionnées dépassent du lit de
poudre (entourées en rouge).

détériorer. En revanche, la zone du lit de poudre au-dessus des géométries optimisées pour le critère
(4.18) est vierge, montrant que les couches se sont moins déformées et confirmant les bonnes tendances
numériques.

4.4 Calibration des coefficients inherent strain par analyse in-
verse

Dans ces travaux, la stratégie pour déterminer les déformations inhérentes est obtenue par analyse
inverse, s’appuyant sur les résultats expérimentaux montrés précédemment. Le retour élastique mesuré
sur la pièce fabriquée sert de référence pour l’analyse inverse permettant de retrouver numériquement
les composantes du tenseur ϵ∗ du problème direct (4.3). Les paramètres d’optimisation sont rassemblés
dans une matrice diagonale 3× 3 appelée a ∈ R3×3 tel que

diag(a)ϵ∗ =

 a1ϵ11,0 0 0
0 a2ϵ22,0 0
0 0 a3ϵ33,0

 (4.35)

Les valeurs ϵ11,0, ϵ22,0 et ϵ33,0 sont fixes.
Les problèmes directs nécessaires au calcul du déplacement vertical v s’écrivent alors :

−div(A(e(ui) + diag(a)ϵ∗Li
)) = 0 dans ωi,

Ae(ui)n = 0 sur ΓNi
,

ui = 0 sur ΓD.
(4.36)

 −div(Ae(v) +
∑M

j=1 Ae(uj)) = 0 dans ω,

Ae(v)n = 0 sur ΓN2 ,
v = 0 sur ΓD2 .

(4.37)

L’objectif est de minimiser une fonction coût de type ”moindres carrés” quantifiant les écarts de
modèle aux mesures :

Jinv(a) =

∫
ω

jinv(v), (4.38)

avec,

jinv(v) =

∫
ω

Nmesure∑
i=1

((v̄z(xi)− vz(x))
2χBε(xi), (4.39)

où Nmesure est le nombre de mesures effectuées sur la pièce fabriquée, v̄z(xi) le déplacement vertical
mesuré au point xi et vz(x) le déplacement vertical calculé par le modèle en considérant le tenseur
inherent strain diag(a)ϵ∗..
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On note χBε(X) la fonction caractéristique associée à la boule Bε(x) de rayon ε centrée au point x
tel que :

χBε
(X) =

{
1 si X ∈ Bε(x),
0 si X /∈ Bε(x).

(4.40)

En pratique, ε est de l’ordre d’une taille de maille, autrement dit les déplacements calculés par le modèle
numérique sont capturés sur une petite zone autour de chaque point xi.

Pour résoudre ce problème d’optimisation sans contrainte, la méthode de Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno (BFGS) [3, 50] est utilisée. Afin de minimiser la fonction Jinv, sa dérivée doit être obtenue par
rapport à la variable a.

Pour cela, deux problèmes adjoints, très similaires aux problèmes (4.29) et (4.31) sont résolus. Le
premier problème adjoint, associé à (4.37) s’écrit −div(Ae(η)) = −j

′

inv(v) dans ω,
(Ae(η))n = 0 sur ΓN2

,
η = 0 sur ΓD2

.
(4.41)

avec

j
′

inv(v) = 2

Nmesure∑
i=1

((v̄z(xi)− vz(x))χBε
(xi) (4.42)

Le deuxième problème adjoint à résoudre s’écrit quant à lui de la même manière que le problème (4.31).
De cette manière, on peut écrire la dérivée de la fonction (4.38) comme suit :

J
′

inv(a) =

M∑
i=1

∫
∂ωi

A(diag(δa)ϵ∗) : e(pi) dx (4.43)

Plus précisément, J
′

inv(a) est obtenu en remplaçant δa ∈ R3 par les vecteurs de la base canonique.
Preuve : On écrit le nouveau Lagrangien :

L(a, v̂, η̂, {ûi}, {p̂i}) =
∫
Ω

jinv(v̂)dx+

∫
ω

Ae(v̂) +

M∑
j=1

Ae(ûj)

 : e(η̂) dx

−
∫
ΓN2

M∑
j=1

Ae(ûj)n.η̂ ds

+

M∑
i=1

∫
ωi

(Ae(ûi) + diag(δa)ϵ∗Li
) : e(p̂i) dx.

(4.44)

En dérivant L par rapport aux variables v̂, η̂j , {ûi}, {p̂i}, on obtient les formulations variationnelles
des problèmes (4.29), (4.31), (4.9) et (4.3) respectivement.

Enfin, pour δa, on a :

L(a, v̂, η̂, {ûi}, {p̂i})
δa

(δa) =

M∑
i=1

∫
∂ωi

A(diag(δa)ϵ∗) : e(pi) dx (4.45)

D’après l’hypothèse faite en section 4.1, ϵ33,0 = 0, donc a3 = 0.

4.4.1 Recherche des données synthétiques

Dans un premier temps, un cas test numérique est considéré afin d’évaluer l’algorithme. Une géométrie
de type ’peigne’, bien connue de la méthode inherent strain est utilisée et montrée en Figure 4.28, dans
un domaine de dimension [0, 72]× [0, 10]× [0, 6], discrétisée en 5621 noeuds. Une symétrie selon le plan
XZ est utilisée pour réduire la taille du domaine. Ici, le problème de découpe partielle est d’abord
résolu en utilisant un chargement inherent strain, considérant des coefficients de référence a1,ref = 1 et
a2,ref = 0.5. Les propriétés mécaniques utilisées sont E = 125GPa, ν = 0.3 et le domaine est divisé en
10 couches horizontales. 19 points espacés de manière régulière le long de la face supérieure du peigne

76



4.4. Calibration des coefficients inherent strain par analyse inverse

Figure 4.28 – Géométrie du peigne (à gauche) et fonctions caractéristiques χBε
(xi) du modèle

numérique (à droite).

sont considérés. Leurs coordonnées le long de l’axe x ainsi que la valeur du déplacement vertical après
la découpe partielle en chaque point sont reportés dans la Table 4.1.

Dans un deuxième temps, l’optimisation des coefficients a1 et a2 sera faite de manière à faire cor-
respondre le déplacement vertical de chaque point vz(xi) avec les données synthétiques v̄z(xi) obtenues
précédemment avec a1,ref et a2ref . Les paramètres d’optimisation sont initialisés par a1 = a2 = 0.1.
A convergence, les coefficients obtenus sont a1 = 1.00001 et a2 = 0.499992, pour une valeur de
Jinv(a) = 4.465 × 10−11. Les courbes de convergence pour les deux coefficients et la fonctionnelle
sont montrées en Figure 4.29. La valeur du déplacement vertical de chaque point après convergence de
l’algorithme est reportée dans la Table 4.1.

Figure 4.29 – Courbes de convergence pour les coefficients a1 et a2 (à gauche) et pour la fonction
Jinv(a) (à droite).

Les déplacements vz(xi) correspondent aux données synthétiques et sont obtenus pour des valeurs
des coefficients a1 et a2 très similaires à a1,ref et a2,ref . On choisit alors d’utiliser cet algorithme pour
faire correspondre les données numériques aux données mesurées physiquement.

4.4.2 Recherche des données mesurées

Cette fois, la méthode est appliquée aux valeurs de déplacement mesurées en plusieurs points de
la pièce fabriquée. Les coordonnées de ces points mesurés xi sont montrées sur la Figure 4.30 et leur
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points position x(mm) v̄z(xi)(mm) vz(xi)(mm)

x1 720 13.355 13.355
x2 680 12.2336 12.2336
x3 640 11.1128 11.1128
x4 600 9.99829 9.99829
x5 560 8.89586 8.89586
x6 520 7.8123 7.8123
x7 480 6.75565 6.75565
x8 440 5.73536 5.73536
x9 400 4.73597 4.73597
x10 360 3.78729 3.79222
x11 320 2.92246 2.92246
x12 280 2.14332 2.14332
x13 240 1.4738 1.4738
x14 200 0.863232 0.863232
x15 160 0.391997 0.391997
x16 120 0.0956187 0.0956187
x17 80 0.00775823 0.00775823
x18 40 -0.00479469 -0.0079469
x19 0 -0.0136172 -0.0136172

Table 4.1 – Position sur l’axe x et déplacement vertical calculé au point xi du peigne pour les coeffi-
cients a1,ref et a2,ref et calculé par les coefficients obtenus après convergence de l’algorithme.

déplacement vertical après découpe rapportées dans la Table 4.2. Ici, 10 points de mesure sont choisis
et répartis sur le bord de la barre la plus déformée. Les fonctions caractéristiques χBε

(xi) associées sont
montrés sur la forme ωref , en Figure 4.31.

Remarque 4.4.1. Suite à une erreur de manipulation dans l’outil de mise en plateau, la pièce fabriquée
possède des dimensions légèrement plus grandes que celles considérées numériquement (agrandissement
d’un facteur de 1.18 dans les trois dimensions). Le problème reste le même : l’algorithme doit conver-
ger vers les coefficients inherent strain qui ont permis la déformation mesurée sur la pièce. La forme
numérique a bien sûr été agrandie elle aussi avant d’effectuer l’analyse inverse. Cela ne remet pas en
cause les résultats montrés en sous section 4.3.4 puisque les proportions restent les mêmes et que les
problèmes mécaniques considérés se placent dans le cadre de l’élasticité linéaire. L’allure de la forme
finale n’est donc pas dépendante de la taille du domaine.

Aussi, comme indiqué plus haut, une stratégie de balayage du laser dite croisée (ou ”bande”) a
été utilisée pour construire les géométries. Le caractère périodique de cette stratégie de balayage per-
met de considérer une application isotrope des déformations inhérentes dans le plan de la couche et
indépendante de l’angle de rotation. Considérant cette nouvelle hypothèse, un seul paramètre peut être
considéré sachant que a1 = a2. Le nouveau tenseur des déformations inhérentes recherché prend alors
la forme :

ϵ∗Li
=

 a1ϵ11,0 0 0
0 a1ϵ22,0 0
0 0 0

 (4.46)

Le paramètre d’optimisation est initialisé par a1 = 1 et les coefficients constants de ϵ∗Li
sont fixes

avec ϵ11 = ϵ22 = −0.0001.

A convergence, on obtient a1 = 0.53597 après 20 itérations. La courbe de convergence est montrée
en Figure 4.32 (à gauche). Aussi, la fonction (4.38) atteint la valeur de 0.367. La courbe de convergence
est montrée en Figure 4.32 (à droite).

Les déplacements vz(xi) calculés par le modèle développé en section 4.3.3 avec le nouveau tenseur
ϵ∗Li

sont également rassemblés dans la Table 4.2 ainsi que leur position sur le plan de coupe par rapport
à l’extrémité gauche de la pièce (l’origine est montrée en Figure 4.31).
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Figure 4.30 – Plans médians de la forme ωref fabriquée, avant et après découpe, sur lesquels sont pris
les mesures v̄z(xi).

Figure 4.31 – Fonctions caractéristiques χBε
(xi) du modèle numérique.

Remarque 4.4.2. Une des difficultés a été de faire correspondre les coordonnées numériques et phy-
siques du point xi sur le bord de la pièce. Celles-ci ont été déterminées par leur position par rapport
au repère situé à l’autre extrémité de la pièce (Figure 4.31), placé de manière identique sur FreeFEM
et GOM Inspect. Néanmoins, il n’est pas garanti que la position de chaque point sur la pièce physique
corresponde exactement à la position de ceux sur la forme numérique. Les mesures étant précises au
centième de millimètre, une très légère variation de position peut impacter la valeur finale de la fonc-
tionnelle Jinv(a) ainsi que les résultats de l’optimisation.

La comparaison des valeurs de v̄z(xi) et vz(xi) est plutôt satisfaisante compte tenu de la simplicité
du modèle inherent strain et de la difficulté dans la prise de mesure sur la pièce fabriquée. Dans de futurs
travaux, il serait intéressant de comparer ces mesures en prenant en compte d’autres géométries pour
conclure de sa bonne efficacité. Aussi, la stratégie de lasage utilisée ici permet de faire des hypothèses
arrangeantes pour l’analyse inverse en terme de nombre de coefficients à varier. D’autres recherches
doivent être effectuées pour obtenir les bons coefficients du tenseur ϵ∗Li

lorqu’une autre stratégie de
lasage est utilisée pour fabriquer la pièce. Aussi, des repères physiques doivent être prévus lors de la
mise en plateau afin d’améliorer la prise de mesure.
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Figure 4.32 – Courbes de convergence pour le coefficient a1 (à gauche) et pour la fonction Jinv(a) (à
droite).

points position x(mm) position z(mm) v̄z(xi)(mm) vz(xi)(mm)

x1 97,7 1.1 2.13 1.979
x2 95.5 4.7 1.96 1.919
x3 93.3 8.3 1.84 1.860
x4 88.8 14.2 1.71 1.739
x5 84.4 17.8 1.58 1.624
x6 80.9 22.3 1.53 1.535
x7 76.6 27.2 1.41 1.429
x8 72.7 30.2 1.28 1.336
x9 66.6 33.4 1.16 1.194
x10 62.2 35.6 1.05 1.092

Table 4.2 – Position et déplacement vertical v̂z(xi) mesuré au point xi. vz(xi) est le déplacement
vertical au point xi calculé par le modèle développé en section 4.3.3 avec les coefficients ϵ∗Li

obtenus par
analyse inverse.

4.5 Optimisation de forme des supports

Dans un deuxième temps, l’optimisation de forme des supports S est considérée. La pièce ω dont la
fabricabilité est assurée par ces supports est cette fois fixe. Dans ce cas, les déplacements induits par le
procédé seront minimisés par la présence des supports. Le problème (4.3) est résolu dans D, contenant
la structure complète Ω tel que Ω = S ∪ ω. Tout comme ω, Ω est divisé en M macro-couches de même
épaisseur. Ici, le critère considérant la somme des déplacements verticaux (4.18) à chaque couche est
utilisé, cette fois calculé sur la structure Ω :

J4(S) =

M∑
i=1

∫
Ωi

j4(ui)dx, (4.47)

avec
j4(ui) = |max(0, ui.ed)|2χLi

, (4.48)

où χLi est la fonction caractéristique du domaine Li définie par (4.2). Puisque la géométrie de la pièce ω
est fixée, sa performance mécanique n’est pas considérée. Le nouveau problème d’optimisation s’écrit :

min
Ω⊂D

J4(S)

tel que |S| = |Scible|
(4.49)

où |S| et |Scible| sont respectivement le volume pris par les supports et leur volume cible respectivement.
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Proposition 4.5.1. On considère l’interface ∂S ∩ ∂ω fixe, on restreint donc θ ∈ W 1,∞(D,RN ) à S tel
que θ · n = 0 sur ∂S ∩ ∂ω. La dérivée de forme de J4(Ω) dans la direction θ est donnée par :

J ′
4(S)(θ) =

M∑
i=1

∫
∂S∩ωc

i

θ.n
{
j4(ui) + (A(e(ui) + ϵ∗Li

)) : e(pi))
}
ds. (4.50)

où ωc
i est le complémentaire de ωi tel que ωc

i = Di\ω.

Preuve : Suivant la méthode de Céa [41], le Lagrangien complet est introduit :

L(Ω, {ui}, {pi}) =
M∑
i=1

∫
Ωi

j4(ui) dx

+

M∑
i=1

∫
Ωi

(
A(e(ui) + ϵ∗Li

)
)
: e(pi)) dx.

(4.51)

Une fois de plus, différenciant L par rapport à chaque variable permet de retrouver le résultat voulu
(4.50).

La forme fixe ω non supportée est montrée en Figure 4.33 (à gauche) et sujette aux déplacements
verticaux montrés à droite. Comme attendu, les déplacements verticaux les plus importants sont lo-
calisés sur les surfaces en overhang non supportées. Le domaine de calcul est de taille [0, 80mm] ×
[0, 10mm]× [0, 80mm], discretisé en 48000 noeuds et correspondant à un quart du domaine total, deux
plans verticaux orthogonaux sont utilisés pour la symétrie. Les propriétés mécaniques sont E = 125GPa
et ν = 0.3, considérées pour les deux sous-domaines ω et S. Le domaine est divisée en 20 macro couches
horizontales et ΓD est toujours appliquée sur le bord inférieur du domaine.

Figure 4.33 – Forme ω fixe non supportée (à gauche) avec les déplacements verticaux induits par la
fabrication (à droite).

L’optimisation débute avec une forme initiale de supports montrée en Figure 4.34 (à gauche, en bleu).
Les supports optimisés, montrés en Figure 4.34 (à droite) touchent chaque bras de la forme ω sur toute
leur longueur. Aussi, ces supports ne forment pas de surface en overhang dans leur géométrie puisque le
problème (4.3) est également résolu sur S. L’algorithme converge en 300 itérations, nécessitant environ
10 h de calcul.

Grâce à ce seul critère, les surfaces en overhang sont donc limitées dans Ω, garantissant la fabricabilité
de la structure complète. Les courbes de convergence sont montrées en Figure 4.35.

4.6 Conclusions et perspectives

Dans cette partie, plusieurs critères d’optimisation ont été proposés afin de réduire les défauts de
fabrication. Ceux ci sont mesurés après une modélisation purement mécanique du procédé de fabrica-
tion grâce à la méthode inherent strain. La simplicité de cette simulation permet son intégration dans
le schéma d’optimisation de forme. Ainsi, les critères mesurant les déplacements verticaux sur chaque
couche ou encore le critère de Von Mises calculé tout au long de la fabrication ont pu être minimisés.
Un critère visant à réduire les déplacements après la découpe de la pièce du plateau a également été
considéré, puis vérifié expérimentalement par la fabrication des géométries initiales et optimisées. Ces
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Figure 4.34 – Forme initiale des supports (à gauche, en bleu) et forme optimisée (à gauche) minimisant
le critère (4.47) dans la structure complète Ω.

Figure 4.35 – Courbe de convergence pour le critère J4(Ω) (rouge) et pour le volume |S| (vert).

fabrications ont également permis de calibrer les coefficients du tenseur des inherent strains par ana-
lyse inverse, permettant d’obtenir une simulation plus précise pour des géométries fabriquées avec ce
même jeu de paramètres machine. Cette expérience a également servi à vérifier les bonnes tendances
numériques observées pour le critère des déplacements verticaux. Enfin, un nouveau critère pour l’opti-
misation de forme des supports a été abordé, limitant les déplacements verticaux dans la pièce calculé
à partir de cette simulation du procédé. Ces méthodes sont clés pour l’optimisation de forme du couple
pièce/support, abordée dans une prochaine partie.
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pièce/support

Contents
5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

5.2 Optimisation de forme conjointe de la pièce et des supports . . . . . . . 83
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5.1 Introduction

Dans cette partie, l’optimisation de forme du couple support/pièce est étudiée. Les différentes
contraintes d’optimisation développées précédemment pour la pièce à fabriquer et ses supports sont
désormais prises en compte pour l’optimisation de forme de la structure à fabriquer. Cette partie a
donc une vision plus industrielle, où un compromis doit être trouvé entre la performance de la pièce
dans son problème final et son coût de production, mesuré par le volume de matière nécessaire à sa
fabrication (pièce et supports). Ce compromis sera trouvé par une optimisation de forme conjointe de
la pièce et de ses supports. Un critère de fabricabilité devra être respecté par la forme de la structure à
fabriquer. Celui-ci sera obtenu grâce aux solutions de la méthode de simulation inherent strain détaillée
au chapitre 4. Les modèles de force développés aux chapitres 3 et 4 seront également utilisés pour obtenir
une forme optimisée de supports. Toutes ces contraintes devront alors être pénalisées correctement afin
d’obtenir une structure à fabriquer optimisée pour la fabrication additive métallique sur lit de poudre.
La première partie de ce chapitre détaillera les aspects théoriques et numériques de l’optimisation de
forme pour plusieurs phases, ainsi que la stratégie d’optimisation choisie. Dans un second temps, des
cas tests numériques en 2 et 3 dimensions seront étudiés.

5.2 Optimisation de forme conjointe de la pièce et des supports

Le problème de l’optimisation du couple support/pièce sera résolu par l’optimisation simultanée de
plusieurs fonctions ligne de niveaux (level-sets) dans un même domaine D par la méthode des lignes
de niveaux ”colorées” [159, 12, 165]. Une fonction ligne de niveaux, notée φ0 permet de distinguer
deux phases occupant les sous-domaines Ψ0 ⊂ D et Ψ1 = cΨ0 ⊂ D où c est la partie complémentaire
dans D. Grâce à m fonctions ligne de niveaux φ0, φ1, ..., φm−1, il est donc possible de distinguer 2m

sous-domaines. Dans le contexte de la fabrication additive et de l’optimisation du couple pièce/supports
deux fonctions level-sets sont considérées, représentant trois sous-domaines : la structure à fabriquer
(la pièce et ses supports) notée Ω, le domaine extérieur cΩ (la poudre) et la pièce ω. Le sous-domaine
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occupé par les supports S est construit grâce à Ω et ω. Ici, seulement deux matériaux sont à considérer,
le métal solide (constituant Ω, ω et S) et la poudre, modélisée par un matériau Ersatz et remplissant
cΩ. Plus particulièrement, la structure Ω est décrite par la région où la fonction φ0 est négative, la pièce
ω par la région où la fonction φ1 est négative, la poudre par la région où φ0 est positive et enfin l’union
des régions où φ1 < 0 et φ0 > 0 décrit la forme des supports S (voir la Figure 5.1).

Figure 5.1 – Les deux lignes de niveaux φ1 (à gauche) et φ0 (au milieu) permettent la distinction de
trois phases (Ω, ω et cΩ, la phase S est définie par Ω\ω (à droite).

5.2.1 Problème d’optimisation

Tout comme au chapitre 4, un problème final définit l’utilisation en service de la pièce. On rappelle
ici la forme de ce problème, avec comme solution ufin : D → RN :

−div(Ae(ufin)) = 0 dans ω,
Ae(ufin)n = 0 sur Γ,
Ae(ufin)n = f sur ΓNf

,
ufin = 0 sur ΓDf

,

(5.1)

où A est le tenseur de rigidité, ΓNf
et ΓDf

les bords du domaine où les conditions aux limites de
Neumann et Dirichlet sont appliquées respectivement dans le problème final. La forme optimale ωref

pour ce problème est obtenue après minimisation de la compliance C(ω) définie par :

C(ω) =

∫
ΓNf

f · ufin ds. (5.2)

Une contrainte sur volume |ω| doit également être prise en compte.
Aussi, un critère d’optimisation est calculé avec les solutions d’un problème mécanique modélisant

la fabrication couche par couche de la structure complète Ω. On considère un domaine D divisé en
M macro-couches de même épaisseur et chaque domaine intermédiaire Di(i ≥ 1) est composé des i
premières couches tel que :

D1 ⊂ ... ⊂ Di ⊂ ... ⊂ DM ≡ D.

Le problème s’écrit : 
−div(σi) = 0 dans Ωi,

σi = A(e(ui) + ϵ∗Li
)

σin = 0 sur ΓNi ,
ui = 0 sur ΓD,

(5.3)

avec comme solution le champ de déplacement ui : D → RN . ϵ∗Li
est le chargement inherent strain sur

la dernière couche de la forme Ωi. Celle-ci est divisée en M macro-couches horizontales et chaque forme
intermédiaire Ωi(i ≥ 1) est composée des i premières couches tel que Ωi = Ω ∩Di.

L’objectif de l’algorithme est cette fois de minimiser le volume des supports S tout en garantissant
la fabricabilité de la pièce, mesurée par un critère appelé Jfab(Ω) , formulé sur Ω et calculé avec les
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solutions du problème (5.3). La forme des supports S et de la pièce ω participera donc au respect de
cette dernière contrainte à travers la forme Ω. Aussi, les performances de la pièce en service doivent
être préservées, à savoir la compliance C(ωref ) et le volume |ωref | de référence. Enfin, un terme de
pénalisation Pε(Ω) de la surface de contact entre la pièce Ω et les supports S est introduit à l’image
des travaux montrés au chapitre 3 tel que :

Pε(Ω) =
1

εL
Vol ({x ∈ cω : d(x, ω \ Γβ(ω)) < εL} ∩ {φ0 < εL}) , (5.4)

où cω est le complémentaire de ω, d est la fonction distance signée, Γβ(ω) est le bord de ω présentant un
angle supérieur à β avec la direction de fabrication, ε > 0 est un petit paramètre de l’ordre d’une taille
de maille, φ0 est la fonction level-set associée à la structure Ω et L est une longueur caractéristique de
la forme ω. La bande pénalisée d’épaisseur ε est montrée en rouge sur le schéma de la Figure 5.2.

Figure 5.2 – Pénalisation de la zone de contact pièce/support (montrée par une bande d’épaisseur ε,
en rouge), calculée sur le bord ∂ω ∩ S.

Le problème d’optimisation s’écrit :

min
Ω⊂D

|Ω|
tel que |ω| ≤ (1 + kV )|ωref |,

C(ω) ≤ (1 + kC)C(ωref ),
Jfab(Ω) ≤ Jfab(Ωinit),
Pε(Ω) ≤ Pε(Ωinit).

(5.5)

où kV > 0 est un petit coefficient autorisant l’augmentation du volume de la pièce ω et kC > 0 autorise
l’augmentation de la compliance. Aussi, Ωinit est la forme initiale de la structure Ω.

Dans ce chapitre, le critère mesurant la fabricabilité est calculé à chaque couche et s’écrit :

Jfab(Ω) =

M∑
i=1

∫
Ωi

j(ui) dx (5.6)

avec
j(ui) = |max(0, ui.ed)χLi

|2 (5.7)

où ui est solution du problème (5.3) et χLi la fonction caractéristique de la couche i, définie par (4.2).
On considère la fonction objectif suivante :

J(Ω, ω) = Jfab(Ω) + λCC(ω) + λV |ω|. (5.8)

où λC et λV sont les deux multiplicateurs de Lagrange pour la compliance et le volume, respectivement.
En pratique, la compliance C(ω) et le volume |ω| sont pondérées par un Lagrangien augmenté. On
notera la pondération λC et λV dans les calculs pour plus de lisibilité.

85



Chapitre 5. Optimisation du couple pièce/support

5.2.2 Dérivée de forme

Pour trouver une solution au problème (5.5), les dérivées de forme pour chaque contrainte sont
calculées grâce à la méthode d’Hadamard [8, 69] pour les sous-domaines Ω et ω. Pour tout vecteur
θ ∈ W 1,∞(D,RN ), la perturbation de Ω par θ est définie par

Ωθ = (Id + θ)Ω

Aussi, celle de ω par θ s’écrit

ωθ = (Id + θ)ω

Proposition 5.2.1. Les dérivées de forme pour la fonctionnelle (5.8) par rapport à Ω et ω dans la
direction θ s’écrivent respectivement :

∂J(Ω,ω)
∂Ω (θ) =

M∑
i=1

∫
∂Ωi

θ.n0{jfab(ui) + (A(e(ui) + ϵ∗Li
)) : e(pi)} ds. (5.9)

avec n0 le vecteur normal unité extérieur de ∂Ω.

∂J(Ω,ω)
∂ω (θ) =

M∑
i=1

∫
∂Ωi∩∂ω

θ.n1{jfab(ui) + (A(e(ui) + ϵ∗Li
)) : e(pi)} ds

−
∫
∂ω

θ.n1{λC(A(e(ufin)) : e(ufin))} ds.

(5.10)

avec n1 le vecteur normal unité extérieur de ∂ω.

Preuve : On introduit un sous-espace de dimension finie V h de HN (D). Il sera utilisé pour définir
les éléments finis P1 associé au maillage Dh (avec comme taille de maille h). La méthode de dérivation
rapide de Céa est utilisée ici et on introduit le Lagrangien complet dépendant des formes Ω et ω et des
fonctions ûi, p̂i, ûfin, p̂fin ∈ V h :

L(Ω, ω, ûi, p̂i, ûfin, p̂fin) =

M∑
i=1

∫
Ωi

jfab(ûi) dx+

M∑
i=1

∫
Ωi

A(e(ûi) + ϵ∗Li
) : e(p̂i) dx

+λC

(∫
ΓNf

f.ufin ds+

∫
ω

Ae( ˆufin) : e(p̂fin) dx−
∫
ΓNf

f.pfin ds

)
(5.11)

Par définition, la dérivée de L par rapport à p̂i dans la direction d’une fonction test ϕi ∈ V h donne
à optimalité la formulation variationnelle du problème de fabrication couche par couche (5.3) :

∂L(Ω, ω, {ûi}, {p̂i}, {ûfin}, {p̂fin})
∂p̂i

(ϕi) =

∫
Ωi

(A(e(ûi) + ϵ∗Li
)) : e(ϕi) dx = 0. (5.12)

Ensuite, différentier L par rapport à ûi dans la direction d’une fonction test ϕi ∈ V h donne à
optimalité :

∂L(Ω, ω, {ûi}, {p̂i}, {ûfin}, {p̂fin})
∂ûi

(ϕi) =

∫
Ωi

(Ae(ϕi) : e(p̂i)) dx+

∫
Ωi

j′fab(ûi) · ϕi dx = 0, (5.13)

qui est la formulation variationnelle du problème adjoint associé au problème (5.3).
Aussi, différentier par rapport aux variables {ûfin} puis {p̂fin} donne les résultats bien connus pour

le cas de la compliance.
Les solution discrètes ui, pi, ufin, pfin sont dérivables et dérivant L par rapport à Ω dans la direction

du champ de vecteurs θ, la dérivée de forme de la fonction J s’écrit :

∂L(Ω, ω, {ui}, {pi}, {ufin}, {pfin})
∂Ω

(θ) =

M∑
i=1

∫
∂Ωi

jfab(ui)θ.n0 dx

+

M∑
i=1

∫
∂Ωi

(A(e(ui) + ϵ∗Li
)) : e(pi))θ.n0 dx

(5.14)
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Enfin, les solutions discrètes ui, pi, ufin, pfin sont dérivables et dérivant L par rapport à ω dans la
direction du champ de vecteurs θ, la dérivée de forme de la fonction J s’écrit :

∂L(Ω, ω, {ui}, {pi}, {ufin}, {pfin})
∂ω

(θ) =

M∑
i=1

∫
∂Ωi∩∂ω

jfab(ui)θ.n1 dx

+

M∑
i=1

∫
∂Ωi∩∂ω

(A(e(ui) + ϵ∗Li
) : e(pi))θ.n1 dx

+λC

∫
∂ω

Ae(ufin) : e(pfin)θ.n1 dx

(5.15)

On remarque que des termes dépendants de ui solution du problème (5.3) apparaissent sur le bord
commun de la forme Ωi et ω. La fonction Jfab dépend en effet du bord ∂Ωi ∩ ∂ω puisque Ω = ω ∪ S.
En revanche, Jfab n’est pas sensible aux variations du bord ∂ω ∪ S, où S = Ω\ω.

En sachant que pfin = −ufin et en regroupant les intégrales, les résultats (5.9) et (5.10) sont obtenus.

5.2.3 Résultats numériques 2D

Les sous-domaines sont représentées dans ces travaux par des fonctions level-sets définies sur un
maillage fixe. Comme vu plus haut deux level-sets φ0 et φ1 sont nécessaires pour représenter les trois
phases :  φ0(x) < 0 = x ∈ Ω,

φ0(x) = 0 = x ∈ ∂Ω ∩D,
φ0(x) > 0 = x ∈ D\Ω,

et

 φ1(x) < 0 = x ∈ ω,
φ1(x) = 0 = x ∈ ∂ω ∩D,
φ1(x) > 0 = x ∈ D\ω.

(5.16)

Lors de l’optimisation, chaque level-set φi, i = 0, 1 est transportée indépendamment par l’équation
d’Hamilton Jacobi, avec Vi, i = 0, 1 donné par (5.9) et (5.10) respectivement.

Dans ce cas test en 2 dimensions, un domaine de taille [0, 1]× [0, 2], discrétisé en 35×70 éléments P1
est considéré et montré en Figure 5.3 (à gauche). Le déplacement est fixé sur le bord gauche et soumis
à une force verticale au milieu du bord droit. La forme optimisée ωref pour la compliance avec une
contrainte sur le volume est montrée en Figure 5.3 (au milieu), en considérant f = 1 appliquée dans la
direction verticale, E = 1, ν = 0.3 et |ωref | = 0.5|D|. Une simulation de la fabrication est effectuée sur
cette forme dont les résultats sont montrés en Figure 5.3 (à droite) considérant 70 macro-couches et le
tenseur inherent strain en 2D suivant :

ϵ∗Li
=

[
−0.0001 0

0 0

]
(5.17)

Le domaine d’optimisation pour la structure Ω utilisé est montré en Figure 5.4 (à gauche), de
dimension [−0.6, 1]× [0, 2] et discrétisé en 56× 70 éléments P1. Celui-ci est plus grand que le domaine
considéré pour l’optimisation du cantilever afin de laisser la possibilité aux supports de s’accrocher au
plateau puisque la présence du terme de pénalisation Pε(Ω) les empêche de s’appuyer sur la forme ω.
L’initialisation de la forme Ω est montrée en Figure 5.4 (à droite), composée de la forme optimisée ωref

entourée d’un volume troué. La zone de pénalisation des supports est également identifiée (en rouge).
Il est à noter que la géométrie initiale est déjà supportée, donc la valeur du Jfab est faible pour cette
initialisation.

Le résultat d’une première optimisation conjointe de Ω et de ω est montré en Figure 5.5 (à gauche). Il
a été obtenu en considérant kV = 0.12, kc = 0.05. Une itération d’optimisation nécessite 55 secondes de
calcul. Ici, les supports ne maintiennent plus qu’une partie de la barre supérieure du cantilever. Comme
attendu, ils s’appuient sur le plateau de fabrication et non sur la pièce, augmentant leur volume mais
facilitant leur retrait. Une forme de structure est donc trouvée pour optimiser le couple supports/pièce,
prenant en compte toutes les contraintes mentionnées plus haut. Les courbes de convergence pour les
différentes contraintes (hormis pour la pénalisation Pϵ(Ω) pour plus de lisibilité) sont montrées en Figure
5.5 (à droite) et leur valeur à convergence notée dans la Table 5.1.

Le résultat d’une autre optimisation conjointe de Ω et de ω est montré en Figure 5.6 (à gauche). Cette
fois, la contrainte sur le volume final de la pièce ω est pondérée de manière plus faible dans la fonction
objectif et les coefficients kV = 0.2, kc = 0.05 sont considérés. La barre supérieure du cantilever ω s’est
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Figure 5.3 – Conditions aux limites pour le cantilever court (à gauche), forme optimisée ωref (au
milieu) et déplacements verticaux associés après une simulation du procédé (à droite) considérant 70
macro-couches.

Figure 5.4 – Conditions aux limites pour la structure Ω, différentes de celle de ω (ΓDf
en pointillé) (à

gauche) et initialisation de la structure Ω composée de la forme ωref et d’une forme trouée (à droite).
La zone de pénalisation de la surface de contact pièce/supports est également identifiée (en rouge).

donc redressée afin de limiter les déplacements verticaux sans l’aide des supports. Le volume occupé par
les supports est donc moins important, contrairement à celui de la pièce ω. Aussi, les supports restent
conservés sous la barre inférieure du cantilever. Les courbes de convergence sont montrées en Figure
5.6 (à droite) et les valeurs de chaque contrainte sont rassemblées dans la Table 5.1.

On remarque que la solution de l’optimisation est sensible à l’augmentation du volume accordée à la
pièce ω. Plus |ω| est contraint, plus la quantité de supports nécessaire à son supportage est important
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Figure 5.5 – Première optimisation conjointe du cantilever court et de ses supports (à gauche) et
courbe de convergence pour chaque critère (hormis la pénalisation Pϵ(Ω)) (à droite).

et inversement. On se place finalement entre les deux cas de figure vus précédemment aux chapitres 3 et
4 : la géométrie de la pièce n’est plus fixée et on optimise également les supports. La meilleure solution
dépend donc du choix de l’utilisateur, dans un cas la forme de la pièce ω est proche de celle optimisée
pour le problème finale mais nécessite l’utilisation d’une certaine quantité de supports. Dans l’autre
cas, le poids de la pièce ω est plus important mais elle nécessite moins de supports pour sa fabrication,
donc moins de zones à parachever et moins de matière nécessaire à sa fabrication.

Figure 5.6 – Deuxième solution d’optimisation conjointe du cantilever court et de ses supports (à
gauche) et courbe de convergence pour chaque critère (hormis la pénalisation Pϵ(Ω)) (à droite).
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Jfab(Ω) C(ω) |ω| |Ω|
Résultat 1 0.2 1.05 1.12 0.6
Résultat 2 0.3 1.05 1.2 0.54

Table 5.1 – Valeurs à convergence des contraintes du problème (5.5) pour les deux résultats obtenus.
Ces valeurs sont ajustées avec celles calculées avant la 1iere itération, sur la structure initiale (Figure
5.4 (à droite)).

5.2.4 Résultats numériques 3D

Dans un cas test en trois dimensions inspiré d’une attache aéronautique, un domaine de dimension
[0, 1]× [0, 0.5]× [0, 0.5], discrétisé en 16000 éléments P1 est considéré. Le déplacement est fixé sur quatre
coins du domaine notés ΓDf

et montrés en Figure 5.7 (en vert). Une charge de cylindre est appliquée
dans la direction y sur la surface de deux cylindres situés au milieu du domaine (Figure 5.7, à gauche
en bleu). Aussi, l’encoche rouge montrée sur la Figure 5.7 à droite ne fait pas partie du domaine, tout
comme le cylindre vertical. La forme optimisée ωref pour la compliance avec une contrainte sur le
volume |ω| = 0.4|D| est montrée en Figure 5.8 (à gauche). On remarque qu’une arche se forme autour
de l’encoche non-optimisable, reliant la partie inférieure et supérieure de la pièce. Elle permet de limiter
le déplacement vertical engendré par le moment de la force appliquée sur le cylindre supérieur. Une
simulation de la fabrication est effectuée sur cette forme dont les résultats sont montrés en Figure 5.8
(à droite) considérant 20 macro-couches et le tenseur inherent strain suivant :

ϵ∗Li
=

 −0.0001 0 0
0 −0.0001 0
0 0 0

 (5.18)

Figure 5.7 – Conditions aux limites pour l’attache, le cylindre central est une zone où la matière est
exclue depuis laquelle est appliquée les chargements surfaciques (en bleu). L’encoche montrée à droite
est également une zone où la matière est exclue.

Figure 5.8 – Forme optimisée ωref (à gauche) et déplacements verticaux associés après une simulation
du procédé (à droite) considérant 20 macro-couches.
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Optimisation de forme des supports Sinit de l’attache ωref

Dans un premier temps, l’optimisation de forme des supports S de ωref est considérée. Contrairement
au cas test précédent, l’initialisation de la structure Ω sera composée de la forme ωref et de ses supports
optimisés une première fois. Cette première optimisation considérera un chargement depuis la forme
ωref , fixe lors de l’optimisation. L’idée est ici de débuter l’optimisation de la forme Ω par une structure
ωref ∪ Sinit déjà fabricable, pour un volume de supports Sinit ’pré-optimisé’. Aussi, les déplacements
verticaux à chaque couche, chargements des supports pour le cas test précédent, ne suffisent plus pour
que les supports assurent la fabricabilité de la pièce. A l’image du problème rencontré en section 3.3, les
supports ne maintiennent pas les surfaces horizontales que présentent ωref car le modèle de simulation
ne calcule aucun déplacement sur ces zones. Un problème mécanique complémentaire à (5.3) est proposé
pour l’optimisation des supports. Il est résolu dans un domaine appeléDS , un ouvert borné, représentant
cette fois la chambre de fabrication. Les conditions aux limites de Dirichlet ΓDS

sont appliquées sur le
bord inférieur du domaine DS modélisant l’accroche au plateau. Les autres bords ΓNS

sont libres. Ce
problème ayant pour solution uS : DS → RN s’écrit : −div(Ae(uS)) = −gχβδ∂ω dans S,

(Ae(uS))n = 0 sur ΓNS
,

uS = 0 sur ΓDS
.

(5.19)

où g est un chargement vertical, δ∂ω est la mesure de Dirac pour le bord ∂ω et χβ est la fonction
caractéristique du bord ∂ω en overhang, définie par :

χβ(x) =

{
1 si x ∈ −∂ω.n ≥ cos(β),
0 si x ∈ −∂ω.n < cos(β),

(5.20)

où n est la composante normale à ω et β l’angle au delà duquel le bord ∂ω est considéré en overhang. Bien
sûr, la forme à supporter ωref étant fixe, le modèle de force décrit par le problème (3.2) au chapitre
3, section 3.2 aurait pu être utilisé. Néanmoins, ces supports sont destinés à être ensuite optimisés
pour supporter une forme ω variable. L’utilisation du problème mécanique (3.2) nécessiterait alors son
remaillage à chaque itération pour définir Γβ . Une approche volumique a donc été considérée pour que
la fonction caractéristique χβ puisse être calculée rapidement à chaque changement de forme de ω. La
visualisation de χβ sur ωref est montrée en Figure 5.9.

Figure 5.9 – Fonction caractéristique χβ tracée sur la forme ω.

Seule la compliance calculée avec les solutions de (5.19) est utilisée pour l’optimisation de forme de
Sinit, évitant une nouvelle résolution d’un problème couche par couche. Elle s’écrit comme suit :

C2(Sinit) =

∫
∂ω

−gχβ · uSds (5.21)

La pénalisation de la surface de contact entre la pièce et ses supports Pϵ(Sinit) est également
considérée tel que :

Pε(Sinit) =
1

εL
Vol ({x ∈ ωc : d(x, ω \ χβ∂ω)) < εL} ∩ {φS < εL}) , (5.22)

avec φS la fonction level-set représentant Sinit.
Le domaine DS est montré en Figure 5.10, avec la condition aux limites ainsi que les bords de la

fonction caractéristique χβ utilisée pour résoudre le problème (5.19).
La contrainte sur le volume des supports considérée est |Sinit| = 0.2D, l’optimisation débute d’une

level-set remplissant le domaine. Le résultat obtenu est montré en Figure 5.11. On remarque que les
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Figure 5.10 – Domaine DS avec ses différentes conditions aux limites. La fonction caractéristique χβ

sur laquelle est appliquée la force g est tracée en bleu.

supports ne sont en contact qu’avec les surfaces de ωref à supporter, et qu’ils profitent du trou au
centre de la pièce pour supporter la surface horizontale créée par la présence de la zone non-optimisable
(Figure 5.11, à droite).

Figure 5.11 – Forme optimisée des supports S pour le critère (5.21)

Optimisation de forme conjointe de l’attache et de ses supports

Comme pour le cas en deux dimensions, seulement deux level-sets φ0 et φ1 sont utilisées pour
représenter les trois phases. Par ailleurs, la structure à fabriquer Ω est définie comme l’union de la
forme et des supports, et sa forme initiale avant optimisation est Ωinit = ωref ∪ Sinit, montrée en
Figure 5.11. Aussi, le nouveau chargement mécanique des supports doit être pris en compte lors de
cette optimisation, le problème (5.5) devient donc :

min
Ω⊂D

|Ω|
tel que |ω| ≤ (1 + kV )|ωref |

C(ω) ≤ (1 + kC)C(ωref ),
Jfab(Ω) ≤ Jfab(Ωinit),
C2(S) ≤ (1 + kC2

)C(Sinit),
Pε(Ω) ≤ Pε(Ωinit).

(5.23)

Le résultat d’une optimisation conjointe de Ω et de ω est montré en Figure 5.12. Il a été obtenu
en considérant kV = 0.1, kc = 0.05 et kC2

= 0.6. Une itération d’optimisation nécessite 11 minutes
de calcul. Ce temps est particulièrement long compte tenu du nombre de macro-couches considérées
et des problèmes mécaniques (5.1), (5.3) et (5.19) à résoudre. Ici la matière formant l’arche de ω s’est
redistribuée afin de supporter les barres horizontales à l’arrière de la pièce. Cela a pour conséquence
de réduire les zones de la pièce en overhang à supporter. Les supports ont donc également disparu à
ces endroits et ne servent plus qu’à supporter la zone non-optimisable (où la matière est exclue) de ω.
Les courbes de convergence pour les différentes contraintes (hormis pour la pénalisation Pϵ(Ω) pour
plus de lisibilité) sont montrées en Figure 5.13 et leur valeur à convergence est notée dans la Table 5.2.
Une forme de structure est donc trouvée pour optimiser le couple pièce/support, prenant en compte
toutes les contraintes mentionnées plus haut. A convergence, la structure reste fabricable tout en ayant
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réduit son volume de 26% par rapport à |Ωinit|. Aussi, le volume |Ω| et la compliance finale C(ω) ont
respectivement augmenté de 9% et 5%.

Figure 5.12 – Forme optimisée des supports S pour le critère (5.21)

Figure 5.13 – A gauche, les courbes de convergence pour la fonction objectif (en bleu) ainsi que pour
le critère Jfab(Ω) (en rouge), la compliance C(ω) (en noir), le volume |ω| (en vert) et le volume de la
structure |Ω| (en violet)(à changer). A droite, la courbe de convergence de la compliance C2(S), son
évolution tout au long de l’optimisation est rendue chaotique par la surface sur laquelle est elle calculée,
dépendant de la forme ω.

J(Ω, ω) Jfab(Ω) C(ω) C2(S) |ω| |Ω| Pε(Ω)

Valeur à convergence 2.26 0.08 1.05 1.5 1.09 0. 74 0.9

Table 5.2 – Valeurs à convergence des contraintes du problème (5.23). Ces valeurs sont ajustées avec
celles calculées avant la 1iere itération, sur la structure initiale (Figure 5.11).

5.3 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre l’optimisation du couple pièce/support a été étudiée. Plusieurs modèles de force
ainsi qu’une simulation du procédé ont du être utilisés afin d’obtenir une pièce ω fabricable et perfor-
mante tout en réduisant le coût de sa fabrication (approché ici par le volume de la structure ω). Comme
vu dans la dernière section de ce chapitre, l’optimisation simultanée de la pièce et de ses supports offre
une géométrie plus performante du point de vue de la fonction objectif qu’une optimisation de la pièce
dans un premier temps puis de ses supports dans un deuxième temps en fixant la géométrie de la pièce.
Néanmoins, les coefficients nécessaires à pondérer les différentes contraintes dans la fonction objectif
ont été ici bien choisis et sont à définir en fonction des besoins de l’utilisateur (plus ou moins de volume
de pièce, de supports,...). En pratique, l’optimisation du couple pièce/support rend une pièce fabricable
soit par l’ajout de supports, soit par son auto-supportage (on ne prend pas en compte pour l’instant les
phénomènes de fissuration pouvant rendre la pièce non-fabricable). La présence ou non d’un support
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maintenant une surface de la pièce est donc fonction des pondérations choisies. Dans de futurs travaux,
il serait intéressant de pondérer les contraintes à l’aide de modèles de coût adaptés au procédé SLM
et à l’aéronautique. S’en servir permettrait de connâıtre le coût engendré par l’ajout de matière dans
un composant ω d’un avion (en terme de consommation de carburant par exemple) et de le comparer
au coût de l’ajout de matière dans la structure support S (en terme de consommation matière, coût
de parachèvement). Ainsi, la fonction coût serait davantage représentative du coût de production et
d’utilisation de la pièce, et l’utilisateur serait mieux guidé pour pondérer le reste des contraintes.
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Contrainte d’accessibilité
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6.1 Introduction

Dans ce chapitre, l’accessibilité d’une forme optimisée depuis le domaine extérieur (ici considéré
comme le bord du domaine de conception) sera étudiée. Comme mentionné au chapitre 1, il est nécessaire
lors de certaines étapes de post-fabrication d’accéder à différentes zones de la pièce. Cet accès se fait
le plus souvent par un outil longiligne comme un foret. Il faut donc assurer à ces surfaces, issues d’une
optimisation de forme, un accès en ligne droite depuis le bord du domaine de conception. Dans le cas de
la fabrication additive, le problème d’accessibilité le plus commun se fait lors du retrait des supports.
Il est nécessaire de pouvoir accéder à ceux-ci pour les usiner ou les retirer manuellement sans toucher
la pièce supportée faisant obstacle au passage de l’outil. De plus, dans le cas d’un resurfaçage, il est
nécessaire d’accéder à une zone précise de la pièce sans qu’une autre partie de cette même pièce fasse
obstacle. Plusieurs travaux ont déjà été effectués sur ce sujet, dans [9] où plusieurs critères géométriques
sont développés permettant de détecter les zones inaccessibles d’une pièce et d’y empêcher l’accroche
des supports ; dans [160] où la forme des supports est optimisée à l’aide de la méthode SIMP pour un
problème d’accessibilité ou encore dans [111] où la forme d’une pièce est optimisée pour que ses bords
soient usinables. Dans ces travaux, deux définitions de l’accessibilité seront d’abord introduites. Un
critère d’optimisation permettant de les mesurer grâce aux solutions d’équations eikonales sera ensuite
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formulé puis minimisé au travers d’un algorithme d’optimisation de forme. L’optimisation de la forme
de l’obstacle, du domaine à accéder, ou des deux conjointement sera ensuite étudiée dans des cas tests
simples en 2 et 3 dimensions. Enfin les résultats d’une optimisation de la forme d’une pièce à fabriquer
et de ses supports minimisant le critère d’accessibilité seront montrés.

6.2 Définitions de l’accessibilité

Soit Ω ⊂ Rd un ouvert borné régulier. On appelle Γout ⊂ ∂Ω le bord sur lequel est mesurée l’ac-
cessibilité. Aussi ΓD ⊂ ∂Ω est le bord depuis lequel l’accessibilité du bord Γout est évaluée. Enfin, on
appelle Γc ⊂ ∂Ω le reste du bord et on a ∂Ω = ΓD ∪Γc ∪Γout. Par ailleurs, on appelle Σ ⊂ Ω l’interface
qui sépare Ω en deux sous-domaines tel que Ω = Ω+ ∪Σ∪Ω−. On suppose enfin que le domaine Ω− ne
touche pas le bord Ωout. La Figure 6.1 montre les différents sous-domaines et bords de Ω.

Figure 6.1 – Domaine Ω, séparé en deux sous-domaines par l’interface Σ

Dans ces travaux, deux définitions de l’accessibilité sont introduites. La première est appelée acces-
sibilité multi-directionnelle. On suppose qu’un point x ∈ Γout est accessible depuis ΓD s’il existe un
point y ∈ ΓD tel que le segment [xy] ne coupe pas le sous-domaine Ω−. Autrement dit, on considère
le point x accessible si l’on peut y accéder en ligne droite depuis au moins un point du bord ΓD sans
traverser Ω−, considéré comme un obstacle. On définit la distance suivante :

LΣ(x, y) = inf{l(γ) avec γ(t) : [0, 1] → Ω+, γ(0) = x, γ(1) = y}, (6.1)

où l(γ) est la longueur géodésique de la courbe γ dans Ω+.

Definition 6.2.1. Un point x ∈ Γout est accessible de manière multi-directionnelle depuis un point
y ∈ ΓD si LΣ(x, y) = |x−y|, c’est à dire si la distance contournant l’obstacle vaut la distance euclidienne.
Par ailleurs, x est accessible de manière multi-directionnelle depuis ΓD s’il existe au moins un point
y ∈ ΓD tel que x est accessible depuis y.

La même définition est utilisée dans [9] où un critère d’accessibilité permet de détecter les régions
inaccessibles en ligne droite d’une forme. Ces travaux s’inspirent de cette méthode mais cette fois la
forme de l’obstacle empêchant l’accès en ligne droite sera optimisée. Cette définition veut se rapprocher
de la pratique où un seul point y du bord suffit pour accéder au point x. Néanmoins, elle est longue à
vérifier puisqu’il est nécessaire de mesurer l’accessibilité depuis tous les points y jusqu’à ce qu’elle soit
satisfaite.

Une deuxième définition de l’accessibilité est maintenant introduite, plus simple à mettre en oeuvre
numériquement mais moins souvent vérifiée.

Definition 6.2.2. Un point x ∈ Γout est dit accessible de manière normale s’il existe un point y ∈ ΓD

tel que le segment [xy] de direction normale au bord ΓD n’intersecte pas le domaine Ω−.
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Cette deuxième définition de l’accessibilité, appelée normale, est plus facile à mettre en oeuvre
car cela ne nécessite qu’un seul calcul de distance signée comme nous allons le voir. Cette notion
d’accessibilité normale sera utilisée dans les sections 6.3 à 6.5 et également pour la plupart des résultats
numériques.

Les deux définitions de l’accessibilité sont schématisées en Figure 6.2. A gauche, le point x1 n’est
pas accessible de manière normale à ΓD puisque le segment [y1, x1] normal à ΓD coupe Ω−. Le point
x2 lui n’est accessible de manière normale que par le point y2. A droite, le point x1 n’est pas accessible
depuis le point y1, en revanche il l’est depuis le point y2 si on utilise la définition de l’accessibilité
multi-directionnelle car les segments d’origine y2 ne sont plus forcés d’être dans une direction normale
à ΓD.

Figure 6.2 – A gauche, le point x1 n’est pas accessible de manière normale et le point x2 ne l’est que
depuis le point y2. A droite, le point x1 est accessible de manière multi-directionnelle depuis y2, tout
comme le point x2.

6.3 Calcul de la distance signée avec obstacle

On définit une fonction vitesse V (x) : Ω → R+ tel que :

V (x) =

{
V+ dans Ω+,
V− dans Ω−,

avec V+, V− > 0 (6.2)

Puisqu’ici Ω− est l’obstacle, V− < V+.
Formellement, d’après la théorie des solutions de viscosité exposée dans [24], on admet qu’il existe

une unique fonction distance d ∈ W 1,∞(Ω) solution de{
V (x) | ∇d(x) | = 1 dans Ω,

d = 0 sur ΓD,
(6.3)

Remarque 6.3.1. La solution d est continue sur Ω, dans la suite on la suppose régulière sur Ω sauf
sur Σ où la dérivée est discontinue, d’après la forme de (6.3). Elle ne l’est également pas sur le squelette
[18] qui peut être défini comme l’ensemble des lignes de crêtes de d (voir en Figure 6.3) et où d n’est
pas dérivable.

On prend l’exemple d’un obstacle de la forme d’un cercle au milieu du domaine Ω, montré en Figure
6.4. Après résolution de (6.3), en prenant V− = 0.1 à l’intérieur du cercle, V+ = 1 à l’extérieur et
considérant ΓD comme le bord gauche, on obtient un champ solution d montré en Figure 6.5. On
s’aperçoit que les lignes de niveaux sont déformées par l’obstacle au centre. En effet, la faible vitesse
imposée au domaine Ω− rend la valeur de la distance signée plus importante en son sein et ”derrière”
lui par rapport à ΓD.
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Figure 6.3 – Squelette (en noir) de la distance signée d’un rectangle.

Figure 6.4 – Exemple d’obstacle, en rouge, choisi pour la résolution de (6.3). La vitesse V− y est
imposée à l’intérieur, V+ à l’extérieur.

Figure 6.5 – Champ solution de l’Equation (6.3) avec V− = 0.1 et V+ = 1.

Remarque 6.3.2. Intuitivement, l’équation (6.3) ne devrait être résolue que sur Ω+ et donc le sous-
domaine occupé par l’obstacle ne devrait pas faire partie du domaine de calcul. Le champ solution
montré en Figure 6.5 n’en serait que mieux perturbé. Or on cherchera plus tard à modifier la frontière
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Σ de cet obstacle et la dérivée de forme dans le cas où l’équation (6.3) n’est pas résolue dans Ω− n’est
pas encore connue. On choisit tout de même de résoudre (6.3) dans le sous-domaine Ω+ uniquement.
Pour cela, une condition aux limites numérique de type ”miroir” est imposée au bord de l’obstacle. La
solution est montrée en Figure 6.6 (à gauche). La solution de (6.3) résolue sur Ω avec V− = 0.001
dans Ω− est également montrée sur la même Figure (à droite). La forte similarité des solutions dans le
sous-domaine Ω+ pour chaque cas confirme que l’approximation d’un ”trou”, ou d’un réel obstacle par
l’imposition d’une vitesse très faible dans ce sous-domaine est suffisante.

Figure 6.6 – Champ solution de (6.3) résolue sur Ω+ (à gauche) et champ solution de (6.3) résolue
sur le domaine complet Ω avec V− = 0.001.

6.4 Dérivée de forme de l’obstacle

On souhaite optimiser la forme de l’interface Σ du domaine Ω−.
Soit θ(x) : Ω → Rd un champ de vecteurs. On pose Σθ = (Id + θ)Σ et

Vθ(x) =

{
V+ dans (Id + θ)Ω+,
V− dans (Id + θ)Ω−,

(6.4)

Pour la suite, la fonctionnelle suivante est considérée :

J(Σ) =

∫
Ω

j(d)dx+

∫
Γout

k(d)ds (6.5)

avec j, k : R → R des fonctions régulières et d solution de (6.3) qui dépend implicitement de Σ.

Proposition 6.4.1. La fonction J(Σ) définie par (6.5) est différentiable par rapport à la forme de
l’interface Σ et sa dérivée s’écrit, pour tout champ θ ∈ C1(RN ;RN ) :

⟨J ′(Σ), θ⟩ =
∫
Σ

V 3
+∇d+.n+p+n.(∇d+ −∇d−)θ.n ds (6.6)

avec d+, respectivement d−, la solution de (6.3) dans Ω+, respectivement dans Ω− et p+ l’état adjoint
dans Ω+ défini par (6.10). De plus, n+, respectivement n−, est le vecteur normal unité extérieur à Ω+,
respectivement Ω−, et on choisit de noter n = n− le vecteur normal à Σ.

Preuve : Une preuve formelle est ici faite, supposant que la solution d est régulière sauf sur Σ et le
squelette, et dérivable par rapport à la forme. En écrivant (6.3) sur chaque sous-domaine et en l’élevant
au carré on obtient 

V 2
+ | ∇d+ |2 = 1 dans Ω+,

V 2
− | ∇d− |2 = 1 dans Ω−,
d− = d+ = 0 sur ΓD,

d+ = d− sur Σ,

(6.7)
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En dérivant (6.7) par rapport à Σ dans la direction θ [55, 53] et en notant d
′
cette dérivée direc-

tionnelle (qui dépend linéairement de θ), on obtient
V 2
+∇d+∇d

′

+ = 0 dans Ω+,

V 2
−∇d−∇d

′

− = 0 dans Ω−,

d
′

− = d
′

− = 0 sur ΓD,

(6.8)

Sur l’interface Σ, d− = d+, alors pour toute fonction test φ :∫
Σ

(d− − d+)φ ds = 0

En dérivant également par rapport à Σ dans la direction θ, on obtient∫
Σ

(d
′

− − d
′

+)φ ds+

∫
Σ

(
∂

∂n
+H

)
((d− − d+)φ) θ.n ds = 0

où n est le vecteur normal unité de Σ (égal à celui de Ω−), et H la courbure moyenne définie par
H = div(n). Puisque d+ = d− sur Σ, on a∫

Σ

φ

[
(d

′

− − d
′

+) +
∂

∂n
(d− − d+)θ.n

]
ds = 0

D’où l’équation complète suivante :
V 2
+∇d+∇d

′

+ = 0 dans Ω+,

V 2
−∇d−∇d

′

− = 0 dans Ω−,

d
′

− = d
′

+ = 0 sur ΓD,

d
′

− − d
′

+ + (n.∇d− − n.∇d+)θ.n = 0 sur Σ.

(6.9)

Cette équation de transport linéaire admet une solution unique d
′ ∈ L∞(Ω). D’abord la condition

V 2∇d.ν < 0 est vérifiée sur ΓD, avec ν le vecteur normal unité extérieur de Ω, car la distance d est
croissante à partir de la valeur 0, indiquant un champ rentrant. A l’inverse, on a V 2∇d.ν ≥ 0 sur
Γc ∪ Γout car la distance serait croissante si on continuait à la calculer à l’extérieur de Ω, synonyme
d’un champ sortant sur ces autres bords et garantissant une solution unique. De plus, la solution d
peut être calculée de part et d’autre de l’interface Σ malgré la discontinuité du champ V à cet endroit.
La solution existe bien par la présence d’une condition de saut pour calculer d

′

− en fonction de d
′

+ si

n.∇d < 0 (saut de Ω+ vers Ω−) sur Σ. A l’inverse, d
′

+ est calculé grâce à d
′

− si n.∇d > 0.
On introduit l’équation adjointe linéaire associée à (6.3), dont la solution est notée p :

−div(V 3p∇d) = j′(d) dans Ω+et Ω−,

p = k′(d)
V 3∇d.n sur Γout,

p = 0 sur Γc,
V 3
+p+∇d.n = V 3

−p−∇d.n sur Σ.

(6.10)

Il est à noté que cette équation est la forme conservative de (6.9) au changement de signe de la vitesse
près. Par ailleurs pour le champ de vecteurs −V 3∇d, cette équation admet une solution unique p car la
condition −V 3∇d.ν < 0 est vérifié sur le bord Γout∪Γc, tout comme −V 3∇d.ν ≥ 0 sur les autres bords
de Ω, indiquant un champ sortant et garantissant une solution unique. Une condition de raccord est
également présente pour garantir la continuité de la composante normale de V 3p∇d à travers l’interface
Σ.

En multipliant l’équation (6.9) par V puis par p, ainsi que (6.10) par d′ et en intégrant par parties
séparément sur Ω+ et Ω−, on obtient

∫
Ω+

V 3
+∇d+.∇d

′

+p+ dx −
∫
∂Ω+

V 3
+∇d+.n+p+d

′
+ ds+

∫
Ω−

V 3
−∇d−.∇d′−p− dx

−
∫
∂Ω−

V 3
−∇d−.np−d

′

− ds =

∫
Ω

j′(d)d′ dx+

∫
Γout

k′(d)d′ ds
(6.11)
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On en déduit, puisque ∂Ω+ ∪ ∂Ω− = ∂Ω ∪ Σ :

∫
Ω

V 3∇d.∇d′p dx−
∫
Σ

(d′+ − d′−)V
3
+∇d+.n+p+ ds =

∫
Ω

j′(d)d′ +

∫
Γout

k′(d)d′ ds dx (6.12)

Enfin, d’après (6.9), on obtient

−
∫
Σ

(d′+ − d′−)V
3
+∇d+.n+p+ ds =

∫
Ω

j′(d)d′ dx+

∫
Γout

k′(d)d′ ds (6.13)

Enfin, d’après la condition de saut sur Σ, on a bien

⟨J ′(Σ), θ⟩ =
∫
Σ

V 3
+∇d+.n+p+n.(∇d+ −∇d−)θ.n (6.14)

6.5 Dérivée de forme du domaine accessible

Dans cette partie, on suppose la forme de l’obstacle Ω− fixe. Un nouveau sous-domaine Ωout ⊂ Ω+

est introduit et on a toujours Ω = Ω+ ∪Ω−. Le bord de ce sous-domaine est appelé ∂Ωout. Par ailleurs,
on a ∂Ω = ΓD ∪ Γc. Le nouveau domaine Ω est montré en Figure 6.7.

Figure 6.7 – Domaine Ω séparé en trois sous-domaines par l’interface Σ fixe et ∂Ωout variable.

On souhaite maintenant optimiser le bord ∂Ωout afin de minimiser la fonctionnelle suivante, inspirée
de (6.5) et calculée grâce aux solutions d de (6.3) indépendantes de Ωout :

J(Ωout) =

∫
Ωout

j(d)dx+

∫
∂Ωout

k(d)ds (6.15)

avec j, k : R → R toujours des fonctions régulières. En revanche, puisque la distance d dans (6.15) ne
dépend pas de Ωout, la dérivée de (6.15) est facile à calculer.

Proposition 6.5.1. La dérivée de forme de J(Ωout) définie par (6.15) est différentiable pour toute
forme admissible Ωout ∈ Uad. Elle s’écrit :

⟨J ′(Ωout), θ⟩ =
∫
∂Ωout

jθ.nds+

∫
∂Ωout

(
∂k

∂n
+Hk

)
θ.nds (6.16)

avec n le vecteur normal unité extérieur de ∂Ωout et H la courbure moyenne définie par H = div(n).

6.6 Critères d’accessibilité

Ces différents travaux sur la distance signée vont permettre de vérifier les deux définitions de l’ac-
cessibilité introduites en section 6.2. Un critère est alors présenté pour chaque définition.
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6.6.1 Critère d’accessibilité normale

Dans un premier temps, on étudie le cas de l’accessibilité normale. D’une part, le point x ∈ Γout est
accessible de manière normale depuis y ∈ ΓD si un champ distance signée au bord ΓD calculée au point
x vaut simplement la distance euclidienne à |x− y|. Ce champ non perturbé par un obstacle est appelé
d0,ΓD

et est montré en Figure 6.8, ΓD étant ici le bord gauche du domaine.

Figure 6.8 – Solution de l’équation (6.3) avec V+ = V− = 1, n’étant rien d’autre que la distance
euclidienne au bord ΓD (bord gauche) sur le domaine.

D’autre part, la solution de l’équation (6.3) avec V+ > V−, appelée d, donne un champ distance
déformé par l’obstacle. La Figure 6.9 montre un champ d très peu déformé, obtenu avec V− = 0.9. Y
sont également tracées deux lignes de courant du champ V∇d. On remarque que celle traversant le
domaine Ω− dévie de sa trajectoire rectiligne qu’elle adopte lorsque la champ n’est pas perturbé par
l’obstacle. L’analogie est ici faite avec les notions de segment introduites en Section 6.2. On peut alors
supposer que si la valeur du champ d au point x n’est pas identique à la valeur du champ d0,ΓD

alors
la ligne de champ V∇d partant de y et atteignant x n’est pas un segment de direction normale à ΓD.
Il implique donc que le point x n’est pas accessible de manière normale depuis le point y.

Figure 6.9 – Deux lignes de courant du champs V∇d.

L’accessibilité normale peut être évaluée par le critère suivant :

J1(Σ) =

∫
Γout

k(d)ds (6.17)

avec
k(d) = |d− d0,ΓD

|2 (6.18)
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où k : RN → R est une fonction de classe C1, d dépendant de x ∈ Γout est la distance signée au bord
ΓD calculée avec V+ > V− (en présence de l’obstacle) et d0,ΓD

est la distance signée au bord ΓD sans
obstacle. Le champ d− d0,ΓD

est montré en Figure 6.10 (à gauche) pour une vitesse V− = 0.5.
Le critère J1(Σ) intègre donc la fonction k(d) sur le bord Γout devant être accessible. Néanmoins, le

critère tel qu’il est formulé donne aussi une information sur la position du point x à accéder par rapport
à l’obstacle. En effet, plus le point x est ”caché” par l’obstacle, plus la distance parcourue par la ligne de
courant V∇d atteignant le point x sera importante. La valeur de J1(Σ) au point x sera alors plus élevée.
En pratique, un point x est accessible ou ne l’est pas, il faut alors modifier légèrement le critère pour
répondre à cette nouvelle condition. Une solution est de donner à la fonction k une valeur constante
lorsque celle-ci est non-nulle, et la valeur 0 sinon, en utilisant une fonction de Heaviside régularisée.
Pour ε > 0 de l’ordre d’une taille de maille, on a la fonction hε définit comme :

hε(k(d)) =


0 si k(d) = 0,
1

2

(
1 +

k(d)

ε
+

1

π
sin

(
πk(d)

ε

))
si 0 ≤ k(d) ≤ 2ε,

1 si k(d) > 2ε.

(6.19)

Selon [12], l’épaisseur du saut entre les valeurs 0 et 1 de la fonction hε(k(d)) n’excède pas une valeur
de 2ε et surtout, le nouveau critère J1,reg(Σ) est dérivable. Celui-ci s’écrit alors :

J1,reg(Σ) =

∫
Γout

hε (k(d)) ds. (6.20)

La fonction hε(k(d)) est tracée en Figure 6.10 (à droite) où cette fois tous les points non-accessibles
sont affectés de la même valeur.

Figure 6.10 – Le champ d − d0,ΓD
est tracé sur Ω montrant les points non-accessibles du domaine

(à gauche). Fonction hε(k(d)) sur Ω, mettant mieux en valeur les points non-accessibles de manière
normale depuis les points du bord ΓD (à droite).

6.6.2 Critère d’accessibilité multi-directionnelle

Ici, le cas de l’accessibilité caractérisée par la définition 6.2.1 est étudiée. Cette fois, la distance signée
d n’est plus calculée depuis un bord mais depuis Ny points yi, i = 1, ..., Ny d’un bord. En pratique,
l’accessibilité d’un point x ∈ Γout est évaluée depuis une boule Byi

d’un petit rayon ε et centrée au point
yi ∈ ΓD. On appelle la fonction distance dyi calculée depuis le bord ∂Byi de cette boule et solution de
l’équation : {

V (x) | ∇dyi
(x) | = 1 dans Ω \ Byi

,
dyi

= 0 sur ∂Byi
,

(6.21)

La solution dyi
pour V+ = V− = 1, appelée d0,yi

ainsi que les lignes de courant V∇d0,yi
sont

montrées en Figure 6.11 (à gauche). Les lignes de courant de la fonction d0,ΓD
sont également tracées

à droite montrant la différence entre les deux définitions de l’accessibilité définies en section 6.2.
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Figure 6.11 – Visualisation des lignes de courant du champ V∇d0,yi
(à gauche) et d0,ΓD

(à droite)

L’accessibilité multi-directionnelle à partir d’une collection de points yi peut alors être évaluée par
le critère suivant :

J2(Σ) =

∫
Γout

| min
yi, i=1,...,Ny

(dyi − d0,yi)|2ds (6.22)

où dyi
dépendant de x ∈ Γout est la distance signée au bord Byi

calculée avec V+ > V− (en présence de
l’obstacle) et d0,yi

est la distance signée au bord Byi
sans obstacle. On décide dans un premier exemple

d’évaluer l’accessibilité du bord Γout depuis trois points (y1, y2, y3) ∈ ΓD répartis uniformément sur le
bord. Trois boules (By1

,By2
,By3

) de rayon 0.001, pour un domaine de taille [0, 1]×[0, 1], sont considérées
et montrées en Figure 6.12 (à gauche, en jaune). Par ailleurs, un nouvel obstacle de forme ovale est pris
en compte et à l’intérieur duquel une vitesse V− = 0.5 est imposée. Le champ min

yi, i=1,2,3
(dyi −d0,yi) tracé

en Figure 6.12 (à droite) met en valeur la zone non-accessible depuis les points (y1, y2, y3) ∈ ΓD.

Figure 6.12 – L’accessibilité du bord Γout est mesurée depuis trois points du bords ΓD et en prenant
en compte l’obstacle en rouge (à gauche). Le champ min

yi, i=1,2,3
(dyi

− d0,yi
) tracé sur Ω (à droite).

Comme précédemment, la fonction hϵ est appliquée au critère J2 afin que tous les points non-
accessibles soient affectés de la même valeur. Le nouveau critère s’écrit alors :

J2,reg(Σ) =

∫
Γout

hε

(
| min
yi,i=1,...,Ny

(dyi
− d0,yi

)|2
)
ds. (6.23)

En pratique, on ignore la non-différentiabilité du minimum. Autrement dit, pour une fonction f ∈
R2 → R tel que f = min(f1, f2) on fait l’approximation suivante : f ′ = f ′

1 si f1 < f2 et f ′ = f ′
2 si

f2 < f1 et on ignore le cas où f1 = f2.
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La nouvelle équation adjointe linéaire associée à (6.21) dont la solution est notée pyi s’écrit :
−div(V 3pyi∇dyi) = j′(dyi) dans Ω+et Ω−,

pyi
=

k′(dyi
)

V 3∇dyi
.n sur Γout,

pyi = 0 sur Γc,
V 3
+pyi+∇dyi .n = V 3

−pyi−∇dyi .n sur Σ.

(6.24)

Pour un nombre fini de points yi, i = 1, ..., Ny pris sur ΓD, (6.21) et (6.24) doivent être résolues Ny

fois pour calculer la dérivée de forme de J2,ref (Σ).

Proposition 6.6.1. La fonction J2,reg(Σ) définie par (6.23) est différentiable par rapport à la forme
de l’interface Σ et sa dérivée s’écrit, pour tout champ θ ∈ C1(RN ;RN ) :

⟨J
′

2,reg(Σ), θ⟩ =
∫
Σ

θ.nV 3
+

Ny∑
i=1

∇dyi+.n+pyi+n.(∇dyi+ −∇dyi−)

 ds (6.25)

avec dyi+, respectivement dyi−, la solution de (6.21) dans Ω+, respectivement dans Ω− et pyi+ l’état
adjoint dans Ω+ défini par (6.24).

La fonction hε(dy,i) est tracée en Figure 6.13.

Figure 6.13 – Fonction hε(dyi) sur Ω, mettant mieux en valeur les points non accessibles depuis les
points du bord ΓD.

6.7 Résultats numériques 2D

6.7.1 Optimisation de l’obstacle

Accessibilité normale

Une première optimisation est considérée en évaluant l’accessibilité du bord Γout de manière normale
au bord ΓD.

La fonction hε(k(d)) est visualisée en Figure 6.15 (à gauche). Sur cette figure, le domaine Ω+ est
uniquement montré et l’on considère un obstacle en forme de cercle dont la forme doit être optimisée
pour minimiser le critère J1,reg(Σ). L’accessibilité est mesurée sur le bord droit Γout depuis le bord
gauche ΓD. Afin d’obtenir une forme exploitable à convergence et de la comparer avec la forme initiale,
une contrainte d’égalité sur le volume de l’obstacle, notée |Ω−| est considérée. Les calculs sont effectués
sur une grille de dimension [1× 1] comprenant 40000 noeuds. L’équation de transport (6.3) est résolue
dans le domaine Ω à chaque itération par différences finies avec le schéma TVD Superbee [59, 153] dans le
logiciel Python. Pour rappel, cette solution est montrée en Figure 6.5. Il en est de même pour la solution
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Figure 6.14 – Visualisation de l’état adjoint p résolu par différences finies pour le critère J1,reg(Σ)

adjointe p, montrée en Figure 6.14. Ces champs sont ensuite transférés sur le logiciel FreeFEM pour les
réaliser les dernières étapes dans boucle d’optimisation (calcul de la dérivée de forme, advection,...).

Le résultat de l’optimisation est montré en Figure 6.15 (à droite). La convergence a été obtenue après
600 itérations, chaque itérations nécessitant 18 secondes de calcul (incluant la résolution du problème
(6.3), (6.10) ainsi que les autres étapes classiques nécessaires à l’advection de la forme).

Figure 6.15 – Optimisation de la forme de l’obstacle pour le critère J1,reg(Σ) intégrant la fonction
hε(k(d)) sur Γout. La forme initiale de l’obstacle est montrée à gauche, la forme après convergence à
droite.

Les courbes de convergence pour le critère (6.20) et la contrainte de volume sont montrées en Figure
6.16. On remarque que la valeur du critère évolue en escalier, du fait de la forte régularisation de la
fonction k(d).

Remarque 6.7.1. La forme de l’obstacle n’est pas optimale pour ce problème. Celle-ci devrait être un
rectangle faisant la largeur du domaine et dont la hauteur serait minimum pour respecter la contrainte
sur le volume. De plus, il n’y a a priori pas de raison pour que la forme optimisée ne soit pas symétrique.
Ce dernier point est notamment dû à la solution de l’état adjoint, calculée à partir d’un schéma décentré
amont où la solution est obtenue en ’remontant le courant’ à partir du bord Γout. Celle ci ne donne
aucune information sur le côté gauche de l’obstacle (voir la Figure 6.14) puisque qu’il est de l’autre
côté de l’obstacle par rapport à la source de l’équation (6.10). La sensibilité est donc évaluée sur le côté
droit de Σ, face à Γout. Cet effet se ressent légèrement à chaque itération jusqu’à convergence mais
n’empêche pas le critère principale de diminuer.
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Figure 6.16 – Courbes de convergence pour le critère (6.20) (en rouge) et le volume (en vert) de
l’obstacle

Accessibilité multi-directionnelle

D’après la définition 6.2.1, un point x ∈ Γout est accessible de manière multi-directionnelle s’il existe
au moins un point y ∈ ΓD tel que LΣ(x, y) =| x− y |. Comme dit précédemment, le critère J2(Σ) doit
alors être calculé sur Γout à partir de dy et d0,y, pour tout y ∈ ΓD. Même s’il est plus cher, ce cas
est étudié ici, avec deux points (y1, y2) ∈ ΓD montrés en Figure 6.17 (à gauche, en jaune). La fonction
hϵ(dyi) est également tracée, considérant un obstacle de forme ovale au centre du domaine. De même que
précédemment, une contrainte d’égalité sur le volume du sous-domaine Ω− est imposée. Le processus
d’optimisation est le même que précédemment, les problèmes (6.21), (6.24) sont cette fois résolus deux
fois pour chaque itération d’optimisation. Pour des raisons de coût calcul, deux points sont uniquement
considérés ici. Le résultat de l’optimisation est montré en Figure 6.17 (à droite). On remarque que le
critère est quasi-nul à convergence, donc la forme obtenue est proche de l’optimalité pour ce problème.

Figure 6.17 – Optimisation de la forme de l’obstacle pour le critère J2,reg(Σ) intégrant la fonction
hε(dyi

) sur le bord droit Γout. La forme initiale de l’obstacle est montrée à gauche, la forme après
convergence à droite.

Les courbes de convergence pour le critère (6.23) et la contrainte de volume sont montrées en Figure
6.18.
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Figure 6.18 – Courbes de convergence pour le critère (6.23) (en rouge) et le volume (en vert) de
l’obstacle

6.7.2 Optimisation du domaine accessible

Dans cette partie, on s’intéresse à l’optimisation de forme du sous-domaine Ωout lorsque l’obstacle
Ω− est fixe. On choisi de minimiser le critère (6.20).

Dans ce cas test numérique simple, on souhaite accéder depuis le bord entier ΓD au bord ∂Ωout,
variable. Un obstacle fixe Ω−, en forme de cercle, est placé entre le bord ΓD et la forme Ωout initiale,
comme montré en Figure 6.19. Les résultats présentés en section 6.5 sont utilisés pour optimiser la
forme Ωout. Aussi, une contrainte d’égalité sur le volume | Ωout | est considérée. La forme obtenue après
convergence de l’algorithme est montrée en Figure 6.19 (à droite).

Figure 6.19 – Optimisation du domaine accessible Ωout pour le critère J1,reg(∂Ωout) intégrant la
fonction hε(k)) sur le bord ∂Ωout. L’obstacle est considéré fixe. La forme initiale est montrée à gauche,
la forme obtenue à convergence à droite.

Les courbes de convergence pour le critère (6.20) et la contrainte de volume sont montrées en Figure
6.20.

Remarque 6.7.2. Le critère J1,reg(Ωout) est mesuré sur le bord ∂Ωout pour respecter la définition de
l’accessibilité considérée dans ces travaux. Aussi en pratique, c’est le bord de la forme qui doit être
atteint pour le parachever. Néanmoins le critère peut se mesurer sur aussi dans Ωout. Les deux sont
équivalents sur ce genre de cas test puisque l’accessibilité se mesure sur le bord complet ∂Ωout, et ce
même sur la partie du bord dos à ΓD. On aurait en effet tendance à penser que le critère se calcule
uniquement sur le bord face à ΓD, seulement ici ∂Ωout ne fait pas office d’obstacle. La propagation de
d et d0,ΓD

a donc bien lieu dans Ωout.
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Figure 6.20 – Courbes de convergence pour le critère (6.20) (en rouge) et le volume (en vert) du
domaine accessible.

6.7.3 Forme accessible et optimisée pour un problème mécanique

Comme dit précédemment, pour certains cas la surface d’une forme doit être accessible en tout point
pour des opérations de traitement de surface, ou de dépoudrage dans le cas particulier de la fabrication
additive sur lit de poudre. Pour résoudre un tel problème avec le modèle développé dans ce chapitre, le
critère d’accessibilité doit être mesuré sur le bord de la forme à optimiser qui est elle-même l’obstacle.

On introduit d’abord l’espace suivant :

H1
ΓDmeca

(Ω)N = {u ∈ H1(Ω)N : u = 0 sur ΓDmeca} (6.26)

On considère ensuite le déplacement élastique u la solution unique dans H1
ΓDmeca

(Ω)N du problème
élastique linéarisé suivant :  −div(Ae(u)) = 0 dans Ω−,

Ae(u)n = f sur ΓNmeca ,
u = 0 sur ΓDmeca .

(6.27)

où A(x) est le tenseur de rigidité associé à Ω−, e(u) =
1
2 (∇u + ∇uT ) est le tenseur des déformations

linéarisé, f le chargement surfacique. Les bords ΓNmeca
et ΓDmeca

sont montrés en Figure 6.21, ainsi
que la forme optimisée pour le critère de compliance défini par :

C(Ω−) =

∫
ΓNmeca

f · u ds. (6.28)

Aussi, on considère pour cette première optimisation une contrainte sur le volume |Ω−|.
Cette forme optimisée pour le problème mécanique possède à convergence un volume noté |Ω−,ref |

et une compliance C(Ω−,ref ). Elle est obtenue avec E = 1, ν = 0.3 sur une grille de dimension [1 × 1]
composée de 40000 points.

La forme finale souhaitée doit être accessible tout en préservant autant que possible les performances
mécaniques de la pièce en service, à savoir la compliance C(Ω−,ref ) et le volume | Ω−,ref | de référence.
Le problème d’optimisation s’écrit alors

min
Ω−⊂Ω

J1(Σ)

tel que | Ω− | = | Ω−,ref |
C(Ω) ≤ (1 + k)C(Ω−,ref ),

(6.29)

où k > 0 est un petit coefficient autorisant l’augmentation de la compliance finale pour la pièce en
service.

On souhaite accéder à Ω− de manière normale depuis un deux bords supérieurs du domaine, appelés
ΓD,i avec i = 1, 2. On considère l’équation suivante avec dΓD,i

la fonction distance calculée depuis le
bord ΓD,i
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Figure 6.21 – Forme Ω− optimisée pour la compliance et une contrainte sur le volume | Ωout |.

{
V (x) | ∇di,ΓD

(x) | = 1 dans Ω,
dΓD,i

= 0 sur ΓD,i,
(6.30)

L’accessibilité normale mesurée à partir d’un des deux bords ΓD,i est évaluée par le critère suivant :

J3(Σ) =

∫
Σ

k(dΓD
) ds (6.31)

avec

k(dΓD
) = | min

ΓD,i, i=1,2
(dΓD,i

− d0,ΓD,i
)|2 (6.32)

où d0,ΓD,i
est la solution de l’équation (6.30) avec V+ = V− > 0.

Pour trouver une solution au problème (6.29), la dérivée de forme pour la fonction objectif et chaque
contrainte est calculée grâce à la méthode d’Hadamard [69]. La dérivée de forme pour le critère (6.31)
est obtenue grâce à la composition des résultats (6.9) et (6.16), puisque Σ est à la fois le bord de
l’obstacle et le bord depuis lequel l’accessibilité est mesurée.

Proposition 6.7.3. Pour tout vecteur θ ∈ W 1,∞(Ω,R2), la dérivée de forme de J3(Σ) s’écrit

⟨J ′
3(Σ), θ⟩ =

∫
Σ

(
V 3
+

2∑
i=1

(
∇dΓD,i,+.npΓD,i,+n.(∇dΓD,i,+ −∇dΓD,i,−)

)
+

(
∂k

∂n
+Hk

))
θ.nds

(6.33)
avec dΓD,i,+, respectivement dΓD,i,−, la solution de (6.30) dans Ω+, respectivement dans Ω− et pΓD,i,+

l’état adjoint associé dans Ω+, calculé de la même manière qu’en section 6.6.2 où Γout est cette fois Σ.

L’expression des dérivées de forme pour la compliance C(Ω−) et |Ω−| sont bien connues et déjà
écrites plus haut.

La fonction k(dΓD
) y est aussi tracée sur la forme Ω−,ref . Aussi, on considère le coefficient k = 0.05 et

les différentes contraintes d’égalité et d’inégalité sont traitées par l’algorithme du Lagrangien augmenté.
La forme optimisée pour le problème (6.29) est montrée en Figure 6.22 (à droite).

Les courbes de convergence pour le critère (6.31) et les contraintes de compliance et de volume sont
montrées en Figure 6.23.

Pour la forme Ω−,ref , on remarque sur la figure à gauche que la fonction k(dΓD
) est non nulle sur les

bords des trous de la structure. Lors de l’optimisation, les croisillons sont d’abord cassés par l’algorithme
pour rendre le bord Σ accessible, puis le domaine retrouve une forme bien connue du cantilever, composé
seulement de deux barres. Cette forme est optimisée pour la compliance mais on peut voir aussi que
son bord est accessible en ligne droite depuis le bord supérieur ou inférieur du domaine.
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Figure 6.22 – Optimisation de forme de l’obstacle Ω− pour le problème d’accessibilité et le problème
mécanique. L’optimisation début de la forme initiale Ω−,ref montrée à gauche et converge vers la forme
montrée à droite.

Figure 6.23 – Courbes de convergence pour le critère (6.31) (en rouge) et la compliance (en noir) et
le volume (en vert) de l’obstacle

6.7.4 Optimisation conjointe de la forme de l’obstacle et du domaine acces-
sible

Dans cette sous section, l’optimisation de forme de l’obstacle Ω− ainsi que du sous-domaine Ωout est
étudiée. A l’image d’une optimisation multi-matériaux [12], ce problème sera résolu par l’optimisation
simultanée de plusieurs level-sets, à l’image des travaux effectués au chapitre 5.

L’objectif est toujours d’accéder de manière normale au domaine Ωout depuis un bord ΓD, cette fois
en rendant également la frontière Σ variable. Il est exprimé par le critère :

J1,reg(Σ,Ωout) =

∫
∂Ωout

hε (k(d)) ds. (6.34)

Deux champs de vecteur θ0, θ1 ∈ W 1,∞(Ω,R2) distincts sont alors considérés.

Proposition 6.7.4. La dérivée de forme pour la fonctionnelle (6.34) par rapport à Ω− et Ωout dans la
direction θ s’écrit :

⟨J ′(Σ), θ⟩ =
∫
Σ

V 3
+∇d+.np+n.(∇d+ −∇d−)θ.n0ds (6.35)

avec n0 le vecteur normal unité extérieur de Σ.

111



Chapitre 6. Contrainte d’accessibilité

⟨J ′(Ωout), θ⟩ =
∫
∂Ωout

(
∂h

∂n1
+Hh

)
θ.n1ds (6.36)

avec n1 le vecteur normal unité de ∂Ωout et H la courbure moyenne définie par H = div(n1).

Le cas test considéré ici est celui vu en sous section 6.7.2, où l’obstacle est considéré fixe. Deux
contraintes d’égalité sur les volumes Ω− et Ωout sont maintenant considérées. Les formes initiales de
chaque sous-domaine sont montrées en Figure 6.24 (à gauche) ainsi que les formes obtenues à convergence
(à droite). Les courbes de convergence sont montrées en Figure 6.25.

Figure 6.24 – Optimisation de la forme de l’obstacle et du domaine accessible pour le critère J1,reg(Σ)
mesuré sur le bord ∂Ωout. Les formes initiales sont montrées à gauche, les formes optimisées à droite.

Figure 6.25 – Courbes de convergence pour le critère J1,reg(Σ,Ωout) (en rouge), pour le volume (en
vert) de l’obstacle et du domaine accessible (en violet)

6.8 Résultats numériques 3D

Dans cette section, les principaux résultats numériques vus précédemment seront étendus en dimen-
sion 3. La notation des différents sous-domaines reste la même, tout comme les interfaces à optimiser.
Des cas simples seront présentés puis le lien avec la fabrication additive sera établi avec un problème
d’accessibilité des structures supports.
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6.8.1 Optimisation de forme de l’obstacle

Comme en sous section 6.7.1 l’accessibilité sera ici évaluée de manière normale depuis le bord ΓD

pour simplifier les calculs numériques. L’obstacle considéré est une boule au milieu du domaine Ω,
montrée en Figure 6.26. L’accessibilité est évaluée sur le bord Γout fixe, montré sur la même figure.

Figure 6.26 – Conditions aux limites pour le cas test de l’accessibilité normale d’un bord à un autre.

Le critère choisi reste J1,reg(Σ) et une contrainte d’égalité sur le volume Ω− est également considérée.
Les calculs sont effectués sur une grille de dimension [1×1×1] et comprenant 132000 noeuds. La fonction
hε(k(d)) est tracée sur le bord Γout à accéder pour la forme Ω− initiale en Figure 6.27 (à gauche) et
finale (à droite). On remarque que la forme optimisée prend la même allure, non symétrique, observée
pour le même cas test en dimension 2 (sous-section 6.7.1). Néanmoins, un autre problème de nature
numérique s’ajoute ici. En effet, la forme prend une forme de croix. Cela est dû aux calculs des différents
gradients ∇d+ et ∇d− nécessaires au calcul de la dérivée. Lorsque ces quantités sont calculées sur un
bord droit de la grille régulière (dans les directions du système de coordonnées), les résultats obtenus
sont légèrement différents que ceux obtenus sur le reste de la grille. Ces petites différences provoquent à
terme une forme non symétrique et non optimale. Les courbes de convergence sont montrées en Figure
6.28. Pour ce cas test, une itération d’optimisation nécessite environ une minute de calcul.

Figure 6.27 – Optimisation de la forme de l’obstacle pour le critère J1,reg(Σ) mesuré sur le bord ∂Ωout.
La forme initiale de l’obstacle est montrée à gauche, la forme optimisée à droite.
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Figure 6.28 – Courbes de convergence pour le critère (6.20) (en rouge) et le volume (en vert) de
l’obstacle

6.8.2 Optimisation de forme conjointe de l’obstacle et du domaine accessible

Ici, les travaux présentés en sous section 6.7.4 sont étendus en dimension 3. L’accessibilité du bord
∂Ωout variable sera évaluée depuis le bord ΓD fixe. Les domaines Ω− et Ωout variables initiaux sont
montrés en Figure 6.29. Leur volume est conservé à convergence grâce à deux contraintes d’égalité. Les
deux formes optimisées sont montrées en Figure 6.30.

On remarque cette fois qu’un trou s’est formé dans le domaine accessible, de la forme du domaine
Ω− projetée dans la direction normale à ΓD sur Ωout.

Figure 6.29 – Forme initiale de l’obstacle (en blanc) et du domaine accessible (en bleu).

6.8.3 Optimisation de forme conjointe de l’obstacle et de la zone à accéder
dans un problème mécanique

Dans cette sous section, on souhaite répondre au problème d’accessibilité et à un problème mécanique
simple via l’optimisation de forme des sous-domaines Ω− et Ωout.

Dans un premier temps, un problème mécanique est considéré. Celui-ci s’applique dans la structure
ΩM = Ω− ∪ Ωout et on définit un nouvel espace :

H1
ΓDmeca,2

(ΩM )N = {u ∈ H1(ΩM )N : u = 0 sur ΓDmeca2
} (6.37)

On note u la solution unique dans H1
ΓDmeca,2

(ΩM )N , avec N = 3, du problème suivant :
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Figure 6.30 – Optimisation de la forme de l’obstacle et du domaine accessible pour le critère J1,reg(Σ)
mesuré sur le bord ∂Ωout.

 −div(AMe(u)) = 0 dans ΩM ,
AMe(u)n = f sur ΓNmeca,2

,
u = 0 sur ΓDmeca,2

.
(6.38)

où AM (x) est le tenseur de rigidité associé à ΩM , e(u) = 1
2 (∇u+∇uT ) est le tenseur des déformations

linéarisé, f le chargement surfacique. Les bords ΓNmeca,2 et ΓDmeca,2 sont montrés en Figure 6.32 (à
gauche). Aussi, la structure initiale ΩM

init, union des sous-domaines Ω− (en rouge) et Ωref (en blanc) y
est montrée (à droite), avec le bord ΓD d’où sera mesurée l’accessibilité dans un second problème.

Figure 6.31 – Conditions aux limites pour le problème mécanique (6.38) (à gauche) et pour le problème
d’accessibilité (à droite) avec les formes initiales pour Ω− (en rouge) et Ωout (en blanc).

Sur la Figure 6.32 sont montrées les formes Ω− et Ωout optimisées pour le critère de compliance
suivant :

C(ΩM ) =

∫
ΓNmeca,2

f · uds. (6.39)

Pour cette première optimisation, les contraintes d’égalités sur les volumes |Ω−| et |Ωout| sont
considérées.

Dans un deuxième temps, on considère en plus un problème d’accessibilité. Le bord du sous-domaine
Ωout doit être accessible depuis le bord complet ΓD. On considère alors le critère (6.34) à minimiser
dans le problème d’optimisation suivant :
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Figure 6.32 – Optimisation des formes Ω− (en rouge) et Ωout (en blanc) pour le critère (6.39)

min
ΩM⊂Ω

J1,reg(Σ,Ωout)

tel que |Ω−| = |Ω−,init|,
|Ωout| = |Ωout,init|,
C(ΩM ) < C(ΩM

init),

(6.40)

Les formes Ω− et Ωout optimisées pour le problème (6.40) sont montrées en Figure 6.33. Les calculs
sont réalisés sur une grille de dimension [1 × 0.5 × 1] et comprenant 35300 noeuds. Une symétrie est
réalisée selon le plan XZ pour obtenir les résultats montrés.

Figure 6.33 – Optimisation des formes Ω− (en rouge) et Ωout (en blanc) pour le problème (6.40)
.

6.8.4 Problème d’accessibilité pour la fabrication additive

Dans cette dernière partie, le problème d’accessibilité sera appliqué à la fabrication additive. Comme
dit plus haut, les supports S parfois nécessaires à la fabrication d’une pièce ω doivent être accessibles
afin d’être retirés. Pour les rendre accessibles, on s’autorise à optimiser conjointement la forme de la
pièce et de ses supports. Par simplicité, on introduit dans un premier temps un problème mécanique
pour la structure à fabriquer notée ΩM = ω ∪ S dans Ω. On définit l’espace suivant :

H1
ΓDspt

(Ω)N = {u ∈ H1(Ω)N : u = 0 sur ΓDspt
} (6.41)
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On note uspt ∈ H1
ΓDspt

(Ω)N la solution de ce problème : −div(AMe(uspt)) = gω dans ΩM ,
AMe(uspt)n = 0 sur ΓNspt ,

uspt = 0 sur ΓDspt .
(6.42)

où gω est un chargement vertical s’appliquant dans la pièce ω. A noter que ce problème modélisant la
fabrication fait l’objet de travaux dans [10].

Un deuxième problème sert quand à lui à décrire le comportement de la forme ω dans un problème
final. On introduit l’espace suivant :

H1
ΓDmeca,3

(ω)N = {u ∈ H1(ω)N : u = 0 sur ΓDmeca,3
} (6.43)

Le problème s’écrit, avec comme solution le déplacement uω dans H1
ΓDmeca,3

(ω)N : −div(Aωe(uω)) = 0 dans ω,
Aωe(uω)n = 0 sur ΓNmeca,3

,
uω = f sur ΓDmeca,3

.
(6.44)

Le domaine Ω et les différentes conditions aux limites des problèmes (6.44) et (6.42) sont montrées en
Figure 6.34. Deux termes de compliances calculés à partir des problèmes (6.42) et (6.44) sont introduits :

CS(S) =

∫
ΩM

g · usptdx et Cω(ω) =
∫
Γmeca,3

f · uωds (6.45)

La fonction objectif à minimiser sera alors la somme des deux compliances et on note

C2(S, ω) = CS(S) + Cω(ω) (6.46)

En considérant une contrainte sur le volume de chaque sous-domaine ω et S, on obtient à convergence
la structure ΩM montrée en Figure 6.35.

Figure 6.34 – Conditions aux limites pour le problème mécanique (6.44) (à gauche) et (6.42) (à droite)
.

Dans un deuxième temps, le problème d’accessibilité est considéré sur ce même domaine. Cette fois,
les supports S doivent remplir leur rôle de supportage tout en restant accessibles depuis un bord du
domaine Ω, toujours noté ΓD. De même qu’en sous section 6.8.3, le critère (6.34) est considéré et noté
J1,reg(Σ, S) . Ici, la forme ω joue donc le rôle d’obstacle et est séparée du reste du domaine par sa
frontière Σ. Enfin, on peut écrire le problème d’optimisation suivant :

min
ΩM⊂Ω

J1,reg(Σ, S)

tel que |ω| = |ωinit|,
|S| = |Sinit|,

C2(ω, S) < C2(ωinit, Sinit),

(6.47)
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Figure 6.35 – Optimisation de la forme ω (en blanc) et de ses supports S (en bleu) pour la compliance
C2(ω, S)

.

Figure 6.36 – Courbes de convergence pour les compliances Cω (en noir) et Cspt (en bleu), le volume
de la forme ω (en vert) et de ses supports (en violet). L’évolution du critère (6.34) est également tracé
(en rouge), mais il n’est pas pris en compte dans l’optimisation.

Pour le cas test du pont, les bords ΓD depuis lesquels les supports doivent être accessibles sont
montrés en Figure 6.37 (en vert). Ici, deux symétries verticales sont considérées, l’accessibilité normale
est donc mesurée en pratique depuis un seul bord. Par symétrie, on obtient une mesure de l’accessibilité
depuis deux bords opposés (voir en Figure 6.37).

Les résultats de l’optimisation sont montrés sur cette même figure. On remarque que la forme ω
garde les pieds du pont pleins, assurant le supportage du centre du tablier rendu inaccessible depuis ΓD

par les extrémités du pont.

Les courbes de convergence du critère et des différentes contraintes sont tracés en Figure 6.38.

Remarque 6.8.1. En pratique, la zone à accéder se situe à l’intersection entre la pièce ω et les supports
S, un cas simplifié est étudié ici.
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Figure 6.37 – Optimisation de la forme ω (en blanc) et de ses supports S (en bleu) pour le problème
(6.47)

.

Figure 6.38 – Courbes de convergence pour les compliances Cω (en noir) et Cspt (en bleu), le volume
de la forme ω (en vert) et de ses supports (en violet) et du critère (6.34).

6.9 Conclusion

Dans ce chapitre, le problème de l’accessibilité d’une forme depuis l’extérieur de son domaine de
conception a été étudié. Deux définitions de l’accessibilité ont été introduites, l’une plus générale appelée
accessibilité multi-directionnelle, évalue l’accès en ligne droite dans toutes les directions depuis les points
d’un bord du domaine. L’autre, appelée accessibilité normale, mesure l’accès de manière normale à
un bord permettant une évaluation rapide et moins chère numériquement. Néanmoins, cette dernière
définition est plus exigeante et moins souvent vérifiée. Deux critères d’optimisation sont alors introduits,
un pour chaque définition et formulés grâce aux solutions d’équations eikonales. Un champ vitesse faible
dans le domaine occupé par l’obstacle produit une perturbation du champ distance signée au bord, ou
au point du bord du domaine depuis lequel est évalué l’accessibilité. La comparaison du champ perturbé
et non perturbé met alors en valeur les zones non-accessibles du domaine depuis son bord ou un point
de son bord. Les dérivées de forme d’un obstacle ou d’un domaine à accéder ont alors été formulées
puis des cas test simples d’optimisation de forme ont été montrés vérifiant le modèle. Pour inclure le

119



Chapitre 6. Contrainte d’accessibilité

problème d’accessibilité dans le cas pratique de la fabrication additive, celui-ci a d’abord été mêlé à un
problème mécanique puis au problème d’optimisation conjointe de deux sous-domaines. Enfin, un cas
test en 3 dimensions a été montré où l’optimisation de forme conjointe de la pièce à fabriquer et de ses
supports permettent à ces derniers d’être accessibles depuis certains bords du domaine de conception.
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Conclusions et perspectives

Ce mémoire de thèse présente une méthode pour optimiser la forme et la topologie de la pièce et
de ses supports pour la fabrication additive métallique sur lit de poudre. L’étude des contraintes de
fabrication de ce procédé prometteur a permis leur modélisation et leur intégration dans le processus
d’optimisation de forme s’appuyant sur la méthode des lignes de niveaux. Les contraintes prises en
compte sont celles rencontrées lors de l’étape de fabrication, de la découpe de la pièce du plateau et
de retrait des supports. Les autres étapes comme celles de dépoudrage ou de traitement thermique
n’ont pas été étudiées. Aussi, la question de l’orientation de la pièce par rapport au plateau n’est pas
abordée. La prise en compte de ces contraintes dans le schéma d’optimisation a permis ensuite d’étudier
l’optimisation de forme conjointe de la pièce et de ses supports, aussi appelée optimisation du couple
pièce/support. L’objectif est d’obtenir à convergence une structure fabricable en limitant l’utilisation
de matière et préservant la performance de la pièce dans un problème final.

Pour se faire, l’optimisation de forme des supports a d’abord été étudiée. Un problème mécanique
simple a été mis en place pour maintenir les surfaces inclinées d’une pièce fixe. Ces surfaces sont détectées
par un critère géométrique où l’angle à partir duquel la surface n’est plus considérée comme fabricable
est donné par l’utilisateur, ainsi que la force imposée sur cette surface. La minimisation du critère
de compliance calculé à partir des solutions de ce problème mécanique en respectant une contrainte
sur le volume des supports permet à ceux-ci de maintenir ces surfaces inclinés tout en maitrisant leur
volume. Un terme de pénalisation peut également être pris en compte dans le processus d’optimisation
permettant à ces supports de n’être en contact avec la pièce qu’aux endroits nécessaires. Ainsi, ils ne
s’appuient que sur le bord inférieur du domaine de conception, modélisant le plateau. Ce nouveau terme
de pénalisation permet de faciliter le retrait des supports en limitant les étapes de parachèvement. Le
modèle de force précédent se révèle très efficace pour assurer la fabricabilité de la pièce car il nécessite
peu de temps calcul, néanmoins aucune information concernant le procédé de fabrication n’est prise en
compte. Un deuxième modèle est introduit s’appuyant sur une simulation thermoélastique couche par
couche du procédé. Celui-ci calcule des forces équivalentes aux déplacements que subit la pièce lors de
sa fabrication qui serviront à calculer un critère de compliance. Ce dernier sera à son tour minimisé.
Ces deux modèles mécaniques et thermoélastiques couplés offrent une forme de support limitant les
déplacements de la pièce lors de sa fabrication et assurant la fabricabilité des surfaces horizontales.
En effet, le modèle de simulation ne détecte aucun déplacement au niveau des surfaces parfaitement
horizontales. Aucune force n’est donc calculée sur ces zones et le recours au premier modèle de force
purement mécanique est essentiel pour fabriquer ces surfaces. Jusqu’ici, les supports optimisés étaient
pleins et caractérisés par un matériau aux propriétés isotropes. Cependant il est parfois utile d’utiliser
des supports dits alvéolés, composés d’un quadrillage de murs fins verticaux pour limiter le volume
de matière fusionnée et le temps de fabrication. Ces supports sont plutôt destinés au maintien de
pièce de faible volume. Ne pouvant raisonnablement pas simuler le comportement d’une telle grille, un
matériau homogénéisé au comportement orthotrope est pris en compte dans le problème mécanique
résolu pour l’optimisation de forme des supports. Une contrainte sur le volume de matière utilisée pour
les fabriquer est également considérée. La géométrie obtenue s’aligne cette fois légèrement plus avec la
direction verticale de la grille et occupe surtout un espace plus important que les supports pleins, pour
un volume de matière égal.

Le modèle de simulation couche par couche mentionné précédemment pourrait être utilisé pour
l’optimisation de la forme à fabriquer, ou de ses supports, pour minimiser un critère formulé direc-
tement avec les solutions de la simulation. Néanmoins, une telle optimisation nécessiterait le calcul
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du problème direct couche par couche ainsi que d’un problème adjoint rétrograde en temps à chaque
itération d’optimisation. Le coût calcul serait trop important, surtout pour des cas en 3 dimensions. Un
autre modèle de simulation plus simple a alors été choisi pour réaliser cette optimisation s’appuyant
sur la méthode inherent strain. Dans ce modèle, l’hypothèse est faite que les déformations subies par la
pièce sont les mêmes à chaque couche. Un chargement mécanique constant est alors imposé sur chaque
forme intermédiaire indépendamment des couches précédentes, nécessitant peu de temps calcul. Les
résultats obtenus ne sont que des tendances. Il est néanmoins possible de formuler des critères simples
permettant l’optimisation de la forme de la pièce pour la rendre fabricable, tout en dégradant le moins
possible sa performance dans un problème final. De plus, la déformation de la pièce après sa découpe
partielle du plateau a pu être limitée grâce à l’optimisation de sa forme, préservant sa performance dans
un problème final et son volume. Ces résultats numériques ont été vérifiés expérimentalement par la
fabrication de ces géométries par le procédé SLM. La mesure physique de cette déformée a ensuite servi
de référence lors d’un problème inverse permettant d’obtenir les paramètres numériques nécessaires à la
calibration du modèle pour ce jeu de paramètres machine (épaisseur de couche, trajectoire du laser,...).
Enfin, un critère utilisé pour l’optimisation de la forme des supports a été formulé à partir des solutions
de la simulation inherent strain. Les supports obtenus limitent les déplacements subis par la pièce, mi-
nimisant un critère calculé directement à partir des solutions de la simulation (et non plus à partir de
forces équivalentes). Aussi, ces supports ne présentent cette fois pas de surfaces inclinées.

Les différents modèles développés précédemment sont ensuite utilisés lors de l’optimisation conjointe
de la pièce et de ses supports. L’objectif ici est d’obtenir une pièce fabricable et performante tout en ayant
un coût de production limité. Celui-ci est calculé par le volume de la structure à fabriquer, composée
de la pièce et de ses supports. Les résultats obtenus sont différents en fonction de la pénalisation des
différentes contraintes d’optimisation choisie par l’utilisateur. Si les dégradations de performances de
la pièce dans son problème final, à savoir la compliance et le volume, sont fortement pénalisées dans la
fonction coût, alors le problème revient à considérer uniquement l’optimisation de forme des supports
pour une pièce fixe. Le coût de fabrication sera alors fonction de leur volume et de leur surface de contact
avec les bords non-inclinés de la pièce. On se place alors dans les cas de figure étudiés au chapitre 3. Si
au contraire le coût de production est priorisé, alors le volume des supports peut être moins important,
voire nul, obligeant la pièce à s’auto-supporter pour rester fabricable mais à s’éloigner de la géométrie
optimisée pour le problème final. Un compromis entre les deux cas de figure est obtenu en fonction de
la pénalisation de chaque contrainte, choisie dans ces travaux par l’utilisateur.

Le problème de l’accessibilité d’une forme depuis l’extérieur de son domaine de conception est abordé
dans une dernière partie. Une fois fabriquée, la pièce doit être accessible par un outil longiligne pour
être parachevée, notamment lors de l’étape de retrait des supports. Le critère d’accessibilité est calculé
grâce aux solutions d’équations eikonales mesurant ici la distance au bord depuis lequel est défini
l’accessibilité. Les points du domaine rendus non-accessibles par la présence d’un obstacle peuvent être
identifiés par la perturbation du champ distance par cet obstacle. La dérivée de forme proposée permet
ensuite d’optimiser la forme de l’obstacle, la pièce en pratique, ou du domaine accessible, les supports.
Le lien est fait avec la fabrication additive en optimisant les deux conjointement rendant les supports
accessibles en ligne droite.

L’optimisation du couple pièce/support est donc traité sous deux aspects. Dans un premier temps,
un critère de fabricabilité est considéré. La géométrie optimisée de cet ensemble pièce/support dépend
de la pénalisation des différentes contraintes choisie par l’utilisateur en fonction du cahier des charges.
Une deuxième étude est réalisée où l’optimisation conjointe est cette fois utilisée pour résoudre un
problème d’accessibilité en ligne droite des supports. Les résultats obtenus montrent une géométrie de
pièce, considérée comme un obstacle, n’empêchant plus le passage d’un outil pour accéder aux supports
destinés à être retirés. Ce critère est satisfait tout en garantissant une certaine performance de la pièce
dans un problème final ainsi que sa fabricabilité grâce à la présence des supports.

Le sujet abordé lors de ces travaux est très large. En effet, l’optimisation de la forme de la pièce et
de ses supports dépend du nombre de contraintes du procédé prises en compte. Grâce à ces travaux,
la géométrie de la pièce est rendue fabricable ainsi que celle de ses supports. Néanmoins d’autres
contraintes peuvent être considérées pour limiter les coûts de production. Par exemple, la prise en
compte d’une contrainte de dépoudrabilité pour limiter les cavités dans la géométrie optimisée afin que
la poudre ne soit pas piégée à l’intérieur. Aussi, une interface imparfaite entre la pièce et les supports
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peut être prise en compte afin de modéliser le maintien de la pièce par des supports sécables. Des
travaux récents ont été publiés sur le sujet [11]. Parmi les modèles développés ici, des améliorations sont
aussi à envisager. Par exemple, l’intégration d’un modèle de plasticité dans les simulations du procédé
développées aux chapitres 3 et 4 pourrait les rendre plus fidèles. Par ailleurs, une méthode permettant
de paralléliser le calcul de la simulation inherent strain pourrait être étudiée. En effet le calcul de
chaque couche est indépendant, il serait alors très intéressant d’un point de vue du temps de calcul
de résoudre ce problème mécanique sur les différents domaines intermédiaires de manière simultanée.
Toujours à propos de la méthode de simulation inherent strain, une simulation du procédé beaucoup
plus fidèle pourrait être utilisée en amont afin de déduire les coefficients du tenseur inherent strain par
analyse inverse. Il ne serait alors plus nécessaire de fabriquer les géométries pour calibrer le modèle.
Concernant l’optimisation du couple pièce/support, un modèle de coût adapté au procédé SLM et au
milieu aéronautique pourrait être utilisé pour la pondération de chaque contrainte. Connâıtre ainsi
les véritables coûts de matière ou de parachèvement ainsi que d’utilisation en vol rendrait la fonction
objectif plus représentative du véritable coût de production et d’utilisation de la pièce. Enfin d’un
point de vue pratique il serait intéressant d’utiliser un algorithme de minimisation plus efficace pour
la gestion de nombreuses contraintes d’optimisation. En effet, la pondération de chaque contrainte est
parfois difficile à trouver pour obtenir des résultats convaincants, notamment pour ceux du chapitre 5.
Des travaux ont également été effectués sur le sujet [61].
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[67] I. Gibson, D. Rosen, B. Stucker, and M. Khorasani. Additive manufacturing technologies, vo-
lume 17. Springer, 2014.

[68] M. Godoy. Topology optimization for orthotropic supports in additive manufacturing. Internal
Report, SOFIA Project, 2020. hal-03037101f.
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Résumé : Cette thèse est consacrée à l’optimisation
de la forme et de la topologie de pièces construites
en fabrication additive. Les nouveaux procédés de fa-
brication suscitent beaucoup d’intérêts ces dernières
années pour leur capacité à construire des pièces
complexes. En particulier la fabrication additive (FA)
métallique sur lit de poudre permet aux industries
de ne plus être limitées par les contraintes de fabri-
cation conventionnelles (fraisage, moulage,...). Plus
spécifiquement, le procède le plus utilisé est le SLM
(Selective Laser Melting), où un laser fond le lit de
poudre très localement avant qu’un racleur étale une
nouvelle couche de poudre après la solidification.
Néanmoins, même si ce procédé offre une grande
liberté dans le design de la pièce, il possède ses
propres contraintes de fabrication. Les forts gradients
de température apportés par la chaleur du laser de
manière successive à chaque couche contraignent
fortement la pièce et peuvent même la déformer lors
de la fabrication, ne la rendant plus conforme au de-
sign voulu. Une solution est alors de rajouter de la

matière autour la pièce, des supports de fabrication,
pour maintenir les parties sujettes aux déformations.
Ils peuvent être optimisés pour minimiser la matière
utilisée, leur temps de fabrication ou de leur re-
trait. Cependant, il peut être préférable de modifier
la géométrie de la pièce plutôt que de rajouter cette
matière supplémentaire onéreuse. L’objectif est alors
de concevoir une pièce différente qui n’amène pas de
défaut de fabrication tout dégradant le moins possible
sa performance dans son utilisation finale. L’optimisa-
tion de forme est alors une bonne solution pour ob-
tenir des formes fabricables par ce procédé en limi-
tant ces différentes contraintes de fabrication. Pour fi-
nir, l’optimisation topologique du couple pièce/support
consiste à trouver la forme optimale d’une pièce ainsi
que de ses supports, souvent nécessaires à sa fabri-
cation. La structure finale obtenue sera optimisée en
termes de coût de fabrication et d’utilisation dans un
problème final donné. Pour cela, plusieurs contraintes
de fabrication liées à la technologie SLM devront être
prises en compte.

Title : Coupled topology optimization of part/support for metal powder bed additive manufacturing
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Abstract : This PhD thesis is dedicated to the shape
and topology of parts built in additive manufacturing.
New manufacturing processes have aroused a lot of
interest in recent years for their ability to build complex
parts. In particular, metal powder bed additive ma-
nufacturing (AM) allows industries to no longer be li-
mited by conventional manufacturing constraints (mil-
ling, molding, etc.). More specifically, the most wi-
dely used is the SLM (Selective Laser Melting) pro-
cess. A laser melts the bed of powder very locally
before a recoater spreads a new layer of powder af-
ter solidification. However, even if this process offers
a great design freedom, it has its own manufacturing
constraints. The strong temperature gradients brought
by the heat of the laser successively to each layer
strongly constrain the part and can even deform it du-
ring manufacture. One solution is then to add mate-
rial around the part, called manufacturing supports, to

ensure its conformity. They can be optimized to mini-
mize the material used, their manufacturing time or
their removal. However, it may be better to change
the geometry of the part rather than adding this ex-
pensive additional material. The objective is then to
design a different part that does not lead to manufac-
turing defects while preserving its performance in its
final use. Shape optimization is then a good solution
for obtaining part designs that can be manufactured
by this process while limiting these various manufac-
turing constraints. Finally, the topological optimization
of the part/support couple consists in finding the op-
timal shape of a part as well as of its supports, often
necessary for its manufacture. The final structure ob-
tained will be optimized in terms of manufacturing cost
and performance in a given final problem. For this, se-
veral manufacturing constraints related to SLM tech-
nology must be taken into account.
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