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Résumé

La modélisation et la simulation numérique d’écoulements des fluides en milieux po-
reux réactifs interviennent dans de nombreuses applications énergétiques et environ-
nementales. Nous nous sommes focalisés dans de ce travail sur le stockage des dé-
chets ménagers pour la production de biogaz. Dans cette thése nous présentons et
étudions, théoriquement et numériquement, des modeles mathématiques pour dé-
crire le fonctionnement d'une décharge dans laquelle des déchets biodégradables sont
utilisés pour générer du méthane. D'une part, nous traitons un nouveau modele de
processus anaérobie en deux étapes qui tient compte des phénomenes d’inhibition,
pour lequel nous présentons des résultats sur le comportement asymptotique des so-
lutions et des prévisions plus approfondies sur la production du biogaz. D’autre part,
nous traitons de nouveaux modeles couplés (I'écoulement monophasique du lixiviat
et '’écoulement biphasique de lixiviat-biogaz) combinant a la fois I'aspect biologique
et 'aspect mécanique des fluides dans une description unifiée des Equations aux Dé-
rivée Partielles (EDP). Par la suite, nous analysons les formulations faibles des modeéles
et nous présentons des simulations numériques. L'objectif principal est de construire
un outil performant de modélisation qui débouche sur un algorithme de simulation
en deux et trois dimensions, prét a 'emploi dans la gestion des déchets. Nous pensons
gu'un tel outil est important pour une utilisation pratique dans les prévisions et pour
les études avancées pour 'optimisation et le controle de la production du biogaz. Le
CHAPITRE 1 est consacré a une introduction générale des phénomenes de biodégra-
dation et d’écoulement dans un casier de déchets ménagers ainsi qu’a I’état de l'art
des différents modeles et analyses développés sur cette thématique. Le CHAPITRE 2 est
consacré a la modélisation des écoulements monophasique et biphasique décrivant
les phénomenes physiques et biologiques de la biodégradation des déchets pendant
le processus anaérobie en deux étapes Hydrolyse/Méthanogénése pour la production
du biogaz. Ce sont deux problemes couplés non linéaires qui décrivent ’aspect phy-
sique donné par des EDP et 'aspect biologique donné, premierement, par des Equa-
tions Différentielles Ordinaires (EDO) puis deuxiéemement par un systeme de réaction-
diffusion. Ce dernier nous permet la possibilité de traiter la non-homogénéité en te-
nant compte des phénomenes de diffusion. Le CHAPITRE 3 est consacré a I’analyse de
comportement asymptotique du systéme d’EDO ainsi que les simulations numériques
associées. Le CHAPITRE 4 porte sur I'analyse et ’approximation numérique du modele
d’écoulement monophasique du lixiviat. Le CHAPITRE 5 est consacré a 'approxima-
tion numérique du modele d’écoulement biphasique compressible lixiviat-biogaz en
présentant différents résultats numériques en 2D et 3D.



Abstract

The modeling and numerical simulations of fluid flow in reactive porous media are in-
volved in many energy and environmental applications. In this work, we focused on
the storage of household waste for the biogas production. In this thesis we present
and study, theoretically and numerically, mathematical models to describe the func-
tioning of a landfill in which biodegradable waste is used to generate methane. First,
we tackle a new two-step anaerobic process model that takes into account the inhi-
bition phenomenon, for which we present results on the asymptotic behavior of so-
lutions and we give more in-depth information and predictions on biogas production.
Secondly, we tackle the new coupled models (one phase flow of leachate and two phase
flow of leachate-biogas) combining both biological and mechanical aspects in a uni-
fied description of Partial Differential Equations (PDEs). We then analyze the models
and present numerical simulations. The main goal is to build an efficient modeling
tool that leads to a simulation algorithm in two and three dimensions ready for use in
waste management. We believe that such a tool is important both for practical use in
predictions and in advanced studies for the optimization and the control of the biogas
production. The thesis is organized into four chapters. The CHAPTER 1 is devoted to an
introduction to the phenomena of biodegradation and flow in a household waste as
well as the state of the art of the various models developed in this context. The CHAP-
TER 2 is devoted to the modeling of one and two phase flows describing the physi-
cal and biological phenomena of waste biodegradation during the anaerobic digestion
process in two-step hydrolysis and methanogenesis for the biogas production. These
are two nonlinear coupled problems describing the mechanical aspect given by PDEs,
and the biological aspect given initially by the Ordinary Differential Equations (ODEs)
and then by a diffusion-reaction system which allows us the possibility of treating the
non-homogeneity taking into account the diffusion phenomena. CHAPTER 3 is devo-
ted to the analysis of asymptotic behavior and the numerical simulation of the ODEs
system. CHAPTER 4 is devoted to the analysis and the numerical approximation of the
leachate flow coupled model. CHAPTER 5 is devoted to the numerical approximation
of the coupled model of two-phase flow leachate-biogas by presenting the numerical
results in 2D and 3D.
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Chapitre 1

Introduction et état de I’art

Dans cette these, nous nous intéressons a la modélisation mathématique, I'analyse et
la simulation numérique, d’écoulements monophasiques et biphasiques en milieu po-
reux réactif. Le principe des écoulements en milieux poreux réactifs consiste a inté-
grer des phénomenes chimiques ou biologiques a des écoulements standards a une ou
plusieurs phases. La modélisation de ce type de probléeme intervient comme un ou-
til essentiel dans des thématiques énergétiques ou environnementales importantes,
comme le probleme de la pollution des eaux souterraines, le stockage des déchets, la
gestion des eaux usées ou encore I'ingénierie pétroliere, etc.

La gestion des déchets et la production d’énergie renouvelable sont deux problemes
clés dans les sociétés d’aujourd’hui. Un domaine de recherche majeur est apparu au
cours des dernieres décennies et consiste en une combinaison des thématiques sus-
mentionnés pour développer de nouvelles techniques en vue de la gestion des déchets
et leur utilisation dans la production d’énergie.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés plus particulierement a la probléma-

tique du stockage des déchets ménagers. L'analyse mathématique et la simulation nu-

mérique des modeles décrivant les processus de la dégradation des déchets, permettent
de construire des prévisions de 1'évolution des variables physiques et biologiques im-

pliquées.

La décharge est un milieu polyphasique constitué de phases solide, liquide et gazeuse
et est considérée comme un milieu poreux. Le processus de biodégradation produit
du biogaz et des lixiviats qui sont ainsi deux phases de I’écoulement dans la décharge,
couplées a I'activité biologique. Dans la référence [2], on trouve une revue et une syn-
thése des principales caractéristiques et propriétés physiques des milieux poreux et de
la dynamique des fluides dans le cadre de la gestion des déchets biodégradables.

Dans un casier de déchets ménagers, nous distinguons successivement des métabo-
lismes aérobies et anaérobies. En effet, pendant la mise en place des déchets, une cer-
taine quantité d’oxygene piégé initialement dans |’espace des pores et celui qui diffuse
ensuite dans les couches supérieures, autorise I'activité de micro-organismes aérobies.
Lorsque cet oxygene est épuisé (consommation par les micro-organismes aérobies ou
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1. Introduction et état de I'art

recouvrement des sites empéchant la diffusion de 1'oxygene), le processus de dégra-
dation des déchets devient anaérobie [78], [11], [42], [101]. Le processus de digestion
anaérobie est ainsi un processus biologique naturel de décomposition de la matiere
organique par des micro-organismes (bactéries) qui sont activés dans des conditions
anaérobies, c’est-a-dire sans oxygene. Il se caractérise par une succession de réactions
complexes a la fois en paralléle et en série. A long terme, la matiere organique est trans-
formée en biogaz, un mélange principalement composé de méthane et de dioxyde de
carbone. Les principales étapes de ce processus sont ’hydrolyse, I’acidogenese, ’acé-
togenese et la méthanogeneése.

La digestion anaérobie dans un chemostat a fait 'objet d'une littérature abondante. Ce
dernier fonctionne généralement avec un agitatteur, ce qui conduit a des densités spa-
tialement homogeénes en nutriments et micro-organismes. Ces modeéles sont décrits
par des Equations Différentielles Ordinaires (EDO). Des modeles tels que le modele
"ADM1" permettent une description détaillée de ce processus (Cf. [65]). Cependant,
I’analyse mathématique de ces modeles est tres complexe. Un grand nombre de mo-
déles plus simples ont été étudiés dans la littérature au cours de ces derniéres années
[42,44,47,90,91,94]. Concernant la digestion des eaux usées, il est reconnu que I'étape
limite est la méthanogénese. Dans un tel cas, la modélisation comprend des modeles
en une, deux ou trois étapes. Le modele de [26] présente un intérét particulier et pro-
pose de modéliser le processus de digestion anaérobie comme un processus en deux
étapes impliquant a la fois 'acidogénese avec une cinétique de Monod et les processus
de méthanogénese avec une cinétique de Haldane. Dans la cadre de la dégradation de
la matiere organique au sein des centres de stockage des déchets, M. Rouez [94] a pro-
posé un modele qui décrit la dynamique bactérienne pour la production du biogaz. Ce
modele envisage le processus anaérobie en deux étapes, I’hydrolyse et la méthanogé-
nese. Une telle description est bien appropriée tant que I'acidogénese n’est pas I'étape
limitante.

Lorsqu’un processus biologique fonctionne en mode continu, c’est la régle plutot que
I'exception de ne pas considérer les termes de mortalité (Cf. [63], [71], [80]). Cepen-
dant, lorsque I'on travaille dans un environnement fermé - comme c’est le cas dans
les décharges - la mortalité ne peut plus étre négligée : une partie de la mortalité des
micro-organismes revient ensuite au matériau lentement biodégradable. Le modele
de [94] prend en considération la mortalité des bactéries méthanogenes qui constitue
un nouveau substrat a I'étape de I'’hydrolyse. Le role du terme de mortalité et de la
fonction de croissance sur les performances de I'’ensemble du processus, notamment
en termes de production du biogaz, est d'une importance primordiale dans les appli-
cations d’enfouissement.

La plupart des modeles décrivant le déroulement de I'aspect biochimique dans la di-
gestion anaérobie pour la production de biogaz, sont décrits par des (EDO) qui ne
peuvent tenir compte des éventuelles hétérogénéités de la distribution initiale des concen-
trations des micro-organismes ainsi que de leur évolution spatiale au cours du temps.
Cela suggere l'incorporation des termes de diffusion, d’advection et/ou d’hétérogé-
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1. Introduction et état de 'art

néité spatiale dans les modeles. Lintroduction de 'hétérogénéité spatiale dans le mo-
dele, en termes d’Equations aux Dérivées Partielles (EDP), de type réaction-diffusion-
advection, au lieu des EDO, est une extension raisonnable, compte tenu du fait qu’elle
est généralement observée dans les situations réelles. Dans [97] on trouve un modele
de réaction diffusion 1D de trois variables décrivant la compétition entre des especes
dans une cinétique de Monod. Dans [43] les auteurs ont proposé un modele dans un
chemostat, décrivant I'’écoulement du lixiviat en 1D régie par les équations de Navier-
Stokes stationnaires et un systeme de réaction-diffusion-advection pour deux concen-
trations avec une vitesse dans la direction verticale, approché par une méthode d’élé-
ments finis.

Les réactions de dégradation des déchets sont conditionnées par de nombreux para-
metres environnementaux. Ainsi, selon la littérature, les principaux facteurs controlant
’activité microbienne et la production du biogaz sont le pH du milieu, la température
et 'humidité des déchets. D’autres facteurs peuvent aussi influer comme la compo-
sition des déchets et leurs caractéristiques "mécaniques" (densité, porosité, etc.) (Cf.
[99], [94]). La premiére étape correspondant a la phase aérobie ou la phase de remplis-
sage constitue I’étape la plus courte en terme de temps de dégradation, contrairement
a I’étape anaérobie qui se caractérise par une succession d’étapes pour la production
du biogaz prenant beaucoup plus de temps. Lanini [78] a présenté un modele basé sur
I’équation de conservation de la masse avec I’équation de |'énergie pour décrire la dif-
fusion de I'oxygene de I'air dans les couches supérieures de la décharge. Dans [4] et [5]
on trouve des modeles de production de chaleur et de consommation d’oxygene.

A ’étape de la digestion anaérobie qui mene a la production de I'énergie (méthane),
des études expérimentales montrent que les vitesses de dégradation, et par consé-
quent de production de gaz, augmentent lorsque la teneur en eau des déchets croit
( [46], [48], [92]). Ceci s’explique par le fait que les niveaux élevés d’humidité facilitent
la distribution et la mise en contact des nutriments et des bactéries. Cependant, une
teneur en eau trop importante peut entrainer un «lessivage» des déchets et une forte
diminution des cinétiques de dégradation ( [92]). L'évolution de I'’humidité du centre
de stockage, qui joue un role primordial dans le processus de biodégradation, peut étre
décrite par I'équations de Richards qui modélise I'’écoulement monophasique ("phase
liquide") dans un milieu poreux non saturé. Dans [88], les auteurs ont développés un
modele permettant d’évaluer la quantité et la qualité des lixiviats produits par une dé-
charge. Pour cela, une résolution simultanée de I'équation de Richards en 1D et la ciné-
tique de Monod pour la dégradation des déchets a été considérée. Dans [68] les auteurs
ont développé un modele d’écoulement de lixiviat, donné par I'équation de Richards
(forme standard) en 2D, couplée avec une EDO du premier ordre, représentant la ciné-
tique de la biodégradation des déchets. Nous trouvons également des études expéri-
mentales pour l'identification des parametres hydrauliques de I’écoulement de lixiviat
dans les références [31], [45]. Dans [11] 'auteur a présenté un modele mathématique
pour décrire les phénomenes physiques, élaboré a partir des équations de conserva-
tion de la masse de chaque constituant (Biogaz et Lixiviat) ainsi que les équations de
conservation de I'énergie. Les termes sources traduisant la production du biogaz gé-
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1. Introduction et état de I'art

nérée par la biodégradation et des termes puits ont été considérés comme des fonc-
tions qui dépendent de 'humidité et de la température. Parmi les résultats obtenus,
I’auteur a montré que la réinjection ponctuelle du lixiviat est un scénario "optimum"
pour une bonne gestion de la décharge. Dans [42] 'auteur a considéré des cinétiques
biologiques de premier ordre par rapport au temps, qui a permis une intégration des
équations et a présenté une description plus fine des écoulements en considérant un
couplage explicite liquide/gaz, le transport des espéces principales en phase gaz et un
couplage explicite avec un modele de réaction biologique aérobie/anaérobie. D’autres
travaux de modélisation analogique décrivant expérimentalement les écoulements des
fluides dans les centres de stockage des déchets ménagers se trouvent entre autres
dans les références [24, 44, 69, 99]. Cependant, ces modeles se confrontent a des li-
mites notamment dans la description de I'aspect biologique. Plus précisément, ils ne
tiennent pas compte simultanément de I’anisotropie de la diffusion ou de la distribu-
tion spatiale non homogene, et des différentes étapes du processus biologique pour la
production du biogaz dans la dynamique biologique. Dans cette thése nous proposons
de contribuer a dépasser cette limitation en introduisant un modele décrivant le pro-
cessus anaérobie en deux étapes tenant compte des phénomenes d’inhibition et de la
mortalité ainsi que de la diffusion et de I'hétérogénéité spatiale.

La littérature sur I'analyse des EDO décrivant la dynamique de la digestion anaérobie
est abondante, on peut citer par exemple [63], [98], [35], [62], etc. Ces travaux traitent,
entre autres, |'existence et la stabilité des points d’équilibre. Dans le cadre de la théorie
des systemes dynamiques, les théoremes généraux les plus connus sont le théoreme
de critere spectral [107], le théoreme de stabilité de Lyapunov [107] et le théoreme de
la variété centrale [36, 86]. Dans la majorité des études effectuées sur les modeles de la
digestion anaérobie pour la production du biogaz, le théoréeme du critere spectral est
tres utile et applicable directement. Cependant, pour certains modéles, les hypotheses
de ce théoreme ne sont pas vérifiées. On peut alors dans ce cas considérer le théo-
reme de Liapunov, mais ce dernier est difficilement applicable, notamment pour les
systemes non linéaires complexes et de grandes dimensions. Cette situation est celle
de notre modele d’EDO, et nous proposons une alternative dans cette theése. Un autre
aspect de cette problématique concerne des questions relatives au controle et a I’opti-
misation dans le but de maximiser la production du biogaz. Des travaux dans ce sens
ont été réalisés par exemple dans [64], [60], [59].

Les modeles monophasiques et plus généralement polyphasiques des écoulements en
milieux poreux ont fait I’'objet d'une littérature abondantes, notamment dans 'ingé-
nierie pétroliere. Concernant les questions d’existence et d'unicité de la solution, on
trouve dans [7] un théoréme général d’existence de solution faible pour un systeme de
type paraboliques-elliptiques. Dans [75], les auteurs ont montré I’existence d'une so-
lution faible pour un modéle issu de 'ingénierie pétroliére décrivant I'écoulement bi-
phasique incompressible huile-eau. Cependant, ils ont exclu toute dégénérescence ou
singularité dans les équations. Dans [50], les auteurs ont données le théoreme d’exis-
tence de solution faible des équations, type parabolique-elliptique non linéaire, dou-
blement dégénéré et fortement couplé, modélisant I’écoulement diphasique incom-
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1. Introduction et état de 'art

pressible eau-air dans un milieu poreux non saturé. Dans [74], [12], [9], on trouve 'ana-
lyse mathématique d’autres modeles issus de 'ingénierie pétroliére.

Dans les travaux [108], [8] et [39] les auteurs ont étudié un modele d’écoulement bi-
phasique reformulé en terme de la saturation et de la pression globale et ont analysé
I'erreur pour une méthode d’éléments finis mixtes. En outre, dans [51] les auteurs ont
présenté un simulateur basé sur la méthode des éléments finis mixtes et ont effectué
des simulations en 1D. Puis, dans [38] les auteurs ont utilisé un simulateur biphasique
basé sur la méthode des différences finis et ont réalisé des simulations en 2D. Dans [1]
les auteurs ont considéré un modeéle d’écoulement biphasique eau huile en terme de
pression globale et de la vitesse globale et ont utilisé la méthode des volumes finis 2D.

Concernant les milieux poreux réactifs, les auteurs de [52] ont proposé un modele
d’écoulements biphasqie 1D, couplé avec une EDO régie par la la cinétique de Mo-
nod dans un domaine considéré homogene, dans I'objectif d'une bioremédiation des
eaux souterraines. Dans [6] les auteurs ont présenté un modeéle d’écoulement mul-
tiphasique couplé avec des équations différentielles ordinaires et algébriques non li-
néaires décrivant a la fois I’aspect mécanique et I'aspect géochimiques approché par
une méthode des volumes finis avec des simulations en 1D. Dans le cadre du che-
mostat on trouve dans [43] un modele décrivant I’écoulement du lixiviat en 1D régie
par les équations de Navier-Stokes stationnaires et un systeme de réaction-diffusion-
advection pour deux concentrations, approché par une méthode d’éléments finis.

Les modeles d’écoulements que nous allons présenter dans cette these décrivent a la
fois 'aspect mécanique et biologique pendant le processus de la digestion anaérobie
pour la production du biogaz. Le casier de déchets ménagers sera considéré comme un
milieu poreux dans lequel nous allons considérer un modele d’écoulements monopha-
sique (lixiviat) et un modele d’écoulement biphasique compressible (lixviat-biogaz),
couplés avec le systeme de réaction- diffusion modélisant le processus de production
du biogaz, dans 'objectif de se doter d'un outil performant de modélisation et de si-
mulation en deux et trois dimensions pour la gestion des déchets. De plus, cet outil
pourrait étre utilisé pour les prévisions, 'optimisation et le controle de la production
du biogaz.

La suite de la these est organisée comme suit : Le CHAPITRE 2 est consacré a la modéli-
sation des écoulements monophasique et biphasique dans un casier de déchets ména-
gers considéré comme un milieu poreux réactif dont la matrice poreuse est constituée
principalement des déchets. Cette modélisation a pour but de décrire les phénomenes
physico-chimiques de la biodégradation des déchets pendant le processus anaérobie
pour la production de biogaz. Nous commencons par présenter un systeme d’EDO qui
décrit la dégradation de la matiere organique en se basant sur le principe de la conser-
vation de la masse et des taux de croissance spécifiques associés a chaque étape. Ce
systeme répond au cas du domaine de la bio-mécanique négligeant les effets de spa-
tialisation. Nous proposons alors une nouvelle approche qui tient compte de la dif-
fusion des différentes composantes afin d’introduire la spatialisation des densités et
également pour avoir la possibilité de traiter le cas des domaines non-homogenes. Le
systéeme obtenu sera alors donné sous forme d’équations de type réaction-diffusion.
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1. Introduction et état de I'art

En outre, si nous supposons que le phénomene d’advection des composantes bio-
chimiques intervient pendant le processus de dégradation de la matiére organique,
le terme d’advection sera alors ajouté au systeme de la dynamique bactérienne ce qui
le rend fortement couplé avec les systeme d’écoulement monophasique du lixiviat et
du systeme d’écoulement biphasique lixiviat-biogaz.

Le CHAPITRE 3 est consacré a I’analyse du comportement asymptotique et la simula-
tion numérique du systeme d’EDO en utilisant et comparant les deuxlois de croissance
bactérienne (Monod et Haldane). L'objectif principal de cet analyse est de donner des
informations et des prévisions plus approfondies sur le comportement des solutions a
I'infini. A I'aide du lemme de Barbalat et du théoréeme de la variété stable et instable,
nous montrons que chaque trajectoire du systeme est bornée et converge vers 'un des
équilibres non hyperboliques. En outre, nous montrons que pour le cas de la fonction
de croissance de Haldane qui est plus réaliste, I'attracteur global n’est pas connexe et
que les performances en termes de production du biogaz sont discontinues dépen-
damment des valeurs des conditions initiales.

Le CHAPITRE 4 est consacré a I’étude du modele d’EDP faiblement couplé décrivant
'activité bactérienne dans une décharge des déchets ménagers, considérée comme un
milieu poreux non-saturé, représenté par un systeme d'EDP de type réaction-diffusion,
couplé au systéeme d’écoulement du lixiviat de type Darcy. Nous établissons les résul-
tats d’existence et d'unicité de la solution pour le systéme de biodégradation ainsi que
pour le systeme d’écoulement. Nous effectuons I'approximation et 'analyse numé-
rique du probleme en utilisant des schémas en temps d’ordre élevé et la méthode des
éléments finis mixtes et nous présentons des résultats numériques 2D et 3D.

Dans le CHAPITRE 5, nous nous intéressons au nouveau modele d’écoulement bipha-
sique compressible lixiviat-biogaz couplé au systeme de réaction diffusion décrivant
'activité bactérienne dans une décharge des déchets ménagers, en tenant compte aussi
bien de I’écoulement du lixiviat que de I’écoulement du biogaz qui est une phase com-
pressible. Nous effectuons I'approximation du probleme par la méthode des éléments
finis en utilisant un schéma en temps d’ordre élevé et la méthode de linéarisation de
Newton pour le sous-systéme de réaction-diffusion afin de mieux approcher a la fois le
systeme de biodégradation et le terme source du sous-systeme de I’écoulement. Enfin,
nous présentons des simulations numériques 2D et 3D.
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Chapitre 2

Modélisation de la dynamique
bactérienne dans les déchets ménagers

Sommaire
21 Introduction . . . . . v vt vt ittt e e e e 14
2.2 Biodégradationdesdéchets . . . ........... ... . .. 14
221 Généralités. . . . . . .. e 14
2.2.2 Ladynamique bactérienne . .. ................... 18
2.3 Ecoulement monophasique et biphasique dans un casier de déchets 24
2.3.1 Equations de I’écoulement monophasique du lixiviat . .. . .. 25
2.3.2 Equations de I'’écoulement biphasique lixiviat-biogaz . . . . .. 29

13



2.2 Biodégradation des déchets

2.1 Introduction

Ce chapitre a pour but de présenter les formulations mathématiques des écoulements
monophasiques et diphasiques dans un casier de déchets ménagers. De tels écoule-
ments sont modélisés par des systemes d’équations aux dérivées partielles (EDP) is-
sues des modeles d’écoulements standards a une ou plusieurs phases couplées a un
systeme d’équations non linéaires modélisant les interactions entre les especes a tra-
vers les réactions biologique. Nous nous intéressons dans cette modélisation aux phé-
nomenes physiques et biologiques de la dégradation des déchets dans le cadre du pro-
cessus anaérobie pour la production du biogaz.

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous présenterons les différents types de sys-
temes de la digestion anaérobie des déchets selon différentes situations. Nous don-
nerons quelques généralités et les notions de base de la biodégradation des déchets.
Puis, nous considérerons le processus de la digestion anaérobie, pour la production du
biogaz, en deux étapes. Les équations qui décrivent les principales réactions de la dé-
gradation de la matiére organique seront présentées sous forme d'un systéme d’équa-
tions différentielles ordinaires (EDO) en se basant sur le principe de la conservation de
la masse et des taux de croissance spécifiques associés a chaque étape. Ce systeme ré-
pond au cas du domaine de la bio-mécanique négligeant les effets de la spatialisation.
Nous allons prendre en compte la diffusion des différentes composantes afin d’intro-
duire la spatialisation des densités et également pour avoir la possibilité de traiter le
cas des domaines non-homogenes. Le systeme obtenu sera alors donné sous forme
d’équations de type réaction-diffusion.

Un casier de déchets est considéré comme un milieu poreux réactif dont la matrice po-
reuse est constituée principalement des déchets. Parallelement au systeme qui décrit
la dynamique bactérienne, nous assistons a la présence des écoulements de fluides
constitués de mélange des deux phases liquide (lixiviat) et gaz (biogaz). Dans la 2éme
partie de ce chapitre, nous présenterons un systeme d’écoulement monophasique de
la phase lixiviat couplé faiblement avec la dynamique bactérienne, puis un systeme
d’écoulement biphasique compressible et incompressible biogaz-lixiviat également
couplé avec la dynamique bactérienne.

2.2 Biodégradation des déchets

2.2.1 Généralités
Les grandes étapes de la biodégradation

Dans une décharge des déchets ménagers, nous distinguons successivement des mé-
tabolismes aérobies et anaérobies. En effet, pendant la mise en place des déchets, une
certaine quantité d’oxygene piégé initialement dans I’espace des pores et celui qui dif-
fuse ensuite dans les couches supérieures, autorise I'activité de micro-organismes aé-
robies. Alors qu'une fois cet oxygene est consommeé par les micro-organismes aérobies,
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2.2 Biodégradation des déchets

le processus de dégradation des déchets devient anaérobie [78], [11], [42], [101].

La phase aérobie

La phase aérobie est alors la premiere étape de processus de la dégradation de la ma-
tiere organique. Les réactions de cette phase sont fortement exothermiques. En effet,
c’est durant cette étape que de fortes montées en température ont été remarquées dans
un massif de déchets.

La phase anaérobie

La phase anaérobie est la phase la plus longue de la dégradation de la matiere orga-
nique qui se déroule dans des conditions anaérobies, c’est-a-dire sans oxygene. Elle se
caractérise par une succession de réactions complexes a la fois en paralléle et en série.
A long terme, la matiére organique est transformée en biogaz, un mélange principa-
lement composé de méthane et de dioxyde de carbone. Les principales étapes de ce
processus sont I'hydrolyse, I’acidogeneése, 'acétogenese et la méthanogenese.

Aspects fondamentaux de la cinétique bactérienne

Les cinétiques microbiologiques sont basées sur deux relations fondamentales : le taux
de croissance bactérienne et le taux d’utilisation du substrat [81]

TAUX DE CROISSANCE

Le taux de croissance microbien est défini par :

dB
I uB, 2.1)
avec

- B estla concentration en micro-organismes a l'instant t.

- pestle taux de croissance spécifique.

Afin de prendre en compte la mort des micro-organismes sur ce taux " net " de crois-
sance, un taux de décroissance (de mortalité) est utilisé, soit :

9B - kB 2.2)
dr  HTROD '

ou k, estle taux de mortalité.
TAUX DE CROISSANCE ET TAUX D’UTILISATION DU SUBSTRAT
Ces deux taux sont reliés a la consommation du (des) substrat(s) X, par la relation de

proportionnalité suivante :

ds__1as 25
dt  Ydt '
avec :
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2.2 Biodégradation des déchets

- Y est le taux d’utilisation du substrat.

- S estla concentration en substrat.

EFFET DE LA CONCENTRATION DU SUBSTRAT SUR LA CROISSANCE BACTERIENNE

Leffet de la concentration du substrat sur la croissance bactérienne a été décrit par
de nombreux modéles mathématiques. Nous citons I’exemple d'un taux de croissance
linéaire [54]

n©S)=ns (2.4)

avec 1 est un réel strictement positif.
Cependant, les cinétiques les plus utilisées dans la littérature considerent que la bio-
masse admet un taux de croissance maximal. Les lois les plus populaires sont

— Laloi de Monod [81]

HmS
S) = 2.5
n(s) Ks+S (2.5)
— Laloi de Haldane [61], [10]
S
1) = — = (2.6)
KS +S+ fl

ol W, est le taux de croissance maximum, Kg est la constante de demi-saturation et
K est la constante d’'inhibition. La représentation graphique de facon générale de ces
deux lois est donnée dans la figure (2.1). La loi de Monod est liée aux phénomenes de
saturation et de limitation et la loi de Haldane est liée aux phénomenes de saturation
et d’'inhibition.

u Monod

Haldane

S

FIGURE 2.1 — Taux de croissance de type Monod et de type Haldane.

Ces différentes expressions du taux de croissance microbien et du taux d’utilisation de
substrat, combinées avec le principe de conservation de la masse, vont permettre de
décrire une transformation biologique simple des déchets en biogaz.
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2.2 Biodégradation des déchets

PRODUCTION DE BIOGAZ DANS LES DECHETS

La production de méthane (CH,) est le résultat direct de I'activité des bactéries mé-
thanogenes dégradant la matiére organique des déchets ménagers et assimilés. Cette
activité est dépendante d'un grand nombre de facteurs d’influence, mais le pH et la
teneur en eau sont vraisemblablement les variables les plus influentes en condition
d’enfouissement [94], [15].

Les microorganismes qui réalisent cette étape de méthanogénese sont des archaebac-
téries, des microorganismes proches des bactéries, on les appelle des bactéries mé-
thanogenes par abus de langage. 1l existe deux groupes de bactéries méthanogenes,
les hydrogénotrophes (qui utilisent H, et CO,) et les acétoclastes (qui utilisent I'acide
acétique). Dans les deux cas, elles vont réduire leur substrat en méthane (CHy) (voir la
figure 2.2 et pour plus de détails voir [85] page 239 ou [94] page 47). Ainsi, deux voies
de production du méthane sont prédominantes :

— l’acétoclastie, a partir de I'acétate CH3COOH selon la réaction

CH3COOH — CH4 + COg, (2.7)

— laréduction du dioxyde de carbone CO; par I'’hydrogene H» selon la réaction

4H, + COy, — CH4 + 2H,0. (2.8)

Acétoclastiques Hydrogénotrophes

COy

CH; -CO0H l/_@ Enzyme:
2H B
l/“ Coenzyme A 1 Dehydrogenase

Methanafuran—(;:\{.}

CH; —CO—S$ — CoA —»Synthesis v cnzyma ;

I 14-Methan(1pterin—(':g
l/“ Enzyme : H,0 ._/} 0 Enzyme :Fae
CO-Dehydrogenase
CH3 — CO - CO-Dehydrogenase

Hy-Methanopterin-CH
Enzyme :Fae

2H
,/ \1 Hy-Methanopterin-CH,
P, o « LEnzyme :Fae
Corrinoid-CHz  CO — CO-Dehydrogenase zlﬂ Y

Hy-Methanopterin-Clz
CoM "\l ' LEnzyme :

CoM—CH (21 H,0 Corrinoid-CH Methyltransferase
v
CoM-5-Cl 13
CH, CO, ¥
CHy

FIGURE 2.2 — Méthanogéneése : formation de méthane a partir de I'acétate (a gauche)/ a partir
de dioxyde de carbone (a droite).
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2.2 Biodégradation des déchets

Apreés avoir donné ces notions de bases dans la biodégradation des déchets, la section
suivante sera consacrée a la modélisation de la dynamique bactérienne dans un pro-
cessus de production de biogaz en deux étapes.

2.2.2 Ladynamique bactérienne
Le systeme de digestion anaérobie en deux étapes

Le processus biologique de la digestion anaérobie des déchets ménagers minéralise les
substrats organiques en I’absence d’oxygene. La matiére organique est ensuite trans-
formée par des micro-organismes en un mélange (biogaz), de méthane (CH,) et de
dioxyde de carbone (CO-) a travers des réactions complexes en parallele et/ou en sé-
rie [2] [94].

Le systeme de la digestion anaérobie que nous allons considérer dans cette partie
concerne le processus en deux étapes : I'hydrolyse et la méthanogenese. Nous com-
mencons dans un premier temps par modéliser la derniere étape de ce processus.
Comme cela a été décrit dans le paragraphe précédent, en utilisant le taux de crois-
sance des bactéries et le taux d’utilisation du substrat, nous avons

a8 _ (S)B (2.9)
ar - HP '
ds 1(s)

— = -B. 2.10
dat Y (2.10)

ol B et S représentent respectivement les concentrations de la biomasse méthanogéne
et de la matiere organique soluble, Y le taux d’utilisation du substrat et pu(-) le taux de
croissance spécifique.

La transformation de la matiére organique donne un certain nombre de produits P;,
i=1,...,N. Par le principe de conservation de la masse, nous avons

dP;
dt _f’(

1-Y
Y

)p(S)B, i=1,2,...N,

N
ot les f; sont des les coefficients steechiométriques vérifiant ) _ f; =1.

i=1
Dans le cas de la méthanogenese, la transformation de la matiere organique (MO)
donne au moins deux produits : le méthane et le dioxyde de carbone. Par le principe
de conservation de la masse, ce processus est modélisé par le systeme suivant

diCOl . 1-Y
= = o HIB (2.11)
dlCHyJ  _ 1-Y
—L = hHOB (2.12)

oi1 la notation [] signifie la concentration et f> + f> = 1. Les paramétres f> et f, sont
les coefficients stcechiométriques qui représentent les parties de la matiere organique
simple transformées en méthane et dioxyde de carbone pendant la phase de métha-
nogenese.
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2.2 Biodégradation des déchets

Dans la situation réelle, les bactéries mortes peuvent en quelque sorte changer leur
évolution. Nous introduisons le taux de mortalité noté K, et 'équation (2.9) devient

dB
rre (u(S)-K4)B. (2.13)

Bacteries
mortes

Bactéries

MO > Substrat — Produit

FIGURE 2.3 — Exemple d'un schéma simple de recyclage des bactéries mortes.

L'étape d’hydrolyse est en fait une phase importante dans le processus de biodégra-
dation puisqu’il s’agit d’'une étape de préparation du substrat. Elle est généralement
modélisée par une équation du premier ordre

22 KX, 2.14
T h ( )

ol Ky, est la constante d’hydrolyse.

Pendant!’étape de '’hydrolyse et selon certains auteurs ( [57], [16]), les bactéries mortes
peuvent constituer un nouveau substrat et sont alors recyclées en tant que matiere a
hydrolyser. Ce processus est schématisé dans la figure (2.3).

Nous retournons a notre situation et nous suivons la méme démarche en supposant
que la mortalité des bactéries méthanogenes constituent un substrat pourl’étape d’hy-
drolyse, qu’'on note aK,;B, avec o une constante comprise entre 0 et 1. Ceci sera alors
un terme source dans la derniére équation d’évolution de X et contribuera, indirecte-
ment, a la production de CHy et CO, de I'étape de méthanogenese (voir Figure 2.4).

Le modele décrivant la production de biogaz en deux étapes, I'hydrolyse et la métha-
nogenese, est obtenu a partir des équations (2.13)-(2.10)-(2.14)-(2.11)-(2.12) et il est
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2.2 Biodégradation des déchets

HYDROLYSIS\ ACIDOGENESIS METHANOGENESIS

FIGURE 2.4 — Schéma utilisé pour modéliser la dégradation anaérobie de la matiere organique.

donné par le systéme suivant

ﬁ = —-K;yX+aK;B
At = h aRg
dB
- = (k®)-K4)B
X as_ [iKpX—$u(S)B (2.15)

dt

d[CO

[df] = (1-KX+1-FuSB (@

d[CH

% = LFENS)B b

Le parametre fj est le coefficient steechiométrique qui représente la partie de 'MO
transformée en MO simple pendant la phase "hydrolyse / acidogenese" et 1 — f; repré-
sente la partie de 'MO transformée en CO, pendant la phase de méthanogénése. Ce
modele a été proposé par Rouez dans [94] avec la loi de Monod et a = 1. Nous rappe-
lons que laloi de Monod est liée aux phénomenes de saturation et limitation, etlaloi de
Haldane est liée au phénomene d’inhibition pour les grandes valeurs de la concentra-
tion du substrat [81], [10]. Le modele de Haldane est souvent considéré comme le plus
approprié au processus anaérobie [26, 63]. Nous indiquons également que la fonction
de Haldane peut étre vue comme une généralisation de la loi de Monod sur un inter-
valle fixe pour les grandes valeurs de K;. Dans la suite, nous allons utiliser et comparer
ces deux lois.

Les variables dynamiques du systeme (2.15) sont la matiere complexe dégradable X, la
biomasse méthanogeéne B, la matiere organique soluble S, le dioxyde de carbone [CO;]
et le méthane [CH,4]. Ce systeme nous permet de calculer le taux de production glo-
bal du biogaz et constitue la partie principale du terme source/puits dans le modele
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2.2 Biodégradation des déchets

d’'(EDP) de I’écoulement dans les déchets que nous allons voir dans le section 2.3.

Une littérature abondante a traité la digestion anaérobie dans un chemostat. Ce der-
nier fonctionne généralement avec un agitateur, ce qui conduit a des densités spatia-
lement homogenes en nutriments et micro-organismes. Ces modéles sont décrits par
des Equations Différentielles Ordinaires (EDO) qui ne peuvent décrire correctement
un casier de déchets incluant possiblement différentes hétérogénéités comme la dis-
tribution initiale des concentration des micro-organismes etc.... Cela suggere l'incor-
poration des parametres de diffusion et/ou I'hétérogénéité spatiale dans les modeles.
Lintroduction de 'hétérogénéité spatiale dans le modeéle, en termes d’Equations aux
Dérivées Partielles (EDP), de type réaction-diffusion, au lieu des EDO, est une exten-
sion raisonnable, compte tenu du fait que I'hétérogénéité spatiale est généralement
observée dans les décharges réelles. Dans la suite, nous allons considérer le cas réaliste
d’'une décharge non homogeéne ou nous devrons prendre en compte la dépendance
spatiale de la dynamique bactérienne [43,58,82,97, 104].

Systéeme d’EDP de type réaction-diffusion

Soit £2 un ouvert de R?, d = 2, représentant la décharge. Nous supposons que sa fron-
tiere [":= 0f2 est continue-Lipschitz et qu’elle est 'union de deux parties I p et I\, avec
IpnIN =@ (voir FIGURE 2.5 dans le cas 2D). La partie [y sera constituée, selon les scé-
narios considérés (voir la page 36) d'une partie imperméable et d'une partie ol le bio-
gaz sera éventuellement récupéré, et une partie ou le lixiviat pourrait étre réinjecté. En
général le fond et une grande partie de la paroi latérale du casier des déchets, sont to-
talement étanches grace a une gé¢omembrane imposée. La partie /T va étre constituée
de la surface du casier des déchets (ou seulement une partie) sur laquelle la pression
atmosphérique est imposée. Le vecteur normal extérieur sur /' sera noté n et l'inter-
valle de temps par [0,T], pour T > 0. Dans les premiers tests, T sera le moment ou le
lixiviat commence a stagner en bas du domaine ou le moment ou il faut récupérer le
biogaz et qui peut étre observé a partir des tests numériques.

Iv

IN

FIGURE 2.5 - Domaine

Nous adoptons la notation Qr = (2x]0,T[ et I'T = I'x]0, T[. Le systéme suivant est ob-
tenu en ajoutant les termes de diffusion dans le systeme (2.15) qui décrivent ’agitation
moléculaire des variables dynamiques [43,82,97,104].

21



2.2 Biodégradation des déchets

g—f: —K;X+aK;B+div(D;VX) dans £2x]0,T]
OB .
X 5" (1(S)-Kg4)B+div(D,VB)  dans §2x]0,T[ (2.16)
dS ) .
3= [KpX—$u(S)B+div(D3VS) dans 2x]0,T|

ou Dy, D, et D3 sont, respectivement, les coefficients de diffusion de X, B et S et div(-),
V() sont les opérateurs divergence et gradient respectivement définis pour tout vec-

n .
teurv=(vy,..., V) pardivv:= Z % et pour tout scalaire p par Vp := (g—p,..., gp )
i=1 0Xi 1 n

La structure des équations des concentrations CO, et CH, est simple et montre que ces
concentrations varient dans I’espace avec les autres variables. Par conséquent, pour ne
pas augmenter le cotit de calcul, nous n’ajoutons aucune diffusion a ces équations a
priori. Ainsi, les deux dernieres équations (a) et (b) du systeme (2.15), restent inchan-
gées. Cependant, dans la section numérique, nous simulerons et comparerons les deux

cas, selon que nous ajoutons des termes de diffusion a (CO,) et (CHy4) ou pas.

Conditions aux limites et initiales

Pour que les systemes (2.16) et (2.15) soient bien posés il faut les compléter par des
conditions initiales et aux limites. Nous supposons qu’a l'instant ¢ = 0, les concentra-
tions initiales des quantités X, B, S, [CO,] et [CH,4] sont données dans {2 par

X(0,x)=Xo(x), B(0,x)=Bo(x), S(0,x)=So(x), (2.17)
[CO2](0,x) = [CO2]0(x), [CH4l(0, x) =[CHalo(x). (2.18)

Le cas ou on suppose qu’a partir de ¢ =0, il n'y a plus de dépot de déchets dans le casier
ni d’ajout de biomasse ou de substrat, se traduit par des flux nuls de ces quantités

D%—Da—B—Dﬁ—O sur 1'x]0,T| (2.19)
Yon~ fon Con T '

ou % dénote la dérivée normale i.e. le produit scalaire du gradient de la fonction par
la normale extérieure.

Remarque 2.1

En arrivant a l'instant T, le bon processus de la production de biogaz dans le casier des
déchets consiste a mettre les facteurs controlant l'activité microbienne dans des valeurs
optimales et productives, notamment celle de 'humidité, a laquelle nous nous intéres-
sons dans la suite. Cette phase impose des interventions telles que la libération et/ou la
réinjection du lixviat et/ou la récupération de biogaz. Ceci implique un changement au
niveau des conditions aux limites. Nous discuterons les scénarios possibles a la fin de ce
chapitre.
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2.2 Biodégradation des déchets

Pour simplifier I'écriture du systeme obtenu, on pose
U=(u1,up,u3)' =(X,B,9),  G=(ug,us)"=([CO2],[CHq)* (2.20)
et la matrice des coefficients de diffusion D est définie comme suit
_ D; O 0
D= 0 D, O .
0 0 D

Les membres de droite des équations du systeme (2.15) seront désignés par les fonc-
tions F;,i =1,2,..,5 définies comme suit

F1(U) = -Kpuy + aKgua, Fo(U) = (p(us) —Kq) ug,
1
F3(U) = fiKpuy — §M(u3)u2, Fs(U)=(1- fH)Kpuy (2.21)
1-Y 1-Y
Fs(U)=f, wWuz)up + (1-fo) W(us)uz,

Y Y

et nous considérons les fonctions vectorielles F! et F2 définies par
F'(U) = (F1(U), F2(U), F3(U))", F?(U) = (F4(U),F5(U)". (2.22)
Le systéme de réaction-diffusion obtenu peut alors étre écrit sous la forme suivante :

ou

Y &ivld _ gl
= dw(DVU) - Flu) dans 2x10,T]
46 = F2(U) dans 2x]0, T|
) dt (2.23)
8_U =0 sur 0§2x]0, T
on
U0,) = U°)etG(0,)=G) dans 2.

Remarque 2.2 A partir de la 2eme, la 4éme et la 5eme équation du systeme (2.15), nous
remarquons que

@:FZ(U):

l—Y(dug )
dat

(l—fl)Khul"'(l—fz)T W"'Kduz

2.24
1-Y (dup ( )
L5 ar tKate

Ainsi il suffit de linéariser la premiere équation du systeme (2.23) pour linéariser tout le
systeme.
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2.3 Ecoulement monophasique et biphasique dans un casier de déchets

2.3 Ecoulement monophasique et biphasique dans un ca-
sier de déchets

Le casier des déchets ménagers est un milieu polyphasique composé de solides, li-
quides et gaz. Il est assimilé a un milieu poreux et sa spécificité par rapport aux études
de milieux poreux en mécanique ou en hydrologie des sols est due a des phénomenes
de biodégradation. Parallelement au processus de biodégradation des déchets, le phé-
nomeéne d’écoulement des fluides, en particulier le biogaz et le lixiviat, se produisent
dans le casier. Avant de donner les systemes des écoulements, nous rappelons quelques
notions de base sur ce type de milieu poreux réactif. Nous notons que le terme de
"phase" sera utilisé dans la suite pour différencier les fluides.

POROSITE

Dans un volume élémentaire représentatif (VER), notons par V;,; le vo-
lume total, par Vg le volume de la matrice solide et par V,, le volume po-
reux. On définit la porosité comme étant le taux du vide dans le VER :

VP
- Vtot

b (2.25)

LA TENEUR VOLUMIQUE

La teneur volumique 6; en fluide i est le rapport du volume du fluide i
contenu dans les pores au volume total V;,; du milieu considéré :

0;

= . (2.26)
Vior

Dans les déchets, la teneur volumique en eau 8, dite aussi la teneur en eau,
peut étre exprimée en terme de teneur en eau massique w; (par rapport a
la masse seche du matériau considéré) [78] :

61:@(»1 avec wl:w, (2.27)

P1 M;

ou M; est la masse de I'’eau dans le milieu, M est la masse de milieu sec,
p; est la masse volumique de 'eau et py est la masse volumique du milieu
sec.
On définit aussi la teneur en eau massique w (e par rapport a la masse
humide du milieu M+ M; ) par:

l Ml (V)]
w = = .
Ms+M; 14wy

(2.28)

SATURATION

La saturation S, de la phase « est le rapport du volume de la phase V, au
volume des pores donnée par
Va

Sq¢=— oubien 06,=®S,.
Vi
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2.3 Ecoulement monophasique et biphasique dans un casier de déchets

Dans la suite, nous supposons que le casier est constitué de déchets ménagers moyen-
nement biodégradables, et c’est un milieu poreux indéformable et composé d'une ma-
trice solide, d'une phase liquide monoconstituée (lixiviat) et d'une phase gazeuse for-
mée par un mélange binaire de méthane et de dioxyde de carbone (biogaz) résultant
du processus anaérobie en deux étapes.

2.3.1 Equations de I'écoulement monophasique du lixiviat

L'évolution de la teneur en eau dans le casier de déchets est un facteur important dans
le processus de production de biogaz. Cette teneur est obtenue par la résolution de
I’équation régissant I'’écoulement du lixiviat. Dans un premier temps, nous allons né-
gliger I’écoulement du biogaz et considérer que nous avons un écoulement monopha-
sique en 'occurrence, celui de lixiviat. Ce dernier est régi par la loi de Darcy générali-
sée (nombre de Reynolds faible) et I'’équation de conservation de la masse [25] [37] [11]
[87]. La premiere équation est donnée par

k
u= —KH’(VP ~pgVa2) (2.29)

ol K est la perméabilité intrinseque du milieu poreux, u est la vitesse du lixiviat, k, sa
perméabilité relative, P sa pression, p sa viscosité dynamique, p sa densité, g le module
de I'accélération gravitationnelle et z I’axe vertical dirigé vers le bas.

L'équation de conservation de la masse du lixiviat est donnée par

I(ph)

ot
ol 0 est la teneur en eau du lixiviat et a; est le terme source/puits du lixiviat lié au taux
de génération de biogaz noté a; qui sera décrit plus tard. Avant de donner le modele
empirique de 0 et k, que nous utilisons, nous introduisons le potentiel de pression

+ div (pu) = ay, (2.30)

P
défini par le changement de variable classique suivant p = —. Les équations d’écoule-
(4

ment monophasique du lixiviat sont alors écrites comme suit

w +div (pu) = o dans (2x]0,T|, (2.31)
u=-K £ (p) pg(Vp—e;) dans (2x]0,T], (2.32)

ol e, est le vecteur unitaire de I’axe vertical dirigé vars le bas.

Il existe plusieurs modeles empiriques pour décrire la variation de la teneur en eau 0
en fonction de la pression p (nommeée aussi la courbe de rétention) et la perméabilité
relative k.. Ces modeles dépendent généralement des parametres suivants : 0, la te-
neur en eau volumique a saturation; 0,, la teneur en eau résiduelle; 0., la teneur en
eau effective qui correspond a la part de '’eau qui circule réellement dans le milieu;
et S¢, la saturation effective du milieu poreux. Les trois modeles empiriques les plus
populaires, pour décrire 0(p) et k,(p), sont le modele de Brooks-Corey, le modele de
Campbel et le modele de Van Genuchten donnés par

25



2.3 Ecoulement monophasique et biphasique dans un casier de déchets

- Brooks et Corey (1964) [33] :

p 1/b p 2+3/b
0(p) = 9r+(63—9r)(?“) , kr(p):= (—“) » P<Pa (2.33)
- Campbell(1974) [34] :
p 1/b p 2+3/b
O(p) = es(?a) , kr(p) = (?a) y P<Pa (2.34)
- Van Genuchten (1980) [103] :
1 m
0(p) = 0,+(0s-0,) W] y P<Pa (2.35)
k(p) = SY2[1-a-slmm)? (2.36)

ouS,=(0(p)—0,)/(05—0,) et B(p) est donné par (2.35), p, est un facteur d’échelle
lié au potentiel de pression d’entrée d’air et b est un parametre décrivant I'uni-
formité de la taille des grains, n, m et & sont des parametres de calage.

Cependant, signalons que dans tous ces modeles empiriques, pour p = p,, lateneur en
eau est égale a la teneur en eau a saturation 0; et la perméabilité vaut la perméabilité
a saturation K.

Nous citons a titre d’exemple que les mesures réalisées dans [73], sur une décharge
de déchets, indiquent que les résultats obtenus correspondent parfaitement a la loi de
Campbel [34, 78]. Cependant, nous pouvons trouver les valeurs des parameétres de ces
modeles empiriques dans les références [11,23,78,101].

TERME SOURCE/PUIT

La génération de biogaz a besoin de '’humidité et consomme donc de I'’eau. Autrement
dit, le terme oy est un terme puit dans I’équation (2.31). Nous utilisons I'approche
d’Aran donnée dans [11] et utilisée aussi dans [26], [2], [78] et [72] :

a;=-Yap=—Y&(W)CrpAcin, (2.37)

ou Y =Mp,0/(3.4 x M}) avec My, o et My, sont respectivement la masse molaire de H,O
et dubiogaz, Cr, estla constante de génération de biogaz, A.;, estle taux de génération
de biogaz (voir [52] et la page 63 dans [55]) :

dCp; H
Aoy = Z;gaz: d([C 4{];; [COZ])’ (2.38)

et g(w) est une fonction empirique donnée dans [11] en termes d’humidité w (voir
FIGURE 2.6). Des études expérimentales (Cf. Aran [11]) montrent qu’en dessous d'une
valeur minimale w i, et au-dessus d'une valeur maximale w4 il n'y a pas de produc-
tion de biogaz. De w;;;; a une autre valeur w; la dépendance a 'humidité augmente
linéairement. Entre w; et wy, qui est proche de la saturation, g(w) = 1, la production
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?((H) 11

0,8 1

0,6 1
0.4
0,2 1

0

T N T T —
Wpin @1 W2 Wiy

0 0,5 1 1,5 2

Mass humidity @

FIGURE 2.6 — La fonction empirique g(w) (voir [11])

de biogaz est maximale et alors la teneur en eau n’est pas un facteur limitant pour la
production de biogaz.

Notons que le terme «; est négatif, comme indiqué dans [11], ce qui signifie que c’est
une consommation d’eau par l'activité bactérienne pour la production de biogaz.

Dans la référence [55], nous trouvons une autre fonction empirique décrivant la rela-
tion entre la production de biogaz et '’humidité (voir FIGURE 2.7). Cette fonction se
présente de la manieére suivante : en dessous de la valeur minimale de la teneur en eau
0=20% il n'y a pas de production de biogaz. De 6 =20% a la valeur 0 = 35%, la dépen-
dance a la teneur en eau augmente suivant la fonction g(0) = (6 —20)/15, puis entre
0 =35% et 0 = 75% suivant la fonction g(0) = [0.1 +0.9(0 — 35)]/40. A partir de 0 = 75%,
nous avons g(0) =1 et alors la production de biogaz est maximale.

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

0.2 0.4 0.6 08 1.0
Teneur en eau (pourcent)

FIGURE 2.7 — La fonction empirique g(8) (voir [55]).

CONDITIONS AUX LIMITES ET INITIALES

Pour compléter les équations (2.31)-(2.32), on doit définir des conditions aux limites et
initiales. Les possibilités qui seront considérées par la suite sont :

— une condition de Dirichlet pour la pression sur la surface du casier /p qui est en
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2.3 Ecoulement monophasique et biphasique dans un casier de déchets

contact avec 'atmosphere
p=pp sur Ipx]0,TJ, (2.39)
— une condition de Neuman pour les flux sur la partie imperméable du casier /'y
u-n=0 sur Inx]0,T] (2.40)
— alinstant £ =0, la pression de lixiviat initiale est donnée par
p(x,0)=po(x) dans (2 (2.41)

Nous introduisons la capacité capillaire c(p) en réécrivant la dérivée temporelle de la
teneur en eau comme suit

En inversant la perméabilité relative k, et la densité p, nous posons
i -1 -1
k(p)=—(k t = .
(p) Kpg( r(p) et f=p

Nous posons ’hypothese suivante qui est cohérante avec la physique du probleme.

Hypothese 1 Les fonctions p — 0(p), p — c(p) = % et p — k(p) sont uniformément

bornées de telle sorte qu'il existe des constantes positives cg, Cy, cé, C'e, cy et Cy telles que
0<cg=0(p)=<Cy, O0<cp=c(p)=Cp, 0<cr=k(p) =Cs. (2.42)

Le probléme de I’écoulement du lixiviat peut s’écrire enfin comme suit :

c(p)%+divu =f, dans (2x]0,T],

k(p)u =-Vp+e;, dans (2x]0,T[,

) P =P sur [px]0,TJ, (2.43)
u-n =0, sur [Inx]0,TJ,
p(x,0) =po(x), dans (2
La forme condensée du systeme (2.43) est I’équation de Richards donnée par
8%(;9) +div [(k(p) ' (~Vp+ed] =f, dans  2x]0,T],
) P =pPp sur [Ipx]0,TJ, (2.44)

un =0 sur INx]0,TJ,

p(x,0) =po(x), dans (2
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L'étude du probleme d’écoulement sous la forme mixte (2.43) est plus intéressante que
sous la forme condensée (2.44), dans le sens qu’elle nous permet de suivre en méme
temps la variation de la teneur en eau et celle de la vitesse d’écoulement du lixiviat, lors
de la production de biogaz, et de les calculer numériquement avec la méme précision.
Les inconnues de ce probleme non linéaire sont la vitesse u et le potentiel de pression

p.
MODELE D’ECOULEMENT MONOPHASIQUE FAIBLEMENT COUPLE

Le modéle mathématique final décrivant la dégradation de la matiére organique et
I’écoulement de lixiviat pendant le processus de la digestion anaérobie pour la pro-
duction de biogaz est maintenant obtenu par le probléme couplé formé par le systeme
de réaction-diffusion (2.23) et le systeme d’écoulement (2.43) :

N = :
E—dw(D-VU) ~F'(U), dans 2x]0,T[,

% =F2(U), dans 2x]0,T],
S1)4 ) (2.45)
%U =0 Suran]OJT[»

U©,) =U°%), dans?
G(0,) =G%), dans?,

et

c(p)%+divu =f, dans (2x]0,T],

k(p)pu =-Vp+e;, dans (2x]0,T],

(52 P =Pp, sur Ipx]0,T[, (2.46)
u.n :0’ sur FNX]O)T[)
p(x,0) = po(x), dans 2.

2.3.2 Equations de I'écoulement biphasique lixiviat-biogaz

La modélisation d’'un écoulement biphasique est basée sur un systeme d’équations

couplées (laloi de Darcy et]’équation de conservation de la masse) qui décrivent I’écou-
lement des deux phases. Nous citons dans ce cadre les références [13,41,50,67,72,79]

pour une description détaillée de ces équations. En se basant sur ces références, nous

nous intéressons par la suite sur I'’écoulement biphasique Lixiviat-biogaz.

EQUATIONS DE CONSERVATION DE LA MASSE
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2.3 Ecoulement monophasique et biphasique dans un casier de déchets

En écrivant 'équation de conservation de la masse pour chacune des phases, biogaz
et lixiviat, nous obtenons sur tout le domaine les équations suivantes :

a(%bteb)+div(pbub) = (2.47)
8(‘;’?”+div(plul) S (2.48)

avec u;, p;, 0; sont respectivement la vitesse, la masse volumique et la teneur volu-
mique du fluide i. Les indices b et [ représentent les phases biogaz et lixiviat respecti-
vement. oy est le terme source de production de biogaz et «; est le terme puits d’hu-
midité, et ces termes sont donnés par (2.37)-(2.38).

EQUATIONS DU MOUVEMENT

Léquation de conservation de la quantité de mouvement s’appuie sur I’équation de
Darcy généralisée pour chacune des phases lixiviat et biogaz (faible nombre de Rey-
noldsRe<1):

k .
uj= _K”_r]](Vp] — p]gez) j: Lb (2.49)

ou k;j, pj et 4 sont respectivement la perméabilité relative, la pression et la viscosité
dynamique de la phase j, pour j=1,b.

PRESSION CAPILLAIRE

Lorsque deux fluides immiscibles s’écoulent simultanément dans un milieu poreux,
on caractérise I'interface de séparation des deux fluides par une tension interfaciale
due aux effets de collision et adhésion entre les deux phases. Cette tension induit une
différence de pression dite pression capillaire :

P.:=P,-P,. (2.50)

Il existe différents modeles empiriques dans la littérature pour décrire la variation de
la pression capillaire et la perméabilité en termes de la teneur en eau (voir les modeles
de Van Genuchten [103], Campbel [34] et Brooks Corey [33]). Nous pouvons trouver les
valeurs des parametres de ces modele dans les références [11,23,78]. Nous présentons
a titre d’exemple le modele de Campbell [34] :

— la pression capillaire :

0,\"b
!
Pe01) = pee (—) : (2.51)
05
— la perméabilité relative a la phase lixiviat :
0\
k10 = 0. avec B=2b+3, (2.52)
N
— la perméabilité relative a la phase biogaz:
0,(. 6 )2
krp@)=—1|1-—], 2.53
rp(07) 0. ( 0. (2.53)
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avec pce, b, B sont des parametres de modéle.

L'équation (2.49) de la loi de Darcy généralisée appliquée a chacune des phases biogaz
et lixiviat donne :

krl(el)

uy = -K (Vpr—pigez), (2.54)

krb(el)

u, = -K (Vpp—ppgez). (2.55)

Dans la suite nous allons introduire, au lieu des pressions, les hauteurs en colonne. Ces
grandeurs sont définies par :

n. = PIZPo (2.56)
pIg
h,: = Pr=Po 2.57)
pIg
he: = hy—hy =25, (2.58)
pIg

ol py est la pression de référence, h; (resp. hj) représente la hauteur en colonne de
lixiviat (resp. de biogaz), et h. la hauteur capillaire.
En tenant compte de ces nouvelles variables, les équations (2.54) et (2.55) deviennent :

kr1(07)
uy = -K L lng(th—ez), (2.59)
kp(©))
u, = KU ewh, - Ple,). (2.60)
Mb Y]
Posons
kr1(07)
ki@®): = K ri.lll P18, (2.61)
krp©))
kp@): = K rl:lbl P18, (2.62)

ici k; et kp représente la conductivité hydraulique du lixiviat et du biogaz respective-
ment. Comme on suppose que p; est constante, I’équation (2.47) devient :

00
8_tl +diva, = ayp; . (2.63)
En substituant u; par I'expression (2.59), et en tenant compte de (2.61), on trouve :
00 . _
a_tl_le(kl(el)(Vhl_ez)) = ap;! (2.64)
et nous avons 20 40, o o
1 l c c
- =Ci(h.)— 2.65
ot~ an, or 1My, (2.65)
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ou do
1

Ci(h,)=—— 2.66

()= 7 (2.66)

représente la capacité capillaire. En utilisant (2.58) et (2.61), le flux de Darcy du lixiviat
s’écrit sous la forme :

u;=k;0)(Vhe—Vhy+ey), (2.67)
on obtient alors I’équation
oh _
Ci(he) a; + div(kl(E)l)(th _Vhy+ ez)) = ayp; . (2.68)

Ecoulement biphasique incompressible

Sion considere maintenant que le biogaz est incompressible, i.e p;, est constante, I’équa-
tion de conservation de la masse pour la phase biogaz devient

00y

— +divuy = app; 2.69
ot b=QpPy, ( )
et faisant la somme des relations (2.63) et (2.69), on obtient
00;+06
% +div(u; +up) = agp; ! +appy . (2.70)
Posons
u =u; +uy,

qui représente le flux total des deux phases. Nous obtenons alors I’équation elliptique
suivante :

divu,=o;p;* +opp, 2.71)
Nous exprimons maintenant le flux total en fonction des variables h. et hy,
u; = ky(0;(he)) (Ve = Vi + e2) — ki (8 (1)) (Vhy, ~ %ez) 2.72)
l
et nous obtenons I'expression suivante
u; = ki(8;726)) Ve — k(O () V iy + (ky 0 () + %kb(elmc)))ez (2.73)
ou
k(©;(he) := ki ©;(he)) + kp(0;(he) (2.74)

Enrésumé, le systéme qui décrit’écoulement biphasique incompressible lixiviat-biogaz
en milieu poreux non saturé est donné par :

aela(thC) +divuy :(xlpl_1 dans (2x]0,T[
wu;=k;j0;(h.)(Vh.—Vhy+ey) dans 2x]0,T|
< divu, = oyp; " +app,’ dans 2x]0, T|
u; = ki (0;(h))Vhe —k©(hc))Vhp + (ki (0;(he)) + %kb(ﬂz(hc)))ez dans (2x]0, T[

(2.75)
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2.3 Ecoulement monophasique et biphasique dans un casier de déchets

qui peut s’écrire encore sous la forme :

ael(hc)
ot

+div (k;0;(h)(Vhe—Vhp+ey)) = (xlpl_1 dans (2x]0,T[

] 2.76
div(ki(01(he))Vhe — k(0 (he))V Ry + (ki (0, (o)) (2.76)

+%kb(61(h6)))ez) =op; ! +appy’ dans 2x]0,T|

Ecoulement biphasique compressible

Dans la réalité, le biogaz est compressible. Nous supposons ici, qu’il obéit a I’équation
d’état des gaz parfaits :

pp(hyp) = poz;(@) (2.77)
Po

ol py et pgp sont respectivement la pression et la densité de référence.

En tenant compte de la relation (2.57),1’équation d’état (2.77) s’écrit alors sous la forme::

hp
Pbr=pop |1+ h_o (2.78)

L'équation de continuité de la phase biogaz s’écrit :

0(pp0
% —div(pbkb(Gl)(Vhb— @ez)) —ap 2.79)
t P1
ce qui implique
Opp(h dd-0
(p-0p Py{ity) + pb(hb)M —div (Ph(hb)kb(el)(Vhb - @ez)) = Up, (2.80)
ot ot 01
ce qui donne
oh 00
(- el)ph—";’a—lf’ - pb(hb)a—tl - div(pb(hb)kb(en(vm - %ez)) = ay, (2.81)
ou encore
oh Oh, .
(Pp-6)) phlfa_tb —pp(hp)Ci(he) 5 div (pb(hb)kb(el)(Vhb - %ez)) =ap.  (2.82)
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2.3 Ecoulement monophasique et biphasique dans un casier de déchets

Nous obtenons finalement le systéme suivant

oh
PzCz(hc)a—tc +div (pjuy) = ay,

w=—k;©0;(h.)Vhy—-Vh:;—e,),

A

(2.83)

(¢ = 01(72))pos | I Ohe | i
(‘P lho "Ob) 57~ Pu(p)Cilhe)— = +divipyuy) =,

wp = —kp(0; (7)) (Vi - %ez).

Si on pose

(@ —0;(he))pon
ho ’
Az (he, hyp) =pp(hp)Cy(he),
ki (he) = ki (0;(he) ™"

kp(he) = k(0 (he) ™
_ Pop c, = Pob

2= ’

“piho’ Vi

Al (hc) =

C1

le systeme devient

oh
a—: +div (uy) = Pl_lal,

Cl(hc)
ki(ho)u;=Vhe—Vhy+e,,
4 (2.84)

oh oh
Al(hc)a—[" — Az (he, hp) a;

+div(pp(hp)up) = ap,

kp(h)up =—Vhy+c1hpez + coez,
qui peut s’écrire aussi sous la forme suivante

Oh,

Cy(he)—= = div (k;(0;(he) (Vhy — Vhe — e) =ayp; ',

ot
oh oh, h
Al(hc)—t”—AZ(hc, )~ divipy () k(01 (VI — P20

5 e;)) =ap.

(2.85)

Conditions aux limites et initiales

Pour compléter les équations du systeme d’écoulement biphasique compressible (2.84),
on doit ajouter les conditions aux limites et initiales comme pour le cas monophasique.
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2.3 Ecoulement monophasique et biphasique dans un casier de déchets

A t =0, les conditions initiales sur les hauteurs en colonne en hy, et h, sont données
par

he(0,x) = hco(x) dans (2, (2.86)
hp(0, x) hpo(x) dans (2 (2.87)

Nous supposons qu’a la surface du casier des déchets I, le contact avec I’atmosphere
impose des conditions de type Dirichlet sur les hauteurs en colonne de hj, et h.. Les
conditions limite sur /p sont donc données par

h. hep surlpx]0,T], (2.88)
hy = hpp surlpx]0,T[. (2.89)

De la méme maniere que pour (2.40), nous supposons que les parois et le fond du ca-
sier des déchets sont imperméables, ce qui se traduit par des conditions de flux nuls
pour les deux phases, lixiviat et biogaz. Elles sont données par les conditions de Neu-
mann homogenes suivantes

ki©;(h)(Vhy—Vh.—e;) n = v;=0 surlnx]0,T], (2.90)

kb(el(hc))(Vhb—%ez)-n = vp=0 surlyx]0,TI. (2.91)
l

LE MODELE FINAL D’ECOULEMENT BIPHASIQUE COMPRESSIBLE

Le modeéle final qui décrit la dégradation de la matiere organique et I'écoulement bi-
phasique compressible lixiviat-biogaz pendant le processus de la digestion anaérobie
pour la production de biogaz est

a—U—div(ﬁvu) = FLU) dans 2x10,T[,
ot
46 = F2(U) dans 2x]0,T|,
) dt (2.92)
5N _ sur 9210, T|
8[1 - ) )
U©,) = U°)etG(0,)=G") dans 2,
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2.3 Ecoulement monophasique et biphasique dans un casier de déchets

et

oh.
Cl(hc)a—: +div (uy)

ki(ho)wy

Ohy, oh. .
Ay (hC)W — Az (he, hb)ﬁ +div(ppuy)

kp(ho)up
he

u;-n

hC (O) x)

p; oy
th - Vhb + ez
ap

—Vhp+cihye; +cre,
hc,D hc,D et hp= hb,D
Oet up-n=0

heo(x) et hp(0, x) = hpo(x)

dans 2x]0,T[

dans 2x]0,T[

dans 2x]0, T

dans 2x]0,T[

sur I px]0, T

sur /%10, T

dans {2
(2.93)

Sinous éliminons les vitesses u; et uy, le probleme s’obtient en couplant le systeme de
réaction-diffusion (2.92) avec le systeme (2.94) suivant

DISUCUSSION DES SCENARIOS POSSIBLES EN DEHORS DE ]0,T[ :

oh
Ci(he) atc—diV(kl(Bl(hc))(Vhb—th—ez)) = op;’
dans 2x]0,T],
oh Oh, . (hp)
Al(hc)a—tb—Ag(hc,hb) By —le(pb(hb)kb(el)(Vhb—pb lb el)) = op
dans 2x]0,TJ[,
< hl:hl,D et hb = hb,D
sur I px]0,T[
ki(01(ho)(Vhy = Vhe—e;) n=0et  kp0;(hc)(Vhp—$les) n = 0
sur I Nx]0,T[
he(0,x)=heo(x) et hp(0,x) = hpp(x)
dans (2
(2.94)

Dans les deux modeéles que nous avons donné ci-dessus, le modele d’écoulement mo-
nophasdique faiblement couplé (2.45)-(2.46) et le modéle d’écoulement biphasique
compressible de lixiviat-biogaz (2.92)-(2.93), nous avons considéré 'intervalle de temps
[0,T] ouT estle moment ou le lixiviat commence a stagner en bas du domaine, ou bien
le moment ol1 nous devons recueillir le biogaz pour éviter I'explosion (grace a une va-
leur critique de la concentration en biogaz et/ou d'une pression critique). Pendant cet
intervalle de temps, ’humidité est prise entre w; et w, comme indiqué dans la figure

(2.6).
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2.3 Ecoulement monophasique et biphasique dans un casier de déchets

Différents scenarios sont possibles et peuvent étre considérés comme des perspectives
pour améliorer le modele lorsqu’on commence a dépasser le temps T signalé dans la
sous-section 2.2.2.

- Lapparition d’'une zone Zn,; de stagnation de I'’eau en bas du casier implique la non-
satisfaction de la condition pour la production de biogaz dans cette zone; en
effet la valeur de la teneur en eau en tout point de cette zone vaut presque 1 :

O(x, 1z, >T) =1 VxeZm

c’est-a-dire
0 (X, tzn, >T) > Omax VxeZn,.

Alors la bonne décision pour améliorer la situation de production du biogaz,
dans ce cas, est de faire sortir le lixiviat stagné dans le casier pour permettre a la
zone Zn; d’avoir une humidité productive, comprise entre w; et w,. Cette libéra-
tion du lixiviat, en tant que flux, se traduit en terme de condition de Neumman
non nulle sur une partie de la frontiére /s c I y. La condition (2.40) deviendra
alors a partir de cet instant tz,, >T:

0 sur IN-15, (2.95)

u-n - u, sur [5. (2.96)

u-n

u, est une valeur non nulle qui simule le flux du lixiviat sur la frontiére perméable
FS.

- Lorsque on s’approche du moment T ol nous devons recueillir le biogaz, 'impor-
tation de ce dernier peut s’effectuer de plusieurs manieres, comme par exemple
I'introduction de tuyaux de récupération du biogaz [44]. Dans ce cas, cette opé-
ration exigera de modifier la condition (2.18) et de mettre des conditions aux
limites convenables sur le biogaz.

- Lorsqu’il commence a apparaitre une zone Zn, en haut de casier ou 'humidité est
insuffisante pour la production de biogaz, c’est-a-dire

0 (X) < Wmin VxeZny, (2.97)

la bonne décision a prendre pour améliorer la situation de production de biogaz
est de fournir cette zone d’'une humidité importante comprise entre w; et w.
Lopération de réinjection distribuée du lixiviat en haut de casier, est une solu-
tion possible, et donne des bons résultats [11]. Ces flux de réinjection de lixiviat
se traduisent en termes des conditions de Neumann non nulle u-n # 0 sur la
frontiere ou le flux de réinjection s’effectue.
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3.1 Préliminaires

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’analyse et la simulation du systeme d’'EDO
(2.15) qui modélise le processus de digestion anaérobie en deux étapes : '’hydrolyse et
la méthanogénese pour la production de biogaz. Ce systeme, que nous avons décrit au
CHAPITRE 2, est une généralisation du modele donné dans [94], qui a utilisé la fonc-
tion de Monod comme loi de taux de croissance spécifique. En effet, dans ce travail
nous considérons la loi de Haldane qui peut étre considérée comme une généralisa-
tion de la loi de Monod, plus appropriée a I'étape de la méthanogénese a cause des
phénomenes d’inhibition qui s'imposent souvent dans la réalité. En outre, nous avons
modifié 'équation d’évolution du substrat X en considérant que seule une fraction de
la mortalité de la biomasse est a nouveau utilisée comme substrat en multipliant K;B
par un parametre constant « compris entre 0 et 1.

Nous nous intéressons ici a ’analyse du comportement asymptotique du systeme (2.15),
ainsi qu’aux simulations numériques, en utilisant et comparant les deux lois de crois-
sance bactérienne (Monod et Haldane). L'objectif principal de cette analyse est de don-
ner des informations et des prévisions plus approfondies sur la convergence des solu-
tions.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Aprées quelques préliminaires concer-
nant les équations différentielles ordinaires du premier ordre, nous présenterons des
hypotheses sur les parametres du systeme (2.15). Ensuite, la dynamique est analy-
sée mathématiquement dans la section suivante. En particulier, nous montrons qu'’il
existe une infinité de points d’équilibre vers lesquels les solutions convergent, selon
les conditions initiales. Enfin, des simulations numériques avec différentes valeurs du
taux de mortalité et différentes conditions initiales seront présentées dans une section
qui leur est dédiée, avant que des discussions et des conclusions ne soient tirées. Ce
travail a fait I’objet de la publication [83].

3.1 Préliminaires

Le but de cette section est de donner quelques rappels sur des résultats d’analyse des
équations différentielles ordinaires du premier ordre de la forme :

dx
E :f(t)x)

ol x est une fonction inconnue de la variable réelle ¢ et 'application f est une don-
née du probleme. A chaque instant ¢, la valeur de x(#) est appelée I'état du systéeme
a l'instant ¢ et 'espace dans lequel la fonction inconnue x prend ses valeurs est ap-
pelé espace d’états. Comme c’est principalement la mécanique qui était a 'origine de
I’étude de ces équations, on parlera souvent de variable de temps pour la variable ¢ et
de trajectoire du systeme pour une solution t — x(#). On rappelle que le probléeme de
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3.1 Préliminaires

Cauchy s’écrit sous la forme suivante

dx
E(l‘)=f(t,x(t)),

x(ty) = Xo.

(3.1)

pour des données initiales (#y, x(t)) fixées.

Soient I un intervalle non vide de R, {2 un ouvert de R” (n e N*) et f : I x {2— R" un
champ de vecteurs continu. On se donne un instant initial #, € I et un état initial x, € (2.

Dans la dynamique des population, les variables d’état x;(¢) des systémes différentiels
ont un sens physique, comme par exemples des concentrations ou densités. Par consé-
quent, I'espace d’état est I'orthant positif défini par :

RY={xeR" / x;=0, i=12,.,n} (3.2)

ou bien une partie de cet ensemble si, par exemple, certains variables d’état ne peuvent
prendre toutes les valeurs positives.

Existence et unicité des solutions

Définition 3.1
Une solution de probleme de Cauchy (3.1) est un couple (J, x), ot ] < 1 est un intervalle
contenant X, et x : ] — {2 une application de classe C' vérifiant (3.1). Cette solution est
dite:

o maximale : s'il n'existe pas de solution (J, X) qui prolonge strictement (J, x).

e globale:si] =1.

Nous avons les résultats de Cauchy-Lipschitz pour I'existence et 'unicité de la solution
du probléme (3.1).

Théoreme 3.2 (Cauchy-Lipschitz [107])

1. CAUCHY-LIPSCHITZ GLOBAL
On suppose que le champ de vecteurs f :1x 2 — R" est continu et globalement
lipschitzien par rapport a la variable d’état. Alors pour toute donnée de Cauchy
(fo, Xo), il existe une unique solution globale (1, x) de probleme de Cauchy (3.1).
De plus, toute autre solution (J, x) du probleme de Cauchy est la restriction a] de
X.

2. CAUCHY-LIPSCHITZ LOCAL

SoitLipx(1, §2) l'ensemble des fonctions localement lipschitziennes en la deuxieme
variable. Soit f : 1 x {2 — R" continue, f € Lipy(1,{2). Alors pour toute donnée
(fo, Xo), il existe une unique solution maximale x(t, ty, Xo) du probleme (3.1) défi-
niesurJ cl.

Nous rappelons aussi le résultats suivant que nous allons utiliser dans I’étude du signe
de certaines solutions.
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Théoreme 3.3 [Voir [105], page : 42]
Soit f : Ry x R — R une fonction qui est telle que f soit lipschitzienne par
rapport a la deuxieme variable et f (t,x(0)) soit bornée.

Alors pour tout z € R" et tout T € [0,00), il existe un et un seul élément zy € R"
tel que l'unique solution sur [0, T) du probleme

@—f(t x(1); t=0 (3.3)
dr 77 T '
x(0) = zg, (3.4)
satisfait
x(T)=2z. (3.5)
Lemme de Barbalat

Le lemme de Barbalat est un lemme assez simple mais qui a beaucoup d’applications.
Nous allons l'utiliser pour étudier la stabilité des états d’équilibre dans la section sui-
vante.

Lemme 3.4 ( Barbalat [14])
Supposons que f € C!(a,+oo),a€R et . liqu f(t)=a avec o < 0.
—>+00

Si f' est uniformément continue, alors . liI}rl f/(t) =0.
—>+00

Points d’équilibre et stabilité

Dans la suite, nous allons nous limiter au cas des systemes autonomes. Autrement dit,
le champ de vecteurs f ne dépend pas explicitement du temps. Le probleme de Cauchy
s’écrit dans ce cas

@(t)— (x(1)
ar O =), (3.6)
x(to) = Xo.

Supposons que f € C(£2), ol1 {2 est un ouvert de R”. Notons ¢(, xp) la solution du
probleme (3.6) définie sur son intervalle d’existence maximal I(xp). Pour t € I(xp), 'en-
semble des applications ¢, définies par

b (x0) == P(2, x0)

est appelé le flot de I'’équation de (3.6), ou le flot défini par I'’équation différentielle de
(3.6) et ¢, est également appelé flot du champ vectoriel f (x).

Définition 3.5

Supposons que f est de classe C'. On appelle équilibre du systéme (3.6) (on
dit aussi point critique du champ de vecteur f) tout point x* € §2 tel que :

f(x=0 3.7)
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Définition 3.6 (Stabilité)

Soit x* un équilibre du systeme différentiel (3.6)

- On dit que x* est un équilibre localement stable si : pour tout € > 0, il
existe d > 0 tel que, pour toute donnée initiale x, proche de x* a6 pres,
la solution du systeme partant de x, est, d'une part définie sur tout
[0, +oo[ et d’'autre part, reste proche de x*ae pres au cours du temps.
En utilisant la notion de flot, cette propriété s'écrit

Ve >0,35>0,¢;(B(x*,8)) cB(x*,e),Vt=0. (3.8)

ouB(s,r):={ye RY; ly—sll < r} estla boule de centre s et de rayon .

- Ondit que x* est un équilibre localement asymptotiquement stable s'il est
stable et si de plus, pour toute donnée initiale x, suffisamment proche
de x*, la solution associée converge vers x* quand t tend vers l'infini.
En utilisant la notion de flot, ceci s'exprime de la fagon suivante : il
existe 8 > 0 tel que

Vxo € B(x*,8), ds(x0) o x~. (3.9)

Nous rappelons aussi la définition d'un ensemble invariant et positivement invariant.
[86].

Définition 3.7
Soient 2 un ouvert deR", f € C1(£2), et soit ¢, : 2 — (2 le flot de (3.6) défini
pour tout t € R.

Un ensemble E c (2 est dit invariant par rapport au flot §; si d;(E) € E pour
tout t € R et E est dit positivement (ou négativement) invariant par rapport
au flot G si¢(E) cE pourtoutt =0 (out<0).

Linéarisation - Critere spectral de stabilité

Remarquons tout d’abord qu’on peut supposer parfois que le point critique du sys-
teme considéré est égal a 0. Cette hypothése n’est pas restrictive puisqu’il est toujours
possible de ramener un point d’équilibre quelconque x* 1'origine par le changement
de variable y:=x — x*.

Soit U < R” un voisinage de 0 et f un champs de classe C!(U). Considérons le systéme
autonome (3.6) et supposons que 0 est un point critique de f, i.e., f(0) =0. Notons par
Alajacobienne de f en 0. Léquation

DX _px (3.10)

dt '
DAL . oo dx

est appelée I'équation linéarisée au point 0 de I’équation T f(x).

Nous avons le critéere spectral de stabilité suivant.
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Proposition 3.8 (/107], page 314)

Considérons le systeme autonome (3.6) et supposons que [ est de classe C*
et que 0 est point critique de f. Notons par A la jacobienne de f en 0. Nous
avons les criteres suivants.

— Si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement né-
gative, alors 0 est un équilibre asymptotiquement stable de l'équation
(3.6).

— Si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement posi-
tive, alors 0 est un équilibre instable de l'équation (3.6).

— Si A a toutes ses valeurs propres de partie réelle négative ou nulle et
qu'au moins l'une d’entre elles est de partie réelle nulle, alors on ne
peut pas conclure.

Nous rappelons de la définition d'un point d’équilibre hyperbolique.

Définition 3.9

Un équilibre x* de (3.6) est dit hyperbolique si toutes les valeurs propres de
la JacobienneD f (x*) ont une partie réelle non nulle. Il est donc soit asymp-
totiquement stable soit non stable.

Théoreme de la variété centrale

Le théoreme de la variété stable est 'un des résultats les plus importants de la théo-
rie qualitative locale des équations différentielles ordinaires. Le théoreme montre que
pres d'un point d’équilibre hyperbolique xy, le systéme non linéaire (3.6), a des varié-
tés stables et instables . et % tangente en x, aux sous-espaces stables et instables E*
et E¥ du systéme linéarisé (3.10) o1 A = D f(x¢) est la matrice jacobienne au point x.
De plus, .# et % ont les mémes dimensions que E® et E¥, et si ¢ est le flot du systeme
non linéaire (3.6), alors . et % sont respectivement invariants positifs et négatifs sous
¢ et satisfont

tlim $s(2)=x9 pourtout ze.# (3.11)
—00
tlim $s(2)=x9 pourtout ze. 3.12)
— 00

Théoreme 3.10 (Théoreme de Variétés stables [86])

Soit {2 un ouvert de R" contenant l'origine 0, soit f € C1(£2), et soit ¢ le flot
du systeme non linéaire (3.6). Supposons que f(0) =0 et que Df(0) a k va-
leurs propres avec partie réelle négative et n — k valeurs propres avec partie
réelle positive. Il existe alors une variété différentiable de dimension k, &%,
tangente au sous-espace stable E° du systeme linéarisé en 0 (3.10), telle que
pour tout t 20, ¢p;(F) <& et pour tous xp € £ .

lm ¢ (x0) =0,
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et il existe une variété différentiable de dimension n — k, %, tangente au
sous-espace instable E" du systeme linéarisé en 0 (3.10) telle que pour tout
t<0,b:(%) c et pour tous xy € %,

lim ¢r(x0)=0.

Théoréme de comparaison

Théoreme 3.11 [Théoreme de comparaison, (voir [76] page : 15)]
Soit E un ouvert de R? et f € C(E;R) une fonction continue de E dans R.
Considérons l'équation différentielle scalaire avec une condition initiale :

AX_ cx x(to) = x (3.13)

dl' - ) ) 0) = AQ- N
Supposons que [ty, to + a) est le plus grand intervalle dans lequel la solution
maximale v(t) de (3.13) existe. Soit w € C((ty, tp + a),R) avec (t,w(t)) € E
pour tout t € [&y, to + al, w(ty) < xp, et

dw
Esf(t,v(t)), te [ty lp+a)\S, (3.14)
ou S est un sous-ensemble au plus dénombrable de [ ty, ty + a). Alors

w(t) <v(p), Le [y, Lo+ a). (3.15)

Remarque 3.12 [(voir [76] page : 16)]
Si l'inégalité (3.14) est inversée et w(ty) = vy, alors nous devons remplacer la conclusion
(3.15) par w(t) = v(t), avec v(?) est la solution minimal de (3.13).

3.2 Position du probleme et hypotheses

Nous considérons le systeme des équations différentielles ordinaires, donné par (2.15),
qui modélise le processus de la digestion en deux étapes pour la production du biogaz,
et que nous choisissons d’écrire sous la forme suivante (3.16a)-(3.16b)

A X+ aK B
dt_ h d
ds 1
{2 ek X— —u(S)B 3.16
— = iKiX = Zu(s) (3.16a)
dB
& (u(S)-K,)B
o (1(8)-Kq)
d[CO 1-Y
€O~ kX + - =Y us)B
o dt Y (3.16b)
d[CH4]_f 1Y o '
ar 2y H
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3.2 Position du probleme et hypothéses

Ce systeme est muni des conditions initiales suivantes :
X(0)=Xo, S(0)=Sp, B(0)=By, [CO2](0)=[CO2]lp, [CH4](0)=[CHylo. (3.17)

Nous rappelons que les variables dynamiques du systéme (3.16a)-(3.16b) sont les concen-
trations de la matiére organique X, la biomasse méthanogene B, la matiére organique
soluble S, le dioxyde de carbone [CO,] et le méthane [CH4]. Le biogaz total de concen-
tration [G](#) produit par ce procédé, a un instant f donné, est la somme du dioxyde de
carbone [CO2](¢t) et du méthane [CH4](?).

d[G] 1-Y

— === KX+ ——u©)B. (3.18)
Nous remarquons que le sous-systéme (3.16a) qui décrit I’évolution des variables X,
B et S peut étre traité indépendamment, car les trois équations ne dépendent pas du
[CH4] ni du [COg]. Par ailleurs nous indiquons que le taux de mortalité K, joue un role
important dans la vitesse de production du biogaz. Pour cela nous allons prendre en
compte K; comme parametre qui peut prendre différentes valeurs possibles selon les
hypotheses que nous considérons ci-dessous.

La fonction de taux de croissance spécifique satisfait les propriétés suivantes.

Hypothese 2 La fonction u(-) est bornée et de classe C' avec p(0) = 0 et u(S) > 0 pour
toutS > 0.

On trouve dans la littérature de nombreuses fonctions qui satisfont cette hypothese.
Parmi elles, la loi de Monod et la loi de Haldane et ce sont les deux fonctions qui nous
intéressent dans ce travail (voir Figure 2.1) :

1. laloi de Monod [81] :

HmS
S)= 3.19
1(S) Ks+S (3.19)
2. laloi de Haldane [61] [10] :
S
u(S) = —"> (3.20)
Ks+S+¢

ou Kj est la constante d’inhibition.

Nous indiquons également que la fonction Haldane peut étre vue comme une généra-
lisation de la fonction de Monod sur un intervalle fixe pour les grandes valeurs de K;
(voir la FIGURE 3.1).

Hypothese 3 Les coefficientsa, Ky, Y, fi et f> vérifient les conditions suivantes.

1. La proportion du recyclage des nutriments « ne peut pas dépasser 1

0<as1 (3.21)
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3.3 Etude du comportement asymptotique

Loi de Monod
Loi de Haldane avec K =100

Loi de Haldane avec K =1000
Loi de Haldane avec K =100000 [

0 1 1 1 1 1 . N N I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
S

FIGURE 3.1 — Laloi de Monod et la loi de Haldane (p,, = 0.3 et Ks = 160).

2. Le taux de mortalité K; est un parametre positif qui est inférieur au taux de crois-
sance maximal

0<Ky< msaxp(s) (3.22)

3. Le taux d'utilisation du substrat est un parametre strictement positif tel que

0<Y<l1 (3.23)

4. Les coefficients steechiométriques fi et f> sont des parametres strictement positifs
et satisfont

0<fi<l e 0<fo<l (3.24)

3.3 Etude du comportement asymptotique

Le systeme (3.16a) est un systeme d’EDO non linéaire. Pour étudier la stabilité de ce
systeme, nous commencons par déterminer ses points d’équilibre. Soit E = (X*, B*, S*)
un point équilibre du systeme (3.16a). Nous avons

—KyX+a.KyB=0

- - X
I
S o o

1
fiKn X~ 2.p(S) B=0.

La deuxieme équation est satisfaite si et seulement si B=0 ou p(S) =K.

— Si B=0 alors dans ce cas X =0 et S est une constante. Par conséquent, pour les
deux lois de croissances, Monod ou Haldane, nous avons
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3.3 Etude du comportement asymptotique

E*=(0, 0, C), CeR; (3.26)

est un équilibre.

— SiB#0 alors u(S) =Ky et les points d’équilibre dépendront de la loi.

Si nous multiplions la premiere équation de (3.25) par f; et que nous addition-
nons cette équation avec la troisieme équation, nous obtenons

(af; — %{)KdB:O (3.27)

ce qui implique que

1
afi=g, (3.28)

et selon Hypothese 3, la relation (3.28) ne peut pas étre satisfaite. Par conséquent,
nous avons un seul équilibre donné par (3.26) aussi bien pour la loi de croissance
de Monod que pour celle de Haldane, .

Pour étudier la stabilité du point d’équilibre, la démarche la plus classique et d’utiliser
une linéarisation autour du point d’équilibre puis d’utiliser le critére spectral. Nous
allons voir que pour la loi de Haldane cette démarche ne va pas nous permettre de
conclure.

¢ Cas delaloi de Monod.
Les valeurs propres de la matrice jacobienne J associées au point d’équilibre
E* = (X*,B*,S™) = (0, 0, C) sont données par :

(pm —Kd)S* - Ksz

AM=-Kg ,A»=0 et A3=p(lS")-K,=
1 H 2 e 3=H(@S") d Ks +S*

(3.29)

Par conséquent A3 > 0 si et seulement si (i, —K7)S* > KsK, et puisque W, > Ky

d’apres Hypothese 3, la valeur A3 > 0 si et seulement si
KsK

§* > —od
Hm—Kg

KsK
Par conséquent, si la constante S* est telle que S* > —524_ alors I'équilibre E*
Hm — Kqg
est instable.

e Cas delaloi de Haldane.

Les valeurs propres de la matrice jacobienne J associées au point d’équilibre E*
sont données par :

A=0 , A=-Kgy (3.30)
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3.3 Etude du comportement asymptotique

et
Kd *2 *
——S8 "+ (Kg—um)S™ +KgKsg
A3=p(S") -Kg=—1 : (3.31)
3=H a Ks +S* +S*2/K;
Comme pour le cas de laloi de Monod, nous étudions le signe de la valeur propre
A3 pour savoir si on peut en déduire la stabilité ou I'instabilité de E*. Nous obte-
nons le tableau qui suit. Nous adoptons les notations suivantes

IO,S = [0) +OO[, ]l,S = [S_*) +OO[ﬂ[O, +OO[, IZ,S = (] _OO)SI]U[SZ) +OODﬂ[0, +OO[,
S __(Kd_IJm)_\/ o S __(Kd_p-m)+\/61 S = —Ki(Kg — tm)
L= 2K 4 /K] ’ 2" 2K /K] ’ T2k,
K
Kg=—Ht"  xu=—t"_ §-q —4%’).1(3 —2um K+,
1+2/5 1-2/3 !

etJ,1 pour k=0,1,2 est le complémentaire de J; s dans R*, c’est-a-dire

Jki={SeR™,S¢Jish.

Conditions Interv. S* | sign(A3) | Stabilité
K 1
=S = et Ky €lpm/2, il Tos As<0 |2
K, 4
Ks 1
— <, Ky €lKg,,Kg, [ et Kg <y,
Ki 4
Ks Ltk ek [
S ole ,
s tK /12 ) Az<0 | ?
— =8 = < 2
K, 4 d=Hm 1S 3
Ji1 A3 >0 | Instable
Ks 1
f<ZKd€{KdHKd2} eth<l1m II,S )\350 ?
I
J11 A3 >0 | Instable
Ks 1
—>—etKg=Kg <pm Jis A3<0 ?
KI 4 )
J11 A3 >0 | Instable
Ks 1
—Z—CthE]O,pm/Z[ Jos A3<0 ?
KI 4 »
Jo1 A3 >0 | Instable
K 1
fs < 3 Ka €10,Kg, [UIKg,, +ool et Kg < pm Jo.s A3<0 |2
I
Jo1 A3 >0 | Instable
Ks 1
f>Z)Kd E]O)Kdl[eth<pm ]Z,S )\350 ?
I
Jo1 A3 >0 | Instable

Ces calculs ne nous ont pas permis de conclure sur la stabilité ou I'instabilité de I’équi-
libre E* partout. En effet quand la valeurs propre A3 s’annule on ne peut rien dire. Dans
de telles situations on pourrait utiliser la fonction de Lyapunov (voir [107], page 319),
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3.3 Etude du comportement asymptotique

mais elle est généralement difficile a trouver, surtout pour un tel systeme non linéaire
complexe en 3D.

Nous proposons dans ce qui suit une autre analyse structurée en cascade, utilisant
principalement le Lemme 3.4 (lemme de Brabalat) et le Théoreme 3.10 (théoréeme de
la variété centrale) .

Considérons & I'ensemble des valeurs de S telles que leurs images par la fonction de
croissance spécifique ne dépassent pas la valeur du taux de mortalité K4, défini par

& ={seRy; uls) =Kyl (3.32)

D’apres Hypotheése 2 et Hypotheése 3, cet ensemble est non vide, pour pu(-) I'une des
deux fonctions données par (3.19) et (3.20).

Dans le cas de laloi de Monod, & est un intervalle :

K, K
€=[0,\] avec A= —4~5 (3.33)
Umax — Ka,

Dans le cas de la loi de Haldane, & est 'union de deux intervalles :

-K;+vVA
&=[0,\"JU[A",+00)  avec Af=-Hm—™d=VA (3.34)
2K4/K;

avec
A=, —2pn Kg +

K
1—4—S)Kfi.
Ky

qui est toujours strictement positive par Hypothese 3 (la droite qui représente le taux
de mortalité coupe la courbe de la loi de Haldane en deux points).

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.13

Sous Hypothese 2 et Hypotheése 3, pour tout vecteur (Xo,So,Bo), de compo-
santes non négatives, les solutions du systeme (3.16a) avec la condition ini-
tiale (X(0),S(0),B(0)) = Xo,So, Bo), sont non négatives, bornées et vérifient

lim X(£)= lim B(f)=0 (3.35)
t—+00 t—+00
et X, +aB
(0.4
lim S(£)=S*<Sg+ 22 (3.36)
t—+00 oY

De plus, lorsque Xy ou Sy est non nul, on a S*>0.

Démonstration : La preuve de cette proposition est faite en trois étapes. La premiere
consiste a montrer que, pour la solution (X(#),S(t),B(#)) du systeme (3.16a), si By = 0
alors B(t) = 0. Dans la deuxieme étape, nous déduisons de la premiere que X(¢#) = 0
pour tout ¢ = 0 et en utilisant le théoreme de comparaison nous montrons que S(¢)
ne peut pas traverser le plan S = 0. A la derniére étape, enfin, nous montrons que le
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3.3 Etude du comportement asymptotique

systeme est dissipatif pour en déduire, en utilisant le lemme de Brabalat, (3.35) et I'in-
égalité (3.36).

50

1. Pour toute condition initiale (Xg, Sy, Bg) dans [Rzi, la solution (X(#),S(1),B(%)) du

systeme (3.16a) reste dans I'orthant non-négatif Ri. En effet, Si By =0, alors quels
que soient les valeurs de Xg et de So dans R3, la troisieme équation du systéme
(3.16a) donne

B(t)=0 Vt>0 (3.37)

Si maintenant By > 0 et X et Sg dans R, alors en utilisant le Théoreme 3.3, on
montre par 'absurde que B(:) ne peut prendre des valeurs négatives. En effet
dans le cas contraire il existerait 7 > 0 tel que

B()=0 (3.38)

D’apres le théoreme 3.3, il existe une et une seule condition initiale By dont la
solution vérifie I'’expression (3.38). Or nous avons déja montré que pour la condi-
tion initiale Byp = 0, 'expression (3.38) est vérifiée, et la solution étant unique
on tombe sur la contradiction avec By > 0. Par conséquent, pour tout vecteur
(X0, S0,Bo), de composantes non négatives, nous avons

B(#) =0, Vi>0. (3.39)

2. A partir des équations (3.16a) , et grace a la positivité de B(-), toute solution avec

(Xo,S0,Bg) dans R3+ vérifie

dax(t)
dt

> K, X(f) V=0,
dont on déduit 'inégalité
X(t) =Xpe Xt vr=0. (3.40)

Cela prouve que la solution X(t), pour tout ¢ positif, n’est pas négative quel que
soit (Xg, So,Bo) dans R3.

Considérons maintenant S la solution de I'équation différentielle

as_ 1 S)B
ar - yHreBO (3.41)
S(0) = So.

Par ailleurs, toute solution de (3.16a) avec (Xg,Sg,Bg) dans Ri vérifie, grace a

(3.39) et (3.22),
M>—l (S(0))B(1) Vi=0
ar - y! -

Par le théoreme de comparaison (voir le Théoréme 3.11 et la Remarque 3.12),
nous obtenons
S(t) =S(8) Vi>0. (3.42)



3.3 Etude du comportement asymptotique

Avec un raisonnement analogue a celui que nous avons fait pour B(:), sachant
que par 'Hypothese 2, 11(0) =0, et p(-) étant Lipschitz-continue, la solution S(-)
de (3.41) ne peut pas traverser le plan S = 0, ni atteindre 0 en temps fini. Par
conséquent d’apres (3.42), S(f) est également non négatif pour tout ¢ > 0, et ne
peut pas atteindre 0 en temps fini, quel que soit (Xo, Sg, B) dans R3..

3. Nous allons montrer maintenant que le systeme (3.16a) est dissipatif, c’est-a-dire
qu’il a tendance a se dissiper (s’atténuer) avec le temps. Pour cela nous introdui-
sons la fonction de "storage" suivante

V() =X(8) + aB(1) + aYS (7). (3.43)

A partir des équations (3.16a), nous avons

dv
— =Kp(aYfi —DX. (3.44)
dt
D’apres Hypotheése 3, on a aY f; < 1 et comme X(:) n’est pas négatif, on en déduit
que la fonction V est décroissante . Puisque V est minorée par zéro, V(#) converge

vers une limite V, = 0 lorsque ¢ tend vers +ooi.e.
lim V(#):=Vy =0. (3.45)
t—+o0

Cela implique que les variables X(t), S(¢) et B(#) sont bornées (puisque elles sont
non-négatives). De plus, nous avons

da>v

— =Ku(aY fi — (K, X+ aK4B).

dt?
Les variables X(#) et B(¢) étant bornées, on déduit de la derniere égalité que la
dérivée seconde d>V/dt? est bornée, par conséquent dV/dt est uniformément
continu sur R, . Nous utilisons maintenant le Lemme 3.4 (Lemme de Barbalat
[14]) pour affirmer que

av (i)
im =
t—+oo dt
Par conséquent, avec (3.44), nous obtenons

0.

lim X(#)=0.
t—+o00

De méme, d?X/dt? estborné, donc dX/dt uniformément continu et parlelemme

de Barbalat, nous avons
dx(

m
t—+oo dt

0,

ce qui donne
lim B(#)=0.
t—+o00

Finalement, comme V() converge vers une limite finie, lorsque ¢ tend vers +oo,
avec (3.43), nous obtenons qu'’il existe une valeur S* finie telle que

V,
lim S(r)=S*=-2,
t—+00 oY
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3.3 Etude du comportement asymptotique

Montrons maintenant que S* ne peut pas étre égal a 0 lorsque Xy ou Sy ne sont
pas nuls. Supposons que Xy #0 ou Sy #0 et que S(#) tend vers 0 quand ¢ tend vers
I'infini. Alors par continuité, pu(S(¢)) va tendre vers zéro aussi, et il existerait T>0
tel que I'on ait pour tout t =T

uiS)) < ivaKy;  Ve>T. (3.46)

La somme des deux premieres équations du systéme (3.16a) nous permet d’écrire

d 1
= (AX(0+S®) = v (YafiKg —u(S))B,

et par (3.46) on en déduit que

%(fIX(t) +S()) =0, t>T.

Avec le méme raisonnement qu’auparavant, lorsque f;X(0) +S(0) > 0, la variable
X(-) ou S(-) ne peut pas atteindre 0 en temps fini, et nous avons alors

AX(O+S() = AXM+ST >0  ve>T,

ce qui est en contradiction avec le fait que f;X(¢) +S() tend vers 0 lorsque ¢ tend
vers +oo.

Finalement, du fait que la fonction V est décroissante, nous avons V., < V(0), et
comme V(0) =Xy + aBg + aYSy, et lim; .., S(#) =S* on obtient

Xo +aBg

S*<So+
oY

Ce qui termine la démonstration de la proposition. [

Nous allons, maintenant, donner les caractéristiques de I’ensemble des équilibres qui
peuvent étre atteints par des solutions positives. Nous avons la proposition suivante :

Proposition 3.14

Pour une condition initiale (Xy,So,Bo) dans Ri avecXg >0 etBy > 0, et sous
Hypothese 2 et Hypothese 3, la solution de (3.16a) converge asymptotique-
ment vers un équilibre (0,S*,0) 0it S* > 0 appartient i &.

Démonstration : Supposons qu’il existe une solution de (3.16a), associée a une condi-
tion initiale quelconque (X, So, Bo) de Ri avec Xp > 0 et By > 0, telle que S(:) converge
asymptotiquement vers S* > 0 et que S* n’'appartient pas a &, alors il existerait T > 0
telquel'on a

$*)-K ~
%, t>T, (3.47)
mais d’apres (3.16a) et (3.47), la solution B(:) > 0 vérifie

dB(1)

HS()-Kg>n:=

>nB(1), t>T.
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3.3 Etude du comportement asymptotique

Ainsi, nous avons
B(t) >B(s) e"""% Vt,s>T, telque t = s, (3.48)

et alors B(:) ne peut pas converger asymptotiquement vers 0, ce qui est contradictoire
avec les résultats de la Proposition 3.13 []

Le systeme (3.16a) admet un continuum d’équilibres qui ne sont pas hyperboliques.
On ne peut conclure sur leur stabilité en étudiant uniquement la linéarisation de la
dynamique pour appliquer le théoreme de la variété centrale (Théoreme 3.10). Cepen-
dant, nous avons le résultat suivant.

Proposition 3.15

Supposons que Hypothese 2 et Hypothese 3 sont satisfaites. Pour chaque
état stationnaireE = (0,S*,0) avecS* € int &, il existe une variété invariante
a deux dimensions 4 dans IRi telle que toute solution de (3.16a) avec une
condition initiale dans ./ converge asymptotiquement versE.

Démonstration : Pour donner une preuve de cette proposition, nous allons introduire
un changement de variable pour S, ce qui donnera un nouveau systeme associé au
systeme (3.16a) et dans lequel les équilibres sont hyperboliques nous permettant ainsi
d’utiliser le théoreme de la variété centrale.

Fixons $* > 0 de telle sorte que u(S*) < K. Pour les solutions de (3.16a) avec B(¢) > 0,
t € [0+ 00), considérons la variable

_ AiX(0) +(S(1) -S™)
- B(1)

Z(1) +p (3.49)

avec
_uSMIY - fiaKy
T uWsMH-Kg

B:

Nous introduisons aussi la variable L définie par

L(¢#) :=B(8)Z(). (3.50)

Alors en utilisant les expressions de dX/dt, dB/dt et dS/dt de (3.16a), nous avons
dL 1
YT - iKpX (1) + fiaKyB(8) + K X(1) — w(S)B(t) +Pu(S)B(r) — PKyB(7)
1
= fiaKgB(1) - §M(S)B(t) +Pu(S)B(1) — PK4B(1)

H(S™/Y - fiaKy W(S)B(E) - U(S™)/Y - fiaKy
H(S*) —Ky H(S*) —Kqy

1
:f1aKdB(t)—§u(S)B(t) + K4B(1)
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3.3 Etude du comportement asymptotique

Cette derniere expression est la somme de deux termes qui peuvent s’écrire de la ma-
niere suivante :

1 u(S™/Y - fiaKy -1 u(SMIY- fiaKy
=—— B B(t)=| — B
m YH(S) () + 1T K, u(S)B(#) 7 + 1S —K, u(S)B(r)
—W(S™) +Kg+pS™) - YfiaKy -Kg+YfiaKy
= B(t) = — B
V(S —Ky) H(S)B(1) Ymd—MSﬂ)MS (1)
Ks(1-Yfia)
=———u(S)B(¢
YKy —psy P
et
u(S™/Y - fiaKy
= K, B(1) — K, B(t
N2 JiaKgB(1) LS -K, N (2)
_ (18" —Ka) fiaKaB(1) - (u(S™)/Y - ioK)KyB(1)
H(S*) —Ky
fiaYKy—Ky
= SMB(f) ———< ¢
u(S™)B( )Y(p(S*)—4Kd)
alors
dL «
g7 - mtnz= =Y(u(S) —u(S§7)B(1) (3.51)
avec
yi= Kd(l—Yfl(X)
T YKy - p(SM)
D’apres (3.50), nous avons
dB dz
EZ+BE:—Y(M(S)—M(S*))B(t)-
En utilisant la troisieme équation de (3.16a), on obtient
— =—Y(U(S) = u(S™)) — (U(S) = Kp)Z. (3.52)

dat

Nous allons procéder maintenant a un changement de variable et utiliser Z(#) au lieu
de S(t). Rappelons que par (3.49) S(¢) s’écrit de la maniere suivante

S(l‘):S*—le(l‘)+(Z(t)—ﬁ)B(t) Vi=0. (3.53)

En partant de By > 0, et Xp et So dans R, le systeme (3.16a) défini dans R? x RY peut
étre posé dans le domaine défini par

2 :={(Z,X,B) eRx R, xRY; S* - fiX+ (Z—P)B =0}

La fonction S(#) est donc une fonction de X, B et Z. Nous allons adopter la notation
suivante pour u(S(f))
g(Z,X,B):=p(S* - fiX+ (Z—P)B). (3.54)
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3.3 Etude du comportement asymptotique

En tenant compte de (3.52) et de (3.54) , on peut écrire le systéme (3.16a) de maniere
équivalente sur le domaine 2, comme suit

a7z *
dx

{ 22 - K, X+aK,B 3.55
ar niratd o
as - _ (g(Z,X,B)—K,)B
dr - g ) £y d

Le domaine Z est (positivement) invariant par la dynamique (3.55) par équivalence
avec le systéeme (3.16a). En effet, nous avions montré dans la Proposition 3.13 que
pour toute condition initiale (Xg,Sg, Bo) dans IRE’L, la solution (X(#),S(#),B(t)) du sys-
teme (3.16a) reste dans R3, i.e. I'orthant R3 est positivement invariant pour le systéme
(3.16a).

De plus, la dynamique (3.55) est bien définie pour B =0.

D’apres (3.49), toute trajectoire (Z(-),X(-),B(:)) dans 2 correspond a une trajectoire
(X(-),S(),B(-)) de (3.16a) ou S(-) vérifie (3.53). Cependant, les trajectoires de (3.55) avec
B(-) = 0 ne correspondent pas nécessairement a une trajectoire de (3.16a). Comme
u(S*) # Ky, on peut vérifier que 0 est le seul équilibre de (3.55) dans 9. La matrice
jacobienne a 0 est donnée par

—(uESM -Kg) YAR S  YPW (S
J(0) = 0 —Kj, aKg
0 0 n(S* -Ky

Ses valeurs propres sont
r=—WS"-Ky), r=-Kp r3=pS*-Ky.

Sous la condition u(S*) < Ky, 0 est donc un équilibre hyperbolique avec une variété
stable a deux dimensions . et une variété instable a une dimension % (voir le Théo-
reme 3.10)

Nous avons clairement que % = R x {0} x {0}. De plus, toute solution de (3.55) avec B(0) =
0 vérifie B(#) =0 pour tout ¢ > 0 et lim;_ ,, X(#) =0, ce qui implique que la fonction

h(1) = g(Z(1),X(1),B(1)) = u(S* = fiX(1)
converge vers p(S*) lorsque t — +o00, quel que soit Z(0). Par conséquent, pour tout
7.(0), X(0), il existe T > 0 tel que
1
Ky —h(t) >n:= 5(Kd —u(s* >0, t>T

Nous obtenons alors de (3.55) que Z(¢) tend vers 'infini quand ¢ — +oco. On en dé-
duit que tout point (Z, X, B) € ¥ \ {0} doit étre tel que B # 0. Enfin, nous concluons que
toute trajectoire de (3.55) dans la variété invariante bidimensionnelle .4 :=.¥ N9 cor-
respond a une trajectoire de (3.16a) et converge asymptotiquement vers 0, c’est-a-dire
(X(1),S(1),B(#)) converge asymptotiquement vers (0,S*,0). [

Les Propositions 3.14 et 3.15 regroupées donnent le corollaire suivant.
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3.3 Etude du comportement asymptotique

Corollaire 3.16

Sous Hypothese 2 et Hypotheése 3, ['ensemble {0} x int& x {0} est un attrac-
teur.

Une fois ces résultats obtenus pour le sous-systéme (3.16a), nous nous intéressons
maintenant a ce qui se passe pour le sous-systeme (3.16b), relatif a la production du
biogaz. Le comportement asymptotique des concentrations en biogaz est donné dans
le théoreme suivant.

Théoréeme 3.17

Sous Hypothese 2 et Hypothese 3, pour tout vecteur non négatif (Xo,So, Bo),
les solutions de (3.16) vérifient

lim _[COL](1) - [CO2](0) = aXo + aBo) + b(So—S™)  (3.56)
1lim [CHy](#) - [CH4] (0) = c(Xp + aBg) +d(So=S™)  (3.57)

0L S™ est la valeur asymptotique de S(-) et les coefficients a, b, c, d sont des
nombres positifs donnés par les expressions suivantes.

azl—f1+f1(1—fz)(1—Y) _A-fa¥+(1-£)A-Y)

1-aYf b 1-aYfi ’
C_flfz(l—Y) d_fz(l—Y)
1-aYfy | 1-aYfi

Démonstration : Considérons a nouveau la fonction V définie dans (3.43). Léquation
(3.44) donne

t
V(t):V(O)+Kh((fo1—l)f X(t)d.
0

Comme V(-) est borné, on obtient
t
f X(1)dT < +00. (3.58)
0
A partir de la premiere équation de (3.16a), on obtient également
t t
X()=X(0) —th X(t)dt +0(de B(t)dt
0 0

et avec (3.58), on obtient

t
f B(t)dt < +00. (3.59)
0

Ensuite, a partir de la derniére équation de (3.16a), on a
t t
B(#) =B(0) +f nS(T)B(r) dt - de B(1) dT,
0 0
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dont on obtient avec (3.59)
t
f (S (1)B(1) dT < +00. (3.60)
0

Nous concluons, a partir des équations (3.16b), que [CO2](#) et [CH4](#) convergent
asymptotiquement vers des valeurs finies.

Lintégration des équations (3.16a) entre 0 et £, puis en faisant tendre ¢ vers +oo sachant
que nous avons (3.35) et (3.36), donnent

+00 +00
th X(t)dt - (def B(t)dt =X (3.61)
0 0
+o0 +0o0
f S (1)B(t)dt - de B(t)dt=-By (3.62)
0 0
+00 +00
Yflth X(1)dt —f HES(T)B(r)dt= Y(S* - So) (3.63)
0 0

+00

En éliminant f B(t)dT de la premiere équation nous obtenons le systeme d’équa-
0
tions suivant

+00 +o0
th X(t)dt —(xf (S (1))B(1) dt=Xo+ 0By
0 oo 0 reo (3.64)
Yflth X(1) dT—f (S (1))B(1) dT:Y(S*—So)
0 0

+00 +0o
dont les inconnues sont f X(t)dT et f pn(S(1))B(1) dT, et dont le déterminant

0 0
est K, — Y f1Kja. Sous Hypothése 3 ce déterminant est non nul et 'unique solution est
donnée par les expressions

+00 _ QX
f X(1) dt = Xo + O(Y(S() S™) + (XB() , (3.65)
0 Kp(1-aYfi)
+00 _ Q%
f L(S(1)B() ar =yl X0t So=ST) +afiBy (3.66)
0 1- (XYf1
Finalement, en faisant I'intégration des équations de (3.16b), on obtient
+00 1 _Y +00
tEer[COZ](t) —[CO2](0)=(1 —f1)th0 XMmdt+1-f2) Y fo uS(r)B(odr
(3.67)
. 1 —Y +00
tEr+noo[CH4] (1) —[CH4](0) = f> ~ fo uS(M)B(r) dt (3.68)

En remplacgant les expressions (3.65)-(3.66) dans (3.67)-(3.68), nous obtenons les for-
mules (3.56)-(3.57). U
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Remarque 3.18 Nous pouvons vérifier, comme on pouvait s’y attendre, que lorsque la
condition initiale sur la biomasse B est nulle nous n'avons pas de production de biogaz.
En effet, par (3.57), nous avons quand By =0

lim [CH4](1) ~ [CH4](0) = cXo + d(So ~ S™).

Or nous avons montré que si By = 0 alors B(t) = 0 pour tout t > 0 et alors le systeme (3.64)
devient

+00
Ky f X(1) dt =X,
0 +00

Yflth X(1)dt=Y(S* -Sy),
0

ou encore
E3
fiXo=S" =S,

ce qui donne avec les expressions de c et d données dans le Théoreme 3.17
. c
lim [CH4](#) ~ [CH4](0) = (So ~ $™)(d — —) =0.
t—+o00 fl

Quant a la production du CO», elle devient par (3.56)

lim_[CO,1(1) ~ [CO.1(0) = aXo + b(So — 8™) = (a+ b f)Xo
—+00
pour toute valeur initiale Sy.

Par ailleurs, l'intégration du systeme (3.16a) donne, quand By =0

t
th XM dt=-X(t)+Xp
o (3.69)
Yflth X(Mdt=Y(S (1) —Sop),
0

soit
f1X(t) +S(8) = fiXo + So.

et alors la trajectoire du systeme (3.16a) reste sur la demi-ligne
{X,S,B); fiX+S = fiXo+So, B=0}.

Remarque 3.19 Lorsque l'ensemble & n'est pas connexe, mais se présente comme une
union d’intervalles disjoints & =1, UI, U- - -, 'espace d’état peut étre divisé en une famille
{9B;} de bassins d’attraction des sous-ensembles {0} x I; x {0}. Ces bassins conduisent le
systeme a différents niveaux de performance. Dans le cas de la loi de Monod, il n'y a
qu'un seul bassin & conduisant a des équilibres avec S* dans [0,\] donné par (3.33).
Avec la loi de Haldane, il y a deux bassins B~, B conduisant a des équilibres avec
S* dans [0,\7] ou dans [\",+o0). La surface de séparation entre B~ et B* est étudiée
numériquement dans la section suivante.
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3.4 Résultats numériques

Dans cette section, dédiée aux différents tests numériques, nous présentons d’abord le
schéma numérique utilisé pour résoudre le systeme (3.16), puis nous comparons, dans
un deuxiéme temps, les résultats obtenus avec la loi de Monod a ceux obtenus dans les
travaux de Rouez [94] comme validation du modele étudié. La principale partie concer-
nera la présentation des tests numériques qui confirment les résultats théoriques obte-
nus dans les sections précédentes. Nous terminons la section avec la proposition d'un
algorithme heuristique pour améliorer la production du biogaz.

3.4.1 Schéma de résolution du systéme (3.16)

Avant de présenter I’algorithme de résolution, nous commencons par écrire le systeme
sous forme vectorielle. Définissons les vecteurs de la maniere suivante :

U= (uy, Up, Uz, ug, us)' = (X, B,S, [COy], [CHy)) !

3.70
L9 = (Xo, Bo, So, [CO2]o, [CHalo)". (3.70)

Les membres de droite des équations de (3.16) sont représentés par les fonctions F;
pouri=1,2,...,5 définies comme suit

F,(U) = —kHu1+aKdu2
Fo(U) = (u(us) —kq)uz

1
Fs(U) = fikgu— §u(u3)u2
1-Y

Fa(U) = A-f)kaur+1-f) v

p(us)uy

1-
FsW) = f Y

w(us) .
Définissons la fonction vectorielle F par
F(U) = (F1(U), F2(U), F3(U), F4 (U), Fs (U)" .

Le systeme (3.16) peut étre écrit sous la forme vectorielle suivante :

au _ F (U)
dt 3.71)
U(0) = L°.

Le systeme (3.71) est un systéme autonome. Afin d’atteindre une bonne précision,
nous choisissons la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4) pour le résoudre. Ce schéma
utilise quatre points de 'intervalle de la maniere suivante. Uy étant donné, U,,;;, pour

n =0, est donné par

At
[Un+l:[UH+F(K1+2K2+2K3+K4), (3.72)

ol si At est le pas de temps choisi, les K; pour i =1,2,3,5 sont donnés par
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Kl :[F([Un);

At
Ko =F(U, + 7K1),
At
2
Ky =FU, + ArK3).

K3 =FU, +—-Ky),

Sone principe est : une fois nous avons la valeur U, la valeur suivante U, est ap-
prochée par la somme de la valeur actuelle U,, et du produit de la taille de du pas du
temps At par une moyenne pondérée des pentes estimées. Il y a donc quatre coeffi-

cients a calculer qui correspondent a I’évaluation de 4 pentes a des instants différents

entre t et t + At (une évaluation en t, deux évaluations en t + %, une évaluation en

t + At). La méthode RK4 est une méthode d’ordre 4, ce qui signifie que I'erreur com-
mise a chaque étape est de 'ordre de h°, et 'erreur totale accumulée est de I'ordre de
h*. C’est une méthode stable pour la résolution des équations différentielles [77]. Nous
donnons dans Algorithme 3.20 les étapes de la résolution de systéme (3.71).

Algorithme 3.20 (Algorithme RK4 pour la résolution du systeme (3.71))

Initialisation
Iy (instant initial),
tr (instant final),
At (pas de temps),
U — U(ty) (conditions initiale).

Définition de la fonction : F(t,U)

Ir—1o

+1
At

—

t— 1y
For j —1To N

K1 — AtFU(1)

At
K2 — AL‘F(U(I) + TKl)

K3 — AL‘F(U(I) + Ath)

K4 — AtF(U (1) + AtK3)

1
U —UuU( +E(K1+2K2+2K3+K4)
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Registration.
t—t+ At

EndFor

3.4.2 Tests numériques

Pour mettre en ceuvres nos tests numériques, nous avons utilisé une partie des don-
nées de Rouez présentées dans [94]. Dans cette référence I'auteur a mis en évidence,
expérimentalement, la difficulté de la réalisation d'un test de Potentiel Bio Méthano-
gene (PBM) optimisé du point de vue cinétique. La difficulté vient principalement du
fait que la quantité de matiere organique dégradable et disponible est un facteur im-
portant dans l'activité bactérienne mais délicat a maitriser. Dans [94] I’auteur a consi-
déré uniquement la loi de Monod (voir FIGURE 3.2) et le parametre a égale 1 et ou les
valeurs des autres parametres sont données dans le TABLEAU 3.1.

TABLEAU 3.1 — Parametres de Rouez

Kn | Y | fi| fo |oa|pum]| Ks | Kg
0.176 | 0.05 [ 0.7 1 0.76 | 1 | 0.3 | 160 | 0.02

0.3
0.25
0.2
@: 015

0.1

0.05

0 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
S

FIGURE 3.2 — Le graphe de la fonction de Monod avec les données de tableau 3.1

Dans un premier test, nous considérons les données du TABLEAU 3.1 avec les condi-
tions initiales de Rouez pour tester la validité de notre algorithme. Les résultats obte-
nus sont donnés dans la FIGURE 3.3 et correspondent bien a ceux de Rouez [94] (page
190, Figure 49).
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0 16 20 30 40 5;0 6‘0 70 80 96 100
temps
FIGURE 3.3 - Evolution de X, B, S, [CO3] et [CH4], utilisant les parametres de Rouez du TABLEAU
3.1 (loi de Monod), avec les données initiales By =2, Xg = 1751, Sg =0, [CO2]o = [CH4]y = 0.

Apres ce premier test de validation, nous considérons maintenant notre modele avec
la loi de Haldane tout en utilisant les mémes données et les mémes parametres que le
premier test, sauf pour I'inhibition, et qui sont regroupés dans le TABLEAU 3.2. La loi
d’Haldane pour ces parametres est donnée dans la FIGURE 3.4 et les résultats obtenus
sont donnés dans la FIGURE 3.5 .

TABLEAU 3.2 — Parametres avec Haldane

Ky Y | i ]| f2 a | um| Ks | Kg | Kp
0.176 | 0.05 | 0.7 1 0.76 | 0.9 | 0.3 | 160 | 0.02 | 100

0 L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
S

FIGURE 3.4 — Le graphes de la fonction de Haldane avec les données de tableau 3.5
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FIGURE 3.5 — Cas de la loi de Haldane : Evolution de X, B, S, [CO;] et [CH4] en utilisant les
parametres de TABLEAU 3.2 avec By =2, Xg =1751 Sy =0, [CO2]y = [CH4]p =0.

900

T
CH4(Monod)-CH4(Haldane)

800 [

700 [

600 [

500 [

400 [

300 [

200 [

100

0 160 260 360 400 500 600
temps

FIGURE 3.6 — La différence entre le méthane produit avec Monod donné dans 3.3 et celui pro-

duit avec Haldane donné dans 3.5 .

La premiere remarque dans la comparaison de ces deux tests est que la production du
biogaz se stabilise beaucoup plus rapidement avec la loi de Monod (pour ¢ proche de
20 dans la FIGURE 3.3) qu’avec la loi de Haldane (pour ¢ proche de 300 dans la FIGURE
3.5). Ceci s’explique par la prise en compte du phénomeéne d’inhibition modélisé dans
cette dernieére loi. En comparant la concentration du méthane produit avec ces deux
lois, en tracant la différence dans la FIGURE 3.6, nous remarquons que cette produc-
tion est accélérée et est plus grande dans le cas de Monod.

Dans la partie théorique de ce chapitre nous avons étudié le comportement asympto-
tique et les points d’équilibre du systeme (3.71), quand on considere la loi d’'Haldane
qui est plus réaliste que celle de Monod, car elle tient compte du phénomene inévi-
table de l'inhibition. Nous avons mis en évidence, théoriquement, I'importante de la
condition initiale de la matiere organique dans la production du biogaz. Dans les pro-
chains tests nous allons voir que ces considérations théoriques se confirment numéri-
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quement.

Cas : K, fixé et différentes valeurs de X

Dans ce test, nous fixons la valeur du taux de mortalité K; et nous faisons varier la
condition initiale de la matiere organique X, pour voir I'effet de la valeur de la condi-
tion initiale sur la solution du probléme. La résolution du systéme (3.16a)-(3.16b) est
effectuée avec les données suivantes (comme dans [94])

So=0, Bp=2, [CO2lo=[CH4]lo=0 et K;=0.02, (3.73)
pour des conditions initiales variant de Xy = 340 a Xy =360 avec un pasde 5 :
x{"=340, x® =345 xP =350, X{"=355 X =360. (3.74)

Les simulations de la FIGURE 3.7 sont réalisées dans le cas de la loi de Haldane (voir
la FIGURE 3.4), et représentent I’évolution, au cours du temps, d_e la variable X;, en (a)
et de la variable B; en (b), associées aux conditions initiales Xg) pouri=1,...,5. Les
courbes respectives de X et de B sont présentées dans un méme intervalle du temps
afin de visualiser leurs comportements relatifs et de constater qu’elles coincident avec
I'axe des abscisses a partir d'un certain temps 7. C’est-a-dire que les solutions X; () et
B; (1) tendent vers 0, pour tout ¢ >> 7 (voir la sous figure (Zj, pour [=X,B) de 3.7), ce qui
est cohérent avec le résultat de la Proposition 3.13. Néanmoins les courbes de B, et B,
présentent chacune un pic a des instants différents. Nous allons donner une explica-
tion a ces pics, quand nous observerons les courbes de production du biogaz.

400 T T T T (a‘) T T T T 25 T T (k‘l)

350 - (Zy)

X4 4 Zg)

05 05

0
2600 2800 3000 “ 2600 2800 3000

] i 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 500 1000 1500 2000 2500 3000
temps temps

FIGURE 3.7 — Evolution de X(-) dans (a) et de B(-) dans (b) pour les conditions initiales X(()i) pour
i=1,...,5,aveclaloi de Haldane, K; = 0.02 - La sous figure (Z1), =X, B, est le zoom des simula-
tions I;, i =1,...,5, proche de I'axe des abscisses pour des temps grands.

Quant a la variable S(f), son évolution, avec les mémes conditions, est donnée dans
la FIGURE 3.8. Comme on pouvait s’y attendre (voir Proposition 3.13), ces courbes ne
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tendent pas vers 0 quand ¢ devient trés grand. Mais 'ordre de grandeur de la valeur
limite, qu'on peut noter par S;, dépend de de la valeur de la condition initiale X(()’).
Comme on peut I'observer sur la figure, les valeurs limites S} correspondantes a i = 1
et i =2 sont proches et assez grandes, par contre celles correspondantesai=3,i=4 et
i =5 sont aussi proches mais petites.

S1
S2
S3
S4|
S5

@y ]

0
2600 2800 3000

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
temps

FIGURE 3.8 — Evolution de S(-) pour les conditions initiales X(()i) pour i=1,...,5, avec la loi de
Haldane, K; = 0.02 - La sous figure (Zs) est le zoom des simulations proche de 1'axe des abs-
cisses pour des temps grands.
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FIGURE 3.9 — Evolution de [CO5 ()] dans (a), [CH4(:)] dans (b) et la concentration total du biogaz
[CO2(-) + CH4(+)] dans (c) pour les conditions initiales de X(()l) pouri=1,...5 K;=0.02 et la loi
de Haldane.

La FIGURES 3.9 montre I'évolution des concentrations en dioxyde de carbone, en mé-
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thane et en biogaz total en fonction du temps avec les mémes conditions. Nous remar-
quons, qu’a partir d'un certain instant les courbes changent de comportement mais
pas de maniere analogue dépendamment toujours de la condition initiale Xé’). Pour
i =1eti=2laproduction semble bien meilleure que celle de i = 3,4, 5. Ce changement
s’opere donc pour une certaine valeur de X, entre Xéz) =345et X(()?’) =350.

Nous constatons donc que, pour les deux premieéres conditions initiales, S(z) et B(¢)
ainsi que les concentrations des composantes du biogaz ont un comportement diffé-
rent de celui correspondant aux trois autres valeurs de la condition initiale. En effet S(#)
tend vers une valeur plus petite, B(f) présente un pic correspondant a une forte crois-
sance des bactéries méthonogenes et nous avons une forte augmentation des concen-
trations en biogaz. Toutes ces constatations concordent avec la partie théorique. En
effet nous avions montré que I'ensemble & = {s € R* : u(s) < Kd} défini par (3.32) était
composé de deux intervalles [0,A7] et [A*,+oo[ olt A~ et A sont donnés par (3.34).
Pour K; = 0,02 par exemple, nous avons A~ = 12,5 et A* = 127,4. Selon la condition
initiale Xy, la variable S va converger soit vers une valeur inférieure a A~ soit vers une
valeur supérieure a A*. Ainsi d’apres I'expérience numérique des cing valeurs initiales
que nous avons considérés, les valeurs Xé” =340 et X(()z) = 345 sont telles que S; et S,
vont converger dans le premier intervalle [0, A”] et vont correspondre a la situation ot
la production du biogaz est maximale; tandis que pour les autres valeurs de la condi-
tions initiales les S; correspondantes vont converger dans le deuxieme intervalle et la
production du biogaz ne sera pas a son maximum. Il existe donc une valeur critique de
X au dela de laquelle la production du biogaz n’est pas a son maximum.

Si maintenant on trace la valeur maximale de la concentration de CHy en fonction de
la conditions initiales X(()’) pour i =1,...,5 'allure de la courbe est donnée dans la Fi-
GURE 3.10 . Nous observons une discontinuité dans la production du biogaz quand on
dépasse cette valeur critique de X qui se trouve entre Xf)z) =345et Xé3) =350.

n
[=3
S

o]
o

—

Biogas production
=) o N >
o o o o

@
o

60 [ \\

40 .
300 310 320 330 340 350 360 370 380 390 400

Xq

FIGURE 3.10 — Valeur maximale de [CH4] en fonction de X, pour K; = 0,02 et la loi de Haldane.
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Effet de K; sur la production de biogaz

Nous avons montré dans le test précédent que la condition initiale Xy joue un role
important dans I'évolution de la concentration en biogaz. En particulier, aprés une
certaine valeur critique de Xy, qu'on notera par Xo ¢, la production de biogaz devient
trés faible. Nous considérons maintenant un autre test nous permettant d’ observer
'effet de la variation de K; sur I'évolution de la valeur seuil Xy .. Dans ce test nous
fixons les autres conditions initiales aux valeurs suivantes

So=0, Bp=2, [CO2]p=[CH4]y=0,

et nous faisons varier le parametre K; et considérons la résolution du systéme (3.16a)-
(3.16b) avec les données du TABLEAU 3.2 sauf pour K; qui va prendre successivement
les valeurs suivantes

@ _ @ _ 3 _ 4 _ 6 _ 6) _
K, =0.005, K; =0.01, K; =0.015, K, =0.02, K, =0.025, K, =0.03.

Nous rappelons que la valeur seuil X, . estla valeur critique de X, pour laquelle, un pe-
tit changement sur X, peut faire passer la valeur asymptotique S* de S(-) d’une valeur
inférieur a A~ a une valeur supérieur a A*.

Pour un Kg) fixé, trouver le Xé’:)c critique conduit a un probléme de contréle pour la dé-
terminer d'une maniére optimale. Ceci fera I'objet d’un travail futur. Pour le moment
nous choisissons une méthode de type "essai-erreur" pour ce test. Pour chaque KZ)
fixé, nous effectuons une série de calculs "essai-erreur" pour localiser la valeur seuil
X(()f)c. La résolution du systéeme est alors effectuée successivement avec une petite va-
leur de la condition initiale Xg, puis une grande valeur X(‘)} et on note a chaque fois les
valeurs de S* correspondantes. Létape suivante consiste a la résolution du systéme
avec une valeur plus grande que Xg et avec une valeur plus petite que Xg' et on note les
valeurs de S* correspondantes, et ainsi de suite jusqu’a ce qu'on remarque le passage
de S* d’une valeur inférieure A~ et a4 une valeur supérieure a A*.

Avec cette procédure nous trouvons les résultats suivants correspondants aux diffé-
rents KS) pouri=1,...,6

X’ =1150, X =630, X{) =455 X =357, X\ =285 X =250.

Dans la FIGURE 3.11 nous tracons la variation de la valeur seuil de la condition initiale
en fonction du taux de mortalité. Nous constatons que Xy . est une fonction décrois-
sante de K; .

En haut de la FIGURE 3.12, nous avons tracé les valeurs A~ (en bleu) et A* (en rouge)
en fonction de K (voir (3.34) ). Nous rappelons que la production est maximal lorsque
S* converge vers une valeurs inférieur a A~. Nous constatons que la distance entre les
deux attracteurs de S* s’agrandit pour les petites valeurs de K. Notons par Biogaz™ et
Biogaz™ les productions du biogaz dans [0,A"] et [A*, +oo[ respectivement.
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FIGURE 3.11 - Le seuil de X, en fonction de K; pour les paramétres du TABLEAU 3.2 et la loi de
Haldane.
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FIGURE 3.12- A7, A* (en haut) Biogas™ et Biogas™ (en bas) en fonction de K (en utilisant la loi
de Haldane)

En bas de la FIGURE 3.12, la courbe en bleu (respectivement la courbe en rouge), cor-
respond a I’évolution de la valeur maximale de la concentration en biogaz™ (CHy) (res-
pectivement en biogaz™ (CHy)), en fonction de la variation de taux de mortalité K4
Notons que pour chaque valeur de Kg), il y aune valeur de la condition initiale critique
X(()i). Ainsi, chaque valeur de biogaz tracée dans cette courbe est associée a une valeur
initiale critique.

Comme prévu, nous constatons que pour les petites valeurs de K, la différence entre
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les deux valeurs extrémes des productions de biogaz est élevée.

Comparaison des deux lois : Monod et Haldane

Nous considérons dans cette partie I’analogue de certains tests réalisés avec la loi d’'Hal-
dane avec cette fois-ci la loi de Monod. Nous résolvons donc le systéme (3.71) avec
les mémes données du TABLEAU 3.1, les conditions (3.73) et les des différentes condi-
tions initiales de Xy, données dans (3.74). La FIGURE 3.13 représente I'évolution des
variables X(-), B(-) et S(:) du systeme avec ces données. Nous remarquons que ces va-
riables ont le méme comportement quelque soit la condition initiale X. les solution
X;(t) et B;(1), correspondant aux conditions initiales Xj ;, convergent vers 0. Cepen-
dant, les solutions S;(¢) convergent vers une valeur non nulle. L'évolution des concen-
trations en biogaz est donnée dans la FIGURES 3.14. Ces concentrations ont, de méme,
un comportement analogue quelque soit la condition initiale de la matiére organique.
I'augmentation de la production de biogaz est proportionnelle a I’augmentation de la
valeur de la condition initiale X,y. Ceci est conforme avec la théorie puisque dans le
cas de Monod nous avons vu que nous avons un seul intervalle de convergence de la
variable S(-), donné par [0,A], ou pour K;=0,02, A =11,4 (voir 3.33).

Cette comparaison a mis en évidence I'importante de tenir compte des effets de I'in-
hibition dans la modélisation des processus de méthanisation. En effet négliger ces
phénomeénes ne permettra pas de considérer la valeur critique de la condition initiale
X, et passer a coté d'une maximisation de la production du biogaz.

(a) (b) (©
T 150 T T 12 T T

I\
wf @ il " @) 5 \ 2 5

X5
0.2
300 0.1 4
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! |
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2600 2800 3000 ! 2600 2800 3000 | \ 2600 2800 3000

100

50

I I I . i .
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FIGURE 3.13 - Evolution de X(-) dans (a), S(-) dans (b) et de B(-) dans (c) pour les conditions
initiales X(()’), pour i =1,...,5 - Loi de Monod - La sous figure (Zj), I =X,S,B, est le zoom des
simulations I;, i =1,2,3,4,5, proche de I’axe des abscisses pour des temps grands.

Nous tracons enfin, dans la FIGURE 3.15, I’évolution des valeurs de la constante A en
fonction du coefficient de mortalité K; (voir (3.33)) , ainsi que I’évolution de la concen-
tration totale du biogaz en fonction de K;. Nous remarquons que la longueur de l'in-
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FIGURE 3.14 - Evolution de [CO2(-)] dans (a), [CH4(+)] dans (b) et biogaz dans (c) pour les condi-
tions initiales de X(()” pouri=1,...,5 - Loi de Monod avec K; = 0.02.
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FIGURE 3.15 - A, (en haut) Biogas (en bas) en fonction de K; (en utilisant la loi de Monod)

tervalle [0, A] est une fonction croissante du taux de mortalité K; alors que la concen-
tration totale du biogaz est une fonction décroissante de K;. Ce résultat est attendu
puisqu’une plus grande mortalité dans les bactérie méthanogénes entraine moins de

production de biogaz.

Discussions et perspectives

Comme nous I'avons montré dans le Théoréme 3.17, la production du biogaz total G
est impactée par la valeur finale S* de la matiére soluble restante, elle-méme liée au
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taux de mortalité K; comme élément de 'ensemble & défini par (3.32). Le processus
associé a la fonction de croissance de Haldane conduit soit a une production relative-
ment importante de biogaz (lorsque S* < A7) soit 4 une production relativement faible
de celui-ci (lorsque S* > A1), selon I'état initial. La différence entre ces deux situations
s’agrandit lorsque le taux de mortalité K, est petit. Pour le cas de Monod, qui ignore
les phénomenes d’'inhibition, la production de biogaz n’est pas impactée par la valeur
finale S*, et semble donc plus robuste . Tous les résultats numériques que nous avons
présenté ci-dessous sont totalement en concordance avec ’analyse théorique du sys-
teme (3.16a)-(3.16b).

Nous rappelons que la fonction de Haldane est souvent plus réaliste (et la fonction
de Monod peut étre considérée comme un cas particulier pour les grandes valeurs du
parametre Kj). De ce fait, nous avons largement étudié et discuté la situation ou la loi
de croissance est régie par la loi de Haldane. Nous suggérons les perspectives suivantes
qui pourraient étre intéressantes pour les praticiens :

1. Lorsque Sy est petit (ou nul), considérer qu'une inhibition ne peut pas se pro-
duire car elle ne concerne que les valeurs élevées de S* et adopter une fonction
de Monod au lieu de la fonction de Haldane (ou une grande valeur de Ky ), pour-
rait conduire a de fausses prédictions. La production de biogaz pourrait étre mé-
diocre sous une concentration initiale élevée de la matiere organique X, car elle
conduit le systéme & de grandes valeurs asymptotiques de S* (voir FIGURE 3.8 et
FIGURE 3.10).

2. Lorsque le taux de mortalité K; est élevé (mais pas trop pour remplir la condi-
tion (3.22), les performances sur la production de biogaz sont assez sensibles a
la charge initiale de la matiere organique Xy, car le seuil sur X, est faible (voir
FIGURE 3.11).

3. Lorsque le taux de mortalité K est faible, le systeme présente de bonnes perfor-
mances a condition que la charge initiale Xy dépasse le seuil, qui est relativement
important. Cependant, s’il est dépassé, les performances s’effondrent dramati-
quement (voir FIGURE 3.12).

3.4.3 Processus heuristique pour 'amélioration de production de bio-
gaz

Dans cette partie, nous proposons une approche heuristique pour I'amélioration de la
production du biogaz dans le cas ou la loi de croissance est régie par la loi de Haldane.
Lobjectif est de bien gérer la quantité de la matiére organique initiale donnée afin de
produire le maximum possible de biogaz. En se basant sur les résultats précédents, le
probléme consiste a chercher un petit voisinage de X, . (la valeur seuil) qui permet de
passer du bassin p*, i.e le bassin de convergence de S qui donne une bonne produc-
tion de biogaz, vers le bassin 7, i.e le bassin de convergence de S qui ne donne pas
une bonne production de biogaz.

Nous rappelons que pour les valeurs initiales Xy et qui sont inférieures a Xo . et qui
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construisent le bassin f*, la quantité de biogaz produit en fonction de X, est crois-
sante. Dans ce cason a:

S*e[0,A7]; VXo<Xgc

Cependant, pour les valeurs initiales Xy qui sont supérieures a Xy . et qui construisent
le bassin 37, la quantité de biogaz produite en fonction de X, est décroissante. Dans ce
casona:

S*e[A*,00[; VXo>Xg.

avec A~ et A" solutions de I'équation p(S) =Kj.

En procédant comme dans le dernier test, la valeur critique Xo . est la valeur de la
condition initiale Xy qui méne 2 obtenir pour la premiére fois S* dans [A*,c0l), ce qui
veut dire la valeur qui donne le premier passage de p* a p~. Grace a la continuité de S,
nous avons

35, >0 telque S(t1))=A" (3.75)
et
A6, > 1 >0 telque S(t) =A". (3.76)
Par ailleurs
a8 =(u(S) —Kyu)B (3.77)
ar H a '

D’apres (3.75)-(3.76)-(3.77) et avec la positivité de B(-), on déduit que B est décrois-
sante sur [0, f;], puis croissante sur [7, 2] puis décroissante apres f,, (ce qui permet au
passage d’ expliquer les pics trouvés dans la FIGURE 3.7 )

Grace a I'évolution de S* en fonction de la variation de Xy, la valeur critique Xq . qui
donne le premier passage de p* 2~ (i.e. X qui meéne a obtenir S* € [A*, 00[) implique
qu’il existe t; et 1, vérifiant (3.75)-(3.76).

En outre, a partir de I'instant t, et lorsque S € [A*, co[, nous avons p(S) est décroissante
et aussi B est décroissante, alors la production de biogaz commence a diminuer. Pour
améliorer la production de biogaz, nous allons faire une prise de décision a partir de
cet instant f, qu’'on notera par ., et pour lequel X est au seuil critique. Ayant déter-
miné les valeurs de toutes les autres variables a cet instant, nous résolvons de nouveau
le systeme en prenant ces valeurs comme nouvelles conditions initiales, et on refait ce
processus jusqu’a épuisement de la matiere organique (voir Algorithme 3.21).
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Algorithme 3.21 (Algorithme d’amélioration de production de biogaz)

ETAPE 1 LES DONNEES
Les parametres de la loi de Haldane : |\, K1, Ks
Le parametre de mortalité : K,
Les conditions initiales :
dty=0By>0,S9=0, [CO2]5=0, [CH4]p=0
la matiere organique totale disponible : Xy ;o1qa1
ETAPE 2 Calculde\™ et A" par (3.34)
/I solutions de I'équation u(S) =Ky avec | est la loi d Haldane

ETAPE 3 Détermination de X(O) ¢ -/ la valeur initiale critique
Résolution du systeme (3.16a)-(3.16b) pourXy =5,10,15,... jusqua ce queS™ > \™,

et on note X(()Ol la valeur de la derniére résolution (dans laquelle S* < \™)

ETAPE 4 Détermination de téO) :/l le temps de la prise de décision de l'introduction d’'une
fraction deXy, 1ora1
Résolution du systeme (3.16a)-(3.16b) pour Xy = X(()?Z:,
1= le temps correspondant au pic de B
On note les solutions parX(CO), B(CO), S(CO), [COZ](CO), [CH4](CO),

G =0 //production de biogaz k =0

ETAPE 5 Nouvelles conditions initiales :
(k)

G—G+ f "~ (1c021® + (cHa) @)
To

to = 1t

XRes =Xror = Xg’lz)) // la MO restante
By — BX (1)

So —S® (1)

[CO2]o — [CO2]® (+)

[CH4lo — [CHy P (£P)

ETAPE 6 Tant queXges > 0 faire :
k—k+1
Détermination de ngg :
Résolution du systeme (3.16a)-(3.16b) pour Xy = Xf:k_l) (ték_l)) +5, X(Ck_l) (ték_l)) +
10,... jusqua ce que S* > A, et on note X(()'fg la valeur de la derniere résolution
(dans laguelle S* < \™)
Détermination de ték) temps correspondant aux pic de la variable B
Aller a 'ETAPE 5.

FIN.

Nous allons, maintenant, donner des simulations de production de biogaz en com-
parant les deux processus : sans et avec le processus d’amélioration de biogaz. Nous
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considérons par exemple que la valeur de la quantité de la matiere organique dispo-
nible a I’état initiale est Xy = 965 et que les autres conditions initiales sont By =2, S¢ =0,
C0O2y =0, CH4( =0 avec les mémes valeurs de TABLEAU 3.2.

Dans un premier test, nous mettons toute la quantité disponible Xy = 965 dans le pro-
cessus de production de biogaz, sans faire aucune intervention dans la dynamique des
variables. Dans la FIGURE 3.16 nous remarquons que la quantité maximale produite
de la concentration en méthane est aux environs de la valeur 10.

0 500 1000 1500
temps

FIGURE 3.16 — Evolution de la concentration de méthane produit par la quantité de la matiere
organique disponible X, = 965 sans amélioration de processus de production.

En suivant 'approche détaillée ci-dessous pour I'amélioration du processus de pro-
duction de biogaz, nous dressons le TABLEAU 3.3 qui donne les valeurs déterminées a
chaque étape ou

TABLEAU 3.3 — Les étapes d’amélioration de processus de production de biogaz.

Etape 1 Etape 2 Etape 3
IRS 0, z.] [t teo] [tc2, te3)
CIB Bp; =2 B2 =B(#:) =1.5764 Bos = B(#2) = 1.5652
CIS So1=0 So2 =S(2:) =11.1872 So3 =S(tc2) =10.9534
CID C02p; =0 C02pp =CO2(t;) =163.3557 | C0203 =CO2(tc2) =312.6297
CIM CH4p; =0 CH4¢, = CHA(t;) =174.3545 | CH4¢3 = CH4(¢2) =338.6298
CIX0C | Xoq,c1 =345 Xop,c2 =310 Xo,c3 =310
VIC 1, =1782 Iep =3643 fc3 =5568
RXTC | X(t;)=0.1647 X(te2)=0.1638 X(t3)=0

— IRSreprésente I'intervalle de résolution du systeme dans chaque étape.
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— CIB est la condition initiale de B dans chaque étape de résolution du systéme.
— CIS est la condition initiale de S dans chaque étape de résolution du systeme.
— CID est la condition initiale de CO, dans chaque étape de résolution du systeme.
— CIM: La condition initiale de CH4 dans chaque étape de résolution du systéme.

— CIXO0C est la condition initiale de X dans chaque étape de résolution du systeme
et qui donne une bonne production de biogaz i.e. la valeur seuil ou la valeur cri-
tique Xg.. Pour la deuxieme et la troisieme étape, la valeur critique CIX0C repré-
sente la valeur de la matiere organique ajoutée plus le reste de la matiere orga-
nique a ¢, 'instant trouvé dans la résolution de I'étape précédente (c’est-a-dire
RXTCQ).

— VTC est la valeur de 'instant £, auquel on ajoute de la matiere organique et qui
devient comme instant initial de la prochaine étape.

— RXTC représente le reste de la matiere organique a l'instant ¢, i.e. la valeur de
X(t.) al’étape courante.

(Etape 1) (Etape 2) (Etape 3)
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FIGURE 3.17 — Evolution de CH,4 produit par la quantité de la matiére organique X, = 956 avec
I’amélioration du processus de production.
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FIGURE 3.18 — Evolution de B avec 'amélioration de processus de production.
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La FIGURE 3.17 montre I'évolution de la concentration du méthane en trois étapes
en utilisant les valeurs de ce tableau. Nous remarquons que la quantité totale de la
concentration de méthane produit en suivant cette méthode peut atteindre 500, contrai-
rement au premier test ol la valeur limite était autour de 10.

La FIGURE 3.18 montre I'évolution de la concentration de B a chaque étape. Comme
nous I'avons montré, sur l'intervalle [fy, t;] la variable B est décroissante puis crois-
sante (dansla premiére étape [y, 2] = [0,1782] , dans le deuxieme étape [y, 2] = [1782,3643]
et dans la troisieme étape [ty, f2] = [3643,5568]). Juste apres I'instant t,, dans chaque
étape, B est décroissante et alors la prise de décision pour 'amélioration de processus

a eu lieu.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, a 'aide du théoréme de la variété stable et instable et du lemme de
Barbalat, nous avons montré que chaque trajectoire du systeme est bornée et converge
vers I'un des équilibres non hyperboliques. Pour les fonctions de croissance non mo-
notones, telles que la fonction de Haldane, I'attracteur global n’est pas connexe. Dans
ce cas, nous avons montré que les performances en termes de production de biogaz
sont discontinues par rapport a la condition initiale.

Pour la loi Haldane, une charge initiale trop élevée de la matiere organique pourrait
étre pénalisante car il pourrait y avoir une quantité importante de matiere soluble ré-
siduelle, surtout lorsque le taux de mortalité est faible. Une stratégie pourrait alors étre
de fractionner la charge de la matiere organique dans le temps, c’est-a-dire d’avoir une
charge initiale plus petite et de réintroduire la quantité restante de matiere a traiter
plus tard (en une ou plusieurs fois). Ceci conduit a un probleme de controle pour choi-
sir de maniére optimale la proportion des fractionnements et le ou les temps de ré-
introduction correspondants pour obtenir les meilleures performances. Cela pourrait
faire 'objet d'un futur travail. Une autre possibilité est de jouer avec le taux de recir-
culation (dans un systéeme complétement mixte), comme dans [89] ol les auteurs ont
proposé une stratégie optimale pour controler le temps minimal de recirculation de
lixiviat dans une décharge des déchets.
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Etude d’'un modele d’écoulement
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CHAPITRE 4. ETUDE D’UN MODELE D’ECOULEMENT MONOPHASIQUE

Introduction

Le modele (2.45)-(2.46) introduit au CHAPITRE 2 est un systeme d’EDP faiblement
couplé. Il est formé de deux sous-systemes : (2.45) qui est une systeme de réaction-
diffusion décrivant la dynamique bactérienne et (2.46) constitué des équations de I’écou-
lement du lixiviat. Les inconnues du premier systeme sont les concentrations de la ma-
tiere organique X, des bactéries méthanogenes B, de la matiere organique soluble S, du
dioxyde de carbone [CO,] et du méthane [CHy]. Les inconnues du deuxiéme systeme
sont la vitesse et la pression du lixiviat.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante. Apres quelques préliminaires pour in-
troduire les espaces fonctionnels continus et d’approximation ainsi que certains opé-
rateurs d’interpolation et de projection, nous établirons les résultats d’existence et
d’unicité de la solution du probleme complet. L'étape suivante sera dédiée a la semi-
discrétisation en temps, qui sera basée sur les schémas BDF2 du second ordre, ainsi
qu’al’établissement de la formulation variationnelle du probleme complet. La section
suivante sera consacrée a I'approximation du probléme en utilisant des éléments finis
conformes P; pour le sous-systeme de réaction-diffusion et des éléments finis mixtes
de type Raviart-Thomas (RT,) pour la vitesse et Py pour la pression, pour le sous-
systeme d’écoulement. Nous présenterons ’analyse numérique de cette approxima-
tion, en développant les estimations d’erreur a priori, s'inspirant des travaux [18, 28,
49, 96]. Enfin, nous détaillerons le schéma de résolution du modele proposé et nous
présenterons des simulations numériques en 2D et 3D. Limplémentation est réalisée
avec le logiciel open source FreeFem ++ [66]. Les résultats de cette partie ont fait I'objet
des communications [19, 22] et de la publication [20].

Nous rappelons que le modeéle mathématique (2.45)-(2.46) décrivant la dégradation de
la matiere organique et 'écoulement de lixiviat pendant le processus de la digestion
anaérobie pour la production de biogaz est obtenu par le probléme faiblement couplé
des deux systemes suivants :

oy . = 1
E—le(D'VU)=F ) dans 2x]0, T,
? =F?(U) dans £2x10,T[,
sn{ 4! 4.1)
%120 sur 02x]0, T,
U©,)=0%), G(©0,)=G°) dans
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et
c(p)%+divu =f, dans (2x]0,T],

k(p)u =-Vp+e;, dans (2x]0,T[,

(52)1 p =pp sur  IpxI0,T, (4.2)
un =0, sur Inx]0,T][,
p(x,0) = po(x) dans {2

4.1 Préliminaires

Nous commencons dans cette section par quelques rappels sur les espaces fonction-
nels que nous allons utiliser et quelques théoremes de base. Soit {2 un ouvert borné de
R", n =2, polygonal dont la frontiere /":= 0f2 est 'union de deux parties I et I, avec
IpnIn=@.Le vecteur normal extérieur sur /'sera noté n. Pour T > 0, I'intervalle de
temps est [0, T]. Nous adoptons la notation

Qr:=2x]0,T]J, et I1:=1%]0,T[.

Soit p un réel tel que 1 < p < +oo. Lespace L” ({2) est défini par

L (f)) :={ v mesurable dans (2, tel quef|v|p <00 ¢,
1
1/p

muni de la norme [|v]l; () = flvlp

(9
Pour p =2 nous adoptons la notation || U||0'Q = V||L2(Q)- Pour p = +oo, 'espace L™({2)

est défini par
L) ={f:2—R, fmesurableet |f(x)|<Cre p.p. dans 2},

muni de la norme || - IILOO( ) définie par

Il =inf{C, [f(0I<C p.p. dans 2.

Nous notons par (L”({2))" I'espace des fonctions a valeurs vectorielles dont toutes les
composantes sont dans L” ({2).

Pour un espace de Banach Z , muni de la norme || - ||z, nous désignons par L7 (0, T;Z),
I'espace défini par

T 1/p
L”(0,T;Z) :=1 f:10,T[— Z, f mesurable et (f If(t)lzdt) <+oo}. (4.3)
0
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4.1 Préliminaires

Cet espace est muni de la norme

1/p

T
I fllLeo,132) = fllf(t)llgdt
0

Si p = +oo, I'espace L”(0,T;Z) désigne I'espace des fonctions ¢t — f(t) de ]0,T[— Z
qui sont mesurables a valeurs dans Z et telles que :

sup essl|l f(#)llz < +oo, (4.4)
t€]0,T[

et il est muni de lanorme || flli ;7 := sup essll f(D)lz.
£€]0,T]

d
Soient a = (ay, ...,04) € N? un multi-indice, et |a| = ¥ «; et m un entier.
i=1

On introduit H”({2) I'espace de Sobolev d’ordre m défini par

H™():={vel*() / Yo<lalsm, D*vel?(D},

muni de la norme

1/2
||v||m,9:={ Y ||D°‘v||§,9} :

lal=m

o

ot la dérivation D%v := o oo estprise au sens des distributions.
Ox,*...0x

On définit aussi la semi-norme :
1/2
. _ 10k, 12
v, 0= { Y, =ID Ulloﬁ} .
|[kl=m
Lopérateur de trace défini par

y HY(Q) — L2(0)
v — Y= vlp

est un opérateur linéaire continu et on note H'/2(I) = y(H' ({2)). On munit H/2(I) de
la norme suivante

ol = inf el o.
121" Vel (D y (=0 1,02
Nous avons I'inégalité suivante :
iC>0, telque IIq)Illlzfs Cll UIILQ, Vve Hl(Q) avec @=Y().
De plus y admet un relévement continu de H/2(I) — H'({2) :

VoeH2(), FveH'() | vip=g, avec v, o<l@l,
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4.1 Préliminaires

Lespace Hj (f2) est défini par
Hy() =kery={veH'()/ Y()=0}, (4.5)
et son dual est noté H1(£2).

Pour [ < I'une partie de la frontiére on introduit aussi ’espace

Hy () ={veH @/ vip,=0}. (4.6)

Une des propriétésimportantes de I’espace H(l) (2) etdel’espace H, I, (£2) pour mes([}) #
0, si {2 est un ouvert borné, est I'inégalité de Poincaré (cf. [17,84]) :

3C()>0 telle que VUeHo,F,-(Q)’ ||v||0,hQSCQ||v||LQ. 4.7)

Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev, nous citons a titre d’exemple les réfé-
rences [3, 100].

Si {2 est ouvert simplement connexe, et si /[y est une partie non vide de 92, on note
H(l)(/)z(FN) le sous espace de H/2(I'y) formé par de fonctions définies sur / dont I'ex-

tension par zéro a ['appartient a H? (1) et nous avons (cf. [53])
H(l)(/)z(FN) = {U|FN . veH'(),v=0sur FD}.

SiEno:HY?(I'N) — L2(f2) est'opérateur d’extension :

& sur Iy

1/2
0 sur FD VE eH (FN)y

En,0(8) := {

alors on peut écrire cet espace sous la forme
HYZ(Iw) :={Ee HY2(I'v) . Eno(®) e HY2(D},
et on le munit de la norme

I€llgo,1/2. 17 = IEx 0@l o o YEEHE ).

On introduit aussi I'espace Hy}'?(I'y), comme étant le dual de H})*(/'v), muni de la

norme

ol | : sup “ln & (@, ENn,0(6))
Ix"oo,-1/2,1\ = —_— = o

" N ez, g0 18002 Iy eern2 ), 0 IENO@ o 1
oi1 pour ¢ € H™V/2(), on note |, sa restriction a Iy et (-, indique la dualité entre
H™V2(D) et HY2(D) et (-, ) 1, la dualité entre Hyg/*(I'x) et Hyg? (T'v).

Nous rappelons aussi que C([0,T],L2(f2)) est 'espace des fonctions continues de [0, T]
a valeurs dans L2((2).
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4.1 Préliminaires

Nous désignons aussi par L (f2,R3) I'espace des fonctions mesurables positives
u:xe 22— ulx)eR telle que u;(x) soit borné p.p. dans (2.

Nous introduisons aussi I’espace lié aux formulations mixtes des problemes du second
ordre et qui est 'espace H(div ; {2) défini par (cf. [29]) :

H(div; ) :={ve (L’()" | divvel?W)},

n

(9v~
oudivv= Z a—l C’est un espace de Hilbert pour la norme
i=1 OXi

2 ioll2 -
Vil = 1VIG o+ 1divVily o
et on peut définir la trace normale v-n| ~de vsur /.

Lemme 4.1
Lopérateur trace normale

veH(div;{)) — y,(V)=v-nlpe H 2D

est linéaire continue surjectif et nous avons la formule de Green (cf. [29]) :

fdiv qux+fv-qux:(v-n, D 1121721 ‘v’qEHl(Q),
9] P

OU ) 19172 €St le crochet de dualité entre H= Y2 () et HY2 (D).

Démonstration : La preuve est classique et se résume ainsi : soit g € HY 2(D). On sait
qu’il existe ¢p € H!(2), tel que :

¢
v I
g sur

avec comme formulation variationnelle

{A(p+cp =0 dans ()

fV@-qux+f(pqu:(g, QO YqeH ().
2

On pose v =V alors v € 12(f2), div v = Ap = —¢ et donc div v € L?(f2) et de plus
v-n|p= g. Par conséquent pour tout g de H'/?(1), il existe v dans H(div; (2) tel que
v-n|p=g.0

Nous définissons aussi le sous espace de H(div; {2) pour lequel la trace normale s’an-
nule sur la frontiere par :

Ho(div; () = {ve H(div; ) | (v-n,q) p=0 Vg e H' (1))}
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4.1 Préliminaires

Nous rappelons également dans cette section un théoréme tres utile. C’est un théo-
réme d’existence et d'unicité dela solution globale du probléme du Réaction-Diffusion-
advection (RDA) défini par

% +div(-D;(t,x)Vc; + c;u;(t, x)) fi(t,x,¢) dans (0,+00) x {2, (4.8)
(=Di(t, X)Veci +ciu;(t, x)) - v 0 dans (0,+o0) x {2, (4.9)

¢;(0,) = ¢ dans £, (4.10)

1

avec i € {1,...,0}, c= {c1,...,cp} et le tenseur de diffusion D; € R™*", vérifiant les hypo-
theses suivantes,

(H1) = {c),...,c0) € L®(12, R}

(H2) D; : [dlip]ISk.PSn est symétrique et définie positive avec dj), € C(R, x R) et
Vd,’cp € LCZ’EC(R+;L’(Q)”) pour r > max{2, n}.

(H3) u; € L‘;‘;C(R+;L’(Q)”), r > max{2, n}.

(H4) feCl'Ry x 2x RC RY) est quasi-positive, i.e

fi(t,x,y) =0 pourtout (t,x,¥)e€ (0,+00) x {2x IR{ telque y;=0.
(H5) 1l existe une matrice triangulaire inférieure inversible Q = [g; ili<i j<t avec des

composantes diagonales strictement positives et b € [Rié tel que

¢
V(txy) eR, x 2xRE, Qf(tx,y) <1+ y)b.
i

(H6) f aune croissance polynomiale par rapport a la derniere variable, i.e
VT>0, 3Cy>0:Y(tx,1eQr xR, 1fitx<CA+IyY.

Alors nous avons le résultat suivant (voir le Théoreme 1 dans [30]) :

Théoréeme 4.2

Sous les hypotheses (H1) — (H6), le systeme (4.8)-(4.9)-(4.10) a une unique
solution faible globale et non négative ¢ = (cl, ..., ¢y) dans le sens suivant :

VT >0, Ye¢; € C([0, T; L(£2)) N L°(Qr) N L?(0, T; H' (£2));
Y € C*®(Qr) tel que p(T) =0,

—fC?cp(O)+f(—ci8rtp+(Dchi—ciui)-th):ffi(-,-,C)cp.
0 Qr Qr

De plus, pour tout'T > 0, il existe C > 0 (avec r > max{2, n} pour (H2),(H3))
tel que:

”C”LOO(QT)I + ”C”L2(0,T;H1((Z)l) + ”atcllLZ(O,T;H_l(!Z)l) =C.
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4.2 Résultat d’existence et d’unicité de la solution

4.2 Résultat d’existence et d’'unicité de la solution

Avant de donner le théoreme d’existence et d'unicité de la solution du probléeme (4.1)-
(4.2), nous supposons que les parametres o, K;, Y, fi and f, vérifient, 'Hypothese 3,
et 'hypothese suivante :

Hypothese 4 Les fonctions p — 0(p), p — c(p) = % et p — k(p) sont uniformément

bornées supérieurement et inférieurement, i.e. il existe des constantes positives cy, Cg, Cp,
Cp, ¢k et Cy telles que

0<cg=0(p)=Cy, O0<cp=c(p)=Cp, 0<cr=k(p) =Cs. (4.11)

Comme nous 'avons déja signalé, le probleme (4.1)-(4.2) est faiblement couplé, par
conséquent, nous pouvons séparer I’analyse du systeme (4.1) et (4.2).

Du fait que le taux de croissance spécifique p(-) est une fonction non négative et bornée
dans les deux cas de la loi Monod (2.6) et celle de Haldane (2.5), et sous Hypothése 3
et Hypothese 4, nous avons le résultat suivant.

Proposition 4.3

Pour toutU° e L™ (£2,R3), le systéme (4.1) a une solution faible globale unique,
et non négative, U = (uy, uy, u3)T dans le sens suivant :¥T > 0

Vie{l,2,3}, wu;€C([0,TEL*(2)NL>(Qr) nL* (0, T;H' (12);
Vv e C*(Qr) tel quew(T) =0

—fM?W(O) dx— ui% dx dt+fD,-vu,-.vq, dx dt = |
§2 Qr Qr
fFi(U(l‘,x)).-w dx dt.

Qr

(4.12)
De plus, pour tout T > 0, il existe C > 0 tel que

u <C (4.13)
ot ' '

10l + 1002 pin o + <
o OTiH! (2 L20,T;H1(62)%)

Démonstration : Remarquons tout d’abord que la variable vectorielle U = (u;, uy, us)T
vérifie la premiere équation de systeme (4.1), qui est une EDP de type réaction-diffusion,
alors que la deuxieme variable vectorielle G = (14, us) vérifie la deuxiéme équation de
systeme (4.1) qui est une EDO.

Nous montrons dans un premier temps I’existence et I'unicité de la solution globale de
U. Comme la fonction u(-) de Monod ou celle de Haldane est de classe C! et est bornée
et positive, la fonction vectorielle F! définie par (2.22) est de classe CHR3,R3) et elle est
quasi-positive, i.e.

Vi=1,2,3 F;(U)=0 achaquefois UeR} telque u;=0,
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4.2 Résultat d’existence et d’unicité de la solution

en effet,
ur=0=>F,(U)=Kzux=0, u,=0=>F,(U)=0=0, u3:02F3(U):f1Khu120.

En outre, Il existe une matrice inversible triangulaire inférieure Q = [¢g;j]1<;, j<3 avec des
composantes diagonales positives et b € R3 telle que

3
VU e R3 Q-Fs(1+2u,—)b. (4.14)
i=1

En effet

3
F1(U) = -Kpu; +Kgup < Kgup < (1+Z uj|Ka,

J=1

soit by =K, la premiére valeur du vecteur b. Aussi
3
Fo(U) = p(uz)up —Katip < pmuz < [ 1+ ) | om,
j=1
soit by = mu,, la deuxieme valeur du vecteur b. Aussi
1 3
F3(U) = AKpuy - {{M(us)uz < fiKpui < [1+)_ uj| fiKp,
j=1

soit b3 = f1K}, la troisieme valeur du vecteur b.
Enfin en prenant b = (by, by, by)T avec Q =15, I'inégalité (4.14) est satisfaite.
Par ailleurs, F! a une croissance polynomiale, i.e

VIT>0, 3C,c>0; Vie{l,2,3; VUL eR,  [F(Ux)<C(1+IU(fx]).

En effet selon I'inégalité (4.14), nous avons
3
F'(U(2,x) =Q-F(U(£,x)) < (1 +Y uj) b
j=1
qui est équivalent a

F;U) =

3
1+) uj)bi ; Vie{l,2,3},
=1

3 3
et puisque U € R? alors [U|=)_ |uj|=)_ u;. Enprenant ¢ = 1 nous avons

=1 =1

[F;(W)=1+|Uhb; Vie(l,2,3}

et en choisissant C =max{b;; i € {1,2,3}}, on obtient

F;(U) = C(1 +[U]J).
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4.3 Semi-discrétisation en temps

Par conséquent, les hypothéses du Théoréme 4.2 sont vérifiées et on obtient |’existence
et 'unicité de de la variable U, solution globale non négative du systeme (4.1).

Par ailleurs, sous Hypothése 2 et Hypothése 3 la fonction F? est positive et lipschit-
zienne. Ainsi, pour toute condition initiale non négative G°(-) on obtient, par le Théo-
reme 3.2 (Cauchy-Lipschitz ), I'existence et 'unicité de la variable G, solution non né-
gative du systéeme (4.1) U

Nous avons aussi un résultat d’existence et d'unicité de la solution du systéme para-
bolique qui modélise I'’écoulement du lixiviat sous la forme de I’équation de Richards
(2.44) associée au systeme (4.2) (voir [7]). Plus précisément, nous avons

Proposition 4.4

Pour tout p e 12(0) et pPp € H%(FD), il existe une unique solution faible
p € pp+L2(0,T; H (Q)) du probléeme (2.44), dans le sens suivant :

p(x,0) = p° et pour tout(pe L2(0, T; H ((2))

ffae(p)‘f’d . ffkk(l?) g(Vp—e)-Vodxdt = ffcpdxdt
o)

Cette formulation faible est équivalente au sens des distributions, au systéme d’EDP
donné par (2.44), lui méme équivalent a sa forme mixte donnée par (4.2). On déduit de
ces équivalences que la forme faible de (4.2) admet aussi une unique solution. Cette
forme faible est donnée, a chaque instant ¢ €]0, T], par

trouver u € Hy n(div; £2) and p € L*(£2) tel que

fk(p(t))u(t)-qjdx—fdivqu(t):—fpDu/~nds+[ez-wdx, Vv e Hyon(62),
3N ? Iy p)

Ip . _ )
ch(p(t))E(I)(pdx+f d1vu(t)(pdx_f9f(pdx, Y e L= ({2,

(4.15)
avec Hon(div; £2) ={ve H(div,(2), v.n=0sur In}.
4.3 Semi-discrétisation en temps

Soit Ne N* et 0= 1% < ¢! <... < tN = T une partition de [0,T]. Posons 1, = t**!1 — ¢"*
n=0,...,,N. Dans ce qui suit, nous notons g"* la valeur d’'une fonction g a I'instant #,.

4.3.1 Semi-discrétisation du systéeme (S1)

Le schéma de semi-discrétisation du systéeme (4.1) considéré ici est le schéma BDF2
"the second order backward differentiation formula" pour les variables (X,S,B) et le
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4.3 Semi-discrétisation en temps

schéma d’Euler implicite pour les ODEs en ([CO-],[CHy4]). Le probléme se lit comme
suit : trouver U"*! € Z = (H! (Q))3 tel que

3u™*! —4u” +U" ! =
f 5 -vdx+fDVU”+1 -Vvdx =
Tn

0 0
f F' (U™ .vdx VveZ (4.16)
0

ol les valeurs initiales sont calculées comme suit : trouver U' € Z tel que

ul-u’ =

f ——vdx+ D-VUI-Vvdx:fFl (U')-vdx vvez, (4.17)
0

0 0 0

ol la notation VU - v désigne le vecteur de composantes VU; -v;, pouri=1,2,3.
Nous linéarisons le schéma en utilisant la formule de Taylor

F' (U™ =F' (U") +Jp (U") - (U™ - U™ (4.18)

oll Jp1 estla matrice jacobienne de la fonction vectorielle F!. Par conséquent, le schéma
BDF2 final se lit comme suit : trouver U € Z = (H! (12))° tel que

f[Talls—IFl (UO)]-Ul-vdx+fﬁ-vul-v‘zdx:

{2 2

[ 15100 (00) g (07)-0°] v wvez, 19
(9]

et pour tout 7 = 1, trouvez U € Z tel que

| [ 2 ks~ (U7)

2Ty,

gt ~vdx+fﬁ-VU”+1 -Vvdx =
{2

02
n _yyn-1
f [%+Fl (U")-Jm (U")-U"|-vdx VveZ. (4.20)
n
2

D’autre part, en utilisant la Remarque 2.2, une fois U”**! déterminé, I’approximation

de G au point ¢ = t,,41, noté G = (ui"“, ug"“)T, pour 0 < m < n, est donnée par

um+1_um 1-Y um+1_um
% — (1 _ fl)Kh u{ﬂ‘f‘l + (1 _fZ) Y 2 . 2 +Kd u;n+1 , (4-21)
m m
um+1_um 1-Y um+1_um
5 5 _f 2 2 Kqultt. (4.22)
2
Tm Y Tm
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4.3.2 Semi-discrétisation du systeme (S2)

Nous utilisons le schéma semi-implicite pour (4.2) :

k(pMu"t=-vp"lie, dans{ (4.23)
pn+1 _ pn
c(p) T—"— +divu"*t! = dans 2, (4.24)
n
olilesinconnues u™*! et p*! sont respectivement’approximation de u(t,+1) et p(f,+1)
avec
u"l.n=0sur I'y and p"* = pp sur I'p. (4.25)

La formulation faible est donnée dans les espaces V = Hy n(div; {2) et W =L2(f2) par

trouver u”*1 e V et p"*! e W tel que

fk(p")u’”rl wdx— fdlvqu’”rl prqJ nds+fez vdx, YyevV,

\ Iy 2
fdlvu”+1(pdx+f (p) p"pdx f cp?) (pdx+ff”+l(pdx, YpeW,

qui peut étre écrite sous la forme suivante

trouver (u"*!, p"*1) eV x W tel que

a(@™ L) +b(w,p" ) =g (v),  YweV, (4.26)

b( n+1,(|)) d(p”“,cp):gz(q)), Vo eW,

oua:VxV —R,b:VxW—Retd: WxW — Rsontles formes bilinéaires définies
par

a(u )= f k(pMu-ydx ; @y)eV xV (4.27)
—fdivu(p ;o (w@)eV xW (4.28)
n
d(p,(p):fc(_rp L ppdx 5 (@) eWxW (4.29)
2

et les deuxiemes membres g1 : V — R et g, : W — R sont les formes linéaires définies
par
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4.3 Semi-discrétisation en temps

gl(w):—prw-nds+fez-wdx ; wev (4.30)
Ip ()
gg((p):—f@p"(pdx—ff”“q)dx ;o PEW. (4.31)
n
(0

Nous définissons |’opérateur continuB:ueV — divue W etson transposé B’ : W — \'a
tel que
<Bv,p >/ w=<V,B‘@ >y y=bV,9) VYveV,VpeW,

puis nous introduisons le sous-espace de V, noyau de B :
KerB={veV, VYV@eW, b(v,¢)=0}.

Proposition 4.5

Pour tout pp € HY2(I'p) et f € L2(1)), le systeme (4.26) admet une solution
unique et on a les estimations

IA

la"1ly
Ip™ lw

Cillgilly +Call gl lly,
Callgilly +Call gl lly»

IA

avec
. (1+CH) 7" +47, L, C(p" HCx . 2Cl/?
1= 2= ’
ck(1+Cp)! c /21 +Ch)712

)

Ca o 4Cy
STl Cpr ) +2(1+C2 )
n-1 )

)

ouC () est la constante de Poincaré.

Démonstration : La forme bilinéaire af(.,.) est symétrique et continue sur V x V

la(u,y)| = |fk(p”)u-wdx| < Cellully oWl o < Cellully lwlly Y w) eV xV,
9

et elle est ker B-elliptique

a(u,u) = f k(p™uldx = ckfuzdx > ckllull(z) 0= ck||u||‘2, Yu € kerB. (4.32)
2 2
La forme bilinéaire d(.,.) est symétrique et continue sur W x W

c(p™
|d(p,<p)|:|fTchpdx|sy1||p||w||¢||w Y(p, @) €W x W,
n
(9
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4.3 Semi-discrétisation en temps

C
avec yj = =P et selon (4.11) elle est W—elliptique
Tn

c(p™
d(@,¢) = f Ticpzdx >y loly YoeW,
Q n
c
avec Yz = T—p .
La forme bﬁinéaire b(.,.) est continue surV x W
1/2 1/2

IMuﬂm:L[dwuwdﬂs ]}mvuﬁdx /ﬁﬂdx <lulvlelw V,g) eV xW.
Q 0Q Q

De plus b(.,.) satisfait la condition inf — sup

b(u,
P>0;, VeW, sup (1, ¢)

uev lully

qui se démontre classiquement en utilisant le probléme auxiliaire

v=0sur Ip,

—Av=( dans (2,
Vvan=0sur Iy

qui a une solution unique dans v € H(f2) par le Théoréme de Lax-Milgram. On pose
u=Vvalors divu= Av=—¢eL*((2). Donc

Idivully = ol (- (4.33)

par ailleurs

lall} o=1V2IE o <lvly ollely o (4.34)

selon l'inégalité de Poincaré, 3C) > 0 tel que

Ivlly o < Col Vo, .
Par conséquent (4.34) implique que

IVvlly o= Cpolely - (4.35)
D’apres (4.33)-(4.34)-(4.35), on déduit :
2 _ 2 : 2
lully = lal? o+ ldivul?
=IVol? o+ loll?
2 2 2
SCQ”@”(),Q"' ”(pllo,Q
< (1+C%)) ol
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cela signifie

lullv <C'llpllw avec c’:,/1+c29.

- [@divudx  [¢?*dx
f

alors

bug) _ el lolw 1o
lallvlelw — lualvielw  lulvielw llalvielw  laly — C
1
Donc EI[?):E>Otelque
b(u, )
YpeW sup—(p_ﬁlltpﬂw
uev lully

la condition in f — sup est donc vérifiée.
Par conséquent, les hypotheses du théoreme 4.3.2 données dans [29] sont vérifiées ce
qui nous donne !'existence et 'unicité de la solution. []

4.4 Discrétisation complete et analyse

4.4.1 Préliminaires

La méthode des éléments finis est considérée comme 'une des méthodes les plus effi-
caces pour la résolution numérique de nombreux problemes pratiques et complexes,
en particulier dans les domaines de la mécanique des fluides et la mécanique des so-
lides. Cette méthode a connu sa premiére apparition pendant les années cinquante
dans le domaine de la mécanique des structures avec une équipe de chercheurs de la
compagnie aérienne [102].

Soit h un réel positif destiné a tendre vers 0, et (97); une famille de partition de (2,
formées par des triangles (en R?) ou bien des tétraedres (en R3), telle que

- pour tout &, 2 est I'union des éléments de J7,

2= K (4.36)

KeTgy,

- pour tout K; et K, deux éléments distincts de I, I'intersection K; NK; est soit I'en-
semble vide ou un sommet, ou aréte ou une face commune des ces deux €lé-
ments.

On note par {a;} les sommets des éléments de J7,. La taille de maillage est caractérisée

par

h =max hg
Kegy,

avec hy est le diametre de I'élément K défini par

hi:= max |a;—ail
k a;,ajek ! J
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4.4 Discrétisation compléte et analyse

Définition 4.6 : Une triangulation 7, de §? est dite réguliere s'il existe ¢ > 0 indépen-

dant de h et deK tel que
h
oK := X<o VKe gy,
px
ot px est la rondeur de l'élément K, définie comme le supremum de l'ensemble formé
par les diametres de toutes les boules contenues dans I’élément K. Le rapport ox mesure

laplatissement de l'élément K.

Définition 4.7 : La triangulation Iy, est dite uniformément réguliere (ou quasi-uniforme)
s'il existe deux constantes o > 0 et 6’ > 0 indépendantes de h et deK telles que

o'h<hgx<opx VKeT.

Nous désignons par &}, 'ensemble de toutes les arétes de 97, et par 6"2 I’ensemble des

arétes qui sont a I'intérieur de {2 et par é"{ les arétes sur le bord I Pour tout e € &, m,
désigne le milieu de e, h, sa longueur et n, la normale unitaire extérieure sur e. Nous
notons respectivement par v, v, et vk le nombre des sommets, le nombre des arétes
et le nombre des éléments de J7,.

La méthode des éléments finis repose principalement sur la méthode de Galerkin qui
consiste a remplacer les espaces de dimensions infinies W;, ot on cherche la solution
exacte u;, et V; 'espace des fonctions tests, par des espaces de dimensions finies W;j,
et V;j,, 'espace des solutions et I'espace des fonctions-tests respectivement.

Il existe deux grandes classes de type d’espace d’approximation pour approcher les es-
paces fonctionnels afin de passer d'une formulation variationnelle continu a une for-
mulation discrete : les espaces d’approximation conformes et les espaces d’approxi-
mation non-conformes. Ce sont les premiers qui nous intéressent ici.

Soit P1(K) I'espace des polynémes a d variables de degrés < k définis dans K c R?. Les
espaces d’approximation conforme V; pour approcher un espace fonctionnel V sont
telsque V,, c V.

Pour approcher I'espace H! ({2), on utilise généralement les espaces basés sur les fonc-
tions polyndmiales par morceaux Py (K) pour k=1etKe 9} :

Vii={v,eC'() telque vylkePr(K), VKeTj) (4.37)

Les espaces d’approximation conformes les plus utilisés pour approcher H(div ,{2) sont
les espaces de Raviart-Thomas (voir [32]), définis pour tout entier k = 0 par

RT;(K) := Pr(K)? @xP;(K), x€K, KeJj, (4.38)
RTk(9y) = {vpe H(div, () : vylx € RTr(K), VKe Iy} (4.39)
Nous avons : dim(RT(K)) = (k+ 1) (k + 3).
On pose aussi P%(?T ) < L2(£)) I'espace des fonctions scalaires, constantes par mor-
ceaux (sur chaque éléments de 97,) :
P (Th) = {vy € L2() : vplx € Po(K), YK € T 1} (4.40)

Nous rappelons aussi les opérateurs d’interpolation et de projection suivants.
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4.4 Discrétisation compléte et analyse

— Lopérateur de projection Py, : L2(2) — P?l(f/~ 1) est défini par

f(Ph(q)—q)p:O VpeP)(Tn) (4.41)
02

Nous avons les estimations suivantes [27] :

lg—Prqllox <lglox, KeTn,  Vqel?K) (4.42)
Ig-Prqllox <Cprojhklghx, K€Ih  VgeH'(K) (4.43)

— Lopérateur d’interpolation dans H(div) est défini dans un espace plus régulier
Z5 :=H(div, ) NLS(D), s>2.1I,:2° — RTy(J}) est défini par

f(v— 1) -n@eds=0 Vg€ Ry(IK) (4.44)
or

ouRy(IK):={pe L2(0K) tel que ple; €Pole;) Ve; € IK}.

Nous avons le résultat suivant [29] :

Proposition 4.8

Soit K € 97y,. 1l existe une constante ¢ > 0 qui dépend uniquement de
la forme de K, telle que pour s =0 ou s =1 et pour tout v dans H' (K)¢,
lopérateur d’interpolation 11}, défini par (4.44) vérifie l'estimation

lv—Iilsx < chy Il k.
Les opérateurs Py, et I}, vérifient les propriétés suivantes
div (I1,v) = P, (divv). (4.45)
et le diagramme suivant est commutatif

7 div 12(0)
| Iy | Pp

RTo(Tn)  _ PolTn).

4.4.2 Discrétisation complete du systeme (S1)

Pour donner une approximation spaciale du probleme (4.19) - (4.22) nous choisissons
Zp=V,

ol V,ll est défini par (4.37). Le probleme discret associé se lit comme : trouver U}l €Zy
tel que
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4.4 Discrétisation compléte et analyse

f [1o'I3 =T (UO)] 'U}l vdx+ B'VU%'Vde:

0 P
[ 100 B (00) s (0°) 0] v wvez, o)
9

et pour tout n = 1, trouvez UZ“ € Zj telle que

3 n
[[neon
2

U -vdx+fﬁ- VU Vvdx =

4U" — Un—l
f [T +F' (U") = Jp (U")-U" | -vdx VYVEZp (4.47)
n
P
D’autre part, nous recherchons G/"*! = (u'*!, u"*1)T, ¥m,0 < m < n, tel que

unHJ,_ m 1-Y un%+1_llm

(- K (- f) 2h 2h y Kaultt |, (4.48)
Tm Y m

llm+1__un1 1-Y un%+1_llm

5h 5h = 2h 2h +Kd u;r]l,;_l . (4.49)

Remarque 4.9 En pratique, nous choisissons m = n dans notre simulation numérique
pour résoudre en une seule étape le probleme discret. Néanmoins, nous écrivons sous
cette forme générale car elle peut convenir a certaines applications pour avoir deux
grilles temporelles pour la partie ODE:s et le terme de réaction-diffusion.

4.4.3 Discrétisation complete du systeme (S2)

Considérons les espace discrets définis par

V= {vh €RT)(TH) vip-myp = 0}, (4.50)
Wi, =P (T n), (4.51)
ou RT((97},) est défini dans (4.39), et P(;l(g'h) dans (4.40).
L'approximation par la méthode des éléments finis mixtes de (4.26) est la suivante :
n+l _ n+l

trouver (uh Pp, ) eV x Wy, tel que

n+1 n+1

aﬁ% ,Wﬂ44ﬂmeh ):gdWh)VWhEVh (4.52)
b(wy™ o) —d(pp™ on) = 82 (¢n) Yor e Wy,
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4.4 Discrétisation compléte et analyse

avec les formes linéaires et bilinéaires a, b, d, g et g» sont données respectivement
par (4.27)-(4.28)-(4.29)-(4.30)-(4.31).

Proposition 4.10

Le probleme (4.52) admet une solution unique.

Démonstration : D’'une maniere similaire au cas continu, nous considérons I'opérateur
! .
By, :V, — W, défini par :
b(vp, @p) =<Bpvp, @p W W, VeV Yo, eWy

et nous introduisons le noyau de KerBy, :

KerBp={v, €V, Vo, € Wy, b(vy, ¢p) =0}.

Soit Py, I'opérateur de projection de W dans Wy, pour tout v, €V, et g € W il existe
qgn=Pnqge Wy et

by, gn—Prq) = Z fdiVVh(qh -Prg)dx= Z diVVhf(qh -Pprq)dx=0.
TEf’/_h T TEf’/_h T
En utilisant la proposition 2.3 donnée dans [32], nous avons dans ce cas KerBj, c KerB,
alors af(:,-) est uniformément (KerBy)-elliptique : il existe une constante o, indépen-
dante de £ tel que
a(uy,uy) = (xolluhII% Yuy, € KerBy,. (4.53)

Nous introduisons aussi I'opérateur de Raviart-Thomas [/, : V. — Vj, qui satisfait la
condition de bornitude (voir [32], [53])

3C1>0, MWl < CLlIVggv oy~ YVEV. (4.54)

En outre, pour toutveV et g, € Wy,

b(v—1Iyv,qp) =— Z gndiv(v—1Iv)dx (4.55)

T€f'7'hT

= Z quh(v—Hhv)—fqh(v—ﬂhv)-ndo

TeTy, T 8r
=— Y | gnv=IIv)-ndo =0.
Tegy,

Par application de lemme de Fortin (voir [32]) et d’apres (4.54) et (4.55), la forme bili-
néaire b(-,-) satisfait la condition inf-sup discrete : il existe une constante f > 0 indé-
pendante de £ tel que

95



4.4 Discrétisation compléte et analyse

. b(vp, wp)
inf sup —— >
vn€V wuew, | VnlivIiws llw

Nous déduisons |'existence et 'unicité de la solution de probléeme (4.26) grace au théo-
reme donnée dans [29] (voir aussi page 572 dans [93])1J

Nous allons donner maintenant une estimation de |'erreur a priori. Pour alléger les
notations, nous allons omettre 'indice n dans (4.26) et (4.52) .

Proposition 4.11

Soient (u, p) et (uy, py) dénote les solutions des problemes (4.26) et (4.52) res-
pectivement . Nous supposons que u€ (H2((2))? et p € H' (12), alors il existe
une constante C > 0 indépendante de h qui satisfait l'estimation suivante

lu—wplly +1p=pullw < Ch(jul, o +1divul, o+1pl, o) 4.56)

Démonstration : Pour tout tiy, € V j, et pj, € Wy, et d’apres le théoreme 5.5.1 dans [29],
nous avons

lup —apllv + lpr— prliw < C1sup{Cz,C3,C4,Cs} (lu—uyllv + lp — prilw) (4.57)
avec

Cp:=2Cr+4+4Y1), u? = Cey1 +p%,
i, NG 2p 2uyl”?

Cy = —_—+ — ,
2 [32 (ao)llzﬁz 62 Y;/Zﬁz
ZHY%/Z 2p2 3p2 3H2||a||1/2

Cs:= )
57 (ag)1/2p2 a062+y§’2((x0)1’2ﬁz (00) 1/2p2

2p 2uC? Gyl

Cy:= — k= ,
ﬁZ ((xo)1/2ﬁ2 BZ Yé/Zﬁz
C5 a 3“2Y%/2 3H2 ZHCIIC/Z ng

+ + + ,
Yélzﬁz Yé/z(o‘o)l/zﬁz Yélzﬁz Yzﬁz

et en utilisant 'inégalité triangulaire, on a

lu—uplv +lp=prlw = lu=txlly +llup =axllv +lip = prlw + 1 pn—prllw.  (4.58)

A partir de (4.57) et (4.58), on obtient

lu—wuylly +lp—prllw <C| inf lu-vylv + inf [Ip-gnlw].
v,EV), qneEWy

avec C=(1+ Cy sup{Cz,Cs,Cq,Cs}).
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En utilisant les interpolations des opérateurs de Raviart-Thomas I/}, et d’opérateur Py,
de projection orthogonal L? ( [56], [32]), il existe une constante £ > 0 indépendante de
h tel que

lu=upllv +1p=pulw < C&h(lul, o+ Idivul, o +Ipl, o).

Nous posons C = CE et on obtient I'estimation (4.56). (]
SYSTEME LINEAIRE

Soient N, et N le nombre des triangles et des arétes de 97, respectivement. Notons par
N, le nombre des arétes de T}, liés a I y et posons N, :=Ng — N, . Soient {01, 072,...,0N,}
et {C1,{2,...,(n,} les bases canoniques correspondantes des espaces discrets V j, zt Wy p,,
respectivement.

Le probleme d’approximation (4.52) est donc réécrit sous la forme suivante

trouver U**1! = (u]n“)ls]sNe e RNe et P = (p]’”l)lS]sNt e RN tel que,

N, Ny
Y aloy,opuf™ +3 blon{)p/ ! =gi(o) VIel,.,N}
J=1 J=1

N, Ny
Y bloy,u™ =Y dC,lp] =) VLe{l,., Ny,
=1 =1

ou sous forme matricielle :

A Bt Ul’l+l
(5 5 )ee)

1
Do
N

avec

Bui=b(o, () VIe{l,.,Ng}, VLe({l,.,Ng,
Ayy=a(oy,01) VLJe{l,.,Ng},
Dyy=d((,0) VI, Lefl,.,Ng,

Gy, =gi(op) VIE(l,..,Ng},

Gy, =g1({) VLe{l,.,N.}

4.5 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons différentes résultats numériques en 2D et 3D.
Nous rappelons qu’a chaque pas de temps, le systéeme (S;) est approché par (4.46) -
(4.49), et sa solution donne le terme source dans le systeme d’écoulement (S, ), appro-
ché par (4.52). (voir ci-dessous 'organigramme de résolution 4.15 avec "(S1)=(4.1)" et
"(S§2)=(4.2)").
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4.5 Résultats numériques

4.5.1 Lecas2D

Dans ce cas, nous nous concentrons sur le systeme (S;) pour effectuer différents tests
de comparaison avec la littérature. Dans les expériences suivantes, nous prenons {2 =
10,L[x]0,L[, L>0, avec L=10m, 02=IpuU IN. D = {(x,z),z=0} (on rappelle que z est
’axe vertical dirigé vers le bas).

Toutes les valeurs des différentes constantes utilisées dans les simulations sont prises
de la littérature de la spécialité concernée et correspondent a une collecte de données
réelles.

Les parametres utilisés pour la biodégradation sont donnés dans le TABLEAU 4.1 comme
dans [94] et [11] et les parametres du milieu poreux sont donnés dans le TABLEAU 4.2
comme dans [78] et [11]. De plus, nous fixons a = 0.9.

Dans notre modele, nous utilisons également la loi de Haldane et nous définissons
K; = 10 comme dans [83]. A partir des mémes références, nous prenons les conditions
initiales données dans TABLEAU 4.3. Les conditions aux limites du systeme de biodé-
gradation sont toutes des conditions de Neumann homogenes (voir (2.19)). Les condi-
tions aux limites et initiales du systeme de flux sont données dans le TABLEAU 4.4.

On peut trouver, dans la littérature (voir par exemple les références [42,43,58, 82]), dif-
férentes valeurs des coefficients de diffusion, mais il faut signaler que la diffusion des
bactéries méthanogenes est généralement supérieure a celle du substrat.

On rappelle qu’a chaque pas de temps, le systeme (S;) est approché par (4.46)-(4.49),
et sa solution donne le terme source dans le systeme de 1'écoulement (S,), approché

par (4.52).

TABLEAU 4.1 — Parametres de la biodégradation

Kud™) | pm@™h | i | fo | KsmgC/L) | Kgd™ | Y

0.176 0.3 0.7 | 0.76 160 0.04 0.05
My(g/mol) | Mp,o(g/mol) | Ay CTb(m3/Kg) Ki(mgC/L) | «
30 18.01 0.8 0.178 10 0.9

TABLEAU 4.2 — Parametres du milieu poreux

0, 0 kitm.s™!) | pKg.m™3) | pa(m) | b | ;yKg.mls™h
0.27 | 0.9715 1074 991.5 -0.0323 | 2.5 | 4.61027-107*

Nous comparons d’abord les résultats numériques obtenus avec le systeme réaction-
diffusion (S;) et ceux obtenus dans [94] et dans [83]. Par la suite, nous utilisons diffé-
rentes valeurs des coefficients de diffusion afin de montrer I'effet sur la solution finale.
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TABLEAU 4.3 — Conditions initiales du systéme de biodégradation

Xp (mgC/L) | Sp (mgC/L) | [CO2]p (mgC/L) | [CH4lo (mgC/L)
1751 0 0 0

TABLEAU 4.4 — Conditions initiales et aux limites du systeme d’écoulement

po(m)in 2 | pp(m)onIp | u-nonly
-0.7 —0.1020 0

Le maillage utilisé dans les simulations en 2D est quasi-uniforme avec 952 triangles et
517 sommets (voir la FIGURE 4.1)

FIGURE 4.1 — Le maillage de domaine dans la cas 2D.

Vérification du modele

Nous notons la matrice de diffusion par la matrice diagonale

I:),,al =diag (Dx, Ds, Dg),

avec
Dx=10"2m?/d,
Dg=10"%m?/d
Dg=10"*m?/d.

Avec By =2 et la loi de Monod, les résultats de la résolution du systéme (4.1) sont don-
nés dans la FIGURE 4.2 qui représente 1'évolution dans le temps des valeurs moyennes
des variables du systeme. Nous remarquons que les résultats sont similaires a ceux ob-
tenus expériementalement dans la littérature pour (S1) sans diffusion (voir [94] (page
190, FIGURE 49).

Apreés ce test de validation, nous considérons une suite de résolutions du systeme (4.1)
avec différentes valeurs de la condition initiale Xy (proche d'une valeur seuil Xg . = 470)
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réalisées avec la loi de Haldane et By = 2. La FIGURE 4.3 montre I'évolution des concen-
trations moyennes du biogaz en fonction du temps pour ces différentes valeurs de Xj.
Nous remarquons une bonne production de biogaz pour les valeurs des conditions
initiales de Xy qui sont inférieures a Xy .. Nous retrouvons ainsi numériquement, les
phénomenes que nous avions observé dans le chapitre précédent (voir 3.4.2) et qui
concernaient le systéme EDO (sans diffusion), a savoir I'existence d'une condition ini-
tiale X, critique. En outre, la FIGURE 4.4 montre la variation de la valeur maximale de
la concentration en biogaz en fonction de Xy. Nous observons, de méme que dans le
CHAPITRE 3 (voir [83]) que la courbe est croissante pour les valeurs des conditions ini-
tiales inférieures a la valeur seuil Xy . , puis décroissante pour les valeurs des conditions
initiales supérieures a Xy ., avec une discontinuité au niveau de la valeur seuil. La diffu-
sion ajoutée au systeme EDO n’a pas changé qualitativement la dynamique attendue.
Nous remarquons également que dans le cas des EDPs (voir FIGURE 4.4), avec la valeur
du taux de mortalité K; = 0.02, la valeur de la condition initiale critique Xo  obtenue
est environ 475. Cependant que dans le cas de 'EDO (voir FIGURE 3.11), avec le méme
valeur du taux de mortalité K; = 0.02, nous avons obtenu une valeur de la condition
initiale critique Xo  environ 345. Nous notons que la loi de Haldane est généralement
considérée comme plus réaliste et donne des prédictions plus précises sur le produc-
tion de biogaz. (la fonction Monod peut étre vue comme un cas particulier pour les
grandes valeurs du parametre Ky, voir la FIGURE 3.1).

En s’inspirant également des résultats obtenus dans le cas d’analyse du systeme des
EDO dans CHAPITRE 3, la FIGURE 4.5 montre I'effet du taux de mortalité K, sur la va-
leur seuil X . du systeme d’EDPs (S1). Nous remarquons que plus que K est petit, plus
que la valeur critique de la condition initiale X . est grande.

Dans le but de voir I'effet de la variation des coefficients de diffusion sur la valeur
seuil Xg ¢, nous considérons les coefficients suivants { Dx = 10710 + ¢, Dg = 107® +¢,
Dg=10"*+¢} avece € [0,10]. Nous procédons d'une maniére analogue a I’Algorithme
3.21. Pour cela nous résolvons le systéme (S1) et nous considérons S* comme étant la
valeur moyenne de S dans tout le domaine pour des grandes valeurs du temps. La va-
leur seuil Xy . obtenue reste inchangée et elle est environ 474. Cependant, nous allons
montrer dans la suite que la variation des coefficients de diffusion joue un réle impor-
tant sur I’évolution des concentrations des quantités dans le domaine.

Effet des parametres de diffusion sur la production de biogaz

Dans les prochains tests, nous utilisons et comparons différentes valeurs de la matrice
de diffusion (D;, i =2,3,4) et leur impact sur la solution du systeme réaction-diffusion.
Nous considérons les valeurs suivantes :

D, = diag(Dx,Ds,Dp), avec Dx=10"% Dg=10"°, Dp=10"*
D; = diag(Dx,Ds, D), avec Dx=10"% Dg=10"%, Dp=10"2
D, =diag(Dx,Ds,Dp), avec Dx=10"7, Dg=0.01, Dg=0.1
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FIGURE 4.2 - Evolution des concentrations moyennes des variables de (S1) en utilisant la loi de
Monod et la diffusion D, ,; et Bg =2, Xg=1751,a=1
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FIGURE 4.3 — Evolution de la concentration moyenne du biogaz en fonction du temps (en jour)

en utilisant la loi de Haldane avec By = 2, Ky = 10 et la diffusion D,:,a ; pour différentes valeurs de
Xo
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FIGURE 4.4 — Production de biogaz (en mgC / L) en fonction de X, (en mgC / L) en utilisant la
loi de Haldane avec K; = 100, By =2, K; = 0.02 et la diffusion D ,,;
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FIGURE 4.5 - Le seuil de Xg . en fonction de K; en utilisant la loi de Haldane et la diffusion D;al

D, = diag (Dx, Ds, Dg),

et nous considérons la condition initiale sur B comme suit :

0 in Y;:={0<sx<L/2and0<z<L/2},
Bo(x,2)=4 2 in Y,:={L/2<x<Land0<z<L/2}
5 in Y3:={0<sx<LandL/2<z<L}.

Dans le TABLEAU 4.5, on observe que les valeurs des coefficients de diffusion ont un
effet négligeable sur les valeurs moyennes de la production de biogaz.

La FIGURE 4.6 et la FIGURE 4.7 montrent que le manque de bactéries méthanogenes
dans une zone donnée (i.e. By = 0 dans ) ;), n'induit aucune production de biogaz en
Y 1 et donne une transition nette entre les }_; pour i = 1,2,3 dans le cas de non diffu-
sion, alors qu’avec la diffusion supplémentaire, la transition devient plus grande et la
production de biogaz s’étend au domaine entier.

TABLEAU 4.5 — Evolution de la quantité moyenne de méthane (en mgC/L) en utilisant diffé-
rentes valeurs de diffusion avec la loi de Haldane.

Diffusion D; 0.5 jour ljour 1.5jour 2jours
f)o (sans terme de diffusion) 1.6065 4.48873  7.8938 11.5530
]:)2 1.6065 4.48873  7.8938 11.5530
]:)3 1.6066 4.4890 7.8943 11.5533
Dy 1.6068  4.4900  7.8957 11.5547

4.5.2 Lecas3D

Dans les tests suivants, nous considérons le systeme entier (S;) — (S2) dans un cadre
3D. Le domaine s’écrit alors comme suit : £2=]0,L[x]0,L[x]0,L[, L=10.92=1puUl}\ et
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sans diffusion dans (a) et avec diffusion D, dans (b).
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FIGURE 4.7 - La production de méthane (en mgC / L) apres 2 jours en utilisant la loi de Haldane
avec diffusion D3 dans (c) et D4 dans (d).

Ip ={(x,y) €]0,L[x]0,L[ et z = 0}. Tous les parametres du modéle sont les mémes que
dans les exemples 2D précédents et sont donnés dans TABLEAU 4.1, TABLEAU 4.2, TA-
BLEAU 4.3 et TABLEAU 4.4.

Le maillage utilisé dans les simulations en 3D est donné dans la FIGURE 4.8 et contient
600 tétraedres, 1331 sommets et 1200 arétes (faces).

Nous commencons par vérifier que 'introduction de la diffusion améliore a la fois la
modélisation et la précision numérique. En particulier, elle a la capacité d’inclure la
nature non homogene du milieu poreux et de gérer des conditions initiales disconti-
nues.
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4.5 Résultats numériques

FIGURE 4.8 — Le maillage de domaine dans la cas 3D (600 tétraeédres, 1331 sommets et 1200
arétes (faces)).

Comparaison entre la diffusion partielle D et la diffusion complete De.

Dans ce test, nous comparons le cas de la diffusion partielle avec le cas de la diffusion
complete. Nous rappelons que la diffusion partielle désigne le cas ot les termes de dif-
fusion sont introduits uniquement pour les variables X, B et S, et la diffusion compléte
quand ils sont introduits aussi pour [CO-] et [CH4].Nous notons

Ds = diag (Dx, Ds, D),
et prenons
Dx =10"9m?/d,
Ds=10""m?/d
Dg=10"*m?/d.

et

D = diag (Dx, Ds, Dg, Dco,, D),

avec

Dx=10""m?/d,

Dg=10"°m?/d

Dp=10"*m?/d.

Dco, =10 m?/d

Dcp, = 107°m?/d.
Dans la FIGURE 4.9 (cas 2D) et la FIGURE 4.10 (cas 3D) , nous remarquons que la
concentration de CHy est plus réguliere (effet régularisant), mais sa valeur moyenne
n‘augmente pas. De plus, comme prévu, le temps CPU est plus petit avec la diffusion
partielle, (7,605 s en 2D et 71 s en 3D), qu’avec la diffusion complete (8,7 s en 2D, et

103 s en 3D). Par conséquent, la diffusion partielle semble un choix plus approprié (au
moins dans les calculs 3D).
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FIGURE 4.9 — La production de méthane (en mgC/L) apres 2 jours en utilisant la loi de Haldane
avec Ds et D en 2D.

FIGURE 4.10 - La production de méthane (en mgC/L) apres 2 jours en utilisant la loi de Haldane
avec D5 et Df en 3D.

Solution du probléme complet (S1)-(S2)

Nous passons maintenant a la présentation de la solution du systeme complet (S1)-

(S2). Nous considérons la loi de Haldane et D3 comme composantes de la matrice de
diffusion et nous posons la condition initiale By comme suit :

1 dans {0<x<L/2,0sy<LetO0O<z<L/2},
2 dans {L/12=x<L,0<y<Let0O=<z<L/2},
3 dans {0=x<L,0<y<LetL/2=<z<L}.

Bo(x,y,2) =

Les simulations de cette sous-section sont tracées dans le logiciel gratuit de visualisa-
tion de Kitware (Paraview).
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4.5 Résultats numériques

Les figures FIGURE 4.11, FIGURE 4.12, FIGURE 4.13 et FIGURE 4.14 montrent respecti-
vement la production de biogaz, le champ de vitesse du flux de Darcy, le potentiel de
pression et la teneur en eau (via la fonction 0(p)). Nous remarquons qu’apres 2 jours il
y a une zone de stagnation du lixiviat (la phase liquide) au fond de (2, indiquant que le
milieu est saturé et donc il n'y aura plus de production de biogaz en ces parties de (2
(on rappelle que le taux d’humidité w se situe entre w; et wy).

Il s’ensuit que la libération du lixiviat stagné de la décharge pourrait améliorer la pro-
duction de biogaz qui pourra étre traitée de maniére plus précise avec une approche
de controle optimale. Cela suggere également d’étudier plus en profondeur le role du
taux d’humidité w (voir Figure (2.6)) dans la modélisation.

[ 99e+0

—98
97
96

l 9.5e+0
(@) 1jour (b) 2 jours

1
1

FIGURE 4.11 - Evolution de la production de biogaz (mgC/L) avec ]:)3 etlaloi de Haldane

(@) 1jour (b) 2 jours

FIGURE 4.12 — La vitesse du lixiviat (m/d) avec I=)3 et laloi de Haldane
Ces simulations suggerent que la libération du lixiviat qui stagne au fond du domaine

et l'injection d’eau dans la décharge amélioreraient la production de biogaz. Cette
question doit motiver deux perspectives :
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(@) 1jour (b) 2 jours

FIGURE 4.13 - Evolution du potentiel de pression p (m) avec 153 et laloi de Haldane
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FIGURE 4.14 — La teneur en eau 0 en utilisant la loi de Haldane avec [:)3.

- Premiérement, étudier d'une maniere plus précise le role de '’humidité, en tant qu’ap-
proche de controle optimale, pour optimiser la production de biogaz. Notons
que o n'est défini que par des considérations empiriques dans les modeles stan-
dards et aucune considération théorique ne fait valoir son influence, sa forme,
etc (Voir [11], [55]).

- Deuxiemement, considérer d’autres conditions aux limites pour modéliser les flux
entrants/sortants des fluides lixiviat et biogaz.
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FIGURE 4.15 — Organigramme de résolution du systéeme complet (S1)-(S2)

DESCRIPTION DE SCHEMA DE RESOLUTION DU SYSTEME COMPLET :

Avant de présenter le schéma de résolution de systeme complet , nous rappelons que
notre modele est noté par "(S1)=(4.1)" couplé avec "(S2)=(4.2)", dont (S1) est le sous
systeme qui décrit I'aspect biologique donné par des équations de réaction-diffusion
de variables X, B et S et des équations différentielles ordinaire de variables ([CO-] et
[CH4]. En outre (S2) est les sous-systeme d’écoulement du lixiviat de type Darcy dont
les inconnus sont la vitesse et le potentiel de pression du lixiviat.

La description du schéma de résolution du systéme complet est le suivant (voir I’orga-
nigramme 4.15). Nous commencons par résoudre les équations de réactions-diffusion
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afin de calculer les variables X, B et S a I'instant t**! puis nous les injectons dans les

équations différentielles pour calculer [CO-] et [CH,] a t"*! (a I'état initiale : t" = % et
t"*1 = 1), Ainsi une fois les variables de (S1) calculées, nous déterminons la valeur du
terme source f**1, Létape suivante consiste a résoudre les équations de I'écoulement
pour déterminer la vitesse u”*! et le potentiel de pression du lixiviat p"*!. Par ailleurs,
pour résoudre le systéme  I'instant suivant, i.e. 2 "2, nous devons faire un test sur
la condition de 'humidité pour savoir si elle satisfait la condition du production du
biogaz ou non (voir la FIGURE 2.6). Pour cela et grice a la relation entre la teneur en
eau et le potentiel de pression (voir (2.34)), nous déterminons la valeur de 0”1, On
réitere ce processus jusqu’a arriver a une valeur de la teneur en eau qui ne satisfait pas
la condition de production du biogaz. A cet instant 1a, et comme nous ’avons présenté
ala fin de CHAPITRE 2, il y a différents scenarios possibles pour améliorer la situation
de production du biogaz, comme par exemple le changement des conditions aux li-
mites pour les flux entrants et sortants ou bien le changement de domaine d’étude en
s'intéressant au sous domaine ol la condition de 'humidité est productive.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré un nouveau modele décrivant I’activité bac-
térienne dans une décharge des déchets ménagers, considérée comme un milieu po-
reux insaturé et non homogene, représenté par un systeme d’équations (EDP) de type
réaction-diffusion, couplées avec le systéme d’écoulement de Darcy. Nous avons mon-
tré 'existence et 'unicité de la solution du probleme complet. Ensuite, nous avons
effectué 'analyse des systémes discrets avec la méthode des éléments finis et les sché-
mas en temps d’ordre élevé. Nous avons obtenu I'existence et 'unicité de la solution
ainsi que I'estimation d’erreur a priori pour le probleme discret. Enfin, nous avons réa-
lisé plusieurs simulations numériques en 2D et 3D qui sont en accord avec la théorie
et la littérature existante. Ces résultats numériques nous ont permis, en particulier, de
constater que l'introduction de la diffusion supplémentaire dans la dynamique bac-
térienne améliore le modele et renforce la précision du couplage avec I’écoulement
du milieu poreux. Les schémas BDF2 pour I'approximation en temps et la méthode
éléments finis mixtes pour I'approximation en espace utilisés dans ces calculs, consti-
tuent une méthode numérique tres efficace pour résoudre un tel probléme complexe.
Les résultats numériques montrent le role de '’humidité dans la production de biogaz
et suggerent comme perspective d’étudier son impact dans une démarche de contrdle
et d’optimisation pour laquelle notre modele est particulierement bien adapté. Dans
le prochain chapitre, nous allons étendre cette approche a un écoulement biphasique
ol la phase gazeuse est incluse dans le modéle.
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Chapitre 5

Etude d’'un model d’écoulement
biphasique compressible
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5.1 Introduction

5.1 Introduction

Le modele (2.92)-(2.94) introduit au CHAPITRE 2 est un modele d’écoulement bipha-
sique compressible lixiviat-biogaz décrivant les phénomenes physiques et biologiques
de la dégradation des déchets pendant le processus anaérobie pour la production de
biogaz. Il est formé de deux sous-systeme : (2.92) qui est un systeme de réaction-diffusion
décrivant la dynamique bactérienne et (2.94) constitué des équations d’écoulement
biphasique compressible lixiviat-biogaz. Comme pour le cas mono-phasique, les in-
connues du premier systeme sont les concentrations de la matiére organique X, des
bactéries méthanogenes B, de la matiere organique soluble S, du dioxyde de carbone
[CO,] et du méthane [CH4]. Les inconnues du deuxieme systeme sont la hauteur ca-
pillaire A, et la hauteur en colonne de biogaz hy,.

Dans ce chapitre, nous utilisons le schéma en temps d’ordre élevé BDF2 et la linéari-
sation par la méthode de Newton pour le systeme de réaction diffusion afin d’obtenir
plus de précision aussi bien pour la solution du systéme que pour le terme source du
systeme d’écoulement biphasique. Nous donnons une formulation variationnelle du
probleme complet semi-discrétisé en temps, qui est approchée par une méthode d’élé-
ments finis. Nous présentons des simulations numériques 2D et 3D. Limplémentation
est basée sur le logiciel open source FreeFem ++ et Paraview pour la visualisation des
figures 3D.

Nous rappelons que le modele mathématique décrivant la dégradation anaérobie de
la matiere organique et I’écoulement biphasique lixiviat-biogaz pour la production de
biogaz est formé de deux systemes faiblement couplés qui peuvent se présenter de
deux manieres différentes.

(i) Cas ou1les vitesses u; et u;, sont éliminées :

%_l;—div(ﬁVU) =FLU) dans 2x]0,T|,

? = F?(U) dans 2x]0,TJ,
o1 {9t (5.1)
E%U:o sur 9210, T,

U©0,)=0°), G(0,)=G’") dans
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et
Ohe . 4
Ci(he) En —div (k;(0;(he))(Vhy —Vhe—ez)) =a;p; dans (2x]0, T,
oh oh . (hp)
Al(hc)a—:—Ag(hc,hb) 8; —div(pp(hp) kp©) (Vhy — pbplb ez)) =ap dans 2x]0,T],
M2) A«
hi=hjp et hy=hpp sur I px]0, T
ki(©1(he)(Vhy —Vhe—e;)-n=0 et kpO:(h))(Vhy—tez)-n=0 sur Ixx]0, T
he(0,x)=heo(x) et hp(0,x) =hp(x) dans (2
(5.2)

(ii) Cas ot1les vitesses u; et u; sont gardées comme inconnues :

Le modele s’obtient en couplant le systeme de réaction-diffusion (5.1) avec le
systeme d’écoulement compressible (5.3) qu’on réécrit ici par commodité :

h
Cl(hc)%+div ) =p; oy dans 2x]0,T[
ki(he)u;=Vhe.—Vhy+e, dans £2x10,T[
oh oh
Al(hc)a—tb — Ay (he, hb)a—t” +div(ppup) =, dans 2x]0,T[
(M3) 1 - (5.3)

kp(hup=—=Vhy+crhpe, + coe, dans 2x]0,T[
he=hep et hy=hpp sur [px]0, T
u;'n=0 et uy-n=0 sur I yx]0, T
he(0,x)=heo(x) et hp(0,x) =hp(x) dans (2

Dans les deux cas, comme nous l’avons signalé, le systeme d’écoulement biphasique
compressible et le systeme de la biologie sont faiblement couplés. Alors, puisque nous
nous intéressons en particulier a I’évolution de la teneur en eau et son impact sur la
production du biogaz, nous allons considérer le modele (5.1)-(5.2). Cependant, nous
donnerons dans ’Annexe la discrétisation compléte du sous-systeme d’écoulement
biphasique (5.3).
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5.2 Formulation variationnelle et semi-discrétisation

5.2.1 Semi-discrétisation en temps et formulation variationnelle du
systéeme de biodégradation (M1)

Soit Ne N* et 0= 1% < ¢! < ... < tN = T une partition de [0,T]. Posons 1, = t"**!1 — ¢"* |
n=0,...,,N. Dans ce qui suit, nous notons g”" la valeur d'une fonction g a I'instant t,,.

SEMI-DISCRETISATION EN TEMPS

Le schéma de semi-discrétisation du systéeme (5.1) considéré ici est le schéma BDF2
pour les variables (X, S, B) etle schéma d’Euler implicite pour les EDOs en ([CO2], [CHyl).
Le probléme se lit comme suit : trouver U”*! pour tout n = 1 tel que

3u™*! —4u" + U
2Ty,

—div(D- VU™ = F' ("), (5.4)

ol1 les valeurs initiales sont calculées comme suit : trouver U(¢!) tel que

Ul _ UO
To

—divD-vul =F' (U). (5.5)
LINEARISATION

Les équations non linéaires (5.5) et (5.4) prennent respectivement la forme

N,(UYH = o, (5.6)
N,(U™Y = 0, Vn=1, (5.7)
avec
U1-U° =
N,UYH = —div(D-vUY) - F b,
To
3u™*! —4u”" +U"! =
Np(U"™) = —div(D- VU™t —F' (U"*).

2T,

Nous linéarisons (5.6)-(5.7) en utilisant la méthode de Newton [40]. Soit ], et J;, respec-
tivement les matrices jacobiennes de N, et N, donc pour la premiére équation (5.6)

Posons : YO = U° Itéra‘[ion:Y’;:YZ_1 +W§, k=1,2,..,
oit WX est la solution du systeme
Ja(YE YWE = —N, (Y5 ™). (5.8)
Une linéarisation analogue est considérée pour la deuxiéme équation (5.7) :
Posons:Y%:U” ItérationzY’g:Yz_1 +W’l§, k=1,2,...,
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ou W’g est la solution du le systeme
Jp (¥ Wy = -Np (Y, ). (5.9)

FORMULATION VARIATIONNELLE

En utilisant la formule de Green, la formulation faible de (5.8) consiste & chercher W €
7= [Hl(ﬁ))3 tel que

WE,v) +75" - YWE, W) - 15 0 (Y571 - Whw) = (v w),
—rglﬁ-w’;—l,vwﬂ#(Y’;—l),w + UV VveZ (5.10)

oll Jm est la matrice jacobienne de F!.
Léquation (5.10) nous permet de trouver U' € Z, en trouvant Y 2 1a fin des itérations.

Dans le méme processus, pour rechercher U”*! € Z pour tout n = 1, on cherche YII; ala

fin des itérations. Ce qui consiste a trouver W’I; € Z dans la formulation faible suivante
de (5.9)

3 = _ _
(G—W5 v +(D- YW}, T) — I (Y1) W vy = — vk,
n

n n—-1

_D-vYE vy + (- W+ (E (YY) v vvez (5.11)

n

D’autre part, en utilisant la Remarque 2.2, 'approximation de G a I'instant ¢ = ;41 :

G = !, u™N7T, pour 0 < m < n, est donnée par
um+1_um 1-Y um+1_um
% =(1- fAKpu™ + (- fo) - 2 . 2 4 Kqu™, (5.12)
m m
um+1 —ym 1-Y um+1 —umn
5 S~ f, 2 2 +Kquytt|. (5.13)
Tm Y Tm

5.2.2 Semi-discrétisation en temps et formulation variationnelle du
systeme de I'écoulement (M2)

La semi discrétisation en temps et linéarisation du systeme d’écoulement (5.2) est réa-
lisée dans le schéma implicite et s’écrit comme suit

n+l _ 1,n
Ci(h)—~———= —div (ky(h) (VAT = VA —e,)) =p; 'a)™!  dans (£5.14)
Tn
hn+1 —h" hn+1 _n b h
Ay B = — A 2, 1)~ div oy (B Ry () (I -

n n

ez) :O(Z+1 dans (%.15)
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5.3 Discrétisation compleéte du probleme

ouiles inconnues h,’}“ et hZ“ sont les approximations de h.(t,+1) et hy(t,+1) telles que
les conditions initiales sont £.(0, x) = ho(x) et hy(0,x) = hpo(x) dans {2 et les condi-
tions aux limites sont

' =hep et W'=hyp  surlp, (5.16)

ki(hH(Vh T = VR —e)-n=0  surl}, (5.17)
(h}

kb(hf)(VhZH—pb b e;)-n=0 sur I'yN. (5.18)
P1

Nous introduisons I'espace fonctionnel suivant

Hy={veH'(f), v=0surlp}, . (5.19)
La formulation faible de (5.14)-(5.15) avec les conditions (5.16)-(5.17)-(5.18) s’écrit comme
suit :

hn+1 hn+1

trouver € h,p+Hjet

hn+1
f Ci(h™ \pdx+ f ki(h) (VR = VR —e) - Vydx

€ hpp +H; tel que

}’l
fp ! ”“q;dx+fcl(h§)T—wdx, vy e H (1)
n

4 0,
pnl n+1 pp(h})
fAl(hZ —ng(h” h < cpdx+fpb(h”)kb(h”)(Vh”+1 b e )Vpdx
9,
h" hn

:f ”+1cpdx+[A1(h?)T—b(pdx+fA2(h’c1,hZ)T—Lpdx Vo e H (12)

Q Q n n

(5.20)

5.3 Discrétisation complete du probleme

Nous supposons que (2 est un domaine polygonal de R?. Soit 7, une partition de {2 en
triangles T (en R?) ou en tétraédres (en R3) et nous désignons par Py (O) 'espace des
fonctions polynomiales définies dans un sous-ensemble O de R? de degré total au plus
k. Afin de définir la discrétisation compléte du probléme (5.1) - (5.2), nous introduisons
les espaces de dimension finie suivants :

Zp= {vh €(C()’;vTeT), wlre (Pl(T))B}, (5.21)
Hop={vneCUD; VT €T}, vylr€Pi (D)}, (5.22)

et
Hy = {vh €CW;VTeT) vplrePi(T), Vilp, = 0}. (5.23)
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5.3.1 Discrétisation complete du systeme de biodégradation (M1)

Nous discrétisons les équations (5.10)-(5.11) via la méthode des éléments finis dans
I'espace de dimension finie Z;,. Le probléme consiste dans un premier temps a trouver
W’;h € Zj tel que

(W v + 151D - YWE, V) — 15 O (Y’;,;l) WE v = (Y5 Lwy)
—13 D VYKL Uy + (B! (Y’;;),vh>+<u",vh> Vv,eZ,  (5.24)

et pour tout n = 1, nous cherchons ng , € Zn tels que

3 _
e W Vi) + (D VW, Vi) — O (V) W vy = — (V5w

n n-1

—D-vY L, Vv + (2—,vh> + (F! (Y’ggl) Vi) v €Zn (5.25)
Tn

Le schéma numérique consiste a définir un tres petit réel positif €, et €5, et nous arré-

k k . .

tons la boucle lorsque la norme de W, et W, sont respectivement plus petits que €,

etep.

D’autre part, concernant la deuxieme équation de systeme (5.1) qui représente la par-

tie des EDOs, nous cherchons G)"*! = (u}**!, u2*1)T, ¥m,0 < m < n, tels que

m+l um 1-Y m+l
m m
um+l um 1-Y m+1 —ym
Tm Y Tm

5.3.2 Discrétisation complete du systéme de I'écoulement (M2)

Nous discrétisons le systeme (5.20) via la méthode des éléments finis. Le schéma consiste

N

a
Trouverh eth+H1heth bh ehbD+H1htelque
n+1
fc,(h )—<h wdx+fkl(h (VR VR e . Vydx
(2
:f la?,jlxpdx+fcl(h e wdx, VyeHg
1N T
hn+1 n+1 pb(
[ man )f—hwdx [ ot i) =g [ otk T - =
(2 (2 (2
hl’l
f(xzzlcpdx+‘[A1(h )—= (pdx+fA2(hCh,hZh)TLthdx Yo eHy
. 2 9, "
(5.28)
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5.4 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons quelques résultats préliminaires pour le probleme
(5.1)-(5.3). Dans toutes les simulations, comme dans le cas d’écoulement monopha-
sique, nous considérons le domaine {2 < R” pour n =2 et n =3 de frontiere 02= [pUlN
avec (on rappelle que z est I'axe vertical dirigé vers le bas)

L=10,
(2=]0,L[x]0,L[x]0,L[ et Ip ={(x,y) €]0,L[x]0,L[ et z= 0}, pour le cas n=3 (3D),
(2=]0,L[x]0,L[ et [p ={(x,2),z=0} pour le cas n=2 (2D).

Les différents parametres utilisés sont donnés dans TABLE (5.1) et sont issu de [94] et
[11]. A partir des mémes références, nous prenons les conditions initiales du systéme
de biodégradation (en mgC/L) comme indiqué dans TABLE (5.2).

Les conditions aux limites du systeme de biodégradation sont toutes des conditions de
Neumann homogenes (voir (2.19)). Les conditions limites et initiales pour le systéme
d’écoulement sont données dans TABLE (5.3).

Nous rappelons qu’a chaque pas de temps, le systeme (5.1) est approché par (5.24)-
(5.25)-(5.26)-(5.27), et sa solution donne les termes sources du systeme d’écoulement
biphasique (5.2), approché par (5.28).

TABLEAU 5.1 — Parametres.

Ku Wm | 1| 2 | Ks | Ky Y a | K ]
0.176 | 0.3 | 0.7 | 0.76 | 160 | 0.04 | 0.05 | 0.9 | 500 | 4.61027 x 10~*
0, 0 K Pce b Mp | Mo | Am Crp

0.27 | 0.9715 | 107* | -0.0323 | 2.5 | 30 | 18.01 | 0.8 | 0.178

TABLEAU 5.2 — Conditions initiales du systéme de biodégradation.

Xo(x,3) | So(x,y) | [CO2]p(x,y) | [CH4lo(x,y)
1751 0 0 0

TABLEAU 5.3 — Conditions initiales et limites pour I'écoulement biphasique compressible.

heodans £2 | hyodans §2 | hepsurIp | hppsurlp | wy-nsurly | up-nsurly
-1.31074 0 —0.0002 0 0 0

Les résultats numériques que nous allons présenter dans cette section concernent la
résolution de systeme complet. Nous notons que les résultats numériques obtenus
dans la partie 4.5.1 de CHAPITRE 4 de I'étude de I'écoulement monophasique reste
également valable dans ce contexte, en raison du faible couplage entre les systemes
(2.92) et (2.93).
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inhomogene en raison d'une distribution non homogene des bactéries méthanogenes
— En2D:

Nous rappelons que la décharge est considérée comme un milieu poreux insaturé et
initiales By comme suit

S T e

Jﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬁl
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(b) Cas 3D

Dg = 0.05}. En utilisant la loi de

R e ]

) e e
e T st e e e e s o

{0=sx<L/2et0<z<L/2},

{0=x=<LetL/2<z<L}.
f1 = 0.1 jour dans (a), > = 0.5 jour dans (b),

Yo:={L/2<x<Let0<z<L/2}
Dg = 0.03,

21
23!

{0=sx=<L/2,0=sy=<Llet0=<z=<L/2},
{L/I2<=x=<L,0<sy<Let0=<z=<L/2},
{0=sx=<L,0<y<LetL/2=z<L}.
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édres et 9261 sommets) en 3D (voir FIGURE 5.1). Nous
'

considérons aussi les points de I'espace définis par M;(0.25,0.75) le milieu de la zone
FIGURE 5.1 — Le maillage.
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— En3D:
71, M2(0.25,0.75) le milieu de la zone Z, et M3(0.75,0.001) un point en bas de la zone

Z3, en lesquels nous allons observer I'évolution des différentes variables du systéme.
Les FIGURES 5.2 et 5.3 montrent, respectivement, I’évolution de la production du mé-

thane en 2D et 3D a différents instants :
Nous remarquons dans la FIGURE 5.2 qu’il y a une augmentation de la production de

calcul CPU, nous utilisons la diffusion partielle (et non pas complete). Nous considé-
biogaz au cours du temps dans chaque zone. Dans la zone 1 de LA FIGURE 5.2 : les iso-
valeurs augmentent de la couleur jaune de = 0.06 a l'instant #; a = 0.52 a l'instant 7.

Tenant compte des résultats obtenus dans la sous section 4.5.2 en terme du temps de

Haldane, nous obtenons les simulations suivantes.
t3=1jour dans (c) et #; = 1.8 jour dans (d).

sommets) en 2D et (48000 té

Nous consid
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FIGURE 5.2 — Evolution de la production du méthane en 2D.

Dans la zone 2 : les isovaleurs augmentent de la couleur bleu de = 0.12 a l'instant #; a
~ 1.02 a l'instant #;. Dans la zone 3 : les isovaleurs augmentent de la couleur rouge de
=~0.17alinstant f; a = 1.5al'instant #;. Le TABLEAU 5.4 donne un peu plus de précision
sur le niveau des d’échelles des valeurs.

Le tracage de I’évolution de la valeur moyenne de la concentration du méthane produit
dans chaque zone, donné dans la FIGURES 5.4, confirme les résultats attendus, a savoir
que le taux d’augmentation de la production du biogaz est corrélé avec la condition
initiale. En effet le plus grand taux est donné pour la plus grand valeur de la condition
initiale qui correspond a la zone 3 associé a By = 3.

En utilisant la relation entre la teneur en eau 0; et la hauteur capillaire /. (voir (2.51)
avec (2.58)), les FIGURES 5.7 et 5.8 montrent respectivement I’évolution de la teneur en
eau en 2D et 3D. Ainsi, nous remarquons que le lixiviat commence a stagner en bas de
domaine a l'instant #;. Plus précisément, dans la FIGURE 5.9, ou est représenté 1'évolu-
tion de la teneur en eau dans les trois points M;, M, et M3, on remarque que la courbe
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FIGURE 5.3 — Evolution de la production de méthane en 3D.

(jaune) du point M3 situé en bas de la zone Z3, indique une forte augmentation de la
teneur en eau au cours du temps, de la valeur initiale 8, = 0.37, jusqu’a la valeur 6 = 0.8
(valeur proche de la saturation), a I'instant #4.

Les FIGURES 5.5 et 5.6 montrent respectivement I’évolution de la hauteur en colonne
du biogaz hj en 2D et 3D. Nous constatons dans la figure (a) de 5.5, qui correspond
a l'instant f;, 'apparition d'une zone coloré en bleu ciel avec des valeurs tres faibles
et qui coincide presque avec la zone 1. Ceci peut étre justifié en raison du choix de la
petite valeur de la condition initiale des bactéries méthanogenes dans la zone 1 (i.e la
zone ou By =1).

Cependant, cette disparité tend a disparaitre avec le temps et on assiste a une homo-
généisation "partiellement" dans chaque horizon, comme le montre les figures (b), (c)
et (d) dans 5.5.

Linstant 74 correspond approximativement au moment ou une zone de stagnation du
lixiviat va apparaitre en bas de la décharge. La condition d’humidité nécessaire pour
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’ Zones H f t I3 Iy
VA Max=0.09 | Max=0.39 | Max=0.60 | Max=0.80
Min=0.05 | Min=0.23 | Min=0.35 | Min=0.46
Z Max=0.13 | Max=0.56 | Max=0.85 | Max=1.13
Min=0.10 | Min=0.42 | Min=0.64 | Min= 0.85
Z3 Max=0.17 | Max=0.75 | Max=1.15 | Max=1.52
Min=0.14 | Min=0.59 | Min=0.89 | Min=1.19

TABLEAU 5.4 — Table des valeurs Max et Min des isovaleurs de production méthane dans les
trois zones au cours de temps suivant les solutions obtenus dans la Figure 5.2.
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5 *” 00— ¢
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e
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
time (day)

FIGURE 5.4 — Evolution de la moyenne de la production du méthane dans chaque zone (la zone
1 correspond a By = 1, la zone 2 correspond a By =2 et la zone 3 correspond a By = 3).

la production de biogaz ne sera plus satisfaite dans tout le domaine apres cet instant,
ce qui explique pourquoi nous nous sommes arrétés dans les calculs a #;. Apres cela,
il va falloir pendre une décision pour améliorer la production de biogaz comme nous
I’avons signalé dans 2.3.2 (scénarios).

Les résultats de cette partie feront I'objet de la publication [21].
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FIGURE 5.5 — Evolution de la hauteur en colonne de biogaz hj, en 2D.
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FIGURE 5.6 — Evolution de la hauteur en colonne de biogaz hj, en 3D.
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FIGURE 5.7 — Evolution de la teneur en eau 0(h.) en 2D.
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FIGURE 5.8 — Evolution de la teneur en eau 0(%.) en 3D.
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FIGURE 5.9 — Evolution de la teneur en eau 0 aux points M;, M, et Ms.
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5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré un nouveau modele décrivant I'activité bac-
térienne dans une décharge des déchets ménagers, considérée comme un milieu po-
reux réactif et non saturé. Dans ce modele, nous avons tenu compte de la présence
de la phase gazeuse dans I’écoulement des fluides dans la décharge et avons consi-
déré un écoulement diphasique lixiviat-biogaz. Cela a permit de suivre I"’écoulement
des deux phases, lixiviat et biogaz, et d’avoir simultanément, a chaque instant et en
chaque point de I'espace physique, la pression du lixiviat, la pression de biogaz et ces
informations pouvant étre utiles pour la récupération du biogaz et la libération du lixi-
viat. Le systéme obtenu est un systeme de type réaction-diffusion, couplé avec le sys-
teme d’écoulement biphasique lixiviat-biogaz. Nous avons utilisé le schéma en temps
d’ordre élevé BDF2 et la linéarisation par la méthode de Newton pour le systeme de ré-
action diffusion afin d’obtenir plus de précision a la fois pour la solution du systeme et
pour le terme source de systeme d’écoulement biphasique. Lapproximation spatiale
du probleme complet a été réalisée par la méthode des éléments finis et des simula-
tions numériques en 2D et 3D ont été obtenues.

Les résultats numériques montrent le role de '’humidité sur I’évolution de la produc-
tion du biogaz. Cela suggere comme perspective d’étudier I'impact de I'humidité sur
cette production dans une démarche de controle et d’optimisation afin de maximiser
la production.
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Conclusion

L'essentiel de notre travail a consisté a développer et analyser, théoriquement et numé-
riquement, des modéles intervenant dans une décharge des déchets ménagers. Nous
nous sommes intéressés au processus de la digestion anaérobie pour la production de
biogaz dans un casier de stockage de déchets . Ce dernier a été considéré comme un
milieux poreux réactif et comprenant des phénomenes biologiques (dynamique bacté-
rienne) et physiques (écoulement des fluides). La modélisation de ce type de probleme
s’avere un outil essentiel pour prédire la production de biogaz.

Dans un premier temps, nous avons développé un modele formé d’équations différen-
tielles ordinaires décrivant la dite dynamique bactérienne. Ce modele envisage le pro-
cessus de la digestion anaérobie en deux étapes : '’hydrolyse et la méthanogénese qui
prend en compte la recirculation d'une fraction de la mortalité de la biomasse comme
substrat ainsi que I'introduction des phénomenes d’inhibition qui s'imposent souvent
dans la réalité. Nous avons analysé mathématiquement la dynamique du systéme et
nous avons montré qu’il existe une infinité d’équilibres vers lesquels convergent les so-
lutions en fonction des conditions initiales. En particulier, nous avons mis en évidence
I'impact du terme de mortalité et de la fonction de croissance sur les performances du
processus global, notamment en termes de production de biogaz. Nous avons montré
dépendamment du taux de mortalité, qu'une charge trop élevée de la matiere orga-
nique initiale peut-étre pénalisante.

Ensuite, nous avons proposé un modele dans lequel nous avons introduit la diffu-
sion dans la dynamique bactérienne pour obtenir un systeme de réaction-diffusion.
Ce systeme a été couplé au systeme d’écoulement du lixiviat dans la décharge, régie
par 'équation de Richards modélisant I’écoulement non saturé. Ce couplage est es-
sentiel pour suivre I’évolution du lixiviat durant la biodégradation. Nous avons montré
que le probleme est bien posé et nous avons effectué 1'analyse des systemes discrets
avec la méthode des éléments finis mixtes et des schémas en temps d’ordre élevé. Les
tests numériques réalisés en 2D et 3D sont en accord avec la théorie et la littérature.
En particulier, nous avons mis en évidence l'effet de ’humidité sur la production du
biogaz en localisant les zones dont I'humidité se trouvent en dehors de I'intervalle de
production.

Finalement, pour tenir compte de la présence de la phase gazeuse dans I'écoulement,

128



5.5 Conclusion

nous avons proposé un modele d’écoulement biphasique compressible lixiviat-biogaz
couplé avec le systeme de réaction-diffusion. Ce systeme permet de suivre I’évolution
spatio-temporelle aussi bien du lixiviat que du biogaz. Ensuite, nous avons effectué
I’approximation du probleme par la méthode des éléments finis mixtes et nous avons
présenté des simulations numériques 2D et 3D.

Perspectives

Lobjectif principal dans notre travail a été le développement d’'un modele performant
qui débouche sur un outil de simulation en deux et trois dimensions prét a I'’emploi
dans la gestion des déchets. Un tel outil est important a la fois pour une utilisation pra-
tique dans les prévisions et pour les études avancées pour |'optimisation et le controle
de la production de biogaz. Par conséquent, plusieurs orientations futures, concernant
le travail de cette these, peuvent étre envisagées comme perspectives :

v Lintroduction d'un terme de transport dans le systéme qui décrit I’aspect bio-
logique est une démarche raisonnable et complémentaire du modele d’écoule-
ment biphasique compressible du biogaz-lixiviat.

v' Dans le cas de la loi Haldane, nous avons montré dans le CHAPITRE 3 qu'une
charge initiale trop élevée de matiere organique pourrait étre pénalisante.
Une stratégie pourrait alors étre de fractionner la charge de matiere organique
dans le temps, c’est-a-dire d’avoir une charge initiale plus petite et de réintro-
duire la quantité restante de matiere a traiter plus tard (en une ou plusieurs fois).
Ceci conduit a un probleme de contréle pour choisir de maniere optimale la pro-
portion de fractionnement et le(s) temps(s) de réintroduction correspondant(s)
pour obtenir les meilleures performances.

v’ Les résultats numériques montrent le role de I'humidité sur I’évolution de la
production du biogaz et suggerent d’étudier son impact dans une démarche de
controle et d’optimisation. Nous avons vu en particulier qu'une fois arrivé a une
valeur de la teneur en eau critique, la production du biogaz est ralentie voir arré-
tée, et nous avons discuté sommairement a la fin du CHAPITRE 2 quelques scéna-
rios possibles pour améliorer la situation. Une perspective possible est d’étudier
ces scénarios d’'une maniere optimale aussi bien du coté timing que de la dis-
position et la nature des nouvelles conditions limites, et plus généralement voir
I'effet de la variation du taux de recirculation sur la production du méthane.

v' Lhétérogénéité spatiale est généralement observée dans les décharges réelles.
Comparativement a I'étude effectuée dans le cas des EDO, I'extension a la dy-
namique du systeme EDP de réaction- diffusion est envisageable, en particulier
pour le cas de la fonction de croissance Haldane.
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v Une autre perspective est de considérer la décharge comme un milieu poreux

130

réactif et déformable a cause des tassements des déchets, en parallele de la dé-
gradation, qui se trouvent souvent dans les décharges. Ainsi prendre en compte
les phénomenes d’interactions fluide-solide.



Annexe

Formulation variationnelle et discrétisation compleéte de
systeme de I'écoulement (5.3)

- Semi-discrétisation en temps et formulation variationnelle

La semi discrétisation en temps et la linéarisation du systeme d’écoulement (5.3) est
réalisée dans le schéma implicite et s’écrit comme suit :

n+l _ pn
Ci(he) =——+div ™) =p; 't dans (2, (5.29)
ky(hhu*t =VR!* VR +e, dans (2, (5.30)
n+l _ 1,n n+l _ pn

Ay 2L Ay (!, k) —~——C + div(pp (K ul ) =L dans 2, (5.31)
T T

k_b(h?)uzﬂ =V - hZ“ +0 hZ“ez +ce, dans (2, (5.32)

ol les inconnues u}*!, u"*!, h*! et h)'*! sont respectivement les approximations de

u;(ty+1), up(tns1), he(tns1) et hy(t,41) tels que les conditions initiales sont h.(0, x) =
heo(x) et hy(0,x) = hyo(x) dans §2 et les conditions aux limites sont

Rl —h.p surlp
hZ“ =hpp surlp,

u*'.n =0 sur I\, (5.33)
uZ“-n =0 sur I'y.

FORMULATION VARIATIONNELLE MIXTE

Nous introduisons les espaces fonctionnels suivants

Vi=Hyn(div; ) ={ve H(div, (), v.n=0sur Iy}, Vo =Hon(div; (D),
Wy =L2(2), W,=1%(.

La formulation faible de (5.29)-(5.30)-(5.31)-(5.32) avec les conditions (5.33) s’écrit comme
suit : Trouver (u?“, R eV x W) et (uZ“, R eV, x Wo tels que
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Annexe

hn+1 B
sz(hn) Lpdx+fd1v (“nﬂ)(deZfCl(h?)Tcthx
9

fpll ledx YeeWw, (5.34)

sz(hn)u”+1 vdx+fh?+ldivvdx—/hZ“divvdx:fhC,DV-nds

Iy
—fhb,Dv-nds+fez-vdx VvevV,, (5.35)
Iy 2
n+l n+1
fAl(h?)qu)dx—fAz(h =~ (pdx+fdlv(pb(h”)u”+l)(pdx
[0 2
hl’l
:fAl(h?)qu)dx—fAz(hf,hZ)ch)dx+f lpdx VHeW,, (5.36)
2 02 02
f cp(h)u) ' vdx - fh”“dlvvdx_ f hppV- nds+fclh”+lez -Vdx
{2 I'p {2
+[Cgez-\7dx VYVveV,, (5.37)
(2

- Discrétisation complete

Nous introduisons les espaces discrets suivants V j, et V,j, pour 'approximation de
V| et V, respectivement

V= {vh€RTo(Th) v =0} (5.38)

et
V= {vh €RT(T}) vy-mp = o} (5.39)

avec RT((97,) est'espace global Raviart-Thomas le plus bas degré défini dans (4.38).

En outre, nous introduisons les sous-espaces des éléments finis W j, et W5 ;, pour I'ap-
proximation de W; et W, respectivement par I’espace global de polyndmes par mor-
ceaux de degré 0

Wy ={qn e L2(2):  qplr €Py(T), VT € I3} (5.40)

et
Wop={gn e L?():  qplr € Po(T), YT € Ty} . (5.41)

La discrétisation du probléme (5.34)-(5.35)-(5.36)-(5.37) par la méthode des éléments
finis mixtes est donnée comme suit : Trouver (u}}"!, R €V 1 x Wy, et (!, bl €
V5, x Woyy, tels que
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Annexe

n+l n
fCl(h )—(pdx+fdlv (u”“)(pdx fCl(h ) <2
N P

1 n+l
fpl a, @dx VeeWpy,,

flcz(hch)ufh+1 de+fh?h+ldivvdx—fhggldivvdx:fhc,Dv-nds
I
— [ hppv-nds+ [e;-vdx VveV
Iv (2

Y n+1 n+1

h
fAl(h )ﬂq)dx ng(hch,hZh) . cpdx+fd1v(pb(h”h)u”“)cpdx
(2 {2
h” h"
:fA1(h )2 pdx - fAz(hch,hgh)ﬂq)dx+fa”“(pdx Ve Wy,

{2
fk_b(h yup edx - fhz;:ldlvvdx_ f hy,pV- nds+fclh”+1ez-‘7dx
P I'p
+fczez-vdx VveVyy,,
2
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Nomenclature

Soit x = (x1, .., Xg) un vecteur de R%, avec d = 2.

Propriété de la roche / du milieu de déchets

— ¢ =la porosité de la roche/ du milieu de déchets.
— K=Ia perméabilité intrinseque.

— M =la masse d’eau dans le milieu.

— M, =la masse de milieu sec.

— po =la densité du milieu sec.

Variables dynamiques : chimiques et physiques

— X = concentration de la matiére organique initiale.

— S = concentration de la matiere organique soluble simple (i.e. apres I'étape de
I'hydrolyse).

— B = concentration des bactéries méthanogenes.

— [CO3] = Concentration de dioxyde de carbone

— [CH4] = Concentration de méthane.

— u = Vitesse d’écoulement du lixiviat dans le cas monophasique.
— P =pression de lixiviat dans le cas monophasique.

— p = potentiel de pression de lixiviat dans le cas monophasique.
— 0 teneur en eau de lixiviat dans le cas monophasique.

— u; et uy sont respectivement la vitesse d’écoulement du lixiviat et de biogaz dans
le cas biphasique.

— p1 et pp sont respectivement la pression du lixiviat et de biogaz dans le cas bi-
phasique.

— 0; et 0, sont respectivement la teneur en eau du lixiviat et de biogaz dans le cas
biphasique.

— o = Teneur en eau massique (/masse seéche de déchets).

! . . P
— o =Teneur en eau massique(/masse humide de déchets).
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Nomenclature

— X = Concentration en micro-organismes.
— X, = Concentration en substrat.

— b et p, sont des parametres de calage.

Parametres liés aux variables dynamiques

— M(-) = Taux de croissance spécifique.

— Ks =1a constante de demi-saturation.

— Kj=1a constante d’inhibition.

— K,  =le taux de mortalité.

— Y =le taux d’utilisation du substrat.

— fi, f> et f, sont des coefficients stoechiométriques.

— Kj, =1a constante d’hydrolyse.

— Mm = le taux de croissance maximum.

— D =1lamatrice des coefficients de diffusion.

— P, la pression capillaire.

— 0, et S, sont respectivement la teneur en eau effective et la saturation effective.
— 0O, la teneur en eau a saturation.

— 0O la teneur en eau résiduelle

— g=lemodule de I'accélération de la pesanteur.

— k; =la perméabilité relative du lixiviat dans le cas d’écoulement monophasique.

— k;; = la perméabilité relative de la phase i dans le cas d’écoulement biphasique
(I'indice "1" désigne la phase du lixiviat et'indice "b" désigne la phase de biogaz).

— Mp et y; (ou bien juste p) désignent respectivement la viscosité dynamique du
lixiviat et de biogaz.

— pp et p; (ou bien juste p) désignent respectivement la densité du lixiviat et de
biogaz.

— a; =le terme souce/ puit dans I'’equation de conservation de la masse de lixiviat.

— ap =le terme souce/ puit dans I’équation de conservation de la masse de biogaz.

— Acin =le taux de génération de biogaz.

— Crp=1la constante de génération de biogaz.

— Mp,0 et M}, sont respectivement la masse molaire de H,O et de biogaz.

— g =fonction empirique d’humidité.
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