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Notations

Ce manuscrit comporte différentes abréviations et notations. Bien que la majorité d’entre elles
soient couramment usitées et qu’elles soient toutes introduites proprement dans le texte quand
nécessaire, nous les reprenons ici afin que le lecteur puisse facilement y retrouver leur sens au
besoin.

Commengons par les quelques acronymes qui parsément ces pages.

Abréviation Signification Page
PB processus de branchement p.11
cadlag continu & droite avec des limites & gauche p-13
PBCD PB en temps continu et espace discret p-13
PBC PB en temps et espace continus p-13
PBMCD PB multi-types en temps continu et espace discret | p.25
PBCM PBC multi-types p-25
d-PBCM PBCM a d types p-25
PL processus de Lévy p-18
PLsp PL spectralement positif p-19
TA Temps d’atteinte p-20
cLasp champ de Lévy additif spectralement positif p-29

Rappelons maintenant la notation des objets mathématiques récurrents de ce manuscrit.

Lettre Objet mathématique
Z 1-PB continu (ou discret)
U exposant de Laplace d’'un PBC
Z=(zW,...,z@) d-PB continu (ou discret)
u=(uD, ... u®) exposant de Laplace d’'un PBCM
PL réel
X = (X ..., X% PL d-dimensionnel
® exposant de Laplace d'un PL (réel ou d-dimensionnel)
T TA du PL X
10} exposant de Laplace de T'
L(r, X) représentation de Lamperti 1-dimensionnelle
X cLasp
X la matrice "essentiellement positive" associée aux cLasp
©=(o1,---,0d) exposant de Laplace d’un cLasp
T champ des TA du cLasp X
b= (d1,...,04) exposant de Laplace du champ T
L(r, X) représentation de Lamperti d-dimensionnelle

Finissons avec les quelques autres notations déterministes apparaissant fréquemment dans les
résultats et les preuves.
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8
Notation Signification
x point de R
x=(21,...,2q) vecteur de R?
e i€ vecteur unité de R?
() produit scalaire usuel sur R?
|- norme euclidienne associée
[d] {1,...,d} ou d € N*
x<y Vie[d],xigyi
x <y x<yetdield,x; <y
() produit spécial sur les matrices, p.34
0=(0,...,0) vecteur nul de R?, p.26
1=(1,...,1) vecteur unité de R?

Dans le cas ot certaines notations n’auraient pas été introduites ici, nous insistons sur le fait que,
pour faciliter la compréhension et la distinction entre les différents objets, chaque notation de ce
manuscrit observe la régle suivante. Nous distinguerons les objets mathématiques uni-dimensionnels,
représentés par une lettre "classique" (exemple : z ou X), des mémes objets multi-dimensionnels,

représentés par la méme lettre "droite" (ex.

: x ou X). De méme, nous

introduisons une notation

spécifique aux champs, i.e. aux processus stochastiques indexés par des vecteurs de dimension d > 2,
que nous représenterons par des lettres "en gras" (ex. X). Les seules exceptions sont le vecteur nul

et le vecteur unité de R,



Premiére partie

Tour d’horizon sur les processus de
branchement continus et certains champs
de Lévy






Introduction

Dans la premiére partie de ce manuscrit, nous introduisons la notion de processus de bran-
chement (PB) continu multi-types et quelques résultats asymptotiques. Ces modéles en temps et
espace discrets ont été introduits, dans les années 1845, indépendamment par le mathématicien
francais 1.J. Bienaymé (1796-1878), qui se demandait pourquoi la population aristocratique fran-
caise diminuait alors que la population du pays était en pleine croissance, et par les mathématiciens
britanniques F. Galton (1822-1911) et H.W. Watson (1827-1903), dans les années 1870, qui vou-
laient répondre a l'inquiétude de leurs compatriotes nobles quant & la possible disparition de leurs
patronymes. Afin d’apporter des réponses a ces questions, ces mathématiciens ont défini une certaine
famille de processus stochastiques, appelés processus de Bienaymé-Galton- Watson. Ils correspondent
a la classe des PB en temps et espace discrets, dits par la suite PB discrets pour simplifier. Cette
famille de processus permet la modélisation d’une évolution de population dans laquelle les indivi-
dus sont tous indépendants et se reproduisent de la méme "facon", c’est-a-dire avec la méme loi de
reproduction. Ils peuvent aussi représenter une évolution cellulaire ou une propagation épidémiolo-
gique. Ces PB discrets ont été énormément étudiés et, aujourd’hui, nous possédons de nombreux
résultats sur leurs comportements asymptotiques (extinction, croissance exponentielle), voir [3] et
[24]. De plus, il existe différents codages et représentations qui permettent de ramener ’étude de ces
PB discrets a celle d’autres objets mathématiques. En particulier, il est possible de représenter les
PB discrets par des marches aléatoires ne décroissant que par sauts de taille un, dites & décroissance
unitaire, via la représentation de Lamperti. Cette représentation permet de ramener 1’étude des
processus de Bienaymé-Galton-Watson & celle des marches aléatoires, bien connues.

Néanmoins, les premiéres limites de ce modéle d’évolution de population se dressent rapidement.
En effet, dans le cadre d’une évolution cellulaire, par exemple, il semble assez audacieux de négliger
les différentes mutations de la cellule pouvant apparaitre lors de chaque division cellulaire. De
méme pour un modéle épidémiologique, nous pouvons raisonnablement nous attendre a ce que la
contamination d’une cellule puisse entrainer une modification dans sa "facon" de se diviser ou plus
spécifiquement, que chaque étape de la contamination de la cellule puisse entrainer un changement de
comportement. Pour prendre en compte ces considérations, il nous suffit de différencier les individus
par un "type" qui caractérise leur état et donc leur loi de reproduction. Par exemple, dans le cas
de la contamination cellulaire, nous pouvons distinguer les différents stades de contamination de
la cellule comme suit : une cellule saine porte le type 1, une cellule porteuse saine le type 2 et
une cellule malade le type 3. Ainsi une cellule de type 2 donnera plus facilement qu’une cellule de
type 1 une cellule de type 3. Ces processus sont appelés PB multi-types discrets ou d-PB discrets
avec d > 1 un entier correspondant au nombre de types présents dans la population. Tout comme
leurs homologues & un type, les PB multi-types discrets ont aussi fait couler beaucoup d’encre.
En particulier, il a été montré que des résultats comportementaux analogues & ceux portant sur
les 1-PB discrets étaient satisfaits par cette nouvelle classe de PB, voir par exemple chapitre V
de [3]. Pour finir, nous précisons qu'il est possible de généraliser la représentation de Lamperti au
cas multi-types en considérant une matrice "essentiellement & décroissance unitaire" de marches
aléatoires. C’est-a-dire une matrice dont les entrées diagonales soient des marches aléatoires dites
& décroissance unitaire, et des entrées non diagonales qui soient des marches aléatoires croissantes.
De méme que précédemment, I’étude des PB multi-types discrets peut alors étre ramenée a celle de
matrices de marches aléatoires.

Une autre généralisation, indépendante de la premiére, apparait dans les années 1960 avec les
mathématiciens M. Jifina [26] et J. Lamperti [37],[36], elle permet d’étendre l'utilisation des PB au

11



12

cas d’évolution de population dans laquelle les individus n’ont pas tous le méme temps de vie. L’idée
est alors d’associer & chaque individu un temps de vie aléatoire indépendant de celui des autres. C’est
ainsi que nous obtenons la classe des PB en temps continu et espace discret. Ces mémes auteurs
ont montré que ces nouveaux PB en temps continu et espace discret pouvaient étre construits
comme limite d’'une suite de PB discrets par un changement de temps. Si de plus, nous effectuons
un changement d’espace, la limite obtenue sera alors un PB en temps et espace continus, que
nous appellerons simplement processus de branchement continu. Les PB en temps continu peuvent
modéliser des évolutions de concentration de solutions pour lesquelles le temps discret serait trop
grossier. Quand 'espace d’états de ces PB en temps continu est lui méme continu, la population
modélisée est alors a grand effectif. En particulier, il ne nous est plus permis de distinguer les
individus. Une fois encore, plusieurs mathématiciens ont montré que les résultats déja connus pour
les PB discrets s’étendaient & ces nouveaux processus en temps continu. En particulier, il existe 1a
encore une représentation de Lamperti [35], qui encode le PB en temps et espace continus, avec
I’analogue en temps continu des marches aléatoires & décroissance unitaire, qui n’est autre que les
processus de Lévy sans sauts négatifs, dits spectralement positifs. Quand ’espace d’états du PB en
temps continu est discret, les processus de Lévy associés sont des processus de Poisson composés
& décroissance unitaire. La différence majeure entre les comportements des PB a espace d’états
discret et ceux & espace d’états continu réside dans le fait que quand l’espace est continu, le PB
peut s’éteindre, c’est-a-dire atteindre zéro, en un temps fini ou a l'infini alors que quand 'espace
est discret, il ne peut s’éteindre qu’en un temps fini. Il nous est possible de caractériser le "mode"
d’extinction du PB continu grace & la condition de Grey [23].

Nous en arrivons maintenant aux PB multi-types continus qui constituent le coeur de mes travaux
de thése. Ils sont obtenus en combinant les deux généralisations des processus de Bienaymé-Galton-
Watson citées ci-dessus. Ils modélisent donc une évolution de population a trés grand effectif, indexée
par les réels, prenant des valeurs réelles et dans laquelle le comportement d’un individu est indé-
pendant de celui des autres et est caractérisé par le type porté par cet individu. L’objectif de mon
doctorat était de les étudier via la représentation de Lamperti afin d’aboutir & une généralisation
multi-types de la condition de Grey [23]. Ces travaux sont expliqués en détails dans la deuxiéme
partie de ce manuscrit et sont divisés en deux grands axes. Le premier, voir le chapitre 3, vise & éta-
blir des résultats de la théorie des fluctuations des champs de Lévy additifs spectralement positifs,
définis dans la partie 1.3.1 et généralisant les processus de Lévy sans sauts négatifs apparaissant
dans la représentation de Lamperti unidimensionnelle. Ces premiers travaux constituent un travail
préliminaire & celui du second axe de recherche de ma thése ayant pour but d’étudier les différents
"modes" d’extinction du PB multi-types continu afin d’établir une condition de Grey multi-types,
voir le chapitre 5.

La premiére partie de ce manuscrit est donc constituée de deux chapitres visant & introduire plus
spécifiquement les notions et notations nécessaires et & énoncer les résultats qui ont constitué mes
travaux de thése, concernant les champs de Lévy additifs spectralement positifs et les PB continus a
d types, avec d > 1. Le cas d = 1 est déja bien connu et est rappelé ici pour un souci de clarté. Mon
travail n’a concerné que le cas multi-types. Bien que le comportement des PB multi-types continus
ait déja été étudié sans utiliser la représentation de Lamperti d-dimensionnelle, nous retrouvons
ici certains résultats en utilisant les champs de Lévy additifs spectralement positifs. En revanche,
aucun résultat n’avait encore été publié sur une condition de Grey multi-types qui permettrait de
distinguer les cas ou le PB multi-types continu s’éteint en temps fini des cas o il s’éteint & I'infini.



Chapitre 1

Processus de branchement en temps
continu

Commengons par 1’étude des processus de branchement continus & un seul type, autrement dit
dans tout ce chapitre d = 1 et tous les individus portent le type un. Ces processus peuvent modéliser
I’évolution d’une population dans laquelle les individus se reproduisent de maniére indépendante,
selon la méme loi de probabilité et ont un temps de vie aléatoire et indépendant de celui des autres.
Quand l'espace d’états est continu, la population modélisée est & trés grand effectif, il ne nous est
alors plus permis de distinguer les individus. Un tel processus sera noté Z = (Z;)>0, il est indexé
par les réels positifs ¢ € Ry. Du point de vue modélisation, pour tout temps t € Ry, Z; peut étre
vu comme la "masse" d’individus composant la population au temps ¢. Notons que pour qu’un
tel processus soit un processus de Markov, il est nécessaire que les temps de vie aléatoires soient
indépendants et de loi exponentielle.

Nous appellerons processus de branchement en temps continu un processus de Markov fort Z =
(Z¢)t>0, indexé par les réels, a valeurs dans [0, 00), dont les trajectoires sont continues a droite avec
des limites a gauche (cadlag) et qui vérifie la propriété de branchement suivante

Définition 1.0.1. Pour tout t > 0 et tout 21,22 € Ry, Z sous la probabilité P, 1., a la méme
loi que la somme Z1 + Zo ou Z1 et Zy sont des PB en temps continu indépendants tels que, pour
tout i € [2], Z; a la méme loi que Z sous P, .

Autrement dit, pour tout t > 0 et pour tout A, 21,20 € Ry

E21+Z2 [ei)\Zt] = EZI [eiAZt]EZQ [ei/\Zt]' (1-1)

Précisons qu’a partir de maintenant, pour tout z € Ry, P, et E, désignent respectivement la
probabilité et ’espérance sous la loi conditionnée par Zy = z.

Dans la suite, nous serons parfois amenés & distinguer les processus de branchement en temps
continu et espace discret (PBCD) avec probabilités de transition P := {P,, : n > 0} et a valeurs dans
N, des processus de branchement en temps et espace continus, aussi appelés processus de branchement
continus (PBC), avec probabilités de transition P := {P, : x > 0} et a valeurs dans [0, c0).

Les PBC ont été introduits par M. Jifina [26] et par J. Lamperti [36]. Ils ont montré que ces
processus peuvent étre obtenus comme limite de processus de Bienaymé-Galton-Watson en effec-
tuant un changement de temps et d’espace. Sous réserve que ces changements de temps et d’espace
soient assez "gentils", il semble raisonnable de penser que nous puissions généraliser tout ou partie
des résultats obtenus pour les processus de Bienaymé-Galton-Watson, que ce soit leur extinction,
leur croissance exponentielle ou la distribution de leur population totale. Aprés ces premiers ar-
ticles prouvant leur existence, les PBC ont fait I’objet de nombreux autres articles comme ceux de
S. Watanabe [44], [45] ou encore E. Seneta et D. Vere-Jones [39]. L'un des résultats qui nous intéresse
particuliérement est la représentation de Lamperti, due au mathématicien éponyme J. Lamperti, pa-
rue dans l'article [35] en 1967. Cette représentation nous donne une égalité trajectorielle entre le
PBC Z et un processus de Lévy sans sauts négatifs, dit spectralement positif (PLsp) X. En fait, elle
définit une bijection entre ’ensemble des PBC et celui des PLsp. Quand le PBC Z est a valeurs

13
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discrétes, le PL X associé par cette représentation est alors un processus de Poisson composé a
décroissance unitaire, c’est-a-dire ne décroissant que par sauts de taille un. En temps discret, la
représentation de Lamperti permet d’établir aisément 1’égalité presque siire entre la population to-
tale du PBC Z et le premier temps d’atteinte de —Z; par la marche aléatoire associée. Ce résultat
peut également étre obtenu de maniére constructive en utilisant la représentation des PB & espace
discret par des foréts de branchement et le codage de Lukasiewick-Harris. Il se trouve que le codage
de Lukasiewick-Harris permet une définition trajectoire par trajectoire de la marche aléatoire a
décroissance unitaire apparaissant dans la représentation de Lamperti discréte. Aussi aprés avoir
introduit plus précisément la représentation de Lamperti, nous étudierons la théorie des fluctuations
des PLsp afin d’établir un tel résultat concernant le PBC Z.

Dans tout ce qui suit, nous serons amenés & considérer la loi de Z. La propriété de branchement
(1.1) nous assure I'existence d’un unique exposant de Laplace u caractérisant cette loi, cf. (2) dans
[35]. 11 est défini par

E.[e %] = 7™M vr A > 0. (1.2)

Par définition, u est une fonction positive, croissante, continue et différentiable en A. De plus, voir
(3) dans [35], elle satisfait a la propriété de semi-groupe

Upys(A) = ur(us(N)), VA, t,s>0. (1.3)

1.1 Extinction du processus : condition de Grey

Avant d’utiliser la représentation de Lamperti pour étudier la loi du supremum du PBC, nous al-
lons étudier I'explosion et I'extinction du PBC Z en utilisant son exposant de Laplace. Tout d’abord,
en utilisant la propriété de branchement, il est aisé de vérifier que les états 0 et oo sont absorbants.
C’est-a-dire que s’il existe ¢ > 0 tel que Zy = 0 ou Z; = oo, alors pour tout s > 0, Z;1s = 0 ou
Ziys = 00 respectivement. Nous allons caractériser ces différents comportements asymptotiques par
des conditions nécessaires et suffisantes. En particulier, nous allons lier les comportements asympto-
tiques de Z avec les comportements aux limites de son exposant de Laplace u. Les différents résultats
évoqueés ci-aprés sont explicités et démontrés, par exemple, dans le livre [32] de A.E. Kyprianou ainsi
que dans larticle [23| de D.R. Grey.

Commencgons par écrire les différentes probabilités d’extinction et d’explosion en fonction de
I'exposant de Laplace v du PBC Z. Rappelons que par définition (1.2), la fonction u est positive,
croissante, continue et différentiable en A. En fait, elle est aussi différentiable en ¢ et nous pouvons
caractériser sa dérivée partielle.

Théoréme 1.1.1. Soient Z un PBC et u son exposant de Laplace défini par (1.2), alors pour
tout X > 0, la fonction t — uy(\) est différentiable sur [0,00). De plus,

) { T = —p o)
uo()\) =A

La fonction ¢ est appelée mécanisme de branchement de Z. De plus, ¢ est ’exposant de
Laplace d’un processus de Lévy spectralement positif.

Il existe différentes preuves de ce résultat. La premiére dans article de M.L. Silverstein [40] trés
analytique utilisant entre autres les fonctions complétement monotones. Plus récemment, dans 1’ar-
ticle [11], M.E. Caballero, A. Lambert et G. Uribe Bravo montrent ce résultat (propositions 2 et 3)
plus simplement en utilisant seulement les propriétés de branchement (1.1) et de semi-groupe (1.3)
ainsi qu’une certaine convergence de mesures de probabilités infiniment divisibles.

Cette équation aux dérivées partielles nous permet de lier les limites en 0 et en 'infini de u
avec les comportements en 0 et en U'infini du mécanisme de branchement ¢. C’est ce mécanisme de
branchement qui va nous permettre de caractériser les différents comportements asymptotiques du
PBC Z.
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Commengons par caractériser I’explosion du PBC Z. Par définition de ’exposant de Laplace u,
nous pouvons montrer, en faisant tendre A vers zéro dans (1.2), que pour tout ¢t > 0 et r > 0,

P, (Z; < 00) = e "u(0)

Dans la suite, nous supposerons que le PBC Z n’explose pas en temps fini, ¢’est-a-dire que u(0) :=
)1\111(1) ut(A) = 0 pour tout ¢t > 0. Nous dirons alors que le PBC Z est conservatif. Aprés calcul, [23]
_>.

montre que le PBC Z est conservatif si et seulement si [ md)\ = 400 et précise qu'une condition
o+

nécessaire est ©(0) = 0 et qu'une condition suffisante est ©(0) = 0 et |¢ (0)| < +o0.

Maintenant, il nous reste & distinguer les comportements asymptotiques du PBC Z et par
conséquent & caractériser son extinction. Nous avons ici la premiére grande différence entre le cas
des PB a espace continu et ceux & espace discret. En effet, contrairement aux PB & espace discret
qui ne peuvent s’éteindre qu’en un temps fini, un PB a espace d’états continu peut s’éteindre a
I'infini dans le sens o1, sous certaines hypothéses, avec probabilité positive :

Vi>0, Zg >0 et lim Z;=0.
t—+4o00
Afin d’étudier le comportement asymptotique d’'un PBC Z, il nous faut dans un premier temps
établir quand ce processus s’éteint, puis distinguer les cas d’extinction en un instant ¢ > 0 fini,
c’est-a-dire quand Z; = 0, des cas d’extinction & I'infini. Notons que l'extinction de Z se traduit, 1a
encore, sur son exposant de Laplace u. En effet, quand A tend vers l'infini dans (1.2), nous obtenons
pour tout ¢, > 0
P,(Z; = 0) = e ()

ol uz(o0) = /\EToo u¢(A). De plus, pour tout r > 0, la probabilité que le PBC Z s’éteigne en un

temps fini est
gr:= lim P.(Z; =0).

t——+o0

Nous allons maintenant donner des conditions nécessaires et suffisantes permettant de distinguer
les différents cas d’extinction en fonction du comportement du mécanisme de branchement . C’est
la condition de Grey, publiée par le mathématicien éponyme dans U'article [23], cf. théoréme 1.

Théoréme 1.1.2. Soit Z un PBC de mécanisme de branchement ¢, alors

1. soit p(o0) = /\li}rilooap()\) = —o0 et ¢, =0 pour tout r > 0,

2. soit p(oc0) = oo, dans ce cas :

® 1
¢r > 0 pour un r >0 (et donc pour tous) si et seulement si [ ——d\ < +00.

(N

Sous cette condition, ¢, = e~ o1 $(0) := sup{A > 0: () = 0}.

La preuve de ce théoréme repose sur une étude du comportement asymptotique du mécanisme
de branchement ¢. Pour le deuxiéme point, remarquons que pour tout 0 < s < ¢, nous avons
{Zs =0} C {Z, = 0} et par conséquent, P.(Z; = 0) < P.(Z; = 0) < ¢,. De plus P,.(Z; = 0) > 0 si
et seulement si lim wus(\) < +oo. En utilisant le théoréme 1.1.1, nous obtenons que

A—4o00
t
0
S Us (A
/ L()ds —t
—p(us(N))
0
et en effectuant le changement de variable £ = wug(), nous nous ramenons a une intégrale de .
C’est I’étude de cette intégrale qui nous donne le résultat.

Une premiére conséquence de ce théoréme est la généralisation de la trichotomie classifiant les
comportements asymptotiques des PBD aux PBC. Nous retrouvons alors des PBC sous-critiques,



16 CHAPITRE 1. PROCESSUS DE BRANCHEMENT EN TEMPS CONTINU

critiques et sur-critiques. En revanche, contrairement au cas discret, la valeur de ¢’(0) ne suffit plus
a caractériser 'extinction en temps fini du PBC. Il faut y ajouter une condition d’intégrabilité en
I'infini portant sur le mécanisme de branchement ¢.

Corollaire 1.1.1. Soit Z un PBC de mécanisme de branchement ¢ tel que
(=) J—
p(00) =400 et | —=d\ <
P(A)

alors q. <1 pour unr > 0 (et donc pour tous) si et seulement si ¢'(0") < 0.

Pour conclure, et pour plus de clarté, résumons les différents résultats obtenus & l'aide d’un
tableau. Soit Z un PBC issu de » > 0 et de mécanisme de branchement ¢ alors son comportement
asymptotique est régi par le tableau suivant :

Mécanisme de branchement qr
= i
ploo) = lim p(A) <0 0
% 1
p(o0) =00, | —~dA =00 0
[ee] 1 ,
¢(00) = 00, [ —<d\ < 00, (0F) <0 | e € (0,1)
p(A)
] ,
00) = 00, [ ——d\ < 00, (07) >0 1
ploc) = 00, f o P (0%)

Rappelons que ¢, représente ici la probabilité que le PBC Z s’éteigne en un temps fini. Il est
normal que cette probabilité soit nulle quand le PBC Z s’éteint a I'infini qui est un sous-cas de la
deuxiéme ligne du tableau. En revanche, comme dit précédemment, nous n’avons plus équivalence
entre 'extinction en un temps fini p.s.du PBC Z et ¢'(0) > 0.

Nous dirons que le PBC Z est critique, sous-critique ou sur-critique suivant que ¢'(0) = 0,
¢'(0) > 0 ou ¢'(0) < 0. Contrairement au cas discret, ou cette trichotomie distingue les com-
portements asymptotiques presque stirs du PBD Z, en temps continu, elle porte maintenant sur
I'espérance du PBC Z. En effet, le PBC Z est critique, sous-critique ou sur-critique suivant que
E.[Z)] =r, <rou>r.

1.2 Représentation de Lamperti

Maintenant que nous sommes capables de caractériser ’explosion et I'extinction de Z, voyons
s’ill est possible d’obtenir des informations sur la "population totale" comme dans le cas discret.
En temps et espace discrets, il existe une représentation de Lamperti permettant d’exprimer le
processus de Bienaymé-Galton-Watson a I’aide d’une marche aléatoire a décroissance unitaire, ¢’est-
a-dire qui ne décroit que par sauts de taille un. Si il est possible de généraliser ce résultat en temps
continu, nous pouvons nous attendre & ce que le PBC Z soit codé par I'analogue en temps continu
des marches aléatoires. Associons & un PBC Z un processus de Lévy X. Les définitions ainsi que
certains résultats sur les processus de Lévy sont rappelés dans la partie suivante 1.3.

Soient Z un PBC et T := inf{t > 0 : Z; = 0} son premier temps d’atteinte de 0. Posons pour
tout réel t > 0,

¢
[ Zsds si t<T¢
Jt = 0

0 sinon

La fonction J est continue et strictement croissante pour t < TOZ , elle est donc inversible, d’inverse
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J~1. Nous définissons alors le processus suivant

ToZ 400
X, = ZJt_1 si t < DstdS: Df Zsds

0 sinon

Le processus X ainsi défini est un processus de Lévy sans sauts négatifs stoppé quand il atteint 0.

Réciproquement, soit X un processus de Lévy sans sauts négatifs issu de Xg = r > 0 et vérifiant
T du

i X < 400 p.s., cette condition est vérifiée si X ne tend pas vers l'infini trop vite ou encore si
0 u
I’espérance de ses accroissements est finie. Posons TOX := inf{t > 0 : X; = 0}, comme X n’a pas

de sauts négatifs et que ses trajectoires sont cadlag (par définition d’un processus de Lévy), TOX
correspond & son premier temps d’atteinte de zéro. Pour tout réel ¢ > 0, nous définissons la fonction

tdu
L= 1%

0 sinon

t< Tge

La fonction I est continue et strictement croissante pour ¢ < TOX et par conséquent inversible,
d’inverse I~!. Nous pouvons alors définir le processus suivant

. -1
7, = { sz_l s? I < T
0 sinon

Le processus Z ainsi défini est un PBC. De plus, remarquons que ces deux constructions sont en fait
inverse I'une de 'autre. Autrement dit, la fonction I est I'inverse de la fonction J. En conclusion,
nous obtenons une égalité trajectorielle entre un PBC Z et un certain processus de Lévy sans sauts
négatifs X via un changement de temps. Ce résultat a été énoncé pour la premiére fois en 1967
dans larticle [35] du mathématicien J. Lamperti, voir théorémes 1 et 2. Il établit une bijection entre
I’ensemble des PBC et celui des processus de Lévy sans sauts négatifs (PLsp). C’est la représentation
de Lamperti.

Théoréme 1.2.1. Soit X un processus de Lévy sans sauts négatifs issu de 0 et r > 0 alors le

systeme
t

L(r,X) Zy=r+X /sts , t>0
0

admet une unique solution Z issue de r. De plus, le processus Z ainsi défini est un PBC.
Réciproguement, pour tout PBC Z issu de r, il existe un PLsp X tel que Z soit l'unique
solution du systéme de Lamperti L(r,Z) défini ci-dessus.

Le lecteur trouvera une preuve de ce théoréme dans 'article de M.E. Caballero, A.Lambert et
G. Uribe Bravo [11] ou les auteurs démontrent le résultat en utilisant les martingales et la résolution
d’une équation différentielle stochastique.

Lors de la démonstration de ce théoréme, il est mis en évidence que le mécanisme de branchement
¢ du PBC Z introduit dans le théoréme 1.1.1 est aussi lié au processus de Lévy X associé a Z via
la représentation de Lamperti.

Proposition 1.2.1. Soient un PBC Z, ¢ son mécanisme de branchement, r > 0 et X le processus
de Lévy sans sauts négatifs associé a Z par la représentation de Lamperti L(r, X), alors ¢ est
l’exposant de Laplace de X.

En conséquence, les résultats de la partie précédente lient les comportements du PBC Z &
ceux du PLsp X. Remarquons que la condition de Grey montre qu’il n’y a pas équivalence entre
Iextinction en temps fini de Z et I’atteinte des nivaux négatifs en temps fini par X.

Il reste a se convaincre de l'intérét d’une telle représentation quant a I’étude du PBC Z.
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1.3 Théorie des fluctuations pour les processus de Lévy spectrale-
ment positifs

Dans le cas discret, la loi de la population totale obtenue grace a la représentation de Lamperti
reposent sur ’étude des temps d’atteinte des niveaux négatifs par la marche aléatoire associée
au processus de branchement de Bienaymé-Galton-Watson. Nous venons de voir qu’il existait une
représentation analogue en temps continu associant au PBC Z un processus de Lévy sans sauts
négatifs (PLsp) X. Il nous reste donc maintenant a étudier les temps d’atteinte des niveaux négatifs
d’un tel processus X.

L’étude des processus de Lévy (PL) a commencé dans les années 1920 avec 'étude des lois infini-
ment divisibles. Les premiers résultats sont dus entre autres & A.N. Kolmogorov (1903-1987), P. Lévy
(1886-1971), A.I. Khintchine (1894-1959) ou encore K. Ito (1915-2008). Dans ce manuscrit, nous nous
intéressons plus particulierement & la théorie des fluctuations des processus de Lévy, domaine mis
en avant seulement aprés les années 1950 avec les travaux de G.A.Hunt (1916-2008). Depuis, la
théorie des chaines de Markov et leur lien avec les fluctuations des PL ont permis de nombreuses
avancées, voir les articles de J.L. Doob (1910-2004), E.B. Dynkin (1924-2014), A.V. Skorohod (1930-
2011), H. Kesten (1931-2019) et bien d’autres. Néanmoins, comme le but de ce manuscrit n’est pas
I'étude appronfondie de ces processus en soi, le lecteur peut se reporter aux livres de J. Bertoin [§],
K.I. Sato [38], de A.E. Kyprianou [32] ou encore de R.A. Doney [20] pour les démonstrations et une
étude plus détaillée des PL.

La théorie des fluctuations des PL consiste en la généralisation en temps continu des travaux
de W. Feller (1906-1970) et F.L. Spitzer (1926-1992) sur les marches aléatoires. Dans le cas discret,
elle fournit des résultats liant les comportements d’une marche aléatoire et de ses extrema. La
généralisation de ces résultats au cas continu se heurte & une premiére difficulté, a savoir que
I'ensemble des temps en lesquels un processus de Lévy atteint son infimum (ou son supremum)
n’est pas discret en général. C’est pourquoi, en temps continu, I’étude du processus X et de ses
extrema requiert 'utilisation des temps locauz et de la théorie des excursions. La principale limite
a D'utilisation de cette théorie est que, dans le cas général, les distributions apparaissant dans les
différents résultats sont la plupart du temps non-explicites. Dans certains cas néanmoins, ces lois
peuvent étre exprimées en fonction de 'exposant de Laplace du PL X et de son inverse. C’est le
cas notamment pour les PL sans sauts négatifs.

1.3.1 Processus de Lévy spectralement positif

Considérons un processus de Lévy (PL) X, sur l'espace probabilisé¢ (2, F,P), c¢’est-a-dire un
processus X = (X);>0 issu de Xo = 0 p.s.dont les trajectoires sont cadlag et les accroissements
sont indépendants et stationnaires, c’est-a-dire que pour tout ¢,s > 0, X445 — X, est indépendant
de {X, : u < s} et de méme loi que X;. La loi du processus de Lévy X est caractérisée par son
exposant caractéristique 1 défini par

E[ez‘)\Xt] = e W) Ve, A > 0.

D’apreés le théoréme de Lévy Khintchine, cf. théoréme 1 de [8], nous savons que la fonction ¢ admet
I’écriture suivante pour tout A > 0,

1 .
P(A) =ia —ia\ + §q/\2 + /(1 — AT iIANTL |y 1) (dT),
R

oua€R, acR,qg>0 est son facteur quadratique, correspondant a sa partie brownienne, et 7 est
une mesure sur R\ {0} telle que

/(1 A J22)m(de) < oo
R

Le PL d’exposant caractéristique 1) correspond a un PL d’exposant 1) — ia tué en un temps expo-
nentiel indépendant de paramétre a. La mesure 7 est appelée mesure de Lévy de X, elle caractérise
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ses sauts. Un des résultats importants sur les PL est que leur comportement asymptotique est
complétement caractérisé par leur espérance, quand elle existe. En effet, nous avons la trichotomie
suivante.

Théoréme 1.3.1. Soit X un PL tel que o = 0, alors

1. X dérive vers +o0 i.e. lim X; = 400 si et seulement st
t—400
— E[X] est définie et E[X] >0

—1
— ou E[X] est non définie et [ _emldn)

|z|

0 [ m((y,00))dy
0

2. X dérive vers —oo i.e. tlim Xy = —o0 si et seulement si
—+o00

— E[X] est définie et E[X] <0
— ou E[X] est non définie et [ o) o
1 ({Tr((—oqy))dy

8. X oscille i.e. limsup Xy = +oc0 et liminf X; = —oo si et seulement si
t——+o00 t—+o00

— E[X] est définie et E[X] =0

— ou E[X] est non définie et les deux intégrales, définies ci-dessus, sont finies.

Pour la preuve de ce résultat, nous renvoyons le lecteur au théoréme 7.2 de [32].

Dans ce qui suit, nous nous intéresserons seulement aux processus de Lévy n’ayant pas de sauts
négatifs, appelés processus de Lévy spectralement positifs (PLsp). Cette classe de PL est analogue
a celle des PL spectralement négatifs, c’est-a-dire sans sauts positifs, qui sont utilisés dans 1’étude
des modéles de queue ou encore des problémes de risque d’assurance. L’absence de sauts négatifs
implique en particulier que le processus X admet un moment exponentiel négatif pour tout A > 0,
c’est-a-dire E[fe™***] < oo, pour tout A > 0. Ainsi nous pouvons caractériser la loi de X par son
exposant de Laplace ¢ défini par

©(A) == =(iN), YA >0.

De plus, nous supposerons que le PLsp X n’explose pas, c’est-a-dire que P(X; < 00) = e#(9) =1 ou
encore o = ( dans 'expression de . En utilisant le théoréme de Lévy-Khintchine, nous obtenons
I’expression simplifiée suivante de ¢ :

+o0o

o) = —a) + %q)\Q - / (1—e ATy )7 (d). (1.4)

0
Ici le support de la mesure 7 est inclus dans (0,00) car le PLsp X n’a pas de sauts négatifs. En
appliquant les inégalités d’Holder, nous pouvons montrer que la fonction ¢ : [0, 00) — (—00, 4+00)
est strictement convexe. L’existence de ’exposant de Laplace d’'un PL X permet de caractériser

plus simplement son comportement asymptotique. En effet, maintenant, il nous suffit de connaitre
les comportements de ¢ en 0 et & U'infini.

Proposition 1.3.1. Soit X un PL tel que a = 0 et ¢ son exposant de Laplace, alors

1. si lim @(\) = —o0 alors X est un subordinateur,
A—+00

2. st lim @(\) =400 et ¢'(0) <0 alors X dérive vers +o0,
A—+00

3. si lim @(\) = +oo et ¢'(0) =0 alors X oscille
A—+00

4. et si lim p(A\) =400 et ¢'(0) > 0 alors X dérive vers —oo.

A——+o00

Par stricte convexité 1’équation ¢(\) = 0 admet au plus deux solutions 0 et ¢(0) > 0. En conclu-
sion, la fonction ¢ : [¢(0),00) — [0,00) est continue et croissante donc bijective. Nous noterons ¢
sa fonction inverse.
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1.3.2 Temps d’atteinte des niveaux négatifs

Maintenant que nous avons défini les PLsp, il nous reste & étudier leurs fluctuations. Dans cette
section, nous supposons toujours que les PLsp ont un temps de vie infini i.e. ¢(0) = @ = 0. Comme
dit plus haut, nous nous intéressons ici aux résultats portant sur les temps d’atteinte des niveaux
négatifs par le PLsp X. Plus précisément, nous aimerions étudier le premier temps ¢ > 0 en lequel le
PLsp X atteint un niveau —r € R_ fixé. Nous appellerons premier temps d’atteinte (TA) du niveau
—r, pour tout r > 0, par le PLsp X le temps aléatoire

T, :=inf{t>0: X; < —r}=inf{t >0: Xy = —r},

ou la deuxiéme égalité découle de I'absence de sauts négatifs. Rappelons que I'’exposant de Laplace
¢ du PLsp X défini sur [¢(0), 00) est inversible d’inverse ¢. De plus, ¢(0) est le plus grand zéro de
p. Il est alors aisé de vérifier le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.2. Soient X un PLsp, qui ne soit pas un subordinateur, d’exposant de Laplace
et T = (T,)r>0 le processus des TA des niveaur négatifs par X, alors T est un subordinateur, tué
en un temps exponentiel si X dérive vers +00.

De plus, ¢ est l’exposant de Laplace de T défini par

Ele M g, o)) = W, VA > 0.

Le fait que T soit un subordinateur découle directement de la définition d’'un PL. L’existence de
son exposant de Laplace ¢ est alors établi. Pour montrer que ¢ est bien I'inverse de ¢, il suffit de
considérer la martingale M = (M;)s>o définie par

M, = e Me=t9(N) ¢ >
pour un A > 0 et de remarquer que 7, est un temps d’arrét pour cette martingale M.

En conséquence de ce théoréme et du théoréme de Lévy-Khintchine, la fonction ¢ est de la forme
suivante pour tout A > 0,

[e.o]

d(\) = ¢(0) + bA + /(1 — e M)u(dz), (1.5)

0

ou b € Ry est le drift de T et v est sa mesure de Lévy a support dans (0, 00) satisfaisant

/(1 Alz|)v(dr) < co.

R

Par définition de ¢, quand A tend vers zéro, nous obtenons ’équivalence suivante pour tout r > 0,
P(T, < 0) =1« ¢(0)=0.

De cette remarque nous déduisons le résultat suivant donnant une caractérisation en fonction de la
valeur de ¢(0) du comportement asymptotique de X.

Théoréme 1.3.3. Soit X un PLsp qui ne soit pas un subordinateur et ¢ exposant de Laplace
de son processus des TA T, alors X dérive vers +oo si et seulement si ¢p(0) > 0.

L’étude de ces TA pour les marches aléatoires & décroissance unitaire méne, en particulier, &
Iidentité de Kemperman. Cette identité établit la loi de T" en fonction de celle de X. Elle a d’abord
été étendue par L. Takacs en 1962 aux processus discrets X = (X,,)n>0 ayant des accroissements
cycliquement échangeables, c¢’est-a-dire pour tout n > 1 et toute permutation cyclique o € S,

L
(Xla s 7Xn) = (XU(1)7 .- 'aXJ(n))'

Ensuite, il a étendu le résultat (ci-aprés) a une certaine classe de processus continus, voir [43].
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Proposition 1.3.2. Soit X un processus stochastique croissant tel que (X¢ — t)i>0 ait des ac-
croissements cycliqguement échangeables alors la loi de son processus T de TA des niveaux négatifs
vérifie

P(T, = t{X; = —r) = % rt>0.

Malheureusement, nous ne pouvons pas généraliser cette proposition telle quelle pour les PLsp
& variations non bornées. Afin de pouvoir étendre ce résultat a tous les PLsp, il nous faut considérer
les mesures P(7,. € dt)dr et P(X; € dr)dt.

Théoréme 1.3.4. Soient X un PLsp et T son processus de TA, alors pour tout r € R, nous
avons ,
P(T, € dt)dr = EP(—Xt € dr)dt.

Cette identité a d’abord été prouveé dans le cas particulier des processus de Poisson composés par
D.G. Kendall (1918-2007) [28]. Depuis, de nombreuses preuves ont été données utilisant la théorie
des fluctuations, les martingales ou des changements de mesure. Récemment, il a été montré par
L. Chaumont et J. Malecki dans [16], cf. théoréme 2.3, que cette identité est en fait une conséquence
directe de la proposition 1.3.2 d’abord pour les processus a variations bornées puis, par passage a
la limite, pour tous les processus.

1.3.3 Retour sur la condition de Grey

Nous avons vu dans la premiére partie de ce chapitre que la condition de Grey, voir le théoréme

1.1.2 et le corollaire 1.1.1,
(@) / D e
Tode () T
ot ¢ > ¢(0) est une constante, permet de distinguer les différentes types d’extinction du PBC Z en
fonction de son mécanisme de branchement ¢. Or il se trouve que ce mécanisme de branchement
¢ est 'exposant de Laplace d’'un PLsp X, associ¢ & Z par la représentation de Lamperti L(r, X).
Grace a la théorie des fluctuations des PLsp, il est possible de ré-écrire la condition de Grey en
fonction d’autres fonctions associées au PLsp X comme l'inverse ¢ de ¢, leurs mesures de Lévy
et v ou encore la fonction d’échelle associée a X.
Tout d’abord, remarquons que la condition de Grey (G,) implique que le PLsp X est & variations
non-bornées. En particulier, X n’est pas un subordinateur et par conséquent ¢(0o) := /\Erfoo o) =

00 et Pp(o0) 1= AETm(b(A) = 00. De plus, étre a variations non-bornées est équivalent & ¢ > 0 ou

qg=0et
1 1
/ zm(dr) =00 & / 7(x) dr = oo,
0 0
ou 7(x) := 7(x,1]. En particulier, 0 est régulier pour (0, c0), c’est-a-dire b = 0 dans (1.5). D’ou,

lim 4%y

A—oo A =0

Avant d’énoncer des conditions équivalentes a la condition de Grey (G), il nous reste & définir
la notion de fonction d’échelle. C’est une notion, qui alliée & I’absence de sauts négatifs, permet
I’étude des probabilités de sortie d’un intervalle en une de ses extrémités et est due a L. Takécs en
1966. Elle est définie comme 'unique fonction W : [0, 00) — [0, 00) croissante absolument continue

de transformée de Laplace
o0

e MW (x 93:L
0/ W(a)ds =~ 4> 6(0). (1.6)

Pour plus de détails sur cette fonction d’échelle nous renvoyons le lecteur a la partie 2. du chapitre
VII du livre de J. Bertoin [8], pour l'introduction de cette fonction d’échelle et quelques premiéres
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applications. Pour une étude plus approfondie, le lecteur intéressé pourra consulter le livre de
A. Kuznetsov, A.E. Kyprianou et V. Rivero [31].

Nous pouvons maintenant donner quatre conditions équivalentes a la condition de Grey (G)
en fonction de ¢, des mesures de Lévy de X et T, respectivement 7 et v, et de la fonction d’échelle
W de X.

Proposition 1.3.3. Soient X un Plsp, ¢ son exposant de Laplace, ¢ linverse de v, v la mesure de
Lévy de ¢ et W ma fonction d’échelle de X, alors chacune des conditions suivantes est équivalente
a la condition de Grey (Gy,).

/io d)g)ds < 00, (1.7)
¢~1(c)

=0 et /(071)x10g(1/:c) v(dr) < oo, (1.8)
/;ecxW(x)dx < oo, ¢> ¢(0). (1.9)
0

Si.q =0, alors (G,) est aussi équivalente a

1
dx . [T . _ e
o 7(@) < 00, ot f(z) .—/0 T(y)dy; et ()= /ﬂ(y)dy,x € [0,1]. (1.10)

Si.q > 0, alors (G,) est satisfaite.

Démonstration. En faisant le changement de variable A = ¢(s), la condition (G) est équivalente a

/OO P s < 0o
¢

o 8

Puis en faisant une intégration par parties, nous obtenons que c’est encore équivalent a (1.7). Comme
b=0, (1.5) et le théoréme de Fubini impliquent que (1.7) est équivalent a

00 0 ] _ =S
/ $/ 26 dsv(dr) < oo,
0 T s

oil ¢ est telle que ¢~!(c) = 1 pour simplifier. De plus f;o 1_86275 ds ~ logl/xz quand =z — 0 et
[ 1—862_st ~ 1/z quand = — oo. Ainsi (1.7) est équivalent a (1.8).

La condition (1.9) découle de la définition (1.6) de la fonction d’échelle W et du théoréme de
Fubini.
Pour finir, si ¢ > 0 il est aisé¢ de vérifier que (G,) est satisfaite. Si ¢ = 0, sans perdre en

oo
généralités nous pouvons supposer 7(1,00) = 0. En effet comme [(1—e **)7(dx) = o()), sa valeur
1

n’a aucune incidence sur la condition (Gy). De méme, nous pouvons prendre a = 0. Ainsi ¢ a la
forme simplifiée suivante

o(\) = / (e — 1+ Ax)m(da) .
o

En faisant une intégration par parties nous obtenons,

oA =X / (1 — e )7 (z)dz
(0,1)
ou w(x) = 7((x,1]). L'équivalence entre (G,) et (1.10) est alors une conséquence directe de la
proposition 1 du chapitre 111 de [§] et du fait que A — f(o 1}(1 — e ) 7(x)dz est I'exposant de
Laplace d’un subordinateur.
Ul
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1.4 Applications de la représentation de Lamperti

Armés de la représentation de Lamperti associant au PBC Z un PLsp X et de la théorie des
fluctuations pour cette classe de PL, voyons s’il nous est possible d’étudier le processus Z. Nous
avons déja vu, dans la section 1.1, que ’étude du mécanisme de branchement ¢ permettait par la
condition de Grey de distinguer les différents types d’extinction du PBC Z. Dans le cas discret, la
représentation de Lamperti permet de montrer que toute la marche aléatoire X n’est pas nécessaire

et qu’elle peut étre stoppée en T'z,. De plus, Tz, est égale presque stirement a la population totale
oo
>~ Zy. Il nous reste donc a vérifier si en temps continu, le PLsp X peut étre stoppé en T, et si cela
n=0

o0
entraine une égalité presque stre analogue entre [ Zsds et T, le premier temps d’atteinte de —Zy
0
par le PLsp X. Il restera ensuite & voir si nous pouvons établir la loi du supremum sup Z;.
t>0
Lemme 1.4.1. Soient Z un PBC issu de Zg = r de mécanisme de branchement ¢ et X son PLsp
oo
associé par la représentation de Lamperti L(r, X), alors T, = [ Zsds p.s.
0

De plus, pour tout r > 0, P, (sup 7 < oo> — e T9(0)
t>0

Ce résultat est évident et découle de la construction de X. En effet par définition de 7). et par
o0

la représentation de Lamperti, nous avons nécessairement T, = f Zsds. En ce qui concerne le
0

supremum, il suffit de remarquer que {sup Zy < oo} correspond a l'extinction de Z. De plus, {7} <
>0

o
oo} = { | Zsds < oo} implique I'extinction de Z. Ce qui prouve ’égalité presque siire. En dimension
0

un, ce résultat est donc évident par construction de X.
En conséquence, le supremum de Z est fini p.s.si et seulement Z est critique ou sous-critique,

c’est-a-dire Z s’éteint p.s. En revanche, contrairement au cas discret, T;. ne correspond pas & la popu-
[e.e]

lation totale. En effet, en temps continu, [ Zsds ne représente pas la population totale. Rappelons,
0
qu’un PB en temps continu modélise une évolution de population dans laquelle les individus ont des
o0
temps de vie aléatoire. Ainsi, dans 'intégrale | Zsds chaque individu est recensé tout le long de son

0
vivant. Autrement dit, c’est comme ci la population était comptée avec coefficient au sens o, plus
o

un individu vit longtemps, plus il va faire augmenter la valeur de [ Zsds. Plus précisément, quand

I’espace est discret, il est possible de représenter les PB avec des fo(;éts de branchement. D’un point
de vue heuristique, ces foréts de branchement représentent la population sous forme d’arbres de
généalogie. La construction trajectoire par trajectoire du processus de Poisson composé associé via
la transformation de Lamperti peut s’obtenir de maniére constructive sur ces foréts de branchement
via le codage de Lukasiewick-Harris. Pour ce faire, il faut effectuer un parcours en largeur d’une
forét de branchement représentant le PB Z, c¢’est-a-dire parcourir la forét de branchement arbre par
arbre, génération par génération, de gauche a droite. En temps continu, cette forét a des branches

de longueur variable représentant les différents temps de vie des individus. Nous pouvons alors voir
oo

Iintégrale [ Zsds comme la vitesse de parcours de la forét lors de la construction des trajectoires
0

du processus de Poisson composé.






Chapitre 2

Cas multi-types continu

Comme dit dans 'introduction, le modéle d’évolution de population représenté par les PBC n’est
pas assez réaliste. Une des maniéres de 'améliorer est de permettre aux individus de ne pas avoir
tout le temps le méme comportement. Pour ce faire, nous utilisons des processus de branchement
continus multi-types. Plus précisément, il s’agit de processus stochastiques pouvant modéliser des
évolutions de populations & trés grand effectif dans lesquelles les individus ont un temps de vie
aléatoire indépendant de celui des autres et se reproduisent de maniére indépendante selon une loi
de reproduction (9 dépendant de leur type i € [d] ={1,...,d}, oud > 1 est un entier fixé. Il est
possible de définir un processus de branchement multi-types avec un nombre infini de types, voire
[33] ou [10] en discret. Dans toute cette partie, nous considérons des PBC multi-types a d types ou
d > 1 est un entier fixé.

Soit § un élément extérieur a R‘j_ que nous appellerons cimetiére, nous appellerons processus
de branchement multi-types en temps continu un processus de Markov Z = (Z¢)¢>0, avec pour tout
t>0,7Z = (Zt(l), e Zt(d)), indexé par les réels et & valeurs dans R‘i U d dont les trajectoires sont
cadlag et vérifie la propriété de branchement suivante

Définition 2.0.1. Pour tout t > 0 et tout z1,z0 € Ri, Z sous la probabilité P,,1,, a la méme lot
que la somme 7y + Zo ou 7y et Zo sont des PB multi-types en temps continu indépendants tels
que, pour tout i € (2], Z; a la méme loi que Z sous Py, .

Autrement dit, pour tout t > 0 et tout A\, 21,20 € Ri

Eoytasle” M) = By [e” VPR, [e- M 20], (2.1)

Par convention, nous posons e~ %9 = (0, pour tout A € ]Ri. Rappelons que, pour tout vecteur

z € Ri, les notations P, et [E, désignent respectivement la probabilité et I'espérance sous la loi

conditionnée par Zo = z. De plus, dans toute la suite, les vecteurs de R seront notés x = (T1,...,2q)
et e; = (0,...,0,1,0...,0) désignera le i® vecteur unité de R%. Le produit scalaire usuel sur R? sera
représenté par (-,-) et | - | désignera la norme euclidienne. Pour finir, pour deux vecteurs x,y € R%,

x <y signifiera que pour tout i € [d], x; < y; et x < y signifiera que x <y et qu’il existe au moins
un i € [d] tel que z; < y;.

Comme dans la section précédente, nous serons parfois amenés a distinguer les processus de
branchement multi-types en temps continu et espace discret (PBMCD) avec probabilités P := {Py, :
ne Nd}, des processus de branchement continus multi-types (PBCM) avec probabilités de transition
P := {P, : x € R U{6}}. Nous utiliserons parfois la dénomination d-PBCM pour spécifier le nombre
de types utilisés.

Les PB multi-types ont également été introduits dans les années 1960. Dans son livre paru
en 1963, T.E.Harris (1919-2005) étudie les PB discrets multi-types. Quelques années plus tard,
S. Watanabe [45] s’intéresse aux PBCD et plus précisément au cas d = 2 avec des diffusions. Mais
c’est essentiellement dans les années 2000 que le cas multi-types a fait ’objet de nombreux articles.
Dans 'article [15], L. Chaumont et R. Liu s’intéressent au codage de Lukasiewick-Harris multi-types
avec définition de foréts de branchement multi-types. Par la suite, L. Chaumont, théoréme 2 [14],
prouve la représentation de Lamperti pour les PBMCD et fait le lien entre cette représentation et

25
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le codage de Lukasiewick-Harris qui font intervenir la méme matrice de marches aléatoires. Paral-
lelement, M.E. Cabballero, J.L. Perez Garmendia et G. Uribe Bravo [13] s’intéressent a la preuve de
la représentation de Lamperti multi-types dans le cas général des processus affines. De nombreux
autres articles traitent de 'extinction des PBCM [33], de leur comportement asymptotique [34] ou
de généralisations telles que les PBCM avec immigration [6], |7], [5]. Comme précédemment, nous
commencerons par nous intéresser a ’extinction des PBCM, puis & la représentation de Lamperti
faisant apparaitre les champs de Lévy additifs spectralement positifs. Nous enchainerons ensuite
avec la théorie des fluctuations pour ces champs de Lévy qui a fait 'objet d’un premier article [17]
composant le chapitre 3 de ce manuscrit. La derniére partie de ce chapitre traite des applications
de cette représentation de Lamperti, notamment la généralisation de ’égalité reliant le temps d’at-
teinte du champ de Lévy et I'intégrale du PBCM ainsi que la condition de Grey multi-types, ayant
fait 'objet d’une note [19] et d’un second article [18] composant respectivement les chapitres 4 et 5.
Pour tout PBCM Z, nous déduisons, une fois encore, par la propriété de branchement (2.1)
I'existence d’un unique exposant de Laplace u = (uy,...,uq) caractérisant sa loi, cf. [21]. Il est

défini par
E [e~M20] i= e~ ®u) -y > 0, v, A e R (2.2)

Par définition, u est une fonction dont toutes les coordonnées sont positives, continues, croissantes
et différentiables en A. De plus, elle satisfait a la propriété de semi-groupe

Urps(A) = ue(us(N)), Vt,s>0,¥A € RE, (2.3)

2.1 Extinction du processus

Commengons par étudier I’explosion et 'extinction du PBCM Z. Nous avons vu que, contraire-
ment au cas discret, les 1-PBC pouvaient s’éteindre en temps fini ou & 'infini. Regardons si il en est
de méme pour les d-PBCM avec d > 1. Une fois encore, la propriété de branchement nous donne
que les seuls états absorbants sont 0 = (0,...,0) et §, 'état cimetiére. Il nous reste maintenant a
voir s’il nous est possible d’établir des conditions nécessaires et suffisantes caractérisant ces deux
comportements asymptotiques et si elles généralisent celles obtenues en dimension un.

En utilisant la définition de ’exposant de Laplace u du PBCM Z et en faisant tendre A vers zéro
dans (2.2), nous remarquons que pour tout i € [d], pour tout ¢ > 0 et pour tout r € R%,

P.(Z € RY) = P,(2") € Ry, Vi € [d]) = e~ (O

Dans la suite, nous supposerons que le PBCM Z n’atteint pas ¢, c’est-d-dire qu’aucune de ses
coordonnées Z® n’explose en temps fini, ce qui est équivalent a w(0) := ;ir% ut(A\) = 0 pour tout
t > 0. Nous dirons alors que le PBCM Z est conservatif. -

Forts de cette hypothése, il nous reste & déterminer quand le PBCM Z s’éteint. De plus, comme
dans le cas d = 1, cette extinction peut occurir soit en un temps fini soit & I'infini. Ici nous dirons
que Z s’éteint en un temps fini s’il existe un temps ¢t > 0 tel que

Z0 =0, Vie [d].

Nous attirons I'attention du lecteur sur le fait qu’a priori une coordonnée Z® du PBCM peut trés
bien s’éteindre, une ou plusieurs fois, en des temps s < t. Une fois encore, la probabilité d’extinction
du PBCM Z se traduit sur son exposant de Laplace u en faisant tendre A vers l'infini dans (2.2),
pour tout t > 0, r € R‘i

P.(Z; = 0) = P,(Z" = 0,Vi € [d]) = e~ (mue(>)

o ugz)(oo) = )\lim ugi)(k), pour tout i € [d] et t > 0. Rappelons que par définition, voir (2.2), la
—+00

fonction u est positive et que chacune de ses coordonnées u(?) est croissante, continue et différentiable

en A. En fait, ses coordonnés sont aussi différentiables en t et nous pouvons caractériser les dérivées

partielles.
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Théoréme 2.1.1. Soient Z un PBCM et u son exposant de Laplace défini par (2.2), alors pour

tout A € RY, les fonctions t — ul(f)()\), pour i € [d], sont différentiables sur [0,00). De plus,

9 Gy —
(S,) g W = eew g g
w0 = Ai
La fonction ¢ = (¢1,...,¢4) est appelée mécanisme de branchement de Z. De plus, ¢; est
l’exposant de Laplace d’un exposant de Lévy d-dimensionnel X)) = (XL .. ,Xd’j) tel que pour

i # 3§, X% soit un subordinateur et X7 soit un PLsp.

Ce résultat a été montré pour la premiére fois par S. Watanabe, théoréme 2 [45], dans le cas d = 2.
L’auteur montre qu’il existe une unique solution faible. Ce théoréme a par la suite été étendu aux
processus affines, qui forment une classe de processus stochastiques englobant celle des PBCM, par
D. Duffie, D. Filipovic et W. Schachermayer [21], théoréme 2.7.

Comme dans le cas discret, sous réserve d’intégrabilité et d’irréductibilité, il est possible d’obtenir
une trichotomie des comportements du PBCM Z en fonction d’une certaine valeur propre de Perron-
Frobénius. Définissons la matrice Ml par

Mlvj(t) = Eei[<ej7 Zt>]? VZ,j € [d]at Z 0.

Nous dirons que
(Iz) Z est irréductible,

si la matrice M est irréductible, c’est-a-dire si pour tout i, j € [d], il existe un temps t > 0 tel que
M; ;(t) > 0. Dans l'article [33], A.E. Kyprianou et S. Palau considérent un cadre légérement différent
du notre dans lequel le nombre de types est infini. Ils s’intéressent alors & I’extinction globale, i.e.
I’extinction des populations de tout type t£+moo Z; = 0 et l'extinction locale, i.e. pour un sous-

ensemble fini de types. Sous I’hypothése de l'irréductibilité et d’intégralité de M, ils montrent, voir
théoréme 2, que 'extinction est p.s.si et seulement si p < 1 ol p est le rayon spectral de M. Nous
dirons que Z est sous-critique ou critique suivant que p < 1 ou p = 1. En revanche, quand p > 1,
nous dirons que le PBCM Z est super-critique. Dans ce cas sous une log-condition, voir ’article
[34], e P*(a, Z;), ol a est le vecteur propre de Perron-Frobénius & droite associé a p, converge vers
une variable W. Sur 'ensemble {W > 0}, le PBCM Z croit exponentiellement dans la direction du
vecteur a. De plus, les auteurs donnent une expression de la probabilité d’extinction en fonction de
I’exponentielle de la valeur propre a droite associée a p.

Ils nous reste encore a distinguer les cas d’extinctions finies et infinies. Ce résultat n’était pas
connu jusqu’ici et constituait 'une des motivations majeures de mes travaux de thése. Afin de
pouvoir généraliser la condition de Grey, nous aurons besoin du formalisme de la représentation de
Lamperti dans le cas multi-types.

2.2 Représentation de Lamperti

Pour aller plus avant dans I'étude du PBCM Z, nous allons généraliser la représentation de
Lamperti en dimension d. Dans le cas discret multi-types, la représentation de Lamperti se généralise
en associant au PBCM discret une matrice de marches aléatoires telle que les marches aléatoires
non diagonales soient croissantes et les marches aléatoires diagonales soient & décroissance unitaire.
Nous nous attendons & avoir le méme résultat pour les PBCM en remplacant la matrice de marches
aléatoires par une matrice de processus de Lévy. Pour les PBCD, il est possible de construire ces
marches aléatoires trajectoire par trajectoire grace au codage de Lukasiewick-Harris codant des
foréts de branchement multi-types, voir [14]. Malheureusement, quand 'espace d’états est continu,
en dimension d > 2, il ne nous est pas possible de construire la matrice de processus de Lévy
associée de cette maniére la car la notion d’arbres continus multi-types n’a pas encore été définie.
C’est J. Kallsen qui évoque la premiére fois la généralisation multi-types de la représentation de
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Lamperti dans son article [27]. Il étend la représentation de Lamperti unidimensionnelle & une classe
de processus plus vaste que les PB, les processus affines. Il essaie ensuite de généraliser son résultat
au cas multi-types, il ne prouve que 'existence faible de solution dans ce cas. Plus récemment, le
résultat a été prouvé par M.E. Caballero, J.L. Pérez Garmendia et G. Uribe Bravo pour les processus
affines dans leur article [13], théoréme 1.

Avant d’énoncer la représentation de Lamperti en multi-types, nous dirons que Z est dit sans

)

générations spontanées dans le sens de [13]. C’est-a-dire que presque strement si Zt(i = 0 pour un

t .
i €[d etunt > 0, alors t — fZSEZ)ds croit strictement en t si il existe j # i tel que Zt(J) >0 et
0

.
X ( f ZS(J )ds> croit strictement a droite de ¢.
0

Théoréme 2.2.1. Soient XU) = (X9, ... X)), pour j € [d], d PL indépendants et issus de
0 tels que pour tout i # j, X" soit un subordinateur et X3 soit un PLsp, et v € R%, alors le
systeme

d t
L, XD j e [d)) Z =i+ Y X /Zgﬂds L t>0,i€[d]
Jj=1 0

admet une unique solution Z sans générations spontanées issue de r. De plus, le processus Z. ainsi
défini est un PBCM.

Réciproguement, pour tout PBCM 7 issu de r € Ri, il existe d PL indépendants X9, j e
[d] tels que Z ait la méme loi que l'unique solution sans générations spontanées du systéme de
Lamperti L(r,{XW) j € [d]}) défini ci-dessus.

Rappelons qu’un subordinateur est un processus de Lévy (PL) croissant et que PLsp désigne un PL
spectralement positif, c’est-a-dire sans sauts négatifs. Nous insistons sur le fait que quand d > 1,
cette représentation n’est plus inversible. En effet, la donnée de Z est moins compléte que celle de
X car nous perdons toutes les informations portant sur la généalogie des individus de la population.
Dans la suite, ces d PL indépendants seront appelés des PL associés en lot a Z par la représentation
de Lamperti L(r, {X), j € [d]}).

De méme qu’en dimension un, lors de la démonstration de ce résultat, il est mis en évidence que
le mécanisme de branchement ¢ du PBCM Z introduit dans le théoréme 2.1.1 est lié¢ aux PL X,
pour j € [d].

Proposition 2.2.1. Soient un PBCM Z, ¢ son mécanisme de branchement, r € R‘i et {X(j),j €
[d]} les d PL indépendants associés en loi a 7 par la représentation de Lamperti L(r,{X1), j €
[d]}), alors pour tout j € [d], p; est Uexposant de Laplace du PL X\).

Comme en dimension un, il reste maintenant & se convaincre de 1'utilité de cette représentation
dans ’étude du PBCM Z.

2.3 Théorie des fluctuations pour les champs de Lévy additifs spec-
tralement positifs

Avant de pouvoir utiliser la représentation de Lamperti dans le cas multi-types pour étudier le
PBCM Z associé, il nous faut tout d’abord étre capables de définir proprement le champ X défini
comme somme de d PL indépendants ainsi que son champ de temps d’atteinte. C’est pourquoi
nous consacrons cette partie & I’étude des fluctuations de ce que nous appellerons un champ de
Lévy additif spectralement positif (cLasp). Ces champs constituent une généralisation non triviale
des PLsp. La définition et I’étude de ces champs ont fait 'objet d’un premier article de recherche
[17] re-soumis le 15 septembre 2020 & FElectronics Journal of Probability. Tous les résultats énoncés
ci-aprés, sont détaillés et démontrés dans le chapitre 3 qui reprend l'article sus-mentionné.
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2.3.1 Champ de Lévy additif spectralement positif

Considérons d PL d-dimensionnels indépendants XV, ... X(@ tels que X0 =t(X17 . X%7),
j € [d] ott pour i # j, X% est un subordinateur, c’est-a-dire un PL croissant, et pour j € [d], X/
est un PL spectralement positif (PLsp), c’est-a-dire sans sauts négatifs. Il est a noter que pour un
j € [d] fixé, les X%/, i € [d] ne sont pas nécessairement indépendants. Comme en dimension un,
I’absence de sauts négatifs entraine ’existence de moments exponentiels négatifs, voir le chapitre VII
de [8]. Ainsi pour tout j € [d], nous pouvons caractériser la loi de XU) non pas par leurs exposants
caractéristiques mais par leurs exposants de Laplace, notés ¢; et définis par

E[e—<)\7X§j))] =N >0, eRL.

Grace au théoreme de Lévy Khintchine, nous connaissons la forme explicite de ¢;,

d
1 —(\z
(pj()\) = -5 — Zam’)\i + 5%‘)\? — /(1 —e Az) + (/\,x)]l|x|<1)7rj(dx), A E le_ (2.4)
=1

d
R+

oit aj € R, (aj); jea) est une matrice essentiellement positive (i.e. a;; > 0sii # j), ¢; > 0 et m,
est une mesure sur R? telle que m;({0}) =0 et

[T niaP)+ S0 Az ) < +oo.

d i#]j
RY

Dans toute la suite, sauf mention contraire, nous supposons que ¢;(0) = a;; = 0, c’est-a-dire que le
PL X a un temps de vie infini et donc n’explose pas en un temps fini. De plus, pour tout j € [d],
la fonction ¢; est convexe sur (0, oo)d. En fait, elles sont mémes log-convexes. Enfin, pour tout
i,j € [d] tels que i # j et A1,..., Ni—1, Ait1, ..., Ag, la fonction A; — () est décroissante.
Définissons alors le champ stochastique multivarié suivant
Xo =X 4 1 X, b= (f,.. . t0) €RE.

Le champ X = {X;,t € R4} est un cas particulier de champ de Lévy additif au sens de [29]. Sa loi
est caractérisée par 'exposant de Laplace ¢ := (¢1,...,¢q), autrement dit

E[e‘“’xt)] =l -t € R‘i~

Un tel champ de Lévy additif X sera appelé champ de Lévy additif spectralement positif (cLasp).
Cette terminologie est justifiée par les résultats que nous allons donner et qui généralisent la théorie
des fluctuations des PLsp, rappelés dans le chapitre précédent.

Avant de continuer, remarquons que le cLasp X = {Xy, t € Ri}, défini comme la somme de d PL
indépendants, contient les mémes informations que le champ de matrices essentiellement positives
X={X;,teR} = {(Xti’_j)i,je[d],t € RY}. Eneffet Xy = X¢-1ou 1 =?(1,...,1) est le vecteur unité

J
de Ri et Xti’j = (Xte,,€i) p.s.pour tout 7,j € [d] et t > 0. Dans la suite, la dénomination cLasp
sera utilisée a la fois pour le champ X et le champ matriciel X. Ces deux notions sont nécessaires
car nous verrons que parfois bien que le champ X ait une valeur définie, celle de la matrice X ne
I’est pas forcément.

Exemple. Donnons un exemple en dimension 2 de spaLf. Supposons que pour j € [2], les‘XjJ
soient des mouvements Brownien indépendants BY) avec des drifts a; € R, tels que X =
ng) + ajt et pour tout i # j, X% soit un drift pur, c’est-a-dire XZ’j = a;jt, a;; > 0. Alors le
spaLf est défini par

1 2
X, = {(BY + arty + arata, amts + B + asta), t = (t1,t2) € R2,
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les exposants de Laplace @; sont explicitement décrits par
L oo ., 2
©i(A) = —XNiai; — Aja; + 26N, 1 # j, A € R,

et le champ de matrices essentiellement positives est

X, — Bfll) +aity ai2lo
v (2) :
asity By, + asts

2.3.2 Temps d’atteinte des niveaux négatifs

Comme vu dans les chapitres précédents, un des intéréts de la représentation de Lamperti réside
dans le fait que nous sommes capables de lier les temps d’atteinte des PLsp aux intégrales des PBC
"associés" par la représentation de Lamperti. Dans le cas multi-types, la premiére difficulté est de
définir le "bon temps d’atteinte".

Soit r = (r1,...,7q) € R‘i. Comme expliqué dans le chapitre 3, l'existence et les premiéres
propriétés portant sur les temps d’atteinte ont été établies dans le cas déterministe. Nous ne rap-
pellerons pas ces résultats dans ce chapitre et nous contenterons de renvoyer le lecteur & la premiére
section du chapitre correspondant. Rappelons quand méme la notation suivante.

Définition 2.3.1. Soit &; l’ensemble des fonctions a valeurs matricielles x = {(mi;,j)i’je[d},t =
(t1,...,tq) € Ri} telles que

— pour tout i,j € [d], 27 soit cadlag issue de 0,

— pour i # j, % soit croissante

— et pour j € [d], 77 soit sans sauts négatifs i.e. :/cg]] — :cij{ > 0.

Comme le champ matriciel X = {X(,t € R4} = {(X:;-j)i,je[d]a (t1,...,tqs) € R} appartient p.s.a
I’ensemble &4, d’aprés le Lemme 3.1.1 du chapitre 3, le systéme

d
0X) D X =—r,ield (2.5)
j=1
admet une plus petite solution, au sens de l'ordre partiel naturel sur Ri, noté <, < et défini dans
I'introduction de ce chapitre. Cette solution est notée T, = (1, r(l), T r(d)). Nous pouvons donc
écrire
T, :=inf{t : Xy = —r} = inf{t : Xy < —r}, (2.6)

ou la deuxiéme égalité découle de I'absence de sauts négatifs. La variable aléatoire T, est appelée
premier temps d’atteinte (TA), ou de passage, du cLasp X au niveau —r. Il est important de re-
marquer que, toujours d’aprés le lemme 3.1.1 du chapitre 3, certaines coordonnées de T, peuvent
étre infinies. En utilisant la quasi-continuité a gauche des PL X() et le lemme déterministe 3.1.1
du chapitre 3, nous sommes en mesure d’obtenir le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.1. Soient X un cLasp, v € Ri et Ty la plus petite solution du systéme (r,X),
alors

1. pour tout i € [d] etr € RY,

d d
i:j — Z).] — ’ d
ZXTW— = XTr“) = —r; p.s.sur l'ensemble {T, € Ry} .
7j=1 J=1
2. Pour v/ € RY tel que P(Ty € RY) > 0, conditionnellement a {Ty € R}, le champ
{T,ypy — Ty,r € Ri} a la méme loi que le champ {Ty,r € Ri} et est indépendant du
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champ {Ty,r <1'}. BEn particulier, pour tout r,x’ € R%,

(law)

Ty = Tp+ Ty, (2.7)

ot Ty est une copie indépendante de T, .

3. SiP(T, € RY) > 0 pour un 1 € (0,00)%, alors P(T, € RY) > 0 pour tout r € (0,00)4. Sous
cette condition, il existe une application ¢ = (P1,...,¢q) : Ri — Ri telle que

E[e—u,Tr)} = o) )¢ Ri ) (2.8)

De plus, ¢ est une fonction différentiable et chaque @; est une fonction concave.

L’une des conséquences majeures de ce théoréme est la suivante : pour tout r € R?
P(T, € RL) = ¢~ ®900 (2.9)

En particulier, pour tout r € RY, P(T, € R%) = 1 si et seulement si ¢(0) = 0. En revanche, ce
théoréme ne nous donne pas de description globale de la loi du champ stochastique d-dimensionnel
T={T,,re Ri} Cela n’est le cas qu’en dimension d = 1. En effet pour d > 2, sir et 1/ ne sont pas
ordonnés, alors nous ne savons rien sur la loi jointe de (T, Ty). De plus, en dimension un, le point
2. du théoréme nous donne que le processus des temps d’atteinte (7;),>0 est un subordinateur.
Quand d > 1, nous pourrions étre tentés de déduire du point 2. que le champ T définit un cLasp.
Malheureusement, ce résultat ne se vérifie plus quand d > 2. En effet, en utilisant la définition de
¢ il est ais¢ de vérifier que les processus (Tye,)r>0, ¢ € [d] ne sont pas indépendants. En revanche,
pour tout ¢ € [d], le processus (Tye,)r>0 définit bien un subordinateur d’exposant de Laplace ¢;.

Certains résultats de la théorie des fluctuations des PLsp utilisent le fait que ’exposant de
Laplace ¢ du subordinateur des temps d’atteinte 1" est 'inverse de @, celui du PLsp X. Commengons
par voir, s’il est possible de généraliser ce résultat aux champs T et X. En dimension un, il est
nécessaire de supposer que X n’est pas un subordinateur. En dimension d > 1 quelconque, il nous
faut faire une hypothése plus générale :

(H,) L’ensemble D, :={\ € R% : ;(\) >0, j € [d]} est non vide.

En particulier, cette hypothése (H,) implique qu’aucun des processus diagonaux X 33 pour j € [d],
n’est un subordinateur. De plus, comme, pour tout i # j, X%/ est un subordinateur, D, c (0, o0)4.
Nous avons alors le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.2. Soient X un cLasp, r = (r1,...,7q) € Ri et T, = (Tr(l), .. ,Tr(d)) € @i la

plus petite solution du systeme (r,X), alors
1. P(T, € RY) > 0 pour un (et donc pour tout) r € R si et seulement si 'hypothése (Hy) est
satisfaite.
Supposons (Hy), alors
2. pour tout A € (0,00)¢, ¢p(\) € D,. De plus, l'application ¢ : (0,00)% — D, est un difféo-
morphisme d’inverse ¢ : D, — (0, o), i.e.

p(p(N) = A, A€ (0,00)7.

Pour prouver le premier point, il a fallu généraliser la notion de transformée d’Esscher d’un PL
pour les cLasp. Cette transformée s’obtient par changement de mesure a l'aide de martingales.
Nous introduirons cette transformée d’Esscher dans la section suivante 2.3.3 ol nous serons amenés
a l'utiliser plus explicitement.
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Example. Reprenons notre exemple en dimension 2 et supposons que q; > 0, j € [2]. Apres
quelques calculs, on obtient une expression explicite de l'ensemble D, défini dans l’hypothese

(Hy),

VAN N6
DSO:{AEM:AQ(CHQMW)) mp(aﬁq?(l)vo)}
1 2

ot Aj(N;) = a? + 2aijqj\;i pour tout j € [2] et i # j. Cet ensemble est bien non vide et par
conséquent, Uhypothése (Hy) est vérifiée. En particulier, d’apres le théoréme 2.3.2, le cLasp X
atteints tous les niveauz négatifs —r € R% avec une probabilité positive et d’apres la seconde partie
de ce théoreme, nous savons que la fonction ¢ admet un inverse ¢ sur l’ensemble D,. Cet inverse
¢ = (¢1,02) est donné par

1 a; . . .
oj(A) = ;\/QQj)\j + aZ + 2ai;q;6i(N) + qug je2i# i eR:.
j j

De plus, ¢ est l’exposant de Laplace du champ des premiers temps d’atteinte des niveaur négatifs
par le cLasp X défini pour tout v = (r1,72) € Ri par

(1) L
T, =inf{t>0: By," + a1t(12)+ ajaty = " ‘
anty + By, +asts = —ro

Notons J,(A), A € (0,+00)?, la transposée de I'opposée de la matrice Jacobienne de ¢ i.e.

0 .
Jcp()\)z,j = —a%()\)’ 1,] € [d]

Comme tous les PL X 4,7 € [d] sont spectralement positifs, nous pouvons toujours définir leur

espérance et E[X|”’] € (—oc, ]. De plus ¢ est différentiable sur (0, 00)? et ses dérivées partielles en

0 satisfont E[X]7] = — )l\ir% %gpj()\). Nous posons %goj(O) = )l\in% %gpj()\), et définissons J,(0)
— 1 T — 7

comme la transposée de 'opposée de la matrice Jacobienne de ¢ en 0, i.e.

0 i .
Jp(0)ij = —a%’(o) =E[X}'], i,j€ld].

Nous dirons que le spalLf X est irréductible si
(1p) J,(0) est irréductible,

c’est-a-dire si pour tout 4,j € [d], il existe un entier n > 0 et une suite d’indices ¢ = i1,...,i, = J
telle que pour tout 1 < k < n, Jy(0);, i, # 0. Cette définition d’irréductibilité est équivalente
a la notion d’irréductibilité du PBC Z, autrement dit (I,) < (Iz), voir lemme 3.4 de [4]. Quand
la matrice Jacobienne J,(0) est irréductible et que ses entrées sont finies, elle admet une valeur
propre de Perron-Frobénius p maximale. Comme pour les PL; il est alors possible de distinguer les
différents comportements du cLasp X en fonction de la valeur de p.

Théoréme 2.3.3. Supposons (Hy,) et (I,), alors
1. 0 et ¢(0) := ;ir% d(N) sont les deuz seuls zéros de ¢ dans RY.
4>
De plus, ¢(0) est soit égale a O soit dans (0,00)%.

2. SiE[X1] = oo pour uni, j € [d], alors ¢(0) > 0. Supposons E[X!7] < co pour tout i, j € [d]
alors ¢(0) = 0 si et seulement si p < 0.

La preuve de ce théoréme se raméne a 1’étude de fonctions convexes réelles et a une disjonction
de cas. Pour plus de détails sur la preuve et un exemple d’application, le lecteur est renvoyé a la
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troisiéme section et au théoréme 3.2.2 du chapitre 3. En ce qui concerne le point 1., nous montrons
en fait un peu plus. Quelle que soit la nature de J,(0), s'il existe un zéro de ¢ dans (0, o0)? alors
il est unique et est égal & ¢(0). En revanche, dans le cas réductible, nous ne pouvons rien dire sur
d’éventuels zéros ne s’annulant que sur certaines coordonnées. Il est d’ailleurs a priori possible que
¢(0) soit un tel zéro. De plus quand ¢(0) > 0, dans chaque direction, il existe une coordonnée du
cLasp X qui dérive vers 400 p.s.

Sous les hypothéses (H,) et (I,), nous dirons que le cLasp X dérive vers +oo, oscille ou dérive
vers —oo selon que p est strictement négative, nulle ou strictement positive.

Exemple. Dans notre exemple, nous avons déja une forme explicite pour ¢, l’ensemble D, et
Uinverse ¢. Maintenant, trouvons les solutions de l’équation @(A) = 0, A € R%r. Supposons que
J,(0) est irréductible, c’est-a-dire que a;; > 0 pour tout i # j. Alors les solutions de l’équation

Ar(A As(A
SD()\) = 0, )\ S R%‘ sont 0 = (070) et l€8 pOintS de la fOTme (Gl + \/TQ)’ a9 —+ m)
o q2

ot Aj(N;) = a? + 2a;5q;Mi, § € [2],i # j. Il est alors aisé de vérifier qu’il n'existe qu’une seule
solution du second type. De plus, cette solution appartient a (0,400)% ou est égale ¢ 0. D’apres
Dexpression de ¢, ¢(0) est cette solution. De plus, nous pouvons montrer que ¢(0) = 0 si et
seulement a1 < 0, ag < 0 et ajaz > aipa2,1. Dun autre coté, nous pouvons calculer la valeur
propre de Perron-Frobenius p de la matrice Jacobienne J,(0). Elle est de la forme

a1 + as + \/(a1 — CL2)2 + 4a1,2a2,1
5 .

Il est alors facile de voir que p < 0 si et seulement si a; < 0, az < 0 et ajaz > ai20a21. En
conclusion, $(0) =0 < p < 0.
Si la matrice J,(0) est réductible alors au moins un a;j est égal & zéro, pour i,j € [d]. Dans

. ‘ . L 2aq
ce cas, ¢ a au plus quatre zéros (certains peuvent étre égales ou négatifs) 0 = (0,0), [ —,0 ),
q1

(O %2> y a1—|—,/A1(2q%) a2+\/A2(26%) B
' q1 ’ q2

q2

¢(0).

2.3.3 Champ (T,,Xr,)

Comme dit plus haut, le cLasp X contient les mémes informations que le champ matriciel X.
Néanmoins alors que pour tout r € RY, Xp = —1 est déterministe sur ’ensemble {T, € Ri},
la matrice X, est aléatoire quand d > 2. Plus particuliérement, le fait que le champ (T, Xt) =
{(T),Xr,),r € Ri} ait des accroissements indépendants et stationnaires induit une analogie avec
la théorie des fluctuations en dimension un. Ce champ bi-varié peut étre vu, d’un point de vue
analytique, comme un champ d’échelle. Cependant ce champ ne décrit pas les fluctuations du spalf
X & son "infimum" car cette notion est ici difficilement définissable. La derniére partie de ce travail
a consisté en la description de cette loi. C’est-a-dire 'identité de Kemperman d-dimensionnelle.

Commencgons par définir la transformée d’Esscher d’un cLasp nécessaire pour énoncer le prochain
résultat. Soit @) € R, nous notons X+ e PL d-dimensionnel dont la loi est obtenue & partir

de celle de XU par la transformée d’Esscher associ¢e a la martingale (e‘<“(j)’X§j)>_wj(“(j)), t>0).
Plus précisément, soit (]:t(] ), t > 0) la filtration naturelle associée a XU, Alors pour ¢ > 0 et
Ae ]:t(]), alors la loi de X*7:() est définie par

PH(4) = E[Lye~ 10X —tos u)]
Son exposant de Laplace est alors donné par

7) : :
() = pi(A+ D) — i (u), X eRY. (2.10)
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Considérons maintenant d PL indépendants X“m’(j), j € [d] de loi respective P | Définissons
un nouveau cLasp par

1) (d)
X=X W e xE T = (. tg) € RD (2.11)
ot o= (M, ..., D) est la matrice dont les colonnes sont les 1), j € [d]. Son exposant de Laplace

est donné par

&) @
) = (1 (N9l (N), AERY.

De plus, posons F; := 0{Xs, s < t} pour tout t € R%, alors F; = U(fg) U .7-}(22) U f,f(j)). Ainsi
pour tout t > 0 et A € Fy,

PH(A) = E[1 ge {Xed=(telu)] (2.12)
ot (p, X¢) = > (,u(j),Xg)> et (2.11) sera appelée transformée d’Esscher du cLasp X.
j€ld]
Avant d’énoncer les résultats, nous rappelons la notation suivante : soient A = (a(l)7 . ,a(d)) et

B = (bW, ..., bY) deux matrices de My(R), alors

(A, BY) = Z(a(j),b(j)).

JEld]

Soient ™M, ..., u(D les d-colonnes de la matrice p = (Mij)ijeld), nous considérons I'ensemble
suivant

My = {(\, 1) €RL x My(Ry): )\ > @j(ﬂ(j))vj € [d}.

Théoréme 2.3.4. Supposons (Hy). Soientr = (r1,...,rq) € RL et T, = (Tr(l), e ,Tr(d)) € @ la
plus petite solution du systéme (r,X), alors il existe une application ® = (®1,...,Pq) : M, — Ri
telle que
— (AT — (X, = (n,®(,
E[e~ M Tr—(nXT >>]1TreRi] = e~ (X ) e M, .

De plus, ® est uniquement déterminée par les équations

pi (D + 2\ ) =2A;, G ldl, (A p) € M, (2.13)
et est explicitement déterminée par

(A, ) = ¢ (M — 1 (M), A = pa(u D)), (2.14)

ot ¢* est l'inverse de l'exposant de Laplace p* de la transformée d’Esscher X* défini par (2.11).

Ce résultat s’obtient en étudiant la martingale multi-indexée {My, t € R4} := {e~(Pit={nXe) ' ¢
R}, ott g(p) = (1 (M), ..., a(uD)), et le fait que T et X aient des accroissements indépendants
et stationnaires.

Exemple. Nous pouvons expliciter ® dans notre exemple 2-dimensionnel. Soient u(l) =11, p21) €

Ri, ) = Y12, po2) € Ri et p= (u(l),u@)). La transformée d’Esscher X* a pour exposant de

Laplace ot = (gpff(l),cpg@)) ot pour tout j € [2] et A € R%,

(€] 1
SN = @)+ dipig A = —aighi = (a5 = gy ) A + 5427
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Supposons q; > 0,7 € [2]. Apres quelques calculs, on obtient

- VAT
D¢u={A€R1:A1><a1 Q11+ 1(2)\/0>et

q1

_ AF
N > <CL2 Q22,2 + /A5 (A1) y 0> } ’

q2

ot A?()\i) = (aj — qjpjj)* + 2a;q;\; pour tout j € [2] et i # j. Notons que Dy, C Dyu. En
particulier, si (Hy,) est satisfaite alors (Hyn) est satisfaite aussi et les deux ensembles D, et
D sont non vides. Sous cette condition, d’apres le théoreme 2.5.2, le cLasp X" atteints tous les
niveaur —r € R2 avec une probabilité positive et d’aprés le second point de ce méme théoréme,
nous savons que ©* admet un inverse ¢ sur l’ensemble Dyu. Cet inverse o = (¢}, ¢h) est donné
par

1 a; ) L
Pi(A) = qj\/?qj)\j + (a5 — gy )% + 2aijq; 05 (N) + qu — g, JERLIFLAER.

De plus, d’apres le théoréme (2.3.4), l’exposant de Laplace ® = (1, P2) du champ (Ty, X,) est
défini pour tout (A, u) € My, et j € [2] par

q)](Anu) = (bg()\l - 901(#(1)), Ay — g02<u(2))>

1 :
= q\/%‘(%’ — i (pU) + (aj — gjnj )% + 2aijq; 8 (M — p1(pD), A2 — 2(u?)))
J

LY
qj 7:J*

Pour finir avec I’étude des cLasp, nous donnons une généralisation de I'identité de Kemperman.
Considérons ’ensemble

Md(R) = {X € My(R) : X essentiellement positive et X -1 < 0}

munit d’une norme, || - || et associé a sa o-tribu Borélienne. D’aprés le théoréme 2.3.4, la mesure
P(T, € dt, X; € dx)dr sur RY x R% x My(R) admet la transformée de Laplace

/ o () =) —(p.x) P(T, € dt, X; € dx)dr
R% xRE x My(R)

= [(al + q)l()‘a :U'))(OQ + (PQ()U M)) s (ad + (I)d()‘v H))]_l' (215)

Le théoréme suivant montre que cette mesure peut étre exprimée en fonction de la loi du cLasp X.

Théoréme 2.3.5. Supposons (H,), alors pour tout o € ]Ri et (A, ) € My,

/ e~ (N =A—{nx) p(T, € dt, X, € dx)dr
RiXRiXMd(R)

_ / elox )= —uxy DEUX) s oy g (2.16)
RY x My(R) t1ta. .. tq

Autrement dit, la mesure
P(T, € dt, X; € dx)dr, t€R%, x € My(R), r € R,

est l'image de la mesure

det(—X)

— U P(X e dx)dt, teR?, x e My(R),
tits .. . tg
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| par la fonction (t,X) — (t,X,—X-1).

Ce théoréme est montré par approximation discréte, c¢’est le théoréme 3.3.2 du prochain chapitre.
Une conséquence intéressante est que ce théoréme nous permet d’expliciter les mesures de Lévy
des subordinateurs T.,, i € [d] en fonction de la loi du cLasp X.

Corollaire 2.3.1. Supposons que P(T, € Ri) > 0 pour tout r € (0,00)%. Alors pour tout i € [d],
le processus {Tye;, 7 > 0} est un subordinateur multi-varié d’exposant de Laplace ¢; défini par

(2.3.1). De plus, supposons que, pour tout j € [d], la j¢ colonne Xg) de la matrice Xy admette une

densité continue sur Fy x Fyx---xFy, ot F; = Ry, pouri # j et Fj = R. Notons Xt = ()/(\'Z;j)i7j€[d}
s d . P . ~
la matrice définie par X' = 30 Xy et X;? = X;7, i # j, et py: My(R) — R la densité de X;.
j=1
Alors la mesure de Lévy du subordinateur multi-varié {Tye,, 7 > 0} est donnée par

det(—X"%) pe(0)

vi(dt) = TR pt(x%) H dag;dt, sid>1 et v(dt) = dt, sid=1.
_ o k#j
R
Ici XY est obtenue a partir de la matrice X = (Tij)ijela), définie par Ti; = — Y xij et Tij = T4
J7#

pour i # j, en supprimant la ligne et la colonne i et X = (xgj)i,je[d]; avec xgj = T, pour i # j
et x?i =0.

Quand d = 1, ce résultat est énoncé dans I'article [46] de V.M. Zolotarev.

2.4 Applications de la représentation de Lamperti

Armés de cette représentation d-dimensionnelle reliant les trajectoires du PBCM Z a celles d’'un
cLasp X, ainsi que de la théorie des fluctuations d’un tel champ stochastique, il nous reste a nous
convaincre de I'utilité de cette représentation.

2.4.1 Temps d’atteinte du cLasp X et intégrale du PBCM 7

Tout d’abord regardons s’il est possible de généraliser le résultat trivial quand d = 1 qui nous
donne, par construction de X, I’égalité p.s. entre son temps d’atteinte de —Zg = —r, T, et I'intégrale

o0
a linfini du PBC Z, f Zsds. Malheureusement, quand d > 1, ce résultat n’est plus aussi trivial.
0

En effet, la représentation de Lamperti n’est plus constructive. Néanmoins, par définition de T,
o0

inégalité T, < [ Zds est toujours évidente. La difficulté réside donc dans le fait de pouvoir écrire

chacune des Coogdonnées de T, comme une intégrale de Z dont les bornes ne dépendent pas des
coordonnées.

Cette premiére application de la représentation de Lamperti avec d > 1 a fait 'objet d’une
note constituant le chapitre 4. Afin d’établir cette égalité, il nous a fallu tout d’abord étudier les
trajectoires de Z dans un cadre déterministe. Nous ne rappelons pas ces résultats ici, et renvoyons
le lecteur a la premiére section du chapitre correspondant. En appliquant ce lemme déterministe a
notre cas stochastique, nous sommes capables d’établir le théoréme suivant dans le cas ot le PBCM
7 s’éteint p.s.

Théoréme 2.4.1. Soient Z un d-PBCM conservatif issu de Zg =1 € Ri et X le cLasp associé
en loi par la représentation de Lamperti L(r,X). Soit Ty son temps d’atteinte du niveau —r.
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Supposons
Pour tout r € R%, P.({lim Z; = 0} U { lim Zt(i) = o0, pour tout i € [d|}) =1, (2.17)
t—00 t—o00

alors
T, = lim A; p.s.,
t—00

. t
ot pour toul t > 0, Ay := (Aﬁl), . ,Aﬁd)) et pour tout j € [d], Agj) = fZS(])ds.
0

Quand d = 1, la condition (2.17) est satisfaite et il est naturel de penser qu’elle soit toujours
satisfaite dans le cas général. Quand d > 1 et ¢(0) = 0, d’aprés [33], le PBCM Z s’éteint p.s.,
c'est-a-dire  lim Z; = 0. En particulier, la condition (2.17) est bien satisfaite. Cette condition

t—+o00
est également satisfaite dans le cas neutre, c’est-a-dire quand pour tout s > 0 et tout i,j € [d],
©i(8,8,...,8) = ¢j(s,s,...,5). D'un autre c6té, nous ne connaissons pas d’exemples de PBCM qui

ne satisfasse pas la condition (2.17). Néanmoins quand ¢(0) > 0, la preuve de cette condition est
une question ouverte.

En conséquence de ce théoréme, sous une certaine condition, nous déduisons que toute la trajectoire
du spalf X n’est pas nécessaire et qu’il peut étre stoppé au temps T, dans le sens ot pour tout
j € [d], le PLsp XU) peut étre stoppé en Tr(j).

De cette égalité, nous allons pouvoir déduire I’expression de la probabilité d’extinction du PBCM
Z en fonction de ¢(0).

2.4.2 Condition de Grey multi-types

Il nous reste a étudier les différents "modes" d’extinction de Z pour donner une condition de
Grey multi-types. Nous exprimerons également la probabilité d’extinction en temps fini en fonction

de ¢(0).

Nous dirons que le PBCM 7 est conservatif si pour tout r € R‘j_ et t >0, P.(Z € Ri) = 1.
D’aprés (2.2), ceci se traduit sur 'exposant de Laplace u du PBCM Z comme suit : elrue(0) — 1,
pour tout r € Ri et t > 0. Ainsi Z est conservatif si et seulement si

ugi) (0) =0, pour tout t >0 et i € [d]. (2.18)

Quand d = 1, il est prouvé dans [23| que le PBCM Z est conservatif si et seulement si son mécanisme
de branchement ¢ satisfait
/ do
o+ |o(e)]

Quand d > 1, trouver une condition nécessaire et suffisante sur le mécanisme de branchement ¢
caractérisant la conservativité du PBCM Z est une question ouverte & laquelle nous n’apporterons

pas de réponse ici. Néanmoins, si il existe i € [d], ugi) (0) = 0, pour tout ¢ > 0, alors d’aprés (S,),
pour tout t > 0,

‘ 1 i—1 i+1 d
50 (0) = —i(u(0), P (0),0,07(0), . i (0)
= 0.
Comme ¢; est décroissante sur toutes les coordonnées j # i,
1 i—1 i+1 d
—i(M(0), ..., (0),0,4"™(0),..., 4" (0) > a,

d’ott a; = 0. Ainsi si le PBCM Z est conservatif, alors pour tout ¢ € [d], a; = 0. Dans toute la
suite, nous nous intéressons a l'extinction des PBCM, c’est-a-dire 4 des PBCM qui tendent vers O
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a linfini. Il s’agira donc principalement de processus conservatifs. C’est pourquoi il est légitime de
supposer a partir de maintenant que

a; =0, pour tout i € [d].

Etudions maintenant 'extinction du PBCM Z. Comme dit dans l'introduction, Z peut s’éteindre
de deux maniéres différentes. S’il existe un temps ¢t > 0 tel que

Z, =0 ie. Vield,Z" =0,

nous dirons que le PBCM Z s’éteint en temps fini. Dans ce cas, T¢ = inf{t > 0: Z; = 0} < t.
D’autre part, nous dirons que le PBCM Z s’éteint a ’infini si TOZ = o0, C’est-a-~dire

Ve >0,3i€[d, 2" >0
et lim Z; =0 ie Vie€l][d],

lim Z" =o.

t——+00 t——+o0

Notons que dans ce cas, il s’agit d’extinction globale dans le sens ot tous les types s’éteignent. Quand
7 n’est pas irréductible, il est possible d’observer des extinctions locales ne concernant qu’un sous-
ensembles de types. Dans ce cas, I’étude de l'extinction du PBCM Z est ramenée a celles de ses
classes d’irréductibilité. C’est pourquoi, nous supposerons dans la suite que Z est irréductible.

De plus, rappelons que si I'hypothése (H,) n’est pas satisfaite, alors, d’aprés le théoreme 2.3.2, le
cLasp X d’exposant de Laplace ¢ vérifie P, (T, € Ri) = 0 pour tout r € ]Ri. Ainsi la représentation
de Lamperti L(r, X) implique que P;( lim Z; = 0) = 0.

t—400

En conséquence dans toute la fin de ce chapitre, sauf mention contraire, nous supposerons que
(H,) et (I,) sont satisfaites.

Sous (H,), le mécanisme de branchement ¢ : D, — (0,00)% admet un inverse ¢ d’aprés le
théoreme 2.3.2. Nous rappelons également que d’apres le théoréme 2.3.3, si le spalLf X est intégrable,
c’est-a-dire si E[X|”] < oo, pour tout i, j € [d], alors ¢(0) > 0 si et seulement si Z est super-critique.

Nous commencons par établir une relation entre la probabilité d’extinction et le mécanisme de
branchement du PBCM Z.

Proposition 2.4.1. Soit Z un PBCM, alors pour tout r € R
P, (lim 7y = 0) < e (re(0) (2.19)
t—o00

et
P, (lim Zy = 0) =1, si et seulement si ¢(0) = 0. (2.20)
t—o0

Dans ce cas, on dit que Z s’éteint p.s. Si de plus, la condition (2.17) est satisfaite, alors pour tout
re R‘j_,
Po( lim Z; = 0) = ¢~ "0

t——+o0

Pour tout r € (0,00)¢, nous désignons par

G =P 20:2=0) = lm Py(Z =0)
la probabilité d’extinction en un temps fini. Notons que pour tout 0 < s < t, {Z; = 0} C {Z; = 0},
ainsi
¢ = lim P, (Z; =0).

t——+o0

De plus, par définition (2.2) de u, il est facile d’obtenir I'expression suivante pour tout r € (0, c0)?
et t >0,
Pr(Zs = 0) = ¢~ (),
ou pour tout ¢ € [d], ugi)(oo) = )\lim ugi)()\) dans toute direction de R?. La probabilité d’extinction
—+00

qr dépend alors de la finitude de 'exposant de Laplace u comme suit.
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Proposition 2.4.2. Soit un PBCM Z. Supposons qu’aucun des processus X/ pour i # j n'est
un processus de Poisson composé. Alors nous avons la dichotomie suivante :

(i) Si pour tout t > 0 et i € [d], ugz)(oo) = oo alors ¢ = 0, pour tout v € R% \ {0}. Dans ce
cas, 7 peut seulement s’éteindre a 'infini.

(73) St pour toutt >0 et i € [d], ugz)(oo) < 00, alors pour toutt > 0 etr € RY, Py(Zy = 0) > 0
et ¢ > 0. Dans ce cas, si de plus ¢(0) =0, alors ¢ = 1, pour tout r € Ri.

Il nous reste encore & établir des conditions sur le mécanisme de branchement afin de distinguer
les deux "modes" d’extinction. En dimension un, voir [23], D.R. Grey donne des expressions des
probabilités de ces deux événements d’extinction et une condition nécessaire et suffisante d’extinc-
tion en temps fini simultanément en intégrant le systéme différentiel (S,). Malheureusement en
multi-types, cet argument ne marche plus car nous ne pouvons pas faire de changement de variable

dans cette intégrale.
oo

D’aprés 23], en dimension d = 1, Uextinction en un temps fini a lieu si et seulement si [

) o(s)
0. Prenons d > 1 et considérons le i¢ 1-PBC diagonal Z() de mécanisme de branchement

@i(a) = pi(ae;), a>0.

Remarquons que @; est 'exposant de Laplace du PLsp X%’ qui est donc associée en loi & Z® par une

représentation de Lamperti unidimensionnelle. De plus, comme (H,) est satisfaite, X i ne dérive

pas vers 400, c’est-a-dire lirf @i(a) = 0o et @}(0T) > 0. Considérons maintenant ’hypothése
a—r+00

oo

(@) / @f&) =

Sous (GS)), le PBC Z() g'¢teint en temps fini p.s. d’apres la condition de Grey.
Nous pouvons alors établir le résultat suivant caractérisant I’extinction du PBCM Z en fonction
de celles de ses PBC diagonaux.

Théoréme 2.4.2. Soit un PBCM 7 tel qu’aucun des processus X pour i # j ne soit un
processus de Poisson composé.
(1) Supposons que (Gg)) est satisfaite pour tout i € [d]. Alors Z peut seulement s’éteindre en
un temps fini. De plus, pour tout r € R%,

qr = ]P)r( llm Zt = 0) — €7<r7¢(0)> .

t——+o0

(i) Supposons que (Gg)) n’est pas satisfaite pour un i € [d]. Alors Z peut seulement s’éteindre
a Uinfini, i.e. ¢¢ = 0 pour tout r € Ri \ {0}. De plus,
— Si ¢(0) = 0, alors Z s’éteint a linfini p.s., i.e. IPr(t ligl Zt = 0) = 1 pour tout
—+00
re RY \ {0}.
— Si la condition (2.17) est satisfaite, alors pour tout r € RL \ {0},
P.( lim Z; = 0) = e~ @0

t—+00

Notons que si pour tout i, € [d] avec i # j, X est un processus de Poisson composé (PPC)

alors pour tout i € [d], ¢;()\) N vi(Aie;) = @i(Ai). Dans ce cas, nous pouvons montrer que
—+o0

(Gg)),i € [d] implique que le PBCM Z peut seulement s’éteindre en un temps fini en utilisant les
mémes arguments que dans l'article [23].



40 CHAPITRE 2. CAS MULTI-TYPES CONTINU

L’idée de la preuve est de comparer le mécanisme de branchement ¢ & d’autres mécanismes
plus généraux pour lesquels il existe une unique solution au systéme (S) correspondant telle que
nous connaissions son comportement asymptotique. Pour les détails de la preuve, nous renvoyons
le lecteur & la preuve de ce théoréme dans le chapitre 5.

En conclusion, sous (H,), le comportement du PBCM Z est déterminé par celui de ses d PBC
diagonaux Z®) i € [d]. Autrement dit, la d-condition de Grey, correspondant au cas d’un d-PBC,
n’est en fait que 'accumulation de d conditions de Grey unidimensionnelles.

Résumons les différents résultats obtenus a I’aide d’un tableau. Soit Z un PBCM issuder € Ri
et de mécanisme de branchement ¢ = (¢1,...,pq) alors, sous les hypothése (H,) et (I,), si aucun
des processus X%/ avec i # j n’est un processus de Poisson composé, alors son comportement
asymptotique est régi par le tableau suivant :

Meécanisme de branchement Qr IPr(t lgrn Z;=0)
< do
dield: | ——=o00, ¢(0)=0 0 1
4 %Elaei) ©
o0 o
Jield]: =00, et (217 0 e~{r9(0)
4] pi(ae;) (217)
vield: [—2% <o 60)=0 1 1
7 piae;) ’
VZ 6 [d] N ‘O/‘O da < OO7 ¢(0) > 0’ €7<r’¢(0)> 67<r7¢(0)>
©i(ae;)




Conclusion

Cette premiére partie nous a permis de dresser les grandes lignes de I’étude des processus de
branchement multi-types continus. Nous avons pu voir que leur étude, notamment de leurs compor-
tements asymptotiques, est intrinséquement liée a celle de matrices "essentiellement positives" de
processus de Lévy. L’étude de ces processus de branchement est alors en quelque sorte ramenée a
celle de la théorie des fluctuations pour les champs de Lévy.

Ainsi nous avons pu développer une théorie des fluctuations pour les champs de Lévy additifs
spectralement positifs (cLasp) X qui généralisent les résultats de la théorie des fluctuations pour les
processus de Lévy spectralement positifs. La motivation de cette étude était d’établir la condition de
Grey multi-types mais cette théorie s’est révélée vraiment trés intéressante et parfois surprenante.
Nous avons pu définir une notion de temps d’atteinte des niveaux négatifs dont l’exposant de
Laplace ¢ est bien l'inverse de celui du cLasp X, noté ¢, sous une certaine condition (H,). Sous
cette hypotheése (H,) et sous réserve d’irréductibilité, le comportement du cLasp X est encore
caractérisé par la valeur de ¢(0), qui est le plus grand zéro de . Ces résultats généralisent les
résultats de la dimension un mais nécessitent de prendre plus de précautions lors de leur étude.
Nous avions comme objectif de prouver une identité de Kemperman pour ces cLaps. C’est cette
identité qui nous a amené a étudier la loi du couple (Ty,X,). Ce champ bi-varié peut étre vu
comme une généralisation d-dimensionnelle de la fonction d’échelle d’'un PLsp au moins du point
de vue analytique. La différence majeure entre les processus et les champs réside dans le fait que
bien que le champ X soit pleinement déterminé en T, la matrice X ne ’est pas. Il nous est donc
nécessaire de garder l'information sur la matrice X et d’étudier le couple (T, Xr,). En étudiant
ce couple, nous avons établi la généralisation de 'identité de Kemperman aux cLasp en utilisant
des mesures images. Ce travail sur la théorie des fluctuations des cLasp est loin d’étre exhaustif, il
reste encore bien des questions & envisager. D’un point de vue pratique, nous pourrions imaginer
un modéle d’assurance multi-types qui nous permettrait de distinguer les différentes dépenses ou de
considérer des fusions de compagnies.

Dans un second temps, ces premiers résultats ont permis ’étude asymptotiques du PBCM Z
associé par la représentation de Lamperti. En particulier, sous réserve de 'existence de la limite du
PBCM, le cLasp X peut étre stoppé en son premier temps d’atteinte de —Zy. Autrement dit, toute
la trajectoire du cLasp n’est pas utile pour I’étude du PBCM Z. De plus, nous avons pu établir une
condition de Grey multi-types liant le "mode" d’extinction (finie ou infinie) du PBCM Z & ceux des
PBC diagonaux associés. Pour finir, nous avons vu que la probabilité d’extinction en temps fini de
Z s’écrit bien en fonction de ¢(0) et généralise les expressions connues du cas d = 1.

Cette étude du cas multi-types grace a la représentation de Lamperti généralise donc tous les
résultats connus du cas d = 1. En revanche, comme nous avons pu le constater, plusieurs preuves
simples, voir triviales, dans le cas d = 1, deviennent beaucoup plus délicates pour d > 1 quelconque.

Enfin, j’attire 'attention du lecteur sur le fait que ce tour d’horizon portant sur I’histoire mathé-
matique de I’étude des processus de branchement ne se veut en aucun cas exhaustif. En particulier,
il existe de nombreuses autres généralisations de ces processus pouvant modéliser plus fidélement
des évolutions de population.

Il est par exemple possible de définir des processus de branchement avec immigration. Comme
son nom l'indique, & chaque génération, nous permettons 'apparition d’'un certain nombre aléa-
toire d’immigrants venant gonfler la population. La représentation de Lamperti et le comportement
asymptotique de ces processus ont été étudiés dans divers articles comme les articles [6] et [7] de
M. Barczy et G.Pap ou encore [12] de M.E. Caballero, J.L. Pérez Garmendia et G. Uribe Bravo.
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Cette généralisation permet en outre I’étude des processus de branchement conditionnés a la non-
extinction, [25] or [1].

Quand nous cherchons & modéliser 1’évolution d'une population, il se peut que nous ayons
envie ou besoin de considérer 'influence de I’environnement sur la croissance de la population. Par
exemple, nous pouvons ajouter des contraintes d’espace ou de ressources. Ces généralisations sont
étudiées via les processus de branchement & environnements aléatoires. Dans ces modéles, nous
permettons un déplacement spatial des enfants et 'apparition de contraintes environnementales.
Cette généralisation dans le cas discret a été introduit en 1969 par W.I. Smith et E. Wilkinson dans
l'article [42]. Depuis de nombreux auteurs se sont intéressés a ces PB, a leur extinction, a leur
comportement asymptotique et & leurs diverses représentations.



Part 11

A stopover 1n the continuous multi-types
case
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Introduction

This second part will precise my work, that is the results give in section 2.3 and 2.4 of the second
chapter. Until now, we only consider continuous (time and space) multi-type branching processes
(CMBP) with d > 1 types. Recall that these processes can represent the evolution of a population
indexed by a real time and taking real values, in which the individuals are independent of each
others and reproduce themselves according to a probability law given by their 'type’ or mutation.
It is composed of three chapters.

The first chapter concerns the spectrally positive additive Lévy fields (spal.f) which appear in
the multi-type Lamperti representation of a MCBP. We wrote this article in order to establish a
multi-type Grey’s condition giving necessary and sufficient condition to distinguish finite and infinite
extinction of a MCBP. We have only studied and generalised a little part of all the fluctuation theory
results about Lévy processes. Indeed, it concerns the first hitting time of negative levels for a spal.f
and an associated bivariate field. From an analytic point of view, this bivariate field can be seen
as a scale field which generalise scale functions. This chapter is my first article [17] of PhD student
written with my PhD supervisor Loic Chaumont, submitted to the Electronic Journal of Probability
(EJP) in December 2019, revised and re-submitted on September 15",

The second chapter is a first application of the first one. The fluctuation theory of a spal.f
enables us to show that, in multi-type case, we still have equality between a first hitting time of the
spalf and the integral of the associated MCBP. When d = 1, this result is an obvious consequence of
the construction of the spectrally positive Lévy process (spL.P). Nevertheless when d > 1, we can’t
construct the spalf as before and establishing this equality requires to be precise. This inequality
enables us to express the probability of extinction of the MCBP in terms of ¢(0), the largest zero
of its branching mechanism. This application is a part of the last chapter.

Finally, the third chapter is devoted to our second article [19] which use the others to study the
asymptotic behaviour of the MCBP. In this second paper, we give a generalisation of the Grey’s
condition [23| which characterize the extinction of the 1-type CBP in terms of the integral of its
branching mechanism. We show that the multi-type Grey’s condition characterize the extinction of
a MCBP Z in terms of the one of d CBP, with only one type. In other words, in d types case, we
have to satisfy d Grey’s condition in order to have a finite extinction.
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Chapter 3

Fluctuation theory for spectrally positive
additive Lévy fields

In this chapter, we consider spectrally positive, additive Lévy field (spal.f) defined by
ZX;% i=lod | =X 4 X = (he ) €[0,00)7,

where XU) = XM, ..., X%), j=1,...,d, are d independent R%valued Lévy processes such that
X%J are non decreasing for i # j and X/ is spectrally positive (here ‘u means the transpose of
the vector u € R%). SpaLf’s can be considered as (non-trivial) extensions in higher dimension of
spectrally positive Lévy processes and the purpose of this article is to develop fluctuation theory
for such random fields. We refer to Chapter VII of [8] for a complete account on fluctuation theory
for spectrally one sided Lévy processes, see also [20] and [32] (Chapter VII of [8] deals with the
case of spectrally negative Lévy processes but the results can easily be transferred to the spectrally
positive case). The particular pathwise features of spal.f’s allow us to define their first passage

times T, = (Tr(l)7 LT ) at multivariate levels —r € (—00,0]? as the smallest of the indices
t = (t1,...,tq) satisfying Xy = —r in the usual partial order of R?. The distribution of the variables
(T, XT,), T € [0,00)% can then be related to the distribution of the field {X,t € [0,00)?}, where
X; = (XZJ] )1<i,j<d- In doing so we obtain some fluctuation-type identities in the general framework
of multivariate stochastic fields. These results provide an intrinsic motivation for the present study
that can be considered in the line of several works on additive Lévy processes from Khoshnevisan
and Xiao, see for instance [29].

The original motivation comes from an extension of the Lukasiewicz-Harris coding of Bienaymé-
Galton-Watson trees through downward skip free random walks. In [15], the authors proved that
multitype Bienaymé-Galton-Watson trees can be coded by multivariate random fields

ZSW i=1,...,d|, nj=0,1..., j=1,....,d,

where *(S%, ..., 8%7), j = 1,...,d are d independent Z?-valued random walks such that S*/ are
non decreasing for i # j and S’/ is downward skip free. These random fields are the discrete time
counterparts of spalLf’s which suggests the possibility of coding continuous multitype branching trees
in an analogous way. It seems quite complicated to achieve such a result as the notion of continuous
multitype tree is not clearly defined for general mechanisms. However, reducing the analysis to
processes rather than trees, one may still consider the Lamperti representation which provides a
pathwise relationship between branching processes and their mechanism. This representation can
be extended to continuous time multitype branching processes by using spalf’s. It was done in
[14] for the discrete valued case and in [13] and [22] for the continuous one. More specifically, let

47
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Z = (ZW,...,ZD) be a continuous time multitype branching process issued from r € [0, 00)%.

Then Z can be represented as the unique pathwise solution of the following equation,

d d
1) (d)y _ Lj d,j
z, .. 2 =1+ ZXftZ(j)dS,...,ZXftZ(j)ds , >0,
j=1 07 j=1 "07°
where X7 j=1,...,d, are Lévy processes as described above. Now recall that 0 is an absorbing

state for Z. Then it follows from the above equation that the path of Z up to its first passage time
at 0 is entirely determined by the path of the spal.f

{Xi,t €[0,00)%} = ZXf;j .t € [0,00)¢
' 1<i,j<d

up to its first passage time T, at level —r. This fact which is plain in the case d = 1 will be proved in
the general case in the upcoming papers [19] and [18], where extinction of continuous time multitype
branching processes is characterized through path properties of spal.f’s.

The next section consists in an important preliminary lemma for deterministic paths whose aim
is to prove the existence of first passage times of spal.f’s and to derive their first basic properties.
Then in Section 3.2 we will turn our attention to the law of these first passage times. In particular we
will prove that in analogy with the one dimensional case, their Laplace exponent is the inverse of the
Laplace exponent of the spal.f. The situation for d > 2 differs significantly from the one dimensional
case as we first need to give necessary and sufficient conditions for the multivariate hitting times
T, to be finite on each coordinate, with positive probability, for all r € [0, oo)d. (When d = 1, this
is equivalent to saying that the spectrally positive Lévy process is not a subordinator.) Another
fundamental difference concerns the matrix valued field X which is simply equal to —r on the set
T, < oo, when d = 1. In Section 3.3 we will focus on the law of the field (T;, Xt,) and prove that
its Laplace exponent solves a functional equation leaded by the Laplace exponent of the spal.f X.
This equation, see (3.15) in Theorem 3.3.1 below, can be compared to the classical Wiener-Hopf
factorization involving the ladder processes of spectrally positive Lévy processes. Then in Theorem
3.3.2 the distribution of (T, Xy,) will be fully characterized in terms of the distribution of the
original stochastic field X, through an extension of Kemperman’s formula, see Corollary VIL.3 in
[8]. More specifically, our result states that the measure

P(T, € dt, X;7 € d;j, 1 <i,j <d)dr
is the image of the measure

det( x/l?.] JG d 7] .
T H Ve dmiy,i=1,...,d)dt ... dtg,

through the mapping (t, ($i,j)i,je(d}) — (¢, (:L'Z'7j)i7j6[d], —(ZL‘i’j)i’jE[d}-l), where weset 1 = (1,1,...,1).
In order to prove it, we will use a similar identity recently obtained in [15] and [14] in the discrete
time and space settings together with a discrete approximation.

3.1 A preliminary lemma in the deterministic setting

We use the notation Ry = [0,00), Ry = [0,00] and [d] = {1,...,d}, where d > 1 is an inte-
ger. The zero vector of R? will be denoted by 0. For s = (s1,...,84) and t = (t1,...,tq) € @i, we
writes < tifs; <t; forall i € [d] and we write s < t if s < t and there exists ¢ € [d] such that s; < t;.

Recall that a real valued function x : Ry — R is said to be cadlag, if it is right continuous on
R4 and has left limits on (0,00). Such a function is said to be downward skip free if for all s > 0,
z(s) — z(s—) > 0, where we set 2(0—) = x(0). We also say that x has no negative jumps. We will
use the notation x; or z(t) indifferently.
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Definition 3.1.1. We call &, the set of matriz valued functions X = {(a?i;,j)i’je[d], t € R4} such
that for all i,7, 7 is a cadlag function and

(1) xg’j =0, for alli,j € [d],

(ii) for alli € [d], %" is downward skip free,

(iii) for alli,j € [d] such that i # j, £ is non decreasing.

For s € Ri, we denote by [d]s the set of indices of finite coordinates of s, that is [d]s = {i € [d] :
s; < 0o}. For i # j, we set 249 (c0) = 289 (c0—) = lim 27 (s).
5—00

Definition 3.1.2. Let X € & andr = (r1,...,74) € RL. Thens € @i is called a solution of the
system (r,X) if it satisfies

d
(r,x)  rmt Y ai(s;—) =0, i€ lds. (3.1)
j=1

(In particular, s = (00,00, ...,00) is always a solution of the system (r,X) since [d]s = .)

We emphasize that according to our definition, some of the coordinates of the smallest solution of

the system (r,X) may be infinite. Note also that in (3.1) it is implicit that > 2%(s;—) < oo,
j€ld\[d]s

for all ¢ € [d]s, although by definition s; = oo, for j € [d]\ [d]s. The next lemma is a continuous time

and space counterpart of Lemma 1 in [14]. The proof of the present result follows a similar scheme,
however we need to perform it here as it requires more care. It is transferred in the Appendix at
the end of this paper.

Lemma 3.1.1. Let X € &g and r = (r1,...,7q) € Ri.

1. There exists a solutions = (s1,...,84) € @i of the system (r,X) such that any other solution
t of (r,X) satisfies t > s. The solution s will be called the smallest solution of the system
(r,X).

2. Lets and ' be the smallest solutions of the systems (r,X) and (r',X), respectively. Ifr' <r,
then ' < s. Moreover if (rp)n>0 is non decreasing with li_>m r, = r then the sequence

- n oo

(Sn)n>0 of smallest solutions of (ry,X) satisfies lim s, = s.
- n—0o0

d
3. Lets be the smallest solution of (r,X). If u is such that for all i € [d]y, > "7 (u;j—) < —ry,
=1
then u > s. As a consequence, for all u € Ri such that u < s, there is i € [d] such that
d . .
I (uj—) > —ry.
=1

J

4. The smallest solution s of (r,X) satisfies s; = inf {t : x;f = inf a:ﬁf}, for all i € [d]s.

0<u<s;

3.2 Fluctuation theory for additive Lévy fields

Vectors of R? will be denoted by x = (21,...,24) and ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) will be the i-th
unit vector of R‘j_. We recall the notation ‘x for the transpose of any vector x € R? and the notation
1=1%1,1,...,1) and 0 = ¥(0,0,...,0). We will set (x,y), x,y € R? for the usual scalar product
on R? and |x| for the Euclidian norm of x. A matrix M = (mij)ijea € Ma(RU{oc}) is said to
be irreducible if for all ¢,j € [d], there is a sequence i = iy,1i9,...,i, = j, for some n > 1, such
that mg, 4., # 0, for all k = 1,...,n — 1. For two matrices A and B of My(R), with columns
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a®, ... ald and bW, ... b respectively, we define the following special product,
(A,B) =Y (a9, p).
j€ld]

A matrix A = (a;5); je[q s called essentially nonnegative (or a Metzler matrix) if a; ; is nonnegative
whenever i # j. For instance, for any element X = {(CE;J] )ijelds t € R%} of the set & introduced at

the previous section, the matrix X; = (33;]] )ije|d) 1s essentially nonnegative for all t = (t1,...,t4) > 0.

3.2.1 SpalLf’s and their first hitting times

In this work, we shall consider d independent Lévy processes X1, ... X(@ on Ri, such that
with the notation XU) = (X7 ... X%J) for all j € [d], the process X7 is a real spectrally
positive Lévy process, that is it has no negative jumps, and for all i # j, the Lévy process X*/ is
a subordinator. We emphasize that the processes X7, ..., X%/ are not necessarily independent.
Moreover, we do not exclude the possibility for a process X*J to be identically equal to 0 and note
that for each i € [d], X*' can be a subordinator. It is known, see Chap. VII, in [8], that the Lévy
process X) admits all negative exponential moments. We denote by ¢; its Laplace exponent, that
is

(49) .
Ele=™ X =N | 1>0, A=(Ay,...,\g) €RL.
Then from the Lévy Khintchine formula and the above assumptions on X, ¢; has the following
form,

d
1 —(\x
pi(N) == aijhi+ 5%’)‘? —/ (1= e ™ — (A )1 gey) m(dx), A € RY, (32)
i=1 R

+

where (a;;); je[q is an essentially nonnegative matrix, ¢; > 0 and 7; is a measure on R‘j such that
7;({0}) =0 and

/ (1A x%) + g (1A z)| mj(dx) < 0.
R4 o
+ 7]
Note that for all j € [d], p; is log-convex, i.e. the function log; is convex on (0,00)%. In par-

ticular, ¢; is a convex function. Moreover, for all ¢ # j and A1,..., A\i—1, Aiy1,..., Aq the function
Ai = ©;(A) is non increasing.

Let us now define the multivariate stochastic field

d
X=X o+ X0 = (Y . for t=(t,...,t5) €RYL.
J=1 icld]

Then X := {Xy, t € R4} is a particular case of additive Lévy field in the sense of [29]. Its law is
characterized by the Laplace exponent ¢ := (¢1,...,pq), that is

E[e~ X)) = elte) - ¢ N e Ri'

Such an additive Lévy field will be called a spectrally positive additive Lévy field (spal.f). This
terminology is justified by the results of this section which extend fluctuation theory for spectrally
positive Lévy processes. Let us also introduce the field of essentially nonnegative matrices

{Xg,t e Ri} = {(XZ;])i,je[d]at € Ri}

Note that the spal.f X can be defined as X; = X; - 1, where 1 = ¥(1,1,...,1). Moreover, we
emphasize that the spal.f X carries the same information as the field of essentially nonnegative
matrices {X¢,t € Ri}. For this reason, the terminology ’spal.f’ will refer indifferently to X or to X.
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Example. Let us give an ezxample of a 2-dimensional spaLf. Assume that, for j € [2], the X7 s
are independent Brownian motions BY) with drifts a; € R, that is X}7 = ng) +a;t and that for
i#j, X% is a pure drift, that is X;” = a;jt, a;; > 0. Then the spaLf is written as follows,
1 2
Xy = 1t(Bt(l) + aity + aiztz, a2ty + Bt(Q) +asts), t=(t1,t2) € R,

the Laplace exponents p; are explicitly given by

1 s
©j(A) = =Xiai; — Ajaj + qu')\?, i#j,A €RY,

and the associated field of essentially nonnegative matrices is

B,gll) + a1ty aiata
Xt — (2) .
a21t Btg + aats

Now let us define the first hitting times of negative levels of the spalf X. Let r = (ry,...,rq) €
R‘i, since X € &; a.s., according to Lemma 3.1.1 there is almost surely a smallest solution to the
system

d
6,X) Y XY =—ricld]s. (3.3)
j=1

We will denote by T, = (Tr(l), el Tr(d)) this solution and use the notation

d
T, =inf{t: X,_ = -1}, with X, = | > X;7 : (3.4)
j=1 ield)

Then T, will be referred to as the (multivariate) first hitting time of level —r by the spal.f {Xy,t €
R‘i}. Note that according to Lemma 3.1.1, some of the coordinates of T, can be infinite.

Proposition 3.2.1. Let X be a spaLf and for v € R% | let T, be its first hitting time of level —1
as defined above. Then,

1. forallj € [d] andr € RY, Xgr()j)— = X%)j) a.s. on {Tr(j) < oo}. In particular, for alli € [d],

d d
ZX;EJ')_ = X;jj) = —r; a.s. on the set {Tr(z) < oo}. (3.5)
j=1 j=1

2. For ally’ € R% such that P(Ty € RY) > 0, conditionally on {Ty € RL}, the field {Tyi —
T, re Ri} has the same law as the field {T, r € Ri} and it is independent of the field
{T,, r <1'}. In particular, for all r,v’ € R?,

(law)

Ty = Tr—i-ri‘r/, (36)

where Ty is an independent copy of Tr.

3. If (T, € RY) > 0 for some r € (0,00)%, then P(T, € R%) > 0 for allv € RL. Under this
condition, there is a mapping ¢ = (P1,...,¢q) : Ri — [0,00)¢ such that

Ele~?AT)] = ¢=¢M) | A eRY, reR?. (3.7)

Moreover, ¢(X) > 0 if and only if X > 0, the mapping ¢ is differentiable and each ¢; is a
concave function.
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Proof. The first assertion is a consequence of quasi-left continuity for Lévy processes. Indeed, let

us denote by (.Ft(j ))tZO the natural filtration generated by X() and set 7Y = o U ft(j )>. Then
>0

for all t; > 0, the set

d
{Tr(j)étj}: U {Els<u:ri+ZX;';€k:0, ie[d]s}

ue(QU{oo})d k=1
U,jztj

belongs to the sigma-field gt(JJ) — (‘Ft(j) U (U J’.‘é?) >, so that Tr(j) is a stopping time of the fil-
i#£]

tration (gt(J ))tzo- Moreover, since the processes X, i € [d] are independent, X9 is a Lévy process

in the latter filtration. Now let us consider the sequence (T, ),>1, where r,, = r —e;/n. Then from

part 2. of Lemma 3.1.1, Tr(i) is an increasing sequence of (gt“ ))—stopping times and this sequence

satisfies lim Tr(,{ ) = Tr(j ). Therefore from the quasi-left continuity of X@), see Proposition 1.7 in 8],

n—oo
X(TJ()].) = X;f()j) a.s. on {Tr(j) < oo}. It clearly implies (3.5).

In order to prove 2. it suffices to see that conditionally on {T. € Ri}, the stochastic field
{X;,t € R} = {Xr, 4 +1,t € R} is ind?pendent of ~{Xt, t < Ty} and has the same law as
{X;, t € R1}. We conclude by noticing that T, = inf{t : Xy = —r} = Ty — Ty

Assertion 3. follows from Lemma 3.1.1 and (3.6). Indeed, if there exists r € (0,00)¢ such that

P(T, € ]Rff_) > 0 then from Lemma 3.1.1, for all T < r, Tf < T, a.s. and in particular, P(T; €

R?) > 0. On the other hand, for all 1’ € (0, 00)?, identity (3.6) implies that T,/ = TE(ll)) +..4+T?

r(p)

where p > 1, the r(®’s are such that r® < r for all i € [p], t) 4+ ... +r(® =1/  and the T®’s are
p :
independent copies of T. As a consequence, we obtain P(T, € R%) = [] ]P’(ngz) € R%) > 0. Now

i=1
let us prove the second part of this assertion. Let r € (0,00)? be such that P(T, € R%) > 0 and let
A € R4, then by (3.6), for all 1’ € (0, 00)¢,

0< fAr+v) = EfeTe)
Ele” MRl = f(A 1) f(AT).

Since f is right continuous in r and f(A,0) = P(T, € R%) > 0, this equation implies that f(\,r) =
e~ {2N) | for some ¢(A\) € RY. Furthermore take r = 7e;, for some r > 0 and i € [d], so that
E[e=MTr)] = ¢779(N) | Then from right continuity, T, > 0 almost surely, so that f(\,1) < 1, for all
A € RZ such that A > 0 and thus ¢;(\) € (0,00). On the other hand it is plain from (3.7), that the
¢;’s are concave functions for all j € [d] and that ¢ is differentiable. O

Note that in (3.5), if for some j # 1, Tr(j) = oo with positive probability on the set {Tr(i) < oo},
then X% =0, a.s. This is due to the fact that X J are subordinators for i # j, therefore either
X5 =0 a.s. or X% =0 a.s.

Let us emphasize the following direct consequence of Proposition 3.2.1,
P(T, € RY) = e~ &40 (3.8)

so that in particular P(T, € R%) = 1, for all r € (0,00)? if and only if ¢(0) = 0. Note also that
Proposition 3.2.1 does not allow us a full description of the law of the d-dimensional stochastic field
{T;,r € ]R‘i}. This is the case only when d = 1. In particular for d > 2, if r and 1’ are not ordered,
then we do not know the joint law of (T, T)/). Moreover, looking at part 2. of Proposition 3.2.1,
one is tempted to think that, when d > 2, the field {T,, r € R‘i} is a spaLf, but it is actually not
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the case. Indeed from the construction of this field, the processes {Te;, 7 > 0}, i € [d] are clearly
not independent. However, it is easy to derive from Proposition 3.2.1, that each of these processes
is a multivariate subordinator whose Laplace exponent is ¢;. The following result, proved in [9] for
d = 1, provides an expression of its Lévy measure. Since it is a consequence of further results (e.g.
Theorem 3.3.2), it will be proved at the end of this paper.

Proposition 3.2.2. Assume that P(T, € RY) > 0 for all v € (0,00)%. Then for all i € [d], the
process {Tre,, 7 > 0} is a multivariate subordinator whose Laplace exponent is ¢; given in (3.7).
(

Assume moreover for all j € [d], the j-th column th,') of the matriz Xy admits a density which
is continuous on Iy x Fy x --- X Fy, where F; = Ry, fori # j and F; = R. Define the matriz

~ ~: s d . . .
Xo = (X )ijer by Xy = Zl Xp? and X;7 = X7, i # j, and let p : Mg(R) — R be the density
i=

of Xt. Then the Lévy measure of the multivariate subordinator {Tye,, 7 > 0} is given by

det(—X"" 0
vi(dt) = / ¥pt(xo) H dagdt, if d > 1 and v(dt) = P )dt, ifd=1.
RAE-1D ...ty - ’ t
+ k#j
Here X" is the matriz X = (Tij)ijela) given by Ti; = — ; xij and T j = x;; for i # j in which
JF#i
row and column of index i have been removed and X° = (xg,j)i,je[d]’ where xgj =T, fori #j

0 —
and x;,; = 0.

3.2.2 Inverting the Laplace transform of spaLf’s

We will now define a d-dimensional Lévy process whose law is obtained from the law of X
through the Esscher transform associated to the martingale

(e_w(j)’xﬁj)>_t(pj(”(j)))t>0 ;
for any ;) € RZ. Recall that (]—"t(j )),20 denotes the natural filtration generated by X(). Then for
t>0and A € ft(J), the law of this new Lévy process is defined by

prt? (A) = E[]IAG—W‘”,Xij)>—tsoj(ﬂ("))] .

Let us now consider d independent Lévy processes X1 ), je [d] with respective laws P The
Laplace exponent of Xr90) s given by

) . )
o V) =0+ uD) =), AeRL.

Moreover, a new spalf is obtained by setting

( (d)
Xt = XM XD ) e RY, (3.9)

ta

where = (uV, ..., u(¥) € My(R,) is the matrix whose columns are equal to 9, j € [d]. Let us
set Fy = o{Xs, s < t} for all t € RY, then Fy = o(Fi) UFL - UF?) and the law of the spalf
X* is given by,

PH(A) = E[lge~ 0XD=C20D] -t e R A€ F, (3.10)

where we have set (1) = (©1(p™M), ..., 0a(u?)) and where we recall that (1, X)) = > (), Xg)>
J€ld]
We will refer to (3.10) as the Esscher transform of the additive field X. The Laplace exponent of

XH is then " @
PP = (N, el (V). AeRL.



CHAPTER 3. FLUCTUATION THEORY FOR SPECTRALLY POSITIVE ADDITIVE LEVY
54 FIELDS

Let us denote by J,(\), A € (0,400), the transpose of the negative of the Jacobian matrix of

p, that is

ToWig = =i i € . (3.11)

Recall that since all processes X i, j € [d], are spectrally positive Lévy processes, their expectation
is always defined and E[X;”] € (—o0, 0c]. Moreover ¢ is differentiable on (0,00)¢ and the partial

derivatives of ¢ at 0 satisfy E[X;]] =— )l\ir% %cpj(/\). We will set %cpj(O) = ;in% %goj()\), and
— T 1 — T
0 i
Jo(0)ij = =519 (0) = E[X77], .5 €[d]. (3.12)
1

Then let us consider the following hypothesis:
(H,) Theset Dy :={A€RL : p;(\) >0, j € [d]} is non empty.

This hypothesis implies in particular that none of the processes X7, j € [d] is a subordinator but
it is actually stronger as we will see later on. Moreover since all X%7, i # j are subordinators, it is
clear that actually D, C (0,00)<.

Theorem 3.2.1. Lett = (rq,...,74) € R and let T, = (Tr(l)7 . ,Tr(d)) € @i be the first hitting
time of level —r by the spaLf X, then
1. T, € Ri holds with positive probability for some (and hence for all) v € Ri if and only if
(Hy) holds.
2. Suppose that (H,) holds, then ¢(\) € Dy, for all X € (0,00)¢.  Moreover, the mapping

¢ :(0,00)% = D, is a diffeomorphism whose inverse corresponds to the mapping ¢ : Dy, —
(0,00)%, that is

P(p(N) =X, A€ (0,00)%.

Proof. Assume that (H,) holds, let ;1 € D, and let us consider the spal.f X* whose law is defined
in (3.10). In the present case, p also denotes the matrix whose each column is equal to p. Then as
already observed u € (0,00)9, so that all the random variables X{"* are integrable and the mean
matrix of X* is given by

Y 0 .
EXT™] = —g-wiln), ij € ld).

It is actually the transpose of the negative of the Jacobian matrix of ¢ denoted by J, (1) and defined
in (3.11). Note that J,(x) is an essentially nonnegative matrix so that from Lemma A.2 in [6], there
is a real eigenvalue p* such that Re(p) < p# for all the other eigenvalues p. Moreover, since ¢; is a
differentiable convex function and ¢;(0) = 0, one has

9
— 0. > o
; I, Pi(Ri = (1) > 0,

so that from Theorem 3 of [2], J,(u)T, and therefore J,(p), is a stable matrix in the sense of [2].
In particular, p* < 0.

Let us first assume that J,(u) is irreducible. Then from Lemma A.3 in [6], we can choose an
eigenvector v# = (vf,...,v!)) associated to p# such that v}’ > 0, for all ¢ € [d]. From the law of
large numbers of Lévy processes, we obtain

: -1
tl>1+moot X, =p"vPoas.
Therefore, from part 3. of Lemma 3.1.1, {X}{', t € Rﬂlr} reaches each level av*, with o < 0, almost
surely. Then from the definition (3.10) of the law of X*, the field {X¢, t € R%} reaches each level

avt, a < 0, with positive probability and since v}" > 0, ¢ € [d], from part 2. of Lemma 3.1.1, it
reaches each level —r € R? with positive probability.
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Now let us assume that J,(u) is not irreducible that is there exists a permutation matrix P,
and three matrices A1, As and B such that A; isof size 1 <p <d—1 and

Pyl o) T (%1 22) :
In particular, for all (i,j) € I x J where I = {o(1),...,0(p)} and J ={o(p+1),...,0(d)},
E[X!"] =0 that is X"/ =0 a.s.
Therefore we can write for all r € R‘i,

d
P(T¢eRY) = P[3teRi:vield > Xt () = —n
j=1

= P|3teRi:Viel) XM(y) =
Jel

andeEJZX“” = — rz—i—ZX“”
jeJ jel

Let TY! be the smallest solution of the system (rI,X“’ ), where we set r; = (r;)ie; and X*I =
(X#43); jer. Then conditioning on the event {TH! € RE ' }, we obtain

P(T{ € R}) = P(T}” € RYP|T € RE)P(TH! € RY),

where we have set 1/ = <ri + 3 Xmwbi (el )) . Then T#” is the smallest solution of the sys-
Jel ieJ

tem (1',X*7) with Xt7 = (X#49); ;c;. Thus if Ay and Ay are irreducible, then we derive from

the previous case that P(T{' € R?) = 1 and P(T%” € R ?|T/' € RZ) = 1. In other words, we

have P(TY € R%) = 1 and then P(T, € RY) > 0. On the other hand, if A; and/or A, are not

irreducible, then we can repeat this argument.

Conversely, let us assume that T, € Ri holds with positive probability for all r € R‘i. Recall
from part 3 of Proposition 3.2.1 the definition of the function ¢. Let us show that for all A € (0, 00)9,
©(é#(X)) = A, which implies in particular that ¢(\) € D,. It follows from the independence and
stationarity of the increments of the spalf {Xy, t € R? 1} that for all r,t, A € R

Ele M er,y] = /C Efe” M iy cmyy [ Xo = x]P(X4 € dx)

_ / e~ MDE[e~ AT B(X, € dx)
Cr

e—(A,t)e—(r7¢(/\)>|: PB4 / - / ~ (o) p(X, de)},

where C; is the union of all the sets Ej x - -+ x E; with at least one i € [d] such that F; =] —r;, +00]
and for the others j € [d], E; = R. Then we derive the identity

] — N Ee W L gy, ] = e~ {ewww _ / / T e p(x, edx>] (3.13)

Let 1/, € (0,00)? be such that 1’ +r” = r, then from Proposition 3.2.1, T, can be decomposed as
T, = T ) + Ty, where T, is an independent copy of Tyr. Moreover {t < T,}¢ C {t < Ty} n{t <
T,/ }¢, so that

Ele” MM cpye] < Ele M0 gy JE[e™ M0 T p el
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If the coordinates of r are integers, then applying this identity recursively, we obtain,
d
(AT, —(\Te. .
Ele=* ™ er,ye] < [ Bl T om, o] (3.14)
j=1

Then we can find t whose coordinates are sufficiently small so that for all 7,

Ele” T o, )] < Ble” M) = a7,

Therefore lim e¢(A) H?ZlE[e_<)"T6j>]I{t<TEV}C]W = 0 and from (3.14) we derive that the left
J

r—00

member of (3.13) tends to 1, while the right member tends to e~ eP(6A)Y which shows that
@(6(A\)) = A. This is true in particular for all A € (0,00)? and hence D,, is not empty. This achieves
the proof of both assertions 1. and 2. O

From part 1. of Theorem 3.2.1, assuming (H,) for a spaL.f X ensures that X hits all negative levels
in a finite time with positive probability. When d = 1, this is simply assuming that the spectrally
positive Lévy process we consider is not a subordinator.

Example. Let us go back to our 2-dimensional example. Assume q; > 0, j € [2]. After some
calculations, we obtain the following explicit form of the set D, defined in hypothesis (Hy),

Aq(A Ao(A
Dw:{AEM:AQ(M Vql(2)v0> and)\2><a2+ ww)}’
1 2

where Aj(\;) = ajz + 2a;5qj\; for all j € [2] and i # j. Note that this set is not empty and so
assumption (Hy) holds. In particular, thanks to Theorem 3.2.1, the spaLf X reaches all the level
—r € R? with positive probability and according to the second part of this theorem, we know that
the mapping ¢ admits an inverse ¢ on the set D,. This inverse ¢ = (¢1, ¢2) is given by

1 a; . . .
qb]()\) = ;\/2(]]')\]' + CL? + 2aijqjqbi()\) + ﬁ, J € [2],Z 75 7\ E Ri_ .
J J

Moreover ¢ is the Laplace exponent of the field of first hitting times of negative levels by X defined
for allr = (r1,7r9) € Ri by

(1) -
T, =inf{t>0: By," + a115(12)+ ajats = " ‘
anti + By +asts = -1y

3.2.3 Asymptotic behaviour of spaLf’s

In order to carry on with the general study of the fluctuation of the spal.f X, we shall now
give a characterization of the condition ¢(0) = 0 in terms of the Jacobian matrix J,(0). As a first

remark, note that if for some j € [d], J,(0);; > 0, then . liin X}7 = 400 a.s. and hence the field
— 400

{X¢, t € Ri} cannot reach all the levels —r € R? with probability one. Therefore, by Proposition
3.2.1, (0) > 0 whenever there is j such that J,(0);; > 0.

Recall that whenever the essentially nonnegative matrices J,(\), defined in (3.11) and (3.12)
for A € [0,00)¢ have finite entries and are irreducible, according to the Perron-Frobenius theory,
there are real eigenvalues p* with multiplicity equal to 1 and such that the real part of any other
cigenvalue is less than p*, see Appendix A of [6]. We set p® = p.
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Theorem 3.2.2. Assume that (H,) holds and that J,(0) is irreducible, then

1. the values O and ¢(0) are the only roots of the equation ¢(X\) = 0, A € R%. Furthermore,
either ¢(0) is equal to O or it belongs to (0, 00).

2. If E[X17] = oo, for some i,j € [d], then ¢(0) > 0. Assume that E[X7] < oo, for all
i,7 € [d], then ¢(0) = 0 if and only if p < 0.

Proof. Let us assume that J,(0) is irreducible. Since ¢ : D, — (0,00)? is the inverse of ¢ :

(0,00)% — Dy, ¢(0) is the only solution of the equation ¢(\) = 0 on D,. Indeed, let u € D, such

that ¢(u) = 0 and p, € D, such that lim p, = p. Then by continuity, lim ¢(u,) = 0 and
n—-+00 n—-+00

¢(0) = lim (p(un)) = lm pn, so that = ¢(0).

Now let € RZ \ {0,4(0)} be a solution of the equation p(\) = 0 and u = Then we

K
[l
consider, for all j € [d], the function f; : @ € R — ¢;(p + au). Let us first note that since ¢; is
convex, so is f;. Furthermore, for all j € [d], we have f;(0) = ¢;(i) = 0 = ¢;(0) = f;(—||nl]).
On the one hand, if there exists j € [d] such that pu; = 0, then for all @ € R, p; + au; = 0 that is
fi(a) = ¢j(pp+ au) < 0. Since 0 and —||u|| < 0 are zeros of the real convex function f;, it implies
that f; is constant equal to 0. In other words, for all ¢ > 0,

- 3 (nitau;) X}

E|le i#i ] — etvilptan) _ 4

and then for all i € [d], X"/ = 0 a.s. that is J,(0) is reducible. Since we assumed J,(0) irreducible,
we necessarily have p1; > 0, j € [d] and then, by convexity, f; is negative on (—||x||,0) and positive
on (0,400). In other words, for all integers j € [d] and for all € > 0, ¢;(1r + eu) > 0 that is
W E Dikp which is a contradiction. As a consequence, when J,(0) is irreducible, there is at most two
solutions of the equation p(\) = 0, A € R4 which are 0 and ¢(0) € D,,. Furthermore, when J,,(0)

is irreducible, we have seen that ¢(0) = 0 or ¢(0) € (0, 00)?.

Let us now prove assertion 2. Suppose that E[Xi’j} = oo, for some i,j € [d]. Then for all

A € (0,00)% small enough, ¢;(A) < 0. Indeed, let A € (0,00)%. Since the spectrally positive Lévy
(

process (\, X,” )> drifts to oo, for all @ € (0,00) small enough, its characteristic exponent evaluated
at « is negative, that is p;(a - A) < 0. But if ¢(0) = 0, since 0 € D, there is A € (0,00)¢ small
enough such that ¢;(A) > 0. Therefore, ¢(0) > 0.

Suppose now that E[X!7] < oo, for all i,j € [d] and that p < 0. Let u = (uy,...,ug) be the
unique right eigenvector corresponding to p such that w; > 0 for all i € [d], and w3 + -+ +ug = 1,
see Lemma A.2 in [6]. Then from the law of large numbers,

t£+moo 71Xy = pu, a.s.
Therefore, {X, t € Ri} reaches a.s. all the levels au, a < 0 and from Proposition 3.2.1 it reaches
all the levels —r € R? a.s. We conclude from (3.8) that ¢(0) = 0.

Assume that p = 0. Let u = (uq,...,uq) be a right eigenvector corresponding to p, then from

the law of large numbers,

lim ¢t 'X;, = 0, a.s.
t——+o0

. . ) d .
Therefore, for all 7 € [d], the process Y* = (Y{')i>0, defined for all t > 0, by ¥i' = 3~ X/ is a real
j=1

Lévy process such that

lim ¢tV =0, as.
t——+o0

that is, for all i € [d], Y oscillates. On the other hand, if ¢(0) > 0, then, by convexity of the ¢;’s,
there exists A € R such that ¢;()\) < 0, for all j € [d]. Consequently, for all direction v € R, we

have
E[ef(A,Xtv)]:e@vw(A» - 0.
t——4oc0
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It implies that for all direction v € ]R‘i, the Lévy process (), Xyy) tends to oo in probability (and
hence almost surely), as t — oo. In particular, for v = u, there exists i € [d] such that Y}’ tends to
oo almost surely, as ¢ — oo, which is a contradiction. In conclusion, ¢(0) = 0.

Conversely, assume that ¢(0) = 0 then 0 € D, and by convexity, there exists u € (0, +00),
small enough, such that ¢;(p) > 0, for all ¢ € [d]. Recall from (3.8) and (3.10) the definition of
the Esscher transform X* of the spaLf X, with ™) = ... = u(@ = ;. We have seen in the proof
of Theorem 3.1 that the Perron-Frobenius eigenvalue of J,(p) satisfies p* < 0. Since the ¢;’s are

0
C°°-functions, for all 4, j € [d], ——¢; are continuous and hence lir% Jo(p) = J,(0). Furthermore,
L—

O\
the eigenvalues of the matrix J,, (1) depend continuously on its entries because they are the roots of
its characteristic polynomial whose coefficients are polynomial functions of the entries of the matrix.
Then since pt = mz[ag]{ Re(\) and p = mz[ag]c Re();) where A" and \; are respectively the eigenvalues
1€ 1€

of J,(p) and J,(0), we have that lin% pt=p<0. O
>

Assuming (H,), we will say that the additive Lévy field (X, t € RY) drifts to —oo, oscillates or
drifts to 400 according as p < 0, p =0 or p > 0.

Example. In our example, we already have the explicit form of ¢, the set D, and the inverse
¢. Now let us find the solutions of the equation p(A\) = 0, A € R2. Assume that J,(0) is
irreducible, that is a;; > 0 for all i # j. Then the solutions of the equation ¢(X\) =0, X € Ri are

VAL NZA%1P)
0 = (0,0) and points of the form Gt i 2), g2 + 2(\1) where Aj(N\;) = a§+2aijqj)\z-,
a q2

J € [2],i # j. It is easy to check that there is only one solution of the second kind. It is either
in (0,400)% or equal to 0. According to the expression of ¢, ¢(0) is this solution. We can show
that $(0) = 0 if and only if a1 < 0, ag < 0 and ajas > ay2a2,1. Furthermore, we can compute
the Perron-Frobenius eigenvalue p of the Jacobian J,(0). It has the form

o +as + \/(al — a2)2 + 4a1,2a2,1
= 5 .

Then it is easy to see that p < 0 if and only if a1 <0, ax <0 and araz > ai1pa2,1. In conclusion,
we find $(0) =0 < p <0.
Note that if J,(0) is reducible then at least one of the a; j is equal to zero, fori,j € [d]. Then

2 2
© has at most four zeros (indeed some can be equals or negative) O, <a1,0>, <0, a2> and
a1

q2
a1+\/A1(%) a2+,/A2(2;%)
q1 7 q2 -

¢(0).

Remark 3.2.1. By carefully reading the proof of Theorem 3.2.2, it appears that we have proved a
little more than what is in the statement.

Indeed, in part 1. we have proved that if there exists a solution to the equation p(\) = 0 in
(0, +00)4, then it is unique and equal to ¢(0). This is when J,(0) is irreducible but we can see from
the proof that this is also true when J,(0) is reducible. Let us also notice that in the reducible case,
there may exist solutions A € R%\ {0} with \; = 0 for some j € [d] as the above example shows.

Moreover it can be derived from arguments in the proof of part 2. that when ¢(0) > 0, for each
direction v € R‘j_, almost surely, there is at least one coordinate of the field X which goes to 4+00.

3.3 On the distribution of the field (T,, Xt )

Let us recall the definition of the matrix valued field X = {X,t € RZ} given in the beginning
of Section 3.2. As already noticed, this field carries the same information as the spalLf X. However,
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whereas the vector X, is deterministic on the set {T, € le_} (and is actually equal to —r),
the matrix Xp, is random whenever d > 2. From another point of view, the fact that the field
r — (Ty, Xr,) has independent and stationary increments (see the next theorem) induces an analogy
with fluctuation theory in dimension 1. More specifically, this bivariate field can be considered as
the analogue of the scale process describing the fluctuations of any one dimensional Lévy process
at its infimum. The aim of this section is to characterize the law of the field r — (Ty,Xr,), first
through its Laplace exponent and then from a Kemperman’s type identity relating its law to that

of the field X.
3.3.1 Characterization through the Laplace transform

Recall that we denote by () the j-th column of the matrix 1 = (#ij)ijelg)- Then given a spal.f
X we define the set

My ={(\p) €RE x My(Ry) : ;> ;(uY), j € [d]}.
Theorem 3.3.1. Assume that (H,) holds. Lett = (r1,...,74) € RL and let T, be the first
hitting time of level —r by the spaLf X, then there exits a mapping ® = (®1,...,Pq) : My, — Ri

such that
E [(e—<%Tr>—<<%XTr>>]I{TreRd+ }] = e PRI (XN ) € M.

Moreover ® satisfies the equations,
pi(u + d(\ ) = %5, jed, (A\p) €My, (3.15)

and it is explicitly determined by

DA, 1) = ¢ (M1 — 1 (M), Mg — pa(p)) (3.16)
where ¢* is the inverse of the Laplace exponent o = (4,0‘1‘@, cee gog(d)) of the Esscher transform

X# defined in (3.9).

Proof. Let us first note that the random field {M, t € R%} := {e~(@WH=(wX) ¢ € RY} where
o(p) = (o1 (M), ..., pa(u)), is a multi-indexed martingale with respect to the filtration F; =

o{Xs, s <t} = a(ft(ll) U]—"g) . U.Et(j)), t € RZ in the sense of [30]. Fixr = (r,...,7q) € R% and

define the sequence of multivariate random times T, , = (T,(Llr) R T,Sfir)), n > 1 by
(i) .— - , : .
Ty = Z 27" (k 1)H{2*”k§Tr(l)<2*"(k+1)} o0 ]I{Tr“):oo}'
k>0

Then T, and T,, ;, n > 1 are stopping times of the filtration (Ft)teRi in the sense of [30]. Moreover,
for each i € [d], the sequence (qufz)nzl is non increasing and tends to 7 almost surely. Now for
all u € Ri, define T%“E by
T { T, on {T,, <u}

el u on {T,, <u}°.

Then TS}B is a stopping time (see for instance the proof of Lemma (2.3) in [30]). Moreover,

MT'EL“E — Z MVI[{Tn,r:V} + Mu][{Tn,rSu}c S Z Mv + Mu,
| €Dy, vsu v€Dy,,,v<u
where D, = {v € Ri :v =2""k, k > 0}. Since the set {v € Dy, ,v < u} is finite, E [MT(‘”} <

oo. Moreover TS}B and M, clearly satisfy the conditions (2.4) and (2.5) of Lemma (2.3) in |30].
Therefore, in virtue of this lemma,

B My | =1
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Then lim Tnu,r = Tgu) almost surely, where
n—oo

TW .=

r

T, on {T,<u}
u on {T, <u}°,

so that by Fatou’s Lemma and the right continuity of {My, t € ]Ri}, we obtain as n tends to oo,
E [MT(H)] < 1. Then by applying Fatou’s Lemma again, we obtain as each coordinate of u tends to

oo that E [N[Tr ]I{TrelRi} < 1. It implies that for all (A, n) € My, E e_<)‘7Tr>_<<”7XTr>>]I{TreRi}} <
1.
Then we prove in the same way as for (3.6) in Proposition 3.2.1, that for all r,1’ € R?,

(law)

(Tep, Xm, ), eray = (Te+ T, X, + X r, 1, ere ) (3.17)

r+r

where X’ is an independent copy of X and T’ is its first hitting time process. Recall that under
assumption (H,), P(T, € R%) > 0 for all r € RZ. The existence of the mapping ® follows by using
(3.17), in the same way as for the existence of the mapping ¢ in 3. of Proposition 3.2.1. (Note that
in particular ®(X,0) = ¢(\), A € RL))

Then it is readily seen that

(T, X,) = (1, X0) + (Toix,, X ) as.on {Ty € R, (3.18)

where X; = Xirt — X, and Ty = inf{t > 0: X, = —k}. Since X is a spalLf, for all t € R%, X, has
the same law as X and is independent of {Xg : s < r}. Thus conditionally on {T, € R%}, Tyyx,
and X4 are independent of X;. Let (A, i) € M, then using (3.18), we obtain

e @O — (A /

Efe~ M Trx) ol r 0 (T, \geRY e IP(X, € dx),
Mg(R) r '

where x = (¢, ..., @) and X = 3 x0) = ( St xd’j>. This equality can also be
j€ld] J€ld] J€ld]
written as

€_<r7®()‘7/‘1')> f— €_<)‘7r>/ e_<r+§7q>(/\7“)>6_<<M7X>>P(Xr c dx)
My (R)

—e <)\,1"> e~ <T7CI)(/\7/"‘)> E [67«“4’&)(’\7#)’}{?»]

)

where <i>(/\, ) is the matrix whose all columns are equal to ®(\, ). Thanks to the independence of
the X()’s; the latter equality is reduced to

e()\,l'> — H E[€7<“(])+¢(A>P‘)aX$‘?)>] .
j€ld]

As a consequence, the Laplace exponent ® of (T;, X, ) satisfy (3.15).

Now recall the definition of the Esscher transform X*”+() of each X given after Proposition
3.2.1, with Laplace exponent

() ; i .
(N =i A+ 1) — ;(u)), AeRL, je[d.
From these Esscher transforms we defined, see (3.9), the spal.f X* by
Xt = S x0 e rd
j€ld]
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Let Dy := {\ € RY : “( (A) >0, € [d]}. Then under assumption (H,), from part 1. of Theorem
3.2.1 and from the absolute continuity relationship (3.10) between X and X*, the set Dy is not

(1 ) (d)
empty. Moreover, thanks to Theorem 3.2.1, the Laplace exponent o = (¢} ,..., ¢ ) of XM is

a diffeomorphism from D, whose inverse ¢* : (0, oo)d — Dy is the Laplace exponent of the field
{T!,r € RY}, where T4 :=inf{t > 0: X{' = —1}.
On the other hand, from (3.15), ® satlsﬁes

Sl??m( B\ 1)) = A; — SDj(M(j))a jeld, (\p)eM,

Thus the Laplace exponent ® of the couple (T;,Xr,) exists and is given for all (A, u) € M, such
that A; > ¢;(p), j € [d] by

(A, ) = ¢" (A — o1 (M), . g — a(ul®)), (3.19)
Finally this relation is extended to the whole set M, by continuity. O

Remark 3.3.1. We emphasize that Theorem 3.3.1 provides an extension of the case d = 1. More
specifically, (3.15) can be compared to relation (2), p. 191 in [8].

Example. An explicit form of ® can be derived in our example. Let u(l) = Y11, 121) € Ri,
1 = o, p22) € RE and p = (uM, u?)). Then the Esscher transform X* has Laplace

exponent @F = (cp‘f( ),gog(Q)) where for all j € 2] and X € R%,
()
PN = 05 (N) + g = —aihi — (a5 — g )N + %V

Assume q; > 0,7 € [2]. Hence after some calculation, we obtain

- VAN
wa—{AezR1:A1> (“ QL+ 1(2)v0>and

q1

N > <a2 — gap22 + /AL (A1) y 0) } ’

q2

where A?()\i) = (aj — qjpj )% + 2a;;q;\i for all j € [2] and i # j. Note that Dy, C Dyn. In
particular, if (Hy) is satisfied then (H") is satisfied too and both sets Dy, and D,u are non empty.
Under this assumption, thanks to Theorem 3.2.1, the spaLf X* reaches all the level —r € R? with
positive probability and according to the second part of this theorem, we know that the mapping
o admits an inverse ¢" on the set D*. This inverse ¢ = (¢, ) is given by

a4 . . .
\/2%/\ + (a5 — g 3)? + 2054505 (N) + ﬁ — g, jERLiFjNERL.
J

Then according to Theorem (3.3.1), the Laplace exponent ® = (1, P2) of the field (T, Xt,) is
giwen for all (A, ) € My, and j € [2] by

O\, 1) = ¢ (M — o1 (M), A2 — @a(u®))
*\/2% (1) + (a5 = qin;5)* + 20550587 (A — 1(uM), X2 — pa(u))

+ Y
qj IV

3.3.2 An explicit form of the distribution
Let us define the set

]\/Zd(R) = {x € My(R) : X is essentially nonnegative and X -1 < 0}
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endowed with some matrix norm, || - | and equipped with its Borel o-field. From Theorem 3.3.1,
the measure P(T, € dt, X; € dx)dr on RY x RZ x M, (R) has Laplace transform

/R T e~ (=8 ={ux) p(T, € dt, X; € dx)dr
+ xRy xMa
= [(a1 + ®1(A, p)(ag + Da(A, 1)) - . (@ + Pa(A, )] (3.20)

The following result shows that this measure can be expressed only in terms of the law of the spal.f.

Theorem 3.3.2. Assume that (Hy) is satisfied. Then for all o« € R and (A, ) € M,

/ e @R BT, € dt, X, € dx)dr
R4 xR4 x Mg(R)
_ / elox )= —uxy DEUX) s oy g (3.21)
RY x My(R) t1ta ... 1q

In other words, the measure
P(T, € dt, X; € dx)dr, teR%, x € My(R), r € R%,
1s the image of the measure

det(—X) P

— 2V P(X, €dx)dt, teRL, xe My(R),
tity .. tg

through the mapping (t,X) — (t,X,—X - 1).

When d = 1, the above identity can be read as
P(T, € dt)dz = %‘””P(Xt eda)dt, (t,z)€ (0,00) x (—00,0), (3.22)

and is known as Kemperman’s identity for spectrally positive Lévy processes. It can be found in
[8], see Proposition VII.2.

We shall prove Theorem 3.3.2 through discrete approximation. As a first step, we need to recall
the discrete time and space counterpart of spal.f’s. Those are matrix valued fields of the form

{Sn,n € Z4} = {(Si))ijea, n € Z41}, where the columns SU) = {(SY, ... §47) j € [d] are
independent random walks. Moreover, all coordinates S*7 start from 0 and take their values in
k~'Z, where k > 1 is some integer which will be fixed until mentioned otherwise. For i # j they are
non decreasing and for ¢ = j they are downward skip free, that is S — S:L’il > k=1 foralln > 1.
This setting is introduced in [15] (for £ = 1 and up to transposition of the matrix S). Equivalently
to the continuous case, we define the field S := S - 1 and its first hitting time process
TP :=inf{n:S, = -1}, rek 'z,

see Lemma 2.2 in [15]. The field S (or equivalently S) will be called a downward skip free random
field (dsfrf for short). An essential result for the proof of the theorem 4.2, is the following extension
of the ballot theorem

d —
P(TS = 0,8, = x) = L9 pg . (3.23)
ny...nqd
for all n € N? and all essentially nonnegative matrix x of My(k~'Z) such that X -1 = —r. (Here we

have used the notation N = Z \ {0}.) Identity (3.23) is proved for k = 1 in [15], see Theorem 3.4
therein. Its extension to any k > 1 is straightforward.

The next step is to consider lattice valued spaLf’s. Let us first define these processes. Let X() =
H(XYI, ..., X%), j € [d] be a family of d independent d-dimensional Lévy processes such that for
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i # §, X" is non-decreasing k‘_ll—valuedALévy process and for each j € [d], X7 is a k™1 Z-valued
Lévy process such that for all t > 0, X7’ — X}’ > —k=!. Then there exists a dsfrf S as defined
above and d independent Poisson processes N, j € [d] also independent of S such that

XM = S”(]), i,j €[d], t>0. (3.24)

The random fields {X, t € R} = {(X; h )”e[d], t € R4} and X = X1 will be referred to as lattice

valued spalf’s. Let (egb ))TLZ()a J € [d] be the sequences of exponentially distributed random variables

satisfying :
3 _ _ .
- Z H{e§J)+~--+eﬁf)§t}'
n>0

The first hitting time process of X can be defined in the same way as for spal.f’s in Lemma 3.1.1
and Proposition 3.2.1. It is denoted by

T, = inf{t: Xy = -1}, rek 'Z%.

We can easily check that the latter is related to the first hitting time process of S through the

identity,
()8
T

TV =3 ¢, jeld. (3.25)
=1

The following proposition is a direct consequence of (3.23). Although it can also be found in [14]
for k = 1, we give a more direct proof here.

Proposition 3.3.1. Let {X;, t € R1} = {(Xf]’_j)iyje[d], t € R4} be a lattice valued spaLf. Then
for fized r € k‘_lfo_, the joint law of (Ty,Xr,) is given by

kedet(—
P(Tr e dt, Xy = X) = &P(Xt = X)dtldtQ coodtg,
tita ... 1q
for all essentially nonnegative matrices X of My(k~'Z) such that X -1 = —1.

Proof. Let r and X = (z;,5); je|q) be as in the statement. Then the straightforward identity Sts =
X, together with expressions (3.24) and (3.25) allow us to write,

708
P(T, edt,Xe=x) =P [ Y e’ edt;, j € [d], Sgs = x
=1
ZHP(Zel edt) n,S, = X)
neNd je[d
-y AP A ok 4 det(—x )P(Sn )t
et nil...ng! t1...14
dd t(—
- ¢ Z [ BV = nj)B(Sa = x)dt
neNd je[d]
d _
) )P(Xt = X)dt,
t1...1q
which proves our result. O

From now on, we will add k as a superscript to all objects referring to the discrete valued
spaLf defined above. For instance, the latter will be denoted by X*) = (Xm’k)i’je[d} or X*),
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where Xk — HX IR XDIR), Tt is pretty clear that lattice valued spaLf’s satisfy analo-
gous properties to those of spal.f’s introduced in Section 3.2. In particular, the discrete time field

r— (Tl(rk),Xfﬁ()k)), r € llei has independent and stationary increments and can be treated in a

very similar way as its continuous space counterpart involved in Theorem 3.3.1. That is why we will
content ourselves with stating the next theorem as well as some preliminary results without giving
any proof.

Recall the definition of the Laplace exponent gog.k) of Xk that is

i), (k)
E[€7<)‘7X§])k>]:€twj (A)’ t207 )\:()\177)\(1) ERi
Then as in Theorem 3.2.1, we can prove that the hypothesis
(H(k)) DW=\ e Ri : (p;k)()\) >0, j € [d]} is non empty

is equivalent to the fact that Tﬁk) € Ri holds with positive probability, for all r € k:_1Zi. As
in Theorem 3.2.1, the proof of this equivalence is based on the Esscher transform X®*)# for u e
My(R4) whose Laplace exponent is given by

k),u(@) k i k i
7§ )t (\) = (,E )(/\ 1)) (Qg, )(”(J)), A€ RY. (3.26)
Let us define the set

MPB = {(\p) € RE x My(Ry) = Aj > @ (), j € [d]}.

The following theorem is the analog of Theorem 3.3.1 for lattice valued spalf’s.

Theorem 3.3.3. Assume that (H®) holds. Let v = (r1,...,74) € k™'Z% and let T be the

first hitting time of level —r by the spaLf X*¥) | then there exits a mapping ®*) : Mfok) — Ri such
that
AT —(ux )y

E|e " gy | = OO, ) € MY
Moreover ®*) satisfies the equations,
o (D + W ) =N, Geld, (A p)eMP, (3.27)
and it is explicitly determined by
OB 1) = 6M# (A — o (M), Aa = o (WD), (3.28)

where ¢F)1 is the inverse of the Laplace exponent o)+ of the Esscher transform Xt recalled
in (3.26).

In order to end the proof of Theorem 3.3.2, we need to prove that any spal.f is the weak limit
of a sequence of lattice valued spalf’s. The index k is now a variable that will be taken to infinity.

Lemma 3.3.1. Let Y be a d-dimensional Lévy process whose all coordinates are spectrally positive.
Then there exists a sequence of (k™'Z)%-valued Lévy processes Y®) which converges weakly in the
J1 Skohorod’s topology toward Y. Moreover, the sequence (Y(k)) can be chosen so that for each
k, all coordinates of Y*¥) take their values in the set {—k=,0,k= 1,2k, 3k~ .. }.

The proof of this lemma is transferred to the Appendix. We have now gathered all necessary ingre-
dients for the proof of Theorem 3.3.2.
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Proof of Theorem 3.3.2. Let (X(k))kzl be a sequence of lattice valued spal.f’s such that each sequence
of columns (X(j)’k)kzl, where XUk = t(x1ik X 4iHk) converges weakly to X(). The existence
of such a sequence is ensured by Lemma 3.3.1. This convergence means in particular that

lim o) = ¢;(0), A0, jeld. (3.20)

k—o0

Since (H,) is satisfied, by continuity of the functions ¢; and from (3.29), there is kg such that for all
k > ko, (HW) is satisfied. Then let k > ko and let My, (k~'Z) be the set of essentially nonnegative
matrices X of My(k~'Z) such that X - 1 = —r. We derive from Theorem 3.3.3 that for all a € R‘j_

and (A, pu) € /\/l((pk),

Z Jo—d (o) d Z e~ =(x) prT®) € g, X = x)
rek—1Z4 T x€My . (k=12)

= [k‘(l — eikil(O‘lJrq)(lk)()‘:ﬂ))) X oo X k(l _ e*kfl(ad+¢';k)()\,u)))]fl.

Now take (), 1) € M, such that \; > ¢;(u")) for all j € [d]. Then by continuity of ¢;, j € [d],
there is k() such that for all k > k{, (\, n) € ./\/l( Clearly (¢, (k) ) )i>1 defined in (3.26) converges

pointwise to gpgf m, for all j € [d]. Hence, the sequence of inverses (¢(*):#) k>1 also converges pointwise
to ¢*. Therefore, from (3.16), (3.28) and by continuity, (®*) (X, 11))x>1 converges to ®(\, ).

Now let us extend the definition of Tﬁ’“) toall r € Ri by setting Tgk) = T(ij), where |r| =
k=Y(|kr1],..., |krq]) and where || denotes the lower integer part of z. Then by taking & to infinity
in (3.30), we obtain from (3.20) that for all & € R? and (A, u) € M, such that \; > ¢;(u'9), for
all j € [d],

~ —d ,—(ax) — (A8 —={ux) p(p (k) (k) _
klg]éloZke ) AZ e P(TH e dt, X{¥ = x)
rek=174 t xeMy, (k=12Z)
= lim el prr® e at, X e dx)dr
k=00 JRd xRE x My(R)

= [(a1 + @1\ ) (az + @2\, 1)) - .. (aa + @a(X, )]

/ e~ {en == X) p(T, € dt, X, € dx)dr. (3.30)
R% xRE x My(R)

On the other hand, let ]\/Zd(k*IZ) be the set of essentially nonnegative matrices X of My(k~'Z)
such that X-1 < 0. Then as a direct consequence of Proposition 3.3.1, we obtain that for all a € R‘i

and (A, p) € prk),

S e e Y e O pr® e ar, M) = x)
d
rek—174 + xeMy, (k—12)
_ 5 e=tan)=nih=(uxy X e h) _ g

d ol t1ta...1q
trek124 ,xeMgy, (k—1Z)

_ S elex - xp A=) b ) _ g
d tita ... 1q
+ xeMy(k—17)

/ / elax D)=\ t)—(ux) Z2A 2/ det( ) (ng) € dx)dt,
Re J MR fitz.

then it follows from the above calculation and from (3.30) that for all & € R% and (A, u) € M,
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such that \; > SOj(/«L(j))v J € d],

/ et =0 —ux) p(T, € dt, X, € dx)dr
R xR% x My(R)

hm/ / Sl D)= (At~ () det(= )P(ng)edx)dt. (3.31)
k—o00 Rd Md tth t

Now, we derive from the weak convergence of Xék) toward Xy for each t that

lim [ el DX ger(—x)P(XP € dx) = /A el D= (1x) qet (—x)P(X, € dx),
k=00 J3T,(R) Ny (R)

so that for all ¢ > 0,

lim / / plax)—(a0)—(ux) det(= )P(Xék) € dx) dt
k—o0 t>e- 1} Md tth t

/ / elox ) =(At)—(ux) Z2A TR det(—x) P(X; € dx) dt.
{t>e-1} J My(R titz...ta

Then from Proposition 3.3.1,

/ / el )= () — () det(= )P(X( ) € dx)dt
t>e-1}e J My(R fatz. . ta

/ e~lan-0-uxd p(T® € at, XY = x) dr
{t>e-1}¢xR4 x My(R)

~ATH) — (ux®)
_ / 67<a7r>E [6 H Sk) >>]l
Rd
which entails from a trivial extension of (3.31) that,

lim / / o1y — () — () det(=X) IP(XE'“) € dx) dt

(T >e1}e

/Rd <ar>E[ —(\Ty)— «u,XTr>>1{T>El}]d (3.32)

But from part 2. of Theorem 3.2.1, for all 4,j € [d], li)m ¢j(se;) = oo, which implies that for all
r> 0 and all i € [d], P(Tr(i) > 0) > 0. In particular,

d
i >e-1}9) < li (@) =
lim P({T; > ¢ 1}°) < i%z;P(Tr <e)=0,

therefore by dominated convergence, expression (3.32) can be made arbitrarily small as € tends to
0.

Then we have proved that the identity (3.21) is valid for all @ € R% and (A, 1) € M,, such that
Aj > (), j € [d]. Now let any (\, u) € M, and assume that \; = ¢;(u®) for some i € [d].
Then identity (3.21) is valid if we replace A; by X, = \; + &;, for ¢; > 0 and we obtain it for (A, u)
by letting €; going to 0 and applying monotone convergence. (Il

Proof of Proposition 3.2.2. Assume first that d > 1. Then taking x4 = 0 in Theorem 3.3.2 gives

tita ... 14

_ 1y det(—Xy)
— <>‘7t> (a’Xt 1> t —
/]Rd © E |:6 tity ... tq ]I{XtEMd(R)} dt.

/ (0= BT, € d)dr = / o elaen=n 9Ny gy g
RZ xR R% x My(R)

(3.33)
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Note that from our assumptions the density py : My(R) — R of §A§t is continuous on the set of
matrices whose columns belong to Fy x Fy x - -+ x Fy. Let M 4(R) be the set of essentially nonnegative
matrices whose elements of the diagonal are non-positive. Then

d
]E |:6<047Xt'1> M M :| = / eigl it det(_(x + D(X))pt (X)an

tity .. tg HE€Ma(R)} t...tg
M4(R)

where D(X) = (dij); je[q is defined by d;; = x;; and d; ; = 0 for i # j, and T = (T;5); je[q) Such

that 7;; = — > x;; and Z; j = x; j for i # j. Let I be the identity matrix. Then
J#i
d
> iz det(—(X + D(X d t(—(X +rly)
/ ei=1 e(t( + D(X) dX—/ / et(—(X +1“d Hdl‘k]dr
1-- t1..
M 4(R) R% d(d 1) k#j

(3.34)
where X" is the matrix X in which the variable x;; has been replaced by r;, for all i € [d]. Then we
derive from (3.33) and (3.34) that for fixed r € R%,

det 1))
P(T, € dt) = / ¢ (t (X+rla)) x) [T dengds. (3.35)
Ré@-1) b k#j

+

Let i € [d] and r = re;, then

det(
P(T, € dt) = / % O T deydt,
d(d—1) k#j

Ry

where X" is the matrix obtained from X by deleting the row and the column i. From Exercise 1. in
Chapter I of (8], the Lévy measure of the subordinator (T, )r>0 is the vague limit of P(T, € dt)/r
as r tends to 0, on sets of the form {|t| > a}, a > 0. Hence the expression of the statement follows
from continuity property of py.

The expression for d = 1 is obtained in the same way by using the simpler form (3.22) of
P(T, € dt) in this case. O

3.4 Appendix

Proof of Lemma 3.1.1. This proof is based on the observation that for each i € [d], as a function of

d ..
t, the term ) 2*/(t;) has no negative jumps. Moreover, when ¢; is fixed, it is non decreasing.
=1

1)

Let us set v; * = r; and for n > 1,
sgn) = inf{t: xii = —vi(n)} and v£n+1) =7+ in’j(sgn)—) ,
J#i

where inf ) = co. Set also s(Y) = 0 and note that [d] o) = [d]. Then since for i # j, the 27’s are
positive and non decreasing, we have

s < (D) and [dsnr1y) C [d]my, n>0.

Let us set s(>) = lim s(™. Then s(®) is the smallest solution of the system (r,X) in the sense
n—o0

which is defined in part 1. of Lemma 3.1.1. Indeed, let i € [d] (). By definition and since % has
(n) )= (n)

v; . Moreover, since the processes t — "7 (t—)

no negative jumps, for all n > 1, $“( i
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are left continuous, lim a:i’i(sgn)—) = :c"’i(sl(-oo) ) and lim v( L > xi’j(s§m)—). Hence (3.1)

d _

is satisfied for s(>), that is r; + Zl :Ei’j(sg-oo)—) =0, for all i € [d] ). Now let t € Ri satisfy (3.1),
]:
that is N .
ri+ Y2t (t—) + 2 (ti—) =0, i € [d]; . (3.36)

J#i
We can prove by induction that t > s(™), for all n > 1. Firstly for (3.36) to be satisfied, we should
have t; > inf{s : 2%*(s—) = —r;}, for all i € [d];, hence t > s(). Now assume that t > s, Then
[d]t C [d] ) and from (3.36), for each i € [d]s,

S

zh(ti—) = — | r + in’j(tj—) <—\|rmi+ in’j(sg-n)—
j#i J#

Therefore t; > inf {s cabi(s—) = — (TZ‘ + > xi’j(sg.n)—)) }, so that t > s+ and the first asser-
JF#i

tion is proved.

If I/ < r, then one can easily prove by induction that, with obvious notation, s'™ < s(® for

all n > 1 and the first part of assertion 2. follows. For the second part, set s’ := lim s,. Then
n—oo

first part of assertion 2. yields s’ < 's. Moreover, from the left continuity of the functions ¢ xéf,
a
ri+ > 2"/(sj—) =0, i € [d]y hence s is a solution of (r,X) and thus 8’ = s.
j=1

d . . d ..

Let u € R%, such that 21 z" (uj—) < —ry, for all i € [d], and set r; = — '21 "I (uj—). Since
‘]: =

' > 1, it follows from 2. that the smallest solution s of the system (1/,X) is such that s’ > s. But

since u is also a solution of (', X), 1. implies u > s’ and the first assertion of 3. follows. The second

assertion of 3. is a consequence of the first one. Indeed, u < s implies that u > s is not satisfied.

Assertion 4. follows from the above construction of s = s(*). Indeed, if there exists i € [d]s and
t; < s; such that % (t;—) < 2%%(s;—) then

D ati(s;—) +ati(ti—) <> b (s;—) = —r; (3.37)
j#i JEld]
and for all k € [d] \ {i},

Z:}:’Js— )+ 2P (4~ Zx’ﬂs— = —7y. (3.38)

J#i

Then set for all k € [d]s, 7, = — (Z akI (5;-) +xk’i(ti—)> and for all k € [d] \ [d]s, 7}, = 7%.
i

Let s’ be the smallest solution of the system (r',X). From part 2. of the present lemma, since

Y > r, ¢ > s. On the other hand, from (3.37), (3.38) and part 3. of the present lemma,

s> (81,...,8i-1,ti,Si+1,---,8q) > ¢ which is a contradiction. O

Proof of Lemma 3.3.1. Let us first assume that Y has bounded variation. Then the characteristic
exponent ¢ of Y can be written as

O =i+ [ (AP (i, AR,

where a = (ay,...,aq) € R? and the Lévy measure 7 satisfies f(o oo)d(l A lx]) m(dx) < 0.
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Let (%) be the restriction of 7 to the set [k, 00)? i.e. 7(F)(dx) = Ijj1 ooyem(dx). For z € R,
set sign(z) = Tyz~0y — Ugz<0y- Then we consider the following sequence of (k~17Z)%valued Lévy
processes

N
n=0
where N(®) = (sign(a;)NVE, ... sign(aq) N4*) and NVF ... N4F are independent Poisson processes

with respective intensities k|a;|, (N, k))tzo is a Poisson process with intensity 7([k™!, 00)?) and for
each k > 1, (Zq(lk))nzg is a sequence of i.i.d random variables such that fo) (o) p—1 |kZy| and Zj
has law (7 ([k~!, 00)%)) " 17x(®) (dx). (Here |x| = (|x1],..., |zq]) and we recall that |z;| denotes the
lower integer part of z; € R.) Moreover, the sequences {(Ngk))tz(], k> 1}, {(Nt(k))tzo,k > 1} and
{(Z%k))nzo, k > 1} are independent. Then we can check that Y(*) has characteristic exponent

X )\jsign(a]-)

d
Ur(N) = Klay] (1 — e ) + /(O )d(1 — N 78 (dx), A eRY,
j=1 %0

whose limit, as k tends to oo, is ¥()), for all A € R?. It proves that the sequence of random variables

(ng)) k>1 converges weakly towards Y.
Then recall that from Theorem 2.7 in [41], which can be extended in higher dimension, see

(k)

Section 5 in the same paper, the weak convergence of the sequence of random variables (Y;")r>1

toward Y, implies the weak convergence of the sequence of processes {(Y,gk))tzo, k > 1} towards
(Y¢)¢>0 in the J; Skohorod’s topology. Hence our result is proved in the case where Y has bounded
variation.

Let us now assume that Y is any Lévy process as described in the statement and set Ag; =
Ys — Ys_. Then it is well know that the sequence of processes

Zg”) = Z ]I{\A,s|>n*1}AS — t/

(000)¢ mﬂ{‘x|>n71}7r(dx), t > 0,
SSt ,O0

converges weakly toward Y as n tends to oo, see the proof of Theorem 1 of Chapter I in [8] and
the above argument on weak convergence in the J; Skohorod’s topology. Since, for each n, Z(" is a
Lévy process with bounded variation whose all coordinates have no negative jumps, in application
of what has just been proved, there is a sequence of (k_lz)d—valued Lévy processes Znk) > 1
which converges weakly in the J; Skohorod’s topology toward Z(™). Moreover, for each k, all the
coordinates of process Z(") take their values in the set {—k71,0,k71,2k71 3k=1 ...}, Then it
suffices to set Y*) := Z(*%) in order to obtain the desired sequence. O






Chapter 4

Stop the spaLf in the d-dimensional
Lamperti representation

Let Z be a d-types continuous branching process, where d > 1 is a non-negative integer, that is
a |0, o0)4-Markov process satisfying the branching property :

Pry i1 (Zt € dz) = Py, (Z4 € dz) % Pry(Zy € dz), 11,12 € RE,

where P,(-) = P(|Zg = r). Moreover, thanks to the Lamperti representation, we know that Z can
be represented as

d d
2,y =+ [ YoX x>,
- Z(J>ds - f Z(])dS
j=1 f s 7j=1 s
0 0

where XU) = (X147 ... X%J), j € [d] are d independent Lévy processes such that for all j € [d],
X747 is a real spectrally positive Lévy process, that is has no negative jumps, and for all i # j,
X" is a subordinator. Note that for all x = (x1,...,24) € R?, tx is the transpose of x in R The

t
right hand side of the above equation can be re-written as r + X (f Z8d5> where {Xy,t € Ri} is
0

the spectrally positive additive Lévy field (spal.f) defined as the sum of the d independent Lévy
processes X\) | that is
X=X 44 XD eRre.

tq
The notion of spalf has been defined and studied in a previous paper [17]. Conversely, given a

spalLf X, the equation admits a unique solution Z without spontaneous generation, in the sens of
[13], which is a d-types continuous branching process. Spontaneous generation means that if there

. S .
exists a time ¢ > 0 such that Zt(z) = 0, then the mapping s > 0 — st(Z)ds strictly increases
0

at the right of ¢ if and only if there exists j # i, such that X%/ strictly increases at the right of
t

f Zéj)ds. When d = 1, this result is due to J. Lamperti who asserts, in the 1970’s, that any time
0

continuous branching process can be represented as a spectrally positive Lévy process time changed
by the inverse of some integral functional. Note that when d = 1, the Lamperti representation
is constructive and define a bijection. In the article [14], L. Chaumont shows that the Lamperti
representation is still satisfied by discrete multi-type branching processes and time continuous and
discrete space ones. In the same time, M.E. Caballero, J.L. Pérez Garmendia and G. Uribe Bravo
gave two proofs of the Lamperti representation for affine processes which defined a more general
case including the MCBP [13].

Since 0 is an absorbing state for Z, we wonder if the whole path of X is always needed in
the above transformation. For instance, when d = 1, it is known that the Lévy process X can
be stopped at T, its first passage time at the level —r. Indeed, in this case, this result is just

71
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an obvious consequence of the construction of the Lamperti representation and the definition of

the first hitting time T,. When d > 1, the Lamperti representation is not constructive anymore.

Nevertheless in multi-type continuous time and discrete space setting, it has been shown using the

branchin forests, see [15], that the field of Poisson processes X can be stopped at its first hitting
o

time T,, where r = Zj. Moreover, T, is a.s.equal to the total population ) Z,. However in

n>0
the continuous time and space case, the branching forests are not defined and the definition of the

Lamperti representation only implies an inequality. In this paper, we will prove, in the conservative
case, that the d-dimensional Lévy processes X1, ..., X(@ can be stopped at times Tr(l), e ,Tr(d),
respectively, where T, = (Tr(l)7 .. ,Tr(d)) is defined as the first passage time at level —r by the field
X, see the article [17] for details. This note will be used in a forthcoming paper [18] in which we will
generalise the Grey’s condition in order to distinguish the finite and infinite extinction of a MCBP.

The next section consists in important preliminary lemmas for deterministic paths. The first
one is a recall and was proved in [17]. It proves the existence of the first passage time of spal.f’s
and derives it basic properties. The second one aims to study the paths of matrix functions. The
second section gives some recalls about spalf which have been proved in the previous paper [17].
The last section use the deterministic results to show that the whole path of the spalLf X is not

o0

needed. That is, X can be stopped at T,. Moreover, we still have equality between T, and [ Zsds
0

but this integral does not represent the total population anymore.

4.1 A preliminary lemma in the deterministic setting

We use the notation R = [0,0), Ry = [0,00] and [d] = {1,...,d}, where d > 1 is an integer.
For s = (s1,...,84) and t = (t1,...,tq) € @17 we write s < t if s; < t; for all ¢ € [d] and we write
s < t if s < t and there exists ¢ € [d] such that s; < t;.

Recall that a real valued function x : Ry — R is said to be cadlag, if it is right continuous on
R, and has left limits on (0,00). Such a function is said to be downward skip free if for all s > 0,
z(s) —xz(s—) > 0. We also say that x has no negative jumps. We will use the notation z; or z(t)
indifferently.

Definition 4.1.1. We call &;, the set of matriz valued functions X = {(l"i;j)i,je[d]a t=(t1,...,tq) €
Ri} such that for all i,7, 7 is a cadlag function and

(1) x%’j =0, for alli,j € [d],
(ii) for alli € [d], 2% is downward skip free,

i11) for alli,j € [d] such that i # j, 7 is non-decreasing.
J J g

For s € Ri, we denote by [d]s the set of indices of finite coordinates of s, that is [d]s = {i € [d] :

s; < oo}. For i # j, we set 249 (00) = 289 (0c0—) = Slggo b (s).

Definition 4.1.2. Let X € &g and r = (r1,...,7rq) € Ri. Then s € Ei 1s called a solution of the
system (r,X) if it satisfies

d
(r,x)  mt Y a(s;—) =0, i€ lds. (4.1)
Jj=1

(In particular, s = (00,00, ...,00) is always a solution of the system (r,X).)

Note that in (4.1) it is implicit that Y.  2%(s;—) < oo, for all i € [d]s, although by definition
Jeld\ld]s
sj = oo for j € [d] \ [d]s. The next lemma gives the existence and uniqueness of a smallest solution



4.1. A PRELIMINARY LEMMA IN THE DETERMINISTIC SETTING 73

to the system (r,X), it was proved in the previous paper [17]. However, we recall it here since we
will need these results and notations in the sequel.

Lemma 4.1.1. Let x € &g and v = (r1,...,7q) € Ri.

1. There exists a solutions = (s1,...,8q) € Ri of the system (r,X) such that any other solution
t of (r,X) satisfies t > s. The solution s will be called the smallest solution of the system

(r,X).
2. Lets and ' be the smallest solutions of the systems (r,X) and (', X), respectively. Ifr' <r,

then 8’ <'s. Moreover, if (rp)n>0 s non decreasing with lim r,, = r then the sequence
- n—oo

(Sn)n>0 of smallest solutions of (rp,X) satisfies lim s, =s.
- n—o0

d ..
3. Lets be the smallest solution of (r,X). If u is such that for all i € [d], > «"7(uj—) < —ry,
j=1

then u > s. As a consequence, for all u € R‘i such that u < s, there is i € [d] such that

...
lew(uj—) > —r;.
‘7:

4. The smallest solution s of (r,X) satisfies s; = inf{t : xii = O<in£ :L‘Zul}, for alli € [d]s.
SUSS;

We emphasize that according to our definition, some of the coordinates of the smallest solution of
the system (r,X) may be infinite. The smallest solution of the system (r,X) will be denoted by
= (50, ..., 6.

Definition 4.1.3. Letr = (r1,...,rq) € Ri and X € &4, we call Lamperti representation the
following equation

d
Le,x) 2z =r+ Y 2@, t>0,ie[d (4.2)
j=1

. t
where for all j € [d] and t > 0, agj) — fzgj)ds.
0

Let r € Ri and X € &y, then according to [13], there exists a non-negative solution z on an
5],) = oo for some j € [d]. When 7 < oo, we say that z explodes at time 7. As
in the stochastic case, we will say that z is conservative if none of its coordinate explodes, that is
7 = 00. In the sequel, we will assume z conservative.

Moreover, there exists at most one non-negative solution z without spontaneous generation in

the sense of [13]. That is to say that if z{ = 0 for some i € [d] at time ¢ > 0 then s — al” strictly

S
increases at ¢ if there exists j # i such that 2z} > 0 and l’l’(j) increases strictly to the right of ¢. Let
ay

interval [0, 7) with a

z be the unique non-negative solution without spontaneous generation to L(r, X).

As say in the introduction, we would like to stop X at t and show that this time is equal a.s. to
oo

[ zds = lim ay.

0 t—+o00

Lemma 4.1.2. Letr = (r1,...,7q) € Ri, X € Eq and t¥ the smallest solution of the system
(r,X). Assume that for all i € [d], ﬂ:z;fl_ = $?1 Assume that there is a conservative solution
without spontaneous generation to the Lamperti representation L(r,X), that is a function z; =
(zt(l), e ,zt(d)), t > 0 with values in @i and satisfying

d
L(r,x) zt(z) =r;+ in’j (a§])> , t>0,i€ld],
j=1
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(@)

) .= fg zgj) ds. Assume moreover that for every i € [d], the limit zso : (@)

m 2, exists

¢ — i
t—o0

where a

and %) € [0,00]. Then
t* = lim (al", ..., a!?). (4.3)

t—o00

(1) (d)
t

Proof. Let us first note that lim a; = lim (a;’,...,a; ') is a solution of the system (r, X). Indeed,
t—+o00 t—o00

if a(()io) = tlim al(f) = oo for all ¢ € [d], then , liI_El a is a solution by Definition 4.1.2. On the other
—00 —+00

hand, assume that there is i € [d] such that a(()io) = fooo zgi) ds < oo. Since 2 is non negative and
lim zt(l) exists by assumption, z&) =0, then lim a; is a solution of the system (r, X). In particular,
t—o00 t—+oo

from part 1. of Lemma 4.1.1, lim a; > t}.
t—-+o0
(@)

Now observe that the functions s — as” are continuous and non decreasing and assume that ¢ is
such that ¢ := inf{s : agl) =t;""} < oo for some indices i (in particular #;" < 0o) and agj) < 57 for
all other indices. With no loss of generality, we can assume that d = 2, ¢ := inf{s : agl) = tff’l} < 00

2 . . . .
and ag ) < 5%, Since 212 is non decreasing, azl’é) < 1::;(22 and 331’(3) < :ci);i . Moreover since by
ay " — T ay r
i . o 1
definition r1 + a:l);ll + :r1;22 =0, it follows, by continuity of z'! at ti“l = a( ) that
51 592 9 9 y Y t >
1,1 1,2
T+ T <0. (4.4)
Ay Ay
1,2 12 . (1) o .
If 275 < T2 s then it follows from above that z, © < 0, which is a contradiction. Therefore
at r
1,2 1,2 1,2

T (o) =T %o, that is 2% is constant on the interval [a§2),t¥’2) and zt(l) =0.

(2) —

ay
Since z has no spontaneous generation, it implies that 2 is absorbed in 0 at time ¢, that is

AP =0, for s e [t,t'], where t < t' < oo is such that ¢ = inf{s : al? = £?}. Since s alV is

constant on [¢,t'], it follows that ag/l) = t*!, so that (ag,l), ag?)) = tX. O
Note that we have shown that for all 4, j € [d], xzxj i = xzxj] The smallest time ¢ € [0, o] such

that tX = a; is the first hitting time of zero by the ]r)rocess 2 and will be denoted by t§. That is
ti( = atg.

4.2 Some reminders about MCBP’s and spalLf’s

In this section, we recall some notations and results about spal.f introduced in the paper [17]
since this paper is a consequence of this previous study of fluctuation theory for spal.f. Then we
will give the needed results without any details and refer to the article [17] for all the proofs.

Vectors of R? will be denoted by x = (21,...,24) and ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) will be the i-th
unit vector of Ri. We will denote by (x,y), x,y € R? the usual scalar product on R¢ and by |x|
the Euclidian norm of x.

Let Z = (Z(l), ceey Z(d)) be a d types branching process, with d > 1 a non-negative integer,
issued from Zog =1 € Ri. That is Z = {Z:,t > 0} is a Markov process taking values in ]Ri such
that its paths are cadlag and it satisfies the following branching property

Pyt (Zy € dz) = Py, (Zy € dz) % Py (Zy € dz), t > 0,11,12 € RE

where P,(-) = P(:|Zg = r). As a consequence, it admits a Laplace exponent u = (u(V), ... u(®)
define as
B le M2 = =) ¢ > 0,0 1 € RY. (4.5)

It is clear that the mapping u is positive, increasing, continuous and differentiable in A. Moreover,
it satisfies the semi-group property

Urps(A) = w(us(N)), s,¢t> 0,1 €RL.
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Then it was first proved in [45] that for each A € R%, ¢ ~— u;()\) is differentiable in ¢ and is the
unique solution to the following differential system,

O )y _
it (A) = —pi(ur(N))

(Sy) . , i€ [d,AeRLt>0. (4.6)
ul! () = A
where each ¢; is the Laplace exponent of a d-dimensional Lévy process X0 = xbi, . .. XdI),

such that X7 is a spectrally positive Lévy process, that is has no negative jumps, and X%/, i # j
are subordinators. More specifically, for each j € [d], ¢; is defined by

(4)
Ele=WX) = N £>0, A= (Ay,...,\a) €RL.

Note that for all j € [d], ¢; is a convex function. Moreover, for alli # j and A1, ..., A1, Xig1,..., Ag
the function A\; — ¢;(A) is non increasing. Conversely, still according to [45], giving ¢1, ..., ¢4 there
exists a unique MCBP Z with branching mechanism ¢. Note that MCBP’s belong to a more general
class of processes called affine processes. Existence and uniqueness of the solution of equation (S,)
is proved in this general setting in [21].

There also exists a pathwise connection between MCBP’s and their branching mechanism. For
d = 1, this has been known for a long time as the Lamperti representation, see [35] and [11]. This
representation has recently been extended to the multi-type case in [22] and [13], see also [14] for
discrete valued processes. More specifically, let X(*) be d independent Lévy processes whose Laplace
exponents ¢; and r € R%. Then Theorem 1 in [13] asserts that there exists a unique solution
without spontaneous generation to the equation,

d t
L(r,X) Z) =i+ Y X /Zs(j)ds L t>0,i€[d. (4.7)
Jj=1 0

Moreover this unique solution Z is a MCBP. Conversely, every MCBP can be obtain from this
construction. Note that the paper [13] actually treats the more general setting of affine processes.

Note that in equation (4.7), these Lévy processes live in different time scales and that the leading
process is actually the multivariate stochastic field

d
1 d i\
X=X 4 X = ZXZ]’? . for t=(t,...,t5) €RL.
i=1 icld]
This process is called a spectrally positive additive Lévy field (spalf) and has been fully studied in
[17]. The mapping ¢ = (p1,...,pq) is the Laplace exponent of this spalf, that is
“OVXOT _ (te(X d
Ele ( t>] = el (V) t,A e RY .

The spaLf and its fluctuation theory have been studied in a previous paper [17].
Let us also introduce the field of essentially non-negative matrices

{Xi,te Ri} = {(Xti;-j)i,je[d}at € Ri}

Note that the spalf X can be defined as Xy = X; -1, where 1 = {(1,1,...,1). Moreover, we
emphasize that the spal.f X carries on the same information as the field of essentially non-negative
matrices {X;,t € Ri} For this reason, the terminology ’spal.f’ will refer indifferently to X or to
X. Letr = (ry,...,rq) € Ri, since X € &y a.s., according to lemma 4.1.1, there is almost surely a
smallest solution to the system

d
i?j — Y
(r,X) Z;ij = —r;, 1 € [d] (4.8)
]:



CHAPTER 4. STOP THE SPALF IN THE D-DIMENSIONAL LAMPERTI

76 REPRESENTATION
where [d]s = {i € [d] : s; < co}. As a consequence Y. X" (s;—) < oo as., for all i € [d]s,
g€\ [d]s
although by definition s; = oo for j € [d] \ [d]s.
We will denote by T, = (Tr(l), . Tr(d)) this solution and use the notation
d ..
T, :=inf{t : X4y_ = —r}, with X;_ = ZXZJ’J_ . (4.9)
j=1

1€[d]

Then T, will be referred to as the (multivariate) first hitting time of level —r by the spaLf X =
{Xi,t € le_} Note that according to Lemma 2.1, some of the coordinates of T, can be infinite.
Then we are able to prove the following proposition of this multivariate first hitting time field T.

Proposition 4.2.1. Let X be a spaLf and for r € R% | let T, be its first hitting time of level —r
as defined above. Then,

1. forallj € [d] andr € RY, Xg()j)_ = ng()j) a.s. on {Tr(j) < oo}. In particular, for alli € [d],

d d
ZX;EJL = X;jj) = —r; a.s.on the set {Tr(l) < oo} (4.10)
j=1 j=1
2. If P(T, € RY) > 0 for some r € (0,00)%, then P(T, € R%) > 0 for allr € RL. Under this
condition, there is a mapping ¢ = (P1,...,¢q) : Ri — (0,00)? such that

E[e~MT0] = e o) N e R:{ . (4.11)

Moreover, the mapping ¢ is differentiable and each ¢; is a concave function.
3. Assume
(Hy) Dy ={NeRL : p;j(\) > 0,5 €[d]} is not empty
then ¢ : (0,00)% — D, is the inverse of ¢ : Dy, — (0, 00)<.
Moreover (H,) holds if and only if P(T, € R%) > 0 for allr € RY.

AS a consequence,
P(T, € RY) = e~ :0(0)

Let us make the following assumption

0
(I,) Jy(0) := <—<pj(0)> is irreducible
OXi i,j€ld]
where irreducibility means that for all 4, j € [d], there exists n > 1 and some indices ¢ = i1,...,0, = J
0 hy
such that for all k € [n—1], —kaﬂ(ﬂ) # 0. Note that for all 4,5 € [d], —acpj(O) =E[X"] €
i i

(—00,00]. The assumption of irreducibility (I,) is consistent with the one of the MCBP Z in the
article [33].
Under (Hy) and (I,), we can characterise ¢(0) and the behaviour of the spalLf.

Theorem 4.2.1. Assume that (H,) and (1) hold, then

1. the values 0 and ¢(0) are the only roots of the equation p(\) = 0, X € Ri. Furthermore,
either $(0) is equal to O or it belongs to (0, 00)%.

2. If E[Xi’j] = oo, for some i,j € [d], then ¢(0) > 0. Assume that E[Xf’j] < 00, for all
i,7 € [d], then ¢(0) = 0 if and only if p < 0.

When ¢(0) = 0, we say that the spal.f X drifts to —oo or oscillates. Moreover, it has been show
in the article [33] that when ¢(0) = 0, the MCBP Z becomes extinct a.s.
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4.3 Stop the spaLf

As say in the introduction, we already know the result in discrete space and one type continuous
settings. In those cases, all these results are obvious consequences of the construction of the solution
to the Lamperti representation L(r, X).

In continuous setting and d > 1, the solution is not constructive anymore but we are going to
show that the whole path of the spal.f X is, once again, not needed, that is it can be stopped at
T,. Moreover, we will see that T, can be expressed depending on Z.

Before we state the theorem, let us introduce a last definition. We say that the MCBP Z is
conservative if for all r € R%, P,(Z; € R%) = 1. In particular Z is defined on [0, 0o) and none of the
Lévy processes XU, j € [d], explodes.

Theorem 4.3.1. Let Z be a conservative d-types branching process issued from Zg =1 € Ri and
X the spaLf such that Z is the unique solution to the Lamperti representation L(r,X). Let T, be
the smallest solution to the system (r,X). Assume

for allr € R, Pr({tlim Z; =0} U {tlim Zt(i) =00, for alli € [d]}) =1, (4.12)
—00 —00

then
T, = lim A; a.s.,

t—o00

. g . t
where for allt >0, Ay = (AE ),...,Ag )) and for all j € [d], A,(fj) = fZéj)ds
0

Proof. First note that X € &;. According to the first point of the proposition 4.2.1, for all r €
(0,00)%, on the set {Tgl) < 00},

d
ZX%?J') ZX;.ZJ) ==
j=1

(4)

In particular, X** is continuous at 7T}
4.1.2 .

Moreover the condition (4.12) implies the existence of the limit . ligl Z;. Consequently, since Z
— 400

is conservative, we can apply lemma 4.1.2 to the MCBP Z and the spal.f X, that is to say

. Thus the spal.f X satisfies the assumptions of the lemmas

o0

Tr(Z) = lim A(Z) /Zgz)ds a.s., 1€ [d]
t—+00
0

O

When d = 1, condition (4.12) holds and it is natural to think that it is the case in general. When

d > 1 and ¢(0) = 0, according to [33|, the MCBP Z becomes extinct a.s. that is tli+m Z;=0.In
—+00

particular, the condition (4.12) always holds. Note that this condition is also satisfied in the neutral
case that is when for all s > 0 and all 4,5 € [d], ¢i(s,s,...,s) = ¢j(s,s,...,s). On the other hand,
we do not know any example of a MCBP which would not satisfy (4.12). When ¢(0) > 0, proving
this condition is an open question.

Let TOZ denotes the extinction time of the d-branching process Z, defined as
TZ = inf{t >0: 2 =0,Yj € [d]}.
Then according to the previous result, when Z is conservative

( i) A(J)

TZa je [d]
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Note that each coordinate of Z can be equals to 0 several times, even infinitely often, before time
T¢.

As a consequence, in the Lamperti representation, the whole path of the spal.f X is not needed.
Indeed, as in the one type case, the spal.f X can be stopped at T;.

Moreover, as in the one type case, the spal.f X can hit the negative levels in a finite time
a.s. whereas the MCBP Z, solution of the Lamperti representation L(r, X), does not become extinct
at a finite time a.s. For example, let Xg’j = —t and Xti’j =0 for all 7,5 € [d] and ¢t > 0 then for all
j€ldand t >0, Zt(J) =et

As a consequence of this theorem, we have the following inclusions of events

{HtZO:Zt:O}C{/sts<oo}c{tligl Z, = 0}.
— oo
0

This result will be used in a forthcoming paper [18] to study the extinction probability of the MCBP
7 and to distinguish the extinction in a finite time of the one at infinity.

Remark 4.3.1. As say in the introduction, in the multi-type continuous case, there is no definition
for multi-type branching forests. Nevertheless, let consider a neutral case that is when the total
number of children of an individual does not depend on its type. That is if the branching mechanism
@ is such that for all a« > 0, @j(a,...,a) = @(a) does not depend on j € [d].

In that case, if we forget types, the neutral MCBP 7 is a one type continuous branching pro-

d .
cess. As a consequence, it can be represented with a one-type branching forest. Thus, > Tr(z) =
i=1

i }oZgi)ds can be seen as the total mass of the population weighted by life-times. Indeed, in this
T;;no, an individual is counted as long as he lives. Then longer an individual lives in the population,
more the weighted mass zd: j’ozﬁ“ ds grows. In other words, if we read the branching forest associated
to Z with a breath first ;:;T%h algorithm (that is reading tree after tree, generation after generation

d oo .
from left to right) then this weighted mass > [ Zél)ds can be seen as the reading speed of the forest.
i=10

d oo .
As a consequence, the weighted mass Yy [ Zéz)ds matches the first hitting time at level —7 =
i=10
d - ~ -
— Y. 1 of a spectrally positive Lévy process (spLp) X. This spLp X s associated to the CBP Z of
i=1

branching mechanism @ through the Lamperti representation L (f, X)



Chapter 5

Extinction times of multi-type,
continuous-state branching processes

Let Z be a multi-type continuous state branching process (MCSBP), with family of probability
measures P, r € Ri, that is a [0, oo)d—valued Markov process, where d > 1 is some integer, satisfying
the branching property :

By i (e~ N2 = By, (emNENE,, (P20 X1y 1g € RE.

MCSBP’s were first introduced in the late 60’s by Watanabe [45] and there has been renewed interest
in such processes in more recent years with the works of Duffie, Filipovi¢ and Schachermayer [21],
Barczy, Li and Pap [4], Caballero, Pérez Garmendia and Uribe Bravo [13], Kyprianou and Palau
[33],...

Asymptotic behavior and extinction times are among the most studied questions in recent times.
In the articles [33] and [34], Kyprianou, Palau and Ren provide a counterpart to the well know case
of multitype Galton Watson processes by proving that the asymptotic behaviour of the MCSBP Z
is characterized by the value of the Perron-Frobenius eigenvalue of the mean matrix denoted here
by p. More specifically, extinction occurs if and only if p < 0. In this case, Z is said to be critical
(p = 0) or sub-critical (p < 0). When p > 0, the process is said to be super-critical and Z either
becomes extinct with positive probability or has exponential growth under a log-condition. As in
dimension one, the continuous case differs from the discrete one because extinction can either occur
at a finite time, that is there exists ¢ > 0 such that for all i € [d], Zt(l) = 0, or occur at infinity,
that is for all ¢ > 0, there exists i € [d] such that Zt(l) > 0 and tLieroo Zt = 0. When d =1, Grey’s

condition, see [23], gives a necessary and sufficient condition for the continuous state branching
process Z to become extinct at a finite time in terms of its branching mechanism, . It says that
Z becomes extinct at a finite time if and only if

* ds
/ @<oo. (5.1)

However, when d > 1, we do not know how to distinguish these two 'types’ of extinction. The aim
of this article is to give a multi-type Grey’s condition.

One of the major results used for our proof is the extension to the multitype case of the Lamperti
representation, recently obtained in [13]. This result asserts that Z can be represented as the unique
solution of the following equation,

d d
2,z =+ [ Yo XX ] ez,
i—1 fZﬁ”ds =1 fZng)dS
0 0

where X)) = t(X1J .. X%J) j € [d] are d independent Lévy processes such that for all j € [d],
X7 is a spectrally positive Lévy process, that is with no negative jumps, and for all i # j, X*/

79
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¢
is a subordinator. The right hand side of the above equation can be re-written as r + X (f sts)
0

where {X4,t € le_} is the spectrally positive additive Lévy field (spaLf) defined as the sum of the
d independent Lévy processes XU that is
X=X 44X, teRrd.

Note that the notion of spalLf has been defined and studied in a previous paper under the aspect
of fluctuation theory, see [17]. When d = 1, this result is due to Lamperti who asserts, in the
1970’s, that any time continuous branching process can be represented as a spectrally positive Lévy
process time changed by the inverse of some integral functional. Note that when d = 1, the Lamperti
representation is constructive, that is the branching process can be made explicit from the leading
Lévy process, whereas this is not the case in higher dimension.

Our main result states if the Laplace exponent @; of each diagonal Lévy process X% in the
above Lamperti representation satisfies the Grey’s condition, that is if

< ds ,

/ —— < oo, forallield, (5.2)
@i(s)

then extinction can only occur at a finite time. Moreover, when starting from r € ]R‘_‘f_, the process

Z becomes extinct with probability e (¢(0) where ¢ is the inverse of the Laplace exponent of the

spalf X. If (5.2) is not satisfied for some ¢ € [d], then Z can only become extinct at infinity. In any

case, it becomes extinct almost surely if and only if Z is critical or sub-critical.

This result indicates in particular that the off-diagonal subordinators X%, i # j have no influ-
ence on the nature of the extinction. It may appear rather counter-intuitive. However, thinking of
the neutral case may help to understand this phenomenon. Indeed, in the neutral case, that is when
the law of Zle X% does not depend on j, the MCSBP Z behaves like a single type continuous
state branching process. More specifically, Z @ ...+ Z@ ig a continuous state branching process
whose branching mechanism is the Laplace exponent ¢ of 25:1 X%, But provided X»'s are not
subordinator, which is excluded here, the asymptotic behavior at infinity of ¢ is the same as this
of ¢; for each i. Therefore ¢ satisfies Grey’s condition (5.1), that is Z can only become extinct at
a finite time and this occurs with positive probability, if and only if (5.2) is statisfied.

The next section is devoted to some reminders and preliminary results about MCSBP’s and
spalif’s. Then in Section 5.2 we state our main results and in Sections 5.3 and 5.4 we give proofs
of these results.

5.1 Preliminary results on MCSBP’s and spalLf’s

We use the notation Ry = [0,00) and [d] = {1,...,d}, where d > 1 is an integer. Vectors of
R? will be written in roman characters and their coordinates in italic, as follows: x = (T1,...,2q).
The ¢-th unit vector of Ri will be denoted e; = (0,...,0,1,0,...,0). We set 0 = (0,0,...,0) and
1=(1,1,...,1), respectively for the zero vector of R‘i and the vector of Ri whose all coordinates
are equal to 1. For s = (s1,...,84) and t = (t1,...,tq) € Ri, we write s <t if s; < ¢; for all ¢ € [d]
and we write s < t if s < t and there exists i € [d] such that s; < ¢;. We will denote by (x,y),
x,y € R the usual scalar product on R? and by |x| the euclidian norm of x.

5.1.1 Basics on MCSBP’s

Let ¢ be an element external to ]Ri and R = ]Ri U{d} be the one point Alexandrov compactifi-
cation of RY. An R-valued strong Markov process Z = {(Z)¢>0, (IP’r)rE]Rd+ } with 0 as a trap is called

a multitype (or a d-type) continuous state branching process (MCSBP) if it satisfies,

Eryirp[e” M2 = By [e MR, [e=ME0) £ >0, 1,10, A € RYE (5.3)
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where by convention e~ =0, for all A € R‘i. The property (5.3) is called the branching property
of Z. We recall that 0 is an absorbing state for Z and that it is the only absorbing state other
than 6. The branching property of Z implies directly the existence of a mapping (¢, \) — w(\) =

@), ..., ulP(\)) satistying
E [e~ 0] = =) ¢ >0 A\ r e RYE. (5.4)
From the Markov property of Z, we derive the semigroup property of us(\),
Wrs(A) = w(us(N)), forall s,¢>0and A € RY.

Moreover for each fixed t, us(\) is clearly positive, increasing, continuous and differentiable in .
It was first proved in [45] that for each A\ € R‘i, t — u(A) is differentiable in ¢ and is the unique
solution to the following differential system,
9
el A) = —o: (u (N
(S,) TR (A) = —@i(u (X)) Cicld t>o0.
u) (\) = \i

where each ¢; is the Laplace exponent of a possibly killed d-dimensional Lévy process X =
H(XM, ..., X4, The coordinate X®' is a (possibly killed) spectrally positive Lévy process and
X% j i are (possibly killed) subordinators. More specifically, we define a probability measure
P under which the processes X)), i € [d] are d independent possibly killed d-dimensional Lévy
processes. Then for each i € [d], ¢; is defined by

Ele=X") = M £>0, A=(\,...,\) €RY.

Its Lévy-Khintchine decomposition is written as,

d
1 — X
PiN) = =i = Y ajid; + 50} - /R S e ™ - gy mildx), AERE, (5.5)
j=1

+

where o; > 0, (aj,i)z’,je[d] is an essentially nonnegative matrix i.e. a;; > 0 for ¢ # j, ¢; > 0 and m; is
a measure on R? such that 7;({0}) = 0 and

/R AR + S0 Azy) | () < oo

d
+ JF#i

The mapping ¢ = (1, ..., pq) is called the branching mechanism of the MCSBP Z. We emphasize
that for each i € [d], ¢; is a convex function. Moreover, for all j # i and A1,..., \j—1, Ajq1,..., g
the function A; — ¢;(\) is non increasing and whenever X*' is not a subordinator, the function
Ai — @i(\) tends to oo as A\; — oo. Conversely, still according to [45], for each mapping such as ¢
in (5.5) there exists a unique (in law) MCSBP Z = {(Z)t>0, (Pr)reRi} with branching mechanism
. Note that MCSBP’s belong to a more general class of processes called affine processes. Existence
and uniqueness of the solution of equation (S,) is proved in this general setting in [21].

A MCSBP Z is said to be conservative if for all r € RZ and ¢t > 0, P,(Z; € R%) = 1. From (5.4)
this can be expressed in terms of the Laplace exponent of Z as e™(0) = 1 for all r € ]R‘i and
t > 0, so that Z is conservative if and only if

u(0) =0, forallt>0and i€ [d]. (5.6)

When d = 1, it is proved in 23] that Z is conservative if and only if its mechanism ¢ satisfies

/0+ |¢CEZ>| o
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When d > 1, finding necessary and sufficient conditions on the branching mechanism for Z to be
conservative is an open question which is not our purpose here. However, let us note that if for

some i € [d], ugi) (0) =0, for all t > 0, then from (S,), for all ¢ > 0,

9 (i i i
S0 = =P 0),..uV(0).0,uV(0)......u? (0)

= 0.
But ¢; is non increasing on all coordinates j # i, so that
1 i—1 i+1 d
il (0),-. .y (0),0,uV(0), . 0 (0) > o

and hence o; = 0. Therefore, if Z is conservative, then for all i € [d], o; = 0. Since our objective is
to obtain conditions for extinction, we are only concerned with conservative processes. This justifies
to assume throughout the paper that

a; =0, foralliel[d.

There also exists a pathwise connection between MCSBP’s and their branching mechanism which
will be of great use for our results. For d = 1, this has been known for a long time as the Lamperti
representation, see [35] and [11]. This representation has recently been extended to the multitype
case in [22] and [13], see also [14] for discrete valued processes. More specifically, let X, i € [d]
be d independent Lévy processes whose Laplace exponents have the form (5.5) and r € Ri. Then
Theorem 1 in [13] asserts that there exists a unique solution to the equation,

d t
Zt(z) — i+ ZXi,j /Zgj)ds , t>0, i€ld]. (5.7)
Jj=1 0

Moreover, if P, denotes the law of the solution Z; = (Zt(l), cey Zt(d)), t >0, then Z = {(Z¢)>o0, (Pr)reRi}
is a MCSBP with branching mechanism ¢. Conversely, every MCSBP can be obtained from this
construction. Note that the paper [13] actually treats the more general setting of affine processes.

5.1.2 Some reminders on spaLf’s

Whether characterized analytically through the differential system (Sy,) or path by path through
equations (5.7), MCSBP’s require a good knowledge of the underlying Lévy processes X), j € [d]
in order to be properly studied. Note that in equation (5.7), these Lévy processes live in different
time scales and that the leading process is actually the multivariate stochastic field

d
X=X o+ X0 = (S X . for t=(t,...,t5) €RL.
J=1 ield)

This process is called a spectrally positive additive Lévy field (spalf) and has been studied in [17]
from the aspect of fluctuation theory. The mapping ¢ defined above is actually the Laplace exponent
of this spal.f, that is

E[e—u,xo] — e(tp(N) . toA€ Ri'

Similarly to the case d = 1, the construction of the solution of (5.7) only requires the paths of X up
to its first hitting time at level —r. This notion of first hitting times for spalf’s has been defined in
[17] as the smallest solution to the system

d
(r, X) Y XH =—r, i€ lds, (5.8)

j=1
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where ’smallest’ is to be understood in the usual partial order of R? and [d]s = {i € [d] : s; < o0}.

We will denote by T, = (Tr(l), U i r(d)) this solution and we will refer to it as the (multivariate)
first hitting time of level —r by the spaLf X = {Xy,t € Ri} In a purely formal way we may set,

T, = inf{t : Xy = —r}. (5.9)

Let us now state two important hypothesis which will be in force throughout this paper. The
first one is,
(Hy) Dy, ={N€RL : p;j(N) > 0,5 € [d]} is not empty.

Assuming (H,,) simply allows us to exclude the spal.f’s which do not hit any level, almost surely, see
Theorem 5.1.1 below. When d = 1 this boils down to exclude subordinators. Our second assumption

regards the mean matrix M = (mij)i,je[d]’ where m;; = E(Xi’j) = — /l\li% a—)\icpj()\). We say that
M is irreducible if for all 4, j € [d], there exist n > 1 and some indices i = iy,...,4, = j such that

for all k € [n — 1], m;;;, ., # 0. Note that for all i, j € [d], m;; € (—o0,00]. A MCSBP Z is said to
be irreducible if the mean matrix M of the underlying spal.f X in the Lamperti representation is
irreducible. We will also sometimes say that the spal.f X is irreducible. When X is integrable, that
is when m;; < oo, for all 4, j € [d], Perron-Frobenius theory asserts that M has a real eigenvalue p
with multiplicity equal to 1 and such that the real part of any other eigenvalue is less than p. In
this case the MCSBP Z will be said to be subcritical, critical or super critical according as p < 0,
p=0orp>0.
The following result is proved in [17], see Proposition 2.1, Theorems 3.1 and 3.2 therein.

Theorem 5.1.1. Let X be a spaLf and for r € R, let T, be its first hitting time of level —r as
defined above. Then,

1. P(T, € RY) > 0 for some (and hence for all) r € RL if and only if (H,) holds.
2. If (H,) holds then there is a mapping ¢ = (¢1,. .., ¢q) : Ri — [0,00)¢ such that

EleMT0] = ¢=®6()  \ e RY (5.10)

Moreover, for all A € (0,00)%, ¢(X\) € Dy, and the mapping ¢ : (0,00)% — D, is a diffeor-
morphism whose inverse is ¢ : Dy, — (0, 00)?, that is

e(p(N), A€ (0,00)%

3. If X s irreducible and if (Hy,) holds, then the values 0 and ¢(0) are the only solutions of
the equation (X)) = 0, A € R%. Moreover, either $(0) = 0 or $(0) € (0,00).

An immediate consequence of Theorem 5.1.1 is the following expression of the probability for the
first hitting time to be finite on each coordinate,

P(T, € RY) = e~ @900, (5.11)

When d = 1 we derive directly from the Lamperti representation (5.7) the almost sure equality
T, = fooo Zsds. The general case is much more delicate to deal with. Indeed, the underlying spal.f
being multi-indexed, it may reach the level —r through infinitely many different paths. However,
provided the following assumption

for all r € RY and i € [d], lim Zt(i) exists and belongs to [0, 00], Py-a.s. (5.12)
t—00
holds, the expected result is true and has been proved in [19]. It is stated as follows.

Proposition 5.1.1. Let Z be a MCSBP and let X be the underlying spaLf in the Lamperti
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representation (5.7). Assume that Z satisfies (5.12). Then for all i € [d],

7O = / 20 gs.
0

As mentioned above, condition (5.12) is satisfied when d = 1. It is also satisfied for instance
when the process is irreducible, (H,) holds and ¢(0) = 0. In this case, the spal.f X is necessarily

integrable and critical or subcritical. Then from [34], P, (tlim Zy = 0) =1, for all r € RY, see
—00

also Proposition 5.2.1 below. Finding necessary and sufficient conditions for (5.12) to hold is an
open problem. Actually we have no example of an irreducible MCSBP that would not satisfy this
condition.

Let us finally, specify that since the results of this paper are only concerned with distributional
properties of MCSBP’s; when refereing to such a process Z, there will be no ambiguity in mentioning
the underlying spal.f X in the Lamperti representation (5.7).

5.2 Main results

We start by fixing some natural conditions for the study of extinction times. When Z is not
irreducible, several subsets of types (that is sub-vectors of Z) can have independent asymptotic
behaviours. In such cases, the study of extinction of Z is reduced to the study of partial extinction
of its irreducible classes. Therefore in order to study the extinction property, it is natural to assume
that is Z irreducible.

On the other hand, recall that from Theorem 5.1.1 if (H,) does not hold, then the underlying
spalLf satisfies P(T, € Ri) =0, forallr € Ri and we can derive from the Lamperti representation,

(5.7), that P, <tlim 7y = O) = 0, that is, with probability one, extinction does not hold. Therefore,
—00

throughout the rest of this paper, we will assume that
Z is irreducible and (Hy,) holds.

Then, recall from Theorem 5.1.1 that the branching mechanism ¢ : D, — (0, o0)? of Z admits an
inverse that is denoted by ¢.

We first provide some relations between the probability of extinction and the mechanism of a
MCSBP.

Proposition 5.2.1. Let Z be a MCSBP, then for allr € R,

P, (tllm 7 = 0) < e~ gpg (5.13)
P, (tllglo Zy = 0) =1 if and only if ¢(0) = 0. (5.14)

In the later case, we say that Z becomes extinct almost surely. If moreover, condition (5.12) is
satisfied, then for allr € RY,

1 — — _<r7¢(0)>
P, (tlggo 74 0) e : (5.15)

We define the probability of extinction at a finite time under P;, r € Ri by,
¢r :=P(Z¢ = 0 for some t > 0).

Since the family of events {Z; = 0} is non decreasing in t and converges to the event {Z; = 0 for some t > 0},
the probability ¢, can be written as

¢ = lim P.(Z; =0). (5.16)

t—-+o0



5.2. MAIN RESULTS 85

Note also that from (5.4), for all ¢ > 0, the mapping A — u; () statisfies u;(\) < u ('), whenever

A < X. Moreover, the limit us(co) of us(A) when all coordinates A1, ..., A\ of A tend to oo does not
depend on the relative speeds at which the \;’s tend to co and satisfies,
P.(Z; = 0) = e~ {mue(>o)) (5.17)

The probability of extinction ¢, depends on the finiteness of u;(c0) as follows.

Proposition 5.2.2. Let Z be a MCSBP. Assume that none of the processes X% for i,j € [d]
such that i # j is a compound Poisson process. Then we have the following dichotomy:

(i) either for allt >0 and i € [d], ugl)(oo) = 00 and then for allr € RY \ {0}, ¢, = 0,

(i7) or for allt >0 and i € [d], u%i)(oo) < 00 and then for allt >0 andr € RL, P.(Z; = 0) > 0
and hence g > 0. In this case, if moreover ¢(0) = 0, then g = 1, for allr € ]Rfl,_.

Our goal is to distinguish between two types of extinction defined by the two exhaustive events
{tlim Z:=0 and Z, > 0, for all t > 0} and  {Z; = 0 for some ¢ > 0} .
— 00

In the first case, we will say the extinction occurs at infinity and in the second case we will say that
extinction occurs at a finite time. Then, we wish to find conditions bearing on the mechanism ¢
allowing us to determine if extinction holds at a finite time or not. The probability for Z to become
extinct at infinity under P, r € ]Ri will be denoted as follows:

@ =P.(lim Z; = 0 and Z; > 0, for all ¢ > 0).
t—o00

Let us briefly recall the case d = 1. Let ¢ be the branching mechanism of the continuous state
branching process Z. If the following integral condition, called Grey’s condition, is satisfied,

(Gy) /w£<m,

then extinction can occur only at a finite time. Moreover, under (G,,), if Z starts from r > 0, then
the probability of extinction is e ") where ¢ is the inverse of ¢, see [23]. If (Gy) is not satisfied,
then extinction of Z can only occur at infinity.

Let us now consider the general case d > 1. To this aim, we denote by ¢; the Laplace exponent
of the spectrally positive Lévy process X*?, that is
Pi(s) = pi(se;), s=0. (5.18)

Note that since (H,,) is satisfied, none of the processes X' is a subordinator, so that lim @;(s) = cc.
5§—00
Then let us introduce the following condition bearing on this Laplace exponent,

o0

(G9) /%<m.

We are now able to state our main result. It provides an extension for MCSBP of Grey’s condition.

Theorem 5.2.1. Let Z be a MCSBP such that none of the processes X fori,j € [d], i # j is
a compound Poisson process.

1. Assume that (Gg)) is satisfied for all i € [d]. Then Z can only become extinct at a finite
time, that is ¢ = 0 for all v € ]Rfl,_. Moreover,

— i —0) = ¢ (1¢(0))
@ =P (tlggo Lt = 0) =e , (5.19)

for allr € Ri.
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2. Assume that (Gg)) is not satisfied for some i € [d]. Then, Z cannot become extinct at a
finite time i.e. g =0, for all v € RY \ {0}. Moreover,

(1) if $(0) = 0, then Z becomes extinct at infinity, almost surely, that is,
=1,

for allr € R4 \ {0},
(73) if condition (5.12) is satisfied, then

= : —0) = ¢ (1:0(0))
G =P, (tlggozt 0> e , (5.20)

for allr € RY \ {0}.

Let us say a few words about the exclusion of compound Poisson processes. If for instance, type
1 is such that for all j # 1, X1 is either identically equal to 0 or is a compound Poisson process,
then there is an a.s. positive random time 7 such that th’j =0, for all j # 1 and ¢t € [0, 7].
Hence we derive from (5.7) that if r is such that r; = 0, then Zt(l) = 0, for all ¢t € [0,] for some
a.s. positive random time . If moreover conditions (Gg )) are satisfied for all j # 1, then from part
(1) of the theorem, the process Z restricted to types 2,3, ..., d can reach 0 with positive probability.
Moreover, it is reasonable to think that this hitting time of 0 can occur in the time interval [0, 7]
with positive probability. Therefore, the probability of extinction at a finite time of Z is positive in
this case. Actually, whenever there exist processes X%/, i # j that are compound Poisson processes,
it is possible that more than one condition (Gg)) is required for the process not to become extinct
at a finite time. A general result including compound Poisson processes could be proved, but we do
not think this case is much relevant.

Since (5.12) is satisfied when d = 1, part 2. of Theorem 5.2.1 can be reduced to the following
statement in this case: If (G) is not satisfied, then Z cannot become extinct at a finite time and
for all 7 € Ry \ {0},

_ . . _ _—19(0)
p (7o) e oo

As far as we know, (5.21) is never mentioned in the literature.

5.3 Proof of Propositions 5.2.1 and 5.2.2

Proof of Proposition 5.2.1: The Lamperti representation (5.7) yields the following path by path
relation between Z starting at Zg = r and the first passage times of its underlying spal.f,

{lim Zy = O} C {Tr/ € ]Ri}, for all 1’ such that 0 < r, < r;, for all ¢ € [d]. (5.22)

t—00
Indeed, it follows directly from equation (5.7) that for Z to be as close to 0 as possible, the spal.f X
has to reach all possible levels 1’ such that 0 <} < r;, for all ¢ € [d]. Together with (5.11) inclusion
(5.22) implies that

P, (tlim 7y = 0) < e {20) " for all 1 such that 0 < ri < r;, for all i € [d],
—00

which gives (5.13) by continuity.

Then we derive from (5.13) the direct part of (5.14). Let us now assume that ¢(0) = 0. Then
from part 3. of Theorem 3.2 in [17], this implies that the underlying spaLf is integrable, that is
E(X7]7) < oo, for all 4,5 € [d], and that Z is critical or subcritical. Finally, it is proved in Theorem

2 and Remark 1 of [33] that when Z is critical or subcritical, P, (tl_i>m Zi = 0) =1, for all r € RL.

Let us now prove the last assertion of Proposition 5.2.1. Set fooo Zgds = (fooo Zs(i) ds)‘ d and
1€

note that under condition (5.12) the inclusion

o
{/ Zods € Ri} - {hm 7, = o}, P-a.s.
0 t—00
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holds. Recall from Proposition 5.1.1 that under condition (5.12), T, = fooo Zsds, Pr-a.s. for all
r € R%, so that from (5.11) and the above inclusion,

dy — o—(re(0)) i —
P(T, eRY) =e <P (thm Zt—0>.
We conclude from (5.13). O

The next two lemmas will be needed in the proof of Proposition 5.2.2.

Lemma 5.3.1. For all A\ € D, andt > 0, ui(\) € Dy, and for alli € [d], the mapping t — ugi)(k)
(1)

is decreasing. Moreover for all i € [d], the mapping t — u; ' (00) is decreasing.

Proof. Let A € D,. Then for all i € [d], gtuf)(x)yt_o = —;(\) < 0 so that for all h small

enough, ug)()\) < Ai. That is [up(A), A] == [Lepq [ug)()\), Ai] # 0. Thanks to the theorem of finite
increments, for all A > 0 small enough, there exists A" € [up(A), A] such that

() =) = ) =) = 32 (1) =) 5l ).

J=1

where we have used the semigroup property of us(\) in the first equality. Then making h tend to
zero, we obtain

() ) — (4) A )
lim U, (A) —ug (A) _ 0 ugl)()\)—k
h—0 U;Z)()\) _ /\z 8)\2

0 ny (2.0 N0
g(%u Wl (oWl ) 5t

9
- Z*"J Yo D0 >0,

where the inequality follows from the fact that for all 7, j € [d], A\; — ugi)()\) is strictly increasing

by definition. This yields,

: t+h()‘) e ) 9 @) 0 Wi -1
flng%) u l)o\) py - (‘)tut () ot u; (A)]e=o > 0.

Thus %ugz)()\) has the same sign as %ut (A lt=0 = —¢i(A) < 0 since A € Dy,. In conclusion, it
follows from the differential system (S,) satisfied by u and ¢, for all A € D, t > 0, and i € [d]

0

S 0) =~ () <0,

that is us(\) € Dy, and for all 7 € [d], t — ugi)()\) is decreasing.
The last assertion is a consequence of the previous one, but it is also straightforward from (5.17).
O

Lemma 5.3.2. Assume that none of the processes X fori,j € [d] such thati # j is a compound

Poisson process. Then either for all t > 0 and i € [d], ugi)(oo) < 00, or for allt >0 and i € [d],
(i)

uy (00) = oo.
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Proof. Assume that there exists ¢ > 0 such that uti)(oo) = oo for some i € [d]. Let j such that
j # i and X"/ is not identically equal to 0. Such an index exists since X is irreducible. Assume

moreover that ugj )(oo) < 00. Since X% is not a compound Poisson process, ¢; tends to —oo on
the coordinate i. Therefore, since ugi)(oo) = 00, we have ¢;(u;(00)) = —oo and this contradicts the
fact that us(co) € D, following from Lemma 5.3.1. In other words, for all j € [d] such that j # ¢
and X%/ is not identically equal to 0, ugj )(oo) = 00. By irreducibility, we deduce that for all j € [d],

uij)(oo) = 00. We have proved that, if there exists ¢ > 0 and ¢ € [d] such that ugi)(oo) < 00, then

for all j € [d], ugj)(oo) < 00. Moreover from Lemma 5.3.1, for all s >t and j € [d], ugj)(oo) < 00.
Now let 7 = inf{s > 0 : ugi)(oo) < 00}. Thanks to previous arguments, 7 = 7(*) does not

depend on i € [d]. Assume 7 € (0,00). For 0 < s <7and 7—s <t <7, forallie[d and A € D,

w0 = u () | = (o0) = o0

We obtain a contradiction since ugﬁs(oo) < 00. O
Proof of Proposition 5.2.2: It has already proved in Lemma 5.3.2 that either for all ¢ > 0 and
i € [d], ugz)(oo) = oo or for all t > 0 and i € [d], uff)(oo) < o0o. Now recall from (5.17) that
P.(Z; = 0) = e~ {()) " Hence if for all t > 0 and i € [d], ugz)(oo) = oo then for all ¢ > 0 and
r € R%, P, (Z; = 0) =0, so that for allr € R, ¢, = Jim P,(Z, = 0) = 0.

—00

Again from (5.17), if for all ¢ > 0 and 7 € [d], ugi)(oo) < 00, then for all ¢ > 0 and r, P,(Z; =
0) = e ™) > 0 and ¢, € (0,1]. Assume moreover that ¢(0) = 0 and let us show that
lim u;(o0) = 0. Thanks to the semi-group property of u;(A), for all s,¢ > 0 and ¢ € [d],

t—+00

ufy(o0) |l () = u (w(N) | = (s(o0)). (5.23)

Note that from (5.14) and the dominated convergence tlim w(\) = 0, for all A € RY. Since by
—00
(i)

assumption, 1,(co) € R%, we derive from (5.23) that tlgglo Uy 4(00) = tlg(r)lo ugi) (us(o0))=0. O

5.4 Proof of Theorem 5.2.1

For i € [d], let us call the i diagonal branching process the continuous state branching process
Z® which is solution of the one-dimensional Lamperti representation,

t
70 =y 4 x4 / ZWds |, t>o0. (5.24)

0

Its branching mechanism corresponds to the Laplace exponent ¢; of X " whose definition is given
in (5.18). Then the Laplace exponent @) of Z(®) satisfies for all o > 0,

8 (i G

i) =)

1102)(04) = .
Extinction at a finite time of the ith diagonal CSBP’s is characterized through Grey’s condition for
Pi, see (Gg)) right after (5.18).

Let us start with the proof of part 1. of Theorem 5.2.1. Let ¢ be the Laplace exponent of some
spalf satisfying (Gg)), for all ¢ € [d]. We will show that ugl)(oo) < 00, for all £ > 0 and i € [d] and
use Proposition 5.2.2. For this purpose, we need the following series of Lemmas.

We first show that in the case d = 1, when the mechanism is a bit more general than the Laplace
exponent of a spectrally positive Lévy process, the system (S,) still admits a unique solution with
nice properties.
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Lemma 5.4.1. Let so > 0 and f : [sg,00) — [0,00) be some continuous, increasing function such
that f(so) =0 and st ds/f(s) = o00. Fix d > sg and let

T ds

5 f(s)
Set F(o0) = Ih_}ngo F(z). Then F : (sp,00) — (—00,F(00)) is a bijection. Let us denote by
F~1: (—o0, F(c0)) — (s0,00) its inverse. Then for all X\ > sqg, ug(A) = F~Y(F(\) —t) is the

unique solution of the differential equation

Qut = —J\ut ) >
{ i () = =), £>0 (5.25)

F(z)= x € (s0,00).

For all X\ > sq, the function t — ui(N\) is decreasing and lim ug(N\) = sg. Moreover, lim ug(\) <
t—00 A—00

0o, for all t > 0 if and only if [5°ds/f(s) < oo

Proof. Let A > so. Then the function ¢ — F~1(F()\) — t) is clearly differentiable and we readily
check that it satisfies (5.25). Uniqueness of the solution is given by integrating the function t —
——ut( )/ f(ug(N)) through an obvious change of variables allowing us to write

/A ds _
w) F(8)

and the expression of u; follows. O
Let ¢;; be the Laplace exponent of the Lévy process X & that is
pij(a) = gjae;), a>0, (5.26)

and note that ¢;; = ¢; according to our previous notation. Then let us consider the following
mappings:

gr=min{@;, i€ [d}, ¢= v, oi(\)=0N)+> &)
i#j JF
Let A={A€R?\ {0} : A =Xy = = Ag).

Lemma 5.4.2. For all A € A, the differential system

admits as a solution the mapping t — v¢(\) given by

o) = =0 = FTYFEW) — t),

for all t > 0, where F is given as in Lemma 5.4.1, with f(x) = ¢+ (d — 1)p.

Proof. This is a consequence of Lemma 5.4.1 and the fact that for all A € A and i,5 € [d],
@i (A) = ¢} (A). (Note also that ¢ — v¢()) is the only solution such that U(l)()\) == Ut(d)()\).) O

Lemma 5.4.3. For all j € [d] there exists i # j such that p;; # 0. Moreover, for all j € [d] and
xe R\ {0},

Z@z] <SDJ A).
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As a consequence, for all j € [d] and X € RY \ {0},

pi(A) < @i ().

Proof. The first assertion follows from irreducibility. Then by definition,

d
> ii(N) Zam)‘ +/ (A X>1{\x|<1}+z — 1) 7;(dx)
i=1

i=1
d
d - > Nz
and the result follows from the inequality, > (e %% — 1) < e i=1 — 1. The last assertion
i=1
is a consequence the straightforward inequality ¢3(A) < Zf 1@ij(Ni), for all j € [d] and X €
R\ {0}. O
Corollary 5.4.1. For all A € A andt > 0, u(A) < ve(A).
Proof. Fix A € A and recall that for all ¢ > 0, v¢(A\) € A. Then
llo(>\) = Vo()\) =
0, : 9. ) .
and Ol (femo = —0i(N) < ~0i(N) = Sl Wleco, i € [d].

Thanks to Taylor’s formula, for ¢ > 0 small enough, ugi)()\) < vt(i)()\) for all i € [d].
Let 7() = inf{t > 0 : u,gz)()\) > v,@()\)} >0 and 7 = min7® > 0. Assume 7 < co. By definition

€ld]
of 7 and by continuity, there exists at least one i € [d] such that ug-l)()\) = v.(rl)()\) and for all j # 4,

ugj)()\) < ’ugj)()\). Recall from Lemma 5.4.3 that for all A € R% and j € [d], ©;(N) < cp](/\) and
note also that if k # j, then Ay — ¢7(A) non increasing. Let I = {i € [d] : ug)()\) =l ( )}, then
for all i € I,

ot Wlimr = — il () < ~7 (0r(N)) <~} (v7(N)) = 2ol Wlecr

This implies that for ¢ > 0 small enough, ugﬁ)rt()\) < Uflt()\) for all ¢ € I and this refutes the
assumption 7 < co. We conclude that for all A € A, ¢ > 0 and i € [d], ugl)()\) < vgz)(/\). O

In particular, when X tends to infinity, we obtain for all £ > 0,

u(o0) = /\Erfoo w(A) < )\Erfoo vi(A) = vi(00) .

We are now able to conclude the proof of part 1. of Theorem 5.2.1. Since (Gg)) are satisfied for
all ¢ € [d], we can check that

/OO ds <
@(s) = (d—1)p(s) ‘
Indeed, lgn |@(s)]/s is bounded by a constant and since (Gg)) are satisfied, we have lgn i(s)/s =

oo, for all i € [d], so that lgn @(s)/s = oo. Hence the above integral is finite if and only if
S o

I @Céi’) < 00. Then note the inequality #S) < max;eg) ﬁ(s) < Zie[d] ﬁ which is valid whenever

s)?
s > 0 is such that @;(s) > 0 for all i € [d]. This yields,

/°° ds Z/Oo ds

ic[d]
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From Lemma 5.4.2, s — vgl)(sl) == vﬁd)(sl) is the solution of the differential equation (5.25)

in Lemma 5.4.1, with f(s) = ¢(s) — (d — 1)p(s). Hence from Lemma 5.4.1, lim U,Ez)(sl) < oo for
S§— 00

all t > 0 and i € [d]. Then as observed in Lemma 5.4.3, ¢*(\) < ¢(A), for all A € RZ \ {0}. Hence

from Corollary 5.4.1, for all A € A and i € [d], ugi)()\) < vt(i)()\), so that uy)(oo) < oo, for all t >0
and ¢ € [d]. Then from part (i7) of Proposition 5.2.2, if ¢(0) = 0, then ¢, = 1.
Now assume that ¢(0) > 0 and let us prove that ¢ = e~ %) From (5.17) this equality is
equivalent to
k= kW, kD) = lim uy(cc) = ¢(0). (5.27)

S§—00

In order to prove (5.27), we will use the semi-group property. That is for all i € [d], s,t > 0 and
AeRe,
u ) = uf” (0, (V). (5.28)

Recall that for all s > 0, us(co) € ]R‘_f_. Then using the semi-group property (5.28) for s > 0 large

enough and making A tends to infinity, we obtain by the continuity of ugz),

uf(00) = i (us(o0). (5.29)

Then recall that from (5.17) the mappings s +— ugi)(oo), i € [d] are decreasing. Recall also from

(5.27) the definition of k. Then from (5.29) and by continuity of ugz) again, we obtain when s tends
to oo, for all i € [d],

kO = D (k) . (5.30)

Therefore ¢ — (k) is constant, so that from (S,), ¢(k) = 0 and hence from part 3. of Theorem
5.1.1, k € {0,¢(0)}. Moreover, thanks to Lemma 5.3.1, for all A € D, and ¢ > 0, u;(\) € D, thus
k € D,,. Then observe that ¢(0) is the only solution of the equation ¢(\) = 0 in D, see for instance
the beginning of the proof of Theorem 3.4 in [17]. This shows that k = ¢(0) and we conclude that

QG = e~ {2(0)  Then note that ¢ <Py <tlim 7i = O). We derive from these inequalities and (5.13) in
— 00
Proposition 5.2.1 that P, (hm 7y = 0) — ¢~ (0) Since {Z; = 0 for some t > 0} C { lim Z, = 0}
t—o0 t—o00

and these two events have the same probability, we conclude that they are equal, a.s., so that ex-
tinction can only occur at a finite time.

Let us now prove part 2. of Theorem 5.2.1. We will show that if one of the diagonal CSBP’s
becomes extinct at infinity, that is if (Gg) ) does not hold for some i € [d], then Z also becomes
extinct at infinity. Let i € [d] and first note that since ¢; is non increasing in the variables A;, for
j #1, for all A € (0,00)4,

ei(A) < pildier) = @i(A) -
Take A € D, so that from Lemma 5.3.1, us(\) € D, and in particular, ¢;(us(X)) > 0, for all

s > 0. Then we derive from the differential system (S,,) that for all s > 0, %
—PilUs

integrating over [0,¢] and using the above inequality, we obtain for all ¢ > 0,

t 9, () t 9,1 i
t:/asus()‘)ds>/6‘sus'(>\)dsz/v Ndoz _
o —pi(us(A)) 0 —@i(ul? (V) u ) Pile)

t

=1, so that

Since none of the Lévy processes X%’ is a subordinator, lim ¢;(s1) = oo, for all i € [d], so that
S$—00

there is A > 0 such that for all s > A, s1 € D,. Fix ¢t > 0 and make A\ = s1 tend to infinity. If
ugl)(oo) < oo and if (Gg)) is not satisfied, then the right hand side of the above inequality tends to
(i)(

0o, which is a contradiction. Therefore u; ’(00) = co. Thanks to Lemma 5.3.2, we deduce for all

t>0andi€ [d], ugz)(oo) = oco. In particular, for all r € RZ \ {0}, P,(Z; = 0) = e~ ue(®) = 0
Thus ¢ = tlim P,(Z; = 0) = 0 and the MCSBP Z can only become extinct at infinity. If ¢(0) = 0,
—00
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then we derive from (5.14) in Proposition 5.2.1 that Z becomes extinct at infinity almost surely,
that is P, (tlggo Z:=0 and Z; > 0, for all t > o) — 1, for all r € R% \ {0}, which proves 2.(i)
of Theorem 5.2.1. If condition (5.12) is satisfied, then we derive from (5.15) in Proposition 5.2.1
that P, (tllglo Z; =0 and Z; > 0, for all t > 0) = e*<r’¢(0)>, which ends the proof of Theorem 5.2.1.



Conclusion

This second part enables us to prove all the results announced in the first one. We saw that
whenever the multi-type results are very similar to the one-type ones, proofs require some precau-
tions.

In the first chapter, we developed the fluctuation theory of spectrally positive additive Lévy
fields (spaLf) X. The first difficulty was to define a first hitting time T of such a field. Then we
saw that the fluctuation theory for spalf differs from the one of spectrally positive Lévy processes
(spLP) because the natural order (<, <) on R? is not total anymore and that whenever the value
of the spalf at its first hitting time, X, is completely determined, it is not the case for the matrix
field X associated to the spalf. This lead us to the study of the couple (T, X) and a generalisation
of the Kemperman identity through image measures.

In the second chapter, we treated a first application of this fluctuation theory for spal.f to the
study of the associated continuous multi-type branching process (CMBP) Z. Once again, we saw
that a trivial result in one-type case or in discrete state case becomes more complicated in the
multi-type case. In order to prove the equality between the first hitting time Tz, and the total

oo
"mass" of the population [ Zsds, we now needed a condition over the asymptotic convergence of
0

the CMBP. Note that in dimension one, this convergence is satisfied by all CBP but it is still on
open question for multi-type cases.

In the last chapter we established a multi-type Grey’s condition which is an accumulation of d
one-type Grey’s condition. The idea of the proof was to compare the solution of differential system
(S) leading by some branching mechanisms. It turns out that it was not enough, thus we had to
extended these differential systems (S) to a bigger family of function, called general mechanisms.

As in dimension one, we saw that the Lamperti representation and the fluctuation theory can
once again give some answers to the study of MCBP. Moreover, all the differences and complications
encountered during this thesis prove the own interest of the study of spal.Lf and MCBP.

This work opens other questions. One can dig deeper in the fluctuation theory of spalf them-
selves. One can also continue to study asymptotic behaviour of MCBP and perhaps answer to the
open question on the convergence condition (2.17).
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Résumeé : Les processus de branchement (PB) en
temps et espaces discrets sont des objets mathéma-
tiques introduits dans la deuxiéme moitié du X 1.X°
siécle afin d’étudier la potentielle extinction d’une
population. Dans les années 1960, J. Lamperti et
M. Jifina étendent ces PB au temps et espace conti-
nus (PBC). En 1967, J. Lamperti montre que ces
PBC peuvent étre représentés a l’aide de processus
de Lévy spectralement positif (PLsp). Le compor-
tement asymptotique du PB peut alors étre carac-
térisé par I'exposant de Laplace de ce PLsp, ap-
pelé mécanisme de branchement. Ce mécanisme de
branchement donne lieu a la condition de Grey per-
mettant de distinguer les extinctions en temps fi-
nies de celles a I'infini d’'un PBC. Dans ce manus-
crit, nous nous tournons vers les PBC multi-types
(PBCM) i.e. nous distinguons les individus de la po-

champs de Lévy, théorie des fluctuations, processus de branchement continus multi-types,

pulations par un type déterminant leur comporte-
ment. A.E. Kyprianou, S.Palau, M. Barczy, G. Pap
ont étudiés les asymptotiques de ces PBCM. Néan-
moins, il n'y avait pas a ce jour de condition de
Grey multi-types. Autrement dit, nous n’étions pas
capables de distinguer les extinctions finies et infi-
nies d’'un PBCM. Le but de ces travaux de these a
donc été d’établir une telle condition. Pour ce faire,
nous avons utilisés la représentation de Lamperti
multi-types représentant le PBCM par un certain
champ de Lévy. Dans un premier temps, il nous a
donc fallut étudier les fluctuations de ces champs
afin de pouvoir étudier leurs temps d’atteinte de
niveaux négatifs. Finalement, nous avons pu éta-
blir une condition de Grey multi-types caractérisant
I'extinction du PBCM en fonction de celles de ses
PBC diagonaux.
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Title: Spectrally positive additive Lévy fields and multi-types continuous branching processes

Keywords: Lévy fields, fluctuation theory, multi-type continuous branching processes, Grey’s condition

Abstract: The discrete time and space branch-
ing processes (BP) have been introduced at the end
of the XIXth century in order to study the extinc-
tion of a population. In the 1960’s, J.Lamperi
and M. Jifina generalise this BP to a continuous
time and space setting (CBP). In 1967, J. Lamperti
shows that the CBP can be represented with a spec-
trally positive Lévy process (spLp). The asymp-
totic behaviour of the CBP is characterized by the
Laplace exponent of this spLp, called branching
mechanism. This branching mechanism enables us
to state the Grey’s condition which distinguishes
the finite and infinite extinction of the CBP. In this
thesis, we are interested in the multi-types CBP
(MCBP) i.e. an individual bears a type which char-

acterises its behaviour. A.E.Kyprianou, S.Palau,
M. Barczy, G.Pap have studied the asymptotics
of MCBP. Nevertheless, there was no multi-type
Grey’s condition. In other words, we could not
distinguish finite and infinite extinction in multi-
type case. The aim of this works was to establish a
multi-type Grey’s condition. To this end, we used
the Lamperti representation which represents the
CMBP with a particular Lévy field. In a first hand,
we had to study the fluctuation theory of these fields
in order to use its hitting time of negative levels.
Finally, we established a multi-type Grey’s condi-
tion for a MCBP which characterize its extinction
in terms of the ones of its diagonal CBP.



