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Introduction générale

Contexte du travail

Les matériaux composites biosourcés suscitent un engouement réel et actuel
dans le monde industriel. Ce type de matériaux résulte de la combinaison d’une
matrice polymère (biosourcée ou non) et de renforts naturels, sous forme de fibres
(comme le lin, le chanvre ou la fibre de coco), ou de granulats farines. Dans le
contexte actuel où les industriels doivent se tourner vers des matériaux de rempla-
cement recyclables, plus légers et plus respectueux des normes environnementales,
les composites biosourcés s’avèrent un choix d’avenir intéressant. Ce type de maté-
riaux est actuellement utilisé dans certaines applications industrielles, notamment
dans le domaine de l’automobile. Par exemple, l’utilisation de pièces composites
renforcées par des fibres de lin, a permis un gain de masse de 50% pour un plan-
cher de coffre automobile. De plus, l’utilisation des composites biosourcés répond
également à de nouvelles réglementations (2015) plus restrictives en terme de dé-
veloppement durable, telle que la réduction des émissions de gaz à effet de serre
au seuil de 130 g de CO2 par km. Cependant, le choix de remplacer les matériaux
composites conventionnels par des biosourcés ne peut être réalisé que si leurs per-
formances sont pleinement contrôlées afin de répondre aux normes de qualité et
de production inhérentes au monde industriel. Le développement des procédés
de fabrication industriels nécessite donc de quantifier la variabilité des perfor-
mances des pièces en composites biosourcés, due au caractère naturel des fibres.
Ainsi, la connaissance du mécanisme de transfert de la variabilité à l’échelle des
fibres vers l’échelle macroscopique est primordiale. En effet, les matériaux com-
posites biosourcés, comme les matériaux classiques, doivent respecter les normes
techniques imposées, avec des performances équivalentes d’un point de vue méca-
nique, thermique, ou encore acoustique. De plus, d’un point vue économique, ils
doivent mener à des coûts de production proches de ceux des matériaux classiques
utilisant des fibres synthétiques.

6
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La présente thèse est réalisée dans le cadre du projet structurant VARIATION,
financé par la région Hauts-de-France et par le Fonds européen de développement
régional (FEDER). Ce projet s’inscrit dans une dynamique de recherche novatrice
visant à étudier et intégrer la variabilité dans la modélisation numérique des ma-
tériaux composites biosourcés. L’objectif du projet est de mettre en place une mé-
thodologie numérique non-déterministe, prenant en compte les incertitudes sur les
propriétés matériau et physique intervenant aux différentes échelles d’un compo-
site biosourcé. La modélisation numérique est réalisée d’une part, à l’aide des outils
de modélisation et de simulation développés au sein du Laboratoire des Techno-
logies Innovantes (LTI) de l’Université de Picardie Jules Verne (UPJV), basés sur
la Méthode des Éléments Discrets (MED). D’autre part, une approche probabi-
liste est utilisée, permettant d’introduire la variabilité dans le modèle numérique
développé et de propager les incertitudes. La méthode stochastique Certain Ge-
neralized Stresses Method (CGSM), développée au sein du laboratoire Roberval
de l’Université de Technologie de Compiègne (UTC), est étendue et couplée dans
cette thèse à la MED.

L’approche numérique développée vise à prédire le plus fidèlement possible
la capacité d’une structure composite biosourcée à répondre à des exigences mé-
caniques spécifiées d’une part, et d’autre part de guider l’industriel dans l’op-
timisation des performances de ces structures. La présente thèse contribue à la
réalisation de cet objectif à travers la caractérisation expérimentale des propriétés
élastiques d’un composite biosourcé et la modélisation numérique stochastique du
comportement du matériau. La mise au point du modèle numérique a nécessité
le développement d’une approche nommée Halo permettant de contrôler la dis-
persion de la contrainte, inhérente à la MED. Par ailleurs, la modélisation de la
variabilité a été introduite à l’aide d’une formulation CGSM étendue aux poutres
3D avec cisaillement transverse. Cette formulation met en évidence les propriétés
matériau et physique de chaque poutre 3D pouvant être représentés par des pa-
ramètres incertains. Le module de Young microscopique peut ainsi être modélisé
par une variable aléatoire. Ensuite, le couplage MED-CGSM est proposé afin de
prédire la variabilité de la réponse du modèle, pour permettre de quantifier la va-
riabilité d’un déplacement et du module de Young macroscopique au niveau d’un
Volume Élémentaire Représentatif (VER).

Originalités du travail

Dans ce travail de thèse, une méthodologie numérique basée sur le couplage
entre la MED et l’approche probabiliste CGSM est proposée afin de prédire, de
manière fiable et robuste, le comportement mécanique d’un matériau composite
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biosourcé fibreux en prenant en compte la variabilité des propriétés de la fibre de
lin. Cette contribution présente trois grandes originalités.

La première originalité de ce travail consiste au développement de l’approche
nommée Halo permettant de contrôler le niveau de dispersion de la contrainte lo-
cale calculée. En effet, la modélisation par la MED induit un champ de contrainte
hétérogène, y compris dans le cas où la contrainte est théoriquement homogène,
ce qui peut mener à une surestimation de la contrainte locale, notamment pour
la prédiction de l’initiation et la propagation de fissures. Dans le but de contrôler
cette dispersion, l’approche numérique Halo introduite à une échelle mésosco-
pique, permet d’évaluer la contrainte sur un Élément Discret (ED) en prenant en
considération la contribution de ses voisins. L’approche Halo est validée dans le
cadre de matériaux homogènes et hétérogènes, et s’avère particulièrement efficace
pour contrôler le champ de contrainte et minimiser sa dispersion. De plus, cette
méthode peut être adaptée à d’autres grandeurs physiques comme la déformation
ou le flux thermique lesquels sont également très sensibles à l’hétérogénéité de
l’empilement particulaire.

La deuxième originalité est l’extension de la formulation CGSM aux poutres
3D avec cisaillement transverse. En effet, jusqu’alors, cette approche a été déve-
loppée pour l’analyse statistique des structures isotropes et homogènes de type
poutre 2D et barre 2D, ainsi que pour les structures de type plaque et coque,
notamment pour les structures composites multicouches. L’approche probabiliste
CGSM est basée sur une hypothèse mécanique considérant que les efforts géné-
ralisés sont indépendants des propriétés matériaux et physiques. Dans ce travail
de thèse, une nouvelle formulation CGSM du déplacement et de la rotation est
introduite pour les structures de type poutre 3D avec cisaillement transverse. La
formulation CGSM constitue un méta-modèle du modèle éléments discrets de ré-
férence et elle dépend des propriétés matériau et physiques qui peuvent ainsi être
considérées incertaines.

La troisième originalité de cette contribution est le développement du cou-
plage entre la MED et l’approche probabiliste CGSM pour prédire la variabilité
du comportement mécanique d’un matériau biosourcé. En effet, cette méthode sto-
chastique avait jusqu’alors été couplée uniquement avec la méthode des éléments
finis. Le couplage MED-CGSM est introduit pour les formulations CGSM de dé-
placement et de la rotation pour les poutres 3D avec cisaillement transverse. Des
simulations Monte Carlo sur ce méta-modèle couplé permettent alors d’étudier
la variabilité du comportement mécanique d’un matériau hétérogène, en tenant
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compte de propriétés matériaux ou physiques incertaines. Ainsi, la propagation
des incertitudes est modélisée à l’échelle microscopique vers à l’échelle du VER.

Plan du mémoire

Le premier chapitre de ce mémoire de thèse décrit les fibres naturelles les plus
souvent utilisées comme renfort dans les matériaux composites biosourcés. Un état
de l’art des différentes approches analytiques et numériques permettant l’évalua-
tion des propriétés effectives des matériaux hétérogènes est également présenté.
De plus, la modélisation des paramètres incertains et différentes méthodes de pro-
pagation des incertitudes sont rappelées.

Le second chapitre fait l’objet d’une étude de caractérisation expérimentale
d’un composite biosourcé. Ce matériau est élaboré à base de fibres de lin et d’une
matrice époxy biosourcée. Des essais de traction longitudinale et transversale sont
réalisés, et exploités à l’aide de la corrélation d’images. Les propriétés élastiques
macroscopiques (modules de Young longitudinal et transversal, coefficient de Pois-
son) sont alors évaluées, et leur variabilité est quantifiée.

Le troisième chapitre est consacré à la présentation du modèle cohésif de type
poutre utilisé pour décrire un milieu continu à l’aide de la MED. La cohésion est
modélisée par un élément poutre reliant chaque paire d’ED en interaction. Ainsi,
les paramètres microscopiques attribués au réseau de poutres sont différents des
propriétés élastiques équivalentes du milieu modélisé. Un processus de calibration
est alors nécessaire pour faire le lien entre les deux échelles. En guise de validation,
des comparaisons avec des modèles analytiques existants sont fournies. De plus,
des essais numériques de traction et de torsion sont également réalisés pour éva-
luer les résultats du modèle cohésif de type poutre, en termes de force, d’énergie
de déformation et de champs de déplacements.

Le quatrième chapitre est dédié au développement de l’approche Halo, dont
l’objectif est de contrôler le niveau de dispersion de la contrainte dans la modé-
lisation par la MED. Tout d’abord, la dispersion de la contrainte est évaluée en
fonction des propriétés microscopiques du modèle poutre. Ensuite, l’approche est
appliquée au milieu homogène et la taille du Halo est directement liée au niveau
de dispersion de la contrainte. Puis, l’approche est appliquée au champ de dé-
formation pour montrer son adaptabilité à d’autres grandeurs physiques. Enfin,
l’approche Halo est validée sur un essai brésilien en comparant les résultats fournis
par le modélisation discrète et la méthode des éléments finis.
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Le cinquième chapitre présente le développement de l’approche Halo dans le
cadre de matériaux hétérogènes. Des modèles constitués d’une seule inclusion
(sphérique ou cylindrique) noyée dans une matrice sont tout d’abord proposés.
Puis, un modèle numérique du composite lin - bioépoxy (chapitre 2) est introduit.
Deux exemples de VER mono- inclusion et multi-inclusions sont alors étudiés.

Le sixième chapitre porte sur le couplage de la MED avec l’approche pro-
babiliste CGSM. Des formulations CGSM du déplacement et de la rotation sont
introduites pour les poutres 3D avec cisaillement transverse. Le couplage est validé
dans la configuration nominale sur un ensemble d’exemples de structures compo-
sées de poutres 3D. La variabilité du déplacement et de la rotation est ensuite
étudiée pour un modèle de VER, en considérant le module de Young microsco-
pique incertain pour chaque poutre. Finalement, des simulations de Monte Carlo
sur la formulation CGSM permettent de propager les incertitudes de l’échelle mi-
croscopique à l’échelle macroscopique, afin d’évaluer l’influence de la variabilité
du module de Young microscopique sur celle du module macroscopique.
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1 Introduction

Les matériaux composites à base de fibres naturelles suscitent un engouement
grandissant dans le monde industriel. Dans le contexte actuel où des matériaux
de remplacement à la fois plus légers et plus respectueux des normes environ-
nementales sont recherchés, ces matériaux présentent divers avantages en termes
de légèreté, de réduction des émissions carbone et de recyclabilité. Cependant,
en dépit de ces intérêts, l’industrialisation des matériaux composites à base de
fibres naturelles ne peut se réaliser pleinement sans une meilleure maîtrise de leurs
performances mécaniques. Dans ce contexte, plusieurs approches analytiques et
méthodes numériques ont été développées pour l’étude et la prédiction du com-
portement mécanique de ce type de matériaux. De plus, compte tenu du niveau
important de variabilité des propriétés mécaniques et géométriques des renforts
utilisés, il s’avère nécessaire d’intégrer des approches probabilistes permettant de
quantifier les incertitudes sur ces propriétés puis de les propager depuis l’échelle
microscopique à l’échelle macroscopique. Ce chapitre présente tout d’abord un état
de l’art sur les fibres naturelles les plus souvent utilisées dans l’élaboration de ces
matériaux composites. Ensuite, les approches analytiques et numériques utilisées
pour modéliser ce type de matériaux et leur microstructure sont discutées. Fi-
nalement, un état de l’art sur la modélisation des paramètres incertains et les
méthodes stochastiques pour l’analyse probabiliste de la variabilité est présenté.

2 Les fibres végétales

2.1 Présentation des fibres végétales

Les fibres naturelles peuvent être d’origine minérale, animale ou végétale.
• Les fibres d’origine minérale, comme l’amiante ou la sépiolite, sont souvent

utilisées pour leurs propriétés thermiques et électriques. Toutefois, l’utilisa-
tion de ce type de matériaux est assez limitée vu le risque qu’elle représente
au niveau des maladies du système respiratoire.

• Les fibres animales, comme la laine, la soie de vers ou d’araignées, sont des
matériaux légers et biodégradables, caractérisés par de très bonnes proprié-
tés de contrainte à la rupture [121]. Cependant, la production de ce type
de fibres naturelles reste faible et n’est pas garantie pour permettre leur
utilisation dans l’industrie.

• Les fibres végétales sont classées suivant leur provenance et leur forme
comme illustré sur la Figure I.1. Contrairement aux fibres animales, la pro-
duction des fibres végétales assure la disponibilité des ressources pour une
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large utilisation dans l’industrie (Tableau I.1), notamment dans le domaine
du textile.

Fibres 
libériennes

Chanvre

Jute

Lin

Ramie

Lif de palmier

Fibres issues 
des feuilles

Sisal

Raphia

Bananier

Diss

Palme

Fibres issues du 
fruits et graines

Coco

Coton

Kapok

Noix de datte

Fibres issues 
des tiges

Bambou

Blé

Riz

Alfa

Palmier 

Fibres de 
bois

Fibres 
agricoles

Fibres végétales

Figure I.1 – Classification des fibres végétales en fonction de leur provenance et
de leur forme

Ce type de fibres naturelles peut être extrait du fruit, de la tige ou encore
de la feuille d’une plante. Généralement, les fibres situées dans les tiges sont
les plus intéressantes en termes de propriétés mécaniques. Afin d’être utilisées
dans les domaines du textile ou des matériaux composites, les fibres végétales
peuvent être tricotées, tissées ou tressées. Elles sont caractérisées par une forte
variabilité du diamètre le long de la même fibre [41], et par une variabilité de
l’épaisseur de leur paroi cellulaire résultant de la porosité fibreuse [225]. En effet,
les dimensions des fibres végétales dépendent principalement du niveau et des
conditions environnementales de croissance de la plante. Ceci peut aussi affecter
la morphologie de la fibre végétale qui représente un facteur important dans la
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Table I.1 – Production annuelle des fibres végétales [21]

Fibre végétale Origine Production mondiale (× 103 Tonnes)

Sisal Feuille 380
Jute Tige 2500

Chanvre Tige 215
Lin Tige 810
Coco Fruit 100

compréhension du transfert de contrainte aux interfaces fibre-matrice [173]. Parmi
les fibres végétales les plus populaires, nous pouvons citer :

Les fibres de sisal
Le sisal est une fibre extraite des feuilles d’un agave, plus communément l’agave
Sisalana présenté sur la Figure I.2. Cette plante est originaire du continent améri-
cain, principalement du Mexique mais aussi du sud-ouest des États-Unis, d’Amé-
rique centrale et d’Amérique du Sud. La fibre de sisal est souvent utilisée dans la
vannerie, la décoration, la mode et même l’art floral.

Figure I.2 – L’agave Sisalana [3]

Les fibres de chanvre
Le chanvre est une variété de plante de la famille des Cannabaceae (Figure I.3). Il
est principalement produit en Europe, mais la France est aujourd’hui le principal
producteur. Le chanvre est utilisé pour sa grande rigidité et son intérêt économique
dans plusieurs domaines, comme la construction, les cosmétiques, l’alimentation
et les matériaux composites à matrice thermoplastique.
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Figure I.3 – Le chanvre [2]

Les fibres de jute
Elles sont obtenues à partir de l’écorce du jute (Figure I.4) et sont principalement
produites en Inde et au Bangladesh. La fibre de jute a plusieurs utilisations, no-
tamment la fabrication de sacs et l’élaboration de matériaux composites à matrice
thermoplastique [208].

Figure I.4 – Le jute [6]

Les fibres de lin
Le lin (Figure I.5) est une plante annuelle comprenant de multiples variétés. Il
s’agit de la plus ancienne fibre textile au monde. La quantité de lin produit en
Europe représente 80% de la production mondiale, la France en produit 50% et
concentre la majeure partie des surfaces agraires dédiées au lin textile. La fibre
de lin est aussi souvent utilisée comme renfort dans les composites à matrice
thermoplastique pour les structures internes dans l’industrie automobile. Ce type
de composites est utilisé dans la fabrication des carrosseries de voitures depuis
1941, de par leur bonne résistance sous impact [165].

Figure I.5 – Le lin [1]
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2.2 Propriétés mécaniques des fibres végétales

Les fibres végétales sont considérées comme de bons renforts pour les ma-
trices thermoplastiques ou thermodurcissables grâce à leur résistance relativement
grande et leur faible densité. En général, les composites renforcés par des fibres
naturelles présentent des propriétés mécaniques comparables à celles des compo-
sites renforcés de fibres synthétiques. En effet, Van de Velde et al. [53] ont montré
que les fibres de lin, de chanvre, de jute et de sisal se caractérisent par de bonnes
propriétés mécaniques, comparables à celles de la fibre de verre en termes de
résistance mécanique et module de Young (Tableau I.2).

Table I.2 – Exemples de propriétés de fibres végétales comparées à celles des
fibres de verre [163]

Fibres Densité Résistance Module de Young Allongement
(g/cm3) (MPa) (GPa) (%)

Sisal 1.33 600-700 38 2-3
Jute 1.46 400-800 10-30 1.8

Chanvre 1.48 550-900 70 1.6
Lin 1.4 88-1500 60-80 1.2-1.6
Coco 1.2 175 4-6 30

Verre-E 2.5 2000-3500 70 2.5
Verre-S 2.5 4570 86 2.8

Cependant, en raison de leur origine naturelle, les fibres végétales présentent un
niveau de variabilité de propriétés beaucoup plus important que leurs homologues
synthétiques. La composition chimique, les propriétés de surface, le diamètre, la
forme de la section transversale, la longueur, la résistance et la rigidité des fibres
végétales sont sujettes à une grande variabilité, ce qui affecte les propriétés mé-
caniques de celles-ci. Par ailleurs, ces propriétés dépendent de la culture (climat),
des conditions de récolte et de la transformation [213]. En plus du niveau de va-
riabilité élevé des propriétés mécaniques des fibres végétales, l’absorption d’eau,
l’anisotropie, la faible tenue thermique (200 à 300 °C max), la discontinuité des
fibres et l’imprévisibilité des stocks sont des inconvénients majeurs qui limitent
l’utilisation de ce type de matériau dans l’industrie. Toutefois, ce type de fibres
présente de multiples avantages à savoir un faible coût, des propriétés mécaniques
intéressantes, une bonne isolation thermique et acoustique. Elles sont également
biodégradables et demandent peu d’énergie pour leur production [65, 165].
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2.3 Propriétés mécaniques des composites à base de fibres
végétales

Les matériaux composites à base de fibres végétales n’ont cessé de se dévelop-
per et suscitent un intérêt grandissant auprès des professionnels dans plusieurs
secteurs industriels. En effet, les matériaux composites biosourcés constituent une
alternative écologique face à l’épuisement des ressources énergétiques d’origine
fossiles [63, 240]. L’idée principale derrière l’introduction des fibres végétales était
de réduire le coût des matières premières et les problèmes environnementaux, tout
en produisant des matériaux avec des propriétés acceptables [221], et une réduc-
tion de leur poids [193, 195]. De plus, il a été constaté que les composites à fibres
naturelles possèdent une meilleure résistance électrique, de bonnes propriétés mé-
caniques, d’isolation thermique et acoustique, ainsi qu’une plus grande résistance
à la rupture [56, 183, 192]. Daoud et al. [52], Assararar et al. [20] et Monti et
al. [166] ont étudié le comportement mécanique des composites renforcés par des
fibres naturelles. Ils ont démontré que les fibres naturelles possèdent des pro-
priétés mécaniques relativement élevées grâce à leur faible densité et de bonnes
performances en dynamique. Quelques exemples de propriétés mécaniques des
composites renforcés par des fibres végétales sont présentées dans le Tableau I.3

Table I.3 – Exemples de propriétés de composites renforcés par des fibres végé-
tales

Composites Résistance Module de Young Allongement Référence
(MPa) (GPa) (%)

Epoxy/Chanvre 106.3 12.69 1.18 [220]
Epoxy/Lin 153.6 15.97 1.34 [220]
Epoxy/Jute 83.9±5.25 3.24±0.3 - [66]

Polypropylène/Chanvre 37.8 1.21 5.21 [68]

2.4 Fibre de lin

2.4.1 Origine, culture et extraction de la fibre de lin

Le lin est la plus ancienne fibre textile au monde, il a été cultivé à l’origine
afin de confectionner des tissus et des cordages [127]. Avec le chanvre, le lin est à
présent considéré comme la plante à fibres la plus cultivée en Europe, en particulier
en France. En effet, il est cultivé dans la zone côtière allant de la Normandie au
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Nord, en passant par le bassin Parisien (Figure I.6). Cette plante nécessite des
terres riches et un climat tempéré et humide. La disponibilité des ressources, la
production locale et donc la réduction de l’impact environnemental en réduisant
le transport sont des facteurs qui encouragent l’utilisation de ce type de matériaux
dans le milieu industriel.

Figure I.6 – Production du lin en France en 2017 [5]

Le lin est semé au printemps entre mars et avril selon les conditions météorolo-
giques de l’année. La croissance de la tige de lin s’étend sur envion 100 à 120 jours
après le semis. Une fois les tiges rouies, elles sont collectées sous forme de balles
puis stockées. Elles sont ensuite teillées pour extraire les fibres par des actions
mécaniques et ensuite peignées [28]. Les étapes d’extraction conditionnent l’état
des fibres obtenues. En effet, un procédé très sévère mécaniquement peut amélio-
rer la division des faisceaux et donc la qualité du renforcement [48], mais peut
également réduire les propriétés mécaniques des fibres techniques obtenues [24].
Le lin teillé ou la filasse représente les fibres longues récupérées et sont compo-
sées d’un ensemble de faisceaux. Les fibres longues sont privilégiées pour réaliser
des préformes tissées ou unidirectionnelles pour le renforcement des matériaux
composites.

2.4.2 Propriétés mécaniques en traction de la fibre de lin

Les faisceaux de fibres de lin sont plus faciles à manipuler que les fibres uni-
taires, toutefois, ils ne permettent pas d’obtenir des valeurs représentatives des
propriétés mécaniques d’une fibre [40]. En effet, la discontinuité des fibres de lin
induit des phénomènes de frottement et d’adhérence qui affectent l’évaluation de
la déformation propre à la fibre unitaire. Par ailleurs, la mesure de diamètre du
faisceau se trouve faussée à cause de sa section irrégulière. Plusieurs auteurs ont
évalué les propriétés mécaniques des fibres de lin [14, 23, 30, 64, 180, 186, 218].
Quelques résultats sont reportés dans le Tableau I.4.
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Table I.4 – Propriétés en traction de la fibre de lin selon son diamètre [233]

Diamètre Résistance Module de Young Allongement Référence
(µm) (MPa) (GPa) (%)

12-600 343-2000 27.6-103 1.2-3.3 [64]

76±16 470±165 37±15 1.4±0.5 [186]

15.8±4.1 733±271 49.5±3.2 1.7±0.6 [16]

21.2±6.6 863±447 48±20.3 2.1±0.8

15.8±4.5 808±442 51.1±15 1.6±0.4 [30]

15.6±2.3 741±400 45.6±16.7 1.7±0.6 [218]

15.8±4.1 733±271 49.5±3.2 1.7±0.6

2.4.3 Composites renforcés par les fibres de lin

Le lin est souvent utilisé sous forme de monofilaments [25, 162] avec différents
polymères. Barkoula et al. [25] ont étudié l’effet de la fraction volumique de fibres
sur les propriétés mécaniques du composite lin/Poly (PHB). Le lin est aussi utilisé
sous forme de mèches [15]. Oksman et al. [176] ont étudié l’utilisation de mèches
de lin comme renfort dans un polymère d’acide polylactique (PLA) afin d’amé-
liorer les propriétés d’impact. Andersons et Joffe [15] ont étudié la résistance à
la traction d’un composite unidirectionnel lin/vinylester afin d’établir la liaison
entre la résistance à la traction du composite et la fraction volumique des fibres.
De plus, le lin est utilisé comme renfort dans les matériaux composites sous forme
de torons [185]. Une étude de Lodha et Netravali [142] s’est intéressée aux pro-
priétés de résistance à la traction des composites d’isolat de protéine de soja (SPI)
renforcés par des torons de lin unidirectionnels. Le comportement mécanique à la
rupture du composite époxy renforcé par des torons de lin unidirectionnels sous
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charge statique a aussi été étudié. Il a été constaté que la direction de propaga-
tion de fissures est influencée par l’orientation et la fraction volumique des fibres
[114]. D’autres études ont été réalisées en utilisant des tissus de lin comme renfort
[19, 139, 158, 234]. En effet, Assarar et al. [19] ont comparé les propriétés de résis-
tance à la traction des composites époxy renforcés par des toiles de lin et de verre,
et Liang et al. [139] ont comparé le comportement en fatigue des composites époxy
renforcés par un tissu de lin et un tissu de verre. De plus, des recherches se sont
également intéressées aux effets des orientations horizontale et verticale des fibres
de lin sur la réaction au feu des composites, à travers des essais calorimétriques
[116].

De par le type de renfort utilisé dans le matériau composite, le procédé de
fabrication adopté peut également affecter les propriétés mécaniques en traction
du matériau, en modifiant la longueur et la distribution des fibres de lin [25]. Plu-
sieurs techniques d’élaboration de composites ont été mises au point, notamment
l’infusion [141, 234], le contact [19], le moulage par compression [25, 162] et le
moulage par injection basse pression (RTM) [15]. Quelques exemples de procédés
de fabrication seront présentés dans le chapitre II. Le choix du procédé à utiliser
dépend de la taille et la forme de la pièce composite à fabriquer, ainsi que des
propriétés des matières premières et du coût de fabrication [101].

3 Méthodes numériques pour la modélisation des
composites fibreux

La prédiction du comportement mécanique des matériaux composites consti-
tue un enjeu majeur duquel dépend leur développement dans le monde industriel.
Face aux limitations des modèles micromécaniques classiques à répondre à ce be-
soin en raison d’une microstructure souvent complexe des matériaux composites,
il s’est avéré nécessaire de mettre en place des outils numériques à la fois fiables
et suffisamment flexibles pour intégrer cette richesse d’informations le plus fidèle-
ment possible. Ainsi, plusieurs approches ont été proposées ces dernières décennies
pour répondre à cette problématique en utilisant la modélisation multi-échelles.
En effet, la modélisation par transition d’échelles permet de prendre en compte les
comportements locaux des différentes phases du composite, ainsi que leurs pro-
priétés géométriques et spatiales. Nous présentons dans cette section le principe
d’homogénéisation, les différents modèles analytiques et méthodes numériques les
plus souvent utilisés dans la modélisation des composites en général, plus parti-
culièrement des composites fibreux.
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3.1 Principe d’homogénéisation

Le principe d’homogénéisation est basé sur la substitution d’un Milieu Ho-
mogène Équivalent (MHE) par un milieu hétérogène, ce qui permet de prendre
en compte les hétérogénéités du milieu à des échelles pertinentes. Nous considé-
rons le domaine Ω représentant un matériau hétérogène (Figure I.7). L’objectif est
d’évaluer le comportement du matériau à l’échelle macroscopique en quantifiant
ses propriétés effectives. La première étape consiste à définir les phases constitu-
tives du matériau, leur répartition spatiale, leur géométrie, et leur comportement
mécanique. Afin de modéliser les hétérogénéités du matériau, deux échelles sont
considérées : l’échelle macroscopique du matériau dans sa globalité et l’échelle
microscopique au niveau des hétérogénéités. La deuxième étape est la localisa-
tion. Elle consiste à modéliser et définir le lien entre les champs locaux et les
grandeurs macroscopiques. En effet, lorsqu’un milieu hétérogène est soumis à une
sollicitation quelconque, des champs locaux différents des champs macroscopiques
appliqués apparaissent. Généralement, un déplacement E ou une contrainte Σ
uniformes sont appliqués pour évaluer respectivement les champs de déplacement
ε(x) ou de contrainte σ(x) locaux. Les champs microscopiques évalués dépendent
de la position x et sont reliés aux champs macroscopiques par ce que l’on appelle le
tenseur de localisation. Finalement, les propriétés effectives ou homogénéisées du
matériau sont déterminées en évaluant le tenseur d’élasticité homogénéisé Chom à
l’aide des approches analytiques ou numériques. Des exemples de ces deux types
d’approches sont présentés dans les sections 3.2 et 3.3.

Motif 
représentatif

Homogénéisation

échelle microscopique échelle macroscopique

Matériau homogèneMatériau hétérogéne

Domaine

Figure I.7 – Principe d’homogénéisation
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3.2 Évaluation du comportement effectif par des approches
analytiques

Dans le cadre du comportement élastique linéaire, il est possible d’évaluer
les propriétés effectives d’un motif simple représentatif d’un matériau hétérogène
en utilisant des expressions analytiques des tenseurs de localisation. Quelques
exemples des approches analytiques que l’on peut utiliser sont présentés dans ce
qui suit.

3.2.1 Problème de l’inclusion d’Eshelby

En 1957, Eshelby [69] a proposé une solution au problème de l’équilibre mé-
canique d’une inclusion de forme ellipsoïdale, plongée dans une matrice infinie
possédant les mêmes propriétés mécaniques que la matrice et soumise à une dé-
formation libre. Considérons le milieu élastique linéaire infini M représentant une
matrice de rigidité C, et I un domaine ellipsoïdal fini de M appelé inclusion (Fi-
gure I.8.a). L’inclusion I est soumise à une déformation ¯̄εLI libre de contrainte.

c(   )

M
I
L
I

E0

b(   )

M
I
L
I

a(   )

M
H

E0

Figure I.8 – Illustration du (a) problème de l’inclusion,(b) du problème de l’in-
clusion soumise à une déformation homogène (c) et du problème de l’hétérogénéité

Il a été démontré que la déformation ¯̄εI de l’inclusion I est homogène et uni-
forme à l’état d’équilibre, et qu’il existe un tenseur SE du 4e ordre reliant la
déformation libre à la déformation de l’inclusion (équation I.1) [69]. Ce tenseur,
nommé tenseur d’Eshelby, dépend des propriétés mécaniques de la matrice de ri-
gidité C et de la forme de l’inclusion I. Son expression générale est donnée par
Mura [172].

¯̄εI = SE : ¯̄εLI (I.1)

La solution du problème de l’inclusion avec une déformation libre peut être
étendue au cas où le milieu M est soumis à un état de déformation ¯̄E0 ou de
contrainte ¯̄Σ0 homogène à l’infini. Dans ce cas la déformation dans l’inclusion
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s’écrit alors :

¯̄εI = ¯̄E0 + SE : ¯̄εLI (I.2)

¯̄σI = ¯̄Σ0 + C : (SE − I) : ¯̄εLI (I.3)

En injectant l’expression de ¯̄εLI donnée par l’équation I.2 dans l’équation I.3, Fran-
çois et al. [82] ont obtenu la loi d’interaction donnée par l’équation I.4.

¯̄σI − ¯̄Σ0 = −C∗ : (¯̄σI − ¯̄E0) (I.4)

où C∗ = C : ((SE)−1 − I) est appelé le tenseur de Hill.

Le problème de l’inclusion I est équivalent à celui d’une inclusion hétérogène
H de même géométrie et de rigidité CH . Considérons que l’inclusion H est plongée
dans une matrice infinie M de rigidité C, soumise à une déformation homogène
¯̄E0 comme illustré par les Figures I.8.b et I.8.c. Soient ¯̄σH et ¯̄εH respectivement
la contrainte et la déformation associées à l’hétérogénéité, on a :

¯̄σH = C : ¯̄εH − C : ¯̄εpH = CH : ¯̄εH (I.5)

d’où l’expression de la déformation de polarisation ¯̄εpH :

¯̄εpH = −C−1 : (CH − C) : ¯̄εH (I.6)

L’équation I.2 peut alors être réécrite dans ce contexte comme suit :

¯̄εH =
(
I + SE : C−1 : (CH − C)

)−1
: ¯̄E0 (I.7)

d’où nous déduisons l’expression du tenseur de localisation pour l’hétérogénéité
(équation I.8). Plusieurs travaux récents se sont basés sur cette équation, notam-
ment pour démontrer le rôle clé de l’alignement des fibres dans le comportement
après flambage dans un composite [83], pour déterminer un estimateur efficace
pour le calcul de la rigidité équivalente des hétérogénéités ellipsoïdales multi-
phases [85], et aussi pour évaluer les propriétés effectives de deux inclusions dans
une matrice hétérogène [107]. De plus, cette équation est fondamentale pour plu-
sieurs modèles micromécaniques, notamment le modèle de Mori-Tanaka présenté
dans la section 3.2.2.

¯̄AH =
(
I + SE : C−1 : (CH − C)

)−1
(I.8)
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3.2.2 Modèle de Mori-Tanaka

Le modèle Mori-Tanaka [168] est utilisé dans le cadre de milieux hétérogènes
composés d’inclusions plongées dans une matrice. L’hypothèse adoptée ici fait que
les inclusions sont réparties de manière statistiquement isotrope. Par conséquent,
les inclusions se comportent en moyenne comme des inclusions isolées plongées
dans une matrice soumise à la déformation moyenne de la matrice ¯̄εm. Le lien entre
cette déformation moyenne et la déformation de chaque inclusion est alors établi à
l’aide du pseudo-tenseur de localisation Ti, solution du problème de l’hétérogénéité
donné par l’équation I.8

¯̄εi = Ti : ¯̄εm (I.9)

avec Ti = (I + SEi : C−1
i : (Ci − Cm))−1

Le tenseur de localisation de chaque phase est donc donné par l’équation I.10

Ai = Ti :
 n∑
j=1

cjTj

−1

(I.10)

où cj est la fraction volumique de la phase j et n est le nombre de phases. Le
tenseur de rigidité homogénéisé s’écrit alors :

CMT = Cm +
n∑
i=2

ci(Ci − Cm) : Ti :
 n∑
j=1

cjTj

−1

(I.11)

Dans l’équation I.11, les interactions entre les hétérogénéités sont modélisées
de manière très simple par rapport au problème réel beaucoup plus complexe. Le
calcul du comportement effectif ici est explicite, mais reste limité à un seuil de
fraction volumique d’inclusions modéré, typiquement inférieur à 25%.

3.2.3 Encadrement des propriétés effectives

Avant les années 80, l’encadrement des propriétés effectives a été la seule mé-
thodologie permettant d’estimer les propriétés des matériaux hétérogènes. De nos
jours, cet encadrement est considéré comme une approche complémentaire à l’éva-
luation du comportement effectif des milieux hétérogènes par les méthodes numé-
riques.

Voigt et Reuss : Les bornes du premier ordre de Voigt et Reuss représentent
l’encadrement le plus simple. La borne de Voigt est déterminée en supposant que
le champ de déformation microscopique est uniforme, et donc égal à la déforma-
tion macroscopique ¯̄ε(x̄) = ¯̄E. Le tenseur de localisation est donc égal à l’identité
¯̄A(x̄) = I. Dans ce cas, le tenseur de rigidité effective est calculé par la moyenne
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arithmétique des tenseurs de rigidité comme indiqué dans l’équation I.12, permet-
tant de déterminer ainsi une borne supérieure des rigidités effectives du milieu
hétérogène.

CV oigt =
n∑
i=1

ciCi (I.12)

La borne de Reuss est obtenue en supposant que le champ de contrainte microsco-
pique est uniforme, et égal à la contrainte macroscopique donnée par ¯̄σ(x̄) = ¯̄Σ.
Le tenseur de localisation dans ce cas est équivalent au tenseur identité ¯̄B(x̄) = I.
Le tenseur de souplesse homogénéisé est obtenu à l’aide de la loi des mélanges et
donné par l’équation I.13

SReuss =
n∑
i=1

ciSi (I.13)

Les bornes de Voigt et Reuss permettent d’obtenir des limites supérieure et infé-
rieure des propriétés effectives du milieu hétérogène (équation I.14). L’intervalle
de prédiction obtenu est très large et ne permet pas d’évaluer les propriétés ef-
fectives d’un milieu hétérogène avec précision. Ces bornes fournissent toutefois
un encadrement pour les résultats numériques ou analytiques, utilisé en guise de
validation.

CReuss ≤ C ≤ CV oigt (I.14)

Hashin et Shtrikman : Dans le but de déterminer des bornes plus précises et
plus resserrées que les bornes de Voigt et Reuss, les bornes d’Hashin et Shtrikman
[96], dites bornes d’ordre 2, ont été proposées. Elles s’obtiennent en associant au
milieu de référence les tenseurs de rigidité des deux phases extrêmes, la plus souple
et la plus rigide, à l’aide du problème d’Eshelby. La borne supérieure est obtenue
en affectant à la matrice le tenseur de rigidité Cmax (équation I.15)

CHS+ = 〈C : A+〉 : 〈A+〉−1 (I.15)

avec A+ = (C+C∗max)−1 : (Cmax+C∗max) et C∗max = Cmax : ((S∗max)−1 − I), et 〈X〉
dénote la moyenne spatiale d’un tenseur donné X sur le domaine étudié. La borne
inférieure est obtenue en affectant la rigidité Cmin à la matrice (équation I.16)

CHS− = 〈C : A−〉 : 〈A−〉−1 (I.16)

avec A− = (C + C∗min)−1 : (Cmin + C∗min) et
C∗min = Cmin : ((S∗min)−1 − I).
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3.3 Évaluation du comportement effectif par des approches
numériques

Compte tenu des limitations des modèles analytiques à prédire le comporte-
ment effectif des microstructures complexes, des approches numériques ont été
développées afin de prendre en compte davantage d’informations sur l’hétérogé-
néité du milieu et permettre ainsi de gagner en précision. A ce jour, plusieurs
méthodes existent dans la littérature. Les plus anciennes sont les méthodes d’ap-
proximation avec des fonctions de base, les méthodes de calcul avec des approches
énergétiques et le développement matriciel. La Méthode des éléments finis (MEF)
a permis de combiner ces méthodes d’approximation et de calcul, et de modéli-
ser par conséquent des structures plus complexes. D’autres méthodes numériques
ont également été développées pour modéliser ce type de microstructures, notam-
ment la Transformée de Fourier Rapides (TFR) et la MED. Nous présentons dans
cette section la notion de Volume Élémentaire Représentatif (VER) et quelques
exemples des approches numériques les plus souvent utilisées.

3.3.1 Volume Élémentaire Représentatif (VER)

Le Volume Élémentaire Représentatif (VER) peut être défini comme un motif
représentatif de la microstructure d’un domaine. Le choix de ce motif, périodique
ou pas, joue un rôle très important dans la modélisation numérique. La difficulté
réside dans la construction d’un VER suffisamment représentatif du milieu mo-
délisé. Pour cela, plusieurs hypothèses et critères ont été proposés :

• Le VER doit être suffisamment large pour éviter les effets de bord pouvant
être introduits par les conditions aux limites imposées [177, 189]

• Le VER doit inclure un nombre suffisant d’hétérogénéités (vide, inclusion,
fibre...) [95, 98]

• Le coût de calcul est un paramètre important à prendre en considération
dans le choix de la taille du VER

• La taille du VER est choisie en fonction de la propriété effective à évaluer
[88, 112], du type de microstructure [112] et de la fraction volumique des
hétérogénéités [89]

• Le VER doit être statistiquement représentatif du milieu macroscopique
modélisé [177]

En plus des critères liés aux dimensions du VER, la morphologie des inclusions,
leur nombre et leur fraction volumique totale sont aussi à prendre en considéra-
tion lors de la construction d’un VER. En effet, plusieurs travaux se sont intéres-
sés à la génération aléatoire de VER avec des inclusions sphériques, elliptiques,
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sphéro-cylindriques [86, 87, 242] ou encore un mélange de sphères, de cylindres
et d’ellipsoïdes [135]. De plus, il a été démontré que la fraction volumique des
inclusions dans le VER peut atteindre entre 40% et 75% selon la morphologie des
inclusions [190]. Finalement, afin d’assurer une bonne représentativité, l’ensemble
des conditions et hypothèses présentées dans cette section doivent être respectées
pour effectuer une estimation des dimensions du VER pour chaque microstructure
donnée.

3.3.2 Méthode des Éléments Finis (MEF)

La MEF est parmi les méthodes numériques les plus souvent utilisées pour
évaluer les propriétés effectives. Les équations fondamentales de l’élasticité sont
données par l’équation I.17, où σij et εkl sont respectivement les tenseurs de
contrainte et de déformation, u est le vecteur de déplacement, C est la matrice de
rigidité et L la longueur du côté du VER. Le module de Young, le coefficient de
Poisson ainsi que le coefficient de cisaillement effectifs sont déterminés en imposant
des conditions aux limites adéquates pour chaque propriété élastique.


−div σ(u) = f + CL

σij(u) = Cijklεkl(u)
(I.17)

Une deuxième approche peut être mise en place en décrivant le champ de dé-
formation comme la superposition d’un champ macroscopique E et d’une défor-
mation microscopique périodique εper = ε(uper) résultant des fluctuations locales,
tel que : ε(u) = E + ε(uper). La formulation en contrainte dans ce cas est donnée
par l’équation I.18 où Ω est le volume du VER et n le vecteur normal à la surface
∂Ω. La résolution de ce problème est analogue à celle utilisée dans la première
approche présentée.



−div σ(Ex+ uper) = 0 ∈ Ω
σ n = 0 anti− periodique sur ∂Ω
σij(Ex+ uper) = Cijklεkl(Ex+ uper) ∈ Ω
〈σ〉 = Σ

(I.18)

Une troisième approche proposée consiste à représenter le problème de l’équa-
tion I.17 par un développement asymptotique en fonction d’un paramètre ε cor-
respondant au rapport entre les échelles microscopique et macroscopique [26, 191].

Cette méthode a été développée dans la cadre de plusieurs travaux pour la
modélisation des structures complexes et l’industrialisation de la MEF. En ef-
fet, des méthodes de modélisation comme la MEF à deux niveaux (EF2) [78],
permettant d’utiliser le calcul parallèle, ou encore la méthode XFEM (extended
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finite-element method) [125, 237], permettant de modéliser la fissuration et l’en-
dommagement, ont été proposées. La MEF est souvent utilisée pour modéliser et
étudier des composites fibreux. Plusieurs auteurs l’ont ainsi exploité pour évaluer
les propriétés mécaniques des composites à fibres courtes [92, 204, 243] et à fibres
longues [136, 151]. Cette méthode a également été utilisée pour étudier la rupture
et l’endommagement de ce type de matériaux. Parmi les contributions dans ce
domaine, Bouhala et al. [29] ont utilisé la méthode XFEM et le modèle de zone
cohésive pour étudier la rupture dans les composites renforcés de fibres longues,
Xu et al. [232] ont étudié l’endommagement progressifs des composites laminés,
Li et al. [137] ont étudié la déformation et la rupture d’un composite fibreux et
Tabrizi et al. [215] ont mené une étude numérique et expérimentale pour étudier le
comportement à la rupture d’un composite hybride fibreux à l’aide de l’émission
acoustique. La MEF a aussi été utilisée pour la modélisation et l’analyse ther-
mique des composites fibreux [202, 203], pour l’analyse numérique des réponses
viscoélastiques au fluage de composites renforcés par des fibres courtes [228], et
aussi pour des études dans le domaine électrique [160].

Par ailleurs, des techniques dites de mise à jour par éléments finis sont aussi
proposées. Elle consistent à utiliser la MEF pour résoudre des problèmes ther-
miques, structurels, d’écoulement de fluide, etc, en ajoutant de nouvelles informa-
tions prises en compte dans la modélisation ou en apportant quelques corrections
aux modèles [179]. Par exemple, Modak [161] a proposé une méthode de mise à
jour des modèles par éléments finis à l’aide de modes non corrélés, et Adel et al.
[12] ont développé un modèle simple pour prédire le comportement dynamique
des assemblages boulonnés dans les structures hybrides.

3.3.3 Transformée de Fourier Rapides (TFR)

La TFR [70, 159] est une méthode numérique également utilisée pour la déter-
mination des propriétés effectives. Contrairement à la MEF qui consiste à utiliser
un maillage de la structure étudiée, la TFR est basée sur la voxelisation d’un VER
où des propriétés spécifiques sont associées à chaque voxel. Cette approche consiste
à la résolution dans l’espace de Fourier des équations de Lippman-Schwinger [120]
données par l’équation I.19.


ε(x) = ε0 +

∫
Ω′
G0(x− x′) : σ(x)∂Ω′

σ(x) = (C(x)− C0) : ε(x)
(I.19)

où le domaine de référence est noté 0, C0 est le tenseur de rigidité du matériau
de référence, C(x) est le tenseur de rigidité du voxel de coordonnées x, et G0 est
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le noyau de Green donné par Mura [171].
Cette méthode est utilisée dans différents domaines, notamment dans l’étude

des matériaux composites fibreux. Ainsi, des travaux ont porté sur l’influence de
l’interphase fibre-matrice sur les propriétés mécaniques des composites à fibres
unidirectionnelles [226]. D’autres études ont ciblé la modélisation de l’endomma-
gement progressif des matériaux composites fibreux [212]. La TFR a également
été couplée avec d’autres méthodes numériques comme la MEF pour l’analyse de
l’endommagement dans les matériaux composites renforcés par des fibres de car-
bone [75]. De plus, la TFR a été utilisée pour l’analyse vibratoire des matériaux
composites fibreux [46, 241].

3.3.4 Méthode des Éléments Discrets (MED)

La modélisation discrete est une bonne alternative aux méthodes continues, of-
frant la possibilité de mieux comprendre et modéliser les phénomènes complexes à
des échelles très fines. Dans la littérature, deux catégories de modélisation discrète
sont proposées.

La première est basée sur la dynamique non régulière connue sous le nom de
Dynamique des Contacts (Non Smooth Contact Dynamics (NSCD)). Cette ap-
proche n’autorise aucune interpénétration des ED en contact. Par conséquent,
aucune flexibilité n’est attribuée au contact interparticulaire. La Dynamique des
Contacts [108, 167] utilise un schéma d’intégration implicite. La deuxième caté-
gorie, qualifiée d’approche explicite, a été introduite par Cundall et Strack en
1979 (Smooth Contact Dynamics). Cette approche autorise l’interpénétration des
ED en interaction en supposant un contact élastique. Elle consiste à discrétiser le
milieu modélisé par des ED (Figure I.9) interagissant avec leurs éléments voisins
par contact, ce qui facilite la modélisation des vides, des imperfections ou encore
des hétérogénéités.

Figure I.9 – Exemple de VER composé d’ED sphériques

La MED est une méthode numérique très utile pour la modélisation et l’étude
du comportement des systèmes granulaires [76, 97, 123, 230, 231, 236] rencontrés
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dans plusieurs domaines : tribologie [146], agriculture [244], géotechniques [44],
etc. Par ailleurs, cette méthode a également été utilisée pour modéliser des milieux
continus homogènes et hétérogènes. Dans ce contexte, plusieurs catégories de mo-
délisation par ED peuvent être trouvées dans la littérature. La première catégorie
est celle des modèles lattice, dans lesquels le solide est modélisé par un ensemble
de nœuds reliés par des éléments de type poutre [198, 199]. L’inconvénient de ces
modèles est que les noeuds n’ont généralement ni masse ni volume, ce qui peut
induire des problèmes numériques dans la simulation de l’endommagement. Afin
de résoudre ce problème, une deuxième catégorie de modèles numériques a été
proposée. Il s’agit des modèles particulaires dans lesquels pour chaque ED, une
masse et un volume sont attribués. La troisième catégorie, utilisée dans ce travail,
consiste à combiner les modèles lattice et particulaire. Afin de simuler un milieu
continu, le matériau est alors modélisé par un ensemble d’éléments discrets en
interaction. Il existe plusieurs lois d’interaction permettant de modéliser les liens
entre les ED en contact. Le modèle le plus simple est le modèle ressort avec une loi
de contact linéaire contrôlée par une raideur normale kn. Le deuxième modèle, en
plus d’une raideur normale kn, tient également compte d’une raideur tangentielle
kt. L’inconvénient de ces deux modèles est la non prise en compte des moments
générés au niveau du contact. Pour cette raison, un modèle plus complet a été dé-
veloppé [124] pour intégrer la notion de moment. Récemment, une formulation de
type poutre [18] a été proposée pour modéliser les efforts de cohésion entre chaque
paire d’ED en contact. Ce modèle a été par la suite enrichi [130] en y ajoutant
des termes de couplage entre les efforts tangentiels et les efforts de flexion dans la
matrice de rigidité de la poutre. Le principe de ce modèle ainsi que le processus
d’évaluation des propriétés effectives du VER sont détaillés dans le chapitre III.

Depuis quelques années, la MED est de plus en plus utilisée pour l’étude de
différents phénomènes mécaniques [18, 33, 90, 130], thermiques [104, 133, 184]
ou électriques [145]. En effet, dans la modélisation par la MED, l’association du
comportement cohésif aux éléments discrets permet de bien s’adapter à l’étude
des matériaux comme le béton [55, 206, 207], les roches [10, 91, 113] ainsi que les
matériaux composites fibreux [128, 130, 131, 148, 235]. Parmi les contributions
scientifiques dans le domaine des matériaux composites fibreux, Ismail et al. [105]
se sont intéressés à la génération des distributions aléatoires de fibres pour la mo-
délisation des composites stratifiés et Khattak et al. [115] ont étudié la réponse
en traction des composites polymères renforcés par des fibres de carbone. Ainsi,
plusieurs auteurs se sont intéréssés au développement de la MED pour la modélisa-
tion des phénomènes d’endomagement [106, 229], notamment dans les composites
fibreux [128, 148]. Dans ces travaux, la fissuration est étudiée en analysant les ef-
forts de contact entre chaque paire d’ED en interaction. La propagation de fissures
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se traduit alors par la perte de cohésion entre les contacts (Figure I.10), ce qui
évite des processus comme le remaillage lorsqu’une fissure se propage. Ainsi, dans
le cas d’une multi-fissuration, la MED apporte une certaine souplesse numérique
dans la gestion des discontinuités, ce qui la rend plus flexible et plus intuitive que
la MEF et ses variantes.

Sur la base de travaux récents, il a été démontré que le modèle cohésif de
type poutre [130] est plus pertinent que son homologue de type ressort [182],
notamment pour la description de matériaux hétérogènes, de l’endommagement
[128], ainsi que la modélisation du comportement mécanique sous chargements
dynamiques [197]. Afin d’élargir le champ d’applications de la MED, de nouveaux
modèles on été introduits, pour traiter des problèmes d’interface [128, 131] ou
non linéaires [109]. Enfin, dans le cadre d’approches de couplage, la MED peut
être couplée à la MEF afin de tirer bénéfice des avantages de chacune des deux
méthodes [93, 133].

Figure I.10 – Exemples de propagation de fissures dans un matériau composite
fibreux modélisé par la MED [128]

4 Modélisation de la variabilité

Les fibres végétales, de par leur caractère naturel, ainsi que les procédés de
fabrication des structures, induisent des incertitudes sur les propriétés matériaux
et physiques. Mace et al. [144] proposent un inventaire complet des approches pos-
sibiliste et probabiliste permettant de prendre en compte la variabilité. Lorsque
l’incertitude est liée à un manque de connaissances, une approche possibiliste est
utilisée pour modéliser la variabilité [13, 77, 103, 170]. L’approche probabiliste
[11, 79, 119, 138, 200, 211, 219] est appropriée lorsque l’incertitude est aléatoire.
Les paramètres incertains suivent alors une loi de probabilité et peuvent être mo-
délisés par des variables ou des champs aléatoires. La section 4.1 présente cette
modélisation des paramètres incertains. Différentes méthodes, dans la section 4.2,
sont ensuite rappelées pour propager les incertitudes au travers d’un modèle numé-
rique. L’évaluation de la variabilité de sortie s’effectue sur les quantités statistiques
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obtenues.

4.1 Modélisation des paramètres incertains

4.1.1 Variable aléatoire

Les paramètres incertains d’un modèle stochastique peuvent être modélisés
par des variables aléatoires lorsqu’ils n’ont pas de variation spatiale sur la struc-
ture. Un vecteur aléatoire <ξ> de moyenne nulle et d’écart type égal à 1 permet
d’exprimer le vecteur des variables aléatoires <X> par l’équation I.20, où µ(X)
est la moyenne et cov(X) le coefficient de variation calculé par l’équation I.21 avec
σ(X) l’écart type

〈X〉 = (1 + cov(X)〈ξ〉)µ(X) (I.20)

cov(X) = σ(X)
µ(X) (I.21)

4.1.2 Champ aléatoire

Si les paramètres incertains ont plutôt une variation spatiale, le choix de mo-
délisation se porte sur une représentation par champs aléatoires. Pour une struc-
ture discrétisée (par la MEF par exemple), le paramètre peut prendre une valeur
par élément et la variation d’un élément à l’autre est déterminée en fonction de
la longueur de corrélation. Plusieurs méthodes sont utilisées pour discrétiser le
champ aléatoire, notamment les techniques du point milieu [117], de la moyenne
locale [223, 224], par intégration numérique [31, 156] et des intégrales pondérées
[57, 58, 59].

4.1.3 Lois de distribution

Un paramètre incertain représenté par une variable ou un champ aléatoire
suit une loi de distribution, pouvant refléter des données observées. Les densités
de probabilité utilisées sont basées sur des résultats expérimentaux provenant
d’échantillons ou sur le bon sens physique du modélisateur. Nous présentons dans
cette section quelques lois fréquemment utilisées.

Loi Gaussienne : Afin d’exprimer la distribution d’un paramètre matériau ou
physique, la loi la plus souvent utilisée est la loi Gaussienne [32]. La distribution
d’une loi normale, caractérisée par une moyenne µ et un écart type σ, est illustrée
sur la Figure I.11. Elle est généralement tronquée [µ − 3σ, µ + 3σ] pour éviter
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les valeurs non physiques. La densité de probabilité de cette loi est donnée par
l’équation I.22 suivante :

f(X) = 1
σ
√

2π
exp

(
−(X − µ)2

2σ2

)
(I.22)

3s 3s

m X

f

Figure I.11 – Distribution d’une loi Gaussienne tronquée à ±3σ et de moyenne
µ

Loi uniforme : La loi uniforme [122] est caractérisée par une densité de proba-
bilité constante sur un intervalle [a, b] comme l’illustre la Figure I.12. La densité
de probabilité dans ce cas est exprimée par l’équation I.23 suivante :


1
b−a pour a ≤ x ≤ b

0 sinon

(I.23)

a b x

Figure I.12 – Distribution d’une loi uniforme sur l’intervalle [a,b]
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Loi log-normale : Une variable aléatoire X suit une loi log-normale [134] de
paramètres µ et σ2 si la variable Y = ln(X) suit une loi normale d’espérance µ
et de variance σ2. La densité de probabilité de la loi log-normale est donnée par
l’équation I.24 suivante :

f(X) = 1
Xσ
√

2π
exp

(
−(lnX − µ)2

2σ2

)
(I.24)

Loi de Rayleigh : La loi de Rayleigh [205] apparaît comme la norme d’un vec-
teur Gaussien bi-dimensionnel dont les coordonnées sont indépendantes, centrées
et de même variance. Sa densité de probabilité est exprimée par l’équation I.25
suivante :

f(X) = X

σ2 exp

(
−X

2

2σ2

)
(I.25)

4.2 Méthodes stochastiques

Après avoir modélisé les paramètres incertains par des variables ou champs
aléatoires suivant une loi de distribution (normale, log-normale, uniforme ...), une
méthode stochastique est choisie pour propager les incertitudes et donc évaluer la
réponse du modèle mécanique probabiliste. Lorsque l’approche est probabiliste,
les méthodes souvent utilisées et présentées dans cette section sont : la méthode de
perturbation, la méthode spectrale et la méthode de Monte Carlo. Une approche
probabiliste non paramétrique est également introduite.

4.2.1 Méthode de perturbation

La méthode de perturbation est une méthode stochastique basée sur le dévelop-
pement en série de Taylor des paramètres incertains [214]. La quantité perturbée
peut être une matrice de rigidité, un déplacement, un chargement... Elle est expri-
mée en fonction des paramètres incertains Xi où i = 1, 2, ..., nv, comme le montre
l’équation I.26, avec nv le nombre de variables et l’indice 0 indiquant les valeurs
nominales

Y = Y0+
nv∑
i=0

∂Y

∂Xi

|X=X0 (Xi−X0,i)+
1
2

nv∑
i=0

nv∑
j=0

∂2Y

∂Xi∂Xj

|X=X0 (Xi−X0,i)(Xj−X0,j)+...

(I.26)
Le développement de Y correspond à la somme de la valeur nominale et des

termes perturbés faisant intervenir les sensibilités d’ordre croissant. Les termes
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supérieurs de second ordre sont parfois négligés. La moyenne est alors donnée par
l’équation I.27

µ(Y ) = Y0 +
nv∑
i=1

∂Y

∂Xi

|X=X0 µ [(Xi −X0,i)]

+ 1
2

nv∑
i=1

nv∑
j=1

∂2Y

∂Xi∂Xj

|X=X0 µ [(Xi −X0,i)(Xj −X0,j)] (I.27)

Dans cette expression, le terme µ [(Xi −X0,i)] est nul et l’expression
µ [(Xi −X0,i)(Xj −X0,j)] est égale à la matrice de covariance [covij] des variables.
L’approximation de la moyenne au second ordre est alors donnée par l’équa-
tion I.28

µ(Y ) = Y0 + 1
2[covij]

nv∑
i=1

nv∑
j=1

∂2Y

∂Xi∂Xj

|X=X0 (I.28)

Plusieurs formulations de la méthode de perturbation ont été proposées pour
étudier des structures modélisées par éléments finis, notamment par Cambou [35],
Hisada et Nakagiri [99, 100], menant au développement de la Méthode des Élé-
ments Finis Stochastiques par Perturbation (MEFSP). L’utilisation de cette mé-
thode est compatible avec la plupart des logiciels éléments finis. Différentes va-
riantes de la méthode MEFSP ont été proposées, notamment pour les études en
statique [74] et en dynamique [73].

4.2.2 Méthode spectrale

La méthode spéctrale a été proposée par Sun [52] et développée par Ghanem
et Spanos [166]. Elle permet de discrétiser les champs aléatoires d’entrée à l’aide
de l’expansion de Karhunen-Loève, et de représenter la réponse sur la base de
polynômes, en particulier du chaos polynomial [201]. La réponse du système Y
peut alors être exprimée par l’équation I.29, représentant une série de polynômes
définie par l’ensemble des variables aléatoires orthogonales Ψi d’espérance E(Ψi)
(équation I.30), np étant le nombre de termes et Yi les coefficients à déterminer.

Y =
nv∑
i=0

YiΨi (I.29)



Ψ0 = 1

E(Ψi) = 0, i > 1

E(ΨiΨj) = 0, i 6= j

(I.30)
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La méthode spectrale est efficace pour les processus stochastiques Gaussien.
De plus, des auteurs ont constaté qu’en se basant sur le chaos polynomial, l’erreur
quadratique moyenne résultant d’une représentation finie d’un processus stochas-
tique est minimisée [196]. Par ailleurs, la méthode spectrale est utilisée dans diffé-
rents domaines, notamment pour l’analyse probabiliste des structures composites.
En effet, Chung et al. [47] ont étudié le coefficient de corrélation des contraintes
déviatoriques d’un panneau composite en flexion, et Ngah and Young [175] ont
évalué la variabilité des contraintes et des déformations pour un panneau compo-
site en traction en considérant des propriétés matériaux incertaines.

4.2.3 Simulation de Monte Carlo

Dans le cadre de l’analyse probabiliste, la Simulation de Monte Carlo (SMC)
est une méthode stochastique simple à mettre en oeure et robuste, permettant
d’étudier la variabilité de la réponse R d’un modèle [34, 80]. Toutefois, l’inconvé-
nient est qu’elle nécessite généralement un grand nombre de tirages nt, d’où un
coût élevé de temps de simulation. Les résultats des tirages permettent d’évaluer
les quantités statistiques (moyenne µ et écart type σ) respectivement données par
les équations I.31 et I.32

µ(R) = 1
nt

nt∑
i=1

Ri (I.31)

σ2(R) = 1
nt − 1

[
nt∑
i=1

R2
i − ntµ2(R)

]
(I.32)

Deux variantes basées sur la méthode SMC sont distinguées :

Méthode SMC directe : Les simulations sont réalisées directement par le
solveur, on réalise autant de simulations que de tirages de paramètres incertains.
Ainsi, le coût de calcul de la méthode SMC directe est très élevé pour des modèles
avec un grand nombre de degrés de liberté. Cependant, cette méthode est très
robuste et elle est souvent utilisée en guise de référence pour valider des résultats
obtenus par d’autres méthodes stochastiques. La méthode SMC directe est en
effet très utilisée pour l’analyse probabiliste de structures homogènes [22, 42, 51]
et composites [81, 188, 209].

Méthode SMC associée à une surface de réponse ou un méta-modèle
Compte tenu du coût élevé de la méthode SMC directe, plusieurs techniques ont
été proposées dans le but d’optimiser le nombre de tirages et de minimiser le temps
de simulation en effectuant des tirages sur un modèle réduit. La méthode de sur-
face de réponse consiste à construire une expression analytique d’une réponse.
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Associée à la méthode SMC, un méta-modèle réduit est construit, sur lequel les
tirages de Monte Carlo peuvent être effectués. Parmi les méthodes utilisées pour
construire un méta-modèle, nous citons la Certain Generalized Stress Method
(CGSM) [126], qui est une approche probabiliste pour l’analyse statistique de
structures minces et épaisses. Pour une analyse probabiliste basée sur la MEF, la
résolution éléments finis est remplacée par l’évaluation du méta-modèle, permet-
tant de réduire le coût de chaque tirage considérablement. Cette approche a été
utilisée par plusieurs auteurs, notamment pour l’analyse probabiliste des struc-
tures composites en vibration avec des propriétés matériaux incertaines [38, 194].
Elle a également été utilisée pour évaluer la variabilité de réponse dynamique de
plaques [61, 62] ou de coques [60] composites avec des propriétés physiques ou
géométriques incertaines.

4.2.4 Méthode non paramétrique

Les différentes méthodes stochastiques présentées jusqu’ici prennent en consi-
dération la variabilité de paramètres de la structure étudiée. Cependant, le choix
des paramètres incertains d’un modèle et des lois de probabilité associées n’est pas
toujours évident. Pour cette raison, Soize [189] a proposé de prendre en compte
les incertitudes sur les paramètres et les incertitudes de modélisation avec une
approche non paramétrique pour l’analyse de structures complexes. L’incertitude
est alors introduite directement dans les matrices caractéristiques du système mé-
canique, résolu en utilisant la théorie des matrices aléatoires [210]. L’approche non
paramétrique est utilisée pour l’analyse de structures en dynamique, notamment
les panneaux composites de type sandwich [43] et les structures aérospatiales [37].

5 Conclusion

Dans la première partie de ce chapitre, nous avons présenté un état de l’art
sur les matériaux composites renforcés par des fibres naturelles. Cette catégorie
de composites est de plus en plus développée dans le domaine industriel grâce
aux multiples avantages qu’elle propose, notamment en termes de respect des
normes environnementales, de coût et également de performances mécaniques. La
deuxième partie du chapitre a été dédiée à un état de l’art sur les approches ana-
lytiques et les méthodes numériques utilisées pour la modélisation des composites
fibreux. En effet, l’évaluation des propriétés effectives de ce type de microstruc-
tures complexes ne peut se faire de manière fiable par les approches analytiques,
basées sur des hypothèses restrictives. Les méthodes numériques représentent un
outils plus performant, permettant de reproduire correctement une microstruc-
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ture complexe pour évaluer les propriétés effectives. En ce qui concerne l’étude de
l’initiation et de la propagation de fissures, la MED reste un outil bien adapté,
flexible et intuitive pour la modélisation de ce type de phénomènes mécaniques.
Finalement, un état de l’art sur les méthodes stochastiques pour la propagation
des incertitudes à travers un modèle numérique est présenté dans la troisième par-
tie du chapitre. Ces méthodes permettent de prédire le niveau de variabilité des
grandeurs mécaniques en prenant en considération un ou plusieurs paramètres in-
certains dans la simulation numérique. Dans la présente contribution, la méthode
SMC associée à l’approche Certain Generalized Stress Method (CGSM) introduite
dans le chapitre VI sera utilisée pour évaluer la variabilité du comportement mé-
canique du composite fibreux.
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1 Introduction

Pour trouver des solutions aux problèmes environnementaux en accord avec le
développement durable, des avancées remarquables ont été réalisées dans le do-
maine de la science des matériaux et plus particulièrement celui des biomatériaux
[20, 174]. Les matériaux naturels ont été largement étudiés ces dernières années,
notamment le lin, le chanvre, le sisal, le coco et le jute. Les fibres de lin ont fait
l’objet de plusieurs travaux de recherche [19, 54, 139]. En effet, plusieurs grands
constructeurs automobiles utilisent déjà les fibres de lin comme renfort des maté-
riaux polymères dans la fabrication de pièces [9] (toits de voitures, panneaux de
portes, etc). Différents procédés de fabrication sont utilisés pour élaborer ce type
de composite. Les procédés de moulage par compression sont particulièrement
utilisés pour les matériaux thermodurcissables [16]. Le moulage par transfert de
résine (Resin Transfer Molding, RTM) [110] et le moulage par infusion sont égale-
ment souvent utilisés. Ces deux derniers procédés permettent d’utiliser des fibres
relativement longues et de maitriser leur orientation. Par ailleurs, comme la stabi-
lité thermique des fibres de lin peut être augmentée via des traitements chimiques,
la technique de moulage en autoclave peut avoir son intérêt [39]. De plus, les pro-
priétés mécaniques des composites à base de fibre de lin sont souvent comparables
à celles des composites renforcés par la fibre de verre [164]. Cependant, les compo-
sites renforcés par les fibres de lin présentent un plus grand niveau de variabilité
en termes de propriétés matériau et physique. Dans ce chapitre, nous élaborons
notre propre matériau lin - bioépoxy et nous évaluons la variabilité expérimentale
à l’échelle macroscopique du composite en termes de propriétés élastiques : les
modules de Young longitudinal et transversal, ainsi que le coefficient de Poisson.

2 Présentation du renfort et de la résine

Les fibres végétales sont de plus en plus utilisées dans le domaine des maté-
riaux composites pour la conception de pièces de structure et de pièces d’habillage.
En effet, différents secteurs industriels (automobile, aéronautique, industrie des
sports) s’intéressent depuis de nombreuses années aux composites biosourcés. Ceci
est dû aux performances mécaniques intéressantes que présentent ces matériaux,
ainsi qu’aux raisons écologiques, économiques et marketing. Parmi les fibres natu-
relles, nous avons choisi de travailler avec la fibre de lin. Cette fibre est caractérisée
par de bonnes propriétés mécaniques [164], une excellente adhésion fibres/matrice
[129] et le respect des normes environnementales.
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Figure II.1 – Tissu de lin Flax-
Ply UD utilisé

Toron de lin
Trame

Figure II.2 – Schéma de couches du tissu,
formé de torons et de trames

2.1 Renfort en lin

Afin d’élaborer le matériau composite étudié, un tissu de lin fourni par la so-
ciété Eco-Technilin [4] est utilisé. Ce tissu FlaxPly UD 180 (Figure II.1) fait partie
d’une gamme de tissu de lin prêt à être utilisé pour la fabrication de matériaux
composites. Cette gamme de renforts en lin a été principalement développée pour
obtenir de bonnes propriétés d’amortissement des vibrations, améliorer la rigidité
et l’aspect esthétique des pièces fabriquées en composites, ainsi que pour obtenir
une masse faible de ces pièces. Le tissu FlaxPly UD 180 permet également le dé-
veloppement de matériaux écologiques et biosourcés par rapport aux matériaux
conventionnels.

Avant que le matériau soit stocké à température ambiante, le fournisseur fait
subir au tissu un pré-traitement passant par une étape d’ensimage. Le matériau est
ensuite prêt à être imprégné par un processus de fabrication ( infusion, RTM...).
Le tissu de lin FlaxPly UD utilisé est caractérisé par un grammage de 180 g de
lin/m2 et une densité théorique de 1.33 g/cm3 fournie par Eco-Technilin. Cette
densité théorique est vérifiée à travers des mesures expérimentales de la masse de
10 échantillons dans l’air et dans l’eau à température constante TH2O = 26°. En
effet, la densité d’un matériau peut être évaluée en réalisant des pesées dont une
en immergeant le matériau dans l’eau. Nous notons Mair et Meau respectivement
les masses de l’échantillon de lin mesurées dans l’air et du liquide déplacé par
l’échantillon trempé dans l’eau (ρeau = 0.99 g/cm3 la densité volumique de l’eau).
Fabrice et al. [152] proposent l’équation II.1 pour mesurer une densité volumique.
En utilisant nos résultats de mesure pour 10 échantillons, la moyenne de la densité
volumique expérimentale du lin ρexp est estimée à 1.34 g/cm3 avec un écart type
de 0.04. Ce résultat est comparable aux données du fournisseur et aux résultats



Élaboration et caractérisation mécanique du composite bisourcé 44

de la littérature [181].

ρexp = Mair

Meau

ρeau (II.1)

Figure II.3 – Observations d’un toron de lin sous MEB

Le tissu est unidirectionnel, il est composé de torons de lin longitudinaux avec
des trames transversales pour assurer le positionnement des torons (Figure II.2).
Pour mieux connaître la structure de ce tissu, des observations sous Microscopie
Électronique à Balayage (MEB) sont réalisées. La Figure II.3 illustre un exemple
de toron de lin observé, composé d’un ensemble de fibres de lin. Par ailleurs, des
mesures de diamètres de torons de lin sont également réalisées. Pour cela, un
ensemble de torons est soigneusement extrait du tissu unidirectionnel sur lequel
les mesures sont effectuées à l’aide d’un microscope optique. Comme le diamètre
n’est pas constant le long d’un toron, nous évaluons une moyenne à partir des
différentes valeurs de diamètres prises à plusieurs positions. Cette opération est
réalisée pour 18 torons, permettant de quantifier une moyenne de 182.6 µm pour
le diamètre, correspondant aux valeurs issues de la littérature [153].
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Figure II.4 – Résultats des mesures de diamètres des torons de lin
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Les résultats sont reportés sur la Figure II.4 représentant une densité de dis-
tribution à tendance Gaussienne. Ces résultats reflètent un niveau de variabilité
important avec un coefficient de variation proche de 15%. Ce niveau de variabilité
est susceptible d’induire une variabilité des propriétés mécaniques du composite
à l’échelle macroscopique [222].

2.2 Résine bioépoxy

Parmi les résines thermodurcissables, l’époxy est très souvent utilisé [139] pour
ses performances mécaniques élevées et sa résistance à la dégradation due à l’envi-
ronnement. Dans ce travail, nous avons fait le choix d’utiliser la résine InfuGreen
810 (Figure II.5) fournie par la société Sicomin [8]. Ce type de résine a été spécia-
lement formulé pour les procédés de fabrication par transfert de résine, tels que
l’injection ou l’infusion. Cette époxy biosourcée est caractérisée par un module de
Young macroscopique de 3.3 GPa et un coefficient de Poisson de 0.33. Elle possède
une faible viscosité à température ambiante et peut être utilisée avec différents
durcisseurs permettant de produire de petites ou grandes pièces. La particularité
de la résine époxy InfuGreen 810 réside dans le fait qu’elle est produite avec en-
viron 38% de carbone d’origine végétale et qu’elle a un impact environnemental
moindre que les résines époxy standard.

Durcisseur

Résine

Figure II.5 – Résine et durcisseur bioépoxy InfuGreen 810 utilisés

3 Procédés de fabrication et mise en œuvre du
matériau composite biosourcé lin - bioépoxy

3.1 Procédés de fabrication

Il existe plusieurs technologies de mise en œuvre des matériaux composites.
Généralement, la mise en forme des composites est effectuée en deux grandes
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étapes : disposer les fibres et la matrice dans un moule, puis solidifier la matrice.
Toutefois, il n’est pas évident d’assurer le moulage d’une pièce sans bulles d’air
et avec un dosage correct pour obtenir les propriétés mécaniques requises. Pour
cela, plusieurs procédés d’élaboration ont été proposés en utilisant différents prin-
cipes de remplissage avec des moules ouverts ou fermés. Quelques exemples de ces
procédés sont maintenant présentés.

3.1.1 Moulage au contact

Le moulage au contact est un procédé entièrement manuel qui permet la réa-
lisation de pièces de dimensions petite ou grande et de forme possiblement com-
plexe, ce qui favorise son utilisation pour élaborer des moules ou des prototypes. Ce
procédé consiste à imprégner manuellement des renforts disposés dans un moule
à l’aide d’un pinceau dans le but d’éliminer les bulles d’air et de bien compacter
l’ensemble des renforts. Le moule utilisé contient un agent démoulant et est re-
couvert d’une couche de gel coat (Figure II.6) [154], pour faciliter le démoulage à
l’aide d’un jet d’air comprimé. Toutefois, les pièces fabriquées possèdent une seule
face lisse ce qui peut être un inconvénient par rapport à la technique de corré-
lation d’images numériques que nous allons utiliser par la suite dans nos essais
mécaniques. De plus, dans ce procédé, la polymérisation se fait à température
ambiante, ce qui n’est pas en accord avec les consignes fournies par le fournisseur
de notre résine bioépoxy.

Agent démoulant Gel coat Renfort Résine

Figure II.6 – Principe de la fabrication au contact dans un moule négatif

3.1.2 Moulage par infusion

Le procédé de moulage par infusion est généralement utilisé pour fabriquer
des pièces de grandes tailles. Le principe de la fabrication par infusion consiste
à faire migrer la résine au travers des renforts en faisant le vide. En effet, les
renforts sont positionnés dans un moule négatif, sur lesquels un tissu d’arrachage
permettant de retirer le reste des produits après polymérisation est placé. Ensuite,
un film étirable perforé est rajouté pour limiter la quantité de résine dans la pièce
et permettre l’évacuation des bulles d’air. Ce procédé permet de diminuer les
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inclusions d’air, d’avoir une épaisseur constante dans toute la pièce, et d’obtenir
une bonne reproductibilité. Cependant, il est conseillé pour la fabrication de pièces
de dimension supérieure à 2m2.

Renfort (pièce)

Tissus d'arrachage

Film séparateur 
perforé

Aspiration vide

Grille de 
drainage Joint à vide

Circuit de vide
Circuit 

d'alimentation 
résine Film de mise 

sous-vide

Injection 
de résine 
par dépression vide

Figure II.7 – Principe de l’élaboration par infusion

3.1.3 Moulage par injection basse pression (RTM : Resin Transfer
Molding)

Le procédé RTM est souvent adopté pour fabriquer des pièces de dimension
inférieure à 6 m2. Dans un moule rempli de renforts, la résine liquide est injectée
avec une pression qui peut varier entre 1.5 et 4 bars. La résine migre sous l’action
de la pression d’injection et imprègne l’ensemble de la pièce (Figure II.8 [154]).
Cette injection est réalisée à l’aide d’une machine mélangeant la résine au cata-
lyseur. Le procédé de moulage par RTM permet d’élaborer des pièces d’épaisseur
constante avec deux faces lisses, ce qui répond parfaitement à nos besoins.

Event

Pièce

Point d'injection de résine

Moule positif (poinçon)

Moule négatif (matrice)

Figure II.8 – Principe de l’élaboration par RTM

Toutefois, pendant l’injection, la pression engendrée par la résistance du renfort
s’oppose au fluage de la résine, ce qui induit des contre-pressions importantes. Pour
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remédier à ce problème, le moulage par injection basse pression a évolué vers le
processus VARTM (Vacuum assisted resin transfer molding).

3.1.4 Moulage par injection basse pression assistée par le vide (VARTM :
Vacuum Assisted Resin Transfer Molding)

Le procédé RTM assisté par le vide, illustré par la Figure II.9 [154], est une
évolution du procédé RTM. La taille des pièces pouvant être élaborées par le
procédé VARTM ne dépasse pas 6 m2. Ce procédé est semi-automatique et permet
à l’aide de l’utilisation du vide de diminuer les contre-pressions générées tout au
long de l’injection de la résine. En effet, dans un premier temps, les renforts
sont disposés dans le moule avant de fermer et de faire le vide. La résine est
ensuite injectée dans le moule en appliquant une pression à l’aide d’une machine
d’injection ou d’un pot sous pression. La migration de la résine est alors assurée
par la mise sous vide du moule, maintenue jusqu’à la fin de la polymérisation de
la résine. Pour ces caractéristiques, le procédé VARTM est adapté à l’élaboration
de notre composite biosourcé et sera donc utilisé dans la section 3.2.

Poinçon

Joint à lèvre

Matrice Arrivée d'air pour le 
démoulage

Ejecteur de démoulage

Joint dynamique

Point de mise sous vide 
pour fermeture

Insert du piège à vide

Piège à vide
Insert de connection 

de la valve d'injection

Système d'injection auto-sprue

Figure II.9 – Principe de l’élaboration par RTM assistée par le vide (VARTM)

3.2 Fabrication du composite biosourcé

La fabrication du matériau composite biosourcé a été réalisée au laboratoire
Roberval [7] de l’Université de Technologie de Compiègne (UTC), en collabora-
tion avec l’équipe Composite et en utilisant le matériel à disposition. L’objectif
est de fabriquer des plaques composites de forme simple. Le moulage par injection
basse pression assistée par le vide (VARTM) est utilisé pour élaborer le matériau
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biosourcé à base de fibres de lin. Tout d’abord, les couches du renfort à utiliser
sont préparées. Pour cela, le tissu de lin présenté dans la section 2.1 est découpé
de façon à obtenir des morceaux de dimensions 290 mm×290 mm comme illustré
sur la Figure II.2. Ces couches sont ensuite disposées les unes sur les autres dans
la même direction, représentant les plis du stratifié unidirectionnel à fabriquer,
dans un moule d’une section de 300×300 mm2 avec une épaisseur de 3 mm (Fi-
gure II.10.7). La fraction volumique de fibres visée est T fv = 50%. Le nombre de
couches est évalué en fonction de la masse volumique de fibre ρf égale dans notre
cas à 1.33 g/cm3, définie par l’équation II.2
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Figure II.10 – Processus de fabrication d’une plaque composite

ρf = Mf

Vf
(II.2)

où Mf et Vf sont respectivement la masse et le volume des fibres. Cette masse
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peut être exprimée par la multiplication de la masse d’une couche de fibres mf

par le nombre de couches utilisées Nf (équation II.3). Ainsi, la fraction volumique
de fibres T fv est donnée par l’équation II.4

Mf = mfNf (II.3)

T fv = Vf
Vc

(II.4)

pour une pièce composite de volume Vc, de surface S et d’épaisseur e. Les
équations II.3 et II.4 sont injectées dans l’équation II.2 pour obtenir la masse
volumique de fibres :

ρf = mfNf

eST fv
(II.5)

d’où l’équation II.6 avec dsf la masse surfacique de fibres, estimée à 180 g/m2.
Pour une fraction volumique de 50%, le nombre de plis correspond ainsi à 10
couches pour une plaque.

T fv =
dsfNf

eρf
(II.6)

Une fois les 10 couches de lin disposées dans le moule, un joint de silicone
est appliqué aux deux extrémités du moule (Figure II.10.3) pour être sûr de bien
faire migrer la résine dans la bonne direction lors de l’injection. Dans le but de
vérifier l’étanchéité du moule, le vide est créé à l’aide d’une pompe. Ensuite, le
moule est débranché et le maintien du vide est vérifié après une durée minimale
de 30 minutes. Quand l’étanchéité est assurée, le circuit illustré par la Figure II.11
est réalisé. Il permet d’élaborer les pièces composites à l’aide de l’injection par le
procédé VARTM en utilisant un pot de compression. Une quantité de 600 g est
préparée : 492 g de résine bioépoxy et 108 g de durcisseur, en suivant les instruc-
tions du fournisseur (22 g de durcisseur pour chaque 100 g de résine). Ce mélange
est injecté avec une pression de 1.6 bars à l’entrée du moule, en appliquant un ti-
rage du vide de -0.6 bar en sortie pour minimiser les contre-pressions générées lors
de l’injection. Des régulateurs de pression sont utilisés pour superviser les niveaux
de pression à l’entrée et à la sortie du circuit d’injection, ainsi que des vannes pour
contrôler l’ouverture et la fermeture du circuit d’injection. Des petites bulles d’air
sont détectées à la sortie du moule. A la fin du processus d’injection, après avoir
bien laissé couler la résine, ces bulles disparaissent, ce qui témoigne d’une bonne
injection. Le procédé dure 14 minutes avec les pressions mentionnées précédem-
ment, avant d’augmenter la pression en entrée à 4 bars pendant une minute juste
avant la fermeture des entrée/sortie du circuit. A la fin de l’injection, le moule est
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placé dans une étuve pour la polymérisation de la résine (Figure II.10.5), pendant
8 heures à une température de 40°C, selon les instructions du fournisseur.

Moule RTM

Pompe à vide

Pot de compression

Régulateur de pression

Résine

Figure II.11 – Circuit d’injection basse pression assistée par le vide (VARTM)

Après la phase de polymérisation, le moule est ouvert pour extraire la plaque
du composite comme illustré sur la Figure II.10.6. Le moule est ensuite nettoyé
et préparé pour commencer le processus de fabrication d’une nouvelle plaque. Au
total, six plaques composites ont été fabriquées afin d’obtenir un nombre d’éprou-
vettes suffisant pour la caractérisation géométrique et mécanique du composite
biosourcé.

4 Caractérisation du composite biosourcé lin -
bioépoxy

Dans cette section, le composite biosourcé élaboré est caractérisé d’un point
de vue géométrique et mécanique. Des observations sous Microscope Électronique
à Balayage (MEB) sont réalisées sur un échantillon d’une plaque pour vérifier la
disposition des torons de lin dans le matériau. De plus, des essais mécaniques de
traction sont effectués. L’objectif est d’évaluer les modules de Young longitudinal
et transversal du composite, ainsi que son coefficient de Poisson, et de quantifier
leur niveau de variabilité.
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4.1 Caractérisation géométrique des plaques composites
biosourcé lin - bioépoxy

En mesurant le poids des couches de tissus utilisées pour chaque plaque, la
densité surfacique dsf est évaluée pour ensuite vérifier la fraction volumique de
fibres obtenue à l’aide de l’équation II.6. La fraction volumique obtenue expéri-
mentalement est de 45.5% comparée à celle visée qui est de 50%, soit une erreur
relative de 9%. Les six plaques élaborées (numérotées de 1 à 6) sont de mêmes
dimensions, à savoir 290×290 mm2. Il est remarqué que l’épaisseur n’est pas la
même en différents points d’une plaque. Pour cette raison, des mesures d’épais-
seur sont réalisées en différents points sur chaque plaque, dans le but d’évaluer le
niveau de variabilité sur une plaque. Un pied à coulisse de précision 0.02 mm est
utilisé. Les valeurs d’épaisseur mesurées par plaque suivent une loi de distribution
Gaussienne (Figure II.12, plaque 2) caractérisée par une moyenne de 3.095 mm et
un écart type de 0.039 mm. Le Tableau II.1 récapitule l’épaisseur moyenne éva-
luée pour chacune des six plaques et les niveaux de variabilité obtenus. L’épaisseur
moyenne des plaques élaborées est alors estimée à 3.13 mm avec un coefficient de
variation (CoV) égal à 1%, ce qui caractérise un niveau de variabilité faible.
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Figure II.12 – Distribution à tendance Gaussienne de l’épaisseur de la plaque
composite 2

Afin d’analyser la structure de la plaque fabriquée, des observations sont réali-
sées en utilisant le MEB. Pour cela, des échantillons sont découpés et récupérés aux
centres des plaques élaborées, afin d’éviter les éventuels défauts situés aux bords.
Les échantillons sont ensuite polis en 3 étapes, comme illustré sur le Tableau II.2,
dans le but d’obtenir une surface lisse et brillante à observer sous MEB [111].
La Figure II.13 montre des observations au MEB des échantillons longitudinaux
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Table II.1 – Mesures des épaisseurs des plaques composites biosourcés

Numéro de la plaque Moyenne (mm) Écart type (mm) CoV (%)
Plaque 1 3.113 0.054 1.76
Plaque 2 3.095 0.039 1.28
Plaque 3 3.119 0.02 0.64
Plaque 4 3.133 0.026 0.83
Plaque 5 3.151 0.021 0.66
Plaque 6 3.16 0.04 1.26

(Figure II.13.a) et transversaux (Figure II.13.b) préparés.

Table II.2 – Étapes et paramètres du polissage

Paramètres de polissage Étape 1 Étape 2 Étape 3
Taille de grains du papier abrasif (µm) 22 15 10

Vitesse (tr/min) 200 200 200
Temps (min) 3 3 3

ba(   )

Toron de lin Trame

(   )

Figure II.13 – Observations sous MEB des échantillons du composite biosourcé
élaboré

Ces images montrent une bonne imprégnation des renforts et une répartition
correcte de la résine dans le composite biosourcé à base de lin. Cependant, la
découpe longitudinale (Figure II.13.a) montre l’existence de petites fissures au
niveau des renforts. Un bon alignement des couches et une bonne répartition des
torons de lin dans chaque couche sont toutefois remarqués. La variabilité des dia-
mètres des torons discutée dans la section 2.1 est aussi clairement constatée sur
les images des observations au MEB.
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4.2 Caractérisation mécanique du composite biosourcé lin
- bioépoxy

Dans la présente section, l’objectif consiste à caractériser le comportement
élastique du composite biosourcé lin - bioépoxy. Tout d’abord, des éprouvettes
de test (longitudinales et transversales) sont préparées pour réaliser des essais de
traction. L’objectif est d’évaluer les propriétés élastiques du matériau composite
(le module de Young et le coefficient de Poisson) et de quantifier leur niveau de
variabilité.

4.2.1 Préparation des éprouvettes

Les plaques composites fabriquées sont découpées pour obtenir des éprouvettes
longitudinales et transversales, en suivant la norme NF EN ISO 527-5. Pour cela,
la machine CharlyRobot DMC 600 (Figure II.14) reconnue dans l’industrie pour
sa précision de découpage est utilisée.

Découpe des éprouvettes

50 mm

150 mm

50 mm

15 mm

50 mm

150 mm

50 mm

25 mm

Eprouvette transversaleEprouvette longitudinale

CharlyRobot 

DMC 600

Figure II.14 – Découpe et préparation des éprouvettes

Les éprouvettes longitudinales sont découpées dans la direction des renforts
pour obtenir une longueur L = 250 mm et une largeur l = 15 mm. Les éprouvettes
transversales sont découpées dans la direction transverse de la plaque et donc dans
la direction des trames pour obtenir une longueur L = 250 mm et une largeur
l = 25 mm. Puis, les deux types d’éprouvette sont nettoyés pour enlever les résidus
de poussière dus à la découpe. Ensuite, les deux extrémités de chaque éprouvette
sont renforcées par des talons (Figure II.14) d’une épaisseur comprise entre 1 et 2
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mm, dans le but d’homogénéiser la répartition du serrage des mors appliqué lors
de l’essai et de localiser la rupture au centre.

4.2.2 Essais de traction

Les essais de traction sont réalisés dans le but de déterminer les modules de
Young et le coefficient de Poisson du composite unidirectionnel (UD) fabriqué.
Les essais de traction sur les éprouvettes composites UD sont réalisés à l’aide
d’une machine d’essai Instron 4505. Pour quantifier la variabilité des propriétés
mécaniques, la moyenne et l’écart type sont évalués (section 4.2.3).

Image déforméeImage de référence Image déformée

Figure II.15 – Exemple des images de référence et déformée

La corrélation d’images numériques est utilisée pour suivre les déplacements et
les déformations sur l’éprouvette à l’aide des images de la caméra. Cette méthode
peut être appliquée à tout type de matériau ou forme de structure et permet de
mesurer le déplacement de chaque pixel à la précision du centième de pixel. Le
principe de cette méthode consiste à suivre le déplacement d’un point donné sur
plusieurs images déformées prises lors d’un essai mécanique par rapport à une
image de référence (Figure II.15). La déformation est ensuite évaluée par rapport
à la position initiale de ce point récupérée d’une image prise avant le début de
l’essai, appelée image de référence. L’ensemble des images prises constitue un film
de l’essai réalisé, à partir duquel le déplacement et la déformation sont mesurés. La
méthode revient alors à suivre l’évolution d’un ensemble de points sur une surface
donnée. Toutefois, pour qu’un point soit reconnu, il faut une texture aléatoire qui
permet de reconnaître la zone autour du point d’intérêt. Pour cela, plusieurs outils
peuvent être utilisés. Le mouchetis de peinture à la bombe est utilisé ici. Cette
méthode consiste à couvrir la surface de l’éprouvette par une couche de peinture
blanche pour ensuite y placer des taches de peinture noire de l’ordre du millimètre
comme illustré sur la Figure II.16.

Il est à noter que le mouchetis de peinture est valable pour les éprouvettes
dont la taille varie entre un centimètre et un mètre. La méthode de corrélation
d’images numériques est donc bien adaptée pour évaluer le déplacement d’un
nuage de points, cependant il faut bien s’assurer d’utiliser un éclairage fixe et un
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Figure II.16 – Exemple de mouchetis de peinture à la bombe

matériel optique de bonne qualité (Figure II.17). L’ensemble des essais est réalisé
à température ambiante avec une vitesse de 1 mm/min.

Caméra

Eclairage

Support 

fixateur

Figure II.17 – Montage d’observation sur la machine d’essai pour les essais de
traction monotone

4.2.3 Résultats/discussion

• Traction longitudinale

Tout d’abord, le module de Young longitudinal du matériau composite à base
de lin est évalué. Cette propriété mécanique est obtenue à l’aide des essais mé-
caniques de traction présentés dans la section 4.2.2 et est calculée à partir de
la zone élastique linéaire de la courbe contrainte-déformation. Des exemples de
la première partie de cette courbe (déformation < 0.2%) sont représentés sur la
Figure II.18, pour 10 éprouvettes longitudinales. Un filtre lissant a été appliqué
pour éliminer les petites perturbations induites par la machine de traction. A par-
tir des six plaques fabriquées, 21 éprouvettes longitudinales sont testées selon les
modalités d’essai présentées dans la section 4.2.2. L’ensemble des résultats obte-
nus est récapitulé dans le Tableau II.3, où EL est le module de Young longitudinal
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et σmL la contrainte maximale obtenus lors de l’essai de traction longitudinale. Le
module de Young est dispersé et varie de 15.98 GPa à 22.05 GPa.
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Figure II.18 – Courbes contrainte-déformation typiques résultantes des essais de
traction longitudinale sur le composite biosourcé à base de lin

Table II.3 – Quantités statistiques pour les 21 éprouvettes longitudinales testées

Propriétés mécaniques EL (GPa) σmL (MPa)
Valeur maximale 22.05 260.16
Valeur minimale 15.98 223.17

Moyenne 19.8 243.35
Écart type 1.6 14.6

En effet, nous remarquons que les courbes contrainte-déformation sont de
même tendance mais une dispersion est observée sur les 21 éprouvettes en terme
de module de Young. Ainsi, le module de Young longitudinal évalué expérimen-
talement est estimé d’un point de vue statistique par une moyenne égale à 19.8
GPa et un coeficient de variation (CoV) égal à 11.8%. Le niveau de variabilité
peut donc être considéré élevé pour le module de Young longitudinal. Ces résul-
tats suivent une loi de distribution à tendance Gaussienne comme illustré sur la
Figure II.19. Les quantités statistiques obtenues pour le module de Young longi-
tudinal sont en concordance avec les données trouvées dans la littérature pour des
matériaux composites unidirectionnels à base de lin, notamment dans les travaux
de Weyenberg et al.[54]. De plus, les valeurs des contraintes maximales sont aussi
en bon accord avec les travaux de Cherif et al. [45].

Le coefficient de Poisson est aussi évalué. Pour cela, des jauges de déformation
bidirectionnelles sont utilisées pour mesurer l’évolution de la déformation dans



Élaboration et caractérisation mécanique du composite bisourcé 58

18 19 20 21 22

Module de Young (GPa)

0.08

0.10

0.12

0.14

0.16

0.18

0.20

0.22

0.24

D
en

si
té

 d
e 

di
st

ri
bu

tio
n

Figure II.19 – Distribution à tendance Gaussienne des résultats obtenus pour le
module de Young longitudinal

la direction longitudinale de l’éprouvette. La moyenne du coefficient de Poisson
évaluée est égale à 0.34, le CoV est égal à 3% soit un niveau de variabilité faible
voire modéré. Ce résultat est aussi comparable avec les données existantes de la
littérature [45].

• Traction transversale

Ensuite, un ensemble d’essais de traction transversale est réalisé dans le but
de quantifier le module de Young transversal du composite biosourcé à base de
lin. En utilisant la corrélation d’images numériques, dix essais de traction sont
effectués en utilisant les éprouvettes transversales préparées précédemment. Il est
supposé ici qu’un échantillon de dix éprouvettes permet d’avoir une bonne estima-
tion de la moyenne et un écart type correct. Les courbes contrainte-déformation
obtenues sont représentées sur la Figure II.20. Un filtre a été appliqué pour lisser
les petites perturbations induites par la machine d’essai. La dispersion observée
sur les courbes de la traction transversale est plus faible que celle observée sur
les courbes de la traction longitudinale. Le Tableau II.4 récapitule les propriétés
mécaniques transversales du matériau évaluées lors des essais, où ET est le mo-
dule de Young transversal et σmT la contrainte maximale obtenus lors de l’essai
de traction transversale. La valeur moyenne du module de Young transversal est
égale à 4.74 GPa. Le CoV est de 5% et peut être considéré comme un niveau
de variabilité modéré. Le niveau de variabilité du module de Young transversal
est moins important que celui du module de Young longitudinal. En effet, les to-
rons UD de lin, source de variabilité, n’interviennent pas dans les performances
mécaniques dans la direction transverse.

D’après les observations faites sur les fibres de lin, la composition chimique
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Figure II.20 – Courbes contrainte-déformation typiques résultantes des essais de
traction transversale sur le composite biosourcé à base de lin

Table II.4 – Quantités statistiques pour les 10 éprouvettes transversales testées

Propriétés mécaniques ET (GPa) σmT (MPa)
Valeur maximale 5.06 29.6
Valeur minimale 4.35 27.9

Moyenne 4.74 28.6
Écart type 0.26 0.11

des fibres de lin, le diamètre, la géométrie, la longueur et la rigidité des torons
dans le tissu UD sont des paramètres microscopiques qui induisent la variabilité.
L’ensemble de ces paramètres est à l’origine de la variabilité des performances
mécaniques (modules de Young longitudinal, transversal et coefficient de Poisson)
constatée à l’échelle macroscopique du composite à base de fibre de lin.

5 Conclusion

Ce chapitre a présenté le processus d’élaboration et la caractérisation du com-
posite biosourcé lin - bioépoxy. Dans un premier temps, les matériaux utilisés ont
été introduits. Dans un deuxième temps, le processus de fabrication a été présenté.
Ensuite, l’ensemble des mesures et des essais mécaniques réalisés sur le matériau
fabriqué a été détaillé. Des observations sous MEB ont aussi été effectuées pour
mieux connaître la structure du composite élaboré. Les modules de Young lon-
gitudinal et transversal macroscopiques, le coefficient de Poisson du composite,
ainsi que leur niveau de variabilité ont été quantifiés. Les résultats obtenus sont en
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concordance avec les données de la littérature. Par ailleurs, un niveau de variabi-
lité important a été constaté sur le module de Young longitudinal. Afin de prendre
en compte la variabilité expérimentale de cette propriété mécanique, une approche
probabiliste sera présentée dans le chapitre VI pour améliorer la prédictivité des
outils de simulation mécanique du matériau composite biosourcé.
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1 Introduction

La Méthode des Eléments Discrets (MED) est une méthode numérique initia-
lement développée par Cundall et Starck [50] pour l’étude du comportement des
milieux particulaires. Cette méthode a été par la suite adaptée pour la modélisa-
tion des matériaux tels que le béton [147, 216] et les roches [49, 182], en prenant
en considération la cohésion entre l’ensemble des éléments constituant le domaine
étudié. Ainsi, l’utilisation des lois de contact relativement simples pour prendre
en compte les interactions entre des éléments discrets, permet de modéliser le
comportement d’un matériau continu. Il faut tenir compte d’un ensemble d’hy-
pothèses et de conditions pour pouvoir considérer un milieu particulaire comme
milieu continu équivalent. En effet, en se basant sur les méthodes discrètes, plu-
sieurs modèles ont été proposés pour modéliser le comportement mécanique à
l’échelle locale en attribuant des propriétés mécaniques bien définies aux contacts
cohésifs. Parmi ces modèles, nous présentons dans ce chapitre le modèle cohésif
de type poutre dans lequel la cohésion est modélisée par un élément poutre de
type Euler-Bernoulli caractérisé par un ensemble de propriétés microscopiques.
La procédure pour établir le lien entre ces propriétés et celles macroscopiques
représentant le comportement du matériau est détaillée. Par ailleurs, en guise de
validation, nous proposons dans un premier temps une comparaison du modèle
cohésif de type poutre avec des modèles analytiques existants. Enfin, les résultats
fournis par le modèle cohésif sont évalués en termes de force, d’énergie de défor-
mation et de champs de déplacements.

2 Milieu continu équivalent (MCE)

Afin d’être considéré comme un domaine équivalent à un milieu continu, un
empilement particulaire doit permettre une représentation fidèle d’un milieu élas-
tique à la fois homogène et isotrope. Pour cela, plusieurs hypothèses liées à la
disposition des ED doivent être vérifiées. Dans notre modèle, les empilements
particulaires sont générés en se basant sur l’algorithme de Lubachevsky-Stillinger
(ALS) [143], permettant de vérifier les hypothèses du Random Close Packing
(RCP) [67]. En effet, l’ALS permet de contrôler un ensemble de paramètres in-
trinsèques de l’empilement particulaire, à savoir le nombre de coordination Z, qui
est défini comme étant le nombre moyen de contacts par ED, la compacité et
la polydispersité. Dans notre modélisation, nous considérons les hypothèses d’un
empilement aléatoire compact (RCP), lesquelles imposent une compacité de 0.64
pour un réseau de sphères monodisperses. Cependant, dans le but d’éviter des
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effets directionnels indésirables et ainsi assurer l’isotropie du système, une légère
polydispersité est introduite au niveau des rayons des sphères. Cette polydisper-
sité est caractérisée par une dispersion Gaussienne avec un coefficient de variation
(rapport entre l’écart-type et le rayon moyen) de 0.3. Le nombre de coordination
Z est fixé à 6.2 pour vérifier la validité du domaine compact en termes d’isotro-
pie et de fraction volumique, conformément aux résultats donnés par André et al.
[18]. A noter que le processus de génération de l’empilement particulaire conduit à
un Z plus faible. Pour cette raison, nous introduisons un paramètre de sensibilité
ε pour augmenter le nombre de coordination dans l’empilement, jusqu’à ce que
Z atteigne 6.2 (Equation III.3). Pour une paire d’ED i et j, respectivement de
rayons Ri et Rj et une distance interparticulaire centre à centre Lij, le contact se
produit lorsque l’expression suivante est vérifiée :

Lij ≤ (Ri +Rj)(1 + ε) (III.1)

Il est à noter que ε dépend de la densité de l’empilement. Ainsi, le paramètre ε varie
de 1.7 e−4 à 5.0 e−5 pour des empilements particulaires composés respectivement
de 10 000 et 700 000 ED. De plus, une triangulation de Delaunay basée sur le milieu
particulaire aurait pu être une méthode alternative pour densifier le système en
augmentant la coordination. Cependant, une telle approche conduit à un nombre
de coordination supérieur à 6.2, ce qui ne correspond pas à nos attentes. Par
ailleurs, les propriétés macroscopiques d’un MCE sont très sensibles à l’isotropie
géométrique du système.

Généralement, cela est vérifié à l’aide d’outils statistiques comme les tracés
polaires. Dans notre cas, nous considérons la distribution des angles de contact à
partir desquels nous quantifions une anisotropie géométrique [18]. Chaque liaison
dans le système donne une direction de contact. L’idée consiste alors à extraire
les angles de contact associés à chaque liaison dans le système de coordonnées
cartésiennes. Ensuite, une comparaison en terme de distribution de probabilité
avec la loi uniforme est réalisée, en utilisant des tracés polaires et un paramètre
décrivant l’anisotropie géométrique qui peut être considérée comme une erreur
quadratique exprimée par :

Ek =

√√√√ 1
Nc

Nc∑
i=1

(P k
i −

1
Nc

)
2

(III.2)

où P k
i est la probabilité d’occurrence d’une classe donnée i par rapport à la direc-

tion k (directions x, y et z respectivement orthogonales aux plans yz, xz et xy) et
Nc est le numéro de la classe.
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Figure III.1 – Répartition des angles de contact pour un empilement particulaire
composé de (a) 10 000 ED, (b) 100 000 ED et (c) 1 000 000 ED

Les Figures III.1.a, III.1.b et III.1.c illustrent la distribution des angles de
contact pour des empilements particulaires composés respectivement de 10 000,
100 000 et 1 000 000 ED et un paramètre Nc fixé à 32. Une comparaison avec la
loi uniforme représentée par un cercle bleu clair sur la Figure III.1 est réalisée.
Nous remarquons qu’un empilement particulaire composé de 10 000 ED suffit pour
obtenir des résultats convenables sans pic ou irrégularité. L’influence du nombre
d’ED sur l’anisotropie géométrique du système a été étudiée par Leclerc [130].
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Figure III.2 – Influence du nombre d’éléments discrets sur l’anisotropie géomé-
trique

Les résultats de cette étude montrent qu’un système composé de 10 000 ED
est suffisant pour obtenir une isotropie géométrique, avec une erreur quadratique
de 1.3e−3 (Figure III.2), ce qui est en accord avec les résultats d’André et al.
[18]. Cependant, un petit défaut de disposition des ED pourrait affecter la rela-
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tion entre les propriétés mécaniques microscopiques et macroscopiques [124]. De
plus, l’isotropie géométrique du domaine est une condition nécessaire mais pas
toujours suffisante pour assurer l’isotropie mécanique. Pour cette raison, Leclerc
[130] a mené une étude de convergence des propriétés élastiques macroscopiques
d’un empilement particulaire en fonction de sa densité. Les résultats montrent
qu’un nombre minimum de 700 000 éléments discrets est requis pour obtenir une
convergence des propriétés mécaniques macroscopiques (Figure III.3). Nous utili-
serons alors cette densité dans ce qui suit pour modéliser un MCE, en se basant
sur le modèle cohésif de type poutre qui sera présenté dans la section suivante.
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Figure III.3 – Influence du nombre d’ED sur les propriétés élastiques macrosco-
piques : cas d’un échantillon en verre de silice

3 Modèle cohésif de type poutre

3.1 Présentation du modèle cohésif de type poutre

Le modèle cohésif de type poutre est considéré pour un milieu continu modé-
lisé par un empilement particulaire répondant aux hypothèses d’un MCE. Dans ce
modèle la cohésion du milieu est décrite par un lien cohésif de forme cylindrique
de type poutre d’Euler-Bernoulli reliant chaque paire d’ED en contact (équa-
tion III.1). L’élément poutre utilisé est défini par un ensemble de paramètres
microscopiques (Figure III.4), à savoir la longueur Lµ inter-centres, le module de
Young Eµ, le module de cisaillement Gµ, la section transversale Sµ, les moments
quadratiques axiaux Iµ,1 et Iµ,2, et le moment polaire Jµ. Le moment quadra-
tique est défini dans le plan de la section transversale de l’élément poutre par :
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Iµ=Iµ,1=Iµ,2 et Jµ=2Iµ. Le rayon aµ de la section droite de l’élément poutre est
calculé en fonction des rayons Ri et Rj des éléments discrets en contact i et j et
d’un paramètre adimensionnel rµ ∈ ]0,1] (équation III.3). L’intervalle ]0,1] dans
lequel le paramètre rµ est susceptible de varier est suffisant pour obtenir un coef-
ficient de Poisson dans l’intervalle [0.1 , 0.3].

i

j
Em, Gm, rm

Lm

Ri

Rj
am

Elément poutre

n

t

b

Figure III.4 – Modèle cohésif de type poutre

La section Sµ et le moment quadratique Iµ de l’élément poutre peuvent égale-
ment être exprimés en fonction du paramètre adimensionnel rµ ( III.4 et III.5) :

aµ = rµ
Ri +Rj

2 (III.3)

Sµ = π a2
µ = π

r2
µ

4 (Ri +Rj)2 (III.4)

Iµ = π
a4
µ

4 = π
r4
µ

64 (Ri +Rj)4 (III.5)

Par conséquent, le comportement mécanique de l’élément poutre peut être dé-
crit en fonction de Eµ, Gµ, rµ, Ri et Rj. Cependant, il faut mentionner que les
rayons des ED n’ont pas d’influence sur le comportement mécanique à l’échelle
macroscopique pour un empilement particulaire suffisamment dense (hypothèse
d’un RCP).
Les interactions mécaniques dues au lien cohésif reliant les ED i et j sont définies
par un vecteur de force interne obtenu à l’aide de la théorie des poutres d’Euler-
Bernoulli. Ce vecteur est exprimé par l’équation III.6, où n, t et b représentent les
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directions principales du repère local de coordonnées cartésiennes lié au contact
entre les ED i et j. Les déplacements normaux et tangentiels associés à i et jsont
respectivement ui,jn et ui,jt,b . Les composantes de rotation en torsion et en flexion
sont respectivement θi,jn et θi,jt,b. Les raideurs normale kn et tangentielle kt sont dé-
finies respectivement par les équations III.7 et III.8. Le paramètre sn est associé
à la torsion et est donné par l’équation III.9.



F j→i
n

F j→i
t

F j→i
b

M j→i
n

M j→i
t

M j→i
b



=



kn 0 0 0 0 0 0 0

0 kt 0 0 0 0 ktLµ
2

ktLµ
2

0 0 kt 0 −ktLµ2 −ktLµ2 0 0

0 0 0 sn 0 0 0 0

0 0 −ktLµ2 0
ktL

2
µ

3
ktL

2
µ

6 0 0

0 ktLµ
2 0 0 0 0

ktL
2
µ

3
ktL

2
µ

6





uin − ujn

uit − u
j
t

uib − u
j
b

θin − θjn

θit

θjt

θib

θjb



(III.6)

kn = Eµ Sµ
Lµ

(III.7)

kt = 12 Eµ Iµ
L3
µ

(III.8)

sn = 2Gµ Iµ
Lµ

(III.9)

D’après la seconde loi de Newton, les équations de mouvement de translation et
de rotation pour un ED i sont données par III.10 et III.11 :

mi üi = F ext
i +

∑
j

F j→i (III.10)

Ii θ̈i = M ext
i +

∑
j

M j→i (III.11)

où mi et Ii sont respectivement la masse élémentaire et le moment d’inertie qua-
dratique de l’ED i. F ext

i etM ext
i sont respectivement la force et le moment externes

appliqués à l’ED i, et F j→i et M j→i sont respectivement l’effort et le moment ap-
pliqués par l’ED j sur l’ED i. Par ailleurs, nous tenons à préciser que l’ajout
d’un amortissement de Rayleigh aux forces internes permet de réduire les effets
dynamiques et d’améliorer la convergence des propriétés mécaniques au cours du
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temps [130]. La résolution du système se fait par le biais d’un schéma temporel
explicite de type Verlet-vitesses (équation III.12), où ~p, ~̇p et ~̈p sont respectivement
les vecteurs position, vitesse et accélération [118, 187].

 ~̇p(t+ dt) = ~̇p(t) + dt
2 (~̈p(t) + ~̈p(t+ dt))

~p(t+ dt) = ~p(t) + dt~̇p(t) + dt2

2 ~̈p(t)
(III.12)

En utilisant un schéma d’intégration explicite, la convergence est assurée par
une condition de stabilité sur le choix du pas de temps. A chaque élément poutre,
un pas de temps critique ∆tcritique est associé. Il est donné par l’équation III.13

∆tcritique = min

(√
m

kn
,

√
I

ktR2

)
(III.13)

où m, I et R sont respectivement la masse, le moment d’inertie et le rayon
minimales d’une paire d’ED en contact. Le pas de temps ∆t est ajusté en fonction
de ∆tcritique en fonction d’un coefficient de sécurité Cs généralement compris entre
0.1 et 0.2 [36]. Il est donnée par l’équation III.14

∆t = Cs ∆tcritique (III.14)

Le modèle poutre présenté dans cette section permet alors, en se basant sur
un milieu particulaire caractérisé par un ensemble de propriétés, de modéliser un
milieu continu avec un comportement mécanique souhaité. La procédure d’iden-
tification des propriétés mécaniques du milieu continu modélisé est détaillée dans
la section suivante.

3.2 Identification des propriétés macroscopiques du mo-
dèle

Cette section est consacrée à la détermination des propriétés macroscopiques
d’un domaine modélisé par la MED basée sur le modèle cohésif de type poutre,
discuté précédemment. Dans cette optique, nous considérons un motif cubique de
longueur L = 1 cm également appelé Volume Élémentaire Représentatif (VER),
qui représente un domaine homogène vérifiant les hypothèses de taille et d’isotro-
pie du système. Nous précisons que le comportement mécanique macroscopique
n’est pas affecté par la valeur de la longueur L du VER mais plutôt associé à la
densité du domaine.

3.2.1 Module de Young et coefficient de Poisson

Dans un premier temps, et dans le but d’évaluer les propriétés élastiques ma-
croscopiques, à savoir le module de Young EM et le coefficient de Poisson νM ,



Modèle cohésif de type poutre pour la modélisation des milieux continus 70

nous réalisons un essai numérique de traction quasi-statique, comme montré sur
la Figure III.5.

z
y

x

Figure III.5 – Essai de traction sur un VER cubique

L’essai numérique de traction consiste à soumettre le VER à des conditions de
symétrie, afin d’améliorer la précision des résultats en éliminant les effets de bord,
et à une vitesse constante V appliquée à une face libre du VER (Figure III.5).
La force de réaction F est ensuite évaluée en additionnant les contributions des
ED appartenant à la face opposée à la face chargée. Les propriétés élastiques
macroscopiques à savoir le module de Young EM et le coefficient de Poisson νM ,
peuvent alors être déterminées par les équations III.15 et III.16.

EM = F

S εL
(III.15)

νM = −εT
εL

(III.16)

où S est la section transversale du VER sur laquelle la force F est calculée, εL et
εT sont respectivement les déformations longitudinale et transversale, calculées à
l’équilibre.

3.2.2 Module de cisaillement

Dans un deuxième temps, nous nous intéressons à évaluer le module de ci-
saillement macroscopique du MCE, noté GM .

Pour ce faire, nous réalisons un essai de cisaillement sur un VER cubique
soumis à des conditions aux limites de symétrie et en imposant des forces de
cisaillement sur deux faces adjacentes comme illustré sur la Figure III.6. Le module
de cisaillement macroscopique est alors déterminé par l’équation III.17.

GM = τ

γ
(III.17)
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z
y

x

ux = 0

uz = 0

uy = 0

Vy = -V ¹ 0

Vx = V ¹ 0

Figure III.6 – Essai de cisaillement sur un VER cubique

où τ est la contrainte de cisaillement calculée par rapport à la section chargée A
telle que τ = F

A
, et γ est défini comme le déplacement relatif obtenu à l’équilibre,

calculé par le rapport du déplacement latéral ∆l à la longueur L de l’arête du VER.

3.3 Processus de calibration des paramètres du modèle

Dans le cas des méthodes continues, notamment la MEF, les propriétés locales
à l’échelle de l’élément sont identiques aux propriétés macroscopiques pour un mi-
lieu homogène. Toutefois, en utilisant la MED, les propriétés locales de l’élément
poutre (Eµ, rµ) doivent être corrélées aux propriétés mécaniques macroscopiques
du matériau modélisé, à savoir le module de Young macroscopique EM et le coef-
ficient de Poisson νM . Afin de déterminer les propriétés microscopiques Eµ et rµ
permettant de retrouver un comportement macroscopique donné, un processus de
calibration est utilisé. Il est à noter que le module de cisaillement microscopique
Gµ n’a pas d’effet sur le comportement macroscopique du VER dans cette étude.
Par conséquent, ce module n’est pas pris en compte dans le processus de calibra-
tion présenté dans cette section. En pratique, les paramètres microscopiques Eµ et
rµ sont testés pour une large plage de valeurs avec Eµ ∈ [2 GPa, 1000 GPa] et rµ
∈ [0.1, 0.9]. En se basant sur les travaux de Leclerc [130] et pour éviter tout effet
sur les propriétés macroscopiques lié à la densité de l’empilement particulaire, les
essais numériques sont effectués sur un VER composé de 2.106 ED.

Nous définissons le module de Young adimensionnel Ea comme le ratio du
module de Young macroscopique EM par rapport au module de Young micro-
scopique Eµ (équation III.18). Les résultats numériques obtenus montrent que
Ea et νM sont indépendants de Eµ et ne dépendent que de rµ comme illustré
sur les Figures III.7.a et III.7.b. Ces abaques sont alors utilisés pour détérminer
les propriétés microscopiques. En pratique, pour déterminer les propriétés micro-
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scopiques associées à une paire de propriétés macroscopiques, nous utilisons la
Figure III.7.b pour déterminer le paramètre rµ correspondant au coefficient de
Poisson νM . Ensuite, ce paramètre rµ est utilisé pour retrouver le module Ea cor-
respondant en se basant sur la Figure III.7.a. Connaissant le module de Young
macroscopique EM , le module de Young microscopique Eµ est déterminé.

Ea = EM
Eµ

(III.18)
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Figure III.7 – Évolution du module de Young adimensionnel Ea (a) et du coef-
ficient de Poisson νM (b) en fonction du paramètre rµ

Nous nous intéressons ensuite à l’évaluation du module de cisaillement. Les
conditions d’essai illustrées sur la Figure III.6 sont considérées pour réaliser un
essai de cisaillement. Nous appliquons deux rampes de force ayant la même am-
plitude maximale F =0.001 N, tangentes à deux faces du VER modélisé. En
considérant l’hypothèse des petites déformations, nous pouvons écrire :

tan γ = γ = ∆l
L

(III.19)

L étant la longueur de l’arête du VER cubique, ∆l le déplacement vertical et γ
l’angle de cisaillement. Par ailleurs, la contrainte de cisaillement est donnée par
l’équation III.20. Le module de cisaillement peut alors être calculé par l’équa-
tion III.21 et est noté GMcis

.

τ = F

A
= GMcis

γ (III.20)

GMcis
= F

L∆l (III.21)
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D’un autre côté, le module de cisaillement peut aussi être calculé par l’équa-
tion III.22 en utilisant le module de Young et le coefficient de Poisson obtenus à
partir de l’essai de traction présenté précédemment, et que nous notons GMtrac .

GMtrac = E

2(1 + ν) (III.22)

Nous comparons alors le module de cisaillement GMtrac évalué tout au long
de l’essai en se basant sur les coefficients d’élasticité, à GMcis

évalué à partir de
l’équation III.21.
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Figure III.8 – Évolution du module de cisaillement en fonction du nombre d’ED

Les résultats de cette comparaison sont illustrés dans la Figure III.8.a où un
écart de 10% est constatée entre GMcis

et GMtrac avec un nombre d’ED supérieur
à 700 000. Ceci peut être dû à l’erreur cumulée provenant du calcul de l’essai de
traction et donc des valeurs utilisées du module de Young et du coefficient de Pois-
son. De plus, nous observons le comportement du module de cisaillement GMtrac

pour des empilements comportant un nombre d’ED croissant soumis à deux cas
de chargement. En effet, nous choisissons d’étudier deux cas de chargement dif-
férents dans lesquels les efforts de cisaillement sont appliqués dans les directions
x et y dans un premier temps, et z et y dans un second temps. La Figure III.8.b
montre les résultats obtenus dans les deux cas de chargement en termes des mo-
dules de cisaillement GMtrac1

et GMtrac2
évalués respectivement dans le premier et

deuxième cas. Nous constatons que les deux configurations de chargement n’ont
pas une grande influence sur le module de cisaillement évalué, ce qui confirme
l’isotropie de l’empilement particulaire discuté dans d’autres travaux [130].
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4 Comparaison du modèle cohésif de type poutre
avec des modèles analytiques existants

Le méthodologie de calibration présentée dans la section précédente permet
de déterminer les propriétés microscopiques associées à une paire de coefficients
élastiques macroscopiques donnée. Cette méthodologie est valable dans le cadre
d’autres modèles classiques, à savoir le modèle de type ressort [72, 182], et analy-
tiques comme les hypothèses de Voigt et le modèle Best-fit [124, 140]. Dans cette
section, les résultats de calibration obtenus par le modèle poutre sont comparés
aux prédictions analytiques obtenues par les hypothèses de Voigt et le modèle
Best-fit [124, 140]. Ces hypothèses permettent de prendre seulement en considéra-
tion la contribution des efforts normaux et tangentiels (mais pas celle des moments
résistants), et sont considérées comme des limites théoriques des coefficients élas-
tiques.

4.1 Hypothèses de Voigt

En se basant sur les hypothèses de Voigt, les propriétés élastiques macrosco-
piques EM et νM sont respectivement données par les équations III.23 et III.24
où R∗ est le rayon moyen des ED, donné approximativement par R∗ = Lµ

2 , φ la
fraction volumique du domaine particulaire donnée par 0.64 et Z le nombre de
coordination.

EM = φZkn
2πR∗

(
2kn + 3kt
4kn + kt

)
(III.23)

νM = kn − kt
4kn + kt

(III.24)

A l’aide des équation III.7 et III.8, les raideurs normale et tangentielle peuvent
être exprimées en fonction du module de Young microscopique Eµ, de la longueur
microscopique Lµ et du paramètre rµ comme suit :

kn =
Eµπr

2
µLµ

4 (III.25)

kt =
3Eµπr4

µLµ

16 (III.26)

les propriétés élastiques macroscopiques EM et νM peuvent alors être exprimées
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par :

EM = Eµr
2
µ

φZ

4

(
8 + 9r2

µ

16 + 3r2
µ

)
(III.27)

νM =
4− 3r2

µ

16 + 3r2
µ

(III.28)

4.2 Modèle Best-fit

En se basant sur le modèle Best-fit, le module de Young EM et le coefficient de
Poisson νM macroscopiques sont respectivement donnés par les équations III.29
et III.31. En remplaçant les termes kn et kt donnés en fonction de Eµ et rµ,
les propriétés élastiques macroscopiques sont exprimées par les équations III.30
et III.32 où R∗, φ et Z restent inchangés.

EM = 5φZkn
2πR∗

(
kt

2kn + 3kt

)
(III.29)

EM = Eµ
φZ

4

(
15r4

µ

8 + 9r2
µ

)
(III.30)

νM = kn − kt
2kn + 3kt

(III.31)

νM =
4− 3r2

µ

8 + 9r2
µ

(III.32)

4.3 Comparaison du modèle avec les hypothèses de Voigt
et Best-fit

Maintenant que nous avons établi la liaison entre les propriétés élastiques
macroscopiques et les paramètres microscopiques, nous investiguons l’évolution
de νM et Ea, définis dans la section précédente, en fonction du paramètre rµ.
Comme il a été démontré que Eµ n’affecte pas νM et Ea, nous lui affectons une
valeur de 10 GPa sachant que le choix d’une autre valeur n’aurait pas affecté nos
courbes de calibration. La Figure III.9.b montre que les résultats obtenus par le
modèle poutre sont dans la plage admissible déterminée par les hypothèses de
Voigt et le modèle Best-fit. En outre, le coefficient de Poisson est limité à un
tiers, ce qui correspond à la limite habituelle pour les structures en treillis [178].
La Figure III.9.a montre l’évolution du module de Young adimensionnel Ea en
fonction du paramètre rµ. Nous remarquons toutefois que pour une valeur rµ>0.8,
le modèle poutre sort de l’encadrement défini par les deux modèles analytiques.
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Nous estimons que les termes liés aux moments affectent la relation micro-macro
pour une valeur importante du paramètre rµ.
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Figure III.9 – Évolution du module de Young adimensionnel Ea (a) et du coef-
ficient de Poisson νM (b) pour le modèle poutre comparé aux limites théoriques

5 Validation du modèle cohésif de type poutre

L’objectif de cette section consiste à valider le modèle cohésif de type poutre
présenté précédemment dans la section 3.1. Dans cette optique, plusieurs essais
mécaniques numériques ont été mis en place, dans lesquels nous considérons un
empilement particulaire composé de 700 000 ED.

5.1 Validation sur un essai de traction

Dans cette première configuration, nous considérons un VER cubique repré-
sentant un milieu continu. La composante du déplacement suivant l’axe x est
imposée à 0 sur un coté et un chargement en traction est appliqué sur le bord op-
posé comme illustré sur la Figure III.10. Le chargement imposé suivant la direction
x, suit une phase de montée progressive jusqu’à une valeur maximale souhaitée,
à partir de laquelle le chargement est maintenu constant. Notre objectif est d’ob-
server et évaluer les réponses mécaniques et énergétiques du modèle.

Dans un premier temps, nous récupérons la réaction sur la face opposée au
chargement en fonction du temps. Le nombre d’itérations imposé par le schéma
de discrétisation temporel représente l’axe de temps. La Figure III.11 montre la
validité du principe d’action-réaction. Dans un second temps, nous nous intéres-
sons à l’énergie de déformation totale du MCE étudié. Nous définissons l’énergie
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ux = 0

V = Vx ¹ 0
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x

Figure III.10 – Essai de traction sur un VER cubique

macroscopique par l’énergie imposée au domaine, et l’énergie microscopique par
la somme des énergies générées par l’ensemble des liens cohésifs dans le domaine.
L’objectif est de vérifier que l’énergie imposée à l’échelle macroscopique est la
même que celle retrouvée à l’échelle microscopique.
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Figure III.11 – Évolution de la force en traction en fonction du nombre d’itéra-
tions

Il est possible de décomposer l’énergie interne de déformation, à l’échelle mi-
croscopique, en :

— Énergie de traction (ETraction) correspondant à l’effort normal, calculée par :

ETraction =
k∑
i=1

Z∑
p=1

∆upi1n .F
p
i1n

+ ∆upi2n .F
p
i2n

(III.33)

— Énergie de flexion (EFlexion) correspondant au travail des moments de flexion,
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donnée par :

EFlexion =
k∑
i=1

Z∑
p=1

∆θpi1t .T
p
i1t

+ ∆θpi1b .T
p
i1b

+ ∆θpi2b .T
p
i2b

+ ∆θpi2t .T
p
i2t

(III.34)

— Énergie de torsion (ETorsion) correspondant au travail du moment de torsion,
calculée par :

ETorsion =
k∑
i=1

Z∑
p=1

∆θpi1n .T
p
i1n

+ ∆θpi2n .T
p
i2n

(III.35)

— Énergie de cisaillement (ECisaillement) correspondant au travail des efforts
tranchants, donnée par :

ECisaillement =
k∑
i=1

Z∑
p=1

∆upi1t .F
p
i1t

+ ∆upi1b .F
p
i1b

+ ∆upi2b .F
p
i2b

+ ∆upi2t .F
p
i2t

(III.36)

avec :

• k : nombre total de liaisons cohésives

• Z : nombre total de pas de calcul

• ∆upi1n (respectivement ∆upi2n) : déplacement infinitésimal du lien cohésif
d’indice i de la section droite relative à l’élément discret 1 (respectivement
2) projeté sur l’axe ~n du repère local (~n,~t,~b) au pas de calcul p

• ∆upi1t (respectivement ∆upi2t) : déplacement infinitésimal du lien cohésif d’in-
dice i de la section droite relative à l’élément discret 1 (respectivement 2)
projeté sur l’axe ~t du repère local (~n,~t,~b) au pas de calcul p

• ∆θpi1n (respectivement ∆θpi2n) : rotation infinitésimale du lien cohésif d’indice
i de la section droite relative à l’élément discret 1 (respectivement 2) projeté
sur l’axe ~n du repère local (~n,~t,~b) au pas de calcul p

• F p
i1n

(respectivement F p
i2n

) : effort du lien cohésif d’indice i de la section
droite relative à l’élément discret 1 (respectivement 2) projeté sur l’axe ~n
du repère local (~n,~t,~b) au pas de calcul p

• T pi1n (respectivement T pi2n) : moment du lien cohésif i de la section droite
relative à l’élément discret 1 (respectivement 2) projeté sur l’axe ~n du repère
local (~n,~t,~b) au pas de calcul p

Par ailleurs, nous définissons l’énergie cinétique d’un milieu particulaire par la
somme des énergies cinétiques engendrées par l’ensemble des éléments discrets le
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composant, d’où :

ECinétique =
k∑
i=1

1
2Miv

2
i + 1

2Iiw
2
i (III.37)

avec :

• k : nombre total des éléments discrets dans le domaine

• Mi : masse de l’élément discret i

• vi : module de la vitesse de l’élément discret i

• Ii : inertie de l’élément discret i définie par : Ii = 2
5Mir

2
i avec ri le rayon de

l’élément discret i

• wi : module de la vitesse de rotation de l’élément discret i

En se basant sur ces définitions, l’énergie de déformation totale de l’empi-
lement est évaluée et comparée à l’échelle microscopique et macroscopique. La
Figure III.12 montre la vérification du principe de conservation d’énergie du sys-
tème dans l’essai de traction réalisé.
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Figure III.12 – Évolution de l’énergie de déformation en traction en fonction du
nombre d’itérations

Par la suite, nous nous sommes aussi intéressés au champ de déplacement ré-
sultant de notre modèle. La Figure III.13.a montre les champs de déplacement
obtenus dans l’essai de traction illustré sur la Figure III.10. Pour mieux visualiser
le champ de déplacement, nous avons choisi de le présenter à l’aide d’un sous-
domaine parallélépipédique du cube. La Figure III.13.b illustre les résultats du
champ de déplacement obtenus en imposant deux chargements en traction sur les
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deux faces opposées du cube. Les isovaleurs de déplacement évalué dans la direc-
tion du chargement appliqué montrent que les résultats sont qualitativement en
accord avec les résultats attendus en traction. En effet, l’intensité du déplacement
s’affaiblit en s’approchant du coté encastré du VER sur la Figure III.13.a , et en
s’approchant au plan médian du VER sur la Figure III.13.b.

(a) (b)

9.46E-43.54E-7

00

Figure III.13 – Champs de déplacement obtenus en traction en appliquant un
chargement sur (a) une et (b) deux faces de VER

5.2 Validation sur un essai de torsion

L’essai de torsion est réalisé sur le même VER encastré utilisé pour l’essai
de traction présenté précédemment. L’extrémité libre est cette fois-ci sollicitée en
imposant un déplacement angulaire dans la direction x, comme il est montré sur
la Figure III.14.

ux,y,z = 0

qx ¹ 0
qx,y,z = 0

Figure III.14 – Essai de torsion sur un VER cubique

L’évolution de la réaction sur la face opposée au chargement appliqué est
illustrée sur la Figure III.15 en fonction du nombre d’itérations, permettant de
valider le principe d’action-réaction tout au long de l’essai numérique de torsion.

Ensuite, le principe de conservation d’énergie du système est aussi vérifié.
La Figure III.16 montre l’évolution des énergies de déformation microscopique
et macroscopique pendant l’essai de torsion en fonction du nombre d’itérations.
Nous nous sommes aussi intéressés au champ de déplacement résultant du modèle
cohésif de type poutre dans la configuration de l’essai de torsion. La Figure III.17.a
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Figure III.15 – Évolution du moment de torsion en fonction du nombre d’itéra-
tions
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Figure III.16 – Évolution de l’énergie de déformation en torsion en fonction du
nombre d’itérations

montre le champ de déplacement dans la direction du chargement obtenu dans
l’essai de torsion illustré sur la Figure III.14, à l’aide d’un sous-domaine cylindrique
du cube. La Figure III.17.b présente le champ de déplacement obtenu en imposant
deux chargements en torsion sur les deux faces opposées du cube. Les résultats
de déplacement obtenus par le modèle cohésif ont montré que le comportement
mécanique est en bon accord avec les résultats attendus en torsion. Les résultats
de l’essai de torsion permettent de valider une fois de plus le modèle cohésif de



Modèle cohésif de type poutre pour la modélisation des milieux continus 82

type poutre.
En conclusion, à travers ces deux essais (traction et torsion), nous avons vérifié

le principe d’action-réaction en appliquant un chargement en force ou en moment.
Nous avons aussi pu valider le principe de conservation de l’énergie de déforma-
tion et vérifier la concordance des champs de déplacement obtenus par le modèle
éléments discrets basé sur le modèle cohésif de type poutre.

(a) (b)

3.86E-41.7E-4

00

Figure III.17 – Champs de déplacement obtenus en torsion en appliquant un
chargement sur (a) une et (b) deux faces de VER

6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le modèle cohésif de type poutre, dans
lequel le milieu continu est modélisé par un empilement particulaire équivalent,
où les interactions entre éléments discrets sont modélisées par des liens cohésifs
de type poutre d’Euler-Bernoulli. Ce lien est caractérisé par un ensemble de para-
mètres microscopiques, déterminés à l’aide d’un processus de calibration permet-
tant de retrouver le comportement mécanique macroscopique du milieu modélisé.
Ce modèle a prouvé sa concordance avec les modèles théoriques existant dans la
littérature notamment le modèle Best-fit et les hypothèses de Voigt. De plus, en
guise de validation, nous avons vérifié dans ce chapitre les résultats obtenus par
le modèle poutre en termes de grandeurs mécaniques à savoir la force, l’énergie
de déformation et le champ de déplacement. Des essais de traction et de torsion
ont en effet permis de vérifier les principes d’action-réaction et de conservation
d’énergie, validant ainsi la conformité du modèle poutre présenté.
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1 Introduction

La modélisation par la MED induit un niveau de dispersion élevé du champ
de contrainte. Notre objectif dans ce chapitre consiste à développer une approche
permettant de contrôler le niveau de dispersion du champ de contrainte locale
dans la simulation 3D par la MED. En effet, le champ de contrainte résultant
est hétérogène, même dans le cas où il est théoriquement homogène, ce qui peut
mener à des problèmes dans la simulation mécanique à cause de la surestimation
de la contrainte locale. Afin de contrôler la dispersion de la contrainte, nous intro-
duisons une échelle mésoscopique à l’aide d’une approche que nous avons nommée
Halo. Cette dernière permet d’évaluer la contrainte d’un ED en prenant en consi-
dération la contribution de ses voisins, appartenant au même Halo. L’approche est
appliquée au cadre d’un milieu homogène, et comparée à la méthode des éléments
représentatifs [130] qui aussi vise à améliorer la qualité du champ de contrainte
locale obtenu par la MED. Le nombre d’ED par Halo est directement lié au niveau
de dispersion de la contrainte. Par ailleurs, l’approche Halo est également utili-
sée pour contrôler le niveau de dispersion de la déformation, afin de démontrer
l’adaptabilité de la méthode à d’autres grandeurs mécaniques. Puis, en guise de
validation de l’approche Halo, un essai brésilien est réalisé. Une comparaison avec
la MEF a montré un bon accord avec l’approche Halo mise au point.

2 Évaluation du champ de contrainte

Le tenseur de contrainte le plus souvent utilisé pour évaluer la contrainte
dans les domaines particulaires est σ̄Mc

i proposé par McLelallan[157] pour les
simulations en dynamique moléculaire. Ce tenseur est évalué sur un volume V
autour de l’élément i et est donné par l’équation IV.1. Il est composé de deux
parties : la première en fonction de la masse mi et la vitesse u̇i de l’élément
i, et la deuxième en fonction de la position et des efforts inter-particulaires, où
dij = dj − di avec di la position de l’élément i, et fij la force inter-particulaire
appliquée à l’élément i par l’élément j situé dans le volume V .

σ̄Mc
i = 1

V

−miu̇i ⊗ u̇i + 1
2
∑
j 6=i

dij ⊗ fij

 (IV.1)

Dans la modélisation par la MED, le tenseur de contrainte est évalué à l’échelle
de l’ED à l’aide de l’équation IV.1. En effet, Zhou [245] a proposé une formulation
de la contrainte σ̄Zhi permettant de calculer une contrainte mécanique moyenne
sur un volume V autour de l’élément i en n’utilisant que la deuxième partie de
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cette équation. Cette formulation est donnée par l’équation IV.2.

σ̄Zhi = 1
2V

∑
i∈V

∑
j 6=i

dij ⊗ fij (IV.2)

Dans les deux expressions de la contrainte (équations IV.1 et IV.2), les efforts
inter-particulaires sont exprimés en fonction du potentiel de Lennard-Jones et de
la distance entre les éléments i et j, d’où la symétrie des tenseurs de contrainte.
Cependant, dans notre modèle éléments discrets, les particules sont liées par des
éléments cohésifs de type poutre qui n’assurent pas la symétrie des tenseurs ré-
sultants. Pour cette raison, l’équation IV.2 a été modifiée par André et al.[17] qui
ont proposé une formulation σ̄Ani permettant de vérifier la symétrie du tenseur
des contraintes à l’échelle d’un ED i de volume Vi, à l’aide de l’équation IV.3, où
Zi est le nombre de coordination de i

σ̄Ani = 1
2Vi

∑
j∈Zi

1
2(dij ⊗ fij + fij ⊗ dij) (IV.3)

Nous définissons le volume de représentation d’un ED i par le rapport de son
volume réel Vi à la compacité du milieu particulaire φ. Afin de respecter le volume
du milieu continu modélisé, nous considérons le tenseur de contrainte σ̄i associé
au volume de représentation de i au lieu de son volume réel, par l’expression
suivante :

σ̄i = φ

2Vi
∑
j∈Zi

1
2(dij ⊗ fij + fij ⊗ dij) (IV.4)

3 Dispersion de la contrainte dans un milieu ho-
mogène

Nous effectuons l’essai numérique de traction sur le VER cubique homogène,
de longueur L = 1 cm et composé de 700 000 ED, présenté dans la Figure III.5 du
chapitre III et soumis à une vitesse Vx = 10−5 m/s. Dans un premier temps, nous
observons l’évolution de la moyenne de la contrainte locale σi dans la direction
x notée σx en fonction du déplacement tout au long de l’essai. En effet, nous
évaluons une contrainte moyenne σxmoy sur l’ensemble des ED dans le VER étudié.
La Figure IV.1 montre que le comportement du modèle est élastique linéaire.
Cependant, nous observons quelques fluctuations au début de l’essai de traction,
qui s’atténuent à partir de 20 µm. Pour éliminer l’effet de ces fluctuations dans
la suite de notre étude, nous ne prendrons pas en considération les valeurs de
contrainte obtenues pour les petits déplacements (<20 µm).
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Figure IV.1 – Contrainte moyenne σxmoy en fonction du déplacement

Dans un second temps, nous nous intéressons à la dispersion de la contrainte.
Cette dernière est évaluée à l’aide du Coefficient de Variation (CoVσx), qui est
défini par le rapport entre l’écart type et la moyenne de la contrainte locale de tous
les ED dans le domaine. Nous précisons que nous ne prenons pas en considération
les contributions des ED situés sur les faces du VER dans le but d’éviter les effets
de bord qu’elles pourraient induire.

(a) (b)

Figure IV.2 – Illustration de champs de contrainte obtenus par (a) la MED et
(b) la MEF dans le cas d’un champ de contrainte théoriquement homogène

Nous étudions d’abord la sensibilité du champ de contrainte locale aux para-
mètres microscopiques Eµ et rµ. Un ensemble de paires de paramètres microsco-
piques (Eµ, rµ) est testé, avec Eµ ∈ [2 GPa, 1000 GPa] et rµ ∈ [0.1, 0.9]. Les
résultats ne montrent aucun effet de Eµ sur le CoVσx . Cependant, nous remar-
quons que le CoVσx est plus important quand rµ est plus petit (Figure IV.3.a),
autrement dit quand le coefficient de Poisson est plus important.

Nous nous intéressons maintenant à l’effet de la densité de l’empilement parti-
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Figure IV.3 – Influence des paramètres microscopiques Eµ et rµ (a) et du nombre
d’ED (b) sur la dispersion du champ de contrainte

culaire sur la dispersion du champ de contrainte. Nous utilisons Eµ = 220.2 GPa
et rµ = 0.72, ce qui conduit à un comportement macroscopique caractérisé par
un module de Young EM = 69.5 GPa et un coefficient de Poisson νM = 0.15.
Ces propriétés correspondent au verre de silice, ici utilisé à titre d’exemple. La
Figure IV.3.b montre que le CoVσx dépasse 46% même si le champ de contrainte
dans le domaine étudié est théoriquement homogène, ce qui a été vérifié par la
MEF (Figure IV.2). Nous estimons que nous quantifions correctement le niveau
de dispersion à partir d’un nombre minimal d’ED de 700 000, permettant d’éviter
tout effet lié à la densité de l’empilement sur les propriétés mécaniques.

4 Approche Halo pour contrôler la dispersion de
la contrainte

4.1 Présentation de l’approche

Pour éviter la surestimation de la contrainte localement, nous proposons une
approche basée sur la notion de Halo afin de contrôler le niveau de dispersion du
champ de contrainte dans la simulation mécanique 3D par la MED. Dans cette
approche, nous introduisons une échelle mésoscopique pour évaluer le tenseur de
contrainte sur un volume donné en se basant sur la formulation donnée par Zhou
[245] (équation IV.2). Le Halo est défini comme une géométrie sphérique introduite
à l’échelle mésoscopique pour chaque ED. Nous considérons que le centre de chaque
ED coïncide avec le centre de son Halo sphérique et que ce dernier contient un



Approche Halo pour le contrôle de dispersion de la contrainte locale 89

nombre suffisant d’ED (Figure IV.4).

Halo de l'ED i

ED i

Milieu discret

Demi Halo de l'ED i

Figure IV.4 – Exemple de Halo introduit à l’échelle mésoscopique

L’idée principale de l’approche consiste à évaluer la contrainte locale d’un ED i

en prenant en considération la contribution des ED voisins, situés dans le Halo de
i (Figure IV.5). Le tenseur de contrainte de l’ED i est alors évalué sur le volume de
son Halo V h

i par l’équation IV.5 [169], où fij est le vecteur des forces de cohésion
appliquées à i par j, et dij est le vecteur des positions reliant les deux centres de
i et de j.

σ̄hi = 1
2V h

i

∑
i∈V hi

∑
i 6=j

1
2(fij ⊗ dij + dij ⊗ fij) (IV.5)

Nous nous attendons à ce que la distribution des contraintes dans le milieu
homogène, modélisé par un VER, dépende de la taille du Halo et donc du nombre
d’ED à l’intérieur du Halo. Ainsi, le niveau de dispersion du champ de contrainte
locale évalué sera sensible au nombre d’ED par Halo.

4.2 Application au milieu homogène

Nous considérons le milieu homogène modélisé par le VER de la Figure III.5,
pour lequel nous avons évalué un coefficient de variation supérieur à 46% dans la
section 3. Tout d’abord, nous étudions l’influence du nombre d’ED par Halo sur
la distribution de la contrainte. En effet, en utilisant la MED, l’espérance de la
contrainte locale σx de l’ensemble des ED dans le domaine étudié s’avère différente
de la contrainte théorique attendue. L’espérance ici est évaluée par une moyenne
arithmétique des contraintes locales de tous les éléments discrets dans le domaine
sauf ceux situés sur les faces du VER, dans le but d’éviter les effets de bord.
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Halo de l'élément 

discret i

Élément discret i

Milieu discret

Figure IV.5 – Introduction du Halo sphérique à l’échelle mésoscopique pour un
élément discret i
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Figure IV.6 – Influence du nombre d’ED par Halo sur la contrainte locale
moyenne

En utilisant l’approche Halo, nous évaluons la contrainte locale σhx au lieu de σx
et observons son évolution en fonction du nombre d’ED par Halo. La Figure IV.6
montre l’effet de la taille du Halo sur la valeur de la contrainte moyenne obtenue
par le modèle discret. Cette contrainte converge vers la valeur estimée théorique-
ment dans notre cas par σxth = 91.4 MPa, en utilisant un nombre approprié d’ED
par Halo.

Ensuite, nous nous intéressons à l’effet de l’approche Halo sur les fonctions de
densité de la contrainte locale σhx . Nous évaluons la contrainte pour chaque ED
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dans le contexte d’une contrainte théoriquement homogène, en utilisant différentes
tailles de Halo. Les contraintes évaluées σhx sont normalisées par la contrainte
moyenne σhxmoy et représentées sur la Figure IV.7 en terme de densité pour diffé-
rentes tailles de Halo.
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Figure IV.7 – Fonctions de densité de la contrainte locale σhx normalisée par la
contrainte moyenne σhxmoy pour différents RHalo

Nous précisons que dans notre étude, nous mesurons la taille du Halo en fonc-
tion du rapport du rayon du Halo RHalo au rayon de l’ED RED, ou du nombre
d’ED par Halo. Ainsi, nous avons établi une équivalence entre les deux méthodes
de mesure, présentée dans le Tableau IV.1. Il est à noter que cette correspondance
est indépendante de la densité globale du domaine. En augmentant le rapport du
rayon du Halo RHalo au rayon de l’ED RED, nous remarquons que l’écart-type de
la densité de contrainte s’affaiblit. Les courbes de densité sont plus étroites et donc
le niveau de dispersion est moins important (Figure IV.7). Par conséquent, nous
avons tendance à nous approcher de la valeur moyenne normalisée 1, équivalente
à la valeur théorique de la contrainte locale estimée à 91.4 MPa.

Table IV.1 – Nombre d’ED par Halo en fonction de son rayon

RHalo/ RED 2 5 8 10 15 20
Nombre d’ED par Halo 2 70 270 555 1770 3971

Nous nous intéressons ensuite à l’influence du nombre d’ED par Halo sur le
coefficient de variation CoVσx . Il est à noter que la méthode des éléments re-
présentatifs introduite à titre de comparaison sur la Figure IV.8 sera présentée
dans la section suivante. Les résultats obtenus montrent une diminution de la
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Figure IV.8 – Influence du nombre d’ED par Halo ou par élément représentatif
sur le CoVσx

dispersion du champ de contrainte lorsque le nombre d’ED par Halo augmente
(Figure IV.8), et donc lorsque le rapport RHalo/RED est plus grand comme le
montre le Tableau IV.1. Dans ce dernier, le rayon du Halo RHalo est représenté
en fonction du rayon RED des ED utilisés pour modéliser le domaine étudié. Ces
résultats permettent à l’utilisateur de déterminer facilement le nombre d’ED que
le Halo doit contenir pour atteindre une distribution de champ de contrainte sou-
haitée. Par exemple, un premier indicateur fixé à 10% en terme de CoVσx est
atteint pour environ 70 ED par Halo, ce qui est équivalent à un rayon de Halo 5
fois celui de l’ED. Un deuxième indicateur fixé à 5% est lui atteint pour environ
270 ED, ce qui correspond à un rayon de Halo 8 fois celui de l’ED (Figure IV.8).

Toutefois, le choix de la taille du Halo doit être fait de façon à ne pas excessi-
vement lisser le champ de contrainte. Comme l’effet du paramètre microscopique
rµ sur CoVσhx

a été discuté dans la section 3, nous nous intéressons également
à son influence en utilisant l’approche Halo pour différents rayons du Halo, soit
5, 10 et 15 fois le rayon de l’ED. Les résultats obtenus sont illustrés sur la Fi-
gure IV.9, laquelle permet à l’utilisateur de facilement déterminer le rapport ap-
proprié RHalo/RED, pour une valeur de rµ donnée et un coefficient de variation
du champ de contrainte souhaité.
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Figure IV.9 – Influence du paramètre rµ et du rayon du Halo sur CoVσhx

4.3 Comparaison de l’approche Halo avec la méthode des
éléments représentatifs

Dans cette partie, nous présentons la méthode des éléments représentatifs uti-
lisée par Leclerc [130] en guise de comparaison avec l’approche Halo introduite
dans ce travail. En effet, la méthode des éléments représentatifs a été proposée
dans le cadre de la modélisation par la MED pour évaluer le tenseur de contrainte
à l’aide d’un pavage fixe de polyèdres (Figure IV.10), sous l’hypothèse que les
milieux particulaires et continus produisent des forces internes et externes iden-
tiques.

Le choix de la taille appropriée de l’élément adapté (Halo ou élément repré-
sentatif) n’est pas évident dans les deux approches. Cependant, la méthode des
éléments représentatifs a trois inconvénients majeurs par rapport à l’approche
Halo :

• le besoin de générer un maillage

• l’adaptation du maillage à la géométrie et aux invariants du modèle

• l’obtention d’un champ uniforme uniquement à l’échelle de l’élément repré-
sentatif et non à l’échelle de l’ED

De plus, l’approche Halo permet d’atteindre un niveau de dispersion du champ
de contrainte inférieur à celui obtenu par la méthode des éléments représentatifs,
en utilisant moins d’ED par Halo par rapport au nombre d’ED par élément re-
présentatif (Figure IV.8).
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Figure IV.11 – Introduction d’une échelle mésoscopique en utilisant (a) l’ap-
proche Halo et (b) la méthode des éléments représentatifs
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Figure IV.12 – Champs de contrainte obtenus en utilisant (a) l’approche Halo
et (b) la méthode des éléments représentatifs
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En fait, dans l’approche Halo nous déterminons un Halo pour chaque ED ce
qui fait que nous avons autant de Halos que d’ED. Ainsi, la valeur de contrainte
évaluée au niveau de chaque Halo, en prenant en considération la contribution de
l’ensemble des ED qui le constituent, est attribuée à l’ED de même centre (Fi-
gure IV.11.a). A contrario, dans le cas de la méthode des éléments représentatifs,
la même valeur de contrainte est attribuée à tous les ED localisés à l’intérieur
d’un élément donné (Figures IV.11.b et IV.12.b). Par exemple, dans le cas du
VER cubique de la Figure III.5, dans lequel la contrainte est théoriquement ho-
mogène. Le champ de contrainte obtenu dans le plan y = L

2 est représenté sur la
Figure IV.12.a dans le cas de l’approche Halo, avec 1770 ED par Halo, et sur la
Figure IV.12.b dans le cas de la méthode des éléments représentatifs, avec un pa-
vage régulier d’hexaèdres contenant chacun environ 1400 ED. Il est à noter que les
calculs de contrainte effectués en utilisant les deux méthodes prennent en consi-
dération les contributions de contrainte des ED situés au bord du VER, d’où les
irrégularités observées aux extrémités dans les Figures IV.12.a et b. Les résultats
obtenus montrent l’efficacité de l’approche Halo à lisser correctement le milieu,
réduire les effets de bord et diminuer le niveau de dispersion dans le champ de
contrainte, par rapport à la méthode des éléments représentatifs.

4.4 Application de l’approche Halo à la déformation

L’approche Halo a été à la base développée pour remédier à la dispersion
du champ de contrainte obtenu par la modélisation avec la MED. Toutefois, cette
approche peut avoir d’autres applications dans le cadre du contrôle de la dispersion
et peut être adaptée à d’autres grandeurs mécaniques. Dans cette section, nous
proposons d’étudier l’influence de l’approche Halo sur le niveau de dispersion de
la déformation comme exemple d’application. En effet, à l’instar du champ de
contrainte, le champ de déformation obtenu par la MED n’est pas homogène,
même dans le cas de figure où il doit théoriquement l’être. Nous considérons le
VER présenté sur la Figure III.5 et nous nous mettons dans les mêmes conditions
d’essai que précédemment. Nous nous intéressons à la déformation ε̄i à l’échelle
de l’élément discret dans la direction x, donnée par l’équation IV.6 [132]

ε̄i = 1
2Vi

∑
j∈Zi

Aij
2 (nkij ⊗∆l

ij + nlij ⊗∆k
ij) (IV.6)

où Vi est le volume représentatif de l’élément i, Zi le nombre de coordination
de i, nij le vecteur normal inter-particulaire, les indices k et l correspondent aux
composantes de nij, ∆ij le déplacement relatif entre i et j et Aij la surface de
transmission entre les éléments discrets i et j. La surface de transmission entre
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les éléments représentatifs de i et j est déterminée à l’aide de l’équation IV.7 :

Aij = SijCt (IV.7)

Cette équation permet de corréler Aij à :

— une surface Sij déterminée par le rayon moyen Rij des ED en contact,
où Sij = πR2

ij

— un coefficient sans dimension Ct, étalonné de façon à obtenir une égalité
entre la déformation macroscopique et celle obtenue en additionnant les
contributions locales [132].

Le coefficient de variation CoVεi évalué pour cette déformation est supérieur à
35%. Cette valeur est moins importante que celle évaluée pour la contrainte. Cette
différence peut être justifiée par le fait que la déformation est calculée en fonction
du déplacement, alors que la contrainte est calculée en fonction des efforts de
cohésion, qui sont considérés plus sensibles aux variations que les déplacements.
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Figure IV.13 – Fonctions de densité de la déformation locale εhx normalisée par
la déformation moyenne εhxmoy pour différents RHalo

Nous utilisons alors l’approche Halo pour diminuer cette dispersion. La défor-
mation εhi est évaluée au niveau du Halo en prenant en considération la contri-
bution des éléments discrets qui lui sont associés. Elle est calculée à l’aide de
l’équation IV.8, où V h

i est le volume du Halo.

ε̄hi = 1
2V h

i

∑
i∈V hi

∑
i 6=j

Aijnij ⊗∆ij (IV.8)
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Dans un premier temps, nous observons l’effet de la taille du Halo, sur la
fonction de densité de la déformation locale dans la direction x notée εhx. La
Figure IV.13 représente l’évolution des fonctions de densité en fonction de la
déformation normalisée par la déformation moyenne. Les résultats obtenus sont en
très bon accord avec les résultats obtenus pour la contrainte. En effet, les courbes
de densité tracées ont la même allure et le même comportement que celles tracées
pour la contrainte. Nous remarquons que plus le Halo est grand plus les courbes
de densité sont étroites et l’écart-type est faible (Figure IV.13), soit un niveau de
dispersion faible.
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Figure IV.14 – Influence du nombre d’ED par Halo sur le CoVεhx

Dans un deuxième temps, nous évaluons le coefficient de variation de la dé-
formation locale dans notre cas d’étude, en fonction du nombre d’ED par Halo
comme illustré sur la Figure IV.14. Plus le rayon du Halo est grand, plus il contient
d’éléments discrets, plus la valeur du CoVεhx

est faible. Les résultats représentés
dans la Figure IV.14 permettent à l’utilisateur de facilement déterminer le nombre
approprié d’ED par Halo pour obtenir un niveau donné de dispersion en déforma-
tion.

A titre d’exemple, deux indicateurs de CoVεhx
sont fixés à 5% et 10% pour des

Halos composés respectivement de 70 et 50 éléments discrets. Il est à noter que
ces coefficients de variation sont obtenus dans le cas de le contrainte pour respec-
tivement 270 et 70 ED par Halo. Ensuite, comme nous avons étudié l’influence du
paramètre microscopique rµ sur le coefficient de variation pour la contrainte, nous
réalisons la même étude en terme de déformation. Les résultats obtenus sont illus-
trés sur la Figure IV.15 et sont en bon accord avec les résultats de la contrainte.
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Figure IV.15 – Influence du paramètre rµ et du rayon du Halo sur CoVεhx

Ces données représentent un complément d’information pour l’utilisateur, lui per-
mettant de déterminer la taille du Halo et le rapport approprié RHalo/RED, pour
une valeur de rµ et un CoVεhx

donnés.

4.5 Validation de l’approche Halo par l’essai brésilien

L’essai brésilien est une méthode d’essai indirecte qui a été utilisée par plu-
sieurs auteurs [71, 102], pour évaluer la résistance à la traction des matériaux
fragiles. L’idée de l’essai consiste à appliquer un chargement de compression dia-
métralement sur un échantillon cylindrique mince, au niveau de chacune des ex-
trémités de son diamètre comme illustré sur la Figure IV.16. La résistance à la
traction est ensuite évaluée en se basant sur l’hypothèse qui suppose que la rup-
ture se produit au niveau du centre de l’échantillon, où la contrainte de traction
atteint théoriquement sa valeur maximale.
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h

Figure IV.16 – Configuration de l’essai brésilien

En élasticité linéaire, le champ de contrainte est évalué tout au long de l’essai
en utilisant la solution de Hertz donnée par les équations IV.9 et IV.10 suivantes :

σx = −2F
πh

x2(R− y)
β4

1
+ x2(R + y)

β4
2

− 1
2R

 (IV.9)

σy = −2F
πh

(R− y)3

β4
1

+ (R + y)3

β4
2

− 1
2R

 (IV.10)

avec :  β2
1 = (R− y)2 + x2

β2
2 = (R + y)2 + x2 (IV.11)

où F est la force de compression appliquée, h est la hauteur du cylindre et
R son rayon. Les contraintes de traction et de compression au centre du cylindre
(point de coordonnées x = y = z = 0) sont alors respectivement données par les
équations IV.12 et IV.13 suivantes :

σx(x=y=z=0) = F

πRh
(IV.12)

σy(x=y=z=0) = −3F
πRh

(IV.13)

Théoriquement, la contrainte de compression au centre de l’échantillon cylin-
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drique est trois fois la contrainte de traction, ce qui représente un critère pertinent
pour vérifier la validité de l’approche Halo développée. Dans le présent travail, l’es-
sai brésilien est réalisé sur un comprimé cylindrique, modélisé par un échantillon
cylindrique composé de 200 000 ED (Figure IV.16). Le choix de cette densité d’em-
pilement particulaire est justifié par le besoin d’obtenir des résultats précis, sans
induire un coût de calcul excessif. Nous rappelons que la compacité du domaine
est toujours fixée à 0.64 avec un nombre de coordination de 6.2. L’échantillon est
alors modélisé par un cylindre de rayon R fixé à 20 mm et de hauteur h fixée à
16 mm. Nous étudions le cas d’un matériau céramique caractérisé par un module
de Young macroscopique EM = 350 GPa et un coefficient de Poisson νM = 0.21.
Les paramètres microscopiques associés à ces propriétés macroscopiques sont
Eµ = 2536 GPa et rµ = 0.545. L’essai est piloté avec une vitesse constante dans
la direction y : Vy = 3.3×105 m/s.

Y

X

Z = 0

V

Figure IV.17 – Le plan médian (z=0) du cylindre soumis à un chargement uni-
forme en compression sur une section d’arc

Plusieurs auteurs ont relevé et discuté le problème de concentration des contr-
aintes de compression près de la zone d’application du chargement [84, 227]. Pour
minimiser cette concentration, il est recommandé d’utiliser un échantillon cylin-
drique avec deux méplats sur lesquels le chargement est appliqué. La largeur de
ces méplats est fonction de l’angle de chargement α. Cependant, quand α est petit,
on constate qu’il n’y a pas une grande différence entre l’utilisation d’un cylindre
aplati ou un cylindre normal [227]. Par ailleurs, selon le principe de Saint-Venant,
la solution obtenue à des positions relativement éloignées des bords n’est pas affec-
tée par le choix des conditions aux limites. Dans notre cas, nous nous basons sur
les résultats obtenus dans des positions éloignées des bords. Comme la contrainte
dans ces positions est presque la même dans les deux configurations d’essai, nous
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avons choisi d’utiliser la configuration originale du cylindre complet avec un angle
α = 7° comme présenté dans la Figure IV.17. Nous étudions ensuite la taille du
Halo, en termes de nombre d’ED y appartenant et du rapport RHalo/RED, afin
d’évaluer son influence sur le niveau de variation de la contrainte. Les contraintes
de traction et de compression évaluées à l’aide de l’approche Halo sont respective-
ment notées σx et σy. La Figure IV.18.a présente ces contraintes obtenues le long
des diamètres vertical et horizontal du plan médian (z =0) de l’échantillon cylin-
drique, en utilisant le modèle cohésif de type poutre et un petit Halo composé de
4 ED, ce qui correspond à un RHalo = 2 RED. Nous représentons la contrainte de
traction (respectivement la contrainte de compression) par le rapport de σx (res-
pectivement σy) évaluée le long du diamètre horizontal (respectivement vertical),
à la valeur de la contrainte de traction (respectivement de compression) obtenue
au centre de l’échantillon cylindrique. Ce choix de représentation est effectué dans
le but de normaliser la contrainte et vérifier le rapport de 1, pour la contrainte de
traction (respectivement -3 pour la contrainte de compression), considéré comme
critère de validation de l’essai numérique brésilien. Nous observons clairement le
niveau important de dispersion des contraintes évaluées à l’échelle de l’ED dans les
deux directions x et y. La contrainte de traction normalisée évaluée au centre du
cylindre est d’une valeur de 1.5 par rapport à la valeur théorique 1. La contrainte
de compression atteint une valeur de -3.8 par rapport à la valeur théorique -3.
Comme attendu, l’augmentation du nombre d’ED par Halo à environ 300 ED,
ce qui est équivalent à RHalo = 8 RDE, diminue le niveau de dispersion dans le
champ de contrainte et élimine les fortes oscillations autour des résultats théo-
riques, comme le montre la Figure IV.18.b. Dans ce cas, les valeurs de contraintes
de traction et de compression normalisées, évaluées au centre, sont respective-
ment 1.3 et -3.5. Ce résultat implique que cette taille de Halo n’est pas appropriée
pour une bonne approximation de la solution théorique. Dans la Figure IV.18.c,
le nombre d’ED considéré par Halo est 1800, ce qui est équivalent à un rayon de
Halo égal à 15 fois celui de l’ED. Ce nombre d’ED par Halo est assez proche du
nombre estimé pour assurer un coefficient de variation du champ de contrainte in-
férieur à 4%, d’après les résultats présentés dans la section 4.2. D’un point de vue
qualitatif, les résultats numériques sont en bon accord avec la solution théorique.
D’un point de vue quantitatif, la contrainte de traction normalisée obtenue est
d’une valeur de 1.06, ce qui est assez proche de la valeur théorique 1, alors que la
contrainte de compression normalisée est de -3.3, ce qui est inférieure à la valeur
théorique de -3. Cette différence peut-être induite par les conditions aux limites
appliquées et peut-être justifiée par le mode d’application de la vitesse V sur les
ED situés aux bords de l’échantillon. En guise de comparaison, des calculs par
la MEF sont effectués en utilisant la même configuration d’essai et un maillage
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composé d’environ 200 000 éléments quadrangulaires, ce qui est équivalent à la
densité de l’empilement particulaire utilisée dans notre simulation numérique par
la MED, basée sur le modèle cohésif de type poutre. Les résultats obtenus par la
MEF, en termes de contraintes de traction et de compression σx et σy respective-
ment, sont en bon accord avec ceux obtenus par la MED avec un Halo composé
de 1800 ED où RHalo = 15 RED (Figure IV.18.c).
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(c) Cas d’un Halo de 1800 ED (RHalo = 15RED)

Figure IV.18 – Évolution des contraintes de traction et de compression norma-
lisées dans le plan z=0 en utilisant différentes tailles de Halo
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L’utilisation d’un très grand nombre d’ED par Halo peut entraîner une perte
d’information, comme l’illustre la Figure IV.19 où le Halo utilisé est composé
d’environ 18300 ED, ce qui est équivalent à un RHalo = 35 RED. Dans ce cas, le
rayon du Halo est presque égal à celui de l’échantillon étudié. Par conséquent, la
contrainte de compression au centre de l’échantillon est plus proche de la valeur
théorique mais nous observons une perte d’information le long de la direction y,
où plus le rapport entre le rayon du Halo RHalo et le rayon des ED RED augmente,
plus les valeurs σy se rapprochent de la valeur de la contrainte au centre. En outre,
nous constatons une perte d’information en terme de contrainte de traction, égale
dans ce cas à 0.9 par rapport à la valeur théorique 1. Sur la Figure IV.20, nous
représentons les valeurs des contraintes de traction et de compression au centre de
l’échantillon cylindrique, en fonction du nombre d’ED par Halo. En utilisant 1800
ED par Halo, ce qui est équivalent à un rayon de Halo 15 fois égal au rayon des
ED, les résultats numériques s’avèrent en très bon accord avec la solution obtenue
par la MEF et s’approchent de la solution analytique. Au-delà de cette taille de
Halo, le lissage est considéré excessif et peut entraîner une perte d’information
comme le montre la Figure IV.20
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Figure IV.19 – Cas d’un Halo de 18300 ED (RHalo =35RED)

En se basant sur la confrontation des résultats numériques à la solution analy-
tique, nous pouvons conclure que l’approche Halo est une méthode efficace pour
contrôler le niveau de dispersion des contraintes dans les milieux homogènes. Le
rayon du Halo approprié est estimé par 15 fois le rayon de l’ED, ce qui est en bon
accord avec les résultats de la section 4.2. Cependant, en utilisant un très grand
Halo, l’approche proposée peut induire la dégradation ou la perte de certaines
caractéristiques de la contrainte, notamment les gradients locaux. Pour cette rai-
son, le rapport du rayon du Halo au rayon de l’ED, et donc le nombre d’ED par
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Halo, doivent être déterminés soigneusement pour que le champ de contrainte soit
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Figure IV.20 – Influence du nombre d’ED par Halo sur la valeur des contraintes
de traction et de compression au centre

suffisamment lisse, mais pas excessivement, de façon à éviter les pertes d’infor-
mations et capter les valeurs maximales. Cependant, comme le rayon du Halo est
directement lié au rayon de l’ED, nous estimons que le niveau de dégradation et
de perte d’information dépend de la densité utilisée dans le domaine. En effet,
l’utilisation d’une densité qui n’est pas assez représentative du domaine dans la
modélisation par la MED peut fortement conduire à une mauvaise évaluation ou
une perte complète des gradients de contrainte locaux, tout comme l’utilisation
d’un maillage de mauvaise qualité dans le cas de la MEF.

5 Conclusion

Ce chapitre a porté sur la dispersion du champ de contrainte locale dans la si-
mulation mécanique par la méthode des éléments discrets cohésifs. Afin de contrô-
ler cette dispersion caractérisée par un coefficient de variation supérieur à 46%,
l’approche Halo a été développée. Elle permet d’évaluer la contrainte au niveau
d’un élément discret en prenant en considération la contribution de ses éléments
voisins, situés dans le Halo de l’élément discret. Ainsi, le niveau de dispersion
de la contrainte est directement lié au nombre d’éléments discrets par Halo. La
méthode a été appliquée dans le cadre d’un milieu homogène pour contrôler le
niveau de dispersion de la contrainte. Les résultats ont montré qu’un Halo com-
posé de 1700 ED, ce qui est équivalent à une taille de Halo 15 fois la taille de



Approche Halo pour le contrôle de dispersion de la contrainte locale 105

l’ED, permet d’avoir un niveau de dispersion inférieur à 4%. De plus, l’approche
Halo a été adaptée au calcul de champ de déformation afin de contrôler son ni-
veau de dispersion. Finalement, l’approche a été validée avec l’essai brésilien. Les
résultats obtenus nous permettent de conclure que l’approche Halo permet de
contrôler efficacement le niveau de variabilité du champ de contrainte locale en
milieu homogène.
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1 Introduction

Nous avons vu dans le chapitre 4.1 une approche nommée Halo pour contrôler
le niveau de dispersion de la contrainte locale. Celle-ci se fonde sur l’évaluation
de la contrainte à l’échelle de l’élément discret en prenant en considération la
contribution de ses éléments voisins. Après l’avoir validée en milieu homogène,
l’approche Halo est maintenant discutée dans ce chapitre dans le contexte d’un
milieu hétérogène. Dans un premier temps, elle est appliquée dans le cadre de ma-
tériaux composites avec une inclusion sphérique ou cylindrique. Dans un deuxième
temps, le cas du composite biosourcé lin - bioépoxy présenté dans le chapitre II
est étudié. Le module de Young longitudinal du matériau quantifié expérimenta-
lement est comparé à celui obtenu numériquement. L’approche Halo est ensuite
appliquée et le nombre d’ED optimisé pour contrôler la dispersion est discuté. De
plus, des simulations par la MEF sont effectuées a des fins de comparaison avec
l’approche Halo.

2 Application de l’approche Halo au milieu hé-
térogène

2.1 Milieu hétérogène avec inclusion cylindrique

Nous considérons un VER hétérogène cubique composé d’une seule inclusion
cylindrique représentant la fibre noyée dans la matrice. La longueur du VER cu-
bique considérée est L = 1 cm. Nous précisons que cette longueur n’a aucun effet
sur le comportement mécanique macroscopique évalué. La fibre cylindrique consi-
dérée est caractérisée par un diamètre égal à L

2 et un axe parallèle à la direction
y. Ainsi, la fraction volumique de l’inclusion est fixée à 19,5%. Nous étudions le
cas d’une matrice composée d’un matériau céramique caractérisé par un module
de Young macroscopique Em

M = 350 GPa et un coefficient de Poisson νmM=0.24.
Les propriétés microscopiques correspondantes sont Em

µ =2536 GPa et rmµ =0.545.
La fibre est composée de verre de silice, dont les caractéristiques mécaniques sont
présentées dans la section 4.2. Par ailleurs, nous définissons l’interface Ψ entre
la fibre et la matrice. Le module de Young microscopique EΨ

µ caractérisant les
éléments cohésifs de type poutre appartenant à cette phase est défini comme la
moyenne arithmétique des modules de Young microscopiques des éléments discrets
aux deux extrémités de la poutre. Ce choix permet d’avoir une transition douce
entre les propriétés de la fibre et celles de la matrice au niveau de l’interface. Par
ailleurs, plusieurs cas ont été étudiés en utilisant différents types de moyennes,
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Figure V.1 – Champs de contrainte dans le VER cubique avec inclusion cylin-
drique : avec (a) 2 et (b) 1770 ED par Halo

notamment arithmétique, géométrique, harmonique et quadratique. D’après les
résultats obtenus, nous avons évalué une erreur de 1% seulement entre les valeurs
de contrainte obtenues dans chacun des cas. Par conséquent, EΨ

µ = (Emµ +Efµ)
2 où

Ef
µ est le module de Young microscopique utilisé dans la fibre, et rΨ

µ = (rmµ +rfµ)/2
avec rfµ caractérisant la fibre. Nous maintenons les mêmes conditions aux limites
et la même vitesse imposée que celles décrites sur la Figure III.5. Ensuite, nous
déterminons l’état de contrainte dans la direction x à l’aide de l’approche Halo,
notée σhx , pour une déformation égale à 2.48e−4. Comme la MED induit un ni-
veau de dispersion de la contrainte locale, inhérent au modèle comme cela a été
présenté précédemment, la contrainte est maintenant déterminée à l’aide de l’ap-
proche Halo présentée en section 4.1. Le nombre d’ED par Halo et le rapport de
son rayon au rayon des ED sont étudiés pour évaluer leur influence sur la disper-
sion du champ de contrainte. Comme attendu, les résultats numériques montrent
que plus le nombre d’ED par Halo est grand (plus le rapport RHalo/RED est
grand), plus le niveau de dispersion de la contrainte σhx dans la matrice et la fibre
est faible (Figure V.1). La taille appropriée du Halo est alors déterminée soigneu-
sement pour éviter le lissage excessif, en particulier au niveau des zones où les
gradients de contrainte pourraient apparaître.

En effet, pour une valeur rµ donnée et un coefficient de variation CoVσhx
visé,

la Figure IV.9 peut être utilisée pour déterminer la taille du Halo. Par ailleurs, il
faut noter que dans le cas étudié, les paramètres rµ dans la matrice et dans la fibre
sont proches. Pour cette raison, nous considérons le même rayon du Halo dans les
deux phases. En se basant sur les résultats du milieu homogène, afin d’assurer une
dispersion des contraintes inférieure à 4% par exemple, le rayon du Halo est estimé
à environ 15 fois le rayon de l’ED, ce qui est équivalent dans notre cas à 1770 ED
par Halo. Nous précisons que le Halo d’un ED i ne peut être composé que d’ED
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Figure V.2 – Illustrations de la forme géométrique du Halo aux bords et à
l’interface fibre-matrice (plan de coupe x = L/2)

appartenant à la même phase (fibre ou matrice). Par conséquent, le Halo peut
ne pas être complètement sphérique au niveau de l’interface et des bords comme
l’illustre la Figure V.2. Cependant, la taille de Halo est déterminée de façon à
ce que ce dernier contienne un nombre représentatif d’ED même dans l’une de
ces configurations (Halo à l’interface ou aux bords). Par exemple, dans le cas
étudié ici, le nombre d’ED par Halo aux bords permet d’atteindre un coefficient
de variation CoVσhx

inférieur à 5% alors que celui visé est de 4% (Figure IV.8).
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Figure V.3 – Champs de contrainte dans le VER avec inclusion cylindrique :
résultats du modèle cohésif de type poutre avec (a) 2 ED et (b) 1770 ED par Halo
et (c) résultats éléments finis (plan y = L/2)

Les Figures V.3.a et V.3.b illustrent l’influence de l’approche Halo sur le champ
de contrainte dans le milieu hétérogène modélisé dans le plan de coupe y = L/2.
Nous précisons que, pour des raisons de comparaison, les valeurs minimales et
maximales illustrées sur les échelles des Figures V.3.a et V.3.b sont les valeurs
extrêmes obtenues dans le cas de 1770 ED par Halo. Ces images montrent l’effi-
cacité de l’approche Halo pour lisser le domaine et distinguer ses différentes zones
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en fonction de la valeur du champ de contrainte. En guise de comparaison, des
calculs par éléments finis sont effectués avec les mêmes conditions aux limites en
utilisant un maillage composé de 5 millions de tétraèdres. Les résultats de la MEF
pour σx concordent bien avec ceux obtenus par la MED. Toutefois, nous précisons
que les résultats EF dépendent fortement de la densité du maillage utilisé comme
le montre la Figure V.4. Dans notre comparaison, nous considérons un maillage
régulier composé de 1 million de voxels (chaque voxel est divisé en 5 tétraèdres) ce
qui est proche de la densité de l’empilement particulaire utilisé dans la simulation
par la MED, composé de 700 000 ED.
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Figure V.4 – Effet de la densité du maillage sur les résultats de σx avec la MEF
(cas d’une inclusion cylindrique)

Table V.1 – Valeurs de contrainte obtenues par la MED et par la MEF dans le
plan y = L/2 du VER avec une inclusion cylindrique

Positions A B C D max min

Contrainte obtenue par la
MED avec 1770 ED par Halo

(MPa) 134 30.6 31.2 81.5 155 28

Contrainte obtenue par la
MEF 140 30.4 28.4 74.8 141 25.1

Erreur(%) 4 0.6 9 8 9 11

D’un point de vue quantitatif, les valeurs de contrainte extraites aux positions
A, B et C pour 1770 ED par Halo sont assez proches des prédictions EF aux mêmes
positions (Tableau V.1). De plus, la position A de coordonnées (L/2, L/2, 3L/4)
ainsi que la position C de coordonnées (3L/4, L/2, L/2, L/2) devraient respective-
ment être proches des positions associées aux valeurs maximale et minimale. En
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utilisant la MED, la position de la contrainte maximale obtenue est proche de A
(avec une distance équivalente à 1.63 fois le rayon de l’ED), et la position de la
contrainte minimale est proche de C (avec une distance équivalente à 5.1 fois le
rayon de l’ED). Les simulations réalisées par la MED basées sur un Halo composé
de 1770 ED estiment des valeurs maximales et minimales de 155 MPa et 28 MPa
respectivement, ce qui est en bon accord avec les résultats de la MEF qui sont de
141 MPa et 25.1 MPa respectivement. Des comparaisons sont également effectuées
dans le plan de coupe x = L/2 aux positions E(L/2, 0, 3L/4), F(L/2, L, 3L/4),
G(L/2, 0, L/2) et H(L/2, L, L/2) comme illustré sur la Figure V.5.
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Figure V.5 – Champs de contrainte dans le VER avec une inclusion cylindrique :
résultats du modèle cohésif de type poutre avec (a) 2 ED et (b) 1770 ED par Halo
et (c) résultats éléments finis (plan x = L/2)
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Figure V.6 – Evolution de la contrainte σhx en fonction du nombre d’ED par Halo
(cas d’une inclusion cylindrique)

Pour 1770 ED par Halo, les valeurs de la contrainte σhx aux positions E et F
sont respectivement 146 MPa et 141 MPa et sont en bon accord avec la valeur
obtenue par la MEF qui est de 143 MPa. Les contraintes aux positions G et H
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sont respectivement de 32.4 MPa et 32.6 MPa, ce qui est proche des prédictions
EF qui donnent une valeur de 30.3 MPa à la même position. Si on augmente
le nombre d’ED par Halo jusqu’à atteindre 3971 ED, nous obtenons des valeurs
maximale et minimale respectivement de 140 MPa et 28 MPa, ce qui est encore
plus proche des estimations de la MEF. Cependant, un lissage excessif entraîne
une perte d’informations en termes de propriétés mécaniques, comme l’illustre la
Figure V.6, d’où la nécessité de trouver un compromis pour contrôler le niveau
de dispersion sans pour autant affecter l’évaluation du comportement mécanique
modélisé.

2.2 Milieu hétérogène avec inclusion sphérique

Nous considérons maintenant un VER hétérogène cubique de longueur L=1
cm composé d’une inclusion sphérique, de diamètre 2L

3 , noyée dans la matrice. La
fraction volumique de la fibre est vérifiée et fixée à 15,5%. Nous considérons les
mêmes matériaux que ceux utilisés dans la section précédente pour la fibre et la
matrice, et nous suivons la même méthodologie d’étude. Nous nous intéressons
au nombre d’ED par Halo pour contrôler le niveau de dispersion du champ de
contrainte dans le VER modélisé. En se basant sur la Figure IV.9, le rayon du
Halo est estimé à environ 15 fois le rayon de l’ED, soit 1770 ED par Halo, pour
un niveau de dispersion du champ de contrainte inférieur à 4%. D’un point de
vue qualitatif, la Figure V.7 montre l’effet de l’approche Halo pour réduire la
dispersion du champ de contrainte dans le VER cubique étudié, en augmentant
le nombre d’ED par Halo de 2 à 1770. Nous réalisons des coupes de plan x = L/2
et y = L/2 pour observer de près le comportement du champ de contrainte et
l’évaluer d’un point de vue qualitatif.

L

127 MPa

22.5 MPa

a(   ) b(   )

Figure V.7 – Champs de contrainte dans le VER cubique avec une inclusion
sphérique : avec (a) 2 ED et (b) 1770 ED par Halo

Les Figures V.8 et V.9 montrent les résultats des champs de contrainte obtenus
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respectivement dans les plans de coupe y = L/2 et x = L/2, avec 2 et 1770 ED par
Halo. Les résultats obtenus par la MED sont comparés aux estimations évaluées
par la MEF en utilisant un maillage composé de 5 millions d’hexaèdres, ce qui est
proche de la densité de l’empilement particulaire composé de 700 000 ED.
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Figure V.8 – Champs de contrainte dans le VER avec inclusion sphérique :
résultats du modèle cohésif de type poutre avec (a) 2 ED et (b) 1770 ED par Halo
et (c) résultats éléments finis (plan y = L/2)
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Figure V.9 – Champs de contrainte dans le VER avec inclusion sphérique :
résultats du modèle cohésif de type poutre avec (a) 2 ED et (b) 1770 ED par Halo
et (c) résultats éléments finis (plan x = L/2)

Les valeurs de contrainte, obtenues par la MED en utilisant un Halo de 1770
ED, aux positions A, B et C dans le plan y = L/2 sont respectivement de 124
MPa, 26.3 MPa et 22.9 MPa. D’un autre coté, les valeurs obtenues par la MEF
aux mêmes positions sont respectivement de 125 MPa, 26.2 MPa et 22.4 MPa.
Dans le plan x = L/2, nous extrayons les valeurs de contrainte aux positions E
et G. Les résultats de la MED sont respectivement 29 MPa et 123 MPa alors que
les estimations par la MEF aux mêmes positions sont respectivement de 23 MPa
et 121 MPa. L’ensemble de ces résultats est présenté dans le Tableau V.2, d’où
nous pouvons conclure que les résultats des deux méthodes sont en bon accord.

Par ailleurs, les positions G et C de coordonnées (L/2, L/2, L/6) et (5L/6, L/2,
L/2, L/2) sont respectivement proches des positions des valeurs maximale et mi-
nimale. La position maximale est distante du point G approximativement de 11.8
fois le rayon de l’ED, et la position minimale du point C à une distance estimée à
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Table V.2 – Valeurs de contrainte obtenues par la MED et par la MEF au plan
y = L/2 du VER avec une inclusion sphérique

Positions A B C D max min

Contrainte obtenue par la
MED avec 1770 ED par Halo

(MPa) 124 26.3 22.9 78.5 127 22.5

Contrainte obtenue par la
MEF (MPa) 125 26.2 22.4 74 129 19.3

Écart relatif (%) 0.8 0.3 2 6 1.5 14

10.6 fois le rayon de l’ED. Les valeurs maximale et minimale obtenues en utilisant
1770 ED par Halo sont respectivement de 127 MPa et 22.5 MPa, tandis qu’avec
la MEF elles sont respectivement de 129 MPa et 19.3 MPa.
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Figure V.10 – Évolution de la contrainte σhx en fonction du nombre d’ED par
Halo (cas d’une inclusion sphérique)

Compte tenu de l’ensemble des résultats présentés, nous pouvons confirmer
que l’approche Halo est bien adaptée pour contrôler le niveau de dispersion du
champ de contrainte dans un milieu hétérogène, que ce soit avec une inclusion
de géométrie sphérique ou cylindrique. Comme attendu, les résultats numériques
obtenus confirment qu’un lissage excessif entraîne une perte des propriétés mé-
caniques dans le cas d’une inclusion sphérique (Figure V.10). Ainsi, l’approche,
telle qu’elle a été développée jusqu’à présent, permet une bonne maîtrise de la
dispersion du champ de contrainte dans un milieu hétérogène, mais ne contribue
pas au choix de la dimension appropriée du Halo.
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3 Application au composite unidirectionnel lin -
bioépoxy

Dans la présente section, nous nous intéressons au composite unidirectionnel
biosourcé renforcé en fibres de lin présenté dans le chapitre II. Nous rappelons
que la matrice est constituée de résine époxy, plus précisément l’époxy biosour-
cée InfuGreen 810 fournie par Sicomin, laquelle est une résine thermodurcissable
souvent employée du fait de ses hautes performances mécaniques et de sa bonne
résistance à la dégradation. En outre, nous utilisons le tissu FLAXPLY UD 180
fourni par LINEO, qui est un tissu de lin prêt à être imprégné et composé d’un
ensemble de torons de lin UD. L’élaboration de ce composite par le procédé Re-
sin Transfer Molding ainsi que les essais de traction longitudinale sont détaillés
dans le chapitre II. Le module de Young longitudinal macroscopique quantifié
expérimentalement est de 19.8 ± 1.6 GPa.

3.1 Modèle de VER à une inclusion

z

y

x

Figure V.11 – VER du composite lin - bioépoxy avec les conditions aux limites
appliquées

Le matériau est modélisé par un VER de longueur L = 1 cm, composé d’une
seule inclusion cylindrique représentant un toron de lin et d’axe parallèle à la di-
rection x, noyée dans la matrice époxy biosourcée. Nous rappelons que la valeur de
L n’affecte pas le comportement macroscopique. L’époxy biosourcé est caractérisé
par un module de Young macroscopique de 3.3 GPa et un coefficient de Poisson
de 0.33. Les propriétés microscopiques correspondantes déterminées via le proces-
sus de calibration sont Em

µ =1950 GPa et rmµ = 0.1. En se basant sur le module
de Young longitudinal expérimental défini dans le chapitre II et en utilisant une
simple loi des mélanges [27], nous évaluons le module de Young macroscopique
du lin Ef

M = 39.7 GPa. Le coefficient de Poisson est lui fixé à νfM = 0.3. Les pro-
priétés microscopiques correspondantes à l’inclusion sont alors Ef

µ = 5200 GPa et
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rfµ = 0.18. La fraction volumique de l’inclusion est fixée à 45.5% afin de concorder
avec celle du matériau fabriqué présenté dans le chapitre II, ce qui implique un
rayon d’inclusion :

R =
√

0.455
π

L = L

2.6 (V.1)

Nous réalisons un essai numérique de traction avec les mêmes conditions aux
limites que celles illustrées dans la Figure V.11, en utilisant un empilement parti-
culaire composé de 700 000 ED. Le module de Young déterminé numériquement,
en utilisant la MED basée sur le modèle cohésif de type poutre, est égal à 19.1
GPa ce qui est en bon accord avec la valeur expérimentale obtenue de 19.7 GPa
avec une erreur relative de 3%. Nous évaluons le champ de contrainte pour une
déformation de 5.2e−4 et nous utilisons l’approche Halo pour contrôler le niveau
de dispersion, dans notre modèle, en fonction du nombre d’ED par Halo. Les Fi-
gures V.12.b et V.12.c représentent le champ de contrainte σx dans le VER du
composite biosourcé dans le plan x = L/2 et y = L/2 respectivement, en utilisant
l’approche Halo avec 2 et 1770 ED par Halo, confronté aux résultats obtenus par
la MEF. D’un point de vue qualitatif, comme attendu et discuté précédemment,
plus le nombre d’ED par Halo est élevé, plus le taux de dispersion est faible,
comme illustré sur la Figure V.12.a. D’un point de vue quantitatif, nous présen-
tons les résultats obtenus sur la Figure V.13 pour quatre positions différentes
dans le domaine. Nous observons que plus le Halo contient d’éléments discrets
plus les contraintes σhx , σhy et σhz , évaluées respectivement dans les direction x, y
et z, convergent vers les valeurs estimées par la MEF. Nous visons un niveau de
dispersion inférieur à 4%. D’après les études présentées précédemment, ce niveau
de dispersion est atteint avec un Halo d’un rayon 15 fois égal au rayon de l’ED,
donc 1770 ED par Halo. Il faut noter que nous considérons la même taille de Halo
dans la matrice et l’inclusion puisque les valeurs de rµ dans les deux phases sont
proches. Par ailleurs, la Figure V.14 représente les valeurs maximales et minimales
de σhx obtenues par le modèle discret avec différentes tailles de Halo, comparées
aux estimations par la MEF. Nous remarquons ainsi la convergence des résultats
obtenus par la MED vers ceux de la MEF en augmentant le nombre d’ED par
Halo.
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Figure V.12 – Champs de contrainte σhx dans le VER du composite biosourcé :
cas de la MED avec (a) 2 ED et (b) 1770 ED par Halo et (c) cas de la MEF

L’ensemble des résultats est récapitulé dans le Tableau V.3 où nous pouvons
clairement constater la concordance entre les résultats de la MED et ceux de la
MEF, avec un Halo de rayon 15 fois celui de l’ED.
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Figure V.13 – Influence du nombre d’ED par Halo sur les contraintes obtenues
à quatre positions différentes
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Figure V.14 – Valeurs max et min de la contrainte σhx en fonction du nombre
d’ED par Halo

Table V.3 – Valeurs de la contrainte σhx (MPa) obtenues par la MED et la MEF
à différentes positions

Positions contrainte σx évaluée par la MED
contrainte σx évaluée

par la MEF

2 ED par Halo
1770 ED par

Halo
A 13.1 18.8 16
B 16.2 20.1 20.8
C 11.2 2 1.8
D 0.7 1.6 1.7
E 3.5 15.6 16
F 5.1 16.4 16
G 14.4 18.8 20.8
H 12.3 18.6 20.8

max(σx) 130.6 21.7 21.1
min(σx) -14.2 1.3 1.3

3.2 Modèle de VER multi-inclusions

Après avoir modélisé le composite biosourcé à l’échelle du VER avec une seule
inclusion, notre objectif dans cette section est de remonter à une plus grande
échelle. Ainsi, nous nous intéressons au même composite unidirectionnel mais nous
considérons cette fois-ci un VER contenant plusieurs inclusions afin de gagner
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en représentativité. Dans ce cas, le VER à construire doit respecter la même
fraction volumique que celle évaluée expérimentalement (chapitre II), à savoir
45.5%. Nous nous basons dans notre modélisation sur des observations réelles du
matériau élaboré, réalisées avec un MEB (Figure V.15), pour obtenir un motif le
plus proche que possible de la réalité.

3.2.1 Génération du motif représentatif

Dans le but de construire un motif représentatif du composite étudié, la mé-
thodologie consiste d’abord à choisir le nombre d’inclusions à utiliser dans notre
modélisation, puis à extraire leurs géométries afin de représenter chaque toron de
fibres par un disque de rayon équivalent de même centre et position. Dans la mo-
délisation d’un composite mono-inclusion avec une fraction volumique de 45.5%
nous avons utilisé des empilements de 700 000 ED, avec 318 500 ED dans l’inclu-
sion. Afin de garder le même niveau de précision, nous avons choisi de respecter le
même nombre d’ED par inclusion dans la modélisation du VER multi-inclusions.
En se basant sur la Figure V.15, nous pouvons extraire différents échantillons
composés de 4 à 16 inclusions. Au regard du nombre d’ED à déployer et donc
du temps de calcul à considérer, nous choisissons d’utiliser 8 inclusions, ce qui
implique une densité de 5 600 000 ED que nous arrondissons à 6 000 000 ED.
Nous estimons que ce choix permet de réaliser un compromis raisonnable entre
les besoins de la modélisation et le coup de calcul.

Figure V.15 – Observation sous MEB du composite biosourcé lin - bioépoxy

Une fois que l’échantillon à modéliser et le nombre d’inclusions sont fixés,
comme illustré sur la Figure V.15, nous nous intéressons à la détermination des
rayons équivalents des inclusions et des positions de leurs centres. Pour cela, nous
utilisons l’outil de traitement d’image ImageJ [94, 217]. Les images obtenues à
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l’aide des observations sous MEB sont des images en niveau de gris renfermant
généralement 256 teintes de gris où chaque entier représente un niveau de gris
codé sur 8 bits et donc compris entre 0 et 28-1. Par convention, la valeur zéro
représente le noir (intensité lumineuse nulle) et la valeur 255 le blanc (intensité
lumineuse maximale). Dans le but de distinguer les inclusions de la matrice sur la
Figure V.15, nous effectuons une opération de seuillage, qui consiste à transformer
une image en niveaux de gris en une image binaire dont les pixels ne peuvent
avoir qu’une des deux valeurs. Ceci revient à remplacer chaque pixel dans l’image
à traiter à l’aide d’une valeur seuil fixée s. Nous considérons une image de taille
N ×M . Nous considérons f(i, j) la valeur de l’intensité du pixel appartenant à la
ligne i et la colonne j de l’image et g(i, j) la valeur de l’intensité du même pixel
dans l’image seuillée. Cette dernière est obtenue en accordant à g de nouvelles
valeurs d’intensité selon la formule suivante :

g(i, j) =
 255 si f(i, j) ≥ s

0 sinon

Le résultat du seuillage est présenté dans la Figure V.17. Nous arrivons à
bien distinguer la matrice des torons de lin ; cependant, ces derniers n’ont pas
une géométrie parfaitement ronde car ils sont constitués de plusieurs fibres de lin.
Ainsi, nous observons beaucoup de bruit au niveau de la matrice. Nous choisissons
alors d’appliquer un filtre Gaussien afin d’éliminer le bruit constaté sur l’image
seuillée (Figure V.17.b).

Figure V.16 – Filtre gaussien en 2D

En traitement d’image, le flou Gaussien également appelé lissage, résulte du
flou d’une image par une fonction Gaussienne dans le but de réduire le bruit de
l’image et les détails indésirables. D’un point de vue mathématique, l’application
d’un filtre Gaussien à une image revient à la convolution de cette dernière avec
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une fonction Gaussienne. Ce filtre utilise une distribution 2D comme fonction
dispersée, en convoluant la fonction de distribution Gaussienne 2D, illustrée dans
la Figure V.16, avec l’image à traiter. Ceci est réalisé en utilisant l’équation V.2 où
σ est l’écart type de la distribution. Le choix de la valeur de σ est très important
pour ce filtre. En effet, plus la valeur de σ est grand plus l’image obtenue est
floue. Dans notre traitement nous considérons une moyenne µ égale à 0 et un σ =
1 comme l’indique la Figure V.16. Le résultat après application du filtre gaussien
à notre image est illustré sur la Figure V.17.c.

G(x, y) = 1
2πσ2 e

x2+y2

2σ2 (V.2)

(a) (b) (c)

Figure V.17 – Images du VER à modéliser : (a) image originale (b) après le
seuillage et (c) après le filtrage Gaussien

Ces deux opérations de traitement d’image, à savoir le seuillage et le filtrage
Gaussien, sont réalisées plusieurs fois dans le but d’omettre le maximum de bruit
jusqu’à l’obtention d’un résultat satisfaisant (Figure V.18.a). Nous passons alors
à l’étape suivante du traitement, à savoir la détection des bords des inclusions.
Cette opération consiste à calculer le gradient de la fonction d’intensité de l’image.
Ces grandeurs et leurs directions sont évaluées à chaque point de l’image traitée.
L’amplitude du gradient en un point détermine si oui ou non il est possible qu’il
se situe sur un bord. En effet, un gradient élevé signifie que les couleurs changent
et donc que le point en question est situé sur le bord, pendant qu’un faible gra-
dient ne signifie aucun changement substantiel. De cette manière, nous pouvons
détecter chaque point appartenant au bord ainsi que son orientation, déterminée
à partir de la direction du gradient. Cet algorithme, connu sous le nom de Canny
edge detector, nous permet d’obtenir l’image illustrée sur la Figure V.18.b, sur
laquelle nous pouvons voir clairement les fibres nettement séparées ce qui facilite
l’évaluation de leurs surfaces et positions aux centres.
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(a) (b)

Figure V.18 – Images du VER à modéliser : (a) après plusieurs opérations de
pré-traitement et (b) après détection des bords

3.2.2 Modélisation numérique du VER multi-inclusions

Les inclusions sont modélisées par des cylindres de direction parallèle à l’axe y
(Figure V.12.a). Nous évaluons le rayon moyen de chacune des géométries présen-
tées sur la Figure V.18.b, que nous considérons comme étant le rayon de l’inclusion
cylindrique située dans la même position. Le VER multi-inclusions considéré pour
modéliser le composite biosourcé induit une fraction volumique de 47.4%, et donc
une erreur relative de 4.1% par rapport à la fraction visée. Les propriétés mé-
caniques microscopiques utilisées pour les deux phases modélisées (inclusion et
matrice) sont les mêmes que celles utilisées dans le cas du mono-inclusion dis-
cuté précédemment. En suivant la même méthodologie que celle appliquée dans
la section 3.1, nous appliquons un essai de traction avec les mêmes conditions aux
limites et nous nous intéressons au champ de contrainte locale dans le VER. La
Figure V.19 illustre l’évolution du champ de contrainte obtenu en augmentant
le nombre d’ED par Halo. D’un point de vue qualitatif, le champ de contrainte,
obtenu avec un Halo de rayon 15 fois celui de l’ED, est beaucoup plus net et
homogène par rapport à celui observé dans le cas où le Halo est très petit. Par
ailleurs, une étude avec la MEF est réalisée pour comparer les résultats obtenus
par la MED et l’approche Halo aux résultats de la MEF. Le VER multi-inclusions
est modélisé par la MEF en utilisant un maillage régulier d’hexaèdres composé de
5 832 000 éléments, ce qui est proche du nombre d’ED utilisé dans la modélisation
par la MED. L’essai de traction réalisé en utilisant la MED est reproduit avec les
mêmes conditions d’essai. La Figure V.20 représente le champ de contrainte ob-
tenu par la MEF dans le plan x=L/2. Visuellement, les isovaleurs du champ de
contrainte obtenues par la MEF sont comparables à celles obtenues par la MED
(Figure V.19.(d)). D’un point de vue qualitatif, l’évolution de la contrainte est
observée à quatre positions A, B, C et D comme le montre la Figure V.21. Les
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valeurs de contrainte obtenues à chacune de ces positions convergent respective-
ment vers la valeurs théoriques obtenues par la MEF (Figure V.21) à partir d’un
rayon de Halo 15 fois celui de l’ED. Ce résultat est en accord avec les résultats
des sections précédentes. L’approche Halo permet alors d’obtenir de bons résul-
tats dans le cas d’un VER multi-inclusions, avec un écart relatif par rapport à la
contrainte maximale de 7% .

(a) (b) (c) (d)

82.9 MPa

7 MPa

Figure V.19 – Évolution du champ de contrainte obtenu par la MED avec (a) 1
(b) 70 (c) 540 (d) 1720 ED par Halo

89.8 MPa

7.9 MPa

A

B

C

D

Figure V.20 – Champ de contrainte obtenu par la MEF (plan x=L/2)
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Figure V.21 – Influence du nombre d’ED par Halo sur les contraintes obtenues
à quatre positions différentes
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4 Conclusion

L’objectif de ce chapitre a été d’appliquer l’approche Halo développée dans
le chapitre 4.1, au cadre d’un milieu hétérogène. Tout d’abord, l’approche a été
utilisée pour évaluer le champ de contrainte dans le cas de composites à inclusions
cylindrique et sphérique. L’efficacité de l’approche Halo a été validée à l’aide de
comparaisons avec la MEF, quelque soit la géométrie de l’inclusion (cylindrique
ou sphérique). Le nombre d’ED par Halo pour atteindre un niveau de dispersion
inférieur à 4% est le même que celui établi dans le cas homogène. Ensuite, l’ap-
proche a été appliquée sur deux modèles de VER du composite biosourcé lin -
bioépoxy, mono et multi-inclusions. Pour les deux modèles de VER étudiés, le
champ de contraintes est en bon accord avec les résultats MEF, et la taille opti-
male du Halo est toujours 15 fois la taille de l’ED même dans la configuration à
plusieurs inclusions.

En conclusion, les résultats obtenus dans ce chapitre ont montré l’efficacité de
l’approche Halo pour contrôler le niveau de dispersion du champ de contrainte lo-
cale dans la modélisation discrète des milieux hétérogènes mono ou multi-inclusions,
et cela avec deux types d’inclusions. Maintenant que le modèle numérique est mis
au point, nous introduirons dans le chapitre suivant une approche numérique per-
mettant de prendre en considération la variabilité des propriétés matériaux dans
la simulation mécanique.
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1 Introduction

La méthode Certain Generalized Stresses Method (CGSM) est une approche
probabiliste pour l’analyse statistique des structures minces et épaisses. Cette
méthode stochastique est basée sur une hypothèse mécanique, considérant que les
efforts généralisés sont indépendants des propriétés matériaux et physiques [126].
Une formulation CGSM du déplacement, en fonction des paramètres incertains,
est obtenue grâce à cette hypothèse et au théorème de Castigliano. Les paramètres
incertains peuvent être modélisés par des variables ou des champs aléatoires. Des
simulations de Monte Carlo (MC) sont réalisées sur cette formulation CGSM dans
le but d’évaluer la variabilité d’un déplacement ou d’une contrainte à l’aide des
quantités statistiques (moyenne, écart type, coefficient de variation). Dans ce cha-
pitre, la méthode CGSM est développée pour l’analyse probabiliste des poutres
3D avec cisaillement transverse, considérant des formulations en déplacement et
en rotation. Puis, nous proposons un couplage de la MED (chapitre III) avec la
méthode CGSM. Différentes structures composées de poutres 2D et 3D sont étu-
diées pour valider le couplage dans la configuration nominale. Pour le VER du
chapitre III, la variabilité du déplacement et de la rotation CGSM, pour une pro-
priété matériau incertaine, sont évaluées à l’aide du méta-modèle CGSM couplé
avec la MED. Puis, les résultats statistiques CGSM sont comparés aux résultats
des simulations MC sur le modèle éléments discrets de référence pour valider le
couplage MED-CGSM. Enfin, les effets de la variabilité du module de Young mi-
croscopique sur le déplacement UCGSM et sur le module de Young macroscopique
EM sont étudiés à l’échelle du VER.

2 Méthode CGSM pour l’étude de la variabilité
du comportement statique

2.1 Présentation de la méthode CGSM

La méthode stochastique CGSM (Certain Generalized Stresses Method) a été
proposée par Lardeur et al. [126] pour les structures isotropes et homogènes dans le
cadre de l’analyse statistique de poutres 2D et de barres 2D. La méthode CGSM a
également été développée pour les structures de type plaque et coque au cours des
travaux de thèses de Mahjudin [149] et Yin [238], notamment pour les structures
composites multicouches. La majorité des hypothèses des méthodes probabilistes
sont de nature statistique ou mathématique, la méthode CGSM est basée sur une
hypothèse mécanique. Cette hypothèse considère que les efforts généralisés restent
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certains lorsque les propriétés matériaux et physiques sont incertaines. L’approche
probabiliste CGSM consiste à réaliser des simulations de Monte Carlo (MC) sur un
méta-modèle CGSM. Cette méthode est caractérisée par plusieurs spécifications :

• Le nombre de paramètres incertains étudiés peut être grand

• Les paramètres incertains étudiés peuvent suivre toute loi de distribution

• Le niveau de variabilité introduit en entrée peut être faible ou élevé

• Le nombre de degrés de liberté peut être grand

• Tout code éléments finis peut être couplé à la méthode CGSM

Hypothèse CGSM

Energie interne de déformation

Formulation CGSM du 
déplacement

Simulations de Monte Carlo

Variabilité de:
aaaaaa - déplacements
aaaaaa - déformations
aaaaaa - contraintes
aaaaaa - critères de rupture

Théorème de Castigliano
Efforts généralisés issus d'une 

analyse déterministe

Paramètres incertains

Figure VI.1 – Organigramme de la méthode CGSM

La Figure VI.1 représente l’organigramme de la méthode CGSM. Tout d’abord,
l’énergie de déformation du système est évaluée en utilisant l’hypothèse mécanique
CGSM. Le méta-modèle CGSM en déplacement est alors construit à l’aide du
théorème de Castigliano sous une forme explicite en fonction des efforts généralisés
nominaux. Ces efforts sont évalués à travers une analyse déterministe par éléments
finis à 2 cas de charges si on s’intéresse à la variabilité en un point. En effet,
pour évaluer la variabilité de n déplacements, une analyse par éléments finis avec
n+1 cas de charges est requise avec un code éléments finis standard (Abaqus,
Nastran, Ansys. . . ) ou universitaire. Ensuite, des tirages de MC sont réalisés sur
le méta-modèle construit. Ainsi, les quantités statistiques (moyenne, écart type,
coefficient de variation, distribution ...) peuvent être calculées afin d’évaluer la
variabilité en sortie d’un déplacement, d’une déformation, d’une contrainte ou
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encore d’un critère de rupture. Les simulations MC sur le méta-modèle CGSM
semi-analytique sont très rapides. Le gain de temps peut être considérable par
rapport à des simulations MC effectuées sur un modèle éléments finis.

2.2 Validité de l’hypothèse CGSM

L’hypothèse CGSM est exacte quand la structure étudiée est isostatique, elle
est approchée quand le système est hyperstatique. De plus, dans le cas où l’in-
certitude introduite engendre une perturbation uniforme dans l’ensemble de la
structure, l’hypothèse CGSM est également exacte. L’hypothèse CGSM est dans
le cas général approchée mais reste robuste pour l’analyse probabiliste [126, 150].
Les limites de l’hypothèse CGSM ont été etudiées par Mahjudin [149] avec un cri-
tère d’erreur basé sur l’énergie de déformation. L’idée est de comparer localement
l’énergie obtenue par les simulations MC sur un modèle EF à celle obtenue par
les simulations MC sur le méta-modèle CGSM. Cette comparaison permet d’avoir
une indication de la contribution de chaque élément sur l’erreur en énergie de
déformation. Ce critère d’erreur a été calculé pour une plaque en flexion sous un
chargement uniformément distribué. Le module de Young est modélisé avec un
champ aléatoire. Pour une grande longueur de corrélation, il a été constaté que
les erreurs sont globalement très faibles (2%). Dans le cas où la longueur de cor-
rélation est petite (physiquement improbable), les erreurs sont plus élevées mais
restent raisonnables.

2.3 Choix de la discrétisation

Le choix du maillage est un point crucial dans le cadre de la vérification
d’un modèle numérique. Dans cette section, nous nous intéressons au choix du
maillage pour le modèle déterministe qui sera ensuite utilisé pour la construc-
tion du méta-modèle CGSM. Pour cela, deux stratégies sont proposées dans la
littérature. Matthies et al. [155] proposent d’utiliser un maillage uniforme pour le
calcul de la variabilité, en particulier lorsque les paramètres d’entrée sont définis
par des champs aléatoires. Cela induit un maillage composé d’un grand nombre
d’éléments qui n’est pas optimal. Une deuxième stratégie consiste à déterminer le
maillage optimal dans la configuration nominale et à l’utiliser dans l’étude avec
variabilité. Mahjudin et al. [150] a notamment utilisé cette dernière approche avec
un maillage adaptatif.
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3 Formulation de la méthode CGSM pour les
poutres 3D avec cisaillement transverse

La formulation CGSM pour les structures de type poutre mince 2D a été
proposée par Lardeur et al. [126]. Dans la continuité de ces travaux, la formulation
CGSM pour les poutres 3D avec cisaillement transverse est tout d’abord introduite
dans le cadre de la MEF.

3.1 Formulation du déplacement UCGSM

Pour les structures de type poutre 3D, l’hypothèse CGSM considère que les
efforts généralisés restent certains lorsque les propriétés matériaux et physiques
sont incertaines. Pour un élément poutre i, le module de Young Ei, le module de
cisaillement Gi, la section Ai et les moments quadratiques Izi , Iyi et Ji peuvent en
effet être modélisés par une variable ou un champ aléatoires. La formulation du
déplacement CGSM nécessite tout d’abord l’expression de l’énergie de déformation
donnée par l’équation VI.1 pour une structure modélisée par n éléments finis

πint = 1
2

n∑
i=1

∫ li

0
( N

2
i

EiAi
+
M2

ti

GiJi
+
M2

fzi

EiIzi
+
M2

fyi

EiIyi
+

T 2
yi

GiAi
+

T 2
zi

GiAi
)dx (VI.1)

où pour l’élément i, li est la longueur, Ni l’effort normal, Tyi et Tzi les efforts
tranchants selon y et z respectivement,Mfyi

etMfzi les moments fléchissant selon
y et z respectivement, et Mti le moment de torsion. Le théorème de Castigliano
est utilisé pour calculer le déplacement UCGSM d’un point P dans une direction
donnée avec l’équation suivante

UCGSM = ∂πint
∂F

(VI.2)

Pour cela, pour chaque élément poutre de la structure étudiée, les efforts généra-
lisés doivent être décomposés en deux contributions de la manière suivante :

Ni = N
′

i + FN ”
i (VI.3)

Tyi = T
′

yi
+ FT ”

yi
(VI.4)

Tzi = T
′

zi
+ FT ”

zi
(VI.5)
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Mfyi
= M

′

fyi
+ FM ”

fyi
(VI.6)

Mfzi = M
′

fzi
+ FM ”

fzi
(VI.7)

Mti = M
′

ti
+ FM ”

ti
(VI.8)

où F est la force appliquée au point P dans la direction d’intérêt. Pour chaque
composante Xi (force ou moment) de l’élément i, nous définissons :

• X
′
i : l’effort (unité N) ou le moment (unité Nm) dans l’élément i dû au

chargement appliqué dans la direction d’intérêt, sur toute la structure sauf
au point P .

• X”
i : l’effort (sans unité) ou le moment (unité m) dans l’élément i dû à un

chargement fictif unitaire appliqué au point P dans la direction d’intérêt.

Par exemple :
Ü Ni étant l’effort normal dans l’élément i, nous définissons N ′

i l’effort normal
(unité N) dans l’élément i dû au chargement appliqué dans la direction
d’intérêt sur toute la structure sauf au point P , et N ”

i l’effort normal (sans
unité) dans l’élément i dû au chargement unitaire appliqué dans la direction
d’intérêt au point P .

Ü Mti étant le moment de torsion dans l’élément i, nous définissons M ′
ti

le
moment de torsion (unité Nm) résultant du chargement appliqué dans la
direction d’intérêt sur toute la structure sauf au point P , et M ”

ti
le moment

de torsion (unité m) dû au chargement unitaire appliqué dans la direction
d’intérêt au point P seulement.

Après avoir décomposé tous les termes figurant dans l’expression de l’énergie
globale (équationVI.1), le théorème de Castigliano est utilisé pour évaluer le dé-
placement UCGSM du point P dans la direction d’intérêt. Pour cela, l’énergie est
dérivée par rapport au chargement fictif unitaire F utilisé, comme suit :
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Dans leur contribution, Lardeur et al. [126] se sont intéressés aux efforts géné-
ralisés constants ou linéaires sur l’élément i. Dans le cas où les efforts et les mo-
ments sont considérés constants par élément, ils sont évalués au centre de chaque
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élément (notés avec un indice C), et sont injectés par la suite dans l’équation VI.9
pour obtenir un déplacement UCGSM donné par :
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UCGSM =
n∑
i=1

a0
i
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+ b0

i

GiJi
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(VI.11)

L’équation VI.10 peut être écrite sous la forme de l’équation VI.11, mettant en
évidence les paramètres possiblement incertains, à savoir les propriétés matériaux
(Ei, Gi) et les propriétés physiques (Ai, Iyi , Izi et Ji). Les coefficients a0

i , b0
i , c0

i ,
d0
i , e0

i et f 0
i sont déterministes pour l’élément i, ils sont fonction de la longueur,

des efforts normal et tranchant, des moments fléchissant et de torsion.
Dans le cas où les moments sont considérés linéaires sur l’élément i, les efforts

sont également considérés linéaires pour des raisons d’homogénéité. Les efforts
généralisés sont alors exprimés à l’aide des fonctions d’interpolation f1 et f2 aux
deux nœuds de l’élément poutre i comme suit :

N
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′
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′
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N

′′

i = f1N
′′

i1 + f2N
′′

i2 (VI.13)
M

′

ti
= f1M

′

ti1
+ f2M

′

ti2
(VI.14)

M
′′

ti
= f1M

′′

ti1
+ f2M

′′

ti2
(VI.15)

M
′

fxi
= f1M

′

fxi1
+ f2M

′

fxi2
(VI.16)

M
′′

fxi
= f1M

′′

fxi1
+ f2M

′′

fxi2
(VI.17)

M
′

fyi
= f1M

′

fyi1
+ f2M

′

fyi2
(VI.18)

M
′′

fyi
= f1M

′′

fyi1
+ f2M

′′

fyi2
(VI.19)

T
′

yi
= f1T

′

yi1
+ f2T

′

yi2
(VI.20)

T
′′

yi
= f1T

′′

yi1
+ f2T

′′

yi2
(VI.21)

T
′

zi
= f1T

′

zi1
+ f2T

′

zi2
(VI.22)

T
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(VI.23)

Pour un effort généralisé X (moment ou force) dans un élément i, X ′
i1 et X ′′

i1
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sont les composantes au nœud 1, X ′
i2 et X ′′

i2 sont les composantes au nœud 2. Par
exemple, N ′

i1 et N ′′
i1 sont les efforts normaux au nœud 1, N ′

i2 et N ′′
i2 sont les efforts

normaux au nœud 2.
Nous remplaçons les équations VI.12 à VI.23 dans l’équation VI.9. Ainsi, pour

des efforts généralisés linéaires sur l’élément i, le déplacement UCGSM au point P
est donné par l’expression suivante :
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L’équation VI.24 peut être mise sous la forme suivante :

UCGSM =
n∑
i=1
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où a1
i , b1

i , c1
i , d1

i , e1
i et f 1

i sont les coefficients déterministes associés à l’élément
i. En fonction de la distribution théorique des efforts généralisés dans une poutre,
la modélisation de ces efforts constants ou linéaires mène à des écarts [126] pour
certains problèmes mécaniques. Cependant, il a été montré que l’écart sur le dé-
placement entre les deux modélisations des efforts diminue avec le raffinement du
maillage [126]. Dans les développements des sections 4 et 5, les efforts généralisés
sont supposés linéaires pour la modélisation des structures de type poutre 3D.

3.2 Formulation de la rotation θCGSM

La rotation d’une section au point P situé sur une structure modélisée par des
poutres 3D peut aussi être évaluée à l’aide de la méthode CGSM. Pour cela, la
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méthodologie présentée dans la section 3.1 pour formuler un déplacement UCGSM
est utilisée, avec quelques modifications mineures présentées dans cette section.
L’expression de l’énergie interne donnée par l’équation VI.1, ainsi que la décom-
position des efforts généralisés en deux contributions (équations de VI.3 à VI.8)
sont alors utilisées. Toutefois, dans la décomposition, le chargement fictif F cor-
respond au moment appliqué au point P dans la direction d’intérêt. Ainsi, pour
chaque composante Xi de l’élément i, pour des raisons d’homogénéité les unités
des efforts X”

i sont modifiées. Nous définissons alors :

• X
′
i : l’effort (unité N) ou le moment (unité Nm) dans l’élément i dû au

chargement appliqué dans la direction d’intérêt, sur toute la structure sauf
au point P .

• X”
i : l’effort (unité m−1) ou le moment (sans unité) dans l’élément i dû à un

chargement fictif unitaire appliqué au point P dans la direction d’intérêt.

4 Couplage de la MED avec la méthode stochas-
tique CGSM

Dans cette section, la méthode stochastique CGSM est couplée avec le mo-
dèle éléments discrets présenté dans le chapitre III. En effet, la méthode CGSM
a été uniquement développée jusqu’à présent dans le cadre d’un couplage avec
la MEF pour construire le méta-modèle CGSM. Nous proposons dans cette sec-
tion une approche permettant de construire ce méta-modèle [126, 150, 239] en
utilisant la MED. Le couplage de la MED avec la méthode CGSM est développé
pour les formulations du déplacement UCGSM et de la rotation θCGSM . Pour dif-
férentes structures composées de poutres 2D et 3D, le meta-modèle CGSM est
comparé au modèle MED dans la configuration nominale pour établir une vali-
dation. Par ailleurs, comme le paramètre géométrique de calibration rµ est un
paramètre influent dans notre modèle éléments discrets, son influence sur le dé-
placement UCGSM est étudié.

4.1 Formulation du déplacement par l’approche couplée
MED-CGSM

Dans le cadre de la modélisation par la MED, le modèle cohésif de type poutre
présenté dans le chapitre III est utilisé. Ce modèle est considéré pour un milieu
continu représenté par un empilement particulaire, dans lequel la cohésion du
milieu est décrite par un lien cohésif de type poutre. L’élément poutre est défini
par un ensemble de paramètres microscopiques et permet de relier chaque paire
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d’ED en contact. Les Figures VI.2.a et VI.2.b présentent un exemple de milieu
particulaire que nous considérons dans notre modélisation par la MED. Pour faire
l’analogie entre la MEF et la MED, le treillis de poutre 3D (Figure VI.2.c) récupéré
de chaque empilement particulaire est utilisé.

(a) (b) (c)

Figure VI.2 – Exemple de treillis de poutres 3D dans un milieu particulaire

Dans le modèle cohésif de type poutre, chaque lien cohésif reliant deux ED i et
j est contrôlé par un vecteur force interne. Ce vecteur (équation III.6) est obtenu
à l’aide de la théorie des poutres. Ceci permet de directement récupérer les efforts
généralisés dans chaque élément poutre qui sont nécessaires à la construction du
méta-modèle CGSM. Pour chaque paire d’ED i et j, deux repères R1(O1, x1, y1, z1)
et R2(O2, x2, y2, z2) placés respectivement aux centres des éléments i et j sont
définis (Figure VI.3). Les efforts généralisés sont définis dans le repère du lien
cohésif. Par analogie avec la MEF, le centre d’un ED correspond au nœud de
l’élément fini de type poutre.

x1 x2

Figure VI.3 – Élément poutre reliant une paire d’ED i et j en contact

Comme il a été discuté dans la section 3, les efforts généralisés nominaux
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sont considérés linéaires et la formulation du déplacement UCGSM est donnée par
l’équation VI.24.

4.2 Validation de la formulation du déplacement par l’ap-
proche MED-CGSM dans la configuration nominale

Dans cette section, la méthode CGSM est appliquée dans la configuration no-
minale pour évaluer le déplacement de plusieurs exemples de structures composées
de poutres 2D et 3D. L’objectif est de comparer les déplacements UCGSM nomi-
naux obtenus à l’aide du méta-modèle CGSM à ceux du modèle discret, dans le but
de valider la formulation du déplacement CGSM. De plus, des comparaisons avec
les déplacements évalués par la MEF sont également fournies. Pour les exemples
présentés et modélisés par la MED, une poutre est représentée par un élément
cohésif reliant une paire d’éléments discrets en contact. Le matériau utilisé ici est
le composite biosourcé lin - bioépoxy caractérisé par un module de Young de
19.8 GPa et un coefficient de Poisson de 0.33. Le paramètre géométrique de cali-
bration correspondant est rµ = 0.1 selon les courbes de calibration établies dans le
chapitre III. Pour les exemples (poutre 2D, treillis de poutre 2D, structure cubique
simple et structure cubique centrée), les dimensions des poutres sont identiques,
un rapport de 10 est pris entre la longueur de la poutre et le diamètre de la section.
La longueur de poutre considérée est L=10 cm, et l’effort appliqué est Q=100 N.

Les déplacements nominaux obtenus en un point P par les trois modèles numé-
riques (CGSM, ED, EF) sont identiques dans chaque exemple et permettent donc
la validation dans la configuration nominale de la formulation du déplacement
CGSM.

4.2.1 Poutre 2D en flexion

Q

P

Figure VI.4 – Poutre 2D en flexion

Dans ce premier exemple, nous considérons une poutre 2D encastrée à une
extrémité et soumise à un chargement Q à l’extrémité libre, comme illustré sur la
Figure VI.4. Le déplacement au point P est évalué dans la direction du chargement
appliqué.
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4.2.2 Treillis de poutres 2D en flexion

Q

P

Figure VI.5 – Treillis de poutres 2D en flexion

Dans cet exemple, un treillis composé de trois poutres 2D est considéré. La
structure est encastrée à une extrémité et soumise à une force Q à une autre
comme illustré sur la Figure VI.5. Le déplacement au point P situé à l’une des
extrémités de la structure est calculé.

4.2.3 Structure cubique simple

Le cas d’une structure cubique simple composée de 28 poutres 3D est étudié
ici. La structure est encastrée sur une face et pilotée en chargement sur la face
opposée. Deux paires de forces Q sont appliquées dans deux directions opposées
comme illustré sur la Figure VI.6. Le déplacement est évalué au point P.

Q

Q

P Q
Q

Figure VI.6 – Structure cubique simple

4.2.4 Structures cubiques centrées

Deux structures de type cubique centrée sont ici modélisées. Un élément poutre
relie chaque sommet du cube au centre. Une face du cube est encastrée, alors que
la face opposée est soumise à un chargement en flexion avec une force Q appliquée
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Q

Q

P

Q

Q

Figure VI.7 – Structure cu-
bique centrée à une maille

Q

Q

P

Q

Q

Figure VI.8 – Structure cubique centrée
à trois mailles

à chaque extrémité (Figure VI.7). La Figure VI.8 représente une structure plus
complexe, composée d’une chaine de cubiques centrées utilisant un plus grand
nombre d’éléments poutres 3D. Le déplacement est évalué dans ces deux exemples
dans la direction du chargement appliqué à un point P donné. Dans le premier
cas, le point P coïncide avec un nœud où le chargement est appliqué. Dans le
deuxième cas, le déplacement est calculé sur un nœud non chargé.

4.2.5 Volume élémentaire représentatif (VER) cubique

P

Q

Q

Q

Q

Figure VI.9 – VER cubique

Une structure représentative des structures modélisées par la MED est main-
tenant présentée. Le treillis de poutres 3D présenté sur la Figure VI.9 décrit un
ensemble de liens cohésifs pour un VER cubique modélisé par un empilement par-
ticulaire de 10 000 ED. Le VER est dans ce cas encastré sur une face et soumis



Couplage de la MED avec la méthode stochastique CGSM 142

à un chargement en flexion sur la face opposée. Le déplacement est déterminé à
une position P située sur la face sollicitée.

4.3 Influence du paramètre géométrique de calibration du
modèle éléments discrets sur le déplacement CGSM

Dans cette section, l’effet du paramètre géométrique de calibration rµ sur le
déplacement UCGSM est étudié. Le paramètre rµ a été présenté précédemment
dans le chapitre III comme étant un paramètre influent du modèle ED. Il permet
de lier les rayons Ri et Rj de chaque paire d’ED en contact i et j, au rayon
de la section de poutre les reliant. Pour une petite valeur du paramètre rµ, la
poutre est mince. La poutre devient épaisse pour une valeur significative de ce
paramètre. L’exemple du VER cubique présenté dans la section 4.2.5 est étudié
avec le treillis de poutres 3D illustré par la Figure VI.9. Pour différentes valeurs de
rµ, le déplacement au point P est évalué par le modèle ED et par le méta-modèle
CGSM couplé à la MED. L’écart relatif entre les déplacements évalués par les
deux modèles en fonction des valeurs de rµ est présenté sur la Figure VI.10.
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Figure VI.10 – Évolution de l’écart relatif sur le déplacement UCGSM par rapport
au déplacement obtenu par la MED en fonction du rµ

L’écart augmente quand la valeur de rµ augmente. Il est inférieur à 2% pour
une valeur de rµ comprise entre 0.1 et 0.2. Les courbes de calibration présentées
sur la Figure III.7.b montrent que cet intervalle de valeurs de rµ est associé à un
coefficient de Poisson entre 0.25 et 0.34, ce qui correspond à des valeurs conven-
tionnelles de ce paramètre, notamment pour le composite biosourcé lin - biépoxy.
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Pour cet intervalle, l’écart entre les déplacements CGSM et MED est donc faible,
ce qui permet de confirmer la validation de la formulation du déplacement CGSM
pour les poutres 3D avec cisaillement transverse.

4.4 Formulation de la rotation par l’approche MED-CGSM

En se basant sur l’expression de la rotation θCGSM présentée dans la section 3.2,
une formulation θCGSM par l’approche MED-CGSM est proposée. Comme pour la
formulation du déplacement UCGSM couplé au modèle ED, les efforts généralisés de
la formulation du θCGSM sont récupérés sur chaque élément cohésif de type poutre.
En effet, pour chaque élément poutre reliant une paire d’ED en contact, deux
repères sont définis au centre de chaque ED (Figure VI.3). Les efforts généralisés
nominaux sont projetés dans chaque repère et injectés dans la formulation VI.24
pour la rotation, en respectant les modifications présentées dans la section 3.2.

4.5 Validation de la formulation de la rotation par l’ap-
proche MED-CGSM dans la configuration nominale

Dans cette section, la méthode CGSM est appliquée dans la configuration
nominale pour évaluer la rotation de plusieurs exemples de structures composées
de poutres 3D. La rotation θCGSM nominale est ici évaluée par le modèle ED et
par le méta-modèle CGSM couplé avec la MED. Les résultats des deux modèles
sont comparés dans le but de valider la formulation de la rotation θCGSM dans la
configuration nominale. Les structures étudiées sont composées de poutres 3D de
même matériau et dimensions que ceux utilisés dans la section 4.2. La comparaison
des rotations nominales obtenues par les deux modèles numériques mènent à des
écarts relatifs très faibles.

4.5.1 Poutre 3D en torsion

M

P

Figure VI.11 – Poutre 3D en torsion
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Dans cet exemple, une poutre 3D est encastrée à une extrémité et soumise à un
moment M à l’autre comme illustré sur la Figure VI.11. La rotation UCGSM d’un
point P donné est évaluée dans la direction du chargement appliqué en utilisant
le méta-modèle CGSM et le modèle ED. Les résultats nominaux obtenus par les
deux modèles numériques sont identiques pour cet exemple.

4.5.2 Treillis de poutres 3D

La Figure VI.12 présente un treillis composé de trois poutres 3D encastré sur
un ED et soumis à un moment M sur un autre ED. La rotation de la section au
point P est évaluée par le modèle ED et par le méta-modèle CGSM. Les résultats
nominaux obtenus pour la rotation nominale sont en bon accord, avec une erreur
relative de 0.5%.

P

M

Figure VI.12 – Treillis de poutres 3D

4.5.3 Structure cubique simple

P

M

M
M

M

Figure VI.13 – Structure cubique simple

Dans cet exemple, une structure composée de trois mailles de type cubique
simple est modélisée par des poutres 3D. Une face de la structure est encastrée
comme illustrée sur la Figure VI.13 et la face opposée est soumise à des moments
M appliqués aux quatre sommets. La rotation d’un point P, non situé sur la face



Couplage de la MED avec la méthode stochastique CGSM 145

chargée, est évaluée par le modèle ED et par le méta-modèle CGSM couplé avec la
MED. Les résultats des deux modèles sont en bonne concordance, avec une erreur
relative inférieure à 0.1%.

4.5.4 Volume élémentaire représentatif (VER) cubique

P

M

Figure VI.14 – VER cubique

Pour ce dernier exemple de validation dans la configuration nominale, une
structure dense est modélisée. Nous considérons le treillis de poutres 3D formé
d’un empilement particulaire composé de 10 000 ED (Figure VI.14). Le VER
(chapitre III) modélisé est encastré sur un coté et soumis à un chargement M
sur le coté opposé. Le point P est situé dans cet exemple sur la face sollicitée.
La rotation θCGSM à cette position est évaluée par le modèle ED et par le méta-
modèle CGSM couplé avec la MED. Les rotations évaluées sont en bon accord
avec une erreur relative de 1.8%.

L’ensemble des résultats nominaux présentés dans cette section montre que
l’écart relatif entre les rotations calculées par le modèle ED et par le méta-modèle
CGSM est toujours inférieur à 2%. Ceci permet de valider la formulation de la
rotation θCGSM dans la configuration nominale.
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5 Application du couplage MED-CGSM au mo-
dèle de VER avec prise en compte de la varia-
bilité du module d’élasticité microscopique

5.1 Validation du couplage MED-CGSM avec un para-
mètre incertain Eµ

La méthode CGSM est ici appliquée à l’analyse probabiliste de la structure
VER cubique précédente (section 4.2.5), composée de 10 000 ED, pour évaluer
la variabilité du déplacement à la position P (Figure VI.9). Le module de Young
Eµ est considéré comme le seul paramètre incertain suivant une loi Gaussienne
tronquée, avec un coefficient de variation égal à 10%. Ce niveau de variabilité en
entrée peut être considéré modéré. L’objectif ici est de valider le couplage MED-
CGSM dans le cas de la prise en compte de la variabilité d’une propriété matériau
modélisée par un paramètre incertain. Dans le cadre de cette étude, les résultats
statistiques de simulations MC sur le méta-modèle CGSM sont comparés à ceux
des simulations MC sur le modèle ED, prises ici comme référence.

Le coût des simulations MC sur le modèle numérique de référence (ici ED) peut
être élevé, surtout dans le cas de structures composées d’un nombre conséquent
d’éléments poutres avec un grand nombre de degrés de liberté. Pour cette raison,
Yin et al. [239] ont développé un indicateur d’erreur permettant d’évaluer les
erreurs sur les quantités statistiques (moyenne, écart type) entre un petit et un
grand nombres de simulations MC. Cet indicateur d’erreur a été testé pour les
structures de type plaque et coque. Les résultats de cette étude ont montré que 10
tirages MC sont suffisants pour assurer une erreur inférieure à 5% sur les quantités
statistiques évaluées (moyenne et écart type) avec un grand nombre de tirages. Par
conséquent, dans cette étude sur le VER, 10 tirages MC sur le modèle ED et sur
le méta-modèle CGSM couplé avec la MED, sont effectués. La moyenne et l’écart
type du déplacement au point P sont calculés. Les résultats obtenus montrent
une erreur relative de 3% en terme de moyenne et de 2% en terme d’écart type
entre les deux simulations numériques MC. Ces erreurs relatives obtenues sur les
quantités statistiques permettent de valider la formulation CGSM avec prise en
compte de la variabilité du module de Young microscopique du VER étudié.



Couplage de la MED avec la méthode stochastique CGSM 147

5.2 Influence du niveau de variabilité du module de Young
microscopique sur le niveau de variabilité du déplace-
ment UCGSM

L’objectif de cette section est d’étudier la propagation des incertitudes en
utilisant l’approche couplée MED-CGSM. Le module de Young microscopique des
poutres Eµ est considéré comme paramètre incertain unique. L’exemple du VER
cubique présenté sur la Figure VI.9 est étudié. Le maillage utilisé dans cet exemple
a montré son efficacité dans la configuration nominale et peut donc être utilisé
dans l’étude avec variabilité. La variabilité du déplacement UCGSM est étudiée
au point P en considérant plusieurs coefficients de variation CoVEµ allant de 1%
jusqu’à 25%. Il peut être considéré qu’un CoV de 1% représente un niveau bas de
variabilité et que 15% reflète une très forte variabilité.
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Figure VI.15 – Évolution de CoVUCGSM en fonction de CoVEµ

En utilisant le méta-modèle CGSM, 10 000 tirages MC sont réalisés pour
satisfaire la convergence des résultats statistiques. Pour chaque valeur de CoVEµ

imposée à l’entrée du modèle numérique couplé, nous évaluons le CoVUCGSM à la
sortie. Comme montre la Figure VI.15, une linéarité est constatée entre le niveau
de variabilité imposé à l’entrée du modèle couplé et celui calculé en sortie. Pour
cet exemple à un paramètre incertain, les coefficients de variation en entrée et en
sortie sont quasiment égaux. La Figure VI.16 présente la moyenne et l’écart-type
du déplacement UCGSM calculés pour 10 000 tirages MC sur le modèle couplé
MED-CGSM pour différents coefficients de variation (de 1% à 25%). La moyenne
et l’écart type augmentent avec les valeurs croissantes du coefficient de variation.
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Figure VI.16 – Évolution de la moyenne et de l’écart type de UCGSM en fonction
de CoVEµ

5.3 Influence de la variabilité du module de Young micro-
scopique sur le module de Young macroscopique

Dans la modélisation par ED cohésifs, le module de Young microscopique Eµ
est déterminé via un processus de calibration (section 3.3), pour représenter un
comportement macroscopique caractérisé par un module de Young EM . L’influence
de la variabilité du module de Young microscopique Eµ sur le module macrosco-
pique EM est étudiée. L’exemple du VER cubique (Figure VI.9) est utilisé, 10000
tirages MC sont réalisés sur le méta-modèle CGSM. Le coefficient de variation
du module de Young macroscopique EM est évalué en faisant varier la valeur de
CoVEµ de 1% à 25%. La Figure VI.17 montre les résultats obtenus. Une linéa-
rité entre le niveau de variabilité imposé à l’entrée du modèle numérique et celui
observé à la sortie est constatée. Ce comportement linéaire permet de faire le
lien entre le niveau de variabilité du module de Young microscopique à imposer
à l’entrée du modèle numérique et le niveau de variabilité du module de Young
macroscopique quantifié expérimentalement.
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Figure VI.17 – Évolution de CoVEM en fonction de CoVEµ

6 Conclusion

Dans ce chapitre, la méthode stochastique CGSM a été développée pour les
poutres 3D avec cisaillement transverse. Les formulations CGSM du déplacement
et de la rotation ont été proposées. Le méta-modèle CGSM développé a été ensuite
couplé avec la MED. Des exemples de structures modélisées en poutres 2D et
3D ont permis de valider les formulations CGSM dans la configuration nominale.
L’influence du paramètre géométrique de calibration rµ sur le déplacement CGSM
a été étudié. Enfin, dans le cadre du modèle de VER (chapitre III), l’influence
du niveau de variabilité du module de Young microscopique (à l’échelle de la
poutre) sur le niveau de variabilité du déplacement CGSM et du module de Young
macroscopique a été observée. Une linéarité entre le niveau de variabilité imposé
en entrée du modèle numérique et celui obtenu en sortie est constatée. Par ailleurs,
le niveau de variabilité du module de Young macroscopique a été quantifié dans
le chapitre II, soit un coefficient de variation de 11.8%. Avec cette propriété de
linéarité entre les entrées et les sorties sur les niveaux de variabilité, le coefficient
de variation à attribuer au module microscopique peut donc être identifié pour
cet unique paramètre incertain à l’aide d’un futur modèle ED prenant en compte
l’inclusion.





Conclusion générale et
perspectives

Ce mémoire de thèse a fait l’objet d’une approche numérique pour la prédic-
tion des propriétés mécaniques des matériaux hétérogènes avec prise en compte
d’incertitudes. L’étude s’est focalisée sur les matériaux composites biosourcés, et
plus particulièrement sur un composite lin - bioépoxy qui a été fabriqué au sein
du laboratoire Roberval de l’UTC. Les modules de Young longitudinal et trans-
versal macroscopiques, le coefficient de Poisson du composite biosourcé, ainsi que
leur niveau de variabilité ont été quantifiés expérimentalement. D’un point de
vue numérique, le matériau a été modélisé par la Méthode des Eléments Dis-
crets (MED) basée sur le modèle cohésif de type poutre. Ce modèle consiste à
représenter un milieu continu par un empilement particulaire équivalent, où les
interactions entres les éléments discrets sont modélisées par des liens cohésifs de
type poutre. A l’échelle d’un Volume Élémentaire Représentatif (VER), l’évalua-
tion des propriétés mécaniques élastiques de ce modèle a été présentée. De plus,
une validation à l’aide d’essais mécaniques numériques a été proposée. Le modèle
numérique a mis en évidence une dispersion de la contrainte locale, même dans
le cas où elle est théoriquement homogène. Afin de contrôler cette dispersion ca-
ractérisée par un coefficient de variation qui peut dépasser 46%, l’approche Halo
a été développée. Cette approche permet d’évaluer la contrainte sur un Élément
Discret (ED) en prenant en considération la contribution de ses éléments voisins.
Le niveau de dispersion de la contrainte est lié au nombre d’ED par Halo. Dans
un premier temps, l’approche Halo a été appliquée à un milieu homogène. Les ré-
sultats ont montré qu’un Halo composé de 1700 ED, soit un Halo de rayon 15 fois
celui de l’ED, permet d’obtenir un niveau de dispersion inférieur à 4%. L’approche
a été validée à l’aide d’un essai brésilien. Dans un second temps, l’approche Halo
a été appliquée au cadre d’un milieu hétérogène. Elle a tout d’abord été utilisée
pour évaluer le champ de contrainte pour des matériaux composites à inclusion
cylindrique ou sphérique. L’efficacité de l’approche Halo a été validée via des ré-
sultats obtenus par la MEF pour les deux types d’inclusions. Le nombre d’ED
par Halo permettant d’atteindre un niveau de dispersion inférieur à 4% s’avère

151



Conclusion générale 152

être le même que celui déterminé dans le cas homogène. Ensuite, l’approche a été
appliquée à deux modèles de VER du composite biosourcé lin – bioépoxy (mono-
inclusion et multi-inclusions). Les champs de contraintes évalués dans les deux
cas sont en bon accord avec ceux obtenus par la MEF. Pour les modèles à mono-
inclusion et multi-inclusions, il a été établi que la taille convenable du Halo est
toujours 15 fois la taille de l’ED. Une fois le modèle numérique mis au point, une
approche de couplage avec la méthode stochastique CGSM a été proposée afin de
pouvoir prendre en compte la variabilité des propriétés matériaux dans la simula-
tion numérique. Des formulations CGSM du déplacement et de la rotation pour
les poutres 3D ont été proposées et validées en configuration nominale à travers
des exemples de structures modélisées en poutres 2D et 3D. Un modèle de VER a
été ensuite considéré pour étudier l’influence du niveau de variabilité du module
de Young microscopique sur le niveau de variabilité du déplacement CGSM et du
module de Young macroscopique. Une linéarité a été constatée entre le niveau de
variabilité imposé en entrée du modèle numérique et celui obtenu en sortie. Cette
linéarité permettra de déterminer le coefficient de variation à attribuer au module
microscopique pour modéliser le niveau de variabilité observé expérimentalement
à l’échelle macroscopique.

Plusieurs perspectives s’inscrivent dans la continuité de ce travail de thèse,
entre autres :

• Le développement de l’approche Halo ne contribue pas au choix de la taille
convenable du Halo. Il serait donc intéressant de développer l’approche pour
gérer automatiquement la taille du Halo adéquat de façon à optimiser le lis-
sage notamment à l’interface fibre-matrice et dans les zones à forts gradients
de contrainte.

• Le premier objectif de l’approche Halo est de contrôler le niveau de dis-
persion de la contrainte locale et d’éviter la surestimation des contraintes.
Le développement de cette approche pour la modélisation de la fissuration
permettra par conséquent d’éviter une initiation prématurée de fissures, la-
quelle est systématiquement vérifiée lorsque le champ de contrainte locale
est considéré.

• Le couplage MED-CGSM proposé dans ce mémoire permet d’évaluer la va-
riabilité d’un déplacement ou d’une rotation pour un élément de poutre 3D.
Le module de Young microscopique a été considéré comme unique paramètre
incertain. Il serait donc intéressant d’évaluer la variabilité de la réponse du
modèle pour plusieurs paramètres incertains, de type matériau et physique.
De plus, une extension de ce travail à la formulation CGSM d’une contrainte
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et d’un critère de rupture serait intéressant dans le contexte de la modéli-
sation prédictive du composite biosourcé.
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Résumé
Les composites à base de fibres naturelles suscitent un intérêt croissant. Cependant,
les pièces élaborées à base de ce type de matériaux présentent une forte variabilité des
propriétés mécaniques qui les rend moins compétitifs par rapport aux matériaux clas-
siques. Dans le présent travail, une méthodologie numérique basée sur le couplage entre
la Méthode des Éléments Discrets (MED) et l’approche probabiliste Certain Generali-
zed Stress Method (CGSM) est proposée pour prendre en compte les différentes sources
de variabilité, (géométriques ou physiques). A des fins de validation, le cadre d’un ma-
tériau composite biosourcé à base de fibres de lin unidirectionnelles est considéré. Une
première partie du travail réalisé décrit l’élaboration du matériau et la caractérisation
expérimentale de ses propriétés élastiques et de leur niveau de variabilité. La MED est
dans un second temps introduite pour simuler le comportement macroscopique du maté-
riau. Le champ de contrainte résultant de la modélisation par la MED étant hétérogène
par nature, une approche nommée Halo est introduite afin de contrôler cette dispersion.
L’approche proposée est testée et validée dans le cadre de milieux homogènes et hétéro-
gènes. Finalement, la variabilité des propriétés élastiques est introduite dans le modèle
discret via un couplage avec l’approche probabiliste CGSM.
Mots clés : Matériaux composites, fibre de lin, caractérisation expérimentale, modéli-
sation numérique, méthode des éléments discrets, dispersion de la contrainte, variabilité

Abstract
Natural fiber composites are attracting growing interest. However, pieces made from
this type of material exhibit a high variability in terms of mechanical properties, which
makes them less competitive compared to conventional materials. In this work, a nume-
rical approach, based on Discrete Element Method (DEM) and the probabilistic method
Certain Generalized Stress Method (CGSM) is proposed, in order to take into account
the different sources of variability. For validation purposes, a unidirectional biobased
composite material based on flax fibers is considered. The first part of this work des-
cribes the material’s manufacturing, the elastic properties experimental characterization
and the quantification of their variability. The DEM is then introduced to simulate the
macroscopic behaviour of the material. Since the stress field obtained using DEM model-
ling is heterogeneous, an approach named Halo is introduced to control this dispersion.
The proposed approach is tested and validated in homogeneous and heterogeneous me-
dia. Finally, the variability of elastic properties is introduced into the discrete model
via a coupling approach with the probabilistic method CGSM.
Keywords : Composite materials, flax fiber, experimental characterization, numerical
modelling, discrete element method, stress dispersion, variability
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