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Introduction générale

Élément majeur dans la mobilité urbaine et inter-urbaine, les systèmes de transport (transport
public de passagers ou transport de marchandises) sont amenés à répondre d’une façon efficace et
efficiente aux besoins d’une population qui se montre de plus en plus exigeante face aux retards
chroniques, aux aléas et à la faible qualité de certains services. De plus, les problèmes de congestion,
de pollution (atmosphérique et sonore) et d’insécurité routière, incitent les pouvoirs publics et les
compagnies de transport à accroître leurs efforts pour améliorer la qualité des services offerts aux
utilisateurs afin de rendre ces modes de transport plus attractifs et compétitifs. Ainsi, l’étude et l’amé-
lioration des performances de ces systèmes sont parmi les préoccupations majeures des chercheurs
scientifiques dans ce domaine. Dans ce travail de recherche, nos objectifs se concentrent essentiel-
lement sur le développement de méthodes et de modèles qui visent à décrire le comportement des
systèmes de transport et améliorer leurs performances. Nous étudions ces systèmes du point de vue
des Systèmes à Évènements Discrets (SED). En effet, les comportements de ces systèmes évoluent
dans des espaces d’états discrets dans lesquels les transitions inter-états s’activent suite aux occur-
rences d’événements discrets asynchrones. En effet, les Systèmes de Transport Public (STP) peuvent
être caractérisés par un espace d’états discrets tel que l’état d’un véhicule : en arrêt, en déplacement,
en panne, etc. Le changement d’état se produit par des événements discrets comme l’arrivée ou le
départ d’un véhicule à/d’une station, ou encore l’arrivée, la montée ou la descente d’un passager. Ces
systèmes sont souvent caractérisés par des phénomènes tels que la synchronisation, le parallélisme
et les conflits. De plus, la diversité des paramètres à prendre en compte lors de la phase de modéli-
sation, le fonctionnement dynamique et parfois aléatoires (suite aux aléas et imprévus) compliquent
davantage l’étude de ces systèmes. Pour faire face à ces complications et remédier aux limites des
modèles développés dans la littérature, nous développons des modèles génériques en utilisant une
nouvelle approche de modélisation fondée sur des outils pertinents des SED.

Notre choix s’est porté sur les réseaux de Petri colorés (RdPC) et l’algèbre (max, +). Le choix
des RdP est motivé par leur capacité à modéliser différents types de SED, à fournir des modèles
graphiques pertinents, modulaires et fidèles à la réalité. De plus, les RdP, de façon globale, sont
dotés d’une théorie mathématique riche souvent utilisée pour l’étude des propriétés qualitative des
systèmes étudiés. Par ailleurs, grâce à la description mathématique qu’elle offre, l’algèbre (max, +)
est une algèbre mathématique bien adaptée à l’étude des SED. Elle permet d’étudier les propriétés
quantitatives des SED, évaluer leurs performances, et dans une certaine mesure, les optimiser.

Les travaux présentés dans cette thèse constituent une contribution à la modélisation, à l’analyse
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et à la commande des STP et des réseaux logistiques par les réseaux de Petri colorés et l’algèbre
(max, +). Cette contribution porte sur le développement d’une approche générique fondée sur des
représentations mathématiques dans l’algèbre (max, +) issues des modèles graphiques basés sur des
RdPC. Ces modèles permettent de représenter le fonctionnement d’un STP dans un contexte réel
et dynamique, avec moins d’hypothèses simplificatrices. Il s’agit plus précisément de développer des
modèles théoriques capables d’apporter des solutions aux problèmes d’évaluation de performances et
d’amélioration de la qualité des services offerts aux passagers. L’objectif est d’assurer une meilleure
performance aussi bien pour les utilisateurs, en termes des temps d’attente, que pour les compagnies
de transport en termes de nombre de véhicules à déployer sur le réseau afin de minimiser leurs coûts.
Les modèles mathématiques et graphiques développés sont génériques et peuvent être appliqués à
n’importe quel STP (réseau de bus, réseau ferroviaire, réseau multimodal, etc.) de n’importe quelle
taille. Par analogie, les réseaux logistiques peuvent être assimilés aux STP vis-à-vis de leur comporte-
ment et de leur fonctionnement. Ainsi, les modèles développés sont adaptés et appliqués aux réseaux
logistiques afin de minimiser les temps de transport et de stockage des marchandises dans différents
entrepôts et centres de distribution.

Ce mémoire est organisé en sept parties :

— Le premier chapitre permet tout d’abord d’introduire le contexte général de cette étude.
Quelques généralités sur les systèmes de transport public vus en tant que SED sont présentées.
Ensuite, dans le but de pouvoir situer nos contributions, un état de l’art des travaux dans le
domaine de SED, notamment les systèmes de transport public, est présenté. Enfin, nous dé-
crivons les concepts de base des deux formalismes utilisés dans ce travail à savoir les RdP et
l’algèbre (max, +).

— Le chapitre II détaille nos contributions liées à la modélisation et l’évaluation de performances
d’un système de transport public, en l’occurrence un réseau de bus, caractérisé par un ensemble
de contraintes tels que la capacité finie des véhicules, l’arrivée aléatoire des passagers avec la
prise en compte du choix de leurs destinations dans un même modèle. La structure et les
spécifications de ce réseau sont détaillées. Ensuite, une nouvelle approche de modélisation
combinant les réseaux de Petri colorés et l’algèbre (max, +) est proposée. Les modèles obtenus
permettent d’étudier et d’évaluer le comportement du réseau de bus considéré. Des algorithmes
et des politiques de routage permettant d’arbitrer les conflits (liés à la gestion des choix),
observés dans les modèles graphiques, et ainsi de déterminer et de contrôler les différents états
du système sont aussi présentés de façon détaillée et explicite.

— Le chapitre III présente les contributions liées à la commande des STP. Une approche de contrôle
basée sur la théorie de la résiduation est proposée pour réguler et améliorer les tableaux de
marche des bus. L’objectif principal de la commande proposée est de minimiser le nombre de
bus utilisé sur le réseau tout en maintenant le temps d’attente des passagers dans certaines
stations en particulier les stations de correspondance, inférieur à un seuil prédéfini. Enfin, un
exemple d’application est donné pour illustrer l’approche proposée et prouver son efficacité.
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— Le chapitre IV est consacré à l’application des approches de modélisation et de commande
développées dans les deux chapitres précédents aux réseaux logistiques. L’objectif est d’étudier
le comportement de ces réseaux afin d’optimiser leurs performances en termes des temps de
transport et de stockage des marchandises dans différents centres de distribution.

— Le chapitre V est dédié au développement d’un outil de simulation à événements discrets. Cet
outil permet de modéliser et simuler le comportement des réseaux de transport et logistiques.
D’ailleurs, les simulations proposées dans ce travail sont effectuées à l’aide de ce simulateur.

— Enfin, une synthèse des résultats obtenus ainsi que les perspectives de recherche de ce travail
sont données en guise de conclusion.

— Le manuscrit comporte également un ensemble d’annexes présentant le détail des résultats de
simulation obtenus.
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1 Introduction

Le transport en commun ou transport public est un mode de transport consistant à transporter
plusieurs personnes ensemble sur un même trajet (Dridi (2004)). Il évolue de plus en plus et à plu-
sieurs niveaux (Ould-Sidi et al. (2006); Nait-Sidi-Moh et al. (2003); Idel Mahjoub et al. (2017b)).
En effet, les retards chroniques (Nait-Sidi-Moh et al. (2003)), ainsi que les problèmes de congestion,
de pollution (atmosphérique et sonore) et d’insécurité routière, incitent les pouvoirs publics et les
exploitants à accroître les efforts pour améliorer la qualité des services offerts aux utilisateurs (régu-
larité de passage, rapidité de déplacement, temps d’attente acceptable, etc), dans le but de rendre
les transports collectifs plus attractifs et compétitifs. Pour toutes ces raisons, l’étude et l’analyse de
tels systèmes sont devenues parmi les préoccupations majeures des chercheurs scientifiques dans le
domaine des transports publics (Laichour (2002); Houssin et al. (2006); Idel Mahjoub et al. (2017a);
Nait-Sidi-Moh et al. (2009); Outafraout et al. (2018b)).
L’objectif de ce travail de recherche étant d’élaborer un modèle simple, efficace, complet et représen-
tatif de la réalité de ces systèmes, à l’aide de l’ensemble d’informations qu’on pourrait collecter sur les
paramètres influençant leur fonctionnement. Ensuite, une analyse profonde est effectuée non seule-
ment, pour évaluer les performances du système et identifier ses forces et ses faiblesses, mais aussi
pour améliorer ses performances en optimisant, par exemple, les coûts des compagnies de transport,
les taux de pollution engendrés et les temps d’attente des passagers.

Dans ce chapitre, nous présentons quelques généralités concernant les systèmes de transport
public. Ensuite, nous situons nos travaux par rapport à ceux déjà développés dans la littérature.
Enfin, nous rappelons les outils de modélisation utilisés dans ce travail en précisant leurs définitions
et leur mise en œuvre à travers des exemples d’application.

2 Généralités

Dans cette section, nous définissons les deux composantes principale d’un système de transport
public : le système physique et le système de gestion (Nait-Sidi-Moh (2003); Lahaye et al. (2003)).

2.1 Système physique

Physiquement, un système de transport public peut être représenté principalement par deux
éléments : :

— les ressources matérielles et humaines,

— les infrastructures.

2.1.1 Ressources matérielles et humaines

Ces ressources contiennent les entités de transport qui désignent les véhicules destinés à trans-
porter les passagers d’une station à une autre. Elles se présentent sous la forme de bus, train, métro,
tram, etc. L’ensemble de ces entités est appelé flotte et caractérisé par :
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• le nombre global de véhicules ;

• le type de véhicule (figure I.1) : nous parlons ici des caractéristiques techniques des moyens de
transport ; capacité (le nombre maximal de passagers à transporter en même temps), dimen-
sions (longueur), caractéristiques dynamiques (accélération, décélération) et environnementales
(mode d’énergie, bruit, etc.).
Dans cette étude, nous nous intéressons plus précisément à la capacité des entités de transport.

Quant aux ressources humaines, il ’agit essentiellement des exploitants du système et les conduc-
teurs. Les conducteurs ont également une influence majeure sur le fonctionnement du réseau. En
effet, la gestion des STP prend en compte les temps de repos et de travail de ces personnes.

Tramway

Train

Métro

Bus

Figure I.1 – Entités de transport

Les véhicules sont réparties dans chacune des lignes du réseau de transport. La distribution du
nombre de véhicules est en fonction de l’importance de la ligne et est variable au cours de la journée
de manière à "renforcer" certaines lignes aux moments où la charge des passagers est importante
(heures de pointes par exemple).

2.1.2 Infrastructures

Cette partie concerne les éléments permettant de représenter le réseau routier physique. Plus
précisément, il s’agit des éléments suivants : stations (dit aussi arrêts), tronçons, lignes et itinéraires
(figure I.2). Ces différents éléments sont présentés brièvement dans ce qui suit :

Stations Les stations représentent les nœuds du réseau. Plus précisément, elles représentent un es-
pace géographique prédéfini où les entités de transport attendent un certains temps afin de permettre
aux passagers de monter et/ou de descendre. Nous considérons trois types de stations :

— stations simples : elles sont rattachées exclusivement à une seule ligne. Ainsi, il est impossible
à un passager d’effectuer un changement de ligne dans ces stations.



Étude des systèmes de transport public 15

L1

L2

Légende:
station ou arrêt simple
station de correspondance
terminus
trançon
itinéraire d'un passager
autres lignes

tronçon

lignes

Figure I.2 – Structure d’un système de transport public

— stations de correspondance : ce sont typiquement les stations où les passagers peuvent effectuer
les changements de lignes. Elles appartiennent donc au moins à deux lignes.

— terminus : ces stations correspondent à des extrémités de ligne. Elles sont considérées comme
des points de fin trajets où les véhicules font des demi-tours pour effectuer le trajet inverse.
Dans certains cas, ces terminus peuvent être des stations de correspondance avec d’autres lignes
ou d’autres modes de transport.

Certaines stations présentent des particularités qui obligent les entités de transport à respecter un
ensemble de contraintes. A titre d’exemple, pour un arrêt d’un réseau de bus dont la voie est commune
avec celles d’autres véhicules (voitures de particuliers par exemple), les bus ne doivent pas attendre
trop longtemps à cette station sous peine de créer un embouteillage. Par ailleurs, dans les stations
de correspondance, les véhicules de transport doivent faire face à des problèmes de stationnement
puisque les points d’arrêts présentent généralement une capacité limitée pour l’accueil des véhicules
(Houssin (2006)).

Tronçons Les tronçons représentent des connexions entre les stations ; chaque tronçon est limité
par deux stations (figure I.2). Deux types de tronçons sont considérés :

— voies propres ; certains tronçons sont associés à des couloirs réservés aux transports publics
appelés voies propres. Nous citons, par exemple, les voies propres des tramways.

— voies partagées ou publiques ; certains tronçons sont associés à des couloirs partagées par plu-
sieurs modes de transport (véhicules particuliers, transports de marchandises).

Nous rappelons qu’un tronçon est caractérisé par sa longueur, et la vitesse commerciale de dé-
placement du véhicule. Celles-ci permettent de déterminer un temps de déplacement entre deux
stations.
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Lignes Les lignes sont composées d’un ensemble fini de stations et de tronçons. La conception de
ces lignes se base sur des critères géographiques, sociaux et économiques. Sur chaque ligne, les entités
de transport réalisent des circuits au cours desquels elles s’arrêtent aux stations de cette ligne pour
faire monter et descendre des passagers. Ce circuit est réalisé suivant une planification d’horaires
avec une fréquence de passage qui peut être fixe ou variable. Ainsi, chaque ligne est caractérisée par
des temps de parcours entre ses stations. Dans le cas d’un système de transport public empruntant
des voies publiques, ces temps contraints par des conditions variables de circulation.

Itinéraires Dans un système de transport public, nous définissons l’itinéraire d’un usager comme
l’ensemble des stations appartenant à son trajet commençant par un arrêt d’origine et se terminant
par un arrêt destination. Ces arrêts peuvent éventuellement appartenir à plusieurs lignes du réseau
de transport (figure I.2). Une ligne peut être un itinéraire d’un usager si ce dernier n’effectue pas de
correspondance au cours de son trajet.

2.2 Système de gestion

Le système de gestion consiste à gérer le système physique et à exploiter au mieux les infrastruc-
tures et les ressources matérielles et humaines L’objectif étant de répondre aux objectifs définis par
l’exploitant du réseau, en assurant entre autres la conception des tableaux de marches et l’information
des passagers.

La gestion d’un système de transport public opère à deux niveaux temporels différents (Lahaye
et al. (2003)) : lors de la phase de planification réalisée en temps anticipé, et lors de la phase de
régulation réalisée en temps réel. La figure I.3 présente ces deux phases de gestion que nous définissons
ci-aprés (Nait-Sidi-Moh et al. (2003)).

2.2.1 Phase de planification

Durant cette phase, l’objectif est d’élaborer le tableau de marche (horaires de référence). Ce
dernier est établi pour optimiser la qualité de service tout en satisfaisant les contraintes d’exploitation
notamment le nombre de chauffeurs, horaires de travail, la flotte de véhicules, etc.

Dans le but de définir les indicateurs de qualité de service, plusieurs études ont été développées
(Nuzzolo and Comi (2016); Bouyekhf et al. (2003)). Ces indicateurs, retenus pour la satisfaction des
passagers, peuvent être répartis selon quatre volets :

— Ponctualité : La ponctualité est une logique où l’exploitant cherche à respecter les horaires
de référence planifiés. En effet, les systèmes de transport public annoncent souvent au public
la planification des horaires de référence. Ainsi, l’arrivée des passagers est généralement en
fonction de ces horaires, ce qui oblige l’exploitant à bien les respecter.

— Régularité : La régularité est une logique où l’exploitant cherche à minimiser les temps d’at-
tente des passagers, ainsi que le nombre de véhicules utilisés, tout en respectant une fréquence
donnée de passage des véhicules.
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Tableau de marche (TM)

Historique de la demande de transport et des conditions de 
circulation

Offre de transport prévisionnelle 

Incidents du personnel 
et/ou du matériel

Conditions variables du 
traffic

Demande de transport 
aléatoire Régulation

P
h

ase de plan
ification

P
h

ase de régu
lation

Figure I.3 – Phases de planification et de régulation d’un STP

— Encombrement : Cette stratégie est observée durant les heures de pointe. L’objectif étant
d’éviter la charge des passagers en déployant plus de véhicules sur les stations de grande af-
fluence.

— Correspondance : Cette logique concerne l’assurance des correspondances des passagers entre
les différentes lignes. L’objectif est d’élaborer un tableau de marche qui minimise au maximum
les temps d’attente des passagers à ces stations. Ceci permet aux passagers en transit d’effectuer
leurs trajets en un temps minimal.

Le succès du tableau de marche réside dans la pertinence du choix de ces indicateurs et dans
la bonne estimation des temps de parcours entre les arrêts pour des conditions normales de fonc-
tionnement (une estimation biaisée des temps de parcours fournirait une table d’horaires qui serait
difficilement respectable pour les véhicules de transport) (Houssin (2006); Houssin et al. (2006)).

2.2.2 Phase de régulation

Le tableau de marche est normalement élaboré en temps anticipé pour des conditions moyennes
d’exploitation. Il dépend des facteurs suivants : des conditions de circulation variables (accidents,
trafic, etc.), de l’état des véhicules et du personnel, et sur la demande de transport. En fait, ces
facteurs sont des phénomènes complexes, souvent de nature aléatoire. Ainsi, dès que l’on s’éloigne
des conditions moyennes de fonctionnement pour lesquelles le tableau de marche a été défini, il de-
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vient nécessaire de réguler le système. La régulation consiste alors à ajuster et adapter le tableau de
marche en réaction aux conditions réelles d’exploitation. En effet, les conditions réelles de circulation
peuvent révéler des divergences entre le tableau de marche de la phase de planification et celui de
la phase d’exploitation (certains voyages inutiles sur une ligne, insuffisance de départ sur une autre
ligne, etc.).
Des agents appelés régulateurs (qui peuvent être soit des chauffeurs de véhicules et/des un supervi-
seurs du réseau) sont incités à modifier, si nécessaire, les données dont ils disposent (TM de base) en
les adaptant aux conditions réelles du trafic. On peut distinguer deux types de conditions amenant
à des "manoeuvres de régulation" :

— réagir à des perturbations (par exemple : panne d’un véhicule, retard d’un chauffeur, mo-
difications des conditions de circulation, etc.).
La régulation peut être, par exemple, la création/suppression de nouveau circuit, échange de
véhicules et/ou de conducteurs, changement de parcours (suppression de certaines stations ou
zones), transfert des passagers vers une autre ligne.

— améliorer l’offre de service au sein du réseau. L’objectif peut, par exemple, être d’ab-
sorber un "pic de charge" (encombrement) qui apparaît au sein du réseau (cas d’un match de
foot, sortie d’une usine, etc.). La régulation consiste, dans ce cas, à injecter des véhicules afin
d’absorber ce pic de charge. Il pourra aussi s’agir d’assurer des correspondances intermodales
(entre différents modes de transport) tout en respectant un temps d’attente raisonnable aux
stations de correspondance. Par exemple, un train arrivant à une station de correspondance fait
descendre plusieurs passagers qui veulent emprunter des bus pour arriver à leurs destinations.
Dans ce cas et pour satisfaire la contrainte du temps d’attente, l’exploitant est censé déployer
plusieurs bus pour satisfaire la qualité de service vu que la capacité du train est très supérieure
à celle des bus).

Si le retour du réseau à l’état initial (TM de référence) est difficile, les modifications et les améliora-
tions apportées au système conduisent à la conception d’un nouveau tableau de marche. Toutefois, ces
données peuvent également être utilisées en temps différé lors de la prochaine phase de planification,
pour la constitution du TM d’une autre période.

Afin de mieux contrôler les réseaux de transport public en temps réel, des outils automatisés
appelés Systèmes d’Aide à l’Exploitation (SAE) sont utilisés. Leurs fonctions principales sont :

• la localisation de véhicules ;

• le traitement des alarmes ;

• l’élaboration de données pour les diffuser en temps réel afin d’informer, entre autre, les usagers
(exemple : l’application KIF&GO utilisée par CITURA (compagnie de transport à Reims))

2.3 Problématique

La problématique abordée dans ce travail porte sur la planification des horaires d’un système de
transport public. Comme exemple d’application, nous prendrons un réseau de bus comme système
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de transport public. Les principaux objectifs recherchés sont :

— d’une part, évaluer les performances du réseau étudié en terme des critères d’encombrement,
de correspondance et de régularité ;

— d’autre part, concevoir voire améliorer les horaires actuels (tableaux de marche) du système
tout en garantissant une certaine qualité de service à des stations spécifiques dites stratégiques
(et qui sont souvent des stations de correspondance). La qualité de service considérée dans
notre cas consiste à minimiser le nombre de bus utilisé sur le réseau de telle sorte à maintenir
le temps d’attente des passagers inférieur à un seuil sollicité.

Nos objectifs se concrétisent donc par le développement de méthodes et de modèles qui visent à
apporter des solutions à la gestion des STP (amélioration de la qualité de service) et qui permettent
de décrire leurs comportement et d’analyser leurs propriétés structurelles. Pour cela nous avons pris
le parti de considérer le système de transport public comme un système à évènements discrets (SED).
La section suivante justifiera ce choix.

2.4 Système de transport public vu en tant que SED

Nous rappelons que les SED sont caractérisés par un espace d’états discrets dont l’évolution des
états dépend de l’occurrence d’événements discrets asynchrones (Gaubert (1997)), contrairement aux
systèmes "naturels", qui obéissent aux lois de la physique, et qui peuvent donc être modélisés par des
équations différentielles dépendantes du temps.
Ainsi, les STP peuvent être considérés comme des systèmes à événements discrets (Ramadge and
Wonham (1989); Gaubert (1997); Cassandras and Lafortune (2009))). En effet, ces systèmes sont
caractérisés par des espaces d’états discrets (par exemple l’état d’un bus est soit en arrêt soit en
déplacement soit en panne, etc.) et par un changement d’état produit par des événements donnés
(par exemple l’arrivée ou le départ d’un bus à/d’une station, l’arrivée, la montée ou la descente d’un
passager, etc.). Le fonctionnement des STP est caractérisé par différents phénomènes, à savoir :

— le parallélisme : de nombreux événements peuvent se dérouler simultanément et indépendam-
ment dans diverses parties du système (par exemple, la montée et la descente de passagers dans
un arrêt du réseau) ;

— la synchronisation : c’est un phénomène qui nécessite la disponibilité simultanée de plusieurs
ressources ou la vérification simultanée de plusieurs conditions afin d’exécuter une tâche. A
titre d’exemple, pour qu’un passager puisse se déplacer entre deux arrêts, il faut d’une part la
présence du passager, et d’autre part la disponibilité d’un véhicule qui assure son déplacement ;

— le conflit (lié au choix ou au partage de ressources) : il apparaît au moment où un utilisateur
doit choisir une ressource parmi plusieurs. Par exemple, le cas d’un passager ayant plusieurs
choix d’itinéraires pour se rendre à une destination sur un réseau de transport.
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3 Étude des systèmes de transport public

3.1 Introduction

La modélisation est la phase clé de l’étude d’un système complexe. L’idée est de représenter de
manière efficace avec moins d’hypothèses simplificatrices le système réel afin d’étudier, analyser et
prévoir son comportement pour ensuite le commander. Les SED notamment les STP, les systèmes
de production (Pichard et al. (2018)) et les systèmes informatiques (Addad and Amari (2008)), sont
soumis à des phénomènes complexes qui rendent leur étude plus difficile et nécessitent l’utilisation
d’outils adéquats. Cette difficulté est due à la diversité des paramètres à prendre en compte lors de la
phase de modélisation, aux conditions variables du fonctionnement et à l’aspect aléatoire de certains
paramètres. Parmi les problématiques qui préoccupent les chercheurs dans le domaine des SED, nous
citons :

— la modélisation : ces systèmes sont souvent régis par des phénomènes complexes dont la syn-
chronisation, le parallélisme, la concurrence et le partage de ressources (appelés conflits dans
le reste de ce document) ;

— l’étude et l’analyse de leur comportement ;

— l’évaluation de leurs performances : par exemple, l’évaluation des temps d’attente des passagers
ou des temps d’arrêt des bus dans différentes stations, particulièrement celles de correspon-
dance ;

— l’optimisation : optimisation du nombre de processus ou de ressources pour réaliser une tâche
donnée ;

— la stabilité : recherche des solutions pour lesquelles des perturbations ne modifient pas les
performances de manière trop importante.

Parmi les outils utilisés pour l’étude des STP en tant que SED, nous soulignons :

— les réseaux de Petri (Diaz (2001); Demongodin (2009)), notamment les graphes d’événement
temporisés (Nait-Sidi-Moh et al. (2006)), les RdP hybrides (Outafraout et al. (2018a,b)), les
RdP colorés (Idel Mahjoub et al. (2018a); Bouali (2009)) et les RdP stochastiques (Benarbia
et al. (2012); Ammour et al. (2017b,a)),

— les automates (Outafraout et al. (2018a)),

— les systèmes multi-agents (Capkovic (2016); Adler and Blue (2002); Laichour (2002)),

— l’intellignece artificielle (Ould-Sidi et al. (2006)),

— l’analyse multicritères (Yeh et al. (2000)),

— l’algèbre des dioïdes (Amari et al. (2012); Lai et al. (2019); Addad et al. (2012); Tamssaouet
and Amari (2018)),

— le processus de décision Markov (Nuzzolo and Comi (2017)).
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3.2 Modélisation, analyse et commande des systèmes de transport public

Dans cette section nous rappelons brièvement quelques travaux qui ont été développés pour la
modélisation, l’analyse et la commande des systèmes de transport public.

Les travaux de recherche présentés dans (Nuzzolo and Comi (2016)) sont focalisés sur des mé-
thodes qui peuvent être utilisées en temps réel pour estimer et prévoir les performances du transport
en commun, en particulier le taux d’occupation des véhicules et leurs surcharges. Pour surveiller le
nombre de passagers par rapport à chaque véhicule de transport en commun, plusieurs technologies
de comptage des passagers sont appliquées (Nielsen et al. (2014)). Ces données permettent d’estimer
en temps réel et de prévoir à court terme le nombre de passagers en attente dans les différentes
stations et à bord des véhicules, ce qui permet d’estimer le taux d’occupation et l’encombrement.
D’autres recherches se sont concentrées sur des modèles multicritères (Borges et al. (2016)) qui ap-
portent un soutien aux gestionnaires et aux exploitants des systèmes de transport, offrant une vision
globale qui soutient la mise en œuvre des politiques publiques pour l’amélioration de la qualité de
service du transport en commun.

Les systèmes multi-agents sont aussi largement utilisés pour la modélisation, l’analyse et la régu-
lation des systèmes de transport (Capkovic (2016); Adler and Blue (2002); Jörg Böcker and Zirkler
(2001); Shukai et al. (2015)). L’étude réalisée dans Shukai et al. (2015) a porté sur l’élaboration d’une
stratégie coordonnée de régulation de la vitesse pour la circulation des trains à grande vitesse. Le
mouvement d’un ensemble ordonné de trains à grande vitesse circulant sur une ligne de chemin de
fer est modélisé par un système multi-agents, dans lequel chaque train communique avec les trains
voisins pour ajuster sa vitesse afin de respecter la plage de sécurité imposée par les exploitants.
D’un autre côté, Jörg Böcker and Zirkler (2001) ont proposé une approche, basée sur les techniques
des systèmes multi-agents, pour planifier les horaires d’un réseau ferroviaire. Les objectifs étaient de
déterminer :

• les tableaux de marches des trains ;

• les dates de début et de fin de montée et descente des passagers ;

• les temps d’attente des passagers.

Par ailleurs, plusieurs études ont été effectuées pour traiter les problèmes de régulation dans les
réseaux de transport (Bonhomme (2013); Heidergott and de Vries (2001); Laichour (2002)). L’un
des enjeux abordés dans ces études était de trouver un nouvel horaire de véhicules multiples après
la détection d’une perturbation sur la route à un moment donné. Par exemple, Laichour (2002) a
proposé un système multi-agent pour réguler la correspondance en temps réel. En outre, une approche
génétique pour la programmation d’un réseau de transport a été proposée par Dridi (2004). Aussi,
Ould-Sidi et al. (2006) ont proposé une approche évolutive floue pour la régulation d’un réseau
de transport urbain afin de faciliter la prise de décision des régulateurs en temps réel. De plus,
Cacchiani et al. (2014) ont proposé une vue d’ensemble des modèles et algorithmes de réparation
pour la gestion en temps réel des perturbations ferroviaires, afin d’améliorer la qualité des services
ferroviaires fournis.
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Bien que, les approches basées sur l’intelligence artificielle et la recherche opérationnelle soient
encore largement utilisées pour évaluer les performances des systèmes de transport public, il existe
néanmoins une demande croissante pour le développement d’approches mathématiques qui produisent
des solutions appropriées. Les RdP et l’algèbre des dioïdes sont deux outils complémentaires permet-
tant de répondre à ce but en fournissant des modèles graphiques fidèles à la réalité pour une analyse
et une simulation du système étudié et aussi des équations mathématiques décrivant l’évolution du
système. Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur les méthodes et modèles, basés sur le RdP et/ou
l’algèbre des dioïdes, utilisés pour la modélisation, l’évaluation des performances et la commande des
STP. L’objectif est de mettre en évidence le manque dans la littérature actuelle que nous souhaitons
combler en proposant des modèles originaux et aussi de permettre de positionner notre contribution
dans la littérature.

Les réseaux de Petri Hybride (RdPH) constituent une classe des réseaux de Petri dont l’utilité
réside essentiellement dans la modélisation de l’évolution de systèmes très variés (Nait-Sidi-Moh et al.
(2003)). Par exemple, Outafraout et al. (2018a,b) ont traité la modélisation, l’analyse, l’évaluation
de performances et le contrôle d’un système de transport multimodal (STM). Le système étudié est
composé de plusieurs stations reliées entre elles et desservies par des modes de transport de grande
capacité tels que le train et le métro. L’échange de passagers entre ces stations (gares) est assuré par
des navettes de bus à capacité limitée. Le STM est étudié en tant que système dynamique hybride
(SDH). La principale contribution est de combiner les réseaux de Petri hybrides colorés (RdPCH)
et l’algèbre (max, +) afin de développer un modèle hybride qui intègre divers modes de transport
et leurs interactions au sein de plusieurs stations d’échange. Les deux modèles proposés seront pris
en compte pour analyser l’évolution du système dans le temps et évaluer les dates d’arrivée et de
départ des moyens de transport (trains et bus) à destination et en provenance des différentes stations
d’échange ainsi que les temps d’attente des passagers. De plus, une approche de contrôle permettant
de déterminer le nombre minimal de navettes de bus à utiliser et le moment de leurs injections est
proposée. L’objectif est de transporter tous les passagers sous certaines contraintes de fonctionnement
telles que le temps d’attente des passagers doit être inférieur à un seuil spécifique

Une autre classe des RdP utilisée pour l’étude des systèmes de transport public est celle des
réseaux de Petri stochastiques (RdPS). Par exemple, Bouyekhf et al. (2003) ont proposé une approche
pour minimniser les coûts en utilisant des réseaux de Petri stochastiques généralisés. Dans le domaine
des transports public, cette approche permet d’améliorer les horaires afin de minimiser les temps
d’attente des passagers. En outre, Benarbia et al. (2012) ont utilisé les RdP stochastiques pour
la modélisation et l’analyse des performances des systèmes publics de vélos en libre-service. Cette
étude avait comme objectif le rééquilibrage de la distribution des vélos dans les différentes stations
du réseau afin de satisfaire la demande des utilisateurs. Dans la même perspective, Labadi et al.
(2015) ont mis au point une approche par événements discrets pour la modélisation et l’évaluation
de la performance des systèmes publics de vélos en libre-service à l’aide de RdP temporisés avec
arcs inhibiteurs et poids d’arc variables. D’autre part, étant donné que le comportement dynamique
des feux de circulation régulant un réseau d’intersections peut être considéré comme un système
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complexe d’événements discrets pouvant être modélisé et contrôlé par des réseaux de Petri, List
and Mashayekhi (2015) ont présenté un RdP stochastique coloré modulaire pour la modélisation et
l’analyse des intersections signalées. Cette étude est très prometteuse, surtout si l’on tient compte de
la demande croissante de fonctions supplémentaires et de contrôle en temps réel. Par ailleurs, Gaied
et al. (2019) ont proposé une approche basée sur les réseaux de Petri P-temporisés stochastiques
pour la modélisation, l’évaluation des performances et le contrôle robuste du réseau de transport
ferroviaire au Sahel Tunisie. L’objectif est d’élaborer une stratégie de contrôle afin de réduire les
conséquences des perturbations, et ainsi maintenir le calendrier prévu.

Un autre outil de modélisation et d’analyse utilisé est l’algèbre des dioïdes et en particulier
l’algèbre (max, +). Par exemple, la problématique abordée dans Nait-Sidi-Moh et al. (2003) portait
sur la gestion des correspondances d’un système de transport public composé de lignes de bus.
L’objectif était d’évaluer les tableaux de marche des bus ainsi que les temps d’attente des passagers au
niveau des arrêts de correspondance, et ceci en exploitant les représentations (max, +) qui décrivent
le comportement du système. Egalement, dans Nait-Sidi-Moh et al. (2009), la théorie spectrale dans
l’algèbre (max, +) a été utilisée pour la minimisation des temps d’attente des passagers aux différentes
stations. Dans leur travail, Houssin et al. (2006) proposaient une approche basée sur la théorie de la
résiduation dans l’algèbre des dioïdes pour calculer les tableaux de marches optimaux des moyens de
transport. De plus, Lahaye et al. (2003) montraient que le comportement des réseaux de bus urbains
peut être décrit par une équation récursive min-max qui peut être utilisée pour leur simulation
en temps réel. Par ailleurs, Kersbergen et al. (2016) avaient montré comment modéliser le trafic
ferroviaire et les actions de dispatching telles que le changement de voie et la rupture ou la jonction
de trains en utilisant l’algèbre (max, +). Un modèle de contrôleur prédictif a été proposé afin de
gérer le trafic ferroviaire en temps réel.
L’objectif principal de notre étude est de combiner et adapter les RdP et l’algèbre (max, +) pour
la modélisation, l’analyse, l’évaluation de performances et la commande des systèmes de transport
public vus comme des SED. Il a été montré que l’algèbre (max, +) est un outil bien adapté à l’étude
et à l’analyse des systèmes de transport public grâce à la possibilité qu’elle offre pour la description
mathématique de tels systèmes afin d’évaluer leurs performances, et dans une certaine mesure, de les
optimiser (Gaubert (1997); Houssin et al. (2006)).

Il est à noter que notre contribution ne réside pas seulement dans la modélisation de la dynamique
associée aux circuits des entités de transport (bus par exemple) et à leurs tableaux de marche, mais
également aux dates de montée et de descente des passagers ainsi que leurs itinéraires et destinations.
De plus, certains modèles de la littérature tels que Houssin et al. (2013); Nait-Sidi-Moh et al. (2009)
élaborent une approche de contrôle pour la synthèse des tableaux de marche, en utilisant l’algèbre
(max, +), mais sans tenir compte de la capacité limitée des bus. Cependant, dans notre étude, une
approche de contrôle permettant de déterminer un compromis entre la capacité et le nombre de bus
à utiliser sur le réseau est effectuée afin de minimiser le nombre de bus utilisé sur le réseau de telle
sorte à maintenir le temps d’attente des passagers inférieur à un seuil donné. En outre, l’approche
proposée pourrait également s’appliquer à tout autre système de transport public (réseau ferroviaire,
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réseau multimodal, etc.).
La section suivante présente un aperçu succinct sur les deux formalismes utilisés dans cette thèse à

savoir les RdP et l’algèbre (max, +). Nous présentons les principaux éléments de ces outils notamment
quelques définitions et théorèmes qui nous aideront dans cette étude.

4 Les réseaux de Petri et l’algèbre des dioïdes

4.1 Réseaux de Petri

Les réseaux de Petri (RdP) sont considérés comme l’un des fameux outils adapté à la modé-
lisation des systèmes à événements discrets, ainsi que la description des relations existantes entre
les conditions et les évènements (Ramchandani (1974)). Ils permettent de construire des modèles
graphiques simples, efficaces et riches en termes de propriétés et de résultats analytiques (David and
Alla (1992)). L’avantage majeur de cet outil est la possibilité d’utiliser des techniques algébriques
(notamment algèbre linéaire usuelle ou algèbre des dioïdes) pour l’analyse du système étudié.

Plusieurs classes de RdP sont utilisées pour la description du comportement des SED notamment
les graphes d’évènements temporisés, les réseaux de Petri avec conflits, stochastiques et colorés. Nous
décrivons dans cette partie la définition et quelques notions de base des RdP. Une description plus
détaillée pourra être trouvée dans Murata (1989) ou dans Diaz (2001) ou Baccelli et al. (1996) et
Reisig and Rozenberg (1998).

Définition 1. Condition et événement
Une condition est la description de l’état d’une ressource du système modélisé. Par exemple :

— un véhicule au repos,

— un véhicule en déplacement,

— une commande en attente.

Une condition est soit vraie, soit fausse. Dans le formalisme des réseaux de Petri, la condition est
modélisée à l’aide d’une place (Définition 2).

Un événement est une action qui impacte l’état du système et dont l’occurrence fait évoluer le
système d’un état à un autre état. Par exemple :

— départ d’un véhicule d’une station,

— montée ou descente des passagers.

Dans le formalisme des réseaux de Petri, l’événement est modélisé à l’aide d’une transition (Définition
2).

Définition 2. Un réseau de Petri est un graphe biparti constitué de deux types de sommets : places
(représentées par des cercles) et transitions (représentées par des barres). Des arcs orientés relient
certaines places à certaines transitions, ou certaines transitions à certaines places (voir figure I.4). A
chaque arc nous associons un poids (entier positif). Nous associons 1 par défaut aux arcs sur lesquels
les poids ne figurent pas. Dans un RdP, le nombre de places (resp. de transitions) est fini, et non
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nul. Chaque place, peut contenir un ou plusieurs jetons (représentés par des points) qui modélisent
la dynamique du système.

D’une façon plus formelle, un RdP est un 5-uple PN = (P, T , A, W, M0) où :

— P = {P1, P2, . . . , Pn} est un ensemble fini, non vide de places ;

— T = {T1, T2, . . . , Tm} est un ensemble fini, non vide de transitions ;

— A ⊆ (P × T )∪(T × P) est l’ensemble fini des arcs ;

— W : A → {1,2,..} est la fonction poids associée aux arcs ;

— M0 : P → {0,1,2,..} est le marquage initial (nombre de jetons qui se trouvent initialement dans
les places).

Dans la suite de cette étude, nous considérons les notations suivantes :

— •T : l’ensemble des places en amont (ou en entrée) de la transition T, ou encore l’ensemble des
places P telles que (P,T)∈ A ;

— T• : l’ensemble des places en aval (ou en sortie) de la transition T, ou encore l’ensemble des
places P telles que (T,P)∈ A ;

— •P : l’ensemble des transitions en amont de la place P, ou encore l’ensemble des transitions T
telles que (T,P)∈ A ;

— P• : l’ensemble des transitions en aval de la place P, ou encore l’ensemble des transitions T
telles que (P,T)∈ A.

— M est une application de marquage, assignant à chaque place du réseau un certain nombre de
marques (∀ P ∈ P, M(P)≥ 0).

— I est une application de temps d’indisponibilité, assignant à chaque marque k dans la place P
un temps temp. Ce temps est la durée qui reste à la marque k pour terminer son temps de
séjour minimal dans la place P.

Définition 3. Franchissement d’une transition Une transition T dans un RdP est dite fran-
chissable si quelque soit P ∈ •T , M(P) ≥ W(P,T), c-à-d, si toute place P en amont de T contient
un nombre de jetons au moins égal au poids associé à l’arc qui relie P à T.

Définition 4. Un graphe d’événements (GE) est une classe des RdP pour laquelle :
(i) chaque place a exactement une transition d’entrée et une transition de sortie ;
(ii) tous les arcs orientés place-transition ou transition-place ont le poids 1.

Dans le cas où nous associons aux places (resp. aux transitions du modèle) des entiers, appelés des
temporisations, le graphe d’événements (GE) sera appelé graphe d’événements P-temporisés (resp.
T-temporisés). Dans notre étude et sans perte de généralité, nous nous intéressons à la classe graphe
d’événements P-temporisés que nous appelons tout simplement graphes d’événements temporisés
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(GET) (figure I.4). Lorsqu’un jeton est déposé dans une place P de temporisation temp, ce jeton doit
rester au moins pendant le temps temp. On dit que le jeton est indisponible pendant cette durée.
Quand la temporisation temp s’écoule , alors le jeton devient disponible.
Conventionnellement, on ne peut pas trouver, au sein du même RdP, des places et des transitions tem-
porisées. Par contre, il faut noter que tout RdP P-temporisés peut se traduire en RdP T-temporisés
et réciproquement.

Dans un GET, pour qu’une transition soit franchissable il suffit que toutes ses places d’entrée
contiennent chacune au moins un jeton disponible.

P1 P2

P3
2

3

T1 T2 T3

Figure I.4 – Exemple de graphe d’événements temporisés

A titre d’exemple, dans la figure I.4 la place P2 à une temporisation de 2. Ainsi, la transition T3

sera franchi après l’écoulement de 2 unités de temps après le franchissement de T2.

Définition 5. Deux transitions T1 et T2 sont dites en conflit structurel si et seulement si elles ont
au moins une place d’entrée commune.

Toutefois, une distinction doit nécessairement être faite entre conflit structurel et conflit effectif.
Soient deux transitions T20 et T30 ayant en amont une place commune P (figure I.5). Si une marque
est placée en P, elle valide immédiatement les deux transitions T20 et T30, qui doivent être franchies
instantanément. La même marque doit donc franchir simultanément T20 et T30, ce qui n’est pas
possible. Il s’agit ici d’un conflit structurel, tant qu’aucune marque n’a été placée en P, puis conflit
effectif lors de l’apparition d’une marque en P. Par ailleurs, ce conflit est levé si l’une des deux places
P1 ou P2 ne comporte pas de jeton. Nous parlons alors d’un conflit effectif si le nombre de jetons
dans la place commune P est inférieur au nombre de transitions (en situation de conflit) validées. Cet
exemple peut représenter une situation réelle lors du partage d’une ressource commune entre deux
entités (place P : bus sollicité par deux lignes (places P1 et P2)).
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P1 P2

T20

P

T1 T2 T3

T30

Figure I.5 – Exemple d’un réseau de Petri avec conflits

4.2 Réseaux de Petri colorés

Dans cette section, nous présentons les RdP colorés. Afin de lever toute ambiguïté nous qualifie-
rons de réseaux de Petri ordinaires, les réseaux de Petri définis dans la section précédente.
Les RdP colorés (Jensen and Rozenberg (1991); Jensen (1981, 1997)) offrent une possibilité d’ex-
pression plus compacte que les réseaux de Petri ordinaires. En effet, lorsque ces derniers deviennent
volumineux ou complexes et qu’ils contiennent des sous-modèles présentant des similarités structu-
relles, il devient intéressant d’utiliser le principe de couleur pour les rendre plus compacts. Parmi les
caractéristiques d’un RdP coloré, nous citons :

— chaque place contient des jetons typés (colorés). Nous associons à chaque place et transition des
domaines de couleurs. En outre, un élément d’un domaine de couleur est appelé une couleur.

— nous associons à toute place du réseau un multi-ensemble de jetons typés par le domaine de
couleur de la place correspondante. En général, une association place-couleur (ou transition-
couleur) est appelée une instance de place (ou de transition).

— un arc liant une place et une transition est étiqueté par une application linéaire appelée fonction
de couleur. Les fonctions de couleur déterminent les jetons typés retirés ou ajoutés à une place
par le franchissement d’une transition pour une couleur donnée.

— les transitions du réseau peuvent être munies d’une garde. Une garde est une condition boo-
léenne sur la couleur de la transition qui limite le tir de la transition aux couleurs pour lesquelles
la garde est vraie.

La représentation graphique d’un RdP coloré suit les mêmes conventions que la représentation gra-
phique d’un réseau ordinaire. Par contre, les étiquettes des arcs ne sont plus des entiers mais des
fonctions de couleur. Les gardes des transitions sont généralement associées aux transitions et écrites
entre crochets.
La définition et l’analyse des RdP colorés, qui seront définis ci-après, sont basées sur la notion de
multi-ensemble. En effet, un multi-ensemble peut être considéré comme un ensemble dans lequel un
élément peut apparaitre plusieurs fois. Soit E un ensemble.
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Un multi-ensemble sur E est une fonction de E vers N. L’ensemble des multi-ensembles sur E est
noté Bag(E).

Définition 6. RdP colorés Un RdP coloré est un 6-tuplet (P, T , C, W−, W+, φ) où

— P est un ensemble fini non vide de places ;

— T est un ensemble fini non vide de transitions tel que P ∩ T =∅ ;

— C est la fonction de couleur de P ∪ T vers σ un ensemble fini d’ensembles finis et non vides ;

— W− (resp. W+) est une fonction d’incidence avant (resp. arrière), qui associe à chaque couple
(P, T) ∈ P × T une fonction de couleur de C(T) vers Bag(C(P)) ;

— φ est la fonction de garde qui associe à toute transition T une fonction de C(T) vers B (B =
{true, false} est l’ensemble des booléens)

Les domaines de couleur des places et de transitions seront parfois omis car ils peuvent être
aisément déduits des fonctions de couleur du réseau.

Définition 7. Marquage coloré Soit N un RdP coloré. Un marquage de N est une fonction qui
à toute place P ∈ P associe un élément de Bag(C(P)). L’ensemble des marquages de N est notéMN .

Définition 8. Règle de franchissement Une transition T est franchissable pour une instance
cT ∈ C(T) et un marquage M si et seulement si :

— Soit T est non gardée, soit la garde vaut 1 (= true) pour cT

— ∀P ∈ P, M(P) ≥ W−(P, T)(cT )

Exemple 1. Soit x1 ∈ C1={1, 2, 3}, x2 ∈ C2={a, b, c} (Figure I.6).
La transition T est franchissable pour (x1, x2) ssi :

• P1 contient au moins un jeton de couleur x1,

• P2 contient au moins un jeton de couleur x2.

Si on franchit T pour (x1, x2) alors :

• Un jeton de couleur x1 est retiré de P1,

• Un jeton de couleur x2 est retiré de P2,

• Un jeton de couleur <x1, x2 > est produit dans P3
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x1 x2

<x1 ,x2>

P1 P2

P3

T

C1

C2

C1xC2

C1xC2

T1

x1 x2

T2
C1

Figure I.6 – Exemple d’un RdP coloré

4.3 Algèbre des dioïdes

Afin d’évaluer les performances du système étudié, nous aurons besoin des dates de franchissement
des différentes transitions des modèles graphiques. La description de ces dates dans l’algèbre usuelle
fait apparaitre des opérateurs max ou min (dû au phénomène de synchronisation par exemple).
Par conséquent, la représentation est de caractère non linéaire. Cependant, en la traduisant dans une
structure algébrique particulière nommée algèbre des dioïdes, elle devient linéaire. Dans cette section,
on présente la structure algébrique des dioïdes. Cette synthèse est inspirée des ouvrages Baccelli et al.
(1992); Gondran and Minoux (2001); Cuninghame-Green (1979).

4.3.1 Définitions et exemples

Définition 9. Dioïde Un dioïde D est un ensemble D muni de deux lois internes, une première
loi notée additivement ⊕ et une deuxième notée multiplicativement ⊗, telles que, pour tout a, b et c
dans D on a :

• la loi ⊕ est associative : (a ⊕ b) ⊕ c = a ⊕ (b ⊕ c) ;

• la loi ⊕ est commutative : a ⊕ b = b ⊕ a ;

• la loi ⊕ et idempotente : a ⊕ a = a ;

• la loi ⊕ admet un élément neutre noté ε et appelé zéro : a⊕ε = ε⊕a = a ;

• la loi ⊗ est associative : (a ⊗ b) ⊗ c = a ⊗ (b ⊗ c) ;

• la loi ⊗ admet un élément neutre noté e et appelé identité : a ⊗ e = e ⊗ a = a ;

• la loi ⊗ est distributive par rapport à la loi ⊕ : a ⊗ (b ⊕ c) = (a ⊗ b) ⊕ (a ⊗ c), idem pour
la multiplication à droite ;
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• l’élément ε est absorbant pour la multiplication : ε ⊗ a = a ⊗ ε = ε ;

• pour tout élément a ∈ D, et n ∈ N nous avons : a⊗n = a ⊗ a ⊗...⊗ a (n fois).

Un dioïde est dit commutatif si la loi ⊗ est commutative.

Sans aucun risque d’ambiguïté, le signe multiplicatif ⊗ sera parfois omis comme dans l’algèbre
classique, et nous écrivons ab (ou a.b) au lieu de a ⊗ b.

Nous citons, par la suite, quelques exemples de dioïdes :

— L’ensemble R∪{−∞} muni de deux opérations ’max’ (notée ⊕) et l’addition usuelle ’+’ (notée
⊗) est un dioïde commutatif. Les éléments neutres pour les lois ⊕ et ⊗ sont respectivement :
−∞ = ε et 0 = e (1 ⊕ ε = 1, 2 ⊗ e = 2). Ce dioïde est noté Rmax.

— L’ensemble R∪{+∞}, muni de ’min’ (notée ⊕′) et de l’addition usuelle est un dioïde noté Rmin

(avec : 1 ⊕′ 2 =1, e ⊕′ +∞ = e).

— Un dioïde matriciel (Dn×n, ⊕, ⊗) est l’ensemble des matrices carrées de dimension n à coef-
ficients dans le dioïde scalaire D. La somme et le produit de deux matrices ou d’une matrice
avec un scalaire sont définies par :
pour A, B ∈ Dn×n et pour a ∈ D :

• (A ⊕ B)ij = Aij ⊕ Bij ;

• (A.B)ij =
n⊕

k=1
Aik.Bkj

• a.(Aij) = (a.Aij).

Les éléments neutres pour les deux lois ⊕ et ⊗ dans un dioïde matriciel Dn×n sont respectivement :
la matrice nulle composée exclusivement de ε et notée aussi ε, et la matrice identité notée E est
composée de e sur la diagonale et de ε partout ailleurs. D’une façon générale, la somme et le produit
des matrices (non forcément carrées) dans un dioïde matriciel sont bien définis à condition qu’ils
soient compatibles, à savoir :
∀ A ∈ Dn×m, B ∈ Dn×m ; (A ⊕ B)ij = Aij ⊕ Bij ;
∀ A ∈ Dn×m, B ∈ Dm×p ; (A.B)ij =

m⊕
k=1

Aik.Bkj .

Définition 10. Dioïde complet Un dioïde (D, ⊕, ⊗) est dit complet si toute somme infinie
d’éléments de D est définie dans D, et si la loi ⊗ est distributive (à gauche et à droite) par rapport à
la loi ⊕ et cette distributivité s’étend aux sommes infinies. C’est-à-dire pour tout a ∈ D et pour tout
sous-ensemble S ⊂ D, nous avons :

—
⊕

x∈S
x ∈ D ;

— (
⊕

x∈S
x).a = (

⊕
x∈S

x.a) et a.(
⊕

x∈S
x) = (

⊕
x∈S

a.x).

Pour tout couple d’éléments a et b dans le dioïde complet (D, ⊕, ⊗), la borne inférieure est notée
∧ et définie par :

a ∧ b =
⊕

{x/x≤a, x≤b}
x ;
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Un dioïde complet admet également un plus grand élément, noté T, qui est considéré comme la
somme (au sens de la loi ⊕) de tous les éléments du dioïde

T =
⊕

x∈D
x.

NB : En rajoutant l’élément +∞ aux ensembles Rmax, Zmax, Nmax, nous obtenons des dioïdes
complets.

4.3.2 Théorie de la résiduation dans les dioïdes

La théorie de la résiduation est utilisée pour déterminer la plus petite "sur-solution" ou la plus
grande "sous-solution" des équations de types a.x ≤ b ou x.a ≤ b dans les dioïdes complets. Des
informations plus complètes sur l’application, les démonstrations, les propositions et les théorèmes
de cette théorie sont disponibles dans Baccelli et al. (1992).

Définition 11. Applications résiduables Soient deux dioïdes complets (D1, ⊕, ⊗) et (D2, ⊕,
⊗). Une application croissante f : D1 → D2 est dite résiduable si l’inéquation f(x) ≤ b admet une
plus grande solution dans D1 pour tout élément b dans D2.

Proposition 1. Une application croissante f : D1 → D2 est résiduable si, et seulement si, pour tout
sous ensemble S de D1 nous avons :

f(
⊕
x∈S

x) =
⊕
x∈S

f(x); (I.1)

f(ε) = ε. (I.2)

Théorème 1. Soit f : D1 → D2 une application croissante. Les deux assertions suivantes sont
équivalentes :
(i) f est résiduable ;
(ii) il existe une application g : D2 → D1, croissante telle que :

fog ≤ IdD2(Identité de D2) (I.3)

gof ≤ IdD1(Identité de D1) (I.4)

Exemple 1. L’application f : D1 → D2 définie par f(x)=a.x est une application résiduable. Soit
l’inéquation f(x) ≤ b, si l’élément a est inversible, alors il existe a⊗(−1) ∈ D1 tel que a.a⊗(−1) =
a⊗(−1).a = e. La plus grande solution (en x) de cette inéquation est donnée comme suit :

a⊗(−1).b = a \ b. (I.5)

Le signe ‘\’ apparaît dans cette expression correspond à la soustraction à gauche dans les dioïdes. Le
signe de la soustraction à droite est donné par ‘/’ et a / b = a b⊗(−1).
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4.3.3 Résolution d’équations dans les dioïdes

Dans ce paragraphe nous nous intéressons à la résolution du système d’équations linéaires dans
l’algèbre des dioïdes décrit par :

a.x⊕ b = c.x⊕ d (I.6)

La résolution de ces équations peut être faite dans le cas scalaire, où a, b, c et d sont des scalaires
dans un dioïde complet, et dans le cas matriciel, où a et c sont des matrices (n,n) à coefficients dans
un dioïde complet, b et d sont des n-vecteurs.
Dans le cas de la résolution d’un système linéaire matriciel de type x = A.x ⊕ B, il s’avère nécessaire
de calculer la quasi-inverse de la matrice A. C’est une matrice connue dans l’algèbre des dioïdes sous
le nom de "étoile de Kleene" et notée A∗.

Définition 12. Dans un dioïde complet D, l’application étoile de Kleene définie sur D, et notée K
est donnée par :

K : D → D
x →

⊕
k≥0

x⊗k

Dans la proposition suivante nous donnons quelques relations vérifiées par l’application K.

Proposition 2. Soit D un dioïde complet. Pour tout a et b dans D, nous avons :

(a∗)∗ = a∗ (I.7)

(a⊕ b)∗ = (b∗.a)∗.b∗ (I.8)

Si en plus D est commutatif :
(a⊕ b)∗ = a∗.b∗ (I.9)

Théorème 2. Soient a et b deux éléments dans un dioïde complet D. La plus petite solution de
l’équation implicite x = a x ⊕ b est donnée sous la forme suivante :

x = a∗.b =
⊕
k≥0

a⊗k.b (I.10)

Théorème 3. Soit D un dioïde complet, et soient a et b deux éléments dans D. La plus grande
solution de l’équation a.x = b existe, et elle est donnée par :

x = b.a−1 (I.11)

Remarque : Une inéquation de type x ≥ A.x ⊕ b, où les vecteurs x et b, la matrice A sont
définis sur des dioïdes complets, admet A∗. b comme plus petite solution.
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D’une façon générale, pour une équation linéaire et affine a.x ⊕ b = c.x ⊕ d, la résolution dé-
pend de la relation existant entre les coefficients a, b, c et d. Nous donnons à ce propos le théorème
suivant.

Théorème 4. Soit D = Rmax. La solution de l’équation linéaire et affine (I.6) est obtenue comme
suit :

• si (c<a et b<d) ou (a<c et d<b), alors la solution est unique et elle est donnée par :

x = (b⊕ d)/(a⊕ c) (I.12)

• si (a 6= c), (b 6= d) et le premier point n’est pas vérifié, alors (I.6) n’admet pas de solution dans
D ;

• si (a = c) et (b 6= d), la solution existe et elle est non unique. Toutes les solutions vérifient :

x ≥ (b⊕ d)/a (I.13)

• si (a 6= c) et (b = d), la solution est non unique et toutes les solutions sont données par :

x ≤ b/(a⊕ c) (I.14)

• si (a = c) et (b = d), alors quelque soit x ∈ D, x est une solution.

4.3.4 Mise en équation du modèle graphique

Les RdP sont utilisés dans ce travail comme outil de modélisation graphique et considéré comme
première étape de modélisation. La deuxième étape consiste à la mise en équations du modèle gra-
phique afin d’obtenir une représentation analytique du système étudié. Dans la littérature, la mise en
équations des RdP, notamment les GET peut être réalisée en utilisant deux manières différentes selon
le dioïde utilisé : (i) représentation en dateurs (par exemple cas du dioïde Rmax) et (ii) représentation
en compteurs (par exemple cas du dioïde Rmin).

La représentation en dateurs, amène à manipuler des variables discrètes qui correspondent aux
dates de franchissement des transitions du GET. Plus précisément, nous associons à chaque transi-
tion T une variable d’état discrète notée x(k) qui désigne la date du kème franchissement de cette
transition.
De cette manière, nous pouvons donc mettre en équations le GET de la figure I.4.{

x2(k) = max(x1(k), x3(k − 1) + 3)
x3(k) = x2(k) + 2

(I.15)

Dans l’algèbre usuelle, la représentation obtenue n’est pas linéaire vu qu’elle met en jeu l’opérateur
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max. La présence de cet opérateur se justifie par le fait qu’un dateur (x2(k) par exemple), dépend
de la date de franchissement des transitions amont (x1 et x3, phénomène de synchronisation) ainsi
que des jetons présents dans les places amont (P1 et P3). Le dateurs x2(k) est au moins grand
que x3(k-1)+3 qui correspond à la date du k-1 tir de x3 (ce décalage est dû au jeton initialement
présent) retardé de 3 unités de temps (à cause de la temporisation au niveau de la place P3). Pour
les même raisons, x2(k) est au moins aussi grand que x1(k) (phénomène de synchronisation). Ainsi,
x2(k) doit être supérieur ou égal à x3(k-1)+3 et x1(k). L’égalité au max de ces deux expressions
résulte, d’une part, de l’hypothèse du fonctionnement au plus tôt (i.e. une transition validée est tirée
immédiatement) et d’autre part, de l’hypothèse que tous les jetons initiaux sont disponibles depuis
-∞.
Ce système d’équations peut être représenté en utilisant l’algèbre (max, +). Ainsi, nous obtenons :

{
x2(k) = x1(k)⊕ x3(k − 1)⊗ 3
x3(k) = x2(k)⊗ 2

(I.16)

Les équations (max, +) obtenues sont donc linéaires. Nous rappelons que la loi additive traduit la
synchronisation dans le modèle graphique.

La mise en équations de GET peut également se faire dans le domaine temporel, où le système
est décrit par des fonctions dépendant du temps t. Cette représentation est appelée représentation
en compteurs. En effet dans ce cas, nous nous n’intéressons plus aux dates de franchissement des
transitions mais plutôt au nombre de franchissement de ces dernières jusqu’à un moment donné t.
Cette représentation consiste à associer à chaque transition T une variable x(t) qui désigne le nombre
de franchissements de cette transition survenus jusqu’à la date t.
Nous pouvons donc mettre en équations, les compteurs associés aux transitions x2 et x3 du GET de
la figure I.4. Ainsi, nous obtenons :{

x2(t) = min(x1(t), x3(t− 3) + 1)
x3(t) = x2(t− 2)

(I.17)

La traduction de ces équations dans le dioïde Rmin conduit au système d’équations linéaires suivant :{
x2(t) = x1(t)⊕ x3(t− 3)⊗ 1
x3(t) = x2(t− 2)

(I.18)

L’apparition des conflits dans les modèles RdP complique leurs mise en équations. Ainsi, plu-
sieurs études ont été faites dans ce sens afin de résoudre ce problème. Dans la section suivante nous
présentons quelques méthodes permettant de représenter l’évolution des RdP avec conflits par des
équations (max, +).
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Mise en équations d’un RdP avec conflits

Dans la littérature, différentes méthodes ont été développées pour répondre aux problèmes de
conflits Nait-Sidi-Moh (2003); Addad et al. (2010); Trouillet (2003). Par exemple, Trouillet (2003)
traite des systèmes avec allocation périodique des ressources partagées. Il propose de transformer
un RdP initial avec conflits en un GET. La représentation d’état de ce dernier étant aisément cal-
culée. Pour les RdP à choix libre, une étude analytique assez complète est proposée dans Baccelli
et al. (1996). Pour les processus pouvant commuter entre différents modes de fonctionnement, une
approche algébrique à base de systèmes à commutations (max, +) linéaires est proposée dans Boom
et al. (2006). Addad et al. (2010) présentent une méthode de résolution de conflits en imposant des
régles comme FIFO. Par ailleurs, Nait-Sidi-Moh et al. (2006) proposent une méthode introduisant
le concept de tir virtuel d’une transition. Cette méthode a été appliquée à un système de transport
public au sujet de la gestion des correspondances des passagers.
Les travaux précédents imposent certaines contraintes assez fortes pour la représentation et la résolu-
tion des conflits : périodicité d’allocation des ressources, une transition conflictuelle ne peut pas avoir
plus d’une place en amont, etc. Pour la modélisation des STP, ces hypothèses sont très contraignantes.
En effet, l’allocation des ressources n’est pas nécessairement périodique. En plus, le marquage des
places du réseau ne peut souvent pas être limité à 1.

Dans cette étude, nous considérons le cas général où le franchissement des transitions en situation
de conflits est aléatoire. Ceci permet de relaxer quelques contraintes citées précédemment. La réso-
lution du conflit revient donc à trouver la transition qui sera effectivement franchie. Pour ce faire,
nous utilisons des fonctions, que nous appelons des fonctions de routage, permettant d’arbitrer les
conflits du modèle RdP. Par exemple, les dateurs associés aux transitions T20 et T30 de la figure I.5
sont donnés par : {

x20(k) = max(x1(k − 1), x2(k1(k)))
x30(k) = max(x3(k − 1), x2(k2(k)))

(I.19)

Dans le dioïde Rmax, nous obtenons un système d’équations linéaire suivant :{
x20(k) = x1(k − 1)⊕ x2(k1)
x30(k) = x3(k − 1)⊕ x2(k2)

(I.20)

Par exemple, si nous considérons un franchissement périodique des transitions T20 et T30, nous
obtenons :
∀ k >1,

k1(k) = 2.k − 1 et k2(k) = 2.k

Dans le chapitre suivant, une étude plus approfondie sur la représentation et la résolution des
conflits est présentée. Également, nous présentons quelques algorithmes permettant de calculer les
fonctions de routage associés.
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Mise en équations d’un RdP coloré

L’une des contributions de ce travail est la description d’un modèle RdP coloré en équations (max,
+). La démarche adoptée pour établir ces équations (max, +) est proche de celle connue pour les
GET. Une attention particulière doit être prêtée aux couleurs et conflits structurels (Idel Mahjoub
et al. (2018b)). A notre connaissance sur la base de l’étude bibliographique effectuée, la description
du RdP coloré à l’aides des des équations (max, +) n’est pas encore abordée dans la littérature.
L’approche adoptée sera élaborée explicitement dans la section 5.3 du chapitre III.

5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des généralités sur les systèmes de transport public, consi-
dérés comme des SED. Leurs systèmes physique et de gestion ont été particulièrement détaillés. Les
composants du système physique, à savoir les entités de transport et les infrastructures, sont pré-
sentés ainsi que les deux phases du système de gestion : la planification et la régulation. Ensuite,
nous avons situé nos travaux par rapport à ceux établis dans la littérature. La dernière partie du
chapitre a été consacrée aux deux formalismes de modélisation que nous allons utiliser dans la suite
de cette étude notamment les réseaux de Petri et l’algèbre des dioïdes. Ainsi, quelques définitions et
théorèmes ont été présentés.

Le chapitre suivant portera sur la modélisation d’un réseau de bus, en tant que STP, par des
modèles mathématiques obtenus à partir des modèles RdP. En effet, des modèles (max, +) non
stationnaires sont développés et des fonctions de routage permettant de gérer les conflits dans le
système sont explicitement développées sous forme d’équations mathématiques. Ensuite, nous allons
évaluer les temps d’attente, de montée et de descente des passagers ainsi que les tableaux de marche
des différents bus.
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1 Introduction

Comme nous avons vu dans le précédent chapitre, la gestion d’un réseau de transport public passe
par différentes phases notamment la planification et l’exploitation. Dans le présent chapitre, nous
nous intéressons en particulier à la phase de planification. La problématique abordée porte sur la
planification des horaires d’un réseau de bus. L’objectif est d’élaborer un tableau de marche pour un
nouveau réseau (par exemple la mise en place d’un nouveau réseau ou l’extension d’un réseau existant
par la création de nouvelles lignes), ou bien d’évaluer les performances d’un réseau existant. Cette
évaluation concerne toutes les stations du réseau mais nous nous focalisons plus particulièrement
aux stations de correspondance caractérisées par une grande affluence des passagers. Ce chapitre est
consacré aux phases de modélisation et d’analyse pour lesquelles nous allons utiliser conjointement
les RdP et l’algèbre (max, +) (présentés dans le chapitre précédent).

La structure du réseau considéré présente des spécificités que nous détaillerons tout d’abord avant
d’axer notre étude sur les modèles basés sur les RdP. Les modèles RdP obtenus seront ensuite traduits
en équations mathématiques dans l’algèbre (max, +) afin d’évaluer les performances quantitatives de
notre réseau. Plus précisément, nous allons évaluer les temps d’attente, de montée et de descente des
passagers ainsi que les tableaux de marche des bus sur l’ensemble du réseau étudié. Nous remarquons
que les équations (max, +) obtenues sont linéaires mais non stationnaires et ceci est du à la présence
de conflits dans le modèle RdP. Pour résoudre ce type de modèle, il s’avère indispensable de développer
des algorithmes (appelés politiques de routage) permettant de déterminer de façon explicite les
relations entre le franchissement des différentes transitions (liées aux conflits) du modèle RdP.

Terminus

Connection stations

Intermediate stations

Figure II.1 – Réseau de bus global
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2 Étude d’un système de transport public : cas d’un réseau de bus

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude d’un réseau de bus caractérisé par un ensemble
de contraintes à savoir la capacité finie des bus, l’arrivée et la destination aléatoires des passagers.
Nous considérons un réseau de bus composé de L lignes (avec 2 ≤ L) (figure II.1). Chaque ligne Ll

(1 ≤ l ≤ L) est composée de pl stations (notée respectivement si
l avec 1 ≤ i ≤ pl). De plus, chaque

ligne Ll est supposée être desservie par un nombre fini nl de bus (noté bj
l avec 1≤j≤nl) qui réalisent

un circuit prédéfini avec une fréquence donnée. Chaque bus bj
l est caractérisé par sa capacité finie,

notée CPj
l , qui représente le nombre maximum de passagers à transporter en même temps. Les bus se

trouvent initialement dans leur station de départ s1l (ou dans un dépôt associé à la station de départ).
Par ailleurs, nous supposons, dans un premier temps, que les bus sont mis en circulation depuis leur
station de départ l’un après l’autre (la séquence de passage des bus est b1

l ,b2
l ,..,b

nl
l ,b1

l ,b2
l ...). L’arrivée

des passagers à leurs stations de départ est donnée par des événements aléatoires. Également, nous
associons à chaque passager une destination aléatoire.

Dans un premier temps, nous considérons le réseau de la figure II.2 qui représente la structure phy-
sique d’un "zoom" du réseau étudié et considéré comme "générique" du réseau global. Il est composé
de deux lignes Ll et Ll+1 (avec l < L) avec une station de correspondance commune (scl

l /s
cl+1
l+1 ). Pour

chaque ligne Ll, les données suivantes sont supposées connues dans une période de temps donnée :

— Le nombre de bus nl qui circulent sur la ligne ;

— Les temps de déplacement entre chaque couple d’arrêts successifs du réseau (Tdl
1,Tdl

2,..,Tdl
pl
),

avec Tdl
1 (resp. Tdl

2,..,Tdl
pl
) représente le temps de déplacement entre s1

l (resp. s2l ,..,s
pl
l ) et s2

l

(resp. s3
l ,..,sl

1).

— Les temps d’arrêt (Tal
1,Tal

2,..,Tal
pl
) de chaque bus aux différentes stations, avec Tal

1 (resp.
Tal

2,..,Tal
pl
) représente le temps d’arrêt des bus à la station s1l (resp. s2

l ,..,s
pl
l ).

— Enfin, la première date de départ (depuis s1
l ) de chaque bus.

Nous nous intéressons, dans cette étude, à la gestion des temps d’attente, de montée et de descente
des passagers effectuant un aller simple sur le réseau au cours d’une période donnée (exemple : heures
de pointes ou heures creuses) en empruntant un bus de la ligne Ll à une station donnée, soit pour
se déplacer sur la même ligne ou bien pour se rendre à une station destination d’une autre ligne Ll′

en effectuant des correspondances. L’étude des trajets de retour s’effectuera de la même façon. Par
ailleurs, nous allons considérer les deux cas de fonctionnement possibles suivants : le premier cas où les
bus doivent marquer un arrêt au sein de la station pour un temps fixe. Ce temps doit obligatoirement
être suffisant pour la montée et la descente des passagers. Cette situation est observée plus souvent
dans les grandes stations notamment de correspondance, pour gagner du temps afin d’effectuer la
correspondance entre les différents bus partageant ce point d’échange de passagers. Par contre, le
deuxième cas de fonctionnement étudié représente le cas où les bus quittent les stations juste après
la montée et la descente des passagers. Par conséquent, le temps d’attente des bus est variable, ce
qui nous conduit à une représentation d’état non-stationnaire.
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Ligne L

Station de correspondence;

Station simple ou intermédiaire;

Ligne L

Ligne L

Autres lignes de bus.

Ligne L

Terminus;

Légende

l

l+1

l

l+1

Figure II.2 – Deux lignes de bus interconnectées Ll et Ll+1

3 Modélisation par les réseaux de Petri temporisés

Les réseaux de Petri, notamment RdP temporisés, RdP stochastiques et RdP avec conflits, consti-
tuent un formalisme bien adapté à la modélisation des SED. Leur représentation graphique simple
permet de modéliser aisément plusieurs phénomènes pouvant se produire dans un système complexe
à savoir le parallélisme, la synchronisation, le partage de ressources et les conflits. Dans cette section,
ces sous classes des RdP sont utilisées pour modéliser respectivement (i) le circuit des bus (sec-
tion 3.1), (ii) l’arrivée et la montée des passagers (section 3.2) et enfin (iii) l’itinéraire et la descente
des passagers (section 3.3). L’objectif étant de combiner ces trois sous-modèles pour construire le
modèle global du réseau considéré. Dans cette section, nous allons, dans un premier temps, dévelop-
per le modèle du réseau de la figure II.2. Le modèle du réseau global (figure II.1) sera développé par
la suite. Nous supposons que dans cette section, le temps d’arrêt des bus aux différentes stations est
supposé fixe.

Notation : Dans cette partie, les indices l, i et j dans chaque notation de type Xl
i,j ou Xj

l ou
Xl

j ou Xi
l font référence à : l se réfère à la ligne de bus Ll, j se réfère au bus bj

l (pour la ligne Ll, 1
≤ j ≤ nl) et i se réfère à la station si

l (pour la ligne Ll, 1 ≤ i ≤ pl).
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3.1 Modélisation des circuits de bus

La figure II.3 décrit le modèle RdP du circuit d’un bus bj
l entre les différentes stations de la ligne

Ll. La signification des places et transitions du modèle graphique sont données dans la table II.1.

Station Station de correspondanceStation Station 

Figure II.3 – Modèle RdP d’un circuit de bus

Table II.1 – Éléments du modèle RdP des circuits de bus

Pour l, j et i (1≤ l, 1≤ j ≤nl, 1≤ i ≤pl)
Transitions
ul

j Autorisation de départ donnée au bus bj
l ;

Dptl
j Départ du circuit d’un bus bj

l ;
DBl

i,j Départ d’un bus bj
l de la station si

l ;
ABl

i,j Arrivée d’un bus bj
l à la station si

l ;
Places
OAl

j Bus prêt à commencer son circuit ;
Bal

i,j Bus bj
l en attente à la station si

l ;
Bdl

i,j Bus bj
l en déplacement vers la station si+1

l ;
BaDl

j Bus en attente dans sa station de départ ;
OMl

i,j Autorisation pour la montée des passagers au bus bj
l à la station si

l ;
ODl

i,j Autorisation pour la descente des passagers du bus bj
l à la station si

l ;
Temporisations
Tal

i Temps d’attente des bus à la station si
l ;

Tdl
i Temps de déplacement des bus entre la station si

l et s
i+1
l ;

δ Temps nécessaire qu’un passager peut mettre pour monter/descendre du bus.

Chaque ligne Ll est desservie par nl bus qui se trouvent initialement dans leur station de départ
s1l (présence de nl jetons dans la place BaDl

j). Le tir de la transition ul
j par un jeton équivaut à un

ordre (autorisation) de départ donné au bus bj
l . Le tir de la transition Dptl

j signifie que le bus b
j
l peut

commencer son circuit. Ce dernier doit attendre Tal
1 unités de temps, avant de quitter la station de

départ, pour que les passagers puissent monter dans le bus. Le paramètre δ associé aux places OMl
1,j

et ODl
1,j représente le temps moyen qu’une personne peut mettre pour monter ou descendre du bus.
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Le franchissement de la transition DBl
1,j signifie que le bus bj

l quitte la station de départ et se dirige
vers la prochaine station (en ajoutant un jeton dans la place Bdl

1,j). Après Tdl
2 unités de temps, ce

bus arrive à la deuxième station. Le franchissement de la transition ABl
2,j met simultanément un

jeton dans la place Bal
2,j (qui modélise le bus en arrêt), un autre jeton dans la place OMl

1,j (qui
modélise l’autorisation pour la montée des passagers au bus bj

l ) et enfin un jeton dans la place ODl
1,j

(qui modélise l’autorisation pour la descente des passagers). Nous signalons que les opérations de
montée et de descente peuvent se faire simultanément dans un bus donné et au sein d’une station
donnée excepté évidemment les terminus de départ et d’arrivée. Le franchissement des transitions du
circuit associé aux autres stations (ABl

3,j ,DBl
3,j ,..,ABl

pl,j
,DBl

pl,j
) se fait de la même façon. La place

Bdl
pl,j

modélise le chemin de retour des bus depuis spl
l vers s1

l . Un jeton dans cette place signifie que
le bus bj

l est dans son chemin de retour vers sa station de départ s1l . La modélisation de ce chemin
de retour se fait exactement de la même façon que le chemin de l’aller décrit ci-dessus.

3.2 Modélisation de l’arrivée et la montée des passagers

Dans notre étude, nous considérons que l’arrivée des passagers à leurs stations de départ suit une
loi de distribution stochastique. Pour cette raison, nous modélisons ces arrivées par une transition
stochastique dotée d’une loi de distribution de paramètre λ. Par ailleurs, nous soulignons que ce
paramètre λ dépend du taux d’arrivée des passagers prévu et qu’il diffère d’une période à l’autre
(par exemple heures de pointe/creuses).

La place Pal
i modélise les passagers en attente dans la station si

l de la ligne Ll. En effet, l’arrivée
d’un passager à une station si

l met un jeton dans la place Pal
i. Ce passager attend l’arrivée d’un bus

bj
l , avec des places vides (modélisés par des jetons dans la place Bcl

j), pour monter à bord. Dans ce
qui suit, nous supposons naturellement que la montée des passagers s’effectue selon la règle FIFO
(First In First Out). Cela signifie que le premier passager arrivé à une station donnée est le premier
à monter à bord du bus. Également, la descente des passagers respecte la même règle (FIFO).
Dans la présente étude, deux catégories de stations sont considérées, à savoir les stations simples et
les stations de correspondance. L’arrivée des passagers est dite normale dans les deux catégories de
stations, toutefois, des passagers supplémentaires peuvent arriver aux stations de correspondances,
venant d’autres lignes. Le modèle RdP adopté est alors différent en fonction de la catégorie de station.
La figure II.4 illustre le modèle RdP stochastique décrivant l’arrivée et la montée des passagers.

Cas des stations simples (dites aussi intermédiaires) si
l avec i 6= cl La figure II.4-(a) décrit

l’arrivée des passagers aux stations simples. Comme expliqué avant, les passagers en attente dans
une station si

l (jetons sous forme de bonhomme dans la place place Pal
i) peuvent emprunter un bus

bj
l (en franchissant la transition Ml

i,j) lorsqu’ils sont autorisés à monter à bord (présence d’un jeton
dans OMl

1,j) et si des sièges sont encore disponibles à l’intérieur de ce bus (présence de jetons dans
la place Bcl

j). La montée de deux passagers successifs est espacée par δ unités de temps, d’où la
temporisation δ associée à la place OMl

i,j .
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(a) (b)

Figure II.4 – Modèles RdP de l’arrivée et la montée des passagers : (a) cas d’une station simple (b)
cas de la station de correspondance

Table II.2 – Éléments des modèles RdP pour l’arrivée et la montée des passagers

Pour l, j et i (1≤ l, 1≤ j ≤nl, 1≤ i ≤pl)
Places
OMl

i,j Autorisation pour la montée des passagers au bus bj
l à la station si

l ;
Pal

i Passagers en attente à la station si
l ;

Bcl
j Sièges ou places libres dans le bus bj

l ;
Transitions
APl

i Arrivée aléatoire des passagers à la station si
l ;

Ml
i,j Montée des passagers à bord du bus bj

l à la station si
l ;

Crpl+1
j Correspondance des passagers (de Ll+1 vers Ll) ;

Cas de la station de correspondance scl
l (=scl+1

l+1 ) Dans une station de correspondance, les
passagers peuvent venir d’autres lignes (Ll+1 par exemple). Les passagers descendant d’un bus bj

l+1
de la ligne Ll+1 à la station de correspondance ont deux choix : soit faire la correspondance avec la
ligne Ll ou bien quitter complètement cette station (la station de correspondance est leur destination
finale). Le transfert des passagers de la ligne Ll+1 (resp. Ll) vers la ligne Ll (Ll+1) est modélisé par
la transition Crpl+1

j (resp. Crpl
j).

3.3 Modélisation des itinéraires et la descentes des passagers

Chaque passager a sa propre destination (parmi pl possibles destinations). Lorsqu’un passager
monte dans un bus bj

l , la place PcDl
j contient un jeton (voir figure II.5). Ainsi, la transition qui sera

franchie dépend de la destination du passager. En outre, la transition xl
i,j sera franchie lorsqu’un

passager choisit la station si
l (ligne Ll) comme destination. Cependant, si un passager choisit une

station de la ligne Ll+1 comme destination, une correspondance s’impose (en tirant tout d’abord la
transition xl

cl,j
et par la suite Crpl

j) et ensuite attendre l’arrivée d’un bus de la ligne Ll+1 (en ajoutant
un jeton dans la place Pal+1

cl+1) pour continuer son trajet. La transition Dl
i,j modélise la descente des

passagers à leur destination si
l.
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vers la ligne L l+1

Figure II.5 – Modèle RdP d’itinéraires et de descentes des passagers

Table II.3 – Éléments du modèle RdP pour l’itinéraire et la descente des passagers

Pour l, j et i (1≤ l, 1≤ j ≤nl, 1≤ i ≤pl)
Places
ODl

i,j Autorisation pour la descente des passagers du bus bj
l à la station si

l ;
PaBl

i,j Passagers à bord qui vont descendre du bus bj
l à la station si

l ;
PcDl

j Passagers se trouvant à bord du bus bj
l ;

Bcl
j Sièges libres dans le bus bj

l ;
Transitions
Ml

i,j Montée des passagers au bus bj
l à la station si

l ;
xl

i,j Choix de la station i comme destination ;
Crpl

j Correspondance des passagers (de Ll vers Ll+1) ;
Dl

i,j Descente des passagers à la station si
l ;

Après leur descente d’un bus bj
l (en tirant Dl

i,j ou Crpl
j), les passagers libèrent leurs sièges (en

ajoutant des jetons dans la place Bcl
j) ce qui augmente à nouveau le nombre de places libres dans le

bus. La descente de deux passagers successifs est espacée par δ unités de temps, d’où la temporisation
δ associée à la place ODl

i,j .

3.4 Modèle RdP global de la ligne Ll

Dans le but d’étudier le réseau global donné dans la figure II.1, nous représentons tout d’abord
le modèle RdP global de la ligne Ll. Ce dernier combine tous les modèles présentés précédemment
notamment (i) le circuit des bus (figure II.3), (ii) l’arrivée et la montée des passagers (figure II.4)
et enfin (iii) l’itinéraire et la descente des passagers (figure II.5). Nous rappelons que la ligne Ll

est composée de pl stations et desservie par nl bus. Le modèle global présenté dans la figure II.6
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se compose de nl sous-modèles. Chaque sous-modèle représente un circuit de bus avec la montée et
descente des passagers dans ce dernier. Sur cette figure, nous présentons les sous modèles de trois
bus avec montée et descente de passagers : premier bus (j=1), dernier bus j=nl et un bus quelconque
j avec 1<j<nl (partie en pointillée).

vers la ligne L l+1 vers la ligne L l+1
vers la ligne L l+1

Depuis la ligne Ll+1

Figure II.6 – Modèle RdP de la ligne Ll

Ces sous modèles interagissent à travers les places d’attente des passagers à leurs arrivées à chaque
station de départ, ou via les transitions représentant les stations de correspondance. Les transitions
qui modélisent la correspondance des passagers de Ll+1 à Ll (respectivement de Ll à Ll+1) sont
Crpl+1

1 ,..,Crpl+1
nl+1 (respectivement. Crpl

1,..,Crpl
nl
).

L’avantage de ce modèle, par rapport à d’autres modèles établis dans la littérature, est qu’il
représente l’état de tous les bus (en déplacement, en arrêt, nombre de passagers à bord etc.) et
toutes les stations (vide, pleine, nombre de passagers en attente, etc.). De plus, l’arrivée, la montée,
l’itinéraire, la descente et la correspondance de tous les passagers sont modélisés. Afin d’évaluer
les dates de franchissement des différentes transitions du modèle graphique, nous utilisons l’algèbre
(max, +). Cet outil a montré dans plusieurs recherches sa puissance et sa complémentarité avec les
RdP (en particulier les graphes d’événements temporisés GET) pour l’étude des SED.
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4 Représentation d’état dans l’algèbre (max, +)

Afin de faciliter la représentation des éléments du modèle graphique, et ensuite la description de
ce dernier sous forme d’équations mathématiques, nous associons à chaque transition x une variable
d’état x(k), appelée dateur. Le dateur x(k) représente la date du kème franchissement de la transition
x. L’évolution au cours du temps des différents franchissements des transitions se traduit analytique-
ment dans l’algèbre (max, +) par un système d’équations linéaires. Les modèles (max, +) des RdP
des figures II.3, II.4 et II.5 sont présentés dans ce qui suit.

4.1 Modèle (max, +) représentant les circuits des bus

Nous décrivons le comportement dynamique des circuits des bus (illustrés graphiquement par
la figure II.3), en terme de dateurs, par des équations mathématiques dans l’algèbre usuelle puis
par des équations (max, +). Il est nécessaire de noter que chaque transition validée est franchie
immédiatement. Ainsi, le kème franchissement de chaque transition du modèle RdP (figure II.3) est
donné par le système d’équations suivant :
∀k > 1, pour j ∈ {1, ...., nl} :

Dptlj(k) = max(ul
j(k), ABl

1,j(k − 1))
DBl

1,j(k) = max(Dptlj(k) + Tal
1,M

l
1,j(kl

1,j) + δ,Dl
1,j(ol

1,j) + δ, ABl
1,j(k − 1) + δ)

ABl
2,j(k) = DBl

1,j(k) + Tdl
1

DBl
2,j(k) = max(ABl

2,j(k) + Tal
2,M

l
2,j(kl

2,j) + δ,Dl
2,j(ol

2,j) + δ)
...

ABl
cl,j

(k) = DBl
cl−1,j(k) + Tdl

cl−1
DBl

cl,j
(k) = max(ABl

cl,j
(k) + Tal

cl
,M l

cl,j
(kl

cl,j
) + δ,Dl

cl,j
(ol

cl,j
) + δ, Crpl

j(ol
pl+1,j) + δ)

...

ABl
pl,j

(k) = DBl
pl−1,j(k) + Tdl

pl−1
DBl

pl,j
(k) = max(ABl

pl,j
(k) + Tal

pl
,M l

pl,j
(kl

pl,j
) + δ,Dl

pl,j
(ol

pl,j
) + δ)

ABl
1,j(k) = DBl

pl,j
(k) + Tdl

pl

(II.1)

- Pour la première équation du système (II.1) : le bus bj
l commence son kème tour après avoir

achevé le tour k-1 ((k-1)ème tir de ABl
1,j), et si l’autorisation lui en est donnée (kème tir de ul

j).
- Pour les dateurs de départ des bus (DBl

1,j(k), DBl
2,j(k),.., DBl

pl,j
(k)) : le bus bj

l quitte une
station si

l (i ∈ {1, ...., pl}) pour la kème fois (kème tir de DBl
i,j) après avoir attendu Tal

i unités de
temps dans cette station afin que les passagers puissent monter (par le tir de Ml

i,j) et descendre
(par le tir de Dl

i,j ou Crpl
j) du bus. Les paramètres kl

i,j(k) (resp. ol
i,j(k)) sont des compteurs qui

représentent le nombre de tir de Ml
i,j (resp. Dl

i,j) avant le kème départ du bus bj
l depuis la station si

l.
Ces paramètres dépendent essentiellement de k. Cependant, pour des raisons de simplification, nous
remplaçons kl

i,j(k) par kl
i,j dans le système (II.1). L’expression Ml

i,j(kl
i,j) (resp. Dl

i,j(ol
i,j)) représente

ainsi la date de montée (resp. descente) du dernier passager au bus bj
l , pour son kème tour, à la station

si
l. Dans le cas de la station de correspondance (i=cl), le terme Crpl

j(ol
i,j) s’ajoute à l’équation et
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représente la date de descente du dernier passager effectuant la correspondance.
- Pour les dateurs d’arrivée des bus (ABl

1,j(k), ABl
2,j(k),.., ABl

pl,j
(k)) : le bus bj

l arrive à une
station si

l, pour la kème fois, après Tdl
i−1 unités de temps de son départ de la station précédente.

Nous rappelons que dans cette section, nous supposons que les temps d’attente des bus aux
différentes stations sont fixes et assez suffisants pour la montée et la descente des passagers. Compte
tenu de cette hypothèse et en utilisant les notations de l’algèbre (max, +), nous traduisons le système
(II.1) sous forme d’un système d’équations (max, +) linéaires stationnaires. Nous obtenons ainsi :
∀k > 1, pour j ∈ {1, ...., nl} : 

Dptlj(k) = U l
j(k)⊕ABl

1,j(k − 1)
DBl

1,j(k) = Dptlj(k)⊗ Tal
1

ABl
2,j(k) = DBl

1,j(k)⊗ Tdl
1

DBl
2,j(k) = ABl

2,j(k)⊗ Tal
2

...

ABl
cl,j

(k) = DBl
cl−1,j(k)⊗ Tdl

cl−1
DBl

cl,j
(k) = ABl

cl,j
(k)⊗ Tal

cl

...

ABl
pl,j

(k) = DBl
pl−1,j(k)⊗ Tdl

pl−1
DBl

pl,j
(k) = ABl

pl,j
(k)⊗ Tal

pl

ABl
1,j(k) = DBl

pl,j
(k)⊗ Tdl

pl

(II.2)

Afin de mettre le système d’équations (II.2) sous forme matricielle, nous définissons le vecteur
d’état Xl

j(k) représentant le kème départ/arrivée du bus bj
l aux différentes stations si

l (i= 1,...,pl)
ainsi que le vecteur d’entrée Ul

j(k) représentant la date de la kème mise en service du bus bj
l :

{
X l

j(k) = [Dptlj(k), DBl
1,j(k), ABl

2,j(k), DBl
2,j(k), .., ABl

pl,j
(k), DBl

pl,j
(k), ABl

1,j(k)]T ;
U l

j(k) = ul
j(k).

Le système (II.2) peut alors être réécrit sous la forme matricielle suivante :

X l
j(k) = Al

1 ⊗X l
j(k)⊕Al

2 ⊗X l
j(k − 1)⊕Bl

1 ⊗ U l
j(k) (II.3)

Avec : Al
1, Al

2 ∈ R(2pl+1)×(2pl+1)
max et Bl

1 ∈ R(2pl+1)×(1)
max

Al
1=



ε ε . . . ε ε

Tal
1 ε . . . ε ε

ε Tdl
2 . . . ε ε

...
... . . . ...

...
ε ε ε Tdl

pl
ε


, Al

2=



ε . . . ε e

ε . . . ε ε

ε . . . ε ε
... . . . ...

...
ε . . . ε ε


et Bl

1=



e

ε

ε
...
ε


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La matrice triangulaire Al
1 est nilpotente, ce qui signifie que ∃r tel que, ∀u≥r Al ⊗u

1 = ε (dans ce
cas, nous trouvons r=2pl+1). Par conséquent, l’expression de l’étoile de Kleene de Al

1 (Chapitre I)
devient :

Al ∗
1 =E⊕Al

1⊕Al ⊗2
1 ⊕....⊕Al ⊗r−1

1 .

La solution de l’équation implicite (II.3) est donnée sous forme d’équation récurrente d’ordre 1
suivante : ∀k > 1,

X l
j(k) = Al

1 ⊗X l
j(k)⊕Al

2 ⊗X l
j(k − 1)⊕Bl

1 ⊗ U l
j(k)

= Al
1 ⊗ [Al

1 ⊗X l
j(k)⊕Al

2 ⊗X l
j(k − 1)⊕Bl

1 ⊗ U l
j(k)]⊕Al

2 ⊗X l
j(k − 1)⊕Bl

1 ⊗ U l
j(k)

= .................

= Al ⊗r
1 ⊗X l

j(k)⊕ [Al ⊗r−1
1 ⊕Al ⊗r−2

1 ⊕ .......⊕ Id]⊗Al
2 ⊗X l

j(k − 1)⊕Al ∗
1 ⊗Bl

1 ⊗ U l
j(k)

= Al ∗
1 ⊗Al

2 ⊗X l
j(k − 1)⊕Al ∗

1 ⊗Bl
1 ⊗ U l

j(k)

Par conséquent : ∀k > 1,
X l

j(k) = Al ⊗X l
j(k − 1)⊕Bl ⊗ U l

j(k) (II.4)

Avec :

Al=Al ∗
1 ⊗Al

2=



ε . . . ε e

ε . . . ε θ1

ε . . . ε θ2
... . . . ...

...
ε . . . ε θ2pl


, Bl=Al ∗

1 ⊗Bl
1=



e

θ1

θ2
...
θ2pl


et : θr =

dr/2e⊗
i=1

Tal
i

br/2c⊗
i=1

Tdl
i pour r∈{1,..,2pi}.

Avec bxc est la partie entière de x. Tandis que dxe est fonction partie entière par excès (appelée
"fonction plafond").
À partir de l’équation (II.4), nous pouvons évaluer les tableaux de marche des bus pour une période
donnée.

Dans la prochaine section, nous présentons le modèle (max, +) qui décrit les dates de montée des
passagers.

4.2 Modèle (max, +) représentant la montée des passagers

Afin d’établir le modèle (max, +) représentant la montée des passagers à bord des bus, il faut
trouver et exprimer les différentes relations entre les tirs des transitions concernées (figure II.4),
notamment Ml

i,j , APl
i (et Crpl+1

1 ,..,Crpl+1
nl+1 dans le cas des stations de correspondances où i=cl). Le

nombre de tirs d’une transition en aval et celui d’une transition en amont d’une place en situation de
conflit ne sont pas égaux en général. Nous donnons un tableau récapitulatif (Table II.4) dans lequel
nous exprimons les différentes correspondances entre les nombres de franchissement des transitions
du modèle établi dans la figure II.4 ou II.6. En effet, le kème franchissement de la transition Ml

i,j

(avec i6= cl) se produit après (i) le αlème

i,j tir APl
i, (ii) le (k-1)ème tir de Ml

i,j et (iii) le βlème

i,j tir de
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ABl
i,j . Par contre pour les stations de correspondance, le kème franchissement de la transition Ml

cl,j

se produit après (i) le δlème

1,j tir APl
cl
, (ii) le (k-1)ème tir de Ml

cl,j
, (iii) le βlème

cl,j
tir de ABl

cl,j
et (iv) le

δlème

r,j (r=2,..,nl+1 + 1) tir de Crpl+1
r−1 (qui modélise la correspondance des passagers).

Table II.4 – Relations entre les nombres de tirs des transitions liées à la montée des passagers

Cas des stations simples : i=1,..,pl avec i 6= cl et j=1,..,nl

kème tir de

correspond
au αlème

i,j tir
de

correspond au
(k-1)ème tir

de

correspond
au βlème

i,j tir
de -

Ml
i,j APl

i Ml
i,j ABl

i,j -
Cas des stations de correspondance : i=cl et j=1,..,nl

kème tir de

correspond
au δlème

1,j tir
de

correspond au
(k-1)ème tir

de

correspond
au βlème

cl,j
tir

de

correspond au δlème

r,j

(r=2,..,nl+1 + 1) tir
de

Ml
cl,j

APl
cl

Ml
cl,j

ABl
cl,j

Crpl+1
r−1

Nous appelons ces coefficients (αl
i,j , βl

i,j et δl
r,j (r = 1, .., nl+1 + 1)) des fonctions de routage.

Ces fonctions de routage permettent d’établir les dates de franchissement de chaque transition du
modèle graphique, et par la suite d’évaluer les temps de montée des passagers à chaque station du
réseau. Elles sont déterminées en tenant compte des tableaux de marche des bus évalués à partir de
la solution donnée par l’équation (II.4) ainsi que les dates d’arrivée des passagers connues grâce à
la distribution stochastique λ. Dans un premier temps, nous décrivons le comportement dynamique
du sous-modèle de la figure II.4 par un système d’équations exprimées dans l’algèbre (max, +). Ces
équations permettent d’évaluer le temps de montée du kème passager dans le bus bj

l à la station si
l.

Pour i=1,..,pl et j=1,..,nl,
∀k ≥ 1,

M l
i,j(k) =


AP l

i (αl
i,j)⊕M l

i,j(k − 1).δ ⊕ABl
i,j(βl

i,j).δ.1max
i 6=1 ⊕Dptlj(βl

i,j).δ.1max
i=1 si i 6= cl,

AP l
cl

(δl
1,j)⊕

nl+1+1⊕
r=2

Crpl+1
r−1(δl

r,j)⊕M l
cl,j(k − 1).δ ⊕ABl

cl,j(βl
cl,j).δ si i = cl.

(II.5)

Avec :
— αl

i,j(k), βl
i,j(k) et δl

r,j(k) (∀r ∈ {1,..,nl+1 + 1}) représentent les fonctions de routages données
par l’algorithme présenté dans la figure II.8 (équations (a), (b) et (c)). Nous désignons par
βl

i,j(k) le tour du bus bj
l qui transportera le kème passager pour sa destination.

— la fonction indicatrice est donnée par :

1max
cd1=cd2 =

e si cd1 = cd2,

ε si cd1 6= cd2.
(II.6)

Les conditions pour que le kème passager puisse monter dans un bus à la station si
l sont : (i) qu’il

soit arrivé à la station en question (le αl èmei, j tir de APl
i ou le δlr, j tir de Crpl+1r − 1 (r=2,..,nl + 1-
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1 en cas de correspondance) (ii) que le passager (k-1) juste avant lui monte dans le bus (règle FIFO)
(iii) et que le bus bj

l qui va le transporter (dans son βl ème
i,j passage) soit arrivé à la même station.

Les fonctions de routage mentionnées ci-dessus dépendent essentiellement de certains compteurs notés
kl

i,j (section 4.1) et développés ci-après.

Calcul des paramètres kl
i,j

Nous rappelons que les compteurs kl
i,j représentent le nombre de tirs de la transition Ml

i,j avant
le kème départ du bus bj

l depuis la station si
l. Ces paramètres dépendent essentiellement des dates

d’arrivée des passagers ainsi que des capacités finies des bus (CPj
l ). Par exemple, si le nombre de

passagers en attente dans une station si
l dépasse le nombre de places libres dans le bus arrivant à

cette station, le nombre de passagers à transporter est le nombre de places libres à l’intérieur de ce
bus (ce qui justifie l’opérateur "min" dans l’équation II.8). Le nombre total (depuis le début de la
période de travail du bus bj

l ) de passagers arrivant à la station si
l avant le kème départ du bus bj

l de
cette station est noté par al

i,j(k). Ce paramètre représente également le nombre de franchissements
de la transition APl

i (plus le nombre de franchissements de la transition Crpl+1,r dans le cas des
stations de correspondance) avant le kème départ du bus bj

l de la station si
l.

al
i,j(k) =


sup

p
{AP l

i (p) < DBl
i,j(k)} si i 6= cl,

sup
p
{AP l

cl
(p) < DBl

cl,j(k)}+
nl+1∑
r=1

sup
p
{Crpl+1

r (p) < DBl
cl,j(k)} si i = cl.

(II.7)

Ainsi, le nombre de tirs de la transition Ml
i,j avant le kème départ du bus bj

l de la station si
l est donné

par le paramètre kl
i,j(k) (voir l’équation II.8)).

kl
i,j(k) =


min

[
al

i,j(k), CP j
l +

i∑
r=1

kl
r,nl

(k − 1)−
i−1∑
r=1

kl
r,j(k) +

i∑
r=1

Dtlr,j(k)
]

si j = 1,

min
[
al

i,j(k), CP j
l +

i∑
r=1

kl
r,j−1(k)−

i−1∑
r=1

kl
r,j(k) +

i∑
r=1

Dtlr,j(k)
]

si j 6= 1.
(II.8)

Avec :

— k représente le kème tour des bus. Nous supposons que ∀k ≤0 kl
i,j(k)=0.

— Dtl
i,j(k) représente le nombre de passagers qui veulent descendre du bus bj

l au kème tour à la
station si

l. Dans le cas des stations de correspondance, ce paramètre comprend également le
nombre de passagers qui veulent faire la correspondance (passage de la ligne Ll à la ligne Ll+1).
Ce paramètre est déduit du choix de destination des passagers.

Également, le nombre de passagers Nl
i,j(k) qui vont monter à bord du bus bj

l (dans son kème tour)
à la station si

l est donné par l’équation suivante :

N l
i,j(k) =

k
l
i,1(k)− kl

i,nl
(k − 1) si j = 1,

kl
i,j(k)− kl

i,j−1(k) si j 6= 1.
(II.9)
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L’algorithme, présenté dans la figure II.7 permet de gérer les conflits et les situations de choix
liés à la montée des passagers dans le modèle RdP de la figure II.6, en calculant les fonctions de
routage mentionnées. Le calcul se déclenche lorsqu’un bus bj

l arrive à une station si
l. Tout d’abord,

nous calculons le nombre de passagers qui monteront à bord de ce bus (dans son qème tour) donné par
Nl

i,j(q). Ensuite, en fonction du type de la station considérée (correspondance ou non), nous calculons
les fonctions de routage associées (voir figure II.7). La figure II.8, représente la version détaillée de
l’algorithme de la figure II.7. L’expression de chaque fonction de routage est explicitement développée
avec des équations mathématiques.

Début  

Calculer le nombre de passagers qui vont embarquer dans le bus     à la station 

Station de correspondance ?

e:
- Déterminer si les passagers arrivent 
à cette station par le tir de      ou                    .    
- Calculer les fonctions de routage:

:
- Calculer les fonctions de routage:

Evaluer les dates de montée des passagers        (Equation II.5)

oui non

Fin

Figure II.7 – Algorithme de calcul des fonctions de routage pour la montée des passagers

Dans la section suivante, nous développons les équations (max, +) permettant d’évaluer les temps
de descente des passagers dans n’importe quelle station du réseau.
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Début  

- Calculer le paramétre        développé dans l'équation II.9   
- Initialisation des paramètres:

(c) (b)

k = k+1

Evaluation de la montée des passagers (Equation II.5)

(a)

Fin

non oui

oui non

oui

oui

non

non

Figure II.8 – Version détaillée de l’algorithme de calcul des fonctions de routage pour la montée des
passagers

4.3 Modèle (max, +) représentant la descente des passagers

En suivant le même raisonnement, afin d’évaluer les temps de descente des passagers, il faut
trouver les relations entre les tirs des transitions Ml

i,j , xl
i,j , Dl

i,j , ABl
i,j et Crpl+1

j (figure II.6). D’où
l’utilisation de nouvelles fonctions de routage ξl

r,j (r∈{1,..,pl(pl + 1) + 5}). Ces fonctions de routage
sont utilisées pour résoudre les conflits liés à la descente des passagers. Ces conflits représentent le
choix de destination de chaque passager. Par ailleurs, les passagers descendent du bus bj

l à la station
si
l (en tirant les transitions Dl

i,j ou Crpl+1
j ) quand cette station représente leur destination finale (tir

des transitions xl
i,j). Ainsi, les équations (max, +) décrivant les temps de descente des passagers sont

données par :
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∀k > 1,

Dl
1,j(k) = xl

1,j(k)⊕BAl
1,j(ξl

p2
l
+1,j

)⊗ δ ⊕Dl
1,j(k − 1)⊗ δ

Dl
2,j(k) = xl

2,j(k)⊕BAl
2,j(ξl

p2
l
+2,j

)⊗ δ ⊕Dl
2,j(k − 1)⊗ δ

....

Dl
cl,j

(k) = xl
cl,j

(ξl
pl(pl+1)+2,j)⊕ABl

cl,j
(ξl

p2
l
+cl,j

)⊗ δ ⊕Dl
ql,j

(k − 1)⊗ δ ⊕ Crpl
j(ξl

pl(pl+1)+4,j)⊗ δ
.....

Dl
pl,j

(k) = xl
pl,j

(k)⊕ABl
pl,j

(ξl
pl(pl+1),j)⊗ δ ⊕Dl

pl,j
(k − 1)⊗ δ

Crpl
j(k) = xl

cl,j
(ξl

pl(pl+1)+3,j)⊕ABl
cl,j

(ξl
pl(pl+1)+1,j)⊗ δ ⊕ Crpl

j(k − 1)⊗ δ ⊕Dl
cl,j

(ξl
pl(pl+1)+5,j)⊗ δ

(II.10)
Avec xl

i,j(k) est donnée par les équations suivantes :
∀k ≥ 1, 

xl
1,j(k) = M l

1,j(ξl
1,j)⊕M l

2,j(ξl
2,j)⊕ ...⊕M l

pl,j
(ξl

pl,j
)

xl
2,j(k) = M l

1,j(ξl
pl+1,j)⊕M l

2,j(ξl
pl+2,j)⊕ ...⊕M l

pl,j
(ξl

2pl,j
)

....

xl
cl,j

(k) = M l
1,j(ξl

pl(ql−1)+1,j)⊕M i
2,j(ξl

pl(ql−1)+2,j)⊕ ...⊕M l
pl,j

(ξl
plql,j

)
....

xl
pl,j

(k) = M l
1,j(ξl

pl(pl−1)+1,j)⊕M l
2,j(ξl

pl(pl−1)+2,j)⊕ ...⊕M l
pl,j

(ξl
p2

l
,j

)

(II.11)

Donc : pour i ∈ {1,..,pl} et j ∈ {1,..,nl}, ∀k ≥ 1,

xl
i,j(k) = M l

1,j(ξl
pl(i−1)+1,j)⊕M l

2,j(ξl
pl(i−1)+2,j)⊕ ...⊕M l

pl,j
(ξl

i.pl,j
) =

pl⊕
r=1

M l
r,j(ξl

pl(i−1)+r,j) (II.12)

Dans la première équation du (II.10), le kème passager, ayant la station de départ comme destination
(en tirant xl

1,j), descend du bus bj
l (en tirant la transition Dl

1,j) quand ce bus, dans son ξl
p2

l
+1,j

tour, arrive à cette station. Par ailleurs, en cas de plusieurs passagers, la règle FIFO s’applique pour
descendre du bus. Cela signifie que le premier passager montée au bus est le premier à descendre.
Les autres équations sont exprimées de la même manière et concernent les descentes des passagers
dans les autres stations de la ligne Ll.

En tenant compte des équations précédentes, le système (II.10) peut alors être exprimé comme
suit :

Dl
i,j(k) =


xl

cl,j
(ξl

pl(pl+1)+2,j)⊕ABl
cl,j

(ξl
p2

l
+cl,j

).δ ⊕Dl
cl,j

(k − 1).δ ⊕ Crpl
j(ξl

pl(pl+1)+4,j).δ si i = cl,

xl
i,j(k)⊕ABl

i,j(ξl
p2

l
+i,j

).δ ⊕Dl
i,j(k − 1).δ si i 6= cl.

(II.13)
Les dates de correspondance des passagers sont données alors par l’équation suivante :

Crpl
j(k) = xl

cl,j
(ξl

pl(pl+1)+3,j)⊕ABl
cl,j

(ξl
pl(pl+1)+1,j).δ ⊕ Crpl

j(k − 1).δ ⊕Dl
cl,j

(ξl
pl(pl+1)+5,j).δ (II.14)

De nouveaux algorithmes sont élaborés pour calculer les fonctions de routages liées à la descente
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des passagers. Ces algorithmes sont déclenchés lorsqu’un bus bj
l arrive à une station si

l. Le calcul
des fonctions de routage dépend essentiellement de la destination des passagers. L’algorithme de la
figure II.9 explique les étapes suivies pour le calcul de ces fonctions de routage. Leurs expressions
explicites sont données par l’algorithme de la figure II.10. En effet, les fonctions de routage ξl

m,j

(m∈{1,..,p2
l }) sont utilisées pour aider à la décision dans la place (PcDl

j). Par exemple, lorsqu’un
passager k, qui a monté dans le bus bj

l à la station si
l, veut descendre à une station sd

l (par le tir de
la transition xl

d,j), la fonction de routage associée est exprimée par :

Pour o = 1...pl, ξl
(d−1)pl+o,j = k ⊗ 1max

o=i .

Par ailleurs, les fonctions ξl
p2

l
+m,j

(m∈{1,..,pl}) représentent le tour du bus bj
l qui transportera

les passagers à bord. Les autres fonctions ξl
pl(pl+1)+m,j (r∈{1,..,5}) sont utilisées pour résoudre les

conflits et gérer les choix au niveau de la station de correspondance (la place ODl
cl,j

).

Début  

Calculer le nombre de passagers qui vont embarquer dans le bus     (dans son qème tour) à la station

Chaque passager k (parmi les           passagers) a sa propre destination (parmi     destinations) notée 

oui non

La station d'arrivée du kème passager est la station de correspondance. 
Deux cas sont possibles: soit ce passager veut faire la correspondance, 
soit quitter complètement la gare de correspondance.
- Nous calculons                                         pour évaluer les dateurs 
associés à la transition 

La station d'arrivée du kème passager est une station simple notée v 
(avec v=          ) 
- Nous calculons                                 pour évaluer les dateurs de
- Ensuite, nous calculons          qui indique le tour du bus à emprunter.

oui non
Correspondance

La destination est une station 
de correspondance

Dans ce cas, nous calculons les fonctions de 
routage suivantes:
-                  pour résoudre les conflits dans la 
                    place        (Figure II.5).
-                  pour gérer le partage de ressources
                    (         dans la Figure II.5).
-                  qui indique le tour du bus.

Dans ce cas, nous calculons les fonctions de
routage suivantes:
-                   pour résoudre les conflits dans la 
                    place        (Figure II.5).
- pour gérer le partage de ressources
                    (         dans la Figure II.5).
-                   qui indique le tour du bus.

Evaluation des dates de descente des passagers                (Equations (II.13) et (II.14)) 

Fin

Figure II.9 – Algorithme de calcul des fonctions de routage pour la descente des passagers

En résumé, la méthodologie adoptée pour évaluer les performances du réseau étudié est présentée
dans la figure II.11. Elle comprend trois modèles : (i) le circuit des bus, (ii) l’arrivée et la montée des
passagers et enfin (iii) l’itinéraire des passagers et leur descente. Dans la première partie, nous avons
développé une équation (max, +) pour évaluer les tableaux de marche des bus donnés par le vecteur
Xl

j (∀j ∈ {1,..,nl}). Dans la deuxième partie, étant donné que les passagers arrivent de manière
aléatoire, nous introduisons quelques fonctions de routage pour gérer et résoudre les conflits du RdP



Modélisation et évaluation de performances d’un STP 55

Début  

- Calculer le paramétre         développé dans l'équation II.9   
- Initialisation des paramètres:

(c) (b) k = k+1

(a)

Fin

oui non

oui

oui

non

non

Correspondance

Evaluation des dates de descente des passagers                (Equations (II.13) et (II.14)) 

oui

non

Figure II.10 – Algorithme détaillé de calcul des fonctions de routage pour la descente des passagers

de la figure II.4, afin d’exprimer les dates de montée des passagers avec des équations (max, +).
Enfin, la dernière partie est dédiée à la gestion des choix des destination des passagers afin d’évaluer
leurs temps de descente. L’interaction de ces trois modèles est illustrée par la figure II.11.

Figure II.11 – Interaction entre les sous modèles établis
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Limite du modèle graphique développé Si toutes les hypothèses posées précédemment (dont :
temps d’attente et déplacement fixes) sont respectées, le modèle proposé permet d’évaluer les ta-
bleaux de marche des bus, les temps de montée ainsi que de descente des passagers. En revanche,
lors de l’étude d’un très grand réseau avec plusieurs lignes et stations de correspondance avec l’éli-
mination de ces hypothèses, le modèle graphique proposé ne permet plus de représenter efficacement
le fonctionnement réel du réseau. En plus, comme illustré dans la figure II.6, le nombre d’états du
modèle graphique augmente en fonction du nombre de lignes L, de stations pl et de bus utilisés nl. Ce
qui conduit à un problème d’explosion combinatoire vu le nombre immense d’états. Plus précisément,
pour rajouter une ligne Ll, nous rajoutons (5pl+4)nl+pl places. Ainsi, pour résoudre ce problème,
nous avons donc été amenés à enrichir et améliorer notre modèle graphique précédent en utilisant
une nouvelle extension des RdP : RdP colorés. En effet, l’utilisation de cette classe puissante des
RdP nous permet de compacter un nombre d’états important en associant des couleurs aux jetons
représentant, les lignes, les stations, les bus et les passagers. La nouveauté de cette approche est de
représenter le comportement d’un RdP coloré par des équations (max, +). Cette nouvelle démarche
de modélisation combinant les RdP colorés et l’algèbre (max, +) est détaillée dans la section suivante.

5 Amélioration des modèles établis

5.1 Modèle RdP coloré de la ligne Ll

En observant les éléments du modèle de la figure II.6, nous constatons que les sous modèles
représentant les différentes lignes sont similaires. L’idée est donc de représenter le réseau par un
seul sous modèle en introduisant la notion de couleurs pour représenter les différentes lignes. Afin
de faciliter et simplifier la représentation des éléments du modèle graphique, nous représentons le
nouveau RdP coloré, compact du modèle présenté dans la figure II.6. A titre d’exemple, les places
modélisant l’attente des passagers aux différentes stations Pal

i (avec i ∈ {1, .., pl}), sont regroupées
et modélisées, dans le nouveau modèle, par la place Pal. Cette place contient des jetons de couleurs
différentes associés à chaque station.
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Les domaines de couleur
C l

1 = {s1
l , ..., s

pl
l }

C l
2 = {b1l , ..., b

nl
l }

C l
3 = C l

1 × C l
2,

C l
5 = C l

2 × C4 avec C4 = {T, F},
C l

6 = (b1
l )CP 1

l ∪ ...∪ (bnl
l )CP

nl
l

Les variables du modèle
l, l′ ∈ N , sl, dl ∈ C l

1, cor ∈ C4 et bl ∈ C l
2

Figure II.12 – Modèle RdP coloré de la ligne Ll

Domaines de couleur Nous considérons dans ce premier modèle RdPC six domaines de couleur :

— C l
1 : ce domaine contient les couleurs de toutes les stations de la ligne Ll.

— C l
2 : ce domaine contient les couleurs de tous les bus desservant la ligne Ll.

— C l
3 : ce domaine contient des couleurs composées de couleur liées aux stations et aux bus. Il
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est lié aux places qui modélisent soit une autorisation donnée aux passagers pour monter ou
descendre d’un bus bj

l à la station si
l (OMl et ODl ), soit un passager à bord d’un bus bj

l ayant
comme destination une station si

l donnée (PcDl).

— C l
5 : ce domaine est lié à la place PaBl

cl
où les passagers, à la station de correspondance scl

l ,
doivent choisir entre descendre ou faire la correspondance (C4={T, F }).

— C l
6 : ce domaine est lié à la place Bcl qui contient des jetons qui modélisent des places libres

dans les bus de la ligne Ll.

Avant d’expliquer le modèle RdPC établi, nous considérons la notation suivante (chapitre I) :

Notation Un jeton de couleur x est notée < x >. En outre, chaque bus bj
l (resp. station si

l) de la
ligne Ll est représentée par une couleur notée < bj

l > (resp. < si
l >).

Dans ce qui suit nous expliquons le modèle de la figure II.12. Le fonctionnement de ce modèle est
identique à celui du modèle de la figure II.6. Il est constitué de trois sous modèles : (i) le circuit des
bus, (ii) l’arrivée et la montée des passagers et enfin (iii) l’itinéraire et la descente des passagers.

En ce qui concerne le circuit des bus, le tir de la transition ul par un jeton < bj
l > équivaut à

un ordre de départ donné au bus bj
l . Ainsi, le tir de la transition Dptl par un jeton < bj

l > signifie
que le bus bj

l commence son circuit. Ce dernier doit attendre Tal
1 unités de temps avant de quitter

la station de départ pour que les passagers aient le temps de monter à bord. Le franchissement de
la transition DBl

1 par un jeton < bj
l > signifie que le bus bj

l quitte la station de départ et se dirige
vers la station suivante (en ajoutant un jeton dans la place Bdl

1). Après Tdl
1 unités de temps, le

bus arrive à la deuxième station. Le franchissement de la transition ABl
2 par un jeton < bj

l > met
simultanément un jeton < bj

l > dans la place Bal
2 (qui modélise le bus en attente), un autre jeton

< s2
l , b

j
l > dans la place ODl (qui modélise l’autorisation pour la descente des passagers) et enfin un

jeton < s2
l , b

j
l > dans la place OMl (qui modélise l’autorisation pour la montée des passagers). Le

franchissement des transitions du circuit associé aux autres stations se fait de la même façon.

En ce qui concerne l’arrivée et la montée des passagers, la place Pal modélise les passagers en
attente dans toutes les stations de la ligne Ll. L’arrivée d’un passager à une station si

l met un jeton
< si

l > dans la place Pal. Ce passager attend l’arrivée d’un bus bj
l , qui contient des places libres

(modélisées par des jetons < bj
l > dans la place Bcl), pour se déplacer. D’autre part, dans la station

de correspondance, les passagers peuvent venir d’autres lignes (Ll′ (avec l′ 6= l). La correspondance
des passagers de la ligne Ll vers la ligne Ll′ est modélisée par la transition Crpl.

Par ailleurs, chaque passager a sa propre destination modélisée par < dl > (< dl > est la couleur qui
indique la destination souhaitée). Lorsqu’un passager monte dans un bus bj

l , la place PcDl contient
un jeton < dl, b

j
l >. Ainsi, la transition qui sera franchie peut être choisie arbitrairement selon la

destination du passager. En outre, la transition xl
i (i ∈ {1, .., pl}) sera franchie lorsqu’un passager
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choisit la station si
l (dl=si

l) comme destination. Cependant, si un passager choisit une station de la
ligne Ll′ (l′ 6= l) comme destination, il doit tout d’abord descendre à la station de correspondance
pour changer de ligne et de bus (en tirant la transition xl

cl
et par la suite Crpl) et ensuite attendre un

bus bj
l′ (en ajoutant un jeton < s

cl′
l′ > dans la place Pal′) pour continuer son trajet. La transition Dl

i

(i ∈ {1, ...., pl}) modélise la descente des passagers à leur destination si
l. Après leurs descentes d’un

bus bj
l (en tirant Dl

i ou Crpl), les passagers libèrent leurs places (en ajoutant des jetons < bj
l > dans

la place Bcl).

5.2 Modèle RdP coloré du réseau global

Dans le premier modèle RdP coloré nous avons considéré les deux hypothèses suivantes : les temps
d’attente et de déplacement des bus sont fixes. Dans cette section, nous relaxons ces deux hypothèses
en considérant les temps d’arrêt et de déplacement des bus variables. L’objectif est d’étudier le réseau
de bus dans son fonctionnement réel. Les temps d’arrêt des bus sont en effet fonction du nombre de
passagers à monter/descendre du bus. De même, les temps de déplacement des bus peuvent varier
selon les conditions de circulation et de trafic.
Dans cette partie, un réseau de bus composé de L lignes est considéré. Dans un premier temps, afin
d’étudier des cas plus concrets et réalistes, les hypothèses simplificatrices présentées dans la section
précedente sont relaxées. Pour cette raison, des fonctions de couleurs (Idel Mahjoub et al. (2017c))
sont introduites. Dans le réseau global étudié, nous considérons alors :

— L lignes de bus comme illustre la figure II.1 au lieu de deux lignes Ll et Ll+1.

— Il est possible d’injecter des bus dans le réseau à toute station i ∈ {1, .., pl−1}. L’injection d’un
bus bj

l signifie sa mise en service dans le réseau. Cette action est généralement effectuée en cas
de besoin, en particulier pendant les périodes de pointe dans lesquelles le nombre de passagers
à transporter dépasse largement la capacité des bus déployés dans le réseau. C’est aussi une
technique utilisée dans le transport à la demande. Ce genre de mesure est alors pris dans le but
de diminuer la charge, et ainsi améliorer la qualité du service proposé aux passagers.
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En utilisant les RdPC, nous modélisons le réseau global de la figure II.1 par un modèle RdP coloré
unique et complet. Dans ce nouveau modèle, nous représentons l’arrivée, la montée, l’itinéraire, la
descente des passagers ainsi que le circuit des bus de toutes les lignes Ll (1≤ l ≤L) du réseau par les
éléments suivants (figure II.13) :

Transitions
U Mise en service des bus
AB Arrivée des bus aux différentes stations
DB Départ des bus
AP Arrivée des passagers
M Montée des passagers
D Descente des passagers
Crp Correspondance des passagers
Places
OA Autorisation pour les bus de commencer ou continuer leurs déplacements
Ba Attente des bus dans les différentes stations
Bd Déplacement des bus entre les différentes stations
Pa Attente des passagers dans leurs stations de départ
OMD Autorisation donnée aux passagers pour monter/descendre
PaB Passagers à bord
Bc Capacité des bus
Temporisations
Tasl

bl
Temps d’attente des bus supposé variable

Tdsl
bl

Temps de déplacement des bus supposé variable (dans un intervalle)
δ Temps nécessaire pour un passager pour monter/descendre du bus
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AP

M
DCrp

AB DB

PaPaB

Bc

U

Ba

Bd

1. Circuit des bus

3. Descente et correspondance des passagers

2. Arrivée et montée des passagers

OMD

OA

Les domaines de couleur
C l

1 = {s1
l , ..., s

pl
l } est l’ensemble des stations de la ligne Ll,

C l
2 = {b1l , ..., b

nl
l } est l’ensemble des bus de la ligne Ll,

C l
3 = C l

1 × C l
2,

C l
4 = C l

1 × C l
2 × C7 avec C7 = {B,D},

C l
5 = C l

1 × C l
2 × C8 avec C8 = {T, F},

C l
6 = (b1

l )CP 1
l ∪ ...∪ (bnl

l )CP
nl
l

∀x ∈ {1, .., 6}, Cx =
⋃

l∈N C l
x

Les variables du modèle
l, l′ ∈ N avec N={1, .., L} , sl, dl ∈ C l

1, cor ∈ C8 et bl ∈ C l
2

Les fonctions du modèle ∀l ∈ N, ∀i ∈ {1, .., pl}, ∀j ∈ {1, .., nl}

F1(si
l,b

j
l ) =

pl∑
k=i

<sk
l ,b

j
l >

F2(si
l,b

j
l ) = <si

l,b
j
l ,B> +<si

l,b
j
l ,D>

F3 est la fonction successeur.
Si i 6= pl, F3(si

l,b
j
l ) = <si+1

l ,bj
l > sinon <s1l ,b

j
l >

Figure II.13 – Modèle RdP coloré du réseau global de la figure II.1

5.2.1 Domaines et fonctions de couleur

Domaines de couleur Nous considérons six domaines de couleur :

— C l
1 : est l’ensemble des couleurs des stations de la ligne Ll.

— C l
2 : est l’ensemble des couleurs des bus de la ligne Ll.

— C l
3 : ce domaine contient des couleurs composées de couleur liées aux stations et aux bus. Il est

lié aux places qui modélisent soit l’arrêt ou le déplacement des bus dans le réseau (places Ba et
Bd), soit une autorisation pour les bus de commencer ou continuer leurs déplacements (place
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OA).

— C l
4 : ce domaine est lié à la place OMD. Il s’agit d’un ordre donné aux passagers pour monter

ou descendre du bus (C7={B,D} avec B pour la montée et D pour la descente).

— C8={F,T} avec F pour la descente (sans correspondance) et T en cas de correspondance.

— C l
5 : ce domaine est lié à la place PaBl où les passagers choisissent entre la descente (F) et la

correspondance (T).

— C l
6 : comme pour le modèle précédent, ce domaine est lié à la place Bc qui contient des jetons

qui modélisent des places libres dans les bus de la ligne Ll. Chaque place vide dans un bus est
modélisé par un jeton (dans la place Bc) ayant la même couleur du bus.

Fonctions de couleur A certains arcs de ce nouveau modèle graphique nous avons associé des
fonctions couleurs.

— La fonction F1(sl,bl) met pl-i+1 jetons dans la place OA après chaque franchissement de la
transition U par un jeton <sl,bl>, qui modélise la mise en service d’un bus bl (bl ∈ C l

2) à une
station donnée sl (sl ∈ C l

1). Ces jetons permettront au bus bl de commencer ou continuer son
déplacement (par le tir de AB) vers le terminus d’arrivée.

— La fonction F2(sl,bl) permet de mettre deux jetons dans la place OMD pour que les passagers
puissent monter/descendre du bus bl à la station sl.

— La fonction successeur F3 permet de modéliser le déplacement des bus d’une station à une autre
dans chaque ligne du réseau.

L’introduction de ces fonctions nous a permis de diminuer la taille du réseau global en termes de
nombre d’états et de transitions. Nous obtenons ainsi avec ce nouveau modèle seulement sept états
(places) et sept transitions.

5.2.2 Interprétation du modèle RdP coloré global

Circuit des bus Les bus bl (bl ∈ C l
2) de chaque ligne Ll sont initialement positionnés à une station

de départ si
l (souvent considérée le terminus de départ s1

l ). Quand la mise en service est donnée au
bus bj

l dans la station si
l, la transition U est franchie immédiatement et met simultanément pl− i+ 1

jetons (
pl∑

k=i
<sk

l ,b
j
l >) dans la place OA. Ces jetons permettront au bus bj

l de poursuivre son voyage

pour les prochaines stations (en tirant la transition en situation de synchronisation AB). Le bus bj
l

commence son circuit après le tir de la transition AB par <si
l, b

j
l >. Le tir de cette transition met

simultanément un jeton <si
l, b

j
l > dans la place Ba qui modélise un bus en attente, et deux autres

jetons (modélisés par la fonction F2) dans la place OMD qui modélise l’autorisation de monter et/ou
descendre du bus pour les passagers. Le bus attendra un temps d’attente variable Tasi

l

bj
l

, afin que les
passagers qui attendent à cette station puissent monter (par le tir de M) ou descendre (par le tir de
Crp ou D) du bus. Ensuite, le bus quitte la station si

l par le tir de DB et se déplace vers la station
suivante si+1

l . Le franchissement de cette transition (DB) met un jeton <si+1
l , bj

l > (par la fonction
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successeur F3) dans la place Bd. Le même mode de fonctionnement est effectué pour les stations
suivantes.

Arrivée et montée des passagers Comme indiqué précédemment, les passagers arrivent d’une
façon aléatoire à leurs stations de départ. Ils peuvent donc être modélisés par une transition stochas-
tique (AP) dotée par exemple d’une distribution aléatoire de paramètre notée λ. Le tir de AP par
< si

l > met un jeton de couleur < si
l > dans la place Pa ce qui signifie qu’un passager de la ligne

Ll attend à la station si
l pour monter dans un bus. Les passagers en attente à cette station montent

dans le bus bj
l (par le tir de la transition M) lorsque ce bus arrive à cette station (modélisé par un

jeton < si
l, b

j
l ,B> dans la place OMD) avec des places libres à bord (existence de jetons < bj

l > dans
Bc). De plus, dans une station de correspondance, les passagers peuvent arriver d’autres lignes Ll′

par le tir de la transition Crp (Figure II.13) et ceci en ajoutant un jeton < sl′ > à la place Pa.

Itinéraire et descente des passagers Chaque passager a sa propre destination modélisée par la
couleur dl qui indique la station destination pour descendre du bus, soit pour faire la correspondance,
soit pour quitter complètement la station (destination finale). Quand un passager monte dans un
bus bj

l (en tirant la transition M), un jeton < di
l, b

j
l , cor > est ajouté à la place PaB qui modélise les

passagers à bord. En fait, la variable cor indique si le passager fera une correspondance (cor = T )
ou non (cor = F ). La transition D sera tirée quand un passager à bord (modélisé par < si

l, b
j
l , F >)

arrive à la station si
l (existence d’un jeton < si

l, b
j
l , D > dans la place OMD). Cependant, un passager,

dont la destination est une station d’une autre ligne Ll′ (l′ 6= l), choisira la station de correspondance
pour faire la correspondance et changera de bus. Ce passager débarque du bus (en tirant Crp) et
attend ensuite, un bus de la ligne Ll′ pour continuer son trajet (en ajoutant < si

l′ > dans Pa). Enfin,
les passagers libèrent leurs places (en ajoutant < bj

l > dans Bc) après avoir descendu du bus bj
l (en

tirant D ou Crp).

5.3 Représentation des RdP colorés par des équations (max, +)

L’une des originalités de ce travail est la description des RdP colorés par des équations (max,
+). Nous rappelons que la démarche adoptée pour établir ces équations (max, +) est proche de celle
connue pour les GET. Néanmoins, une attention particulière doit être prêtée aux couleurs et conflits
structurels (Idel Mahjoub et al. (2018b)). Afin d’illustrer notre démarche, nous allons l’appliquer sur
des modèles de base que nous rencontrons souvent dans les SED. Il s’agit plus particulièrement des
modèles représentant les phénomènes de : (i) séquence, (ii) parallélisme, (iii) synchronisation et enfin
(iv) choix multiple. L’objectif de cette étude est de faire apparaitre le concept de couleur dans les
équations (max, +). Pour ce faire, nous donnons la définition 13.

Notations :
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P l’ensemble des places non vides d’un RdP
τi durée minimale de séjour d’un jeton dans la place Pi ∈ P
Ci domaine de couleur de la place Pi ∈ P

Définition 13. Le dateur associé à une transition Ti tirée par un jeton de couleur v (< v >) est
noté xi

<v>(k) et représente la date du kème tir de Ti par un jeton de couleur v.

5.3.1 La séquence

Une tâche d’un processus est activée après l’achèvement d’une tâche précédente dans le même
processus. Il s’agit de la contrainte antériorité. Pour représenter ce modèle, nous considérons les
fonctions de couleur fi suivantes :

fi : Ci → Ci+1

vi 7→ fi(vi) = vi+1

T1 T2 T3 Tn-1 TnP1 P2 Pn-1

1 2 n-1

v1 vn-1v2v1 v2 vn-1

Figure II.14 – RdPC de séquence

Nous considérons ici, un cas plus général où les domaines de couleurs ne sont pas identiques pour
toutes les places. Les équations de franchissement des différentes transitions sont données par :

x2
<v1>(k) = τ1 ⊗ x1

<v1>(k)
x3

<v2>(k) = τ2 ⊗ x2
<v1>(k) avec f1(v1) = v2

...

...

xn
<vn−1>(k) = τn−1 ⊗ xn−1

<vn−2>(k) avec fn−2(vn−2) = vn−1

(II.15)

Ainsi, nous obtenons :

xn
<vn−1>(k) =

n−1⊗
i=1

τi ⊗ x1
<v1>(k) avec fn−2 ◦ fn−3 ◦ .. ◦ f1(v1) = vn−1 (II.16)

Remarque : Cas où toutes les places ont les mêmes domaines de couleur
Dans ce cas, nous avons : f(vi)=vi=v. Ainsi, les équations (max, +) décrivant les dates de fran-
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chissement des différentes transitions du modèle de la figure II.14 sont :

x2
<v>(k) = τ1 ⊗ x1

<v>(k)
x3

<v>(k) = τ2 ⊗ x2
<v>(k)

...

xn
<v>(k) = τn−1 ⊗ xn−1

<v>(k)

(II.17)

Ainsi, les dates de franchissement de la transition Tn sont données par :

xn
<v>(k) =

n−1⊗
i=1

τi ⊗ x1
<v>(k) (II.18)

En plus, si les domaines de couleurs contient un seul élément (une seule et unique couleur), nous
retrouvons les mêmes équations (max, +) développées pour les GET.

5.3.2 Le parallélisme

Ce phénomène se produit lors de la divergence d’une branche en deux ou plusieurs branches
parallèles dont chacune s’exécute simultanément (figure II.15). Dans ce cas, nous considérons les
fonctions de couleur fi (avec i>1) suivantes :

fi : C1 → Ci

v1 7→ fi(v1) = vi

T1 T2P1

1

v1

v2

T3P2

2

TnPn-1

n-1

vn-1

v2

v1

vn-1

Figure II.15 – RdP coloré de parallélisme



Modélisation et évaluation de performances d’un STP 66

Les équations de franchissement des différentes transitions sont données par :

x2
<v1>(k) = τ1 ⊗ x1

<v1>(k)
x3

<v2>(k) = τ2 ⊗ x2
<v1>(k) avec f2(v1) = v2

...

xn
<vn−1>(k) = τn−1 ⊗ x2

<v1>(k) avec fn−1(v1) = vn−1

(II.19)

Ainsi, nous obtenons :

xi
<vi−1>(k) = τ1 ⊗ δi ⊗ x1

<v1>(k) avec fi(v1) = vi (II.20)

Avec :

δi =

e si i = 2,

τi−1 sinon.

Remarque : Cas où toutes les places ont les mêmes domaines de couleur
Dans ce cas, nous obtenons : 

x2
<v>(k) = τ1 ⊗ x1

<v>(k)
x3

<v>(k) = τ2 ⊗ x2
<v>(k)

...

xn
<v>(k) = τn−1 ⊗ x2

<v>(k)

(II.21)

Ainsi :
xi

<v>(k) = τ1 ⊗ δi ⊗ x1
<v>(k) (II.22)

A partir de ces équations, nous déduisons les mêmes relations que celles établis dans la littérature
pour les RdP non colorés.

5.3.3 La synchronisation

La synchronisation est un phénomène qui nécessite la disponibilité simultanée de plusieurs res-
sources ou la vérification simultanée de plusieurs conditions afin d’exécuter une tâche (figure II.16).
Les dates de franchissement des transitions Tn−1 et Tn sont données par : xn−1

<v1>.<v2>..<vn−2>(k) =
n−2⊕
i=1

τi ⊗ xi
vi

(k)

xn
<vn−1>(k) = xn−1

<v1>.<v2>..<vn−2>(k)⊗ τn−1 avec f(v1, .., vn−2) = vn−1

(II.23)
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T1 P1

1

v1

Tn-2 Pn-2

n-2

v1

vn-2

vn-2

Tn-1 TnPn-1

n-1

vn-1vn-1

Figure II.16 – RdP coloré de synchronisation

Ainsi, les dates de franchissement de la transition Tn en fonction des dates de franchissement des
transitions d’entrées (T1,..,Tn−2) sont données par :

xn
<vn−1>(k) = τn−1 ⊗

n−2⊕
i=1

τi ⊗ xi
vi

(k) (II.24)

Dans notre étude et sans perte de généralité, nous remplaçons la variable d’état d’une transition
en situation de synchronisation x<v>.<v>(k) (resp. x<v,w>.<v>(k)) par x<v>(k) (resp. x<v,w>(k)).

5.3.4 Le choix multiple

Le conflit (lié au choix ou ressource partagée) est un phénomène qui apparaît au moment où un
utilisateur doit faire un choix parmi plusieurs possibilités (figure II.17). Le domaine de couleur de
la place P1 est C1=C×C’ avec v et w deux variables telles que v∈ C et w ∈ C’. Dans la suite, nous
considérons les fonctions de couleur fi (avec i>1) suivantes :

fi : C → Ci

v 7→ fi(v) = vi

Les dates de franchissement des transitions T2,..,Tn dépend de la variable de couleur w. Par
exemple, si la variable w=cd1 la transition T2 sera franchie. Ainsi, les dates de franchissement de ces
transitions sont données par : 

x2
<v,cd1>(k) = τ1 ⊗ x1

<v,cd1>(k)
x3

<v,cd2>(k) = τ1 ⊗ x1
<v,cd2>(k)

...

xn
<v,cdn−1>(k) = τ1 ⊗ x1

<v,cdn−1>(k)

(II.25)
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T1 P1

1

<v,w>

Tn+1P2

2

v2

T2nPn

n

vn

T2

Tn

<v,cd1>

<v,cdn-1>

v2

vn

-1

Figure II.17 – RdP coloré de choix multiple

Ainsi, les dates de franchissement des transitions de sorties sont données par :

xn+1
<v2>(k) = τ2 ⊗ x2

<v,cd1>(k) avec f2(v) = v2

...

...

x2n−1
<vn>(k) = τn ⊗ xn

<v,cdn−1>(k) avec fn(v) = vn

(II.26)

Dans la section suivante, nous utilisons la description mathématique de ces modèles de base afin
d’établir les équations (max, +) du réseau global étudié.

5.4 Modèles (max, +) linéaires non-stationnaires du réseau global

Par souci de simplicité, les temps d’attente et de déplacement d’un bus seront dénotés respec-
tivement Tal

i,j et Tdl
i,j (l pour la ligne Ll, i pour station si

l, et j pour le bus bj
l ) au lieu de Tasl

bl
et

Tdsl
bl
. En se basant sur les résultats de la section précédente, nous allons établir les modèles (max,+)

décrivant le modèle RdPC global en commençant tout d’abord par trouver le modèle (max, +) du
circuit des bus (section 5.4.1), puis celui de la montée des passagers (section 5.4.2) et enfin le modèle
(max,+) de la descente et la correspondance des passagers (section 5.4.3).

5.4.1 Modèle (max, +) du circuit des bus

Nous décrivons le comportement dynamique des bus du réseau global, en terme de dateurs, par des
équations mathématiques dans l’algèbre (max, +). Ainsi, le kème franchissement de chaque transition
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du modèle RdPC est donné par le système d’équations suivant : ∀l ∈ N, ∀j ∈ {1, .., nl}, ∀k > 1

Pour i = 1
AB

<s1
l
,bj

l
>

(k) = U
<s1

l
,bj

l
>

(k)⊕DB
<s

pl
l

,bj
l
>

(k − 1).Tdl
pl,j

DB
<s1

l
,bj

l
>

(k) = AB
<s1

l
,bj

l
>

(k).Tal
1,j(k)⊕M

<s1
l
,bj

l
,B>

(kl
1,j(k)).δ

= AB
<s1

l
,bj

l
>

(k).Tal
1,j(k)

∀i ∈ {2, .., pl}
AB

<si
l
,bj

l
>

(k) = U
<si

l
,bj

l
>

(k)⊕DB
<si−1

l
,bj

l
>

(k).Tdl
i−1,j

= DB
<si−1

l
,bj

l
>

(k).Tdl
i−1,j

DB
<si

l
,bj

l
>

(k) = AB
<si

l
,bj

l
>

(k).Tal
i,j(k)⊕M

<si
l
,bj

l
,B>

(kl
i,j(k)).δ ⊕D

<si
l
,bj

l
,D>

(ol
i,j(k)).δ

⊕ Crp
<si

l
,bj

l
,D>

(vl
i,j(k)).δ

(II.27)

- Pour la première équation du système (II.27) : s1l représente le terminus de départ de chaque ligne
Ll. En fait, tous les bus bj

l commencent leurs kème tours à partir de cette station (kème franchisse-
ment de AB par < s1

l , b
j
l >) après avoir achevé leurs (k-1)ème tour (modélisé par un jeton < s1

l , b
j
l >

présent dans la place Bd), et obtenu une autorisation de départ pour la kème fois (kème tir de U par
< s1

l , b
j
l >).

- Pour les dates d’arrivée des bus (les équations AB
<si

l
,bj

l
>
(k) du système (II.27)) : Chaque bus bj

l

arrive à la station si
l pour la kème fois, Tdl

i−1,j unités de temps après avoir quitté la station précé-
dente si−1

l . Nous rappelons qu’après la mise en service du bus bj
l dans la station s1

l , la place OA

contient pl jetons (
pl∑

k=1
<sk

l ,b
j
l >). Par conséquent, le tir de la transition DB par < si

l, b
j
l > dépend

essentiellement du tir de AB par le même jeton. Cela justifie la simplification de la seconde égalité.
- Pour les dates de départ des bus (équations DB

<si
l
,bj

l
>
(k) du système (II.27)) : Chaque bus bj

l quitte
une station si

l pour la kème fois (kth tir de DB par < si
l, b

j
l >) après avoir attendu Tal

i,j(k) unités de
temps dans cette station afin que les passagers puissent monter à bord (tir de M par < si

l, b
j
l , B >)

et descendre du bus (tir de D où Crp par < si
l, b

j
l , D >). Il est à noter que le temps d’attente du

bus Tal
i,j(k) dépend essentiellement du nombre de passagers qui veulent monter ou descendre du

bus. Nous rappelons que dans la station de départ, nous ne considérons que l’embarquement des
passagers (voir la deuxième équation du système (II.27)) vu que les bus sont initialement vides. Les
paramètres kl

i,j(k) (resp. ol
i,j(k) et ξl

i,j(k)) (voir section 4.2) sont des compteurs qui représentent le
nombre de tirs de M (resp. D, Crp) par < si

l, b
j
l , B > (resp. < si

l, b
j
l , D >, < si

l, b
j
l , D >) avant le kème

départ du bus bj
l de la station si

l. Ainsi, l’expression M
<si

l
,bj

l
,B>

(kl
i,j(k)) (resp. D<si

l
,bj

l
,D>

(ol
i,j(k)) et

Crp
<si

l
,bj

l
,D>

(ξl
i,j(k))) représente le temps d’embarquement (resp. de débarquement et de correspon-

dance) du dernier passager au bus bj
l , dans son kème tour, à la station si

l. L’expression du paramètre
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kl
i,j(k) est donnée par :

kl
i,j(k) =


min

[
al

i,j(k), CP j
l +

i∑
r=1

kl
r,nl

(k − 1)−
i−1∑
r=1

kl
r,j(k) +

i∑
r=1

Dtlr,j(k)
]

si j = 1,

min
[
al

i,j(k), CP j
l +

i∑
r=1

kl
r,j−1(k)−

i−1∑
r=1

kl
r,j(k) +

i∑
r=1

Dtlr,j(k)
]

si j 6= 1.
(II.28)

Avec :

— al
i,j(k) représente le nombre total (depuis le début de la période de travail) de passagers arrivant

à la station si
l avant le kème départ du bus bj

l de cette station. Ce paramètre représente également
le nombre de tirs de la transition AP par un jeton < si

l > (plus le nombre de tirs du Crp par le
même jeton pour les stations de correspondance) avant le kème départ du bus bj

l de la station
si
l.

— Dtli,j(k) représente le nombre de passagers qui veulent descendre du bus bj
l (pour son kth

passage) à la station si
l.

— ∀k ≤0, kl
i,j(k) = 0

Pour mettre le système (II.27) sous une forme matricielle, nous définissons le nouveau vecteur
des variables d’état des bus Xl,j(k) et le vecteur d’entrée Ul,j(k) comme suit : X l,j(k) = [AB

<s1
l
,bj

l
>

(k), DB
<s1

l
,bj

l
>

(k), .., AB
<s

pl
l

,bj
l
>

(k), DB
<s

pl
l

,bj
l
>

(k)]T ;

U l,j(k) = U<s
1
l , b

j
l > (k).

Compte tenu du temps d’arrêt variable des bus, le système (II.27) peut s’écrire comme suit :

X l,j(k) = Al,j
1 (k).X l,j(k)⊕Al,j

2 .X
l,j(k − 1)⊕B1.U

l,j(k) (II.29)

Avec : Al,j
1 (k),Al,j

2 ∈ R(2pl)×(2pl)
max et B1 ∈ R(2pl)×(1)

max

Al,j
1 (k)=



ε ε . . . . . . ε ε ε

Tal
1,j(k) ε . . . . . . ε ε ε

ε Tdl
1,j . . . . . .

...
...

...
...

... . . . . . . ε ε ε
...

... . . . Tal
pl−1,j(k) ε ε ε

ε ε . . . ε Tdl
pl−1,j ε ε

ε ε . . . ε ε Tal
pl,j

(k) ε


, B1=



e

ε

ε
...
...
...
ε

ε



,
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Al,j
2 =



ε . . . ε Tdl
pl,j

ε . . . ε ε

ε . . . ε ε
... . . . ...

...
... . . . ...

...
ε . . . ε ε


et les temps d’arrêt des bus sont donnés par :

Tal
i,j(k) =

δ.[max(kl
i,1(k)− kl

i,nl
(k − 1), Dtli,j(k)) + 1] si j = 1,

δ.[max(kl
i,j(k)− kl

i,j−1(k), Dtli,j(k)) + 1] si j 6= 1.
(II.30)

Le temps d’arrêt du bus est le temps maximum entre les dates d’embarquement et de débarque-
ment des passagers concernés (équation II.30).

L’équation implicite (II.29) peut alors être réécrite sous la forme d’une équation de récurrence du
premier ordre, comme indiqué dans ce qui suit :

X l,j(k) = Al,j
1 (k).X l,j(k)⊕Al,j

2 .X
l,j(k − 1)⊕B1.U

l,j(k)

= Al,j
1 (k).[Al,j

1 (k).X l,j(k)⊕Al,j
2 .X

l,j(k − 1)⊕B1.U
l,j(k)]

⊕Al,j
2 .X

l,j(k − 1)⊕B1.U
l,j(k)

= .................

= Al,j ∗
1 (k).Al,j

2 ⊗X
l,j(k − 1)⊕Al,j ∗

1 (k).B1.U
l,j(k)

Par conséquent : ∀k > 1,

X l,j(k) = Al,j(k).X l,j(k − 1)⊕Bl,j(k).U l,j(k) (II.31)

Avec : Al,j(k) = Al,j ∗
1 (k).Al,j

2 et Bl,j(k) = Al,j ∗
1 (k).B1.

5.4.2 Modèle (max, +) décrivant la montée des passagers

Dans cette section, nous décrivons le comportement dynamique de la montée des passagers par un
système d’équations exprimé dans l’algèbre (max, +). Ces équations permettent d’évaluer le temps
de montée de chaque passager k dans le bus bj

l à la station si
l :

∀l ∈ N, ∀i ∈ {1, .., pl},∀j ∈ {1, .., nl}, ∀k > 1,

M
<si

l
,bj

l
,B>

(k) = M
<si

l
,bj

l
,B>

(k − 1).δ ⊕AP<si
l
>(αl

i,j(k))⊕AB
<si

l
,bj

l
,B>

(βl
i,j(k))

⊕ Crp<si
l
>(δl

i,j(k)).1max
i∈Cxl ⊕D<bj

l
>

(θl
i,j(k))⊕ Crp

<bj
l
>

(ϑl
i,j(k))

= M
<si

l
,bj

l
,B>

(k − 1).δ ⊕AP<si
l
>(αl

i,j(k))⊕AB
<si

l
,bj

l
,B>

(βl
i,j(k))

⊕ Crp<si
l
>(δl

i,j(k)).1max
i∈Cxl

(II.32)
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Avec :

1max
i∈Cxl =

e si i ∈ Cxl,

ε sinon.

En effet, le kème passager embarque dans le bus bj
l à la station si

l (en tirant M par < si
l, b

j
l , B >

pour la kème fois) après (i) son arrivée (modélisée par αlème

i,j (k) tir de AP), (ii) la montée du (k-1)th

passager (file d’attente) et (iii) l’arrivée du bus, qui le transporte, pour son βlème

i,j voyage avec des
places libres à bord. En outre, dans les stations de correspondance (i∈ Cxl), les passagers peuvent
arriver des autres lignes. Pour cette raison, le kème tir de M par < si

l, b
j
l , B > dépend également du

δlème

i,j (k) tir de la transition Crp par < si
l > (équation (II.32). Il est important de noter que le tir

de M dépend aussi du tir de D et Crp par < bj
l > du fait que les passagers libèrent leurs places en

descendant du bus (figure II.13). Toutefois, ces termes sont toujours inférieurs aux termes exprimés
dans l’équation (II.32). Cela justifie la simplification de la seconde égalité.

Comme pour les modèles développés dans les sections précédentes, les fonctions de routage dé-
pendent essentiellement des dates d’arrivée des passagers et aussi de la capacité limitée des bus
(CPj

l ). Ainsi, pour évaluer les temps de montée des passagers, il faut résoudre l’équation (II.32) en
calculant les fonctions de routage αl

i,j , βl
i,j et δl

i,j . Un algorithme, similaire à celui de la figure II.8
est élaboré pour gérer les conflits liés à l’embarquement des passagers, en calculant les fonctions de
routage associées. En plus, l’expression de ces fonctions de routage est explicitement exprimée par
des équations mathématiques.

5.4.3 Modèle (max, +) évaluant la descente et la correspondance des passagers

Suivant la même méthodologie, les équations (max, +) décrivant les temps de descente et de
correspondance des passagers sont données par : ∀k > 1,

D
<si

l
,bj

l
,F >

(k) = D
<si

l
,bj

l
,F >

(k − 1).δ ⊕AB
<si

l
,bj

l
>

(ξl,1
i,j (k))

Crp
<si

l
,bj

l
,T >

(k) = Crp
<si

l
,bj

l
,T >

(k − 1).δ ⊕AB
<si

l
,bj

l
>

(ξl,2
i,j (k))

(II.33)

Les passagers descendent du bus bj
l à une station donnée si

l, en tirant les transitions D par
< si

l, b
j
l , F >, lorsque ces passagers choisissent si

l comme destination. Nous notons que le tir de D ne
dépend jamais du tir de M à cause des couleurs. En fait, la transition M n’est jamais franchie par
un jeton < si

l, b
j
l , D >. Un algorithme similaire à celui de la figure II.10 est développé pour exprimer

ces nouvelles fonctions de routage (ξl,1
i,j et ξl,2

i,j ).
Un exemple d’application sera traité dans le prochain chapitre. En outre, les deux cas de fonc-

tionnement possibles des bus au niveau des différentes stations ((i) temps d’arrêt fixe et (ii) temps
d’arrêt variable) seront également détaillés.
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6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons mis en évidence que la modélisation des systèmes de transport public
(en particulier les réseaux de bus) par les RdP est loin d’être triviale, vu les phénomènes complexes
qui les caractérisent notamment les phénomènes de choix ou de conflit lié au partage de ressources.
Des modèles (max, +) non stationnaires sont alors développés à partir des modèles RdP proposés,
en particulier les modèles RdP colorés, ce qui représente l’une des originalités du présent travail. Des
fonctions de routage permettant de gérer tous les conflits rencontrés dans la phase de modélisation du
système sont explicitement développées avec des équations mathématiques. Ensuite, en utilisant les
solutions des modèles (max, +) obtenues à partir des expressions explicites des fonctions de routage,
nous avons pu évaluer les temps d’attentes des passagers, les temps de montée et de descente des
passagers ainsi que les temps de passage des bus aux différentes stations.

Dans le chapitre suivant, nous nous intéresserons à la commande des réseaux de bus. L’objectif
étant de déterminer un compromis entre la capacité et le nombre de bus à utiliser sur le réseau de
telle sorte que les temps d’attente des passagers restent inférieurs à un seuil donné. Cette méthode
est basée sur la théorie de la résiduation dans l’algèbre (max, +).
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1 Introduction

Ce chapitre propose une approche de contrôle d’un système de transport public modélisé par les
réseaux de Petri colorés et l’algèbre (max, +). Le concept d’amélioration de la qualité de service
proposé dans cette approche traite deux aspects : les passagers d’un côté et les compagnies de
transport de l’autre côté. En effet, nous nous intéressons à l’optimisation du nombre de bus déployés
dans le réseau de telle sorte que le temps d’attente des passagers dans les stations (particulièrement
les stations de correspondance où les flux d’échange de passagers sont très élevés) reste inférieur à
une limite donnée appelée Seuil d’Attente (SA). L’objectif est de déterminer les dates de mise en
service des différents bus bl

j tout en assurant des temps d’attente des passagers inférieurs à SA. Ce
paramètre (SA) représente le seuil de tolérance du temps d’attente acceptable par les passagers.
Le respect de la contrainte de tolérance définie par le seuil SA a pour objectif de (i) retirer les bus
inutiles (très peu exploités) des lignes du réseau en les mettant le plus possible en pause (réduisant
ainsi les coûts d’exploitation associés), ou (ii) de réutiliser certains de ces bus qui devraient être mis
en pause (au lieu d’utiliser de nouveaux bus) pour renforcer, en cas de besoin ponctuel, d’autres
lignes du réseau.

Une approche de contrôle basée sur la théorie de la résiduation est proposée pour maintenir ou
encore réguler et améliorer les tableaux de marche du réseau en respectant les contraintes susmen-
tionnées. Afin de mettre en évidence la pertinence et l’efficacité de cette approche, les modèles et
les algorithmes, développés dans le chapitre II, seront appliqués à un réseau de bus composé de
trois lignes interconnectées à l’aide des stations de correspondance. De manière générale, cette étude
pourra être appliquée à n’importe quel réseau de transport public même de grande taille.

2 Principe et stratégie de la commande adoptée

La commande développée dans ce chapitre sera appliquée pour le contrôle du réseau de la fi-
gure II.1 (cf. Chap. II, § 1). Ce réseau est composé de plusieurs lignes, connectées par des stations de
correspondance. Nous supposons que chaque ligne Ll est desservie par un nombre donné nl de bus
situés initialement dans leur station de départ (ou dans un dépôt).

2.1 Calcul de la commande

D’après le chapitre II, le système d’équations décrivant le comportement dynamique du réseau
global considéré est donné par l’équation II.34, que nous rappelons ci-après : X l,j(k) = Al,j(k)⊗X l,j(k − 1)⊕Bl,j(k)⊗ U l,j(k)

Y l,j(k) = C l,j(k)⊗X l,j(k)
(III.1)

La commande Ul,j utilisée permet de mettre en service les bus bj
l à partir de leur station de

départ (s1l ). Dans le cas général où un bus doit être mis en service à partir d’une autre station sv
l
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différente de s1l , l’équation (III.1) reste toujours valide avec les matrices Al,j(k) et Bl,j(k) définies
par :

* Al,j(k) = Al,j ∗
1 (k).Al,j

2 et Bl,j(k) = Al,j ∗
1 (k).B1,

* Al,j
1 (k)=



ε ε . . . . . . ε ε ε

Tal
1,j(k).1max

v≤1 ε . . . . . . ε ε ε

ε Tdl
1,j .1max

v≤1 . . . . . .
...

...
...

...
... . . . . . . ε ε ε

...
... . . . Tal

pl−1,j(k).1max
v≤pl−1 ε ε ε

ε ε . . . ε Tdl
pl−1,j .1max

v≤pl−1 ε ε

ε ε . . . ε ε Tal
pl,j

(k).1max
v≤pl

ε



* Al,j
2 =



ε . . . ε ε
... . . . ...

...
ε . . . ε ε

ε ε ε Tdl
pl,j

ε . . . ε ε
... . . . ...

...
ε . . . ε ε


avec (Al,j

2 ) 2v−1 2pl
= Tdl

pl,j
,

- B1 =



ε

ε
...
e
...
ε

ε


avec (B1) 2v−1 = e, et

1max
v≤i =

e si v ≤ i,

ε sinon.

L’objectif de la commande proposée est le suivant : optimiser le nombre de bus sur le réseau
pour que le temps d’attente des passagers aux stations de correspondance soit inférieur au seuil
SA. L’intérêt est ainsi porté au problème lié à l’obtention d’une sortie désirée du système à partir
d’une entrée optimale. En effet, l’étude élaborée vise à synthétiser une loi de commande à l’entrée
du système permettant à la sortie de se produire à un instant sollicité en appliquant le principe de
la commande juste-à-temps. Ceci consiste à déterminer la relation entrée-sortie (ou la matrice de
transfert) du système d’équations décrivant le réseau par (III.1).
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Dans ce qui suit, nous cherchons les dates au plus tard U(k)k∈N auxquelles il faut mettre les bus
en service à partir de leurs stations de départ pour que leurs arrivées aux stations de correspondance
(où la contrainte est imposée) aient lieu aux dates désirées Yl,j

d = Yl,j
d (k)k∈N. La sortie du système

calculée à partir des dates Ul,j(k)k∈N doit vérifier l’égalité suivante :

Y l,j(k) = C l,j(k)⊗X l,j(k) = Y l,j
d (k) (III.2)

En considérant la règle du fonctionnement au plut tôt (chapitre I) du système (Houssin et al.
(2006)), l’équation III.1 nous conduit à l’expression suivante.

X l,j = Al,j ∗Bl,jU l,j (III.3)

Par conséquent, la relation entrée-sortie du système présentée par (III.1) est donnée par :

H = C l,jAl,j ∗Bl,j (III.4)

Par ailleurs, le contrôle est optimal dans le sens où il optimise les critères choisis (optimiser le
nombre de bus sur le réseau pour que le temps d’attente des passagers aux stations de correspondance
soit inférieur au seuil SA). Notons par Ul,j

opt cette commande. Selon la théorie de la résiduation,
l’expression de la commande Ul,j

opt est donnée par (Nait-Sidi-Moh et al. (2003); Houssin et al. (2006)) :

U l,j
opt =

⊕
U l,j |HU l,j≤Y l,j

d

U l,j = Y l,j
d \H = Y l,j

d \ C l,jAl,j ∗Bl,j (III.5)

2.2 Stratégie et algorithmes de commande

La sortie souhaitée Yl,j
d dépend essentiellement de l’arrivée aléatoire des passagers. Á partir de

ces dates (Yl,j
d ), les bus à déployer sur le réseau ainsi que leurs dates de passage aux différentes

stations sont déterminés. Ce paramètre de sortie devrait respecter les contraintes liées au seuil de
temps d’attente des passagers (i.e. temps de séjour des jetons dans la place Pa (voir figure II.13) ne
doit pas dépasser le seuil SA). Ce paramètre est choisi de la façon suivante :

— Premièrement, pour les nl bus en circulation sur la ligne Ll pouvant assurer des temps d’attente
des passagers inférieurs à SA, Yl,j

d sera donné en fonction des arrivées de ces bus aux stations
de correspondance.

— Deuxièmement, si aucun des nl bus (déjà en circulation) ne répond pas à cette exigence, un
nouveau bus sera introduit sur la ligne pour respecter le critère imposé. Chaque bus ajouté est
injecté soit dans le terminus de départ, soit dans une autre station sv

l où le seuil d’attente est
sollicité, on parle dans ce cas du transport à la demande.

Le choix d’un bus à déployer sur le réseau revient donc à fixer une date de sortie sollicitée Yl,j
d (k)

en fonction des dates d’arrivée des passagers à une station sv
l où le critère SA doit être respecté
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(généralement les stations de correspondance) telle que :

Zl(j)⊗ λl ∈ [Rl, Rl ⊗ SA] (III.6)

avec :

• Zl(j) correspond à la date du dernier tir de la transition DB (voir figure II.13) par un jeton
< sv

l , b
j
l >, ou encore la date du dernier passage du bus bj

l à la station sv
l . λl représente la période

de la ligne Ll. Ce paramètre est variable et dépend des temps d’arrêt et de déplacement des
bus.

• SA est le seuil du temps d’attente et Rl est une fonction définie comme suit :

Rl = AP<sv
l
>(ρl

v) (III.7)

Rl représente la date d’arrivée (par le ρl ème
v tir de AP) du premier passager embarquant le bus

bj
l à la station sv

l .

Dans un premier temps, nous déterminons parmi les nl bus circulant sur la ligne Ll (ensemble
El), ceux pouvant assurer le prochain voyage avec le respect de la contrainte SA (équation III.8).
Notons par Fl l’ensemble de ces bus.

Fl = {j ∈ El/Rl ≤ Zl(j)⊗ λl ≤ Rl ⊗ SA} (III.8)

Ensuite, si l’équation (III.8) est vérifiée pour une seule valeur j∈ El, alors le bus bj
l assure des

temps d’attente des passagers à la station sv
l inférieurs au seuil SA. Par contre, si l’ensemble Fl

contient plus d’un élément (plusieurs valeurs de j vérifiant (III.8), le choix est directement porté sur
le premier bus disponible, i.e. le bus arrivant le premier à la station sv

l ou le dernier bus disponible,
i.e. le dernier à arriver à cette station, de sorte que le seuil SA soit respecté. En fait, le premier cas
est beaucoup plus intéressant pour les passagers car il permet d’avoir un temps d’attente minimal.
Tandis que le deuxième cas est moins intéressant pour les passagers mais peut permettre une gestion
plus efficace des bus. En effet, plus le temps de pause d’un bus est important, plus il est possible d’être
utilisé pour desservir une autre ligne du réseau (transport à la demande). Ainsi, afin d’optimiser le
nombre de bus à utiliser sur le réseau, le bus choisi, dans la suite de cette étude, sera celui qui passe
le plus tard à la station sv

l (l’indice j0 est associé à ce bus). Les autres bus (bj
l respectant (III.8)) sont

mis en pause au dépôt afin de les déployer plus tard dans le réseau en cas de besoin. Le bus choisi
est ainsi retardé le plus longtemps possible, de sorte que le maximum possible de passagers seront
transporter par ce même bus tout en satisfaisant la tolérance SA mentionnée. Ainsi :

Y l,j0
d (kl

j0) = (
⊕
j∈Fl

Zl(j)⊗ λl)⊕AP<sv
l
>(ρl

v)⊗ SA (III.9)

Cependant, dans le cas où la condition (III.8) n’est pas vérifiée pour aucun jl ∈ El, les cas suivants
se présentent :
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• le cas où Zl(j)⊗λl > Rl⊗SA, ∀j ∈ El ; dans ce cas aucun bus disponible ne peut répondre à la
spécification SA. Ainsi, un nouveau bus doit être injecté sur la ligne Ll pour satisfaire le critère
SA sollicité. Le nombre de bus est ainsi incrémenté sur le réseau de 1 (nl ← nl +1). Notons que
l’injection d’un bus se fait dans le terminus de départ (s1l ) ou dans la station sv

l où le critère
est sollicité.

• le cas où Zl(j)⊗λl < Rl, ∀j ∈ El ; dans ce cas il existe au moins un bus, en pause dans un dépôt
ou en circulation, capable d’assurer tous les temps d’attente inférieurs à SA. Par ailleurs, il est
nécessaire de rappeler que pour optimiser le nombre de bus à déployer sur le réseau, le dernier
bus disponible est réutilisé afin de minimiser les coûts des compagnies de transport.

La stratégie de commande proposée est formulée dans l’organigramme de la figure III.1.

oui

oui

non (retarder un bus)

non (retarder un bus)

Mg

Mg

v Cx

Figure III.1 – Organigramme de commande du système

Limite de l’algorithme de commande développé l’inconvénient de la méthode de contrôle
proposée est que l’injection d’un bus est possible juste pour un passager qui risque de dépasser le
seuil sollicité. Ainsi, le nombre de bus à déployer sur le réseau augmente et par conséquent les coûts
des compagnies de transport s’accroissent. Par contre, si une augmentation du seuil maximal SA du
temps d’attente peut être acceptée par les passagers, la solution d’injection des nouveaux bus peut
être évitée, en favorisant l’utilisation des bus déjà en circulation sur le réseau. Par conséquent, une
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deuxième contrainte plus restrictive peut être introduite à savoir le seuil de capacité SC représentant
le nombre de passagers à partir duquel l’injection d’un nouveau bus dans une station est autorisé
voire imposé. Ce seuil permet de de minimiser le nombre de bus sur le réseau et par conséquent
minimiser les coûts des compagnies de transport. Plus précisément, la mise en service d’un bus est
uniquement autorisée si le nombre de passagers en attente dépasse le seuil SC.

2.3 Amélioration de l’algorithme de commande développé

Afin de contrôler et de gérer de manière efficace le système étudié, une combinaison des contraintes
SA et SC est établit afin de trouver un meilleur compromis entre les temps d’attente des passagers
et les coûts des compagnies de transport. Plus précisément, l’injection d’un bus dans une station du
réseau s’impose si :

— (i) le nombre de passagers en attente dans une station sv
l est supérieur ou égal à SC et

— (ii) le temps d’attente d’au moins un passager est supérieur au seuil SA.

Dans la suite de cette partie, ces deux critères (SA et SC) seront intégrés simultanément dans les
calculs. Le principe du choix de la sortie désirée Yl,j

d (k) se base, comme dans le cas précédent, sur
les dates d’arrivée des passagers à la station sv

l où les critères SA et SC sont imposés.
Ainsi, l’algorithme précédent reste valable en ne modifiant que l’expression du paramètre ρl

v, défini
dans ce cas par l’équation III.10. En effet, ce paramètre est exprimé ici en fonction du seuil de
capacité SC.

ρl
v = ρl

v + P (III.10)

Avec :

P =


sup

p
{AP<sv

l
>(p) ≤ Rl ⊗ SA})⊕Mg<sv

l
>(Bc)⊕ SC si v /∈ Cx,

sup
p
{AP<sv

l
>(p) < Rl ⊗ SA} ⊗ sup

p
{Crp<sv

l
>(p) < Rl ⊗ SA} ⊕Mg<sv

l
>(Bc)⊕ SC sinon

Cx représente l’ensemble des stations de correspondance et Mg<sv
l
>(Bc) représente le nombre de

jetons de couleur < sv
l > dans la place Bc.

Dans notre étude et jusqu’ici, nous n’avons considéré qu’un seul critère qui influence les temps
d’attente des passagers ainsi que les coûts des compagnies de transport : le nombre de bus à déployer
dans le réseau. Cependant, un autre critère peut également être considéré : la capacité limitée des
bus. En effet, généralement dans les heures de pointe, il se peut qu’un passager en attente à une
station donnée ne trouvera pas de places libres dans le premier bus arrivant à cette station. Nous
parlons, dans ce cas, des bus saturés.
Ainsi, dans la section suivante, un paramètre appelé la capacité optimale est introduit, afin d’étudier
l’influence de cette capacité limitée sur le temps d’attente des passagers et les coûts des compagnies
de transport.
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2.4 Capacité optimale

Dans cette partie, nous considérons les deux critères qui influencent le temps d’attente des pas-
sagers ainsi que les coûts des compagnies de transport : la capacité des bus et leur nombre sur
chaque ligne du réseau. L’objectif est de trouver un compromis entre la capacité et le nombre de
bus à déployer sur le réseau. Pour ce faire, un paramètre que nous appelons la capacité optimale,
sera introduit dans la suite de cette étude. Ce dernier se réfère au nombre maximal de places dans
un bus pour atteindre un point à partir duquel la capacité n’a plus d’impact sur le temps d’attente
des passagers (prise en charge de tout les passagers en attente dans une station). Plus précisément,
un passager en attente à une station donnée trouvera toujours une place libre dans le premier bus
arrivant à cette station, sans avoir à attendre le prochain (i.e. aucun bus ne sera saturé). Si plusieurs
types de bus avec des capacités différentes sont disponibles, ce paramètre (capacité optimale) indique
celui qui assurera le service avec le moindre coût. En terme des coûts, un bus de 120 sièges engendre
un coût supérieur au coût d’un bus de capacité de 60 places. L’objectif est donc de choisir le bus
adéquat correspondant au nombre de passagers à transporter, en particulier en période de pointe.

Avant de déterminer la capacité optimale, l’expression des compteurs kl
i,j est simplifiée. Ces

paramètres sont calculés de façon à ne plus dépendre des capacités des bus. Cela signifie que chaque
passager qui se présente à une station peut embarquer un bus (comme si sa capacité est infinie)
quelle que soit sa capacité. Comme décrit précédemment, à partir de ces compteurs, on peut déduire
le nombre de passagers en attente à chaque station, y compris celles de correspondance.
Pour j∈ {1, ...., nl} et i∈ {1, .., pl},
∀k ≥ 1

kl
i,j(k) = al

i,j(k) =


sup

p
{AP l

i (p) < DBl
i,j(k)} si i /∈ Cx,

sup
p
{AP l

cl
(p) < DBl

cl,j(k)}+
nl+1∑
r=1

sup
p
{Crpl+1

r (p) < DBl
cl,j(k)} si i ∈ Cx.

(III.11)

Il est nécessaire de rappeler que le nombre de passagers à bord du bus bj
l à la station si

l est
exprimé comme suit :
∀k ≥ 1

yl
i,j(k) =

y
l
i−1,j(k) + kl

i,j(k)− kl
i,j−1(k)−Dtli,j(k) si j 6= 1,

yl
i−1,1(k) + kl

i,1(k)− kl
i,nl

(k − 1)−Dtli,1(k) si j = 1.
(III.12)

Avec : k représente le kème passage du bus, Dtl
i,j(k) représente le nombre de passagers descendant du

bus bj
l à la station si

l et kl
i,j(k) représente les compteurs définis dans l’équation III.11.

Ainsi, la capacité optimale du bus bj
l est donnée par l’équation suivante :

Coptlj(k) =
pl⊕

i=1
yl

i,j(k) (III.13)
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Étant donné que l’arrivée des passagers est sujette à une forte variation en temps réel (heures de
pointe et heures creuses), le paramètre mentionné ci-dessus (Coptlj(k)) est calculé pour chaque tour
du bus. Nous soulignons que la capacité optimale peut être déterminée graphiquement (voir l’exemple
numérique de la section suivante).

Afin d’illustrer l’approche proposée, un exemple numérique est présenté dans la section suivante.

3 Application à un système de transport public

Dans cette section, nous étudions un réseau de bus composé de trois lignes L1, L2 et L3, et
considéré comme une "structure générique" de n’importe quel réseau de bus (figure III.2). Le but
est de montrer et prouver l’efficacité des modèles proposés pour l’étude de ce genre de réseau. Il
est important de rappeler que l’approche développée peut être appliquée à n’importe quel autre
réseau de transport public notamment les réseaux ferroviaires. Dans cette étude, l’intérêt est porté
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Figure III.2 – Réseau de bus à trois lignes

essentiellement à la gestion des stations de correspondance du réseau étudié. Plus précisément, il s’agit
de satisfaire les contraintes imposées par les compagnies de transport afin d’améliorer la qualité du
service offert aux usagers.

3.1 Description et données du réseau

Pour le cas étudié, nous considérons les données présentées dans la table III.1. En effet, la ligne L1

est composée de quatre stations (s1
1, s21, s31 et s41), la deuxième ligne (L2) est composée de six stations

(s12, s2
2, s3

2, s4
2, s5

2 et s6
2) tandis que la troisième (L3) est composée de quatre stations (s1

3, s2
3, s3

3 et s4
3).

Chaque ligne Ll (l=1,2,3) est desservie par nl (table III.1) bus (de capacité finie) qui se trouvent
initialement dans leur station de départ (ou dans un dépôt). Par ailleurs, la figure III.2 présente,
pour chaque ligne, les intervalles de temps de déplacement et d’arrêt des bus. Par exemple, le temps
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Table III.1 – Données numériques du réseau considéré

Lignes du réseau Nombre de bus Capacité des bus
Nombre de
stations

L1 n1=2 CP1
1=CP2

1=30 p1=4

L2 n2=3
CP1

2=40,
CP2

2=CP3
2=30 p2=6

L3 n3=2 CP1
3=CP2

3=30 p3=4

de déplacement des bus entre la station s12 et s2
2 varie 20 et 22 min.

Dans un premier temps, nous supposons que le temps de déplacement des bus entre les différentes
stations est fixe et est égal à la borne inférieure des intervalles (cas idéal sans incidents ni retards).
Par exemple, le temps de déplacement entre la station s11 et s21 est de 15 min. Par contre, nous consi-
dérons que le temps d’attente des bus est variable et est égal au temps nécessaire pour la descente
et la montée des passagers à chaque station.
L’arrivée aléatoire est générée par une loi de distribution aléatoire. Dans cet exemple, l’arrivée des pas-
sagers ainsi que leurs destinations sont déterminés par une commande (du logiciel Scilab) qui génère
des nombres aléatoires selon une loi de distribution donnée (uniforme, poisson, exponentielle,. . . ).
Ces dates d’arrivée des passagers ainsi que leurs destinations sont présentées dans l’annexe A.
Les modèles (max, +) sont implémentés et simulés dans l’environnement Scilab. En effet, la modula-
rité des modèles suggère l’utilisation d’un logiciel performant tel que Scilab, permettant de modéliser
des systèmes avec un grand nombre de variables. Le modèle de simulation qui en résulte est com-
pact, simple à mettre en œuvre et conserve la modularité du modèle tout en reproduisant sa structure.

La suite de cette partie est présentée de la manière suivante :

— Dans un premier temps, la modélisation et l’évaluation des performances du réseau de bus
décrit ci-dessus en tenant compte des données numériques du réseau.

— Ensuite, le système est commandé afin d’améliorer les horaires définis. L’objectif étant de
respecter les contraintes imposées dans les stations de correspondance. Pour ce faire, les bus
qui desserviront les différentes lignes aux moments sollicités sont déterminés. Ce nombre de
bus déployé peut être diminué ou augmenté, au cours du temps, selon la période des voyages
(heures de pointe/creuses).

Les bus des différentes lignes sont supposés faire leur premier départ à 6h00min du matin. La
référence du temps t = 0 est prise alors à t=6h00min. Ainsi, la période de travail des bus considérée ici
correspond à l’intervalle de temps [6h00min, 12h00min] ([0, 360min]), soit environ une demi journée.
La table III.2 présente la planification initiale du réseau ; les dates de départ données aux bus des
trois lignes. Une fréquence de passage périodique des bus est considérée ici (planification initiale).
Par exemple, pour la ligne L1 (resp. L2 et L3), l’autorisation de départ est donnée toutes les 30 min
(resp. 35 min et 27 min).
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Table III.2 – Planification initiale : dates de franchissement de la transition d’entrée U

k < b1
1 > < b2

1 > < b1
2 > < b2

2 > < b3
2 > < b1

3 > < b2
3 >

1 0 30 0 35 70 0 27
2 60 90 105 140 175 54 81
3 120 150 210 245 280 108 135
4 180 210 315 350 385 162 189
5 240 270 420 455 490 216 243
6 300 330 525 560 595 270 297
7 360 390 630 665 700 324 351
.. .. .. .. .. .. .. ..

3.2 Évaluation des performances du réseau

3.2.1 Évaluation des tableaux de marche des bus

La solution du modèle (max, +) présentée par l’équation III.14 (cf. Chap. 2, § 5.3) nous permet
d’évaluer les tableaux de marche des bus (i.e. les temps de passage des bus dans les stations du
réseau).

X l,j(k) = Al,j(k).X l,j(k − 1)⊕Bl,j(k).U l,j(k) (III.14)

Par exemple, les dates des six premiers passages des bus b1
1 et b2

1 dans les stations de la ligne L1

sont données par :
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X1,1(1)=



0
0, 1
15, 1
15, 5
23, 5
23, 9
33, 9
35


, X1,1(2)=



60
61, 3
76, 3
78, 1
86, 1
87, 5
97, 5
100


, X1,1(3)=



120
121, 2
136, 2
137, 5
145, 5
146, 5
156, 5
158, 5


, X1,1(4)=



180
181
196

196, 9
204, 9
206, 1
216, 1
217, 8


,

X1,1(5)=



240
240, 8
255, 8
257, 4
265, 4
266, 5
276, 5
278, 4


, X1,1(6)=



300
301, 4
316, 4
319, 1
327, 1
328, 5
338, 5
341, 2


X1,2(1)=



30
31, 8
46, 8
48, 1
56, 1
57, 1
67, 1
68, 9


, X1,2(2)=



90
91, 3
106, 3
108, 2
116, 2
117, 3
127, 3
129, 6


,

X1,2(3)=



150
151, 6
166, 6
169, 4
177, 4
178, 9
188, 9
191, 1


, X1,2(4)=



211, 1
211, 9
226, 9
228, 4
236, 4
237, 3
247, 3
248, 8


, X1,2(5)=



270
271, 4
286, 4
288, 5
296, 5
298, 2
308, 2
310, 2


, X1,2(6)=



330, 2
331, 7
346, 7
347, 8
355, 8
356, 6
366, 6
367, 2


.

Ces tableaux de marche dépendent essentiellement des matrices non stationnaires Al,j(k) et Bl,j(k)
ainsi que du vecteur d’entrée Ul,j(k) (donnée par table III.2). En effet, le caractère non stationnaire
de ces matrices est dû au faite que le temps d’arrêt des bus est variable.

Dans cet exemple, le bus b1
1 commence son circuit à t = 0 min. Ce dernier n’a trouvé aucun

passager dans sa station de départ. Ainsi, la date de son départ est 0,1 min. Après 15 min de
déplacement, ce bus arrive à la station s21 à t = 15,1 min où il trouve trois passagers en attente
(figure III.3). Par conséquent, le bus doit attendre 3×δ = 3×0,1 = 0,3 min avant de quitter cette
station. Le bus fait donc son départ à t = 15,1+0,3+0,1 min = 15,5 min et se dirige vers la station
suivante. L’arrivée et le départ du bus aux autres stations se font de la même façon. Cependant, la
planification initialement prévue pour les bus pourra être modifiée vu la contrainte des temps d’arrêt
variables des bus. A titre d’exemple, le bus b2

1 (dans son 4ème passage) commence son circuit à 211,1
min au lieu de 210 min (date planifiée initialement).
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Table III.3 – Les temps d’arrêt du bus b1
1 (deux premiers passages) aux différentes stations de la

ligne L1

Station s1
1 Ta1

1,1(1) = max(0×δ ;0×δ) = 0 min
Ta1

1,1(2) = max(12×0,1 ;0×0,1) = 1,2 min
Station s2

1 Ta1
2,1(1) = max(3×0,1 ;0×0,1) = 0,3 min

Ta1
2,1(2) = max(17×0,1,9×0,1) = 1,7 min

Station s3
1 Ta1

3,1(1) = max(3×0,1 ;2×0,1) = 0,3 min
Ta1

3,1(2) = max(13×0,1 ;9×0,1) = 1,3 min
Station s4

1 Ta1
4,1(1) = max(10×0,1 ;4×0,1) = 1 min

Ta1
4,1(2) = max(6×0,1 ;24×0,1) = 2,4 min

La figure III.3 présente le nombre de passagers qui embarquent et descendent des deux bus (b1
1

et b2
1) aux différentes stations. Le temps d’arrêt variable des bus est estimé à partir de ces courbes.

Par exemple, la table III.3 montre les temps d’arrêt du bus b1
1 (partie en rouge dans la figure III.3)

lors de ses deux premiers passages par les différentes stations de la ligne L1.
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Figure III.3 – Nombre de passagers qui embarquent et descendent des bus aux différentes stations

3.2.2 Évaluation des temps d’attente, de montée et de descente des passagers

Cette partie est particulièrement consacrée aux passagers. En effet, nous nous intéressons dans
cette section à évaluer leurs temps d’attente, de montée et de descente.
La table III.4 présente les temps d’attente, de montée et de descente des passagers à la station de
départ de la ligne L1 pour une période donnée (du 6h00 à 7h01). La suite des résultats représentés
dans cette table est détaillée dans l’annexe A (table A.1).
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Table III.4 – Résultats d’évaluation obtenus en considérant les données initiales du réseau : temps
d’attente, de montée et de descente des passagers à la station de départ s11 de la ligne L1

k AP<s1
1> d1 j (bj

1) β1
1,j DB

<s1
1,bj

1>
M

<s1
1,bj

1,B>
Ta D/Crp

1 0,306 205 2 1 31,8 30,1 31,494 46,8
2 1,333 204 2 1 31,8 30,2 30,467 46,9
3 2,105 102 2 1 31,8 30,3 29,695 47
4 2,925 203 2 1 31,8 30,4 28,875 47,1
5 7,713 206 2 1 31,8 30,5 24,087 47,2
6 8,192 104 2 1 31,8 30,6 23,608 67,1
7 9,966 206 2 1 31,8 30,7 21,834 47,3
8 11,565 206 2 1 31,8 30,8 20,235 47,4
9 13,78 103 2 1 31,8 30,9 18,02 56,1
10 17,013 203 2 1 31,8 31 14,787 47,5
11 21,823 104 2 1 31,8 31,1 9,977 67,2
12 22,264 205 2 1 31,8 31,2 9,536 47,6
13 24,262 104 2 1 31,8 31,3 7,538 67,3
14 25,952 102 2 1 31,8 31,4 5,848 47,7
15 26,607 206 2 1 31,8 31,5 5,193 47,8
16 29,314 103 2 1 31,8 31,6 2,486 56,2
17 29,828 102 2 1 31,8 31,7 1,972 47,9
18 32,898 104 1 2 61,3 60,1 28,402 97,5
19 37,012 203 1 2 61,3 60,2 24,288 76,3
20 43,132 103 1 2 61,3 60,3 18,168 86,1
21 44,155 205 1 2 61,3 60,4 17,145 76,4
22 44,581 205 1 2 61,3 60,5 16,719 76,5
23 49,006 104 1 2 61,3 60,6 12,294 97,6
24 51,289 204 1 2 61,3 60,7 10,011 76,6
25 54,638 206 1 2 61,3 60,8 6,662 76,7
26 55,218 203 1 2 61,3 60,9 6,082 76,8
27 55,447 204 1 2 61,3 61 5,853 76,9
28 55,475 206 1 2 61,3 61,1 5,825 77
29 61,066 204 1 2 61,3 61,2 0,234 77,1

* k (première colonne) représente le kème passager qui arrive à cette station.
* AP<s1

1> représente les dates d’arrivée des passagers.
* dl étant la destination, représentée, pour des raisons de simplification, dans cette étude par :

l×100+i (au lieu de si
l). Par exemple, la station s41 est représentée par 104.

* β1
1,j représente le tour (ou passage) du bus bj

l .

* DB
<s1

1,bj
1>

représente la date du départ du bus bj
l .

* M
<s1

1,bj
1,B>

représente les dates de montée des passagers au bus bj
l .

* Ta représente le temps d’attente des passagers.
* D/Crp représente les dates de descente/correspondance des passagers.
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Comme l’indique la table III.4, l’autorisation de départ du premier bus est donnée à t = 0 min. Ce
bus quitte la station de départ à t=0,1 min car il ne trouve personne en attente. Le 1er, 2ème,.., 17ème

passagers arriveront à la station s11 avant le premier passage (représenté par β1
1,j avec j = 2 - 4ème

colonne de la table III.4) du bus b2
2 donné à t = 30 min. Ainsi, les dates de montée de ces passagers

(7ème colonne de la table III.4) seront 30,1 min,..., 31,7 min. Le bus quittera donc cette station à t
= 30+1,7+0,1 = 31,8 min (6ème colonne de la table III.4). Les autres passagers qui arriveront par la
suite (18ème,..,29ème), attendront l’arrivée du bus b1

1 pour les transporter.
Après avoir embarqué le bus b2

1, le 1er, 2ème, 3ème, 4ème et 5ème passagers descendront à la station
de correspondance s2

1, pour faire la correspondance avec la ligne L2 (pour le 1er, 2ème, 4er et 5ème

passagers), ou bien pour quitter complètement la station (destination finale pour le 3ème passager).
Ainsi, leurs dates de descente ou de correspondance (9ème colonne de la table III.4) sont respective-
ment 46,8 min, 46,9 min, .., 47,2 min. Nous nous intéressons aux temps d’attente des passagers aux
différentes stations, particulièrement de correspondance. Les figures III.4, III.5 et III.6 représentent
les temps d’attente des passagers respectivement aux stations s11 et s21 de la ligne L1, s2

2 et s42 de la
ligne L2 et finalement, s1

3 et s2
3 de la ligne L3. Par exemple, dans la station de correspondance s22,

les temps d’attente s’élève à 67 min vu la capacité finie des trois bus utilisés. Pour cette raison,
l’influence de la capacité sur les temps d’attente des passagers est étudiée dans la section suivante.
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Figure III.4 – Temps d’attente des passagers à (a) la station s11 et (b) station de correspondance s21
de la ligne L1
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Figure III.5 – Temps d’attente des passagers aux stations de correspondance (a) s22 et (b) s4
2 de la

ligne L2
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Figure III.6 – Temps d’attente des passagers aux stations (a) s13 et (b) s23 de la ligne L3

3.2.3 Influence de la capacité finie des bus sur les temps d’attente des passagers

Afin de mettre en évidence l’influence de la capacité finie des bus sur les temps d’attente des
passagers de la ligne L2, nous considérons, dans la figure III.7, plusieurs scénarios des bus avec des
capacités différentes : (a) scénario 1 (en violet) : CP1

2 = CP2
2 = CP3

2 = 20, (b) scénario 2 (en bleu) :
planification initiale et (c) scénario 3 (en orange) : CP1

2 = CP2
2 = CP3

2 = 56. Dans cette figure, nous
remarquons naturellement que le temps d’attente des passagers augmente lorsque nous diminuons
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la capacité des bus. Par exemple, dans le premier scénario, le temps d’attente des passagers atteint
de très grandes valeurs à savoir 250 min. Par contre, pour le scénario 3, une diminution des temps
d’attente par rapport à la planification initiale est observée.
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Figure III.7 – Influence de la capacité des bus sur les temps d’attente des passagers aux stations de
correspondance (a) s2

2 et (b) s42 de la ligne L2

Par ailleurs, nous observons que pour les heures de pointe (moment de grande affluence) les trois
bus pourraient devenir saturés. Par exemple, dans la figure III.8-(b), nous remarquons une différence
entre les passagers qui attendent (30 passagers) le bus b2

2 (durant son 1er passage) à la station s2
2 et

ceux qui l’embarquent (19 passagers). Par conséquent, certains passagers (11 passagers) ne prennent
pas ce bus vu qu’il est saturé. Ainsi, le temps moyen d’attente de ces passagers augmente.
Ces observations permettent de conclure que ce type de bus n’est pas adapté aux périodes de pointe.
Ainsi, afin d’éliminer l’influence de la capacité sur le temps d’attente des passagers, la compagnie de
transport devrait soit choisir des bus avec des capacités plus élevées, soit augmenter le nombre de
bus circulant sur le réseau (phase de contrôle et de commande).
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Figure III.8 – Influence de la capacité des bus : Passagers qui attendent et ceux qui embarquent
dans les bus aux stations s1

2 et s2
2 de la ligne L2

3.2.4 Synthèse des résultats d’évaluation de performances

Nous constatons à partir de ces résultats (voir synthèse dans la table III.5), que les temps d’attente
atteints pendant la période de service considérée sont très importants notamment au niveau de la
ligne L2. En effet, le temps d’attente de certains passagers dépasse les 40 minutes. Dans le but de
diminuer ces temps, nous proposons d’améliorer la planification d’horaires initiale de la ligne L2.

Table III.5 – Planification initiale du réseau : résultats

Lignes L1 L2 L3

Nombre de bus utilisés 2 3 2
Temps d’attente max 30,524 66,4435 37,1
Temps d’attente min 0,214 1,288 0,205
Temps d’attente moyen 15,291 32,484 17,521

Le temps d’attente moyen d’une ligne est obtenu en faisant la moyenne des temps d’attente des
passagers aux différentes stations de cette ligne.

3.3 Amélioration des performances du réseau

Nous nous intéressons à l’amélioration de la qualité de service offerte aux passagers au niveau
des stations de correspondance. Étant donné les tableaux de marche des bus au niveau des lignes
L1 et L3, nous cherchons à améliorer les horaires de la ligne L2 afin de minimiser le temps d’attente
des passagers aux stations de correspondance s2

2 et s4
2. Pour ce faire, nous appliquons la stratégie de

commande présentée dans la section 2 pour déterminer la nouvelle planification de cette ligne.
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Pour la suite de cette section, nous procédons de la façon suivante :

— dans un premier temps, nous diminuons les temps d’attente des passagers en gardant la plani-
fication initiale et en changeant juste la capacité des bus ; calcul de la capacité optimale.

— dans un deuxième temps, nous déterminons la nouvelle planification des bus en respectant la
contrainte de SA = 25 min (scénario 1) et SA = 15 min (scénario 2) à la station de correspon-
dance s2

2.

— enfin, nous combinons les deux seuils SA et SC pour une gestion optimale du réseau. Nous
choisissons par exemple : SA = 15 min et SC = 10 (scénario 3).

Calcul de la capacité optimale

La figure III.9 décrit donc l’influence de ce critère sur le temps d’attente des passagers aux
stations de correspondance (a) s22 et (b) s42. Dans cette figure, nous simulons l’évolution des temps
d’attente moyen des passagers (axe des ordonnées) pour de nombreuses valeurs de capacité des
bus (axe des abscisses) circulant sur la ligne L2. Nous notons que pour simplifier la représentation,
nous supposons que les trois bus utilisés ont la même capacité. Nous remarquons que lorsque nous
augmentons la capacité des bus, le temps d’attente des passagers diminue pour atteindre un point
stable à partir duquel la capacité n’a plus d’impact sur le temps d’attente des passagers. Ainsi,
pour éliminer l’influence de la capacité sur le temps d’attente des passagers, nous calculons ce point
présenté par le paramètre Coptj

l (capacité optimale) présenté dans l’équation (III.13). Nous notons
que cette capacité optimale peut être également déterminée graphiquement en cherchant la première
intersection entre la courbe des temps d’attente moyen (en bleu) et le temps d’attente moyen minimal
obtenu (en violet). Par exemple, nous remarquons qu’en utilisant les trois bus avec une capacité de
46, le temps moyen d’attente des passagers à la station s22 devient stable à 18,31 minutes. Donc, pour
minimiser les coûts de transport, nous devons utiliser des bus de 46 places plutôt que d’autres avec
plus de 46 places.

Les résultats obtenus relatifs à ce cas sont les suivants :

Nombre de bus utilisés 3 avec une capacité de 46 places
Temps d’attente max 37,15 min (station s22) et 42,805 min (station s42)
Temps d’attente min 0,201 min (station s22) et 0,846 (station s4

2)
Temps d’attente moyen 18,31 min (station s22) et 18,536 (station s4

2)

Dans ce premier cas, nous remarquons que :

— En changeant juste la capacité des bus de CP1
2=40, CP2

2=CP3
2=30 à CP1

2=CP2
2=CP3

2=46, nous
diminuons le temps d’attente moyen des passagers à la station s22 de 36,29 min (moyenne de
32,48 min dans toutes les stations de la ligne L2) à 18,31 min ;

— Le nombre de voyages effectués par les bus dans ce cas est plus petit que celui de la planification
initiale. En effet, les trois bus ont effectué seulement 11 voyages alors que dans la planification
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Figure III.9 – Capacité optimale dans les deux stations de correspondance (a) s22 et (b) s42

actuelle, les trois bus ont effectué 13 voyages. Ainsi, une diminution des coûts de la compagnie
de transport est observée.

Dans l’annexe B (Table B.1), nous détaillons ces résultats en donnant les différentes dates de
passage des bus au niveau de la station de correspondance ainsi que les dates d’attente, de montée
et de descente des passagers.

Scénario 1 : SA = 25 min

Dans ce cas, nous cherchons à établir un nouveau tableau de marche des bus afin de satisfaire le
critère SA = 25 min à la station de correspondance s2

2 de la ligne L2. Cela signifie que chaque passager
ne doit pas attendre plus de 25 min à cette station de correspondance. La table III.6 présente les
dates de mise en service des bus à cette station ainsi que les temps d’attente des passagers.Les dates
de mise en service des bus sont calculés à partir de l’algorithme de la figure III.1 présenté dans la
section précédente.

L’algorithme de commande développé montre qu’il faut desservir la ligne L2 avec trois bus, afin
de satisfaire les exigences souhaitées. La figure III.10 présente les temps d’attente des passagers selon
deux les scénarios : (i) planification initiale et (ii) scénario 1. Nous remarquons qu’avec le même
nombre de bus (n2 = 3), nous améliorons les temps d’attente des passagers, qui ne dépassent plus
les 25 min.

De plus, la figure III.11 montre l’influence du contrôle de la station s22 sur les temps d’attente des
passagers dans les autres stations notamment la station s3

2 et s4
2.
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Table III.6 – Scénario 1 : les dates de mise en service des bus ainsi que les dates d’arrivée et d’attente
des passagers à la station s22

k AP<s2
2> U2,j

opt DB
<s2

2,bj
2>

Ta k AP<s2
2> U2,j

opt DB
<s2

2,bj
2>

Ta

1 1,422 25 20 35,683 17,032
2 1,78 24,642 21 36,333 16,382
3 3,174 23,248 22 38,411 14,304
4 3,917 22,505 23 39,804 12,911
5 8,619 17,803 24 45,053 7,662
6 9,12 17,302 25 46,716 5,999
7 12,184 14,238 26 46,8 5,915
8 14,829 11,593 27 46,9 5,815
9 16,336 10,086 28 47,1 5,615
10 16,633 9,789 29 47,2 5,515
11 17,548 8,874 30 47,3 5,415
12 19,947 6,475 31 47,4 5,315
13 22,947 25,022(j=1) 26,422 3,475 32 47,5 5,215
14 27,715 25 33 47,522 5,193
15 27,796 24,919 34 47,6 5,115
16 30,372 22,343 35 47,8 4,915
17 32,781 19,934 36 48,9 3,815
18 32,884 19,831 37 51,336 1,379
19 34,048 18,667 38 51,531 50,115(j=2) 52,715 1,184

* Dans l’annexe B (table B.1), nous détaillons ces résultats pour plus de passagers
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Figure III.10 – Temps d’attente des passagers à la station s22 de la ligne L2 selon deux scénarios

Les résultats obtenus relatifs à ce cas sont les suivants :
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Figure III.11 – Influence du contrôle de la station s22 sur les autres stations à savoir (a) s32 et (b) s42

Nombre de bus utilisés 3 avec une capacité de 46 places
Temps d’attente max 25 min (station contrôlée s2

2) et 48,127 min (station non contrôlée s42)
Temps d’attente min 0,217 min (s22) et 0,394 (s42)
Temps d’attente moyen 13,97 min (s22) et 14,346 (s42)

Dans ce deuxième cas, nous remarquons que :

— nous avons utilisé le même nombre de bus (n2=3) que celui considéré dans le cas précédent
sans que les temps d’attente des passagers à la station s2

2 dépassent le seuil fixé à 25 min
(figure III.10) ;

— En contrôlant la station s22, l’amélioration des temps d’attente est observée également dans les
autres stations notamment s3

2 et s4
2 (figure III.11) ;

— nous avons pu construire une planification d’horaires (pour L2) meilleure que la planification
initiale en terme de temps d’attente des passagers.

Scénario 2 : SA = 15 min

Nous considérons, pour ce scénario, un seuil SA = 15 min. Il est donc difficile de satisfaire ce
critère avec le même nombre de bus que celui considéré dans le cas précédent. Pour cela, nous avons
donc utilisé 2 bus de plus (5 bus au total) sur la ligne L2 pour que tous les temps d’attente des
passagers restent inférieurs à 15 min. La figure III.12 présente la différence entre les trois scénarios
établis en terme de temps d’attente des passagers dans les stations s22 et s3

2. Pour ce deuxième scénario,
nous trouvons une nouvelle valeur de la capacité optimale : 30 au lieu de 46. Dans l’annexe B (table
B.2), nous représentons le détail de ces résultats.
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Figure III.12 – Temps d’attente des passagers à la station (a) s22 et (b) s32 selon trois scénarios

Les résultats obtenus relatifs à ce cas sont les suivants :

Nombre de bus utilisés 5 avec une capacité de 30 places (capacité optimale)

Temps d’attente max 15 min (station contrôlée s2
2) et 26,77 min (s3

2)

Temps d’attente min 0,062 min (s22) et 0,565 (s42)

Temps d’attente moyen 7,823 min (s22) et 10,4362 (s42)

Pour ce scénario, nous constatons que :

— avec l’ajout de 2 bus supplémentaires, il est possible de limiter le temps maximal d’attente dans
la station s22 à 15 min au lieu de 66,44 min (la planification initiale) ;

— avec ces 5 bus, nous avons pu construire une planification d’horaires de la ligne L2 meilleure
que la planification initiale en terme de temps d’attente des passagers dans toutes les stations
de la ligne notamment celle de correspondance ;

— cependant une augmentation des coûts pour la compagnie de transport est observée vu le
nombre de bus utilisé (5 > 3) ;

Scénario 3 : SA = 15 min et SC = 10

Nous choisissons, pour ce dernier cas, de rajouter la contrainte de capacité afin de gérer efficace-
ment le système étudié. Cette combinaison des deux critères permet de trouver un bon compromis
entre les temps d’attente des passagers et les coûts des compagnies de transport.
La table III.7 présente les dates de mise en service des bus ainsi que les dates d’arrivée et d’attente
des passagers à la station s22 selon le scénario 3 où SA = 15 min et SC = 10.
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Table III.7 – Scénario 3 : les dates de mise en service des bus ainsi que les dates d’arrivée et d’attente
des passagers à la station s22

k AP<s2
2> U2,j

opt DB
<s2

2,bj
2>

Ta k AP<s2
2> U2,j

opt DB
<s2

2,bj
2>

Ta

1 1,422 15,211 20 35,683 34,583(j=2) 35,683 0
2 1,78 14,853 21 36,333 15
3 3,174 13,459 22 38,411 12,922
4 3,917 12,716 23 39,804 11,529
5 8,619 8,014 24 45,053 6,28
6 9,12 7,513 25 46,716 4,617
7 12,184 4,449 26 46,8 4,533
8 14,829 1,804 27 46,9 4,433
9 16,336 0,297 28 47,1 4,233
10 16,633 15,533(j=1) 16,633 0 29 47,2 4,133
11 17,548 18,135 30 47,3 4,033
12 19,947 15,736 31 47,4 3,933
13 22,947 12,736 32 47,5 3,833
14 27,715 7,968 33 47,522 3,811
15 27,796 7,887 34 47,6 3,733
16 30,372 5,311 35 47,8 3,533
17 32,781 2,902 36 48,9 2,433
18 32,884 2,799 37 51,33 49,533(j=3) 51,333 0,003
19 34,048 1,635 38 51,531 21,897

* Dans l’annexe B (table B.3), nous détaillons ces résultats pour plus de passagers.

Comme mentionné précédemment (section 2.3), l’autorisation de départ d’un bus (mise en ser-
vice) n’est donnée que si (i) le nombre de passagers en attente dépasse le seuil SC et le temps d’attente
d’un passager dépasse le seuil SA ou (ii) le nombre de passagers en attente atteint SC mais aucun de
ces passagers n’a un temps d’attente plus que SA. Le premier cas (i) est observé pour les 10 premiers
passagers présenté dans la table III.7. Dans ce cas, le bus b1

2 fait son départ à t = 16,63 min après
l’arrivée du 10ème passager. Pour le deuxième cas (ii), le bus arrive à la station s22 et il trouve plus de
10 passagers en attente. Cependant, ce bus attend quelques minutes jusqu’à ce que le temps d’attente
d’un passager atteigne le seuil SA, puis commence un nouveau circuit. Ce cas est observé pour le bus
b3

2 qui transporte le 21ème,..., et le 37ème passagers à t = 51,33 min (Table III.7). En plus, si nous
ne prenons que la contrainte liée au seuil SC (sans prendre en compte la contrainte SA), le bus b3

2
fera son départ à t = 47,3 min et ne transportera que le 21ème,..., et le 30ème passagers. Ainsi, la
combinaison des deux contraintes SA et SC, dans ce scénario, optimise le nombre de bus à injecter
dans le réseau, et par conséquent diminue les coûts des compagnies de transport.
Par ailleurs, la figure III.13 présente les temps d’attente des passagers à la station s22 selon les trois
scénarios présentés précédemment. A partir de cette figure, nous remarquons, pour le troisième scé-
nario, que le nombre de passagers qui dépassent SA durant cette période est 8 passagers (parmi 100).
Ce qui fait un taux de 8%.
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Figure III.13 – Temps d’attente des passagers à la station s22 selon trois scénarios

Les résultats obtenus relatifs à ce cas sont les suivants :

Nombre de bus utilisés 5 avec une capacité de 35 places (capacité optimale)

Temps d’attente max 21,89 min (station s22)

Temps d’attente min 0,043 min (s22)

Temps d’attente moyen 8,38 min (s22)

Pour ce dernier scénario, nous constatons que :

— en utilisant seulement 3 bus de capacité 35, il est possible d’avoir un temps d’attente moyen
égal à 8,38 min au lieu de 36,23 min établit selon la planification initiale ;

— nous constatons que ces résultats sont avantageux pour la compagnie de transport ainsi que
pour les passagers.

3.4 Synthèse des résultats

Cette section est consacrée à une étude comparative entre les résultats de l’évaluation obtenus à
partir de l’état initial du réseau, ainsi que les résultats obtenus à partir de l’amélioration considérée.
Dans la table III.8, nous regroupons tous ces résultats.
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Table III.8 – Synthèse des résultats

Nombre Capacité
Temps d’attente

max (min)
Temps d’attente
moyen (min)

Scénarios de bus des bus
station

s22
ligne
L2

station
s22

ligne
L2

État actuel 3 CP1
2=40,CP2

2=CP3
2=30 67 66,443 36,23 32,484

Capacité optimale 3 CP1
2=CP2

2=CP3
2=46 37,15 47,43 18,31 20,21

SA=25min 3 CP1
2=CP2

2=CP3
2=46 25 28,11 13,97 13,22

SA=15min 5 CP1
2=CP2

2=CP3
2=30 15 19,11 7,823 7,5

SA=15min et
SC=10 3 CP1

2=CP2
2=CP3

2=35 21,89 20,77 8,38 8,436

En comparant ces résultats, la pertinence de l’approche de contrôle proposée est mise en évidence.
En effet, il est possible d’améliorer la planification d’horaires du réseau étudié. Cette amélioration
concerne la minimisation des temps d’attente des passagers ainsi que l’exploitation d’un nombre
minimum de bus sur la ligne L2. Nous remarquons à partir du tableau III.8 que :

— le scénario 2 (SA = 15 min) est le scénario le plus avantageux pour les passagers en terme des
temps d’attente. Cependant, les coûts de la compagnie de transport augmentent vu le nombre
de bus utilisé (5 bus).

— le dernier scénario (SA = 15 min et SC = 10) est le plus pertinent. En effet, les résultats
obtenus à partir de ce scénario sont beaucoup plus avantageux pour la compagnie de transport
(exploitation de trois bus de capacité 35) ainsi que pour les passagers (temps d’attente moyen
acceptable et raisonnable de 8,43 min). Par contre, le taux de passagers qui respectent SA
s’élève à 82%, ce qui engendre un temps d’attente élevé (>SA) pour 18% des passagers.

4 Conclusion

Dans ce chapitre, une nouvelle approche permettant de répondre aux exigences de qualité de
services d’un réseau de bus est proposée. Il consiste à assurer, d’une part, une meilleure gestion des
temps d’attente des passagers aux différentes stations, et d’autre part, une exploitation optimale des
ressources matérielles en termes de bus utilisés. Cette approche est basée sur une commande fondée
sur la théorie de la résiduation. Cette commande devrait respecter les contraintes liées à un seuil
de temps d’attente (SA) ainsi qu’à un seuil de la capacité (SC). Ensuite, nous avons pu évaluer les
temps de passage des bus aux différentes stations (tableaux de marche) ainsi que les temps d’attente,
de montée et de descente des passagers. L’analyse de l’influence de la capacité des bus sur le temps
d’attente des passagers est effectuée. Ensuite, et dans le but d’améliorer la planification initiale du
réseau étudié, nous avons proposé de nouveaux horaires permettant d’optimiser le nombre de bus
déployé sur le réseau. Afin de montrer la pertinence et l’efficacité de cette nouvelle approche, nous
avons étudié trois scénarios du réseaux. Une étude comparative réalisé entre la planification initiale
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et les planification obtenues des deux autres scénarios est proposée.
Dans le chapitre suivant, nous nous intéresserons à la commande des réseaux logistiques en utili-

sant l’approche de commande développée dans ce chapitre pour les STP.
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1 Introduction

Actuellement, nous vivons dans un monde complexe. Aucune industrie ne représente mieux cette
complexité que la logistique et le transport. La plupart des marchandises modernes parcourent des
milliers de kilomètres, changent de mains une demi-douzaine de fois ou plus dans des entrepôts,
avant d’atteindre leurs destinations finales. Dans ce contexte, les coûts de transport et de stockage
nécessitent une étude approfondie pour optimiser les bénéfices des entreprises. Ainsi, la gestion des
réseaux logistiques est devenue l’une des préoccupations majeures des chercheurs. Notre objectif est
de proposer des modèles formelles, basés sur les RdP colorés et l’algèbre (max, +), pour améliorer
les performances des chaînes logistiques en termes de stockage et de transport des produits.

Ce chapitre a pour but de positionner ce travail de thèse dans le vaste domaine de recherche sur les
réseaux logistiques et leur gestion. Dans un premier temps, quelques définitions de la chaîne logistique
sont présentées. Une analyse de la littérature est ensuite proposée. Compte tenu de l’analogie identifiée
entre les différents éléments d’un système de transport public et un réseau logistique, et en raison
de l’appartenance de ces deux types de systèmes à la classe de systèmes à événements discrets, nous
allons adapter les modèles que nous avons développés pour les systèmes de transport public, pour
étudier des réseaux logistiques. Ensuite, une approche de contrôle permettant d’optimiser le nombre
de véhicules déployé sur le réseau ainsi que les temps de stockage et de transport des produits est
élaborée. Un exemple illustratif est fourni pour valider l’applicabilité et l’efficacité de cette approche.

2 Préliminaires sur les chaînes logistiques

2.1 Chaine logistique

Le terme chaîne logistique vient de l’anglais Supply Chain qui signifie littéralement chaine d’ap-
provisionnement. Il existe plusieurs définitions de la chaîne logistique, nous citons :

— Christopher (1992) : La chaîne logistique peut être considérée comme le réseau d’entreprises
qui participent, en amont et en aval, aux différents processus et activités qui créent de la valeur
sous forme de produits et de services apportés au consommateur final. En d’autres termes, une
chaîne logistique est composée de plusieurs entreprises, en amont (fourniture de matières et
composants) et en aval (distribution), et du client final.

— Londe and Masters (1994) : Une chaîne logistique est un ensemble d’entreprises qui se trans-
mettent des matières. En règle générale, plusieurs acteurs indépendants participent à la fabri-
cation d’un produit et à son acheminement jusqu’à l’utilisateur final. Ainsi, producteurs de
matières premières et de composants, assembleurs, grossistes, distributeurs et transporteurs
sont tous membres de la chaîne logistique.

— Tayur et al. (1999) : Un système de sous-traitants, de producteurs, de distributeurs, de dé-
taillants et de clients entre lesquels s’échangent les flux matériels dans le sens des fournisseurs
vers les clients et des flux d’information dans les deux sens.
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— Génin (2003) : Une chaîne logistique est un réseau d’organisations ou de fonctions géographi-
quement dispersées sur plusieurs sites qui coopèrent, pour réduire les coûts et augmenter la
vitesse des processus et activités entre les fournisseurs et les clients.

— Francois (2007) : une chaîne logistique peut se définir comme la coopération de tous les parte-
naires industriels pour l’élaboration d’une famille de produits finis.

Il existe d’autres termes proches de la chaîne logistique. Parmi ces termes, nous citons (Francois
(2007)) : entreprise réseau, entreprise étendue, entreprise virtuelle, réseau d’entreprises, consortium
d’entreprises, constellations d’entreprises, etc. Néanmoins, il existe des particularités entre tous ces
termes. Pour des définitions plus précises, le lecteur peut se reporter à Hammami (2003).

2.2 Gestion de la chaîne logistique

Une chaîne logistique existe lorsqu’au moins deux entreprises travaillent sur l’achèvement d’un
produit donné. Si cette association est délibérément pilotée en vue d’en maximiser la performance,
alors on peut parler de gestion de la chaîne logistique (Supply Chain Management (SCM)) (Francois
(2007)). Plusieurs chercheurs dans ce domaine soulignent la difficulté de définir la SCM. Ci-dessous
quelques définitions de la SCM.

— Thomas and Griffin (1996) : La gestion de la chaîne logistique est la gestion des flux de mar-
chandises et d’informations à la fois dans et entre les sites tels que les points de vente, les
centres de distribution et les usines de production et d’assemblage.

— Dominguez and Lashkari (2004) : L’intérêt du Supply Chain Management (SCM) est de faciliter
les ventes en positionnant correctement les produits en bonne quantité, au bon endroit, et au
moment où il y en a besoin et enfin à un coût le plus faible possible. Le principal objectif du
SCM est d’allouer efficacement les ressources de production, de distribution, de transport et
d’information, en présence d’objectifs conflictuels, dans le but d’atteindre le niveau de service
demandé par les clients au plus bas prix.

La gestion de la chaîne logistique cherche à améliorer le réseau global. Pour cette raison, elle met
en place un certain nombre d’indicateurs de performance. Les principaux indicateurs de performance
sont :

— Approvisionnement : efficience du temps de cycle des ordres d’achat, prix des fournisseurs par
rapport aux prix du marché ;

— Production : Pourcentage de rebut, coût par heure de travail, indice de productivité des res-
sources humaines ;

— Distribution et livraison : Qualité des produits livrés, pourcentages des produits livrés à temps,
efficacité des méthodes de facturation, fiabilité des performances de livraison ;
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3 Chaines logistiques : généralités et état de l’art

Avant les années 80, l’économie prenait l’élan vers la demande. En effet, les entreprises four-
nissaient aux clients à la demande. Cette initiative était dû principalement aux coûts induits par
les stocks, lors de l’apparition du MRP (Manufactoring ressource management), management des
ressources de production. Ensuite, durant les années 80, l’intensification de la concurrence et la mon-
dialisation causées par la libération des échanges, ont poussé les producteurs à présenter à leurs clients
des produits de qualité à bas prix. Ainsi, afin d’augmenter le rendement et minimiser le temps de
production des produits, les entreprises commencent à adopter plusieurs méthodes de management
comme le JIT (just in time), qui permet de limiter et mieux contrôler les stockages des produits
tout en planifiant l’approvisionnement avec les fournisseurs (Frein, 2003 et Monateri, 2003). C’est
ainsi que les entreprises ont pris conscience de l’importance de l’implication de la relation stratégique
client-fournisseur.
En même temps, des experts de gestion logistique (Lambert and G.Enz (2017)) ont éparpillé les bases
de matériels management et de DRP (Distribution Resource Planning), dans le but de mettre en
place les fonctions transport et distribution physique de la chaine logistique. Supply chain manage-
ment (SCM) (Tan, 2001) ou la gestion de la chaine logistique ou encore la logistique intégrée est le
résultat d’intégration de la fonction distribution à la partie approvisionnement. À partir de 1990, le
SCM s’étale à tous les fournisseurs (sur plusieurs étapes) et à toutes les entités de la distribution
(entrepôts, grossistes, détaillants). Ainsi, SCM n’est plus concentrée sur une entreprise (Thierry et
Bel, 2002). Actuellement, la SCM se focalise plutôt sur les produits finis. L’idée principale derrière
cette intégration est d’étaler les bonnes coutumes de gestion au sein de tous les éléments de la chaine
afin d’en augmenter la performance (à titre d’exemple : éviter de contrôler plusieurs fois la quantité
des produits fournis, en l’occurence dans les étapes qui concernent ’entreprise-fournisseur’ et celles
qui concernent ’entreprise-client’). Un autre élément, qui est Supplier Development, intervient dans
le processus pour résoudre et surtout fluidifier l’enchainement des différentes phases, comme accour-
cir le temps de production, diminuer les couts de fabrication, etc. Plusieurs études (RO (recherche
opérationnelle), science du management, marketing, etc.) ont coopéré à l’amélioration des concepts
du SCM, comme le contrôle des stocks (réapprovisionnement des stocks, stocks multi-échelons, etc.),
l’assignation des ordres de production, la planification des taches de production et de distribution,
etc.
La maitrise des coûts générés, ainsi que le rendement au sein des entreprises ont permis d’optimiser
plus la chaine logistique. Ces travaux s’appuyaient davantage sur les organisations mono-atelier/
multi-opérations (flowshop, jobshop). Dès 1990, les études englobaient des organisations complexes
comme le flow shop hybride ou encore le jobshop avec des machines dupliquées (Botta-Genoulaz and
Millet (2005)). À l’heure actuelle, l’étude SCM peut s’étaler sur plusieurs secteurs, comme la concep-
tion de la chaine, la gestion des risques, des stocks et des transports, l’évaluation des performances,
la planification des taches, etc.

Peu importe la robustesse du réseau logistique d’un bien particulier, à un moment donné, un
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véhicule s’enlisera dans le trafic, ou une caisse sera retardée dans un entrepôt, ou un bien sera com-
plètement disparu. Avec les solutions traditionnelles de gestion de la chaîne logistique, les responsables
de la logistique n’apprennent souvent rien sur les produits retardés ou mal acheminés avant que ces
produits n’arrivent en retard - ou pas du tout - à leur destination. Ces heures se traduisent par des
pertes de productivité, des retards de production et des relations avec les clients dégradées. L’indus-
trie de la logistique a besoin d’un moyen de localiser l’emplacement des actifs en temps réel, car ils
voyagent le long des routes de transport mondiales. Si un événement négatif se produit, une interven-
tion précoce pourrait réduire considérablement les pertes en aval de la chaîne d’approvisionnement.
Mais lorsqu’il s’agit de visualiser des actifs mobiles, la technologie RFID (Radio Frequency IDentifi-
cation - radio identification) traditionnelle ne suffit pas (Abdel-Basset et al. (2018); Li et al. (2017)).
Bien que les étiquettes RFID aident à suivre les marchandises à leur arrivée à chaque destination,
elles ne donnent aucune information sur ce qui se passe entre les deux, laissant les responsables logis-
tiques dans l’ignorance quant à l’état des marchandises qu’ils doivent transporter en toute sécurité et
rapidement, à travers une chaîne logistique complexe. Grâce à l’Internet des objets (IoT), l’industrie
de la logistique et du transport dispose enfin d’une solution complète pour gérer les marchandises à
chaque étape de ses réseaux logistiques (Witkowski (2017); Abdel-Basset et al. (2018)).

Par ailleurs, le nombre de machines, de processus et de services générant et collectant de grandes
quantités de données augmente considérablement au fil du temps. Il en résulte de grandes quantités de
données qui ne peuvent être traitées avec les techniques de calcul conventionnelles. Pour découvrir des
modèles dans les énormes quantités de données et d’acquérir des connaissances précieuses sur elles,
Big Data Analytics est conçu (Witkowski (2017)). La chaîne logistique est un contributeur important
à Big Data où la diversité de l’information est grande. Les données accumulées par la Supply Chain
contiennent des informations provenant d’entités clés telles que la fabrication, la logistique et la
distribution. L’utilisation de Big Data Analytics sur une collection d’ensembles de données aussi
abondants peut cultiver une approche décisionnelle proactive pour prédire les opportunités et les
risques clés de la Supply Chain (Wang et al. (2016)).

Nous rappelons, dans la section suivante, les quatre processus principaux d’une entreprise, à savoir
l’approvisionnement, la production, la distribution et la vente.

3.1 Principaux processus d’une entreprise

Un processus opérationnel est un groupement d’activités qui définit plusieurs relations et rôles,
et qui standardise le fonctionnement ainsi que les affaires d’une entreprise dans le but d’atteindre
des objectifs fixés. Ci-dessous nous décrivons les quatre processus essentiels : L’approvisionnement,
la production, la distribution et la vente.

Le processus d’approvisionnement Il s’occupe principalement de l’approvisionnement et la li-
vraison de tous les éléments nécessaires à la fabrication. Deux étapes principales sont à appréhender.
La première étape permet de choisir les fournisseurs de l’entreprise selon plusieurs critères comme
par exemple la qualité, le prix et la capacité de production, .., etc.
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Une fois les fournisseurs sont choisis la deuxième étape intervient. Celle-ci consiste à envoyer la com-
mande aux fournisseurs en fonction de la production à réaliser. Elle permet aussi d’éprouver le bon
état, la quantité ainsi que la qualité des éléments livrés et sans oublier la date de livraison (deadline).
Ainsi cette phase d’approvisionnement présente l’interface d’échange et d’interaction avec le fournis-
seur afin de commander le nombre d’éléments nécessaires pour la fabrication.

Le processus de production Ce processus implique toutes les altérations que vont connaitre les
éléments pour réaliser les produits finis de l’entreprise.
Le but essentiel de cette phase est de bâtir les éléments indispensables tout en étant sûr de la
productivité du système. Plusieurs méthodes sont utilisées afin d’alléger le flux de produits dans
les ateliers de fabrication à travers la bonne planification des taches tout en optimisant les lots de
production.

Le processus de distribution Cette étape s’occupe de la livraison des éléments fabriqués aux
clients finals. Au cours de celle-ci plusieurs problématiques d’optimisation des réseaux de distribution
sont évoquées, à savoir :

— Les moyens de transports à utiliser ;

— La capacité de chaque moyen de transport ;

— Le nombre optimal des moyens de transports et leur organisation

— Positionnement des entrepôts et l’approche ultime pour les gérer, etc ;

Toutes ces problématiques sont traitées afin de trouver le meilleur compromis entre la qualité de
service et le cout économique.

Le processus de Vente Ce quatrième processus est traité principalement par le service com-
mercial. Celui-ci interagit directement avec le client. En effet, le service commercial peut, à titre
d’exemple, négocier les prix de vente, les délais ainsi que l’enregistrement des commandes. Il permet
de faire une étude exhaustive du marché. Ce processus a d’autres objectifs comme l’anticipation de
l’évolution des ventes envisagées en déterminant la durée de vie du produit. En outre, ce processus
gère aussi le marketing, autrement-dit, tout ce qui concerne la publicité, les promotions ainsi que
l’analyse détaillée du marché.

Nos objectifs dans cette étude se matérialisent à travers le développement de modèles qui visent à
apporter des solutions aux différents problèmes liés à la distribution et la livraison des produits et qui
permettent de décrire le comportement des réseaux logistiques étudiées et d’analyser leurs propriétés
structurelles. Pour cela nous considérons le réseau logistique comme un système à évènements discrets
(SED).
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3.2 Description d’un réseau logistique considéré comme un SED

Les réseaux logistiques peuvent être considérés comme des SED, au même titre que les systèmes
de transport public et les systèmes de production. En effet, ils sont caractérisés par un espace d’état
discret (état des véhicules, sites, etc.) et un changement d’état produit par des événements discrets
(départ/arrêt d’un véhicule, etc). Ces systèmes sont composés de ressources (machine, moyens de
transport) contribuant toutes aux mêmes objectifs (production, livraison, etc.). Leur fonctionnement
est caractérisé par différents phénomènes notamment :

— la synchronisation : un phénomène qui nécessite la disponibilité simultanée de plusieurs res-
sources ou la vérification simultanée de plusieurs conditions afin d’exécuter une tâche. Par
exemple, pour qu’un produit soit livré à un client, il faut d’une part la présence du produit, et
d’autre part la disponibilité d’un véhicule qui assure son déplacement ;

— conflit et concurrence : Ils apparaissent au moment où un utilisateur doit choisir une ressource
parmi plusieurs. Citons par exemple le cas de plusieurs produits à livrer aux clients avec moins
de véhicules. Il faudra donc choisir par quels produits/clients commencer et selon quels critères.

Compte tenu de leurs caractéristiques et leur fonctionnement, les systèmes de transport et les
réseaux logistiques ont plusieurs caractéristiques communes et plusieurs similarités (Idel Mahjoub
et al. (2019)). Dans le tableau IV.1, nous décrivons une analogie entre les éléments qui composent
ces deux types de SED.

Compte tenu de cette analogie identifiée entre les différents éléments d’un système de transport
public et un réseau logistique, nous allons adapter les modèles développés pour les systèmes de
transport public afin d’étudier les réseaux logistiques.

4 Description d’un réseau logistique

Cette section est consacrée à la description d’un réseau logistique. Ce réseau est composé de
fournisseurs, d’entrepôts et de clients comme l’illustre la figure IV.1. Il est composé de plusieurs
tournées, dénotées Pl (l>0), liant les fournisseurs, les centres de distributions et les clients. En fait,
un tournée Pl est définie par son premier fournisseur et son client final (désignés respectivement
par s1

l et spl
l ), passant par différents sites à savoir les entrepôts et les fournisseurs intermédiaires

(s2l ,...,s
pl−1
l ). Deux exemples de tournées sont fournis à la figure IV.1 : une tournée Pl est illustrée

par des flèches rouges, reliant le fournisseur s1l au client spl
l , et une autre tournée Pl+1 est illustrée

par des flèches bleues reliant le fournisseur s1l+1 au client spl+1
l+1 . Une flotte de véhicules bj

l (constituée
de nl véhicules) assurent l’acheminement des marchandises sur chaque tournée Pl du réseau. Chaque
véhicule bj

l (1≤j≤nl) de la tournée Pl est caractérisé par sa capacité finie CPj
l qui représente sa

charge maximale.
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Table IV.1 – Analogie entre un réseau logistique et un système de transport public

Composants Réseau logistique Système de transport public

Ressources

machines, moyens de transport (ca-
mion, train), ressources humaines
(exploitants, conducteurs, agents lo-
gistiques), centres de distribution,
entrepôts

moyens de transport (bus, train,
métro), infrastructure, ressources
humaines (exploitants, régulateurs,
conducteurs).

Tâches

transport des produits (peut être
synonyme de lot ou palette, etc.),
chargement / déchargement de mar-
chandises

transport, monter et descente des
passagers

Événements

déclenchement d’un événement tels
que départ/arrivée d’un véhicule
transportant les marchandises, dé-
but de chargement / déchargement
de marchandises

départ d’un véhicule d’un arrêt, son
arrivée à un arrêt, dépôt de passa-
gers, échange de passagers.

États

disponibilité d’un produit ou d’un
véhicule, attente d’un produit dans
un centre de distribution, véhicule
en déplacement/arrêt

attente d’un véhicule à un arrêt, vé-
hicule en déplacement, attente d’un
passager.

Prise de dé-
cision

affecter un véhicule à une tournée,
transporter une marchandise par un
véhicule, renforcer le service de li-
vraison au sein d’un centre de distri-
bution, modifier les données du ré-
seau (transporter un produit dû à
une demande imminente)

affecter un véhicule à une ligne, faire
varier la fréquence de passage des
véhicules d’une ligne

Les temps de déplacement entre chaque couple de sites successifs du réseau sont notés Tdsi
l

bl

(1≤i≤pl et bl ∈ C l
2), avec Td

s1
l

bl
(resp. Tds2

l
bl
,..,Tds

pl
l

bl
) représente le temps de déplacement entre s1

l (resp.

s2l ,..,s
pl
l ) et s2l (resp. s3

l ,..,s1l ). Ta
si

l
bl
représente les temps d’arrêt de chaque véhicule aux différents sites,

ainsi Tas1
l

bl
(resp. Tas2

l
bl
,..,Tas

pl
l

bl
) représente le temps d’arrêt des véhicules au site s1l (resp. s2l ,..,s

pl
l ), qui

est supposé suffisant au temps nécessaire pour charger/décharger un nombre de produits en attente
inférieur au égal à la capacité des véhicules. De plus, nous supposons que les commandes des clients
sont générées aléatoirement et que la destination de chaque produit est connue d’avance. L’objectif
est d’évaluer les différents temps de transport et de livraison des marchandises sur chaque tournée
du réseau. Par exemple, et sur la base du réseau fourni présenté dans la Figure IV.1, pour envoyer
un produit du fournisseur s1

l au client spl+1
l+1 , il sera chargé et transporté par un véhicule empruntant

la tournée Pl jusqu’au centre distribution commun entre les tournées Pl et Pl+1 pour être finalement
transporté à partir de ce centre et livré au client destinataire (client spl+1

l+1 ) par un véhicule de la
tournée Pl+1.
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Figure IV.1 – réseau logistique étudié

Nous supposons que les véhicules quittent les sites juste après le chargement/déchargement des
produits. Par conséquent, le temps d’attente Tasi

l
bl

des véhicules à une station si
l est variable. Par

ailleurs, l’injection (ou la mise en service) des véhicules pour transporter les marchandises, peut se
faire à n’importe quel site si

l i ∈ {1, .., pl − 1} de la tournée Pl. Cette injection se fait généralement
au niveau du premier fournisseur s1

l .

5 Modélisation du réseau logistique

Compte tenu de l’analogie établie entre les systèmes de transport public et les réseaux logistiques,
nous adoptons, pour ces derniers, les mêmes modèles graphiques et mathématiques, développés dans
le chapitre II, pour les systèmes de transport. Ainsi, et afin d’éviter les redondances, nous écourtons
cette section de modélisation. En effet, nous nous limitons au développement et à l’analyse des ré-
sultats obtenus à partir des modèles RdP colorés et des modèles (max, +) linéaires non stationnaires
développés dans le chapitre II et appliqués au réseau logistique étudié. Dans ce qui suit, nous expose-
rons, la façon dont les modèles graphiques et mathématiques sont adaptés, ainsi que les paramètres
utilisés pour la modélisation, l’évaluation et la commande du réseau logistique.

5.1 Modèle RdP coloré du réseau logistique

Le modèle RdP coloré décrivant le réseau logistique est similaire au modèle de la figure II.13
(chapitre II). Dans ce nouveau modèle graphique, les notations et les significations des paramètres
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(transition, places, temporisations) sont changées et adaptées selon les éléments du réseau logistique.
Ainsi, nous utilisons les notations suivantes.

Transitions
U Mise en service des véhicules
AV Arrivée des véhicules aux différents sites
DV Départ des véhicules
AD Arrivée des commandes clients
CP Chargement des produits
D Arrivée et déchargement des produits auprès des clients
DC Arrivée et déchargement des produits dans les centres de distribution
Places
OA Autorisation pour les véhicules pour débuter ou continuer leurs déplacements
Va Attente des véhicules dans les différents sites
Vd Déplacement des véhicules entre les différents sites
Da Produits en attente de chargement
OCD Autorisation du chargement/déchargement des produits
PaB Produits chargés à bord des véhicules
Vc Capacité des véhicules
Temporisations
Tasi

l
bl

Temps d’attente des véhicules

Tdsi
l

bl
Temps de déplacement des véhicules entre sites

δ Temps nécessaire pour un produit pour charger ou décharger un produit

Comme pour le modèle de la figure II.13, le modèle RdP coloré du réseau logistique (figure IV.2)
est composé de trois principaux sous-modèles : (i) tournées des véhicules (ii) arrivée des commandes
et chargement des produits (iii) transport et déchargement des produits. Dans ce qui suit, nous
interprétons ces trois sous-modèles.
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1. Circuit des véhicules

3. Déchargement des produits

2. Arrivée des demandes et chargement des produits
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Les domaines de couleur
C l

1 = {s1
l , ..., s

pl
l } est l’ensemble des sites de la tournée Pl,

C l
2 = {b1l , ..., b

nl
l } est l’ensemble des véhicules de la tournée Pl,

C l
3 = C l

1 × C l
2,

C l
4 = C l

1 × C l
2 × C7 avec C7 = {B,D},

C l
5 = C l

1 × C l
2 × C8 avec C8 = {T, F},

C l
6 = (b1

l )CP 1
l ∪ ...∪ (bnl

l )CP
nl
l

∀x ∈ {1, .., 6}, Cx =
⋃

l∈N C l
x

Les variables du modèle
l, l′ ∈ N avec N={1, .., L} (L est le nombre de tournées du réseau), sl, dl ∈ C l

1, cor ∈ C8 et bl ∈ C l
2

Les fonctions du modèle ∀l ∈ N, ∀i ∈ {1, .., pl}, ∀j ∈ {1, .., nl}

F1(si
l,b

j
l ) =

pl∑
k=i

<sk
l ,b

j
l >

F2(si
l,b

j
l ) = <si

l,b
j
l ,B> +<si

l,b
j
l ,D>

F3 est la fonction successeur.
Si i 6= pl, F3(si

l,b
j
l ) = <si+1

l ,bj
l > sinon <s1l ,b

j
l >

Figure IV.2 – Modèle RdP coloré du réseau logistique

5.2 Interprétation du modèle graphique

5.2.1 Circuit des véhicules

Chaque véhicule bl (bl ∈ C l
2) de chaque tournée Pl est initialement à un site donné si

l (souvent
c’est le premier fournisseur s1

l ). La transition U modélise la mise en service des véhicules dans ce
site pour le transport et la livraison de certains produits en fonction de la demande des clients
(fournisseurs intermédiaires ou clients finaux). En effet, lorsque la mise en service est donnée au
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véhicule bj
l dans le site si

l, la transition U est franchie immédiatement et met simultanément pl− i+1

jetons (
pl∑

k=i
<sk

l ,b
j
l >) dans la place OA. Ces jetons permettront au véhicule bj

l de poursuivre sa

tournée afin de desservir les prochains sites (par le tir de la transition en situation de synchronisation
AV). Un véhicule bj

l commence sa tournée après le tir de la transition AV par <si
l, b

j
l >. Le tir de cette

transition met simultanément un jeton <si
l, b

j
l > dans la place Va qui modélise le véhicule en attente,

et deux autres jetons (générés par la fonction F2) dans la place OCD qui modélise l’autorisation pour
le chargement et/ou déchargement des produits. Nous rappelons que chaque véhicule bl doit attendre
un temps d’attente variable Tasi

l
bl
, afin que les produits commandés puissent être chargés (en tirant

CP) ou déchargés (en tirant DC ou D). Finalement, le véhicule quitte le site si
l en tirant DV et se

déplace vers le prochain site si+1
l . Le franchissement de la transition DV met un jeton <si+1

l , bj
l >

(exécuté par la fonction successeur F3) dans la place Vd. Le même mode de fonctionnement est
effectué pour les sites suivants.

5.2.2 Arrivée des commandes et chargement des produits

La commande d’un client est générée aléatoirement. Elle peut donc être modélisée par une tran-
sition stochastique (AD). Le tir de AD par < si

l > met un jeton de couleur < si
l > dans la place Da

ce qui signifie qu’un client vient de commander un produit auprès du fournisseur si
l de la tournée Pl.

Les produits en attente (jetons dans la place Da) dans ce site sont chargés dans un véhicule bj
l (en

tirant la transition CP) lorsque ce véhicule arrive à ce site (modélisé par un jeton < si
l, b

j
l ,B> dans

la place OCD) avec un ensemble suffisant d’emplacements libres à bord (existence de jetons < bj
l >

dans Vc). Par ailleurs, dans les centres de distribution ou entrepôts, les produits peuvent être déposés
par des véhicules desservant autres tournées en tirant la transition DC (Figure IV.2) et en ajoutant
< sl′ > à la place Da.

5.2.3 Transport et déchargement des produits

Chaque produit a sa propre destination modélisée par la couleur dl. En effet, quand un produit
est chargé dans un véhicule bj

l (en tirant la transition CP), un jeton < di
l, b

j
l , cor > est ajouté à la

place PaB qui modélise les produits à bord du véhicule. En fait, la variable cor indique si le produit
sera déchargé dans un entrepôt (cor = T ) ou non (cor = F ). La transition D sera tirée quand un
produit à bord (modélisé par < si

l, b
j
l , F >) arrive au site si

l (existence d’un jeton < si
l, b

j
l , D > dans

la place OCD). Cependant, un produit, dont la destination est un site de la tournée Pl′ (l′ 6= l),
est destiné à un entrepôt pour être rechargé sur un autre véhicule et livré pour un client final. Le
déchargement des produits dans les entrepôts se fait en tirant la transition DC. Ensuite, ces produits
doivent attendre un véhicule de la tournée Pl′ pour continuer leur trajet (en ajoutant < si

l′ > dans
Da). Enfin, les produits libèrent leurs emplacements (en ajoutant < bj

l > dans Vc) après leurs dé-
chargement du véhicule bj

l (en tirant D ou DC).

Le modèle RdP coloré proposé présente trois avantages principaux. Tout d’abord, le modèle décrit
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explicitement l’état des véhicules (déplacement, nombre de produits à bord, emplacement libre à bord,
etc.) puis l’état des sites (nombre de produits à transporter, à charger/décharger, etc). Enfin, l’arrivée
des demandes des clients, le chargement/déchargement des produits et la capacité finie des véhicules
sont également représentés.

En suivant la même démarche de modélisation analytique donnée dans le chapitre II, les mo-
dèles (max, +) linéaires non stationnaires décrivant les comportements des composantes du réseau
logistique de la figure IV.1 sont identiques aux modèles décrits par :

— Le système d’équations II.31 pour les tournées de véhicules,

— Le système d’équations II.32 pour le chargement des produits,

— Le système d’équations II.33 pour le déchargement des produits.

Les nouveaux modèles (max, +) obtenus tiennent compte évidemment des nouvelle notations et
données du réseau logistique.

6 Contrôle du réseau logistique

6.1 Objectifs

Dans le domaine de la logistique, la planification des horaires et des tournées de véhicules joue un
rôle important car elle influence la gestion et les coûts des exploitants. Le problème abordé dans cette
section concerne la planification des différents horaires de transport et de livraison des marchandises.
Notre objectif est d’optimiser les ressources utilisées en termes de nombre de véhicules déployés
sur le réseau de telle sorte à maintenir le temps de stockage des produits dans les différents sites
(particulièrement les entrepôts ou centres de distribution), inférieur à un seuil pré-défini notée SS.
Le but est donc de déterminer les dates de mise en service des différents véhicules bl

j afin d’assurer
un temps de stockage des produits inférieur à SS. Le paramètre SS représente le seuil de tolérance
du temps de stockage des produits.

6.2 Stratégie de commande adoptée

La stratégie de commande adoptée ici est similaire à celle développée pour les systèmes de trans-
port public. Elle est basée sur la méthode de contrôle en juste-à-temps (basée sur théorie de la
résiduation) pour satisfaire les objectifs susmentionnés.
Selon la théorie de la résiduation, l’expression de la commande optimale est identique à celle donnée
par l’équation III.5 dans la section 2 du chapitre 3. Cette commande représente les dates auxquelles
il faut mettre en service les véhicules de leurs sites de départ pour que leurs arrivées aux sites de
destination aient lieu aux dates spécifiées par les clients.

Un algorithme similaire à celui de la figure III.1 est proposé afin d’améliorer les performances
du réseau logistique (voir section 2 du chapitre III). Par ailleurs, comme dans le cas du système de
transport public étudié, nous rajoutons une nouvelle contrainte SC liée à la capacité des véhicules.
Plus précisément, le départ d’une tournée est autorisé seulement si le nombre de produits à livrer
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dépasse le seuil SC.
Pour bien contrôler le réseau étudié, la prise en compte des deux contraintes SS et SC est considéré
afin de trouver un meilleur compromis entre les temps stockage des produits et les coûts de stockage.
Plus précisément, nous considérons que l’injection d’un véhicule n’est faite que lorsque (i) le nombre
de produits en stockage dans un entrepôt sv

l est supérieur ou égal à SC et (ii) le temps de stockage
d’au moins un produit est supérieur à SS.

Dans cette section nous n’avons considéré qu’un seul critère qui influence les temps de stockage
des produits : le nombre de véhicules à déployer dans le réseau. Par contre, comme nous l’avons
déjà fait pour les STP, il est possible de considérer la capacité limitée de véhicules comme critère
impactant les temps de stockage des marchandises dans les centres de distribution. En outre, dans
certaines périodes, il se peut qu’une marchandise en attente ne sera pas transportée par le premier
véhicule arrivant au fournisseur vu que ce dernier ne possède pas de places vides. Il s’agit ici du
problème de saturation des véhicules.
Le paramètre "capacité optimale" peut donc être calculé afin de bien choisir le type de véhicule à
utiliser pour transporter les produits concernés. Cette politique permet (comme pour les STP) de
minimiser à la fois les temps de stockage et les coûts de stockage.

7 Exemple numérique d’application

Comme mentionné précédemment, l’approche proposée peut s’appliquer aux réseaux de grandes
tailles avec beaucoup de fournisseurs, entrepôts et clients. Toutefois, afin de simplifier l’approche,
nous nous limitons à un réseau simple afin de montrer l’applicabilité de l’approche développée. Plus
précisément, nous présentons un réseau logistique composé de deux tournée P1 et P2. Chaque tournée
Pl (l=1,2) est composée de trois sites s1

l (premier fournisseur), s2l (centre de distribution) et s3
l (client

final) (voir figure IV.3). Chaque tournée Pl est desservie par nl (table IV.3) véhicules (de capacité
finie) qui se trouvent initialement dans leur site de départ (ou dans un dépôt). Dans un premier
temps, nous supposons que les sites de départ des véhicules sont les premiers fournisseurs s1l .

Table IV.3 – Données numériques du réseau considéré

Tournée du
réseau

Nombre de
véhicules Capacité des véhicules Nombre de sites

P1 n1=1 CP1
1=30 p1=3

P2 n2=2 CP1
2=CP2

2=40 p2=3

Nous supposons que le temps de chargement/déchargement d’un produit est égal à 0,1 min (δ
= 0,1 min). La figure IV.3 présente les intervalles de temps de déplacement (resp. d’attente) des
véhicules entre les sites (resp. au sein des sites). Par ailleurs, l’arrivée aléatoire des commandes des
clients est donnée par une loi de distribution aléatoire. Dans cet exemple, l’arrivée des commandes
est donnée par la commande "grand" (Scilab) qui génère des nombres aléatoires selon une loi de
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[60, 80]

[90, 100]
[30, 35]

[20, 30]

[0, 4]

[0, 5]

[0, 5]

[0, 4]

[0, 5]

Figure IV.3 – Réseau logistique étudié

distribution.

Pour étudier cet exemple d’application, nous procédons de la manière suivante :

— Dans un premier temps, nous évaluons les performances du réseau actuel. Il s’agit plus préci-
sément d’évaluer les temps des tournées des véhicules (déplacements entre sites) ainsi que les
temps de stockage des produits dans l’entrepôt.

— Ensuite, nous commandons le système afin d’améliorer ses performances. L’objectif est de res-
pecter les contraintes imposées dans l’entrepôt en termes de temps de stockage des produits.

7.1 Évaluation de performances du réseau actuel

Nous supposons que les véhicules commencent leurs tournées à 7h00min du matin (prise comme
référence du temps : t = 0). La table IV.4 présente la planification initiale du réseau logistique ; les
dates d’autorisation de départ des véhicules. Par exemple, pour la tournée P1 (resp. P2), le départ
des véhicules se fait toutes les 180 min (resp. 240 min) ; nous parlons ici de la fréquence de passage
périodique des véhicules.

Table IV.4 – Planification initiale : dates de départ des véhicules (dates de franchissement de U)

k < b1
1 > < b1

2 > < b2
2 >

1 0 0 100
2 180 240 340
3 360 480 580
4 540 720 820
.. .. .. ..
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7.1.1 Évaluation des dates de passage des véhicules aux différents sites

Les dates de passage des véhicules sont évaluées à partir de l’équation II.31 (chapitre II, p.73).
Par exemple, les dates des quatre premiers passages du véhicule b1

1 déservant les sites de la tournée
P1 sont données par :

X1,1(1)=



0
0, 1
67, 1
68, 8
95, 8
98, 7


, X1,1(2)=



188, 7
191, 8
269, 8
272
294

297, 1


, X1,1(3)=



387.1
390, 2
453, 2
455, 1
475, 1
478, 2


, X1,1(4)=



568, 2
571, 3
637, 3
639, 4
661, 4
664, 5


.

Avec Xl,j(k) représente les dates de passage du véhicule bj
l aux différents sites.

Les dates de passage des véhicules dépendent essentiellement des données du réseaux (représentées
dans les matrices caractéristiques non stationnaires (Al,j(k) et Bl,j(k)) du modèle (max, +) décrivant
le système ainsi que son vecteur d’entrée Ul,j(k) (donnée dans la table IV.4). En outre, le caractère
non stationnaire de ces matrices est dû au fait que les temps d’arrêt et de déplacement des véhicules
sont variables. Par exemple, les temps d’attente du premier véhicule, de la tournée P1, aux différents
sites sont donnés par :

Site s1
1 Ta1

1,1(1) = max(0×δ ;0×δ) = 0 min
Ta1

1,1(2) = max(30×δ ;0×δ) = 3 min
Site s2

1 Ta1
2,1(1) = max(16×0,1 ;0×0,1) = 1,6 min

Ta1
2,1(2) = max(21×0,1 ;21×0,1) = 2,1 min

Site s3
1 Ta1

3,1(1) = max(28×0,1 ;16×0,1) = 2,8 min
Ta1

3,1(2) = max(30×0,1 ;30×0,1) = 3 min

En effet, le vecteur X1,1(1) peut être justifié comme suit : le véhicule b1
1 commence son circuit à t

= 0 min et il n’a trouvé aucun produit commandé. Ainsi, son départ depuis le fournisseur de départ
est 0,1 min. Après 1h07min de déplacement (valeur attribuée aléatoirement pour le déplacement entre
s11 et s2

1 (voir figure IV.3)), ce véhicule arrive à l’entrepôt s21 à t = 67,1 min. Il trouve 16 produits
stockés (table IV.6) et en attente pour être transportés et livrés à un client. Alors, le temps d’arrêt
du véhicule (pour le chargement des 16 produits) est de 16×δ = 16×0,1 = 1,6 min. Le véhicule fait
donc son départ à t = 67,1+1,6+0,1 min = 68,8 min et se dirige vers le client.
Il est à noter que la planification initialement prévue pour les véhicules pourra être modifiée vu les
temps d’arrêt et de déplacement variables des véhicules. Par exemple, le véhicule de la 1ère tournée
P1 (dans son 2ème passage) commence son circuit à 188,7 min au lieu de 180 min (date planifiée).
Ceci engendre donc des retards de livraison.
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7.1.2 Évaluation des temps de stockage, de chargement et de déchargement des pro-
duits

Nous nous intéressons dans cette partie à l’évaluation des performances du réseau logistique
étudié. Plus précisément, nous évaluons les temps de stockage, de chargement et de déchargement
des produits.

La table IV.5 présente les temps de stockage, de chargement et de déchargement des produits au
niveau du premier fournisseur s11 pour la période du 7h à 8h50.
L’autorisation de départ du premier véhicule est donnée à t = 0 min. Ce véhicule quitte le site
du fournisseur à t=0,1 min car il ne trouve aucun produit à délivrer. Les 30 premiers produits
(vu que CP1

1 = 30) seront transportés par le véhicule dans sa deuxième tournée. Ainsi, les dates
de chargement de ces produits (7ème colonne de la table IV.5) seront 188,8 min,..., 191,7 min. Le
véhicule quittera donc ce site à t = 191,8 min (6ème colonne de la table IV.5). Les autres produits
(31ème,etc.) attendront l’arrivée du véhicule b1

1 pour les transporter.

7.2 Influence de la capacité finie des véhicules sur les temps de stockage et de
livraison des produits

Afin de mettre en évidence l’influence de la capacité finie des véhicules sur les temps de stockage
et de livraison des produits, nous considérons dans la figure IV.4, deux scénarios de véhicule b1

1 avec
des capacités différentes : (i) scénario 1 (en bleu) : CP1

1= 30, (b) scénario 2 (en vert) : CP1
1= 20.
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Figure IV.4 – Influence de la capacité sur les temps de stockage et de livraison des marchandises

Comme pour le cas des STP, dans cette figure, nous remarquons naturellement que le temps de
stockage des produits augmente lorsque nous diminuons la capacité des véhicules. Par exemple, dans
le premier scénario, le temps de stockage du 34ème produit atteint 96,89 min. Par contre, pour le
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Table IV.5 – Résultats d’évaluation obtenus en considérant les données initiales du réseau : temps
de stockage, de chargement et de déchargement des produits au site du fournisseur de départ de la
tournée P1

k AD<s1
1> d1

j
(bj

1) β1
1,j DV

<s1
1,bj

1>
CP

<s1
1,bj

1,B>
Ts D/DC

1 12,171 203 1 2 191,8 188,8 179,629 269,8
2 14,258 103 1 2 191,8 188,9 177,542 294
3 16,591 203 1 2 191,8 189 175,209 269,9
4 16,74 203 1 2 191,8 189,1 175,06 270
5 20,033 103 1 2 191,8 189,2 171,767 294,1
6 22,687 203 1 2 191,8 189,3 169,113 270,1
7 26,772 102 1 2 191,8 189,4 165,028 270,2
8 28,111 203 1 2 191,8 189,5 163,689 270,3
9 28,668 102 1 2 191,8 189,6 163,132 270,4
10 29,118 102 1 2 191,8 189,7 162,682 270,5
11 29,992 103 1 2 191,8 189,8 161,808 294,2
12 30,382 102 1 2 191,8 189,9 161,418 270,6
13 33,166 103 1 2 191,8 190 158,634 294,3
14 38,887 203 1 2 191,8 190,1 152,913 270,7
15 44,487 102 1 2 191,8 190,2 147,313 270,8
16 52,168 102 1 2 191,8 190,3 139,632 270,9
17 59,372 203 1 2 191,8 190,4 132,428 271
18 61,393 102 1 2 191,8 190,5 130,407 271,1
19 63,109 203 1 2 191,8 190,6 128,691 271,2
20 65,453 103 1 2 191,8 190,7 126,347 294,4
21 75,382 103 1 2 191,8 190,8 116,418 294,5
22 76,707 103 1 2 191,8 190,9 115,093 294,6
23 81,327 102 1 2 191,8 191 110,473 271,3
24 82,059 102 1 2 191,8 191,1 109,741 271,4
25 90,668 103 1 2 191,8 191,2 101,132 294,7
26 93,064 203 1 2 191,8 191,3 98,736 271,5
27 96,091 203 1 2 191,8 191,4 95,709 271,6
28 98,074 102 1 2 191,8 191,5 93,726 271,7
29 103,684 103 1 2 191,8 191,6 88,116 294,8
30 109,902 102 1 2 191,8 191,7 81,898 271,8
31 110,506 203 1 3 390,2 387,2 279,694 453,2

* k (première colonne) représente le kème produit commandé du fournisseur de départ s1
1.

* dl étant le client qui a commandé le produit. Il est représenté dans la suite de cette étude
par l×100+i (au lieu de si

l) pour des raisons de simplificatrice. Par exemple, la client s31 est
représentée par 103.

* β1
1,j représente la tournée du véhicule bj

1.
* Ts représente les temps de stockage des produits.
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Table IV.6 – Résultats d’évaluation obtenus en considérant les données initiales du réseau : temps
de stockage, de chargement et de déchargement des produits à l’entrepôt (P1)

k AD<s2
1> d1

j
(bj

1) β1
2,j DV

<s2
1,bj

1>
CP

<s2
1,bj

1,B>
Ts D/DC

1 1,022 103 1 1 68,8 67,2 67,778 95,8
2 4,77 103 1 1 68,8 67,3 64,03 95,9
3 14,599 103 1 1 68,8 67,4 54,201 96
4 21,426 103 1 1 68,8 67,5 47,374 96,1
5 29,99 103 1 1 68,8 67,6 38,81 96,2
6 30,079 103 1 1 68,8 67,7 38,721 96,3
7 32,451 103 1 1 68,8 67,8 36,349 96,4
8 34,913 103 1 1 68,8 67,9 33,887 96,5
9 36,204 103 1 1 68,8 68 32,596 96,6
10 36,949 103 1 1 68,8 68,1 31,851 96,7
11 49,899 103 1 1 68,8 68,2 18,901 96,8
12 50,87 103 1 1 68,8 68,3 17,93 96,9
13 52,694 103 1 1 68,8 68,4 16,106 97
14 53,3 103 1 1 68,8 68,5 15,5 97,1
15 56,471 103 1 1 68,8 68,6 12,329 97,2
16 57,438 103 1 1 68,8 68,7 11,362 97,3
17 72,486 103 1 2 272 269,9 199,514 294,9
18 97,459 103 1 2 272 270 174,541 295
19 112,229 103 1 2 272 270,1 159,771 295,1
20 120,878 103 1 2 272 270,2 151,122 295,2
21 125,969 103 1 2 272 270,3 146,031 295,3
22 126,098 103 1 2 272 270,4 145,902 295,4
23 128,331 103 1 2 272 270,5 143,669 295,5
24 129,852 103 1 2 272 270,6 142,148 295,6
25 156,552 103 1 2 272 270,7 115,448 295,7
26 159,999 103 1 2 272 270,8 112,001 295,8
27 161,16 103 1 2 272 270,9 110,84 295,9

scénario 2, une augmentation est observée (274,99 min au lieu de 96,89 min).
Ainsi, afin d’éliminer l’influence de la capacité sur le temps de stockage des produits, la compagnie de
logistique devrait soit choisir des véhicules avec des capacités plus élevées, soit augmenter le nombre
de véhicules circulant sur le réseau (phase de contrôle et de commande).

7.3 Optimisation des temps de transport et de stockage des produits

Dans cette partie, nous nous intéressons à l’optimisation des temps de transport et de stockage
des produits. Nous cherchons à améliorer les horaires de la tournée P1 afin d’optimiser le nombre de
véhicules déployés sur le réseau de telle sorte que les temps de stockage des produits restent inférieurs
à un seuil donné. Pour ce faire, nous appliquons la stratégie de commande présentée dans la section
2 du chapitre III pour déterminer la nouvelle planification de cette tournée. Nous considérons, dans
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cette section, deux scénarios : (i) scénario 1 : SS = 200 min et scénario 2 : SS = 100 min.

0 20 40 60 80
kème produit

0

100

200

300

400

500

600
T
e
m

p
s 

d
e
 s

to
ck

a
g
e
 (

m
in

)
Temps de stockage des produits suivant la planification initiale
Temps de stockage des produits suivant le scénario 1: SS = 200 min
Temps de stockage des produits suivant le scénario 2: SS = 100 min

n1 = 1

n1 = 2

n1 = 3

Figure IV.5 – Temps de stockage des produits au centre de distribution selon trois scénarios

La figure IV.5 présente les temps de stockage des produits selon trois scénarios : (i) planification
initiale, (ii) scénario 1 (SS = 200 min) et (ii) scénario 2 (SS = 100 min). Nous remarquons qu’en
ajoutant un seul véhicule avec une capacité suffisante, nous pouvons respecter la contrainte de SS =
200 min. Par contre, il est impossible de satisfaire le critère de SS = 100 min avec le même nombre
de bus que celui considéré dans le cas précédent. Ainsi, le nombre de véhicules optimal, dans ce cas,
est de 3 véhicules.
Le scénario 2 (SS = 100 min) est le scénario le plus avantageux pour les clients en terme de temps de
livraison ainsi que pour la compagnie de logistique (exploitation de trois véhicules avec des capacités
suffisantes).
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8 Conclusion

Ce chapitre présente une approche de modélisation basée sur les RdP colorés et l’algèbre (max,+)
pour évaluer et améliorer les performances d’un réseau logistique. Il s’agit plus précisément du trans-
port et de livraison des marchandises dans un réseau logistique. Les modèles proposés sont en mesure
de fournir une représentation formelle suffisamment précise et valide du réseau logistique étudié. Dans
un premier temps, quelques généralités sur les réseaux logistiques sont présentées. Ensuite, les mo-
dèles développés pour les systèmes de transport public ont été adaptés et appliqués aux réseaux
logistiques. L’objectif est d’évaluer les dates de passage des véhicules aux différents sites et entrepôts
ainsi que les dates de chargement/déchargement des produits commandés. L’influence de la capacité
limitée des véhicules est également étudiée afin de montrer les effets de cette contrainte sur les dé-
lais de livraison des produits. Ensuite, une approche de contrôle pour améliorer les performances du
réseau étudié est proposée. L’objectif étant la minimisation du nombre de véhicules déployer sur le
réseau. Un exemple illustratif est fourni pour valider l’approche proposée.
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1 Introduction

Dans la littérature, il existe plusieurs outils logiciels permettant la modélisation, l’analyse et la
commande des SED. Nous citons à titre d’exemple :

— TINA (Berthomieu et al. (2004)),

— Supremica (Akesson et al. (2006)),

— DESUMA (Ricker et al. (2006)),

— CPNtools (Jensen et al. (2007)),

— Romeo (Lime et al. (2009)),

— SEDMA (Pichard et al. (2017)),

— ...

Nous pouvons diviser ces outils en deux catégories : (i) des outils dédiés à un seul formalisme
(par exemple : CPNtools pour les RdP, plus particulièrement les RdP colorés), et (ii) des outils pour
la manipulation et l’apprentissage de plusieurs formalismes des SED (par exemple : SEDMA pour
les automates à états finis, les réseaux de Petri interprétés et les contraintes logiques). Néanmoins,
il n’existe pas suffisamment d’outils qui traitent en particulier les sous classes de SED à savoir les
systèmes de transport public et les réseaux logistiques en exploitant les formalismes utilisés dans le
domaine de SED (RdP, automates, (max, +), etc.). En plus, nous avons constaté une vraie pénurie
d’outils qui proposent à la fois la modélisation, l’évaluation de performances et la commande de ces
systèmes.

Pour toutes ces raisons, nous avons pris l’initiative de développer un outil logiciel basé sur un en-
vironnement simple et intuitif (figure V.1) pour la modélisation, l’analyse ainsi que la commande des
systèmes de transport public et les réseaux logistiques. Cet outil permet également la manipulation
de plusieurs formalismes autour des SED. Dans sa version actuelle, il est possible de travailler avec
les réseaux de Petri (non colorés) et l’algèbre (max, +).

Il est important de noter que les calculs effectués par le logiciel sont basés intégralement sur les
résultats théoriques présentés dans les chapitres précédents. La partie de cet outil dédiée aux calculs
dans l’algèbre (max, +) est basée sur une bibliothèque présentée par Lahaye (2017) (maxpluspy).
Par ailleurs, le logiciel a été développé avec le langage de programmation Python.

2 Interface graphique

Comme le montre la figure V.1, l’interface utilisateur élaborée (ou développée) est simple et
intuitive. Elle propose un ensemble de menus, une zone de saisie des modèles et une interface pour
l’affichage des informations de type : figures, fichiers textes, documents Excel, etc. L’interface est
disponible actuellement en anglais. Une version française est en cours de développement.

La barre des menus présente les fonctionnalités suivantes :
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Figure V.1 – Interface graphique de l’outil logiciel développé

— File, comme sur la majorité des logiciels, il sert à la création, la sauvegarde ou l’ouverture de
fichiers, copier/couper/coller ou annuler ;

— Transportation, ce menu permet de créer, éditer, afficher, évaluer les performances (en termes
de tableaux de marche des entités de transport, temps d’attente, de montée et de descente
des passagers, etc.) et commander un système de transport public (par la mise en service de
nouvelles entités de transport pour respecter certaines contraintes de fonctionnement).

— Petri nets, ce menu regroupe les fonctionnalités les RdP (créer, afficher, etc.). Une traduction
de ces RdP en équation (max, +) est aussi proposée.

— Help, permet d’accéder à différentes options du logiciel (une interface de remarques, à propos
du logiciel, etc.) ;

Dans la prochaine section, nous détaillerons les principales fonctionnalités de cet outil.
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3 Présentation des principales fonctionnalités

L’objectif de ce logiciel est l’étude complète et exhaustive d’un système de transport public ou un
réseau logistique. Cette étude se fait en trois phases principales : (i) saisie des données et génération
du réseau (ii) évaluation de ses performances et enfin (iii) commande du réseau (afin d’améliorer ses
performances).

3.1 Saisie des données et génération du réseau

3.1.1 Saisie des données

Dans un premier temps, l’utilisateur renseigne les caractéristiques du réseau, en insérant les
données relatives à ses composantes. La saisie se fait à son tour en trois étapes principales :

Étape 1 Elle permet à l’utilisateur de saisir les données décrivant le réseau dans sa globalité (Global
Data). En effet, l’utilisateur est amené à choisir un mode à adopter, à savoir un aller simple ou un
aller retour. La période de travail est ensuite spécifiée (de 6h à 8h (voir figure V.2) par exemple).
Après, l’utilisateur choisi le nombre de lignes constituant le réseau, le nombre de stations de chaque
ligne, et le nombre de bus qui circulent sur chaque ligne.

Figure V.2 – Première étape de création d’un réseau

Un exemple de réseau est fourni dans figure V.2. Il est composé de trois lignes. La 1ère (resp.
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2ème et 3ème) ligne est constituée de 3 (resp. 4 et 3) stations et desservie par 2 (resp. 2 et 1) bus.
Le même réseau sera étudié dans les prochaines étapes.

Étape 2 Elle consiste à spécifier la capacité de chacun des bus à déployer dans le réseau. De plus,
un ID (ou couleur) est attribué à chaque bus, afin de pouvoir le distinguer facilement.

ID Capacity

ID Capacity

CapacityID

Figure V.3 – Deuxième étape de création d’un réseau

Étape 3 L’utilisateur est amené à saisir les temps d’arrêts (colonne 2 de la figure V.4) et de
déplacement des véhicules (colonne 3 sous formes d’intervalles), ainsi que le nombre de passagers
durant la période de travail (par exemple : Nbr=100 signifie que la moyenne des passagers arrivant à
cette station durant la période spécifiée (6h-8h) est 100 passagers. Ainsi le code génère 100 arrivées
aléatoires durant cette période). Pour un temps d’arrêt fixe des bus, les bornes d’intervalles seront
prises égales (exemple : station 3 de la ligne L2 (figure V.4) où le temps d’arrêt des bus est fixé à 6). La
nature de la station (simple ou de correspondance) (colonne 4 dans la figure V.4) doit être mentionnée
également. Pour les stations simples, nous mentionnons "no" dans la dernière colonne de la figure V.4.
Par contre pour les stations de correspondance, l’utilisateur doit saisir "Ligne-station" pour indiquer
la correspondance. Par exemple, la station 2 de la ligne L1 (station s21) a une correspondance avec la
station 2 de la ligne L2. Ainsi, l’utilisateur doit mentionner "2-2" dans la case liée à la station s2

1 et
"1-2" dans la case liée à la station s22.
Par ailleurs, nous notons que la destination (supposée connue) est attribuée arbitrairement à chaque
passager, en tenant compte de sa station de départ. Par exemple, pour un passager arrivant au
terminus de départ de la ligne L1 (s11), le programme lui attribue arbitrairement une destination
parmi : s21, s3

1, s3
2, s4

2 et s3
3 (plus s1

2, s1
3 dans le cas où l’utilisateur a choisi le mode aller retour).
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Rate Waiting time Traveling time Station type

Rate Waiting time Traveling time Station type

Rate Waiting time Traveling time Station type

Figure V.4 – Dernière étape de la création d’un réseau

3.1.2 Génération du réseau

Après avoir saisi l’ensemble de données relatives au réseau et aux caractéristiques de ses compo-
santes, l’utilisateur peut générer une représentation graphique du réseau. Dans l’exemple du réseau
inséré précédemment (figures V.2, V.3 et V.4), l’application génère la représentation graphique illus-
trée sur la figure V.5. Pour des raisons d’ergonomie et de visibilité, chaque ligne est présentée par
une couleur différente. Dans cette figure, nous retrouvons les trois lignes du réseau ainsi que leurs
différentes stations. Les stations de correspondance sont illustrées par des cercles doubles, les sta-
tions simple sont illustrées par des cercles et les terminus par des cercles colorées. Par ailleurs, les
temps d’arrêt (intervalles temporels) des bus sont associés à chaque station. De plus, les temps de
déplacement (intervalle de temps) sont mentionnés entre chaque paire de stations appartenant à la
même ligne.

Prenant l’exemple de la ligne L1. Elle est composée de deux terminus (de départ L1-S1 et d’arrivée
L1-S3) et d’une station de correspondance L1-S2. Le temps d’arrêt varie entre 0 et 5 minutes à la
station de départ, 0 min et 6 minutes à la stations de correspondance et 0 min et 3 minutes à la
station d’arrivée. Le temps de déplacement varie entre L1-S1 et L1-S2 de 15 à 20 minutes, et entre
L1-S2 et L1-S3 de 25 à 30 minutes.
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Légende:

Terminus

Station simple

Station de correspondance

Figure V.5 – Exemple de réseau généré par l’application

3.2 Évaluation de performances du réseau conçu

Une fois la création et la génération du réseau sont achevées, l’utilisateur peut commencer la
phase d’évaluation de ses performances. En fait, l’évaluation se fait sur plusieurs niveaux : création
des tableaux de marche des bus et calcul des temps d’attente, de montée et de descente des passagers.
Précisément, l’évaluation des performances du réseau peut se faire de manière globale, en s’intéressant
à toutes les composantes du réseau, ou de manière partielle, en ne s’intéressant qu’à une seule
caractéristique d’une ligne ou une station bien définies. Cette caractéristique peut être, comme montre
la figure V.6, un tableau de marche d’un bus, des temps d’attente, de montée ou encore de descente des
passagers. Les résultats de l’évaluation sont ensuite générés par l’application sous forme de documents
textes, de fichiers Excel, graphes ou figures (figure (vectorielle ou matricielle) comme exposé dans la
section 3 du chapitre III).

Les fichiers Excel générés (figure V.7) contiennent toutes les informations concernant le réseau
étudié notamment les tableaux de marche (arrivées en bleu et départs en noir aux/des différentes
stations), les temps d’attente, de montées et de descentes des passagers.
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Figure V.6 – Interface pour l’évaluation de performances du réseau

Figure V.7 – Exemple de fichiers Excel générée par l’application

3.3 Commande du réseau

Après avoir créé le réseau et évalué ses performances, l’application permet de proposer et de
générer une loi de commande, en se basant sur certains critères de fonctionnement, afin d’améliorer
les performances du réseau initial. La figure V.8 montre les critères sur lesquels l’utilisateur peut se
baser pour apporter des améliorations. En effet, trois critères sont considérés. Le premier est basé sur
le temps d’attente des passagers et consiste à déterminer un seuil d’attente (SA), acceptable, à ne
pas dépasser. Le deuxième est lié au seuil de capacité (SC) et consiste à ne déployer (ou n’injecter)
un nouveau bus sur le réseau que si le nombre de passagers dépasse ce seuil. Le troisième permet de
choisir dans quelles stations les bus seront injectés en cas de besoin. Pour améliorer le service des
passagers au sein d’une station si

l d’une ligne Ll donnée, ces trois critères peuvent être appliqués soit
sous la forme individuelle (un seul critère à la fois) ou combinée (cas de deux ou trois critères à la
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fois). Dans la version actuelle du logiciel on ne tient compte que de ces trois critères. Une fois la loi de
commande appliquée, les résultats obtenus sont générés sous forme de fichiers Excel ou d’illustrations
graphiques, représentant les caractéristiques du réseau amélioré. Par exemple dans la figure V.8, un

Figure V.8 – Critères d’amélioration de performances du réseau

seuil de temps d’attente de 10 min ainsi qu’un seuil de capacité de 10 sont fixés à la station s22 de la
ligne L2. Pour satisfaire ces critères, l’injection des bus se fait à la même station en cas de besoin.

Remarque : L’application développée est flexible. En effet, elle permet à l’utilisateur d’éditer les
composantes du réseau à tout moment, sans devoir le recréer à nouveau. Par exemple, il est toujours
possible d’ajouter/supprimer des lignes, des stations ou des bus. Il est également possible de changer
la capacité des bus, le nombre d’arrivée des passagers à une station, les intervalles des temps d’arrêts
et de déplacements des bus, etc.

Cas des réseaux logistiques Pour les réseaux logistiques, l’utilisateur doit suivre les mêmes
étapes présentées précédemment, afin de modéliser, évaluer et optimiser les performances d’un réseau
logistique.
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4 Améliorations envisagées pour le logiciel

Comme toute application dans ses premières phases, la version actuelle nécessite plusieurs amé-
liorations. Nous citons à titre d’exemple :

— Les RdP et l’algèbre (max, +) : une version améliorée de l’application est en cours de déve-
loppement. Cette version intégrera la génération des modèles RdP, et en particulier les RdP
colorés. L’objectif principal est d’élaborer une simulation en temps réel pour évaluer les dates
de franchissement des transitions du modèle RdP en se basant sur les équations exprimées dans
l’algèbre (max, +). Également, la génération automatique de ces équations par l’application
est en cours de développement.

— L’intégration de modèles basés sur les automates. L’objectif est de pouvoir faire une com-
paraison des résultats obtenus par différents formalismes. Cette amélioration est en cours de
développement.

— Compte tenu de la quantité des données à générer par l’application, il est tout à fait possible de
l’installer sur le Cloud. Ce dernier rendra l’outil plus rapide et capable de générer et gérer des
données en grandes quantités. En effet, l’architecture du cloud est fondamentalement conçue
pour des performances élevées : fiabilité et rapidité de haut niveau via l’exploitation de la
puissance des clusters (HPC : super calculateurs). À l’aide de ceux-ci, l’application pourra être
exploitée pour faire des études multiples et exhaustives sur des réseaux complexes et dans des
durées minimales.

— Une amélioration des interfaces graphiques est envisageable afin d’améliorer la visibilité et
l’ergonomie de l’outil.

— Pour rendre l’outil plus flexible, il sera très intéressant d’utiliser des mécanismes d’import/export
afin que les modèles développés par notre outil puissent être utilisés dans les autres logiciels
déjà existants et réciproquement.

5 Conclusion

Ce chapitre porte sur la présentation d’une application développée pour la modélisation, l’analyse
et la commande des systèmes à événements discrets notamment les systèmes de transport public
et les réseaux logistiques. Il s’agit d’un environnement simple, efficace et convivial permettant de
modéliser un réseau donné, l’analyser pour ensuite lui apporter les améliorations nécessaires. D’une
part, cet outil est destiné aux enseignants-chercheurs travaillant dans le domaine des systèmes à
événements discrets, et pourrait facilement être intégré dans le cadre de l’enseignement. D’autre
part, les fonctionnalités de ce logiciel pourraient intéresser également les compagnies de transport et
de logistique, dans le but d’évaluer voire améliorer leurs réseaux.



Conclusion générale et perspectives

Le travail de recherche présenté dans cette thèse porte sur le développement d’une approche gé-
nérique et formelle de modélisation, d’évaluation des performances et de commande des réseaux de
transport et logistiques. Ces derniers sont étudiés dans le cadre des systèmes à événements discrets.
La finalité de ce travail est de garantir une meilleure performance aussi bien pour les utilisateurs, en
termes des temps d’attente, que pour les compagnies de transport en termes de gestion et d’organi-
sation optimales des ressources.

Les principales contributions de ce travail sont les suivantes :

— Modélisation d’un réseau de bus en s’affranchissant le plus possible des hypothèses
simplificatrices établies dans la littérature
Nous avons développé une approche de modélisation d’un réseau de bus basée sur les RdP
temporisés et l’algèbre (max, +). L’objectif a été de combiner ces deux outils pour modéliser,
analyser et évaluer les performances du réseau, tout en tenant compte de phénomènes de
synchronisation et de conflits. Comparée aux études traitant la même problématique dans
la littérature, notre approche de modélisation relaxe un ensemble d’hypothèses et prend en
compte les aspects suivants :

• La capacité finie des véhicules ;

• Les temps de déplacement et d’arrêt variables des véhicules ;

• L’arrivée aléatoire des passagers avec le choix de leurs destinations ;

• L’étude du réseau dans sa globalité.

La prise en compte de tous ces aspects rend la phase de modélisation plus complexe et conduit
à des modèles avec conflits et à caractère non stationnaire. Des algorithmes et des fonctions de
routage sont ainsi explicitement développés afin de gérer tous ces conflits. Ensuite, en utilisant
les solutions des modèles (max, +), nous avons évalué un ensemble d’indicateurs et de proprié-
tés du système tels que les temps d’attente, de montée et de descente des passagers, ainsi que
les tableaux de marche des bus. Par ailleurs, nous avons étudié à travers les modèles obtenus,
l’impact de la capacité des bus sur les temps d’attente des passagers.
A partir des modèles développés nous constatons un problème d’explosion combinatoire notam-
ment lors de passage à l’échelle. En effet, la taille des modèles et le nombre d’états augmentent
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considérablement peu importe la taille du réseau étudié. Pour remédier à cette limite, nous
avons proposé une nouvelle approche de modélisation qui constitue la deuxième contribution
de ce travail.

— Nouvelle approche de modélisation combinant les RdP colorés et l’algèbre (max,
+)
Nous avons proposé d’utiliser les RdP colorés afin de réduire les modèles précédents. En effet,
à l’aide des RdP colorés, nous avons pu obtenir un modèle simplifié et compact du réseau
global étudié. Ensuite, le modèle RdP coloré obtenu a été traduit en équations (max,+), ce
qui représente l’une des majeures contributions de ce travail de recherche. La méthodologie
permettant de passer d’un RdP coloré à une représentation d’état dans l’algèbre (max, +)
a été présentée de façon détaillée. Les conflits apparus sur le nouveau modèle RdP coloré
ont conduit à une représentation (max, +) linéaire non stationnaire. La résolution du modèle
(max, +) obtenu nécessite l’arbitrage, d’une façon formelle et explicite, l’ensemble des conflits
structurels du système. Pour cela, une stratégie de routage en fonction des caractéristiques
du système a été adoptée. Cette stratégie permet, d’une part, d’arbitrer les conflits au niveau
du modèle graphique, et d’autre part, de définir d’une manière explicite les expressions des
paramètres non stationnaires du modèle mathématique. La résolution du modèle (max, +)
nous a permis ensuite d’évaluer un ensemble de paramètres du système dont les tableaux de
marche des bus ainsi que les temps d’attente, de montée et de descente des passagers.

— Développement d’une approche de contrôle pour améliorer les performances du
réseau de bus
Afin d’améliorer les performances du système, nous avons développé une approche de contrôle
basée sur la théorie de la résiduation dans l’algèbre (max, +). L’objectif a été d’assurer une
meilleure performance aussi bien pour les passagers, que pour les compagnies de transport.
En effet, la commande proposée nous a permis d’optimiser le nombre de bus à déployer sur le
réseaux tout en maintenant les temps d’attente des passagers inférieurs à un seuil pré-défini.
Les approches de modélisation et du contrôle développés peuvent être généralisés et appliqués
à n’importe quel autre réseau de transport public (réseau ferroviaire, réseau multimodal, etc.)
et de n’importe quelle taille.

— Application aux réseaux logistiques
Compte tenu d’une analogie établie entre les systèmes de transport public et les réseaux logis-
tiques, les modèles développés ont été appliqués et adaptés à un réseau logistique. L’objectif a
été d’optimiser le nombre de véhicules à déployer sur le réseaux tout en maintenant les temps de
transport et de stockage des marchandises dans différents entrepôts et centres de distribution
inférieurs à un seuil pré-défini. Un exemple illustratif a été étudié et les résultats obtenus ont
permis de valider l’approche proposée.

— Développement d’un outil logiciel pour l’étude, l’analyse et la commande des SED
Un environnement simple et intuitif pour la modélisation, l’évaluation de performances et la
commande des SED a été développé. Cet outil est basé entièrement sur les modèles que nous
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avons développés.

Ce travail de recherche a permis de développer une approche pour la modélisation, l’analyse et la
commande des classes des SED, notamment les systèmes de transport public et les réseaux logistiques.
Cependant, plusieurs améliorations liées à la modélisation et à la commande restent envisageables.
Nous citons :

— Extension du modèle : il sera très intéressant d’intégrer les aléas (pannes, accidents, etc) dans
les modèles graphiques développés et d’étudier leur impact sur l’évolution du système.

— Par rapport à la commande, il est possible d’utiliser d’autres types de commande (synthèse des
contrôleurs/observateurs) pour mieux contrôler les systèmes étudiés.

— L’application des modèles développés à d’autres classes des SED notamment les systèmes de
production et les systèmes informatiques représente également une piste de recherche potentielle
dans le but de prouver la généricité de ces modèles.

— La traduction des RdP colorés en équations (max,+) nécessite encore des recherches approfon-
dies. En effet, l’adaptation de l’algèbre (max,+) pour mieux décrire d’une façon formelle, le
comportement d’un RdP coloré ayant des fonctions de couleurs complexes est un point intéres-
sant à creuser davantage.
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Annexe A

Évaluation de performances du réseau
de transport étudié

Cette annexe est consacrée aux résultats obtenus lors de l’évaluation du réseau de bus étudié.
Nous présentons la planification d’horaires initiale des différentes lignes ainsi que les temps d’arrivée,
d’attente, de montée et de descente des passagers aux différentes stations du réseau.

1 La ligne L1

Table A.1 – Station s11 de la ligne L1

Arrivée et destination
des passagers

Départ des bus
bj

1 (j=1 ou 2)
Montée, attente et descente

des passagers
k AP<s1

1> d1 j (bj
1) DB

<s1
1,bj

1>
M

<s1
1,bj

1,B>
Ta D où Crp

1 0,306 205 2 31,8 30,1 31,494 46,8
2 1,333 204 2 31,8 30,2 30,467 46,9
3 2,105 102 2 31,8 30,3 29,695 47
4 2,925 203 2 31,8 30,4 28,875 47,1
5 7,713 206 2 31,8 30,5 24,087 47,2
6 8,192 104 2 31,8 30,6 23,608 67,1
7 9,966 206 2 31,8 30,7 21,834 47,3
8 11,565 206 2 31,8 30,8 20,235 47,4
9 13,78 103 2 31,8 30,9 18,02 56,1
10 17,013 203 2 31,8 31 14,787 47,5
11 21,823 104 2 31,8 31,1 9,977 67,2
12 22,264 205 2 31,8 31,2 9,536 47,6
13 24,262 104 2 31,8 31,3 7,538 67,3
14 25,952 102 2 31,8 31,4 5,848 47,7
15 26,607 206 2 31,8 31,5 5,193 47,8
16 29,314 103 2 31,8 31,6 2,486 56,2
17 29,828 102 2 31,8 31,7 1,972 47,9
.. .. .. . .. .. .. ..
30 70,521 205 2 91,3 90,1 20,779 106,3
31 71,446 102 2 91,3 90,2 19,854 106,4
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32 73,025 104 2 91,3 90,3 18,275 127,3
33 74,184 205 2 91,3 90,4 17,116 106,5
34 74,728 103 2 91,3 90,5 16,572 116,2
35 77,785 203 2 91,3 90,6 13,515 106,6
36 78,434 104 2 91,3 90,7 12,866 127,4
37 80,822 102 2 91,3 90,8 10,478 106,7
38 83,197 103 2 91,3 90,9 8,103 116,3
39 84,478 103 2 91,3 91 6,822 116,4
40 84,947 205 2 91,3 91,1 6,353 106,8
41 85,028 203 2 91,3 91,2 6,272 106,9
.. .. .. .. .. .. .. ..

Table A.2 – Station s21 de la ligne L1

Arrivée et destination
des passagers

Départ des bus
bj

1 (j=1 ou 2)
Montée, attente et descente

des passagers
k AP<s2

1> d1 j (bj
1) DB

<s2
1,bj

1>
M

<s2
1,bj

1,B>
Ta D où Crp

1 3,369 103 1 15,5 15,2 12,131 23,5
2 10,79 103 1 15,5 15,3 4,71 23,6
3 11,051 104 1 15,5 15,4 4,449 33,9
4 20,559 103 2 48,1 46,9 27,541 56,3
5 20,578 104 2 48,1 47 27,522 67,4
6 23,636 103 2 48,1 47,1 24,464 56,4
7 26,493 104 2 48,1 47,2 21,607 67,5
8 33,002 103 2 48,1 47,3 15,098 56,5
9 33,527 103 2 48,1 47,4 14,573 56,6
10 38,968 104 2 48,1 47,5 9,132 67,6
11 40,982 103 2 48,1 47,6 7,118 56,7
12 43,708 104 2 48,1 47,7 4,392 67,7
13 45,833 104 2 48,1 47,8 2,267 67,8
14 47,057 103 2 48,1 47,9 1,043 56,8
15 47,218 103 2 48,1 48 0,882 56,9
16 48,695 103 1 78,1 76,4 29,405 86,2
17 48,79 104 1 78,1 76,5 29,31 97,7
18 53,089 104 1 78,1 76,6 25,011 97,8
19 53,558 104 1 78,1 76,7 24,542 97,9
20 56,684 103 1 78,1 76,8 21,416 86,3
21 57,1 103 1 78,1 76,9 21 86,4
22 57,3 103 1 78,1 77 20,8 86,5
23 57,4 103 1 78,1 77,1 20,7 86,6
24 57,5 103 1 78,1 77,2 20,6 86,7
25 57,6 104 1 78,1 77,3 20,5 98
26 57,7 103 1 78,1 77,4 20,4 86,8
27 57,97 104 1 78,1 77,5 20,13 98,1
28 59,455 104 1 78,1 77,6 18,645 98,2
29 61,501 104 1 78,1 77,7 16,599 98,3
30 65,213 104 1 78,1 77,8 12,887 98,4
31 66,821 104 1 78,1 77,9 11,279 98,5
32 72,005 103 1 78,1 78 6,095 86,9
.. .. .. .. .. .. .. ..
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Table A.3 – Station s31 de la ligne L1

Arrivée et destination
des passagers

Départ des bus
bj

1 (j=1 ou 2)
Montée, attente et descente

des passagers
k AP<s3

1> d1 j (bj
1) DB

<s3
1,bj

1>
M

<s3
1,bj

1,B>
Ta D où Crp

1 1,38 104 1 23,9 23,6 22,52 34
2 12,013 104 1 23,9 23,7 11,887 34,1
3 20,813 104 1 23,9 23,8 3,087 34,2
4 30,903 104 2 57,1 56,2 26,197 67,9
5 36,309 104 2 57,1 56,3 20,791 68
6 36,402 104 2 57,1 56,4 20,698 68,1
7 37,66 104 2 57,1 56,5 19,44 68,2
8 39,092 104 2 57,1 56,6 18,008 68,3
9 42,177 104 2 57,1 56,7 14,923 68,4
10 49,398 104 2 57,1 56,8 7,702 68,5
11 50,472 104 2 57,1 56,9 6,628 68,6
12 56,856 104 2 57,1 57 0,244 68,7
13 58,493 104 1 87,5 86,2 29,007 98,6
14 60,01 104 1 87,5 86,3 27,49 98,7
15 60,705 104 1 87,5 86,4 26,795 98,8
16 61,495 104 1 87,5 86,5 26,005 98,9
17 67,791 104 1 87,5 86,6 19,709 99
18 73,829 104 1 87,5 86,7 13,671 99,1
19 74,124 104 1 87,5 86,8 13,376 99,2
20 78,608 104 1 87,5 86,9 8,892 99,3
21 79,925 104 1 87,5 87 7,575 99,4
22 81,506 104 1 87,5 87,1 5,994 99,5
23 82,298 104 1 87,5 87,2 5,202 99,6
24 85,135 104 1 87,5 87,3 2,365 99,7
25 85,939 104 1 87,5 87,4 1,561 99,8
26 88,616 104 2 117,3 116,3 28,684 128,6
27 89,629 104 2 117,3 116,4 27,671 128,7
28 93,624 104 2 117,3 116,5 23,676 128,8
29 102,778 104 2 117,3 116,6 14,522 128,9
30 102,814 104 2 117,3 116,7 14,486 129
31 103,706 104 2 117,3 116,8 13,594 129,1
32 108,427 104 2 117,3 116,9 8,873 129,2
33 110,209 104 2 117,3 117 7,091 129,3
34 113,803 104 2 117,3 117,1 3,497 129,4
.. .. .. .. .. .. .. ..

Table A.4 – Station s41 de la ligne L1

Arrivée et destination
des passagers

Départ des bus
bj

1 (j=1 ou 2)
Montée, attente et descente

des passagers
k AP<s4

1> d1 j (bj
1) DB

<s4
1,bj

1>
M

<s4
1,bj

1,B>
Ta D où Crp

1 0,629 101 1 35 34 34,371 55
2 2,242 101 1 35 34,1 32,758 55,1
3 5,833 101 1 35 34,2 29,167 55,2
4 13,283 101 1 35 34,3 21,717 55,3
5 14,411 101 1 35 34,4 20,589 55,4



Annexe 147

6 16,99 101 1 35 34,5 18,01 55,5
7 17,016 101 1 35 34,6 17,984 55,6
8 21,214 101 1 35 34,7 13,786 55,7
9 32,467 101 1 35 34,8 2,533 55,8
10 32,706 101 1 35 34,9 2,294 55,9
11 36,574 101 2 68,9 67,2 32,326 88,9
12 39,911 101 2 68,9 67,3 28,989 89
13 47,438 101 2 68,9 67,4 21,462 89,1
14 49,578 101 2 68,9 67,5 19,322 89,2
15 51,255 101 2 68,9 67,6 17,645 89,3
16 54,547 101 2 68,9 67,7 14,353 89,4
17 60,666 101 2 68,9 67,8 8,234 89,5
18 64,122 101 2 68,9 67,9 4,778 89,6
19 66,9 101 2 68,9 68 2 89,7
20 67,038 101 2 68,9 68,1 1,862 89,8
.. .. .. .. .. .. .. ..
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2 La ligne L2

Table A.5 – Station s12 de la ligne L2

Arrivée et destination
des passagers

Départ des bus
bj

2 (j=1,2,3)
Montée, attente et descente

des passagers
k AP<s1

2> d2 j (bj
2) DB

<s1
2,bj

2>
M

<s1
2,bj

2,B>
Ta D où Crp

1 9,443 205 2 37 35,1 27,557 88
2 10,857 202 2 37 35,2 26,143 57
3 12,328 103 2 37 35,3 24,672 57,1
4 12,367 204 2 37 35,4 24,633 79,6
5 13,262 202 2 37 35,5 23,738 57,2
6 14,355 206 2 37 35,6 22,645 97,2
7 15,057 103 2 37 35,7 21,943 57,3
8 15,611 103 2 37 35,8 21,389 57,4
9 25,654 303 2 37 35,9 11,346 79,7
10 26,589 304 2 37 36 10,411 79,8
11 26,76 103 2 37 36,1 10,24 57,5
12 28,734 304 2 37 36,2 8,266 79,9
13 30,026 205 2 37 36,3 6,974 88,1
14 32,51 104 2 37 36,4 4,49 57,6
15 32,542 205 2 37 36,5 4,458 88,2
16 33,314 206 2 37 36,6 3,686 97,3
17 34,869 204 2 37 36,7 2,131 80
18 35,396 103 2 37 36,8 1,604 57,7
19 36,017 203 2 37 36,9 0,983 69
20 37,881 203 3 71,4 70,1 33,519 103,3
21 46,416 205 3 71,4 70,2 24,984 123,1
22 46,522 204 3 71,4 70,3 24,878 114,1
23 47,814 205 3 71,4 70,4 23,586 123,2
24 48,212 204 3 71,4 70,5 23,188 114,2
25 56,946 204 3 71,4 70,6 14,454 114,3
26 57,881 206 3 71,4 70,7 13,519 132,6
27 60,772 202 3 71,4 70,8 10,628 91,4
28 63,081 203 3 71,4 70,9 8,319 103,4
29 63,565 205 3 71,4 71 7,835 123,3
30 63,636 303 3 71,4 71,1 7,764 114,4
31 64,579 204 3 71,4 71,2 6,821 114,5
32 67,635 303 3 71,4 71,3 3,765 114,6
33 79,306 202 1 106,6 105,1 27,294 126,6
34 79,461 206 1 106,6 105,2 27,139 170
35 80,753 205 1 106,6 105,3 25,847 159,8
36 81,047 304 1 106,6 105,4 25,553 150,5
37 83,519 203 1 106,6 105,5 23,081 139,8
38 87,781 304 1 106,6 105,6 18,819 150,6
39 92,001 205 1 106,6 105,7 14,599 159,9
40 92,206 103 1 106,6 105,8 14,394 126,7
41 93,269 203 1 106,6 105,9 13,331 139,9
42 95,88 103 1 106,6 106 10,72 126,8
43 98,774 202 1 106,6 106,1 7,826 126,9
44 99,214 104 1 106,6 106,2 7,386 127
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45 102,551 203 1 106,6 106,3 4,049 140
46 104,211 104 1 106,6 106,4 2,389 127,1
47 104,755 304 1 106,6 106,5 1,845 150,7
.. .. .. .. .. .. .. ..
67 183,025 303 1 211,3 210,2 28,275 255,2
68 189,059 304 1 211,3 210,3 22,241 255,3
69 195,352 206 1 211,3 210,4 15,948 274,4
70 196,779 303 1 211,3 210,5 14,521 255,4
71 197,247 303 1 211,3 210,6 14,053 255,5
72 199,333 203 1 211,3 210,7 11,967 244,5
73 201,677 204 1 211,3 210,8 9,623 255,6
74 206,838 203 1 211,3 210,9 4,462 244,6
75 206,92 202 1 211,3 211 4,38 231,3
76 208,213 304 1 211,3 211,1 3,087 255,7
77 208,3 104 1 211,3 211,2 3 231,4
.. .. .. .. .. .. .. ..

Table A.6 – Station s22 de la ligne L2

Arrivée et destination
des passagers

Départ des bus
bj

2 (j=1,2,3)
Montée, attente et descente

des passagers
k AP<s2

2> d2 j (bj
2) DB

<s2
2,bj

2>
M

<s2
2,bj

2,B>
Ta D où Crp

1 1,422 204 1 21,4 20,2 19,978 42,6
2 1,78 303 1 21,4 20,3 19,62 42,7
3 3,174 205 1 21,4 20,4 18,226 52,5
4 3,917 206 1 21,4 20,5 17,483 62,1
5 8,619 203 1 21,4 20,6 12,781 31,4
6 9,12 204 1 21,4 20,7 12,28 42,8
7 12,184 303 1 21,4 20,8 9,216 42,9
8 14,829 304 1 21,4 20,9 6,571 43
9 16,336 203 1 21,4 21 5,064 31,5
10 16,633 303 1 21,4 21,1 4,767 43,1
11 17,548 205 1 21,4 21,2 3,852 52,6
12 19,947 204 1 21,4 21,3 1,453 43,2
13 22,947 303 2 59 57,1 36,053 80,1
14 27,715 206 2 59 57,2 31,285 97,4
15 27,796 304 2 59 57,3 31,204 80,2
16 30,372 203 2 59 57,4 28,628 69,1
17 32,781 304 2 59 57,5 26,219 80,3
18 32,884 206 2 59 57,6 26,116 97,5
19 34,048 203 2 59 57,7 24,952 69,2
20 35,683 203 2 59 57,8 23,317 69,3
21 36,333 204 2 59 57,9 22,667 80,4
22 38,411 304 2 59 58 20,589 80,5
23 39,804 304 2 59 58,1 19,196 80,6
24 45,053 205 2 59 58,2 13,947 88,3
25 46,716 204 2 59 58,3 12,284 80,7
26 46,8 205 2 59 58,4 12,2 88,4
27 46,9 204 2 59 58,5 12,1 80,8
28 47,1 203 2 59 58,6 11,9 69,4
29 47,2 206 2 59 58,7 11,8 97,6
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30 47,3 206 2 59 58,8 11,7 97,7
31 47,4 206 2 59 58,9 11,6 97,8
.. .. .. .. .. .. .. ..
81 106,6 203 2 163,5 161,4 56,9 173,6
82 106,8 205 2 163,5 161,5 56,7 193,2
83 106,804 204 2 163,5 161,6 56,696 185
84 106,9 203 2 163,5 161,7 56,6 173,7
85 108,16 205 2 163,5 161,8 55,34 193,3
86 108,668 203 2 163,5 161,9 54,832 173,8
87 112,004 205 2 163,5 162 51,496 193,4
88 112,016 303 2 163,5 162,1 51,484 185,1
89 112,786 206 2 163,5 162,2 50,714 202,7
90 114,079 304 2 163,5 162,3 49,421 185,2
91 115,427 203 2 163,5 162,4 48,073 173,9
92 116,257 204 2 163,5 162,5 47,243 185,3
93 124,954 204 2 163,5 162,6 38,546 185,4
94 125,538 203 2 163,5 162,7 37,962 174
95 127,842 203 2 163,5 162,8 35,658 174,1
96 129,548 203 2 163,5 162,9 33,952 174,2
97 132,223 205 2 163,5 163 31,277 193,5
98 132,786 206 2 163,5 163,1 30,714 202,8
99 136,2 205 2 163,5 163,2 27,3 193,6
100 136,3 205 2 163,5 163,3 27,2 193,7
101 136,4 206 2 163,5 163,4 27,1 202,9
.. .. .. .. .. .. .. ..

Table A.7 – Station s32 de la ligne L2

Arrivée et destination
des passagers

Départ des bus
bj

2 (j=1,2,3)
Montée, attente et descente

des passagers
k AP<s3

2> d2 j (bj
2) DB

<s3
2,bj

2>
M

<s3
2,bj

2,B>
Ta D où Crp

1 0,652 204 1 32,6 31,5 31,948 43,3
2 2,163 205 1 32,6 31,6 30,437 52,7
3 5,76 204 1 32,6 31,7 26,84 43,4
4 7,507 204 1 32,6 31,8 25,093 43,5
5 7,592 206 1 32,6 31,9 25,008 62,2
6 8,929 303 1 32,6 32 23,671 43,6
7 9,205 303 1 32,6 32,1 23,395 43,7
8 12,209 205 1 32,6 32,2 20,391 52,8
9 16,196 205 1 32,6 32,3 16,404 52,9
10 27,872 303 1 32,6 32,4 4,728 43,8
11 32,094 206 1 32,6 32,5 0,506 62,3
12 32,836 206 2 69,6 69,1 36,764 97,9
13 35,043 206 2 69,6 69,2 34,557 98
14 37,018 206 2 69,6 69,3 32,582 98,1
15 39,713 206 2 69,6 69,4 29,887 98,2
16 42,7 205 2 69,6 69,5 26,9 88,5
17 46,94 205 3 104,1 103,4 57,16 123,6
18 52,048 204 3 104,1 103,5 52,052 115,7
19 60,659 304 3 104,1 103,6 43,441 115,8
20 61,227 206 3 104,1 103,7 42,873 132,8
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21 62,231 206 3 104,1 103,8 41,869 132,9
22 66,577 304 3 104,1 103,9 37,523 115,9
23 69,547 205 3 104,1 104 34,553 123,7
.. .. .. .. .. .. .. ..

Table A.8 – Station s42 de la ligne L2

Arrivée et destination
des passagers

Départ des bus
bj

2 (j=1,2,3)
Montée, attente et descente

des passagers
k AP<s4

2> d2 j (bj
2) DB

<s4
2,bj

2>
M

<s4
2,bj

2,B>
Ta D où Crp

1 2,695 205 1 45,5 42,7 42,805 53
2 5,383 206 1 45,5 42,8 40,117 62,4
3 7,78 205 1 45,5 42,9 37,72 53,1
4 7,882 206 1 45,5 43 37,618 62,5
5 8,954 206 1 45,5 43,1 36,546 62,6
6 11,064 205 1 45,5 43,2 34,436 53,2
7 14,547 206 1 45,5 43,3 30,953 62,7
8 14,738 206 1 45,5 43,4 30,762 62,8
9 15,448 206 1 45,5 43,5 30,052 62,9
10 16,791 206 1 45,5 43,6 28,709 63
11 18,256 206 1 45,5 43,7 27,244 63,1
12 22,818 206 1 45,5 43,8 22,682 63,2
13 23,539 206 1 45,5 43,9 21,961 63,3
14 25,528 206 1 45,5 44 19,972 63,4
15 27,596 205 1 45,5 44,1 17,904 53,3
16 32,147 206 1 45,5 44,2 13,353 63,5
17 33,507 205 1 45,5 44,3 11,993 53,4
18 36,569 205 1 45,5 44,4 8,931 53,5
19 37,7 205 1 45,5 44,5 7,8 53,6
20 37,8 205 1 45,5 44,6 7,7 53,7
21 37,9 205 1 45,5 44,7 7,6 53,8
22 39,498 206 1 45,5 44,8 6,002 63,6
23 40,752 206 1 45,5 44,9 4,748 63,7
24 42,676 206 1 45,5 45 2,824 63,8
25 42,922 206 1 45,5 45,1 2,578 63,9
26 43,807 206 1 45,5 45,2 1,693 64
27 43,916 206 1 45,5 45,3 1,584 64,1
28 44,377 205 1 45,5 45,4 1,123 53,9
.. .. .. .. .. .. .. ..
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3 La ligne L3

Table A.9 – Station s13 de la ligne L3

Arrivée et destination
des passagers

Départ des bus
bj

3 (j=1 ou 2)
Montée, attente et descente

des passagers
k AP<s1

3> d3 j (bj
3) DB

<s1
3,bj

3>
M

<s1
3,bj

3,B>
Ta D où Crp

1 1,34 303 2 27,7 27,1 26,36 46,8
2 9,681 303 2 27,7 27,2 18,019 46,9
3 20,751 205 2 27,7 27,3 6,949 37,7
4 22,744 205 2 27,7 27,4 4,956 37,8
5 23,574 205 2 27,7 27,5 4,126 37,9
6 23,634 304 2 27,7 27,6 4,066 58,3
7 29,321 303 1 54,8 54,1 25,479 74,7
8 31,884 304 1 54,8 54,2 22,916 86
9 38,02 206 1 54,8 54,3 16,78 64,8
10 46,928 302 1 54,8 54,4 7,872 64,9
11 49,115 302 1 54,8 54,5 5,685 65
12 49,52 206 1 54,8 54,6 5,28 65,1
13 54,45 302 1 54,8 54,7 0,35 65,2
14 55,921 302 2 81,6 81,1 25,679 91,6
15 65,053 303 2 81,6 81,2 16,547 102,4
16 66,992 206 2 81,6 81,3 14,608 91,7
17 70,011 304 2 81,6 81,4 11,589 114,1
18 81,203 303 2 81,6 81,5 0,397 102,5
.. .. .. .. .. .. .. ..

Table A.10 – Station s2
3 de la ligne L3

Arrivée et destination
des passagers

Départ des bus
bj

3 (j=1 ou 2)
Montée, attente et descente

des passagers
k AP<s2

3> d3 j (bj
3) DB

<s2
3,bj

3>
M

<s2
3,bj

3,B>
Ta D où Crp

1 0,779 304 1 10,7 10,2 9,921 29,1
2 1,755 303 1 10,7 10,3 8,945 18,7
3 5,677 304 1 10,7 10,4 5,023 29,2
4 7,043 303 1 10,7 10,5 3,657 18,8
5 7,313 304 1 10,7 10,6 3,387 29,3
6 11,649 304 2 38,8 37,8 27,151 58,4
7 11,829 304 2 38,8 37,9 26,971 58,5
8 12,298 304 2 38,8 38 26,502 58,6
9 16,142 304 2 38,8 38,1 22,658 58,7
10 18,017 303 2 38,8 38,2 20,783 47
11 19,035 304 2 38,8 38,3 19,765 58,8
12 20,458 304 2 38,8 38,4 18,342 58,9
13 27,441 304 2 38,8 38,5 11,359 59
14 35,852 304 2 38,8 38,6 2,948 59,1
15 38,028 303 2 38,8 38,7 0,772 47,1
.. .. .. .. .. .. .. ..
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Table A.11 – Station s3
3 de la ligne L3

Arrivée et destination
des passagers

Départ des bus
bj

3 (j=1 ou 2)
Montée, attente et descente

des passagers
k AP<s3

3> d3 j (bj
3) DB

<s3
3,bj

3>
M

<s3
3,bj

3,B>
Ta D où Crp

1 6,352 304 1 19,1 18,8 12,748 29,4
2 8,729 304 1 19,1 18,9 10,371 29,5
3 18,606 304 1 19,1 19 0,494 29,6
4 20,841 304 2 48,3 46,9 27,459 59,2
5 26,245 304 2 48,3 47 22,055 59,3
6 27,505 304 2 48,3 47,1 20,795 59,4
7 28,386 304 2 48,3 47,2 19,914 59,5
8 28,438 304 2 48,3 47,3 19,862 59,6
9 31,594 304 2 48,3 47,4 16,706 59,7
10 32,104 304 2 48,3 47,5 16,196 59,8
11 33,482 304 2 48,3 47,6 14,818 59,9
12 34,582 304 2 48,3 47,7 13,718 60
13 37,337 304 2 48,3 47,8 10,963 60,1
14 37,394 304 2 48,3 47,9 10,906 60,2
15 38,033 304 2 48,3 48 10,267 60,3
16 40,402 304 2 48,3 48,1 7,898 60,4
17 44,696 304 2 48,3 48,2 3,604 60,5
18 51,703 304 1 76 74,8 24,297 86,8
19 52,801 304 1 76 74,9 23,199 86,9
20 52,836 304 1 76 75 23,164 87
21 59,983 304 1 76 75,1 16,017 87,1
22 61,208 304 1 76 75,2 14,792 87,2
23 66,544 304 1 76 75,3 9,456 87,3
24 69,879 304 1 76 75,4 6,121 87,4
25 71,647 304 1 76 75,5 4,353 87,5
26 73,865 304 1 76 75,6 2,135 87,6
.. .. .. .. .. .. .. ..
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Amélioration de performances du
réseau de transport étudié

Cette annexe est consacrée aux résultats obtenus lors du contrôle de la ligne L2. Suite à l’applica-
tion de la commande proposée, nous présentons un amélioration de la planification d’horaires de la
ligne L2. En effet, différents scénarios ont été élaborés. Pour chaque scénario, nous avons obtenu une
planification d’horaires spécifique. Dans ce qui suit, nous présentons les différentes dates de passage
des bus de la ligne L2, ainsi que les temps d’attente des passagers.

1 Scénario 1 : SA = 25 min

Table B.1 – Scénario 1 : les dates de mise en service des bus ainsi que les dates d’arrivée et d’attente
des passagers à la station s22

k AP<s3
3> U2,j

opt DB
<s2

2,bj
2>

Ta
1 1,422 25
2 1,78 24,642
3 3,174 23,248
4 3,917 22,505
5 8,619 17,803
6 9,12 17,302
7 12,184 14,238
8 14,829 11,593
9 16,336 10,086
10 16,633 9,789
11 17,548 8,874
12 19,947 6,475
13 22,947 25,022 (j=1) 26,422 3,475
14 27,715 25
15 27,796 24,919
16 30,372 22,343
17 32,781 19,934
18 32,884 19,831

154
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19 34,048 18,667
20 35,683 17,032
21 36,333 16,382
22 38,411 14,304
23 39,804 12,911
24 45,053 7,662
25 46,716 5,999
26 46,8 5,915
27 46,9 5,815
28 47,1 5,615
29 47,2 5,515
30 47,3 5,415
31 47,4 5,315
32 47,5 5,215
33 47,522 5,193
34 47,6 5,115
35 47,8 4,915
36 48,9 3,815
37 51,33 1,379
38 51,531 51,115 (j=2) 52,715 1,184
39 55,515 25
40 56,309 24,206
41 57,33 23,185
42 58,682 21,833
43 66,38 14,135
44 68,806 11,709
45 70,664 9,851
46 72,541 7,974
47 73,428 7,087
48 74,074 6,441
49 76,3 4,215
50 76,4 4,115
51 76,5 4,015
52 76,6 3,915
53 76,7 3,815
54 76,779 3,736
55 76,8 3,715
56 76,9 3,615
57 77 3,515
58 77,1 3,415
59 77,84 2,675
60 78,152 2,363
61 78,286 2,229
62 78,606 78,015 (j=3) 80,515 1,909
63 80,899 25
.. .. .. .. ..
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2 Scénario 2 : SA = 15 min

Table B.2 – Scénario 2 : les dates de mise en service des bus ainsi que les dates d’arrivée et d’attente
des passagers à la station s22

k AP<s3
3> U2,j

opt DB
<s2

2,bj
2>

Ta
1 1,422 15
2 1,78 14,642
3 3,174 13,248
4 3,917 12,505
5 8,619 7,803
6 9,12 7,302
7 12,184 4,238
8 14,829 1,593
9 16,336 15,422 (j=1) 16,422 0,086
10 16,633 15
11 17,548 14,085
12 19,947 11,686
13 22,947 8,686
14 27,715 3,918
15 27,796 3,837
16 30,372 30,833 (j=2) 31,633 1,261
17 32,781 15
18 32,884 14,897
19 34,048 13,733
20 35,683 12,098
21 36,333 11,448
22 38,411 9,37
23 39,804 7,977
24 45,053 2,728
25 46,716 1,065
26 46,8 0,981
27 46,9 0,881
28 47,1 0,681
29 47,2 0,581
30 47,3 0,481
31 47,4 0,381
32 47,5 0,281
33 47,522 0,259
34 47,6 45,881 (j=3) 47,781 0,181
35 47,8 15
36 48,9 13,9
37 51,33 11,464
38 51,531 11,269
39 55,515 7,285
40 56,309 6,491
41 57,33 5,47
42 58,682 61,9 (j=4) 62,8 4,118
43 66,38 15
44 68,806 12,574
45 70,664 10,716
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46 72,541 8,839
47 73,428 7,952
48 74,074 7,306
49 76,3 5,08
50 76,4 4,98
51 76,5 4,88
52 76,6 4,78
53 76,7 4,68
54 76,779 4,601
55 76,8 4,58
56 76,9 4,48
57 77 4,38
58 77,1 4,28
59 77,84 3,54
60 78,152 3,228
61 78,286 3,094
62 78,606 2,774
63 80,899 0,481
64 81,088 79,08 (j=5) 81,38 0,292
.. .. .. .. ..

3 Scénario 3 : SA = 15 min et SC = 10

Table B.3 – Scénario 3 : les dates de mise en service des bus ainsi que les dates d’arrivée et d’attente
des passagers à la station s22

k AP<s3
3> U2,j

opt DB
<s2

2,bj
2>

Ta
1 1,422 16,633 15,211
2 1,78 16,633 14,853
3 3,174 16,633 13,459
4 3,917 16,633 12,716
5 8,619 16,633 8,014
6 9,12 16,633 7,513
7 12,184 16,633 4,449
8 14,829 16,633 1,804
9 16,336 16,633 0,297
10 16,633 15,533 (j=1) 16,633 0
11 17,548 35,683 18,135
12 19,947 35,683 15,736
13 22,947 35,683 12,736
14 27,715 35,683 7,968
15 27,796 35,683 7,887
16 30,372 35,683 5,311
17 32,781 35,683 2,902
18 32,884 35,683 2,799
19 34,048 35,683 1,635
20 35,683 34,583 (j=2) 35,683 0
21 36,333 51,33 14,997
22 38,411 51,33 12,919
23 39,804 51,33 11,526
24 45,053 51,33 6,277
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25 46,716 51,33 4,614
26 46,8 51,33 4,53
27 46,9 51,33 4,43
28 47,1 51,33 4,23
29 47,2 51,33 4,13
30 47,3 51,33 4,03
31 47,4 51,33 3,93
32 47,5 51,33 3,83
33 47,522 51,33 3,808
34 47,6 51,33 3,73
35 47,8 51,33 3,53
36 48,9 51,33 2,43
37 51,33 49,53 (j=3) 51,33 0
.. .. .. .. ..



Résumé 

 

Ce travail de recherche porte sur les problématiques de modélisation, de résolution de 

conflits et de gestion optimale dans les Systèmes de Transport Public (STP) et les réseaux 

logistiques. Dans un premier temps, nous nous intéressons au développement d'une approche 

générique permettant de représenter le fonctionnement d'un STP dans un contexte réel et 

dynamique, avec moins d'hypothèses simplificatrices. Il s'agit plus précisément de 

développer un modèle théorique, décrivant le comportement du système physique caractérisé 

par différents phénomènes dont les conflits liés au partage de ressources, le parallélisme 

et la synchronisation. Pour ce type de phénomènes, notamment les conflits, il s'avère 

indispensable de développer des algorithmes et des politiques de routage, permettant de 

les arbitrer et ainsi déterminer et contrôler les différents états du système. Pour ce 

faire, une nouvelle approche de modélisation combinant les réseaux de Petri colorés et 

l'algèbre (max, +) est proposée. Les modèles obtenus permettent d'étudier et d'évaluer le 

comportement du système et par conséquent, prouver ses propriétés de bon fonctionnement. 

Ensuite, afin d'améliorer les performances du système, une approche de contrôle fondée sur 

la théorie de la résiduation dans l'algèbre des dioïdes est développée. La finalité de ce 

contrôle est d'assurer une meilleure performance aussi bien pour les utilisateurs, en 

termes des temps d'attente et des temps de trajet, que pour les entreprises en termes de 

gestion et d'organisation (moyens matériels et ressources humaines à déployer sur le 

réseau). Les modèles graphiques et mathématiques développés sont génériques et peuvent être 

appliqués à tout type de réseau de transport public (réseau de bus, réseau ferroviaire, 

réseau multimodal, etc.) de n'importe quelle taille. Par ailleurs, ces mêmes modèles sont 

adaptés et appliqués aux réseaux logistiques dans le but de minimiser les temps de transport 

et de stockage des marchandises dans différents entrepôts ou centres de distribution. Cette 

adaptation est fondée sur une analogie parfaite et une similarité entre les STP (transport 

de passagers) et les réseaux logistiques (transport de marchandises). En outre, des exemples 

illustratifs sont fournis pour montrer l'applicabilité et l’efficacité de l'approche 

proposée. Les résultats obtenus sont prometteurs et permettent d'atteindre les objectifs 

visés. Enfin, nous avons développé un outil de simulation à événements discrets. La version 

actuelle, au moment de la rédaction de ce manuscrit, permet d'étudier, d'analyser et de 

commander à la fois les STP et les réseaux logistiques.  

 

Mots clés: Systèmes à événements discrets, Réseaux de transport public, Réseaux 

logistiques, Réseaux de Petri colorés, Algèbre (max, +), Modélisation, Évaluation de 

performances, Commande, Optimisation, Gestion de conflits, Partage de ressources.   

 

 

 

Abstract 

 

The present work focuses on optimal management, resource sharing and conflicts resolution 

in Discrete Event Systems (DES). We mainly focus on public transportation systems and 

supply chains. The main objective of this work is to develop a generic approach to represent 

the functioning of a DES in a real and dynamic context, with fewer simplifying assumptions. 

More precisely, we aim to develop theoretical models, describing the behavior of the real 

system characterized by different phenomena including conflicts and resource sharing. In 

order to solve these phenomena, we develop algorithms and routing policies to arbitrate 

conflicts and thus determine and control the different states of the system. To this end, 

we propose a new modelling approach combining colored Petri nets and (max, +) algebra. The 

obtained models make it possible to study and evaluate the behavior of the system and 

therefore prove its performance properties. As a second contribution, and in order to 

improve the performance of the system, a control approach based on residuation theory in 

dioid algebra is developed. The purpose of this control is to ensure a certain performance 

both for users, in terms of waiting times and travel times, and for companies in terms of 

the number of transportation means to deploy in the network (vehicles, etc.) in order to 

minimize their costs. The developed models are generic and can be applied to any public 

transportation network (bus network, rail network, multimodal network, etc.) of any size. 

Similarly, these models are adapted to supply chain networks in order to minimize storage 

and transport times for goods in different warehouses and distribution hubs. Illustrative 

examples are given to show the applicability of the proposed approach and the obtained 

results are promising. These examples enables the verification and the validation of the 

developed models through concrete scenarios. Finally, a simulation tool, based on 

established models and programmed with python, is developed. This tool is used to study, 

analyze and control DES, particularly public transportation systems and supply chains.  

 

Keywords: Discrete event systems, Public transportation networks, Logistics, Colored Petri 

nets, (Max, +) algebra, Modelling, Performance evaluation, Control, Optimization, Conflict 

management, Resource sharing. 
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