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Notations

Notations générales

e d : dimension de 'espace

Q : ouvert borné de R?

0N : frontiére de Q

e 1 : vecteur normal unité extérieur & 0f)

¢ : concentration du matériau

u : champ de vecteur vitesse
e u* : champ de vecteur vitesse intermédiaire

e p : pression

t : temps

At : pas de temps

h, H : pas d’espace

— : dérivée par rapport au temps

ot

Vu : gradient d’'un champ de vecteur w

V.u ou div u : divergence d’'un champ de vecteur u

e A : opérateur laplacien

T : triangulation

e ¢ : épaisseur de 'interface



Notations

e 7,5 : paramétre de stabilisation

e F : fonction de I’énergie

F' : fonction potentielle

v @ viscosité cinématique

A : ceefficient de tension superficielle

~ : temps de relaxation élastique
e p : densité de fond
e p1, po : densité des fluides

e g : gravité

Sy : force de flottabilite

Re : nombre de Reynolds

Espaces fonctionnels

e L?(9) est I'ensemble des fonctions de carré intégrable sur

o HY(Q) ={uc L*Q),Vu e L*(Q)}

o HY(Q) = {u€ H'(Q),up0 =0}

o W™P(Q) est I’espace de Sobolev d’ordre m muni de la norme || - ||, p

o H™(Q) = W™m2(Q)

o Ck(Q) est I'ensemble des fonctions k fois continfiment différentiables sur 2

. (@) = ) CH®)
keN

Normes

1
o Vue 12(@), fula = ( [ )2

o Vue H@), Nullmoy = [ [P+ [ [7uP)2
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Introduction

1 Modéles de champs de phase et couplage avec Navier-Stokes

La méthode de champs de phase est une technique qui est apparue et utilisée depuis quelques
décennies pour la modélisation des transitions de phases, des séparations de phases et des phé-
nomeénes interfaciaux. Etant en plein essor, son spectre d’applications est assez large : les appli-
cations les plus avancées rentrent dans le cadre des sciences des matériaux ([163, 46, 48|, alliage
|7, 8,9, 33, 34, 61, 84, 88, 132, 151, batteries chimiques [44, 215, 220, 230|, croissance cristalline
[38, 47, 147, 195]). D’autres applications se font dans le monde du vivant, & savoir, la biologie
et la médecine comme la cicatrisation de plaies [60, 142|, la croissance tumorale [92, 168, 171],
les modeles génétiques [100, 148], les films bactériens [69, 70, 146, 192, 193], ainsi qu’en écologie
[139, 171], la dynamique des fluides [11, 75, 161, 221, 227] et la dynamique de population [66, 190].
S’ajoutent aussi les applications en traitement d’images comme la segmentation et 'inpainting
20, 21, 32, 41, 50, 51, 52, 74, 156].

Les champs de phase ont été largement exploités notamment en analyse mathématique (sys-
témes dynamiques, calcul de variation [20, 21, 85, 119, 168, 198| et en analyse numérique
[85, 90, 180, 188].

Par définition, un modele de champs de phase modélise la minimisation d’une énergie. Selon
la propriété de la conservation de masse, nous distinguons deux types :

1. Les équations d’Allen-Cahn (AC) qui modélisent la transition de phase et qui sont des
équations sans conservation de la masse.

2. Les équations de Cahn-Hilliard (CH) qui modélisent la séparation de phase et qui sont
des équations avec conservation de la masse.

L’équation d’Allen-Cahn [8, 9] décrivant le phénomeéne de transition de phase dans un alliage
meétallique s’écrit

ou 1

o + M(—Au+ ?f(u)) =0, dans , t > 0,

@ =0, sur 0N (1)
on

u(0,z) = up(x)

ot © est un ouvert de R%, n est la normale unitaire sortante, M étant la mobilité (prise égale a
1 pour simplifier) et u € [—1, 1] un paramétre d’ordre qui peut étre la concentration de I'un des
constituants de 'alliage et ¢ I’épaisseur de 'interface.
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Son étude peut s’effectuer par deux approches : la premiére étant de considérer (1) comme
une équation de réaction-diffusion et la deuxiéme approche consiste & minimiser 1’énergie

E(u):/g(;WuF—i—;F(u))dx @)

ou F'(u) est un potentiel d’énergie. Ainsi, elle est considérée comme étant 'approche du flot de
gradient de la fonctionnelle d’énergie (2)

ou
o + VE(u) =0. (3)

Ces deux approches coincident lorsque

—Au+ giz f(u) = VE(u). (4)

L’équation de Cahn-Hilliard [34| décrivant le processus de séparation de phase s’écrit

ou 1
i A(—Au+ gf(u)) = 0dans Q, t >0,
1
O(Au — = f(u))
%: ) ¢’ =0 sur 992, t > 0, ()
on on
u(z,0) = u’(z) sur Q.

ou u est la concentration du matériau de Valliage, f(u) est la dérivée de la densité d’énergie libre
F(u) et e I'épaisseur de l'interface diffuse. Cette équation peut étre vue comme le flot de gradient
de la fonctionnelle d’énergie (2) dans H ().

Elle s’écrit sous la forme du systéme découplé

ou
i Ap (6)
p=—Au+ éf(u) (7)
0 0
a—z =0, a—g = 0,u(0,z) = up() (8)

ou u est le potentiel chimique.

Les écoulements incompressibles & deux phases ont fait 'objet de nombreux travaux ces der-
niéres années et permettent de modéliser différents phénomeénes, citons par exemple les bulles de
gaz piégées dans ’eau, les filaments d’eau tombant dans l’air, les mélanges huile-eau, les mélanges
de polymeéres, les fluides biologiques.

Un modele couplé de fluide/champs de phase Allen-Cahn intervenant dans les applications (cf.
[209, 229]) s’obtient en considérant l'effet convectif de la vitesse u du fluide

99

o Vo =20 f(9)). (9)

Ici ¢(z,t) € [—1,1] est la phase du mélange, u la vitesse du fluide, v correspond au temps

1
de relaxation élastique, f(¢) = F'(¢) avec F(¢) = 4—62(¢)2 —1)% et ¢ désigne 'épaisseur de

2



2. Motivation et objectifs de la thése

Iinterface. Les équations régissant le mélange d’écoulement & deux fluides sont la condition
d’incompressibilité

V.u=0, (10)
et I’équation de la quantité de mouvement
ou
po<a + (u.V)u) —UV.D(u) + Vp+ AV - (Vo ® V) = S, (11)

ou u désigne la vitesse, p la pression, v le paramétre de viscosité et A le ccefficient de tension
1
superficielle. On note D(u) = i(Vu + (Vu)T) le taux du tenseur de déformation et

Sy = (0,—(1+¢)g(p1 — po) — (1 — ¢)g(p2 — po))T la force de flottabilité avec la densité de fond
po, la densité des deux fluides, p1 et po, respectivement et la gravité g.

D’autres modeles de couplage, comme ceux de Cahn-Hilliard/Navier-Stokes pour les fluides di-
phasiques ont été considérés dans [54, 62, 123]. Ils consistent a partir d'un modeéle de Cahn-
Hilliard avec, comme plus haut, la prise en compte de la convection due & la vitesse du fluide :

90 v u-Vo=14(80 (4)). (12)

Cette équation est alors couplée avec 1’équation de la quantité de mouvement(6.2) avec
V-u=0. (13)

On peut réécrire le modele sous forme de systéme [136, 161] :

¢
a_Fu-VqS: %A(w—l—dﬁ), (14)
w=—2A¢ + f(p) — co, (15)
9 A
po(@%ﬁb I (u~V)u> — vAu+ Vp — g(w+0¢)v¢= Se (16)

V-ou=0, (17)

ol ¢ est une constante positive cf. aussi [187], avec les notations précédentes.

2 DMotivation et objectifs de la thése

La simulation numérique des modéles de champs de phase s’avére délicate et difficile dans cer-
taines situations : cela est di a la présence d’un petit paramétre (I’épaisseur de la surface de
séparation €) qui pénalise le terme non linéaire (dérivée du potentiel F).

Plusieurs méthodes numériques ont été développées afin de résoudre les équations de champs
de phase, citons par exemple [67, 76, 91, 97, 98, 141, 222, 228|, mais aussi les modeéles couplés
avec les équations de Stokes [144, 145, 173], de Navier-Stokes [23, 26, 143] et I’équation de Darcy
[73, 106, 107].

S’agissant spécifiquement de AC ou CH, dans [76, 90, 187, 188, 205, 211, 213], sont proposés des
schémas implicites et coliteux au niveau temps de calcul mais aussi des schémas semi-implicites,
rapides, mais peu stables énergétiquement (la décroissance de I'énergie n’est pas validée que sous

3



Introduction

certaines conditions sur le pas de temps). Une idée pour résoudre le probléme de stabilité énergé-
tique consiste a stabiliser les schémas semi-implicites [188], cependant, dans ce cas la décroissance
de I’énergie est ralentie.

Dans cette thése nous désirons proposer des schémas rapides et garantissant les propriétés du
modéle : décroissance de ’énergie sans aucune condition sur le pas de temps et la conservation
de la masse (cas de I’équation de Cahn-Hilliard) sans influencer la dynamique de la décroissance
de I’énergie. Pour ceci, nous avons recours aux méthodes bi-grilles, cas particulier des méthodes
multigrilles.

Ces méthodes ont été proposées depuis plus d’'une quarantaine d’années pour accélérer la ré-
solution des problémes elliptiques, (cf. [129] pour les problémes de Dirichlet linéaires et non
linéaires stables en différences finies, mais aussi pour les équations de Navier-Stokes station-
naires [31, 108]).

L’approche est d’abord définie pour deux niveaux de discrétisation (cas bi-grilles). Les deux idées
clés sont & la fois la séparation des haute et basse composantes de l’erreur fournie par I'utilisation
des grilles grossiére et fine (ou des espaces) respectivement Vi et Vj,, ainsi que la concentration
de Veffort de calcul principal sur le sous-espace grossier Vi C Vj, (dimension inférieure) ; les
modes élevés peuvent étre représentés en Vj, alors que seuls les bas modes sont calculés en V.
Cela conduit a une réduction drastique du temps de calcul CPU.

La correction des composantes de ’espace fin appartenant a V, est généralement réalisée par un
schéma numérique simple et rapide et est associée & un lissage en mode élevé. Ensuite, le schéma
est appliqué de maniére récursive sur un ensemble de grilles (ou d’espaces) imbriquées.

Nous pouvons distinguer deux approches pour les méthodes bi-grilles en considérant les équations
dissipatives non linéaires.

Dans le premier cas, les composantes en haut et bas mode sont traitées explicitement : grace a
la régularisation parabolique, les composantes en bas mode qui renferment la partie principale
de I’énergie de la solution ont une dynamique différente de celle des composantes en mode élevé
qui peuvent étre considérées comme une correction cf. [77]. Aussi, une facon d’accélérer 'inté-
gration numérique consiste a appliquer différents schémas a ces deux ensembles de composantes,
en concentrant U'effort sur le calcul des bas modes, qui appartiennent a Vi, cf. [68].

Dans le cas des méthodes spectrales, la séparation en fréquences est évidente, mais ce n’est
pas le cas lorsque des méthodes de différences finies ou d’éléments finis sont utilisées pour la
discrétisation spatiale. Pour séparer les modes, une approche hiérarchique a été utilisée [226] : en
utilisant un opérateur d’interpolation (ou de projection) approprié entre Vi et V3, nous construi-
sons un opérateur de transfert qui définit un pré-conditionneur pour les matrices de rigidité et
permet également d’exprimer la solution en termes de partie principale, associée aux composantes
en bas mode, et d’une partie fluctuante, de moindre amplitude, et associée & des composantes de
mode élevé. Nous renvoyons le lecteur a [216, 217, 218| et aux références qui y figurent pour la
discrétisation par éléments finis, [43, 182] pour les différences finies et [25, 96] pour les volumes
finis. Ces schémas se sont avérés efficaces mais ils nécessitent la construction et la manipulation
des bases hiérarchiques.

Dans la seconde approche, la séparation de modes n’est pas utilisée explicitement et les mé-
thodes consistent, & chaque pas de temps, & calculer I'approximation grossiére uy de la solution
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fine uy, par un schéma implicite inconditionnellement stable, puis & actualiser un schéma linéarisé
a une valeur extrapolée de uy en V.

Ces schémas permettent de réduire le temps de calcul avec une erreur optimale par rapport au
schéma classique pour un choix adéquat de la taille de maillage de V}, par rapport & celle de V.
Il faut souligner que @y, représente la partie principale de la solution tandis que zp = up —tp € Vp,
représente la partie fluctuante (portant les composantes du mode élevé de la solution up, € V3)
mais n’est pas simulé dans les schémas.

De telles méthodes ont été développées et appliquées a la solution des équations de Navier-Stokes
incompressibles instationnaires [3, 5, 110, 130]. Comme une linéarisation est utilisée sur V4, la
matrice & résoudre & chaque itération change et peut étre coliteuse en régime transitoire.

Les méthodes numériques que nous proposons ici sont en quelque sorte intermédiaires et sont
développées dans [1] pour l'équation d’Allen-Cahn et [2] pour les équations de Navier-Stokes.
L’utilisation de deux niveaux de discrétisation permet de concentrer 'effort sur I'espace grossier
de dimension inférieure, l’espace fin et simultanément de décomposer la solution en sa partie
principale et fluctuante up, = Uy, + 2.

Les zp, ne sont pas explicitement simulés, cependant, ils sont implicitement utilisés comme suit
pour une stabilisation de mode élevé : considérons les intégrations temporelles de I’équation de
réaction-diffusion, sous sa forme variationnelle :

0
a(u,v) + (Vu, Vo) + (f(u),v) =0,V € V,
v(0) = vp,

ot V est un espace Hilbert approprié.

Etant donnés deux sous-espaces de dimension finie de V,Vy et Vj,, avec dim(Vy) < dim(V},),
nous définissons le schéma bi-grilles comme suit :

Algorithm 1 Schéma bi-grilles stabilisé pour la réaction-diffusion

—_

.0 .0 .
: up,uy donnés

2: for k=0,1,--- do
3: Etape 1 (Schéma implicite de I’espace grossier)
k+1 &
u — U
£ () + (VUi Vom) + (fulff ), ¥m) = 0, Vo € Vi
5: Etape 2 (Schéma semi-implicite de ’espace fin)
upt! = u; Kk Kk k k k Kk
(" o)+ (™ — g, on) (Vg™ Von)+(f (uh), én) = 7(ugg™ — i, én), Von € Vi
6: end for
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La concurrence entre les termes T(ui‘fl —uk, ¢p) et 7(u lffl — ul, o) est interprétée comme un

filtre de mode élevé et 7 > 0 est le parameétre de stabilisation (cf. [1]) et permet de compenser le
traitement explicite du terme non linéaire.

Par ces schémas bi-grilles nous avons pu réduire le temps de calcul tout en conservant une
bonne dynamique. En outre, I'usage des schémas classiques inconditionnellement stables sur la
grille grossiére nous a permis de démontrer des résultats de stabilité. Nous étendons ces résultats
pour les modéles couplés aux équations de Navier-Stokes .

3 Principaux résultats

Nous présentons dans cette section les principaux résultats pour les équations d’Allen-Cahn,
Cahn-Hilliard, Navier-Stokes (NS) ainsi que ceux du probléme de couplage AC/NS et CH/NS.

3.1 Equations d’Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard

Afin d’obtenir un schéma bi-grilles stable, nous adaptons le schéma implicite inconditionnellement
stable défini par Shen [188] sur la grille grossiére :

1 1
T e 0) = (Ve V) + S(DF@R ut)9) =0, Yo eV (18)
oll nous prenons
Flu) - Flv)
DF(u,v) = p— sl u # v,
f(u) siu=nw.

L’implémentation numérique par la méthode du point fixe de Picard montre que le schéma souffre
d’une instabilité artificielle (limitation en pas de temps At).

Nous adaptons I'opérateur d’accéleration de Lemaréchal pour étre capable de prendre des pas de
temps supérieurs.

Ce schéma (18) est considéré comme le schéma de référence, résolu sur une grille fine, auquel
nous comparons notre schéma bi-grilles et prouvons le gain en temps de calcul CPU.
Un schéma linéarisé, stabilisant uniquement les hautes fréquences de la solution, est utilisé sur
la grille fine

(up™ —uf, dn) + TAL = uf, dn) + AUV, V)

= TAL(uf — b, n) — At(F(uf, uf T b, én), Von €V,

Le traitement du terme non linéaire f(uh,ufﬁr1 ulk)

Palgorithme bi-grilles d’Allen-Cahn (cf. Chapitre 2).

permet d’obtenir plusieurs variantes de

1
Pl ) = 5 () + 2w 4 3 = 2) (! = )

g (W 4 @h)? — 2) i + ).
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Une comparaison avec le schéma stabilisé de Shen (stabilisant la solution globale) est faite au
Chapitre 2. Nous pouvons conclure que la stabilisation de notre schéma bi-grilles n’a aucune
influence sur I’énergie alors que la stabilisation globale de schéma proposé par Shen ralentit la
décroissance de 1'énergie.

CPU time ) Energy on Fine and Coarse Spaces
2500 T T T T 10 T T T T T T
One grid — EFG
— Two grids —ECG
10° —_ECorr
2000 1
\
S \
10 \
o 1500 \
3 >
ul 2
o 8 10
~ &
O 1000r
10°
5000 _— y
— 10°
N . . . . . 160 . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
_, _Time evolution of the difference of FG and corr soluti

2
Error L*-norm

o 0.1 0.2 03 0.4 05 06 0.7

FIGURE 1 — Equation d’Allen-Cahn avec ¢ = 0.03,7 = 5 x 1073, ug = cos(rx) cos(ry), At =
7x 1075

Notre schéma bi-grilles se placee & mi-distance entre le schéma semi-implicite rapide mais limité
en pas de temps At et le schéma implicite inconditionnellement stable en At mais nécessitant la
résolution du probléme non linéaire par la méthode du point fixe et prend un temps énorme de
résolution : ainsi, nous approchons par notre schéma bi-grilles la solution d’une maniére similaire
a celle du schéma de référence sur la grille fine (18) mais avec un gain remarquable en temps de
résolution (quatre fois plus rapide cf. Fig. 1).

Comme pour 'équation d’Allen-Cahn, nous considérons pour ’équation de Cahn-Hilliard le
schéma de Shen inconditionnellement stable comme un schéma de référence sur la grille fine
et la premiére étape de notre algorithme bi-grilles serait :

uk+1 _ uk i
(3 W+ (VL V) =0, WevV, (19)
(V uk+17v¢) + é(DF(Uk,Uk+1), ) = (MkJrla ®), VoeW. (20)
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Aussi un schéma linéarisant le terme non linéaire est considéré sur la grille fine et la deuxiéme
étape de notre algorithme bi-grilles serait ainsi :

(U™ — k) + AUV V) = 0, Yoy, € V3,
1 -
(Vu ™ V) + 7™ =, én) + 5 (F(uh, uy ™ up ™), 0n) = (™ on)
-I-T(u];;rl — ulfq, th), Von € Wh.

Les illustrations de la Fig. 2 montrent 1’accord entre le schéma de référence sur la grille fine
et notre technique bi-grilles. Nous notons la réduction du temps de calcul CPU d’un facteur
supérieur a 2 (cf. Fig. 2). De sus, nous représentons la moyenne spatiale de la concentration u,

initialement nulle, et reste nulle au cours du temps (Fig. 3).
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FIGURE 2 — Cahn-Hilliard £ = 0.03, 7 = 2222.22, ug = cos(rx) cos(my) et At = 1073,
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1012 Time evolution of the spatial average of the order parameter

7 m]\f]s Joult,x)de

FIGURE 3 — Cahn-Hilliard £ = 0.03, 7 = 2222.22, ug = cos(7x) cos(ry) et At = 1073,

3.2 Equations de Navier-Stokes

Nous appliquons aussi la technique de la séparation en échelles au probléme de Navier-Stokes
incompressible. La résolution du probléme se fait par la méthode de la projection. I’ Algorithme
2 servira d'un schéma de référence sur la grille fine :

Algorithm 2 Schéma de référence non incrémental
1: for k=0,1,--- do
* k
Uy, — U * * *
2: Trouver uz dans X, (hTtha wh)_‘_l/(vuh: vwh)"i'((uh'v)uha wh) = (fv wh)av¢h € Xy
div uj
3: Trouver pi“ dans Y, (div VplfLH,Xh) = ( A7 hoxn),¥xn € Yy
4: Trouver uiﬂ dans X, (u];frl —ujp + AthlfLH,l/Jh) =0,Vyp € Xy,
5: end for

Algorithm 3 Deux grilles Algol
1: for k=0,1,--- do

2: Trouver uj; dans Xy
Wy — uk * * *
3 (SR bm) + (Vi Vou) + (g - V)ug vu) = (F,9m), Yn € Xu
4: Trouver u; dans X
up, — “i * k k % k
<1+7—At)(T7¢h)+V(Vuhv Von)+((up-Vup, on) = 7(ufy — v, dn)+(f ¢n), Vén € Xp
ke+1 » ke+1 div uj,
5: Trouver p," " dans Y}, (div Vp; ™, xpn) = (Tt,xh),VXh ey,
6: Trouver uffl dans X, (u’;‘;Jrl —uy + AthlfLH, on) =0,V € Xp
7: Résoudre dans Xy (u’}}“ — u’fLH, Y) =0,YYg € Xg

8: end for

Dans I’Algorithme 3, nous calculons d’abord uj; sur l'espace grossier X puis stabilisons les
hautes fréquences de ujy sur 'espace fin Xj,. En se basant sur la condition de divergence nulle,

9
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nous trouvons la pression py qui est & moyenne nulle. Nous trouvons par la suite uy et la restrei-
gnons & la grille grossiére pour obtenir u’fq pour la prochaine itération.
La version de la correction de la pression est aussi considérée dans le Chapitre 4, section 4.4.2.

Les algorithmes bi-grilles portent sur une séparation en échelles de la vitesse intermédiaire uj.
Des variantes sont traitées au Chapitre 4. Nous étudions le probléme de la cavité entrainée
pour différentes valeurs du nombre de Reynolds (Re = 100,400, 1000, 2000, 3200, 5000 et 7500)
et trouvons la concordance avec la littérature Shen et al. |186]. Les lignes de courant et les
contours de vorticité sont en accord avec ceux présentés dans Bruneau et al. [31], Ghia et al.
[108], Goyon et al. [118], Gupta [128], Hou [134], Pascal [179] et Vanka [208].

Les extrema de la fonction de courant le long des axes au tourbillon principal (PV) et le contre
tourbillon droit (BRV) sont compatibles avec ceux de la litérature [31], [108], [118], [128], [134],
[179, 208]. Nous comparons le temps de calcul CPU (cf. Fig. 4 et 5).

CPU time (10° CPU time

0 10 20 30 40 50 60 70 0 20 40 60 80 100 120 140
time ¢ time ¢

FIGURE 4 — De gauche & droite : Re = 2000, 3200; le temps CPU du schéma sur une grille fine
(Algorithme 2) et celui de la méthode de séparation en échelles (Algorithme 3) respective-
ment.
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FIGURE 5 — De gauche a droite : Re = 5000, 7500 ; le temps CPU du schéma sur une grille fine
(Algorithme 2) et celui de la méthode de séparation en échelles (Algorithme 3) respective-
ment.

Le Chapitre 4 comprend une étude de stabilité du schéma semi-implicite suivant (Algorithme
4) :

10
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Algorithm 4 Semi-implicite non incrémental
1: for k=0,1,--- do
* k
ul —u .
2: Trouver uz dans Xh (hTtha 7vbh)_‘_l/(vuha th)‘i'((uﬁv)uﬁa wh) = (fv wh)av¢h € Xh
) div ut
3: Trouver pi“ dans Y, (div Vp’fﬁl,xh) = ( A7 hoxn),¥xn € Yy

4: Trouver uiﬂ dans X, (u;‘frl —up + Athf;Hﬂ/zh) =0,Vyp € Xy,
5: end for

Pour des petits nombres de Reynolds, nous ne gagnons pas en At plus que le schéma semi-
implicite. Ce dernier est stable méme pour des grandes valeurs du pas de temps At. Nous pouvons
déduire que par la technique bi-grilles, le schéma est 10 fois et méme 50 fois plus stable que le
schéma semi-implicite (Algorithme 4) résolu sur une grille pour Re = 400. Alors que pour
Re = 1000, le gain augmente puisque le schéma semi-implicite devient de plus en plus limité par
un pas de temps At = 0.005 et l'algorithme reste stable pour 7 = 100 et At = 0.1 et 0.5. Le
schéma est ainsi 20 fois et méme 100 fois plus stable que le schéma semi-implicite (Algorithme
4) résolu sur une grille.

Au Chapitre 4, section 4.6, une comparaison avec la solution exacte

(ur,up) = (—222y(1 —y)(1 —2y)(1 — z)2exp™t, 2y%2(1 — 2)(1 — 22)(1 — y)? exp™™t)
p = (z—0.5)(y—0.5)

est présentée.

3.3 Couplage AC/NS et CH/NS

La technique de séparation en échelles a été aussi appliquée dans le cas du couplage AC/NS
(Chapitre 5) et CH/NS (Chapitre 6). Les algorithmes bi-grilles que nous avons construits
pour des problémes de couplage se divisent en deux catégories : la premiére ot la décomposition
en échelles est effectuée uniquement pour la vitesse et la deuxiéme ou la décomposition est faite
pour la concentration et la vitesse.

Les variantes reposent sur celles considérées pour les équations de Navier-Stokes.

Pour S = (0, —(1+ ¢)g(p1 — po) — (1 — ¢)g(p2 — po))T la force de flottabilité avec la densité de
fond po, la densité des fluides 1 et 2 p; et p2 respectivement et la garvité g, nous considérons le
schéma de référence sur la grille fine comme suit :

11
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Algorithm 5 Schéma de référence
1. for k=0,1,--- do

2: Trouver qﬁi“ dans X},
op — o
3 (T ) (Ve V) + ((uf - V)en, vn) + (DF(¢h,¢k+l) ¥n) = 0,Y4, € X
4: Trouver u;;’k“ dans Y},
m * k41 k1 b+l
(g o) + (T Von) + (@ V) = S, )

1 ok ekl A, ortt — ¢>h k4l k1o ck+1
2(dwuh cuy T vp) — 7(( A7 + (uy, V) )V e o), Yoy € ),

5: Trouver th dans P, At(div Vpk+1,xh) (div uy l,xh),VXh e P,
6: Trouver ukJrl dans Y}, (u Kl _ k+1 + AthkH vp) = 0,Yu, € Yy,
7: end for

Algorithm 6 2 grilles AC- 2 grilles NS
1. for k=0,1,--- do
2: Trouver qbkﬂ dans Xy

k:+1 _ (ZS
: (A A7 T ) + (VT Vg) + ((uf - V) ) + Elg(DF(Wfq, Y, ) =0,
4: Vg € Xy
5: Trouver qbi“ dans X},
‘bkﬂ _¢h k+1 k41 k k
( At ﬂr/}h) + T(¢ o th?wh) + ’7(v¢ + v¢h) + ((uh ' V)Qsh,'gbh)
=7(¢5" — ok vn) — (f( Ok T ), Vb € X,
6: Trouver uH k1 Qans Yy
uy -k k1 k+1 k+1
(U ) 4 (T Vo) + (g D) S o)
1 x.k s k+1 A k+1 - ¢h * k-i—l k+1 k+1
== 2(d“}uH 'uH 7UH)_;<( At ( )¢ )V(b ) H)7\V/'UH€YH
7 Trouver uZ’kH dans Y},

* * At
(1 + 7A)(uy, kL _ ulfL, vp) + VAt(Vuh’kH, Vo) + At((uﬁ . V)u’ﬁ, vp) + ?(dw uﬁ . u’fb, vp)
—(§(¢Z+1 — GF + At(uf - V)iVt — At5¢,vh) + AW — ko), Yo, € Y
8: Trouver phJr dans P, At(div Vpk'H,Xh) (div uh I,Xh),VXh e b,

9: Trouver uh+1 dans Y}, (u i“ ZkH + Athk'H vp) = 0,Yu, € Yy,
10: end for

Il semble qu’il est plus rentable au niveau réduction du temps de calcul CPU (cf. Chapitre 5
section 5.4.1.3 et 5.4.2.3) de considérer la décomposition de la concentration et de la vitesse
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3. Principauz résultats

par l'algorithme bi-grilles (Algorithme 6).

CPU time CPU time
600 600
A
ne gri A ne gri
500 0 grids / 500 o grids / |
e g e /
~

400 // 400 P pd
= - = S
2 7 2 //
— 300 e — 300 /
= e — = // —
S / - S] e _——

200 / 200 y _—

/ / —
< /
/ / P /
/
/
100 e - 100 / /
S -
///// S
0 0
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

time ¢ time ¢

FicurE 6 — Comparaison CPU entre le schéma sur une grille fine et la méthode de séparation
en échelles (concentration et vitesse) (Algorithme 6), fusionnement de deux bulles (& gauche)
et bulle montante (& droite) avec Ny = 32, N, = 16.

Nous comparons nos résultats obtenus par la technique bi-grilles a ceux de [136] et nous notons
la compatibilité.

Nous partons dans la Fig. 7 de deux bulles en contact ot la phase ¢ = 1 est & I'intérieur des bulles
et ¢ = —1 a l'extérieur des bulles et la vitesse initiale est nulle. Nous apercevons la déformation
et la montée de la bulle rectangulaire (Fig 8).

Dans les deux cas, nous prenons Re = 10, = 0.05,7 = 0.1, A = 1076 en utilisant 'EF Py pour
la fonction ¢ et la vitesse u et 'EF Py pour la pression p.

I

g
f

t=0[sec] [fih=1.45347 £20.02(sec] £ih=0.697444 £=0.04[see] £ih=0.477352 £20.08[sec] £ih=-0.420506

FiGUrRE 7 — La solution ¢y par I’Algorithme 6 pour deux bulles en contact : De gauche a
droite : t = 0,0.02,0.04,0.08.

[]

]

|
IR AR R R R R R
FrEifEEiE
_——
FEEEES

t=0[sec] (fih=1.00787 £20.02[sec] fih=0.995881 £=0.1[sed] £ih=0.942196 £=0.2[seq] £ih=0.56481

FIGURE 8 QLa sblution gﬁﬁ péuf l’Algorifhme 6 pour une buHe mbntante : Der gauéhe a droite :
t=10,0.02,0.1,0.2.

Pour le couplage Cahn-Hilliard /Navier-Stokes, nous considérons I’Algorithme 7 comme schéma
de référence. Plusieurs variantes sont prises en considération comme pour le modele AC/NS (cf.
Chapitre 6) mais nous présentons le plus avantageux en terme de CPU (section 6.4.1.3 et
6.4.2.3). Considérons la décomposition de la concentration et de la vitesse par ’algorithme
bi-grilles (Algorithme 8) :
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Algorithm 7 Schéma de référence CH/NS
1: for k=0,1,--- do
Trouver (d)kJrl k+1) dans X, x W),
d)k—i-l _ d)
() + ;2( (wi ™+ ey ™), Vion) + ((ufy - V), ¥n) = 0,¥4y € Xy

 (wk kT C¢k+1,Xh) (VﬁbfLH’VXh) (DF(qﬁh,gka) xn) = 0,Yxy, € Wy
5: Trouver “F1 dans Yy

N

= w

(T? Uh) + V(Vu;;’k—‘rlv V’Uh) + ((U‘Z ke V)u;k—i_l? Uh)

1 N N A
_ _i(d“} uhk hk-i—l Uh) + 572(( k+1 —|—C¢k+l)v¢k+l ),Vvh e Yh

B2

Trouver karl dans P, At(div Vpk“,nh) (div uh 177)h),V17h € Py
7: Trouver u, k41 dans V), (up, Rt k“ + AthkH vp) = 0,Yu, € Yy,
8: end for

Algorithm 8 2 grilles CI- 2 grilles NS
1. for k=0,1,--- do
2: Trouver (o5 wh™) dans Xy x Wg

k+1 .
o (0 >+;2<V< i+ gy, Vibm) + (ul - V)6l vn) = 0.9 € Xy

£ (w™ + eppf ™ xm) = (Vo™ Vxu) — (DF (8l @) xn) = 0.¥xu € Wh
5 Trouver ((f)kH, k“) dans X x W),

oyt — ¢k 0
)+ (VT  egl ), Von) + ((uf - V@R, vn) = 0,Y0n € X,

(—h
(Wit + cof ™, xp) — €2 <V¢>£§“ Vxn) — T(dE T — o, xn)
=~ (kT — ok xn) + (F(O5, ok, of 1Y), xn), VX € W,

s k+1

6: Trouver uy dans Yy

*,k+1 k
u —Uu * *
(2 AL 2 op) + v(Vuy k1 ,Vog) + ((ug o+l V)u ’kH,vH)

1 * * A
- 2(dw qu qu+1,UH)+§(( k+1+ ¢k+1) qbkﬂ vy),Yog € Yy

* k+1
h

7 Trouver u dans Y,

* x .
(1 +7A)(uy, kL _ uf vp) + VAt(Vuh’kH, Vop) + At((uf - V)uf,vy) + i(dw ufuf, vp)

. A
= AU — ko) + (At( R b TVl o), Yoy, € Yy

8: Trouver pl~C+1 dans P, At(div Vpk+1,77h) (div u;‘l’kﬂ,nh),Vnh e b,

9: Trouver h“ dans Y}, (u ﬁ“ ™ k+1 + AthkH vp) = 0,Yu, € Yy
10: Résoudre dans Yy (u];;“l — uk“,vH) =0,Yog € Yy
11: end for

L’Algorithme 8 donne comme pour le modéle AC/NS des résultats similaires & ceux de [136]
et est deux fois plus rapide que ’Algorithme 7 implicite résolu sur la grille fine (cf. Fig. 9).
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=0[sec] ffih=1,13583

sec] ffih=1,12641

3. Principauz résultats

CPU time

10t CPU time

0
0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 02
time ¢

o
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
time ¢

Ficurke 9 — Comparaison CPU entre le schéma sur une grille fine et la méthode de séparation
en échelles (concentration et vitesse) (Algorithme 8), déformation d’une bulle rectangulaire (a
gauche) et fusionnement de deux bulles (a droite) avec Ny = 32, N, = 16.

Dans la Fig. 10, une déformation d’une bulle initiale rectangulaire a lieu et dans la Fig. 11 le
fusionnement de deux bulles en contact est obtenu pour les mémes paramétres pris pour AC/NS.

I - - AN n = n-

i e e . Y e (&) aass ( ‘o ) er

1 / st - L\ 4 o \ /./ s

L\ 4 e aner N/ e e e

= | b | = | n
£20.0002 pec] fih=1.05752 £20.002[spe] £ihe1.02648 £0.008[sec] £ih=0.900867

FiGURE 10 — La solution ¢, par I’Algorithme 8 pour une bulle rectangulaire, de gauche a
droite : t = 0,0.0002,0.002,0.008.

E £ E :
Bz B e : :
= = i :

ec] £ih=0.799327 ] £ih=0.797839 ec] £ih=0.483973

£20.0001] £20.0002[Bee £20.0008]

Ficure 11 — La solution ¢ par I’Algorithme 8 pour deux bulles
droite : t = 0,0.0001, 0.0002, 0.0008.

en contact, de gauche a

Pour le modeéle CH/NS, nous démontrons la conservation de la masse, caractéristique du modéle
de Cahn-Hilliard. La moyenne spatiale / ¢ reste constante au cours du temps et est égale &

—3.6875 (déformation cf. Fig. 12) et & —3.86979 (fusionnement cf. Fig. 13).
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Time evolution of the total mean
-2.5

One grid ref

Two grids scheme 1|

-3.5

o

-a.5

o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
time ¢

FIGURE 12 — Moyenne vs temps- Comparaison entre I’Algorithme 7 et I’Algorithme 8 pour
At = 0.0001.

Time evolution of the total mean
-2.5

——— One grid ref

Two grids scheme 1|

o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
time ¢

FiGURE 13 — Moyenne vs temps, Comparaison entre I’Algorithme 7 et I’Algorithme 8 pour
At = 0.00001, cas de fusionnement de deux bulles.

4 Organisation de la thése

Ce mémoire de thése renferme six chapitres.

Le premier chapitre constitue un état de ’art dans lequel un apercu sur les équations de champs
de phases Allen-Cahn et Cahn-Hilliard est présenté. Nous rappelons des résultats d’existence et
d’unicité de la solution et des schémas numeériques classiques ol nous discutons leur stabilité et
la régularité de la solution.

La séparation en échelles est introduite au deuxiéme chapitre. Nous commencons par le cas simple
linéaire (équation de la chaleur). Nous vérifions la possibilité d’application de cette technique sur
I’équation d’Allen-Cahn en simulant les petites échelles. Nous construisons notre algorithme bi-
grilles en considérant un schéma inconditionnellement stable sur la grille grossiére et stabilisant
uniquement les modes élevés sur la grille fine. Nous gagnons ainsi en temps de calcul CPU. Nous
présentons aussi une comparaison entre la stabilisation globale (solution entiére) proposée par
Shen et notre stabilisation uniquement des modes élevés. Toute cette démarche est adaptée aussi
pour ’équation de Cahn-Hilliard au troisiéme chapitre.

Nous étudions par la suite des schémas bi-grilles & séparation en échelles pour les équations
de Navier-Stokes. Au quatriéme chapitre, nous proposons des algorithmes bi-grilles basés sur la

16
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technique de projection incrémentale et non incrémentale. Les résultats numériques portent sur
ceux du probléme standard de la cavité entrainée et la comparaison avec une solution exacte. Une
étude de la stabilité est faite en comparant les pas de temps avec ceux d’un schéma semi-implicite.

Le couplage des équations d’Allen-Cahn et de Navier-Stokes fait ’objet du cinquiéme chapitre.
Une catégorie des algorithmes bi-grilles sépare en échelles uniquement la vitesse et une autre
catégorie sépare a la fois la concentration et la vitesse. Nous étudions le fusionnement de deux
bulles en contact et la montée d’une bulle comme dans les travaux de Hua [136]. Nous constatons
un gain en temps de calcul par rapport au schéma implicite de référence sur une grille fine ; nos
schémas bi-grilles, traitant la concentration et la vitesse sur deux grilles, sont deux fois plus
rapides que le schéma implicite.

Enfin au sixiéme chapitre, nous présentons des schémas bi-grilles pour le modeéle couplé Cahn-
Hilliard /Navier-Stokes similaires & ceux du probléme couplé AC/NS. Nous démontrons aussi le
gain en temps de calcul et la conservation de la masse, critére de ’équation de Cahn-Hilliard.
Une conclusion ainsi qu’une liste de futures idées et perspectives de ce travail seront présentées
4 la fin de ce mémoire.
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Premiére partie : Méthodes bi-grilles en
éléments finis pour les équations de
champs de phase
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Chapitre 1

Etat de 'art : modéles de champs de
phase
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1.1 Méthode de modélisation par champs de phase - historique
et développements récents

Les deux derniers siécles ont été témoins d’un conflit entre deux idées sur l'interface séparant
deux fluides. La premiére était celle de Young, Laplace et Gauss qui ont considéré que I’épaisseur
de la surface de séparation entre deux fluides est nulle. La deuxiéme idée remonte & Poisson
(1831), Maxwell (1876) et Gibbs (1876) qui ont vu que les fluides sont séparés par une zone
de transition & faible épaisseur mais non nulle [11]. L’interface nette entre les phases est ainsi
remplacée par des régions de transitions : c’est la méthode de champs de phase.

Lord Rayleigh (1892) et Van der Waals (1893) ont développé cette derniére idée en introduisant
des théories en gradient pour l'interface basée sur les principes thermodynamiques.

Cette méthodologie de champs de phase a gagné une grande renommée en raison des appli-
cations qu’elle traite dans le domaine des écoulements diphasiques. Les flux diphasiques com-
prennent non seulement les flux de deux états de la matiere différents (c’est a dire solide-liquide,
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liquide-gaz, solide-gaz) mais aussi le mélange de deux matériaux de méme état mais a propriétés
chimiques différentes (c’est & dire liquide-liquide mais & densités différentes comme ’huile dans
Peau). Ce procédé de champs de phase a réussi a décrire les processus de solidification ainsi que
Iévolution de la microstructure dans les solides (1945), les interfaces liquide-liquide (1998) et
la décomposition spinodale [181]. En particulier, des modéles de solidification de phase ont été
réalisés pour calculer des structures interfaciales réalistes compliquées telles que celles présentes
lors de la croissance dendritique (Kobayashi (1993), Wheeler et al. (1993), Warren et al. (1995)).

La méthode de champs de phase introduit, non seulement un champ de température habituel,
mais un paramétre d’ordre alternatif, le champ dit de phase ¢ pour caractériser les phases.

Les dynamiques correspondantes sont modélisées par le flot de gradient d’une fonction d’énergie
libre phénoménologique écrite en fonction du champ de phase et d’autres champs (température,
concentration, déformation, etc.).

Bien que les simulations numériques de modéles de champs de phase sont plus faciles que ceux
de modéles d’interface pointue, les modéles de champ de phase connaissent des limitations dans
certaines situations. Il s’agit de I’émergence d’une interface mésoscopique qui rend les équations
de champs de phase trés rigides.

Ce cas nécessite des méthodes numériques a plusieurs échelles résolvant & la fois les interfaces
minces inhérentes aux modeéles de champs de phase tout en capturant des microstructures sur
des échelles de millimétres.

Par exemple, la modélisation physique multi-échelle et simulation numérique de dispositifs élec-
trochimiques pour la conversion et le stockage de ’énergie tel les batteries ot un modéle de conti-
nuum est adapté sur ’échelle de millimeétres, la méthode de Monte Carlo cinétique & ’échelle de
micromeétres, la dynamique moléculaire au niveau des nanométres et DFT (Théorie de la Densité
Fonctionnelle (quantunum)) au niveau atomique a ’échelle des angstroms [101, 102].

1.2 Equations de champs de phase

1.2.1 Equation d’Allen-Cahn

L’équation d’Allen-Cahn est un sujet trés actuel et actif en mathématiques et entre dans la lice de
beaucoup de modéles de champs de phase modélisant différents problémes naturels de la science
des matériaux : la dynamique des matériaux cristallins, la croissance cristalline, la solidification
[82, 83, 86, 87, 175, 183, I’écologie [100].

Le processus de séparation de deux phases dans un alliage, tel que considéré par Allen et Cahn,
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F1GURE 1.1 — Séparation en deux phases distinctes Fe-Cr.

est associé a I’énergie Ep(u) = F(u), ou u est le paramétre d’ordre (concentration d’un des deux
composants). Ici F' est le potentiel, construit de sorte a ce que les deux phases soient stables,

et associées & des minima locaux; un exemple simple, avec les phases u = +1 et u = —1, est le

2 1 2
potentiel de Landau F'(u) = u

Q dans lesquelles u # £1. Sous I’hypothése physique d’interface diffuse, les régions séparant les
deux phases (interface) ne sont pas localement des hyperplans et ont une épaisseur e.

. Ep(u) est donc non nulle dans les régions du domaine

Interface

Interface
21 1
e)
8 =@
— Q
&
s .g
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=3
0 0
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FIGURE 1.2 — Interfaces diffuse et nette

1
L’énergie est alors relaxée par ajout pondéré d’une énergie de Dirichlet Fp(u) = / §]Vu\2dx
Q
et on considére alors ’énergie totale

E(u) = Ep(u) + E—lep(u)

Nous notons la compétition entre ces deux termes, Ep(u), d’une part qui pénalise les variations

spatiales, et Ep(u), d’autre part qui, par la présence du facteur —5, force le parametre d’ordre a
5

coincider avec une des deux phases : il s’agit d’un terme de pénalisation.

Les configurations particuliéres des phases correspondront aux minima locaux de E(u). Dés lors,
pour modéliser la dynamique de la transition de phase deux approches peuvent étre envisagées :

La premiére consiste & considérer ’équation de réaction-diffusion :

ou 1
E—Au—i—?f(u)—(),:ceﬁ, (1.1)
ou
u(z,0) = up(z), z € Q. (1.3)
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Les conditions de Neumann homogénes traduisent un flux nul de matiére au bord.
La seconde consiste & considérer le flot de gradient :

%+VE(u) =0,z €Q, (1.4)
ou
ou _ 0 1.
o 0,z € 09, (1.5)
u(z,0) = up(z),z € . (1.6)

pour lequel l'énergie E(u) est décroissante en temps.

Les deux approches "réaction-diffusion" et "flot de gradient" coincident pour la fonction de
Lyapunov de I’énergie

B(u) = /Q(;VU\Q—F;F(u))dx (1.7)

ot F(u) est une primitive de f(u). La compétition entre le terme potentiel et le terme de diffusion
a lieu et correspond & la régularisation en transition de phase.

Chacune de ces approches motivera l'utilisation d’un type de schémas numériques. On citera
par exemple ceux proposés dans les références suivantes : [17, 18, 212] en différences finies, des
approches de décomposition [84, 119], des schémas énergetiquement stables [117, 120, 135].

Généralement les équations de réaction-diffusion (1.4) sont non linéaires par rapport a I'inconnue
u et cela est dd au choix du terme f(u) que nous préciserons par la suite; il differe selon le
probléme physique modélisé. Dans la littérature, on considére I’équation d’Allen-Cahn (1.4) non

1
seulement avec le potentiel Ginzburg-Landau de double puits F'(u) = 1(1 —u?)? o f(u) = F'(u)

mais aussi le potentiel de double puits tronqué

3M? —1 1
7u2—2M3u+Z(3M4+1) siu>M

. 1 .

F(u) = Z(l —u?)? siue [—M, M|
3M? —1 1
Tzﬁ + 2M3u + Z(3M4 +1) siu<—-M

et ’énergie libre logarithmique

F(u) = g(l +u)in(l+u) + (1 —u)in(l —u) — %UQ

D’apres Allen et Cahn, la solution u de (1.4) sépare © en deux régions ot u ~ 1 et u ~ —1
et l'interface entre les deux régions se déplace avec une vitesse normale égale & la somme des
courbures principales. € désigne la largeur de la couche fine de transition d’une phase & une
autre, qui est faible par rapport a la longueur caractéristique de I’échelle de laboratoire; il s’agit
du modéle a interface diffuse (contrairement aux modéles a interface nette, atteinte en faisant
tendre ¢ vers 0). La condition aux limites de Neumann homogeéne implique qu’aucune perte de
masse ne se produit dans ’ensemble de I'enceinte.

L’étude se fait pour des fonctions f qui vérifient la condition suivante : il existe une constante L
telle que

max | f'(u)| < L. (1.8)
ueR
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Son importance dépasse le cadre des sciences de matériaux et trouve des applications aux mo-
deéles de la génétique, de la biologie et de ’écologie [100],[148].

La dynamique d’une grande diversité de systémes physicochimiques peut étre mathématique-
ment modélisée comme des systémes de réaction-diffusion dans lesquels on décrit comment la
composition de plusieurs espéces chimiques distribuées dans 1’espace change sous 'influence de
réactions chimiques compétitives entre les espéces (origine d’une nouvelle espéces) et la diffusion
qui provoque 'expansion de I’espéce dans ’espace.

Le calcul des structures optimales dans les modeles de réaction-diffusion est d’une grande impor-
tance dans de nombreux systémes physico-chimiques. Une formation de structure intervient par
exemple lors de la formation de phase solide et de ’évolution des réactions d’intercalation, lors de
I'auto-organisation de matériaux d’électrodes composites pour des applications électrochimiques
et lors de I’évolution microstructurale des électrodes composites lors de leur dégradation.

Une méthode pour minimiser le nombre d’interphases sur un intervalle de temps donné a été
proposée dans [45], elle utilise une condition de flux limite comme controle.

Les équations d’Allen-Cahn ne s’adressent pas uniquement a la dynamique des motifs (pattern),
elles peuvent s’appliquer en traitement d’image, plus précisément en segmentation d’image [157].
Pour fy une image donnée,

g?: F/( ) (( +u)(fo—c1)® = (1 —u)(fo— 02)2>’ rel
ou
ou_ 0 x € 082

et pour C' est une courbe de segmentation, la phase u correspond aux situations
>0 sixestalintérieur de C
uwz)=4 =0 sizel
<0 sixestalextérieur de C.

Ici A est un paramétre non négatif, F’'(u) = u(u? — 1) et les termes ¢; et co sont les moyennes de
fo dans les régions (u > 0) et (v < 0) comme suit

/fo )14 u(z /fo )1 — u(z))dx

/Q(Hu( 2))da e /Q(l—u(x))dx

1.2.2 Equation de Cahn-Hilliard

L’équation de Cahn-Hilliard décrit la séparation des mélanges avec un écart de miscibilité dans
leurs diagrammes de phase et c’est probablement le modéle de champs de phase le plus connu.
En d’autres termes, la ségrégation du systéme dans les domaines spatiaux prédominés par 'un
des composants, en présence de contrainte de la masse. L’équation de Cahn-Hilliard apparait
aussi dans la modélisation de beaucoup d’autres phénomeénes. Il s’agit de 1’évolution de deux
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composants de matiére intergalactique, la dynamique de deux populations [66], la modélisation
bio-mathématique d’un film bactérien et certains problémes de film mince [176], le traitement
d’image et la retouche d’images [20],[21] et méme les anneaux de Saturne et le regroupement des
moules.

Cette équation dérive de la fonction énergie Ginzburg-Landau [116],[149] et s’écrit comme suit :

ou 1
e A(=Au + gf(u)) =0sur §, t >0,
1
I(Au — — f(u)) 1.9
@:0, e2 =0 sur 012, t >0, (1.9)
on on
u(z,0) = u’(z) sur Q.

[’équation de Cahn-Hilliard (cf. [180]) évoque des phénomeénes compliqués de séparation de phase
dans un solide. Il est aussi possible de considérer (1.9) comme un flot de gradient dans H~1(9)
de la fonctionelle d’énergie libre de Ginzburg-Landau

E(u)z/ﬁ(i]Vu\Q—i—;F(u))dx.

Pour dériver I’équation de Cahn-Hilliard, le point de départ est la loi d’équilibre de masse

Ut + V.J= 0,
ou J est le flux de phase défini par
OF (u
7= My (757),

et M (u) représente la fonction dite de mobilité. Nous récupérons (1.9) pour M (u) = 1.

Les deux conditions aux bords indiquent que le fluide ne passe pas a travers la bordure. La masse
n’est plus conservée pour des conditions de Dirichlet homogénes aux bords par contre 1’étude
mathématique est simplifiée par exemple pour I’équation de Cahn-Hilliard visqueuse dans [14].
Nous prenons la concentration comme étant une fraction de volume ou une fraction de masse
selon le systéme physique en étude.

La fraction de volume est par unité de volume du composant "A" par exemple, dans un systéme
contenant deux composantes qu’on note "A" et "B".

Une telle description est appropriée dans la plupart des circonstances mais pas toutes. De plus,
cette définition de u(z,t) implique que 0 < u(z,t) < 1. En outre, si u(z,t) la concentration du
composant A est connue, alors la concentration du second composant B est donnée par 1 —u(z,t)
et donc elle est aussi connue.

Ainsi, I’évolution de la composition du systéme bicomposant est prédite par une seule équa-
tion scalaire de Cahn-Hilliard. Les deux composants peuvent se référer par exemple & un systéme
de deux composants métalliques ou deux composants polymeéres ou méme deux composants vi-
treux. L’équation de Cahn-Hilliard a été vue comme contenant beaucoup de paradigmes de la
dynamique de séparation de phase. Et sous ce titre, cette équation a joué, et continue de jouer,
un role important dans la compréhension de 1’évolution de la séparation de phase.
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1.2. Equations de champs de phase

Pourquoi I'équation de Cahn-Hilliard apparait-elle dans plusieurs contextes et quel comporte-
ment est prédit par cette équation commune & tous ces systémes ?

Nous cherchons & modéliser la dynamique d’une maniére suffisamment précise pour que plu-
sieurs des différents dispositifs puissent étre expliqués et prédits.

En sciences des matériaux, cette formation du modéle est dénommeée "la microstructure" de la
matiére. Cette microstructure est trés influente dans la détermination de la plupart des proprié-
tés du matériau telles que la conductivité, la dureté et la résistance.

Ces modeéles traitent habituellement de deux composants, mais il y a eu aussi plusieurs ex-
tensions ou des modéles triphasés ont été considérés (avec et sans couplage avec un écou-

lement de fluide). Il est connu d’aprés Elliott et Zheng (1986) que si les données initiales

u, € HE(Q) = {u € H?(Q); gz = 0 sur 09} alors (1.9) a une solution unique pour tous les

pas de temps. Une méthode standard des éléments finis de Galerkin conforme exige que I'espace
d’approximation soit contenu dans H%(Q2) (cf. Elliott et French (1987) pour les calculs dans une
dimension spatiale).

En revanche, nous proposons ici une méthode de division basée sur les éléments H'(Q) : cette
équation parabolique non linéaire du quatriéme ordre peut s’écrire sous la formulation mixte
suivante en se basant sur les éléments H'(Q) (cf. [85]) :

(ug, q) + (Vw,Vq) =0, Vg€ HY(Q),

(Vu, V) + S5 (f(u), ) = (w, ), Voo € H(9). (1.10)

Nous pouvons démontrer que la masse totale est conservée au cours du temps, c’est-a-dire que

/ u(t)dt reste constante en temps : en effet pour ¢ = 1 dans (1.10), nous obtenons
Q

8/u:0<:)/u(t):/uo,w>0.
ot Jo Q Q

De plus, en prenant ¢ = w et 1) = uy dans (1.10), on arrive a la loi de ’énergie

;E(u(t)) + /Q \Vw(t)|*dz = 0. (1.11)

L’expression (1.11) implique que ’énergie diminue avec le temps avec un taux donné par la
dissipation physique ||[Vw(t)||2,.
En considérant ’équation

?;; — A(—Au+ E%f(u))—i—g(:c,u) =0 (1.12)
pour g(z,u) = 0, nous obtenons I’équation (1.9).

Différents choix de g(x,u) ont été étudiés dans la littérature. Nous citons a titre d’exemple,
g(z,u) = au(u — 1)(a > 0) pour la croissance tumorale et la cicatrisation des plaies, g(x,u) =
AoXo\D(z)(u — h)(Ao > 0) pour I'équation modélisant la retouche de l'image binaire originale
h(z) ot D est le domaine régulier de Q a retoucher. Dans ce cas, pour remédier a I'abscence de
la conservation de la masse, la dissipativité de la moyenne spatiale est démontrée dans [93] ainsi
que lexistence d’attracteur global de dimension finie. Le cas g(z,u) = cu(e > 0) est celui de
Péquation de Oono modélisant des intéractions longues (non locales). Pour g(z,u) = g(u) nous
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trouvons un modéle appliqué & la biologie.

Nous avons trouvé des solutions exactes de I’équation de Cahn-Hilliard dans [206] en considérant
une méthode modifiée de la fonction tangente hyperbolique tanh étendue. Une solution numeé-
rique & une équation de Cahn-Hilliard est obtenue en utilisant une méthode de perturbation
homotopique (HPM) combinée avec la méthode de décomposition adomienne (ADM).

Dans I'équation de Cahn-Hilliard, I’évolution de la concentration se fait en deux étapes : lors
de la premiére étape, il y a une séparation de phase rapide et, lors de la seconde étape, il y a
une phase de grossissement. A la fin de la premiére étape, des régions de phase, séparées par
I'interface, sont formées a échelle fine tandis qu’a la fin de la deuxiéme étape, la solution atteindra
un état d’équilibre, ce qui minimise la fonction énergétique.

Il y a trois défis principaux pour résoudre numériquement 1’équation de Cahn-Hilliard ; la non
linéarité dans le systéme, la présence du paramétre £ dans les équations (qui est généralement
faible dans les applications de transition de phase) et les différentes échelles de temps de chacune
des étapes de I’évolution de la concentration.

De plus, une résolution numérique efficace du probléme nécessite une relation correcte des échelles
numériques, c’est-a-dire que la taille spatiale du maillage et la taille du pas de temps doivent
étre correctement reliées a la longueur d’interaction e.

1.2.3 Reésultats d’analyse - Existence et unicité
1.2.3.1 Equation d’Allen-Cahn stationnaire en dimension 1
Pour la version stationnaire de (1.4) en dimension 1
Pu
Ox?
le théoréme d’existence et d’unicité locale de Cauchy-Lipschitz est vérifié. Ainsi il existe une seule

solution maximale u(x) telle que u(xo) = ug et u'(xg) = wvo.
Autres solutions de (1.13) sont

(z) = u(z)(u(z)® — 1), z€R, (1.13)

x
u(x) tanh(:l:\/i). (1.14)
Remarque 1.2.1 Une conjecture de Giorgi pour 2 = R™ revient a savoir si, sous certaines
hypothéses, nous nous ramenons & une solution de la forme (1.14). Beaucoup d’études sur la
symétrie de transition de certaines solutions de (1.13) ont été faites. Citons a titre d’exemple
194, 93] \

Pour n = 1, un nombre fini de solutions correspond & l'équation (1.13). A Daide des fonctions
elliptiques nous pouvons les déterminer explicitement, ce qui est basique dans la description de la
dynamique de l'équation d’évolution associée. Une démonstration pour des conditions auz bords

de Neumann a été faite dans [180] alors que pour des conditions de Dirichlet, nous citons Chafee
et Infante [39].

Remarque 1.2.2 Pour un domaine Q borné de R, (1 < d < 4) a frontiére Lipschitzienne,
toute solution variationnelle uw € H' () de (1.13) est & valeurs dans [—1,1] telle que

/ VuVpdxr + / (u® — u)pdz =0, Yo € HY(Q).
Q Q
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1.2.3.2 Equation d’Allen-Cahn avec conditions de Neumann homogénes

Nous présentons un théoréme sur ’existence d’une solution pour I’équation d’Allen-Cahn avec
conditions de Neumann homogénes (cf. [16] pour une preuve détaillée).

Théoréme 1.2.3 Yug € L3(Q) et T > 0, il existe une solution faible w € HY([0,T]; H*(Q)") N
L2([0,T); HY(Q)) qui vérifie u(0) = ug et

(Opu,v) + (Vu, Vo) = —%(f(u), v),

3

pour presque tout t € [0,T] et tout v € HY (). Siug € HY(Q) alors on au € H'([0,T]; L*>(Q))N
L=([0, T); HY(Q)) et

Tl
E(u(T")) +/ |Opu|?dt < E(ug)
0
pour presque tout T' € [0, T.

Vue la monotonie de f a extérieur de lintervalle [—1,1], les solutions de 1’équation d’Allen-
Cahn vérifient le principe du maximum cf. [16].

Proposition 1.2.4 Si u est une solution faible de I’équation d’Allen-Cahn et |ug(x)| < 1 pour
presque tout x € Q, alors |u(t, z)| < 1 pour presque tout (t,z) € [0,T] x Q. Les solutions vérifiant
cette propriété sont uniques.

Un résultat de la régularité [16] est présenté dans le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.5 Si Au € H3(Q) etug € HY(Q), alors u € L>=([0,T); H*(2))NH?([0, T); H(2)")N
HY([0,T); H*(Q)) et il existe 0 > 0 tel que

r 1/2 T 12
sup ||ul|g2(q) + / w||? Jdt + / wll? g < e
Tl + ([ uelioydt) ™+ (] ulfieayt)

Si E(ug) < ¢ et || Augl| g2(q) < ce™2, nous pouvons choisir o = 2.

1.2.3.3 Equation d’Allen-Cahn avec conditions de Dirichlet homogénes

Nous suivons [172] pour une étude de l'existence de solution pour ’équation d’Allen-Cahn avec
conditions de Dirichlet homogénes et quelques estimations.

Définition 1.2.6 Soit Q C R3 un ensemble ouvert, conneze et borné, de classe C*°. Soit ug €
L?(Q). On dit qu’une fonction

u € L*(0,T; Hy(Q)) avec v’ € L*(0,T; Hy H(Q))

est une solution faible du probléeme

%(m,t) — Au(z,t) = u(z, t)(1 —u(z,t)?) (x,t) € Qx (0,7)
u(z,0) = uo(x) z €N
u(z,t) =0 (x,t) € 002 x (0, T

si les deur conditions suivantes sont satisfaites :
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e pour chaque v € H}(Q) on a

! = [ u — u(t)?)vdx .
/Qu(t)vdx—l—/QVu(t).Vvdx—/Q )1 —u(t)*)vd (1.15)

pour presque tout t € [0,T];
o u(0) = up.

Remarque 1.2.7 Le choiz de u/(t) = Au(t) + ... € H 1(Q) et pas H} () revient au fait que
Uhypotheése u(t) € HE () implique Au(t) € H™1(Q) et pas nécessairement dans H}(€2).

Nous vérifions maintenant qu’une solution faible réguliére, est une solution classique. D’une
part, étant une fonction de H&(Q), elle vaut zéro sur le bord. D’autre part, étant réguliére, nous
intégrons par parties dans (1.15) et nous obtenons

/ o' (t)vdx — / Au(t)vdr = / u(t)(1 — u(t)?)vdz.
Q Q Q
Nous présentons quelques estimations préliminaires sur les solutions faibles de (1.15).
Proposition 1.2.8 Soit ug € L?(Q) et soit u € L?(0,T; H} () une solution faible (1.15). Alors
u € L®(0,T; L2(Q)) N LA((0,T) x Q) et pour || la mesure de  on a
. 9 1/
lull e oz = inf sup_[[ut)]l 2y < (27190 + JuolFay)
o<t<T

T
el sy = ] ) dads < (27190 + ol

Proposition 1.2.9 Soit ug € L?(Q) et soit u € L*(0,T; H} () une solution faible (1.15). Alors
il existe deux constantes C',Co > 0, qui dépendent uniquement de § telles que

T T T
/0 e (8)]| -1yt < Cy / IVu(t) | 2yt + Co / IV ()2 g

Théoréme 1.2.10 (Ezistence locale)
Soit ug € H*(Q) N H (). 1l existe un temps T > 0 suffisament petit et une fonction

u € HY(0,T; HH(Q)) N L>®(0,T; H*(Q) N HL(Q)) avec o' € L*(0,T; H1(Q))

solution faible de (1.15).

1.2.4 Schémas numériques classiques et régularité

Classiquement, on souhaite que les schémas en temps pour les équations de réaction-diffusion
puissent allier robustesse et rapidité. Malheureusement ces deux propriétés sont souvent antago-
nistes :
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— La robustesse est obtenue & I’aide de schémas inconditionnellement stables, implicites. Ils
permettent de retrouver au niveau discret les propriétés intrinséques de la solution du
probléme. En revanche ils sont coiteux en temps de calcul car ils nécessitent la résolution
d’un probléme de point fixe & chaque itération. Dans le cas des problémes de champs de
phase, cela peut étre délicat dans la pratique & cause de la présence du petit paramétre €.

— La rapidité est garantie par un schéma (linéaire) semi-implicite. Dans ce cas le terme non
linéaire est traité explicitement mais en contre partie la stabilité du schéma est fortement
contrainte.

Les schémas bi-grilles introduits dans la thése permettent de réduire le temps de calcul tout
en conservant les propriétés essentielles de la dynamique (décroissance de ’énergie). Nous les
présentons en détails dans le chapitre suivant. Afin de pouvoir les situer par rapport aux sché-
mas déja existants, nous présentons ci-aprés quelques schémas en temps pour la résolution des
équations d’Allen-Cahn et puis des équations de Cahn-Hilliard.

1.2.4.1 Allen-Cahn

Dans les travaux de Shen [188], nous trouvons des schémas de discrétisation en temps qui sont

énergétiquement stables sous certaines conditions restrectives sur le pas de temps At et €.
2

Pour At < —— Shen démontre la décroissance de I’énergie pour le premier schéma semi-implicite
d’ordre un suivant :

1 1
Kt(u’f“ —uF W) + (Vub V) + g(f(uk), U) =0, VU e H(Q). (1.16)

Théoréme 1.2.11 Si u® € H?(Q) alors u € H?().

v. Preuve : Nous avons

At
uFt — AtAUET = ok 4 —zuk((uk)2 —1).
€

Par la suite, la formulation variationnelle s’écrit

Trouver u*+1 € H(Q)

a(uFt v) = 1(v) Yo € HY(Q) (1.17)

avec
a(uft ) = / ukHvdJJ—At/ Va1 Vodz
Q Q

et At

_ E, 2l ko k2

l(v)-/g(u £ St () = 1) v,

Or

1) e L¥Q) © LAQ).

At

k k k

Par suite les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram, sur la coercivité de la forme bilinéaire a(-, )
et la continuité des formes a(-,-) et I(-), sont vérifiées et donc le probléme admet une unique solu-
tion w**1 € H'(Q). Or par I'intermédiaire du théoréme de régularité elliptique, on en déduit que
ubtt e H2(Q). O
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Remarque 1.2.12 1] suffit de prendre u® € L>°(Q) C L*(Q) et donc u € H*(R).

Nous proposons un deuxiéme schéma semi-implicite et prouvons que sa stabilité est liée a celle
de (1.16). Soit alors le schéma étudié dans [45] suivant

k+1 _ k 1 1
% — AuP 4 g(ukfukﬂ = ?uk sur 2, t >0
k+1
Ou =0 sur 092, t >0 (1.18)
on
u(z,0) = u’(z) sur €2

Théoréme 1.2.13 (1.18) est au moins aussi stable que (1.16) et vérifie l'inégalité sur l’énergie.
v Preuve :

En remarquant que
uk+1(uk)2 _ uk: — uk:(uk:)Q _ uk + (uk:-i-l _ uk’)(uk)2’
le schéma (1.18) s’écrit

1 1 1
Kt(ukﬂ—uk,\I/)+(Vuk+1,V\I/)+€—2(uk(uk)2—uk,\Il)+€—2 / (W —uF) (uF)2pde = 0, YU e HY(Q).
Q

k+1

1
Par la suite, en prenant ¢ = u**1 —u*, ceci correspond a (1.16) en ajoutant le terme —; / (uF+t—
Q

2
€
uF)2(u*)2pdz > 0 au premier membre de l'egalite.
Par la suite, 'inégalité sur I’énergie est vérifiée et le schéma (1.18) est au moins aussi stable que
(1.16).0

Afin de surmonter la restriction au niveau du pas de temps causée par la largeur interfaciale e,
penser & des schémas inconditionnellement stables semble logique.

Une premiére idée consiste a ajouter un terme de stabilisation. Les schémas semi-implicites men-
tionnés ci-dessus sont énergétiquement stables sous les conditions restrictives; le choix de At est
de l'ordre de 2.

Du point de vue physique, € est ’épaisseur de la surface de séparation entre les constituants
d’un mélange et prend des valeurs au moins de 'ordre 1073 dans la réalité par suite nous serons
en face & un At d’ordre 1076, Un petit pas de temps rend la simulation numeérique difficile et
coliteuse et ralentit la convergence.

Néanmoins, cette difficulté est surmontée grace & lintroduction d'un terme de stabilisation
comme suit

(35 + ) — b W) 1 (Vb V) 4 (), W) =0, Ve e HYQ),  (119)

= (uFtt — o) ajoute une erreur de

ot S est le paramétre de stabilisation (cf.[188]). Le terme —
€

SAt
consistance d’ordre ——u; et donc le schéma semi-implicite stabilis¢ (1.19) est du méme ordre
€
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que le schéma (1.16) mais, contrairement & lui, il est inconditionnellement stable pour S >

N |

Eyre a signalé dans ses travaux [90] sur les systémes flot du gradient que si la fonction d’énergie
est décomposée de maniére appropriée en parties, contractive E.(u) et expansive E¢(u), traitées
respectivement implicitement et explicitement

_ 1 ul? i uw))dx = 1 ul? wil L= ﬁ v
E(u) —/Q(QIV [+ S Fu)d ‘/Q<2'V e /sz%Qd (1.20)
= E.(u) — E(u),

alors le schéma devient inconditionnellement stable (cf. [91]).
Un schéma de décomposition convexe (proposé dans [157]) o le terme non linéaire est décomposé
2

4
1 _
en deux parties : F.(u) = 4 Z_ et Fe(u) = TU
F(u) = F.(u) 4+ Fe(u), (1.21)
est le suivant
ubtt — ok k+1 k+1 k
—Q + Auft = —VF.(u* ) — VE,(u"). (1.22)
Ce schéma comportant une discrétisation semi-implicite en temps se traduit par
kE+1 _ ok ko (k13
U u U u
_ Auktt, 1.23
At g2 o (123)

Li et al. proposent dans [157] une décomposition de 1’équation d’Allen-Cahn en deux équations
linéaire et non linéaire :

L’équation linéaire est discrétisée & ’aide d’un schéma de Crank-Nicholson puis nous résolvons
analytiquement I’équation non linéaire :

* k
uy — U 1

N h — 5 (D + Aub), (1.24)
’LLZ+1 _ u;kl _ UZJrl _ (ul}cl+1)3 (1 25)
At g2 '

L’équation (1.24) correspond au schéma de Crank-Nicholson pour dyuy, = Awuy, avec une condition
initiale u’fL et 1’équation (1.25) est considérée comme une approximation de 1’équation
up — qu

Orun = —— (1.26)

qui peut étre résolue analytiquement pour obtenir la solution comme suit :
*
k41 _ up,

uy = .
2t 24t
\/exp <2 —l—(u;‘L)Q(l—eXp =2 )

Remarque 1.2.14 Un schéma semi-implicite de second ordre basé sur les Formules de différence
arriére de second ordre et Adam-Bashforth est le suivant :

1

_ , 1 _
2—&(3uk+1—4uk+uk 1,\I')+(Vuk+1,V\IJ)+€—2(2f(uk)—f(uk H,¥) =0, V¥ c H'(Q). (1.27)
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Nous rappelons que f(uF~1) et f(uk) sont déja calculés & Uétape précédente, & partir de uF~"

et u¥. Donc cette méthode multi-étapes explicite ne nécessite aucun travail supplémentaire et
2

améliore la précision. Ici la condition de stabilité est At < 3L Comme pour le schéma semi-

implicite du premier ordre, la version stabilisée de ce schéma de second ordre se traduit comme
suit :
1
2At

5 2F) - f, 8) = 0, Vo e (@)

S
(3uk L— —+ uP 1,\I/) + ;2 (uk L gyk + uk_l, \I/) + (Vuk 1,V\I/)
(1.28)

2

S _ , ) .
Le terme —2(1L]‘7Jr1 —2uF 4+ P 1) ajoute une erreur de consistance d’ordre ugr qui est du
€

2
méme ordre que lerreur introduite en remplacant f(uF*1) par (2f(u*) — f(u*~1)) et donc le
schéma semi-implicite stabilisé (1.28) est du méme ordre que le schéma (1.27) mais contraire-
ment & lui, est inconditionnellement stable pour S > 0.

1l est bien connu que le schéma implicite de Crank-Nicolson de second ordre ne satisfait pas une
loi sur l’énergie (n’est pas énergétiquement stable). Un autre schéma de second ordre repose sur
la construction de f une approzimation du terme non linéaire f(u) comme suit

Fu)—F
_ 7@) ) St uF v
fu,v) = u—-v (1.29)
fu) stu="uv
et le schéma sera
1 k+1 k 1 -
o (W =k ) + (v%,vm) + S (Fh ub), W) =0, Yo e H'(Q),  (1.30)
€
Une autre approche cf.[127] permettant d’avoir la décroissance de l'énergie (stabilité énergétique)
k+1 k
est de considérer une approrimation de second ordre de f(%) Dans cette thése, nous ne

considérons pas des schémas de second ordre mais nous référons le lecteur a [122, 127, 219] pour
des schémas de second ordre pour les équations d’Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard.

1.2.4.2 Cahn-Hilliard
Pour ’équation de Cahn-Hilliard, nous introduisons le schéma semi-implicite d’ordre un, énergé-

4
€
tiquement stable si At < T suivant :

L b g) 4 (Vobt, Vg) =0, Vg e H(),

(1.31)
(Vub+!, V) + é(f(u’“w = (" ¥), vy e HY(Q).

Nous considérons maintenant la méthode semi-implicite stabilisée de premier ordre suivante

Ait(uk’Jrl — ¥, q) + (VwF*!,Vq) =0, Vge H'(Q),
(1.32)
(Vuktt, Vi) + E%(uk“ —u*,9) + E%(f(u’f), ¥) = (W), v e HY(Q).
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Comme dans le cas d’Allen-Cahn, ’erreur de consistance supplémentaire introduite par le terme
de stabilisation est du méme ordre, en termes de At et de €, que 'erreur de troncature dominante

L
dans (1.31). Pour S > 3 le schéma stabilisé (1.32) est inconditionnellement stable.

De méme une version stabilisée mais du second ordre est proposée par le suivant

ﬁ(?)ukJrl —4uf P g) + (VT V) = 0, Vg€ HY(Q),
S _ 1 -
(Vurh, V9) + (@t = 2u® + a7 0) + 5 (2f () = f(ut),9) = (', 9), W e HY(Q).

(1.33)
La méme technique adaptée dans 'équation d’Allen-Cahn pour le traitement du terme non
linéaire par la construction de f(u,v) dans (1.29), nous permet d’avoir aussi un schéma incondi-
tionnellement stable pour Cahn-Hilliard

1
E(u’“rl —uF q) + (Vu*t,Vq) =0, Vg HY(Q),
Vuktt + vk

2

(1.34)

( V0) (P, ), 0) = @), Ve € Q)

Nous renvoyons le lecteur a [188] pour les analyses de stabilité et des estimations d’erreur pour les
schémas numériques cités précédemment. Les estimations d’erreur pour les schémas sélectionnés
avec une approximation spectrale-Galerkin sont également dérivées. Les analyses de stabilité et
les estimations d’erreurs reposent sur une formulation faible, de sorte que les résultats peuvent
facilement étre étendus a d’autres discrétisations spatiales, telles que les méthodes d’éléments
finis de Galerkin, basées sur une formulation faible.

Des formules de quadrature de Gomez-Hughes [116] introduites pour 'approximation d’un poten-
tiel logarithmique peuvent étre considérées pour le cas du potentiel polynomial f(u) = u(u?—1).
L’idée principale est de diviser le potentiel suivant la convexité de leurs dérivées secondes, nous
pouvons toujours prendre (1.21) (bien que cette division ne soit pas unique)

1 1

]?(ulc—l—l,uk:) — 5 (uk+1)3 _ (uk)2uk + 2uk+1(uk)2 _ §(Uk+1 + uk)

Pour cette approximation de f(uf*!, u¥), le schéma

1 k+1 k
Kt(uk+1 - uk7Q) + (w>vq) = 07 vq € Hl(Q>a

1.35)
vuk+1+vuk 1 - wk+1+wk (
fva) + ?(f(ukvukJrl)aw) = (f7¢)7 Vw € Hl(Q)7

est inconditionnellement stable.
La décomposition du potentiel F'(u) due & Eyre (1.21) nous permet d’avoir un schéma de premier
ordre et inconditionnellement stable

1
(W )+ (Vo V) = 0, Vg e HY(Q),

At
) (1.36)
=

(Vb1 Vi) + - (Fu ub ), ) = (k). Yo € HY(Q),
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ol f(uk,u]”l) — Fc/(ukJrl) + Fe/(uk) — (uk+1)3 —uk

Aussi Eyre [90] a proposé une décomposition linéaire de F'(u) = Fy(u) + Fo(u) ot F(u) = u? et

1
Fy(u) = Z(U4 — 2u* 4 1). Ceci permet d’écrire

Flab ) = FY(aFY) 4+ Fy(ub) = 205 4 ((uF)? - 3ub).

Cette méthode est linéaire, donc plus rapide que le schéma non linéaire car une seule résolution
linéaire est requise par étape.

Un systéme de croissance tumorale & interface diffuse constitué d’une équation de Cahn-Hilliard
réactive et d’une équation de réaction-diffusion a été étudié par Wu et al.[214]|. Ces schémas
stabilisent artificiellement de la diffusivité en introduisant le terme a1(Vu**!, Vq) dans (1.35).

L’approximation de f(u®, u¥*1) pour f.(u) = F/(u) et fo(u) = F/(u) se traduit par

Lk

k+1 k
u — U
wo Wy 5 fe(uk+1)

5 fc(uk-i-l) o fe(uk—I—l) - u

Flu® a ) = fo(uHh) -

ou fo(u) =2u et f. est définie par morceaux cf. la dérivée du potentiel F'(u)

<u2+i)—<—2u—2) u < —1,
F(u) = Fu(u) — Fu(u) = (u2 + i) - (guZ - %1/‘) u e [~1,1], (1.37)
<u2+i>—<2u—%> u>1

Si la stabilisation introduite par le terme a1(Vu**!, V) est suffisamment grande, alors le schéma
numeérique (1.35) avec Papproximation potentielle (1.37) est inconditionnellement stable.

Du point de vue convergence, on n’est pas sir que la solution pour le potentiel (1.37) converge
2

vers le probléme original (1.10) qui considére F'(u) = Z(u — 1) parce que le probleme de
Cahn-Hilliard ne satisfait pas le principe du maximum.

Tous ces modéles présentés ci-dessus ont un point commun ; ils peuvent étre formulés a partir
d’une certaine énergie. Il n’y a pas trop de résultats montrant la convergence des solutions des
schémas numeériques & la solution du probléme continu original, et peut-étre que cette étape
cruciale donnera de nouvelles idées pour décider laquelle des approximations numériques est plus

pratique.

Les conditions aux limites adaptées dans cette these sont celles de Neumann homogénes. L’équa-
tion de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques est considérée [55, 61, 63, 64,
109, 115, 169, 184] ot u et u sont périodiques; Le cas d’un vaisseau avec un mur imperméable
est traité et des interactions avec les murs imposent des conditions sur la dérivée temporelle du
paramétre d’ordre u et des conditions de type Neumann homogénes sur le potentiel u. Les équa-
tions d’Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard sont 1égérement modifiées en ajoutant un petit paramétre
a l’énergie libre de Ginzburg-Landau; Plus précisément, la régularisation de Willmore [53], les
équations d’Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard d’ordre supérieur [56, 57, 58, 59].
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Les équations de champs de phase (Allen-Cahn et Cahn-Hilliard) sont pertinentes dans des do-
maines variés. Nous citons a titre d’exemple la science des matériaux [46, 48, 163], la dynamique
des fluides [11, 75, 161, 221, 227|, la biologie [60] et le traitement d’image [49, 50, 51, 52|. Plu-
sieurs méthodes numériques sont développées [67, 76, 91, 97, 98, 141, 222, 228| afin de résoudre
les équations de champs de phase. Ces équations sont couplées & d’autres équations citons les
équations de Stokes [144, 145, 173], de Navier-Stokes [23, 26, 54, 62, 143| et I’équation de Darcy
[73, 106, 107].

Les modéles de flux multiphasés sont devenus populaires en raison de leurs applications en mé-
canique des fluides [150, 223] : fluide & bulles [12, 81] (bulles gazeuses dans un liquide continu),
écoulement de gouttelettes [121, 197, 204] (gouttelettes de fluide dans un fluide continu), écoule-
ment annulaire [105, 138, 185] (liquide continu le long des parois, gaz dans le cceur) et écoulement
stratifié et a surface libre [13, 160, 170] (fluides non miscibles séparés par une interface clairement
définie). Ce sont des flux simultanés non seulement d’états différents de matériaux (c’est-a-dire
gazeux, liquide ou solide) mais également de propriétés chimiques différentes mais dans un méme
état (systéme liquide-liquide & densité variable tel que des gouttelettes d’huile dans l’'eau). Chaque
phase a un champ de vitesse et une fraction de volume dont la somme est 'unité.

Pour modéliser des flux polyphasiques, une large gamme de méthodes est introduite. Celles-ci
contiennent des méthodes Cell et Level-Set [178] ou Marker (Welch et al., 1965) qui calculent
et analysent le mouvement de l'interface, la méthode Volume of Fluid (Nichols et Hirt 1971 et
Youngs 1982, 1987) [133, 224, 225| qui résolvent le probléme de la conservation de la masse de la
méthode Level-Set. Mais, contrairement & la précédente, la méthode Front Tracking représente
la surface de 'interface avec un maillage non structuré et utilise ces marqueurs pour suivre cette
interface explicitement [113, 207]. Pour les écoulements multiphasiques dispersés, deux approches
de modélisation sont disponibles : le modéle eulérien-lagrangien [194] et le modéle eulérien-
eulérien [40]. Le flux & deux phases peut se produire dans diverses disciplines : en milieux poreux
[10, 99|, en systéme microfluidique {189, 191, 196] et hydrodynamique [22, 72, 210] mais nous
nous intéressons aux écoulements diphasiques dispersés ol une phase est présente sous forme de
particules, de gouttelettes ou de bulles.
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Méthodes bi-grilles pour 1’équation
d’Allen-Cahn
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De ce chapitre a été tiré article soumis & Computational and Applied Mathematics [1].

Il s’agit d’'une approche originale portant sur une décomposition des échelles sur deux grilles.
Notre technique permet d’approximer la partie principale de la solution sur une grille grossiére
par un schéma stable puis de stabiliser uniquement les hautes fréquences (partie fluctuante de la
solution) sur une grille fine.

Etant donnée que la résolution des schémas semi-implicites est assez rapide (vu le fait qu’un
seul probléme linéaire doit étre résolu a chaque pas de temps) et que les schémas implicites sont
stables, proposer de nouvelles méthodes numériques qui combinent les deux précédents avantages
s’avere étre pertinent. De ce fait, des méthodes de stabilisation ont été envisagées [188].

Elles sont basées sur un amortissement de type L?, mais peuvent ralentir la dynamique : en effet,
ceci est di au fait que "'amortissement agit sur toutes les composantes, y compris sur celles en
bas modes de la solution qui contiennent la partie principale de I'information ; les composantes
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de modes élevés représentent une partie fluctuante qui peut jouer un réle crucial pour la stabi-
lité numeérique : en effet, la stabilité d’un systéme repose sur sa capacité & controler son expansion.

Indépendamment, les méthodes bi-grilles ont été largement étudiées pour la résolution de 1’équa-
tion de réaction-diffusion ainsi que pour les équations de Navier-Stokes [3, 131]; elles sont basées
sur le calcul d’'une approximation de la solution sur ’espace grossier V en utilisant un schéma
implicite ; la solution dans l'espace fin V}, est alors obtenue en appliquant un schéma simplifié
c’est-a-dire semi-implicite.

L’avantage de notre technique est le gain en temps de calcul en comparaison avec le temps de
résolution d’un probléme implicite sur une seule grille. Nous tenons a noter que ’approximation
des solutions a été effectuée sans 'usage de bases hiérarchiques; ceci facilitera le passage a la
résolution par la technique multigrilles.

Le but de ce chapitre est de proposer un cadre de méthodes bi-grilles en éléments finis pour
Iapproximation numérique des équations d’Allen-Cahn. L’utilisation de deux grilles, plus pré-
cisemment de deux espaces d’éléments finis Vi et Vj, avec dim(Vy) < dim(Vh), permet de
décomposer (en espace et en fréquences) la solution uy € V3, comme suit

up, = Up + 2pn,

ot @, = P(ug) est le prolongement L? de uy dans V3, (uy étant 'approximation de la solution
dans Vi) est défini par

(@, — P(um), ¢n) = 0,Y¢y € Vi

(-,-) désigne le produit scalaire dans L?(f2). Par conséquent P(up) € Vj, représente la partie
principale de la solution; z; € V}, est la partie fluctuante et correspond alors & une petite cor-
rection qui porte les hautes fréquences.

De cette fagon, nous pouvons appliquer I’approche bi-grilles pour réduire le temps CPU et sta-
biliser ’étape de correction sur Iespace fin en lissant la composante fluctuante.

2.1 Motivation et approche générale de la méthode bi-grilles

La méthode bi-grilles a été utilisée pour la résolution d’équations elliptiques semi-linéaires comme
dans les travaux de Xu [217]. Elle a été adaptée par Girault et Lions [110], [111] et Abboud et
al. [3],[4],[5] dans ’étude du probléme de Navier-Stokes stationnaire et instationnaire.

Approcher la solution u d’'une EDP non linéaire revient a :

— Etape 1 : Approcher la solution par uy sur une grille grossiére de pas H.

— Etape 2 : Effectuer une discrétisation de 'EDP avec linéarisation autour de la solution

up déja calculée précédemment, sur une grille fine de pas h; la solution sera notée uﬁlm

Pour un choix adéquat des pas d’espaces grossier et fin H et h, l'erreur ||u — u%”” est du méme
ordre que ||u — up||, out uy est approximation de 'EDP résolue sur la grille fine.
Il est plus favorable de calculer up et uﬁf” que de calculer directement wuy. L’avantage de la
méthode & deux-grilles est de réduire le temps de calcul de la solution du probléme non linéaire.

Notre technique bi-grilles est différente de celle citée ci-dessus. Il s’agit d’une séparation sur
les maillages des composantes de la solution & approcher.
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La stabilité des schémas numériques est liée & la représentation des hautes fréquences de la so-
lution. Les schémas numériques traitant uniformement toutes les données de la solution sont
instables & cause du comportement des fréquences élevées.

Un outil de stabilisation des schémas numériques et donc d’augmentation de la précision des
calculs, mais en un temps réduit, est la décomposition des inconnues de la solution en grandes
et petites structures et leur traitement de maniéres différentes.

La méthode bi-grilles est un cas particulier des méthodes multiniveaux (cf.[36], [37]) ot nous nous
restreignons a deux niveaux d’étude : un grossier et un fin.

Comme dans [36],[37], notre étude bi-grilles en séparation en échelles consiste & approcher les
grandes structures uy sur la grille grossiére puis traiter les petites structures zp, partie fluctuante
oscillant avec des fréquences élevées, sur la grille fine.

Cette technique se résume ainsi en quatre étapes :
— Etape 1 : Approcher la solution par uy sur une grille grossiére de pas H.
— Etape 2 : Approcher la partie principale de la solution par 4, = ug sur la grille fine de
pas h.
— Etape 3 : Calculer la partie fluctuante zj, sur la grille fine.
— Etape 4 : Calculer la solution uj, = @y, + 25, sur la grille fine.

2.2 Séparation des échelles
La simulation des grandes échelles nécessite la décomposition de la solution en
u=1u+z, (2.1)

ol u représente les grandes structures et z les petites.

Les u désignent la partie principale de la solution alors que les z constituent sa partie fluctuante.
Cette stratégie apparait dans beaucoup de travaux : citons ceux de Temam et al. [198] pour des
systémes dynamiques dissipatifs, Foias-Manley-Temam [104] pour la modélisation des structures
des écoulements turbulents, Bouchon-Jauberteau [24] pour les équations de Navier-Stokes en di-
mension trois, Calgaro-Debussche-Laminie [36] pour les équations de Navier-Stokes en éléments
finis (hiérarchiques), Debussche-Laminie-Zahrouni [71] pour les équations de Burgers et Calgaro-
Chehab-Laminie-Zahrounie [35] pour les équations d’ondes non linéaires.

Les composantes & haute fréquence régissent la stabilité du systéme et 1’idée principale d’un
systéme stabilisé est d’arréter ou de ralentir leur expansion. Par ’écriture de la solution (2.1),
nous trouvons un moyen d’extraire la partie haute de la solution pour la stabiliser.

Cette décomposition peut étre obtenue en utilisant plusieurs espaces d’approximation imbriqués,
comme dans les méthodes hiérarchiques et les méthodes de Galerkin non linéaires [15, 77, 79, 166]
et les références qui s’y trouvent ; Cependant, I'intégration n’est pas obligatoire comme indiqué
ci-aprés.

Soient V}, (resp. Vi) 'espace fin d’éléments finis (resp. grossier) tel que dim(Vy) < dim(V3).
Nous notons H et h les pas spatiaux et At le pas temporel. Pour permettre le passage du maillage
grossier au maillage fin, nous définissons l'opérateur de prolongation P : Vg — V}, par

(ﬂh - P(UH>, th) = O,VQbh € Vh. (22)

Ainsi, la décomposition sera
up = ap + zp tel que |zp| < 1, (2.3)
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ol uy, est la prolongation de ug.

Remarque 2.2.1 Il n’est pas nécessaire d’avoir Vi C Vi, ce qui nous permet d’éviter de
construire des bases hiérarchiques et d’appliquer la méthode pour différents espaces d’éléments

finis.

Soient ()Y et (%)M1 deux bases de V}, et de VH respectivement (M < N). Nous définis-
sons les matrices B}} comme (B )ij = (¢i,¢;), i=1,---,N, j=1,---,M. La prolongation
s’écrit

MhP(UH) = B?[UH
My, étant la matrice de masse, P(ug) est défini de maniére unique chaque fois le rang de BI};
est maximal égal M. Evidemment cette condition est automatiquement satisfaite quand Vg C Vj,.

Nous donnons une condition suffisante pour l'injectivité de B}‘I :

Proposition 2.2.2 Soit Vi et V), deux espaces d’éléments finis basés sur des éléments de réfé-
rence C°. Supposons que Yuy € Vi, ((um, ¢n) = 0,Y¢y, € Vi, = uy = 0) alors, BY, est injective.
De plus, il existe deux constantes [ et a?{ > 0 tel que 0 < O/;I <pB<let

afyllugll < |P(us)| < Blluw, Yur € Vir.
v Preuve : L’hypothése implique que si P(ug) = 0, alors (ug, ¢p) = 0, Vo € Vp, alorsuyg =0

ce qui garantit 'injectivité.
Supposons maintenant que P(ug) # 0 et en prenant ¢, = P(ug) dans (2.2), nous trouvons

(Plun), u )”H P ()

u 2: U u = = ~ /7 7
HlD( H)H (¢T lf)v H) Hu}{unﬁw )

Soit o, = inf M
H ™ ug €V ||UHH||P( )H

}}{ = inf (P(ug),um) > 0.

ug €V, llug =1

Nous démontrons que O/}{ > (0. Nous pouvons écrire

La fonction uy € Vi + (P(ug),uy) € R est évidemment continue sur I’ensemble compact
B ={ug € Vi, ||lug| = 1}. Son minimum est atteint et ne peut pas étre égal a 0 car 0, la seule
racine, est & I'extérieur de B. Ainsi o/}{ > ( et nous déduisons de ce qui précéde que

1P(um)ll > ol ur > 0.

Maintenant, de la méme fagon, nous avons

(P(um), um)
[P (um)ll” = (P(un), = TunllP(a )H’ 1P (ur)ll-
Mais, comme conséquence de l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
(Plun),um) 1,
[ugll[[P(un)ll
par suite § = sup (P(ug),upm) < 1. Enfin

ug €Vh,llugl=1

afllur|l < |P(un)ll < Bllunl, Yur € Var.
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Remarque 2.2.3 Ces conditions signifient que le rang des angles entre les éléments de Vi et
ceuz de P(Vy) C Vj, est dans Uintervalle [arccos 3, arccos afy] ; la condition oy > 0 nous permet
d’éviter les situations d’orthogonalité. Evidement o/ﬁl peut dépendre de H et de h et diminue
quand H et h tendent vers 0. Le meilleur cas est quand a?{ est indépendante des deux h et H.

La correction z est définie sur tout ’espace fin V}, et pas sur un espace complémentaire. Bien
stir, nous nous attendons a ce que z soit une correction (i.e. petit en norme) pour des fonctions
réguliéres u. Plus précisemment, nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2.4 Soient Vi et Vi, deuz espaces d’EF que nous supposons de classe CO et
associés a des triangulations réguliéres de Q, un ensemble ouvert borné régulier de R™ ; (K, P,X)
est élément de référence. Pour u € H*1(Q), nous notons wj, = Iyu et uy = Hgu le P-interpolé
de u dans Vi, et Vi respectivement. Nous supposons que P, C P. Nous avons les estimations
suivantes :

lun = Pun| 20y < CH" Hjul e q)-

v_ Preuve : Nous commengons des estimations d’erreurs d’interpolation classiques dans les es-
paces d'EF [89],

lu = Tpul| 2y < CREull iy et lu— Mgl L2iq) < CHlul| grer g
Nous pouvons écrire
up, — Plug) =up —u+u—ug +ug —Pug),

alors
(up —u+u—ug +ug —Plug), ¢n) = (up —u+u —ug, dp),Vén € V.

En prenant ¢ = up, — P(ug) € Vj, nous trouvons,

lun = P(um)|Z2(q) < llun —u+u = upll g2 lun — Plum)2),

ainsi
lun — Pum)llpz) < llun —u+u —unllre) < llun — ullr2@) + llug — ullL2(q)-
Enfin
lun — P(um)L2i) < CH* ul i o),
ou C' > 0 est indépendante de h, H et u. O

Remarque 2.2.5 Pour 0 < m < k+1, en définissant P comme (P(ug) — ug, on)m = 0,Voy €
Vi, ot (.,.)m est le produit scalaire ordinaire dans H™, par suite, nous procédons comme avant,
nous pouvons démontrer que

Huh — P(UH)”HW(Q) S CHk+1_m||u||Hk+l(Q).

Pour des fonctions données et des espaces d’éléments finis P et Py, nous construisons la décompo-
sition (2.2)-(2.3). Nous générons les maillages par FreeFem++ [103] en utilisant une triangulation
de Delaunay. Nous avons pris Ny = 100 points aux bords pour la construction de 7y, le maillage
associé a Iespace fin V3, et N, = 50 points aux bords pour la construction 7Tz, le maillage associé
a l'espace grossier V.

La premiére illustration est la décomposition de la fonction u(z,y) = (22 +y% — 1)(2? + y? — 4)
sur le tore Fig 2.1, la seconde est pour u(z,y) = sin(72z(1 — z)y(1 — y)) sur le carré unité Fig
2.2. Dans les figures 2.1 et 2.2, nous observons que les composantes z sont beaucoup plus petites
en norme que celles de la fonction originale (10% pour I’élément Py et 0.5% pour 1’élément Py).
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FIGURE 2.1 — Iso-valeurs et représentation 3D pour u(z,y) = (22 +y? —1)(2?+y? —4) sur le tore.
Haut-gauche les composantes zj, et Bas-gauche la fonction u avec les éléments P;. Haut-droite

les composantes zj, et Bas-droite la fonction u avec les éléments Py
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FIGURE 2.2 — Iso-valeurs et représentation 3D pour u(z,y) = sin(72z(1 — z)y(1 —y)) sur le tore.
Haut-gauche les composantes z;, et Bas-gauche la fonction u avec les éléments P;. Haut-droite

les composantes zp, et Bas-droite la fonction u avec les éléments Py

44



2.2. Séparation des échelles

Remarque 2.2.6 La méme chose peut étre faite avec des conditions auz bords de Neumann qus
sont les conditions auz bords habituels pour ’équation d’Allen-Cahn sur lagquelle nous allons nous
concentrer maintenant.

Dans les figures précédentes, nous avons illustré effet de la séparation en échelles dans 1'es-
pace : la partie fluctuante de la fonction, z, est d’amplitude faible et inférieure & celle de la
fonction d’origine. Ceci est observé lorsque l'on considére P; ainsi que les éléments Po. Nous
observons également que la composante z présente des oscillations élevées caractéristiques de la
partie haute fréquence d’une fonction. Nous quantifions maintenant cette propriété.

Nous générons 'approximation de la fonction propre dans I'espace des EF en résolvant un pro-
bleme de valeurs propres numériquement par

/ upvpdr + / VupVuopdr = )\/ upvpdr Yop € Vj (2.4)
Q Q Q
ce qui équivaut a trouver les éléments propres de

Ahu = )\Mhu (2.5)

ou Ay et My, sont respectivement la matrice de rigidité et la matrice de masse sur I’espace V3, de
MEF.

Si nous notons par w(® les vecteurs propres associés aux valeurs propres \;, nous comparons les
premiers composants propres de U et ceux de Z & souligner, c’est-a-dire

/Uw(i)d:p and /Zw(i)dx
Q Q

Dans les figures 2.3 et 2.4, nous avons représenté le spectre d’énergie de u(x,y) = cos(44(1 —
x)zy(l —y)) et de sa composante fluctuante z, lorsqu’on utilise Py ainsi que des éléments P;.

T T
—#— Spectrum decomp - original signal
—s7— Spectrum decomp - interp error

Spectrum Energy

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Eigenvalues

FIGURE 2.3 — Pour EF Py, Ny = 20, N, = 10 pour u(z,y) = cos(44(1 — z)zy(1 —y)), dim(V},) =
1681, dim(Vyy) = 441.
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T T T
* —#— Spectrum decomp - original signal
\ —%— Spectrum decomp - interp error
> 10 L \ %
g 10 ¥ | /
= i e VA \
o | S S\
] | X\ s
\ 7 ¥ 2
= I 7 X \
= | \Y \
Z 10" | | g
5 | \
by \ \
o |/ \
2, \/ \
9} |/ \/
107 ¥ * Vi 4
N4
v
v v
v \%
4 v v 4
10’2" L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Eigenvalues
FIGURE 2.4 — Pour EF P, Ny = 40, N, = 20 pour u(z,y) = cos(44(1 — z)zy(1 —y)), dim(V3) =
1681, dim (V) = 441.

Nous remarquons dans les figures 2.3 — 2.4 que, comme prévu, les facteurs de correction propres
qui correspondent & des valeurs propres faibles (fréquences élevées) sont trés faibles en fonction
de ceux de la fonction originale.

2.3 Cas linéaire : équation de la chaleur

Le probléme de la chaleur constitue une étude préliminaire validant notre approche de séparation
en hautes fréquences zj, et la partie principale de la solution ug. Le terme Jyu — Au représente la
partie linéaire de I’équation d’Allen-Cahn que nous considérons dans la section suivante. L’idée
principale est d’approcher par un schéma implicite la grande partie de la solution sur la grille
grossiére puis par la prolongation passer a la stabilisation des hautes fréquences par un schéma
explicite sur la grille fine.

Algorithm 9 Stabilsation des hautes fréquences
1: for k=0,1,--- do

k+1 K

2 Résoudre dans Vi (“L———2 yy) + (Vuji, Voou) = (f,¥u). You € Vi
3 Résoudre dans Vi, (a0, ¢p) — (ufh, én), Yon € Vi,

4 Résoudre dans V},

5 (1+ AL (2T — 28, dn) + At(Vuf, V) + (a5 — @k, ¢n) = AL(f, é1), Yoéu € Vi
6 Soit quH = ﬁffl =+ z,’f“

7: end for

Remarque 2.3.1 1l est important de noter que le schéma ci-dessus peut étre implémenté trés
simplement sans calculer explicitement la séquence z,]f ; 1l suffit de voir que ZZ—H — z,li = UZ—H —
uz — (QZH — ﬂﬁ) et se servir de la prolongation établie : en effet, nous pouvons réécrire l’étape
de correction comme

(T —uf o)+ AtT(UE T —uf o) AHVUE, Vo) = Atr(ul T —uly, o) AL, On), Yon € Vi
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2.8. Cas linéaire : équation de la chaleur

Ainsi I'algorithme simplifié sera le suivant

Algorithm 10 Schéma simplifié
1. for k=0,1,--- do

k+1 k

2. Résoudmadans?h'(gﬁéxggﬁ,wH) + (VU Vo) = (f.¢n), Yu € Vi

3: Résoudre dans V,

4 (ub T =l dp) AT (U Tl gp) + ALV, Vn) = Atr(uf ™ —ukp, én) +ALF, dn) Von €
Vi,

5: end for

Afin de bien situer notre approche, nous présontons une comparaison entre notre Algorithme
10 et les schémas suivants :

e Schéma 1 : Schéma explicite
uk+1 —u

At

Ce schéma, requiert uniquement la résolution d’un probléme linéaire & chaque étape mais
il est limité en pas de temps.

k
—AF=f zeQ, (2.6)

e Schéma 2 : Schéma implicite

k+1 k
u._——u WEL =
_—— , x € 2.7
- = f (27)
Ce schéma est inconditionnellement stable, au sens ou il converge pour de gros pas de

temps At.

e Schéma 3 : Schéma semi-implicite stabilisé
La restriction en pas de temps est résolue en ajoutant un terme de stabilisation comme
suit :

Wkl ok

At
Par ce schéma, nous stabilisons la solution toute entiére par le terme 7(u*** — u*). Ainsi
la stabilité est aussi inconditionnelle.

+ 7t —uF) — AT = f 2z e, (2.8)

D’une part, la résolution du probléme par I’Algorithme 10 est plus chére en temps de calcul
que la résolution du probléme par un schéma explicite (2.6) pour un méme pas de temps At.
Mais notre Algorithme 10 est plus stable que le schéma explicite ; un pas de temps plus grand
peut étre considéré ce qui permet de converger plus rapidement (si la comparaison est faite sur
un interval de temps fixé). En effet, la perte en temps de calcul est récompensé en terme de
stabilité.

D’autre part, nous démontrons que notre Algorithme 10, malgré la limitation en pas de temps,
approche pour un méme At d’une fagon similaire a la simulation par un schéma implicite (2.7).

Nous comparons la convergence vers les solutions exactes dans la Fig. 2.5 pour I’Algorithme
10, le schéma implicite (2.7) et le schéma stabilisant la solution entiére (2.8). Un avantage pour
la technique de séparation des échelles apparait ; la convergence est plus rapide que celle de la
stabilisation globale (2.8).
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L2 error time L2 error time
10°

Fully Implicit One grid
—— Two grids Algorithm

Globaly Stabilized One grid |

Fully Implicit One grid

—— Two grids Algorithm
Globaly Stabilized One grid

1.2 error
1.2 error

102F

10 1072
o 2 4 6 8 10 12 0 0.1 02 03 0.4 05 0.6

time t time t

FIGURE 2.5 — L’erreur L? entre I’Algorithme 10, le schéma implicite (2.7), le schéma stabilisé
(2.8) et la solution exacte : & gauche wue,(z,y,t) = cos(mz) cos(my) exp™™(™) At = 0.01,7 =
4 x 10° et ug = cos(mw) cos(my) ; & droite uey(x,y,t) = cos(rx) cos(ry), At = 0.04,7 = 5 x 10°
et uo = (z(1 — 2)y(1 —y))?

At
Proposition 2.3.2 Si 7 > p(Ap) alors v =1+ ?(T — p(Ap)) > 0 et la solution du schéma
bi-grilles simplifié (Algorithme 10) vérifie
At
VP < [V 4+ T Vg, (2.9)
ainsi I’Algorithme 10 est stable (inconditionnellement en énergie).

v Preuve :

Nous considérons en premier, le schéma inconditionnellement stable sur 1’espace grossier et pour
simplifier nous prenons f =0

k+1 k

Uy - —u
(g vm) + (Vuy™, Vibw) = 0, Vo € Vi, (2.10)
pour Y = u’;fl — u'fg et en utilisant 'identité
(a—b,2a) = [af2 = o] + a — b2, (2.11)
nous trouvons
1 1
Az u];;rl —ub? + §<|Vuz+1]2 — |Vuk)? + ]V(u];fl - ul;{)|2) =0. (2.12)
Nous sommons pour j =0, ...,k et nous obtenons
1< 1 1<
L . ) 11 .
Dl =P SV = (V) + S SVl — )P =0, (213)
j=0 §=0
ce qui implique
k At At & At
- A - A
Z Jugy ™ =yl + T‘V“I;JH‘Q T Z IV (ul " —ul)? < 7|VU911|2~ (2.14)
j=0 §=0
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2.4. Equation d’Allen-Cahn

D’autre part, en prenant ¢, = uffl — uﬁ dans le schéma de la grille fine de I’Algorithme 10 et

par lidentité (2.11), nous avons

At At
(I A8 g™ =P+ = (V™ 2 = [V ) = S [V (g™ —ub) [ = 7 At (™, ™ —up).
(2.15)
Par 'inégalité de Holder nous trouvons
At At At 1
(b = P45 (V™ P ()= S0 )P < 5 (o).
(2.16)

Par 'inégalité du Poincaré inverse
Vun|? < p(Ap)|un?,

nous obtenons

1 T At TAL At
(1+28(r =S p(An) - 277>)|u’f“ ah 2+ SV < S gt -y P4 SV (247)

t
Pour n = 1, nous posons v =1 + 7(7 — p(Ap)) et sommons pour j = 0,. ..,k nous obtenons
k
; At TAL ; ; At
i+1 k +1
72 | 7|Vuh+1|2 < SOVt —uj)? + 7\%2\2. (2.18)
=0

Or d’apres (2.14), on a
k TAL?
i+1 j
N Z IV (up ™ —ug)? < T\VU%P
=0
et donc finalement

At
= vy 2. (2.19)

At
,YZ‘UJ-H hP"‘*W k+1‘2 TNU?L\Q
d'ott [Vub 12 < [Val)? + \V %2 O

2.4 Equation d’Allen-Cahn

Les équations de champs de phase, comme Allen-Cahn, sont largement utilisées dans plusieurs
domaines des sciences appliquées. Nous-en citons quelques-uns : pour modéliser les phénoménes
naturels en science des matériaux |7, 88|, en traitement d’image [156] ou en écologie et en médecine
[139]. Elles s’écrivent

ou 1
E+M( Au—i—E—Qf(u))—O, xeQt>0, (2.20)
ou
5 =0, (2.21)
u(0,z) = ug(x), (2.22)
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oil © est un ensemble ouvert borné dans IR? et n le vecteur normal unitaire.

L’équation d’Allen-Cahn a été introduite pour décrire le processus de séparation de phase dans

les alliages de fer [8, 9], y compris transitions ordre-désordre : M est la mobilité (prise 1 pour
u

la simplicité), F = f(v)dv est I'énergie libre, u est le paramétre d’ordre (non-conservé) et

€ > 0 est I’épaisseur gé la surface. La condition aux limites de Neumann homogéne implique
qu’il n’y a pas de perte de masse en dehors du domaine. Il est important de noter qu’il existe
une compétition entre le terme potentiel et le terme de diffusion : ceci produit une régularisation
en transition de phase. Cette équation peut également étre considérée comme un flot de gradient
pour ’énergie

1 1
E(u) = 2/QHVUH2d:L’+ 82/9]*—’(u)d:c,

et peut étre réécrite comme

ou
Y VEw) =
5 + VE(u) =0,

E(u)

c’est une propriété de stabilité qu’il est important de récupérer numériquement ; nous renvoyons
le lecteur a des travaux récents sur la méthode numérique des écoulements de gradient appliquée
a ces équations [167].

La satisfaction du principe du maximum par la solution est une autre propriété de stabilité (en
norme L*°). Nous nous référons a [16] pour plus de détails sur la modélisation du champ de
phase et sur les propriétés mathématiques des solutions.

Une conséquence importante est que < 0, ’énergie diminue en temps le long des solutions,

La présence du petit parameétre € conduit a des difficultés numeériques : il rend la fonction E(u)
"trés non convexe" au sens ot elle posséde de nombreux minima locaux. Par conséquent, I'utilisa-
tion de méthodes semi-implicites souffre d’une limitation difficile de temps tandis que 'utilisation
de schémas implicites permet d’obtenir des méthodes de diminution d’énergie mais & un coft
important en temps CPU; Cependant, elles présentent des difficultés pratiques pour leur mise
en ceuvre.

Nous considérons maintenant la semi-discrétisation temporelle et nous focalisons sur les schémas
en temps. Soit u¥ ~ u(x, kAt) une suite de fonctions; At est le pas de temps. Nous rappelons
les trois schémas classiques suivants qui seront utilisés pour construire nos nouvelles méthodes.
A noter qu’un schéma réduit 1’énergie si

E(uFY) < E(u®).

e Schéma 1 : Schéma semi-implicite

uktl — yk 1
A AuFtt 4 ?f(uk) =0, z€Q, (2.23)
k+1
agn =0, sur O9. (2.24)

Ce schéma est & énergie décroissante : il est facile & mettre en ceuvre (un seul probléme de
Neumann linéaire doit étre résolu a chaque étape) mais il souffre d’une condition stricte
et contraignante sur le pas de temps

2

2¢e
0< At < —
L’
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2.4. Equation d’Allen-Cahn

ot L= ||f']sc, cf. [188].

e Schéma 2 : Schéma implicite

S 1
T — Auk+1 4 ?DF(uk,uk—i_l) _ 0’ rc Q’ (225)

oukt1
Z(; =0, sur df, (2.26)

n
F(u) - F(v)
olt nous prenons DF(u,v) =<  y—ov siu# v, .
f(u) siu = v

Ce schéma est inconditionnellement énergétiquement stable, c’est-a-dire que I'énergie di-
minue pour tous les At > 0, voir [84]. Cependant, il faut résoudre un probléme de point
fixe & chaque étape.

e Schéma 3 : Schéma semi-implicite stabilisé
Une facon de surmonter la restriction de pas de temps tout en résolvant un seul probléme
linéaire & chaque étape est d’ajouter un terme de stabilisation comme suit [188] :

ukbtl — k8 1
—ay T ) AT SRt =0 v, (227)
k+1
&én —0, sur 9Q. (2.28)

L
Le schéma réduit 1’énergie pour tout At > 0 quand S > 5 voir [188].

En tant que schéma semi-implicite, cette méthode est facile & mettre en ceuvre, mais la
stabilisation ralentit la dynamique. On peut 'expliquer comme suit : le terme d’amortis-

b+l _ uk) agit sur toutes les composantes modales de la solution, les basses

S
sement — (u

€
qui représentent la partie principale de la solution et les hauts modes dont la limitation

de la propagation permet d’obtenir la stabilité.

Une solution numérique efficace du probléme doit satisfaire un systéme entiérement discrétisé,
nous considérons ici la méthode des éléments finis (MEF') pour la discrétisation de I'espace. Pour
développer un systéme efficace, nous devons prendre en compte des arguments pratiques, tels
que la mise en ceuvre ainsi que le coiit en temps CPU.

Remark 2.4.1 Une autre propriété importante des solutions de l’équation d’Allen-Cahn est le
principe mazimum. Par ezemple, quand f(u) = u(u® — 1), on peut prouver que si |ug(x)| <
1,Va € Q alors |u(x,t)] < 1,Vz € Q,Vt >0 : c’est la stabilité L.

2.4.1 Schéma de référence sur grille fine

Comme présenté ci-dessus, le schéma bi-grilles est basé sur un schéma implicite (stable) appliqué
sur I’espace grossier Vi et sur un schéma semi-implicite simplifié sur 'espace fin V3, pour le
calcul du terme de correction (fluctuant) z. Le schéma sur Vj est considéré comme le schéma de
référence.

Nous nous inspirons des travaux de Condette [67] et de Shen [188] pour démontrer la stabilité
énergétique inconditionnelle du schéma (2.25).
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Théoréme 2.4.2 Le schéma (2.25) est inconditionnellement stable et vérifie l'inégalité sur l’éner-
gie suivante

E(uft™) < E(uf), Vk>0.
v_ Preuve :

Pour vy, = ui“ — uﬁ et a ’aide de l'identité du parallélogramme nous avons,

Ly & 2 1 1|2 2 k 1 k k
EHuhH_quHO—Fi(HvuhHHO_HVUIZHMLHv(uhﬂ_uﬁ)H(J+57(DF(UI;L’uhﬂ)’uhﬂ_ui) =0

Comme uf # quH, le dernier terme sera (F(uﬁ“) — F(u}), 1).

Ainsi
(19, = 9],) + 5 (Pt = P 1) < =k =t = e -
L’inégalité devient
(Glvetl + =, Fedas) - (5wt = [ Fodas) <o
Dot E(uf*1) — E(u*) < 0 donc E(u*t!) < E(uF) VE > 0. 0

Sa mise en ceuvre nécessite la résolution numérique d’un probléme de point fixe & chaque pas
de temps. Nous présentons ci-aprés un moyen de surmonter l'instabilité artificielle portée par
I'utilisation des itérations de Picard classiques. Les nouvelles itérations non linéaires seront im-
plementées pour définir le schéma de référence effectif lorsqu’il est appliqué a V}, et auquel nous
comparerons les schémas bi-grilles. En effet, 'implémentation du schéma (2.25), inconditionnel-
lement stable déja démontré ci-dessus, souffre d’une instabilité. La résolution d’un probléme de
point fixe & chaque itération en est la cause. En pratique, la convergence des itérations du point
fixe Picard n’est réalisée que pour des petites valeurs de At plus précisement d’ordre 10~%. Cela
est dramatique car nous cherchons & long terme le comportement numérique de la solution.
Cette restriction sur le pas de temps est vraiment artificielle parce que le schéma est censé étre
inconditionnellement stable. Soit Id la matrice identité et si nous posons

At

- ?DF(Uka’U)}v

d(v,uk) = (Id + AtA)il{uk

alors le schéma sera réduit & la résolution du probléme de point fixe, & I'itération k,
v = ¢(v,ub). (2.29)

Nous proposons de résoudre (2.29) en accélérant la séquence Picard

00 =P

for m=0,... (2.30)

pmED) — g (p(m) k)
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afin de pouvoir donner & At des valeurs supérieures. Nous avons recours a la procédure d’accélé-
ration AKX voir [28] pour I'extension au cas non linéaire de la procédure hybride introduite dans
[29] et voir [6] ou une application sur les équations de Schriédinger a été faite.

Cette technique consiste a remplacer les itérations de Picard par

00 =P

for m:O, (231)

Y

P = ) (1)K ALy (m),

—————— est le ceefficient binomial et ¢\/)
J K =) est le ccefficient binomial et ¢

K

oir Afvlm) = Z:CJK(_l)K*J(;g(J)(v(m)7uk)7 oK —
j=0

désigne la j™¢ composition de ¢ par elle méme avec

< Abotm), AFFm) >

o, ( ) < Ag+lv(m)’Ag+1v(m) >

(2.32)

Nous avons appliqué cette procédure avec A! (Lemaréchal K = 1); Nous pouvons ainsi prendre
At = 1072 et le schéma (2.25) reste stable.

Une comparaison des courbes de l’énergie montre une convergence numérique en variant N le
nombre de neceuds sur le c6té du carré unité pour € = 0.03 et 'accélération Lemaréchal.

250 250
cas N80 * 858 NAQ s

as NAQ mmme case N30 4
casN30 = caseN20  m

200 200

150 150

100 100

0 0
0 02 04 06 08 1 12 0 02 04 06 08 1

FiGURE 2.6 — Courbes d’énergie : & gauche pour N = 30,40, 80 sur le carré unité avec 'EF Py,
At = 0.009 et laccélération Lemaréchal et a droite pour N = 20, 30,40 sur le carré unité avec
I'EF Py, At = 1072 et 'accélération Lemaréchal.

L’efficacité de cette méthode apparait en réduisant le nombre d’itérations nécessaires pour at-
teindre un temps final T'. Nous présentons dans la Table 2.1 le temps de calcul CPU et le nombre
d’itérations suite a 'implémentation de (2.25) sur le carré unité pour 7" = 0.4 et les pas de temps
maximaux pour Picard et Lemaréchal.
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Cas Py | Picard At =3 x10"* | T=0.4 | Nb iter=34266 | CPU=2851.62s
N=20 | Lemaréchal | At =5 x 10"2 | T=0.4 | Nb iter=360 CPU=73.595s
Cas Py | Picard At =3x10"* [ T=0.4 | Nb iter=34796 | CPU=11639.8s
N=40 | Lemaréchal | At = 1072 T=0.4 | Nb iter=1600 | CPU=1598.8s
Cas Py | Picard At =3x10"* | T=0.4 | Nb iter=35142 | CPU—47686.2s
N=80 | Lemaréchal | At =102 T=0.4 | Nb iter=1599 | CPU=11250.5s

TaBLE 2.1 — Comparaison du temps CPU et des itérations globales pour la méthode du point
fixe de Lemaréchal et Picard et pour différentes valeurs de N.

Nous présentons ci-dessous les courbes d’énergie et quelques solutions & des instants différents
suite a I'implémentation du schéma (2.25). Les simulations sont faites sur le carré unité avec 40
neeuds a chaque coté avec &€ = 0.03, 'EF Py, At = 10 et la CI ug = cos(47rz) cos(4my).

220

Picard #

200 Lemaréchal m——

20

0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 02

F1GURE 2.7 — Courbes d’énergie pour Picard et pour Lemaréchal.

FIGURE 2.8 — Solution & gauche pour Picard et & droite pour Lemaréchal a ¢ = 0.0059.
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FIGURE 2.9 — Solution & gauche pour Picard et & droite pour Lemaréchal a ¢ = 0.0299.
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FIGURE 2.10 — Solution & gauche pour Picard et a droite pour Lemaréchal a ¢ = 0.0539.
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FiqurEe 2.11 — Solution & gauche pour Picard et a droite pour Lemaréchal & t = 0.0959.
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) 27}

7 va | 7 0500

vy w209

PRr] 0.1y
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.04 .09

FiquRE 2.12 — Solution & gauche pour Picard et a droite pour Lemaréchal & ¢t = 0.1799.

En effet, la décroissance de I’énergie indique la stabilité de notre schéma. De plus, la comparaison
des solutions aux mémes instants permet de dire que les deux méthodes approchent de la méme
maniére la solution. La méthode Lemaréchal nous a permis de prendre des pas de temps élevés
par contre, en adaptant la méthode de Picard nous sommes limités par les petites valeurs du pas
de temps. Un autre gain s’écoule de 'augmentation du pas de temps, la réduction du temps de
calcul. Les itérations du Lemaréchal sont 4 fois plus rapides que celles de Picard méme pour un
maillage fin de 80 noeuds.

2.4.2 Cadre bi-grilles
2.4.2.1 Simulation des petites échelles

Nous prenons une solution exacte ue, = cos(mx) cos(my) de I'équation d’Allen-Cahn avec un se-
cond terme et simulons cette derniére sur deux maillages du carré unité avec Ny = 40 et N, = 20
et les espaces I’EF (P, P2) Fig (2.13)-(2.14). Nous effectuons la méme simulation de 1’équation
d’Allen-Cahn mais sans second terme. Nous étudions le comportement de la composante fluc-
tuante zp = up — 4y, : la différence entre la solution obtenue sur le domaine fin et la prolongation
de celle obtenue sur le domaine grossier.

Nous constatons a partir des figures 2.13 —2.15 que |z,] est faible et zj, oscille au cours du temps.
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Ficure 2.13 — L’équation d’Allen-Cahn avec

et I’élément P;.
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FIGURE 2.14 — L’équation d’Allen-Cahn avec second membre pour e = 0.5, At = 0.01,¢ € [0, 4]

et ’élément Ps.

57



Chapitre 2. Méthodes bi-grilles pour ’équation d’Allen-Cahn

Time evolution of ||z| 2
10° i " "

. Energy on Fine and Coarse Spaces
T T T 10 T T T T T
/\/"—/\ $\2L(L"2)$

——EFG
) ——ECG
10° } \ §
‘ \
\

s 10° |
10° \ 1 “

|
|
S
\
10"5 L L e s B —1 10’30 L L L L
0 0.1 02 03 0.4 05 0.6 07 0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 07
i Time evolution of |[dz/dt| -
10 : : : . . .
—— $\dz/dt\_{L"2}$
10° t \
\
_ \
= |
= \
5
5 10 |
= |
= |
\
‘u
107" ’\
‘0
|
\
10"5 L L : L L L
0 0.1 02 03 0.4 05

.
0.6 0.7

FIGURE 2.15 — L’équation d’Allen-Cahn pour e = 0.05, At = 0.001,¢ € [0,0.6] et I'élement Py

2.4.2.2 Construction de ’algorithme bi-grilles

Nous définissons le modéle de la méthode bi-grilles en utilisant un schéma de référence sur I'espace

grossier Vi et un schéma semi-implicite sur I'espace fin V}, avec une stabilisation uniquement des
composantes en modes élevés.

Structure générale du schéma bi-grilles
Etape 1 Trouver u’;{H connaissant u’}_l dans Vg par un schéma
inconditionnellement stable
Etape 2 Calculer la prolongation &’fLH de u¥! dans Vj, en utilisant (2.2)
Etape 3 Décomposer quH = ﬂiﬂ + z}’fﬂ
Calculer zh+1 par un schéma semi-implicite linéaire stabilisé
Etape 4 Soit quH = ﬂffl + z,lf'l, avec zﬁ“ trouve a U'Etape 3.

Modéle 1 : Structure générale du schéma bi-grilles

Cette approche permet de concentrer 'effort de calcul principal sur I’espace Vi de faible dimen-
sion et d’utiliser un schéma simple mais rapide sur I’espace fin V},.
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Algorithm 11 Schéma 4 : Schéma Bi-grilles
1. for k=0,1,--- do

2: Résoudre dans Vg
ui! = “lfq k+1 k+1 k&
(HT7¢H) ( + VI/} ) Q(DF(UH+ 7UH)71/}H)207VI/)HEVH
3: Résoudre dans V}, (uZH, on) — (u k“, on) = 0,Yo, € Vy
4: Résoudre dans V),
(L+TA) (27 = 28, op) + ALV Vo) + At(Vay™, V)
1 - -
(i =, on) + At (F(uf, @ 27, 6n) = 0,00 € Vi
5. Soit uftl = gt 4
6: end for

Le traitement du terme non linéaire f (uh, uﬁ“ u’;{“) permet de voir plusieurs variantes de I’Al-

gorithme bi-grilles d’Allen-Cahn (Algorithme 11).

i fluf,uf T by = f(uf) : Vétape de correction du schéma bi-grilles est une simple sta-
bilisation des modes élevés du schéma semi-implicite.

ii. Linéarisation du terme non linéaire :

f(ul}iauz-i_l l;{—i—l) :%{152« ) +2uk+1uh+3( k+1) 2)( Z—H llf{—i-l)
o ()% + (uh)” = 2) (u™ + ).

Ce choix définit le Schéma 4.2 présenté aprés.

2.4.2.3 Comment choisir Vg et V), ?

Une question principale pour la méthode bi-grilles est le choix des deux espaces d’approximation
Vg et V. Nous devons concilier entre deux critéres :

e les capacités de réduction de CPU apportées par le schéma bi-grilles : la partie la plus
importante des calculs est réalisée dans l’espace grossier (itérations non linéaires). Ceci
est directement lié au rapport des dimensions de Vg et V}, que nous désignons par

dlm(VH)
dim(Vh) .

e la séparation d’échelles en fréquence qui permet de faire une correction par un schéma
simplifié sur V4. Il semble qu'un bon indicateur est que le terme de correction z soit petit
en norme, cela signifie que 'approximation sur ’espace grossier est suffisamment correcte
pour étre une approximation acceptable sur ’espace fin, une fois prolongée. Selon le cas
général, cf. la Proposition 2.2.4, un indicateur de la norme L? de z est controlé par
I’erreur d’interpolation dans V.

DR =
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Les estimations sur la taille relative de Vg et V}, dans le cas Vg C V), ont été obtenues dans
différents contextes, cf. [166, 218] pour la Galerkin bi-grilles non linéaire (probléme de réaction-
diffusion) et [3] pour les équations de Navier-Stokes dépendantes du temps.

Dans notre cas, la condition Vi C V}, n’est pas nécessaire et nous pouvons définir un schéma
d’élément fini mixte, une condition de compatibilité entre les EF est donnée par la Proposition
2.2.2.

Nous donnons des choix possibles pour Vg et Vj, dans différentes situations :
e Lecas Vg C V),
— Quand Ty =Ty :
Vi = {vn, € C%(Q),vn|k € Py, VK € Tp}, Vi = {vn, € COQ),vn|k € Py, VK € T},

avec ¢ > p. Par exemple p=1,¢g =2 or ¢ = 3.

Suivant Proposition 2.2.4, il est facile de voir que

Ju — Thul| 2i0) < ChTH|ull gari(q) et lu — Taull 2y < CHPH ull o g,

ainsi estimation a priori optimale pour I'erreur de prolongation est HP*!,

— Quand Ty C Ty :

Vg = {’Uh € Cm(Q),Uh|K S Pp,VK € 'Th}, Vi, = {Uh € Cm(Q),vh\K S Pp,VK S 771}

Une autre fagon de construire Vg de V}, est d’appliquer une procédure grossiére, nous
renvoyons le lecteur & [15].

e Le cas Vi ¢ Vp : Vestimation a priori donnée par la Proposition 2.2.4 tient encore et
la relation HP*! ~ h*! donne une indication pour choisir la taille relative des pas h et
H de Ty et T,. Comme ci-dessus, la condition h < H est nécessaire pour s’attendre &
une réduction de temps CPU.

Remarque 2.4.3 Nous nous concentrons ici sur les éléments P, mais la méthode bi-grilles peut
s’appliquer aux espaces d’EF construits avec des éléments rectangulaires ou cubiques Qy.

2.4.3 Reésolution technique bi-grilles
2.4.3.1 Schémas bi-grilles

Nous présentons maintenant des schémas bi-grilles basés sur des choix différents de f (uf’z, u’fLH, ulf_;rl)

dans le cas f(u) = u(u?—1) : Nous pouvons voir que nos schémas bi-grilles n’ont pas de difficultés
dans leur mise en ceuvre.

Sur une grille grossiére nous calculons la solution u de I’équation par un schéma implicite
(inconditionnellement stable). La deuxiéme étape consiste a résoudre I’équation sur une grille
fine tout en projettant u’;{H déja calculée précédement. A ce stade le terme T(ul;;_l — u’}{) vient
stabiliser les hautes fréquences de la solution. Nous proposons deux schémas bi-grilles d’ordre un

en temps pour 'équation d’AC :

k+1
H
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Algorithm 12 Schéma 4.1 : Equation d’Allen-Cahn stabilisée a deux grilles avec correction

0,0 ;
uy,, uy donné

for k=0,1,--- do
Résoudre dans Vg

(W ) + AL(VuiT, VwH)—i—At—(DF( KR kD) w) = (Wb, m), You € Vi
Resoudre dans V},

(u’fL+1 —uf, o) + Atr(uf ktl _ uf, dn) + At(VulfLH, Von)

A
= Atr(uft —uly, on) — ?zt(f(uﬁl on)Von € Vi,

8: end for

Algorithm 13 Schéma 4.2 : Equation d’Allen-Cahn stabilisée a deux grilles avec correction
0

uh,u% donné

for k=0,1,--- do
Résoudre dans Vg

(W ) + ALV, Vb)) +At(i2DF(u’;,+1 k), vm) = (Wb, o), Yo € Vi
Resoudre dans V}, ©

(quH —uf, o) + Atr(uf A+l _ ul, o) + At(VquH, Von)

= Atr(uy k-1 —u’}{, on)— —

: (F(uf, uy ™ ulth), ¢n)Ven € Vi
8: end for

Remarque 2.4.4 La stabilisation que nous utilisons ici s’applique aux composantes des modes
élevés, ceci peut étre comparé aux méthodes développées par Costa-Dettori-Gottlieb et Temam [68]
en utilisant des méthodes spectrales (Fourier, Chebyshev) ou Chehab-Costa [42, 43] en différences
finies : dans ces cas, plusieurs grilles ont été utilisées pour générer une hiérarchie de composantes
fluctuantes dans les grilles encastrées et pour les stabiliser avec un terme d’amortissement comme
ci-dessus ; cependant, 'approche que nous proposons ici peut étre non hiérarchique et peut étre
appliqguée pour de nombreux choix d’espaces EF. Dans un travail récent, une stabilisation de grille
a €té proposée en différences finies pour les équations paraboliques en utilisant des techniques de
préconditionnement, cf. [27].

2.4.3.2 Propriétés des schémas

La stabilisation en modes élevés rend le schéma bi-grilles cohérent avec le calcul des états sta-
tionnaires. Plus précisémment on a

Proposition 2.4.5 Supposons que pour h et H fizés, il existe une unique pair d’éléments uyg €
Vi et up € Vy, tel que

(Vug,Vyg) + (f(an),Yu) =0,V € Vi et (Vup, Vén) + (f(Un), on) = 0,Y¢y € V.

Supposons que khm u’f{ =upg et que Zh est convergent vers zp. Alors
—+00

lim uf =y,
k—+o00
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v Preuve :
Pour établir la cohérence, nous montrons que ufb = zﬁ + ﬂfb converge vers iy,.
D’apreés la continuité de la prolongation P, nous avons

P(ufy) = af — P(ay) = tip, quand k — +oo.
En passant a la limite dans ’étape de correction du schéma et aprés simplifications, nous aurons
(Vzn,Von) + (Vup, Vor) + (f(zn + an), én) = 0,Yn € V.
Pour wy, = zp, + 4y, nous trouvons

(Vwp, Vo) + (f(wn), on) = 0,Y¢p € Vi,

Par identification, wy, = z, + 4y = Up- O

Proposition 2.4.6 Soient f € C1(R,R) une fonction réelle et F la primitive de f. Nous sup-
posons que L = || f'||cc < +00 et que F >0 sur R.

L
SiT > 5, alors la solution de ’Algorithme 12 satisfait

Eui™) < B(u )+TTNE( ). (2.33)

v Preuve :

Nous considérons le schéma inconditionnellement stable implicite sur la grille grossiére

k+1 k

(%7%{) + (Vuli, Vo) + ;12(DF(UIJ§-I= uith), vm) = 0,Y¢m € Wy (2.34)

_ . k+1
En prenant vy = up

nous trouvons :

— u¥ dans (2.34) et en utilisant I'identité du parallélogramme (2.11),

1
ol — by + 1V ay — 5 IVl + 5 IV — )y -
2.35
1
5 (P(l) = Fuly), 1) =0,
En sommant pour j = 0,...,k, nous avons :

k
; At At ; ;
1 1

Z HU]JF U%[H%%Q) + 7(HVUII€{+1H%2(Q) - ”VU%H%Q(Q)) + ) Z HV(UJHJr - UJH)”%?(Q)

=0
At
+;2<F<u’;;1> F(ugy), 1) =0,
(2.36)
ce qui implique

Z [t = w720y + AtE(ul) < AtE(ud). (2.37)

62



2.4. Equation d’Allen-Cahn

k+1 k

D’autre part en prenant ¢, = u, ~ — uj, nous obtenons :
(1 A w2y + SV ) — V0 2a(0y) + Sl V(s —uf) ey
At A
PSP = Fu), 1)+ S (G — ), (= ) = Pl — = ).

En utilisant les inégalités de Hélder et de Young, nous avons :

At
1+ 720 — a0y + 5 IV 2y ~ Ve o) + 5O IV — ub)ley
At
+ S (Pl — Fuf), 1)
At ok TAt k+1 ok k+1 _ ok
< gLl = by + T (e =l + T — ).

avec L = || f'||0o- .

Ici ) est un nombre réel strictement positif. Pour contréler |ju; ™" — quH%Q(Q) nous devons choisir

1
n > > par exemple n = 1.
La somme pour j =0, ...k donne

k
(14 - B S 05 (B0 ) < 555
7=0

(2.38)
Par suite en utilisant le résultat obtenu sur la grille grossiére (2.37), nous obtenons le résultat
désiré

E(uﬁ“) < E(up) + TE(UH) (2.39)

O

Cette condition de stabilité énergétique est similaire a celle du schéma globalement stabilisé
L

(Schéma 3, section 2.4) et qui est 7 = — > 5227 cf. [188]; en conséquence de l'inégalité
€ €

(2.38), nous avons une propriété de décroissance de I’énergie approchée par

Bl — Bf) < T2 B,

Cependant, les simulations numériques ci-aprés montrent la diminution en temps de ’énergie
pour nos schémas bi-grilles.
2.4.4 Stabilisation globale vs stabilisation en modes élevés

Avant de comparer les performances de la méthode bi-grilles et le schéma de référence sur une
grille, nous souhaitons illustrer I'effet de la stabilisation des modes élevés par rapport a la stabi-
lisation globale, dans I’évolution du temps de I’énergie.

2.4.4.1 Stabilisation des modes élevés selon le schéma semi-implicite (Schéma 4.1)

Nous considérons € =]0,1[? et deux triangulations T;, et Tg ; elles sont composées de 1681 et
441 triangles respectivement. Chacun de Vi et V, sont des espaces d’EF basés sur les éléments
Py, leurs dimensions sont dim(Vy) = 1681 et dim(V},) = 6561, donc DR(Vy, V) = 0.256211.
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La stabilisation appliquée uniquement pour les composantes de modes élevés permet de cal-
culer la solution avec une bonne précision ; la courbe d’énergie du schéma de référence sur une
grille est proche de celle de la méthode bi-grilles, tandis que la stabilisation du schéma sur toutes
les composantes de la solution ralentit la dynamique. Le terme de stabilisation est évidemment
nécessaire pour le schéma d’une grille, mais aussi pour le schéma bi-grilles : sur le méme exemple
que ci-dessus, pour S = 0.05 les deux schémas 4.2 et (2.25) sont instables.

Energy on Fine and Coarse Spaces
T T T

FicUrE 2.16 — Equation d’Allen-Cahn - Energie vs temps - Comparaison entre le schéma glo-
balement stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevés
bi-grilles, e = 0.03, At =7 x 1073, 7 = S/, S = 2, ug(z,y) = cos(4rx) cos(4my)

2.4.4.2 Stabilisation des modes élevés par une linéarisation du terme non linéaire
(Schéma 4.2)

Time evolution of E(U) Time evolution of E(U/)

03
time ¢ time ¢

Fi1GURE 2.17 — Equation d’Allen-Cahn - Energie vs temps - Comparaison entre le schéma globale-
ment stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevés bi-grilles.
=003, At =7x1073, 7 = §/e2, S = 1.5 (gauche), S = 10 (droite), ug(z,y) = cos(wz) cos(ry),
dim(Vy) = 1681, dim(V},) = 6561, DR(Vy, V) = 0.256211.
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Time evolution of E(U)

10 L L L L L » . . . . .
0 01 02 03 04 05 06 0 01 02 03 0 o5 o6

time ¢ time ¢

F1GURE 2.18 — Equation d’Allen-Cahn - Energie vs temps - Comparaison entre le schéma glo-
balement stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes éle-
vés bi-grilles. ¢ = 0.03, At = 7x 1073. 7 = S/e?, S = 1.5 (gauche), S = 10 (droite).
up(x,y) = cos(4mrz) cos(4ry), dim(Vy) = 1681, dim(V},) = 6561, DR(Vy, V) = 0.256211.

Nous ajoutons deux illustrations obtenues dans le cas oti la méme triangulation est utilisée pour
les deux espaces d’EF Vi et V. Nous choisissons

Vi = {vm € C°(Q)/vr|x € P1, VK € Ty} et Vi, = {vn € CO(Q) /on|k € Py, VK € Ty}

Nous avons Vg C Vj,.
Nous considérons d’abord I’équation d’Allen-Cahn sur un domaine en forme de L. Les dimensions

sont dim(V3) = 1606, dim(Vy) = 424, DR(Vy, V) = 0.26401 et nous partons d’une solution
initiale ug(z,y) = cos(16mx) cos(4my). L'évolution en temps de I'énergie pour les trois méthodes
est signalée & la Figure 2.19.

Dans la Fig. 2.19 (gauche), les conclusions sont les mémes que dans les exemples précédents : la
stabilisation en modes élevés par des valeurs modérées de S, (S = 0.1) permet de stabiliser sans
détériorer la dynamique. Dans la Fig. 2.19 (droite) nous reprenons le méme exemple mais pour
une valeur supérieure de S, (S = 1) ; nous remarquons que les courbes d’énergie de notre schéma
bi-grilles sont en accord avec celles du schéma de référence sur la grille fine. Par contre I’énergie
du schéma globalement stabilisé décroit lentement et cela est di a la stabilisation par un grand S.

Time evolution of E(u) Time evolution of E(u)

N

102 N

2 s
0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 02 0 002 004 006 008 01 012 014 016 018 02
e t time ¢

FIGURE 2.19 — Q est le domaine en forme de L- Energie vs temps - ¢ = 0.1, At = 7 x 1073,
7= 85/e2. A gauche, S = 0.1 et & droite S = 1. Les éléments P sur Vg, Py sur Vj,.
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Nous avons tracé pour différentes données initiales sur les Figures 2.17 et 2.18 1’évolution en
temps de I’énergie pour les 3 méthodes. Nous observons que pour les mémes paramétres de
stabilisation, dans les schémas bi-grilles basés sur 'amortissement en modes élevés réside une
dynamique énergétique comparable a celle du schéma de référence tandis que la stabilisation sur
une grille ralentit la décroissance de ’énergie. En outre, comme prévu, les valeurs plus élevées
de 7 produisent une énergie plus importante et ralentissent pour le schéma stabilisé a une grille.
Les mémes résultats sont obtenus en utilisant des éléments Py au lieu de Ps.

‘ Schéma ‘ € ‘ S ‘ =5/ ‘ At ‘ Stable ‘
Schéma, 3 une grille stabilisé | 0.03 | 0.1 | 111.11 0.007 | oui
Schéma 4.2 bi-grilles 0.03 | 0.1 | 111.11 0.007 | oui
Schéma 3 une grille stabilisé | 0.03 | 0.05 | 55.55 0.007 | non
Schéma 4.2 bi-grilles 0.03 | 0.05 | 55.55 0.007 | oui
Schéma 3 une grille stabilisé | 0.03 | 0.01 | 1.11 0.007 | non
Schéma 4.2 bi-grilles 0.03 | 0.01 | 11.11 0.007 | oui

TABLE 2.2 — ¢ = 0.03, At =0.007, ug(x,y) = cos(4mzx) cos(4my), éléments Ps.

‘ Schéma ‘ € ‘ S ‘ =5/ ‘ At ‘ Stable ‘
Schéma 3 une grille stabilisé | 0.03 | 10 | 111111.11 | 0.01 | oui
Schéma 4.2 bi-grilles 0.03 | 10 | 111111.11 | 0.01 | oui

TABLE 2.3 — ¢ = 0.03, At =0.01, up(x,y) = cos(4nz) cos(4my), éléments P;.

‘ Schéma ‘ € ‘ S ‘ =5/ ‘ At ‘ Stable ‘
Schéma 3 une grille stabilisé | 0.03 | 0.1 | 111.11 0.007 | non
Schéma 4.2 bi-grilles 0.03 | 0.1 | 111.11 0.007 | non

TABLE 2.4 — £ = 0.03, At = 0.01, ug(z,y) = cos(8wx) cos(7Tmy), éléments Ps.

2.4.5 Précision et réduction du temps CPU

Nous avons 2 =]0, 1[? et deux triangulations 7T}, et Ty composées de 1681 et 441 triangles res-
pectivement. Les dimensions des espaces d’'EF sont dim(Vy) = 1681 et dim(V}) = 6561, donc
DR(Vy,V3) = 0.256211.

Nous comparons la méthode bi-grilles Schéma 4.2 (Algorithme 13) avec le schéma d’'une grille
inconditionnellement stable (Schéma (2.25)) simulant une solution exacte : nous choisissons la
fonction ey (z,y,t) = cos(mx) cos(my)exp(sin(mt)) comme solution exacte, un second terme ap-
proprié est ajouté pour cet objet. Nous observons que erreur est faible et le temps CPU est
réduit pour le schéma bi-grilles, d’un facteur 3 dans la Figure 2.20, pour € = 0.5, et supérieur &
4 dans la Figure 2.21, pour € = 0.3.
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=
=
S

1800

1600 |-

1400 -

1200

1000

CPU time

2000
e
11111 o
P is 2 25 3
Time evolu £ the differ

10
10
10° )
o /

o o5 1 is 2 25 E

I error

IF error

volut f the L
Tir !
7k \ / \ E|
o \ / \ ]
/ / \ /
b / E
/ / \\ /
/ / \ /
aff / \ /]
/ \ /
/ \ /
/ \ /
ab // \\ // ]
// \\ /
L / \ / ]
/ N\

- simulation d’une solution exacte ¢ = 0.5,7 = 1.2, At = 1072,

Tir olution of ||z||.»
/ \
/ \
\\
\\
\
100y Y P B 2 3
lut f the L
w0
107 3
/
- \ / 1
/
101 3

FIGURE 2.21 — Allen-Cahn - simulation d’une solution exacte ¢ = 0.3,7 = 1.8, At = 1072,

Aussi, nous observons que les énergies sont comparables et que I’évolution en temps de la diffé-
rence entre les solutions obtenues de ces schémas reste faible. Enfin, nous observons que le temps
CPU est réduit pour le schéma bi-grilles, d'un facteur supérieur a 4.
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CPU time Energy on Fine and Coarse Spaces
2500 T T T T T T T

20001 1

CPU (se

10001 1

500t - g

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Time evolution of the difference of FG and corr solutions in L2 norm

Error $L?$—norr

£

FIGURE 2.22 — Allen-Cahn - £ = 0.03,7 =5 x 1073 et At =7 x 1073,

2.5 Conclusion

La méthode & deux grilles en les éléments finis pour les équations de réaction-diffusion que nous
avons présentée ici permet de produire des itérations rapides et stables, nous avons également
montré que nos schémas a deux-grilles restituent au niveau discret des propriétés importantes
telles que la diminution de ’énergie. L’approche développée peut étre étendue a un plus grand
nombre d’espaces imbriqués, comme dans |77, 79, 131], avec pour objectif d’économiser encore
davantage plus de temps de calcul.

La séparation des échelles permet d’amortir principalement les composantes en mode élevé de
la solution ; cette procédure peut étre interprétée comme lissage des modes élevés. Un avantage
important du cadre bi-grilles est qu’il n’est pas nécessaire que I'espace grossier soit inclus dans
celui fin, conférant & la méthode un caractére mixte, ce qui se retrouve a travers la condition de
compatibilité de type inf-sup que doivent satisfaire Vi et V3. Enfin, il n’est pas nécessaire de
calculer une base hiérarchique, le filtrage est automatiquement fourni par ’étape de prolongation.
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Ce chapitre est consacré a ’étude de ’équation de Cahn-Hilliard. Nous appliquons la méthode
bi-grilles présentée dans le chapitre précédent et dans [1]. Comme pour l'équation d’Allen-Cahn,
nous décomposons la solution en partie principale et partie fluctuante

up = Up + 2p.

Nous utilisons un schéma implicite inconditionnellement stable pour calculer la partie principale
sur un espace grossier Vi et un schéma semi-implicite pour la partie fluctuante zp sur un espace
fin V. Nous nous inspirons des schémas implicites et des méthodes de stabilisation de Shen, mais
nous ne stabilisons que les hautes fréquences de la solution (partie fluctuante).

Notre méthode bi-grilles permet de gagner en temps de calcul en comparaison avec le temps de
résolution d’un probléme implicite sur une seule grille.

3.1 Equation de Cahn-Hilliard
L’équation de Cahn-Hilliard
1

ou 2



Chapitre 8. Méthodes bi-grilles pour I’équation de Cahn-Hilliard

est un modele simple pour les processus de séparation de phase d’un alliage binaire; Elle est
aussi pertinente pour ’étude de la dynamique de population, les films bactériens, la biologie, les
films minces, le traitement d’images et méme les anneaux de Saturne. La fonction f est de type
bistable avec trois zéros simples et est la dérivée d’un potentiel de double puits F' dont les puits

correspondent aux phases du matériau. Un modéle typique est donnée par F'(u) = Z(UZ —1)?
c’est-a-dire f(u) = u® —u. La fonction u(x,t) représente la concentration de I'un des composants
métalliques de lalliage. L’équation (3.1) est généralement munie de conditions aux limites de
Neumann homogeénes
1

ou_, HBu )

on on -
En particulier, ceci donne la conservation de la masse, c’est-a-dire de la moyenne spatiale du
paramétre d’ordre w,

u= / u(z, t)de = / uo(x)dx. (3.2)
Q Q
La décroissance de 1’énergie

) —— [ 19(-tu+ ) e <0, (33)

est aussi vérifiée par I’équation (3.1). L’équation de Cahn-Hilliard peut s’écrire sous la formulation
mixte suivante cf. [85]

0
(G ) + (Vi V) =0, Vi eV, (3.4)

(1,9) = (Vu, 96) + 5 ((w),8), Vo e W. (35

En effet, en prenant la fonction test ¢ = 1 et ¢ = 1 'équation de Cahn-Hilliard vérifie

e 1y=o, (5.6)
(1 — E%f(U), 1) =0. (3.7)

Pour cette formulation, (3.6) implique que la conservation de la masse (3.2) est vérifiée.

Comme pour 'équation d’Allen-Cahn, les schémas semi-implicites sont énergétiquement stables
E(uF*t!) < E(u*) sous des conditions trés restrectives. Nous nous référons a [188] pour des
schémas classiques :

e Schéma 1 : Schéma semi-implicite

k1 _ K
% A =0, zeQ, (3.8)
—Auft 4 5% (uF) = pFt, zeq, (3.9)
1
Juk+! O(Aukt! — E—zf(uk+1))
e 0, o =0, sur 0. (3.10)
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3.1. Equation de Cahn-Hilliard

Le terme non linéaire est traité explicitement, par suite le schéma est facile a implémenter
mais il n’est pas énergétiquement stable que sous une condition stricte et contraignante
sur le pas de temps; I’énergie ne décroit que pour

€
0<At< T
ot L = || f'[|oo, cf. [188].
Schéma 2 : Schéma implicite
k+1 o,k
% - Attt =0, zeq, (3.11)
1
— AU ?DF(UI@’ukJrl) — 1 zeq, (3.12)
1
oyt O(Auk+ — ?f(ukﬂ))
on 9 =0, sur 9Q, (3.13)
n n
F(u) = F(v)
ol nous prenons DF(u,v) =<  y—ov siu# v, .
f(u) siu=uv

Ce schéma nécessite une méthode de point fixe pour la résolution du probléme non linéaire
a chaque itération. Cependant, ’énergie est décroissante pour tous les At > 0, ¢’est-a~dire
il est inconditionnellement énergétiquement stable (cf. [84]).

Schéma 3 : Schéma semi-implicite stabilisé
Shen propose d’ajouter un terme de stabilisation afin de résoudre un seul probléme linéaire
a chaque itération sans aucune condition sur le pas de temps [188] :

WLk
- At = 0 14
A n 0, ze€Q, (3.14)
S 1
A S ) L) = se (3.15)
1
Juk+ . O(Aur+! — ?f(ukﬂ)) . 0 4 16
o =0, T =0, sur 0. (3.16)

Cette stabilisation rend le schéma semi-implicite inconditionnellement énergétiquement

stable; I’énergie décroit au cours du temps pour At > 0 quand S > —. Mais la décrois-

sance est ralentie puisqu’il stabilise la solution tout entiére. Dans la suite nous proposons
de stabiliser uniquement la partie fluctuante de la solution (les modes élevés).

Schéma de référence sur grille fine

L’implémentation du schéma (3.11)-(3.13) nécessite la résolution d’un probléme non linéaire a
chaque pas de temps. Soient Id et A les matrices de masse et d’identité respectivement. Si nous

—1 uk

Id AtA

ky
(;5(11,/1,,’[1, ) - —A Id %DF(uk,v)
9
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nous nous ramenons & la résolution du probléme de point fixe, a l'itération k,

(lei) - (b(vnu'vuk)' (317)

Malgré la stabilité inconditionnelle du schéma (3.11)-(3.13) nous sommes limités en pas de temps
At. Comme pour l'équation d’Allen-Cahn [1], nous adaptons la procédure d’accélération de
Lemaréchal. Ainsi At peut étre égal & 10~* alors que par litération du point fixe Picard At
maximal ne dépasse pas 3 x 1076, cf. [28, 155]. Nous comparons les courbes de I’énergie en
adaptant ’accélération du Lemaréchal pour différentes valeurs de IV, le nombre de noeuds sur le
coté du carré unité, et € = 0.03. Les courbes collent pour les éléments finis Py et Ps.

F i e 60 B e e 3

40
0 2e-005 46005 6e-005 8e-005 00001 0 2e-005 46005 6e-005 8e-005 0.0001

FIGURE 3.1 — Courbes d’énergie : & gauche pour N = 30,40,80, At =3 x 1076 et 'EF P; et &
droite pour N = 20, 30,40, At =3 x 1075 et 'EF P,.

La réduction du nombre d’itérations nécessaires pour atteindre un temps final T est 'un des
avantages de cette méthode. Le tableau 3.1 renferme le temps de calcul CPU, le nombre d’itéra-
tions et les pas de temps maximaux pour la résolution suivant le schéma (3.11) — (3.13) par les
méthodes de point fixe de Picard et de Lemaréchal.

Cas Py | Picard At =3 x 1076 | T=0.219 | Nb iter = 2.89175¢%6 | CPU=375994 s
N=20 Lemaréchal | At = 1073 T=0.219 | Nb iter=3879 CPU=977.86 s
Cas Py | Picard At =3 x 1070 | T=0.027 | Nbiter=360040 CPU=797520 s
N=40 | Lemaréchal | At =103 T=0.027 | Nb iter=861 CPU=869.68 s
Cas Py | Picard At =3 x 1076 | T=0.027 | Nb iter=360040 CPU=803631 s
N=80 | Lemaréchal | At =103 T=0.027 | Nb iter=900 CPU=3799.72 s

TABLE 3.1 — Comparaison du temps CPU et des nombre d’itérations pour les méthodes du point
fixe de Lemaréchal et Picard et pour différentes valeurs de N.

Nous implémentons le schéma (3.11) — (3.13) sur le carré unité avec 40 nceuds a chaque coté avec
€ =0.03, 'EF Py, At = 3 x 1075 et la CI ug = cos(rz) cos(my). Nous comparons ci-dessous les
courbes d’énergie et quelques solutions & des instants différents pour les méthodes du point fixe
de Lemaréchal et Picard.
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3.1. Equation de Cahn-Hilliard

Picard *
Lemareéchal

[o] 2e-005 4e-005 6e-005 8e-005 0.0001

FiquRrk 3.2 — Courbes d’énergie pour Picard et pour Lemaréchal.

PRERRREREERIERERI G

PETRRRERERpEpLERELiLE

| B
| N

FiquRrE 3.3 — Solution a gauche pour Picard et & droite pour Lemaréchal a ¢t = 0.

__B

AR AR R R R R RN R R RN

m

SR b b A A b E 8B EESE BB &S EE
BgfifeEgiepaetenaeit

N

Ficure 3.5 — Solution & gauche pour Picard et & droite pour Lemaréchal a ¢ = 0.000147.
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. |
SrEEgiRiREERERAEI

m

FIGURE 3.7 — Solution & gauche pour Picard et & droite pour Lemaréchal a ¢ = 0.000753.

1014 Time evolution of the spatial average of the order parameter

FicuRrE 3.8 — Courbes de la moyenne spatiale pour Picard et pour Lemaréchal.

3.1.2 Cadre bi-grilles : simulation des petites échelles

Les figures 3.9 et 3.10 correspondent & la simulation de I’équation de Cahn-Hilliard avec un
second terme convenable & la solution exacte ue, = cos(mz) cos(my) sur deux maillages du carré

unité avec Ny = 40 et N. = 20. Les résultats pour I’équation de Cahn-Hilliard sans second terme
sont présentés a la figure 3.11.

74



3.1. Equation de Cahn-Hilliard

0 T T T T T o T T T T T
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Time evolution of the spatial average of the order parameter
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F1GURE 3.9 — L’équation de Cahn-Hilliard avec second membre pour ¢ = 0.1, At = 0.001,t €
[0,1.2] et I’élément P;.

e 314 10° T " i
| o
3130 “
—%Emor
3 5
= — el N FRdl
53138 s |
5 3 |
: 3
ol o \‘
- 3137 |
313% P e
] ‘ ‘ ‘ e ‘ ‘ ‘
0 05 1 15 2 25 3 35 4 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

1013 Time evolution of the spatial average of the order parameter

o 05 15 2 25 3 35 a

FIGURE 3.10 — L’équation de Cahn-Hilliard avec second membre pour e = 0.5, At = 0.01,¢ € [0, 4]
et I’élément Ps.
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Lp?  Time evolution of [z Energy on Fine and Coarse Spaces Time evolution of | dz/dt|

5
— el e

98.08

1’
4 9,06 |

98.04

1=]lz-

P
Energy

lld=/dt|| 1

98.02 |

o 02 04 06 08 1 12

FIGURE 3.11 — L’équation de Cahn-Hilliard pour ¢ = 0.05, At = 0.001,¢ € [0,1.2] et I’élément
Ps.

Les figures 3.9—3.11 montrent que la partie fluctuante zp = up —1up, la différence entre la solution
obtenue sur le domaine fin et la prolongation de celle obtenue sur le domaine grossier, oscille au
cours du temps et que |z, est faible.

3.1.3 Reésolution technique bi-grilles
3.1.3.1 Schémas bi-grilles

Nous désirons construire des algorithmes bi-grilles énergétiquement stables et réduisant le temps
de calcul du probléme non linéaire.

Concernant la stabilité nous pensons appliquer la stabilisation de Shen [188] mais uniquement
aux modes élevés de la solution pour ne pas ralentir la dynamique. L’idée de nos algorithmes
bi-grilles est de décomposer la solution up en deux parties et les traiter différement.

Il est commode d’adapter un schéma implicite inconditionnellement stable pour le calcul de la
partie principale u];j'l sur la grille grossiére. Sur la grille fine nous utilisons un schéma, semi-
implicite avec le terme de stabilisation 7'(1/}1“;r1 —uf) — T(uht k).

Les algorithmes que nous présentons ci-dessous différent au niveau du schéma semi-implicite de
la grille fine. L’ Algorithme 14 traite le terme non linéaire explicitement f(u) = uf((uf)? — 1)
alors que I’Algorithme 15 prend la linéarisation du terme nonlinéaire :

N 1
f( ﬁ, ui"'l, u’;j'l) = 4162(@2)2 + 2u];1+1ui + 3(u1}{+1)2 — 2)(uZ+l — u’}j‘l)
g () + (uh)? — 2k + o).
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3.1. Equation de Cahn-Hilliard

Algorithm 14 Equation de Cahn-Hilliard (explicite) stabilisée 4 deux grilles avec correction

1: ug,u% donnés

2: for k=0,1,--- do

3: Résoudre dans Vg x Wy

4 (uyt — ul, ) + AUV, Vi) =0, Yoy € Vig

5. (Vuli', Vo) + =2 (DF( k), om) = (i, Vén), You € Wa
6: Résoudre dans V, x Wy,

. k41 k k+1 .

7 (up =g, ) F ALV, V) =0, Yy €V

8 (Vup™, Vo) +7(u k+1—uﬁ7¢h)+€i2(f(ulfi)v¢h) (™, dn) +7(ulf =l ), Von € Wi
9: end for

Algorithm 15 Equation de Cahn-Hilliard (linéarisation) stabilisée & deux grilles avec correction
0

1: uh,u% donnés
2: for k=0,1,--- do
3: Résoudre dans Vg x Wy
4: (ulht — b ) + AV AT Vi) = 0, Vg € Vi
1
5 (Vuy', Vou) + 5 (DF(up ufy), én) = (i, Vo), You € Wi
: Résoudre dans V;, x W,
kL k E+1 _
7 (up T =g, ) AUV V) =0, Yy €V

8 (Vup™, V) + 7(uy ™t — uf, ¢p) + 51 (f(up, ub ki), o)

9 = (™ on) + Tl — by, ), You € W
10: end for

3.1.3.2 Propriétés des schémas

Proposition 3.1.1 Si (1,1) € Vg x Wy et (1,1) € V}, x Wy, alors les schémas sur une grille
(8.11)-(3.13) et (3.14)-(3.16) et les Algorithmes 14 et 15 bi-grilles vérifient les deux propriétés
(3.6),(3.7) de l’équation de Cahn-Hilliard

ou

1
(avl) =0, et( _?f(u)al) -

v_ Preuve :

Nous considérons les fonctions test 1 € Vg et 1 € Wy alors le schéma inconditionnellement
stable implicite (3.11)-(3.13) adapté sur la grille grossiére satisfait

k+1 k

— 1
(% 1) =0 et (uf" — 5 DF(uf™, uy), 1) =0, ¥k >0. (3.18)
9

Et aussi pour (1,1) € V}, x Wy, le schéma (3.14)-(3.16) globalement stabilisé vérifie

uk+1 - uk 1
(hTth 1) =0et (ui ?f(uZ)’ 1)=0, Vk >0, (3.19)
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S
car — (ufT™ —uf, 1) = 0.

)
Comme le schéma (3.11)-(3.13) adapté sur la grille grossiére satisfait (3.18), alors 7(uf! —

uk 1) = 0 et I’Algorithme 14 bi-grilles explicite satisfait

uk)+1 _ uk 1
At e

car 7'(11;’“;rl —uf, 1) =0.

De méme I’Algorithme 15 bi-grilles explicite satisfait

k+1 k

u —Uu 1
(hTth, 1) =0et (uit — €2f(u’fL,u’;L+1 w1 1) =0, Yk >0, (3.21)

car T(UZH —uf, 1) = 0. O

Proposition 3.1.2 Soient f € C1(IR,R) une fonction réelle et F la primitive de f. On fait les
hypothéses suivantes :

— L=f"lloc <+o0,

— F >0 sur R,

— u%[ et u2 sont a moyenne nulle,

L
— T > —.
Alors, il existe une constante r ne dépendant que de Q, E(uY), E(ul) et de T telle que

E(uf™) < K,k >0,

et le schéma 14 est alors stable en énergie.

v_ Preuve :

Soit k fixé. Nous considérons le schéma inconditionnellement stable implicite sur ’espace grossier
(VHa WH)

(why =y, dm) + AUV Vou) = (g™ vn) + <Vu%“,wﬂ>+§2<DF<uH, W), ) = 0,

(3.22)
F(u)—F(v) .
V(b ¥r) € Vi x Wy ott DF (u,v) = u—v siu# v,
f(u) siu=v
En prenant respectivement ¢ = u’”’l et Yy = u’;;rl — u’}{ dans (3.22), nous obtenons aprés
simplification
1
AVt 22 ) + (Ve Wl = ) + 5 (DF (uly wlf ).l = wly) = 0.
En utilisant I'identité du parallélogramme dans cette derniére identité, il vient
1
AtV 13 ) + B <||Vuk+1||L2 — Va2 ) + IV (uf ™ — U’E)H%%Q)) (3.23)
1 .
(Pl = Fuf), 1) -0,
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Finalement,
AV 2agey + IVl — k) ey + Bl = By, (3.24)

Ceci implique que le schéma sur (Vi, Wg) est inconditionnellement stable et & énergie (discréte)
décroissante (E(u%) > 0,Vk > 0 en vertu des hypothéses sur F'). En sommant ces relations pour
7 =0,...,k nous obtenons

AtZHW“Hm Zuv wit = w3 ) + Bl — B(uly) = 0. (3.25)

En particulier, puisque u%, est & moyenne nulle, il en est de méme pour toute la suite u’}{ En

utilisant une inégalité de Poincaré sur les fonctions de H'(€2) 4 moyenne nulle, nous en déduisons
qu’il existe C' = C(Q2) > 0 tel que

j+1 j+1 j .
™ = g 2eqy < CUV (il = wfp) |z ¥ = 0.+ k.
En particulier
j+1 j+1 j
Z e = 2y < 02 IV = )220y, (3.26)
d’ot1
k 2
j+1 j
Dol = wllia) < 5E(U9{)- (3.27)
§=0
Maintenant, en prenant ¢, = k“ et Yp = uiﬂ — ufl, nous obtenons, en procédant comme plus

haut et aprés les simpliﬁcations usuelles :

AV oy + 5 (176 oy — IV 2y + IV — u)lZagey ) + 7™ — w22,
1 k k k K k k K
‘i‘;g(F( H+1) F(UIIC{), 1)+ @(f/@h)(uh“ Uii)v (uh+1 —up)) = T(“JHJrl - u’}’{,uhﬂ up,).
(3.28)
En utilisant la définition de E(.), les inégalités de Holder et de Young, nous avons
AV 320 HV( n = ui e Tl = gl e )
+E(upt) — E(u )< 52 Slupt —ublia) + 5 HukH uill e + 5 Hukﬂ —upllz20)-
R , 1 L s X 1
ou L = || f'||co- Avec v = S G > 0, d’apres les hypotheses, nous en déduisons
€
1
k k k k k
AtV a0y + IV = w20y + ™ = uklliago) + Eluy™) = Blug) < *Hu = uirl e
Pour finir, nous considérons la somme de ces inégalités pour j = 0,... k. Il vient
1 1 j+1
’YZ ||UJ—Ir _Uh||L2 ‘i‘AtZ HVMJ+ ||L2 +5 Z IV (u ] - uh)iiL2 Q)
=0 2 im0 (3.29)

k 1
+B(u ) < Z luf™ = wgyll2(q)-
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Par suite, en utilisant (3.27), nous obtenons le résultat annoncé :
E(ufth) < &, (3.30)
avec K = E(u)) + ZE(u)). O

L’hypothése ug a moyenne nulle n’a pas été utilisée mais doit étre faite par cohérence.

3.1.4 Stabilisation globale vs stabilisation en modes élevés

Nous présentons dans cette section une comparaison entre la stabilisation de la solution par Shen
et la stabilisation des modes élevés de la solution par nos algorithmes bi-grilles. L’étude est faite
sur Q =0, 1[? avec deux triangulations 7}, et Ty composées de 1681 et 441 triangles respective-
ment et les espaces I’EF Vi et V3, de dimensions dim(Vy) = 1681 et dim(V}) = 6561.

Les courbes d’énergie du schéma implicite (3.11)-(3.13) sont en accord avec celles de nos al-
gorithmes bi-grilles et décroissent plus rapidement que celle du schéma globalement stabilisé
(3.14)-(3.16) ; la décroissance de l'énergie est ralentie dans le cas du schéma (3.14)-(3.16) stabi-
lisant toutes les composantes de la solution.
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3.1.4.1
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Stabilisation des modes élevés selon le schéma semi-implicite (Algorithme
14)

FicURE 3.12 — Equation de Cahn-Hilliard - Energie vs temps - Comparaison entre le globalement
stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées bi-grilles

S/e?, S = 2 (gauche), S = 10 (droite),

(Algorithme 14), ¢ = 0.03, At = 3 x 1076, 7
uo(x,y) = cos(mz) cos(3my) et I'élément P;.

vk foult )da

Time evolution of the spatial average of the order parameter

Time evolution of the spatial average of the order parameter

Ficure 3.13 — Equation de Cahn-Hilliard - Moyenne spatiale vs temps - Comparaison entre le
globalement stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées
bi-grilles (Algorithme 14), ¢ = 0.03, At = 3x 1076, 7 = §/e2, S = 2 (gauche), S = 10 (droite),

uo(x,y) = cos(mz) cos(3my) et I'élément P;.

81



Chapitre 8. Méthodes bi-grilles pour I’équation de Cahn-Hilliard

Time evolution of E(U) Time evolution of E(U)
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FiGURE 3.14 — Equation de Cahn-Hilliard - Energie vs temps - Comparaison entre le globalement
stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées bi-grilles
(Algorithme 14), ¢ = 0.03, At = 3 x 1075, 7 = §/e%, S = 0.5 (gauche), S = 10 (droite),
up(x,y) = cos(mz) cos(3my) et I'élément Po.
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FIGURE 3.15 — Equation de Cahn-Hilliard - Moyenne spatiale vs temps - Comparaison entre le
globalement stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées
bi-grilles (Algorithme 14), ¢ = 0.03, At = 3 x 107%, 7 = S/e%, S = 0.5 (gauche), S = 10
(droite), ug(x,y) = cos(mz) cos(3my) et I'élément Ps.
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3.1.4.2 Stabilisation des modes élevés par une linéarisation du terme non linéaire
(Algorithme 15)
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FIGURE 3.16 — Equation de Cahn-Hilliard - Energie vs temps - Comparaison entre le globalement
stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées bi-grilles
(Algorithme 15). ¢ = 0.03, At = 3 x 1075, 7 = S/e2, § = 2 (gauche), S = 10 (droite),
uo(x,y) = cos(mx) cos(3my) et 'élément Py.

Time evolution of the spatial average of the order parameter
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FicUrE 3.17 — Equation de Cahn-Hilliard - Moyenne spatiale vs temps - Comparaison entre le
globalement stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées
bi-grilles (Algorithme 15). ¢ = 0.03, At = 3x 1076 7 = §/e%, S = 2 (gauche), S = 10 (droite),
uo(x,y) = cos(mz) cos(3my) et I'élément P;.
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Time evolution of E(U) Time evolution of E(U)
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FiGURE 3.18 — Equation de Cahn-Hilliard - Energie vs temps - Comparaison entre le globalement
stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées bi-grilles
(Algorithme 15). ¢ = 0.03, At = 3 x 1075, 7 = §/e%, S = 0.5 (gauche), S = 10 (droite).
up(x,y) = cos(mz) cos(3my) et I'élément Ps.

10 Time evolution of the spatial average of the order parameter
3 T T T T T T

i S u(t, 2)da

Ficurke 3.19 — Equation de Cahn-Hilliard - Moyenne spatiale vs temps - Comparaison entre le
globalement stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées
bi-grilles (Algorithme 15). ¢ = 0.03, At = 3 x 107%. 7 = §/e%, S = 0.5 (gauche), S = 10
(droite). ug(x,y) = cos(mz) cos(3my) et I'élément Po.

Pour les mémes paramétres de stabilisation, nous vérifions que la stabilisation globale ralentit
la décroissance de I’énergie alors que la stabilisation uniquement des modes élevés dans nos al-
gorithmes bi-grilles n’a pas d’influence sur la décroissance de I’énergie ; les courbes d’énergie de
nos algorithmes bi-grilles collent avec celle du schéma implicite sur une grille.

Nous déduisons aussi qu’en augmentant les valeurs de S, (S = 10), la décroissance de I’énergie
devient plus lente.

De plus, la comparaison des courbes de la moyenne spatiale montre que nos algorithmes bi-grilles
et le schéma implicite sur une grille approchent de la méme maniére la solution.

Nous remarquons l'importance du terme de stabilisation pour le schéma d’une grille et nos

algorithmes bi-grilles : pour S = 0.05 les deux schémas (3.14)-(3.16) et (15) sont instables (cf.
Tab. 3.2,3.3).
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3.1. Equation de Cahn-Hilliard

’ Schéma ‘ € ‘ S ‘ =35/ ‘ At ‘ Stable ‘
Schéma (3.14)-(3.16) une grille stabilisé | 0.03 | 0.8 | 888.88 0.001 | oui
Algorithme 15 bi-grilles 0.03 | 0.8 | 888.88 0.001 | oui
Schéma (3.14)-(3.16) une grille stabilisé | 0.03 | 0.5 | 555.55 0.001 | non
Algorithme 15 bi-grilles 0.03 | 0.5 | 555.55 0.001 | oul
Schéma (3.14)-(3.16) une grille stabilisé | 0.03 | 0.05 | 55.55 0.001 | non
Algorithme 15 bi-grilles 0.03 | 0.05 | 55.55 0.001 | non

TABLE 3.2 — ¢ = 0.03, At =0.001, ug(x,y) = cos(4mzx) cos(4my), éléments Ps.

’ Schéma ‘ € ‘ S ‘ T =5/ ‘ At ‘ Stable ‘
Schéma (3.14)-(3.16) une grille stabilisé | 0.03 | 2 | 2222.22 | 0.001 | oui
Algorithme 15 bi-grilles 0.03 | 2 2222.22 | 0.001 | oui
Schéma (3.14)-(3.16) une grille stabilisé | 0.03 | 0.5 | 555.55 0.001 | non
Algorithme 15 bi-grilles 0.03 | 0.5 | 555.55 0.001 | non

TABLE 3.3 — ¢ = 0.03, At =0.001, ug(z,y) = cos(4mx) cos(4my), éléments P;.

3.1.5 Précision et réduction du temps CPU

o1 Time evolution of the spatial average of the order parameter

7 Jo ults2)de

N
T

4 I
o = @
T T T

Nous prenons 2 =]0, 1[?, deux triangulations 7, et Tz composées de 1681 et 441 triangles res-
pectivement et les espaces d’EF Vj et V}, de dimensions dim(Vy) = 1681 et dim(V},) = 6561.

Les figures 3.20-3.21-3.22-3.23 correspondent & la simulation d’une solution exacte par notre mé-
thode bi-grilles (Algorithme 15) et le schéma d’une grille inconditionnellement stable (Schéma
(3.11)-(3.13)). Nous prenons la fonction wueg(z,y,t) = cos(mx) cos(my)exp(sin(nt)) et ajoutons
un second terme approprié. Nous trouvons que le temps CPU est réduit pour le schéma bi-grilles
et Verreur est faible (cf. Figures 3.21 pour € = 0.3 et 3.22 pour € = 0.5)

FIGURE 3.20 — Cahn-Hilliard - simulation d'une solution exacte ¢ = 0.3, 7 = 2222.22, At = 1073.
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FIGURE 3.21 — Cahn-Hilliard - simulation d'une solution exacte ¢ = 0.3, 7 = 2222.22, At = 1073.
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FIGURE 3.22 — Cahn-Hilliard - simulation d’une solution exacte € = 0.5, 7 = 5555.55, At = 1073.
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1013 Time evolution of the spatial average of the order parameter
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FIGURE 3.23 — Cahn-Hilliard - simulation d'une solution exacte ¢ = 0.5, 7 = 5555.55, At = 1073,

Aussi pour ’équation de Cahn-Hilliard sans second membre, nous obtenons une réduction du
temps de calcul CPU pour I’Algorithme 15 bi-grilles, d’un facteur supérieur a 3. De plus, les
énergies sont comparables.

Energy on Fine and Coarse Spaces
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FIGURE 3.24 — Cahn-Hilliard € = 0.03, 7 = 2222.22 et At = 1073.
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1012 Time evolution of the spatial average of the order parameter

o 0.2 0.4 0.6 08 1 1.2

FIGURE 3.25 — Cahn-Hilliard £ = 0.03, 7 = 2222.22 et At = 1073.

Enfin, la comparaison des courbes de la moyenne spatiale montre que notre algorithme bi-grilles
(Algorithme 15) et le schéma d’une grille inconditionnellement stable (Schéma (3.11)-(3.13))
approchent de la méme maniére la solution. Mais la moyenne spatiale de la concentration u
qui était initialement nulle augmente au cours du temps en restant faible. L’Algorithme 15
bi-grilles et le schéma d’une grille inconditionnellement stable ne conservent pas la masse (la
conservation de la masse étant un critére essentiel de ’équation de Cahn-Hilliard).

3.2 Conclusion

Nous avons proposé des schémas bi-grilles énergétiquement stables et réduisant le temps de cal-
cul. L’idée était de stabiliser uniquement la partie fluctuante de la solution ; nos schémas bi-grilles
ne détériorent pas la dynamique comme pour la stabilisation globale de la solution [188].
Concentrer Peffort sur I'espace grossier de faible dimension nous a permis de réduire le temps de
calcul CPU. Nous avons montré que nos schémas bi-grilles et le schéma d’une grille incondition-
nellement stable vérifient le critére de conservation de la masse mais les simulations numériques
ont montré que la moyenne spatiale de la concentration qui était initialement nulle augmente au
cours du temps mais reste faible.

Nous étendons ces résultats pour les modeles couplés aux équations de Navier-Stokes .
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Deuxiéme partie : Méthodes bi-grilles
en ¢éléments finis pour les couplages
fluides /champs de phase
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Chapitre 4

Méthodes bi-grilles pour les équations
de Navier-Stokes
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Nous considérons dans ce chapitre la méthode de projection et appliquons notre technique de
séparation d’échelles qui a été vérifiée dans les chapitres précédents pour les équations d’Allen-
Cahn et de Cahn-Hilliard. Ce chapitre est organisé comme suit : au début, nous décrivons le
principe bi-grilles pour les équations de réaction-diffusion. Puis nous présentons les techniques
de correction de pression incrémentale et non incrémentale. Ensuite nous proposons nos schémas
bi-grilles séparant en fréquences les vitesses intermédiaires introduites par la méthode de pro-
jection. En premier lieu, nous comparons nos schémas bi-grilles aux schémas implicites et ceux
de la littérature pour le probléeme de la cavité entrainée. Le premier avantage de notre approche
apparait dans la concordance de nos résultats avec ceux des références tout en réduisant le temps
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de calcul CPU. En second lieu, nous traitons le cas d’une solution exacte. Le deuxiéme avantage
de notre méthode bi-grilles apparait par la stabilité en terme de pas de temps par rapport aux
schémas explicites.

Nous terminons par conclure que notre approche se situe entre les schémas implicites stables mais
lents et les schémas explicites instables mais rapides. D’une part, notre technique n’est pas assez
stable que les schémas totalement implicites mais plus rapide que ces derniers. D’autre part, elle
est plus stable que le schéma explicite rapide mais limité en pas de temps. En outre, ce gain en
stabilité d’un rapport de 10 pour les schémas incrémentaux et non incrémentaux implique que la
technique bi-grilles est plus rapide que le schéma explicite. Si nous considérons les pas de temps
maximaux qui peuvent étre pris par les deux procédés, la convergence est atteinte en premier
par les schémas bi-grilles et donc ils sont plus rapides que les schémas explicites.

4.1 Principe bi-grilles

Comme indiqué dans l'introduction section 2, considérer deux espaces de discrétisation Vi
(grossier) et Vj, (fin), concentrer le calcul sur le grossier par un schéma implicite (non linéaire) et
utiliser un schéma semi-implicite (linéaire) sur le fin permet de gagner en temps de calcul CPU.
Plus précisemment, le schéma bi-grilles pour les équations de réaction-diffusion s’écrit

Algorithm 16 Schéma bi-grilles pour ’équation de réaction-diffusion

. 2,0 ,0 4
1: uy, up donnés

2: for k=0,1,--- do

3: Etape 1 (Schéma implicite espace grossier)
k+1 .k
u — U
4 (A AL B ) + (Vuli™, Voou) + (f(uli™), vm) =0, Yo € Vi
5: Etape 2 (Schéma semi-implicite espace fin)
k+1 ok

Up T Up

6 (T on) + (VT Ven) + (f(uh), én) + (f (up Dup™™, 6) = 0,96 € Vi
7: end for

Cette approche a été proposée dans [110, 130, 153].

Afin d’éviter de calculer la linéarisation f’ (u]};rl), de f en u]]“;l, un schéma semi-implicite est

k+1
h+ k):

adapté avec le terme d’amortissement 7(u, " — u;

1: Etape 2 (Schéma semi-implicite stabilisé espace fin)
k+1 k
u =
S bn) T (uy =, dn) + (Vu T Von) + (f(ur), én) = 0,Y0n € Vi,

2: ( At

Ce schéma est rapide et inconditionnellement stable mais il ralentit la dynamique. Cela est di a
la stabilisation de toutes les composantes de la solution. Un moyen d’y remédier est de stabiliser
uniquement les composantes en modes élevés zj;, de la solution uy, ; zp, constitue la partie fluctuante
de uy,. Par suite le schéma s’écrit

1: Etape 2 (Schéma semi-implicite stabilisé en modes élevés espace fin)

a¢h) + T(P(Ul}i+1 - ui)v ¢h) + (VU£+1, v¢h) + (f(uﬁ)a ¢h) = 07v¢h € Vh




4.1. Principe bi-grilles

ou P(uffl — uf) traite les composantes en modes élevés de u

k+1 k
ho T Up-

Il existe deux possibilités de décomposer uj, en une partie principale 4y, et une partie fluctuante

Zp -

— Bases hiérarchiques en éléments finis : 'espace fin V}, est décomposé en V, = Vg W), C

H' ot Viy C Vj, est lespace grossier adapté pour les composantes en bas mode, et W,
est I’espace complémentaire obtenu suivant les fonctions de base de V}, n’appartenant pas
a Vp, traitant les composantes en modes élevés. Ainsi approximation sur V}, sera

Up = U + 2n

ou ug € Vi et z, € Wj. Cette séparation en échelles S : up — (ug, z5) permet d’avoir
un préconditionneur efficace pour les matrices de rigidité [164, 165, 226].
La discrétisation satisfaite par ugy et zp, est

%(UH + Zh, (ZﬁH) + (V(UH + Zh), V(;5H) + (f(uH + Zh), d)H) =0,Yog € Vg, (4.1)

%(UH + 2n,¥n) + (V(un + 21), Vo) + (f(ub + 20),¢n) = 0,V € Vi (4.2)
Par cette séparation en échelles nous pouvons utiliser un schéma simple et rapide pour
les composantes z;, et gagner en temps de calcul.

Une autre approche est proposée dans [166] : Soit Py la projection orthogonale en norme
L? de V}, dans Vi, par la décomposition u, = uy + wy, ot uy = Pyuy, et wy, = (Id —
Pr)up, ug et wy sont orthogonaux. Les schémas de type Galerkin non linéaires proposés
comportent une approche asymptotique (®(upg) = wy) et un schéma en temps sur ug.
Cela nécessite la construction de base pour (Id — Pg)V},.

Nous citons en différences finies [35, 43] et méthodes spectrales [68, 77, 80, 137|

Nous adapterons le filtrage de type L? proposé dans [1] oil un opérateur de prolongation
P : Vg — Vj est défini par

(UH - P(UH), on) = 0,V € V. (4.3)
En posant 4, = P(ug), nous obtenons

up = Up, + (up — Up) = Uy, + 2.

La stabilisation des composantes en modes élevés zj, se traduit par

1: Etape 2 (Schéma semi-implicite stabilisé en modes élevés espace fin)

2:(

Up — — Up

k+1 k

A o) T = 2 on) + (VT Ven) + (f(uh), én) = 0,¥n € Vi

En utilisant I'identité

(

E+1
Zp,

—zf o) = (U —uf, dn) — (@ —ap, dn) = (up Tt —uf, ¢n) — (Wit —uly, én),Vén € Vi

le schéma semi-implicite stabilisé en modes élevés sera
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Algorithm 17 Schéma bi-grilles stabilisé pour ’équation de réaction-diffusion

1: ug,u% donnés
2: for k=0,1,--- do
3 Etape 1 (Schéma implicite espace grossier)
k+1 K
u u
£ (g m) + (VUi Vom) + (fFuff ), ¥m) = 0, Vo € Vi
5: Etape 2 (Schéma semi-implicite stabilisé en mode élevé espace fin)
k+1 K
u — U
6 (o) o rptt ougen)  + 0 (Ve Ven) 4+ (f(uh).én) =

(ullfI+1 - ulIED ¢h)7v¢h S Vh
7: end for

Pour les équations de Navier-Stokes des méthodes bi-grilles selon I’Algorithme 16 sont pro-
posées dans [3, 5, 110, 130, 153|. Etant donné les deux espaces en éléments finis (X, Yy) et
(Xp,Yy) vérifiant la condition Inf-sup, avec Xy C X, et Yy C Y}, le schéma bi-grilles sera

Algorithm 18 Schéma bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

. ,,0 .0 )
1: uy,uy donnés

2 for k=0,1,--- do
3: Etape 1 (Schéma implicite espace grossier)
k+1 .k
U —u 1
$ () + (Ve Ven) + (W V)uy vn) — (div(n) o) =
(fs¥m),Yu € Xu
(di’U( k+1) qH) =0,Yqg € Yy
6: Etape 2 (Schema semi-implicite espace fin)
k+1 &
w7 —u
T (et (Vuii“ V) +(ui -V on) = (div(vn), ) = (f0n), Vbn €
Xh,
s (div(uy™),qn) = 0,Yg, € Yy
9: end for

(3

La linéarisation & PEtape 2 du terme non linéaire (u}; kot Vukﬂ, ¢n) a été proposée dans [110],
mais d’autres linéarisations peuvent étre envisagées. A chaque itération nous résolvons un pro-
bléme non linéaire sur lespace grossier (X, Yz ), puis un probléme linéarisé sur l'espace fin
(Xp, Ys). Cela nécessite une actualisation de la linéarisation a chaque étape.

Dans ce qui suit, nous construisons des algorithmes bi-grilles stabilisés suivant 1’idée de
I’Algorithme 17 et par la méthode de projection. Cette méthode nous permet de trouver la
vitesse et la pression séparément & 1’aide d’une vitesse intermédiaire satisfaisant une équation non
linéaire de convection-diffusion. L’avantage de ces algorithmes bi-grilles stabilisés est la réduction
du temps de calcul.

96



4.2. Equations de Navier-Stokes en dimension 2

4.2 Equations de Navier-Stokes en dimension 2

La formulation variationnelle mixte du mouvement d’un fluide visqueux et incompressible dans
un domaine €2 est décrite par les équations instationnaires de Navier-Stokes

(2
ot’
(div u,q) =0, Vg € Y = L?(9Q),

)+ (u-Vu,v) +v(Vu, Vo) — (p,div v) = (f,v), Yv € X = [H&(Q)}d,

ot Q est un domaine de R, d = 2,3 a bords lipschitziens et un intervalle de temps [0, T],T > 0.
Nous proposons le choix suivant des espaces d’approximation X et Y; pour la vitesse et la
pression

Xy, = {v e C%Q)?lvx € P3, VK €Ty, v =0 sur 90}, (4.4)
Yy, = {q € C°(Q)|qx € P1, VK € T),} N L§(<). (4.5)
Nous introduisons aussi les formes bilinéaires suivantes :
a:HOQ)' x H Q! — R
(u,v) — a(u,v) =v(Vu, Vv)
et
b: HY Q) x L2(Q) — R
(u,q) — b(u,q) = —(div u,q)

et la forme trilinéaire définie par

c: HY(O) x HY Q)Y x HI(Q)? — R
8ZZ'
.
/QU)J ax]U X

Avec les notations précédentes, la formulation mixte du probléme de Navier-Stokes s’écrit :

d
c(w, z,v) = /Q[(w -V)z] - vdzr = Z

1,j=1

Trouver (u,p) € H&(Q)d x LE(9) tels que
0
(G) + el .0) + () +b(o,p) = (), Yo € Hy(€)"

b(u,q) =0, Vg€ L3(Q).

Nous introduisons I'espace des fonctions de L?(£2) 4 moyenne nulle :

L2(Q) = {qg € LQ(Q),/ gdz = 0.
Q

Remarque 4.2.1 La condition de moyenne nulle sur p est nécessaire pour assurer l'unicité de
la pression. En effet, si p vérifie [’'équation de Stokes alors il en est de méme pour p+ C ot C
est une constante quelconque. D’ot limportance de travailler dans l'espace L%(Q).
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Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

Nous choisissons

Xp={ve CO(Q)Q\U‘K € P VK € Ty, v = 0 sur 00}, (4.10)

Yy, = {q € C°(V)|qx € P1, VK € T),} N L§(). (4.11)

Les degrés de liberté pour la vitesse sont les sommets de la triangulation et les points médians des
bords des triangles de Tj. Ceux de la pression sont les sommets de la triangulation T}, supposés
uniformément réguliers.

Pour un tel choix d’éléments finis, la condition Inf-Sup de Babuska-Brezis cf. [112] est satisfaite.
Ainsi la formulation mixte admet une unique solution.

4.3 Méthode de projection

Cette méthode est connue sous plusieurs noms tels que la méthode de 1’étape fractionnaire ou la
méthode de Chorin. Chorin et Temam [65, 202] 'ont introduite comme un moyen de réduction du
cotit de calcul dans la formulation vitesse-pression pour un écoulement visqueux incompressible
dépendant du temps. La méthode de projection de Chorin-Temam [65, 199, 201, 203] est 'une
des approches les plus utilisées pour la discrétisation temporelle.

C’est une méthode pas & pas fractionnée ou le calcul de la vitesse est découplé de celui de la pres-
sion, en résolvant d’abord un probléme de convection-diffusion de sorte que la vitesse résultante
ne soit pas nécessairement a divergence nulle ; puis dans un second temps, celui-ci est projeté sur
un espace de fonctions & divergence nulle pour satisfaire la condition d’incompressibilité.

Il s’agit des méthodes de correction de pression ou la pression est traitée explicitement ou igno-
rée dans la premiére étape et corrigée dans la seconde en projetant la vitesse intermédiaire déja
introduite.

Nous considérons maintenant la semi-discrétisation temporelle. Soit u* ~ u(z,kAt) une suite
de fonctions; At est le pas de temps.

—x vAuFT £ (P V)R 4 UpR T = f dans Q,
div uFt1 = 0 dans Q,
u(x,0) = u%(z) sur Q,

uFt = g sur 0.

(4.12)

Orszag et al. [177] et Karniadakis et al. [140] ont eu l'idée d’inverser le role de la vitesse et la
pression dans les schémas de correction de pression. Dans ces schémas de correction de vitesse
[125, 126], le terme de viscosité est traité explicitement ou méme éliminé de la premiére étape et
la vitesse est corrigée a la deuxiéme étape.

Ces schémas proposent de trouver, sous I'hypothése de divergence nulle de la vitesse, p*t! et
par la suite la vitesse intermédiaire u*
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4.8. Méthode de projection

Etape 1 :

uk+1 _ u*,k b1 k+l)
+ Vp"Tt = f(t dans , div u*
At & Aphtt = 7ZZU + div f(t*™!) dans Q.
div uFtt = 0 dans Q, uFt - n|sn = 0, t

Etape 2 :

uHF L k41

— vAuHEL = 0, 4" |5 = 0.
Nous nous intéressons dans ce chapitre uniquement aux méthodes de correction pression incré-
mentale et non incrémentale.

—Uu

4.3.1 Meéthode de projection non incrémentale : Chorin-Temam

Approcher le probléme de Navier-Stokes (4.12) avec des conditions aux limites non homogénes
par la méthode de projection revient a le décomposer en deux étapes :

Etape 1 : Trouver u* tels que

u* — uF
—— —vAU + (u* - V)u" = f dans Q,
At (4.13)
u* = g sur 0.
Etape 2 :
W —

u*
- +VpMt =0 dans Q,
At (4.14)
div uFtt = 0 dans Q.

En appliquant l'opérateur div a 1’équation (4.14) sous I’hypothése div u**! = 0 et connaissant
u* d’aprés UEtape 1, (4.14) est équivalente & trouver p*+! vérifiant :

N *
kel _ div u

A
P At

dans €,

8pk+1
on

/ pFlde = 0.
Q

Enfin, nous déduisons facilement w1 = u* — AtVpF+!,

= 0 sur 012, (4.15)

Dans le travail de Guermond et al. [124], une série de questions numériques pour les trois classes,
les méthodes de correction de pression, les méthodes de correction de vitesse, et les méthodes de
séparation cohérentes sont presentées.

Nous introduisons le schéma, de référence :
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Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

Algorithm 19 Schéma de référence non incrémental "Ref1"

1. for k=0,1,--- do
* k

U, — U
2: Trouver uz dans X, (ua wh)_‘_l/(vu;km th) ((UZV)U}‘L wh) = (fv wh)av¢h € Xy

At
di
3: Trouver pi“ dans Y, (div Vpkﬂ,xh) = ( ZZ;L yXh)s VXn € Yy

4: Trouver uh+ dans X, (u; ktl _ uy + Athk+1,1/zh) =0,Vyp € Xy,
5: end for

4.3.2 Meéthode de projection incrémentale : Correction de pression

Vu que le terme de gradient de pression est absent dans (4.13), Goda [114] était le premier qui
a observé qu’ajouter une ancienne valeur du gradient de pression VpF dans la premiére étape et
ensuite corriger la vitesse dans la seconde étape augmente la précision.

Algorithm 20 Schéma de référence incrémental "Ref2"

1: for k=0,1,--- do

2: Trouver u; dans X,
ut —uk
3 (%,wh) +v(Vuj, Vo) + ((uf, - V)us, vn) + (Vk, ¥n) = (f.0n), Vo € Xp

di
4: Trouver th dans Y}, a(div Vpk'H div sz,xh) ( Z:h’Xh) Vxn €Yy

Trouver thr1 dans X, (u; ktl —up + ozAt(Vkarl Vph),wh) =0,V € Xy,
6: end for

t

4.4 Meéthode bi-grilles : séparation des échelles

4.4.1 Schémas bi-grilles non incrémentaux

Notre premiere approche consiste & séparer en échelles la vitesse intermédiaire u; que nous
avons introduite selon la méthode de projection de Chorin-Temam. Nous calculons d’abord u};
sur ’espace grossier Xy puis stabilisons les hautes fréquences de uj sur ’espace fin X;. En se
basant sur la condition de divergence nulle, on trouve la pression pj, qui est & moyenne nulle. Nous
finissons par trouver uy et la restreindre a la grille grossiére pour obtenir u’}_l pour la prochaine
itération.

Algorithm 21 Deux grilles "Algol"

1: for k=0,1,--- do

2: Trouver uj; dans Xy
k
uh —u § .
: ( HAt 0 ) 4 v(Vudy, Vi) 4 (wly - Vs, ) = (F,9r),Vou € Xg
4 Trouver u; dans X,
up — ui . L N . i
(1+7At)( 7¢h>+y(vuh7 v¢h)+((uhv)uh7 (bh) = 7-<u1T-I_uH7 ¢h)+<f7 ¢h)7v¢h € Xh

At
k+1 : k41 div uj,
5: Trouver p," "~ dans Y}, (div Vp; ", xpn) = ( A7 h 1), Yxn € Yy

6: Trouver u]fLH dans X, (uZ'H —up + Athk+1,¢h) =0,Von € Xp
T Résoudre dans Xy (u ’;{H k“,wy) =0,V € Xy
8: end for
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4.4. Méthode bi-grilles : séparation des échelles

Nous proposons dans 1’algorithme qui suit de remplacer (“Z . V)uﬁ par (uj - V)uy.

Algorithm 22 Variante de I’algorithme (Deux grilles "Algo1") : Deux grilles "Algo2"
1: for k=0,1,--- do

2: Trouver uj; dans Xg
k
) (UHAtUH’QbH) + u(Vul, Vior) + (Wl - Vul, vg) = (f, ), Vn € Xu
4 Trouver u; dans X
* k
A+7A) (B b o) Lo (Vuk, Ven)+ (wly -V )k, on) = T(ul —uby, dn)+(f, én), Yon € X,

At

di
5: Trouver pi“ dans Y}, (div Vpﬁ“,x ) = (%7)@1) Vxn € Yy

6: Trouver u’fLH dans X}, (u’;‘frl —uy + Athk“,@l) =0,Von € Xp,
7. Résoudre dans Xy (vt —ul™ y) = 0,Vy € Xy
8: end for

La deuxiéme approche que nous considérons dans les deux algorithmes qui suivent est de trouver
uy par la méthode de projection appliquée sur la grille grossiére. Par cette technique, & la
prochaine itération, on utilise ug et non la restriction de la solution trouvée aprés stabilisation
sur la grille fine par la méthode de projection.

Algorithm 23 Deux grilles "Algo3"
1. for k=0,1,--- do

2: Trouver uj; dans Xy
wh — uk
3 (g m) + v(Vuly, Vu) + ((uh - Vg, ¥u) = (fvm), You € Xn

di
4: Trouver pkH dans Yy (div Vpk'H,XH) = (MJCH) VxH € Yu

Trouver u];jrl dans Xy (u’;_;rl —uj + AthkH,d)H) =0,Vyg € Xg
6: Trouver u; dans X

ot

k

S )+ (Vg V) + (uf -Vl 6n) = (i —uly, én)+ (£ n), Yn € X

(1+7At) (2
kt1 ki1 div uj,
T: Trouver p," " dans Y}, (div Vp; ™, xpn) = (TaXh)vah ey,

8: Trouver uhJrl dans X, (u, ktl _ uy + Athk+1,¢h) =0,Von € Xp,
9: end for

La méme variante est aussi considérée pour le cas de la résolution de Navier-Stokes complet sur
la grille grossiére (Algorithme 23).

101



Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

Algorithm 24 Variante de I’algorithme (Deux grilles "Algo3") : Deux grilles "Algo4"
1. for k=0,1,--- do

2: Trouver uj; dans Xpy
ut, — uk
3: (HTtHWH) +v(Vuy, Vu) + ((uy - VIug, vu) = (f, %), Vo € Xu

div uyy
At

4: Trouver p];;rl dans Yy (div szﬂ, xm) = (

XH),VXH € YH

5: Trouver u’}jrl dans Xpg (u’;{Jrl — uy + Ath';IH,sz) =0,VYg € Xy
6: Trouver u; dans X,
up — Uﬁi . X « x k
(1+7At)(T7¢h>+V<vuha Vén)+((wp-V)up, ¢n) = 7(wpy —ufy, ¢n)+(f, dn), Yén € Xp

div u}
7 Trouver pi“ dans Y}, (div Vp’fﬁl,x;l) = (TthaXh)7VXh €Yy

8: Trouver u’ffl dans X}, (ul;;“ —uy + AthlfLH, on) =0,V € Xj,
9: end for

4.4.2 Schémas bi-grilles incrémentaux

Comme pour les schémas non incrémentaux nous proposons quatre algorithmes ol la premiére
approche consiste a séparer en échelles la vitesse intermédiaire u; que nous avons introduite selon
la méthode de projection de Chorin-Temam.

Nous calculons d’abord uj; sur I'espace grossier X g puis stabilisons les hautes fréquences de uj,
sur lespace fin Xp. En se basant sur la condition de divergence nulle, nous trouvons la pression
pp qui est & moyenne nulle. Nous finissons par trouver uy et la restreindre a la grille grossiére
pour obtenir u’}_l pour la prochaine itération.

La deuxiéme approche que nous considérons dans les deux algorithmes qui suivent est de trouver
up par la méthode de projection appliquée sur la grille grossiére. Par cette technique, & la pro-
chaine itération, nous utilisons ugy et non la restriction de la solution trouvée aprés stabilisation
sur la grille fine par la méthode de projection.

Algorithm 25 Deux grilles "Algo5"
1. for k=0,1,--- do

2: Trouver uj; dans Xy

Uy — uk * * *
3 (HTtHﬂlJH) + v(Vul, Vibg) + (ufr - V)ug, ¥u) + (Vo vm) = (f,%n), Vo € Xu
4: Trouver u; dans X,

(1+ 7A) (u), — uf, dn) + vALUVUL, Vér) + At((uf - V)ul, ¢n) + ALV, én)
= 7At(u}; — by, dn) + At(f, dn),Yon € X,

div u}

5. Trouver py ™! dans Vj, (a(div Vpi™ — div Vpf), xs) = (%:h, Xn); VXn € Y
Trouver u]fLH dans X, (uffl —up + ozAt(szH — Vpﬁ), on) = 0,Yo, € Xp,
Résoudre dans Xy (1/;{'H - ufl‘*'l,sz) =0,Vyg € Xy
Résoudre dans Yy (pl};rl — PiHyXH) =0,Vxg € Yy

end for
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4.4. Méthode bi-grilles : séparation des échelles

Nous proposons dans le second algorithme de remplacer (uﬁ : V)ui par (uj; - V)uy.

Algorithm 26 Variante de I’algorithme (Deux grilles "Algo5") : Deux grilles "Algo6"
1. for k=0,1,--- do

2: Trouver uj; dans Xp
Uy — uk * * *
(R )+ v(Vul, Vew) + (- V)uly i) + (VoY) = (f,0n), You € Xu
4: Trouver u; dans X,

(1+ TA) (uf — ub, én) + vAH VUL, Vn) + At((uly - V)b, ¢n) + AHVPE, on)
= TAt(u*H - u’;—p ¢h) + At(fv ¢h)7v¢)h S Xh

- *
div uj,

5: Trouver prH dans Y, (a(div Vp”f[H — div Vp’fL),Xh) = (Tt’Xh

)>th € Yh

6: Trouver ui” dans X, (ui“L —ujp + ozAt(szH — fol), on) = 0,Yo, € Xy,
7 Résoudre dans Xy (u’}fl — uZH, v) =0,V € Xy

8: Résoudre dans Yy (pljfj{'HL — P;{;H,XH) =0,Vxg €Yy

9: end for

Algorithm 27 Deux grilles "Algo7"
1: for k=0,1,--- do

2: Trouver uj; dans Xy
(O uk * * *
3: (7HAt B by) + v(Vuly, Vor) + (uf - VIul, vm) + (Yol o) = (f.dm), You € Xu

div u’
4 Trouver p™ dans Yy (a(div Vpi — div V%), xm) = ( ZUA?:H ,XH),YXH € YH

Trouver ul};ﬂ dans Xp (ulﬁfl — uy + ozAt(foqJrl — Vpk), ) = 0,Yn € Xy
Trouver u; dans X,

(14 7A) (uf, — uf, én) + vAL(VUL, Vor) + At((uf - V)ul, o) + At(VDF, on)
= TAt(u?—] - Ul;{, ¢h) + At(f7 (rbh)vv@i)h € Xh
k+1 . k+1 . k div ’U,Z
7: Trouver p," " dans Y, (aAt(div Vp, ™ —div Vi), xn) = ( Az yXh) VXn € Yy

8: Trouver uffl dans X, (uffl —uj + aAt(foLH — Vpﬁ), on) =0,V € Xp
9: end for

La méme variante est aussi considérée pour le cas de la résolution de Navier-Stokes complet sur
la grille grossiére (Algorithme 27).

103



Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

Algorithm 28 Variante de I’algorithme (Deux grilles "Algo7") : Deux grilles "Algo8"
1. for k=0,1,--- do

2: Trouver uj; dans Xpy
Uy — uk * * *
3: (HTtHWH) +v(Vuyy, Vo) + (wy - V)uly, ¥r) + (Vi vu) = (f.9n), You € Xu
div uyy

4: Trouver p];;rl dans Yy («a(div Vp’;jrl — div Vpk), xm) = ( A XH),YXH € YH

Trouver u’}jrl dans Xy (u];j'l —uj + aAt(Vp’g“l — Vpk), ) = 0,Vy € Xy
Trouver u; dans X

(1 + 7AL) (uy, — uﬁ, én) + vAL(Vuy, Vo) + At((uy - V)ug, én) + At(VpZ, on)
= TAt(ujj{ - uI;{’ d)h) + At(fv ¢h)7v¢h € Xh

div u},
Tth7Xh)vah € Yh
8: Trouver u’fLH dans X, (u’ffl —up + ozAt(VpiH — Vpﬁ), on) = 0,Yo, € Xy,

9: end for

7: Trouver pZH dans Y, (a(div foﬁl — div VpF), xn) = (

4.5 Reésultats numeériques : cavité entrainée

Nous simulons les équations de Navier-Stokes en 2D. Nous construisons un maillage carré [0, 1] x
[0,1] en faisant varier le nombre de noeuds sur la grille grossiére et celui sur la grille fine de
dimensions dim(Xg) = 6561,dim(Yy) = 1681,dim(X};,) = 25921,dim(Y,) = 6561 et nous
choisissons les éléments finis de Taylor-Hood Py /IP; pour la vitesse et la pression respectivement.
Nous présentons les résultats du flot de la cavité entrainée obtenus en adoptant la formulation
variationnelle fournie par la technique de projection (Chorin-Temam) proposée par les deux
étapes précédentes. Dans ce cas, la vitesse n’est imposée que dans la limite supérieure avec

u = (1;0) et les conditions de Dirichlet homogénes sont imposées sur le reste de la frontiére (cf.
Fig. 4.1)

ul=1 u2=0

08

06

ul=u2=0
ul=u2=0

04

02

ut=u2=0

FIGURE 4.1 — Conditions aux bords
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4.5. Résultats numériques : cavité entrainée

4.5.1 Meéthode bi-grilles non incrémentale

Pour un nombre de Reynolds Re = 100, les dimensions des espaces grossiers et fin sont dim(Xg) =
6561, dim(Yy) = 1681, dim(X,) = 25921, dim(Y}) = 6561 respectivement, un pas de temps
At = 1072, un temps final 7 = 17, un ceefficient de stabilité 7 = 0.5, nous comparons les résul-
tats des Algorithmes 21, 22, 23, 24 avec ceux obtenus par la résolution du schéma de référence
(Algorithme 19) sur la grille fine.

=
ssssss

124

FIGURE 4.2 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 19 et 21, pour At = 1072, Re = 100,T = 17,dim(Xg) = 6561,dim(Yy) =
1681, dim(X}) = 25921, dim(Y}) = 6561.
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Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

FiGURE 4.3 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche a droite
Algorithmes 19 et 22, pour At = 1072, Re = 100,T = 17,dim(Xpg) = 6561,dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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4.5. Résultats numériques : cavité entrainée

FiGURE 4.4 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche a droite
Algorithmes 19 et 23, pour At = 1072, Re = 100,T = 17,dim(Xg) = 6561,dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

FiGURE 4.5 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 19 et 24, pour At = 1072, Re = 100,T = 17,dim(Xpg) = 6561,dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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4.5. Résultats numériques : cavité entrainée

Aussi pour un nombre de Reynolds Re = 400, les dimensions des grilles grossiére et fine
dim(X ) = 6561, dim(Yy) = 1681, dim(X},,) = 25921, dim(Y},) = 6561 respectivement, un pas
de temps At = 1072, un temps final 7' = 35, nous comparons les résultats des Algorithmes 21,
22, 23, 24 avec ceux obtenus par la résolution du schéma de référence (Algorithme 19) sur la

grille fine.

Isovaie [~

mieos
i

--------

FIGURE 4.6 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 19 et 21, pour At = 1072, Re = 400,T = 35,dim(Xpg) = 6561,dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y}) = 6561.
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Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

FiGURE 4.7 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 19 et 22, pour At = 1072, Re = 400,T = 35,dim(Xpg) = 6561,dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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4.5. Résultats numériques : cavité entrainée

FiGURE 4.8 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 19 et 23, pour At = 1072, Re = 400,T = 35,dim(Xpg) = 6561,dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

(SN

FiGURE 4.9 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche a droite
Algorithmes 19 et 24, pour At = 1072, Re = 400,T = 35,dim(Xg) = 6561,dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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4.5. Résultats numériques : cavité entrainée

Aussi pour un nombre de Reynolds Re = 1000, les dimensions des grilles grossiére et fine
dim(X ) = 6561, dim(Yy) = 1681, dim(X},,) = 25921, dim(Y},) = 6561 respectivement, un pas
de temps At = 1072, un temps final 7' = 56, nous comparons les résultats des Algorithmes 21,
22, 23, 24 avec ceux obtenus par la résolution du schéma de référence (Algorithme 19) sur la

grille fine.

Izousie soalve

-----
-----

FIGURE 4.10 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 19 et 21, pour At = 5 x 1073, Re = 1000, T = 56, dim(Xg) = 6561, dim(Yy) =
1681, dim(X}) = 25921, dim(Y},) = 6561.

113



Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

FIiGURE 4.11 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 19 et 22, pour At = 5 x 1073, Re = 1000, T = 56, dim(X ) = 6561, dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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4.5. Résultats numériques : cavité entrainée

FiGURE 4.12 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 19 et 23, pour At =5 x 1073, Re = 1000, T = 56, dim(X ) = 6561, dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes
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s

FiGURE 4.13 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 19 et 24, pour At = 5 x 1073, Re = 1000, T = 56, dim(Xp) = 6561, dim(Yy) =
1681, dim(X}) = 25921, dim(Y}) = 6561.

Nous présentons dans les Fig. 4.14, 4.15, 4.16, 4.17 pour des Reynolds élevés, une comparai-
son entre le schéma sur une grille fine (Algorithme 19) et celui de la méthode de séparation
d’échelles (Algorithme 21).
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4.5. Résultats numériques : cavité entrainée

FiGURE 4.14 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 19 et 21, pour At = 1073, Re = 2000,7 = 70,dim(Xy) = 6561,dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.

117



Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

FIiGURE 4.15 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 19 et 21, pour At = 1073, Re = 3200,T = 130,dim(Xpy) = 6561, dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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FIiGURE 4.16 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 19 et 21, pour At = 1073, Re = 5000, T = 148, dim(Xpy) = 6561, dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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FiGURE 4.17 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 19 et 21, pour At =5 x 107%, Re = 7500, T = 195, dim(X ) = 6561, dim(Yy) =
1681, dim(X}) = 25921, dim(Y}) = 6561.

4.5.1.1 Les extrema des fonctions de courant et de vorticité

La cavité entrainée est un probléme de référence qui a été largement étudié méme pour les grands
nombres de Reynolds cf. Shen et al. [186]. Les lignes de courant et les contours de vorticité sont
en accord avec ceux présentés dans Bruneau et al. [31], Goyon et al. [118], et Ghia et al. [108].
Nous présentons dans les Tab. 4.1 - 4.7 les extrema de la fonction de courant le long des axes au

120



4.5. Résultats numériques : cavité entrainée

tourbillon principal (PV) et le contre tourbillon droit (BRV). Nous comparons nos résultats avec
les localisations de Pascal [179] pour Re = 100, 1000 en éléments finis et Ghia et al. [108] pour
Re = 400 en différences finies et Bruneau et al. [31] pour Re = 100,1000 en différences finies.
Nous notons la compatibilité.

y Re=100 \
‘ H Refl ‘ Algol ‘ Algo2 ‘ Algo3 ‘ Algod ‘ Pascal[179] ‘ Bruneau|31] ‘
Eléments | Eléments | Eléments | Eléments | Eléments Eléments Différences
finis finis finis finis finis finis finies
Ne¢
grossiére 40 40 40 40
Ny
fine 80 80 80 80 80 65 129
Temps
At 1072 1072 1072 1072 1072 0.1
PV
x 0.6125 0.6125 0.6125 0.6125 0.6125 0.6094 0.6172
Y 0.7375 0.7375 0.7375 0.7375 0.7375 0.7344 0.7344
W(x,y) —0.100406 | —0.103141 | —0.100403 | —0.103156 | —0.100254 —0.1036 —0.1026
BRV
x 0.9375 0.9375 0.9375 0.9375 0.9375 0.9531 0.9453
Y 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625
Y(z,y) || 1.457E=> | 1.609E—° | 1.457E~5 | 1.609E~° | 1437E=° | 1.09E~° 1.23E7°

TABLE 4.1 — Navier-Stokes non incrémental At = 1072,7 = 0.5, Re = 100, T = 17 et Py /Py ;
PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillondroit.

| Re—400 |
’ H Refl ‘ Algol ‘ Algo2 Algo3 Algo4 ‘ Ghia [108] ‘
Eléments | Eléments Eléments Eléments Eléments | Différences
finis finis finis finis finis finies
N
grossiére 40 40 40 40
Ny
fine 80 80 80 80 80 257
Temps
At 1072 1072 102 1072 1072
PV
x 0.5625 0.55 0.5625 0.55 0.5625 0.5547
Y 0.6125 0.6 0.6125 0.6 0.6125 0.6055
P(x,y) —0.102888 | —0.112556 | —0.102874 | —0.112616 | —0.102541 —0.1139
BRV
x 0.8875 0.8875 0.8875 0.8875 0.8875 0.8906
Y 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125
Y(x,y) || 5.715E7* | 6.429E~* | 5.715E~* | 6.433E~* | 5.604E~* | 6.423F~*

TABLE 4.2 — Navier-Stokes non incrémental At = 10727 = 0.5, Re = 400, T = 35 et Py/Py,
PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillondroit.
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| Re—1000 |
H Refl Algol Algo2 Algo3 Algo4 ‘ Pascal[179] ‘ Bruneau[31]
Eléments Eléments | Eléments | Eléments Eléments Eléments Différences
finis finis finis finis finis finis finies
Ne
grossiére 40 40 40 40
Ny
fine 80 80 80 80 80 65 256
Temps
At 5x 1073 | 5x 1073 | 5x 1073 | 5x 1072 | 5x 1073 0.1
PV
T 0.5375 0.525 0.5375 0.525 0.5375 0.5313 0.5313
y 0.5625 0.5625 0.5625 0.5625 0.5625 0.5625 0.5586
Y(z,y) || —0.105742 | —0.117156 | —0.10568 | —0.117193 | —0.105628 | —0.1231 —0.1163
BRV
T 0.8625 0.8625 0.8625 0.8625 0.8625 0.8594 0.8711
y 0.1125 0.1125 0.1125 0.1125 0.1125 0.1094 0.1094
Y(z,y) || 1.550E73 | 1.687E~3 | 1.548E3 | 1.688E~3 | 1.533E73 | 1.69E3 1.91E—3

TABLE 4.3 — Navier-Stokes non incrémental At = 5 x 1073, 7 = 0.5, Re = 1000, T = 56 et
Py /Py ; PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillondroit.

Nous constatons que les Algorithmes 21 et 23 dans lesquels nous approchons le terme non
linéaire par “Z . Vufb sont plus proches des résultats de la littérature alors qu’utiliser la variante
uyy - Vuy nous fait éloigner des études déja réalisées. Nous nous limitons dans les Tab. 4.4, 4.5,
4.6, 4.7 a ’Algorithme 21 pour des Reynolds supérieurs a 2000.

| Re=2000 |
| | Refl Algol | Vanka [208] | Gupta [128] | Hou [134] |
Eléments | Eléments | Différences | Différences Lattice
finis finis finies finies Boltzmann
N,
grossiére 40
Ny
fine 80 80 321 81 256
Temps
At 1073 1073
PV
T 0.525 0.525 0.5250 0.5250 0.5255
Y 0.55 0.55 0.5500 0.5500 0.5490
Y(x,y) —0.115 —0.120 —0.112 —0.118 —0.120
BRV
T 0.85 0.85 0.8375 0.8375 0.8471
Yy 0.1 0.1 0.0938 0.1 0.0980
Y(z,y) || 2.36E73 | 241E73 | 2.60E73 2.41E3 2.44F 3

TABLE 4.4 — Navier-Stokes non incrémental At = 1073, 7 = 0.5, Re = 2000, T = 70 et Py /Py ;

PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillon droit.
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y Re=3200 \
| | Refl Algol | Ghia [108] | Goyon [118] |
Eléments | Eléments | Différences | Différences
finis finis finies finies
N,
grossiére 40
Ny
fine 80 80 257 129
Temps
At 1073 1073 1072
PV
x 0.525 0.5125 0.5165 0.5234
Y 0.5375 0.5375 0.5469 0.5468
Y(x,y) —0.11186 | —0.11967 —0.1204 —0.1122
BRV
T 0.825 0.825 0.8125 0.8281
Y 0.0875 0.0875 0.0859 0.0859
Yz, y) || 2.660E73 | 2.737E~3 | 3.1395E73 | 2.62E73

TABLE 4.5 — Navier-Stokes non incrémental At = 1073, 7 = 0.5, Re = 3200, T = 130 et Py /Py,
PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillon droit.

| Re=5000 |
| | Reftl | Algol [ Ghia [108] [ Goyon [118] | Bruneau[31] |
Eléments | Eléments | Différences | Différences | Différences
finis finis finies finies finies
Ne
grossiére 40
Ny
fine 80 80 257 257 512
Temps
At 1073 1073 5x 1073
PV
T 0.5125 0.5125 0.5117 0.5156 0.5156
y 0.5375 0.5375 0.5352 0.5391 0.5313
Y(z,y) | —0.1086 | —0.1191 | —0.1189 —0.1115 —0.1142
BRV
T 0.8125 0.812 0.8086 0.8086 0.8301
y 0.075 0.075 0.0742 0.0742 0.0703
Y(z,y) | 2.852E73 | 2.889FE3 | 3.083E3 2.99F 3 4.55F~3

TABLE 4.6 — Navier-Stokes non incrémental At = 1073, 7 = 0.5, Re = 5000, T' = 148 et Py /Py,

PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillondroit.
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| Re=7500 |
| | Reftl | Algol [ Ghia [108] [ Goyon [118] | Bruneau[31] |
Eléments | Eléments | Différences | Différences | Différences
finis finis finies finies finies
N
grossiére 40
Ny
fine 80 80 257 257 256
Temps
At 1073 1073 5x 1073
PV
T 0.5125 0.5125 0.5117 0.5156 0.5156
y 0.5375 0.5375 0.5322 0.5312 0.5234
Y(x,y) || —0.1102 | —0.1179 | —0.1199 —0.1052 —0.1113
BRV
T 0.7875 0.7875 0.7813 0.8008 0.8828
y 0.0625 0.0625 0.0625 0.0644 0.0820
Y(z,y) || 3174E3 | 317T1E~3 | 3.284FE73 3.06E3 8.32E73

TABLE 4.7 — Navier-Stokes non incrémental At = 5 x 1074, 7 = 0.5, Re = 7500, T = 195 et
Py /Py, PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillondroit.

Nos résultats sont en accord avec ceux de la littérature Vanka [208], Gupta [128] et Hou [134]
pour Re = 2000 et Ghia [108], Goyon [118] pour (Re = 3200, 5000 et 7500) et Bruneau [31] pour
(Re = 5000 et 7500).

4.5.1.2 Comparaison en temps de calcul

Il apparait dans les Fig. 4.18, 4.19 que nos schémas bi-grilles sont plus rapides que le schéma
implicite (Algorithme 19) sur une grille fine mais que le gain en temps CPU n’est pas trés
important. Trés probablement, et puisqu’une solution stationnaire est calculée, au voisinage de
celle-ci, le schéma de référence ne fera qu'une seule itération non linéaire dans le pas de temps,
cela signifie que son cotit est identique & une itération d’un schéma semi-implicite ; donc le schéma
bi-grilles cotite une itération implicite sur la grille grossiére plus chére dans ces conditions.

CPU time CPU time 1ot CPU time
7000

15000

— One grid
—— Two grids Algot
Two grids Algo2
Two grids Algo3
—— Two grids Algod

—— One grid
—— Two grids Algol 4
Two grids Algo2
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10000 3

——Onegiid
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)

8 4000
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FIGURE 4.18 — De gauche a droite : Re = 100,400,1000; du temps CPU du schéma sur une
grille fine (Algorithme 19) et celui de la méthode de séparation d’échelles respectivement.
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FIGURE 4.19 — De haut en bas et de gauche & droite : Re = 2000, 3200, 5000, 7500 ; du temps CPU
du schéma sur une grille fine (Algorithme 19) et celui de la méthode de séparation d’échelles
(Algorithme 21) respectivement.

Pour mesurer le temps de calcul, nous représentons le nombre d’itérations non linéaires en fonc-
U

tion du temps et calculons la norme L? de —, la différence de la vitesse a I’étape k + 1 et celle

de ’étape précédente k divisée par At. Nous identifions le temps & partir duquel il y aura une

seule itération et nous déduisons environ 6, la valeur seuil de —. Nous avons alors un critére

ot

u
heuristique pour analyser la technique bi-grilles. Tant que || 5 || > 05 nous appliquons le schéma

0
bi-grilles et dés que H—?H < B, la grille fine sera appliquée. Nous représentons dans les Tab. 4.8,

4.9, 4.10, 4.11 les temps de calcul pour les quatre algorithmes. Nous remarquons que le rapport
de gain passe de 0,9 & 0,7.

80 x 40 points || Algorithme 21 | Algorithme 22 | Algorithme 23 || Algorithme 24

T=17 Algol Algo?2 Algo3 Algod
| tic (en sec.) || 6448.39 | 6448.39 | 6448.39 | 6448.39 |
| tac (en sec.) | 5414 | 5504.2 | 5833.06 | 6094.01 |

7

tQ—G 0.8396 0.8536 0.9046 0.9450

1G

05 0.000528406 0.000528406 0.000528406 0.000528406

tig (en sec.) || 3015.92 3015.92 3015.92 3015.92

tag (en sec.) || 2036.78 2074.37 2190.44 2273.63

2 0.675 0.687 0.726 0.753

tig

TABLE 4.8 — Navier-Stokes non incrémental Re = 100, At = 1072 et Py /Py
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80 x 40 points
T=35

Algorithme 21
Algol

Algorithme 22
Algo?2

Algorithme 23
Algo3

Algorithme 24
Algod

| tig (en sec.) [ 14311.1 | 14311.1 | 14311.1 | 14311.1 |
| tag (en sec.) | 11330.3 | 12259.1 | 11978 | 12680.4 |
t
;—G 0.7917 0.8566 0.8369 0.8860
1G
0, 0.000438706 0.000438706 0.000438706 0.000438706
tig (ensec.) || 9191.99 9191.99 9191.99 9191.99
taq (ensec) [ 6247.12 6756.45 6595.52 6886.03
i
2 0.679 0.735 0.717 0.749
tha

TABLE 4.9 — Navier-Stokes non incrémental Re = 400, At = 1072 et Py /Py

80 x 40 points || Algorithme 21 | Algorithme 22 | Algorithme 23 || Algorithme 24

T =56 Algol Algo?2 Algo3 Algod
| tig (ensec.) || 42230.3 | 42230.3 | 42230.3 | 42230.3 \
| tag (en sec.) || 34967.7 | 375115 | 37009.8 | 39466.6 |

7

tz—G 0.8280 0.8882 0.8764 0.9346

1G

0 0.000948096 0.000948096 0.000948096 0.000948096

tig (en sec.) || 23564.3 23564.3 23564.3 23564.3

to (en sec.) || 16212.7 17382 17121.7 18146.9

7

26 0.688 0.737 0.726 0.77

lig

TABLE 4.10 — Navier-Stokes non incrémental Re = 1000, At =5 x 1073 et Py /Py

80 x 40 points | Re =2000 | Re =3200 | Re =5000 || Re = 7500
At=10"% | At=10"% || At=10"° | At =5x10""*
Temps final T =170 T =130 T = 148 T =195
| tig (ensec.) [ 122826 [ 227543 [ 299998 | 846647 |
| tog (ensec.) [ 108401 [ 203692 [ 237105 [ 670244 |
t
tiG 0.8826 0.8952 0.7904 0.791
1G
0, 0.00521845 || 0.00502797 || 0.00321512 || 0.00462578
tic (ensec.) | 68396.7 132604 256175 758398
taq (ensec.) [ 51375.2 102922 188600 565283
t
2 0.751 0.776 0.736 0.745
tia

TABLE 4.11 — Navier-Stokes non incrémental Algorithme 21 pour Re = 2000, 3200, 5000, 7500

et ]PQ/Pl
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4.5.2 Meéthode bi-grilles incrémentale

Pour un nombre de Reynolds Re = 100, les grilles grossiére et fine de dimensions dim(Xg) =
6561, dim(Yy) = 1681, dim(X}p) = 25921, dim(Y},) = 6561 respectivement, un pas de temps
At = 1072, un temps final T = 17, un ceefficient de stabilité 7 = 0.5, @ = 0.5 nous comparons les
résultats des Algorithmes 25, 26 avec ceux obtenus par la résolution du schéma de référence
(Algorithme 20) sur la grille fine.

v

Bicos

FiGURE 4.20 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite Al-
gorithmes 20 et 25, pour a = 0.5, At = 1072, Re = 100, T = 17, dim(Xg) = 6561, dim(Yy) =
1681, dim(X}) = 25921, dim(Y}) = 6561.
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BEECR AR

FiGURE 4.21 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite Al-

gorithmes 20 et 26, pour a = 0.5, At = 1072, Re = 100, T = 17, dim(Xg) = 6561, dim(Yy) =
1681, dim(Xy) = 25921, dim(Y;,) = 6561.
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Aussi pour un nombre de Reynolds Re = 400, les dimensions des grilles grossiére et fine sont
dim(X ) = 6561, dim(Yy) = 1681, dim(X},,) = 25921, dim(Y},) = 6561 respectivement, un pas
de temps At = 1072, un temps final 7' = 35, nous comparons les résultats des Algorithmes 25,
26 avec ceux obtenus par la résolution du schéma de référence (Algorithme 19) sur la grille

fine.

Hit e

FiGURE 4.22 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite Al-
gorithmes 20 et 25, pour a = 0.5, At = 1072, Re = 400, T = 35, dim(Xp) = 6561, dim(Yy) =
1681, dim(X}) = 25921, dim(Y}) = 6561.
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FiGURE 4.23 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite Al-
gorithmes 20 et 26, pour a = 0.5, At = 1072, Re = 400, T = 35,dim(Xp) = 6561, dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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Aussi pour un nombre de Reynolds Re = 1000, les dimensions des grilles grossiére et fine sont
dim(X ) = 6561, dim(Yry) = 1681, dim(X},) = 25921, dim(Y},) = 6561 respectivement, un pas
de temps At = 5 x 1073, un temps final T = 56, nous comparons les résultats des Algorithmes
25, 26 avec ceux obtenus par la résolution du schéma de référence (Algorithme 20) sur la grille
fine.

Isoalie Vel

o

FiGURE 4.24 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 20 et 25, pour a = 0.5,At = 5 x 1073, Re = 1000,T = 56,dim(Xpy) =
6561, dim(Yy) = 1681, dim(X}y) = 25921, dim(Y}) = 6561.
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=2
-------

FiGURE 4.25 — De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche & droite
Algorithmes 20 et 26, pour o = 0.5,At = 5 x 1073, Re = 1000,T = 56,dim(Xy) =
6561, dim(Yy) = 1681, dim(X},) = 25921, dim(Y}) = 6561.

4.5.2.1 Les extrema des fonctions de courant

Comme pour le cas non incrémental nous traitons le probléme de la cavité entrainée. Les Tab.
4.12, 4.13 et 4.14 renferment les extrema de la fonction de courant le long des axes au tourbillon
principal (PV) et le contre tourbillon droit (BRV). Pour Re = 100, 1000 nous comparons nos ré-

sultats avec les localisations de Pascal [179] en éléments finis et Bruneau et al. [31] en différences
finies. Pour Re = 400 nous comparons avec les travaux de Ghia et al. [108] en différences finies.
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y Re=100 \
‘ H Ref2 Algob ‘ Algo6 ‘ AlgoT7 ‘ Algo8 ‘ Pascal|179] ‘ Bruneau[31] ‘
Eléments Eléments Eléments | Eléments | Eléments | FEléments Différences
finis finis finis finis finis finis finies
Ne¢
grossiére 40 40 40 40
Ny
fine 80 80 80 80 80 65 129
Temps
At 102 102 1072 1072 1072 0.1
PV
x 0.6125 0.6125 0.6125 explose explose 0.6094 0.6172
Y 0.7375 0.7375 0.7375 0.7344 0.7344
W(x,y) —0.103127 | —0.103127 | —0.100125 —0.1036 —0.1026
BRV
x 0.95 0.95 0.95 0.9531 0.9453
Y 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625
Y(z,y) || 1.00596E=° | 1.00595E75 | 1.00584E~° 1.09E~° 1.23E7°

TABLE 4.12 — Navier-Stokes incrémental At = 1072, a = 0.5,7 = 0.5, Re =
Py /Py ; PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillon droit.

100, T = 17 et

| Re—400 |
‘ H Ref2 ‘ Algob ‘ Algob6 ‘ Algo7 ‘ Algo8 ‘ Ghia [108] ‘
Eléments Eléments Eléments | Eléments | Eléments | Différences
finis finis finis finis finis finies
N,
grossiére 40 40 40 40
Ny
fine 80 80 80 80 80 257
Temps
At 1072 1072 1072 102 1072
PV
T 0.55 0.55 0.55 explose explose 0.5547
Y 0.6 0.6 0.6 0.6055
Y(x,y) —0.112763 | —0.112763 | —0.112714 —0.1139
BRV
x 0.8875 0.8875 0.8875 0.8906
Y 0.125 0.125 0.125 0.125
Y(z,y) || 6.1585E~ | 6.1586E~* | 6.1535 % 6.423 %

TABLE 4.13 — Navier-Stokes incrémental At = 1072,a = 0.5,7 = 0.5, Re = 400, T = 35 et
Py /1, PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillon droit.
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y Re=1000
’ Ref2 Algob Algo6 AlgoT7 ‘ Algo8 ‘ Pascal|179] ‘ Bruneau|31] ‘
Eléments | Eléments | Eléments | Eléments | Eléments | FEléments Différences
finis finis finis finis finis finis finies
Ne¢
grossiére 40 40 40 40
Ny
fine 80 80 80 80 80 65 256
Temps
At 5x107% | 5x107% | 5x107% [ 5x107% | 5x 1073 0.1
PV
x 0.525 0.525 0.525 explose explose 0.5313 0.5313
Y 0.5625 0.5625 0.5625 0.5625 0.5586
Y(x,y) || —0.117298 | —0.117306 | —0.117143 —0.1231 —0.1163
BRV
x 0.8625 0.8625 0.8625 0.8594 0.8711
Y 0.1125 0.1125 0.1125 0.1094 0.1094
Y(z,y) || 1.6712E73 | 1.6713E73 | 1.6680E 3 1.69E~3 1.91E73

TABLE 4.14 — Navier-Stokes incrémental At =5 x 1073, = 0.5, 7 = 0.5, Re = 1000, T' = 56 et
Py /P ; PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillon droit.

4.5.2.2 Comparaison en temps de calcul

Nos schémas bi-grilles sont plus rapides que la résolution du schéma implicite (Algorithme
20) sur une grille fine cf. Fig. 4.26. Et comme dans le cas non incrémental le gain n’est pas
énorme puisque le colit du schéma bi-grilles est similaire au colt d'une itération d’un schéma
semi-implicite.
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16000

7000

14000

6000 12000
35
<—>5DUD /_\lUUUD 5 3
., 4000 8000 ,
z ,

o

P
CPU

3000 6000
2000 4000

1000 2000

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 5 10 15 20 25 30 35 0 10 20 30 40 50 60
time ¢ time ¢ time ¢

FIGURE 4.26 — De gauche & droite : Re = 100,400, 1000; du temps CPU du schéma sur une
grille fine (Algorithme 20) et celui de la méthode de séparation d’échelles respectivement.
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. . o . ou
Nous calculons le nombre d’itérations non linéaires et la valeur seuil de 05 = || —|| comme dans

le cas non incrémental section 3.4.1.2. Les Tab. 4.15, 4.16, 4.17 comportent les temps de calcul

pour les deux algorithmes. Le rapport de gain est réduit & 0,7.

TABLE 4.15 — Navier-Stokes incrémental a = 0.5, Re = 100, At = 1072 et Py /Py

80 x 40 points

Algorithme 25

Algorithme 26

T=17 Algob Algo6
| tig (ensec.) | 7189.34 | 7189.34
| tag (en sec.) | 6213.35 | 6325.45
2 0.864 0.880
tig
0, 0.000637188 0.000637188
tig (en sec.) 3398.72 3398.72
tag (en sec.) 2324.22 2366.08
7
26 0.683 0.696

tha

80 x 40 points
T=235

Algorithme 25
Algob

Algorithme 26
Algob

| tig (en sec.) || 15953.2 | 15953.2
| tag (ensec.) | 12945.7 | 13377.5
7
26 0.811 0.839
tig
0, 0.00049205 0.00049205
tic (en sec.) 10213.7 10213.7
tac (en sec.) 6967.05 7229.57
7
26 0.682 0.707
tig

TABLE 4.16 — Navier-Stokes incrémental a = 0.5, Re = 400, At = 1072 et Py /Py

80 x 40 points

Algorithme 25

Algorithme 26
T = 56 Algo) Algo6
| tic (ensec.) | 48097 | 48097
’ tag (en sec.) H 40743.2 H 40183
fag 0.847 0.835
tig
05 0.000886836 0.000886836
t1 (en sec.) 27238.3 27238.3
tac (en sec.) 18734.2 19137.6
f2q 0.687 0.702

tig

TABLE 4.17 — Navier-Stokes incrémental o = 0.5, Re = 1000, At = 5 x 1073 et Py /Py




Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

4.5.3 Etude de stabilité : comparaison avec un schéma semi-implicite

Si nous comparons nos schémas bi-grilles au schéma complétement implicite sur une grille fine
nous gagnons en temps de calcul mais nous perdons au niveau de stabilité. Des grands pas de
temps At peuvent étre prises si le schéma implicite est adapté sur la grille fine.

Par contre, la comparaison de notre approche & la simulation par un schéma semi-implicite
(prenant (u* - V)u* pour le terme non linéaire) permet de dire que la méthode bi-grilles est plus
stable au sens de pas de temps At élevé. L’approximation par le schéma semi-implicite réduit le
temps de calcul puisqu’un probléme linéaire est résolu a chaque itération. Mais ’approche semi-
implicite se trouve limitée en pas de temps. Ici apparait I’avantage de la séparation d’échelles
que nous appliquons. Elle nous permet d’adapter des pas de temps supérieurs & ceux du schéma
semi-implicite. Comparer les deux techniques pour un méme pas de temps At, montre que la
simulation semi-implicite est plus avantageuse en terme de temps de calcul CPU. Mais nous
pouvons nous servir de la stabilité que nous avons gagnée pour adapter un pas de temps plus
grand et converger plus rapidement pour atteindre un temps final fixé 7'

4.5.3.1 Navier-Stokes par projection non incrémentale

Nous présentons dans les Tab. 4.18, 4.19, 4.20 une comparaison en stabilité entre les Algo-
rithmes 21, 22, 23, 24 et les schémas semi-implicites (Algorithmes 29 et 30) suivants

Algorithm 29 Schéma 1 semi-implicite non incrémental "Ref3"
1. for k=0,1,--- do

* .k
2 Trouver uj dans Xy (<=, i) +v(Vuj,, Vn)+((uf-V)uf, ) = (£,00), ¥ € X
d' *
3: Trouver pi ™! dans V;, (div Vpith, xp) = ( ZZ:}ZaXh)vah €Yy

4: Trouver uiﬂ dans X, (uffl —ujp + Athf;H,l/Jh) =0,V € Xp
5: end for

Algorithm 30 Schéma 2 semi-implicite non incrémental "Ref4"
1: for k=0,1,--- do
* _ .k
2: Trouver u; dans X, (M, p)+v(Vug, th)—k((uﬁ-V)uZ, vp) = (f,vn), Von € Xy,

At
div u}
3: Trouver pIZH dans Y, (div Vpi“,xh) = (%;Xh%v)(h €Yy

4: Trouver uffl dans X}, (uﬁJrl —uy + AthﬁH,wh) =0,V € Xy,
5. end for
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’ Schéma H T ‘ At ‘ Stable ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘
Algorithme 21 || 0.5 | 0.01 | oui 0.5 | 0.05 | oui 0.5 0.1 | oul
Algol
Algorithme 22 || 0.5 | 0.01 | oui 0.5 | 0.05 | oui 0.5 | 0.1 | oui
Algo2
Algorithme 23 || 0.5 | 0.01 | oui 0.5 | 0.05 | oui 0.5 ] 0.1 | oul
Algo3
Algorithme 24 || 0.5 | 0.01 | oui 0.5 | 0.05 | oui 0.5]0.1 | oul
Algod
Algorithme 29 0.01 | oui 0.05 | oui 0.1 | oui
Ret3
Algorithme 30 0.01 | oui 0.05 | oui 0.1 | oul
Ref4

TABLE 4.18 — Re = 100, dim(Xy) = 6561, dim(Yy) = 1681, dim(X,) = 25921, dim(Y,) =
6561, Py /Py .

‘ Schéma H T ‘ At ‘ Stable ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘
Algorithme 21 || 0.5 | 0.01 | oui 0.5 | 0.05 | non 0.5 | 0.1 | non
Algol - | = — 30 | 0.05 | oui 30 | 0.1 | oui
Algorithme 22 || 0.5 | 0.01 | oui 0.5 | 0.05 | oui 0.5 | 0.1 | oui
Algo2 - | - — 30 | 0.05 | oui 30 | 0.1 | oui
Algorithme 23 || 0.5 | 0.01 | oui 0.5 | 0.05 | non 0.5 | 0.1 | non
Algo3 - | = — 30 | 0.05 | oui 35 | 0.1 | oui
Algorithme 24 || 0.5 | 0.01 | oui 0.5 | 0.05 | oui 0.5 0.1 | oul
Algod - | = — 30 | 0.05 | oui 30 | 0.1 | oui
Algorithme 29 0.01 | oui 0.05 | non 0.1 | non
Ref3
Algorithme 30 0.01 | oui 0.05 | oui 0.1 | oui
Ref4

TABLE 4.19 — Re = 400,dim(Xpg) = 6561,dim(Yy) = 1681,dim(Xp) = 25921, dim(Y;) =
6561, Py /IP;.

‘ Scheme H T ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘
Algorithme 21 || 0.5 | 0.005 | oui 0.007 | non 100 | 0.05 | oui
Algol
Algorithme 22 || 0.5 | 0.005 | oui 0.007 | oul 0.5 | 0.05 | oui
Algo?2
Algorithme 23 || 0.5 | 0.005 | oui 0.007 | non 150 | 0.05 | oui
Algo3
Algorithme 24 || 0.5 | 0.005 | oui 0.007 | oui 0.5 | 0.05 | oui
Algod
Algorithme 29 0.005 | oui 0.007 | non 0.05 | non
Ref3
Algorithme 30 0.005 | oui 0.007 | oui 0.05 | oui
Ref4

TABLE 4.20 — Re = 1000, dim(Xp) = 6561, dim(Yy) = 1681, dim(X,) = 25921, dim(Y},) =
6561, Py/P;.
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Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

Nous remarquons que le schéma implicite (Algorithme 30) est trop stable par rapport au
schéma semi-implicite (Algorithme 29) et assez stable que notre technique bi-grilles. Nous ne
trouvons pas de gain en terme de At. Nous nous limitons dans la suite & la comparaison de notre
approche bi-grilles et le schéma semi-implicite (Algorithme 29).

Du/Dt vs time Du/Dt vs time
102 ‘ T T 102 ; T T T
— Semi-Implicit One grid — Semi-Implicit One grid
— Two grids Algorithm 1 — Two grids Algorithm 1
1 4
Two grids Algorithm 2 10 Two grids Algorthm 2
’ Two grids Algorithm 3 Two grids Algorithm 3
1000 — Two grids Algorithm 4 ol —Two grids Algorithm 4 | |
Fully Implicit One grid 10 f\ Fully Implicit One grid
|
2 = Y
E s !
< 10? §
< 2
S 3 10
10° 1
104 %
‘ » \ ]

. . . . . . . . . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 0 10 20 30 40 50 60
time ¢ time t

vs temps : a gauche pour At = 1072, Re = 400,T = 35 et a droite
L2(Q)
pour At = 5 x 1073, Re = 1000, T = 56 et dim(Xpy) = 6561,dim(Yy) = 1681, dim(X},) =
25921, dim(Yy) = 6561.

FIGURE 4.27 — Hﬁu
ot

Les courbes de la Fig. 4.27 montrent que notre technique approche de la méme maniére que les
schémas implicite et semi-implicite. Nous remarquons que la stabilité par notre technique est
garantie pour des grandes valeurs de 7. Par exemple, pour Re = 400 et At = 0.05 I’Algorithme
21 était instable pour 7 = 0.5 mais en prenant un 7 = 30 nous pouvons avoir un schéma stable.
De méme pour Re = 1000 et At = 0.05, I’Algorithme 21 était instable pour 7 = 0.5 mais en
prenant un 7 = 100 nous obtenons un schéma stable. Afin de bien localiser notre gain au niveau
de pas de temps At, nous présentons dans le Tab. 4.21 une comparaison entre le pas de temps
maximal permettant la stabilité du schéma semi-implicite (Algorithme 29) et de notre schéma
bi-grilles (Algorithme 21) pour la valeur de 7 minimal nécessaire a la stabilisation.

y | Re—400 | Re=1000
Algorithme 29 | At =102 | At =102 | At =5x 1073 | At =5 x 1073
Ref3
Algorithme 21 | At =0.1 At =0.5 At =0.1 At =0.5
Algol
T=30 T=30 T =100 7 =100
DtAlgorithme 21 10 50 20 100
DtAlgorithme 29

TABLE 4.21 — Navier-Stokes non incrémental At maximal et stabilité.

Pour des Re petits, nous ne gagnons pas en At plus que le schéma semi-implicite. Ce dernier est
stable méme pour des grandes valeurs du pas de temps At. Nous pouvons déduire que le schéma
bi-grilles est 10 fois et méme 50 fois plus stable que le schéma semi-implicite résolu sur une grille
pour Re = 400. Alors que pour Re = 1000, le gain augmente puisque le schéma semi-implicite
devient de plus en plus limité par un pas de temps At = 0.005 et I’ Algorithme 21 reste stable
pour 7 = 100 et At = 0.1 et 0.5.
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4.5. Résultats numériques : cavité entrainée

4.5.3.2 Navier-Stokes par projection incrémentale

Nous présentons aussi pour le cas de Navier-Stokes incrémental dans les Tab. 4.22, 4.23, 4.24
une comparaison avec le schéma semi-implicite avec incrémentation suivant

Algorithm 31 Schéma semi-implicite incrémental "Ref5"
1. for k=0,1,--- do

2: Trouver u; dans X
uf — uf .
3 (P n) (Vg Vn) + (- V)ug, vn) + (Voh, vn) = (F,0n), Yion € X

div uy,
—a Vxn € Y)
Az s Xh)s VXh € Y

Trouver uffl dans X, (uﬁJrl —uj + @At(Vpﬁ*’1 — Vp’;;), vp) = 0,V € X,
6: end for

4: Trouver pZH dans Y, a(div Vp’,fr1 — div Vpﬁ,xh) = (

ot

’ Schéma \ T \ At \ Stable \ T \ At \ Stable \ T \ At \ Stable ‘
Algorithme 25 | 0.5 | 0.01 | oui 0.5 | 0.05 | oul 0.5 0.5 | oui
Algob
Algorithme 26 | 0.5 | 0.01 | oui 0.5 | 0.05 | oul 0.5 0.5 | oud
Algob
Algorithme 31 0.01 | oui 0.05 | oui 0.5 | oui
Ref5
TABLE 4.22 — Re = 100, = 0.5,dim(Xg) = 6561,dim(Yy) = 1681,dim(Xy) =

25921, dim(Y},) = 6561, P /P; .

’ Schéma ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘
Algorithme 25 | 0.5 | 0.01 | oui 0.5 | 0.05 | non 40 | 0.05 | oui
Algob
Algorithme 26 | 0.5 | 0.01 | oui 0.5 | 0.05 | oui 40 | 0.05 | oui
Algob
Algorithme 31 0.01 | oui 0.05 | non 0.05 | non
Ret)
TABLE 4.23 — Re = 400, = 0.5,dim(Xyg) = 6561,dim(Yy) = 1681,dim(Xy) =

25921, dim(Y},) = 6561, Py /P;.

’ Schéma ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘
Algorithme 25 | 0.5 | 0.005 | oui 0.5 | 0.007 | non 200 | 0.05 | oui
Algob
Algorithme 26 | 0.5 | 0.005 | oui 0.5 | 0.007 | oui 200 | 0.05 | oui
Algob
Algorithme 31 0.005 | oui 0.007 | non 0.05 | non
Ret)

TABLE 4.24 — Re = 1000, = 0.5,dim(Xy) = 6561,dim(Yy) = 1681, dim(X;) =
25921, dim(Y},) = 6561, P /Py .
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Du/Dt vs time Du/Dt vs time
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Les courbes de la Fig. 4.28 montrent que notre technique approche de la méme maniére que les
schémas implicite et semi-implicite. Comme pour le cas non incrémental, nous remarquons que
la stabilité par notre technique est assurée pour des grandes valeurs de 7. Par exemple pour
Re = 1000 et At = 0.007 I’Algorithme 25 était instable pour 7 = 0.5 mais en prenant un
7 = 200 nous pouvons avoir un schéma, stable pour un At = 0.05. Afin de bien localiser notre
gain au niveau de pas de temps At, nous présentons dans le Tab. 4.25 une comparaison entre le
pas de temps maximal permettant la stabilité du schéma semi-implicite Algorithme 31 et de
notre Algorithme 25 bi-grilles pour la valeur de 7 minimal nécessaire & la stabilisation.

| Re—400 | Re—1000

Algorithme 31 | At =0.01 | At =0.01 | At =0.01 | At =0.005 | At =0.005 | At =0.005

Refb
Algorithme 25 | At =0.05 | At=0.1 At =10.5 At =0.01 At =0.1 At =0.5

Algob

T =40 T =40 T =40 7 =100 T =200 T =200

DtAlgorithme 25 10 50 9 20 100
DtAlgorithme 31

TABLE 4.25 — Navier-Stokes incrémental o = 0.5, At maximal et stabilité.

4.6 Reésultats numériques : comparaison avec une solution exacte

Afin de montrer I'efficacité de notre technique bi-grilles nous proposons de résoudre les équations
de Navier-Stokes pour une solution de type Bercovier-Engelman [19]

p

et avec le terme f correspondant.

140

(u1,u2) = (—222y(1 — y)(1 — 2y)(1 — z)% exp®™¢, 222 (1 — 2)(1 — 22)(1 — y)? exp®™?)
= (x —0.5)(y — 0.5)




4.6. Résultats numériques : comparaison avec une solution exacte

4.6.1 Meéthode bi-grilles non incrémentale
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FI1GURE 4.29 — De haut en bas et de gauche & droite : la vitesse exacte puis celles du schéma
sur une grille fine (Algorithme 19) et celles de la méthode de séparation d’échelles Algo-
rithmes 21, 22, 23, 24, pour At = 1072, Re = 100, T = 17 et dim(Xg) = 6561, dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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Pressure L2 error time

L2 error

One grid
Two grids Algo 1
Two grids Algo 2 |3
Two grids Algo3
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time ¢

F1GURE 4.30 — De haut en bas et de gauche & droite : la pression exacte puis celles du schéma
sur une grille fine (Algorithme 19) et celles de la méthode de séparation d’échelles Algo-
rithmes 21, 22, 23, 24, pour At = 1072, Re = 100, T = 17 et dim(Xy) = 6561, dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.

142



4.6. Résultats numériques : comparaison avec une solution exacte
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FI1GURE 4.31 — De haut en bas et de gauche & droite : la vitesse exacte puis celles du schéma

sur une grille fine (Algorithme 19) et celles de la méthode de séparation d’échelles Algo-
rithmes 21, 22, 23, 24, pour At = 1072, Re = 400, T = 35 et dim(Xp) = 6561, dim(Yy) =

1681, dim(X}) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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N\
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FIGURE 4.32 — De haut en bas et de gauche & droite : la pression exacte puis celles du schéma
sur une grille fine (Algorithme 19) et celles de la méthode de séparation d’échelles Algo-
rithmes 21, 22, 23, 24, pour At = 1072, Re = 400, T = 35 et dim(Xy) = 6561, dim(Yy) =

1681, dim(X}) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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FI1GURE 4.33 — De haut en bas et de gauche & droite : la vitesse exacte puis celles du schéma sur
une grille fine (Algorithme 19) et celles de la méthode de séparation d’échelles Algorithmes
21, 22, 23, 24, pour At = 5 x 1073, Re = 1000, T = 56 et dim(Xy) = 6561,dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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Pressure L2 error time
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FIGURE 4.34 — De haut en bas et de gauche a droite : la pression exacte puis celles du schéma sur
une grille fine (Algorithme 19) et celles de la méthode de séparation d’échelles Algorithmes
21, 22, 23, 24, pour At = 5 x 1073, Re = 1000, T = 56 et dim(Xy) = 6561,dim(Yy) =
1681, dim(Xp) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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4.6.2 Meéthode bi-grilles incrémentale

sciralue

FiGURE 4.35 — De haut en bas et de gauche & droite : la vitesse exacte puis celles du schéma
sur une grille fine incrémental (Algorithme 20) et celles de la méthode de séparation d’échelles
Algorithmes 25, 26, de méme pour la pression pour At = 1072, Re = 100, = 0.5, T = 17 et
dim(X ) = 6561, dim(Yy) = 1681, dim(X}) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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FI1GURE 4.36 — De haut en bas et de gauche & droite : la vitesse exacte puis celles du schéma
sur une grille fine incrémental (Algorithme 20) et celles de la méthode de séparation d’échelles
Algorithmes 25, 26, de méme pour la pression pour At = 1072, Re = 400, = 0.5, T' = 35 et
dim(Xg) = 6561, dim(Yy) = 1681, dim(X}) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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FiGURE 4.37 — De haut en bas et de gauche & droite : la vitesse exacte puis celles du schéma
sur une grille fine incrémental (Algorithme 20) et celles de la méthode de séparation d’échelles
Algorithmes 25, 26, de méme pour la pression pour At = 5x 1073, Re = 1000, = 0.5, T' = 56
et dim(Xg) = 6561, dim(Yy) = 1681, dim(Xy) = 25921, dim(Y},) = 6561.
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FIGURE 4.38 — L’erreur en norme L? & gauche pour les vitesses et a droite pour les pressions entre
le schéma sur une grille fine incrémental (Algorithme 20), celles de la méthode de séparation
d’échelles Algorithmes 25, 26 et la solution exacte. De bas en haut At = 1072, Re = 100, o« =
0.5, T = 17 puis At = 1072, Re = 400,« = 0.5, T = 35 et At =5 x 1073, Re = 1000, o = 0.5,
T = 56 pour dim(Xp) = 6561, dim(Yy) = 1681, dim(X}) = 25921, dim(Y}) = 6561.
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4.7 Conclusion et idées futures

Les nouveaux schémas bi-grilles de projection introduits dans ce chapitre ont permis de gagner
en temps de calcul CPU par comparaison avec un schéma de projection totalement implicite.
Leur stabilité est prouvée par comparaison avec un schéma de projection semi-implicite (des pas
de temps plus larges peuvent étre utilisés). Nous avons stabilisé uniquement la vitesse, sur ses
modes élevés, sans déteriorer la consistance, comme effectué au chapitres précédents pour les
équations d’Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard.
Les résultats numériques obtenus, sur la cavité entrainée, pour des régimes laminaires, corres-
pondent & ceux de la littérature.
Ceci constitue une premiére et prometteuse idée avant de considérer la stratégie multi-grilles ou
I’adaptation multi-niveaux de notre technique, en utilisant plus que deux espaces d’éléments finis.
Les méthodes des EF utilisées ici correspondent aux discrétisations spatiales, mais ’approche est
aussi applicable & d’autres techniques de discrétisation, comme la méthode des différences finies
ou les méthodes spectrales.
Comme prochaines étapes de travail, nous pouvons considérer les idées suivantes :
— Stabilisation de la pression. Bien évidemment, d’autres types de techniques de stabilisation
peuvent étre considérés, par exemple, ceux appliqués & la pression et reliés a I’approche
de compressibilité artificielles [200]; nous renvoyons a la méthode de stabilisation de la
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pression introduite par Brezzi et Pitkdranta [30] pour le probléme de Stokes et a Olshanski
et al. [174] pour les équations de Navier-Stokes. La conservation de la masse (la condition
de la divergence nulle) est modifiée comme suit :

ap

8t—i—Vu-O

oll € > 0 est un petit nombre réel positif. La stabilisation en modes élevés de la pression
peut étre effectuée comme suit :
* En premier, nous cherchons la pression sur Yz :

(VP Vou) = —(Vuly, ¢m), You € Y,
(W™ on) = (uly, on) — AUV b)), You € Xn,

* Puis, nous effectuons une corection sur ’espace fin Y,

TF wn) + (VPET, Vabn) = 7(pf n) + T — Pl ) — (Vub, ¥n), Vb, € Y5,
(uf ™ ) = (uf, ¢n) — A(VPET, dp), Vb, € X,

Etude de modéles turbulents. L’étude de régimes laminaires est intéressante pour la vali-
dation de 'approche pour de grandes valeurs du nombre de Reynolds (jusqu’a Re = 7500).
L’approche bi-grilles peut étre appliquée aux modéles turbulents, en utilisant un terme
modifié de la viscosité. Le modéle turbulent de Smagorinsky peut étre considéré. Des
simulations numériques, avec différents choix de la constante de viscosité, peuvent étre
comparées & d’autres études déja faites. Dans ces cas, la turbulence est modélisée en
introduisant une viscosité de turbulence vr, par exemple comme suit :

u+ (u.V)u—V((v+vr)Vu)+Vp=f z€Q,t>0
Vau=0 x €
u=0 x € 0N
u(0,z) = ug x € (.

avec v > 0 est une viscosité constante, vp = d|u — 4|, ou 4 est une moyenne locale de
u, >0, > 0. Ce modeéle de type Smagorinsky est considéré, par exemple, dans [154].
Dans un travail plus récent [152| Layton a considéré

v+ vp = (C6)?|Vul

Nous renvoyons aussi a |78].

Fluides 3D. Le cas bi-dimensionnel a été étudié. La technique bi-grilles peut étre appliquée
aux cas 3D. On peut s’attendre & un plus large gain en temps de calcul CPU vu que pour
H = 2h nous avons R = ?ﬂ(g(f)) ~ 0.25 en 2D alors que R ~ 0.125 en 3D. Notons que,
en étudiant les équations NSE, différents comportements des composantes modes élebvés
peuvent se produire en dimension 2 et en dimension 3, cf. [78] et les références qui en
découlent.

L’étude de schémas d’ordre deux en temps est une piste & exploiter. Nous proposons les

algorithmes suivants :
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Algorithm 32 Schéma de référence non incrémental d’ordre deux

1: fork::0,1,--~ do

2: Trouver u dans Xy

s (BT ";Xj o ) + (Vi Vi) + ((uh - V)ui ¥n) + (VpE, ) = (f ¥n), ¥ibn € X
4: Trouver pﬁ“ dans Y}, (div Vp’,j“, Xh) = (Ch;}ij:z, Xh)s VXn € Yy

5: Trouver u +1 dans X, (u; k1l _ uyp + AthkH,wh) =0,V € X,

6: end for

Comme le schéma en temps utilisé sur I’équation en uj est le schéma de Gear d’ordre deux,
il est naturel de lui associer une stabilisation du second ordre. Ainsi quand nous utilisons
uniquement une grille, le terme & ajouter serait 7(uj — 2u’,fi + uh ,th) ~ TAL (2% 5155 Pn);s
comme proposé dans [188] pour la stabilisation de schéma semi-explicite appliqué au
schéma de réaction-diffusion. Nous pouvons appliquer cette stabilisation & notre approche
bi-grilles, comme présenté ci-aprés et nous proposons les algorithmes suivants :

Algorithm 33 Deux grilles d’ordre deux "AlgolOrder2"

1: for k=0,1,--- do
2: Trouver u}; dans Xpy

3ut, — duk, + uk! . . .
3. (—H 25 B yy) + v(Vuly, Vou) + (W - Vug, vr)s = (f,¥u), Von € Xu
4: Trouver u; dans X,

(3uh — 4uh + uh
2At

L o) + v(Vuh, Vor) + ((uf - V)ul, én) + 7(u), — 2uf +uf ™, o)

= 7(uj — 2uly + ufy ', o) + (f. 6n), Von € Xy

div 3uy,
2AL

6: Trouver uh'H dans X (uy k1 —uy + ;AthkH,th) =0,VYo, € Xy,

7: Résoudre dans Xy (uh! — k“,wH) =0,y € Xy
8: end for

5: Trouver pﬁ“ dans Y}, (div fofl, xn) = ( yXh)s VXn € Yy
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Algorithm 34 Variante de Dalgorithme "AlgolOrder2" : Deux grilles d’ordre deux

"Algo20rder2"
1: for k=0,1,--- do
2: Trouver uj dans Xy
Bufy — duly +uly ! ) ‘ ]

3 ( SAL r) +v(Vuy, Vou) + ((up - V)ug, Yu)s = (f,¥n), Vi € Xu
4: Trouver u; dans X,

uy — 4uh —|—qu ! . .

( 2At 7¢h) +V(vuh7v¢h> + ((UH )uh7¢h) +T< _2uh+u 7¢h)

- T(U*H - 2“’];{ + ul}i]_17 ¢h) + (f7 (bh)a VQZSh € Xh
div 3u}
5: Trouver p; k+1 dans V), (div Vpk“,xh) = (%J{h)ﬁ)(h €Yy
2

6: Trouver uh+1 dans X, (u; kil —uy + 3Athk+1,¢h) =0,Von € Xp
7. Résoudre dans Xy (v —uf™ ) = 0,V € Xy

8: end for

Algorithm 35 Deux grilles d’ordre deux "Algo3Order2"
1: for k=0,1,--- do

3uyy —4uH+uk 1

2At

2: Trouver uj; dans Xpg (
(fs¥m),Yu € Xy
3: Trouver 10]€+1 dans Yy (div VpkH,XH) = (

yr) +v(Vul, Vi) + (g - V)ug, r)s =

div 3uy;
2AtL
4 Trouver uf dans Xy (uf™ —uj + QAthkH, o) =0,V € Xy

5: Trouver u; dans X,

XH),VxH € YH

(3uh 4uh + uh
2At

,¢h>+v(wz,wh)+(<uﬁi V)ufi, ¢n) + 7(uh — 2up + uf ', ép)

= 7(ujy — 2uly + ufy " dn) + (f, én), Yon € Xy,

div 3uj
2At

7 Trouver u +1 dans X (u; ktl _ uy + iAthkH,qﬁh) =0,Yo, € Xy,

8: Résoudre dans Xy (ulgr1 k+171/JH) =0,Vyg € Xy
9: end for

6: Trouver pl€+1 dans Y}, (div Vp’fLJ“l,Xh) = ( yXh)s VXn € Yy
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Algorithm 36 Variante de Dalgorithme "Algo3Order2" : Deux grilles d’ordre deux
"Algo4Order2"
1: for k=0,1,--- do

3uk, — duk, + u];fl « " %
2: Trouver u}, dans X ( SAL W) +v(Vuy, Vo) + ((ugy - V)uy, vr)s =
(f,wH),VleGXH d
o 30t
3: Trouver p]}fl dans Yy (div Vplfjrl,XH) = (l;}T;LHyXH)aVXH €Yy
, 2
4 Trouver ui! dans Xp (uf™ —ul; + gAth'I“{H, om) =0,You € Xy
5: Trouver u; dans X,

* k k—1
3uy — 4duyp + uy

( AT L bn) + v(Vul, Von) + (Wl - V)uh, ¢n) + 7(u), — 2uf +ui=t, ¢)

= T(u}il - QUIICJ + uljc'—;lv ¢h) + (fv ¢h)av¢h € Xh

div 3u;
6: Trouver pfﬁl dans Y}, (div Vp’,ffl, Xh) = (Tth’ Xh),VXn € Vi
2
7 Trouver ulffl dans X, (quH —uy + §Ath’fL+1, on) =0,V € Xp,
8: Résoudre dans Xy (ulgr1 — uerlﬂ/JH) =0,VYg € Xy

9: end for
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L’étude des fluides incompressibles a deux phases a largement évolué durant ces deux derniers
siécles. L'interface diffuse séparant ces deux fluides vient remplacer le suivi du mouvement des
interfaces. Cette poursuite nécessite un maillage qui évolue avec leurs déformations ou une grille
fixe mais qui les régularise citons la méthode du volume de fluide (VOM) (cf. [37]) qui est simple
mais puissante et approche les limites libres dans les simulations numériques a différences finies,
Front-tracking, level-set.

Le cas de deux fluides & rapport de deunsité élevé reste difficile & résoudre malgré le progres
qu’a connu le modeéle de champ de phase, c’est-a-dire l'interface diffuse voir [187]. En effet, les
fluides dans cette mince région de transition ne conservent pas I’énergie du mélange "Mixing
energy", qui est un critére indispensable substituant la fonction de lissage artificiel de 'interface.
En se basant sur cette loi d’énergie, des schémas numériques sont développés pour deux fluides
4 densités égales.

Dans le cas de fluides & un faible rapport de densité, nous remplagons la densité variable par une
densité de fond et nous ajoutons une force gravitationnelle externe pour modéliser Veffet de la
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différence de densité. Il s’agit d’'une approximation de Boussinesq qui méne & une loi sur I'énergie
grace au petit rapport de densité.

Nous nous concentrons dans ce chapitre sur ’étude d’un modele de champs de phase d’Allen-
Cahn. Nous combinons les techniques de séparation d’échelles adaptées dans le Chapitre 2 pour
I’équation d’Allen-Cahn et dans le Chapitre 4 pour les équations de Navier-Stokes . Nous com-
mengons par un schéma de référence sur une grille fine basé sur la projection de Chorin-Temam &
la section 5.2. Ensuite dans la section 5.3, nous présentons nos schémas bi-grilles qui traitent
en premier lieu la séparation de la vitesse sur deux espaces et en second lieu, nous passons & la
décomposition de la concentration et la vitesse.

La section 5.4 comporte des simulations numériques pour le cas de fusionnement de deux bulles
(fluides & densités égales) et le cas d’une bulle montante (fluides a rapport de densité petit).
Nous remarquons la compatibilité de nos résultats avec ceux de Hua [136] pour les bulles. Nous
montrons aussi un gain en temps de calcul et prouvons que les schémas bi-grilles rapportent
un gain en cott de calcul. Nous terminons par une comparaison en stabilité avec un schéma
semi-implicite a la section 5.5. Nous concluons dans la section 5.6 que la séparation d’échelles
permet d’atteindre de grands At sans affaiblir la stabilité.

5.1 Modéle de champs de phase AC/NS

Nous considérons un modéle de champs de phase Allen-Cahn [209, 229]. Il peut étre écrit comme
I’équation de réaction-advection-diffusion.
99

o Vo =(86 - £(9)) (5.1)

ou ¢(x,t) € [-1,1] est la phase du mélange, u la vitesse du fluide et v correspond au temps de
relaxation élastique. Ici f(¢) = F'(¢), et nous prenons la fonction potentielle de double puits F
comme

1

F(9) = 156"~ 1)

avec € I'épaisseur de l'interface. Les équations régissant le mélange d’écoulement a deux fluides
sont la condition d’incompressibilité

V-u=0, (5.2)
et I’équation de la quantité de mouvement
0
P (8—;‘ +(u- V)u) — UV.D(u) + Vp+ AV - (Vo ® Vo) = Sy, (5.3)

ou u désigne la vitesse, p la pression, v le paramétre de viscosité et A le ceefficient de tension
superficielle. Nous notons D(u) = Q(Vu + (Vu)T) le taux du tenseur de déformation et

Sy = (0,—(1+¢)g(p1 — po) — (1 — ¢)g(p2 — po))T la force de flottabilité avec la densité de fond
po, la densité des fluides 1 et 2 p; et po respectivement et la gravité g.
Dans ce qui suit, nous prenons pg = p1. Nous utilisons I’identité

V- (Vo ® V) = A6V + LV|VeP

et (5.1) pour substituer A¢ cf. [136, 161, 187| et réécrire V - (V¢ ® V¢) comme suit

1,09 Vo|?
V- (Vo V) = ;(a%—ngb)VqH-V(T%-F(gb)).
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2
En notant la nouvelle pression p := p + ]V;Z)\ + F(¢) le systéme (5.1)— (5.3) modifié se réduit a
09
o+ Vo =v(80—f(0)) (5.4)
ou A 0¢ B
oo + (- V) —vdut Vpt Z(G 4+ u Vo)V6 = S, (5.5)
Vou=0, (5.6)

Le modéle vérifie une loi sur ’énergie totale du mélange

1
B = 5 Il + 5 V6l + 2 [ Plo)

qui se traduit par

0

2 (3 ey + 19000+ [ F9) = v [ulley ~ 22+

L2(2)

5.2 Schéma classique sur une grille

Il existe une large gamme de schémas numériques. Nous référons a [161, 187] ou la méthode de
correction de pression et celle de projection de Chorin-Temam est adaptée pour Iéquation (5.5)
et la stabilisation pour ’équation (5.4).

Liu et al.[136, 158, 159, 162] ont présenté un schéma temporel de second ordre pour le modéle
de champ de phase d’Allen-Cahn, ot une loi d’énergie discréte est obtenue pour des éléments
finis C°. Nous présentons un schéma implicite oil la vitesse et la pression sont calculées par la
méthode de projection Chorin-Temam introduite dans le Chapitre 4. Nous présentons le schéma
de référence :

Algorithm 37 AC-NS une grille (référence) "Ref 1"
1. for k=0,1,--- do
2: Trouver qﬁkﬂ dans X},

ortt — of
3 A7 Th T ) (Vo Vi) + (uff - V) ek, on) + (DF(¢h,¢k+l) Un) = 0,Y4, € X
4; Trouver uZ’kH dans Y},
u*,k-l—l_uk - - "
(o) + (Vi Vo) (T V) = S 0)

L,k skl A or— ¢h s k+1 [
:—g(dw uy u T o) — ’y(( A7 + (uy, V)T )V vn), Yoy € Yy,

5: Trouver th dans P, At(div Vpk'H, Xn) = (div u;‘L’kH,Xh),VXh e P,

6: Trouver uh+ dans Y}, (uj kel _ ZkH + Athk“ vp) = 0,YVu, € Yy
7. end for
F(u)— F(v) .
ou DF(u,v) = U — v siu# v, est le choix qui garantit la stabilité inconditionnelle
f(u) si u=w,

de I'équation d’Allen-Cahn cf. Chapitre 2 et [188].
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Nous essayons de calculer (u’,ffl,pzﬂ, gbi“) I’approximation de u(t’f“) = u((k+1)At),p(tk+1) —
p((k + 1)At) et ¢(tF1) = ¢((k + 1)At) & partir de (uf, pf, ¢F).

5.3 Schémas bi-grilles

Nous construisons nos algorithmes en se basant sur l'idée de séparation d’échelles développée
précédemment au Chapitre 2 pour ’équation d’Allen-Cahn et au Chapitre 4 pour ’équation de
Navier-Stokes . En premier lieu, nous proposons de décomposer uniquement la vitesse et résoudre
I’équation d’Allen-Cahn sur la grille fine. En second lieu, nous décomposons la concentration ¢
et la vitesse.

5.3.1 Séparation d’échelles uniquement pour la vitesse
Quatre algorithmes traitant la vitesse sur deux grilles se présentent :
e [’Algorithme 38 comporte une stabilisation des hautes fréquences de la vitesse inter-

médiaire uy sur l’espace fin Xj. C’est par la méthode de projection que nous trouvons uy
et la restreignons & la grille grossiére pour obtenir u’}{ pour la prochaine itération.

o L’Algorithme 39 est une variante de I’Algorithme 38 ot (uf - V)uF est remplacé par

e [’Algorithme 40 propose de trouver premiérement uy par la méthode de projection
sur la grille grossiére puis 'utiliser & la prochaine itération et non pas la restriction de la

solution trouvée aprés stabilisation sur la grille fine par la méthode de projection.

e L’Algorithme 41 substitue (uf-V)uf par (u}-V)u} pour avoir une variante de I’ Algorithme
40.
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Algorithm 38 1 grille AC- 2 grilles NS "schéma 1"
1. for k=0,1,--- do
Trouver qﬁi“ dans X},

[N

ot —op
s (U0 ) 4 (VO Vi) + (- V) ) + (DF(¢h,¢k+l) ¥n) = 0,Y4, € X
4: Trouver uH k+1 dans Yy
u*HkH ulfq w41 et et
( cvp) +v(Vuy T, Vo) + ((wy - V)ug — Sg,vm)

At i1
1 div R ot ¢h k1
——5( Wy g UE) — 7(( At +(ug

V) VeE T v ) Yo € Vi
5: Trouver uZ’kH dans Y},

* * At
(1 +7A)(uy, okl _ ui, vp) + VAt(Vuh’kH, Vo) + At((uﬁ . V)ufl, vp) + 7(dw uﬁuﬁ, vp)

—(§<¢’z“ — oh + At(uf - V) VR = AtS, ) + A = ufy vn), Yon € Vi

6: Trouver ph+1 dans P, At(div Vpk+1,xh) (div qu’kH,Xh),Vxh c P,
7 Trouver h+ dans Y}, (uffl U k“ + AthkH vp) = 0,YVu, € Yy

8: Résoudre dans Yy (uk+1 k+1,vH) =0,Yog € Yy

9: end for

Algorithm 39 Variante de "schéma 1" : "schéma 2"
1: for k=0,1,--- do
Trouver (bi“ dans X},

N

¢k+1 _ qb

3 (P ) + (Ve V) + ((af - V)6k un) + 5 (DF (6, 0} ), un) = 0.V € X,
4: Trouver uH k1 dans Yy

u* k+1 k

(-2 A7 H UH)+V(vu*k+1 Voug) + ((u}qu+1 V)u*ﬁkH—Sd,,vH)

R R ey S ot — ¢h skl oy kt1y skl

= — (div ujiuj ! on) - 7(( o+ (VS VeR o ) Yon € Y
5: Trouver uZ’kH dans Y},

(1 + 7AL) (uy, RFL_ ul, o) + vAH(Vuy L ) + At((uy kot - V)uy, KL o) + ?(dw ufulf vp)

( (0™ — o + At(ufy - V)op ) Vet — At%ﬂh) A (up =y, o), Yon € Y,

6 Trouver karl dans P, At(div VpkH, Xn) = (div uZ’kH,Xh),VXh € P,
7 Trouver thr1 dans Y} (u Kbl gk k“ + AthkH vp) = 0,Yu, € Yy,

8 Résoudre dans Yy (u ]}{H ufﬁl v) = 0,Yog € Yy
9

: end for
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Algorithm 40 1grille AC/ 2grilles NS (NS complet GG) "schéma 3"
1 for k=0.1,--- do
2: Trouver (bi“ dans X},

¢k+1 _ Qb

3 (P ) + (Ve V) + ((af - V)ok un) + 5 (DF (6, 0} ), vn) = 0.V € X,
4: Trouver uH k1 dans Yy

uy = ok K1 k41 k41

(i o) + v(Vu L Vug) + (W Vs = S, )

Sy gy | gt — ¢h k1 By g gt

= —i(dw ug g VH) — 5 (( A7 + (up V)o, )V H),VUH cYy
5: Trouver p’ngl dans Py At(div VpkH,XH) (div up} L xH),VxH € Py
6: Trouver ul“’dr1 dans Yy (u l}{“ u; kH + AthkH vH) =0,YVoyg € Yy

Trouver uh’ k1 Qans Yu

x % At
(1 + 7AL)(uy, Rl _ ufl,vp) + VAL(Vuy KL o) + At((uf - V)ulf,vp) + T(dzv ufuk vy)
( (pT = o + At(uf, - V) Vet — Atqu,Uh) + AL — o), Yo, €Y,
8: Trouver p’ngl dans P, At(div Vpkﬂ,xh) (div uZ’kH,xh),Vxh e P,

9: Trouver u} ™ dans Yy, (u}™ —u; k“ + AtVpET ) = 0,V €Y,
10: end for

Algorithm 41 Variante de "schéma 3" : "schéma 4"
1. for k=0,1,--- do

2: Trouver qﬁi“ dans X},
¢k+1 — (z)h k+1 k k k+1
: ( At ,I/Jh) + ’7(v¢h+ 7V¢h) + ((uh : V)¢ha ¢h) (DF(¢h7 qb + ) ¢h) = Oavd)h € Xh
4: Trouver u;}kﬂ dans Yy
*,k+1 k
- * * * At .
(% vi) + v(Vuy 1 ,Vog) + ((quJrl V)uh’,]€+1 — Se,vH) + 7(dw uﬁuz,vh)
B —l(d *xk xk+1 ) ((¢k+1 ¢h ( *k+1 )¢k+1)v¢k+1 ) v cY
=73 Wwug Uy ,VH ~ Al U gy VH ), VUH H

Trouver pl‘C+1 dans Py At(div VpkH,XH) (div uH 7XH) Vxm € Py

ot

6: Trouver u’}fl dans Yy (u l;;“l uy k+1 + AthkH vg) = 0,Yvg € Yy
7 Trouver uh “k+1 dans Y,
(14 7AL) (uy, kL _ ul, o) + vAH(Vuy L o) + At((uy ol V) ul ) + 7(dw ubuf, vp)
( (65" = 6f + At(uf - V)aF VT — ALy, o) + rAt(uy ™ = uly, vn), Yo, € Yy
8: Trouver th dans P, At(div VpkH, Xn) = (div uZ’kH,Xh),VXh e P,
9: Trouver thr1 dans Y} (u kbl g kH + AthkH vp) = 0,Yu, € Yy,

10: end for
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5.3.2 Séparation d’échelles pour la concentration et la vitesse

Dans les Algorithmes 38, 39, 40 et 41, nous présentons seulement la décomposition de la
vitesse; la concentration ¢ est calculée par un schéma implicite sur une grille fine. Dans ce
qui suit nous proposons de décomposer également la concentration. Dans I’Algorithme 42, la
vitesse n’est pas décomposée; les Algorithmes 43, 44, 45 et 46 traitent la décomposition de
la concentration et de la vitesse ou

F5 o, i) = DF (¢, ) + 285 (00! — o5 ) (0! — of)

¢k+l’ k—l—l).

comme défini dans [1] la partie linéaire de DF'( i

Algorithm 42 2 grilles AC- 1 grille NS (concentration uniquement)
1: for k=0,1,--- do

2: Trouver qzﬁlgrl dans Xg
k+l (ZS
3 (P ) + (Vo Vow) + (- V)0l wm) + 5 (DF(6, 0ff ). vm) = 0.
4: Yy € Xy
5: Trouver ¢k+1 dans X},
¢k+1 ¢h k+1 k k+1 k k
( At >¢h> + T((l) - (Z)h?wh) + ’7<v¢h+ 7vwh) + ((uh ' V)gbhvwh)
= 7(@h — b n) — S of eh ). vn) Ven € X
6: Trouver u}i’kﬂ dans Y},
up k1 k1 k+1 1 kwoktl
(et uy) + o (Vu ™ V) + (™ W = Sy, un) + 5 (div uyuyt o)
_ A ¢k+1_¢h HLARIR vAWL SR Y NS v Y,
- ’Y(( At (uh : )¢h ) ¢h 71)h), Vp € Yy

7 Trouver pk’drl dans P, At(div Vpkﬂ, Xn) = (div uZ’kH,Xh),VXh € P,
Trouver thr1 dans Y} (u Rl gk k“ + AthkH vp) = 0,Yu, € Yy,
9: end for

®
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Algorithm 43 2 grilles AC- 2 grilles NS "schéma, I"
1. for k=0,1,--- do
2: Trouver qﬁ]};H dans Xy

¢k+1 o d)
() (VR V) + (uf - V)6l vn) + S (DF (0, 0™, ) = 0,
4: Yg € Xy
5: Trouver qbi“ dans X,
k+1 _ ¢ X
(Fg o wn) +7(04 = 0hs vn) + (VR V) + ((uh - Ve, vn)
= (5" — Bl vn) — —(f<<z>’“+1, S o) Un), Yion € X
6: Trouver uH ! dans Yy
u* Jk+1 uk
(HTtH o) + v(Vuy kit , Vog) + ((uz,k+1 V)u?}kﬂ — Sg,vm)
1 K xktl Pptt — ¢h k+1 kt1yo k1
= —i(dl’l) uH uH 7UH> ’Y<( At ( [—} : v) h+ >v¢h+ 7UH>7VUH S YH
7 Trouver u;’kH dans Y},

x * At
(1 + A (™ — ulf vp) + vAH (V™ Voy) + At((uf - V)uf,vs) + 7t(dw bk o)
( (0! = ok + At(uy - V)op Vet — Athz),’Uh) + AW — Uk o), Yo, € Y,
8: Trouver th dans P, At(div Vpk+1,xh) (div uZ’kH,Xh),VXh e P,

9: Trouver u} ™ dans Y}, (uf™ — uj k+1 + AtVpET ) = 0,V €Y,
10: end for
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Algorithm 44 Variante de "schéma I" : "schéma II"
1. for k=0,1,--- do
2: Trouver qﬁ]};H dans Xy

¢k+1 o d)
() (VR V) + (uf - V)6l vn) + S (DF (0, 0™, ) = 0,
4: Yg € Xy
5: Trouver qbi“ dans X,
k+1 _ ¢ X
(Fg o wn) +7(04 = 0hs vn) + (VR V) + ((uh - Ve, vn)
= (5" — Bl vn) — —(f<<z>’“+1, S o) Un), Yion € X
6: Trouver uH ! dans Yy
u* Jk+1 uk
(HTtH o) + v(Vuy kit , Vog) + ((uz,k+1 V)u?}kﬂ — Sg,vm)
1 K xktl Pptt — ¢h k+1 kt1yo k1
= —i(dl’l) uH uH 7UH> ’Y<( At ( [—} : v) h+ >v¢h+ 7UH>7VUH S YH
7 Trouver u;’kH dans Y},

(1 + A0 (" = uf ) + vAHV T Vo) + At V) T ) + ~ (div uful vp)
( (65" = 6h + At(uf - V)GV — Aty vn ) + rAb(uy T =y o), Vo € Vi
8: Trouver th dans P, At(div Vpk+1,xh) (div uZ’kH,Xh),VXh e P,

9: Trouver u} ™ dans Y}, (uf™ — uj k+1 + AtVpET ) = 0,V €Y,
10: end for
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Algorithm 45 2 grilles AC- 2 grilles NS (NS complet GG) "schéma ITI"

1: for k=0,1,--- do
2: Trouver d)kﬂ dans Xy

k41
oo (P00 ) (V) + (- V)0l ) + S (DF (g, 7). ) = 0.

VwH & XH
Trouver qbi“ dans X},

A
(") + T(¢k+1 = Ohs ¥n) + (Ve Von) + ((uh - V)oh, tn)

=7(oh — oy n) — <f< Lo o), Un), Vb, € X

6: Trouver uH k1 Qans Yy
u* k+1 k;
( H UH) + V(Vu* k1 , Vog) + ((uj;,]€+1 V)uEkH — Se,vH)

At Bl
xk xk+1 (b _¢h (*k—i-l

1,
= —§(dw upg uyg,VH) = 5 (( Al V)epthvertt, H)aVUH €Yy

T: Trouver pk’drl dans Py At(div VpkH,XH) (div up 7XH) Vxu € Py
Trouver u];;rl dans Yy (u lf;“l uy k“ + Athk“ UH) =0,Yog € Yy
9: Trouver u;;’k“ dans Y},

* % At
(1 + 7A) (uy, kL u],i, vp) + uAt(Vuh’kH, Vo) + At((u’fL . V)u’fL, vp) + T(dw uﬁuﬁ, vp)
( (@Y — oF + At(ul - V)pE ) Vgt — AtS¢,vh) AT — ik o) Yo € Vi,
10: Trouver karl dans P, At(div VpkH, Xn) = (div uZ’kH,Xh),VXh € P,

11: Trouver thr dans Y}, (u Kbl gk kH + AthkH vp) = 0,Yu, € Yy,
12: end for
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Algorithm 46 Variante de "schéma ITI" : "schéma IV"
1. for k=0,1,--- do
2: Trouver qﬁ]};H dans Xy

k+1
(O ) 4 (T ) + (- V)0l )+ (DF (k). ) =0,
4: Yg € Xy
5: Trouver qbi“ dans X},
k+1 _ ¢
(Fxy ) + (04 = 0 ) + (VR V) + (- V), ¥n)
= 7(¢ — ) — —(fw’““, & 05T, ), Vibn € X,

6: Trouver uH ! dans Yy

U*Hk+1 — ul;{ * k+1 * k+1 s k+1

( A o) +v(Vug ™, Vo) + ((ug - V)ug S¢,v)

ki1
| oy ¢h k1
+ (uy -

1, .
= —g(dw Uy Uy VH) — 5 <( Al V)¢Z+1)V¢Z+1,0H>,V0H €Yy

7: Trouver plfj dans Py At(div Vpk'H,XH) (div uH ,XH) Vxg € Py
8: Trouver u%" dans Yy (uf! — u} k“ + AtV o) = 0,V € Yy

9: Trouver uZ’kH dans Y},

(1 + 7A) (uy, kL ulfL, vp) + vAL(Vuy k1 , Vup) + At((uyy Ll V)uh’kﬂ, vp) + ?(dw uﬁufb, vp)
= ( (65! — ok + At(ul - V)OSV — AtS, 0 ) + (i =y, vn), Yon € Vi
10: Trouver th dans P, At(div Vpk'H,Xh) (div uZ’kH,Xh),VXh e b,

11: Trouver u ! dans Y}, (up, kL k“ + Athk'H vp) = 0,Yu, € Yy,
12: end for

5.4 Simulations numériques

5.4.1 Fusionnement de deux bulles

En prenant le cas homogéne (Sy = 0) et un ¢p égal a deux bulles en contact nous pouvons
remarquer le fusionnement des deux bulles et la formation d’'un oval dans les Fig. 5.1 &4 5.4 pour
la décomposition uniquement de la vitesse et dans les Fig. 5.5 & 5.8 pour les algorithmes décom-
posant a la fois la concentration et la vitesse. Nous comparons nos résultats a ceux de [136] et
nous notons la compatibilité.

Sur un carré [—1, 1] x [—1, 1] nous considérons un maillage fin de Ny x Ny = 32 x 32 nceuds et un
grossier de N. x N. = 16 x 16 nceuds, pour un pas de temps At = 1073 et un temps final T = 0.5,
nous partons de deux bulles en contact ol la phase ¢ = 1 est & 'intérieur des bulles et ¢ = —1
a Dextérieur des bulles et la vitesse initiale est nulle avec Re = 10, = 0.05,v = 0.1, = 1076
et nous présentons la fonction ¢ aux temps t = 0,0.02,0.04,0.08 en adaptant 'EF Py pour la
fonction ¢ et la vitesse v et 'EF Py pour la pression p.

165



Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

5.4.1.1 Décomposition uniquement pour la vitesse
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FiGURE 5.1 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 a t = 0.
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5.4. Simulations numériques

FIGURE 5.2 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 a ¢ = 0.02.
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FIGURE 5.3 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 a ¢t = 0.04.
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o
+=0.08[se|

FIGURE 5.4 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 a ¢ = 0.08.

5.4.1.2 Décomposition de la concentration et de la vitesse

Pour les mémes parameétres, nous testons les algorithmes de la décomposition non seulement de
la vitesse mais aussi de la concentration.

169



Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

nsas
i
Lz
s
asarr
azem
asssar
e
- oz
P
s
-aanas
-azaity
-assrn
-asmsa
-y
-asorar
@
t=0[sec]
)
rea ren
[F rassz
P e
e arsam
wny it
asim asm
uso Az
= =]
o arms
7 usa ¥ usn
~aazam -aasas
-asemnn . e
asenss -asenss
o -
ez -amsr
-ason -asoin
t=0[sec] t=0[sec]
v v
weas nsas
o i
iz Lz
) s
asarr asarr
aziem azem
aassor aassor
T zma T ozma
= P
are arare
¥ s )
azzuer -azzier
s s
s -asemss
o -
P -ammor

t=0[sec]

t=0[sec]

FIGURE 5.5 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 a t = 0.
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FIGURE 5.6 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 a t = 0.02.
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FIGURE 5.7 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 a t = 0.04.
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FIGURE 5.8 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 a t = 0.08.

5.4.1.3 Comparaison en temps de calcul

Nous représentons le gain en temps de calcul CPU apporté par notre technique bi-grilles. La
comparaison est faite entre le schéma implicite (référence) résolu sur une grille fine et ceux de la
décomposition de la vitesse Tab. 5.1 et Fig. 5.9 et de la vitesse et la concentration Tab. 5.2 et
Fig. 5.10.
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32 x 16 points

Algorithm 38

Algorithm 39

Algorithm 40

Algorithm 41

T=05 schéma 1 schéma 2 schéma 3 schéma 4
| tig (en sec.) | 550.18 | 550.18 | 550.18 | 550.18 |
| tac (ensec.) | 305.19 | 309.88 | 309.13 | 312.39 \
b 0.55 0.56 0.56 0.57

ha

TABLE 5.1 — Séparation d’échelles Allen-Cahn/Navier-Stokes deux bulles (bi-grilles vitesse uni-

quement) Pqy/P;.

32 x 16 points

Algorithm 42

Algorithm 43

Algorithm 44

Algorithm 45

Algorithm 46

T=05 schéma I schéma II schéma IIT schéma IV
| tic (ensec.) | 550.18 | 550.18 | 550.18 | 550.18 | 550.18
| tac (ensec.) | 523.09 | 266.43 | 2734 | 270.65 | 276.63
baa 0.95 0.48 0.497 0.49 0.503

tha

TABLE 5.2 — Séparation d’échelles Allen-Cahn/Navier-Stokes deux bulles (bi-grilles concentration

et vitesse) Py /P;.

CPU time

©One grid
Two grids

Two grids

scheme 1

cl
scheme 4

0.25 0.3
time ¢

0.2

0.35

0.4 0.45 0.5

FI1GURE 5.9 — Comparaison CPU (deux bulles) entre le schéma sur une grille fine et ceux de
la méthode de séparation d’échelles (uniquement vitesse) : Algorithmes 38, 39, 40, 41 avec

T =0.5 et Ny =32, N, = 16.

CPU time

One grid

Two grids
Two grids
Two grids
Two grids scheme IV
Two grids

scheme |
scheme 11
scheme 1lI

concentration only

0.2 0.25

time ¢

0.3

0.35 0.4 0.45 0.5

FIGURE 5.10 — Comparaison CPU (deux bulles) entre le schéma sur une grille fine et ceux de la
méthode de séparation d’échelles (concentration et vitesse) : Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46
avec T'= 0.5 et Ny = 32, N, = 16.

Ainsi, nous constatons que la résolution par notre technique est deux fois plus rapide que la
résolution par un schéma implicite sur la grille fine. Le gain est maximal pour la décomposition
simultanée de la concentration et la vitesse.
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5.4. Simulations numériques

5.4.2 Bulle montante

Nous utilisons encore le modéle d’Allen-Cahn mais nous commencons par un ¢g égal a une bulle
rectangulaire et la force de flottabilite Sy = (0, —(1 + ¢)g(p1 — po) — (1 — @)g(p2 — po))T # 0
parce que nous considérons deux fluides avec des densités différentes p1 = 1 et po = 2 (densité
de fond pg = p1) et g = 10.

5.4.2.1 Décomposition uniquement pour la vitesse
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FiGUurE 5.11 — La solution ¢y bulle montante; de haut en bas et de gauche a droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 a t = 0.
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FIGURE 5.12 — La solution ¢y bulle montante; de haut en bas et de gauche a droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 a t = 0.02.
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FI1GURE 5.13 — La solution ¢ bulle montante; de haut en bas et de gauche a droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 a t = 0.04.
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FIGURE 5.14 — La solution ¢p bulle montante; de haut en bas et de gauche a droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 a t = 0.1.
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FIGURE 5.15 — La solution ¢ bulle montante; de haut en bas et de gauche a droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 a t = 0.2.
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FIGURE 5.16 — La solution ¢ bulle montante; de haut en bas et de gauche a droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 a t = 0.3.

5.4.2.2 Décomposition de la concentration et de la vitesse

Pour les mémes parameétres, nous testons les algorithmes de la décomposition non seulement de
la vitesse mais aussi de la concentration.
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FiGURE 5.17 — La solution ¢ bulle montante; de haut en bas et de gauche a droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 a t = 0.
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FIGURE 5.18 — La solution ¢ bulle montante; de haut en bas et de gauche a droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 a t = 0.02.
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FIGURE 5.19 — La solution ¢ bulle montante; de haut en bas et de gauche a droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 a t = 0.04.
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FicUrE 5.20 — La solution ¢y bulle montante; de haut en bas et de gauche a droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 a t = 0.1.
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F1GURE 5.21 — La solution ¢y bulle montante; de haut en bas et de gauche a droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 a t = 0.2.
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FIGURE 5.22 — La solution ¢y bulle montante; de haut en bas et de gauche a droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 a t = 0.3.

5.4.2.3 Comparaison en temps de calcul

Nous représentons le gain en temps de calcul CPU apporté par notre technique bi-grilles. La
comparaison est faite entre le schéma implicite (référence) résolu sur une grille fine et ceux de la
décomposition de la vitesse Tab. 5.3 et Fig. 5.23 et de la vitesse et la concentration Tab. 5.4 et
Fig. 5.24.
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32 x 16 points

Algorithm 38

Algorithm 39

Algorithm 40

Algorithm 41

T=0.5 schéma 1 schéma 2 schéma 3 schéma 4
| tig (ensec.) [ 575.1 | 575.1 | 575.1 | 575.1 |
| tag (en sec.) | 366.35 | 3718 | 368.42 | 375.12 |
b 0.64 0.65 0.64 0.65

ha

TABLE 5.3 — Séparation d’échelles Allen-Cahn/Navier-Stokes bulle montante (bi-grilles vitesse
uniquement) Py /Py.

32 x 16 points

Algorithm 42

Algorithm 43

Algorithm 44

Algorithm 45

Algorithm 46

T=0.5 schéma I schéma II schéma IIT schéma IV
| tig (ensec.) [ 575.1 | 575.1 | 575.1 | 575.1 | 575.1
| tag (en sec.) | 496.71 | 287.06 | 288.71 | 290.32 | 281.88
b 0.86 0.499 0.502 0.505 0.490

tha

TABLE 5.4 — Séparation d’échelles Allen-Cahn/Navier-Stokes bulle montante (bi-grilles concen-
tration et vitesse) Py/Py.

CPU time

600 T

One grid

Two grids scheme 1
Two grids scheme 2
Two grids scheme 3
Two grids scheme 4

0.25
time ¢

0.2

0.3

0.35 0.4 0.45 0.5

FIGURE 5.23 — Comparaison CPU (bulle montante) entre le schéma sur une grille fine et ceux
de la méthode de séparation d’échelles (uniquement vitesse) : Algorithmes 38, 39, 40, 41 avec
T =0.5et Ny =32,N. = 16.

CPU time

©One grid
Two grids scheme |
ch

o 0.05

0.2 0.25

time ¢

0.1 0.15

0.3

0.35 0.4 0.45 0.5

FIGURE 5.24 — Comparaison CPU (bulle montante) entre le schéma sur une grille fine et ceux
de la méthode de séparation d’échelles (concentration et vitesse) : Algorithmes 42, 43, 44, 45,
46 avec T'= 0.5 et Ny = 32, N. = 16.
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Nous déduisons que la méthode de séparation d’échelles réduit le temps de calcul CPU de la
résolution par un schéma implicite sur une grille fine & sa moitié. Nous bénéficions d’un gain si
notre technique est appliquée a la fois & la concentration et & la vitesse.

5.5 Etude de stabilité : comparaison avec un schéma semi-implicite

Nous avons démontré dans les sections précédentes que notre technique bi-grilles (deux bullles
en contact ou bulle montante) est plus rapide que approche par un schéma implicite sur une
grille fine. Il est clair que le schéma implicite est super stable mais nous pouvons comparer la
stabilité de nos algorithmes bi-grilles a celle du schéma semi-implicite (explicite en ¢ ((¢F)2 —1)
et (uF - V)uk).

Nous démontrons que notre schéma bi-grilles est plus stable en termes de At. L’avantage de
la séparation d’échelles que nous appliquons est qu’elle nous permet d’adapter des pas de temps
supérieurs a ceux du schéma semi-implicite. Comparer les deux techniques pour un méme pas
de temps At montre que notre technique nécessite plus de temps que ’approche par le schéma
semi-implicite. Mais si nous investissons dans le gain de stabilité en At nous adapterons un pas
de temps plus grand et nous convergerons plus rapidement pour un temps final fixé 7.

Comme la décomposition de la concentration et de la vitesse est plus avantageuse que la dé-
composition de la vitesse uniquement, nous comparons 1I’Algorithme 43 bi-grilles au schéma
explicite en terme non linéaire de I’équation d’Allen-Cahn et de Navier-Stokes suivant :

Algorithm 47 AC-NS une grille : Schéma semi-implicite "Ref 2"
1: for k=0,1,--- do
2: Trouver qbflﬂ dans X},

d)k:Jrl (ZS
3 () + V(YR V) + (uf - )k, n) + 56K ((65)* = 1).vn) = 0% € X
4: Trouver uh’k+1 dans Y},
5:
WLk
(o) + (V™ Vo) + (uf - V)uf, — Sp, )
Lk skl Aot = ¢h L) gLy gt
= ——(div uy u," " vp) — S((Fh——Th + (uy, V) )NV G o), Yoy €Y,
2 y At
6: Trouver th dans P, At(div Vpk'H, Xn) = (div u;‘L’kH,Xh),VXh e P,
7 Trouver uhJrl dans Y}, (uj kel _ ZkH + AthkJrl vp) = 0,Yu, € Yy
8: end for
’ Schéma ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘
Algorithme 43 | 0.001 | 0.001 | oui 0.01 | oui 0.05 | oui 0.1 | oui
schéma 1
Algorithme 47 0.001 | oui 0.01 | oui 0.05 | non 0.1 | non
Ref 2

TABLE 5.5 — Re = 10, Ny = 32, N, = 16,[P; /P éléments (cas de deux bulles)

188



5.5. Etude de stabilité : comparaison avec un schéma semi-implicite

’ Schéma ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘
Algorithme 43 | 0.001 | 0.01 | oui 0.05 | oui 0.1 | oui
schéma [

Algorithme 47 0.01 | oui 0.05 | non 0.1 | non
Ref 2

TABLE 5.6 - Re = 100, Ny = 32, N, = 16,Py/IP; éléments (cas de deux bulles)

’ Schéma \ T \ At \ Stable \ At \ Stable \ At \ Stable ‘
Algorithme 43 | 0.001 | 0.01 | oui 0.05 | oui 0.1 | oul
schéma 1
Algorithme 47 0.01 | oui 0.05 | non 0.1 | non
Ref 2

TABLE 5.7 — Re = 400, Ny = 32, N, = 16,IPy/IP; éléments (cas de deux bulles)

’ Schéma \ T \ At \ Stable \ At \ Stable \ At \ Stable ‘
Algorithme 43 | 0.001 | 0.01 | oui 0.05 | oui 0.1 | oui
schéma I
Algorithme 47 0.01 | oui 0.05 | non 0.1 | non
Ref 2

TABLE 5.8 — Re = 1000, Ny = 32, N, = 16,P5/P; éléments (cas de deux bulles)

Du/Dt vs time Du/Dt vs time Du/Dt vs time

10?

—— Semimplt One gid ACNS —— Semimplct One grd ACNS —— Semimplt One g ACNS
—— Tuwo gids scheme | —— Tuwo grids scheme | — Tuo gids scheme |
Fly Impcit Oe gl Fly Impcit Oe gl Fuly Impcit Oe gl

|| D) D] 1
|| D2/ Dt||
/
| D/ Dr)|

e

P L P L P L 109 P L P L P L 108 P L P L P L
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
time ¢ time ¢ time ¢

10°

FIGURE 5.25 — 5 vs temps : pour At = 1072, Ny =32, N, = 16 pour Re = 100,400, 1000
L2(Q)

de gauche a droite (cas de deux bulles).

Les courbes des Fig. 5.25 (respectivement 5.26) montrent que notre technique approche de la
méme maniére que les schémas implicite et semi-implicite pour le cas de deux bulles (respec-
tivement le cas d’une bulle montante). Nous pouvons déduire que par la technique bi-grilles
nous sommes 10 fois plus stable que le schéma semi-implicite résolu sur une grille pour Re =
10, 100, 400 et 1000.

Pour le cas d’une bulle montante nous gagnons en stabilité de pas de temps At. Notre schéma
bi-grilles (Algorithme 43) est 3 fois plus stable pour Re = 10, 100. Mais nous perdons ce gain
pour des grands Reynolds ; le schéma bi-grilles (Algorithme 43) est autant stable que le schéma
semi-implicite (Algorithme 47) pour Re = 400 et 1000.
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’ Schéma ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘
Algorithme 43 | 0.001 | 0.001 | oui 0.01 | oui 0.03 | oui 0.05 | non
schéma I
Algorithme 47 0.001 | oui 0.01 | oui 0.03 | non 0.05 | non
Ref 2

TABLE 5.9 - Re = 10, Ny = 32, N. = 16,IPy/P; éléments (cas d’une bulle montante)

’ Schéma ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘
Algorithme 43 | 0.001 | 0.01 | oui 0.03 | oui 0.05 | non
schéma [

Algorithme 47 0.01 | oui 0.03 | non 0.05 | non
Ref 2

TABLE 5.10 — Re = 100, Ny = 32, N, = 16,P/IP; éléments (cas d’une bulle montante)

’ Schéma \ T \ At \ Stable \ At \ Stable \ At \ Stable ‘
Algorithme 43 | 0.001 | 0.003 | oui 0.005 | non 0.01 | non
schéma 1
Algorithme 47 0.003 | oui 0.005 | non 0.01 | non
Ref 2

TABLE 5.11 — Re = 400, Ny = 32, N, = 16,Py/IP; éléments (cas d'une bulle montante)

Schéma ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘
Algorithme 43 | 0.001 | 0.001 | oui 0.003 | non 0.005 | non
schéma I

Algorithme 47 0.001 | oui 0.003 | non 0.005 | non
Ref 2

TABLE 5.12 — Re = 1000, Ny = 32, N, = 16, P /P; éléments (cas d'une bulle montante)

Du/Dt vs time Du/Dt vs time Du/Dt vs time
———— e S —_—

6
55[
5
45 5
4

N ‘
35 \ NI
2

|| D/ Dt 1
e
|| D/ Dt||

|| Duy Dt

0 0;]5 0‘1 D‘lE G‘Z C;S U‘S 0‘35 0‘4 U‘45 05 0 0;]5 0‘1 U‘lE G‘Z C;S U‘B 035 0‘4 U‘45 05 0 0215 C‘l U‘lE O‘Z C;S U‘B 035 0‘4 ﬂ‘45 705
time £ time £ time ¢
vs temps : (cas d’une bulle montante) de gauche a droite : At =
L2(Q)
1072, Re = 100 , At = 3 x 1073, Re = 400 et At = 1073, Re = 1000.

FIGURE 5.26 — H@u
ot

5.6 Conclusion

Nous pouvons conclure que notre technique bi-grilles approche la solution plus rapidement que
le schéma implicite sans perte de consistance; le temps de calcul CPU est réduit de rapport
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0.5 pour une décomposition en échelles et espaces de la concentration et de la vitesse. Par la
séparation d’échelles nous atteingnons des grands At sans affaiblir la stabilité. Cette stabilité en
terme de At peut se traduire aussi en un gain en temps de calcul CPU par rapport au schéma
semi-implicite ; 'adaptation d’un grand pas de temps At par notre technique permet d’atteindre
un temps final 7" en moins de temps que le schéma semi-implicite limité par son At.

Nos schémas bi-grilles sont a mi-chemin entre le schéma implicite (lent mais stable) et le schéma
semi-implicite (rapide mais limité en At).

191



Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

192



Chapitre 6

Couplage Cahn-Hilliard /Navier-Stokes
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Les écoulements incompressibles & deux phases ont fait 'objet des recherches ces derniéres an-
nées vu leur large domaine d’application : les bulles de gaz piégées dans 1’eau, les filaments d’eau
tombant dans 'air, les mélanges huile-eau, les mélanges de polymeéres, les fluides biologiques.

La complexité de ces modéles apparait dans les équations couplant la vitesse uw et la pres-
sion p. Afin de dépasser cet obstacle, nous avons eu recours aux schémas de type projection
[124, 125, 126, 187] ou nous découplons la vitesse de la pression en introduisant une vitesse in-
termédiaire et utilisant la propriété de divergence nulle.

D’autre part, I’épaisseur de la surface de séparation e (généralement petite) rend les équations
de phase difficiles a résoudre. En effet, les schémas numériques semi-implicites, faciles a résoudre
car le terme non linéaire est traité explicitement, sont limités en pas de temps At < €* (cf. [187]).
Pour y remédier, Shen a proposé d’ajouter un terme de stabilisation afin de traiter explicitement
le terme non linéaire. Nous présentons dans [1| et au Chapitre 2 une technique de séparation
d’échelles et stabilisation uniquement des hautes fréquences. En effet, nous aurons des schémas
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inconditionnellement stables.

Dans ce chapitre, nous adaptons la méthode bi-grilles développée au Chapitre 3 pour ’équation
de Cahn-Hilliard et celle bi-grilles de projection du Chapitre 4 pour les équations de Navier-
Stokes . Dans la section 6.2, nous introduisons un schéma de référence. Des schémas bi-grilles
décomposant en échelles uniquement la vitesse et d’autres traitant la concentration ¢ et la vitesse
u sur deux espaces grossier et fin sont développés a la section 6.3. Des simulations numériques
sont présentées a la section 6.4 pour le cas d’une bulle rectangulaire et deux bulles en contact.
Ces résultats sont en accord avec ceux de Hua [136] et sont obtenus en un temps réduit de
CPU par rapport a ceux du schéma implicite considéré sur un espace fin. Dans la section 6.5,
nous gagnons aussi au niveau du pas de temps maximal At; si nous comparons nos algorithmes
bi-grilles au schéma semi-implicite limité par la finesse de la surface de séparation.

6.1 Modéle de champs de phase CH/INS

Le modéle de champs de phase Cahn-Hilliard /Navier-Stokes pour les fluides diphasiques a été
étudié numériquement par plusieurs auteurs [54, 62, 123]. Pour un mélange de fluides de diffé-
rentes densités nous référons le lecteur a [161]. Nous considérons un modéle de champs de phase
de Cahn-Hilliard. 11 peut étre écrit comme 1’équation de réaction-advection-diffusion.

%—i—u-Vqﬁ:'yA(A(b—f(qﬁ)) (6.1)

et I’équation de la quantité de mouvement

00 (?;: + (u- V)u) —vV.D(u) + Vp+ AV - (Vo ® Vo) = Sy, (6.2)

avec

Vou=0, (6.3)

une condition d’incompressibilité. Ici ¢(x,t) € [—1,1] est la phase du mélange, u la vitesse du

fluide, p la pression, v le paramétre de viscosité, A le coefficient de tension superficielle, € I’épais-
1

seur de linterface, f(¢) = F'(¢) et v le temps de relaxation élastique. D(u) = §(Vu + (Vu)h)

désigne le taux du tenseur de déformation et Sy = (0, —(1+¢)g(p1 — po) — (1 — ) g(p2 — po))? la

force de flottabilité avec la densité de fond pg, la densité des fluides 1 et 2 py et p2 respectivement
et la gravité g.

1
Dans la suite nous prenons F'(¢) = (¢* —1)% et pg = p1. D’aprés [136, 161], nous réécrivons

T 4e?
V- (V¢ ® V¢) comme suit

V- (V6© Vo) = —y(wtet)Vo+ V(‘V;MQ +F(@)).
Ainsi le systéme sera
gfm.vqs: %A(w+c¢), (6.4)
w=—2A¢+ f(¢) — cg, (6.5)
Po (% + (u V)u) — vAu+ Vp— 6%(w +cp)Vep = S, (6.6)
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V-u=0, (6.7)
Le modéle de champs de phase de Cahn-Hilliard vérifie une loi (6.9) sur I’énergie du systéme

1

A
E=5p0 lull 20y + 5 IVell72() + >\/QF(¢)- (6.8)

o) Ay
9 (51l + 5 1961220 + A / F(9)) = —vIIVuliz@ = 7 IV(w+c6)[F20) . (69

cf. [136, 161, 187].

6.2 Schéma classique sur une grille

Liu et al.[136, 158, 159, 162] ont présenté un schéma temporel de second ordre pour le modeéle de
champs de phase de Cahn-Hilliard, o1 une loi d’énergie discréte est obtenue en utilisant ’élément
fini C° en espace et un schéma centré. Nous proposons de comparer notre étude a celle effectuée
dans [136].

Nous présentons un schéma implicite ou la vitesse et la pression sont calculées par la méthode
de projection Chorin-Temam introduite dans le Chapitre 4. Nous présentons le schéma de
référence :

Algorithm 48 CH-NS une grille (référence) "Ref 1"

1: for k=0,1,--- do

2: Trouver (¢k+1 k+1) dans X x Wy,

¢k+1 o (z)
(R Yn) + ;2( (wi ™+ edy ™), V) + ((ufy - V)l ton) = 0,¥y € X,

: (wit Cqﬁlffl,Xh) (Vﬁka, Vxn) = (DF(6f, &), xn) = 0,Yxn € Wi
5 Trouver v« **! dans Vj,

= w

k+1
*, k-4 uk

u * * *
(hTth,vh) + I/(Vuh’kH, Vop) + ((uh’k+1 . V)uh’k+1,vh)

1, .. * A
- —i(dw uz kuh kH, vp) + ;2(( wht 4 ch)kJrl)ng’“Jrl n),Vop, € Yy,

B

Trouver pkJrl dans P, At(div Vpk+1,77h) (div uZ’kJrl,nh),Vnh c P,
Trouver u +1 dans Y}, (u kel k+1 + AthkJrl vp) = 0,Yu, € Yy,
8: end for

=

v siu v, est le choix qui garantit la stabilité inconditionnelle

u
f(u) siu=wv,
de 'équation de Cahn-Hilliard cf. Chapitre 3 et [188].

F(u) — F(v)
ou DF (u,v) = —

Nous appliquons la technique de projection et essayons de calculer (u k“, pffl, fLH) I’approxi-

mation de u(t**1) = u((k + 1)At), p(t*+1) = p((k + 1) At) et ¢(tF1) = ¢((k + 1)At) a partir de
(ufs, P> OF)-
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6.3 Schémas bi-grilles

Nos algorithmes suivent la technique de séparation d’échelles exposée au Chapitre 3 pour
I’équation de Cahn-Hilliard et au Chapitre 4 pour ’équation de Navier-Stokes . Deux types
d’algorithmes apparaissent ; certains décomposent uniquement la vitesse d’autres décomposent
la concentration ¢ et la vitesse.

6.3.1 Séparation d’échelles uniquement pour la vitesse

La vitesse peut étre traitée sur deux grilles de quatre maniéres différentes :

e L’Algorithme 49 sépare les échelles de la vitesse intermédiaire uy. Sous la condition de
divergence nulle, la pression p;, est calculée puis la vitesse up qui est restreinte a la grille
grossiére pour obtenir u’}’{ pour la prochaine itération.

e L’Algorithme 50 remplace (u} - V)u§ par (u% - V)u} : variante de I’ Algorithme 49.

e L’Algorithme 51 consiste a utiliser uy (obtenu par la méthode de projection sur la grille
grossiére) et non la restriction de la solution trouvée aprés stabilisation sur la grille fine.

e [’Algorithme 52 constitue une variante de I’Algorithme 51 ; nous employons (u’fLV)u’fL
au lieu de (uy; - V)uy.

Algorithm 49 1 grille CH- 2 grilles NS "schéma 1"
1: for k=0,1,--- do
2: Trouver (¢y™!, wit!) dans X, x W,
¢k+1 o Q5
(P o) + S5 (V(f T 4 e V) + (- V)6 vn) = 0,V € X
s (it + cqﬁffl,x;z) (Wﬁ'“+1 Vxn) — (DF(f, ¢1F), xn) = 0,Yxn € Wh

= w

5: Trouver u;{k 1 dans Yy
* K+ uk
(HiH o) + v(Vug i+l ,Vog) + ((szHl“H_l V)u*’kH,UH)

At
1 * * A
- —§(div ququ+1,’UH) + = = 5 ((wy, kel czka)Vd)kH, vy),Yog € Yy

k1
6: Trouver u;""" dans Y},

* * 1, .
(1+7A)(uy, e+l _ ul,vp) + vAL(Vuy L Top) + At((uf - V)uk o) + i(dw ufuf, vp)

% A
= TAt(uy kL uk, ) + (At( ML e VR uy), Yy, € Y,

7: Trouver pkH dans P, At(div Vpk'H, n) = (div uZ’kH,nh),Vnh e b,

8: Trouver u} ™ dans Y}, (uf™ — ,’;Hl + AthkH vp) =0,V €Y
9: Résoudre dans Yy (u ];I'H — quH,UH) =0,Yog € Yy
10: end for
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Algorithm 50 Variante de "schéma 1" : "schéma 2"
1: for k=0,1,--- do
2: Trouver ((Z)k'H k+1) dans X, x Wy,
¢k+1 _ (z)
s () + ;2( (Wit + ™), Von) + ((uf, - V), n) = 0, ¥y, € X,
4 (wy ™+ edf T xn) — € (Wf;“,wh) (DF(f, ¢1™) xn) = 0,Yx5 € W
5

Trouver u;}kﬂ dans Yy
* K+l uk
(711 A7 H o) + v(Vug k1 ,Vog) + ((uquJrl V)u*h’,kﬂ,vH)

= —§(dzv ququH,vH) + — > 5 ((wy, R+l (ka) (ka, vy),Yog € Yy

6: Trouver u;’kH dans Y},

(14 A8 (" =l op) + v ALV Vo) + At V) ul T 0y)

1 « A
= —7(dw upuf, vp) + AL (U} Rk o) + (At( ML L e VR o), Yoy, € Y5,

T: Trouver phJr dans P, At(div Vpk+1,77h) (div “h 1,77h),V77h e b,
8: Trouver uh+1 dans Y}, (u ;‘;H ™ k“ + AthkH vp) = 0,Yu, € Yy,
9: Résoudre dans Yy (u 1;[+1 uﬁ“ vg) = 0,Yog € Yy

10:

11: end for

Algorithm 51 1 grille CH/ 2 grilles NS (NS complet GG) "schéma 3"
1: for k=0,1,--- do
2: Trouver ((bk—H k+1) dans X; x W),
O — &N
(P ) + *( (wi ™+ o ™), V) + ((uf; - V)l n) = 0,V € X,

4: (wit! + C¢k+17Xh) (V¢k+1 Vxn) — (DE(¢5, 5h), xn) = 0,¥xn € Wy
5 Trouver *Hkﬂ dans Yy

(u vir) + I/(Vu* k1 ,Vog) + ((u;[kJrl V)u*’kH, Vi)

1 * * A
- —§(div ququH,vH) + = 2 5 ((wy, Rl qka)ngkH, vy),Yog € Yy

6: Trouver pkJrl dans Py At(div VpkH,nH) (div uyy ,77H) Vng € Py
7 Trouver ulfjrl dans Yy (u ]}{H u kH + AthkH vH) =0,YVog € Yy
8: Trouver uZ’kH dans Y},

(14 7A8) (" =l op) + v AV Vo) + At((uf - V)l op)

1 « A
= —7(dw upuf, vp) + AL (U} Lk o) + (At( ML L e VR o), Yoy, € Y,

9: Trouver pkH dans P, At(div Vpk+1,77h) (div uZ’kH,nh),Vnh e b,
10: Trouver uh+1 dans Y} (u, kel _ k“ + Athk'H vp) = 0,Yu, € Yy,
11: end for
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Algorithm 52 Variante de "schéma 3" : "schéma 4"
1. for k=0,1,--- do
2: Trouver ((j)kJrl k“) dans X x W),

¢>’“+1 — o
3 (FE———t ) + 3 ( (Wit + i ™), Vo) + ((uf; - V)op, ¥n) = 0,4y, € X,

4: (wk+1 + c¢k+1,>l<€h) e2 (Vi Vxn) — (DF(¢F, 65T, xn) = 0,¥xn € Wy
* k+1
5 b

Trouver uj dans Yy
uy -k k+1 k+1 k+1
(o) + (Vi ™ Vo) + (™ V)ug™ on)

At
1 vk % A
—i(div Hkqu+17UH) + = = 5 ((wy, M cpi TVt o), Yo € Y

6: Trouver pkH dans Py At(div Vpk+1,77H) (div uH ,77H) Vng € Py
7: Trouver u% dans Yy (uf! — u} k+1 + AtVpET vg) = 0,Yog € Yy
8: Trouver uh k“ dans Y},

(14 TAt)( *ohtL _ uf,vp) + vAH(Vuy L o) + At((uy kot - V)ul o)
* A
= —f(dw ufuf, op) + AL (u} Lk o) + (At( i cqbk"'l)quiH,vh),Vvh ey,

9: Trouver karl dans P, At(div Vp’”l,nh) (div uh 1,nh),Vnh € b,
10: Trouver u, k41 dans V), (up, kL k“ + AthkH vp) = 0,Yu, € Yy,
11: end for

6.3.2 Séparation d’échelles pour la concentration et la vitesse

Une décomposition uniquement pour la vitesse est présentée dans les Algorithmes 49, 50, 51
et 52, alors que nous calculons la concentration ¢ par un schéma implicite sur une grille fine.
Dans ce qui suit nous proposons de décomposer également la concentration. Dans I’Algorithme
53, la vitesse n’est pas décomposée ; les Algorithmes 54, 55, 56 et 57 traitent de la décompo-
sition de la concentration et de la vitesse ou f((ka, oF, qka) DF((ka, oF) + 2¢k+1(¢k+1
¢k+1)(¢k+1 #F) comme défini dans [1] la partie linéaire de DF((/ﬁkH, ¢k+1).
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Algorithm 53 2 grilles CH- 1 grille NS (concentration uniquement)
1. for k=0,1,--- do
2: Trouver (o5 wh™) dans Xy x Wg

1
3: (A (bH,w ) + ;(V( witt 4+ e, Vo) + ((ufy - V)oh vu) = 0,Vg € Xg

4 (it + ed ™ xm) = (VO Vxm) — (DF(@y, 37, xu) = 0,Yxm € Wi
5 Trouver ((j)kJrl k+1) dans X x W),

Pt _
AL # (V4 o) V) + (- D)ok ) = 0¥ € X
(wyt! +C¢k+1,><h) £ (W’ﬁﬂ Vxn) — (o — 68, xn)
= —T( ML ok xn) + (F(O5TY oF, oF ™), xn), Y € W

s k+1
h

6: Trouver u dans Y,

,Up) V(Vuh’kH, Vo) + ((uh’lﬁ'1 : V)uh’kH, vp) + i(dw Uy kuh ans vp)
A
= Sy + gy VLT n), Yo € Vi,
T: Trouver p’ngl dans P, At(div Vpkﬂ, n) = (div uZ’kH,nh),Vnh e b,

8: Trouver h“ dans Y}, (u iﬂ Uy k“ + AthkH vp) = 0,Yu, € Yy,
9: end for
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Algorithm 54 2 grilles CH- 2 grilles NS "schéma I"

. for k=0,1,--- do
2: Trouver (¢}, g k“) dans Xy x Wy
¢k+1 d)
3 (PP ) 4+ (V™ + oo™, V) + ((uf - V)6l ) = 0.Vem € X

(it + C¢k+17XH) (Vo™ V) — (DF(¢hy, ¢35 ), xm) = 0,Yxw € Wi
Trouver ( ’fLH, k+1) dans X;, x W,

¢k+1 _ Qb ~
ch TR ) + ;(V(w,’i“ + e ), V) + ((ufy - V)ok, vn) = 0,y € X,

(L
(wpth + cop ™, xn) — (Vi , V) — (o) = 6F, xn)
= —T( ML ok xn) + (F(O5TY o, 08T, xn), Y € Wiy

6: Trouver u H k1 dans Yy
wy ™t -k K1 E+1 k41
(HTtH o) + v(Vug Vo) + ((uy) + - V)uy ow)
= *Q(dw up gt vg) + ;2(( Wit 4 el TV vp), Yoy € Y

k1
T Trouver u;""" dans Y},

(14 7A) (w* T = ulf o) + vAHVE Y Voy) + A((uff - V)l o) + %(dw ubul vp)

* A
- TAt( el ulﬁlv Uh) (At( P + C¢k+1) ¢k+17 h)avvh € Yh

8: Trouver phJr dans P, At(div Vpk+1,77h) (div uy’ l,nh),Vnh c P,

9: Trouver h+1 dans Y}, (u fLH ™ k+1 + Athk'H vp) = 0,Yu, € Yy
10: Résoudre dans Yy (u lf;“l uﬁ“ vg) = 0,Yoyg € Yy

11:

12: end for
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Algorithm 55 Variante de "schéma I" : "schéma 11"
1. for k=0,1,--- do
2: Trouver (¢}, g k“) dans Xy x Wy

k+1
3: ((b A (bH’wH) (V( k+1+c¢k+1) va)+(( k )¢]I€—Ia¢H):OV'¢H€XH

(it + C¢k+17XH) (Vo™ V) — (DF(¢hy, ¢35 ), xm) = 0,Yxw € Wi
Trouver ( ’fLH, k+1) dans X;, x W,

¢k+1 _ Qb ~
ch TR ) + ;(V(w,’i“ + e ), V) + ((ufy - V)ok, vn) = 0,y € X,

(L
(wpth + cop ™, xn) — (Vi , V) — (o) = 6F, xn)
= —T( ML ok xn) + (F(O5TY o, 08T, xn), Y € Wiy

6: Trouver u H k1 dans Yy
wy ™t -k K1 E+1 k41
(HTtH o) + v(Vug Vo) + ((uy) + - V)uy ow)
= *Q(dw up gt vg) + ;2(( Wit 4 el TV vp), Yoy € Y

k1
T Trouver u;""" dans Y},

(14 7A8) (™ =l vp) + v ALV Vo) + At V) u T 0y)
1
= ——(dw uhuh, vp) + TAt (U okl ul}}, vp) + A (At( k41 ¢k+1) QSiJrl,vh),Vvh ey,

8: Trouver p’ngl dans P, At(div Vpk+1,77h) (div uZ’kH,nh),Vnh e b,

9: Trouver u +1 dans Y}, (u ﬁ“ ™ k+1 + AthkH vp) = 0,Yu, € Yy
10: Résoudre dans Yi (uf kbl ui“ vg) = 0,Yog € Yy

11:

12: end for
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Algorithm 56 2 grilles CH/ 2 grilles NS (NS complet GG) "schéma III"

. for k=0,1,--- do
2: Trouver (¢%™, k“) dans Xy x Wy

k+1
L ‘z’H,wm <V< W edl™), Vor) + ((uf - V), vm) = 0,V € Xi

4 (w§1“+c¢’““,xH> (Vo Vxn) — (DF (¢, ¢), xu) = 0.xu € Wi
5 Trouver ((j)kJrl k“) dans X x W),

¢k+1 _ ¢h

/‘\

n) + S5 (V™ eoh ™), V) + (uf - V)6 im) = 0,%4, € X

(Wit + egf ™ xn) — 2V, Vi) — T(of T — ok, xn)
- (¢k+1 - ¢H7Xh) (f(¢k+17 ¢h7 ¢k+1> Xh)7th c Wh
6: Trouver u H ++1 dans Yy
wy ™t -k K1 k41 k41
(HTtH o) + (Vs Vo) + (W3 V™ o)
1

= —§(d“’ “Hk“HkHaUH) + 67(( Wit + e TV vy), Yoy € Y

7: Trouver pkJrl dans Py At(div VpkH,nH) (div uH ,nH) Vng € Py
Trouver u];jrl dans Yy (u]fq“ u kH + AthkH ver) = 0,Yog € Yy
9: Trouver v **! dans Y,

(14 7A) (T — ko) + vAH (VU Whi + AL((uf - V)b vy)
1 x
= (dw ufuf, vp) + AL (U} Lk o) + (At( ML e VR o), Yy, € Y,
10: Trouver ph+1 dans P, At(div Vpk+1,nh) (div uZ’kH,nh),Vnh e b,

11: Trouver uh+ dans Y} (u, kel g k“ + Athk'H vp) = 0,Yu, € Yy,
12: end for
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Algorithm 57 Variante de "schéma ITI" : "schéma IV"
1: for k=0,1,--- do
2: Trouver (¢}, g k“) dans Xy x Wy

k1
(O At (bH,wH) (V! 4 e ), Vom) + (uf - V)l vm) = 0,905 € X
4 (wit +C¢k+17XH) (V<Z>k+1 Vxu) — (DF($, &5 ), xr) = 0,Yxm € Wi
5 Trouver (phtt, k+1) dans X, x W,
oyt — o 1l k1 k1 k o\ ik _
(e ) + 2 (V(wy ™ 4+ e ), Vo) + ((up - V)@p, ¥on) = 0,Viby € X,

wi et xn) — (Ve Vixa) — (o = 65, xa)
_T( L (Z)HaXh) + (f( k+17 ¢h> d)k—i—l) )>th € Wh

| | A

6: Trouver u; H ! dans Yy

[ —Uu * * *
(- ) + V(Vulfﬂ, Vo) + ((uy ht1 V)uy; kL Vi)

- A
_ **(d’LU Uﬁku*]_}k+1avH) + ?(( k+1 +C¢k+1)v¢k+l ),\V/’UH c YH

T: Trouver p’ngl dans Py At(div Vpk+1,77H) (div uH 1,77H),V77H € Py
Trouver u]};rl dans Yy (u];;“l u k+1 + AthkH vpr) = 0,YVog € Yy

9: Trouver uZ’kH dans Y},

(1 +17-At)( SEEL ko) 4 v ALV wh; + AL ) uf Tt )

= —5 (div ubulf o) + TAH W — Uy o) + 5 (At(w, ML L e VR uy), Yoy, €Y,
10: Trouver ph+1 dans P, At(div Vpk+1,77h) (div uZ’kH,nh),Vnh e b,

11: Trouver u} ™ dans Y}, (uf™ — uj k+1 + AtVpET ) = 0,V €Y,
12: end for

6.4 Simulations numériques

6.4.1 Deéformation d’une bulle rectangulaire

Nous présentons dans cette section la déformation de la bulle rectangulaire ¢g et la formation
d’une bulle circulaire. Les résultats des Algorithmes 49, 50, 51, 52 décomposant uniquement la
vitesse sont dans les figures 6.1, 6.2, 6.3, 6.4. Alors que les figures 6.5, 6.6, 6.7, 6.8 correspondent
aux Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 décomposant la concentration et la vitesse. Dans les deux
cas la fonction ¢ est représentée aux temps ¢t = 0,0.0002, 0.002, 0.008.

Nous construisons un maillage fin de 32 x 32 noeuds et un grossier de 16 x 16 noeuds pour le carré
[—1,1] x [-1,1] en adaptant 'EF Py pour la fonction ¢ et la vitesse u et 'EF Py pour la pression
p. L’état initial est la bulle rectangulaire avec ¢ = 1 & U'intérieur et ¢ = —1 & l'extérieur et la
vitesse nulle. Nous prenons comme dans [136] un nombre de Reynolds Re = 10, = 0.05,7 =
0.1, A = 1079 avec un pas de temps At = 10~ et un temps final T = 0.5.

203



Chapitre 6. Couplage Cahn-Hilliard/Navier-Stokes

6.4.1.1 Décomposition uniquement pour la vitesse
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FIGURE 6.1 — La solution ¢ ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 a t = 0.
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FIGURE 6.2 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 a t = 0.0002.
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FIGURE 6.3 — La solution ¢p; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 a ¢ = 0.002.
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+=0.00

FIGURE 6.4 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 a ¢ = 0.008.
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6.4.1.2 Décomposition de la concentration et de la vitesse

Pour les mémes paramétres, nous testons les algorithmes de la décomposition non seulement de
la vitesse mais aussi de la concentration.
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FIGURE 6.5 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 a t = 0.
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t=0.

FIGURE 6.6 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 46 a t = 0.0002.
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FIGURE 6.7 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 a t = 0.002.
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FicUrE 6.8 — La solution ¢p; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 a t = 0.008.

6.4.1.3 Comparaison en temps de calcul

Nous représentons le gain en temps de calcul CPU apporté par notre technique bi-grilles. Nous
comparons le schéma implicite (référence) résolu sur une grille fine aux schémas décomposant la
vitesse (cf. Tab. 6.1 et Fig. 6.9) et aux schémas décomposant 4 la fois la vitesse et la concentration
(cf. Tab. 6.2 et Fig. 6.10).
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32 x 16 points

Algorithm 49

Algorithm 50

Algorithm 51

Algorithm 52

T=05 schéma 1 schéma 2 schéma 3 schéma 4
| tig (en sec.) | 7059.43 | 7059.43 | 7059.43 | 7059.43 |
| tac (ensec.) | 6564.18 | 6625.53 | 6653.83 | 6092.97 \
b 0.92 0.93 0.94 0.86

ha

TABLE 6.1 — Séparation d’échelles Cahn-Hilliard /Navier-Stokes bulle rectangulaire (bi-grilles
vitesse uniquement) Py /P;.

32 x 16 points

Algorithm 53

Algorithm 54

Algorithm 55

Algorithm 56

Algorithm 57

T=05 schéma I schéma II schéma IIT schéma IV
| tic (ensec.) || 7059.43 | 7059.43 | 7059.43 | 7059.43 | 7059.43
| tac (ensec.) || 4229.09 | 3608.58 | 3673.29 | 371731 | 3844.53
baa 0.59 0.51 0.54 0.52 0.54

lig

TABLE 6.2 — Séparation d’échelles Cahn-Hilliard/Navier-Stokes bulle rectangulaire (bi-grilles
vitesse et concentration) Py /P;.
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7000

6000

00000

CPU (sec]

FIGURE 6.9 — Comparaison CPU (bulle rectangulaire) entre le schéma sur une grille fine et ceux
de la méthode de séparation d’échelles (uniquement vitesse) : Algorithmes 49, 50, 51, 52 avec

T =0.5 et Ny =32, N, = 16.

CPU tim.

e

FIGURE 6.10 — Comparaison CPU (bulle rectangulaire) entre le schéma sur une grille fine et ceux
de la méthode de séparation d’échelles (concentration et vitesse) : Algorithmes 53, 54, 55, 56,

57 avec T'= 0.5 et Ny = 32, N, = 16.

Donc la résolution par la méthode bi-grilles est deux fois plus rapide que la résolution par un
schéma implicite sur la grille fine. La décomposition uniquement de la concentration ¢, la vitesse
est calculée sur une grille fine, n’apporte pas de gain en temps de calcul. Le gain est maximal
pour la décomposition simultanée de la concentration et la vitesse.
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6.4.1.4 Loi sur I’énergie et conservation de la masse

Les simulations données par les algorithmes bi-grilles sont similaires & celles du schéma de réfé-
rence (Algorithme 48) sur grille fine et de Hua [136]. De plus, ces schémas vérifient la loi sur
Pénergie du systéme (6.8). Nous représentons 1’énergie de I’Algorithme 54 bi-grilles ainsi que
celle de I’Algorithme 48 (Référence 1 grille) et remarquons sa décroissance au cours du temps.

105 Time evolution of the total energy
1.6

1.4

1.2

=

)

Energy

0.8

L —

0.6
\
0.4 7“
L

\
h

o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
time ¢

0.2

FIGURE 6.11 — Energie vs temps- Comparaison entre 1’Algorithme 48 (Référence 1 grille) et
I’Algorithme 54 pour At = 0.0001.

Les Fig. 6.1-6.8 montrent que la surface de la bulle semble rétrécir au cours du temps. Nous
testons un critére primordiale du modéle dissipatif de Cahn-Hilliard : la conservation de la

masse. Il apparait dans la Fig. 6.12 que la moyenne spatiale ¢ est conservée au cours du

Q
temps et est égale & —3.6875 pour la bulle rectangulaire. C’est le cas de tous les algorithmes
bi-grilles présentés dans les sections précédentes. Nous nous limitons & une comparaison entre
I’ Algorithme 48 (Référence 1 grille) et 1’ Algorithme 54 bi-grilles pour At = 0.0001.

Time evolution of the total mean
2.5

One grid ref

Two grids scheme 1|

-3.5 -

oo

o 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
time ¢

FIGURE 6.12 — Moyenne vs temps- Comparaison entre I’Algorithme 48 (Référence 1 grille) et
I’Algorithme 54 pour At = 0.0001.

6.4.2 Fusionnement de deux bulles

Pour un ¢y égal a deux bulles en contact nous remarquons comme dans [136] le fusionnement
des deux bulles et la formation d’un oval dans les figures 6.13, 6.14, 6.15, 6.16, 6.17 pour la
décomposition uniquement de la vitesse et dans les figures 6.18, 6.19, 6.20, 6.21, 6.22 pour les
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algorithmes décomposant & la fois la concentration et la vitesse. Nous présentons les résultats
obtenus pour At = 107% Re = 10, = 0.05,v = 0.1, A = 107° et temps final T = 0.2.

6.4.2.1 Décomposition uniquement pour la vitesse
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FIGURE 6.13 — La solution ¢ ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 a ¢t = 0.
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t=0.

t=0.

e

FIGURE 6.14 — La solution ¢ ; de haut en bas et de gauche a droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 a t = 0.0001.
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-azsers

e

FIGURE 6.15 — La solution ¢ ; de haut en bas et de gauche a droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 a t = 0.0002.
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FIGURE 6.16 — La solution ¢ ; de haut en bas et de gauche a droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 a t = 0.0004.
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FIGURE 6.17 — La solution ¢ ; de haut en bas et de gauche a droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 a t = 0.0008.

6.4.2.2 Décomposition de la concentration et de la vitesse

Pour les mémes parameétres, nous testons les algorithmes de la décomposition non seulement de
la vitesse mais aussi de la concentration.
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FIGURE 6.18 — La solution ¢ ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 a t = 0.
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FIGURE 6.19 — La solution ¢ ; de haut en bas et de gauche a droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 a t = 0.0001.
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FIGURE 6.20 — La solution ¢ ; de haut en bas et de gauche a droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 a t = 0.0002.
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FIGURE 6.21 — La solution ¢ ; de haut en bas et de gauche a droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 a t = 0.0004.
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FIGURE 6.22 — La solution ¢y ; de haut en bas et de gauche & droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 a ¢t = 0.0008.

6.4.2.3 Comparaison en temps de calcul

Nous représentons le gain en temps de calcul CPU apporté par notre technique bi-grilles. Le
schéma implicite (référence) résolu sur une grille fine est comparé aux schémas décomposant la
vitesse dans Tab. 6.3 et Fig. 6.23 et aux schémas décomposant la vitesse et la concentration dans
Tab. 6.4 et Fig. 6.24.
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32 x 16 points

Algorithm 49

Algorithm 50

Algorithm 51

Algorithm 52

T=02 schéma 1 schéma 2 schéma 3 schéma 4
| tig (en sec.) | 27165.5 | 27165.5 | 271655 | 271655 |
| tag (en sec.) | 25515.7 | 257711 | 258825 | 26252.9 |
b 0.93 0.94 0.95 0.96

ha

TABLE 6.3 — Séparation d’échelles Cahn-Hilliard /Navier-Stokes deux bulles (bi-grilles vitesse
uniquement) Py /P;.

32 x 16 points

Algorithm 53

Algorithm 54

Algorithm 55

Algorithm 56

Algorithm 57

T=02 schéma I schéma II schéma IIT schéma IV
| tig(ensec.) || 27165.5 | 27165.5 | 27165.5 | 27165.5 | 27165.5
| tac (ensec.) || 15788.9 | 14295.5 | 14633.1 | 14545.5 | 14852.6
baa 0.58 0.52 0.54 0.53 0.54

lig

TABLE 6.4 — Séparation d’échelles Cahn-Hilliard/Navier-Stokes deux bulles (bi-grilles vitesse et
concentration) Py /P;.

CPU time

FIGURE 6.23 — Comparaison CPU (deux bulles) entre le schéma sur une grille fine et ceux de
la méthode de séparation d’échelles (uniquement vitesse) : Algorithmes 49, 50, 51, 52 avec
T =0.2et Ny =32,N, = 16.

CPU tirm

e

FIGURE 6.24 — Comparaison CPU (deux bulles) entre le schéma sur une grille fine et ceux de la
méthode de séparation d’échelles (concentration et vitesse) : Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57

avec T = 0.2 et

N =32, N, = 16.

Nous pouvons déduire que la méthode de séparation d’échelles réduit le temps de calcul CPU
de la résolution par un schéma implicite sur une grille fine & sa moitié. Le gain est remarquable
pour la décomposition a la fois de la concentration et de la vitesse.
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6.5. Etude de stabilité : comparaison avec un schéma semi-implicite

6.4.2.4 Loi sur I’énergie et conservation de la masse

Nous notons la compatibilité des résultats obtenus en adaptant la méthode bi-grilles avec le
schéma de référence sur grille fine et celui de Hua [136]. La décroissance de I'énergie du systéme
est représentée dans la Fig. 6.25 pour I’ Algorithme 54 bi-grilles ainsi que celle de I’Algorithme
48 (Référence 1 grille).

105 Time evolution of the total energy

1.8

One grid ref
1.6 - Two grids scheme 1 |

1.4

1.2

1L

Energy

0.8 -
0.6 [
0.4 |-
0.2 \1
o
o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
time ¢

FIGURE 6.25 — Energie vs temps- Comparaison entre 1’Algorithme 48 (Référence 1 grille) et
I’Algorithme 54 pour At = 0.00001.

Comme pour le cas d’un bulle rectangulaire, la surface du ¢g égal & deux bulles en contact
diminue au cours du temps cf. Fig. 6.13-6.22.
Par contre, la conservation de la masse, caractéristique du modéle de Cahn-Hilliard, est garan-

tie. La moyenne spatiale ¢ reste constante au cours du temps et est égale & —3.86979 (cf.

Q
Fig. 6.26). Tous les algorithmes bi-grilles présentés dans les sections précédentes vérifient cette
propriété. Nous nous limitons & une comparaison entre I’Algorithme 48 (Référence 1 grille) et
I’Algorithme 54 pour At = 0.00001.

Time evolution of the total mean

One grid ref

Two grids scheme 1|

o 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
time ¢

FIGURE 6.26 — Moyenne vs temps- Comparaison entre I’Algorithme 48 (Référence 1 grille) et
I’Algorithme 54 pour At = 0.00001.

6.5 Etude de stabilité : comparaison avec un schéma semi-implicite

Notre approche bi-grilles permet de gagner en temps de calcul si nous comparons ce dernier avec
celui du schéma implicte sur grille fine. Mais au niveau stabilité notre approche reste limitée face
au schéma implicite super stable. Par contre, nos algorithmes bi-grilles sont plus stables en pas
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de temps At que le schéma semi-implicite conditionné par I’épaisseur de la surface de séparation
¢ pour l'équation de champs de phase (6.4)-(6.5). Nous considérons le schéma suivant

Algorithm 58 CH-NS une grille : Schéma semi-implicite "Ref 2"
1: for k=0,1,--- do

2: Trouver ((;5k+1 k+1) dans X; x W),
¢k+1 _ (b
8 (e ) + ( (wi ™t + e ™), Van) + ((uf, - V), vn) = 0,y € X,
4 (wy, o B, ) — (Wﬁk“ Vxu) = (65,((65)* = 1), xn) = 0,Yxn € Wi,
5: Trouver uh skl Qans Y,
u*,k+1 _ uk e
(U )+ (T V) (- V) en)
— 7§(dw uhkuh k+1,vh) + = — ((wy, Rl qka)qukH, vp), Vo, € Yy
6: Trouver phJr dans P, At(div Vpkﬂ,nh) (div uZ’kH,nh),Vnh € Py
7: Trouver h“ dans Y}, (u fLH uy k“ + Athk“ vp) = 0,Yu, € Yy,

8: end for

semi-implicite (explicite en ¢F((¢F)% — 1) et (u* - V)uk).

’ Schéma, ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘
Algorithme 54 | 0.001 | 0.0001 | oui 0.0005 | oui 0.0007 | non
schéma I
Algorithme 58 0.0001 | oui 0.0005 | non 0.0007 | non
Ref 2

TABLE 6.5 — Re = 10, Ny = 32, N, = 16,3 /Py éléments (cas d’une bulle rectangulaire)

’ Schéma \ T \ At \ Stable \ At \ Stable \ At \ Stable ‘
Algorithme 54 | 0.001 | 0.0001 | oui 0.0005 | oui 0.0007 | non
schéma I
Algorithme 58 0.0001 | oui 0.0005 | non 0.0007 | non
Ref 2

TABLE 6.6 — Re = 100, Ny = 32, N, = 16,[Py/IP; éléments (cas d'une bulle rectangulaire)

’ Schéma ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘
Algorithme 54 | 0.001 | 0.0001 | oui 0.0005 | oui 0.0007 | non
schéma 1
Algorithme 58 0.0001 | oui 0.0005 | non 0.0007 | non
Ref 2

TABLE 6.7 — Re = 400, Ny = 32, N, = 16,[Py/IP; éléments (cas d'une bulle rectangulaire)
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6.6. Conclusion

‘ Schéma, ‘ T ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘ At ‘ Stable ‘
Algorithme 54 | 0.001 | 0.0001 | oui 0.0005 | oui 0.0007 | non
schéma I
Algorithme 58 0.0001 | oui 0.0005 | non 0.0007 | non
Ref 2

TABLE 6.8 - Re = 1000, Ny = 32, N, = 16, Py /PPy éléments (cas d’une bulle rectangulaire)

6.6 Conclusion

Notre technique bi-grilles ne garantit pas seulement une réduction du temps de calcul CPU (
50% par rapport au schéma semi-implicite) pour une décomposition en échelles et espaces de la
concentration et de la vitesse mais aussi une stabilité en terme de At par rapport au schéma
semi-implicite ; par notre technique nous pouvons adapter un grand pas de temps At et atteindre
le temps final fixé T" en moins de temps que le schéma semi-implicite limité par son At.
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Conclusion et perspectives

Le cadre numérique proposé ici a permis d’introduire et de développer de nouvelles méthodes
bi-grilles pour la simulation des EDP dissipatives, notamment celles de champs de phase (Allen-
Cahn et Cahn-Hilliard) de Navier-Stokes incompressibles ainsi que de leurs couplages. Les nou-
veaux schémas permettent de réduire le temps CPU en concentrant les calculs les plus cotiteux
sur un sous-espace de petite dimension (espace grossier) tout en conservant la dynamique, par-
ticulierement celle de la convergence vers les états stationnaires (Navier-Stokes) ou les minima
locaux de I'énergie (Allen-Cahn, Cahn-Hilliard).

Ces nouvelles méthodes, dont un élément fondamental est la stabilisation des composantes modes
élevés, sont simples & mettre en ccuvre et en particulier ne nécessitent pas de manier des bases
hiérarchiques.

Ces résultats constituent une premiére étape et établissent la faisabilité de notre approche. Nous
pouvons considérer plusieurs développements & mener dans des travaux futurs :
— Le paramétre de stabilisation 7 est constant.
Une des idées est de développer des versions adaptatives qui permettent de calculer 7 de
maniére optimale & chaque itération, de sorte & minimiser 'erreur. Pour cela, des estima-
tions a posteriori pourralent constituer une étape de ce calcul.

— Nous n’avons utilisé que deux grilles, c’est-a-dire deux espaces d’éléments finis Vi et Vj,.
L’extension de ’approche bi-grilles & une méthode multi-grilles, en considérant donc une
suite d’espaces d’approximation de dimensions croissantes pourrait étre considérée pour
pouvoir réduire encore le temps de calcul ; une stratégie multi-grilles en temps telles que
celles proposées par exemple dans [77] pourrait constituer une piste a considérer.

— Nous avons étudié les équations de champs de phase avec des conditions aux limites de
type Neumann homogénes. Mais des applications de ces équations dans des problémes de
la physique nécessitent de prendre d’autres conditions aux limites, comme dans [62]. La
résolution des équations d’Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard avec d’autres conditions aux
limites parait envisageable par notre technique bi-grilles.

— Les schémas développés ici s’adressent & des discrétisations par éléments finis, elles pour-
raient s’adapter aux méthodes de différences finies ou spectrales.
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Méthodes bi-grilles en éléments finis pour les
systémes phase-fluide

Résumé

Cette theése porte sur le développement, I'analyse et la mise en ceuvre de nouvelles méthodes
bi-grilles en éléments finis pour des équations de réaction-diffusion de type champs de phase
(Allen-Cahn, Cahn-Hilliard) ainsi que leur couplage avec les équations de Navier-Stokes 2D in-
compressible. La présence d’un petit parameétre (largeur de Uinterface) dans les modéles a inter-
face diffuse demande & utiliser des schémas temporels implicites et cofiteux tandis que ceux semi
implicites sont rapides mais limités en stabilité. Les nouveaux schémas introduits ici reposent
sur l'utilisation conjointe de deux espaces d’éléments finis, un grossier Vp et un fin V},, de plus
grande dimension, permettant de décomposer la solution en partie principale portant les com-
posantes bas modes et en une partie fluctuante portant les modes élevés. L’approche bi-grilles
proposée consiste a appliquer les schémas stables (cotteux) sur Vi (prédiction) et & effectuer une
correction sur V}, a ’aide d’un schéma linéaire dont les composantes modes élevés sont stabilisées.
Un gain important en temps CPU est obtenu au prix d’une faible perte de consistance. Dans
ce contexte, de nouvelles méthodes numériques sont proposées pour les modéles de champs de
phase et leur couplage fluide. Nous donnons des résultats de stabilité et validons ’approche sur
des bancs d’essais.

Mots-clés: Equation d’Allen-Cahn, équation de Cahn-Hilliard, équations de Navier-Stokes, cou-

plage, mécanique des fluides, méthode bi-grilles, stabilisation, séparation d’échelles, projection
Chorin-Temam.
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Bi-grids methods in finite elements for
phase-field systems

Abstract

This thesis deals with the development, the analysis and the implementation of new bi-
grid schemes in finite elements, when applied to phase-field models such as Allen-Cahn (AC)
and Cahn-Hilliard (CH) equations but also their coupling with 2D incompressible Navier-Stokes
equations. Due to the presence of a small parameter, namely the length of the diffuse interface,
and in order to recover the intrinsic properties of the solution, (costly) implicit time schemes
must be used ; semi-implicit time schemes are fast but suffer from a hard time step limitation.
The new schemes introduced in the present work are based on the use of two FEM spaces, one
coarse Vy and one fine Vj, of larger dimension. This allows to decompose the solution into a
main part (containing only low mode components) and a fluctuant part capturing the high mode
ones. The bi-grid approach consists then in applying as a prediction an unconditional stable
scheme (costly) to Vg and to update the solution in Vj, by using a high mode stabilized linear
scheme. A gain in CPU time is obtained while the consistency is not deteriorated. This approach
is extended to NSE and to coupled models (AC/NSE) and (CH/NSE). Stability results are given,
the numerical simulations are validated on reference benchmarks.

Keywords: Allen-Cahn equation, Cahn-Hilliard equation, Navier-Stokes equation, coupling,
fluid mechanics, bi-grid method, stabilization, separation of the scales, Chorin-Temam projection.
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