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pour les systèmes phase-fluide.

Soutenue le 20 novembre 2018 après avis des rapporteurs, devant le jury d’examen:

Mme Laurence CHERFILS MCF HDR Univ. La Rochelle Rapporteur

Mr François JAUBERTEAU Professeur Univ. Nantes Rapporteur

Mr Serge DUMONT Professeur Univ. Nı̂mes Examinateur

Mr Olivier GOUBET Professeur UPJV Examinateur

Mme Benedetta NORIS MCF UPJV Examinateur

Mr Ali WEHBE Professeur Univ. Libanaise Examinateur

Mme Hyam ABBOUD MCF Univ. Libanaise Co-directrice de thèse
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Notations

Notations générales

• d : dimension de l'espace

• Ω : ouvert borné de Rd

• ∂Ω : frontière de Ω

• n : vecteur normal unité extérieur à ∂Ω

• φ : concentration du matériau

• u : champ de vecteur vitesse

• u∗ : champ de vecteur vitesse intermédiaire

• p : pression

• t : temps

• ∆t : pas de temps

• h,H : pas d'espace

• ∂

∂t
: dérivée par rapport au temps

• ∇u : gradient d'un champ de vecteur u

• ∇.u ou div u : divergence d'un champ de vecteur u

• ∆ : opérateur laplacien

• T : triangulation

• ε : épaisseur de l'interface



Notations

• τ, S : paramètre de stabilisation

• E : fonction de l'énergie

• F : fonction potentielle

• ν : viscosité cinématique

• λ : c÷�cient de tension super�cielle

• γ : temps de relaxation élastique

• ρ0 : densité de fond

• ρ1, ρ2 : densité des �uides

• g : gravité

• Sφ : force de �ottabilité

• Re : nombre de Reynolds

Espaces fonctionnels

• L2(Ω) est l'ensemble des fonctions de carré intégrable sur Ω

• H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω),∇u ∈ L2(Ω)}

• H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω), u|∂Ω = 0}

• Wm,p(Ω) est l'espace de Sobolev d'ordre m muni de la norme ‖ · ‖m,p

• Hm(Ω) = Wm,2(Ω)

• Ck(Ω) est l'ensemble des fonctions k fois continûment di�érentiables sur Ω

• C∞(Ω) =
⋂
k∈N

Ck(Ω)

Normes

• ∀u ∈ L2(Ω), ‖u‖L2(Ω) =
(∫

Ω
|u|2
)1

2

• ∀u ∈ H1(Ω), ‖u‖H1(Ω) =
(∫

Ω
|u|2 +

∫
Ω
|∇u|2

)1

2

4
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Introduction

1 Modèles de champs de phase et couplage avec Navier-Stokes

La méthode de champs de phase est une technique qui est apparue et utilisée depuis quelques
décennies pour la modélisation des transitions de phases, des séparations de phases et des phé-
nomènes interfaciaux. Étant en plein essor, son spectre d'applications est assez large : les appli-
cations les plus avancées rentrent dans le cadre des sciences des matériaux ([163, 46, 48], alliage
[7, 8, 9, 33, 34, 61, 84, 88, 132, 151], batteries chimiques [44, 215, 220, 230], croissance cristalline
[38, 47, 147, 195]). D'autres applications se font dans le monde du vivant, à savoir, la biologie
et la médecine comme la cicatrisation de plaies [60, 142], la croissance tumorale [92, 168, 171],
les modèles génétiques [100, 148], les �lms bactériens [69, 70, 146, 192, 193], ainsi qu'en écologie
[139, 171], la dynamique des �uides [11, 75, 161, 221, 227] et la dynamique de population [66, 190].
S'ajoutent aussi les applications en traitement d'images comme la segmentation et l'inpainting
[20, 21, 32, 41, 50, 51, 52, 74, 156].

Les champs de phase ont été largement exploités notamment en analyse mathématique (sys-
tèmes dynamiques, calcul de variation [20, 21, 85, 119, 168, 198] et en analyse numérique
[85, 90, 180, 188].

Par dé�nition, un modèle de champs de phase modélise la minimisation d'une énergie. Selon
la propriété de la conservation de masse, nous distinguons deux types :

1. Les équations d'Allen-Cahn (AC) qui modélisent la transition de phase et qui sont des
équations sans conservation de la masse.

2. Les équations de Cahn-Hilliard (CH) qui modélisent la séparation de phase et qui sont
des équations avec conservation de la masse.

L'équation d'Allen-Cahn [8, 9] décrivant le phénomène de transition de phase dans un alliage
métallique s'écrit 

∂u

∂t
+M(−∆u+

1

ε2
f(u)) = 0, dans Ω, t > 0,

∂u

∂n
= 0, sur ∂Ω

u(0, x) = u0(x)

(1)

où Ω est un ouvert de Rd, n est la normale unitaire sortante, M étant la mobilité (prise égale à
1 pour simpli�er) et u ∈ [−1, 1] un paramètre d'ordre qui peut être la concentration de l'un des
constituants de l'alliage et ε l'épaisseur de l'interface.
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Son étude peut s'e�ectuer par deux approches : la première étant de considérer (1) comme
une équation de réaction-di�usion et la deuxième approche consiste à minimiser l'énergie

E(u) =

∫
Ω

(1

2
|∇u|2 +

1

ε2
F (u)

)
dx (2)

où F (u) est un potentiel d'énergie. Ainsi, elle est considérée comme étant l'approche du �ot de
gradient de la fonctionnelle d'énergie (2)

∂u

∂t
+∇E(u) = 0. (3)

Ces deux approches coïncident lorsque

−∆u+
1

ε2
f(u) = ∇E(u). (4)

L'équation de Cahn-Hilliard [34] décrivant le processus de séparation de phase s'écrit

∂u

∂t
−∆(−∆u+

1

ε2
f(u)) = 0 dans Ω, t > 0,

∂u

∂n
= 0,

∂(∆u− 1

ε2
f(u))

∂n
= 0 sur ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω.

(5)

où u est la concentration du matériau de l'alliage, f(u) est la dérivée de la densité d'énergie libre
F (u) et ε l'épaisseur de l'interface di�use. Cette équation peut être vue comme le �ot de gradient
de la fonctionnelle d'énergie (2) dans H−1(Ω).

Elle s'écrit sous la forme du système découplé

∂u

∂t
= ∆µ (6)

µ = −∆u+
1

ε2
f(u) (7)

∂u

∂n
= 0,

∂µ

∂n
= 0, u(0, x) = u0(x) (8)

où µ est le potentiel chimique.

Les écoulements incompressibles à deux phases ont fait l'objet de nombreux travaux ces der-
nières années et permettent de modéliser di�érents phénomènes, citons par exemple les bulles de
gaz piégées dans l'eau, les �laments d'eau tombant dans l'air, les mélanges huile-eau, les mélanges
de polymères, les �uides biologiques.
Un modèle couplé de �uide/champs de phase Allen-Cahn intervenant dans les applications (cf.
[209, 229]) s'obtient en considérant l'e�et convectif de la vitesse u du �uide

∂φ

∂t
+ u · ∇φ = γ

(
∆φ− f(φ)

)
. (9)

Ici φ(x, t) ∈ [−1, 1] est la phase du mélange, u la vitesse du �uide, γ correspond au temps

de relaxation élastique, f(φ) = F ′(φ) avec F (φ) =
1

4ε2
(φ2 − 1)2 et ε désigne l'épaisseur de

2
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l'interface. Les équations régissant le mélange d'écoulement à deux �uides sont la condition
d'incompressibilité

∇ · u = 0, (10)

et l'équation de la quantité de mouvement

ρ0

(∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
− ν∇.D(u) +∇p+ λ∇ · (∇φ⊗∇φ) = Sφ, (11)

où u désigne la vitesse, p la pression, ν le paramètre de viscosité et λ le c÷�cient de tension

super�cielle. On note D(u) =
1

2
(∇u+ (∇u)T ) le taux du tenseur de déformation et

Sφ = (0,−(1 + φ)g(ρ1 − ρ0)− (1− φ)g(ρ2 − ρ0))T la force de �ottabilité avec la densité de fond
ρ0, la densité des deux �uides, ρ1 et ρ2, respectivement et la gravité g.

D'autres modèles de couplage, comme ceux de Cahn-Hilliard/Navier-Stokes pour les �uides di-
phasiques ont été considérés dans [54, 62, 123]. Ils consistent à partir d'un modèle de Cahn-
Hilliard avec, comme plus haut, la prise en compte de la convection due à la vitesse du �uide :

∂φ

∂t
+ u · ∇φ = γ∆

(
∆φ− f(φ)

)
. (12)

Cette équation est alors couplée avec l'équation de la quantité de mouvement(6.2) avec

∇ · u = 0. (13)

On peut réécrire le modèle sous forme de système [136, 161] :

∂φ

∂t
+ u · ∇φ =

γ

ε2
∆(w + cφ), (14)

w = −ε2∆φ+ f(φ)− cφ, (15)

ρ0

(∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
− ν∆u+∇p− λ

ε2
(w + cφ)∇φ = Sφ, (16)

∇ · u = 0, (17)

où c est une constante positive cf. aussi [187], avec les notations précédentes.

2 Motivation et objectifs de la thèse

La simulation numérique des modèles de champs de phase s'avère délicate et di�cile dans cer-
taines situations : cela est dû à la présence d'un petit paramètre (l'épaisseur de la surface de
séparation ε) qui pénalise le terme non linéaire (dérivée du potentiel F ).

Plusieurs méthodes numériques ont été développées a�n de résoudre les équations de champs
de phase, citons par exemple [67, 76, 91, 97, 98, 141, 222, 228], mais aussi les modèles couplés
avec les équations de Stokes [144, 145, 173], de Navier-Stokes [23, 26, 143] et l'équation de Darcy
[73, 106, 107].
S'agissant spéci�quement de AC ou CH, dans [76, 90, 187, 188, 205, 211, 213], sont proposés des
schémas implicites et coûteux au niveau temps de calcul mais aussi des schémas semi-implicites,
rapides, mais peu stables énergétiquement (la décroissance de l'énergie n'est pas validée que sous

3
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certaines conditions sur le pas de temps). Une idée pour résoudre le problème de stabilité énergé-
tique consiste à stabiliser les schémas semi-implicites [188], cependant, dans ce cas la décroissance
de l'énergie est ralentie.

Dans cette thèse nous désirons proposer des schémas rapides et garantissant les propriétés du
modèle : décroissance de l'énergie sans aucune condition sur le pas de temps et la conservation
de la masse (cas de l'équation de Cahn-Hilliard) sans in�uencer la dynamique de la décroissance
de l'énergie. Pour ceci, nous avons recours aux méthodes bi-grilles, cas particulier des méthodes
multigrilles.

Ces méthodes ont été proposées depuis plus d'une quarantaine d'années pour accélérer la ré-
solution des problèmes elliptiques, (cf. [129] pour les problèmes de Dirichlet linéaires et non
linéaires stables en di�érences �nies, mais aussi pour les équations de Navier-Stokes station-
naires [31, 108]).
L'approche est d'abord dé�nie pour deux niveaux de discrétisation (cas bi-grilles). Les deux idées
clés sont à la fois la séparation des haute et basse composantes de l'erreur fournie par l'utilisation
des grilles grossière et �ne (ou des espaces) respectivement VH et Vh, ainsi que la concentration
de l'e�ort de calcul principal sur le sous-espace grossier VH ⊂ Vh (dimension inférieure) ; les
modes élevés peuvent être représentés en Vh alors que seuls les bas modes sont calculés en VH .
Cela conduit à une réduction drastique du temps de calcul CPU.
La correction des composantes de l'espace �n appartenant à Vh est généralement réalisée par un
schéma numérique simple et rapide et est associée à un lissage en mode élevé. Ensuite, le schéma
est appliqué de manière récursive sur un ensemble de grilles (ou d'espaces) imbriquées.

Nous pouvons distinguer deux approches pour les méthodes bi-grilles en considérant les équations
dissipatives non linéaires.

Dans le premier cas, les composantes en haut et bas mode sont traitées explicitement : grâce à
la régularisation parabolique, les composantes en bas mode qui renferment la partie principale
de l'énergie de la solution ont une dynamique di�érente de celle des composantes en mode élevé
qui peuvent être considérées comme une correction cf. [77]. Aussi, une façon d'accélérer l'inté-
gration numérique consiste à appliquer di�érents schémas à ces deux ensembles de composantes,
en concentrant l'e�ort sur le calcul des bas modes, qui appartiennent à VH , cf. [68].

Dans le cas des méthodes spectrales, la séparation en fréquences est évidente, mais ce n'est
pas le cas lorsque des méthodes de di�érences �nies ou d'éléments �nis sont utilisées pour la
discrétisation spatiale. Pour séparer les modes, une approche hiérarchique a été utilisée [226] : en
utilisant un opérateur d'interpolation (ou de projection) approprié entre VH et Vh, nous construi-
sons un opérateur de transfert qui dé�nit un pré-conditionneur pour les matrices de rigidité et
permet également d'exprimer la solution en termes de partie principale, associée aux composantes
en bas mode, et d'une partie �uctuante, de moindre amplitude, et associée à des composantes de
mode élevé. Nous renvoyons le lecteur à [216, 217, 218] et aux références qui y �gurent pour la
discrétisation par éléments �nis, [43, 182] pour les di�érences �nies et [25, 96] pour les volumes
�nis. Ces schémas se sont avérés e�caces mais ils nécessitent la construction et la manipulation
des bases hiérarchiques.

Dans la seconde approche, la séparation de modes n'est pas utilisée explicitement et les mé-
thodes consistent, à chaque pas de temps, à calculer l'approximation grossière uH de la solution

4
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�ne uh par un schéma implicite inconditionnellement stable, puis à actualiser un schéma linéarisé
à une valeur extrapolée de uH en Vh.
Ces schémas permettent de réduire le temps de calcul avec une erreur optimale par rapport au
schéma classique pour un choix adéquat de la taille de maillage de Vh par rapport à celle de VH .
Il faut souligner que ũh représente la partie principale de la solution tandis que zh = uh− ũh ∈ Vh
représente la partie �uctuante (portant les composantes du mode élevé de la solution uh ∈ Vh)
mais n'est pas simulé dans les schémas.
De telles méthodes ont été développées et appliquées à la solution des équations de Navier-Stokes
incompressibles instationnaires [3, 5, 110, 130]. Comme une linéarisation est utilisée sur Vh, la
matrice à résoudre à chaque itération change et peut être coûteuse en régime transitoire.

Les méthodes numériques que nous proposons ici sont en quelque sorte intermédiaires et sont
développées dans [1] pour l'équation d'Allen-Cahn et [2] pour les équations de Navier-Stokes.
L'utilisation de deux niveaux de discrétisation permet de concentrer l'e�ort sur l'espace grossier
de dimension inférieure, l'espace �n et simultanément de décomposer la solution en sa partie
principale et �uctuante uh = ũh + zh.
Les zh ne sont pas explicitement simulés, cependant, ils sont implicitement utilisés comme suit
pour une stabilisation de mode élevé : considérons les intégrations temporelles de l'équation de
réaction-di�usion, sous sa forme variationnelle :

∂

∂t
(u, v) + (∇u,∇v) + (f(u), v) = 0,∀v ∈ V,

v(0) = v0,

où V est un espace Hilbert approprié.
Étant donnés deux sous-espaces de dimension �nie de V, VH et Vh, avec dim(VH) � dim(Vh),
nous dé�nissons le schéma bi-grilles comme suit :

Algorithm 1 Schéma bi-grilles stabilisé pour la réaction-di�usion

1: u0
h, u

0
H donnés

2: for k = 0, 1, · · · do
3: Étape 1 (Schéma implicite de l'espace grossier)

4: (
uk+1
H − ukH

∆t
, ψH) + (∇uk+1

H ,∇ψH) + (f(uk+1
H ), ψH) = 0, ∀ψH ∈ VH

5: Étape 2 (Schéma semi-implicite de l'espace �n)

(
uk+1
h − ukh

∆t
, φh)+τ(uk+1

h − uk
h, φh)+(∇uk+1

h ,∇φh)+(f(ukh), φh) = τ(uk+1
H − uk

H, φh),∀φh ∈ Vh

6: end for

5
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La concurrence entre les termes τ(uk+1
h − uk

h, φh) et τ(uk+1
H − uk

H, φh) est interprétée comme un
�ltre de mode élevé et τ > 0 est le paramètre de stabilisation (cf. [1]) et permet de compenser le
traitement explicite du terme non linéaire.

Par ces schémas bi-grilles nous avons pu réduire le temps de calcul tout en conservant une
bonne dynamique. En outre, l'usage des schémas classiques inconditionnellement stables sur la
grille grossière nous a permis de démontrer des résultats de stabilité. Nous étendons ces résultats
pour les modèles couplés aux équations de Navier-Stokes .

3 Principaux résultats

Nous présentons dans cette section les principaux résultats pour les équations d'Allen-Cahn,
Cahn-Hilliard, Navier-Stokes (NS) ainsi que ceux du problème de couplage AC/NS et CH/NS.

3.1 Équations d'Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard

A�n d'obtenir un schéma bi-grilles stable, nous adaptons le schéma implicite inconditionnellement
stable dé�ni par Shen [188] sur la grille grossière :

1

∆t
(uk+1 − uk, ψ)− (∇uk+1,∇ψ) +

1

ε2
(DF (uk, uk+1), ψ) = 0, ∀ψ ∈ V (18)

où nous prenons

DF (u, v) =


F (u)− F (v)

u− v
si u 6= v,

f(u) si u = v.

L'implémentation numérique par la méthode du point �xe de Picard montre que le schéma sou�re
d'une instabilité arti�cielle (limitation en pas de temps ∆t).
Nous adaptons l'opérateur d'accéleration de Lemaréchal pour être capable de prendre des pas de
temps supérieurs.

Ce schéma (18) est considéré comme le schéma de référence, résolu sur une grille �ne, auquel
nous comparons notre schéma bi-grilles et prouvons le gain en temps de calcul CPU.
Un schéma linéarisé, stabilisant uniquement les hautes fréquences de la solution, est utilisé sur
la grille �ne

(uk+1
h − ukh, φh) + τ∆t(uk+1

h − ukh, φh) + ∆t(∇uk+1
h ,∇φh)

= τ∆t(uk+1
H − ukH , φh)−∆t(f̃(ukh, u

k+1
h , uk+1

H ), φh),∀φh ∈ Vh

Le traitement du terme non linéaire f̃(ukh, u
k+1
h , uk+1

H ) permet d'obtenir plusieurs variantes de
l'algorithme bi-grilles d'Allen-Cahn (cf. Chapitre 2).

f̃(ukh, u
k+1
h , uk+1

H ) =
1

4ε2

(
(ukh)2 + 2uk+1

H ukh + 3(uk+1
H )2 − 2

)
(uk+1
h − uk+1

H )

+
1

4ε2

(
(uk+1
H )2 + (ukh)2 − 2

)
(uk+1
H + ukh).
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Une comparaison avec le schéma stabilisé de Shen (stabilisant la solution globale) est faite au
Chapitre 2. Nous pouvons conclure que la stabilisation de notre schéma bi-grilles n'a aucune
in�uence sur l'énergie alors que la stabilisation globale de schéma proposé par Shen ralentit la
décroissance de l'énergie.
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Figure 1 � Équation d'Allen-Cahn avec ε = 0.03, τ = 5 × 10−3, u0 = cos(πx) cos(πy),∆t =
7× 10−3.

Notre schéma bi-grilles se placee à mi-distance entre le schéma semi-implicite rapide mais limité
en pas de temps ∆t et le schéma implicite inconditionnellement stable en ∆t mais nécessitant la
résolution du problème non linéaire par la méthode du point �xe et prend un temps énorme de
résolution : ainsi, nous approchons par notre schéma bi-grilles la solution d'une manière similaire
à celle du schéma de référence sur la grille �ne (18) mais avec un gain remarquable en temps de
résolution (quatre fois plus rapide cf. Fig. 1).

Comme pour l'équation d'Allen-Cahn, nous considérons pour l'équation de Cahn-Hilliard le
schéma de Shen inconditionnellement stable comme un schéma de référence sur la grille �ne
et la première étape de notre algorithme bi-grilles serait :

(
uk+1 − uk

∆t
, ψ) + (∇µk+1,∇ψ) = 0, ∀ψ ∈ V, (19)

(∇ uk+1,∇φ) +
1

ε2
(DF (uk, uk+1), φ) = (µk+1, φ), ∀φ ∈W. (20)
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Aussi un schéma linéarisant le terme non linéaire est considéré sur la grille �ne et la deuxième
étape de notre algorithme bi-grilles serait ainsi :

(uk+1
h − ukh, ψh) + ∆t(∇µk+1

h ,∇ψh) = 0, ∀ψh ∈ Vh

(∇uk+1
h ,∇φh) + τ(uk+1

h − ukh, φh) +
1

ε2
(f̃(ukh, u

k+1
h , uk+1

H ), φh) = (µk+1
h , φh)

+τ(uk+1
H − ukH , φh), ∀φh ∈Wh.

Les illustrations de la Fig. 2 montrent l'accord entre le schéma de référence sur la grille �ne
et notre technique bi-grilles. Nous notons la réduction du temps de calcul CPU d'un facteur
supérieur à 2 (cf. Fig. 2). De sus, nous représentons la moyenne spatiale de la concentration u,
initialement nulle, et reste nulle au cours du temps (Fig. 3).
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Figure 2 � Cahn-Hilliard ε = 0.03, τ = 2222.22, u0 = cos(πx) cos(πy) et ∆t = 10−3.
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Figure 3 � Cahn-Hilliard ε = 0.03, τ = 2222.22, u0 = cos(πx) cos(πy) et ∆t = 10−3.

3.2 Équations de Navier-Stokes

Nous appliquons aussi la technique de la séparation en échelles au problème de Navier-Stokes
incompressible. La résolution du problème se fait par la méthode de la projection. L'Algorithme
2 servira d'un schéma de référence sur la grille �ne :

Algorithm 2 Schéma de référence non incrémental
1: for k = 0, 1, · · · do

2: Trouver u∗h dans Xh (
u∗h − ukh

∆t
, ψh)+ν(∇u∗h,∇ψh)+((u∗h·∇)u∗h, ψh) = (f, ψh),∀ψh ∈ Xh

3: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div u∗h

∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

4: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + ∆t∇pk+1
h , ψh) = 0,∀ψh ∈ Xh

5: end for

Algorithm 3 Deux grilles Algo1
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗H dans XH

3: (
u∗H − ukH

∆t
, ψH) + ν(∇u∗H ,∇ψH) + ((u∗H · ∇)u∗H , ψH) = (f, ψH),∀ψH ∈ XH

4: Trouver u∗h dans Xh

(1+τ∆t)(
u∗h − ukh

∆t
, φh)+ν(∇u∗h,∇φh)+((ukh ·∇)ukh, φh) = τ(u∗H−ukH , φh)+(f, φh), ∀φh ∈ Xh

5: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div u∗h

∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

6: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + ∆t∇pk+1
h , φh) = 0, ∀φh ∈ Xh

7: Résoudre dans XH (uk+1
H − uk+1

h , ψH) = 0, ∀ψH ∈ XH

8: end for

Dans l'Algorithme 3, nous calculons d'abord u∗H sur l'espace grossier XH puis stabilisons les
hautes fréquences de u∗h sur l'espace �n Xh. En se basant sur la condition de divergence nulle,
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nous trouvons la pression ph qui est à moyenne nulle. Nous trouvons par la suite uh et la restrei-
gnons à la grille grossière pour obtenir ukH pour la prochaine itération.
La version de la correction de la pression est aussi considérée dans le Chapitre 4, section 4.4.2.

Les algorithmes bi-grilles portent sur une séparation en échelles de la vitesse intermédiaire u∗h.
Des variantes sont traitées au Chapitre 4. Nous étudions le problème de la cavité entraînée
pour di�érentes valeurs du nombre de Reynolds (Re = 100, 400, 1000, 2000, 3200, 5000 et 7500)
et trouvons la concordance avec la littérature Shen et al. [186]. Les lignes de courant et les
contours de vorticité sont en accord avec ceux présentés dans Bruneau et al. [31], Ghia et al.
[108], Goyon et al. [118], Gupta [128], Hou [134], Pascal [179] et Vanka [208].
Les extrema de la fonction de courant le long des axes au tourbillon principal (PV) et le contre
tourbillon droit (BRV) sont compatibles avec ceux de la litérature [31], [108], [118], [128], [134],
[179, 208]. Nous comparons le temps de calcul CPU (cf. Fig. 4 et 5).
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Figure 4 � De gauche à droite : Re = 2000, 3200 ; le temps CPU du schéma sur une grille �ne
(Algorithme 2) et celui de la méthode de séparation en échelles (Algorithme 3) respective-
ment.

0 50 100 150

time t

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

C
P
U

(s
e
c
)

#105 CPU time

One grid
Two grids Algo1

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

time t

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

C
P
U

(s
e
c
)

#105 CPU time

One grid
Two grids Algo1

Figure 5 � De gauche à droite : Re = 5000, 7500 ; le temps CPU du schéma sur une grille �ne
(Algorithme 2) et celui de la méthode de séparation en échelles (Algorithme 3) respective-
ment.

Le Chapitre 4 comprend une étude de stabilité du schéma semi-implicite suivant (Algorithme
4) :
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Algorithm 4 Semi-implicite non incrémental
1: for k = 0, 1, · · · do

2: Trouver u∗h dans Xh (
u∗h − ukh

∆t
, ψh)+ν(∇u∗h,∇ψh)+((ukh·∇)ukh, ψh) = (f, ψh),∀ψh ∈ Xh

3: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div u∗h

∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

4: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + ∆t∇pk+1
h , ψh) = 0,∀ψh ∈ Xh

5: end for

Pour des petits nombres de Reynolds, nous ne gagnons pas en ∆t plus que le schéma semi-
implicite. Ce dernier est stable même pour des grandes valeurs du pas de temps ∆t. Nous pouvons
déduire que par la technique bi-grilles, le schéma est 10 fois et même 50 fois plus stable que le
schéma semi-implicite (Algorithme 4) résolu sur une grille pour Re = 400. Alors que pour
Re = 1000, le gain augmente puisque le schéma semi-implicite devient de plus en plus limité par
un pas de temps ∆t = 0.005 et l'algorithme reste stable pour τ = 100 et ∆t = 0.1 et 0.5. Le
schéma est ainsi 20 fois et même 100 fois plus stable que le schéma semi-implicite (Algorithme
4) résolu sur une grille.

Au Chapitre 4, section 4.6, une comparaison avec la solution exacte

(u1, u2) = (−2x2y(1− y)(1− 2y)(1− x)2 expsin t, 2y2x(1− x)(1− 2x)(1− y)2 expsin t)
p = (x− 0.5)(y − 0.5)

est présentée.

3.3 Couplage AC/NS et CH/NS

La technique de séparation en échelles a été aussi appliquée dans le cas du couplage AC/NS
(Chapitre 5) et CH/NS (Chapitre 6). Les algorithmes bi-grilles que nous avons construits
pour des problèmes de couplage se divisent en deux catégories : la première où la décomposition
en échelles est e�ectuée uniquement pour la vitesse et la deuxième où la décomposition est faite
pour la concentration et la vitesse.
Les variantes reposent sur celles considérées pour les équations de Navier-Stokes.
Pour Sφ = (0,−(1 + φ)g(ρ1 − ρ0)− (1− φ)g(ρ2 − ρ0))T la force de �ottabilité avec la densité de
fond ρ0, la densité des �uides 1 et 2 ρ1 et ρ2 respectivement et la garvité g, nous considérons le
schéma de référence sur la grille �ne comme suit :
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Algorithm 5 Schéma de référence
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver φk+1

h dans Xh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) + γ(∇φk+1

h ,∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) +
γ

ε2
(DF (φkh, φ

k+1
h ), ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

4: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(
u∗,k+1
h − ukh

∆t
, vh) + ν(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ((u∗,k+1
h · ∇)u∗,k+1

h − Sφ, vh)

= −1

2
(div u∗,kh · u

∗,k+1
h , vh)− λ

γ
((
φk+1
h − φkh

∆t
+ (u∗,k+1

h · ∇)φk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

5: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , χh) = (div u∗,k+1
h , χh), ∀χh ∈ Ph

6: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
7: end for

Algorithm 6 2 grilles AC- 2 grilles NS
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver φk+1

H dans XH

3: (
φk+1
H − φkH

∆t
, ψH) + γ(∇φk+1

H ,∇ψH) + ((ukh · ∇)φkH , ψH) +
γ

ε2
(DF (φkH , φ

k+1
H ), ψH) = 0,

4: ∀ψH ∈ XH

5: Trouver φk+1
h dans Xh

(
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) + τ(φk+1

h − φkh, ψh) + γ(∇φk+1
h ,∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh)

= τ(φk+1
H − φkH , ψh)− γ

ε2
(f̃(φk+1

H , φkh, φ
k+1
h ), ψh), ∀ψh ∈ Xh

6: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H − Sφ, vH)

= −1

2
(div u∗,kH · u

∗,k+1
H , vH)− λ

γ

(
(
φk+1
h − φkh

∆t
+ (u∗,k+1

H · ∇)φk+1
h )∇φk+1

h , vH

)
, ∀vH ∈ YH

7: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((ukh · ∇)ukh, vh) +
∆t

2
(div ukh · ukh, vh)

= −
(λ
γ

(φk+1
h − φkh + ∆t(ukh · ∇)φk+1

h )∇φk+1
h −∆tSφ, vh

)
+ τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh), ∀vh ∈ Yh

8: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , χh) = (div u∗,k+1
h , χh), ∀χh ∈ Ph

9: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
10: end for

Il semble qu'il est plus rentable au niveau réduction du temps de calcul CPU (cf. Chapitre 5
section 5.4.1.3 et 5.4.2.3) de considérer la décomposition de la concentration et de la vitesse
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par l'algorithme bi-grilles (Algorithme 6).
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Figure 6 � Comparaison CPU entre le schéma sur une grille �ne et la méthode de séparation
en échelles (concentration et vitesse) (Algorithme 6), fusionnement de deux bulles (à gauche)
et bulle montante (à droite) avec Nf = 32, Nc = 16.

Nous comparons nos résultats obtenus par la technique bi-grilles à ceux de [136] et nous notons
la compatibilité.
Nous partons dans la Fig. 7 de deux bulles en contact où la phase φ = 1 est à l'intérieur des bulles
et φ = −1 à l'extérieur des bulles et la vitesse initiale est nulle. Nous apercevons la déformation
et la montée de la bulle rectangulaire (Fig 8).
Dans les deux cas, nous prenons Re = 10, ε = 0.05, γ = 0.1, λ = 10−6 en utilisant l'EF P2 pour
la fonction φ et la vitesse u et l'EF P1 pour la pression p.

Figure 7 � La solution φh par l'Algorithme 6 pour deux bulles en contact : De gauche à
droite : t = 0, 0.02, 0.04, 0.08.

Figure 8 � La solution φh par l'Algorithme 6 pour une bulle montante : De gauche à droite :
t = 0, 0.02, 0.1, 0.2.

Pour le couplage Cahn-Hilliard/Navier-Stokes, nous considérons l'Algorithme 7 comme schéma
de référence. Plusieurs variantes sont prises en considération comme pour le modèle AC/NS (cf.
Chapitre 6) mais nous présentons le plus avantageux en terme de CPU (section 6.4.1.3 et
6.4.2.3). Considérons la décomposition de la concentration et de la vitesse par l'algorithme
bi-grilles (Algorithme 8) :

13



Introduction

Algorithm 7 Schéma de référence CH/NS
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver (φk+1

h , wk+1
h ) dans Xh ×Wh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) +

γ

ε2
(∇(wk+1

h + cφk+1
h ),∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) = 0,∀ψh ∈ Xh

4: (wk+1
h + cφk+1

h , χh)− ε2(∇φk+1
h ,∇χh)− (DF (φkh, φ

k+1
h ), χh) = 0, ∀χh ∈Wh

5: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(
u∗,k+1
h − ukh

∆t
, vh) + ν(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ((u∗,k+1
h · ∇)u∗,k+1

h , vh)

= −1

2
(div u∗,kh · u

∗,k+1
h , vh) +

λ

ε2
((wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

6: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , ηh) = (div u∗,k+1
h , ηh), ∀ηh ∈ Ph

7: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
8: end for

Algorithm 8 2 grilles CH- 2 grilles NS
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver (φk+1

H , wk+1
H ) dans XH ×WH

3: (
φk+1
H − φkH

∆t
, ψH) +

γ

ε2
(∇(wk+1

H + cφk+1
H ),∇ψH) + ((ukh · ∇)φkH , ψH) = 0, ∀ψH ∈ XH

4: (wk+1
H + cφk+1

H , χH)− ε2(∇φk+1
H ,∇χH)− (DF (φkH , φ

k+1
H ), χH) = 0,∀χH ∈WH

5: Trouver (φk+1
h , wk+1

h ) dans Xh ×Wh

(
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) +

γ

ε2
(∇(wk+1

h + cφk+1
h ),∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

(wk+1
h + cφk+1

h , χh)− ε2(∇φk+1
h ,∇χh)− τ(φk+1

h − φkh, χh)

= −τ(φk+1
H − φkH , χh) + (f̃(φk+1

H , φkh, φ
k+1
h ), χh), ∀χh ∈Wh

6: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H , vH)

= −1

2
(div u∗,kH · u

∗,k+1
H , vH) +

λ

ε2
((wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vH), ∀vH ∈ YH

7: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((ukh · ∇)ukh, vh) +
1

2
(div ukhu

k
h, vh)

= τ∆t(u∗,k+1
H − ukH , vh) +

λ

ε2
(∆t(wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

8: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , ηh) = (div u∗,k+1
h , ηh), ∀ηh ∈ Ph

9: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
10: Résoudre dans YH (uk+1

H − uk+1
h , vH) = 0,∀vH ∈ YH

11: end for

L'Algorithme 8 donne comme pour le modèle AC/NS des résultats similaires à ceux de [136]
et est deux fois plus rapide que l'Algorithme 7 implicite résolu sur la grille �ne (cf. Fig. 9).
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Figure 9 � Comparaison CPU entre le schéma sur une grille �ne et la méthode de séparation
en échelles (concentration et vitesse) (Algorithme 8), déformation d'une bulle rectangulaire (à
gauche) et fusionnement de deux bulles (à droite) avec Nf = 32, Nc = 16.

Dans la Fig. 10, une déformation d'une bulle initiale rectangulaire a lieu et dans la Fig. 11 le
fusionnement de deux bulles en contact est obtenu pour les mêmes paramètres pris pour AC/NS.

Figure 10 � La solution φh par l'Algorithme 8 pour une bulle rectangulaire, de gauche à
droite : t = 0, 0.0002, 0.002, 0.008.

Figure 11 � La solution φh par l'Algorithme 8 pour deux bulles en contact, de gauche à
droite : t = 0, 0.0001, 0.0002, 0.0008.

Pour le modèle CH/NS, nous démontrons la conservation de la masse, caractéristique du modèle

de Cahn-Hilliard. La moyenne spatiale
∫

Ω
φ reste constante au cours du temps et est égale à

−3.6875 (déformation cf. Fig. 12) et à −3.86979 (fusionnement cf. Fig. 13).
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Figure 12 � Moyenne vs temps- Comparaison entre l'Algorithme 7 et l'Algorithme 8 pour
∆t = 0.0001.
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Figure 13 � Moyenne vs temps, Comparaison entre l'Algorithme 7 et l'Algorithme 8 pour
∆t = 0.00001, cas de fusionnement de deux bulles.

4 Organisation de la thèse

Ce mémoire de thèse renferme six chapitres.

Le premier chapitre constitue un état de l'art dans lequel un aperçu sur les équations de champs
de phases Allen-Cahn et Cahn-Hilliard est présenté. Nous rappelons des résultats d'existence et
d'unicité de la solution et des schémas numériques classiques où nous discutons leur stabilité et
la régularité de la solution.

La séparation en échelles est introduite au deuxième chapitre. Nous commençons par le cas simple
linéaire (équation de la chaleur). Nous véri�ons la possibilité d'application de cette technique sur
l'équation d'Allen-Cahn en simulant les petites échelles. Nous construisons notre algorithme bi-
grilles en considérant un schéma inconditionnellement stable sur la grille grossière et stabilisant
uniquement les modes élevés sur la grille �ne. Nous gagnons ainsi en temps de calcul CPU. Nous
présentons aussi une comparaison entre la stabilisation globale (solution entière) proposée par
Shen et notre stabilisation uniquement des modes élevés. Toute cette démarche est adaptée aussi
pour l'équation de Cahn-Hilliard au troisième chapitre.

Nous étudions par la suite des schémas bi-grilles à séparation en échelles pour les équations
de Navier-Stokes. Au quatrième chapitre, nous proposons des algorithmes bi-grilles basés sur la

16



4. Organisation de la thèse

technique de projection incrémentale et non incrémentale. Les résultats numériques portent sur
ceux du problème standard de la cavité entraînée et la comparaison avec une solution exacte. Une
étude de la stabilité est faite en comparant les pas de temps avec ceux d'un schéma semi-implicite.

Le couplage des équations d'Allen-Cahn et de Navier-Stokes fait l'objet du cinquième chapitre.
Une catégorie des algorithmes bi-grilles sépare en échelles uniquement la vitesse et une autre
catégorie sépare à la fois la concentration et la vitesse. Nous étudions le fusionnement de deux
bulles en contact et la montée d'une bulle comme dans les travaux de Hua [136]. Nous constatons
un gain en temps de calcul par rapport au schéma implicite de référence sur une grille �ne ; nos
schémas bi-grilles, traitant la concentration et la vitesse sur deux grilles, sont deux fois plus
rapides que le schéma implicite.

En�n au sixième chapitre, nous présentons des schémas bi-grilles pour le modèle couplé Cahn-
Hilliard/Navier-Stokes similaires à ceux du problème couplé AC/NS. Nous démontrons aussi le
gain en temps de calcul et la conservation de la masse, critère de l'équation de Cahn-Hilliard.
Une conclusion ainsi qu'une liste de futures idées et perspectives de ce travail seront présentées
à la �n de ce mémoire.
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Chapitre 1

Etat de l'art : modèles de champs de
phase
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1.1 Méthode de modélisation par champs de phase - historique
et développements récents

Les deux derniers siècles ont été témoins d'un con�it entre deux idées sur l'interface séparant
deux �uides. La première était celle de Young, Laplace et Gauss qui ont considéré que l'épaisseur
de la surface de séparation entre deux �uides est nulle. La deuxième idée remonte à Poisson
(1831), Maxwell (1876) et Gibbs (1876) qui ont vu que les �uides sont séparés par une zone
de transition à faible épaisseur mais non nulle [11]. L'interface nette entre les phases est ainsi
remplacée par des régions de transitions : c'est la méthode de champs de phase.
Lord Rayleigh (1892) et Van der Waals (1893) ont développé cette dernière idée en introduisant
des théories en gradient pour l'interface basée sur les principes thermodynamiques.

Cette méthodologie de champs de phase a gagné une grande renommée en raison des appli-
cations qu'elle traite dans le domaine des écoulements diphasiques. Les �ux diphasiques com-
prennent non seulement les �ux de deux états de la matière di�érents (c'est à dire solide-liquide,
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liquide-gaz, solide-gaz) mais aussi le mélange de deux matériaux de même état mais à propriétés
chimiques di�érentes (c'est à dire liquide-liquide mais à densités di�érentes comme l'huile dans
l'eau). Ce procédé de champs de phase a réussi à décrire les processus de solidi�cation ainsi que
l'évolution de la microstructure dans les solides (1945), les interfaces liquide-liquide (1998) et
la décomposition spinodale [181]. En particulier, des modèles de solidi�cation de phase ont été
réalisés pour calculer des structures interfaciales réalistes compliquées telles que celles présentes
lors de la croissance dendritique (Kobayashi (1993), Wheeler et al. (1993), Warren et al. (1995)).

La méthode de champs de phase introduit, non seulement un champ de température habituel,
mais un paramètre d'ordre alternatif, le champ dit de phase φ pour caractériser les phases.
Les dynamiques correspondantes sont modélisées par le �ot de gradient d'une fonction d'énergie
libre phénoménologique écrite en fonction du champ de phase et d'autres champs (température,
concentration, déformation, etc.).

Bien que les simulations numériques de modèles de champs de phase sont plus faciles que ceux
de modèles d'interface pointue, les modèles de champ de phase connaissent des limitations dans
certaines situations. Il s'agit de l'émergence d'une interface mésoscopique qui rend les équations
de champs de phase très rigides.
Ce cas nécessite des méthodes numériques à plusieurs échelles résolvant à la fois les interfaces
minces inhérentes aux modèles de champs de phase tout en capturant des microstructures sur
des échelles de millimètres.
Par exemple, la modélisation physique multi-échelle et simulation numérique de dispositifs élec-
trochimiques pour la conversion et le stockage de l'énergie tel les batteries où un modèle de conti-
nuum est adapté sur l'échelle de millimètres, la méthode de Monte Carlo cinétique à l'échelle de
micromètres, la dynamique moléculaire au niveau des nanomètres et DFT (Théorie de la Densité
Fonctionnelle (quantunum)) au niveau atomique à l'échelle des angstroms [101, 102].

1.2 Équations de champs de phase

1.2.1 Équation d'Allen-Cahn

L'équation d'Allen-Cahn est un sujet très actuel et actif en mathématiques et entre dans la lice de
beaucoup de modèles de champs de phase modélisant di�érents problèmes naturels de la science
des matériaux : la dynamique des matériaux cristallins, la croissance cristalline, la solidi�cation
[82, 83, 86, 87, 175, 183], l'écologie [100].

Le processus de séparation de deux phases dans un alliage, tel que considéré par Allen et Cahn,
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Figure 1.1 � Séparation en deux phases distinctes Fe-Cr.

est associé à l'énergie EP (u) = F (u), où u est le paramètre d'ordre (concentration d'un des deux
composants). Ici F est le potentiel, construit de sorte à ce que les deux phases soient stables,
et associées à des minima locaux ; un exemple simple, avec les phases u = +1 et u = −1, est le

potentiel de Landau F (u) =
(u2 − 1)2

4
. EP (u) est donc non nulle dans les régions du domaine

Ω dans lesquelles u 6= ±1. Sous l'hypothèse physique d'interface di�use, les régions séparant les
deux phases (interface) ne sont pas localement des hyperplans et ont une épaisseur ε.

Figure 1.2 � Interfaces di�use et nette

L'énergie est alors relaxée par ajout pondéré d'une énergie de Dirichlet ED(u) =

∫
Ω

1

2
|∇u|2dx

et on considère alors l'énergie totale

E(u) = ED(u) +
1

ε2
EP (u)

Nous notons la compétition entre ces deux termes, ED(u), d'une part qui pénalise les variations

spatiales, et EP (u), d'autre part qui, par la présence du facteur
1

ε2
, force le paramètre d'ordre à

coïncider avec une des deux phases : il s'agit d'un terme de pénalisation.

Les con�gurations particulières des phases correspondront aux minima locaux de E(u). Dès lors,
pour modéliser la dynamique de la transition de phase deux approches peuvent être envisagées :

La première consiste à considérer l'équation de réaction-di�usion :

∂u

∂t
−∆u+

1

ε2
f(u) = 0, x ∈ Ω, (1.1)

∂u

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω, (1.2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω. (1.3)
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Les conditions de Neumann homogènes traduisent un �ux nul de matière au bord.
La seconde consiste à considérer le �ot de gradient :

∂u

∂t
+∇E(u) = 0, x ∈ Ω, (1.4)

∂u

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω, (1.5)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω. (1.6)

pour lequel l'énergie E(u) est décroissante en temps.

Les deux approches "réaction-di�usion" et "�ot de gradient" coïncident pour la fonction de
Lyapunov de l'énergie

E(u) =

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 +

1

ε2
F (u))dx (1.7)

où F (u) est une primitive de f(u). La compétition entre le terme potentiel et le terme de di�usion
a lieu et correspond à la régularisation en transition de phase.

Chacune de ces approches motivera l'utilisation d'un type de schémas numériques. On citera
par exemple ceux proposés dans les références suivantes : [17, 18, 212] en di�érences �nies, des
approches de décomposition [84, 119], des schémas énergetiquement stables [117, 120, 135].
Généralement les équations de réaction-di�usion (1.4) sont non linéaires par rapport à l'inconnue
u et cela est dû au choix du terme f(u) que nous préciserons par la suite ; il di�ère selon le
problème physique modélisé. Dans la littérature, on considère l'équation d'Allen-Cahn (1.4) non

seulement avec le potentiel Ginzburg-Landau de double puits F (u) =
1

4
(1−u2)2 où f(u) = F ′(u)

mais aussi le potentiel de double puits tronqué

F̃ (u) =



3M2 − 1

2
u2 − 2M3u+

1

4
(3M4 + 1) si u > M

1

4
(1− u2)2 si u ∈ [−M,M ]

3M2 − 1

2
u2 + 2M3u+

1

4
(3M4 + 1) si u < −M

et l'énergie libre logarithmique

F (u) =
θ

2
(1 + u)ln(1 + u) + (1− u)ln(1− u)− θc

2
u2

D'après Allen et Cahn, la solution u de (1.4) sépare Ω en deux régions où u ≈ 1 et u ≈ −1
et l'interface entre les deux régions se déplace avec une vitesse normale égale à la somme des
courbures principales. ε désigne la largeur de la couche �ne de transition d'une phase à une
autre, qui est faible par rapport à la longueur caractéristique de l'échelle de laboratoire ; il s'agit
du modèle à interface di�use (contrairement aux modèles à interface nette, atteinte en faisant
tendre ε vers 0). La condition aux limites de Neumann homogène implique qu'aucune perte de
masse ne se produit dans l'ensemble de l'enceinte.
L'étude se fait pour des fonctions f qui véri�ent la condition suivante : il existe une constante L
telle que

max
u∈R
|f ′(u)| ≤ L. (1.8)
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Son importance dépasse le cadre des sciences de matériaux et trouve des applications aux mo-
dèles de la génétique, de la biologie et de l'écologie [100],[148].

La dynamique d'une grande diversité de systèmes physicochimiques peut être mathématique-
ment modélisée comme des systèmes de réaction-di�usion dans lesquels on décrit comment la
composition de plusieurs espèces chimiques distribuées dans l'espace change sous l'in�uence de
réactions chimiques compétitives entre les espèces (origine d'une nouvelle espèces) et la di�usion
qui provoque l'expansion de l'espèce dans l'espace.
Le calcul des structures optimales dans les modèles de réaction-di�usion est d'une grande impor-
tance dans de nombreux systèmes physico-chimiques. Une formation de structure intervient par
exemple lors de la formation de phase solide et de l'évolution des réactions d'intercalation, lors de
l'auto-organisation de matériaux d'électrodes composites pour des applications électrochimiques
et lors de l'évolution microstructurale des électrodes composites lors de leur dégradation.
Une méthode pour minimiser le nombre d'interphases sur un intervalle de temps donné a été
proposée dans [45], elle utilise une condition de �ux limite comme contrôle.

Les équations d'Allen-Cahn ne s'adressent pas uniquement à la dynamique des motifs (pattern),
elles peuvent s'appliquer en traitement d'image, plus précisément en segmentation d'image [157].
Pour f0 une image donnée,

∂u

∂t
−∆u+

F ′(u)

ε2
+ λ

(
(1 + u)(f0 − c1)2 − (1− u)(f0 − c2)2

)
, x ∈ Ω

∂u

∂n
= 0, x ∈ ∂Ω

et pour C est une courbe de segmentation, la phase u correspond aux situations

u(x) =


> 0 si x est à l'intérieur de C

= 0 si x ∈ C

< 0 si x est à l'extérieur de C.

Ici λ est un paramètre non négatif, F ′(u) = u(u2− 1) et les termes c1 et c2 sont les moyennes de
f0 dans les régions (u > 0) et (u < 0) comme suit

c1 =

∫
Ω
f0(x)(1 + u(x))dx∫

Ω
(1 + u(x))dx

et c2 =

∫
Ω
f0(x)(1− u(x))dx∫

Ω
(1− u(x))dx

.

1.2.2 Équation de Cahn-Hilliard

L'équation de Cahn-Hilliard décrit la séparation des mélanges avec un écart de miscibilité dans
leurs diagrammes de phase et c'est probablement le modèle de champs de phase le plus connu.
En d'autres termes, la ségrégation du système dans les domaines spatiaux prédominés par l'un
des composants, en présence de contrainte de la masse. L'équation de Cahn-Hilliard apparaît
aussi dans la modélisation de beaucoup d'autres phénomènes. Il s'agit de l'évolution de deux
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composants de matière intergalactique, la dynamique de deux populations [66], la modélisation
bio-mathématique d'un �lm bactérien et certains problèmes de �lm mince [176], le traitement
d'image et la retouche d'images [20],[21] et même les anneaux de Saturne et le regroupement des
moules.
Cette équation dérive de la fonction énergie Ginzburg-Landau [116],[149] et s'écrit comme suit :

∂u

∂t
−∆(−∆u+

1

ε2
f(u)) = 0 sur Ω, t > 0,

∂u

∂n
= 0,

∂(∆u− 1

ε2
f(u))

∂n
= 0 sur ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω.

(1.9)

L'équation de Cahn-Hilliard (cf. [180]) évoque des phénomènes compliqués de séparation de phase
dans un solide. Il est aussi possible de considérer (1.9) comme un �ot de gradient dans H−1(Ω)
de la fonctionelle d'énergie libre de Ginzburg-Landau

E(u) =

∫
Ω

(1

2
|∇u|2 +

1

ε2
F (u)

)
dx.

Pour dériver l'équation de Cahn-Hilliard, le point de départ est la loi d'équilibre de masse

ut +∇. J = 0,

où J est le �ux de phase dé�ni par

J = −M(u)∇
(∂E(u)

∂u

)
,

et M(u) représente la fonction dite de mobilité. Nous récupérons (1.9) pour M(u) = 1.

Les deux conditions aux bords indiquent que le �uide ne passe pas à travers la bordure. La masse
n'est plus conservée pour des conditions de Dirichlet homogènes aux bords par contre l'étude
mathématique est simpli�ée par exemple pour l'équation de Cahn-Hilliard visqueuse dans [14].
Nous prenons la concentration comme étant une fraction de volume ou une fraction de masse
selon le système physique en étude.

La fraction de volume est par unité de volume du composant "A" par exemple, dans un système
contenant deux composantes qu'on note "A" et "B".

Une telle description est appropriée dans la plupart des circonstances mais pas toutes. De plus,
cette dé�nition de u(x, t) implique que 0 ≤ u(x, t) ≤ 1. En outre, si u(x, t) la concentration du
composant A est connue, alors la concentration du second composant B est donnée par 1−u(x, t)
et donc elle est aussi connue.

Ainsi, l'évolution de la composition du système bicomposant est prédite par une seule équa-
tion scalaire de Cahn-Hilliard. Les deux composants peuvent se référer par exemple à un système
de deux composants métalliques ou deux composants polymères ou même deux composants vi-
treux. L'équation de Cahn-Hilliard a été vue comme contenant beaucoup de paradigmes de la
dynamique de séparation de phase. Et sous ce titre, cette équation a joué, et continue de jouer,
un rôle important dans la compréhension de l'évolution de la séparation de phase.
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Pourquoi l'équation de Cahn-Hilliard apparaît-elle dans plusieurs contextes et quel comporte-
ment est prédit par cette équation commune à tous ces systèmes ?

Nous cherchons à modéliser la dynamique d'une manière su�samment précise pour que plu-
sieurs des di�érents dispositifs puissent être expliqués et prédits.
En sciences des matériaux, cette formation du modèle est dénommée "la microstructure" de la
matière. Cette microstructure est très in�uente dans la détermination de la plupart des proprié-
tés du matériau telles que la conductivité, la dureté et la résistance.
Ces modèles traitent habituellement de deux composants, mais il y a eu aussi plusieurs ex-
tensions où des modèles triphasés ont été considérés (avec et sans couplage avec un écou-
lement de �uide). Il est connu d'après Elliott et Zheng (1986) que si les données initiales

uo ∈ H2
E(Ω) = {u ∈ H2(Ω);

∂u

∂n
= 0 sur ∂Ω} alors (1.9) a une solution unique pour tous les

pas de temps. Une méthode standard des éléments �nis de Galerkin conforme exige que l'espace
d'approximation soit contenu dans H2

E(Ω) (cf. Elliott et French (1987) pour les calculs dans une
dimension spatiale).
En revanche, nous proposons ici une méthode de division basée sur les éléments H1(Ω) : cette
équation parabolique non linéaire du quatrième ordre peut s'écrire sous la formulation mixte
suivante en se basant sur les éléments H1(Ω) (cf. [85]) :

(ut, q) + (∇w,∇q) = 0, ∀q ∈ H1(Ω),

(∇u,∇ψ) +
1

ε2
(f(u), ψ) = (w,ψ), ∀ψ ∈ H1(Ω).

(1.10)

Nous pouvons démontrer que la masse totale est conservée au cours du temps, c'est-à-dire que∫
Ω
u(t)dt reste constante en temps : en e�et pour q = 1 dans (1.10), nous obtenons

∂

∂t

∫
Ω
u = 0⇔

∫
Ω
u(t) =

∫
Ω
u0, ∀t > 0.

De plus, en prenant q = w et ψ = ut dans (1.10), on arrive à la loi de l'énergie

∂

∂t
E(u(t)) +

∫
Ω
|∇w(t)|2dx = 0. (1.11)

L'expression (1.11) implique que l'énergie diminue avec le temps avec un taux donné par la
dissipation physique ‖∇w(t)‖2L2 .

En considérant l'équation

∂u

∂t
−∆(−∆u+

1

ε2
f(u)) + g(x, u) = 0 (1.12)

pour g(x, u) = 0, nous obtenons l'équation (1.9).
Di�érents choix de g(x, u) ont été étudiés dans la littérature. Nous citons à titre d'exemple,
g(x, u) = αu(u − 1)(α > 0) pour la croissance tumorale et la cicatrisation des plaies, g(x, u) =
λ0χΩ\D(x)(u − h)(λ0 > 0) pour l'équation modélisant la retouche de l'image binaire originale
h(x) où D est le domaine régulier de Ω à retoucher. Dans ce cas, pour remédier à l'abscence de
la conservation de la masse, la dissipativité de la moyenne spatiale est démontrée dans [93] ainsi
que l'existence d'attracteur global de dimension �nie. Le cas g(x, u) = εu(ε > 0) est celui de
l'équation de Oono modélisant des intéractions longues (non locales). Pour g(x, u) = g(u) nous

27



Chapitre 1. Etat de l'art : modèles de champs de phase

trouvons un modèle appliqué à la biologie.

Nous avons trouvé des solutions exactes de l'équation de Cahn-Hilliard dans [206] en considérant
une méthode modi�ée de la fonction tangente hyperbolique tanh étendue. Une solution numé-
rique à une équation de Cahn-Hilliard est obtenue en utilisant une méthode de perturbation
homotopique (HPM) combinée avec la méthode de décomposition adomienne (ADM).

Dans l'équation de Cahn-Hilliard, l'évolution de la concentration se fait en deux étapes : lors
de la première étape, il y a une séparation de phase rapide et, lors de la seconde étape, il y a
une phase de grossissement. À la �n de la première étape, des régions de phase, séparées par
l'interface, sont formées à échelle �ne tandis qu'à la �n de la deuxième étape, la solution atteindra
un état d'équilibre, ce qui minimise la fonction énergétique.
Il y a trois dé�s principaux pour résoudre numériquement l'équation de Cahn-Hilliard ; la non
linéarité dans le système, la présence du paramètre ε dans les équations (qui est généralement
faible dans les applications de transition de phase) et les di�érentes échelles de temps de chacune
des étapes de l'évolution de la concentration.
De plus, une résolution numérique e�cace du problème nécessite une relation correcte des échelles
numériques, c'est-à-dire que la taille spatiale du maillage et la taille du pas de temps doivent
être correctement reliées à la longueur d'interaction ε.

1.2.3 Résultats d'analyse - Existence et unicité

1.2.3.1 Équation d'Allen-Cahn stationnaire en dimension 1

Pour la version stationnaire de (1.4) en dimension 1

∂2u

∂x2
(x) = u(x)(u(x)2 − 1), x ∈ R, (1.13)

le théorème d'existence et d'unicité locale de Cauchy-Lipschitz est véri�é. Ainsi il existe une seule
solution maximale u(x) telle que u(x0) = u0 et u′(x0) = v0.
Autres solutions de (1.13) sont

u(x) = tanh
(
± x√

2

)
. (1.14)

Remarque 1.2.1 Une conjecture de Giorgi pour Ω = Rn revient à savoir si, sous certaines
hypothèses, nous nous ramenons à une solution de la forme (1.14). Beaucoup d'études sur la
symétrie de transition de certaines solutions de (1.13) ont été faites. Citons à titre d'exemple
[94, 95].
Pour n = 1, un nombre �ni de solutions correspond à l'équation (1.13). À l'aide des fonctions
elliptiques nous pouvons les déterminer explicitement, ce qui est basique dans la description de la
dynamique de l'équation d'évolution associée. Une démonstration pour des conditions aux bords
de Neumann a été faite dans [180] alors que pour des conditions de Dirichlet, nous citons Chafee
et Infante [39].

Remarque 1.2.2 Pour un domaine Ω borné de Rd, (1 ≤ d ≤ 4) à frontière Lipschitzienne,
toute solution variationnelle u ∈ H1(Ω) de (1.13) est à valeurs dans [−1, 1] telle que∫

Ω
∇u∇φdx+

∫
Ω

(u3 − u)φdx = 0, ∀φ ∈ H1(Ω).
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1.2.3.2 Équation d'Allen-Cahn avec conditions de Neumann homogènes

Nous présentons un théorème sur l'existence d'une solution pour l'équation d'Allen-Cahn avec
conditions de Neumann homogènes (cf. [16] pour une preuve détaillée).

Théorème 1.2.3 ∀u0 ∈ L2(Ω) et T > 0, il existe une solution faible u ∈ H1([0, T ];H1(Ω)′) ∩
L2([0, T ];H1(Ω)) qui véri�e u(0) = u0 et

(∂tu, v) + (∇u,∇v) = − 1

ε2
(f(u), v),

pour presque tout t ∈ [0, T ] et tout v ∈ H1(Ω). Si u0 ∈ H1(Ω) alors on a u ∈ H1([0, T ];L2(Ω))∩
L∞([0, T ];H1(Ω)) et

E(u(T ′)) +

∫ T ′

0
‖∂tu‖2dt ≤ E(u0)

pour presque tout T ′ ∈ [0, T ].

Vue la monotonie de f à l'extérieur de l'intervalle [−1, 1], les solutions de l'équation d'Allen-
Cahn véri�ent le principe du maximum cf. [16].

Proposition 1.2.4 Si u est une solution faible de l'équation d'Allen-Cahn et |u0(x)| ≤ 1 pour
presque tout x ∈ Ω, alors |u(t, x)| ≤ 1 pour presque tout (t, x) ∈ [0, T ]×Ω. Les solutions véri�ant
cette propriété sont uniques.

Un résultat de la régularité [16] est présenté dans le théorème suivant :

Théorème 1.2.5 Si ∆u ∈ H2(Ω) et u0 ∈ H1(Ω), alors u ∈ L∞([0, T ];H2(Ω))∩H2([0, T ];H1(Ω)′)∩
H1([0, T ];H2(Ω)) et il existe σ ≥ 0 tel que

sup
t∈[0,T ]

‖u‖H2(Ω) +
(∫ T

0
‖utt‖2H1(Ω)′dt

)1/2
+
(∫ T

0
‖ut‖2H2(Ω)dt

)1/2
≤ cε−σ.

Si E(u0) ≤ c et ‖∆u0‖H2(Ω) ≤ cε−2, nous pouvons choisir σ = 2.

1.2.3.3 Équation d'Allen-Cahn avec conditions de Dirichlet homogènes

Nous suivons [172] pour une étude de l'existence de solution pour l'équation d'Allen-Cahn avec
conditions de Dirichlet homogènes et quelques estimations.

Dé�nition 1.2.6 Soit Ω ⊂ R3 un ensemble ouvert, connexe et borné, de classe C∞. Soit u0 ∈
L2(Ω). On dit qu'une fonction

u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) avec u′ ∈ L2(0, T ;H−1

0 (Ω))

est une solution faible du problème
∂u

∂t
(x, t)−∆u(x, t) = u(x, t)(1− u(x, t)2) (x, t) ∈ Ω× (0, T )

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω

u(x, t) = 0 (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ]

si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

29



Chapitre 1. Etat de l'art : modèles de champs de phase

• pour chaque v ∈ H1
0 (Ω) on a∫

Ω
u′(t)vdx+

∫
Ω
∇u(t).∇vdx =

∫
Ω
u(t)(1− u(t)2)vdx (1.15)

pour presque tout t ∈ [0, T ] ;
• u(0) = u0.

Remarque 1.2.7 Le choix de u′(t) = ∆u(t) + . . . ∈ H−1(Ω) et pas H1
0 (Ω) revient au fait que

l'hypothèse u(t) ∈ H1
0 (Ω) implique ∆u(t) ∈ H−1(Ω) et pas nécessairement dans H1

0 (Ω).

Nous véri�ons maintenant qu'une solution faible régulière, est une solution classique. D'une
part, étant une fonction de H1

0 (Ω), elle vaut zéro sur le bord. D'autre part, étant régulière, nous
intégrons par parties dans (1.15) et nous obtenons∫

Ω
u′(t)vdx−

∫
Ω

∆u(t)vdx =

∫
Ω
u(t)(1− u(t)2)vdx.

Nous présentons quelques estimations préliminaires sur les solutions faibles de (1.15).

Proposition 1.2.8 Soit u0 ∈ L2(Ω) et soit u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) une solution faible (1.15). Alors

u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ L4((0, T )× Ω) et pour |Ω| la mesure de Ω on a

‖u‖L∞(0,T ;L2(Ω)) = inf sup
0<t<T

‖u(t)‖L2(Ω) ≤
(

2T |Ω|+ ‖u0‖2L2(Ω)

)1/2
,

‖u‖4L4((0,T )×Ω) =

∫ T

0

∫
Ω
|u(s)|4dxds ≤

(
2T |Ω|+ ‖u0‖2L2(Ω)

)
Proposition 1.2.9 Soit u0 ∈ L2(Ω) et soit u ∈ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) une solution faible (1.15). Alors
il existe deux constantes C1, C2 > 0, qui dépendent uniquement de Ω telles que∫ T

0
‖u′(t)‖H−1(Ω)dt ≤ C1

∫ T

0
‖∇u(t)‖L2(Ω)dt+ C2

∫ T

0
‖∇u(t)‖3L2(Ω)dt

Théorème 1.2.10 (Existence locale)
Soit u0 ∈ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω). Il existe un temps T > 0 su�sament petit et une fonction

u ∈ H1(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞(0, T ;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)) avec u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))

solution faible de (1.15).

1.2.4 Schémas numériques classiques et régularité

Classiquement, on souhaite que les schémas en temps pour les équations de réaction-di�usion
puissent allier robustesse et rapidité. Malheureusement ces deux propriétés sont souvent antago-
nistes :
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� La robustesse est obtenue à l'aide de schémas inconditionnellement stables, implicites. Ils
permettent de retrouver au niveau discret les propriétés intrinsèques de la solution du
problème. En revanche ils sont coûteux en temps de calcul car ils nécessitent la résolution
d'un problème de point �xe à chaque itération. Dans le cas des problèmes de champs de
phase, cela peut être délicat dans la pratique à cause de la présence du petit paramètre ε.

� La rapidité est garantie par un schéma (linéaire) semi-implicite. Dans ce cas le terme non
linéaire est traité explicitement mais en contre partie la stabilité du schéma est fortement
contrainte.

Les schémas bi-grilles introduits dans la thèse permettent de réduire le temps de calcul tout
en conservant les propriétés essentielles de la dynamique (décroissance de l'énergie). Nous les
présentons en détails dans le chapitre suivant. A�n de pouvoir les situer par rapport aux sché-
mas déjà existants, nous présentons ci-après quelques schémas en temps pour la résolution des
équations d'Allen-Cahn et puis des équations de Cahn-Hilliard.

1.2.4.1 Allen-Cahn

Dans les travaux de Shen [188], nous trouvons des schémas de discrétisation en temps qui sont
énergétiquement stables sous certaines conditions restrectives sur le pas de temps ∆t et ε.

Pour ∆t ≤ 2ε2

L
, Shen démontre la décroissance de l'énergie pour le premier schéma semi-implicite

d'ordre un suivant :

1

∆t
(uk+1 − uk,Ψ) + (∇uk+1,∇Ψ) +

1

ε2
(f(uk),Ψ) = 0, ∀Ψ ∈ H1(Ω). (1.16)

Théorème 1.2.11 Si u0 ∈ H2(Ω) alors u ∈ H2(Ω).

X Preuve : Nous avons

uk+1 −∆t∆uk+1 = uk +
∆t

ε2
uk((uk)

2 − 1).

Par la suite, la formulation variationnelle s'écrit Trouver uk+1 ∈ H1(Ω)

a(uk+1, v) = l(v) ∀v ∈ H1(Ω)
(1.17)

avec

a(uk+1, v) =

∫
Ω
uk+1vdx−∆t

∫
Ω
∇uk+1∇vdx

et

l(v) =

∫
Ω

(
uk +

∆t

ε2
uk((uk)

2 − 1)
)
vdx.

Or

uk +
∆t

ε2
uk((uk)

2 − 1) ∈ L∞(Ω) ⊂ L2(Ω).

Par suite les hypothèses du théorème de Lax-Milgram, sur la c÷rcivité de la forme bilinéaire a(·, ·)
et la continuité des formes a(·, ·) et l(·), sont véri�ées et donc le problème admet une unique solu-
tion uk+1 ∈ H1(Ω). Or par l'intermédiaire du théorème de régularité elliptique, on en déduit que
uk+1 ∈ H2(Ω). 2
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Remarque 1.2.12 Il su�t de prendre u0 ∈ L∞(Ω) ⊂ L2(Ω) et donc u ∈ H2(Ω).

Nous proposons un deuxième schéma semi-implicite et prouvons que sa stabilité est liée à celle
de (1.16). Soit alors le schéma étudié dans [45] suivant

uk+1 − uk

∆t
−∆uk+1 +

1

ε2
(uk)

2
uk+1 =

1

ε2
uk sur Ω, t > 0

∂uk+1

∂n
= 0 sur ∂Ω, t > 0

u(x, 0) = u0(x) sur Ω

(1.18)

Théorème 1.2.13 (1.18) est au moins aussi stable que (1.16) et véri�e l'inégalité sur l'énergie.

X Preuve :

En remarquant que

uk+1(uk)2 − uk = uk(uk)2 − uk + (uk+1 − uk)(uk)2,

le schéma (1.18) s'écrit

1

∆t
(uk+1−uk,Ψ)+(∇uk+1,∇Ψ)+

1

ε2
(uk(uk)2−uk,Ψ)+

1

ε2

∫
Ω

(uk+1−uk)(uk)2ψdx = 0, ∀Ψ ∈ H1(Ω).

Par la suite, en prenant ψ = uk+1−uk, ceci correspond à (1.16) en ajoutant le terme
1

ε2

∫
Ω

(uk+1−

uk)2(uk)2ψdx ≥ 0 au premier membre de l'égalité.
Par la suite, l'inégalité sur l'énergie est véri�ée et le schéma (1.18) est au moins aussi stable que
(1.16).2

A�n de surmonter la restriction au niveau du pas de temps causée par la largeur interfaciale ε,
penser à des schémas inconditionnellement stables semble logique.
Une première idée consiste à ajouter un terme de stabilisation. Les schémas semi-implicites men-
tionnés ci-dessus sont énergétiquement stables sous les conditions restrictives ; le choix de ∆t est
de l'ordre de ε2.
Du point de vue physique, ε est l'épaisseur de la surface de séparation entre les constituants
d'un mélange et prend des valeurs au moins de l'ordre 10−3 dans la réalité par suite nous serons
en face à un ∆t d'ordre 10−6. Un petit pas de temps rend la simulation numérique di�cile et
coûteuse et ralentit la convergence.

Néanmoins, cette di�culté est surmontée grâce à l'introduction d'un terme de stabilisation
comme suit

(
1

∆t
+
S

ε2
)(uk+1 − uk,Ψ) + (∇uk+1,∇Ψ) +

1

ε2
(f(uk),Ψ) = 0, ∀Ψ ∈ H1(Ω), (1.19)

où S est le paramètre de stabilisation (cf.[188]). Le terme
S

ε2
(uk+1 − uk) ajoute une erreur de

consistance d'ordre
S∆t

ε2
ut et donc le schéma semi-implicite stabilisé (1.19) est du même ordre
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que le schéma (1.16) mais, contrairement à lui, il est inconditionnellement stable pour S ≥ L

2
.

Eyre a signalé dans ses travaux [90] sur les systèmes �ot du gradient que si la fonction d'énergie
est décomposée de manière appropriée en parties, contractive Ec(u) et expansive Ee(u), traitées
respectivement implicitement et explicitement

E(u) =

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 +

1

ε2
F (u))dx =

∫
Ω

(
1

2
|∇u|2 +

u4 + 1

4ε2
)dx−

∫
Ω

u2

2ε2
dx

= Ec(u)− Ee(u),
(1.20)

alors le schéma devient inconditionnellement stable (cf. [91]).
Un schéma de décomposition convexe (proposé dans [157]) où le terme non linéaire est décomposé

en deux parties : Fc(u) =
u4 + 1

4
et Fe(u) =

−u2

2

F (u) = Fc(u) + Fe(u), (1.21)

est le suivant
uk+1 − uk

∆t
+Auk+1 = −∇Fc(uk+1)−∇Fe(uk). (1.22)

Ce schéma comportant une discrétisation semi-implicite en temps se traduit par

uk+1 − uk

∆t
=
uk − (uk+1)3

ε2
+ ∆uk+1. (1.23)

Li et al. proposent dans [157] une décomposition de l'équation d'Allen-Cahn en deux équations
linéaire et non linéaire :
L'équation linéaire est discrétisée à l'aide d'un schéma de Crank-Nicholson puis nous résolvons
analytiquement l'équation non linéaire :

u∗h − ukh
∆t

=
1

2
(∆u∗h + ∆ukh), (1.24)

uk+1
h − u∗h

∆t
=
uk+1
h − (uk+1

h )3

ε2
(1.25)

L'équation (1.24) correspond au schéma de Crank-Nicholson pour ∂tuh = ∆uh avec une condition
initiale ukh et l'équation (1.25) est considérée comme une approximation de l'équation

∂tuh =
uh − u3

h

ε2
(1.26)

qui peut être résolue analytiquement pour obtenir la solution comme suit :

uk+1
h =

u∗h√
exp−

2∆t
ε2 +(u∗h)2

(
1− exp−

2∆t
ε2

) .
Remarque 1.2.14 Un schéma semi-implicite de second ordre basé sur les Formules de di�érence
arrière de second ordre et Adam-Bashforth est le suivant :

1

2∆t
(3uk+1−4uk+uk−1,Ψ)+(∇uk+1,∇Ψ)+

1

ε2
(2f(uk)−f(uk−1),Ψ) = 0, ∀Ψ ∈ H1(Ω). (1.27)
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Nous rappelons que f(uk−1) et f(uk) sont déjà calculés à l'étape précédente, à partir de uk−1

et uk. Donc cette méthode multi-étapes explicite ne nécessite aucun travail supplémentaire et

améliore la précision. Ici la condition de stabilité est ∆t ≤ 2ε2

3L
. Comme pour le schéma semi-

implicite du premier ordre, la version stabilisée de ce schéma de second ordre se traduit comme
suit :

1

2∆t
(3uk+1 − 4uk + uk−1,Ψ) +

S

ε2
(uk+1 − 2uk + uk−1,Ψ) + (∇uk+1,∇Ψ)

+
1

ε2
(2f(uk)− f(uk−1),Ψ) = 0, ∀Ψ ∈ H1(Ω)

(1.28)

Le terme
S

ε2
(uk+1 − 2uk + uk−1) ajoute une erreur de consistance d'ordre

S∆t2

ε2
utt qui est du

même ordre que l'erreur introduite en remplaçant f(uk+1) par (2f(uk) − f(uk−1)) et donc le
schéma semi-implicite stabilisé (1.28) est du même ordre que le schéma (1.27) mais contraire-
ment à lui, est inconditionnellement stable pour S ≥ 0.

Il est bien connu que le schéma implicite de Crank-Nicolson de second ordre ne satisfait pas une
loi sur l'énergie (n'est pas énergétiquement stable). Un autre schéma de second ordre repose sur
la construction de f̃ une approximation du terme non linéaire f(u) comme suit

f̃(u, v) =


F (u)− F (v)

u− v
si u 6= v

f(u) si u = v
(1.29)

et le schéma sera

1

∆t
(uk+1 − uk,Ψ) + (∇u

k+1 + uk

2
,∇Ψ) +

1

ε2
(f̃(uk+1, uk),Ψ) = 0, ∀Ψ ∈ H1(Ω), (1.30)

Une autre approche cf.[127] permettant d'avoir la décroissance de l'énergie (stabilité énergétique)

est de considérer une approximation de second ordre de f(
uk+1 + uk

2
). Dans cette thèse, nous ne

considérons pas des schémas de second ordre mais nous référons le lecteur à [122, 127, 219] pour
des schémas de second ordre pour les équations d'Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard.

1.2.4.2 Cahn-Hilliard

Pour l'équation de Cahn-Hilliard, nous introduisons le schéma semi-implicite d'ordre un, énergé-

tiquement stable si ∆t ≤ 4ε4

L
, suivant :

1

∆t
(uk+1 − uk, q) + (∇wk+1,∇q) = 0, ∀q ∈ H1(Ω),

(∇uk+1,∇ψ) +
1

ε2
(f(uk), ψ) = (wk+1, ψ), ∀ψ ∈ H1(Ω).

(1.31)

Nous considérons maintenant la méthode semi-implicite stabilisée de premier ordre suivante

1

∆t
(uk+1 − uk, q) + (∇wk+1,∇q) = 0, ∀q ∈ H1(Ω),

(∇uk+1,∇ψ) +
S

ε2
(uk+1 − uk, ψ) +

1

ε2
(f(uk), ψ) = (wk+1, ψ), ∀ψ ∈ H1(Ω).

(1.32)
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Comme dans le cas d'Allen-Cahn, l'erreur de consistance supplémentaire introduite par le terme
de stabilisation est du même ordre, en termes de ∆t et de ε, que l'erreur de troncature dominante

dans (1.31). Pour S ≥ L

2
, le schéma stabilisé (1.32) est inconditionnellement stable.

De même une version stabilisée mais du second ordre est proposée par le suivant

1

2∆t
(3uk+1 − 4uk + uk−1, q) + (∇wk+1,∇q) = 0, ∀q ∈ H1(Ω),

(∇uk+1,∇ψ) +
S

ε2
(uk+1 − 2uk + uk−1, ψ) +

1

ε2
(2f(uk)− f(uk−1), ψ) = (wk+1, ψ), ∀ψ ∈ H1(Ω).

(1.33)
La même technique adaptée dans l'équation d'Allen-Cahn pour le traitement du terme non
linéaire par la construction de f̃(u, v) dans (1.29), nous permet d'avoir aussi un schéma incondi-
tionnellement stable pour Cahn-Hilliard

1

∆t
(uk+1 − uk, q) + (∇wk+1,∇q) = 0, ∀q ∈ H1(Ω),

(
∇uk+1 +∇uk

2
,∇ψ) +

1

ε2
(f̃(uk, uk+1), ψ) = (wk+1, ψ), ∀ψ ∈ H1(Ω).

(1.34)

Nous renvoyons le lecteur à [188] pour les analyses de stabilité et des estimations d'erreur pour les
schémas numériques cités précédemment. Les estimations d'erreur pour les schémas sélectionnés
avec une approximation spectrale-Galerkin sont également dérivées. Les analyses de stabilité et
les estimations d'erreurs reposent sur une formulation faible, de sorte que les résultats peuvent
facilement être étendus à d'autres discrétisations spatiales, telles que les méthodes d'éléments
�nis de Galerkin, basées sur une formulation faible.

Des formules de quadrature de Gomez-Hughes [116] introduites pour l'approximation d'un poten-
tiel logarithmique peuvent être considérées pour le cas du potentiel polynomial f(u) = u(u2−1).
L'idée principale est de diviser le potentiel suivant la convexité de leurs dérivées secondes, nous
pouvons toujours prendre (1.21) (bien que cette division ne soit pas unique)

f̃(uk+1, uk) =
1

2

[
(uk+1)3 − (uk)2uk + 2uk+1(uk)2

]
− 1

2
(uk+1 + uk).

Pour cette approximation de f̃(uk+1, uk), le schéma

1

∆t
(uk+1 − uk, q) + (

∇wk+1 +∇wk

2
,∇q) = 0, ∀q ∈ H1(Ω),

(
∇uk+1 +∇uk

2
,∇ψ) +

1

ε2
(f̃(uk, uk+1), ψ) = (

wk+1 + wk

2
, ψ), ∀ψ ∈ H1(Ω),

(1.35)

est inconditionnellement stable.
La décomposition du potentiel F (u) due à Eyre (1.21) nous permet d'avoir un schéma de premier
ordre et inconditionnellement stable

1

∆t
(uk+1 − uk, q) + (∇wk+1,∇q) = 0, ∀q ∈ H1(Ω),

(∇uk+1,∇ψ) +
1

ε2
(f̃(uk, uk+1), ψ) = (wk+1, ψ), ∀ψ ∈ H1(Ω),

(1.36)

35



Chapitre 1. Etat de l'art : modèles de champs de phase

où f̃(uk, uk+1) = F ′c(u
k+1) + F ′e(u

k) = (uk+1)3 − uk.

Aussi Eyre [90] a proposé une décomposition linéaire de F (u) = F1(u) +F2(u) où F1(u) = u2 et

F2(u) =
1

4
(u4 − 2u2 + 1). Ceci permet d'écrire

f̃(uk, uk+1) = F ′1(uk+1) + F ′2(uk) = 2uk+1 + ((uk)3 − 3uk).

Cette méthode est linéaire, donc plus rapide que le schéma non linéaire car une seule résolution
linéaire est requise par étape.
Un système de croissance tumorale à interface di�use constitué d'une équation de Cahn-Hilliard
réactive et d'une équation de réaction-di�usion a été étudié par Wu et al.[214]. Ces schémas
stabilisent arti�ciellement de la di�usivité en introduisant le terme α1(∇uk+1,∇q) dans (1.35).

L'approximation de f̃(uk, uk+1) pour fc(u) = F ′c(u) et fe(u) = F ′e(u) se traduit par

f̃(uk, uk+1) = fc(u
k+1)− uk+1 − uk

2
f ′c(u

k+1)− fe(uk+1)− uk+1 − uk

2
f ′e(u

k+1)

où fc(u) = 2u et fe est dé�nie par morceaux cf. la dérivée du potentiel F (u)

F (u) = Fc(u)− Fe(u) =



(
u2 +

1

4

)
−
(
− 2u− 3

4

)
u < −1,(

u2 +
1

4

)
−
(3

2
u2 − 1

4
u4
)

u ∈ [−1, 1],(
u2 +

1

4

)
−
(

2u− 3

4

)
u > 1.

(1.37)

Si la stabilisation introduite par le terme α1(∇uk+1,∇q) est su�samment grande, alors le schéma
numérique (1.35) avec l'approximation potentielle (1.37) est inconditionnellement stable.
Du point de vue convergence, on n'est pas sûr que la solution pour le potentiel (1.37) converge

vers le problème original (1.10) qui considère F (u) =
1

4
(u2 − 1)2 parce que le problème de

Cahn-Hilliard ne satisfait pas le principe du maximum.
Tous ces modèles présentés ci-dessus ont un point commun ; ils peuvent être formulés à partir
d'une certaine énergie. Il n'y a pas trop de résultats montrant la convergence des solutions des
schémas numériques à la solution du problème continu original, et peut-être que cette étape
cruciale donnera de nouvelles idées pour décider laquelle des approximations numériques est plus
pratique.

Les conditions aux limites adaptées dans cette thèse sont celles de Neumann homogènes. L'équa-
tion de Cahn-Hilliard avec des conditions aux limites dynamiques est considérée [55, 61, 63, 64,
109, 115, 169, 184] où u et µ sont périodiques ; Le cas d'un vaisseau avec un mur imperméable
est traité et des interactions avec les murs imposent des conditions sur la dérivée temporelle du
paramètre d'ordre u et des conditions de type Neumann homogènes sur le potentiel µ. Les équa-
tions d'Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard sont légèrement modi�ées en ajoutant un petit paramètre
à l'énergie libre de Ginzburg-Landau ; Plus précisément, la régularisation de Willmore [53], les
équations d'Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard d'ordre supérieur [56, 57, 58, 59].
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Les équations de champs de phase (Allen-Cahn et Cahn-Hilliard) sont pertinentes dans des do-
maines variés. Nous citons à titre d'exemple la science des matériaux [46, 48, 163], la dynamique
des �uides [11, 75, 161, 221, 227], la biologie [60] et le traitement d'image [49, 50, 51, 52]. Plu-
sieurs méthodes numériques sont développées [67, 76, 91, 97, 98, 141, 222, 228] a�n de résoudre
les équations de champs de phase. Ces équations sont couplées à d'autres équations citons les
équations de Stokes [144, 145, 173], de Navier-Stokes [23, 26, 54, 62, 143] et l'équation de Darcy
[73, 106, 107].

Les modèles de �ux multiphasés sont devenus populaires en raison de leurs applications en mé-
canique des �uides [150, 223] : �uide à bulles [12, 81] (bulles gazeuses dans un liquide continu),
écoulement de gouttelettes [121, 197, 204] (gouttelettes de �uide dans un �uide continu), écoule-
ment annulaire [105, 138, 185] (liquide continu le long des parois, gaz dans le c÷ur) et écoulement
strati�é et à surface libre [13, 160, 170] (�uides non miscibles séparés par une interface clairement
dé�nie). Ce sont des �ux simultanés non seulement d'états di�érents de matériaux (c'est-à-dire
gazeux, liquide ou solide) mais également de propriétés chimiques di�érentes mais dans un même
état (système liquide-liquide à densité variable tel que des gouttelettes d'huile dans l'eau). Chaque
phase a un champ de vitesse et une fraction de volume dont la somme est l'unité.
Pour modéliser des �ux polyphasiques, une large gamme de méthodes est introduite. Celles-ci
contiennent des méthodes Cell et Level-Set [178] ou Marker (Welch et al., 1965) qui calculent
et analysent le mouvement de l'interface, la méthode Volume of Fluid (Nichols et Hirt 1971 et
Youngs 1982, 1987) [133, 224, 225] qui résolvent le problème de la conservation de la masse de la
méthode Level-Set. Mais, contrairement à la précédente, la méthode Front Tracking représente
la surface de l'interface avec un maillage non structuré et utilise ces marqueurs pour suivre cette
interface explicitement [113, 207]. Pour les écoulements multiphasiques dispersés, deux approches
de modélisation sont disponibles : le modèle eulérien-lagrangien [194] et le modèle eulérien-
eulérien [40]. Le �ux à deux phases peut se produire dans diverses disciplines : en milieux poreux
[10, 99], en système micro�uidique [189, 191, 196] et hydrodynamique [22, 72, 210] mais nous
nous intéressons aux écoulements diphasiques dispersés où une phase est présente sous forme de
particules, de gouttelettes ou de bulles.
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De ce chapitre a été tiré l'article soumis à Computational and Applied Mathematics [1].
Il s'agit d'une approche originale portant sur une décomposition des échelles sur deux grilles.
Notre technique permet d'approximer la partie principale de la solution sur une grille grossière
par un schéma stable puis de stabiliser uniquement les hautes fréquences (partie �uctuante de la
solution) sur une grille �ne.
Étant donnée que la résolution des schémas semi-implicites est assez rapide (vu le fait qu'un
seul problème linéaire doit être résolu à chaque pas de temps) et que les schémas implicites sont
stables, proposer de nouvelles méthodes numériques qui combinent les deux précédents avantages
s'avère être pertinent. De ce fait, des méthodes de stabilisation ont été envisagées [188].
Elles sont basées sur un amortissement de type L2, mais peuvent ralentir la dynamique : en e�et,
ceci est dû au fait que l'amortissement agit sur toutes les composantes, y compris sur celles en
bas modes de la solution qui contiennent la partie principale de l'information ; les composantes
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de modes élevés représentent une partie �uctuante qui peut jouer un rôle crucial pour la stabi-
lité numérique : en e�et, la stabilité d'un système repose sur sa capacité à contrôler son expansion.

Indépendamment, les méthodes bi-grilles ont été largement étudiées pour la résolution de l'équa-
tion de réaction-di�usion ainsi que pour les équations de Navier-Stokes [3, 131] ; elles sont basées
sur le calcul d'une approximation de la solution sur l'espace grossier VH en utilisant un schéma
implicite ; la solution dans l'espace �n Vh est alors obtenue en appliquant un schéma simpli�é
c'est-à-dire semi-implicite.
L'avantage de notre technique est le gain en temps de calcul en comparaison avec le temps de
résolution d'un problème implicite sur une seule grille. Nous tenons à noter que l'approximation
des solutions a été e�ectuée sans l'usage de bases hiérarchiques ; ceci facilitera le passage à la
résolution par la technique multigrilles.

Le but de ce chapitre est de proposer un cadre de méthodes bi-grilles en éléments �nis pour
l'approximation numérique des équations d'Allen-Cahn. L'utilisation de deux grilles, plus pré-
cisemment de deux espaces d'éléments �nis VH et Vh avec dim(VH) � dim(V h), permet de
décomposer (en espace et en fréquences) la solution uh ∈ Vh comme suit

uh = ũh + zh,

où ũh = P(uH) est le prolongement L2 de uH dans Vh (uH étant l'approximation de la solution
dans VH) est dé�ni par

(ũh − P(uH), φh) = 0,∀φh ∈ Vh.

(·, ·) désigne le produit scalaire dans L2(Ω). Par conséquent P(uH) ∈ Vh représente la partie
principale de la solution ; zh ∈ Vh est la partie �uctuante et correspond alors à une petite cor-
rection qui porte les hautes fréquences.
De cette façon, nous pouvons appliquer l'approche bi-grilles pour réduire le temps CPU et sta-
biliser l'étape de correction sur l'espace �n en lissant la composante �uctuante.

2.1 Motivation et approche générale de la méthode bi-grilles

La méthode bi-grilles a été utilisée pour la résolution d'équations elliptiques semi-linéaires comme
dans les travaux de Xu [217]. Elle a été adaptée par Girault et Lions [110], [111] et Abboud et
al. [3],[4],[5] dans l'étude du problème de Navier-Stokes stationnaire et instationnaire.

Approcher la solution u d'une EDP non linéaire revient à :
� Étape 1 : Approcher la solution par uH sur une grille grossière de pas H.
� Étape 2 : E�ectuer une discrétisation de l'EDP avec linéarisation autour de la solution

uH déjà calculée précédemment, sur une grille �ne de pas h ; la solution sera notée ulinh .

Pour un choix adéquat des pas d'espaces grossier et �n H et h, l'erreur ‖u− ulinh ‖ est du même
ordre que ‖u− uh‖, où uh est l'approximation de l'EDP résolue sur la grille �ne.
Il est plus favorable de calculer uH et ulinh que de calculer directement uh. L'avantage de la
méthode à deux-grilles est de réduire le temps de calcul de la solution du problème non linéaire.

Notre technique bi-grilles est di�érente de celle citée ci-dessus. Il s'agit d'une séparation sur
les maillages des composantes de la solution à approcher.
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La stabilité des schémas numériques est liée à la représentation des hautes fréquences de la so-
lution. Les schémas numériques traitant uniformement toutes les données de la solution sont
instables à cause du comportement des fréquences élevées.
Un outil de stabilisation des schémas numériques et donc d'augmentation de la précision des
calculs, mais en un temps réduit, est la décomposition des inconnues de la solution en grandes
et petites structures et leur traitement de manières di�érentes.
La méthode bi-grilles est un cas particulier des méthodes multiniveaux (cf.[36], [37]) où nous nous
restreignons à deux niveaux d'étude : un grossier et un �n.
Comme dans [36],[37], notre étude bi-grilles en séparation en échelles consiste à approcher les
grandes structures uH sur la grille grossière puis traiter les petites structures zh, partie �uctuante
oscillant avec des fréquences élevées, sur la grille �ne.

Cette technique se résume ainsi en quatre étapes :
� Étape 1 : Approcher la solution par uH sur une grille grossière de pas H.
� Étape 2 : Approcher la partie principale de la solution par ũh = ΠuH sur la grille �ne de

pas h.
� Étape 3 : Calculer la partie �uctuante zh sur la grille �ne.
� Étape 4 : Calculer la solution uh = ũh + zh sur la grille �ne.

2.2 Séparation des échelles

La simulation des grandes échelles nécessite la décomposition de la solution en

u = ũ+ z, (2.1)

où ũ représente les grandes structures et z les petites.
Les ũ désignent la partie principale de la solution alors que les z constituent sa partie �uctuante.
Cette stratégie apparaît dans beaucoup de travaux : citons ceux de Temam et al. [198] pour des
systèmes dynamiques dissipatifs, Foias-Manley-Temam [104] pour la modélisation des structures
des écoulements turbulents, Bouchon-Jauberteau [24] pour les équations de Navier-Stokes en di-
mension trois, Calgaro-Debussche-Laminie [36] pour les équations de Navier-Stokes en éléments
�nis (hiérarchiques), Debussche-Laminie-Zahrouni [71] pour les équations de Burgers et Calgaro-
Chehab-Laminie-Zahrounie [35] pour les équations d'ondes non linéaires.

Les composantes à haute fréquence régissent la stabilité du système et l'idée principale d'un
système stabilisé est d'arrêter ou de ralentir leur expansion. Par l'écriture de la solution (2.1),
nous trouvons un moyen d'extraire la partie haute de la solution pour la stabiliser.
Cette décomposition peut être obtenue en utilisant plusieurs espaces d'approximation imbriqués,
comme dans les méthodes hiérarchiques et les méthodes de Galerkin non linéaires [15, 77, 79, 166]
et les références qui s'y trouvent ; Cependant, l'intégration n'est pas obligatoire comme indiqué
ci-après.
Soient Vh (resp. VH) l'espace �n d'éléments �nis (resp. grossier) tel que dim(VH) < dim(Vh).
Nous notons H et h les pas spatiaux et ∆t le pas temporel. Pour permettre le passage du maillage
grossier au maillage �n, nous dé�nissons l'opérateur de prolongation P : VH −→ Vh par

(ũh − P(uH), φh) = 0, ∀φh ∈ Vh. (2.2)

Ainsi, la décomposition sera
uh = ũh + zh tel que |zh| � 1, (2.3)
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où ũh est la prolongation de uH .

Remarque 2.2.1 Il n'est pas nécessaire d'avoir VH ⊂ Vh, ce qui nous permet d'éviter de
construire des bases hiérarchiques et d'appliquer la méthode pour di�érents espaces d'éléments
�nis.

Soient (φi)
N
i=1 et (ψj)

M
j=1 deux bases de Vh et de VH respectivement (M < N). Nous dé�nis-

sons les matrices Bh
H comme (Bh

H)i,j = (φi, ψj), i = 1, · · · , N, j = 1, · · · ,M . La prolongation
s'écrit

MhP(uH) = Bh
HuH .

Mh étant la matrice de masse, P(uH) est dé�ni de manière unique chaque fois le rang de Bh
H

est maximal égalM . Évidemment cette condition est automatiquement satisfaite quand VH ⊂ Vh.

Nous donnons une condition su�sante pour l'injectivité de Bh
H :

Proposition 2.2.2 Soit VH et Vh deux espaces d'éléments �nis basés sur des éléments de réfé-
rence C0. Supposons que ∀uH ∈ VH , ((uH , φh) = 0,∀φh ∈ Vh ⇒ uH = 0) alors, Bh

H est injective.
De plus, il existe deux constantes β et αhH > 0 tel que 0 < αhH < β ≤ 1 et

αhH‖uH‖ ≤ ‖P(uH)‖ ≤ β‖uH‖, ∀uH ∈ VH .

X Preuve : L'hypothèse implique que si P(uH) = 0, alors (uH , φh) = 0, ∀φh ∈ Vh, alors uH = 0
ce qui garantit l'injectivité.
Supposons maintenant que P(uH) 6= 0 et en prenant φh = P(uH) dans (2.2), nous trouvons

‖P(uH)‖2 = (P(uH), uH) =
(P(uH), uH)

‖uH‖‖P(uH)‖
‖uH‖‖P(uH)‖.

Soit αhH = inf
uH∈VH

(P(uH), uH)

‖uH‖‖P(uH)‖
. Nous démontrons que αhH > 0. Nous pouvons écrire

αhH = inf
uH∈VH ,‖uH‖=1

(P(uH), uH) ≥ 0.

La fonction uH ∈ VH 7→ (P(uH), uH) ∈ IR+ est évidemment continue sur l'ensemble compact
B = {uH ∈ VH , ‖uH‖ = 1}. Son minimum est atteint et ne peut pas être égal à 0 car 0, la seule
racine, est à l'extérieur de B. Ainsi αhH > 0 et nous déduisons de ce qui précède que

‖P(uH)‖ ≥ αhH‖uH‖ ≥ 0.

Maintenant, de la même façon, nous avons

‖P(uH)‖2 = (P(uH), uH) =
(P(uH), uH)

‖uH‖‖P(uH)‖
‖uH‖‖P(uH)‖.

Mais, comme conséquence de l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(P(uH), uH)

‖uH‖‖P(uH)‖
≤ 1,

par suite β = sup
uH∈VH ,‖uH‖=1

(P(uH), uH) ≤ 1. En�n

αhH‖uH‖ ≤ ‖P(uH)‖ ≤ β‖uH‖, ∀uH ∈ VH .

2
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Remarque 2.2.3 Ces conditions signi�ent que le rang des angles entre les éléments de VH et
ceux de P(VH) ⊂ Vh est dans l'intervalle [arccosβ, arccosαhH ] ; la condition αhH > 0 nous permet
d'éviter les situations d'orthogonalité. Évidement αhH peut dépendre de H et de h et diminue
quand H et h tendent vers 0. Le meilleur cas est quand αhH est indépendante des deux h et H.

La correction z est dé�nie sur tout l'espace �n Vh et pas sur un espace complémentaire. Bien
sûr, nous nous attendons à ce que z soit une correction (i.e. petit en norme) pour des fonctions
régulières u. Plus précisemment, nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2.4 Soient VH et Vh deux espaces d'EF que nous supposons de classe C0 et
associés à des triangulations régulières de Ω, un ensemble ouvert borné régulier de IRn ; (K,P,Σ)
est l'élément de référence. Pour u ∈ Hk+1(Ω), nous notons uh = Πhu et uH = ΠHu le P-interpolé
de u dans Vh et VH respectivement. Nous supposons que Pk ⊂ P . Nous avons les estimations
suivantes :

‖uh − PuH‖L2(Ω) ≤ CHk+1‖u‖Hk+1(Ω).

X Preuve : Nous commençons des estimations d'erreurs d'interpolation classiques dans les es-
paces d'EF [89],

‖u−Πhu‖L2(Ω) ≤ Chk+1‖u‖Hk+1(Ω) et ‖u−ΠHu‖L2(Ω) ≤ CHk+1‖u‖Hk+1(Ω).

Nous pouvons écrire

uh − P(uH) = uh − u+ u− uH + uH − P(uH),

alors
(uh − u+ u− uH + uH − P(uH), φh) = (uh − u+ u− uH , φh), ∀φh ∈ Vh.

En prenant φh = uh − P(uH) ∈ Vh, nous trouvons,

‖uh − P(uH)‖2L2(Ω) ≤ ‖uh − u+ u− uH‖L2(Ω).‖uh − P(uH)‖L2(Ω),

ainsi

‖uh − P(uH)‖L2(Ω) ≤ ‖uh − u+ u− uH‖L2(Ω) ≤ ‖uh − u‖L2(Ω) + ‖uH − u‖L2(Ω).

En�n
‖uh − P(uH)‖L2(Ω) ≤ C ′Hk+1‖u‖Hk+1(Ω),

où C ′ > 0 est indépendante de h,H et u. 2

Remarque 2.2.5 Pour 0 ≤ m ≤ k+ 1, en dé�nissant P comme (P(uH)− uH , φh)m = 0,∀φh ∈
Vh, où (., .)m est le produit scalaire ordinaire dans Hm, par suite, nous procédons comme avant,
nous pouvons démontrer que

‖uh − P(uH)‖Hm(Ω) ≤ CHk+1−m‖u‖Hk+1(Ω).

Pour des fonctions données et des espaces d'éléments �nis P1 et P2, nous construisons la décompo-
sition (2.2)-(2.3). Nous générons les maillages par FreeFem++ [103] en utilisant une triangulation
de Delaunay. Nous avons pris Nf = 100 points aux bords pour la construction de Th, le maillage
associé à l'espace �n Vh et Nc = 50 points aux bords pour la construction TH , le maillage associé
à l'espace grossier VH .
La première illustration est la décomposition de la fonction u(x, y) = (x2 + y2 − 1)(x2 + y2 − 4)
sur le tore Fig 2.1, la seconde est pour u(x, y) = sin(72x(1 − x)y(1 − y)) sur le carré unité Fig
2.2. Dans les �gures 2.1 et 2.2, nous observons que les composantes z sont beaucoup plus petites
en norme que celles de la fonction originale (10% pour l'élément P1 et 0.5% pour l'élément P2).
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Figure 2.1 � Iso-valeurs et représentation 3D pour u(x, y) = (x2 +y2−1)(x2 +y2−4) sur le tore.
Haut-gauche les composantes zh et Bas-gauche la fonction u avec les éléments P1. Haut-droite
les composantes zh et Bas-droite la fonction u avec les éléments P2

Figure 2.2 � Iso-valeurs et représentation 3D pour u(x, y) = sin(72x(1−x)y(1− y)) sur le tore.
Haut-gauche les composantes zh et Bas-gauche la fonction u avec les éléments P1. Haut-droite
les composantes zh et Bas-droite la fonction u avec les éléments P2
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Remarque 2.2.6 La même chose peut être faite avec des conditions aux bords de Neumann qui
sont les conditions aux bords habituels pour l'équation d'Allen-Cahn sur laquelle nous allons nous
concentrer maintenant.

Dans les �gures précédentes, nous avons illustré l'e�et de la séparation en échelles dans l'es-
pace : la partie �uctuante de la fonction, z, est d'amplitude faible et inférieure à celle de la
fonction d'origine. Ceci est observé lorsque l'on considère P1 ainsi que les éléments P2. Nous
observons également que la composante z présente des oscillations élevées caractéristiques de la
partie haute fréquence d'une fonction. Nous quanti�ons maintenant cette propriété.

Nous générons l'approximation de la fonction propre dans l'espace des EF en résolvant un pro-
blème de valeurs propres numériquement par∫

Ω
uhvhdx+

∫
Ω
∇uh∇vhdx = λ

∫
Ω
uhvhdx ∀vh ∈ Vh (2.4)

ce qui équivaut à trouver les éléments propres de

Ahu = λMhu (2.5)

où Ah et Mh sont respectivement la matrice de rigidité et la matrice de masse sur l'espace Vh de
MEF.
Si nous notons par w(i) les vecteurs propres associés aux valeurs propres λi, nous comparons les
premiers composants propres de U et ceux de Z à souligner, c'est-à-dire∫

Ω
Uw(i)dx and

∫
Ω
Zw(i)dx

Dans les �gures 2.3 et 2.4, nous avons représenté le spectre d'énergie de u(x, y) = cos(44(1 −
x)xy(1− y)) et de sa composante �uctuante z, lorsqu'on utilise P2 ainsi que des éléments P1.
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Figure 2.3 � Pour EF P2, Nf = 20, Nc = 10 pour u(x, y) = cos(44(1− x)xy(1− y)), dim(Vh) =
1681, dim(VH) = 441.
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Figure 2.4 � Pour EF P1, Nf = 40, Nc = 20 pour u(x, y) = cos(44(1− x)xy(1− y)), dim(Vh) =
1681, dim(VH) = 441.

Nous remarquons dans les �gures 2.3− 2.4 que, comme prévu, les facteurs de correction propres
qui correspondent à des valeurs propres faibles (fréquences élevées) sont très faibles en fonction
de ceux de la fonction originale.

2.3 Cas linéaire : équation de la chaleur

Le problème de la chaleur constitue une étude préliminaire validant notre approche de séparation
en hautes fréquences zh et la partie principale de la solution uH . Le terme ∂tu−∆u représente la
partie linéaire de l'équation d'Allen-Cahn que nous considérons dans la section suivante. L'idée
principale est d'approcher par un schéma implicite la grande partie de la solution sur la grille
grossière puis par la prolongation passer à la stabilisation des hautes fréquences par un schéma
explicite sur la grille �ne.

Algorithm 9 Stabilsation des hautes fréquences
1: for k = 0, 1, · · · do

2: Résoudre dans VH (
uk+1
H − ukH

∆t
, ψH) + (∇uk+1

H ,∇ψH) = (f, ψH), ∀ψH ∈ VH
3: Résoudre dans Vh (ũk+1

h , φh)− (uk+1
H , φh), ∀φh ∈ Vh

4: Résoudre dans Vh
5: (1 + τ∆t)(zk+1

h − zkh, φh) + ∆t(∇ukh,∇φh) + (ũk+1
h − ũkh, φh) = ∆t(f, φh), ∀φh ∈ Vh

6: Soit uk+1
h = ũk+1

h + zk+1
h

7: end for

Remarque 2.3.1 Il est important de noter que le schéma ci-dessus peut être implémenté très
simplement sans calculer explicitement la séquence zkh ; Il su�t de voir que zk+1

h − zkh = uk+1
h −

ukh − (ũk+1
h − ũkh) et se servir de la prolongation établie : en e�et, nous pouvons réécrire l'étape

de correction comme

(uk+1
h −ukh, φh)+∆tτ(uk+1

h −ukh, φh)+∆t(∇ukh,∇φh) = ∆tτ(uk+1
H −ukH , φh)+∆t(f, φh), ∀φh ∈ Vh.

46
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Ainsi l'algorithme simpli�é sera le suivant

Algorithm 10 Schéma simpli�é
1: for k = 0, 1, · · · do

2: Résoudre dans VH (
uk+1
H − ukH

∆t
, ψH) + (∇uk+1

H ,∇ψH) = (f, ψH), ∀ψH ∈ VH
3: Résoudre dans Vh
4: (uk+1

h −ukh, φh)+∆tτ(uk+1
h −ukh, φh)+∆t(∇ukh,∇φh) = ∆tτ(uk+1

H −ukH , φh)+∆t(f, φh) ∀φh ∈
Vh

5: end for

A�n de bien situer notre approche, nous présontons une comparaison entre notre Algorithme
10 et les schémas suivants :

• Schéma 1 : Schéma explicite

uk+1 − uk

∆t
−∆uk = f, x ∈ Ω, (2.6)

Ce schéma requiert uniquement la résolution d'un problème linéaire à chaque étape mais
il est limité en pas de temps.

• Schéma 2 : Schéma implicite

uk+1 − uk

∆t
−∆uk+1 = f, x ∈ Ω, (2.7)

Ce schéma est inconditionnellement stable, au sens où il converge pour de gros pas de
temps ∆t.

• Schéma 3 : Schéma semi-implicite stabilisé
La restriction en pas de temps est résolue en ajoutant un terme de stabilisation comme
suit :

uk+1 − uk

∆t
+ τ(uk+1 − uk)−∆uk+1 = f, x ∈ Ω, (2.8)

Par ce schéma, nous stabilisons la solution toute entière par le terme τ(uk+1 − uk). Ainsi
la stabilité est aussi inconditionnelle.

D'une part, la résolution du problème par l'Algorithme 10 est plus chère en temps de calcul
que la résolution du problème par un schéma explicite (2.6) pour un même pas de temps ∆t.
Mais notre Algorithme 10 est plus stable que le schéma explicite ; un pas de temps plus grand
peut être considéré ce qui permet de converger plus rapidement (si la comparaison est faite sur
un interval de temps �xé). En e�et, la perte en temps de calcul est récompensé en terme de
stabilité.
D'autre part, nous démontrons que notre Algorithme 10, malgré la limitation en pas de temps,
approche pour un même ∆t d'une façon similaire à la simulation par un schéma implicite (2.7).

Nous comparons la convergence vers les solutions exactes dans la Fig. 2.5 pour l'Algorithme
10, le schéma implicite (2.7) et le schéma stabilisant la solution entière (2.8). Un avantage pour
la technique de séparation des échelles apparaît ; la convergence est plus rapide que celle de la
stabilisation globale (2.8).
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Figure 2.5 � L'erreur L2 entre l'Algorithme 10, le schéma implicite (2.7), le schéma stabilisé
(2.8) et la solution exacte : à gauche uex(x, y, t) = cos(πx) cos(πy) expsin(πt),∆t = 0.01, τ =
4 × 105 et u0 = cos(πx) cos(πy) ; à droite uex(x, y, t) = cos(πx) cos(πy),∆t = 0.04, τ = 5 × 106

et u0 = (x(1− x)y(1− y))2

Proposition 2.3.2 Si τ ≥ ρ(Ah) alors γ = 1 +
∆t

2
(τ − ρ(Ah)) > 0 et la solution du schéma

bi-grilles simpli�é (Algorithme 10) véri�e

|∇uk+1
h |2 ≤ |∇u0

h|2 +
τ∆t

2
|∇u0

H |2, (2.9)

ainsi l'Algorithme 10 est stable (inconditionnellement en énergie).

X Preuve :

Nous considérons en premier, le schéma inconditionnellement stable sur l'espace grossier et pour
simpli�er nous prenons f = 0

(
uk+1
H − ukH

∆t
, ψH) + (∇uk+1

H ,∇ψH) = 0, ∀ψH ∈ VH , (2.10)

pour ψH = uk+1
H − ukH et en utilisant l'identité

(a− b, 2a) = |a|2 − |b|2 + |a− b|2, (2.11)

nous trouvons

1

∆t
|uk+1
H − ukH |2 +

1

2

(
|∇uk+1

H |2 − |∇ukH |2 + |∇(uk+1
H − ukH)|2

)
= 0. (2.12)

Nous sommons pour j = 0, . . . , k et nous obtenons

1

∆t

k∑
j=0

|uj+1
H − ujH |

2 +
1

2
(|∇uk+1

H |2 − |∇u0
H |2) +

1

2

k∑
j=0

|∇(uj+1
H − ujH)|2 = 0, (2.13)

ce qui implique

k∑
j=0

|uj+1
H − ujH |

2 +
∆t

2
|∇uk+1

H |2 +
∆t

2

k∑
j=0

|∇(uj+1
H − ujH)|2 ≤ ∆t

2
|∇u0

H |2. (2.14)
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D'autre part, en prenant φh = uk+1
h − ukh dans le schéma de la grille �ne de l'Algorithme 10 et

par l'identité (2.11), nous avons

(1+τ∆t)|uk+1
h −ukh|2+

∆t

2
(|∇uk+1

h |2−|∇ukh|2)−∆t

2
|∇(uk+1

h −ukh)|2 = τ∆t(uk+1
H −ukH , uk+1

h −ukh).

(2.15)
Par l'inégalité de Hölder nous trouvons

(1+τ∆t)|uk+1
h −ukh|2+

∆t

2
(|∇uk+1

h |2−|∇ukh|2)−∆t

2
|∇(uk+1

h −ukh)|2 ≤ τ∆t

2

(
η|uk+1

H −ukH |2+
1

η
|uk+1
h −ukh|2

)
.

(2.16)
Par l'inégalité du Poincaré inverse

|∇uh|2 ≤ ρ(Ah)|uh|2,

nous obtenons(
1+∆t(τ − 1

2
ρ(Ah)− τ

2η
)
)
|uk+1
h −ukh|2 +

∆t

2
|∇uk+1

h |2 ≤ τ∆tη

2
|uk+1
H −ukH |2 +

∆t

2
|∇ukh|2. (2.17)

Pour η = 1, nous posons γ = 1 +
∆t

2
(τ − ρ(Ah)) et sommons pour j = 0, . . . , k nous obtenons

γ
k∑
j=0

|uj+1
h − ujh|

2 +
∆t

2
|∇uk+1

h |2 ≤ τ∆t

2

k∑
j=0

|∇(uj+1
H − ujH)|2 +

∆t

2
|∇u0

h|2. (2.18)

Or d'après (2.14), on a

τ∆t

2

k∑
j=0

|∇(uj+1
H − ujH)|2 ≤ τ∆t2

4
|∇u0

H |2

et donc �nalement

γ

k∑
j=0

|uj+1
h − ujh|

2 +
∆t

2
|∇uk+1

h |2 ≤ ∆t

2
|∇u0

h|2 +
τ∆t2

4
|∇u0

H |2. (2.19)

d'où |∇uk+1
h |2 ≤ |∇u0

h|2 +
τ∆t

2
|∇u0

H |2. 2

2.4 Équation d'Allen-Cahn

Les équations de champs de phase, comme Allen-Cahn, sont largement utilisées dans plusieurs
domaines des sciences appliquées. Nous-en citons quelques-uns : pour modéliser les phénomènes
naturels en science des matériaux [7, 88], en traitement d'image [156] ou en écologie et en médecine
[139]. Elles s'écrivent

∂u

∂t
+M(−∆u+

1

ε2
f(u)) = 0, x ∈ Ω, t > 0, (2.20)

∂u

∂n
= 0, (2.21)

u(0, x) = u0(x), (2.22)
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Chapitre 2. Méthodes bi-grilles pour l'équation d'Allen-Cahn

où Ω est un ensemble ouvert borné dans IRd et n le vecteur normal unitaire.
L'équation d'Allen-Cahn a été introduite pour décrire le processus de séparation de phase dans
les alliages de fer [8, 9], y compris transitions ordre-désordre : M est la mobilité (prise 1 pour

la simplicité), F =

∫ u

−∞
f(v)dv est l'énergie libre, u est le paramètre d'ordre (non-conservé) et

ε > 0 est l'épaisseur de la surface. La condition aux limites de Neumann homogène implique
qu'il n'y a pas de perte de masse en dehors du domaine. Il est important de noter qu'il existe
une compétition entre le terme potentiel et le terme de di�usion : ceci produit une régularisation
en transition de phase. Cette équation peut également être considérée comme un �ot de gradient
pour l'énergie

E(u) =
1

2

∫
Ω
‖∇u‖2dx+

1

ε2

∫
Ω
F (u)dx,

et peut être réécrite comme
∂u

∂t
+∇E(u) = 0,

Une conséquence importante est que
∂E(u)

∂t
≤ 0, l'énergie diminue en temps le long des solutions,

c'est une propriété de stabilité qu'il est important de récupérer numériquement ; nous renvoyons
le lecteur à des travaux récents sur la méthode numérique des écoulements de gradient appliquée
à ces équations [167].
La satisfaction du principe du maximum par la solution est une autre propriété de stabilité (en
norme L∞). Nous nous référons à [16] pour plus de détails sur la modélisation du champ de
phase et sur les propriétés mathématiques des solutions.

La présence du petit paramètre ε conduit à des di�cultés numériques : il rend la fonction E(u)
"très non convexe" au sens où elle possède de nombreux minima locaux. Par conséquent, l'utilisa-
tion de méthodes semi-implicites sou�re d'une limitation di�cile de temps tandis que l'utilisation
de schémas implicites permet d'obtenir des méthodes de diminution d'énergie mais à un coût
important en temps CPU ; Cependant, elles présentent des di�cultés pratiques pour leur mise
en ÷uvre.
Nous considérons maintenant la semi-discrétisation temporelle et nous focalisons sur les schémas
en temps. Soit uk ' u(x, k∆t) une suite de fonctions ; ∆t est le pas de temps. Nous rappelons
les trois schémas classiques suivants qui seront utilisés pour construire nos nouvelles méthodes.
À noter qu'un schéma réduit l'énergie si

E(uk+1) ≤ E(uk).

• Schéma 1 : Schéma semi-implicite

uk+1 − uk

∆t
−∆uk+1 +

1

ε2
f(uk) = 0, x ∈ Ω, (2.23)

∂uk+1

∂n
= 0, sur ∂Ω. (2.24)

Ce schéma est à énergie décroissante : il est facile à mettre en ÷uvre (un seul problème de
Neumann linéaire doit être résolu à chaque étape) mais il sou�re d'une condition stricte
et contraignante sur le pas de temps

0 < ∆t <
2ε2

L
,
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2.4. Équation d'Allen-Cahn

où L = ‖f ′‖∞, cf. [188].

• Schéma 2 : Schéma implicite

uk+1 − uk

∆t
−∆uk+1 +

1

ε2
DF (uk, uk+1) = 0, x ∈ Ω, (2.25)

∂uk+1

∂n
= 0, sur ∂Ω, (2.26)

où nous prenons DF (u, v) =


F (u)− F (v)

u− v
si u 6= v,

f(u) siu = v
.

Ce schéma est inconditionnellement énergétiquement stable, c'est-à-dire que l'énergie di-
minue pour tous les ∆t > 0, voir [84]. Cependant, il faut résoudre un problème de point
�xe à chaque étape.

• Schéma 3 : Schéma semi-implicite stabilisé
Une façon de surmonter la restriction de pas de temps tout en résolvant un seul problème
linéaire à chaque étape est d'ajouter un terme de stabilisation comme suit [188] :

uk+1 − uk

∆t
+
S

ε2
(uk+1 − uk)−∆uk+1 +

1

ε2
f(uk) = 0, x ∈ Ω, (2.27)

∂uk+1

∂n
= 0, sur ∂Ω. (2.28)

Le schéma réduit l'énergie pour tout ∆t > 0 quand S ≥ L

2
, voir [188].

En tant que schéma semi-implicite, cette méthode est facile à mettre en ÷uvre, mais la
stabilisation ralentit la dynamique. On peut l'expliquer comme suit : le terme d'amortis-

sement
S

ε2
(uk+1 − uk) agit sur toutes les composantes modales de la solution, les basses

qui représentent la partie principale de la solution et les hauts modes dont la limitation
de la propagation permet d'obtenir la stabilité.

Une solution numérique e�cace du problème doit satisfaire un système entièrement discrétisé,
nous considérons ici la méthode des éléments �nis (MEF) pour la discrétisation de l'espace. Pour
développer un système e�cace, nous devons prendre en compte des arguments pratiques, tels
que la mise en ÷uvre ainsi que le coût en temps CPU.

Remark 2.4.1 Une autre propriété importante des solutions de l'équation d'Allen-Cahn est le
principe maximum. Par exemple, quand f(u) = u(u2 − 1), on peut prouver que si |u0(x)| ≤
1,∀x ∈ Ω alors |u(x, t)| ≤ 1, ∀x ∈ Ω, ∀t > 0 : c'est la stabilité L∞.

2.4.1 Schéma de référence sur grille �ne

Comme présenté ci-dessus, le schéma bi-grilles est basé sur un schéma implicite (stable) appliqué
sur l'espace grossier VH et sur un schéma semi-implicite simpli�é sur l'espace �n Vh, pour le
calcul du terme de correction (�uctuant) z. Le schéma sur VH est considéré comme le schéma de
référence.
Nous nous inspirons des travaux de Condette [67] et de Shen [188] pour démontrer la stabilité
énergétique inconditionnelle du schéma (2.25).
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Théorème 2.4.2 Le schéma (2.25) est inconditionnellement stable et véri�e l'inégalité sur l'éner-
gie suivante

E(uk+1
h ) ≤ E(ukh), ∀k ≥ 0.

X Preuve :

Pour vh = uk+1
h − ukh et à l'aide de l'identité du parallélogramme nous avons,

1

∆t

∥∥∥uk+1
h −ukh

∥∥∥2

0
+

1

2

(∥∥∥∇uk+1
h

∥∥∥2

0
−
∥∥∥∇ukh∥∥∥2

0
+
∥∥∥∇(uk+1

h −ukh)
∥∥∥2

0

)
+

1

ε2
(DF (ukh, u

k+1
h ), uk+1

h −ukh) = 0.

Comme ukh 6= uk+1
h , le dernier terme sera

(
F (uk+1

h )− F (ukh), 1
)
.

Ainsi

1

2

(∥∥∥∇uk+1
h

∥∥∥2

0
−
∥∥∥∇ukh∥∥∥2

0

)
+

1

ε2

(
F (uk+1

h )−F (ukh), 1
)
≤ − 1

∆t

∥∥∥uk+1
h − ukh

∥∥∥2

0
− 1

2

∥∥∥∇(uk+1
h − ukh)

∥∥∥2

0
.

L'inégalité devient(1

2

∥∥∥∇uk+1
h

∥∥∥2

0
+

1

ε2

∫
Ω
F (uk+1

h )dx
)
−
(1

2

∥∥∥∇ukh∥∥∥2

0
+

1

ε2

∫
Ω
F (ukh)dx

)
≤ 0.

D'où E(uk+1)− E(uk) ≤ 0 donc E(uk+1) ≤ E(uk) ∀k ≥ 0. 2

Sa mise en ÷uvre nécessite la résolution numérique d'un problème de point �xe à chaque pas
de temps. Nous présentons ci-après un moyen de surmonter l'instabilité arti�cielle portée par
l'utilisation des itérations de Picard classiques. Les nouvelles itérations non linéaires seront im-
plementées pour dé�nir le schéma de référence e�ectif lorsqu'il est appliqué à Vh et auquel nous
comparerons les schémas bi-grilles. En e�et, l'implémentation du schéma (2.25), inconditionnel-
lement stable déjà démontré ci-dessus, sou�re d'une instabilité. La résolution d'un problème de
point �xe à chaque itération en est la cause. En pratique, la convergence des itérations du point
�xe Picard n'est réalisée que pour des petites valeurs de ∆t plus précisement d'ordre 10−4. Cela
est dramatique car nous cherchons à long terme le comportement numérique de la solution.
Cette restriction sur le pas de temps est vraiment arti�cielle parce que le schéma est censé être
inconditionnellement stable. Soit Id la matrice identité et si nous posons

φ(v, uk) =
(
Id+ ∆tA

)−1
{uk − ∆t

ε2
DF (uk, v)},

alors le schéma sera réduit à la résolution du problème de point �xe, à l'itération k,

v = φ(v, uk). (2.29)

Nous proposons de résoudre (2.29) en accélérant la séquence Picard

v0 = uk

for m = 0, . . .

v(m+1) = φ(v(m), uk)

(2.30)

52



2.4. Équation d'Allen-Cahn

a�n de pouvoir donner à ∆t des valeurs supérieures. Nous avons recours à la procédure d'accélé-
ration ∆K voir [28] pour l'extension au cas non linéaire de la procédure hybride introduite dans
[29] et voir [6] où une application sur les équations de Schrödinger a été faite.
Cette technique consiste à remplacer les itérations de Picard par

v0 = uk

for m = 0, . . .

v(m+1) = v(m) − (−1)KαKm∆K
φ v

(m);

(2.31)

où ∆K
φ v

(m) =

K∑
j=0

CKj (−1)K−jφ(j)(v(m), uk), CKj =
K!

j!(K − j)!
est le c÷�cient binomial et φ(j)

désigne la jme composition de φ par elle même avec

αKm = (−1)K
< ∆1

φv
(m),∆K+1

φ v(m) >

< ∆K+1
φ v(m),∆K+1

φ v(m) >
. (2.32)

Nous avons appliqué cette procédure avec ∆1 (Lemaréchal K = 1) ; Nous pouvons ainsi prendre
∆t = 10−2 et le schéma (2.25) reste stable.
Une comparaison des courbes de l'énergie montre une convergence numérique en variant N le
nombre de n÷uds sur le côté du carré unité pour ε = 0.03 et l'accélération Lemaréchal.

Figure 2.6 � Courbes d'énergie : à gauche pour N = 30, 40, 80 sur le carré unité avec l'EF P1,
∆t = 0.009 et l'accélération Lemaréchal et à droite pour N = 20, 30, 40 sur le carré unité avec
l'EF P2, ∆t = 10−2 et l'accélération Lemaréchal.

L'e�cacité de cette méthode apparaît en réduisant le nombre d'itérations nécessaires pour at-
teindre un temps �nal T . Nous présentons dans la Table 2.1 le temps de calcul CPU et le nombre
d'itérations suite à l'implémentation de (2.25) sur le carré unité pour T = 0.4 et les pas de temps
maximaux pour Picard et Lemaréchal.
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Cas P2 Picard ∆t = 3× 10−4 T=0.4 Nb iter=34266 CPU=2851.62s
N=20 Lemaréchal ∆t = 5× 10−2 T=0.4 Nb iter=360 CPU=73.595s
Cas P2 Picard ∆t = 3× 10−4 T=0.4 Nb iter=34796 CPU=11639.8s
N=40 Lemaréchal ∆t = 10−2 T=0.4 Nb iter=1600 CPU=1598.8s
Cas P2 Picard ∆t = 3× 10−4 T=0.4 Nb iter=35142 CPU=47686.2s
N=80 Lemaréchal ∆t = 10−2 T=0.4 Nb iter=1599 CPU=11250.5s

Table 2.1 � Comparaison du temps CPU et des itérations globales pour la méthode du point
�xe de Lemaréchal et Picard et pour di�érentes valeurs de N .

Nous présentons ci-dessous les courbes d'énergie et quelques solutions à des instants di�érents
suite à l'implémentation du schéma (2.25). Les simulations sont faites sur le carré unité avec 40
n÷uds à chaque côté avec ε = 0.03, l'EF P2, ∆t = 10−4 et la CI u0 = cos(4πx) cos(4πy).

Figure 2.7 � Courbes d'énergie pour Picard et pour Lemaréchal.

Figure 2.8 � Solution à gauche pour Picard et à droite pour Lemaréchal à t = 0.0059.
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Figure 2.9 � Solution à gauche pour Picard et à droite pour Lemaréchal à t = 0.0299.

Figure 2.10 � Solution à gauche pour Picard et à droite pour Lemaréchal à t = 0.0539.

Figure 2.11 � Solution à gauche pour Picard et à droite pour Lemaréchal à t = 0.0959.
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Figure 2.12 � Solution à gauche pour Picard et à droite pour Lemaréchal à t = 0.1799.

En e�et, la décroissance de l'énergie indique la stabilité de notre schéma. De plus, la comparaison
des solutions aux mêmes instants permet de dire que les deux méthodes approchent de la même
manière la solution. La méthode Lemaréchal nous a permis de prendre des pas de temps élevés
par contre, en adaptant la méthode de Picard nous sommes limités par les petites valeurs du pas
de temps. Un autre gain s'écoule de l'augmentation du pas de temps, la réduction du temps de
calcul. Les itérations du Lemaréchal sont 4 fois plus rapides que celles de Picard même pour un
maillage �n de 80 n÷uds.

2.4.2 Cadre bi-grilles

2.4.2.1 Simulation des petites échelles

Nous prenons une solution exacte uex = cos(πx) cos(πy) de l'équation d'Allen-Cahn avec un se-
cond terme et simulons cette dernière sur deux maillages du carré unité avec Nf = 40 et Nc = 20
et les espaces d'EF (P1,P2) Fig (2.13)-(2.14). Nous e�ectuons la même simulation de l'équation
d'Allen-Cahn mais sans second terme. Nous étudions le comportement de la composante �uc-
tuante zh = uh− ũh : la di�érence entre la solution obtenue sur le domaine �n et la prolongation
de celle obtenue sur le domaine grossier.
Nous constatons à partir des �gures 2.13−2.15 que |zh| est faible et zh oscille au cours du temps.
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Figure 2.13 � L'équation d'Allen-Cahn avec second membre pour ε = 0.5,∆t = 0.01, t ∈ [0, 4]
et l'élément P1.
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Figure 2.14 � L'équation d'Allen-Cahn avec second membre pour ε = 0.5,∆t = 0.01, t ∈ [0, 4]
et l'élément P2.
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Figure 2.15 � L'équation d'Allen-Cahn pour ε = 0.05,∆t = 0.001, t ∈ [0, 0.6] et l'élément P2.

2.4.2.2 Construction de l'algorithme bi-grilles

Nous dé�nissons le modèle de la méthode bi-grilles en utilisant un schéma de référence sur l'espace
grossier VH et un schéma semi-implicite sur l'espace �n Vh avec une stabilisation uniquement des
composantes en modes élevés.

Structure générale du schéma bi-grilles

Étape 1 Trouver uk+1
H connaissant ukH dans VH par un schéma

inconditionnellement stable
Étape 2 Calculer la prolongation ũk+1

h de uk+1
H dans Vh en utilisant (2.2)

Étape 3 Décomposer uk+1
h = ũk+1

h + zk+1
h

Calculer zk+1
h par un schéma semi-implicite linéaire stabilisé

Étape 4 Soit uk+1
h = ũk+1

h + zk+1
h , avec zk+1

h trouvé à l'Étape 3.

Modèle 1 : Structure générale du schéma bi-grilles

Cette approche permet de concentrer l'e�ort de calcul principal sur l'espace VH de faible dimen-
sion et d'utiliser un schéma simple mais rapide sur l'espace �n Vh.
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Algorithm 11 Schéma 4 : Schéma Bi-grilles
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Résoudre dans VH

(
uk+1
H − ukH

∆t
, ψH) + (∇uk+1

H ,∇ψH) +
1

ε2
(DF (uk+1

H , ukH), ψH) = 0, ∀ψH ∈ VH

3: Résoudre dans Vh (ũk+1
h , φh)− (uk+1

H , φh) = 0, ∀φh ∈ Vh
4: Résoudre dans Vh

(1 + τ∆t)(zk+1
h − zkh, φh) + ∆t(∇zk+1

h ,∇φh) + ∆t(∇ũk+1
h ,∇φh)

+(ũk+1
h − ũkh, φh) + ∆t

1

ε2
(f̃(ukh, ũ

k+1
h , zk+1

h ), φh) = 0,∀φh ∈ Vh

5: Soit uk+1
h = ũk+1

h + zk+1
h

6: end for

Le traitement du terme non linéaire f̃(ukh, u
k+1
h , uk+1

H ) permet de voir plusieurs variantes de l'Al-
gorithme bi-grilles d'Allen-Cahn (Algorithme 11).

i. f̃(ukh, u
k+1
h , uk+1

H ) = f(ukh) : l'étape de correction du schéma bi-grilles est une simple sta-
bilisation des modes élevés du schéma semi-implicite.

ii. Linéarisation du terme non linéaire :

f̃(ukh, u
k+1
h , uk+1

H ) =
1

4ε2
((ukh)2 + 2uk+1

H ukh + 3(uk+1
H )2 − 2)(uk+1

h − uk+1
H )

+
1

4ε2
((uk+1

H )2 + (ukh)2 − 2)(uk+1
H + ukh).

Ce choix dé�nit le Schéma 4.2 présenté après.

2.4.2.3 Comment choisir VH et Vh ?

Une question principale pour la méthode bi-grilles est le choix des deux espaces d'approximation
VH et Vh. Nous devons concilier entre deux critères :

• les capacités de réduction de CPU apportées par le schéma bi-grilles : la partie la plus
importante des calculs est réalisée dans l'espace grossier (itérations non linéaires). Ceci
est directement lié au rapport des dimensions de VH et Vh, que nous désignons par

DR =
dim(VH)
dim(Vh)

.

• la séparation d'échelles en fréquence qui permet de faire une correction par un schéma
simpli�é sur Vh. Il semble qu'un bon indicateur est que le terme de correction z soit petit
en norme, cela signi�e que l'approximation sur l'espace grossier est su�samment correcte
pour être une approximation acceptable sur l'espace �n, une fois prolongée. Selon le cas
général, cf. la Proposition 2.2.4, un indicateur de la norme L2 de z est contrôlé par
l'erreur d'interpolation dans VH .
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Les estimations sur la taille relative de VH et Vh dans le cas VH ⊂ Vh ont été obtenues dans
di�érents contextes, cf. [166, 218] pour la Galerkin bi-grilles non linéaire (problème de réaction-
di�usion) et [3] pour les équations de Navier-Stokes dépendantes du temps.
Dans notre cas, la condition VH ⊂ Vh n'est pas nécessaire et nous pouvons dé�nir un schéma
d'élément �ni mixte, une condition de compatibilité entre les EF est donnée par la Proposition
2.2.2.

Nous donnons des choix possibles pour VH et Vh dans di�érentes situations :

• Le cas VH ⊂ Vh

� Quand TH = Th :

VH = {vh ∈ C0(Ω̄), vh|K ∈ Pp, ∀K ∈ Th}, Vh = {vh ∈ C0(Ω̄), vh|K ∈ Pq,∀K ∈ Th},

avec q > p. Par exemple p = 1, q = 2 or q = 3.

Suivant Proposition 2.2.4, il est facile de voir que

‖u−Πhu‖L2(Ω) ≤ Chq+1‖u‖Hq+1(Ω) et ‖u−ΠHu‖L2(Ω) ≤ Chp+1‖u‖Hp+1(Ω),

ainsi l'estimation a priori optimale pour l'erreur de prolongation est Hp+1.

� Quand TH ⊂ Th :

VH = {vh ∈ Cm(Ω̄), vh|K ∈ Pp, ∀K ∈ Th}, Vh = {vh ∈ Cm(Ω̄), vh|K ∈ Pp, ∀K ∈ Th}.

Une autre façon de construire VH de Vh est d'appliquer une procédure grossière, nous
renvoyons le lecteur à [15].

• Le cas VH 6⊂ Vh : l'estimation a priori donnée par la Proposition 2.2.4 tient encore et
la relation Hp+1 ' hq+1 donne une indication pour choisir la taille relative des pas h et
H de TH et Th. Comme ci-dessus, la condition h � H est nécessaire pour s'attendre à
une réduction de temps CPU.

Remarque 2.4.3 Nous nous concentrons ici sur les éléments Pk mais la méthode bi-grilles peut
s'appliquer aux espaces d'EF construits avec des éléments rectangulaires ou cubiques Qk.

2.4.3 Résolution technique bi-grilles

2.4.3.1 Schémas bi-grilles

Nous présentons maintenant des schémas bi-grilles basés sur des choix di�érents de f̃(ukh, u
k+1
h , uk+1

H )
dans le cas f(u) = u(u2−1) : Nous pouvons voir que nos schémas bi-grilles n'ont pas de di�cultés
dans leur mise en ÷uvre.
Sur une grille grossière nous calculons la solution uk+1

H de l'équation par un schéma implicite
(inconditionnellement stable). La deuxième étape consiste à résoudre l'équation sur une grille
�ne tout en projettant uk+1

H déjà calculée précédement. A ce stade le terme τ(uk+1
H − ukH) vient

stabiliser les hautes fréquences de la solution. Nous proposons deux schémas bi-grilles d'ordre un
en temps pour l'équation d'AC :
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Algorithm 12 Schéma 4.1 : Équation d'Allen-Cahn stabilisée à deux grilles avec correction

1: u0
h, u

0
H donné

2: for k = 0, 1, · · · do
3: Résoudre dans VH

4: (uk+1
H , ψH) + ∆t(∇uk+1

H ,∇ψH) + ∆t
1

ε2
(DF (uk+1

H , ukH), ψH) = (ukH , ψH), ∀ψH ∈ VH
5: Résoudre dans Vh
6: (uk+1

h − ukh, φh) + ∆tτ(uk+1
h − ukh, φh) + ∆t(∇uk+1

h ,∇φh)

7: = ∆tτ(uk+1
H − ukH , φh)− ∆t

ε2
(f(ukh), φh)∀φh ∈ Vh

8: end for

Algorithm 13 Schéma 4.2 : Équation d'Allen-Cahn stabilisée à deux grilles avec correction

1: u0
h, u

0
H donné

2: for k = 0, 1, · · · do
3: Résoudre dans VH

4: (uk+1
H , ψH) + ∆t(∇uk+1

H ,∇ψH) + ∆t(
1

ε2
DF (uk+1

H , ukH), ψH) = (ukH , ψH), ∀ψH ∈ VH
5: Résoudre dans Vh
6: (uk+1

h − ukh, φh) + ∆tτ(uk+1
h − ukh, φh) + ∆t(∇uk+1

h ,∇φh)

7: = ∆tτ(uk+1
H −ukH , φh)−∆t

ε2
(f̃(ukh, u

k+1
h , uk+1

H ), φh)∀φh ∈ Vh
8: end for

Remarque 2.4.4 La stabilisation que nous utilisons ici s'applique aux composantes des modes
élevés, ceci peut être comparé aux méthodes développées par Costa-Dettori-Gottlieb et Temam [68]
en utilisant des méthodes spectrales (Fourier, Chebyshev) ou Chehab-Costa [42, 43] en di�érences
�nies : dans ces cas, plusieurs grilles ont été utilisées pour générer une hiérarchie de composantes
�uctuantes dans les grilles encastrées et pour les stabiliser avec un terme d'amortissement comme
ci-dessus ; cependant, l'approche que nous proposons ici peut être non hiérarchique et peut être
appliquée pour de nombreux choix d'espaces EF. Dans un travail récent, une stabilisation de grille
a été proposée en di�érences �nies pour les équations paraboliques en utilisant des techniques de
préconditionnement, cf. [27].

2.4.3.2 Propriétés des schémas

La stabilisation en modes élevés rend le schéma bi-grilles cohérent avec le calcul des états sta-
tionnaires. Plus précisémment on a

Proposition 2.4.5 Supposons que pour h et H �xés, il existe une unique pair d'éléments ūH ∈
VH et ūh ∈ Vh tel que

(∇ūH ,∇ψH) + (f(ūH), ψH) = 0,∀ψH ∈ VH et (∇ūh,∇φh) + (f(ūh), φh) = 0,∀φh ∈ Vh.

Supposons que lim
k→+∞

ukH = ūH et que zkh est convergent vers z̄h. Alors

lim
k→+∞

ukh = ūh.
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X Preuve :
Pour établir la cohérence, nous montrons que ukh = zkh + ũkh converge vers ūh.
D'après la continuité de la prolongation P, nous avons

P(ukH) = ũkh → P(ūH) = ˜̄uh, quand k → +∞.

En passant à la limite dans l'étape de correction du schéma et après simpli�cations, nous aurons

(∇zh,∇φh) + (∇ũh,∇φh) + (f(zh + ũh), φh) = 0,∀φh ∈ Vh.

Pour wh = zh + ũh, nous trouvons

(∇wh,∇φh) + (f(wh), φh) = 0, ∀φh ∈ Vh.

Par identi�cation, wh = zh + ũh = ūh. 2

Proposition 2.4.6 Soient f ∈ C1(IR, IR) une fonction réelle et F la primitive de f . Nous sup-
posons que L = ‖f ′‖∞ < +∞ et que F ≥ 0 sur IR.

Si τ ≥ L

ε2
, alors la solution de l'Algorithme 12 satisfait

E(uk+1
h ) ≤ E(u0

h) +
τ∆t

2
E(u0

H). (2.33)

X Preuve :

Nous considérons le schéma inconditionnellement stable implicite sur la grille grossière

(
uk+1
H − ukH

∆t
, ψH) + (∇uk+1

H ,∇ψH) +
1

ε2
(DF (ukH , u

k+1
H ), ψH) = 0,∀ψH ∈WH (2.34)

En prenant ψH = uk+1
H − ukH dans (2.34) et en utilisant l'identité du parallélogramme (2.11),

nous trouvons :

1

∆t
‖uk+1

H − ukH‖2L2(Ω) +
1

2
‖∇uk+1

H ‖2L2(Ω) −
1

2
‖∇ukH‖2L2(Ω) +

1

2
‖∇(uk+1

H − ukH)‖2L2(Ω)

+
1

ε2
(F (uk+1

H )− F (ukH), 1) = 0.

(2.35)

En sommant pour j = 0, . . . , k, nous avons :

k∑
j=0

‖uj+1
H − ujH‖

2
L2(Ω) +

∆t

2
(‖∇uk+1

H ‖2L2(Ω) − ‖∇u
0
H‖2L2(Ω)) +

∆t

2

k∑
j=0

‖∇(uj+1
H − ujH)‖2L2(Ω)

+
∆t

ε2
(F (uk+1

H )− F (u0
H), 1) = 0,

(2.36)
ce qui implique

k∑
j=0

‖uj+1
H − ujH‖

2
L2(Ω) + ∆tE(uk+1

H ) ≤ ∆tE(u0
H). (2.37)
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D'autre part en prenant φh = uk+1
h − ukh, nous obtenons :

(1 + τ∆t)‖uk+1
h − ukh‖2L2(Ω) +

∆t

2
(‖∇uk+1

h ‖2L2(Ω) − ‖∇u
k
h‖2L2(Ω)) +

∆t

2
‖∇(uk+1

h − ukh)‖2L2(Ω)

+
∆t

ε2
(F (uk+1

h )− F (ukh), 1) +
∆t

2ε2
(f ′(ζh)(uk+1

h − ukh), (uk+1
h − ukh)) = τ∆t(uk+1

H − ukH , uk+1
h − ukh).

En utilisant les inégalités de Hölder et de Young, nous avons :

(1 + τ∆t)‖uk+1
h − ukh‖2L2(Ω) +

∆t

2
(‖∇uk+1

h ‖2L2(Ω) − ‖∇u
k
h‖2L2(Ω)) +

∆t

2
‖∇(uk+1

h − ukh)‖2L2(Ω)

+
∆t

ε2
(F (uk+1

h )− F (ukh), 1)

≤ ∆t

2ε2
L‖uk+1

h − ukh‖2L2(Ω) +
τ∆t

2

(
η‖uk+1

H − ukH‖2L2(Ω) +
1

η
‖uk+1

h − ukh‖2L2(Ω)

)
,

avec L = ‖f ′‖∞.
Ici η est un nombre réel strictement positif. Pour contrôler ‖uk+1

h − ukh‖2L2(Ω) nous devons choisir

η >
1

2
, par exemple η = 1.

La somme pour j = 0, . . . k donne

(
1+

∆t

2
(τ− L

ε2
)
) k∑
j=0

‖uj+1
h −ujh‖

2
L2(Ω) +∆t

k∑
j=0

(
E(uj+1

h )−E(ujh)
)
≤ τ∆t

2

k∑
j=0

‖uj+1
H −ujH‖

2
L2(Ω).

(2.38)
Par suite en utilisant le résultat obtenu sur la grille grossière (2.37), nous obtenons le résultat
désiré

E(uk+1
h ) ≤ E(u0

h) +
τ∆t

2
E(u0

H). (2.39)

2

Cette condition de stabilité énergétique est similaire à celle du schéma globalement stabilisé

(Schéma 3, section 2.4) et qui est τ =
S

ε2
≥ L

2ε2
, cf. [188] ; en conséquence de l'inégalité

(2.38), nous avons une propriété de décroissance de l'énergie approchée par

E(uk+1
h )− E(ukh) ≤ τ∆t

2
E(u0

H).

Cependant, les simulations numériques ci-après montrent la diminution en temps de l'énergie
pour nos schémas bi-grilles.

2.4.4 Stabilisation globale vs stabilisation en modes élevés

Avant de comparer les performances de la méthode bi-grilles et le schéma de référence sur une
grille, nous souhaitons illustrer l'e�et de la stabilisation des modes élevés par rapport à la stabi-
lisation globale, dans l'évolution du temps de l'énergie.

2.4.4.1 Stabilisation des modes élevés selon le schéma semi-implicite (Schéma 4.1)

Nous considérons Ω =]0, 1[2 et deux triangulations Th et TH ; elles sont composées de 1681 et
441 triangles respectivement. Chacun de VH et Vh sont des espaces d'EF basés sur les éléments
P2, leurs dimensions sont dim(VH) = 1681 et dim(Vh) = 6561, donc DR(VH , Vh) = 0.256211.
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La stabilisation appliquée uniquement pour les composantes de modes élevés permet de cal-
culer la solution avec une bonne précision ; la courbe d'énergie du schéma de référence sur une
grille est proche de celle de la méthode bi-grilles, tandis que la stabilisation du schéma sur toutes
les composantes de la solution ralentit la dynamique. Le terme de stabilisation est évidemment
nécessaire pour le schéma d'une grille, mais aussi pour le schéma bi-grilles : sur le même exemple
que ci-dessus, pour S = 0.05 les deux schémas 4.2 et (2.25) sont instables.
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Figure 2.16 � Equation d'Allen-Cahn - Energie vs temps - Comparaison entre le schéma glo-
balement stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevés
bi-grilles, ε = 0.03, ∆t = 7× 10−3, τ = S/ε2, S = 2, u0(x, y) = cos(4πx) cos(4πy)

2.4.4.2 Stabilisation des modes élevés par une linéarisation du terme non linéaire
(Schéma 4.2)
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Figure 2.17 � Equation d'Allen-Cahn - Energie vs temps - Comparaison entre le schéma globale-
ment stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevés bi-grilles.
ε = 0.03, ∆t = 7×10−3, τ = S/ε2, S = 1.5 (gauche), S = 10 (droite), u0(x, y) = cos(πx) cos(πy),
dim(VH) = 1681, dim(Vh) = 6561, DR(VH , Vh) = 0.256211.
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Figure 2.18 � Equation d'Allen-Cahn - Energie vs temps - Comparaison entre le schéma glo-
balement stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes éle-
vés bi-grilles. ε = 0.03, ∆t = 7 × 10−3. τ = S/ε2, S = 1.5 (gauche), S = 10 (droite).
u0(x, y) = cos(4πx) cos(4πy), dim(VH) = 1681, dim(Vh) = 6561, DR(VH , Vh) = 0.256211.

Nous ajoutons deux illustrations obtenues dans le cas où la même triangulation est utilisée pour
les deux espaces d'EF VH et Vh. Nous choisissons

VH = {vH ∈ C0(Ω̄)/vH |K ∈ P1, ∀K ∈ Th} et Vh = {vh ∈ C0(Ω̄)/vh|K ∈ P2, ∀K ∈ Th}.

Nous avons VH ⊂ Vh.
Nous considérons d'abord l'équation d'Allen-Cahn sur un domaine en forme de L. Les dimensions
sont dim(Vh) = 1606, dim(VH) = 424, DR(VH , Vh) = 0.26401 et nous partons d'une solution
initiale u0(x, y) = cos(16πx) cos(4πy). L'évolution en temps de l'énergie pour les trois méthodes
est signalée à la Figure 2.19.
Dans la Fig. 2.19 (gauche), les conclusions sont les mêmes que dans les exemples précédents : la
stabilisation en modes élevés par des valeurs modérées de S, (S = 0.1) permet de stabiliser sans
détériorer la dynamique. Dans la Fig. 2.19 (droite) nous reprenons le même exemple mais pour
une valeur supérieure de S, (S = 1) ; nous remarquons que les courbes d'énergie de notre schéma
bi-grilles sont en accord avec celles du schéma de référence sur la grille �ne. Par contre l'énergie
du schéma globalement stabilisé décroît lentement et cela est dû à la stabilisation par un grand S.
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Figure 2.19 � Ω est le domaine en forme de L- Energie vs temps - ε = 0.1, ∆t = 7 × 10−3.
τ = S/ε2. A gauche, S = 0.1 et à droite S = 1. Les éléments P1 sur VH , P2 sur Vh.
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Nous avons tracé pour di�érentes données initiales sur les Figures 2.17 et 2.18 l'évolution en
temps de l'énergie pour les 3 méthodes. Nous observons que pour les mêmes paramètres de
stabilisation, dans les schémas bi-grilles basés sur l'amortissement en modes élevés réside une
dynamique énergétique comparable à celle du schéma de référence tandis que la stabilisation sur
une grille ralentit la décroissance de l'énergie. En outre, comme prévu, les valeurs plus élevées
de τ produisent une énergie plus importante et ralentissent pour le schéma stabilisé à une grille.
Les mêmes résultats sont obtenus en utilisant des éléments P1 au lieu de P2.

Schéma ε S τ = S/ε2 ∆t Stable

Schéma 3 une grille stabilisé 0.03 0.1 111.11 0.007 oui
Schéma 4.2 bi-grilles 0.03 0.1 111.11 0.007 oui

Schéma 3 une grille stabilisé 0.03 0.05 55.55 0.007 non
Schéma 4.2 bi-grilles 0.03 0.05 55.55 0.007 oui

Schéma 3 une grille stabilisé 0.03 0.01 1.11 0.007 non
Schéma 4.2 bi-grilles 0.03 0.01 11.11 0.007 oui

Table 2.2 � ε = 0.03, ∆t = 0.007, u0(x, y) = cos(4πx) cos(4πy), éléments P2.

Schéma ε S τ = S/ε2 ∆t Stable

Schéma 3 une grille stabilisé 0.03 10 111111.11 0.01 oui
Schéma 4.2 bi-grilles 0.03 10 111111.11 0.01 oui

Table 2.3 � ε = 0.03, ∆t = 0.01, u0(x, y) = cos(4πx) cos(4πy), éléments P1.

Schéma ε S τ = S/ε2 ∆t Stable

Schéma 3 une grille stabilisé 0.03 0.1 111.11 0.007 non
Schéma 4.2 bi-grilles 0.03 0.1 111.11 0.007 non

Table 2.4 � ε = 0.03, ∆t = 0.01, u0(x, y) = cos(8πx) cos(7πy), éléments P2.

2.4.5 Précision et réduction du temps CPU

Nous avons Ω =]0, 1[2 et deux triangulations Th et TH composées de 1681 et 441 triangles res-
pectivement. Les dimensions des espaces d'EF sont dim(VH) = 1681 et dim(Vh) = 6561, donc
DR(VH , Vh) = 0.256211.
Nous comparons la méthode bi-grilles Schéma 4.2 (Algorithme 13) avec le schéma d'une grille
inconditionnellement stable (Schéma (2.25)) simulant une solution exacte : nous choisissons la
fonction uex(x, y, t) = cos(πx) cos(πy)exp(sin(πt)) comme solution exacte, un second terme ap-
proprié est ajouté pour cet objet. Nous observons que l'erreur est faible et le temps CPU est
réduit pour le schéma bi-grilles, d'un facteur 3 dans la Figure 2.20, pour ε = 0.5, et supérieur à
4 dans la Figure 2.21, pour ε = 0.3.
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Figure 2.20 � Allen-Cahn - simulation d'une solution exacte ε = 0.5, τ = 1.2, ∆t = 10−2.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

500

1000

1500

2000

2500

CP
U

(se
c)

CPU time

One grid
Two grids

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

kzk
L2

Time evolution of kzkL2

||z||
L

2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

10-3

Er
ro

rL
2 -n

or
m

Time evolution of the di,erence of FG and corr solutions in L2 norm

Error L2-norm

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

L2
er

ro
r

Time evolution of the error in L2-norm

FGCorrSol-Solex
FGSol-Solex
CGSol-Solex

Figure 2.21 � Allen-Cahn - simulation d'une solution exacte ε = 0.3, τ = 1.8, ∆t = 10−2.

Aussi, nous observons que les énergies sont comparables et que l'évolution en temps de la di�é-
rence entre les solutions obtenues de ces schémas reste faible. En�n, nous observons que le temps
CPU est réduit pour le schéma bi-grilles, d'un facteur supérieur à 4.
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Figure 2.22 � Allen-Cahn - ε = 0.03, τ = 5× 10−3 et ∆t = 7× 10−3.

2.5 Conclusion

La méthode à deux grilles en les éléments �nis pour les équations de réaction-di�usion que nous
avons présentée ici permet de produire des itérations rapides et stables, nous avons également
montré que nos schémas à deux-grilles restituent au niveau discret des propriétés importantes
telles que la diminution de l'énergie. L'approche développée peut être étendue à un plus grand
nombre d'espaces imbriqués, comme dans [77, 79, 131], avec pour objectif d'économiser encore
davantage plus de temps de calcul.
La séparation des échelles permet d'amortir principalement les composantes en mode élevé de
la solution ; cette procédure peut être interprétée comme lissage des modes élevés. Un avantage
important du cadre bi-grilles est qu'il n'est pas nécessaire que l'espace grossier soit inclus dans
celui �n, conférant à la méthode un caractère mixte, ce qui se retrouve à travers la condition de
compatibilité de type inf-sup que doivent satisfaire VH et Vh. En�n, il n'est pas nécessaire de
calculer une base hiérarchique, le �ltrage est automatiquement fourni par l'étape de prolongation.
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Ce chapitre est consacré à l'étude de l'équation de Cahn-Hilliard. Nous appliquons la méthode
bi-grilles présentée dans le chapitre précédent et dans [1]. Comme pour l'équation d'Allen-Cahn,
nous décomposons la solution en partie principale et partie �uctuante

uh = ũh + zh.

Nous utilisons un schéma implicite inconditionnellement stable pour calculer la partie principale
sur un espace grossier VH et un schéma semi-implicite pour la partie �uctuante zh sur un espace
�n Vh. Nous nous inspirons des schémas implicites et des méthodes de stabilisation de Shen, mais
nous ne stabilisons que les hautes fréquences de la solution (partie �uctuante).

Notre méthode bi-grilles permet de gagner en temps de calcul en comparaison avec le temps de
résolution d'un problème implicite sur une seule grille.

3.1 Équation de Cahn-Hilliard

L'équation de Cahn-Hilliard

∂u

∂t
+ ∆2u− 1

ε2
∆f(u) = 0, x ∈ Ω, t > 0, (3.1)
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est un modèle simple pour les processus de séparation de phase d'un alliage binaire ; Elle est
aussi pertinente pour l'étude de la dynamique de population, les �lms bactériens, la biologie, les
�lms minces, le traitement d'images et même les anneaux de Saturne. La fonction f est de type
bistable avec trois zéros simples et est la dérivée d'un potentiel de double puits F dont les puits

correspondent aux phases du matériau. Un modèle typique est donnée par F (u) =
1

4
(u2 − 1)2

c'est-à-dire f(u) = u3−u. La fonction u(x, t) représente la concentration de l'un des composants
métalliques de l'alliage. L'équation (3.1) est généralement munie de conditions aux limites de
Neumann homogènes

∂u

∂n
= 0,

∂(∆u− 1

ε2
f(u))

∂n
= 0.

En particulier, ceci donne la conservation de la masse, c'est-à-dire de la moyenne spatiale du
paramètre d'ordre u,

ū =

∫
Ω
u(x, t)dx =

∫
Ω
u0(x)dx. (3.2)

La décroissance de l'énergie

∂E(u)

∂t
= −

∫
Ω
|∇(−∆u+

1

ε2
f(u))|2dx ≤ 0, (3.3)

est aussi véri�ée par l'équation (3.1). L'équation de Cahn-Hilliard peut s'écrire sous la formulation
mixte suivante cf. [85]

(
∂u

∂t
, ψ) + (∇µ,∇ψ) = 0, ∀ψ ∈ V, (3.4)

(µ, φ) = (∇u,∇φ) +
1

ε2
(f(u), φ), ∀φ ∈W. (3.5)

En e�et, en prenant la fonction test ψ = 1 et φ = 1 l'équation de Cahn-Hilliard véri�e

(
∂u

∂t
, 1) = 0, (3.6)

(µ− 1

ε2
f(u), 1) = 0. (3.7)

Pour cette formulation, (3.6) implique que la conservation de la masse (3.2) est véri�ée.

Comme pour l'équation d'Allen-Cahn, les schémas semi-implicites sont énergétiquement stables
E(uk+1) ≤ E(uk) sous des conditions très restrectives. Nous nous référons à [188] pour des
schémas classiques :

• Schéma 1 : Schéma semi-implicite

uk+1 − uk

∆t
−∆µk+1 = 0, x ∈ Ω, (3.8)

−∆uk+1 +
1

ε2
f(uk) = µk+1, x ∈ Ω, (3.9)

∂uk+1

∂n
= 0,

∂(∆uk+1 − 1

ε2
f(uk+1))

∂n
= 0, sur ∂Ω. (3.10)
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Le terme non linéaire est traité explicitement, par suite le schéma est facile à implémenter
mais il n'est pas énergétiquement stable que sous une condition stricte et contraignante
sur le pas de temps ; l'énergie ne décroît que pour

0 < ∆t <
4ε4

L2
,

où L = ‖f ′‖∞, cf. [188].

• Schéma 2 : Schéma implicite

uk+1 − uk

∆t
−∆µk+1 = 0, x ∈ Ω, (3.11)

−∆uk+1 +
1

ε2
DF (uk, uk+1) = µk+1, x ∈ Ω, (3.12)

∂uk+1

∂n
= 0,

∂(∆uk+1 − 1

ε2
f(uk+1))

∂n
= 0, sur ∂Ω, (3.13)

où nous prenons DF (u, v) =


F (u)− F (v)

u− v
si u 6= v,

f(u) si u = v
.

Ce schéma nécessite une méthode de point �xe pour la résolution du problème non linéaire
à chaque itération. Cependant, l'énergie est décroissante pour tous les ∆t > 0, c'est-à-dire
il est inconditionnellement énergétiquement stable (cf. [84]).

• Schéma 3 : Schéma semi-implicite stabilisé
Shen propose d'ajouter un terme de stabilisation a�n de résoudre un seul problème linéaire
à chaque itération sans aucune condition sur le pas de temps [188] :

uk+1 − uk

∆t
−∆µk+1 = 0, x ∈ Ω, (3.14)

−∆uk+1 +
S

ε2
(uk+1 − uk) +

1

ε2
f(uk) = µk+1, x ∈ Ω, (3.15)

∂uk+1

∂n
= 0,

∂(∆uk+1 − 1

ε2
f(uk+1))

∂n
= 0, sur ∂Ω. (3.16)

Cette stabilisation rend le schéma semi-implicite inconditionnellement énergétiquement

stable ; l'énergie décroît au cours du temps pour ∆t > 0 quand S ≥ L

2
. Mais la décrois-

sance est ralentie puisqu'il stabilise la solution tout entière. Dans la suite nous proposons
de stabiliser uniquement la partie �uctuante de la solution (les modes élevés).

3.1.1 Schéma de référence sur grille �ne

L'implémentation du schéma (3.11)-(3.13) nécessite la résolution d'un problème non linéaire à
chaque pas de temps. Soient Id et A les matrices de masse et d'identité respectivement. Si nous
posons

φ(v, µ, uk) =

 Id ∆tA

−A Id

−1


uk

1

ε2
DF (uk, v)


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nous nous ramenons à la résolution du problème de point �xe, à l'itération k,

(v, µ) = φ(v, µ, uk). (3.17)

Malgré la stabilité inconditionnelle du schéma (3.11)-(3.13) nous sommes limités en pas de temps
∆t. Comme pour l'équation d'Allen-Cahn [1], nous adaptons la procédure d'accélération de
Lemaréchal. Ainsi ∆t peut être égal à 10−4 alors que par l'itération du point �xe Picard ∆t
maximal ne dépasse pas 3 × 10−6, cf. [28, 155]. Nous comparons les courbes de l'énergie en
adaptant l'accélération du Lemaréchal pour di�érentes valeurs de N , le nombre de n÷uds sur le
côté du carré unité, et ε = 0.03. Les courbes collent pour les éléments �nis P1 et P2.

Figure 3.1 � Courbes d'énergie : à gauche pour N = 30, 40, 80, ∆t = 3 × 10−6 et l'EF P1 et à
droite pour N = 20, 30, 40, ∆t = 3× 10−6 et l'EF P2.

La réduction du nombre d'itérations nécessaires pour atteindre un temps �nal T est l'un des
avantages de cette méthode. Le tableau 3.1 renferme le temps de calcul CPU, le nombre d'itéra-
tions et les pas de temps maximaux pour la résolution suivant le schéma (3.11)− (3.13) par les
méthodes de point �xe de Picard et de Lemaréchal.

Cas P2 Picard ∆t = 3× 10−6 T=0.219 Nb iter = 2.89175e06 CPU=375994 s
N=20 Lemaréchal ∆t = 10−3 T=0.219 Nb iter=3879 CPU=977.86 s
Cas P2 Picard ∆t = 3× 10−6 T=0.027 Nbiter=360040 CPU=797520 s
N=40 Lemaréchal ∆t = 10−3 T=0.027 Nb iter=861 CPU=869.68 s
Cas P2 Picard ∆t = 3× 10−6 T=0.027 Nb iter=360040 CPU=803631 s
N=80 Lemaréchal ∆t = 10−3 T=0.027 Nb iter=900 CPU=3799.72 s

Table 3.1 � Comparaison du temps CPU et des nombre d'itérations pour les méthodes du point
�xe de Lemaréchal et Picard et pour di�érentes valeurs de N .

Nous implémentons le schéma (3.11)− (3.13) sur le carré unité avec 40 n÷uds à chaque côté avec
ε = 0.03, l'EF P2, ∆t = 3 × 10−6 et la CI u0 = cos(πx) cos(πy). Nous comparons ci-dessous les
courbes d'énergie et quelques solutions à des instants di�érents pour les méthodes du point �xe
de Lemaréchal et Picard.
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Figure 3.2 � Courbes d'énergie pour Picard et pour Lemaréchal.

Figure 3.3 � Solution à gauche pour Picard et à droite pour Lemaréchal à t = 0.

Figure 3.4 � Solution à gauche pour Picard et à droite pour Lemaréchal à t = 6× 10−5.

Figure 3.5 � Solution à gauche pour Picard et à droite pour Lemaréchal à t = 0.000147.
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Figure 3.6 � Solution à gauche pour Picard et à droite pour Lemaréchal à t = 0.00024 .

Figure 3.7 � Solution à gauche pour Picard et à droite pour Lemaréchal à t = 0.000753.
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Figure 3.8 � Courbes de la moyenne spatiale pour Picard et pour Lemaréchal.

3.1.2 Cadre bi-grilles : simulation des petites échelles

Les �gures 3.9 et 3.10 correspondent à la simulation de l'équation de Cahn-Hilliard avec un
second terme convenable à la solution exacte uex = cos(πx) cos(πy) sur deux maillages du carré
unité avec Nf = 40 et Nc = 20. Les résultats pour l'équation de Cahn-Hilliard sans second terme
sont présentés à la �gure 3.11.
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Figure 3.9 � L'équation de Cahn-Hilliard avec second membre pour ε = 0.1,∆t = 0.001, t ∈
[0, 1.2] et l'élément P1.
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Figure 3.10 � L'équation de Cahn-Hilliard avec second membre pour ε = 0.5,∆t = 0.01, t ∈ [0, 4]
et l'élément P2.
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Figure 3.11 � L'équation de Cahn-Hilliard pour ε = 0.05,∆t = 0.001, t ∈ [0, 1.2] et l'élément
P2.

Les �gures 3.9−3.11 montrent que la partie �uctuante zh = uh−ũh, la di�érence entre la solution
obtenue sur le domaine �n et la prolongation de celle obtenue sur le domaine grossier, oscille au
cours du temps et que |zh| est faible.

3.1.3 Résolution technique bi-grilles

3.1.3.1 Schémas bi-grilles

Nous désirons construire des algorithmes bi-grilles énergétiquement stables et réduisant le temps
de calcul du problème non linéaire.
Concernant la stabilité nous pensons appliquer la stabilisation de Shen [188] mais uniquement
aux modes élevés de la solution pour ne pas ralentir la dynamique. L'idée de nos algorithmes
bi-grilles est de décomposer la solution uh en deux parties et les traiter di�érement.

Il est commode d'adapter un schéma implicite inconditionnellement stable pour le calcul de la
partie principale uk+1

H sur la grille grossière. Sur la grille �ne nous utilisons un schéma semi-
implicite avec le terme de stabilisation τ(uk+1

h − ukh)− τ(uk+1
H − ukH).

Les algorithmes que nous présentons ci-dessous di�èrent au niveau du schéma semi-implicite de
la grille �ne. L'Algorithme 14 traite le terme non linéaire explicitement f(u) = ukh((ukh)2 − 1)
alors que l'Algorithme 15 prend la linéarisation du terme nonlinéaire :

f̃(ukh, u
k+1
h , uk+1

H ) =
1

4ε2
((ukh)2 + 2uk+1

H ukh + 3(uk+1
H )2 − 2)(uk+1

h − uk+1
H )

+
1

4ε2
((uk+1

H )2 + (ukh)2 − 2)(uk+1
H + ukh).
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Algorithm 14 Équation de Cahn-Hilliard (explicite) stabilisée à deux grilles avec correction

1: u0
h, u

0
H donnés

2: for k = 0, 1, · · · do
3: Résoudre dans VH ×WH

4: (uk+1
H − ukH , ψH) + ∆t(∇µk+1

H ,∇ψH) = 0, ∀ψH ∈ VH
5: (∇uk+1

H ,∇φH) +
1

ε2
(DF (uk+1

H , ukH), φH) = (µk+1
H ,∇φH), ∀φH ∈WH

6: Résoudre dans Vh ×Wh

7: (uk+1
h − ukh, ψh) + ∆t(∇µk+1

h ,∇ψh) = 0, ∀ψh ∈ Vh
8: (∇uk+1

h ,∇φh)+τ(uk+1
h −ukh, φh)+

1

ε2
(f(ukh), φh) = (µk+1

h , φh)+τ(uk+1
H −ukH , φh), ∀φh ∈Wh

9: end for

Algorithm 15 Équation de Cahn-Hilliard (linéarisation) stabilisée à deux grilles avec correction

1: u0
h, u

0
H donnés

2: for k = 0, 1, · · · do
3: Résoudre dans VH ×WH

4: (uk+1
H − ukH , ψH) + ∆t(∇µk+1

H ,∇ψH) = 0, ∀ψH ∈ VH
5: (∇uk+1

H ,∇φH) +
1

ε2
(DF (uk+1

H , ukH), φH) = (µk+1
H ,∇φH), ∀φH ∈WH

6: Résoudre dans Vh ×Wh

7: (uk+1
h − ukh, ψh) + ∆t(∇µk+1

h ,∇ψh) = 0, ∀ψh ∈ Vh
8: (∇uk+1

h ,∇φh) + τ(uk+1
h − ukh, φh) +

1

ε2
(f̃(ukh, u

k+1
h , uk+1

H ), φh)

9: = (µk+1
h , φh) + τ(uk+1

H − ukH , φh), ∀φh ∈Wh

10: end for

3.1.3.2 Propriétés des schémas

Proposition 3.1.1 Si (1, 1) ∈ VH ×WH et (1, 1) ∈ Vh ×Wh alors les schémas sur une grille
(3.11)-(3.13) et (3.14)-(3.16) et les Algorithmes 14 et 15 bi-grilles véri�ent les deux propriétés
(3.6),(3.7) de l'équation de Cahn-Hilliard

(
∂u

∂t
, 1) = 0, et (µ− 1

ε2
f(u), 1) = 0.

X Preuve :

Nous considérons les fonctions test 1 ∈ VH et 1 ∈ WH alors le schéma inconditionnellement
stable implicite (3.11)-(3.13) adapté sur la grille grossière satisfait

(
uk+1
H − ukH

∆t
, 1) = 0 et (µk+1

H − 1

ε2
DF (uk+1

H , ukH), 1) = 0, ∀k ≥ 0. (3.18)

Et aussi pour (1, 1) ∈ Vh ×Wh, le schéma (3.14)-(3.16) globalement stabilisé véri�e

(
uk+1
h − ukh

∆t
, 1) = 0 et (µk+1

h − 1

ε2
f(ukh), 1) = 0, ∀k ≥ 0, (3.19)
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car
S

ε2
(uk+1
h − ukh, 1) = 0.

Comme le schéma (3.11)-(3.13) adapté sur la grille grossière satisfait (3.18), alors τ(uk+1
H −

ukH , 1) = 0 et l'Algorithme 14 bi-grilles explicite satisfait

(
uk+1
h − ukh

∆t
, 1) = 0 et (µk+1

h − 1

ε2
f(ukh), 1) = 0, ∀k ≥ 0, (3.20)

car τ(uk+1
h − ukh, 1) = 0.

De même l'Algorithme 15 bi-grilles explicite satisfait

(
uk+1
h − ukh

∆t
, 1) = 0 et (µk+1

h − 1

ε2
f̃(ukh, u

k+1
h , uk+1

H ), 1) = 0, ∀k ≥ 0, (3.21)

car τ(uk+1
h −ukh, 1) = 0. 2

Proposition 3.1.2 Soient f ∈ C1(IR, IR) une fonction réelle et F la primitive de f . On fait les
hypothèses suivantes :

� L = ‖f ′‖∞ < +∞,
� F ≥ 0 sur IR,
� u0

H et u0
h sont à moyenne nulle,

� τ ≥ L

ε2
.

Alors, il existe une constante κ ne dépendant que de Ω, E(u0
h), E(u0

H) et de τ telle que

E(uk+1
h ) ≤ κ,∀k ≥ 0,

et le schéma 14 est alors stable en énergie.

X Preuve :

Soit k �xé. Nous considérons le schéma inconditionnellement stable implicite sur l'espace grossier
(VH ,WH)

(uk+1
H −ukH , φH)+∆t(∇µk+1

H ,∇φH)− (µk+1
H , ψH)+(∇uk+1

H ,∇ψH)+
1

ε2
(DF (ukH , u

k+1
H ), ψH) = 0,

(3.22)

∀(φH , ψH) ∈ VH ×WH où DF (u, v) =


F (u)− F (v)

u− v
si u 6= v,

f(u) si u = v
.

En prenant respectivement φH = µk+1
H et ψH = uk+1

H − ukH dans (3.22), nous obtenons après
simpli�cation

∆t‖∇µkH‖2L2(Ω) + (∇uk+1
H ,∇(uk+1

H − ukH)) +
1

ε2
(DF (ukH , u

k+1
H ), uk+1

H − ukH) = 0.

En utilisant l'identité du parallélogramme dans cette dernière identité, il vient

∆t‖∇µk+1
H ‖2L2(Ω) +

1

2

(
‖∇uk+1

H ‖2L2(Ω) − ‖∇u
k
H‖2L2(Ω) + ‖∇(uk+1

H − ukH)‖2L2(Ω)

)
+

1

ε2
(F (uk+1

H )− F (ukH), 1) = 0.
(3.23)
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Finalement,

∆t‖∇µk+1
H ‖2L2(Ω) +

1

2
‖∇(uk+1

H − ukH)‖2L2(Ω) + E(uk+1
H ) = E(ukH). (3.24)

Ceci implique que le schéma sur (VH ,WH) est inconditionnellement stable et à énergie (discrète)
décroissante (E(ukH) ≥ 0,∀k ≥ 0 en vertu des hypothèses sur F ). En sommant ces relations pour
j = 0, . . . , k nous obtenons

∆t

k∑
j=0

‖∇µj+1
H ‖2L2(Ω) +

1

2

k∑
j=0

‖∇(uj+1
H − ujH)‖2L2(Ω) + E(uk+1

H )− E(u0
H) = 0. (3.25)

En particulier, puisque u0
H est à moyenne nulle, il en est de même pour toute la suite ukH . En

utilisant une inégalité de Poincaré sur les fonctions de H1(Ω) à moyenne nulle, nous en déduisons
qu'il existe C = C(Ω) > 0 tel que

‖uj+1
H − ujH‖

2
L2(Ω) ≤ C‖∇(uj+1

H − ujH)‖2L2(Ω), ∀j = 0, · · · , k.

En particulier
k∑
j=0

‖uj+1
H − ujH‖

2
L2(Ω) ≤ C

k∑
j=0

‖∇(uj+1
H − ujH)‖2L2(Ω), (3.26)

d'où
k∑
j=0

‖uj+1
H − ujH‖

2
L2(Ω) ≤

2

C
E(u0

H). (3.27)

Maintenant, en prenant φh = µk+1
h et ψh = uk+1

h − ukh, nous obtenons, en procédant comme plus
haut et après les simpli�cations usuelles :

∆t‖∇µk+1
h ‖2L2(Ω) +

1

2

(
‖∇uk+1

h ‖2L2(Ω) − ‖∇u
k
h‖2L2(Ω) + ‖∇(uk+1

h − ukh)‖2L2(Ω)

)
+ τ‖uk+1

h − ukh‖2L2(Ω)

+
1

ε2
(F (uk+1

H )− F (ukH), 1) +
1

2ε2
(f ′(ζh)(uk+1

h − ukh), (uk+1
h − ukh)) = τ(uk+1

H − ukH , uk+1
h − ukh).

(3.28)
En utilisant la dé�nition de E(.), les inégalités de Holder et de Young, nous avons

∆t‖∇µk+1
h ‖2L2(Ω) +

1

2
‖∇(uk+1

h − ukh)‖2L2(Ω) + τ‖uk+1
h − ukh‖2L2(Ω)

+E(uk+1
h )− E(ukh) ≤ L

2ε2
‖uk+1

h − ukh‖2L2(Ω) +
τ

2
‖uk+1

H − ukH‖2L2(Ω) +
τ

2
‖uk+1

h − ukh‖2L2(Ω).

où L = ‖f ′‖∞. Avec γ =
1

2

(
τ − L

ε2

)
≥ 0, d'après les hypothèses, nous en déduisons

∆t‖∇µk+1
h ‖2L2(Ω) +

1

2
‖∇(uk+1

h − ukh)‖2L2(Ω) + γ‖uk+1
h − ukh‖2L2(Ω) + E(uk+1

h )− E(ukh) ≤ τ

2
‖uk+1

H − ukH‖2L2(Ω).

Pour �nir, nous considérons la somme de ces inégalités pour j = 0, . . . k. Il vientγ k∑
j=0

‖uj+1
h − ujh‖

2
L2(Ω) + ∆t

k∑
j=0

‖∇µj+1
h ‖2L2(Ω) +

1

2

k∑
j=0

‖∇(uj+1
h − ujh)‖2L2(Ω)


+E(uk+1

h ) ≤ E(u0
h) +

τ

2

k∑
j=0

‖uj+1
H − ujH‖

2
L2(Ω).

(3.29)
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Par suite, en utilisant (3.27), nous obtenons le résultat annoncé :

E(uk+1
h ) ≤ κ, (3.30)

avec κ = E(u0
h) + τ

CE(u0
H). 2

L'hypothèse u0
h à moyenne nulle n'a pas été utilisée mais doit être faite par cohérence.

3.1.4 Stabilisation globale vs stabilisation en modes élevés

Nous présentons dans cette section une comparaison entre la stabilisation de la solution par Shen
et la stabilisation des modes élevés de la solution par nos algorithmes bi-grilles. L'étude est faite
sur Ω =]0, 1[2 avec deux triangulations Th et TH composées de 1681 et 441 triangles respective-
ment et les espaces d'EF VH et Vh de dimensions dim(VH) = 1681 et dim(Vh) = 6561.
Les courbes d'énergie du schéma implicite (3.11)-(3.13) sont en accord avec celles de nos al-
gorithmes bi-grilles et décroissent plus rapidement que celle du schéma globalement stabilisé
(3.14)-(3.16) ; la décroissance de l'énergie est ralentie dans le cas du schéma (3.14)-(3.16) stabi-
lisant toutes les composantes de la solution.
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3.1.4.1 Stabilisation des modes élevés selon le schéma semi-implicite (Algorithme
14)
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Figure 3.12 � Equation de Cahn-Hilliard - Energie vs temps - Comparaison entre le globalement
stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées bi-grilles
(Algorithme 14), ε = 0.03, ∆t = 3 × 10−6, τ = S/ε2, S = 2 (gauche), S = 10 (droite),
u0(x, y) = cos(πx) cos(3πy) et l'élément P1.
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Figure 3.13 � Equation de Cahn-Hilliard - Moyenne spatiale vs temps - Comparaison entre le
globalement stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées
bi-grilles (Algorithme 14), ε = 0.03, ∆t = 3×10−6, τ = S/ε2, S = 2 (gauche), S = 10 (droite),
u0(x, y) = cos(πx) cos(3πy) et l'élément P1.
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Figure 3.14 � Equation de Cahn-Hilliard - Energie vs temps - Comparaison entre le globalement
stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées bi-grilles
(Algorithme 14), ε = 0.03, ∆t = 3 × 10−6, τ = S/ε2, S = 0.5 (gauche), S = 10 (droite),
u0(x, y) = cos(πx) cos(3πy) et l'élément P2.
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Figure 3.15 � Equation de Cahn-Hilliard - Moyenne spatiale vs temps - Comparaison entre le
globalement stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées
bi-grilles (Algorithme 14), ε = 0.03, ∆t = 3 × 10−6, τ = S/ε2, S = 0.5 (gauche), S = 10
(droite), u0(x, y) = cos(πx) cos(3πy) et l'élément P2.
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3.1.4.2 Stabilisation des modes élevés par une linéarisation du terme non linéaire
(Algorithme 15)
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Figure 3.16 � Equation de Cahn-Hilliard - Energie vs temps - Comparaison entre le globalement
stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées bi-grilles
(Algorithme 15). ε = 0.03, ∆t = 3 × 10−6, τ = S/ε2, S = 2 (gauche), S = 10 (droite),
u0(x, y) = cos(πx) cos(3πy) et l'élément P1.
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Figure 3.17 � Equation de Cahn-Hilliard - Moyenne spatiale vs temps - Comparaison entre le
globalement stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées
bi-grilles (Algorithme 15). ε = 0.03, ∆t = 3×10−6, τ = S/ε2, S = 2 (gauche), S = 10 (droite),
u0(x, y) = cos(πx) cos(3πy) et l'élément P1.
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Figure 3.18 � Equation de Cahn-Hilliard - Energie vs temps - Comparaison entre le globalement
stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées bi-grilles
(Algorithme 15). ε = 0.03, ∆t = 3 × 10−6. τ = S/ε2, S = 0.5 (gauche), S = 10 (droite).
u0(x, y) = cos(πx) cos(3πy) et l'élément P2.
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Figure 3.19 � Equation de Cahn-Hilliard - Moyenne spatiale vs temps - Comparaison entre le
globalement stabilisé sur une grille, le schéma sur une grille et la stabilisation des modes élevées
bi-grilles (Algorithme 15). ε = 0.03, ∆t = 3 × 10−6. τ = S/ε2, S = 0.5 (gauche), S = 10
(droite). u0(x, y) = cos(πx) cos(3πy) et l'élément P2.

Pour les mêmes paramètres de stabilisation, nous véri�ons que la stabilisation globale ralentit
la décroissance de l'énergie alors que la stabilisation uniquement des modes élevés dans nos al-
gorithmes bi-grilles n'a pas d'in�uence sur la décroissance de l'énergie ; les courbes d'énergie de
nos algorithmes bi-grilles collent avec celle du schéma implicite sur une grille.
Nous déduisons aussi qu'en augmentant les valeurs de S, (S = 10), la décroissance de l'énergie
devient plus lente.

De plus, la comparaison des courbes de la moyenne spatiale montre que nos algorithmes bi-grilles
et le schéma implicite sur une grille approchent de la même manière la solution.

Nous remarquons l'importance du terme de stabilisation pour le schéma d'une grille et nos
algorithmes bi-grilles : pour S = 0.05 les deux schémas (3.14)-(3.16) et (15) sont instables (cf.
Tab. 3.2,3.3).

84



3.1. Équation de Cahn-Hilliard

Schéma ε S τ = S/ε2 ∆t Stable

Schéma (3.14)-(3.16) une grille stabilisé 0.03 0.8 888.88 0.001 oui
Algorithme 15 bi-grilles 0.03 0.8 888.88 0.001 oui

Schéma (3.14)-(3.16) une grille stabilisé 0.03 0.5 555.55 0.001 non
Algorithme 15 bi-grilles 0.03 0.5 555.55 0.001 oui

Schéma (3.14)-(3.16) une grille stabilisé 0.03 0.05 55.55 0.001 non
Algorithme 15 bi-grilles 0.03 0.05 55.55 0.001 non

Table 3.2 � ε = 0.03, ∆t = 0.001, u0(x, y) = cos(4πx) cos(4πy), éléments P2.

Schéma ε S τ = S/ε2 ∆t Stable

Schéma (3.14)-(3.16) une grille stabilisé 0.03 2 2222.22 0.001 oui
Algorithme 15 bi-grilles 0.03 2 2222.22 0.001 oui

Schéma (3.14)-(3.16) une grille stabilisé 0.03 0.5 555.55 0.001 non
Algorithme 15 bi-grilles 0.03 0.5 555.55 0.001 non

Table 3.3 � ε = 0.03, ∆t = 0.001, u0(x, y) = cos(4πx) cos(4πy), éléments P1.

3.1.5 Précision et réduction du temps CPU

Nous prenons Ω =]0, 1[2, deux triangulations Th et TH composées de 1681 et 441 triangles res-
pectivement et les espaces d'EF VH et Vh de dimensions dim(VH) = 1681 et dim(Vh) = 6561.

Les �gures 3.20-3.21-3.22-3.23 correspondent à la simulation d'une solution exacte par notre mé-
thode bi-grilles (Algorithme 15) et le schéma d'une grille inconditionnellement stable (Schéma
(3.11)-(3.13)). Nous prenons la fonction uex(x, y, t) = cos(πx) cos(πy)exp(sin(πt)) et ajoutons
un second terme approprié. Nous trouvons que le temps CPU est réduit pour le schéma bi-grilles
et l'erreur est faible (cf. Figures 3.21 pour ε = 0.3 et 3.22 pour ε = 0.5)
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Figure 3.20 � Cahn-Hilliard - simulation d'une solution exacte ε = 0.3, τ = 2222.22, ∆t = 10−3.

85



Chapitre 3. Méthodes bi-grilles pour l'équation de Cahn-Hilliard

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600

1800

2000
C
P
U

(s
ec

)

CPU time

One grid
Two grids

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

L
2
er

ro
r

#10-3 Time evolution of the error in L2-norm

FGCorrSol-Solex
FGSol-Solex
CGSol-Solex

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
10-10

10-9

10-8

10-7

10-6

10-5

10-4

E
rr

or
L

2
-n

or
m

Time evolution of the di,erence of FG and corr solutions in L2 norm

Error L2-norm

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

3.6

3.8

4

4.2

4.4

4.6

4.8

5

5.2

5.4

5.6

kz
k L

2

#10-5 Time evolution of kzkL2

|z|
L

2

Figure 3.21 � Cahn-Hilliard - simulation d'une solution exacte ε = 0.3, τ = 2222.22, ∆t = 10−3.
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Figure 3.22 � Cahn-Hilliard - simulation d'une solution exacte ε = 0.5, τ = 5555.55, ∆t = 10−3.
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Figure 3.23 � Cahn-Hilliard - simulation d'une solution exacte ε = 0.5, τ = 5555.55, ∆t = 10−3.

Aussi pour l'équation de Cahn-Hilliard sans second membre, nous obtenons une réduction du
temps de calcul CPU pour l'Algorithme 15 bi-grilles, d'un facteur supérieur à 3. De plus, les
énergies sont comparables.
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Figure 3.24 � Cahn-Hilliard ε = 0.03, τ = 2222.22 et ∆t = 10−3.
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Figure 3.25 � Cahn-Hilliard ε = 0.03, τ = 2222.22 et ∆t = 10−3.

En�n, la comparaison des courbes de la moyenne spatiale montre que notre algorithme bi-grilles
(Algorithme 15) et le schéma d'une grille inconditionnellement stable (Schéma (3.11)-(3.13))
approchent de la même manière la solution. Mais la moyenne spatiale de la concentration u
qui était initialement nulle augmente au cours du temps en restant faible. L'Algorithme 15
bi-grilles et le schéma d'une grille inconditionnellement stable ne conservent pas la masse (la
conservation de la masse étant un critère essentiel de l'équation de Cahn-Hilliard).

3.2 Conclusion

Nous avons proposé des schémas bi-grilles énergétiquement stables et réduisant le temps de cal-
cul. L'idée était de stabiliser uniquement la partie �uctuante de la solution ; nos schémas bi-grilles
ne détériorent pas la dynamique comme pour la stabilisation globale de la solution [188].
Concentrer l'e�ort sur l'espace grossier de faible dimension nous a permis de réduire le temps de
calcul CPU. Nous avons montré que nos schémas bi-grilles et le schéma d'une grille incondition-
nellement stable véri�ent le critère de conservation de la masse mais les simulations numériques
ont montré que la moyenne spatiale de la concentration qui était initialement nulle augmente au
cours du temps mais reste faible.
Nous étendons ces résultats pour les modèles couplés aux équations de Navier-Stokes .
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Deuxième partie : Méthodes bi-grilles
en éléments �nis pour les couplages
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Nous considérons dans ce chapitre la méthode de projection et appliquons notre technique de
séparation d'échelles qui a été véri�ée dans les chapitres précédents pour les équations d'Allen-
Cahn et de Cahn-Hilliard. Ce chapitre est organisé comme suit : au début, nous décrivons le
principe bi-grilles pour les équations de réaction-di�usion. Puis nous présentons les techniques
de correction de pression incrémentale et non incrémentale. Ensuite nous proposons nos schémas
bi-grilles séparant en fréquences les vitesses intermédiaires introduites par la méthode de pro-
jection. En premier lieu, nous comparons nos schémas bi-grilles aux schémas implicites et ceux
de la littérature pour le problème de la cavité entraînée. Le premier avantage de notre approche
apparaît dans la concordance de nos résultats avec ceux des références tout en réduisant le temps
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de calcul CPU. En second lieu, nous traitons le cas d'une solution exacte. Le deuxième avantage
de notre méthode bi-grilles apparaît par la stabilité en terme de pas de temps par rapport aux
schémas explicites.
Nous terminons par conclure que notre approche se situe entre les schémas implicites stables mais
lents et les schémas explicites instables mais rapides. D'une part, notre technique n'est pas assez
stable que les schémas totalement implicites mais plus rapide que ces derniers. D'autre part, elle
est plus stable que le schéma explicite rapide mais limité en pas de temps. En outre, ce gain en
stabilité d'un rapport de 10 pour les schémas incrémentaux et non incrémentaux implique que la
technique bi-grilles est plus rapide que le schéma explicite. Si nous considérons les pas de temps
maximaux qui peuvent être pris par les deux procédés, la convergence est atteinte en premier
par les schémas bi-grilles et donc ils sont plus rapides que les schémas explicites.

4.1 Principe bi-grilles

Comme indiqué dans l'introduction section 2, considérer deux espaces de discrétisation VH
(grossier) et Vh (�n), concentrer le calcul sur le grossier par un schéma implicite (non linéaire) et
utiliser un schéma semi-implicite (linéaire) sur le �n permet de gagner en temps de calcul CPU.
Plus précisemment, le schéma bi-grilles pour les équations de réaction-di�usion s'écrit

Algorithm 16 Schéma bi-grilles pour l'équation de réaction-di�usion

1: u0
h, u

0
H donnés

2: for k = 0, 1, · · · do
3: Étape 1 (Schéma implicite espace grossier)

4: (
uk+1
H − ukH

∆t
, ψH) + (∇uk+1

H ,∇ψH) + (f(uk+1
H ), ψH) = 0, ∀ψH ∈ VH

5: Étape 2 (Schéma semi-implicite espace �n)

6: (
uk+1
h − ukh

∆t
, φh) + (∇uk+1

h ,∇φh) + (f(ukh), φh) + (f ′(uk+1
H )uk+1

h , φh) = 0, ∀φh ∈ Vh
7: end for

Cette approche a été proposée dans [110, 130, 153].
A�n d'éviter de calculer la linéarisation f ′(uk+1

H ), de f en uk+1
H , un schéma semi-implicite est

adapté avec le terme d'amortissement τ(uk+1
h − ukh) :

1: Étape 2 (Schéma semi-implicite stabilisé espace �n)

2: (
uk+1
h − ukh

∆t
, φh) + τ(uk+1

h − ukh, φh) + (∇uk+1
h ,∇φh) + (f(ukh), φh) = 0, ∀φh ∈ Vh

Ce schéma est rapide et inconditionnellement stable mais il ralentit la dynamique. Cela est dû à
la stabilisation de toutes les composantes de la solution. Un moyen d'y remédier est de stabiliser
uniquement les composantes en modes élevés zh de la solution uh ; zh constitue la partie �uctuante
de uh. Par suite le schéma s'écrit

1: Étape 2 (Schéma semi-implicite stabilisé en modes élevés espace �n)

2: (
uk+1
h − ukh

∆t
, φh) + τ(P(uk+1

h − ukh), φh) + (∇uk+1
h ,∇φh) + (f(ukh), φh) = 0,∀φh ∈ Vh
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où P(uk+1
h − ukh) traite les composantes en modes élevés de uk+1

h − ukh.

Il existe deux possibilités de décomposer uh en une partie principale ũh et une partie �uctuante
zh :

� Bases hiérarchiques en éléments �nis : l'espace �n Vh est décomposé en Vh = VH
⊕
Wh ⊂

H1, où VH ⊂ Vh est l'espace grossier adapté pour les composantes en bas mode, et Wh

est l'espace complémentaire obtenu suivant les fonctions de base de Vh n'appartenant pas
à VH , traitant les composantes en modes élevés. Ainsi l'approximation sur Vh sera

uh = uH + zh

où uH ∈ VH et zh ∈ Wh. Cette séparation en échelles S : uh → (uH , zh) permet d'avoir
un préconditionneur e�cace pour les matrices de rigidité [164, 165, 226].
La discrétisation satisfaite par uH et zh, est

d

dt
(uH + zh, φH) + (∇(uH + zh),∇φH) + (f(uH + zh), φH) = 0,∀φH ∈ VH , (4.1)

d

dt
(uH + zh, ψh) + (∇(uH + zh),∇ψh) + (f(uH + zh), ψh) = 0,∀ψh ∈ Vh. (4.2)

Par cette séparation en échelles nous pouvons utiliser un schéma simple et rapide pour
les composantes zh et gagner en temps de calcul.
Une autre approche est proposée dans [166] : Soit PH la projection orthogonale en norme
L2 de Vh dans VH , par la décomposition uh = uH + wh où uH = PHuh et wh = (Id −
PH)uh, uH et wh sont orthogonaux. Les schémas de type Galerkin non linéaires proposés
comportent une approche asymptotique (Φ(uH) = wh) et un schéma en temps sur uH .
Cela nécessite la construction de base pour (Id− PH)Vh.
Nous citons en di�érences �nies [35, 43] et méthodes spectrales [68, 77, 80, 137]

� Nous adapterons le �ltrage de type L2 proposé dans [1] où un opérateur de prolongation
P : VH → Vh est dé�ni par

(uH − P(uH), φh) = 0, ∀φh ∈ Vh. (4.3)

En posant ũh = P(uH), nous obtenons

uh = ũh + (uh − ũh) = ũh + zh.

La stabilisation des composantes en modes élevés zh se traduit par

1: Étape 2 (Schéma semi-implicite stabilisé en modes élevés espace �n)

2: (
uk+1
h − ukh

∆t
, φh) + τ(zk+1

h − zkh, φh) + (∇uk+1
h ,∇φh) + (f(ukh), φh) = 0,∀φh ∈ Vh

En utilisant l'identité

(zk+1
h −zkh, φh) = (uk+1

h −ukh, φh)− (ũk+1
h − ũkh, φh) = (uk+1

h −ukh, φh)− (uk+1
H −ukH , φh), ∀φh ∈ Vh

le schéma semi-implicite stabilisé en modes élevés sera
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Algorithm 17 Schéma bi-grilles stabilisé pour l'équation de réaction-di�usion

1: u0
h, u

0
H donnés

2: for k = 0, 1, · · · do
3: Étape 1 (Schéma implicite espace grossier)

4: (
uk+1
H − ukH

∆t
, ψH) + (∇uk+1

H ,∇ψH) + (f(uk+1
H ), ψH) = 0, ∀ψH ∈ VH

5: Étape 2 (Schéma semi-implicite stabilisé en mode élevé espace �n)

6: (
uk+1
h − ukh

∆t
, φh) + τ(uk+1

h − uk
h, φh) + (∇uk+1

h ,∇φh) + (f(ukh), φh) =

τ(uk+1
H − uk

H, φh),∀φh ∈ Vh
7: end for

Pour les équations de Navier-Stokes des méthodes bi-grilles selon l'Algorithme 16 sont pro-
posées dans [3, 5, 110, 130, 153]. Étant donné les deux espaces en éléments �nis (XH , YH) et
(Xh, Yh) véri�ant la condition Inf-sup, avec XH ⊂ Xh et YH ⊂ Yh, le schéma bi-grilles sera

Algorithm 18 Schéma bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

1: u0
h, u

0
H donnés

2: for k = 0, 1, · · · do
3: Étape 1 (Schéma implicite espace grossier)

4: (
uk+1
H − ukH

∆t
, ψH) +

1

Re
(∇uk+1

H ,∇ψH) + ((uk+1
H · ∇)uk+1

H , ψH) − (div(ψH), pk+1
H ) =

(f, ψH), ∀ψH ∈ XH

5: (div(uk+1
H ), qH) = 0,∀qH ∈ YH

6: Étape 2 (Schéma semi-implicite espace �n)

7: (
uk+1
h − ukh

∆t
, φh)+

1

Re
(∇uk+1

h ,∇φh)+(uk+1
H ·∇uk+1

h , φh)−(div(ψh), pk+1
h ) = (f, ψh), ∀ψh ∈

Xh

8: (div(uk+1
h ), qh) = 0, ∀qh ∈ Yh

9: end for

La linéarisation à l'Étape 2 du terme non linéaire (uk+1
H · ∇uk+1

h , φh) a été proposée dans [110],
mais d'autres linéarisations peuvent être envisagées. A chaque itération nous résolvons un pro-
blème non linéaire sur l'espace grossier (XH , YH), puis un problème linéarisé sur l'espace �n
(Xh, Yh). Cela nécessite une actualisation de la linéarisation à chaque étape.

Dans ce qui suit, nous construisons des algorithmes bi-grilles stabilisés suivant l'idée de
l'Algorithme 17 et par la méthode de projection. Cette méthode nous permet de trouver la
vitesse et la pression séparément à l'aide d'une vitesse intermédiaire satisfaisant une équation non
linéaire de convection-di�usion. L'avantage de ces algorithmes bi-grilles stabilisés est la réduction
du temps de calcul.
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4.2 Équations de Navier-Stokes en dimension 2

La formulation variationnelle mixte du mouvement d'un �uide visqueux et incompressible dans
un domaine Ω est décrite par les équations instationnaires de Navier-Stokes

(
∂u

∂t
, v) + (u · ∇u, v) + ν(∇u,∇v)− (p, div v) = (f, v), ∀v ∈ X = [H1

0 (Ω)]d,

(div u, q) = 0, ∀q ∈ Y = L2(Ω),

où Ω est un domaine de Rd, d = 2, 3 à bords lipschitziens et un intervalle de temps [0, T ], T > 0.
Nous proposons le choix suivant des espaces d'approximation Xh et Yh pour la vitesse et la
pression

Xh = {v ∈ C0(Ω̄)2|v|K ∈ P2
2, ∀K ∈ Th, v = 0 sur ∂Ω}, (4.4)

Yh = {q ∈ C0(Ω̄)|q|K ∈ P1, ∀K ∈ Th} ∩ L2
0(Ω). (4.5)

Nous introduisons aussi les formes bilinéaires suivantes :

a : H1
0 (Ω)

d ×H1
0 (Ω)

d −→ R

(u, v) −→ a(u, v) = ν(∇u,∇v)

et

b : H1
0 (Ω)

d × L2(Ω) −→ R

(u, q) −→ b(u, q) = −(div u, q)

et la forme trilinéaire dé�nie par

c : H1
0 (Ω)

d ×H1
0 (Ω)

d ×H1
0 (Ω)

d −→ R

c(w, z, v) =

∫
Ω

[(w · ∇)z] · vdx =
d∑

i,j=1

∫
Ω
wj

∂zi
∂xj

vidx.

Avec les notations précédentes, la formulation mixte du problème de Navier-Stokes s'écrit :

Trouver (u, p) ∈ H1
0 (Ω)

d × L2
0(Ω) tels que (4.6)

(
∂u

∂t
, v) + c(u, u, v) + a(u, v) + b(v, p) = (f, v), ∀v ∈ H1

0 (Ω)
d

(4.7)

b(u, q) = 0, ∀q ∈ L2
0(Ω). (4.8)

(4.9)

Nous introduisons l'espace des fonctions de L2(Ω) à moyenne nulle :

L2
0(Ω) = {q ∈ L2(Ω),

∫
Ω
qdx = 0}.

Remarque 4.2.1 La condition de moyenne nulle sur p est nécessaire pour assurer l'unicité de
la pression. En e�et, si p véri�e l'équation de Stokes alors il en est de même pour p + C où C
est une constante quelconque. D'où l'importance de travailler dans l'espace L2

0(Ω).
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Nous choisissons

Xh = {v ∈ C0(Ω̄)2|v|K ∈ P2
2, ∀K ∈ Th, v = 0 sur ∂Ω}, (4.10)

Yh = {q ∈ C0(Ω̄)|q|K ∈ P1, ∀K ∈ Th} ∩ L2
0(Ω). (4.11)

Les degrés de liberté pour la vitesse sont les sommets de la triangulation et les points médians des
bords des triangles de Th. Ceux de la pression sont les sommets de la triangulation Th supposés
uniformément réguliers.
Pour un tel choix d'éléments �nis, la condition Inf-Sup de Babuska-Brezis cf. [112] est satisfaite.
Ainsi la formulation mixte admet une unique solution.

4.3 Méthode de projection

Cette méthode est connue sous plusieurs noms tels que la méthode de l'étape fractionnaire ou la
méthode de Chorin. Chorin et Temam [65, 202] l'ont introduite comme un moyen de réduction du
coût de calcul dans la formulation vitesse-pression pour un écoulement visqueux incompressible
dépendant du temps. La méthode de projection de Chorin-Temam [65, 199, 201, 203] est l'une
des approches les plus utilisées pour la discrétisation temporelle.
C'est une méthode pas à pas fractionnée où le calcul de la vitesse est découplé de celui de la pres-
sion, en résolvant d'abord un problème de convection-di�usion de sorte que la vitesse résultante
ne soit pas nécessairement à divergence nulle ; puis dans un second temps, celui-ci est projeté sur
un espace de fonctions à divergence nulle pour satisfaire la condition d'incompressibilité.
Il s'agit des méthodes de correction de pression où la pression est traitée explicitement ou igno-
rée dans la première étape et corrigée dans la seconde en projetant la vitesse intermédiaire déjà
introduite.

Nous considérons maintenant la semi-discrétisation temporelle. Soit uk ' u(x, k∆t) une suite
de fonctions ; ∆t est le pas de temps.

uk+1 − uk

∆t
− ν∆uk+1 + (uk+1 · ∇)uk+1 +∇pk+1 = f dans Ω,

div uk+1 = 0 dans Ω,

u(x, 0) = u0(x) sur Ω,

uk+1 = g sur ∂Ω.

(4.12)

Orszag et al. [177] et Karniadakis et al. [140] ont eu l'idée d'inverser le rôle de la vitesse et la
pression dans les schémas de correction de pression. Dans ces schémas de correction de vitesse
[125, 126], le terme de viscosité est traité explicitement ou même éliminé de la première étape et
la vitesse est corrigée à la deuxième étape.

Ces schémas proposent de trouver, sous l'hypothèse de divergence nulle de la vitesse, pk+1 et
par la suite la vitesse intermédiaire u∗ :
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Étape 1 :


uk+1 − u∗,k

∆t
+∇pk+1 = f(tk+1) dans Ω,

div uk+1 = 0 dans Ω, uk+1 · n|∂Ω = 0,
⇔ ∆pk+1 =

div u∗

∆t
+ div f(tk+1) dans Ω.

Étape 2 :
u∗,k+1 − uk+1

∆t
− ν∆u∗,k+1 = 0, u∗,k+1|∂Ω = 0.

Nous nous intéressons dans ce chapitre uniquement aux méthodes de correction pression incré-
mentale et non incrémentale.

4.3.1 Méthode de projection non incrémentale : Chorin-Temam

Approcher le problème de Navier-Stokes (4.12) avec des conditions aux limites non homogènes
par la méthode de projection revient à le décomposer en deux étapes :

Étape 1 : Trouver u∗ tels que


u∗ − uk

∆t
− ν∆u∗ + (u∗ · ∇)u∗ = f dans Ω,

u∗ = g sur ∂Ω.
(4.13)

Étape 2 : 
uk+1 − u∗

∆t
+∇pk+1 = 0 dans Ω,

div uk+1 = 0 dans Ω.
(4.14)

En appliquant l'opérateur div à l'équation (4.14) sous l'hypothèse div uk+1 = 0 et connaissant
u∗ d'après l'Étape 1, (4.14) est équivalente à trouver pk+1 véri�ant :

∆pk+1 =
div u∗

∆t
dans Ω,

∂pk+1

∂n
= 0 sur ∂Ω,∫

Ω
pk+1dx = 0.

(4.15)

En�n, nous déduisons facilement uk+1 = u∗ −∆t∇pk+1.

Dans le travail de Guermond et al. [124], une série de questions numériques pour les trois classes,
les méthodes de correction de pression, les méthodes de correction de vitesse, et les méthodes de
séparation cohérentes sont presentées.
Nous introduisons le schéma de référence :
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Algorithm 19 Schéma de référence non incrémental "Ref1"
1: for k = 0, 1, · · · do

2: Trouver u∗h dans Xh (
u∗h − ukh

∆t
, ψh)+ν(∇u∗h,∇ψh)+((u∗h·∇)u∗h, ψh) = (f, ψh),∀ψh ∈ Xh

3: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div u∗h

∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

4: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + ∆t∇pk+1
h , ψh) = 0,∀ψh ∈ Xh

5: end for

4.3.2 Méthode de projection incrémentale : Correction de pression

Vu que le terme de gradient de pression est absent dans (4.13), Goda [114] était le premier qui
a observé qu'ajouter une ancienne valeur du gradient de pression ∇pk dans la première étape et
ensuite corriger la vitesse dans la seconde étape augmente la précision.

Algorithm 20 Schéma de référence incrémental "Ref2"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗h dans Xh

3: (
u∗h − ukh

∆t
, ψh) + ν(∇u∗h,∇ψh) + ((u∗h · ∇)u∗h, ψh) + (∇pkh, ψh) = (f, ψh), ∀ψh ∈ Xh

4: Trouver pk+1
h dans Yh α(div ∇pk+1

h − div ∇pkh, χh) = (
div u∗h

∆t
, χh), ∀χh ∈ Yh

5: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + α∆t(∇pk+1
h −∇pkh), ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

6: end for

4.4 Méthode bi-grilles : séparation des échelles

4.4.1 Schémas bi-grilles non incrémentaux

Notre première approche consiste à séparer en échelles la vitesse intermédiaire u∗h que nous
avons introduite selon la méthode de projection de Chorin-Temam. Nous calculons d'abord u∗H
sur l'espace grossier XH puis stabilisons les hautes fréquences de u∗h sur l'espace �n Xh. En se
basant sur la condition de divergence nulle, on trouve la pression ph qui est à moyenne nulle. Nous
�nissons par trouver uh et la restreindre à la grille grossière pour obtenir ukH pour la prochaine
itération.

Algorithm 21 Deux grilles "Algo1"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗H dans XH

3: (
u∗H − ukH

∆t
, ψH) + ν(∇u∗H ,∇ψH) + ((u∗H · ∇)u∗H , ψH) = (f, ψH),∀ψH ∈ XH

4: Trouver u∗h dans Xh

(1+τ∆t)(
u∗h − ukh

∆t
, φh)+ν(∇u∗h,∇φh)+((ukh ·∇)ukh, φh) = τ(u∗H−ukH , φh)+(f, φh), ∀φh ∈ Xh

5: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div u∗h

∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

6: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + ∆t∇pk+1
h , φh) = 0, ∀φh ∈ Xh

7: Résoudre dans XH (uk+1
H − uk+1

h , ψH) = 0, ∀ψH ∈ XH

8: end for
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Nous proposons dans l'algorithme qui suit de remplacer (ukh · ∇)ukh par (u∗H · ∇)u∗h.

Algorithm 22 Variante de l'algorithme (Deux grilles "Algo1") : Deux grilles "Algo2"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗H dans XH

3: (
u∗H − ukH

∆t
, ψH) + ν(∇u∗H ,∇ψH) + ((u∗H · ∇)u∗H , ψH) = (f, ψH),∀ψH ∈ XH

4: Trouver u∗h dans Xh

(1+τ∆t)(
u∗h − ukh

∆t
, φh)+ν(∇u∗h,∇φh)+((u∗H ·∇)u∗h, φh) = τ(u∗H−ukH , φh)+(f, φh), ∀φh ∈ Xh

5: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div u∗h

∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

6: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + ∆t∇pk+1
h , φh) = 0, ∀φh ∈ Xh

7: Résoudre dans XH (uk+1
H − uk+1

h , ψH) = 0, ∀ψH ∈ XH

8: end for

La deuxième approche que nous considérons dans les deux algorithmes qui suivent est de trouver
uH par la méthode de projection appliquée sur la grille grossière. Par cette technique, à la
prochaine itération, on utilise uH et non la restriction de la solution trouvée après stabilisation
sur la grille �ne par la méthode de projection.

Algorithm 23 Deux grilles "Algo3"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗H dans XH

3: (
u∗H − ukH

∆t
, ψH) + ν(∇u∗H ,∇ψH) + ((u∗H · ∇)u∗H , ψH) = (f, ψH),∀ψH ∈ XH

4: Trouver pk+1
H dans YH (div ∇pk+1

H , χH) = (
div u∗H

∆t
, χH), ∀χH ∈ YH

5: Trouver uk+1
H dans XH (uk+1

H − u∗H + ∆t∇pk+1
H , ψH) = 0,∀ψH ∈ XH

6: Trouver u∗h dans Xh

(1+τ∆t)(
u∗h − ukh

∆t
, φh)+ν(∇u∗h,∇φh)+((ukh ·∇)ukh, φh) = τ(u∗H−ukH , φh)+(f, φh), ∀φh ∈ Xh

7: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div u∗h

∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

8: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + ∆t∇pk+1
h , φh) = 0, ∀φh ∈ Xh

9: end for

La même variante est aussi considérée pour le cas de la résolution de Navier-Stokes complet sur
la grille grossière (Algorithme 23).
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Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

Algorithm 24 Variante de l'algorithme (Deux grilles "Algo3") : Deux grilles "Algo4"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗H dans XH

3: (
u∗H − ukH

∆t
, ψH) + ν(∇u∗H ,∇ψH) + ((u∗H · ∇)u∗H , ψH) = (f, ψH),∀ψH ∈ XH

4: Trouver pk+1
H dans YH (div ∇pk+1

H , χH) = (
div u∗H

∆t
, χH), ∀χH ∈ YH

5: Trouver uk+1
H dans XH (uk+1

H − u∗H + ∆t∇pk+1
H , ψH) = 0,∀ψH ∈ XH

6: Trouver u∗h dans Xh

(1+τ∆t)(
u∗h − ukh

∆t
, φh)+ν(∇u∗h,∇φh)+((u∗H ·∇)u∗h, φh) = τ(u∗H−ukH , φh)+(f, φh), ∀φh ∈ Xh

7: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div u∗h

∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

8: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + ∆t∇pk+1
h , φh) = 0, ∀φh ∈ Xh

9: end for

4.4.2 Schémas bi-grilles incrémentaux

Comme pour les schémas non incrémentaux nous proposons quatre algorithmes où la première
approche consiste à séparer en échelles la vitesse intermédiaire u∗h que nous avons introduite selon
la méthode de projection de Chorin-Temam.
Nous calculons d'abord u∗H sur l'espace grossier XH puis stabilisons les hautes fréquences de u∗h
sur l'espace �n Xh. En se basant sur la condition de divergence nulle, nous trouvons la pression
ph qui est à moyenne nulle. Nous �nissons par trouver uh et la restreindre à la grille grossière
pour obtenir ukH pour la prochaine itération.
La deuxième approche que nous considérons dans les deux algorithmes qui suivent est de trouver
uH par la méthode de projection appliquée sur la grille grossière. Par cette technique, à la pro-
chaine itération, nous utilisons uH et non la restriction de la solution trouvée après stabilisation
sur la grille �ne par la méthode de projection.

Algorithm 25 Deux grilles "Algo5"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗H dans XH

3: (
u∗H − ukH

∆t
, ψH) + ν(∇u∗H ,∇ψH) + ((u∗H · ∇)u∗H , ψH) + (∇pkH , ψH) = (f, ψH),∀ψH ∈ XH

4: Trouver u∗h dans Xh

(1 + τ∆t)(u∗h − ukh, φh) + ν∆t(∇u∗h,∇φh) + ∆t((ukh · ∇)ukh, φh) + ∆t(∇pkh, φh)

= τ∆t(u∗H − ukH , φh) + ∆t(f, φh), ∀φh ∈ Xh

5: Trouver pk+1
h dans Yh (α(div ∇pk+1

h − div ∇pkh), χh) = (
div u∗h

∆t
, χh), ∀χh ∈ Yh

6: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + α∆t(∇pk+1
h −∇pkh), φh) = 0, ∀φh ∈ Xh

7: Résoudre dans XH (uk+1
H − uk+1

h , ψH) = 0, ∀ψH ∈ XH

8: Résoudre dans YH (pk+1
H − pk+1

h , χH) = 0,∀χH ∈ YH
9: end for
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Nous proposons dans le second algorithme de remplacer (ukh · ∇)ukh par (u∗H · ∇)u∗h.

Algorithm 26 Variante de l'algorithme (Deux grilles "Algo5") : Deux grilles "Algo6"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗H dans XH

3: (
u∗H − ukH

∆t
, ψH) + ν(∇u∗H ,∇ψH) + ((u∗H · ∇)u∗H , ψH) + (∇pkH , ψH) = (f, ψH),∀ψH ∈ XH

4: Trouver u∗h dans Xh

(1 + τ∆t)(u∗h − ukh, φh) + ν∆t(∇u∗h,∇φh) + ∆t((u∗H · ∇)u∗h, φh) + ∆t(∇pkh, φh)

= τ∆t(u∗H − ukH , φh) + ∆t(f, φh),∀φh ∈ Xh

5: Trouver pk+1
h dans Yh (α(div ∇pk+1

h − div ∇pkh), χh) = (
div u∗h

∆t
, χh), ∀χh ∈ Yh

6: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + α∆t(∇pk+1
h −∇pkh), φh) = 0, ∀φh ∈ Xh

7: Résoudre dans XH (uk+1
H − uk+1

h , ψH) = 0, ∀ψH ∈ XH

8: Résoudre dans YH (pk+1
H − pk+1

h , χH) = 0,∀χH ∈ YH
9: end for

Algorithm 27 Deux grilles "Algo7"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗H dans XH

3: (
u∗H − ukH

∆t
, ψH) + ν(∇u∗H ,∇ψH) + ((u∗H · ∇)u∗H , ψH) + (∇pkH , ψH) = (f, ψH),∀ψH ∈ XH

4: Trouver pk+1
H dans YH (α(div ∇pk+1

H − div ∇pkH), χH) = (
div u∗H

∆t
, χH), ∀χH ∈ YH

5: Trouver uk+1
H dans XH (uk+1

H − u∗H + α∆t(∇pk+1
H −∇pkH), ψH) = 0,∀ψH ∈ XH

6: Trouver u∗h dans Xh

(1 + τ∆t)(u∗h − ukh, φh) + ν∆t(∇u∗h,∇φh) + ∆t((ukh · ∇)ukh, φh) + ∆t(∇pkh, φh)

= τ∆t(u∗H − ukH , φh) + ∆t(f, φh), ∀φh ∈ Xh

7: Trouver pk+1
h dans Yh (α∆t(div ∇pk+1

h − div ∇pkh), χh) = (
div u∗h

∆t
, χh), ∀χh ∈ Yh

8: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + α∆t(∇pk+1
h −∇pkh), φh) = 0, ∀φh ∈ Xh

9: end for

La même variante est aussi considérée pour le cas de la résolution de Navier-Stokes complet sur
la grille grossière (Algorithme 27).
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Algorithm 28 Variante de l'algorithme (Deux grilles "Algo7") : Deux grilles "Algo8"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗H dans XH

3: (
u∗H − ukH

∆t
, ψH) + ν(∇u∗H ,∇ψH) + ((u∗H · ∇)u∗H , ψH) + (∇pkH , ψH) = (f, ψH),∀ψH ∈ XH

4: Trouver pk+1
H dans YH (α(div ∇pk+1

H − div ∇pkH), χH) = (
div u∗H

∆t
, χH), ∀χH ∈ YH

5: Trouver uk+1
H dans XH (uk+1

H − u∗H + α∆t(∇pk+1
H −∇pkH), ψH) = 0,∀ψH ∈ XH

6: Trouver u∗h dans Xh

(1 + τ∆t)(u∗h − ukh, φh) + ν∆t(∇u∗h,∇φh) + ∆t((u∗H · ∇)u∗h, φh) + ∆t(∇pkh, φh)

= τ∆t(u∗H − ukH , φh) + ∆t(f, φh),∀φh ∈ Xh

7: Trouver pk+1
h dans Yh (α(div ∇pk+1

h − div ∇pkh), χh) = (
div u∗h

∆t
, χh), ∀χh ∈ Yh

8: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + α∆t(∇pk+1
h −∇pkh), φh) = 0, ∀φh ∈ Xh

9: end for

4.5 Résultats numériques : cavité entraînée

Nous simulons les équations de Navier-Stokes en 2D. Nous construisons un maillage carré [0, 1]×
[0, 1] en faisant varier le nombre de noeuds sur la grille grossière et celui sur la grille �ne de
dimensions dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561 et nous
choisissons les éléments �nis de Taylor-Hood P2/P1 pour la vitesse et la pression respectivement.
Nous présentons les résultats du �ot de la cavité entraînée obtenus en adoptant la formulation
variationnelle fournie par la technique de projection (Chorin-Temam) proposée par les deux
étapes précédentes. Dans ce cas, la vitesse n'est imposée que dans la limite supérieure avec
u = (1; 0) et les conditions de Dirichlet homogènes sont imposées sur le reste de la frontière (cf.
Fig. 4.1)

Figure 4.1 � Conditions aux bords
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4.5.1 Méthode bi-grilles non incrémentale

Pour un nombre de ReynoldsRe = 100, les dimensions des espaces grossiers et �n sont dim(XH) =
6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561 respectivement, un pas de temps
∆t = 10−2, un temps �nal T = 17, un c÷�cient de stabilité τ = 0.5, nous comparons les résul-
tats des Algorithmes 21, 22, 23, 24 avec ceux obtenus par la résolution du schéma de référence
(Algorithme 19) sur la grille �ne.

Figure 4.2 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 21, pour ∆t = 10−2, Re = 100, T = 17, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.3 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 22, pour ∆t = 10−2, Re = 100, T = 17, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.4 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 23, pour ∆t = 10−2, Re = 100, T = 17, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.5 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 24, pour ∆t = 10−2, Re = 100, T = 17, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Aussi pour un nombre de Reynolds Re = 400, les dimensions des grilles grossière et �ne
dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561 respectivement, un pas
de temps ∆t = 10−2, un temps �nal T = 35, nous comparons les résultats des Algorithmes 21,
22, 23, 24 avec ceux obtenus par la résolution du schéma de référence (Algorithme 19) sur la
grille �ne.

Figure 4.6 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 21, pour ∆t = 10−2, Re = 400, T = 35, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.7 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 22, pour ∆t = 10−2, Re = 400, T = 35, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.8 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 23, pour ∆t = 10−2, Re = 400, T = 35, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.9 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 24, pour ∆t = 10−2, Re = 400, T = 35, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Aussi pour un nombre de Reynolds Re = 1000, les dimensions des grilles grossière et �ne
dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561 respectivement, un pas
de temps ∆t = 10−2, un temps �nal T = 56, nous comparons les résultats des Algorithmes 21,
22, 23, 24 avec ceux obtenus par la résolution du schéma de référence (Algorithme 19) sur la
grille �ne.

Figure 4.10 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 21, pour ∆t = 5 × 10−3, Re = 1000, T = 56, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.11 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 22, pour ∆t = 5 × 10−3, Re = 1000, T = 56, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.12 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 23, pour ∆t = 5 × 10−3, Re = 1000, T = 56, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.13 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 24, pour ∆t = 5 × 10−3, Re = 1000, T = 56, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.

Nous présentons dans les Fig. 4.14, 4.15, 4.16, 4.17 pour des Reynolds élevés, une comparai-
son entre le schéma sur une grille �ne (Algorithme 19) et celui de la méthode de séparation
d'échelles (Algorithme 21).
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Figure 4.14 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 21, pour ∆t = 10−3, Re = 2000, T = 70, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.15 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 21, pour ∆t = 10−3, Re = 3200, T = 130, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.

118



4.5. Résultats numériques : cavité entraînée

Figure 4.16 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 21, pour ∆t = 10−3, Re = 5000, T = 148, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.17 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 19 et 21, pour ∆t = 5× 10−4, Re = 7500, T = 195, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.

4.5.1.1 Les extrema des fonctions de courant et de vorticité

La cavité entraînée est un problème de référence qui a été largement étudié même pour les grands
nombres de Reynolds cf. Shen et al. [186]. Les lignes de courant et les contours de vorticité sont
en accord avec ceux présentés dans Bruneau et al. [31], Goyon et al. [118], et Ghia et al. [108].
Nous présentons dans les Tab. 4.1 - 4.7 les extrema de la fonction de courant le long des axes au
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4.5. Résultats numériques : cavité entraînée

tourbillon principal (PV) et le contre tourbillon droit (BRV). Nous comparons nos résultats avec
les localisations de Pascal [179] pour Re = 100, 1000 en éléments �nis et Ghia et al. [108] pour
Re = 400 en di�érences �nies et Bruneau et al. [31] pour Re = 100, 1000 en di�érences �nies.
Nous notons la compatibilité.

Re=100

Ref1 Algo1 Algo2 Algo3 Algo4 Pascal[179] Bruneau[31]

Eléments Eléments Eléments Eléments Eléments Eléments Di�érences
�nis �nis �nis �nis �nis �nis �nies

Nc

grossière 40 40 40 40

Nf

�ne 80 80 80 80 80 65 129

Temps
∆t 10−2 10−2 10−2 10−2 10−2 0.1

PV
x 0.6125 0.6125 0.6125 0.6125 0.6125 0.6094 0.6172
y 0.7375 0.7375 0.7375 0.7375 0.7375 0.7344 0.7344

ψ(x, y) −0.100406 −0.103141 −0.100403 −0.103156 −0.100254 −0.1036 −0.1026

BRV
x 0.9375 0.9375 0.9375 0.9375 0.9375 0.9531 0.9453
y 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625

ψ(x, y) 1.457E−5 1.609E−5 1.457E−5 1.609E−5 1.437E−5 1.09E−5 1.23E−5

Table 4.1 � Navier-Stokes non incrémental ∆t = 10−2, τ = 0.5, Re = 100, T = 17 et P2/P1 ;
PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillondroit.

Re=400

Ref1 Algo1 Algo2 Algo3 Algo4 Ghia [108]

Eléments Eléments Eléments Eléments Eléments Di�érences
�nis �nis �nis �nis �nis �nies

Nc

grossière 40 40 40 40

Nf

�ne 80 80 80 80 80 257

Temps
∆t 10−2 10−2 10−2 10−2 10−2

PV
x 0.5625 0.55 0.5625 0.55 0.5625 0.5547
y 0.6125 0.6 0.6125 0.6 0.6125 0.6055

ψ(x, y) −0.102888 −0.112556 −0.102874 −0.112616 −0.102541 −0.1139

BRV
x 0.8875 0.8875 0.8875 0.8875 0.8875 0.8906
y 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125 0.125

ψ(x, y) 5.715E−4 6.429E−4 5.715E−4 6.433E−4 5.604E−4 6.423E−4

Table 4.2 � Navier-Stokes non incrémental ∆t = 10−2, τ = 0.5, Re = 400, T = 35 et P2/P1,
PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillondroit.
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Re=1000

Ref1 Algo1 Algo2 Algo3 Algo4 Pascal[179] Bruneau[31]

Eléments Eléments Eléments Eléments Eléments Eléments Di�érences
�nis �nis �nis �nis �nis �nis �nies

Nc

grossière 40 40 40 40

Nf

�ne 80 80 80 80 80 65 256

Temps
∆t 5× 10−3 5× 10−3 5× 10−3 5× 10−3 5× 10−3 0.1

PV
x 0.5375 0.525 0.5375 0.525 0.5375 0.5313 0.5313
y 0.5625 0.5625 0.5625 0.5625 0.5625 0.5625 0.5586

ψ(x, y) −0.105742 −0.117156 −0.10568 −0.117193 −0.105628 −0.1231 −0.1163

BRV
x 0.8625 0.8625 0.8625 0.8625 0.8625 0.8594 0.8711
y 0.1125 0.1125 0.1125 0.1125 0.1125 0.1094 0.1094

ψ(x, y) 1.550E−3 1.687E−3 1.548E−3 1.688E−3 1.533E−3 1.69E−3 1.91E−3

Table 4.3 � Navier-Stokes non incrémental ∆t = 5 × 10−3, τ = 0.5, Re = 1000, T = 56 et
P2/P1 ; PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillondroit.

Nous constatons que les Algorithmes 21 et 23 dans lesquels nous approchons le terme non
linéaire par ukh · ∇ukh sont plus proches des résultats de la littérature alors qu'utiliser la variante
u∗H · ∇u∗h nous fait éloigner des études déjà réalisées. Nous nous limitons dans les Tab. 4.4, 4.5,
4.6, 4.7 à l'Algorithme 21 pour des Reynolds supérieurs à 2000.

Re=2000

Ref1 Algo1 Vanka [208] Gupta [128] Hou [134]

Eléments Eléments Di�érences Di�érences Lattice
�nis �nis �nies �nies Boltzmann

Nc

grossière 40

Nf

�ne 80 80 321 81 256

Temps
∆t 10−3 10−3

PV
x 0.525 0.525 0.5250 0.5250 0.5255
y 0.55 0.55 0.5500 0.5500 0.5490

ψ(x, y) −0.115 −0.120 −0.112 −0.118 −0.120

BRV
x 0.85 0.85 0.8375 0.8375 0.8471
y 0.1 0.1 0.0938 0.1 0.0980

ψ(x, y) 2.36E−3 2.41E−3 2.60E−3 2.41E−3 2.44E−3

Table 4.4 � Navier-Stokes non incrémental ∆t = 10−3, τ = 0.5, Re = 2000, T = 70 et P2/P1 ;
PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillon droit.
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Re=3200

Ref1 Algo1 Ghia [108] Goyon [118]

Eléments Eléments Di�érences Di�érences
�nis �nis �nies �nies

Nc

grossière 40

Nf

�ne 80 80 257 129

Temps
∆t 10−3 10−3 10−2

PV
x 0.525 0.5125 0.5165 0.5234
y 0.5375 0.5375 0.5469 0.5468

ψ(x, y) −0.11186 −0.11967 −0.1204 −0.1122

BRV
x 0.825 0.825 0.8125 0.8281
y 0.0875 0.0875 0.0859 0.0859

ψ(x, y) 2.660E−3 2.737E−3 3.1395E−3 2.62E−3

Table 4.5 � Navier-Stokes non incrémental ∆t = 10−3, τ = 0.5, Re = 3200, T = 130 et P2/P1,
PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillon droit.

Re=5000

Ref1 Algo1 Ghia [108] Goyon [118] Bruneau[31]

Eléments Eléments Di�érences Di�érences Di�érences
�nis �nis �nies �nies �nies

Nc

grossière 40

Nf

�ne 80 80 257 257 512

Temps
∆t 10−3 10−3 5× 10−3

PV
x 0.5125 0.5125 0.5117 0.5156 0.5156
y 0.5375 0.5375 0.5352 0.5391 0.5313

ψ(x, y) −0.1086 −0.1191 −0.1189 −0.1115 −0.1142

BRV
x 0.8125 0.812 0.8086 0.8086 0.8301
y 0.075 0.075 0.0742 0.0742 0.0703

ψ(x, y) 2.852E−3 2.889E−3 3.083E−3 2.99E−3 4.55E−3

Table 4.6 � Navier-Stokes non incrémental ∆t = 10−3, τ = 0.5, Re = 5000, T = 148 et P2/P1,
PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillondroit.
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Re=7500

Ref1 Algo1 Ghia [108] Goyon [118] Bruneau[31]

Eléments Eléments Di�érences Di�érences Di�érences
�nis �nis �nies �nies �nies

Nc

grossière 40

Nf

�ne 80 80 257 257 256

Temps
∆t 10−3 10−3 5× 10−3

PV
x 0.5125 0.5125 0.5117 0.5156 0.5156
y 0.5375 0.5375 0.5322 0.5312 0.5234

ψ(x, y) −0.1102 −0.1179 −0.1199 −0.1052 −0.1113

BRV
x 0.7875 0.7875 0.7813 0.8008 0.8828
y 0.0625 0.0625 0.0625 0.0644 0.0820

ψ(x, y) 3.174E−3 3.171E−3 3.284E−3 3.06E−3 8.32E−3

Table 4.7 � Navier-Stokes non incrémental ∆t = 5 × 10−4, τ = 0.5, Re = 7500, T = 195 et
P2/P1, PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillondroit.

Nos résultats sont en accord avec ceux de la littérature Vanka [208], Gupta [128] et Hou [134]
pour Re = 2000 et Ghia [108], Goyon [118] pour (Re = 3200, 5000 et 7500) et Bruneau [31] pour
(Re = 5000 et 7500).

4.5.1.2 Comparaison en temps de calcul

Il apparaît dans les Fig. 4.18, 4.19 que nos schémas bi-grilles sont plus rapides que le schéma
implicite (Algorithme 19) sur une grille �ne mais que le gain en temps CPU n'est pas très
important. Très probablement, et puisqu'une solution stationnaire est calculée, au voisinage de
celle-ci, le schéma de référence ne fera qu'une seule itération non linéaire dans le pas de temps,
cela signi�e que son coût est identique à une itération d'un schéma semi-implicite ; donc le schéma
bi-grilles coûte une itération implicite sur la grille grossière plus chère dans ces conditions.
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Figure 4.18 � De gauche à droite : Re = 100, 400, 1000 ; du temps CPU du schéma sur une
grille �ne (Algorithme 19) et celui de la méthode de séparation d'échelles respectivement.
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Figure 4.19 � De haut en bas et de gauche à droite : Re = 2000, 3200, 5000, 7500 ; du temps CPU
du schéma sur une grille �ne (Algorithme 19) et celui de la méthode de séparation d'échelles
(Algorithme 21) respectivement.

Pour mesurer le temps de calcul, nous représentons le nombre d'itérations non linéaires en fonc-

tion du temps et calculons la norme L2 de
∂u

∂t
, la di�érence de la vitesse à l'étape k + 1 et celle

de l'étape précédente k divisée par ∆t. Nous identi�ons le temps à partir duquel il y aura une

seule itération et nous déduisons environ θs la valeur seuil de
∂u

∂t
. Nous avons alors un critère

heuristique pour analyser la technique bi-grilles. Tant que ‖∂u
∂t
‖ > θs nous appliquons le schéma

bi-grilles et dès que ‖∂u
∂t
‖ < θs, la grille �ne sera appliquée. Nous représentons dans les Tab. 4.8,

4.9, 4.10, 4.11 les temps de calcul pour les quatre algorithmes. Nous remarquons que le rapport
de gain passe de 0,9 à 0,7.

80× 40 points Algorithme 21 Algorithme 22 Algorithme 23 Algorithme 24
T = 17 Algo1 Algo2 Algo3 Algo4

t1G (en sec.) 6448.39 6448.39 6448.39 6448.39

t2G (en sec.) 5414 5504.2 5833.06 6094.01
t2G
t1G

0.8396 0.8536 0.9046 0.9450

θs 0.000528406 0.000528406 0.000528406 0.000528406
t1G (en sec.) 3015.92 3015.92 3015.92 3015.92
t2G (en sec.) 2036.78 2074.37 2190.44 2273.63
t2G
t1G

0.675 0.687 0.726 0.753

Table 4.8 � Navier-Stokes non incrémental Re = 100,∆t = 10−2 et P2/P1
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80× 40 points Algorithme 21 Algorithme 22 Algorithme 23 Algorithme 24
T = 35 Algo1 Algo2 Algo3 Algo4

t1G (en sec.) 14311.1 14311.1 14311.1 14311.1

t2G (en sec.) 11330.3 12259.1 11978 12680.4
t2G
t1G

0.7917 0.8566 0.8369 0.8860

θs 0.000438706 0.000438706 0.000438706 0.000438706
t1G (en sec.) 9191.99 9191.99 9191.99 9191.99
t2G (en sec.) 6247.12 6756.45 6595.52 6886.03
t2G
t1G

0.679 0.735 0.717 0.749

Table 4.9 � Navier-Stokes non incrémental Re = 400,∆t = 10−2 et P2/P1

80× 40 points Algorithme 21 Algorithme 22 Algorithme 23 Algorithme 24
T = 56 Algo1 Algo2 Algo3 Algo4

t1G (en sec.) 42230.3 42230.3 42230.3 42230.3

t2G (en sec.) 34967.7 37511.5 37009.8 39466.6
t2G
t1G

0.8280 0.8882 0.8764 0.9346

θs 0.000948096 0.000948096 0.000948096 0.000948096
t1G (en sec.) 23564.3 23564.3 23564.3 23564.3
t2G (en sec.) 16212.7 17382 17121.7 18146.9
t2G
t1G

0.688 0.737 0.726 0.77

Table 4.10 � Navier-Stokes non incrémental Re = 1000,∆t = 5× 10−3 et P2/P1

80× 40 points Re = 2000 Re = 3200 Re = 5000 Re = 7500
∆t = 10−3 ∆t = 10−3 ∆t = 10−3 ∆t = 5× 10−4

Temps �nal T = 70 T = 130 T = 148 T = 195

t1G (en sec.) 122826 227543 299998 846647

t2G (en sec.) 108401 203692 237105 670244
t2G
t1G

0.8826 0.8952 0.7904 0.791

θs 0.00521845 0.00502797 0.00321512 0.00462578
t1G (en sec.) 68396.7 132604 256175 758398
t2G (en sec.) 51375.2 102922 188600 565283
t2G
t1G

0.751 0.776 0.736 0.745

Table 4.11 � Navier-Stokes non incrémental Algorithme 21 pour Re = 2000, 3200, 5000, 7500
et P2/P1
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4.5.2 Méthode bi-grilles incrémentale

Pour un nombre de Reynolds Re = 100, les grilles grossière et �ne de dimensions dim(XH) =
6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561 respectivement, un pas de temps
∆t = 10−2, un temps �nal T = 17, un c÷�cient de stabilité τ = 0.5, α = 0.5 nous comparons les
résultats des Algorithmes 25, 26 avec ceux obtenus par la résolution du schéma de référence
(Algorithme 20) sur la grille �ne.

Figure 4.20 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite Al-
gorithmes 20 et 25, pour α = 0.5,∆t = 10−2, Re = 100, T = 17, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.21 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite Al-
gorithmes 20 et 26, pour α = 0.5,∆t = 10−2, Re = 100, T = 17, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Aussi pour un nombre de Reynolds Re = 400, les dimensions des grilles grossière et �ne sont
dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561 respectivement, un pas
de temps ∆t = 10−2, un temps �nal T = 35, nous comparons les résultats des Algorithmes 25,
26 avec ceux obtenus par la résolution du schéma de référence (Algorithme 19) sur la grille
�ne.

Figure 4.22 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite Al-
gorithmes 20 et 25, pour α = 0.5,∆t = 10−2, Re = 400, T = 35, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.23 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite Al-
gorithmes 20 et 26, pour α = 0.5,∆t = 10−2, Re = 400, T = 35, dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Aussi pour un nombre de Reynolds Re = 1000, les dimensions des grilles grossière et �ne sont
dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561 respectivement, un pas
de temps ∆t = 5× 10−3, un temps �nal T = 56, nous comparons les résultats des Algorithmes
25, 26 avec ceux obtenus par la résolution du schéma de référence (Algorithme 20) sur la grille
�ne.

Figure 4.24 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 20 et 25, pour α = 0.5,∆t = 5 × 10−3, Re = 1000, T = 56, dim(XH) =
6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.25 � De haut en bas : courant, vorticité, pression et vitesse, et de gauche à droite
Algorithmes 20 et 26, pour α = 0.5,∆t = 5 × 10−3, Re = 1000, T = 56, dim(XH) =
6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.

4.5.2.1 Les extrema des fonctions de courant

Comme pour le cas non incrémental nous traitons le problème de la cavité entraînée. Les Tab.
4.12, 4.13 et 4.14 renferment les extrema de la fonction de courant le long des axes au tourbillon
principal (PV) et le contre tourbillon droit (BRV). Pour Re = 100, 1000 nous comparons nos ré-
sultats avec les localisations de Pascal [179] en éléments �nis et Bruneau et al. [31] en di�érences
�nies. Pour Re = 400 nous comparons avec les travaux de Ghia et al. [108] en di�érences �nies.
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Re=100

Ref2 Algo5 Algo6 Algo7 Algo8 Pascal[179] Bruneau[31]

Eléments Eléments Eléments Eléments Eléments Eléments Di�érences
�nis �nis �nis �nis �nis �nis �nies

Nc

grossière 40 40 40 40

Nf

�ne 80 80 80 80 80 65 129

Temps
∆t 10−2 10−2 10−2 10−2 10−2 0.1

PV
x 0.6125 0.6125 0.6125 explose explose 0.6094 0.6172
y 0.7375 0.7375 0.7375 0.7344 0.7344

ψ(x, y) −0.103127 −0.103127 −0.100125 −0.1036 −0.1026

BRV
x 0.95 0.95 0.95 0.9531 0.9453
y 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625 0.0625

ψ(x, y) 1.00596E−5 1.00595E−5 1.00584E−5 1.09E−5 1.23E−5

Table 4.12 � Navier-Stokes incrémental ∆t = 10−2, α = 0.5, τ = 0.5, Re = 100, T = 17 et
P2/P1 ; PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillon droit.

Re=400

Ref2 Algo5 Algo6 Algo7 Algo8 Ghia [108]

Eléments Eléments Eléments Eléments Eléments Di�érences
�nis �nis �nis �nis �nis �nies

Nc

grossière 40 40 40 40

Nf

�ne 80 80 80 80 80 257

Temps
∆t 10−2 10−2 10−2 10−2 10−2

PV
x 0.55 0.55 0.55 explose explose 0.5547
y 0.6 0.6 0.6 0.6055

ψ(x, y) −0.112763 −0.112763 −0.112714 −0.1139

BRV
x 0.8875 0.8875 0.8875 0.8906
y 0.125 0.125 0.125 0.125

ψ(x, y) 6.1585E−4 6.1586E−4 6.1535E−4 6.423E−4

Table 4.13 � Navier-Stokes incrémental ∆t = 10−2, α = 0.5, τ = 0.5, Re = 400, T = 35 et
P2/P1, PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillon droit.
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Re=1000

Ref2 Algo5 Algo6 Algo7 Algo8 Pascal[179] Bruneau[31]

Eléments Eléments Eléments Eléments Eléments Eléments Di�érences
�nis �nis �nis �nis �nis �nis �nies

Nc

grossière 40 40 40 40

Nf

�ne 80 80 80 80 80 65 256

Temps
∆t 5× 10−3 5× 10−3 5× 10−3 5× 10−3 5× 10−3 0.1

PV
x 0.525 0.525 0.525 explose explose 0.5313 0.5313
y 0.5625 0.5625 0.5625 0.5625 0.5586

ψ(x, y) −0.117298 −0.117306 −0.117143 −0.1231 −0.1163

BRV
x 0.8625 0.8625 0.8625 0.8594 0.8711
y 0.1125 0.1125 0.1125 0.1094 0.1094

ψ(x, y) 1.6712E−3 1.6713E−3 1.6680E−3 1.69E−3 1.91E−3

Table 4.14 � Navier-Stokes incrémental ∆t = 5× 10−3, α = 0.5, τ = 0.5, Re = 1000, T = 56 et
P2/P1 ; PV= Tourbillon principal ; BRV=Contre tourbillon droit.

4.5.2.2 Comparaison en temps de calcul

Nos schémas bi-grilles sont plus rapides que la résolution du schéma implicite (Algorithme
20) sur une grille �ne cf. Fig. 4.26. Et comme dans le cas non incrémental le gain n'est pas
énorme puisque le coût du schéma bi-grilles est similaire au coût d'une itération d'un schéma
semi-implicite.
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Figure 4.26 � De gauche à droite : Re = 100, 400, 1000 ; du temps CPU du schéma sur une
grille �ne (Algorithme 20) et celui de la méthode de séparation d'échelles respectivement.
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4.5. Résultats numériques : cavité entraînée

Nous calculons le nombre d'itérations non linéaires et la valeur seuil de θs = ‖∂u
∂t
‖ comme dans

le cas non incrémental section 3.4.1.2. Les Tab. 4.15, 4.16, 4.17 comportent les temps de calcul
pour les deux algorithmes. Le rapport de gain est réduit à 0,7.

80× 40 points Algorithme 25 Algorithme 26
T = 17 Algo5 Algo6

t1G (en sec.) 7189.34 7189.34

t2G (en sec.) 6213.35 6325.45
t2G
t1G

0.864 0.880

θs 0.000637188 0.000637188
t1G (en sec.) 3398.72 3398.72
t2G (en sec.) 2324.22 2366.08
t2G
t1G

0.683 0.696

Table 4.15 � Navier-Stokes incrémental α = 0.5, Re = 100,∆t = 10−2 et P2/P1

80× 40 points Algorithme 25 Algorithme 26
T = 35 Algo5 Algo6

t1G (en sec.) 15953.2 15953.2

t2G (en sec.) 12945.7 13377.5
t2G
t1G

0.811 0.839

θs 0.00049205 0.00049205
t1G (en sec.) 10213.7 10213.7
t2G (en sec.) 6967.05 7229.57
t2G
t1G

0.682 0.707

Table 4.16 � Navier-Stokes incrémental α = 0.5, Re = 400,∆t = 10−2 et P2/P1

80× 40 points Algorithme 25 Algorithme 26
T = 56 Algo5 Algo6

t1G (en sec.) 48097 48097

t2G (en sec.) 40743.2 40183
t2G
t1G

0.847 0.835

θs 0.000886836 0.000886836
t1G (en sec.) 27238.3 27238.3
t2G (en sec.) 18734.2 19137.6
t2G
t1G

0.687 0.702

Table 4.17 � Navier-Stokes incrémental α = 0.5, Re = 1000,∆t = 5× 10−3 et P2/P1
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4.5.3 Étude de stabilité : comparaison avec un schéma semi-implicite

Si nous comparons nos schémas bi-grilles au schéma complètement implicite sur une grille �ne
nous gagnons en temps de calcul mais nous perdons au niveau de stabilité. Des grands pas de
temps ∆t peuvent être prises si le schéma implicite est adapté sur la grille �ne.
Par contre, la comparaison de notre approche à la simulation par un schéma semi-implicite
(prenant (uk · ∇)uk pour le terme non linéaire) permet de dire que la méthode bi-grilles est plus
stable au sens de pas de temps ∆t élevé. L'approximation par le schéma semi-implicite réduit le
temps de calcul puisqu'un problème linéaire est résolu à chaque itération. Mais l'approche semi-
implicite se trouve limitée en pas de temps. Ici apparaît l'avantage de la séparation d'échelles
que nous appliquons. Elle nous permet d'adapter des pas de temps supérieurs à ceux du schéma
semi-implicite. Comparer les deux techniques pour un même pas de temps ∆t, montre que la
simulation semi-implicite est plus avantageuse en terme de temps de calcul CPU. Mais nous
pouvons nous servir de la stabilité que nous avons gagnée pour adapter un pas de temps plus
grand et converger plus rapidement pour atteindre un temps �nal �xé T .

4.5.3.1 Navier-Stokes par projection non incrémentale

Nous présentons dans les Tab. 4.18, 4.19, 4.20 une comparaison en stabilité entre les Algo-
rithmes 21, 22, 23, 24 et les schémas semi-implicites (Algorithmes 29 et 30) suivants

Algorithm 29 Schéma 1 semi-implicite non incrémental "Ref3"
1: for k = 0, 1, · · · do

2: Trouver u∗h dans Xh (
u∗h − ukh

∆t
, ψh)+ν(∇u∗h,∇ψh)+((ukh·∇)ukh, ψh) = (f, ψh),∀ψh ∈ Xh

3: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div u∗h

∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

4: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + ∆t∇pk+1
h , ψh) = 0,∀ψh ∈ Xh

5: end for

Algorithm 30 Schéma 2 semi-implicite non incrémental "Ref4"
1: for k = 0, 1, · · · do

2: Trouver u∗h dans Xh (
u∗h − ukh

∆t
, ψh)+ν(∇u∗h,∇ψh)+((ukh·∇)u∗h, ψh) = (f, ψh),∀ψh ∈ Xh

3: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div u∗h

∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

4: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + ∆t∇pk+1
h , ψh) = 0,∀ψh ∈ Xh

5: end for
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Schéma τ ∆t Stable τ ∆t Stable τ ∆t Stable

Algorithme 21 0.5 0.01 oui 0.5 0.05 oui 0.5 0.1 oui
Algo1
Algorithme 22 0.5 0.01 oui 0.5 0.05 oui 0.5 0.1 oui
Algo2
Algorithme 23 0.5 0.01 oui 0.5 0.05 oui 0.5 0.1 oui
Algo3
Algorithme 24 0.5 0.01 oui 0.5 0.05 oui 0.5 0.1 oui
Algo4
Algorithme 29 0.01 oui 0.05 oui 0.1 oui
Ref3
Algorithme 30 0.01 oui 0.05 oui 0.1 oui
Ref4

Table 4.18 � Re = 100, dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) =
6561,P2/P1.

Schéma τ ∆t Stable τ ∆t Stable τ ∆t Stable

Algorithme 21 0.5 0.01 oui 0.5 0.05 non 0.5 0.1 non
Algo1 − − − 30 0.05 oui 30 0.1 oui

Algorithme 22 0.5 0.01 oui 0.5 0.05 oui 0.5 0.1 oui
Algo2 − − − 30 0.05 oui 30 0.1 oui

Algorithme 23 0.5 0.01 oui 0.5 0.05 non 0.5 0.1 non
Algo3 − − − 30 0.05 oui 35 0.1 oui

Algorithme 24 0.5 0.01 oui 0.5 0.05 oui 0.5 0.1 oui
Algo4 − − − 30 0.05 oui 30 0.1 oui

Algorithme 29 0.01 oui 0.05 non 0.1 non
Ref3

Algorithme 30 0.01 oui 0.05 oui 0.1 oui
Ref4

Table 4.19 � Re = 400, dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) =
6561,P2/P1.

Scheme τ ∆t Stable ∆t Stable τ ∆t Stable

Algorithme 21 0.5 0.005 oui 0.007 non 100 0.05 oui
Algo1
Algorithme 22 0.5 0.005 oui 0.007 oui 0.5 0.05 oui
Algo2
Algorithme 23 0.5 0.005 oui 0.007 non 150 0.05 oui
Algo3
Algorithme 24 0.5 0.005 oui 0.007 oui 0.5 0.05 oui
Algo4
Algorithme 29 0.005 oui 0.007 non 0.05 non
Ref3
Algorithme 30 0.005 oui 0.007 oui 0.05 oui
Ref4

Table 4.20 � Re = 1000, dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) =
6561,P2/P1.
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Chapitre 4. Méthodes bi-grilles pour les équations de Navier-Stokes

Nous remarquons que le schéma implicite (Algorithme 30) est trop stable par rapport au
schéma semi-implicite (Algorithme 29) et assez stable que notre technique bi-grilles. Nous ne
trouvons pas de gain en terme de ∆t. Nous nous limitons dans la suite à la comparaison de notre
approche bi-grilles et le schéma semi-implicite (Algorithme 29).
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Figure 4.27 �

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
L2(Ω)

vs temps : à gauche pour ∆t = 10−2, Re = 400, T = 35 et à droite

pour ∆t = 5 × 10−3, Re = 1000, T = 56 et dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) =
25921, dim(Yh) = 6561.

Les courbes de la Fig. 4.27 montrent que notre technique approche de la même manière que les
schémas implicite et semi-implicite. Nous remarquons que la stabilité par notre technique est
garantie pour des grandes valeurs de τ . Par exemple, pour Re = 400 et ∆t = 0.05 l'Algorithme
21 était instable pour τ = 0.5 mais en prenant un τ = 30 nous pouvons avoir un schéma stable.
De même pour Re = 1000 et ∆t = 0.05, l'Algorithme 21 était instable pour τ = 0.5 mais en
prenant un τ = 100 nous obtenons un schéma stable. A�n de bien localiser notre gain au niveau
de pas de temps ∆t, nous présentons dans le Tab. 4.21 une comparaison entre le pas de temps
maximal permettant la stabilité du schéma semi-implicite (Algorithme 29) et de notre schéma
bi-grilles (Algorithme 21) pour la valeur de τ minimal nécessaire à la stabilisation.

Re=400 Re=1000

Algorithme 29 ∆t = 10−2 ∆t = 10−2 ∆t = 5× 10−3 ∆t = 5× 10−3

Ref3
Algorithme 21 ∆t = 0.1 ∆t = 0.5 ∆t = 0.1 ∆t = 0.5

Algo1
τ = 30 τ = 30 τ = 100 τ = 100

DtAlgorithme 21

DtAlgorithme 29

10 50 20 100

Table 4.21 � Navier-Stokes non incrémental ∆t maximal et stabilité.

Pour des Re petits, nous ne gagnons pas en ∆t plus que le schéma semi-implicite. Ce dernier est
stable même pour des grandes valeurs du pas de temps ∆t. Nous pouvons déduire que le schéma
bi-grilles est 10 fois et même 50 fois plus stable que le schéma semi-implicite résolu sur une grille
pour Re = 400. Alors que pour Re = 1000, le gain augmente puisque le schéma semi-implicite
devient de plus en plus limité par un pas de temps ∆t = 0.005 et l'Algorithme 21 reste stable
pour τ = 100 et ∆t = 0.1 et 0.5.
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4.5. Résultats numériques : cavité entraînée

4.5.3.2 Navier-Stokes par projection incrémentale

Nous présentons aussi pour le cas de Navier-Stokes incrémental dans les Tab. 4.22, 4.23, 4.24
une comparaison avec le schéma semi-implicite avec incrémentation suivant

Algorithm 31 Schéma semi-implicite incrémental "Ref5"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗h dans Xh

3: (
u∗h − ukh

∆t
, ψh) + ν(∇u∗h,∇ψh) + ((ukh · ∇)ukh, ψh) + (∇pkh, ψh) = (f, ψh), ∀ψh ∈ Xh

4: Trouver pk+1
h dans Yh α(div ∇pk+1

h − div ∇pkh, χh) = (
div u∗h

∆t
, χh), ∀χh ∈ Yh

5: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h + α∆t(∇pk+1
h −∇pkh), ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

6: end for

Schéma τ ∆t Stable τ ∆t Stable τ ∆t Stable

Algorithme 25 0.5 0.01 oui 0.5 0.05 oui 0.5 0.5 oui
Algo5
Algorithme 26 0.5 0.01 oui 0.5 0.05 oui 0.5 0.5 oui
Algo6
Algorithme 31 0.01 oui 0.05 oui 0.5 oui
Ref5

Table 4.22 � Re = 100, α = 0.5, dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) =
25921, dim(Yh) = 6561,P2/P1.

Schéma τ ∆t Stable τ ∆t Stable τ ∆t Stable

Algorithme 25 0.5 0.01 oui 0.5 0.05 non 40 0.05 oui
Algo5
Algorithme 26 0.5 0.01 oui 0.5 0.05 oui 40 0.05 oui
Algo6
Algorithme 31 0.01 oui 0.05 non 0.05 non
Ref5

Table 4.23 � Re = 400, α = 0.5, dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) =
25921, dim(Yh) = 6561,P2/P1.

Schéma τ ∆t Stable τ ∆t Stable τ ∆t Stable

Algorithme 25 0.5 0.005 oui 0.5 0.007 non 200 0.05 oui
Algo5
Algorithme 26 0.5 0.005 oui 0.5 0.007 oui 200 0.05 oui
Algo6
Algorithme 31 0.005 oui 0.007 non 0.05 non
Ref5

Table 4.24 � Re = 1000, α = 0.5, dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) =
25921, dim(Yh) = 6561,P2/P1.
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Figure 4.28 �

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
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vs temps : à gauche pour ∆t = 10−2, Re = 400, T = 35 et à droite pour

α = 0.5,∆t = 5 × 10−3, Re = 1000, T = 56 et dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) =
25921, dim(Yh) = 6561.

Les courbes de la Fig. 4.28 montrent que notre technique approche de la même manière que les
schémas implicite et semi-implicite. Comme pour le cas non incrémental, nous remarquons que
la stabilité par notre technique est assurée pour des grandes valeurs de τ . Par exemple pour
Re = 1000 et ∆t = 0.007 l'Algorithme 25 était instable pour τ = 0.5 mais en prenant un
τ = 200 nous pouvons avoir un schéma stable pour un ∆t = 0.05. A�n de bien localiser notre
gain au niveau de pas de temps ∆t, nous présentons dans le Tab. 4.25 une comparaison entre le
pas de temps maximal permettant la stabilité du schéma semi-implicite Algorithme 31 et de
notre Algorithme 25 bi-grilles pour la valeur de τ minimal nécessaire à la stabilisation.

Re=400 Re=1000

Algorithme 31 ∆t = 0.01 ∆t = 0.01 ∆t = 0.01 ∆t = 0.005 ∆t = 0.005 ∆t = 0.005
Ref5

Algorithme 25 ∆t = 0.05 ∆t = 0.1 ∆t = 0.5 ∆t = 0.01 ∆t = 0.1 ∆t = 0.5
Algo5

τ = 40 τ = 40 τ = 40 τ = 100 τ = 200 τ = 200
DtAlgorithme 25

DtAlgorithme 31

5 10 50 2 20 100

Table 4.25 � Navier-Stokes incrémental α = 0.5,∆t maximal et stabilité.

4.6 Résultats numériques : comparaison avec une solution exacte

A�n de montrer l'e�cacité de notre technique bi-grilles nous proposons de résoudre les équations
de Navier-Stokes pour une solution de type Bercovier-Engelman [19]

(u1, u2) = (−2x2y(1− y)(1− 2y)(1− x)2 expsin t, 2y2x(1− x)(1− 2x)(1− y)2 expsin t)
p = (x− 0.5)(y − 0.5)

et avec le terme f correspondant.

140



4.6. Résultats numériques : comparaison avec une solution exacte

4.6.1 Méthode bi-grilles non incrémentale
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Figure 4.29 � De haut en bas et de gauche à droite : la vitesse exacte puis celles du schéma
sur une grille �ne (Algorithme 19) et celles de la méthode de séparation d'échelles Algo-
rithmes 21, 22, 23, 24, pour ∆t = 10−2, Re = 100, T = 17 et dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.30 � De haut en bas et de gauche à droite : la pression exacte puis celles du schéma
sur une grille �ne (Algorithme 19) et celles de la méthode de séparation d'échelles Algo-
rithmes 21, 22, 23, 24, pour ∆t = 10−2, Re = 100, T = 17 et dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.31 � De haut en bas et de gauche à droite : la vitesse exacte puis celles du schéma
sur une grille �ne (Algorithme 19) et celles de la méthode de séparation d'échelles Algo-
rithmes 21, 22, 23, 24, pour ∆t = 10−2, Re = 400, T = 35 et dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.32 � De haut en bas et de gauche à droite : la pression exacte puis celles du schéma
sur une grille �ne (Algorithme 19) et celles de la méthode de séparation d'échelles Algo-
rithmes 21, 22, 23, 24, pour ∆t = 10−2, Re = 400, T = 35 et dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.33 � De haut en bas et de gauche à droite : la vitesse exacte puis celles du schéma sur
une grille �ne (Algorithme 19) et celles de la méthode de séparation d'échelles Algorithmes
21, 22, 23, 24, pour ∆t = 5 × 10−3, Re = 1000, T = 56 et dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.34 � De haut en bas et de gauche à droite : la pression exacte puis celles du schéma sur
une grille �ne (Algorithme 19) et celles de la méthode de séparation d'échelles Algorithmes
21, 22, 23, 24, pour ∆t = 5 × 10−3, Re = 1000, T = 56 et dim(XH) = 6561, dim(YH) =
1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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4.6.2 Méthode bi-grilles incrémentale

Figure 4.35 � De haut en bas et de gauche à droite : la vitesse exacte puis celles du schéma
sur une grille �ne incrémental (Algorithme 20) et celles de la méthode de séparation d'échelles
Algorithmes 25, 26, de même pour la pression pour ∆t = 10−2, Re = 100, α = 0.5, T = 17 et
dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.36 � De haut en bas et de gauche à droite : la vitesse exacte puis celles du schéma
sur une grille �ne incrémental (Algorithme 20) et celles de la méthode de séparation d'échelles
Algorithmes 25, 26, de même pour la pression pour ∆t = 10−2, Re = 400, α = 0.5, T = 35 et
dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.37 � De haut en bas et de gauche à droite : la vitesse exacte puis celles du schéma
sur une grille �ne incrémental (Algorithme 20) et celles de la méthode de séparation d'échelles
Algorithmes 25, 26, de même pour la pression pour ∆t = 5×10−3, Re = 1000, α = 0.5, T = 56
et dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.
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Figure 4.38 � L'erreur en norme L2 à gauche pour les vitesses et à droite pour les pressions entre
le schéma sur une grille �ne incrémental (Algorithme 20), celles de la méthode de séparation
d'échelles Algorithmes 25, 26 et la solution exacte. De bas en haut ∆t = 10−2, Re = 100, α =
0.5, T = 17 puis ∆t = 10−2, Re = 400, α = 0.5, T = 35 et ∆t = 5 × 10−3, Re = 1000, α = 0.5,
T = 56 pour dim(XH) = 6561, dim(YH) = 1681, dim(Xh) = 25921, dim(Yh) = 6561.

4.7 Conclusion et idées futures

Les nouveaux schémas bi-grilles de projection introduits dans ce chapitre ont permis de gagner
en temps de calcul CPU par comparaison avec un schéma de projection totalement implicite.
Leur stabilité est prouvée par comparaison avec un schéma de projection semi-implicite (des pas
de temps plus larges peuvent être utilisés). Nous avons stabilisé uniquement la vitesse, sur ses
modes élevés, sans déteriorer la consistance, comme e�ectué au chapitres précédents pour les
équations d'Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard.
Les résultats numériques obtenus, sur la cavité entraînée, pour des régimes laminaires, corres-
pondent à ceux de la littérature.
Ceci constitue une première et prometteuse idée avant de considérer la stratégie multi-grilles ou
l'adaptation multi-niveaux de notre technique, en utilisant plus que deux espaces d'éléments �nis.
Les méthodes des EF utilisées ici correspondent aux discrétisations spatiales, mais l'approche est
aussi applicable à d'autres techniques de discrétisation, comme la méthode des di�érences �nies
ou les méthodes spectrales.
Comme prochaines étapes de travail, nous pouvons considérer les idées suivantes :

� Stabilisation de la pression. Bien évidemment, d'autres types de techniques de stabilisation
peuvent être considérés, par exemple, ceux appliqués à la pression et reliés à l'approche
de compressibilité arti�cielles [200] ; nous renvoyons à la méthode de stabilisation de la
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pression introduite par Brezzi et Pitkäranta [30] pour le problème de Stokes et à Olshanski
et al. [174] pour les équations de Navier-Stokes. La conservation de la masse (la condition
de la divergence nulle) est modi�ée comme suit :

ε
∂p

∂t
+∇u = 0,

où ε > 0 est un petit nombre réel positif. La stabilisation en modes élevés de la pression
peut être e�ectuée comme suit :
? En premier, nous cherchons la pression sur YH :

(∇pk+1
H ,∇ψH) = −(∇u∗H , ψH), ∀ψH ∈ YH ,

(uk+1
H , φH) = (u∗H , φH)−∆t(∇pk+1

H , φH),∀φH ∈ XH ,

? Puis, nous e�ectuons une corection sur l'espace �n Yh

τ(pk+1
h , ψh) + (∇pk+1

h ,∇ψh) = τ(pkh, ψh) + τ(pk+1
H − pkH , ψh)− (∇u∗h, ψh), ∀ψh ∈ Yh

(uk+1
h , ψH) = (u∗h, φh)−∆t(∇pk+1

h , φh),∀ψh ∈ Xh

� Étude de modèles turbulents. L'étude de régimes laminaires est intéressante pour la vali-
dation de l'approche pour de grandes valeurs du nombre de Reynolds (jusqu'à Re = 7500).
L'approche bi-grilles peut être appliquée aux modèles turbulents, en utilisant un terme
modi�é de la viscosité. Le modèle turbulent de Smagorinsky peut être considéré. Des
simulations numériques, avec di�érents choix de la constante de viscosité, peuvent être
comparées à d'autres études déjà faites. Dans ces cas, la turbulence est modélisée en
introduisant une viscosité de turbulence νT , par exemple comme suit :

ut + (u.∇)u−∇ ((ν + νT )∇u) +∇p = f x ∈ Ω, t ≥ 0 (4.16)

∇.u = 0 x ∈ Ω (4.17)

u = 0 x ∈ ∂Ω (4.18)

u(0, x) = u0 x ∈ Ω. (4.19)

avec ν > 0 est une viscosité constante, νT = βδ|u − ū|, où ū est une moyenne locale de
u, β > 0, δ > 0. Ce modèle de type Smagorinsky est considéré, par exemple, dans [154].
Dans un travail plus récent [152] Layton a considéré

ν + νT = (Csδ)
2|∇u|

Nous renvoyons aussi à [78].
� Fluides 3D. Le cas bi-dimensionnel a été étudié. La technique bi-grilles peut être appliquée

aux cas 3D. On peut s'attendre à un plus large gain en temps de calcul CPU vu que pour
H ≡ 2h nous avons R = dim(XH)

dim(Xh) ' 0.25 en 2D alors que R ' 0.125 en 3D. Notons que,
en étudiant les équations NSE, di�érents comportements des composantes modes élebvés
peuvent se produire en dimension 2 et en dimension 3, cf. [78] et les références qui en
découlent.

� L'étude de schémas d'ordre deux en temps est une piste à exploiter. Nous proposons les
algorithmes suivants :
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Algorithm 32 Schéma de référence non incrémental d'ordre deux
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗h dans Xh

3: (
3u∗h − 4ukh + uk−1

h

2∆t
, ψh) + ν(∇u∗h,∇ψh) + ((u∗h · ∇)u∗h, ψh) + (∇pkh, ψh) = (f, ψh),∀ψh ∈ Xh

4: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div 3u∗h

2∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

5: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h +
2

3
∆t∇pk+1

h , ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh.

6: end for
Comme le schéma en temps utilisé sur l'équation en u∗h est le schéma de Gear d'ordre deux,
il est naturel de lui associer une stabilisation du second ordre. Ainsi, quand nous utilisons
uniquement une grille, le terme à ajouter serait τ(u∗h − 2ukh + uk−1

h , φh) ' τ∆t2( ∂u
∂t2
, φh),

comme proposé dans [188] pour la stabilisation de schéma semi-explicite appliqué au
schéma de réaction-di�usion. Nous pouvons appliquer cette stabilisation à notre approche
bi-grilles, comme présenté ci-après et nous proposons les algorithmes suivants :

Algorithm 33 Deux grilles d'ordre deux "Algo1Order2"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗H dans XH

3: (
3u∗H − 4ukH + uk−1

H

2∆t
, ψH) + ν(∇u∗H ,∇ψH) + ((u∗H · ∇)u∗H , ψH)s = (f, ψH), ∀ψH ∈ XH

4: Trouver u∗h dans Xh

(
3u∗h − 4ukh + uk−1

h

2∆t
, φh) + ν(∇u∗h,∇φh) + ((ukh · ∇)ukh, φh) + τ(u∗h − 2ukh + uk−1

h , φh)

= τ(u∗H − 2ukH + uk−1
H , φh) + (f, φh),∀φh ∈ Xh

5: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div 3u∗h

2∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

6: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h +
2

3
∆t∇pk+1

h , φh) = 0, ∀φh ∈ Xh

7: Résoudre dans XH (uk+1
H − uk+1

h , ψH) = 0,∀ψH ∈ XH

8: end for
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Algorithm 34 Variante de l'algorithme "Algo1Order2" : Deux grilles d'ordre deux
"Algo2Order2"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver u∗H dans XH

3: (
3u∗H − 4ukH + uk−1

H

2∆t
, ψH) + ν(∇u∗H ,∇ψH) + ((u∗H · ∇)u∗H , ψH)s = (f, ψH), ∀ψH ∈ XH

4: Trouver u∗h dans Xh

(
3u∗h − 4ukh + uk−1

h

2∆t
, φh) + ν(∇u∗h,∇φh) + ((u∗H · ∇)u∗h, φh) + τ(u∗h − 2ukh + uk−1

h , φh)

= τ(u∗H − 2ukH + uk−1
H , φh) + (f, φh), ∀φh ∈ Xh

5: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div 3u∗h

2∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

6: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h +
2

3
∆t∇pk+1

h , φh) = 0, ∀φh ∈ Xh

7: Résoudre dans XH (uk+1
H − uk+1

h , ψH) = 0,∀ψH ∈ XH

8: end for

Algorithm 35 Deux grilles d'ordre deux "Algo3Order2"
1: for k = 0, 1, · · · do

2: Trouver u∗H dans XH (
3u∗H − 4ukH + uk−1

H

2∆t
, ψH)+ν(∇u∗H ,∇ψH)+((u∗H ·∇)u∗H , ψH)s =

(f, ψH),∀ψH ∈ XH

3: Trouver pk+1
H dans YH (div ∇pk+1

H , χH) = (
div 3u∗H

2∆t
, χH), ∀χH ∈ YH

4: Trouver uk+1
H dans XH (uk+1

H − u∗H +
2

3
∆t∇pk+1

H , φH) = 0,∀φH ∈ XH

5: Trouver u∗h dans Xh

(
3u∗h − 4ukh + uk−1

h

2∆t
, φh) + ν(∇u∗h,∇φh) + ((ukh · ∇)ukh, φh) + τ(u∗h − 2ukh + uk−1

h , φh)

= τ(u∗H − 2ukH + uk−1
H , φh) + (f, φh),∀φh ∈ Xh

6: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div 3u∗h

2∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

7: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h +
2

3
∆t∇pk+1

h , φh) = 0, ∀φh ∈ Xh

8: Résoudre dans XH (uk+1
H − uk+1

h , ψH) = 0,∀ψH ∈ XH

9: end for
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Algorithm 36 Variante de l'algorithme "Algo3Order2" : Deux grilles d'ordre deux
"Algo4Order2"
1: for k = 0, 1, · · · do

2: Trouver u∗H dans XH (
3u∗H − 4ukH + uk−1

H

2∆t
, ψH)+ν(∇u∗H ,∇ψH)+((u∗H ·∇)u∗H , ψH)s =

(f, ψH),∀ψH ∈ XH

3: Trouver pk+1
H dans YH (div ∇pk+1

H , χH) = (
div 3u∗H

2∆t
, χH), ∀χH ∈ YH

4: Trouver uk+1
H dans XH (uk+1

H − u∗H +
2

3
∆t∇pk+1

H , φH) = 0,∀φH ∈ XH

5: Trouver u∗h dans Xh

(
3u∗h − 4ukh + uk−1

h

2∆t
, φh) + ν(∇u∗h,∇φh) + ((u∗H · ∇)u∗h, φh) + τ(u∗h − 2ukh + uk−1

h , φh)

= τ(u∗H − 2ukH + uk−1
H , φh) + (f, φh), ∀φh ∈ Xh

6: Trouver pk+1
h dans Yh (div ∇pk+1

h , χh) = (
div 3u∗h

2∆t
, χh),∀χh ∈ Yh

7: Trouver uk+1
h dans Xh (uk+1

h − u∗h +
2

3
∆t∇pk+1

h , φh) = 0, ∀φh ∈ Xh

8: Résoudre dans XH (uk+1
H − uk+1

h , ψH) = 0,∀ψH ∈ XH

9: end for
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Chapitre 5

Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes
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L'étude des �uides incompressibles à deux phases a largement évolué durant ces deux derniers
siècles. L'interface di�use séparant ces deux �uides vient remplacer le suivi du mouvement des
interfaces. Cette poursuite nécessite un maillage qui évolue avec leurs déformations ou une grille
�xe mais qui les régularise citons la méthode du volume de �uide (VOM) (cf. [37]) qui est simple
mais puissante et approche les limites libres dans les simulations numériques à di�érences �nies,
Front-tracking, level-set.

Le cas de deux �uides à rapport de densité élevé reste di�cile à résoudre malgré le progrès
qu'a connu le modèle de champ de phase, c'est-à-dire l'interface di�use voir [187]. En e�et, les
�uides dans cette mince région de transition ne conservent pas l'énergie du mélange "Mixing
energy", qui est un critère indispensable substituant la fonction de lissage arti�ciel de l'interface.
En se basant sur cette loi d'énergie, des schémas numériques sont développés pour deux �uides
à densités égales.

Dans le cas de �uides à un faible rapport de densité, nous remplaçons la densité variable par une
densité de fond et nous ajoutons une force gravitationnelle externe pour modéliser l'e�et de la
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di�érence de densité. Il s'agit d'une approximation de Boussinesq qui mène à une loi sur l'énergie
grâce au petit rapport de densité.

Nous nous concentrons dans ce chapitre sur l'étude d'un modèle de champs de phase d'Allen-
Cahn. Nous combinons les techniques de séparation d'échelles adaptées dans le Chapitre 2 pour
l'équation d'Allen-Cahn et dans le Chapitre 4 pour les équations de Navier-Stokes . Nous com-
mençons par un schéma de référence sur une grille �ne basé sur la projection de Chorin-Temam à
la section 5.2. Ensuite dans la section 5.3, nous présentons nos schémas bi-grilles qui traitent
en premier lieu la séparation de la vitesse sur deux espaces et en second lieu, nous passons à la
décomposition de la concentration et la vitesse.
La section 5.4 comporte des simulations numériques pour le cas de fusionnement de deux bulles
(�uides à densités égales) et le cas d'une bulle montante (�uides à rapport de densité petit).
Nous remarquons la compatibilité de nos résultats avec ceux de Hua [136] pour les bulles. Nous
montrons aussi un gain en temps de calcul et prouvons que les schémas bi-grilles rapportent
un gain en coût de calcul. Nous terminons par une comparaison en stabilité avec un schéma
semi-implicite à la section 5.5. Nous concluons dans la section 5.6 que la séparation d'échelles
permet d'atteindre de grands ∆t sans a�aiblir la stabilité.

5.1 Modèle de champs de phase AC/NS

Nous considérons un modèle de champs de phase Allen-Cahn [209, 229]. Il peut être écrit comme
l'équation de réaction-advection-di�usion.

∂φ

∂t
+ u · ∇φ = γ

(
∆φ− f(φ)

)
(5.1)

où φ(x, t) ∈ [−1, 1] est la phase du mélange, u la vitesse du �uide et γ correspond au temps de
relaxation élastique. Ici f(φ) = F ′(φ), et nous prenons la fonction potentielle de double puits F
comme

F (φ) =
1

4ε2
(φ2 − 1)2

avec ε l'épaisseur de l'interface. Les équations régissant le mélange d'écoulement à deux �uides
sont la condition d'incompressibilité

∇ · u = 0, (5.2)

et l'équation de la quantité de mouvement

ρ0

(∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
− ν∇.D(u) +∇p+ λ∇ · (∇φ⊗∇φ) = Sφ, (5.3)

où u désigne la vitesse, p la pression, ν le paramètre de viscosité et λ le c÷�cient de tension

super�cielle. Nous notons D(u) =
1

2
(∇u+ (∇u)T ) le taux du tenseur de déformation et

Sφ = (0,−(1 + φ)g(ρ1 − ρ0)− (1− φ)g(ρ2 − ρ0))T la force de �ottabilité avec la densité de fond
ρ0, la densité des �uides 1 et 2 ρ1 et ρ2 respectivement et la gravité g.
Dans ce qui suit, nous prenons ρ0 = ρ1. Nous utilisons l'identité

∇ · (∇φ⊗∇φ) = ∆φ∇φ+
1

2
∇|∇φ|2

et (5.1) pour substituer ∆φ cf. [136, 161, 187] et réécrire ∇ · (∇φ⊗∇φ) comme suit

∇ · (∇φ⊗∇φ) =
1

γ
(
∂φ

∂t
+ u · ∇φ)∇φ+∇

( |∇φ|2
2

+ F (φ)
)
.
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En notant la nouvelle pression p := p+
|∇φ|2

2
+ F (φ) le système (5.1)� (5.3) modi�é se réduit à

∂φ

∂t
+ u · ∇φ = γ

(
∆φ− f(φ)

)
(5.4)

ρ0

(∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
− ν∆u+∇p+

λ

γ
(
∂φ

∂t
+ u · ∇φ)∇φ = Sφ, (5.5)

∇ · u = 0, (5.6)

Le modèle véri�e une loi sur l'énergie totale du mélange

E =
1

2
‖u‖2L2(Ω) +

λ

2
‖∇φ‖2L2(Ω) + λ

∫
Ω
F (φ)

qui se traduit par

∂

∂t

(1

2
‖u‖2L2(Ω) +

λ

2
‖∇φ‖2L2(Ω) + λ

∫
Ω
F (φ)

)
= −ν ‖∇u‖2L2(Ω) −

λ

γ

∥∥∥∥∂φ∂t + (u · ∇)φ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

. (5.7)

5.2 Schéma classique sur une grille

Il existe une large gamme de schémas numériques. Nous référons à [161, 187] où la méthode de
correction de pression et celle de projection de Chorin-Temam est adaptée pour l'équation (5.5)
et la stabilisation pour l'équation (5.4).
Liu et al.[136, 158, 159, 162] ont présenté un schéma temporel de second ordre pour le modèle
de champ de phase d'Allen-Cahn, où une loi d'énergie discrète est obtenue pour des éléments
�nis C0. Nous présentons un schéma implicite où la vitesse et la pression sont calculées par la
méthode de projection Chorin-Temam introduite dans le Chapitre 4. Nous présentons le schéma
de référence :

Algorithm 37 AC-NS une grille (référence) "Ref 1"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver φk+1

h dans Xh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) + γ(∇φk+1

h ,∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) +
γ

ε2
(DF (φkh, φ

k+1
h ), ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

4: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(
u∗,k+1
h − ukh

∆t
, vh) + ν(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ((u∗,k+1
h · ∇)u∗,k+1

h − Sφ, vh)

= −1

2
(div u∗,kh u∗,k+1

h , vh)− λ

γ
((
φk+1
h − φkh

∆t
+ (u∗,k+1

h · ∇)φk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

5: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , χh) = (div u∗,k+1
h , χh), ∀χh ∈ Ph

6: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
7: end for

où DF (u, v) =


F (u)− F (v)

u− v
si u 6= v,

f(u) si u = v,
est le choix qui garantit la stabilité inconditionnelle

de l'équation d'Allen-Cahn cf. Chapitre 2 et [188].
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Nous essayons de calculer (uk+1
h , pk+1

h , φk+1
h ) l'approximation de u(tk+1) = u((k+1)∆t), p(tk+1) =

p((k + 1)∆t) et φ(tk+1) = φ((k + 1)∆t) à partir de (ukh, p
k
h, φ

k
h).

5.3 Schémas bi-grilles

Nous construisons nos algorithmes en se basant sur l'idée de séparation d'échelles développée
précédemment auChapitre 2 pour l'équation d'Allen-Cahn et auChapitre 4 pour l'équation de
Navier-Stokes . En premier lieu, nous proposons de décomposer uniquement la vitesse et résoudre
l'équation d'Allen-Cahn sur la grille �ne. En second lieu, nous décomposons la concentration φ
et la vitesse.

5.3.1 Séparation d'échelles uniquement pour la vitesse

Quatre algorithmes traitant la vitesse sur deux grilles se présentent :

• L'Algorithme 38 comporte une stabilisation des hautes fréquences de la vitesse inter-
médiaire u∗h sur l'espace �n Xh. C'est par la méthode de projection que nous trouvons uh
et la restreignons à la grille grossière pour obtenir ukH pour la prochaine itération.

• L'Algorithme 39 est une variante de l'Algorithme 38 où (ukh · ∇)ukh est remplacé par
(u∗H · ∇)u∗h.

• L'Algorithme 40 propose de trouver premièrement uH par la méthode de projection
sur la grille grossière puis l'utiliser à la prochaine itération et non pas la restriction de la
solution trouvée après stabilisation sur la grille �ne par la méthode de projection.

• L'Algorithme 41 substitue (ukh·∇)ukh par (u∗H ·∇)u∗h pour avoir une variante de l'Algorithme
40.
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Algorithm 38 1 grille AC- 2 grilles NS "schéma 1"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver φk+1

h dans Xh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) + γ(∇φk+1

h ,∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) +
γ

ε2
(DF (φkh, φ

k+1
h ), ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

4: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H − Sφ, vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH)− λ

γ

(
(
φk+1
h − φkh

∆t
+ (u∗,k+1

H · ∇)φk+1
h )∇φk+1

h , vH

)
,∀vH ∈ YH

5: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((ukh · ∇)ukh, vh) +
∆t

2
(div ukhu

k
h, vh)

= −
(λ
γ

(φk+1
h − φkh + ∆t(ukh · ∇)φk+1

h )∇φk+1
h −∆tSφ, vh

)
+ τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh), ∀vh ∈ Yh

6: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , χh) = (div u∗,k+1
h , χh), ∀χh ∈ Ph

7: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
8: Résoudre dans YH (uk+1

H − uk+1
h , vH) = 0,∀vH ∈ YH

9: end for

Algorithm 39 Variante de "schéma 1" : "schéma 2"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver φk+1

h dans Xh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) + γ(∇φk+1

h ,∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) +
γ

ε2
(DF (φkh, φ

k+1
h ), ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

4: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H − Sφ, vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH)− λ

γ

(
(
φk+1
h − φkh

∆t
+ (u∗,k+1

H · ∇)φk+1
h )∇φk+1

h , vH

)
,∀vH ∈ YH

5: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

h , vh) +
∆t

2
(div ukhu

k
h, vh)

= −
(λ
γ

(φk+1
h − φkh + ∆t(ukh · ∇)φk+1

h )∇φk+1
h −∆tSφ, vh

)
+ τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh), ∀vh ∈ Yh

6: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , χh) = (div u∗,k+1
h , χh), ∀χh ∈ Ph

7: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
8: Résoudre dans YH (uk+1

H − uk+1
h , vH) = 0,∀vH ∈ YH

9: end for
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Algorithm 40 1grille AC/ 2grilles NS (NS complet GG) "schéma 3"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver φk+1

h dans Xh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) + γ(∇φk+1

h ,∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) +
γ

ε2
(DF (φkh, φ

k+1
h ), ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

4: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H − Sφ, vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH)− λ

γ

(
(
φk+1
h − φkh

∆t
+ (u∗,k+1

H · ∇)φk+1
h )∇φk+1

h , vH

)
,∀vH ∈ YH

5: Trouver pk+1
H dans PH ∆t(div ∇pk+1

H , χH) = (div u∗,k+1
H , χH), ∀χH ∈ PH

6: Trouver uk+1
H dans YH (uk+1

H − u∗,k+1
H + ∆t∇pk+1

H , vH) = 0,∀vH ∈ YH
7: Trouver u∗,k+1

h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((ukh · ∇)ukh, vh) +
∆t

2
(div ukhu

k
h, vh)

= −
(λ
γ

(φk+1
h − φkh + ∆t(ukh · ∇)φk+1

h )∇φk+1
h −∆tSφ, vh

)
+ τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh), ∀vh ∈ Yh

8: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , χh) = (div u∗,k+1
h , χh), ∀χh ∈ Ph

9: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
10: end for

Algorithm 41 Variante de "schéma 3" : "schéma 4"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver φk+1

h dans Xh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) + γ(∇φk+1

h ,∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) +
γ

ε2
(DF (φkh, φ

k+1
h ), ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

4: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H − Sφ, vH) +
∆t

2
(div ukhu

k
h, vh)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH)− λ

γ

(
(
φk+1
h − φkh

∆t
+ (u∗,k+1

H · ∇)φk+1
h )∇φk+1

h , vH

)
,∀vH ∈ YH

5: Trouver pk+1
H dans PH ∆t(div ∇pk+1

H , χH) = (div u∗,k+1
H , χH), ∀χH ∈ PH

6: Trouver uk+1
H dans YH (uk+1

H − u∗,k+1
H + ∆t∇pk+1

H , vH) = 0,∀vH ∈ YH
7: Trouver u∗,k+1

h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((u∗,k+1
H · ∇)uk+1

h , vh) +
∆t

2
(div ukhu

k
h, vh)

= −
(λ
γ

(φk+1
h − φkh + ∆t(ukh · ∇)φk+1

h )∇φk+1
h −∆tSφ, vh

)
+ τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh), ∀vh ∈ Yh

8: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , χh) = (div u∗,k+1
h , χh), ∀χh ∈ Ph

9: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
10: end for
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5.3.2 Séparation d'échelles pour la concentration et la vitesse

Dans les Algorithmes 38, 39, 40 et 41, nous présentons seulement la décomposition de la
vitesse ; la concentration φ est calculée par un schéma implicite sur une grille �ne. Dans ce
qui suit nous proposons de décomposer également la concentration. Dans l'Algorithme 42, la
vitesse n'est pas décomposée ; les Algorithmes 43, 44, 45 et 46 traitent la décomposition de
la concentration et de la vitesse où

f̃(φk+1
H , φkh, φ

k+1
h ) = DF (φk+1

h , φkh) + 2φk+1
H (φk+1

H − φk+1
h )(φk+1

H − φkh)

comme dé�ni dans [1] la partie linéaire de DF (φk+1
h , φk+1

H ).

Algorithm 42 2 grilles AC- 1 grille NS (concentration uniquement)
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver φk+1

H dans XH

3: (
φk+1
H − φkH

∆t
, ψH) + γ(∇φk+1

H ,∇ψH) + ((ukh · ∇)φkH , ψH) +
γ

ε2
(DF (φkH , φ

k+1
H ), ψH) = 0,

4: ∀ψH ∈ XH

5: Trouver φk+1
h dans Xh

(
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) + τ(φk+1

h − φkh, ψh) + γ(∇φk+1
h ,∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh)

= τ(φk+1
H − φkH , ψh)− γ

ε2
(f̃(φk+1

H , φkh, φ
k+1
h ), ψh), ∀ψh ∈ Xh

6: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(
u∗,k+1
h − ukh

∆t
, vh) + ν(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ((u∗,k+1
h · ∇)u∗,k+1

h − Sφ, vh) +
1

2
(div u∗,kh u∗,k+1

h , vh)

= −λ
γ

((
φk+1
h − φkh

∆t
+ (u∗,k+1

h · ∇)φk+1
h )∇φk+1

h , vh),∀vh ∈ Yh

7: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , χh) = (div u∗,k+1
h , χh), ∀χh ∈ Ph

8: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
9: end for
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Algorithm 43 2 grilles AC- 2 grilles NS "schéma I"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver φk+1

H dans XH

3: (
φk+1
H − φkH

∆t
, ψH) + γ(∇φk+1

H ,∇ψH) + ((ukh · ∇)φkH , ψH) +
γ

ε2
(DF (φkH , φ

k+1
H ), ψH) = 0,

4: ∀ψH ∈ XH

5: Trouver φk+1
h dans Xh

(
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) + τ(φk+1

h − φkh, ψh) + γ(∇φk+1
h ,∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh)

= τ(φk+1
H − φkH , ψh)− γ

ε2
(f̃(φk+1

H , φkh, φ
k+1
h ), ψh), ∀ψh ∈ Xh

6: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H − Sφ, vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH)− λ

γ

(
(
φk+1
h − φkh

∆t
+ (u∗,k+1

H · ∇)φk+1
h )∇φk+1

h , vH

)
,∀vH ∈ YH

7: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((ukh · ∇)ukh, vh) +
∆t

2
(div ukhu

k
h, vh)

= −
(λ
γ

(φk+1
h − φkh + ∆t(ukh · ∇)φk+1

h )∇φk+1
h −∆tSφ, vh

)
+ τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh), ∀vh ∈ Yh

8: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , χh) = (div u∗,k+1
h , χh), ∀χh ∈ Ph

9: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
10: end for
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Algorithm 44 Variante de "schéma I" : "schéma II"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver φk+1

H dans XH

3: (
φk+1
H − φkH

∆t
, ψH) + γ(∇φk+1

H ,∇ψH) + ((ukh · ∇)φkH , ψH) +
γ

ε2
(DF (φkH , φ

k+1
H ), ψH) = 0,

4: ∀ψH ∈ XH

5: Trouver φk+1
h dans Xh

(
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) + τ(φk+1

h − φkh, ψh) + γ(∇φk+1
h ,∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh)

= τ(φk+1
H − φkH , ψh)− γ

ε2
(f̃(φk+1

H , φkh, φ
k+1
h ), ψh), ∀ψh ∈ Xh

6: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H − Sφ, vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH)− λ

γ

(
(
φk+1
h − φkh

∆t
+ (u∗,k+1

H · ∇)φk+1
h )∇φk+1

h , vH

)
,∀vH ∈ YH

7: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

h , vh) +
∆t

2
(div ukhu

k
h, vh)

= −
(λ
γ

(φk+1
h − φkh + ∆t(ukh · ∇)φk+1

h )∇φk+1
h −∆tSφ, vh

)
+ τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh), ∀vh ∈ Yh

8: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , χh) = (div u∗,k+1
h , χh), ∀χh ∈ Ph

9: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
10: end for

163



Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

Algorithm 45 2 grilles AC- 2 grilles NS (NS complet GG) "schéma III"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver φk+1

H dans XH

3: (
φk+1
H − φkH

∆t
, ψH) + γ(∇φk+1

H ,∇ψH) + ((ukh · ∇)φkH , ψH) +
γ

ε2
(DF (φkH , φ

k+1
H ), ψH) = 0,

4: ∀ψH ∈ XH

5: Trouver φk+1
h dans Xh

(
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) + τ(φk+1

h − φkh, ψh) + γ(∇φk+1
h ,∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh)

= τ(φk+1
H − φkH , ψh)− γ

ε2
(f̃(φk+1

H , φkh, φ
k+1
h ), ψh), ∀ψh ∈ Xh

6: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H − Sφ, vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH)− λ

γ

(
(
φk+1
h − φkh

∆t
+ (u∗,k+1

H · ∇)φk+1
h )∇φk+1

h , vH

)
,∀vH ∈ YH

7: Trouver pk+1
H dans PH ∆t(div ∇pk+1

H , χH) = (div u∗,k+1
H , χH), ∀χH ∈ PH

8: Trouver uk+1
H dans YH (uk+1

H − u∗,k+1
H + ∆t∇pk+1

H , vH) = 0,∀vH ∈ YH
9: Trouver u∗,k+1

h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((ukh · ∇)ukh, vh) +
∆t

2
(div ukhu

k
h, vh)

= −
(λ
γ

(φk+1
h − φkh + ∆t(ukh · ∇)φk+1

h )∇φk+1
h −∆tSφ, vh

)
+ τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh), ∀vh ∈ Yh

10: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , χh) = (div u∗,k+1
h , χh), ∀χh ∈ Ph

11: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
12: end for
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5.4. Simulations numériques

Algorithm 46 Variante de "schéma III" : "schéma IV"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver φk+1

H dans XH

3: (
φk+1
H − φkH

∆t
, ψH) + γ(∇φk+1

H ,∇ψH) + ((ukh · ∇)φkH , ψH) +
γ

ε2
(DF (φkH , φ

k+1
H ), ψH) = 0,

4: ∀ψH ∈ XH

5: Trouver φk+1
h dans Xh

(
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) + τ(φk+1

h − φkh, ψh) + γ(∇φk+1
h ,∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh)

= τ(φk+1
H − φkH , ψh)− γ

ε2
(f̃(φk+1

H , φkh, φ
k+1
h ), ψh), ∀ψh ∈ Xh

6: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H − Sφ, vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH)− λ

γ

(
(
φk+1
h − φkh

∆t
+ (u∗,k+1

H · ∇)φk+1
h )∇φk+1

h , vH

)
,∀vH ∈ YH

7: Trouver pk+1
H dans PH ∆t(div ∇pk+1

H , χH) = (div u∗,k+1
H , χH), ∀χH ∈ PH

8: Trouver uk+1
H dans YH (uk+1

H − u∗,k+1
H + ∆t∇pk+1

H , vH) = 0,∀vH ∈ YH
9: Trouver u∗,k+1

h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

h , vh) +
∆t

2
(div ukhu

k
h, vh)

= −
(λ
γ

(φk+1
h − φkh + ∆t(ukh · ∇)φk+1

h )∇φk+1
h −∆tSφ, vh

)
+ τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh), ∀vh ∈ Yh

10: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , χh) = (div u∗,k+1
h , χh), ∀χh ∈ Ph

11: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
12: end for

5.4 Simulations numériques

5.4.1 Fusionnement de deux bulles

En prenant le cas homogène (Sφ = 0) et un φ0 égal à deux bulles en contact nous pouvons
remarquer le fusionnement des deux bulles et la formation d'un oval dans les Fig. 5.1 à 5.4 pour
la décomposition uniquement de la vitesse et dans les Fig. 5.5 à 5.8 pour les algorithmes décom-
posant à la fois la concentration et la vitesse. Nous comparons nos résultats à ceux de [136] et
nous notons la compatibilité.

Sur un carré [−1, 1]× [−1, 1] nous considérons un maillage �n de Nf ×Nf = 32×32 n÷uds et un
grossier de Nc×Nc = 16×16 n÷uds, pour un pas de temps ∆t = 10−3 et un temps �nal T = 0.5,
nous partons de deux bulles en contact où la phase φ = 1 est à l'intérieur des bulles et φ = −1
à l'extérieur des bulles et la vitesse initiale est nulle avec Re = 10, ε = 0.05, γ = 0.1, λ = 10−6

et nous présentons la fonction φ aux temps t = 0, 0.02, 0.04, 0.08 en adaptant l'EF P2 pour la
fonction φ et la vitesse u et l'EF P1 pour la pression p.
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Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

5.4.1.1 Décomposition uniquement pour la vitesse

Figure 5.1 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 à t = 0.
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5.4. Simulations numériques

Figure 5.2 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 à t = 0.02.
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Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

Figure 5.3 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 à t = 0.04.
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5.4. Simulations numériques

Figure 5.4 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 à t = 0.08.

5.4.1.2 Décomposition de la concentration et de la vitesse

Pour les mêmes paramètres, nous testons les algorithmes de la décomposition non seulement de
la vitesse mais aussi de la concentration.
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Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

Figure 5.5 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 à t = 0.
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5.4. Simulations numériques

Figure 5.6 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 à t = 0.02.
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Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

Figure 5.7 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 à t = 0.04.
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5.4. Simulations numériques

Figure 5.8 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 37
(Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 à t = 0.08.

5.4.1.3 Comparaison en temps de calcul

Nous représentons le gain en temps de calcul CPU apporté par notre technique bi-grilles. La
comparaison est faite entre le schéma implicite (référence) résolu sur une grille �ne et ceux de la
décomposition de la vitesse Tab. 5.1 et Fig. 5.9 et de la vitesse et la concentration Tab. 5.2 et
Fig. 5.10.
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Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

32× 16 points Algorithm 38 Algorithm 39 Algorithm 40 Algorithm 41
T = 0.5 schéma 1 schéma 2 schéma 3 schéma 4

t1G (en sec.) 550.18 550.18 550.18 550.18

t2G (en sec.) 305.19 309.88 309.13 312.39
t2G
t1G

0.55 0.56 0.56 0.57

Table 5.1 � Séparation d'échelles Allen-Cahn/Navier-Stokes deux bulles (bi-grilles vitesse uni-
quement) P2/P1.

32× 16 points Algorithm 42 Algorithm 43 Algorithm 44 Algorithm 45 Algorithm 46
T = 0.5 schéma I schéma II schéma III schéma IV

t1G (en sec.) 550.18 550.18 550.18 550.18 550.18

t2G (en sec.) 523.09 266.43 273.4 270.65 276.63
t2G
t1G

0.95 0.48 0.497 0.49 0.503

Table 5.2 � Séparation d'échelles Allen-Cahn/Navier-Stokes deux bulles (bi-grilles concentration
et vitesse) P2/P1.
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Figure 5.9 � Comparaison CPU (deux bulles) entre le schéma sur une grille �ne et ceux de
la méthode de séparation d'échelles (uniquement vitesse) : Algorithmes 38, 39, 40, 41 avec
T = 0.5 et Nf = 32, Nc = 16.
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Figure 5.10 � Comparaison CPU (deux bulles) entre le schéma sur une grille �ne et ceux de la
méthode de séparation d'échelles (concentration et vitesse) : Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46
avec T = 0.5 et Nf = 32, Nc = 16.

Ainsi, nous constatons que la résolution par notre technique est deux fois plus rapide que la
résolution par un schéma implicite sur la grille �ne. Le gain est maximal pour la décomposition
simultanée de la concentration et la vitesse.
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5.4. Simulations numériques

5.4.2 Bulle montante

Nous utilisons encore le modèle d'Allen-Cahn mais nous commençons par un φ0 égal à une bulle
rectangulaire et la force de �ottabilité Sφ = (0,−(1 + φ)g(ρ1 − ρ0) − (1 − φ)g(ρ2 − ρ0))T 6= 0
parce que nous considérons deux �uides avec des densités di�érentes ρ1 = 1 et ρ2 = 2 (densité
de fond ρ0 = ρ1) et g = 10.

5.4.2.1 Décomposition uniquement pour la vitesse

Figure 5.11 � La solution φh bulle montante ; de haut en bas et de gauche à droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 à t = 0.
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Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

Figure 5.12 � La solution φh bulle montante ; de haut en bas et de gauche à droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 à t = 0.02.
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5.4. Simulations numériques

Figure 5.13 � La solution φh bulle montante ; de haut en bas et de gauche à droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 à t = 0.04.
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Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

Figure 5.14 � La solution φh bulle montante ; de haut en bas et de gauche à droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 à t = 0.1.
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5.4. Simulations numériques

Figure 5.15 � La solution φh bulle montante ; de haut en bas et de gauche à droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 à t = 0.2.
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Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

Figure 5.16 � La solution φh bulle montante ; de haut en bas et de gauche à droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 38, 39, 40, 41 à t = 0.3.

5.4.2.2 Décomposition de la concentration et de la vitesse

Pour les mêmes paramètres, nous testons les algorithmes de la décomposition non seulement de
la vitesse mais aussi de la concentration.
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5.4. Simulations numériques

Figure 5.17 � La solution φh bulle montante ; de haut en bas et de gauche à droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 à t = 0.
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Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

Figure 5.18 � La solution φh bulle montante ; de haut en bas et de gauche à droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 à t = 0.02.
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5.4. Simulations numériques

Figure 5.19 � La solution φh bulle montante ; de haut en bas et de gauche à droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 à t = 0.04.
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Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

Figure 5.20 � La solution φh bulle montante ; de haut en bas et de gauche à droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 à t = 0.1.

184



5.4. Simulations numériques

Figure 5.21 � La solution φh bulle montante ; de haut en bas et de gauche à droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 à t = 0.2.
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Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

Figure 5.22 � La solution φh bulle montante ; de haut en bas et de gauche à droite pour :
Algorithme 37 (Référence 1 grille), Algorithmes 42, 43, 44, 45, 46 à t = 0.3.

5.4.2.3 Comparaison en temps de calcul

Nous représentons le gain en temps de calcul CPU apporté par notre technique bi-grilles. La
comparaison est faite entre le schéma implicite (référence) résolu sur une grille �ne et ceux de la
décomposition de la vitesse Tab. 5.3 et Fig. 5.23 et de la vitesse et la concentration Tab. 5.4 et
Fig. 5.24.
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5.4. Simulations numériques

32× 16 points Algorithm 38 Algorithm 39 Algorithm 40 Algorithm 41
T = 0.5 schéma 1 schéma 2 schéma 3 schéma 4

t1G (en sec.) 575.1 575.1 575.1 575.1

t2G (en sec.) 366.35 371.8 368.42 375.12
t2G
t1G

0.64 0.65 0.64 0.65

Table 5.3 � Séparation d'échelles Allen-Cahn/Navier-Stokes bulle montante (bi-grilles vitesse
uniquement) P2/P1.

32× 16 points Algorithm 42 Algorithm 43 Algorithm 44 Algorithm 45 Algorithm 46
T = 0.5 schéma I schéma II schéma III schéma IV

t1G (en sec.) 575.1 575.1 575.1 575.1 575.1

t2G (en sec.) 496.71 287.06 288.71 290.32 281.88
t2G
t1G

0.86 0.499 0.502 0.505 0.490

Table 5.4 � Séparation d'échelles Allen-Cahn/Navier-Stokes bulle montante (bi-grilles concen-
tration et vitesse) P2/P1.
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Figure 5.23 � Comparaison CPU (bulle montante) entre le schéma sur une grille �ne et ceux
de la méthode de séparation d'échelles (uniquement vitesse) : Algorithmes 38, 39, 40, 41 avec
T = 0.5 et Nf = 32, Nc = 16.
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Figure 5.24 � Comparaison CPU (bulle montante) entre le schéma sur une grille �ne et ceux
de la méthode de séparation d'échelles (concentration et vitesse) : Algorithmes 42, 43, 44, 45,
46 avec T = 0.5 et Nf = 32, Nc = 16.
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Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

Nous déduisons que la méthode de séparation d'échelles réduit le temps de calcul CPU de la
résolution par un schéma implicite sur une grille �ne à sa moitié. Nous béné�cions d'un gain si
notre technique est appliquée à la fois à la concentration et à la vitesse.

5.5 Étude de stabilité : comparaison avec un schéma semi-implicite

Nous avons démontré dans les sections précédentes que notre technique bi-grilles (deux bullles
en contact ou bulle montante) est plus rapide que l'approche par un schéma implicite sur une
grille �ne. Il est clair que le schéma implicite est super stable mais nous pouvons comparer la
stabilité de nos algorithmes bi-grilles à celle du schéma semi-implicite (explicite en φkh((φkh)2−1)
et (uk · ∇)uk).

Nous démontrons que notre schéma bi-grilles est plus stable en termes de ∆t. L'avantage de
la séparation d'échelles que nous appliquons est qu'elle nous permet d'adapter des pas de temps
supérieurs à ceux du schéma semi-implicite. Comparer les deux techniques pour un même pas
de temps ∆t montre que notre technique nécessite plus de temps que l'approche par le schéma
semi-implicite. Mais si nous investissons dans le gain de stabilité en ∆t nous adapterons un pas
de temps plus grand et nous convergerons plus rapidement pour un temps �nal �xé T .

Comme la décomposition de la concentration et de la vitesse est plus avantageuse que la dé-
composition de la vitesse uniquement, nous comparons l'Algorithme 43 bi-grilles au schéma
explicite en terme non linéaire de l'équation d'Allen-Cahn et de Navier-Stokes suivant :

Algorithm 47 AC-NS une grille : Schéma semi-implicite "Ref 2"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver φk+1

h dans Xh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) + γ(∇φk+1

h ,∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) +
γ

ε2
(φkh((φkh)2 − 1), ψh) = 0,∀ψh ∈ Xh

4: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

5:

(
u∗,k+1
h − ukh

∆t
, vh) + ν(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ((ukh · ∇)ukh − Sφ, vh)

= −1

2
(div u∗,kh u∗,k+1

h , vh)− λ

γ
((
φk+1
h − φkh

∆t
+ (u∗,k+1

h · ∇)φk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

6: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , χh) = (div u∗,k+1
h , χh), ∀χh ∈ Ph

7: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
8: end for

Schéma τ ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable

Algorithme 43 0.001 0.001 oui 0.01 oui 0.05 oui 0.1 oui
schéma I
Algorithme 47 0.001 oui 0.01 oui 0.05 non 0.1 non
Ref 2

Table 5.5 � Re = 10, Nf = 32, Nc = 16,P2/P1 éléments (cas de deux bulles)
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5.5. Étude de stabilité : comparaison avec un schéma semi-implicite

Schéma τ ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable

Algorithme 43 0.001 0.01 oui 0.05 oui 0.1 oui
schéma I
Algorithme 47 0.01 oui 0.05 non 0.1 non
Ref 2

Table 5.6 � Re = 100, Nf = 32, Nc = 16,P2/P1 éléments (cas de deux bulles)

Schéma τ ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable

Algorithme 43 0.001 0.01 oui 0.05 oui 0.1 oui
schéma I
Algorithme 47 0.01 oui 0.05 non 0.1 non
Ref 2

Table 5.7 � Re = 400, Nf = 32, Nc = 16,P2/P1 éléments (cas de deux bulles)

Schéma τ ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable

Algorithme 43 0.001 0.01 oui 0.05 oui 0.1 oui
schéma I
Algorithme 47 0.01 oui 0.05 non 0.1 non
Ref 2

Table 5.8 � Re = 1000, Nf = 32, Nc = 16,P2/P1 éléments (cas de deux bulles)
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Figure 5.25 �

∥∥∥∥∂u∂t
∥∥∥∥
L2(Ω)

vs temps : pour ∆t = 10−2, Nf = 32, Nc = 16 pour Re = 100, 400, 1000

de gauche à droite (cas de deux bulles).

Les courbes des Fig. 5.25 (respectivement 5.26) montrent que notre technique approche de la
même manière que les schémas implicite et semi-implicite pour le cas de deux bulles (respec-
tivement le cas d'une bulle montante). Nous pouvons déduire que par la technique bi-grilles
nous sommes 10 fois plus stable que le schéma semi-implicite résolu sur une grille pour Re =
10, 100, 400 et 1000.
Pour le cas d'une bulle montante nous gagnons en stabilité de pas de temps ∆t. Notre schéma
bi-grilles (Algorithme 43) est 3 fois plus stable pour Re = 10, 100. Mais nous perdons ce gain
pour des grands Reynolds ; le schéma bi-grilles (Algorithme 43) est autant stable que le schéma
semi-implicite (Algorithme 47) pour Re = 400 et 1000.
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Chapitre 5. Couplage Allen-Cahn/Navier-Stokes

Schéma τ ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable

Algorithme 43 0.001 0.001 oui 0.01 oui 0.03 oui 0.05 non
schéma I
Algorithme 47 0.001 oui 0.01 oui 0.03 non 0.05 non
Ref 2

Table 5.9 � Re = 10, Nf = 32, Nc = 16,P2/P1 éléments (cas d'une bulle montante)

Schéma τ ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable

Algorithme 43 0.001 0.01 oui 0.03 oui 0.05 non
schéma I
Algorithme 47 0.01 oui 0.03 non 0.05 non
Ref 2

Table 5.10 � Re = 100, Nf = 32, Nc = 16,P2/P1 éléments (cas d'une bulle montante)

Schéma τ ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable

Algorithme 43 0.001 0.003 oui 0.005 non 0.01 non
schéma I
Algorithme 47 0.003 oui 0.005 non 0.01 non
Ref 2

Table 5.11 � Re = 400, Nf = 32, Nc = 16,P2/P1 éléments (cas d'une bulle montante)

Schéma τ ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable

Algorithme 43 0.001 0.001 oui 0.003 non 0.005 non
schéma I
Algorithme 47 0.001 oui 0.003 non 0.005 non
Ref 2

Table 5.12 � Re = 1000, Nf = 32, Nc = 16,P2/P1 éléments (cas d'une bulle montante)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

time t

100

k
D

u
=
D

t
k
L

2

Du/Dt vs time

Semi-Implicit One grid AC/NS
Two grids scheme I
Fully Implicit One grid

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

time t

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5
5

5.5
6

6.5

k
D

u
=
D

t
k
L

2

Du/Dt vs time

Semi-Implicit One grid AC/NS
Two grids scheme I
Fully Implicit One grid

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

time t

2

3

4

5

6

7

k
D

u
=
D

t
k
L

2

Du/Dt vs time

Semi-Implicit One grid AC/NS
Two grids scheme I
Fully Implicit One grid

Figure 5.26 �
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L2(Ω)

vs temps : (cas d'une bulle montante) de gauche à droite : ∆t =

10−2, Re = 100 , ∆t = 3× 10−3, Re = 400 et ∆t = 10−3, Re = 1000.

5.6 Conclusion

Nous pouvons conclure que notre technique bi-grilles approche la solution plus rapidement que
le schéma implicite sans perte de consistance ; le temps de calcul CPU est réduit de rapport
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5.6. Conclusion

0.5 pour une décomposition en échelles et espaces de la concentration et de la vitesse. Par la
séparation d'échelles nous atteingnons des grands ∆t sans a�aiblir la stabilité. Cette stabilité en
terme de ∆t peut se traduire aussi en un gain en temps de calcul CPU par rapport au schéma
semi-implicite ; l'adaptation d'un grand pas de temps ∆t par notre technique permet d'atteindre
un temps �nal T en moins de temps que le schéma semi-implicite limité par son ∆t.
Nos schémas bi-grilles sont à mi-chemin entre le schéma implicite (lent mais stable) et le schéma
semi-implicite (rapide mais limité en ∆t).
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Couplage Cahn-Hilliard/Navier-Stokes
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Les écoulements incompressibles à deux phases ont fait l'objet des recherches ces dernières an-
nées vu leur large domaine d'application : les bulles de gaz piégées dans l'eau, les �laments d'eau
tombant dans l'air, les mélanges huile-eau, les mélanges de polymères, les �uides biologiques.

La complexité de ces modèles apparaît dans les équations couplant la vitesse u et la pres-
sion p. A�n de dépasser cet obstacle, nous avons eu recours aux schémas de type projection
[124, 125, 126, 187] où nous découplons la vitesse de la pression en introduisant une vitesse in-
termédiaire et utilisant la propriété de divergence nulle.
D'autre part, l'épaisseur de la surface de séparation ε (généralement petite) rend les équations
de phase di�ciles à résoudre. En e�et, les schémas numériques semi-implicites, faciles à résoudre
car le terme non linéaire est traité explicitement, sont limités en pas de temps ∆t < ε4 (cf. [187]).
Pour y remédier, Shen a proposé d'ajouter un terme de stabilisation a�n de traiter explicitement
le terme non linéaire. Nous présentons dans [1] et au Chapitre 2 une technique de séparation
d'échelles et stabilisation uniquement des hautes fréquences. En e�et, nous aurons des schémas
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inconditionnellement stables.

Dans ce chapitre, nous adaptons la méthode bi-grilles développée au Chapitre 3 pour l'équation
de Cahn-Hilliard et celle bi-grilles de projection du Chapitre 4 pour les équations de Navier-
Stokes . Dans la section 6.2, nous introduisons un schéma de référence. Des schémas bi-grilles
décomposant en échelles uniquement la vitesse et d'autres traitant la concentration φ et la vitesse
u sur deux espaces grossier et �n sont développés à la section 6.3. Des simulations numériques
sont présentées à la section 6.4 pour le cas d'une bulle rectangulaire et deux bulles en contact.
Ces résultats sont en accord avec ceux de Hua [136] et sont obtenus en un temps réduit de
CPU par rapport à ceux du schéma implicite considéré sur un espace �n. Dans la section 6.5,
nous gagnons aussi au niveau du pas de temps maximal ∆t, si nous comparons nos algorithmes
bi-grilles au schéma semi-implicite limité par la �nesse de la surface de séparation.

6.1 Modèle de champs de phase CH/NS

Le modèle de champs de phase Cahn-Hilliard/Navier-Stokes pour les �uides diphasiques a été
étudié numériquement par plusieurs auteurs [54, 62, 123]. Pour un mélange de �uides de di�é-
rentes densités nous référons le lecteur à [161]. Nous considérons un modèle de champs de phase
de Cahn-Hilliard. Il peut être écrit comme l'équation de réaction-advection-di�usion.

∂φ

∂t
+ u · ∇φ = γ∆

(
∆φ− f(φ)

)
(6.1)

et l'équation de la quantité de mouvement

ρ0

(∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
− ν∇.D(u) +∇p+ λ∇ · (∇φ⊗∇φ) = Sφ, (6.2)

avec
∇ · u = 0, (6.3)

une condition d'incompressibilité. Ici φ(x, t) ∈ [−1, 1] est la phase du mélange, u la vitesse du
�uide, p la pression, ν le paramètre de viscosité, λ le c÷�cient de tension super�cielle, ε l'épais-

seur de l'interface, f(φ) = F ′(φ) et γ le temps de relaxation élastique. D(u) =
1

2
(∇u + (∇u)T )

désigne le taux du tenseur de déformation et Sφ = (0,−(1 +φ)g(ρ1−ρ0)− (1−φ)g(ρ2−ρ0))T la
force de �ottabilité avec la densité de fond ρ0, la densité des �uides 1 et 2 ρ1 et ρ2 respectivement
et la gravité g.

Dans la suite nous prenons F (φ) =
1

4ε2
(φ2 − 1)2 et ρ0 = ρ1. D'après [136, 161], nous réécrivons

∇ · (∇φ⊗∇φ) comme suit

∇ · (∇φ⊗∇φ) =
−1

ε2
(w + cφ)∇φ+∇

( |∇φ|2
2

+ F (φ)
)
.

Ainsi le système sera
∂φ

∂t
+ u · ∇φ =

γ

ε2
∆(w + cφ), (6.4)

w = −ε2∆φ+ f(φ)− cφ, (6.5)

ρ0

(∂u
∂t

+ (u · ∇)u
)
− ν∆u+∇p− λ

ε2
(w + cφ)∇φ = Sφ, (6.6)
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∇ · u = 0, (6.7)

Le modèle de champs de phase de Cahn-Hilliard véri�e une loi (6.9) sur l'énergie du système

E =
1

2
ρ0 ‖u‖2L2(Ω) +

λ

2
‖∇φ‖2L2(Ω) + λ

∫
Ω
F (φ). (6.8)

∂

∂t

(1

2
‖u‖2L2(Ω) +

λ

2
‖∇φ‖2L2(Ω) + λ

∫
Ω
F (φ)

)
= −ν ‖∇u‖2L2(Ω) −

λγ

ε4
‖∇(w + cφ)‖2L2(Ω) , (6.9)

cf. [136, 161, 187].

6.2 Schéma classique sur une grille

Liu et al.[136, 158, 159, 162] ont présenté un schéma temporel de second ordre pour le modèle de
champs de phase de Cahn-Hilliard, où une loi d'énergie discrète est obtenue en utilisant l'élément
�ni C0 en espace et un schéma centré. Nous proposons de comparer notre étude à celle e�ectuée
dans [136].
Nous présentons un schéma implicite où la vitesse et la pression sont calculées par la méthode
de projection Chorin-Temam introduite dans le Chapitre 4. Nous présentons le schéma de
référence :

Algorithm 48 CH-NS une grille (référence) "Ref 1"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver (φk+1

h , wk+1
h ) dans Xh ×Wh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) +

γ

ε2
(∇(wk+1

h + cφk+1
h ),∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) = 0,∀ψh ∈ Xh

4: (wk+1
h + cφk+1

h , χh)− ε2(∇φk+1
h ,∇χh)− (DF (φkh, φ

k+1
h ), χh) = 0, ∀χh ∈Wh

5: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(
u∗,k+1
h − ukh

∆t
, vh) + ν(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ((u∗,k+1
h · ∇)u∗,k+1

h , vh)

= −1

2
(div u∗,kh u∗,k+1

h , vh) +
λ

ε2
((wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vh),∀vh ∈ Yh

6: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , ηh) = (div u∗,k+1
h , ηh), ∀ηh ∈ Ph

7: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
8: end for

où DF (u, v) =


F (u)− F (v)

u− v
si u 6= v,

f(u) si u = v,
est le choix qui garantit la stabilité inconditionnelle

de l'équation de Cahn-Hilliard cf. Chapitre 3 et [188].

Nous appliquons la technique de projection et essayons de calculer (uk+1
h , pk+1

h , φk+1
h ) l'approxi-

mation de u(tk+1) = u((k+ 1)∆t), p(tk+1) = p((k+ 1)∆t) et φ(tk+1) = φ((k+ 1)∆t) à partir de
(ukh, p

k
h, φ

k
h).
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6.3 Schémas bi-grilles

Nos algorithmes suivent la technique de séparation d'échelles exposée au Chapitre 3 pour
l'équation de Cahn-Hilliard et au Chapitre 4 pour l'équation de Navier-Stokes . Deux types
d'algorithmes apparaîssent ; certains décomposent uniquement la vitesse d'autres décomposent
la concentration φ et la vitesse.

6.3.1 Séparation d'échelles uniquement pour la vitesse

La vitesse peut être traitée sur deux grilles de quatre manières di�érentes :
• L'Algorithme 49 sépare les échelles de la vitesse intermédiaire u∗h. Sous la condition de
divergence nulle, la pression ph est calculée puis la vitesse uh qui est restreinte à la grille
grossière pour obtenir ukH pour la prochaine itération.

• L'Algorithme 50 remplace (ukh · ∇)ukh par (u∗H · ∇)u∗h : variante de l'Algorithme 49.

• L'Algorithme 51 consiste à utiliser uH (obtenu par la méthode de projection sur la grille
grossière) et non la restriction de la solution trouvée après stabilisation sur la grille �ne.

• L'Algorithme 52 constitue une variante de l'Algorithme 51 ; nous employons (ukh ·∇)ukh
au lieu de (u∗H · ∇)u∗h.

Algorithm 49 1 grille CH- 2 grilles NS "schéma 1"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver (φk+1

h , wk+1
h ) dans Xh ×Wh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) +

γ

ε2
(∇(wk+1

h + cφk+1
h ),∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) = 0,∀ψh ∈ Xh

4: (wk+1
h + cφk+1

h , χh)− ε2(∇φk+1
h ,∇χh)− (DF (φkh, φ

k+1
h ), χh) = 0, ∀χh ∈Wh

5: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H , vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH) +
λ

ε2
((wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vH),∀vH ∈ YH

6: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((ukh · ∇)ukh, vh) +
1

2
(div ukhu

k
h, vh)

= τ∆t(u∗,k+1
H − ukH , vh) +

λ

ε2
(∆t(wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

7: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , ηh) = (div u∗,k+1
h , ηh), ∀ηh ∈ Ph

8: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
9: Résoudre dans YH (uk+1

H − uk+1
h , vH) = 0,∀vH ∈ YH

10: end for
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Algorithm 50 Variante de "schéma 1" : "schéma 2"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver (φk+1

h , wk+1
h ) dans Xh ×Wh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) +

γ

ε2
(∇(wk+1

h + cφk+1
h ),∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) = 0,∀ψh ∈ Xh

4: (wk+1
h + cφk+1

h , χh)− ε2(∇φk+1
h ,∇χh)− (DF (φkh, φ

k+1
h ), χh) = 0, ∀χh ∈Wh

5: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H , vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH) +
λ

ε2
((wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vH),∀vH ∈ YH

6: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

h , vh)

= −1

2
(div ukhu

k
h, vh) + τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh) +
λ

ε2
(∆t(wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

7: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , ηh) = (div u∗,k+1
h , ηh), ∀ηh ∈ Ph

8: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
9: Résoudre dans YH (uk+1

H − uk+1
h , vH) = 0,∀vH ∈ YH

10:

11: end for

Algorithm 51 1 grille CH/ 2 grilles NS (NS complet GG) "schéma 3"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver (φk+1

h , wk+1
h ) dans Xh ×Wh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) +

γ

ε2
(∇(wk+1

h + cφk+1
h ),∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) = 0,∀ψh ∈ Xh

4: (wk+1
h + cφk+1

h , χh)− ε2(∇φk+1
h ,∇χh)− (DF (φkh, φ

k+1
h ), χh) = 0, ∀χh ∈Wh

5: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H , vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH) +
λ

ε2
((wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vH),∀vH ∈ YH

6: Trouver pk+1
H dans PH ∆t(div ∇pk+1

H , ηH) = (div u∗,k+1
H , ηH), ∀ηH ∈ PH

7: Trouver uk+1
H dans YH (uk+1

H − u∗,k+1
H + ∆t∇pk+1

H , vH) = 0,∀vH ∈ YH
8: Trouver u∗,k+1

h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((ukh · ∇)ukh, vh)

= −1

2
(div ukhu

k
h, vh) + τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh) +
λ

ε2
(∆t(wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

9: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , ηh) = (div u∗,k+1
h , ηh), ∀ηh ∈ Ph

10: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
11: end for
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Algorithm 52 Variante de "schéma 3" : "schéma 4"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver (φk+1

h , wk+1
h ) dans Xh ×Wh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) +

γ

ε2
(∇(wk+1

h + cφk+1
h ),∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) = 0,∀ψh ∈ Xh

4: (wk+1
h + cφk+1

h , χh)− ε2(∇φk+1
h ,∇χh)− (DF (φkh, φ

k+1
h ), χh) = 0, ∀χh ∈Wh

5: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H , vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH) +
λ

ε2
((wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vH),∀vH ∈ YH

6: Trouver pk+1
H dans PH ∆t(div ∇pk+1

H , ηH) = (div u∗,k+1
H , ηH), ∀ηH ∈ PH

7: Trouver uk+1
H dans YH (uk+1

H − u∗,k+1
H + ∆t∇pk+1

H , vH) = 0,∀vH ∈ YH
8: Trouver u∗,k+1

h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((u∗,k+1
H · ∇)uk+1

h , vh)

= −1

2
(div ukhu

k
h, vh) + τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh) +
λ

ε2
(∆t(wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

9: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , ηh) = (div u∗,k+1
h , ηh), ∀ηh ∈ Ph

10: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
11: end for

6.3.2 Séparation d'échelles pour la concentration et la vitesse

Une décomposition uniquement pour la vitesse est présentée dans les Algorithmes 49, 50, 51
et 52, alors que nous calculons la concentration φ par un schéma implicite sur une grille �ne.
Dans ce qui suit nous proposons de décomposer également la concentration. Dans l'Algorithme
53, la vitesse n'est pas décomposée ; les Algorithmes 54, 55, 56 et 57 traitent de la décompo-
sition de la concentration et de la vitesse où f̃(φk+1

H , φkh, φ
k+1
h ) = DF (φk+1

h , φkh) + 2φk+1
H (φk+1

H −
φk+1
h )(φk+1

H − φkh) comme dé�ni dans [1] la partie linéaire de DF (φk+1
h , φk+1

H ).
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Algorithm 53 2 grilles CH- 1 grille NS (concentration uniquement)
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver (φk+1

H , wk+1
H ) dans XH ×WH

3: (
φk+1
H − φkH

∆t
, ψH) +

γ

ε2
(∇(wk+1

H + cφk+1
H ),∇ψH) + ((ukh · ∇)φkH , ψH) = 0, ∀ψH ∈ XH

4: (wk+1
H + cφk+1

H , χH)− ε2(∇φk+1
H ,∇χH)− (DF (φkH , φ

k+1
H ), χH) = 0,∀χH ∈WH

5: Trouver (φk+1
h , wk+1

h ) dans Xh ×Wh

(
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) +

γ

ε2
(∇(wk+1

h + cφk+1
h ),∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

(wk+1
h + cφk+1

h , χh)− ε2(∇φk+1
h ,∇χh)− τ(φk+1

h − φkh, χh)

= −τ(φk+1
H − φkH , χh) + (f̃(φk+1

H , φkh, φ
k+1
h ), χh), ∀χh ∈Wh

6: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(
u∗,k+1
h − ukh

∆t
, vh) + ν(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ((u∗,k+1
h · ∇)u∗,k+1

h , vh) +
1

2
(div u∗,kh u∗,k+1

h , vh)

=
λ

ε2
((wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

7: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , ηh) = (div u∗,k+1
h , ηh), ∀ηh ∈ Ph

8: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
9: end for
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Algorithm 54 2 grilles CH- 2 grilles NS "schéma I"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver (φk+1

H , wk+1
H ) dans XH ×WH

3: (
φk+1
H − φkH

∆t
, ψH) +

γ

ε2
(∇(wk+1

H + cφk+1
H ),∇ψH) + ((ukh · ∇)φkH , ψH) = 0, ∀ψH ∈ XH

4: (wk+1
H + cφk+1

H , χH)− ε2(∇φk+1
H ,∇χH)− (DF (φkH , φ

k+1
H ), χH) = 0,∀χH ∈WH

5: Trouver (φk+1
h , wk+1

h ) dans Xh ×Wh

(
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) +

γ

ε2
(∇(wk+1

h + cφk+1
h ),∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

(wk+1
h + cφk+1

h , χh)− ε2(∇φk+1
h ,∇χh)− τ(φk+1

h − φkh, χh)

= −τ(φk+1
H − φkH , χh) + (f̃(φk+1

H , φkh, φ
k+1
h ), χh), ∀χh ∈Wh

6: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H , vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH) +
λ

ε2
((wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vH),∀vH ∈ YH

7: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((ukh · ∇)ukh, vh) +
1

2
(div ukhu

k
h, vh)

= τ∆t(u∗,k+1
H − ukH , vh) +

λ

ε2
(∆t(wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

8: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , ηh) = (div u∗,k+1
h , ηh), ∀ηh ∈ Ph

9: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
10: Résoudre dans YH (uk+1

H − uk+1
h , vH) = 0,∀vH ∈ YH

11:

12: end for
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6.3. Schémas bi-grilles

Algorithm 55 Variante de "schéma I" : "schéma II"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver (φk+1

H , wk+1
H ) dans XH ×WH

3: (
φk+1
H − φkH

∆t
, ψH) +

γ

ε2
(∇(wk+1

H + cφk+1
H ),∇ψH) + ((ukh · ∇)φkH , ψH) = 0, ∀ψH ∈ XH

4: (wk+1
H + cφk+1

H , χH)− ε2(∇φk+1
H ,∇χH)− (DF (φkH , φ

k+1
H ), χH) = 0,∀χH ∈WH

5: Trouver (φk+1
h , wk+1

h ) dans Xh ×Wh

(
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) +

γ

ε2
(∇(wk+1

h + cφk+1
h ),∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

(wk+1
h + cφk+1

h , χh)− ε2(∇φk+1
h ,∇χh)− τ(φk+1

h − φkh, χh)

= −τ(φk+1
H − φkH , χh) + (f̃(φk+1

H , φkh, φ
k+1
h ), χh), ∀χh ∈Wh

6: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H , vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH) +
λ

ε2
((wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vH),∀vH ∈ YH

7: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

h , vh)

= −1

2
(div ukhu

k
h, vh) + τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh) +
λ

ε2
(∆t(wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

8: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , ηh) = (div u∗,k+1
h , ηh), ∀ηh ∈ Ph

9: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
10: Résoudre dans YH (uk+1

H − uk+1
h , vH) = 0,∀vH ∈ YH

11:

12: end for
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Algorithm 56 2 grilles CH/ 2 grilles NS (NS complet GG) "schéma III"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver (φk+1

H , wk+1
H ) dans XH ×WH

3: (
φk+1
H − φkH

∆t
, ψH) +

γ

ε2
(∇(wk+1

H + cφk+1
H ),∇ψH) + ((ukh · ∇)φkH , ψH) = 0, ∀ψH ∈ XH

4: (wk+1
H + cφk+1

H , χH)− ε2(∇φk+1
H ,∇χH)− (DF (φkH , φ

k+1
H ), χH) = 0,∀χH ∈WH

5: Trouver (φk+1
h , wk+1

h ) dans Xh ×Wh

(
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) +

γ

ε2
(∇(wk+1

h + cφk+1
h ),∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

(wk+1
h + cφk+1

h , χh)− ε2(∇φk+1
h ,∇χh)− τ(φk+1

h − φkh, χh)

= −τ(φk+1
H − φkH , χh) + (f̃(φk+1

H , φkh, φ
k+1
h ), χh), ∀χh ∈Wh

6: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H , vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH) +
λ

ε2
((wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vH),∀vH ∈ YH

7: Trouver pk+1
H dans PH ∆t(div ∇pk+1

H , ηH) = (div u∗,k+1
H , ηH), ∀ηH ∈ PH

8: Trouver uk+1
H dans YH (uk+1

H − u∗,k+1
H + ∆t∇pk+1

H , vH) = 0,∀vH ∈ YH
9: Trouver u∗,k+1

h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((ukh · ∇)ukh, vh)

= −1

2
(div ukhu

k
h, vh) + τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh) +
λ

ε2
(∆t(wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

10: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , ηh) = (div u∗,k+1
h , ηh), ∀ηh ∈ Ph

11: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
12: end for
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Algorithm 57 Variante de "schéma III" : "schéma IV"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver (φk+1

H , wk+1
H ) dans XH ×WH

3: (
φk+1
H − φkH

∆t
, ψH) +

γ

ε2
(∇(wk+1

H + cφk+1
H ),∇ψH) + ((ukh · ∇)φkH , ψH) = 0, ∀ψH ∈ XH

4: (wk+1
H + cφk+1

H , χH)− ε2(∇φk+1
H ,∇χH)− (DF (φkH , φ

k+1
H ), χH) = 0,∀χH ∈WH

5: Trouver (φk+1
h , wk+1

h ) dans Xh ×Wh

(
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) +

γ

ε2
(∇(wk+1

h + cφk+1
h ),∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) = 0, ∀ψh ∈ Xh

(wk+1
h + cφk+1

h , χh)− ε2(∇φk+1
h ,∇χh)− τ(φk+1

h − φkh, χh)

= −τ(φk+1
H − φkH , χh) + (f̃(φk+1

H , φkh, φ
k+1
h ), χh), ∀χh ∈Wh

6: Trouver u∗,k+1
H dans YH

(
u∗,k+1
H − ukH

∆t
, vH) + ν(∇u∗,k+1

H ,∇vH) + ((u∗,k+1
H · ∇)u∗,k+1

H , vH)

= −1

2
(div u∗,kH u∗,k+1

H , vH) +
λ

ε2
((wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vH),∀vH ∈ YH

7: Trouver pk+1
H dans PH ∆t(div ∇pk+1

H , ηH) = (div u∗,k+1
H , ηH), ∀ηH ∈ PH

8: Trouver uk+1
H dans YH (uk+1

H − u∗,k+1
H + ∆t∇pk+1

H , vH) = 0,∀vH ∈ YH
9: Trouver u∗,k+1

h dans Yh

(1 + τ∆t)(u∗,k+1
h − ukh, vh) + ν∆t(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ∆t((u∗,k+1
H · ∇)uk+1

h , vh)

= −1

2
(div ukhu

k
h, vh) + τ∆t(u∗,k+1

H − ukH , vh) +
λ

ε2
(∆t(wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vh), ∀vh ∈ Yh

10: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , ηh) = (div u∗,k+1
h , ηh), ∀ηh ∈ Ph

11: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
12: end for

6.4 Simulations numériques

6.4.1 Déformation d'une bulle rectangulaire

Nous présentons dans cette section la déformation de la bulle rectangulaire φ0 et la formation
d'une bulle circulaire. Les résultats desAlgorithmes 49, 50, 51, 52 décomposant uniquement la
vitesse sont dans les �gures 6.1, 6.2, 6.3, 6.4. Alors que les �gures 6.5, 6.6, 6.7, 6.8 correspondent
aux Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 décomposant la concentration et la vitesse. Dans les deux
cas la fonction φ est représentée aux temps t = 0, 0.0002, 0.002, 0.008.

Nous construisons un maillage �n de 32×32 noeuds et un grossier de 16×16 noeuds pour le carré
[−1, 1]× [−1, 1] en adaptant l'EF P2 pour la fonction φ et la vitesse u et l'EF P1 pour la pression
p. L'état initial est la bulle rectangulaire avec φ = 1 à l'intérieur et φ = −1 à l'extérieur et la
vitesse nulle. Nous prenons comme dans [136] un nombre de Reynolds Re = 10, ε = 0.05, γ =
0.1, λ = 10−6 avec un pas de temps ∆t = 10−4 et un temps �nal T = 0.5.
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Chapitre 6. Couplage Cahn-Hilliard/Navier-Stokes

6.4.1.1 Décomposition uniquement pour la vitesse

Figure 6.1 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 à t = 0.
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6.4. Simulations numériques

Figure 6.2 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 à t = 0.0002.
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Chapitre 6. Couplage Cahn-Hilliard/Navier-Stokes

Figure 6.3 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 à t = 0.002.
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6.4. Simulations numériques

Figure 6.4 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 à t = 0.008.
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6.4.1.2 Décomposition de la concentration et de la vitesse

Pour les mêmes paramètres, nous testons les algorithmes de la décomposition non seulement de
la vitesse mais aussi de la concentration.

Figure 6.5 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 à t = 0.
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6.4. Simulations numériques

Figure 6.6 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 46 à t = 0.0002.
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Chapitre 6. Couplage Cahn-Hilliard/Navier-Stokes

Figure 6.7 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 à t = 0.002.
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6.4. Simulations numériques

Figure 6.8 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 à t = 0.008.

6.4.1.3 Comparaison en temps de calcul

Nous représentons le gain en temps de calcul CPU apporté par notre technique bi-grilles. Nous
comparons le schéma implicite (référence) résolu sur une grille �ne aux schémas décomposant la
vitesse (cf. Tab. 6.1 et Fig. 6.9) et aux schémas décomposant à la fois la vitesse et la concentration
(cf. Tab. 6.2 et Fig. 6.10).
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32× 16 points Algorithm 49 Algorithm 50 Algorithm 51 Algorithm 52
T = 0.5 schéma 1 schéma 2 schéma 3 schéma 4

t1G (en sec.) 7059.43 7059.43 7059.43 7059.43

t2G (en sec.) 6564.18 6625.53 6653.83 6092.97
t2G
t1G

0.92 0.93 0.94 0.86

Table 6.1 � Séparation d'échelles Cahn-Hilliard/Navier-Stokes bulle rectangulaire (bi-grilles
vitesse uniquement) P2/P1.

32× 16 points Algorithm 53 Algorithm 54 Algorithm 55 Algorithm 56 Algorithm 57
T = 0.5 schéma I schéma II schéma III schéma IV

t1G (en sec.) 7059.43 7059.43 7059.43 7059.43 7059.43

t2G (en sec.) 4229.09 3608.58 3673.29 3717.31 3844.53
t2G
t1G

0.59 0.51 0.54 0.52 0.54

Table 6.2 � Séparation d'échelles Cahn-Hilliard/Navier-Stokes bulle rectangulaire (bi-grilles
vitesse et concentration) P2/P1.
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Figure 6.9 � Comparaison CPU (bulle rectangulaire) entre le schéma sur une grille �ne et ceux
de la méthode de séparation d'échelles (uniquement vitesse) : Algorithmes 49, 50, 51, 52 avec
T = 0.5 et Nf = 32, Nc = 16.
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Figure 6.10 � Comparaison CPU (bulle rectangulaire) entre le schéma sur une grille �ne et ceux
de la méthode de séparation d'échelles (concentration et vitesse) : Algorithmes 53, 54, 55, 56,
57 avec T = 0.5 et Nf = 32, Nc = 16.

Donc la résolution par la méthode bi-grilles est deux fois plus rapide que la résolution par un
schéma implicite sur la grille �ne. La décomposition uniquement de la concentration φ, la vitesse
est calculée sur une grille �ne, n'apporte pas de gain en temps de calcul. Le gain est maximal
pour la décomposition simultanée de la concentration et la vitesse.
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6.4.1.4 Loi sur l'énergie et conservation de la masse

Les simulations données par les algorithmes bi-grilles sont similaires à celles du schéma de réfé-
rence (Algorithme 48) sur grille �ne et de Hua [136]. De plus, ces schémas véri�ent la loi sur
l'énergie du système (6.8). Nous représentons l'énergie de l'Algorithme 54 bi-grilles ainsi que
celle de l'Algorithme 48 (Référence 1 grille) et remarquons sa décroissance au cours du temps.
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#10-5 Time evolution of the total energy
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Figure 6.11 � Energie vs temps- Comparaison entre l'Algorithme 48 (Référence 1 grille) et
l'Algorithme 54 pour ∆t = 0.0001.

Les Fig. 6.1-6.8 montrent que la surface de la bulle semble rétrécir au cours du temps. Nous
testons un critère primordiale du modèle dissipatif de Cahn-Hilliard : la conservation de la

masse. Il apparaît dans la Fig. 6.12 que la moyenne spatiale
∫

Ω
φ est conservée au cours du

temps et est égale à −3.6875 pour la bulle rectangulaire. C'est le cas de tous les algorithmes
bi-grilles présentés dans les sections précédentes. Nous nous limitons à une comparaison entre
l'Algorithme 48 (Référence 1 grille) et l'Algorithme 54 bi-grilles pour ∆t = 0.0001.
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Figure 6.12 � Moyenne vs temps- Comparaison entre l'Algorithme 48 (Référence 1 grille) et
l'Algorithme 54 pour ∆t = 0.0001.

6.4.2 Fusionnement de deux bulles

Pour un φ0 égal à deux bulles en contact nous remarquons comme dans [136] le fusionnement
des deux bulles et la formation d'un oval dans les �gures 6.13, 6.14, 6.15, 6.16, 6.17 pour la
décomposition uniquement de la vitesse et dans les �gures 6.18, 6.19, 6.20, 6.21, 6.22 pour les
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algorithmes décomposant à la fois la concentration et la vitesse. Nous présentons les résultats
obtenus pour ∆t = 10−5, Re = 10, ε = 0.05, γ = 0.1, λ = 10−6 et temps �nal T = 0.2.

6.4.2.1 Décomposition uniquement pour la vitesse

Figure 6.13 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 à t = 0.
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6.4. Simulations numériques

Figure 6.14 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 à t = 0.0001.
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Figure 6.15 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 à t = 0.0002.
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6.4. Simulations numériques

Figure 6.16 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 à t = 0.0004.
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Figure 6.17 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 49, 50, 51, 52 à t = 0.0008.

6.4.2.2 Décomposition de la concentration et de la vitesse

Pour les mêmes paramètres, nous testons les algorithmes de la décomposition non seulement de
la vitesse mais aussi de la concentration.
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Figure 6.18 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 à t = 0.
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Figure 6.19 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 à t = 0.0001.
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Figure 6.20 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 à t = 0.0002.
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Figure 6.21 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 à t = 0.0004.
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Figure 6.22 � La solution φh ; de haut en bas et de gauche à droite pour : Algorithme 48
(Référence 1 grille), Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57 à t = 0.0008.

6.4.2.3 Comparaison en temps de calcul

Nous représentons le gain en temps de calcul CPU apporté par notre technique bi-grilles. Le
schéma implicite (référence) résolu sur une grille �ne est comparé aux schémas décomposant la
vitesse dans Tab. 6.3 et Fig. 6.23 et aux schémas décomposant la vitesse et la concentration dans
Tab. 6.4 et Fig. 6.24.
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32× 16 points Algorithm 49 Algorithm 50 Algorithm 51 Algorithm 52
T = 0.2 schéma 1 schéma 2 schéma 3 schéma 4

t1G (en sec.) 27165.5 27165.5 27165.5 27165.5

t2G (en sec.) 25515.7 25771.1 25882.5 26252.9
t2G
t1G

0.93 0.94 0.95 0.96

Table 6.3 � Séparation d'échelles Cahn-Hilliard/Navier-Stokes deux bulles (bi-grilles vitesse
uniquement) P2/P1.

32× 16 points Algorithm 53 Algorithm 54 Algorithm 55 Algorithm 56 Algorithm 57
T = 0.2 schéma I schéma II schéma III schéma IV

t1G(en sec.) 27165.5 27165.5 27165.5 27165.5 27165.5

t2G (en sec.) 15788.9 14295.5 14633.1 14545.5 14852.6
t2G
t1G

0.58 0.52 0.54 0.53 0.54

Table 6.4 � Séparation d'échelles Cahn-Hilliard/Navier-Stokes deux bulles (bi-grilles vitesse et
concentration) P2/P1.

Figure 6.23 � Comparaison CPU (deux bulles) entre le schéma sur une grille �ne et ceux de
la méthode de séparation d'échelles (uniquement vitesse) : Algorithmes 49, 50, 51, 52 avec
T = 0.2 et Nf = 32, Nc = 16.

Figure 6.24 � Comparaison CPU (deux bulles) entre le schéma sur une grille �ne et ceux de la
méthode de séparation d'échelles (concentration et vitesse) : Algorithmes 53, 54, 55, 56, 57
avec T = 0.2 et Nf = 32, Nc = 16.

Nous pouvons déduire que la méthode de séparation d'échelles réduit le temps de calcul CPU
de la résolution par un schéma implicite sur une grille �ne à sa moitié. Le gain est remarquable
pour la décomposition à la fois de la concentration et de la vitesse.
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6.4.2.4 Loi sur l'énergie et conservation de la masse

Nous notons la compatibilité des résultats obtenus en adaptant la méthode bi-grilles avec le
schéma de référence sur grille �ne et celui de Hua [136]. La décroissance de l'énergie du système
est représentée dans la Fig. 6.25 pour l'Algorithme 54 bi-grilles ainsi que celle de l'Algorithme
48 (Référence 1 grille).
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Figure 6.25 � Energie vs temps- Comparaison entre l'Algorithme 48 (Référence 1 grille) et
l'Algorithme 54 pour ∆t = 0.00001.

Comme pour le cas d'un bulle rectangulaire, la surface du φ0 égal à deux bulles en contact
diminue au cours du temps cf. Fig. 6.13-6.22.
Par contre, la conservation de la masse, caractéristique du modèle de Cahn-Hilliard, est garan-

tie. La moyenne spatiale
∫

Ω
φ reste constante au cours du temps et est égale à −3.86979 (cf.

Fig. 6.26). Tous les algorithmes bi-grilles présentés dans les sections précédentes véri�ent cette
propriété. Nous nous limitons à une comparaison entre l'Algorithme 48 (Référence 1 grille) et
l'Algorithme 54 pour ∆t = 0.00001.
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Figure 6.26 � Moyenne vs temps- Comparaison entre l'Algorithme 48 (Référence 1 grille) et
l'Algorithme 54 pour ∆t = 0.00001.

6.5 Étude de stabilité : comparaison avec un schéma semi-implicite

Notre approche bi-grilles permet de gagner en temps de calcul si nous comparons ce dernier avec
celui du schéma implicte sur grille �ne. Mais au niveau stabilité notre approche reste limitée face
au schéma implicite super stable. Par contre, nos algorithmes bi-grilles sont plus stables en pas
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de temps ∆t que le schéma semi-implicite conditionné par l'épaisseur de la surface de séparation
ε pour l'équation de champs de phase (6.4)-(6.5). Nous considérons le schéma suivant

Algorithm 58 CH-NS une grille : Schéma semi-implicite "Ref 2"
1: for k = 0, 1, · · · do
2: Trouver (φk+1

h , wk+1
h ) dans Xh ×Wh

3: (
φk+1
h − φkh

∆t
, ψh) +

γ

ε2
(∇(wk+1

h + cφk+1
h ),∇ψh) + ((ukh · ∇)φkh, ψh) = 0,∀ψh ∈ Xh

4: (wk+1
h + cφk+1

h , χh)− ε2(∇φk+1
h ,∇χh)− (φkh((φkh)2 − 1), χh) = 0, ∀χh ∈Wh

5: Trouver u∗,k+1
h dans Yh

(
u∗,k+1
h − ukh

∆t
, vh) + ν(∇u∗,k+1

h ,∇vh) + ((ukh · ∇)ukh, vh)

= −1

2
(div u∗,kh u∗,k+1

h , vh) +
λ

ε2
((wk+1

h + cφk+1
h )∇φk+1

h , vh),∀vh ∈ Yh

6: Trouver pk+1
h dans Ph ∆t(div ∇pk+1

h , ηh) = (div u∗,k+1
h , ηh), ∀ηh ∈ Ph

7: Trouver uk+1
h dans Yh (uk+1

h − u∗,k+1
h + ∆t∇pk+1

h , vh) = 0,∀vh ∈ Yh
8: end for

semi-implicite (explicite en φkh((φkh)2 − 1) et (uk · ∇)uk).

Schéma τ ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable

Algorithme 54 0.001 0.0001 oui 0.0005 oui 0.0007 non
schéma I
Algorithme 58 0.0001 oui 0.0005 non 0.0007 non
Ref 2

Table 6.5 � Re = 10, Nf = 32, Nc = 16,P2/P1 éléments (cas d'une bulle rectangulaire)

Schéma τ ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable

Algorithme 54 0.001 0.0001 oui 0.0005 oui 0.0007 non
schéma I
Algorithme 58 0.0001 oui 0.0005 non 0.0007 non
Ref 2

Table 6.6 � Re = 100, Nf = 32, Nc = 16,P2/P1 éléments (cas d'une bulle rectangulaire)

Schéma τ ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable

Algorithme 54 0.001 0.0001 oui 0.0005 oui 0.0007 non
schéma I
Algorithme 58 0.0001 oui 0.0005 non 0.0007 non
Ref 2

Table 6.7 � Re = 400, Nf = 32, Nc = 16,P2/P1 éléments (cas d'une bulle rectangulaire)
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6.6. Conclusion

Schéma τ ∆t Stable ∆t Stable ∆t Stable

Algorithme 54 0.001 0.0001 oui 0.0005 oui 0.0007 non
schéma I
Algorithme 58 0.0001 oui 0.0005 non 0.0007 non
Ref 2

Table 6.8 � Re = 1000, Nf = 32, Nc = 16,P2/P1 éléments (cas d'une bulle rectangulaire)

6.6 Conclusion

Notre technique bi-grilles ne garantit pas seulement une réduction du temps de calcul CPU (
50% par rapport au schéma semi-implicite) pour une décomposition en échelles et espaces de la
concentration et de la vitesse mais aussi une stabilité en terme de ∆t par rapport au schéma
semi-implicite ; par notre technique nous pouvons adapter un grand pas de temps ∆t et atteindre
le temps �nal �xé T en moins de temps que le schéma semi-implicite limité par son ∆t.
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Conclusion et perspectives

Le cadre numérique proposé ici a permis d'introduire et de développer de nouvelles méthodes
bi-grilles pour la simulation des EDP dissipatives, notamment celles de champs de phase (Allen-
Cahn et Cahn-Hilliard) de Navier-Stokes incompressibles ainsi que de leurs couplages. Les nou-
veaux schémas permettent de réduire le temps CPU en concentrant les calculs les plus coûteux
sur un sous-espace de petite dimension (espace grossier) tout en conservant la dynamique, par-
ticulièrement celle de la convergence vers les états stationnaires (Navier-Stokes) ou les minima
locaux de l'énergie (Allen-Cahn, Cahn-Hilliard).

Ces nouvelles méthodes, dont un élément fondamental est la stabilisation des composantes modes
élevés, sont simples à mettre en ÷uvre et en particulier ne nécessitent pas de manier des bases
hiérarchiques.

Ces résultats constituent une première étape et établissent la faisabilité de notre approche. Nous
pouvons considérer plusieurs développements à mener dans des travaux futurs :

� Le paramètre de stabilisation τ est constant.
Une des idées est de développer des versions adaptatives qui permettent de calculer τ de
manière optimale à chaque itération, de sorte à minimiser l'erreur. Pour cela, des estima-
tions a posteriori pourraient constituer une étape de ce calcul.

� Nous n'avons utilisé que deux grilles, c'est-à-dire deux espaces d'éléments �nis VH et Vh.
L'extension de l'approche bi-grilles à une méthode multi-grilles, en considérant donc une
suite d'espaces d'approximation de dimensions croissantes pourrait être considérée pour
pouvoir réduire encore le temps de calcul ; une stratégie multi-grilles en temps telles que
celles proposées par exemple dans [77] pourrait constituer une piste à considérer.

� Nous avons étudié les équations de champs de phase avec des conditions aux limites de
type Neumann homogènes. Mais des applications de ces équations dans des problèmes de
la physique nécessitent de prendre d'autres conditions aux limites, comme dans [62]. La
résolution des équations d'Allen-Cahn et de Cahn-Hilliard avec d'autres conditions aux
limites paraît envisageable par notre technique bi-grilles.

� Les schémas développés ici s'adressent à des discrétisations par éléments �nis, elles pour-
raient s'adapter aux méthodes de di�érences �nies ou spectrales.
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Méthodes bi-grilles en éléments �nis pour les
systèmes phase-�uide

Résumé

Cette thèse porte sur le développement, l'analyse et la mise en ÷uvre de nouvelles méthodes
bi-grilles en éléments �nis pour des équations de réaction-di�usion de type champs de phase
(Allen-Cahn, Cahn-Hilliard) ainsi que leur couplage avec les équations de Navier-Stokes 2D in-
compressible. La présence d'un petit paramètre (largeur de l'interface) dans les modèles à inter-
face di�use demande à utiliser des schémas temporels implicites et coûteux tandis que ceux semi
implicites sont rapides mais limités en stabilité. Les nouveaux schémas introduits ici reposent
sur l'utilisation conjointe de deux espaces d'éléments �nis, un grossier VH et un �n Vh, de plus
grande dimension, permettant de décomposer la solution en partie principale portant les com-
posantes bas modes et en une partie �uctuante portant les modes élevés. L'approche bi-grilles
proposée consiste à appliquer les schémas stables (coûteux) sur VH (prédiction) et à e�ectuer une
correction sur Vh à l'aide d'un schéma linéaire dont les composantes modes élevés sont stabilisées.
Un gain important en temps CPU est obtenu au prix d'une faible perte de consistance. Dans
ce contexte, de nouvelles méthodes numériques sont proposées pour les modèles de champs de
phase et leur couplage �uide. Nous donnons des résultats de stabilité et validons l'approche sur
des bancs d'essais.

Mots-clés: Equation d'Allen-Cahn, équation de Cahn-Hilliard, équations de Navier-Stokes, cou-
plage, mécanique des �uides, méthode bi-grilles, stabilisation, séparation d'échelles, projection
Chorin-Temam.
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Bi-grids methods in �nite elements for
phase-�eld systems

Abstract

This thesis deals with the development, the analysis and the implementation of new bi-
grid schemes in �nite elements, when applied to phase-�eld models such as Allen-Cahn (AC)
and Cahn-Hilliard (CH) equations but also their coupling with 2D incompressible Navier-Stokes
equations. Due to the presence of a small parameter, namely the length of the di�use interface,
and in order to recover the intrinsic properties of the solution, (costly) implicit time schemes
must be used ; semi-implicit time schemes are fast but su�er from a hard time step limitation.
The new schemes introduced in the present work are based on the use of two FEM spaces, one
coarse VH and one �ne Vh, of larger dimension. This allows to decompose the solution into a
main part (containing only low mode components) and a �uctuant part capturing the high mode
ones. The bi-grid approach consists then in applying as a prediction an unconditional stable
scheme (costly) to VH and to update the solution in Vh by using a high mode stabilized linear
scheme. A gain in CPU time is obtained while the consistency is not deteriorated. This approach
is extended to NSE and to coupled models (AC/NSE) and (CH/NSE). Stability results are given,
the numerical simulations are validated on reference benchmarks.

Keywords: Allen-Cahn equation, Cahn-Hilliard equation, Navier-Stokes equation, coupling,
�uid mechanics, bi-grid method, stabilization, separation of the scales, Chorin-Temam projection.

261



262


