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RÉSUMÉ

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’estimation de la matrice de précision Σ−1 d’un
modèle de mélange de lois de Wishart, S | V ∼ Wp(n, V Σ), sous des coûts de type Efron-
Morris Lk{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2 Sk], pour tout k = 1, 2, 3 . . . . Ici S est une matrice
d’observation de dimension p × p, V est une variable de mélange qui suit une distribution H(·)
connue et définie sur R+ etWp(n, V Σ) représente la distribution de Wishart à n degrés de liberté
et de matrice de variance-covariance V Σ. Dans une approche unifiée des deux cas où la matrice
S est inversible et où elle est singulière, nous considérons les estimateurs usuels de type aS+ où
a est une constante positive et où S+ est l’inverse de Moore-Penrose (qui coïncide avec l’inverse
S−1 de S lorsque S est inversible). Nous fournissons des estimateurs optimaux dans cette classe,
notés a∗ S+ sous les coûts L1, L2 et L3, et des estimateurs alternatifs, notés a0 S

+, sous les coûts
L0 et Lk, pour k ≥ 4, cas où il n’existe pas d’estimateurs optimal.

Étant donné que tous les estimateurs usuels de la forme Σ̂−1
a = aS+ sont inadmissibles,

nous proposons deux types d’estimateurs alternatifs de la forme Σ̂−1
a,c = aS+ + c S G(S) et

Σ̂−1
a,c,r = aS+ + c r(tr{S})S G(S), où c est une constante positive, r(·) est une fonction réelle

et G(S) est une fonction matricielle d’ordre p homogène de degré α. Notons que pour les deux
types d’estimateurs, la fonction G(S) peut être ou pas orthogonalement invariante. Grâce à
une identité de type Stein-Haff, nous établissons un estimateur sans biais de la différence de
risque entre les estimateurs Σ̂−1

a,c et Σ̂−1
a et nous fournissons des conditions sur c, G(S) et r(·)

afin que les estimateurs Σ̂−1
a,c et Σ̂−1

a,c,r améliorent les estimateurs Σ̂−1
a , sous les fonctions de coût

Lk{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2 Sk], pour k = 1, 2, 3 . . . . En particulier, nous donnons des
exemples d’estimateurs de type Haff, Dey et Efron-Morris qui dominent les estimateurs Σ̂−1

a à
travers leur domination sur les estimateurs optimaux Σ̂−1

a∗ ou les estimateurs raisonnables Σ̂−1
a0 .

En dernier lieu, à la lumière des estimateurs de type Haff, Dey et Efron-Morris dont la
fonction de correction G(S) est homogène de degré −2, nous mettons en évidence le fait que
seul ce degré d’homogénéité fait sens. Nous illustrons ce phénomène dans le cadre de l’estimation
d’un vecteur moyenne d’une loi normale en montrant que, parmi les estimateurs de type James
Stein d’un certain degré d’homogénéité, seule l’homogénéité d’ordre −2 est valide.

Mots clés : Lois à symétrie elliptique, mélange de lois de Wishart, identité de type Stein-Haff,
matrice de précision, coûts de type Efron-Morris, fonction homogènes.
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ABSTRACT

In this thesis, we consider the problem of estimating the precision matrix Σ−1 of a mixture
of Wishart distributions model S | V ∼ Wp(n, V Σ), under various Efron-Morris type losses,
Lk{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2 Sk], for k = 1, 2, 3 . . . . Here S is the p × p sample covariance
matrix, V is a mixing variable which has a known distribution H(·) on R+ and Wp(n, V Σ)
denotes the Wishart distribution with n degrees of freedom and positive-definite covariance
matrix V Σ. In a unified approach to the cases where S is invertible and S is singular, we
consider the class of usuel estimator aS+, where S+ denotes the Moore-Penrose inverse of S
(which coincides with the inverse S−1 of S when S is invertible) and a is a positive constant,
we provide optimal estimators in this class, denoted by a∗ S+, under the losses L1, L2 and L3 ;
and alternative estimators, denoted by a0 S

+, under the losses L0 and Lk, for k ≥ 4, cases where
optimal estimators do not exist.

As the usual estimators of the form Σ̂−1
a = aS+ are inadmissibles, we propose two types of

alternative estimators of the form Σ̂−1
a,c = aS+ + c S G(S) and Σ̂−1

a,c,r = aS+ + c r(tr{S})S G(S),
where c is a positive constant, r(·) is a real function and G(S) is a p × p homogeneous matrix
function of order α. Note that, for both types of estimators, the function G(S) may be ortho-
gonally invariant or not. We develop an unbiased estimator of the risk difference between Σ̂−1

a,c

(respectively Σ̂−1
a,c,r) and Σ̂−1

a , relying on a Stein-Haff type identity and we provide conditions on
c, G(S) and r(·) so that the estimators Σ̂−1

a,c and Σ̂−1
a,c,r improve on the estimators Σ̂−1

a under the
losses Lk{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2 Sk], for k = 1, 2, 3 . . . . In particular, we give examples
of Haff, Dey and Efron-Morris type estimators that dominate the estimators of the form Σ̂−1

a ,
specifically for a = a∗ and a = a0.

Finally, based on the information provided by the estimators of Haff, Dey and Efron-Morris
type whose correction function G(S) is homogeneous of degree −2, we highlight the fact that
only this degree of homogeneity makes sense. We illustrate this phenomenon in the context of the
estimation of a mean vector of a normal distribution by showing that, among the James-Stein
type estimators of a certain degree of homogeneity, only the homogeneity of order −2 is valid.

Key words : Elliptically symmetric distributions, scale mixtures of Wishart distributions, Stein-
Haff type identity, scatter matrix, Efron-Morris type losses, homogeneous function.
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SYMBOLES

R L’ensemble des nombres réels.

Â L’estimateur du paramètre inconnu A.
Im La matrice identité de dimension m×m.
AT La transposée de la matrice A.
A+ L’inverse de Moore-Penrose de A.
tr(A) La trace de la matrice A.
‖A‖ La norme euclidienne du vecteur A.
‖A‖F La norme de Frobenius de la matrice A .

|A| Le déterminant de la matrice A.
rang(A) Le rang de la matrice A.
⊗ Le produit de Kronecker.
∼ Signifie distribué selon.
Eθ,Σ L’espérance d’une variable distribuée selon une densite f(·) parametrée par θ et Σ.

δij Le symbole de Kronecker où δij = 1 si i = j et δij = 0 si i 6= j .

a ∧ b Le minimum entre les deux entiers a et b.
a ∨ b Le maximum entre les deux entiers a et b.
f ′ La dérivée de la fonction f.
d
= L’égalité en distribution.
Op L’ensemble des matrices orthogonales {A ∈ Rp×p : ATA = AAT = In} .
Lp,r La sous-variété de Stiefel {A ∈ Rp×r : ATA = Ir} .
Dp L’ensemble des matrices diagonales diag (d1, . . . , dp) où d1 >, . . . , > dp .

Γ(·) La fonction Gamma sur l’ensemble R∗+ .

P L’ensemble des paramètres.
Sp L’ensemble des matrices p× p définies positives.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Sommaire
1.1 Matrice de précision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Estimation d’une matrice de précision . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3 État de l’art . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3.1 Le contexte où p ≤ n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3.2 Le contexte où p > n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3.3 Le cadre distributionnel elliptique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.4 Objectif et structure de la thèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.1 Matrice de précision

La matrice de précision, également appelée matrice de concentration, est l’inverse de la ma-
trice d’échelle ( qui se ramène à une matrice de covariance dans le cas gaussien), elle contient
l’information sur la corrélation partielle entre les variables. En effet, ses éléments nous per-
mettent de calculer la covariance entre deux variables conditionnellement à celles qui restent.
Mathématiquement, pour Σ la matrice de covariance d’un ensemble de p variables X, on consi-
dère la matrice de covariance partielle Σa,b = Σa,a −Σa,b Σ−1

b,b Σb,a entre les deux sous-ensembles
de variables Xa = (X1, X2) constitué des deux premières variables, et Xb le sous-ensemble des
variables qui restent. Supposons que A = Σ−1 alors Σa,b = A−1

a,a (voir Hastie, Tibshirani et Fried-
man [HTF01]). Dans le cas particulier de la loi normale multivariée, le fait qu’un élément (i, j) de
la matrice de précision Σ−1 vale zéro signifie que les ième et jème variables sont conditionnellement
indépendantes. C’est d’ailleurs une des raisons pour lesquelles la matrice de précision est très
importante dans beaucoup de domaines. Nous citons quelques exemples :

— En intelligence artificielle, en particulier en apprentissage automatique (Machine Learning)
le modèle graphique gaussien représente les dépendances conditionnelles entre des variables
aléatoires gaussiennes dans des systèmes complexes. Son estimation est équivalente à l’es-
timation de la matrice de précision (voir Pourahmadi [Pou13]).

1



1.2. ESTIMATION D’UNE MATRICE DE PRÉCISION 2

— En biologie moléculaire, le problème d’estimation du réseau de régulation génique basé sur
les données d’expression de gènes peut être ramené à l’estimation de la matrice de précision
ou à la sélection de ses éléments non nuls (voir Li et Jackson [LJ15]).

— En finance, la matrice de précision joue un rôle important dans la détermination du porte-
feuille optimal, notamment au travers de l’estimation des coefficients discriminants. Elle est
ainsi utilisée pour chercher la pondération des actifs qui minimise la variance du portefeuille
(voir Kourtis, Dotsis et Markellos [KDM12]).

1.2 Estimation d’une matrice de précision

Soit X une matrice aléatoire de dimension n× p, où n est le nombre d’observation et p est le
nombre de variable, qui suit une loi normale matricielle de moyenne 0 et de covariance Ip⊗Σ. On
note X ∼ Nn×p(M,Ω⊗Σ) et ainsi S = XTX suit une loi de Wishart à n degré de liberté et de
matrice de covariance Σ. On note S ∼ Wp(n, Σ). L’estimateur usuel de la matrice de précision
Σ−1 est de la forme.

Σ̂−1
a = aS+, (1.2.1)

où a est une constante positive et S+ est l’inverse de Moore Penrose (sa définition est rappelée
dans le paragraphe 2.1.1), cette notation nous permet d’unifier les deux cas où la matrice S est
singulière (soit quand p > n) et où S est inversible (soit quand p ≤ n), auquel cas S+ = S−1. Les
estimateurs Σ̂−1

a sont des estimateurs naturels dans la mesure où S est la matrice de covariance
empirique. Notons qu’alors, la matrice de précision Σ−1 admet l’estimateur sans biais

Σ̂−1
n−p−1 = (n− p− 1)S−1. (1.2.2)

En théorie de la décision, les divers estimateurs Σ̂−1 de Σ−1 sont évalués en se fixant une
fonction réelle L telle que

L{Σ−1, Σ̂−1} ≥ 0,

qui représente le coût en Σ−1 de Σ̂−1.
À elle seule celle ci ne peut suffire à évaluer Σ̂−1 puisque elle dépend de chacune de ses

réalisations. De manière à disposer d’un critère qui rende compte de toutes les valeurs possibles
de Σ̂−1, on établit le risque en Σ−1 de Σ̂−1 en posant

R(Σ−1, Σ̂−1) = EΣ[L{Σ−1, Σ̂−1}], (1.2.3)

où EΣ est l’espérance respectivement à la loi de S. Dans la comparaison de deux estimateurs
Σ̂−1

1 et Σ̂−1
2 , on dit que l’estimateur Σ̂−1

1 améliore l’estimateur Σ̂−1
2 si

R(Σ−1, Σ̂−1
1 ) ≤ R(Σ−1, Σ̂−1

2 ).

On dit que Σ̂−1
1 est meilleur que Σ̂−1

2 ou domine Σ̂−1
2 si, de plus, il existe au moins une valeur

de Σ−1 telle que cette inégalité soit stricte. Un estimateur Σ̂−1
2 est dit inadmissible s’il existe un

autre estimateur Σ̂−1
1 qui le domine. Inversement, si il n’existe aucun estimateur Σ̂−1

1 qui domine
Σ̂−1

2 alors l’estimateur Σ̂−1
2 est dit admissible.

Dans la classe des estimateurs usuels Σ̂−1
a dans (1.2.1), il peut exister une valeur optimale de

a, soit a∗, pour laquelle le risque de l’estimateur a∗ S+ est minimal c’est à dire tel que

R(Σ−1, a∗ S+) ≤ R(Σ−1, a S+),

2



1.3. ÉTAT DE L’ART 3

pour tout a > 0. Plusieurs travaux sur l’estimation de la matrice de précision ont montré que, sous
les coûts de Stein et quadratique L{Σ−1, Σ̂−1} = tr(Σ̂−1 Σ−1)−ln |Σ̂−1 Σ−1|−p et L{Σ−1, Σ̂−1} =
tr(Σ̂−1 Σ−1− Ip)2 respectivement, les estimateurs Σ̂−1

a = aS+ sont inadmissibles et peuvent être
améliorés par d’autres estimateurs (voir, par exemple, Pal [Pal93] et Kubokawa et Inoue [KI14]).

Dans cette thèse, les fonctions de coût que nous considérons sont de la forme

Lk{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2 Sk], (1.2.4)

pour k = 1, 2, 3 . . . Notons que lorsque k = 0, la fonction dans (1.2.4) est le coût quadratique
classique. Pour tout k ≥ 1 ce coût est basé sur les données dans la mesure où l’observation S
y intervient (sous différentes puissances). Dans ce qui suit, nous présentons les travaux réalisés
sous les coûts L0, L1 et L2, qui, à notre connaissance, sont les seuls rencontrés chez les auteurs
traitant de l’estimation d’une matrice de précision.

1.3 État de l’art

Dans la littérature, plusieurs recherches concernant l’estimation de la matrice de précision ont
été réalisées dans le but de trouver des estimateurs qui améliorent aS+. Dans ce qui suit, nous
citons les travaux effectués dans différents contextes distributionnels et sous différentes fonctions
de coût. Nous en donnons une présentation selon l’ordre des dimensions : n ≥ p et p > n où n
est le nombre d’observations et p est le nombre de variables.

1.3.1 Le contexte où p ≤ n

Soit S une matrice d’ordre p qui suit une loi de Wishart à n degré de liberté et de matrice
de covariance Σ

S ∼ Wp(n, Σ).

En 1976, Efron et Morris [EM76] ont montré que le problème d’estimation de paramètre de
position θ d’une distribution gaussienne par des estimateurs de bayes empirique se réduit à
l’estimation de l’inverse de la matrice de covariance, et ils ont proposé un estimateur sans biais
pour Σ−1 sous le coût

LEM{Σ−1, Σ̂−1} =
tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2S]

n tr{Σ−1}
, (1.3.1)

cet estimateur est de la forme Σ̂−1
a = aS−1 avec a = n − p − 1 et n ≥ p + 1. De plus, ils l’ont

amélioré pour tout p ≥ 2 par un estimateur minimax (qui minimise le maximum de la fonction
de risque) et optimal dans la classe des estimateurs de la forme

Σ̂−1
EM = aS−1 +

b

tr{S}
Ip×p, (1.3.2)

pour a = n− p− 1 et b = p2 + p− 2.
En 1977, Haff [Haf77a] a proposé un estimateur qui généralise celui de Efron et Morris dans

(1.3.2). Cet estimateur est de la forme

Σ̂−1
H = aS−1 + b r(S) Ip×p, (1.3.3)

où r(S) est une fonction définie dans Rp(p+2)/2 et où a et b sont deux constantes positives. Pour
le cas particulier r(S) = 1/tr{S}, Haff a montré que sous le coût

LH{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2Q], (1.3.4)

3
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où Q est une matrice arbitraire définie positive, l’estimateur Σ̂−1
n−p−1 améliore l’estimateur Σ̂−1

EM

i.e RH(Σ−1, Σ̂−1
n−p−1) ≤ RH(Σ−1, Σ̂−1

EM ) pour tout Σ−1 alors que Efron et Morris [EM76] ont
montré que c’est l’estimateur Σ̂−1

EM qui améliore Σ̂−1
n−p−1 sour le coût LEM{Σ−1, Σ̂−1} dans

(1.3.1).
Pour r(S) = t(U)/tr{S} où U = p |S|1/p tr{S} tel que |S| est le déterminant de S et où t(U)

est une fonction bornée, lipschitzienne et continue sur [0, 1], Haff a donné les résultats de domi-
nation de l’estimateur Σ̂−1

H sur l’estimateur Σ̂−1
EM ainsi que de l’estimateur Σ̂−1

EM sur l’estimateur
usuel Σ̂−1

a sous les deux coûts LEM dans (1.3.1) et LH dans (1.3.4). Mathématiquement, il a
exprimé des conditions sur la fonction t(U) pour que les deux inégalités

REM (Σ−1, Σ̂−1
H ) ≤ REM (Σ−1, Σ̂−1

EM ) ≤ REM (Σ−1, Σ̂−1
a )

et
RH(Σ−1, Σ̂−1

H ) ≤ RH(Σ−1, Σ̂−1
EM ) ≤ RH(Σ−1, Σ̂−1

a )

soient vérifiées.
Dans un autre travail, Haff [Haf79a] a montré que pour tout a tel que n−p−5 ≤ a ≤ n−p−1

l’estimateur Σ̂−1
a domine l’estimateur sans biais Σ̂−1

n−p−1 sous le coût LH dans (1.3.4), alors que
sous le coût proportionnel à celui introduit par Efron et Morris, soit

LEM{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2S], (1.3.5)

c’est l’estimateur Σ̂−1
n−p−1 qui domine Σ̂−1

a pour a 6= n−p−1. En outre, il a généralisé les résultats
de son papier réalisé en 1977 [Haf77a] en proposant une large classe d’estimateurs de forme

Σ̂−1
H2

= [a+ f(S)]S−1 + g(S) Ip×p, (1.3.6)

où 0 < a ≤ n − p − 1 et où f(S) et g(S) sont des fonctions réelles. Il a donné des résultats de
domination sur aS−1 de l’estimateur Σ̂−1 = [a + f(S)]S−1 sous le coût LH . Haff a remarqué
aussi que tout estimateur de type (1.3.6) où la fonction f(S) est nulle (par exemple celui dans
(1.3.2)) peut être dominé par un estimateur de la forme (1.3.6) sous le coût LH dans (1.3.4).
Dans un autre papier [Haf79b], il a amélioré l’estimateur sans biais Σ̂−1

n−p−1 par l’estimateur usuel
aS−1 avec n− p− 3 ≤ a ≤ n− p− 1 sous le coût définit par

LH1{Σ−1, Σ̂−1} =
∑
i≤j

(σ̂ij − σij)2 qij , (1.3.7)

où σ̂ij = aS−1
ij et les qij sont des poids arbitraires. Il a ainsi montré que sous le coût,

LH2{Σ−1, Σ̂−1} = tr{Σ̂−1 Σ− I}2, (1.3.8)

l’estimateur de la forme
Σ̂−1
H2

= a [S−1 + v t(v) I], (1.3.9)

avec a = (n−p−3) (n−p)/(n−1), v = 1/tr{S}, 0 ≤ t(v) ≤ 2 (p−1)/(n−p) et t′(v) ≤ 0, domine
l’estimateur usuel aS−1 pour tout Σ. Aussi, d’une part, il a donné certaines conditions pour que
cet estimateur améliore l’estimateur usuel Σ̂−1

a sous le coût (1.3.7) et, d’autre part, l’estimateur
optimal pour Σ−1 de la forme aS−1 avec a = (n− p− 3) (n− p)/(n− 1) sous le coût (1.3.8).

En 1987, Dey [Dey87a] a proposé un estimateur Σ̂−1
D qui améliore aS−1. Celui-ci est de la

forme

Σ̂−1
D = aS−1 +

τ (tr{S2})
tr{S2}

S, (1.3.10)
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où τ(·) est une fonction positive, monotone croissante, absolument continue et majorée par p−2,
sous le coût

L0{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2]. (1.3.11)

En 1990, Dey, Ghosh et Srinivasan [DGS90] ont amélioré l’estimateur usuel Σ̂−1
a par un

estimateur, dit orthogonalement invariant, car de la forme

Σ̂−1
DGS = Σ̂−1

a +H1Ψ(L)H>1 , (1.3.12)

où L = diag
(
l1, ..., ln∧p) est la matrice diagonale de dimension (n ∧ p) × (n ∧ p) des valeurs

propres de S telle que l1 > · · · > ln∧p > 0 et où H1 est une matrice de vecteurs propres de S
de dimension p× (n ∧ p) de sorte que S = H1LH

>
1 et Ψ(L) = diag

(
ψ1(L), . . . , ψn∧p(L)

)
est une

matrice diagonale de dimension (n∧p)×(n∧p). Il est intéressant de noter queH>1 H1 = In∧p. Plus
précisément, lorsque p > n,H1 est une matrice semi-orthogonale de dimension p×n (H>1 H1 = In)
et, lorsque p ≤ n, H1 est une matrice orthogonale de dimension p × p (H1H

>
1 = H>1 H1 = Ip).

Sous le coût basé sur les données (1.3.5), ces auteurs ont établi un estimateur sans biais de
la différence des risques entre estimateurs Σ̂−1

DGS et Σ̂−1
a . En s’appuyant sur la négativité de

cet estimateur, ils ont obtenu de nouveaux estimateurs améliorés de Σ−1. Parmi ceux-ci, citons
Σ̂−1 = (n− p− 1)S−1 + (p− 1) p−1 |S|−1/p S et Σ̂−1 = (n− p− 1)S−1 + 2 (p− 1)S/tr{S2}.

En 2006, dans le contexte gaussien, Tsukuma et Konno [TK06] se sont intéressés à l’estima-
tion de la matrice de précision Σ−1 sous le coût quadratique (1.3.11). L’estimateur proposé est
orthogonalement invariant de la forme générale

Σ̂−1
TK = H1Ψ(L)H>1 , (1.3.13)

où H1, L et Ψ sont des matrices comme dans l’estimateur (1.3.12), de sorte que Ψ exprimée sous
la forme ψi(L) = δi(L)/li où δi(L) est une fonction de L pour tout i = 1, 2, ..., p. Ces auteurs ont
montré que, si

∂ δi(L)/∂ li ≥ 0 pour tout i = 1...p

et
n− p− 5 ≤ δp(L) ≤ ... ≤ δ1(L) ≤ n− p− 1,

le risque de cet estimateur est plus petit que celui de l’estimateur sans biais (n−p−1)S−1. Dans
un contexte bayésien, ils ont considéré une classe d’estimateurs de la forme Σ̂−1 = aS−1 + G
où a est une constante positive et G est une matrice symétrique de dimension p × p. Puis ils
ont donné des résultats de domination de ces estimateurs sur l’estimateur sans biais Σ̂−1

n−p−1. En
outre, ils ont donné des conditions de domination de certains estimateurs de type Efron-Morris
et de type Haff.

Lorsque p est assez grand et se rapproche de n, la matrice S peut avoir des valeurs propres
proches de zéro, dans ce cas là, la matrice S−1 est soit instable (p ≤ n), soit indéfinie (p >
n). Kubokawa et Inoue dans leur article [KI14] se sont intéressés à l’estimation de Σ−1 dans
cette situation. Ils ont proposé un estimateur ridge qui consiste à modifier l’estimateur aS−1 en
ajoutant à la matrice S un multiple d’une matrice qui dépend explicitement des observations afin
de rendre son inverse plus stable. Ces auteurs ont ainsi considéré un estimateur de type ridge

Σ̂−1
KI = a (S + d ∧̂)−1, (1.3.14)

où a et d sont des constantes dépendantes des dimensions n et p et où ∧̂ est une matrice définie
positive de dimension p × p, cette matrice étant basée sur les données (c’est-à-dire dépendant
de S). Kubokawa et Inoue ont alors montré que si les deux limites lim

p→∞
tr(Σi)/p avec i = 1, 2,

5
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et lim
p→∞

tr((∧Σ−1)j)/p, où j = 1, 2, 3 et où ∧ est une matrice symétrique de dimension p × p
dépendant de Σ, existent et si

tr[((∧̂ − ∧) Σ−1)2]/p = Op(n
−1),

E[tr[Σ−1(∧̂ − ∧)]]/p = O(n−1),

E[tr[Σ−1 ∧ Σ−1 (∧̂ − ∧)]]/p = O(n−1),

d = o(p).

l’estimateur (1.3.14) améliore l’estimateur standard aS−1 sous le coût (1.3.8). Ils ont donné
quatre exemples pour ∧̂ :

∧̂1 = a1 Ip avec a1 = tr(S)/(np)

∧̂2 = (a2/a1) I avec a2 =
1

(n− 1)(n+ 2)p
[tr(S2)− (tr(S))2/n]

∧̂3 = (b1/b2) Ip avec b1 =
m

p
tr((S + a1 I)−1) et b2 =

m2

p
tr((S + a1 I)−2)− p

m
(b1)2.

∧̂4 = n−1diag(S11, ..., Spp) ou Sii est le ieme element de la diagonale de la matrice S.

1.3.2 Le contexte où p > n

Plusieurs recherches ont été développées sur les estimateurs d’une matrice de précision qui
s’adaptent aux données de grande dimension où p > n. Nous en citons quelques-unes ci-dessous.

Rappelons que lorsque le nombre de variables est plus grand que le nombre d’observations
(p > n), la matrice S est non inversible. Dans ce cas, en 2007, Srivastava [Sri07] a considéré
nS+, où S+ est l’inverse de Moore-Penrose de S, comme estimateur de la matrice Σ−1. En 2008,
Kubokawa et Srivastava [KS08] ont étendu l’estimateur de Srivastava à ceux de la forme

Σ̂−1
a = aS+, (1.3.15)

avec a est une constante positive. Le travail de Kubokawa et Srivastava consiste à améliorer les
estimateurs (1.3.15) sous les coûts de type Efron-Morris

Lk{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2 Sk] (1.3.16)

pour k = 0, 1, 2. Ils ont considéré les estimateurs orthogonalement invariant de type (1.3.13)
en utilisant la fonction Φ(L) = LΨ(L) au lieu de la fonction Ψ(L). Pour l’estimateur aS+, ces
auteurs ont déterminé trois valeurs particulières de a, soient a0 = p−n−3, a1 = p−n−1 et a2 = p
qui correspondent aux estimateurs de référence sous les coûts L0, L1 et L2 respectivement. Aussi,
ils ont obtenu un estimateur sans biais de la différence de risques entre un estimateur alternatif
et l’estimateur de référence ak S+, pour chacune des fonctions de coûts LkKS avec k = 0, 1 et
2. Ils ont établi, pour p > n + 3, p > n + 1 et p > n respectivement, les conditions suivantes
sur ψi(l) pour que l’estimateur proposé Σ̂−1 = H1 LΨ(L)H>1 domine l’estimateur de référence
ak S

+ :

pour k = 0 :

n∑
i=1

ψ2
i − 2 a0ψi

l2i
− 4

∑
j>i

lj ψi − li ψj
li lj(li − lj)

− 4

li

∂ ψi
∂ li

 ≤
n∑
i=1

−a2
0

li
+
∑
j>i

4 a0

li lj

 ;

pour k = 1 :
n∑
i=1

ψ2
i

li
− 2 a1

ψi
li
− 4

∑
j>i

ψi − ψj
li − lj

− 4
∂ ψi
∂ li

 ≤ −
n∑
i=1

a2
1

li
;

6
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pour k = 3 :
n∑
i=1

ψ2
i − 2(p+ n+ 1− 2 i)ψi + p2 − 4

∑
j>i

lj(ψi − ψj)
li − lj

− 4li
∂ ψi
∂ li

 ≤ 0.

Ainsi, ils ont fourni des exemples d’estimateurs améliorés qui sont des estimateurs de type
Stein, Efron-Morris et Dey.

Kubokawa et Srivastava [Sri07] ont utilisé le cout L2 pour construire un estimateur ridge par
une méthode bayésienne empirique, cet estimateur domine l’estimateur optimal pS+ et il est de
la forme

Σ̂−1
KS = p

(
S +

c

tr{S−1}

)−1

,

où 0 ≤ c ≤ 2 (n− 1). Kubokawa et Inoue [KI14] ont traité aussi le cas où p > n. Ces auteurs ont
proposé un estimateur de type ridge de la forme (1.3.14) où d = p, soit

Σ̂−1
KI = a (S + p ∧̂)−1. (1.3.17)

Ils ont fourni une approximation du risque associé au coût (1.3.8) de cet estimateur sous les
conditions suivantes sur la matrice ∧̂ :

tr[Xt ∧̂−1
Σ ∧̂−1

X] = Op(np),

tr[Xt ∧̂−1
Σ ∧̂−1

Σ ∧̂−1
X] = Op(np),

telle que X = (X1, ..., Xn) où Xi ∼ Np(0,Σ) pour tout i = 1, ..., n et que S = XXt. Comme
exemple particulier de Ŝ ils ont considéré Ŝ = λ̂ I où λ̂ est une fonction de S, soit

Σ̂−1

λ̂
= p (S + p λ̂ Ip)

−1. (1.3.18)

Une approche basée sur la décomposition en valeur singulière de S leur a permis d’établir une
approximation asymptotique de la différence de risque entre les estimateurs Σ̂−1

λ̂
et pS+. Ils

ont montré, par des simulations, que Σ̂−1

λ̂
dans (1.3.18) avec λ̂ = tr{S}/n p améliore légèrement

l’estimateur pS+.

1.3.3 Le cadre distributionnel elliptique

Dans une approche unifiée des deux cas où la matrice S est inversible (p ≤ n) et singulière
(p > n), Fourdrinier, Mezoued et Wells [FMW16] se sont intéressés à l’estimation de la matrice
de précision Σ−1 pour une grande sous-classe de lois elliptiques. Le contexte distributionnel est
le suivant. Soit (X,U) = (X,U1, ..., Un) n + 1 vecteurs aléatoires p-dimensionnels qui suivent
une loi à symétrie elliptique de densité jointe définie par

(x, u) ∼ |Σ|−(n+1)/2 f((x− θ)T Σ−1 (x− θ) +
n∑
i=1

UTi Σ−1 Ui),

= |Σ|−(n+1)/2 f(tr[Σ−1 (x− θ) (x− θ)T + Σ−1 s]), (1.3.19)

où X et Ui avec i = 1, ..., n sont des vecteurs de dimension p× 1, θ est un vecteur moyenne p× 1
inconnu, S = U UT est une matrice de dimension p× p et Σ est une matrice d’échelle inconnue.

Ces auteurs ont considéré la classe distributionnelle qui vérifie

c ≤ F (t)

f(t)
≤ b, (1.3.20)

7
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où F (t) = 1
2

∫∞
t f(u) du et où b et c sont des constantes positives. Celle-ci contient le cas

gaussien qui correspond à F (t) = f(t) = 1. Sous le coût quadratique (1.3.11), ils ont proposé
comme grande classe d’estimateurs ceux de la forme

Σ̂−1
G = aS+ + S G(S), (1.3.21)

où a est une constante positive, G(S) est une matrice de dimension p× p et S+ est l’inverse de
Moore-Penrose de S (lorsque p ≤ n, S+ est la matrice inverse S−1). Étant donné qu’ils n’ont
pas fourni l’estimateur sans biais de la différence de risque entre l’estimateur Σ̂−1

G et l’estimateur
Σ̂−1
a , leur condition de domination est basé sur la négativité d’un majorant de celui-ci.
Ces auteurs ont montré que l’estimateur orthogonalement invariant Σ̂−1

φ = H1 φ(L)HT
1 , où

φ(L) = diag
(
φ1(L), ..., φn∧p(L)) tel que φk(L) = δk(L)/lk pour tout k = 1, ..., n ∧ p et tel que

φ1(L) ≥ φ2(L) ≥ ... ≥ φn∧p(L), améliore aS+ si

2 b (|n− p| − 3) ≤ δk(L) ≤ a.

Pour un estimateur de type Efron-Morris qui a la forme (1.3.21) avec G(S) = B(t)/t S+Q0

où B(t) est une fonction réelle différentiable, t = tr{S} et Q0 = Q(QT Q)−1QT où Q est
une matrice de constantes de rang q, ils ont montré que, si 0 ≤ a ≤ (n − p − 1) c − 2 b et
0 ≤ B(t) ≤ 2

(
(n− p− 1) c− 2 b

)
, cet estimateur améliore aS+.

1.4 Objectif et structure de la thèse

L’objectif dans cette thèse est d’améliorer, sous un coût basé sur les données (1.4.3), les
estimateurs usuels dans (1.2.1) de la matrice de précision de lois qui sont un mélange de lois
de Wishart. Ayant observé une matrice S semi-définie positive d’ordre p, nous proposons une
approche unifiée des cas où S est inversible et S non inversible pour lesquels. Le contexte distri-
butionnel est formalisé comme suit. Soit le modèle de mélange{

S | V ∼ Wp(n, V Σ)
V ∼ H(·) , (1.4.1)

où Wp(n, V Σ) représente la loi de Wishart à n degré de liberté et de matrice de variance-
covariance V Σ et où H(·) est une loi de mélange définie sur R+. En conséquence, pour toute
fonction g qui admet une espérance respectivement au modèle (1.4.1), on a

EΣ [g(S)] = EH

[
EΣ

[
g(S̃ V ) | V

]]
,

où EΣ est l’espérance associée au modèle (1.4.1) et EH est celle associée à la loi de mélange H.
Dans le cas où la loi H est la loi de Dirac en 1, le modèle (1.4.1) est réduit au modèle de Wishart,
c’est à dire

S ∼ Wp(n, Σ). (1.4.2)

Il est intéressant de noter que la loi de S peut aussi être vue comme la loi de V S̃, où V est une
variable aléatoire positive de loi H et S̃ est une matrice aléatoire indépendante de V et suivant
une loi de Wishart Wp(n,Σ).

Les mélanges de Wishart sont apparus dans bon nombre de travaux dans différentes disci-
plines. Ainsi en biophysique Jian, Vemuri et Ozaeslan [JVO09], les ont utilisé, en 2009, pour
modéliser un signal de résonance magnétique. En 2009 Yang, Yang, Yan, Song et Xia [YYY+16]

8
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les ont aussi envisagé dans la détection des mouvements issus des images du radar à synthèse
d’ouverture polarimétrique (PolSAR). Dans l’imagerie cérébrale (neuroimaging), Nielsen, Mad-
sen, Schmidt et Morup [NMSM17] ont utilisé un modèle de mélange de Wishart pour modéliser la
dynamique de la connectivité fonctionnelle dans un contexte bayésien. En 2011, Haff, Kim, Koo
et Richards [HKKR11] ont développé une théorie sur l’estimation de la distribution de mélange
pour un modèle de la forme (1.4.1) où V est une matrice aléatoire. En fournissant un estimateur
non paramétrique, ils ont illustré leur résultat avec une application sur la volatilité stochastique
en finance.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’estimation de la matrice Σ−1 de dimension p× p
sous des coûts de type Efron-Morris

Lk{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2 Sk], (1.4.3)

pour k = 1, 2, 3 . . . et sous les risques associés

Rk(Σ
−1, Σ̂−1) = EΣ[Lk{Σ−1, Σ̂−1}], (1.4.4)

où EΣ représente l’espérance respectivement au modèle (1.4.1).
Notre objectif est d’améliorer les estimateurs usuels de la forme

Σ̂−1
a = aS+,

où a est une constante positive et S+ est l’inverse de Moore Penrose (dans le cas où S est
inversible, soit le cas p ≤ n, S+ est la matrice inverse S−1). Nous proposons une grande classe
d’estimateurs de la forme

Σ̂−1
a,c = aS+ + c S G(S),

où c est une constante positive et G(S) est une fonction matricielle p× p homogène de degré α,
c’est à dire, telle que

∃α ∈ R G(V S) = V αG(S) .

Dans le chapitre 2 de cette thèse, on donne quelques notions d’algèbre des matrices que nous
allons utiliser dans ce travail. Nous rappelons aussi les outils de base de la théorie de décision
et certaines lois matricielles, en particulier, la loi de Wishart. Dans la dernière partie de ce
chapitre, nous citons les identités de type Stein-Haff qui existent dans la littérature, notamment
celle établie récemment par Haddouche, Fourdrinier et Mezoued [FHM21] que nous allons utiliser
pour fournir des estimateurs améliorés de la matrice de précision.

Le chapitre 3 contient les contributions théoriques de nos travaux de thèse dans lesquels, sous
les coûts (1.4.3), nous proposons des estimateurs de la forme générale Σ̂−1

a,c = aS+ + c S G(S) qui
améliorent l’estimateur usuel aS+. Dans ce but, nous fournissons, dans le corollaire (3.2.1), un
estimateur sans biais de la différence de risque entre ces deux estimateurs. On se basant sur la mi-
nimisation des risques Rk(Σ−1, Σ̂−1

a ) où k = 1, 2, 3 . . . , nous présentons, dans la proposition 3.3.1,
des estimateurs de référence qui correspondent à des valeurs particulières du paramètre a. Par
ailleurs, nous proposons un autre type d’estimateurs de la forme Σ̂−1

a,c,r = aS++c r
(
tr{S}

)
S G(S)

et nous établissons des conditions sur c et sur la fonction r afin que ceux-ci dominent les estima-
teurs aS+. Enfin, titre exemple, nous donnons des estimateurs de type Haff, Dey et Efron-Morris
et leurs conditions de domination sur les estimateurs de référence aS+. Celles-ci sont données
dans les propositions 3.5.2, 3.5.1 et 3.6.1.

Le chapitre 4 se focalise sur l’évaluation des résultats de la thèse par des simulations numé-
riques.

9



1.4. OBJECTIF ET STRUCTURE DE LA THÈSE 10

Dans le chapitre 5, nous montrons que les estimateurs homogènes de degré −2 sont les
plus importants en considérant les estimateurs de James-Stein de vecteur multidimensionnel de
moyennes où le degré d’homogénéité de terme correcteur est différent de −2.

La conclusion de ce manuscrit et des perspectives sur l’estimation de la matrice de précision
sont données dans le chapitre 6.
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CHAPITRE 2

RAPPELS ET PRÉLIMINAIRES

Sommaire
2.1 Algèbre des matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.1 Matrice singulière et l’inverse de Moore-Penrose . . . . . . . . . . . . . 12
2.1.2 Décomposition en valeur singulière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Théorie de la décision . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3 Lois multidimensionnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.3.1 Loi normale multidimensionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3.2 Lois à symétrie sphérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3.3 Lois à symétrie elliptique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.4 Lois matricielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.4.1 Loi normale matricielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.4.2 Loi de Wishart . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.4.3 Mélange de lois de Wishart . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.5 Des identités de type Stein-Haff . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Nous introduisons dans ce chapitre les notions de bases que nous utilisons dans ce travail
en commençant par l’algèbre des matrices, puis nous abordons les lois multidimensionnelles et
matricielles et certaines de leurs propriétés. Enfin, nous fournissons les différentes identités de
Stein-Haff qui ont été obtenues dans divers contextes.

2.1 Algèbre des matrices

L’algèbre des matrices est un outil important dans l’estimation par rétrécissement (shrinkage
estimation) de la matrice de précision et de tout paramètre qui a la forme d’une matrice. Dans
cette partie, nous rappelons les notions que nous avons utilisé pour la réalisation de ce travail en
se référant au livre de Harville [Har08] et celui de Tsukuma et Konno [TK20].
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2.1. ALGÈBRE DES MATRICES 12

2.1.1 Matrice singulière et l’inverse de Moore-Penrose

Si le déterminant d’une matrice A est nul alors l’inverse de A n’existe pas et on dit qu’elle
est non inversible ou singulière. Cependant, plusieurs inverses généralisés G peuvent être définis
au travers de la relation

AGA = A.

Parmi eux il existe un unique G, satisfaisant certains propriétés que nous allons citer ci-dessous,
appelé l’inverse de Moore-Penrose, on le note A+ .
Définition 2.1.1

Pour une matrice A de dimension n × p, une matrice A+ de dimension p × n est appelée
l’inverse de Moore-Penrose de A si elle vérifie les égalités suivantes

(1) AA+A = A,

(2) A+AA+ = A+,

(3) (AA+)T = AA+,

(4) (A+A)T = A+A.

Il est clair que pour toute matrice inversible A de dimension p× p,

A+ = A−1, (2.1.1)

puisque AA−1 = A−1A = Ip, donc A−1 vérifie bien les conditions de l’inverse de Moore-Penrose
citées ci-dessus.
Proposition 2.1.1

Dans le cas d’une matrice symétrique S d’ordre p on a

(1) S S+ S = S S S+ = S,

(2) S+ S S+ = S+ S+ S = S+,

(3) S+ S = S S+.

On en déduit que

(1) S(Ip − S S+) = 0,

(2) S+(Ip − S S+) = 0,

(3) S S+(Ip − S S+) = 0.

2.1.2 Décomposition en valeur singulière

Pour toute matrice A de dimension n×n, il existe une matrice inversible P de même dimension
que A telle que

A = P DP−1,

où D est une matrice n× n diagonale telle que ses éléments diagonaux, appelés valeurs propres
de A, vérifient d1 ≥ d2, ...,≥ dn, la ime colonne de P est le ime vecteur propre associé au ime

élément diagonal de D.
Si A est une matrice n×m symétrique définie positive alors il existe une unique matrice D

diagonalem×m d’éléments positifs et ordonnés de manière décroissante i.e d1 ≥ d2, ...,≥ dn ≥ 0
et une matrice P vérifiant : P PT = PT P = Im telle que

A = P DPT.

12



2.2. THÉORIE DE LA DÉCISION 13

Théorème 2.1.1 (Diagonalisation orthogonale)
Si A est une matrice réelle de dimension m×n (m ≤ n) alors il existe une matrice orthogonale

H de dimension m×m et une matrice orthogonale Q de dimension n× n telle que

H AQ> =


d1 0 .

. . 0
. .

0 dm .

 ,
où di ≥ 0 pour tout i = 1, ...,m.

2.2 Théorie de la décision

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans un espace X dont la loi dépend d’un paramètre
inconnu θ qui appartient à un ensemble (dit des paramètres) Θ ; soit Pθ cette loi. Tout estimateur
de θ est une variable θ̂ définie sur X telle que θ̂ = θ̂(X) soit à valeurs dans Θ.

Pour évaluer un tel estimateur θ̂, on se fixe une fonction L de Θ × Θ dans R+ qui à toute
observation x de X et à tout θ dans Θ associe L(θ, θ̂(x)) qui est le coût encouru par l’estimation
θ̂(x) alors que θ est la valeur du paramètre inconnu. Comme ce coût dépend de l’observation
x il ne suffit pas à évaluer l’estimateur θ̂. En effet θ̂(x) peut être très différent de θ̂(x′) pour
x 6= x′. Une telle évaluation doit reposer sur toutes les observations possibles, soit sur toute les
réalisations de X. Une approche classique est de prendre l’espérance par rapport à la loi Pθ du
coût, soit de considérer le risque en θ de θ̂ défini par

R(θ, θ̂) = Eθ(L(θ, θ̂)) = Eθ(L(θ, θ̂(X))) =

∫
X
L(θ, θ̂(x)) dPθ(x).

Ici Eθ désigne l’espérance par rapport à la loi Pθ.
Le choix entre deux estimateurs θ̂1 et θ̂2 est guidé par les considérations suivantes. On dit

que θ̂1 est au moins aussi bon que θ̂2 si

∀θ ∈ Θ, R(θ, θ̂1) ≤ R(θ, θ̂2), (2.2.1)

et que θ̂1 est meilleur que θ̂2 (ou domine θ2) si, de plus, l’inégalité (2.2.1) est stricte pour au
moins une valeur θ, soit

∃θ ∈ Θ, R(θ, θ̂1) < R(θ, θ̂2).

Un estimateur θ̂ est dit admissible s’il n’existe pas d’estimateur qui le domine. Ils est dit
inadmissible s’il est dominé par un autre estimateur θ̂′.

Si Θ est un espace où une notion d’espérance peut être définie, on dit qu’un estimateur θ′

est sans biais si

∀θ ∈ Θ, E(θ̂) = θ.

2.3 Lois multidimensionnelles

2.3.1 Loi normale multidimensionnelle

Définition 2.3.1
On dit qu’un vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xp)

T suit une loi normale p-multidimensionnelle
de moyenne µ ∈ Rp et de matrice de covariance inversible Σ de dimension p× p, si sa fonction

13



2.3. LOIS MULTIDIMENSIONNELLES 14

densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur Rp est

x ∼ 1

(2π)p/2 |Σ|1/2
exp

(
1

2
(x− µ)T Σ−1 (x− µ)

)
. (2.3.1)

On note X ∼ Np(µ,Σ).

Nous présentons maintenant quelques propriétés de la loi normale multivariée.

Propriété 2.3.1
Soit X = (X1, ..., Xp)

> un vecteur aléatoire qui suit une loi normale multidimensionnelle
Np(µ,Σ) de moyenne µ ∈ Rp et de matrice de covariance Σ ∈ Sp. Alors

(1) µ = (E [X1] , ..., [Xp])
> et Σ = E

[
(X − µ) Σ (X − µ)>

]
.

(2) Pour tout t ∈ Rp, la fonction caractéristique de X est φX(t) = exp

(
i µ> t− 1

2
t>Σ t

)
.

(3) Pour tout α ∈ Rp, la variable α>X suit une loi normale unidimensionnelle.
(4) Pour toute matrice constanteAn×p à coefficients constants et tout vecteur b

de dimension p, Y = AX + b ∼ Np(Aµ+ b, AΣA>).

(5) La loi marginale de k composantes de X est une loi normale k- multidimensionnelle.
(6) Si les variablesX1, ..., Xn sont indépendantes et chacune suit une loi normale multivariée
Np(µi,Σi) alors, pour tout αi, où i = 1, ..., N, on a

N∑
i=1

αiXi ∼ Np

(
N∑
i=1

αi µi,
N∑
i=1

α2
i Σi

)
.

Pour les démonstrations des propriétés citées ci-dessus et ou d’autres propriétés de la loi
normale multivariée on peut consulter l’ouvrage de Muirhead [Mui82].

Dans ce qui suit, nous rappelons la notion de loi à symétrie sphérique qui généralise la loi
normale Np(µ, σ2 Ip) en se référant au livre de Fourdrinier, Strawderman et Wells [FSW18] et
celui de Fourdrinier [Fou02]. Plusieurs définitions équivalentes à celle que nous allons donner se
trouvent dans d’autres ouvrages, comme celui de Frang et Zhang [FZ90].

2.3.2 Lois à symétrie sphérique

Nous commençons tout d’abord par définir la transformation orthogonale qui est une propriété
très importante pour introduire les lois à symétrie sphérique.

Définition 2.3.2 (Transformation orthogonale)
On dit qu’une transformation T de Rp est orthogonale si, pour tout x = (x1, .., xP ) ∈ Rp et

pour tout y = (y1, .., yp) ∈ Rp,

< Tx, Ty > =< x, y > ,

où < x, y >=
∑p

i=1 xi yi est le produit scalaire classique de x et y.

Définition 2.3.3 (Invariance orthogonale et loi radiale)
Un vecteur aléatoire X ∈ Rp est invariant par transformation orthogonale T si T (X)

d
= X,

c’est-à-dire si la loi de T (X) est la même que la loi P de X. On dit

14



2.3. LOIS MULTIDIMENSIONNELLES 15

alors que la loi P est radiale.
Définition 2.3.4

Soit X un vecteur aléatoire de Rp et θ un vecteur de Rp. On dit que X suit une loi à symétrie
sphérique autour de θ, et on note X ∼ SS(θ), si la loi du vecteur X − θ est radiale.

Propriété 2.3.2
Un vecteur aléatoire X ∈ Rp a une loi à symétrie sphérique autour de θ si et seulement si

celui-ci admet la représentation stochastique

X = θ +RU, (2.3.2)

où R = ||X −R|| ≥ 0 et où U = (X −R)/||X −R|| est une variable aléatoire de loi uniforme U
sur la sphère unité

S = {x ∈ R, /||x|| = 1}, (2.3.3)

les variables R et U étant indépendantes.

Proposition 2.3.1
Si un vecteur X ∈ Rp suit une loi à symétrie sphérique autour de θ ∈ Rp alors, pour toute

transformation orthogonale T , la variable T X suit une loi à symétrie sphérique autour de T θ.
De plus, X − θ et T X − T θ ont la même loi.

Dans le théorème suivant, nous donnons les densités d’une variable à symétrie sphérique et
du de rayon ||X − θ|| puis nous exprimons leur lien avec la fonction générative d’une loi radiale.
Théorème 2.3.1

Soit X un vecteur aléatoire de Rp qui suit une loi à symétrie sphérique autour de θ ∈ Rp.
Les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

(1) R = ‖X − θ‖ a une densité h(·) par rapport à la mesure de Lebesgue dans R+.

(2) X a une densité f(·) par rapport à la mesure de Lebesgue dans Rp.

De plus, si l’une des deux affirmations ci-dessus est vérifiée, alors il existe une fonction g(·) de
R+ dans R+, tel que

f(x) = g
(
‖x− θ‖2

)
presque partout,

et

h(r) =
2πp/2

Γ(p/2)
rp−1 g(r2) presque partout,

La fonction g(·) est appelée fonction générative et h(·) est la densité radiale.

Nous présentons maintenant les conditions d’existences de la moyenne et de la matrice de
covariance d’une variable à symétrie sphérique (cf. Fourdrinier, Strawderman et Wells [FSW18]).
Théorème 2.3.2

Soit X ∈ Rp un vecteur aléatoire de loi à symétrie sphérique autour de θ ∈ Rp. Alors, la
moyenne de X existe si et seulement si la moyenne de R = ‖X − θ‖ existe. Dans ce cas, on a

E(X) = θ.

La matrice de covariance de X existe si et seulement si l’espérance E(R2) est finie. Dans ce cas,
on a

Cov(X) =
E(R2)

p
Ip .

Nous donnons ci-dessus quelques exemples de loi à symétrie sphérique de covariance Cov(X) =
σ2 Ip et leurs densités correspondantes. Nous allons les présenter dans le tableau suivant.
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2.3. LOIS MULTIDIMENSIONNELLES 16

Loi Densité de probabilité

Normale multivariée Np(θ, σ2)

1

(2πσ2)
p
2

exp

(
−‖x− θ‖2

2σ2

)

Student tp(θ, σ2, ν)

Γ(p+ν2 )

(πσ2ν)
p
2 Γ(ν2 )

(
1 +
‖x− θ‖2

νσ2

)−(ν+p)
2

avec ν ≥ 1

Kotz Kp(θ, σ2, N, r)

π
−p
2 Γ(p2) r

2N+p−2
2

σ2N+p−1Γ
(

2N+p−2
2

) ‖x− θ‖2(N−1) exp

(
−r‖x− θ‖

2

σ2

)
avec N>2−p

2 ,r > 0

Puissance exponentielle PEp(θ, σ2, b)

pΓ(p2)

(πσ2)
p
2 21+ 1

2b Γ(1 + p
2b)

exp

(
−1

2

(
‖x− θ‖2

σ2

)b)
avec b > 0

Logistique LOGp(θ, σ2)

(∑∞
j=1(−1)j−1j1− p

2

)−1

(2πσ2)
p
2

exp
(
−‖x−θ‖2

2σ2

)
(

1 + exp
(
−‖x−θ‖2

2σ2

))2

Tableau 2.1 – Exemples de densités à symétrie sphérique.

2.3.3 Lois à symétrie elliptique

Les lois à symétrie elliptique peuvent être définies au travers des fonctions caractéristiques
de la manière que Fang et Zang ont procédé dans leur travail [FZ90], ou bien, en utilisant une
transformation linéaire des lois à symétrie sphérique. Pour une matrice d’échelle Σ−1 inversible,
Fourdrinier, Strawderman et Wells [FSW18] les ont définies à travers de la propriété d’invariance
Σ−1−orthogonale des vecteurs aléatoires.

Rappelons que le produit scalaire associé à toute matrice définie positive Γ est défini, pour
tout x = (x1, ..., xp) ∈ Rp et tout y = (y1, ..., yp) ∈ Rp par

< x, y >Γ= xT Γ y =

p∑
1≤i,j≤p

xi Γi,j yj ,

où Γi,j est le terme d’ordre (i, j) de Γ. Le choix de Γ = Σ−1 est motivé par le fait que Σ−1

intervient naturellement dans l’expression de la densité des lois.

Définition 2.3.5 (Transformation Σ−1−orthogonale)
Soit Σ une matrice p × p symétrique et définie positive. Une transformation T est dite

Σ−1−orthogonale si, pour tout x ∈ Rp et pour tout y ∈ Rp

< Tx, Ty >Σ−1 = xT TT Σ−1 T y =< x, y >Σ−1 ,

c’est à dire si TT Σ−1 T = Σ−1.

Définition 2.3.6 (Invariance Σ−1−orthogonale )
Soit Σ une matrice p × p définie positive. Un vecteur aléatoire Y ∈ Rp est dit invariant par

transformation Σ−1−orthogonale T , si la loi de T Y est égale à la loi de Y.

Définition 2.3.7 (Loi à symétrie elliptique)
Soit Σ une matrice p × p symétrique et définie positive. Un vecteur aléatoire X ∈ Rp a une

loi à symétrie elliptique autour de θ ∈ Rp et est de paramètre d’échelle Σ si le vecteur X − θ est
invariant par toute transformation Σ−1− orthogonale T . On note alors

X ∼ ES(θ,Σ) .
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Propriété 2.3.3 (Représentation stochastique)
Un vecteur aléatoire X ∈ Rp a une loi à symétrie elliptique autour de θ si et seulement si

celui-ci admet la représentation stochastique

X = R U,

où R et où U sont des variables aléatoires indépendantes, elles sont définies respectivement par
R = ‖X − θ‖Σ−1 et U = X − θ/‖X − θ‖Σ−1 où R est une variable aléatoire positive et U est une
variable qui suit une loi uniforme sur le Σ−1−ellipsoïde de rayon unitaire dans Rp, définie par

SΣ−1

1 = {x ∈ Rp; ‖x− θ‖2Σ−1 = 1}.

Nous exprimons dans le théorème suivant le lien entre les lois des variables R et X qui suit une
loi à symétrie elliptique autour de θ ∈ Rp.

Théorème 2.3.3
Soit X ∈ Rp un vecteur aléatoire de loi à symétrie elliptique autour de θ ∈ Rp et de paramètre

d’échelle Σ. Alors les deux énoncés suivants sont équivalents :

(1) R = ‖X − θ‖Σ−1 a une densité h(·) par rapport à la mesure de Lebesgue dans R+.

(2) X admet une densité f(·) par rapport à la mesure de Lebesgue dans Rp.

De plus, si l’une ou l’autre des conditions (1) ou (2) est vérifiée, alors

f(x) = |Σ|−1/2 g
(
‖x− θ‖2Σ−1

)
presque partout,

et la densité h(·) s’exprime par

h(r) =
2πp/2

Γ(p/2)
|Σ|−1/2 rp−1 g(r2) presque partout,

où g(·) est appelée fonction générative et h(·) la densité radiale.

Maintenant, nous considérons la moyenne et la matrice de covariance d’une variable à symétrie
elliptique ainsi que leurs conditions d’existences (cf. Fourdrinier, Strawderman et Wells [FSW18]).

Théorème 2.3.4
Soit X ∈ Rp un vecteur aléatoire de loi à symétrie elliptique autour de θ ∈ Rp. Alors, la

moyenne de X existe si et seulement si la moyenne de R = ‖X − θ‖Σ−1 existe. Dans ce cas, on
note

E(X) = θ.

La matrice de covariance de X existe si et seulement si l’espérance E(R2) est fini. Dans ce cas,
elle est donnée par

Cov(X) =
E(R2)

p
Σ .

Notons que dans le cas gaussien, R2 suit une loi du chi-deux à p degrés de liberté dont l’espérance
est égale à p et dont la matrice de covariance de X coïncide avec la matrice d’échelle Σ.
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2.4 Lois matricielles

2.4.1 Loi normale matricielle

Définition 2.4.1
Soit X une matrice aléatoire de dimension n × p telle que vec(XT) suive une loi normale

np-dimensionnelle de moyenne vec(MT) et de matrice de covariance Ω⊗ Σ i.e

vec(XT) ∼ Nnp(vec(MT),Ω⊗ Σ), (2.4.1)

où Ω et Σ sont des matrices symétriques définies positives de dimension n × n et p × p respec-
tivement. On di alors que X suit une loi normale matricielle de moyenne M et de covariance
Ω⊗ Σ et on note

X ∼ Nn×p(M,Ω⊗ Σ). (2.4.2)

La densité de probabilité de cette loi est donnée comme suit.

Proposition 2.4.1
Soit X ∼ Nn×p(M,Ω⊗ Σ). Alors X admet pour densité

1

(2π)np/2 |Ω|p/2|Σ|n/2
exp

(
−1

2
tr Ω−1 (X −M) Σ−1 (X −M)T

)
. (2.4.3)

Dans la proposition suivante, nous donnons quelques propriétés de cette loi.

Proposition 2.4.2
Soient X = (Xi,j) ∼ Nn×p(M,Ω ⊗ Σ) avec M = (µij), Ω = (wij) et Σ = (σij)1≤i≤p,1≤j≤p,

A et B des matrices de constantes de dimension p × p et n × n respectivement, 1 ≤ k ≤ n et
0 ≤ l ≤ p alors

(1) XT = (Xi,j) ∼ Nn×p(M
T,Ω⊗ Σ),

(2) E(Xij) = µij ,E(Xij Xkl) = wik σjl + µij µkl,

(3) E(X) = M,

(4) E[X AXT] = (trAΣ) Ω +M AMT,

(5) E[XTBX] = (trB Ω) Σ +MTBM

Tsukuma et Konno [TK20] ont fourni les preuves de toutes ces propositions. Gupta et Nagar
[GN99] en ont donné d’autres.

2.4.2 Loi de Wishart

La loi de Wishart est la loi de la matrice de covariance empirique à entrées gaussiennes. Elle
a été introduite pour la première fois dans le travail de Wishart [Wis28] en 1928. Cette loi joue
un rôle important dans les analyses multivariées. Elle est apparue dans plusieurs applications
de modèles graphiques [LM07], systèmes de communication [MA07] et dans d’autres domaines
comme la biologie, la physique nucléaire, la finance, l’économie ainsi que l’analyse discriminante...
( Janik et Nowak [JN03], Letac et Massam [LM04] ont mentionné divers travaux publiés dans
les domaines cités précédemment). Dans ce qui suit, on se réfère à Tsukuma et Konno [TK20] et
Muirhead [Mui82] pour définir la densité de la loi de Wishart et ses principales propriétés. Pour
plus de détails, voir [Mor07] et [BB99].
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Définition 2.4.2
Soit X ∼ Nn×p(0n×p, In ⊗ Σ). La matrice S = XT X est appelée matrice de Wishart et est

de rang n ∧ p et de loi de Wishart à n degré de liberté et de matrice de covariance Σ. On note
cette loi Wp(n, Σ).

Si p ≤ n, la matrice de Wishart S est définie positive avec une probabilité égale à 1 et sa loi
admet une densité par rapport à la mesure de Lebesgue donnée dans la proposition (2.4.3).

Si p > n, la matrice de Wishart S est singulière semi-définie positive mais pas définie positive.
Pour sa loi, on parle de la loi de Wishart est singulière. Notons que cette loi ne possède pas de
densité par rapport à la mesure de Lebesgue.

Définition 2.4.3 (fonction gamma multivariée)
Pour toute matrice p×p définie positive S et tout a > (p−1)/2, la fonction gamma multivariée

Γp(a) est définie par

Γp(a) =

∫
S>0
|S|a−(p+1)/2 exp{−trS}(dS), (2.4.4)

Lorsque p = 1, c’est la fonction gamma usuelle

Γ(a) = Γ1(a) =

∫ ∞
0

sa−1 exp{s} ds.

La proposition suivante donne la densité de la loi de WishartWp(n, Σ) dans le cas où la matrice
S est inversible (p < n).

Proposition 2.4.3
Dans le cas où S est inversible soit p < n, la matrice S est définie positive et sa densité de

probabilité par rapport à la mesure de Lebesgue peut être exprimée comme suit

W(S) =
1

2np/2 |Σ|n/2 Γp(n/2)
|S|(n−p−1)/2 exp

(
1

2
tr
{

Σ−1 S
})

,

où Γp(·) représente la fonction gamma multivariée définie dans 2.4.3.

Proposition 2.4.4
Soit S ∼ Wp(n, Σ) alors

E(S) = nΣ. (2.4.5)

Cette proposition est importante car elle est à la base de l’estimation d’une matrice de covariance.

2.4.3 Mélange de lois de Wishart

Rappelons que l’objectif de cette thèse est d’améliorer les estimateurs de Σ−1 du modèle de
mélange {

S | V ∼ Wp(n, V Σ)
V ∼ H(·) ,

où S est une matrice p × p d’observations, Wp(n, V Σ) représente la loi de Wishart à n degré
de liberté et de matrice de variance covariance V Σ et H(·) est une loi de mélange définie sur
R+. Le mélange par rapport à la variance de Wishart est une extension naturelle de la loi de
Wishart comme le mélange par rapport à la variance de loi normales étend la loi normale, cas
pour lequel une large littérature existe pour l’estimation d’un paramètre de position. Haff, Kim,
Koo and Richards [HKKR11] ont exprimé la densité de mélange de Wishart relativement à des
lois de matrices. Chez eux V est une matrice.
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2.5 Des identités de type Stein-Haff

Une identité très importante qui permet d’établir des estimateurs améliorés de certains pa-
ramètres tels que les matrices de covariance et de précision est connue sous le nom d’identité de
type Stein-Haff. Celle-ci constitue le noyau de notre théorie. Son application dans notre cas, qui
consiste en l’estimation de la matrice de précision dans un modèle de Wishart, permet d’obtenir
un estimateur sans biais de la différence des risques entre l’estimateur usuel Σ̂−1

a dans (1.2.1) et
l’estimateur proposé Σ̂−1

a,c dans (3.2.1). Dans la littérature, on trouve plusieurs versions de l’iden-
tité de type Stein-Haff pour une matrice de covariance empirique S. Certaines ont été établies
dans le cas Wishart et d’autres dans un cadre distributionnel plus large, et selon l’inversibilité
(p ≤ n) ou non inversibilité (n < p) de la matrice S. En effet, elle a été donnée dans le cas
des lois de Wishart par Stein [Ste75] et Haff [Haf79b] dans le contexte de petite dimension (S
inversible), et par Kubokawa and Srivastava [KS08], Konno [Kon09], Chetelat et Wells [CW12]
dans le contexte de grande dimension ( S non inversible). Récemment, Fourdrinier, Haddouche
et Mezoued [FHM21] ont donné une version de l’identité de type Stein-Haff sous une approche
unifié des cas p > n et p ≤ n. De plus celle-ci est valide dans un cadre distributionnel assez
large qui contient le cas gaussien. C’est celle-ci que nous utilisons dans notre travail et que nous
rappelons dans le cas où S suit une loi de Wishart. Tout d’abord, nous rappelons la définition
d’une fonction faiblement différentiable qui est nécessaire pour la définition de ces identités en
se référant au livre de Fourdrinier, Starwderman et Wells [FSW18].

Définition 2.5.1 (Fonction faiblement différentiable)
Soit Ω ∈ R un ensemble ouvert de Rn. Une fonction f de Ω dans R est localement intégrable

si, pour tout compact K de Ω, on a ∫
K
|f(x)| dx < +∞. (2.5.1)

Une fonction localement intégrable f de Ω dans R est dite faiblement différentiable s’il existe n
fonctions g1, g2, ..., gn localement intégrable telle que, pour tout i = 1, ..., n on ait∫

Ω
f(x)

∂ h

∂ xi
dx = −

∫
Ω
gi(x)h(x) dx, (2.5.2)

pour toute fonction h indéfiniment différentiable à support compact de Ω dans R (appelée fonction

de test). Les fonctions gi (1 ≤ i ≤ n) sont les dérivées faibles de f et sont notées gi =
∂f

∂xi
.

La faible différentiabilité est le cadre analytique naturel en estimation ponctuelle. Ceci à été
mis en évidence par Stein [Ste81]. En effet, si X ∼ Np(θ, σ2 Ip) où σ2 est connu, l’estimation de θ
par un estimateur alternatif à X, soit par un estimateur de la forme X+g(X) où g = (g1, ..., gp),
nécessite l’identité de Stein

EΣ[(X − θ)> g(X)] = σ2 EΣ [div g(X)]

où div g(x) =
∑p

i=1

∂gi(X)

∂ Xi
est la divergence faible de g. Pour les estimateurs de type James-

Stein, on a g(X) = − a σ2

||X||2
X où a est une constante positive, la différentiabilité de g fait défaut

en 0. En revanche, la faible différentiabilité existe dés que p ≥ 3 et on montre que dans ce cas,

div g(X) = −a σ
2 (p− 2)

||X||2
.

Dans notre cadre, les lemmes de type Stein-Haff utilisent l’identité de Stein. Le premier lemme
suivant peut être trouvé dans Haff [Haf79a].
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Lemme 2.5.1 (Identité de Stein-Haff dans le cas S inversible)
Soit S ∼ Wp(n,Σ) et soit G(S) une matrice de dimension p × p une fonction matricielle

faiblement différentiable par rapport à S alors

EΣ

[
tr
{

Σ−1G(S)
}]

= E
[
tr
{

(n− p− 1)S−1G(S) + 2DS G(S)
}]
, (2.5.3)

où EΣ désigne l’espérance par rapport à Wp(n,Σ) et où DS désigne l’opérateur différentiel de
Haff pour la matrice S qui est défini par

DS =

(
1

2
(1 + δij)

∂

∂Sij

)
1≤i,j≤p

, (2.5.4)

avec

δij =

{
1 si i = j
0 si i 6= j

.

Dans plusieurs travaux, les auteurs ont défini des estimateurs dits orthogonalement inva-
riants c’est à dire tels que G = H1 Φ(L)HT

1 , où H1 et Φ(L) sont des matrices définies dans le
lemme ci-dessous. De ce fait, certaines versions de type Stein-Haff ont été établies pour ce type
d’estimateurs.

Lemme 2.5.2 (Identité de type Stein-Haff dans le cas S non inversible)
Soit S ∼ Wp(n,Σ) de décomposition en valeur singulière S = H1 LH

T
1 où H1H

T
1 = In et où

L est la matrice diagonale des valeurs propres li > 0 de S. Soit Φ(L) = diag
(
φ1(L), . . . , φn∧p(L)

)
,

tel que les φi(L) soient des fonctions faiblement différentiables. Alors

EΣ

[
tr
{

Σ−1H1 Φ(L)HT
1

}]
=

p∑
i=1

EΣ

(p− n− 1)
φi
li

+ 2
∂ φi
∂li

+ 2
∑
j>i

φi − φj
li − lj

 , (2.5.5)

où EΣ désigne l’espérance par rapport à Wp(n,Σ).

Récemment, Fourdrinier, Haddouche et Mezoued [FHM21] ont donné une version d’un lemme
de type Stein-Haff pour G de forme générale, dans une approche unifiée des cas inversible et
singulière de S, et pour la classe de lois à symétrie elliptique. Nous en donnons une version dans
le contexte de la loi de Wishart.

Lemme 2.5.3 (Identité de type Stein-Haff dans le cas unifié)
Soit S une matrice p×p de loi de WishartWp(n,Σ) et soit G(S) une fonction matricielle p×p

faiblement différentiable par rapport à S. Nous supposons que l’espérance EΣ

[
|tr{Σ−1 S G(S)}|

]
est finie où EΣ désigne l’espérance par rapport à Wp(n,Σ). Alors

EΣ

[
tr
{

Σ−1 S G(S)
}]

= EΣ

[
tr
{

(n− (n ∧ p)− 1)S+ S G(S) + 2S+ S DS {G>(S)S}
}]
,

où n ∧ p = min(n, p) et DS est l’opérateur différentiel de Haff défini dans (2.5.4).

Remarquons que la matrice S apparaît devant la fonction matricielle G(S). Ceci est nécessaire
pour inclure le cas où S est singulière alors que ce n’est pas le cas quand S est inversible puisque
S−1 existe (voir lemme 2.5.1).
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CHAPITRE 3

ESTIMATION D’UNE MATRICE DE PRÉCISION SOUS DES

COÛTS BASÉS SUR LES DONNÉES
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’amélioration des estimateurs usuels de la matrice
de précision Σ−1 de dimension p× p du modèle de mélange de lois de Wishart danné en (1.4.1)
pour une matrice semi-définie positive S, soit{

S | V ∼ Wp(n, V Σ)
V ∼ H(·) ,

sous les coûts basés sur les données de la forme Lk{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2 Sk], pour
k = 0, 1, 2 . . . Rappelons (voir chapitre 1) que les estimateurs usuels sont définis par

Σ̂−1
a = aS+,

où a > 0 est une constante positive et S+ est l’inverse de Moore-Penrose de S. Ils sont naturels
dans la mesure où S est la matrice de covariance empirique et donc estime naturellement Σ.
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Dans le chapitre 1 nous avons évoqué que ce problème a été étudié par Efron et Morris [EM76].
Ils ont fait remarquer que certaines estimations empiriques de Bayes pour la moyenne d’une loi
normale multivariée est étroitement liée au problème de l’estimation de la matrice de précision
Σ−1 sous un coût de type quadratique

LEM{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2S], (3.1.1)

Afin d’améliorer les estimateurs usuels, nous proposons dans la section 3.2 une grande classe
d’estimateurs de la forme

Σ̂−1
a,c = aS+ + c S G(S),

où G(S) est une fonction matricielle de dimension p × p homogène de degré α et c est une
constante positive. Dans une approche unifiée des deux cas où la matrice S est inversible (p ≤ n)
et où celle-ci est singulière (n < p) nous établissons, grâce à l’identité de Stein-Haff (2.5.3), notre
résultat principal qui se base sur la détermination d’un estimateur sans biais de la différence
de risque entre Σ̂−1

a,c et Σ̂−1
a . Dans la section 3.3, nous fournissons les estimateurs optimaux

pour Σ−1 de la forme a∗ S+ pour k = 1, 2 et 3 où a∗ est la valeur qui minimise le risque
de l’estimateur usuel Σ̂−1

a = aS+. Quand k = 0 et k ≥ 4, nous ne disposons pas d’estimateur
optimal mais nous proposons des estimateurs de la forme a0 S

+ "dits raisonnables" dans la mesure
où ils possèdent certaines propriétés intéressantes. En explicitant des conditions de négativité
de l’estimateur sans biais de la différence de risque entre les estimateurs Σ̂−1

a,c et Σ̂−1
a , nous

établissons les conditions de domination sur les estimateurs aS+ (où a = a∗ ou a = a0 ) de
trois différents estimateurs correspondant à des choix fixes de la matrice G(S) : deux estimateurs
orthogonalement invariants de type Haff et de type Dey respectivement dans la section 3.5
et un estimateur non nécessairement orthogonalement invariant de type Efron-Morris dans la
section 3.6. Le développement ci-dessous suit les articles de Boukehil, Fourdrinier, Mezoued et
Strawderman [BFMS21b] et [BFMS21a].

3.2 Estimateurs de forme générale

Nous considérons les estimateurs de la forme générale

Σ̂−1
a,c = aS+ + c S G(S), (3.2.1)

où a et c sont des constantes positives, S+ est l’inverse de Moore-Penrose de S et G(S) est une
fonction matricielle p× p homogène de degré α, c’est-à-dire qui vérifie

∃α ∈ R G(V S) = V αG(S) . (3.2.2)

Notons que lorsque S est inversible (p ≤ n ) S+ est l’inverse S−1. Dans le théorème suivant, on
donne une expression de la différence de risque entre l’estimateur Σ̂−1

a,c dans (3.2.1) et l’estimateur
usuel aS+. Cette expression nous permettra d’établir des conditions suffisantes pour que Σ̂−1

a,c

améliore aS+ sous les coûts de type Efron-Morris

Lk{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2 Sk],

pour k = 1, 2, 3 . . . .

Théorème 3.2.1
Supposons que sous le modèle (1.4.1) et le coût (1.4.3), les risques des estimateurs Σ̂−1

a dans
(1.2.1) et Σ̂−1

a,c dans (3.2.1) soient finis. Considérons la fonction matricielle G(S) dans (3.2.1)
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vérifiant la propriété (3.2.2), et que le produit SkG(S) vérifie les conditions du lemme 2.5.3
c’est à dire SkG(S) une fonction matricielle p × p faiblement différentiable par rapport à S
et l’espérance EΣ

[
|tr{Σ−1 Sk+1G(S)}|

]
est finie. La différence de risque entre Σ̂−1

a et Σ̂−1
a,c est

donnée par

∆(G) =EΣ

[
c2 µk+2α+2 tr{S̃k [S̃ G(S̃)]2}

+2 c
[
aµk+α − µk+α+1(n− (n ∧ p)− 1)

]
tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}

−4 c µk+α+1tr{S̃+ S̃ DS̃ {G
>(S̃) S̃k+1}}

]
, (3.2.3)

où S̃ = S/V , le nombre α est l’ordre d’homogénéité de G(·) et où µβ est le moment d’ordre β de
la variable V , i.e. µβ = EH[V β] pour tout β ∈ R.

Preuve

Supposons que les risques Rk
(
Σ−1, a S+

)
et Rk

(
Σ−1, a S+ + c S G(S)

)
soient finis. Alors la

différence de risque entre Σ̂−1
a,c et Σ̂−1

a est donnée par :

∆(G) = Rk
(
Σ−1, a S+ + c S G(S)

)
−Rk

(
Σ−1, a S+

)
= EΣ

[
tr[{aS+ − Σ−1 + c S G(S)}2 Sk − (aS+ − Σ−1)2 Sk]

]
= EΣ

[
c2 tr{Sk [S G(S)]2}+ 2 c tr{S G(S)(aS+ − Σ−1)Sk}

]
= EΣ

[
c2 tr{Sk [S G(S)]2}+ 2 a c tr{S+ Sk+1G(S)} − 2 c tr{Σ−1 Sk+1G(S)}

]
. (3.2.4)

L’expression de la différence de risque ∆(G) dans (3.2.4) peut être exprimée comme

∆(G) = EΣ [η(S) + βΣ(S)] ,

où
η(S) = c2 tr{Sk [S G(S)]2}+ 2 a c tr{S+ Sk+1G(S)},

et
βΣ(S) = −2 c tr{Σ−1 Sk+1G(S)}.

Le conditionnement de ∆(G) par la variable V donne

∆(G) = EH [γ(V )] , (3.2.5)

où EH représente l’espérance relativement à la loi H et

γ(V ) = EΣ [η(S) | V ] + EΣ [βΣ(S) | V ] .

Maintenant, grâce au changement de variable S = V S̃, nous obtenons

γ(V ) = EΣ

[
η(V S̃) | V

]
+ EΣ

[
βΣ(V S̃) | V

]
.

avec
η(V S̃) = c2 V k+2α+2 tr{S̃k[S̃ G(S̃)]2}+ 2 a c V k+α tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}, (3.2.6)

et
βΣ(V S̃) = −2 c V k+α+1 tr{Σ−1 S̃k+1G(S̃)},

où l’homogénéité de G d’ordre α a été utilisée.
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Remarquons que la matrice de covariance Σ qui est inconnue intervient dans l’expression de
βΣ(V S̃) ci-dessus, pour l’éliminer on utilise l’identité de Haff-Stein du lemme 2.5.3. Pour se faire,
il est intéressant de noter que pour toute fonction G(S) et pour tout v > 0

EΣ [G(S) | V = v] = EΣ

[
G(V S̃) | V = v

]
= EΣ

[
G(v S̃)

]
,

par indépendance de V et S.
Maintenant, en appliquant le lemme 2.5.3 à βΣ(V S̃) ci-dessus, nous obtenons

EΣ

[
βΣ(V S̃) | V

]
= EΣ

[
β(V S̃) | V

]
,

où

β(V S̃) = −2 c V k+α+1 (n− (n ∧ p)− 1) tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}
− 4 c V k+α+1 tr{S̃+ S̃ DS̃ {G

>(S̃) S̃k+1}}. (3.2.7)

De (3.2.6) et (3.2.7) il vient que

γ(V ) = EΣ

[
η(V S̃) + β(V S̃) | V

]
,

qui ne dépend plus du paramètre inconnu Σ. Plus explicitement, la fonction γ(V ) s’écrit

γ(V ) = EΣ[c2 V k+2α+2 tr{S̃k[S̃ G(S̃)]2}
+ 2 c

[
a V k+α − V k+α+1(n− (n ∧ p)− 1)

]
tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}

− 4 c V k+α+1 tr{S̃+ S̃ DS̃ {G
>(S̃) S̃k+1}} | V ] . (3.2.8)

Finalement, comme S̃ est indépendante de V , le déconditionnement aboutit au résultat (3.2.3).

Le corollaire suivant est découle directement du théorème (3.2.1) et fournit un estimateur
sans biais δ(G) de la différence des risques ∆(G) dans (3.2.3), soit EΣ[δ(G)] = ∆(G).

Corollaire 3.2.1
Sous les conditions du théorème 3.2.1, un estimateur sans biais de la différence de risque

entre Σ̂−1
a dans (1.2.1) et Σ̂−1

a,c dans (3.2.1) est

δ(G) = c2 µk+2α+2 tr{S̃k[S̃ G(S̃)]2}
+ 2 c

[
aµk+α − µk+α+1(n− (n ∧ p)− 1)

]
tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}

− 4 c µk+α+1 tr{S̃+ S̃ DS̃ {G
>(S̃) S̃k+1}}, (3.2.9)

Par conséquent, l’estimateur Σ̂−1
a,c dans (3.2.1) domine Σ̂−1

a dans (1.2.1) dès que δ(G) ≤ 0.

Rappelons que, dans le travail de Fourdrinier, Mezoued et Wells [FMW16], sous le coût
quadratique usuel (qui correspond au coût L0) un tel estimateur sans biais de la différence des
risques n’a pas pu être fourni. Afin d’obtenir des conditions de domination de leur estimateur
proposé, les auteurs ont utilisé un majorant de la différence de risque. En revanche, en établissant
un estimateur sans biais de la différence des risques (corolaire 3.2.1), la négativité de celui-ci
garantit l’amélioration de Σ̂−1

a sur Σ̂−1
a,c. Par ailleurs, notons que, dans le cas particuler où la

loi de mélange est la loi de Dirac en un point fixe V , le modèle (1.4.1) correspond à une loi de
WishartWp(n, V Σ). Le résultat du théorème 3.2.1 exprime que l’existence d’un estimateur sans
biais de ∆(G) est préservée sous le mélange.
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3.3 Estimateurs de référence

Dans cette section, on recherche pour quelles les fonctions de coûts Lk, où k = 0, 1, 2..., il
existe un estimateur optimal a∗ S+ parmi la famille des estimateurs aS+. En d’autre termes, on
souhaite déterminer pour quelles valeurs de k il existe a∗ tel que

∀a > 0, Rk(Σ
−1, a∗ S+) ≤ Rk(Σ−1, a S+). (3.3.1)

Nous verrons plus loin, que dans le cas où la constante optimale a∗ n’existe pas, nous propo-
sons des constantes a0 qui vérifient certaines bonnes propriétés, que nous allons préciser dans la
proposition 3.3.1. Sous le modèle (1.4.1), pour tout k = 0, 1, 2..., le risque de l’estimateur aS+

s’écrit

Rk(Σ
−1, a S+) =EΣ[tr[{Σ−1 − aS+}2Sk]]

=EΣ[a2 tr{Sk (S+)2} − 2 a tr{Σ−1 Sk S+}] + EΣ[tr{Σ−2 Sk}]. (3.3.2)

Comme le dernier terme présent dans l’expression de la deuxième égalité de (3.3.2) ne dépend
pas de a la minimisation de Rk(aS+,Σ−1) en a est équivalente à la minimisation de

a2 EΣ[tr{Sk (S+)2}]− 2 aEΣ[tr{Σ−1 Sk S+}] .

En conditionnant par la variable V on peut écrire

a2 EH[EΣ[tr{Sk (S+)2}] | V ]− 2 aEH[EΣ[tr{Σ−1 Sk S+}] | V ],

d’où, grâce au changement de variable S = V S̃,

a2 EH[EΣ[V k−2tr{ S̃k (S̃+)2}] | V ]− 2 aEH[EΣ[V k−1tr{Σ−1 S̃k S̃+}] | V ].

Comme S̃ et V sont indépendants, le déconditionnement donne

a2 µk−2 EΣ[tr{S̃k (S̃+)2}]− 2 aµk−1 EΣ[tr{Σ−1 S̃k S̃+}] . (3.3.3)

Il est alors clair que la valeur optimale de (3.3.3) est

a∗ =
µk−1 EΣ[tr{Σ−1 S̃k S̃+}]
µk−2 EΣ[tr{S̃k (S̃+)2}]

. (3.3.4)

En appliquant le lemme 2.5.3 avec G(S̃) = S̃k (S̃+)2 et en utilisant le fait que S̃+ = S̃+ S̃ S̃+ =
S̃ (S̃+)2, le numérateur de (3.3.4) devient

EΣ[tr{Σ−1 S̃k S̃+}] =
(
n− (n ∧ p)− 1

)
EΣ[tr{S̃k (S̃+)2}] + 2 EΣ[tr{S̃+ S̃ DS̃ {S̃

k S̃+}}] .

Donc la valeur optimale (3.3.4) s’écrit comme suit

a∗ =
µk−1

µk−2
[n− (n ∧ p)− 1] + 2

µk−1

µk−2

EΣ[tr{S̃+ S̃ DS̃ {S̃
k S̃+}}]

EΣ[tr{S̃k (S̃+)2}]
. (3.3.5)

La valeur optimale a∗ dans (3.3.5) peut dépendre de Σ pour certaines valeurs de k. Dans le
cas contraire, elle correspond à un estimateur optimal a∗ S+ parmi les estimateurs de référence
aS+. Lorsqu’elle dépend de Σ, nous proposons des valeurs alternatives de a notées a0 qui donnent
lieu à des estimateurs ayant de bonnes propriétés de sorte que l’on puisse qualifier ces valeurs de
"raisonnables". Ces valeurs de a optimales ou raisonnables sont présentées dans la proposition
suivante.

27



3.3. ESTIMATEURS DE RÉFÉRENCE 28

Proposition 3.3.1
Supposons que S suive la loi de mélange de lois de Wishart dans (1.4.1) et que le risque de

S+ soit fini. Nous disposons des résultats suivants
Pour k = 1, 2, 3, la valeur optimale a∗ dans (3.3.5) est constante et est égale à

• 1

µ−1
[(n ∨ p)− (n ∧ p)− 1] si k = 1 ;

• µ1 (n ∨ p) si k = 2 ;

• µ2

µ1
[n+ p+ 1] si k = 3.

Pour k = 0 and k ≥ 4, la valeur optimale a∗ dans (3.3.5) dépend de Σ. Dans ces cas, des
bornes inférieure et supérieure, notée a−0 et a+

0 respectivement, existent pour a∗ de sorte que,
pour tout a < a−0 , l’estimateur a−0 S

+ améliore aS+ et, pour tout a > a+
0 , l’estimateur a+

0 S
+

améliore aS+. Plus précisément,

• a−0 =
µ−1

µ−2

[
(n ∨ p)− 2

(
(n ∧ p) + 1

)]
et a+

0 =
µ−1

µ−2

[
(n ∨ p)− (n ∧ p)− 3

]
si k = 0 ;

• a−0 =
µk−1

µk−2

[
(n ∨ p) + (n ∧ p) + k − 2

]
et a+

0 =
µk−1

µk−2

[
(n ∨ p) + (k − 2) (n ∧ p) + k − 2

]
si k ≥ 4.

Preuve
Rappelons que S̃ = S/V . Sans perte de généralité, nous allons démontrer la proposition 3.3.1

dans le cas où V = 1, c’est-à-dire S̃ = S. Clairement, on a tr{S̃k (S̃+)2} = tr{Lk−2}. Alors, en
appliquant le lemme A.3 avec Ψ(L) = Lk−1, on obtient

DS̃ {S̃
k S̃+} = DS̃ {H1 L

k−1H>1 }

=
1

2
[p− (n ∧ p) + 2 (k − 1)]H1 L

k−2H>1 +
1

2
H1 diag

n∧p∑
i 6=j

lk−1
i − lk−1

j

li − lj


1≤i≤n∧p

H>1

+
1

2
tr{Lk−2}(Ip −H1H

>
1 ). (3.3.6)

En remplaçant (3.3.6) dans le numérateur de (3.3.5) et tr{Lk−2} dans son dénominateur et en
utilisant le fait que S̃ S̃+ (Ip −H1H

>
1 ) = 0, la valeur optimale a∗ de (3.3.5) égale

a∗ =
µk−1

µk−2

[
n− (n ∧ p)− 1 + [p− (n ∧ p) + 2 (k − 1)]

]
+
µk−1

µk−2

EΣ

[∑n∧p
i=1

∑n∧p
j 6=i

lk−1
i − lk−1

j

li − lj

]
EΣ [tr{Lk−2}]

=
µk−1

µk−2

[
(n ∨ p)− (n ∧ p) + 2 k − 3

]
+
µk−1

µk−2

EΣ

[∑n∧p
i=1

∑n∧p
j 6=i

lk−1
i − lk−1

j

li − lj

]
EΣ [tr{Lk−2}]

. (3.3.7)

Finalement, l’application du lemme A.7 à (3.3.7) suivant les valeurs de k donne la proposition
3.3.1.

Il est intéressant de noter que dans le cas du modèle de Wishart (1.4.2), si p ≤ n, alors
EΣ[S̃+] = EΣ[S̃−1] existe si et seulement si n − p − 1 > 0. Si k = 1, cette condition coïncide
avec la finitude du risque de S̃+ dans (1.4.4), et donc la constante optimale a∗ = n − p − 1
est positive. De la même manière, si k = 0, la finitude de risque correspond à l’existence de
EΣ[(S̃+)2] = EΣ[S̃−2] qui est vérifiée si et seulement si n − p − 3 > 0. Ainsi a+

0 est positif
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(cependant, a−0 peut être négatif). Notons aussi que, si k ≥ 2, le risque est toujours fini. Dans le
cas où p > n, EΣ[S̃+] existe si p > n + 1 et EΣ[(S̃+)2] < ∞ si p > n + 3 (voir Cook et Forzani
[CF11]).

La finitude du risque de S+ dans le modèle de mélange (1.4.1) nécessite l’hypothèse supplé-
mentaire d’existence des moments µβ = EH[V β] pour β = k − 2, k − 1 et k.

Finalement, notons que dans le cas de Wishart, si k = 0 et S̃ inversible, un estimateur sans
biais pour Σ−1 existe ; celui ci est égal à (n − p − 1) S̃−1. Comme a+

0 = n − p − 3, nous avons
n− p− 1 ≥ a+

0 , par conséquent l’estimateur "raisonnable" a0 S̃
−1 domine l’estimateur sans biais

(n− p− 1) S̃−1.

3.4 Estimateurs améliorés

Dans cette section, nous proposons des estimateurs qui améliorent aS+, pour a > 0 fixé. Les
fonctions G(S) dans (3.2.1) que nous considérons sont des fonctions homogènes d’ordre α = −2.
Dans ce contexte, nous présentons dans le résultat suivant un lien entre l’amélioration de aS+

dans le cas d’un modèle Wishart (1.4.2) et son amélioration dans le cas de mélange de lois de
Wishart (1.4.1).

Lemme 3.4.1
Supposons que la fonction G(S) dans (3.2.2) soit faiblement différentiable et homogène d’ordre

−2. Supposons aussi que les moments µβ = EΣ[V β] existent. Si a S̃+ + c S̃ G(S̃) améliore
a S̃+ pour certaines valeurs de c dans le cas du modèle de Wishart (1.4.2) alors l’estimateur
(µk−1/µk−2)

(
a S̃+ + c S̃ G(S̃)

)
améliore (µk−1/µk−2) a S̃+ dans le cas du modèle de mélange de

lois de Wishart (1.4.1), pour tout a ≥ 0 fixé et pour tout k = 0, 1, 2, ....

Preuve
D’après le théorème 3.2.1, l’expression de la différence des risques pour α = −2 est donnée

par

∆(G) = EΣ

[
c2 µk−2 tr{S̃k [S̃ G(S̃)]2}

+2 c
[
aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p)− 1)

]
tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}

−4 c µk−1tr{S̃+ S̃ DS̃ {G
>(S̃) S̃k+1}}

]
.

En factorisant par c µk−1 dans ∆(G) ci-dessus, celle ci peut être écrite comme suit

∆(G) = c µk−1 EΣ

[
c
µk−2

µk−1
M(S̃) + 2N

(
a
µk−2

µk−1
, S̃

)]
, (3.4.1)

avec
M(S̃) = tr{S̃k [S̃ G(S̃)]2}

et

N

(
a
µk−2

µk−1
, S̃

)
= a

µk−2

µk−1
− (n− (n ∧ p)− 1) tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)} − 2 tr{S̃+ S̃ DS̃ {G

>(S̃) S̃k+1}}.

Si S suit une loi de Wishart Wp(n,Σ) alors la loi H(·) est dégénérée au point V = 1 et les
moments µk sont égaux 1 pour tout k. Donc, si l’expression (3.4.1) est négative pour µk−2 =
µk−1 = 1 et pour des valeurs particulières de a et c, elle est aussi négative dans le cas du
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mélange de lois de Wishart (1.4.1) où a et c sont remplacés par aµk−1/µk−2 et c µk−1/µk−2

respectivement.

Une conséquence immédiate du lemme (3.4.1) est que les constantes a∗ et a0 (énoncées
dans la proposition 3.3.1 pour k = 0, 1, 2... ) dans le cas Wishart correspondent aux constantes
a∗ µk−1/µk−2 et a0 µk−1/µk−2 dans le cas du mélange de lois de Wishart. Par conséquent l’amélio-
ration de l’estimateur optimal (respectivement "raisonnable") dans le cas de Wishart correspond
à l’amélioration de l’estimateur optimal (respectivement "raisonnable") dans le cas du mélange
de lois de Wishart à travers la multiplication par µk−1/µk−2.

Maintenant, nous allons construire une plus grande classe d’estimateurs améliorés en modi-
fiant les estimateurs (3.2.1) sous la forme

Σ̂−1
a,c,r = aS+ + c r

(
tr{S}

)
S G(S) , (3.4.2)

où c est une constante positive, r est une fonction réelle et G(S) est une fonction matricielle
p × p homogènes d’ordre α = −2. Cette dernière est supposée être orthogonalement invariante,
c’est-à-dire de la forme

G = H1 Ψ(L)H>1 , (3.4.3)

où L et H1 sont des matrices comme dans (1.3.12), et où Ψ(L) = diag
(
ψ1(L), . . . , ψn∧p(L)

)
est

une matrice diagonale de dimension (n∧p)×(n∧p). Notons que l’ordre d’homogénéité −2 signifie
que Ψ(V L) = V −2 Ψ(L). Nous fournissons dans le lemme suivant des conditions sur la fonction
r dans (3.4.2) pour que l’estimateur Σ̂−1

a,c,r améliore l’estimateur Σ̂−1
a .

Lemme 3.4.2
Soit G(S) une fonction matricielle faiblement différentiable de forme (3.4.3) et d’ordre d’ho-

mogénéité α = −2. Supposons aussi que, pour tout i = 1, . . . , n∧p, ψi(L) > 0 et que les moments
µβ = EH[V β] existent pour β = k − 2, k − 1 et pour tout k = 0, 1, 2, ....

Sous le modèle (1.4.1) et le coût (1.4.3), nous supposons que, pour tout k = 0, 1, 2... et pour
certains c > 0, l’expression (3.2.9) est négative et donc que l’estimateur Σ̂−1

a,c = aS+ + c S G(S)

dans (3.2.1) améliore l’estimateur Σ̂−1
a = aS+ dans (1.2.1). Alors l’estimateur Σ̂−1

a,c,r = aS+ +

c r
(
tr{S}

)
S G(S) dans (3.4.2) améliore Σ̂−1

a = aS+ sous réserve que, pour tout t ≥ 0, la
fonction r soit différentiable et telle que 0 ≤ r(t) ≤ 1 et r′(t) ≥ 0.

Preuve
Nous procédons de la même manière que dans la preuve de théorème 3.2.1. En remplaçant

G(S̃) par r
(
V tr{S̃}

)
G(S̃) dans (3.2.8), l’expression de γ(V ) devient

γ(V ) = EΣ

[
c2 r2

(
V tr{S̃}

)
V k−2 tr{S̃k[S̃ G(S̃)]2}

+ 2 c r
(
V tr{S̃}

)[
a V k−2 − V k−1(n− (n ∧ p)− 1)

]
tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}

− 4 c V k−1 tr
{
S̃+ S̃ DS̃

{
r
(
V tr{S̃}

)
G>(S̃) S̃k+1

}}
| V
]
. (3.4.4)

Utilisant le lemme A.8, on obtient

γ(V ) = EΣ

[
c2 r2

(
V tr{S̃}

)
V k−2 tr{S̃k[S̃ G(S̃)]2}

+ 2 c r
(
V tr{S̃}

)[
a V k−2 − V k−1(n− (n ∧ p)− 1)

]
tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}

− 4 c V k−1 r(V tr{S̃}) tr
{
S̃+ S̃ DS̃

{
G>(S̃) S̃k+1

}}
− 4 c V k r′(V tr{S̃}) tr

{
G>(S̃) S̃k+1

}
| V
]
. (3.4.5)
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Puisque c > 0, r′(tr{S̃}) ≥ 0, tr
{
G>(S̃) S̃k+1

}
= tr

{
ΨLk+1} ≥ 0 et 0 ≤ r(t) ≤ 1, l’expres-

sion γ(V ) dans (3.4.5) est majorée par

γ1(V ) = EΣ

[
r(V tr{S̃})

(
A(S̃)V k−2 −B(S̃)V k−1

)
| V
]

(3.4.6)

où
A(S̃) =

(
c2 tr{S̃k[S̃ G(S̃)]2}+ 2 c a tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}

)
≥ 0

et
B(S̃) = 2 c

(
(n− (n ∧ p)− 1) tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}+ 2 tr

{
S̃+ S̃ DS̃

{
G>(S̃) S̃k+1

}})
.

De par notre hypothèse, δ(G) dans (3.2.9) est négatif. Alors, pour α = −2, on a

δ(G) = A(S̃)µk−2 −B(S̃)µk−1 ≤ 0 . (3.4.7)

Il est clair que le terme B(S̃) dans (3.4.7) positif. Par conséquent la différence des risques dans
(3.2.5) est majorée comme suit

∆(G) = EH [γ(V )] ≤ EH [γ1(V )] = EH

[
EΣ

[
r(V tr{S̃})

(
A(S̃)V k−2 −B(S̃)V k−1

)
| V
]]

En inversant le conditionnement, on obtient

∆(G) ≤ E
[
EH
[
r(V tr{S̃})

(
A(S̃)V k−2 −B(S̃)V k−1

)
| S̃
]]

où E désigne l’espérance par rapport à la loi Wp(n,Σ), c’est à dire la loi de S̃. Par conséquent,
puisque A(S̃)V k−2−B(S̃)V k−1 change une fois de signe de + à - au point V0(S̃) = A(S̃)/B(S̃)
et puisque la fonction r(V tr{S̃}) est croissante en V , il vient d’après (3.4.7) que

∆(G) ≤ E
[
r(V0(S̃) tr{S̃})EH

[(
A(S̃)V k−2 −B(S̃)V k−1

)
| S̃
]]

≤ 0 .

3.5 Estimateurs orthogonalement invariant

Dans ce paragraphe, nous donnons deux exemples d’estimateurs améliorés qui étendent les
estimateurs proposé par Haff [Haf77b] et Dey [Dey87a].

3.5.1 Estimateur de type Haff

Nous considérons les estimateurs

Σ̂−1
HF = aS+ + c S S+/tr{S}, (3.5.1)

qui sont de la forme aS+ + c S G(S) avec G(S) = S+/tr{S}. Notons que l’ordre d’homogénéité
de G(S) est α = −2. Comme mentionné dans la section 1.3, ce type d’estimateurs a été proposé
par Haff [Haf77a] dans le cas gaussien lorsque S est inversible sous un coût qui est proportionnel
à L1{Σ−1, Σ̂−1} dans (1.4.3). Remarquons que G(S) est de la forme (3.4.3) avec Ψ = In∧p/tr{L}.
Grâce au lemme 3.4.2, le développement ci-dessous s’applique aux estimateurs de la forme aS+ +
c r
(
tr{S}

)
S S+/tr{S} où r est une fonction réelle telle que, pour tout t ≥ 0, 0 ≤ r(t) ≤ 1 et

r′(t) ≥ 0.
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En appliquant le théorème 3.2.1 avec G(S) = S+/tr{S} et α = −2, pour tout k ≥ 0, le terme
δ(G) dans (3.2.9) peut s’écrire comme suit :

δ(G) = c2 µk−2
tr{S̃k (S̃ S̃+)2}

(tr{S̃})2
+ 2 c [aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p)− 1)]

tr{S̃k+1 (S̃+)2}
tr{S̃}

− 4 c µk−1 tr

{
S̃+ S̃ DS̃

{
S̃+ S̃k+1

tr{S̃}

}}
. (3.5.2)

Comme S̃+ = S̃+ S̃ S̃+ est une matrice symétrique et comme S̃+ S̃ = S̃ S̃+ l’expression de
δ(G) dans (3.5.2) s’exprime par

δ(G) = c2 µk−2
tr{S̃k+1 S̃+}

(tr{S̃})2
+ 2 c [aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p)− 1)]

tr{S̃k S̃+}
tr{S̃}

− 4 c µk−1 tr

{
S̃+ S̃ DS̃

{
S̃+ S̃k+1

tr{S̃}

}}
. (3.5.3)

Pour développer le terme différentiel DS̃

{
S̃+ S̃k+1/ tr{S̃}

}
de droite dans (3.5.3), on applique

l’égalité (A.3) (voir appendice 6) basée sur la décomposition en valeurs singulières de S̃, pour

ψi =
lki

tr{L}
et

∂ψi
∂li

= k
lk−1
i

tr{L}
− lki

(tr{L})2
.

On obtient

DS̃

{
S̃+ S̃k+1

tr{S̃}

}
= DS̃

{
H1 L

kH>1
tr{L}

}
=

1

2

[
p− (n ∧ p)

] S̃k S̃+

tr{S̃}
+ k

S̃k S̃+

tr{S̃}
− S̃k+1 S̃+

(tr{S̃})2

+
1

2

1

tr{S̃}

n∧p∑
i 6=j

lki − lkj
li − lj

+
1

2

tr{S̃k S̃+}
tr{S̃}

(
Ip −H1H

>
1

)
. (3.5.4)

En remplaçant (3.5.4) dans (3.5.3) et en utilisant le fait que S̃ S̃+
(
Ip−H1H

>
1

)
= 0, le terme

δ(G) devient

δ(G) = c2 µk−2
tr{S̃k+1 S̃+}

(tr{S̃})2
+ 2 c [aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p)− 1)]

tr{S̃k S̃+}
tr{S̃}

− 2 c µk−1 [2 k + p− (n ∧ p)] tr{S̃
k S̃+}

tr{S̃}
+ 4 c µk−1

tr{S̃k+1 S̃+}
(tr{S̃})2

− 2 c µk−1
1

tr{S̃}

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

lki − lkj
li − lj

= c2 µk−2
tr{S̃k+1 S̃+}

(tr{S̃})2
+ 2 c

[
aµk−2 − µk−1

(
n− p+ 2 (n ∧ p) + 1− 2 k

)] tr{S̃k S̃+}
tr{S̃}

+ 4 c µk−1
tr{S̃k+1 S̃+}

(tr{S̃})2
− 2 c µk−1

1

tr{S̃}

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

lki − lkj
li − lj

.
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Exprimé en fonction de L δ(G) devient

δ(G) =
c

tr{L}

{
c µk−2

tr{Lk}
tr{L}

− 2
[
µk−1

(
(n ∨ p)− (n ∧ p)− 1 + 2 k

)
− aµk−2

]
tr{Lk−1}

+4µk−1
tr{Lk}
tr{L}

− 2µk−1Bk+1

}
(3.5.5)

avec

Bk+1 =

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

lki − lkj
li − lj

(voir le lemme A.7 dans l’appendice).
À partir de (3.5.5), il est alors clair que δ(G) ≤ 0 pour c entre 0 et

Ca = 2

[
µk−1

µk−2

(
(n ∨ p)− (n ∧ p)− 1 + 2 k

)
− a
]

tr{Lk−1} tr{L}
tr{Lk}

−4
µk−1

µk−2
+2

µk−1

µk−2
Bk+1

tr{L}
tr{Lk}

.

(3.5.6)
Cela donne lieu à la proposition suivante.

Proposition 3.5.1
Dans le contexte de la proposition 3.3.1, on dispose des conditions suivantes sur les constantes

a et c sous lesquelles l’estimateur de type Haff Σ̂−1
HF = aS+ +c S S+/tr{S} améliore l’estimateur

aS+ selon les différentes valeurs de k.

• Cas k = 0 : a = a−0 et 0 < c < 2
µ−1

µ−2
[(n ∧ p)− 1] avec n ∧ p ≥ 2.

• Cas k = 1 : a = a∗ et 0 < c < 2
1

µ−1

(
(n ∧ p)[(n ∧ p) + 1]− 2

)
avec n ∧ p ≥ 2.

• Case k = 2 : a = a∗ et 0 < c < 2µ1 [(n ∧ p) + 1]− 4µ1 avec n ∧ p ≥ 2.

• Cas k = 3 : a < a∗ et 0 < c < 2
µ2

µ1
(n+ p+ 1− a).

• Cas k ≥ 4 : a = a−0 et 0 < c < 2
µk−1

µk−2
(k − 3).

Remarque

Notons que dans les cas k = 3 et a ≥ a∗, k = 0 et a > a+
0 , k ≥ 4 et a > a+

0 , notre méthode
ne conduit pas à un estimateur de type Haff qui améliore l’estimateur usuel aS+. En effet dans
ces cas, l’expression Ca dans (3.5.6) est bien positive mais n’admet pas de minorant strictement
positif.
Preuve

En utilisant la proposition 3.3.1, pour tout k = 1, 2, ..., dans l’expression l’expression Ca dans
(3.5.6) nous substituons à a les valeurs de a∗ et a0 respectivement.

Quand k = 1, a∗ =
1

µ−1

[
(n ∨ p)− (n ∧ p)− 1

]
et alors

Ca∗ =
4

µ−1
(n ∧ p)− 4

µ−1
+

2

µ−1
(n ∧ p) [(n ∧ p)− 1] =

2

µ−1

(
(n ∧ p) [(n ∧ p) + 1]− 2

)
,

ce qui donne le premier résultat.
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Quand k = 2, a∗ = µ1 (n ∨ p) et alors,

Ca∗ = 2µ1 [−(n ∧ p) + 3]
(tr{L})2

tr{L2}
− 4µ1 + 4µ1 [(n ∧ p)− 1]

(tr{L})2

tr{L2}

= 2µ1 [(n ∧ p) + 1]
(tr{L})2

tr{L2}
− 4µ1

≥ 2µ1 [(n ∧ p) + 1]− 4µ−1 ,

car (tr{L})2 ≥ tr{L2}. D’où le deuxième résultat.

Maintenant, quand k = 3, on a a∗ =
µ2

µ1

[
(n ∨ p) + (n ∧ p) + 1

]
, en utilisant l’expression de

B4 donnée dans le lemma A.7 (voir appendice 6), on obtient

Ca∗ = 2
µ2

µ1
[−2 (n ∧ p) + 4]

tr{L2} tr{L}
tr{L3}

− 4
µ2

µ1

+ 2
µ2

µ1

(
(tr{L})2 + [2 (n ∧ p)− 3] tr{L2}

) tr{L}
tr{L3}

= 2
µ2

µ1

tr{L2} tr{L}
tr{L3}

− 4
µ2

µ1
+ 2

µ2

µ1

(tr{L})3

tr{L3}
. (3.5.7)

Notons que Ca∗ dans (3.5.7) n’est pas constant car il dépend de L et n’admet pas de borne
inférieure strictement positive. Grâce à l’inégalité (A.4) dans le lemme A.4 avec k = 1 et m = 1
et 2, on obtient

(tr{L})3

tr{L3}
≥ tr{L2} tr{L}

tr{L3}
≥ 1,

Il est donc clair que Ca∗ ≥ 0 avec une probabilité égale à 1. Cependant, pour tout a > 0, la
quantité Ca peut être écrite sous la forme

Ca = Ca∗ + 2
µ2

µ1
(a∗ − a)

tr{L2} tr{L}
tr{L3}

,

Par conséquent une borne inférieure pour Ca est donnée par

Ca ≥ 2
µ2

µ1
(a∗ − a),

sous la condition a < a∗. D’où le résultat pour k = 3.

Quand k = 0, a−0 =
µ−1

µ−2

[
(n ∨ p)− 2

(
(n ∧ p) + 1

)]
. Il est alors facile de voir que

Ca−0
= 2

µ−1

µ−2
[(n ∧ p) + 1]

tr{L−1} tr{L}
n ∧ p

− 4
µ−1

µ−2
≥ 2

µ−1

µ−2
[(n ∧ p)− 1] ,

puisque tr{L−1} tr{L} ≥ n ∧ p. Ce qui donne le résultat pour k = 0.

Quand k ≥ 4, on a a−0 =
µk−1

µk−2

[
(n ∨ p) + (n ∧ p) + k − 2

]
. D’après l’expression de Bk dans

le lemma A.7, il découle de (3.5.6) que

Ca−0
= 2

µk−1

µk−2
[−2 (n ∧ p) + 2k − 1]

tr{Lk−1} tr{L}
tr{Lk}

− 4
µk−1

µk−2

+ 2
µk−1

µk−2

{
k−2∑
m=1

tr{Lm} tr{Lk−1−m}+ [2
µk−1

µk−2
(n ∧ p)− k] tr{Lk−1}

}
tr{L}
tr{Lk}

= 2
µk−1

µk−2

tr{Lk−1} tr{L}
tr{Lk}

− 4
µk−1

µk−2
+ 2

µk−1

µk−2

tr{L}
tr{Lk}

k−2∑
m=1

tr{Lm} tr{Lk−1−m}.
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D’après l’inégalité (A.4), il est facile de voir que
∑k−2

m=1 tr{Lm} tr{Lk−1−m} ≥ (k − 2) tr{Lk−1}
et que tr{Lk−1} tr{L} ≥ tr{Lk}. Donc une majoration pour Ca−0 est donné par :

Ca−0
≥ 2

µk−1

µk−2

tr{Lk−1} tr{L}
tr{Lk}

− 4
µk−1

µk−2
+ 2

µk−1

µk−2
(k − 2)

tr{Lk−1} tr{L}
tr{Lk}

= 2
µk−1

µk−2
(k − 1)

tr{Lk−1} tr{L}
tr{Lk}

− 4
µk−1

µk−2

≥ 2
µk−1

µk−2
(k − 3),

ce qui donne le résultat pour k ≥ 4.

3.5.2 Estimateur de type Dey

Nous considérons les estimateurs

Σ̂−1
DY = aS+ + c

S

tr{S2}
, (3.5.8)

qui sont de la forme aS++c S G(S) avec G(S) = S S+/tr{S2}. Notons que l’ordre d’homogénéité
de G(S) est α = −2. Comme mentionné dans la section 1.3, ce type d’estimateurs a été proposé
par Dey [Dey87b] dans le cas gaussien lorsque S est inversible, sous le coût L0{Σ−1, Σ̂−1} dans
(1.4.3). Remarquons queG(S) est de la forme (3.4.3) avec Ψ = In∧p/tr{L2}. Grâce au lemme 3.4.2
le développement ci-dessous s’applique aux estimateurs de la forme aS+ + c r

(
tr{S}

)
S /tr{S2}

où r est une fonction réelle telle que, pour tout t ≥ 0, 0 ≤ r(t) ≤ 1 et r′(t) ≥ 0.
En appliquant le théorème 3.2.1 avec G(S) = S S+/tr{S} et α = −2, pour tout k ≥ 0, le

terme δ(G) dans (3.2.9) peut s’écrire comme suit :

δ(G) = c2 µk−2
tr{S̃k+2}
(tr{S̃2})2

+ 2 c
[
aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p)− 1)

] tr{S̃+ S̃k+1}
tr{S̃2}

− 4 c µk−1 tr

{
S̃+ S̃ DS̃

{
S̃k+1

tr{S̃2}

}}
. (3.5.9)

Pour développer le terme différentiel DS̃

{
S̃k+1/ tr{S̃2}

}
de droite dans (3.5.9), on applique

l’égalité (A.3) (voir appendice 6) basée sur la décomposition en valeurs singulières de S̃, pour

φi =
lk+1
i

tr{L2}
et

∂φi
∂li

= (k + 1)
lki

tr{L2}
− 2

lk+2
i

(tr{L2})2
.

On obtient alors

DS̃

{
S̃k+1

tr{S̃2}

}
= DS̃

{
H1 L

k+1H>1
tr{L2}

}
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= H1

{
1

2

(
p− (n ∧ p)

) Lk

tr{L2}
+ (k + 1)

Lk

tr{L2}
− 2

Lk+2

(tr{L2})2

}
H>1

+H1diag

 1

2 tr{L2}

(n∧p)∑
j 6=i

lk+1
i − lk+1

j

li − lj

 H>1

+
1

2
tr

{
Lk

tr{L2}

}
(Ip −H1H

>
1 ) (3.5.10)

Maintenant, en substituant (3.5.10) dans (3.5.9), δ(G) devient

δ(G) = c2 µk−2
tr{S̃k+2}
(tr{S̃2})2

+ 2 c
[
aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p)− 1)

] tr{S̃+ S̃k+1}
tr{S̃2}

− 4 c µk−1 tr

{
S̃+ S̃ H1

{
1

2

(
p− (n ∧ p)

) Lk

tr{L2}
+ (k + 1)

Lk

tr{L2}

−2
Lk+2

(tr{L2})2
H>1

}}

− 4 c µk−1 tr

S̃+ S̃ H1diag

 1

2 tr{L2}

n∧p∑
j 6=i

lk+1
i − lk+1

j

li − lj

 H>1


− 4 c µk−1 tr

{
1

2
S̃+ S̃ tr

{
Lk

tr{L2}

}
(Ip −H1H

>
1 )

}
. (3.5.11)

En utilisant le fait que S̃ S̃+
(
Ip − H1H

>
1

)
= 0 et n ∨ p = n + p − (n ∧ p), il est clair que

l’expression de δ(G) dans (3.5.11) peut être exprimée en fonction de L comme suit

δ(G) =
c

tr{L2}

{
c µk−2

tr{Lk+2}
tr{L2}

+ 2
[
aµk−2 − µk−1

(
(n ∨ p)− (n ∧ p) + 2 k + 1

)]
tr{Lk}

+8µk−1
tr{Lk+2}
tr{L2}

− 2µk−1

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

lk+1
i − lk+1

j

li − lj

 . (3.5.12)

À partir de (3.5.12), il est clair que δ(G) ≤ 0 pour c entre 0 et

Ca = 2

[
µk−1

µk−2

[
(n ∨ p)− (n ∧ p) + 2 k + 1

]
− a
]

tr{Lk} tr{L2}
tr{Lk+2}

−8
µk−1

µk−2
+2Bk+2

µk−1

µk−2

tr{L2}
tr{Lk+2}

.

(3.5.13)
avec

Bk+2 =

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

lk+1
i − lk+1

j

li − lj
.

Cela conduit à la proposition suivante.

Proposition 3.5.2
Dans le contexte de la proposition 3.3.1, on dispose des conditions suivantes sur les constantes

a et c sous lesquelles l’estimateur de type Dey Σ̂−1
DY = aS+ + c S/tr{S2} améliore l’estimateur

aS+ selon les différentes valeurs de k.

Case k = 0 : a = a−0 et 0 < c < 4
µ−1

µ−2

[
{(n ∧ p) + 1} (n ∧ p)− 2

]
avec n ∧ p ≥ 2.
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a = a+
0 et 0 < c < 2

µ−1

µ−2

[
{(n ∧ p) + 3} (n ∧ p)− 4

]
avec n ∧ p ≥ 2.

Case k = 1 : a = a∗ et 0 < c <
4

µ−1

[
(n ∧ p)− 1

]
avec n ∧ p ≥ 2.

Case k = 2 : a = a∗ et 0 < c < 2µ1 [(n ∧ p)− 1] avec n ∧ p ≥ 2.

Case k = 3 : a < a∗ et 0 < c < 2
µ2

µ1
(n+ p+ 1− a).

Case k ≥ 4 : a = a−0 et 0 < c < 2
µk−1

µk−2
(k − 3).

Remarque

Dans les cas k = 3 et a ≥ a∗, k ≥ 4 et a > a+
0 , notre méthode ne conduit pas à un estimateur

de type Dey qui améliore l’estimateur usuel aS+. Dans ce cas, l’expression de Ca dans (3.5.13)
est bien positive mais elle n’admet pas de minorant strictement positif.
Preuve

En utilisant la proposition 3.3.1, pour tout k = 1, 2, ..., dans l’expression l’expression Ca dans
(3.5.6) nous substituons à a les valeurs de a∗ et a0 respectivement.

Quand k = 1, on a a∗ =
1

µ−1

[
(n∨ p)− (n∧ p)− 1

]
sous réserve que n∨ p > n∧ p− 1. Alors

Ca∗ =
8

µ−1

tr{L} tr{L2}
tr{L3}

− 8

µ−1
+

2

µ−1
B3

tr{L2}
tr{Lk+2}

.

En utilisant le fait que B3 = 2[(n ∧ p) − 1] tr{L} (voir le lemme A.7 dans l’appendice 6), on
obtient

Ca∗ =
8

µ−1

tr{L} tr{L2}
tr{L3}

− 8

µ−1
+
[
(n ∧ p)− 1

] 4

µ−1

tr{L} tr{L2}
tr{L3}

=
4

µ−1

[
(n ∧ p) + 1

] tr{L} tr{L2}
tr{L3}

− 8

µ−1
,

Grâce à l’inégalité (A.4) dans le lemme A.4 avec k = 1 et m = 1 et 2, on obtient

Ca∗ ≥
4

µ−1

[
(n ∧ p)− 1

]
, (3.5.14)

ce qui donne le premier résultat.
Quand k = 2, a∗ = µ1 (n∨ p). En utilisant l’expression de Bk dans le lemme A.7 avec k = 4,

il vient

Ca∗ = 2µ1 [−(n ∧ p) + 5]
(tr{L2})2

tr{L4}
− 8µ1 + 2µ1B4

tr{L2}
tr{L4}

= 2µ1 [−(n ∧ p) + 5]
(tr{L2})2

tr{L4}
− 8µ1 + 2µ1

[
(tr{L})2 + (2 (n ∧ p)− 3) tr{L2}

] tr{L2}
tr{L4}

= 2µ1 [(n ∧ p) + 2]
(tr{L2})2

tr{L4}
− 8µ1 + 2µ1

(tr{L})2 tr{L2}
tr{L4}

≥ 2µ1 [(n ∧ p) + 3]
(tr{L2})2

tr{L4}
− 8µ1 ,

car (tr{L})2 ≥ tr{L2}. Maintenant, grâce à l’égalité (A.4) avec k = 2 et m = 2, on a

Ca∗ ≥ 2µ1 [(n ∧ p)− 1] ,
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d’où le deuxième résultat.
Quand k = 3, comme a∗ =

µ2

µ1

[
(n∨ p) + (n∧ p) + 1

]
, en utilisant l’expression de B5 donnée

par le lemme A.7 (voir appendice 6), on obtient

Ca∗ = 2
µ2

µ1
[−2 (n ∧ p) + 6]

tr{L3} tr{L2}
tr{L5}

− 8
µ2

µ1
+ 2

µ2

µ1
B5

tr{L2}
tr{L5}

= 2
µ2

µ1
[−2 (n ∧ p) + 6]

tr{L3} tr{L2}
tr{L5}

− 8
µ2

µ1

+ 2
µ2

µ1

[
2 tr{L} tr{L2}+ (2 (n ∧ p)− 4) tr{L3}

] tr{L2}
tr{L5}

= 4
µ2

µ1

tr{L3} tr{L2}
tr{L5}

+ 4
µ2

µ1

tr{L} (tr{L2})2

tr{L5}
− 8

µ2

µ1
, (3.5.15)

Notons que Ca∗ dans (3.5.15) n’est pas constant car il dépend de L et n’admet pas de borne
inférieure strictement positive. Grâce à l’inégalité (A.4) dans le lemme A.4 avec m = 2 et k = 1
et 3, on obtient

tr{L} (tr{L2})2

tr{L5}
≥ tr{L3} tr{L2}

tr{L5}
≥ 1 .

Il est clair que Ca∗ ≥ 0. Cependant, grâce à (3.5.15), pour tout a > 0, Ca dans (3.5.13) peut être
écrit

Ca = Ca∗ + 2
µ2

µ1
(a∗ − a)

tr{L3} tr{L2}
tr{L5}

,

Par conséquent, une borne inférieure pour Ca est donnée par

Ca ≥ 2
µ2

µ1
(a∗ − a),

sous la condition que a < a∗. D’où le résultat pour k = 3 .
Qaund k = 0, en utilisant l’expression de B2 donnée dans le lemme A.7 (voir appendice 6),

Ca dans (3.5.13) devient

Ca = 2

[
µ−1

µ−2

[
(n ∨ p)− (n ∧ p) + 1

]
− a
]

(n ∧ p)− 8
µ−1

µ−2
+ 2

µ−1

µ−2
B2

= 2

[
µ−1

µ−2

[
(n ∨ p)− (n ∧ p) + 1

]
− a
]

(n ∧ p)− 8
µ−1

µ−2
+ 2

µ−1

µ−2
(n ∧ p) [(n ∧ p)− 1]

= 2

[
µ−1

µ−2
(n ∨ p)− a

]
(n ∧ p)− 4

µ−1

µ−2
, (3.5.16)

Pour a = a−0 =
µ−1

µ−2

[
(n ∨ p)− 2 (n ∧ p)− 2

]
, il est clair d’après (3.5.16) que

Ca−0
= 2

µ−1

µ−2

[
{2 (n ∧ p) + 2} (n ∧ p)− 4

]
= 4

µ−1

µ−2

[
{(n ∧ p) + 1} (n ∧ p)− 2

]
.

Pour a = a+
0 =

µ−1

µ−2

[
(n ∨ p)− (n ∧ p)− 3

]
, il est clair d’après (3.5.16) que

Ca+0
= 2

µ−1

µ−2

[
{(n ∧ p) + 3} (n ∧ p)− 4

]
.

Ce qui donne le résultat pour k = 0.
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Quand k ≥ 4, a−0 =
µk−1

µk−2
[ (n ∨ p) + (n ∧ p) + k − 2 ]. En utilisant l’expression de B5 donnée

par le lemme A.7 (voir appendice 6), on obtient

Ca−0
= 2

µk−1

µk−2
[−2 (n ∧ p) + k + 3]

tr{Lk} tr{L2}
tr{Lk+2}

− 8
µk−1

µk−2

+ 2
µk−1

µk−2

{
k−1∑
m=1

tr{Lm} tr{Lk−m}+ [2 (n ∧ p)− (k + 1)] tr{Lk}

}
tr{L2}

tr{Lk+2}

= 4
µk−1

µk−2

tr{Lk} tr{L2}
tr{Lk+2}

− 8
µk−1

µk−2
+ 2

µk−1

µk−2

tr{L2}
tr{Lk+2}

k−1∑
m=1

tr{Lm} tr{Lk−m},

d’après l’inégalité (A.4), il est facile de voir que
∑k−1

m=1 tr{Lm} tr{Lk−m} ≥ (k − 1) tr{Lk} et
tr{Lk} tr{L2} ≥ tr{Lk+2}. Donc une majoration pour Ca−0 est donnée par

Ca−0
≥ 4

µk−1

µk−2

tr{Lk} tr{L2}
tr{Lk+2}

− 8
µk−1

µk−2
+ 2

µk−1

µk−2
(k − 1)

tr{Lk} tr{L2}
tr{Lk+2}

= 2
µk−1

µk−2
(k + 1)

tr{Lk} tr{L2}
tr{Lk+2}

− 8
µk−1

µk−2

≥ 2
µk−1

µk−2
(k − 3),

ce qui donne le résultat pour k ≥ 4.

3.6 Estimateur non nécessairement orthogonalement invariant

3.6.1 Estimateur de type Efron-Morris

Soit Q une matrice à éléments constants de dimension (n ∧ p)× q et de rang rk(Q) = q. On
considère le projecteur orthogonal de Rn∧p sur le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs
colonnes de Q exprimé matriciellement par la matrice de taille (n ∧ p)× (n ∧ p) suivante

Q∗0 = Q (Q>Q)−1Q>. (3.6.1)

On propose comme estimateur alternatif à l’estimateur aS+ (avec a > 0), qui est non nécessai-
rement orthogonalement invariant, l’estimateur défini par

Σ̂−1
EM = aS+ + c

S S+Q0

tr{S}
, (3.6.2)

où Q0 = H1Q
∗
0H
>
1 et c ∈ R. Cet estimateur est de la forme aS+ + c S G(S) avec

G(S) =
S+Q0

tr{S}
. (3.6.3)

Dans le cadre du modèle Wishart (1.4.2), Tsukuma and Konno [TK06] ont considéré un
estimateur de ce type dans le cas d’inversibilité de S (n ∧ p = p) et sous le coût quadratique L0

dans (1.4.3). L’estimateur (3.6.2) constitue une extension au cas où la matrice S est singulière
et où la loi de S est un mélange de lois de Wishart. Précisons que l’ordre d’homogénéité de
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G(S) est α = −2 et notons que grâce à la forme de Q0, l’estimateur Σ̂−1
EM dans (3.6.2) n’est pas

orthogonalement invariant, sauf dans le cas où q = n ∧ p qui correspond au cas où Q∗0 = In∧p.
Dans le théorème suivant, on donne un estimateur sans biais de la différence de risque entre

les estimateurs Σ̂−1
EM dans (3.6.2) et Σ̂−1

a dans (1.2.1) ainsi que les conditions de domination de
Σ̂−1
EM sur Σ̂−1

a .

Théorème 3.6.1
Un estimateur de la différence de risque entre l’estimateur Σ̂−1

EM dans (3.6.2) et l’estimateur
usuel aS+ dans (1.2.1), par rapport à la famille des risques dans (3.2.3), est exprimé en fonction
de la matrice L (définie dans (1.3.12)) comme suit

δ(G) = c2 µk−2
tr{LkQ∗0}
(tr{L})2

+ 2 c
[
aµk−2 − µk−1

(
n+ p− 2 (n ∧ p) + 2 k − 1

)] tr{Lk−1Q∗0}
tr{L}

+ 4 c µk−1
tr{LkQ∗0}
(tr{L})2

− 4 c

tr{L}
µk−1

∑
m

∑
b 6=m

lkm
lm − lb

(Q∗0)mm. (3.6.4)

Une condition suffisante pour que l’estimateur Σ̂−1
EM améliore aS+ est que δ(G) dans (3.6.4)

soit négatif, c’est à dire soit tel que

0 ≤ c ≤ 2
µk−1

µk−2
{(n ∨ p) + 2 (n ∧ p)2 − 3 (n ∧ p) + 2 k − 3} − 2 a, (3.6.5)

pour k = 0, 1, 2, ...

Notons que la condition (3.6.5) impose que

0 < a ≤ µk−1

µk−2
{(n ∨ p) + 2 (n ∧ p)2 − 3 (n ∧ p) + 2 k − 3} .

Lorsque S est inversible et de loi de Wishart (comme dans le modèle 1.4.2) la condition ci-dessus
devient

0 < a ≤ n+ 2 p2 − 3 p− 3,

Notons que, dans ce cas, nous obtenons un intervalle de variation de a plus large que celui obtenu
par Tsukuma et Konno [TK06] pour lesquels

n− p− 5 ≤ a ≤ n− p− 3.

Dans la preuve du théorème 3.6.1 ci-dessous, nous allons voir le rôle crucial de la forme de la
matrice Q0 dans l’expression de l’estimateur Σ̂−1

EM dans (3.6.2).
Preuve

Tout d’abord, en remplaçant G(S) donné par (3.6.3) dans (3.2.3), l’estimateur sans biais de
la différence en risque entre l’estimateur de type Efron-Morris dans (3.6.2) et l’estimateur usuel
dans (1.2.1) a pour expression

δ(G) = c2 µk−2
tr{S̃k (S̃ S̃+Q0)2}

(tr{S̃})2
+ 2 c

[
aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p)− 1)

] tr{S̃+ S̃k+1S̃+Q0}
tr{S̃}

− 4 c µk−1 tr

{
S̃+ S̃ DS̃

{
Q>0

S̃+ S̃k+1

tr{S̃}

}}
. (3.6.6)
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Maintenant, en utilisant le fait que DS̃{AB} = DS̃{A}B + {A>DS̃}
>B avec A = Q>0 et

B = S̃+ S̃k+1 /tr{S̃}, l’estimateur δ(G) dans (3.6.6) devient

δ(G) = c2 µk−2
tr{S̃k (S̃ S̃+Q0)2}

(tr{S̃})2
+ 2 c

[
aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p)− 1)

] tr{S̃+ S̃kQ0}
tr{S̃}

− 4 c µk−1 tr

{
S̃+ S̃ DS̃ {Q

>
0 }

S̃+ S̃k+1

tr{S̃}

}
− 4 c µk−1 tr

{
S̃+ S̃ {Q0DS̃}

> S̃
+ S̃k+1

tr{S̃}

}
.

(3.6.7)

Notons que

tr{S̃k (S̃ S̃+Q0)2} = tr{S̃k S̃ S̃+Q0 S̃ S̃+Q0}
= tr{S̃k S̃ S̃+H1Q

∗
0H
>
1 H1H

>
1 H1Q

∗
0H
>
1 }

= tr{S̃k+1 S̃+H1Q
∗2
0 H>1 }

= tr{S̃k+1 S̃+H1Q
∗
0H
>
1 }

= tr{S̃k+1 S̃+Q0}, (3.6.8)

car H>1 H1 = Ip∧n et Q∗0 est un projecteur.
À partir de (3.6.8) et en appliquant l’égalité (A.17) du lemme A.11 (voir appendice 6) au

troisième terme dans (3.6.7), l’expression de δ(G) peut être réécrite comme suit :

δ(G) = c2 µk−2
tr{S̃k+1 S̃+Q0}

(tr{S̃})2
+ 2 c

[
aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p)− 1)

] tr{S̃+ S̃kQ0}
tr{S̃}

− 2 c

tr{S̃}
µk−1 tr{S̃+ S̃k+1H1 ΨQ∗0H

>
1 }+

2 c

tr{S̃}
µk−1

∑
m

∑
b 6=m

1

lm − lb
lkb (Q∗0)mm.

− 4 c µk−1 tr

{
S̃+ S̃ {Q0DS̃}

> S̃
+ S̃k+1

tr{S̃}

}
, (3.6.9)

où Ψ = diag
(
Ψ1, ...,Ψp∧n

)
et Ψk =

∑
r 6=k

1

lk − lr
+
p− (n ∧ p)

lk
.

Maintenant, en utilisant l’égalité (A.1) (voir appendice 6) avec A = S̃+ S̃, C = Q0 et B =
S̃+ S̃k+1/tr{S̃}, le dernier terme dans (3.6.9) vaut

tr

{
S̃+ S̃ {Q0DS̃}

> S̃
+ S̃k+1

tr{S̃}

}
= tr

{
Q0 {S̃+ S̃DS̃}

> S̃
+ S̃k+1

tr{S̃}

}
,

puisque S̃+ S̃k+1 est symétrique. En remplaçant le terme ci-dessus dans (3.6.9), δ(G) devient

δ(G) = c2 µk−2
tr{S̃k (S̃ S̃+Q0)2}

(tr{S̃})2
+ 2 c

[
aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p)− 1)

] tr{S̃+ S̃kQ0}
tr{S̃}

− 2 c

tr{S̃}
µk−1 tr{S̃+ S̃k+1H1 ΨQ∗0H

>
1 }+

2 c

tr{S̃}
µk−1

∑
m

∑
b 6=m

1

lm − lb
lkb (Q∗0)mm.

− 4 c µk−1 tr

{
Q0 {S̃+ S̃DS̃}

> S̃
+ S̃k+1

tr{S̃}

}
. (3.6.10)
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En appliquant l’égalité (A.2) (voir appendice 6) avec Φ(L) = Lk/tr{L}, le dernier terme dans
(3.6.10) est

tr

{
Q0 {S̃+ S̃DS̃}

> S̃
+ S̃k+1

tr{S̃}

}
= tr

{
Q0 {H1H

>
1 DS̃}

>H1
Lk

tr{L}
H>1

}
= tr

{
Q0

[
DS̃

{
H1

Lk

tr{L}
H>1

}
− 1

2
(p− n)H1

Lk−1

tr{L}
H>1

]}
= tr

{
Q0

[
DS̃

{
S̃+ S̃k+1

tr{S̃}

}
− 1

2

(
p− (n ∧ p)

) S̃k S̃+

tr{S̃}

]}
.

(3.6.11)

Maintenant, pour exprimer le terme DS̃

{
S̃+ S̃k+1/tr{S̃}

}
dans (3.6.11), on utilise l’égalité (A.3)

(voir appendice 6) avec φi =
lki

tr{L}
et

∂φi
∂li

= k
lk−1
i

tr{L}
− lki

(tr{L})2
. On obtient alors

DS̃

{
S̃+ S̃k+1

tr{S̃}

}
= DS̃

{
H1 L

kH>1
tr{L}

}
=

1

2

[
p− (n ∧ p)

] S̃k S̃+

tr{S̃}
+ k

S̃k S̃+

tr{S̃}
− S̃k+1 S̃+

(tr{S̃})2

+
1

2

1

tr{S̃}

n∧p∑
i 6=j

lki − lkj
li − lj

+
1

2

tr{S̃k S̃+}
tr{S̃}

(
Ip −H1H

>
1

)
. (3.6.12)

En remplaçant (3.6.12) dans (3.6.11), on a

tr

{
Q0 {S̃+ S̃DS̃}

> S̃
+ S̃k+1

tr{S̃}

}
= k

tr{Q0 S̃
k S̃+}

tr{S̃}
− tr{Q0 S̃

k+1 S̃+}
(tr{S̃})2

+
1

2

1

tr{S̃}
tr

Q0H1 diag

n∧p∑
j 6=i

lki − lkj
li − lj

H>1


+

1

2
[tr{Q0} − tr{Q0 S̃ S̃

+}] tr{ S̃
k S̃+}

tr{S̃}

= k
tr{Q0 S̃

k S̃+}
tr{S̃}

− tr{Q0 S̃
k+1 S̃+}

(tr{S̃})2

+
1

2

1

tr{S̃}
tr

Q0H1 diag

n∧p∑
j 6=i

lki − lkj
li − lj

H>1

 ,

(3.6.13)

car tr{Q0 S̃ S̃
+} = tr{H1Q

∗
0H
>
1 H1H

>
1 } = tr{Q0}. Finalement, en remplaçant le terme (3.6.13)
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dans (3.6.10), δ(G) devient

δ(G) = c2 µk−2
tr{S̃k+1 S̃+Q0}

(tr{S̃})2
+ 2 c

[
aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p)− 1)

]tr{S̃+ S̃kQ0}
tr{S̃}

− 2 c

tr{S̃}
µk−1 tr{S̃+ S̃k+1H1 ΨQ∗0H

>
1 }+

2 c

tr{S̃}
µk−1

∑
m

∑
b 6=m

lkb
lm − lb

(Q∗0)mm.

− 4 c k µk−1
tr{Q0 S̃

k S̃+}
tr{S̃}

+ 4 c µk−1
tr{Q0 S̃

k+1 S̃+}
(tr{S̃})2

− 2 c

tr{S̃}
µk−1 tr

Q0H1 diag

n∧p∑
j 6=i

lki − lkj
li − lj

H>1


= c2 µk−2

tr{S̃k+1 S̃+Q0}
(tr{S̃})2

+ 2 c
[
aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p) + 2 k − 1)

] tr{S̃+ S̃kQ0}
tr{S̃}

− 2 c

tr{S̃}
µk−1 tr{S̃+ S̃k+1H1 ΨQ∗0H

>
1 }+

2 c

tr{S̃}
µk−1

∑
m

∑
b 6=m

lkb
lm − lb

(Q∗0)mm.

+ 4 c µk−1
tr{Q0 S̃

k+1 S̃+}
(tr{S̃})2

− 2 c

tr{S̃}
µk−1 tr

Q0H1 diag

n∧p∑
j 6=i

lki − lkj
li − lj

H>1

 .

(3.6.14)

En exprimant δ(G) dans (3.6.14) en fonction de L, on obtient

δ(G) = c2 µk−2
tr{Lk Q∗0}
(tr{L})2

+ 2 c
[
aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p) + 2 k − 1)

] tr{Lk−1Q∗0}
tr{L}

− 2 c

tr{L}
µk−1 tr{Lk ΨQ∗0}+

2 c

tr{L}
µk−1

∑
m

∑
b 6=m

lkb
lm − lb

(Q∗0)mm.

+ 4 c µk−1
tr{Q∗0 Lk }
(tr{L})2

− 2 c

tr{L}
µk−1 tr

Q∗0 diag

n∧p∑
j 6=i

lki − lkj
li − lj

 , (3.6.15)

où Ψ = diag
(
Ψ1, ...,Ψp∧n

)
et Ψk =

∑
r 6=k

1

lk − lr
+
p− (n ∧ p)

lk
.

Notons que

tr{Lk ΨQ∗0} =
∑
m

∑
b 6=m

lkb
lm − lb

(Q∗0)mm +
[
p− (n ∧ p)

]∑
m

lk−1
m (Q∗0)mm (3.6.16)

et

tr

Q∗0 diag

n∧p∑
j 6=i

lki − lkj
li − lj

 =
∑
m

(Q∗0)mm
∑
b6=m

lkm − lkb
lm − lb

=
∑
m

∑
b 6=m

lkm
lm − lb

(Q∗0)mm −
∑
m

∑
b 6=m

lkb
lm − lb

(Q∗0)mm. (3.6.17)
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En remplaçant de (3.6.16) et (3.6.17) dans (3.6.15), on obtient

δ(G) = c2 µk−2
tr{Lk Q∗0}
(tr{L})2

+ 2 c
[
aµk−2 − µk−1 (n− (n ∧ p) + 2 k − 1)

] tr{Lk−1Q∗0}
tr{L}

− 2 c

tr{L}
µk−1

∑
m

∑
b6=m

lkm
lm − lb

(Q∗0)mm

− 2 c

tr{L}
µk−1

[
p− (n ∧ p)

]∑
m

lk−1
m (Q∗0)mm + 4 c µk−1

tr{Q∗0 Lk }
(tr{L})2

− 2 c

tr{L}
µk−1

∑
m

∑
b 6=m

lkm
lm − lb

(Q∗0)mm

= c2 µk−2
tr{LkQ∗0}
(tr{L})2

+ 2 c
[
aµk−2 − µk−1 (n+ p− 2 (n ∧ p) + 2 k − 1)

] tr{Lk−1Q∗0}
tr{L}

+ 4 c µk−1
tr{Q∗0 Lk }
(tr{L})2

− 4 c

tr{L}
µk−1

∑
m

∑
b 6=m

lkm
lm − lb

(Q∗0)mm, (3.6.18)

puisque
∑

m lk−1
m (Q∗0)mm = tr{Lk−1Q∗0}. D’où l’expression (3.6.4) du théorème.

Maintenant la détermination de la condition de domination (3.6.5) se fait à travers une borne
supérieure de δ(G). Pour se faire, notons que

1

lm − lb
≥ 1

lm

et qu’alors

∑
b 6=m

1

lm − lb
≥ 1

lm

∑
b 6=m

1.

Donc ∑
b 6=m

1

lm − lb
≥ (n ∧ p)

[
(n ∧ p)− 1

] 1

lm
.

Grâce à l’inégalité précédente, il est clair que δ(G) dans (3.6.18) est majoré comme suit :

δ(G) ≤ c2 µk−2
tr{LkQ∗0}
(tr{L})2

+ 2 c
[
aµk−2 − µk−1 (n+ p− 2 (n ∧ p) + 2 k − 1)

] tr{Lk−1Q∗0}
tr{L}

+ 4 c µk−1
tr{Q∗0 Lk }
(tr{L})2

− 4 c

tr{L}
(n ∧ p)

[
(n ∧ p)− 1

]
µk−1

∑
m

lk−1
m (Q∗0)mm

= c2 µk−2
tr{LkQ∗0}
(tr{L})2

+ 2 c
[
aµk−2 − µk−1 {(n ∨ p) + 2 (n ∧ p)2 − 3 (n ∧ p)

+2 k − 1}] tr{Lk−1Q∗0}
tr{L}

+ 4 c µk−1
tr{Q∗0 Lk }
(tr{L})2

. (3.6.19)

En appliquant l’inégalité (A.6) du lemme A.5 (voir appendice 6) aux deux rapports des traces
présents au premier et dernier termes dans (3.6.19), on obtient

δ(G) ≤ c2 µk−2
tr{Lk−1Q∗0}

tr{L}
+ 2 c

[
aµk−2 − µk−1 {(n ∨ p) + 2 (n ∧ p)2 − 3 (n ∧ p)

+2 k − 1}] tr{Lk−1Q∗0}
tr{L}

+ 4 c µk−1
tr{Q∗0 Lk−1 }

tr{L}
. (3.6.20)
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Par conséquent, δ(G) est négatif si

0 ≤ c ≤ 2
µk−1

µk−2
{(n ∨ p) + 2 (n ∧ p)2 − 3 (n ∧ p) + 2 k − 3} − 2 a. (3.6.21)

�

Maintenant, on se basant sur la proposition (3.3.1), nous obtenons le corollaire suivant qui
est une conséquence de théorème (3.6.1). Celui ci fournit les conditions sur la constante c sous
lesquelles l’estimateur de type Efron-Morris dans (3.6.2) améliore l’estimateur usuel dans (1.2.1)
avec les valeurs de a = a∗, a−0 , a

+
0 données dans la proposition (3.3.1), pour différentes valeurs de

k.

Corollaire 3.6.1
Dans le contexte de la proposition 3.3.1, on donne des conditions sur les constantes a et c

sous lesquelles l’estimateur de type Dey Σ̂−1
EM = aS+ + c S S+Q0/tr{S} améliore l’estimateur

aS+ suivant les différentes valeurs de k.

• Cas k = 0 : a < a−0 et 0 ≤ c ≤ 2
µ−1

µ−2
{(n ∧ p)[2 (n ∧ p)− 1]− 1} avec n ∧ p ≥ 1 ;

a > a+
0 et 0 ≤ c ≤ 2

µ−1

µ−2
{(n ∧ p) [2 (n ∧ p)− 2]} avec n ∧ p ≥ 1.

• Cas k = 1 : a = a∗ et 0 ≤ c ≤ 2

µ−1
{(n ∧ p)[2 (n ∧ p)− 2]} avec n ∧ p ≥ 2.

• Cas k = 2 : a = a∗ et 0 ≤ c ≤ 2µ1 {(n ∧ p)[2 (n ∧ p)− 3] + 1} avec n ∧ p ≥ 2.

• Cas k = 3 : a = a∗ et 0 ≤ c ≤ 2
µ2

µ1
{(n ∧ p)[2 (n ∧ p)− 4] + 2} avec n ∧ p ≥ 2.

• Cas k ≥ 4 : a < a−0 et 0 ≤ c ≤ 2
µk−1

µk−2
{(n ∧ p)[2 (n ∧ p)− 2] + k − 1} avec n ∧ p ≥ 1 ;

a > a+
0 et 0 ≤ c ≤ 2

µk−1

µk−2
{(n ∧ p) [2 (n ∧ p)− k − 1] + k − 1} avec

(n ∧ p) [2 (n ∧ p)− k + 1] ≥ 1− k.

3.6.2 Une classe plus grande d’estimateurs améliorés

On considère maintenant des estimateurs de la forme

Σ̂−1
a,c,r = aS+ + c r

(
tr{S}

)
S G(S) , (3.6.22)

où c est une constante positive, G(S) est une fonction matricielle homogène d’ordre -2 et r est
une fonction réelle définie et dérivable sur R+. Ici, G n’est pas nécessairement orthogonalement
invariant. Nous allons voir dans le théorème suivant des conditions de domination de l’estimateur
Σ̂−1
a,c,r dans (3.6.22) sur l’estimateur usuel Σ̂−1

a dans (1.2.1).

Théorème 3.6.2
Sous le modèle (1.4.1) et sous les coûts (1.2.4), supposons que la fonction G(S) dans (3.6.22)

soit homogène d’ordre −2 et faiblement différentiable. Supposons aussi que, pour certaines valeurs
positives de c, l’expression dans (3.2.3) soit négative, et donc que l’estimateur Σ̂−1

a,c = aS+ +

c S G(S) dans (3.2.1) améliore l’estimateur Σ̂−1
a = aS+ dans (1.2.1).

Alors, l’estimateur Σ̂−1
a,c,r = aS+ + c r

(
tr{S}

)
S G(S) dans (3.6.22) améliore l’estimateur

Σ̂−1
a = aS+ si pour tout k = 0, 1, 2, ..., tr

{
G>(S)Sk

}
= tr

{
G(S)Sk

}
≥ 0 et tr

{
Sk [S G(S)]2

}
≥

0 et si pour tout t ≥ 0, 0 ≤ r(t) ≤ 1 et r′(t) ≥ 0.
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Preuve
Supposons que les risques Rk

(
Σ−1, Σ̂−1

a

)
et Rk

(
Σ−1, Σ̂−1

a,c,r

)
soient finis. La différence de

risque entre les estimateurs Σ̂−1
a,c,r et Σ̂−1

a est donnée par

∆(G) = Rk
(
Σ−1, a S+ + c r(tr{S})S G(S)

)
−Rk

(
Σ−1, a S+

)
= EΣ

[
tr[{aS+ − Σ−1 + c r(tr{S})S G(S)}2 Sk − (aS+ − Σ−1)2 Sk]

]
= EΣ

[
c2 r2(tr{S}) tr{Sk [S G(S)]2}+ 2 c r(tr{S}) tr{S G(S)(aS+ − Σ−1)Sk}

]
= EΣ

[
c2 r2(tr{S}) tr{Sk [S G(S)]2}+ 2 a c r(tr{S}) tr{S+ Sk+1G(S)}

−2 c tr{Σ−1 Sk+1 r(tr{S})G(S)}
]
. (3.6.23)

Notons que la différence ∆(G) dans (3.6.23) peut être réécrite sous la forme

∆(G) = EΣ [η(S) + βΣ(S)] ,

où
η(S) = c2 r2(tr{S}) tr{Sk [S G(S)]2}+ 2 a c r(tr{S}) tr{S+ Sk+1G(S)},

et
βΣ(S) = −2 c tr{Σ−1 Sk+1 r(tr{S})G(S)}.

de sorte que, conditionnellement par rapport la variable V on ait

∆(G) = EH [γ(V )] , (3.6.24)

où EH est l’espérance associée à la loi H et où

γ(V ) = EΣ [η(S) | V ] + EΣ [βΣ(S) | V ] .

Maintenant, grâce au changement de variable S = V S̃ , il vient que

γ(V ) = EΣ

[
η(V S̃) | V

]
+ EΣ

[
βΣ(V S̃) | V

]
, (3.6.25)

où, utilisant l’ordre d’homogénéité α = 2 de G(S),

η(V S̃) = c2 r2(V tr(S̃))V k−2 tr{S̃k[S̃ G(S̃)]2}+ 2 a c r(V tr{S̃})V k−2 tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)},
(3.6.26)

et
βΣ(V S̃) = −2 c V k−1 tr{Σ−1 S̃k+1 r(V tr{S̃})G(S̃)}.

Alors, en appliquant le lemme (2.5.3) au deuxieme terme de γ(V ) dans (3.6.25) où G(S̃) est
remplacé par S̃k r(tr{V S̃})G(S̃), on obtient

EΣ

[
βΣ(V S̃) | V

]
= EΣ

[
β(V S̃) | V

]
,

avec

β(V S̃) = −2 c r(V tr{S̃})V k−1 (n− (n ∧ p)− 1) tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}
− 4 c V k−1 tr{S̃+ S̃ DS̃ {r(V tr{S̃})G>(S̃) S̃k+1}}. (3.6.27)
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Grâce aux égalités (3.6.26) et (3.6.27), on reformule l’expression de γ(V ) dans (3.6.25), soit

γ(V ) = EΣ

[
c2 r2(V tr(S̃))V k−2 tr{S̃k[S̃ G(S̃)]2}

+2 a c r(V tr{S̃})V k−2 tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}
−2 c r(V tr{S̃})V k−1 (n− (n ∧ p)− 1) tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}

−4 c V k−1 tr{S̃+ S̃ DS̃ {r(V tr{S̃})G>(S̃) S̃k+1}} | V
]
. (3.6.28)

En appliquant le lemme A.12 sur le dernier terme de (3.6.28) (voir appendice 6), on obtient

γ(V ) = EΣ

[
c2 r2(V tr(S̃))V k−2 tr{S̃k[S̃ G(S̃)]2}

+2 a c r(V tr{S̃})V k−2 tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}
−2 c r(V tr{S̃})V k−1 (n− (n ∧ p)− 1) tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}
−4 c V k−1 r(V tr{S̃}) tr

{
S̃+ S̃ DS̃{G

>(S̃) S̃k+1}
}

−4 c V k−1Gr
′
(V tr{S̃}) tr

{
G(S̃) S̃k+1

}
| V
]
. (3.6.29)

Comme 0 ≤ r(t) ≤ 1, c > 0, r′(tr{S̃}) ≥ 0 et tr
{
G>(S̃) S̃k+1

}
≥ 0, un majorant pour γ(V )

dans (3.6.29) est donné par

γ1(V ) = EΣ

[
r(V tr{S̃})

(
A(S̃)V k−2 −B(S̃)V k−1

)
| V
]

(3.6.30)

avec
A(S̃) =

(
c2 tr{S̃k[S̃ G(S̃)]2}+ 2 c a tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}

)
et

B(S̃) = 2 c
(
(n− (n ∧ p)− 1) tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}+ 2 tr

{
S̃+ S̃ DS̃

{
G>(S̃) S̃k+1

}})
.

De par l’hypothèse sur les traces de SkG(S), on a tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)} = tr{S̃kG(S̃)} ≥ 0 et
tr
{
S̃k [S̃ G(S̃)]2

}
≥ 0, et donc A(S̃) ≥ 0. En outre, par hypothèse, l’estimateur δ(G) dans

(3.2.3) est négatif, soit
δ(G) = A(S̃)µk−2 −B(S̃)µk−1 ≤ 0 , (3.6.31)

et donc le terme B(S̃) est aussi positif.
Il résulte de ce qui précède que la différence en risque dans (3.6.24) vérifie

∆(G) ≤EH

[
EΣ

[
r(V tr{S̃})

(
A(S̃)V k−2 −B(S̃)V k−1

)
| V
]]

≤EH

[
EΣ

[
r(V0(S̃) tr{S̃})

]
EH[

(
A(S̃)V k−2 −B(S̃)V k−1

)
| V
]]
,

l’inégalité ci-dessus provenant du fait que A(S̃)V k−2−B(S̃)V k−1 change de signe du + au - au
point V0(S̃) = A(S̃)/B(S̃) et du fait que la fonction r(V tr{S̃}) est croissante en V . Inversant le
conditionnement et utilisant (3.6.31) et le fait que r(t) ≥ 0 pour tout t ≥ 0, il vient que

∆(G) ≤ EΣ

[
r(V0(S̃) tr{S̃}) EH

[(
A(S̃)V k−2 −B(S̃)V k−1

)
| S̃
]]
,

≤ 0.
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Pour l’estimateur de type Efron-Morris introduit dans (3.6.2),

Σ̂−1
EM = aS+ + c

S S+Q0

tr{S}
,

avec Q0 = H1Q
∗
0H
>
1 et c ∈ R, le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 3.6.2
Dans le cadre du théorème 3.6.2, l’estimateur Σ̂−1

a,c,r = aS+ + c r
(
tr{S}

)
S S+Q0/tr{S}

améliore l’estimateur Σ̂−1
a = aS+ si la condition (3.6.5) est vérifiée, c’est à dire si

0 ≤ c ≤ 2
µk−1

µk−2
{(n ∨ p) + 2 (n ∧ p)2 − 3 (n ∧ p) + 2 k − 3} − 2 a,

et si, pour tout t ≥ 0, 0 ≤ r(t) ≤ 1 et r′(t) ≥ 0.

Exemples
Nous allons donner deux exemples de modèle de mélange de lois de Wishart dans (1.4.1) en

considérant les lois gamma et gamma inverse comme loi de mélange H. Rappelons que, si V suit
une loi gamma de paramètre de forme λ > 2 et de paramètre d’échelle θ, sa densité a pour forme

v 7→ θ−λ

Γ(λ)
e−v/θvλ−1, (3.6.32)

et, pour k = 0, 1, ..., son moment d’ordre k est

µk = E[V k] =
Γ(λ+ k)

Γ(λ)
θk.

Alors la condition de domination de l’estimateur Σ̂−1
a,c,r = aS+ + c r

(
tr{S}

)
S S+Q0/tr{S} sur

l’estimateur Σ̂−1
a = aS+ donnée dans le corollaire (3.6.2) est

0 ≤ c ≤ 2 θ (λ+ k − 2) {(n ∨ p) + 2 (n ∧ p)2 − 3 (n ∧ p) + 2 k − 3} − 2 a.

Remarquons que, pour que la borne supérieure de c reste positive, il est nécessaire que

0 < a ≤ θ (λ+ k − 2) {(n ∨ p) + 2 (n ∧ p)2 − 3 (n ∧ p) + 2 k − 3}

et donc qu’il n’y a amélioration que pour un intervalle de valeurs de a.
Maintenant, si V suit une loi gamma inverse de paramètre de forme λ > k−1 et de paramètre

d’échelle θ sa densité a pour forme

v 7→ θ−λ

Γ(λ)
e−γ/θ v

(
1

v

)λ+1

, (3.6.33)

et, pour k = 0, 1, ..., le moment d’ordre k est

µk = E[V k] =
Γ(λ− k)

Γ(λ)
θ−k.

Alors la condition de domination de l’estimateur Σ̂−1
a,c,r = aS+ + c r

(
tr{S}

)
S S+Q0/tr{S} sur

l’estimateur Σ̂−1
a = aS+ donnée dans le corollaire (3.6.2) est la suivante

0 ≤ c ≤ 2

θ (λ− k + 1)
{(n ∨ p) + 2 (n ∧ p)2 − 3 (n ∧ p) + 2 k − 3} − 2 a,

Remarquons que, pour que la borne supérieure de c reste positive, il est nécessaire que

0 < a ≤ 1

θ (λ− k + 1)
{(n ∨ p) + 2 (n ∧ p)2 − 3 (n ∧ p) + 2 k − 3}.

et donc qu’il n’y a amélioration que pour un intervalle de valeur de a.
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3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré des estimateurs alternatifs à aS+ de la forme aS+ +
c S G(S) pour la matrice de précision Σ−1 pour le modèle de mélange de lois de Wishart (1.4.1).
Sous une large classe de coûts (1.4.3) et grâce à une identité de type Stein-Haff (2.5.3), nous avons
développé des conditions sur c et G pour que les estimateurs de type Haff et Dey, qui sont des
estimateurs orthogonalement invariants, améliorent l’estimateurs usuels aS+. Nous avons aussi
donné des conditions de domination de l’estimateur de type Efron-Morris qui n’appartient pas
nécessairement à la classe des estimateurs orthogonalement invariants. Notons que nos résultats
sont valides dans les deux cas où la matrice de covariance empirique S est inversible ou singulière.
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CHAPITRE 4

ÉTUDE NUMÉRIQUE

Dans ce chapitre, nous poursuivons notre travail par une application où nous discutons les
résultats de domination basés sur des scénarios de simulations, ces derniers reposent sur certaines
lois fixées pour deux types d’estimateurs.

Pour évaluer la performance des estimateurs de type Haff et Dey que nous avons considéré
dans la section 3.4, nous effectuons des simulations de Monte-Carlo en générant 10000 répétitions
indépendantes à partir du modèle de mélange (1.4.1) où la matrice de covariance Σ est sous la
forme Σ = diag

(
bp−i+1, 1 ≤ i ≤ p

)
avec 0 < b < 3. Nous considérons deux lois différentes

de mélange : H qui est la loi de Dirac au point 1 et donc S suit la loi de Wishart Wp(n,Σ) ;
ensuite, H est la loi gamma inverse GI(9, 1/2). Dans ce qui suit, nous développons un rappel des
définitions des lois gamma et gamma-inverse, suivant le livre de Barra [Bar81].

Loi gamma
Une variable aléatoire positive V suit une loi gamma de paramètres α > 0 et β > 0, et

on note V ∼ Γ(α, β), si sa densité de probabilité par rapport à la mesure de Lebesgue sur R∗+ a
pour expression

v 7→ β−α

Γ(α)
e−v/βvα−1, (4.0.1)

où Γ(α) =
∫∞

0 vα−1 e−v dv est la fonction de gamma de Euler. Ici α est le paramètre de forme et
β est le paramètre d’échelle. La fonction caractéristique de cette densité est

t 7→ (1− itβ)−α (4.0.2)

et son moment d’ordre k est égal à :

µk = βk
Γ(α+ k)

Γ(α)
= βk(α+ k − 1)...α. (4.0.3)

Si V suit une loi Gamma Γ(α, β) alors la variable 1/V suit une loi dite Gamma Inverse
GI(α, 1/β) dont on précise la définition dans ce qui suit.
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Loi de gamma inverse
Une variable aléatoire V suit une loi gamma inverse de paramètres α > 0 et β > 0, et on

note V ∼ GI(α, β), si sa densité de probabilité de V par rapport à la mesure de Lebesgue sur
R+
∗ a pour expression :

v 7→ β−α

Γ(α)
e−γ/β v

(
1

v

)α+1

, (4.0.4)

où Γ(α) =
∫∞

0 vα−1 e−v dv est la fonction de gamma de Euler. Ici α est le paramètre de forme et
β est l’inverse du paramètre d’échelle. Le moment d’ordre k de cette loi est donné par la formule
suivante :

µk = γk
Γ(α− k)

Γ(α)
=

γk

(α− 1)...(α− k)
. (4.0.5)

La deuxième loi de mélange H que nous considérons dans les simulations est la loi gamma
inverse de paramètre de forme α = 9 et de paramètre d’échelle β = 2.

v 7→ 1

29 Γ(9)

1

v10
exp

(
− 1

2 v

)
,

pour laquelle nous avons besoin des moments µ−1 = 18 et µ−2 = 360. Pour les deux cas p ≤ n
et p > n, nous présentons dans les figures 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7, 4.8 et dans les tableaux
4.1, 4.4 le pourcentage d’amélioration (PRIAL 1) de l’estimateur alternatif Σ̂−1

a,c (de type Dey ou
Haff) par rapport à l’estimateur de référence Σ̂−1

a pour a = a∗, a−0 , a
+
0 (valeurs données dans la

proposition 3.3.1). Le PRIAL est défini par

PRIAL = 100×
Rk(Σ

−1, Σ̂−1
a )−Rk(Σ−1, Σ̂−1

a,c)

Rk(Σ−1, Σ̂−1
a )

.

Quant aux figures, nous allons tracer les PRIAL uniquement dans les deux cas où k = 0 et
k = 1, car nous n’avons pas eu d’amélioration importante pour les autres valeurs de k ; les
tableaux ci-dessous l’illustrent.

1. Percentage Reduction In Average Loss.
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Effet de la constante b sur les PRIAL pour Σ = diag
(
bp−i+1, 1 ≤ i ≤ p

)
.

Figure 4.1 – PRIAL des estimateurs de type Haff
et Dey pour a = a−0 = n− 2 p− 2.

Figure 4.2 – PRIAL des estimateurs de type Haff
et Dey pour a = a−0 = (n− 2 p− 2)µ−1/µ−2.

Figure 4.3 – PRIAL des estimateurs de type Haff
et Dey pour a = a∗ = n− p− 1.

Figure 4.4 – PRIAL des estimateurs de type Haff
et Dey pour a = a∗ = (n− p− 1)/µ−1.

Figure 4.5 – PRIAL des estimateurs de type Haff
et Dey pour a = a−0 = p− 2n− 2.

Figure 4.6 – PRIAL des estimateurs de type Haff
et Dey pour a = a−0 = (p− 2n− 2)µ−1/µ−2.

Figure 4.7 – PRIAL des estimateurs de type Haff
et Dey pour a = a∗ = p− n− 1.

Figure 4.8 – PRIAL des estimateurs de type Haff
et Dey pour a = a∗ = (p− n− 1)/µ−1.

Dans tous les cas, les PRIAL sont d’autant plus élevés que b est proche de 1 et ils sont
faibles lorsque les éléments diagonaux de Σ sont dispersés. Ceci est vérifié dans les deux cas loi
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de Wishart et mélange de lois de Wishart. Pour cette raison, nous considérons dans les tableaux
suivants le cas où b = 1, c’est à dire où Σ = Ip. Dans le tableau 4.1 (respectivement le tableau 4.2),
nous fournissons les PRIAL de l’estimateur de type Dey (respectivement de type Haff ) quand
S ∼ Wp(n, Ip), tandis que les tableaux 4.3 et 4.4 correspondent respectivement aux estimateurs
de types Dey et Haff, lorsque S suit le modèle (1.4.1) avec H = IG(9, 1/2). Outre les cas k = 0
et k = 1, nous considérons d’autres valeurs de k pour lesquels nous allons faire des commentaires
ci-dessous qui justifieront le fait que nous n’avons pas présenté les graphiques correspondants
ci-dessus.

n = 20 p = 45 n = 45 p = 20 n = 50 p = 120 n = 120 p = 50

k=0 a−0 21.97 57.16 19.02 63.60
a+

0 8.71 22.98 6.46 19.22
k=1 a∗ 11.07 11.02 4.50 4.50
k=2 a∗ 6.85 6.83 2.74 2.74
k=3 a∗ 0.45 0.45 0.06 0.06
k=6 a−0 2.75 2.75 0.42 0.42
k=7 a−0 3.74 3.74 0.57 0.57

Tableau 4.1 – PRIAL de l’estimateur de type Dey quand S ∼ Wp(n, Ip).

n = 20 p = 45 n = 45 p = 20 n = 50 p = 120 n = 120 p = 50

k=0 a−0 1.80 4.69 0.60 2.00
k=1 a∗ 46.47 46.66 42.39 42.45
k=2 a∗ 8.95 4.05 3.82 1.60
k=3 a∗ 0.23 0.23 0.03 0.03
k=6 a−0 1.63 1.63 0.25 0.25
k=7 a−0 2.21 2.22 0.33 0.33

Tableau 4.2 – PRIAL de l’estimateur de type Haff quand S ∼ Wp(n, Ip).

n = 20 p = 45 n = 45 p = 20 n = 50 p = 120 n = 120 p = 50

k=0 a−0 19.57 50.43 16.87 71.57
a+

0 7.67 19.76 5.76 16.36
k=1 a∗ 8.78 8.56 3.47 3.47
k=2 a∗ 4.86 4.79 1.87 1.94
k=3 a∗ 0.25 0.25 0.03 0.03
k=6 a−0 1.38 1.25 0.20 0.16
k=7 a−0 0.20 0.28 0.27 0.28

Tableau 4.3 – PRIAL de l’estimateur de type Dey quand S ∼ Wp(n, V Ip) avec V ∼ IG(9, 1/2).
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n = 20 p = 45 n = 45 p = 20 n = 50 p = 120 n = 120 p = 50

k=0 a−0 1.62 4.18 0.53 1.66
k=1 a∗ 33.79 36.50 33.32 31.09
k=2 a∗ 2.61 1.04 2.61 1.04
k=3 a∗ 0.01 0.01 0.01 0.01
k=6 a−0 0.41 0.59 0.11 0.11
k=7 a−0 0.78 0.88 0.17 0.16

Tableau 4.4 – PRIAL de l’estimateur de type Haff quand S ∼ Wp(n, V Ip) avec V ∼ IG(9, 1/2).

D’après ces tableaux, nous pouvons voir que les PRIAL les plus grands sont obtenus lorsque
k = 0 pour l’estimateur de type Dey et lorsque k = 1 pour l’estimateur de type Haff. Pour les
autres valeurs de k (c’est-à-dire k = 3, 6 et 7), les PRIAL sont très faibles, tandis que pour k = 2
ils ne sont que légèrement meilleurs.
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CHAPITRE 5

SUR L’HOMOGÉNÉITÉ D’ORDRE −2 DES ESTIMATEURS

AMÉLIORÉS

5.1 Introduction

Remarquons que les estimateurs améliorés dans le contexte de la loi de Wishart dans la

littérature, qui sont homogènes d’un certains degré, tels les estimateurs de type Haff et Dey, sont,

de fait, homogènes de degré −2. Ceci semble ainsi être le cas le plus important. Il est imaginable

que des estimateurs d’autre degré d’homogénéité soient des estimateurs dominants, mais, bien

que nous n’ayons pas de démonstration formelle de ce fait, de tels estimateurs sont probablement

moins intéressants et moins utiles. Ceci, dans un certain sens, est analogue au cas de l’estimation

d’un vecteur multidimensionnel de moyenne où pratiquement tous les estimateurs améliorés dans

la littérature, qui présentent une homogénéité, ont le même degré d’homogénéité que l’estimateur

de James-Stein. C’est ce dernier phénomène que nous étudions, dans ce chapitre, en considérant

des estimateurs de type James-Stein où le degré d’homogénéité du terme correcteur est différent

de −2. Plus précisément, soit X un vecteur aléatoire qui suit la loi normale p−dimensionnelle

Np(θ, I), de vecteur moyenne inconnu θ et de matrice de covariance l’identité I. Nous estimons

θ sous le coût quadratique classique

L(θ, d) = ‖d− θ‖2 (5.1.1)
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et son risque associé

R(θ, δ(X)) = Eθ(‖δ(X)− θ‖2) , (5.1.2)

où Eθ désigne l’espérance par rapport à la loi Np(θ, I).

Nous considérons les estimateurs de la forme

δa,b(X) =
(
1− a/‖X‖2b

)
X, (5.1.3)

où a > 0 et b > 0. Nous allons monter dans la section 5.2 que, si b ≥ 1 et si p est suffisamment

grand dépendant de b (p ≥ p(b)), de tels estimateurs sont minimax et améliorent l’estimateur

sans biais δ0(X) = X pour certains valeurs de a (0 < a < a(p, b)). Par exemple, lorsque b = 2,

si p > 6 et 0 < a < 2 (p − 4) (p − 6), l’estimateur (5.1.3) domine X. De même, la domination

est valable pour b = 3, lorsque p > 10 et 0 < a < 2 (p − 6) (p − 8) (p − 10). En revanche, nous

montrerons également qu’une telle amélioration ne tient pas pour b < 1.

James et Stein [JS61] ont montré que pour b = 1, p ≥ 3 et 0 < a < 2 (p − 2), l’estimateur

(5.1.3) domine X, et donc est minimax. De plus, a = p− 2 est le choix optimal dans la mesure

où il minimise le risque de l’estimateur de la forme (5.1.3). La méthode typique pour prouver ce

résultat est de construire un estimateur sans biais de la différence des risques entre δa,b(X) et

X (voir Stein [Ste81]), on montre ensuite que cet estimateur est toujours négatif et donc que la

différence des risques est négative.

Plus précisément, et d’une manière générale, si l’on considère des estimateurs de la forme

δ(X) = X + g(X), le résultat de Stein donne (à condition que g(·) soit faiblement différentiable

et que les risques soient finis) :

R(θ,X + g(X))−R(θ,X) = Eθ[‖g(X)‖2 + 2 divg(X)], (5.1.4)

où divg(X) est la divergence faible de g(X).

Ainsi, puisque son espérance donne la différence des risques, un estimateur sans biais de cette

différence est ‖g(X)‖2+2 divg(X). Il s’avère que cette estimation de la différence des risques n’est

pas toujours négative (elle change de signe) pour l’estimateur (5.1.3) lorsque b 6= 1 et donc que

la preuve classique doit être modifiée. Un exemple où la domination du risque peut être établie
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lorsque l’estimateur sans biais de la différence des risques change de signe est donné dans Shao et

Strawderman [SS94] où une classe d’estimateurs dominant la partie positive de l’estimateur de

James-Stein est proposée. À notre connaissance, les estimateurs de la forme (5.1.3) n’ont pas été

étudiés dans la littérature pour b 6= 1. Ils font l’objet de l’article Boukehil, Fourdrinier, Mezoued

et Srawderman[BFMS21c].

5.2 Résultats de domination

Nous donnons dans le lemme suivant, l’estimateur sans biais de la différence des risques entre

δa,b(X) un estimateur de la forme (5.1.3) et X.

Lemme 5.2.1

Supposons que max(2 b− 1, b) < p/2. Un estimateur sans biais de la différence des risques entre

les estimateurs δa,b(X) dans (5.1.3) et X est

a2/Y 2b−1 − 2 a (p− 2 b)/Y b (5.2.1)

où Y = ‖X‖2, au sens où cette différence des risques s’écrit

Eθ[a
2/Y 2b−1 − 2 a (p− 2 b)/Y b] (5.2.2)

La preuve découle d’une application directe de l’estimateur sans biais de la différence des risques

donnée dans (5.1.4) et du fait que Y = ‖X‖2 suive une loi du chi-deux non centrée à p degrés de

liberté et de paramètre de décentralisation ‖θ‖2/2. L’inégalité impliquant b soit max(2 b−1, b) <

p/2, garantit que la différence des risques existe et qu’elle est finie.

Notons que si b = 1 alors 2 b − 1 = b. Dans ce cas, le terme intégrant dans (5.2.2) est égal

à
(
a2 − 2 a (p − 2)

)
/Y et, puisque Y > 0, l’estimateur sans biais de la différence des risques, et

donc la différence des risques elle-même, est négative si 0 < a < 2 (p − 2) et p > 2. Il s’agit du

célèbre résultat de James et Stein [JS61].

En revanche, dans tous les autres cas (b 6= 1), l’estimateur sans biais de la différence des

risques, change de signe et la preuve habituelle échoue. Néanmoins, (5.2.2) permet une discussion

sur la domination telle que donnée dans le résultat principal ci-dessous.
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À cette fin, les deux lemmes techniques suivants sont utiles. Une version du résultat suivant

est utilisée pour prouver l’admissibilité des tests pour les familles exponentielles avec des régions

d’acceptation convexes.

Lemme 5.2.2

Soit Y une variable aléatoire réelle de densité pθ de la forme pθ(y) = c(θ) exp(θy) par rapport

à une mesure σ-finie µ, d’espace de paramètres naturel ]c0,∞[ et telle que µ(]A,∞[) > 0 pour

tout A > 0. Alors

a. limθ→∞ Pθ[Y > A] = 1 pour tout A > 0.

et

b. limθ→∞Eθ[g(Y )] =∞ pour toute fonction positive croissante g(·) telle que limy→∞ g(y) =

∞.

Preuve

Soient δ un point intérieur fixe de l’espace naturel des paramètres ]c0,∞[, ε > 0 et θ > δ.

Alors

Pθ[Y ≤ A]

Pθ[Y > A]
=

∫ A
−∞ exp(θy)µ(dy)∫∞
A exp(θy)µ(dy)

=

∫ A
−∞ exp

(
(θ − δ) y

)
exp(δy)µ(dy)∫∞

A exp((θ − δ) y)exp(δy)µ(dy)

≤
∫ A
−∞ exp

(
(θ − δ) y

)
exp(δy)µ(dy)∫∞

A+ε exp((θ − δ) y)exp(δy)µ(dy)

≤
exp
(
(θ − δ)A)

)
exp((θ − δ)(A+ ε))

∫ A
−∞ exp(δy)µ(dy)∫∞
A+ε exp(δy)µ(dy)

= exp
(
(δ − θ) ε)

) Pδ[Y ≤ A]

Pδ[Y > A+ ε]
.

Cette dernière expression tend vers 0 lorsque θ tend vers l’infini pour chaque ε et A fixés. Cela

donne lieu à la partie a du lemme puisque Pθ[Y ≤ A] + Pθ[Y > A] = 1.

Par propriétés de positivité et de monotonie de la fonction g(·), nous avons Eθ[g(Y )] ≥

g(A)Pθ[Y > A]. Cela donne la partie b puisque, grâce à limy→∞ g(y) =∞, ce dernier terme peut

être rendu arbitrairement grand, soit supérieur à M , en choisissant A suffisamment grand, soit

g(A) > 2M , et en choisissant ensuite θ suffisamment grand pour que Pθ[Y > A] > 1/2 (grâce à

la partie a).
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Lemme 5.2.3

Soit Y une variable aléatoire de loi du chi-deux non centrée à p degrés de liberté et de para-

mètre de décentralisation λ. Alors la fonction h(λ) = Eλ[1/Y b]/Eλ[1/Y c] est finie, strictement

croissante (resp. décroissante) et tend vers ∞(respectivement 0) quand λ tend vers ∞ lorsque

p/2 > c > b (resp. p/2 > b > c).

Preuve

Supposons que p/2 > c > b. Notons que, grâce à la représentation de Poisson d’une loi

non centrée du chi-deux, à p degrés de liberté, en termes de lois du chi-deux centrée, on a

h(λ) =
EKλ [EX [1/Xb

p+2K |K]]

EKλ [EX [1/1/Xc
p+2K |K]]

,

où Xp+2K |K ∼ χ2
p+2K et K ∼ Poisson(λ). Posant A(K, a) = EX

[
1/Xa

p+2K |K
]
, la fonction h(λ)

peut être exprimée comme suit

h(λ) =
Eλ[A(K, b)]

Eλ[A(K, c)]
= E∗λ

[
A(K, b)

A(K, c)

]
,

où E∗λ représente l’espérance par rapport à la famille exponentielle discrète des densités

p∗λ(k) ∝ (λk/k!)
A(k, c)

EKλ [A(K, c)]
.

Par hypothèse sur c et b, la fonction A(K, b)/A(K, c) est croissante en K de sorte que, par

propriété de vraisemblance monotone croissante en λ de la loi non centrée du chi-deux de Y ,

h(λ) est strictement croissante en λ. De plus, puisque A(K, b)/A(K, c) a pour limite ∞ lorsque

K tend vers ∞ quand c > b, la première partie du lemme découle du lemme 5.2.2. Les inégalités

p/2 > c > b assurent la finitude de toutes les espérances. La preuve pour le cas p/2 > b > c est

similaire.

Théorème 5.2.1

Soit Y = ‖X‖2. On dispose les deux résultats suivants.

a. Pour b < 1 aucun estimateur de la forme (5.1.3) ne domine X pour toute dimension p.
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b. Pour b > 1 et p > 2 (2 b− 1), l’estimateur (5.1.3) domine X et donc est minimax pour

0 < a < 2 (p− 2b)
E0[1/Y b]

E0[1/Y 2b−1]
.

Preuve

Il découle du lemme 5.2.1 que la différence des risques est négative si toutes les espérances

sont finies et si a2 − 2 a (p − 2 b)Eλ[1/Y b]/Eλ[1/Y 2b−1] < 0 ou, de manière équivalente, si

a2 − 2 a (p− 2 b)E∗λ[Y b−1] < 0 pour tout λ ≥ 0
(
en utilisant la notation de la preuve du lemme

(5.2.3)
)
.

Pour la partie a, notons que, puisqueX est admissible quand p = 1 ou 2, nous avons p−2 b > 0

pour tout p > 2. Ceci implique que a > 0 pour tout estimateur amélioré. Cependant, d’après le

lemme 5.2.3, puisque E∗λ[Y b−1] se rapproche de 0 lorsque λ se rapproche de∞ (puisque b−1 < 0)

aucune valeur positive de a ne satisfait à la condition ci-dessus. Ceci prouve la partie a.

Pour prouver la partie b, l’hypothèse que b > 1 implique que 2 b − 1 > b, de sorte que

toutes les espérances impliquées dans la différence des risques sont finies lorsque p > 2 (2 b− 1).

En outre, la différence des risques est négative pour tous les λ à condition que 0 < a < 2 (p −

2 b)E0[1/Y b]/E0[1/Y 2b−1] puisque la fonction Eλ[1/Y b]/Eλ[1/Y 2b−1] est croissante en λ d’après

le lemme 5.2.3. Ceci prouve la partie b.

Notons que, puisque les moments d’ordre négatif d’une loi du chi-deux centrée ont une forme

simple, soit E
[

1/
(
χ2
p

)b]
= 1/[(p − 2)(p − 4) . . . (p − 2 b)], les conditions de domination des

estimateurs minimax données par le théorème 5.2.1 peuvent être exprimées sous la forme des

inéquations suivantes :

— pour b = 2, les conditions sont p > 6 et

0 < a < 2 (p− 4)
E[1/Y 2]

E[1/Y 3]
= 2 (p− 4)

(p− 2) (p− 4) (p− 6)

(p− 2) (p− 4)
= 2 (p− 4) (p− 6) ;

— pour b = 3, elles sont p > 10 et

0 < a < 2 (p− 4)
E[1/Y 3]

E[1/Y 5]
= 2 (p− 6) (p− 8) (p− 10) ;
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— de même, pour b = 4, elles sont p > 14 et

0 < a < 2 (p− 8) (p− 10) (p− 12) (p− 14) .

5.3 Extensions

Dans cette section, nous considérons quelques extensions du résultat principal. L’extension

à X ∼ Np(θ, σ2I) est relativement directe. L’estimation sans biais de Stein de la différence de

risque pour un estimateur de θ de la forme X+σ2 g(X) est σ4
(
‖g(X)‖2 +2divg(X)

)
. Une version

du résultat principal pour ce cas lorsque σ est connu est donnée dans le théorème suivant.

Théorème 5.3.1

Soient X ∼ Np(θ, σ
2I) avec σ connu et δa,b(X) =

(
1− a σ2/‖X‖2b

)
X. Sous la fonction de

coût donnée par (5.1.1), nous avons les deux résultats suivants.

a. Pour b < 1 aucun estimateur de la forme ci-dessus ne domine X pour toute dimension p.

b. Pour b > 1 et p > 2 (2 b− 1), l’estimateur ci-dessus domine X et est minimax pour

0 < a < 2 (p− 2 b) (σ2)b−1 E0[1/Y b]

E0[1/Y 2b−1]
,

où Eθ désigne l’espérance par rapport à X ∼ Np(θ, σ2I) et où Y suit une loi du chi-deux centrée

à p degrés de liberté.

Notons qu’une forme équivalente, et un peu plus naturelle, de l’estimateur amélioré donné

par la partie b est (1− a (σ2)b/‖X‖2b)X pour 0 < a < 2 (p− 2 b)E0[1/Y b]/E0[1/Y 2b−1].

Preuve

La preuve suit de près celle du théorème 5.2.1. La preuve de la partie a est essentiellement

inchangée.

La preuve de la partie b utilise la forme ci-dessus de l’estimation sans biais de la différence

de risque, ce qui donne un estimateur amélioré si toutes les espérances sont finies et si, pour tous

les θ,

a2 − 2 a (p− 2 b)Eθ[1/(‖X‖2)b]/Eθ[1/(‖X‖2)2b−1] < 0 .

Puisque Y = ‖X‖2/σ2 suit une loi du chi-deux non centrée à p degrés de liberté et de paramètre de
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décentralisation λ = ‖θ‖2/2σ2, cette condition devient (avec un changement évident de notation)

0 < a < 2 (p− 2b) (σ2)b−1Eλ[1/Y b]/Eλ[1/Y 2b−1]

pour tout λ. D’après le lemme 5.2.3, le rapport des espérances est croissant en λ, et la condition

est donc valide si

0 < a < 2 (p− 2b) (σ2)b−1E0[1/Y b]/E0[1/Y 2b−1] ,

ce qui est la condition donnée pour a. La finitude du risque découle des conditions sur b.

Comme extension des estimateurs de type James-Stein, on considère des estimateurs la forme

de Baranchik (voir [Bar70]), soit

δa,b,r(X) =
(
1− a σ2 r

(
‖X‖2

)
/
(
‖X‖2)b

)
X.

où r est une fonction de R+ dans R+.

Théorème 5.3.2

Soit X ∼ Np(θ, σ2I) avec σ connu. Soit δa,b,r(X) =
(
1 − a σ2 r

(
‖X‖2

)
/
(
‖X‖2)b

)
X où r(·)

est une fonction absolument continue de R+ dans R+. Pour b > 1, p > 2 (2 b− 1) et

0 < a < 2 (p− 2 b) (σ2)b−1 E0[1/Y b]

E0[1/Y 2b−1]
,

où Y = ‖X‖2 suit une loi du chi-deux centrée à p degrés de liberté, l’estimateur δa,b,r(X) domine

X et est minimax sous la fonction de coût donnée par (5.1.1) dès que 0 ≤ r(t) ≤ 1 et r′(t) ≥ 0.

Preuve

Une application directe de l’estimation sans biais de la différence des risques de Stein

donne

∆(θ) = R
(
θ, δa,b,r(X)

)
−R(θ,X)

= a σ4Eθ

[
a
r2(‖X‖2)

‖X‖2(2b−1)
− 2 (p− 2 b)

r(‖X‖2)

‖X‖2b
− 4

r′(‖X‖2)

‖X‖2(b−1)

]
≤ a σ4Eθ

[
r(‖X‖2)

{
a

‖X‖2(2b−1)
− 2 (p− 2 b)

‖X‖2b

}]
,

où la dernière inégalité vient du au fait que r′(t) ≥ 0 et r2(t) ≤ r(t) par les conditions sur r(·).
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Puisque la fonction r(·) est croissante et que le terme entre crochets change de signe une seule

fois en passant du positif au négatif en le point ‖X‖20 =
(
a/2 (p− 2b)

)1/(b−1), il s’ensuit que

∆(θ) ≤ a σ4 r
(
‖X‖20

)
Eθ

[
a

‖X‖2(2b−1)
− 2 (p− 2 b)

‖X‖2b

]
≤ 0 ,

par la partie b du théorème 5.3.1.

Le cas X ∼ Np(θ, σ2I) où le paramètre d’échelle σ est inconnu peut également être considéré.

Ci-dessous Eθ,σ désignera l’espérance par rapport à la loi Np(θ, σ2I).

Corollaire 5.3.1

Soit X ∼ Np(θ, σ2I) avec σ inconnu et soit S/σ2 ∼ χ2
k indépendant de X. Soit δa,b(X,S) =(

1− a
(
S/‖X‖2

)b)
X et soit la fonction de coût soit donnée par (5.1.1). Alors, pour b > 1 et

p > 2 (2 b− 1), l’estimateur ci-dessus domine X pour

0 < a < 2 (p− 2 b)Cb,k
E0[1/Y b]

E0[1/Y 2b−1]
,

où Y suit une loi du chi-deux centrée à p degrés de liberté et où Cb,k = E
[(
χ2
k

)b]/
E
[(
χ2
k

)2b].
Preuve

En écrivant l’estimateur sous la forme δa,b(X,S) =
(

1− a σ2 (S/σ2)Sb−1
(
1/‖X‖2

)b)
X,

et en utilisant le résultat de Stein, la différence des risques peut être exprimée comme suit :

∆(θ, σ) = R
(
θ, δa,b(X)

)
−R(θ,X)

= σ4Eθ,σ

[
a2 S2b/σ4

‖X‖2(2b−1)
− 2 (p− 2 b) a

Sb/σ2

‖X‖2b

]
= a σ2Eθ,σ

[
a

(
S/σ2

)2b(
‖X‖2/σ2

)2b−1
− 2 (p− 2 b)

(
S/σ2

)b(
‖X‖2/σ2

)b
]

= a σ2E
[(
χ2
k

)2b]
Eθ,σ

[
a(

‖X‖2/σ2
)2b−1

− Cb,k
2 (p− 2 b)(
‖X‖2/σ2

)b
]
,

puisque S/σ2 ∼ χ2
k est indépendant de ‖X‖2/σ2 ∼ χ2

p(‖θ‖2/2σ2). Il s’ensuit, en utilisant l’argu-

ment du théorème 5.2.1, que cette différence des risques est négative si les conditions du théorème

sont satisfaites.

Ce résultat peut également être étendu aux estimateurs de type Baranchik.
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Corollaire 5.3.2

Soit X ∼ Np(θ, σ2I) avec σ inconnu et soit S/σ2 ∼ χ2
k indépendant de X. Soit la fonction

de coût soit donnée par (5.1.1). Nous avons les deux résultats suivants.

a. Soit δa,b,r(X,S) = (1−ar(‖X‖2)(S/‖X‖2)b)X, où r(·) satisfait les conditions du théorème

5.3.2 et où p, b, et a satisfont les conditions de la partie b du théorème 5.3.1. Alors δa,b,r(X,S)

domine X.

b. De même, sous les mêmes conditions, δ∗a,b,r(X,S) = (1−ar(‖X‖2/S)(S/‖X‖2)b)X domine

X.

Preuve

En suivant la preuve du Corollaire 5.3.1, et en utilisant les méthodes du Théorème 5.3.2

pour éliminer le terme impliquant r′(‖X‖2), un majorant de la différence des risques est donné

par

∆(θ, σ) = R
(
θ, δa,b,r(X)

)
−R(θ,X)

≤ a σ2E
[(
χ2
k

)2b]
Eθ,σ

[
r(‖X‖2)

{
a(

‖X‖2/σ2
)2b−1

− Cb,k
2 (p− 2 b)(
‖X‖2/σ2

)b
}]

,

avec Cb,k donné dans le Corollaire 5.3.1. Par conséquent, cette différence des risques est négative

si

0 < a < 2 (p− 2 b)Cb,k Eθ,σ

[
r(‖X‖2)(
‖X‖2/σ2

)b
]/

Eθ,σ

[
r(‖X‖2)(
‖X‖2/σ2

)2b−1

]
.

Mais, posant Y = ‖X‖2/σ2, nous pouvons exprimer et minorer le dernier rapport des espérances

comme suit :

Eθ,σ[r(σ2Y )/Y b]/Eθ,σ[r(σ2Y )/Y 2b−1] ≥ Eθ,σ[1/Y b)]/Eθ,σ[1/Y 2b−1] ≥ E0,1[1/Y b)]/E0,1[1/Y 2b−1] ,

en utilisant un argument de rapport de vraisemblance monotone. Ceci prouve la partie a.

De même, pour prouver la partie b, on peut écrire

∆(θ, σ) = R
(
θ, δ∗a,b,r(X)

)
−R(θ,X)

≤ a σ2Eθ,σ

[
r(Y/S)

{
a

(Y/S)2b−1
− 2 (p− 2 b)

(Y/S)b

}]
.
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Par conséquent, la différence de risque est négative si

0 < a < Eθ,σ[r(Y/S)/(Y/S)b]/Eθ,σ[r(Y/S)/(Y/S)2b−1] .

Encore une fois, un argument de rapport de vraisemblance monotone montre que

Eθ,σ[r(Y/S)/(Y/S)b]/Eθ,σ[r(Y/S)/(Y/S)2b−1] ≥ Eθ,σ[1/(Y/S)b]/Eθ,σ[1/(Y/S)2b−1]

≥ Cb,kE0[1/Y b]/E0[1/Y 2b−1] ,

d’après le lemme 5.2.3 puisque b < 2 b− 1 < p/2. Cela donne la partie b.

5.4 Une propriété d’optimalité uniforme de l’estimateur de James-

Stein

Le résultat suivant étend une propriété d’optimalité bien connue de l’estimateur de James-

Stein à la grande classe d’estimateurs de la forme (5.1.3) avec b ≥ 1.

Théorème 5.4.1

Soit X ∼ Np(θ, I) et soit la fonction de coût donnée par (5.1.1). Alors, pour tout p ≥ 3,

l’estimateur usuel de James-Stein δp−2,1(X) =
(

1− (p− 2)/‖X‖2
)
X est le meilleur estimateur

uniformément dans la classe de tous les estimateurs de la forme (5.1.3) avec b ≥ 1.

Preuve

Nous supposons dans les calculs ci-dessous que, pour chaque p ≥ 3 pour lequel nous

comparons les risques, le risque de δa,b(X) est fini (c’est-à-dire que max(2 b − 1, b) < p/2).

Sinon, l’estimateur de James-Stein est clairement meilleur. D’après les calculs du lemme 5.2.1,

la différence de risque (5.1.4) entre les estimateurs δa,b(X) et δp−2,1(X) est égale à

R(θ, δa,b(X))−R(θ, δp−2,1(X)) = Eθ

[
a2/Y 2b−1 − 2 a (p− 2 b)/Y b

]
+ (p− 2)2Eθ [1/Y ] ,

où Y = ‖X‖2 et où Eθ est l’espérance par rapport à χ2
p

(
‖θ‖2/2

)
. Nous montrons que cette

expression est positive pour tout b > 1 et pour tout a. Pour b = 1, le résultat classique donne
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a = p − 2 comme valeur optimale. Pour tout 1 < b < 2 b − 1 < p/2 l’expression ci-dessus est

finie et la valeur minimale de l’expression quadratique en a pour tout θ fixé est réalisée pour

a = (p− 2 b)E[1/Y b]/E[1/Y 2b−1] et prend la valeur

A = −(p− 2 b)2

(
Eθ[1/Y

b]
)2

Eθ[1/Y 2b−1]
+ (p− 2)2Eθ[1/Y ] .

Pour compléter la preuve, il suffit de montrer que A > 0, ce qui est équivalent à

Eθ[1/Y
2b−1]Eθ[1/Y ](

Eθ[1/Y b]
)2 >

(p− 2 b)2

(p− 2)2
.

Or le membre gauche de l’inégalité ci-dessus est supérieur ou égal à 1 puisque, par inégalité de

covariance,
Eθ[1/Y

2b−1]

Eθ[1/Y b]

Eθ[1/Y ]

Eθ[1/Y b]
= E∗θ [1/Y b−1]E∗θ [Y b−1] ≥ 1 ,

où, fθ(y) étant la densité de χ2
p

(
‖θ‖2/2

)
, l’espérance E∗θ est prise par rapport à la densité pro-

portionnelle à fθ(y) y−b. Par conséquent, comme (p− 2 b)2/(p− 2)2/ < 1 si b > 1, la preuve est

achevée.

Il est facile d’étendre ce résultat au cas X ∼ N (θ, σ2I). Il est intéressant de noter que le

résultat n’étend pas l’optimalité à toutes les valeurs de b, et en fait un tel résultat n’est pas

vrai. En particulier si b = 0, les estimateurs sont de la forme (1− a)X qui sont des estimateurs

de Bayes propre et ils sont admissibles pour tout p si 0 ≤ a < 1, et donc, ne peuvent pas être

dominés par l’estimateur inadmissible de James-Stein. Cependant, comme montré ci-dessus, de

tels estimateurs ne peuvent pas être minimax lorsque b < 1 (à moins, bien sûr, que a = 0).
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CHAPITRE 6

CONCLUSION

Dans cette thèse nous nous sommes intéressés au problème d’estimation de la matrice de
précision Σ−1 de dimension p× p du modèle de mélange de lois de Wishart{

S | V ∼ Wp(n, V Σ)
V ∼ H(·)

où Wp(n, V Σ) représente la loi de Wishart à n degrés de liberté et de matrice de variance-
covariance V Σ et où H(·) est une loi de mélange définie sur R+. Pour les estimateurs usuels de
la forme

Σ−1
a = aS+,

où a est une constante positive et S+ est l’inverse de Moore-Penrose de la matrice de covariance
empirique S, nous avons donné sous le coût

Lk{Σ−1, Σ̂−1} = tr[{Σ̂−1 − Σ−1}2 Sk],

des valeurs optimales a∗ de a pour k = 1, 2 et 3 et des valeurs "raisonnables" a0 pour lesquelles
les estimateurs Σ−1

a0 vérifient certaines propriétés importantes pour k = 0 et k ≥ 4. Nous avons
montré que ce type d’estimateurs n’est pas admissible, en proposant des estimateurs alternatifs
dominant aS+ de la forme générale

Σ̂−1
a,c = aS+ + c S G(S),

où a et c sont des constantes positives, S+ est l’inverse de Moore-Penrose de S et G(S) est une
fonction matricielle de dimension p×p homogène de degré α. Grâce à l’identité de type Stein-Haff
qui a été établie par Fourdrinier, Haddouche et Mezoued [FHM21], nous avons fourni, dans une
approche unifiée des deux cas où la matrice S est inversible (p ≤ n) et singulière (n < p), un
estimateur sans biais de la différence de risque entre Σ̂−1

a et Σ̂−1
a,c à travers les moments de la loi

de mélange H, soit

δ(G) = c2 µk+2α+2 tr{S̃k[S̃ G(S̃)]2}
+ 2 c

[
aµk+α − µk+α+1(n− (n ∧ p)− 1)

]
tr{S̃+ S̃k+1G(S̃)}

− 4 c µk+α+1 tr{S̃+ S̃ DS̃ {G
>(S̃) S̃k+1}},
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où S̃ = S/V et où µβ est le moment d’ordre β de la loi H. En explicitant des conditions
de négativité de cet estimateur, nous avons donné des résultats de domination sur l’estimateur
aS+, où a correspond à une constante optimale ou raisonnable, des estimateurs orthogonalement
invariants de type Haff et Dey et d’un estimateur de type Efron-Morris qui n’appartient pas
nécessairement à la classe des estimateurs orthogonalement invariant.

Nous avons construit une classe d’estimateurs plus grande en modifiant le terme correcteur
de l’estimateur Σ̂−1

a,c, ces estimateurs ont la forme

Σ̂−1
a,c,r = aS+ + c r

(
tr{S}

)
S G(S) ,

où c est une constante positive, r est une fonction réelle etG(S) est une fonction homogène d’ordre
α = −2 qui peut être ou non orthogonalement invariante. Nous avons donné des conditions sur c,
r et G pour que cet estimateur améliore l’estimateur aS+. Finalement, pour illustrer les résultats
théoriques obtenus dans ce travail, nous avons effectué des simulations numériques pour deux
choix de loi de mélange H : une loi de Dirac et une loi gamma inverse.

Dans tous nos exemples d’estimateurs amélioré, c’est l’homogénéité de degré −2 qui inter-
vient. Aucun estimateur où ce degré d’homogénéité diffère de −2 n’a pu être exhibé. Le fait
que −2 soit le degré d’homogénéité adéquat a été établi pour le problème de l’estimation de la
moyenne d’une loi normale multidimensionnelle.

Dans notre travail la matrice de covariance Σ est considérée inversible. Récemment, Chételat
et Wells [CW16] se sont intéressés à l’estimation de la matrice de précision d’un modèle normal
multivarié dont la matrice de covariance Σ est singulière. Ils ont utilisé la fonction de coût qui
coïncide avec L0, soit

L{Σ+, Σ̂+} = tr[{Σ̂+ − Σ+}2],

où Σ+ est l’inverse de Morre-Penrose de la matrice Σ et où Σ̂+ estime Σ+. Nous envisageons
d’élargir le travail de Chételat et Wells en considérant notre modèle de mélange de lois de Wishart
au travers des autres fonctions de coût (L1, L2, ...).

Rappelons aussi que, dans notre travail, la variable de mélange V est une variable aléatoire
réelle positive. Haff, Kim, Koo et Richards [HKKR11] ont présenté un modèle de mélange de lois
de Wishart où la variable V de mélange est une matrice définie positive. Il serait intéressant de
prolonger directement cette thèse dans un tel contexte.
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ANNEXE A

LEMMES IMPORTANTS

Dans cette partie, nous rappelons les lemmes A.1, A.2 et A.3 qui ont été énoncés et/ou
établis par Fourdrinier, Haddouche et Mezoued [FHM21] et nous donnons d’autres lemmes que
nous avons utilisés dans ce travail.

Lemme A.1
Soient A,B et C des fonctions matricielles d’une matrice S symétrique de dimension p× p.

Supposant que toutes les dérivées partielles existent, on a

tr{A (C DS)>B>} = tr{C (ADS)>B}. (A.1)

où DS est l’opérateur différentiel de Haff défini dans (2.5.4).

Lemme A.2
Pour toute fonction matricielle diagonale de L, Φ(L) = diag(φi(L))1≤i≤n∧p, nous avons

(H1H
>
1 DS)>{H1 Φ(L)H>1 } = DS {H1 Φ(L)H>1 } −

1

2

(
p− (n ∧ p)

)
H1 L

−1 Φ(L)H>1 . (A.2)

Lemme A.3
Soit G = H1ΨHT

1 où Ψ = Ψ(L) = diag
(
ψ1(L), . . . , ψn∧p(L)

)
est une matrice diagonale de

dimension (n ∧ p)× (n ∧ p). Alors SS+G = G et

Ds{SS+G} = Ds{H1ΨHT
1 } = H1Ψ(1)HT

1 +
1

2
tr
(
L−1Ψ

)
(Ip −H1H

T
1 ) (A.3)

où Ψ(1) est une matrice (n ∧ p)× (n ∧ p) diagonale telle que

ψ
(1)
i =

1

2
(p− (p ∧ n))

ψi
li

+
∂ψi
∂li

+
1

2

p∧n∑
j 6=i

ψi − ψj
li − lj

.

Nous avons établi les lemmes suivants.
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Lemme A.4
Pour tout k ∈ R et m ∈ R, on a

tr{Lk+m} ≤ tr{Lk} tr{Lm}. (A.4)

si km ≥ 0, nous avons
tr{Lk} tr{Lm} ≤ (n ∧ p) tr{Lk+m}. (A.5)

Preuve
on obtient le premier résultat immédiatement grâce à l’inégalité suivante

p∧n∑
i=1

lk+m
i =

p∧n∑
i=1

lki l
m
i ≤

p∧n∑
i=1

lki

p∧n∑
j=1

lmj .

Le deuxième résultat vient de l’inégalité de covariance.

Lemme A.5
Soit A une matrice de taille p× p admettant une racine carré c’est-à-dire telle que l’on peut

écrire A = A1/2A1/2 et L soit une matrice diagonale comme dans (1.3.12). Alors

tr{Lk−1A} ≥ tr{Lk A}
tr{L}

. (A.6)

Preuve
Pour tout vecteur x de dimension (n ∧ p)× 1, on a

x>A
1
2 Lk−1A

1
2 x = (A

1
2 x)>Lk−1(A

1
2 x) =

n∧p∑
j=1

lki
li

(A
1
2 x)2

i ≥
n∧p∑
j=1

lki∑n∧p
j=1 li

(A
1
2 x)2

i

= x>
A

1
2 Lk A

1
2

tr{L}
x.

Ceci donne l’inégalité matricielle suivante

A
1
2 Lk−1A

1
2 ≥ A

1
2 Lk A

1
2

tr{L}
.

En prenant la trace des deux membres de l’inégalité précédente, on obtient

tr{Lk−1A} ≥ tr{Lk+A}
tr{L}

.

Lemme A.6
Soit A est une matrice semi-définie positive de dimension p × p et soit Q∗0 une matrice de

projection de dimension p× p comme dans (3.6.1). Alors

tr{A} ≥ tr{Q∗0A} ≥ 0.
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Preuve
Nous avons

tr{A} = tr{Q∗0A}+ tr{[Ip −Q∗0]A}. (A.7)

Soit A = RDR> la décomposition en valeur singulière de A telle que D = diag(d1, d2, ..., dp)
où di ≥ 0 sont les valeurs singulières de A pour 1 ≤ i ≤ p et où R est la matrice des vecteurs
propres associés. Soit Q∗0 = Q1Q

>
1 où Q1 est une matrice de dimension p× q où q est le nombre

des valeurs propres qui valent 1 ; cette matrice est de la forme Q1 = Q (Q>Q)−1/2.
La démonstration de lemme A.6 consiste à prouver que les termes de la partie droite de (A.7)

sont tous les deux positifs. D’abord, on a

tr{Q∗0A} = tr{Q1Q
>
1 RDR>} = tr{Q>1 RD1/2D1/2R>Q1}

= tr{(D1/2R>Q1)>D1/2R>Q1} =|| D1/2R>Q1 ||2F , (A.8)

qui est est positif car il s’agit du carré de la norme de Frobenius. Aussi, comme Ip − Q∗0 =
Ip −Q1Q

>
1 = Q2Q

>
2 est un projecteur, alors

tr{[Ip −Q∗0]A} = tr{Q2Q
>
2 RDR>} =|| D1/2R>Q2 ||2F , (A.9)

donc est positif. Alors, grâce à (A.8) et (A.9), nous avons

tr{A} ≥ tr{Q∗0A} ≥ 0.

Lemme A.7
Pour tout k ∈ N, soit

Bk =

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

lk−1
i − lk−1

j

li − lj
.

Alors, pour k = 0,
B0 = tr{L−2} −

(
tr{L−1}

)2
et

[1− (n ∧ p)] tr{L−2} ≤ B0 ≤ 0 ;

pour k = 1,
B1 = 0 ;

pour k = 2,
B2 = (n ∧ p) [(n ∧ p)− 1] ;

pour k = 3,
B3 = 2 [(n ∧ p)− 1] tr{L} ;

pour k ≥ 4,

Bk =

k−3∑
m=1

tr{Lm} tr{Lk−2−m}+ [2 (n ∧ p)− (k − 1)] tr{Lk−2}

et
[2 (n ∧ p)− (k − 1)] tr{Lk−2} ≤ Bk ≤ (k − 1) [(n ∧ p)− 1] tr{Lk−2} .
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Preuve
Pour les égalités, un simple calcul donne

B0 =

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

l−1
i − l

−1
j

li − lj
= −

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

1

li lj
= −

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j=1

1

li lj
− 1

l2i


= −

n∧p∑
i=1

(
1

li

) n∧p∑
j=1

(
1

lj

)
+

n∧p∑
i=1

(
1

l2i

)
= −

(
tr{L−1}

)2
+ tr{L−2}.

De la même manière, il vient que

B1 =

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

1− 1

li − lj
= 0 ,

B2 =

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

li − lj
li − lj

=

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

1 = (n ∧ p) [(n ∧ p)− 1],

et

B3 =

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

l2i − l2j
li − lj

=

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

(li + lj) = [(n ∧ p)− 1]

n∧p∑
i=1

li +

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j=1

lj − li


= [(n ∧ p)− 1] tr{L}+ (n ∧ p) tr{L} − tr{L} = 2 [(n ∧ p)− 1] tr{L} .

Finalement, pour k ≥ 4, nous avons

Bk =

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

lk−1
i − lk−1

j

li − lj
=

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

k−2∑
m=0

lmi l
k−2−m
j

=
k−3∑
m=1

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

lmi l
k−2−m
j +

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j 6=i

(
lk−2
j + lk−2

i

)

=

k−3∑
m=1

n∧p∑
i=1

lmi

n∧p∑
j=1

lk−2−m
j − lk−2−m

i

+

n∧p∑
i=1

n∧p∑
j=1

lk−2
j − lk−2

i

+ [(n ∧ p)− 1]

n∧p∑
i=1

lk−2
i

=
k−3∑
m=1

(
tr{Lm} tr{Lk−2−m} − tr{Lk−2}

)
+ 2 [(n ∧ p)− 1] tr{Lk−2}

=

k−3∑
m=1

tr{Lm} tr{Lk−2−m}+ [2 (n ∧ p)− (k − 1)] tr{Lk−2} .

Quant aux inégalités, appliquant l’inégalité (A.5) du lemme A.4 avec m = k = −1, on obtient(
tr{L−1}

)2 ≤ (n ∧ p) tr{L−2} ,

ce qui donne la première inégalité vérifiée par B0. La deuxième inégalité est obtenue en utilisant
le lemme A.4 avec k = m = −1.

Maintenant, pour m et k = k − 2−m, on obtient

tr{Lm} tr{Lk−2−m} ≤ (n ∧ p) tr{Lk−2} ,

d’où la deuxième inégalité vérifiée par Bk pour k ≥ 4 (la première inégalité est évidente ).
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Lemme A.8
Pour toute fonction matricielle G(S̃) de la forme G(S̃) = H1 Ψ(L)H>1 , on a

tr
{
S+ S DS

{
r(tr{S})G>(S)Sk+1

}}
= r(tr{S}) tr

{
S+ S DS

{
G>(S)Sk+1

}}
+ r′(tr{S}) tr

{
G>(S)Sk+1

}
. (A.10)

Preuve
Comme S S+G>(S) = G>(S), il est clair que

DS

{
r(tr{S})G>(S)Sk+1

}
= DS

{
S+ S r(tr{S})G>(S)Sk+1

}
= DS

{
H1 r(tr{S}) ΨLk+1HT

1

}
En utilisant le lemme A.3 avec r(tr{S̃}) ΨLk+1 à la place de Ψ et

ψ
(1)
i =

1

2

(
p− (p ∧ n)

)
r(tr{L}) (ψ Lk+1)i

li
+
∂
(
r(tr{L})(ψ Lk+1)i

)
∂li

+
1

2
r(tr{L})

p∧n∑
j 6=i

(ψ Lk+1)i − (ψ Lk+1)j
li − lj

= r(tr{L})

1

2

(
p− (p ∧ n)

) (ψ Lk+1)i
li

+
∂(ψ Lk+1)i

∂li
+

1

2

p∧n∑
j 6=i

(ψ Lk+1)i − (ψ Lk+1)j
li − lj


+ r′(tr{L}) (ψ Lk+1)i ,

on obtient

DS

{
r(tr{S})G>(S)Sk+1

}
= H1Ψ(1)HT

1 +
1

2
tr
(
L−1r(tr{S}) ΨLk+1

)
(Ip −H1H

T
1 ).

Or on sait que S S+ (Ip −H1H
>
1 ) = 0. Donc

S S+DS

{
r(tr{S̃})G>(S)Sk+1

}
= r(tr{S̃})S S+DS

{
G>(S)Sk+1

}
+ r′(tr{S̃})S S+ ΨLk+1 .

En prenant la trace des deux membres de cette égalité il vient

tr
{
S+ S DS

{
r(tr{S̃})G>(S)Sk+1

}}
= r(tr{S̃}) tr

{
S+ S DS

{
G>(S)Sk+1

}}
+ r′(tr{S̃}) tr

{
G>(S)Sk+1

}
.

D’où le résultat.

Lemme A.9
Pour la matrice semi-orthogonale H1 de dimension p× (p ∧ n) en (1.3.12) , on a

DS {H1} =
1

2
H1 Ψ, (A.11)

où Ψ = diag
(
Ψ1, ...,Ψp∧n

)
et Ψk =

∑
r 6=k

1

lk − lr
+
p− (n ∧ p)

lk
.

Preuve
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En utilisant l’égalité (A.4.6) dans Fourdrinier, Haddouche et Mezoued [FHM21] (qui se trouve
dans la première ligne ci-dessous) avec a = j, on trouve

(DS {H1})ik =
∑
j

DSij H1jk

=
1

2

∑
j

∑
r 6=k

H1jr

lk − lr
[(H1)ir (H1)jk + (H1)jr (H1)ik]

+
1

lk
[(Ip −H1H

>
1 )ji (H1)jk + (Ip −H1H

>
1 )jj (H1)ik]

=
∑
r 6=k

H1jr

lk − lr
[ (H1)ir (H>1 H1)rk + (H>1 H1)rr (H1)ik]

+
1

lk
[(H1 −H1H

>
1 H1)ik (H1)jk + tr{Ip −H1H

>
1 } (H1)ik]

= (H1)ik

∑
r 6=k

1

lk − lr
+

(p− p ∧ n)

lk

 , (A.12)

car H>1 H1 = In∧p. Cette égalité est équivalente à celle donnée dans (A.11).
Rappelons que Q∗0 est une matrice de taille (n ∧ p)× (n ∧ p) définie par

Q∗0 = Q (Q>Q)−1Q>, (A.13)

où Q une matrice à éléments constants de dimension (n ∧ p)× q et de rang rk(Q) = q.

Lemme A.10
Pour toute matrice de projection Q∗0 comme dans (3.6.1), on a

DS {H1Q
∗
0H
>
1 } =

1

2
H1 ΨQ∗0H

>
1 + {(H1Q

∗
0)>DS}> (H1Q

∗
0)>. (A.14)

où Ψ = diag
(
Ψ1, ...,Ψp∧n

)
avec Ψk =

∑
r 6=k

1

lk − lr
+
p− (n ∧ p)

lk
.

Preuve
En utilisant la propriété des projecteurs, soit Q∗0 = Q∗

2

0 , et en appliquant l’identité (i) de la
proposition A.4 dans Fourdrinier, Haddouche and Mezoued [FHM21], soit DS(AB) = DS(A)B+
(A>DS)>B avec A = H1Q

∗
0 et B = (H1Q

∗
0)> et on obtient

DS {H1Q
∗
0H
>
1 } = DS {H1}Q∗0 (H1Q

∗
0)> + {H>1 DS}>(Q∗0H

>
1 ). (A.15)

Le deuxième terme de droite dans (A.15) est nul car Q∗ ne dépend pas de S. Finalement, pour
exprimer DS {H1Q

∗
0H
>
1 } on utilise (A.11), on obtient

DS {H1Q
∗
0H
>
1 } =

1

2
H1 ΨQ∗0 (H1Q

∗
0)> + {H>1 DS}>(Q∗0H

>
1 )

=
1

2
H1 ΨQ∗0H

>
1 + {H>1 DS}>(Q∗0H

>
1 ). (A.16)
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Lemme A.11
Pour tout projecteur Q∗0 comme dans (A.13) et pour Q0 = H1Q

∗
0H
>
1 , on a

tr

{
S+ S DS {Q>0 }

S+ Sk+1

tr{S}

}
=

1

2 tr{S}
tr{S+ Sk+1H1 ΨQ∗0H

>
1 }

+
1

2 tr{S}
∑
m

∑
o 6=m

1

lm − l0
lk0 (Q∗0)mm. (A.17)

où Ψ = diag
(
Ψ1, ...,Ψp∧n

)
avec Ψk =

∑
r 6=k

1

lk − lr
+
p− (n ∧ p)

lk
.

Preuve
Pour Q0 = H1Q

∗
0H
>
1 , on a

tr

{
S+ S DS {Q>0 }

S+ Sk+1

tr{S}

}
=

1

tr{S}
tr
{
S+ S S+ Sk+1DS {H1Q

∗
0H
>
1 }
}

=
1

tr{S}
tr
{
S+ Sk+1DS {H1Q

∗
0H
>
1 }
}
. (A.18)

En remplaçant (A.16) dans (A.18) il est clair que

tr

{
S+ S DS {Q>0 }

S+ Sk+1

tr{S}

}
=

1

tr{S}
tr

{
S+ Sk+1

[
1

2
H1 ΨQ∗0H

>
1 + {H>1 DS}>(Q∗0H

>
1 )

]}
=

1

2 tr{S}
tr{S+ Sk+1H1 ΨQ∗0H

>
1 }

+
1

tr{S}
tr{S+ Sk+1 {H>1 DS}>(Q∗0H

>
1 )}.

(A.19)

Maintenant, le deuxième terme de droite dans (A.19) peut être écrit comme suit :

tr{S+ Sk+1 {H>1 DS}> (Q∗0H
>
1 )} =

∑
j,i

(S+ Sk+1)ji [{H>1 DS}>(Q∗0H
>
1 )]ij

=
∑
j,i

(S+ Sk+1)ji
∑
k

{H>1 DS}ki (Q∗0H
>
1 )kj

=
∑
j,i

(S+ Sk+1)ji
∑
k

∑
r

(H1)rk (DS)ri (Q∗0H
>
1 )kj

=
∑
j,i

(S+ Sk+1)ji
∑
k

∑
r

(H1)rk (DS)ri
∑
m

(Q∗0)mk (H1)jm

=
∑
j,i

(S+ Sk+1)ji
∑
k

∑
r

(H1)rk
∑
m

{(DS)ri (H1)jm} (Q∗0)km,

(A.20)

car Q∗ ne dépend pas de S. De plus, grâce à l’égalité (A.4.5) de Fourdrinier, Haddouche et
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Mezoued [FHM21] avec i = r, a = j, j = i, k = m et r = b, le terme dans (A.20) devient

tr{S+ Sk+1 {H>1 DS}> (Q∗0H
>
1 )} =

1

2

∑
j,i

(S+ Sk+1)ji
∑
k,r,m

(H1)rk

∑
b6=m

(H1)jb
lm − lb

[(H1)rb (H1)im + (H1)ib (H1)rm] (Q∗0)km

+
1

2

∑
j,i

(S+ Sk+1)ji
∑
k,r,m

1

lm
(H1)rk

× [(Ip −H1H
>
1 )jr (H1)im + (Ip −H1H

>
1 )ji (H1)rm] (Q∗0)km

=
1

2

∑
j,i

(S+ Sk+1)ji
∑
r,m

∑
b 6=m

(H1)jb
lm − lb

× [(H1)rb (H1)im + (H1)ib (H1)rm] (H1Q
∗
0 )rm

+
1

2

∑
j,i

(S+ Sk+1)ji
∑
r,m

1

lm

[
(Ip −H1H

>
1 )jr (H1)im

(Ip −H1H
>
1 )ji (H1)rm

]
(H1Q

∗
0 )rm

=
1

2

∑
j,i

(S+ Sk+1)ji
∑
m

∑
b6=m

(H1)jb
lm − lb

× [(H>1 H1Q
∗
0Q
∗>)bm (H1)im + (H1)ib (H>1 H1Q

∗
0 )mm]

+
1

2

∑
j,i

(S+ Sk+1)ji
∑
m

1

lm

[
(Ip −H1H

>
1 )(H1Q

∗
0)jm (H1)im

(Ip −H1H
>
1 )ji (H>1 H1Q

∗
0 )mm

]
=

1

2

∑
j,i

(S+ Sk+1)ji
∑
m

∑
b6=m

(H1)jb
lm − lb

× [(Q∗0)bm (H1)im + (H1)ib (Q∗0)mm]

+
1

2

∑
j,i

(S+ Sk+1)ji
∑
m

1

lm
(Ip −H1H

>
1 )ji (Q∗0)mm, (A.21)

car Q∗0 est un projecteur et H>1 H1 = In∧p. Par conséquent

tr{S+ Sk+1 {H>1 DS}> (Q∗0H
>
1 )} =

1

2

∑
j

∑
m

∑
b 6=m

(H1)jb
lm − lb

× [(Q∗0)bm (S+ Sk+1H1)jm + (S+ Sk+1H1)bj (Q∗0)mm]

+
1

2

∑
j

∑
m

1

lm
[(S+ Sk+1) (Ip −H1H

>
1 )]jj (Q∗0)mm (A.22)

Notons que le dernier terme de l’égalité précédente est nul puisque (S+ Sk+1) (Ip−H1H
>
1 ) = 0,
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et donc

tr{S+ Sk+1 {H>1 DS}> (Q∗0H
>
1 )} =

1

2

∑
m

∑
b 6=m

1

lm − lb

× [Q∗bm (H>1 S+ Sk+1H1)bm + (H>1 S+ Sk+1H1)bb (Q∗0)mm]

=
1

2

∑
m

∑
b 6=m

1

lm − lb
[(Q∗0)bm L

k
bm + Lkbb (Q∗0)mm]

=
1

2

∑
m

∑
b 6=m

1

lm − lb
lkb (Q∗0)mm, (A.23)

puisque Lk est une matrice diagonale. Finalement, en remplaçant (A.23) dans (A.19) nous trou-
vons le résultat dans (A.17).

Lemme A.12
Pour toute fonction matricielle G(S) de dimension p×p et pour toute fonction réelle r(tr{S}),

on a

tr
{
S+ S DS{ r(V tr{S})G>(S̃)SK+1}

}
= r(V tr{S}) tr

{
S+ S DS{G>(S̃)SK+1}

}
(A.24)

+Gr
′
(V tr{S}) tr

{
G(S̃)SK+1

}
.

Preuve
Comme r(tr{S}) est une fonction réelle, on a

tr
{
S+ S DS{r(V tr{S})G>(S̃)SK+1}

}
= tr

{
S+ S DS{G>(S̃)SK+1 r(V tr{S}) }

}
. (A.25)

En utilisant le fait que DS{AB} = DS{A}B + {A>DS}>B avec A = G>(S̃)SK+1 et B =
r(tr{V S}), le terme dans (A.25) devient

tr
{
S+ S DS{r(V tr{S})G>(S̃)SK+1}

}
= r(V tr{S}) tr

{
S+ S DS{G>(S̃)SK+1}

}
+ tr

{
S+ S {SK+1 G(S̃)DS}> r(V tr{S})

}
(A.26)

En appliquant (A.1) avec A = S+ S, C = SK+1 G(S̃) et B = r(V tr{S}), le dernier terme dans
(A.26) peut être réécrit comme suit

tr
{
S+ S {SK+1 G(S̃)DS}> r(V tr{S})

}
= tr

{
S+ S {SK+1 G(S̃)DS}> r(V tr{S})

}
=
∑
i

[S+ S {SK+1 G(S̃)DS}> r(V tr{S})]ii

=
∑
i,j

(S+ S)ij (SK+1 G(S̃)DS)ij r(V tr{S})

=
∑
i,j,k

(S+ S)ij (SK+1 G(S̃))ik (DS)kj r(V tr{S}).

(A.27)
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En remplaçant (2.5.4) dans (A.27), on trouve

tr
{
S+ S {SK+1 G(S̃)DS}> r(V tr{S})

}
=

1

2

∑
i,j,k

(S+ S)ij (SK+1 G(S̃))ik (1 + δkj)
∂ r(V tr{S})

∂Skj

=
∑
i,j

(S+ S)ij (SK+1 G(S̃))ij
∂ r(V tr{S})

∂Sjj

= V
∑
i,j

(S+ S)ji (SK+1G(S̃))ij r
′
(V tr{S})

= V tr{SK+1G(S̃)} r′(V tr{S}), (A.28)

car ∂ r(V tr{S})/∂Sij = 0 si i 6= j, S+ S est symétrique et ∂ r(V tr{S})/∂Sjj = V r
′
(V tr{S}).

En remplaçant (A.28) dans (A.26), nous trouvons le résultat donné dans (A.12).
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