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Titre : Identification de systémes non entiers MISO pour la modélisation
du climat terrestre

Résumé :

Cette these concerne la planification d'expériences et l'identification de systémes non entiers
multi-entrées-mono-sortie (MISO) a partir d'une représentation par fonctions de transfert.
Concernant la planification d'expériences, une étude a été menée pour adapter le signal
d'excitation au paramétres inconnus d'un systeme de deuxiéme espéce. L'identification de
systemes MISO a été développée par deux méthodes. L'une basée sur la variable
instrumentale optimale, qui permet initialement d'estimer uniquement les coefficients, et qui a
été étendue pour I'estimation des ordres de dérivation, par une technique de programmation
non linéaire. L'autre méthode est basée sur la minimisation de l'erreur de sortie qui offre
l'avantage d'estimer les coefficients et les ordres de dérivation simultanément. Lorsque les
ordres de dérivation sont inconnus, une méthode d'initialisation est proposée permettant tout
d'abord d'estimer l'ordre s-commensurable global, ensuite les ordres S-commensurables
locaux et finalement tous les ordres de dérivation. Enfin une application a l'identification du
systeme climatique terrestre est proposée a la fin de la thése.

Mots clés: Systtme non entier, identification, multivariable, S-commensurabilité,
planification d'expériences, variable instrumentale, erreur de sortie, systéme climatique,
facteur de forcage, température, réchauffement

Title : Identification of fractional MISO systems for earth climate modeling
Abstract :

This thesis deals with experiment design and multi-input-single-output (MISO) system
identification using transfer function representation. Concerning experiment design, a study
has been carried out to adapt the excitation signal to the unknown parameters of elementary
fractional systems of the second kind. The identification of MISO systems has been developed
by two methods. One is based on the optimal instrumental variable, which initially estimates
only the coefficients. It has been extended to estimate differentiation orders, by nonlinear
programming. The other method is based on the minimization of the output error which offers
the advantage of estimating the coefficients and the differentiation orders simultaneously.
When the differentiation orders are unknown, an initialization method is proposed allowing first
to estimate the global S-commensurate order, then the local ones and finally all the
differentiation orders. Finally, an application to the identification of the earth's climate system
is proposed at the end of the thesis.

Keywords : Fractional system, system identification, Multi-Input-Single-Output, S-
commensurability, experiment design, instrumental variable, output error, climate system,
forcing factor, temperature, global warming
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Introduction Générale et

organisation de la these

Contexte

L’automatique traite de la modélisation, de I’analyse, de la commande, de la régulation
et de la prédiction des systemes dynamiques. Pour étre capable d’analyser ou de
commander un systeme, il faut tout d’abord déterminer son modele. Par conséquent,
la modélisation est une partie cruciale dont les deux principales approches sont la
modélisation physique a partir d’équations de la physique (lois de la physique, équations
différentielles ou équations aux dérivées partielles) et la modélisation mathématique de
type boite noire qui consiste a determiner des équations différentielles liant les données
d’entrées et de sorties.

L’opérateur de dérivation non entiere a gagné de plus en plus d’importance au cours des
dernieres décennies avec une forte croissance du nombre d’applications dans des domaines
scientifiques variés. Cela est principalement di a la capacité des équations différentielles
non entieres a modéliser de maniere compacte et précise des phénomenes a mémoire
longue tels que les systemes de diffusion. En électrochimie, par exemple, la diffusion des
charges dans les batteries acides est régie par les modeles de Randles [Rodrigues et al.,
2000] qui utilisent un intégrateur d’ordre 0.5. Depuis, de multiples références concernant
la modélisation et l'identification de divers types de batteries ont été proposées dans
la littérature [Nasser-Eddine et al., 2020, Wang et al., 2020]. En thermique, [Battaglia
et al., 2001] ont montré que la solution exacte de I’équation de la chaleur dans un milieu
homogene semi-infini tel qu’un barreau métalique relie la température en un point donné
du milieu a I'intégrale d’ordre 0.5 du flux thermique appliqué a un bord du barreau. Par
conséquent, [Gabano et Poinot, 2011, Victor et al., 2016] utilisent des modeles non entiers
pour estimer les parametres thermiques et controler la température le long d’un barreau
thermique. Ces modeles linéaires non entiers ont été étendus a des modeles non linéaires a
de grandes variations de température dans [Maachou et al., 2014]. Les systémes biologiques
[Ferdi, 2012, Tzoumas et al., 2018], les systémes médicaux [Kumar et Singh, 2020, Victor
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et al., 2018] et beaucoup d’autres peuvent élégamment s’exprimer en termes d’équations
différentielles non entieres. L’identification des systemes par modeles non entiers a débuté
a la fin des années 1990 [Trigeassou et al., 1999, Cois et al., 2000]. Elle a continué de
gagner de l'intérét au cours des dernieres années [Victor et al., 2013a, Rapai¢ et Pisano,
2014, Belkhatir et Laleg-Kirati, 2018, Kapetina et al., 2019, Kapetina et al., 2020, Tian
et al., 2020].

L’identification des systemes non entiers multivariables, peu étudiée dans la littérature,
se base principalement sur 'extension de la méthode de sous-espaces au cas non entier
[Thomassin et Malti, 2009, R. Mansouri et Djennoune, 2010, Malti et Thomassin, 2013,
Ivanova, 2017].

La principale thématique abordée dans cette these concerne I'identification de systemes
multi-entrées-mono-sortie en se basant sur une représentation de type systeme de fonctions

de transfert.

Objectifs de la thése

L’identification de systemes non entiers est un probleme non trivial, car il implique
I’estimation des ordres de dérivation en plus des coefficients. Les objectifs de la these sont
décrits dans ce paragraphe.

Tout d’abord, en planification d’expériences, un objectif de cette these consiste a
trouver les pulsations optimales du signal d’excitation afin d’estimer les parametres avec
la meilleure précision. Ensuite, en identification des systeémes non entiers multi-entrées-
mono-sortie (MISO), & partir d'une représentation par fonctions de transfert, un objectif
de cette these consiste a développer deux méthodes d’identification par modeles non
entiers. La premiere méthode utilise la variable instrumentale optimale a temps continu
et la seconde est basée sur la minimisation de l’erreur de sortie. Jusqu’a présent, seuls
les systemes monovariables ont été identifiés avec ces outils. Une nouvelle définition de
la commensurabilité dite structurée est introduite dans cette these, définition qui permet
de réduire le nombre de parametres estimés afin d’assurer une meilleure convergence.
Enfin, un des objectifs de cette these consiste a appliquer les algorithmes d’identification

développés a l'estimation de la température du systeme climatique terrestre.

Contributions spécifiques et organisation de la theése

Cette these est divisée en quatre chapitres.
Le chapitre 1 rappelle, tout d’abord, 'opérateur non entier a travers ses différentes

définitions et propriétés. Ensuite, il présente de maniere synthétique les systémes non
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entiers a travers les diverses méthodes de représentation. Une nouvelle définition de la
commensurabilité, dite structurée (ou S-commensurabilité), est introduite afin de réduire
le nombre de parametres pour une meilleure convergence des algorithmes d’estimation
paramétrique. Les systemes de premiere et de deuxieme especes sont étudiés plus en
détails dans ce chapitre.

Le chapitre 2 présente une premiere contribution théorique de cette these, a savoir
la planification d’expériences pour l'identification d’un systéme non entier de deuxieme
espece. Pour un signal d’entrée multi-sinusoidal, I'objectif est de déterminer les pulsations
optimales permettant d’estimer avec la meilleure précision possible un ou deux parametres
d’une fonction de transfert de deuxieme espece. Ce chapitre permet d’étendre les résultats
précédemment établis pour les systemes de premiere espece.

Le chapitre 3 est consacré a l'identification d’un systeme non entier MISO dans un
contexte de bruit additif blanc. Premierement, a partir des connaissances a priori sur les
ordres de dérivation, les coefficients sont estimés en utilisant deux méthodes d’estimation
paramétrique. La premiere (nommée MISO-srivef) est fondée sur la variable instrumentale
optimale et la deuxieme (nommée MISO-o0e) sur la minimisation de l'erreur de sortie.
Ensuite, en se basant sur la définition d’un systeme S-commensurable, qui permet de
figer la structure des modeles, ces deux méthodes sont étendues pour estimer les ordres
de dérivation. La premiere extension (nommée MISO-oosrivef) est composée de deux
étapes : variable instrumentale développée pour 'estimation des coefficients, combinée a
un algorithme de type gradient pour 'estimation des ordres de dérivation. La deuxieme
extension (nommée MISO-oe) se base sur la minimisation de l'erreur de sortie pour
Iestimation a la fois des coefficients et des ordres de dérivation. Trois variantes de chaque
algorithme sont proposées : d’abord, tous les ordres de dérivation sont définis comme des
multiples entiers d’'un ordre S-commensurable global ; ensuite, les ordres de dérivation
sont définis comme des multiples entiers d'un ordre S-commensurable local (de chaque
sous-systéme) ; enfin, tous les ordres de dérivation sont estimés en relachant la contrainte
de S-commensurabilité. Les algorithmes d’optimisation sont évalués par des simulations
de Monte Carlo.

Enfin, le chapitre 4 concerne l'identification du systeme climatique terrestre. Ce
dernier est caractérisé, selon les climatologues, par trois ‘facteurs de forgages’ (trois

entrées), qui sont :
e l'activité humaine (gaz a effet de serre);
e l'activité solaire (irradiance, magnétisme, etc);

e l'activité volcanique (émissions d’aérosols).
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Tout d’abord, une description du systeme climatique ainsi que les facteurs de forcage est
introduite. Ensuite, les différentes méthodes d’identification, développées dans ce mémoire,
sont appliquées pour établir un modele dynamique, afin de trouver une approximation
fidele du comportement du systeme climatique. Enfin, ce modele a permis d’établir des

prédictions sur les évolutions de la sortie qui est la température terrestre.
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1.1 Introduction

La notion de dérivation & des ordres non entiers a été révélée par [Leibniz, 1853] dans
les correspondances de Wallis (1695) et L’Hopital (1697). [Dugowson, 1994] a détaillé
ces correspondances dans sa these. Au X1X°™ siecle la formalisation mathématique de
la dérivation non entier a pris son essor avec les contributions de [Euler, 1738, Laplace,
1812, Lacroix, 1820, baron de Fourier, 1822, Liouville, 1832, Letnikov, 1868, Riemann,
1876al, etc. Les premieres applications et la synthese de l'opérateur non entier datent
principalement de la deuxieme moitié du siecle dernier [Oustaloup, 1983, Samko et Ross,
1993, Miller et Ross, 1993, Podlubny, 1998].

Les applications des systemes d’ordre non entier sont nombreuses et étroitement liées
a la géométrie récursive et fractale, pour modéliser : une digue poreuse [Oustaloup,
1995a, Oustaloup, 2014], des phénomenes de diffusion thermique [Gabano et Poinot,
2011, Maachou et al., 2014], la diffusion de charges dans les batteries lithium-ion [Nasser-
Eddine et al., 2020, Wang et al., 2020], la modélisation de courants de Foucault & I'intérieur
de barres rotoriques dans les machines & induction [Benchellal et al., 2004], ou encore dans
les systemes biologiques [lonescu et De Keyser, 2008, Magin, 2010, Victor et al., 2018].

L’objectif de ce chapitre est de présenter de maniere synthétique les systemes non
entiers a travers différentes définitions, propriétés et méthodes de simulation. Il comporte
principalement sept parties : I'intégration et la dérivation non entiere, leur transformée
de Laplace ainsi que leurs caractérisations fréquentielles sont tout d’abord rappelés.
Ensuite, les différentes représentations ainsi que la stabilité de systemes non entiers
commensurables sont énoncées. Enfin, la simulation des systémes non entiers de premiére

et de deuxieme especes est traitée dans les domaines temporelle et fréquentielle.

1.2 Intégration et dérivation non entieres

Les opérations d’intégration et de dérivation a un ordre non entier v, sont une
généralisation de ces opérations du cas entier. Les conditions d’existence d'une dérivée

et d’une intégrale non entieres sont d’abord présentées avant la définition de ces notions.

Théoréme 1.1 [Miller et Ross, 1995] La dérivée et l'intégrale non entiéres existent si
une fonction monovariable f(t) est continue par morceaux sur |a,ool, a € R, et intégrable

sur tout sous intervalle fini [a, ool

Remarque 1.1 Toutes les fonctions dans ce manuscrit respectent les conditions

d’existence de la dérivée et de lintégrale non entieres citées dans le Théoreme 1.1
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1.2.1 Intégration non entiere

Définition 1.1 Définition de Riemann : L’intégrale d’ordre non entier v € C\Z~

d’une fonction f(t) est définie selon Riemann par [Samko et Ross, 1993] :

5 A R t>a, a€lR
IV f(t) = /f )t —T)" " dr, avec{%e(l/)>0 (1.1)

ot a et t sont les limites de [intégrale telles que t > a et I est la fonction gamma d’Fuler

définie, pour v € C\Z~, par :

I(v) = /000 e “xv ld, (1.2)

L’intégrale non entiére (1.1) peut également étre définie comme un produit de convolution

1

102 Ry

® f(1). (1.3)

Remarque 1.2 En remplacant la borne inférieure a par —oo dans ’équation (1.1), on
obtient la définition de ["intégrale non entiére de Liouwville :

é

I _f(t) = )t — 1) dr (1.4)

Comme, la majorité des fonctions du domaine de la physique sont causales alors a est

souvent ramené a 0, permettant de définir l'intégrale non entiére de Riemann-Liouville :

Iy f é / f()(t—7)tdr. (1.5)

Selon I'équation (1.5) lorsque v est réel, I'intégrale non entiére représente 'aire de la
1

L)t —7)'—

surface que définit la fonction f(t) multiplié par la fonction

1.2.2 Dérivation non entiere

Plusieurs définitions de la dérivation non entiere existent dans la littérature.
Cependant, les plus utilisées dans les sciences de l'ingénieur sont : la définition de
Griinwald-Letnikov [Griinwald, 1867], la définition de Riemann-Liouville [Riemann, 1876b]
et la définition de Caputo [Caputo, 1967]. Ces trois définitions sont équivalentes lorsque

la fonction dérivée est nulle pour tout ¢ < 0.
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Définition 1.2 Définition de Griinwald-Letnikov : La dérivée non entiere d’ordre

v, d’une fonction f(t), est définie selon Grinwald-Letnikov par :

v A 1 1 > 1 1%
P £ lim o IZ;( D, STy, veRy (1.6)
r 1
ot ") = L est le binome de Newton généralisé au cas non entier et
l (v —1+1)

d
p= (%> désigne 'opérateur différentiel.

Pour les systemes échantillonnés T, représente la période d’échantillonnage et

I’équation (1.6) devient :

R R
V() ~ — -1 t—1IT,). 1.7
p'f(t) hu;( )(l)f( ) (1.7)
De plus, si la fonction f est nulle pour tout t < 0, sa dérivée non entiere au sens de

Griinwald-Letnikov peut étre réécrite sous la forme suivante :

I =53 (1) ( ; ) ft=1T) + O(L.), (18)

=0

t t
ou L = {—J est la partie entiére de T et O(T,) est l’erreur d’approximation.

€ €

Définition 1.3 Définition de Riemann-Liouville : la dérivée d’ordre v de f(t) est
définie, selon Riemann-Liouville, par la dérivée entiére d’ordre |v| + 1 de l'intégrale non
entiére d’ordre |v| +1—v :

dlvl+1 w1

[1>2

P’ f(t)

ou |v] représente la partie entiére de v.
Selon la définition de l’intégrale non entiére (1.5), l’équation (1.9) prend la forme

sutvante :

, 1 dLyJJrl t f(T)
pft) 2 (ETESY e (/0 mm) , vER,. (1.10)

Définition 1.4 Définition de Caputo : La dérivée d’ordre v est définie, selon Caputo,
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comme €étant l'intégrale non entiére d’ordre |v|+1—v de la dérivée entiére d’ordre |v]+1 :

v t A II_VJ—V-i-l dI_VJ'f‘l t R 1.11
pf()_ dﬂ”JJFlf() o velk,. ( )

Selon la définition de l'intégrale non entiére (1.5), ’équation (1.11) prend la forme

t lv]+1
pUrt) 2 o i,,+ 5 (/0 (tf_ T)u@w m) . VER,. (1.12)

sutvante :

Quand toutes les conditions initiales sont nulles (f(t) = 0V ¢ < 0) les trois définitions

sont équivalentes.

Remarque 1.3 D’apres ces définitions, la dérivée non entiére de f(t) dépend de tous les
instants passés depuis l'instant initial jusqu’a Uinstant t, la fonction f(t —IT,) introduit
les termes f(t), f(t —T.), f(t — 2T)...

1.3 Transformée de Laplace

Pour une fonction f causale (f(t) = 0, pour tout ¢ < 0), la transformée de Laplace de
I'intégrale non entiere d’ordre v de f(t), définie dans (1.1), peut étre calculée a 1'aide du
produit de convolution [Miller et Ross, 1993] :

1
C(v)(t—7)

20 =2 ( e f0) -

ou s désigne 'opérateur de Laplace.
La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre v d’une fonction f causale est donnée
par :

L) =s"Z(f(t)) = s"F(s). (1.14)

1.4 Caractérisation fréquentielle

1.4.1 Caractérisation fréquentielle d’un intégrateur non entier
Soit y(t) la sortie d’un intégrateur non entier dont 'entrée est u(t) :

1

y(t) = S I"u(t) (1.15)

10
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Figure 1.1 — Diagrammes de Bode d’un intégrateur non entier pour différentes valeurs de
v

ou 7 est la constante d’intégration.
L’application de la transformée de Laplace a I’équation (1.15), en supposant que les

conditions initiales sont nulles, donne :

Y(s) = () Uls) = I(5)Us), (1.16)
s
. 1 . . o
oll w, = — est la pulsation au gain unité.
T
En remplacant s par jw la transmittance de 'intégrateur non entier est déduite de
(1.16) :
w 14
I"(jw) = = | . 1.17
i = (22) (1.17)

Le module et I'argument de l'opérateur d’intégration d’ordre v sont donnés par :

(2)

Vi) —arg | (92 ] = — T
Argument (rad) : arg(l”(jw)) = arg [(jw) vy

— —20vlog (%)

Module (dB) : 201log(| I”(jw) |) = 201og

(1.18)

11
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La figure 1.1 présente les diagrammes de Bode d’un intégrateur non entier, pour
différentes valeurs de v qui varient entre 0.2 et 1.8 avec w,=1 rad/s. Le diagramme de
gain est représenté par une droite oblique de pente —20vdB/décade et le diagramme de

phase par une droite de pente nulle d’ordonnée —l/g.

1.4.2 Caractérisation fréquentielle d’un dérivateur non entier

Soit y(t) la sortie d’un dérivateur non entier dont ’entrée est u(t) :
y(t) = 7 D"u(t), (1.19)

ou 7 est la constante de dérivation.
La transformée de Laplace appliquée a ’équation (1.19), en supposant que les conditions

initiales sont nulles, donne :

v = () v = Do) (1.20)

Wy

En remplagant s par jw, les caractérisitques fréquentielles du dérivateur non entier peuvent

D"(juw) = (3—‘*’) (1.21)

u

étre analysées :

Le module et I'argument de l'opérateur de dérivation d’ordre v sont donnés par :

Module (dB) : 20log(| D¥(jw) |) = 20log ‘ (‘E) ‘ = 20v log (&>
Wu w (1.22)

rol 3

Argument (rad) : arg(D”(jw)) = arg {(BH _y

u

La figure 1.2 présente les diagrammes de Bode d’un dérivateur non entier, pour
différentes valeur de v qui varient entre 0.2 et 1.8 avec w,=1 rad/s. Le diagramme de
gain est représenté par une droite oblique de pente 20vdB/décade et le diagramme de

s
phase par une droite de pente nulle d’ordonnée 1/5.

12
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v=0.2
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Figure 1.2 — Diagrammes de Bode d’un dérivateur non entier pour différentes valeurs de
v

1.5 Représentation des systemes non entiers

Dans la littérature, les systemes non entiers, a temps continus, linéaires, invariants dans

le temps (LTI) et causaux, peuvent étre décrits par plusieurs types de représentations :
e systeme d’équations différentielles ;
e systeme de fonctions de transfert ;
e pseudo-représentation d’état.

Cette section s’intéresse a la représentation de systemes a multi-entrées mono-sortie
(MISO : Multiple Input Single Output en anglais), les systémes mono-entrée-mono-sortie

(SISO : Single Input Single Output en anglais) étant un cas particulier.

13
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1.5.1 Systeme d’équations différentielles

Un systeme non entier a entrées multiples peut étre représenté par le systeme

d’équations différentielles de la forme suivante

y(t) = z (1)

Yr(t) + a1 g™ Fyr(t) + ... + an kMR yg(t) =
bo,kpﬂovkuk(t) =+ bLkpﬁl’kuk(t) + ...+ ka,kpﬂMk”“uk(t), k‘ = 1, ceey ’C,

(1.23)

ot ug(t), yr(t) désignent respectivement I'entrée et la sortie du k™€ sous-systeme SISO et
K représente le nombre d’entrées. Les coefficients aq g, ..., an, &, bo k, ---, bar,, - SONt SUpposés

réels et les ordres de dérivation sont des nombres réels positifs tels que :

0< a1 < Qo < ... < QN k
0 < Bor < Prx < ... <Buk

Par analogie aux systémes a dérivées entitres, le k%™ sous-systéme est strictement

propre si les ordres de dérivation vérifient la contrainte an, r > B k-

Remarque 1.4 (S-commensurabilité) Une nouvelle notion est introduite dans ce
manuscrit, c’est la commensurabilité structurée ou bien la S-commensurabilité. Dans le cas
classique [Matignon, 1998/, la définition d’un systeme commensurable est indépendante
de la structure du modéle et peut générer un nombre tres élevé de parametres lorsque
l'ordre commensurable est tres faible. La S-commensurabilité est liée a la structure du
modele. Elle fige le nombre de parameétres a une valeur prédéfinie en supposant que tous
les ordres de dérivation sont des multiples entiers successifs. Pour un systeme MISO, deux

définitions sont proposées : la S-commensurabilité locale et la S-commensurabilité globale.

Définition 1.5 S-commensurabilité locale : Un systeme MISO, pour une structure
de modéle donnée par ’équation (1.23), a un ordre S-commensurable local vy, si tous les

ordres de dérivation, de chaque sous-systeme, sont des multiples successifs de vy, :
Vi = 01 k-

Par conséquent, chaque équation différentielle peut étre réécrite comme suit :

Lk Nk
Ye(t) + ar,(p™) e yn(t) + ... +an k(™) 7 yi(t) =

Bo.k B1,k ﬁMk,k

bo,k(p”k)ﬁuk(t) + b1 k(P*) e ug(t) + oo 4+ bag k(P7*) e uk(t), k=1,..,K, (1.24)

14
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%:Z” v@zl,yNk‘
. (1.25)

Bk

k=g V=1, M,

La S-commensurabilité impose que les ordres soient des multiples successifs, comme il est

indiqué dans 'équation (1.25).

Définition 1.6 S-commensurabilité globale : Un systeme MISO, pour une structure
de modeéle donnée par l’équation (1.23), a un ordre S-commensurable global v si tous les

ordres de dérivation, de tous ses sous-systemes, sont des multiples successifs de v :
V=011 =012 ="""=Q]K.

Par conséquent, chaque équation différentielle peut étre réécrite comme suit :

ANk

ek 5
ye(t) +ark (") ye(t) + ... +an x(P7) ¥ y(t) =

By, k

Bo, Bik .
bo(p”) % we(t) + b)) () + oo+ bar () u(t), k=1,...K, (1.26)

ou

Sk —q, Vi=1,..,Ng
Bk V=1, My
1.5.2 Systeme de fonctions de transfert
La représentation d'un systeme MISO par fonctions de transfert découle de (1.23) :
K
Y(s) =) Gil(s)U(s). (1.27)

k=1

Sous I'hypothese de conditions initiales nulles, la transformée de Laplace de chaque

équation différentielle (1.23) est donnée par :

Yk(S) + al,ksalkak(s) + ...+ aNk’kso‘Nkkak(s) =
bo,kS’Bo’kUk(S) + bLkSﬁl’kUk(S) + ...+ ka,kS’BMk’kUk(S), (1.28)

ce qui conduit a la fonction de transfert non entiere suivante, liant ’entrée U}, a la sortie

Yk<5) Bk(s) o bo,ksﬁo’k + blyksﬁl’k + ...+ mekSBMkvk
Un(s)  Ap(s) 14 a1 s + ...+ ay, x8*Vek

k=1,..K (1.29)

15
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Pour un systeme MISO S-commensurable d’ordre local vy, la transformée de Laplace

de chaque équation différentielle (1.24) peut étre réécrite sous la forme :

Yi(8) + a1 18" Yi(s) 4+ agxs? Yi(s) 4 ... + an, 18" Y (s) =
bO,kUk<S) -+ bl’kSVkUk(S) + ...+ ka’kSMkkak(S% k= 1, ceey IC, (130)

d’ou la fonction de transfert non entiere :

. Yk<8) o bO,k + bljksl/k + b27k82uk + ...+ ka’kSMka
Uk(s) L4 ay g8 + ... + an, gsVevE

M, '
D bjgs’
== k=1,.K (1.31)

Ny
L+ > aips™
i=1

(?k(s)

Pour un systeme MISO ayant un ordre S-commensurable global v, la transformée de

Laplace de 1'équation différentielle (1.26) peut étre réécrite sous la forme :

Yi(8) + a1 18" Yi(s) + ag s Yi(s) + ... + an, 15" Yi(s) =
bo’kUk(S> -+ bl’kSVUk(S) + ...+ ka’kSMkyUk(S% k= 1, ceny K. (132)

d’ou la fonction de transfert non entiere :

. Yk(s) o b[),k: + bLkSV + b27k82y + ...+ ka’kSMkV
Uk(s) 1+ ayps” + ... + an, sV

M, '
> bjxs?
__J=0 _
- k=1..K (1.33)
1 + Z Gi7kSiV

=1

Gk<8)

Lorsque la fonction de transfert (1.33) admet :

e un pole en s simple, elle peut étre réécrite sous la forme d’une fonction de transfert

de premiere espece :
K

RN EACH

(1.34)

e deux poles en s” complexes conjugués, elle peut étre réécrite sous la forme dune

fonction de transfert de deuxieme espece :

I+ 2(E) ()

wo

2G(5) (1.35)

16
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ou v est l'ordre commensurable, ( est la facteur d’amortissement et wy, est la

pulsation propre non amortie.

1.5.3 Pseudo-représentation d’état

Comme pour les systemes non entiers, la pseudo-représentation d’état d’un systeme

non entier comporte principalement deux équations [Matignon et d’Andréa Novel, 1996] :

e une équation d’état non entiere qui fait apparaitre la dérivée non entiere du vecteur
d’état.

e une équation d’observation ou la sortie s’exprime comme une combinaison linéaire

de 'état.

1.5.3.1 Systeme S-commensurable global

Lorsque les ordres de dérivation de toutes les équations différentielles d’un systeme
MISO avec K entrées, sont des multiples successifs de l'ordre S-commensurable global v,

selon la définition 1.6, la pseudo-représentation d’état non entiere est alors de la forme :

{ DVi(t) = AZ(t) + Bul(t) ; (1.36)
y(t) = Ca(t)
ou :

e v est l'ordre S-commensurable global ;

o u(t) = [ui(t),us(t), - ,ux(t)] est le vecteur des entrées;

o Z(t) = [Z1(t), Za(t), - Zxc(t)]" est le vecteur du pseudo-état ;

e y(t) est la sortie;

. . 1T
e B= [Bl, By, - BK} est la matrice de commande

o (= [é’l, Cy, - Cj;g} est la matrice d’observation ;

A0 0 0
0 A, 0 0
e A= 0 0 . . 0 est la matrice d’état ;
0 0 0 - Ag

o i e RNexL A e RNex*Ne B e RNeX1 ot ¢ e RNk pour k=1, ..., K.

17
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1.5.3.2 Systeme S-commensurable local

Lorsque les ordres de dérivation de chaque équation différentielle d’un systeme MISO
avec K entrées sont des multiples successifs de I'ordre S-commensurable local v, selon la

définition 1.5, la pseudo-représentation d’état non entiere est alors de la forme :

DWi(t) = Ai(t) + Bul(t
# )~~ (t) + Bult) (1.37)
y(t) = Cz(t)
ou :
o v= [y, 1, - vx|" est le vecteur des ordres S-commensurables locaux ;
o u(t) = [ui(t),us(t), - ,ux(t)] est le vecteur des entrées;
o &(t) = [#1(t), Za(t), - - - Exc(t)]" est le vecteur du pseudo-état ;
e y(t) est la sortie;
. .. _ 9T
e B = [Bl, By, - B;C} est la matrice de commande ;
o C = [CH, C’g, ‘e CN’K} est la matrice de d’observation ;
(A 0 0 - 0]
0 4 0 - 0
o A= o 0 . . 0 est la matrice d’état ;
0 0 0 - A |
o i e RNexL A e RNexNe B e RNeX1 ot ¢ e RPN pour k=1, ..., K.
Exemple 1.1 Soit la fonction de transfert suivante :
1
G(s) (1.38)

T 1415512405528

Selon la définition classique de la commensurablité [Matignon et d’Andréa Novel, 1996],

G est commensurable d’ordre v = 0.4, a savoir :

1

C) = T oy o 5er0n

(1.39)

G(s) est alors de dimension 7 en s°* :

1
© 140894 4 0598 4 1.5582 4 0526 4 0s2 + 0524 + 0.5528°

G(s)

(1.40)

18
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Sa représentation d’état est de la forme suivante :

( 0 10 0 00 0] [0 ]
001 0 000 0
0 00 1 000 0
#H)=|0 00 0 100z0)+]|0 |u® )
000 0 010 0
0 00 0 001 0
| 200 =300 0| |2
y(t)=[1 0 0 0 0 0 0]z(t)

\

Si tous les paramétres de (1.40) sont a estimer, dans le cadre d’une procédure
automatisées, le systeme est surdimensionné. Pour éviter ce probleme, la notion de
S-commensurabilté est introduite. Selon la nouvelle définition 1.5, G n’est pas S-
commensurable, car les ordres de différenciation me sont pas des multiples entiers

successifs de a1 = 1.2. En revanche, la fonction de transfert :

1
14158124 0.524’

H(s) (1.42)

est S-commensurable d’ordre v = 1.2. Sa représentation d’état est de la forme :

P R ol
x(t)_[—z —3] <t)+[2] ) (1.43)
y() =[1 0]z()

La définition de la S-commensurabilité proposée, liée a la structure du modele, permet

de fixer le nombre de paramétres a une valeur prédéterminée.

1.5.3.3 Systeme non commensurable

Lorsque les ordres de dérivation des équations différentielles ne sont pas

commensurables, la représentation d’état est alors de la forme suivante :
(1.44)
ou p est un vecteur qui contient tous les ordres de dérivation des équations différentielles

du systeme non entier (1.29) ou

n= [/“Ll’ "'7IU’K] )
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avec

Hi = [Bl,ka ceey 5Mk,k7 al,ka sery aNk,k] 5 k= 1? ceey ’C

Remarque 1.5 En tenant compte du caractére de mémoire longue de la dérivée non
entiére, la condition initiale T(ty) ot to est l'instant initial, ne suffit plus pour prédire le
comportement future du systeme. Pour déterminer les comportements des états futurs du
systéme non entier, il faut connaitre tout le passé des états. Dans ce cas, T(t) ne représente
plus un vecteur d’état au sens classique d’un systeme rationnel mais un pseudo-vecteur
d’état. [Sabatier et al., 2012] ont proposé une représentation diffusive pour faire apparaitre
le vrai état du systeme non entier en mettant en jeu un systéme linéaire classique et
un systeme décrit par une équation parabolique qui est obtenue a partir de la réponse

impulstonnelle du systeme non entier.

1.6 Stabilité des systemes non entiers

Le probleme de la stabilité des systemes non entiers fait ’'objet de nombreux travaux
de recherche, pour le cas des systemes linéaires commensurables SISO. Le critere de
stabilité le plus connu a été introduit par Matignon [Matignon, 1998], pour des ordres
commensurables d’ordre v compris entre 0 et 1. Ce théoréme a été étendu par Moze
[Moze et al., 2005] pour un ordre commensurable v compris entre 1 et 2 puis par Aoun

[Aoun et al., 2007a] pour n’importe quel ordre commensurable v € R7..

Théoreme 1.2 [Matignon, 1998] : Un systeme linéaire d’ordre non entier d’entrée u, de

sortie y et de réponse impulsionnelle g est stable dans le sens entrée-bornée-sortie-bornée
(BIBO) si et seulement si :

Vu € Loo[0,00[, alors y=g®u € L0, 0], (1.45)
et on vérifie l'inégalité suivante :
[Ylloe < llglhllulloe  si g € Log[1, 00[. (1.46)

Théoreme 1.3 [Matignon, 1998] : Un systéme non entier, décrit par sa fonction de

transfert G(s) = ggzg, est BIBO stable si et seulement si :

Vs He(s) >0, IM, tel que |G(s)] < M. (1.47)

[

Si de plus G(s) = ggz) est commensurable et irréductible, alors G est stable dans le sens
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BIBO si et seulement si P(s) =0 n’admet aucune racine a partie réelle positive, c’est a
dire :
Vs, PRe(s) > 0. (1.48)

Théoréme 1.4 [Aoun, 2005] Dans le cas ou G(s) = ?3:—((85)) est commensurable d’ordre v,

alors elle est stable dans le sens BIBO si et seulement si :
O<v<2 (1.49)

et
Vs € C,P,(sk) =0 tel que |arg(sx)| > Vg. (1.50)

m(sg) Im(s)

Asn(s,)

1 —

2

(sk)

a) v<l1 b) v=1 c) v>1

Figure 1.3 — Régions de stabilité (en vert) des poles en s” pour différents ordres
commensurables : v < 1, v=1etv >1

La figure 1.3 montre les régions de stabilité pour différents ordres commensurables
(v <1l,v=1et v>1) [Aoun, 2005]. Pour que le systéme soit stable, les arguments des
poles en s” doivent etre dans la partie verte. Pour un ordre entier v = 1, le critere de
Matignon est équivalent a celui de Routh-Hurwitz. En effet, le systeme est BIBO stable
si tous les poles sont situés dans le demi-plan complexe gauche. Par ailleurs, lorsque
I'ordre commensurable augmente la région de stabilité diminue et vise versa. Pour un
ordre commensurable v > 2, la région de stabilité est un ensemble vide. Le systeme est

alors instable quelle que soit la valeur de ses poles en s”.

1.6.1 Stabilité d’une fonction de transfert élémentaire de
premiere espece

L’application du théoreme de Matignon a la fonction de transfert de premiere espece

(1.34) conduit aux conditions de stabilité suivantes :

{T>0 (1.51)

O<rv<?2
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Ce systeme est résonant lorsque 1 < v < 2 et la pulsation de résonance est donnée par
[Malti et al., 2011] :

wy = {/—cos (l/g) (1.52)

1.6.2 Stabilité d’une fonction de transfert élémentaire de

deuxieme espece

L’application du théoreme de Matignon a la fonction de transfert de deuxieme espece

(1.35) conduit aux conditions de stabilité suivantes [Malti et al., 2011] :

wo > 0
O<v<?2 . (1.53)
¢ > —cos (ug)

Les conditions de stabilité et de résonance de (1.35) sont tracées en fonction du pseudo-
facteur d’amortissements ¢ et de I’ordre non entier v sur la figure 1.4 [Malti et al., 2011]. La
zone grise (numérotée 0) présente des combinaisons de v et ¢ d’un systéme non résonant.
Les deux zones jaune et verte (numérotées 1 et 2) présentent des combinaisons de v et
¢ d’un systeme résonant avec, respectivement, une et deux fréquences de résonance. La

zone grise (numérotée 3) présente des combinaisons de v et ( d’un systéme instable.

3

[] pasde résonance
25 |:| Une fréquence de résonance
l:l Deux fréquences de résonance @

2 B systéme instable

EEEEE | imite de stabilité

Pseudo-facteur d'amortissement

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 .2 1.4 1.6 1.8 2

Ordre commensurable

Figure 1.4 — Zones de stabilité et de résonance d’un systeme de seconde espece en fonction
de ( et v
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La figure 1.5 représente la pulsation normalisée de résonance définie par w, = — en
Wo
fonction de ¢ pour différentes valeurs de v.

Pulsation normalisée w

0.5 1 1.5 2 25 3
Facteur d'amortissement ¢

Figure 1.5 — Pulsation normalisée de résonance en fonction de ¢ pour différentes valeurs
de v

1.7 Simulation temporelle de systemes non entiers

La problématique principale de la simulation temporelle des systémes non entiers est
que I'évaluation de la sortie nécessite la connaissance de tout le passé du systeme, condition
difficile a prendre en compte. De ce fait, la simulation des systemes non entiers a attiré
'attention de plusieurs chercheurs pendant les derniéres décennies [Oustaloup, 1995b, Lin
et al., 2001, Malti et al., 2005]. Les approches développées dans la littérature sont basées
sur 'approximation a temps continu et a temps discret de I'opérateur d’intégration et de

dérivation non entier.

1.7.1 Approximation de opérateur d’intégration par un modele

entier équivalent
Les trois approches de simulation temporelle des systemes non entiers les plus utilisées
dans la littérature sont présentées dans cette section. La premiere approche est basée sur

le remplacement de chaque opérateur de dérivation non entiere par une distribution de

poles et zéros récursifs afin d’obtenir un modele entier continu. La deuxieme approche est
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une autre variante de la premiere. La troisieme approche est basée sur une approximation
numérique discrete issue de la définition de Griinwald.

[Oustaloup, 1983] a proposé d’approcher l'intégrateur non entier I” avec —1 < v < 1
borné en fréquences [wy, wg] par une distribution de poles et zéros récursifs avec un gain

constant en dehors de la bande [wa, wp] :

. _ 1+ s/wp\”
I[wA,wB]<S) - CV ( 1+ s/wb) : (154)

La partie irrationnelle de (1.54) peut étre approchée par une distribution récursive de

Gi—m) ~ ﬂ (%) (1.55)

=1

zéros et de poles réels :

ou :
. ][’; N wB}(s) désigne l'approximation d’Oustaloup d'un intégrateur non entier en

utilisant NV poles et N zéros,

w
° w, = “2 et wp = 10wp, sont choisies de cette forme pour réduire les effets de bord,

10
e le gain (), est fixé de maniere a obtenir un gain unitaire a la pulsation logarithmique

intermédiaire w, = y/wWywp, :

-V

L+3y /o
C,=|—F—=| , (1.56)
L+37y/ 5

, / . ~ s s . s N .
o les fréquences w; et w; sont respectivement les poles et les zéros, déterminées a partir

des relations récursives [Oustaloup, 1995b] :

!
Wi = aw,
/ )
Wit = MW

avec . .
(2) = (2)
a=\|— y =1\ —
Whp Wh
log
v=——0
log(an)

N / Ve . Vd . .
ol w; = wp et wy = wy, définissent la bande de fréquences de ’approximation.

L’intéret de cette méthode d’approximation réside dans sa simplicité de mise en ceuvre.
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Diagrammes de bode

100
Intégrateur non entier 1(j w)
50 \ ————— Variante de Trigeassou
) —~— Approximation d'Oustaloup
S = ——
s Or T i
@© TT—
) ~—
'50 B \
_100 | sl | R PR
10 1072 10° 102 10*
O T T T rorrTTTTT o
% -50F .
©
<
o T == T e T e ~
_100 R b1l T b1l PR b1l T
10 1072 10° 10? 10*
Fréquences (rad/s)
Figure 1.6 — Diagrammes de Bode de lintégrateur non entier I%7(jw) et de

I’approximation d’Oustaloup et de la variante de Trigeassou

Dans la deuxieme approche, les auteurs dans [Trigeassou et al., 1999] ont proposé une
autre variante de ’approximation d’Oustaloup, dans laquelle un intégrateur pur d’ordre 1
a été rajouté a l'extérieur de la bande de fréquences [w4, wgl, alors que l'intégrateur non
entier est celui de 'approximation d’Oustaloup a l'intérieur de cette bande de fréquences.

La troisieme approche pour réaliser des simulations temporelles consiste a utiliser
la définition de Griinwald. Cette approche consiste a remplacer chaque opérateur de
dérivation non entiere dans I’équation différentielle (1.23) par son approximation a temps
discret issue de la définition de Griinwald (1.54). En dépit de sa simplicité de mise
en ceuvre, cette méthode de simulation est difficilement implémentable dans le cas de
simulation en temps réel a cause d'un horizon de simulation croissant.

Pour des simulations temporelles et fréquentielles trois approximations de la fonction
de transfert non entiere sont utilisées a savoir : 'approximation d’OQustaloup [Oustaloup
et al., 1996]; la variante de I'approximation de Oustaloup [Trigeassou et al., 1999] et
I'approximation de Grinwald [Rekanos et Yioultsis, 2014]. Ces approximations sont
utilisées pour une fonction de transfert non entiere de premiere espece puis une fonction
de transfert non entiere de deuxieme espece.

Une toolbox développée au sein de 1’équipe CRONE de laboratoire IMS [Malti et

Victor, 2015] est utilisée pour la simulation de ce type de systeémes.
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La figure 1.6 présente les diagrammes de Bode d’un intégrateur non entier d’ordre

v = 0.75, en utilisant les trois approximations.

1.7.2 Simulation d’une fonction de transfert non entiere de
premiere espece
Soit la fonction de transfert suivante :

5
F(s) = ——. 1.57
1F(s) 1+ (0.5s)" (1.57)
Les réponses indicielles et les diagrammes de Bode de {F, en utilisant les
trois approches d’approximation décrites dans le paragraphe précédent, sont tracés
respectivement sur les figures 1.7 et 1.8 pour v = 0.5 (fonction de transfert non résonante)

et respectivement sur les figures 1.9 et 1.10 pour v = 1.5 (fonction de transfert résonante).

4+ v Approximation de Grunwald
/7 |=e——— Variante de Trigeassou
35F / Approximation d'Oustaloup

Amplitude

O | | |
0 5 10 15 20 25 30
Temps (S)

Figure 1.7 — Réponses indicielles de { F' pour v = 0.5

La réponse indicielle de 1 F' pour v = 0.5 est tracée sur la figure 1.7. Cette figure
montre que le systeme est non résonant ce qui valide la condition de résonance présentée

dans (1.52) (v < 1). En plus, les trois courbes des trois approximations sont superposées.

Les diagrammes de Bode de 1 F' sont tracés sur la figure 1.8, les réponses fréquentielles

du systeme montrent bien que le systeme est non résonant ce qui valide la condition de
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Figure 1.8 — Diagrammes de Bode de  F' pour v = 0.5

résonance présentée dans (1.52) (v < 1). Le diagramme de gain présente une pente de
—20vdB/décade et le diagramme asymptotique de phase varie entre 0 et —Vg avec un
point d’inflexion en fréquence de coupure est égale a w, = 0.S%rad /s.

Les réponses indicielles de 1 F' pour v = 1.5 sont tracées sur la figure 1.9. Les oscillations
indiquent clairement que le systeme est résonant. De plus, les trois courbes des trois
approximations sont superposées, ce qui valide les trois méthodes de simulation.

Les diagrammes de Bode de | F' sont tracés sur la figure 1.10, les réponses fréquentielles
du systeme montrent bien que le systeme est résonant, ce qui valide la condition de
résonance présentée dans 1’équation (1.52). Le diagramme de gain présente une pente de
—20vdB/décade et le diagramme asymptotique de phase varie entre 0 et —I/g avec un

point d’inflexion a la fréquence de coupure w, = %%rad/ S.

1.7.3 Simulation d’une fonction de transfert non entiére de
deuxieme espece
Soit la fonction de transfert suivante :

1
1+ 20(55)" + (w7)

2 F(s) (1.58)

2v°
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Figure 1.9 — Réponses indicielle de { F' pour v = 1.5
20 - i — 4
@ of
A=)
§=
& 20F
_40 1l 1l |
102 10?1 10° 10t 10?
Fréquences en rad/s
0 T = —
& -50r .
% Approximation de Grunwald
S 400k |77 Varlant_e deITrlgeassou i
Approximation d'Oustaloup
_150 1l | | 1 1 PR R
1072 1071 0 10 102

10
Fréquences en rad/s

Figure 1.10 — Diagrammes de Bode de 1 F' pour v = 1.5
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3.5

Approximation de Grunwald
| N N S bbb Variante de Trigeassou
Approximation d'Oustaloup
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>

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Figure 1.11 — Réponses indicielle de o F' pour v = 0.4 et ( = —0.7

Les réponses indicielles de o F" pour v = 0.4 et ( = —0.7 sont tracées sur la figure 1.11.
Les oscillations indiquent clairement que le systeme est résonant. De plus, les trois courbes

des trois approximations sont superposées, ce qui valide les trois méthodes de simulation.

Les diagrammes de Bode de o F sont tracés sur la figure 1.12, les réponses fréquentielles
du systeme montrent bien qu’il est résonant, ce qui valide les résultats de la figure 1.4.
Le diagramme de gain présente une pente de —40rdB/décade aux hautes fréquences et le
diagramme asymptotique de phase présente un blocage a —vm aux hautes fréquences.

Les réponses indicielles de o F' pour v = 1.9 et ( = 2 sont tracées sur la figure 1.13. Les
oscillations indiquent clairement que le systeme est résonant. De plus, les trois courbes

des trois approximations sont superposées, ce qui valide les trois méthodes de simulation.

Les diagrammes de Bode de 5 F' sont tracés sur la figure 1.14. Les réponses fréquentielles
du systéeme montrent bien que le systeme est résonant, ce qui valide la figure 1.4. Le
diagramme de gain présente une pente de —20vdB par décade au premier lieu puis une
pente de —40vdB par décade et le diagramme asymptotique de phase présente un blocage

a —uv ainsi que deux points d’inflexion.
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Figure 1.12 — Diagrammes de Bode de o F' pour v = 0.4 et ( = —0.7
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Figure 1.13 — Réponses indicielle de o F' pour v = 1.9 et ( = 2
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Figure 1.14 — Diagrammes de Bode de oF pour v = 1.9 et ( =2

1.8 Conclusion

Ce chapitre présente principalement trois parties : les différentes représentations des
systemes non entiers MISO, 'analyse de la stabilité de ce type de systemes ainsi que
les méthodes de simulation fréquentielle et temporelle pour une fonction de transfert de
premiere et de deuxieme espece.

Une nouvelle notion a été définie, en I'occurrence la commensurabilité structurée, qui

permet de conserver la méme dimension d’un systeme non entier.
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Planification d’expériences d’un systéeme non entier de deuxiéme espéce

2.1 Introduction

La planification d’expériences est une partie intégrante dans le processus
d’identification (figure 2.1). Elle permet de choisir les signaux d’entrées qui maximisent
la quantité d’information extraite du systeme. Ceci améliore I’estimation paramétrique et
minimise la variance des parametres.

Les premiers travaux sur la planification d’expériences pour I'identification de systemes
remontent aux années 1970. L’idée principale consiste a trouver le meilleur signal d’entrée
qui fournit 'estimation la plus précise des parametres inconnus, ou les approches multi-
sinus ont donné lieu a des résultats importants encore utilisés aujourd hui [Goodwin, 1977,
Mehra, 1974]. Des développements importants sont apparus a la fin des années 1980, basés
sur la formule de covariance asymptotique de Ljung [Gevers et Ljung, 1986]. Certaines
travaux de recherche se concentrent sur 'optimisation de I’ensemble du spectre du signal
d’entrée en fonction des contraintes imposées [Hjalmarsson et Jansson, 2008, Bombois
et al., 2021].

La planification d’expériences des fonctions de transfert élémentaires de premiere
espece a été traitée dans [Abrashov et al., 2017, Abrashov et al., 2018]. Dans [Abrashov
et al., 2017], le critere de D-optimalité de la matrice de covariance est minimisé, tandis que
dans [Abrashov et al., 2018], le probléme est formulé sous une forme convexe de dimension
finie. Le spectre d’entrée y est décomposé en base polynomiale de Laguerre et une solution
LMI est proposée. Cette méthode permet de synthétiser le spectre d’entrée optimal des
systemes LTI a temps continu qui peuvent aussi étre non entiers. Il est connu dans la
littérature que le plan d’expériences optimal dépend des parametres optimaux du systeme
qui sont inconnus. Ce probleme de la poule et de 'ceuf peut étre résolu en pré-estimant
les parametres du systeme a partir d’un signal d’entrée non optimal, puis en utilisant un
signal optimal. Lorsqu'un intervalle borné des parametres estimés est connu, une autre
solution consiste a réaliser un plan d’expériences robuste comme décrit dans [Abrashov
et al., 2017] pour les fonctions de transfert de premiere espece.

Ce chapitre traite la planification d’expériences de systemes non entiers de deuxieme
espece (1.35). Il comporte principalement quatre parties : le probleme de planification
d’expériences est tout d’abord défini. Ensuite, un état de l'art sur la planification
d’expériences pour les systemes non entiers de premiere espece est présenté. Apres, notre
approche pour la planification d’expériences de systemes non entiers de deuxieme espece
est détaillée. Enfin, une application a la planification d’expériences de systemes non entiers

de deuxieme espece est illustrée.
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Figure 2.1 — Positionnement de la planification d’expériences, d'un systeme SISO, dans la
procédure d’identification
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2.2 Positionnement du probleme de planification

d’expériences

e(k)
4

F(g™)

M’ G(p) y(t)\ y(tl()@y*(tk)’

Figure 2.2 — Schéma d’un systeme SISO

Soit le systeme représenté dans la figure 2.2 et défini par le systeme d’équations

suivant :
t) =G t
y*(te) = y(te) + Fg~)e(k)
avec t, = kh, h est la période d’échantillonnage et ¢~! désigne l'opérateur de retard

discret. G(p) est donnée par I’équation (1.35). yo est le signal de sortie non bruité, y est le
signal mesuré, entaché d’un bruit blanc ou coloré additif. F/(¢g~1) défini le modele de bruit
(F(q~') = 1 lorsque le bruit est blanc). e(k) est un bruit blanc gaussien centré ayant une
densité spectrale constante égale a o2.

Tous les parametres de G(p) sont rassemblés dans un vecteur de parametres 6 a estimer
défini par :

0= [bo,bl,...,bM,al,...,aN]. (22)

Le signal d’entrée est supposé de type multi-cosinus :

u(t) = A Z cos(wit), (2.3)

ou A est une constante qui fixe la puissance du signal d’entrée, N est le nombre de
composantes cosinusoidales et w; désigne leurs pulsations.

Le but est de déterminer la meilleure pulsation d’entrée pour que les parametres du
systeme soient estimés le plus précisément possible. A cet effet, il convient de maximiser
une norme de la Matrice d’Information de Fisher (I'inverse de la matrice des covariance
P(®,(w)) :

(@) = P (@u(w)) + Ro, (2.4)
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avec

P H(®,(
(Tu(w) 27?02

/ e ([80 "“’”} P (), () P (— ) [%D o,

(2.5)
ou ®, (w) représente le spectre du signal d’entrée et Ry une constante qui ne depend pas du
signal d’entrée. La matrice M (®,(w)) représente I'information engendrée par le systeme
lorsqu’il est excité par le signal d’entrée u(t).

L’objectif de la planification d’expérience est de maximiser une norme de la matrice

d’information de Fisher, en agissant sur le signal d’entrée. Différentes criteres existent :

e La A-optimalité correspond a la somme des carrées des axes principaux de la

région de confiance de 6 :

Ja(®,(w)) = trace(P~ (D, (w))). (2.6)

e La E-optimalité correspond au plus long axe de la région de confiance de 6 :
Jg(®,(w)) = max(spec(P~1(®,(w)))). (2.7)

ot spec(P~1(®,(w))) designe le vecteur qui contient les valeurs propres de
PPy (w))

e La D-optimalité correspond au volume de la région de confiance de 6 :

Ip(®y(w)) = det(P (24 (w))). (2.8)

Notre choix s’est porté arbitrairement sur la maximisation du critere de D-optimalité de
la matrice d’information de Fisher. Pour des raisons de simplicité, la densité spectrale est
supposée unitaire donc F(jw) =1, Vwet o?=1.

Le spectre de chaque cosinus étant une distribution de Dirac, I’équation (2.4) peut

étre réécrite sous la forme suivante :

P (0ue) 2m2 Z‘% ([861 jwz)r [aG(a—ejwi)D_ (2.9)

Le probléme consiste maintenant a chercher les meilleures pulsations w; du signal (2.3)

qui maximisent le critére de D-optimalité ou le déterminant de P~ (®,(w)) :

Wopt = argmax det(P~'®, (w)). (2.10)
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2.3 Planification d’expériences de systémes mnon

entiers de premiere espece

[Abrashov et al., 2017] ont étendu la planification d’expérience aux systeémes non
entiers de premiere espece.

La fonction de transfert considérée est la suivante :

K

G(s) = ——. 2.11
G) = Ty (211)
et le signal d’entrée est supposé de la forme :

u(t) = Acos(wt). (2.12)

Le probleme consiste a chercher la pulsation optimale w, maximisant la matrice
d’information de Fisher (2.9), conformément & (2.10). Trois cas sont considérés et décrits

ci-dessous.

2.3.1 Cas ou un seul parametre est inconnu

Cas 1 : Lorsque K est inconnu, 7 et v sont supposés connus, la pulsation optimale

normalisée est :

wp,=0, 0<v<l
(2.13)
Wy = {/—cos(vy), 1<v<2
ol w, = Tw est définie comme étant la pulsation normalisée. Lorsque le systeme de

premiere espece n’est pas résonant la pulsation optimale vaut 0, ce qui revient a avoir
une excitation constante a partir de t = 0 (ou échelon). Lorsque le systeme présente
une résonance la pulsation optimale correspond a la pulsation de résonance, c’est a cette

pulsation que la sensibilité aux variations de gain est la plus forte.

Cas 2 : Lorsque 7 est inconnu, K et v sont supposés connus, la pulsation optimale
normalisée vaut :
w, = 1. (2.14)

quels que soient les parametres K et 7.

Cas 3 : Lorsque v est inconnu, une solution numérique est trouvée pour la pulsation

optimale normalisée.
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2.3.2 Cas ou deux parametres sont inconnus

Cas 1 : Lorsque K et 7 sont inconnus, la pulsation optimale normalisée est :

Wy = (2.15)

Cas 2 : Lorsque K et v sont inconnus, une solution numérique est trouvée pour la

pulsation optimale normalisée.

Cas 3 : Lorsque 7 et v sont inconnus, la pulsation optimale normalisée vaut :

wy = 1. (2.16)

2.3.3 Cas ou les trois parametres sont inconnus

Dans le cas ou les trois parametres sont inconnus, le signal sinusoidal (2.12) n’est pas

suffisamment persistant. Les auteurs, dans [Abrashov et al., 2017], définissent a la place :
u(t) = A(cos(wit) + cos(wat)) (2.17)

et trouvent numériquement les pulsation optimales w; et ws.
La contribution originale de ce chapitre consiste a étendre les résultats de planification

d’expériences aux systemes non entiers de deuxieme espece.

2.4 Planification d’expériences de systemes mnon

entiers de deuxieme espece

Dans cette section, le probleme de planification d’expérience de systemes non entiers

de deuxieme espece :
K

QG(S): 1+2C(wio)y+(wio)2y

(2.18)

est traité pour les différents cas ou 1 & 4 parametres (K, ¢, wp, V) sont supposés inconnus.
Pour les deux premiers cas, lorsque un ou deux parametres du systeme sont inconnus,

le signal optimal contient seulement une composante cosinusoidale :
u(t) = Acos(wt). (2.19)

Pour les deux derniers cas, lorsque trois et quatre parametres sont inconnus, une
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composante cosinusoidale n’est plus suffisante, car le signal n’est plus suffisamment

persistant. Deux composantes cosinusoidales sont alors nécessaires :
u(t) = A(acos(wit) + (1 — @) cos(wat)). (2.20)

Le parametre additionnel 0 < o < 1, permet de fixer la quantité d’energie a répartir entre

les deux composantes.

Définition 2.1 Un signal quasi stationnaire u(t), ayant comme spectre ®,(w), est dit
persistant d’ordre n si pour tous les filtres de la forme M,(q) = miq ' + ... + muq™" on
a:

M, (e)]*®u(w) =0 = M,y(e™)=0. (2.21)

La fonction M, (jw)M,(—jw) peut avoir au plus (n— 1) zéros différents a partie réelle
positive, par conséquent u(t) est persistant d’ordre n, si ®,(w) est différent de zéro en au

moins n points dans ['intervalle —m < w < 7

Rappelons les conditions de stabilité d’un systeme non entier de deuxieme espece [Malti
et al., 2011] :
wo >0
O<v<?2 (2.22)
¢ > —cos(vy)

2.4.1 Cas ou un seul parametre est inconnu

Dans cette section, un seul parametre parmi K, (,wp, v est considéré inconnu. La
fréquence optimale w,, du signal d’entrée (2.19) est calculée. Elle permet d’estimer le

parametre inconnu avec une variance minimale (2.9).

2.4.1.1 Cas ou K est inconnu
Dans cette section, K est supposé inconnu et les parametres ¢, wqg et v sont connus. Il

est intéressant d’examiner, tout d’abord, le cas d’un systéme rationnel (v = 1).

Cas rationnel (v = 1) : L’inverse de la variance calculé en utilisant ’équation (2.9)

est égale a :

A 1
Pt (w) = 7 X - : (2.23)
s w w
1= (2] +aczy?
La pulsation qui maximise Pgl(wn) est celle qui minimise son dénominateur :
Dy(wn) = [1 = w2 +4¢%w,2. (2.24)
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En définissant la pulsation normalisée w,, = fo, la premiere dérivée de D;(w,) est donnée

par :
le (wn)

o - dwy, [w2 +2¢% = 1] . (2.25)

Cette dérivée s’annule lorsque :

le(wn) Wnopt = 07 v C

=0=
d, {wmptzm—zga si (< 2,

Pour ¢ < 0.7, ona Dy(y/1 —2¢%) > D;(0). Par conséquent, w,, = y/1 — 2¢? correspond

a un maximum global de (2.23).

(2.26)

Lorsque K est inconnu et v = 1, la pulsation w,, optimale dans le sens de probleme

(2.10), est donnée par :

Whopt = /1 —2¢%, si (<0.7.

En conséquence, la pulsation optimale correspond a la pulsation de résonance lorsque le

{ Wnopt = 0, si ¢>0.7.

systeme est résonant. C’est la que la sensibilité par rapport aux variations du gain est

plus importante.

Cas non entier avec v €]0,2] L’inverse de la variance est égale a :

Pt (wy) = i X 1
KA 7 (14wl + 4w + 2w2 cos(vm) + 4¢w! cos(vE) [1 + w?])

(2.27)

La recherche du maximum global de (2.27) nécessite la résolution de l’équation
dPr! (wn)

o = 0 qui est non linéaire par rapport a w,. La solution analytique est difficile,

voir impossible, a obtenir. Comme dans le cas entier, on peut conclure que la sensibilité
par rapport aux variations du gain est la plus importante a la pulsation de résonance. Par
conséquent, la solution numérique a été calculée et tracée pour différentes valeurs de v sur
la figure 2.3. Cette figure est identique a la figure 1.5 du chapitre 1. Ceci qui montre que
la pulsation optimale du probléme décrit en (2.10) correspond a la pulsation de résonance
lorsque le couple (v,() appartient au domaine de résonance d'un systeme de deuxieme

espece (figure 2.3) et est égale a zéro lorsque ce n’est pas le cas.

2.4.1.2 Cas ou ( est inconnu

Dans cette section, ¢ est supposé inconnu et les parametres K, wy et v sont connus. Il

est intéressant d’examiner, tout d’abord, le cas d’un systeme rationnel avec v = 1.
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Pulsation normalisée w

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Pseudo facteur d'amortissement ¢

Figure 2.3 — Pulsation optimale normalisée en fonction de (, lorsque K est inconnu. La
courbe en trait gras et vert correspond a la solution analytique obtenue pour v = 1

Cas rationnel (v = 1) : L’inverse de la variance calculé en utilisant ’équation (2.9)

est égale a :

2AK?w?
P Hw,) = ——2 2.28
") = s (2:28)
ou D (wy,) est défini dans (2.24).
La premiere dérivée de B/ '(wy) par rapport & w, est donnée par :
~1 2

dwn m D% (wn)

Cette équation est difficile a résoudre analytiquement mais peut étre résolue pour le

cas particulier de ¢ = 1.
Proposition 1 : Pour ( =1 :

AP, (wn) _ 4AK? y wn(3w? — 1)
dw, 7 (w2 +1)°

(2.30)

Le mazimum global de Pgl(wn), est obtenu pour :

_1w"
M:0:>wn(3cu?21—1):0

dwn,
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051

0.4r

Pulsation normalisée w

0.1 1 1 1
-0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 3

Pseudo facteur d'amortissement ¢

Figure 2.4 — Pulsation optimale normalisée en fonction de (, lorsque ( est inconnu et
v = 1. Le cas ( = 1 est mis en évidence par le carré rouge

Whopt = 0
= { A (2.31)
nopt — "3 -
Pc_l(*/?g) > Pc_l(()), par conséquent Wyopr = \/?g est la pulsation maximisant P (wy,).

La pulsation w,, optimale dans le sens du probleme (2.10) est donnée par ’expression
analytique (2.31).

La pulsation normalisée pour le cas ¢ inconnu et v =1 est tracée sur la figure 2.4.

Cas non entier avec v €]0,2][ : Dans ce cas, 'inverse de la variance est égale a :

2AK? w2 " 1
T (14wl + 4¢C2w2 + 2w2” cos(vm) + 4wy cos(vF) [1 + w%”])T
(2.32)

La recherche de la pulsation wye qui maximise PC_I(wn) est difficile a trouver
dP. "' (wy)

¢

dwy,
conséquent, ce probleme est résolu numériquement et tracé sur la figure 2.5 pour différentes

Pg_l(wn) =

analytiquement car 1’équation =0 est non linéaire par rapport a w,. Par

valeurs de v.
En raison des conditions de stabilité (2.22), le point de départ des tracés (en haut

a gauche) sur la figure 2.5, ainsi que sur les figures suivantes, correspond a la limite de
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1.9

0.8

Pulsation normalisée w

0.4

| I 1

O 1 1 1 |
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 3

Pseudo facteur d'amortissement ¢

Figure 2.5 — Pulsation optimale normalisée en fonction de (, lorsque ¢ est inconnu. La
courbe en trait gras et vert correspond a la solution analytique pour v =1 et le cas ( =1
est mis en évidence par le carré rouge

stabilité définie par ( = — cos(v5). Dans ce cas, la fréquence d’entrée optimale est égale
a la fréquence naturelle et donc la fréquence normalisée est égale a 1. Plus le facteur de
pseudo-amortissement ( est élevé, plus 'amortissement du systeme est faible, et plus la

fréquence naturelle w,, est petite. Elle tend vers 0 pour tout v.

2.4.1.3 Cas ou wy est inconnue

Dans cette section, wy est supposée inconnu et les parametres K, ( et v sont connus.
La aussi il est intéressant d’examiner, tout d’abord, le cas d'un systeme rationnel avec

v=1.

Cas rationnel (v =1) L’inverse de la variance calculé par (2.9) est égale a :

2AK%w? w2+ (2

. 2.33
Tw? D3} (wy) ( )

-1
Pw() (wn) =

ou Di(wy,) est défini dans (2.24).
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La dérivée de PW_O1 par rapport w, est donnée par cette expression :

AP, Hwn) _ 4AK?w, (3w} +2¢*) Di(wn) = 8wa(wr + ()¢ — (1 —wp))
dwy, Tw? D3 (wn)

(2.34)

Bien que cette équation admette une solution évidente pour w, = 0, elle est difficile a
résoudre analytiquement pour tout w,. Elle est résolue dans le cas particulier ¢ = 1.
Proposition 2 : Pour ( =1, l’équation (2.34) devient :

P —4AK? 22 — 1
APun(eon) _ i Cn(Zwy — 1) (2.35)
dwp, TwWo (W2 +1)

Le mazimum global de P, (w,), est obtenu pour :

-1 wn
oo ) 0 5 w202 — 1) = 0,
Wnopt = 0
- { " (2.36)
w = ¥2
nopt 9

V2

V2 V2
2

Puisque P, 1(%2) > P;1(0), Uoptimum global se trouve d la pulsation wyepy = %°.
La pulsation w,, optimale dans le sens du probleme (2.10) est donnée par ’expression
analytique (2.36).
Pour un ¢ quelconque, la pulsation normalisée correspondant au cas entier v = 1. Elle

est tracée sur la figure 2.6 lorsque w, est inconnu.

Cas non entier général avec v €]0,2[ : Dans ce cas, I'inverse de la variance est égale
a:
P, Yw) = 2AK2u22w§” y w2 + 2Cwy cos(v) + ¢2 5
Wy (14 wp 4 4C2w2 + 2w cos(vm) 4 4w cos(vF) [1 + w2v])
(2.37)
La recherche de la pulsation wyey qui maximise B 1 (wn) est difficile a trouver
analytiquement car 1’équation d&d;fﬂ = 0 est non linéaire par rapport a w,. Par

conséquent, ce probleme est résolu numériquement pour différentes valeurs de v. La

solution optimale est tracée sur la figure 2.7.

2.4.1.4 Cas ou v est inconnu

Dans cette section, l'ordre de dérivation v € (0,2) est supposé inconnu et les

parametres K, ( et wy sont connus.
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Pseudo facteur d'amortissement ¢

Figure 2.6 — Pulsation optimale normalisée en fonction de (, lorsque wy est inconnu et
= 1. (Le cas ¢ =1 est mis en évidence par le carré rouge)

Pulsation normalisée w
o o
(o)} o] =

©
~

©
(N

0 1 1 1
-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 2.5 3

pseudo facteur d amortissement ¢
Figure 2.7 — Pulsation optimale normalisée en fonction de ( lorsque wy est inconnu. La

courbe en trait gras et vert correspond a la solution analytique pour v = 1. Le cas ( = 1
est mis en évidence par le carré rouge
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Figure 2.8 — Pulsation optimale normalisée en fonction de ¢ lorsque v est inconnu

L’inverse de la variance est égale a :

P () AK?w? (40 (wy,) 4+ 72) (W2 + 2¢w?, cos(vE) + (?)
v Wn) = X .
27 (14 wp 4 4C2w2 + 2w cos(vm) 4 4Cwy cos(vg) [1 + w2])?
(2.38)
La recherche de la pulsation wyy qui maximise P, '(w,) est difficile & trouver

dP, Y (wn)
dwn,

conséquent, ce probleme est résolu numériquement pour différentes valeurs de v et la

analytiquement car 1’équation = 0 est non linéaire par rapport a w,. Par

solution optimale est tracée sur la figure 2.8.

Remarque 2.1 La figure 2.8 montre qu’il existe a priori une discontinuité pour v =
0.2 en ¢ = 0. Pour illustrer ce comportement étrange, la pulsation optimale est tracée
pour plusieurs valeurs de  supplémentaires sur la figure 2.9. L’observation initiale de
discontinuités en ( = 0 se configure a priori pour toutes les valeurs de v < vy avec
vy ~ 0.38.

Pour rechercher l'origine de cette discontinuité, ['inverse de la matrice de convariance
est tracée en fonction de w,, pour trois valeurs de v sur la figure 2.10 qui illustre la présence
de deur maximums globaux pour les valeurs v = 0.2 et v = 0.3 et d’un seul maximum
global pour v = 0.5. La figure 2.11 illustre la présence de deux maximums globauzr pour

v <y~ 0.38 et d'un seul optimum global au dela de vy.
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Figure 2.9 — Pulsation optimale normalisée en fonction de ( lorsque v est inconnu et
compris dans l'intervalle 0.36 < v < 0.38
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Inverse covariance normalisée
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Pulsation normalisée w,

Figure 2.10 — Inverse de la variance P, en fonction de la pulsation optimale normalisée
wy, lorsque ¢ = 0, illustrant la présence de deux maximums globaux lorsque v = 0.2 et
v = 0.3, qui sont mis en évidence avec des carrés, et un seul maximum lorsque v = 0.5
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30

Pulsation normalisée w

— |

o] ; e ! !
0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Ordre commensurable v

Figure 2.11 — Pulsation optimale normalisée w, en fonction de v, lorsque ¢ = 0; deux
maximums globaux lorsque v < 1y =~ 0.38; les maximums pour v = 0.3, v = 0.2 et
v = 0.5, qui correspondent a ceux de la figure 2.10, sont mis en évidence avec des carrés

2.4.2 Cas ou deux parametres sont inconnus

Dans cette section le probleme de planification d’expériences pour les systemes non
entiers de deuxieme espece est traité dans le cas ou deux parametres sont inconnus. La
combinison de deux parametres parmi 4 fournit C4 = 6 cas a étudier. Dans chaque cas
le méme principe utilisé dans la section 2.4.1 est appliqué pour déterminer la pulsation

normalisée optimale.

2.4.2.1 Cas ou K et ( sont inconnus

Dans cette section, K et ( sont supposés inconnus et les parametres wy et v sont
connus. Il est intéressant d’examiner, tout d’abord, le cas d'un systeme rationnel avec
= 1.
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Figure 2.12 — Pulsation optimale normalisée en fonction de (, lorsque K et  sont inconnus
et v=1

Cas rationnel (v = 1) : L’inverse de la matrice de covariance calculé par (2.9) est
donnée par : i i
1 —4K w2
. s D1 (wn) D%(wn)
Py olwn) = 5; : (2.39)
—4K w2 4K202
D} (wn) D} (wn)
Son déterminant est égal a :
A2K%0 (1 —w?)?
—1 o n n
det(Pr ¢ (wn)) = & X Dl (2.40)

ot Dj(wy,) est défini dans (2.24).

La recherche du maximum global de (2.40) nécessite la résolution de l’équation
ddet(Py; { (wn))

T = 0 dont la solution analytique n’est pas évidente. Seule la solution numérique

est calculée et tracée pour v = 1 sur la figure 2.12.
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Cas non entier avec v €]0,2] : Dans ce cas, I'inverse de la matrice de covariance est

égale a :
1 —2Kw¥ (cos(v 5 )w2¥ +2wh (+cos(vE))
. D2(wn) D3 (wn)
P e(wy) = 7 (2.41)
—2Kw} (cos(v 5 )wa? +2wh (+cos(v T ) 4K2w2Y
D2 (wn) Dg (wn)
Le déterminant de l'inverse de la matrice de covariance est égal a :
A2K20w  Do(w,) — (cos(vZ)w?” + 2wr (¢ + cos(vZ))?
det(Pry(wn)) = X L . 2 2.42
et(Pek(wn) = = B (242)
avec
Ds(wn) = 1+ wy + 4w + 2w cos(vm) + 4wy, (14 w?) cos (I/g) (2.43)

La recherche du maximum global de (2.42) nécessite la résolution de l’équation
d det(ijg(wn))

dwn,

a été calculée et tracée pour plusieurs valeurs de v sur la figure 2.13.

= 0 qui est non linéaire par rapport a w,. Seule la solution numérique

2.4.2.2 Cas ou K et wy sont inconnus

Dans cette section, K et wy sont supposés inconnus et les parametres ¢ et v sont
connus. Il est intéressant d’examiner, tout d’abord, le cas d’un systeme rationnel avec
v=1.

Cas rationnel (v = 1) : L’inverse de la matrice de covariance calculée a partir de (2.9)

est égale a :

1 2Kw? (w2+2¢%-1)
. A D1 (wn) w2 D?(wn)
P n) = — 2.44
K,o.)()(w ) 27T ( )
2K w2 (w2 +2¢%2-1) AK2w2 (w2 +¢2)
wg D7 (wn) wg D3 (wn)
Son déterminant est égale a :
A2K202  Dy(wn) (@2 4 ¢2) — (W2 +2¢2—1)°
det(Pit (wy)) = n UTANt n 2.45
e ( K,wo(w )) 71_2@)(2) D%(u}n) ) ( )
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Figure 2.13 — Pulsation optimale normalisée en fonction de ( lorsque K et ¢ sont inconnus
et v quelconque. La courbe en trait gras et vert correspond a la solution analytique pour
v=1

ou Dj(wy,) est défini dans (2.24).
La recherche du maximum global de (2.45) nécessite la résolution de I’équation
ddet(P,} (wn))
dwn,

la solution numérique est calculée et tracée pour v = 1 sur la figure 2.14.

= 0 dont la solution analytique n’est pas évidente. Par conséquent, seule

Cas non entier avec v €]0,2] : Dans ce cas, I'inverse de la matrice de covariance est
égale a :

Pl (wn) = A

Kywo 2
1 2Kuwz(wi"+3§ cos(u%)wi"+(2§2+cos(uﬂ'))w;’b+( cos(v 7))
D2 (wn) wng(wn)
2Kvwy, (wf’l"+3< cos(u%)w3’“+(2(2+cos(uﬂ))wz+c cos(v %)) 4K21/2w72b“ (w%y”+2§w; cos(u%)+(2)
wng(wn) wng (wn)
(2.46)
Son déterminant est :
A2K2u2w2u
—1 _ n
det(PK,w0 (wn)) = 7#%.}3
Da(wn) (w2¥ + 2¢w?, cos(vy) + ¢?) — (W +3¢ Cos(ug)wfb” + (2¢2 + cos(mv))wh + CCOS(V%))Q (2.47)
D3 (wn) '
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Figure 2.14 — Pulsation optimale normalisée en fonction de ( lorsque K et wqy sont inconnus
et v=1

ol Dy(wy,) est défini dans (2.43).

La recherche du maximum global de (2.47) nécessite la résolution de I’équation
ddet(P, L (wn))

,w

0 0 dont la solution analytique n’est pas évidente. Seule la solution
numérique et la figure 2.15 est calculée et tracée pour plusieurs valeurs de v sur la figure

2.15.

2.4.2.3 Cas ou K et v sont inconnus

Dans cette section, K et v sont supposés inconnus, avec v €0, 2[, et les parametres ¢

et wy sont connus.
Dans ce cas, I'inverse de la matrice de covariance est égale a :

A
—1
Py, (wn) o
1 —2Kwy, lrl(wn)(wi”JrSg cos(u%)wi”+(2§2+cos(u7r))wz+(: cos(v %))
Daten) DI (om)
—2Kwy ln(wn)(wiy+3§ cos(V%)wiy+(2§2+cos(uﬂ'))wz+( cos(v %)) K2wi’/(41n2(w")+7r2)(wi’/+2CwTVL cos(u%)«&»gz)
D3 (wn) D3 (wn)

ot Dy(w,,) est défini dans (2.43).
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Figure 2.15 — Pulsation optimale normalisée en fonction de ¢ lorsque K et wy sont inconnus
et v quelconque. La courbe en trait gras et vert correspond a la solution analytique pour
v=1

Le déterminant de l'inverse de la matrice de covariance est égale a :
A2 K2w21/
-1 _ n
det(Pr , (wn)) = TX

Do (wn)(4In2 (wn) + 72) (w2¥ + 2¢w?, cos(vy) + ¢2) — (In(wn) (W + 2w 2 + W cos(vm) + CCOS(V%)(?}W?LIJ + 1)))2
D3 (wn) '

(2.49)

La recherche du maximum global de (2.49) nécessite la résolution de 1’équation
ddet(Py !, (wn))
dwn,

est calculée et tracée pour différentes valeurs de v sur la figure 2.16.

= 0 dont la solution analytique n’est pas évidente. Seule la solution numérique

2.4.2.4 Cas ou ( et wy sont inconnus

Dans cette section, ( et wy sont supposés inconnus et les parametres K et v sont
connus. Il est intéressant d’examiner, tout d’abord, le cas d'un systeme rationnel avec

v=1.
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Figure 2.16 — Pulsation optimale normalisée en fonction de ¢, lorsque K et v sont inconnus.
La courbe en trait gras et vert correspond a la solution analytique pour v =1

Cas rationnel (v =1) : L’inverse de la variance calculé par (2.9) est égale a :

4K202 —4K2%¢w2
1 A | DI 50 D (eon)
Prh ) = o , (2.50)
—4K2%¢w?2 4K2%02 (w2 +¢?)
woD% (wn) w%D% (wn)

ou Dj(w,) est défini dans (2.24).

Le déterminant de l'inverse de la matrice de covariance est égal a :

4A?K4WS

det(P! (wy)) = 2D ()

vao

(2.51)

La recherche du maximum global de (2.51) nécessite la résolution de I’équation
ddet(Pgio (wn))

- = 0 dont la solution analytique n’est pas évidente. Par conséquent, seule

la solution numérique est calculée et tracée pour v = 1 sur la figure 2.16.
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Figure 2.17 — Pulsation optimale normalisée en fonction de (, lorsque ¢ et wy sont inconnus
et v=1

Cas non entier avec v €]0,2[ : Dans ce cas, I'inverse de la matrice de covariance est

égale a :
4K2w2Y —4K?vw2¥ (C+wh cos(vE))
X A DZ(wn) wo D3 (wn)
Peon(wn) = o , (2.52)
—4K2vw2Y ((+wy cos(vE)) 4K202w2Y (w2 +2¢wy, cos(v ) +¢?)
wng (wn) w%Dg (wn)

ol Dy(wy,) est défini dans (2.43).

Son déterminant vaut :

det(PL (i) = 4A2K4V22w2” sin®(v3)

Cwo 2wk Di(wy,)

(2.53)

La recherche du maximum global de (2.53) nécessite la résolution de I’équation
ddet(PCjio (wn))
dwn

la solution numérique est calculée et tracée pour différentes valeurs sur la figure 2.18.

= 0 dont la solution analytique n’est pas évidente. Par conséquent, seule
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Figure 2.18 — Pulsation optimale normalisée en fonction de ¢ lorsque ¢ et wy sont inconnus
et v est quelconque. La courbe en trait gras et vert correspond a la solution analytique
pour v = 1)

2.4.2.5 Cas ou ( et v sont inconnus

Dans cette section, et v sont supposés inconnus alors que les parametres K et wy
sont connus.

L’inverse de la matrice de covariance est égale a :

4K w2 4K%w2YIn(wn) ((+w} cos(vE))
1 A D3 (wn) D2 (wn)
P w) = — L (2.54)

4K 2027 In(wn ) (CHwl, cos(ry)) K2w2¥ (4In? (wp ) 4+72) (w2¥ +2¢w COS(V%)+C2)
DZ(wn) D3 (wn)

ot Dy(wy,) est défini dans (2.43).
Dans ce cas, le déterminant de P, wn) est égal A :

det(P (wn)) = A2 Ky (An*(wn) + %) (@R + 2wy cos(vF) + (%) — (n(wn) (¢ + wh cos(v3)))°

T D3 (wn)

(2.55)

La recherche du maximum global de (2.55) nécessite la résolution de ’équation
ddet(P_ ), (wn))

- = 0 dont la solution analytique n’est pas évidente. Par conséquent, seule
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Figure 2.19 — Pulsation optimale normalisée en fonction de (, lorsque ¢ et v sont inconnus.
La courbe en trait gras correspond a la solution analytique pour v =1

la solution numérique est calculée et tracée pour différentes valeurs de v sur la figure 2.19.

2.4.2.6 Cas ou wy et v sont inconnus

Dans cette section, on suppose que wy et v sont inconnus et que les parametres K et
¢ sont connus.

L’inverse de la matrice de covariance est égale a :

A
-1 _a
PUJo,l/(wn) - 27T X
4K20202Y (w2V 420w, COS(V%)+C2) —4K 2002V In(wn ) (C2 w2V +2¢wY, cos(ry))
w3 D3 (wn) woD2(wn)
. (2.56)
—4K 20w In(wp) (¢2+w2” +2(w!, cos(v %)) 4K2w2Y (In? (wn)—l—"ff)(w%l’—f—Q(wz cos(v3)+¢?)
wo D3 (wn) D3 (wn)

ot Dy(wy,) est défini dans (2.43).
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Figure 2.20 — Pulsation optimale normalisée en fonction de ¢, lorsque wy et v sont inconnus.
La courbe en trait gras et vert correspond a la solution analytique pour v =1

Son déterminant est :

A2 208 (W2 20wl cos(VE) + ¢2)
det(P,}, (wn)) = 5 . - 2 : 2.57
et (P n)) = i x o (257)

La recherche du maximum global de (2.57) nécessite la résolution de 1l’équation
ddet (P (wn))
dwn,

la solution numérique est calculée et tracée pour différentes valeurs de v sur la figure 2.20.

= 0 dont la solution analytique n’est pas évidente. Par conséquent, seule

2.4.3 Cas ou trois ou quatre parametres sont inconnus

Dans le cas ou il y a trois ou quatre parametres inconnus, une composante cosinusoidale
n’est plus suffisante, le signal d’entrée doit comporter au moins deux termes en cosinus,
comme dans ’équation (2.20). Par conséquent, le probleme devient encore plus difficile
a résoudre car deux fréquences ainsi que le facteur de pondération o dans (2.20) doivent
étre déterminés en maximisant le déterminant d’une matrice 3 x 3 ou 4 x 4 par rapport
aux deux fréquences et au facteur de pondération. Dans le cas de 4 parametres inconnus,

'inverse de la matrice de covariance calculée par (2.9) s’écrit :

A
PKQWO,V(Wnuana a) = Gy (aM; + (1 — a)M,) (2.58)
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ou
M; =
1 72Kw7l:i (cos(u%)wiz+2wzi C+cos(u%))
Da(wn;) D3 (wn;)
v (T 2v v (1T 2 2v
—2Kwy, (COS(VE)WW 2wy CJrcos(uE)) 4K w Y
D3 (wn;) D3 (wn;)

2Kuw;;i (wi:JrBC cos(l/g)wi:+(2C2+cos(‘n’u))w;’% +¢cos(vg))

—4K? Vwi: (C«Hu;’li cos(v%))

wo Dg (wni )

—2Kw}, In(wn, ) (w3 +3¢ cos(v §)wi” +(2¢ cos(mv)wy, +( cos(vF))

wo Dg (wni )

(4K2wi’; In(wn, ))(C—i—wzq cos(v%))

Dg ("""i )

2Kvwy, (wﬁ/:+3§ cos(v 5w

i

29 (22 cos(mv))wl, +C cos(vE))

D% ("‘)"z‘)

72szi In(wn,) (wi‘;+3( cos(v%)

wi‘:+(2§2+cos(7ru))w;i +<¢ cos(z/%))

wo D% (Wni )

—4K? l/wﬁ: (C+w;i cos(v%))
wo D§ (Wni )

4K2u2wilg (wi’;+2§wzi cos(u%)Jr(g)
wg D3 (wn,;)

74K2Vwil; ln(w,bi)(wi':+24wzi COS(V%)+C2)
wng (“’”z‘)

La encore, la résolution de

ddet(PI;}C’WOW (w1,w2,x))

D3 (wn,)

(AR In(wn,)) (CHw?, cos(vE))
D% (Wni )

74K2uwil; In(wn, )(wiZjLQCw,"Li cos(u%)+§2)
wng(wni)

K2w72;; (41n (wn, )2+7r2)(wi: +C2+2Cw;i cos(v%))

D% ("""i )

numérique peut étre calculée.

dw1 ,w2,a]

= [0,0,0] est difficile. Une solution

(2.59)

Dans le cas de n'importe quelle combinaison de 3 parametres est inconnu, l'inverse
de la matrice de covariance calculée par (2.9) peut étre déduite de (2.58) et (2.59), en

éliminant la ligne et la colonne correspondant au parametre supposé connu dans (2.59) :
e Premicere ligne et premiere colonne pour K.
e Deuxieme ligne et deuxieme colonne pour (.
e Troisieme ligne et troisieme colonne pour wy.

e Quatrieme ligne et quatrieme colonne pour v.
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Tableau 2.1 — Simulation de Monte Carlo, pour 50 réalisations, pour l'estimation des
parametres K et ¢ (K et ¢ sont les moyennes et 6(K) et 6(() sont les écarts-type des
estimations)

srivef

~

I_( 5’[{ O¢

I

wy, = 0.36 | 10.031 0.229 0.431 0.027

w, =04 | 10.008 0.200 0.427 0.023

w, =05 ] 9970 0.347 0424 0.035

2.5 Application a l’identification d’un systeme non

entier de deuxieme espece

Soit la fonction de transfert de deuxieme espece (2.18) avec les conditions de stabilité
(2.22) satisfaites, ayant pour vrais valeurs des parametres K = 10, wg = 100, ¢ = 0.427

et v =0.8.
10

1+2¢(335)"" + ()"

La sortie du systeme est corrompue par un bruit blanc additif avec un Rapport-Signal-

F(s) (2.60)

Bruit RSB = 20dB. Dans le cas ou il y a deux parametres inconnus (K, {), le probleme
consiste a trouver la meilleure pulsation du signal d’entrée (2.19) telle que les parametres
K, ( soient estimés avec la meilleur précision. D’apres les résultats tracés sur la figure 2.13
la pulsation optimale normalisée est égale a w,, = 0.4, pour les valeurs choisies de ( et v.

Afin de valider ce résultat, les parametres K et ( du systeme sont estimés en utilisant
le modele non entier a erreur de sortie [Victor et al., 2013b] & partir de trois excitations
cosinusoidales (2.19) ayant des pulsations normalisées w; = 0.36,wy = 0.4 et w3 = 0.5. Les
résultats sont représentés dans le tableau 2.1. L’écart-type est plus petit pour w, = 0.4,
comparé aux deux autres pulsations.

De plus le déterminant de Pg}c(wn) a été calculé a partir de (2.42) et reporté dans le
tableau 2.2 qui confirme davantage que le maximum de déterminant existe pour w, = 0.4.

Les figure 2.21, 2.22 et 2.23 montrent les surfaces estimées des régions de confiance
ainsi que leurs valeurs théoriques en fonction de w,,. La dispersion des estimations est plus

petite pour w = 0.4.
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Tableau 2.2 — Le déterminant de PI}}C (wp) pour différentes valeurs de wy,

wy, = 0.36 w, =04 w, = 0.5

det( Pk (w)) 0.0678 0.0691 0.0615

11 T T T T T T T T T 11 T T T T T T T T T
+ estimation + estimation
10.8 * vrai paramtére | 10.8 * vrai paramétre | 1
+
10.6 1 10.6 e
+ W
104 * 8 104 F 1
T
4 &7
10.2 T 7 102 + 1
X b x A
c L 4 c L + 4
£ 10 *tz:w 5 10 4
o ﬁiﬁg o N ++$1L
9.8 1 i B 981 # 8
o L+
+
9.6 + 8 96 N 4
9.4 8 9.4+ ¥ 4
++
9.2 T 9.2 1
9 . . . . . . . . . 9 . . . . . . . . .
0.3 0.32 034 036 038 0.4 042 044 046 048 03 032 034 036 0.38 0.4 042 044 046 048
Pseudo-facteur d'amortissement ¢ Pseudo-facteur d'amortissement ¢

Figure 2.21 — Estimation de K et ¢ du Figure 2.22 — Estimation de K et (
modele (2.60) pour w, = 0.36 et 50 du modele (2.60) pour w, = 0.5 et 50
réalisations de Monte Carlo réalisations de Monte Carlo
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Figure 2.23 — Estimation de K et ¢ du modele (2.60) pour w,, = 0.4 et 50 réalisations de
Monte Carlo

2.6 Conclusion

Ce chapitre présente la planification d’expériences des fonctions de transfert
élémentaires de deuxieme espece.

La principale contributions dans ce chapitre est la détermination des entrées
sinusoidales optimales pour une fonction élémentaire de 2¢™¢ espece lorsque un ou deux
parametres sont inconnus. Les résultats d’[Abrashov et al., 2016], qui traitaient de
fonctions élémentaires de 1°7¢ espece, ont ainsi pu étre étendus aux fonctions de 2°™¢
espece.

La matrice de covariance est déterminée lorsque 3 ou 4 parametres sont inconnus.
Le calcul, méme numérique des pulsations optimales devient alors complexe, compte-
tenu de la taille des matrices manipulées. Les résultats de la planification d’expériences
ont été confirmés en identification de systeme par une simulation de Monte Carlo de 50
réalisations.

Ces contributions principales, ont donné lieu & une communication dans la conférences
internationale 18th IFAC Symposium on System Identification (SYSID 2018) [Malti et al.,
2018] et a la soumission d'un article dans la revues Communications in Nonlinear Science

and Numerical Simulation (CNSNS 2021) [Malti et al., 2022] (provisoirement accepté).
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Identification de systémes non entiers MISO

3.1 Introduction

L’identification des systemes vise a déterminer des modeles mathématiques décrivent le
comportement dynamiques des systemes réels. Ces systemes sont souvent a temps continu
(TC) et sont décrits par des équations différentielles. Alors que, la plupart des algorithmes
d’identification sont a temps discret (TD).

La variable instrumentale a été explorée pendant plusieurs décennies [Young, 1970).
Deux méthodes ont été développées : la premiere connu sous le nom riv (refined
instrumental variable) traite le cas ot le systeme est entaché d’un bruit coloré. La deuxieme
méthode, connu sous le nom sriv (simplified refined instrumental variable), traite le cas
ou le systeme est entaché d'un bruit blanc. Ces deux méthodes ont été étendues a temps
continu dans [Young et Jakeman, 1980, Young, 2002, Young, 1981]. Elles sont connues
respectivement sous les noms rive : Refined Instrumental Variable for continuous-time
models et srive : simplified refined instrumental variable for continuous-time models.
Lorsque le systeme réel est dans la classe des modeles considérés, la méthode rive fournit
des estimations consistantes avec une variance minimale. Certains développements ont visé
a étendre la méthode srive pour traiter 'identification de systemes a entrées multiples dans
[Garnier et al., 2007], I'identification de modeles hybrides de Box-Jenkins dans [Garnier
et al., 2008] et l'identification des modeles non entiers dans [Victor et al., 2013a]. Une
analyse de cohérence de la méthode srive pour les systemes a TC a été discutée récemment
dans [Pan et al., 2020].

La méthode a erreur de sortie est basée sur la minimisation d’un critere défini par
la norme quadratique de 'erreur de sortie. Un algorithme basé sur le gradient est utilisé
pour minimiser le critere. De nombreux problemes d’identification de systemes non entiers
ont déja été résolus en utilisant la méthode a erreur de sortie [Lin et al., 2000, Poinot
et al., 2002, Poinot et Trigeassou, 2004, Rapai¢ et Pisano, 2014, Kapetina et al., 2019].
Cependant, 'ensemble de ces articles concerne l'identification de systéemes non entiers
mono-entrée mono-sortie (SISO : Single-Input-Single-Output) et aucun d’eux ne traite le
cas non entier a entrées multiples (MISO : Multiple-Input-Single-Output). L’identification
des systemes non entiers multivariables, a été peu étudiée dans la littérature. Les
principales méthodes se basent sur I'extension de la méthode de sous-espaces au cas non
entier [Thomassin et Malti, 2009, R. Mansouri et Djennoune, 2010, Malti et Thomassin,
2013, Ivanova, 2017]. Ce chapitre porte sur I'identification des systemes linéaires MISO a
TC en utilisant un systeme de fonctions de transfert.

L’estimation de tous les parametres d'un systeme non entier nécessite I’estimation a la
fois des coefficients et des ordres de dérivation. L’estimation des ordres de dérivation est
délicate car l'ordre du modele change et le probleme d’optimisation est non linéaire par

rapport aux ordres. De plus, cette estimation est encore plus délicate lorsque le systeme

66



Identification de systémes non entiers MISO

a entrées multiples est non entier car les ordres de dérivation peuvent étre différents pour
chaque sous-systeme. Dans ce cas, trois variantes sont proposées, pour l'estimation des
ordres de dérivation : tout d’abord, tous les ordres de dérivation sont définis comme
des multiples entiers d'un ordre S-commensurable global qui est estimé; ensuite, les
ordres S-commensurables locaux sont estimés, un pour chaque sous-modele; et enfin,
la contrainte de S-commensurabilité est relachée et tous les ordres de dérivation sont
optimisés indépendamment.

Ce chapitre comporte principalement quatre parties. Dans la premiere partie le
probleme d’identification de systemes MISO non entiers est posé. La deuxieme partie
rappelle les résultats d’identification de systemes SISO par modeles non entiers.
La troisieme partie présente une contribution sur l'identification de systemes MISO.
Dans cette partie l'algorithme oe est étendu aux modeles non entiers multi-entrées
mono-sortie (MISO-oe) pour lestimation des coefficients linéaires et des ordres de
dérivation simultanément. De plus, la méthode srivef est étendu aux modeles non entiers
multi-entrées mono-sortie (MISO-srivef) pour I'estimation des coefficients linéaires, en
supposant que tous les ordres de dérivation sont connus. Cette méthode est combinée avec
une approche basée sur la méthode du gradient pour ’estimation des coefficients ainsi que

des ordres de dérivation simultanément. Enfin une conclusion termine le chapitre.

3.2 Formulation du probleme

Soit un systeme non entier MISO (voir figure 3.1) décrit par le modele :

yk(t) = Gr(p)ur(t)

K
S ylt) = kg: Yr(t) (3.1)
=
y*(tn) = y(tn) + e(tn)
ou K est le nombre d’entrées et wu(t) = [ui(t),...,uxc(t)]. Les signaux d’entrée

uy(t), us(t), ..., uxc(t) sont supposés non corrélés. La mesure de sortie y(¢) est entachée
quant a elle d'un bruit blanc e(¢;,). Les données d’entrée-sortie (u(t), y*(t5)) sont collectées
a des échantillons réguliers. G (p) est une fonction de transfert non entiére, définie par

I’équation qui relie le signal d’entrée wuy(t) a la sortie sans bruit y(t) :

My,

0 > bjrpi

=0

Gk(p7 9) = = 2 Ny . (32)
L+ > a;ppik

=1
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(¢ yl(t)
—4O%) G(p)

u, (1)

l

G,(p)

O3 G

Figure 3.1 — Modele MISO

L’objectif est d’estimer les parametres du modele décrit par I’équation (3.2) en utilisant
H échantillons de données d’entrées/sorties {uy(tp), ..., ux(tn), ..., uxc(tn), y*(th)}le.

Le vecteur des parametres est défini comme suit :

= [Z] (3.3)

ou p rassemble tous les coefficients de la fonction de transfert MISO,

T
p= [p?, p%} (3.4)

avec pr = [bok, D1y -+ OMp by Qs - - - ,aNk,k]T pour k = 1,...,K; donc, p a un nombre
total de coefficients égale a Zlk,c:l(Nk + M, +1). Le vecteur p rassemble tous les ordres de

dérivation de la fonction de transfert MISO. Ces ordres peuvent étre définis selon 3 cas.

Cas 1: Si un ordre S-commensurable global est recherché, alors le vecteur d’ordre de

dérivation p est réduit a un seul parametre

pw=r. (3.5)

Cas 2 : Si des ordres S-commensurables locaux sont recherchés, alors le vecteur des ordres

de dérivation p est étendu a I parametres

u:[yl, V,C]T. (3.6)

ou v est 'ordre commensurable de chaque sous-systeme Gy,.
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Cas 3 : Si tous les ordres sont recherchés, alors le vecteur des ordres de dérivation contient

T
= [ulT, ce ,u%] ; (3.7)
avec
T
i = [ﬁo,kaﬁl,ka---aﬁMk,k;OCLka---aOCNk,ka} .
pour k = 1,.....,K; par conséquent, p a un nombre total d’ordres de dérivation de

SO (N + My +1).

3.3 Identification de systemes SISO par modeles non

entiers

Les méthodes d’identification par modele non entier développées jusqu’a présent sont
basées soit sur la minimisation de l'erreur de sortie soit sur la minimisation de l'erreur
d’équation.

L’approche de la variable instrumentale raffinée simplifiée (srive) a été étendu aux
modeles non entiers dans [Malti et al., 2008b, Victor et al., 2013a].

3.3.1 Meéthode a erreur de sortie

Dans la littérature il existe trois approches d’identification par modele non entier a
erreur de sortie. Le principe de ces trois approches est illustré sur la Fig 3.2. La différence
entre ces trois approches se résume dans la présentation de la fonction de transfert. Dans la
premiére approche, [Le Lay, 1998] a utilisé la forme développée d’une fonction de transfert
non entiere. Dans la seconde approche [Cois et al., 2000] a utilisé une décomposition
modale et dans la troisieme approche [Aoun et al., 2007b] a utilisé une décomposition en
fonctions orthogonales non entieres.

L’erreur de sortie s’écrit sous la forme suivante :

e(tn, 0) = y*(ty) — §(tn, 0) (3.8)

avec y*(tn) = y(tn) + e(tn) et u(ty) sont les données d’entrée/sortie discrétisées. e(ty) est

un bruit blanc additif gaussian. g(¢,, ) est la sortie estimée :

e

-1

3t 0) = > gt 61) (3.9)

1

b
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u (t)

avec

ou

systeme

critere J ()

L

1110(%%%

\ algorithme d’optimisation

Figure 3.2 — Modele a erreur de sortie

Uk (th, Or) = Gr(p, O )ur(tn)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Dans [Malti et al., 2008a], les auteurs ont proposé une méthode d’estimation

paramétrique indépendante de la méthode de simulation de l'opérateur non entier,

I'estimation du modele (3.19), avec K = 1, se réduit a l'estimation des parametres de

la fonction de transfert non entiére :

ou

01 = p1-

T
P1 = [50,17 b1,1, . athl, A11,.-- aaNl,l]

La sortie (s, é) est non linéaire par rapport a 6. Un algorithme fondé sur le gradient,

tel que l'algorithme de Levenberg-Marquardt [Marquardt, 1963], est utilisé pour estimer

iterativement le vecteur #; selon :

70



Identification de systémes non entiers MISO

Ot = 01 — [ + 51]‘1ﬁ (3.13)
891 01

avec

891 =-2 Z e(tn)S(tn,01) représente le gradient

H ~ 2 Z S(tn, 01)ST (ty,01) est le hessien approché (3.14)

h=0
S(ty,01) = M est la fonction de sensibilité de la sortie

et € est le parametre de Marquardt.

\
L’algorithme de Levenberg-Marquardt garantit la convergence vers un minimum local.

Les fonctions de sensibilité des sorties sont calculées par :

o1 Bi,1
AR u(t), j=0,..M (3.15)
8bj’1 N1 ’
14> a;p2it
i=1
et
My

A Z bj71p5j 1+,
% _ __i= ut), i=1,.,N (3.16)
aaz71 9 g ooy 1 .

L’estimation de la matrice de covariance des parametres, tout en supposant que le

bruit additionnel est gaussien et blanc de moyenne nulle, est donnée par [Ljung, 1999] :

cov(y) = 6* (HZ_I S(tn, 00)S™ (t, é1)> : (3.17)

h=0

ol 62 représente la variance du bruit, qui n’étant pas connue, peut étre estimée grace a

l'erreur résiduelle :
H-1

( 9(th, 9)) (3.18)

k=0

Les élements de la diagonale de la matrice cov(él) représentent les variances des
parametres estimés alors que les autres élements en dehors de la diagonale représentent

les coefficients de corrélation.

3.3.2 Meéthode de la variable instrumentale optimale srivcf

L’estimateur de la variable instrumentale releve de la méthode des moindres carrés.
Il repose sur des techniques de régression linéaire, qui distinguent le modele a erreur

d’équation. Le principe du modele a erreur d’équation est illustré sur la Fig 3.3.
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u(t) - y (t) *é y* <2
systeme —
! Y

Figure 3.3 — Modele a erreur d’équation

L’approche srivef est développée dans [Victor et al., 2013a] pour l'identification
de systeme SISO par modeles non entiers. Elle est basée sur l'utilisation d’'un modele

auxiliaire. La fonction d’erreur € est donnée par la formule de ’erreur de sortie :

e(t,0) = y*(t) — u(t), (3.19)

qui peut étre réécrite comme :

£(t.0) = 40.0) (55,579°0)) = B0 (5700 (3:20)

Ainsi, un filtre passe-bas est appliqué a la fois a I'entrée et a la sortie.

En supposant que y5(t) = my* (t) et us(t) = mu(t) dans ce cas 1’équation (3.20)

prend la forme suivante :

e(t,0) = A(p, 0)y;(t) — B(p, O)us(t). (3.21)

1
A(p,0)

Cependant, en pratique, 6 est inconnu, tout comme A(p,0). Par conséquent, ce

[ropt (p) = (3.22)

probleme est résolu par une optimisation itérative, qui vise a ajuster les estimations jusqu’a

convergence. Par conséquent, le filtre suivant est initialisé et calculé de maniere itérative :

| 1 1
Fiter (p) = — - : (3.23)

=1
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ol iter est le numéro de l'itération, iter = 1, 2, ... jusqu’a convergence, et a; est I’estimation
a chaque itération.

L’expression (3.21) peut étre réécrite comme suit :

e(t,0) =y (t) — @5 (1)0, (3.24)

ol () est le vecteur de régression défini comme :

or(t) = [ PPous(t), ..., PP ug(t), —p*yi(t), s =Ny (t) ]T. (3.25)

La minimisation des moindres carrés conduit a des estimations biaisées lorsque la sortie
est corrompue par un bruit additif. Pour éviter ce probléeme, un vecteur instrumental
gp’]}”(t, 0) est construit a chaque itération :

. ~. T
PF (L 0"T) = | pPoup(t), . pPMup(t), —pytr(t), ., —po Nyt (t) | . (3.26)

L’estimation de la sortie sans bruit y”e’"( ) est obtenue a partir du modele auxiliaire calculé

a chaque itération :

iter » Giter
iter <t eiter) — yu (t) _ AB(p7A6 )2’Lb<t) (327)
A(p, 19”67") A(p, fiter)

yuf

Les estimations optimales sont calculées a chaque itération selon :

e = el oy 29
ol
OF = [} (11, 0"), .., o (tu, 07)] (3.29)
Pp = [pr(tr), ... pr(tu)] (3.30)
Y5 = [yi(t), oy ()] - (3.31)

L’algorithme srivef est itéré jusqu'a convergence, ou encore jusqu'a ce que 1’évolution

paramétrique soit inférieure a un seuil € :

92t€T+1 ezter

taer—l-l <€ (332)

%;

73



Identification de systémes non entiers MISO

Une estimation de la matrice de covariance du vecteur # peut étre calculée :
Py =62 [0 (@)] (3.33)

oll 62 est I'estimation empirique de la variance du bruit et @33’ est le vecteur instrumental
calculé a la derniere itération.
Les propriétés de convergence des méthodes variable instrumentale raffinées peuvent

étre trouvé dans [Liu et al., 2011].

Remarque 3.1 Il est montré dans [Victor et al., 2013a/, lorsque le signal d’entrée quasi-
stationnaire est excitant de maniere persistante et que le bruit sur le signal de sortie est
blanc et de moyenne nulle, que [’algorithme srivet est asymptotiquement sans biais grace
au mécanisme IV. De plus, lorsque le bruit est normalement distribué, les estimations de
srivef peuvent étre interprétées en termes statistiques optimaux, donnant des estimations
consistantes avec une variance minimale. La matrice de covariance est comparée a la
matrice de covariance minimale donnée par la borne de Cramer-Rao (CRB) [Kay et Kay,
1993, Stoica et al., 2005, Young et al., 2008].

3.4 Contribution a I’identification de systemes MISO

par modeles non entiers

3.4.1 Meéthode a erreur de sortie MISO-oe
3.4.1.1 Estimation des coefficients

Dans cette section, la structure réelle du modele ainsi que tous les ordres de dérivation
non entiers sont supposés connus ou sont fixés a priori. Ainsi, seuls les coefficients linéaires
des modeles MISO sont a estimer. Par conséquent, le vecteur de parametres inconnus 0
se réduit a p :

0=p=1p1, s prr-s P’ (3.34)

Pour un modele MISO, un algorithme basé sur une méthode a erreur de sortie
est proposé pour estimer les coefficients. Le vecteur de parametres p est estimé avec
I'algorithme de Levenberg-Marquardt [Marquardt, 1963].

L’erreur de sortie (¢, p) est donnée par :

et, p) =y (t) = 9(t, p) (3.35)
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ou y(t, p) est la sortie estimée donnée par :

k=1

ou
Uk (te, pr) = Gr(p, pr)ur(t) (3.37)

et

Gilp, or) = — . k=1,..K (3.38)

Le probleme d’estimation est formulé comme un probléme de minimisation de la norme
{5 de Verreur :
1 R
J(0) = 5 ll=(t, p)ll,- (3.39)

L’algorithme étant itératif, le vecteur des coefficients p exprimé dans (3.34) est désigné
par p'". La version MISO-oe, pour I'estimation des coefficients d'un systéme MISO non

entier, est décrite dans ’algorithme 1 :
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Algorithm 1 MISO-oe pour I'estimation des coefficients

Etape 1 : Initialisation
1. iter =0
2. Initialiser le vecteur de parametres p°
3. Calculer la fonction cott J(p°) & partir de (3.39)
Etape 2 : Algorithme itératif de Levenberg-Marquardt
4. faire
1. ater =iter + 1

ii. Estimation des parametres

Calculer les vecteurs de parametres piter

, , 0J
ﬁlter+1 — ﬁlt@T - {[% + 5[] 1 }

pzter

avec

= -2 Z e(tn)S(tn, p) représente le gradient

H =2 Z S(tn, p)ST (ty, p) est le hessien approché

S(th, p) = 2Ump) ot 1a fonction de sensibilité de la sortie
9p

| et ¢ est le parametre de Marquardt

iii. Actualiser le vecteur de parametres

~iter __ [ aiter ~iter ~iter
p - |:p1 AR pk‘ VAR p’c j|
dim Pk ’LtE’V‘ pzte'r 1
tant que ) kg > €
=1 Phii

ou pztir

correspond au j-ieme élément du vecteur des coefficients pj

(3.40)

(3.41)

(3.42)

~iter é

I'itération iter et € est un scalaire, fixé pour une précision donnée des

estimations
Etape 3 : Estimation de la matrice de covariance

5. Calculer la matrice de covariance

P=c2 "

oll 62 est la variance de ’estimation empirique du bruit, donnée par

Z yzter

avec yi°"(t) calculé a la dernicre itération

(3.43)

(3.44)
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Le hessien approché 7 est donné par :

9T 0e
= a_p 8_p (3.45)

€ . 1l s , . .
ol Er est la fonction de sensibilité de I'erreur par rapport aux coeflicients donnée par :
I

0 A
0= _ [__] (3.46)
ap dp1 dpic
avec .
Ipx Ipx, Aoy Obu g Oary,’ Dan,
Y Y
pour k =1, ..., K. Les fonctions de sensibilité de la sortie byk et 5 Ik sont données par :
5,k Q;
0y b
abyk - N{: wet), Yj=0,.., My, (3.48)
ik 1+ Z di’kpdi
i=1
et
M, ..
A > bjpit
Yk j=0

aai,k - Ny, ) 2Uk(t), Vi = 07 sy Nk (349)
(1 + 2 &i,kpai>
i=1

3.4.1.2 Estimation des coefficients et des ordres de dérivation

Dans cette section, seule la structure réelle du modele est supposée connue. Tous les
parametres des modeles MISO dont les ordres de dérivation sont a estimer. Par conséquent,
le vecteur de parametres inconnus 6 est défini dans (3.3).

Pour un modele MISO, un algorithme basé sur une méthode a erreur de sortie est
proposé pour estimer les coefficients. Le vecteur de parametres 6 est estimé a partir de
I’algorithme de Gauss-Newton.

L’algorithme étant itératif, le vecteur de parametres 6 exprimé dans (3.3) est désormais
désigné par 6%¢". La version MISO-oe, pour l'estimation des parametres d’un systeéme

MISO non entier, est décrite dans 'algorithme 2 :
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Algorithm 2 MISO-oe pour I'estimation des coefficients avec les ordres de dérivation

Etape 1 : Initialisation
1. iter =0

2. Initialiser le vecteur de parametres 6° = [Zol

3. Calculer la fonction cotit J(6°) & partir de (3.39)
Etape 2 : Algorithme itératif de Levenberg-Marquardt
4. faire
1. iter =iter + 1

ii. Estimation des paramétres

Calculer le vecteur des parametres p'e+!
N N oJ
91te7‘+1 — ezter _ { H + 5[ -1 - } 3.50
[ ] aeiter ( )
avec
( H-1
J = =25 e(tn)S(tn,0) est le gradient
h=0
H-1
H =25 S(ty, 0)ST(ty,0) est le hessien approché (3.51)
h=0
S(tn,0) = % est la fonction de sensibilité de la sortie
[ et £ est le marametre de Marquardt

iii. Actualiser le vecteur de parametres

niter | piter niter niter
0 _[el L it it (3.52)
dim@k éizer_éiter—l
k.j k.j
tant que ) || >
j=1 kyj

ol 9,?‘;7" correspond au j-ietme élément du vecteur des parametres 61" a
I'itération iter et e est un scalaire, fixé pour une précision donnée des
estimations

Etape 3 : Estimation de la matrice de covariance

5. Calculer la matrice de covariance

~

P =51 (3.53)

oll 62 est la variance de I’estimation empirique du bruit, donnée par

ORI (3.54)

avec yirr (t) calculé a la derniere itération

78



Identification de systémes non entiers MISO

Le hessien approché 7 est donné par :

070
H = 88T = az 8; (3.55)
Oe
ol 2 regroupe les fonctions de sensibilité de 'erreur :
Oe Oe
Ty o
ou : .
o: _[o7 ot -
dp O, Opx ‘
et .
Oe _ Oy _ O, O O, O, (3.59)
ka 8pk 0b07k’ Y 6ka,k’ 8a1,k’ o 8aNk,k ’
- | o COg . O |
pour k = 1, ..., K. Les fonctions de sensibilité de la sortie et sont respectivement
8[)]'7]4; 6ai7k
données par : )
O _ v t), Vj=0,..,M 3.5
ab‘k - Ny uk( )7 J =Yy, My, ( : )
I 1+ Z &@kpdi
i=1
et
Mk R N N
a9 > bjp
LI Sup(t), Vi=0,... Ny (3.60)

8ai,k

Ny )
(1 + Z CALi’kpai>
=1

Les fonctions de sensibilité des erreurs par rapport aux ordres de dérivation sont

données en fonction de p :

Cas 1: Si p est défini comme un ordre S-commensurable global v pour tous les sous-

systemes comme dans (3.5), alors

Oz Oe SN
o _ 9% _ N9k 61
ou  Ov p ov (361)

ol les fonctions de sensibilité des sorties sont données par :

ayk _ Z g +ii _ (i+5)v In(p)uk(t)
] 7,k ] Z jka”bkp Ni PR
7=0 =1 <1+ Z&Z,kpw>
i=1

Cas 2 : Si p est défini comme le vecteur des ordres S-commensurables locaux v, comme
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dans (3.6), alors

N o TR T (3.62)
o |0 e | Cov T Oue '
ol les fonctions de sensibilité de sortie sont données, pour k =1,... K :
My Ny
3yk In(p)u(t)
[Z]bmp] + 3 (G = Dbjpdp T . .
7=0 =1 (1+ Zdz,kp“/k)
i=1
Cas 3 : Si p est le vecteur de tous les ordres de dérivation, comme dans (3.7), alors
9T 9T 0eTT
o _ [LL] (3.63)
op O Opx
ﬁ:{ Oy O Oy O }T (3.64)
Opi 50k o aﬁMk,k7 8061,1@’ o 5’06Nk,k '
avec k =1, ..., K et les fonctions de sensibilité de la sortie sont données par :
Yk I;j,kpéj’k
J’ 1+ Z di,kpdi*k
i=1
et
My (3.65)
. > bjwpit
O = —In(p)ag p™e* 7= u(t)
80{27k 0,k Ny ] o Wk )
<1 + z di,kpo‘@k)
i=1

pour j =0,..., My, £ =0, ..., Ng.

Vu que le calcul de In(p) est impossible analytiquement, les fonctions de sensibilité des

erreurs par rapport aux ordres de dérivation sont calculées numériquement.

3.4.2 Méthode de la variable instrumentale optimale

3.4.2.1 Estimation des coefficients MISO-srivcf

Dans cette section, la structure réelle du modele ainsi que tous les ordres de dérivation
non entier sont supposés connus. Ainsi seuls les coefficients linéaires des modeles MISO
sont a estimer. Par conséquent, le vecteur de parametres inconnus 6 se réduit a p.

L’idée principale est de décomposer le modele MISO, décrit dans (3.2) en K modeles

SISO. En supposant que tous les autres coefficients p,, (avec n # k) sont connus, le vecteur
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des coeflicients p; est estimé, pour chaque sous-systeme Gy, k =1, ..., K, en appliquant la
version SISO de l'algorithme srivef, telle que proposée en section 3.3.2. Dans ce cas, la

fonction d’erreur €, appropriée, associée au sous-modele Gy, prend la forme suivante :

6k(t710) = xk,f(t7p> - yk,f<t7/0k)7 k= ]-7 7’C (366)

ol ¥y, est la partie sans bruit de xy, :

K
okt p) =y (1) = Y ynlt, p)- (3.67)

n=1
n#k
La relation (3.66) peut étre réécrite comme suit :

ex(t, p) = Ar(p, p) (mmk(taﬂ)) — Bi(p, p) (@W(ﬂ) (3.68)

Le filtre optimal, a appliquer sur les signaux d’entrée et de sortie, est

1

Fopp(p) = Anpip)

(3.69)

Comme p et par conséquent Ag(p,p) sont inconnus, une procédure permet d’estimer
itérativement les coefficients jusqu’a convergence. Ainsi, le filtre suivant est initialisé et

calculé de maniere itérative :

| 1 1
Fr(p) = = = , (3.70)

Ak(p [)iter) Ng R ‘
7 14+ ) a;pp*i+

(2

ouiter =1,2,..., désigne le numéro d’itération, et a,; est le coefficient estimé a l'itération
iter.

La version MISO de srivef est décrite dans ’algorithme 3.
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Algorithm 3 MISO-srivef pour 'estimation des coefficients

Etape 1 :
1.
2.

Etape 2 :

Initialisation
iter =0
Initialiser le vecteur de parametres p°

Estimation itérative de I'IV

. Pour chaque sous-systeme £k =1,... K

Faire

1. iter = iter +1

ii. Actualiser le modele auxiliaire avec le vecteur de parametres p

Bliter <p’ ﬁiter—l)

szer (p’ ﬁiter—l) _

et générer les instruments

Yk (tv p Ak (p’ ﬁiterfl) u

iii. Calculer la résponse x(t, pi ") de uy(t)

K

$k(ta pAiter—l) _ y*(t) _ Z yn(t,ﬁiter

n=1
n#k

iv. Actualiser le filtre

, 1
iter _
F(p) = Ak(p, piter—1)

v. Evaluer les dérivées préfiltrées

PPk, ¢(t) = pPis Eiter (p)ug(t)

Pk () = p*iE F (p)ye(t)

prikay p(t) = p*ok FiF (p)ag(t)

vi. Calculer les nouvelles estimations
~iter iv T x« -1 v T
Pr = k,f (I)k,f k,f X, f
ol la matrice instrumentale est définie par

= el (t), i ()]

Azter (p’ ﬁz‘ter— 1 )

) B ~riter—1
Azter—l) k(pa P ) k(t)

iter _ 1

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)
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gp;cljf (t) - [ pﬁo'kuk,f (t)a "'7pﬁMk’kuk,f(t)7 _pal’kyligt,?q (t)a B3 _paNkyky]ici‘efr<t) ]
(3.78)

et la matrice de régression est définie par

* * * T
Py = [@k,f(tl), e SOk,f(tH)] (3.79)

avec

orp(t) = [pﬁo’kuw(t), ...,pﬁMk’k’LLkJ(t), —pal”“xf?(t), . —pO‘Nkﬂkaefr(t)] (3.80)

)

et le vecteur de sortie filtré est

ij = [$k7f(t1),...,l‘k7f(t}[)] (381)

vii. Actualiser le vecteur de parametres

~iter __ [ ~iter ~iter ~iter1 T
P = [ PR P (3.82)
dim pg | siter _ siter—1
k’ j k? j
Tant que E e
pthr

ou ﬁ}f?’“ correspond au j-eme élément du vecteur des coefficients pi" & litération

iter et €, est un scalaire fixé pour une précision donnée des estimations

Etape 3 : Calculer la matrice de covariance paramétrique P,
P,= G*diag (Pyyy-.y Pyo) (3.83)
ou, pour k=1,....K

v T xiv -1
By = ( k.f k,f) (3.84)

et 62 est la variance de I’estimation empirique du bruit donnée par

ou yi(t) est calculé a la derniere itération
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La borne de Cramér-Rao (CRB) peut étre calculée selon :
2
CrB _ 9 1. CRB CRB
Py = diag (P, PLEY) (3.85)
ot 0% est la variance du bruit réel et
10,0 T ivo -1
PR — (B g™ (0) el 1)) (3.86)

les matrices de covariance Ppck RB sont obtenus avec le vecteur IV pré-filtré sans bruit de

facon optimale

. T
SOZ}Opt(th) = F7 (D) | pPokug(th), ooy PRy (1), —p Ry (th) ooy —D b yi(tr) |

avec :
1

B p) = Ar(p.p)’

3.4.2.2 Extension a ’estimation des ordres de dérivation MISO-oosrivcf

Dans le cas ou les ordres de dérivation sont inconnus, il est utile de considérer leur
estimation en méme temps que les coefficients. Un algorithme en deux étapes est proposé
pour estimer tous les parametres (coefficients et ordres de dérivation) : la premiére étape
utilise I’algorithme MISO de srivef pour 'estimation des coefficients et la deuxieme étape
utilise un algorithme basé sur le gradient pour I'optimisation de 'ordre de dérivation.

Les algorithmes a deux étapes ont été utilisés dans la littérature dans différents
contextes [Bai, 1998, Mukhopadhyay et al., 1991, Rao et Unbehauen, 2006, Spinelli
et al., 2006, Victor et al., 2013a]. Bien qu’ils ne disposent pas d'une preuve formelle
de convergence, il a été noté dans ces références qu’ils convergent vers un minimum. De
plus, la derniere référence a permis d’estimer les parametres d’un systeme SISO avec la
méme stratégie. Trois variantes de 'algorithme d’optimisation de I'ordre sont proposées.
La premiere variante consiste a estimer l'ordre S-commensurable global et possede le
plus petit nombre de parametres. La deuxiéme variante consiste a estimer les ordres S-
commensurable locaux. La troisieme variante relache la contrainte de S-commensurabilité
et estime tous les ordres. De ce fait, elle est la plus générale. La premiere variante fournit
une bonne initialisation a la seconde qui a son tour permet d’initialiser convenablement
la derniere.

Lerreur de sortie e(t,0) est donnée par

€(t7 6) = y*(t) - g(t’ ‘9) (387)
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~

ou y(t,0) est la sortie estimée :

§(t,0) = Gu(t,0). (3.88)

avec

Ji(tr, Ox) = Gr(p, O)ur(t) (3.89)

ou

E=1,..,K. (3.90)

Le probleme d’estimation est formulé comme un probléme de minimisation de la norme

f5 selon :
~ 1 o
J(0) = iHs(t,O)

. 3.91
2 (3.91)
L’algorithme de Gauss-Newton [Ljung, 1999] est utilisé pour 'estimation des ordres

de dérivation. Cet algorithme permet de calculer itérativement le vecteur d’ordre de

dérivation pter+! .
Mite’f‘-‘rl — Iuiter _ A %—1 8J (3 92)
aMiter ) :
ou A est un facteur de pondération, g—i est le gradient défini selon :
8] 0e(t,0)"
c A
— = ’ t,0 3.93
e T (399)
et J est le hessien approché donné par
De(t,0)" de(t,6)
=00 ET) (3.94)

o ou

L’ordre de dérivation p est fixé a un des vecteurs : (3.5), (3.6) ou (3.7), selon que 'ordre

S-commensurable global, 'ordre S-commensurable local,A ou tous les ordres de dérivation
Oe(t, 0)
op

Cas 1: Si p est défini comme l'ordre S-commensurable global v pour tous les sous-

sont estimés. La fonction de sensibilité de I'erreur est calculée en conséquence.

systemes, comme dans (3.5), alors

de e <O

T T O (3.95)
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ol les fonctions de sensibilité de sortie sont données, pour k = 1,... K, par :
SR In(p)ug(t)
— (i+5)v k
[E :]bj W+ E E (7 —1) J,k:az kD N, 7 (3.96)
7=0 i=1 <1 + Z diykp“’)
i=1

Cas 2 : Si p est défini comme le vecteur des ordres S-commensurables locaux v, comme
dans (3.6), alors

9z [0 0= 1" [ o A" (3.97)
o |0’ oue| | o due] '
ol les fonctions de sensibilité de sortie sont données, pour k = 1,... K, par :
My Ny
ayk v In(p)uy(t)
= [Z]bgkp”—i—zz J—1i) ]Jgazk‘p(Jrj) N 5
j=0 i=1 <1+ Zdi,kpi”’“>
i=1
(3.98)

Cas 3 : Si p est le vecteur de tous les ordres de dérivation, comme dans (3.7), alors

oe _[oe8  oeT]" (3.99)
o [om’ O] '
~ N ~ ~ T
0= _ [_ay’“,...,— O _ O _ O ] . (3.100)
Opig ﬁo,k aﬁMk,k 3041,k aaNk,k

avec k =1, ..., K et les fonctions de sensibilité de la sortie sont données par :

a/\ l; pﬁj,k
S = ) (1)
Pk 1+ Z d@kpdivk
=1
My, N
. SS b (3.101)
I n(p)agpttr — 2 Su(t),
o e ’ Ni A
(1 -+ Z &Lkpai’k)
=1

pour j =0,...., My, £ =0,..., Nj.

La version MISO de oosrivef, Optimisation des Ordres combinée a la srivcf, est décrite

dans I’algorithme 4 :
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Algorithm 4 MISO-oosrivef pour lestimation de tous les parametres (coefficients et
ordres de dérivation)

Etape 1 : Initialisation
1. iter =0
2. Initialiser le vecteur des ordres u° et calculer le vecteur des coefficients p°
avec MISO-srivef (voir I'algorithme 3 page 82), §° = [p"7, ,uOT]T
3. Calculer la fonction de cout J(6°) a partir de (3.91)
Etape 2 : Estimation itérative de tous les parameétres
4. faire
i. iter =iter + 1

ii. Estimation des coefficients en utilisant ’algorithme 3

Calculer les vecteurs de coefficient p*" avec MISO-srivcf.
iii. Estimation des ordres de dérivation
a. Initialiser A = A (généralement a 1)
b. Evaluer la fonction de cott J ([5", i =1]) & partir de (3.91)
c. Affiner 'estimation de l'ordre ™" :

ﬂiter — ﬂiter—l — ) [%—1 ?]
/~’L M:'aitev‘fl

d. Evaluer la fonction de cotit J([pier, ii*er]) & partir de (3.91)

e. définir A = %
dim fiy, ﬂit&riﬂiterfl
taIlt que Z £ Aiteré—l > 62
=1 ¢

ol €3 est un scalaire fixé pour une précision donnée des estimations

iv. Former le vecteur de paramétres e

niter __ [ ~iter ~iter

dim ék
tant que >

(=1
ol €3 est un scalaire fixé pour une précision donnée des estimations

piter _piter—1
0@ 70[

> €3

piter—1
GE

Etape 3 : Calcul de la matrice de covariance paramétrique Py

Py =671
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avec 02 est la variance de Pestimation empirique du bruit donnée par :

ou yg(t) est calculé & la derniere itération et le hessien approché S est donné par (3.102).
Apres convergence de é, la matrice de covariance paramétrique peut étre calculée en

utilisant le hessien approché par :

0e(t,0) 0=(t,0)

= 102
o 00" 00 (3.102)
La fonction de sensibilité a ’erreur, ag(até 9>, s’écrit :
t,0 t,0

00 alpTuT]"

ou a—g est défini selon que I'on estime l'ordre S-commensurable global (3.95), les ordres
1

0
S-commensurables locaux (3.97) ou tous les ordres de dérivation (3.99) et ou a—g est défini
P
par :
) osT 9T
% _ [i i} 7 (3.104)
ap dp1 Opx
ol .
ﬁ:_%:_[ﬁﬂk O Ok Y ]
8pk 89k 8b0,k’ o 8ka,C ’ 3al7k7 o 8aNk7,C .
Y Y
Ici, Ik et Ik sont les fonctions de sensibilité de la sortie, données par :
8bj,k 8ai,k
o Bik
8by =— u(t), i=0,.., M, (3.105)
YRy > a; ppik
j=1
et
M,
. > bigpPirtas
9y = o N
= — su(t), j=1,...,Nj (3.106)

6aj,k Ny,
14 > a;ppik
=1

1=

avec k=1,..., K.
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3.5 Exemples de simulation

Cette section est divisée en trois parties, les deux premieres traitent le méme exemple,
ou le systeme est décrit avec des sous-systemes S-commensurables locaux. La troisieme

partie traite d’un systeme non S-commensurable.

e Dans la premiere partie, les coefficients sont estimés avec les deux méthodes MISO-

oe et MISO-srivef proposés respectivement en algorithmes 1 et 3.

e Dans la deuxieme partie, les coefficients ainsi que les ordres S-commensurables
locaux sont estimés avec les deux méthodes MISO-oe et MISO-oosrivcf proposés
respectivement en algorithmes 2 et 4. Tout d’abord, un ordre S-commensurable
global est estimé. Il est ensuite utilisé pour initialiser I’étape suivante pour estimer

des ordres S-commensurables locaux.

e Dans la troisieme partie, la contrainte de S-commensurabilité est relachée de
sorte que tous les coefficients et les ordres de dérivation de chaque sous-systeme
sont estimés. Trois variantes sont utilisées. Avec la premiere variante, un ordre
S-commensurable global est estimé pour tous les sous-systemes. L’ordre ainsi
calculé sert d’initialisation a la deuxieme variante qui vise a estimer les ordres S-
commensurables locaux, qui a leur tour permettent d’initialiser la troisieme variante

pour estimer tous les ordres de dérivation.

3.5.1 Estimation des coefficients

Soit le systeme MISO

w(t)
Ya(t) = sprarrua(t),
ys(t) = somggus(t),

3

y(t) = Z yi(t)

Ly (th) = y(tn) + e(tn).

sz (t),

(3.107)

Trois Séquences Binaires Pseudo-Aléatoires (SBPA) non corrélées, u; pour i = 1,2, 3,
avec des amplitudes fixées entre —1 et 1, sont appliquées a (3.107). Les entrées sont
persistantes et excitent les sous-systemes dans la bande de fréquence d’intérét (autour
de la pulsation de coupure). La longueur de chaque SBPA est fixée & 3 X Tz, OU Thas
= max(3Y/0% | 21/05 11/0.75 ) Ta somme des trois réponses fournit la sortie sans bruit

y(t), qui est corrompue par un bruit blanc gaussien de moyenne nulle, avec un rapport
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[T
- T

Figure 3.4 — Données d’entrée/sortie utilisées pour l'identification du systeme (3.107)

signal /bruit (RBS) fixé & —20dB, pour produire la sortie bruitée y*(¢) (figure 3.4). La
période d’échantillonnage est fixée a T' = 0, 05s.

Les coefficients de tous les sous-systemes sont estimés en supposant que les ordres de
dérivation sont connus comme dans (3.107) et la structure du modele, décrite avec chaque
sous-systeme k=1,..., 3 :

bO,k
Gk(t) = 1 + a kpa_l’k’ (3108)

Deux méthodes pour I'estimation des coefficients sont utilisées a savoir :

e [a méthode d’estimation des coefficients MISO-oe décrite dans la section 3.4.1.

e La méthode d’estimation des coefficients MISO-srivef décrite dans la section 3.4.2.

Une analyse de Monte Carlo est menée avec 100 réalisations de bruit différentes ayant
un RBS= —20dB. Elle permet I’étude de la convergence de chaque méthode.

Les résultats de I'analyse sont résumés dans le tableau 4.3 pour les deux approches.
Les valeurs moyennes des parametres estimés sont proches des vrais parametres et les
variances d’estimation sont tres faibles.

Les résultats du tableau 4.3 valident les performances des deux méthodes MISO-oe et
MISO-srivef vu que les parametres estimés ont convergé proche des vrais valeurs.

L’algorithme MISO-srivef fournit des estimations consistantes sans biais et a faible

variance, proche de la borne de Cramer Rao (CRB) :
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[Pyl = 2.107107% > | P77, = 1.619 1072,

Tableau 3.1 — Simulation de Monte Carlo de 100 réalisations pour l’estimation des
coefficients avec les deux méthodes MISO-oe et MISO-srivef avec un RBS = —20dB
(0 est la moyenne et G4 est 'écart type)

True MISO-oe MISO-srivef
0 0 Go 0 Gy
bo 1 1 | 1.0225 | 0.1410 | 1.0096 | 0.0919
a1 3 13.0802 | 0.5373 | 3.0161 | 0.3623
bo 2 2 2.0082 | 0.0523 | 1.9996 | 0.0349
a2 2 | 2.0107 | 0.0698 | 1.9983 | 0.0481
bo.s 5 | 4.9998 | 0.0206 | 5.0017 | 0.0122
a3 1 | 1.0005 | 0.0067 | 1.0009 | 0.0046

Influence de I’ordre S-commensurable global

En pratique, les ordres de dérivation ne sont pas toujours connus a priori. Il convient
alors d’étudier la qualité de 'estimation des coefficients lorsque les ordres de dérivation
sont inconnus. A cet effet, les coefficients sont réestimés, avec I'algorithme MISO-srivcf,
pour un ordre S-commensurable global variant de 0.4 a 1.35

La fonction couit est la norme /5, en dB, de I'erreur de sortie normalisée :

Ja(6) = 10log (%) , (3.109)

ou l'erreur de sortie (¢, ) est définie comme :

e(t,0) = y*(t) — 4(t, ), (3.110)

A~

et la sortie estimée ¢(¢,6) est :

K
9(t,0) = 9k(t,0). (3.111)

avec
O (tr, Or) = Gr(p, O )un(t) (3.112)
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Figure 3.5 — Fonction de cotit en fonction de I'ordre commensurable global

ou

La figure 3.5 présente 1'évolution de la fonction cout Jyp, définie dans (3.109), en
fonction de l'ordre S-commensurable global. Le minimum est obtenu pour v = 0.75. Le
minimum de la fonction cott est égal a —19dB, sachant que le RBS de bruit est égal a

—20dB par conséquent 'erreur de modélisation est approximativement égale a 1dB.

3.5.2 Estimation des coefficients et des ordres de dérivation d’un

systeme S-commensurable local
3.5.2.1 Estimation de ordre S-commensurable global

Le systeme (3.107) est utilisé pour la génération de données. La structure du modele
est définie selon la relation (3.108), ot un ordre S-commensurable global est estimé d’abord
avec :

V=0aj1 = 012 = Q13.
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L’ordre S-commensurable global est initialisé a ¥ = 1.1 et converge aux alentours de 0.75,
comme indiqué sur les figure 3.6 et 3.7.

Les algorithmes MISO-oe et MISO-oosrivef convergent respectivement vers :

_ 0.358
Gl T 0.53450-7399 11
G . N 1.367
SMISO—oc Gy = 1.19250-7399 11 (3'114)

_ _4.992
GS — 073997

a _ 0.273
Gi(s) = 0.211850- 75111
Q . ~ 1.121
SMISO*OOST‘iUCf . GQ(S) = 07605975111 (3115)
a _ 4.878
GB(S) ~ 0.9676s0-751 11>

Dans ce cas, la fonction cout (3.109) est égale a —18.8dB pour le modele gM[SO_Oe et
—19.1dB pour le modele S’M[SO_OOSH'UCJ“. En rappelant que le RSB est égal a —20dB, la
norme ¢ de I’erreur de modélisation est respectivement évaluée a 1.2dB et 0.9dB.

En rappelant que le vrai systeme (3.107) est un systéme S-commensurable local
selon la définition 1.5. Dans cette premiere variante, un modele S-commensurable global
est recherché. Le modele estimé a convergé vers les modeles (3.114) et (3.115). Les
sous-modeles él et GQ n‘ont pas convergé vers les vrais ordres locaux. Ils ne sont
pas dans la méme classe de modele que les vrais sous-modeles. Par conséquent, leurs
coefficients estimés compensent les erreurs de modélisation liées aux ordres de dérivation.
Au contraire, le sous-modele G5 a convergé vers son véritable ordre S-commensurable

local. Par conséquent, les coefficients estimés, ont bien convergé vers les vrais coefficients.

3.5.2.2 Estimation des ordres S-commensurables locaux

Pour la deuxiéme variante, les parametres des systemes (3.114) et (3.115) sont utilisés
respectivement pour initialiser les deux algorithmes MISO-oe et MISO-oosrivcf, pour
évaluer les ordres S-commensurables locaux. Une simulation de Monte Carlo avec 100
essais a été réalisée et les résultats sont fournis dans le tableau 4.4, avec une valeur
moyenne proche du véritable ordre S-commensurable local. Les deux algorithmes MISO-
oe et MISO-oosrivef proposés convergent vers les vrais parametres avec une tres faible
variance.

Les figures 3.6 et 3.7 montrent qu’en utilisant le systemes S MISO—oe €6 S MISO—oosrivef
définis dans (3.114) et (3.115) comme modele initial, les algorithmes MISO-oe et MISO-
oosrivef convergent vers les vrais ordres S-commensurables locaux. La convergence de
I’algorithme MISO-oe est plus rapide que celle de MISO-oosrivcf, car la matrice hessienne
approchée dans ’algorithme MISO-oe tient compte des fonctions de sensibilité croisées

entre parametres et ordres de dérivation ce qui n’est pas le cas de la méthode MISO-
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Tableau 3.2 — Simulation de Monte Carlo de 100 réalisations pour l’estimation des
coefficients et des ordres S-commensurables locaux avec les deux méthodes MISO-oe et
MISO-oosrivef (6 est la moyenne et Gy est 'écart type) avec un RBS=—20dB

True MISO-oe MISO-oosrivef
(9 é (39 9_ 6'0

bo 1 1 1.0079 | 0.1010 | 1.0047 | 0.0919
a1 3 13.0366 | 0.4073 | 3.0125 | 0.3623
arg || 0.25 | 0.2491 | 0.0135 | 0.2498 | 0.0105
bo 2 2 12,0082 | 0.0523 | 1.9989 | 0.0439
a2 2 12.0107 | 0.0707 | 1.9988 | 0.0625
aro || 0.5 | 0.4987 | 0.0068 | 0.5002 | 0.0056
bo 3 5 149998 | 0.0116 | 5.0117 | 0.0098
a3 1 1.0005 | 0.0050 | 1.0009 | 0.0034
arz || 0.75 | 0.7504 | 0.0025 | 0.7499 | 0.0012

oosrivct.

3.5.3 Estimation des coefficients et des ordres de dérivation d’un

systéme non S-commensurable

Considérons maintenant le systeme MISO non S-commensurable suivant :

G1(s) = gasyiaere
519 Gas) = gt (3.116)
Gs(5) = groriseom

Les signaux d’entrée tracés sur la figure 3.4, sont a nouveau utilisés pour I'identification
du systeme. La sortie yx(t), est corrompue par un bruit blanc gaussien de moyenne nulle
avec un rapport signal sur bruit RBS de —15dB.

La structure du modele est fixée, comme étant la vraie, a :

bOk:
G = : k=1,2,3. 3.117
k(s) 1 ‘l’ al,k‘sal’k _I_ a27k3a2’k’ pOllr y“ ( )

L’objectif est d’estimer tous les ordres de dérivation ainsi que les coefficients de tous
les sous-systemes.

Lors de I'estimation d’un modele sans connaissance préalable des ordres de dérivation,
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il est recommandé d’estimer d’abord un ordre S-commensurable global qui est ensuite
utilisé comme valeur initiale pour estimer les ordres S-commensurables locaux. Ces

derniers sont utilisés pour initialiser I’étape finale de ’algorithme estimant tous les ordres.

3.5.3.1 Méthode MISO-oe

La figure 3.8 illustre 1’évolution de I'estimation de tous les ordres de différenciation :
dans la premiere étape, un ordre commensurable global v est estimé; puis des ordres
commensurables locaux dans la deuxieme étape (a1 pour Gy, a2 pour Gy et a; 3 pour
(G3). Enfin, a la derniére étape, la contrainte de S-commensurabilité est relachée et tous
les ordres de dérivation sont correctement estimés.

La figure 3.9 illustre les évolutions du critere par rapport aux trois étapes, et confirme
que tous les parametres, aussi bien les ordres de dérivation que les coefficients, ont été

correctement estimés avec 'algorithme MISO-oosrivef complet.

e pour la premiere étape, lorsqu’un ordre S-commensurable global est estimé pour tous
les sous-systemes, la fonction cotit Jyp = —3.88dB, donc la norme /5 de l'erreur de

modélisation est d’environ 11.12dB (voir le critere J; dans la figure 3.9);

e pour la deuxieme étape, lorsque les ordres S-commensurables locaux sont estimés,
la fonction cout Jyp = —7.25dB, donc la norme /5 de 'erreur de modélisation a

diminué a 7.75dB (voir le critere J, dans la figure 3.9);

e pour la derniere étape, lorsque tous les ordres de dérivation sont estimés sans aucune
contrainte, la fonction cout Jyp = —14.98dB, de sorte que la norme /5 de I'erreur

de modélisation est quasi nulle (voir le critere J3 dans la figure 3.9).

3.5.3.2 Meéthode MISO-oosrivcf

La figure 3.10 illustre I’évolution de l'estimation de tous les ordres de dérivation :
dans la premiere étape, un ordre commensurable global v est estimé; puis des ordres
commensurables locaux dans la deuxieme étape (oy 1 pour Gy, ag 2 pour Gy et a; 3 pour
G3). Enfin, a la derniere étape, la contrainte de S-commensurabilité est relachée et tous
les ordres de dérivation sont correctement estimés.

La figure 3.11 illustre les évolutions du critere par rapport aux trois étapes, et confirme
que tous les parametres, aussi bien les ordres de dérivation que les coefficients, ont été

correctement estimés avec l'algorithme MISO-oosrivcf complet.

e pour la premiere étape, lorsqu’un ordre S-commensurable global est estimé pour tous
les sous-systemes, la fonction cout Jyp = —11.18dB, donc la norme /5 de 'erreur de

modélisation est d’environ 3.82dB (voir le critere J; dans la figure 3.11);
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e pour la deuxieme étape, lorsque les ordres S-commensurables locaux sont estimés,

la fonction cout Jyp = —12.39dB, donc la norme ¢ de I'erreur de modélisation a

diminué & 2.6dB (voir le critere J; dans la figure 3.11);

e pour la derniere étape, lorsque tous les ordres de dérivation sont estimés sans aucune

contrainte, la fonction cout Jyg = —15.02dB, de sorte que la norme ¢y de I'erreur

de modélisation est quasi nulle (voir le critere J; dans la figure 3.11).

3.5.3.3 Comparaison des deux méthodes

Une simulation de Monte Carlo avec 100 essais a été réalisée et les résultats sont
fournis dans le tableau 4.5, avec une valeur moyenne proche des vrais parametres et
une tres faible variance d’estimation. Les deux algorithmes proposés pour l'estimation
de l'ordre de dérivation et des coefficients ont convergé vers les vrais parametres. Il est
important de noter que la méthode MISO-oe converge plus rapidement (17 itérations) que
la méthode MISO-oosrivcf avec des variances et des moyennes tres proches pour les deux
méthodes. Ceci est du a la prise en compte des fonctions de sensibilité croisées (coefficients
et ordres de dérivation) dans la matrice hessienne de la méthode MISO-oe, contrairement

a la méthode MISO-oosrivcf. Aussi, I'erreur de modélisation dans les premieres phases est
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plus importante pour la méthode MISO-oe comparés a la méthode MISO-oosrivcf.
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Tableau 3.3 — Simulation de Monte Carlo de 100 réalisations pour l’estimation des
coefficients et de tous les ordres de dérivations avec les deux méthodes MISO-oe et MISO-
oosrivef (6 est la moyenne et gy est I'écart type) avec un RBS=—15dB

True MISO-oe MISO-oosrivef
(9 é (39 9_ 6'9

bo 1 1 1.0018 | 0.0110 | 1.0001 | 0.0098
apq | 0.5 |0.5028 | 0.0192 | 0.5022 | 0.0106
azy | 1.5 | 1.5021 | 0.0112 | 1.5023 | 0.0152
fig || 2.8 | 27988 | 0.0145 | 2.7992 | 0.0161
poq || 1.2 | 1.1985 | 0.0164 | 1.1981 | 0.0108
bo2 | 0.5 | 0.4995 | 0.0158 | 0.5014 | 0.0145
arz || 0.4 |0.4031 | 0.0571 | 0.4075 | 0.0452
azo | 1.5 | 1.4997 | 0.0466 | 1.5047 | 0.0479
figz || 2.5 | 2.5068 | 0.0759 | 2.4958 | 0.0685
popo || 1.1 | 1.1009 | 0.0415 | 1.0968 | 0.0356
bos | 1.5 | 1.5021 | 0.0336 | 1.4998 | 0.0298
a3 | 0.6 |0.6121 | 0.1253 | 0.6099 | 0.1234
azs | 1.5 | 1.4891 | 0.1088 | 1.4892 | 0.1023
piz || 1.6 | 1.5958 | 0.1109 | 1.6023 | 0.1065
pa3 || 0.7 | 0.6959 | 0.0538 | 0.6990 | 0.0501

3.6 Conclusion

Tout d’abord, deux méthodes d’identification pour estimer les coefficients d’un systeme
différentiel MISO non entier lorsque la sortie est corrompue par un bruit blanc additif sont

présentées dans ce chapitre :

e la méthode optimale de la variable instrumentale MISO-srivcf.

e la méthode a erreur de sortie MISO-oe.

Ces deux méthodes ont été utilisées lorsque tous les ordres de dérivation sont fixés en
fonction des connaissances préalables.
Lorsque les connaissances préalables ne permettent pas de fixer les ordres, deux autres

algorithmes ont été développés :
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e un algorithme a deux étapes, qui combine simultanément ’estimation des coefficients
par l'algorithme MISO-srivef et lestimation de lordre de dérivation par un

algorithme basé sur le gradient (MISO-oosrivef);

e une méthode a erreur de sortie pour estimer directement tous les parametres de la

fonction de transfert des modeles MISO non entiers (MISO-oe).

Estimer directement tous les parametres d’un systeme MISO peut conduire a des
optimums locaux a cause d’un nombre élevé de parametres. Par conséquent trois variantes,
pour chaque algorithme, ont été proposées : la premiere permet d’estimer un ordre
S-commensurable global pour 'ensemble du systeme non entier MISO, La deuxieme
variante permet d’estimer des ordres S-commensurables locaux pour chaque sous-systeme,
et enfin la derniere permet d’estimer tous les ordres de dérivation sans contrainte de S-
commensurabilité. Les algorithmes proposés ont été validés par une analyse de Monte
Carlo.

Ces contributions principales, ont donné lieu a deux communications, dans les
conférences internationales 21st IFAC World Congress [Mayoufi et al., 2020b] et 17th
International Multi-Conference on Systems, Signals Devices (SSD 2020) [Mayoufi et al.,
2020a], ainsi que deux articles dans les revues Calculus and Applied Analysis (FCAA 2021)
[Mayoufi et al., 2021] et Automatica 2022 [Victor et al., 2022] (accepté provisoirement).
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4.1 Introduction

L’évolution actuelle, et donc future du modele climatique terrestre est un sujet
d’actualité. Le GIEC (Groupe d’Experts Intergouvernemental sur I’Evolution du Climat)
s’'intéresse au changement climatique terrestre depuis la fin des années 80. Les rapports
du GIEC avertissent la communauté scientifique d’une élévation significative de la
température terrestre globale, jamais atteinte depuis plus de deux millions d’années. Cette
élévation est alarmante et peut conduire a des catastrophes climatiques irréversibles. De
plus, ces rapports du GIEC se basent sur des Modeles de Circulation Générale du climat.

Il est proposé, dans ce chapitre, de réaliser la modélisation du climat terrestre d’un
point de vue de 'automaticien : un modele dynamique est recherché afin de trouver une
approximation fidele du comportement du systeme climatique par l'identification d’un
systeme non entier.

Dans ce contexte, 'identification nous permet d’obtenir un modele mathématique a
partir de mesures, pour pouvoir interpréter les évolutions climatiques actuelles. Or, les
mesures instrumentales, a savoir par satellite, ne sont disponibles que depuis la seconde
moitié du X X®™¢ siecle. Une méthode permettant de reconstruire des données avant les
enregistrements par instrumentation est nécessaire : la méthode de substitution ou la
méthode dite par “Proxy” est alors utilisée.

L’objectif de ce travail est de déterminer un modele climatique terrestre a partir de
mesures ainsi reconstruites.

Les Prozies sont définis et présentées en section 4.2. La section 4.3 décrit les données
d’entrées et de sortie et la sélection des données qui seront utilisées pour I'identification
du systeme climatique terrestre. La section 4.4 développe ’application des deux méthodes
d’identification, décrites au chapitre 3, a savoir la méthode MISO-oe et la méthode
MISO-oosrivef qui seront appliquées sur les données climatiques en proposant différentes
structures de modeles (premiére et deuxiéme especes). Enfin, une étude sur la prédiction
de I’évolution de la température terrestre est proposée en section 4.5 pour finalement

conclure.

4.2 Description des proxies

4.2.1 Définition d’un Proxy

Définition 4.1 (Proxzy [Lehu, 2012]) Un proxy est une expression anglo-saxonne

désignant un indicateur, un signal ou une mesure illustrative d’un phénomene.

Le Proxy (“proxies” au pluriel) est utilisé principalement lorsque 1'on ne dispose pas
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de mesures directes, précises et objectives, d’ou 'expression synonyme parfois utilisée
dindicateur indirect” [Lehu, 2012].

Les proxies paléoclimatiques (paléodonnées) sont des matériaux physiques, chimiques
et biologiques conservés dans le registre géologique (les archives paléoclimatiques) qui
peuvent étre analysés et corrélés avec les parametres climatiques utilisés pour retracer
les caractéristiques climatiques [Foucault, 2016], & savoir : l'activité humaine, I'activité

volcanique et I'activité solaire.

4.2.2 Proxies de ’activité humaine

Les changements dans les concentrations atmosphériques passées de dioxyde de
carbone peuvent étre déterminés en mesurant la composition de 'air emprisonnée dans
les carottes glaciaires. La figure 4.1 illustre une carotte issue du site de Law Dome, en
Antarctique Est : 66°46'08” E/,112°48'28”S. Le site de Law Dome répond a plusieurs
caractéristiques souhaitables d'un site de glace, a savoir : une faible concentration
d’impuretés, une fonte négligeable de la surface de la carotte de glace et la plus importante
un taux d’accumulation de neige élevé. Essentiellement, sur ce site, il existe trois roches
glaciaires forées DEO8, DEO08-2 et DSS illustrées sur la figure 4.2.

Figure 4.1 — Carottes glaciaires @Helle Astrid Kjeer

Le tableau 4.1 illustre les caractéristiques des trois roches [Etheridge et al., 1996].
Des bulles d’air ont été extraites des échantillons de carottes glaciaires en utilisant la
technique “rape de fromage” (“cheese grater” en anglais voir [Etheridge et al., 1996]). Cet

air a été pompé dans des conteneurs. Les échantillons d’air piégés ont été analysés par
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Roche | Année de forage | Diametre d'une carotte de glace (mm) | Profondeur (m)
DEOS8 1987 200 234
DSS 1988-1993 100-200 1200
DE08-2 1993 100 243

Tableau 4.1 — Caractéristiques des trois roches issues du site de Law Dome

Latitude

!
DE0S~¢  /
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18—

Figure 4.2 — Site de Law Dome et la position des trois roches glaciaires [Etheridge et al.,
1996, figure. 1]
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Figure 4.3 — Reconstruction de la concentration de CO, par Proxy
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chromatographie en phase gazeuse et les concentrations en gaz ont été mesurées sur les
échelles d’étalonnage maintenues par [Francey et al., 2003]. Cette reconstruction couvre
une période de mille an. Les auteurs de [MacFarling Meure et al., 2006] ont corrigé et
étendu les enregistrements existants de 0 a ’an 1000. De plus, ils ont augmenté la densité
de données entre 1000 et 1980. La figure 4.3 illustre cette reconstruction, les mesures sont
disponibles au Carbon Dioxide Information Analysis Center (CDIAC, voir [Etheridge
et al., 1998]).

4.2.3 Proxies de I'activité volcanique

L’épaisseur optique d’aérosol produite par les éruptions volcaniques est considérée

comme un indicateur de 'activité volcanique.

Définition 4.2 (Aérosols [Boucher et Saint-Martin, 2014]) Les aérosols dans
Uatmosphére sont ['ensemble de petites particules liquides/solides résidant dans [air
injectées par des sources naturelles provenant des volcans, des tempétes de poussiere, des
feux des foréts ou bien par des sources anthropiques c’est-a-dire créées par les activités

humaines telles que la combustion de combustibles fossiles, etc...

Définition 4.3 (Epaisseur optique d’aérosols EOA [Tahiri et al., 2012])

L’épaisseur optique d’aérosols (Aerosols Optical Depth en anglais) est une grandeur sans
unité qui caractérise la transparence de [’atmosphéere a la traversée du rayonnement
solaire. Elle est définie par la fraction du rayonnement électromagnétique ou de la lumiére
diffusée ou absorbée par les composants de la couche atmosphérique traversée pour une

longueur d’onde donnée (dans ce manuscrit la longueur d’onde considérée est égale a
550nm,).

Pour une atmosphere transparente, ou il n’y a presque pas de perte d’énergie,
I’épaisseur optique est proche de 0. Une épaisseur optique forte signale une atmosphere
relativement chargée en aérosols et est donc peu transparente.

Les changements dans 1’épaisseur optique d’aérosols passées peuvent étre déterminés
en se basant principalement sur les enregistrements de sulfate dans les carottes de glace de
I’Antarctique (voir [Crowley et Unterman, 2013]). Les carottes de glace de 1’Antarctique
occidental ont des taux d’accumulation de neige et de sulfate considérablement élevés.

Cette reconstruction illustrée sur la figure 4.4 couvre les 1200 dernieres années.
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Figure 4.4 — Reconstruction de I'épaisseur optique d’aérosols par Prozxy

4.2.4 Proxies de ’activité solaire

Les manifestations de I’activité solaire sont multiples, a savoir : la distribution spectrale
IR/UV (voir la définition 4.4 pour IR, voir définition 4.5 pour UV), le magnétisme solaire

et le flux d’énergie totale appelé l'irradiance solaire totale (voir définition 4.6 pour le TSI).

Définition 4.4 (Distribution spectrale IR) La distribution spectrale IR représente la

transmittance en fonction du nombre d’onde (c’est l'inverse de la longueur d’onde).

Définition 4.5 (Distribution spectrale UV) La distribution spectrale UV, également
appelée «lumiere noire» parce qu’elle n’est pas wvisible a ['ceil nu, est un rayonnement

électromagnétique d’une longueur d’onde plus courte que celle de la lumiere visible.

Définition 4.6 (Irradiance solaire totale [Fouquart, 2011a]) L’rradiance solaire
totale (notée TSI abréviation en anglais de Total Solar Irradiance) est la quantité d’énergie
radiative provenant du soleil recue par une surface de 1m? du sommet de l’atmosphére

terrestre.

Les changements de lirradiance solaire totale passée et avant 1700 (date de la
découverte des taches solaires) peuvent étre déterminés en se basant sur les proxies

isotopiques.
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Définition 4.7 (Proxies isotopique) Les prozies isotopiques sont générés dans
l’atmosphere par les rayons cosmiques dans [’atmospheére; ce rayonnement est le flux
de noyauxr atomiques et de particules de haute énergie qui circulent dans le milieu
interstellaire. La source de ce rayonnement se situe selon les cas dans le soleil, a ["intérieur
ou & lextérieur de notre galaxie. Parmi les isotopes générés, il y a le Béryllium 10, Bel?,

qui se produit a partir de lintéraction des rayons cosmiques avec le nitrogene et l’oxygene.

A partir des enregistrements de Bel® dans les carottes de glace de I’Antarctique

(stations du pole sud), il existe trois reconstructions qui sont calibrées.

Définition 4.8 (Calibrage) Le calibrage est ’action de régler un signal par rapport a
des données de référence afin d’obtenir un comportement fidéle lors de l’enregistrement

ou de la reproduction.
Les trois reconstructions calibrées de TSI sont celles de (voir figure 4.5) :

e Brad ou le taux de production de Be'? est utilisé pour trouver la variabilité

magnétique solaire [Bard et al., 2000];

e Delaygue ot le taux d’accumulation de Bel® est utilisé pour trouver une
reconstruction de TSI [Delaygue et Bard, 2011];

e Steinhilber ot le taux d’accumulation de Be'? est utilisé pour trouver la modulation
de l'intensité des rayons cosmiques dans ’héliosphere qui est en relation avec le

champ magnétique solaire [Steinhilber et al., 2009].

Parmi les effets des rayons cosmiques qui existent, avec la production de Be!® il y a
le changement d’ionisation dans I'atmosphere. [Usoskin et Kovaltsov, 2006] ont proposé
une reconstruction du taux d’ionisation induite par les rayons cosmiques, mais cette

reconstruction n’est pas calibrée (voir figure 4.6).

4.2.5 Proxies de température

Les reconstructions de la température enregistrées avant 1850 sont basées sur le
matériel d’archives (traces laissées sur la planete par le climat dans le passé). Les mesures
de substitution sont extraites de ces données.

Il existe quatre reconstructions :
e Moberg [Moberg et al., 2005]
e Ljungqvist [Ljungqvist, 2010]
e Lochle [Lochle, 2007]
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Figure 4.5 — Reconstruction de l'irradiance solaire totale (TSI) par Prozy calibré
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Figure 4.6 — Reconstruction de I'irradiance solaire totale par Proxy non calibré Usoskin
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e Jones & Mann [Mann et Jones, 2003].

Ces reconstructions constituent une collection relativement représentative de la variété
des reconstructions existantes.

Les stations sur terre sont a des altitudes différentes et différents pays mesurent
les températures mensuelles moyennes en utilisant différentes méthodes et formules.
Pour éviter les biais qui pourraient résulter de ces mesures, les températures moyennes
mensuelles sont réduites a des anomalies de la période ayant la meilleure couverture
sur la période [1961, 1990]. Et comme ces reconstructions vont étre connectées par les
mesures des stations, elles sont converties en des anomalies de température par rapport a
la moyenne de la période [1961, 1990).

Certaines de ces reconstructions sont supposées étre globales, d’autres sont limitées

aux continents ou a I’hémisphere nord.

4.2.5.1 Reconstruction de Moberg

Dans [Moberg et al., 2005], la reconstruction est annuelle et se prolonge sur deux
millénaires (de 1 jusqu’a 1979). Elle est principalement basée sur des données de cernes

des arbres et notamment des sédiments lacustres et océaniques (voir figure 4.7).

Définition 4.9 (Sédiment) Un sédiment est un dépot meuble laissé par les eau,
le vent et les autres agents d’érosion, et qui, selon son origine, peut étre fluviatile,
glaciaire, lacustre ou marin. Il se compose donc de particules qui ont été emportées par
les agents d’érosion, et qui se déposent en strates successives par gravité. Il s’agit du
processus de sédimentation, dont ["importance dépend de facteurs climatiques, €cologiques,

géomorphologiques et hydrologiques.

Figure 4.7 — Sédiments @Andreas Steinhoff
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La figure 4.8 montre les emplacements des sites de données proxies avec onze
enregistrements de sédiments (cercles bleus) et sept séries de cernes (triangles rouges).

La figure 4.9 illustre la reconstruction de Moberg.

Figure 4.8 — Emplacement des proxies utilisées dans la reconstruction de Moberg. Les
cercles en bleu indiquent les onze enregistrements des sédiments utilisés et les triangles
rouges indiquent les sept séries des cernes utilisées [Moberg et al., 2005, figure 1]
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Figure 4.9 — Reconstruction de température de Moberg (variations, appelées anomalies,
par rapport a la période [1961, 1990])
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4.2.5.2 Reconstruction de Ljungqvist

Une nouvelle reconstruction de température a résolution décennale, couvrant les deux
derniers millénaires, est présentée pour I’hémisphere nord extra tropical (90° — 30°),
en utilisant de nombreux enregistrements proxies de paléo température jamais inclus
auparavant dans une reconstruction de température (voir [Ljungqvist, 2010]). La figure
4.10 montre les emplacements géographiques des enregistrements (noyau de glace, cernes,

sédiments marins, lacustres et grottes). La figure 4.11 illustre cette reconstruction.

Figure 4.10 — Emplacement des proxies utilisés dans la reconstruction de Ljungqvist
[Ljungqvist, 2010, figure 1]

114



Application & lidentification du systéeme climatique terrestre

0.2 T T T T T T T T T

0.1r N

Température (°C)

_0.7 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Année

Figure 4.11 — Reconstruction de température par Ljungqvist

4.2.5.3 Reconstruction de Loehle

[Loehle, 2007] a obtenu des données pour de longues séries préalablement calibrées et
converties en température. Les séries utilisées sont des températures : du pollen de Conroy
Lake; de Sargasso Sea; de la mer des Caraibes; les diatomées du lac Tsuolbmajavri;
épaisseur de la couche de la grotte de Shihua; données de spéléotheme d’une grotte sud-
africaine ; température moyenne pour I’Amérique du Nord basée sur les profils polliniques ;
une reconstruction phénologique a partir de la Chine et les données sur les isotopes de
l'oxygene de la stalagmite de la grotte de Spannagel. Un ensemble de séries est donné
avec une couverture géographique assez large et basée sur plusieurs proxies. La figure 4.12

illustre cette reconstruction.
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Figure 4.12 — Reconstruction de température par Loehle

4.2.5.4 Reconstruction de Jones & Mann

Les auteurs dans [Mann et Jones, 2003] ont présenté une reconstruction de la
température des surfaces moyennes des hémispheres nord et sud au cours des deux derniers
millénaires.

Pour I'hémisphere nord, ils utilisent des reconstructions de température de 8 régions
distinctes : reconstruction composite multi- Prozy des températures moyennes sur 1’Asie
de I'Est sur la base d’'un ensemble de 11 données historiques, de sédiments lacustres,
de cernes et de carottes glaciaires provenant de Chine, du Japon, du plateau tibétain
et de Talwan ; la reconstruction de la température des cernes des arbres, normalisée de
facon conservatrice, depuis la Mongolie; la reconstruction de la température des cernes
des arbres de I'Eurasie septentrionale; la reconstruction de la température des cernes
des arbres en Amérique du Nord; la reconstruction décennale de températures de I'est
de ’Amérique du Nord ; le registre des isotopes de l'oxygene contenus dans les carottes
de glace empilées depuis 'ouest du Groenland et les reconstructions de températures de
forage de glace a partir du sud du Groenland et du centre du Groenland.

Pour I’hémisphere sud, ils utilisent des reconstructions de température de 5 régions
distinctes : les reconstitutions de températures de saison chaude normalisées pour la
Tasmanie ; la reconstruction des cernes des arbres en Amérique du Sud ; la reconstruction

de la température des cernes des arbres en saison chaude pour le sud de la Nouvelle
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Zelande ; I'estimation de la température des isotopes de I'oxygene des carottes de glace
pour Law Dome, Antarctique; I'estimation de la température de 'oxygene des carottes

de glace pour Quelccaya, Pérou. La figure 4.13 illustre cette reconstruction.
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Figure 4.13 — Reconstruction de température par Jones & Mann

4.3 Signaux d’entrée et de sortie

Définition 4.10 (Forgage [Fouquart, 2011b]) un forcage est une action qui agit (qui

force) sur un systeme dynamique et peut perturber son état d’équilibre.

En climatologie, on parle de forcage pour désigner les perturbations dans 1’équilibre
énergétique de la terre. Le systeme réagit a ces forcages par des variations de température
[Fouquart, 2011b].

Ces facteurs de forcages sont considérés comme les signaux d’entrée du systeme
climatique terrestre et la température comme la sortie.

Il existe plusieurs facteurs de forcage pour notre planete, ces forcages peuvent
étre naturels ou d’origine humaine. Parmi les forcages naturels, les variations de
I’ensoleillement, elles-mémes causées soit par la variation de 'intensité du rayonnement
émis par le soleil soit par la variation de la distance Terre-Soleil, et parmi les forcages
anthropiques, on trouve les émissions des Gaz a Effet de Serre (GES) et les émissions

d’aérosols.
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Les scientifiques combinent des reconstructions de paléoclimats a base de Proxy avec
des enregistrements par instrumentation (tels que des lectures de thermometre et de
pluviométrie) pour élargir leur compréhension de la variabilité climatique avant que
I’homme commence a les mesurer. Ces reconstructions du climat et de ’environnement

, , . , PR R
passées couvrent toutes les échelles de temps, des variations d'une année a l'autre a
celles qui se sont produites pendant des millions d’années. Ces données facilitent la

compréhension des variations du systeme climatique terrestre au cours du temps.

4.3.1 Facteurs de forgage (ou entrées)
4.3.1.1 Activité humaine

Définition 4.11 (Effet de serre) L’effet de serre est un phénomeéne de piégeage de la
chaleur qui se produit naturellement dans [’atmosphere. L’atmosphére terrestre ressemble
a une couverture qui garde la planéte au chaud. Sans effet de serre, la terre aurait une
température moyenne glaciale de -19°C' au lieu de la température douce de 14°C'. L’effet

de serre est illustré sur la figure 4.14.
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Figure 4.14 — Effet de serre @Sophie Juvenon

Définition 4.12 (Gaz a effet de serre (GES)) un gaz a effet de serre est le nom
donné a un groupe de gaz libérés dans [’atmospheére, qui contribuent a [effet de
serre. Certains gaz sont produits par des phénomenes naturels, alors que d’autres sont

entierement d’origine anthropique.

118


https://www.quiestvert.fr/contenus/electricite-verte/effet-de-serre-rechauffement-climatique-et-electricite-tout-pour-y-voir-plus-clair/

Application & lidentification du systéeme climatique terrestre

Le dioxyde de carbone (CO;) est sans doute le GES le plus connu qui est a la fois
d’origine naturelle humaine (anthropique) et des phénomenes naturels. Par exemple, le
C'Os est produit dans le processus de la décomposition des matieres animales et végétales
(origine naturelle) et pendant la combustion des combustibles fossiles (origine humaine).
Il accentue la capacité de 'atmosphere a conserver la chaleur du soleil par effet de serre.

Le centre de Mauna Loa mesure les concentrations atmosphériques de C'Oy depuis
1958. Pour déterminer cette concentration, la démarche suivante est suivie : l'air est
lentement pompé a travers une petite cellule cylindrique avec des fenétres plates aux deux
extrémités. La lumiere infrarouge est transmise au travers d’une fenétre et est mesurée par
un détecteur qui est sensible au rayonnement infrarouge ; or, le C'Oy absorbe la lumiere
infrarouge laissant moins de lumiere pour frapper le détecteur. Enfin, le signal du détecteur
(en volts) est transformé en une mesure de la quantité de COy dans la cellule.

Le signal est utilisé dans la suite et est considéré comme la connexion de deux
enregistrements afin d’obtenir un ensemble de données d’'une seule piece qui est représenté

sur la figure 4.15.
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Figure 4.15 — Reconstruction de la concentration atmosphérique de COq

4.3.1.2 Activité volcanique

Les aérosols modifient le climat de plusieurs manieres. Le premier effet est observé
a travers les phénomenes de diffusion et d’absorption du rayonnement solaire, ce qui

modifie le bilan radiatif de la planete. Cet effet est connu sous le nom d’effet direct des
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aérosols et se produit principalement en ’absence de nuage. La diffusion par les aérosols
dévie le rayonnement solaire dans toutes les directions. Une partie de ce rayonnement est
renvoyée vers le haut, ce qui rend la planete plus réfléchissante vue de 'espace et entraine
un refroidissement du climat. En revanche, le deuxieme effet, I’absorption du rayonnement
solaire par les aérosols rend la planete plus sombre et conduit donc a un réchauffement
du climat.

L’interaction des aérosols avec le rayonnement solaire contribue a perturber 1’équilibre
énergétique du systeme terre-atmosphere. C’est ce qu’on appelle le forcage radiatif direct.

[Sato et al., 1993] a prolongé les mesures par les satellites vers 1850 pour trouver
une reconstruction des changements dans I’épaisseur optique d’aérosols plus fiable, cette
reconstruction se prolonge de 1850 & 2012 (voir [Solomon et al., 2011]).

Les enregistrements des satellites ont été utilisés dans la calibration des enregistrements
de sulfate dans les carottes glaciaires de I’Antarctique (voir [Crowley et Unterman, 2013]).

Le signal utilisé dans la suite est considéré comme la connexion de deux enregistrements

afin d’obtenir un ensemble de données d’une seule piece représenté sur la figure 4.16.

0t
-0.11 | g

-0.31 .

Epaisseur Optique d'Aérosols a 550 nm

05 .

_0.6 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Année

Figure 4.16 — Reconstruction de I’épaisseur optique des aérosols

4.3.1.3 Activité solaire

Définition 4.13 (Taches solaires) Les taches solaires sont des zones sombres qui se
manifestent par intermittence sur la surface apparente du Soleil (voir figure 4.17). Une

tache solaire type se compose de deux parties distinctes : une région sombre au centre dite
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umbra, ou ombre, et une bordure plus claire appelée penumbre, ou pénombre. La pénombre
est formée de filaments clairs et sombres rayonnant dans toutes les directions a partir du

centre. Les taches solaires sont le siege d’un champ magnétique intense.
4

"

.‘. ‘r“
e

Figure 4.17 — Taches solaires http://system.solaire.free.fr

L’intensité et le déplacement de ces taches présentent un cycle de onze ans (cycle de
Schwabe découvert en 1843 [Schwabe et Schwabe, 1844]). Ce cycle de I'activité solaire est
inexpliqué.

Les taches ont été identifiées en 1610 par Galilée, elles étaient rares et sporadiques
entre les années 1610 et 1700.

La figure 4.18 illustre le nombre de taches solaires.

Définition 4.14 (Groupes de taches solaires) Les taches solaires apparaissent soit
1solément, soit plus fréquemment en groupes. Ces constellations sont souvent constituées

d’une grande et d’une petite tache “principales”, entourées de plusieurs taches plus petites.

Depuis 1610, les mesures des taches solaires permettent de reconstruire l'irradiance
solaire totale. Depuis 1978, ces mesures sont réalisées par satellite.

L’instrument TIM (abréviation en anglais de Total Irradiance Monitor) est congu
pour mesurer l'irradiance totale avec une précision absolue de 100 parties par million. Il
convertit le signal mesuré en irradiance solaire. La reconstruction Timv17 [Kopp et al.,
2005] donne une reconstruction fiable de l'irradiance solaire totale depuis 1610 jusqu’a
maintenant (voir figure 4.19).

Le signal utilisé dans la suite du manuscrit est considéré comme la connexion de deux
enregistrements (Delaygue-Timv17) afin d’obtenir un ensemble de données d’une seule

piéce qui est représenté sur la figure 4.20.
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Figure 4.18 — Nombre de taches solaires en fonction des années
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Figure 4.19 — Reconstruction Timv17
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Figure 4.20 — Reconstruction de l'irradiance solaire totale

4.3.2 Sortie

Des enregistrements instrumentaux raisonnablement fiables de la température pres de
la surface avec une couverture quasi-globale ont démarré vers 1850. Des enregistrements
antérieurs existent, mais avec une couverture plus clairsemée et une instrumentation moins
normalisée.

Les développements récents dans les analyses observationnelles de la température de
I’air proche de la surface et de la température de la surface de la mer sont combinées pour
produire la reconstruction de température HadCRUT4. Il contient un nouvel ensemble de
données sur 1’évolution de la température mondiale et régionale de 1850 a nos jours.

HadCRUT4 se décompose en deux ensembles de deux jeux de données : un jeu des
donnée de la surface de la terre CRUTEM4 et un jeu de données de la surface de la mer
HadSST3. La figure 4.21 représente 1’ensemble de données HadCRUT4.

CRUTEM4 est un ensemble de données enregistrées dans les stations météorologiques
sur tous les continents de la terre. Ces stations sont implémentées dans des grilles, chacune
est de résolution spatiale de 5° en latitude par 5° en longitude et contient des observations
mensuelles de la température moyenne. Le calcul des moyennes mensuelles est réalisée a
partir des valeurs de mesures journalieres.

Les stations sur terre sont a des altitudes différentes et différents pays mesurent les

températures mensuelles moyennes en utilisant différentes méthodes et formules. Pour
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Figure 4.21 — Ensemble de données HadCRUT4

éviter les biais qui pourraient résulter de ces problemes, les températures moyennes
mensuelles sont réduites a des anomalies de la période ayant la meilleure couverture [1961,
1990]. HadSST3 est un ensemble de données de la température de la surface de la mer.
Un champ global mensuel entre 1850 et aujourd’hui est récupéré a partir des grilles de
résolution spatiale de 5° en latitude par 5° en longitude.

[de Larminat, 2016] a proposé de connecter cet ensemble avec les reconstructions
obtenues par proxies, afin d’obtenir un ensemble unique de données. Il a fusionné
ces reconstructions avec la température globale HadCRUT4, a partir de 1850, apres
alignement en égalisant les valeurs moyennes sur la période de chevauchement (voir figure
4.22).

Dans la suite de ce chapitre, la sortie sera également une de ces 4 reconstructions

connecté avec les données de HadCRUT4.

4.3.3 Sélection des données
4.3.3.1 Données d’entrées/sortie

Il faut rappeler que la collection de données paléoclimatiques est constituée de :
e quatre reconstructions de l'irradiance solaire totale (figure 4.5 et figure 4.6) ;

e une reconstitution de la concentration du CO;y dans I'atmosphere (figure4.15) ;
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Figure 4.22 — Quatre reconstructions de température par proxies connectées a HadCRUT4

e une reconstitution de l'activité volcanique (figure 4.16) ;
e quatre reconstructions de température (figure 4.22).

Il y a donc 16 combinaisons possibles, selon la température et 'irradiance choisies.

Dans ce chapitre, un choix arbitraire a été fait, et la combinaison de Ljungqvist-
HadCRUT4 avec Delaygue-Timv17 (figure 4.20) est utilisée, pour l'identification du
systeme climatique terrestre par modele non entier. En perspectives, il serait intéressant
d’identifier les modeles climatiques terrestres avec les autres reconstructions et de

comparer les différents modeles.

4.3.3.2 Période d’identification

Non seulement, il faut choisir les données, mais aussi une période, [tg, 1] pour
I'identification, deux périodes sont considérées dans ce manuscrit. Les résultats de
Iidentification sont fortement sensibles a ces périodes.

Début de la période : Deux débuts de période sont considérés.

e {5 = 1850 qui permet d’avoir une période d’acquisition plus récente et donc plus
fiable.

e {5 = 1000 qui permet d’avoir une période de couverture plus large et inclut la période

de réchauffement médiéval.
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Fin de la période : les données d’identification disponibles s’arrétent en 2018 pour
la reconstruction TSI, par conséquent t;= 2018. Des prédictions a court terme ont été

réalisés en section 4.5 afin d’évaluer la capacité de prédiction des modeles proposés.

4.4 Application des méthodes MISO-oe/MISO-

oosrivcf sur les données climatiques

4.4.1 Période 1850 — 2018

Dans cette premiere partie, il est proposé de se focaliser sur la période de [1850, 2018]
dont les données sont illustrées en figure 4.23. Afin d’identifier le modele dynamique du
systeme climatique terrestre, les moyennes des données d’entrées et de sortie ont été
retirées.

Pour information, cette période de [1850, 2018] correspond a la période utilisée par le

GIEC pour justifier que le réchauffement climatique est diu a ’activité anthropologique.
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Figure 4.23 — Ensemble des données sur la période [1850 2018]

126



Application & lidentification du systéeme climatique terrestre

4.4.1.1 Estimation des coefficients d’un systeme MISO S-commensurable de

premiere espece
4.4.1.1.1 Estimation avec un modele entier (rationnel)

Tout d’abord, il est proposé d’estimer les coefficients de modeles entiers de premier
ordre. Pour linitialisation, on a utilisé le modele proposé dans [de Larminat, 2016].
Les résultats sont présentées dans le tableau 4.2. Les deux méthodes fournissent des
résultats comparables avec des coefficients estimés tres proches. Les pourcentages de

correspondance (% fit) sont égaux a 45%.

Modele initial (de de Larminat) MISO-oe MISO-srivef
TSI 83-52—51 Gi(s) = 7.%3-?1 Gi(s) = 6.?5—’&-1
EOA 825—?1 Ga(s) = 86.%56+1 Ga(s) = 83%s7+1
CO;, 82'50;11 G(s) = 0.01162+1 Gs(s) = 0.022'sl+1
% Fit 32% 45% 45%

Tableau 4.2 — Estimation des coefficients d’un modele entier, par les deux méthodes MISO-
oe et MISO-srivef

Les figure 4.24 et 4.25 présentent la température estimée ainsi que les contributions
de chaque entrée obtenues respectivement par les méthodes MISO-oe et MISO-srivcf.
La contribution du TSI, a la variation de température, est de I'ordre de 0.09°C. La
contribution de D'activité volcanique est de 'ordre de 0.06°C alors que le C'O, apporte

une variation allant jusqu’a 0.21°C.
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Figure 4.24 — Estimation de la température avec un modele entier par la méthode MISO-oe,
a gauche : températures globales mesurée (——) et estimée (——), a droite : contributions

de chaque entrée (TSI, EOA et C'O, respectivement de haut en bas)
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Figure 4.25 — Estimation de la température avec un modele entier par la méthode
MISO-srivcf, & gauche : températures globales mesurée (——) et estimée (——), a droite :
contributions de chaque entrée (TSI, EOA et C'O, respectivement de haut en bas)
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4.4.1.1.2 Estimation avec un modele non entier

Dans cette section, il est proposé de fixer les ordres de dérivation et d’estimer les
coefficients de modeles de premiere espece S-commensurable global d’ordre v = 0.5. Le
systeme climatique est un systeme thermique. Or, [Battaglia et al., 2000] montre que
la résolution de I’équation de chaleur fait apparaitre un modele d’impédance thermique
0.5. Les méthodes MISO-oe et MISO-srivcf proposées

respectivement en section 3.4.2.1 et 3.4.1.1 sont utilisées pour ’estimation des coefficients.

d’ordre commensurable v =

Les modeles trouvés dans la section précédente (voir tableau 4.2) ont permis d’initialiser
les deux méthodes. Les deux méthodes présentent des résultats tres similaires (tableau
4.3). En effet, les pourcentages de correspondance sont tres proches (56% par MISO-oe
et 58% par MISO-srivcf). Les gains statiques et les pseudo-constantes de temps estimés

par ces deux méthodes sont tres proches a I'exception du modele représentant 'EOA.

MISO-oe MISO-srivef
TSI || Gi(s) = 50.5;900?5“ Gi(s) = 52.12;%95“
EOA || Ga(s) = syaasrg | Ga(s) = tgoae557
COy | Gs(s) = gpnmpr | G3(8) = gooeonta
% Fit 56% 58%

Tableau 4.3 — Estimation des coefficients d’un modele non entier S-commensurable global
avec v = 0.5 par les deux méthodes MISO-oe et MISO-srivcf

Les figure 4.26 et 4.27 présentent la température estimée ainsi que les contributions
de chaque entrée obtenues respectivement par les méthodes MISO-oe et MISO-srivcf.
Ces figures montrent que 'influence de I'activité humaine C'Os et 'influence de I'activité
solaire sur le réchauffement climatique récent sont plus importantes que celle de 'activité
volcanique. A partir de la figure 4.26 la contribution du TSI est de I'ordre de 0.08°C. La
contribution de I'activité volcanique est de 1’ordre de 0.18°C alors que le C'O5 apporte une
variation de température allant jusqu’a 0.37°C. A partir de la figure 4.27 la contribution
du TSI est de I'ordre de 0.07°C. La contribution de I'activité volcanique est de 'ordre de

0.2°C alors que le CO, apporte une variation de température allant jusqu’a 0.39°C.
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Figure 4.26 — Estimation de la température avec un modele non entier S-commensurable
global d’ordre v = 0.5 par la méthode MISO-oe ; a gauche : températures globales mesurée

(——) et estimée (——); a droite : contribution de chaque entrée (TSI, EOA et COs
respectivement de haut en bas)
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Figure 4.27 — Estimation de la température avec un modele non entier S-commensurable
global d’ordre v = 0.5 par la méthode MISO-srivcf ; a gauche : températures globales

mesurée (——) et estimée (——); a droite : contribution de chaque entrée (TSI, EOA et
C'Oy respectivement de haut en bas)
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4.4.1.2 Estimation des coefficients et des ordres de dérivation d’un systéme

MISO S-commensurable de premiere espéece

Dans cette partie, un degré de liberté est rajouté : 'ordre S-commensurable global. Par
conséquent,” tous les coefficients et l'ordre S-commensurable global sont estimés avec les
deux algorithmes MISO-oe et MISO-oosrivcf proposés respectivement en section 3.4.1.2
et 3.4.2.2. Les modeles trouvés dans la section précédente (voir tableau 4.3) ont permis
d’initialiser les deux méthodes. Les deux méthodes présentent des résultats tres similaires

(tableau 4.4). En effet, les pourcentages de correspondance sont tres proches (67% par

MISO-oe et 66% par MISO-oosrivef).

MISO-oe MISO-oosrivef
TSI | Gi(s) = sy | Gi(s) = goodor
EOA || Gy(s) = gg2%t7 | Gals) = g
CO; || Ga(s) = g2l | Ga(s) = a2y
% Fit 67% 66%

Tableau 4.4 — Estimation des coefficients et des ordres de dérivation d’un modele non
entier S-commensurable local par les deux méthodes MISO-oe et MISO-oosrivcf
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Figure 4.28 — Estimation de la température avec un modele non entier S-commensurable
local par la méthode MISO-oe ; a gauche : températures globales mesurée (——) et estimée

(——); adroite : contributions de chaque entrée (TSI, EOA et C'O, respectivement de haut
en bas)
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Figure 4.29 — Estimation de la température avec un modele non entier S-commensurable
local par la méthode MISO-oosrivef ; a gauche : températures globales mesurée (——) et

estimée (——) ; a droite : contributions de chaque entrée (TSI, EOA et CO, respectivement
de haut en bas)
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Les figure 4.28 et 4.29 présentent la température estimée ainsi que les contributions
de chaque entrée obtenues respectivement par les méthodes MISO-oe et MISO-oosrivcf.
Ces figures montrent que la dynamique de la température observée est mieux captée.
D’autre part, l'influence de I'activité humaine C'O, et I'influence de ’activité volcanique
sont plus importantes sur le réchauffement climatique récent que celle de 'activité solaire.
La contribution du TSI est de 'ordre de 0.1°C. La contribution de 'activité volcanique est
de 'ordre de 0.13°C alors que le C'O, apporte une variation de température allant jusqu’a
0.28°C. Ce degré de liberté supplémentaire améliore I’estimation de 10% d’ou I'intérét de

bien estimer les ordres de dérivation.
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Figure 4.30 — Ecarts-types des parametres estimés d’un modele non entier S-

commensurable local par la méthode MISO-oe (en bleu) et la méthode MISO-oosrivcf
(en orange)

La figure 4.30 présente les estimations des écarts-types des parametres obtenues
respectivement a partir des équations (3.53) et (4) pour la méthode MISO-oe et la méthode
MISO-oosrivef. Les écarts-types estimés sont faibles et montrent une bonne confiance dans

I'estimation.

4.4.1.3 Estimation des coefficients et des ordres de dérivation d’un systéeme

MISO S-commensurable de deuxieme espece

Dans cette section, les coefficients de modeles de deuxieme espece S-commensurable

sont maintenant estimés. Seule la méthode MISO-oe proposée en section 3.4.1.2 est utilisée
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pour 'estimation des coefficients et les ordres de dérivation. En effet, la méthode MISO-
oosrivef n’a convergé que vers des modeles instables. Les résultats sont présentés dans le
tableau 4.5. L’initialisation a été effectuée a partir du modele de premiere espece estimée
en section 4.4.1.2 (voir tableau 4.4, colonne MISO-oe).

MISO-oe

TSI || Gy(s) 0.56

~ 0.25528422.551511

EOA || Gafs) 2.85

- 0.183A8+9031.86+1

002 Gg(S) — 1.74

0.01s3-540.97s1-84-1

% Fit 70%

Tableau 4.5 — Estimation des coefficients et des ordres de dérivation d’'un modele non
entier de deuxieme espece par la méthode MISO-oe
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Figure 4.31 — Estimation de la température avec un modele non entier de deuxieme espece
par la méthode MISO-oe; a gauche : températures globales mesurée (——) et estimée

(——); a droite : contributions de chaque entrée (TSI, EOA et CO; respectivement de
haut en bas)

La figure 4.31 présente la température estimée ainsi que les contributions de chaque

entrée par la méthode MISO-oe. Cette figure montrent que l'allure de la courbe de
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Figure 4.32 — Ecarts—types des parametres estimés d'un modele non entier de deuxieme
espece par la méthode MISO-oe

température estimée est améliorée et les hautes fréquence sont mieux captées avec un
pourcentage de correspondance de 70%. Les influences des trois activités (humaine,
volcanique et solaire) sont importantes sur le réchauffement climatique. La tendance
principale est toujours bien capté, le systeme de deuxieme espece permettent de mieux
capter un deuxiéme mode situé aux moyennes fréquences. Par conséquent, le pourcentage
de correspondance est amélioré.

La figure 4.32 présente les estimations des écarts-types des parametres obtenues a
partir de I’équation (3.53) pour la méthode MISO-oe. Les écarts-types estimés sont faibles

et montrent une bonne confiance dans 'estimation.

4.4.2 Période 1000 — 2018

Dans cette deuxieme partie, il est proposé de traiter une période plus élargie entre
[1000, 2018] dont les données sont illustrées en figure 4.33.
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Figure 4.33 — Ensemble des données sur la période [1000, 2018], Ljunqvist avec HadCRUT4
et Delaygue avec Timv17

4.4.2.1 Estimation des coefficients d’un systeme MISO S-commensurable de

premiere espece

Tout d’abord, les ordres de dérivation sont fixés et seuls les coefficients sont estimés de
modeles de premiere espece S-commensurable global d’ordre v = 0.5. Les méthodes MISO-
oe et MISO-oosrivcf proposées respectivement en section 3.4.2.1 et 3.4.1.1 sont utilisées
pour l'estimation des coefficients. L’initialisation a été effectuée a partir du modele de
premiere espece estimée respectivement selon la méthode considérée en section 4.4.1.1.2.
Les deux méthodes présentent des résultats tres similaires (tableau 4.6). En effet, les
pourcentages de correspondance sont identiques (75% pour MISO-oe et MISO-srivcf).
Les gains statiques et les pseudo-constantes de temps estimés par ces deux méthodes sont

tres proches.
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MISO-oe MISO-srivef
TSI || Gi(s) = #2,59“ Gi(s) = %
EOA | Ga(s) = mowery | Ga(s) = smo5T
COy || Gs(s) = gozer | Gals) = gomtom
% Fit 75% 75%

Tableau 4.6 — Estimation des coefficients, avec les deux méthodes MISO-oe et MI1SO-srivcf,

du systeme climatique terrestre
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Figure 4.34 — Estimation de la température avec un modele non entier S-commensurable
global avec v = 0.5 par la méthode MISO-oe; a gauche : températures globales mesurée

(——) et estimée (——); a droite : contributions de chaque entrée (TSI, EOA et CO,
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respectivement de haut en bas)
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Figure 4.35 — Estimation de la température avec un modele non entier S-commensurable
global avec v = 0.5 par la méthode MISO-oosrivef ; a gauche : températures globales
mesurée (——) et estimée (——); a droite : contributions de chaque entrée (TSI, EOA et
C'O, respectivement de haut en bas)

Les figure 4.34 et 4.35 présentent la température estimée ainsi que les contributions
de chaque entrée obtenues respectivement par les deux méthodes MISO-oe et MISO-
srivef. Ces figures montrent que 'influence de 'activité humaine C'Oy a partir de 1850
est plus importante sur le réchauffement climatique par rapport aux autres activités
(solaire et volcanique). La contribution du TSI est de 'ordre de 0.21°C. La contribution
de 'activité volcanique est de 'ordre de 0.18°C mais de maniere plus épisodique, alors
que le C'O, apporte une variation de température allant jusqu’a 0.93°C. On remarque que
Iactivité volcanique est moins influente sur le réchauffement climatique. Par contre, on
note une tendance générale de l'activité solaire qui croit depuis 1900 (avec des variations
de températures de l'ordre de 0.2°C). Enfin, l'activité de C'O, est bien plus influente sur le

réchauffement climatique avec une variation de température au-dela de 1°C depuis 1850.

4.4.2.2 Estimation des coefficients et des ordres de dérivation d’un systéme

MISO S-commensurable de premiere espece

Dans cette partie, un degré de liberté est rajouté ou tous les parametres sont estimés
(coefficients et ordres de dérivation) pour chaque sous-systeme avec les deux algorithmes
MISO-o0e et MISO-oosrivef proposés respectivement en section 3.4.1.2 et en section

3.4.2.2. L’initialisation a été effectuée a partir du modele de premiere espece estimée
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respectivement selon la méthode considérée en section 4.4.2.1 (voir tableau 4.6). Les
deux méthodes présentent encore des résultats tres similaires (tableau 4.7). En effet, les
pourcentages de correspondance sont tres proches (83% pour MISO-oe et 84% MISO-
srivef). Les gains statiques et les pseudo-constantes de temps estimés par ces deux

méthodes sont tres proches.

MISO-oe MISO-srivef
TSI | Gi(s) = gopeter | Gi(s) = maetoriy
EOA | Ga(s) = grgitiryy | Ga(s) = srmitsoy
COy | Gs(s) = gprary | Gals) = tmoraspy
% Fit 83% 84%

Tableau 4.7 — Estimation des coefficients et des ordres de dérivation d’un modele non
entier S-commensurable local par les deux méthodes MISO-oe et MISO-oosrivcf
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Figure 4.36 — Estimation de la température avec un modele non entier S-commensurable
local par la méthode MISO-oe ; a gauche : températures globales mesurée (——) et estimée
(——); adroite : contributions de chaque entrée (TSI, EOA et C'O, respectivement de haut

en bas)
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Figure 4.37 — Estimation de la température avec un modele non entier S-commensurable
local par la méthode MISO-oosrivef ; a gauche : températures globales mesurée (——) et
estimée (——) ; a droite : contributions de chaque entrée (TSI, EOA et C'O, respectivement
de haut en bas)

Les figure 4.36 et 4.37 présentent la température estimée ainsi que les contributions
de chaque entrée obtenues respectivement par les deux méthodes MISO-oe et MISO-
srivef. Ces figures montrent que le dynamique de la température observée est captée, ainsi
que l'influence de 'activité humaine C'Oy sur le réchauffement climatique récent est plus
importante que l'influence de 'activité volcanique et 'activité solaire. La contribution
du TSI est de 'ordre de 0.18°C. La contribution de ’activité volcanique est de 'ordre
de 0.03°C mais de maniere plus épisodique, alors que le C'O, apporte une variation
de température allant jusqu’a 0.92°C. Ce degré de liberté supplémentaire améliore
Pestimation de 10% d’ou I'intérét de bien estimer les ordres de dérivation.

La figure 4.38présente les estimations des écarts-types des parametres obtenues
respectivement a partir des équations (3.53) et (4) pour la méthode MISO-oe et la méthode
MISO-oo0srivef. Les écarts-types estimés sont faibles et montrent une bonne confiance dans

I'estimation.

4.4.2.3 Estimation des coefficients et des ordres de dérivation d’un systéeme

MISO S-commensurable de deuxieme espece

Dans cette section, il est maintenant proposé d’estimer les parametres (coefficient et

ordres de dérivation) de modeles de deuxieéme espece. Seule la méthode MISO-oe proposée

140



Application & lidentification du systéeme climatique terrestre

1 1 1
03 1.25
- # 10 i 12 I
o 0.25 o 1.15
1.1 'l'
0.2 % 1.05
o 1 2 3 0o 1 2 3 0 1 2 3
K, T2 Y3
0.4 70 1.88
~ 1.86
» 035 60 1.84
-l- 182
0.3 50 1.8
o 1 2 3 o 1 2 3 0 1 2 3
Ks T3 Y3
28 1 § 155
o 26 '
24 15 I
2.2 o5l # 145
o 1 2 3 0o 1 2 3 0 1 2 3
Figure 4.38 — FEcarts-types des parametres estimés d'un modele non entier S-

commensurable local par la méthode MISO-oe (en bleu) et la méthode MISO-oosrivcf
(en orange)

en section 3.4.1.2 est utilisée pour 'estimation des coefficients et des ordres de dérivation.
En effet, la méthode MISO-oosrivef n’a convergé que vers des modeles instables. Les
résultats sont présentés dans le tableau 4.8. L’initialisation a été effectuée a partir du

modele de premiere espece estimé en section 4.4.2.2 (voir tableau 4.7, colonne MISO-oe).

MISO-oe

TSI | Gi(s) 0.25

~ 0.3552415.17s087 11

EOA | Gafs) 0.43

T 0155245595167 11

CO, | Gy(s) 247

~ 0.0253740.88s1-83 11

% Fit 8%

Tableau 4.8 — Estimation des coefficient et des ordres d’'un modele non entier de deuxiéme
espece par la méthode MISO-oe

La figure 4.39 présente la température estimée ainsi que les contributions de chaque
entrée par la méthode MISO-oe. Cette figure montre que l'allure de la courbe de

température observée est amélioré avec un pourcentage de correspondance de 88%. La
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Figure 4.39 — Estimation de la température avec un modele non entier de deuxieme espece
par la méthode MISO-oe; a gauche : températures globales mesurée (——) et estimée
(——); a droite : contributions de chaque entrée (TSI, EOA et C'O; respectivement de
haut en bas)

contribution du TSI est de l'ordre de 0.18°C. La contribution de 'activité volcanique
est de l'ordre de 0.04°C mais de maniere plus épisodique, alors que le C'Oy apporte une
variation de température allant jusqu’a 0.92°C. La tendance principale est toujours bien
captée le systeme de deuxieme espece permettent de mieux capter un deuxieme mode
situé aux moyennes fréquences. Par conséquent, le pourcentage de fit est amélioré.

La figure 4.40 présente les estimations des écarts-types des parametres obtenues a
partir de I’équation (3.53) pour la méthode MISO-oe. Les écarts-types sont faibles,

montrant une bonne confiance dans 'estimation.
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Figure 4.40 — Ecarts—types des parametres estimés d’'un modele non entier de deuxieme
espece par la méthode MISO-oe

4.5 Prédiction

Dans la section précédente, on a déduit que les modeles non entiers permettent de bien
estimé le comportement dynamique du systeme climatique terrestre. Il s’agit maintenant
de voir ce qu’il en est au niveau de la prédiction.

Pour cela, cing scénarios sont considérés :
e premier scénario : toutes les entrées sont figées ;

e deuxieme scénario : 'activité humaine est en évolution alors que les deux autres

entrées sont figées ;

e troisieme scénario : I'activité solaire est en évolution alors que les deux autres entrées

sont figées ;

e quatrieme scénario : 'activité volcanique est en évolution alors que les deux autres

entrées sont figées ;

e cinquieme scénario : les trois activités sont en évolution.

4.5.1 Premier scénario : entrées figées

Toutes les entrées sont figées a leur derniere valeur (valeurs de 2018) pour chaque
entrée. Le résultat de ce scénario est illustré sur la figure 4.41 ou on remarque que la

température se stabilise une fois que les trois entrées sont constantes. Ce résultat semble
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cohérent car les sous-modeles estimés sont des modeles stables. Les deux courbes en
vert sont respectivement les bornes inférieure et supérieure de la courbe de prédiction
en utilisant moins un écart type pour la borne inférieure et plus un écart type pour la

borne supérieure.
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Figure 4.41 — Prédiction de la courbe de température (——) avec des forcages constants
apres 2018, les deux courbes sont les bornes inférieure et supérieure de la courbe de
prédiction (——)

A partir de la température de 2018, la température peut atteindre une augmentation

de 0.2°C' + 0.4°C' en 30 ans.

4.5.2 Deuxieme scénario : activité humaine en évolution

Dans ce scénario, on suppose que seule I'activité humaine continue a évoluer au cours
du temps et que les deux autres activités sont figées a leur derniere valeur. Le résultat
de ce scénario est illustré sur la figure 4.42 ou on remarque que la température augmente
au cours de temps a cause de 'augmentation du C'O,. Ce résultat semble cohérent avec
les rapports du GIEC. Les deux courbes en vert sont respectivement les bornes inférieure
et supérieure de la courbe de prédiction en utilisant moins un écart type pour la borne

inférieure et plus un écart type pour la borne supérieure.
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Figure 4.42 — Prédiction de la courbe de température (——), Pactivité humaine est en
évolution et les activités naturelles sont constantes, apres 2018, les deux courbes (——)
sont les bornes inférieure et supérieure de la courbe de prédiction

A partir de la température de 2018, la température peut atteindre une augmentation

de 1°C + 0.4°C en 30 ans.

4.5.3 Troisieme scénario : activité solaire en évolution

Dans ce scénario, on suppose que seule l'activité solaire continue a évoluer au cours
du temps et que les deux autres activités sont figées a leur derniere valeur. Le résultat
de ce scénario est illustré sur la figure 4.43 ou on remarque que la température augmente
doucement au cours du temps. Ce résultat signifie que 'activité solaire n’a pas un grand
effet sur I’évolution de la température dans le futur. Les deux courbes en vert sont
respectivement les bornes inférieure et supérieure de la courbe de prédiction en utilisant

moins un écart type pour la borne inférieure et plus un écart type pour la borne supérieure.
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Figure 4.43 — Prédiction de la courbe de température (——), lactivité solaire est en
évolution et les deux autres activités sont constantes, apres 2018, les deux courbes (——)
sont les bornes inférieure et supérieure de la courbe de prédiction

A partir de la température de 2018, la température peut atteindre une augmentation
de 0.35°C' 4+ 0.4°C' en 30 ans.

4.5.4 Quatriéme scénario : activité volcanique en évolution

Dans ce scénario, on suppose que seule ’activité volcanique continue a évoluer au cours
du temps et que les deux autres activités sont figées a leur derniere valeur. Le résultat
de ce scénario est illustré sur la figure 4.44 ou on remarque que la température augmente
doucement au cours du temps. Ce résultat signifie que 'activité volcanique n’a pas un
grand effet sur I’évolution de la température dans le futur. Les deux courbes en vert sont
respectivement les bornes inférieure et supérieure de la courbe de prédiction en utilisant

moins un écart type pour la borne inférieure et plus un écart type pour la borne supérieure.
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Figure 4.44 — Prédiction de la courbe de température (——), 'activité volcanique en
évolution et les deux autres activités sont constantes, apres 2018, les deux courbes (——)
sont les bornes inférieure et supérieure de la courbe de prédiction

A partir de la température de 2018, la température peut atteindre une augmentation
de 0.35°C' 4+ 0.4°C' en 30 ans.

4.5.5 Cinquieme scénario : toutes les entrées en évolution

Dans ce scénario, toutes les entrées sont en évolution. Le résultat de ce scénario est
illustré sur la figure 4.45 ou on remarque que la température a évolué d’une maniere plus
significative. Ce résultat semble cohérent avec les rapports du GIEC. Les deux courbes en
vert sont les deux bornes inférieure et supérieure de la courbe de prédiction en utilisant

moins un écart type pour la borne inférieure et plus un écart type pour la borne supérieure.
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Figure 4.45 — Prédiction de la courbe de température (——) avec des forgages en évolution
apres 2018, les deux courbes (——) sont les bornes inférieure et supérieure de la courbe de
prédiction

Ce scénario est le plus pessimiste. En effet, de la température de 2018, la prédiction
de température conduit a une variation de température pouvant atteindre 1.2°C' + 0.4°C'

en 30 ans.

4.6 Conclusion

Ce chapitre a permis de mettre en application les différentes contributions de ce
mémoire sur le systeme climatique terrestre pour modéliser la température. Apres une
description du systeme climatique ainsi que des facteurs de forcages (les entrées), les
méthodes d’identification de systemes MISO non entiers, développées au chapitre 3, sont
appliquées afin de trouver le modele le plus adapté.

Depuis les années 80, les rapports du GIEC ne cessent d’indiquer que le réchauffement
climatique est principalement di a 'activité anthropologique. Il y a indéniablement un
réchauffement climatique qui ne fait que s’accélérer depuis le début du X X 1™ siecle.
Compte tenu de la compacité paramétrique qu’apporte les modeles non entiers et de leur
atout indéniable pour bien modéliser les phénomenes diffusifs et plus particulierement
les transferts thermiques, identifier le modele climatique terrestre par des modeles non

entiers ne pouvait étre que bénéfique. Dans ce chapitre, nous avons souhaité apporter
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des contributions pour déterminer de maniere objective l'origine de ce réchauffement
climatique. Au vu de 'activité solaire, on remarque en effet que l'irradiance solaire est en
tres forte hausse ces vingt dernieres années, cependant sa contribution au réchauffement
climatique reste en dessous de 0.2°C. Il semblerait méme que cette activité solaire est en
baisse ces 4 dernieres années. D’autre part, la contribution de I’activité volcanique semble
oscillante avec une constante de temps d’environ 56 ans mais reste inférieure a 0.05°C
en moyenne. En revanche, il semble indéniable que 'activité anthropologique contribue
bien plus fortement au réchauffement climatique : I’évolution de la température augmente
significativement et tend vers 1 a 1.2°C, en fonction des scénario, ce qui est 10 fois plus
important que la contribution de I'activité solaire, ou 20 a 24 fois plus important que la
contribution de I'activité volcanique.

Enfin, en derniere partie, la prédiction apportée par les modeles non entiers conduit
a des variations de température qui sont principalement dues a l'activité humaine. En
effet, dans le scénario le plus optimiste ou les forcages sont constants, la variation de
température atteint 0.35°C' £+ 0.4°C'. Dans le scénario le plus pessimiste, ou les forcages
sont croissants, la variation de température pourrait atteindre jusqu’a 1.2°C' + 0.4°C'. En
conclusion, les modeles non entiers estimés sont précis malgré la qualité des données et
sont en cohérence avec les rapports du GIEC sur le réchauffement climatique.

Pour finir, on a établi des modeles d’estimation pour une reconstruction de
température, celle de Ljunqvist associée a HadCRUT4 avec l'irradiance solaire Delaygue-
TIMV17. En perspective, il serait intéressant de faire cette étude d’identification et
de prédiction par modele non entier avec les autres reconstructions de température et

d’irradiance solaire.
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Cette these concerne l'identification de systemes non entiers multi-entrées-mono-
sortie a partir d’'une représentation par fonctions de transfert. Deux méthodes y sont
principalement développées. La premiere est basée sur la variable instrumentale optimale
qui permet d’estimer uniquement les coefficients et qui a été étendue pour l'estimation
des ordres de dérivation, par une technique de programmation non linéaire. L’autre
méthode, basée sur la minimisation de I’erreur de sortie, permet d’estimer simultanément
les coefficients et les ordres de dérivation.

Dans le chapitre 1, les principales définitions et propriétés de la dérivation non entiere
ont été rappelées. La notion de S-commensurabilité a été introduite pour limiter le nombre
de parametres a estimer d’un systeme multi-entrées-mono-sortie, ce qui permet d’améliorer
la convergence des méthodes d’identification.

Dans le chapitre 2, la planification d’expériences a été étudiée pour la synthese du
meilleur signal d’excitation pour l'identification de systemes non entiers de deuxieme
espece. Une étude permet d’adapter le signal d’excitation au systeme de deuxieme espece
afin d’estimer ses parametres avec la meilleure précision possible. Nos contributions ont

donné lieu & :

e une communication dans la conférence internationale “18th IFAC Symposium on
System Identification (SYSID 2018)” [C—1].

e un article dans la revue “Communications in Nonlinear Science and Numerical

Simulation (CNSNS 2021)” [A—2].

Le chapitre 3 a été consacré a 'identification de systéemes non entiers multi-entrées-
mono-sortie. Tout d’abord, lorsque les ordres de dérivation sont supposés connus, deux
méthodes d’estimation des coefficients ont été développées, I'une basée sur la variable
instrumentale optimale et l'autre sur la minimisation de l'erreur de sortie. Ensuite,
lorsque les ordres de dérivation sont inconnus, la premiere méthode a été combinée a une
programmation non linéaire pour estimer les ordres de dérivation et la deuxieéme méthode
a été étendu pour estimer les coefficients et les ordres de dérivation simultanément. Trois

variantes ont été proposées : estimation de I'ordre S-commensurable global pour I’ensemble
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du systeme multi-entrées-mono-sortie, estimation des ordres S-commensurables locaux
pour chaque sous-systeme, estimation de tous les ordres de dérivation sans contrainte
de S-commensurabilité. Une procédure d’initialisation est proposée, consistant a estimer
d’abord un modele S-commensurable global, puis les ordres S-commensurables locaux, et

enfin tous les ordres de dérivation. Nos contributions ont donné lieu a

e une communication dans la conférence internationale “21st IFAC World Congress
(IFAC 2020)” [C-2].

e une communication dans la conférence internationale “17th International Multi-
Conference on Systems, Signals and Devices (SSD 2020)” [C—3].

e un article dans la revue “Fractional Calculus and Applied Analysis (FCAA 2021)”
[A—1].

e un article dans la revue “Automatica (2022)” [A - 3.

Le chapitre 4 a été consacré a la modélisation du systeme climatique terrestre.
Apres un état de l'art sur les données d’entrées/sortie, les méthodes d’identification
ont été appliquées afin d’estimer des modeles représentatifs de la température terrestre
sur deux périodes : [1850, 2018] et [1000, 2018]. La premiere période correspond a
la premiere révolution industrielle ou les données sont plus significatives alors que la
deuxiéme correspond & une estimation des données d’entrées/sortie par proxies. Tout
d’abord, les ordres de dérivation ont été fixés et seuls les coefficients ont été estimés. Sur
la période [1850, 2018], il s’avere que le pourcentage de correspondance n’est que de 45%
pour un modele entier, alors qu’il passe a 58% pour un modele S-commensurable d’ordre
0.5. Ensuite, des modeles non entiers de premiere espece et de deuxieme espece ont été
identifiés, ot on passe respectivement aux pourcentages de correspondance de 66% et
70%. L’identification a également été réalisée sur la deuxieme période [1000, 2018], out on
atteint un pourcentage de correspondance de 88% pour un modele non entier de deuxieme
espece. Enfin, ce dernier modele nous a permis d’établir des prédictions sur les évolutions
de la température terrestre. Dans le scénario le plus optimiste ou les facteurs de forgage
se maintiennent constants, la température progresserait de 0.35°C' £ 0.4°C' sur un horizon
de 30 ans. Dans le scénario le moins optimiste ou tous les facteurs de forgage croissent, on
pourrait atteindre une croissance de la température de I'ordre de 1.2°C'+0.4°C' dans 30 ans.
Nous avons donc clairement établi des résultats objectifs sur I’évolution du réchauffement
climatique terrestre indépendamment de ceux proposés par le GIEC. Nos contributions
dans ce chapitre n’ont pas encore donné lieu a des publications.

Les perspectives de recherche s’inscrivent directement dans la continuité des

travaux en cours.
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Il serait intéressant de développer des techniques permettant de fixer le nombre de
parametres lorsque la structure du modele MISO n’est pas connue. Il serait également
intéressant d’étendre cette étude pour traiter le bruit de sortie coloré en utilisant des
modeles MISO hybrides Box-Jenkins avec des modeles d’entrée-sortie non entiers a temps
continu et des modeles de bruit a temps discret. Une autre extension des deux algorithmes
MISO-oe et MISO-oosrivef pourrait aborder l'identification paramétrique de systeémes

avec retards.
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