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▼❛❤♥♦♦s❤ ❆❧✐③❛❞❡❤✱ ❏❛❦♦❜ P✉❝❤✐♥❣❡r✱ ■ ❛♠ ♣r♦❢♦✉♥❞❧② ❣r❛t❡❢✉❧ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ ②♦✉ ❞❡❞✐✲
❝❛t❡❞ t♦ r❡❛❞✐♥❣ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ▼❛❤♥♦♦s❤✱ ■ ✇✐s❤ ■ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✈✐s✐t❡❞ ②♦✉ ❛s ♣❧❛♥♥❡❞✱ ❜✉t ■
❛♠ ❣❧❛❞ ②♦✉ t♦♦❦ ♣❛rt ✐♥ ♠② t❤❡s✐s ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✇❛②✳ ❚♦ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❥✉r②✱ ✇✐t❤ ❙❛♠s♦♥
▲❛s❛✉❧❝❡✱ ▲✉❝❡ ❇r♦t❝♦r♥❡✱ ❉♦♠✐♥✐q✉❡ ◗✉❛❞r✐✱ ❙❛♠✐r P❡r❧❛③❛ ❛♥❞ ❉✐❞✐❡r ❉✉r✉②✱ ■ ❛♠ ❤♦♥♦r❡❞ t♦
❞✐s❝✉ss ♠② ✇♦r❦ ✇✐t❤ ②♦✉✳

➚ ♠❡s ❡♥❝❛❞r❛♥ts✿ ❨❡③❡❦❛❡❧✱ ♠❡r❝✐ ❞✬❛✈♦✐r s✉ ♠❡ ♠♦t✐✈❡r à t♦✉t ✐♥st❛♥t✳ ▼♦♥ sé❥♦✉r à ❆✈✐✲
❣♥♦♥ ❢✉t ✉♥ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ♠♦♠❡♥ts ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱ à tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ t♦✐ ♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❤❡✉r❡s ❞✬❛✣❧é❡✳
❏❡ r❡❣r❡tt❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛②♦♥s ♣❛s ♣✉ ré✐tér❡r ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ❖❧✐✈✐❡r✱ ❝♦♥tr❡ ✈❡♥ts ❡t ♠❛ré❡s✱ t✉
❛s été ❞✬✉♥ s♦✉t✐❡♥ s❛♥s ❢❛✐❧❧❡✳ ▲❛ ❥✉st❡ss❡ ❞❡ t❡s ♠♦ts ❡t ❞❡ t❡s r❡♠❛rq✉❡s ♠✬✐♠♣r❡ss✐♦♥♥❡r❛
t♦✉❥♦✉rs✳ ❏❡ ♠✬❡st✐♠❡ ❝❤❛♥❝❡✉① ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r r❡st❡r ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞❛♥s t♦♥ s✐❧❧❛❣❡✳ ❆❧❜❛♥✱ t✉
❛s t♦✉❥♦✉rs s✉ tr♦✉✈❡r ❞✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ♠♦✐✱ ♠ê♠❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝❤❛♥❣é ❞✬❛❝t✐✈✐tés✳ ▼❡r❝✐ ♣♦✉r t❛
té♥❛❝✐té à ♠❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ✏♠ét✐❡r✑✳ ❏❡❛♥✲❇❛♣t✐st❡✱ ❥❡ s✉✐s ❤❡✉r❡✉① q✉❡ t✉ ❛✐❡s
r❡❥♦✐♥t ❧✬❛✈❡♥t✉r❡✳ ▼❡r❝✐ ❞✬❛✈♦✐r s✉ ❛❝❝r♦❝❤❡r ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ r♦✉t❡✱ t✉ ♠ér✐t❡r❛✐s ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ♣❛❣❡
❞❡ ❣❛r❞❡ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ✦ ◆♦s ❝❤❡♠✐♥s s❡ r❡❝r♦✐s❡r♦♥t ❛ss✉ré♠❡♥t à ✏é❉❋✑✳

➚ ♠❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s ❞✬❊❉❋✱ ✉♥ ✐♠♠❡♥s❡ ♠❡r❝✐ à t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ♦♥t ♣❡r♠✐s à ❝❡tt❡ t❤ès❡
❞❡ ✈♦✐r ❧❡ ❥♦✉r✱ à ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛✐❞é ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rs ❞✉ s♣r✐♥t ✜♥❛❧✳
❏✬❛✐ ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ♣♦✉r ♠❡s ❝♦✲éq✉✐♣✐❡rs✱ ❛♥❝✐❡♥s ❡t ♥♦✉✈❡❛✉①✱ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ t❛♥t ❞✐s✲
❝✉té✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❞❡ ▼■❘❊✱ ❖❙■❘■❙ ❡t ❊❋❊❙❊ ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ ♣❛rt❛❣é t♦✉t❡s ❝❡s ❛❝t✐✈✐tés
s♣♦rt✐✈❡s ❡t ♠♦✐♥s s♣♦rt✐✈❡s✳ ❯♥❡ ♠❡♥t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ♠❛ très ❝❤èr❡ ❝♦❧❧è❣✉❡ ❆r❜✐❛ ✿ ♠❡r❝✐
❞✬❛✈♦✐r é❣❛②é ♥♦tr❡ ❜✉r❡❛✉ ❡♥ t♦✉t❡ ♦❝❝❛s✐♦♥✱ ❥❡ s✉✐s ❞❡ t♦✉t ❝÷✉r ❛✈❡❝ t♦✐ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳ ➚ ♠❡s
❝♦❧❧è❣✉❡s ❞✬❆✈✐❣♥♦♥✱ ❥❡ ✈♦✉s r❡♠❡r❝✐❡ ❞❡ ♠✬❛✈♦✐r r❡❝✉❡✐❧❧✐ ❞✉r❛♥t ❝❡s ♣ér✐♦❞❡s✱ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t
tr♦♣ ❝♦✉rt❡s✳

❏❡ ♣❡♥s❡ ❛✉ss✐ à t♦✉s ♠❡s ❛♠✐s q✉❡ ❥✬❛✐ ♣✉ ❝ôt♦②❡r ❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳ ❯♥ ♠❡r❝✐ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r à ❝❡✉① q✉✐ ♠✬♦♥t t❡♥✉ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❡♥ t❤ès❡✱ q✉✐ s❡ r❡❝♦♥♥❛îtr♦♥t✳ ❍✉❣♦✱ ❥✬❡s♣èr❡ q✉❡ ❥❡ ♥❡
t❡ ❢❛✐s ♣❛s tr♦♣ ❝✉❧♣❛❜✐❧✐s❡r ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♥♦✉s ❛✈♦✐r ❢❛✐t ❞❡ r❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts✳ ❈❡tt❡ ♣ér✐♦❞❡ ❛ é❣❛❧❡✲
♠❡♥t été ♠❛rq✉é❡ ♣❛r ❞❡ r✐❝❤❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡s ♠❛r❞✐s s♦✐rs ❛✈❡❝ ✈♦✉s✱ ❆✉❞❡✱ ❇r✉♥♦
❡t ❧❡s ❛✉tr❡s✱ s❛♥s ♦✉❜❧✐❡r ♠❛ ❝♦✉rt❡ ❝❛rr✐èr❡ ❞✬❛❝t❡✉r✳ ❊♥✜♥✱ ❘♦♠❛✐♥✱ ♠❡r❝✐ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛ss✐s✲
t❛♥❝❡ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡ ✐♥é❜r❛♥❧❛❜❧❡✱ ❡t s✉rt♦✉t ❞✬❛✈♦✐r été ❧à ♣♦✉r t♦✉s ♠❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥✳

➚ ♠❡s ♣❛r❡♥ts✱ ❥❡ ✈♦✉s ❞é❞✐❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▼❡r❝✐ ❞✬❛✈♦✐r t♦✉❥♦✉rs été ❧à ♣♦✉r ♠♦✐✱ ❡t ♣♦✉r ✈♦tr❡
s♦✉t✐❡♥ ✐♥❞é❢❡❝t✐❜❧❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ♠❡s ét✉❞❡s✱ ❡♥✜♥ t❡r♠✐♥é❡s ✦ ❏❡ ♣❡♥s❡ à t♦✐ ❛✉ss✐ ❜✐❝❤❡tt❡✱
❛✐♥s✐ q✉✬à ♠❡s ❣r❛♥❞s✲♣❛r❡♥ts ❡t ♠❛ ♣❡t✐t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ▼♦♥tr♦✉❣❡✳ ❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ♠❛
❜❡❧❧❡✲❢❛♠✐❧❧❡✱ q✉✐ ♠✬❛ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐ ô ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ❢♦✐s ♣❡♥❞❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s✳

P❡rr✐♥❡✱ ❥❡ ✈❛✐s tâ❝❤❡r ❞❡ ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❣ê♥❛♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ t❡♥t❛t✐♦♥ s♦✐t ❣r❛♥❞❡ ✦ ❈❡ ❢✉t ❧❡s
tr♦✐s ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ ♠❛ ✈✐❡✱ ❡t ❝✬❡st ❣râ❝❡ à t♦✐✳ ❚✉ ❛s t♦✉❥♦✉rs s✉ ♠✬❛✐❞❡r ❡t ♠❡ s♦✉t❡♥✐r
q✉❛♥❞ ❥✬❡♥ ❛✈❛✐s ❜❡s♦✐♥✱ ♠❡r❝✐✳ ❚✉ ♠✬❛s ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞✐✣❝✐❧❡s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐❡
s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❞♦✉❝❡ ❛✈❡❝ t♦✐✳

❊♥✜♥✱ à t♦✐✱ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡✱ q✉✐ ♠✬❛ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♣❧✉s q✉❡
q✉✐❝♦♥q✉❡✳
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✹✳✶✷ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❊◆❖✱ ❋❖ ❛♥❞ ❈❙❖ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞
❢♦r ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦✱ ❋❧❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✹✳✶✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✷ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ s✉♠♠❡r ❛♥❞ ✇✐♥t❡r✱ ✇❡❡❦❞❛② ❛♥❞ ✇❡❡❦✲
❡♥❞✱ ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ❚❡①❛s ✭❜✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✸ Pr♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❞❛②s ♣❡r ♠♦♥t❤ ✇❤❡♥ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts ✭t♦♣✿ ❘❡❝♦✢✉①❀ ❜♦tt♦♠✿ P❡❝❛♥ ❙tr❡❡t✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✺✳✹ ❈❯Ps ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❊❱ ❝❧❛ss❡s✬ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❊❱ ❝❧❛ss
❛♥❞ ❜♦t❤ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ♦✤✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✺ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❊❱❈❙✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✺✳✻ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❯Ps ♦❢ ❆❱●✱ ❲❋✱ ●❆ ❛♥❞ α ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❊❱❈❙ i = 3

✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L3✱ ✇✐t❤ L1 = L2 = 0✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
✺✳✼ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❯Ps ♦❢ ❆❱●✱ ❲❋✱ ●❆ ❛♥❞ α ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❊❱❈❙ 2✱ ✐♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L3 ❛t ❊❱❈❙ 3✱ ✇✐t❤ L1 = L2 = 0✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
✺✳✽ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ❜② ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✶✵✼
✺✳✾ ❆❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛t t❤❡ ❊❱❈❙s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ t♦❧❧✱ ❢♦r t❤❡

♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❈❙❚✱ ●❆✱ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽
✺✳✶✵ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡s ❛t t❤❡ ❊❱❈❙s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ t♦❧❧✱ ❢♦r ●❆✱ ❆❱● ❛♥❞

❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✺✳✶✶ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r✐❞ ❝♦st ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ t♦❧❧✱ ❢♦r ❈❙❚✱ ●❆✱ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋

♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✻✳✷ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼
✻✳✸ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽
✻✳✹ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s ❛t ❲❊ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❢✉❡❧ ♣r✐❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾
✻✳✺ ❆✈❡r❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧

❛r❝s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵
✻✳✻ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❣❛✐♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❊❱

♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐t②✳ ✳ ✳ ✶✷✷
✻✳✼ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❊❱s ❛♥❞ ●❱s ❛t ❲❊ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧ ✭❛✮ ❛♥❞ ♥♦ t♦❧❧

✭❜✮ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❊❱ ❣r♦✇s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸
✻✳✾ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❤✉❜ s❝❡♥❛r✐♦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹
✻✳✶✵ ❱❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❱ ✢♦✇✱

❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❛♠♦✉♥ts P❱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ♦❢ ❛ ❞❛②✳ ✳ ✳ ✶✷✼
✻✳✶✶ ❱❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❱ ❡❧❡❝✲

tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✹✱ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡rs✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✈✐✐✐



✻✳✶✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ♦♥ t❤❡ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❈❙❖ r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✻✳✶✸ ❉❛✐❧② ❈❙❖✬s ♣❛②♦✛ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜✱
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛✐❧② P❱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✻✳✶✹ ❈❙❖✬s ♣❛②♦✛ ♦✈❡r 20 ②❡❛rs ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❱ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❛t t❤❡ ❤✉❜✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷
✻✳✶✺ ❖♣t✐♠❛❧ ❈❙❖✬s ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❱ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r ✐♥✲

st❛❧❧❡❞ ❛t t❤❡ ❤✉❜✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✼✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾
✼✳✸ ❊❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦st ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞✱ ❢♦r t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣♦✇❡r

t❤r❡s❤♦❧❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷
✼✳✹ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡♥ts✱ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✶✹✸
✼✳✺ ❙✐♦✉① ❢❛❧❧s tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✼✳✻ ■❊❊❊ ✸✸✲❜✉s ♠❡❞✐✉♠✲✈♦❧t❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽
✼✳✼ ❆❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❈❙❖✬s ❤✉❜✱ ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

✭❚r✐❧❡✈❡❧✮✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✭●❆✲●❆✮ ❛♥❞ t❤❡ P❈✲●❆ ♠❡t❤♦❞✳ ✳ ✳ ✶✹✾
✼✳✽ ❖♣t✐♠❛❧ ❊◆❖ ❛♥❞ ❈❙❖✬s ♣❛②♦✛s ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❊❱

♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵
✼✳✾ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛t ❛❧❧ ❤✉❜s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❢♦r t✇♦

❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶
✼✳✶✵ ❈❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛t ❛❧❧ ❤✉❜s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ P❚ ❢❛r❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✼✳✶✶ ❊◆❖ ❣r✐❞ ❝♦sts ❛♥❞ ❈❙❖ ❝❤❛r❣✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱

♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ❚r✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ P❈✲●❆ ♦♥❡ ❛♥❞ ●❆✲●❆ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r
❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▲▼P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✐①



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

①



❘és✉♠é

❉❛♥s ✉♥ ❢✉t✉r ♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s ❱é❤✐❝✉❧❡s ❊❧❡❝tr✐q✉❡s ✭❱❊✮ ❝♦♥st✐t✉❡r♦♥t ✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ ♣❛r❝
❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ♠♦♥❞✐❛❧✳ ❈❡❧❛ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐té ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❣❛③ à ❡✛❡t
❞❡ s❡rr❡ ❡t ❧❛ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ✭q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛✐r✱ ❜r✉✐t✮✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ s②stè♠❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✱
❧❛ r❡❝❤❛r❣❡ ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛tté♥✉❡r ❧✬✐♠♣❛❝t ❞❡s ❱❊ s✉r ❧❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❞❡ rés❡❛✉ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❱❊ ♦♥t ✉♥ ❡✛❡t à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✱
❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❛❝t❡✉rs ✭♦✉ ♦♣ér❛t❡✉rs✮ ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s ✐♥t❡r❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞✬❛✐❞❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs à ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❝♦✉♣❧é✱ ❡♥ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❡s ré❛❝t✐♦♥s ❞❡s ✉s❛❣❡rs ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s t❡❧s q✉❡
❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❛r❣❡ ❞❡s ❱❊✱ ❡t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ t❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛sé❡ s✉r ❝❡❧❧❡✲❝✐✳ ▲❡ ❝❛s
❞✬✉s❛❣❡ ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✉r❜❛✐♥s t❡❧s q✉❡ ❧❡s tr❛❥❡ts
❞♦♠✐❝✐❧❡✲tr❛✈❛✐❧✱ ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ r❡❝❤❛r❣❡ ❞❛♥s ❞❡s ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❘❡❝❤❛r❣❡ ✭■❘❱❊✮ ♣✉❜❧✐q✉❡s✳
▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ✉s❛❣❡rs ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s s✉r ❧❛ r♦✉t❡ ❡t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❛r❣❡ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r
✉♥ ❥❡✉ ❞❡ r♦✉t❛❣❡✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡
tr❛♥s♣♦rt ❡t s✉r ❧❡ rés❡❛✉ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡
❲❛r❞r♦♣ ❞✉ ❥❡✉ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ▲✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ♥♦♥✲❙é♣❛r❛❜❧❡s
✭▲♥❙❈✮✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ t❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❛r❣❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût ▲♥❙❈ ❝r♦✐ss❛♥t❡s✱ ✐❧ ❡st ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❞❡s
✢✉① ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s s♦♥t ✉♥✐q✉❡s à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❈❡ ❥❡✉ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❧✐é à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r❡♥t✐ss❛❣❡ ♣❛r r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ✉s❛❣❡rs ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦ûts ♠❛✐s ❧❡s ♦❜s❡r✈❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❡rs ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ❥❡✉ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût ▲♥❙❈ ❝r♦✐ss❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡
t❤ès❡ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ s✉r ❧❡s ❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❙❡r✈✐❝❡s ❞❡ ❈❤❛r❣❡ ✭❈❙❖✮ ❞❡s ■❘❱❊✱ ❡t ❞❡✉①
♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡♥ é♥❡r❣✐❡ s♦♥t ❛❥♦✉tés ❛✉ ❥❡✉ ❞❡ r♦✉t❛❣❡✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱
❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡st ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❡♥tr❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❈❙❖✱ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ♣♦✉r ❧✐ss❡r ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✉s❛❣❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s à ❧✬■❘❱❊✳
❯♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❛r❣❡ ❡st tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s
❞✬✉s❛❣❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛✉t♦❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❞❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡
❛s②♥❝❤r♦♥❡s✱ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ■❘❱❊ ❡①♣❧♦✐té❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡s t❛r✐❢s ❞❡ r❡❝❤❛r❣❡ s♦♥t
❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❛♣♣r♦❝❤é ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡ r❡❝❤❛r❣❡ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ♣♦✉r ✐♥❝✐t❡r ❧❡s
✉s❛❣❡rs ❞❡ ❱❊ ❞❛♥s ❧❡✉r ❝❤♦✐① ❞✬■❘❱❊ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ■❧ ❡st ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❝❡s ♣r✐① s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❝♦ût ▲♥❙❈ ❝r♦✐ss❛♥t❡s ✭s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ à ❝❤❛q✉❡ ■❘❱❊
❡st ✉♥✐q✉❡ à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✉ ❥❡✉ ❞❡ r♦✉t❛❣❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ t❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛r❣✐♥❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡✱
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût ♠❛r❣✐♥❛❧ ré❡❧ ❞✉ rés❡❛✉✱ ❡st ❛✣♥é❡ ❡t ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ t❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ r♦✉t❛❣❡ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡t ❞✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞❡ t❛r✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s♦♥t t❡stés s✉r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✿ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
❞❡ ❧✬❛✐r ♣❛r ❞❡s ♣é❛❣❡s r♦✉t✐❡rs✱ ❡t ❧❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛♥♥❡❛✉① s♦❧❛✐r❡s ❞❛♥s ✉♥ P❛r❝ ❘❡❧❛✐s
♠✉❧t✐♠♦❞❛❧✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ s②stè♠❡ à tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉① ❡st ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡
❧❡s ✉s❛❣❡rs ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s✱ ✉♥ ❈❙❖ ❡t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ q✉✐ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✉ ❝♦♥tr❛t ❞✬❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ é❧❡❝tr✐❝✐té ❞✉ ❈❙❖✳ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❡st
❛❞❛♣té❡ à ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❡t ✐❧ ❡st ♣r♦✉✈é q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
à tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉①✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❞❡s rés❡❛✉① é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❝♦♥❝r❡ts✱
❡t ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥ s②stè♠❡ st❛♥❞❛r❞ à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♦♣ér❛t❡✉r✳

▼♦ts✲❝❧és✿ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①✱ ✈é❤✐❝✉❧❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s✱ rés❡❛✉① ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥ts✳



❆❜str❛❝t

■♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✱ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡s ✭❊❱s✮ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ st♦❝❦✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ r❡❞✉❝❡ ❣r❡❡♥❤♦✉s❡ ❣❛s ❡♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✭❛✐r q✉❛❧✐t②✱ ♥♦✐s❡✮✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠✱ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊❱s ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤✉s✱ ❊❱s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❦❡❤♦❧❞❡rs
✭♦r ♦♣❡r❛t♦rs✮ ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❤❡❧♣ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ♠❛❦❡
❞❡❝✐s✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❜② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✱ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❧✐❦❡ ❛♥ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐t✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✉s❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ✐s ✉r❜❛♥ tr✐♣s s✉❝❤ ❛s ❝♦♠♠✉t✐♥❣✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ♣✉❜❧✐❝ ❈❤❛r❣✐♥❣
❙t❛t✐♦♥s ✭❊❱❈❙s✮✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝♦♠♠✉t❡rs ✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ r♦✉t✐♥❣
❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❜♦t❤ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞ t♦
✜♥❞ ❛ ❲❛r❞r♦♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ✭▲♥❙❈✮
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤✐s ✇♦r❦✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s ❛r❡ ♣r♦✈❡❞ t♦
❜❡ ✉♥✐q✉❡ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤✐s r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐s t❤❡♥ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✐♥ ✇❤✐❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❤❛✈❡ ♥♦ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✉t ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r ❞r✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦sts✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦✇❛r❞s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ▲♥❙❈
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s t❤❡♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦rs ✭❈❙❖s✮ ♦❢ ❊❱❈❙s
❛♥❞ t✇♦ ❞❡♠❛♥❞✲s✐❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❣❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❋✐rst✱
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ✐s ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❈❙❖✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ✇❛t❡r✲
✜❧❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✉s❛❣❡s ❛t t❤❡ ❊❱❈❙✳ ❆♥
❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ s❡❧❢✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
❧♦❝❛❧ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ❊❱❈❙s✳ ❙❡❝♦♥❞✱
❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✱
t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ❊❱ ✉s❡rs ✐♥ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❊❱❈❙ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡s❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛t ❊❱❈❙s ❛r❡
✉♥✐q✉❡ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣r✐❞ ❝♦st✱ ✐s r❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❈❙❖✬s ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛r❡
t❡st❡❞ ♦♥ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✿ r❡❞✉❝✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ tr❛✣❝ t♦❧❧s✱ ❛♥❞ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧ s✐③✐♥❣
❛t ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❡✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ tr✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✱ ❛ ❈❙❖ ❛♥❞ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ❞❡s✐❣♥s t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈❙❖✳ ❆♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤✐s
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s ✐ts ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥
r❡❛❧✐st✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❜✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♦♣❡r❛t♦r✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❣❛♠❡ t❤❡♦r②✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ s♠❛rt ❣r✐❞s✳



❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t❡♥ts

✶✳✶ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❣✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶

✶✳✷ Pr❡s❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✷✳✶ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ✳ ✳ ✳ ✸

✶✳✷✳✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡s ♦♥ ♣♦✇❡r s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺

✶✳✸ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✹ ❚❤❡s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❝♦♠♠✉t✐♥❣✱ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❣❛♠❡

t❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✺ ❈♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✻ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s t❤❡s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✶ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✜❣✉r❡s

■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡s ✭❊❱s✮ ✉s✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ✇❤✐❝❤ ♠❛②
♥❡❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞✱ s✉❝❤ ❛s✿

❼ ❇❛tt❡r② ❊❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭❇❊❱s✮ ✇❤♦s❡ ♦♥❧② ♠❡❛♥ ♦❢ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦t♦r ♣♦✇✲
❡r❡❞ ❜② ❛ ❜❛tt❡r② ♣❛❝❦ ✭✉♥❧✐❦❡ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ✕ ♦r ❋❈❊❱s ✕ ✇❤✐❝❤ ✉s❡ ❛ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧
✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❜❛tt❡r②✮❀

❼ P❧✉❣✲✐♥ ❍②❜r✐❞ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡s ✭P❍❊❱s✮ ✇❤✐❝❤ ✉s❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠❜✉s✲
t✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣✉❧s✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞ ✇❤♦s❡ ❜❛tt❡r② ❝❛♥ ❜❡ r❡❝❤❛r❣❡❞✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❊❱s ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦st❧② ❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✶ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss✮✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ t❤♦s❡ ♦❢ ❇❊❱s✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ P❍❊❱s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦ ❬❚✉r❦❡r✱ ✷✵✶✷❪✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳✶✳ ❚❤❡ r❡❝❡♥t ✇❤✐t❡ ♣❛♣❡r ❬P❧öt③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❪ ❢r♦♠ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦✉♥❝✐❧ ♦♥ ❈❧❡❛♥
❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ✭■❈❈❚✮ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❦✐❧♦♠❡t❡rs ❞r✐✈❡♥ ♦♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦t♦r ✈❡rs✉s
❦✐❧♦♠❡t❡rs ❞r✐✈❡♥ ♦♥ ❝♦♠❜✉st✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ✐s ♦♥❧② ✸✼ ✪ ❢♦r ♣r✐✈❛t❡ ❝❛rs ❛♥❞ ✷✵ ✪ ❢♦r ❝♦♠♣❛♥② ❝❛rs✱
❜❛s❡❞ ♦♥ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ ✉s❛❣❡ ♦❢ ✶✵✵✱✵✵✵ P❍❊❱s✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t P❍❊❱s ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣
❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✮✳

✶



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ●❧♦❜❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ st♦❝❦ ♦❢ ❇❊❱s ❛♥❞ P❍❊❱s ❢r♦♠ ②❡❛r ✷✵✶✵ t♦ ✷✵✷✵ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ✏❖t❤❡r✑ ✐♥❝❧✉❞❡s ❆✉str❛❧✐❛✱ ❇r❛③✐❧✱ ❈❛♥❛❞❛✱ ❈❤✐❧❡✱ ■♥❞✐❛✱ ❏❛♣❛♥✱ ❑♦r❡❛✱
▼❛❧❛②s✐❛✱ ▼❡①✐❝♦✱ ◆❡✇ ❩❡❛❧❛♥❞✱ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛ ❛♥❞ ❚❤❛✐❧❛♥❞✳ ✏❊✉r♦♣❡✑ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦✉♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡
❊✉r♦♣❡❛♥ ❯♥✐♦♥✱ ◆♦r✇❛②✱ ■❝❡❧❛♥❞✱ ❙✇✐t③❡r❧❛♥❞ ❛♥❞ ❯♥✐t❡❞ ❑✐♥❣❞♦♠✳ ❙♦✉r❝❡s✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❊♥❡r❣② ❆❣❡♥❝② ✭■❊❆✮ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦✉♥tr② s✉❜♠✐ss✐♦♥s✱ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❆❈❊❆ ✭✷✵✷✶✮❀
❈❆❆▼ ✭✷✵✷✶✮❀ ❊❆❋❖ ✭✷✵✷✶✮❀ ❊❱ ❱♦❧✉♠❡s ✭✷✵✷✶✮ ❛♥❞ ▼❛r❦❧✐♥❡s ✭✷✵✷✶✮✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❊❱ ✐♥ ✶✽✽✹ ❜② ❚❤♦♠❛s P❛r❦❡r✱ t❤❡ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ♦❢ ❊❱s ❤❛s
❢❛✐❧❡❞ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❬❋rér②✱ ✷✵✵✵❪✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❊❱s✱ s❡❡ ❬❇✉rt♦♥✱ ✷✵✶✸❪✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ②❡❛rs ✷✵✶✵s ❛♥❞ t❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst ◆✐ss❛♥ ▲❡❛❢ ♠♦❞❡❧✱ ✇✐t❤ ❛ ❧✐t❤✐✉♠ ❜❛tt❡r②✱ ♣r❡✲
❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❤❛✈❡ r❛t❤❡r ❜❡❡♥ ❝♦♥✜r♠❡❞ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❯❙❆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
♦❢ ❬❇❧♦❝❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛❝t✉❛❧ ✜❣✉r❡s✶✮✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✜rst ❜② ❜❛tt❡r②
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❬●❛♦♥❛❝✬❤✱ ✷✵✶✺❪✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❝♦❡r❝✐✈❡ ♣✉❜❧✐❝ ♣♦❧✐❝✐❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s♦❝✐❡t❛❧
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛♥②
❬❊♥❡❞✐s✱ ✷✵✶✾❪✮ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ❝♦♠♠✐t♠❡♥ts ❬■❊❆✱ ✷✵✷✶❪✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❇❊❱ ❛♥❞
P❍❊❱ st♦❝❦s ❢r♦♠ ②❡❛r ✷✵✶✵ t♦ ✷✵✷✵ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❊❱s ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ st♦❝❦s ❛r❡ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t ②❡t✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷ s❤♦✇s
t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ②❡❛r ✷✵✷✵ ❢r♦♠ ❛r♦✉♥❞ ✼ t♦ ✶✵ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❊❱ st♦❝❦s ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮ ❛❧r❡❛❞② r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧♠♦st ✺ ✪ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ s❛❧❡s ✭r❡❞ ❞♦t✮✷✳ ■♥ t❤✐s ✜❣✉r❡ ❛r❡
❛❧s♦ ❣✐✈❡♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❊♥❡r❣② ❆❣❡♥❝② ✭■❊❆✮ ♦❢ ❊❱ s❛❧❡s ✐♥ ✷✵✷✺ ❛♥❞
✷✵✸✵ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ✭st❛t❡❞ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛♥❞ s✉st❛✐♥❛❜❧❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❊❱ s❛❧❡s✬ s❤❛r❡ s❤♦✉❧❞ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛r♦✉♥❞ ✶✵ ❛♥❞ ✶✼ ✪ ✐♥ ✷✵✷✺
❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✻ ❛♥❞ ✸✹ ✪ ✐♥ ✷✵✸✵✳ ❇② ✷✵✸✵✱ ❊❱s s❤♦✉❧❞ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✼ ✪ ❛♥❞ ✶✷ ✪
♦❢ t❤❡ r♦❛❞ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢❡❡t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ■❊❆ s❝❡♥❛r✐♦s ❬■❊❆✱ ✷✵✷✶❪✳

✶✳✷ Pr❡s❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❜✐❧✐t②

✶❚❤❡ ✜❣✉r❡s ♦❢ s❛❧❡s ✉♣ t♦ ②❡❛r ✷✵✷✶ ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❜s✐t❡✿ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❡♥❡r❣②✳❝❛✳

❣♦✈✴❞❛t❛✲r❡♣♦rts✴❡♥❡r❣②✲✐♥s✐❣❤ts✴③❡r♦✲❡♠✐ss✐♦♥✲✈❡❤✐❝❧❡✲❛♥❞✲❝❤❛r❣❡r✲st❛t✐st✐❝s✳
✷❚❤❡ ❣r❡② ❞♦ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛r♦✉♥❞ ✸✷ ✪ ♦❢ ❊❱ s❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ P❍❊❱s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✻✽ ✪

❛r❡ ❇❊❱s✳

✷



✶✳✷✳ Pr❡s❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❜✐❧✐t②

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ●❧♦❜❛❧ ❊❱ s❛❧❡s ❢♦r t✇♦ ■❊❆ s❝❡♥❛r✐♦s ✭st❛t❡❞ ♣♦❧✐❝✐❡s ❛♥❞ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✮✱
✐♥ ✷✵✷✺ ❛♥❞ ✷✵✸✵ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✷✵✷✵✳ ❚❤❡s❡ s❛❧❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❝♦❧♦r ❜❛rs ✭✐♥ ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✮ ✇❤✐❧❡ ❞♦ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ❊❱s✳ ❙♦✉r❝❡✿ ■❊❆
❛♥❛❧②s✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▼♦❜✐❧✐t② ▼♦❞❡❧✳

✶✳✷✳✶ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s

❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ♦♣♣♦rt✉♥✐t②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st
❞✐s❝✉ss❡❞ ❊❱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐s ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡♥❡✜t ❢♦r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ tr❛♥s✲
♣♦rt s❡❝t♦r ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❛❜♦✉t ❛ q✉❛rt❡r ✭✷✸ ✪✮ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣②✲r❡❧❛t❡❞ ●r❡❡♥❍♦✉s❡ ●❛s ✭●❍●✮
❡♠✐ss✐♦♥s ❬■❊❆✱ ✷✵✶✼❪ ✭✐♥ ✷✵✶✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ st✉❞② ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ●❍● ❡♠✐s✲
s✐♦♥s ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛✐r ❛♥❞ ♥♦✐s❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡❝♦s②st❡♠ ✐♠♣❛❝ts ✭♦r ❡❝♦t♦①✐❝✐t②✮✱ ❛s
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❬❊❊❆✱ ✷✵✶✽❪✳ ❚❤❡s❡ ❡✛❡❝ts ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡ ♣❤❛s❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❤❛s❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲✐❢❡ ❈②❝❧❡ ❆ss❡ss♠❡♥t ✭▲❈❆✮✸✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ●❍● ❡♠✐ss✐♦♥s✱ ✜rst ♥♦t❡ t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ✐s t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✿ ❢r♦♠ ✷✶ t♦♥s ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥ts ❢♦r ❛ ♠✐♥✐ ❇❊❱✹ ✭✶✱✶✵✵ ❦❣ ❧✐❦❡
▼✐ts✉❜✐s❤✐ ✐✲▼✐❊❱✮ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡✱ t♦ ✸✺ ❢♦r ❛ ❧✉①✉r② ❇❊❱ ✭✷✱✶✵✵ ❦❣✱ ❧✐❦❡ ❚❡s❧❛ ♠♦❞❡❧
❙✮ ❬❊❧❧✐♥❣s❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ ❞✉❡ t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❛❣❡✳ ❆♥♦t❤❡r ♠❛❥♦r ❢❛❝t♦r
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❊❧❧✐♥❣s❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠✐① ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥tr② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❊❱ ✐s
❝❤❛r❣❡❞✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ■♥t❡r♥❛❧ ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡ ❱❡❤✐❝❧❡s ✭■❈❊❱s✺✮✱ ❇❊❱s
❡♠✐t ✶✳✸ t♦ ✷ t✐♠❡s ♠♦r❡ ●❍● ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❛❣❡ ♦♥❧② ❬❑✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪
✭✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧♠♦st ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ●❍● ❡♠✐ss✐♦♥s✮✱ ✐♥ ♣❛rt ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝❛r❜♦♥✲✐♥t❡♥s✐✈❡
❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♠✐① ♦❢ ❝♦✉♥tr✐❡s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ❊❱ ❜❛tt❡r✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r

✸▲❈❆ ✐s ❛ ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❛❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ st❛❣❡s ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t✬s ❧✐❢❡✿ ❢r♦♠ r❛✇

♠❛t❡r✐❛❧ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ t♦ ✐ts ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t♦ ✐ts ✉s❡ ✐♥ ❞❛②✲t♦✲❞❛② ❧✐❢❡✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② t♦ ✐ts ❡♥❞ ♦❢ ❧✐❢❡ ❛♥❞

r❡❧❛t❡❞ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r r❡✉s❡✱ r❡❝②❝❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐s♣♦s❛❧ ❬❊❊❆✱ ✷✵✶✽❪✳
✹❚❤❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♦♥ ●❍● ❡♠✐ss✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r ❇❛tt❡r② ❊❱s ❛♥❞ ♥♦t P❧✉❣✲✐♥ ❍②❜r✐❞ ❊❱s✳
✺◆♦t❡ t❤❛t ■❈❊❱s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ●❛s♦❧✐♥❡ ❱❡❤✐❝❧❡s ✭●❱s✮ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♣t❡rs✳

✸



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❈❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♠♣❛❝ts✿ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❇❊❱s ✇✐t❤ ■❈❊❱s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❧✐❢❡
❝②❝❧❡ ●r❡❡♥❍♦✉s❡ ●❛s ❡♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ ●❍● ❡♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤❡st ✈❛❧✉❡✱
❛♥❞ t❤❡♥ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♠♣❛❝t s❝♦r❡s✳ ❚❤❡ ●❍● ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❇❊❱s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
■❈❊❱s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠✐① ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❢♦r ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣✳ ▲✐❢❡ ❝②❝❧❡
●❍● ❡♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ ✷✺ ✪ ❧♦✇❡r ❢♦r ❇❊❱s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ■❈❊❱s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❊✉r♦✲
♣❡❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♠✐①✱ ❜✉t ❤✐❣❤❡r ✐❢ t❤❡ ♠✐① ✐s ♦♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦❛❧✳ ❙♦✉r❝❡✿ ❬❊❊❆✱ ✷✵✶✽❪ ❛♥❞
❬❍❛✇❦✐♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳

❛ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♠✐❧❡❛❣❡ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♦✛s❡t t❤❡s❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣
●❍● ❡♠✐ss✐♦♥s✳ ■♥ ❬❍❛✇❦✐♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✱ ❛ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♠✐❧❡❛❣❡ ♦❢ ✶✺✵✱✵✵✵ ❦♠ ✐s ❛ss✉♠❡❞✻✱ ❛♥❞ t❤❡
❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ●❍● ❡♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❧♦✇❡r ❢♦r ❇❊❱s ❜② ✶✼✲✷✶ ✪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞✐❡s❡❧ ■❈❊❱s ✭✷✻✲✸✵ ✪
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣❡tr♦❧ ■❈❊❱s✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♠✐① ❢♦r ❇❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧ ❝♦❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠✐①✱ ❇❊❱s ❤❛✈❡ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ●❍● ❡♠✐ss✐♦♥s
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ■❈❊❱s ❜② ✶✼ ❛♥❞ ✷✼ ✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ♣❡tr♦❧ ❛♥❞ ❞✐❡s❡❧✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝r✐t❡r✐❛✱ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts ♦❢ ❇❊❱s ❛r❡ ♠✐①❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
❤❛✈✐♥❣ ③❡r♦ ❡①❤❛✉st ❡♠✐ss✐♦♥s✱ ❇❊❱s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ P❛rt✐❝✉❧❛t❡ ▼❛tt❡r ✭P▼✮ ❡♠✐ss✐♦♥s
❞✉❡ t♦ ❝♦❛❧✲❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❢♦r t❤❡ ❜❛tt❡r② ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❇❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✭t❤❡ ❧❛tt❡r
❜❡✐♥❣ ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ P▼ ❡♠✐ss✐♦♥s ❢r♦♠ ■❈❊❱ ❢✉❡❧ ❝♦♠❜✉st✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❊✉r♦✲
♣❡❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♠✐① ❬❍❛✇❦✐♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s r♦❛❞✱ t✐r❡ ❛♥❞ ❜r❛❦❡ ✇❡❛r ✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣✳
◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t r❡♣❧❛❝✐♥❣ ■❈❊❱s ✇✐t❤ ❇❊❱s ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ✉r❜❛♥ ❛✐r q✉❛❧✐t② ✇❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
st❛t✐♦♥s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛✇❛② ❢r♦♠ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❝❡♥t❡rs✳ ■t ❛❧s♦ r❡❞✉❝❡s ♥♦✐s❡ ✐♥ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛s ✇✐t❤
❛ ❧♦t ♦❢ tr❛✣❝ ❬❈❛♠♣❡❧❧♦ ❱✐❝❡♥t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✼✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❇❊❱s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛

✻◆♦t❡ t❤❛t ❇❊❱ ❜❛tt❡r✐❡s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❧❛st ❢♦r s✉❝❤ ❛ ♠✐❧❡❛❣❡✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❘❡♥❛✉❧t
❝♦♠♣❛♥②✿ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳r❡♥❛✉❧t✳❢r✴✈✐✈r❡✲❡♥✲❡❧❡❝tr✐q✉❡✴❜❛tt❡r✐❡✳❤t♠❧ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮✳

✼◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ❢r♦♠ ✸✵ ❦♠✴❤✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐r❡s ❛♥❞

✹



✶✳✷✳ Pr❡s❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❜✐❧✐t②

❤✐❣❤❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❤✉♠❛♥ t♦①✐❝✐t② ❬◆♦r❞❡❧ö❢ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪ ✭❞✉❡ t♦ t♦①✐❝ ❡♠✐ss✐♦♥s ❞✉r✐♥❣ ❝♦♣♣❡r
❛♥❞ ♥✐❝❦❡❧ ♠✐♥✐♥❣✮✱ ♦♥ ❢r❡s❤✇❛t❡r ❡❝♦t♦①✐❝✐t② ❬❍❛✇❦✐♥s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ❛♥❞ ♦♥ t❡rr❡str✐❛❧ ❛❝✐❞✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ❬❇❛✉❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡s❡ ♠✐①❡❞ ❜❡♥❡✜ts✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt s❡❝t♦r
✐s ❞❡✜♥✐t❡❧② ♦♥ t❤❡ ✇❛② ✭s❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮✳

✶✳✷✳✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡s ♦♥ ♣♦✇❡r s②st❡♠

❚❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❱s ❛❧s♦ ❜r✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋r❛♥❝❡✳ ■♥ ✷✵✸✵✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ❊❱s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ✼
♠✐❧❧✐♦♥s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✷✵ ✪ ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭s❡❡ r❡♣♦rt ❬❘❚❊✱ ✷✵✷✶❪ ❜② ❋r❡♥❝❤ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♦♣❡r❛t♦r ❘❚❊✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✸✵ ✇✐❧❧
❜❡ ✶✼ ❚❲❤✱ ✐✳❡✳ ❛r♦✉♥❞ ✸✳✺ ✪ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r♦✈❡❞ ❋r❡♥❝❤ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✽✳ ❚❤✐s r♦✈❡❞
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✻ ✪ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ ✷✵✶✾ ✐♥ ♣❛rt t❤❛♥❦s t♦ ❤♦✉s✐♥❣ ✐s♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣②
❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❛♥❝❡s✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞
r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❘❚❊ r❡♣♦rt ❬❘❚❊✱ ✷✵✶✾❪✳

❆ r❡❝❡♥t r❡♣♦rt ❬❊♥❡❞✐s ❛♥❞ ❘❚❊✱ ✷✵✶✾❪ ♣r❡❞✐❝ts ❛ ✹ ●❲ ❊❱ ♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ ❜✉s②
❤♦❧✐❞❛② ♣❡r✐♦❞s ✐♥ ✷✵✸✺✳ ❚❤✐s s❤♦✉❧❞ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♥❝❡r♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♦❢ s✉♣♣❧② ❞✉r✲
✐♥❣ s✉♠♠❡r ✇❡❡❦✲❡♥❞s✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♠❛r❣✐♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r ❈❤r✐st♠❛s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t s✐③❡❞ ❢♦r ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✹ ●❲✱ ❛♥❞ t❤❛t t✇♦ t❤✐r❞s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♦r ❛❢t❡r ❬❘❚❊✱ ✷✵✶✾❪✳ ❚❤❡ ❊❱ ♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❧♦❝❛❧ ♠♦❜✐❧✐t② ✭r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✼✺ ✪ ♦❢ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s✮ ❤♦✇❡✈❡r ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞❛✐❧② ❛❝❝❡ss t♦ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✐♥ts ✐s ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛s
t❤❡ ❡✈❡♥✐♥❣ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣❤♦t♦✈♦❧t❛✐❝ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣✱
❊❱s ❛r❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❛t ❢✉❧❧ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♠♦❜✐❧✐t② ❝❛✉s❡s ❛ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ♦❢
✺ ●❲ ❛t ✼ ♣♠ ✭✐♥ t❤❡ ❈r❡s❝❡♥❞♦ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❘❚❊✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❊❱ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ ✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲
s❡♥s✐t✐✈❡ ✭❞✉❡ t♦ ✈❡❤✐❝❧❡ ❤❡❛t✐♥❣✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛❞❞ ❛ ✸ ●❲ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❛❞ ❬❘❚❊✱ ✷✵✶✾❪✳ ❚❤❡♥✱
s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳

❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐s ❛ ❉❡♠❛♥❞✲❙✐❞❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬P❛❧❡♥s❦② ❛♥❞ ❉✐❡tr✐❝❤✱ ✷✵✶✶❪✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✜❡❧❞ ✐♥ ✏s♠❛rt ❣r✐❞s✑✾✳ ■t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♣r♦✜❧❡ ❜②✱ ❡✳❣✳✱ ♣♦st♣♦♥✐♥❣ ✉s❛❣❡s ✐♥ t✐♠❡✱ ♦r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠❡❞✱ ❛♥❞ ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ ❧❛r❣❡❧② st✉❞✐❡❞ ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❜✱ ◆✐♠❛❧s✐r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡s
❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠✿ ❧♦❝❛❧ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❜❛❧❛♥❝❡✱ ♠✐t✐❣❛t✐♥❣ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♥❡t✇♦r❦ ❬❇❡❛✉❞❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✱ ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ ❛ ✏❱✐rt✉❛❧ P♦✇❡r P❧❛♥t✑ ❜②
❛❣❣r❡❣❛t✐♥❣ ✢❡①✐❜❧❡ ✉s❛❣❡s ✭s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ ❬❱❛s✐r❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊❱✮✱ ❡t❝✳ ■t ✐s r❡✈♦❧✉✲
t✐♦♥✐③✐♥❣ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡ ❛❧♠♦st ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✉♥✐ts
✇❡r❡ ✢❡①✐❜❧❡ t♦ ❡♥s✉r❡ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐s ✢❡①✐❜❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
✇✐t❤ ❡♥❞ ✉s❡rs ♠♦❜✐❧✐t② ♥❡❡❞s ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❧♦❛❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❘❚❊
r❡♣♦rt ❬❘❚❊✱ ✷✵✶✾❪✱ ♣r✐✈❛t❡ ❊❱s ❛r❡ ✉s❡❞ ♦♥❧② ✹ ✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝❤❛r❣❡❞ ❞✉r✐♥❣
s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❤♦✉rs✿ ✽✺ ✪ ♦❢ ❛♥♥✉❛❧ ❊❱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s♠❛rt❧② ❝❤❛r❣❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥
✷✵✸✺ ✇✐❧❧ ❛♠♦✉♥t t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❤♦t ✇❛t❡r t❛♥❦s ✭✷✺ ❚❲❤✱ ♦r ✺ ✪ ♦❢ t❤❡ ❋r❡♥❝❤
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ✷✵✸✺✮✳ ❚❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❛ ✇❡❡❦❧② ❜❛s✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❞❛✐❧② ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ✐s ❛r♦✉♥❞✶✵ ✻ ❦❲❤✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✺✷ ❦❲❤ ❜❛tt❡r② ♦❢ ❘❡♥❛✉❧t ❩♦é

t❤❡ r♦❛❞✳
✽◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❈r❡s❝❡♥❞♦ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❘❚❊✱ t❤❡ ❊❱ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ r❡❛❝❤ ✹✵ ❚❲❤ ✐♥ ✷✵✸✺✳
✾❚❤✐s ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② tr✉❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ♦t❤❡r t②♣✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ t❛s❦s✱ ❧✐❦❡ ❤❡❛t✐♥❣✱ ❝♦♦❦✐♥❣✱ ❧✐❣❤t✐♥❣✱ ❢♦r

✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ✏s♠❛rt❧②✑ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✳
✶✵❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❛✐❧② ❞r✐✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ✐s ✸✵ ❦♠ ❬❈●❉❉✱ ✷✵✶✵❪✱ ❛t ❛ ✵✳✷ ❦❲❤✴❦♠ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

✺



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❚♦t❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❞❡♠❛♥❞ ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ✭t♦t❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ♠✐♥✉s ♥♦♥✲
❞✐s♣❛t❝❤❛❜❧❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❊❱ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛♥
❛✈❡r❛❣❡ ✇❡❡❦❞❛② ✐♥ ✷✵✸✺✳ ❙♦✉r❝❡✿ ❬❘❚❊✱ ✷✵✶✾❪✱ ❈r❡s❝❡♥❞♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✷✵✸✺ s❝❡♥❛r✐♦✳

❊✲❚❡❝❤ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳
❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝❛♣♣✐♥❣ ♦❢ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ s✉❝❤ ♣❡❛❦s✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ❢r♦♠ ❬❘❚❊✱ ✷✵✶✾❪✿ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧
❞❡♠❛♥❞ ✕ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣✮ ♠✐♥✉s t❤❡ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
✕ ✐s s♠♦♦t❤❡r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✶✵✵ ✪ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ✭s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ♣r♦✜❧❡s✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ✶✵✵ ✪ ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✭✜rst ❝♦❧✉♠♥✮✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❡❛❦s ♦❢ t❤✐s r❡s✐❞✉❛❧ ❞❡♠❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ s♠♦♦t❤❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❱❡❤✐❝❧❡ t♦ ●r✐❞ ✭❱✷●✮ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ❊❱s ❝❛♥ ❢❡❡❞
❡♥❡r❣② ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣r✐❞ ✭s❡❡ t❤✐r❞ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❛♥❦s t♦
❱✷●✱ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❛ ❧♦❛❞✱ ♦r ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ♣♦✇❡r r❡s♦✉r❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✐❢ ✐♥ ✷✵✸✺✱ ✷✵ ✪ ♦❢ ❊❱s ❛r❡ ❱✷●✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦✛❡r❡❞ t❤❡♥ ❜② t❤❡ ❊❱ ✢❡❡t ✇✐❧❧
❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ P✉♠♣❡❞✲❙t♦r❛❣❡ ❍②❞r♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♦♥❡ ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st♦r❛❣❡
❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✇❡r ❬❘❚❊✱ ✷✵✶✾❪✳

❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❡❧♣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦sts✱ ✇✐t❤ ✼✺ ✪ ❞❡❞✲
✐❝❛t❡❞ t♦ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❊❱ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥s ✭❊❱❈❙s✮ t♦ t❤❡ ❣r✐❞✱ ❛♥❞ ✷✺ ✪ ❢♦r r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡
❣r✐❞ ❬❊♥❡❞✐s✱ ✷✵✶✾❪✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ t♦ ②❡❛r ✷✵✸✵✱ t❤❡s❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦sts ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❛♠♦✉♥t t♦
❛❧♠♦st ✶✵ ✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❊♥❡❞✐s ✭t❤❡ ♠❛✐♥ ❋r❡♥❝❤ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❛♥②✮ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡♣♦rt ❬❊♥❡❞✐s✱ ✷✵✶✾❪✳ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❜r✐♥❣s ♦t❤❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞ ❝♦sts✱ s✉❝❤
❛s tr❛♥s❢♦r♠❡r ❛❣✐♥❣ ❬❍✐❧s❤❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ t❤❡r♠❛❧ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❝❛❜❧❡s ❬❍✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✱ ♣♦✇❡r
❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ❏♦✉❧❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❬❙♦rt♦♠♠❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❣r✐❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❬●❡t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪
❛♥❞ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣♦✇❡r q✉❛❧✐t② ❬●ó♠❡③ ❛♥❞ ▼♦r❝♦s✱ ✷✵✵✸❪✳

♣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥✐t ❬❉❡ ❈❛✉✇❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✳
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✶✳✸✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❜✐❧✐t② ❡❝♦s②st❡♠✳ ❙♦✉r❝❡✿ ❊✲♠♦t❡❝

❆❧❧ t❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊❱ ❛❞✈❡♥t ❛✛❡❝t s❡✈❡r❛❧ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♦♣✲
❡r❛t♦rs ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺ ❢r♦♠ ❊✲♠♦t❡❝ ❣✐✈❡s ❛ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤✐s ♦♣❡r❛t♦rs✬
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡s❡ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs ♠❛② ✉s❡ ✈❛r✐♦✉s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❢❛❝❡ t❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❤❡❧♣ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡s❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❚♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡s✐❣♥ t❤❡✐r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱
♦♣❡r❛t♦rs ♥❡❡❞ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs r❡❛❝t t♦ t❤❡s❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛
♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭❈❤❛♣t❡r ✷✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♣♦✐♥t ♦♣✲
❡r❛t♦r✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t♦r✱ t❤❡ ❡✲♠♦❜✐❧✐t② s❡r✈✐❝❡s ♣r♦✈✐❞❡r✱ t❤❡ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❦✐♥❣
♦♣❡r❛t♦r ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❝❛❧❧❡❞ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦r ✭❈❙❖✮✳
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❈❙❖ ✉s❡s s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ✭❈❤❛♣t❡r ✹✮ ❛♥❞ s♠❛rt
♣r✐❝✐♥❣s t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ❊❱s ♥♦t t♦ ❝❤❛r❣❡ ❞✉r✐♥❣ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞s ✭❈❤❛♣t❡r ✺✮✳

✶✳✸ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ t❡r♠ ✏tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✑ ♦r ✏❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠✑ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✱ ❛♥❞
✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs✳ ❚❤❡ ✏tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✑ t❤✉s r❡❢❡rs t♦
t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✐ts ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ✭s✉❝❤ ❛s ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt✮✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❛❣❡♥ts
✭✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✱ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ♦♣❡r❛t♦r✱ ❧♦❝❛❧ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s✱ ❡t❝✳✮ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s s✉❝❤
❛s tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❧♦❝❛❧ ✭❛✐r ♦r ♥♦✐s❡✮ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ ❣r❡❡♥❤♦✉s❡ ❣❛s ❡♠✐ss✐♦♥s✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ✏❡❧❡❝tr✐❝❛❧
s②st❡♠✑ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❣r✐❞s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✱
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❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠❡rs ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r s✉♣♣❧✐❡rs✮✱ ❡t❝✳ ❊❱
✉s❡rs✱ t❤❡ ❊❱❈❙s ❛♥❞ t❤❡✐r ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❜♦t❤ s②st❡♠s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡
✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳

❚❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♦♥❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❞✉❡
t♦ ❊❱s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❛♥ ❞❡❧❛② t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❊❱ ✉s❡r
✇❛♥t❡❞ t♦ ❝❤❛r❣❡✱ ♦r ♠❛❦❡ ❤❡r ❝❤❛r❣❡ ❛t ❛♥♦t❤❡r ❊❱❈❙ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ♣❧❛♥♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐♠♣❛❝t ♦❢
t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♦♥❡ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞✉r✐♥❣ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❤♦❧✐❞❛②s
❞❡♣❛rt✉r❡s ♦r ♥♦t❛❜❧❡ s♣♦rt ❡✈❡♥ts✿ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❞r✐✈✐♥❣ ❊❱ ✉s❡rs ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t ♣✉❜❧✐❝
❊❱❈❙s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡✶✶ ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦✇❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭✇❤❡♥
❛❧❧♦❝❛t❡❞✴s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣❧✉❣❣❡❞ ❊❱s✮ ❞✉❡ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞s✳ ■♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦♥❡ ✭✈✐❛ ❊❱s✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞
✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ ❛♥❞ ❛ ❤✐❣❤❡r ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①❛♠♣❧❡s✱
s✉❝❤ ❛s ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ✐♥ ❙♦✉t❤ ❈❤✐♥❛ ✐♥ ♠❛② ✷✵✶✽ ♣r♦✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ♦✉t❛❣❡ ♦❢
✺✵✵ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ❊❱❈❙s ❜② ✷✱✼✵✵ ❊❱s✶✷✳ ❱♦❧✉♥t❛r② ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♠❛② ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝t t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥
s②st❡♠✳ ❚❡s❧❛ ❊❱❈❙s ♠❛② ❛❞❛♣t t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ ❊❱ ✉s❡rs t♦ ❝❤❛r❣❡
✐♥ ❡♠♣t② ❊❱❈❙s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝♦♥❣❡st❡❞ ♦♥❡s✶✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ✐t✐♥❡r❛r② ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❣❡st❡❞ r♦❛❞s✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ✐♠♣❛❝t ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡
♣r♦❥❡❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❝♦♠♣❛♥✐❡s ❈◆❘ ✭❈♦♠♣❛❣♥✐❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞✉ ❘❤ô♥❡✮ ❛♥❞ ❊♥❛❧♣ ✭✈✐❛
✐ts ✏▼♦✈❡ ■♥ P✉r❡✑ ❝❤❛r❣✐♥❣ s✉❜s❝r✐♣t✐♦♥✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❘❡♥❛✉❧t✶✹✿ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡
s♦✉r❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐s r❡♥❡✇❛❜❧❡✱ ❊❱ ✉s❡rs ❛r❡ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡❞ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t s♦♠❡ ❤♦✉rs ♦❢ t❤❡ ❞❛② ❛♥❞
❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ❢✉t✉r✐st✐❝ ✈✐s✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦✉♣❧❡❞
❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇✐t❤ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ✇✐r❡❧❡ss ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s②st❡♠ ✭✉♥❞❡r t❤❡ r♦❛❞✮ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥
❬❲❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞② t❡st❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ▲♦♥❞♦♥ ❢♦r s♦♠❡ ❞♦✉❜❧❡✲❞❡❝❦❡❞
❜✉s❡s✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❞✉❡ t♦ ❊❱s✱ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ♥♦t ♦♥❧② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②st❡♠✱
❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ✉s❡rs ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s②st❡♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜s ✐♥st❛❧❧❡❞
❛t ❛ ❝✐t②✬s ♦✉ts❦✐rt ❜② ❧♦❝❛❧ ❛✉t❤♦r✐t✐❡s t♦ ♠✐t✐❣❛t❡ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛♥
♦♣♣♦rt✉♥✐t② ❢♦r ✏s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣✑ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮ ✕ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ ✐♥ ♣❛rt ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ r❡✈✐❡✇ ♣❛♣❡r
❬❲❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪✳

✶✳✹ ❚❤❡s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❝♦♠♠✉t✐♥❣✱ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❣❛♠❡
t❤❡♦r②

❋♦r ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ tr✐♣s ♥❡❡❞✐♥❣ ❢❛st ❝❤❛r❣✐♥❣✱ s✉❝❤ ❛s ❤♦❧✐❞❛②s ❞❡♣❛rt✉r❡s✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝✲
tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦♥❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❊❱ ✉s❡rs ❛r❡ ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡✐r ♣❧❛♥♥❡❞ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡ s✐❣♥❛❧s ✭❜✉t ♠❛② ❝❤❛r❣❡ ❛t ❛♥ ❊❱❈❙
r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛t ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✱ ❜♦t❤ ❊❱❈❙s ❜❡✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥♥❡❞ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❧✐♠✐t
♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ✐♥tr❛✲✉r❜❛♥ tr✐♣s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ s✉❝❤ tr✐♣s ✭t②♣✐❝❛❧❧② ✸✵ ❦♠

✶✶●❛s st❛t✐♦♥s ♦♥ ❤✐❣❤✇❛②s ❛r❡ s✐③❡❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ t❤✐rt✐❡t❤ ♠♦st ❝♦♥❣❡st❡❞ ❤♦✉r ♦❢ t❤❡ ②❡❛r
❬❊♥❡❞✐s ❛♥❞ ❘❚❊✱ ✷✵✶✾❪✳

✶✷❚❤✐s ❡✈❡♥t ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r❡ss ❛rt✐❝❧❡ ❤tt♣✿✴✴♥❡✇s✳s③♥❡✇s✳❝♦♠✴❝♦♥t❡♥t✴✷✵✶✽✲✵✺✴✷✷✴

❝♦♥t❡♥t❴✶✾✶✻✹✸✻✻✳❤t♠ ✭✐♥ ❈❤✐♥❡s❡✮✳
✶✸❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳t❡s❧❛✳❝♦♠✴s✉♣♣♦rt✴s✉♣❡r❝❤❛r❣✐♥❣✳
✶✹❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✲♣r♦♣r❡✳❝♦♠✴♠♦✈❡✲✐♥✲♣✉r❡✲❝♥r✲r❡♥❛✉❧t✴ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮✳

✽



✶✳✹✳ ❚❤❡s✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❝♦♠♠✉t✐♥❣✱ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❣❛♠❡ t❤❡♦r②

❛ ❞❛② ✐♥ ❋r❛♥❝❡✮✱ t❤❡ ❊❱ ❞r✐✈✐♥❣ r❛♥❣❡✶✺ ✭s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❢♦r ■❈❊❱s✮ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ♥❡✈❡r r❡❛❝❤❡❞✱
❛♥❞ t❤❡ r❛♥❣❡ ❛♥①✐❡t② ✭st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❘❛✉❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✮ ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ✉s❡
❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❝♦♠♠✉t✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ tr✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ ❤♦♠❡ ❛♥❞
✇♦r❦ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ t②♣❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❋r❡♥❝❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t st✉❞②
❬❈●❉❉✱ ✷✵✶✵❪ ✐♥ ✷✵✵✽✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧♦❝❛❧ tr✐♣s ✭❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ✽✵ ❦♠✲r❛❞✐✉s✮✱ ✹✽ ✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
❞✐st❛♥❝❡ tr❛✈❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣❡rs♦♥❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭✸✾ ✪ ♦❢ ❧♦❝❛❧ tr✐♣s✮ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❝♦♠♠✉t✐♥❣✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❊❱s ❛t ❤♦♠❡ ✐s ♥♦t s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
s②st❡♠ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ✐♠♣❛❝t ❊❱ ✉s❡rs ✐♥ t❤❡✐r ❞r✐✈✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❞✉r✐♥❣
✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ✐s st✉❞✐❡❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❤❡♥ ❊❱ ✉s❡rs ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❊❱❈❙s ✇❤❡r❡ t♦ ♣❛r❦
❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ✭❛♥❞ ✜♥✐s❤ t❤❡✐r ❝♦♠♠✉t✐♥❣ tr✐♣ ❜② ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✐❢ ♥❡❡❞❡❞✶✻✱ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✳
❆s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✭✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✮ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦♥❣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❤❛r❣❡
✻ ❦❲❤ ✭t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❞❛✐❧② ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞✮✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ♠❛② ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✳

❚❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✕ ✐♥
t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡ ✕ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❞❡s✐❣♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤✐s ❝♦✉♣❧❡❞ s②s✲
t❡♠✳ ❚❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s ❧♦♥❣✲t❡r♠✱ s✉❝❤ ❛s s✐③✐♥❣ ❊❱❈❙s ✭♦r ❡✈❡♥ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s✱
❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✱ s♠❛rt ♣r✐❝✐♥❣ ✭❢♦r ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣✱ tr❛✣❝ t♦❧❧s✱ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt t✐❝❦❡t ❢❛r❡✱ ❡t❝✳✮✱
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈❙❖ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✸✮✱ ❡t❝✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ♠❡❛s✉r❡s
t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❊❱ ❛❞♦♣t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❙❤♦rt✲t❡r♠ ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡ q✉❡✉❡s ❛t
❊❱❈❙s ♦r ♣❡r✲❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ✭t♦ ❜❡ ♦♣♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✹✮ ❛r❡ ♥♦t st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❜✉t ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣✳ ❙✉❝❤ s❤♦rt✲t❡r♠
st✉❞✐❡s r❡q✉✐r❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛s ✐♥ ❬❚❛♥ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✷✵✶✼❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
t❤❡s✐s✮ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❧♦ts ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞✿ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs
❧❡❛✈✐♥❣ ❢r♦♠ ❤♦♠❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ✇❤✐❝❤ ✜♥❞ t❤❡♠s❡❧✈❡s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ r♦❛❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳
❋♦r ❧♦♥❣✲t❡r♠ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❛ st❛t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧ ♠❛② ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t✿ t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ t✐♠❡
♣❡r✐♦❞ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ✉♥✐q✉❡ t✐♠❡ s❧♦t✱ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s r❡❧❡✈❛♥t ❛s t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♥❛rr♦✇ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞
st❛t✐❝✿ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✭❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✮ ✐s st✐❧❧ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ s❧♦ts
✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ s♠❛rt s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ss✉♠❡❞ st❛t✐❝✱ t❤✐s ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡ ♠❛② ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛②s
✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛t ✜rst ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤✱ t❤✐s ♣❛t❤ ❜❡❝♦♠❡s
t♦♦ ❝♦♥❣❡st❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ❞❛② ♠♦st ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❤♦rt❡st ♣❛t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦
❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥❣❡st❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡ t❤✐r❞ ❞❛② s♦♠❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✜rst s❤♦rt❡st
♣❛t❤✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ str❛t❡❣✐❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜❡❤❛✈✐♦r
✕ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❬❑♥✐❣❤t✱ ✶✾✷✹❪ ✕ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r s♦♠❡ t✐♠❡ ✐s s✉✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s tr❛✣❝
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❲❛r❞r♦♣✱ ✶✾✺✷❪
✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳ ●❛♠❡ t❤❡♦r② ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦❡rs
✭❤❡r❡✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✮✱ ❡❛❝❤ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡✐r ♦✇♥ ✐♥t❡r❡sts✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦❡r ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❡r str❛t❡❣②✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✬ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t②♣✐❝❛❧ ♦♥ t❤❡ r♦❛❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s t❤✉s ❛❧s♦ s✉✐t❡❞ t♦
♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠
❛♥❞ t❤❡✐r ✈❛r✐♦✉s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❬❋✉❞❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ❚✐r♦❧❡✱ ✶✾✾✶❪✳

✶✺❚❤❡ ❘❡♥❛✉❧t ❩♦é ❊✲❚❡❝❤ ❤❛s ❛ ❲▲❚P ✭❲♦r❧❞✇✐❞❡ ❍❛r♠♦♥✐③❡❞ ▲✐❣❤t ✈❡❤✐❝❧❡s ❚❡st Pr♦❝❡❞✉r❡✮ ❛✉t♦♥♦♠② ♦❢
✸✾✺ ❦♠✳

✶✻◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♥✐❣❤t✲t✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♠♠✉t❡rs ✇♦✉❧❞ ❝❤❛r❣❡ t❤❡✐r ✈❡❤✐❝❧❡ ❛t
❛ ♣✉❜❧✐❝ ❊❱❈❙ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛t ❤♦♠❡✱ ❛♥❞ ❣♦ ❜❛❝❦ ❤♦♠❡ ❜② ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt✳

✾



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐sts ❛ s❝✐❡♥t✐✜❝ ❧✐t❡r❛t✉r❡ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②s✲
t❡♠ ✇✐t❤ ❣❛♠❡ t❤❡♦r② t♦♦❧s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ r❡✈✐❡✇ ♣❛♣❡r ❬❲❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ st✉❞✐❡❞
❤❡r❡ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❚❤✐s ♣r✐❝✐♥❣ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♠♣❛❝t ✭♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞✱ t❤❡
♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡ ❊❱❈❙ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❡t❝✳✮ ♦❢ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② r❡❞✉❝❡❞ ❜② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤❡
❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❡①t❡♥❞s r❡s✉❧ts ✐♥ ❣❛♠❡ t❤❡♦r② t♦ t❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ♣r✐❝✐♥❣✱
✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❣❧♦❜❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❛♥❞
t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs t♦ t❤❡✐r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

✶✳✺ ❈♦♥t❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t

❚❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s
♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♠❛❥♦r ♣❛rts✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs✳

P❛rt ■ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❤♦✇ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❜❡❤❛✈❡ ✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
✈❛r✐♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✉s✐♥❣ ❣❛♠❡ t❤❡♦r②✳ ❊①✐st✐♥❣
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❣❛♠❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤✐s ♣❛rt ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ♦❢ ❈❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸✿

✷ ❚❤❡ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ❬❘♦s❡♥t❤❛❧✱ ✶✾✼✸❪ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✭❛♥❞ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✮ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♣t❡rs ✭❡①❝❡♣t ❈❤❛♣t❡r ✸✮ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞✳
❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❬❇❡❝❦♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✺✻❪ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣❛♠❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❬❲❛r❞r♦♣✱ ✶✾✺✷❪
✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♣♣❧② t♦ ♦✉r ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ✭❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✳

✸ ❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ ♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✬ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛r❡ r❡❧❛①❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❘▲❆s✮ ❬❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✷✵✶✽❪✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst t②♣❡ ♦❢ ❘▲❆s ❬❙❛str② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✱ ❇♦✉r♥❡③ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✱ ✷✵✶✸❪
t♦✇❛r❞s t❤❡ ❣❛♠❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✕ ✇❤❡r❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❤❛✈❡ ♥♦ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜✉t ♦❜s❡r✈❡
t❤❡✐r ❞r✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦sts ✕ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s✉❝❤
❛s ♦✉r ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ✕ ✇❤❡r❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✬
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t ✕ ✐s ♦♥❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t✇♦ ♠❛✐♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡s✱ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ P❛rt ■■✿ t❤❡ s♠❛rt
❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❊❱s ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ✭❈❤❛♣t❡r ✹✮ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐s ♣r✐❝❡❞ ✭❈❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❚❤❡s❡
t✇♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ t❤❡♦r② t♦♦❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❝❛❧❧❡❞ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦r✳

✹ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❊❱s ❛t ❛ ❈❙❖✬s ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❙❤✐♥✇❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ♣♦ss❡ss❡s ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❊❱s ♠❛② ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❈❙❖ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥
❛❧♠♦st ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ ❈❙❖ ♦✇♥s s❡✈❡r❛❧ ❊❱❈❙s✳

✺ ❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡② ❢♦r♠ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲
s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✮ ✐♥ ❛ ❣❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ♣r✐❝✲
✐♥❣s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✭s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❤❡✐r ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t②✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥❛❧ ▼❛r❣✐♥❛❧
Pr✐❝✐♥❣✱ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳
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✶✳✻✳ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s t❤❡s✐s

■♥ t❤❡ ❧❛st P❛rt ■■■✱ ✈❛r✐♦✉s ♦♣❡r❛t♦rs✬ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢
✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺❀

✻ ❚❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦♥ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✳ ■♥
t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛
❝✐t② ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ tr❛✣❝ t♦❧❧ ♦♥ ■♥t❡r♥❛❧ ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡ ❱❡❤✐❝❧❡s ❞♦✇♥t♦✇♥✳ ■♥ t❤❡
♦t❤❡r✱ ❛♥ ❡✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜ ♦♣❡r❛t♦r ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❊❱s ❛r❡ ❝❤❛r❣❡❞✳

✼ ❆ tr✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ st❛❦❡❤♦❧❞❡rs ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞
❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛
❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦r ✉s❡s t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣s ❞❡✜♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺✳ ❆t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✱ t❤❡
❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈❙❖✳

✶✳✻ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s t❤❡s✐s

❊❛❝❤ ❝❤❛♣t❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣s ❛♥❞ ❥♦✉r♥❛❧ ❛rt✐❝❧❡s r❡✈✐❡✇❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❢♦r
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✿

❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❛❪ ❙♦❤❡t✱ ❇✳✱ ❇❡❛✉❞❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❍❛②❡❧✱ ❨✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❘♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ ✇✐t❤
♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦sts ❢♦r ❊❱ ❞r✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
◆❊❚✇♦r❦ ●❛♠❡s ❈❖♥tr♦❧ ❛♥❞ ❖Pt✐♠✐③❛t✐♦♥✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ◆❊❚●❈❖❖P ✷✵✶✽✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱
♣❛❣❡s ✷✸✸✕✷✹✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❜❪ ❙♦❤❡t✱ ❇✳✱ ❍❛②❡❧✱ ❨✳✱ ❇❡❛✉❞❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥❞✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✶✾✮✳
❖♣t✐♠❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛t ❡✲♣❛r❦ ✫ r✐❞❡ ❤✉❜ ✇✐t❤ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡✳
❲♦r❧❞ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✵✭✹✮✿✼✵✳

❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❝❪ ❙♦❤❡t✱ ❇✳✱ ❍❛②❡❧✱ ❨✳✱ ❇❡❛✉❞❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥❞✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✶✾✮✳ ❆
♠♦❞❡❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ■♥ ✸✷♥❞ ❊❧❡❝tr✐❝
❱❡❤✐❝❧❡ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ✭❊❱❙✸✷✮✳

❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❛❪ ❙♦❤❡t✱ ❇✳✱ ❍❛②❡❧✱ ❨✳✱ ❇❡❛✉❞❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥❞✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✷✵✮✳
■♠♣❛❝t ♦❢ str❛t❡❣✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ❞r✐✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✳ ■♥ ✷✵✷✵ ■❊❊❊ P❊❙ ■♥♥♦✈❛t✐✈❡
❙♠❛rt ●r✐❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❊✉r♦♣❡ ✭■❙●❚✲❊✉r♦♣❡✮✱ ♣❛❣❡s ✹✺✹✲✹✺✽✳
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❈❤❛♣t❡r ✷

❆ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ t♦ ♠♦❞❡❧

✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣
❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❢❛❝❡ ✕ s✉❝❤
❛s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ✕ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡✬s ♦♣t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s
❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✜❝t✐t✐♦✉s ❛r❝s ♦❢ ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❊❱ ❈❤❛r❣✐♥❣
❯♥✐t Pr✐❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ♦♥
✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❢♦r♠ ❛ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤✐s ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞
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❢✉♥❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✹✳✶ ❲❛r❞r♦♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✹✳✷ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✹✳✸ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ◆♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷

❙②♠❜♦❧s ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥

G ❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s

S ❙❡t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s s

V ❙❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s v ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤

A ❙❡t ♦❢ ❛r❝s a ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤

R ❙❡t ♦❢ ♣❛t❤s r ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤

ROD ❙❡t ♦❢ ♣❛t❤s ❢r♦♠ O ∈ V t♦ D ∈ V

δa,r ✶ ✐❢ ❛r❝ a ∈ A ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♣❛t❤ r ∈ R✱ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡

la ▲❡♥❣t❤ ♦❢ ❛r❝ a ∈ A

fs,r ❋❧♦✇ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ♦❢ ❝❧❛ss s ∈ S ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣❛t❤ r ∈ R

xs,a ❋❧♦✇ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ♦❢ ❝❧❛ss s ∈ S ♦♥ ❛r❝ a ∈ A

da(xa) ❚r❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦♥ ❛r❝ a ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t♦t❛❧ ✢♦✇ xa

XOD
s ❚r❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss s ❢r♦♠ O ∈ V t♦ D ∈ V

X ❙❡t ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✢♦✇ ✈❡❝t♦rs f ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢② t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞

ms, λs ❘❡s♣✳ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss s

cs,r ❈♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ♦❢ ❝❧❛ss s ∈ S ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣❛t❤ r ∈ R

αs,rλ(〈α,f〉) ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

B ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥

f∗,x∗ ❋❧♦✇ ✈❡❝t♦rs ❛t ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❜♦t❤ ✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❣❛♠❡ t❤❡♦r② ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s♣❡❝ts✿

❼ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ♦♥ t❤❡ r♦❛❞s ❛♥❞ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣
st❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜❡t✇❡❡♥ ✉s❡rs ❛♥❞ st❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❡t❝✳❀

✶✻



✷✳✷✳ ❚❤❡ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡

❼ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ✐s ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧✿ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ r❛t✐♦♥❛❧
❞❡❝✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✱ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❡tr✐❝
✭✇✐t❤ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡s✮✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ r❡❧❛t✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❊❱ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡✳ ❚❤❡
❣♦❛❧ ✐s t♦ ✉s❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ✭✐✳❡✳
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐ts ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✱ ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✮✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞
❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛①❡❞ ✐♥ ♥❡①t ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡
r❡❛❧✐st✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs s✉❝❤ ❛s ❧❡❛r♥✐♥❣✳

✷✳✷ ❚❤❡ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ✇❛② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❣❛♠❡ ✐s t♦ ❣✐✈❡ ✐ts str❛t❡❣✐❝ ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ♥♦r♠❛❧✮ ❢♦r♠✱ ♠❛❞❡
♦❢ t❤r❡❡ ♣❛rts ❬❖s❜♦r♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✿

❼ ❛ s❡t ♦❢ ♣❧❛②❡rs N ✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ∈ N ❀

❼ t❤❡ s❡t Ri ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ♣❧❛②❡r i

❼ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ci ♦❢ ♣❧❛②❡r i ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ✐ts s❡t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s Ri✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠❛② s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♣✲
t❡rs✿ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❛♠❡s✱ ♦✉t❧✐♥❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❣❛♠❡ G
✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ●❛♠❡ G ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts G = {N , (Ri)i∈N , (ci)i∈N }✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❣❛♠❡s ❛r❡ ♥♦♥✲
❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐s s❡❧✜s❤✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❝♦❛❧✐t✐♦♥❛❧
❣❛♠❡s ❬❆✉♠❛♥♥ ❛♥❞ P❡❧❡❣✱ ✶✾✻✵❪✳

✷✳✷✳✶ ◆♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛②❡rs

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ G ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♣❧❛②❡rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ♦r ❞r✐✈❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝❛s❡ st✉❞✐❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ ❞r✐✈✐♥❣✲
❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❧✐❦❡ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ✐♥ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s ❬▲❛s❛✉❧❝❡ ❛♥❞ ❚❡♠❜✐♥❡✱ ✷✵✶✶❪✳ ■♥ t❤✐s
❣❛♠❡✱ t✇♦ ♠❛❥♦r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ♠❛❞❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥s✿ t❤❡② ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s s❤❛r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ t❤❡②
❛r❡ ❤②♣❡r✲r❛t✐♦♥❛❧✳

✷✳✷✳✶✳✶ ❱❡❤✐❝❧❡s ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❝❧❛ss❡s

❉✉❡ t♦ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ♣r♦❜❧❡♠s s✉❝❤ ❛s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✲
✜❧❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❝❛♥ ❜❡ ◆P✲❤❛r❞ ❬❙❛ss✐ ❛♥❞ ❖✉❧❛♠❛r❛✱ ✷✵✶✼❪ ✭◆♦♥✲❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ P♦❧②♥♦♠✐❛❧✲
t✐♠❡ ❤❛r❞✮ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐♠✐t❡❞✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❬❆✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ❙❤❛♣❧❡②✱ ✷✵✶✺❪ ✉s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✺✵s ❬❲❛r❞r♦♣✱ ✶✾✺✷✱

✶❙✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦✉❧❞ ❤♦✇❡✈❡r ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❬❉❛❧②❛❝ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❪✳

✶✼



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r

❇❡❝❦♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✺✻❪ ✐♥ ❚r❛✣❝ ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠s✷ ✭❚❆P✮ ❬P❛tr✐❦ss♦♥✱ ✷✵✶✺❪✳ ■♥ t❤✐s ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦✱ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❜✉t ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛ss✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
r❡♠❛✐♥s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ♦✉r ❧♦♥❣✲t❡r♠ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❊❱ ✉s❡rs ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛❝t✐♦♥s a ❛♥❞ b ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡
t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❊❱ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥s a ❛♥❞ b✮✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲
❛t♦♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✸ ✭✇r✐tt❡♥ xi✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛ss ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣
❛❝t✐♦♥ i ✭i = a ♦r b✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❡r✐❢② xi ∈ [0, 1] ❛♥❞

∑

i=a,b xi = 1✱
❢♦r ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♠❛ss✳

❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛ss ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ✐❢ ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s
✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❜❛s❡ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s✳ ❇❛s✐❝ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ❚❆Ps ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❙❤❡✣✱ ✶✾✽✺❪✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛ss ❝❛♥ ❜❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s ✭♦r
t②♣❡s✮✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❤❛✈✐♥❣ ✐ts ♦✇♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧❛ss✮ ❛♥❞ ✐s t❤✉s ❝❛❧❧❡❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦
♠❛✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❣❛♠❡ G✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛♥❞ t❤✉s ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡s ✭♠♦st❧② ❜❛tt❡r② ❊❱s✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ s✉❜s❝r✐♣t e✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ■♥t❡r♥❛❧ ❈♦♠❜✉st✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡s ❛♥❞ ❣r♦✉♣❡❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✏●❛s♦❧✐♥❡ ❱❡❤✐❝❧❡s✑ ✭●❱s✱ s✉❜s❝r✐♣t g✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♥♦t ❛❧❧ ●❱s ✇♦r❦ ♦♥ ❣❛s♦❧✐♥❡✿
s♦♠❡ ✉s❡ ❞✐❡s❡❧✹✱ ❜✉t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤✐s ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss ✭s✉❝❤ ❛s ❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r✐❝❡✮
❛r❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛s♦❧✐♥❡ ❛♥❞ ❞✐❡s❡❧ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ s♠❛❧❧❡r ❝❧❛ss❡s✱ ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ✇❤✐❝❤ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ❊❱s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❙t❛t❡
♦❢ ❈❤❛r❣❡s ✭❙♦❈s✮ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❙♦❈s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❛ss Xs ♦❢
❡❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss s ✐s ✜①❡❞✺✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xs,i ♦❢ ❣❛♠❡ G ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢
✈❡❤✐❝❧❡s ♦❢ ❝❧❛ss s ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛❝t✐♦♥ i✮ ✈❡r✐❢②

∑

i=a,b xs,i = Xs✳
■♥ t❤❡ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♠✐①❡❞ ✭♦r ♠✉❧t✐❝❧❛ss✮ ❚❆P

✭▼❚❆P✮ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❉❛❢❡r♠♦s✱ ✶✾✼✷❪ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❡❞ ❬❏✐❛♥❣ ❛♥❞ ❳✐❡✱ ✷✵✶✹✱ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❛✱ P✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛❧s♦ s♦♠❡ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥
✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ❝❧❛ss❡s ❬❏❛❝q✉♦t ❛♥❞ ❲❛♥✱ ✷✵✶✽❪✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❤❛✈✐♥❣ ✐ts ♦✇♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞
♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ✭✜♥✐t❡✮ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ S✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐t ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ ❤♦✇ ♠❛♥②
✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✭✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ♠❛❞❡ ❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡✱ ♥♦t ✇❤✐❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ♠❛❞❡ ✇❤✐❝❤
❝❤♦✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ♦✉r ❧♦♥❣✲t❡r♠ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥
s②st❡♠✳

✷✳✷✳✶✳✷ ❍②♣❡r✲r❛t✐♦♥❛❧ ❞r✐✈❡rs ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❆ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❛t✐♦♥❛❧✐s♠ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✐♥ ❣❛♠❡ G✿
t❤❡② ❝❛♥ s♦rt t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ❜② ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ s❡❧❡❝t t❤❡✐r ❢❛✈♦r✐t❡ ♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s
✭❡①❝❡♣t ❢♦r ❈❤❛♣t❡r ✸✮✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥✳

✭✐✮ ❋✐rst❧②✱ ❣❛♠❡ G ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❛t ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s ❝♦♠✲
♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❇② ✏❡✈❡r②t❤✐♥❣✑ ✐s ♠❡❛♥t ❜♦t❤ t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ Ri t♦ ❡✈❡r②

✷❚r❛✣❝ ♦r r♦✉t❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛t❤ t♦ ❢✉❧✜❧❧ ❛ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ♦r✐❣✐♥
❛♥❞ ❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❆P ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❣❛♠❡ t❤❡♦r②✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

✸Pr♦♣♦rt✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐s ❛❧✇❛②s ✜①❡❞✳
✹❉✐❡s❡❧ ✈❡❤✐❝❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ❛r♦✉♥❞ ✷✵ ✪ ♦❢ ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞✱ ❛ ❧✐tt❧❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✺✵ ✪

✐♥ ❊✉r♦♣❡ ❛♥❞ ✉♣ t♦ ✺✾ ✪ ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ✭❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳st❛t✐st✐q✉❡s✳❞❡✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✲❞✉r❛❜❧❡✳❣♦✉✈✳❢r✴
✸✽✷✲♠✐❧❧✐♦♥s✲❞❡✲✈♦✐t✉r❡s✲❡♥✲❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✲❡♥✲❢r❛♥❝❡✮✳

✺❋♦r ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦t❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠❛ss✱ Xs ∈ [0, 1] ❛♥❞
∑

s Xs = 1✳

✶✽



✷✳✷✳ ❚❤❡ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡

❞r✐✈❡r i ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ci ✭s❡❡ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✏❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✑ ❬❆✉♠❛♥♥✱ ✶✾✼✻❪ ♠❡❛♥s t❤❛t ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs
❦♥♦✇ ❡✈❡r②t❤✐♥❣✱ t❤❛t t❤❡② ❦♥♦✇ t❤❡ ♦t❤❡r ✉s❡rs ❦♥♦✇✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❆ r❡❛❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❜② ❛ s♠❛rt♣❤♦♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r♦❛❞s ❛♥❞ ❛t t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s ✭❧✐❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝❝❡ss ♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✭❧✐❦❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❲❛③❡✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦st ♦❢t❡♥ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❛♠❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❇❛②❡s✐❛♥ ❬❩❛♠✐r✱ ✷✵✷✵❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ✇❛② t♦
✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣❛rt✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ ❜♦✉♥❞❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❬◆❛❣❡❧✱ ✶✾✾✺❪✳ ■♥ s✉❝❤ ♠♦❞❡❧s✱ ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧❡✈❡❧✲k
r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❜❡❧✐❡✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❧❡✈❡❧✲(k− 1)✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✱ ✇✐t❤ ❧❡✈❡❧✲✵ r❛t✐♦♥❛❧✐t②
♣❧❛②❡rs ♠❛❦✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❝❤♦✐❝❡s✳

✭✐✐✮ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✭❡①❝❡♣t ❈❤❛♣t❡r ✸✮ ♣❧❛②❡rs ♦❢ ❣❛♠❡ G ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❤②♣❡r✲r❛t✐♦♥❛❧
❬▲❛s❛✉❧❝❡ ❛♥❞ ❚❡♠❜✐♥❡✱ ✷✵✶✶❪✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡✐r ❜❡st ♦♣t✐♦♥
❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝❤♦♦s❡ ✐t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❛ s♠❛rt♣❤♦♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♦♣t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ▲✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ♦t❤❡r
t②♣❡s ♦❢ ❧✐♠✐t❡❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ ❬❙✐♠♦♥✱ ✶✾✼✷❪✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡✐r ❡①❛❝t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✐✮ ❜✉t ♦♥❧②
♦❜s❡r✈❡ t❤❡♠✱ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❧♦✇❡st ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦st✱ ❛s ✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭✐✐✮✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤♦✉t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✭✐✮ ❛♥❞ ✭✐✐✮✱
t❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✕ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
❣❛♠❡ G ✕ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✸✮✳

✷✳✷✳✷ ❘♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡✿ ❝❤♦✐❝❡s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✜❝t✐t✐♦✉s ❣r❛♣❤ ❛r❝s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s ❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♦❢ ❣❛♠❡ G ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ ❝❤♦✐❝❡ r❡❢❡rs t♦ ❛ ❞✐st✐♥❝t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣
♣❛t❤✱ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣✱ ❡t❝✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤♦✐❝❡ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤✮✱ ♣❧❛②❡rs
❤❛✈❡ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♦♥s ✭t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s✮✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❛❝t✐♦♥s ♦r
str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✻✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❢❛❝❡ s❡✈❡r❛❧
❝❤♦✐❝❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ♣❛t❤ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡✐r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t♦ ♣❛r❦ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡✱
✇❤❡t❤❡r t♦ ♣❛r❦ ❜❡❢♦r❡ ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❛❦❡ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt✱ ✇❤❡t❤❡r ❝❤❛r❣✐♥❣
✇❤✐❧❡ ❛t ✇♦r❦ ♦r ❧❛t❡r ❛t ❤♦♠❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ q✉❛♥t✐t②✱ t❤❡ ❤♦✉r ♦❢ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❢r♦♠ ✇♦r❦✱ ❡t❝✳
❆s ♦✉r ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ t❤❡
❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❧✇❛②s ✐♥t❡❣r❛t❡s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤✱ ❛❧s♦
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❚r❛✣❝ ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠ ✭❚❆P✮ ❬P❛tr✐❦ss♦♥✱ ✷✵✶✺❪✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤
♥❡❝❡ss✐t❛t❡s ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ❬❲❡st ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪ ❛♥❞ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡
♦t❤❡rs ❝❤♦✐❝❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭❡✳❣✳ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❱ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣
q✉❛♥t✐t②✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❣r❛♣❤s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✷✳

✷✳✷✳✷✳✶ ❚❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤ ❝❤♦✐❝❡

❚❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤ ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❣❛♠❡ G ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤✳ ◆♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s ✇❤❡r❡ ♣❧❛②❡rs
❝❤♦♦s❡ ❛ ♣❛t❤ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡s ❬❘♦✉❣❤❣❛r❞❡♥✱ ✷✵✵✼❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛

✻◆♦t❡ t❤❛t ✏❛❝t✐♦♥s✑ ❛♥❞ ✏str❛t❡❣✐❡s✑ ❛r❡ ♥♦t ❛❧✇❛②s s②♥♦♥②♠s✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠✐①❡❞
str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ♦❢ ❛ ♣❧❛②❡r ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❡❛❝❤ ♦♣t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❤♦✐❝❡✳

✶✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙✐♦✉① ❢❛❧❧s tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✭t✇♦ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛r❝s
❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✮✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥s ✶ ❛♥❞ ✶✸
t♦ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✶✻✳

t②♣✐❝❛❧ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❣r❛♣❤✱ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❝❪ ✭s❡❡ ❈❤❛♣✲
t❡r ✼✮✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❣r❛♣❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ r♦❛❞ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❙✐♦✉① ❢❛❧❧s✱ ❙♦✉t❤
❉❛❦♦t❛ ✭❯❙❆✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❬▼♦r❧♦❦✱ ✶✾✼✸❪✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✐s ❛ ♣❛✐r (V,A) ✇✐t❤ V t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s
♦r ✈❡rt✐❝❡s ✭❢r♦♠ ✶ t♦ ✷✹✮ ❛♥❞ A t❤❡ s❡t ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐rs ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❛r❝s✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡
r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ r♦❛❞s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ s❡❣♠❡♥t ♦❢ ❛ ✭t✇♦✲✇❛②✮ r♦❛❞ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ♥♦❞❡s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛r❝s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r♦❛❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦❞❡s ✶ ❛♥❞ ✷ ✐s
♠❛❞❡ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ✭❞✐r❡❝t❡❞✮ ❛r❝ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✶ t♦ ✷ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡❞ ❛r❝ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✶✼✳ ❙✉❝❤
❣r❛♣❤s (V,A) ✇❤❡r❡ ❢♦r ❛❧❧ ❛r❝ a ∈ A✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥✈❡rs❡❞ ❛r❝ ❛❧s♦ ❜❡❧♦♥❣s t♦ A ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
s②♠♠❡tr✐❝ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤
❛♥❞ ♥♦t ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ♦♥❡ ✭✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♥♦❞❡s ✐s ❛t ♠♦st ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ♦♥❡ ✉♥❞✐r❡❝t
❧✐♥❦✮ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r r❡❛s♦♥s✱ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❤✐❣❤❡r ❢♦r ♦♥❡ ✇❛② ♦❢ ❛ r♦❛❞ t❤❛♥
t❤❡ ♦t❤❡r ✐♥✈❡rs❡❞ ✇❛②✳

❆ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤ ❢r♦♠ ❛♥② ❖r✐❣✐♥ ♥♦❞❡ O ∈ V t♦ ❛♥② ❉❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ D ∈ V ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❜② ❛ ✭❞✐r❡❝t❡❞✮ ♣❛t❤ r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛r❝s (a1, . . . , an−1) ∈ A

n−1

❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐st✐♥❝t✽ ✈❡rt✐❝❡s (v1, . . . , vn) ∈ V
n s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛r❝ ak ❣♦❡s

❢r♦♠ ♥♦❞❡ vk t♦ vk+1 ❛♥❞ v1 = O, vn = D✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♣❛t❤s ✐s R✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛t❤s r
❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ O t♦ D ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ROD✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❡t R1,16 ♦❢ ♣❛t❤s ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ♦r✐❣✐♥ ✶ t♦
❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✶✻ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❝♦♥t❛✐♥s 3, 722 ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s✾✱ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ r❡❝✉rs✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛t❤s ✐s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ✭❡✳❣✳ t❤r❡❡ ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r
❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❝❪✮ ♣❛t❤s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② t❛❦❡♥ ❜② ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ❢♦r ❡❛❝❤ ♦r✐❣✐♥✲
❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧❡✱ ✇❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s t♦ t❤❡ ✭❡✳❣✳ ✜✈❡✮ s❤♦rt❡st ♦♥❡s✱ ✉s✐♥❣
❛ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✶✵✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶✱ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss s ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s

✼❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛rr♦✇s ❛r❡ ♥♦t ❛♣♣❛r❡♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳
✽■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❝②❝❧❡s ✭♣❛ss✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❜② ❛ s❛♠❡ ♥♦❞❡✮ ❛r❡ ♣r♦❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤s✳
✾◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡❧② ♠❛♥② ♣❛t❤s ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶✻ ✐❢ ❝②❝❧❡s ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛t❤✳

✶✵◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❤❡ ❧❡❛st ❡①♣❡♥s✐✈❡ ♦♥❡s ❢♦r t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✱ ❜✉t ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡
t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❛❝t✉❛❧❧② ✉s❡ t❤❡ t❤r❡❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤s✳

✷✵



✷✳✷✳ ❚❤❡ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❚r❛✣❝ ❆ss✐❣♥♠❡♥t Pr♦❜❧❡♠
✭❚❆P✮ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❣❛♠❡ G ✐s t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ✢♦✇s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ♣❡r t✐♠❡ ✉♥✐t
❬❲❛r❞r♦♣✱ ✶✾✺✷❪ ✭♦r ✢♦✇ r❛t❡s✮ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ t♦ ❞r✐✈❡ ❢r♦♠ O ∈ V t♦ D ∈ V✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ XOD✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ✢♦✇ r❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ t❤✉s ✈❡r✐❢②

∑

O,D∈V XOD = 1 ✭= Xs ✐❢
❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇✐t❤

∑

sXs = 1✮
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ XOD ✐s t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✢♦✇ r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ tr❛✈❡❧ ❢r♦♠ O t♦ D✳ ■♥

t❤❡ ❚❆P✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ ✐s t❤❡ ♣❛t❤ r ∈ ROD t♦ ❣♦ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ O t♦
t❤❡✐r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ D✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ tr❛✣❝ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s t♦ ✜♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ O,D ∈ V ♣❛✐r✱ t❤❡ ✢♦✇ fr
♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ ❡❛❝❤ ♣❛t❤ r ∈ ROD✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭❚r❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✮✳

∀O,D ∈ V ,

{∑

r∈ROD fr = XOD ,

fr ≥ 0 , ∀r ∈ ROD .
✭✷✳✶✮

❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦r ✢♦✇s f ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡s❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ X ✳

◆❡❝❡ss❛r✐❧②✱ fr ≤ XOD ❢♦r ❛❧❧ r ∈ ROD✳ ●❛♠❡ G ✐s t❤❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✭✷✳✶✮✳ ❚❤❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ❚❆P ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ {(V,A) , (ROD)O,D∈V , (cs,r)s,r}✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✹✳ ❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ♣❛t❤s ♠❛② ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊❱❈❙s✳ ❚❤❡s❡ ❊❱❈❙s
♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r Xe,r ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs
❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❛t❤s r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞
❝♦♥str❛✐♥t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛t❤ r ❝♦♥❝❡r♥❡❞✿

fe,r ≤ Xe,r . ✭✷✳✷✮

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❡①t❡♥❞ t♦ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✺✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ✢♦✇ xa ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ♦♥
❡❛❝❤ ❛r❝ a ∈ A✿

xa =
∑

O,D∈V

∑

r∈ROD

δa,rfr , ✭✷✳✸✮

✇✐t❤ δa,r ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ✐❢ ❛r❝ a ∈ A ❜❡❧♦♥❣s t♦ ♣❛t❤ r ∈ ROD ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✶✶✳

✷✳✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❤❛✈❡ t♦ ♠❛❦❡ ✐♥ ❣❛♠❡ G ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞
✉s✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ❣❛♠❡
G = {(V,A) , (ROD)O,D∈V , (cs,r)s,r} ✐s ❛ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❝❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t♦
❣❡t t♦ t❤❡✐r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤✱ t❤❡ ❊❱❈❙ ✇❤❡r❡ t❤❡② ♣❛r❦ ❛♥❞
✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❝❤❛r❣❡ t❤❡r❡ ♦r r❛t❤❡r ❧❛t❡r ❛t ❤♦♠❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✐s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✿ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❞r✐✈✐♥❣ ❛r❝s a1 ❛♥❞ a2 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t♦
t❤❡✐r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❞r✐✈✐♥❣ ❛r❝ ai ✭i = 1, 2✮ ♣❛ss✐♥❣ ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❊❱❈❙ i✳ ❆ ✇❛② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❛♥♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡ ✭❤❡r❡ ✇❤❡t❤❡r ❊❱ ✉s❡rs ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ♦r ❧❛t❡r ❛t ❤♦♠❡✮ ✐s t♦ ❝r❡❛t❡
✜❝t✐t✐♦✉s ❛r❝s ai ✭i = 3, 4, 5, 6✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ❊❱❈❙ ✶ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✜❝t✐t✐♦✉s ❛r❝

✶✶❲✐t❤ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞✱
∑

O,D∈V

∑
r∈ROD fr =

∑
O,D∈V XOD = 1 ✇❤✐❧❡ t❤❡ s✉♠

∑
a∈A xa =∑

O,D∈V

∑
r∈ROD (fr

∑
a δa,r) ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ♦♥❡ ❛s ♣❛t❤s ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛r❝s

✭
∑

a δa,r ≥ 2✮✳

✷✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ♠♦❞❡❧✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✳ ❚❤❡r❡
❛r❡ t✇♦ ❞r✐✈✐♥❣ ❛r❝s ai ✭i = 1, 2✮ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ t♦ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♣❛ss✐♥❣
❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❊❱❈❙ i✳ ❆t ❊❱❈❙ i✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦♥❧② ♣❛r❦ t❤❡r❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❧❛t❡r ❛t ❤♦♠❡
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✜❝t✐t✐♦✉s ❛r❝s a3 ❛♥❞ a5✮❀ ♦r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ✭a4 ❛♥❞ a6✮✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❤✉❜ s❝❡♥❛r✐♦✿ ❝♦♠♠✉t❡rs ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❝❤♦♦s❡
t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡✐r ✈❡❤✐❝❧❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ❛♥❞ t❛❦❡ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✭♣✉❜❧✮✱ ♦r ❞r✐✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡✐r
❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✭♣r✐✈✮✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❝❛♥ ❜❡
❝❛st ❛s ✜❝t✐t✐♦✉s ♣❛t❤s✳

a4 ✇❤✐❧❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧❛t❡r ❛t ❤♦♠❡ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ ❞r✐✈✐♥❣ ❛r❝ a1 ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② a3✳ ❚❤❡ s❛♠❡
❛♣♣❧✐❡s ❛❢t❡r ❞r✐✈✐♥❣ ❛r❝ a2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❣❛♠❡✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❤❛✈❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t
str❛t❡❣✐❡s✱ ♦r ♣❛t❤s✿ (a1, a3)✱ (a1, a4)✱ (a2, a5) ❛♥❞ (a2, a6)✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
❢♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣❛t❤s✱ ❊❱ ✉s❡rs ❛❝t✉❛❧❧② ♠❛❦❡ t✇♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ❝❤♦✐❝❡s✿ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤ ❛♥❞
t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥✳

■♥ ♣❛♣❡r ❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✜❝t✐t✐♦✉s ❛r❝s ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ q✉❛♥t✐t② ❛t t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❊❱❈❙ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②
❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✜❝t✐t✐♦✉s ❛r❝s✱ ❡❛❝❤ ❛r❝ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛♠♦✉♥t t❤❡
❊❱ ✉s❡rs ♠✐❣❤t ✇❛♥t t♦ ❝❤❛r❣❡✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✜❝t✐t✐♦✉s ❛r❝s ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡r
❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❜❪ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✮✱ ✇❤❡r❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❞r✐✈❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥❣❡st❡❞
❝✐t② ❝❡♥t❡r t♦ ❣❡t t♦ t❤❡✐r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✭❛r❝ ✏♣r✐✈ ✑✱ ❢♦r ♣r✐✈❛t❡ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡✮ ♦r ♣❛r❦ t❤❡✐r ✈❡❤✐❝❧❡
❛t ❛ ❡✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜ ♦♥ t❤❡ ♦✉ts❦✐rt ♦❢ t❤❡ ❝✐t② ❛♥❞ ✜♥✐s❤ t❤❡ tr✐♣ ❜② ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✭❛r❝
✏♣✉❜❧ ✑✱ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡✮✳

✷✷



✷✳✷✳ ❚❤❡ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡

✷✳✷✳✸ ❙t❛♥❞❛r❞ ❞r✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s

❚❤❡ ❧❛st ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ G ❧❡❢t t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐s t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❧❛ss s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✭✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❝♦♠♠♦♥❧② s❤❛r❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✮ ❢♦r ❡❛❝❤ str❛t❡❣② r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ♦❢
❝❧❛ss s ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣❛t❤ r ✐s ❞❡♥♦t❡❞ cs,r ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤r❡❡ t②♣❡s
♦❢ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ ❝♦♥st❛♥t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳✶✮✱ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳✷✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✻✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦sts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❛ ❞r✐✈✐♥❣ ❛r❝ a ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ xa 7→ da(xa) r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥
da ♦♥ t❤✐s ❛r❝✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ xa ♦♥ a ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳✷ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s
♦♥ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ da✮✳ ❊①❝❡♣t ✐♥ ♥❡①t ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥
t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❦♥♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❡✳❣✳✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❦♥♦✇
❤♦✇ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ da ♦♥ ❛r❝ a ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ xa ♦♥ ✐t✮ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② ❜❛s❡ t❤❡✐r
str❛t❡❣② ♦♥ t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦sts ✐s ✇❤❛t ♣❧❛②❡rs ❣❡t ♦♥❝❡ t❤❡✐r str❛t❡❣② ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡② t❛❦❡
❛❝t✐♦♥✶✷✿ ✐t ✐s t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ da(xa) ∈ R ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ da ❛t
✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ xa✳

✷✳✷✳✸✳✶ ❈♦♥st❛♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s

❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ cs,r ♦❢ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ♦❢ ❝❧❛ss s ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣❛t❤ r ✐s s❛✐❞ ❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ ✐t ❞♦❡s
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❝♦sts ❤♦✇❡✈❡r ❝❛♥
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ♠❛❦❡s✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐ts ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦sts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

❼ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt t✐❝❦❡t ❢❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs
❝❤♦♦s✐♥❣ t♦ ♣❛r❦ t❤❡✐r ✈❡❤✐❝❧❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ❛♥❞ t❤❡♥ t❛❦❡ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt✳ ❚❤✐s ❝♦st ❞♦❡s
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✱ ❜✉t ✐t ❝❛♥ ✈❛r② ✐❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r
✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❝❤♦♦s❡s t♦ tr❛✈❡❧ ❛ ❧♦♥❣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ❜② ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r t✐❝❦❡t ❢❛r❡✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡❀

❼ t❤❡ t♦❧❧ ✇❤❡♥ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤✇❛②✱ ❛ ♣❛r❦✐♥❣✱ ❛ ❝✐t②✱ ❡t❝✳✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss ✭❡✳❣✳✱ t♦❧❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❧♦✇✲❡♠✐tt✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❜❪✮❀

❼ t❤❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ ❢♦r ●❱s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❛s st❛t✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ●❱ ✉s❡r✶✸✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❢✉❡❧✐♥❣ ❝♦st ✕ t❤❡ ♦✐❧ ♣r✐❝❡ λg ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ●❱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✕
✐s ❛❧s♦ ❝♦♥st❛♥t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✼✳ ❋♦r ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s s✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ms ♣❡r ❞✐st❛♥❝❡
✉♥✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥st❛♥t✱ ✐✳❡✳ ♥♦t t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛s ✇❡❧❧
❛s ❡①♦❣❡♥♦✉s ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❢♦r ❛✉①✐❧✐❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ●❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤ r ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ lrmgλg✱ ✇✐t❤ lr t❤❡
❧❡♥❣t❤ ♦❢ r✳

✶✷❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ str❛t❡❣② ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ✐♥ ♥❡①t ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠✐①❡❞
str❛t❡❣✐❡s✳

✶✸❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♣r✐❝❡ ❢♦r ❊❱ ✉s❡rs ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜✉t ❛ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳

✷✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r

❆ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ ❬❋♦♥t❛♥❛✱ ✷✵✶✸❪ ❢♦r ❊❱s✱
✇❤✐❝❤ ♥♦t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ s♣❡❡❞ ♣r♦✜❧❡✱ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡①
❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt② ✭✷✳✼✮✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ❛r❡ ♥♦t ♦❜t❛✐♥❡❞ ②❡t✳

❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❢♦r ❊❱s ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❙t❛t❡
♦❢ ❈❤❛r❣❡ ✭❙♦❈✮ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❲❤❡♥ ❊❱ ✉s❡rs ❢❛❝❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ q✉❛♥t✐t②
❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✱ ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❡② t❡♥❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❙♦❈
r❡q✉❡st❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤❛r❣❡
♠♦r❡ t❤❛♥ t❤❛t ❞✉❡ t♦ r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥✶✹ ✭❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✮ ❬P❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❞❞
❛ ✉t✐❧✐t② t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st✳ ❆ st❛♥❞❛r❞ ❬❙❛♠❛❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱
❉❡♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✉t✐❧✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s✿

u(sf ) =

{

w × sf −
s2
f

2 , ✐❢ 0 ≤ sf < w ,
w2

2 , ✐❢ sf ≥ w ,
✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣✱ sf ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ ❙t❛t❡ ♦❢ ❈❤❛r❣❡ ✭❙♦❈✮ ❛♥❞ w > 0 ✐s ❛
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭❛ ❤✐❣❤❡r w ❣♦❡s ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝❤❛r❣✐♥❣ q✉❛♥t✐t②✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ♦♥❡
✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ u ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉♣ t♦ sf = w ❛♥❞

✐s t❤❡♥ ❝♦♥st❛♥t ❡q✉❛❧ t♦ w2

2 ✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛❜♦✈❡ w ❜r✐♥❣s ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜❡♥❡✜t ✭❜✉t
♦♥❧② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦sts✮✳ ❚❤❡♥✱ s✉❝❤ ✉t✐❧✐t② t❡r♠s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ cs,r✳

■❢ ✐♥ ❛ ❣❛♠❡✱ ♣❧❛②❡rs ♦♥❧② ❢❛❝❡ ❝♦♥st❛♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s
♠❛❞❡ ❜② ♦t❤❡rs✱ t❤❡♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❡❛❝❤
♣❧❛②❡r✱ ❛s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

✷✳✷✳✸✳✷ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✿ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s s ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ cr ❜② cs,r✱ ❡t❝✳✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✽ ✭◆♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❬❘♦s❡♥t❤❛❧✱ ✶✾✼✸❪✮✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ cr
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ str❛t❡❣② r ✐s ❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐❢ ✐t ✐s ♦♥❧② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ r✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✢♦✇ fr ♦❢ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣❛t❤ r✿ cr(fr)✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s✱ ♣♦ss❡ss str♦♥❣
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬❘♦s❡♥t❤❛❧✱ ✶✾✼✸❪✳

❆ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ dr ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞r✐✈❡ ❢r♦♠ ❛♥ ♦r✐❣✐♥ t♦ ❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞
✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤ r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ dr✱ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ da ♦♥ ❡❛❝❤ ❛r❝ a ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤ r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥
♦♥ ♣❛t❤ r ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ❛r❝ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✿ dr =

∑

a∈A δa,rda✳ ■♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❇P❘ ✭❢♦r ❇✉r❡❛✉ ♦❢ P✉❜❧✐❝ ❘♦❛❞s✮
❢✉♥❝t✐♦♥ ❬❙♣✐❡ss✱ ✶✾✾✵❪✱ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ da ♦♥ ❛r❝ a✿

da(xa) = d0a

[

1 + α (xa/Ca)
β
]

, ✭✷✳✺✮

✶✹❘✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ✐s t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ♣❡♦♣❧❡ t♦ ♣r❡❢❡r ♦✉t❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡✱
r✐s❦ ❛✈❡rs✐♦♥ ♠❛❦❡ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤❛r❣❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ r♦❛❞ ❞✐✈❡rs✐♦♥s✱ ❝♦♥s✉♠✐♥❣ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱
❡t❝✳

✷✹



✷✳✷✳ ❚❤❡ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❚r❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ da ♦♥ ❛r❝ a ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ r❡❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ d0a✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ xa ♦♥ ❛r❝ a ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② Ca✳ ■❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ r❡❛❝❤❡s
t❤❡ ❛r❝ ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s t❤r❡❡ t✐♠❡s t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ r❡❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✳

✇❤❡r❡ xa ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ✢♦✇ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ ❛ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛r❝ a✱ Ca

✐s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦ ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡s ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ d0a = la
va

✐s t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ r❡❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✱
✇✐t❤ la t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛r❝ ❛♥❞ va t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♣❡❡❞ ❧✐♠✐t ♦♥ t❤❡ ❛r❝✳ ❚❤❡ t✇♦ r❡♠❛✐♥✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs α > 0 ❛♥❞ β > 1 ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝❤♦s❡♥ ❛s
α = 2 ❛♥❞ β = 4✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❬❏❡✐❤❛♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪ ❢♦r ✉r❜❛♥ ❛r❡❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s✶✺✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❛r❝ ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s t❤r❡❡ t✐♠❡s
t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ r❡❢❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✮✳ ❆s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ da ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t✐♠❡
✉♥✐ts✱ ✐t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♥♦t❡❞ τ ✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✐♠❡✱ t♦ ❣❡t ❛ ♠♦♥❡t❛r②
❝♦st✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ xa =

∑

s xs,a ♦♥ t❤❡ ❛r❝ a✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✢♦✇s ♦❢ ❡❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡
❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛♥ ❛r❝ a ✐s ♥♦t ❛ ♠❛♥❞❛t♦r② ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ xa ❬❲❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪✱ ❜✉t
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡ ✇❤❡♥ xa > Ca ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✮✳ ❖t❤❡r tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❉❛✈✐❞s♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬❉❛✈✐❞s♦♥✱ ✶✾✻✻❪ ♦r ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s
❬◆✐❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ♣❡♥❛❧t② ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ r♦❛❞ ❝❛♣❛❝✐t② ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t❤❡r❡✮
✐s r❡❛❝❤❡❞✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ♦❢ ❝❧❛ss s ✇❤♦s❡ str❛t❡❣② ✐s ❝❤♦♦s✐♥❣
♣❛t❤ r✱ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ s❤❛♣❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✷✳✸✳✶ ❛♥❞ ✷✳✷✳✸✳✷✿

cs,r(x) = dr(x) + lrmsλs + ts,r , ✭✷✳✻✮

✇✐t❤ dr(x) =
∑

a∈A δa,rda(xa) t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛t❤ r✱ lr =
∑

a∈A δa,rla
t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ♣❛t❤ r ❛♥❞ ts,r ❛ t❡r♠ ❣❛t❤❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♥st❛♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦t❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦st ✭❡✳❣✳✱ tr❛✣❝ t♦❧❧s ♦r ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt t✐❝❦❡t ❢❛r❡✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳✶✮✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ λs ✐t ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r s = g ✭♦✐❧ ♣r✐❝❡✮✱ ❜✉t ❛ ❧✐♥❡❛r❧②
♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r s = e ✭❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♣r✐❝❡✮✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦✉t❧✐♥❡ G ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❝❛♥
❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿ G ✐s ❛ ♠✉❧t✐❝❧❛ss ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡✱ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r❧②

✶✺■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s α ❛♥❞ β ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

✷✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r

♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✮✳

✷✳✸ ❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✉♥✐t ♣r✐❝❡✿ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ ❣❛♠❡ G ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss ♦❢
♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ♥♦t t♦t❛❧❧② ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ✭❈❯P✮ ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❈❯P ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ ♦❜t❛✐♥❡❞
❛❢t❡r s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ t❤❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ❢♦r
❛♥ ❊❱ ✉s❡r ❛t ❛♥ ❊❱❈❙ ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦t❤❡r ✉s❡rs ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ♠❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤♦✐❝❡s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s ✭❡✳❣✳✱ t❛❦✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♣❛t❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❊❱❈❙✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❛
s❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r ♠❛♥❛❣❡s s❡✈❡r❛❧ ❊❱❈❙s ❛♥❞ ❜❛s❡s ❡❛❝❤ ❈❯P ♦♥ t❤❡ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❛❧❧ ❊❱❈❙s✱
t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ❡✈❡♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❊❱s ❛t ♦t❤❡r ❊❱❈❙s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✶ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s✉❜❝❧❛ss ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳

✷✳✸✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❈❯P ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❧❛ss
♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿ t❤❡ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s
❬❉❛❢❡r♠♦s✱ ✶✾✼✶❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾✳ ❆ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ cr ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ str❛t❡❣② r ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐❢ ✐t ✐s ♦♥❧②
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ✭♦r ✢♦✇✮ fr ♦❢ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ t❤✐s str❛t❡❣②✿ cr(fr)✳ ❚❤✉s✱ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ cr ✐s ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥♦t❤❡r str❛t❡❣② r′ 6= r s✉❝❤ t❤❛t✿ cr(fr′ , . . . )✳

❙t✉❞✐❡s ♦❢ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❛♥❞
✈❡r② ❢❡✇ ♣❛♣❡rs ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ ❬❈❤❛✉ ❛♥❞ ❙✐♠✱ ✷✵✵✸❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡
❜♦✉♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❘♦✉❣❤❣❛r❞❡♥ ❛♥❞ ❚❛r❞♦s ❬❘♦✉❣❤❣❛r❞❡♥ ❛♥❞ ❚❛r❞♦s✱ ✷✵✵✵❪ ♦♥ t❤❡ Pr✐❝❡ ♦❢
❆♥❛r❝❤② ✭P♦❆✮✶✻ ❢♦r ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡✱ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛✣♥❡ ❝♦sts ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❬P❡r❛❦✐s✱ ✷✵✵✹❪✱
t❤❡ ❛✉t❤♦r ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s✐♠✐❧❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜✉t ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ t✐❣❤t ❛♥❞ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥
❬❈♦rr❡❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ P♦❆ ✐♥ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✇✐t❤ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡✐r ❣❡♦♠❡t✲
r✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛♥♥❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬❈❤❛✉ ❛♥❞ ❙✐♠✱ ✷✵✵✸❪ ❛♥❞
❬P❡r❛❦✐s✱ ✷✵✵✹❪✳

❆❧❧ t❤❡s❡ ✇♦r❦s ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ P♦❆ ♠❡tr✐❝✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣❛rt ❛♥❞
t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❡ G✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❇❡❝❦✲
♠❛♥♥✬s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥❞✉❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s
✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✵✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♠♦❞❡❧✐♥❣ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❜② s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✮ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥❞❡❡❞✱ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛s t❤❡ tr❛✣❝ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛r❝ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
tr❛✣❝ ♦♥ t❤❡ r❡✈❡rs❡❞ ❛r❝ ❬Pr❛❣❡r✱ ✶✾✺✹❪✱ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❛r❝s ❬❉❛❢❡r♠♦s✱ ✶✾✼✷✱
❉❛❢❡r♠♦s✱ ✶✾✼✶❪✱ ❡t❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣r♦♣❡rt②
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳

✶✻❚❤❡ P♦❆ ✐s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✇♦rst ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
♦♥❡ ❛t s♦❝✐❛❧ ♦♣t✐♠✉♠✳

✷✻



✷✳✸✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✉♥✐t ♣r✐❝❡✿ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

✷✳✸✳✷ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s

■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❣❛♠❡ G ✈❡r✐❢②
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❬❖rt❡❣❛ ❛♥❞ ❘❤❡✐♥❜♦❧❞t✱ ✷✵✵✵❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ✭✐✳❡✳ ✉s❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✮✿

∀s, s′ ∈ S, ∀r, r′ ∈ R ✇✐t❤ (s, r) 6= (s′, r′),
∂cs,r
∂fs′,r′

=
∂cs′,r′

∂fs,r
. ✭✷✳✼✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐❢ ❛♥❞
♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❛♥② ♣❧❛②❡r ❝❧❛ss s ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛♥② str❛t❡❣② r ❤❛s ♦♥ ❛♥② ♣❧❛②❡r ❝❧❛ss s′ ❝❤♦♦s✐♥❣
❛♥② str❛t❡❣② r′ ✐s t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐♠♣❛❝t✳ ❚❤✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥
❝r✐t✐❝✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❙❡♥❞❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✵❪ ❢♦r ❜❡✐♥❣ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
❢♦r t❤❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❲❊ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✵✮✳ ❲✐t❤
❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✼ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣
s♣❡❡❞✳ ❆s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❬❋❧♦r✐❛♥ ❛♥❞ ❍❡❛r♥✱ ✶✾✾✺❪✳

❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❝♦sts st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✕ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ s♠❛rt ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✕ ❛❧❧ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧❡❞ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ✭▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ✭▲♥❙❈✮ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳ ▲❡t cs,r ❜❡ ❛ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❝❧❛ss s ❛♥❞ str❛t❡❣② r✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s
✈❡❝t♦r c = (cs,r)s∈S,r∈R ✐s ❛ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✈❡❝t♦r✮ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ s ∈ S ❛♥❞ r ∈ R✿

cs,r(f) = αs,rλ
(
〈α,f〉

)
, ✇✐t❤✿

{

αs,r ∈ R , ❝♦♥st❛♥t✱

λ : R→ R , ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✭✷✳✽✮

✇❤❡r❡ fs,r ✐s t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ♣❧❛②❡rs ♦❢ ❝❧❛ss s ❝❤♦♦s✐♥❣ str❛t❡❣② r ❛♥❞ 〈α,f〉 =
∑

s∈S,r∈R αs,rfs,r ✐s
t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs α ❛♥❞ f ✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛②❡r ❝❧❛ss❡s s ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s r ✉♣ t♦
❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t αs,r✳ ❚❤✐s ❝♦♥st❛♥t ❛❧s♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣❧❛②❡r ✢♦✇ fs,r ❤❛s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦st✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♣❧❛②❡rs ♣❛②
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ ✐♠♣❛❝t t❤❡② ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✷✳✶✷✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❛ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ αe,r = melr ✭✉♣ t♦ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✮✱
✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠❡❞ ✇❤✐❧❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛t❤ r ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡❞
❛t ❛♥ ❊❱ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t αg,r = 0✱ ❛s ●❱ ✉s❡rs ♥❡✐t❤❡r ♣❛② t❤✐s ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ♦r
❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✐t✳

❲❡ ❝❤♦s❡ t❤❡ t❡r♠ ✏❧✐♥❡❛r❧②✑ ❜❡❝❛✉s❡ λ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛②❡r ✢♦✇s✱
✇❤✐❧❡ λ ♠❛② ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ λ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✸✳ ❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s ✭♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✾ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥s ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝❧❛ss✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ da
♦♥ ❛r❝ a ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ αs,rλ ✇✐t❤ λ = da ❛♥❞ αs,r = 1 ❢♦r r = a ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳
◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❛r❝✱ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✷✼



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ▲♥❙❈ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡❢❡r t♦ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♥♦♥✲
♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs αs,r ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❡✈❡♥ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s cs,r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✈❡❝t♦r c ♠❛②
❜❡ ♥♦t str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❡r♠ 〈α,f〉 ✭❡✳❣✳✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
t❤❡r❡ ❡①✐st s, s′ ∈ S ❛♥❞ r, r′ ∈ R s✉❝❤ t❤❛t αs,r = αs′,r′✮✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♥❛♠❡ ✏▲♥❙❈
❣❛♠❡✑ r❡❢❡rs t♦ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧② ♠❛❞❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t✱ s❡♣❛r❛❜❧❡✱
❛♥❞ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✶✼✳

✷✳✹ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❣❛♠❡s ✉s✐♥❣ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ▲♥❙❈ ❣❛♠❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ✐♥
♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❜❪✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥
t❤r❡❡ ♣❛rts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s✱ t❤❡
❇❡❝❦♠❛♥♥ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❲❊✱ ❛♥❞ t❤❡ ❲❊ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❡r❡❜② ♦❜t❛✐♥❡❞✳

✷✳✹✳✶ ❲❛r❞r♦♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s ✐s t❤❡ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹ ✭❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❲❊✮ ❬❲❛r❞r♦♣✱ ✶✾✺✷❪✮✳ ❆ ✢♦✇ f
∗ ✐s ❛ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐✲

❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❣❛♠❡ G ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛②❡r ❝❧❛ss❡s s✿

cs,r(f
∗) ≤ cs,r′(f

∗), ✭✷✳✾✮

❢♦r ❛❧❧ ♣❛t❤s r, r′ ✇✐t❤ r s✉❝❤ t❤❛t f∗
s,r > 0✳

▲✐t❡r❛❧❧② ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ❛t ❛ ❲❊✱ ❢♦r ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣❧❛②❡r ❝❧❛ss✱ t❤❡ ❝♦sts ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣❛t❤s ❛❝t✉❛❧❧②
✉s❡❞ ✭{r : fs,r > 0}✮ ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦♥ ❛♥② ✉♥✉s❡❞ ♣❛t❤ ✭{r′ : fs,r′ =
0}✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ❛t ❛ ❲❊✱ ♥♦ ♣❧❛②❡r ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡r❡st t♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐ts ❝❤♦✐❝❡ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧② ✕ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❬◆❛s❤ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✺✵❪ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✮ ✕ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦sts
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦r ❤✐❣❤❡r✳

◆♦t❛t✐♦♥✳ ❆ ❲❊ ✢♦✇ f
∗ ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② x

∗ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✢♦✇s ♦♥ ❛r❝s r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥
♣❛t❤s✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛st❡r✐s❦ t❤❡r❡❛❢t❡r✳

❚❤❡ ❲❊ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
❡❛r❧✐❡r ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻ s❤♦✇s t❤❡ t♦t❛❧ ❊❱ ❝♦sts ✭♠❛❞❡ ♦❢
t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st✮ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ xe,publ ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs
❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♠♦❞❡✳ ❲❤❡♥ ♠♦st ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞r✐✈❡ ❞♦✇♥t♦✇♥ ✭xe,publ s♠❛❧❧✮✱ t❤❡ t♦t❛❧
❝♦st ❢♦r ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♠♦❞❡ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♠♦❞❡ ✭✐♥ r❡❞✮✱ ❞✉❡ t♦ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❞♦✇♥t♦✇♥✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✐s tr✉❡ ✇❤❡♥ ♠♦st
♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ t♦ ♣❛r❦ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❤✉❜ ❛♥❞ ❛♥
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❤✐❣❤❡r ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✳ ❚❤❡ ❲❊ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❊❱ ✢♦✇
✭x∗e,publ = 0.53✮ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛t t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣
❤✉❜ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ♠♦❞❡ ❛r❡ ❡q✉❛❧✳

✶✼▲♥❙❈ ❣❛♠❡s ❛r❡ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳

✷✽



✷✳✹✳ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❣❛♠❡s ✉s✐♥❣ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❊❱ ✉s❡rs ❝♦sts ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ xe,publ ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣
♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt✮✳ ■♥ ❜❧✉❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❞✮ ✐s t❤❡ ❝♦st ❢♦r ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣✉❜❧✐❝ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
♣r✐✈❛t❡✮ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❝♦sts ✭❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t✐❝❦❡t
❢❛r❡ ❢♦r ♣✉❜❧✐❝ ♠♦❞❡❀ ♦♥❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r ♣r✐✈❛t❡ ♠♦❞❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡❢❡r t♦ tr❛✈❡❧
❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❲❊ ✭❜❧❛❝❦ st❛r✮ ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ t♦t❛❧ ❝♦sts ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ tr❛♥s♣♦rt
♠♦❞❡s✱ ❢♦r x∗e,publ = 0.53✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✺✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s✉❝❤ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② r❡❛❝❤❡❞ ❜② ♣❧❛②❡rs ✐♥ r❡❛❧ ❧✐❢❡
❬❉❛✈✐s✱ ✷✵✵✾❪✿ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ st❛❜❧❡ st❛t✐♦♥❛r② r❡❣✐♠❡ ❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡❛r♥✐♥❣ t✐♠❡✶✽ ✭s❡❡
❈❤❛♣t❡r ✸✮✳ ■♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ ❛s ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ♦❢ ❣❛♠❡ G ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❤②♣❡r✲r❛t✐♦♥❛❧
✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✳✷✮✱ t❤❡② ❞✐r❡❝t❧② ❝❤♦♦s❡ str❛t❡❣✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❲❊✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡✳ ❖♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ t❤❡ ❣❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ✐♥st❡❛❞
♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs t♦ ✈❛r✐♦✉s
✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✻✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ✜❝t✐t✐♦✉s ❛r❝s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✮✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❲❊ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ♣❧❛②❡rs ❢❛❝❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝❤♦✐❝❡s ✭❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤✱ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥✱
❡t❝✳✮✳

❚❤❡ ❲❊ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ✈❛r✐♦✉s ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✕
✐♥ ❛ ♣❧❛♥♥✐♥❣ st❛❣❡ ♦r t♦♦❧ ✕ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛✈♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s ♥♦✇
❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦♦❧s ✇❤✐❝❤ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞✶✾ ❬P❛tr✐❦ss♦♥✱ ✷✵✶✺❪✳

✶✽■♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❧❡❛r♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❞❛② t♦ ❛♥♦t❤❡r✳
✶✾❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉s✉❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❢♦✉r✲st❡♣s ♣r♦❝❡❞✉r❡✿ tr✐♣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

♠♦❞❛❧ s♣❧✐t ❛♥❞ tr❛✣❝ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❲❊ ❝♦♥❝❡♣t ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ❧❛st st❡♣✳

✷✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r

✷✳✹✳✷ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡r❡ ❡①✐st ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❲❊ ♦❢ ❛ ❣❛♠❡✱ ❧✐❦❡ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r✐t②✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ✜①❡❞✲♣♦✐♥t ♣r♦❜❧❡♠s ❬❋❧♦r✐❛♥ ❛♥❞ ❍❡❛r♥✱ ✶✾✾✺❪✳
❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠❡t❤♦❞
♦❢ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ❬❇❡❝❦♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✺✻❪ ✭✜rst ❛❞❛♣t❡❞ t♦ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✮ ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♠✉❧t✐❝❧❛ss ❣❛♠❡ G✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤♦s❡ ♠✐♥✐♠❛ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ♦❢ ❛ ❲❊ ♦❢ ❣❛♠❡ G✱ ❛♥❞
✐♥ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❲❊✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❣❛♠❡ G✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ♦❢ ❛ ❲❊✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❲❊
♦❢ ❛ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s
♣r♦❜❧❡♠✮ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤✐s ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❲❊ ♦✛❡rs ❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛② t♦ s❤♦✇ s♦♠❡ ❲❊
♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✭✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✮✳ ❙✉❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞
❜② ❬P❛tr✐❦ss♦♥✱ ✷✵✶✺❪ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✭✷✳✼✮✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥
❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❧❛ss ♦❢ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡♥❛❜❧❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t
❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ♥❡①t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❝❧❛ss r♦✉t✐♥❣
❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✷✵✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✼✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❧✐♥❡❛r ✭❞✉❡ t♦ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧✐♥❡❛r✐t②✮ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡
t❤❛t ✐❢ ❛ ❣❛♠❡ G1 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s c1 ♣♦ss❡ss❡s ❛ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ B1 ❛♥❞
❛ s✐♠✐❧❛r ❣❛♠❡ G2✱ ✇❤♦s❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ G1 ✐s t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s c2✱ ❛❧s♦ ♣♦ss❡ss❡s ❛
❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ B2✱ t❤❡♥ ❣❛♠❡ G ✇✐t❤ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s c1+a×c2 ❤❛s ❛ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥
❡q✉❛❧ t♦ B1+a×B2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❡ G ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❝♦♥st❛♥t✱ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾
❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❇❡❝❦♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✺✻❪ ❢♦r s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✽✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ♦✉r ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❛❪ ❢♦r ❛ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s♣♦rt❛✲
t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❛❞❡ ♦❢ ♦♥❧② t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝s✱ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛♥② tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥
❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❜❪ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛♥② ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❝❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ✭❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞✮✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣✲
t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ ❣❛♠❡ G ✇✐t❤ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✭✷✳✶✮ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r c : f 7→
αλ(〈α,f〉)✿

min
f
B(f) s✳t✳ ✭✷✳✶✮ ✭✷✳✶✵✮

✇✐t❤

B(f) ,

∫ 〈α,f〉

0
λ(t)❞t . ✭✷✳✶✶✮

Pr♦♦❢✳ ▲❡t ❛ ♣❛t❤ ✢♦✇ ✈❡❝t♦r f ❜❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✶✵✮ ♦❢ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥ B ✉♥❞❡r tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✳✶✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐st ❝♦♥st❛♥ts νOD

s ❛♥❞ µs,r ✭❢♦r

✷✵ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ s✉♠ ♦❢ ❛♥② t✇♦ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❛ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✸✵



✷✳✹✳ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❣❛♠❡s ✉s✐♥❣ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥

❛❧❧ s ∈ S✱ O,D ∈ V ❛♥❞ r ∈ ROD✮ s✉❝❤ t❤❛t f ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲
❚✉❝❦❡r ✭❑❑❚✮ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✿







∂L

∂fs,r
= 0

hOD
s = 0

µs,r × fs,r = 0

µs,r, fs,r ≥ 0

✇❤❡r❡







L = B(f)−
∑

O,D∈V,s∈S

νOD
s hOD

s −
∑

s∈S,r∈ROD

µs,rfs,r ,

hOD
s =

∑

r∈ROD

fs,r −XOD
s .

✭✷✳✶✷✮

❯s✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✮ ✭xs,a =
∑

O,D∈V

∑

r∈ROD δa,rfs,r✮ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ L ✇✳r✳t✳ fs,r ✇✐t❤

r ∈ ROD ❣✐✈❡s✿
∂L

∂fs,r
= cs,r − νOD

s − µs,r , ✭✷✳✶✸✮

s♦ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❑❑❚ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿ ∀r ∈ ROD, cs,r ≥ νOD
s ✱ ✇✐t❤ ❡q✉❛❧✐t② ❢♦r r s✉❝❤ t❤❛t fs,r > 0✳

❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❢♦r ❛♥② O,D ∈ V t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❛t❤s r, r′ ∈ ROD ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦sts cs,r < cs,r′ ✱
t❤❡♥ fs,r′ = 0✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ fs,r′ > 0 ❛♥❞ cs,r′ = νOD

s ≤ cs,r ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦r②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
❑❑❚ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹ ♦❢ ❛ ❲❊✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✵✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤✐s ♣r♦♦❢✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥ B ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❣❛♠❡ G✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢
s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✷✶ ✭♦❢ B✱ ✐❢ t❤❡② ❡①✐st✮✱ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦sts ❢♦r t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ ❛ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ✈❡r✐❢② t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt② ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✭✷✳✼✮✳

✷✳✹✳✸ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ▲♥❙❈ ♠✉❧t✐❝❧❛ss ❣❛♠❡s✱ ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② s♦♠❡ ❲❊ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
❣❛♠❡s ❬P❛tr✐❦ss♦♥✱ ✷✵✶✺❪✱ s✉❝❤ ❛s ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❲❊✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✷✶ ✭❲❊ ❡①✐st❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❢♦r ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡
❈♦♥❣❡st✐♦♥ ♠✉❧t✐❝❧❛ss ❣❛♠❡s✳

Pr♦♦❢✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ❛♥❞ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✼✱ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ♠✉❧✲
t✐❝❧❛ss ❣❛♠❡s ♣♦ss❡ss ❛ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ B✱ ✇❤♦s❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡ ❲❊ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❆s B ✐s
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✳✶✮ ✐s ❝♦♠♣❛❝t✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ B ❤❛s ❛t ❧❡❛st
♦♥❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❣❛♠❡ ❤❛s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❲❊✳

❚❤✐s ♣r♦♦❢ ♦❢ ❲❊ ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡s t♦ ❛♥② ❣❛♠❡ ✕ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❛♠❡ G ✕ ✇✐t❤ ❛
❇❡❝❦♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ ✭❯♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❲❊✮✳ ❆♥② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐✲
❧✐❜r✐❛ f∗ 6= g∗ ♦❢ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✈❡❝t♦r c : f 7→ αλ(〈α,f〉) ✈❡r✐❢②✿

〈α,f∗〉 = 〈α, g∗〉 . ✭✷✳✶✹✮

✷✶❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❙❝❤✇❛r③✬s t❤❡♦r❡♠ ♦r ❈❧❛✐r❛✉t✬s t❤❡♦r❡♠✳

✸✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✸ ✭❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ■♥❡q✉❛❧✐t②✮✳ ▲❡t Y ⊆ RN ❜❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t②✱ ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①
s❡t✳ ❆ ✈❡❝t♦r x ∈ Y ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱❛r✐❛t✐♦♥❛❧ ■♥❡q✉❛❧✐t② ❱■✭c✱ ❨✮ ✐❢✱ ❢♦r ❛♥② ✈❡❝t♦r y ∈ Y ✿

c (x)T (y − x) ≥ 0 . ✭✷✳✶✺✮

Pr♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✳ ▲❡t f∗ 6= g∗ ❜❡ t✇♦ ❲❊ ♦❢ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ✉♥✐q✉❡ ▲♥❙❈ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬❙♠✐t❤✱ ✶✾✼✾❪✱ ❲❊ f∗ ❛♥❞ g∗ ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ V I(c,X )✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ (f∗, g∗) ❛♥❞ (g∗,f∗) r❡s✉❧ts ✐♥✿

(
c (f∗)− c (g∗)

)T
(f∗ − g∗) ≤ 0 , ✭✷✳✶✻✮

♦r ✐♥ ♦t❤❡r t❡r♠s✿

(
〈α,f∗〉 − 〈α, g∗〉

)(

λ
(
〈α,f∗〉

)
− λ

(
〈α, g∗〉

))

≤ 0 . ✭✷✳✶✼✮

❆s ❢✉♥❝t✐♦♥ λ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡
❛❧s♦ ❤❛✈❡

(
c (f∗)− c (g∗)

)T
(f∗ − g∗) =

(
〈α,f∗〉 − 〈α, g∗〉

)(

λ
(
〈α,f∗〉

)
− λ

(
〈α, g∗〉

))

≥ 0 ✭✷✳✶✽✮

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✿
(
c (f∗)− c (g∗)

)T
(f∗ − g∗) = 0 . ✭✷✳✶✾✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ λ ❛❣❛✐♥✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

〈α,f∗〉 − 〈α, g∗〉 = 0 . ✭✷✳✷✵✮

▲✐❦❡ ❢♦r Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✼✮✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ ♦♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲♥❙❈
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✷✷ t♦ ▲♥❙❈ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❣❛♠❡s✷✸✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣❛♠❡ G✿ ❢♦r
❡❛❝❤ ▲♥❙❈ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ c : f 7→ αλ(〈α,f〉)✱ ✭✷✳✶✹✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❛♥② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❲❊ f∗ 6= g∗✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✹✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮ ✐s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r c ❜❡✐♥❣ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ❛s c ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦❢ B ✭s❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✮✱ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡①✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✶✵✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐ts ❑❑❚ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❲❊ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹ ✭s❡❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❲❊ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✕ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ✐♥ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✕ ♦❢ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s
❢✉♥❝t✐♦♥ B✳ ■❢ B ✐s ♥♦t ❝♦♥✈❡①✱ s♦♠❡ ❲❊ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r c ♠❛② ❜❡ ♥♦t str✐❝t❧② ♠♦♥♦t♦♥❡✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❡r♠ 〈α,f〉 ✭❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ λ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✮✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡✱ ✐❢ t✇♦ ♣❛t❤s ❤❛✈❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s

✷✷❋♦r t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ t❡r♠ ✐♥ ✭✷✳✶✾✮ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❛ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t✐♥❣ t❤❡
t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ c✳ ❆s ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ t❤✐s s✉♠ ✐s ♥✉❧❧ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❡❛❝❤
t❡r♠ ✭♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦st✮ ✐s ♥✉❧❧✳ ❚❤✉s✱ ✭✷✳✷✵✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✷✸▲♥❙❈ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❣❛♠❡s ❛r❡ ▲♥❙❈ ❣❛♠❡s ✇❤♦s❡ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s❛✐❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✱ α ≥ 0 ❛♥❞ λ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭❝♦♥st❛♥t
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥♥✐❤✐❧❛t❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✼✮✮✳

✸✷



✷✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✭❞r✐✈✐♥❣ r❛♥❣❡✱ s♣❡❡❞ ❧✐♠✐t✱ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡✱ ❡t❝✳✮✱ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s ♦♥ t❤♦s❡ t✇♦ ♣❛t❤s ❛r❡
✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t② ♦❢ ❲❊✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ B ✐s ♥♦t str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱
✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s B ❝❛♥ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ❛♥❞ ✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ t❤❡ ❲❊ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡✳ ❆t ❲❊✱ ♦♥❧②
t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❡❝t♦r α ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ✈❡❝t♦r ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ✉♥✐q✉❡✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✳

■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ f ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ t❤❡ ✏♣r♦✲r❛t❛✑ ♦♥❡✱
✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s ✭❢♦r ❛♥② ❲❊ f∗✮✿

∀s ∈ S, r ∈ R, fs,r =

∑

s f
∗
s,r

∑

s,r f
∗
s,r

∑

r

f∗
s,r . ✭✷✳✷✶✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣❧❛②❡r ❝❧❛ss ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛t❤s r ∈ R✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ t❤❡♦r② ✐♥ ✐ts❡❧❢ ❬❍❛rs❛♥②✐ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✽❪ ❜✉t ✐s ♥♦t st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✺✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲♥❙❈ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r c : f 7→
αλ(〈α,f〉)✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❲❊ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t✷✹ R+ = {r ∈ R | αr >
mins∈R (αs)} ♦❢ ♣❛t❤s ❡①❝❡♣t t❤❡ ♦♥❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st αr✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❲❛r❞r♦♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛
♦❢ s✉❝❤ ❣❛♠❡s ❛r❡ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s ✈❡r✐❢②✐♥❣ fr = 0 ❢♦r ❛❧❧ r ∈ R+✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r
t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ❣❛♠❡s ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✮✳

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ αr✱ t❤❡♥ t❤❡ ❲❊ ✐s ✉♥✐q✉❡ ✭str♦♥❣❡r r❡s✉❧t
t❤❛♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s ♦♥ ♣❛t❤ r✳ ■❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st t✇♦
♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s αr ❛♥❞ αs✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t② ♦❢ ❲❊✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s ❡✐t❤❡r ♦♥ ♣❛t❤
r ♦r s✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❲❊ ♦❢ ❣❛♠❡ G ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞
❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❞r✐✈❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥✱ t♦ ❞❡s✐❣♥
❡✣❝✐❡♥t ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ♦✇♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✹✱ t❤❡ ❲❊ ♦❢
❛ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡ ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
t❡r♠ 〈α,f〉✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❡r♠ 〈α,f〉 ✐s ✉♥✐q✉❡ ❛t ❲❊✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✉✣✲
❝✐❡♥t ❢♦r ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❝❪ ❝♦♥s✐❞❡rs t✇♦ ▲♥❙❈ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ▲♥❙❈
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❣❛♠❡s t❤❡♥ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇✷✺ xa ♦♥ ❡❛❝❤
❛r❝ a✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❊❱ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥✷✻ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✼✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
✈❛r✐♦✉s ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ❝❛♥ ❞❡s✐❣♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦r s✐③❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ t❤❡s❡
✭✉♥✐q✉❡✮ ♠❡tr✐❝s✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❣❛♠❡ ✇✐t❤✿

❼ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧ ♣❧❛②❡rs❀

❼ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✜❝t✐t✐♦✉s ❣r❛♣❤ ❛r❝s ✭r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡✮❀

✷✹❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs αr ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ✱ ❜✉t t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t R+

❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s✳
✷✺❚❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ xa ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ 〈α,f∗〉 ❛t ❲❊ f∗✱ ✇✐t❤ αs,r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ tr❛✈❡❧

❞✉r❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✶✸✳
✷✻■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ t❡r♠ 〈α,f∗〉 ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡

❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ✭s❡❡ ✷✳✶✷✮✳

✸✸



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❆ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r

❼ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❊❱ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✳

❆ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ▲♥❙❈ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ✇❤♦s❡ ♠✐♥✐♠❛ ❛r❡
❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❇❡❝❦♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ▲♥❙❈ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❊❱ ❈❤❛r❣✐♥❣
❙t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ ♦♥ ❡❛❝❤ ❞r✐✈✐♥❣ ❛r❝ ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ❛t ❲❊✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♣❡r❛t♦rs
♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❜✐❧✐t② ✉s✐♥❣ t❤✐s ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❞❡s✐❣♥ t❤❡✐r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
❜② ♦♥❧② ✜♥❞✐♥❣ ❛♥② ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✸✹



❈❤❛♣t❡r ✸

▲❡❛r♥✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❧✐♥❡❛r❧②

♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛❜♦✉t ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r ✇❤✐❝❤
❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❤②♣❡r✲r❛t✐♦♥❛❧✐t②
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣✐♥❣ t♦ t❤✐s st❛t✐♦♥❛r② ❜❡❤❛✈✲
✐♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡❧❛①❡❞ ❛♥❞ ❞r✐✈❡rs ❤❛✈❡ ♥♦ ❝❤♦✐❝❡ ❜✉t t♦
♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r ❝✉rr❡♥t ❝♦sts ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r str❛t❡❣✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐♥ ❛ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣
❢❛s❤✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s✱ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❬❙❛str② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉♥✐q✉❡
◆❛s❤ ✭s✐♠✐❧❛r t♦ ❲❛r❞r♦♣✮ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡✳ ❆ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❣❛♠❡s✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ✐♥ ♣❛rt ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♣❡r✿

❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❜❪ ❙♦❤❡t✱ ❇✳✱ ❍❛②❡❧✱ ❨✳✱ ❇❡❛✉❞❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥❞✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✷✵✮✳
▲❡❛r♥✐♥❣ ♣✉r❡ ♥❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡s✳ ■♥ ✷✵✷✵ ✺✾t❤ ■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❉❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✭❈❉❈✮✱ ♣❛❣❡s ✸✺✹✾✲✸✺✺✹✳

❈♦♥t❡♥ts

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✶✳✷ ❆t♦♠✐❝ ❣❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✷ ❙t❛♥❞❛r❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✷✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✿ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✹✶

✸✳✷✳✷✳✶ P♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✷✳✷✳✷ ❆❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸

✸✳✷✳✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦✲
✇❛r❞s t❤❡ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✷✳✸✳✶ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ✳ ✳ ✹✻

✸✳✷✳✸✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✸✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s

✸✳✸ ❙t♦❝❤❛st✐❝ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✸✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✸✳✸✳✷✳✶ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜❡❞ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✸✳✸✳✷✳✷ ❙✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✸✳✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✸✳✸✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✸✳✸✳✸✳✷ ▲❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ◆♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸

❙②♠❜♦❧s ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥

N ❙❡t ♦❢ ◆ ♣❧❛②❡rs i

R ❙❡t ♦❢ ▼ r❡s♦✉r❝❡s a

r = (ri, r−i) ❘❡s♦✉r❝❡s ❝❤♦s❡♥ ❜② ♣❧❛②❡r i ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ✭−i✮

na(r) ◆✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ a ❢♦r ❛ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r r

ca(r) ❈♦st ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ❛ ♣❧❛②❡r ❝❤♦♦s✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ a

αa ❲❡✐❣❤t ♣❛r❛♠❡t❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♦✉r❝❡ a

λ ❈♦♠♠♦♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

πi,a Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡r i ❝❤♦♦s❡s r❡s♦✉r❝❡ a

πi ▼✐①❡❞ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r ♦❢ ♣❧❛②❡r i

ea P✉r❡ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡s♦✉r❝❡ a

ci,a ❊①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢♦r ♣❧❛②❡r i ❝❤♦♦s✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ a

δ ❙t❛♥❞❛r❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r

P ❖r❞✐♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥

F ❆❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥

r∗,π∗ ❆❝t✐♦♥s ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s ❛t ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

zi,r P❧❛②❡r i✬s ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♦✉r❝❡ r

δk ❆✈❡r❛❣✐♥❣ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ k

β ❘❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✸✳✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❛s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ st❛❜❧❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✐♥ ❛
❝♦✉♣❧❡❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ✜♥❞ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t
❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❤♦✇ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ✇✐❧❧ ❛❞❛♣t ❤❡r str❛t❡❣② t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡❛r♥ t♦
♣❧❛② ❤❡r st❛t✐♦♥❛r② str❛t❡❣②✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥

✸✻



✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❢♦r s❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs ❬❋✉❞❡♥❜❡r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳ ▼❛♥② t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❜❡st r❡✲
s♣♦♥s❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❧✐❦❡ ✜❝t✐t✐♦✉s ♣❧❛② ❬❇r♦✇♥✱ ✶✾✺✶❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ ❛ ❜❡st r❡♣❧②
t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛st ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢
s✉❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞
❛❧s♦ ♥❡❡❞s s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s❡t ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✮✳ ❖t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
❜❛s❡❞ ♦♥ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❬❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✷✵✶✽❪✱ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❣❛♠❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❬❊r❡✈ ❛♥❞ ❘♦t❤✱ ✶✾✾✽❪✳ ❚❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱
❜❛s❡❞ ♦♥ tr✐❛❧s ❛s ✐♥ r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡s✱ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❣❛♠❡s s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❣❡st✐♦♥
❣❛♠❡s ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ r❡✲
❝❡♥t❧② ✐♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❈♦❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✭❘▲❆✮ ❬❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✷✵✶✽❪✱
✇❤✐❝❤ ✇♦r❦ ♦♥ ❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s✱ ✐✳❡✳ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝
❣❛♠❡s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛ss ♦❢ ♣❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣ts ✭❝♦♥✲
❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦sts✱ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✶✳✷ ❆t♦♠✐❝ ❣❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s

■♥ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡rN ♦❢ ♣❧❛②❡rs ✐s ✜♥✐t❡✳ ❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ∈ N = {1, . . . , N} ❝❤♦♦s❡s ❤❡r
str❛t❡❣② ri ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❡tR ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ R ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛t❤s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡ G ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛❧s♦ ✜♥✐t❡✿ t❤❡ s❡t R ✐s ♠❛❞❡
♦❢ M < ∞ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ s❡t R ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣✉r❡ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
♠✐①❡❞✱ s❡❡ ❜❡❧♦✇✮ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡ ❬❘♦s❡♥t❤❛❧✱ ✶✾✼✸❪✱ ❛ ♣❧❛②❡r
❝❤♦♦s❡s ❛ r❡s♦✉r❝❡ a ∈ R ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦✉r❝❡✱
na(r)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

na (r) = # {i ∈ N | ri = a} , ✭✸✳✶✮

✇✐t❤ r = (r1, . . . , rN ) = (ri, r−i) ∈ R
N t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ r−i ∈ R

N−1 t❤❡ ✈❡❝t♦r
♦❢ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♦t❤❡r t❤❛♥ i✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
r❡s♦✉r❝❡ a ✐s ✇r✐tt❡♥ ca (na(r)) ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
❝♦st ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡rs na ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ a ✇❤✐❧❡
✐♥ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s✱ ✐t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ xa ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ♠❛ss ❝❤♦♦s✐♥❣
a ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳✷✮✳ ❆ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ca ♦❢ ❛ r❡s♦✉r❝❡ a ❞♦❡s ♥♦t
♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ na✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡rs nb ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦t❤❡r r❡s♦✉r❝❡s b ∈ R r {a}
❬❈❤❛✉ ❛♥❞ ❙✐♠✱ ✷✵✵✸❪✳ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
❛s ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ✭▲♥❙■❈✮ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✮✳ ▲✐♥❡❛r❧②
♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❢♦r ❛❧❧ r❡s♦✉r❝❡s a ∈ R ❛♥❞
✈❡❝t♦rs ♦❢ str❛t❡❣✐❡s r ∈ RN ✱ ❛s✿

ca(r) = αaλ
(
L (r)

)
, ✭✸✳✷✮

✇✐t❤✿







αa ≥ 0 , ❝♦♥st❛♥t✱

λ : R+ → R+ , ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱

L (r) =
∑N

i=1 αri =
∑

b∈R αbnb(r).

✭✸✳✸✮

✸✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s

❚❤❡ t❡r♠ L(r) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t 〈α,f〉 ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ α ≥ 0 ❛♥❞
λ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡♥ ❡♥t✐r❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②
G = {N ,R, (ca)a∈R}✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳ ●❛♠❡ G ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ✭❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛②❡rs✮✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❛ ♣❧❛②❡r i ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤❡r ❝❤♦✐❝❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♣❧❛②❡r ❤❡rs❡❧❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
st✉❞② ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ♣❧❛②❡r i ❣❡ts t❤❡ ❝♦st

ci,ri = αi,riλ
(
∑N

j=1 αj,rj

)

✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✭✸✳✷✮ ✇❤❡♥ αi,a = αa ❢♦r ❛❧❧ i, a✳ ❆ s②♠♠❡tr✐❝

❣❛♠❡ ✐s ♥♦t t♦ ❜❡ ♠✐st❛❦❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt② ✷✳✼ ♦❢ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✬ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✳

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭✇❤✐❧❡ ❢♦r ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝
❣❛♠❡s✱ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭◆❊✮✮✳ ❆ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡
G = {N ,R, (ca)a∈R} ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ str❛t❡❣✐❡s r∗ ∈ RN ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s✿

∀i ∈ N , ∀a ∈ R , cr∗i
(
r∗i , r

∗
−i

)
≤ ca

(
a, r∗−i

)
. ✭✸✳✹✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛ ◆❊ ✐s ❛ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r s✉❝❤ t❤❛t ♥♦ ♣❧❛②❡r ❝❛♥ r❡❞✉❝❡ ❤❡r ❝♦st ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣
❤❡r str❛t❡❣② ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧②✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✹✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ◆❊ t♦✇❛r❞s ❛ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡rs
t❡♥❞s t♦ ✐♥✜♥✐t② ✐s ♣r♦✈❡❞ ❢♦r ❛❣❣r❡❣❛t✐✈❡✶ ❣❛♠❡s ❬P❛❝❝❛❣♥❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s
♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s ❬❍❛✉r✐❡ ❛♥❞ ▼❛r❝♦tt❡✱ ✶✾✽✺❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s str✐❝t❧②
♠♦♥♦t♦♥❡ ❛t ❧❡❛st✳ ❋♦r ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ✭t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜♦t❤ tr❛✣❝
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡✮✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✐s ❛t ❜❡st ♠♦♥♦t♦♥❡
✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✹✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ✇❤❡r❡ ❣❛♠❡ G ✐s ♦♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱
t❤❡ ◆❊ ✐s ✉♥✐q✉❡ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❲❊ ✭s❡❡
❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✺✮ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❡ G✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❈❤❛♣t❡r ✷✳

▼✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s✳ ▲❡t πi,a ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡r i ❝❤♦♦s❡s ♣✉r❡ str❛t❡❣② a ∈ R✱ πi ∈ ∆i t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✈❡❝✲
t♦r ♦❢ ♣❧❛②❡r i ✐♥ s✐♠♣❧❡① ∆i ♦❢ RM ✱ π−i t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ♣❧❛②❡rs ♦t❤❡r t❤❛♥ i ❛♥❞
π = (πi,π−i) ∈ ∆ =

∏

i∆i t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢
♣❧❛②❡r i ♣❧❛②✐♥❣ ♣✉r❡ str❛t❡❣② a ✐s πi = ea✱ ✇✐t❤ ea t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ a✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱
❡q✉❛❧ t♦ ✶✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ci,a ❢♦r ♣❧❛②❡r i ♣❧❛②✐♥❣ ♣✉r❡ str❛t❡❣② a ✐s✿

ci,a(π−i) = Eπ

[
ca|πi = ea

]
=
∑

r−i

(

ca(a, r−i)
∏

j 6=i

πj,rj

)

, ✭✸✳✺✮

✇✐t❤ ca t❤❡ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✉♥❧✐❦❡ ca✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
♣❧❛②❡r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s t❡r♠s✳

❆t ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ s♦♠❡ ♣❧❛②❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♠✐①❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ◆❊ ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞
❛ ♠✐①❡❞ ◆❊✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❤❡♥ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♣✉r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✐s t❛♥t❛♠♦✉♥t t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ♦❢ ❛ ♣✉r❡ ◆❊✳

✶■♥ ❛❣❣r❡❣❛t✐✈❡ ❣❛♠❡s✱ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛②❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts str❛t❡❣② ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ str❛t❡❣② ♦❢ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs✳

✸✽



✸✳✷✳ ❙t❛♥❞❛r❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭▼✐①❡❞ ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮✳ ❆ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡
G = {N ,R, (ca)a∈R} ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s π∗ ∈ ∆ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s✿

∀i ∈ N , ∀πi ∈ ∆i , c
(
π∗
i ,π

∗
−i

)
≤ c

(
πi,π

∗
−i

)
, ✭✸✳✻✮

✇✐t❤✿
c(π) =

∑

a∈R

πi,aci,a(π−i) . ✭✸✳✼✮

❚❤❡ t✇♦ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❘▲❆s ✉s✐♥❣ t❤✐s ❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❘▲❆ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❛❞❞s ❛ r❡✜♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
t♦ t❤✐s ❜❛s✐❝ ❘▲❆ ✕ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❛♥❞ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ✕ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡s ✐t ♦♥ t❤❡
s❛♠❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡✳

✸✳✷ ❙t❛♥❞❛r❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♠♦st❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② ♦✉r ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❜❪✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✐♥ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② st✉❞✐❡❞✿ t❤❡② ♠❛✐♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s✳ ■♥
❬❇❛rt❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛❞❛♣t t❤❡ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘▲❆✮ ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❬❙❛str② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪ t♦ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s✳ ■♥ t❤❡✐r ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘▲❆✱ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ s❡♣❛r❛❜❧❡✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡❧❛①❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱
♦♥❧② ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡✷✵ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❣❛♠❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ tr❛✣❝
❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ♦r ♦♥❧② t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ t❛❦❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✱ ❜✉t
♥♦t t♦ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❝♦sts✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♣r♦✈❡❞✱ t❤❡ ❘▲❆ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r s✉❝❤ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

❚❤❡ ❊❱ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✮ ✐s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♦❢
❢✉t✉r❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ▼♦st ♣❛♣❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❢r♦♠ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❬❚❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❉❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥
❬◗✐❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ❛t ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥s✱
✇✐t❤ ❛❧s♦ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ■♥ ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❛❪✱ t❤❡ ◆❊ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❡♥✲
❡r❣② tr❛❞✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛♠♦♥❣ ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❘▲❆✳ ❚❤✐s ❣❛♠❡
❤♦✇❡✈❡r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱ ✐✳❡✳ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✜①❡❞✳ ■♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❞❛♣t ❘▲❆ t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ✉s❡
❛ s♠❛rt ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ❊❱ ✉s❡rs t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ r✐❣❤t ❊❱❈❙✱ ❛♥❞ s❤♦✇
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❛ ♣✉r❡ ◆❊✳

❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘▲❆ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✶ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ◆❊ ✐s
♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳

✸✳✷✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

❚❤✐s ✜rst s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♣❧❛②❡rs
♣♦ss❡ss ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ t❤❡✐r ♦♥❧② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❝♦st ❛❢t❡r t❛❦✐♥❣
❛♥ ❛❝t✐♦♥✳ ❇❡st r❡s♣♦♥s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣❛♠❡ G✱ ❜✉t ♣❧❛②❡rs r❡q✉✐r❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭t❤❡ ❡①❛❝t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ♦✇♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ❍❡r❡✱ ❣❛♠❡ G ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞

✸✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s

s♦ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ❧❡❛r♥ ✇❤❛t t❤❡✐r ❜❡st str❛t❡❣② ✐s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ k ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦
t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ❝❤♦♦s❡s ❛♥ ❛❝t✐♦♥ r

(k)
i ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❤❡r ♠✐①❡❞

str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r π(k)
i ✳ ❚❤✉s✱ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❝t✐♦♥s r(k) ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs✱ ✇❤✐❝❤

✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❝♦st ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✸✳✷✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ✉♣❞❛t❡s ❤❡r str❛t❡❣② ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤❡r ❝♦st✷✳
❚❤✐s ✉♣❞❛t❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❛ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❬❙✉tt♦♥ ❛♥❞ ❇❛rt♦✱ ✷✵✶✽❪✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢
❘▲❆ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r r❡✇❛r❞✲✐♥❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡s ❬❙❛str② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✳
❊❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ✉♣❞❛t❡s ❤❡r ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r πi ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✭❢♦r ❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥ k✮✿

π
(k+1)
i = π

(k)
i + δ ×

(

1−
ci,a(r

(k))

c+max

)

×
(

ea − π
(k)
i

)

, ✭✸✳✽✮

✇✐t❤✿

❼ 0 < δ < 1 t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✜①❡❞❀

❼ a = r
(k)
i t❤❡ ❛❝t✐♦♥ t❛❦❡♥ ❜② ♣❧❛②❡r i ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥✸ k❀

❼ c+♠❛① = (1 + ε)maxi,a,r ci,a(r)✱ ✇✐t❤ ε > 0 ❛♥ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤❡ ❝♦st t❡r♠s ✏ci,a(r)✑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦st ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❜② ♣❧❛②❡rs✳ ■♥ t❤✐s
t❡r♠✱ t❤❡ ♣❧❛②❡r ✐♥❞❡① i ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❣❛♠❡ G ✐s ❛ss✉♠❡❞
s②♠♠❡tr✐❝ ✭s❡❡ ✸✳✷✮ ❛♥❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✻✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❛②♦✛ ♦❢ ♣❛♣❡r ❬❙❛str② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜②

1−
ci,a(r

(k))

c+max
✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❬❇❛rt❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦sts ✐♥st❡❛❞

♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❛②♦✛s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❬❇❛rt❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ✐s t❤❛t t❤❡ ε ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ c+max ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭✸✳✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s ❛ ❧✐♠✐t
π∞✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡❢♦r❡ ✈❡r✐✜❡s ✭✸✳✽✮ ✭❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ πi t❡r♠s ❜② π∞✮✱ t❤❡♥ π∞ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛

♣✉r❡ str❛t❡❣②✱ ❛s 1−
ci,a(r

(k))

c+max
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✽✮ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❝t✐♦♥s
♣r♦♠♣t✐♥❣ s♠❛❧❧ ♦r ❤✐❣❤ ❝♦sts ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r♦♠♦t❡❞ ♦r ♥♦t✳ ❚❤✐s ✉♣❞❛t❡ s❝❤❡♠❡ ✐s ❞❡❝❡♥✲
tr❛❧✐③❡❞✿ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ♠❛❦❡s ❤❡r ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s❧②✳ ❚❤❡ ❘▲❆ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✉♣❞❛t✐♥❣ r✉❧❡ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ✉♣❞❛t❡s ❛r❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♣❧❛②❡rs ✉♣❞❛t❡
t❤❡✐r str❛t❡❣② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘▲❆ ✸✳✶✳ ❆t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶
✐s ❢✉❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❞❡♣❧♦② ✐t ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

✷❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❘▲❆ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳
✸◆♦t❛t✐♦♥ a ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✳

✹✵



✸✳✷✳ ❙t❛♥❞❛r❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✿ ❘▲❆ ✇✐t❤ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✉♣❞❛t❡s

■♥♣✉t✿ π(0)✱ k = 0
✶ ✇❤✐❧❡ ♥♦t ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❛ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ❞♦
✷ ❚❛❦❡ ❛❝t✐♦♥s r(k) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s π(k)❀
✸ ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs i ❞♦

✹ ❖❜s❡r✈❡ ❝♦st ci,a
(
r(k)

)
❣✐✈❡♥ ❜② ✭✸✳✷✮ ✭✇✐t❤ a = r

(k)
i ✮❀

✺ ❯♣❞❛t❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ♦❢ i ✇✐t❤ ✭✸✳✽✮❀
❡♥❞

✻ k ← k + 1❀
❡♥❞

❘❡♠❛r❦ ✸✳✼✳ ■❢ ❛t s♦♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭✸✳✽✮✱ ❛ ♣❧❛②❡r ♦❜t❛✐♥s ❛ ♣✉r❡ str❛t❡❣②✱
t❤❡♥ ❤❡r str❛t❡❣② ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❝❤❛♥❣❡ ❛❣❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ str❛t❡❣② ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ✐s ♠✐①❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹
❜❡❧♦✇ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭✸✳✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s ❛ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❣❛♠❡ ✉♥❞❡r
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥
✇❤❡♥ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❛ ♣✉r❡ str❛t❡❣②✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✭✐✳❡✳ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞✮ ♦❢ ❣❛♠❡ G✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♠♠♦♥
♣❛②♦✛ ❣❛♠❡s✹ t♦ ▲♥❙■❈ ❣❛♠❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✷✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✿ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡
❛❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❢♦r ❣❛♠❡ G✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ◆❊ ✐♥ ♣✉r❡ str❛t❡❣②
❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❬❇♦✉r♥❡③ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✱ ✷✵✶✸❪✳

✸✳✷✳✷✳✶ P♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ♦❢ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s (ca)a∈R✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s ❬▼✐❧❝❤t❛✐❝❤✱ ✶✾✾✻❪ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❣❛♠❡
G = (N ,R, (ca))✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽ ✭❖r❞✐♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✮✳ ❆♥ ♦r❞✐♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❣❛♠❡ G ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ P : RN → R

✈❡r✐❢②✐♥❣ ∀i ∈ N , ∀r−i ∈ R
N−1, ∀a, b ∈ R✱

ca (a, r−i) < cb (b, r−i)⇔ P (a, r−i) < P (b, r−i) . ✭✸✳✾✮

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ❛♥ ♦r❞✐♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❛rs t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦st ❢♦r ❛♥② ♣❧❛②❡r t❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ❤❡r ❛❝t✐♦♥ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧②✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ♦✉r ❣❛♠❡ G ✐s ♥♦t ❛
st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦sts ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦r❞✐♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✹■♥ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛②♦✛ ❣❛♠❡s✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❡❛♠ ❣❛♠❡s✱ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡✐r
❛❝t✐♦♥✳

✹✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾✳ ❚❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡ G ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✸✳✷✮ ❤❛s
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞✐♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

∀r ∈ RN , P (r) = λ (L (r)) . ✭✸✳✶✵✮

Pr♦♦❢✳ ▲❡t i ∈ N ❜❡ ❛♥② ♣❧❛②❡r ❛♥❞ a, b ∈ R, r−i ∈ R
N−1 ❛♥② ❛❝t✐♦♥s✳

❋✐rst❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t L (a, r−i) = L (b, r−i) + αa − αb✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ λ ✐s
✐♥❝r❡❛s✐♥❣✿

λ
(
L (a, r−i)

)
< λ

(
L (b, r−i)

)
⇐⇒ αa − αb < 0 ,

✐✳❡✳ P (a, r−i) < P (b, r−i) ⇐⇒ αa < αb ,
✭✸✳✶✶✮

❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ P = λ ◦ L✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ Cr−i

: α 7→ α × λ
(
α +

∑

j 6=i αrj

)
✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ R+ ❛s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢

♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t✿

αaλ
(

αa +
∑

j 6=i

αrj

)

< αbλ
(

αb +
∑

j 6=i

αrj

)

⇐⇒ αa < αb ,

✐✳❡✳ ca (a, r−i) < cb (b, r−i) ⇐⇒ αa < αb .

✭✸✳✶✷✮

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧✐❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣✉r❡ ◆❊ ✐♥ s✉❝❤ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡s✳
❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♣✉r❡ ◆❊ ✐s ♥♦t ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧t✱ ❜✉t ✐t ✐s tr✉❡ ❢♦r ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❛♥ ♦r❞✐♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡ s❡ts ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛❝t✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①✐sts ❛♥❞
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♣✉r❡ ◆❊ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❬▼♦♥❞❡r❡r ❛♥❞ ❙❤❛♣❧❡②✱ ✶✾✾✻❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛t♦♠✐❝
❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♣✉r❡ ◆❊ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡
s❡t R+ = {a ∈ R | αa > mins∈R (αs)} ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ❡①❝❡♣t t❤❡ ♦♥❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st
αa✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✳ ❚❤❡ ♣✉r❡ ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ G ❛r❡ t❤❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s r∗ ∈ RN s✉❝❤ t❤❛t✿

∀a ∈ R+ , na (r
∗) = 0 . ✭✸✳✶✸✮

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst✱ ❧❡t r∗ ∈ RN ✈❡r✐❢② ✭✸✳✶✸✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ♣❧❛②❡r i ∈ N ❛♥❞ ❛♥② r❡s♦✉r❝❡ a ∈ R✱
αr∗i

= mins∈R (αs)✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ r∗✳ ❚❤✉s✱ αr∗i
≤ αa ❛♥❞ Cr∗

−i

(
αr∗i

)
≤ Cr∗

−i
(αa)✱ ✇✐t❤

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ Cr∗
−i

: α 7→ α × λ
(

α+
∑

j 6=i αr∗j

)

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾✳ ❚❤✐s

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ cr∗i
(
r∗i , r

∗
−i

)
≤ ca

(
a, r∗−i

)
✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❧❡t r∗ ∈ RN ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts a ∈ R+ ✇✐t❤ na(r
∗) ≥ 1✳ ▲❡t i ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

♣❧❛②❡rs ❤❛✈✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ r❡s♦✉r❝❡ a✳ ▲❡t b ∈ R ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t αb = mins∈R(αs)✳ ❚❤❡♥✱ αa > αb ❜②
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ R+✱ ❛♥❞ cr∗i

(
r∗i , r

∗
−i

)
> cb

(
b, r∗−i

)
✉s✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Cr∗

−i
✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr❛❞✐❝ts t❤❡

◆❊ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸✳

❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ❛t♦♠✐❝ ▲♥❙■❈ ❣❛♠❡s✱ ♣✉r❡ ◆❊ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ s✐t✉❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❛❧❧
♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s a ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦❡✣❝✐❡♥t αa✳ ❚❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ◆❊ ✐♥ s✉❝❤
❣❛♠❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s a ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st αa ✭❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛t
◆❊✱ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ ✐♥❞✐st✐♥❝t❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ r❡s♦✉r❝❡s✮✳

✹✷



✸✳✷✳ ❙t❛♥❞❛r❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❦♥♦✇♥ ❜② ♣❧❛②❡rs ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ❢♦r ♣❧❛②❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❛❞❛♣t t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s✳ ❙✉❝❤ ❘▲❆ ❛r❡ ❢✉❧❧② ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞
❛♥❞ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✉♣❞❛t❡s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r✱ ♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬❙❛str② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ♠✐①❡❞ str❛t❡✲
❣✐❡s ❢♦r ❝♦♠♠♦♥ ♣❛②♦✛ ❣❛♠❡s✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣❛♠❡s ❛♥❞
✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❘▲❆ t♦ ♣✉r❡ ◆❊✳

✸✳✷✳✷✳✷ ❆❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ str❛t❡❣② s❡ts ❛r❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s♣❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✸✳✺✮ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳ ■♥ s✉❝❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❣❛♠❡s✱ t❤❡r❡ ♠❛②
❡①✐st ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬▼♦♥❞❡r❡r ❛♥❞ ❙❤❛♣❧❡②✱ ✶✾✾✻❪✿ t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦❢
t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦sts✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ✇✐❞❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣❛♠❡s ❬❙❛♥❞❤♦❧♠✱ ✷✵✵✶❪✱ ❛s ✐t s❡r✈❡s ❛s ❛ ▲②❛♣✉♥♦✈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r str❛t❡❣✐❡s✬ ❞②♥❛♠✐❝s✱
♦r ✐♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ♣❧❛②❡rs ❬❈❤❡✉♥❣ ❛♥❞ ▲❛❤❦❛r✱ ✷✵✶✽❪✳ ■♥ ♦✉r ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡tt✐♥❣ ♦❢
❛t♦♠✐❝ ▲♥❙■❈ ❣❛♠❡ G✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ✭❆❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧✮✳ ❆♥ ❛❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❣❛♠❡ G ✐s ❛ C1 ❢✉♥❝t✐♦♥ F ♦✈❡r ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❛❧❧ r❡s♦✉r❝❡s a ∈ R✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❝♦♥st❛♥t γa ✈❡r✐❢②✐♥❣✿

∀i,
∂F

∂πi,a
(π) = γaci,a(π−i) . ✭✸✳✶✹✮

◆♦t❡ t❤❛t ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ❛r❡ C1 ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧s F ❛r❡ t❤❡♥ C2 ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✈❡r✐❢② ✭✸✳✶✹✮ ✇✐t❤ γa = 1 ❢♦r ❛❧❧ r❡s♦✉r❝❡s a✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s str❛t❡❣②
s❡ts ♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ ❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡ G ❤❛s ❛♥ ❛❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r π✮
♦❢ t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ P ✇❤❡♥ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷✳ ❆t♦♠✐❝ ❣❛♠❡ G ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝t✐♦♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ γa = 1

αa
, ∀a✮✿

F (π) = Eπ [P ] , ✭✸✳✶✺✮

✇✐t❤ P t❤❡ ♦r❞✐♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ G✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦r ❛♥② ♣❧❛②❡r i ∈ N ✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ Eπ [P ] ❣✐✈❡s✿

F (π) =
∑

a

πi,aEπ [P | πi = ea]

=
∑

i,a

πa
1

αa
Eπ

[
ca | πi = ea

]
,

✭✸✳✶✻✮

✉s✐♥❣ ca(·) = αaλ(L(·)) = αaP (·)✳ ❚❤❡♥✱ ✭✸✳✶✹✮ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♥❣ ❜② πi,a ❢♦r ❛♥② a ∈ R✱
✇✐t❤ γa = 1

αa
✳

✹✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❬❙❛str② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪ ❢♦r
❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛②♦✛✱ ✇❤✐❧❡ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❇♦✉r♥❡③ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✱ ✷✵✶✸❪ ❢♦r
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❣❛♠❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ r❡s✉❧t ❛♥❞ s❤♦✇s
t❤❛t ♦♥❧② ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❞♠✐t ❛♥ ❛❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✸✳ ❆t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s t❤❛t ❛❞♠✐t ❛ C2 ❛❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

∀i, a, ci,a(r) = βaµ(r) , ✭✸✳✶✼✮

✇✐t❤ βa ❛♥② ❝♦♥st❛♥t ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ a✱ ❛♥❞ µ ❛♥② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s ✭♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡✮✳

Pr♦♦❢✳ ▲❡t F ❜❡ ❛ C2 ❛❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts
γa ❛♥❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ci,a ✭∀i, a✮✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✸✳✶✹✮ ♦❢ F ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈❧❛✐r❛✉t✲
❙❝❤✇❛r③ t❤❡♦r❡♠ ✭s②♠♠❡tr② ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✮✿

∀i, j, a, b, γa
∂ci,a
∂πj,b

= γb
∂cj,b
∂πi,a

, ✭✸✳✶✽✮

✇❤✐❝❤✱ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✺✮✱ ❧❡❛❞s t♦ ✭❢♦r ❛❧❧ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s π✮✿

∑

r−ij

( ∏

k 6=i,j

πk,rk
[
γaci,a − γbcj,b

]
(a, b, r−ij)

)

= 0 , ✭✸✳✶✾✮

✇✐t❤ r−ij t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛②❡rs ♦t❤❡r t❤❛♥ i ❛♥❞ j✳ ❋♦r ❛❧❧ ♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s r−ij ∈ R
N−2✱

❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤ πk = erk ✭∀k 6= i, j✮ ❜❡❝♦♠❡s✿

γaci,a(a, b, r−ij) = γbcj,b(a, b, r−ij) . ✭✸✳✷✵✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s (ci,a) ✈❡r✐❢② ✭✸✳✶✼✮ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ µ = ci,a ❢♦r ❛♥② a ❛♥❞
βb =

γa
γb

✭∀b✮✳
❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ s✉♣♣♦s❡ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✈❡r✐❢②✐♥❣ ✭✸✳✶✼✮✳ ❚❤❡♥✱ ci,a = βaEπ [µ | πi = ea]✱

❛s s❡❡♥ ✐♥ ✭✸✳✺✮✳ ▲❡t F (π) = Eπ [µ]✳ ❇② ❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡✱ F =
∑

i,a πi,a.Eπ [µ | πi = ea]✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✭✸✳✶✹✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞✱ ✇✐t❤ γa = βa ✭∀a✮✳

❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❣❛♠❡s ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ♣❛②♦✛ ❣❛♠❡s✱ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❧❡❛❞s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
s✐♠♣❧❡ ❘▲❆✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ♥❡①t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❢♦r
❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ✭❜❛s✐❝❛❧❧② ❤❡r ♦✇♥ ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❝♦st✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♣❞❛t❡ ❤❡r ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r ❛♥❞
✜♥❞ ❤❡r ❜❡st ❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ♥♦t ❡✈❡♥ ❛✇❛r❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ ❛ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t t❤r♦✉❣❤ t❤❡✐r ❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
♦❢ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛②❡rs ♠❛❦❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❦♥♦✇♥ r✉❧❡s ❛♥❞ ♦✉t❝♦♠❡s
✐s s✉✐t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❘▲❆ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥
♣r♦✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ❤❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t
t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧✱ s✉❝❤ ❛s ❣❛♠❡
G✳

✹✹



✸✳✷✳ ❙t❛♥❞❛r❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✸✳✷✳✷✳✸ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦✇❛r❞s t❤❡ ◆❛s❤
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ s❤♦✇s t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❢♦r ❣❛♠❡s ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ◆❊✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✭✸✳✽✮ ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛♥♥❡r ❛s✿

π(k+1) = π(k) + δG
(

π(k), r(k)
)

, ✭✸✳✷✶✮

✇✐t❤ G = [(1 −
ci,ri (r)

c+max
) × (eri − πi)]i t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(π) =

Eπ[G] ❛♥❞ ❢♦r ❛♥② δ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Πδ : R+ → R ❛s t❤❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡✲❝♦♥st❛♥t ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢
s❡q✉❡♥❝❡

(
π(k)

)

k
♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✶ ✐♥

❬❙❛str② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ❘▲❆ ✸✳✶ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✇❡❛❦❧②✱ ❛s δ t❡♥❞s t♦ 0✱ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥
Π ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❖r❞✐♥❛r② ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❖❉❊✮✿

❞X
❞t

= f(X) , X(0) = π(0) . ✭✸✳✷✷✮

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ Π = (πi,a) ❛♥❞ f(Π) = (fi,a)✱ t❤❡ ❖❉❊ ✭✸✳✷✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❡❧❡♠❡♥t✲✇✐s❡ ❛s✿

∀i, a,
❞πi,a
❞t

= fi,a = πi,a(1− πi,a)(1− ci,a/cmax)

+
∑

b 6=a

πi,b(−πi,a)(1− ci,b/cmax)

= −πi,a
∑

b 6=a

πb (ci,a − ci,b) /cmax .

✭✸✳✷✸✮

❚❤✉s✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs δ✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ ❘▲❆ ✸✳✶ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❖❉❊✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ◆❊ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❣❛♠❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣r♦✈❡s t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ ❛♥
❛❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❧✐❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ♣✉r❡ ◆❊ ♦❢ ❘▲❆ ✸✳✶✱ ❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧②
s♠❛❧❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs δ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹✳ ■❢ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡ ❤❛s ❛♥ ❛❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧
t❤❡♥✱ ❢♦r ❛♥② ✐♥✐t✐❛❧ ♥♦♥✲♣✉r❡ str❛t❡❣✐❡s π(0)✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ Π = limδ→0Πδ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ♣✉r❡ ◆❊ ♦❢
t❤❡ ❣❛♠❡✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✸ ♦❢ ❬❙❛str② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ F ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐s ❛❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥ts γa✿

❞F
❞t

(Π) = −
∑

i∈N

M∑

k=1

∑

l>k

γakπi,akπi,al
(ci,ak − ci,al)

2

cmax
< 0 , ✭✸✳✷✹✮

✇✐t❤ R = {a1, . . . , aM} t❤❡ s❡t ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡♥✱ t 7→ F (Π(t)) ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ❘▲❆ ❛❧✇❛②s ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ❛ ◆❊✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣✉r❡ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✻✮✳

◆♦t❡ t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ✇♦r❦s ✇✐t❤ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✉♣❞❛t❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ✉♣❞❛t❡
t❤❡✐r str❛t❡❣② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❧❛②❡r ✉♣❞❛t❡s ❤❡r str❛t❡❣② ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆ ♣❧❛②❡r i ✐s ❝❤♦s❡♥
❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ k ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pi = 1

N ✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s

✹✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✭✐♥ ❣r❡❡♥✮ ♦❢ ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❜❪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
♣❛♣❡rs ❬❇♦✉r♥❡③ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✱ ✷✵✶✸❪ ✭✐♥ ❜❧✉❡✮ ❛♥❞ ❬❙❛str② ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪ ✭✐♥ r❡❞✮✳

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦✇❛r❞s ❛ ♣✉r❡ ε✲◆❊✺ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡❞ ✐♥ ❬❇♦✉r♥❡③ ❛♥❞ ❈♦❤❡♥✱ ✷✵✶✸❪ ❢♦r ❣❛♠❡s ❤❛✈✐♥❣
❛♥ ♦r❞✐♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ ♦✉r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛t♦♠✐❝
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s ❛♥ ♦r❞✐♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡①✐sts ✭s❡❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾✮✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❜② ♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❜❪
❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ■♥ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
❛♥❞ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘▲❆ ✐♥ ❛ ❛t♦♠✐❝ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡ ▲♥❙■❈
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✸✳✷✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡

✸✳✷✳✸✳✶ ❈❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❘▲❆✮ ✸✳✶ ❛♥❞ ✐ts ❛s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❛ r❡❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡ G ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐q✉❡
▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❧❛②❡rs ♦❢ G ❛r❡ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡ ✭❊❱✮ ✉s❡rs ✇❤♦ ❝❤♦♦s❡ ❛t ✇❤✐❝❤
❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥ ✭❊❱❈❙✮ t❤❡② ❝❤❛r❣❡ t❤❡✐r ✈❡❤✐❝❧❡✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝❤❛r❣❡
♣♦✐♥ts t♦ ✇❡❧❝♦♠❡ ❛❧❧ ❊❱s ❛t ❡❛❝❤ ❊❱❈❙✳ ❚❤❡s❡ ❊❱❈❙s ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞ ♥❡t✇♦r❦✻

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳ ■♥ ❣❛♠❡ G✱ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ t❤❡ ❊❱❈❙s✳ ❊❛❝❤ ❊❱❈❙ r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❛ ❜✉s ❜❛r r✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♥ ♣♦✇❡r ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s✉❜st❛t✐♦♥✳ ❆t ❡❛❝❤ ❜✉s r✱ t❤❡r❡ ✐s
s♦♠❡ ✜①❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ L0

r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦t❤❡r ✉s❛❣❡s t❤❛♥ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣✳ ❙tr❛t❡✲
❣✐❡s ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs ✐♥ ❣❛♠❡ G ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦st cr ♦❢ t❤❡✐r ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t
❊❱❈❙ r✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ✭❈❯P✮ pr✳ ❆❧❧ ✉s❡rs ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ρ ✭✐♥ ❦❲❤✮ t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭s②♠♠❡tr✐❝ ❣❛♠❡✮
❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ❢♦r ❛♥② ❊❱ ✉s❡r ❛t ❊❱❈❙ r ✐s t❤❡♥
cr = ρ × pr✳ ❚❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ pr ❛t ❊❱❈❙ r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❞❡♠❛♥❞ Ls ❛t ❛❧❧
❊❱❈❙s s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Ls = L0
s + ns(r)ρ , ✭✸✳✷✺✮

✇✐t❤ r t❤❡ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ ❊❱ ✉s❡rs ❛♥❞ ns(r)ρ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❊❱❈❙ s ❛❣❣r❡❣❛t❡❞
♦✈❡r ❛❧❧ ✉s❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤✐s ❊❱❈❙✳ ❚❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✺❋♦r ❛♥② ε ≥ 0✱ ❛ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r r∗ ✐s ❛♥ ε✲◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❢ ∀i, a✱ cr∗
i
(r∗) ≤ ca (a, r

∗
−i) + ε✳

✻◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r✐❞ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✳
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✸✳✷✳ ❙t❛♥❞❛r❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❡ ❊❱❈❙ a, b, c✱ ❛❧❧ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦
❖♣❡r❛t♦r ✭❊◆❖✮✳ ❊❱❈❙ c ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r ❧✐♥❡ ❛s ❊❱❈❙ b✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧✐♥❡ ♦❢
❊❱❈❙ a ✐s t✇✐❝❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❊❱❈❙ b✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✺✳ ❯♥❧✐❦❡ ✐♥ ♦t❤❡r ❝❤❛♣t❡rs✱ ❤❡r❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❧✐❣❤t❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥s ✭❜✉t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✮✳ ❆❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♥❡❡❞s ❛r❡
❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦
❧❛st ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❤♦✉r✱ s♦ t❤❛t ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞s ✭✐♥ ▼❲❤✮ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞s ✭✐♥ ▼❲✮
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✭ρ ❛♥❞ L0

r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ❝❤❛r❣✐♥❣
❛♥❞ ♦t❤❡r ✉s❛❣❡s✮✳

❆❧❧ t❤❡ ❊❱❈❙s ❛♥❞ t❤❡ ❣r✐❞ ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❊❧❡❝tr✐❝ ◆❡t✇♦r❦
❖♣❡r❛t♦r ✭❊◆❖✮✼✳ ❚❤❡ ❊◆❖ ❝❤♦♦s❡s ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s pr ❛s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st
G ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞s Lr ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❈❯Ps
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣r✐❞ ❝♦sts✿ pr = ∂G

∂Lr
(La, Lb, Lc)✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞

▲♦❝❛t✐♦♥❛❧ ▼❛r❣✐♥❛❧ Pr✐❝✐♥❣ ✭▲▼P✮ ❛♥❞ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡s❡ ❈❯Ps ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ✈❡r✐❢② t❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ♦❢ ▲♥❙■❈
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ G ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ q✉❛♥t✐t✐❡s nr(r) ✭r = a, b, c✮✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡♥ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤✐s
▲▼P ✐♥t♦ ❛ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ▲♥❙■❈ ♣r♦♣❡rt②✽✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ♣♦✇❡r ✢♦✇ ✐♥ t❤✐s ❣r✐❞ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❛s ✐❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ Lr ❛t ❡❛❝❤
❜✉s r ❝❛♠❡ ❢r♦♠ ❜✉s d ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛s ❊❱❈❙s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❛❝ts ♦♥ t❤❡
❣r✐❞✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ Lr ❛t ❊❱❈❙ r ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛♥ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ α̃rLr ❛t ❜✉s d✳
✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t α̃r > 1 ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊❱❈❙ r✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡❛r ❧♦❛❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(La , Lb , Lc , 0) −→ (0 , 0 , 0 ,
∑

r

α̃rLr) . ✭✸✳✷✻✮

■♥ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❊❱❈❙ r ✐s ❡q✉❛❧ t♦✿

pr =
∂G

∂Lr
(0 , 0 , 0 ,

∑

r

α̃rLr) = α̃r
∂G

∂Ld
(0 , 0 , 0 ,

∑

r

α̃rLr) . ✭✸✳✷✼✮

❚❤❡♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ αr = ρα̃r ❛♥❞ λ : L 7→ ∂G
∂Ld

(0, 0, 0, L +
∑

r α̃rL
0
r)✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

❛t ❊❱❈❙ r ✈❡r✐✜❡s cr(r) = αrλ(
∑

s αsns(r))✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ▲♥❙■❈ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✳

✼❚❤✐s s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s r❡❧❛①❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♣t❡rs ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
✽◆♦t❡ t❤❛t ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ t❤✐s ▲▼P ♣r✐❝✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❛s ❢♦r

▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✮✱ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❈❯Ps ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✺✳✾✮✳

✹✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s πi ✭♦❢ ♦♥❧② ✺✵ ✉s❡rs✮ t❤r♦✉❣❤♦✉t ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✸✳✶✳ ❚❤✐❝❦❡r ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✭♦✈❡r ❛❧❧ ✉s❡rs✮ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣②✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ◆❊ ♦❢ ❣❛♠❡ G ✐s ♥♦t s❡♥s✐t✐✈❡✾ t♦ t❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s
♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs α̃r✱ ❜✉t ♦♥❧② t♦ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t♦ ✇❤✐❝❤ ❊❱❈❙s ❤❛✈❡ t❤❡
s♠❛❧❧❡st α̃r✳ ❊❱❈❙s a ❛♥❞ c s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❣r❡❛t❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ✭✐✳❡✳✱ ❛ ❤✐❣❤❡r α̃r✮ t❤❛♥
❊❱❈❙ b ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r
❧♦ss❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s t❛❦❡♥ ❤❡r❡ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs α̃r ❛r❡ ❢r♦♠ s❡❝t✐♦♥ ■❱✳❆ ♦❢ ♦✉r
♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❜❪ ❛♥❞ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ α̃a = 1.12✱ α̃b = 1.07 ❛♥❞ α̃c = 1.18✳ ❚❤❡♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✱ ❛❧❧ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ ❊❱❈❙ b ❛t ◆❊✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡✜♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs α̃r ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳✶✳

✸✳✷✳✸✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ ❛r❡ s❡t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❛s
❛r♦✉♥❞ ✶✺✵✵ ❝✉st♦♠❡rs✱ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✻ ❦❱❆ ❝♦♥tr❛❝t ♣♦✇❡r✱ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✾ ▼❲ ✐❢ ❛❧❧ ❝✉st♦♠❡rs
r❡❛❝❤ t❤❡✐r ❝♦♥tr❛❝t ❧✐♠✐t ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦t❤❡r t❤❛♥ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛t ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ r✿ L0

r = 3 ▼❲❤✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs ✐s s❡t t♦ N = 1500✳
❚❤❡ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞ ✐s ρ = 3 ❦❲❤✱ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞❛✐❧② ♠❡❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❊❱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✶✵✱
❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ me = 0.2 ❦❲❤✴❦♠ ❬❉❡ ❈❛✉✇❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✳✶✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱
t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❡t t♦ δ = 0.5 ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞
❛♠♦♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✿ πi,r = 1/3 ❢♦r ❛❧❧ ✉s❡rs i ❛♥❞ ❊❱❈❙ r = a, b, c✳ ❋♦r t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✈❡rs✐♦♥
♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ✐s ❝❤♦s❡♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pi = 1/N ❢♦r t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♣❤❛s❡✳

❋✐❣✉r❡s ✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✺ s❤♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s πi ✭♦❢ ♦♥❧② ✺✵ ✉s❡rs✱ ❢♦r r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✮
t❤r♦✉❣❤♦✉t ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s
✈❡rs✐♦♥✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✶✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣✉r❡ ◆❊ ♦❢ t❤✐s ❣❛♠❡ ✭❛❧❧ ✉s❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣
t❤❡ ❊❱❈❙ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❣r✐❞ ❝♦sts✮ ♠❛② s❡❡♠ tr✐✈✐❛❧✱ ❊❱ ✉s❡rs ♥❡❡❞ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢
✐t❡r❛t✐♦♥s t♦ ❧❡❛r♥ ✐t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✱ ❛s t❤❡② ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❖❜s❡r✈✐♥❣
t❤✐❝❦❡r ❧✐♥❡s ✭❛✈❡r❛❣❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ♦✈❡r ❛❧❧ ✉s❡rs✮✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥♦✉s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ ❧❡ss t❤❛♥ ✺✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✱ ✐t t❛❦❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ t❤♦✉s❛♥❞ t✐♠❡s
❛s ♠❛♥② ✐t❡r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦♥❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✮✳ ❚❤✐s ✐s ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤❡

✾❚❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ♦♥❧② ✐♠♣❛❝t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❘▲❆ ✸✳✶✿ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② α̃r ❛r❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱
t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

✶✵❚❤❡ ❞❛✐❧② ♠❡❛♥ ❞r✐✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✸✵ ❦♠ ❬❈●❉❉✱ ✷✵✶✵❪

✹✽



✸✳✸✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s πi ✭♦❢ ♦♥❧② ✺✵ ✉s❡rs✮ t❤r♦✉❣❤♦✉t ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛s②♥✲
❝❤r♦♥♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✳

❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✈❡rs✐♦♥✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❧❛②❡r ✉♣❞❛t❡s ❤❡r str❛t❡❣② ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
✶✺✵✵ ♣❧❛②❡rs ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡rs
❧❡❛❞ t♦ s❧♦✇❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❘▲❆ ✸✳✶ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ε−◆❊ ♦❢
❣❛♠❡ G ✇✐t❤ ε = 0✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡①❛❝t ♣✉r❡ ◆❊ ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❘▲❆ ✸✳✶ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ◆❊ ❢♦✉♥❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵
❢♦r s✉✣❝✐❡♥t❧② s♠❛❧❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs δ✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❢♦r t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ s♠❛rt
❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❢♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② δ ≤ 0.5 ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✉♥✐❢♦r♠
✐♥✐t✐❛❧ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s✮✳ ❙♠❛❧❧❡r δ ✈❛❧✉❡s ♠❛② ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♦t❤❡r ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r δ✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ δ = 0.5 ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ ❢♦r δ > 0.5✱ t❤❡ ❘▲❆ ✸✳✶ ♠❛② ❝♦♥✈❡r❣❡✱ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❢♦r
δ ≤ 0.5✱ ❜✉t t❤❡ ❧✐♠✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ◆❊ ♦❢ ❣❛♠❡ G✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①❛❝t
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♠❛② s❧✐❣❤t❧② ✈❛r② ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ ❛♥♦t❤❡r ✭♦❢ ❡✐t❤❡r
❛❧❣♦r✐t❤♠✮✱ ❞✉❡ t♦ ❛❝t✐♦♥s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❝❛s❡ st✉❞② ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳

✸✳✸ ❙t♦❝❤❛st✐❝ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❘▲❆ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ✐s r❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✬ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ♣❛♣❡r ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❛♥❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❛♣♣❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸
t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❘▲❆ t♦ t❤❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② t♦ ❤❛✈❡ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✸✳✸✳✶ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

❚❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❤❡r str❛t❡❣② ❛❢t❡r ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❤❡r ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦sts ❛s ✐♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❧❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✱ ♣❧❛②❡r i ✉♣❞❛t❡s ❤❡r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s zi,r ♦❢ t❤❡ ❝♦sts ♦♥ r❡s♦✉r❝❡ r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❋♦r ❛❧❧ r❡s♦✉r❝❡s r ∈ R✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s z
(k+1)
i,r ❜② ♣❧❛②❡r i ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦sts ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥

✹✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s

k + 1 ✭k ∈ N✮ ♦❢ t❤✐s ❘▲❆ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

z
(k+1)
i,r =

{

(1− δk)× z
(k)
i,r + δk × c

(k)
i,r

(
r(k)

)
, ✐❢ r = r

(k)
i ,

z
(k)
i,r , ♦t❤❡r✇✐s❡✱

✭✸✳✷✽✮

✇✐t❤✿

❼ δk > 0 t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❢❛❝t♦r s✉❝❤ t❤❛t
∑N

k=0 δk −−−−−→
N→+∞

+∞ ❛♥❞
∑+∞

k=0 δ
2
k < +∞ ✭❡✳❣✳✱

δk = 1
(k+1)γ ✇✐t❤ 0.5 < γ ≤ 1✮❀

❼ r
(k)
i t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ♣❧❛②❡r i ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ k✳

❼ c
(k)
i,r (r

(k)) t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦sts ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r i ❤❛✈✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ r❡s♦✉r❝❡ r ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ k✱

✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs r(k)✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✻✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐s δk = 1
(k+1)γ ✇✐t❤ γ = 1✱ ❛♥❞ ♣❧❛②❡r i ❝❤♦♦s❡s

t❤❡ s❛♠❡ ❛❝t✐♦♥ r ∈ R ❢♦r t❤❡ ✜rst k ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡♥ ❤❡r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ r ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦sts ♦✈❡r ❛❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✿ z

(k+1)
i,r = 1

k+1

∑k
k=0 c

(k)
i,r (r

(k))✳ ■❢ γ < 1✱ ♠♦r❡ ✇❡✐❣❤t
✐s ♣✉t ♦♥ r❡❝❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥s t❤❛♥ ♦❧❞ ♦♥❡s✳

■❢ ♣❧❛②❡r i ❝❤♦♦s❡s s❡✈❡r❛❧ r❡s♦✉r❝❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
t❤❡s❡ r❡s♦✉r❝❡s ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥
✉s✐♥❣ t❤❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ r❛t❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✭✸✳✸✵✮✳

❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r i ❝❤♦♦s❡s ❤❡r ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r πi ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❤❡r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s✱
✉s✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ▲♦❣✐t r✉❧❡ ❬▼❝❋❛❞❞❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✼✸❪✿

πi,r =
e−βi×zi,r

∑

r′∈R e−βi×zi,r′
, ✭✸✳✷✾✮

✇✐t❤ βi ≥ 0 t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ♣❧❛②❡r i✿

❼ ■❢ βi = 0✱ ♣❧❛②❡r i ❝❤♦♦s❡s ❛❧❧ r❡s♦✉r❝❡s ✉♥✐❢♦r♠❧②✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s
✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✭❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧✮ r❛t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❛s ♣❧❛②❡r i ❞♦❡s ♥♦t ❝❤♦♦s❡ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❡
r❡s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s❀

❼ ■❢ βi → +∞✱ t❤❡♥ ♣❧❛②❡r i ❛❧✇❛②s ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶✮ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥✳

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✸✳✶✼✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛❧❧ βi ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❡q✉❛❧✿ ∀i , βi = β✱ ❜✉t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ♣❧❛②❡rs ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✽✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❤❛✈✐♥❣ ❛ t♦♦ ❤✐❣❤ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ❧❡✈❡❧ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡
♣❧❛②❡r✱ ❛s s❤❡ ♠✐❣❤t st✐❝❦ t♦ ❛ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ r❡s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ♥❡✈❡r tr② ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♦t❤❡rs ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
✇❡r❡ t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛t ✜rst✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡s♦✉r❝❡ a ❛t t❤❡ ✜rst
✐t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✐t t♦ ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✮✱
t❤❡② ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❝❤♦♦s❡ ✐t ❛❣❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤✐s r❡s♦✉r❝❡ a ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❝❤❡❛♣❡r ✭✇✐t❤♦✉t ❛♥②
❝♦♥❣❡st✐♦♥✮✳ ❆ ❜❡tt❡r r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r β ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ tr✐❛❧ ❛♥❞ ❡rr♦r ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✾✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ▲♦❣✐t ♠❛♣♣✐♥❣ z 7→ π ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✷✾✮✱ ♣❧❛②❡rs ❞♦ ♥♦t ❝❤♦♦s❡ ❡①❛❝t❧②
t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s π ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡✐r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s z✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡rs β✳
❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡✐r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡✐r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛
r❛♥❞♦♠ ❡rr♦r t❡r♠ ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ●✉♠❜❡❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
▲♦❣✐t r✉❧❡✮ ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳

✺✵



✸✳✸✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ πk ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ k st❡♠s
❢♦r t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st t❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s✶✶ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷✿ ❉✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss

■♥♣✉t✿ z(0) t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s✱ k = 0 t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r
✶ ✇❤✐❧❡ ‖πk − πk−1‖2 > ε ❞♦
✷ ❆❧❧ ♣❧❛②❡rs s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t❛❦❡ ❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♠✐①❡❞

str❛t❡❣✐❡s✿ z(k) ✭✸✳✷✾✮
−−−→ π(k) −→ r(k)

✭✸✳✷✮
−−−→ c(k)

✭✸✳✷✽✮
−−−→ z(k+1)❀

✸ k ← k + 1

❡♥❞

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s s②♥❝❤r♦♥♦✉s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❧❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✵✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥✮ ✇❡r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧t❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✷✽✮ ❜② ❬❇r❛✈♦✱ ✷✵✶✻❪✿

z
(k+1)
i,r =







(

1− 1

θ
(k)
i,r

)

× z
(k)
i,r + 1

θ
(k)
i,r

× c
(k)
i,r , ✐❢ r = r

(k)
i ,

z
(k)
i,r , ♦t❤❡r✇✐s❡✱

✭✸✳✸✵✮

✇✐t❤ θ
(k)
i,r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s ✇❤❡♥ ♣❧❛②❡r i ❝❤♦s❡ r❡s♦✉r❝❡ r ❛♠♦♥❣ t❤❡ ✜rst k ✐t❡r❛t✐♦♥s✿

θ
(k)
i,r =

k∑

k=0

1
r
(k)
i =r

. ✭✸✳✸✶✮

❍❡r❡✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❜② ♣❧❛②❡r i ♦❢ r ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r ♦❜s❡r✈❡❞
t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛❧❧ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸ t❤❛t
t❤✐s ❧❡❛r♥✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢❛st❡r✳

✸✳✸✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❡♥t✐r❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❛♣❡r ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✿ ✐t r❡♣❤r❛s❡s ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✭✇✐t❤ ❝♦sts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❛②♦✛s✮✳

✸✳✸✳✷✳✶ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ♣❡rt✉r❜❡❞ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

■♥ ❬❇❡♥❛✙♠ ❛♥❞ ❍✐rs❝❤✱ ✶✾✾✾❪✱ ❝❧♦s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝s ♦❢ t❤❡
❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss ✭✸✳✷✽✮ ❢♦r k → ∞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛s t → ∞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
t✐♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✶ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶ ♦❢ ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ♠❛② ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

∀i, r,
❞zi,r
❞t

= πi,r (zi)×
(
ci,r (π−i(z))− zi,r

)
. ✭✸✳✸✷✮

◆❡①t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✷ ❝❧❛r✐✜❡s t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✸✳✸✷✮ ❛♥❞ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦✲
❝❡ss ✭✸✳✷✽✮✿ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡st ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳

✶✶❲✐t❤♦✉t t❤❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ♥♦r♠ ✐s t♦♦ ♥♦✐s② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♠❛② ❜❡ r❡❛❝❤❡❞
❛r❜✐tr❛r✐❧② ❡❛r❧②✳

✺✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✷ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹ ♦❢ ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✮✳ ■❢ C =
(

z 7→ ci,r (π−i(z))
)

i,r
✐s ❛ ||·

||∞✲❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ t❤❡♥ ✐ts ✉♥✐q✉❡ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t z̃ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛ttr❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✭✸✳✸✷✮✱
❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭✸✳✷✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❧♠♦st s✉r❡❧② t♦✇❛r❞s z̃✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✸✷✮✱ r❡st ♣♦✐♥ts ♦❢ ✭✸✳✸✷✮ ❛♥❞ ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ♦❢ C ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳
▲❡t E ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s❡t ♦❢ r❡st ♣♦✐♥ts ♦❢ ✭✸✳✸✷✮ ❛♥❞ Σ ✐ts ✐♠❛❣❡ ❜② π✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✸ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡s❡ r❡st ♣♦✐♥ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✸ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸ ♦❢ ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ▲♦❣✐t r✉❧❡ ✭✸✳✷✾✮✱ Σ
✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐❛ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡ G∗ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s✿

∀i , ci(π) =
∑

r

πi,r ci,r(π−i) +
1

βi

∑

r

πi,r ln (πi,r) . ✭✸✳✸✸✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ C ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✷ ✐s ❛ || · ||∞✲❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❡t E ♦❢ ✐ts ✜①❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s
r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡t♦♥ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✷✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ◆❊ ♦❢ G∗ t♦♦ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✸✮✳
❚❤✉s✱ ❢♦r ❣❛♠❡s s✉❝❤ t❤❛t C ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷ ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ◆❊ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡s✳ ❙✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❣❛♠❡s
t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t C ✐s ❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✸✳✷✳✷ ❙✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠

■♥ ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❧✐♥❦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✏C ✐s ❛ || · ||∞✲❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✑ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✹✮✳ ◆❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t✇♦
❞❡✜♥✐t✐♦♥s✿

❼ ω = max
i

∑

j 6=i

βj

(

= (N − 1)β ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♣❧❛②❡rs
)

,

❼ ∆max ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✐♠♣❛❝t ♦✈❡r ❛ ♣❧❛②❡r✬s ❝♦sts ✇❤❡♥ ❛♥♦t❤❡r s✐♥❣❧❡
♣❧❛②❡r ❝❤❛♥❣❡s ❤❡r ❝❤♦✐❝❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✹ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺ ♦❢ ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✮✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ▲♦❣✐t r✉❧❡ ✭✸✳✷✾✮✱ ✐❢
ω∆max < 1

2 t❤❡♥ C ✐s ❛ || · ||∞✲❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✳

◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ω ✐s ❛❧♠♦st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡rs N ✱ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r β ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ω∆max < 1

2 t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❯♥❢♦r✲
t✉♥❛t❡❧②✱ ❢♦r s✉❝❤ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ β✱ t❤❡ ❡♥tr♦♣✐❝ t❡r♠ ✐♥ ✭✸✳✸✸✮ ✐s ♣r❡♣♦♥❞❡r❛♥t✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡
str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞
❛r❡ ❛❧♠♦st ✉♥✐❢♦r♠✳ ■♥ ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ ω∆max < 1

2
✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❣❛♠❡s✱ s✉❝❤ ❛s s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s ✭ω∆max < 2✮✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ♦❢ ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡ ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ❡✈❡♥ ✇❡❛❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥
β∆max < 2 ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ◆❊ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ❣❛♠❡ ✐s ❛ ❧♦❝❛❧ ❛ttr❛❝t♦r ❢♦r t❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞②♥❛♠✐❝s ✭✸✳✸✷✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣r♦♦❢ ②❡t t❤❛t ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❛ttr❛❝t♦r ✭❛♥❞ t❤❛t
t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭✸✳✷✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s ❛❧♠♦st s✉r❡❧② t♦✇❛r❞s ✐t✮✱ ❜✉t ♥♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦✉♥✲
t❡r❡①❛♠♣❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r♦♦❢s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬❈♦♠✐♥❡tt✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❢♦r ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡
❞✐r❡❝t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❣❛♠❡s✱ ❛s t❤❡② ✉s❡ t❤❡ s❡♣❛r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✭✸✳✷✽✮ ❝♦♥✈❡r❣❡s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲
s❡♣❛r❛❜❧❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳

✺✷



✸✳✸✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❡ ❊❱❈❙ a, b, c✱ ❛❧❧ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦
❖♣❡r❛t♦r ✭❊◆❖✮✳ ❊❱❈❙ c ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦✇❡r ❧✐♥❡ ❛s ❊❱❈❙ b✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧✐♥❡ ♦❢
❊❱❈❙ a ✐s t✇✐❝❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❊❱❈❙ b✳

✸✳✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡

✸✳✸✳✸✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❚❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡
❛s ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘▲❆ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡ ✭❊❱✮ ✉s❡rs ✇❤♦
❝❤♦♦s❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥ ✭❊❱❈❙✮ t❤❡② ❝❤❛r❣❡ t❤❡✐r ❊❱ ❜❛tt❡r②✳ ❚❤❡s❡ ❊❱❈❙ ❛r❡ ♣❛rt
♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞ ♥❡t✇♦r❦ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s δk = 1

(k+1)γ ✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ♦♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣
❣❛♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡r γ ✉♣ t♦ γ = 0.7✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ γ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷ ✐s s❡t t♦ ε = 5× 10−6✳

❋✐rst✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡
st❛♥❞❛r❞ ❘▲❆ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② ✉♣❞❛t✐♥❣ ❤❡r ♠✐①❡❞
str❛t❡❣② ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦st✱ ❛ ♣❧❛②❡r ✐♥ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ✉♣❞❛t❡s ❤❡r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❊❱❈❙✱ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s ❤❡r str❛t❡❣② ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❤❛s❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ s❤♦✇s
t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❧❛②❡r✶✷ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆✱ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r β✳

◆♦t❡ t❤❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ♣❧❛②❡rs tr② ❛❧❧ ❊❱❈❙s ♦♥❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛
st❛rt✐♥❣ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦♥❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❊❱❈❙ a ❢♦r β = 500 ✭✐♥ r❡❞✮
st❛rts ❛t t❤❡ t❤✐r❞ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛②❡r tr✐❡s ❊❱❈❙ a ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❡r♠✐♥❛t❡s
❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ 23 ✇❤❡♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ❤❛s r❡❛❝❤❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡
❤✐❣❤❡r β ✐s✱ t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ❝♦♥✈❡r❣❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ ♣❧❛②❡r ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r r❛t✐♦♥❛❧✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r β ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❊❱❈❙ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♠♦r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ s♦ t❤❛t t❤❡
❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷✮ ✈❛r② ❧❡ss✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❛s t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ β = 500 ❛♥❞ β = 1000 ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✮✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✺✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛✈❡r✲
❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
s♦♦♥❡r✳ ■❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦rs ❤❛✈❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ②❡t ✇❤❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r
❞✐❞✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❛✈❡r❛❣❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
♣❡r❝❡♣t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❧✐♠✐t z∞

i ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛②❡r i s❤♦✉❧❞ ✈❡r✐❢② ✭✸✳✷✽✮ ✭✇✐t❤ z∞ ✐♥ ♣❧❛❝❡

✶✷❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛②❡r ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✳

✺✸



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ P❡r❝❡♣t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣❧❛②❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ ❊❱❈❙s✱ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✈❛❧✉❡s β✳ ❋♦r t❤❡ ❧♦✇ r❛t✐♦♥❛❧✐t②
β = 100✱ ♣❧❛②❡rs r❡❣✉❧❛r❧② tr② ❊❱❈❙s a ❛♥❞ c ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
❢♦r ❊❱❈❙ b✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ❝♦♥✈❡r❣❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❢♦r ❤✐❣❤❡r r❛t✐♦♥❛❧✐t✐❡s✳

♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ t❡r♠s✮✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❝♦sts✳ ❚❤❡s❡ ❝♦sts ❞♦ ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛②❡r i✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧ ❧✐♠✐ts z∞

i ❛r❡ ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs s❤❛r❡ t❤❡
s❛♠❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r✮✳

●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❊❱❈❙ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛②❡r
❝❤♦♦s❡s t❤✐s ❊❱❈❙ ❛t ♦♥❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼ s❤♦✇s t❤❛t ❊❱❈❙ b ✐s ✈✐s✐t❡❞ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❛♥
t❤❡ ♦t❤❡rs ✭❜❡❝❛✉s❡ ♣❧❛②❡rs ❧❡❛r♥ t❤❛t ✐t ✐s ❝❤❡❛♣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❊❱❈❙s✮✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s♦
✇❤❡♥ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r β ✐s ❤✐❣❤ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛②❡r ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♠✐♥✐♠✐③❡ ❤❡r
❝♦sts ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✶✽✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❞❡❝r❡❛s❡ ❛s t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ♣r♦❣r❡ss❡s✱
❜❡❝❛✉s❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ❊❱❈❙ ❢♦r t❤❡ ❣r✐❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❢♦r ❛❧❧ ❊❱s ❛t ❛❧❧ ❊❱❈❙s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳✶✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ s❤♦✇s✱ ❢♦r β = 100✱ ❤♦✇ t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛♥ ✭✐♥ t❤✐❝❦✮
♦✈❡r ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❝♦♥✈❡r❣❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❡❛r❧✐❡r✱
t❤❡ ♣❧❛②❡rs tr② ❛❧❧ t❤❡ ❊❱❈❙s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡rr❛t✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✐s st❡❛❞② ❛♥❞
❡q✉❛❧ t♦ ❛ t❤✐r❞✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ♥♦t❡ ❤♦✇ s✐♠✐❧❛r t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ❛❧❧
♣❧❛②❡rs ❛r❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘▲❆ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹ ❛♥❞ ✸✳✺✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝
❘▲❆✱ ♦♥❝❡ ❛ ♣❧❛②❡r ❤❛s tr✐❡❞ ❛❧❧ ❊❱❈❙s✱ ❤❡r ♣❡r❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡✳ ❋♦r
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘▲❆✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ✐s s♠❛❧❧ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
t❡r♠ ✏δ(1− ci,a

c+max
)✑ ✭s❡❡ ✭✸✳✽✮✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r β < 400 ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥

♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✐s s❧✐❣❤t❧② s❧♦✇❡r ❢♦r t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✈❡r✐✜❡❞ ♦♥❧② ❛❢t❡r ✶✵✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✮ t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♦♥❡ ✭✺✵✵ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱
s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ②❡t t♦✇❛r❞s t❤❡
♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✸✳✷✺✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ β > 400✱ ♣❧❛②❡rs ❛r❡
r❛t✐♦♥❛❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ❊❱❈❙ ❛♥❞ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ❝♦♥✈❡r❣❡s
✐♥ ♦♥❧② ❛ ❞♦③❡♥ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✮✳
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✸✳✸✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ✭t❤✐♥ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡❛♥
✭t❤✐❝❦ ♠❛r❦❡❞ ❧✐♥❡✮ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ✭❢♦r β = 100✮✳ ❙♦♦♥ ❛❢t❡r
t❤❡ ✜rst ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘▲❆ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹

✸✳✸✳✸✳✷ ▲❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❆t t❤❡ ❧✐♠✐t✱ ❊❱ ✉s❡rs ❞♦ ♥♦t ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ❊❱❈❙ b ❛s ❛ ♣✉r❡ str❛t❡❣②
❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘▲❆ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✱ ❜✉t t❤❡② t❡♥❞ t♦ ❛ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✭❢♦r β = 100✮✳ ❚❤✐s
✐s ❞✉❡ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✹✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ❝♦♥✈❡r❣❡s
t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ◆❊ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞❡❞ ❡♥tr♦♣② t❡r♠
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✜♥✐t❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ♣❧❛②❡rs✳

❚❤✐s ♣❡rt✉r❜❡❞ ◆❊ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝②❝❧✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✸✳✸✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❤❡r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♠✐①❡❞
str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧❛②❡r ❜② t❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡✲
❣✐❡s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❝②❝❧✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ ♣❧❛②❡rs ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❬●✐❧❜♦❛ ❛♥❞ ▼❛ts✉✐✱ ✶✾✾✶❪✳ ❆❧✲
t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❞②♥❛♠✐❝s s❡❡♠ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡✱ ✐t
✐s ♥♦t ♣r♦✈❡❞ ②❡t ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❛t♦♠✐❝ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡rs
❬❏❛❝q✉♦t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪✳

❚❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✸ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r β ✭❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s✮✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✐❢ ♣❧❛②❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇
r❛t✐♦♥❛❧✐t② β✱ t❤❡✐r ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭πi,r = 1

3✮✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ t❤❡✐r r❛t✐♦♥❛❧✐t②
✐s ❤✐❣❤ ✭β > 400✮✱ t❤❡② s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st ❊❱❈❙ b ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❧✐♠✐t
♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❘▲❆ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ✭❞❛s❤❡❞
❧✐♥❡s✮ s❡❡♠s t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ◆❊ ❡✈❡♥ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✹ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❛t♦♠✐❝ ❣❛♠❡s✳ ❋♦r t❤✐s s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✐♠♣❛❝t ♦♥ ❛ ♣❧❛②❡r✬s ❝♦st ✭❢♦✉♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✮ ✐s ∆max = cc(r1) − cc(r2) ✇✐t❤ r1 ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
r2✮ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ ❊❱❈❙ c ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs ❜✉t
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▲❡❛r♥✐♥❣ ◆❛s❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ◆❊ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✸ ✭✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s✮
❛♥❞ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷ ✭✐♥ ❞❛s❤❡❞ ❛♥❞ ♠❛r❦❡❞ ❧✐♥❡s✮✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r β✳ ❋♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❣❛♠❡✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ s❡❡♠s
t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ◆❊ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✹✳ ❚❤✐s
♣❡rt✉r❜❡❞ ◆❊ ❣♦❡s ❢r♦♠ ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ❢♦r ❧♦✇ r❛t✐♦♥❛❧✐t② ✈❛❧✉❡s✱ t♦ ❛ ♣✉r❡ str❛t❡❣②
❢♦r β ≥ 400✳

♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝❤♦♦s❡s ❊❱❈❙ b✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ω × ∆max = 1
2 ✇❤❡♥ β ≃ 40 ✭ω = (N − 1)β✮✱ ✇❤✐❧❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✷ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ◆❊ ❛t ❧❡❛st ✉♣ t♦
β = 160✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡✜♥❡❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
✇❡❛❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ω × ∆max = 2 s❡❡♠s t♦ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝
❘▲❆ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ◆❊ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡✳ ❋♦r β ≥ 400✱
❜♦t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸ ❞❡❧✐✈❡r ❛ ♣✉r❡ str❛t❡❣② ❧✐♠✐t ✭✐✳❡✳✱ πi,r = 0 ♦r ✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r
200 < β < 400✱ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❛❝t❧② ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ ◆❊✳

✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
❚❤❡② ❢♦❧❧♦✇ ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✿ t❤❡② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❞❛② ❛♥❞
t❤❡♥ ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❛②✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❜② ❞♦✐♥❣ s♦✱ t❤❡② r❡❛❝❤ t❤❡
st❛t✐♦♥❛r② ❜❡❤❛✈✐♦r ✭♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❈❤❛♣t❡r ✷✳

❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦r❞✐♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡
❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ▲✐♥❡❛r❧②
♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ✭▲♥❙■❈✮ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✶ ❛♥❞ ✐ts ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ✭✇❤❡r❡
♣❧❛②❡rs ❞♦ ♥♦t ✉♣❞❛t❡ t❤❡✐r str❛t❡❣✐❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✮ ❜♦t❤ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ◆❛s❤
❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ▲♥❙■❈ ❣❛♠❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡
❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❯Ps✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❘▲❆ ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ♦♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ♥❡✇

✺✻
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳✸✿ ❈②❝❧✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❜❡st r❡s♣♦♥s❡ ❞②♥❛♠✐❝s

■♥♣✉t✿ r❛♥❞♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② ✈❡❝t♦r π(0)✱ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① k = 0
✶ ✇❤✐❧❡ |π(k) − π(k−1)| > 10−3 ❞♦
✷ k ← k + 1❀
✸ ❢♦r ❛❧❧ ♣❧❛②❡rs i ❞♦
✹ P❧❛②❡r i ♠❛①✐♠✐③❡s ❤❡r ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦st ci ❛ss✉♠✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❧❛②❡rs ♣❧❛② t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ♠✐①❡❞ str❛t❡❣② π−i✿

π
(k)
i ← argmin

πi

ci(πi,π−i) ✭✸✳✸✹✮

❡♥❞
❡♥❞

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢✳ ■♥ t❤✐s st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❛r❡ ♥♦t ❤②♣❡r✲r❛t✐♦♥❛❧✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ r❡st ♦❢
t❤✐s t❤❡s✐s✿ t❤❡② ❞♦ ♥♦t s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝❤❡❛♣❡st str❛t❡❣②✱ ❞✉❡ t♦ ❛ ✜♥✐t❡ r❛t✐♦♥❛❧✐t②
♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ❘▲❆ ❛♣♣❡❛rs ♥♦t t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ◆❊ ♦❢ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣
❣❛♠❡ ✭✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✮✱ ❜✉t t❤❡ ◆❊ ♦❢ ❛ ♣❡rt✉r❜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡♥tr♦♣② t❡r♠✳

❆ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s st♦❝❤❛st✐❝ ❘▲❆ ❢♦r ❛t♦♠✐❝ ▲♥❙■❈ ❣❛♠❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
❘▲❆ ✸✳✶ ❛♥❞ ✐ts ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡
s❡✈❡r❛❧ ▲♥❙■❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ ❝♦✉❧❞ st✉❞② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦✈♥❡r❣❡♥❝❡
s♣❡❡❞ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❘▲❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛t♦♠✐❝ ▲♥❙■❈ ❣❛♠❡s✳
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❈❤❛♣t❡r ✹

❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣

st❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❊❱ ✉s❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s P❛rt ■ r❡s✉❧t ✐♥ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ✈❛❧✉❡s ❛t ❡❛❝❤ ❝❤❛r❣✐♥❣
st❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡s❡ st❛t✐♦♥s s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡
❊❱ ✉s❡r ♥❡❡❞s✳ ❚❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡
♦❢ t❤❡ ❊❱s✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❢♦r t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♣❡r❛t♦r✬s
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❢♦r s❡❧❢✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❊❱ ❛rr✐✈❛❧
❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✬s ❝♦st
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✉♥✐t ♣r✐❝❡s
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❞❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ✇❤✐❧❡ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ s♦♠❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❈❤❛r❣✐♥❣
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣✱ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❉❡♠❛♥❞✲❙✐❞❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t
✭❉❙▼✮ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❬P❛❧❡♥s❦② ❛♥❞ ❉✐❡tr✐❝❤✱ ✷✵✶✶❪✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣✱ ❉❙▼ ✉s❡s t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ❊❱
✉s❡rs ♠♦❜✐❧✐t② ♥❡❡❞s✱ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❈❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❉❡♠❛♥❞
❘❡s♣♦♥s❡ ✭❉❘✮ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❉❙▼✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t② ♦❢ s❡♥❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❊❱
✉s❡rs t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❬❱❛r❞❛❦❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣
s❝❤❡♠❡s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♥❡①t ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛r❡ ❉❘ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡s❡ ♣r✐❝❡
✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ❊❱ ✉s❡rs✬ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❱❈❙ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❝❤❛r❣❡✳

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭✐♥ t✐♠❡✮✱ ❛ ❉✐r❡❝t ▲♦❛❞ ❈♦♥tr♦❧ ✭❉▲❈✮ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❬❘✉✐③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥st❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣

✻✷



✹✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❈❙❖ ♦❢ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❊❱❈❙
❛♥❞ ♥♦t ❞r✐✈❡♥ ❜② ♣r✐❝❡ s✐❣♥❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❙❖ ❛♥❞ ❊❱ ✉s❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡❝❡✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣❛②♠❡♥ts ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝♦♠♠♦♥ ✐♥ t❤❡ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ s❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❯❙❆ ❬❙❛♠❛❞ ❛♥❞ ❑✐❧✐❝❝♦t❡✱ ✷✵✶✷❪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ♥❡①t ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❙❖✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❉▲❈ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤✐s ❝❤❛r❣✐♥❣
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ❛♥❞ t♦ ❦❡❡♣ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✱ t❤❡ ❈❙❖ ♦♥❧② ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s ❛t ❛ ❣✐✈❡♥
❊❱❈❙ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❉▲❈ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s t❤❡ ❲❛t❡r✲
❋✐❧❧✐♥❣ ✭❲❋✮ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❬❙❤✐♥✇❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ▼♦❤s❡♥✐❛♥✲❘❛❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡
✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
t♦ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❊❱ ❛rr✐✈❛❧ ✭❛t t❤❡ ❊❱❈❙✮ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡s✱ ❛♥❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❊❱❈❙s✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

✹✳✷ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❛ ❝❤❛r❣✐♥❣
st❛t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ◆♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷

❙②♠❜♦❧s ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥

L ❈❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s ❛t t❤❡ ❊❱❈❙

T = {1, . . . , T} ❙❡t ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts t ♦❢ ❡q✉❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ δ

ℓt♦tt = ℓ0t + ℓt ❙✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ✭✐✳❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞✮ ❧♦❛❞s ❛t t

ft = ηtℓ
2 ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t

t(L) ◆✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ♥❡❡❞ L

L0
t ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ✉♣ t♦ t✐♠❡ t

Lt ❊♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ t(L) ≤ t

G∗ ❖♣t✐♠❛❧ ❈❙❖✬s ❝♦st

E ❚♦t❛❧ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ T

✹✳✷✳✶ ❇❛s✐❝ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

✹✳✷✳✶✳✶ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❊❱❈❙ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② ❛ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦r
✭❈❙❖✮✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❊❱❈❙s ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ t✐♠❡
♣❡r✐♦❞ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❆❧❧ ❊❱s ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ s❧♦t ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡
s❧♦t✳

❚❤✐s s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❧❡❣✐t✐♠❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ♣❡❛❦② ✭✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✷✷ ♠✐♥✉t❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s
r❡❧❛①❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ✇❤❡r❡ ❊❱s ♠❛② ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❧♦ts✳

❚❤❡♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❊❱✱ t❤❡ ❈❙❖ ♦♥❧② ♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s ❛t
t❤❡ ❊❱❈❙✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ t❤✉s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❱s✱
❛♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❤❡r❡✿ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❊❱s ❝❤❛r❣✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛rr✐✈❛❧s ❛♥❞ ❞❡♣❛r✲
t✉r❡s✮✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❡✈❡r② ❊❱
❬❏❛❝q✉♦t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛t t❤❡ ❊❱❈❙✱ t❤❡r❡ ❛r❡
❡♥♦✉❣❤ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❢♦r ❛❧❧ ❊❱s ❛t ❛♥② ♠♦♠❡♥t ✭♥♦ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ♦r q✉❡✉✐♥❣ ❡✛❡❝t ❤❡r❡✮✳

❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡✿ t❤❡ ❈❙❖ s❝❤❡❞✉❧❡s t❤✐s ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✲
✐♥❣ ♥❡❡❞ L ❛♠♦♥❣ ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r T ≥ 2 ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts t ∈ T , {1, . . . , T} ♦❢ ❡q✉❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥
δ✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ✇❤❡r❡ ❊❱s ❛r❡ ❛❧❧ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ✭s❡❡ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✹✳✶✮✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❈❙❖ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✇❡r ℓt ❞✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❧♦t t ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞✱ ✐✳❡✳

∑T
t=1 ℓt = L/δ✳ ❚❤❡

❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G ♦❢ t❤❡ ❈❙❖ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦sts✴✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦♣✲
❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞ ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②

✻✹



✹✳✷✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❛ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥

❝♦♥tr❛❝t ✇♦✉❧❞ ❜❡ s✐❣♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❙❖ ❛♥❞ t❤❡ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈❙❖ ❢♦r t❤❡ ❡✛♦rt ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ✢❡①✐❜❧② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❊❱ ❧♦❛❞ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❊❱
❝❤❛r❣✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✶ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✸✮✳ ❚❤❡ ❣r✐❞ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛r❡ ♠❛✐♥❧②
tr❛♥s❢♦r♠❡r ❛❣✐♥❣ ❬❍✐❧s❤❡② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ t❤❡r♠❛❧ ♦✈❡r❧♦❛❞✐♥❣ ♦❢ ❝❛❜❧❡s ❬❍✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✱ ♣♦✇❡r
❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ❏♦✉❧❡ ❤❡❛t✐♥❣ ❬❙♦rt♦♠♠❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✱ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❣r✐❞ ✈♦❧t❛❣❡ ❬●❡t❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪
❛♥❞ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣♦✇❡r q✉❛❧✐t② ❬●ó♠❡③ ❛♥❞ ▼♦r❝♦s✱ ✷✵✵✸❪✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❈❙❖✬s ❝♦sts ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❊❱❈❙ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ ❛t t❤✐s ❊❱❈❙✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
❈❙❖ s❝❤❡❞✉❧❡s ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ft ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞
ℓt♦tt ❛t t✐♠❡ s❧♦t t ✐s ❛ss✉♠❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝✿ ft(ℓ

t♦t
t ) = f(ℓt♦tt ) = (ℓt♦tt )2✳ ❙✉❝❤ ❛ ✏♣r♦①②✑✷ ✐s ✇✐❞❡❧②

✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②s✲
t❡♠ ❬▼♦❤s❡♥✐❛♥✲❘❛❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛❞r❛t✐❝ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦♥♦♠✐❛❧s ✭ft(ℓt♦tt ) = ηt(ℓ

t♦t
t )n✮ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳✶✳

❚❤✐s s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡ ❈❙❖✬s ❝♦sts ♠❛② ❞❡♣❡♥❞ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ s❧♦t t
✈✐❛ ❛ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ❣❡♥❡r❛t❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛②✮ ❛♥❞
❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❧♦❛❞ ℓt♦tt ❞✉r✐♥❣ t❤❛t t✐♠❡ s❧♦t ❬❲♦♦❞ ❛♥❞ ❲♦❧❧❡♥❜❡r❣✱ ✷✵✶✷❪✳
❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❧♦t t✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❧♦❛❞ ℓt♦tt ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞
❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✇❡r ℓt ✇❤✐❝❤ ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❛t t✱ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ✭✜①❡❞✮ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ℓ0t ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✉s❛❣❡s t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❊❱s ❛r❡ ♣❧✉❣❣❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❛♣♣❧✐❛♥❝❡s ✇❤❡♥ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ❤♦♠❡✱ t❡rt✐❛r② ♦♥❡s ❛t ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ s✐t❡s✱ ❡t❝✳✮✳ ❲❤✐❧❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ℓ0t ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ℓt ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆s ♠♦❞✲
❡❧❡❞ ✐♥ ❬▼♦❤s❡♥✐❛♥✲❘❛❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ✭❛♥❞ ✐♥ ♠❛♥② ♦t❤❡r ♣❛♣❡rs ❛❜♦✉t ❊❱ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣✮✱ ❊❱
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✉s❛❣❡s✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞
❜❡✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡
♣r♦✜❧❡s✮✳ ❚❤❡ ❈❙❖ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✭❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ❝❤❛r❣✐♥❣ t✐♠❡ s❧♦t✮ t❤❡ ♥♦♥✲
✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ℓ0t ❢♦r ❛❧❧ t ∈ T ✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ t❡r♠s ℓ0t ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞
♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✭♦♥❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮✱ ❜✉t t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭ℓ0t < 0✮ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳✷✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❈❙❖ ✐s st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

min
(ℓt)t

G (ℓ) , s✉❝❤ t❤❛t

{

ℓt ≥ 0 ∀t ∈ T ,
∑T

t=1 ℓt = L/δ ,
✇✐t❤ G (ℓ) =

T∑

t=1

ft
(
ℓ0t + ℓt

)
, ✭S✮

✇❤❡r❡ G(ℓ) ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❈❙❖ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ℓ✳ ◆♦t❡ t❤❛t
G ❞❡♣❡♥❞s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦✜❧❡ ℓ0✳ ❋♦r ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❞r✐✈✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭s❡❝♦♥❞ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ✭S✮✮✱ t❤❡ ❈❙❖ ❤❛s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣
♣r♦✜❧❡ ℓ = (ℓ1, . . . , ℓT ) ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞
❜② ❜♦t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L ✭❢r♦♠ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ s♦ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞
❝❤❛r❣✐♥❣✲❞r✐✈✐♥❣ ♠♦❞❡❧✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ℓ0 ✭❡①♦❣❡♥♦✉s✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

✹✳✷✳✶✳✷ ❲❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ r❡s♦❧✉t✐♦♥

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮ ❤❛s ❛ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❛s f ✐s q✉❛❞r❛t✐❝✮ ❛♥❞
❧✐♥❡❛r ❝♦♥str❛✐♥ts✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭S✮ ❛r❡

✶■♥ ❋r❛♥❝❡ s❡❡ t❤❡ ✏❖✛r❡s ❞❡ ❘❛❝❝♦r❞❡♠❡♥t ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s✑ ❜② ❊♥❡❞✐s ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡✳

✷■t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦r ❧♦❝❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳

✻✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

✉♥✐q✉❡✳ ❆s ✭S✮ ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭◗P✮✱ ✐ts ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❡❛s✐❧② ❢♦✉♥❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❜✉✐❧t✲✐♥ P②t❤♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✭✐♥ ❙❝✐P② ♣❛❝❦❛❣❡✮✱ ✇❤✐❝❤
r❡❧✐❡s ♦♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬❇♦❣❣s ❛♥❞ ❚♦❧❧❡✱ ✶✾✾✺❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♥s✉r❡ ❢❛st ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤✐s s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✭S✮ ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✸✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭S✮ ❛♥❞ ✐ts ❡①t❡♥s✐♦♥s ✭✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❡❧♣ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣
♣r♦✜❧❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸✳✷✮✳ ❙✉♣♣♦s❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ✭❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦
❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡✛❡❝t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❤❡r❡✮ t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞ ✐s ♦r❞❡r❡❞ s✉❝❤
t❤❛t ℓ01 ≤ · · · ≤ ℓ0T ≤ ℓ0T+1 = +∞✱ ✇❤❡r❡ ✜❝t✐✈❡ t✐♠❡ s❧♦t T + 1 ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ✉♥✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥s✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣❛r❛♠❡t❡r L0

t = δ
∑t

s=1 ℓ
0
s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♥♦♥✲

✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ✉♣ t♦ t✐♠❡ t✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ✈❡❝t♦r
ℓ0✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ℓ∗ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮ ✇✐t❤
❛ q✉❛❞r❛t✐❝ ❧♦❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ft : ℓ 7→ ℓ2 ✐s✿

ℓ∗t =







L+ L0
t̄

t̄(L)× δ
− ℓ0t if t ∈ {0, . . . , t̄(L)} ,

0 if t > t̄(L) ,

✭✹✳✶✮

❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ G∗ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

G∗(L) =

(
L+ L0

t̄

)2

t̄(L)× δ2
+

T∑

t=t̄+1

(
ℓ0t
)2

, ✭✹✳✷✮

✇✐t❤ t̄(L) s✉❝❤ t❤❛t L ∈
]
Lt̄−1, Lt̄

]
❛♥❞ Lt̄ t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

∀t ∈ {0, . . . , T}, Lt = tδ × ℓ0t+1 − L0
t = δ

t∑

s=1

(
ℓ0t+1 − ℓ0s

)
. ✭✹✳✸✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✐s ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ str✐❝t❧②
❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❧② q✉❛❞r❛t✐❝✮ ❛♥❞ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❬❇♦②❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ ❛s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❝♦♥✈❡① s❡t✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ (ℓt)t✳ ❚❤✐s
s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✭S✮✿







∀t, ∂L
∂ℓt

= 0, ∂L
∂µ = 0 ,

∀t, νtℓt = 0 ,

∀t, νt, ℓt ≥ 0 ,

✇✐t❤

L =

T∑

t=1

(

f
(
ℓ0t + ℓt

)
− νtℓt

)

− µ

(
T∑

t=1

ℓt − L/δ

)

.

✭✹✳✹✮

❚❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ℓt ❢♦r ❛♥② t ❣✐✈❡s✿

f ′
(
ℓ0t + ℓt

)
− µ− νt = 0, ✭✹✳✺✮

✸❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❧♦t✱ ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✮ ❛♥❞ ❡❛❝❤
❊❱ ❝❧❛ss ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✳

✻✻



✹✳✷✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❛ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥

✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ✐♠♣❧✐❡s✿
{

f ′
(
ℓ0t + ℓt

)
− µ ≥ 0 since νt ≥ 0,

ℓt

(

f ′
(
ℓ0t + ℓt

)
− µ

)

= 0 since ℓt × νt = 0.
✭✹✳✻✮

❆s f ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱ f ′ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s♦ ❛❧❧ ℓ s✉❝❤ t❤❛t f ′(ℓ) = µ ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✭✐♥❥❡❝t✐✈✐t②✮ t♦
M = (f ′)−1 (µ)✳ ❯s✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❡❛❝❤ r❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s②st❡♠✿

✶✳ ❡✐t❤❡r ℓt = 0 ❛♥❞ ℓ0t ≥M ✱ ✇✐t❤ M ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✐♥ t✐♠❡❀

✷✳ ♦r 0 < ℓt = M − ℓ0t ✱ s♦ ℓ0t < M ✳

❆ss✉♠✐♥❣ L 6= 0✱ t❤❡r❡ ♠✉st ❡①✐st t s✉❝❤ t❤❛t ℓ0t < M ✿ ❧❡t t̄ ❜❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ t✳ ❇❡❝❛✉s❡
(
ℓ0t
)

t
✐s ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣✱ ℓ0t < M ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t ≤ t̄ s♦ ℓt = M − ℓ0t ❢♦r s✉❝❤ t✳ ❋♦r t > t̄✱

ℓt = 0✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ µ ❣✐✈❡s✿

M =
L/δ +

∑t̄
t=1 ℓ

0
t

t̄
. ✭✹✳✼✮

❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ❧❛st r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ ✭✹✳✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✮✳ ▲❛st✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t̄✱ ✇❡ ❤❛✈❡
ℓ0t̄ < M ❛♥❞ ℓ0t̄+1 ≥M ✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

0 < ℓt̄ =
L− Lt̄−1

t̄× δ
and 0 ≥M − ℓ0t̄+1 =

L− Lt̄

t̄× δ
, ✭✹✳✽✮

♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t L ∈
]
Lt̄−1, Lt̄

]
✳

◆♦t❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s G ❛♥❞ G∗✳ ❚❤❡ ❈❙❖✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ G ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ G∗ = G(ℓ∗) ♦❢ ❈❙❖✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ℓ∗(L) ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞
L✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

G∗(L) = G
(
ℓ∗(L)

)
. ✭✹✳✾✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ❛❝t✉❛❧❧② s❤♦✇s t❤❛t ❛♥② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ f ❧❡❛❞s
t♦ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ℓ∗ ✭❜✉t ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ G∗✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧❧❡②✲✜❧❧✐♥❣
str✉❝t✉r❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥ ✭✹✳✷✮✿ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst t
♦r❞❡r❡❞ t✐♠❡ s❧♦ts ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❡q✉❛❧❧② t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❛t ♦♣t✐♠✉♠ ✭t❤❡② s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛t❡r
❧❡✈❡❧✱ s✉♠ ♦❢ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣❧✉s ❊❱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✮✱ t❤❡ ♥❡①t ♦♥❡s ✭t ≥ t + 1✮ ♣r♦✈✐❞❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♥❧② t♦ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞
❢♦r ❝❤❛r❣✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤✐s ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♦r❞❡r❡❞ ✈❡❝t♦r ❢♦r
T = 4 t✐♠❡ s❧♦ts ✭♦r❛♥❣❡ ❜❛rs✮✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞s L1 < L2 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
❞♦tt❡❞ ❛♥❞ t✐❣❤t ❞❛s❤❡❞ ❜❛rs✮✳ ❆s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L ✭❧♦♦s❡ ❞❛s❤❡❞ ❜❛rs✮ ✐s ❤✐❣❤❡r
t❤❛♥ L2 ❜✉t ❧♦✇❡r t❤❛♥ L3 ✭❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❜❧❛❝❦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❛t ❧❡✈❡❧ ℓ04✮✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ♦♥❧② ✉s❡s t❤❡ ✜rst t(L) = 3 t✐♠❡ s❧♦ts✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✸✳ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞s ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧②✱ ❜②
{

L0 = 0 ,

Lt = Lt−1 + tδ (ℓ0,t+1 − ℓ0,t) .
✭✹✳✶✵✮

❚❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ Lt ✐s t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❈❙❖ st❛rts ✉s✐♥❣ t✐♠❡ s❧♦t
t+ 1 t♦ ❝❤❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L ≥ Lt✳

✻✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❜❧✉❡ ❜❛rs✮ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L ✭❧♦♦s❡ ❞❛s❤❡❞
❜❛rs✮ ✈❡r✐✜❡s L2 < L < L3✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞s L2, L3 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t✐❣❤t
❞❛s❤❡❞ ❜❛rs✱ ❛♥❞ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡ ℓ04✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ L ✐s ❝❤❛r❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst t(L) = 3
t✐♠❡ s❧♦ts✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✹✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❱❡❤✐❝❧❡ t♦ ●r✐❞ ✭❱✷●✮ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✐t ❡①t❡♥❞s
t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤✉s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st✹ G∗✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ♥♦t ♠❛ss✐✈❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ②❡t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r s♦♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
t❡st✲❜❡❞s✱ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐s ♥♦t ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧❧②❀ ✏r❡✈❡rs❡ ✢♦✇s✑ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♥❡t✇♦r❦ ♠❛② ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❤❛r♠❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞ ❬❍❛❜✐❜ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✱ ❡t❝✳ ❲❤❡r❡
❱✷● ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤❡ r❡✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✐s ♠❛✐♥❧② ♦♣❡r❛t❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♥♦❞❡
✭✏❱✷❍♦♠❡✑✮✳ ❖♥ t❤✐s ❜❛s✐s✱ ✇❡ ❝❤♦s❡ ♥♦t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❱✷● ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ r❡❛❧✐s♠✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦
❢♦❝✉s ♦♥ ♦t❤❡r ❦❡② ✲ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ✲ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✭s❡❡ P❛rt ■■■✮ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❱✷● t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮ ✐s s♦♠❡❤♦✇
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ ft ♦❢ ✭S✮ s❤♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ✇❤❡♥ ℓt + ℓ0t > 0✱ ❛♥❞
❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ℓt + ℓ0t < 0✳ ❈♦♥✈❡①✐t② ♦❢ ft ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ t♦ ❝♦♥❞✉❝t
❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ✭❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✿

∀t, Smin ≤

,St
︷ ︸︸ ︷

S0 +
∑

s≤t

ℓi,s ≤ Smax , ✭✹✳✶✶✮

✇✐t❤ S0 t❤❡ ✏❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❙t❛t❡ ♦❢ ❈❤❛r❣❡✺ ✭❙♦❈✮✑ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s✬ ❜❛tt❡r✐❡s ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❞❛② ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❙♦❈ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❊❱s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥✮✳ Smin ❛♥❞ Smax

❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❙♦❈ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥②
❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♥♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♥❡✇ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ②❡t✱ ✐♥ ♣❛rt ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥❡✇
❝♦♥str❛✐♥ts ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❧♦ts✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t✐♠❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ft ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ℓ0 ≤ 0 ❛t t❤❡ ❊❱❈❙✳

✹◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❜❛tt❡r② ❝②❝❧✐♥❣✱ ♠❛✐♥❧② ❜❛tt❡r② ❛❣✐♥❣
❬❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪✳

✺❚❤❡ ❙t❛t❡ ♦❢ ❈❤❛r❣❡ ♦❢ ❛♥ ❊❱ ✐s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ✐ts ❜❛tt❡r② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐ts ❝❛♣❛❝✐t②✳

✻✽



✹✳✷✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❛ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥

✹✳✷✳✷ ❊①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

✹✳✷✳✷✳✶ ❚✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝❛s❡ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ ℓt♦tt ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡ s❧♦t t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t✐♠❡ s❧♦t ✐ts❡❧❢ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❜❪✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ft ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ ❛♥② ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♦♥❧② q✉❛❞r❛t✐❝ ♦♥❡s✮✿

∀t ∈ T , ft(ℓ
t♦t
t ) = ηt(ℓ

t♦t
t )n (n ≥ 2) ✭✹✳✶✷✮

✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs ηt > 0✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣✉t ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✇❡✐❣❤t ♦♥
s♦♠❡ t✐♠❡ s❧♦ts ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♠❛②
❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦r ❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❈❙❖✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺✳ ▲❡t t❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ft : ℓ 7→ ηtℓ
n ❜❡ ♠♦♥♦♠✐❛❧s ❛s ✐♥ ✭✹✳✶✷✮✳ ●✐✈❡♥ ❛

♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ✈❡❝t♦r ℓ0 ❛♥❞ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L✱ ❧❡t t̄(L) ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t L ∈
]
Lt̄−1, Lt̄

]
✱ ✇❤❡r❡

Lt = δ
[
∑t

s=1 (ηt+1/ηs)
1/(n−1)

]

ℓ0t+1−L
0
t ❢♦r t ∈ T ❛r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞

❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮ ✐s✿

ℓ∗t =







η
− 1

n−1
t

δ
∑t̄

s=1 η
− 1

n−1
s

(
L+ L0

t̄

)
− ℓ0t if t ∈ {0, . . . , t̄(L)} ,

0 if t > t̄(L) ,

✭✹✳✶✸✮

❛♥❞ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✿

G∗(L) = (
t̄∑

s=1

η
− 1

n−1
s )−(n−1) ×

(
L+ L0

t̄

δ

)n

+

T∑

t=t̄+1

ft
(
ℓ0t
)
. ✭✹✳✶✹✮

Pr♦♦❢✳ ❆s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t✐♠❡ s❧♦ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦r❞❡r❡❞ ❜②
♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st f ′

t(ℓ
0
t )✱ ✐✳❡✳ f ′

1(ℓ
0
1) ≤ f ′

2(ℓ
0
2) ≤ . . . ≤ f ′

T (ℓ
0
T )✳ ❆t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥

❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L✱ t✐♠❡ s❧♦ts ✉s❡❞ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st✱ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ♦❢
t❤❡ ✉♥✉s❡❞ t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❈❙❖ s❝❤❡❞✉❧❡s L ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦t ✐♥❞✐❝❡s ✭t = 1✱
t❤❡♥ t = 2✱ ❡t❝✳✮✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞s Lt ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❈❙❖ st❛rts ✉s✐♥❣ t✐♠❡ s❧♦t t + 1 ✭0 ≤ t < T ✮✳ ■❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣②
t❤r❡s❤♦❧❞ Lt ✭❢♦r ❛♥② t✮✱ ✐t ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✭s♦❧✉t✐♦♥ ✇r✐tt❡♥ ℓ(t)✮ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡ s❧♦ts ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞
✭s ≤ t✮ ❛♥❞ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ❛r❡ ❛❧❧ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣t② t✐♠❡ s❧♦t

t + 1✿ f ′
s

(

ℓ0s + ℓ
(t)
s

)

= f ′
t+1

(
ℓ0t+1

)
✱ ✐✳❡✳ (n − 1)ηs

(

ℓ0s + ℓ
(t)
s

)n−1
= (n − 1)ηt+1

(
ℓ0t+1

)n−1
✳ ❆s

❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ft ❛r❡ ❝♦♥✈❡①✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ Lt ✇❛s ❧♦✇❡r t❤❛♥ f ′

t+1

(
ℓ0t+1

)
✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ Lt =

∑t
s=1 ℓ

(t)
s ✇✐t❤✿







ℓ
(t)
s =

(
ηt+1

ηs

) 1
n−1

ℓ0t+1 − ℓ0s ❢♦r s ≤ t ,

ℓ
(t)
s = 0 ❢♦r s > t ,

✭✹✳✶✺✮

✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦sts ❡q✉❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞s ❢♦r♠✉❧❛✳

✻✾



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❚❤✉s✱ ✐❢ t̄(L) ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L ✐s ✐♥ ]Lt̄−1, Lt̄]✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣
♣r♦✜❧❡ ℓ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r t > t̄(L)✱ ℓt = 0 ❛♥❞ ❢♦r t ≤ t̄(L)✱ f ′

t

(
ℓ0t + ℓt

)
= f ′

1

(
ℓ01 + ℓ1

)
✱ s♦ t❤❛t

ℓ0t + ℓt =
(
η1
ηt

) 1
n−1 (

ℓ01 + ℓ1
)
❛♥❞✿

G∗(L) =

t̄∑

t=1

ηt

(
η1
ηt

) n
n−1 (

ℓ01 + ℓ1
)n

+
T∑

t=t̄+1

ft(ℓ
0
t ) ,

= η1

t̄∑

t=1

(
η1
ηt

) 1
n−1 (

ℓ01 + ℓ1
)n

+
T∑

t=t̄+1

ft(ℓ
0
t ) .

✭✹✳✶✻✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ℓ1 ✐s ❞❡❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t L = δ
∑T

t=1 ℓt = δ
∑t

t=1 ℓt✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s✿

ℓ01 + ℓ1 =

(
t̄∑

t=1

(
η1
ηt

) 1
n−1

)−1
L+ L0

t̄

δ
, ✭✹✳✶✼✮

❛♥❞ ❜♦t❤ ❢♦r♠✉❧❛s ❢♦r G∗ ❛♥❞ ℓ∗ ❢♦❧❧♦✇✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✻✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ft ❛r❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛s ✐♥ ✭✹✳✶✷✮✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♦♣t✐♠❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❛ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ str✉❝t✉r❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ηt✳

◆♦t❡ t❤❛t s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❧✐❦❡ ❝♦♥✈❡①✐t②✮ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ G∗ ♦❢ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✭S✮ ❣✐✈❡♥ ✐♥
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♠❛rt ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡s
st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✹✳✷✳✷✳✷ ❙❡❧❢✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❊❱❈❙ ♦✇♥s P❤♦t♦❱♦❧t❛ï❝
✭P❱✮ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ❛♥❞ ❝❛♥ s❡❧❢✲❝♦♥s✉♠❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐t✱ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡
❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✉s❛❣❡s ♦r ❢♦r ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❈❙❖ ♥❡❡❞s t♦ ❜✉② ❧❡ss ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❢r♦♠ t❤❡
❣r✐❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❞✉❝❡s ✐ts ❝♦sts✳ ▲♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② st♦r❛❣❡ ❢♦r P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❤❡r❡✳ ■ts ♣r❡s❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♥❡t ❧♦❛❞ ❞✉r✐♥❣ s♦♠❡ t✐♠❡ s❧♦ts ❛♥❞✱ ✐♥ t✉r♥✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✳

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❛♥❞ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱
❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ■♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✱ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❡♥❡r❣② ✈❡❝t♦r ℓ0 ✐s
❛ss✉♠❡❞ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ♦♥❧② ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♦r t❤❛t t❤❡r❡
❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❜✉t ✐t ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❡r♠s ❛♥❞ ❡♥t✐r❡❧② s❡❧❢✲❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡♠✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✕ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s♦♠❡ ❧♦❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❊❱
❝❤❛r❣✐♥❣ ✕ ❝❛♥ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♥♥❡rs✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ✉♥✉s❡❞ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

◆♦ r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ✉♥✉s❡❞ P❱✳
■❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✉♥✉s❡❞ P❱ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②✱ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ r❡♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

f
(
ℓt♦tt

)
=

{

0 ✐❢ ℓt♦tt ≤ 0 ,
(
ℓt♦tt

)2
✐❢ ℓt♦tt > 0 .

✭✹✳✶✽✮
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✹✳✷✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❛ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ▲♦❛❞ ❝♦st f ❛t t✐♠❡ s❧♦t t ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ℓt ❛♥❞ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ℓ0t
✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ℓt♦tt ✮✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ✉♥✉s❡❞ P❱✳ ■❢ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥
✐s ❤✐❣❤❡r ✭r❡s♣✳ s♠❛❧❧❡r✮ t❤❛♥ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❛❞✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✭r❡s♣✳ ❛ q✉❛❞r❛t✐❝✮ ✐♠♣❛❝t✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❲❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ P❱ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮✱ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s L ✭✐♥ ❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞✮✳ ❋♦r t❤❡ r❡❞
❜❛rs✱ ❛♥② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❜❧✉❡ ❜❛rs✱ t❤❡ ♦♥❧② ♦♣t✐♠❛❧
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✉s❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❧✉s t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ✭❜❧✉❡ ❜❛rs ♠✐♥✉s ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ ✐s
❝♦♥st❛♥t✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❧♦t✳

❚❤✐s ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s q✉❛❞r❛t✐❝ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥❡t ❧♦❛❞ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ③❡r♦ ✐❢ ♥♦t✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❜❪✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❈❙❖ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ s❡❧❢✲
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐ts P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ℓ0t ≤ 0 ❢♦r ❛❧❧ t✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮ ✇✐t❤ ❧♦❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✽✮ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ✭r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ L✮ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ P❱ ❡♥❡r❣② E = δ

∑T
t=1 ℓ

0
t ❣❡♥❡r❛t❡❞

❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs T ✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ℓ0 s❤❛♣❡✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t✱ t❤❡ P❱ ♣r♦✜❧❡ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t♦t❛❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ E = 57.9 ❦❲❤ ✭❜❡t✇❡❡♥ ✾ ❛✳♠✳
❛♥❞ ✺ ♣✳♠✳✮✳

❼ ■❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L ✈❡r✐✜❡s L < E✱ ❛♥② ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ P❱
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦st ✐s ③❡r♦✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣
♣r♦✜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ s❤❛♣❡✳

❼ ■❢ L = E✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❤❛s t♦ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

✼✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ▲♦❛❞ ❝♦st f ❛t t✐♠❡ s❧♦t t ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ℓt ❛♥❞ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ℓ0t ✭t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♥❡t t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ℓt♦tt ✮ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡① r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❈❙❖ ✐s r❡♠✉♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥
r❡✲✐♥❥❡❝t✐♥❣ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❣r✐❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥ ♣❡r ❡♥❡r❣② ✉♥✐t ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② r❡✲✐♥❥❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r a ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❧❛t❡s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❛❞r❛t✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥✳

❼ ■❢ L > E✱ ❛❧❧ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✉♠❡❞ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧❧②
s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t✐♠❡ s❧♦ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t ❧♦❛❞ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞ ✐s ❝♦♥st❛♥t✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❈❙❖✬s ❝♦st G∗ ✐s ❡q✉❛❧ t♦✿

G∗(L) =

{

0 ✐❢ L ≤ E ,
1
T (−E + L)2 ✐❢ L > E .

✭✹✳✶✾✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐❢ t❤❡ r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
✉♥✉s❡❞ P❱ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✇❛s ❧✐♥❡❛r✿ f(ℓt♦tt ) = η−ℓt♦tt ❢♦r ℓt♦tt ≤ 0 ✇✐t❤ η− ≥ 0✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡r❡
✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦ ♣r✐♦r✐t② t♦ ❝❤❛r❣❡ ❊❱s ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡ s❧♦ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✜rst✱ ❛s ❧♦♥❣ ❛s
❛s ♠✉❝❤ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳

❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❊❱ ✉s❡rs ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳

❈♦♥✈❡① r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ✉♥✉s❡❞ P❱✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤❛♥ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣✱ t❤❡ ❈❙❖ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♠✉♥❡r❛t❡❞
✇❤❡♥ r❡✲✐♥❥❡❝t✐♥❣ ✇❤❛t ✐s ❧❡❢t ♦❢ t❤❡ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t♦♦ ♠✉❝❤ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
r❡✲✐♥❥❡❝t❡❞ ♠❛② ❜❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❤❛r♠❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞✱ t❤✐s r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t② r❡✲✐♥❥❡❝t❡❞✻✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✉s❡❞
t♦ ♠♦❞❡❧ ❞✉r✐♥❣ ❛ t✐♠❡ s❧♦t t❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ✇❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦
♥❡❣❛t✐✈❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡
❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ❊❱s ❛r❡ ❝❤❛r❣❡❞ ✐♥ ♣r✐♦r✐t② ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡
s❧♦ts ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✱ ✐♥ r❡❞✱ ✇❤❡r❡ ❊❱s ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❣❡❞
r❛♥❞♦♠❧② ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ t✐♠❡ s❧♦ts ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡
✐♥ ♦✉r ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❛❪✳

✻❙❡❡ t❛①❡s ♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣❛♥✐❡s✿ ❤tt♣s✿✴✴❜♦❢✐♣✳✐♠♣♦ts✳❣♦✉✈✳❢r✴❜♦❢✐♣✴✼✾✼✲P●P✳❤t♠❧✴✐❞❡♥t✐❢✐❛♥t❂

❇❖■✲❚❋P✲■❋❊❘✲✸✵✲✷✵✷✶✵✷✶✵ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮✳

✼✷



✹✳✸✳ ❖♥❧✐♥❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s

✹✳✸ ❖♥❧✐♥❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s

❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ ◆♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸

❙②♠❜♦❧s ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥

R ❙❡t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡s (a, d) ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ a ∈ T ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ d ∈ T t✐♠❡s

L(a,d) ❈❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❊❱s ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t a ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛t d ✭❝❧❛ss (a, d)✮

a− ▲❛st ❊❱ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

Ld
a ❈❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❧❡❢t t♦ ❝❤❛r❣❡ ❢r♦♠ a ♦❢ ❊❱s ❧❡❛✈✐♥❣ ❛t d

Da ❉❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡s✬ s❡t ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❊❱s ❛t a

ℓ
(a,d)
t ❈❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❛❞ ❛t t ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❊❱ ❝❧❛ss (a, d)

ℓ❲❋ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❛❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s✐❝ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣

G̃a,
(

ℓ̃da,t

)

t
❖♣t✐♠❛❧ ❈❙❖✬s ❝♦st ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❢♦r ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ Ld

a

◆♦t❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣
♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ❈❙❖✬s ❝♦st ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ∼ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ∗✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❈❙❖✬s
❝♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ a ✐s ❞❡♥♦t❡❞ G̃a ✐♥st❡❛❞ ♦❢
(Ga)∗✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡①♣♦♥❡♥ts✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✕ ✇✐t❤ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✕ ❛r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❊❱s ♠❛② ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❚❤❡ ❈❙❖ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐st
♣❛♣❡rs s✉❝❤ ❛s ❬❍❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪ ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❈❙❖ s♦❧✈❡s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❡❛❝❤
t✐♠❡ s❧♦t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❊❱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦ s✐♠♣❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❧❛r❣❡❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❛❪✳ ❚❤❡ s♠❛rt ❈❤❛r❣✐♥❣
❯♥✐t Pr✐❝❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✳ ◆♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✼ ❢♦r ❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞
❝♦♥✈❡① t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s f ✳

✹✳✸✳✶ ❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ ❊❱s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s (a, d)✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡✐r ❛rr✐✈❛❧ a ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ d
t✐♠❡ s❧♦ts ❛t t❤❡ ❊❱❈❙✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❊❱s ♦❢ ❝❧❛ss (a, d) ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t✐♠❡ s❧♦t a ∈ T ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t✐♠❡ s❧♦t d ∈ T ✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛② ♦♥❧② ❝❤❛r❣❡ ❞✉r✐♥❣
t✐♠❡ s❧♦ts {a, . . . , d}✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ d = a✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❊❱ ❝❧❛ss ♦♥❧② ❝❤❛r❣❡s ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡
s❧♦t a✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ t✐♠❡s✬ ♣❛✐rs (a, d) ✐s ✇r✐tt❡♥ R ⊆ T × T ✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r
❛❧❧ ❊❱s ♦❢ ❝❧❛ss (a, d) ✐s ✇r✐tt❡♥ L(a,d)✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss (a, d)✱ t❤❡ ❈❙❖ ✇❛♥ts t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✇❡r ℓ
(a,d)
t ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡

s❧♦t t ∈ {a, . . . , d} ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s ♦❢ ❝❧❛ss (a, d)✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞

❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L(a,d) ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛t ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ s❧♦t d✱ ✐✳❡✳
∑d

t=a ℓ
(a,d)
t = L(a,d)/δ✳ ❋♦r ❛❧❧ t✱

ℓ
(a,d)
t ≥ 0 ❜✉t✱ ❛s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✹✳✹✱ ✈❡❤✐❝❧❡ t♦ ❣r✐❞ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❞✐r❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ✇♦r❦ ❜② r❡❧❛①✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t✳

✼❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❈❙❖✬s ❝♦sts G̃ ❛♥❞ G̃a✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧✐♥❡
❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✸✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳✸✳

✼✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♣❡r✲❝❧❛ss ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❈❙❖ ✭✈❡❝t♦r ✇r✐tt❡♥ ℓ̃✮ ✐s t❤❡ ♦♥❡
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ s♦♠❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✇❤♦s❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ G̃✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✉s❛❣❡s ℓ0 ❛t t❤❡ ❊❱❈❙✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤✐s t❡r♠ ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s✐♠♣❧② ❝❛❧❧❡❞ ✏❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✑ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❣❡t ❛
❣❡♥❡r✐❝ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✳ ❆t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡ s❧♦t t✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞
❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥ f ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ ℓ0t +

∑

(a,d) ℓ
(a,d)
t ✱ ❛♥❞ f ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t✐♠❡

s❧♦t t✱ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳
❚❤❡ ♥❡①t t✇♦ s❡❝t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❈❙❖✳ ❑❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ❈❙❖ ✐s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✭❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ❝❤❛r❣✐♥❣ t✐♠❡ s❧♦t✮ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ℓ0

♦✈❡r ❛❧❧ t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ t❤❡ ❞❛② ❜❡❢♦r❡ ❜② ✉s✐♥❣ ✇❡❛t❤❡r ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✉s✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧
❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙✳

✹✳✸✳✷ ❖✤✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❙❖ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❦♥♦✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❛❧❧ ❛rr✐✈❛❧ a ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ d t✐♠❡ s❧♦ts
❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s L(a,d) ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ T ✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛❧❧ ❊❱ ✉s❡rs ❝♦✉❧❞ ❞❡❝❧❛r❡ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❞❛s❤❜♦❛r❞ ♦❢ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ❝❤❛r❣✐♥❣ t✐♠❡ s❧♦t✱ ♦r t❤❡ ❈❙❖ ❝♦✉❧❞ ❜❛s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s L(a,d) ♦♥ st❛t✐st✐❝❛❧
❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❈❙❖ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ♦✤✐♥❡✱ ✐✳❡✳ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst
❝❤❛r❣✐♥❣ t✐♠❡ s❧♦t✱ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭P✮✿

min
(ℓ

(a,d)
t )

(a,d)∈R

a≤t≤d

T∑

t=1

f
(

ℓ0t+
∑

(a,d)∈R

ℓ
(a,d)
t

)

, s✳t✳ ∀(a, d) ∈ R ,

{∑d
t=a ℓ

(a,d)
t = L(a,d)/δ ,

ℓ
(a,d)
t ≥ 0 , ∀t ∈ {a, . . . , d} .

✭P✮

■t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭P✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✭S✮ ❞✉❡
t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s L(a,d) ♦❢ ❛❧❧ ❊❱ ❝❧❛ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐♥ ✭P✮ ✐s st✐❧❧ ❝♦♥✈❡① ✭❜❡❝❛✉s❡ f ✐s✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤✐s ❝♦♥✈❡①
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
❬❇♦❣❣s ❛♥❞ ❚♦❧❧❡✱ ✶✾✾✺❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ G̃✱ ❡✈❡♥ ✐❢ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡

♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ℓ̃ = (ℓ
(a,d)
t )

(a,d)∈R
a≤t≤d ♠❛② ❡①✐st✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ s✉❝❤ ❛ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❛② s✉✛❡r ❢r♦♠ ❢♦r❡❝❛st ❡rr♦rs ♠❛❞❡ ♦♥ ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡
t✐♠❡ s❧♦ts ✏s❡❡♥ ❢r♦♠✑ t✐♠❡ s❧♦t ✵ ✭✐✳❡✳ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞✮✱ ❞✉❡ t♦ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞
❡✈❡♥ts ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐❞❡❛❧ ♦✤✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ❛❧❧
❊❱ ❝❧❛ss❡s✬ ❞❡♠❛♥❞s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝②✳

✹✳✸✳✸ ❖♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❈❙❖✬s ❛❝❝❡ss t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❍❡r❡✱ t❤❡ ❈❙❖ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ ❛❧❧ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡s ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✿ t❤❡ ❈❙❖ ❦♥♦✇s
t❤❡ ❛rr✐✈❛❧✴❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ s❧♦ts ♦❢ ❛♥ ❊❱ ❛♥❞ ✐ts ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❊❱ ❛rr✐✈❡s ❛t t❤❡
❊❱❈❙ ✭❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❈❙❖✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞
T ✱ t❤❡ ❈❙❖ ✇❛✐ts ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❊❱ ❛rr✐✈❛❧ t♦ ✉♣❞❛t❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳

✼✹



✹✳✸✳ ❖♥❧✐♥❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s

✹✳✸✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❆t ❡❛❝❤ ❊❱ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t a ∈ {1, . . . , T} ❛t t❤❡ ❊❱❈❙✱ t❤❡ ❈❙❖ ❞♦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✿

✶✳ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s Ld
a ❧❡❢t t♦ ❝❤❛r❣❡ ❢r♦♠ t❤✐s ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t a t♦ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡♣❛rt✉r❡

t✐♠❡s d ∈ {a, . . . , T}✳ ❋♦r ❡❛❝❤ d ≥ a✱ Ld
a ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L(a,d) ❛❣❣r❡❣❛t❡❞

♦✈❡r ❊❱s ✇❤✐❝❤ ❛rr✐✈❡❞ ❛t a ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ❛t d✱ ♣❧✉s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❧❡❢t t♦ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❊❱s
✇❤✐❝❤ ❛rr✐✈❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✭❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ❛❧s♦ ❛t d✮✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
Ld
a− ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❧❡❢t t♦ ❝❤❛r❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❊❱ ❛rr✐✈❛❧✽ t✐♠❡ s❧♦t a− ✭✉♣ t♦ ❞❡♣❛rt✉r❡

t✐♠❡ d✮✱ ♠✐♥✉s t❤❡ ❛♠♦✉♥t δ ×
∑a−1

t=a− ℓ̃da−,t ✭✇✐t❤ ℓ̃da−,t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ st❡♣ ✷✮ t❤❛t ❤❛s ❛❧r❡❛❞②

❜❡❡♥ ❝❤❛r❣❡❞ s✐♥❝❡ a−✿

∀d ∈ {a, . . . , T}, Ld
a = Ld

a− − δ

a−1∑

t=a−

ℓ̃da−,t + L(a,d) . ✭✹✳✷✵✮

◆♦t❡ t❤❛t ❛t t❤❡ ✜rst ❊❱ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t a✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② Ld
a ✐s s✐♠♣❧② ❡q✉❛❧ t♦ L(a,d)✳ ❚❤❡

✭✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧②✮ ♦r❞❡r❡❞ s❡t ♦❢ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡s d ∈ {a, . . . , T} ✇❤❡r❡ Ld
a > 0 ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Da✳

❙❡❡♥ ❢r♦♠ ✐♥st❛♥t ❛✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛❧❧ t❤❡ ✭❢✉t✉r❡✮ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦
❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❤❛s t♦ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞❀

✷✳ ❯s❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ G̃a ❛♥❞ ♣❡r✲❝❧❛ss ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣

♣r♦✜❧❡
(

ℓ̃da,t

)

✭d ∈ Da, a ≤ t ≤ d✮✱ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭P (La)✮✳ ❚❤✐s

♣r♦❜❧❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✲❝❧❛ss r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♥❡❡❞s
La = {Ld

a, ∀d ∈ Da} ❧❡❢t t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ a✿

min
(ℓda,t)

d∈Da
a≤t≤d

T∑

t=a

f

(

ℓ0t +
∑

d∈Da

ℓda,t

)

s✳t✳ ∀d ∈ Da,

{∑d
t=a ℓ

d
a,t = Ld

a/δ ,

ℓda,t ≥ 0, ∀t ∈ {a, . . . , d} .
✭P (La)✮

◆♦t❡ t❤❛t ℓda,t ✐s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✇❡r ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ❢♦r t✐♠❡ s❧♦t t ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s

✇❤✐❝❤ ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❛t a ♦r ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❧❡❛✈❡ ❛t d✿ ℓda,t =
∑a

b=1 ℓ
(b,d)
t ✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣

♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡s❡ ❊❱s ❛t t✐♠❡ t ♠❛② ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❧❛t❡r ❞✉❡ t♦ ❢✉t✉r❡ ❊❱ ❛rr✐✈❛❧s✳

✹✳✸✳✸✳✷ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t②

❇② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s t✇♦✲st❡♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ T ✱ t❤❡ ❈❙❖ ♠✐♥✐♠✐③❡s ❛t ❡❛❝❤
❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t a t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦sts G̃a ✭♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✭P (La)✮✮✳ ❚❤✐s
♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡s✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❧♦t t ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ s❧♦ts d ≥ t✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s ❧❡❛✈✐♥❣ ❛t d ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛rr✐✈❡❞ ❛t t ♦r ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤✐s
♣♦✇❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❧❛st ✉♣❞❛t❡ ℓ̃dt,t ❞♦♥❡ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ❛t t✱ t❤❡ ❧❛st ❊❱ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t
❜❡❢♦r❡ ♦r ❛t✾ t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✇❛②s t♦ ❞✐s♣❛t❝❤ t❤✐s ♣♦✇❡r ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❊❱
❝❧❛ss❡s (a, d) ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t a ≤ t ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛t d✱ s♦ t❤❛t

∑t
a=1 ℓ̃

(a,d)
t = ℓ̃dt,t✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛t ❡❛❝❤

❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t a✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♣r♦❜❧❡♠ ✭P (La)✮ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡
❜❛s✐❝ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇r✐tt❡♥ ℓ❲❋(L , ℓ0) ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
s❡❝t✐♦♥✶✵✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s♦❧✈❡r ✐s ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s

✽❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ s♦♠❡ ❊❱s ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ s❧♦t✱ a− = a− 1✳ ■❢ s♦♠❡ ❊❱s ❛rr✐✈❡❞ ❛t
t❤❡ ✜rst t✐♠❡ s❧♦t ❛♥❞ ♥♦ ❊❱ ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ s✐♥❝❡✱ t❤❡♥ a− = 1✱ ❡t❝✳

✾◆♦t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥s a− ❛♥❞ t✳ a− ✐s t❤❡ ❧❛st ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t ❜❡❢♦r❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t a✱ ❛♥❞
✐t ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦✲st❡♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ t ✐s t❤❡ ❧❛st ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t ❜❡❢♦r❡ ♦r ❛t t✐♠❡ s❧♦t t ✭✇✐t❤ t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②
❛♥ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t✱ ❡①❝❡♣t ✐❢ t = t✮✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ✉s❡❞ ♦♥❧② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ t✇♦✲st❡♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✶✵◆♦t❡ t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ s❧♦ts a ❛♥❞ d✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ [a, d]✳

✼✺



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✿ ✭r✉♥ ❛t t✐♠❡ a✮ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭P (La)✮

❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡s Da ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s Ld
a, ∀d ∈ Da

✶ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ d ∈ Da ❞♦
✷ ❖♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❊❱s ❧❡❛✈✐♥❣ ❛t d ✉s✐♥❣ ❲❛t❡r✲❋✐❧❧✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ℓ❲❋ ✭s❡❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✮✿

(ℓ̃da,t)a≤t≤d = ℓ❲❋



Ld
a ,

(

ℓ0t +
u<d∑

u∈Da

ℓ̃ua,t

)

a≤t≤d



 ✭✹✳✷✶✮

❡♥❞

✸ ▼✐♥✐♠❛❧ ❈❙❖ ❝♦st G̃a =
∑T

t=a f
(

ℓ0t +
∑

d∈Da
ℓ̃da,t

)

✭✇✐t❤ ℓ̃da,t = 0 ❢♦r t > d✮

❖✉t♣✉t✿ ❈❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s (ℓ̃da,t)
d∈Da

a≤t≤d ❛♥❞ ❝♦st G̃a

❤❡r❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠❀ ✐t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❞❡❧❛②✳
❚❤❡ ❝♦r❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ✐s t♦ ✜rst s♦❧✈❡ ✭s♦❧✉t✐♦♥ ✇r✐tt❡♥ ℓ̃d1a = (ℓ̃d1a,t)a≤t≤d1✮ t❤❡

st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ❢♦r ❊❱s ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡
❊❱❈❙ ❛t t❤❡ ✜rst ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ s❧♦t d1 ∈ Da✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r✲❝❧❛ss ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞ Ld1

a ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ✈❡❝t♦r ℓ0✳ ❚❤❡♥✱ t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s st❛♥❞❛r❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮
❢♦r ❊❱s ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❊❱❈❙ ❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ s❧♦t d2✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Ld2

a ❛♥❞ ❛ ✜❝t✐t✐♦✉s
♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ✈❡❝t♦r ℓ0+ ℓ̃d1a ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ❊❱s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❧❡❢t ❡❛r❧✐❡r
❛t d1 < d2✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ✳ ✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼ ♣r♦✈❡s t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭P (La)✮
❛t ❡❛❝❤ ❊❱ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t a✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ℓ̃da (∀d ∈ Da) ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✭P (La)✮✱ ❢♦r ❛♥② ❊❱ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t a ∈ T ✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❤♦✇♥ ❜② r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ s❧♦ts✱ ✉s✐♥❣ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥❞ t❤❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t f ✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✳
▲❡t (ℓ̃da,t)

d∈Da

a≤t≤d ❜❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✳ ❚❤❡ s♦rt❡❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡s s❡t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

Da = {d1, . . . , dH} ✇✐t❤ H t❤❡ s❡t✬s ❝❛r❞✐♥❛❧✳ ▲❡t Dn
a = {d1, . . . , dn} ❛♥❞ La,n = {Ld

a, ∀d ∈ D
n
a}✳

❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ s❤♦✇ t❤❛t P (n) = “(ℓ̃da,t)
d∈Dn

a

a≤t≤d ✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭P (La,n)✮✑ ❢♦r ❛❧❧ n ∈ {1, . . . , H}
❜② r❡❝✉rr❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼ ❜❡❝❛✉s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✭P (La)✮ ❛♥❞ ✭P (La,H)✮ ❛r❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♣r♦❜❧❡♠s ✭P (La,1)✮ ❛♥❞ ✭S✮ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ t❤❡r❡❢♦r❡ (ℓ̃
d1
a,t)a≤t≤d =

ℓ❲❋
(

Ld1
a ,
(
ℓ0t
)

a≤t≤d1

)

✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭P (La,1)✮✳

❘❡❝✉rr❡♥❝❡✿ ❋♦r ❛♥② n ∈ {1, . . . , H−1} ✇❡ s❤♦✇ P (n+1)✱ ❛ss✉♠✐♥❣ P (n)✳ Pr♦❜❧❡♠ ✭P (La,n+1)✮
✐s ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐ts ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲
❚✉❝❦❡r ✭❑❑❚✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

∀d∈Dn+1
a , ∀t, ℓda,t ×

(
≥0

︷ ︸︸ ︷

f ′
(

ℓ0t + ℓ
dn+1

a,t +
∑

d∈Dn
a

ℓda,t

)

− µd

)

= 0, ✭✹✳✷✷✮

✇✐t❤ µd t❤❡ ✭❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞✮ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t (ℓ̃da,t)
d∈Dn+1

a

a≤t≤d

✐s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✷✷✮✳

✼✻



✹✳✸✳ ❖♥❧✐♥❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ✜✈❡ ❊❱ ❝❧❛ss❡s (a, d) ✭❝♦❧♦r❡❞ ❜❛rs✮✱
❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲
✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✭❜❧❛❝❦ ❜❛rs✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ ✐s ❧❡ss s♠♦♦t❤ t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦✤✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭P✮ ✭❞✐❛♠♦♥❞ ❧✐♥❡✮✱ ❞✉❡ t♦ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❊❱
❛rr✐✈❛❧s ✐♥ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ (ℓ̃dn+1

a,t )a≤t≤d ❛♥❞ t❤❡ ❑❑❚ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✭S✮✱ ✭✹✳✷✷✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❢♦r d = dn+1

❛♥❞ ❛❧❧ t ∈ {a, . . . , d}✱ ✇✐t❤ µdn+1 = µn+1 t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♦❢ ✭S✮✳
▲❡t µ1, . . . , µn ❜❡ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ♦❢ ✭P (La,n)✮✳ ❋♦r dk ∈ Dn

a ✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❛s❡s✳

❋♦r t s✉❝❤ t❤❛t ℓ
dn+1

a,t = 0✱ ✭✹✳✷✷✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤ µdk = µk✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✭✹✳✷✷✮ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✇✐t❤
µdk = µn+1✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ℓ̃ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭P (La)✮
✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♣r♦✜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ G̃a ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✇❡r ✏❡①❝❤❛♥❣❡❞✑ ❜❡t✇❡❡♥
t✇♦ ❊❱ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ t✇♦ t✐♠❡ s❧♦ts ✐s ❛❧s♦ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭P (La)✮✳ ❚❤❡ ✉♥✐q✉❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ G̃a =
∑T

t=a f(ℓ
0
t +

∑

d∈Da
ℓ̃da,t) ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❢♦r ❊❱ ❝❧❛ss (a, d) ❛rr✐✈✐♥❣

❛t a ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛t ❛♥② d ≥ a ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✈❛❧✉❡ G̃a ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❢r♦♠ t❤❡ ❈❙❖✬s ❝♦st ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❊❱s ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❊❱❈❙ ❛t s♦♠❡ d > a✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❊❱s
❛rr✐✈❡ ❜❡t✇❡❡♥ a ❛♥❞ d✱ t❤❡ ❈❙❖ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ✐ts ❝♦sts ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✳

❘❡♠❛r❦ ✹✳✽✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❊❱ ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ ♣r❡s❡♥❝❡
t✐♠❡ s❧♦ts ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❊❱ ❝❧❛ss ❛rr✐✈❡s ❛t a1 = 2
❛♥❞ ❧❡❛✈❡s ❛t d1 = 3✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❝❧❛ss✱ a2 = 1 ❛♥❞ d2 = 4✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ a1 = 1✱ d1 = 3✱
a2 = 2 ❛♥❞ d2 = 4✱ t❤✐s ✏❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r♦♣❡rt②✑ ✐s ♥♦t ✈❡r✐✜❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐t ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♣r♦❜❧❡♠ ✭P (La)✮✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❊❱ ❝❧❛ss❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t a✳

✹✳✸✳✸✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥
❛ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ T = 6 t✐♠❡ s❧♦ts ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ❢r♦♠ ✽ ❛♠ t♦ ✽ ♣♠ ✇✐t❤ δ = 2 ❤✮
❛♥❞ ✜✈❡ ❊❱ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡ ❈❙❖ st❛rts ❜② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❊❱ ❝❧❛ss❡s ✇❤✐❝❤
❛rr✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❝❤❛r❣✐♥❣ t✐♠❡ s❧♦t✿ (1, 1)✱ (1, 2)✱ (1, 3)✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✱ t❤❡ ❈❙❖
st❛rts ✇✐t❤ ❊❱ ❝❧❛ss (1, 1)✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ ❝❤♦✐❝❡ ❜✉t t♦ ❝❤❛r❣❡ ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst t✐♠❡ s❧♦t✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ❈❙❖ ❝❤❛r❣❡s ❊❱ ❝❧❛ss (1, 2) ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ s❧♦t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t♦t❛❧
♣♦✇❡r ❧♦❛❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst s❧♦t✱ ❞✉❡ t♦ ❊❱ ❝❧❛ss (1, 1)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ♦❢ ❊❱ ❝❧❛ss (1, 3) ✐s

✼✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❆rr✐✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❜♦t❤ ✇✐t❤ ❊◆❚❉ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✇❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤r❡❡✳ ❚❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♣❡❛❦② t❤❛♥
t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ ♦♥❡✳

❛❞❡q✉❛t❡❧② s♣❧✐t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ t✐♠❡ s❧♦ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ ♦✈❡r
t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❲❤❡♥ ♦t❤❡r ❊❱s ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❢♦✉rt❤ t✐♠❡ s❧♦t✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ♦❢
❊❱ ❝❧❛ss❡s ✇❤✐❝❤ ❛rr✐✈❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❢✉❧✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡ ❈❙❖ ♣❧❛♥s t♦ ❝❤❛r❣❡ ❊❱ ❝❧❛ss
(4, 6) ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❛♥❞ ✜❢t❤ t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❛t t✐♠❡ s❧♦t t = 5✱ t❤❡ ❈❙❖ ♠✉st
❝❤❛r❣❡ ❊❱ ❝❧❛ss (5, 5) ✇❤✐❝❤ ❥✉st ❛rr✐✈❡❞ ❛♥❞ ❤❛s t♦ ♣♦st♣♦♥❡ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❊❱ ❝❧❛ss (4, 6) t♦
t❤❡ s✐①t❤ ❛♥❞ ❧❛st t✐♠❡ s❧♦t✳ ■❢ t❤❡ ❈❙❖ ❦♥❡✇ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ t❤❛t ❊❱s ✇♦✉❧❞ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ✜❢t❤ t✐♠❡
s❧♦t✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝❤❛r❣❡❞ ♠♦r❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ♦❢ ❊❱ ❝❧❛ss (4, 6) ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦✉rt❤ t✐♠❡ s❧♦t✱ ❛s
✐♥ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❞✐❛♠♦♥❞ ❧✐♥❡✮✳

✹✳✸✳✹ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ♦✤✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s ♦♥ ❛s②♥✲

❝❤r♦♥♦✉s ❝♦♠♠✉t✐♥❣✳

✹✳✸✳✹✳✶ ❈♦♠♠✉t✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛

❚❤❡ ♦✤✐♥❡ ❛♥❞ ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉t✐♥❣✱ ✇❤❡r❡
✇♦r❦❡rs ❧❡❛✈❡ t❤❡✐r ❊❱s ♣❧✉❣❣❡❞ ✐♥ ❛t ❛♥ ❊❱❈❙ ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✳ ❆s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳✷✱ t❤❡
❊❱❈❙ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ♦✇♥ P❤♦t♦❱♦❧t❛✐❝ ✭P❱✮ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ❛♥❞ ✉s❡ ✐ts P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ ❝❤❛r❣❡
❊❱s ❛♥❞ r❡✲✐♥❥❡❝t t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ✐♥t♦ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❚❤✐s P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ t❡r♠ ❛t
t❤❡ ❊❱❈❙✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ✈❡❝t♦r ℓ0 ✐s ♥♦♥✲♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ ❞❛t❛✶✶ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝♦♠❡s
❢r♦♠ ❬P❢❡♥♥✐♥❣❡r ❛♥❞ ❙t❛✛❡❧❧✱ ✷✵✶✻❛❪ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤♦✉r❧② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✺✻✵ ❦✐❧♦✇❛tt ♣❡❛❦
♣❛♥❡❧ ❞✉r✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠✶✷ ❞❛② ✭❏❛♥✉❛r② ✶✺✱ ✷✵✶✹✮ ✐♥ P❛r✐s ✭s❡❡ ❣r❡❡♥ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t ❝✉r✈❡
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ f : ℓ 7→ ℓ2 ✐s s✉♣♣♦s❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝✳ ❚❤❡ ❈❙❖ ✇❛♥ts t♦
♠✐♥✐♠✐③❡ ✐ts ❝♦sts ❜② s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ❞❛②✳

❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❊❱s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t (a, d) ❝❧❛ss❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❋r❡♥❝❤
♠♦❜✐❧✐t② s✉r✈❡② ❬❈●❉❉✱ ✷✵✶✵❪✳ ❚❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ s❧♦ts ❛r❡ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ ♠❡❛♥s ✽ ❛♠ ❛♥❞ ✻ ♣♠ ❛♥❞ ✈❛r✐❛♥❝❡s ✷✷ ❛♥❞
✹✺ ♠✐♥✉t❡s ✭t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ♣❡❛❦②✱ ❛s ✐s t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣ ♣❡❛❦ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✮✳ ❚❤❡s❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ t✐♠❡ s❧♦ts ♦❢ ♦♥❡ ❤♦✉r ✭❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ❞✐s✲
❝r❡t✐③❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✱ ✇✐t❤ ❊◆❚❉ ❞❛t❛ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡s

✶✶❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳r❡♥❡✇❛❜❧❡s✳♥✐♥❥❛✴✳
✶✷❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛② ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳

✼✽



✹✳✸✳ ❖♥❧✐♥❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r✲❝❧❛ss ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧✐♥❡
❛♥❞ ♦✤✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❈❙❖ ✇❛✐ts ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r P❱
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❡❢♦r❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ t❤❡ ❊❱s ✇❤✐❝❤ ❛rr✐✈❡❞ ❛t ✼ ❛♠✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱
t❤❡ ❈❙❖ st❛rts ❝❤❛r❣✐♥❣ t❤❡♠ r✐❣❤t ❛✇❛② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❦♥♦✇s ❛t ❧♦t ♦❢ ❊❱s ❛rr✐✈❡ ❛t ✽ ❛♠✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❆✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ♦✈❡r❧♦❛❞ ♦❢ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ♦✈❡r t❤❡ ♦✤✐♥❡ ♦♥❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦✈❡r❧♦❛❞ t✐♠❡ s❧♦ts ✐♥ ❛ ❞❛②✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❱s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ❆s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❊❱s ❛rr✐✈✐♥❣ ❡❛r❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❧♦❛❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦♦ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮✱ ❜✉t
♠❛② ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♠♦r❡ t✐♠❡ s❧♦ts ✭✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✮✳

✇❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤r❡❡✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
r❡♠♦t❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦❢ ♥♦✇❛❞❛②s✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r N = 100 ❊❱s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r N (a,d) ♦❢ ❊❱s ✐♥
❝❧❛ss (a, d) ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ N ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ a ❛♥❞ d + 1 ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❊❱ ❝❧❛ss (a, d) ❝❛♥ ❝❤❛r❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ a✲t❤ ❛♥❞ d✲t❤ t✐♠❡ s❧♦ts ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ❛♥❞
❧❡❛✈❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t✐♠❡ s❧♦t d + 1✮✳ ❊❱ ✉s❡rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡✐r ❞❛✐❧② ❞r✐✈✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✿ ✻ ❦❲❤✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✸✵ ❦♠ ❞❛✐❧② ❞r✐✈✐♥❣
❞✐st❛♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊◆❚❉ s✉r✈❡② ❬❈●❉❉✱ ✷✵✶✵❪✱ ❛t ❛ ✵✳✷ ❦❲❤✴❦♠ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❡r
❞✐st❛♥❝❡ ✉♥✐t ❬❉❡ ❈❛✉✇❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❝❧❛ss (a, d) ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
L(a,d) = 6×N (a,d) ❦❲❤✳

✹✳✸✳✹✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ♦✤✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r✲❝❧❛ss ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞
♦✤✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊◆❚❉ ❞❛t❛✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❈❙❖ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛r❣❡ t❤❡ ❢❡✇ ❊❱s
✇❤✐❝❤ ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❛t ✼ ❛♠ r✐❣❤t ❛✇❛②✱ ❜✉t ✇❛✐t ❢♦r t✐♠❡ s❧♦ts ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❈❙❖ ❦♥♦✇s t❤❛t ♠❛♥② ❊❱s ❛rr✐✈❡ ❛t ✽ ❛♠ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛
❧♦t ♦❢ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ st❛rts t♦ ❝❤❛r❣❡ t❤❡ ❊❱s ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t ✼ ❛♠ ❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ st✉❞✐❡s t❤❡ ♣♦✇❡r ♦✈❡r❧♦❛❞ ♦❢ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦✤✐♥❡
♦♥❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✇❡r
✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ♦♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r❧♦❛❞ ✈❛❧✉❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ t✐♠❡ s❧♦ts ✭❜❧✉❡ ❧✐♥❡✮✳
❚❤❡ t✐♠❡ s❧♦ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ♦♥❡ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ✜rst t✇♦ t✐♠❡
s❧♦ts ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋r♦♠ ✶✷✺ ✪ ♦❢ ❊❱s ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
✈❛r✐❛♥❝❡✱ s♦♠❡ ❊❱s st❛rt t♦ ❧❡❛✈❡ ❛t ✽ ♣♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❱❈❙ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♦♥❧✐♥❡
♦✈❡r❧♦❛❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✶✶ t✐♠❡ s❧♦ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✶✵✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧②
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r❧♦❛❞✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❣♦❡s ❢r♦♠ ✷✷✺ ✪ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ❊❱s st❛rt
t♦ ❧❡❛✈❡ ❛t ✾ ♣♠✳ ❍♦✇❡✈❡r ❢r♦♠ ✷✺✵ ✪✱ s♦♠❡ ❊❱s st❛rt t♦ ❛rr✐✈❡ ❛t ✻ ❛♠ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ✇❤✐❝❤
❛❧❧♦✇s t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t♦ st❛rt ♦♥❡ ❤♦✉r ❡❛r❧✐❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ♦♥❡ st✐❧❧ ✇❛✐ts ❢♦r
t❤❡ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣❡❛❦ ✭s❡❡ ❋✐❣ ✹✳✾✮✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r❧♦❛❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❊①❝❡♣t ❢r♦♠ t❤❡s❡
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r❧♦❛❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥s✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r
t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❱s ❛rr✐✈✐♥❣ ❡❛r❧②✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❛②
❧❡❛❞ t♦ ♣❡❛❦ ❧♦❛❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
❛ t❤♦✉s❛♥❞ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ◗P s♦❧✈❡r ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦✤✐♥❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭P✮✳
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✹✳✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣r✐❞

✹✳✹ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣r✐❞

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶✿ ◆♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹

❙②♠❜♦❧s ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥

Li ❈❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s ❛t ❊❱❈❙ i

ℓt♦ti,t = ℓ0i,t + ℓi,t ❙✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞s ❛t t ❛♥❞ ❊❱❈❙ i

m = l, g, a ❘❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧♦❝❛❧✱ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❣r✐❞ ❛✇❛r❡ ♠❡t❤♦❞s

Gm ●r✐❞ ❝♦st ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞ m

G̃m ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r✐❞ ❝♦st ♦❢ ♠❡t❤♦❞ m

Tm ❊①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ♠❡t❤♦❞ m

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ❛r❡
s❡✈❡r❛❧ ❊❱❈❙s✱ ❛❧❧ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞②
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✱ ❊❱ ✉s❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❊❱❈❙s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✳ ❨❡t✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣r✐❞s ✇✐t❤ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❱❈❙s✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳✶✱ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛s ♠✉❝❤ ❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳ ❚❤♦✉❣❤✱ ❛❧❧
♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ft✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇♦r❦
✐s ❧❛r❣❡❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❛❪✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❊❱❈❙s ✐s ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r
♦r ♥♦t✱ ❛♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡s t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✱ ✇❤♦s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❣r✐❞ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✳ ❋✐rst✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❣r✐❞ ❝♦st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ✐♥
t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✹✳✶ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❣r✐❞ ❝♦sts r❡❧❛t❡❞ t♦ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ t❡r♠ ✏❣r✐❞ ❝♦st✑ r❡❢❡rs t♦ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❤❛s ♦♥
t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ❦❡② ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♣♦✇❡r✶✸ r❡q✉✐r❡❞ ❛t t❤❡
✏❤❡❛❞✑ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❡t t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞s ❛t ❛❧❧ ❊❱❈❙s ♦❢ t❤✐s ❣r✐❞✳
❇② ✏❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✑ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼❱✴▲❱
✭▼❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ▲♦✇ ❱♦❧t❛❣❡s✮ tr❛♥s❢♦r♠❡r✳ ❚❤✐s ❤❡❛❞ ♣♦✇❡r ❝❛♥ r❡❧❛t❡ t♦ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❛❣✐♥❣ ❛♥❞
♣♦✇❡r ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ ❏♦✉❧❡ ❤❡❛t✐♥❣✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r ❣r✐❞ ❝♦sts ❝❛✉s❡❞ ❜② ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✳✶✳

▲✐❦❡ ❢♦r ❈❙❖✬s ❝♦sts ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦sts ❛t t✐♠❡ s❧♦t t ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❧♦❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ft✱ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡ St ❛t t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❡r ❛t t✐♠❡ s❧♦t t✳ ■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ f : ℓ 7→ ℓ2 ✐s ❛ss✉♠❡❞ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡
t♦t❛❧ ❣r✐❞ ❝♦st ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

G =
∑

t

Gt =
∑

t

f(St) . ✭✹✳✷✸✮

✶✸❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♣♦✇❡r ✐s t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣♦✇❡r✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r s✉♠ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡rs✳

✽✶



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♣♦✇❡r St ❛t t✐♠❡ s❧♦t t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ❇✉s ■♥❥❡❝t✐♦♥ ▼♦❞❡❧ ❬❩❤✉✱ ✷✵✶✺❪ ✭r✉♥♣♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♣❛♥❞❛♣♦✇❡r P②t❤♦♥ ❧✐❜r❛r②✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ❜❛❧❛♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ ❜✉s✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✴❧♦❛❞ S0,k ❛t
❜✉s k ❛♥❞ ♣♦✇❡r ✢♦✇s Sk ❢r♦♠✴t♦ t❤❡ ❜✉s✿

S0,k = Sk

= Uk

∑

m∈Xk

Yk,mUm , ✭✹✳✷✹✮

✇✐t❤ Uk t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈♦❧t❛❣❡ ❛t ❜✉s k✱ Xk t❤❡ s❡t ♦❢ ❜✉s❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❜✉s k ❛♥❞ Yk,m t❤❡
❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✉s❡s k ❛♥❞ m✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❧♦t t✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
Gt ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❧♦❛❞ ❛t ❡❛❝❤ ❜✉s✱ ❛♥❞ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✳

✹✳✹✳✷ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

●✐✈❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ Li ❛t ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ i ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❱s ❞✉r✐♥❣
✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ❛t ❛❧❧ ❊❱❈❙s ✐s s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦r s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝❡♥❛r✐♦
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✮✳ ❊❛❝❤ ❊❱❈❙ i ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
ℓ0i,t ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❧♦t t✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ i✱ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ℓi,t t♦
❝❤❛r❣❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❧♦t t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐ts ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞
❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ Li ❛t t❤✐s ❊❱❈❙✳

❙❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✳ ❊❛❝❤
❊❱❈❙ i ✐s ✉♥❞❡r t❤❡ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦r ✭❈❙❖✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❈❙❖s ♠❛② ❜❡
♠❛♥❛❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❋❧❡①✐❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦r ✭❋❖✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞✱ ❢r♦♠ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❡r t♦ t❤❡ ❊❱❈❙s✱ ✐s ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② ❛♥ ❊❧❡❝tr✐❝ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r ✭❊◆❖✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳

❈❙❖ ✭❧♦❝❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✮
❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❙❖✳ ❊❛❝❤ ❈❙❖ ❤❛s ♥♦
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞s ❛t ♦t❤❡r ❊❱❈❙s✱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ♦t❤❡r ❈❙❖s✱
❛♥❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❚❤✉s✱ ❡❛❝❤ ❈❙❖ i s♦❧✈❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✲
✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮✿

min
(ℓi,t)t

T∑

t=1

f
(
ℓ0i,t + ℓi,t

)
, s✳t✳

{

ℓi,t ≥ 0 ∀t ∈ T ,
∑T

t=1 ℓi,t = Li/δ .
✭S✮

❋❖ ✭❣❧♦❜❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✮
❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ❊❱❈❙s ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❋❖✳ ❚❤✐s ❋❖ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♦♥ ❛❧❧ ❊❱❈❙s✱ ❜✉t ♥♦t ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ❋❖ ❞♦❡s ♥♦t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ❈❙❖✬s ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ✭S✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ✭✹✳✶✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛
❥✉❞✐❝✐♦✉s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡ ❋❖ ❤❛s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ❋❖ ✉s❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡t❤♦❞
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✐t ♠❛② ❝❤❛r❣❡ ❊❱s ❛t ♦♥❡ ❊❱❈❙ ❞✉r✐♥❣ ❛ t✐♠❡ s❧♦t ✇❤❡♥ t❤❡r❡
✐s ❛ tr❡♠❡♥❞♦✉s ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ❛t ❛♥♦t❤❡r ❊❱❈❙✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ t♦ t❤❡ ❣r✐❞ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✮✳

✽✷



✹✳✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣r✐❞

■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❋❖ s♦❧✈❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮ ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞s ❛♥❞ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦✜❧❡s ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱❈❙s✿

min
(ℓi,t)i,t

∑

t

f

(
∑

i

(
ℓ0i,t + ℓi,t

)

)

s✳t✳ ∀i ,

{

ℓi,t ≥ 0 ∀t ∈ T ,
∑

t ℓi,t = Li/δ .
✭✹✳✷✺✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s (ℓi,t)i,t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞
♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✺✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦❧✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭S✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✺✮
r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ t♦♣♦❧♦❣②✱ ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❊◆❖ ✐♥ ♥❡①t s❝❡♥❛r✐♦✳

❊◆❖ ✭❣r✐❞ ❛✇❛r❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✮
❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ ❊❱❈❙s ✐s ❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❊◆❖✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ ❊❱❈❙s ❛♥❞ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊◆❖ ✐s t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st G =

∑

t Gt ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s✿

min
(ℓi,t)i,t

∑

t

f (St) s✳t✳ ∀i ,

{

ℓi,t ≥ 0 ∀t ∈ T ,
∑

t ℓi,t = Li/δ .
✭✹✳✷✻✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♣♦✇❡r St ❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❛t t✐♠❡ s❧♦t t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❧❧ t♦t❛❧ ❧♦❛❞s
ℓt♦ti,t = ℓ0i,t + ℓi,t ❛t t❤❡ ❊❱❈❙s✳

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♦♣❡r❛t♦rs ❛❧❧ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❧♦❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡rs✿ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣♦✇❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❝❡♥❛r✐♦✱
t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦✇❡rs ✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♣♦✇❡r ❛t t❤❡ ✏❤❡❛❞✑ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❢♦r
t❤❡ ❣r✐❞ ❛✇❛r❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✹✳✹✳✸ ❚❤r❡❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

▲♦❝❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❈❙❖✮
❆t ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ i✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❙❖ ✉s❡s t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ✇❤♦s❡ ❡①♣❧✐❝✐t
❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥❞ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❞❡♥♦t❡❞ ℓ❲❋(Li , ℓ

0
i )✿

ℓ∗i,t = ℓ❲❋
i,t =







Li + L0
i,t̄

t̄(Li)× δ
− ℓ0i,t if t ∈ {0, . . . , t̄(Li)} ,

0 if t > t̄(Li) .

✭✹✳✶✮

●❧♦❜❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❋❖✮
❚❤❡ ❋❖ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ✭✹✳✷✺✮ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❜❛s✐❝ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮✱
✇✐t❤ L =

∑

i Li ❛♥❞ ℓ0t =
∑

i ℓ
0
i,t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥

♣r♦✜❧❡✱ ❜♦t❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱❈❙s✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ t❤❡♥ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡
(ℓ∗t )t = ℓ❲❋(L , (ℓ0t )t) ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s

∑

t f(ℓ
0
t + ℓt)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦✜❧❡s

(ℓi,t)i,t ✈❡r✐❢② t❤❡ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt②✿

∀t ∈ T ,
∑

i

ℓi,t = ℓ∗t , ✭✹✳✷✼✮

✐✳❡✳✱ ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✷✺✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r♦✲r❛t❛ ♣r♦✜❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ℓi,t =
Li

L ℓ∗t ✭❢♦r ❛❧❧ i, t✮
✈❡r✐✜❡s ♣r♦♣❡rt② ✭✹✳✷✼✮✳

✽✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷✿ ❉✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

■♥♣✉t✿ ❈❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s (Li)i✱ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦✜❧❡s
(

ℓ0i,t

)

i,t

❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ (ℓ∗t )t = ℓ❲❋
(
∑

i Li ,
(
∑

i ℓ
0
i,t

)

t

)

✶

(

ℓ∗i,t

)

t

∀i
←− ℓ❲❋

(

Li ,
(

ℓ0i,t

)

t

)

✱ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❛t ❊❱❈❙ i

✷ ℓi,t
∀i,t
←−− ℓ∗i,t +

1
T

(

ℓ∗t −
∑

i ℓ
∗
i,t

)

✱ s♦ t❤❛t
∑

i ℓi,t = ℓ∗t (∀t)

✸ ❢♦r i, t s✉❝❤ t❤❛t ℓi,t < 0 ❞♦
✹ Z ←− −ℓi,t (> 0)
✺ ℓi,t ←− 0✱ s♦ t❤❛t ℓi,t ≥ 0

✻ ℓj,t
∀j
←− ℓj,t − xj ✱ ✇✐t❤ (xj)j ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❧❣♦✳ ✹✳✸ ✭Z✱ (ℓj,t)j✮✱ s♦ t❤❛t

∑

j ℓj,t = ℓ∗t

✼ ℓi,s
∀s
←− ℓi,s − ys✱ ✇✐t❤ (ys)s ❣✐✈❡♥ ❜② ❆❧❣♦✳ ✹✳✸ ✭Z✱ (ℓi,s)s✮✱ s♦ t❤❛t

∑

s ℓi,s = Li

✽ ℓj,s
∀j 6=i,s 6=t
←−−−−− ℓj,s +

xjys
Z ✱ s♦ t❤❛t

∑

j ℓj,s = ℓ∗s ❛♥❞
∑

s ℓj,s = Lj (∀j 6= i, s 6= t)

❡♥❞
❖✉t♣✉t✿ ❱❛❧✐❞ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡ (ℓi,t)i,t

❚❤❡ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✭(ℓ∗t )t → (ℓi,t)i,t✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷✱ ❛♥❞
❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♠❜✐t✐♦♥✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✹✳✷✺✮ ♠❛❦❡s s✉r❡ t❤❛t t❤❡
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ✈❡❝t♦r (

∑

i ℓ
t♦t
i,t )t ✐s ❛s ♠✉❝❤ s♠♦♦t❤❡❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛

❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ✭✐✳❡✳ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐✜❡s ♣r♦♣❡rt② ✭✹✳✷✼✮✮ ♣r♦✜❧❡ (ℓi,t)i,t ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ✈❡❝t♦r
(ℓt♦ti,t )t ✐s ❛s ♠✉❝❤ s♠♦♦t❤❡❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ❊❱❈❙s i✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷ ✐s t♦ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦❝❛❧✶✹ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ (ℓ∗i,t)t ❢♦r
❡❛❝❤ ❊❱❈❙ i ✉s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✭❧✐♥❡ ✶ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷✮✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡s❡ ❧♦❝❛❧
♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✺✮✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s
(ℓ∗i,t)i,t ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡ (ℓ∗t )t ✭❧✐♥❡ ✷✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇❧② ❢♦r♠❡❞
♣r♦✜❧❡s (ℓi,t)i,t ❛r❡ ❛ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳✱ ✈❡r✐❢② ✭✹✳✷✼✮✮ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ (ℓ∗t )t ♦❢ ✭✹✳✷✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✈❛❧✐❞ ②❡t✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ℓi,t < 0 ❢♦r s♦♠❡ i, t✱ ✇❤✐❝❤ ✈✐♦❧❛t❡s✶✺ t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ✭✹✳✷✺✮✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ✏❢♦r✑ ❧♦♦♣ ✭❧✐♥❡ ✸✮ ✐s t♦ ♠♦❞✐❢② (ℓi,t)i,t s♦ t❤❛t t❤❡s❡
❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✹✳✷✼✮✳ ❲❤✐❧❡ s❡tt✐♥❣ t❤❡✐r
✈❛❧✉❡ t♦ ✵ ✭❧✐♥❡ ✺✮✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❛❞s ℓi,t < 0 ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✕ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✸ ✕ ♦♥ t❤❡
♦♥❡ ❤❛♥❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ❧♦❛❞s ❛t ❊❱❈❙ i ✭❧✐♥❡ ✻✮✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r
❧♦❛❞s ❛t t✐♠❡ s❧♦t t ✭❧✐♥❡ ✼✮✱ s♦ t❤❛t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ❛t ❊❱❈❙ i ❛♥❞ t❤❡
❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ✭✹✳✷✼✮ ❛t t r❡♠❛✐♥ ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❧♦❛❞s ℓj,s ✭❢♦r ❛❧❧ j 6= i, s 6= t✮ ❛r❡
t❤❡♥ ❛❞❥✉st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♣✉r♣♦s❡ ✭❧✐♥❡ ✽✮✳

❇♦t❤ ❧✐♥❡s ✻ ❛♥❞ ✼ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐s♣❛t❝❤ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❧♦❛❞ −Z ✇✐t❤✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r
(ℓk)1≤k≤K ✱ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✸✳ ■♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ℓk ✭❧✐♥❡ ✶ ♦❢ ❆❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✹✳✸✮✱ t❤❡ ❞✐s♣❛t❝❤❡❞ q✉❛♥t✐t② −zk ✈❡r✐✜❡s ✭❧✐♥❡ ✷✮✿

❼ ✐❢ ℓk < 0✱ zk = 0 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ k✲t❤ ❧♦❛❞ ✐s ❛❧r❡❛❞② ♥❡❣❛t✐✈❡❀

❼ zk = Z
K ✐❢ ℓk −

Z
K ≥ 0 ✭t❤❡ k✲t❤ ❧♦❛❞ r❡♠❛✐♥s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✮❀

❼ zk = ℓk ♦t❤❡r✇✐s❡✳

✶✹❚❤❡ ❋❖ ❤❛s t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ ❡❛❝❤ ❧♦❝❛❧ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳
✶✺■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❱✷● t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ℓi,t < 0 ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷

♠❛② ❜❡ t❡r♠✐♥❛t❡❞✳
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✹✳✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t s❡✈❡r❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❣r✐❞

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✸✿
■♥♣✉t✿ P♦s✐t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r Z ❛♥❞ r❡❛❧ ✈❡❝t♦r (ℓk)1≤k≤K

✶ ❢♦r k ✐♥ ❛r❣s♦rt(ℓ) ❞♦
✷ zk ←− max

[
0 ,min

(
ℓk ,

Z
K

)]

✸ Z ←− Z − zk
✹ K ←− K − 1

❡♥❞
❖✉t♣✉t✿ P♦s✐t✐✈❡ ✈❡❝t♦r (zk)k s✉❝❤ t❤❛t

∑

k zk = Z ❛♥❞ ℓk + zk ≥ min (0 , ℓk) (∀k)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❊◆❖✱ ❋❖ ❛♥❞ ❈❙❖ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛♥❞
❢♦r ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦✱ ❋❧❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦rs✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ q✉❛♥t✐t② −(Z − zk) ✭❧✐♥❡ ✸✮ ✐s ❞✐s♣❛t❝❤❡❞ ❛♠✐❞ t❤❡ K − 1 ♦t❤❡r ❧♦❛❞s ✭❧✐♥❡
✹✮✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

●r✐❞ ❛✇❛r❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❊◆❖✮
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♥❛t✉r❡ ♦❢ G✱ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✻✮
❞♦ ♥♦t r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■♥st❡❛❞✱ ✭✹✳✷✻✮ ✐s s❡❡♥
❛s ❛ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ s♦❧✈❡❞ ❜② ❜✉✐❧t✲✐♥ P②t❤♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❡✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛
s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳

✹✳✹✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s

✹✳✹✳✹✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥s ✹✳✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✹✳✸ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ s❡t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡t ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞s ❛r❡ ❤♦✉r❧② ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛ ②❡❛r ♦❢ ❚❡①❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✶✻

✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ ✭✐♥ ❣r❡② ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✮
✐s t❛❦❡♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❚❡①❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✭❢r♦♠ ✾ ❛✳♠✳ t♦ ✺ ♣✳♠✳✱
❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛ ②❡❛r✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ♦✈❡r t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ✐s δ

∑

i

∑T
t=1 ℓ

0
i,t = 30

▼❲❤✳ ❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s Li ❢♦r ❊❱❈❙s ✶✱ ✷ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✸✳✾✹✱ ✷✳✾✶ ❛♥❞
✵✳✹✻ ▼❲❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹✮ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r

✶✻❉❛t❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♣❡❝❛♥str❡❡t✳♦r❣✴✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts ❢♦r t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s T = 3 ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ f : ℓ 7→ ℓ2 ✉s❡❞ ✐♥ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠s ✭S✮✱ ✭✹✳✷✺✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✻✮ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ q✉❛❞r❛t✐❝✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞✱
st❛♥❞❛r❞ t②♣❡s✶✼ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✭✻✸ ▼❱❆ ✶✶✵✴✷✵ ❦❱✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡s ✭✶①✷✹✵ ❘▼✴✷✺
✶✷✴✷✵ ❦❱✮✳ ❚❤✐s ❣r✐❞ ❝♦✈❡rs ❛♥ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡s❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ la = 10 ❦♠ ❛♥❞
lb = lc = 5 ❦♠✳

❚❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ s♠♦♦t❤s ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ i ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ (ℓt♦ti,t )t ✭✉♣✇❛r❞ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❤❛t❝❤ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✹✳✶✸✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐♥ s♦♠❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❧✐❦❡ ❤❡r❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡
❝❛♥ ❜❡ ❢❛r ❢r♦♠ s♠♦♦t❤❡❞ ✭r✐❣❤t ✜❣✉r❡✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② r❡s✉❧t
✐♥ ❤✐❣❤❡r ❣r✐❞ ❝♦sts ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✹✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛t ❊❱❈❙ ✷ ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡
s❧♦t t = 3 ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛ ❤✐❣❤ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭♣♦ss✐❜❧② ❛t ♦t❤❡r ❊❱❈❙s✮
❝❛♥ ❜❡ ❝♦st❧②✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡t❤♦❞ s♠♦♦t❤s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❊❱❈❙s ✭s❡❡
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❤❛t❝❤❡s ♦♥ r✐❣❤t ✜❣✉r❡✮✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❧♦❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s ❛t ❡❛❝❤
❊❱❈❙ ❛r❡ ❛s s♠♦♦t❤❡❞ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛♥❦s t♦ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷ ✭s❡❡ ❧❡❢t ✜❣✉r❡✮✳ ❚❤❡
●r✐❞ ❛✇❛r❡ ♠❡t❤♦❞✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❤❛s ❛❧♠♦st s♠♦♦t❤❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛♥❞
❊❱❈❙ ✶ ♣r♦✜❧❡s ❛s ❊❱❈❙ ✶ ✐s ❢❛rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r t❤❛♥ ❊❱❈❙ ✷ ✭✶✵ ❦♠ ✐♥st❡❛❞
♦❢ ✺✮✱ ❝❤❛r❣✐♥❣ t❤❡r❡ ✐s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ❣r✐❞✳

✹✳✹✳✹✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❣r✐❞ ❝♦sts ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s

❚❤❡♥✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✹✳ ❋♦r t❤✐s✱ ❛ t❤♦✉s❛♥❞
♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦✜❧❡s ✇✐t❤ T = 8 t✐♠❡ s❧♦ts ❛r❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❊❱❈❙✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r
❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ δ

∑

i

∑T
t=1 ℓ

0
i,t = 30 ▼❲❤✳ ❊❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡ ❤❛s ❛❧s♦ ❛ ✷ ❛♥❞ ❛ ✹ t✐♠❡

s❧♦ts ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ s❤♦✇s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞ m ✭m = l, g, a r❡s♣✳ ❢♦r ❧♦❝❛❧✱ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❣r✐❞
❛✇❛r❡✮ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦✈❡r t❤❡s❡ r❛♥❞♦♠ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ Tm ❛♥❞ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r✐❞
❝♦st G̃m ❞❡✜♥❡❞ ❛s✶✽✿

G̃m =
Gm − Ga
Ga

, ✭✹✳✷✽✮

✶✼❤tt♣s✿✴✴♣❛♥❞❛♣♦✇❡r✳r❡❛❞t❤❡❞♦❝s✳✐♦✴❡♥✴✈✷✳✷✳✵✴st❞❴t②♣❡s✳❤t♠❧✳
✶✽◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ G̃ ❞♦❡s ♥♦t r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ G ✭❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✮✱ ❜✉t

t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣r✐❞ ❝♦sts✳

✽✻



✹✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✹✿ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts ✐♥t♦ ✇❤✐❝❤ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞✱ ♠❡❛♥
♦✈❡r ✶✵✵✵ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦✜❧❡s✱ ♦❢ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r✐❞ ❝♦st G̃m ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥
t✐♠❡ Tm ♦❢ ♠❡t❤♦❞ m✳

◆❜ t✐♠❡ s❧♦ts G̃l ✭✪✮ G̃g ✭✪✮ Tl ✭s✮ Tg ✭s✮ Ta ✭s✮

✷ ✵✳✹ ✽❡✲✵✸ ✺❡✲✵✺ ✾❡✲✵✺ ✵✳✽
✹ ✶✳✵ ✷❡✲✵✷ ✻❡✲✵✺ ✸❡✲✵✹ ✹✳✸
✽ ✷✳✷ ✸❡✲✵✷ ✻❡✲✵✺ ✶❡✲✵✸ ✷✵✳✾

✇✐t❤ Gm t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✸✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ m✳ ❚❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r✐❞ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❛❪✳ ❚❤✐s
t❛❜❧❡ ❝♦♥✜r♠s t❤❛t t❤❡ ❣r✐❞ ❛✇❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ✭G̃l, G̃g > 0✮
❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡ r❡♠❛✐♥s ✈❡r② ❝❧♦s❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✼✲✻✽✷✵❍◗ ✷✳✼✵●❍③✱ t❤❡
❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣r✐❞ ❛✇❛r❡ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭S✮✱ ✭✹✳✷✺✮
❛♥❞ ✭✹✳✷✻✮✿ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❱❈❙s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ✷✱ ✹ ❛♥❞ ✽ t✐♠❡ s❧♦ts s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❛✇❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ❣♦❡s ❢r♦♠
✶ s ✭T = 2✮ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷✶ s ✭T = 8✮✱ ♦✈❡r t❤❡ s❡t ♦❢ r❛♥❞♦♠ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r✐❞ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✐♥❝r❡❛s❡ t♦♦ ✭♥❡❛r❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧
❣r✐❞ ❝♦st✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❛s ✐t ✐s ❢❛st ❛♥❞ ♥❡❛r✲♦♣t✐♠❛❧✱ ❡✈❡♥ ✐❢
✐t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤✐s ✐s t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❣r✐❞ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠♣❛❝ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ✭❡✳❣✳✱ s✉❝❤ ❛s ♣♦✇❡r ❧♦ss❡s✮
❛r❡ s✐♠✐❧❛r✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❊❱ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥s ✭❊❱❈❙s✮ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡
❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❊❱s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐♥ ♥❡①t ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❲❛t❡r✲❋✐❧❧✐♥❣ ✭❲❋✮ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❬❙❤✐♥✇❛r✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪ ✐s ✉s❡❞ t♦ s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s✳ ❚❤✐s
♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ ❉✐r❡❝t ▲♦❛❞ ❈♦♥tr♦❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✐s
❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤ s❝❤❡❞✉❧❡s ✐t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✱
✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✉s❛❣❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✭❛♥❞
t❤✉s ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❲❋ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❋✐rst✱ ❲❋ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
t❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❢✲
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ✉♥✉s❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐s r❡♠✉♥❡r❛t❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❞✐r❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❋
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❡r ❧✐♠✐ts✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❧✐♠✐ts ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡
s❧♦t✱ ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳ ❊①♣❧✐❝✐t ❲❋ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛❧s♦ r❡♠❛✐♥ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ t♦ ❣r✐❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❧♦ts ❞✉❡ t♦ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❙t❛t❡ ♦❢ ❈❤❛r❣❡✳

❙♦ ❢❛r✱ ❊❱s ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❧❡❛✈❡✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ s❧♦t✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❊❱❈❙ ♦♣❡r❛t♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

✽✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❊❱s ♠❛② ❛rr✐✈❡ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❧♦t✱ ✇✐t❤♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ✐t ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❲❋ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞s
❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❲❋ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞ s✉♣♣❧②✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❊❱❈❙s✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❊❱❈❙s ✐s ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦r ♥♦t✱ ❛♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s
♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ♠❡tr✐❝s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡st✐♥❡❞ t♦ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ s❡✈❡r❛❧
❊❱❈❙s ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣
♣r♦✜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱❈❙s✱ ✐♥t♦ ❛ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡
❢♦r ❡❛❝❤ ❊❱❈❙✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t♦r
♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❣r✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❊❱❈❙s✱ t❤❡ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡
❜❡t✇❡❡♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t

❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡
❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐s t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❊❱ ✉s❡rs ✐♥ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s
✭✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❣✐♥❣ q✉❛♥t✐t②✱ ❡t❝✳✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣
♣r♦✜❧❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❛♥♥❡r ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❊❱❈❙ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡
❲❛t❡r✲❋✐❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭s❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❈❤❛♣t❡r ✹✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
t❤❡s✐s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❲❋
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦st✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ▲♦❝❛t✐♦♥❛❧ ▼❛r❣✐♥❛❧
Pr✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❆ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ▲▼P ♠❡t❤♦❞ ✕ ✇❤✐❝❤
❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❢✉❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ✕ ✐s ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s
♠❡t❤♦❞ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❢♦✉r ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ t❤r❡❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ✐♠♣❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❛s t❤❡
▲▼P ♠❡t❤♦❞ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ✐♥ ♣❛rt ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♣❡rs✿

❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❜❪ ❙♦❤❡t✱ ❇✳✱ ❍❛②❡❧✱ ❨✳✱ ❇❡❛✉❞❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥❞✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✷✶✮✳
❈♦✉♣❧❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣✲❛♥❞✲❞r✐✈✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ ✉r❜❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✱ ✷✷✭✶✵✮✿✻✸✹✷✲✻✸✺✷✳

❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❝❪ ❙♦❤❡t✱ ❇✳✱ ❍❛②❡❧✱ ❨✳✱ ❇❡❛✉❞❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥❞✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✷✶✮✳
❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ r♦✉t✐♥❣✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙♠❛rt ●r✐❞✱ ✶✷✭✻✮✿✺✶✹✻✲✺✶✺✼✳

❈♦♥t❡♥ts

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶✳✶ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✺✳✶✳✷ ■t❡r❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
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❙②♠❜♦❧s ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥

m Pr✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥❞❡①✿ ❝st✱ ❛✈❣✱ ✇❢✱ ❣❛ ❛♥❞ α

λm
i ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❊❱❈❙ i ❢♦r ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ m

G∗
i ❖♣t✐♠❛❧ ❲❛t❡r✲❋✐❧❧✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❊❱❈❙ i

Gt ●r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ s❧♦t t

ηm ❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣r✐❝✐♥❣ m

Bλm
i

❇❡❝❦♠❛♥♥ t❡r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❈❯P λm
i

αi ■♠♣❛❝t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❊❱❈❙ i ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞

G̃m ●r✐❞ ❝♦st ♦❢ ♣r✐❝✐♥❣ m ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ●❆ ♣r✐❝✐♥❣

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✺✳✶✳✶ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t❤❛t ♠♦❜✐❧✐t② s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡rs ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦
❛s ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♦r ❈❙❖s✮ ❝❛♥ ✉s❡ ❛t ♣✉❜❧✐❝ ❊❱ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥s
✭❊❱❈❙s✮ t♦ ✐♥❞✉❝❡ s♣❡❝✐✜❝ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤❛r❣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳ ❚❤❡s❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦rs ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❱❈❙✱ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ q✉❛♥t✐t②✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡✱
❡t❝✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❱❈❙✱ ❜✉t
t❤❡ ✐♠♣❛❝t st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
t♦ ❊❱ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡s ♦t❤❡r t❤❛♥ ❣❛♠❡ G ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳✶✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛t
t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❈❙❖✱ t❤❡ ❊❱❈❙ ♦♣❡r❛t♦r ✭❛♥❞ ♥♦t ❞r✐✈❡♥ ❜② ♣r✐❝❡ s✐❣♥❛❧s✮✱ ❛♥❞ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥
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♣r❡✈✐♦✉s ❈❤❛♣t❡r ✹✿ ❊❱ ✉s❡rs ❧❡t t❤❡ ❈❙❖ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡✐r ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡♠
❛ ❣✐✈❡♥ ❙t❛t❡ ♦❢ ❈❤❛r❣❡ ✭❙♦❈✮ ✇❤❡♥ t❤❡② ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❊❱❈❙✳

❈❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ ❉❡♠❛♥❞ ❘❡s♣♦♥s❡ ✭❉❘✮ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❬❱❛r❞❛❦❛s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪
❣✐✈❡s ✐♥ ❞❡t❛✐❧s t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❉❘ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦✛❡r❡❞ t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❉❘ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✛❡r❡❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ♣r✐❝❡✲❜❛s❡❞
✭♦r t✐♠❡✲❜❛s❡❞✮ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❜❛s❡❞ ❉❘ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ■♥❝❡♥t✐✈❡✲❜❛s❡❞ ❉❘ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ s✉❝❤ ❛s
❉✐r❡❝t ▲♦❛❞ ❈♦♥tr♦❧ ❬❘✉✐③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❪✱ ❝✉rt❛✐❧❛❜❧❡ ❧♦❛❞ ❬❆❛❧❛♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ♦r ❉❡♠❛♥❞ ❇✐❞❞✐♥❣
❬❖❤ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s✱ ✷✵✵✽❪✱ ♦✛❡r ♣❛②♠❡♥ts t♦ ❝♦♥s✉♠❡rs ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✉s❛❣❡ ✇❤❡♥
♥❡❡❞❡❞✳ Pr✐❝❡✲❜❛s❡❞ ❉❘ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦st ♦❢
❡❧❡❝tr✐❝✐t②✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ s✉✐t❡❞ t❤❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❜❛s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡
♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r✐❝❡✲❜❛s❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❘❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡s❡ ❉❘ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ ❬P❛t❡r❛❦✐s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✳

❼ ❋❧❛t ♣r✐❝✐♥❣ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r✐❝❡✿ t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② ❢♦r ❊❱ ✉s❡rs t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
❜✐❧❧ ✐s t♦ ❝❤❛r❣❡ ❧❡ss✳

❼ ❚✐♠❡✲❖❢✲❯s❡ ✭❚❖❯✮ ♣r✐❝✐♥❣ ❞❡✜♥❡s ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r✐❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤
♣❡r✐♦❞✳ ■♥ ❋r❛♥❝❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❊❉❋ ♣r♦♣♦s❡s t♦ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝✉st♦♠❡rs t❤❡ ❍❡✉r❡s ❈r❡✉s❡s
♦♣t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ✽✲❤♦✉r ♦✛✲♣❡❛❦ ✇✐♥❞♦✇ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐s ❧♦✇❡r✶✳ ❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥st❛♥t
♣r✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ r❡✢❡❝t ❧♦♥❣ t❡r♠ ❣r✐❞ ❝♦sts✳ ❘❡✜♥❡♠❡♥ts ♦❢ ❚❖❯ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡
❡①✐st✱ ❧✐❦❡ ❈r✐t✐❝❛❧ P❡❛❦ Pr✐❝✐♥❣ ❬❍❡rt❡r✱ ✷✵✵✼❪✱ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ ♣❡r✐♦❞s✬ ♣r✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞
t❤❡ ❞❛② ❛❤❡❛❞✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ s❤♦rt t❡r♠ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦sts✳

❼ ❘❡❛❧✲t✐♠❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❬❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶❪ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛ t✐♠❡ s❧♦t ❛♥❞ ❛♥♥♦✉♥❝❡s ✐t
t♦ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡rs r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ st❛rt ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❧♦t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡❛❧✲t✐♠❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❱ ✉s❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❈❙❖✳ ❚❤✐s ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ✉s✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞❛②✲❛❤❡❛❞ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣r✐❝✐♥❣ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r
❬❉♦♦st✐③❛❞❡❤ ❛♥❞ ●❤❛s❡♠✐✱ ✷✵✶✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡ ✐s ✜①❡❞ t❤❡ ❞❛② ❜❡❢♦r❡✳

■♥ t❤❡ ✜rst ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐s t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ❝♦♥s✉♠❡rs t♦ ♣♦st♣♦♥❡
❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✉s❛❣❡s t♦ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦r✱ ♦r ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡ t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ❊❱ ✉s❡rs t♦
❝❤♦♦s❡ ❛ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❛❞❡q✉❛t❡ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❈❙❖✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡✬s
❝❤♦✐❝❡ ✐s ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❈❙❖✷ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r
✐s ♣✉t ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊❱❈❙✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t✐♠❡✲❜❛s❡❞ ❉❘ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❊❱❈❙s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ s❧♦ts✿ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❚❖❯ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡
❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❊❱❈❙✬s ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❛ss✐❣♥ t♦ ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣r✐❝❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✐♥ ♣❛♣❡rs ✇❤✐❝❤ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs✬ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❞❡✲
❝✐s✐♦♥s ✭s❡❡ r❡✈✐❡✇ ❬❲❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪✮ ✐s t❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥❛❧ ▼❛r❣✐♥❛❧ Pr✐❝✐♥❣ ❬▲✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪ ✭▲▼P✮✱
✇❤❡r❡ ❊❱ ✉s❡rs ♣❛② t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ q✉❛♥t✐t② ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❈❙❖✬s ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤❡ ▲▼P ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣r✐❝✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ❊❱
✉s❡rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t♦ t❤❡ ❈❙❖ t❤❡✐r ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❈❙❖ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s t❤❡
❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛t ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ ❛♥❞ t✐♠❡ s❧♦t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ▲▼P
♠❡t❤♦❞ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♣❛♣❡rs ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ▲▼P ❛♥❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸✳

✶◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✏♣❡❛❦ ♣r✐❝❡✑ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ✢❛t ♣r✐❝✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ✭❤tt♣s✿✴✴♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳❡❞❢✳
❢r✴❡♥✴❤♦♠❡✴❝♦♥tr❛❝t✲❛♥❞✲❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✴♦♣t✐♦♥s✴♦❢❢✲♣❡❛❦✲t✐♠❡s✳❤t♠❧✮✳

✷■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ♠❛② r❡❝❡✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣❛②♠❡♥ts ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ✭❧✐❦❡ ✐♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✲❜❛s❡❞ ❉❘ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠s✮ t♦ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

✾✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

✺✳✶✳✷ ■t❡r❛t✐✈❡ ❧♦❝❛t✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✱ ❲❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜r✐❡✢②✳ ■♥ t❤✐s r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❙②st❡♠ ❖♣❡r❛t♦r ✭❙❖✮ ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ❜♦t❤ ♦❢ ❛❧❧ ❊❱❈❙s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞
❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ✐ts❡❧❢✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❙❖ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❛❝❝❡ss t♦ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ❛s t❤❡ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r ✭❊◆❖✮ ✐♥ t❤❡ ●r✐❞ ❆✇❛r❡ ✭●❆✮ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✱ t❤❡ ❙❖ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥❛❧ ▼❛r❣✐♥❛❧
Pr✐❝✐♥❣ ✭▲▼P✮ s❝❤❡♠❡✿ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ✭❈❯P✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❊❱❈❙ i ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t t❤✐s ❊❱❈❙✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
f ✭✐♥ ♣❛rt ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G✮ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ {1, . . . , T} ✐s✿

G =

T∑

t=1

Gt =
T∑

t=1

f(St) , ✭✺✳✶✮

✇✐t❤ St t❤❡ ♣♦✇❡r ❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✮✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s
ft✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✷✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ t❡r♠ ✏❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡✑ ✭❈❯P✮ λi r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ❊❱❈❙ i ✭♣❡r ❝❤❛r❣❡❞ ❡♥❡r❣② ✉♥✐t✮ ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ t❡r♠ ✏✭❝❤❛r❣✐♥❣✮ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡✴♠❡t❤♦❞✴♠❡❝❤❛♥✐s♠✑ r❡❧❛t❡s t♦
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ▲▼P ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ❊❱ ✉s❡rs t♦ r❡❞✉❝❡
G ✭s❡❡ ❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ ♦r ❘❡♠❛r❦ ✺✳✾✮✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❊❱ ✉s❡rs ❤❛✈❡ ♥♦ ♦t❤❡r ❝♦sts✳
❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λi ❛t ❊❱❈❙ i ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
G ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ Li✿

λi(ℓ) = η ×
∂G

∂Li
(ℓ) = η

T∑

t=1

∂G

∂Li
(ℓt) , ✭✺✳✷✮

✇❤❡r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r η ❝♦♥✈❡rts t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣r✐❞ ❝♦st ✐♥t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡✱ ❛♥❞ ℓ ✐s t❤❡
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛t ❡✈❡r② ❊❱❈❙✳ ◆♦ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✜① η ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿ ✐t
✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❤♦s❡♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✸✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r η ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
f ✇❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♠♦♥♦♠✐❛❧✿ f : ℓ 7→ ηℓn ✭n ≥ 2✮✳ ❆s t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢
t❤✐s ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ♦♥❧② f : ℓ 7→ ℓn✳

❚❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G ❞❡♣❡♥❞s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ♦♥ t❤❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ℓ ❛t
❛❧❧ ❊❱❈❙s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳ P❛♣❡rs ✉s✐♥❣ ▲▼P s❝❤❡♠❡ ✭✺✳✷✮ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛ ✜rst ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞
✐s ❝❤❛r❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst t✐♠❡ s❧♦t✿ ℓ♣❝1 = L✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s P❈✲●❆ t❤❡r❡❛❢t❡r✱ ❢♦r
P❧✉❣✲❛♥❞✲❈❤❛r❣❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ●r✐❞ ❆✇❛r❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G ✉s❡❞ ✐♥ ●❆ ♠❡t❤♦❞ ✐♥

✾✷



✺✳✷✳ ❆✈❡r❛❣❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ●❆✲●❆✮ ❜②
s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ●r✐❞ ❆✇❛r❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✻✮ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♦❜t❛✐♥ ℓ❣❛✿

min
(ℓi,t)i,t

T∑

t=1

f
(

St

(
ℓt
))

s✳t✳ ∀i ,

{

ℓi,t ≥ 0 ∀t ∈ T ,
∑T

t=1 ℓi,t = Li/δ .
✭✹✳✷✻✮

❙❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❈❤❛♣t❡r ✹ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▼❡t❤♦❞ ●❆✲●❆ t❛❦❡s ❢✉❧❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡
♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❙❖✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❯Ps λ ❛r❡ ♥♦t ❛ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡
❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶✱ ✐♥ ♣❛rt ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✻✮✳ ❋♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ❛ t❤✐r❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭r❡❢❡rr❡❞
t♦ ❛s ❲❋✲●❆✱ ❢♦r ❲❛t❡r✲❋✐❧❧✐♥❣✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❙❖ s♦❧✈❡s t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮ ✐♥st❡❛❞✱ ❢♦r
❡❛❝❤ ❊❱❈❙ i✿

min
(ℓi,t)t

T∑

t=1

f
(
ℓ0i,t + ℓi,t

)
, s✳t✳

{

ℓi,t ≥ 0 ∀t ∈ T ,
∑T

t=1 ℓi,t = Li/δ ,
✭S✮

✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❲❋ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ℓ✇❢ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✮✳ ❚❤✐s ❲❋✲●❆ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ♦♥❡
❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s P❈✲●❆ ❛♥❞ ●❆✲●❆ ❛r❡
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛♣t❡r✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✸✳ ❚♦❣❡t❤❡r✱ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
✏✐t❡r❛t✐✈❡ ▲▼P✑ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ✭✺✳✷✮ ✭❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▲▼P ♠❡t❤♦❞ ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ✇❤♦s❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✭S✮✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ✈✐❛ ✭✺✳✷✮✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ G✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s L ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤✲
♦❞s P❈✲●❆✱ ●❆✲●❆ ❛♥❞ ❲❋✲●❆✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s λ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞✿ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s L(0) ❛t ❲❛r❞r♦♣
❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❲❊✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❈❯P ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s λ(0) ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡♥ λ(1) ✐s
❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ✭✺✳✷✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✭L(1)✮✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❚❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡
♣r♦❝❡ss ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ✏♦✤✐♥❡✑✱ ❜❡❢♦r❡ ❊❱ ✉s❡rs ♠❛❦❡ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❈❯P✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❯Ps ❛t ❛❧❧ ❊❱❈❙s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥✲
❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜✉t ❝♦♥st❛♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❲❊ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✉♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ G ❝♦♥✲
s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s
✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❲❊ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✲r❛t❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s
s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ✐s ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳✶ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❜② t❤❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥
♠❡t❤♦❞✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✷✳

✺✳✷ ❆✈❡r❛❣❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

✺✳✷✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦st

❚❤❡ ✜rst ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❲❛t❡r✲❋✐❧❧✐♥❣
♣r✐❝✐♥❣✱ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡rs ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❛❪ ❛♥❞ ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❜❪✱ ❛♥❞ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
❆❱●✸ ✭❢♦r ❛✈❡r❛❣❡✮ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ▲▼P ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❈❙❖✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ❛♥ ❊❱❈❙✱ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞ ✐ts ❊❱❈❙ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❈❙❖ ✐s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧
◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r ✭❊◆❖✮✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✸✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡

✸❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉♣❡rs❝r✐♣ts ✐s ✐♥ ❧♦✇❡r❝❛s❡✿ ✏❛✈❣✑✱ ❛s ✐♥ λ
❛✈❣
i t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❆❱●

♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛t ❊❱❈❙ i✳
✹■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✱ t❤❡ ❙❖ ❣r♦✉♣s t♦❣❡t❤❡r t❤❡ ❊◆❖ ❛♥❞ t❤❡ ❈❙❖s✳

✾✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❈❙❖ t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ❊❱ ✉s❡rs t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥tr❛❝t ✐s
s✐❣♥❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❙❖ ❛♥❞ t❤❡ ❊◆❖✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❞❛♣t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✱ t❤❡ ❈❯P ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶ ❛s t❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ f ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❆s
t❤❡ ❈❙❖ ♦❢ ❊❱❈❙ i ❝❛♥♥♦t ❞❡❞✉❝❡ t❤✐s ❤❡❛❞ ♣♦✇❡r✱ t❤❡ ❈❯P λ❛✈❣i ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❊❱❈❙ i✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
✈❛❧✉❡ G∗

i (Li) ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✮✮ ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭S✮ ❛t ❊❱❈❙ i✱ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❲❋
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✿

λ❛✈❣i (Li) = η❛✈❣
G∗

i (Li)

Li + L0
i

= η❛✈❣
t(Li)× f

(
Li+L0

i,t

t(Li)×δ

)

+
∑T

s=t+1 f
(

ℓ0i,t

)

Li + L0
i

, ✭✺✳✸✮

✇✐t❤ η❛✈❣ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ (ℓ0i,t)t t❤❡ s♦rt❡❞ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❛t
❊❱❈❙ i✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♥♦t❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❲❋ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷
❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❝❤♦s❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ❊❱❈❙
i ❛♥❞ ✐ts ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❛✈❣i ✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ▲▼P s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱
t❤✐s ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❧♦❝❛❧❧②✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t λ❛✈❣i ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Lj ♦r ℓ0j ❛t ❊❱❈❙
j 6= i✳ ❋♦r t❤❡ r❡st ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ i ❞❡♥♦t❡s ❛♥② ❊❱❈❙ i✳

❲✐t❤ t❤❡ ❆❱● ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ❈❙❖ ♠❛❦❡s ❊❱ ✉s❡rs ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠❡rs ♦❢ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡
❛♣♣❧✐❛♥❝❡s ♣❛② ❡q✉❛❧❧② ✭♣❡r ❡♥❡r❣② ✉♥✐t✮ ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧ ❣r✐❞ ❝♦st ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡✐r ❛❣❣r❡❣❛t❡❞
❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ✏❛✈❡r❛❣❡✑ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❝♦♥s✉♠❡rs✱
❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✉s❛❣❡s ❞✉r✐♥❣ ♣❡❛❦ ❤♦✉rs ❛r❡ ❛s ♠✉❝❤ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛s ❞✉r✐♥❣ ♦✛✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs✳ ❚❤✐s ❛❧s♦
♠❡❛♥s t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❜✐❧❧ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❡✛♦rts ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❊❱
❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❆♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❛✈❣i ✱ ❛s ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r
❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❜❪✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✺✳✷✳✷ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

❆s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ Li ❛t ❊❱❈❙ i ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡
✢♦✇ ✈❡❝t♦r f ✭s❡❡ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ✭✺✳✷✷✮✮✱ t❤❡ ❈❯P λ❛✈❣i ✐s ❛ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✮✳ ❚♥ t❤❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥
❢✉♥❝t✐♦♥ B ♦❢ ❣❛♠❡ G❛✈❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❱● ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ t❤❡ t❡r♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ λ❛✈❣i ❛t
❊❱❈❙ i ✐s✿

Bλ❛✈❣i
= η❛✈❣

∫ Li

0
λ❛✈❣i (L)❞L , ✭✺✳✹✮

✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❛✈❣i ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✺✳✹✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ ✭✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛t ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ Li 7→
λ❛✈❣i (Li) ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭∀i✮✳ ◆❡①t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✻ ❣✐✈❡s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✕ ♦♥
♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ℓ0i ✕ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ λ❛✈❣i ✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ t✇♦
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ λ❛✈❣i ✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ft✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✹✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ G∗
i ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ λ❛✈❣i ❛r❡ C1 ♦♥ R+✳

Pr♦♦❢✳ ❇❡❝❛✉s❡ G∗
i ✐s ❡❛s✐❧② C∞ ♦♥

]
Li,t−1, Li,t

[
❢♦r t = 1, · · · , T ✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦♥❧② ❝♦♥s✐sts ✐♥

❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❛t ♣♦✐♥ts
(
Li,t

)

t=1,··· ,T−1
✳ ▲❡t t ∈ {1, . . . , T − 1}✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ G∗

i ❡✈❛❧✉❛t❡❞

✾✹



✺✳✷✳ ❆✈❡r❛❣❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

✐♥ L
−
i,t ❣✐✈❡s✱ ✉s✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ Li,t = tδℓ0i,t+1 − L0

t ✿

G∗
i (L

−
i,t) = tf

(

L
−
i,t + L0

i,t

tδ

)

+

T∑

s=t+1

f(ℓ0i,s) = tf
(
ℓ0i,t+1

)
+

T∑

s=t+2

f(ℓ0i,s) +
(
ℓ0i,t+1

)
. ✭✺✳✺✮

❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r L
+
i,t✿

G∗
i (L

+
i,t) = (t+ 1)f

(

L
+
i,t + L0

i,t+1

(t+ 1)δ

)

+
T∑

s=t+2

f(ℓ0i,s) = (t+ 1)f
(
ℓ0i,t+1

)
+

T∑

s=t+2

f(ℓ0i,s) = G∗
i (L

−
i,t) .

✭✺✳✻✮

❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ (G∗
i )

′(L) = f ′

(
L+L0

t

t(L)×δ

)

✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ❛♥❞ t❤❡ C1

♣r♦♣❡rt② ♦❢ λ❛✈❣i ❢♦❧❧♦✇s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❛s ❛ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ C1 ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦♦❢
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ft : ℓ 7→ ηtℓ

n✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✺✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ λ❛✈❣i ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ♦♥ [0, Li,T−1[ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ [Li,T−1,+∞[✳

Pr♦♦❢✳ ■♥ t❤✐s ♣r♦♦❢✱ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❧♦ts δ ✐s s❡t t♦ ✶ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ■t

✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ft : ℓ 7→ ηtℓ
n ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ q✉❛♥t✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞✿ Ht = (

∑t
s=1 η

− 1
n−1

s )−(n−1)

❢♦r ❛❧❧ t ∈ T ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✺✳✹✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❛✈❣i ✐s C1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ (λ❛✈❣i )
′ ✐s ♣✐❡❝❡✇✐s❡

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ t ∈ T ❛♥❞ Li ∈
]
Li,t−1, Li,t

[
✿

1

η❛✈❣
(λ❛✈❣i )

′′
(Li) =

2
∑T

t=t+1 ft(ℓ
0
i,t + ℓ∗i,t(Li))

(Li + L0
T )

3
+Ht̄

(Li + L0
t
)n−1

(Li + L0
T )

4

[

(n− 1)(n− 2)L2
i

+2(n− 2)
(
nL0

T − L0
t

)
Li +

(
2ε2 − 2nε+ n2 − n

) (
L0
T

)2
]

,

✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ ε =
L0
t

L0
T

✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♥♦♥✲

♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r n ≥ 2✳ ❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ✐s ❛❧s♦ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❢♦r t ≤ T − 1✳ ❚❤❡
♣r♦♦❢ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ (λ❛✈❣i )

′✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✻✳ ❋♦r t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ft(ℓ) = ηtℓ
n ✭n ≥ 2, ∀t✮✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❲❛t❡r✲❋✐❧❧✐♥❣ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❛✈❣i ❛t ❊❱❈❙ i ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥ R∗
+ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢✿

∑T
t=1 η̃t

(

ℓ̃0i,t

)n

∑T
t=1 ℓ̃

0
i,t

≤ n , ✇✐t❤







ℓ̃0i,t =
ℓ0i,t
ℓ0i,1

,

η̃t =
ηt
η1

.
✭✺✳✽✮

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭ℓ0 = 0✮ ✐s r✉❧❡❞ ♦✉t✱ ❛s λ❛✈❣i (Li) = η❛✈❣Ln−1
i

✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❧❡♠♠❛ ✺✳✺✱ (λ❛✈❣i )
′ ✐s str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦♥

[0, Li,T−1[ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t t❤❡r❡❛❢t❡r✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ (λ❛✈❣i )
′
> 0 ♦♥ R∗

+ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ λ❛✈❣i

❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✮ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ (λ❛✈❣i )
′
(0) ≥ 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✽✮✳

✾✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❘❡♠❛r❦ ✺✳✼✳ ❆ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ℓ0i ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ λ❛✈❣i ✐s
✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❛❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥ ✭✺✳✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦✿

T∑

t=1

ℓ̃0i,t

(

η̃t

(

ℓ̃0i,t

)n−1
− n

)

≤ 0 . ✭✺✳✾✮

❚❤❡♥✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ ℓ̃0i,t ❢♦r ❛❧❧ t ❜② ℓ̃0i,T ≥ ℓ̃0i,t ✭t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ s♦rt❡❞✮✱ t❤❡ ✐♥✲

❡q✉❛❧✐t② η̃t(ℓ̃
0
i,t)

n−1 ≤ n ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ λ❛✈❣i ✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛
t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛❞r❛t✐❝ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭η̃t = 1 ∀t ❛♥❞ n = 2✮✱ t❤✐s s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s✿

max
(
ℓ0i
)
≤ 2×min

(
ℓ0i
)
. ✭✺✳✶✵✮

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ s♠♦♦t❤ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦✜❧❡ ✭∀t, |ℓ0i,t/ℓ
0
i,1−1| s♠❛❧❧✮ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦✇ r❛t✐♦ ✐♥ ✭✺✳✽✮✱

✇❤✐❝❤ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ λ❛✈❣i ✳ ❚❤✐s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✻✱ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ r❡❛❧
❞❛t❛s❡ts ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✽✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❛✈❣i ✭✇❤✐❝❤ ✐s C1 ♦♥ R+ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ▲❡♠♠❛ ✺✳✹✮ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ Li ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

(λ❛✈❣i )
′
(Li) = η❛✈❣

(G∗
i )

′(Li)− λ❛✈❣i (Li)

Li
. ✭✺✳✶✶✮

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❲❛t❡r✲❋✐❧❧✐♥❣ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❛✈❣i ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ Li ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢
λ❛✈❣i (Li) ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❈❙❖✬s ❝♦st (G∗

i )
′(Li)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥

❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ✭✉♣ t♦ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t η✇❢✮✳

✺✳✷✳✸ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ r❡❛❧ ❞❛t❛

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡ts ♦❢ r❡❛❧ ❞❛t❛ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢r♦♠ ❋r❛♥❝❡ ❛♥❞ ❚❡①❛s✱ ❯❙❆✮
♦❢ ❤♦✉r❧② ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛ ②❡❛r✳ ❚❤✐s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛s
t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ℓ0i ♦❢ s♦♠❡ ❊❱❈❙ i✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤✐s ❊❱❈❙ ✐s ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥ ✐♥
❛ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t i ✐s ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥✳
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✱ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ✭S✮ s✉❝❤ ❛s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✽✮ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
ℓ0✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡❝t✐♦♥ st✉❞✐❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❧❡✈❡❧ ♦❢ ℓ0✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts T ✭♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡✐r ❝♦♠♠♦♥ ❞✉r❛t✐♦♥ δ✱ ✇❤✐❝❤
✈❡r✐✜❡s T × δ = 24 ❤✮✳ ❚❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ft : ℓ 7→ ℓ2 ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ t✐♠❡❞✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✜rst ❞❛t❛s❡t✱ ✏❘❡❝♦✢✉①✑✱ ✐s ❢r♦♠ ❊♥❡❞✐s ✭t❤❡ ♠❛✐♥ ❋r❡♥❝❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♦♣❡r❛t♦r✮
❛♥❞ ✐s ❛ st❛t✐st✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❋r❡♥❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❤❡❛t✐♥❣✱ ✇❛t❡r ❤❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ✉s❛❣❡s✺✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳❛ s❤♦✇s s❛♠♣❧❡s ♦❢
❡❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ❞❛②s ✐♥ t❤✐s ❞❛t❛s❡t✳ ❚❤❡ ✇✐♥t❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ❛♥ ✏✉♣✇❛r❞ s❤✐❢t❡❞✑ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✉♠♠❡r ♦♥❡ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥st❛♥t ❤❡❛t✐♥❣ ✐♥ ✇✐♥t❡r✳

■♥ t❤❡ r❛✇ ❞❛t❛✱ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ (ℓ0t (d))1≤t≤24 ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛② d ✐s s♣❧✐t ✐♥t♦ 24
❤♦✉r❧② t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳❛ ❣✐✈❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦♥t❤ ♦❢ ❛ ②❡❛r t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❞❛②s d ✇❤❡r❡
ℓ0(d) ✈❡r✐✜❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✽✮ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ λ❛✈❣✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ✇✐t❤
T = 24 t✐♠❡ s❧♦ts ✭st❛r ♠❛r❦❡rs✮✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✽✮ ✐s ♥♦t ✈❡r✐✜❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s✉♠♠❡r ✭s❡❡

✺❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❡♥❡❞✐s✳❢r✴❝♦❡❢❢✐❝✐❡♥ts✲❞❡s✲♣r♦❢✐❧s ✭❘❊❙✶❴❇❆❙❊✮✳

✾✻
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ s✉♠✭♠❡r✮ ❛♥❞ ✇✐♥✭t❡r✮✱ ✇✭❡❡✮❦❞❛② ❛♥❞
✇✭❡❡✮❦❡♥❞✱ ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ✭❛✮ ❛♥❞ ❚❡①❛s ✭❜✮✳

❜❡❧♦✇ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❛✈❣ ✐s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛t ❲❊ ♠❛② ❜❡ ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✣❝✉❧t
t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛❝t✉❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛♠❡ t❤❡♦r② ♠♦❞❡❧ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳
❈♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✽✮ ✐s t❤✉s t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❡❝♦✢✉① ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ✐♥t♦ ❢❡✇❡r t✐♠❡
s❧♦ts✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❞❛✐❧② ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ✜rst ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② s♦rt❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❛❣❣r❡✲
❣❛t❡❞ ✐♥t♦ T < 24 t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r T = 2✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❛② d t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦✜❧❡ ℓ0(d)
✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦✿ t❤❡ t✇❡❧✈❡ ❧♦✇❡st ❤♦✉r❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ℓ0(d) ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t❡r♠

ℓ
0
1(d) ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs ✐♥t♦ ℓ

0
2(d)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❤♦✉r❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s ℓ0t (d) ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ✐♥

t❤❡ s❛♠❡ ℓ
0
t (d)✱ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♦✛✲♣❡❛❦ ❤♦✉rs ✐♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♥✐❣❤t ❤♦✉rs ❛♥❞

s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❛❢t❡r♥♦♦♥ ❤♦✉rs ✭❢r♦♠ ✶✶♣♠ t♦ ✾❛♠ ❛♥❞ ❢r♦♠ ✸♣♠ t♦ ✺♣♠✮✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡
❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✉♥❞❡r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛②s ❢♦r ✇❤✐❝❤ λ❛✈❣ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛♥②
♦t❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦✜❧❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r T = 2✱ ❛♥② s✉♠ ℓ01 ♦❢ t✇❡❧✈❡

♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❤♦✉r❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✈❡r✐✜❡s ℓ01 ≥ ℓ
0
1✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡

ℓ
0
✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ℓ02 ≤ ℓ

0
2✳ ❚❤✉s✱

∑

t=1,2 ℓ
0
t =

∑

t=1,2 ℓ
0
t ✱ ❜✉t

∑

t=1,2(ℓ
0
t )

2 <
∑

t=1,2(ℓ
0
t )

2 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

q✉❛❞r❛t✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✈❡①✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡ ℓ0 ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✽✮ t❤❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡ ℓ

0
❝❤♦s❡♥ ❤❡r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳❛✱ ✐♥ ▼❛② ❛♥❞

❢♦r T = 4✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛t ❧❡❛st ✻✵ ✪ ♦❢ t❤❡ ❞❛②s ✇❤❡r❡ λ❛✈❣ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳

❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♣r♦✜❧❡ ℓ
0
✐♥ T1 t✐♠❡ s❧♦ts ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

♠♦r❡ ❞❛②s ✇✐t❤ λ❛✈❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❛♥ ❢♦r T2 > T1✳ ❋♦r T > 2 t✐♠❡ s❧♦ts✱ s✉♠♠❡r ♠♦♥t❤s ✭❢r♦♠
▼❛② t♦ ❖❝t♦❜❡r✮ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞❛②s ✇❤❡♥ λ❛✈❣ ✐s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡
❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡❛t✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ♠♦♥t❤s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ✇♦rs❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r T ✳ ■♥ ✇✐♥t❡r✱
♥❡❛r❧② ❝♦♥st❛♥t ❤❡❛t✐♥❣ ♠❛❦❡s ✉♣ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♦t❤❡r
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❛♥❝❡s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❤♦✉r❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❧❡ss
t❤❛♥ ✹ ❦❲❤ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✷ ❦❲❤✱ s♦ t❤❛t t❤❡ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✶✵✮ ✐s
✈❡r✐✜❡❞✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❤❡ ❧♦✇❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r T ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❞❛②s
✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❛✈❣✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❆❱● ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱

✾✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ Pr♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❞❛②s ♣❡r ♠♦♥t❤ ✇❤❡♥ λi ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭✉s✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✻ ✇✐t❤
ηt = η ❛♥❞ n = 2✮✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r T ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts ✭t♦♣✿ ❘❡❝♦✢✉①❀ ❜♦tt♦♠✿ P❡❝❛♥ ❙tr❡❡t✮✳
❆ ❧♦✇❡r T ❡♥s✉r❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❞❛②s ✇❤❡r❡ ❲❊ ✐s ✉♥✐q✉❡✳

t❤❡ ❈❙❖ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ r❡✜♥❡❞ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡
✉s❡rs✳ ❋♦r s✉❝❤ r❡✜♥❡❞ ♣r♦✜❧❡s✱ t❤❡ ❈❙❖ s❤♦✉❧❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r T ♦❢
t✐♠❡ s❧♦ts ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❛✈❣ ❡✈❡r②❞❛② ♦❢ t❤❡ ②❡❛r✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡
❈❙❖ s❝❤❡❞✉❧❡s ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ ✉♥✐q✉❡♥❡ss Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♥♦ s✉❝❤ T ❡①✐sts✱ ❛♥♦t❤❡r ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤
❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛s❡t ✐s ❛ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❤♦✉r❧② ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t ②❡❛r ✷✵✶✽✱ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② P❡❝❛♥ ❙tr❡❡t✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥s ✷✺ ❚❡①❛♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱
✇❤♦s❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❤♦✉r❧② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ✜❝t✐✲
t✐♦✉s ❤♦✉s❡❤♦❧❞✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❛t❛s❡t✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❤❡r❡ ✐s ❤✐❣❤❡r ❞✉r✐♥❣ s✉♠♠❡r
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ ❛✐r ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ ✐♥ ❚❡①❛s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✮✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛✐r ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥✐♥❣ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❡❛❦ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✼ ❛✳♠✳ ✐♥ ✇✐♥t❡r ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ s✉♠♠❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ ❛ ②❡❛r✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛②s ✇❤❡r❡ λ❛✈❣ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐s r♦✉❣❤❧②
t❤❡ s❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❡❝♦✢✉① ❛♥❞ P❡❝❛♥ ❙tr❡❡t ❞❛t❛s❡ts✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts T ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡ ❞r♦♣ ♦❢ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✐♥ ▼❛② ✭❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳❜✮ ✐s ❞✉❡ t♦ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ✉s❡ ♦❢ ❛✐r
❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❡❛❝❤ ❞❛② ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦♥t❤ ♦❢ t❤❡ ②❡❛r ✇❤❡r❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❜❡❝♦♠❡ ❤✐❣❤
❡♥♦✉❣❤✳
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✺✳✸✳ ▲♦❝❛t✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

✺✳✸ ▲♦❝❛t✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣
❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

✺✳✸✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦st

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t❤❡ ▲▼P ❜❛s❡❞ ♦♥ ❲❛t❡r✲
❋✐❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡rs ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❝❪ ❛♥❞ ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❛❪✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❲❋✲❲❋ ✕ t❤❡ ✜rst ❲❋ ❞❡s✐❣♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞
t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❲❋ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✻

✕✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜s❝r✐♣t ✐s ✏✇❢✑✳ ❚❤❡ ❲❋✲❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❯P λ✇❢i ❛t ❊❱❈❙ i ✐s ❛❧s♦ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❙❖✬s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G∗

i ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❋ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ❛♥❞
❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✭✹✳✷✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ λ✇❢i ✐s ❛❧s♦ ❛ ❧♦❝❛❧ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❧♦❛❞s
Lj ❛t ♦t❤❡r ❊❱❈❙s j 6= i✳ ❋♦r t❤❡ r❡st ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ i ❞❡♥♦t❡s ❛♥② ❊❱❈❙ i✳ ▲✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ❆❱●
♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❈❙❖ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞✳ ❚❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ λ✇❢i ❛♥❞ λ❛✈❣i ✐s t❤❛t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❈❙❖✬s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G∗

i ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
t♦t❛❧ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❧♦❛❞ Li+L0

i ❛t ❊❱❈❙ i✱ ✐t ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ G∗
i ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞

❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ Li✱ ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ▲▼P ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳ ❋✉♥❝t✐♦♥
λ✇❢i ❛❧s♦ ❤❛s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ Li✿

λ✇❢i (Li) = η✇❢
∂G∗

i

∂Li
=

η✇❢

δ
f ′

(
Li + L0

i,t

t(Li)× δ

)

, ✭✺✳✶✷✮

✇✐t❤ η✇❢ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳

✺✳✸✳✷ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s

▲✐❦❡ λ❛✈❣i ✱ λ✇❢i ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ Li ❛t ❊❱❈❙ i✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ❛
▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡
❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s λ✇❢i ✱
❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ η✇❢G∗

i ✱ t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧✱
✇❤✐❝❤ ✐s η✇❢G∗

i ✱ ❡✈❡♥ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s G∗
i

❛r❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ η✇❢ > 0 ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t✱ t❤❡♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ ✐s tr✉❡ ❢♦r ❣❛♠❡ G✇❢ ✇✐t❤
t❤❡ ❲❋✲❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ B ♦❢ ❣❛♠❡ G✇❢✱ t❤❡ t❡r♠
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ✇❢i ❛t ❊❱❈❙ i ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✳✶✶✮ ✐s s✐♠♣❧②✿

Bλ✇❢i
(f) = η✇❢G∗

i

(
Li(f)

)
, ✭✺✳✶✸✮

✇✐t❤ Li(f) ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ ✈❡❝t♦r f ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✺✳✷✷✮✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✾✳ ■♥ t❤✐s r❡♠❛r❦✱ t❤❡ ✐♥❞❡① i ♦❢ t❤❡ ❊❱❈❙ ✐s ❞r♦♣♣❡❞✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ r❡s✉❧t
❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ t❤❛t ▲▼P ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦♣t✐♠❛❧✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❈❯P ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ λ✇❢ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡s ❊❱ ✉s❡rs t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ G∗ ✭✇❤❡♥ ❊❱ ✉s❡rs ❢❛❝❡ ♥♦
♦t❤❡r ❝♦sts ✐♥ ❣❛♠❡ G✇❢✮✱ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ ♦❢ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ B = η✇❢G∗✳ ■❢ B ✐s
❝♦♥✈❡① ❛♥❞ η✇❢ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✱ t❤❡ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❣❛♠❡ G✇❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✲
✐♠❛ ♦❢ B ✭✉♥❞❡r ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✳✶✮✮✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✹✳ ❚❤✉s✱ ❛t ❲❊ ♦❢ ❣❛♠❡ G✇❢✱

✻■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✱ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐t❡r❛t✐✈❡ ▲▼P s❝❤❡♠❡s ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭P❈✱
❲❋ ❛♥❞ ●❆✮✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●r✐❞ ❆✇❛r❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳

✾✾



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❢✉♥❝t✐♦♥ G∗ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✭η✇❢ > 0✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❊❱ ✉s❡rs ❤❛✈❡ ♦t❤❡rs ❝♦sts ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✮✱
❢✉♥❝t✐♦♥ G∗ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❛t ❲❊✳

❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ λ❛✈❣i ✱ λ✇❢i ✐s ✉♥❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✵✳ ■♥ t❤❡ ❲❋✲❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ✇❢i ✐s
✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s s❤♦✇♥ ❢♦r t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ f : ℓ 7→ ℓn ✭n ≥ 2✮ ❜✉t ❝❛♥ ❜❡ ❡①✲

t❡♥❞❡❞ t♦ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❧♦❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ λ✇❢i : Li 7→
nη✇❢

δ

(
Li+L0

i,t

t(Li)×δ

)n−1

✐s ♣✐❡❝❡✇✐s❡

❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ n(n−1)η✇❢

tδ2

(
Li+L0

i,t

t(Li)×δ

)n−2

> 0✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t λ✇❢i ✐s ✐♥❝r❡❛s✲

✐♥❣ ❜② s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r ▲❡♠♠❛ ✺✳✹✳ ▲❡t
t ∈ {1, . . . , T − 1}✳ ❆s t(L

−
i,t) = t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ L

−
i,t + L0

i,t
= tδ × ℓ0i,t+1 ❛♥❞✿

λ✇❢i (L
−
i,t) =

n(n− 1)η✇❢

tδ2
(
ℓ0i,t+1

)n−2
. ✭✺✳✶✹✮

❆s t(L
+
i,t) = t+ 1✱ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r λ✇❢i (L

+
i,t)✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ ❛♣♣❧✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛t ❲❊ ❛r❡ ✉♥✐q✉❡✱ ♥♦
♠❛tt❡r t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞s ℓ0i ✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇s ❤♦✇ λ✇❢ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❞❡♣❛rt✉r❡s ❛♥❞
❛rr✐✈❛❧s ♦❢ ❊❱s ❛t ❊❱❈❙s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t i r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛♥ ❊❱❈❙ i ✐s ♦♠✐tt❡❞✳

✺✳✸✳✸ ❖♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ♦✤✐♥❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s

✺✳✸✳✸✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❛❪✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✻✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❊❱ ❛rr✐✈❛❧s a
❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡s d ❛t t❤❡ ❊❱❈❙✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ❛ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ(a,d) ❢♦r ❡❛❝❤ ❊❱ ❝❧❛ss (a, d)✱ ❜❛s❡❞ ♦♥
❈❙❖✬ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ❛❞❡q✉❛t❡❧② ❝❤♦♦s✐♥❣✼ t❤❡ ♣❡r✲❝❧❛ss ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s
♦❢ ❛❧❧ ❊❱ ❝❧❛ss❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ λ(a,d) ❛s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❈❙❖✬s ❝♦sts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L(a,d) ♦❢ ❊❱ ❝❧❛ss (a, d)✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ▲▼P s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱
❞✐✛❡r❡♥t ❊❱ ❝❧❛ss❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣r✐❝✐♥❣
s❝❤❡♠❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❊❱ ❝❧❛ss st❛②✐♥❣ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ T ❤❛s ❛ s♠❛❧❧❡r ❈❯P
t❤❛♥ ❛♥ ❊❱ ❝❧❛ss st❛②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥❡ t✐♠❡ s❧♦t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡
t❤❛♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ✭✐✳❡✳ ❝❛♥ ❜❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡r t❡♠♣♦r❛❧ ♣❡r✐♦❞✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ s✉❝❤ ❛ ♣r✐❝✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r ❊❱ ✉s❡rs t♦ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡✐r ❝❤❛r❣✐♥❣
♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❝♦♥t❡①t ♦r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❛ s❤♦♣♣✐♥❣ ♠❛❧❧✳

■♥ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ t❤❡ ❈❙❖✬s ❝❤❛r❣✐♥❣
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✽ G̃ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭P✮✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❯P
❢✉♥❝t✐♦♥s✿

λ(a,d) =
∂G̃

∂L(a,d)

(
ℓ0 ,L

)
. ✭✺✳✶✺✮

✼❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❞♦♥❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ T
♦r ❛t ❡❛❝❤ ❊❱ ❛rr✐✈❛❧✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ ♦✤✐♥❡ ♦r ♦♥❧✐♥❡ ♠❡t❤♦❞s✳

✽◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ❈❙❖✬s
❝♦st ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ∼ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ∗✳

✶✵✵



✺✳✸✳ ▲♦❝❛t✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❈❯Ps ✭✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✮ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❊❱ ❝❧❛ss❡s✬ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
❢♦r ❡❛❝❤ ❊❱ ❝❧❛ss (a, d) ❛♥❞ ❜♦t❤ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ♦✤✐♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ♦✤✐♥❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥
❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❊❱ ❝❧❛ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠♦♦t❤❡❞ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✮✳ ❋♦r t❤❡ s❛♠❡
r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❊❱ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤✐s ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❊❱ ❛rr✐✈❛❧✱ ✐t ✐s ❝❤❡❛♣❡r ❢♦r ❊❱ ✉s❡rs ❛rr✐✈✐♥❣ ❡❛r❧✐❡r ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❛❞ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ❊❱s ✐s ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❈❙❖ ❦♥♦✇s ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡ ❛❧❧ ❛rr✐✈❛❧
❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ s❧♦ts ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡r✲❝❧❛ss ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡ ❈❙❖ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st G̃ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭P✮ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s♠✐ts
t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❊❱ ✉s❡rs ♦✤✐♥❡✱ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ T ✳

■♥ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✱ t❤❡ ❈❙❖✬s ❝❤❛r❣✐♥❣
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❊❱ ❝❧❛ss (a, d) ✐s G̃a✱ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛t t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ t✐♠❡ s❧♦t a ♦❢ t❤❡s❡ ❊❱s✿

λ(a,d) =
∂G̃a

∂L(a,d)

(

ℓ0 ,
(
Ld
a−

)d∈D
a−

a−≤a

)

. ✭✺✳✶✻✮

◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G̃a ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡s❡ ❊❱s ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❊❱❈❙✱ ♦r
❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t t = T ✿ ✐❢ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❊❱s ❛rr✐✈❡ ❜❡t✇❡❡♥
a ❛♥❞ d✱ t❤❡ ❈❙❖ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ✐ts ❝♦sts ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✳ ❚❤❡
❝❤♦s❡♥ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✶✻✮ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♣r✐❝❡ t♦ ❊❱
✉s❡rs ❛t t❤❡✐r ❛rr✐✈❛❧✱ t❤✉s ❛♥s✇❡r✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝✉rr❡♥t ❊❱ ✉s❡rs✬ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳

✺✳✸✳✸✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ♦✤✐♥❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚♦ ❜❡tt❡r
✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ❊❱ ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❣♦ ✉♣ t♦ ✸✵✵ ✪ ♦❢ t❤❡ ❊◆❚❉ ✈❛❧✉❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✮✳ ❚❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♣♦✐♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡✳

❋✐rst✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❛t ❢r♦♠ ✷✺✵ ✪ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❊❱ ❝❧❛ss❡s ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ st❛rts t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❊❱s ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❛t ✻ ❛♠ ♦r ✶✵ ❛♠ ✭s❡❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♦♥❧✐♥❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇✐t❤ st❛r ❛♥❞ sq✉❛r❡ ♠❛r❦❡rs✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ(a,d) r❡✢❡❝ts

✶✵✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❊❱❈❙✳

t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ❈❙❖ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ❛rr✐✈❛❧ a ♦❢ t❤❡ ❊❱ ❝❧❛ss (a, d)✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❝♦st ✭❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ d ♦❢ t❤❡ ❊❱ ❝❧❛ss✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡
❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❊❱ ✉s❡rs ❛rr✐✈✐♥❣ ❛t s♦♠❡ t✐♠❡ a1 ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ♣❛② ❛ ❈❯P ❝❤❡❛♣❡r t❤❛♥ ✉s❡rs
❛rr✐✈✐♥❣ ❛t a2 > a1✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦❢ ❊❱s
❛rr✐✈✐♥❣ ❛t a1✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r t❛❦❡ ❜♦t❤ ❊❱ ❝❧❛ss❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✮✳

❚❤✐s s②st❡♠❛t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭λa1,d1 < λa2,d2 ✇✐t❤ a1 < a2✮
♠❛② ❜❡ ✉♥❢❛✐r ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❊❱ ❝❧❛ss (a2, d2) ♠✐❣❤t ♦✛❡r ♠♦r❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ✭d2 − a2 > d1 − a1✮✳
❚❤✐s ❢❛✐r♥❡ss ❛s♣❡❝t s❡❡♠s ♥♦t ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ♠♦st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❛rr✐✈❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❧♦✇❡r
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❊❱s ❛rr✐✈✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ ♦r ❛t ✽ ❛♠✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ a = 8 ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❆s✐❞❡ ❢r♦♠ t❤❛t✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦✤✐♥❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❊❱ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❛♥❞ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥② s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞ ♦❢ ❛♥ ❊❱ ❝❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❊❱ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❦❡❡♣ ❛ s♠♦♦t❤ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ✭t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✮✳ ❖✈❡r❛❧❧✱ ❈❯P
❢✉♥❝t✐♦♥s ✈❛r② ❜② ✺✪ ❛t ♠♦st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② ❊❱ ✉s❡rs✳

✺✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❊❱ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❋♦r t❤✐s✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s❡tt✐♥❣
♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❛❪ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❛t✱ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❛r❡
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶ ❜② ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞ ♦❢ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❣r✐❞
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✷✳✸ ❛♥❞ ✹✳✹✳ ❚❤✐s ❣r✐❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤r❡❡ ❊❱❈❙s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳ ■ts
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✳✶✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s✳

✺✳✹✳✶ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

❇❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣r✐❞ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✱ ❛
❢❡✇ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ▲▼P ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❘❡♠❛r❦ ✺✳✾✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❇❡❝❦♠❛♥♥ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡
▲▼P str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ ✐s tr✉❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❛t ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷ ✐s s♦rt❡❞
♦✉t✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦✇❛r❞s t❤❡

✶✵✷



✺✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

❲❊ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✈❡r② ❢❡✇ ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢
❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ②❡t✳ ❚❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ▲▼P s❝❤❡♠❡ ❝❤♦s❡♥ ✐s ❲❋✲●❆✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❲❋
❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛s t❤❡ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋✲❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❞❡✜♥❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✺✳✷
❛♥❞ ✺✳✸✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❞✉❝t ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s ✐s
❛❧r❡❛❞② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✳ ❆s ❲❋✲●❆✱ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋✲❲❋ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛ ❲❋ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ t❤❡✐r ♥❛♠❡s ❛r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥t♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ●❆✱ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋✳
❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡t❤♦❞ ●❆ ✐s ✏❣❛✑✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡
❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❣❛i ❛t ❊❱❈❙ i ✐s✿

Bλ❣❛i = η❣❛G(ℓ✇❢) , ✭✺✳✶✼✮

✇✐t❤ ℓ✇❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❲❋ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❛t ❛❧❧ ❊❱❈❙s✳

✺✳✹✳✶✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ α✲❧♦❝❛t✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

❆♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ▲▼P s❝❤❡♠❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞②✳ ■♥ t❤❡ ❲❋ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭t❤❡ ❈❙❖✮ ✐s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦r ✭t❤❡ ❊◆❖✮ ❛♥❞
❤❛s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s λ✇❢i ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ♦❢ t❤❡
❲❋ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s Gi✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✐♥ t❤❡ ●❆ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❈❙❖ ❛♥❞ t❤❡ ❊◆❖ ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡ ♦♣❡r❛t♦r ✭t❤❡ ❙❖✮✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s
t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s λ❣❛i ❛s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ▲▼P
♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❈❙❖ ✐s ❞✐st✐♥❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❊◆❖✱ ❜✉t st✐❧❧ ❤❛s s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✱
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❊◆❖✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❊◆❖ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s t♦ t❤❡ ❈❙❖
❛❧❧ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣r✐❞ ❝♦st ∂G

∂ℓd
(0, 0, 0,

∑

i αiℓ
t♦t
i )

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✶✳ ❚❤✐s s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝♦♥st❛♥ts αi > 1 r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ i ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ i✱ t❤❡ ❊◆❖ ❞❡✜♥❡s ♣❛r❛♠❡t❡r αi s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ αiℓ
t♦t
i

❛t ❜✉s d ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ②✐❡❧❞s s✐♠✐❧❛r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣r✐❞ ❝♦sts ❛s ❛ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ℓt♦ti ❛t
❊❱❈❙ i✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ℓt♦ti ❛t ❛♥ ❊❱❈❙ i ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❛❞ ℓi
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ℓ0i ❛t s♦♠❡ t✐♠❡ s❧♦t ✭✇❤♦s❡ ✐♥❞❡① ✐s ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✮✳ ❚♦
❜❡ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs αi ❛r❡ ❛❞❥✉st❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ s♦ t❤❛t r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞s
ℓt♦ti ❛t ❛❧❧ ❊❱❈❙s i ❜② ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ t♦t❛❧ ❧♦❛❞

∑

i αiℓ
t♦t
i ❛t ❜✉s d✱ ❣✐✈❡s s✐♠✐❧❛r ♠❛r❣✐♥❛❧

❣r✐❞ ❝♦sts ♦♥ s♦♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❛❞ ℓi ✈❛❧✉❡s ✭✇❤✐❧❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞s ❛r❡
✜①❡❞ t♦ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s✮✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

α = argmin
α>0

∫ ℓ

0

(
∫ ℓ−ℓ1

0
H (ℓ1, ℓ2) ❞ℓ2

)

❞ℓ1 , ✇✐t❤ ✭✺✳✶✽✮

H (ℓ1, ℓ2) =
∑

i





∂G

∂ℓi

(

ℓ01 + ℓ1 , ℓ
0
2 + ℓ2 , ℓ

0
3 +

=:ℓ3
︷ ︸︸ ︷

ℓ− ℓ1 − ℓ2 , 0

)

− αi
∂G

∂ℓd

(

0, 0, 0,
∑

i

αiℓ
t♦t
i

)





2

,

✇❤❡r❡ ℓ =
∑

i ℓi ✐s t❤❡ ✜①❡❞ s✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛❧❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞s ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ℓ3 ✐♥ ✭✺✳✶✽✮✮✳

❋♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts αr✱ t❤❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞
L = 9▼❲❤ ✐s ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ✶✺✵✵ ❊❱s ✭t②♣✐❝❛❧ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✷✮✱
❡❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ♦❢ ✻ ❦❲❤ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
✐s ❛ss✉♠❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❊❱❈❙s✿ L0

i = 10 ▼❲❤✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞

✶✵✸



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

T ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ T = 8 t✐♠❡ s❧♦ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✇❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❛t ❡❛❝❤
❊❱❈❙ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♣❡r✐♦❞ T ✳ ❆s ✭✺✳✶✽✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ t✐♠❡ s❧♦t✱ t❤❡ ❧♦❛❞ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡♥
ℓ = L/T = 2.125 ▼❲ ❛♥❞ ℓ0i = 2.5 ▼❲ ❢♦r ❛❧❧ ❊❱❈❙s i✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs αi ❛r❡✿
α1 = 1.026✱ α2 = 1.027 ❛♥❞ α3 = 1.046✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α3 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊❱❈❙ 3 ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts
❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❊❱❈❙ 1✱ ❜✉t ✐ts ♣♦✇❡r ❧✐♥❡ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥❣❡st❡❞ ❜②
❊❱❈❙ 2✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ α1 < α2 ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❊❱❈❙ 2 ✐s ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r t❤❛♥ ❊❱❈❙
1✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ ❊❱ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡
t❤r❡❡ ❊❱❈❙s✾✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤❛r❣❡ ❛t ❊❱❈❙ 3✱ ❝❤❛r❣✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣
❊❱s ❛t ❊❱❈❙ 2 ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❣r✐❞ ❝♦st t❤❛♥ ❝❤❛r❣✐♥❣ t❤❡♠ ❛t ❊❱❈❙ 3✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t αi > 1
❢♦r ❛❧❧ ❊❱❈❙s i✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❛❞ ❛t ❛♥ ❊❱❈❙ ❝❛✉s❡s ❛ ❤✐❣❤❡r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣r✐❞ ❝♦st t❤❛♥ t❤❡
s❛♠❡ ❧♦❛❞ ✭✐✳❡✳ αi = 1✮ ❛t ❜✉s d ✭❡✳❣✳✱ ❞✉❡ t♦ ♣♦✇❡r ❧♦ss❡s✮✳ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ αi ❛r❡
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ℓ ❛♥❞ ℓ0i ✱ s♦ t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡ ❝❛s❡s ♠❛② r❡q✉✐r❡ t♦ ❡❛❝❤ s♦❧✈❡ ✭✺✳✶✽✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ ❛♥❞ s♦❧✈✐♥❣ ✭✺✳✶✽✮ ❝❛♥
❜❡ ❞♦♥❡ r❛♣✐❞❧② ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ H(ℓ1, ℓ2) ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ t✐♠❡s✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲▼P s❝❤❡♠❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ α ♠❡t❤♦❞ ✭✇✐t❤ α t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
s✉❜s❝r✐♣t✮✳ ▲✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✱ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ηα ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λα

i ❛t ❊❱❈❙ i✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❤♦s❡♥ ✐s t❤❡ ❲❛t❡r✲
❋✐❧❧✐♥❣ ♦♥❡ ℓ✇❢i (Li)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ λα

i ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ Li ✈✐❛ ℓt♦ti =
ℓ0i + ℓ✇❢i (Li)✿

λα
i (L) = ηααi

T∑

t=1

∂Gt
∂Li

(

0, 0, 0,
∑

i

αiℓ
t♦t
i,t

)

= ηααi
∂G

∂Li

(

0, 0, 0,

(
∑

i

αiℓ
t♦t
i,t

)

t

)

. ✭✺✳✶✾✮

❆s t❤❡ α ♣r✐❝✐♥❣ ✐s ❛♥ ▲▼P s❝❤❡♠❡✱ λα
i ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥❛t✉r❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧✿

Bλα
i
= ηαG

(

0, 0, 0,

(
∑

i

αiℓ
t♦t
i,t

)

t

)

. ✭✺✳✷✵✮

▲✐❦❡ ❢♦r t❤❡ ●❆ ♠❡t❤♦❞✱ Bλα
i
❛r❡ str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ ✐s tr✉❡✶✵✳

✺✳✹✳✶✳✷ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ♦♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

❋♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡s ❛t ❊❱❈❙ i = 3 ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L3

t❤❡r❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ✈❡❝t♦r ℓ0 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✳✶ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ ♠❛❞❡
♦❢ T = 4 t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❊❱❈❙s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦
③❡r♦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ L3 ♦♥ t❤❡s❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ L1 = L2 = 0✳

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✕ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s sq✉❛r❡❞ ♣♦✇❡rs✱ t♦ ✜♥❛♥✲
❝✐❛❧ ❝♦sts ✕ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ η ✐s ♥♦t ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✱
❲❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✳ ❆ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱
❢♦r ❡❛❝❤ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ m✱ ✐ts ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ηm ✐s s❡t s♦ t❤❛t ✐ts ❤✐❣❤❡st ❈❯P ✈❛❧✉❡ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ ✶✷✺ ✪ ♦❢ t❤❡ ✢❛t r❛t❡ ♦❢ ✵✳✷✵ e✴❦❲❤ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✵✳✷✺ e✴❦❲❤✳

✾◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳✶✱ t❤❡ ❊❱❈❙ t❤❡ ❝❧♦s❡st t♦ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣❛r❛♠❡t❡r
α✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s✐❣♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❜❪ ❢♦r t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❛❧❧ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❊❱❈❙✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✳

✶✵◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❲❋ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♥❡ ✇❛s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦✲r❛t❛ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❈❯Ps λα

i ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
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✺✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❯Ps ♦❢ ❆❱●✱ ❲❋✱ ●❆ ❛♥❞ α ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❊❱❈❙ i =
3 ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L3✱ ✇✐t❤ L1 = L2 = 0✳ ❚❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s
❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❆❱●✮ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ▲♦❝❛t✐♦♥❛❧ ▼❛r❣✐♥❛❧ Pr✐❝✐♥❣
s❝❤❡♠❡s✱ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ❲❛t❡r✲❋✐❧❧✐♥❣ ❝♦sts ✭❲❋✮✱ t❤❡ ❣r✐❞
❛✇❛r❡ ❝♦sts ✭●❆✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❣r✐❞ ❛✇❛r❡ ❝♦sts ✭α✮✳ ❆❧❧ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺✳✻ ❛♥❞ ✺✳✶✵✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ●❆ ❛♥❞ α ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s t❤❡② ❛r❡ ♣✐❡❝❡✇✐s❡
str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡①✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡② ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ♦♥ [3.37, L]✳

◆♦t❛t✐♦♥✳ ❆ ❡✉r♦ ❝❡♥t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✶ ❝e = 0.01 e✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❆❱●✱ ❲❋✱ ●❆ ❛♥❞ α ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭✐♥
10−5 e✴❦❲2✮ ✹✳✼✾✱ ✷✳✹✵✱ ✹✳✺✵ ❛♥❞ ✹✳✺✵✳ ❋♦r ●❆ ❛♥❞ α ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ s❛♠❡ η✲✈❛❧✉❡ ✐s ❦❡♣t t♦
❜❡tt❡r ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ❛♥❞ ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❡❛❝❤ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✿

❬❆❱●❪ ❚❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❛✈❣3 ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ✈❡❝t♦r ℓ03 ✈❡r✐✜❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✽✮

∑

t(ℓ̃
0
3,t)

2/
∑

t ℓ̃
0
3,t = 1.59 ≤ 2✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡s ▲❡♠♠❛ ✺✳✺✿

t❤✐s ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ✉♣ t♦ L3,T−1 = 3.37 ▼❲❤ ❛♥❞ t❤❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ ❧✐♥❡❛r

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ L3 7→ η❛✈❣
L3+L0

3
T ✳

❬❲❋❪ ❆s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② ✭✺✳✶✷✮✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ✇❢3 ✐s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♦♥ [L3,T−1, L]✱ λ✇❢3 ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ L3 7→

2η✇❢
L3+L0

3
T ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ λ❛✈❣3 ♦♥ t❤✐s ❞♦♠❛✐♥✮✳ ❆s t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ ❝❤♦s❡♥

✐♥ t❤✐s ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❤❛❧❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❆❱● s❝❤❡♠❡ ✭η✇❢ = 1
2η

❛✈❣✮✱ ✐t ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
♥♦r♠❛❧ t❤❛t λ❛✈❣3 = λ✇❢3 ♦♥ [L3,T−1, L] = [3.37, L]✳ ❋♦r ❞✐✛❡r❡♥t η ✈❛❧✉❡s✱ t❤❡s❡ t✇♦ ❈❯P
❢✉♥❝t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥ [3.37, L]✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❲❋
♠❡t❤♦❞ ❤❛s t❤❡ ❧❛r❣❡st r❛♥❣❡✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧♦✇ ✈❛❧✉❡ λ✇❢3 ≃ 8.5 ❝e✴❦❲❤ ❢♦r ❧♦✇ ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞s L3 ≃ 0✳

❬●❆❪ ❚❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❣❛3 ❧♦♦❦s ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ s❧♦♣s✮✱ ❧✐❦❡ λ✇❢3 ✱
❜✉t ✐s ♥♦t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞s L3,t ✭t = 1, 2, 3✮ ♦❢ t❤❡ ❲❋ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❛t ❛♥ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ s❧♦t t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❊❱s
❛t ❊❱❈❙ ✸✳ ❚❤❡♥✱ ❛t ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞ L3,t✱ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st Gt ✏❛♣♣❡❛rs✑ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
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❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❯Ps ♦❢ ❆❱●✱ ❲❋✱ ●❆ ❛♥❞ α ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❊❱❈❙ 2✱ ✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L3 ❛t ❊❱❈❙ 3✱ ✇✐t❤ L1 = L2 = 0✳ ❚❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s
λ❛✈❣2 ❛♥❞ λ✇❢2 ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❧♦❝❛❧❧② ❛♥❞ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ L2✱ ✉♥❧✐❦❡ ❢♦r
●❆ ❛♥❞ α ♠❡t❤♦❞s✳

♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ L3✮ ❣r✐❞ ❝♦st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ λ❣❛3 ✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ✐♥ λ❣❛3 ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ❛t ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞s✱ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦❛❞s ❛t ❛❧❧ ❊❱❈❙s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ t✐♠❡ s❧♦t ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s♦ ❢❛r✳ ◆♦t❡
t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞s✱ λ❣❛3 ✐s ❛❝t✉❛❧❧② str✐❝t❧② ❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ♥♦t
❧✐♥❡❛r✳

❬α❪ ❚❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λα
3 ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s λ❣❛3 ✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♦❢ λα

3

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ λ❣❛3 ✐s ♦❢ ♦♥❧② ✷ ✪✳

◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ❊❱❈❙ i✱ λ❣❛i ❛♥❞ λα
i ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L3 ❛t ❊❱❈❙

✸✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❢♦✉r ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❊❱❈❙ ✷✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ L3✳
❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t λ❣❛2 ❛♥❞ λα

2 ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡s❡
❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛❧❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱
✉♥❧✐❦❡ λ❣❛3 ❛♥❞ λα

3 s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳ ■♥❞❡❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡ t✐♠❡ s❧♦ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ L2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥st❛♥t✮ ❣r✐❞ ❝♦st ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ L3

r❡❛❝❤❡s ❛♥ ❡♥❡r❣② t❤r❡s❤♦❧❞ L3,t✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❲❋ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❧♦❝❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ λ❛✈❣i ❛♥❞
λ✇❢
i ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❊❱❈❙ ✸ ❜❡❝❛✉s❡ ❜♦t❤ t❤❡✐r ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞

❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ G2 ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭S✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ L2✳

✺✳✹✳✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲
❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❧❛st ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛r❡ ♥♦t
❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❜✉t r❡s✉❧t ❢r♦♠ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✬ ❝❤♦✐❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ●❆ ❛♥❞ α ♣r✐❝✐♥❣
♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✱ s♦ ♦♥❧② t❤❡ ❆❱●✱ ❲❋ ❛♥❞ ●❆ ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ ❢♦r ♠♦r❡ ❝❧❛r✐t②✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ✢❛t ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡
✭❞❡♥♦t❡❞ ❈❙❚✱ ❢♦r ✏❝♦♥st❛♥t✑✮ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ❝sti = 20 ❝e✴❦❲❤ ❢♦r
❡✈❡r② ❊❱❈❙ i✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❛t❡r✲❋✐❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥❞✉❝t
❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣ ❛r❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ♦♥
t❤❡ ✉s❡rs✬ ❝❤♦✐❝❡s✳

✶✵✻



✺✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ❜② ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳

✺✳✹✳✷✳✶ ❉r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ s❡tt✐♥❣

❚❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❛❪✿ t♦ ❝♦♠♠✉t❡ ❢r♦♠
❤♦♠❡ t♦ ✇♦r❦✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❛r❝s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❊❱❈❙ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✮✳ ❆ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞✴♦r ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞ t♦♣♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡
♠❛✐♥ ♠❡ss❛❣❡s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s st✉❞② ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✮✳ ■♥ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡
G ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤✐s ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✿ ❊❱s ✭s✉❜s❝r✐♣t e✮ ❛♥❞
●❛s♦❧✐♥❡ ❱❡❤✐❝❧❡s ✭●❱s✱ g✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐s N = 3000 ❛♥❞ t❤❡ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥
❧❡✈❡❧ ✐s✶✶ Xe = 50 ✪✳

❚❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ♠❛❦❡ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
♣❛t❤ i = 1, 2, 3✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✺✮✱ ❛ tr❛✣❝ t♦❧❧ ti ❛♥❞
t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ❊❱❈❙ i✳ ■♥ ❣❛♠❡ G✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ cs,i ❢♦r ❛ ✈❡❤✐❝❧❡
✉s❡r ♦❢ ❝❧❛ss s = e, g ♦♥ ♣❛t❤ i ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ✭✷✳✻✮✿

cs,i = τ
li
vi

[

1 + 2 (xi/Ci)
4
]

+ ti + limsλs,i , ✭✺✳✷✶✮

✇✐t❤ τ = 10 e✴❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❋r❡♥❝❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
r❡♣♦rt✶✷✱ li ✭r❡s♣✳ ✸✵✱ ✷✵ ❛♥❞ ✷✵✳✵✻ ❦♠ ❢♦r ❛r❝s 1✱ 2 ❛♥❞ 3✮✱ vi ✭r❡s♣✳ ✺✵✱ ✺✵ ❛♥❞ ✼✵ ❦♠✴❤✮
❛♥❞ Ci = 1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧❡♥❣t❤✶✸✱ s♣❡❡❞ ❧✐♠✐t ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛r❝ i✱ xi t❤❡
t♦t❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ ♦♥ ♣❛t❤ i✱ ms t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss s ♣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥✐t
✭mg = 6 ▲✴✶✵✵❦♠ ❛♥❞ me = 0.2 ❦❲❤✴❦♠ ❬❉❡ ❈❛✉✇❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✮ ❛♥❞ λs,i t❤❡ ❡♥❡r❣② ✉♥✐t ❝♦st
✭λg = 1.5 e✴▲ ❛♥❞ λm

i ❢♦r ❊❱s✮✳ ❚❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λm
i ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

m ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ✭✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈❙❚ ♠❡t❤♦❞✱ λ❝st
i = 20 ❝e✴❦❲❤✮✱

❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ Li ❛t ❊❱❈❙ i ✭❆❱● ❛♥❞ ❲❋ ♠❡t❤♦❞s✮ ♦r ❡✈❡♥ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ❛❧❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ✭●❆ ♠❡t❤♦❞✮✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ Li ❛t ❊❱❈❙ i ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Li = lime × xe,iXeN . ✭✺✳✷✷✮

✶✶❚❤✐s ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ❤✐❣❤❧② ♣r♦s♣❡❝t✐✈❡✱ ❛s t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐s ❛r♦✉♥❞ ✶ ✪ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡
st♦❝❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❡①♣❡❝t❡❞ ❜② ✷✵✸✵ r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✼ t♦ ✶✷ ✪ ❬■❊❆✱ ✷✵✷✶❪✳

✶✷❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳str❛t❡❣✐❡✳❣♦✉✈✳❢r✴s✐t❡s✴str❛t❡❣✐❡✳❣♦✉✈✳❢r✴❢✐❧❡s✴❛r❝❤✐✈❡s✴❱❛❧❡✉r✲❞✉✲t❡♠♣s✳♣❞❢✳
✶✸◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡♥❣t❤ l1 ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛r❝ ✶ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s la✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢

♣♦✇❡r ❧✐♥❡ a✳

✶✵✼



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❆❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛t ❊❱❈❙s ✶ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ ✷ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ✸ ✭❞♦tt❡❞✮ ✐♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤ t♦❧❧ t3✱ ❢♦r t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❈❙❚✱ ●❆ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞♦✇♥✇❛r❞ ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞
tr✐❛♥❣❧❡s ♠❛r❦❡rs ♦♥ ❧❡❢t ✜❣✉r❡✮✱ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❛rs ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡s ♦♥ r✐❣❤t ✜❣✉r❡✮✳
❋♦r ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L3 ❛t ❊❱❈❙ ✸ ❞r♦♣s t♦ ✵ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t♦❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞ t3 = 3.50 e✳
▼♦r❡ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ ❊❱❈❙ ✷ ❢♦r ❆❱● ❛♥❞ ❲❋ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❈❙❚ ❛♥❞ ●❆ ♠❡t❤♦❞s ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ✐s ❧♦✇❡r ❛t ❊❱❈❙ ✷ t❤❛♥ ❛t ❊❱❈❙ ✸ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋ ♦✛❡r ❛ ❧♦❝❛❧
✐♥❝❡♥t✐✈❡✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳
❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❣❛♠❡ G ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞

x∗ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛ ❲❊ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭s❡❡ ✭✷✳✶✮✮

∑

r xs,r = Xs

❛♥❞ xs,r ≥ 0 ✭❢♦r ❛❧❧ s, r✮✿

B =
∑

i

(

limgλgxg,i + tixi +

∫ xi

0
τ
li
vi

[

1 + 2 (x/Ci)
4
]

❞x

)

+
∑

i

Bλm
i
, ✭✺✳✷✸✮

✇✐t❤ Bλm
i

t❤❡ t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ m ❛t ❊❱❈❙ i✳ ❋♦r
t❤❡ ❈❙❚ ♠❡t❤♦❞✱ Bλ❝st

i
= limeλexe,i✳ ❚❤❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❆❱●✱ ❲❋ ❛♥❞

●❆ ✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✹✮✱ ✭✺✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✼✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡❛s✐❧②
s♦❧✈❡❞ ❜② ❜✉✐❧t✲✐♥ P②t❤♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✭✐♥ ❙❝✐P② ♣❛❝❦❛❣❡✮✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧❡❛st
sq✉❛r❡s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❬❑r❛❢t✱ ✶✾✽✽❪✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❈❙❚ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞
❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛r❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ✐♥
♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳✷✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G✳
❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❢♦r t❤❡ ❈❙❚ s❝❤❡♠❡✱
t❤❡ ❲❊ ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✲r❛t❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ◆♦t❡ ❤♦✇❡✈❡r t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
s❡tt✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲✉♥✐q✉❡♥❡ss ✇❛s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✳

✺✳✹✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛✣❝ t♦❧❧

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs ❜❡❤❛✈✐♦r ❛t ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞
❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛t ❲❊ ❢♦r ❛❧❧ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡s✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲
❝❤❛r❣✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ❣❛♠❡ G ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ tr❛✣❝ t♦❧❧ t3 ♦♥
♣❛t❤ ✸✱ ❧✐❦❡ ❢♦r t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s ✭✇✐t❤ ❛ ✢❛t ♣r✐❝✐♥❣
s❝❤❡♠❡✮ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❛❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ηm ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣

✶✵✽



✺✳✹✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡s ❛t ❊❱❈❙s ✶ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ ✷ ✭❞❛s❤❡❞✮ ❛♥❞ ✸ ✭❞♦tt❡❞✮ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ♣❛t❤ t♦❧❧ t3✱ ❢♦r ●❆✱ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✉♣✇❛r❞ tr✐❛♥❣❧❡s ♠❛r❦❡rs✱
st❛rs ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡s✮✳ ❚❤❡ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋ ♠❡t❤♦❞s ♦✛❡r ❛ ❤✐❣❤❡r ❈❯P ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✭t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ❈❯P ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❊❱❈❙s✮ t❤❛♥ t❤❡ ●❆ ♦♥❡✳

♠❡t❤♦❞s m ❛r❡ s❡t ❞✐✛❡r❡♥t❧② t❤❛♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳✷✱ s♦ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡t❤♦❞✱ ❛t t3 = 0✱ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❈❯P ✈❛❧✉❡s λm

i ❛t ❛❧❧ ❊❱❈❙s i ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✢❛t r❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✷✵ ❝e✴❦❲❤✳ ❚❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs η ♦❢ ♠❡t❤♦❞s ❆❱●✱ ❲❋✶✹ ❛♥❞ ●❆ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✻✳✸✱ ✸✳✽ ❛♥❞
✹✳✷×10−5 e✴❦❲2✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾ ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❙❚ ✭❞♦✇♥✇❛r❞ tr✐❛♥❣❧❡s
❛s ♠❛r❦❡rs✮ ❛♥❞ t❤❡ ●❆ ✭✉♣✇❛r❞ tr✐❛♥❣❧❡s✮ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❆❱● ✭st❛rs✮
❛♥❞ ❲❋ ✭❝✐r❝❧❡s✮ ♣r✐❝✐♥❣s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t ❛❧❧ s❝❤❡♠❡s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❣❧♦❜❛❧
s❡♥s✐t✐✈✐t②✿ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ t3 = 3.50 e✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s L3 ❛t ❊❱❈❙ ✸ ✭❞♦tt❡❞
❧✐♥❡s✮ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ❞r♦♣ t♦ ✵✱ ❞✉❡ t♦ ❛ t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t♦❧❧ ♦♥ ♣❛t❤ ✸✳ ❇❡❧♦✇ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❊❱
✉s❡rs ♦♥❧② ❣♦ t♦ ❊❱❈❙s ✷ ❛♥❞ ✸✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s L2 ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮
❛♥❞ L3✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤ ✶ ✐s q✉✐t❡ ❧♦♥❣❡r✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❈❯Ps ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛t ❛❧❧ ❊❱❈❙s
✭❈❙❚ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✮✱ ❞r✐✈❡rs ❢❛✈♦r t❤❡ ❢❛st❡st ♣❛t❤ ✸ ✭l3 ≃ l2 ❜✉t v3 > v2✮✳ ❋♦r t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡r
♠❡t❤♦❞s✱ ❧❡ss ❞r✐✈❡rs ❝❤♦♦s❡ ♣❛t❤ ✸ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡r ❈❯P ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❊❱❈❙✿ ❢♦r t❤❡
❆❱● ❛♥❞ ❲❋ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ❛t ❊❱❈❙ ✸✳ ❋♦r t❤❡ ●❆ ♠❡t❤♦❞
✇❤❡r❡ λ3 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❧❧ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞s✱ t❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r ❧♦ss❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ❊❱❈❙ ✸✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡ t♦❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❞r✐✈❡rs ✉s❡ ❜♦t❤ ❊❱❈❙s ✶ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ✷✳
◆♦t❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣❛t❤ ✶✱
❛ ❤✐❣❤❡r ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❊❱❈❙ ✶ t❤❛♥ ❛t ❊❱❈❙ ✷ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠❡❛♥ t❤❛t
♠♦r❡ ❞r✐✈❡rs ❝❤♦♦s❡ ❊❱❈❙ ✶ t❤❛♥ ❊❱❈❙ ✷✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ♠♦r❡ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ ❊❱❈❙ ✷ ✐♥ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡s t❤❛♥ ✐♥ ❈❙❚
❛♥❞ ●❆ ♣r✐❝✐♥❣s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋ s❝❤❡♠❡s ♦✛❡r ❧♦✇❡r ❈❯Ps ❛t ❊❱❈❙
✷ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ t❤❡r❡✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ●❆ s❝❤❡♠❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ❊❱❈❙ ✷ ✐s ❛❧s♦
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦✇❡r ❧♦ss❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❯P ✐s ♥♦t ❧♦✇❡r ❡♥♦✉❣❤ t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡s ❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❊❱❈❙s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛❧❧ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❣r✐❞ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❊❱ ✉s❡rs ❛r❡ ♥♦t ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❊❱❈❙ ✷ ❛s ♠✉❝❤ ❛s ✐♥ ❆❱●
❛♥❞ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡✈❡♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❞r✐✈❡rs✬ ❝❤♦✐❝❡s ❛s ✐♥ t❤❡ ❈❙❚ ♠❡t❤♦❞

✶✹■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦❢ ❆❱● ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ♥♦t t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❲❋
s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉❛❧ ♦♥ [L3,T−1, L] ❧✐❦❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳

✶✵✾



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r✐❞ ❝♦st G̃m ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤ t♦❧❧ t3✱ ❢♦r ❈❙❚✱ ●❆✱ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋
♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s m ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞♦✇♥✇❛r❞ ❛♥❞ ✉♣✇❛r❞ tr✐❛♥❣❧❡s ♠❛r❦❡rs✱ st❛rs ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡s✮✳
❋♦r ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ t♦❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞
t3 = 3.50 e ❜❡❝❛✉s❡ ❊❱ ✉s❡rs st❛rt t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛r❝ ✶✳

✭s❡❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱
t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡ t♦❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞
t3 = 3.50 e✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❯P ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❛ s❛♠❡ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t
❊❱❈❙s ✐s ♦♥❧② ✷ ❝e✴❦❲❤ ❢♦r t❤❡ ●❆ s❝❤❡♠❡✱ ✺✳✺ ❝e✴❦❲❤ ❢♦r t❤❡ ❆❱● s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✶✹ ❝e✴❦❲❤
❢♦r t❤❡ ❲❋ s❝❤❡♠❡ ✭❢♦r ✇❤✐❝❤ λ1 ≃ 2 ∗ λ2✮✳

❘❡♠❛r❦ ✺✳✶✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ s❝❤❡♠❡s✱ λ2 ≃ λ3 ❜❡❧♦✇ t❤❡ t♦❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞✳
❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ l2 ≃ l3✿ l2 = 20 ❦♠ ❛♥❞ l3 = 20.06 ❦♠✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❜❡❧♦✇ t❤✐s t♦❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞✱
♣❛t❤s ✷ ❛♥❞ ✸ ❛r❡ ❜♦t❤ ❝❤♦s❡♥ ❜② s♦♠❡ ❊❱ ❛♥❞ s♦♠❡ ●❱ ✉s❡rs ❛t ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❊✱ t❤❡ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ♣❛t❤s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss
s✿ cs,2 = cs,3✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ❧❡❛❞ t♦ l2λ2− l3λ3 = (l2− l3)λg✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❞✉❡
t♦ l2 ≃ l3✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r✐❞ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ tr❛✣❝ t♦❧❧ t3✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ G̃m ♦❢ ❛ ♠❡t❤♦❞ m ✭m = ❈❙❚✱ ❆❱●✱ ❲❋
♦r ●❆✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹ ❜②✿

G̃m(t3) =
Gm(t3)− G❣❛(0)

G❣❛(0)
. ✭✺✳✷✹✮

❚❤❡ ❈❙❚♠❡t❤♦❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❜❪✳
❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜❡t✇❡❡♥ t3 = 1.25 e ❛♥❞ t❤❡ t♦❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞ t3 =
3.50 e ❜❡❝❛✉s❡ ❊❱ ✉s❡rs ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ❊❱❈❙ ✸ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ t♦ r❛t❤❡r ❝❤❛r❣❡ ❛t
❊❱❈❙ ✷ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r ♣♦✇❡r ❧♦ss❡s✳ ❆t t❤❡ t♦❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✲
✐③❡❞ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ✽ ✪ ❜❡❝❛✉s❡ ❊❱ ❞r✐✈❡rs
st❛rt t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣❛t❤ ✶ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞

∑

i Li ✐♥ t❤❡
❣r✐❞✶✺✳ ❚❤❡ ●❆ ♣r✐❝✐♥❣ ✐s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❡ ❜❡st ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡❧♦✇
t❤❡ t♦❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ r❛t❤❡r ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❱❈❙s ✷ ❛♥❞
✸✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ❈❙❚ ♠❡t❤♦❞✱ ❛❧❧ t❤❡

✶✺❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✱ ✇❤❡r❡
∑

i Li ✐♥❝r❡❛s❡s ❛t t❤❡ t♦❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❛❧❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳

✶✶✵



✺✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ✐s ❛t ❊❱❈❙ ✸ ❜❡❧♦✇ t3 = 1.25 e✱ s♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❲❋ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s♠♦♦t❤s t❤❡
t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ ❛t ❊❱❈❙ ✸✱ ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❞♦ ✐t ❢♦r ❊❱❈❙ ✷ ✇❤❡r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ t♦
s♠♦♦t❤ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❜♦✈❡ t❤❡ t♦❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ●❆ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡
❧❡❛❞s t♦ ❣r✐❞s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈❙❚ s❝❤❡♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡
❆❱● ❛♥❞ ❲❋ s❝❤❡♠❡s ❧❡❛❞ t♦ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❧♦✇❡r ❜② ✶ ✪✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❧♦❝❛❧
♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❆❱● ❛♥❞ ❲❋✱ t❤❡ ❈❯P ✈❛❧✉❡s λ1 ❛t ❊❱❈❙ ✶ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ λ2

✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡s ❊❱ ✉s❡rs t♦ r❛t❤❡r ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s❤♦rt❡r ♣❛t❤ ✷ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss
❡❧❡❝tr✐❝✐t②✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ●❆ ♣r✐❝✐♥❣ ✐s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡t❤♦❞ ✭✐✳❡✳✱ λi ❞❡♣❡♥❞s ♥♦t ♦♥❧② ♦♥ Li ❜✉t
❛❧s♦ ♦♥ Lj ✇✐t❤ j 6= i✮✱ ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ❛❧❧ ❊❱ ✉s❡rs ♥♦t t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ♣❛t❤ 1
✇❤❡♥ ❛❧❧ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡ ❛t t❤❡ t♦❧❧ t❤r❡s❤♦❧❞ t3 = 3.50 e ❞✉❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r t♦t❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞

∑

i Li✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ✐s ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ ❆❱●
❛♥❞ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣s✳ ❚❤✐s ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ●❆ ▲▼P ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡
❘❡♠❛r❦ ✺✳✾✮ ❢♦r ❣r✐❞ ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❊❱ ✉s❡rs ❢❛❝❡ ♥♦ ♦t❤❡r ❝♦sts ✭✉♥❧✐❦❡ ❤❡r❡ ✇❤❡r❡
t❤❡r❡ ✐s tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ t♦❧❧✮✳

◆♦t❡ t❤❛t ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ♦t❤❡r ❝❤❛♣t❡rs ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✱
✐t ✐s s❤♦✇♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ ❛♥ ❊❱❈❙ ✐s s✐③✐♥❣ t❤❡ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧ s✉r❢❛❝❡ ❛t
t❤❡ ❊❱❈❙✱ t❤❡ ❆❱● ♠❡t❤♦❞ ②✐❡❧❞s ❛ ❤✐❣❤❡r ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛②♦✛ t❤❛♥ ✇✐t❤ ❛ ❈❙❚ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡✳
❈❤❛♣t❡r ✼ s✉❣❣❡sts ❛ ❞❡s✐❣♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r η✇❢ ♦❢ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛s❡ st✉❞② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❤✐❣❤ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ●❆ ♠❡t❤♦❞ t♦
t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡ η❣❛✿ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s s❧✐❣❤t❧②
❧♦✇❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❋ ♠❡t❤♦❞ ♦♥❧② ❢♦r ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡s ♦❢ η❣❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡
♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❊❱❈❙s ✐s ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ●❆ ♠❡t❤♦❞ ✐s
♦♥❧② ♠❡❛♥t t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❞❡✜♥❡s t❤❡ t✇♦ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❆t ❡❛❝❤ ❊❱
❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❲❛t❡r✲
❋✐❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦st ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❊❱❈❙s✳
❋♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❆❱●✮✱ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤✐s ❲❋ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❝♦st ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✉s❛❣❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲❋✲❜❛s❡❞ ▲♦❝❛t✐♦♥❛❧
▼❛r❣✐♥❛❧ Pr✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭❞❡♥♦t❡❞ ❲❋✮ ✐s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❲❋ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝♦st✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ ❧❛tt❡r ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞s ❛t t❤❡ ❊❱❈❙s ❛t ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✳ ❋♦r t❤❡ ❆❱● ♣r✐❝✐♥❣
♠❡t❤♦❞✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ t❡st❡❞ ♦♥ r❡❛❧ ❞❛t❛✳ ❆♥ ♦♥❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♥ ♦✤✐♥❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞
❛r❡ s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛rr✐✈❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡ t✐♠❡s ❛t t❤❡ ❊❱❈❙s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r
❛❧❧ ❊❱s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r t❤❡ ♦♥❧✐♥❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❈❯Ps ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❡❛♣❡r ❢♦r ❊❱s
❛rr✐✈✐♥❣ ❡❛r❧✐❡r✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✇♦r❦ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡s❡ ❢❛✐r♥❡ss ✐ss✉❡s✳

❚❤❡ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ▲▼P
♠❡t❤♦❞ ✭❞❡♥♦t❡❞ ●❆✮ ✇❤♦s❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣r✐❞ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊❱
❝❤❛r❣✐♥❣✳ ❚❤❡ ●❆ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉✐r❡s ❢✉❧❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✱ ❛♥❞ ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✿
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❈❯Ps✱ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s✱ ✇❤✐❝❤
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❈❯Ps✱ ❡t❝✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❲❋
❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ●❆ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣

✶✶✶



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❙♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s

s❝❤❡♠❡s✱ ❢♦r t❤❡ ●❆ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❛♥ ❊❱❈❙ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❊❱❈❙s ✈✐❛
t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❈❯P ♠❛② ❜❡ ❧❡ss ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦♥❡ ❊❱❈❙ t♦ ❛♥♦t❤❡r
t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❣r✐❞ ❝♦st
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ●❆ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t❤❛♥ ❆❱● ❛♥❞ ❲❋ s❝❤❡♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦✈❡r❛❧❧✱ t❤❡ ❣r✐❞
❝♦sts r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡s❡ t❤r❡❡ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜② ✶ ✪ ❛t ♠♦st✳

❆ ❢♦✉rt❤ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❢✉❧❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r②
✭✉♥❧✐❦❡ ●❆ ♠❡t❤♦❞✮✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤✐s ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✭❞❡♥♦t❡❞ α✮ ♦♥❧②
♥❡❡❞s ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r αi ❢♦r ❡❛❝❤ ❊❱❈❙ i✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦r✳
❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r αi ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ❧♦❛❞ αiℓ ❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ②✐❡❧❞s
s✐♠✐❧❛r ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣r✐❞ ❝♦sts ❛s ❛ ❧♦❛❞ ℓ ❛t ❊❱❈❙ i✳ ■♥ ❛ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥
✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s α ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ●❆ ♠❡t❤♦❞✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦✉r ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ❆❱●✱ ❲❋✱ ●❆ ❛♥❞ α r❡q✉✐r❡ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r
✭❢r♦♠ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣r✐❞ ❝♦st t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♠♦♥❡t❛r② ❝♦st✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❜②
❤❛♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❆ ♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤ r✉❧❡ t♦ ✜① ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳

✶✶✷



P❛rt ■■■

■♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ✐♥ ❝♦✉♣❧❡❞

❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠

✶✶✸



✶✶✹



❈❤❛♣t❡r ✻

❯s❡ ❝❛s❡s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥

❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺ ❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ t❤❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s ✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✐♥
t✐♠❡ ❛♥❞ ♣r✐❝❡❞✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡s ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✱ ✇❤✐❝❤
✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈❛r✐♦✉s
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡tr✐❝s✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣✐✈❡s
❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❢♦r ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥
s②st❡♠ ❛ ✇❛② ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥✱ ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r r❡❞✉❝❡s t❤❡
❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝✐t② ✉s✐♥❣ tr❛✣❝ t♦❧❧s✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❤✉❜ ♦♣❡r❛t♦r
♦♣t✐♠✐③❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ✐ts s♦❧❛r ♣❛r❦✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♥❡①t
❈❤❛♣t❡r ✼✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♣❡rs✿

❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❜❪ ❙♦❤❡t✱ ❇✳✱ ❍❛②❡❧✱ ❨✳✱ ❇❡❛✉❞❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥❞✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✷✶✮✳
❈♦✉♣❧❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣✲❛♥❞✲❞r✐✈✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❞❡s✐❣♥ ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ ✉r❜❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊
❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s✱ ✷✷✭✶✵✮✿✻✸✹✷✲✻✸✺✷✳

❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❜❪ ❙♦❤❡t✱ ❇✳✱ ❍❛②❡❧✱ ❨✳✱ ❇❡❛✉❞❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥❞✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✶✾✮✳
❖♣t✐♠❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛t ❡✲♣❛r❦ ✫ r✐❞❡ ❤✉❜ ✇✐t❤ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡♥❡r❣② s♦✉r❝❡✳
❲♦r❧❞ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✶✵✭✹✮✿✼✵✳

❈♦♥t❡♥ts

✻✳✶ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ tr❛✣❝ t♦❧❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✶✳✶✳✶ ❈♦♠♠✉t✐♥❣ ❜② ❝r♦ss✐♥❣ ♦r ❜②♣❛ss✐♥❣ ❛ ❝✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✶✳✶✳✷ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦st ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✻✳✶✳✶✳✸ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✳ ✶✶✽

✻✳✶✳✷ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❲❛r❞r♦♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦ ❢✉❡❧ ♣r✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✶✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❲❛r❞r♦♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✻✳✶✳✹ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✻✳✶✳✹✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ❣❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✻✳✶✳✹✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧ t♦ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✶✷✷

✻✳✷ ❙♦❧❛r ♣❛♥❡❧ s✐③✐♥❣ ❛t ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❡✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✻✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✶✶✺



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❯s❡ ❝❛s❡s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥

✻✳✷✳✶✳✶ ❊✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜ ✇✐t❤ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✻✳✷✳✶✳✷ ❚r❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝♦st ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✻✳✷✳✶✳✸ ❊♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦st ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✻

✻✳✷✳✶✳✹ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✳ ✶✷✼

✻✳✷✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧ s✐③✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✻✳✷✳✷✳✶ ▲♦♥❣✲t❡r♠ ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡ ❤✉❜ ♦♣❡r❛t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✽

✻✳✷✳✷✳✷ ❙♦❧❛r ♣❛♥❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❞❛t❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✻✳✷✳✷✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ❛t ❤✉❜ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✾

✻✳✷✳✷✳✹ ❈❛s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ❛t ❤✉❜ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✻✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✻✳✶ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ tr❛✣❝ t♦❧❧s

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ◆♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✻

❙②♠❜♦❧s ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥

Xe ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧

dr(xr) ❚r❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦♥ ♣❛t❤ r ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ xr

ms ❈♦♥st❛♥t ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss s ♣❡r ❞✐st❛♥t ✉♥✐t

λs ❊♥❡r❣② ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss s

t∗s,r ❖♣t✐♠❛❧ tr❛✣❝ t♦❧❧ ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss s ❛t ♣❛t❤ r

x∗ ❱❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s ❛t ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

γa ❲❡✐❣❤t ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♣❛t❤ a

c❡♥✈
(0) ▲♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ tg,a = 0

c❡♥✈
∗ ▲♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ tg,a = t∗g,a

δ(Xe) ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❣❛✐♥ ✈❡rs✉s ♥♦✲t♦❧❧ ❝❛s❡

✻✳✶✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✜rst ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ✐s t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛ tr❛✣❝ t♦❧❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ s✉❝❤
❛s ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② ●❛s♦❧✐♥❡ ❱❡❤✐❝❧❡s ✭●❱s✮✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛✣❝ t♦❧❧ ❝♦✉❧❞ ❞❡♣❡♥❞
♦♥ t❤❡ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ Xe✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✬ ❜❡❤❛✈✲
✐♦r✳ ❚❤❡ ❡♥t✐t② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❜② ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ tr❛✣❝ t♦❧❧ ✐s ❤❡r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r ✭❚◆❖✮✳ ❚❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ♣❛♣❡r
❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❜❪✳

✻✳✶✳✶✳✶ ❈♦♠♠✉t✐♥❣ ❜② ❝r♦ss✐♥❣ ♦r ❜②♣❛ss✐♥❣ ❛ ❝✐t②

❚❤❡ ❚◆❖ ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝♦♠♠✉t✐♥❣✶ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ t♦❧❧
❞❡s✐❣♥ ♦♥ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞❛②✳ ❋♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞②✱ ❛ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦

✶❙❡❡ t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ tr✐♣s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣❛rt ♦❢ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✐♥ ✷✵✷✵✿ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳

♦❜s❡r✈❛t♦✐r❡✲❞❡s✲t❡rr✐t♦✐r❡s✳❣♦✉✈✳❢r✴♣❛rt✲❞❡s✲❞❡♣❧❛❝❡♠❡♥ts✲❞♦♠✐❝✐❧❡✲tr❛✈❛✐❧✲❡♥✲✈♦✐t✉r❡✳

✶✶✻



✻✳✶✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ tr❛✣❝ t♦❧❧s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆ s✐♠♣❧❡ s❡tt✐♥❣
❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣✲❛♥❞✲❞r✐✈✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✉r❜❛♥ ❡①t❡r♥❛❧✐t✐❡s✳ ❚❤✐s s❡tt✐♥❣ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ r✐♥❣ r♦❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝✐t② ♦❢
P❛r✐s✱ ❋r❛♥❝❡✳

✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❣♦♦❞ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✇♦r❦s ♦♥ ❛♥②
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ♥❡❡❞ t♦ ❞r✐✈❡ ❢r♦♠ ♥♦❞❡s O ✭❢♦r ❖r✐❣✐♥✱
❛t ❤♦♠❡✮ t♦ D ✭❢♦r ❉❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ❛t ✇♦r❦✮ ✐♥ t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s a✱ b ❛♥❞ c ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✮✳ ◆♦❞❡s O ❛♥❞ D ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❝✐t②✱ ❛♥❞ ♣❛t❤ a
❣♦❡s t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❝✐t② ✇❤✐❧❡ ♣❛t❤s b ❛♥❞ c ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r✐♥❣ r♦❛❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❜②♣❛ss t❤❡ ❝✐t②✳ ❚❤❡
❧❡♥❣t❤ la = 30 ❦♠ ♦❢ ❛r❝ a ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛✐❧② ♠❡❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r✐✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡
✐♥ ❋r❛♥❝❡✷ ❬❈●❉❉✱ ✷✵✶✵❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ r✐♥❣ r♦❛❞s ✈❡r✐❢②✿ lb = lc =

π
2 la ≃ 47 ❦♠✳ ❋♦r t❤❡

s♣❡❡❞ ❧✐♠✐ts ♦♥ t❤❡ ❛r❝s✱ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ P❛r✐s✸ ✇❛s t❛❦❡♥✿ va = 50 ❦♠✴❤ ❛♥❞ vb = vc = 70 ❦♠✴❤✳
❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛r❝s ❛r❡ s❡t t♦ Cb = 1 ❛♥❞ Ca = Cc =

1
2 ✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t r✐♥❣ r♦❛❞ b ❝♦♥t❛✐♥s

t✇✐❝❡ ❛s ♠❛♥② ❧❛♥❡s ❛s t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♣❛t❤s✳ ❚❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ r✐♥❣
r♦❛❞ b ❢r♦♠ c✳

■♥ t❤❡ ❣❛♠❡ G ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❊❱s ❛♥❞
●❱s✱ ✇❤♦s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛r❡ Xe ❛♥❞ Xg = 1−Xe✳ ❆❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ♠❛❦❡ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛t❤ r = a, b, c✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ tr❛✣❝
❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st✱ ❛ tr❛✣❝ t♦❧❧ ts,r ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss s ✭❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦st✳ ❚❤❡ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st dr ❛t ♣❛t❤ r ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❇P❘ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✷✳✺✮✱ ✇✐t❤ τ = 10 e✴❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✐♠❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❋r❡♥❝❤
❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡♣♦rt✹ ❛♥❞ xr t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ ♦♥ ♣❛t❤ r✳

✻✳✶✳✶✳✷ ❚❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦st ♠♦❞❡❧

❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦st✱ ●❱ ✉s❡rs ♠❛② ♥♦t st♦♣ ❛t ❛ ❣❛s st❛t✐♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛②
❛s t❤❡ tr✐♣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❜✉t st✐❧❧ t❛❦❡ t❤✐s ❝♦st ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡✐r ♣❛t❤ ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❊❱

✷❆s t❤❡ ❞❛✐❧② ❞r✐✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧s♦ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡t✉r♥ tr✐♣✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ lr ❛❝t✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts t✇✐❝❡
t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ♣❛t❤ r✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s t❤❛t ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ♥❡❝❡ss❛r✐❧② t❛❦❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛t❤ ❢♦r t❤❡
r❡t✉r♥ tr✐♣✳

✸◆♦t❡ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ✜rst ♦❢ ❙❡♣t❡♠❜❡r✱ ✷✵✷✶✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ❧✐♠✐t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ✸✵ ❦♠✴❤ ✐♥ ♠♦st str❡❡ts ✐♥
P❛r✐s ❝❡♥t❡r✳

✹❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳str❛t❡❣✐❡✳❣♦✉✈✳❢r✴s✐t❡s✴str❛t❡❣✐❡✳❣♦✉✈✳❢r✴❢✐❧❡s✴❛r❝❤✐✈❡s✴❱❛❧❡✉r✲❞✉✲t❡♠♣s✳♣❞❢✳

✶✶✼



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❯s❡ ❝❛s❡s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡✳

✉s❡rs✱ t❤❡② ❝❤❛r❣❡ ❛t ❛ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥ ✭❊❱❈❙✮ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ♥♦❞❡ D✳ ❚❤❡✐r ❝❤❛r❣✐♥❣
♣r♦✜❧❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② ❛ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦r ✭❈❙❖✮ ❛s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣
❯♥✐t Pr✐❝❡ ✭❈❯P✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ s❤♦✇s ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤✐s ✉s❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡✐r ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♠✉t✐♥❣ tr✐♣✱ ❛s ✐❢ ❊❱s ✇❡r❡ ❢✉❧❧② ❝❤❛r❣❡❞ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❛♥❞ t❤❡✐r ❜❛tt❡r② ✇❛s ❢✉❧❧ ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ tr✐♣✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✼✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❛♥ ❊❱ ✉s❡r
❞r✐✈✐♥❣ ♦♥ ♣❛t❤ r ✐s melr✱ ✇✐t❤ me = 0.2 ❦❲❤✴❦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❊❱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❡r ❞✐st❛♥❝❡
✉♥✐t ❬❋♦♥t❛♥❛✱ ✷✵✶✸❪✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s ✐s t❤❡♥✿

L = me

∑

r

lrxe,rN , ✭✻✳✶✮

✇✐t❤ xe,r t❤❡ ❊❱ ✢♦✇ ♦♥ ♣❛t❤ r ❛♥❞ N = 3000 t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥
λe(L) ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ λ❛✈❣✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✺✳✸✮✳

❚❤✐s ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✮
♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ T = 2 t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ℓ0 ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ ❘❡❝♦✢✉① ❞❛t❛s❡t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✸✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ♦♥❡ ②❡❛r ❛♥❞ ✐♥t♦
T = 2 t✐♠❡ s❧♦ts✱ ❛♥❞ ❢❛❝t♦r✐③❡❞ s♦ t❤❛t

∑

t ℓ
0
t = 30 ▼❲❤✿ ℓ01 = 11.9 ▼❲❤ ❛♥❞ ℓ02 = 18.1 ▼❲❤✳

❚❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐s f(ℓ) = η❛✈❣ℓ2✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ℓ0 ✈❡r✐✜❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✽✮ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ λe = λ❛✈❣ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r η❛✈❣

✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t t❤❡ ❈❯P λe(meXe
∑

r lr/3) ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✷✵ ❝e✴❦❲❤✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ Xe✳

✻✳✶✳✶✳✸ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦st ❢♦r ●❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣❛t❤ r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ mglrλg✱
✇✐t❤ mg = 6 ▲✴✶✵✵❦♠ t❤❡ ❢✉❡❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥✐t ❛♥❞ λg = 1.50 e✴▲ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♦❢ ❛
❣❛s ✉♥✐t✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❣❛♠❡ G✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ cs,r ❢♦r ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ♦❢ ❝❧❛ss s ♦♥ ♣❛t❤ r ✐s✿

cs,r = dr(xr) + ts,r + lrmsλs . ✭✻✳✷✮

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❲❊✮ ♦❢ ❣❛♠❡ G ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞
x∗✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✮ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡
✢♦✇s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ xe 7→ melλe(L(xe)) ✐s ❛ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✱ t❤❡ ❲❊ ✐s ❛❧s♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❇❡❝❦♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭s❡❡ ✭✷✳✶✮✮

∑

r xs,r = Xs ❛♥❞ xs,r ≥ 0

✶✶✽



✻✳✶✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ tr❛✣❝ t♦❧❧s

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s x∗ ❛t ❲❊ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❢✉❡❧ ♣r✐❝❡ λg✱ ❢♦r Xg = Xe =
0.5✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛r♦✉♥❞ λg = 0.66 e✴▲ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s✇✐t❝❤ ♦❢ tr❛✣❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳

✭❢♦r ❛❧❧ s, r✮✿

B =
∑

r

(

lrmgλgxg,r +
∑

s

ts,rxs,r +

∫ xr

0
dr(x)❞x

)

+

∫ L

0
λe(L)❞L . ✭✻✳✸✮

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ λe ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢
t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L ❛t ❲❊✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ x∗r ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛t❤ r✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r✲❝❧❛ss ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s (x∗s,r)s,r ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐q✉❡ ❛t ❲❊✱ t❤❡ ♦♥❡s ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡
♣r♦✲r❛t❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✷✳✷✶✮ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳

❇❡❢♦r❡ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ tr❛✣❝ t♦❧❧ ♦♥ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡
❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❲❊✳

✻✳✶✳✷ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❲❛r❞r♦♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ t♦ ❢✉❡❧ ♣r✐❝❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐ts s❡♥s✐t✐✈✐t② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢✉❡❧ ♣r✐❝❡ λg ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❚❤❡ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ Xe ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✺✵ ✪✳ ❚r❛✣❝ t♦❧❧s ❛r❡ ❛❧❧
s❡t t♦ ③❡r♦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❡❛r❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❊❱
❛♥❞ ●❱ ✉s❡rs✳

❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❢✉❡❧ ♣r✐❝❡ ✭❛r♦✉♥❞ λg = 1.50 e✴▲✮✱ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥✐t ✐s ❤✐❣❤❡r ❢♦r ●❱✿ mgλg > meλe(L(xe)) ❢♦r ❛♥② ❊❱ ✢♦✇s xe✳ ▼♦st ●❱ ✉s❡rs
t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ❛r❝ a✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ r✐♥❣ r♦❛❞s t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ✭x∗e,a = 0✮✳
❆s ❧♦♥❣ ❛s λg > 0.68 e✴▲✱ t❤❡ ❲❊ ♦❜t❛✐♥❡❞ r❡♠❛✐♥s ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥❞ ❞♦✇♥
t♦ λg > 0.65 e✴▲✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❊❱ ❛♥❞ ●❱ ✢♦✇s ❛t ❲❊ ❛r❡ ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦♥ ✭❡①♦❣❡♥♦✉s✮ ●❱ ❡♥❡r❣② ❝♦st λg✱ ✇❤❡♥ mgλg ❜❡❝♦♠❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥
meλe(L(xe)) ❢♦r ❛♥② ❊❱ ✢♦✇s xe✳ ❚❤❡♥✱ ♠♦st ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ ❛r❝ a ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ●❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ❧♦♥❣❡r r✐♥❣ r♦❛❞s b ❛♥❞ c✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ♥♦t t❤❛t ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❛♥②♠♦r❡ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❢✉❡❧
♣r✐❝❡s✳

✶✶✾
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧
❛r❝s✳

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣✱ ❧♦✇❡r✐♥❣ t❛①❡s ♦♥ ❢✉❡❧ ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s♠❛❧❧❡r λg✮ ♠❛② ❧♦✇❡r t❤❡
❧❡✈❡❧ ♦❢ ●❱ tr❛✣❝ ✐♥s✐❞❡ ❝✐t✐❡s✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t✱ ❛s t❤❡r❡ st✐❧❧ ❛r❡ ●❱s ♦♥ ❛r❝ a ❡✈❡♥ ✇❤❡♥
❢✉❡❧ ✐s ❢r❡❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ r✐♥❣ r♦❛❞s ❛r❡ ✉s❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡
❛r❡ t✇✐❝❡ ❛s ♠❛♥② ✈❡❤✐❝❧❡s ♦♥ t❤❡ r✐♥❣ r♦❛❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡r ❝❛♣❛❝✐t②✱ s♦ t❤❛t t❤❡ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❜♦t❤✳

✻✳✶✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❲❛r❞r♦♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✭✉♥❞❡rst♦♦❞ ❤❡r❡ ❛s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ♦♥
❛♥ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✼✲✻✽✷✵❍◗ ✷✳✼✵●❍③✮ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ✐s
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❲❊ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❙❡q✉❡♥t✐❛❧ ▲❡❛st ❙◗✉❛r❡s Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ♦r ❙▲❙◗P
♠❡t❤♦❞ ❬❑r❛❢t✱ ✶✾✽✽❪✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❣❛♠❡ G✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡
✢♦✇s ♦♥ ❡❛❝❤ ❛r❝ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❧❛ss✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝s ✭t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❛r❝ ✐s ✸✵ ❦♠✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❛r❝ ✐s ✶ ❦♠ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✺✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ❧✐♠✐ts ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r
❡✈❡r② ❛r❝✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s✱ ❛ ❲❊ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛ t❤♦✉s❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t t♦❧❧ ✈❛❧✉❡s tg,a
r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✲✺ e✭t❤❡ ●❱ ✉s❡rs ❣❡t ❛ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✮ t♦ ✺ e✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s
❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡s❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❡ ❲❊ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tg,a
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ♥❡t✇♦r❦s✻✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢❛✐r❧② ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ s❤♦✇s
t❤❛t t❤✐s ♠❡❛♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s r♦✉❣❤❧② ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳

✻✳✶✳✹ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥

✺❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♠❛❞❡ ♦❢ ❢♦✉r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛r❝s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ✸✵✱ ✸✶✱ ✸✷ ❛♥❞
✸✸ ❦♠✳

✻❖♥❧② t❤❡ t❤r❡❡ s❤♦rt❡st ❛r❝s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❢♦r ❛♥② tg,a ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳

✶✷✵



✻✳✶✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ tr❛✣❝ t♦❧❧s

✻✳✶✳✹✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦st ❛♥❞ ❣❛✐♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡
✢♦✇s x∗ ❛t ❲❊✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭tr❛✣❝ t♦❧❧✱
❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❚◆❖ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ tr❛✣❝ t♦❧❧s✳ ❖♥❧② t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ s✉❜st❛♥❝❡s r❡❧❡❛s❡❞ ❜②
●❱s✬ ❡①❤❛✉st✐♦♥ ♣✐♣❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❛✐r ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❱s ♦♥ ❡❛❝❤ ❛r❝✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ▲✐tt❧❡✬s ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ q✉❡✉✐♥❣ t❤❡♦r②
❬❑❧❡✐♥r♦❝❦✱ ✶✾✼✺❪✱ t❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❱s ♦♥ ❛r❝ r ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡ xg,r
❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ dr(xr)✳ ❚❤❡ ❚◆❖ ♦♥❧② ✐♠♣♦s❡s ❛ tr❛✣❝ t♦❧❧ tg,a t♦ ●❱ ✉s❡rs
❝❤♦♦s✐♥❣ ❛r❝ a✱ ✇❤✐❝❤ ❝r♦ss❡s t❤❡ ❝✐t②✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❛r❝s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t♦❧❧ ❛♣♣❧✐❡❞✼✳ ❚❤✐s ✐s
t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ✐♥ ❧❛r❣❡ ✉r❜❛♥ ❝✐t✐❡s ❧✐❦❡ ▲♦♥❞♦♥✽✳

❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s t♦❧❧ ✐s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❱s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

c❡♥✈(x) = γaxg,ada(xa) + xg,bdb(xb) + xg,cdc(xc) , ✭✻✳✹✮

✇✐t❤ γa ≥ 1 t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦st ♦♥ ❛r❝ a ✭✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐t②✮✿ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✇✐❧❧✲
✐♥❣♥❡ss t♦ ❞✐♠✐♥✐s❤ ✭❧♦❝❛❧✮ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ❝❡♥t❡r✳ ❆t ❲❊✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
c❡♥✈ ❞❡♣❡♥❞s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♦♥ t❤❡ t♦❧❧ tg,a t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s x∗ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣❛❝t
♦❢ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡r ♦♥ t❤❡ ❲❊✮✳ ❚❤❡ ❚◆❖ ❝❛♥ t❤✉s ❝♦♥tr♦❧ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦st✱
s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ✉♣♣❡r✲❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛♥ ▼P❊❈ ✭▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣
✇✐t❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❈♦♥str❛✐♥ts✮ ♣r♦❜❧❡♠✿

c∗❡♥✈ = min
tg,a≥0

c❡♥✈
(
x
∗(tg,a)

)
, ✭✻✳✺✮

✇✐t❤ x
∗(tg,a) t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ ❛t ❲❊ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t♦❧❧ ✈❛❧✉❡ tg,a✳ ❆s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠✉✲

❧❛t✐♦♥ ♦❢ x∗(tg,a)✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ♦r
❡✈❡♥ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❣❛♠❡ G ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s✮
✐♥t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ♦♥❡ ✭♦❢ t❤❡ ❚◆❖✮✳ ❚❤✉s✱ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✾ ♦♥ tg,a ✇✐t❤ ❛ ✶ ❝e ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐s
♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ t♦❧❧ t∗g,a s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✺✮✳

❚❤❡ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ Xe ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤✐s ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳
■♥❞❡❡❞✱ ❛s t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s x∗(tg,a, Xe) ❛t ❲❊ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❜♦t❤ Xe ❛♥❞ tg,a ✭❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✮✱
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧ t∗g,a(Xe) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ c∗❡♥✈(Xe) =
c❡♥✈(t

∗
g,a(Xe)) ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ Xe✳ ❋♦r t❤❡ ❚◆❖✱ ✐t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❣❛✐♥

δ(Xe) ♦❢ t❛①✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧❧② ✇✐t❤ tg,a = t∗g,a(Xe)✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ c
(0)
❡♥✈ ♦❜t❛✐♥❡❞

✇❤❡♥ tg,a = 0✿

δ(Xe) =
c
(0)
❡♥✈ − c∗❡♥✈(Xe)

c
(0)
❡♥✈

, ✇✐t❤ c∗❡♥✈ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✺✮ . ✭✻✳✻✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✻✳✺✮ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣♦❧✐❝② s❝❡♥❛r✐♦✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② γa✱ t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ❧♦❝❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐t②✳

✼❖♥❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t♦❧❧s ✭tg,a − tg,r ✇✐t❤ r = b, c✮ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛r❝s ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s ❛t
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ s♦ tg,b = tg,c = 0 ♠❛② ❜❡ ❛ss✉♠❡❞✳

✽■♥ ▲♦♥❞♦♥✱ ✈❡❤✐❝❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ❛ t♦❧❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣♦ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝✐t② ❞♦✇♥t♦✇♥✿ ❤tt♣s✿✴✴t❢❧✳❣♦✈✳✉❦✴♠♦❞❡s✴
❞r✐✈✐♥❣✴❝♦♥❣❡st✐♦♥✲❝❤❛r❣❡✳

✾❈❤❛♣t❡r ✼ s✉❣❣❡sts ❛♥♦t❤❡r ✉s❡ ❝❛s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❢♦✉♥❞✳

✶✷✶



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❯s❡ ❝❛s❡s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧ t∗g,a(Xe) ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❣❛✐♥ δ(Xe) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ Xe✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐t②
✭γa✮✳ ❆s Xe ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❚◆❖ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ❜✐❣❣❡r ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐❢ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧✱
✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s✳

✻✳✶✳✹✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧ t♦ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧ ✈❛❧✉❡ t∗g,a(Xe) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❣❛✐♥ δ(Xe)
❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r ❛♥② ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ Xe✱ ❛♥❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣♦❧✐❝② s❝❡♥❛r✐♦s✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ s❤♦✇s✱ ❢♦r t❤❡ γa = 2 s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ❊❱ ❛♥❞ ●❱ ✢♦✇s ❛t ❲❊ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❱
♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ Xe✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳❛✮ ❛♥❞ ♥♦ t♦❧❧ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳❜✮✳ ■♥
❣❡♥❡r❛❧ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧ ❝❛s❡✱ ❢♦r ❛ ❤✐❣❤❡r ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ❛r❝ a ✐s ♠♦r❡ ❝♦♥❣❡st❡❞✱ ❢r♦♠
❧❡ss t❤❛♥ ✷✺ ✪ ✇❤❡♥ Xe = 0 t♦ ❛r♦✉♥❞ ✹✵ ✪ ♦❢ ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ✇❤❡♥ Xe = 1 ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳❛✮✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❧♦✇❡r t♦❧❧ t∗g,a ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ♦♣t✐♠❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ●❱ ✉s❡rs
❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② t❤❡ ❜❧✉❡ ❞♦tt❡❞ ❝✉r✈❡s t∗g,a(Xe) ❛r❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r γa✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t∗g,a ♠✉st ❜❡ t♦ ♣r❡✈❡♥t ●❱ ✉s❡rs ❢r♦♠ ❝r♦ss✐♥❣
t❤❡ ❝✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❣❛✐♥ δ✳ ❋♦r γa = 1000 ✭❝✐r❝❧❡ ♠❛r❦❡rs✮✱ t❤❡ ❝✐t②✬s
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦st ♦♥❧② ♦♥ ❛r❝ a✿ ✐♥ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ❲❊✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ●❱ ✉s❡r ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❝✐t②✱ s♦ t❤❛t ♦✉r t♦❧❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ●❱s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ t♦ ❝r♦ss t❤❡ ❝✐t②✳ ❋♦r γa = 2 ✭❝r♦ss ♠❛r❦❡rs✮✱ t❤❡r❡
♠❛② ❜❡ ●❱ ✉s❡rs ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❝✐t② ❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❲❊✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ❢♦r ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥
❧❡✈❡❧s ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✷✵ ✪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦❢ ❤✐❣❤ ●❱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s✱ ✐❢ ❛❧❧ ●❱ ✉s❡rs ❝❤♦s❡ ♦♥❧② t❤❡ r✐♥❣
r♦❛❞s t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ ♠✉❝❤ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❧♦❝❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧
♠❛② ❜❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡t❡rr✐♥❣ ❛❧❧ ●❱ ✉s❡rs ❢r♦♠ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❝✐t② ✭s❡❡ t❤❡ ❝r♦ss ❛♥❞ ❝✐r❝❧❡
♠❛r❦❡rs ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✮✳ ❋♦r ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s Xe ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✸✸ ✪✱ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❊❱
✉s❡rs ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❝✐t② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳❛✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❛r❝ a ✐s ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧ t∗g,a(Xe) = 0.9 e r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ s❤♦✇s t❤❛t δ(Xe) st❛❜✐❧✐③❡s ❢r♦♠ Xe = 0.7✱ ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡ γa s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❢r♦♠ t❤✐s ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❲❊ ❦❡❡♣s t❤❡ s❛♠❡ ♥❛t✉r❡✱ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ t♦❧❧
✐s ♦♣t✐♠❛❧ ♦r ③❡r♦ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳❜✮✿ ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ Xe ≥ 0.7✱ ❊❱s s✐♠♣❧② r❡♣❧❛❝❡ ●❱s ❛♥❞ t♦t❛❧
✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ ♦♥ ❡❛❝❤ ❛r❝ r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧②
✇✐t❤Xe ✐♥ ❜♦t❤ t♦❧❧ ❝❛s❡s✱ ❤❡♥❝❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❣❛✐♥ δ(Xe)✳ ❋♦r ❧♦✇❡r ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧sXe < 0.7✱
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✻✳✷✳ ❙♦❧❛r ♣❛♥❡❧ s✐③✐♥❣ ❛t ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❡✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜

❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❊❱s ❛♥❞ ●❱s ❛t ❲❊ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧ ✭❛✮ ❛♥❞ ♥♦ t♦❧❧
✭❜✮ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❊❱ ❣r♦✇s ✭❢♦r γa = 2✮✳ ❆s Xe ❣r♦✇s✱ ❊❱s r❡♣❧❛❝❡ ●❱s ♦♥
❛r❝ a✱ ❢❛st❡r ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧ s❝❡♥❛r✐♦✳

t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❣❛✐♥ δ(Xe) ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ Xe✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t♦❧❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡t❡rs ❣r❡❛t❡r
♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ●❱ ✉s❡rs ✭✇❤♦s❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ Xe✮ ❢r♦♠ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❝✐t②✳

✻✳✷ ❙♦❧❛r ♣❛♥❡❧ s✐③✐♥❣ ❛t ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❡✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜

❚❛❜❧❡ ✻✳✽✿ ◆♦t❛t✐♦♥s

❙②♠❜♦❧s ❙✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥

publ P✉❜❧✐❝ ❚r❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡ ✭❤✉❜ ✰ P❚✮

priv Pr✐✈❛t❡ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡ ✭❞r✐✈✐♥❣ ❞♦✇♥t♦✇♥✮

λ0
e ❈♦♥st❛♥t ❈❯P ❞♦✇♥t♦✇♥

λe ❙♠❛rt ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❤✉❜

λ❝st ❈❤❛r❣✐♥❣ ❢❡❡ ❂ ❝♦♥st❛♥t ♣❛rt ♦❢ λe

λ❛✈❣ ❱❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ λe

L ❈❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❊❱s ❛t ❤✉❜

E ❚♦t❛❧ P❱ ❡♥❡r❣② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞❛✐❧② ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs

I ■♥✐t✐❛❧ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❝♦st

C ❉❛✐❧② ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥

R ❉❛✐❧② ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ❧❛r❣❡❧② ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ❥♦✉r♥❛❧ ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❝❪ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r
❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❜❪✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡✲P❛r❦
✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜✱ ✇❤❡r❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❝❛♥ ♣❛r❦✱ ❝❤❛r❣❡ ✐❢ t❤❡✐r ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ t❛❦❡ P✉❜❧✐❝
❚r❛♥s♣♦rt ✭P❚✮ t♦ ✜♥✐s❤ t❤❡✐r tr✐♣ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✮✳ ❙✉❝❤ ❤✉❜s ❛r❡ ❜✉✐❧t ♦♥ t❤❡ ♦✉ts❦✐rts ♦❢
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❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❯s❡ ❝❛s❡s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❤✉❜ s❝❡♥❛r✐♦✿ ❝♦♠♠✉t❡rs ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❝❤♦♦s❡
t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✭publ✮ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡ ♦r t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✭priv✮ ♦♥❡✳ ❈♦♠♠✉t❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ priv ❞r✐✈❡ ❛❧❧
t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡✐r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ D ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ t❤❡r❡ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ✭❈❯P✮✳ ❚❤♦s❡
❝❤♦♦s✐♥❣ publ ♣❛r❦ t❤❡✐r ✈❡❤✐❝❧❡ ❛t ❛ ❤✉❜ ❛♥❞ t❛❦❡ t❤❡ P✉❜❧✐❝ ❚r❛♥s♣♦rt t♦ ❣❡t t♦ D✳ ❆t t❤❡ ❤✉❜✱
❛ s♠❛rt ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❧♦❝❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡♥❡r❣②✳

t❤❡ ❝✐t② t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❞♦✇♥t♦✇♥ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② r❡❞✉❝❡ tr❛✣❝ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞
❧♦❝❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥✶✵✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤✐s ❤✉❜ ✭❝❛❧❧❡❞ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦r✱ ♦r ❈❙❖✮ ✇❛♥ts t♦
❦♥♦✇ ✐❢ ✐t ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ t♦ ✐♥st❛❧❧ P❤♦t♦❱♦❧t❛✐❝ ✭P❱✮ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
t♦ ❝❤❛r❣❡ ❊❱s ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✉s❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② P❱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐s ♥♦t r❡♠✉♥❡r❛t❡❞ ✭❜② r❡✐♥❥❡❝t✐♥❣ ✐t ✐♥t♦ t❤❡
❣r✐❞✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳✷ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st✉❞② t❤❡♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ✇♦rst✲❝❛s❡
s❝❡♥❛r✐♦✿ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ r❡♠✉♥❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❙❖ ❝♦✉❧❞ ✐♥st❛❧❧ ♠♦r❡ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ❛t t❤❡ ❤✉❜ t❤❛♥ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ s✐③❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥✳

✻✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✉s❡ ❝❛s❡ ❛♥❞ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs

✻✳✷✳✶✳✶ ❊✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜ ✇✐t❤ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s

❚❤❡ ❈❙❖ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs ❞❛✐❧② ❝♦♠♠✉t❡rs ✇❤♦ ✇❛♥t t♦ ❣❡t t♦ t❤❡✐r ✇♦r❦♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣✿
t❤❡② ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜✉r❜ ❛r❡❛ ✭❖r✐❣✐♥ O ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✮ ❛♥❞ ❤❡❛❞ t♦ t❤❡ ❝✐t② ❝❡♥t❡r ✭❉❡st✐♥❛t✐♦♥
D✮✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♠✉t❡rs ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜✱ t❤❡② ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ tr❛♥s♣♦rt
♠♦❞❡s✳ ❋✐rst✱ t❤❡② ❝❛♥ ♣❛r❦ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ✭✐❢ t❤❡✐r ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ❡❧❡❝tr✐❝✮ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ❛♥❞ ✜♥✐s❤ t❤❡✐r
tr✐♣ ❜② P✉❜❧✐❝ ❚r❛♥s♣♦rt ✭publ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✮✳ ❈♦♠♠✉t❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡❧❡❣❛t❡ t♦
t❤❡ ❈❙❖ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡ ❈❙❖ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞
❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② P❱ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r❜②
✭❛♥❞ ❛❧s♦ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❈❙❖✮✳ ❚❤✐s ❈❙❖ ❛❧s♦ s❡❧❡❝ts ❛ s♠❛rt ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ❊❱
✉s❡rs t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ❞✉r✐♥❣ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❤✐❣❤ P❱ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❝♦♠♠✉t❡rs
❝❛♥ ❞r✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♣r✐✈❛t❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✭priv✮ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② ❛❝r♦ss t❤❡ ❝✐t② ❝❡♥t❡r t♦ t❤❡✐r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
D✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❝❤❛r❣❡ ❛t ❛ ✜①❡❞ ♣r✐❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡ ♠❛② ❜❡
❢❛st❡r✱ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♦♥❡ ♠❛② ❜❡ ❝❤❡❛♣❡r t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❈❙❖
♥❡❡❞s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛t
t❤❡ ❤✉❜✱ ♠❛❞❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✳

✶✵❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ P❛r✐s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✷✵✺✵✵ ♣❛r❦✐♥❣ s♣❛❝❡s ✐♥ ✼✸ ❤✉❜s ❧♦❝❛t❡❞ ♥❡❛r❜② ❛ P❚ st❛t✐♦♥ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳

✐❧❡❞❡❢r❛♥❝❡✲♠♦❜✐❧✐t❡s✳❢r✴❧❡✲r❡s❡❛✉✴s❡r✈✐❝❡s✲❞❡✲♠♦❜✐❧✐t❡✴♣❛r❝s✲r❡❧❛✐s ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮✳

✶✷✹



✻✳✷✳ ❙♦❧❛r ♣❛♥❡❧ s✐③✐♥❣ ❛t ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❡✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♠❛❞❡ ❜② ❛❧❧ ❝♦♠♠✉t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ ❛ r♦✉t✐♥❣
❣❛♠❡ G ❛♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s xe,publ ❛♥❞ xg,publ ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ❊❱ ❛♥❞ ●❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ♦❢ t②♣❡
s = e, g ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡ ♠❛② ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❜② xs,priv = Xs − xs,publ✱
✇✐t❤ Xs t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ■♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐s s❡t t♦ N = 1000 ❛♥❞ t❤❡ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❝❤♦s❡♥ ✐s Xe = 50 ✪ ✭✐✳❡✳ ✺✵✵ ❊❱s✮✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ●❱s ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② Xg = 1 − Xe✳ ❱❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❜❛s❡ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡ ♦♥ t❤❡✐r
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭❜② ♣r✐✈❛t❡ ♦r P✉❜❧✐❝ ❚r❛♥s♣♦rt✮✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
✭❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❢♦r ❊❱s ❛♥❞ ❢✉❡❧ ❢♦r ●❱s✮ ❛♥❞ t❤❡ t✐❝❦❡t ❢❛r❡ ✭❢♦r P❚ ♦♥❧②✮✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❣❛♠❡ G ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

✻✳✷✳✶✳✷ ❚r❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝♦st ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ❞❡❧❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❤✉❜ t♦ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❜② ❊❱ ❛♥❞ ●❱ ✉s❡rs✿

❬priv❪ ❋♦r t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♠♦❞❡✱ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ✐s
❡①♣r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❇P❘ ❢✉♥❝t✐♦♥ dpriv ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✺✮ ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s
❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❞r✐✈✐♥❣ ❞♦✇♥t♦✇♥ xpriv = xe,priv +
xg,priv ❞✉❡ t♦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✛❡❝ts✿

τpriv ×
l

v

[

1 + 2
(xpriv

C

)4
]

︸ ︷︷ ︸

dpriv(xpriv)

, ✭✷✳✺✮

✇✐t❤ τpriv = 10 e✴❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❞r✐✈✐♥❣✶✶✱ l = 5 ❦♠ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞♦✇♥t♦✇♥
r♦❛❞ ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ P❛r✐s✮✱ v = 50 ❦♠✴❤ t❤❡ s♣❡❡❞ ❧✐♠✐t ✭❛s ✐♥ ❋r❡♥❝❤
✉r❜❛♥ ❛r❡❛s✮ ❛♥❞ C = 1 t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ r♦❛❞✱ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ❝❤♦♦s❡ t♦ ❞r✐✈❡ ❞♦✇♥t♦✇♥ ✭xpriv = 1✮✱ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ dpriv(xpriv) ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤r❡❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠♣t②
r♦❛❞ s✐t✉❛t✐♦♥✶✷✱ ✇❤♦s❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s d0priv = l

v ✳

❬publ❪ ❋♦r t❤❡ P✉❜❧✐❝ ❚r❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❤✉❜ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛✈❡❧ ❝♦st ✐s
❛ss✉♠❡❞ ❝♦♥st❛♥t✿

τpubl × dpubl , ✭✻✳✼✮

✇✐t❤ τpubl = 12 e✴❤ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t✐♠❡ ✐♥ P✉❜❧✐❝ ❚r❛♥s♣♦rt✶✶ ✕ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ τpriv ❜❡❝❛✉s❡
P❚ ✐s ♣❡r❝❡✐✈❡❞ ❜② ✉s❡rs ❛s ❧❡ss ❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ t❤❛♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ✕ ❛♥❞ dpubl = 6 ♠✐♥✉t❡s
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t tr❛✈❡❧ t✐♠❡ ♦❢ P❚✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ tr❛✈❡❧ t✐♠❡ d0priv ♦❢
t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♠♦❞❡✶✸✳ ❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ♠♦❞❡ ✐s t❤❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡
τpubl dpubl = 1.2 e ❛♥❞ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❝♦st ♦❢ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♠♦❞❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞✉❝❡s
tr❛❞❡✲♦✛ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡s✳

✶✶❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t✐♠❡ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❋r❡♥❝❤ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t r❡♣♦rt ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳str❛t❡❣✐❡✳❣♦✉✈✳❢r✴s✐t❡s✴
str❛t❡❣✐❡✳❣♦✉✈✳❢r✴❢✐❧❡s✴❛r❝❤✐✈❡s✴❱❛❧❡✉r✲❞✉✲t❡♠♣s✳♣❞❢ ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮✳

✶✷❆ tr✐♣ ❛ss❡ss♠❡♥t st✉❞② ❢r♦♠ P❛r✐s ❝✐t② ❤❛❧❧ ✭❤tt♣s✿✴✴❝❞♥✳♣❛r✐s✳❢r✴♣❛r✐s✴✷✵✷✶✴✵✸✴✵✸✴
✶❡❡✾✻❝✹✺✾✽✵✺✶✺❝❛✺✼❜✷✽❜❞✺❞❛✷❢❞✻✽✶✳♣❞❢✱ ✐♥ ❋r❡♥❝❤✮ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s♣❡❡❞ ❞✉r✐♥❣ ♠♦r♥✐♥❣ ❝♦♠✲
♠✉t✐♥❣ ✐s ✶✶✳✾ ❦♠✴❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❧✐tt❧❡ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ t❤✐r❞ ✭✶✻✳✼ ❦♠✴❤✮ ♦❢ t❤❡ s♣❡❡❞ ❧✐♠✐t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ♦❢
❙❡♣t❡♠❜❡r✱ ✷✵✷✶✳

✶✸■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐st r❡s❡r✈❡❞ ♣❛t❤✇❛②s ❢♦r P❚ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❝✐t✐❡s ❧✐❦❡ P❛r✐s✱ s♦ t❤❛t ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ♠❛r❣✐♥❛❧✳

✶✷✺



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❯s❡ ❝❛s❡s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥

✻✳✷✳✶✳✸ ❊♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦st ♠♦❞❡❧

■t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ t♦ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❊❱s ❛♥❞ ●❱s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷✳✼✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❝♦st ❢♦r ✈❡❤✐❝❧❡s
♦❢ t②♣❡ s = e, g ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡ r = publ, priv ✐s lr ×ms × λs✱ ✇✐t❤ lr t❤❡
t♦t❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❝❤♦♦s✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡ r✱ ms t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢
✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss s ♣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥✐t ✭mg = 6 ▲✴✶✵✵❦♠ ❛♥❞ me = 0.2 ❦❲❤✴❦♠✮ ❛♥❞ λs t❤❡ ❡♥❡r❣②
✉♥✐t ❝♦st ✭λg = 1.5 e✴▲ ❛♥❞ λe ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❞r✐✈❡♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ lpubl = 10 ❦♠
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❤✉❜ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✮✱ ❛♥❞ lpriv = lpubl + l = 15 ❦♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥
❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡ t✇♦✲✇❛② tr✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✐s ✸✵ ❦♠✳ ❯♥❧✐❦❡
t❤❡ ❢✉❡❧ ✉♥✐t ♣r✐❝❡ λg✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ♠♦❞❡s✱ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡ ❝❤♦s❡♥✿

❬priv❪ ❉♦✇♥t♦✇♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥st❛♥t ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❢❛r❡ λ0
e = 40 ❝e✴❦❲❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ✭✶✺ ❝e✴❦❲❤✮✶✹ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st
✭✷✺ ❝e✴❦❲❤✮ ♠❡❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❬publ❪ ❆t t❤❡ ❤✉❜✱ t❤✐s ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λe ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L(xe,publ) =
lpublmexe,publN ✱ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ xe,publ ♦❢ ❊❱s ♣❛r❦❡❞ ❛t t❤❡ ❤✉❜✳ ▲✐❦❡ ✐♥
♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✱ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ λ❛✈❣✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣
♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ✜①❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❢❡❡ λ❝st✳ ■♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✱ t❤✐s ❝❤❛r❣✐♥❣ ❢❡❡✶✺ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❜② t❤❡ ❈❙❖ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ λe ✐s✿

λe(L) = λ❝st + λ❛✈❣ = λ❝st + η❛✈❣
G∗(L)

L
, ✭✻✳✽✮

✇✐t❤ G∗ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ s❝❤❡❞✉❧✲
✐♥❣ ♦♣❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❈❙❖✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ P❱ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ η❛✈❣ ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
♣❛r❛♠❡t❡r✳

❚❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ G∗ ✐s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳✷ ❛♥❞ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞ L ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ P❱ ❡♥❡r❣② E ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✿

G∗(L) =

{

0 ✐❢ L ≤ E ,
1
T (−E + L)2 ✐❢ L > E ,

✭✹✳✶✾✮

✇✐t❤ T t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡ s❧♦ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳✷✳✷✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ G∗ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ℓ0

❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛♠♦✉♥t E =
∑T

t=1 ℓ
0
t ✳ ◆♦t❡ t❤❡

t❤r❡s❤♦❧❞ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ P❱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ E ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✿ λe ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L(xe,publ) ♦♥❧② ✐❢ E ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❝❤❛r❣❡ L✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱
G∗ = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❡q✉❛❧ t♦ λ❝st✳ ❚❤✐s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✱
✇❤✐❝❤ s❤♦✇s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt λ❛✈❣ ♦❢ ❈❯P λe ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❱ ✢♦✇ ❛t t❤❡ ❤✉❜✳ ❋♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ E = 500 ❦❲❤ ✭st❛r ♠❛r❦❡rs✮✱ λ❛✈❣(xe,publ) = 0 ✉♣ t♦ xe,publ = 0.5✱ t❤❡ ❊❱
✢♦✇ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ♦❢ L = 500 ❦❲❤✳

✶✹❙❡❡ t❤❡ ♣r✐❝❡s ❢r♦♠ ❊❉❋✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧✐❡r ❤tt♣s✿✴✴♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳❡❞❢✳❢r✴❝♦♥t❡♥t✴❞❛♠✴

✷✲❆❝t✐❢s✴❉♦❝✉♠❡♥ts✴❖❢❢r❡s✴●r✐❧❧❡❴♣r✐①❴❚❛r✐❢❴❇❧❡✉✳♣❞❢✱ ✐♥ ❋r❡♥❝❤✳
✶✺❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❢❡❡ λ❝st ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λe✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❈❯P

❢✉♥❝t✐♦♥ λ❝st ✉s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✢❛t ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ♠♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
✉s❡ ❝❛s❡✳

✶✷✻



✻✳✷✳ ❙♦❧❛r ♣❛♥❡❧ s✐③✐♥❣ ❛t ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❡✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❱❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt λ❛✈❣ ♦❢ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ λe ❛t t❤❡ ❤✉❜✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❱ ✢♦✇
xe,publ ❛t t❤❡ ❤✉❜✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥❡r❣② ❛♠♦✉♥ts P❱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ♦❢ ❛ ❞❛②✳
❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt ✭λ❛✈❣ = 0✮ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛❧❧ ❊❱s
❛t t❤❡ ❤✉❜ ✭E ≥ L(xe,publ)✮✳

❚❤❡ ❞❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤✐s ❞❛✐❧② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ E ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳✷✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✶✻ η❛✈❣ = 4× 10−3 e✴❦❲❤2 ✐s ❛❞❥✉st❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt λ❛✈❣ ♦❢ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λe ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 5

4λ
0
e = 50 ❝e✴❦❲❤ ✇❤❡♥

t❤❡r❡ ✐s ♥♦ P❱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭E = 0✮ ❛♥❞ ❛❧❧ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✭L = lpublmeXe✮✶✼✳
❚❤✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ λ❛✈❣ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵ ✇❤❡♥ E = 0 ✭❝✐r❝❧❡ ♠❛r❦❡rs✮✳

✻✳✷✳✶✳✹ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs

❚❤❡ P✉❜❧✐❝ ❚r❛♥s♣♦rt t✐❝❦❡t ❢❛r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❊❱s ❛♥❞ ●❱s✿ tpubl = 1 e✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ t②♣❡ s = e, g ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡r ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❝❤♦s❡♥ tr❛♥s♣♦rt ♠♦❞❡ r = publ, priv
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❛❜❧❡✿

❚r❛♥s♣♦rt ❱❡❤✐❝❧❡
♠♦❞❡

❉✉r❛t✐♦♥ ❝♦st ▼♦♥❡t❛r② ❝♦st
❝❧❛ss

τpubl × dpubl
lpubl me λe(L) + tpubl ❊❱

P✉❜❧✐❝
lpubl mg λg + tpubl ●❱

τpriv × d0priv ×
(

1 + 2x4priv

) lpriv me λ0
e ❊❱

Pr✐✈❛t❡
lpriv mg λg ●❱

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❣❛♠❡ G✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② x∗✳ ❆s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s✱ t❤❡ ❈❯P λe ✐s ❛ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✶✻◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤✐s ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭✹✳✶✾✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡
♦♥❡ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✿ f : ℓ 7→ η❛✈❣ℓ2✳

✶✼◆♦t❡ t❤❛t ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ P❱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✐s
♣❡r❢❡❝t❧② ✢❛t✿ ℓt = L

T
❢♦r ❛❧❧ t✐♠❡ s❧♦ts 1 ≤ t ≤ T ✳

✶✷✼



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❯s❡ ❝❛s❡s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥

❚❤❡♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✱ ❛ ❲❊ ♦❢ ❣❛♠❡ G ✐s ❛❧s♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❡❝❦✲
♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts

∑

r xs,r = Xs ❛♥❞ xs,r ≥ 0 ✭❢♦r ❛❧❧ s ❛♥❞ r✮✿

B = mgλg

∑

r

lrxg,r+(τpubldpubl+tpubl)xpubl+meλ
0
elprivxpriv+τpriv

∫ xpriv

0
dpriv(x)❞x+

∫ L(xe,publ)

0
λe(L)❞L .

✭✻✳✾✮

✻✳✷✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧ s✐③✐♥❣

✻✳✷✳✷✳✶ ▲♦♥❣✲t❡r♠ ♣❛②♦✛ ♦❢ t❤❡ ❤✉❜ ♦♣❡r❛t♦r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✈✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥t♦ P❱ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ❛t t❤❡ ❤✉❜✱
♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ Y ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ❈❙❖✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ Ny = 20
②❡❛rs ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐♥ ❧✐♥❡✶✽ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❛rr❛♥t✐❡s ♦❢ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ❬❱á③q✉❡③ ❛♥❞ ❘❡②✲❙t♦❧❧❡✱ ✷✵✵✽❪✳
❚❤❡ ❈❙❖ ✐s ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s✐③❡ ♦❢ ❛ s♦❧❛r ♣❛r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
F ✳ ❋✉♥❝t✐♦♥ F ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐ts ♣❛②♦✛ ♦❜t❛✐♥❡❞ Ny ②❡❛rs ❛❢t❡r ✐♥✈❡st✐♥❣ ✐♥t♦ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s✱ ❛♥❞
✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts✿

F = −I +Ny ×
∑

(R− C) , ✭✻✳✶✵✮

✇✐t❤✿

❼ I t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ■♥✈❡st♠❡♥t ❝♦st ✐♥ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s✱ ✇✐t❤ ✼✺✵ e✴❦❲♣ ❢♦r ❛ s♦❧❛r ♣❛r❦✶✾ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r
♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✶ ▼❲♣✳ ❚❤❡ ✉♥✐t ✏❲❛tt✲♣❡❛❦✑ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ❝❛♣❛❝✐t②✷✵ ♦❢ ❛ s♦❧❛r ♣❛r❦✳

❚❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❞❛②s ♦❢ ❛ t②♣✐❝❛❧ ②❡❛r✿

❼ C = η❛✈❣G∗ t❤❡ ❞❛✐❧② ❈❙❖✬s ❈♦st✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ G∗ ♠✐♥✐♠✐③❡❞
❜② t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✾✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡
❈❙❖✬s ❝♦st ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❜♦✉❣❤t
❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞ ❢♦r t❤❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

❼ R t❤❡ ❞❛✐❧② ❘❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✻✳✽✮ ♦❢
t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λe✿

R = L
(
x∗e,publ

)
× λe

(
L
(
x∗e,publ

))
, ✭✻✳✶✶✮

✇✐t❤ x∗e,publ t❤❡ ❊❱ ✢♦✇ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ❛t ❛ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❣❛♠❡ G✱ L t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t t❤❡ ❤✉❜✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡✈❡♥✉❡ ❢r♦♠ r❡✐♥❥❡❝t✐♥❣ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❣r✐❞✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❈❙❖✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣❛rt λcst ♦❢ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥
λe ❛t t❤❡ ❤✉❜✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ②❡t t♦ ❜❡ ✜①❡❞✳ ❆s ❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❜♦t❤ λ❝st ❛♥❞ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ s♦❧❛r ♣❛r❦ ✐s ✜rst ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳✸ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❤✉❜
✐s ♦♥❧② ♠❛❞❡ ♦❢ ✐ts ❝♦♥st❛♥t ♣❛rt✿ λe = λ❝st✳ ❚❤✐s ❞❡s✐❣♥ ✐s t❤❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✷✳✹ t♦ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶✱ ✇✐t❤ λe = λ❝st + λ❝st✳ ❚❤❡ t✇♦ ❙❡❝t✐♦♥s ✻✳✷✳✷✳✸
❛♥❞ ✻✳✷✳✷✳✹ r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ Y✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢
♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✶✽▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❛rr❛♥t✐❡s ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❛❢t❡r ✶✵ t♦ ✶✷ ②❡❛rs✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣♦✇❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛♥❡❧ ✐s ❛t ❧❡❛st ✾✵ ✪
♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r✱ ❛♥❞ ✽✵ ✪ ❛❢t❡r ✷✵ t♦ ✷✺ ②❡❛rs✳

✶✾❙❡❡ t❤❡ r❡♣♦rt ✏P❱ ▲❈❖❊ ✐♥ ❊✉r♦♣❡ ✷✵✶✹✲✸✵✑ ♦❢ t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ P❱ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② P❧❛t❢♦r♠ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳

q✉❛❧❡♥❡r❣✐❛✳✐t✴s✐t❡s✴❞❡❢❛✉❧t✴❢✐❧❡s✴❛rt✐❝♦❧♦✲❞♦❝✴P❱❴▲❈❖❊❴❘❡♣♦rt❴❏✉❧②❴✷✵✶✺✲✶✳♣❞❢✳
✷✵❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦ s♦❧❛r ❝❡❧❧s ❤❡❛t✐♥❣ ♦r ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡

❝✉rr❡♥t✳

✶✷✽



✻✳✷✳ ❙♦❧❛r ♣❛♥❡❧ s✐③✐♥❣ ❛t ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❡✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❱❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt λ❛✈❣ ♦❢ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ λe ❛t t❤❡ ❤✉❜✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❱
❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✹ ✭♦♥❡ ♣♦✐♥t ♣❡r ✇❡❡❦✮✱ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♠✐♥❛❧
♣♦✇❡rs✳ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✐♥ s✉♠♠❡r ✐s ❝❤❡❛♣❡r t❤❛♥ ✐♥ ✇✐♥t❡r t❤❛♥❦s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r P❱ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s♦ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r✳

✻✳✷✳✷✳✷ ❙♦❧❛r ♣❛♥❡❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❞❛t❛

❚❤❡ P❱ s✐③✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ♦✈❡r ❛ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ Y r❡q✉✐r❡s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
✇❡❛t❤❡r ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ♣❡r✐♦❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r✱ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ❞♦ ♥♦t ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② E ❢r♦♠ ♦♥❡ ❞❛② t♦ ❛♥♦t❤❡r ❞✉❡ t♦ ✇❡❛t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
♣❧❛♥♥✐♥❣ st✉❞②✱ t❤❡ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❞❛t❛✷✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬P❢❡♥♥✐♥❣❡r ❛♥❞ ❙t❛✛❡❧❧✱ ✷✵✶✻❜❪ ✐s ✉s❡❞✳
❲❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❞❛t❛ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t ②❡❛r ✷✵✶✹ ♦❢ ❛ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧
❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ P❛r✐s ✭♣❡r ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r ✉♥✐t✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✹✳✶✾✮✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❧❡✈❛♥t
❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② Ed ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ♦❢ ❡❛❝❤ ❞❛② d ♦❢
t❤❡ ②❡❛r✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤✐s ②❡❛r❧② ♣r♦✜❧❡ (Ed)d ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ Ny ②❡❛rs✷✷✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt λ❛✈❣ ♦❢ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λe r❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢
❞❛✐❧② P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ (Ed)d t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✹✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡rs✷✸

✼✺✵ ❦❲♣ ❛♥❞ ✶✳✺ ▼❲♣✳ ❆❧❧ ❊❱ ✉s❡rs ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✭xe,publ = 1✮✳ ❋♦r ❜♦t❤
P❱ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡rs✱ t❤❡ s❡❛s♦♥❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✿ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t t❤❡
❤✉❜ ✐s ❝❤❡❛♣❡r ✐♥ s✉♠♠❡r t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ❊❱ ✉s❡rs t♦ ❝♦♥s✉♠❡ t❤❡ ❤✐❣❤ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s ❛t
t❤❡ ❤✉❜✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t 50 ❝e✴❦❲❤ ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ η❛✈❣✮ ♦❢ λ❛✈❣ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞
❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡♥ ✐♥ ✇✐♥t❡r✱ t❤❡ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥✉❧❧✳

✻✳✷✳✷✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ❛t ❤✉❜

❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳✶
❡①❝❡♣t ❢r♦♠ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λe ❛t t❤❡ ❤✉❜✱ ✇❤♦s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t λ❛✈❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ♦♠✐tt❡❞✳
❚❤✉s✱ λe = λ❝st ✐s ❝♦♥st❛♥t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ Y ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
xe,publ ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t t❤❡ ❤✉❜✳

✷✶❚❤❡ ❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳r❡♥❡✇❛❜❧❡s✳♥✐♥❥❛✴✳
✷✷❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ P❱ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❛❝t❡❞ ❜② ❝❧✐♠❛t❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❬❏❡r❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪ s❤♦✇s

t❤❛t t❤✐s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ✈❛r② ❢r♦♠ ✲✶✹ ✪ t♦ ✷ ✪ ✐♥ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦✉♥tr✐❡s ❜② t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t✉r②✱ ✇✐t❤ t❤❡
❧❛r❣❡st ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ ◆♦rt❤❡r♥ ❝♦✉♥tr✐❡s✳

✷✸❚❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r ✶✳✺ ▼❲♣ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦♥❡ t❡st❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❧❛♥♥✐♥❣ st✉❞② ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳

✶✷✾



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❯s❡ ❝❛s❡s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥

✭❛✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛t t❤❡ ❤✉❜ ❛t ❲❊ ✐♥ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ♦❢ λ❝st✳

✭❜✮ ❈❙❖✬s ❞❛✐❧② r❡✈❡♥✉❡ R ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ❝st✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ λe = λ❝st ❛t t❤❡ ❤✉❜ ♦♥ t❤❡ ❲❛r❞r♦♣
❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❈❙❖ r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ R✳ ❆s λ❝st ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❢❡✇❡r ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡
❤✉❜ ✇❤✐❧❡ R ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✉♣ t♦ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ λ∗

❝st = 37.5 ❝e✴❦❲❤ ❜❡②♦♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❊❱ ✉s❡rs ❞r✐✈❡
❞♦✇♥t♦✇♥✳

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ ❢❡❡
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ P❱ s✐③❡✱ t❤❡ ❈❙❖ ✇❛♥ts t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❈❯P λe = λ❝st ❛t t❤❡ ❤✉❜
❢♦r t❤❡ Ny ②❡❛rs t♦ ❝♦♠❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s F ✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷❛ ❛♥❞ ✻✳✶✷❜ s❤♦✇ ❤♦✇ λ❝st ✐♠♣❛❝ts
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s xs,publ × N ✭s = e, g✮ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ❛t ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♦❢ ❣❛♠❡ G✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞❛✐❧② r❡✈❡♥✉❡ R✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ❝st✱ t❤❡ ❲❊ ✐s
❢♦✉♥❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✾✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
♠❡t❤♦❞ ❬❇♦❣❣s ❛♥❞ ❚♦❧❧❡✱ ✶✾✾✺❪ ✭✈✐❛ ❜✉✐❧t✲✐♥ P②t❤♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐♥ ❙❝✐P② ♣❛❝❦❛❣❡✮✳ ❋♦r
λ❝st ≤ 7 ❝e✴❦❲❤✱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✐s ❝❤❡❛♣❡r ❡♥♦✉❣❤ t❤❛♥ λ0

e = 40 ❝e✴❦❲❤ ✐♥ t❤❡ ❝✐t②
❝❡♥t❡r✱ s♦ t❤❛t ❛❧❧ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜✳ ▼❡❛♥✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ●❱ ✉s❡rs ♣r❡❢❡r t♦ ❞r✐✈❡
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡♠♣t② ✭❢r♦♠ ❛❧❧ ❊❱s✮ ❝✐t② ❝❡♥t❡r✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r λ❝st✱ t❤❡ ❢❡✇❡r ❊❱s ❛t t❤❡
❤✉❜ ❛t ❲❊✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❱s ✐s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ λ❝st✱ ❛♥❞
t❤❡ ❞❛✐❧② r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ R ✐♥❝r❡❛s❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷❜✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷❛ ❛❧s♦ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡
✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✷✹ λ∗

❝st = 37.5 ❝e✴❦❲❤ ❛❜♦✈❡ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✐s s♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛t ❛❧❧
❊❱ ✉s❡rs ✇♦✉❧❞ r❛t❤❡r ❞r✐✈❡ ❞♦✇♥t♦✇♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s♦♠❡ ●❱ ✉s❡rs st♦♣ ❛t t❤❡ ❤✉❜ t♦ ❛✈♦✐❞
❞♦✇♥t♦✇♥ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ❛❧s♦ ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❜❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❈❯P ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s
t❤❡ ❞❛✐❧② r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ R ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷❜✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t λ∗

❝st ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
❈❯P λ0

e = 40 ❝e✴❦❲❤ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ❝❡♥t❡r✱ ❛♥❞ t❤❛t λ∗
❝st < λ0

e✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ λ∗
❝st ❛❧s♦ ✐s ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s ❛❝t✉❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡s ♣❡r ❡♥❡r❣② ✉♥✐t✱ s✉❝❤ ❛s ✸✻ ❝e✴❦❲❤ ❛t ❚❡s❧❛
s✉♣❡r❝❤❛r❣❡rs✷✺ ❛♥❞ ✺✵ ❝e✴❦❲❤ ❢♦r r❡❣✉❧❛r s♣❡❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ■♦♥✐t② ❊❱❈❙s✷✻ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳

❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛♥② ❞❛✐❧② P❱ ❡♥❡r❣② E ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛t
t❤❡ ❤✉❜✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❈❯P λe = λ❝st ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ P❱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✉♥❧✐❦❡
t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✽✮✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ R ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷❜
❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ E ❡✐t❤❡r✱ t❤❡ ❈❙❖✬s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ C ❞♦❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r✐❞✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ E✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ s❤♦✇s t❤❡ ❞❛✐❧② ♣❛②♦✛ R − C ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❈❯P λe = λ❝st ❛t t❤❡ ❤✉❜✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛✐❧② P❱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s E✳ ❋♦r E = 1 ▼❲❤✱
t❤❡r❡ ✐s ❡♥♦✉❣❤ P❱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛❧❧ ❊❱s s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❣r✐❞ ❝♦sts ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

✷✹❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❛s✐❝ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞✳
✷✺❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳t❡s❧❛✳❝♦♠✴❢r❴❋❘✴s✉♣❡r❝❤❛r❣❡r
✷✻❋♦r ■♦♥✐t②✱ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♣❡r ❡♥❡r❣② ✉♥✐t ♦♥❧② ♦❝❝✉rs ✐♥ s♦♠❡ ❝♦✉♥tr✐❡s ✭✐♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐s ♣❡r ♠✐♥✉t❡✮✿

❤tt♣s✿✴✴s✉♣♣♦rt✳✐♦♥✐t②✳❡✉✴❡♥✴❣❡♥❡r❛❧✲q✉❡st✐♦♥s✴❤♦✇✲♠✉❝❤✲❞♦❡s✲✐t✲❝♦st✲t♦✲❝❤❛r❣❡✲❛t✲✐♦♥✐t②✳

✶✸✵



✻✳✷✳ ❙♦❧❛r ♣❛♥❡❧ s✐③✐♥❣ ❛t ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❡✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❉❛✐❧② ❈❙❖✬s ♣❛②♦✛ R−C ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ λe = λ❝st

❛t t❤❡ ❤✉❜✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛✐❧② P❱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s E✳ ◆♦ ♠❛tt❡r E✱ λ❝st = λ∗
❝st ♠❛①✐♠✐③❡s R− C✳

t❤❡ ♣❛②♦✛ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ R ✭t❤❡ t♦♣ ❝✉r✈❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷❜✮✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ λ∗
❝st = 37.5 ❝e✴❦❲❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❞❛✐❧②

♣❛②♦✛ R − C✱ ♥♦ ♠❛tt❡r t❤❡ P❱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ E ✭❡✳❣✳✱ ❢♦r ❛❧❧ P❱ s✐③❡s ❛♥❞ ❛♥② ❞❛② ♦❢ t❤❡ ②❡❛r✮✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❈❯P λe = λ∗

❝st ❛t t❤❡ ❤✉❜ ❢♦r ❡✈❡r② ❞❛② ♦❢ t❤❡ ②❡❛r
✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛♥② ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ♠❛❞❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✭❝♦♥st❛♥t✮ ❈❯Ps ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❛②✱ ❧✐❦❡
❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ s❡❛s♦♥❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ✭❡✳❣✳✱ ♦♥❡ ❢♦r ✇✐♥t❡r ❛♥❞ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ②❡❛r✮✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ❞❛✐❧② ♣❛②♦✛ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ E✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛②♦✛ ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❡✈❡♥
❢♦r E = 0✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ ❊❱s ❛t t❤❡ ❤✉❜ ♠❛② ❝❛✉s❡ ❣r✐❞ ❝♦sts C✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ R − C
✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❊❱s ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✭✐✳❡✳✱ R− C = 0✮✳

❖♣t✐♠❛❧ s✐③✐♥❣ ♦❢ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹ t❤❡ ♣❛②♦✛ F ♦✈❡r Ny = 20 ②❡❛rs ✭✇✐t❤ λe = λ∗

❝st✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
P❱ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r ✐♥st❛❧❧❡❞ ❛t t❤❡ ❤✉❜✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ G∗ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✾✮ ✐s ❛ q✉❛❞r❛t✐❝
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❱ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r ✭❢♦r ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ ❞❛✐❧② P❱ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s✮✱ I ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ R
❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ F ✐s ❝♦♥❝❛✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧❛r ♣❛r❦ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✮✳ ❚❤✉s✱
F ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡❛s✐❧②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❙▲❙◗P ♠❡t❤♦❞ ❬❑r❛❢t✱ ✶✾✽✽❪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❆s ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r
✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ R r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✇❤✐❧❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts I ✐♥❝r❡❛s❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧❧②
❛♥❞ ❈❙❖✬s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ C ❞❡❝r❡❛s❡s t♦ ③❡r♦✳ ■♥st❛❧❧✐♥❣ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✜t❛❜❧❡ ✐❢ t❤❡
✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛r❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦sts ❛✈♦✐❞❡❞ ✭❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❤❡r❡✮✱ ❜✉t t❤❡ s♦❧❛r ♣❛r❦
♠✉st ♥♦t ❜❡ ♦✈❡rs✐③❡❞ ♦r t❤❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♦❢ ❣r✐❞ ❝♦sts ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥♦✉❣❤ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ✐♥✈❡st♠❡♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ♣❛②♦✛ F ✭❛r♦✉♥❞ ✺✵✸ ❦e✮✱ t❤❡ ❈❙❖ ❤❛s t♦ ✐♥st❛❧❧ ❛
✷✸✻ ❦❲♣ s♦❧❛r ♣❛r❦✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✶✶✵ ♣❛r❦✐♥❣ s♣♦ts✷✼✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤✐s
♦♣t✐♠❛❧ ♣❛②♦✛ ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐s I = 182 ❦e✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥♥✉❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❛♥❞
❝♦st ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✺✾ ❦e ❛♥❞ ✷✺ ❦e✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ Y ❛ t♦t❛❧ ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✶✳✷ ▼e ❛♥❞ ✺✵✹ ❦e✳ ❉✉r✐♥❣ Y✱ t❤❡ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ❈❯P λe = λ∗

❝st

❛t t❤❡ ❤✉❜ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡❛t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❱s ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✐s ✷✷✵

✷✼❚❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r t♦ P❱ s✉r❢❛❝❡ ❢♦❧❧♦✇s ❤tt♣s✿✴✴✉s✳s✉♥♣♦✇❡r✳❝♦♠✴s♦❧❛r✲r❡s♦✉r❝❡s✴

♣r♦❞✉❝ts✴❞❛t❛s❤❡❡ts✴✱ ✇❤❡r❡ ❛ P❱ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧ ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐t s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✶ ♠2 ❤❛s ❛ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r ♦❢ ✶✼✺ ❲♣✳ ❚❤❡
s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❦✐♥❣ s♣♦t ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✷✳✷✺ ♠2✳

✶✸✶



❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❯s❡ ❝❛s❡s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ❈❙❖✬s ♣❛②♦✛ F ♦✈❡r Ny = 20 ②❡❛rs ✭✇✐t❤ λe = λ∗
❝st✮ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❱ ✐♥st❛❧❧❡❞

❛t t❤❡ ❤✉❜✳ ❚❤❡ ❈❙❖ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ♠♦r❡ ♣r♦✜ts ❜② ✐♥st❛❧❧✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❛♠♦✉♥t ♦❢ P❱✿ ✷✸✻ ❦❲♣✳

✭❡✈❡r②❞❛②✮✱ ♦✉t ♦❢ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✺✵✵ ✐♥ t❤❡ ❣❛♠❡ G✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ P❱ s✐③❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❝♦✈❡r✐♥❣ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❦✐♥❣ s♣♦ts ✉s❡❞ ❜② ❊❱s✳ ❚❤❡ ❈❙❖ ❝❛♥ ✐♥st❛❧❧ ✉♣ t♦ ✶✳✹✸ ▼❲♣ ♦❢ P❱
✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✻✺✵ ♣❛r❦✐♥❣ s♣♦ts✷✽✮ ✉♥t✐❧ ✐ts ♣❛②♦✛ F ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❛t✐✈❡✳

❚✇♦ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♠♣❛❝t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ Y
♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❈❙❖✬s ♣❛②♦✛ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❢♦r s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ Ny✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛② t♦ ♠❛①✐♠✐③❡
t❤❡ ❈❙❖✬s ♣❛②♦✛ ✐s ♥♦t t♦ ✐♥st❛❧❧ P❱ ❛t ❛❧❧✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤
❈❯P λ0

e ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝✐t②✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❈❯P λe = λ❝st ❛t t❤❡ ❤✉❜ ♠✉st ❜❡ ❧♦✇ ❡♥♦✉❣❤ t♦♦
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ttr❛❝t ❊❱s ❛t t❤❡ ❤✉❜✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ λ❝st ❛r❡ t♦♦ ❧♦✇ t♦ ❤❛✈❡ s✉✣❝✐❡♥t r❡✈❡♥✉❡ R
t♦ ♣❛② ❜❛❝❦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t I ✐♥ P❱✳

✻✳✷✳✷✳✹ ❈❛s❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ❛t ❤✉❜

❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞② ✐s ♥♦✇ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✻✳✽✮ ❛t t❤❡ ❤✉❜✿ λe = λ❝st+λ❛✈❣✳ ❆s
✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❈❙❖ ❤❛s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥st❛♥t ♣❛rt λ❝st ♦❢ λe ❢♦r t❤❡ t✐♠❡
♣❡r✐♦❞ Y ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺❛ s❤♦✇s ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛❧❧❡❞ P❱ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r ✈❛❧✉❡ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣
❢❡❡ λ∗

❝st ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❈❙❖✬s ♣❛②♦✛ ♦✈❡r t❤❡ Ny ②❡❛rs✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❤❡r❡✱ ✉♥❧✐❦❡ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥✱ t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ λ∗

❝st ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r✿ ❧❛r❣❡r P❱ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❧❡❛❞ t♦ ❧♦✇❡r ❣r✐❞
❝♦sts ❛♥❞ t❤✉s ❧♦✇❡r λe ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt λ❛✈❣✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❈❙❖ ♠❛② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✜①❡❞
♣❛rt λ❝st ✐♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s λ∗

❝st ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥ ❜❡❧♦✇ ✸✼✳✺ ❝e✴❦✇❤✱
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ λe = λ❝st✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❈❯P λe

✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❈❯P λ0
e = 40 ❝e✴❦❲❤ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ❝❡♥t❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt λ❛✈❣✳ ❆❢t❡r Ny = 20 ②❡❛rs✱ t❤❡ ♣❛②♦✛ F ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺❜ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣❛②♦✛ ✈❛❧✉❡ ✐s ✸ ✪ ❤✐❣❤❡r
✇✐t❤ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λe ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✻✳✽✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❈❯P ❝❛s❡ λe = 37 ❝e✴❦❲❤✳
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❢♦r
❊❱ ♦✇♥❡rs ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt ♦❢ λe✮ ②✐❡❧❞s ❛ ❤✐❣❤❡r ♣❛②♦✛ ❢♦r t❤❡ ❈❙❖✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✐s
r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✽✾ ❦❲♣ s♦❧❛r ♣❛r❦✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ✹✵ ♣❛r❦✐♥❣ s♣♦ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦r❡
t❤❛♥ ✜✈❡ t✐♠❡s ❛s ❧❡ss t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ♣r✐❝✐♥❣ λe = λ❝st ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❲❊ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ P❱ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛rt λ❛✈❣ ♦❢ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥

✷✽◆♦t❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ λe = λ∗
❝st✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❱s ❛t t❤❡ ❤✉❜ ❛t ❲❊ ✐s st✐❧❧ t❤❡ s❛♠❡ ✭✷✷✵✮✳

✶✸✷



✻✳✸✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✭❛✮ ❖♣t✐♠❛❧ ✜①❡❞ ♣❛rt λ∗

❝st
✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♠✐♥❛❧

♣♦✇❡r✳
✭❜✮ P❛②♦✛ F ✭✇✐t❤ λ❝st = λ∗

❝st
✮ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♠✲

✐♥❛❧ ♣♦✇❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❖♣t✐♠❛❧ ❈❙❖✬s ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ F ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P❱ ♥♦♠✐♥❛❧ ♣♦✇❡r
✐♥st❛❧❧❡❞ ❛t t❤❡ ❤✉❜✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ λe ♦✛❡rs ❛ ❧✐tt❧❡ ♠♦r❡ ❜❡♥❡✜ts t❤❛♥ ❛
✜①❡❞ ♦♥❡ ✭λ❝st✱ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✮✳

λe✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❛② ♦❢ t❤❡ ②❡❛r✱ ❛♥❞
r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✶✼✺ ✐♥ ✇✐♥t❡r t♦ ✷✶✺ ✐♥ s✉♠♠❡r✳

✻✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐❧❧✉str❛t❡s ♦♥ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs
❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ■♥ ❜♦t❤ ❡①❛♠♣❧❡s✱ t✇♦ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞✿
t❤❡ ❲❛t❡r✲❋✐❧❧✐♥❣ ✭❲❋✮ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞
❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦r ✭❈❙❖✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❲❋ ❝❤❛r❣✐♥❣
♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳

■♥ t❤❡ ✜rst ✉s❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛✐r
♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝✐t② ❜② t❛①✐♥❣ ●❛s♦❧✐♥❡ ❱❡❤✐❝❧❡ ✭●❱✮ ✉s❡rs ❞r✐✈✐♥❣ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝✐t②✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠
✐s ♥♦t tr✐✈✐❛❧✱ ❛s t♦♦ ♠✉❝❤ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐♥❣ r♦❛❞s ♦❢ t❤❡ ❝✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡tr✐♠❡♥t❛❧ t♦ ❛✐r
q✉❛❧✐t②✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛✣❝ t♦❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ Xe✳ ❍❡♥❝❡
t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈❡r✬s ❜❡❤❛✈✐♦r ❣❛♠❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r r❡❛❝t✐♦♥ t♦ t❤✐s tr❛✣❝ t♦❧❧ ✭✈✐❛
❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠✮ ❛♥❞ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ Xe✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❢♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❊❱
♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛✣❝ t♦❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡s✿ ❢r♦♠ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✺ e✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
♣♦❧❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✮ ✇❤❡♥ Xe = 0✱ t♦ ✾✵ ❝e✇❤❡♥ ❊❱s r❡♣r❡s❡♥t ❛t ❧❡❛st ❛ t❤✐r❞ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ st♦❝❦✳
■♥ t❤❡ ♠❡❛♥t✐♠❡✱ t❤❡ t♦❧❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ✐s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ ❞❡t❡r ❣r❡❛t❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ♦❢
●❱ ✉s❡rs ✭✇❤♦s❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ✐s ❞❡❝r❡❛s✐♥❣✮ ❢r♦♠ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ❝✐t②✳

■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❈❙❖ ♠❛♥❛❣❡s ❛♥ ❡✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜ ♦♥ t❤❡ ♦✉ts❦✐rt
♦❢ ❛ ❝✐t②✱ ✇❤❡r❡ ❝♦♠♠✉t❡rs ❝❛♥ ❝❤❛r❣❡ t❤❡✐r ❊❱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s
❛t t❤❡ ❤✉❜✱ ❛♥❞ ❣♦ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝✐t② ❜② ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞r✐✈✐♥❣ t❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢
t❤✐s ❈❙❖ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ♣❛②♦✛ ♦✈❡r ❛ ❧♦♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t✐♠❡ ✭❡✳❣✳✱ ✷✵ ②❡❛rs✮✱ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡
r✐❣❤t ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r♦♣❡r ❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ ❢❡❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ❛ ✜rst st❡♣✱ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ✭❈❯P✮ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
♦♥❧② ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ ❢❡❡✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ✸✼ ❝e✴❦❲❤ ❈❯P
✐s ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ s❡❛s♦♥❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ✭❡✳❣✳✱ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♥st❛♥t ❈❯Ps✿ ♦♥❡ ❢♦r s✉♠♠❡r✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r ✇✐♥t❡r✮✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛❧s♦
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❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❯s❡ ❝❛s❡s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥

❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛❜✐❧✐t② ❜② ❊❱ ✉s❡rs ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r✐❝✐♥❣s✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✕ ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❝❤❛r❣✐♥❣ ❢❡❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❲❋ ♣r✐❝✐♥❣ ✕ ♦❢ t❤❡ ❈❯P ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❢❡❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧❛r ♣❛r❦✬s s✐③❡ ②✐❡❧❞s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❧♦♥❣✲t❡r♠
♣❛②♦✛ ✸ ✪ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ t♦❧❧ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❢❡❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜②
❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t tr❛❝t❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❚❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ❛❞❛♣ts
❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✕ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✕ t♦
❛ tr✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✱ t❤❡ ❈❙❖ ❛♥❞ t❤❡ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r✳
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❈❤❛♣t❡r ✼

❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞

❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝

✈❡❤✐❝❧❡s✱ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦rs

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉✲
♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❈❤❛♣t❡r ✻ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦
✐s s✉❣❣❡st❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♠♠✉t✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛ t②♣✐❝❛❧ tr✐❧❡✈❡❧
str✉❝t✉r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♦t❤❡r ✉s❡ ❝❛s❡s ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦
✐♥❝❧✉❞❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥
❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❣✐✈❡s ✇❤✐❝❤ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤s ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s ✭♦r ❤✉❜s✮ ❝♦♠♠✉t❡rs
❝❤♦♦s❡✳ ❆t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦r s❡ts t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛t t❤❡ ❤✉❜s t♦
♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦sts✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❧♦❝❛t✐♦♥❛❧ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳ ❚❤❡s❡ ❝♦sts ❞✐r❡❝t❧② ❞❡✲
♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t✱ ✇❤♦s❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦
❖♣❡r❛t♦r ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ ❣r✐❞ ❝♦sts✳ ❚❤✐s tr✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②
♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞
❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ r❡❛❧✐st✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥
✉r❜❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❜✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞②
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤✉❜s ❛♥❞ t❤❡ ❣r✐❞ ❛r❡ ♦♣❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❡♥t✐t②✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♣❡r✿

❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✶❝❪ ❙♦❤❡t✱ ❇✳✱ ❍❛②❡❧✱ ❨✳✱ ❇❡❛✉❞❡✱ ❖✳✱ ❛♥❞ ❏❡❛♥❞✐♥✱ ❆✳ ✭✷✵✷✶✮✳
❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ r♦✉t✐♥❣✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦rs✳
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❙♠❛rt ●r✐❞✱ ✶✷✭✻✮✿✺✶✹✻✲✺✶✺✼✳

❈♦♥t❡♥ts

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✻

✼✳✷ ❆ s♠❛rt ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡ t②♣❡s

♦❢ ❛❝t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✼✳✷✳✶ ❱❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✿ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✽

✼✳✷✳✷ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦r✿ s❡ts ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✵
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❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦rs

✼✳✷✳✸ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r✿ ❞❡s✐❣♥s ❈❙❖ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧② ❝♦♥tr❛❝t✶✹✶

✼✳✸ ❚❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✷

✼✳✸✳✶ ❱❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❛t ❲❛r❞r♦♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✼✳✸✳✷ ❚❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✹

✼✳✹ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✼✳✹✳✶ ❆♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✉♣♣❡r ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✼✳✹✳✷ ❈❙❖ ❛♥❞ ❊◆❖ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✼✳✺ ❈❛s❡ st✉❞✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✼✳✺✳✶ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✼✳✺✳✷ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ❢❛r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✼✳✺✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ◆♦t❛t✐♦♥s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✼

ir P❛r❦✐♥❣ ✭❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣✮ ❤✉❜ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛t❤ r

rS P❛t❤ r ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ❤✉❜

rH P❛t❤ r ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧❛t❡r ✭❡✳❣✳✱ ❛t ❤♦♠❡✮

H❝s♦ ❙❡t ♦❢ ❈❙❖✬s ❤✉❜s

e1 ❊❱ ❝❧❛ss t❤❛t ❝❛♥ ❝❤❛r❣❡ ❛t ❤✉❜ ♦r ❧❛t❡r

e0 ❊❱ ❝❧❛ss t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧② ❝❤❛r❣❡ ❛t ❤✉❜

Xe ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧

ti P❚ ❢❛r❡ ❢r♦♠ ❤✉❜ i t♦ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥

λi ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ✭✼✳✹✮ ❛t ❈❙❖✬s ❤✉❜ i ∈ H❝s♦

λ0
S ❈♦♥st❛♥t ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❛t ❝✐t②✬s ❤✉❜ i ∈ H❭H❝s♦

λ0
H ❈♦♥st❛♥t ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❛t ❤♦♠❡

Li ❈❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ❤✉❜ i

Π♠✐❞ ❈❙❖✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭❝❤❛r❣✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡s − ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧② ❝♦st✮

Π✉♣ ❊◆❖✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧② r❡✈❡♥✉❡ − ❣r✐❞ ❝♦sts✮

xs,r ❋❧♦✇ r❛t❡ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss s ♦♥ ♣❛t❤ r

xs,a ❋❧♦✇ r❛t❡ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss s ♦♥ ❛r❝ a ✭=
∑

{r s✳t✳ a∈r} xs,r✮

ℓi,t ❆❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t ❤✉❜ i ❛♥❞ t✐♠❡ s❧♦t t

η ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭❈❙❖✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✮

P ❊❧❡❝✳ s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t t❤r❡s❤♦❧❞ ✭❊◆❖✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✮

✼✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▼♦st ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✇❤✐❝❤ st✉❞✐❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ ❊❱s✱ r❡✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❬❲❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪ ♦r ✐♥ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♣❛♣❡rs ❬❙❤✐ ❡t ❛❧✳✱ s❤❡❞✱
◗✐❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❪✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✱ ❊❱ ✉s❡rs ❜❡❤❛✈✐♦r

✶✸✻



✼✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❛ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❣❛♠❡✿ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s
✭❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤✱ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦sts ✕ ❡✐t❤❡r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✭tr❛✣❝ t♦❧❧s✱ ❝❤❛r❣✐♥❣
❝♦st✮ ♦r t❡♠♣♦r❛❧ ✭tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥✱ q✉❡✉✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ t✐♠❡s✮ ✕ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r ❊❱ ✉s❡rs✬ str❛t❡❣✐❡s✱ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✛❡❝ts✳ ❆t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✱ ❛♥ ✉r❜❛♥ ♣❧❛♥♥❡r
❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡s t❤❡s❡ ❊❱ ✉s❡rs t❤r♦✉❣❤ ♣r✐❝✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦ ❛❞♦♣t ❛♥ ✏♦♣t✐♠❛❧✑ ❜❡❤❛✈✐♦r✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠✬s ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t t♦ ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢
♦♣❡r❛t♦r ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉♥r❡❛❧✐st✐❝✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❝❛rr②
♦✉t t✇♦ ♠❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ t♦ ❊❱ ✉s❡rs ✭❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② ❖♣❡r❛t♦rs ❝❛❧❧❡❞
❈❙❖s✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ✭❞♦♥❡ ❜② t❤❡ ❊◆❖✮✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛
❈❙❖ ❜r✐♥❣s t♦❣❡t❤❡r ❜♦t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t②
s❡r✈✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡r ✇❤✐❝❤ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❊❱ ❝✉st♦♠❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❊◆❖ ✐s ❜♦t❤ t❤❡ ❣r✐❞ ♠❛♥❛❣❡r ❛♥❞
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♣r♦✈✐❞❡r✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣❛♣❡rs✱ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦
♦♣t✐♠✐③❡ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❊◆❖✬s ❬❙❤✐ ❡t ❛❧✳✱ s❤❡❞❪ ♦r t❤❡ ❈❙❖s✬ ♣❛②♦✛ ❬❚❛♥ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✷✵✶✼❪✱ ❜✉t t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❙❖ ❛♥❞ ❊◆❖ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✉s❡ ✐♥st❡❛❞ ❛ tr✐❧❡✈❡❧ s❡t✲
t✐♥❣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❊❱ ✉s❡rs ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❈❙❖s ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❊◆❖ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r
❧❡✈❡❧✳ ❆s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡r ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤✐s tr✐❧❡✈❡❧ s❡tt✐♥❣ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞
❢♦r ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❊◆❖✶✳ ❖t❤❡r ✇♦r❦s s✉❝❤ ❛s ❬❲✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺✱ ❱❛❣r♦♣♦✉❧♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪ ❛❧s♦
❝♦♥s✐❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❈❙❖s✱ ❜✉t ✐♥ ❛ ❢✉t✉r✐st✐❝ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♠❛r❦❡t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
r❡❛❧✐st✐❝ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❈❙❖s ❜✉②✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❢r♦♠ s✉♣♣❧✐❡rs ✭t❤❡ ❊◆❖ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✮✳

■♥ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠s✱ tr✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❝②❜❡r s❡❝✉r✐t② ❬❆❧❣✉❛❝✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✱
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❬❏✐♥ ❛♥❞ ❘②❛♥✱ ✷✵✶✸❪ ♦r ❞❡♠❛♥❞✲s✐❞❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❬❆✉ss❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❪ ❜✉t
t♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ♦♥❧② t✇♦ ♣❛♣❡rs ♦♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♠♦❜✐❧✐t② ✉s❡ ❛ tr✐❧❡✈❡❧ s❡tt✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ♣❛✲
♣❡r ❬❙❤❛❦❡r✐❣❤❛❞✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪✱ t❤❡ ❊◆❖ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡s❛❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♣r✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❤❛r❣✐♥❣
st❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ st❛t✐♦♥ ❝❤❛r❣❡s ✐ts ❊❱s✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ q✉❛♥t✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡t❛✐❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♣r✐❝❡ s❡t ❜② t❤❡ ❈❙❖ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭♥♦ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❱ ✉s❡rs✮✱ t❤✐s tr✐❧❡✈❡❧
s❡tt✐♥❣ ✐s ❡❛s✐❧② s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ■♥ ❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪✱ ❊❱ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ ❛ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤✱ ❛
st❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❝❤❛r❣✐♥❣ q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤❡ ❈❙❖s ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡t❛✐❧ ♣r✐❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡
t❤❡✐r ❝♦sts ✭t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❜♦✉❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ ❊◆❖✮ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❊❱ ✉s❡rs s♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r♦❛❞✳ ❚❤❡
❊◆❖ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✇❤♦❧❡s❛❧❡ ♣r✐❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ st❛t✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ✐ts ❝♦sts ✭r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
❣r✐❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✮ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ t✐♠❡ ❊❱ ✉s❡rs s♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ r♦❛❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ✐s
♥♦t ❛ ❣❛♠❡ ❜✉t s✐♠♣❧② ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❊❱ ✉s❡rs
✭t❤❡② ❞♦ ♥♦t ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r♦❛❞s ♦r ❛t ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ tr✐❧❡✈❡❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡❧②✿ t❤❡ ❊◆❖ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡s❛❧❡ ♣r✐❝❡s✱ t❤❡♥ t❤❡ ❈❙❖ ✉s❡s ❛♥
❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡t❛✐❧ ♣r✐❝❡s✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❞❡t❛✐❧s
❛r❡ ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r ❛r❡✿

✶✳ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ❛ tr✐❧❡✈❡❧ s❡tt✐♥❣✱ ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r
❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❊◆❖✱ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ❈❙❖ ❛♥❞ ❊◆❖ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♣❛②♦✛s
✉s✐♥❣ r❡❛❧✐st✐❝ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛♥❞ ❊❱ ✉s❡rs ✐♥t❡r❛❝t ❜♦t❤ ✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣
✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❣❛♠❡❀

✷✳ ❛ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱
❇r❡♥t✬s ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠✬s

✶◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ❜✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♠❛❞❡ ♦♥❧② ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ ❛s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❈❙❖✳

✶✸✼



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡❀

✸✳ s❡♥s✐t✐✈✐t② r❡s✉❧ts ♦♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ ♦✉r tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ ❛ ❜✐❧❡✈❡❧ s❡tt✐♥❣ ✭❊◆❖ ❛♥❞ ❈❙❖ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♦♣❡r❛t♦r ✉s✐♥❣ ▲♦❝❛✲
t✐♦♥❛❧ ▼❛r❣✐♥❛❧ Pr✐❝✐♥❣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✮✱ st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✱
❲❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ t②♣❡s
♦❢ ❛❣❡♥ts ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❊❱ ✉s❡rs✱ ❈❙❖ ❛♥❞ ❊◆❖✮ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❛❣❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s tr✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺
t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ t♦ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐t t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞
♠♦❞❡❧ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳

✼✳✷ ❆ s♠❛rt ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡ t②♣❡s
♦❢ ❛❝t♦rs

❚❤❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❛❜♦✉t ❝♦♠♠✉t✐♥❣✿ ❞r✐✈❡rs✱ ❝♦♠✐♥❣
❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❧❛❝❡s✱ ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ♣❛t❤ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡✐r ✇♦r❦♣❧❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛ s❛♠❡
❝✐t② ♦r ✉r❜❛♥ ❛r❡❛✳ ■♥ t❤✐s ❝✐t②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜s ✇❤❡r❡ ❊❱ ✉s❡rs ♠❛② ❧❡❛✈❡ t❤❡✐r ❝❛r
❝❤❛r❣✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✱ ❛♥❞ ✜♥✐s❤ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✇♦r❦♣❧❛❝❡ ❜② ❢♦♦t ♦r ♣✉❜❧✐❝
tr❛♥s♣♦rt✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❞r✐✈❡rs✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts✴♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥
t❤✐s s②st❡♠✿

❼ ❚❤❡ ❈❙❖s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❤✉❜s ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣
❢❛r❡s❀

❼ ❚❤❡ ❊◆❖ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✷ ♦❢ t❤❡ ❝✐t② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧② ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ ❈❙❖s✳

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❞♦ ♥♦t ❝♦♥tr♦❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉t✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠s✮
❜✉t ♦♥❧② s❡♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦❢ ❞r✐✈❡rs ✭✇❤♦ ✐♥t❡r❛❝t t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥❣❡st✐♦♥
❡✛❡❝ts ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡s✮✳

✼✳✷✳✶ ❱❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✿ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥

❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❛r❝ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ str❡❡t ✭✐❧❧✉s✲
tr❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✮✳ ❍❡r❡ ❛ ♣❛t❤ r r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❛r❝s ✉s❡❞ t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ❛♥ ♦r✐❣✐♥ O t♦
t❤❡ ❤✉❜ ir ❝❤♦s❡♥ t♦ ♣❛r❦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ❛r❝ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ir t♦
t❤❡ ✇♦r❦♣❧❛❝❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ D✳ ❱❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤s t♦ ❣♦ ❢r♦♠ t❤❡✐r ♦r✐✲
❣✐♥ t♦ t❤❡✐r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❝♦sts✳

❱❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t t②♣❡s✿ ❊❱s ✭✐♥❞❡① e✮ ❛♥❞ ●❛s♦❧✐♥❡ ❱❡❤✐❝❧❡s ✭●❱s✱ ✐♥❞❡① g✮ ✇❤✐❝❤
r❡❧② ♦♥ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❣✐♥❡s✳ ❊❱s ❛r❡ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✿ ❊❱s ✐♥ ❝❧❛ss e1✱ ✇❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ ♣❛t❤ r✱
❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❞❡❝✐❞❡ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t ❤✉❜ ir ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ✭✜❝t✐t✐♦✉s ♣❛t❤ ❞❡♥♦t❡❞ rS✮✱ ♦r ♦♥❧②
♣❛r❦ t❤❡r❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❧❛t❡r✱ ❡✳❣✳ ❛t ❤♦♠❡ ✭♣❛t❤ rH✮✸✳ ❊❱s ✐♥ ❝❧❛ss e0 ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ ❡♥❡r❣②

✷❚❤❡ ❣r✐❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♠❡❞✐✉♠✲✈♦❧t❛❣❡ ♦♥❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳
✸◆♦t❡ t❤❛t s✉❜s❝r✐♣t H r❡❢❡rs t♦ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ❍♦♠❡ ✭❛♥❞ ♥♦t ❢♦r ✏❍✉❜✑✮✱ ❛♥❞ S t♦ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ❙t❛t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤

✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❤✉❜ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✮✳

✶✸✽



✼✳✷✳ ❆ s♠❛rt ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❛❝t♦rs

❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❊❛❝❤ ♣❛t❤ r ∈ {u, v} ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣
♣❛t❤ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ❤✉❜ ir ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r ❛♥❞ t❤❡ P❚ ❢❛r❡ tr t♦ ❣♦ ❢r♦♠ ❤✉❜ ir t♦ t❤❡ ✇♦r❦♣❧❛❝❡✳ ❆t
❤✉❜ ir✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦♥❧② ♣❛r❦ t❤❡r❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❧❛t❡r ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r✐❝❡ λ0

H ✭t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❣❧♦❜❛❧ ♣❛t❤ ✐s ✇r✐tt❡♥ rH✮❀ ♦r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✭rS✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r
❞❡❝✐s✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡ ❛t ❤✉❜ ir ✐s ❝♦♥st❛♥t ✭λ0

S✮ ✐❢ t❤❡ ❤✉❜ ✐s ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❈✐t② ❛✉t❤♦r✐t②
✭❧✐❦❡ ❤✉❜ iu✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✐❢ t❤❡ ❤✉❜ ✐s ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ❈❙❖ ✭❧✐❦❡ ❤✉❜ iv✮ t❤❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡
λiv ✐s s♠❛rt❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜② t❤❡ ❈❙❖✳

✭t❤❡✐r ❙t❛t❡ ♦❢ ❈❤❛r❣❡✱ ♦r ❙♦❈✱ ✐s ❧♦✇✮ t♦ ❣♦ ❤♦♠❡ ❛❢t❡r ✇♦r❦ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ t♦
❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✭♣❛t❤ rS✮✹✳ ❱❡❤✐❝❧❡s ♦❢ ❛ s❛♠❡ ❝❧❛ss ✭g✱ e0 ♦r e1✮ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳
▼♦r❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞✐❡s❡❧ ❢r♦♠ ❣❛s♦❧✐♥❡
✈❡❤✐❝❧❡s✳

❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝♦st ♦❢ ❛ ♣❛t❤ r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✳
❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ r❡✢❡❝ts ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ r♦❛❞ a ❝♦♠♣♦s✐♥❣ ♣❛t❤ r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ P✉❜❧✐❝
❘♦❛❞ ✭❇P❘✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬❙♣✐❡ss✱ ✶✾✾✵❪✱ ❛❧r❡❛❞② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✺✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ da
♦♥ r♦❛❞ a ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞r✐✈❡rs ♣❛t❤ ❝❤♦✐❝❡ t❤r♦✉❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ xa = xg,a + xe0,a + xe1,a✱ t❤❡
t♦t❛❧ ✢♦✇ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ♦❢ ❛❧❧ ❝❧❛ss❡s ♦♥ ❛r❝ a ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝♦st ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ti
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣✱ ✐❢ ❛♥②✱ t❤❡ t✐♠❡ ✭❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❝♦st✮ t♦ ❣♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❤✉❜ i ✇❤❡r❡ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ♣❛r❦❡❞
t♦ ✐ts ✇♦r❦♣❧❛❝❡✳ ❖t❤❡r ❝♦♥st❛♥t ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ti ❧✐❦❡ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ❢❛r❡s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❝♦st ❢♦r ❞r✐✈❡rs ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❢❛r❡ ❛t
❤✉❜ i ✐s ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ✭❈❯P✮ λi✱ ✐✳❡✳ ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❝❤❛r❣❡❞✱ ❛♥❞ ✐s
s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❊❱ ✉s❡rs ❞❡❝✐❞✐♥❣ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❤❛r❣❡❞
✉♣ t♦ ❢✉❧❧ ❙♦❈✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❡♥❡r❣② ❊❱s ♦❢ ❝❧❛ss ej ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ✐s ❡q✉❛❧
t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ✇❤✐❧❡ ❞r✐✈✐♥❣ t♦ t❤❡✐r ✇♦r❦♣❧❛❝❡✱ ♣❧✉s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ sj ❜❡t✇❡❡♥ ❢✉❧❧ ❙♦❈
❛♥❞ t❤❡ ❙♦❈ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♠♦r♥✐♥❣ tr✐♣✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❡♥❡r❣② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧②
♦♥ t❤❡ tr❛✈❡❧❡❞ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡♥❡r❣② ms ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ♦❢ ❝❧❛ss s ♣❡r ❞✐st❛♥❝❡ ✉♥✐t ✐s
❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✉s✱ ❊❱s ♦❢ ❝❧❛ss ej ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t t❤❡ ❤✉❜ ir ♦❢ ♣❛t❤ r ❤❛✈❡ t♦ ♣❛②✿

Lej ,r × λir , ✇✐t❤ Lej ,r = (lrme + sj) , ✭✼✳✶✮

✇❤❡r❡ lr ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ♣❛t❤ r✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠❡❞ ❜② ❛♥ ❊❱ ♦♥ ♣❛t❤ r ✐s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t lrme✳ ■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❊❱ ✉s❡rs ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❤✉❜s
❛❧s♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦st✿ Lej ,rλ

0
H , ✇✐t❤ λ0

H ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❈❯P ❛t ❤♦♠❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦st ❢♦r ●❱s ✐s Lg,rλg ✇✐t❤ Lg,r = lrmg✳

✹◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❤❛♣t❡rs ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❊❱s✿ t❤❡② ❛❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧
❙♦❈ ❛♥❞ ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝❤❛r❣✐♥❣ st❛t✐♦♥s✳

✶✸✾



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ♦❢ ❝❧❛ss s ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣❛t❤ r ✐s✿

cs,r(x) =
∑

a∈r

da(xa) + tir + Ls,rλ , ✭✼✳✷✮

✇❤❡r❡ λ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ λg ✐❢ s = g✱ λ0
H ✐❢ s = e1 ❛♥❞ r = rH ♦r λir ✐❢ s = ej ❛♥❞ r = rS ✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞r✐✈❡rs t❤r♦✉❣❤ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝ ♠✉❧t✐✲
❝❧❛ss ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡ ❬❏✐❛♥❣ ❛♥❞ ❳✐❡✱ ✷✵✶✹❪ G ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s c = (cs,r) ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ✭✼✳✷✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❢r❛♠❡✇♦r❦s✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❲❊✮ ❞❡♥♦t❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤s✱ ✇❤❡r❡ ♥♦ ✉s❡r ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡r❡st
t♦ ❝❤❛♥❣❡ ❤❡r ❝❤♦✐❝❡ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❧② ✭s❡❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ❈❯P λi ❛t ❈❙❖✬s ❤✉❜ i ✐s ❛ ❝♦♥❣❡s✲
t✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❤✉❜ i✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
t❤❡ ❈❙❖ ❛♥❞ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✼✳✷✳✷ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦r✿ s❡ts ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡

❆ ❈❙❖ ❛❞❛♣ts t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ✭❈❯P✮ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t ✐ts ❤✉❜s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦sts ✭❞❡✜♥❡❞ ✐♥
♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳ ❍❡r❡✱ ✐t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ❈❙❖ ✐♥ t❤✐s ❧♦❝❛❧ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛✳ ▼♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤✐s ❈❙❖ ❞♦❡s ♥♦t ♦✇♥ ❛❧❧ t❤❡ ❤✉❜s ♦❢ t❤❡ ❝✐t②✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ❝♦✉❧❞ s❡t ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❤✐❣❤
♣r✐❝❡s ❛♥❞ ❊❱ ✉s❡rs ♦❢ ❝❧❛ss e0 ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ❝❤♦✐❝❡ ❜✉t t♦ ♣❛② t❤❡s❡ ♣r✐❝❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ s♦♠❡
❤✉❜s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❝✐t② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✺ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❈❯P λ0

S ✱ s✉♣♣♦s❡❞ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ λ0
H ✱ t❤❡

♦♥❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤♦♠❡✻✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❤✉❜s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ H ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❈❙❖✬s ❤✉❜s✱ H❝s♦✳
❆t ❡❛❝❤ ❤✉❜ i ∈ H❝s♦✱ t❤❡ ❈❙❖ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡ (ℓi,t)t∈T ♦✈❡r t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣

t✐♠❡ ♣❡r✐♦❞ T ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s ❛t ❤✉❜ i✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡✐r ❙♦❈ ✐s ❢✉❧❧ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ❞❛②✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ℓi ❛t ❤✉❜ i ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ♦t❤❡r ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
✉s❛❣❡s (ℓ0i,t)t ❛t t❤✐s ❤✉❜✱ ❝❛❧❧❡❞ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ♥♦♥✲s❤✐❢t❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲
✢❡①✐❜❧❡ t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❤♦♣♣✐♥❣ ♠❛❧❧ ♦r ❛ t❡rt✐❛r② s✐t❡
❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❤✉❜✼✳ ❚❤❡ ❈❙❖ s❝❤❡❞✉❧❡s ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞s
ℓt♦ti = ℓi + ℓ0i ❛t ✐ts ❤✉❜s i ∈ H❝s♦ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❞✉❝❡ ✐ts ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦sts ✭s❡❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤✉❜ i ∈ H❝s♦✱ t❤❡ ❈❙❖ ❝❤♦♦s❡s t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ℓ∗i (Li) ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✶✮✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞ Li ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s ❛t ❤✉❜ i✿

Li(xe) = N
∑

r

δir,i
∑

j=0,1

xej ,rS Lej ,r , ✭✼✳✸✮

✇✐t❤ N t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ ❣❛♠❡ G✱ δir,i = 1 ♦r ✵ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥
❤✉❜ ir ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♣❛t❤ r ✐s ❤✉❜ i✱ ❛♥❞ xej ,rS t❤❡ ✢♦✇ ♦❢ ❊❱s ♦❢ ❝❧❛ss ej ❝❤♦♦s✐♥❣ ♣❛t❤ r
❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ❤✉❜ i ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛t ❤✉❜s j /∈ H❝s♦ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❜❡❧♦♥❣
t♦ t❤❡ ❈❙❖✱ ❊❱s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♣❧✉❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣❡ ♣♦❧✐❝②✿ ℓ∗j,1 = Lj ❛♥❞ ℓ∗j,t = 0 ✐❢ t > 1✳

✺❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❰❧❡✲❞❡✲❋r❛♥❝❡ ▼♦❜✐❧✐tés✱ t❤❡ ❖r❣❛♥✐s✐♥❣ ❆✉t❤♦r✐t② ❢♦r ▼♦❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ P❛r✐s r❡❣✐♦♥✱ ♦✇♥s
✷✵✱✺✵✵ ♣❛r❦✐♥❣ s♣❛❝❡s ✐♥ ✼✸ ❤✉❜s ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳✐❧❡❞❡❢r❛♥❝❡✲♠♦❜✐❧✐t❡s✳❢r✴❧❡✲r❡s❡❛✉✴s❡r✈✐❝❡s✲❞❡✲♠♦❜✐❧✐t❡✴
♣❛r❝s✲r❡❧❛✐s ✭✐♥ ❋r❡♥❝❤✮✳

✻❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋r❛♥❝❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❊❉❋ ❤♦♠❡ ❝♦♥tr❛❝ts ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ ✶✺ ❝e✴❦❲❤ ❛♥❞
✸✻ ❝e✴❦❲❤ ❛t ❚❡s❧❛ s✉♣❡r❝❤❛r❣❡rs ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡

✼◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ t❡r♠ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ✐s ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❡r♠✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞s ✭❡✳❣✳✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❤✉❜s✮ ❜② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ♦❢ t❤❡ ❈❙❖ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✮✳

✶✹✵



✼✳✷✳ ❆ s♠❛rt ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❛❝t♦rs

❚❤❡ ❈❙❖ ❝❤♦♦s❡s ❛ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❛♥❞ ✉s❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❤✉❜ i ∈ H❝s♦ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ λ✇❢

i ❞❡✜♥❡❞ ✐♥✽ ✭✺✳✶✷✮✿

λi(η , Li) = η
∂G∗

i

∂Li
= 2η

Li + L0
i,t

t(Li)
, ✭✼✳✹✮

✇✐t❤ G∗
i ✱ t ❛♥❞ L0

i,t
❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❛♥❞ η t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤

t❤❡ ❈❙❖ ♦♣t✐♠✐③❡s ✐ts ♣❛②♦✛✳ ❚❤✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭s♦ t❤❛t λi ✐s ❛ ♠♦♥❡t❛r②
♣r✐❝❡ ♣❡r ❡♥❡r❣② ✉♥✐t✱ ✐♥ e✴❦❲❤✮ ❛♥❞ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❈❙❖✬s ❤✉❜s i✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❈❙❖ ❞♦❡s
♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✭♦❢ ▲♦❝❛t✐♦♥❛❧ ▼❛r❣✐♥❛❧ Pr✐❝✐♥❣✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✮ ♦❢ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛t ✐ts ❤✉❜s✱ ❜✉t ♦♥❧② t❤❡✐r ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✈✐❛ η✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✼✳✹✮✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ η ♠✉st ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ λi ≥ 0✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✐s
❛ss✉♠❡❞ t❤❛t s♦♠❡ r❡❣✉❧❛t♦r s❡ts ❛♥ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ η t♦ t❤❡ ❈❙❖✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡
s❡t ♦❢ t❤❡ ❈❙❖✬s str❛t❡❣② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ A = {η ∈ R | 0 ≤ η ≤ η}✳ ❚❤❡ ❈❙❖ ✇❛♥ts t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ✐ts
♥❡t ♣❛②♦✛✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts r❡✈❡♥✉❡s ❛♥❞ ✐ts ❝♦sts✳ ■ts r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ✇❤❛t ❊❱ ✉s❡rs ♣❛②
t♦ ❜❡ ❝❤❛r❣❡❞ ❛t ❈❙❖✬s ❤✉❜s✱ ❛♥❞ ✐ts ❝♦sts ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ t❤❡
❊◆❖✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✼✳✷✳✸ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r✿ ❞❡s✐❣♥s ❈❙❖ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧② ❝♦♥tr❛❝t

■♥ t❤✐s ✉r❜❛♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✲✈♦❧t❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣r✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧
◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇✲✈♦❧t❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❣r✐❞s✳ ❚❤✐s ❊◆❖ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❈❙❖
t♦ ❡♥❣❛❣❡ ❣r✐❞ ❝♦st r❡❞✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛❝t ❞❡✜♥❡s Ci,t✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t t❤❡ ❈❙❖ ♦✇❡s t♦ t❤❡ ❊◆❖
❢♦r t❤❡ ❡♥❡r❣② ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❊❱s ❛t ❈❙❖✬s ❤✉❜ i ❛♥❞ t✐♠❡ s❧♦t t✳ ❚❤❡ ❊◆❖ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✱ ❛ ♣♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ P ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❤✉❜s ❛♥❞ t✐♠❡
s❧♦ts✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ❛t ❣✐✈❡♥ ❤✉❜ ❛♥❞ t✐♠❡ s❧♦t ✐s ❛❜♦✈❡ ♦r ❜❡❧♦✇ t❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ P ✱ t❤❡
❈❙❖✬s ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❜✐❧❧ ✈❛r✐❡s✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ❛t ❈❙❖✬s ❤✉❜ i ❛♥❞ t✐♠❡ s❧♦t t ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣❛rt✱ ❛♥❞ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ℓt♦ti,t = ℓ∗i,t + ℓ0i,t✳ ❚❤❡
❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦st C(ℓt♦ti,t , P ) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
❜❧♦❝❦ r❛t❡s ✉s❡❞ ❢♦r ✇❛t❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❬❆❣t❤❡ ❛♥❞ ❇✐❧❧✐♥❣s✱ ✶✾✽✼❪✳ ■t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦✇❡r
t❤r❡s❤♦❧❞ P ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳ ■❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ℓt♦ti,t ✐s ❜❡❧♦✇ P ✱ t❤❡ ♣r✐❝❡ ♣❡r ❡♥❡r❣② ✉♥✐t ✐s
µ(P )✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ ✉♥✐t ♣r✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ❧♦❛❞ ✐s µ(P ) > µ(P )✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡
t♦t❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦st ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣♦✇❡r ❛t ❛ ❧♦✇ ♣r✐❝❡ r❛t❡ ✭P × µ(P )✮
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡ r❛t❡ ✭(ℓt♦t − P )× µ(P )✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

C
(
ℓt♦ti,t , P

)
= µ(P )min

(
ℓt♦ti,t , P

)
+ µ(P )max

(
0 , ℓt♦ti,t − P

)
. ✭✼✳✺✮

❋✉♥❝t✐♦♥s µ ❛♥❞ µ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ P ✿ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ P ♣r❡s❝r✐❜❡❞ t♦ t❤❡
❈❙❖✱ t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♣r✐❝❡ ♣❡r ❡♥❡r❣② ✉♥✐t✳ ❚♦ s✐♠♣❧✐❢②✱ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞✿ µ(P ) = qP
❛♥❞ µ(P ) = qP ✇✐t❤ q > q > 0✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✐❧❧✉str❛t❡s ❢✉♥❝t✐♦♥ C ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✇❡r
t❤r❡s❤♦❧❞s P1 < P2✳ ❚❤❡ t✇♦ s❧♦♣❡s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ℓ 7→ C(ℓ, P2) ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② st❡❡♣❡r t❤❛♥ ❢♦r
♣♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ P1 ✭✐✳❡✳✱ ❢✉♥❝t✐♦♥s µ ❛♥❞ µ ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢
❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ✭q = 3q✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❛❦❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✮✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦st

✽■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ❧♦❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✐s ❛ss✉♠❡❞ q✉❛❞r❛t✐❝✳

✶✹✶



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❊❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦st C ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❧♦❛❞ ℓt♦ti,t ✭❛t ❤✉❜ i ❛♥❞ t✐♠❡
t✮✱ ❢♦r t✇♦ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ P1 < P2✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ q = 3q✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♥♦t s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤❡r✳

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♣♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♥♦t s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❤✐❣❤❡r✾ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ ❛r♦✉♥❞
P2✮✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ❞♦❡s ♥♦t s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡
♦❢ t❤❡ ❊◆❖✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ Ci,t ♦♥❧② ❞✉❡ t♦ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛
♣r♦ r❛t❛ ❜❛s✐s✶✵✿

Ci,t (Li , P ) =
ℓ∗i,t(Li)

ℓt♦ti,t (Li)
× C

(
ℓt♦ti,t (Li), P

)
. ✭✼✳✻✮

◆♦t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢ t❤r❡s❤♦❧❞ P ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❈❙❖✬s ❤✉❜s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s Ci,t ❢♦r ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞s ℓ0i,t ❛t ❡❛❝❤ ❤✉❜ i✳

❋♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ s❧♦t t✱ t❤❡ ❊◆❖✬s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❛❞s ❛t t ❛t ❛❧❧ ❊❱❈❙s i ∈ H ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐t ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st Gt(ℓt♦tt ) ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❧♦❛❞s ℓt♦tt ❛t t ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✱
✇✐t❤ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st Gt(ℓ0t ) ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞s ℓ0t ❛t t✳

❚❤❡ ❊◆❖✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Π✉♣ (P ,L) =
T∑

t=1

( ∑

i∈H❝s♦

Ci,t (Li , P )− β × Gt (ℓ
∗
t )
)

, ✭✼✳✼✮

✇✐t❤ L = (Li)i ❛♥❞ β ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡rts Gt ✐♥t♦ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ❝♦st✳ ❚❤❡ ❊◆❖✬s ❞❡❝✐s✐♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❤❡ ♣♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ P ≥ 0✱ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② P ❜② s♦♠❡ r❡❣✉❧❛t♦r✱
t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❊◆❖ ❢r♦♠ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✐ts r❡✈❡♥✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❈❙❖✬s ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣
❝♦♥tr❛❝t✳ ❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ♦❢ t❤❡ ❊◆❖✬s str❛t❡❣② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ P = {P ∈ R | 0 ≤ P ≤ P}✳ ◆♦t❡
t❤❛t t❤❡ ❊◆❖✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ L✱ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❞r✐✈❡rs✬ str❛t❡❣✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ✐ts❡❧❢
♦♥ ❊◆❖✬s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ P ✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡♥ts✱ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✳

✼✳✸ ❚❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

▲❛st s❡❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❛❣❡♥ts ✐♥ ♦✉r s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡✐r
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧

✾▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s µ ❛♥❞ µ✱ C(ℓ, P2) > C(ℓ, P1) ❢♦r ❛❧❧ ℓ ❛♥❞ P2 > P1 ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②
✐❢ q ≤ 2q✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ C(ℓ, P2) < C(ℓ, P1) ❢♦r P2

P1

∈]1, q

q
− 1]✳

✶✵❖t❤❡r ❝❤♦✐❝❡s ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✱ s✉❝❤ ❛s ❛ttr✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝♦st t♦ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♦♥❧②✳

✶✹✷



✼✳✸✳ ❚❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡♥ts✱ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❊◆❖ ❛s t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♠❛❦❡r ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥
♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❊◆❖ ❛✐♠s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Π✉♣ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✼✳✼✮✳
❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊◆❖ ❛♥❞ ❈❙❖✱ ❛♥❞ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛t ❈❙❖✬s
❤✉❜s ❛r❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ str❛t❡❣✐❡s ✭r❡s♣✳ ♦❢ t❤❡ ❊◆❖ ❛♥❞ ❈❙❖✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❢♦r❡❝❛st ♦❢ ❞r✐✈❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✇♦r❦✐♥❣ ❞❛②✱ ❢♦r❡❝❛st ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❲❛r❞r♦♣
❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❲❊✮ ✈❡❤✐❝❧❡s ♥❛t✉r❛❧❧② r❡❛❝❤ ✐♥ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✭s❡❡
❈❤❛♣t❡r ✸✮ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❊◆❖
♠✐❣❤t ❜❡ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡s ✐ts ♥❡t ♣❛②♦✛ ♦♥ ❛ ✇♦rst✲❝❛s❡✲s❝❡♥❛r✐♦ ❞❛② ✭❡✳❣✳✱ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤
♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❊❱s ♦♥ t❤❡ r♦❛❞s✮✳

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❞r✐✈❡rs ❦♥♦✇ t❤❡✐r ❝♦sts ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ✇♦r❦✐♥❣ ❞❛②✿ t❤❡② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❈❙❖✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡
t❤❡② ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡ t♦ ❝❤❛r❣❡ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s ✇♦r❦✐♥❣ ❞❛②✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❲❊ ♦❢ t❤✐s ❞❛②✳ ❚❤❡ ❈❙❖ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❛♥❞ ❦♥♦✇s t❤❡
♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡ tr❛✈❡❧
❞❡♠❛♥❞s ❜❡t✇❡❡♥ ♦r✐❣✐♥s O ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s D✱ ❡t❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❈❙❖ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❲❊
❢♦r ❛♥② ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐t ❝❤♦♦s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❈❙❖ ❤❛s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ t♦♣♦❧♦❣②
❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦♥ ❊◆❖✬s ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❊◆❖ ❝❤♦♦s❡s t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❈❙❖ ♠✉st ♦❜s❡r✈❡ ✐ts ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t
♦♥❧② ♦♥❝❡ ✐t ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❊◆❖✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❊◆❖ ❤❛s ❛❧s♦ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧
♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❛♥❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳✱ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞s✮✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣✉❜❧✐❝❧② ❞✐s❝❧♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❈❙❖✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❊◆❖
❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❲❊✱ t❤❡ ❈❙❖✬s r❡✈❡♥✉❡s ❛♥❞ t❤❡♥ ❈❙❖✬s r❡❛❝t✐♦♥ t♦ ✐ts ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣
❝♦sts ✭❝❤♦s❡♥ ❜② t❤❡ ❊◆❖✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ tr✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥
❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❊◆❖ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❈❙❖ ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞r✐✈❡rs ❛t t❤❡
❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳

✼✳✸✳✶ ❱❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❛t ❲❛r❞r♦♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❇❡❢♦r❡ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳
❖♥ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❞❛② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❝✐t②✬s ❝♦♠♠✉t❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❤♦✇ t♦ ❣❡t t♦ t❤❡✐r ✇♦r❦♣❧❛❝❡
❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❝❤❛r❣❡ t❤❡✐r ✈❡❤✐❝❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦♥
t❤❡ r♦❛❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡s ❛t ❈❙❖✬s ❤✉❜s✱ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞r✐✈❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡rs✬✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡♣t ✉s❡❞ t♦ st✉❞② t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭s❡❡
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✹✮✳ ■♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
❛ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭✷✳✶✮✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✳
❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ❛♣♣❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❈❯P
❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✼✳✹✮✳ ❋♦r ❛♥② ❈❙❖✬s str❛t❡❣② η✱ t❤❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✶✹✸



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦rs

t♦ ❣❛♠❡ G ✐s✿

min
x∈X
B(x, η) , ✇✐t❤







B(x, η) =
∑

a

∫ xa

0
da +

∑

(s,r)∈S

xs,r (tir + ℓs,rλs,r) + η
∑

i∈H❝s♦

G∗
i (xe) ,

X =
{

(xs,r)s,r | xs,r ≥ 0 ,
∑

r∈OD xs,r = XOD
s

}

,

✭✼✳✽✮

✇❤❡r❡ xa =
∑

{r s✳t✳ a∈r}

∑

s xs,r ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇ ♦♥ ❛r❝ a✱ S = {(ej , rS) s.t. ir /∈

H❝s♦, (g, r), (e1, rH)} ❛♥❞ XOD
s ✐s t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛ss s ✈❡❤✐❝❧❡s ✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥ O ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛✲

t✐♦♥ D✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❢♦r s♦♠❡ ❈❙❖✬s str❛t❡❣✐❡s η ∈ A✱ t❤❡r❡ ♠✐❣❤t ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ ✭✼✳✽✮

❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❲❊ ✭s❡❡ ❘❡♠❛r❦ ✷✳✷✹✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ s❤♦✇s t❤❛t ❡✈❡♥ ✐❢
t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❲❊✱ t❤❡② ❛❧❧ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ d∗a(η) ♦♥ ❡❛❝❤ r♦❛❞ a ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡
❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L∗

i (η) ❛t ❈❙❖✬s ❤✉❜ i✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥ str❛t❡❣✐❡s η ❛♥❞ P ✱ t❤❡
❈❙❖ ❛♥❞ t❤❡ ❊◆❖ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞r✐✈❡rs✬ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡✐r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✉s❡s t❤❡ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣
s❤♦✇♥ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✵✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s ❛t ❲❊ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ η✱ ❈❙❖✬s
❞❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭s❡❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ B(x, η) ✐♥ ✭✼✳✽✮✮✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✼✳✽✮ ❣✐✈❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ L∗(η) = (L∗

i (η))i∈H❝s♦
❛t ❲❊✳

✼✳✸✳✷ ❚❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✷✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ Π♠✐❞ ♦❢ t❤❡ ❈❙❖ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✐ts
❝❤❛r❣✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡s ❛♥❞ ✐ts ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦sts✳ ❆t ❡❛❝❤ ❈❙❖✬s ❤✉❜ i✱ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ Ri ✐s t❤❡
♣r♦❞✉❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λi ❛♥❞ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ Li ❛t
t❤✐s ❤✉❜✳ ❚❤❡ ❈❙❖ ❦♥♦✇s✱ ❢♦r ❡❛❝❤ η ≥ 0✱ t❤❛t t❤✐s ♥❡❡❞ ✐s t❤❡ ✉♥✐q✉❡ L∗

i (η) ✇❤❡♥ ❞r✐✈❡rs ❛r❡
❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ s♦ t❤❛t t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❢r♦♠ ❤✉❜ i ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

Ri(η , L
∗
i (η)) = L∗

i (η)× λi

(
η , L∗

i (η)
)
. ✭✼✳✾✮

❚❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ✐s ✇r✐tt❡♥ Ri(η , L
∗
i (η)) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♠♣❧② Ri(η) ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✈✐s✉❛❧✐③❡ t❤❡

✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ✭❤❡r❡✱ t❤❡ ❈❙❖ ❛♥❞ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✮ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✼✳✶✶✮ ♦❢ t❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❧♦✇✳ ■♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❊◆❖✬s str❛t❡❣②
P ✱ t❤❡ ❈❙❖ ❤❛s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ♦✈❡r η ∈ A t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿

Π♠✐❞ (η, P,L
∗(η)) =

∑

i∈H❝s♦

(

Ri (η , L
∗
i (η))−

T∑

t=1

Ci,t

(
L∗
i (η), P

)
)

. ✭✼✳✶✵✮

❋♦r ❡❛❝❤ ❈❙❖✬s str❛t❡❣② η ∈ A✱ t❤❡ ❊◆❖ ❦♥♦✇s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L∗(η) ❛t ❲❊✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Π♠✐❞ ✐s ♥♦t ❝♦♥✈❡① ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ η ✭✐♥ ♣❛rt ❜❡❝❛✉s❡ L∗(η)
✐s ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ η✮✱ Π♠✐❞ ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠❛✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s
♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❊◆❖✬s str❛t❡❣② P ✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ η∗ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ✭❣❧♦❜❛❧❧②✮
t❤❡ ❈❙❖✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ η 7→ Π♠✐❞(η, P,L

∗(η))✱ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❊◆❖✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡
Π✉♣(P,L

∗(η∗)) ✐s ❝❤♦s❡♥✶✶✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ s♦❧✈❡ ✐s✿

✶✶▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ η∗ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❊◆❖ ✐s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❈❙❖✳ ❆s
t❤❡ ❈❙❖ ✐s ♥♦t s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❊◆❖✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ t❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦♣❡r❛t♦rs ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❈❙❖ ❧❡ts t❤❡ ❊◆❖ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ η∗✮✳

✶✹✹



✼✳✹✳ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

max
P∈P,η∗∈A

Π✉♣

(

P ,L∗(η∗)
)

, ✭✼✳✶✶❛✮

s✳t✳ Π♠✐❞ (η
∗ , P ,L∗(η∗)) = Π♠✐❞ (P ) , ✭✼✳✶✶❜✮

s✳t✳ L∗(η∗) = L

(

argmin
x∈X

B (x , η∗)

)

, ✭✼✳✶✶❝✮

✇❤❡r❡ Π♠✐❞ (P ) = maxη∈AΠ♠✐❞ (η , P ,L∗(η))✱ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ argmin r❡t✉r♥s t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❧♦❜❛❧
♠✐♥✐♠❛ ♦❢ B✱ ✇❤✐❝❤ s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ L∗ ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✮✳

❚❤✐s tr✐❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❙t❛❝❦❡❧❜❡r❣ ❣❛♠❡ ✭❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡
❧❡✈❡❧s✮ ✇✐t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✮ ❬❊❤r❡♥♠❛♥♥✱ ✷✵✵✹❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❊◆❖ ❛♥❞ ❈❙❖✱ ♦t❤❡r tr✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿
✐❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❈❙❖ ❛♥❞ t❤❡ ❊◆❖ ❦♥♦✇ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✱ t❤❡② ♣❧❛② ✐♥ ❛ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s
◆❛s❤ ❣❛♠❡✱ ✇✐t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥str❛✐♥ts ✭❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ◆❛s❤ ❣❛♠❡ ✇✐t❤
❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ❇❡st ❘❡s♣♦♥s❡ ♠❛② ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✼✳✹ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

✼✳✹✳✶ ❆♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✉♣♣❡r ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

■♥ ♠♦st ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ✭❑❑❚✮ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬❈♦❧s♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ tr✐❧❡✈❡❧
♣r♦❜❧❡♠ ✭✼✳✶✶✮ ✐♥t♦ ❛ ❜✐❧❡✈❡❧ ✭✉♣♣❡r✲♠✐❞❞❧❡✮ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣
❑❑❚ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ✐♥t❡❣❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ✏µs,r×fs,r✑
✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ tr❛♥s❢♦r♠s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥t♦ ❛
♠✐①❡❞✲✐♥t❡❣❡r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❬P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉✱ ✶✾✾✽❪✳ ■♥ ♦✉r s❡tt✐♥❣ ✇❡ ❝❤♦s❡ t♦ r❛t❤❡r ❦❡❡♣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr✐❧❡✈❡❧ str✉❝✲
t✉r❡ ✭✼✳✶✶✮ ❛♥❞ s✐♠♣❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❧❡❛st sq✉❛r❡s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❬❇♦❣❣s ❛♥❞ ❚♦❧❧❡✱ ✶✾✾✺❪✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r
✭❊◆❖✮ ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ ✭❈❙❖✮ ❧❡✈❡❧s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
L∗(η) ♦❢ ❈❙❖✬s ♣r✐❝❡ str❛t❡❣② η ✭s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ✇❤❡♥
✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❛r❡ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

max
P∈P ,η∗∈A

Π✉♣ (P ,L∗(η∗)) ,

s✳t✳ Π♠✐❞ (η
∗ , P ,L∗(η∗)) ≥ Π♠✐❞ (P )− ε♠✐❞ ,

✭✼✳✶✷✮

✇✐t❤ ε♠✐❞ > 0 ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦
s♦❧✈❡ ✭✼✳✶✷✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✳✶✷✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥st❡❛❞✱ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ maxP∈P ,η∗∈AΠ✉♣ ❜② maxP∈P(minη∗∈AΠ✉♣) ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ η∗ t❤❡ ❧❡❛st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ t♦✇❛r❞s
t❤❡ ❊◆❖ ✐s ❝❤♦s❡♥✮✳ ❚♦ ❡❛s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ Π♠✐❞ (η

∗, P,L∗(η∗)) ✐s ✇r✐tt❡♥ Π♠✐❞ (η
∗, P )✱ ❜✉t ❜♦t❤

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ Π♠✐❞ ❛♥❞ Π✉♣ r❡q✉✐r❡s L∗✱ ✐✳❡✳ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr✐❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✼✳✶✷✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬▼✐ts♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✱ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛t
t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ ❧❡✈❡❧s ♦t❤❡r t❤❛♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞s✳ ■♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s ✭✼✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✼✳✶✹✮ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t
❛♥② ♦t❤❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ηk✱ ✐❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✳✶✸✮ ❛t ❛♥

✶✹✺



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶✿ ■t❡r❛t✐✈❡ ❣❧♦❜❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠
■♥♣✉t✿ P0 , η0 , k = 0
◆♦t❛t✐♦♥✿ Π♠✐❞(η , P )← Π♠✐❞

(
η , P ,L∗(η)

)

✶ η0 = argmax η Π♠✐❞(η , P0)

✷ ✇❤✐❧❡ Π♠✐❞(ηk , Pk) < Π♠✐❞(ηk , Pk)− ε♠✐❞ ❞♦
✸ k ← k + 1
✹ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✷✿

(Pk , ηk) = argmax
P,η

Π✉♣(P,L
∗(η)) ,

s✳t✳ ∀l < k, Π♠✐❞ (η, P ) ≥ Π♠✐❞ (ηl, P )− ε♠✐❞/3 ,
✭✼✳✶✸✮

✺ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❇r❡♥t✬s ♠❡t❤♦❞ ❬❈❤❛♥❞r❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✿

ηk = argmax
η

Π♠✐❞(η , Pk) , ✭✼✳✶✹✮

❡♥❞
❖✉t♣✉t✿ Pk , ηk

✐t❡r❛t✐♦♥ k ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ ✈❡r✐✜❡s t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ tr✐❧❡✈❡❧
♣r♦❜❧❡♠ ✭✼✳✶✷✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✶✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ st♦♣s ❛❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s K ❛♥❞ ❞❡❧✐✈❡rs ❛♥ ♦✉t♣✉t
(PK , ηK) s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✳✶✷✮✳

Pr♦♦❢✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❤❡♦r❡♠ ✭❇❡❝❦♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ B ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✮✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣
x∗(η) s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✳✽✮ ✐s ✉♣♣❡r ❤❡♠✐❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❆s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ η✱ ❛❧❧ x∗(η) ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡
L∗(η)✱ ❢✉♥❝t✐♦♥ L∗(η) ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ Π♠✐❞ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t Π♠✐❞(P )
✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ Π♠✐❞ ✐s✳ ❆s ❢✉♥❝t✐♦♥s Π♠✐❞ ❛♥❞ Π♠✐❞ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥
❝♦♠♣❛❝ts A × P ❛♥❞ P✱ t❤❡② ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❍❡✐♥❡✕❈❛♥t♦r t❤❡♦r❡♠✱
✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s δε ❛♥❞ δε ✈❡r✐❢②✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

∀(η0, P0), (η1, P1) ∈ A× P s✳t✳ ‖(η0, P0)− (η1, P1)‖ ≤ δε , ✭✼✳✶✻✮

Π♠✐❞(η1 , P1) ≥ Π♠✐❞(η0 , P0)−
ε♠✐❞

3
✭✼✳✶✼✮

∀P0, P1 ∈ P s✳t✳ |P0 − P1| ≤ δε , Π♠✐❞(P0) ≥ Π♠✐❞(P1)−
ε♠✐❞

3
. ✭✼✳✶✽✮

▲❡t δ = min(δε, δε)✳ ❆s P ✐s ❝♦♠♣❛❝t✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ (Pk) ❜✉✐❧t ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶
❜② ✭✼✳✶✸✮ ❛❞♠✐ts ❛ s✉❜s❡q✉❡♥❝❡

(
Pu(n)

)
✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ P❧✐♠✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

∃Nδ ∈ N
∗ s✳t✳ ∀n ≥ Nδ , |Pu(n) − P❧✐♠| ≤

δ

2
. ✭✼✳✶✾✮

▲❡t k = u(Nδ),K = u(Nδ+1)✳ ❚❤❡♥ |Pk−PK | ≤ δ✱ s♦ t❤❛t ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✭✼✳✶✼✮ ✇✐t❤ (ηk, Pk), (ηk, PK)
❣✐✈❡s✿

Π♠✐❞(ηk, PK) ≥ Π♠✐❞(ηk, Pk)−
ε♠✐❞

3
≥ Π♠✐❞(PK)−

2

3
ε♠✐❞, ✭✼✳✷✵✮

✶✹✻



✼✳✹✳ ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ tr✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✷✿ ❙✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ s♦❧✈✐♥❣ ✭✼✳✶✸✮

■♥♣✉t✿ Nr , (ηl)l , η , k = 0 , ❝♦✉♥t = 0
✶ ✇❤✐❧❡ ❝♦✉♥t < Nr ❞♦
✷ k ← k + 1
✸ ❝♦✉♥t ← ❝♦✉♥t +1
✹ P ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝❤♦s❡♥✱
✺ ηP = argmax ηl

Π♠✐❞ (ηl , P )

✻ ✇❤✐❧❡ (P , η) ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞♦
✼ η r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❢r♦♠ N (ηP , η)

❡♥❞
✽ ❆❝❝❡♣t❛t✐♦♥✿ ❝♦✉♥t = 0✱ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② γz,k (P, η)

❡♥❞
❖✉t♣✉t✿ ❆❝❝❡♣t❡❞ (P , η) ❣✐✈✐♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ Π✉♣

✇✐t❤ ηk ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✼✳✶✹✮ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ k✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s (PK , ηK) ✈❡r✐✜❡s ❝♦♥str❛✐♥t l = k ♦❢ ✭✼✳✶✸✮✱ ✇❡
❤❛✈❡✿

Π♠✐❞(ηK , PK) ≥ Π♠✐❞(ηk, PK)−
ε♠✐❞
3

, ✭✼✳✷✶✮

t❤✉s Π♠✐❞(ηK , PK) ≥ Π♠✐❞(PK)− ε♠✐❞ , ✭✼✳✷✷✮

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛❢t❡r ✐t❡r❛t✐♦♥ K✱ ❛♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ ❡♥❞s ✇✐t❤
(PK , ηK) s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✼✳✶✷✮✳

◆♦t❡ t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❛♥② ❜✐❧❡✈❡❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✐❢ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱
s❡❡ ❬▼✐ts♦s ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✮✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ t❤✐s
♠❡❛♥s t❤❛t ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❈❙❖ ❛♥❞ ❊◆❖✳

✼✳✹✳✷ ❈❙❖ ❛♥❞ ❊◆❖ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤

❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✭✼✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✼✳✶✹✮ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ r❡q✉✐r❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♥♦♥✲❝♦♥✈❡① ❛♥❞ ♥♦♥✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝♦♥✲
str❛✐♥ts✳ ❆ ♥❛t✉r❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❬❉❡❦❦❡rs ❛♥❞ ❆❛rts✱ ✶✾✾✶❪ ✐s t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬❘♦♠❡✐❥♥ ❛♥❞ ❙♠✐t❤✱ ✶✾✾✹❪✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛♥❞♦♠
❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡s (P , η)✳ ❚❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❝❤♦s❡♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✱
✇❤❡r❡ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦✉♣❧❡ (P , η) ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿

γz,k (P, η) = min

(

1, exp

(
Π✉♣(P,L

∗(η))−Π✉♣(z)

|Π✉♣(z)| × K(k)

))

✭✼✳✷✸✮

✇✐t❤ z t❤❡ ❧❛st ❛❝❝❡♣t❡❞ ❝♦✉♣❧❡ ❛♥❞ K ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s k ✭♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✷✮✱ ❤❡r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s K(k) = 0.99k✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❝♦✉♣❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡r
Π✉♣ t❤❛♥ t❤❡ ❧❛st ❛❝❝❡♣t❡❞ ❝♦✉♣❧❡ ♠❛② ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❧❡ss ❧✐❦❡❧② ❛❢t❡r ♠❛♥②
✐t❡r❛t✐♦♥s ✭❞❡❝r❡❛s✐♥❣ K✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬❲❛❤ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✶✾✾✾❪✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st♦♣s ✇❤❡♥ ♥♦ ❝♦✉♣❧❡
(P, η) ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❝❡♣t❡❞ Nr ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ r♦✇✳ ❚❤✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s s❤♦✇♥ t♦
❝♦♥✈❡r❣❡ ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❬❇é❧✐s❧❡✱ ✶✾✾✷❪✳

❙♦❧✈✐♥❣ s❝❛❧❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭✼✳✶✹✮ ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ✉s✐♥❣ s❝❛❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❧✐❦❡ ❇r❡♥t✬s ♠❡t❤♦❞
❬❈❤❛♥❞r❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪ r❛t❤❡r t❤❛♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❋♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✭✼✳✶✸✮✱ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✇✐t❤

✶✹✼



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❙✐♦✉① ❢❛❧❧s tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❈♦♠♠✉t❡rs ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❣✐♥s ❛♥❞
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❝❤♦♦s❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❤✉❜ t♦ ♣❛r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ t♦ ❣❡t t❤❡r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ■❊❊❊ ✸✸✲❜✉s ♠❡❞✐✉♠✲✈♦❧t❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳

s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✐s t♦ r❛♥❞♦♠❧② ✜♥❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❝♦✉♣❧❡s (P, η)✱ ✐✳❡✳ ✇❤✐❝❤ ✈❡r✐❢② t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
✐♥ ✭✼✳✶✸✮✿ ∀l < k, Π♠✐❞ (η, P, ) ≥ Π♠✐❞ (ηl, P )− ε♠✐❞

3 ✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ η ♠❛①✐♠✐③✐♥❣
Π♠✐❞(·, P ) ❞❡♣❡♥❞s ❢❛✐♥t❧② ♦♥ P ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s
Ci,t(L

∗
i (η), P ) ❞✉❡ t♦ P ❛r❡ s♠❛❧❧✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❡✈❡r② P ∈ P ✱ t❤❡ η ∈ A s✉❝❤ t❤❛t (P, η) ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡

❛r❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦❢ ηP ✱ ✇✐t❤ ηP = argmax ηl
Π♠✐❞ (ηl, P )✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t❤❛t

P s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❝❤♦s❡♥ ✐♥ P ✜rst ❛♥❞ t❤❡♥ η✱ ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ N (ηP , σ)
✇✐t❤ ♠❡❛♥ ηP ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r σ t♦ ❝❤♦♦s❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✷✳

❖✉r ❣❧♦❜❛❧ ♠✉❧t✐❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✷✳ ❚❤✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦st ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✳

✼✳✺ ❈❛s❡ st✉❞✐❡s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦✉r tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧
t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ❊◆❖ ❛♥❞ t❤❡ ❈❙❖ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ s❡t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱ ✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ s♣❡❝✐✜❡❞✿ ✶✱✺✵✵ ❝♦♠♠✉t❡rs
❞r✐✈❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦r✐❣✐♥ ✶ ❛♥❞ ✶✸ ✭N = ✸✱✵✵✵ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ t♦t❛❧✮ t♦ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ✶✻ ♦❢ ❙✐♦✉① ❢❛❧❧s
✭❙♦✉t❤ ❉❛❦♦t❛✱ ❯❙❆✮ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥

✶✹✽



✼✳✺✳ ❈❛s❡ st✉❞✐❡s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❆❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❈❙❖✬s ❤✉❜✱ ❢♦r t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ✭✹✳✶✮
✭❚r✐❧❡✈❡❧✮✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❡t❤♦❞ ✭✹✳✷✻✮ ✭●❆✲●❆✮ ❛♥❞ t❤❡ P❈✲●❆ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ♣❧✉❣✲
❛♥❞✲❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ str✉❝t✉r❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ P❈✲●❆ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❚r✐❧❡✈❡❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ❞✐st✐♥❝t❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ●r✐❞ ❆✇❛r❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ t❤❡
t❤✐r❞ t✐♠❡ s❧♦t ❞✉❡ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❣❧♦❜❛❧ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ t❤❡♥ ✭t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s
♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ t♦♦✮✳

❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❞r✐✈❡rs ❤❛✈❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❤✉❜s ✭❛t ❧♦❝❛t✐♦♥s
✽✱ ✶✵✱ ✶✼ ❛♥❞ ✶✽✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❜❡✐♥❣ ♦✇♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝✐t②✮ t❤❡② ✇❛♥t t♦ ♣❛r❦ ❛♥❞ ♠❛②❜❡ ❝❤❛r❣❡✳ ■♥
❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✶✱ ❤✉❜s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ ❡q✉❛❧❧② ❞✐st❛♥t ❢r♦♠ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ti = 0 ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢
❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡ ❛t ❝✐t②✬s ❤✉❜ ✐s λ0

S = 25 ❝e✴❦❲❤✱ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡
♦♥❡ ❛t ❤♦♠❡✱ λ0

H = 20 ❝e✴❦❲❤✳ ❍❛❧❢ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✭❡①❝❡♣t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✶✮✱ ❛♥❞ t❤❡
t✇♦ ❊❱ ❝❧❛ss❡s e0 ❛♥❞ e1 ❛r❡ ❡q✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇✐t❤ s0 = 5 ❦❲❤ ❛♥❞ s1 = 0 ❦❲❤✳ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤
♦❢ t❤❡ r♦❛❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✸ ❛♥❞ ✹ ✐s ✷✳✺ ❦♠ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❧❡♥❣t❤s ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧❧②
❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ✐t✳ ❋♦r ❛❧❧ r♦❛❞s a✱ t❤❡ s♣❡❡❞ ❧✐♠✐t ✐s va = 50 ❦♠✴❤ ❛♥❞ t❤❡ r♦❛❞ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s
Ca = 0.2 ✭✐✳❡✳✱ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ tr✐♣❧❡s ✐❢ ✷✵ ✪ ♦❢ t❤❡ ✸✱✵✵✵ ✈❡❤✐❝❧❡s t❛❦❡ r♦❛❞ a✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s
♦❢ τ = 10 e✴❤✱ me = 0.2 ❦❲❤✴❦♠✱ mg = 0.06 ▲✴❦♠ ❛♥❞ λg = 1.50 e✴▲ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✳✶✳ ❚❤❡ ❢♦✉r ❤✉❜s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ■❊❊❊ ✸✸✲❜✉s s②st❡♠ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✻
❛♥❞ ✇❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬❇❛r❛♥ ❛♥❞ ❲✉✱ ✶✾✽✾❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs ♥❡❛r ❡❛❝❤ ❤✉❜ ✐s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✻✳✵✹✱ ✷✳✻✷✱ ✶✳✽✵ ❛♥❞ ✶✳✽✵ ▼❲❤✳
❊❛❝❤ ❤✉❜✬s t♦t❛❧ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ r❛♥❞♦♠✶✷ ♣r♦✜❧❡ ♦✈❡r T = 8 t✐♠❡
s❧♦ts✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ ❊◆❖ ❛♥❞ t❤❡ ❈❙❖✬s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s❡t ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s✿ η = 10−3 e✴❦❲2 ❛♥❞ P = 4 ▼❲✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡rt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s❡t ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
q = 0.1 e✴❦❲2✱ q = 3q ❛♥❞ β = 10−3 e✴❦❱❆2✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs
Nr = 15 ❛♥❞ µ = 2.5 × 10−6 e✴❦❲2 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❥✉st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❜r✉t❡✲❢♦r❝❡ s❡❛r❝❤✱ t♦
❡♥s✉r❡ ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ Π✉♣ ❞♦♠❛✐♥✶✸✳

❇❡❢♦r❡ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✲
✜❧❡ ✭✹✳✶✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ L∗

i ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t ❡❛❝❤ ❤✉❜ i ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞

✶✷❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ ✭❡✳❣✳✱ t❤❡ ❣r✐❞ ❛✇❛r❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤✐r❞ t✐♠❡ s❧♦t✮✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳

✶✸❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛❜♦✈❡ Nr = 15✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❛❝❝❡♣t❡❞✴❡①♣❧♦r❡❞ ♣♦✐♥ts ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳

✶✹✾



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❖♣t✐♠❛❧ ❊◆❖ ❛♥❞ ❈❙❖✬s ♣❛②♦✛s ✭r❡s♣✳ Π✉♣ ❛♥❞ Π♠✐❞✮ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ str❛t❡❣✐❡s
✭r❡s♣✳ P ∗/P ❛♥❞ η∗/η✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ Xe✳ ❲❤❡♥ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❣♦❡s
♦✈❡r ✼✺ ✪✱ ❈❙❖✬s ♣❛②♦✛ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊◆❖✬s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❊◆❖ r❡❞✉❝❡s t❤❡
♣♦✇❡r t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ❈❙❖✬s ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t✳

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦✜❧❡s ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
❚r✐❧❡✈❡❧✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❈❙❖✬s ❤✉❜✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼ ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ●r✐❞ ❆✇❛r❡ ✭●❆✮ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✻✮ ✭❛s ✐♥ t❤❡ ●❆✲●❆ ♠❡t❤♦❞ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♥❡①t ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✼✳✺✳✸✮✳ ❚❤✐s ♣r♦✜❧❡ ✐s ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ t❤✐r❞ t✐♠❡ s❧♦t ❞✉❡ t♦ ❛ ❧♦✇❡r t♦t❛❧
♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦✜❧❡s ♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡
❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦✮ t❤❛♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r t✐♠❡ s❧♦ts✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✹✳✶ ✭✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞ ✏❧♦❝❛❧✑ ❛♥❞ ✏❣r✐❞ ❛✇❛r❡✑✮✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐✲
s♦♥✱ t❤❡ P❧✉❣ ✫ ❈❤❛r❣❡ ✭P❈✮ ♣r♦✜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ L∗ ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✭❛s ✐♥ t❤❡ P❈✲●❆ ♠❡t❤♦❞
st✉❞✐❡❞ ✐♥ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✺✳✸✮✳ ■t t②♣✐❝❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r ♣❡❛❦ ♣♦✇❡rs ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞✱ ✐♥ t✉r♥✱ ❤✐❣❤❡r ❣r✐❞ ❝♦sts✳

✼✳✺✳✶ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧

❙♦❧✈✐♥❣ ♦✉r tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥t✐t✐❡s ❛s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥
Xe ♦❢ ❊❱s ❛♠♦♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s ❣r♦✇s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❡❛❝❤ Xe ✈❛❧✉❡✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛②♦✛s ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ❊◆❖ ❛♥❞ t❤❡ ❈❙❖ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✮✳ ❚❤✐s
✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❜♦t❤ ♣❛②♦✛s ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ Xe✱ ❛s ❛ ❤✐❣❤❡r Xe ♠❡❛♥s ♠♦r❡ ❊❱
❝❤❛r❣✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ❛✛♦r❞❛❜❧❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛t ✐ts ❤✉❜s✱ t❤❡ ❈❙❖ ❤❛s
t♦ r❡❞✉❝❡ η ❛s Xe ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❛♠♣❧✐✜❡s t❤❡ ♣r✐❝❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♣❛rt dG∗

i /dLi ✭s❡❡ ✭✼✳✹✮✮✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❱s ✐s ❤✐❣❤ ✭Xe ≥ 85 ✪✮✱ t❤❡ ❊◆❖ ♠✉st ❧♦✇❡r t❤❡ ❈❙❖✬s ❝♦♥tr❛❝t t❤r❡s❤♦❧❞ P ∗✱
♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ❈❙❖ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ✈❛❧✉❡ η ♦❢ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ ✐ts ❡①♣❡♥s✐✈❡
❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦st ❜② ✐♥❝❡♥t✐✈✐③✐♥❣ ❊❱ ✉s❡rs t♦ r❛t❤❡r ❝❤❛r❣❡ ❛t ❝✐t②✬s ❤✉❜✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
❊◆❖ r❡❞✉❝❡s ✐ts r❡✈❡♥✉❡s ❢r♦♠ ❈❙❖✬s ❝♦♥tr❛❝t s♦ t❤❛t ✐ts ♣❛②♦✛ st❛❣♥❛t❡s ❛♥❞ ❈❙❖✬s ♣❛②♦✛
❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✳

❋♦r ❡❛❝❤ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ Xe✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❡❛❝❤ ❤✉❜ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ✈❡❤✐❝❧❡s✬ r❡❛❝t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣✐❡s ♦❢ t❤❡ ❊◆❖ ❛♥❞ t❤❡ ❈❙❖✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss
♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❝✐t②✬s ❤✉❜ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♥✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s ❢r♦♠
❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❤✐❝❧❡ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧

✶✺✵



✼✳✺✳ ❈❛s❡ st✉❞✐❡s

❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s L̃i = Li/
∑

j Lj ❛t ❛❧❧ ❤✉❜s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥
❧❡✈❡❧ Xe✱ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦✜❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ❢♦r ❧♦✇ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♣r♦✜❧❡s✱ L̃8 ❛♥❞ L̃18 ❞❡❝r❡❛s❡
✇✐t❤ Xe ❜❡❝❛✉s❡ ❤✉❜ ✶✽ ✐s ❢✉rt❤❡r ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥s ❛♥❞ ❤✉❜ ✽ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❝✐t②✬s ❤✉❜s ♦r ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ r❛t✐♦s ❢♦r r♦❛❞s✬ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ♣r✐❝❡s✱ ❡t❝✳✮✳ ❆s t❤❡s❡ ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞s ❣r❡❛t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ Xe✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r
❛❧❧ ❤✉❜s t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✿ L̃i = Li/

∑

j Lj ✭s❡❡ ❋✐❣ ✼✳✾✮✳ ❉✐✛❡r❡♥t t❡♠♣♦r❛❧
♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✭❛t ❡❛❝❤ ❤✉❜✮ ❧❡❛❞ t♦ s✐♠✐❧❛r ❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✱ ❜✉t
❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s L̃i✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✾ s❤♦✇s t❤❡ L̃i ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡s✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❤✉❜ ❜② ❊❱ ✉s❡rs ❞❡♣❡♥❞s ❣r❡❛t❧② ♦♥
t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❱s ✐s s♠❛❧❧✱ ❜✉t ❧❡ss s♦ ❛s Xe ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❆s
t❤❡ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ●❱s ❛r❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❊❱s✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥❛❜❧❡s ♠♦r❡ ❊❱ ✉s❡rs t♦
✉s❡ ❝❧♦s❡r ❤✉❜s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥s ✭❛s ✶✵ ❛♥❞ ✶✼✮✱ t♦ t❤❡ ❞❡tr✐♠❡♥t ♦❢ ❝✐t②✬s ❤✉❜ ✶✽✳ ❋❡✇❡r ❊❱ ✉s❡rs
❝❤♦♦s❡ ❤✉❜ ✽ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❤✉❜s ✶✵ ❛♥❞ ✶✼ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤❡r ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t❤❡r❡ ✭r❡s♣✳
✶✳✺✶ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✵✳✻✽ ❛♥❞ ✵✳✹✺ ▼❲❤✮✳

✼✳✺✳✷ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ❢❛r❡

▲❛st s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊◆❖ ❛♥❞ ❈❙❖ t♦ ❛♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❍❡r❡✱ ✐t
✐s s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t ❝✐t②✬s ❤✉❜ ✶✽ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ ❛ s✉❜s✐❞✐③❡❞ P✉❜❧✐❝ ❚r❛♥s♣♦rt ✭P❚✮ ❢❛r❡ t18 = 1 e✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ P❚ ❢❛r❡ t ❝❤♦s❡♥ ❜② ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ t❤❛t ❝♦♠♠✉t❡rs ♣❛② t♦ ❣♦
❢r♦♠ ❈❙❖✬s ❤✉❜s t♦ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✿ t = t8 = t10 = t17✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s Li ❛t ❛❧❧ ❤✉❜s i ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s P❚ ❢❛r❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ ❊❱s ♦❢ ❝❧❛ss e1 ❝❤❛r❣❡
❛t ❤♦♠❡✿ t❤❡ ❈❙❖ ✐s ❜❡tt❡r ♦✛ ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ♠❡❛♥s ❢❡✇❡r ❊❱s
❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ✐ts ❤✉❜s✳ ❋♦r P❚ ❢❛r❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t = 2 e✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❱s ✭♦❢ ❝❧❛ss e0✮ ❝❤♦♦s✐♥❣
❝✐t②✬s ❤✉❜ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✳ ❇❡t✇❡❡♥ t = 2 e ❛♥❞ 3 e✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❞r♦♣s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ P❚ ❢❛r❡
❜❡❝❛♠❡ t♦♦ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❢♦r ❊❱s ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ❤♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥st❡❛❞ ❛❧❧ ❝❤♦♦s❡ ♣❛t❤s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❝✐t②✬s
❤✉❜ ✶✽✳ ❚❤❡♥ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❊❱ ✉s❡rs ♦❢ ❝❧❛ss e0 ♥❛t✉r❛❧❧② ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝✐t②✬s ❤✉❜✳

✶✺✶



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ❈❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞s Li ❛t ❛❧❧ ❤✉❜s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ P❚ ❢❛r❡ t✳ L18 ❣❧♦❜❛❧❧②
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t✱ ❡①❝❡♣t ❛r♦✉♥❞ t = 2 e ✇❤❡r❡ ❊❱s ♦❢ ❝❧❛ss e1 ✭❛❧❧ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t ❤♦♠❡✮ ❝❤♦♦s❡ t♦
♣❛r❦ ❛t ❤✉❜ ✶✽✱ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❊❱s ♦❢ ❝❧❛ss e0 ✭♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝❤❛r❣✐♥❣ ❛t t❤❡ ❤✉❜s✮ t♦ ❣♦ t♦ ♦t❤❡r ❤✉❜s
❞✉❡ t♦ ❝♦♥❣❡st❡❞ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤s✳

✼✳✺✳✸ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠♦❞❡❧
♦❢ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✱
❲❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✮✱ ♦♥ t❤❡ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✼✳✺✳✶✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛r❡ t❤❡ P❈✲●❆ ❛♥❞ ●❆✲●❆ ♠❡t❤✲
♦❞s✶✹✱ ✇❤✐❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡ P❧✉❣ ✫ ❈❤❛r❣❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ●r✐❞ ❆✇❛r❡ ♦♥❡✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶ s❤♦✇s ❢♦r ❡❛❝❤ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ Xe t❤❡ ❣r✐❞
❝♦st G =

∑

t Gt ✭✜❧❧❡❞ ❜❧❛❝❦ ♠❛r❦❡rs✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡s R =
∑

i∈H❝s♦
Ri ✭❡♠♣t② r❡❞

♠❛r❦❡rs✮ ❢♦r t❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭st❛r ♠❛r❦❡r✮✱ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞ ✭●❆✲●❆✮ ❢♦r
t✇♦ ✈❛❧✉❡s η❣❛ = 1 ❛♥❞ ✸ ✭✐♥ 10−5 e✴❦❲2✮✱ ❛♥❞ t❤❡ P❈✲●❆ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r η♣❝ = 1× 10−5 e✴❦❲2✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶ s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ η❣❛ = η♣❝ = 1× 10−5 e✴❦❲2 ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ P❈✲●❆ ♠❡t❤♦❞
✭❞✐❛♠♦♥❞ ♠❛r❦❡r✮ ❣✐✈❡s ❤✐❣❤❡r ❣r✐❞ ❝♦sts t❤❛♥ t❤❡ ●❆✲●❆ ♦♥❡ ✭sq✉❛r❡✮✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❜✉t ❛❧s♦
❧♦✇❡r ❝❤❛r❣✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡s✿ ❛s ❣r✐❞ ❝♦sts ❛r❡ ❤✐❣❤❡r✱ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡s t♦♦ s♦ t❤❛t ❊❱ ✉s❡rs
♣r❡❢❡r t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t ❝✐t②✬s ❤✉❜ ✭✉♣ t♦ Xe = 60 ✪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛❝❝❡♣t t❤❡s❡ ❤✐❣❤ ♣r✐❝❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥❣❡st❡❞ ♣❛t❤s t♦ ❛❝❝❡ss ❝✐t②✬s ❤✉❜✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r η❣❛ ✐s ❛❧s♦
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ η❣❛ ✐s t♦♦ ❤✐❣❤ ✭❡✳❣✳✱ η❣❛ = 3× 10−5 e✴❦❲2✮✱ t❤❡
●❆✲●❆ ♠❡t❤♦❞ ✭tr✐❛♥❣❧❡ ♠❛r❦❡r✮ ❣❡ts s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛s t❤❡ P❈✲●❆ ♦♥❡ ✭❞✐❛♠♦♥❞✮✳ ❈❤❛r❣✐♥❣
r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s
s❡❡♠s ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤✐s ♠❡tr✐❝ ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤✐s
❝❤❛♣t❡r ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦❝✉s ♦♥ ❣r✐❞ ❝♦st ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t t❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✭st❛r ♠❛r❦❡r✮ ♦❜t❛✐♥s ❢❛✐r❧②
❧♦✇ ❣r✐❞ ❝♦sts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ P❈✲●❆ ♠❡t❤♦❞ ♦r t❤❡ ●❆✲●❆ ♦♥❡ ✇✐t❤ η❣❛ ♥♦t ❝❛r❡❢✉❧❧② ❞❡✲
s✐❣♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t✱ t❤❡ ♣r♦①② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▲▼P ✭✼✳✹✮ ❛r❡ ❣♦♦❞ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st✱ ❛s
❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♦✉r ♣❛♣❡r ❬❙♦❤❡t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❛❪✳ ❲✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✈❛❧✉❡ η❣❛ = 1× 10−5 e✴❦❲2✱ t❤❡

✶✹◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ✐♥ ❝❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✭❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t♦t❛❧ ❣r✐❞ ❝♦st ❛♥❞ ❣r✐❞
❝♦st ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ♣r♦✜❧❡s✮ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❈❯P ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ♦♥❧② t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t✳

✶✺✷



✼✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ❊◆❖ ❣r✐❞ ❝♦sts ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s✮ ❛♥❞ ❈❙❖ ❝❤❛r❣✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡s ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ❚r✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭st❛r ♠❛r❦❡r✮✱ t❤❡ P❈✲●❆ ♦♥❡
✭❞✐❛♠♦♥❞✮ ❛♥❞ ●❆✲●❆ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥s η❣❛ ✭✐♥ 10−5 e✴❦❲2✮ ♦❢ t❤❡ ▲▼P
✭sq✉❛r❡ ❛♥❞ tr✐❛♥❣❧❡✮✳ ❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣r✐❞ ❝♦sts ♦♥❧② ✐❢ s♠❛rt
❝❤❛r❣✐♥❣ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭●❆✲●❆ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ P❈✲●❆ ♠❡t❤♦❞✮ ❛♥❞ ✐❢ η❣❛ ✐s ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤♦s❡♥ ✭sq✉❛r❡
♠❛r❦❡r✮✳ ❈❤❛r❣✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❚r✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

●❆✲●❆ ♠❡t❤♦❞ ✭sq✉❛r❡ ♠❛r❦❡r✮ ♦❜t❛✐♥s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣r✐❞ ❝♦st✳ ❚❤✐s ✐s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛♥❞ ♣r✐❝❡s ✐♥ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ♣r❡❝✐s❡❧②
♠✐♥✐♠✐③❡ ❣r✐❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❤✉❜s✬ ♦♣❡r❛t♦r ✇❛♥ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ♣❛②♦✛
❛♥❞ ♠❛② ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱
✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝❤❛r❣✐♥❣ r❡✈❡♥✉❡s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
●❆✲●❆ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r η❣❛✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ♥♦t❡ t❤❛t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✻✮✱ t❤❡ ●❆✲●❆ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② s❧♦✇❡r ✭t✇♦
t✐♠❡s ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡✮ t♦ s♦❧✈❡ t❤❛♥ t❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♠♦r❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❧❛②❡rs✳

✼✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ♦❢ ❊❱ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ tr✐❧❡✈❡❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❜✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r✱
♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❊❱ ✉s❡rs✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲
❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡✱ t❤❡ ❈❙❖ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② t❤❡ s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡s ❛t ✐ts ❤✉❜s
❛♥❞ t❤❡ ❊◆❖ ✇❤✐❝❤ ❞❡s✐❣♥s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝ts ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❤✉❜✳ ❚❤✐s tr✐❧❡✈❡❧
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s❡❡♥ ❛s ❛ ❙t❛❝❦❡❧❜❡r❣ ❣❛♠❡ ✭❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ♠✐❞❞❧❡ ❧❡✈❡❧s✮ ✇✐t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝♦♥str❛✐♥ts ✭❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❊◆❖ ❛♥❞ ❈❙❖✬s str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛t ❡❛❝❤
❤✉❜ ✇❤❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✱ s❡❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷✮✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦rs✬
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ♦♥ r❡❛❧✐st✐❝ ✉r❜❛♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❱
♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ t❤❡
❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ s❤♦✇s t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✭❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝❡
❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t✮ ✐♥ ♦✉r r❡❛❧✐st✐❝ tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧✳

✶✺✸



❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❞r✐✈✐♥❣✲❛♥❞✲❝❤❛r❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ st❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❣r✐❞ ♦♣❡r❛t♦rs

❆s ❢♦r ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ❈❙❖s s❤♦✉❧❞ ✐♥t❡r❛❝t ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡ str✉❝t✉r❡✱ ♠❛❦✐♥❣
t❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❣❛♠❡s ❜♦t❤ ❛t t❤❡
♠✐❞❞❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧s✳ ■♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭❡✳❣✳✱ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ❛✉t❤♦r✐t②
r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❧♦❝❛❧ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ♦r ❞②♥❛♠✐❝ r♦❛❞ ♣r✐❝✐♥❣✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❡♥❛❜❧❡
❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳

✶✺✹



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡s ✭❊❱s✮ ❜r✐♥❣s ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t♦ ✈❛r✐♦✉s st❛❦❡❤♦❧❞❡rs r❡❧❛t❡❞
t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❣r✐❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝♦✉♣❧❡s t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❤❡❧♣ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤✐s ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ t♦ ❞❡s✐❣♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ ❜❡tt❡r
❢❛❝❡ t❤❡s❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡tr✐❝s
❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❛s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❜② t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡✿ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤ t♦
❣♦ ❢r♦♠ ❤♦♠❡ t♦ ✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥ ✭❊❱❈❙✮ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❝❤❛r❣❡ ❞✉r✐♥❣
✇♦r❦✐♥❣ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❛t ❊❱❈❙s✳

❆❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s

❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠s ♦♥ t❤❡✐r ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✈✐❛ ❛ ❣❛♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭❈❤❛♣✲
t❡r ✷✮✳ ■♥ t❤✐s r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤✱ t❤❡ ❊❱❈❙✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ q✉❛♥t✐t②✱
❡t❝✳✱ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷ ❜② ♣❛t❤s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✲
♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥ ✭▲♥❙❈✮ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✶ ✭❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✮✿ ✐t
✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛t❤ r ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛②❡rs
❝❤♦♦s✐♥❣ r✳ ❆ ❇❡❝❦♠❛♥♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾ ❢♦r r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡s ✇✐t❤ ▲♥❙❈ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❲❛r❞r♦♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ s✉❝❤ ❣❛♠❡s✳ ■❢ t❤❡ ▲♥❙❈ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✷ t❤❛t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s
❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ❛t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛✈❡❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦sts✱ t❤❡ ♦✉t✲
♣✉t ♦❢ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉♥✐q✉❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s ♦♥ ❛❧❧ r♦❛❞s ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣
♥❡❡❞s ❛t ❛❧❧ ❊❱❈❙s✳ ❖♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❝❛♥ ✉s❡ s✉❝❤ ♦✉t♣✉ts t♦
❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❛♥❞ ❛♥t✐❝✐♣❛t❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs t♦ ✈❛r✐♦✉s ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❲❛r❞r♦♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❛ ❣❛♠❡ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❛t✐♦♥❛r② ❜❡✲
❤❛✈✐♦r✱ ✐♥ ❛ r❡♣❡❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❣❛♠❡✱ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ✇❤♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣
♣r♦❝❡ss ✭✸✳✽✮✳ ■♥ t❤✐s ❧❡❛r♥✐♥❣ ❣❛♠❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ✉s❡rs ❤❛✈❡ ♥♦ ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦♥ t❤❡✐r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ✐♥ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✭❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥✮✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r ❛❝t✉❛❧ ❝♦sts✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ ❡①t❡♥❞s t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ▲♥❙❈ ❝♦st
❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss t♦✇❛r❞s t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
♦❢ s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❣❛♠❡s✱ ✉s✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ✸✳✽ ❛♥❞ ✸✳✶✶✳

❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s
t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦r ✭❈❙❖✮ ♦❢ ❛♥ ❊❱❈❙✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤✐s ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞

✶✺✺



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ❊❱ ✉s❡rs t♦ ❝❤❛r❣❡ ❛t t❤❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❊❱❈❙✳
❚❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s ❛t t❤❡ ❊❱❈❙s✱

✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ ✐♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠❛♥♥❡r ❜② t❤❡ ❈❙❖✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r
♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❲❛t❡r✲❋✐❧❧✐♥❣ ✭❲❋✮ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ✇❤♦s❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ✐s ❛❞❛♣t❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧
❝❛s❡s✳ ❋✐rst✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❊❱s ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❈❙❖ ❦♥♦✇✐♥❣ ✐t
✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✱ ❛♥ ♦♥❧✐♥❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❈❙❖ ❝♦♠♣✉t❡s ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥❡st❡❞ ❲❋
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣s ❛t ❡❛❝❤ ❊❱ ❛rr✐✈❛❧ ✉s✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✶✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❛ ❈❙❖ ♦✇♥s s❡✈❡r❛❧
❊❱❈❙s ❛♥❞ s♠♦♦t❤s ✇✐t❤ t❤❡ ❲❋ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ t❤❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ✐ts
❊❱❈❙s✱ t❤❡ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳✷ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣
♣r♦✜❧❡s ❛t ❛❧❧ ❊❱❈❙s✳

❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✉♥✐t ♣r✐❝❡s ✭✺✳✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✷✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❲❋ ❧♦❛❞
♣r♦✜❧❡s ❛r❡ ▲♥❙❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✺✳✻ ❛♥❞ ✺✳✶✵ ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✭✉♥❞❡r
❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡✐r ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♠♣❛❝ts ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✭✶ ✪ ♦❢ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✮ t♦
t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ▲♦❝❛t✐♦♥❛❧ ▼❛r❣✐♥❛❧ Pr✐❝✐♥❣ ✭▲▼P✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❣r✐❞ ❝♦st ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❲❋ ❧♦❛❞ ♣r♦✜❧❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉s❡❞
✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡ ❈❙❖ ❤❛s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞ ✇❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ▲▼P ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❈❙❖
❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r ✭❊◆❖✮✳ ❚❤✉s✱ ❛♥♦t❤❡r ▲▼P s❝❤❡♠❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞
✐♥✲❜❡t✇❡❡♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❊◆❖ ♦♥❧② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡s t♦ t❤❡ ❈❙❖ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❡❛❝❤ ❊❱❈❙✱
r❡✢❡❝t✐♥❣ ✐ts ✐♠♣❛❝t ✭✺✳✶✽✮ ♦♥ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
▲▼P ♦♥❡ ✐s ♦❢ ♦♥❧② ✷ ✪✳

❈❤❛♣t❡r ✻ s❤♦✇s t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❲❋
❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥
◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❛✐r ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝✐t② ❜② t❛①✐♥❣ ●❛s♦❧✐♥❡ ❱❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❞r✐✈✐♥❣
❛❝r♦ss t❤❡ ❝✐t②✱ ✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❈❙❖ ♠❛♥❛❣❡s
❛♥ ❡✲P❛r❦ ✫ ❘✐❞❡ ❤✉❜ ✇❤❡r❡ ❝♦♠♠✉t❡rs ❝❛♥ ❝❤❛r❣❡ t❤❡✐r ❊❱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②
❧♦❝❛❧ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧s✱ ❛♥❞ t❛❦❡ ♣✉❜❧✐❝ tr❛♥s♣♦rt ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞r✐✈✐♥❣ t♦ ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ❈❙❖ ✐s
t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♣❛②♦✛ ❜② ❛❞❡q✉❛t❡❧② s✐③✐♥❣ ✐ts s♦❧❛r ♣❛r❦✳

❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❜♦t❤ ❞r✐✈❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛ tr✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s s✉❣❣❡st❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥t✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉t✐♥❣ ✉s❡ ❝❛s❡✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✱
❝♦♠♠✉t❡rs ❝❤♦♦s❡ t❤❡✐r ❞r✐✈✐♥❣ ♣❛t❤✱ t❤❡ ❤✉❜ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡② ♣❛r❦ ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❝❤❛r❣❡ ❛t
t❤❡ ❤✉❜ ♦r ❧❛t❡r ❛t ❤♦♠❡✳ ❆t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛ ❈❙❖ s❝❤❡❞✉❧❡s t❤❡ ❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡s ❛t
t❤❡ ❤✉❜s ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥s t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❆t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✱ ❛♥ ❊◆❖ ❞❡s✐❣♥s t❤❡
❡❧❡❝tr✐❝✐t② s✉♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥tr❛❝t ✭✼✳✻✮ ♦❢ t❤❡ ❈❙❖✳ ❚❤❡ ❈❙❖ ❛♥❞ t❤❡ ❊◆❖ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡✐r ✐♥❝❡♥t✐✈❡s
✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼✳✶ ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❆
♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs
♦❢ t❤✐s tr✐❧❡✈❡❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛♥② tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳
❚❤✐s tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❜✐❧❡✈❡❧ ♦♥❡✱ st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
❈❙❖ ❛♥❞ ❊◆❖ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳

❋✉t✉r❡ ✇♦r❦ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r ♠♦❞❡❧✱ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞
✭❧✐❦❡ ❇❡❝❦♠❛♥♥✬s ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✮ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❲❛r❞r♦♣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧
♥♦♥✲s❡♣❛r❛❜❧❡ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ r♦✉t✐♥❣ ❣❛♠❡s✳ ❚❤✉s✱ r❡❛❧✐st✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s

✶✺✻



❛♥❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣r✐❞ t♦♣♦❧♦❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞❥✉st❡❞ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡
❬❇r❛✈♦✱ ✷✵✶✻❪ t♦✇❛r❞s t❤✐s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❢♦r s✉❝❤ ❣❛♠❡s✳

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❧✐♥❡ ♦❢ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s♦✉r❝❡s ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✱ s✉❝❤ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ♥♦♥✲✢❡①✐❜❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❊❱❈❙s ♦r t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ tr❛✈❡❧ ❞❡♠❛♥❞✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s❡♥✲
s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s❡s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s s❤♦✇ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥
✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❞❡s✐❣♥s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❊❱ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✼✳ ❉♦✐♥❣ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s❡s ❛ ♣r✐♦r✐
✇♦✉❧❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❜❡♥❡✜ts ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡
✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞♦ ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡s❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♥❛❧②s❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ r♦❜✉st ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛✉①✐❧✐❛r②
✈❛r✐❛❜❧❡s ❬❇❡rts✐♠❛s ❛♥❞ ❙✐♠✱ ✷✵✵✸❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❣❛♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝
r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❛♠❡ ✇❤❡r❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs
♣❡r❝❡✐✈❡ t❤❡✐r ❝♦sts ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ❡rr♦r t❡r♠✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡✱ t❤❡ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡ ❬❋♦r♦✉③❛♥❞❡❤♠❡❤r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✳
❘♦❜✉st ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❣❛♠❡s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs
♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✳

❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛♥❞ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ❡♥✲
r✐❝❤❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❝♦✉❧❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡✲t♦✲❣r✐❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦r t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ♣♦✇❡r ❧✐♠✐t ❝♦♥str❛✐♥ts ❛t ❊❱❈❙s✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r✐❝✲
✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛rr✐✈❛❧s ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✉r❡s ♦❢
❊❱s ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♦✛❡r ❛ ❧♦✇❡r ❝❤❛r❣✐♥❣ ✉♥✐t ♣r✐❝❡
t♦ ❛♥ ❊❱ ❛rr✐✈✐♥❣ ❜❡❢♦r❡ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✭❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✮ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❖t❤❡r r❡❛❧✐st✐❝
s♠❛rt ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧✲
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♠♦r❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦sts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❊❱ ❝❤❛r❣✐♥❣ ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❝❪ ✭❡✳❣✳✱ ✈♦❧t❛❣❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✮✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s
♦❢ ♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs✬ ♠❡tr✐❝s ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s❡❛r❝❤ ❡✛♦rt ❬❲❡✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝❤❛r❣✐♥❣ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♣❧❛♥♥✐♥❣ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❱❈❙s✳ ❆s ❢♦r ❧♦❝❛❧ ❛✐r
♣♦❧❧✉t✐♦♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✮✱ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉❧❞
❜❡ ✉s❡❞✱ ❧✐❦❡ ✐♥ ❬❋♦♥t❛♥❛✱ ✷✵✶✸❪ ❛♥❞ ❬❑❛♠❜❧② ❛♥❞ ❇r❛❞❧❡②✱ ✷✵✶✹❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ s♣❡❡❞ ❛♥❞
t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ s②st❡♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣♦s✐t✐✈❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❝❛♥ ❜❡
❡♥✈✐s❛❣❡❞ ❢♦r ❊❱s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣❡r♠✐ss✐♦♥ t♦ ✉s❡ tr❛♥s✐t ❧❛♥❡s ♦r t❤❡ ❡①❡♠♣t✐♦♥s ♦❢ ♣❛r❦✐♥❣ ❢❡❡s
❛♥❞ ❝❛r ❢❡rr② ❢❡❡s ❧✐❦❡ ✐♥ ◆♦r✇❛② ❬❆❛s♥❡ss ❛♥❞ ❖❞❡❝❦✱ ✷✵✶✺❪✮✳

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs✬ ♠❡tr✐❝s ❛♥❞ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♥❡❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❊❱s ❛t t❤❡ ❊❱❈❙✳ ■♥ ❛ ❢✉t✉r❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧❧② s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❝❤❛r❣✐♥❣ ♣r♦✜❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❛❣❣r❡❣❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢
❡❛❝❤ ❊❱ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙ ❬❏❛❝q✉♦t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r t❛❦❡ ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ ♣❧✉❣✲
✐♥ ♣❡r✐♦❞ ❛♥❞ ❜❛tt❡r② ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❛♥❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ■♥ ♦t❤❡r
✉s❡ ❝❛s❡s t❤❛♥ ❝♦♠♠✉t✐♥❣✱ t❤❡ ✇❛✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❛t t❤❡ ❊❱❈❙s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡
t♦t❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❊❱ ✉s❡rs✱ ✉s✐♥❣ q✉❡✉✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ❬❉❡ ❲❡❡r❞t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ❙✉❝❤ s❤♦rt✲t❡r♠
st✉❞✐❡s r❡q✉✐r❡ r❡❛❧✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs✬ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛s ✐♥ ❬❚❛♥ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✷✵✶✼❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t✐♠❡ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡ s❧♦ts ❛♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡ ✢♦✇s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ t✐♠❡ s❧♦t t♦
❛♥♦t❤❡r✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❧✐♥❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs s❡♥❞✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ❛s ✐♥ ❝❤❛♣✲

✶✺✼



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s

t❡r ✺ ♦❢ t❤❡s✐s ❬❇❡❛✉❞❡✱ ✷✵✶✺❪ ♦r ♣❛♣❡r ❬❆♠✐♥✐ ❛♥❞ ❑❛r❛❜❛s♦❣❧✉✱ ✷✵✶✽❪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡
s✐❣♥❛❧s ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛♥❞❛r❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦✲
t♦❝♦❧s ❬❍✉ss❛✐♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐s ♣r❡✲
s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♣r✐✈❛❝② ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs ❬❏❛❝q✉♦t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪✳ ❲❡❧❧✲❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ♣r✐✈❛❝②✲♣r❡s❡r✈✐♥❣
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ ❦❡② ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❜② ✈❡❤✐❝❧❡ ✉s❡rs
❬❇❛❤❛r❧♦✉❡✐ ❛♥❞ ❍❛s❤❡♠✐✱ ✷✵✶✹❪✳

❚❤❡ tr✐❧❡✈❡❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♠✲
♠✉t✐♥❣ ❊❱s ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✮ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❬❲❛❤ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ✶✾✾✾❪✮ ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❆
❞✐r❡❝t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❬❇é❧✐s❧❡✱ ✶✾✾✷❪✳ ❚❤✐s st♦❝❤❛st✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❣❧♦❜❛❧
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬❍♦rst ❛♥❞ ❚✉②✱ ✷✵✶✸❪ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛❢t❡r ❛ ❣✐✈❡♥
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r ♦♣❡r❛t♦rs✬ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥
✐♥t❡r✈❛❧ ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬❑❡❛r❢♦tt✱ ✶✾✾✷❪ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳

❚❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦rs
♠❛❦❡s t❤✐s tr✐❧❡✈❡❧ str✉❝t✉r❡ ❛ ❙t❛❝❦❡❧❜❡r❣ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❖t❤❡r s❝❡♥❛r✐♦s
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❤❛r✐♥❣✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❈❙❖ ❛♥❞ ❊◆❖ ❤❛✈✐♥❣ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝♦✉❧❞
❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈❙❖ ❛♥❞ t❤❡ ❊◆❖✮ ✇✐t❤ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝♦♥str❛✐♥ts ❬❙✉✱ ✷✵✵✺❪✳ ❙✉❝❤ ❜✐❧❡✈❡❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦✉❧❞ ❡✈❡♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❣❛♠❡s ♦♥
t❤r❡❡ ❧❡✈❡❧s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❈❙❖s ❛t t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞
❛ ❣❛♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❊◆❖ ❛♥❞ ❛ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r ✭❚◆❖✮ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡✈❡❧✳
❖♥ t♦♣ ♦❢ t❤❛t✱ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ ❛♥❞ ❝♦❛❧✐t✐♦♥ ❣❛♠❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❬●❛♥❥❡❤❧♦✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵❪✱ ❛s ✐♥ ❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❊◆❖ ❛♥❞ ❛ ❚◆❖ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r s♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛r❡✳

✶✺✽



▲✐st ♦❢ ❆❝r♦♥②♠s

❆❱● ❆❱❡r❛●❡ ✭♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡✮

❇❊❱ ❇❛tt❡r② ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡

❈❙❖ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙❡r✈✐❝❡ ❖♣❡r❛t♦r

❈❙❚ ❈♦♥❙❚❛♥t ✭♣r✐❝✐♥❣ s❝❤❡♠❡✮

❈❯P ❈❤❛r❣✐♥❣ ❯♥✐t Pr✐❝❡

❊◆❖ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❖♣❡r❛t♦r

❊❱ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡

❊❱❈❙ ❊❧❡❝tr✐❝ ❱❡❤✐❝❧❡ ❈❤❛r❣✐♥❣ ❙t❛t✐♦♥

❋❖ ❋❧❡①✐❜✐❧✐t② ❖♣❡r❛t♦r

●❆ ●r✐❞ ❆✇❛r❡

●❱ ●❛s♦❧✐♥❡ ❱❡❤✐❝❧❡

▲▼P ▲♦❝❛t✐♦♥❛❧ ▼❛r❣✐♥❛❧ Pr✐❝❡

▲♥❙❈ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ❈♦♥❣❡st✐♦♥

▲♥❙■❈ ▲✐♥❡❛r❧② ♥♦♥✲❙❡♣❛r❛❜❧❡ ■♥❝r❡❛s✐♥❣ ❈♦♥❣❡st✐♦♥

◆❊ ◆❛s❤ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❘▲❆ ❘❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ▲❡❛r♥✐♥❣ ❆❧❣♦r✐t❤♠

❚❙❖ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙②st❡♠ ❖♣❡r❛t♦r

❲❊ ❲❛r❞r♦♣ ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠

❲❋ ❲❛t❡r✲❋✐❧❧✐♥❣

✶✺✾



▲✐st ♦❢ ❆❝r♦♥②♠s

✶✻✵



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬❆❛❧❛♠✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪ ❆❛❧❛♠✐✱ ❍✳✱ ▼♦❣❤❛❞❞❛♠✱ ▼✳ P✳✱ ❛♥❞ ❨♦✉s❡✜✱ ●✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❉❡♠❛♥❞ r❡s♣♦♥s❡
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥t❡rr✉♣t✐❜❧❡✴❝✉rt❛✐❧❛❜❧❡ ❧♦❛❞s ❛♥❞ ❝❛♣❛❝✐t② ♠❛r❦❡t ♣r♦❣r❛♠s✳ ❆♣♣❧✐❡❞
❊♥❡r❣②✱ ✽✼✭✶✮✿✷✹✸✕✷✺✵✳

❬❆❛s♥❡ss ❛♥❞ ❖❞❡❝❦✱ ✷✵✶✺❪ ❆❛s♥❡ss✱ ▼✳ ❆✳ ❛♥❞ ❖❞❡❝❦✱ ❏✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡
✉s❛❣❡ ✐♥ ♥♦r✇❛②✖✐♥❝❡♥t✐✈❡s ❛♥❞ ❛❞✈❡rs❡ ❡✛❡❝ts✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❚r❛♥s♣♦rt ❘❡s❡❛r❝❤ ❘❡✈✐❡✇✱ ✼✭✹✮✿✶✕
✽✳

❬❆❣t❤❡ ❛♥❞ ❇✐❧❧✐♥❣s✱ ✶✾✽✼❪ ❆❣t❤❡✱ ❉✳ ❊✳ ❛♥❞ ❇✐❧❧✐♥❣s✱ ❘✳ ❇✳ ✭✶✾✽✼✮✳ ❊q✉✐t②✱ ♣r✐❝❡ ❡❧❛st✐❝✐t②✱ ❛♥❞
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ✉♥❞❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❜❧♦❝❦ r❛t❡s ❢♦r ✇❛t❡r✳ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❛♥❞
❙♦❝✐♦❧♦❣②✱ ✹✻✭✸✮✿✷✼✸✕✷✽✻✳

❬❆❧❣✉❛❝✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪ ❆❧❣✉❛❝✐❧✱ ◆✳✱ ❉❡❧❣❛❞✐❧❧♦✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❆rr♦②♦✱ ❏✳ ▼✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆ tr✐❧❡✈❡❧ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ❣r✐❞ ❞❡❢❡♥s❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱
✹✶✿✷✽✷✕✷✾✵✳

❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪ ❆❧✐③❛❞❡❤✱ ▼✳✱ ❲❛✐✱ ❍✳✲❚✳✱ ❈❤♦✇❞❤✉r②✱ ▼✳✱ ●♦❧❞s♠✐t❤✱ ❆✳✱ ❙❝❛❣❧✐♦♥❡✱ ❆✳✱
❛♥❞ ❏❛✈✐❞✐✱ ❚✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r✐❝✐♥❣ t♦ ♠❛♥❛❣❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣♦✇❡r ❛♥❞
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ s②st❡♠s✱ ✹✭✹✮✿✽✻✸✕✽✼✺✳

❬❆❧✐③❛❞❡❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪ ❆❧✐③❛❞❡❤✱ ▼✳✱ ❲❛✐✱ ❍✳✲❚✳✱ ●♦❧❞s♠✐t❤✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❙❝❛❣❧✐♦♥❡✱ ❆✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ❘❡t❛✐❧
❛♥❞ ✇❤♦❧❡s❛❧❡ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♣r✐❝✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦❜✐❧✐t②✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ♦♥ ❈♦♥tr♦❧
♦❢ ◆❡t✇♦r❦ ❙②st❡♠s✱ ✻✭✶✮✿✷✹✾✕✷✻✵✳

❬❆♠✐♥✐ ❛♥❞ ❑❛r❛❜❛s♦❣❧✉✱ ✷✵✶✽❪ ❆♠✐♥✐✱ ▼✳ ❍✳ ❛♥❞ ❑❛r❛❜❛s♦❣❧✉✱ ❖✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥
♦❢ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣♦✇❡r s②st❡♠s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐✜❡❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❊♥❡r❣✐❡s✱ ✶✶✭✶✮✿✶✾✻✳

❬❆✉♠❛♥♥✱ ✶✾✼✻❪ ❆✉♠❛♥♥✱ ❘✳ ❏✳ ✭✶✾✼✻✮✳ ❆❣r❡❡✐♥❣ t♦ ❞✐s❛❣r❡❡✳ ❚❤❡ ❛♥♥❛❧s ♦❢ st❛t✐st✐❝s✱ ♣❛❣❡s
✶✷✸✻✕✶✷✸✾✳

❬❆✉♠❛♥♥ ❛♥❞ P❡❧❡❣✱ ✶✾✻✵❪ ❆✉♠❛♥♥✱ ❘✳ ❏✳ ❛♥❞ P❡❧❡❣✱ ❇✳ ✭✶✾✻✵✮✳ ❱♦♥ ♥❡✉♠❛♥♥✲♠♦r❣❡♥st❡r♥
s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❣❛♠❡s ✇✐t❤♦✉t s✐❞❡ ♣❛②♠❡♥ts✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❙♦❝✐❡t②✱ ✻✻✭✸✮✿✶✼✸✕✶✼✾✳

❬❆✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ❙❤❛♣❧❡②✱ ✷✵✶✺❪ ❆✉♠❛♥♥✱ ❘✳ ❏✳ ❛♥❞ ❙❤❛♣❧❡②✱ ▲✳ ❙✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❱❛❧✉❡s ♦❢ ♥♦♥✲❛t♦♠✐❝
❣❛♠❡s✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳
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