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Résumé

De nombreux phénomènes peuvent être modélisés par des processus stochastiques ou des pseudo-
processus (notion qui sera expliquée dans cette thèse) que ce soit en physique ou encore en mathéma-
tiques �nancières.

On s’intéresse ici à certaines équations aux dérivées partielles (EDP) reliées à ce type de modèle.

A�n de trouver des solutions à ces équations à partir de solutions triviales on peut chercher à en
déterminer les symétries.

En 1971, B. Kent Harrison et Frank B. Estabrook introduisent une méthode pour déterminer les
symétries d’EDP : se donnant un système d’équations aux dérivées partielles après un changement
de variables et/ou d’inconnues éventuel, on peut les exprimer comme l’annulation d’une famille de
formes di�érentielles. Un isovecteur est alors dé�ni comme un champ de vecteurs de toutes les variables
préservant l’idéal di�érentiel engendré par les formes.

Ces dernières années, plusieurs équations ont été étudiées à l’aide de cette méthode et les symétries
de plusieurs EDP ont été déterminées. Les calculs e�ectués dans tous ces cas laissent apparaître un grand
degré de similarité parmi tous ces exemples.

Ainsi dans cet esprit, on a développé un cadre général pour le calcul des symétries avec cette
méthode. Des propriétés des isovecteurs suivant le type d’EDP et certains résultats sur l’algèbre de Lie
des isovecteurs ont pu être dégagés.
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Abstract

Numerous phenomenons in physics or �nancial mathematics can be modelised by stochastic pro-
cesses or "pseudo-stochastic" processes (this notion will be explained in this thesis). Here the subject
will be some partial di�erential equations (EDP) related to this type of model.

In order to �nd solutions for these equations from trivial solutions, the determination of symme-
tries is e�cient.

In 1971, B. Kent Harrison et Frank B. Estabrook introduced a method to determine the symmetries
of EDP : from a system of partial di�erential equations, after possibly a change of variable and/or a
change of unknown, it possible to express them as the vanishing of a familly of di�erential forms. An
isovector is de�ned as a vector �eld of all the variables the Lie derivative of which leaves the di�erential
ideal generated by the forms invariant.

These last years, several equations were studied thanks to this method and the symmetries of
numerous EDP was determined. The computations in all these cases leave appear a large degree of
similarity among these examples.

Thus with that in mind, a general framework for the calculus of the symmetries with this method
is developed. Propositions and isovectors depending on the type of EDP and some results on the Lie
algebra of isovectors have been obtained.
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Introduction

De nombreux phénomènes peuvent être modélisés par des processus stochastiques ou des pseudo-
processus (notion qui sera expliquée dans cette thèse) que ce soit en physique ou encore en mathéma-
tiques �nancières.

On s’intéresse ici à certaines équations aux dérivées partielles (EDP) reliées à ce type de modèle.

A�n de trouver des solutions à ces équations à partir de solutions triviales on peut chercher à en
déterminer les symétries.

En 1971, B. Kent Harrison et Frank B. Estabrook introduisent une méthode pour déterminer les
symétries d’EDP : se donnant un système d’équations aux dérivées partielles après un changement
de variables et/ou d’inconnues éventuel, on peut les exprimer comme l’annulation d’une famille de
formes di�érentielles. Un isovecteur est alors dé�ni comme un champ de vecteurs en toutes les variables
préservant l’idéal di�érentiel engendré par les formes.

Ces dernières années, plusieurs équations ont été étudiées à l’aide de cette méthode et les symétries
de plusieurs EDP ont été déterminées. Les calculs e�ectués dans tous ces cas laissent apparaître un grand
degré de similarité parmi tous ces exemples.

Ainsi dans cet esprit, on a développé un cadre général pour le calcul des symétries avec cette
méthode. Des propriétés des isovecteurs suivant le type d’EDP et quelques résultats sur l’algèbre de Lie
des isovecteurs ont pu être dégagés.

Organisation du manuscrit

Dans le premier chapitre, on explique la méthode et on dé�nit les objets algébriques avec lesquels
on travaillera. Ce chapitre est aussi l’occasion de donner le résultat le plus général de cette thèse sur une
des composantes des isovecteurs. En�n un théorème de ce chapitre permet de trouver les isovecteurs
pour une classe un peu plus restreinte d’équations seulement en résolvant deux équations. Ce résultat
permet alors des applications en physique.

Le second chapitre est consacré à l’ordre deux. En se limitant à un type d’équation d’ordre deux,
deux équations plus simples permettent alors de trouver les isovecteurs. On présente aussi dans la suite
de ce chapitre des applications aux équations qui dérivent de celle de la chaleur ainsi qu’à des équations
liées à la �nance.
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Le troisième chapitre est l’article portant sur l’équation du modèle décrit par Frey qui est une
varainte non linéaire de l’équation la plus connue des mathématiques �nancière : celle de Black-Scholes.
Cet article a été soumis à "Methods and Applications of Analysis".

Les annexes sont constituées de rappels ainsi que des deux articles écrits avec Paul Lescot "Symme-
tries of partial di�erential equations and stochastic processes in mathematical physics and in �nance"
paru dans Journal of physics, Conference Series et "Bernstein processes, isovectors and mechanics" ac-
cepté pour Geometry and Invariance in Stochastic Dynamics à paraitre chez Springer Nature.
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1.1 La méthode de Harrison-Estabrook

1.1 La méthode de Harrison-Estabrook

1.1.1 Le cadre

Soit M := J ×O × R(n+kn )+1 avec J un intervalle de R et O un ouvert de Rn.

On considère une équation aux dérivées partielles d’ordre k à n variables d’espace (E).

On note u : J ×O → R une solution de cette équation.

On dé�nit A = ∂u
∂t et pour l ∈ {1, . . . , k} et pour θ1 + . . . + θn = l, B(θ1,...,θn)

l = ∂lu

∂q
θ1
1 ...∂qθnn

où par

exemple pour n = 4 B
(0,2,1,0)
3 = ∂3u

∂q22∂q3
. Pour simpli�er les notations si l’un des θi est nul on pourra

l’omettre ; ainsi par exemple B(0,2,1,0)
3 se note aussi B2213

3 .

La variétéM est appelée espace d’états ; un point est alors noté (t, q1, . . . , qn, u, A,B1, . . . , B(n+kn )−1).

Dé�nition 1.1.1.1
Fibré tangent

Le �bré tangent TM associé à une variété di�érentielleM est la somme disjointe de tous les espaces

tangents en tous les points de la variété, muni d’une structure de variété di�érentielle prolongeant celle

deM .

Dé�nition 1.1.1.2
Champ de vecteurs

Un champ de vecteurs sur une variété di�érentielle est une section du �bré tangent de cette variété

Dé�nition 1.1.1.3
Dérivée de Lie

On appelle dérivée de Lie associée au champ de vecteurs N ∈ TM l’unique application linéaire LN :

∧T ∗M → ∧T ∗M véri�ant les hypothèses suivantes :

— Pour toute fonction f di�érentiable surM à valeur réelles, LN (f) = N · f
— LN est une dérivation de l’algèbre ∧T ∗M c’est à dire, pour toutes formes di�érentielles α et

β, LN (α ∧ β) = LN (α) ∧ β + α ∧ LN (β), où ∧ désigne le produit extérieur des deux formes

di�érentielles

— LN et la dérivée extérieure d commutent.

Les calculs seront réalisés dans l’algèbre di�érentielle ∧T ∗M .

On considère temporairement u, A = ∂u
∂t et les B(θ1,...,θn)

l comme des variables indépendantes.

Soit α = du−Adt−
∑n

i=1B
i
1dqi, une 1-forme di�ŕentielle.

On a alors dα = −dAdt−
∑n

i=1 dB
i
1dqi.

L’équation (E) est équivalente à l’annulation de α, dα et d’un certain nombre de formes di�érentielles
de degré au moins 2 notées δj , dδj où j ∈ N sur une sous variété de dimension n+ 1.

On pose I =< α, dα, δj , dδj >. C’est un idéal di�érentiel fermé de ∧T ∗M (d(I) ⊂ I).
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Lemme 1.1.1.4

Chaque n+1-forme de I peut s’écrire aα+ zdα+ ξ avec z une n-1-forme, ξ ∈< δj , dδj |j ∈ N > et a

une n-forme.

En notant a =
∑

i∈{1,...,n}
∗i∈{t,q1,...,qn,u,A,B1,...,B(n+kn )−1

}

∗i 6=∗j pour i 6=j

a∗1...∗nd∗1. . . d∗n, on peut supposer tous les a∗1...∗n−1u =

0.

Démonstration : Si a∗1...∗n−1u 6= 0, on peut remplacer aα par a′α où a′∗1...∗n−1u = 0 en posant

∀{∗1, . . . , ∗n−1} ∈ {A,B1, . . . , B( n
n+k)−1

},

a′∗1,...,∗n−1,t = a∗1,...,∗n−1,t + a∗1,...,∗n−1,uA

a′∗1,...,∗n−1,qi = a∗1,...,∗n−1,qi + a∗1,...,∗n−1,uB
i
1 ∀i ∈ {1, . . . , n}

et a′∗1,...,∗n = a∗1,...,∗n

car α = du−Adt−
∑n
i=1B

1i
1 dqi donc ainsi aα = a′α.

1.1.2 Les isovecteurs

Dans TM , un champ de vecteurs s’écrit :

N = N t ∂

∂t
+

n∑
i=1

N qi
∂

∂qi
+Nu ∂

∂u
+NA ∂

∂A
+

k∑
l=1

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

. . .

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

NB
(θ1,...,θn)
l

∂

∂B
(θ1,...,θn)
l

.

Dé�nition 1.1.2.1

On dit que le champ de vecteurs N ∈ TM est un isovecteur pour (E) si LN (I) ⊂ I .

On note G l’ensemble des isovecteurs.

Remarque 1.1.2.2
G est une algèbre de Lie pour le crochet des champs de vecteurs
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Lemme 1.1.2.3

Soit N ∈ G. Il existe une fonction F = FN (t, q1, . . . , qn, u, A,B
1
1 , . . . , B

n
1 ) :

N t = −FA
N qi = −FBi1
Nu = F +AN t +

∑n
i=1B

i
1N

qi

NA = AFu + Ft

NBi1 = Bi
1Fu + Fqi

Remarque 1.1.2.4
Ce lemme est présent dans ([HE71], p. 657). Il est utilisé dans de nombreux cas particuliers notamment

dans ([HJC14],[Les12],[LZ02],[LZ07]).

Démonstration : Soit N ∈ G ; comme α est la seule 1-forme parmi les générateurs de I , on doit avoir
LN (α) = ξα.
On pose F = Ncα ([HE71] p.656).
On a alors

F = Nu −AN t −
n∑
i=1

Bi1N
qi ;

or LN (α) = Ncdα+ d(Ncα) donc Ncdα = ξα− dF .
C’est à dire

−NAdt+N tdA−
n∑
i=1

NBi1dqi+

n∑
i=1

NqidBi1 = ξ(du−Adt−
n∑
i=1

Bi1dqi)−Ftdt−
n∑
i=1

Fqidqi−Fudu−FAdA

−
n∑
i=1

FBi1dB
i
1 −

k∑
l=2

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

F
B

(θ1,...,θn)

l

dB
(θ1,...,θn)
l

En identi�ant les coe�cients on obtient :

dt : −NA = −Aξ − Ft
dA : N t = −FA

∀i ∈ {1, . . . , n} dqi : −NBi1 = −Bi1ξ − Fqi
∀i ∈ {1, . . . , n} dBi1 : Nqi = −FBi1

du : 0 = ξ − Fu
∀l ∈ {2, . . . , k} et ∀(θ1, . . . , θn) tel que θ1 + . . .+ θn = l dB

(θ1,...,θn)
l : 0 = −F

B
(θ1,...,θn)

l

D’où le résultat souhaité

Corollaire 1.1.2.5

Si N t = N t(t, q1, . . . , qn, u) et N qi = N qi(t, q1, . . . , qn, u) alors Nu = Nu(t, q1, . . . , qn, u).
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Remarque 1.1.2.6
Ce corrollaire est inspiré d’une remarque ([CP04])

Démonstration : D’après le lemme on a alors

N t = −FA, donc FAA = 0

Nqi = −FBi1 donc FBi1Bj1 = FABi1 = 0

et

Nu = F −AFA −
n∑
i=1

Bi1FBi1 .

donc Nu
A = FA − FA = 0 car FAA = 0 et Nu

Bi1
= FBi1 − FBi1 − AFABi1 −

∑n
j=1B

j
1FBi1B

j
1

= 0 car FBi1Bj1 =

FABi1 = 0.

1.1.3 Des isovecteurs aux symétries de l’équation
Dé�nition 1.1.3.1

On dé�nit :

J0 = {N ∈ G|N t = N qi = 0 ∀i ∈ {1, . . . , n}}

O = {N ∈ G|N qi = qiψi(t) ∀i ∈ {1, . . . , n}}

Proposition 1.1.3.2
J0 est une sous- algèbre de Lie de G.

Démonstration : Soient N ∈ J0 et N ′ ∈ J0.

[N,N ′]t = [N,N ′](t) = N(N ′t)−N ′(N t) = 0

[N,N ′]qi = [N,N ′](qi) = N(N ′qi)−N ′(Nqi) = 0 ∀i ∈ {1, . . . , n}

Hypothèse 1.1.3.3

— (H1) : ∀N ∈ G,
N t = −f(t)

(Cette hypothèse sera réalisée pour (1.2.1.1), (1.3.1.2) et (2.1) donc dans tous les exemples de cette

thèse)

— (H2) : ∀N ∈ G,
N qi = −wi(t, q1, . . . , qn)

(Cette hypothèse sera réalisée pour (1.3.1.2) et (2.1) )
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Proposition 1.1.3.4

Sous (H1), O est une sous- algèbre de G.

Démonstration : Pour chaque i ∈ {1, . . . , n}, N ∈ O et N ′ ∈ O,

[N,N ′]qi = [N,N ′](qi) = N(N ′qi)−N ′(Nqi) = N(qiψiN ′(t))−N ′(qiψiN (t))

= NqiψiN ′(t) + qiN
t dψiN ′

dt
−N ′qiψiN (t)− qiN ′t

dψiN
dt

= qiψiN (t)ψiN ′(t) + qiN
tψ′iN ′(t)− qiψiN ′(t)ψiN (t)− qiN ′tψ′iN (t)

D’où le résultat.

Proposition 1.1.3.5

Sous (H1) et (H2), J0 est un idéal de G.

Démonstration : Soient N ∈ J0 et N ′ ∈ G.

[N,N ′](t) = N(N ′t)−N ′(N t) = 0

grâce à (H1).
De même :

[N,N ′](qi) = N(N ′qi)−N ′(Nqi) = N t ∂N
′qi

∂t
+

n∑
j=1

Nqj
∂N ′qi

∂qj
= 0

par (H2).

Hypothèse 1.1.3.6

(H3) : ∀N ∈ G,
Nu = um(t, q1, . . . , qn) + l(t, q1, . . . , qn)

(Ceci sera vrai dans (1.3.1.2) pourGBk−1Bi = 0 ∀i ∈ {1, . . . , k−1} et dans (2.1) dès queQ = Q(t, q)

et RB1B1 = 0 )

Lemme 1.1.3.7

Sous (H1), (H2) et (H3), en posant Nu = l + um et N ′u = l′ + um′,

l[N,N ′] = N(l′)−N ′(l) + lm′ − l′m

et

m[N,N ′] = N(m′)−N ′(m).

Démonstration :

[N,N ′]u = [N,N ′](u) = N(N ′u)−N ′(Nu) = N(l′)+(l+um)m′+uN(m′)−N ′(l)−(l′+um′)m−uN ′(m)
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Dé�nition 1.1.3.8

Sous (H3) , on dé�nit :

J = {N ∈ G|N t = N qi = m = 0 ∀i ∈ {1, . . . , n}}

H = {N ∈ G|l = 0}

M = {N ∈ H|m = c avec c une constante} (cet ensemble est JV dans [HJC14])

K = O ∩H (il est aussi dé�ni dans [HL19b] parKV )

Proposition 1.1.3.9

Sous (H3),H est une sous-algèbre de G. On nommeH, l’algèbre des isovecteurs.

Démonstration : Pour N ∈ H et N ′ ∈ H,

[N,N ′]u = [N,N ′](u) = N(N ′u)−N ′(Nu) = N tum′t+

n∑
i=1

Nqium′qi+umm
′−N ′tumt−

n∑
i=1

N ′qiumqi−um′m

Ainsi l[N,N ′] = 0 et alors [N,N ′] ∈ H ; doncH est une sous algèbre de G.

Proposition 1.1.3.10

Sous la conjonction de (H1), (H2) et (H3),M est une sous-algèbre deH.

Démonstration : Soient N ∈ M et N ′ ∈ M, d’après le lemme 1.1.3.7, m[N,N ′] = 0 et alors [N,N ′] ∈ M ;
doncM est une sous algèbre deH.

Proposition 1.1.3.11

Sous (H1) et (H3), K est une sous-algèbre de G.

Démonstration : Comme O etH sont des sous algèbres de G.

Proposition 1.1.3.12

Sous la conjonction de (H1) (H2) et (H3),

— J est un idéal de G.
— [J ,J ] ⊂ J ∩H.

Démonstration : — Soient N ∈ G et N ′ ∈ J .
Par (H1) et par dé�nition de J [N,N ′]t = 0.
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[N,N ′]qi = 0 ∀i ∈ {1, . . . , n} par (H2) et par dé�nition de J .
Par le lemme 1.1.3.7, m[N,N ′] = N(m′)−N ′(m) = 0.

— Soient N ∈ J et N ′ ∈ J .
Comme J est un idéal c’est une sous-algèbre donc [N,N ′] ∈ J .
Par le lemme 1.1.3.7, l[N,N ′] = N(l′)−N ′(l) + lm′ − l′m = 0 donc [N,N ′] ∈ H.

Dé�nition 1.1.3.13
Symétrie

On appelle symétrie de l’équation toute application qui transforme une solution de l’équation en une

solution de l’équation.

Si on noteα le paramètre de la transformation générée par un isovecteurN ∈ G il existe une application

TN,α : (t, q1, . . . , qn, u, A,B
1
1 , . . . , B

n
1 ) 7→ (tα, q1α, . . . , qnα, uα, Aα, B

1
1α , . . . , B

n
1α)

On note vN,α l’application qui transforme une solutionu enuα et on auα(t, q1, . . . , qn) = v(tα, q1α, . . . , qnα)

On note alors TN,α(u) = v.

TN,α(u) est une solution de l’équation pour tout α donc les TN,α sont des symétries de l’équation et
(TN,α) est un groupe à un paramètre de symétries de l’équation.

On a
uα = TN,α(u)(tα, q1α, . . . , qnα).

On note dTN,α
dα (u)/α=0 = S(u).

S est le générateur du groupe à un paramètre de symétries (TN,α).

Si N ∈ H (l = 0), alors TN,α = eαÑ et S = Ñ ([HJC14], [LZ07] dans lequel il y a une erreur de signe).

La transformation
N 7→ Ñ

est donc donnée par Ñ(u) = −N t ∂u
∂t −N

q1 ∂u
∂q1
− . . .−N qn ∂u

∂qn
+Nu

Proposition 1.1.3.14

Sous (H1), (H2) et (H3), l’application N 7→ −Ñ est un morphisme d’algèbres de Lie de H dans

∧T ∗(Rn+1).

Démonstration :
[−Ñ ,−M̃ ](u) = [Ñ , M̃ ](u) = Ñ(M̃(u))− M̃(Ñ(u))

Or

Ñ(M̃(u)) = −N t ∂
∂t (−M

t ∂u
∂t −

∑n
i=1M

qi ∂u
∂qi

+ umM )−
∑n
j=1N

qj ( ∂∂q (−M t ∂u
∂t −M

qi ∂u
∂qi

+ umM )) +mNM̃(u)

= N t ∂Mt

∂t
∂u
∂t +N tM t ∂2u

∂t2 +
∑n
i=1N

t ∂Mqi

∂t
∂u
∂qi

+
∑n
i=1N

tMqi ∂2u
∂t∂qi

−N tmM
∂u
∂t −N

tu∂mM∂t +∑n
j=1N

qjM t ∂2u
∂qj∂t

+
∑n
j=1

∑n
i=1N

qj ∂M
qi

∂qj
∂u
∂qi

+
∑n
j=1

∑n
i=1N

qjMqi ∂2u
∂qj∂qi

−
∑n
j=1N

qj ∂u
∂qj

mM

−
∑n
j=1N

qju∂mM∂qj
−mNM

t ∂u
∂t −

∑n
i=1mNM

qi ∂u
∂qi

+mNmMu
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[−Ñ ,−M̃ ](u) = Ñ(M̃(u))− M̃(Ñ(u))

= (N t ∂Mt

∂t −M
t ∂Nt

∂t )∂u∂t +
∑n
i=1(N t ∂Mqi

∂t +
∑n
j=1N

qj ∂M
qi

∂qj
−M t ∂Nqi

∂t −
∑n
j=1M

qj ∂N
qi

∂qj
)

−uNmM + uMmN

= [N,M ]t ∂u∂t +
∑n
i=1[N,M ]qi ∂u∂qi − um[M,N ]

= − ˜[N,M ](u)

1.2 Le résultat général

Des équations aux dérivées partielles d’ordre 3 ou plus se présentent dans de nombreux modèles d’élas-
ticité linéaire : �exion et déformation de tiges, vibrations des plaques associées à diverses conditions
aux limites.

Cette classe de problèmes de valeurs aux limites trouve de nombreuses applications, par exemple dans
la modélisation de la déformation des voies ferrées due aux contraintes, les rails étant liés à la plate-
forme ; ou dans l’étude de réseaux de poutres modélisant la construction de systèmes de plancher pour
bâtiments, ponts et navires.

1.2.1 Cas général

Soient (θ1, . . . , θn) ∈ Rn tels que θ1 + . . . + θn = k avec k ∈ R, Q(θ1,...,θn), T et R des fonctions C∞

dé�nies sur M .

On considère, pour l’un des Q(θ1,...,θn) 6= 0 et T 6= 0 une équation de la forme :

(Eg,k,n) :

k∑
θ1=0

k−θ1∑
θ2=0

. . .

k−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

Q(θ1,...,θn)(t, q1, . . . , qn, u,B
(θ′1,...,θ

′
n)

l )B
(θ1,...,θn)
k +T (t, q1, . . . , qn, u,B

(θ′1,...,θ
′
n)

l )A

+R(t, q1, . . . , qn, u,B
(θ′1,...,θ

′
n)

l ) = 0 avec l ∈ {1, . . . , k} et θ′1 + . . .+ θ′n = l quelconques
(1.1)

Théorème 1.2.1.1

Pour (Eg,k,n), on a :

N t = N t(t)

(C’est à dire que (H1) est véri�ée)

Démonstration : On a

α = du−Adt−
n∑
i=1

Bi1dqi
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dα = −dAdt−
n∑
i=1

dBi1dqi

On pose

γ = (TA+R)dtdq1 . . . dqn+

n∑
i=1

k∑
θ1=0

k−θ1∑
θ2=0

. . .

k−
∑n−1
j=1 θj∑

θn=0

(−1)i−1Q(θ1,...,θn)dtdB
(θ1,...,θi−1,...,θn)
k−1 dq1 . . . dq̂i . . . dqn

βil(θ1,...,θn)
= dtdB

(θ1,...,θn)
l dq1 . . . dq̂i . . . dqn−(−1)i−1B

(θ1,...,θi+1,...,θn)
l+1 dtdq1 . . . dqn pour l ∈ {1, . . . , k−1}, i ∈ {1, . . . , n}

dβil(θ1,...,θn)
= (−1)idB

(θ1,...,θi+1,...,θn)
l+1 dtdq1 . . . dqn pour l ∈ {1, . . . , k − 1}, i ∈ {1, . . . , n}

On a donc

dγ = ATududtdq1 . . . dqn+

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

k∑
l=1

AT
B

(θ1,...,θn)

l

dB
(θ1,...,θn)
l dtdq1 . . . dqn+TdAdtdq1 . . . dqn

+Rududtdq1 . . . dqn +

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

k∑
l=1

R
B

(θ1,...,θn)

l

dB
(θ1,...,θn)
l dtdq1 . . . dqn

+

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

n∑
i=1

(−1)i−1Q(θ1,...,θn)qi
dqidtdB

(θ1,...,θi−1,...,θn)
k−1 dq1 . . . dq̂i . . . dqn

+

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

n∑
i=1

(−1)i−1Q(θ1,...,θn)ududtdB
(θ1,...,θi−1,...,θn)
k−1 dq1 . . . dq̂i . . . dqn

+

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

n∑
i=1

k∑
l=1

l∑
θ′1=0

l−θ′1∑
θ′2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θ′i∑

θ′n=0

(−1)i−1Q(θ1,...,θn)
B

(θ′1,...,θ
′
n)

l

dB
(θ′1,...,θ

′
n)

l dtdB
(θ1,...,θi−1,...,θn)
k−1 dq1...dq̂i...dqn

= ATuαdtdq1 . . . dqn+

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

k∑
l=1

AT
B

(θ1,...,θn)

l

n∑
i=1

(−1)idβil−1,(θ1,...,θn)−Tdαdq1 . . . dqn+Ruαdtdq1 . . . dqn

+

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

k∑
l=1

R
B

(θ1,...,θn)

l

n∑
i=1

(−1)idβil−1,(θ1,...,θn)+

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

n∑
i=1

(−1)i−1Q(θ1,...,θn)qi
dβik−2,(θ1,...,θn)

+

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

n∑
i=1

(−1)i−1Q(θ1,...,θn)uαdtdB
(θ1,...,θi−1,...,θn)
k−1 dq1 . . . dq̂i . . . dqn

+

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

n∑
i=1

(−1)i−1
k∑
l=1

l∑
θ′1=0

l−θ′1∑
θ′2=0

. . .

l−
∑n−1
i=1 θ′i∑

θ′n=0

Q(θ1,...,θn)
B

(θ′1,...,θ
′
n)

l

dB
(θ′1,...,θ

′
n)

l βik−1(θ1,...,θn)

−
l∑

θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

n∑
i=1

(−1)i−1
k∑
l=1

l∑
θ′1=0

l−θ′1∑
θ′2=0

. . .

l−
∑n−1
i=1 θ′i∑

θ′n=0

Q(θ1,...,θn)
B

(θ′1,...,θ
′
n)

l

B
(θ1,...,θi,...,θn)
k dβil−1(θ′1,...,θ′n)

(Eg,k,n) est équivalente à l’annulation de ces formes.
On pose I =< α, dα, γ, βij(θ1,...,θn)

, dβij(θ1,...,θn)
>, avec j ∈ {1, . . . , k − 1}, i ∈ {1, . . . , n} et (θ1, . . . , θn) tels
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que
∑n
i=1 θi = l. I est bien un idéal di�érentiel fermé car dγ ∈ I .

Comme γ est une (n+1)-forme, on doit avoir

LN (γ) = aα+

k−1∑
j=1

j∑
θ1=0

j−θ1∑
θ2=0

. . .

j−
∑n−1
m=1 θm∑
θn=0

n∑
i=1

bij(θ1,...,θn)
βij(θ1,...,θn)

+ gγ + zdα

avec a = a1dt +
∑n
i=1 a2,idqi + a4dA +

∑j
θ1=0

∑j−θ1
θ2=0 . . .

∑j−
∑n−1
m=1 θm

θn=0

∑n
i=1

∑k
j=1 a5,i,jdB

i
j(θ1,...,θn)

une
1-forme,bij(θ1,...,θn)

, g et z des 0-formes. (1.1.1.4)
En identi�ant les coe�cients :
Pour k 6= 2 et (θ1, . . . , θn) �xé :

dq1 . . . dqndB
i
k−1 : (TA+R)N t

Bik−1
= (−1)iBi1a(2,1),...,(2̂,i),...,(2,n),(5,i,k−1)

+(−1)i−1Q(θ1,...,θn)N
t
qi

dudBik−1dq1 . . . dq̂i . . . dqn : (−1)i−1Q(θ1,...,θn)N
t
u = (−1)i−1a(2,1),...,(2̂,i),...,(2,n),(5,i,k−1)

dAdBik−1dq1 . . . dq̂i . . . dqn : (−1)i−1Q(θ1,...,θn)N
t
A =

∑i−1
j=1(−1)n−2Bj1a4,(5,k−1,i),(2,1),...,(2̂,j),...,(2̂,i),...,(2,n)

+
∑n
j=i+1(−1)n−1Bj1a4,(5,k−1,i),(2,1),...,(2̂,j),...,(2̂,i),...,(2,n)

dBα1 dB
i
k−1dq1 . . . dq̂i . . . dqn : (−1)i−1Q(θ1,...,θn)N

t
B1

=
∑i−1
m=1(−1)n−2Bm1 a(5,1),(5,k−1,i),(2,1),...,( ˆ2,m),...,(2̂,i),...,(2,n)

+
∑n
m=i+1(−1)n−1Bm1 a(5,1),(5,k−1,i),(2,1),...,( ˆ2,m),...,(2̂,i),...,(2,n)

dudBα1 dB
i
k−1dq1...dq̂m...dq̂i...dqn : 0 = a(5,1),(5,k−1,i),(2,1),...,( ˆ2,m),...,(2̂,i),...,(2,n)

dudAdBik−1dq1...dq̂j ...dq̂i...dqn : 0 = a4,(5,k−1,i),(2,1),...,(2̂,j),...,(2̂,i),...,(2,n)

N t
A = −FAA = 0

Ainsi on pose
F = Af(t, q, u,B1) + e(t, q, u,B1)

On a :
N t
Bθ1

= 0

Aussi N t
qi = −Bi1N t

u donc en di�érenciant par rapport à Bi1 on a N t
u = 0 et N t

qi = 0.
D’où f = f(t).
Pour k = 2 et (θ1, . . . , θn) �xé :

dq1 . . . dqndB
i
1 : (−1)i−1Q(θ1,...,θn)N

t
qi = (−1)iBi1a(2,1),...,(2̂,i),...,(2,n),(5,i,1)

−(TA+R)N t
Bi1

+(−1)nz(2,1),...,(2̂,i),...,(2,n)

dudBi1dq1 . . . dq̂i . . . dqn : (−1)i−1Q(θ1,...,θn)N
t
u = (−1)i−1a(2,1),...,(2̂,i),...,(2,n),(5,i,1)

dAdBi1dq1 . . . dq̂i . . . dqn : (−1)i−1Q(θ1,...,θn)N
t
A =

∑i−1
j=1(−1)n−2Bj1a4,(5,1,i),(2,1),...,(2̂,j),...,(2̂,i),...,(2,n)

+
∑n
j=i+1(−1)n−1Bj1a4,(5,1,i),(2,1),...,(2̂,j),...,(2̂,i),...,(2,n)

dBα1 dB
i
1dq1 . . . dq̂i . . . dqn : (−1)i−1Q(θ1,...,θn)N

t
Bα1

=
∑i−1
m=1(−1)n−2Bm1 a(5,1),(5,1,i),(2,1),...,( ˆ2,m),...,(2̂,i),...,(2,n)

+
∑n
m=i+1(−1)n−1Bm1 a(5,1),(5,1,i),(2,1),...,( ˆ2,m),...,(2̂,i),...,(2,n)

dudBα1 dB
i
1dq1...dq̂m...dq̂i...dqn : 0 = a(5,1),(5,1,i),(2,1),...,( ˆ2,m),...,(2̂,i),...,(2,n)

dudAdBi1dq1...dq̂j ...dq̂i...dqn : 0 = a4,(5,1,i),(2,1),...,(2̂,j),...,(2̂,i),...,(2,n)
dAdtdq1 . . . dq̂i . . . dqn : (−1)i(TA+R)Nqi

A = (−1)nAa4,(2,1)...(2̂,i)...(2,n)
+
∑n
α=1(−1)iQiN

Bα1
A −z(2,1)...(2̂,i)...(2,n)

dudAdq1 . . . dq̂i . . . dqn : 0 = a4,(2,1),...,(2̂,i),...,(2,n)
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N t
A = −FAA = 0

Ainsi on pose
F = Af(t, q, u,B1) + e(t, q, u,B1)

N t
Bθ1

= 0

On a d’autre part Nqi
A = −FBi1A = −fBi1 = 0 et NBθ1

A = Bθ1fu + fqθi
Alors z(2,1)...(2̂,i)...(2,n) =

∑n
θ=1(−1)i+1Q(θ1,...,θn)(B

θ
1fu + fqθ )

Ainsi (−1)iQ(θ1,...,θn)fqi = (−1)i+1Bi1Q(θ1,...,θn)fu + (−1)n
∑n
θ=1(−1)i+1Q(θ1,...,θn)(B

θ
1fu + fqθ )

On di�érencie par rapport à Bθ1 pour θ 6= i on a fu = 0.
Par suite fqi = 0 pour tout i ∈ {1, . . . , n}.
D’où f = f(t).

Corollaire 1.2.1.2

Il existe deux fonctions f(t) et e(t, q1, . . . , qn, u,B
1
1 , . . . , B

n
1 ) dé�nies par f = −N t

et e = Nu −∑n
i=1B

i
1N

qi
.

Ainsi

N t = −f

N qi = −eBi1 pour tout i ∈ {1, . . . , n}

Nu = e−
n∑
i=1

Bi
1eBi1

NA = Aeu +Aft + et

NBi1 = Bi
1eu + eqi pour tout i ∈ {1, . . . , n}

Hypothèse 1.2.1.3

(H4) : On suppose que pour tout l ∈ {2, . . . , k} et pour tout (θ1, . . . , θn) tels que à la fois θ1+. . .+θn =

l et θi = 0 ou 1 pour tout i ∈ {1, . . . , n} alors B(θ1,...,θn)
l = 0

Lemme 1.2.1.4

Sous (H4), ∀l ∈ {1, . . . , k}, les NBl
ne dépendent que de N t

, N q1
,. . ., N qn

et Nu
.
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De plus on a :

NB
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1 = N
B
θ′1...θ

′
n

l
qj +

n∑
r=1

B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j eBr1qr+
n∑
i=1

B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j Bi
1eBi1u

+Bj
1N

B
θ′1...θ

′
j ...θ
′
n

l
u

k−1∑
s=1

s∑
θ
′′
1 =0

s−θ′′1∑
θ
′′
2 =0

. . .

s−

n−1∑
i=1

θ
′′
i∑

θ′′n=0

B
θ
′′
1 ...θ

′′
j +1...θ

′′
n

s+1,j N
B
θ′1...θ

′
n

l

B
θ
′′
1 ...θ

′′
n

s

−
n∑
r=1
r 6=j

B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j eBr1qr+
n∑
i=1
i6=j

B
θ′1...θ

′
i+1...θ′n

l+1,i eBi1qj

+
n∑
i=1

(−1)jB
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j B2i
2,ieBi1Bi1

−
n∑
r=1
r 6=j

Br
1B

θ′1...θ
′
j+1...θ′n

l+1,j eBr1u +
n∑
i=1
i 6=j

Bj
1B

θ′1...θ
′
i+1...θ′n

l+1,i eBi1u

(1.2)

Démonstration : Comme pour la démonstration du théorème 1.1, on pose :

α = du−Adt−
n∑
i=1

Bi1dqi

dα = −dAdt−
n∑
i=1

dBi1dqi

Alors on peut poser :

γ = Tdudq1 . . . dqn+Rdtdq1 . . . dqn+

n∑
j=1

k∑
θ1=0

k−θ1∑
θ2=0

. . .

k−
∑n−1
j=1 θj∑

θn=0

(−1)j−1QjdtdB
(θ1,...,θj−1,...,θn)
k−1 dq1 . . . dq̂j . . . dqn

β
θ′1...θ

′
n

l,j = dtdB
(θ′1,...,θ

′
n)

l dq1 . . . dq̂j . . . dqn + (−1)jB
(θ′1,...,θ

′
j+1,...,θ′n)

l+1 dtdq1 . . . dqn

pour l ∈ {1, . . . , k − 1}, θ′1 + . . .+ θ′n = l, j ∈ {1, . . . , n} et l’un des θ′r ≥ 2 dès que l ≥ 2

Même en changeant ce γ, les formes engendrent toujours le même idéal car en notant γ1 l’ancien et γ2 ce nouveau,
on a γ1 − γ2 = −Tαdq1 . . . dqn.
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On a alors :

LN (β
θ′1...θ

′
n

l,j ) = dN tdB
(θ′1,...,θ

′
n)

l dq1 . . . dq̂j . . . dqn + dtdNB
(θ′1,...,θ

′
n)

l dq1 . . . dq̂j . . . dqn

+

j−1∑
r=1

dtdB
(θ′1,...,θ

′
n)

l dq1 . . . dN
qr . . . dq̂j . . . dqn +

n∑
r=j+1

dtdB
(θ′1,...,θ

′
n)

l dq1 . . . dq̂j . . . dN
qr . . . dqn

(−1)jNB
(θ′1,...,θ

′
j+1,...,θ′n)

l+1 dtdq1 . . . dqn + (−1)jB
(θ′1,...,θ

′
j+1,...,θ′n)

l+1 dN tdq1 . . . dqn

+

n∑
r=1

(−1)jB
(θ′1,...,θ

′
j+1,...,θ′n)

l+1 dtdq1 . . . dN
qr . . . dqn

= a∗1...∗nα+

k−1∑
s=1

s∑
θ”1=0

s−θ”1∑
θ”2=0

. . .

s−
∑n−1
r=1 θ”r∑

θ”n=0

n∑
i=1

bθ”1...θ”ns,i βθ”1...θ”ns,i + gγ + z∗1...∗n−1dα (1.3)

En identi�ant les coe�cients on obtient :

dtdq1 . . . dqn : −NB
θ′1...θ

′
n

l
qj = (−1)j+1Aa(2,1)...(2,n) + (−1)jRg

+

n∑
r=1

B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1 Nqr
qr +

k−1∑
s=1

s∑
θ
′′
1 =0

...

s−

n−1∑
r=1

θ
′′

r∑
θ′′n=0

n∑
i=1

(−1)i+jb
θ
′′
1 ...θ

′′
n

s,i B
θ
′′
1 ...θ

′′
i +1...θ

′′
n

s+1,i

+NB
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1 +

n∑
i=1

(−1)n+j−i+1Bi1a1,(2,1)... ˆ(2,i)...(2,n)

−Bθ
′
1...θ

′
j+1...θ′n

l+1 ft

dq1 . . . dqndu : 0 = a(2,1)...(2,n) − TAg

dtdq1...dq̂i...dqndu : −NB
θ′1...θ

′
n

l
u︸ ︷︷ ︸
i=j

+B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1 Nqi
u = (−1)n−i+ja

1,(2,1)... ˆ(2,i)...(2,n)

dtdBθ
′′

s dq1...dq̂i...dqn︸ ︷︷ ︸
s6=1 ou θ′′ 6=i

: −ft︸︷︷︸
i=j,θ′′=θ′,l=s

+N
Bθ
′
l

Bθ
′′
s︸ ︷︷ ︸

i=j

= −Aa
(5,s,θ′′ )(2,1)... ˆ(2,i)...(2,n)

+ bθ
′′

s,i + (−1)i−1Qig︸ ︷︷ ︸
k−1=s

+

n∑
r=1
r 6=i

Nqr
qr

︸ ︷︷ ︸
i=j,θ′′=θ′,l=s

+ (−1)j−i−1Nqi
qj︸ ︷︷ ︸

i6=j,θ′′=θ′,l=s

∑i−1
r=1(−1)n−rBr1a1(5,s,θ′′ )(2,1)... ˆ(2,r)... ˆ(2,i)...(2,n)

+ (−1)i−1B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1 Nqi

Bθ
′′
s︸ ︷︷ ︸

s=1

∑n
r=i+1(−1)n−r+1Br1a1(5,s,θ′′ )(2,1)... ˆ(2,i)... ˆ(2,r)...(2,n)

dBθ
′′

s dq1...dq̂i...dqndu︸ ︷︷ ︸
s6=1 ou θ′′ 6=i

: 0 = a
(5,s,θ′′ )(2,1)... ˆ(2,i)...(2,n)

dtdBθ
′′

s dq1dq̂rdq̂idqndu︸ ︷︷ ︸
s 6=1 ou θ′′ 6=i,r

: (−1)n−r−1Nqr
u︸ ︷︷ ︸

i=j,θ′′=θ′,s=l

+ (−1)n−iNqi
u︸ ︷︷ ︸

r=j,θ′′=θ′,s=l

= a
1,(5,s,θ′′ )(2,1)... ˆ(2,r)... ˆ(2,i)...(2,n)

dtdBθ
′′

s dq1dq̂idq̂rdqndu︸ ︷︷ ︸
s 6=1 ou θ′′ 6=i,r

: (−1)n−i−1Nqr
u︸ ︷︷ ︸

r=j,θ′′=θ′,s=l

+ (−1)n−rNqi
u︸ ︷︷ ︸

i=j,θ′′=θ′,s=l

= a
1,(5,s,θ′′ )(2,1)... ˆ(2,i)... ˆ(2,r)...(2,n)
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Alors on obtient :

NB
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1 = N
B
θ′1...θ

′
n

l
qj −

n∑
r=1

B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j Nqr
qr −

n∑
i=1

B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j Bi1N
qi
u +Bj1N

B
θ′1...θ

′
j ...θ

′
n

l
u

k−1∑
s=1

s∑
θ
′′
1 =0

s−θ
′′
1∑

θ
′′
2 =0

. . .

s−

n−1∑
i=1

θ
′′

i∑
θ′′n=0

B
θ
′′
1 ...θ

′′
j +1...θ

′′
n

s+1,j N
B
θ′1...θ

′
n

l

B
θ
′′
1 ...θ

′′
n

s

+

n∑
r=1
r 6=j

B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j Nqr
qr −

n∑
i=1
i6=j

B
θ′1...θ

′
i+1...θ′n

l+1,i Nqi
qj

+

n∑
i=1

(−1)j−1B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j B2i
2,iN

qi
Bi1

+

n∑
r=1
r 6=j

Br1B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j Nqr
u −

n∑
i=1
i6=j

Bj1B
θ′1...θ

′
i+1...θ′n

l+1,i Nqi
u

n∑
i=1

k−1∑
θ
′′
1 =0

k−1−θ
′′
1∑

θ
′′
2 =0

. . .

k−1−

n−1∑
i=1

θ
′′

i∑
θ′′n=0

(−1)jB
θ
′′
1 ...θ

′′
i +1...θ

′′
n

k,i Qig + (−1)j(TA+R)g

Mais comme l’équation donne

n∑
i=1

k−1∑
θ
′′
1 =0

k−1−θ
′′
1∑

θ
′′
2 =0

. . .

k−1−

n−1∑
i=1

θ
′′

i∑
θ′′n=0

(−1)jB
θ
′′
1 ...θ

′′
i +1...θ

′′
n

k,i Qi + (−1)j(TA+R) = 0

et que NB1 ne dépend que de N t, des Nqi pour i ∈ {1, . . . , n} et de Nu, par récurrence il en est de même pour
tous les NBθ

′
l .

Et on a :

NB
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1 = N
B
θ′1...θ

′
n

l
qj +

n∑
r=1

B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j eBr1qr +

n∑
i=1

B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j Bi1eBi1u +Bj1N
B
θ′1...θ

′
j ...θ

′
n

l
u

k−1∑
s=1

s∑
θ
′′
1 =0

s−θ
′′
1∑

θ
′′
2 =0

. . .

s−

n−1∑
i=1

θ
′′

i∑
θ′′n=0

B
θ
′′
1 ...θ

′′
j +1...θ

′′
n

s+1,j N
B
θ′1...θ

′
n

l

B
θ
′′
1 ...θ

′′
n

s

−
n∑
r=1
r 6=j

B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j eBr1qr +

n∑
i=1
i6=j

B
θ′1...θ

′
i+1...θ′n

l+1,i eBi1qj

+

n∑
i=1

(−1)jB
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j B2i
2,ieBi1Bi1 −

n∑
r=1
r 6=j

Br1B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j eBr1u +

n∑
i=1
i6=j

Bj1B
θ′1...θ

′
i+1...θ′n

l+1,i eBi1u (1.4)

Corollaire 1.2.1.5

Sous (H1), (H2), (H3) et (H4) l’application

H → H̃
N 7→ Ñ

est injective.
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Démonstration : D’après le lemme précédent et comme NA = AFu + Ft, sous (H1), (H2), (H3) et (H4), on
obtient NA = Am+ umt + lt +Aft −

∑n
i=1B

i
1w

i
t.

Ainsi on a Ñ = Ñ ′ si et seulement si N = N ′.

1.2.2 L’équation avec le bilaplacien

L’opérateur bilaplacien joue un rôle fondamental dans la théorie de l’élasticité et la dynamique des
�uides.

On considère alors l’équation

(E) :
∂u

∂t
= λ∆2u(t, q1, . . . , qn) (1.5)

C’est un cas particulier de (Eg,k,n) pour lequel k = 4, T = 1, Q = −λ et R = 0.

La méthode des isovecteurs permet ici de trouver les symétries de cette équation comprenantn variables
d’espace.

Relier ceci à des processus aléatoires sera l’objet de la partie 1.3.6.

1.2.2.1 Calcul des isovecteurs

Par le théorème (1.2.1.1) on sait que
N t = −f(t)

et par le lemme (1.2.1.4), pour tout i ∈ {1, . . . n},

N qi = −eBi1 ,

Nu = e−
n∑
i=1

Bi
1eBi1

,

NA = Aeu +Aft + et,

NBi1 = Bi
1eu + eqi
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et pour tout l ∈ {1, 2},

NB
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1 = N
B
θ′1...θ

′
n

l
qj +

n∑
r=1

B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j eBr1qr +

n∑
i=1

B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j Bi
1eBi1u

+Bj
1N

B
θ′1...θ

′
j ...θ
′
n

l
u

k−1∑
s=1

s∑
θ
′′
1 =0

s−θ′′1∑
θ
′′
2 =0

. . .

s−

n−1∑
i=1

θ
′′
i∑

θ′′n=0

B
θ
′′
1 ...θ

′′
j +1...θ

′′
n

s+1,j N
B
θ′1...θ

′
n

l

B
θ
′′
1 ...θ

′′
n

s

−
n∑
r=1
r 6=j

B
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j eBr1qr +
n∑
i=1
i 6=j

B
θ′1...θ

′
i+1...θ′n

l+1,i eBi1qj

+
n∑
i=1

(−1)jB
θ′1...θ

′
j+1...θ′n

l+1,j B2i
2,ieBi1Bi1

−
n∑
r=1
r 6=j

Br
1B

θ′1...θ
′
j+1...θ′n

l+1,j eBr1u +
n∑
i=1
i6=j

Bj
1B

θ′1...θ
′
i+1...θ′n

l+1,i eBi1u
(1.6)

Pour rappel l’équation (E) est annulée par :

α : du−Adt−
n∑
i=1

B1i
1 dqi

γ : Adq1 . . . dqndt+ λ

n∑
i=1

(−1)idB3i
3 dq1 . . . dq̂i . . . dqndt

+ λ

n∑
i=1

n∑
j=i+1

(−1)idB
1i2j
3 dq1 . . . dq̂i . . . dqndt+ λ

n∑
i=1

n∑
j=i+1

(−1)jdB
2i1j
3 dq1 . . . dq̂j . . . dqndt

Pour i ∈ {1, . . . , n} :

β
i
1 : B2i

2 dq1 . . . dqndt+ (−1)idBi
1dq1 . . . dq̂i . . . dqndt

β
2i
2 : B3i

3 dq1 . . . dqndt+ (−1)idB2i
2 dq1 . . . dq̂i . . . dqndt

Pour j ∈ {1, . . . , i− 1, i+ 1, . . . , n} :

β
ij

2 : B1i2j
3 dq1 . . . dqndt+ (−1)idB2j

2 dq1 . . . dq̂i . . . dqndt

dα : −dAdt−
n∑
i=1

dB1i
1 dqi

dβ
i
1 : dB2i

2 dq1 . . . dqndt
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1.2 Le résultat général

dβ
2i
2 : dB3i

3 dq1 . . . dqndt

β
ij

2 : dB1i2j
3 dq1 . . . dqndt

On souhaite

LN (γ) = aα+ zγ +

2∑
l=1

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

n∑
j=1

b
(θ1,...,θj ,...,θn)

l β
(θ1,...,θj ,...,θn)

l + gdα

C’est à dire :

NAdq1 . . . dqndt+

n∑
i=1

(−1)i−1AdN qidq1 . . . dq̂i . . . dqndt+ (−1)nAdN tdq1 . . . dqn+

n∑
i=1

(−1)iλdNB3i
3 dq1 . . . dq̂i . . . dqndt+

n∑
i=1

i−1∑
j=1

(−1)i+jλdN qjdB3i
3 dq1 . . . dq̂j . . . dq̂i . . . dqndt+

n∑
i=1

n∑
j=i+1

(−1)i+j−1λdN qjdB3i
3 dq1 . . . dq̂i . . . dq̂j . . . dqndt+

n∑
i=1

(−1)n+iλdN tdB3i
3 dq1 . . . dq̂i . . . dqn+

n∑
i=1

n∑
j=i+1

(−1)iλdNB
1i2j
3 dq1 . . . dq̂i . . . dqndt+

n∑
i=1

n∑
j=i+1

i−1∑
k=1

(−1)i+kλdN qkdB
1i2j
3 dq1 . . . dq̂k . . . dq̂i . . . dqndt+

n∑
i=1

n∑
j=i+1

n∑
k=i+1

(−1)i+k−1λdN qkdB
1i2j
3 dq1 . . . dq̂i . . . dq̂k . . . dqndt+

n∑
i=1

n∑
j=i+1

(−1)n+iλdN tdB
1i2j
3 dq1 . . . dq̂i . . . dqn

+
n∑
i=1

n∑
j=i+1

(−1)jλdNB
2i1j
3 dq1 . . . dq̂j . . . dqndt+

n∑
i=1

n∑
j=i+1

j−1∑
k=1

(−1)j+kλdN qkdB
2i1j
3 dq1 . . . dq̂k . . . dq̂j . . . dqndt+

n∑
i=1

n∑
j=i+1

n∑
k=j+1

(−1)j+k−1λdN qkdB
2i1j
3 dq1 . . . dq̂j . . . dq̂k . . . dqndt+

n∑
i=1

n∑
j=i+1

(−1)n+jλdN tdB
2i1j
3 dq1 . . . dq̂j . . . dqn

= adu−Aadt−
n∑
i=1

B1i
1 adqi +Azdq1 . . . dqndt+

n∑
i=1

(−1)iλzdB3i
3 dq1 . . . dq̂i . . . dqndt+

n∑
i=1

n∑
j=i+1

(−1)iλzdB
1i2j
3 dq1 . . . dq̂i . . . dqndt+

n∑
i=1

n∑
j=i+1

(−1)jλzdB
2i1j
3 dq1 . . . dq̂j . . . dqndt

+

2∑
l=1

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

n∑
i=1

b
(θ1,...,θi,...,θn)

l dB
(θ1,...,θi,...,θn)

l dq1 . . . dq̂i . . . dqndt

−
2∑
l=1

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

n∑
i=1

(−1)i−1b
(θ1,...,θi,...,θn)

l B
(θ1,...,θi+1,...,θn)
l+1 dq1 . . . dqndt−gdAdt−

n∑
i=1

gdB1i
1 dqi

où a est une n-forme, g est une (n-1)-forme et z, b∗l sont des 0-formes.

31



Chapitre 1 : Théorie des symétries

Par 1.1.1.4 a∗...∗u = 0.

Aussi dès que dt et dBi
1dqi ne sont pas présents ou que dB3dB1 , dB2 ou dB2 le sont, alors a∗...∗ = 0

en considérant d ∗ . . . d ∗ du.

Par dB3i
3 dq1 . . . dq̂j . . . dq̂i . . . dqndtdB

i
1 pour j < i, (−1)n+i+j+1λe

Bj1B
i
1

= 0.

Par dB3i
3 dq1 . . . dq̂j . . . dq̂i . . . dqndtdB

j
1 pour j < i, (−1)n+i+j+1λe

Bj1B
j
1

= 0.

Par dB3i
3 dq1 . . . dq̂i . . . dq̂j . . . dqndtdB

i
1 pour j > i, (−1)n+i+jλe

Bj1B
i
1

= 0.

Par dB3i
3 dq1 . . . dq̂i . . . dq̂j . . . dqndtdB

j
1 pour j > i, (−1)n+i+jλe

Bj1B
j
1

= 0.

On pose

e = s(t, q1, . . . , qn, u) +

n∑
i=1

Bi
1w

i(t, q1, . . . , qn, u)

Par dq1 . . . dqndt on a :

Asu+
n∑
i=1

ABi
1w

i
u+Aft+et−

n∑
i=1

Awiqi−Aft−
n∑
i=1

λN
B

3i
3

qi −
n∑
i=1

n∑
j=i+1

λN
B

1i2j
3

qi −
n∑
i=1

n∑
j=i+1

λN
B

2i1j
3

qj =

−Aaq1...qn+
n∑
i=1

(−1)n−iB1i
1 aq1...q̂i...qnt+Az−

2∑
l=1

l∑
θ1=0

l−θ1∑
θ2=0

...

l−
∑n−1
i=1 θi∑

θn=0

n∑
i=1

(−1)i−1B
(θ1,...,θi+1,...,θn)
l+1 b

(θ1,...,θi,...,θn)

l

Par dq1 . . . dq̂i . . . dqndtdu on a (−1)n+iAwiu+(−1)n+iλN
B

3i
3

u +
∑

j 6=i(−1)n+iλN
B

1i2j
3

u = aq1...q̂i...qnt.

Par dB3i
3 dq1 . . . dq̂i . . . dqndt,

(−1)iλN
B

3i
3

N
3i
3

+
∑
j 6=i

(−1)i−1λwjqj + (−1)i−1λft +
∑
j 6=i

(−1)iλN
B
i2j

3

B
3i
3

= −
i−1∑
j=1

(−1)n−jBj
1aB3i

3 q1...q̂j ...q̂i...qnt
−

n∑
j=i+1

(−1)n−j+1Bj
1aB3i

3 q1...q̂i...q̂j ...qnt
+ (−1)iλz

Or dB3i
3 dq1 . . . dq̂j . . . dq̂i . . . dqndtdu donne (−1)n+i+j+1λwju = a

B
3i
3 q1...q̂j ...q̂i...qnt

et dB3i
3 dq1 . . . dq̂i . . . dq̂j . . . dqndtdu

donne (−1)n+i+jλwju = a
B

3i
3 q1...q̂i...q̂j ...qnt

Aussi pour j 6= i, par dBi2j

3 dq1 . . . dq̂i . . . dqndt,

(−1)iλN
B

3i
3

B
i2j

3

+
∑
k 6=i

(−1)i−1λwkqk + (−1)i−1λft + (−1)iλN
B
i2j

3

B
i2j

3

= −
i−1∑
k=1

(−1)n−kBk
1aBi2k3 q1...q̂j ...q̂i...qnt

−
n∑

k=i+1

(−1)n−k+1Bk
1aBi2i3 q1...q̂i...q̂k...qnt

+ (−1)iλz
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Or dBi2j

3 dq1 . . . dq̂j . . . dq̂i . . . dqndtdu donne

(−1)n+i+j+1λwju = a
B
i2j

3 q1...q̂j ...q̂i...qnt

et dBi2j

3 dq1 . . . dq̂i . . . dq̂j . . . dqndtdu donne

(−1)n+i+jλwju = a
B
i2j

3 q1...q̂i...q̂j ...qnt

En égalant les deux expressions de z on obtient

N
B

3i
3

B
3i
3

+
∑
j 6=i

N
B
i2j

3

B
3i
3

=
∑
j 6=i

N
B

3i
3

B
i2j

3

+
∑
j 6=i

N
B
i2j

3

B
i2j

3

(1.7)

Par dBi
1dq1 . . . dq̂i . . . dqndt : bi1 = (−1)iλ(N

B
3i
3

Bi1
+
∑

j 6=iN
B
i2j

3

Bi1
)

Par dB2i
2 dq1 . . . dq̂i . . . dqndt : b2i2 = (−1)iλ(N

B
3i
3

B
2i
2

+
∑

j 6=iN
B
i2j

3

B
2i
2

)

Pour j 6= i, par dB2j

2 dq1 . . . dq̂i . . . dqndt : bij2 = (−1)iλ(N
B

3i
3

B
2j

2

+
∑

k 6=iN
B
i2k
3

B
2j

2

)

Ainsi

Asu−A(N
B

3i
3

B
3i
3

−
∑
j 6=i

wjqj−ft+
∑
j 6=i

N
B
i2j

3

B
3i
3

−
∑
j 6=i

Bj
1w

j
u)+

n∑
i=1

wiqi+st+

n∑
i=1

Bi
1w

i
t−

n∑
i=1

λN
B

3i
3

qi −
n∑
i=1

∑
j 6=i

λN
B
i2j

3
qi

−
n∑
i=1

Bi
1λN

B
3i
3

u −
n∑
i=1

∑
j 6=i

λBi
1N

B
i2j

3
u −

n∑
i=1

B
2i
2 λ(N

B
3i
3

Bi1
+
∑
j 6=i

N
B
i2j

3

Bi1
)−

n∑
i=1

B
3i
3 λ(N

B
3i
3

B
2i
2

+
∑
j 6=i

N
B
i2j

3

B
2i
2

)

−
n∑
i=1

∑
j 6=i

λB
i2j

3 (N
B

3i
3

B
2j

2

+
∑
k 6=i

N
B
i2k
3

B
2j

2

) = 0 (1.8)

Or

NB2i
2 = Bi

1suqi +

n∑
j=1

Bi
1B

j
1w

j
uqi + sqiqi +

n∑
j=1

Bj
1w

j
qiqi +

n∑
r=1

B2i
2 w

r
qr +

n∑
r=1

B2i
2 B

r
1w

r
u

+ (Bi
1)

2suu +
n∑
j=1

(Bi
1)

2Bj
1w

j
uu +Bi

1sqiu +

n∑
j=1

Bj
1B

i
1w

j
uqi +B2i

2 B
i
1w

i
u +B2i

2 w
i
qi +B2i

2 su

+
n∑
j=1

B2i
2 B

j
1w

j
u −

n∑
r=1
r 6=i

B2i
2 w

r
qr +

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qi −

n∑
r=1
r 6=i

Br
1B

2i
2 w

r
u +

n∑
r=1
r 6=i

Bi
1B

2r
2 w

r
u
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NB3i
3 = Bi

1suqiqi+
n∑
j=1

Bi
1B

j
1w

j
uqiqi+sqiqiqi+

n∑
j=1

Bj
1w

j
qiqiqi+

n∑
r=1

B2i
2 w

r
qrqi+

n∑
r=1

B2i
2 B

r
1w

r
uqi+(Bi

1)
2suuqi

+
n∑
j=1

(Bi
1)

2Bj
1w

j
uuqi+B

i
1sqiuqi+

n∑
j=1

Bj
1B

i
1w

j
uqiqi+B

2i
2 B

i
1w

i
uqi+B

2i
2 w

i
qiqi+B

2i
2 suqi+

n∑
j=1

B2i
2 B

j
1w

j
uqi−

n∑
r=1
r 6=i

B2i
2 w

r
qrqi

+

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qiqi−

n∑
r=1
r 6=i

Br
1B

2i
2 w

r
uqi+

n∑
r=1
r 6=i

Bi
1B

2r
2 w

r
uqi+

n∑
r=1

B3i
3 w

r
qr+

n∑
r=1

B3i
3 B

r
1w

r
u+Bi

1(B
i
1suqiu+

n∑
j=1

Bi
1B

j
1w

j
uqiu

+sqiqiu+

n∑
j=1

Bj
1w

j
qiqiu+

n∑
r=1

B2i
2 w

r
qru+

n∑
r=1

B2i
2 B

r
1w

r
uu+(Bi

1)
2suuu+

n∑
j=1

(Bi
1)

2Bj
1w

j
uuu+Bi

1sqiuu+

n∑
j=1

Bj
1B

i
1w

j
uqiu

+B2i
2 B

i
1w

i
uu+B2i

2 w
i
qiu+B2i

2 suu+
n∑
j=1

B2i
2 B

j
1w

j
uu−

n∑
r=1
r 6=i

B2i
2 w

r
qru+

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qiu−

n∑
r=1
r 6=i

Br
1B

2i
2 w

r
uu+

n∑
r=1
r 6=i

Bi
1B

2r
2 w

r
uu)

+B2i
2 (suqi +Bi

1w
i
uqi +

n∑
j=1

Bj
1w

j
uqi +wiqiqi +B2i

2 w
i
u + 2Bi

1suu + 1(Bi
1)

2wiuu + 2

n∑
j=1

Bi
1B

j
1w

j
uu + sqiu

+Bi
1w

i
uqi +

n∑
j=1

Bj
1w

j
uqi + 2B2i

2 w
i
u +

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
u) +B3i

3 (
n∑
r=1

wrqr +
n∑
r=1

Br
1w

r
u +Bi

1w
i
u + wiqi + su

+

n∑
j=1

Bj
1w

j
u−

n∑
r=1
r 6=i

wrqr−
n∑
r=1
r 6=i

Br
1w

r
u)+

n∑
j=1
j 6=i

B2ji
3 (wjqi+B

i
1w

j
u)−

n∑
r=1
r 6=j

B3i
3 w

r
qr+

n∑
r=1
r 6=i

B2ir
3 wrqi−

n∑
r=1
r 6=i

Br
1B

3i
3 w

r
u+

n∑
r=1
r 6=i

Bi
1B

2ir
3 wru
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NB2ij
3 = (Bi

1suqiqj+
n∑
r=1

Bi
1B

r
1w

r
uqiqj+sqiqiqj+

n∑
r=1

Br
1w

r
qiqiqj+

n∑
r=1

B2i
2 w

r
qrqj+

n∑
r=1

B2i
2 B

r
1w

r
uqj+(Bi

1)
2suuqj

+

n∑
r=1

(Bi
1)

2Br
1w

r
uuqj+B

i
1sqiuqj+

n∑
r=1

Br
1B

i
1w

r
uqiqj+B

2i
2 B

i
1w

i
uqj+B

2i
2 w

i
qiqj+B

2i
2 suqj+

n∑
r=1

B2i
2 B

r
1w

r
uqj−

n∑
r=1
r 6=i

B2i
2 w

r
qrqj

+

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qiqj−

n∑
r=1
r 6=i

Br
1B

2i
2 w

r
uqj+

n∑
r=1
r 6=i

Bi
1B

2r
2 w

r
uqj )+

n∑
r=1

B2ij
3 wrqr+

n∑
r=1

B2ij
3 Br

1w
r
u+Bj

1(Bi
1suqiu+

n∑
r=1

Bi
1B

r
1w

r
uqiu+sqiqiu

+
n∑
r=1

Br
1w

r
qiqiu+

n∑
r=1

B2i
2 w

r
qru+

n∑
r=1

B2i
2 B

r
1w

r
uu+(Bi

1)
2suuu+

n∑
r=1

(Bi
1)

2Br
1w

r
uuu+Bi

1sqiuu+
n∑
r=1

Br
1B

i
1w

r
uqiu+B2i

2 B
i
1w

i
uu

+B2i
2 w

i
qiu+B2i

2 suu+
n∑
r=1

B2i
2 B

r
1w

r
uu−

n∑
r=1
r 6=i

B2i
2 w

r
qru+

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qiu−

n∑
r=1
r 6=i

Br
1B

2i
2 w

r
uu+

n∑
r=1
r 6=i

Bi
1B

2r
2 w

r
uu)+B2j

2 (Bi
1w

j
uqi+w

j
qiqi

+B2i
2 w

j
u+(Bi

1)
2wjuu+Bi

1w
j
uqi+B

2i
2 w

j
u−B2i

2 w
j
u)+B2ij

3 (

n∑
r=1

wrqr+

n∑
r=1

Br
1w

r
u+Bi

1w
i
u+wiqi+su+

n∑
r=1

Br
1w

r
u−

n∑
r=1
r 6=i

wrqr

−
n∑
r=1
r 6=i

Br
1w

r
u)+

n∑
r=1
r 6=i

B2rj
3 (wrqi+B

i
1w

r
u)−

n∑
r=1
r 6=j

B2ij
3 wrqr+

n∑
r=1
r 6=j

B2ir
3 wrqj−

n∑
r=1
r 6=j

Br
1B

2ij
3 wru+

n∑
r=1
r 6=j

Bj
1B

2ir
3 wru

En di�érenciant (1.8) par rapport à A on obtient : −4wiqi + ft − 2Bi
1w

i
u = 0 donc en di�érenciant par

rapport à Bi
1 on a

pour tout i ∈ {1, . . . , n}, wiu = 0

et par suite
ft = 4wiqi

Or f = f(t) donc pour tout i ∈ {1, . . . , n} et pour tout j ∈ {1, . . . , qi−1, qi+1, . . . , qn}wiqiqi = wiqiqj =

0.

Ainsi

NB2i
2 = Bi

1suqi + sqiqi +
n∑
j=1

Bj
1w

j
qiqi +

n∑
r=1

B2i
2 w

r
qr + (Bi

1)
2suu +Bi

1sqiu

+B2i
2 w

i
qi +B2i

2 su −
n∑
r=1
r 6=i

B2i
2 w

r
qr +

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qi
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NB3i
3 = Bi

1suqiqi+sqiqiqi+
n∑
j=1

Bj
1w

j
qiqiqi+(Bi

1)
2suuqi+B

i
1sqiuqi+B

2i
2 suqi+

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qiqi+

n∑
r=1

B3i
3 w

r
qr

+Bi
1(B

i
1suqiu+sqiqiu+(Bi

1)
2suuu+Bi

1sqiuu+B2i
2 suu)+B2i

2 (suqi+2Bi
1suu+sqiu)+B3i

3 (

n∑
r=1

wrqr+w
i
qi+su

−
n∑
r=1
r 6=i

wrqr) +
n∑
j=1
j 6=i

B2ji
3 (wjqi)−

n∑
r=1
r 6=j

B3i
3 w

r
qr +

n∑
r=1
r 6=i

B2ir
3 wrqi

NB2ij
3 = Bi

1suqiqj+sqiqiqj+

n∑
r=1

Br
1w

r
qiqiqj+(Bi

1)
2suuqj+B

i
1sqiuqj+B

2i
2 suqj+

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qiqj+

n∑
r=1

B2ij
3 wrqr

+Bj
1(Bi

1suqiu+sqiqiu+(Bi
1)

2suuu+Bi
1sqiuu+B2i

2 suu)+B2j
2 (+wjqiqi)+B

2ij
3 (

n∑
r=1

wrqr+w
i
qi+su−

n∑
r=1
r 6=i

wrqr)

+

n∑
r=1
r 6=i

B2rj
3 (wrqi)−

n∑
r=1
r 6=j

B2ij
3 wrqr +

n∑
r=1
r 6=j

B2ir
3 wrqj

On reprend alors (1.8) pour A = 0 et on di�érencie par rapport à Bi
1B

i
2 pour obtenir suu = 0.

Ainsi on pose
s = um(t, q1, . . . , qn) + l(t, q1, . . . , qn)

Alors

NB2i
2 = 2Bi

1mqi+umqiqi+lqiqi+
n∑
j=1

Bj
1w

j
qiqi+

n∑
r=1

B2i
2 w

r
qr+B

2i
2 w

i
qi+B

2i
2 m−

n∑
r=1
r 6=i

B2i
2 w

r
qr+

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qi

NB3i
3 = 3Bi

1mqiqi+umqiqiqi+lqiqiqi+

n∑
j=1

Bj
1w

j
qiqiqi+

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qiqi+

n∑
r=1

B3i
3 w

r
qr+3B2i

2 mqi+B
3i
3 (

n∑
r=1

wrqr+w
i
qi

+m−
n∑
r=1
r 6=i

wrqr) +

n∑
j=1
j 6=i

B2ji
3 (wjqi)−

n∑
r=1
r 6=i

B3i
3 w

r
qr +

n∑
r=1
r 6=i

B2ir
3 wrqi
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NB2ij
3 = 2Bi

1mqiqj+umqiqiqj+lqiqiqj+
n∑
r=1

Br
1w

r
qiqiqj+B

2i
2 mqj+

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qiqj+

n∑
r=1

B2ij
3 wrqr+B

j
1mqiqi

+B2j
2 w

j
qiqi +B2ij

3 (
n∑
r=1

wrqr + wiqi +m−
n∑
r=1
r 6=i

wrqr) +
n∑
r=1
r 6=i

B2rj
3 (wrqi)−

n∑
r=1
r 6=j

B2ij
3 wrqr +

n∑
r=1
r 6=j

B2ir
3 wrqj

(1.8) pour u = B = 0 donne que

l est solution de l’équation.

De même, (1.8) di�érencié par rapport à u donne que

m est solution de l’équation.

Il nous reste alors un polynôme en B1, B2 et B3.

On di�érencie (1.8) pour un i particulier et pour B2 = B3 = l = u = 0 : wit − 4λ(mqiqiqi +∑
j 6=imqiqjqj ) = 0 or comme m est solution de l’équation on obtient

4mt =
n∑
i=1

witqi =
n∑
i=1

ftt

Cette fois en di�érenciant (1.8) par rapport à B3i
3 pour B2 = B1 = u = l = 0 on trouve mqi = 0 donc

aussi mt = 0.

Ainsi on pose
wiqi = −c1

f = −4tc1 + c2

m = c3

Alors

NB2i
2 = lqiqi +

n∑
j=1

Bj
1w

j
qiqi + 2B2i

2 c1 + B2i
2 c3 +

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qi

NB3i
3 = lqiqiqi +

n∑
j=1

Bj
1w

j
qiqiqi +

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qiqi + 3B3i

3 c1 +B3i
3 c3 +

n∑
j=1
j 6=i

B2ji
3 (wjqi) +

n∑
r=1
r 6=i

B2ir
3 wrqi
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NB2ij
3 = lqiqiqj+

n∑
r=1

Br
1w

r
qiqiqj+

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qiqj+3B2ij

3 c1+B
2j
2 w

j
qiqi+B

2ij
3 c3+

n∑
r=1
r 6=i

B2rj
3 (wrqi)+

n∑
r=1
r 6=j

B2ir
3 wrqj

Ainsi il reste :

n∑
i=1

Bi
1w

i
t −

n∑
i=1

λ(

n∑
j=1

Bj
1w

j
qiqiqiqi +

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qiqiqi +

n∑
j=1
j 6=i

B2ji
3 (wjqiqi) +

n∑
r=1
r 6=i

B2ir
3 wrqiqi)

−
n∑
i=1

∑
j 6=i

λ(

n∑
r=1

Br
1w

r
qiqiqjqj +

n∑
r=1
r 6=i

B2r
2 w

r
qiqjqj +B2j

2 w
j
qiqiqj +

n∑
r=1
r 6=i

B2rj
3 (wrqiqj ) +

n∑
r=1
r 6=j

B2ir
3 wrqjqj )

−
n∑
i=1

B
2i
2 λ(wiqiqiqi+

∑
j 6=i

wiqjqjqi)−
n∑
i=1

B
3i
3 λ(

∑
j 6=i

(wiqjqi+w
i
qjqj ))−

n∑
i=1

∑
j 6=i

λB
i2j

3 (wjqiqi+
∑
k 6=i

wjqkqi) = 0

(1.9)

En di�érenciant par rapport à Bi
1, on a

wi solution de l’équation .

En di�érenciant par rapport à B3i
3 avec i 6= j on obtient wiqjqj = 0.

Ainsi wit = 0 et
wiqj = c4i,j .

Alors dans 1.7 on obtient
c4i,j = −c4j,i .

Finalement
f = −4tc1 + c2

wi = −c1qi +
n∑
j=1
j 6=i

c4i,jqj + c5i

m = c3

l est solution de l’équation

On trouve donc une base deH formée de n(n−1)
2 + n+ 3 = n(n+1)

2 + 3 isovecteurs.

Comme l’application N 7→ Ñ est injective on liste ici les Ñ .

On obtient ainsi :
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Ñ1 = −4t
∂

∂t
−

n∑
i=1

qi
∂

∂qi

Ñ2 =
∂

∂t

Ñ3 = u
∂

∂u

Pour i<j, ˜N4i,j = qj
∂

∂qi
− qi

∂

∂qj

Ñ5i =
∂

∂qi

1.2.2.2 Les symétries

On a donc
(eKÑ1)u(t, q1, . . . , qn) = u(e−4Kt, e−Kq1, . . . , e

−Kqn)

(eKÑ2)u(t, q1, . . . , qn) = u(t+K, q1, . . . , qn)

(eKÑ3)u(t, q1, . . . , qn) = eKu(t, q1, . . . , qn)

(eKÑ4i,j )u(t, q1, . . . , qi, . . . , qj , . . . , qn)) = u(t, q1, . . . ,− sin(K)qj+cos(K)qi, . . . , sin(K)qi+cos(K)qj , . . . , qn)

(eKÑ5i )u(t, q1, . . . , qi, . . . , qn) = u(t, q1, . . . , qi +K, . . . , qn)

On véri�e que :
— Si u est une solution eKÑ∗u est encore une solution.
—

eKÑ∗eK
′Ñ∗u = e(K+K′)Ñ∗u

—
∂eKÑ∗u

∂K K=0
u = Ñ∗u

On retrouvera ces résultats dans le cas où n = 1 dans 1.3.4.3.

Seuls les ˜N4i,j ne sont pas présents pour n = 1, ils proviennent des rotations dans le plan (qi, qj) et
sont analogues à ce que l’on trouve dans [Qui15a] pour l’équation de la chaleur.

Dans un soucis de cohérence avec [Qui15b], on renomme les Ñ comme suit : Ñ1 = Ñ2 ; Ñ2i = Ñ5i ;
Ñ3ij = ÑC4i,j

; Ñ5 = Ñ1 ; Ñ7 = Ñ3.

1.2.2.3 Un peu d’algèbre

On calcule alors tous les crochets de Lie pour les isovecteurs de l’équation avec le Laplacien.
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On obtient :

Ñ1 Ñ2 Ñ3 Ñ4ij Ñ4ki Ñ4kl Ñ5i Ñ5j

Ñ1 0 −4Ñ2 0 0 0 0 −Ñ5j −Ñ5j

Ñ2 4Ñ2 0 0 0 0 0 0 0

Ñ3 0 0 0 0 0 0 0 0

Ñ4ij 0 0 0 0 Ñ4kj 0 Ñ5j Ñ5i

Ñ4ki 0 0 0 −Ñ4kj 0 Ñ4il −Ñ5k 0

Ñ4kl 0 0 0 0 −Ñ4il 0 0 0

Ñ5i Ñ5i 0 0 −Ñ5j Ñ5k 0 0 0

Ñ5j Ñ5j 0 0 Ñ5i 0 0 0 0

Cette base d’isovecteurs avec ses relations forme une algèbre de Lie que l’on note VVn de dimension
n(n+1)

2 + 3 isomorphe à RÑ3 ⊕ (< Ñ1, Ñ2 > n(so(n) nRn))

On dé�nit une représentation �dèle de VVn dansMn+2 en associant à

x = aÑ1 + bÑ2 + cÑ3 +
n∑
i=1

n∑
j=i+1

dijÑ4ij +
n∑
i=1

eiÑ5i ∈ VVn

la matrice

ψn((x)) =



4a+ c 0 . . . . . . . . . 0

b c 0 . . . . . . 0

e1 0 3a+ c −d1,2 . . . −d1,n
...

... d1,2
. . . . . . ...

...
...

... . . . . . . −dn−1,n
en 0 d1,n . . . dn−1,n 3a+ c


On véri�e que [ψn(x), ψn(y)] = ψn([x, y]) sur les vecteurs de base Ñ1, . . . , Ñ5i .

Traitons maintenant du passage de n à n+1.

A un élément x′ = (x, 0, . . . , 0) de VVn+1 on associe

ψn+1(x
′) =

 ψn(x)

0
...
0

0 . . . 0 0



On note par θn l’application qui associe aux éléments de VVn les éléments correspondants de VVn+1.
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pseudo stochastique

On a donc

θn : VVn → VVn+1

x = (a, b, c, d1,2, . . . , dn−1,n, e1, . . . , en) 7→ x′ = (x, 0, . . . , 0, en+1)

Alors en notant

θ′n : Mn+2 → Mn+3

M = (mij) 7→ M ′ =


M

0

0

0
...
0

en+1 0 0 . . . 0 3a+ c


On a :

VVn
θn //

ψn
��

VVn+1

ψn+1

��
Mn+2

θ′n

//Mn+3

C’est à dire
θ′n(ψn(x)) = ψn+1(θn(x))

1.3 Forme particulière pour l’ordre k 6= 2 et pour une seule variable
d’espace : application en physique et pseudo stochastique

1.3.1 Le résultat

Soient ν ∈ R, G et L des fonctions C∞ dé�nies respectivement sur M et J ×O.

On considère une équation (E) de la forme

ν
∂u

∂t
−G(t, q, u,

∂u

∂q
, . . . ,

∂k−1u

∂qk−1
)− L(t, q)

∂ku

∂qk
= 0 (1.10)

pour ν 6= 0, L 6= 0, k > 2, t ∈ J (un intervalle de R) et q ∈ O (un ensemble ouvert dans R).
Remarque 1.3.1.1

Il s’agit d’un cas particlier de Eg,k,n pour T = −ν, Q = −L et R = −G avec une seule variable

d’espace et RBk = 0.

Théorème 1.3.1.2
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— N q
ne dépend que de t et q

On note alors

N t = −f(t)

N q = −w(t, q)

— Si ∀i ∈ {1, . . . , k − 1}, GBk−1Bi = 0 alors Nu
seulement de t, q et u et est a�ne en u.

On note :

Nu = um(t, q) + l(t, q)

On a de plus :

NA = B1wt + lt + umt +Aft +Am

NB1 = B1m+B1wq + lq + umq

NBi+1 = NBi
q +Bi+1wq +B1N

Bi
u +

i∑
j=1

Bj+1N
Bi
Bj

pour 1 ≤ i ≤ k − 2

Ainsi que les deux relations suivantes :

ft = kwq −
Lt
L
f − Lq

L
w

ν(B1wt + umt + lt) +Gtf +Gqw −Gu(um+ l)−GB1(B1m+B1wq + umq + lq)

−
k−1∑
i=2

GBiN
Bi−LNBk−1

q −LB1N
Bk−1
u −L

k−2∑
i=1

Bi+1N
Bk−1

Bi
= −G(kwq+m−

Lt
L
f−Lq

L
w)

(1.11)

Démonstration : G étant indépendante de Bk , on décide de ne pas considérer cette variable comme indépen-
dante des autres.

On a donc pour i ∈ {1, . . . , k − 2}
βi = dtdBi −Bi+1dtdq

dβi = −dBi+1dtdq

D’après le théorème 1.2.1.1, on a N t = −f(t), Nq = −eB1
, Nu = e − B1eB1

, NA = Aeu + Aft + et et
NB1 = B1eu + eq .

Ainsi on obtient par le lemme 1.2.1.4 :

NB2 = 2B1euq + eqq + 2B2eB1q + B2
1euu + 2B1B2eB1u + B2

2eB1B1
+ B2eu (1.12)
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et pour i 6= 1,

NBi+1 = NBi
q + Bi+1eB1q + B1N

Bi
u + B1Bi+1eB1u + B2Bi+1eB1B1

+

k−2∑
j=1

Bj+1N
Bi
Bj

(1.13)

Comme γ est une 2-forme on pose : LN (γ) = aα +
∑k−2
j=1 bjβj + cγ + gdα où a est une 1-forme telle que

(a = a1dt+ a2dq + a3du+ a4dA+
∑n−1
j=1 a5,jdBj ) et bi, c et g pour i ∈ {1, . . . , k − 2} sont des 0-formes.

D’après 1.1.1.4 on peut prendre a3 = 0.

(νNA −GtN t −GqNq −GuNu −
k−1∑
i=1

GBiN
Bi)dtdq + (νA−G)dN tdq + (νA−G)dtdNq

− LdN tdBk−1 − LdtdNBk−1 − LtN tdtdBk−1 − LqNqdtdBk−1 = a1dtdu− a1B1dtdq + a2dqdu

− a2Adqdt+ a4dAdu− a4AdAdt− a4B1dAdq +

k−1∑
j=1

a5,jdBjdu−
k−1∑
j=1

a5,jAdBjdt−
k−1∑
j=1

a5,jB1dBjdq

+

k−2∑
j=1

bjdBjdt−
k−2∑
j=1

bjBj+1dqdt+ cAdtdq − cGdtdq + LcdtdBk−1 − gdAdt− gdB1dq

dtdq : νNA −GtN t −GqNq −GuNu −
∑k−1
i=1 GBiN

Bi = −a1B1 + a2A

+(νA−G)N t
t + (νA−G)Nq

q − LN
Bk−1
q +

∑k−2
j=1 bjBj+1 + cνA− cG (1)

dtdu : (νA−G)Nq
u − LN

Bk−1
u = a1 (2)

dtdA : (νA−G)Nq
A − LN

Bk−1

A = a4A+ g (3)

dtdBi(i 6= k − 1) : (νA−G)Nq
Bi
− LNBk−1

Bi
= a5,iA− bi (4)

dtdBk−1 : (νA−G)Nq
Bk−1

− LNBk−1

Bk−1
− LN t

t − LtN t − LqNq = a5,k−1A− cλ (5)

dqdBi(i 6= q − 1) : −(νA−G)N t
Bi

= a5,iB1 + g(si i=1) (6)

dudBi(i 6= k − 1) : 0 = −a5,i (7)

dAdBi : 0 = 0 (8)

dBjdBi(i 6= j, j 6= k − 1) : 0 = 0 (9)

dBidBk−1 : −LN t
Bi

= 0 (10)

dqdu : −(νA−G)N t
u = a2 (11)

dqdA : −(νA−G)N t
A = a4B1 (12)

dqdBk−1 : −(νA−G)N t
Bk−1

− LN t
q = a5,k−1B1 (13)

dAdu : 0 = a4 (14)

dBk−1du : λN t
u = a5,k−1 (15)

On a a5,k−1 = a4 = a2 = a5,i.

cL = L(−ft +N
Bk−1

Bk−1
)− Ltf − LqeB1

bi = LN
Bk−1

Bi
(+(νA−G)eB1B1

si i = 1)

g = −LNBk−1

A

a1 = −(νA−G)eB1u − LN
Bk−1
u

Ainsi
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ν(Aeu+Aft+et)+Gtf+GqeB1
−Gu(e−B1eB1

)−GB1
(B1eu+eq)−

k−1∑
i=2

GBiN
Bi−LNBk−1

q −LB1N
Bk−1
u

− L
k−2∑
i=1

Bi+1N
Bk−1

Bi
= (νA−G)(eB1q +B1eB1u +B2eB1B1 +N

Bk−1

Bk−1
− Lt
L
f − Lq

L
eB1) (1.14)

Il est nécessaire d’avoir le résultat suivant pour la suite :
Lemme 1.3.1.3

NBi
Bj

= 0 pour j > i

Démonstration : On raisonne par récurrence :
NB1

Bj
= 0 pour j 6= 1

On suppose le résultat vrai pour i montrons le pour i+ 1

Par (1.13) NBi+1

Bj
= 0 pour j > i+ 1 par hypothèse de récurrence.

∂1.14
∂A donne ν(eu − eB1q −B1eB1u −N

Bk−1

Bk−1
+ ft −B2eB1B1

+ Lt
L f +

Lq
L w) = 0

En utilisant (1.13) une nouvelle fois :
Pour k = 3 on a NBk−1

Bk−1B2
= 2eB1B1 donc en di�érenciant par rapport à B2, on obtient eB1B1 = 0.

Pour k 6= 3 on a NBk−1

Bk−1B2
= eB1B1

donc en di�érenciant par rapport à B2, on obtient eB1B1
= 0.

Ainsi dans tous les cas on pose
e = B1w(t, q, u) + s(t, q, u)

On a ainsi
ft = N

Bk−1

Bk−1
+ wq − su −

Lt
L
f − Lq

L
w

Pour k = 3 on a donc ft = 3wq + 3B1wu − Lt
L f −

Lq
L w or f étant indépendante de B1 on obtient wu = 0 et

ft = 3wq − Lt
L f −

Lq
L w.

Pour k 6= 3 :
D’après (1.13), NBi+1

Bi+1
= wq +B1wu +NBi

Bi
ainsi par récurrence on a NBk−1

Bk−1
= (k − 1)wq + kB1wu + su.

Alors ft = kwq + kB1wu − Lt
L f −

Lq
L w mais comme f est indépendante de B1 on obtient wu = 0 et ft =

kwq − Lt
L f −

Lq
L w.

Ainsi dans tous les cas
wu = 0

et
ft = kwq −

Lt
L
f − Lq

L
w.

On rappelle que NBk−1

Bk−1
= (k − 1)wq + su ∀k > 3.

On di�érentie (1.14) par rapport à B1 et Bk−1 et on obtient grâce à l’hypothèse ∂2G
∂Bk−1∂Bi

= 0 : −Lsuu −
LN

Bk−1

B1Bk−2
= 0.

Lemme 1.3.1.4

Pour i > 2, NBi
B1Bi−1

= (i)suu.
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Démonstration : On raisonne par récurrence sur k.
i = 2 : NB2

B1B1
= 2suu = (i)suu

i = 3 : NB3

B1B2
= suu + 2suu = (i)suu

i→ i+ 1 : On suppose que NBi
B1Bi−1

= (i)suu.

N
Bi+1

B1Bi−1
= suu + isuu = (i+ 1)suu

Ainsi suu = 0.
On pose donc

s = um(t, q) + l(t, q)

On a alors

NA = B1wt + lt + umt +Aft +Am

NB1 = B1m+B1wq + lq + umq

Théorème 1.3.1.5

La sommeJ
⊕
H est directe ; en particulierH est isomorphe à une sous algèbre de

G
J etJ est abélienne

(cf. 1.1.3.12).

Démonstration : En considerant N ∈ J ∩H, on a N t = Nq = Nu = 0 et d’après l’expression de NA et NBi

pour 1 ≤ i ≤ k − 1 dans 1.3.1.2, on obtient N = 0 ; ainsi J ∩H = {0}.

Théorème 1.3.1.6

Supposons que G = c(t, q)B1 + d(t, q)u. Alors :

—

l est solution de l’équation

∂k−2m

∂qk−2
= 0

νmt + dtf +
1

k
dqftq + dqb− cmq + dftq = 0

1

k
νfttq + νbt + ctf +

1

k
cqftq + cqb−

1

k
ftc+ cft = 0

N
Bk−1

Brq
+
k−2∑
i=1

Bi+1N
Bk−1

BiBr
+N

Bk−1

Br−1
= 0 ∀2 < r ≤ k − 1

— G = J
⊕
H ; en particulier,

G
J
∼= H.

Démonstration : — 1.11 pourA = Bi = u = 0 ∀i ∈ {1, . . . , k−1} donne νl−t−λNBk−1
qa=Bi=u=0−dl−clq = 0.
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Or par récurrence on montre que NBk−1
qA=Bi=u=0 = ∂kl

∂qk
donc

l est solution

Par récurrence on montre que ∀j ∈ {1, . . . , k − 1} N
Bj
u = ∂jm

∂qj donc NBj
B1

= j ∂
j−1m
∂qj−1 .

Toujours par récurrence on peut montrer que ∀i ∈ {3, . . . , k − 1}, NBi
B2

= i(i−1)
2

∂i−2m
∂qi−2 et on a NB2

B2
=

2wq +m.
∂1.11
∂B2

permet d’obtenir

−λNBk−1

qB2
− λB1N

Bk−1

uB2
− λ

k−2∑
i=1

Bi+1N
Bk−1

BiB2
− λNBk−1

B1
= 0

Alors on a
∂k−2m

∂qk−2
= 0

∂1.11
∂B1

nous donne

νwt + ctf + cqw − cm− cwq − λN
Bk−1

qB1
− λNBk−1

u − λB1N
Bk−1

uB1
− λ

k−2∑
i=1

Bi+1N
Bk−1

BiB1
+ ckwq + cm = 0

Ainsi
1

k
νfttq + νbt + ctf +

1

k
cqftq + cqb−

1

k
ftc+ cft = 0

En�n grâce à ∂1.11
∂u ,

νmt + dtf + dqw − cmq + dkwq − λNBk−1
uq − λB1N

Bk−1
uu − λ

k−2∑
i=1

Bi+1N
Bk−1

Biu
= 0

d’où
νm− t+ dtf +

1

k
dqftq + dqb− cmq + dftq = 0

∀2 < r ≤ k − 1, ∂1.11∂Br
donne

N
Bk−1

Brq
+

k−2∑
i=1

Bi+1N
Bk−1

BiBr
+N

Bk−1

Br−1
= 0

— l nétant pas relié aux autres fonctions présentes on a G = J
⊕
H.

La plupart de ces résultats sont présentés dans [LV19] dans lequel la bonne hypothèse pour le théorème
2 est ∀i ∈ {1, . . . , n− 1}, ∂2G

∂Bi∂Bn−1
= 0 et pour lequel ce n’est pas l’expression de chaque NBi qui est

donnée mais seulement celle de NB1 .

1.3.2 L’équation de Kuramoto-Sivashinsky

On peut appliquer ces résultats à l’équation de Kuramoto-Sivashinsky qui modélise les comportements
chaotiques, notamment les phénomènes de turbulence en chimie et la combustion.
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On considère donc l’équation

ut + µuqqqq + uqq + uuq = 0 avec µ > 0

(voir [Tem12], p.142). C’est un cas particulier de [NA11] (pour K = 1 et ν = −1)

D’après le théorème 1.3.1.2, pour n = 1, k = 4, ν = 1, λ = −µ et G = −B2 − uB1, on a :

w =
1

4
ftq + b(t)

NB1 = B1m+B1wq + lq + umq

NB2 = 2B1mq + lqq + umqq + 2B2wq +B2m

NB3 = 2B1mqq + lqqq + umqqq +B2mq +B3wq +B1mqq + 2B2mq +B3(2wq +m)

B1wt+umt+lt+B1(um+l)+u(B1m+B1wq+umq+lq)+N
B2+µ(NB3

q +B1N
B3
u +B2N

B3
B1

+B3N
B3
B2

)

= (B2 + uB1)(4wq +m) (1.15)

∂21.15
∂u2

donne mq = 0, ∂1.15∂u pour B1 = 0 donne lqq = 0 et mt = −lq donc on pose

l = −mtq + c1(t)

Par ∂21.15
∂u∂B1

, on obtient

m =
3

4
ft

Grâce à ∂21.15
∂B1∂q

f = c2t+ c3

∂1.15
∂B1

pour u = B1 = 0,
c1(t) = −bt

Par ∂1.15
∂B2

, wq = 0 donc
ft = m = 0, w = b(t) et l = −bt

Alors 1.15 permet d’obtenir btt = 0 ainsi on pose b = −c1t+ c4 et c1 est une constante.
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N1 = −t ∂
∂q

+
∂

∂u

N2 =
∂

∂q

N3 =
∂

∂t

forment une base de G.

Pour rappelH ⊂ G et pour tout N ∈ H on peut dé�nir Ñ comme précédemment pour obtenir :

Ñ2 = − ∂

∂q

Ñ3 = − ∂

∂t

On peut ainsi associer à une solution u une autre solution

eKÑ2u(t, q) = u(t, q −K)

ou encore
eKÑ3u(t, q) = u(t+K, q)

Dans ce cas on trouve
J = {0} et H =< N2, N3 >

On a bien J
⊕
H ce qui con�rme sur l’exemple le théorème 1.3.1.2 par contre J

⊕
H 6= G ce qui est

cohérent avec 1.3.1.6 dans la mesure oùG = −uB1−B2 n’est pas de la formeG = c(t, q)B1+d(t, q)u.

On obtient également une troisième symétrie d’après 1.1.3 : on pose t̃ = t, q̃ = q +Kt et ũ = u+K ;
en gardant les notations de 1.1.3 on a ũ(t, q) = v(t̃, q̃) donc u(t, q) + K = v(t, q + Kt) et on trouve
donc v(t, q) = u(t, q −Kt) +K solution si u(t, q) est solution.

1.3.3 Korteweg de Vries généralisée

On s’intéresse désormais à une équation de mécanique des �uides, d’hydrodynamique, qui modélise la
propagation d’ondes de grande longueur d’onde et de faible amplitude relative, à la surface d’un liquide.

Ce modèle pour les vagues en faible profondeur décrit les solitons non-topologique qui sont des ondes
d’amplitude constante et de faible extension spatiale qui naît et se propage dans un milieu dispersif.

ut + φ(t, q)uαuq + g(t, q)uqqq + h(t, q)uq + i(t, q)uqq = 0 (1.16)

On applique le théorème 1.3.1.2 pour k = 3, ν = 1, L = −g et G = −φ(t, q)uαuq − i(t, q)uqq −
h(t, q)uq .
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On a
ft = 3wq +

gt
g
f +

gq
g
w

B1wt+umt+ lt+(−φtuαB1−itB2−htB1)f+(−φquαB1−iqB2−hqB1)w+φαuα−1B1(um+ l)

+ (φuα + h)(B1m+B1wq + umq + lq) + i(2B1mq +B1wqq + lqq + umqq + 2B2wq +B2m)

+ g(2B1mqq +B1wqqq + lqqq + umqqq + 2B2wqq +B2mq +B1mqq +B2(2mq + wqq))

+ (−φ(t, q)uαB1 − i(t, q)B2 − h(t, q)B1)(3wq +m+
gt
g
f +

gq
g
w) (1.17)

1.3.3.1 Equations de Korteweg de Vries à coe�cients variables

On se réduit ici au cas traité dans [GW92] :

ut + φ(t, q)uuq + g(t, q)uqqq = 0.

Pour ce type d’équations, les auteurs ont déjà déterminé les symétries ainsi que les algèbres de Lie
associées mais avec la méthode des prolongateurs d’Olver.

On retrouve ici les symétries en utilisant les isovecteurs et plus particulièrement en appliquant les
théorèmes précédents.

Il s’agit de l’équation 1.16 mais pour α = 1, h = i = 0.

1.17 devient alors

B1wt + umt + lt + (−φtuB1)f + (−φquB1)w + φB1(um+ l) + (φu)(B1m+B1wq + umq + lq)

+ g(2B1mqq +B1wqqq + lqqq + umqqq + 2B2wqq +B2mq +B1mqq +B2(2mq + wqq))

+ (−φ(t, q)uB1)(3wq +m+
gt
g
f +

gq
g
w) (1.18)

∂21.18
∂u2

donne mq = 0 donc on pose
m = c1(t)

Par ∂1.18
∂B2

, on a wqq = 0 alors on pose

w = c2(t)q + c3(t)

∂21.18
∂B1∂u

donne

−φtf − φq(c2q + c3) + φc1 − 2φc2 − φ
gt
g
f − φgq

g
(c2q + c3) = 0
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Par ∂1.18
∂B1

l =
−c2tq − c3t

φ

De ∂1.18
∂u on obtient

lq =
−c1t
φ

1.18 pour u = B1 = 0 donne
lt + glqqq = 0

On a toujours
ft = 3c2 +

gt
g
f +

gq
g

(c2q + c3)

L’équation de Korteweg de Vries dans l’article d’Harrison-Estabrook

Dans l’article décrivant la méthode des isovecteurs [HE71], les auteurs déterminaient déjà les symétries
de l’équation de Korteweg de Vries suivante :

ut + uuq + εuqqq = 0

Grâce aux équations précédentes, ici pour φ = α = 1 et g = ε, on retrouve les isovecteurs :

Ñ1 = 3t
∂

∂t
+ q

∂

∂q
+ 2u

∂

∂u

Ñ2 =
∂

∂t

Ñ3 = t
∂

∂q
+

∂

∂u

Ñ4 =
∂

∂q

L’équation classique de Korteweg de Vries

On s’intéresse maintenant à l’équation de Korteweg de Vries la plus connue :

ut + 6uuq + uqqq = 0

C’est un cas particulier de l’équation précédente pour φ = 6 et g = 1. [?]

On obtient c1 = 2c2, c1t = c2t = 0, l =
−c3t
6 donc on pose

c3(t) = c4t+ c5
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On a aussi ft = 2c2.

On a ainsi une base d’isovecteurs de dimension 4 :

Ñ1 =
∂

∂t

Ñ2 =
∂

∂q

Ñ3 = 6t
∂

∂q
+

∂

∂u

Ñ4 = 3t
∂

∂t
+ q

∂

∂q
− 2u

∂

∂u

Pour N ∈ H = {N ∈ G|l = 0}, on dé�nit Ñ et on a alors les symétries suivantes :

exp(KÑ1)u(t, q) = u(t−K, q)

exp(KÑ2)u(t, q) = u(t, q −K)

exp(KÑ4)u(t, q) = exp(−2K)u(exp(−3K)t, exp(−K)q)

Dans ce cas on trouve
J = {0} et H =< N1, N2, N4 >

On a bienJ
⊕
H ce qui con�rme sur cet exemple également le théorème 1.3.1.2 par contreJ

⊕
H 6= G

ce qui est une fois de plus cohérent avec 1.3.1.6 dans la mesure où G = −6uB1 n’est pas de la forme
G = c(t, q)B1 + d(t, q)u.

Pour N /∈ H, on a :

TN4,Ku(t, q) = u(t, q − 6Kt) +K

1.3.3.2 Braken

On considère un autre type d’équations de Korteweg de Vries décrites dans [Bra05] :

ut + uqqq + (α+ 1)uαuq = 0
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L’auteur en trouve les symétries par la méthode des prolongateurs d’Olver.

C’est un cas particulier de 1.16 pour φ = α+ 1, g = 1 et i = h = 0.

On obtient ici les symétries grâce aux isovecteurs.

Comme g est ici une constante on a
w =

1

3
ftq + c1(t)

Ensuite ∂1.17
∂B2

donne m = c2(t).

Pour u = B1 = 0, on doit dissocier deux cas :

— α = 0

lt + lq + lqqq = 0

Par ∂1.17
∂B1

on peut poser
f = c3t+ c4

c1 =
2

3
c3t+ c5

Grâce à ∂1.17
∂u B1=0

, on a
m = c2

— α 6= 0

lt + lqqq = 0

Pour considérer ∂1.17
∂B1

, on doit encore séparer deux cas :
— α 6= 1

∂1.17
∂B1

pour u = 0 permet d’obtenir
f = c3t+ c4

c1(t) = c1

∂1.17
∂B1

en divisant par (α+ 1)uα−1 on a alors

l = 0

c2 =
2

3α
c3

— α = 1
∂21.17
∂B1∂u

permet d’avoir c2 = 2
3ft.

Par ∂1.17
∂u , lt = lqq = 0, c2 = −2lqt+ 2

3c3 et f = −3
2 lqt

2 + c3t+ c4.
Grâce à ∂21.17

∂B1∂q
on a lq = 0 .

En�n : l = c5 et c1 = −2c5t+ c6
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Les exponentielles ci-dessous se calculent classiquement sauf pour celle associée au Ñ3 dans le cas
où α = 0 pour laquelle on travaille dans le groupe associé à l’algèbre de Lie engendrée par A et B
ci-dessous.

On pose A = 3t ∂∂t + q ∂∂q et B = 2t ∂∂q .

On travaille dans le groupe a�ne R∗ × R avec pour a 6= 0, (a, b)(a′, b′) = (aa′, ab′ + b).

< A,B > est isomorphe à l’algèbre de de Lie du groupe a�ne.

En termes matriciels on pose A =

(
1 0

0 0

)
et B =

(
0 1

0 0

)

Alors eaA+bB =

(
ea b

a(ea − 1)

0 1

)
Un calcul similaire sera d’ailleurs nécéssaire pour l’une des symétries des solitons internes dans l’océan
(p.57).

On obtient alors de manière résumée

α = 0 Ñ1 = ∂
∂t exp(KÑ1)u(t, q) = u(t+K, q)

Ñ2 = ∂
∂q exp(KÑ2)u(t, q) = u(t, q +K)

Ñ3 = 3t ∂∂t + q ∂∂q + 2t ∂∂q exp(KÑ3)u(t, q) = u(exp(3K)t, exp(K)q + (1− exp(−2K))t)

Ñ4 = u exp(KÑ4)u(t, q) = exp(−K)u(t, q)

α = 1 Ñ1 = ∂
∂t exp(KÑ1)u(t, q) = u(t+K, q)

Ñ2 = ∂
∂q exp(KÑ2)u(t, q) = u(t, q +K)

Ñ3 = 3t ∂∂t + q ∂∂q + 2u exp(KÑ3)u(t, q) = exp(−2K)u(exp(−3K)t, exp(−K)q)

α 6= 0; 1 Ñ1 = ∂
∂t exp(KÑ1)u(t, q) = u(t+K, q)

Ñ2 = ∂
∂q exp(KÑ2)u(t, q) = u(t, q +K)

Ñ3 = 3t ∂∂t + q ∂∂q −
2
αu exp(KÑ3)u(t, q) = exp(−2K

α )u(exp(−3K)t, exp(−K)q)

Pour α 6= 1, on trouve J = {0},H = G et donc

G = J
⊕
H

Ceci est cohérent pour α = 0 car alors G est de la forme particulière G = c(t, q)B1 + d(t, q)u.

Pour α = 1 J = {0} et H =< N1, N2, N3 > donc G 6= J
⊕
H ce qui est normal car G contient un

terme en uB1.

1.3.3.3 Les applications

On détermine désormais les symétries des applications décrites dans [Cri95].
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Il s’agit de cas particuliers de 1.16 pour lesquels g, φ, h et i sont toujours des constantes, ainsi on peut
simpli�er les résultats 1.17 qui deviennent :

w =
1

3
ftq + c1(t)

B1wt + umt + lt + φαuα−1B1(um+ l) + (φuα + h)(B1m+B1wq + umq + lq)

+ i(2B1mq + lqq +umqq + 2B2wq +B2m) + g(2B1mqq + lqqq +umqqq +B2mq +B1mqq + 2B2mq)

+ (−φuαB1 − iB2 − hB1)(3wq +m) (1.19)

Par ∂1.19
∂B2

, on peut poser

m =
i

9g
ftq + c2(t)

Alors 1.19 devient :

B1(
1

3
fttq+c1t)+u(

i

9g
fttq+c2t)+ lt+φαuα−1B1(u(

i

9g
ftq+c2)+ l)+(φuα+h)(B1(

i

9g
ftq+c2)

+
1

3
B1ft + u

i

9g
ft + lq) + i(2B1

i

9g
ft + lqq) + glqqq + (−φuαB1 − hB1)(ft +

i

9g
ftq + c2) (1.20)

1. Ondes de surface

ut + 6(h1 − h2)uuq + uqqq = 0

On a φ = 6(h1 − h2), g = 1, α = 1 et h = i = 0.
∂21.20
∂u∂B1

donne c2 = 2
3ft.

Par ∂1.20
∂u , on peut poser

l =
−1

9(h1 − h2)
fttq + c3(t)

Pour u = B1 = 0, 1.20 donne c3(t) = c3.
∂1.20
∂B1

permet d’obtenir
f = c4t+ c5

l = c3

m =
2

3
c4

w =
1

3
c4q − 6(h1 − h2)c3t+ c6

On obtient ainsi une base de G de 4 isovecteurs.

On peut dé�nir pour N ∈ H :
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Ñ1 =
∂

∂t
→ eKÑ1u(t, q) = u(t−K, q)

Ñ2 =
∂

∂q
→ eKÑ2u(t, q) = u(t, q −K)

Ñ3 = 3t
∂

∂t
+ q

∂

∂q
− 2u → eKÑ3u(t, q) = e2Ku(e3Kt, eKq)

Alors
G 6= J

⊕
H où J = {0} etH =< N1, N2, N3 >

Pour N /∈ H, on a :

S4 = 6(h1 − h2)t
∂

∂q
+

∂

∂u
→ TN4,Ku(t, q) = u(t, q − 6(h1 − h2)Kt) +K

2. Solitons internes dans l’océan

ut + ruuq + βuqqq + cuq = 0

Ici φ = r, α = 1, g = β, h = c et i = 0.
∂21.20
∂u∂B1

donne c2 = 2
3ft.

Par ∂1.20
∂u , on peut poser

l =
−2

3r
fttq + c3(t)

Pour u = B1 = 0, 1.20 donne c3(t) = c3.
∂1.20
∂B1

permet d’obtenir
f = c4t+ c5

l = c3

m =
2

3
c4

w =
1

3
c4q − rc3t+

2

3
cc4t+ c6

On obtient ainsi une base de G de 4 isovecteurs.

On peut dé�nir pour N ∈ H :

Ñ1 =
∂

∂t
→ eKÑ1 = u(t+K, q)

Ñ2 =
∂

∂q
→ eKÑ2u(t, q) = u(t, q +K)
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Ñ3 = 3t
∂

∂t
+q

∂

∂q
+2ct

∂

∂q
+2u

∂

∂u
→ eKÑ3u(t, q) = e2Ku(e3Kt, eKq+c(1−e−2K)e3Kt)

Alors
G 6= J

⊕
H où J = {0} etH =< N1, N2, N3 >

On obtient une quatrième symétrie par le N qui n’est pas dansH :

S4 = rt
∂

∂q
+

∂

∂u
→ TN4,Ku(t, q) = u(t, q − rKt) +K

3. Acoustique de liquides bouillonnants

On considère
ut + uuq +

1

σ2
uqqq +

−1

Re
uqq = 0

φ = 1, g = 1
σ2 , i = −1

Re α = 1 et h = 0.
∂21.20
∂u∂B1

donne c2 = 0 et f = c3.
∂1.20
∂B1

permet d’obtenir
l = −c1t

Pour u = B1 = 0, 1.20 donne lt = 0 et c1tt = 0.
On a donc

w = c4t+ c5

l = −c4

On obtient ainsi une base de G de 3 isovecteurs.
On peut dé�nir pour N ∈ H :

Ñ1u(t, q) =
∂

∂t
→ eKÑ1 = u(t+K, q)

Ñ2u(t, q) =
∂

∂q
→ eKÑ2 = u(t, q +K)

Alors
G 6= J

⊕
H où J = {0} etH =< N1, N2 >

On obtient la troisième symétrie pour le N qui n’appartient pas àH :

S3u(t, q) = t
∂

∂q
+

∂

∂u
→ TN3,K = u(t, q −Kt) +K

4. Jupiter

ut +Anu
2uq + βuqqq = 0
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On a φ = An, g = β, α = 2 et h = i = 0.
∂21.20
∂u∂B1

donne f = c3 et l = −c2.

Pour u = B1 = 0, 1.20 donne c2(t) = c2.
∂1.20
∂B1

permet d’obtenir c1(t) = c1.

On obtient ainsi une base de G de 3 isovecteurs.

On peut dé�nir pour N ∈ H :

Ñ1 =
∂

∂t
→ eKÑ1u(t, q) = u(t+K, q)

Ñ2 =
∂

∂q
→ eKÑ2u(t, q) = u(t, q +K)

Alors
G 6= J

⊕
H où J = {0} etH =< N1, N2 >

5. Lignes de transmission électrique

ut +Aumuq + βuqqq − δuqq = 0

Ici i = −δ, g = β, φ = A, α = m et h = 0.

Pour u = B1 = 0, 1.20 donne lt − δlqq + βlqqq .
∂1.20
∂B1 u=0

permet d’obtenir
f = c3t+ c4

c1 =
−2δ2

9β
c3t+ c5

Par ∂1.20
∂u B1=0

, on a c2(t) = c2, c3 = 0 et on peut poser

l = c6

On obtient ainsi une base de G de 4 isovecteurs et on peut dé�nir pour N ∈ H :

Ñ1 =
∂

∂t
→ eKÑ1u(t, q) = u(t+K, q)

Ñ2 =
∂

∂q
→ eKÑ2u(t, q) = u(t, q +K)

Ñ3 = u → eKÑ3u(t, q) = eKu(t, q)

Alors
G = J

⊕
H où J =< N4 > etH =< N1, N2, N3 >
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1.3.4 L’équation de Vigot

1.3.4.1 Intérêt de l’équation

La recherche des solutions de l’équation de la chaleur est fortement reliée au mouvement Brownien
B.3.

Comme on l’expliquera en détail dans 1.3.6, on peut également relier des équations de type chaleur
mais d’ordre supérieur à une notion analogue au mouvement Brownien B.3 dans le cas d’une mesure
signée et non de probabilité que l’on nommera pseudo-processus.

Avant de détailler la pseudo-stochastique, on considère d’abord l’équation la plus simple du type décrit
juste avant à savoir :

(E) : ut = −∂
4u

∂q4

On va retrouver les symétries en appliquant les nouveaux théorèmes démontrés dans cette section
même si on peut également les déduire de 1.5 .

1.3.4.2 Calcul des isovecteurs

D’après le théorème (1.3.1.6), comme ici k = 4, λ = −λ, ν = 1 et G = c = d = 0, on a :

G = H
⊕
J

l est solution

mqq = 0

mt = 0

On pose alors
m = c4q + c5

On a aussi 1
4fttq + bt = 0 donc en di�érenciant par rapport à q on obtient ftt = 0 puis bt = 0.

On pose donc
f = −c1t− c2

b = −c3

58



1.3 Forme particulière pour l’ordre k 6= 2 et pour une seule variable d’espace : application en physique et

pseudo stochastique

D’après l’expression de NBi+1 on a

NB3 = lqqq + 3c4B2 −
3

4
c1B3 + c4qB3 + c5B3

En�n, toujours d’après (1.3.1.6), pour r = 3 on obtient

c4 = 0

On trouve alors comme base d’isovecteurs :

N1 = 4t
∂

∂t
+ q

∂

∂q
− 4A

∂

∂A
−B1

∂

∂B1
− 2B2

∂

∂B2
− 3B3

∂

∂B3

N2 =
∂

∂t

N3 = u
∂

∂u
+A

∂

∂A
+B1

∂

∂B1
+B2

∂

∂B2
+B3

∂

∂B3

N4 =
∂

∂q

Nl = l
∂

∂u
+ lt

∂

∂A
+ lq

∂

∂B1
+ lqq

∂

∂B2
+ lqqq

∂

∂B3
, avec l une solution de l’équation

On a
Ñ1 = −q ∂

∂q
− 4t

∂

∂t

Ñ2 = − ∂

∂t

Ñ3 = u
∂

∂u

Ñ4 = − ∂

∂q

1.3.4.3 Les symétries

Une fois exponentiée, voici la maniére dont les éléments de la base agit sur une solution u de l’équation :

eαÑ1u(t, q) = u(e−4αt, e−αq)

eαÑ2u(t, q) = u(t− α, q)

eαÑ3u(t, q) = eαu(t, q)
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eαÑ4u(t, q) = u(t, q − α)

1.3.4.4 Algèbre

on a :

J0 =< N3, Nl >

O =< N1, N2, N3, Nl >

H =< N1, N2, N3, N5 >

Alors
K =< N1, N2, N3 >

J =< Nl > ce qui con�rme G = H
⊕
J

M = H

L’algèbre des isovecteurs avait déjà été déterminée par Vigot ([Vig16]). Cette algèbre a une base (Ni)(1 ≤
i ≤ 4) avec pour crochets la table suivante :

N1 N2 N3 N4

N1 0 −4N2 0 −N4

N2 4N2 0 0 0

N3 0 0 0 0

N4 N4 0 0 0

Ainsi H = R ⊕ L, avec L une algèbre de Lie résoluble de dimension 3 avec une algèbre dérivée de
dimension 2. L est isomorphe à l’algèbre sur R considérée dans [Jac79] (p. 13, ligne 1 pour α = 4).

1.3.5 Laplacien / Vigot : le lien

En reprenant la matrice obtenu dans le cadre de l’équation avec le laplacien mais en dimension 1, on
obtient

M1 =

 3a+ c e 0

0 4a+ c 0

0 b c


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Cette matrice est donc di�érente de celle trouvé pour l’équation de Vigot toutefois ces deux matrices
sont conjuguées.

En e�et on note

B1 =

 0 1 0

0 0 0

0 0 0



B2 =

 0 0 0

0 0 0

0 1 0



B3 =

 3 0 0

0 4 0

0 0 0



B4 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


Pour rappel on a avec l’équation de Vigot :

A1 =

 0 0 1

0 0 0

0 0 0



A2 =

 0 0 1

0 0 1

0 0 0



A3 =

 3 −3 0

0 0 0

0 0 4



A4 =

 1 0 0

0 1 0

0 0 1


Alors en posant :

P =

 1 −1 0

0 0 1

0 1 0


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On a PA1P
−1 = B1, PA2P

−1 = B2, PA3P
−1 = B3 et PA4P

−1 = B4

1.3.6 La pseudo stochastique

Par analogie avec le lien entre l’équation de la chaleur et mouvement Brownien B.3, plusieurs approches
permettent de dé�nir un pseudo processus associé aux équations de type chaleur d’ordre supérieur.

L’une d’elle est la subordination [Boc05], [JS96] avec quelques di�érences suivant les auteurs : T.Funaki
considère un mouvement Brownien itéré dans [F+79] pour l’ordre 4 et [HO96], [OZ99] généralisent
ceci, K Burdzy s’intéresse aux propriétés de leurs chemins dans [Bur93] là où dans [BM95] K.Burdzy et
A.Madrecki dé�nissent une intégrale stochastique par rapport à leur processus.

Dans [BDM19] [BM15], S. Mazzuchi et S. Bonaccorsi construisent quant à eux les pseudo processus en
terme de limite d’échelle des marches aléatoires dans le plan complexe. Les questions d’intégration sont
alors traitées dans [ACM18], [AM16], [AM19], [Maz18] .

On présente ici les pseudo processus en suivant le travail de Krylov , repris par K. J. Hochberg [Hoc78].
Cette approche permet une caractérisation de la particule et de sa trajectoire [N+96], [N+01] . Néan-
moins, la di�culté réside dans le fait que la mesure considérée peut prendre des valeurs négatives donc
les outils de stochastique classique ne s’appliquent pas. Plusieurs propriétés standard ont tout de même
pu être démontrées [BHO00], [BO05], [BOR01], [HO94], [NO00] .

1.3.6.1 Pseudo processus

On désigne par (Ω,A, µ) un espace mesuré où µ est une mesure signée (elle peut prendre des valeurs
négatives) telle que µ(Ω) = 1. Soient T un ensemble arbitraire et S un espace métrique muni de la
tribu borélienne notée B(S) .
Dé�nition 1.3.6.1 (Pseudo variable aléatoire)

Soit (S,B(S)) un espace mesurable.

On dé�nit une pseudo variable aléatoire de Ω dans S, toute fonction mesurable X de Ω vers S.

Dé�nition 1.3.6.2 (Pseudo processus stochastique)
Un pseudo-processus stochastique est une famille de pseudo-variables aléatoires dé�nies sur le même

espace mesuré (Ω,A, µ) indexée par T et à valeurs dans S. Un pseudo-processus stochastique est noté

par {Xt}, t ∈ T .

Dé�nition 1.3.6.3 (Chemin d’un pseudo-processus)

Notons par ST l’ensemble des applications dé�nies sur T en tout point et à valeurs dans S.

Fixons ω ∈ Ω et désignons parX(ω) ∈ ST l’application : t 7→ Xt(ω). Une telle application est appelée

chemin du pseudo-processus stochastique {Xt}, t ∈ T .

Dé�nition 1.3.6.4 (Mesure signée induite par un pseudo-processus stochastique)

Soit {Xt}, t ∈ T un pseudo-processus stochastique, B(ST ) la σ-algèbre borélienne de ST et l’applica-
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tion suivante :

ΦX : (Ω,A)→ (ST ,B(ST ))

w 7→ ΦX(w) = X(w)

µ̃X la mesure signée sur (ST ,B(ST )) dé�nie pour tout D̃ ∈ B(ST ) par

µ̃X(D̃) = µ ◦ ΦX
−1(D̃)

mesure signée sur un espace de fonctions.

La probabilité µ̃X est dite induite par le pseudo-processus stochastique {Xt}, t ∈ T sur l’espace mesuré

(ST ,B(ST )).

Dé�nition 1.3.6.5 (Mesures signées �ni-dimensionnelles)

Soient deux pseudo-processus stochastiques {Xt}, t ∈ T et {Yt}, t ∈ T .
On suppose que ces deux processus sont à valeurs dans (S,B(S)). (Dans cette dé�nition, on ne suppose

pas qu’ils sont dé�nis sur le même espace de probabilité.)

On dit alors que {Xt}, t ∈ T et {Yt}, t ∈ T possèdent les mêmes mesures signées �ni-dimensionnelles

si pour tout k ∈ N∗ et pour tout t1, . . . , tk ∈ T , les pseudo vecteurs (donc de dimension �nie) aléatoires

Xt1 , . . . , Xtk et Yt1 , . . . , Ytk sont de même mesure.

Pour tout A ∈ B(S)k, on a :

µX{ωX ∈ ΩX : (Xt1 , ..., Xtk) ∈ A} = µY {ωY ∈ ΩY : (Yt1 , ..., Ytk) ∈ A}

Remarque 1.3.6.6

On suppose que le pseudo-processus {Xt}, t ∈ T est dé�ni sur l’espace mesurable (ΩX ,AX , µX) et le

pseudo-processus {Yt}, t ∈ T est dé�ni sur l’espace de probabilité (ΩY ,AY , µY ).

Lorsque deux pseudo-processus stochastiques {Xt}, t ∈ T et {Yt}, t ∈ T possèdent les mêmes mesures

signées �ni-dimensionnelles, ils induisent alors la même mesure signée sur (ST ,B(ST )), c’est-à-dire :

∀D̃ ∈ B(ST ), µ̃X(D̃) = µ̃Y (D̃)

Dé�nition 1.3.6.7 (Pseudo-processus markovien)
C’est un pseudo-processus stochastique possédant la propriété de Markov :

∀n ≥ 0, pour toute suite d’états (i0, . . . , in−1, i, j) ∈ Sn+2

µ
(
Xn+1 = j | X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn−1 = in−1, Xn = i

)
= µ (Xn+1 = j | Xn = i) .

Dé�nition 1.3.6.8 (Fonction de transition markovienne signée)

On appelle fonction de transition markovienne signée toute fonction p(., .; ., .) véri�ant les propriétés
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suivantes :

Pour 0 < s < t, ξ ∈ S, et B un borélien de S,

— p(s, .; t, B) est une fonction B(S)-mesurable.

— p(s, ξ; t, .) est une mesure de signée sur B(S).

— Equation de Chapman-Kolmogorov avec s < t < u

p(s, ξ;u,B) =

∫
S
p(t, η;u,B)p(s, ξ; t, dη)

Remarque 1.3.6.9

Lorsque p(s, ξ, t, B) ne dépend que de la di�érence t − s, on parle de fonction de transition signée

stationnaire et alors l’équation de Chapman Kolmogorov se réécrit

ps+t(ξ,B) =

∫
S
pt(η,B)ps(ξ, dη)

Proposition 1.3.6.10 (Pseudo-processus associé à une fonction de transition markovienne signée )

Si p(., .; ., .) est une fonction de transition markovienne signée et si p(.) est une mesure signée des

ensemblesB alors il existe un pseudo-processus de Markov {Xt, 0 ≤ t <∞} dont les pseudo variables
aléatoires prennent leurs valeurs dans S et pour lequel avec mesure totale 1 :

µ(X0(ω) ∈ B) = p(B)

µ(Xt(ω) ∈ B|Xs) = p(s,Xs; t, B)

De manière analogique aux transformations qui transforment un mouvement Brownien en un mouve-
ment Brownien, on présente la proposition suivante :

Proposition 1.3.6.11
Toutes ces fonctions ont la même distribution par rapport à µ :

— x(t), t ≥ 0

— −x(t), t ≥ 0

— x(t+ s)− x(s), t ≥ 0, s ≥ 0

— t
1
2x(1t ), t > 0

— cx( t
c4

), t ≥ 0, c > 0

1.3.6.2 Lien avec l’équation de Vigot

On considère le problème suivant :
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{
∂u
∂t = −∂4u

∂x4

u(0, x) = g(x)

Une solution à ce problème est

u(t, x) =

∫ +∞

−∞
p(t, x− y)g(y)dy avec p(t, x) =

1

2π

∫ +∞

−∞
exp(ixξ) exp(−ξ4t)dξ

Soit C = {x|ai ≤ Xti ≤ bi, i ∈ {1, . . . , n}} ⊂ Ω avec 0 < t1 < . . . < tn un ensemble de cylindres.

On dé�nit la mesure signée associée à l’équation comme suit :

µ(C) =

∫ b1

a1

. . .

∫ bn

an

n∏
i=1

p(ti − ti−1, xi − xi−1)dxi avec x0 = 0 et t0 = 0

µ est markovienne au sens de 1.3.6.8.

1.3.6.3 Pseudo Intégration

Dé�nition 1.3.6.12 (Fonction tame)

Une fonction est dite "tame" si c’est une fonction borélienne d’un nombre �ni d’observations x(ti).

Dé�nition 1.3.6.13 (Limite faible de fonctions tames)

Une suite de fonctions tames fn a une limite faible si lim
n→∞

E(fnψ) existe pour chaque fonction tame

ψ = ψ(x(t1), . . . , x(tm)) avec ψ ∈ S .
Cette limite faible dé�nit une fonction L(ψ) sur S .

Dé�nition 1.3.6.14 (Intégrale pseudo-stochastique)
On dé�nit l’intégrale pseudo-stochastique

I(φ) =

∫ t

0
φ(x(s))(dx)j(s)

comme limite faible de sommes de Riemann

l∑
k=1

φ(x(
k − 1

n
))[x(

k

n
)− x(

k − 1

n
)]j + φ(x(

l

n
))[x(t)− x(

l

n
)]j

où j = 1, 2, 3, 4, 0 ≤ t ≤ 1 et l est le plus grand entier inférieur ou égal à nt.

Proposition 1.3.6.15

— I(φ1 + φ2) = I(φ1) + I(φ2)

— I(kφ) = kI(φ)
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Théorème 1.3.6.16 (Pseudo-lemme d’Itô)
Soit f une fonction polynomiale, exponentielle ou de Schwartz. Alors au sens faible :

f(x(b))−f(x(a)) =

∫ b

a
f ′(x(t))dx(t)+

1

2

∫ b

a
f ′′(x(t))(dx)2(t)+

1

6

∫ b

a
f (3)(x(t))(dx)3(t)−

∫ b

a
f (4)(x(t))dt

De manière analogue à la relation (dx)2(t) = dt pour un processus de Wiener, on a

(dx)4(t) = −24dt
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Chapitre 2 : L’ordre 2

2.1 Le résultat et l’application à l’équation de la chaleur

2.1.1 La théorie

Pour une équation de la forme suivante :

(Eg,2) : Q(t, q, u)
∂2u

∂q2
+ T (t, q)

∂u

∂t
+R(t, q, u,B1) = 0 (2.1)

avec R, Q 6= 0 et T 6= 0 des fonctions C∞ dé�nies sur M , on a des résultats supplémentaires :
Théorème 2.1.1.1

— Sous les hypothèses précédentes, en considérant (Eg,2) on a :

N q = N q(t, q)

On note N q = −w(t, q).

— Si on suppose de plus Q = Q(t, q) et R linéaire en B1 alors Nu
est a�ne en u. On note

Nu = um(t, q) + l(t, q).

On a aussi des relations entre les di�érentes fonctions auxiliaires introduites :

−QTtf + TQtf + TQft −QTqw − 2TQwq + TQqw = 0

et

QTB1wt+QTumt+QTlt−QRtf−QRqw+QRuum+QRul+QRB1B1m+QRB1B1wq

+QRB1umq +QRB1 lq −QRwq +Q2B1mq +Q2B1wqq +Q2umqq +Q2lqq +Q2B1mq

= −RQtf −RQqw +QR(m+ wq) (2.2)

Et alors

NA = Am+Aft +B1wt + umt + lt

NB1 = B1m+B1wq + umq + lq

Démonstration : — Comme Q ne dépend pas de ∂2u
∂q2 , on choisit de ne pas considérer cette variable comme

indépendante a�n de simpli�er le calcul.
Ainsi, on se passe de la forme di�érentielle β.
On a alors

α = du−Adt−B1dq

dα = −dAdt− dB1dq

On pose
γ = (TA+R)dtdq +QdtdB1
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On a alors

dγ = TdAdtdq +Rududtdq +RB1
dB1dtdq +QqdqdtdB1 = −Tdαdq +Ruαdtdq +RB1

dαdt−Qqdαdt

(Eg) est équivalente à l’annulation de ces formes.
En posant I =< α, dα, γ >, I est bien un idéal di�érentiel fermé.
Comme γ est une 2-forme, on pose

LN (γ) = aα+ gγ + zdα

avec a = a1dt+ a2dq + a3du+ a4dA+ a5dB1 une 1-forme, g et z des 0-formes.
Quitte à modi�er a1 et a2, on peut supposer que a3 = 0 (1.1.1.4).
En identi�ant les coe�cients :

dtdq : TNA +ATtN
t +ATqN

q +RtN
t +RqN

q +RuN
u +RB1

NB1

(TA+R)N t
t + (TA+R)Nq

q +QNB1
q = Aa2 −B1a1 + (TA+R)g

dtdu : (TA+R)Nq
u +QNB1

u = a1

dtdA : (TA+R)Nq
A +QNB1

A = Aa4 + z

dtdB1 : (TA+R)Nq
B1

+QtN
t +QqN

q +QuN
u +QN t

t +QNB1

B1
= Aa5 +Qg

dqdu : 0 = a2

dqdA : 0 = B1a4

dqdB1 : 0 = B1a5 + z

dudA : 0 = −a4
dudB1 : 0 = −a5
dAdB1 : 0 = 0

a4 = 0

a5 = 0

z = 0

a2 = 0

Qg = −(TA+R)eB1B1
−Qtf −QqeB1

+Qu(e−B1eB1
)−Qft +Q(eu +B1euB1

+ eqB1
)

a1 = −(TA+R)eB1u +Q(B1euu + equ)

Alors

T (Aeu+Aft+ et)−ATtf −ATqeB1
−Rtf −RqeB1

+Ru(e−B1eB1
) +RB1

(B1eu+ eq)− (TA+R)ft

− (TA+R)eB1q +Q(B1euq + eqq) = −B1(TA+R)eB1u +QB1(B1euu + equ) = (TA+R)g

En égalant les deux expressions de g :

Q(T (Aeu+Aft+et)−ATtf−ATqeB1−Rtf−RqeB1 +Ru(e−B1eB1)+RB1(B1eu+eq)−(TA+R)ft

−(TA+R)eB1q+Q(B1euq+eqq)−B1(TA+R)eB1u+QB1(B1euu+equ)) = (TA+R)(−(TA+R)eB1B1

−Qtf −QqeB1
+Qu(e−B1eB1

)−Qft +Q(eu +B1euB1
+ eqB1

)) (2.3)

2.3 est une équation polynomiale en A.
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On égale les coe�cients de A2 : eB1B1
= 0

On pose alors
e = B1w(t, q, u) + s(t, q, u)

On égale maintenant les coe�cients de A pour obtenir : 2QTwq + 2TQB1wu = QtTf +QqTw−QuTs−
QTtf + TQft −QTqw
En di�érentiant par rapport à B1, wu = 0.
Ainsi

Nq = −w(t, q)

— On suppose désormais que Qu = 0 et R linéaire en B1.
On a donc

−QTtf + TQtf + TQft −QTqw − 2TQwq + TQqw = 0

Les termes constants en A donnent :

QTB1wt +QTst −QRtf −QRqw +QRus+QRB1
B1su +QRB1

B1wq +QRB1
sq −QRwq

+Q2B1suq +Q2B1wqq +Q2sqq +Q2B2
1suu +Q2B1suq = −RQtf −RQqw +QR(su + wq)

En di�érentiant 2 fois par rapport à B1 on a suu = 0.
Donc on pose

Nu = um(t, q) + l(t, q)

Alors

−QTtf + TQtf + TQft −QTqw − 2TQwq + TQqw = 0

et

QTB1wt +QTumt +QTlt −QRtf −QRqw +QRuum+QRul +QRB1B1m+QRB1B1wq

+QRB1
umq +QRB1

lq −QRwq +Q2B1mq +Q2B1wqq +Q2umqq +Q2lqq +Q2B1mq

= −RQtf −RQqw +QR(m+ wq)

Théorème 2.1.1.2

La somme J
⊕
H est directe ; en particulierH est isomorphe à une sous algèbre de

G
J .

Démonstration : Soit N ∈ J ∩H. Au vue des expressions des di�érents N∗, on a N = 0.

Corollaire 2.1.1.3
J est un idéal abélien de G

Démonstration : D’après 1.1.3.12, J est un idéal et [J ,J ] ⊂ J ∩H or d’après le théorème précédent J ∩H =

{0}.
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Théorème 2.1.1.4

Supposons que R = c(t, q)B1 + d(t, q)u.

Alors G = J
⊕
H. En particulierH est isomorphe à

G
J .

Démonstration : Pour u = B1 = 0 dans (2.2), on a l est solution. Les autres fonctions f , w et m sont indépen-
dantes de l.

2.1.2 Symétries de l’équation de la chaleur

On commence ici par présenter l’application des résultats précédents à l’équation de la chaleur. Elle
décrit le phénomène physique de conduction thermique.

Plusieurs des exemples suivant se rapporteront à cette première équation des plus classiques. Les sy-
métries ont déjà été calculées dans [BC69] et dans [HE71].

On considère donc l’équation
ut − νuqq = 0

On applique le théorème 2.1 pour Q = ν, T = −1 et R = 0.

On a
ft = 2wq

Alors wqq = 0.

B1wt + umt + lt − ν(B1mq +B1wqq + umqq + lqq +B1mq) = 0 (2.4)

Pour u = B1 = 0 on a que

l est solution de l’équation de la chaleur

∂(2.4)
∂B1

donne wt − 2νmq donc mqqq = 0. On pose

m = c1(t)q
2 + c2(t)q + c3(t)

∂(2.4)
∂u permet d’obtenir mt − νmqq . On a donc c1tq2 + c2tq + c3t = 2νc1(t). Alors

m = c1q
2 + c2q + 2νc1t+ c4

En�n
w = 4νc1tq + 2νc2t+ c5q + c6
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f = 4νc1t
2 + 2c5t+ c7

On obtient donc

Ñ1 = 4νt2
∂

∂t
+ 4νtq

∂

∂q
+ (q2 + 2νt)u

∂

∂u

Ñ2 = 2νt
∂

∂q
+ qu

∂

∂u

Ñ3 = u
∂

∂u

Ñ4 = 2t
∂

∂t
+ q

∂

∂q

Ñ5 =
∂

∂t

Ñ6 =
∂

∂q

2.2 Les équations dérivées de la chaleur

2.2.1 Black Scholes

On peut appliquer les résultats précédents pour trouver les symmétries de l’équation de Black-Scholes.

C’est l’équation la plus connue en mathématiques �nancières :

∂C

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2C

∂S2
+ rS

∂C

∂S
− rC = 0

2.2.1.1 Explication du modèle, lien avec l’équation

Sur un marché �nancier supposé sans opportunité d’arbitrage et sans versement de dividendes aux
actionnaires, on considère une option européenne sur une action S au prix d’exercice K à la maturité
T .

On note St le prix de l’actif sous jacent à l’instant t. St suit un mouvement brownien.

On pose ξ = (ST −K)+ le gain (ou payo�)(on achète seulement si K < ST ).

On suppose que le portefeuille contient, en plus de l’actif risqué St, un actif non riquéRt (typiquement
une obligation).
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En notant rt le taux d’intérêt instantanné, σt la volatilité du marché et µt un paramètre réel, on a :

dRt = rtRtdt

dSt = St(µtdt+ σtdWt)

On évalue la position continuellment en fonction des prix du marché et on note Vt la mark to market

value on a donc
Vt = βtRt + αtSt.

Une stratégie de �nancement est alors un couple (βt, αt).

Comme on suppose à t = 0 que l’on investit V0, qu’on fait évoluer les titres au cours du temps et qu’il
n’y a ni apport ni retrait d’argent, on parle de stratégie auto�nancée

dVt = βtdRt + αtdSt.

On utilise la notation suivante : si Xt, t ≥ 0 est un processus adapté, on note Xa(t) la valeur de Xt

actualisée.

Soit Xa(t) = Xt
Rt

.

On note at le coe�cient d’actualisation à l’instant t, at = 1
Rt

.

La formule d’intégration par parties donne

dV a(t) = −rtV a(t)dt+ atdVt

dSa(t) = −rtSa(t)dt+ atdSt = −rtatStdt+ atdSt.

On a alors, comme Vt = αtSt + βtRt,

αtdS
a(t) = −rtat(Vt − βtRt)dt+ atαtdSt = −rtV a(t)dt+ at(βtdRt + αtdSt).

On en déduit immédiatement que (αt, βt) est auto�nancée si et seulement si dV a(t) = αtdS
a(t).

Une stratégie auto�nancée est entièrement caractérisée par la valeur initiale du portefeuille V0 et le
processus αt.

En e�et, une stratégie est auto�nancée si et seulement si

V a(t) = V a(0) +

∫ t

0
αudS

a(u) = V0 +

∫ t

0
αudS!(u).

On obtient alors βt via la relation

βt = V a(t)− αtSa(t) = V0 +

∫ t

0
αudS

a(u)− αtSa(t).
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Une fois ce détail réglé, comme V est une fonction deS et t, on applique le lemme d’Itô à deux variables :

dV = (µS
∂V

∂S
+
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
)dt+ σS

∂V

∂S
dW

On considère alors le porteufeuille de couverture delta (delta-hedge portfolio) . Il a pour valeur des
acquis :

Π = −V +
∂V

∂S
S

Entre t et t+ ∆t, ∆Π = −∆V + ∂V
∂S ∆S.

Or

∆V = (µS
∂V

∂S
+
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
)∆t+ σS

∂V

∂S
∆W et ∆S = µS∆t+ σS∆W.

Donc
∆Π = −∂V

∂t
∆t− 1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
∆t et l’incertitude est levée.

Comme on a supposé un marché sans opportunité d’arbitrage, le taux de rendement doit être égal à
tout instrument sans risque.

En notant r le taux de rendement sans risque, on doit avoir

rΠ∆t = ∆Π.

On trouve ainsi l’équation de Black Scholes.

2.2.1.2 Recherche des isovecteurs

On pose q = ln(S) et u(t, q) = C(t, exp(q)) = u(t, S).L’équation devient alors :

∂u

∂t
+

1

2
σ2
∂2u

∂q2
+ (r − σ2

2
)
∂u

∂q
− ru = 0

D’après nos notations on a R = (r − σ2

2 )B1 − ru, T = 1 et Q =
1

2
σ2. Ainsi G = J

⊕
H.

On note r̃ = r − σ2

2 et s̃ = r + σ2

2 .

Par le théorème 2.1 on obtient :
σ2

2 ft − 2σ
2

2 wq = 0 donc
ft = 2wq

et
wqq = 0
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La deuxième équation du théorème 2.1 en divisant par Q donne :

B1wt + umt + lt − r(um+ l) + (r − σ2

2
)(B1m+B1wq + umq + lq)− (r − σ2

2
)B1wq + ruwq

+
σ2

2
(B1mq + umqq + lqq +B1mq) = (r − σ2

2
)B1(m+ wq)− ru(m+ wq)

En di�érentiant par rapport à B1 on obtient :

wt = (r − σ2

2
)wq − σ2mq

Comme wqq = 0, wtqq = σ2mqqq = 0 on a

mqqq = 0.

En di�érentiant par rapport à u :

mt = −(r − σ2

2
)mq − 2rwq −

σ2

2
mqq

En plus on a mtqq = 0, donc
mqq = constante.

En prenant u = B1 = 0, on trouve que l est solution de l’équation.

En travaillant avec les di�érentes équations obtenues juste avant, on a les reltions suivantes :

ftt = 2wqt = −2σ2mqq = 2C1

f = C1t
2 + C2t+ C3

wq = C1t+
1

2
C2

Donc
mq = −C1

σ2
q + v(t)

mtt = −(r − σ2

2
)vt − 2C1r

Ainsi
mttq = 0

Par l’expression de mq on déduit que vt = constante.

75



Chapitre 2 : L’ordre 2

L’expression de mt nous donne mtq = (r − σ2

2 )C1
σ2 , so

vt = (r − σ2

2
)
C1

σ2

wtt = 1
2(r − σ2

2 )ftt + σ2mtq = 1
2(r − σ2

2 )2C1 − σ2(r − σ2

2 )(C1
σ2 ) by the expression of mt.

Donc
wtt = 0

C’est à dire, wt = 1
2(r − σ2

2 )C2 + (r − σ2

2 )C1t+ σ2(C1
σ2 q)− σ2v(t) = C4

Ainsi

v =
(r − σ2

2 )C1

σ2
t+

(r − σ2

2 )

2σ2
C2 −

C4

σ2

Donc on a :

f = C1t
2 + C2t+ C3

w = C1tq +
1

2
C2q + C4t− C5

m =
r̃C1

σ2
tq − C1

2σ2
q2 + (

r̃C2

2σ2
− C4

σ2
)q − s̃2C1

2σ2
t2 + (− s̃

2C2

2σ2
+
r̃2C4

σ2
+
C1

2
)t+ C6

Finalement on trouve une base d’isovecteurs de dimension 6.

2.2.1.3 Les symétries

Pour tout N ∈ H, on calcule d’abord Ñ = −N t ∂
∂t −N

q ∂
∂q +Nu.

On a alors :
Ñ1 = t2

∂

∂t
+ tq

∂

∂q
+ (

r̃

σ2
tq − 1

2σ2
q2 − s̃2

2σ2
t2 +

1

2
t)u

∂

∂u

Ñ2 = t
∂

∂t
+

1

2
q
∂

∂q
+ (

r̃

2σ2
q − s̃2

2σ2
t)u

∂

∂u

Ñ3 =
∂

∂t

Ñ4 = t
∂

∂q
+ (− 1

σ2
q +

r̃2

σ2
t)u

∂

∂u

Ñ5 = − ∂

∂q
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Ñ6 = u
∂

∂u

Après exponentiation, voici la manière dont certains Ñ agissent sur une solution u de l’équation :

eαÑ3u(t, q)u(t+ α, q)

eαÑ4u(t, q) = e(−
1
σ2
q+ r2

σ2
t)αu(t, q + αt)

eαÑ5u(t, q) = u(t, q + α)

eαÑ6u(t, q) = eαu(t, q)

2.2.1.4 Un peu d’algèbre

On trouve :

J0 =< N6, Nl >

O =< N1, N2, N3, N6, Nl >

H =< N1, N2, N3, N4, N5, N6 >

K =< N1, N2, N3, N6 >

J =< Nl > on retrouve ainsi G = H
⊕
J

M =< N3, N5, N6 >

Il avait déjà été démontré ([Les12]) queH est de dimension 6, et qu’elle est isomorphe à l’algèbreH0,0

que l’on retrouvera juste après. Ceci n’est pas surprenant dans la mesure où l’équation de Black Scholes
peut être réduite à l’équation de la chaleur.
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2.2.1.5 Lien avec l’équation de la chaleur

En e�et à partir de l’équation

∂u

∂t
+

1

2
σ2
∂2u

∂q2
+ (r − σ2

2
)
∂u

∂q
− ru = 0

en e�ectuant le changement de variables τ = − 2
σ2 t et en posant k = 2r

σ2

on a
−∂u
∂τ

+
∂2u

∂q2
+ (k − 1)

∂u

∂q
− ku = 0.

Pour α et β tels que 2α + (k − 1) = 0 et β = α2 + (k − 1)α − k en considérant u(τ, q) = exp(αq +

βτ)v(τ, q), v est solution de :
∂v

∂τ
=
∂2v

∂q2

2.2.2 L’équation de la chaleur rétrograde

Nous allons expliciter ici la détermination des isovecteurs de l’équation de la chaleur rétrograde avec
potentiel.

Celle-ci est en e�et d’une extrême importance dans la théorie des processus de Berntein [Hou13b],
[HL19a], notamment concernant leurs applications à la mécanique quantique euclidienne.

Elle intervient aussi dans la thèorie des modèles a�nes de taux d’intérêt [Hou13a] [Qui15a].

On considère ainsi l’équation :

(EVκ ) : κ
∂u

∂t
+
κ2

2

∂2u

∂q2
− V (t, q)u = 0

On a Q = κ2

2 , T = κ et R = −V (t, q)u donc G = J
⊕
H.

De plus en appliquant le théorème 2.1 on obtient :

ft = 2wq

Donc on peut poser

w =
1

2
ftq + a(t).

La deuxième équation donne :

κ(B1wt+umt+lt)+Vtuf+Vquw−V um−V l+V uwq+
κ2

2
(B1mq+umqq+lqq+B1mq)+V u(m+wq) = 0
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Pour u = B1 = 0, on trouve que l est solution de l’équation.

En di�érentiant par rapport à B1 on a
wt = −κmq

Donc on peut poser

m =
−1

4K
fttq

2 − 1

K
atq + b(t).

En di�érentiant par rapport à u on obtient

mt = −1

κ
(Vtf + Vqw + 2V wq +

κ2

2
mqq)

c’est à dire
−1

4κ
ftttq

2 − 1

κ
attq + bt =

−1

κ
(Vtf +

1

2
Vqftq + Vqa+ V ft −

κ

4
ftt)

2.2.2.1 Cas particulier V = 0

On obtient
−1

4
ftttq

2 − attq + bt =
κ

4
ftt

En di�érentiant deux fois par rapport à q on a fttt = 0.

Donc
f = 2C1t

2 + C2t+ C3.

En di�érentiant par rapport à q on a att = 0.

Ainsi

w = 2C1tq +
C2

2
q + C4t+ C5

Finalement bt = κC1 et

m = −C1

κ
q2 − C4

κ
q + κC1t+ C6

On a donc une base d’isovecteurs :

N1 = −2t2
∂

∂t
− 2tq

∂

∂q
+ κtu

∂

∂u

N2 = −t ∂
∂t
− 1

2
q
∂

∂q
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N3 =
∂

∂t

N4 = −t ∂
∂q
− 1

κ
qu

∂

∂u

N5 =
∂

∂q

N6 = u
∂

∂u

Un peu d’algèbre

On trouve :

J0 =< N6, Nl >

O =< N1, N2, N3, N6, Nl >

H =< N1, N2, N3, N4, N5, N6 >

K =< N1, N2, N3, N6 >

J =< Nl > on retrouve ainsi G = H
⊕
J

M =< N2, N3, N5, N6 >

Soient : M1 = N1, M2 = N2, M3 = 1
κN3, M4 = N4 − 1

2N3, M5 = N5 et M6 = N6.

Proposition 2.2.2.1

— ∀κ, Bκ = (M
(κ)
1 , . . . ,M

(κ)
6 ) est une base deH(EV=0

~ ), donc (M
(−κ)
1 , . . . ,M

(−κ)
6 ) est une base

deH(EV=0
−κ )

— Les constantes de structure de HV=0
κ dans la base Bκ ne dépendent pas de κ ; en particulier

∀u 6= v 6= 0, il y a un isomorphisme entreH(EV=0
u ) etH(EV=0

v )

Remarque 2.2.2.2
Ceci étant un cas particulier des résultats plus généraux de H. Quintard ([Qui15a])
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2.2 Les équations dérivées de la chaleur

Les symétries Pour tout N ∈ H, on calcule d’abord Ñ = −N t ∂
∂t −N

q ∂
∂q +Nu.

On a alors :
Ñ1 = 2t2

∂

∂t
+ 2tq

∂

∂q
− q2u+ κtu

∂

∂u

Ñ2 = t
∂

∂t
+

1

2
q
∂

∂q

Ñ3 = − ∂

∂t

Ñ4 = t
∂

∂q
− 1

κ
qu

∂

∂u

Ñ5 = − ∂

∂q

Ñ6 = u
∂

∂u

Après exponentiation, voici la manière dont les Ñ agissent sur une solution u de l’équation :

eαÑ1u(t, q) =
1√

1− 2αt
e
−αq2
−κ(1−αt)u(

2t

1 + αt
,

2q

1 + αt
)

eαÑ2u(t, q) = u(eαt, e
α
2 q)

eαÑ3u(t, q) = u(t− α, q)

eαÑ4u(t, q) = e
−qα
κ u(t, q + αt)

eαÑ5u(t, q) = u(t, q − α)

eαÑ6u(t, q) = eαu(t, q)

2.2.2.2 Cas particulier V (t, q) = C
q2

+Dq2 :

Pour ce potentiel on obtient :

1

4
ftttq

2 + attq − κbt − 2Dftq
2 +

2Ca

q3
− 2Daq +

κ

4
ftt

Comme f , a et b sont indépendants de q on peut égaler les termes en q5, q4 q3 et les termes constants
en q.

81



Chapitre 2 : L’ordre 2


fttt = 8Dft

att = 2Da

2Ca = 0

bt = 1
4ftt


On trouve exactement le même système que dans [HJC14] et [Qui15a]. On va expliciter les Ñ pour
N ∈ H.

On a donc
b =

1

4
ft + c1

Plusieurs cas sont alors à distinguer :

1. C = 0 On se retrouve ici dans un contexte proche de celui de [HL19b].

(a) D > 0

Remarque 2.2.2.3
Pour D = 1 on se retrouve avec l’équation de l’oscillateur harmonique.

Résoudre cette équation joue un rôle fondamental dans l’établissement de la formule de Feynman-Kac.

Pour plus de détails sur ce cas, voir [Var07] p.59.

f =
−c2√

8D
e−
√
8Dt +

c3√
8D

e
√
8Dt + c4

a = c5e
−
√
2Dt + c6e

√
2Dt

D’où
Ñ1 = u

∂

∂u

Ñ2 =
−1√
8D

e−
√
8Dt ∂

∂t
− 1

2
e−
√
8Dtq

∂

∂q
+ (

√
8D

4κ
e−
√
8Dtq2 +

1

4
e−
√
8Dt)u

∂

∂u

Ñ3 =
1√
8D

e
√
8Dt ∂

∂t
− 1

2
e
√
8Dtq

∂

∂q
+ (−

√
8D

4κ
e
√
8Dtq2 +

1

4
e
√
8Dt)u

∂

∂u

Ñ4 =
∂

∂t

Ñ5 = −e−
√
2Dt ∂

∂q
+

√
2D

κ
e−
√
2Dtqu

∂

∂u

Ñ6 = −e
√
2Dt ∂

∂q
−
√

2D

κ
e
√
2Dtqu

∂

∂u

(b) D = 0

f = c2t
2 + c3t+ c4
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2.2 Les équations dérivées de la chaleur

a = c5t+ c6

On trouve

Ñ1 = u
∂

∂u

Ñ2 = t2
∂

∂t
+ tq

∂

∂q
+ (−−1

2κ
q2 +

t

2
)u

∂

∂u

Ñ3 = t
∂

∂t
+

1

2
q
∂

∂q
+

1

4
u
∂

∂u

Ñ4 =
∂

∂t

Ñ5 = t
∂

∂q
− 1

κ
qu

∂

∂u

Ñ6 =
∂

∂q

(c) D < 0

f =
c2√
8D

sin(
√

8Dt)− c3√
8Dt

+ c4

a = c5 cos(
√

2Dt) + c6 sin(
√

2Dt)

Ainsi on a

Ñ1 = u
∂

∂u

Ñ2 =
sin(
√

8Dt)√
8D

∂

∂t
+

cos(
√

8Dt)

2
q
∂

∂q
+ (
√

8D
sin(
√

8Dt)

4κ
q2 +

cos(
√

8Dt)

4
)u

∂

∂u

Ñ3 = −cos(
√

8Dt)√
8D

∂

∂t
− sin(

√
8Dt)

2
q
∂

∂q
+ (−

√
8D

cos(
√

8Dt)

4κ
q2 +

sin(
√

8Dt)

4
)u

∂

∂u

Ñ4 =
∂

∂t

Ñ5 = cos(
√

2Dt)
∂

∂q
+

√
2D

κ
sin(
√

2Dt)qu
∂

∂u

Ñ6 = sin(
√

2Dt)
∂

∂q
−
√

2D

κ
cos(
√

2Dt)qu
∂

∂u

2. a = 0

(a) D > 0
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f =
−c2√

8D
e−
√
8Dt +

c3√
8D

e
√
8Dt + c4

Alors

Ñ1 = u
∂

∂u

Ñ2 =
−1√
8D

e−
√
8Dt ∂

∂t
− 1

2
e−
√
8Dtq

∂

∂q
+ (

√
8D

4κ
e−
√
8Dtq2 +

1

4
e−
√
8Dt)u

∂

∂u

Ñ3 =
1√
8D

e
√
8Dt ∂

∂t
+

1

2
e
√
8Dtq

∂

∂q
+ (−

√
8D

4κ
e
√
8Dtq2 +

1

4
e
√
8Dt)u

∂

∂u

Ñ4 =
∂

∂t

(b) D = 0

f = c2t
2 + c3t+ c4

Donc

Ñ1 = u
∂

∂u

Ñ2 = t2
∂

∂t
+ tq

∂

∂q
+ (−−1

2κ
q2 +

t

2
)u

∂

∂u

Ñ3 = t
∂

∂t
+

1

2
q
∂

∂q
+

1

4
u
∂

∂u

Ñ4 =
∂

∂t

(c) D < 0

f =
c2√
8D

sin(
√

8Dt)− c3√
8Dt

cos(
√

8Dt) + c4

Ainsi on a

Ñ1 = u
∂

∂u

Ñ2 =
sin(
√

8Dt)√
8D

∂

∂t
+

cos(
√

8Dt)

2
q
∂

∂q
+ (
√

8D
sin(
√

8Dt)

4κ
q2 +

cos(
√

8Dt)

4
)u

∂

∂u
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2.2 Les équations dérivées de la chaleur

Ñ3 = −cos(
√

8Dt)√
8D

∂

∂t
+

sin(
√

8Dt)

2
q
∂

∂q
+ (
√

8D
cos(
√

8Dt)

4κ
q2 +

sin(
√

8Dt)

4
)u

∂

∂u

Ñ4 =
∂

∂t

Un point algébrique

Dans tous les cas :
J0 =< N1 >

O =< N1, N2, N3, N4 >= K

Pour D 6= 0,M =< N1, N4 > mais pour D = 0,M =< N1, N3, N4, N6 > lorsque ceux-ci existent.

Pour une cohérence de notation, on note dans la suite de cette partie HC,D et non pas seulement H
comme dans [HJC14] et [Qui15a]. Alors pour C 6= 0, HC,D ' H1,0 est de dimension 4 ; pour C = 0,
HC,D ' H0,0 est de dimension 6 ([HJC14] ; [LQ14]).

De plus, H1,0 ⊆ H0,0 ([LQ14]). Ces algèbres de Lie possèdent des bases canoniques, continues en D
pour un C �xé, et compatible avec les inclusions

HC,D ⊆ H0,D .

Plusieurs des résultats présentés ici ont déjà été obtenus par P. Lescot, H. Quintard et J.C. Zambrini
dans le cadre (équivalent) de l’équation de Hamilton Jacobi Bellman ([LZ07], [LQ14], [HJC14])

En posant
S(t, q) = −κ ln(u(t, q))

on retrouve l’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman :

−∂S
∂t

+
1

2
(
∂S

∂q
)2 − V − κ

2

∂2S

∂q2
= 0

Comme dans ([HJC14]) on pose B = −∂S
∂q et E = −∂S

∂t .

Si on note α le paramètre de la transformation générée par un isovecteur N il existe une application

eαN : (t, q, S, E,B) 7→ (tα, qα, Sα, Eα, Bα)

On note eαÑ l’application qui transforme u en uα pour Ñ ∈ H̃ associé àN ∈ H ([HJC14], [LZ07] dans
lequel il y a une erreur de signe).

On a alors
Ñ(S) = −κ

u
(−N q ∂

∂q
−N t ∂

∂t
+Nu)
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Pour u solution de (EVκ ) associé au processus de Bernstein, on note u∗ la solution associée au processus
dual.

Théorème 2.2.2.4

u∗ est solution de l’équation (EV−κ)

De plus si on note Ñ = N t ∂
∂t +N q ∂

∂q +φ ∂
∂u + . . . un isovecteur de (EVκ ) alors Ñ∗ = N t ∂

∂t +N q ∂
∂q +

φ∗
∂
∂u + . . . est un isovecteur de (EV−κ) pour φ∗ = φ+ κ

2N
t
t (cette formule est d’ailleurs involutive)

Ceci justi�e une a�rmation dans ([TZ97]).

L’application N 7→ N∗ dé�nit un isomorphisme entre H(EVκ ) et H(EV−κ) pour tout κ 6= 0 donc Ñ 7→
Ñ∗ dé�nit un isomorphisme entre H̃Vκ et H̃V−κ ([HJC14]).

2.2.3 L’équation de Burgers

L’équation de Burgers est une équation aux dérivées partielles issue de la mécanique des �uides. Elle
apparaît dans divers domaines des mathématiques appliquées, comme la modélisation de la dynamique
des gaz, de l’acoustique ou du tra�c routier.

On note u la vitesse et ν le coe�cient de viscosité cinématique.

On considère l’équation de Burgers avec viscosité :

∂u

∂t
+ u

∂u

∂q
− ν ∂

2u

∂q2
= 0

2.2.3.1 Calcul des isovecteurs

On applique les résultats précédents pour k = 2, n = 1, Q = −ν, T = 1 et R = uB1.

On a
N t = −f(t)

N q = −w(t, q)

Nu = um(t, q) + l(t, q)

NA = Am+ aFt +B1wt + umt + lt

NB1 = B1m+B1wq + umq + lq

NB2 = NB1
q +B2wq +B1B2wu +B1N

B1
u +B2N

B1
B1

ft = 2wq
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2.2 Les équations dérivées de la chaleur

−ν(B1wt+umt+lt+B1um+B1l+uB1m+uB1wq+u
2mq+ulq−uB1wq−νB1mq−νB1wqq−νumqq−νlqq−νB1mq)

= −νuB1(m+ wq) (2.5)

Pour u = B1 = 0 dans (2.5) on a −lt + νlqq = 0

∂2(2.5)
∂u2

: mq = 0 donc m = m(t).
∂2(2.5)
∂u∂B1

donne m = wq .

Par ∂(2.5)
∂B1

on obtient wt = −l.

Grâce à ∂(2.5)
∂u on a mt = −lq or mtq = 0 donc lqq = 0 et par suite lt = 0.

On déduit alors wtt = 0 d’où fttt = 0.

On pose
f = c1t

2 + c2t+ c3

Alors
m = wq = c1t+

1

2
c2

D’où −lq = mt = c1 donc
l = −c1q + c4

Ainsi wt = c1q + c4 donc
w = c1tq +

c2
2
q + c4t+ c5

On trouve ici une base de G d’isovecteurs de dimension 5.

Pour N ∈ H, on dé�nit les Ñ :

Ñ2 = t
∂u

∂t
+

1

2
q
∂u

∂q
+

1

2
u

Ñ3 =
∂u

∂t

Ñ5 =
∂u

∂q

Pour N /∈ H, on dé�nit les S :

S1 = −t2 ∂
∂t
− tq ∂

∂q
− q ∂

∂u
+ tu

∂

∂u
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S4 = −t ∂
∂q

+
∂

∂u

On retrouve les résultats de ([OME11]).

2.2.3.2 Les symétries

On exponentie les Ñ .

Ils agissent alors sur une solution u de l’équation de Burgers de la manière suivante :

exp(αÑ2)u(t, q) = exp(
−1

2
α)u(exp(−α)t, exp(−α

2
)q)

exp(αÑ3)u(t, q) = u(t+ α, q)

exp(αÑ5)u(t, q) = u(t, q + α)

On obtient également 2 symétries supplémentaires à partir des S qui sont :

TN1,αu(t, q) =
1√

1 + αt
exp(

qα

1− αt
)u(

t

1 + αt
,

q

1 + αt
)

TN4,αu(t, q) = u(t, q − αt) + α

2.2.3.3 L’algèbre

H =< N2;N3;N5 >

J = {0}

O = {N1;N2;N3}

M = {N2;N3;N5}

K = {N2;N3}
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2.3 De l’équation de Burgers au modèle d’Hodgkin-Huxley

Ici G 6= H
⊕
J , ce qui ne contredit en rien le théorème 2.1.1.4 dans la mesure où R contient un terme

en uB1.

2.2.3.4 Rapport à l’équation de la chaleur

On utilise la transformation de Hopf-Cole pour retrouver l’équation de la chaleur ([Eva98]) ([Liu17]).

On commence par considérer l’équation de Burgers sous la forme :

ut = (νuq −
u2

2
)q.

On pose φ(t, q) = exp(−12ν U) tel que ∂U
∂q = u.

On a alors u(t, q) = −2ν
φq
φ .

Comme u véri�e l’équation de Burgers,

−2ν(
φt
φ

)q = −(2ν2
φqq
φ

)q

On intègre et on obtient φt = νφqq + g(t)φ.

On pose ψ = φ exp(−
∫
gdt).

On obtient alors
ψt = νψqq

2.3 De l’équation de Burgers au modèle d’Hodgkin-Huxley

Comme dans l’article [AD17], on considère l’équation

ut + uuq − uqq − γu− δu2 − εu3 = 0

On cherche ici les symétries de ce type d’équation mais en utilisant la méthode des isovecteurs contrai-
rement aux auteurs qui utilisaient la méthode des prolongateurs d’Olver [Olv00].

On peut appliquer le théorème 2.1 avec Q = −1, T = 1 et R = uB1 − γu− δu2 − εu3.

On a ft = 2wq donc on pose

w =
1

2
ftq + a(t)

Ainsi :

B1wt+umt+lt+(um+l)(B1−γ−2δu−3εu2)+u(B1m+B1wq+umq+lq)−uwq(B1−γ−δu−εu2)

−B1mq −B1wqq − umqq − lqq −B1mq − (m+ wq)(uB1 − γu− δu2 − εu3) = 0 (2.6)
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On obtient un polynôme en u.

Les constantes donnent un polynôme en B1 qui permet d’avoir

lt − γl − lqq = 0

l = 2mq −
1

2
fttq − at

En identi�ants les coe�cients en u3, on a

2ε(wq −m) = 0

Ceux en u2 donnent
δ(−m+ 2wq) +mq − 3εl = 0

En�n ceux en u forment un polynôme en B1 d’où

m = wq

mt − 2δl + lq + 2γwq = 0

Ainsi on a w = 1
2ftq + a(t), l = −1

2 fttq − at et m = 1
2ft.

En substituant ceci dans les équations précédentes on a

δfttq + 2δat + γft = 0

δ

2
ft +

3

2
εfttq + 3εat = 0

fttt − γftt = 0

att − γat = 0

On distingue alors deux cas :

1. γ = 0

f = a1t
2 + a2t+ a3

a = a4t+ a5

l = −a1q − a4

m = a1t+
1

2
a2
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2.3 De l’équation de Burgers au modèle d’Hodgkin-Huxley

w =
1

2
ftq + a

(a) ε = 0

— δ = 0

— δ 6= 0 donc ft = at = 0

On obtient f = a3, a = a5 et l = m = 0.

(b) ε 6= 0 donc ftt = 0

— δ = 0

f = a2t+ a3, a = a5, l = 0 et m = 1
2a2

— δ 6= 0

On a f = a3, a = a5, l = 0 et m = 0.

2. γ 6= 0

f =
1

γ2
eγt + a1t+ a2

a =
1

γ
eγt + a3

l =
−1

2
eγtq − eγt

m =
1

2γ
eγt +

1

2
a1

w =
1

2
ftq + a

(a) ε = 0

— δ = 0 donc ft = 0

On a f = a2, a = 1
γ e

γt + a3, l = eγt

— δ 6= 0 donc ft = 0

On a f = a2, a = a3, l = 0

(b) ε 6= 0 donc ftt = 0

— δ = 0 alors a = a3 et f = a2

— δ 6= 0 f = a2 et a = a3

Ainsi on retrouve les résultats de [AD17] :

1. Pour γ, δ et ε des constantes quelconques on a

∂

∂t
et

∂

∂q
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2. Pour ε 6= 0 et δ = γ = 0 on trouve en plus

2t
∂

∂t
+ q

∂

∂q
− u ∂

∂u

3. Pour γ 6= 0 et δ = ε = 0 on a en plus des deux isovecteurs généraux

eγt(
∂

∂q
+ γ

∂

∂u
)

4. Pour γ = δ = ε = 0 on retrouve l’équation de Burgers précédemment étudiée.

2.4 Craddock Platen

On reprend ici l’article [CD01] dans lequel les auteurs utilisent la méthode des prolongateurs d’Olver
[Olv00] pour calculer les symétries des di�érentes équations mentionnées, et on les retrouve grâce à
la méthode des isovecteurs, en utilisant les théorèmes démontrés précédemment dans un cadre un peu
plus général.

2.4.1 Explications

Soit X = {Xt, t ∈ [0, T ]} un processus stochastique satisfaisant l’équation di�érentielle stochastique
d’Itô

dXt = φ(Xt)dt+
√

2XtdWt (2.7)

pour t ∈ [0, T ] où W est un processus de Wiener standard et φ une fonction de dérive.

Ce type de processus contient les processus GSR qui ont des applications en �nance notamment. En
e�et certains processus GSR présentent une propriété connue sous le nom de réversion de moyenne
qui les rend idéals pour modéliser des taux d’intérêts.

La densité de transition p(t, q, r) pourX est donné par la solution fondamentale de l’équation suivante :

∂u

∂t
− (aq + b)

∂2u

∂q2
− φ(q)

∂u

∂q
= 0. (2.8)

de sorte que u(t, q) =
∫∞
0 φ(r)p(t, q, r)dr soit une solution du problème de Cauchy pour (2.8) avec

u(0, q) = ψ(q) (voir par exemple [RY13]).
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2.4.2 Calcul des symétries

D’après le théorème (2.1), ici T = 1, Q = −(aq + b) et R = −φ(q)B1, on obtient donc :

w =
2

a
(aq + b)wq −

aq + b

a
ft (2.9)

−(aq + b)(wt + φ′(q)w − (aq + b)(wqq + 2mq) + φ(q)wq) + aφ(q)w = 0 (2.10)

mt = φ(q)mq + (aq + b)mqq (2.11)

et l est solution de l’équation.

Par 2.9, comme ∂
∂q ( w√

aq+b
) = 1

2
√
aq+b

ft :

w = (aq + b)ft +
√
aq + bK(t)

Alors 2.10 devient :

mq =
1

2
ftt +

1

2
√
aq + b

Kt +
φ′(q)

2
ft +

1

2
√
aq + b

φ′(q)K +
a2

8(aq + b)
3
2

K − a

4(aq + b)
3
2

φ(q)K

D’où
m =

φ(q)

2
ft +

1

2
fttq +

√
aq + b

a
Kt +

1

2
√
aq + b

φ(q)K − a

4
√
aq + b

K + L(t)

L’équation 2.11 nous donne ainsi :

8(aq+b)
3
2 qfttt+

16

a
(aq+b)2Ktt+16(aq+b)

3
2Lt+3a3K−8(aq+b)

3
2 ft(φ(q)φ′(q)+(aq+b)φ′′(q))

− 8(aq + b)K(φ(q)φ′(q) + (aq + b)φ′′(q)) + 8aK(−aφ(q) +
1

2
φ2(q) + (aq + b)φ′(q)) = 0

On considère −aφ(q) + 1
2φ

2(q) + (aq + b)φ′(q) = Aq
3
2 +Bq2 + Cq +D

√
q + E.

En dérivant par rapport à q on a (aq + b)φ′′(q) + φ(q)φ′(q) = 3
2Aq

1
2 + 2Bq + C + 1

2Dq
−1
2 .

On obient alors :

8(aq+b)
3
2 qfttt+

16

a
(aq+b)2Ktt+16(aq+b)

3
2Lt+3a3K−8(aq+b)

3
2 ft(

3

2
Aq

1
2 +2Bq+C+

1

2
Dq

−1
2 )

− 8(aq + b)K(
3

2
Aq

1
2 + 2Bq + C +

1

2
Dq

−1
2 ) + 8aK(Aq

3
2 +Bq2 + Cq +D

√
q + E) = 0
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L,K, f étant trois fonctions ne dépendant que de t, pour a = 1 et b = 0 on a :

q
5
2 : 8fttt − 16Bft = 0

q2 : 16Ktt − 12Aft − 16BK + 8BK = 0

q
3
2 : 16Lt − 8Cft − 12AK + 8AK = 0

q : −8CK + 8CK − 8ftD = 0
√
q : −4KD + 8KD = 0

1 : 3K + 8EK = 0

1. K = 0,

(a) ft 6= 0

Alors
D = A = 0

Lt =
1

2
Cft

fttt = 2Bft

i. B = 0

f = c1t
2 + c2t+ c3

L =
c1C

2
t2 +

c2C

2
t+ c4

Alors
m = c1(φt+ q +

C

2
t2) + c2(

φ

2
+
C

2
t) + c4

w = q(2c1t+ c2)

ii. B > 0

f =
C1√
2B

exp(
√

2Bt)− C2√
2B

exp(−
√

2Bt) + C3

L =
C1C

2
√

2B
exp(
√

2Bt)− C2C

2
√

2B
exp(−

√
2Bt) + C4

w = C1 exp(
√

2Bt)q + C2 exp(−
√

2Bt)q

m = C1 exp(
√

2Bt)(
φ

2
+

1

2
√

2B
q+

C

2
√

2B
)+C2 exp(−

√
2Bt)(

φ

2
− 1

2
√

2B
q− C

2
√

2B
)+C4
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iii. B < 0

f =
C1√
−2B

sin(
√
−2Bt)− C2√

−2B
cos(
√
−2Bt) + C3

L =
C1C

2
√
−2B

sin(
√
−2Bt)− C2C

2
√
−2B

cos(
√
−2Bt) + C4

w = C1 cos(
√
−2Bt)q + C2 sin(

√
−2Bt)q

m = cos(
√
−2Bt)(

φC1

2
+

1

2

√
−2BqC2−

C2C

2
√
−2B

)+sin(
√
−2Bt)(

φC2

2
−1

2

√
−2BqC1−

C1C

2
√
−2B

)+C4

(b) ft = 0

f = C1

L = C2

w = 0

m = C2

2. K 6= 0

Alors
D = 0

et
E =

−3

8

Lt =
1

2
Cft +

1

4
AK

(a) A 6= 0

ft =
4

3A
Ktt −

2B

3A
K

fttt = 2Bft

i. B = 0
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f =
1

2
C1t

2 + C2t+ C3

Alors

K =
1

8
AC1t

3 +
3

16
AC2t

2 + C4t+ C5

L =
1

128
A2C1t

4 +
1

64
A2C2t

3 + (
1

4
C1C +

1

8
AC4)t

2 + (
1

2
C2C +

1

4
AC5)t+ C6

w = C1tq + C2q +
1

8
AC1t

3√q +
3

16
AC2t

2√q + C4t
√
q + C5

√
q

m =
φ

2
(C1t+C2)+

1

2
qC1+

√
q(

3

8
AC1t

2+
3

8
AC2t+C4)+

1

2
√
q
φ(

1

8
AC1t

3+
3

16
AC2t

2+C4t+C5)

− 1

4
√
q

(
1

8
AC1t

3+
3

16
AC2t

2+C4t+C5)+
1

128
A2C1t

4+
1

64
A2C2t

3+(
1

4
C1C+

1

8
AC4)t

2

+ (
1

2
C2C +

1

4
AC5)t+ C6

ii. B > 0

f =
C1√
2B

exp(
√

2Bt)− C2√
2B

exp(−
√

2Bt) + C3

K = C4 exp(

√
2Bt

2
) + C5 exp(−

√
2Bt

2
) +

2C1

3B
exp(
√

2Bt) +
2C2

3B
exp(−

√
2Bt)

L = (
1

2
C +

A

6B
)
C1√
2B

exp(
√

2Bt)− (
1

2
C +

A

6B
)
C2√
2B

exp(−
√

2Bt)

+
1

2
√

2B
AC4 exp(

√
2Bt

2
)− 1

2
√

2B
AC5 exp(

−
√

2Bt

2
) + C6

w = (q+
2

3B

√
q)C1 exp(

√
2Bt)+(q+

2

3B

√
q)C2 exp(−

√
2Bt)+

√
qC4 exp(

√
2B

2
t)+
√
qC5 exp(

−
√

2B

2
t)
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m = C1 exp(
√

2Bt)(
φ

2
+

1

2

√
2Bq+

√
q
√

2B
2

3B
+

φ

3B
√
B
− 1

6B
√
q

+
C

2
√

2B
+

A

6
√

2B
)

+C2 exp(−
√

2Bt)(
φ

2
− 1

2

√
2Bq−√q

√
2B

2

3B
+

φ

3B
√
B
− 1

6B
√
q
− C

2
√

2B
− A

6
√

2B
)

+ C4 exp(

√
2Bt

2
)(
√
q

√
2B

2
+

φ

2
√
q
− 1

4
√
q

+
A

2
√

2B
)

+ C5 exp(
−
√

2Bt

2
)(−√q

√
2B

2
+

φ

2
√
q
− 1

4
√
q
− A

2
√

2B
) + C6

iii. B < 0

f =
C1√
−2B

sin(
√
−2Bt)− C2√

−2B
cos(
√
−2Bt) + C3

K = C4 cos(

√
−2Bt

2
) + C5 sin(

√
−2Bt

2
) +

2C1

3B
cos(
√
−2Bt) +

2C2

3B
sin(
√
−2Bt)

L = (
C

2
√
−2B

+
A

6B
√
−2B

)C1 sin(
√
−2Bt)−(

C

2
√
−2B

+
A

6B
√
−2B

)C2 cos(
√
−2Bt)

+
C4A

2
√
−2B

sin(

√
−2Bt

2
)− C5A

2
√
−2B

cos(

√
−2Bt

2
) + C6

w = C1 cos(
√
−2Bt)(q+

2
√
q

3B
)+C2 sin(

√
−2Bt)(q+

2
√
q

3B
)+
√
qC4 cos(

√
−2Bt

2
)+
√
qC5 sin(

√
−2Bt

2
)

m = C1(cos(
√
−2Bt)(

φ

2
+

φ

3B
√
q
− 1

6B
√
q

)+sin(
√
−2Bt)(−−

√
−2Bq

2
−

2
√
−2B

√
q

3B

+
C

2
√
−2B

+
A

6B
√
−2B

))+C2(sin(
√
−2Bt)(

φ

2
+

φ

3B
√
q
− 1

6B
√
q

)+cos(
√
−2Bt)(

−
√
−2Bq

2

+
2
√
−2B

√
q

3B
− C

2
√
−2B

− A

6B
√
−2B

)) +C4(sin(

√
−2Bt

2
)(−
√
−2B

√
q

2
+

A

2
√
−2B

)

+ cos(

√
−2Bt

2
)(

φ

2
√
q
− 1

4
√
q

)) + C5(cos(

√
−2Bt

2
)(

√
−2B

√
q

2
− A

2
√
−2B

)

+ sin(

√
−2Bt

2
)(

φ

2
√
q
− 1

4
√
q

)) + C6

(b) A = 0
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Ktt =
1

2
BK

fttt = 2Bft

i. B = 0

fttt = 0 donc
f =

1

2
C1t

2 + C2t+ C3

Alors Ktt = 0 d’où
K = C4t+ C5

Ainsi
L =

1

4
CC1t

2 +
1

2
CC2t+ C6

C’est à dire :

w = C1tq + C2q + C4t
√
q + C5

√
q

m = C1(
φt

2
+
q

2
+

1

4
Ct2)+C2(

φ

2
+

1

2
Ct)+C4(

√
q+

φt

2
√
q
− 1

4
√
q
t)+C5(

φ

2
√
q
− 1

4
√
q

)+C6

ii. B > 0

f =
C1√
2B

exp(
√

2Bt)− C2√
2B

exp(−
√

2Bt) + C3

K = C4 exp(

√
2Bt

2
) + C5 exp(−

√
2Bt

2
)

L =
1

2
√

2B
CC1 exp(

√
2Bt) − 1

2
√

2B
CC2 exp(−

√
2Bt) + C6

w = qC1 exp(
√

2Bt) + qC2 exp(−
√

2Bt) +
√
qC4 exp(

√
2B

2
t) +
√
qC5 exp(

−
√

2B

2
t)
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m = C1 exp(
√

2Bt)(
φ

2
+

√
2Bq

2
+

C

2
√

2B
) +C2 exp(−

√
2Bt)(

φ

2
−
√

2Bq

2
− C

2
√

2B
)

+C4 exp(

√
2Bt

2
)(
√
q

√
2B

2
+

φ

2
√
q
− 1

4
√
q

)+C5 exp(
−
√

2Bt

2
)(−√q

√
2B

2
+

φ

2
√
q
− 1

4
√
q

)+C6

iii. B < 0

f =
C1√
−2B

sin(
√
−2Bt)− C2√

−2B
cos(
√
−2Bt) + C3

K = C4 cos(

√
−2Bt

2
) + C5 sin(

√
−2Bt

2
)

L =
C

2
√
−2B

C1 sin(
√
−2Bt)− C

2
√
−2B

C2 cos(
√
−2Bt) + C6

w = C1 cos(
√
−2Bt)q +C2 sin(

√
−2Bt)q +

√
qC4 cos(

√
−2Bt

2
) +
√
qC5 sin(

√
−2Bt

2
)

m = C1(cos(
√
−2Bt)

φ

2
+ sin(

√
−2Bt)(

1

2
√
−2B

q +
C

2
√
−2B

)) + C2(sin(
√
−2Bt)

φ

2

+ cos(
√
−2Bt)(− 1

2
√
−2B

q − C

2
√
−2B

)) + C4(− sin(

√
−2Bt

2
)

√
−2B

√
q

2

+cos(

√
−2Bt

2
)(

φ

2
√
q
− 1

4
√
q

))+C5(cos(

√
−2Bt

2
)

√
−2B

√
q

2
+sin(

√
−2Bt

2
)(

φ

2
√
q
− 1

4
√
q

))+C6

Résumé

Pour
ut − quqq − φuq = 0

On pose

−φ+
1

2
φ2 + qφ′ = Aq

3
2 +Bq2 + Cq +D

√
q + E (2.12)
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3 + 8E 6= 0 Isovecteurs

D = 0 B = 0 Ñ1 = t2 ∂∂t + 2qt ∂∂q + (φt+ q + C
2 t

2)u ∂
∂u

Ñ2 = t ∂∂t + q ∂∂q + (φ2 + C
2 t)u

∂
∂u

Ñ3 = ∂
∂t

Ñ4 = u ∂
∂u

B > 0 Ñ1 = 1√
2B
e
√
2Bt ∂

∂t + e
√
2Btq ∂∂q + e

√
2Bt(φ2 + 1

2
√
2B
q + C

2
√
2B

)u ∂
∂u

Ñ2 = − 1√
2B
e−
√
2Bt ∂

∂t + e−
√
2Btq ∂∂q + e−

√
2Bt(φ2 −

1
2
√
2B
q − C

2
√
2B

)u ∂
∂u

Ñ3 = ∂
∂t

Ñ4 = u ∂
∂u

B < 0 Ñ1 = 1√
−2B sin(

√
−2Bt) ∂∂t + cos(

√
−2Bt)q ∂∂q

+(cos(
√
−2Bt)(φ2 ) + sin(

√
−2Bt)(−1

2

√
−2Bq − C

2
√
−2B ))u ∂

∂u

Ñ2 = − 1√
−2B cos(

√
−2Bt) ∂∂t + sin(

√
−2Bt)q ∂∂q

+(sin(
√
−2Bt)(φ2 ) + cos(

√
−2Bt)(12

√
−2Bq − C

2
√
−2B ))u ∂

∂u

Ñ3 = ∂
∂t

Ñ4 = u ∂
∂u

D 6= 0 Ñ1 = − ∂
∂t

Ñ2 = u ∂
∂u
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3 + 8E = 0 Isovecteurs

A 6= 0 B = 0 Ñ1 = 1
2 t

2 ∂
∂t + (tq + 1

8At
3√q) ∂∂q + (φ2 t+ 1

2q

+
√
q 38At

2 + 1
16
√
qφAt

3 − 1
32
√
qAt

3 + 1
128A

2t4 + 1
4Ct

2)u ∂
∂u

Ñ2 = t ∂∂t + (q + 3
16At

2√q) ∂∂q + (φ2 +
√
q 38At

+ 3
32
√
qφA−

3
64
√
qAt

2 + 1
64A

2t3 + 1
2Ct)u

∂
∂u

Ñ3 = ∂
∂t

Ñ4 = t
√
q ∂∂q + (

√
q + 1

2
√
qφt−

1
4
√
q t+ 1

8At
2)u ∂

∂u

Ñ5 =
√
q ∂∂q + ( 1

2
√
qφ−

1√
q + 1

4At)u
∂
∂u

B > 0 Ñ1 = 1√
2B

exp(
√

2Bt) ∂∂t + (q + 2
3B

√
q) exp(

√
2Bt) ∂∂q

+(exp(
√

2Bt)(φ2 + 1
2

√
2Bq +

√
q
√

2B 2
3B + φ

3B
√
B
− 1

6B
√
q + C

2
√
2B

+ A
6
√
2BB

))u ∂
∂u

Ñ2 = − 1
−
√
2B

exp(
√

2Bt) ∂∂t + (q + 2
3B

√
q) exp(−

√
2Bt) ∂∂q

+(exp(−
√

2Bt)(φ2 −
1
2

√
2Bq −√q

√
2B 2

3B + φ

3B
√
B
− 1

6B
√
q −

C
2
√
2B
− A

6
√
2BB

))u ∂
∂u

Ñ3 = ∂
∂t

Ñ4 =
√
q exp(

√
2B
2 t) ∂∂q + (exp(

√
2Bt
2 )(

√
q
√
2B
2 + φ

2
√
q −

1
4
√
q + A

2
√
2B

))u ∂
∂u

Ñ5 =
√
q exp(−

√
2B
2 t) ∂∂q + (exp(−

√
2Bt
2 )(−√q

√
2B
2

+ φ
2
√
q −

1
4
√
q −

A
2
√
2B

))u ∂
∂u

Ñ6 = u ∂
∂u

B < 0 Ñ1 = 1√
−2B sin(

√
−2Bt) ∂∂t + cos(

√
−2Bt)(q +

2
√
q

3B ) ∂∂q

+(cos(
√
−2Bt)(φ2 + φ

3B
√
q −

1
6B
√
q ) + sin(

√
−2Bt)(−−

√
−2Bq
2 − 2

√
−2B√q
3B

+ C
2
√
−2B + A

6B
√
−2B ))u ∂

∂u

Ñ2 = 1√
−2B cos(

√
−2Bt) ∂∂t + sin(

√
−2Bt)(q +

2
√
q

3B ) ∂∂q

+(sin(
√
−2Bt)(φ2 + φ

3B
√
q −

1
6B
√
q ) + cos(

√
−2Bt)(−

√
−2Bq
2

+
2
√
−2B√q
3B − C

2
√
−2B −

A
6B
√
−2B ))u ∂

∂u

Ñ3 = ∂
∂t

Ñ4 =
√
q cos(

√
−2Bt
2 ) ∂∂q + (sin(

√
−2Bt
2 )(−

√
−2B√q

2 + A
2
√
−2B ) + cos(

√
−2Bt
2 )( φ

2
√
q −

1
4
√
q ))u ∂

∂u

Ñ5 =
√
q sin(

√
−2Bt
2 ) ∂∂q + (cos(

√
−2Bt
2 )(

√
−2B√q

2 − A
2
√
−2B ) + sin(

√
−2Bt
2 )( φ

2
√
q −

1
4
√
q ))u ∂

∂u

Ñ6 = u ∂
∂u
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A = 0 B = 0 Ñ1 = 1
2 t

2 ∂
∂t + tq ∂∂q + (φt2 + q

2 + 1
4Ct

2)u ∂
∂u

Ñ2 = t ∂∂t + q ∂∂q + (φt2 + Ct
2 )u ∂

∂u

Ñ3 = ∂
∂t

Ñ4 = t
√
q ∂∂q + (

√
q + φt

2
√
q −

t
4
√
q )u ∂

∂u

Ñ5 =
√
q ∂∂q + ( φ

2
√
q −

1
4
√
q )u ∂

∂u

Ñ6 = u

B > 0 Ñ1 = 1√
2B

exp(
√

2Bt) ∂∂t + q exp(
√

2Bt) ∂∂q + (exp(
√

2Bt)(φ2 +
√
2Bq
2 + C

2
√
2B

))u ∂
∂u

Ñ2 = − 1√
2B

exp(−
√

2Bt) ∂∂t + q exp(−
√

2Bt) ∂∂q + (exp(−
√

2Bt)(φ2 −
√
2Bq
2 − C

2
√
2B

))u ∂
∂u

Ñ3 = ∂
∂t

Ñ4 =
√
q exp(

√
2B
2 t) ∂∂q + (exp(

√
2Bt
2 )(

√
q
√
2B
2 + φ

2
√
q −

1
4
√
q ))u ∂

∂u

Ñ5 =
√
q exp(−

√
2B
2 t) ∂∂q + (exp(−

√
2Bt
2 )(−√q

√
2B
2 + φ

2
√
q −

1
4
√
q ))u ∂

∂u

Ñ6 = u

B < 0 Ñ1 = 1√
−2B sin(

√
−2Bt) ∂∂t + cos(

√
−2Bt)q ∂∂q

+(cos(
√
−2Bt)φ2 + sin(

√
−2Bt)( 1

2
√
−2B q + C

2
√
−2B ))u ∂

∂u

Ñ2 = − 1√
−2B cos(

√
−2Bt) ∂∂t + sin(

√
−2Bt)q ∂∂q

+(sin(
√
−2Bt)φ2 + cos(

√
−2Bt)(− 1

2
√
−2B q −

C
2
√
−2B ))u ∂

∂u

Ñ3 = ∂
∂t

Ñ4 =
√
q cos(

√
−2Bt
2 ) ∂∂q + (− sin(

√
−2Bt
2 )(

√
−2B√q

2 ) + cos(
√
−2Bt
2 )( φ

2
√
q −

1
4
√
q ))u ∂

∂u

Ñ5 =
√
q sin(

√
−2Bt
2 ) ∂∂q + (cos(

√
−2Bt
2 )(

√
−2B√q

2 ) + sin(
√
−2Bt
2 )( φ

2
√
q −

1
4
√
q ))u ∂

∂u

Ñ6 = u ∂
∂u

2.4.3 Des modèles particuliers

2.4.3.1 Prix d’une option

On applique les résultats à un exemple simple de prix d’une option sur un actif.

On considère donc l’équation suivante :

ut − quqq −
αq

1 + 1
2αq

uq = 0

On a alors φ(q) = αq

1+ 1
2
αq

et A = B = C = D = E = 0.

D’où
Ñ1 = t2

∂

∂t
+ 2qt

∂

∂q
+ (

αq

1 + 1
2αq

+ q)u
∂

∂u

Ñ2 = t
∂

∂t
+ q

∂

∂q
+

αq

2 + αq
u
∂

∂u
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2.4 Craddock Platen

Ñ3 =
∂

∂t

Ñ4 = u
∂

∂u

2.4.3.2 Les modèles a�nes

Les processus GSR avec une fonction de dérive a�ne sont utilisés par Cox, Ingersoll et Ross (CIR) pour
modéliser les prix d’obligations.

Pour ces modèles a�nes, déjà étudiés dans ([Qui15b]), a�n d’uni�er les notations on considère Wt =
α
2w(t), Xt = α

2 r(t) + β
2 et φ : x→ −λq + αθ

2 + λβ
2 où θ est le φ dans ([Qui15b]).

L’équation 2.8 devient alors

ut − quqq − (−λq +
αθ

2
+
λβ

2
)uq = 0.

Ici A = 0, B = 1
2λ

2 > 0, C = −αθλ
2 −

λ2β
2 , D = 0 et E = −1

8(4αθ + 4λβ + α2θ2 + λ2β2 + 2λβαθ).

— Premier cas : 4αθ + 4λβ + α2θ2 + λ2β2 + 2λβαθ = 3

Ñ1 =
1

λ
exp(λt)

∂

∂t
+ q exp(λt)

∂

∂q

Ñ2 = − 1

λ
exp(−λt) ∂

∂t
+ q exp(−λt) ∂

∂q
+ exp(−λt)(−λq +

αθ

2
+
λβ

2
)u

∂

∂u

Ñ3 =
∂

∂t

Ñ4 =
√
q exp(

λ

2
t)
∂

∂q
+ exp(

λ

2
t)(

αθ

4
√
q

+
λβ

4
√
q
− 1

4
√
q

)u
∂

∂u

Ñ5 =
√
q exp(−λ

2
t)
∂

∂q
+ exp(−λ

2
t)(−λ√q +

αθ

4
√
q

+
λβ

4
√
q
− 1

4
√
q

)u
∂

∂u

Ñ6 = u
∂

∂u

— Deuxième cas : 4αθ + 4λβ + α2θ2 + λ2β2 + 2λβαθ 6= 3

Ñ1 =
1

λ
exp(λt)

∂

∂t
+ exp(λt)q

∂

∂q
+ exp(λt)(−λq

2
+

1

2λ
q +

αθ

2
+
λβ

2
)u

∂

∂u

Ñ2 = − 1

λ
exp(−λt) ∂

∂t
+ exp(−λt)q ∂

∂q
+ exp(−λt)(−λq

2
− 1

2λ
q)u

∂

∂u

Ñ3 =
∂

∂t
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Chapitre 2 : L’ordre 2

Ñ4 = u
∂

∂u

2.4.3.3 Le modèle de Longsta�

Par contraste, Longsta� modélise les prix d’obligations avec un processus GSR dans lequel la fonction
de drift est φ(q) = α− β√q.

Alors A = B = 0, C = 1
2β

2, D = β − αβ − β
2 et E = −α+ α2

2 .

1. Premier cas : α ∈ {12 ; 3
2}

Ñ1 =
1

2
t2
∂

∂t
+ tq

∂

∂q
+ (

(α− β√q)t
2

+
q

2
+

1

8
β2t2)u

∂

∂u

Ñ2 = t
∂

∂t
+ q

∂

∂q
+ (

(α− β√q)t
2

+
β2t

4
)u

∂

∂u

Ñ3 =
∂

∂t

Ñ4 = t
√
q
∂

∂q
+ (
√
q +

(α− β√q)t
2
√
q

− t

4
√
q

)u
∂

∂u

Ñ5 =
√
q
∂

∂q
+ (

(α− β√q)
2
√
q

− 1

4
√
q

)u
∂

∂u

Ñ6 = u
∂

∂u

2. Deuxième cas : α /∈ {12 ; 3
2}

Ñ1 = − ∂

∂t

Ñ2 = u
∂

∂u
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Chapitre 3

Cas non linéaire : l’équation de Frey

On présente ici un article soumis sur l’équation de Frey qui est une équation d’un modèle �nancier
(voir les notions de �nance C).

Les résultats des pages 112 à 115 se déduisent des considérations des pages 13 à 15 pour lesquelles les
résultats présentés s’appliquent ici mais comme nous soumettons cet article sépément nous repartons
du début et en anglais pour les besoins du journal dans lequel nous soumettons.
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Chapitre 3 : Cas non linéaire : l’équation de Frey

Symmetries of a non linear variant of
Black-Scholes equation

Laurène Valade

ABSTRACT :

On the one side in 1971, B. Kent Harrison and Frank B. Estabrook [HE71] introduced a method to deter-
mine the symmetries of partial di�erential equations (PDEs). These last years, the determination of the
symmetries of PDEs in Mathematical Physics, in Mathematical Biology and in Financial Mathematics
has proved useful [HL19b], [HJC14], [Les12], [LQ14], [LZ02].

On the other side, in 2000, R. Frey [Fre00] characterized perfect hedging strategies by a nonlinear ver-
sion of the Black-Scholes PDE to take into account the market illiquidity.

The symmetries of this equation was determined by L.A Bordag in the 2000s [Bor06], [Bor08], [Bor15],
[BC07], [BF] and by M. Bobrov in 2009 [Bob09] in an unpublished paper using Olver’s prolongation
method [Olv00].

The aim of this article, after presenting the Frey equation, is to compute the symmetries of this PDE
with the method of isovectors due to Harrison Estabrrok and to present some results on the Lie algebra
of symmetries itself.

3.1 Introduction

Before 1998, the Black Scholes model was the most used in mathematical �nance.

Unfortunately, the LTCM �nancial crises showed that the model had a breach : it was based on assuming
that an investor was able to sell or buy a large amount of an asset without any e�ect on its price.

This problem caused large loss for investors and so now, it is necessary to take into account this new
factor.

Here, we present the model introduced by Frey in 2000 [Fre00] in which the hedging strategy a�ects
the derivative price process.

Frey derived a retroactive formula for the dynamic hedging into the volatility of the market. So the
volatility increases when the trader uses a hedging strategy which asks for more buys if the price
increases and which decreases if he has to sell in reaction at a price increase.

In this case, the standard hedging strategy of Black Scholes can’t erase all the risks. In fact when one
derives the explicit formula which represents the loss for an investor which uses this hedging, one has
some idea of the risk due to the lack of liquidity of the market.

That’s why Frey developped a caracterisation of perfect hedging strategy, that takes into account the
new factor of risk, by a non linear variant of the Black Scholes standard partial di�erential equation.

106



3.2 Towards the Frey equation

A preliminary version of this paper was presented in 2017 by the author as Master’s Thesis at the
University of Rouen-Nomandie.

3.2 Towards the Frey equation

3.2.1 Financial framework

In a �nancial market assumed without arbitrage opportunities and without payment of dividends to
shareholders, a European option on a share S at the strike price K with maturity T is considered.

The investor wants to replicate a derivative contract on the stock using the dynamic trading strategy .

In the opposite of the classical analysis of the derivative assets, here it is assumed that the investor is a
big trader.

St denotes the stochastic processus on a probability space (Ω,F , P ) representing the price of the stock
at time t. St satis�es a SDE driven by a Brownian motion.

ξ = (ST −K)+ represents the payo� (the option is used if and only if K < ST ).

It is assumed that the portfolio contains, in addition to the risky asset St, a riskless one Rt (typically a
bond). The �nancial market associated with the bond is supposed to be totally liquid.

Noting rt the instantaneous interest rate, σt the market volatility and µt a real parameter, :

dRt = rtRtdt

dSt = St(µtdt+ σtdWt)

The position is continuously evaluated according to market prices so one consideres the mark to market
value denoted by Vt. It veri�es

Vt = βtRt + αtSt.

A �nancing strategy is then a couple (βt, αt).

As it is assumed at t = 0 that the trader invests V0, that the securities evolve over time and that there
is neither contribution nor withdrawal of money, it is a self-�nancing strategy

dVt = βtdRt + αtdSt.

The following notation is used :

if Xt, t ≥ 0 is an adapted process, Xa(t) is the discounted value of Xt : Xa(t) = Xt
Rt

.

at denotes the discount coe�cient at time t, at = 1
Rt

.
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Chapitre 3 : Cas non linéaire : l’équation de Frey

The formula of integration by parts gives

dV a(t) = −rtV a(t)dt+ atdVt

dSa(t) = −rtSa(t)dt+ atdSt = −rtatStdt+ atdSt.

As Vt = αtSt + βtRt,

αtdS
a(t) = −rtat(Vt − βtRt)dt+ atαtdSt =

− rtV a(t)dt+ at(βtdRt + αtdSt).

Immediately (αt, βt) is self-�nancing if and only if dV a(t) = αtdS
a(t).

A self-�nancing strategy is fully characterized by the initial portfolio value V0 and the process αt.

Indeed, a strategy is self-�nancing if and only if

V a(t) = V a(0) +

∫ t

0
αudS

a(u) = V0 +

∫ t

0
αudS

a(u).

So βt is obtained by the relation

βt = V a(t)− αtSa(t) = V0 +

∫ t

0
αudS

a(u)− αtSa(t).

As V is a function of S and t, one can apply Itô’s lemma for two variables :

dV = (µS
∂V

∂S
+
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
)dt+ σS

∂V

∂S
dW

3.2.2 Black Scholes model

In the Black Scholes model, the delta-hedge portfolio is considered, it consists of being short one option

and long
∂V

∂S
shares at time t . The value of these holdings is

Π = −V +
∂V

∂S
S

Between t and t+ dt,
dΠ = −dV +

∂V

∂S
dS.

But
dV = (µS

∂V

∂S
+
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
)dt+ σS

∂V

∂S
dW
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3.2 Towards the Frey equation

et
dS = µSdt+ σSdW.

So
dΠ = −∂V

∂t
dt− 1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
dt and the uncertainty is lifted.

As the market is assumed without arbitrage opportunity, the rate of return must be equal to that of the
riskless instrument.

By assuming rt = r the riskless rate of return, it is necessary to have

rΠdt = dΠ.

Thanks to this one �nds the Black Scholes equation for u = V .

Let uBS be the Black Scholes price of the derivative for a volatility of reference σ and r = 0.

uBS satis�es
uBSt (t, S) +

1

2
σ2S2uBSSS (t, S) = 0 et u(T, S) = h(S)

3.2.3 The tracking error

It is necessary to make some hypothesis :

Hypothesis

(A1) : The stockholdings process (αt) is left-continuous

(αt = lim
s→<t

αs).

(A2) : The right-continuous process α+ de�ned by α+ = lim
s→>t

αs is a semi-martingale.

(A3) : The downward jumps of the strategy are bounded (∆α+
t = α+

t − αt > −1
ρ for a ρ > 0 �xed).

(A4) : LetW a brownian motion, σ > 0 and 0 ≤ ρ < ρ. It is assumed that the strategy (αt) satis�es the
hypothesis (A1), (A2) et (A3), and that the asset price process solves the following stochastic di�erential
equation (SDE) :

dSt = σSt−dWt + ρSt−dα
+
t , where St− denotes the left limit of St

(A5) : The function Φ : [0, T ]× R+ → R belongs to C1,2([0, T ]× R+) and ∀(t, S) ∈ [0, T ]× R+,

ρSΦS(t, S) < 1.

Proposition :
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Using a strategy αt = Φ(t, St) satisfying (A5) and assuming that the price process St = St(ρ, α)

follows an Itô process of the form

dSt = v(t, St)StdWt + b(t, St)dt.

Then under the assumtions (A4) we have

v(t, S) =
σ

1− ρSΦS(t, S)

et
b(t, S) =

ρS

1− ρSΦS(t, S)
(Φt(t, S) +

1

2

σ2S2

(1− ρSΦS(t, S))2
ΦSS)

This proposition, due to Frey [Fre00], describes the feedback-e�ect from the dynamic hedging on the
volatility : the constant volatility σ is transformed into the time and space by the action of the big trader.

Démonstration : By the Itô lemma, as Φ ∈ C1,2, we have

d(Φ(t, St)) = Φt(t, St)dt+ ΦS(t, St)dSt +
1

2
ΦSS(t, St)v

2(t, St)S
2
t dt.

So by the assumption (A4) and as we have a process of the form dSt = v(t, St)StdWt + b(t, St)dt we obtain

dSt = v(t, St)StdWt + b(t, St)dt

= σSt−dWt + ρSt−dα
+
t

= σStdWt + ρStΦS(t, St)dSt + ρSt(Φtdt+
1

2
ΦSSd < S >t)

= σStdWt + ρStΦS(t, St)dSt + ρSt(Φt(t, St) +
1

2
ΦSSv

2S2
t )dt

Therefore
(1− ρStΦS(t, St))dSt = σStdWt + ρSt(Φt(t, St)dt+

1

2
ΦSS(t, St)d < S >t).

Because ρStΦS(t, St) < 1 we can deduce the proposition.

The tracking error is de�ned by : eMT = ξ − VM
T = ξ − (V0 +

∫ T
0 αsdSs(ρ, α)).

Remark :

The amount 1
ρSt

measures the depth of the market : that is the necessary change in the large trader’s
stock position to cause a price movement of a unit of account.

Proposition : Suppose that the large trader uses the Black Scholes trading strategy and that uBSS (t, S)

satis�es (A5) taking Φ = uBSS (t, S) .

Then

eMT =

∫ T

0

1

2
σ2(

1

(1− ρSSuBSSS (s, Ss))2
− 1)S2

su
BS
SS (s, Ss)ds

110



3.2 Towards the Frey equation

Démonstration : By de�nition of the tracking error eMT = ξ − (uBS(0, S0) +
∫ T
0
uBSS (t, St)dSt).

According to the previous proposition v(t, S, uBS) = σ
1−ρSuBSSS (t,S)

.

By the Itô formula :

ξ = uBS(T, ST ) = uBS(0, S0) +

∫ T

0

uBSS (t, St)dSt +

∫ T

0

(uBSt (t, St)

+
1

2
uBSSS (t, St)v

2(t, St, u
BS)S2

t )dt

Then

eMT =

∫ T

0

uBSS (t, St)dSt +

∫ T

0

(uBSt (t, S) +
1

2
uBSSS (t, St)v

2S2
t )dt

−
∫ T

0

uBSS (t, St)dSt

But uBSt (t, S) = − 1
2σ

2S2uBSSS (t, S) and v(t, S, uBS) = σ
1−ρSuBSSS (t,S)

.

Obviously, the aim is to �nd a hedging strategy that minimizes the tracking error.

In this framework, Frey gives a perfect strategy :

Propostion : Assuming u ∈ C1,2([0, T ] × R+) is a solution of the following non linear variant of the
Black Scholes equation following :

ut(t, S) +
1

2

σ2

(1− ρSuSS(t, S))2
S2uSS(t, S) = 0

where h(S) = u(T, S) and uS(t, S) satis�es (A5).

Then the sel�nancing strategy with αt = uS(t, St) as stock-trading-strategy and Vt = u(t, St) as
value process is a perfect replication strategy for the derivative, that is eMT = 0.

Démonstration : By the Itô formula :

ξ = u(T, ST )

= u(0, S0) +

∫ T

0

uS(t, St)dSt +

∫ T

0

(ut(t, St) +
1

2
uSS(t, St)v

2S2
t )dt

= u(0, S0) +

∫ T

0

uS(t, St)dSt +

∫ T

0

(ut(t, St)

+
1

2
uSS(t, St)(

σ

1− ρSuSS
)2S2

t )dt

But

ut +
1

2

σ2

(1− ρSuSS)2
S2uSS = 0 so ξ = u(0, S0) +

∫ T

0

uS(t, St)dSt.

So

eMT = ξ − u(0, S0)−
∫ T

0

uS(t, St)dSt = 0
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3.3 Computation of the symmetries

So we consider this equation :

(E) : ut = −1

2
σ2S2 uSS

(1− ρSλ(S)uSS)2

3.3.1 The method of isovectors

We will apply the method due to Harrison Estabrook [HE71] to �nd the symmetries of this non linear
partial di�erential equation.

Remark : This method has already been applied to �nd the symmetries of many PDE’s, for instance :
the Black Scholes equation [Les12], the backward heat equation with potential [LQ14], the Hamilton-
Jacobi-Bellman equation [HL19b] [LZ02] or the equation ∂u

∂t = −∂4u
∂q4

[LV19].

Remark : In [LV19] we have developed a rather general framework to compute the symmetries with
this method but unfortunately this equation doesn’t enter in this class of equation. That’s why I present
this computation alone.

Howeover in my ongoing PhD Thesis some properties will be jointly proven for these two types of
equations.

We denote by u(t, S) a solution of the Frey equation.

Temporarily we consider u, A = ∂u
∂t , B1 = ∂u

∂S and B2 = ∂2u
∂S2 as independent variables .

We take M := J ×O × R2 as state space, a point will be denoted by (t, S, u,A,B1, B2).

The computations will be carried out in the di�erential algebra ∧T ∗M .

We will express the partial di�erential equation as the vanishing of a family of �rst-order di�erential
forms.

We set α := du−Adt−B1dS, a 1-form.

Then we have dα = −dAdt− dB1dS.

And we set also
β := dtdB1 −B2dtdS

γ := AdtdS +
1

2(1 +W )
σ2S2dtdB1 = AdtdS +QdtdB1

where W (S,B2) = −2ρSλ(S)B2 + ρ2S2λ(S)2B2
2 .

The equation (E) is equivalent to the vanishing of α, β and γ.

We have :
dγ = −dαdS −QSdαdt+QB2dB2β −QB2B2dβ.
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For I =< α, β, γ, dα, dβ >, I is a closed di�erential ideal in ∧T ∗M (d(I) ⊂ I).

Lemma : Each 2-form of I can be expressed as aα + zdα + ξ with z a 0-form, ξ ∈< β, γ, dβ > and
a = atdt+ aSdS + audu+ aAdA+ aB1dB1 + aB2dB2 a 1-form for which we may assume au = 0.

Remark : This lemma is inspired by a remark in ([HE71] p. 658)

Démonstration : If au 6= 0, we can change aα into a′α where a′u = 0 thanks to

a′t = at + auA

a′S = aS + auB1

because du = Adt+B1dS + α.

In TM , the generic vector �eld is :

N = N t ∂

∂t
+NS ∂

∂S
+Nu ∂

∂u
+NA ∂

∂A
+

2∑
l=1

NBl
∂

∂Bl
.

De�nition : The vector �eld N ∈ T 1(M) is an isovector for (E) if LN (I) ⊂ I .

We de�ne
Ñ = −N t ∂

∂t
−N q ∂

∂q
+Nu.

Lemma : Let N an isovector.

There exists a function F = FN (t, S, u,A,B1) such that :

N t = −FA
NS = −FB1

Nu = F +AN t +B1N
S

NA = AFu + Ft

NB1 = B1Fu + FS

Remark : This lemma is already present in ([HE71], p. 657). It is used in various particular cases for
instance in [HL19b],[Les12],[LQ14],[LZ02].

Démonstration : LetN an isovector ; asα is the only 1-form among the generators of I , we shall haveLN (α) =

ξα.

We set F = Ncα ([HE71]).

Then
F = Nu −AN t −B1N

S

but LN (α) = Ncdα+ d(Ncα) so Ncdα = ξα− dF .
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That is

−NAdt+N tdA−NB1dS +NSdB1 = ξ(du−Adt−B1dS)− Ftdt

− FSdS − Fudu− FAdA− FB1
dB1 − FB2

dB2

By identifying the coe�cients we obtain :

dt : −NA = −Aξ − Ft
dA : N t = −FA
dS : −NB1 = −B1ξ − FS
dB1 : NS = −FB1

du : 0 = ξ − Fu
dB2 : 0 = −FB2

3.3.2 Computation of the isovectors

The aim is to determine the symmetries of the Frey’s equation and in order to do this it is necessary to
�nd the isovectors.

Theorem : We have N t = N t(t)

Remark : This theorem is available in the framework of [LV19] but also for a very general class of
equations and the proof will be presented in my ongoing PhD Thesis

Démonstration : As γ is a 2-form, we need to have

LN (γ) = aα+ bβ + gγ + zdα

with a = a1dt+ a2dS + a4dA+ a5,1dB1 + a5,2dB2 a 1-form, b, g and z 0-forms. (3.3.1)

By identifying the coe�cients :

dSdB1 : QN t
S −AN t

B1
= B1a5,1 + z

dudB1 : QN t
u = −a5,1

dAdB1 : QN t
A = 0

dAdt : −ANS
A −QN

B1

A = −Aa4 − z
dudA : 0 = a4

N t
A = −FAA = 0

then
F = Af(t, q, u,B1) + e(t, q, u,B1)

We obtain
−2QfS − 2B1Qfu +AfB1

= 0.

As Q and f are not dependent on A,
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fB1 = 0

It follows fu = 0 and also fqi = 0.

So f = f(t).

Proposition :

NB2 = 2B1euS + eSS + 2B2eB1S +B2
1euu + 2B1B2eB1u

+B2eu +B2
2eB1B1 (3.1)

Remark : This proposition is available in the framework of a general class of equations and the proof
will be presented in my ongoing PhD Thesis

Démonstration : According to the previous theorem we have

N t = −f(t)

NS = −eB1

Nu = e−B1eB1

NA = Aeu +Aft + et

and
NB1 = B1eu + eS

We set
LN (β) = hα+ lβ +mγ + rdα

dtdB1 : −ft + eu +B1euB1
+ esB1

+B2eB1B1
= Ah5,1 + l +Qm

dtdS : B1euS + eSS −NB2 +B2ft

+B2eB1S = Ah2 −B1h1 −B2l +Am

dtdu : B1euu + euS +B2eB1u = h1

dSdu : 0 = h2

dB1dS : 0 = −B1h5,1 − r
dAdt : 0 = Ah4 − r
dAdu : 0 = h4

But A+B2Q = 0 so

NB2 = 2B1euS + eSS + 2B2eB1S +B2
1euu + 2B1B2eB1u +B2eu +B2

2eB1B1
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To continue the computation, it is easier to de�ne a new γ̃. By setting

γ̃ = (1 +W )dudS +
1

2
σ2S2dtdB1,

< α, β, γ̃, dα >= I because γ − γ̃
1+W = −αdS.

We want LN (γ̃) = aα+ bβ + zγ + gdα with a = a1dt+ a2dS + a4dA+ a5,1dB1 + a5,2dB2, b, z and
g 0-forms.

dtdS : (1 +W )Nu
t + 1

2σ
2S2NB1

S = Aa2 −B1a1

−B2b

dudS : (1 +W )Nu
u + (1 +W )NS

S

+WSN
S +WB2N

B2 = −a2 + (1 +W )z

dAdS : (1 +W )Nu
A = −B1a4

dB1dS : (1 +W )Nu
B1
− 1

2σ
2S2N t

S = −B1a5,1 − g
dB2dS : (1 +W )Nu

B2
= −B1a5,2

dtdu : −(1 +W )NS
t + 1

2σ
2S2NB1

u = a1 +Aa3

dAdu : −(1 +W )NS
A = a4

dB1du : −(1 +W )NS
B1
− 1

2σ
2S2N t

u = a5,1

dB2du : −(1 +W )NS
B2

= a5,2

dtdB1 : σ2SNS + 1
2σ

2S2N t
t

+1
2σ

2S2NB1
B1

= Aa5,1 + b+ 1
2σ

2S2z

dtdB2 : 1
2σ

2S2NB1
B2

= Aa5,2

dAdB1 : 1
2σ

2S2N t
A = 0

dB1dB2 : −1
2σ

2S2N t
B2

= 0

dtdA : 1
2σ

2S2NB1
A = Aa4 + g

dB1dB2 : 1
2σ

2S2N t
B2

= 0

g = −Aa4

b = −Aa5,1 − 1
2σ

2S2z − σ2SeB1 − 1
2σ

2S2ft + 1
2σ

2S2(eu + eSB1 +B1euB1)

a5,1 = (1 +W )eB1B1

a4 = 0

a1 = (1 +W )(eB1t) + 1
2σ

2S2(B1euu + eSU )

B1a5,1 = −(1 +W )(eB1 −B1eB1B1 − eB1)− g

a2 = (1 +W )z − (1 +W )(eu −B1eB1u) +WSeB1 −WB2N
B2 + (1 +W )eB1S
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(1 +W )(et −B1eB1t) +
1

2
σ2S2(B1euS + eSS) = A(1 +W )z

− (1 +W )(Aeu −AB1eB1u) +AWSeB1 −AWB2N
B2

−B1(1 +W )eB1t −
1

2
σ2S2B1(B1euu + eSu) +

1

2
σ2S2B2z

+ (1 +W )AeB1S + σ2SB2eB1 +
1

2
σ2S2B2ft

− 1

2
σ2S2B2(eu + eSB1 +B1euB1) +AB2(1 +W )eB1B1 (3.2)

By combining (3.1) and (3.2), for A(1 + W ) + 1
2σ

2S2B2 = 0 by multiplying by 1 + W , we get a
polynômial equation in B2.

The terms in B4
2 give

ρ2λ(S)2et +
1

2
σ2eB1B1 = 0 (3.3)

Those in B3
2 allow to obtain :

− 4ρ2λ(S)2et = ρσ2Sλ(S)B1eB1u − ρσ2Sλ′(S)eB1 +
3

2
ρσ2Sλ(S)eB1S

+ ρσ2Sλ(S)eu +
1

2
ρσ2Sλ(S)ft −

1

2
ρσ2Sλ(S)eB1S (3.4)

The coe�cients in B2
2 are :

6ρ2λ(S)2et − ρ2σ2S2λ(S)2B1euS −
1

2
ρ2σ2S2λ(S)2eSS =

− ρσ2Sλ(S)eu − ρσ2λ(S)eB1 + ρσ2Sλ′(S)eB1 +
1

2
ρ2σ2S2λ(S)2B2

1euu

− ρσ2Sλ(S)ft −
1

2
σ2eB1B1 (3.5)

Those in B2 give

− 4ρSλ(S)et = −σ2S2B1euB1 + σ2SeB1 +
1

2
σ2S2ft

− 1

2
σ2S2eB1S −

1

2
σ2S2eB1S (3.6)

Finally for B2 = 0 we have

et = −1

2
σ2S2(B2

1euu + 2B1eSu + eSS) (3.7)

(3.3) and (3.7) give
eB1B1 = ρ2S2λ(S)2(B2

1euu + 2B1eSu + eSS) (3.8)
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(3.3) and (3.5) with (3.8) allow to obtain

3ρSλ(S)(B2
1euu + 2B1euS + eSS) + eu + ft + (

1

S
− λ′(S)

λ(S)
)eB1 = 0 (3.9)

By (3.4) and (3.6) we have

(
λ′(S)

λ(S)
)eB1 = 2B1euB1 + 2eB1S + eu (3.10)

We consider the ft of (3.9) in (3.6) equalizing with (3.3) and thanks to (3.8) dividing by 3ρS3λ(S)σ2 we
have :

(
λ′(S)

λ(S)
+

1

S
)eB1 = 2eB1S + 2B1eB1u + 7ρSλ(S)(B2

1euu + 2B1euS + eSS) + eu

With (3.10) B2
1euu + 2B1euS + eSS = 0, so by (3.8) eB1B1 = 0.

Setting
e = w(t, S, u)B1 + y(t, S, u)

(3.3) implies wt = yt = 0

We di�erentiate (3.4) with respect to B1 and we obtain wu = 0 then with respect to u we have yuu.

So we pose
y(S, u) = um(S) + l(S)

(3.4) becomes −λ′(S)w + λ(S)wS + λ(S)m+ 1
2ft = 0.

Di�erentiating (3.5) with respect to B1 and we have wSS = 2mS then with respect to u we obtain
mSS = 0.

We set
m = aS + b

Then di�erentiating twice (3.6) with respect to S we have a = 0 so w = cS + d.

(3.7) implies lSS = 0 so we pose l = gS + h.

(3.4) dividing by 3ρσ2S3λ(S)

0 = −λ
′(S)

λ(S)
(c+

d

S
) + c+ b+

1

2
ft (3.11)

Dividing by 2ρσ2S3λ(S), (3.5) implies

0 = b+ c+
d

S
− λ′(S)

λ(S)
(cS + d) + ft (3.12)
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We divide (3.6) by 3ρσ2S3λ(S) and we have

0 = c+
d

S
+

1

2
ft

So di�erentiating with respect to S, ft = 0 then d = 0.

By (3.12) (λ
′(S)
λ(S) S − 1)c = b.

But b and c are constants so we separate in two cases :

— First case : b = c = 0

f = −c1 and e = c2S + c3

Then :

N t = c1

NS = 0

Nu = c2S + c3

NA = 0

NB1 = c2

NB2 = 0

We �nd the following isovectors :

N1 =
∂

∂t

N2 = S
∂

∂u
+

∂

∂B1

N3 =
∂

∂u

— Second case : there exists a constant k such that S λ
′(S)
λ(S) = k

Then λ(S) = ωSk

So e = c2S + c3 − c4SB1 + (1− k)c4u et f = −c1.
We have :

N t = c1

NS = c4S

Nu = (1− k)c4u+ c2S + c3

NA = A(1− k)c4

NB1 = −B1kc4 + c2
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NB2 = −c4B2 −B2kc4

We �nd as isovectors :
N1 =

∂

∂t

N2 = S
∂

∂u
+

∂

∂B1

N3 =
∂

∂u

N4 = S
∂

∂S
+ (1− k)u

∂

∂u
+ (1− k)A

∂

∂A
− kB1

∂

∂B1
− (1 + k)B2

∂

∂B2

N1 N2 N3 N4

N1 0 0 0 0

N2 0 0 0 (1− k)N2

N3 0 0 0 (1− k)N3

N4 0 −(1− k)N2 −(1− k)N3 0

3.3.3 The symmetries and some algebra

De�nition : We shall denote by G the isovector algebra of the equation ; this is the set of iso-
vectors.
We denote

H = {N ∈ G|l = 0}

Proposition : Due to formal properties ([HE71], p.654) of the Lie derivative, these isovectors
constitute a Lie algebra for the usual bracket of vector �elds on M .
If α denotes the parameter of a transformation generated by a isovector N ∈ H, there exists an
application

eαN : (t, q1, . . . , qn, u, A,B
1
1 , . . . , B

n
1 ) 7→

(tα, q1α, . . . , qnα, uα, Aα, B
1
1α , . . . , B

n
1α)

Then
eαN (u) = u+ αNu by approximating to the �rst order

The application associated with N ∈ H which transforms a solution u into a solution uα for
Ñ ∈ H̃ is denoted by eαÑ ( [HJC14], [Les12], [LZ07] in which there is a sign mistake).
By de�nition

uα = expαÑ (u)(tα, q1α, . . . , qnα)

That is
u+ αNu = (u+ αÑ(u))(t+ αN t, q1 + αN q1 , . . . , qn + αN qn)
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So
u+ αNu = u+ αN t∂u

∂t
+ αN q1 ∂u

∂q1
+ . . .+ +αN qn ∂u

∂qn
+ αÑ(u)(t, q)

The transformation
N 7→ Ñ

is thus given by Ñ(u) = −N t ∂u
∂t −N

q1 ∂u
∂q1
− . . .−N qn ∂u

∂qn
+Nu

Proposition : The application N 7→ −Ñ is a morphism of Lie algebra fromH to ∧T ∗(Rn+1).
Remark : This result is true in a more general case and the proof will be present in my ongoing
PhD thesis
— First case :

Ñ1 = − ∂

∂t

Ñ2 = S

Ñ3 = 1

Therefore, after exponentiation the symmetries are :

u(t, S)→ u(t− α, S)

u(t, S)→ exp(αS)u(t, S)

u(t, S)→ exp(α)u(t, S)

— Second case :
Ñ1 = − ∂

∂t

Ñ2 = S

Ñ3 = 1

Ñ4 = −S ∂

∂S
+ (1− k)u

The symmetries are the following :

u(t, S)→ u(t− α, S)

u(t, S)→ exp(αS)u(t, S)

u(t, S)→ exp(α)u(t, S)

u(t, S)→ exp((1− k)α)u(t, exp(−α)S)

De�nition :
J0 := {N ∈ G|N t = N q = 0},
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Theorem :

J0 is an ideal of G.

Démonstration : The proof of this theorem is written in [LV19] in a more general case.

Proposition : N 7→ −Ñ is a morphism of Lie algebras.

Démonstration : The argument from [HJC14] is still true here.

De�nition : We de�ne :
J = {N ∈ G|m = N t = N q = 0},

and
M = {N ∈ H|m = c with c a constant}

We have for this Frey’s equation,
J0 = J =< N2, N3 >

H =M =< N1, N4 >

TheoremH is a subalgebra of G, J is an abelian ideal of G and the sum J
⊕
H is direct ; in particular

H is isomorphic to a subalgebra of GJ .

Démonstration : The proof of this theorem is also written in [LV19] for a more general equation.

Here we have
G = J

⊕
H.

Hence
G
J
' H.
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Conclusion

Dans cette thèse, trois aspects généraux ont été traités à propos des équations aux dérivées partielles
en lien avec des modèles stochastiques :

1. Résultats théoriques sur les symétries des EDP :
Dans un cas très général, on démontre une propriété sur les isovecteurs qui permet de faciliter

les calculs de ceux-ci.
De manière plus particulière, en distinguant l’odre 2 de l’ordre k>2 dans la démonstration,

deux équations permettent de trouver les isovecteurs d’équations répondant au type donné.

2. De nombreuses applications sont mises en avant :
En physique avec les équations de Korteweg de Vries dont les symétries sont retrouvées par

la méthode des isovecteurs, celle comprenant le bilaplacien dont les symétries sont découvertes
et le lien avec la pseudo-stochastique expliqué, l’équation de la chaleur, celle rétrograde avec les
di�érents potentiels ou encore celle de Burgers dont on a retrouvé les symétries facilement grâce
aux di�érents théorèmes démontrés.

En mathématiques �nancières, le troisième chapitre détermine les symétries de l’équation
de Frey, une variante non linéaire de l’équation de Black Scholes dont les symétries sont aussi
rappelées. Également plusieurs applications de l’article de Craddock Platen dont les symétries
sont retrouvées par la méthode des isovecteurs sont en lien avec des modèles �nanciers.

3. Des propriétés ont été obtenues à propos des algèbres de Lie notamment le lien entre le type
d’EDP et le fait que l’ensemble des isovecteurs est la somme directe d’une algèbre de Lie et d’un
idéal, l’un et l’autre canoniquement dé�nis, ou non.

Il pourrait alors être intéressant d’étudier d’autres points :

— Les résultats concernant l’ordre 2 dans le second chapitre ainsi que ceux concernant l’équation
de Frey sont très proches toutefois leurs démonstrations sont assez di�érentes. Serait-il possible
de trouver un cadre d’équations incluant ces deux types dont les isovecteurs auraient les mêmes
propriétés démontrées de la même manière?

— On pourra utiliser les théorèmes démontrés dans cette thèse pour les appliquer à d’autres équa-
tions.

— Peut être peut-on étendre les cadres choisis à des types d’équations plus larges.
— On a développé le concept de pseudo-stochastique et il serait alors utile d’étendre ces notions.
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Annexe A

Algèbre de Lie

Dé�nition A.0.0.1
Soit V un espace vectoriel sur un corps commutatif K.

Un crochet de Lie est une loi de composition interne sur V véri�ant les propriétés suivantes :

— bilinéarité : ∀x, x′, y ∈ V, λ, µ ∈ K, [λx+ µx′, y] = λ[x, y] + µ[x′, y]

∀x, y, y′ ∈ V, λ, µ ∈ K, [x, λy + µy′] = λ[x, y] + µ[x, y′]

— l’application bilinéaire [., .] est alternée : ∀x ∈ V, [x, x] = 0

— Relation de Jacobi : ∀x, y, z ∈ V, [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.

Dé�nition A.0.0.2
Soit K un corps commutatif.

Une algèbre de Lie sur K est un espace vectoriel sur K muni d’un crochet de Lie.

Lemme A.0.0.3
G est une algèbre de Lie pour le crochet des champs de vecteurs

Démonstration : Soit V une variété di�érentielle et X et Y deux champs de vecteurs sur V .
On note X.f la dérivée de la fonction f dans la direction du champ X . Le crochet de Lie de X et Y est l’unique
champ de vecteur, noté [X,Y ], tel que, pour toute fonction f lisse,

[X,Y ] · f = X · (Y · f)− Y · (X · f)

L’application [., .] ainsi dé�nie est bien un crochet de Lie sur les champs de vecteurs.

Pour des rappels de calcul di�érentiel : [Qui15b]

125



Chapitre A : Algèbre de Lie

126



Annexe B

Rappel de stochastique

B.1 Les processus stochastiques

Dé�nition B.1.0.1 (Tribu)
Soit Ω un ensemble. On appelle tribu (ou σ-algèbre) sur Ω un ensemble F de parties de Ω qui véri�e :

— F n’est pas vide (F 6= ∅)

— F est stable par complémentaire :

∀B ∈ F , cB ∈ F (où
cB désigne le complémentaire de B dans X

— F est stable par union dénombrable :

∀n ∈ N, Bn ∈ F alors

⋃
n∈NBn ∈ F .

Dé�nition B.1.0.2 (Tribu borélienne)
Soit Ω un espace topologique.

La tribu borélienne est la plus petite tribu sur Ω contenant tous les ensembles ouverts.

Dé�nition B.1.0.3 (Espace mesurable)

Un espace mesurable est un couple (Ω,F) où Ω est un ensemble et F une tribu sur Ω .

Dé�nition B.1.0.4 (Mesure)

On appelle mesure µ une fonction dé�nie sur F tribu de Ω à valeurs dans [0,+∞] qui véri�e :

— l’ensemble vide a une mesure nulle : µ (∅) = 0

— l’application µ est σ-additive :

si E1, E2, . . . est une famille dénombrable de parties de Ω appartenant à F , et si ces parties
sont deux à deux disjointes, alors la mesure µ(E) de leur réunion E est égale à la somme des

mesures des parties :

µ

( ∞⊔
k=1

Ek

)
=

∞∑
k=1

µ(Ek)
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Remarque B.1.0.5
On appelle espace mesuré un espace mesurable muni d’une mesure.

Dé�nition B.1.0.6 (Probabilité)

On appelle mesure de probabilité (ou probabilité) une mesure P sur un espace mesurable (Ω,F) telle

que P(Ω) = 1.

Remarque B.1.0.7
On appelle espace de probabilité un espace mesurable muni d’une mesure de probabilité.

Dé�nition B.1.0.8 (Variable aléatoire)

Soit(Ω,F ,P) un espace probabilisé et (E, E) un espace mesurable.

On appelle variable aléatoire de Ω vers E, toute fonction mesurable X de Ω vers E.

Dé�nition B.1.0.9

Sur (E, E), on dé�nit une mesure de probabilité, notée PX , par

PX(B) = P
(
X−1(B)

)
= P (X ∈ B)

La probabilité PX est appelée loi de probabilité de la variable aléatoire X .

On désigne par (Ω,F ,P) un espace de probabilité, T un ensemble arbitraire et E un espace métrique
muni de la tribu borélienne notéeB(E) . T est souvent appelé ensemble des indices.E est appelé espace
d’état.
Dé�nition B.1.0.10 (Processus stochastique)

Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires dé�nies sur le même espace de proba-

bilité (Ω,F ,P) indexée par T et à valeurs dans (E, E). Un processus stochastique est noté par {Xt},
t ∈ T .

La valeur de la variable aléatoire Xt en un certain ω ∈ Ω est désignée par Xt(ω).
Dé�nition B.1.0.11 (Loi spatiale)

La famille de toutes les distributions �nies-dimensionnelles deX s’appelle la loi spatiale du processus.

Dé�nition B.1.0.12 (Chemin ([Mey66]))

Notons par ET l’ensemble des applications dé�nies sur T en tout point et à valeur dans E.

Fixons ω ∈ Ω et désignons parX(ω) ∈ ET l’application : t 7→ Xt(ω). Une telle application est appelée

chemin du processus stochastique {Xt}, t ∈ T .

Dé�nition B.1.0.13 (Mesure de probabilité induite par un processus stochastique)

Soit {Xt}, t ∈ T un processus stochastique, B(ET ) la σ-algèbre borélienne de ET (c’est-à-dire, la
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σ-algèbre engendrée par les ouverts de la topologie produit de ET ) et l’application suivante :

ΦX : (Ω,F)→ (ET ,B(ET ))

w 7→ ΦX(w) = X(w)

P̃X la mesure de probabilité sur (ET ,B(ET )) dé�nie pour tout D̃ ∈ B(ET ) par

P̃X(D̃) = P ◦ ΦX
−1(D̃)

mesure de probabilité sur un espace de fonctions.

La probabilité P̃X est dite induite par le processus stochastique {Xt}, t ∈ T sur l’espace mesuré

(ET ,B(ET )).

Dé�nition B.1.0.14 (Lois �ni-dimensionnelles)

Soient deux processus stochastiques {Xt}, t ∈ T et {Yt}, t ∈ T .
On suppose que ces deux processus sont à valeur dans (E,B(E)). (Dans cette dé�nition, on ne suppose

pas qu’ils sont dé�nis sur le même espace de probabilité.)

On dit alors que {Xt}, t ∈ T et {Yt}, t ∈ T possèdent les mêmes lois �nis dimensionnelles si pour tout

k ∈ N∗ et pour tous t1, . . . , tk ∈ T , les vecteurs (donc de dimension �nie) aléatoires Xt1 , . . . , Xtk et

Yt1 , . . . , Ytk sont de même loi.

Pour tout A ∈ B(E)k, on a :

PX{ωX ∈ ΩX : (Xt1 , ..., Xtk) ∈ A} = PY {ωY ∈ ΩY : (Yt1 , ..., Ytk) ∈ A}

Remarque B.1.0.15

On suppose que le processus {Xt}, t ∈ T est dé�ni sur l’espace de probabilité (ΩX ,FX ,PX) et le

processus {Yt}, t ∈ T est dé�ni sur l’espace de probabilité (ΩY ,FY ,PY ).

Lorsque deux processus stochastiques {Xt}, t ∈ T et {Yt}, t ∈ T possèdent les mêmes lois �nis

dimensionnelles, ils induisent alors la même mesure de probabilité sur (ET ,B(ET )), c’est-à-dire :

∀D̃ ∈ B(ST ), P̃X(D̃) = P̃Y (D̃)

Dé�nition B.1.0.16 (Processus markovien)
C’est un processus stochastique possédant la propriété de Markov :

∀n ≥ 0, pour toute suite d’états (i0, . . . , in−1, i, j) ∈ En+2

P
(
Xn+1 = j | X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn−1 = in−1, Xn = i

)
= P (Xn+1 = j | Xn = i) .
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Dé�nition B.1.0.17 (Fonction de transition markovienne)

On appelle fonction de transition markovienne toute fonction p(., .; ., .) véri�ant les propriétés sui-

vantes :

Pour 0 < s < t, ξ ∈ E, et A un borélien de E,

— p(s, .; t, A) est une fonction B(E)-mesurable.

— p(s, ξ; t, .) est une mesure de probabilité sur B(E).

— Equation de Chapman-Kolmogorov avec s < t < u

p(s, ξ;u,A) =

∫
E
p(t, η;u,A)p(s, ξ; t, dη)

Remarque B.1.0.18

Lorsque p(t, ξ, s, A) ne dépend que de la di�érence t−s on parle de fonction de transition stationnaire
et alors l’équation de Chapman Kolmogorov se réécrit

ps+t(ξ, A) =

∫
E
pt(η,A)ps(ξ, dη)

Proposition B.1.0.19 (Processus stochastique associé à une fonction de transition markovienne ([Doo53]))

Si p(., .; ., .) est une fonction de transition markovienne et si p(.) est une distribution de probabilité des

ensembles A alors il existe un processus de Markov {Xt, 0 ≤ t < ∞} dont les variables aléatoires
prennent leurs valeurs dans E et pour lequel avec probabilité 1 :

P(X0(ω) ∈ A) = p(A)

P(Xt(ω) ∈ A|Xs) = p(s,Xs; t, A)

B.2 Le mouvement Brownien

B.2.1 sa construction

On considère Xt un processus gaussien, c’est à dire que (Xt1 , . . . , Xtn) est un vecteur gaussien ou
encore que les Xti est une variable aléatoire qui suit la loi normale.

On note cov(s, t) = E(XsXt)− E(Xs)E(Xt).

Quitte à considérer Yt = Xt − E(Xt), on peut supposer que le processus est centré.

On suppose également que c’est un processus à accroissements indépendants (Xt0 , Xt1−Xt0 , . . . , Xtn−
Xtn−1 sont indépendants).

En changeant Xt par Xt −Xt0 si besoin on suppose Xt0 = 0.
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Soit F (t) = cov(t, t).

F est croissante : en e�et pour s < t Xs = Xs − 0 est indépendante de Xt − Xs alors F (t) =

E((Xs +Xt −Xs)
2) = E(X2

s ) + E((Xt −Xs)
2) ≥ E(X2

s ).

Aussi si F est constante E((Xt −Xs)
2) = 0 donc Xt = Xs.

On supprime désormais les intervalles où X est constant et alors F est strictement croissante.

Pour s < t, E(XsXt) = E(X2
s ) + E(Xs(Xt −Xs)) = E(X2

s ).

Ainsi cov(s, t) = F (s ∧ t).

Réciproquement siX est un processus gaussien centré nul en 0 tel que cov(s, t) = cov(s, s)∧ cov(t, t)

alors le processus est à accroissements indépendants : pour s1 < s2 ≤ t1 < t2,

E((Xs2 − Xs1)(Xt2 − Xt1)) = cov(s2, t2) − cov(s2, t1) + cov(s1, t1) − cov(s1, t2) = cov(s2, s2) −
cov(s2, s2) + cov(s1, s1)− cov(s1, s1) = 0

Si on appelle G la fonction inverse de F (F est strictement croissante) et considérons Yt = XG(t).

Y est un processus gaussien centré à accroissement indépendants de covariance cov(s, t) = s ∧ t.
Dé�nition B.2.1.1

On dit qu’un processus stochastiqueBt(ω) dé�ni sur un espace de probabilité (Ω,F ,P) est un mouve-

ment brownien nul en 0 si c’est un processus gaussien centré de noyau de covariance cov(s, t) = s ∧ t
et qu’il est continu (∀ω ∈ Ω, t 7→ Bt(ω) est continue)

Théorème B.2.1.2
Il existe un mouvement brownien

Démonstration : Voir [McK69]

B.2.2 ...comme martingale

Proposition B.2.2.1

Soit (Bt) un mouvement brownien dé�nit sur (Ω,F ,P).

Soit Ft = σ(Bu, u ≤ t) une famille croissante de sous tribus.

— Ft est engendrée par les valeurs de Bs pour s ∈ Q.

— ∀0 ≤ s < t, Bt −Bs est indépendant de Fs.

Démonstration : — Par continuité de t 7→ Bt

— ∀0 ≤ s1 ≤ . . . ≤ sn ≤ s, Bt −Bs est indépendant de (Bs1 , . . . , Bsn , Bs).
Soit (tn) une suite de points rationnels dense dans [0, s].
Soit Gn = σ(Bti , i ≤ n).
Bt −Bs est indépendant de Gn donc aussi de

⋃
n Gn = Fs.
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Dé�nition B.2.2.2 (Martingale)

On dit que (Xt, t ≥ 0) est une martingale par rapport à Ft si :
— ∀t ≥ 0, Xt est Ft-mesurable

— ∀t ≥ 0, E(|Xt|) <∞
— ∀0 ≤ s ≤ t, E(Xt|Fs) = Xs

Proposition B.2.2.3
— Bt est une martingale

— B2
t − t est une martingale

— ∀α, exp(αBt − α2t
2 ) est une martingale

Démonstration : — Pour s < t, Bt = Bs + Bt − Bs et comme Bt − Bs est centré indépendant de Fs donc
E(Bt −Bs|Fs) = 0

— B2
t = B2

s + 2Bs(Bt −Bs) + (Bt −Bs)2

Or E(Bs(Bt−Bs)|Fs) = BsE(Bt−Bs|Fs) = 0, E((Bt−Bs)2|Fs) = E((Bt−Bs)2) = t−s et E(B2
t |Fs) =

B2
s + t− s.

D’où la conclusion
— exp(αBt) = exp(αBs) exp(α(Bt − Bs)) donc E(exp(αBt)|Fs) = exp(αBs)E(exp(α(Bt − Bs))) =

exp(αBs) exp(α
2(t−s)

2 ) (car si X est une gaussienne centrée de variance σ2 E(exp(αX)) = exp(α
2σ2

2 ))

Théorème B.2.2.4
(Voir [McK69]) Soit Ft une famille croissante de sous tribus etXt un processus continu nul en 0 tel que

∀α ∈ R, exp(αXt − α2t
2 ) est une martingale. Alors Xt est un mouvement brownien.

B.2.3 ...comme processus de Markov
Théorème B.2.3.1

Pour toute fonction f borélienne bornée sur R, et pour tout t > 0, on note

Pt(f)(x) =
1√
2πt

∫
R
f(y) exp(−(x− y)2

2t
)dy

Alors, pour s < t, on a E(f(Bt)|Fs) = Pt−sf(Bs).

Démonstration : On pose Z = Bt −Bs.
Z est indépendante de Fs.
On a alors E(f(Bt)|Fs) = E(f(Bs + Z)|Fs) = h(Bs) ,où h(x) = E(f(x+ Z)).
Comme Z = Bt −Bs est une variable gaussienne centrée de variance t− s, on obtient le résultat.

Proposition B.2.3.2

La famille d’opérateurs linéaires f 7→ Pt(f), dé�nie pour t > 0, véri�e :

1. Pt ◦ Ps = Pt+s.
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2. Si f est continue bornée, lim
t→0

Pt(f)(x) = f(x), et (t, x)→ Pt(f)(x) est continue.

3. Si f ∈ L1(R), alors Pt(f) ∈ L1(R) et
∫
R Pt(f)(x)dx =

∫
R f(x)dx.

4. Si f a ses deux premières dérivées continues et bornées, alors lim
t→0

1
t (Pt(f)(x)−f(x)) = 1

2f”(x).

5. Si f est bornée, alors Pt(f) est de classe C∞, et, pour t > 0 ,∂tPtf = 1
2∂

2xPtf .

6. Si de plus f a ses deux premières dérivées bornées, ∂2xPtf = Pt(f”).

Démonstration : 1. Il su�t décrire, pour 0 < s < t < u,

E(f(Bu)|Fs) = E(f(Bu)|Ft|Fs) = E(Pu−t(f)(Bt)|Fs).

Ceci donne Pu−s(f)(Bs) = Pt−s(Pu− t)(f)(Bs).
Puis on identi�e.

2. On a
Pt(f)(x) = E(f(x+Bt)) = E(f(x+

√
tX)),

où X est une variable gaussienne centrée réduite.
On peut ensuite passer à la limite.

3. Ceci résulte de l’invariance par translation de la mesure de Lebesgue.
Si f est positive intégrable par rapport à la mesure de Lebesgue, on écrit

∫
Pt(f)(x)dx =

∫ ∫
f(x+

√
tu)dxγ(du),

où la mesure γ(du) est la mesure gaussienne standard, puis on applique le théorème de Fubini.

4. On commence par le cas où la fonction f a ses trois premières dérivées bornées.
Alors on écrit, à l’aide d’une formule de Taylor à l’ordre 2 et d’une variable gaussienne X centrée réduite

Pt(f)(x) = E(f(x+
√
tX)) = f(x) +

√
tf ′(x)E(X) +

t

2
f”(x)E(X2) + t

3
2E(K),

où K est une fonction bornée.
On obtient ainsi Pt(f)(x) = f(x) + t

2f”(x) + o(t), ce qui donne la dérivée cherchée.
On obtient ainsi dans ce cas la convergence uniforme de Pt(f)−f

t vers 1
2f”.

Alors Pt+s(f)−Pt(f)
s = Pt(

Ps(f)−f
s ).

On peut ainsi passer à la limite et obtenir ∂tPtf = 1
2Pt(f”) pour f ayant 3 dérivées bornées.

Ceci se récrit Pt(f)− f = 1
2

∫ t
0
Psf”ds.

Si f a seulement deux dérivées continues et bornées, on peut trouver une suite de fonctions fn ayant trois dé-
rivées continues et bornées telles que fn, f ′n et f”n convergent uniformément vers f , f ′ et f” respectivement
(prendre par exemple fn = P1/n(f).
On peut ensuite passer à la limite dans la formule précédente.
On obtient alors le résulat en dérivant en t = 0,à condition de remarquer que, si f” est continue bornée, la
fonction t 7→ Pt(f”)(x) est continue.
En�n, on démontre directement en dérivant sous le signe intégral que Pt(f) est de classe C∞ pour toute
fonction f bornée, et que ∂tPtf = ∂2

∂x2Ptf .
En�n, le fait que Pt(f”) = (Ptf)” vient du fait que Pt est une convolution, et donc que Pt commute aux
dérivations.
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B.3 Lien avec l’équation de la chaleur

On considère l’équation de la chaleur sur Rd×]0,∞[ :

∂u

∂t
=

1

2
∆u

où l’on note ∆u =
∑d

i=1
∂2u
∂x2i

, avec la condition initiale u(0, ·) = f .

On introduit donc l’équation fondamentale :∂u
∂t = 1

2∆u

u(0, ·) = δ0

où δ0 désigne la masse de Dirac en 0.

La solution fondamentale (ou noyau de la chaleur) associée à ce problème s’obtient par exemple en
considérant la densité d’un mouvement brownien :

u0(t, x) =
1

(2πt)d/2
exp

(
−x

2

2t

)
et la solution du problème général s’obtient par convolution :

u(t, x) = u0(t, ·) ∗ g =

∫
Rd
u0(t, x− y)g(y)dy =

1

(2πt)d/2

∫
Rd

exp

(
−(x− y)2

2t

)
g(y)dy

Or d’après cette expression on a
u(t, x) = Ex(g(B))

où B désigne un mouvement brownien.

Ainsi on peut relier la solution de l’équation de la chaleur à un processus stochastique.

B.4 L’intégrale de Wiener

Théorème B.4.0.1

(voir [EB02] Il existe une unique application linéaire continue I : L2([0, 1], dx)→ L2(Ω,F1,P) telle

que I(1[0,t]) = Bt.

Pour toute fonction f deL2([0, 1], dx), I(f) est une variable gaussienne centrée de covariance
∫ 1
0 f

2(t)dt.

En particulier, I réalise une isométrie entre L2([0, 1], dx) et son image dans L2(Ω,F1,P).

On notera I(f) =
∫ 1
0 f(t)dBt.

De plus, si f1, . . . , fn sont des fonctions deL
2([0, 1], dt), le vecteur (I(f1), I(f2), . . . , I(fn)) est gaus-

sien centré de covariance E(I(fi)I(fj)) =
∫ 1
0 fi(t)fj(t)dt.
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Démonstration : Soit f une fonction en escalier f(t) =
∑n
i=1 ai1]ti,ti+1](t),avec 0 ≤ t1 ≤ . . . ≤ tn ≤ 1.

Par linéarité, on doit avoir I(f) =
∑n
i=1 ai(Bti+1

−Bti).
C’est une variable gaussienne centrée, dont il est facile de calculer la covariance car les variables Bti+1

− Bti
sont indépendantes centrées de covariance ti+1 − ti.
On remarque alors que

E(I(f)2) =
∑
i

a2i (ti+1 − ti) =

∫ 1

0

f2(t)dt = ||f ||22.

Les fonctions en escalier sont denses dansL2([0, 1], dt), et I se prolonge par continuité en une unique application
dé�nie sur L2([0, 1], dt) véri�ant E(I(f)2) =

∫ 1

0
f2(t)dt.

Une limite dans L2 de variables gaussiennes étant gaussienne, on voit que I(f) est une gaussienne centrée de
variance ||f ||22.
C’est tout ce dont on a besoin.
Par bilinéarité, on aura aussi E(I(f1)I(f2)) =

∫
f1f2dt.

La dernière propriété est évidente lorsque les fonctions sont en escalier, et se prolonge à toutes les fonctions de
L2 par continuité.
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Annexe C

Rappel de �nance

Voir [EB02]
Dé�nition C.0.0.1

Actif

Titre, contrat ou produit physique qui est susceptible de produire pour son détenteur des gains lorsqu’il

est transmis ou négocié en contrepartie d’une certaine prise de risque.

Dé�nition C.0.0.2
Opportunité d’arbitrage

Statégie minorée (∃c ≥ 0 tel que ∀t ≥ 0, V a(t) ≥ −c où V a
est la valeur actualisée) telle que V0 = 0

(on part de rien), P(VT ≥ 0) = 1 ( on est sûr de ne pas perdre d’argent) et P(VT ≥ 0) > 0 (avec une

probabilité non nulle, on fait un réel pro�t).

Dé�nition C.0.0.3
Couverture

La couverture est une pratique qui consiste à se protéger contre un risque non désiré.

Dé�nition C.0.0.4
Actif sous-jacent

Actif sur lequel porte un produit dérivé. Il peut être �nancier ou physique.

Dé�nition C.0.0.5
Produit dérivé

Instrument de gestion des risques �nanciers. Sa valeur �uctue en fonction de l’évalution du prix de

l’actif sous-jacent.

Dé�nition C.0.0.6
Liquidité du marché

Elle correspond à la possibilité pour un investisseur d’e�ectuer une transaction pour un volume impor-
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tant sans a�ecter le cours du titre. (contraire : illiquide)

Dé�nition C.0.0.7
Volatilité

Elle mesure les �uctuations de la valeur d’un actif et donc son risque. Mathématiquement c’est l’ćart

type des rentabilités de l’actif.

Dé�nition C.0.0.8
Option européenne d’achat

Il s’agit d’un titre qui donne le droit mais pas l’obligation à son détenteur d’acheter à la date de maturité

T �xée une action S au prix d’exerciceK �xé.

C’est une variable aléatoire positive et FT -mesurable.

Dé�nition C.0.0.9
Delta d’une option

Mesure la sensibilité de la valeur d’une option aux �uctuations de la valeur du sous-jacent. Mathéma-

tiquement ceci correspond à la dérivée de la valeur théorique par rapport au cours du sous-jacent.

Dé�nition C.0.0.10
Gamma d’une option

Il représente la sensibilité du delta aux variations de la valeur du sous-jacent. C’est la dérivée du delta

par rapport au sous-jacent.

Dé�nition C.0.0.11
Obligation

Titre de dette à long terme. Elle peut être émise par un Etat, une collectivité locale ou une entreprise.

C’est une valeur mobilière qui constitue une créance sur son émetteur. Cette dette est émise dans une

devise donnée pour une durée dé�nie et elle donne droit au paiement d’un intérêt �xe ou variable appelé

coupon qui est parfois capitalisé jusqu’à sa maturité.

Dé�nition C.0.0.12
Mark to market value

La position est évaluée en permanence suivant les prix courants du marché.

Dé�nition C.0.0.13
Liquidation value

Ce sont les fonds qu’un investisseur obtient quand il vend ses actions. Cette valeur est inférieure à la

valeur précédemment dé�nie.

Dé�nition C.0.0.14
Réplication

Stratégie visant à ce que le portefeuille s’adapte au prix du sous jacent.
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Par exemple : 400 actions peuvent être répliquées par l’achat de 800 option au delta 0,5.

Dé�nition C.0.0.15
Erreur de réplication

C’est la di�érence entre la valeur du produit dérivé suivant la stratégie de couverture auto�nancée

conçue pour être répliquée et le pro�t de ce produit dérivé à maturité.
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Annexe D

Symmetries of partial di�erential
equations and stochastic processes in
mathematical physics and in �nance
(avec P. Lescot)

P.Lescot, L.Valade
Journal of Physics : Conference Series [LV19]

ABSTRACT : In 1971, B. Kent Harrison and Frank B. Estabrook introduced a method to determine
the symmetries of partial di�erential equations (PDEs). These last years, the determination of the sym-
metries of PDEs in Mathematical Physics, in Mathematical Biology and in Financial Mathematics has
proved useful. The computations e�ected in all these cases let appear a remarkable degree of similarity
between them. So with the same aim in mind, we develop a general framework for the computation of
the symmetries with this method, we give properties of isovectors for a rather general type of PDE’s
and some results on the Lie algebra itself. Finally we present three examples for which all the results
we exposed hold.

D.1 The method of isovectors

We shall give an overview of joint work with Helene Quintard and Jean-Claude Zambrini ([HJC14])
and of L. Valade’s ongoing PhD Thesis ([Val]).

The method of isovectors was introduced in [HE71] in order to classify up to equivalence (systems of)
partial di�erential equations appearing in mathematical physics.
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Given a system of partial di�erential equations, after if necessary making a change of variable(s) and/or
unknown function(s), we can express it as the vanishing of a family of �rst-order di�erential forms. An
isovector is then de�ned as a vector �eld in all the variables preserving the di�erential ideal generated
by the forms.

For the one–dimensional heat equation, the symmetries were determined (using a di�erent language)
by Bluman and Cole ([BC69]).

Olver’s prolongation method ([Olv00]) provides a somewhat di�erent approach.

Let us now give some details. We shall consider an equation (E) of the shape

∂u

∂t
= G(t, q, u,

∂u

∂q
, . . . ,

∂n−1u

∂qn−1
) + λ

∂nu

∂qn

for λ 6= 0, n ≥ 2, t ∈ J (an interval of R) and q ∈ O (an open set in R).

In order to study the symmetries of the equation, we shall temporarily consider u,
∂u

∂t
,
∂u

∂q
, ...,

∂n−1u

∂qn−1
as

independent variables.

We shall take as state space M := J × O × Rn+1, the generic point of which will be denoted by
(t, q, u,A,B1, ..., Bn−1).

All of our computations will take place in the di�erential algebra ∧T ∗M .

We set :

α := du−Adt−B1dq

γ := (A−G)dtdq − λdtdBn−1

and, for 1 ≤ i ≤ n− 2,

βi = dtdBi −Bi+1dtdq;

we now have

dα = −dAdt− dB1dq

and

dβi = −dBi+1dtdq.

(E) is equivalent to the simultaneous vanishing of these forms on a 2-dimensional submanifold of M .

We de�ne I as the ideal of ∧T ∗M generated by α, dα, the βi, the dβi, and γ.
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Lemme D.1.0.1

dγ ∈ I

Démonstration :

dγ = dAdtdq − dGdtdq = −dαdq −Gududtdq −
n−1∑
i=1

GBidBidtdq

but dudtdq = αdtdq and dBidtdq = dβi−1 for all i between 1 and n-1.
So dγ ∈ I .

Therefore I is closed under d (i.e. d(I) ⊆ I), hence is a di�erential ideal of ∧T ∗(M).

We shall denote by G the isovector algebra of (E) ; this is the set of vector �elds N ∈ TM such that

LN (I) ⊆ I.

Due to the formal properties ([HE71] p.654) of the Lie derivative, these isovectors constitute a Lie
algebra for the usual bracket of vector �elds on M .

We shall write each N ∈ G as

N = N t ∂

∂t
+N q ∂

∂q
+Nu ∂

∂u
+NA ∂

∂A
+

n−1∑
i=1

NBi
∂

∂Bi
;

then we de�ne
Ñ = −N t ∂

∂t
−N q ∂

∂q
+Nu.

Théorème D.1.0.2

For each N ∈ G, N t
depends only on t, N q

depends only on t and q and Nu
depends only on t, q and

u.

Théorème D.1.0.3

Under the additional hypothesis

∂2G

∂B1Bn−1
= 0, for each N ∈ G, Nu

is a�ne in u.

Now we can set Nu = l(t, q) + um(t, q).

There exist two other functions f(t) and w(t, q) such that :

N t = −f(t)

N q = −w(t, q)
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NA = B1wt + lt + umt +Aft +Am

NBi = Bim+Biwq + lq + umq ∀i ∈ {1, . . . , n− 1}.

1

Detailed proofs of the previous two theorems will be given in a subsequent paper.

Dé�nition D.1.0.4

J0 := {N ∈ G|N t = N q = 0},

Théorème D.1.0.5

J0 is an ideal of G.

Démonstration : In fact if we consider N ∈ G and M ∈ J0 then we have

[N,M ]t = [N,M ](t) = N(M(t))−M(N(t)) = N(M t)−M(N t) = −M t ∂N
t

∂t
= 0

because M t = 0 and N t only depends on t.

Similarly,

[N,M ]q = [N,M ](q) = N(M(q))−M(N(q)) = N(Mq)−M(Nq) = −M t ∂N
q

∂t
−Mq ∂N

q

∂q
= 0

because M t = Mq = 0 and Nq only depends on t and q.

Now the result is proved

From now we assume the hypothesis of theorem D.1.0.3 to be satis�ed.

Lemme D.1.0.6

We pose Nu = l + um and N ′u = l′ + um′. Then

[N,N ′]u = [N,N ′](u) = N(N ′u)−N ′(Nu) = N(l′)+(l+um)m′+uN(m′)−N ′(l)−(l′+um′)m−uN ′(m)

Hence

l[N,N ′] = N(l′)−N ′(l) + lm′ − l′m

and

m[N,N ′] = N(m′)−N ′(m).

1. La bonne condition pour le théorème D.1.0.3 est ∂2G
∂B1∂Bi

pour i ∈ {1, . . . , n − 1} et l’expression NBi est seulement
vraie pour i = 1
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D.2 Examples

Proposition D.1.0.7

N 7→ −Ñ is a morphism of Lie algebras.

Démonstration : The argument in [HJC14] is stil true here.

Dé�nition D.1.0.8
We de�ne :

J = {N ∈ G|m = N t = N q = 0}

and

H = {N ∈ G|l = 0}.

Théorème D.1.0.9

H is a subalgebra of G, J is an abelian ideal of G and the sum J
⊕
H is direct ; in particular H is

isomorphic to a subalgebra of
G
J .

Démonstration : ForN ∈ H andN ′ ∈ H, [N,N ′]u = [N,N ′](u) = N(N ′u)−N ′(Nu) = umm′+uN(m′)−
um′m− uN ′(m). Hence l[N,N ′] = 0 and then [N,N ′] ∈ H ; henceH is a subalgebra of G.

J is an ideal of G according to the same reasoning as D.1.0.5. Moreover it is abelian because ∀N ∈ J and
∀N ′ ∈ J , [N,N ′] = 0.

Considering N ∈ J ∩ H, we have N t = Nq = Nu = 0 and according to the expression of NA and NBi for
1 ≤ i ≤ n− 1 in D.1.0.3, we obtain N = 0 ; hence J ∩H = {0}.

We call GJ the isovector algebra of the equation (E).

Théorème D.1.0.10

Let us assume that either G = 0 or n = 2 and G is of the form G = c(t)B1 + V (t, q)u (this is the

case in the examples below). Then G = J
⊕
H ; in particular,

G
J
∼= H.

D.2 Examples

1. We can apply the method and these result to �nd symetries of the Black-Scholes equation

This is the most famous equation in Mathematical Finance :

∂C

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2C

∂S2
+ rS

∂C

∂S
− rC = 0

We set q = ln(S) and u(t, q) = C(t, exp(q)) = u(t, S). Now the equation becomes

∂u

∂t
+

1

2
σ2
∂2u

∂q2
+ (r − σ2

2
)
∂u

∂q
− ru = 0
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According to our notations G = −(r − σ2

2 )B1 + ru and λ = −1

2
σ2.

Here it turns out ([Les12]) thatH has dimension 6, and is isomorphic to the algebraH0,0 below.
This is not surprising inasmuch that both the Black–Scholes equation and the HJB equation with
V = 0 can be reduced to the heat equation. Nevertheless our computation does not depend upon

that reduction, and would actually suggest it ; notably, the quantities r+
σ2

2
and r− σ2

2
appear

in a natural way.

2. Now we present the backward heat equation with potential V :

θ2
∂u

∂t
= −θ

4

2

∂2u

∂q2
+ V u.

Here we have λ = −θ2/2 and G = 1
θ2
V u.

In the case of the potential

V (t, q) =
C

q2
+Dq2 ,

letHC,D := HV . Then for C 6= 0,HC,D ' H1,0 has dimension 4 ; for C = 0,HC,D ' H0,0 has
dimension 6 (see [HJC14], [LQ14] and [Qui15a] chapter 2).

Furthermore,H1,0 ⊆ H0,0 ([LQ14]). In addition these Lie algebras possess canonical bases, conti-
nuous in D for �xed C , and compatible with the inclusions

HC,D ⊆ H0,D .

This computation was e�ected in [HJC14] (see also [LQ14], [LZ02] and [Qui15a]) using the
transformation S = −θ2 ln(u), that converts (E) to the Hamilton–Jacobi–Bellman equation
(HJBV ) :

∂S

∂t
= −θ

2

2

∂2S

∂q2
+

1

2
(
∂S

∂q
)2 − V.

3. Finally we have

∂u

∂t
= −∂

4u

∂q4
.

Here it is evident that λ = −1 and G = 0.

The algebra of isovectors has been determined by Vigot ([Vig16]) and Valade ([Val]) where q is
x.H has a basis (Xi)(1 ≤ i ≤ 4) with brackets :

X1 X2 X3 X4

X1 0 0 X1 0

X2 0 0 4X2 0

X3 −X1 −4X2 0 0

X4 0 0 0 0

One has
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D.3 Comments

−X̃1 =
∂

∂q

−X̃2 =
∂

∂t

−X̃3 = q
∂

∂q
+ 4t

∂

∂t

−X̃4 = u
∂

∂u

Therefore H = R ⊕ L, with L a three–dimensional solvable Lie algebra with 2–dimensional
derived algebra. L is isomorphic to the algebra over R considered in [Jac79] (p. 13, line 1 for
α = 4).

Once exponentiated, here is how the basis elements of H̃ = {Ñ |N ∈ H} act on a solution u of
the equation :

eαX̃1u(t, q) = u(t+ α, q)

eαX̃2u(t, q) = u(t, q + α)

eαX̃3u(t, q) = u(e4αt, eαq)

eαX̃4u(t, q) = eαu(t, q)

The equation is deeply related to Hochberg’s pseudo–process ([Hoc78]).

D.3 Comments

We present here only results for one variable in space but in [Qui15a], H. Quintard has determined the
structure of the isovector algebra for the equation

∂u

∂t
= σ∆u+ V u.

for quadratic V .

Also, some works are in progress about the equation ut = ∆2u ([Val]).

We want also to extend this method to more general equations.
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For example in an equation of �nancial mathematics due to Frey

ut +
1

2
σ2q2

uqq
(1− ρqλ(q)uqq)2

= 0

(In the literature q is S and it represents the price of the stock that we consider)

Here ρ is a real parameter and λ a given function.

It is a nonlinear version of the Black–Scholes equation, �rst considered by Frey ([Fre00]).Bobrov ([Bob09]),
in an unpublished paper, determined the isovectors ; they were computed again in a di�erent way by
Valade ([Val]).

De�ning

Ṽ1 =
∂

∂t
,

Ṽ2 = q
∂

∂u
,

and

Ṽ3 =
∂

∂u
,

then, when λ is not of the form ωqk, it appears that G̃ is generated by Ṽ1, Ṽ2 and Ṽ3 ; in particular, it is
abelian of dimension 3.

When λ(q) :≡ ωqk, G̃ is generated by Ṽ1, Ṽ2, Ṽ3 and

Ṽ4 := −q ∂
∂q

+ (1− k)u
∂

∂u

and it has a far more interesting structure ([Bob09],[Val]).

We have
J̃ =< Ṽ2, Ṽ3 > .

We are trying to generalize this.

148



Annexe E

Bernstein processes, isovectors and
mechanics (avec P. Lescot)

Paul Lescot, Laurène Valade
Á paraître dans Geometry and Invariance in Stochastic Dynamics Springer [LV22]

Abstract

We investigate the symmetries of a class of di�usions processes ("Bernstein’s reciprocal" processes)
introduced in the eighties for the solution of a problem stated by Schrödinger in 1931. Those di�usions
satisfy two unusual properties. Although typically not time-homogeneous, they are time reversible.
Also their in�nitesimal coe�cients are speci�c functions of positive solutions of time adjoint para-
bolic equations. The symmetries of these PDEs will therefore be transformed into symmetries of the
di�usions and provide relations between them hard to guess otherwise.

We shall use an algebraico-geometric method ("of isovectors") and mention applications in �nance and
mathematical physics. As can be expected Schrödinger’s initial motivation was quantum mechanics.

E.1 Introduction

Since, according to K. Itô, his stochastic calculus should be regarded as a deformation of Leibniz-Newton
calculus along Brownian-like trajectories, it is a natural hope that the study of the symmetries of sto-
chastic di�erential equations should have the same impact as its deterministic counterpart (essentially
due to S. Lie) for ODEs. A number of works in this direction have been published along the years.
Recently we can mention, in particular, [ADVM+20], [DVMU16] or [DVMU20].

The option chosen here is di�erent and follows directly from the above Schrödinger’s idea. Instead
of look for a general theory valid for all kinds of stochastic di�erential equations, we focus on those

149



Chapitre E : Bernstein processes, isovectors and mechanics (avec P. Lescot)

which are solutions of Schrödinger’s problem. What we shall loose in generality will be compensated
by their strong analogy with quantum mechanics which was precisely at the origin of his idea. Or,
equivalently, with the bene�t of knowing the future of the early thirties, we can be inspired by Feyn-
man’s path integrals approach to quantum mechanics, involving purely symbolic di�usion processes.
Indeed Bernstein’s reciprocal processes share a lot of qualitative properties with those "di�usions". This
perspective is described in detail in the review [Zam15].

We shall start with a short summary of Schrödinger’s problem and its solutions for the class of elemen-
tary mechanical systems (originally this author considered only the one dimensional free case). This
will be su�cient to understand the origin of the speci�c class of processes and our transfer from sym-
metries of underlying PDEs to the ones of associated di�usions. In particular, we shall limit ourselves
to one type of those PDEs, backward parabolic equations (well de�ned for �nal boundary conditions).
They correspond, in our framework, to the usual description of di�usions in term of increasing �ltra-
tions. The adjoint dexcription can be obtained without further computations.

Then we shall describe the method of isovectors. Inspired by Cartan’s approach to partial di�erential
equations in term of di�erential forms and theirs exterior di�erential calculus, it has been formulated by
Harrison and Estabrook as a tool for the study of the invariance group of these equations [HE71]. This
method is particularly suitable to anlyse the symmetries of the class of Bernstein’s reciprocal processes.

A number of examples will be given, motivated by Stochastic �nance or the analogy with Quantum
Physics which was the initial motivation of Schrödinger.

E.2 Summary

— A summary of Schrödinger’s problem and its solution
— The method of isovectors
— Bernstein processes
— Parametrization of a one-factor a�ne model
— Generalized Brownian Bridges
— References

E.3 A summary of Schrödinger’s problem and its solution

Consider a real valued di�usion process Z(t) de�ned on a �nite time interval, say [−T
2 ,

T
2 ]. Let’s sup-

pose that, in addition to the date of its initial probability µ−T
2

= δ−T
2

(dx) we are given also a �nal
one µ−T

2
= δ−T

2
(dz) distinct from the probability associated with the evolution of δ−T

2
under the

di�usion equation. Such evolutions may be rare but they are possible and result manifestly from a
conditioning. Schrödinger’s problem is : what is the most probable evolution between those two pro-
babilities ? [Zam15] The answer was given by the same author : the optimal process Z is such that
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E.3 A summary of Schrödinger’s problem and its solution

P (Z(t) ∈ A) =
∫
A η ∗ (t, q)η(t, q)dq, for A a Borelian, where η∗ and η are respectively positive

solutions of two adjoint parabolic partial di�erential equations :

{
−∂η∗

∂t = H0η
∗

η∗(−T2 , x) = η∗−T
2

(x)

and

{
−∂η
∂t = H0η

η(−T2 , z) = η−T2 (z)

and H0 = −κ
2 ∆, for κ a positive constant and η∗−T

2

, η−T
2

are two unspeci�ed positive functions.

A corresponding pair of variational principles inspired by stochastic Optimal Control theory provides
the drift of the SDE solved by the optimal process : dZ(t) = κ∇ηη (t, Z(t))dt + κ

1
2dW (t) for W (t) a

Wiener process and an initial distribution δ−T
2

and an associated �ltrationPt increasing on the time in-
terval. The stochastic variational principle corresponding to the adjoint PDE provides a backward SDE
whose increment d∗Z(t) points towards the past of Z(t) : d∗Z(t) = −κ∇η∗η∗ (t, Z(t))dt + κ

1
2d∗W∗(t)

for an associated decreasing �ltration Ft from a �nal data δT
2

. W∗ is de�ned in complete analogy with
W (t) and Pt. For the purpose of the symmetry analysis it is su�cient to consider the more familiar
forward SDE as no new computaions are needed.

Bernstein measures are constructed from the joint probabilityM(dq, dZ) at the boundaries of the time
interval [−T2 ,

T
2 ]. In the special Markovian case considered by Schrödinger, it is of the formM(dq, dZ) =

u∗−T
2

(q)h(q, T, Z)uT
2

(Z)dqdZ where h(q, T, Z) is the integral kernel e
−1
κ
TH(q, Z), and we have allo-

wed a more general Hamiltonian operatorH = H0 +V (Z) for a given bounded below scalar potential
V.

Then the two marginals ofM , for given boundary probabilities δ−T
2

and δT
2

provide a nonlinear integral
system of equations for u∗−T

2

and u−T
2

. A. Beurling proved in 1960 the existence and uniqueness of its
positive solutions [Beu60] under general conditions. In other words the Markovian Bernstein di�usions
are well de�ned ([Zam15] and references therein for more details).

In recent years Schrödinger’s problem and its solution have been re-interpreted in a measure theoretic
perspective and in the context of Mass Transportation theory ([Léo13] and references therein). In par-
ticular, the reciprocal Bernstein di�usions solving Schrödinger’s problem can, curiously, be regarded as
regularization of the Monge-Kantorovich problem solved ten years after Schrödinger by Kantorovich.

Schrödinger’s problem is at the origin of the program of Stochastic Deformation [Zam15]. Its aim is the
elaboration of the randomazed mechanics whose existence was suggested, in particularn by Bernstein
and whose Feynman’s Path integral theory can be regarded as a (very) informal description.
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E.4 The method of isovectors

The method of isovectors was introduced in [DVMU21] in order to classify up to equivalence (systems
of) partial di�erential equations appearing in mathematical physics.

Given a system of partial di�erential equations, one expresses it, adding if necessary some of the de-
rivatives of the unknown function as auxiliary unknowns, as the vanishing of a family of �rst-order
di�erential forms. An isovector is then de�ned as a vector �eld in all the variables preserving the dif-
ferential ideal generated by the forms.

For the one–dimensional heat equation, it was determined (using a di�erent language) by Bluman and
Cole ([BC69]).

Olver’s prolongation method ([Olv00]) provides a somewhat di�erent approach.

Let us now give some details. We shall consider an equation of the shape

∂u

∂t
= G(t, q, u,

∂u

∂q
, ...,

∂n−1u

∂qn−1
) + λ

∂nu

∂qn

for n ≥ 2, t ∈ J (an interval of R), q ∈ O (an open set in Rn), u a function of t and q, λ a constant and
G : J ×O ×Rn → R a C∞ function of t, q u and its derivatives in space.

In order to study the symmetries of the equation, we shall temporarily consider u,
∂u

∂t
,
∂u

∂q
, ...,

∂n−1u

∂qn−1
as

independent variables.

We now consider a di�erential equation (E) of order n = 2.

We note u(t, q) a solution of this equation.

We de�ne B1 = ∂u
∂q .

We consider u, A = ∂u
∂t and B1 as independent variables.

Let α = du−Adt−
∑n

i=1B
i
1dqi, a 1-di�erential form.

So we have dα = −dAdt− dB1dq.

The equation (E) is equivalent to the vanishing of the formsα, dα and of a certain number of di�erential
forms of degrees at least 2 noted δj , dδj où j ∈ N.

We pose I =< α, dα, δj , dδj >. It is a closed di�erential ideal of the algebra of the diferential forms.
Lemme E.4.0.1

Each 2-forms of I can be written aα + zdα + ξ with z a 0-form, ξ ∈< δj , dδj > for j ∈ N and a a

1-form of the type a1dt+ a2dq + a3du+ a4dA+ a5dB1 for which we can suppose a3 = 0.

Démonstration : If a3 6= 0, we replace aα by a′α where

a′ = (a1 + Aa3)dt + (a2 + B1a3)dq + a4dAa5dB1
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E.4 The method of isovectors

We note
N = N t ∂

∂t
+N q ∂

∂q
+Nu ∂

∂u
+NA ∂

∂A
+B1

∂

∂B1
.

Dé�nition E.4.0.2

We say that N is an isovector of (E) if LN (I) ⊂ I .

To compute these isovectors, we use the method developed by Harrison Estabrook in ([HE71]) and
already set up to �nd the symmetries of many equations for instance in ([Les12], [LQ14], [HJC14],
[LV19], [LZ02], [LZ07], [Qui15a] and [Val]).

We denote by G the set of isovectors.
Lemme E.4.0.3
G is a Lie algebra for the usual bracket of vector �elds.

Lemme E.4.0.4

Let N ∈ G. There is a function F = FN (t, q, u,A,B1) such that

N t = −FA
N q = −FB1

Nu = F +AN t +B1N
q

NA = AFu + Ft

NB1 = B1Fu + Fq

Remarque E.4.0.5
This lemma is present in ([HE71], p. 657).

Proposition E.4.0.6

N t
depends only of t. We note N t = −f(t).

For an equation of the following form :

(Eg,2) : Q(t, q, u)
∂2u

∂q2
+ T (t, q)

∂u

∂t
+R(t, q, u,B1) = 0

with Q 6= 0, we have complementary results :
Théorème E.4.0.7

— Under the previous hypothesis, considering (Eg,2) we have :

N q = N q(t, q)

We note N q = −w(t, q).

— If we suppose also that Q = Q(t, q) and R is linear in B1 then Nu
is a�ne in u. We pose

153



Chapitre E : Bernstein processes, isovectors and mechanics (avec P. Lescot)

Nu = um(t, q) + l(t, q) where l andm are functions of t and q.

We have also relations between the various auxiliary functions introduced :−QTtf +TQtf +

TQft −QTqw − 2TQwq + TQqw = 0 and

QTB1wt+QTumt+QTlt−QRtf−QRqw+QRuum+QRul+QRB1B1m+QRB1B1wq

+QRB1umq +QRB1 lq −QRwq +Q2B1mq +Q2B1wqq +Q2umqq +Q2lqq +Q2B1mq

= −RQtf −RQqw +QR(m+ wq)

Démonstration : The proof of this theorem will be detailed in the second author PhD thesis [Val].

E.4.1 Examples

E.4.1.1 Black Scholes

We can apply the previous results to �nd the symmetries of the Black Scholes equation. It is the most
famous equation in �nancial mathematics :

∂C

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2C

∂S2
+ rS

∂C

∂S
− rC = 0

where C(t, S) denotes the price of a call option with maturity T and strike price K on an underlying
asset satisfying St = S, σ is the volatility and r the risk free interest rate.

We pose q = ln(S) and u(t, q) = C(t, exp(q)) = C(t, S).The equation becomes :

∂u

∂t
+

1

2
σ2
∂2u

∂q2
+ (r − σ2

2
)
∂u

∂q
− ru = 0

According to our notations we have T = 1, Q = 1
2σ

2 and R = (r − σ2

2 )B1 − ru.

We note r̃ = r − σ2

2 and s̃ = r + σ2

2 .

By Theorem 3.7 we obtain :

— σ2

2 ft − 2σ
2

2 wq = 0 so
ft = 2wq

and
wqq = 0
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— We divide by Q to �nd :

B1wt +umt + lt− r(um+ l) + (r− σ
2

2
)(B1m+B1wq +umq + lq)− (r− σ

2

2
)B1wq + ruwq

+
σ2

2
(B1mq + umqq + lqq +B1mq) = (r − σ2

2
)B1(m+ wq)− ru(m+ wq)

Di�erentiating with respect to B1 we obtain :

wt = (r − σ2

2
)wq − σ2mq

As wqq = 0, wtqq = σ2mqqq = 0 so
mqqq = 0.

Di�erentiating with respect to u we have :

mt = −(r − σ2

2
)mq − 2rwq −

σ2

2
mqq

In addition we have mtqq = 0, so
mqq = constant.

Taking u = B1 = 0, we �nd that l is a solution of the equation.

Working with the di�erent equations obtained above, we have the following relations :

ftt = 2wqt = −2σ2mqq = 2C1

f = C1t
2 + C2t+ C3

wq = C1t+
1

2
C2

So
mq = −C1

σ2
q + v(t)

mtt = −(r − σ2

2
)vt − 2C1r

Hence
mttq = 0

But by the expression of mq we deduce that vt = constant.
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The expression of mt gives us mtq = (r − σ2

2 )C1
σ2 , so

vt = (r − σ2

2
)
C1

σ2

wtt = 1
2(r − σ2

2 )ftt + σ2mtq = 1
2(r − σ2

2 )2C1 − σ2(r − σ2

2 )(C1
σ2 ) by the expression of mt.

So
wtt = 0

As well, wt = 1
2(r − σ2

2 )C2 + (r − σ2

2 )C1t+ σ2(C1
σ2 q)− σ2v(t) = C4

Hence

v =
(r − σ2

2 )C1

σ2
t+

(r − σ2

2 )

2σ2
C2 −

C4

σ2

So we have :

f = C1t
2 + C2t+ C3

w = C1tq +
1

2
C2q + C4t− C5

m =
r̃C1

σ2
tq − C1

2σ2
q2 + (

r̃C2

2σ2
− C4

σ2
)q − s̃2C1

2σ2
t2 + (− s̃

2C2

2σ2
+
r2C4

σ2
+
C1

2
)t+ C6

Finally we �nd a basis (Ni)1≤i≤6 of 6 isovectors, for which

Ñ1 = −t2 ∂
∂t
− tq ∂

∂q
+

r̃

σ2
tqu

∂

∂u
− 1

2σ2
q2u

∂

∂u
− s̃2

2σ2
ut2

∂

∂u
+

1

2
ut

∂

∂u

Ñ2 = −t ∂
∂t

+
1

2
q
∂

∂q
+

r̃

2σ2
qu

∂

∂u
− s̃2

2σ2
tu

∂

∂u

Ñ3 = − ∂

∂t

Ñ4 = −t ∂
∂q
− 1

σ2
qu

∂

∂u
+
r2

σ2
tu

∂

∂u

Ñ5 =
∂

∂q

Ñ6 = u
∂

∂u
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E.4.1.2 Backward heat equation with potentiel V

As observed before, we can limit ourselves to this equation, well de�ned for a �nal boundary condition,
in the context of Schrödinger’s problem.

The theorem can also be applied to determine the isovectors and so the symmetries of the backward
heat equation with a potential V (t, q). Although we assumed in the �rst paragraph that the potential
V is time independant, the symmetry analysis does not require this hypothesis.

This equation is very important in the theory of Bernstein process, especially concerning their appli-
cations to the Euclidian Quantum Mechanics.

It is also present in the theory of a�ne interest rate models.

The results are already obtained by P. Lescot, H. Quintard and J.C. Zambrini for the equivalent Hamilton-
Jacobi-Bellman equation ([HJC14], [LZ02], [LZ07]).

We consider the equation :

(EVκ ) : κ
∂u

∂t
+
κ2

2

∂2u

∂q2
− V (t, q)u = 0

Applying Theorem 3.7 we obtain :

ft = 2wq

So we can pose

w =
1

2
ftq + a(t).

The second equation is :

κ(B1wt+umt+lt)+Vtuf+Vquw−V um−V l+V uwq+
κ2

2
(B1mq+umqq+lqq+B1mq)+V u(m+wq) = 0

For u = B1 = 0, l is a solution of the equation.

Di�erentiating according to B1 we have

wt = −κmq

So we can pose

m =
−1

4K
fttq

2 − 1

K
atq + b(t).

Di�erentiating according to u we obtain

mt = −1

κ
(Vtf + Vqw + 2V wq +

κ2

2
mqq)
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That is
−1

4κ
ftttq

2 − 1

κ
attq + bt =

−1

κ
(Vtf +

1

2
Vqftq + Vqa+ V ft −

κ

4
ftt)

Particular case V = 0

We obtain
−1

4
ftttq

2 − attq + bt =
κ

4
ftt

Di�erentiating twice with respect to q we have fttt = 0.

So
f = 2C1t

2 + C2t+ C3.

Di�erentiating with respect to q we have att = 0.

Hence

w = 2C1tq +
C2

2
q + C4t+ C5

Finally bt = κC1 and

m = −C1

κ
q2 − C4

κ
q + κC1t+ C6

Hence we have a basis of isovectors for which :

Ñ1 = −2t2
∂

∂t
− 2tq

∂

∂q
+ κtu

∂

∂u

Ñ2 = −t ∂
∂t
− 1

2
q
∂

∂q

Ñ3 =
∂

∂t

Ñ4 = −t ∂
∂q
− 1

κ
qu

∂

∂u

Ñ5 =
∂

∂q

Ñ6 = u
∂

∂u

We �nd a basis of isovectors similar to that of ([LZ02] and [Olv00]).
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Particular case V (t, q) = C
q2

+Dq2 :

For this potential we obtain :

1

4
ftttq

2 + attq − κbt − 2Dftq
2 +

2Ca

q3
− 2Daq +

κ

4
ftt = 0

Because f , a and b are independent of q, after multiplying by q3, we can equal the terms in q5, q4, q3

and the constant terms in q.
fttt = 8Dft

att = 2Da

2Ca = 0

bt = 1
4ftt

We �nd exactly the same system as in [HJC14] and [Qui15a].

E.5 Bernstein processes

For simplicity, we shall only consider processes with values in R.

Many familiar stochastic processes can be viewed as Bernstein processes, solving Schrödinger’s pro-
blem. Instead of a time interval centred in 0, we shall consider, here, an interval [0, T ], and denote by θ
the constant

√
κ.

Let us mention a few classical examples :

1. The Brownian Motion (see e.g. [LZ02], p. 200)
For t0 = 0, t1 = T > 0, µ0 = δ0 and µ1 = N (0, θ2T ), z(t) = θw(t) is a Bernstein process for

V = 0, η(t, q) = 1 and η∗(t, q) =
1

θ
√

2πt
e−

q2

2θ2t .

Here
dz(t) = θdw(t).

2. The Brownian Bridge (see [LZ02], p. 201).
Here t0 = 0, t1 = 1, V = 0, µ0 = µ1 = δ0 and

η(t, q) =
1√

1− t
e
− q2

2θ2(1−t) .

Then
dz(t) = θdw(t)− z(t)

1− t
dt.

3. The Ornstein–Uhlenbeck process starting from 0

Here t0 = 0, t1 = T > 0, µ0 = δ0, µ1 = N(0,
θ2

2ω
(1− e−2ωT )), V =

ω2q2

2
and

η(t, q) = e
ω

2θ2
(θ2t−q2).
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We have
dz(t) = θdw(t)− ωz(t)dt.

E.6 Parametrization of a one-factor a�ne model

A one–factor a�ne interest rate model is characterized by an instantaneous rate r(t), satisfying a sto-
chastic di�erential equation of the following type :

dr(t) =
√
αr(t) + β dw(t) + (φ− λr(t)) dt ,

under the risk–neutral probability Q (α = 0 corresponds to the Vasicek model, and β = 0 corresponds
to the Cox–Ingersoll–Ross model ; see [Hen05], [HL19a]).

Assuming α 6= 0, let us set
θ =

α

2
,

φ̃ := φ+
λβ

α
,

δ :=
4φ̃

α
,

C :=
α2

8
(φ̃− α

4
)(φ̃− 3α

4
)

=
α4

128
(δ − 1)(δ − 3) ,

D :=
λ2

8
,

and de�ne the potential

V (t, q) =
C

q2
+Dq2 .

Théorème E.6.0.1
(see [HJC14], Theorem 5.4) Consider the process

z(t) =
√
αr(t) + β

and the stopping time

T̃ = inf{t > 0|αr(t) + β = 0}.

1) One has T̃ = +∞ a.s. for δ ≥ 2, and T̃ < +∞ a.s. for δ < 2. 2) There exists a process y(t)
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satisfying the stochastic di�erential equation

∀t > 0

dy(t) = θdw(t) + B̃(t, y(t))dt

relatively to the canonical increasing �ltration of the Brownian w, where

B̃ ≡def θ2
∂η

∂q

η
.

for a certain solution η of (EV )

For each given t > 0, the law of y(t) is η(t, q)η∗(t, q)dq, where η∗ satis�es the dual equation (E ′V ).

One has

z(t) = y(t) ∀t ∈ [0, T̃ [

In particular, in case δ ≥ 2, z itself is a Bernstein process on any interval [0, T0] (T0 > 0).

Proposition E.6.0.2

The isovector algebra associated with the a�ne model has dimension 6 if and only if δ ∈ {1, 3} ; in
the opposite case, it has dimension 4.

Let us analyze more closely the �rst case ; the general case is considered in [HJC14].

1) φ̃ =
α

4
, i.e. δ = 1 . Then y(t) is a solution of

dy(t) =
α

2
dw(t)− λ

2
y(t)dt ,

i.e. y(t) is an Ornstein–Uhlenbeck process, and the potential V is quadratic.

Here
η(t, q) = e

λt
4
−λq

2

α2 .

From

y(t) = e−
λt
2 (z0 +

α

2

∫ t

0
e
λs
2 dw(s))

= e−
λt
2 (z0 + w̃(

α2(eλt − 1)

4λ
)) ,

(w̃ denoting another Brownian motion),

it appears that y(t) follows a normal law νt with mean e−
λt
2 z0 and variance α2(1−e−λt)

4λ .

For each T > 0, (y(t))0≤t≤T is a Bernstein process with µ0 = δz0 and µ1 = νT .
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The law of y(t) therefore has density

ρt(q) =
2
√
λ

α
√

2π(1− e−λt)
e
(−

2λ(q − e−
λt
2 z0)

2

α2(1− e−λt)
)
.

Whence

η∗(t, q) =
ρt(q)

η(t, q)

=
1

α

√√√√ λ

π sinh (
λt

2
)

e
(
−λq2 − λq2e−λt + 4λqz0e

−λt
2 − 2λz20e

−λt

α2(1− e−λt)
)

and one may check that, as was to be expected, η∗ satis�es (E ′V ).

2) φ̃ =
3α

4
, i.e. δ = 3.

Then

η(t, q) = q e

λ

α2
(
3α2t

4
− q2)

.

Let us de�ne
s(t) = e

λt
2

1

y(t)
;

then an easy computation using Itô’s formula gives

ds(t) = −α
2
e
λt
2 s(t)2dw(t) ;

in particular, s(t) is a forward martingale.

It may be seen that, in case X0 = 0,

Xt = e−λtY (
α2(eλt − 1)

4λ
)

where Y is a BESQ3(squared Bessel process with parameter 3) with Y (0) = 0. But, for �xed t > 0,
Yt has the same law as tY1, and Y1 = ||B1||2 is the square of the norm of a 3–dimensional Brownian
motion (see [GJY03]) ; the law of Y1 is therefore

1√
2π
e−

u
2
√
u1u≥0du .
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Therefore the density ρt(q) of the law of y(t) is given by :

ρt(q) =
1√
2π

16λ
3
2

α3(1− e−λt)
3
2

q2e
−

2λq2

α2(1− e−λt)

and

η∗(t, q) =
ρt(q)

η(t, q)
=

16λ
3
2

α3
√

2π
(1− e−λt)−

3
2 qe

3λt
4
− λq2

α2 tanh(λt2 ) .

For X0 6= 0, a Bessel function appears in the expression for η∗.

M. Houda and the �rst author ([HL19a]) have extended these computations.

E.7 Generalized Brownian Bridges

Let us �x T > 0 and β ∈ R. Mansuy’s generalized Brownian Bridge ([Man04]) X(β,γ,T,x) as the
solution X(t) of the stochastic di�erential equation

dX(t) = θdw(t)− β X(t)

T − t
dt

with initial value X(0) = x.

It is a Bernstein process for

η(t, q) := (T − t)−
β
2 e
− βq2

2θ2(T−t)

and
V (t, q) :=

β(β − 1)q2

2(T − t)2
,

an example of semi–classical potential.

Conclusion

The class of Bernstein reciprocal processes allows a study of its symmetries founded on its quantum-like
analogy. In particular, as suggested by Feynman, it should allow the construction of a dynamical theory
where those symmetries should play a role as fundamental as in classical mechanics. Although a lot of
progress have been made since [Zam86] much more should be done. Using the symmetries, how can we
de�ne a stochastic version of classical integrability? Such a notion should inject in stochastic analysis
key ideas of dynamical systems theory. For instance a stochastic deformation of Symplectic Geometry
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whose symplectomorphisms would precisely describe all transformations preserving dynamcal struc-
tures.

Since Schrödinger’s original problem is now regarded as a foundational aspect of Optimal transpor-
tation theory it is likely that, in this area also, those processes will play an important role as natural
regularizations of the traditional analytical ans deterministic approaches.
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