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Résumé

De nombreux phénomeénes peuvent étre modélisés par des processus stochastiques ou des pseudo-
processus (notion qui sera expliquée dans cette these) que ce soit en physique ou encore en mathéma-

tiques financiéres.
On s’intéresse ici a certaines équations aux dérivées partielles (EDP) reliées a ce type de modéle.

Afin de trouver des solutions a ces équations a partir de solutions triviales on peut chercher a en

déterminer les symétries.

En 1971, B. Kent Harrison et Frank B. Estabrook introduisent une méthode pour déterminer les
symétries d’EDP : se donnant un systéme d’équations aux dérivées partielles aprés un changement
de variables et/ou d’inconnues éventuel, on peut les exprimer comme I’annulation d’une famille de
formes différentielles. Un isovecteur est alors défini comme un champ de vecteurs de toutes les variables

préservant I'idéal différentiel engendré par les formes.

Ces dernieres années, plusieurs équations ont été étudiées a ’aide de cette méthode et les symétries
de plusieurs EDP ont été déterminées. Les calculs effectués dans tous ces cas laissent apparaitre un grand

degré de similarité parmi tous ces exemples.

Ainsi dans cet esprit, on a développé un cadre général pour le calcul des symétries avec cette
méthode. Des propriétés des isovecteurs suivant le type d’EDP et certains résultats sur I’algébre de Lie

des isovecteurs ont pu étre dégagés.






Abstract

Numerous phenomenons in physics or financial mathematics can be modelised by stochastic pro-
cesses or "pseudo-stochastic” processes (this notion will be explained in this thesis). Here the subject

will be some partial differential equations (EDP) related to this type of model.

In order to find solutions for these equations from trivial solutions, the determination of symme-

tries is efficient.

In 1971, B. Kent Harrison et Frank B. Estabrook introduced a method to determine the symmetries
of EDP : from a system of partial differential equations, after possibly a change of variable and/or a
change of unknown, it possible to express them as the vanishing of a familly of differential forms. An
isovector is defined as a vector field of all the variables the Lie derivative of which leaves the differential

ideal generated by the forms invariant.

These last years, several equations were studied thanks to this method and the symmetries of
numerous EDP was determined. The computations in all these cases leave appear a large degree of

similarity among these examples.

Thus with that in mind, a general framework for the calculus of the symmetries with this method
is developed. Propositions and isovectors depending on the type of EDP and some results on the Lie

algebra of isovectors have been obtained.
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Introduction

De nombreux phénomeénes peuvent étre modélisés par des processus stochastiques ou des pseudo-
processus (notion qui sera expliquée dans cette thése) que ce soit en physique ou encore en mathéma-

tiques financiéres.
On s’intéresse ici a certaines équations aux dérivées partielles (EDP) reliées a ce type de modéle.

Afin de trouver des solutions a ces équations a partir de solutions triviales on peut chercher a en

déterminer les symétries.

En 1971, B. Kent Harrison et Frank B. Estabrook introduisent une méthode pour déterminer les
symétries d’EDP : se donnant un systéme d’équations aux dérivées partielles aprés un changement
de variables et/ou d’inconnues éventuel, on peut les exprimer comme ’annulation d’une famille de
formes différentielles. Un isovecteur est alors défini comme un champ de vecteurs en toutes les variables

préservant I'idéal différentiel engendré par les formes.

Ces derniéres années, plusieurs équations ont été étudiées a I’aide de cette méthode et les symétries
de plusieurs EDP ont été déterminées. Les calculs effectués dans tous ces cas laissent apparaitre un grand

degré de similarité parmi tous ces exemples.

Ainsi dans cet esprit, on a développé un cadre général pour le calcul des symétries avec cette
méthode. Des propriétés des isovecteurs suivant le type d’EDP et quelques résultats sur I’algébre de Lie

des isovecteurs ont pu étre dégagés.
Organisation du manuscrit

Dans le premier chapitre, on explique la méthode et on définit les objets algébriques avec lesquels
on travaillera. Ce chapitre est aussi 'occasion de donner le résultat le plus général de cette thése sur une
des composantes des isovecteurs. Enfin un théoréme de ce chapitre permet de trouver les isovecteurs
pour une classe un peu plus restreinte d’équations seulement en résolvant deux équations. Ce résultat

permet alors des applications en physique.

Le second chapitre est consacré a I'ordre deux. En se limitant a un type d’équation d’ordre deux,
deux équations plus simples permettent alors de trouver les isovecteurs. On présente aussi dans la suite
de ce chapitre des applications aux équations qui dérivent de celle de la chaleur ainsi qu’a des équations

liées a la finance.
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Le troisiéme chapitre est l'article portant sur ’équation du modéle décrit par Frey qui est une
varainte non linéaire de I’équation la plus connue des mathématiques financiére : celle de Black-Scholes.

Cet article a été soumis a "Methods and Applications of Analysis".

Les annexes sont constituées de rappels ainsi que des deux articles écrits avec Paul Lescot "Symme-
tries of partial differential equations and stochastic processes in mathematical physics and in finance"
paru dans journal of physics, Conference Series et "Bernstein processes, isovectors and mechanics" ac-

cepté pour Geometry and Invariance in Stochastic Dynamics a paraitre chez Springer Nature.
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1.1 La méthode de Harrison-Estabrook

1.1 La méthode de Harrison-Estabrook

1.1.1 Le cadre

n+k
Soit M := J x O x R("2" )+ avec .J un intervalle de R et O un ouvert de R™.
On considére une équation aux dérivées partielles d’ordre k a n variables d’espace (£).
On note v : J x O — R une solution de cette équation.

On définit A = % etpour! € {1,...,k} etpour 61 + ...+ 6, =1, Bl(01,...,6") = 0w _ oy par

8(1?1 ...8(12"
(0,2,1,0) 5u L . .
exemple pour n = 4 B. = %Y. Pour simplifier les notations si 'un des 6; est nul on pourra
3 943943

- 0,2,1,0 .
Pomettre; ainsi par exemple B?(’ ) se note aussi B§213.

La variété M est appelée espace d’états; un point est alors noté (¢, q1, ..., qn,u, A, B1, ..., B(n+k>_1).

n

Définition 1.1.1.1

Fibré tangent

Le fibré tangent T'M associé a une variété différentielle M est la somme disjointe de tous les espaces
tangents en tous les points de la variété, muni d’une structure de variété différentielle prolongeant celle
de M.

Définition 1.1.1.2

Champ de vecteurs

Un champ de vecteurs sur une variété différentielle est une section du fibré tangent de cette variété

Définition 1.1.1.3

Dérivée de Lie
On appelle dérivée de Lie associée au champ de vecteurs N € T'M ['unique application linéaire Ly :
NIT*M — NT*M vérifiant les hypothéses suivantes :
— Pour toute fonction f différentiable sur M a valeur réelles, Ln(f) =N - f
— L est une dérivation de I’algébre NT* M c’est a dire, pour toutes formes différentielles o et
B, Ln(aAB)=Ln(a) NS+ aANLn(B), ou désigne le produit extérieur des deux formes
différentielles

— Ly et la dérivée extérieure d commutent.

Les calculs seront réalisés dans 1’algebre différentielle AT™ M.

On considére temporairement u, A = % et les Bl(01,‘..,9n) comme des variables indépendantes.
Soit v = du — Adt — Y| Bidg;, une 1-forme difffentielle.

On aalors da = —dAdt — Y1 | dBidg;.

L’équation (&) est équivalente a 'annulation de o, da et d’un certain nombre de formes différentielles

de degré au moins 2 notées §;, dd; ot j € N sur une sous variété de dimension n + 1.

On pose I =< a,da, §;,dd; >. Clest un idéal différentiel fermé de AT*M (d(I) C I).

15



CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

Lemme 1.1.1.4

Chaque n+1-forme de I peut s’écrire ac + zda + £ avec z une n-1-forme, § €< 6;,ddj|j € N> eta
une n-forme.
Ennotanta = > Gy ..xp A¥1. . . dxp, ON peut supposer tous les G, ., _u =
ie{1,....,n}
*iE{t:QL---ﬂnvuvAvBl:---7B<n+k)_1}
*iF*j pouriF£y
0.

7 . . . / ~ ! .
Démonstration: Sia., . ., ,. # 0, on peut remplacer acx par a’a ot ., = 0 en posant

KU

V{*la RN *7171} S {A,Bl, .. '7B(n1k)_1}’

/ —
a*l,...,*n_l,t = Gy, ko1t + a*ly---,*n—l,'U‘A
’ _ i .
a*l,...,*n,l,qi = Oxq,.%0-1,¢; + a*lvﬂ)*nflyuBl Vi € {17 e ’n}
/
et K1,k Asey,otp

car a = du — Adt — """ | By'dg; donc ainsi aa = da’av.

1.1.2 Les isovecteurs

Dans T'M, un champ de vecteurs s’écrit :

1—61 l_Z:'Lz_ll 0;

n k l
0 0 0 0 (01,-,6n) 0
-t 4 u A2 B - -
N=N'Z+> N 50 TN gt N AT D >, NE pyRCag
i=1 =1 6:=002=0 0n=0 l

Définition 1.1.2.1

‘ On dit que le champ de vecteurs N € T'M est un isovecteur pour (£) si Ln(I) C 1.

On note G '’ensemble des isovecteurs.

Remarque 1.1.2.2

G est une algébre de Lie pour le crochet des champs de vecteurs

16



1.1 La méthode de Harrison-Estabrook

Lemme 1.1.2.3
Soit N € G. Il existe une fonction F = Fn(t,q1,...,qn,u, A, Bi,..., BD) :

Nt = —F4

N% = —Fp

N' = F+AN'+Y"  BiN%
N4 = AF,+ F,

NBi = BiF, +F,

Remarque 1.1.2.4

Ce lemme est présent dans ([HE71], p. 657). 1l est utilisé dans de nombreux cas particuliers notamment
dans ([HJC14],[Les12],[LZ02],[LZ07]).

Démonstration: Soit NV € G; comme « est la seule 1-forme parmi les générateurs de I, on doit avoir
Ln(a) = Ea.
On pose F' = N |« ([HEZ1] p.656).
On a alors .
F=N"—AN'-> " BiN%;
i=1
or Ly(a) = N|da+ d(N]a) donc N |do = Ea — dF.

C’est a dire

~NAdt+N'dA-Y " NPidg;+ Y NUdB} = ¢(du—Adt— > Bidg;)—Fydt—Y  Fy,dg;—F,du—FsdA

i=1 i=1 i=1 i=1
n S S U B St
=3 FpdBi >N N Y Fyr.. oy dBO10)
i=1 1=2 61=0 6,=0 0, =0
En identifiant les coefficients on obtient :
dt : —N4 = —A¢-F
dA : Nt = —Fy
Vie{l,....n} dg . —NBi = _Bi¢—F,
Vie{l,...,n} dB: : N = —Fpi
du 0 = ¢—F,
Vie{2,... k}etV(fy,...,0,) telque by +...+6, =1 dB" ) . 0 = —Fyeom

D’ou le résultat souhaité

Corollaire 1.1.2.5
SiN'= N'Yt,q1,...,qn,u) et NG = N9%(t,q1,...,qn,u) alors N“ = N%(t, q1,...,qn,u).

17



CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

Remarque 1.1.2.6

Ce corrollaire est inspiré d’une remarque ([CP04])

Démonstration: D’aprés le lemme on a alors
Nt = —FA7 doncFAA =0

qi _— __ . R — L
Nt = FBidonCFBiB{_FAB}_O

et "
N“=F — AFy—) BiFp;.
i1
donc N = Fy — Fy = 0car Fag = OetN“% = Fpi — Fpi — AF ;i _Zyle{FB;‘B{ = 0car Fpipy =
Fap; =0. u

1.1.3 Des isovecteurs aux symétries de ’équation

Définition 1.1.3.1
On définit :

Jo={NcGIN'=N% =0 Vic{l,...,n}}

0= {N S Q\qu :qiwi(t) Vi € {1,...,n}}

Proposition 1.1.3.2

Jo est une sous- algébre de Lie de G.
Démonstration: Soient N € Jpet N' € Jo.

N, N']" = [N, N'](t) = N(N") = N'(N*) = 0

[N,N']% = [N, N'|(¢;) = N(N"%) = N'(N%) =0  Vie{l,...,n}

Hypotheése 1.1.3.3

— (Hp) :VN € g,
Nt = -5
(Cette hypothése sera réalisée pour (1.2.1.1)), et donc dans tous les exemples de cette
thése)
— (H2) : VN € G,
N = _wz(tv qi, - - . 7QTL)
(Cette hypothése sera réalisée pour et )

18



1.1 La méthode de Harrison-Estabrook

Proposition 1.1.3.4

Sous (Hy), O est une sous- algébre de G.
Démonstration: Pour chaquei € {1,...,n}, N € Oet N' € O,

[N, N']% = [N,N'](¢;) = N(N'#) = N'(N%) = N(qitbin (t)) = N'(githin (1))
d;ne din
dt dt
= qithin () Vin: (t) + GN Wi (8) — qbin: () hin (t) — @ N i (1)

= N%;n(t) + ¢ N — N'%apn(t) — ;N

D’ou le résultat.

Proposition 1.1.3.5
Sous (H1) et (Hs), Jo est un idéal de G.

Démonstration: Soient N € Jyet N' € G.

[V, N'](t) = N(N") = N'(N*) = 0

grace a (Hy).

De méme :

par (Ha).

Hypothese 1.1.3.6
(Hg) VN € Q,

N* :um(t7QI>"'7QTL)+l(t7q17"'aqn)

(Ceci sera vrai dans pourGBk_IBi =0 Vie{l,...,k—1} etdansdésqueQ = Q(t,q)
et R3131 = 0)

Lemme 1.1.3.7
Sous (H1), (H2) et (H3), en posant N* = [ 4+ um et N = I' + um/,
Ly = N(I') = N'(D) + Im — I'm

et
m[N,N/] = N(m') — N’(m)

Démonstration :
[N,N']* = [N,N'](u) = N(N"")=N'(N"*) = N(I')+ (I+um)m' +uN(m') = N’ (1) = (I' +um’)m —uN'(m)
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CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

Définition 1.1.3.8
Sous (Hs) , on définit :

J={N€e€GIN'=N%=m=0 Vie{l,...,n}}

H={Neg|l=0}

M = {N € H|m = c avec c une constante} (cet ensemble est Jy dans [HJC14])

K=0nN%H (ilestaussidéfini dans [HL19] par Ky)

Proposition 1.1.3.9

Sous (H3), H est une sous-algébre de G. On nomme H, I’algébre des isovecteurs.

Démonstration: Pour N € Het N' € H,

[N,N'|“ = [N,N'|(u) = N(N"*)-N'(N") = Ntum;—kz Nqium;i—kumm’—]\f'tumt—z N'%umg, —um'm
i=1 i=1

Ainsi Iy n = 0 et alors [N, N'] € H; donc H est une sous algebre de G. |

Proposition 1.1.3.10
Sous la conjonction de (H1), (H2) et (Hs), M est une sous-algébre de H.

Démonstration: Soient N € M et N’ € M, d’apres le lemme my,n1] = 0 etalors [N, N'] € M;
donc M est une sous algébre de H. ]

Proposition 1.1.3.11
Sous (Hy) et (Hs), K est une sous-algébre de G.

Démonstration: Comme O et H sont des sous algébres de G. [ |

Proposition 1.1.3.12
Sous la conjonction de (H) (H2) et (Hs),
— J estunidéalde@.
— 7, I CITNH.

Démonstration: — Soient N € Get N' € J.
Par (H;) et par définition de J [N, N']* = 0.
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1.1 La méthode de Harrison-Estabrook

[N,N'|% =0 Vie{l,...,n} par (Hz) et par définition de 7.

Par le lemme my,n1] = N(m') — N'(m) = 0.
— Soient N € J et N' € J.

Comme 7 est un idéal c’est une sous-algébre donc [N, N'] € J.
Par le lemme|1.1.3.7, Iy, n) = N(I') — N'(I) +1im' — I'm = 0 donc [N, N'] € H. [ |

Définition 1.1.3.13

Symétrie

On appelle symétrie de I’équation toute application qui transforme une solution de I’équation en une

solution de I’équation.
Sionnote « le parametre de la transformation générée par un isovecteur N € G il existe une application

TN,a : (t7QI7"‘7Qn7u7AaB%7"‘7B{L) = (touqloca“ . 7qna7ua7Aa7Blla7” . 7B{La)

Onnote vy o I'application qui transforme une solution u en uy etonauy (¢, q1, - .., qn) = v(tas Qias - - - > Gna)
On note alors T o (u) = v.
TN, (u) est une solution de I’équation pour tout o donc les Ty, sont des symétries de I’équation et
(Tn,o) est un groupe a un parameétre de symétries de I’équation.
Ona

Ua = TN,o (W) (tas Qlas - - > Gna)-

On note dz;];,a () ja—o = S(u).
S est le générateur du groupe a un parametre de symétries (T q ).
SiNeH(=0)alors T, = eNetS=N ([HJC14], [LZ07] dans lequel il y a une erreur de signe).

La transformation

N—N

est donc donnée par N (u) = —Nt% - qug—; — = Nq"(%; + N
Proposition 1.1.3.14

Sous (H,), (Hy) et (Hs), 'application N — —N est un morphisme d’algébres de Lie de H dans
AT*(R™TL).

Démonstration :
[N, —M](u) = [N, M](u) = N(M(u)) — M(N(u))
Or
M) = =N'G(-M G = Ly MO umar) = 55y N (5 (M Gt = Mo uman)) + mar ()
Nt@g/tl %7;+NtMtdt2 +Z¢ tha]\{;[tqt Ou +Zz 1NtM NthletliN amM+

o (’)qu [é) i
Z quMtaq gt Zj:lZi qu 0q; [‘)(Z_FZ] IZZ quJMq th?qL _Zj qujimM

o t O n i O
723 1 N%u g;M —myM'GE =3 my M1 8; + mympru
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CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

[N, =M](u) = N(M(u)) - M(N(u))
_ (Ntaé\é[f Mt@é\é ) ?+Z?:1(Ntazgft% +Z?:1 quaan:i 7Mt013f7? 72?:1qu aé\éji)
—ulNmpr +uMmy
= [N, M]P G+ 320 [N, M]% 5 — wmpar, )
= —[N, M](u) |

1.2 Le résultat général

Des équations aux dérivées partielles d’ordre 3 ou plus se présentent dans de nombreux modeles d’élas-
ticité linéaire : flexion et déformation de tiges, vibrations des plaques associées a diverses conditions

aux limites.

Cette classe de problemes de valeurs aux limites trouve de nombreuses applications, par exemple dans
la modélisation de la déformation des voies ferrées due aux contraintes, les rails étant liés a la plate-
forme; ou dans I’étude de réseaux de poutres modélisant la construction de systémes de plancher pour

batiments, ponts et navires.

1.2.1 Cas général

Soient (01,...,0,) € R" tels que 61 + ... + 0, = kavec k € R, Qy, )» T et R des fonctions C*°
définies sur M.

On considere, pour l'un des Qg, ... 9,,) 7 0 et T 7# 0 une équation de la forme :

1
k k=61  k—=>_1_ 6
(6,....6!

yeensOl) 01,....0n n
gkn E E E Q(Ql, 40n) ( ydly -5 Qn, U, B( ! ))B](g ! )+T(t,(I1»---anU»Bl
=002=

+R(t,q1,...,qn,u,B( v ’GI)) =0 avecl € {1,...,k} et0] + ...+ 0], =l quelconques
(1.1)

Théoréme 1.2.1.1

Pour (Egkn), on a:
N' = N(t)

(C’est a dire que (H1) est vérifiée)

Démonstration: On a

a=du— Adt - _ Bidg

i=1
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1.2 Le résultat général

da = —dAdt -~ dB}dg;
=1
On pose
no k k=0 POy
v = (TA+R)dtdg ...dg,+Y Y > ... Z (=)' Qo,.....0ydtdB 0 qgy L dg . dgs,
1= 191 002 0 971
B ):dtdBl(al"“’Q")dql...dq}-...dqn—( 1)L Bly St b0 g, L dgy, pour 1 € {1,... k—1},i € {1,...,n}
g, ., = (DBt dtdgy L dgy pour i€ {1, k= 1}, € {1,...,n}
On a donc
Uol—6 =200k
dy = AT, dudtdgy .. dg,+>_ > . > ZA 1o o dB 0 didg . dga+TdAdtdg; . . . dgn
61=006-=0 6,=0 =
-0, 1277 101
+ R, dudtdg, ... dg, + Z > Z ZR 1o dB 0 dbdgy . dg,
6,=060>=0 6,=0 =1
-0, -S040 n
+ Z S0 Y S )T Qo) dasdtd BT dgy g dg,
61=0605=0 0,=0 =1
-6, S0
+ Z S Z ST (-1D)1Qa... 0 dudtd BT dgy g dg,
61=0605=0 0,=0 =1
-6, =070 o0 k1 1-0, 1=Xr5te)
1 (05,...,07) (01,...,0:—1,....0) N
+Z Do D DD > Z (D7 Q0s00) oy, @By B da....dds...dgn
61=002=0 6,=0 =1 = 10&—00’—0 l
Uol—0, 1=k
= AT,adtdqy .. .dgn+» > .. > ZA @ en)z )'dBi 1 o, 0, ~Tdadqy ... dg,+Ruadtdg, ... dg,
6,=060-=0 6,=0 =1
Uol—0, I=X06 g Uo1—0, I=X01560 g
DD ZRBM ,,,,, emZ VBt oot D D D DD TR0, B2, 0)
61=0062=0 6,=0 = 6,=065=0 6,=0 =1
-0, =750 n
+ Z S0 Y S )T Q.0 adtdBY T dgy g dg,
01=062=0 0,=0 i=1
-6, "*Gzn koo -6 1=3rnte;
1 1 (G 07.) ni
+Z > Z )P DI Z Q) oty BB By
01=0 02=0 0,=0 i= 1 =1 6=004=0
U o1—0, 1=X0560 p ko1 10 - 10’
. i—1 (01,-.,0i,..,0n) 7i
)SDIIED DI YD S D SIS Z Qs gy B Bi 1.0y
61=00;=0 0,=0 i=1 1=1 0,=00,=0 6,=0
(Eg.k,n) est équivalente a I'annulation de ces formes.
On pose I =< a,da,%ﬂjwl """" . ),db’;(s ey > avecj € {1,...,k—1},i € {1,...,n}et(b1,...,0,) tels
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CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

que Y7, 6; = I. I est bien un idéal différentiel fermé car dv € I.

Comme 7 est une (n+1)-forme, on doit avoir

Jj j—61 szlmn

oyt
7=16,=065=0

. . s =l
avec a = ardt + Y ;. as;dg; + asdA + Zélzo ZéFga .. Z?)HZZO’"ZI > E?Zl

7
1-forme bJ(e ..... oy 9 et z des 0-formes. (1.1.1.4)

+ zdo

une
(01,---,0m)

a57i7deJi-

En identifiant les coefficients :
Pour k # 2 et (0y,...,60,) fixé:

dqy - .. dqnalB,i_1

dudB,i_ldql ce quz ce dqn

dBYdBL_ dq, ...dd; ... dgy

dudBLdB:_ dqy...dg),...dd:...dq,

Ainsi on pose

Ona:

(TA+ J%)J\ffgi_1

+(71)i71
(=)' Qay.....0,) N
(=D)""'Qo,,...0.) N4

NYy=—Fus=0

Qo,,....0.) N,

= Yoli(-

= O04(5,k-1,0),(2.0),...

= (=D'Biagy), . @i)....2m).(5.ik-1)
= (_yj_la(2,1),2...,(2:i),...,(2,n),(5,i,k71)
= =D B{a4,(5,k—1,i),(2,1),...,(Q:j),....,(2”,i),...,(2,n)

+ Z?:Hl(_l)n_l

By (5 k—1,0),(21) o (225) s (Z28) o (2am)
D" BTG5 1) (5, k1,00 (2,1) o (20) o () (21)
+ 3 ()T

A(5.1),(5,k—1,i),(2,1),...

B a5,1),5,k—1,),(2,1),00, (25,0 (Z30),,
(2m),.(20),...,(2,m)

(235),0(259),4(2,m)

F= Af(taQ7uvBl) + €(t,q,U,B1)

Aussi N;i = — B! N! donc en différenciant par rapport a B ona N = 0 et N; =0.

Dot f = f(t).

Pour k = 2et (64,...,60,) fixé:

dqy . .. dqndB{

dudBidq ...dg; .. .dq,
dAdBidg, ... ddi ... dgn

dBYdBidg, .. .dd; . .. dg,
dudB${dBidq,...dgy,...dqg;...dg,

dAdtdg, . ..dg; .. .dqn

dudAdqy ...ddq; . ..dgy

(=)' Q,,....0.) N,
—(TA+ R)NJtBi'
(—1D)"'Q,....0.) N,
(*1)1'7162(01,...,9”)

( )z 1Q(01, W tf‘

0

0

(-1)(TA+ R)N¥
+ Y (F1)'QiN
0

24

(—1)'Biag,, .
H(=D)"201), (@)@
(71)i71a(2,1),“.,(_271'),...,(2,71),(5,1’,1)
Z;;ll(71)n72B{a4,(5,17i),(271),‘..,(2:]’),...7(2:i),...,(2,n)
+ 2 e (CD)
Z;;;(_1)n_QB{na(5,1),(5,1,i),(2,1),...
+ i (D)
A(5,1),(5,1,0),(2,1),..,(2;m) ., (204),....(2,0)
(257),-5(258)5...,
(_1)7114“4,(2,1)...(2“,1)...(2,n)

A(238),0.,(2,m),(5,4,1)

Biay (5.1.6),(21) (20 (Z) (i)
(2,m),.,(258),...,(2,m)
B{na(f),l),(f),l,i),(2,1),...,(2,971),...,(2:7,'),...,(2,71)
Ay (5,1,0),(2,1),..., (2,n)

T2(2,1)...(204)...(2,n)

Ay, (2,1),...,(20),..,(2,m)



1.2 Le résultat général

Niy=—Fasa=0
Ainsi on pose
F= Af(ta q,u, Bl) + e(tv q, U, Bl)

6
On a d’autre part N%' = —Fpig=—fpi =0et Nfl =Bl f.,+ T
Alors 2 1) 24y (2,n) = ZZ:1<_1)i+1Q(91 ..... On)(Blefu + fa0)
Ainsi (=1)'Qo,....0,) fa = (=1) ' BiQo,....0,) fu + (=1)" X5_1 (=1)Qqo,....0.) (BY fu + fao)
On différencie par rapport & B{ pour # # i ona f, = 0.
Par suite f,, = O pour tout¢ € {1,...,n}.

D’ou f = f(t).

Corollaire 1.2.1.2
1l existe deux fonctions f(t) et e(t,q1,. .., qn,u, Bi,..., BY) définies par f = —N'ete = N* —
>y BiN®.

Ainsi

N'=—f

N = —epi pour tout i € {1,...,n}
n
N“:e—ZBieB{
i=1

NA:A6u+Aft+et

NBi = Ble, + e, pourtouti € {1,...,n}

Hypothese 1.2.1.3

(Hy) : On suppose que pour toutl € {2, ..., k} et pourtout (01, ...,0,) tels que d la fois01+. . .+6,, =
let®; =0oul pourtouti € {1,...,n} alors Bl(el"""g") =0

Lemme 1.2.1.4
Sous (Hy),Vl € {1,...,k}, les NP! ne dépendent que de N*, N©',. .., N et N*,
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CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

De plusona:
0516 9/_,’_1‘“9/ 0’+1...0’ 9/1...9;. .ol
NB = N +Z BHM eB{qT—i—Z BHU {epi,+B] N
- Z 0,
s 1 =1
0 4+1..6,, 0,+1..0), 0/4+1...0/,
>y Z > By Z Bl equﬁZ B ey,
1 1 2
s=1¢"—06 =0 0,,=0 oy =4
05 +1..0, 04 +1..07, B41..6,,
J ,
+ Z l+1,y 2 zeBlBl Z BiB l+1 J €Bju + Z B Bl+1 i eB;u
=1
T#J Z#J
(1.2)
Démonstration: Comme pour la démonstration du théoréme|[I.] on pose :
n
a=du— Adt — > Bjdg
i=1
n
da = —dAdt — ) _ dBjdg;
i=1
Alors on peut poser :
n k k—61 k— Zn ! 0;
i 0 —1,.,0, .
v="Tdudg, ...dg,+Rdtdg, ...dg,+Y > > ... Z (~1)71Q dtdBy ;T dgy L dg; . dg,
7=16,=065=0
0.0 0;,...,0%, . (67, sees0)
Bl = atdB" " dg, L dgy . dgn + (—1Y By dtdq, . .. dgn
pourle{l,....k—1},61+... 40, =1, €{1,...,n}etI'undes 0, > 2desquel > 2

Méme en changeant ce 7, les formes engendrent toujours le méme idéal car en notant ; ’ancien et - ce nouveau,

onay, — v = —Tadq; ...dg,.
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1.2 Le résultat général

On a alors :
/ ’ ’ I (6, ,:L) R
N0y = dNtaB " dg L dg; .. g, + dtdNET T dgy Ldd; ... dgy
]_1 ’ ! n ! /
+ 3 dtaB" " dgy AN L dgy . dg + Y dtdB " dgy L dg; .. AN dg,
r=1 r=j+1
X (9’ ..... 63-}—1 ..... GLL) ’ ’
(—1)7 N B dtdgy ... dgn + (—1)7 BEY 9T iNg,  dg,
- 0!,....0/+1,....0/
+ 3 (-0 B T dkdgy AN dg,
r=1
k—1 s s—0"4 ZW 19 ron
@t D Y S ST gy e de (1)
5=16",=00"3=0 07,=0 i=1
En identifiant les coefficients on obtient :
Beiw% ) )
dtdq: ... dgy 7Nq]‘l = (71)]+1Aa(2,1)...(2,n)+(71)jRg
5729”
O5+1...0, = "
n r Z ] 91
+ZBz+1 NG 5 Z Z Z )y
s= 10// ’
+NBfi'1"6j+l"'8;L +Z(71)n+g‘—i+13ia )
- 1,(2,1)...(2,i)...(2,n)
0.0, +1..0/, =
_Bl+1 ! ft
dq1 dqndu 0 = a(g,l)m(g’n)—TAg
) B gl 016l i
dtdgqy...dg;...dg,du —N, 't +B, '‘N& = (-1) +]al,(2,1)...(2:7,')..‘(2,n)
i=j
9” ~ Bgl _ 9//
dtdB; dq...dg;...dg, —fi +NB§,, = —Aa(57s,0//)(271)__4(2%)“‘(27”) +05,+ (=
s#1ou 8’ #i i=4,0" =0' l=s e
r j—i— i i—1 _
+ Y NE A (-LTING 2 (CUTBIay 5 gy 21). (2.
r=1
i i£i.0" =0 |—s
#3,07=0",1
i= jO”-Q’l s
1—1 0 +1.. 941 3 n n—r r
+(-1) Bl+1 Nq Zr:i+1(_]‘) +1Bla1(5’5,9”)(2’1)”.(2:1-).“ R
1" 821
(4 o . _
dB; dqi...dq;...dgndu 0 = 05,507 )21, (54). (22m)
s#1 ou 8" #i
dtng dqrdgrdgidgndu (_1)n7T71NST+(_1)nﬂN5i = 01(5,5,0")(2,1)...(27)...(2:4)...(2,n)
s#1ou 8" #i,r i=3,0" =6",s=1 r=4,0""=0",s=I
dtdBY dqidgidg,dg,du = (=1)"""TING 4 (=1)""NE = Q) (5,007 (21). (i) (20 (2)

s#1ou 6" #i,r r=45,0"" =0",s=I

i=4,0"" =0’ s=I
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Alors on obtient :

0} ...0%+1...6/
1---05+
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.0 0].. 0)...0%...00
B n B/l 0,+1...0/, g 04 +1...0,, s a 4 BiNE
NBi N, —§ :BHL] N ZBHJ BiNZ% + BIN,
n—1
1"
-3
S
0 +1...0,, 0,+1...0, 0/+1...0!
" n Qr n qL
>y Z > N ...g+ZBl+1y N; ZBZHZ N;
71 "_ . " _
s=1¢7 =06} =0 0!/ =0 r=1 i=1
n
LO4+1...0, 0/+1...0/
] 1 07 2 qL "B n NTqr J n N qi
+Z(_ Bz+1 Bz N + E :B I+, Ny _ZB Bl+1z N
i=1
T#J z#]
n—1
1"
k—1—29i
1"
n k—1 k_l_al i=1 1" "
i b 1.0, ;
> (1B Qig+ (—1)/(TA+ R)g
i=19'=0 6,=0 0,, =0
Mais comme ’équation donne
n—1
kflfzei
1"
n k-1 k—1-6; i=1
.0; +1...6,, ;
)IDINDS S sl Qi+ (-)(TA+R) =
i=1g’'=0 6,=0 0, =0

et que N1 ne dépend que de N, des N9 pouri € {1,.

tous les NBl .

.,n} et de N*, par récurrence il en est de méme pour

Etona:
0% ...0%+1...0/ ’ ’ 0%...0]
g% n O5+1..0), 05+1...0,, j g
N7 Q7l + ZBlJrl 7 erQr + ZBl+1 J i BL B N
- Ze
. o = 9 1..6" 0)+1...0,,
- n 0/+1...0,
22 Z Z Bl N —ZBM,J qr+ZBl+1z ¢5ia,
s=1¢7=06, =0 ,#J 77&7
- 9 +1...6/ - 0)...0%+1...0,,
4 S T j 0;+1...0,,
+Z(— l-l—l,] B2 Z€B7B1 ZB’{BH’I‘L]} eBru +ZB Bl+1z eBi'u (14)
=1 = i=1
2] i#j [ |
Corollaire 1.2.1.5
Sous (Hy), (Hs), (Hs) et (Hy) Uapplication
H — H
N — N
est injective.
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1.2 Le résultat général

Démonstration: D’aprés le lemme précédent et comme N4 = AF, + F}, sous (Hy), (Ha), (Hz) et (Hy), on
obtient N4 = Am +um; + l; + Afy — Y5, Biw.

Ainsi ona N = N’ si et seulement si N = N'.

1.2.2 L’équation avec le bilaplacien

L’opérateur bilaplacien joue un réle fondamental dans la théorie de I’élasticité et la dynamique des
fluides.

On considére alors I’équation

9
() : ai; = MAZu(t,q1, .. qn) (1.5)

C’est un cas particulier de (£, 1 ) pourlequel k =4, 7 =1,Q = —Aet R =0.

La méthode des isovecteurs permet ici de trouver les symétries de cette équation comprenant n variables

d’espace.

Relier ceci a des processus aléatoires sera I'objet de la partie [1.3.6]

1.2.2.1 Calcul des isovecteurs

Par le théoréme (1.2.1.1) on sait que
N' = —f(t)

et par le lemme (1.2.1.4), pour tout i € {1,...n},

Nqi == —eBi',

n
Nu — Q—ZB%GB?
=1
NA :Aeu+Aft+et7
NBi = Bieu—i—eqi
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CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

et pour tout [ € {1,2},

39/1.4.09+1...9,’n Be’l 9,+1 9/ 9/+1 9/ 9/1 9/ 9/
NPi+1 = qul —|— E Bl+1j eBrq, + E Bl+1j leB’ -|—B N
n—1

— !
Z Z Z Z Bs+19 ' +1..0 "1 On ZBHLG’H 0, BB;qﬁ-ZB LOL+1..6),

J I+1, €Rig;
=1
s=1¢"=06) =0 0y =0 T# #]
n
Bi+1..07, L0510, 0/41...0,
] "B 7 )
+§ :( 1) Bz+1,j 2163231 E BB l+1j “epru + E B BH“ “epiy, (1.6)
i=1 i=1
r#] i£]

Pour rappel I'équation (£) est annulée par :

a:du— Adt - Bi'dg

i=1
v:Adgq ...dg,dt + X Z B3ldq1 .dq; ... dgndt
=1
+2A0 N (~1)idBy ¥ dgy .. ddi .. dgadt + )\Z Z 1)/dB>Y dgy ... dg; ... dgndt
=1 j=i+1 i=1 j=1i+1

Pouri € {1,...,n}:

B BYdg ... dgndt + (—1)'dBidqy . ..dG; . .. dgudt

B3t : BYdqy ... dgndt + (—1)'dB3dgy ... dg; .. . dgndt

Pourje{l,...,i—1,i4+1,...,n}:

AL B dg, . dgndt + (—1)'dB¥dq, ... dj; . .. dgndt

da : —dAdt - dBjidg;

i=1

dpt : dB3dq, . . . dgy,dt
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1.2 Le résultat général

dB3t - dB3'dq, . . . dgpdt

BL . dBY¥dq, ... dgndt

On souhaite

(01’ }037 ’0 (917 ’937 7971,)
b, B, + gdo
1

>

1—64 n 191 n
01=062=0

2
Ly (7)—aa—|—zv+z
=1 977,_0 ]

C’est a dire :

N4dqy ... dg,dt+ ) (1)1 AdN%dqy ...dg; .. .dg,dt + (—1)"AdN'dqy . .. dgn+

n n i—1
SN dgy g dgedt + 0> (<1)FININUdBSidgy . . dd; . .. ddi . . . dgndt+
i=1 i=1 j=1

Z (-1 I\dN%dBj'dq; ... dg; ...dd; . .. dqndt+z(—1)"+iAdNtdB§*idq1 c.ddi ... dgn+

n n . 1,2; n n =1
> (1)'AINPsdgy . dgi . dgndtd YT D (-1) VP AAN®dBy ¥ dgy ... ddy, ... dd; . . . dgndi+
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 k=1
> (—1) T INAN®dBY g, . . . dd; dqndt+z Z 1" MNIN'dBy ¥ dq . .. dd; . . . dgn
=1 j=i+1 k=i+1 i=1 j=i+1
n n ) 2,15
+ (=1)?AdNBs" " dgy . . dqndt+z Z Z 1P AAN®dB2 Y dgy ... dy, . .. dg; . . . dgudt+
=1 j=i+1 =1 j=141 k=1
> ST (1NN ®AB Vdgy .. dd; . ddy . dgdt+Y Y (1) HAINAB dgy ... dd; . .. dg,
i=1 j=i+1 k=j+1 i=1 j=i+1

= adu — Aadt — Z Blladg; + Azdq, ... dgndt + Z 1)i\zdB3idqy . . . dg; . . . dg,dt+

i=1
SN (~1)NzdByVdgy .. dg; .. dqndt+z Z 1 \zdB3"dg, ... dg; . .. dg,dt
=1 j=1+1 =1 j=1+1

-6 l2719zn

2 l
DI I I Z Syl 0 g0 G0 4o, dg; .. dgdt

=1 60,=002=0 =0 =1
2 11—, 1-X05'0 " : n
[ARRS) ’Lv 2l ’ﬂ 0 I8 ,0 + 7-~~,0n 11
Sy 5. )1 B Jdgy ... dgpdt—gdAdt—Y " gd By dg;
=1 6,=002=0 0,=0 i=1 =1

ol a est une n-forme, g est une (n-1)-forme et 2, b; sont des 0-formes.
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CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

Par[l.1.1.4 a4, = 0.

Aussi des que dt et dB{dqi ne sont pas présents ou que dB3dBj , dBs ou dBs le sont, alors a,_ . = 0

en considérant d * . . . d * du.

Par dB3idqy . ..dq; ... ddi . .. dg,dtdBi pour j < i, (—1)"F+i+1 e pipi =0.
Par dBlidq ...dq; . ..dg; . .. dg,dtdB] pour j < i, (—1)"TiHitl e pip = 0.
Par dB3'dqy ... dg; ... dd; . .. dg,dtdBi pour j > i, (—1)" T+ \e i = 0.
Par dBsidqy ... dg; ... dd; ... dg,dtdB] pour j > i, (=1)" "+ e ; ; = 0,
On pose

n
e=s(t,q1,. .., qn,u) + ZBiwi(t,ql, ey, W)
i=1

Par dq; ...dg,dt on a:

st > ABwi b Afire- " Awy—Af= Y ANET ST ST BTy S g -

=1 1=1 =1 =1 j=1+1 =1 j=14+1
ll@llzllzn

n
—Aaql...qﬁZ(— " lBl Agy...gi...qut T AZ— ZZ Z Z Z )" 1Bli11’ e ,9n)b§91,...,@,“.,0n)
i=1

=1 6,=060>= 0,=0 =1

34 1 2;
Pardgy ... dd; ... dgndtdu ona (—1)"+i Awi + (—1)"H AN, +2 (= D"HANDS = ag i ant-
Par dBS'dq ... dg; . . . dgndt,
22]
( )\N 3L +Z Z 1/\11}] l 1)‘f +Z )‘N 3L
37574 j#i
n
_ n ind B n—j+1 i L
B Z Bla ??:ZQL"QJ---%---Qnt Zl( 1) B B3 q1---q1---q7...qnt + ( 1) )\Z
=it

Or ngidql ...dqj...dg; ...dgndtdudonne (=1t = g

donne (—1)" i \wi, = a

etdBydqy ... dg;...dq;. .. dg,dtdu

Bg ‘11~--qu~-~‘Iz---Qnt

Bg QI---‘h---QJ---Qnt

Aussi pour j # i, par dB; ldql e dg ... dgpdt,

i B3Z i . 12]
(_I)ZANB;SQZ + Z(_l)l 1/\w§k + (=D + (=1 AN g
ki
i1 .
= k k+1 .
- ;( )" By B2ty it kz (—~1)n=kr1pE Qpiig i ot T (—1)iAz
- =i+1
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1.2 Le résultat général

Or dBy2dqy ...dd; ... dgi ... dgndtdu donne

()™ Dl =a
B3 ql.‘.qj...qi...qnt

et dBy 2dq, ... dg; .. .dq; . .. dgndtdu donne

(_1)n+l+])\wi = a _i2j
B3 “q1...Gi-..Gj---qnt

En égalant les deux expressions de z on obtient

Bal' 121
NB§1 + Z N 37, Z N 7,2] + Z N 7,2; (17)
JF JF JFi
B B””

Par dBidq ...dq; . ..dgudt : bt = (—1 )Z)\(NBI +2 4N Bi )

125

Par dB2dqy ... dg; ... dgndt : b2 = (—1)IA(N? et Jrzﬁéz N7 ’)
. . 27 N i 7 B i Bﬂk
Pour j # i, par dB2ldq1 coodd; ... dgpdt b;l = (—1)’)\(N 3 + Zk#l )
Ainsi
n 34 Bi%
I DA DY B LIS SERRTD DL D DA ST
J?él J#i J#i i=1 i=1 j#i
n .
. B3l . 22]
DILIVAE 9 DI 3 SCHED IHBED 9 SUY £ 9y
=1 =1 j#i J#i J#i
z?k
S IR D o ST
i=1 j#i Ba k#i By
Or

n n
NP = Bisu, + Z BiB{wly, + sqa + Z Blwj,, + Y Biwj + B3 Bjw,
7j=1 7j=1 r=1 r=1
n
+ (BY) suu+z B})?Blwl, + Bisgu+ Y _ Bi{Biw), + B3 Bjwl + By'w!, + Bj's,
j=1 j=1
n ) ) ) n ) n n

+) BYBlwl - > Biwj +> Biwj —» BiBjwj + Z BiBZ

j=1 r=1 = r=1

r#i r#£i

r=
r#i r;éz
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CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

n n
NP = Bls"‘h‘h+z BZB uq qz+3qzqzqt+z B q a qf"z B%ngrq1+z BS%B{quf’_(BDZSW%
r=1 r=1

J=1 J=1
+Z (BY)2B{wl,, 1sq2uql+z B{B{wl, . +B3 Bjw, +B3w} o +B3 su, +ZB ZB wh o
'r;éz
n
EY B =3 BB S BB w4 B 43 BB Bt Y BB,
r=1 r=1 7j=1
r;tz r;éz r;éz
n
+3qzq,u+ZB qqu+z B%Z q U+ZB21 Twuu—i_(Bl) SUUU+Z Bl B uuu+B SQzuu_'_ZB]B uqu
j=1 r=1 j=1 j=1
. . . . . . n . - . n . n .
+B%ZBiw1Zm+B%Zw¢z}zu+B§ZSuu+ZB%ZB{wZLu_ZBQQZ qru_'_z _ZBTB uu+ZB%Bgrw2u)
= r=1 r=1
r#i 7‘7&7, 7‘7&1 r#i

n
+B22 (SUQz+B uq +ZBJ uq +wqq +B U}L+23i8uu+1(31)2102“%—223{3{20%“-}-8%11

j=1 j=1
n
+ Biwl, JFZ:BJ o +2B3wl, + Y " B wp) + Zw +ZB{w + Bjwl, + wl, + s,
v";i
n . n n n n n
+Y " Blwi=> wr =" Bl +Z BY'(w! +Bjwi) Z Bitwy +> " Bf"wi =Y BB wi+> | BiBi w),
=1 rii 'r;i ];&z r;éj 7;‘;21 T';;'Ll ci'}
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1.2 Le résultat général

n n
BZz] . . 2 N2
N7 (Bisuqz-qf“E B 1 Wagoq; +Saiqia; + E :B Wasgig; T § :B We,q;+ E B2zBIquj +(B1)” Suug
r=1 =

n n
+Z(Bi)2 IwZqu +Bi8qz'uq]'+2 BI i uq qj +BQ ’LU +B q qj +B? Squ +Z B%ZB uq ZB Q7QJ

r=1 r=1
7‘;&2
+Z B2 i Z B|B%' Wg, +Z BiBgTwij )+Z Bglngr+z ng B{wfmqu lsquU+Z B! 1 Wyg,utSaigiu
r;ﬁz 'r;éz rjéi r=1 r=1
n n n
+Z Biwy, U+Z B3'wy o+ By Biwi, +(B) suuut Y (B1) Bt} +Bisquuty | Bi Biwg,+B3 Biwy,
r=1 r=1 r=1
A A n ‘ n n n
+B3’wziu+B§’suu+Z By Bjw;,—Y  By'wy ,+» By wy,—Y  BiBy'w,+Y  BiB3"wl,)+B (Bjw),+w),
r=1 r=1 r=1 r=1 r=1
r#i r#i r#i r#i

n n n n
+B§iwi+(Bf)2w%u+Binqi+B§iw£—B§iw%)+B§l] (Z w;—l—z B{wZ—FBinﬂ—wéﬁ—su—l—Z B{U’Z—Z wy,

r=1 r=1 =1
r#i
n
_ZB + B27’J w +B Z BQUw +Z B2zr r Z Br QZ]w +Z B]B2zr
7;;11 T#z T#J 7‘?5] T#J T#J

En différenciant li par rapport a A on obtient : —4wéi + fi — 2Btw!, = 0 donc en différenciant par
rapport a B! on a
pour touti € {1,...,n},w’ =0

et par suite

ft = 4wéi

Or f = f(t) doncpourtouti € {1,...,n}etpourtoutj € {1,...,¢i—1,Gi+1,---,qn} wthi = wéiqj =
0.

Ainsi

n
21 ; . . .
NP2 = Blsug + 540 + Z B{w + Z B% we, + (B})?Suu + Bisgu

n
B2Zw .+ Bis, — ZB%W

n

2r, T

qr + B2 in
k2

r=1 r=1
r#1 r#i
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CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

n n n
B3t _ i J, g i\2 i 2 o, T 3i, r
N7s = BISUQiQi+SQiQiQi+§ Blwqiqiqi+(B1) Suug; +B1Squq;+B3 suqﬁ‘E :B2 wqiqi+§ Bg We,.
r=1 r=1

—
J r#i

n
+Bj (Bi3uq¢u+3q¢q¢u+(Bi)25uuu+Bi5qiuu+Bgi5uU)+B§i(Suqi +23{3uu+3qu)+B§i(Z wy, +w(i]i+5u

r=1

n n n n

. r 2900 G\ Z 3i. r Z 2ir 7
g wg, ) + E B3 (wy,) B3'wg, + ) B3 w,,
r=1 7j=1 r=1 r=1
r#i i r#j r#i

r=1 r=1

n n n
B2 L ror i\2 i 2 2 2ij p
N7 = BISUQin+SQiQin+§ Blwqiqiqj+(Bl) SUUQj+BISQiUQj+B2 Suqﬂ‘i B; wqiqj+§ :B3 Wg,.
=1
rH#£i "

n n
+B{ (Bisqu"‘sqiqw‘F(Bi)23uuu+BiSqiuu+B§iSUU)+B22] (+wgiQi)+B§ZJ (Z w; +wéz~+3u_z w;)
r=1 r=1

r#i
n n n
2rj 2i§ 7 2ir, T
+ E B3 (wy,) — E B3"w, + E B3 wg,
r=1 r=1 r=1
r#i r#£j

r#j

On reprend alors (1.8) pour A = 0 et on différencie par rapport & Bi B} pour obtenir s, = 0.

Ainsi on pose

S:um(t7Q17"’7Q’n)+l(t7QI7"‘7QTL)

Alors

n n n n
B2 i J, g 2, T 2, 4 24 2, r o2
N72 = 2Bimg,+umg,q,+lg,q+ E Blwqiqﬂ— E B5 qu—l—B2 wqi+B2 m— E B5 W, + E B wy,
r=1 r=1 r=1

r#L 7‘;1'

j=1

n n n n
B3 i Z g, g Z 2r, Z 3i, r 2i 31'2 r i
N7s = SBlm(qu'i+quiQi’]i+l(qu'iq'i+ Blwqiqiqi"i_ BZ wqiq,'"i_ B3 qu+3BQ in+B3 ( qu—f—wqi
r=1 r=1

i=1 =1
J i
n n n n
N r 2950, 5\ 3, T 2ir, T
+m E wg, ) + E B3 (wi,) g Bs'wg, + g B3 wy,
r=1 j=1 r=1 r=1
r#i i r#1i r#1i
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247

NP = 2Bimg.q +umg,gu, +lqlq,qj+2 Biwy 0.+ B5 mq]—i—z ., +Z B2wr 4+ Blmgy,
r;ﬁz
n n
+BYw!  + B3Y( Zw +wh +m— Zw% + ZB% wl) - ZBgijw; i ZBgirwr
it ot = =

pour u = B = 0 donne que

[ est solution de I’équation.

De méme, (1.8) différencié par rapport a v donne que

m est solution de I’équation.

Il nous reste alors un polynéme en By, B3 et Bjs.

On différencie (1.8) pour un i particulier et pour B, = B3 = | = u = 0 : w} — 4\(Mgqq; +

> j#i Maiq;q;) = 0 or comme m est solution de I'équation on obtient
n n
i
dm; = E Wiq, = E fut
i=1 i=1

Cette fois en différenciant (1.8) par rapport & B3’ pour By = By = u = | = 0 on trouve m,, = 0 donc

aussi m; = 0.

Ainsi on pose

We, = Q1
f=—4tcy + co
m = c3
Alors
n
N5 = lgsg  + Z B{wgi(ﬁ + 2B2 T 32 ¢ Z B 2

r;ﬁz

n
N = lgsgia + Z B Waigiq; Z B ot 3B§i01 + B?Cs + Z Bgﬂ )+ Z BQW W,

7‘7&2 j;_éi r#z
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CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

B2 0; 0 ) 5
N qlqlqﬂ—i_ZB Waiq:q +Z ;3B Z]CI+BQJ +B3”63+ZB mi( + B2
J

'r;éz

Ainsi il reste :

ZBlwt Z)‘ZB Weiqiqiq: ZB qqq"’_zBQﬂ
r;ﬁv

Jsﬁz

n ZZA ZB ‘h‘h‘h‘h + ZB q 49545 + B2j éz‘h‘h + ZB%U

=1 j#i r=1 r;tz 7;;}
_Z BQZ)‘ QZQZQZ+Z wq]q]q ZB&/\ Z Wq;q; wfquj))—ZZA
JF# J# i=1 j#i

En différenciant par rapport & B%, on a

w" solution de I’équation .

En différenciant par rapport & B! avec i # j on obtient wflj g =0

Ainsi w} = 0 et

We, = C4 ;-
Alors dans[1.7] on obtient
Cq; ; = —C4 ;-
Finalement
f=—4tcy + co

wi = —C14; + Z C4¢7]’qj + Cs,;
j=1
i
m = c3
[ est solution de I’équation
On trouve donc une base de H formée de "( 1) +n+3= "(nﬂ)

Comme I'application N — N est injective on liste ici les N.

On obtient ainsi :

38

r¢1 r;ﬁ

2ir w”
ZB

T;ﬁ?
§ : 2ir w”
‘IzQJ + B qjqj
T#J
12] ;
qq+z kaQ'L
k#i

(1.9)

+ 3 isovecteurs.



1.2 Le résultat général

875 1 3qi
~ 0
Ny — =
27 ot
~ 0
Ny =u—
3 u@u
~ 0 0
p i<i, Nj = ¢i— — qj—
our 1<j, [Vy, ; q; aqi qi aqj
~ 0
5 = 7
dq;
1.2.2.2 Les symétries
On a donc
(eKNl)u(t, Qs Qn) = u(e_4Kt, e B, ..., e_an)
(eKNQ)u(t, iy qn) =u(t+ K,q1,...,qn)
(eKN3)u(t,q1, cesQn) = eKu(t, q1y---sqn)
(eKN4iJ)u(t, ql, .. i,y qn)) = ult,qu, - . ., —sin(K)gj+cos(K)g;, . . ., sin(K)g;+cos(K)gj, - . .

(eKNSi)u(t’QM'"aQia“'aCJn) :u(t7Q1a"'7Qi+K7"'7qn)

On vérifie que :
— Siu est une solution e’ N+4 est encore une solution.

- L e
KN KNy J(K+EK)N.
aeKN*u B
_— u = N,u
0K K=0

On retrouvera ces résultats dans le cas ou n = 1 dans[1.3.4.3

Seuls les N;i,j ne sont pas présents pour n = 1, ils proviennent des rotations dans le plan (g;, g;) et

sont analogues a ce que I'on trouve dans [Quil5al] pour I’équation de la chaleur.

Dans un soucis de cohérence avec [Quil5b]|, on renomme les N comme suit : ]\71 = NQ; Ngi = ]\751. ;
N&;j = NC4Z.1]. 5 NE) = Nl; N7 = NB-

1.2.2.3 Un peu d’algébre

On calcule alors tous les crochets de Lie pour les isovecteurs de I’équation avec le Laplacien.
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CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

On obtient :

Ni |No | N3|Ny, |Nuy, |Nuy, |Ns, | Ns,
Ni [0 |—4N,|0 |0 0 0 |—Ns, | —Ns
Ny | 4Ny |0 0 |0 0 0 0 0
Ns |0 |0 0 |0 0 0 0 0
Ny, |0 0 0 |0 Ny, |0 N5, | Ns,
Ny, |0 |0 0 | =Ny, |O Ny, | —Ns, | O
Ny, |0 |0 0 [0 ~Ny, |0 |0 0
Ns, | N5, |0 0 [-Ns, |Ns;, |0 |0 0
N5, | N5, |0 0 |Ns, |0 0 |0 0

Cette base d’isovecteurs avec ses relations forme une algébre de Lie que 'on note VV,, de dimension
Ln;l) + 3 isomorphe a ]RNg ® (< Nl, NQ > x(so(n) x R™))

On définit une représentation fidéle de VV,, dans M,, ;2 en associant a

n n n
xr = G,Nl + bNQ + CNg + Z Z dijN4ij + Z €iN5Z. e VYV,

i=1 j=i+1 i=1
la matrice
4da+c¢ 0 ... A ... 0
b c 0 . ... 0
el 0 3a+c —d1’2 .. _dl,n
Un((z) =] . . . .
d1,2
. : . _dn—l,n
en 0 din . dp—1n 3a+c

On vérifie que [/, (), ¥ (y)] = ¥n([2,y]) sur les vecteurs de base Ny, ..., Ns,.

Traitons maintenant du passage de n a n+1.

A un élément 2’ = (z,0,...,0) de VV,, 11 on associe

Yni1(z) = ¥n(e)

On note par 6, application qui associe aux éléments de VV,, les éléments correspondants de VV 4.
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On a donc

0, : V. N Wit
r=(a,b,c,d12,...,dp—1n,€1,...,65) — 2 =(x,0,...,0,en41)

Alors en notant

O+ Myio = Mpys
M 0
M = (m”) — M =
0
éeny1 0 0 ... 03a+c
Ona
W —2 VW
wnl lwn+l
Mn+2 T> Mn+3
C’est a dire

07, (Vn(2)) = Yns1(0n(2))

1.3 Forme particuliére pour I'ordre © # 2 et pour une seule variable

d’espace : application en physique et pseudo stochastique

1.3.1 Le résultat

Soient v € R, GG et L des fonctions C*° définies respectivement sur M et J x O.

On considére une équation (&) de la forme

ou du A 0*u
9 )~ L(t, )~ = 1.10
Vat G( , 4, U, 8(]’ ) aqkfl) ( ,Q) aqk 0 ( )

pour v # 0, L # 0,k > 2,t € J (un intervalle de R) et ¢ € O (un ensemble ouvert dans R).
Remarque 1.3.1.1

Il s’agit d’un cas particlier de £y 1., pour T = —v, () = —L et R = —G avec une seule variable

d’espace et Rp, = 0.

Théoréme 1.3.1.2
N
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CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

— N ne dépend que det et q
On note alors

Nt = 1)
NT = _w<t7 q)

— SiVie{l,...,k—1},Gp,_,B, = 0 alors N" seulement det, q et u et est affine en u.

On note :
N =um(t,q) +1(t,q)

On a de plus :
NA:Blwt—l—lt—I—umt—i—Aft—f—Am

NB = Bim + Biwg + g + umy

%
NP5 = NP+ Bipiwg + BINS + ) By N pour 1 < i <k —2
j=1

Ainsi que les deux relations suivantes :

Ly L
I

v(Biwg +umy + l) + G f + Ggw — Gy(um + 1) — G, (Bim + Biwg + umg + 1g)
k—1 k—2 I L
~> Gy NP —LNJ*'~LBIN*'~LY  BiaNp* ' = —G(kwq+m—ftf—qu)
i=2 =1
(1.11)

Démonstration: G étant indépendante de By, on décide de ne pas considérer cette variable comme indépen-

dante des autres.

On adoncpouri € {1,...,k—2}
67; = dtdBl — BH_ldtdq

dB; = —dB;1dtdgq

D’aprés le théoréme ona Nt = —f(t), N7 = —ep,, N* = ¢ — Bieg,, N4 = Ae, + Af; + e; et
NB = Bie, + eq.

Ainsi on obtient par le lemme|[1.2.1.4]:

NB2 = 2Bje,, + egq + 2Bsep,y + Biew, + 2BiBoep,, + Biep,p, + DBse, (1.12)
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et pour i # 1,
k=2
NP NJ' + Biyienq + BINJ' + BiBijiep + BoBiyiens, + »_ BjNp (1.13)
=1

Comme ~ est une 2-forme on pose : EN( ) = aa + 25712 b;B; + ¢y + gda ou a est une 1-forme telle que
(a = aldt+a2dq+a3du+a4dA+Z] h a5JdB Yetb;, cetgpouri e {1,... k

D’aprés|1.1.1.4 on peut prendre ag = 0.

— 2} sont des 0-formes.

k—1
(vN* = GN* = GyN — G N = > " Gp,NP)dtdq + (vA — G)dN'dq + (vA — G)dtdN*
=1
— LdN'dBy_1 — LdtdN®* — L,N'dtdBy_, — L,N9dtdBy_, = aydtdu — a1 Bydtdq + azdqdu
k—1 k—1 k—1
— ay Adgdt + asdAdu — aysAdAdt — ayBydAdq + Y a5 jdBjdu—» a5 jAdB;dt — Y a5 ;B1dB;dg
k—2 k—2 ]1 = ~
+ Z bjdB;dt — Z bjBj1dqdt 4+ cAdtdg — cGdtdg + LedtdBy 1 — gdAdt — gdBidg
j=1 j=1
dtdg — GiN' = GyN9 — G,N* =Y 'Gp NP = —a1Bi +aA
+(vA — G)N} + (vA— G)NZ — LN;*~* + 3820 Byay + cvA — G
dtdu (vA — G)Nq — LNJ¥ =
dtdA (vA—G)N% — LN = awA+yg
dtdB;(i # k — 1) (vA — G)Nq - LNBk ! a5 A — b
dtdBj,_, (vA — G)Ng,k ) LNggf; — LN} — LyN' — L,N* asp-1A —cA
dqdB;(i # q—1) —(vA - G)Ng, as;B1 + g(sii=1)
dudB;(i # k — 1) 0 —as,;
dAdB; 0 0
dB;dB;(i # j,j #k—1) : 0 0
dB;dBj_, ~LN}, 0
dgdu —(vA—-G)N} as
dqdA —(vA - G)N}, as By
dqdBj,_1 —(vA—-G)Nj _ — LN} as x—1B1
dAdu 0 ag
dBy,_1du ANE as k-1

On a a5 k—1 = A4 = G2 = A5;.

cL=L(~fi+ Np*~!) — Lof — Lyen,

b; = LN5* " (+(vA — G)ep,p, sii = 1)

g=—LNY

a1 = —(VA —Gep,y

Ainsi

— LNJ*
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CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

v(Aey+Afi+e))+Gif+Gyep, —Gu(e—Biep,)—Gp, (Bie,+e,) ZGBNB LNP+—=1 LB NP+

k—2
I ZBiJrlNgik—l = (VA — G)(eglq + Biep,u + Baep, B, + Ng::ll — 7f — CBI) (1.14)

i=1
Il est nécessaire d’avoir le résultat suivant pour la suite :

Lemme 1.3.1.3

Ng; =0 pourj >1i

Démonstration: On raisonne par récurrence :
Bi _ .
NBj =0pourj#1
On suppose le résultat vrai pour ¢ montrons le pour ¢ 4 1
Par (1.13) N’ Ditt — ) pour j > i + 1 par hypothése de récurrence.

Bi_ L
% donne v(e, — ep,q — Biep,u — NB:,II + ft — Baep, B, + %f + Fw) =0
En utilisant (1.13) une nouvelle fois :

Pourk:—3onaNBk !

B, = 2€B,B; donc en différenciant par rapport a By, on obtient ep, g, = 0.

Pour k #3ona NBf_lle = ep, B, donc en différenciant par rapport a By, on obtient ep, , = 0.

Ainsi dans tous les cas on pose
e = Biw(t,q,u) + s(t,q,u)

On a ainsi I I
By t

fo=Np, "} +wg = su— ff - qu
Pour £ = 3 on a donc f; = 3wy + 3B1w, — 7 Leg " w or f étant indépendante de By on obtient w, = 0 et
fo= 8w, = Lef— Luw,
Pour k # 3 :
D’aprés 1! Ng;rll = wy + Biw, + Ng? ainsi par récurrence on a NB’“’1 = (k — Dwy + kBiwy, + Sq.
Alors f; = kwg + kBiw,, — Le 7~f = "w mais comme f est indépendante de By on obtient w,, = O et f; =
kwg — 5 f = %w

Ainsi dans tous les cas

wy =0
et I I
t
ft:kwq*ff*qu
On rappelle que Ng:_l = (k—1Dwg + s, Vk > 3.
On différentie par rapport a By et Bi_1 et on obtient grace a 'hypothése 83876:93 = 0: —Lsy, —
Lemme 1.3.1.4

Pouri > 2, Nng = (1) Suu-
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Démonstration: On raisonne par récurrence sur k.
i=2:N5p =25 = (1)suu

i=3:NEp = suu+ 25u = (1)Suu

i — i+ 1 : On suppose que Nngi_l = (1) Suu-

Bit1 . .
Np'B. |, = Suu + iSuu = (i 4+ 1)Suu |

Ainsi s, = 0.
On pose donc
s = um(t,q) +1(t,q)

On a alors

NA:Blwt—l—lt—I—umt—i—Aft—i—Am

NB = Bim + Biwg + 1y + umy,

Théoréme 1.3.1.5

Lasomme J €D H est directe; en particulier H est isomorphe d une sous algébre de % et J est abélienne

(f[LT5TD).

Démonstration: En considerant N € 7 N'H,ona N* = N9 = N* = ( et d’aprés 'expression de N4 et NBi
pour 1 < i < k — 1 dans[1.3.1.2} on obtient N = 0; ainsi 7 N H = {0}. |

Théoréme 1.3.1.6

Supposons que G = c(t,q)B1 + d(t, q)u. Alors :

l est solution de I’équation

9+ 2m

dqF—2 =0

1
vmyg + dy f + Edqftq +dyb — emg + dfig =0

1 1 1
EVfttq + b+ f + %qutq +cqb — Eftc +cfi =0

k—2
Nt 43 BiaNgis + Nl =0 V2 <r<k—1
=1

= . o Tine G o~
— G = J D H;en particulier, 7 = H.

Démonstration: — pourA =B;,=u=0Vie{l,...,k—1} donne Vl—t—)\Ng’“:;:,‘,:o —dl—cly, =0.
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, k
Or par récurrence on montre que Ny A" Bimumo = g—q,ﬁ donc

| est solution

, ) B; j B; _ .gi-1
Par récurrence on montre que V5 € {1,...,k — 1} N’ = %](IT donc Ny’ = j %]quf.
. ) i(i— i—2
Toujours par récurrence on peut montrer que Vi € {3,...,k — 1}, Ng; = Q %qilf etona Ng; =
2wg +m.

%—uzl permet d’obtenir

—AN A = ABINLST )\ZBZHNS’“BI ANRE =0

=1
Alors on a
OF2m
— =0
Dqk—2
81311 nous donne
k—2
vwi + cof + cqw — em — cwg — AN, AT = ANP1 - ABINDA =AY B Np's! + chwg +cm =0
i=1

Ainsi 1 1
Eyfttq+ybt+ctf+ —Cqftq + cgb — ftC‘l‘Cfth

sce 3 AL
Enfin grace a %5,

k—2
vmy + di f + dqw — cmg + dkwg — )‘quk P ABINGET = A Z BiHNgile =0

=1
d’ou 1

vm —t + dtf + %dqftq + dqb - Cmq + dftq =0

V2<r<k-— ’maB donne
k—2
NBk 1 +ZBz+1Nngl +NBk L

=1

— [ nétant pas relié aux autres fonctions présentesona G = 7 P H.

La plupart de ces résultats sont présentés dans [LV19] dans lequel la bonne hypothése pour le théoréme
2estVie {l,.. -1}, W = 0 et pour lequel ce n’est pas 'expression de chaque NPi qui est

donnée mais seulement celle de NB |

1.3.2 L’équation de Kuramoto-Sivashinsky

On peut appliquer ces résultats a I’équation de Kuramoto-Sivashinsky qui modélise les comportements

chaotiques, notamment les phénomeénes de turbulence en chimie et la combustion.
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On considére donc I'équation
Ut + PUggqq T Ugq + utg =0 avec 1 > 0

(voir [Tem12], p.142). C’est un cas particulier de [NA11] (pour K = letv = —1)

D’apreés le théoréme[1.3.1.2l pourn =1,k =4, v=1,A= —petG = —By —uBj,ona:

1
NP = Bym 4 Biwg + 1, + umy,
NP2 = 2B1my + lgq + umgq + 2Bowg + Bom

NP5 = 2B1mgg + lygq + umyqq + Bamg + Bawy + Bimgg + 2Bamy + B3 (2w, +m)

Bywgtumg+l+ By (um-) +u(Bym+Bywg+umg+g) + NP+ (NP2 + BN + ByN P+ Bs N 2
= (By + uBy)(4wg +m) (1.15)

82@ donne my = 0, %‘F pour By = 0 donne [, = 0 et m; = —I, donc on pose

[l =—myq+ ci(t)

oAL1Y] on obtient

Par oudBy’ 3
m = th
Grace a g
f=cot+c3
;)LBml'pouru:Bl =0,
C1 (t) = —bt

Par %BEQL wq = 0 donc
fi=m=0, w = b(t) etl = —b,

Alors permet d’obtenir by;; = 0 ainsi on pose b = —c1t 4 ¢4 et ¢; est une constante.
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0 0
Nl _%+%
0
N2:87q
0
Ng—a

forment une base de G.

Pour rappel # C G et pour tout N € # on peut définir N comme précédemment pour obtenir :

. a
Ny = ——
2 aq
. d
No — — —
3 ot

On peut ainsi associer a une solution v une autre solution
KN.
e”Pu(t, q) = ult,q — K)

Oou encore
e"Nou(t, q) = u(t + K, q)

Dans ce cas on trouve

j:{O} et H =< No, N3 >
On a bien J @ H ce qui confirme sur I'exemple le théoréme|[1.3.1.2] par contre 7 @ H # G ce qui est

cohérent avec dans la mesure ou G = —uB; — By n’est pas de la forme G' = ¢(t, ¢) B1 +d(t, q)u.

On obtient également une troisieme symétrie d’aprés: onposet =t,j=q+ Kteti=u+K;
en gardant les notations de onai(t,q) = v(t, ) donc u(t,q) + K = v(t,q + Kt) et on trouve
donc v(t,q) = u(t,q — Kt) + K solution si u(t, q) est solution.

1.3.3 Korteweg de Vries généralisée

On s’intéresse désormais a une équation de mécanique des fluides, d’hydrodynamique, qui modélise la

propagation d’ondes de grande longueur d’onde et de faible amplitude relative, a la surface d’un liquide.

Ce modele pour les vagues en faible profondeur décrit les solitons non-topologique qui sont des ondes
d’amplitude constante et de faible extension spatiale qui nait et se propage dans un milieu dispersif.
ur + O(t, @)uug + g(t, Q)ugeq + h(t, @)ug +i(t, @)ugg =0 (1.16)

On applique le théoréme pourk =3, v =1L = —getG = —o¢(t,q)uuq — i(t,q)uqq —
h(t, q)ug.
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On a
fo = 3wq + 2 f + P
9" 9

Bywg+umy+1p 4+ (—pru® By — iy By — hy By) f + (—qu® By — iy B2 — hy By )w+ ¢pau® " By (um +1)
+ (pu® + h)(Bim + Biwg + umg + lg) + 1(2B1mg + Biwgg + lgq + umgq + 2Bowg + Bam)
+ g(2B1mgq + Biwggq + lyqq + umgqq + 2Bowgq + Bamg + Bimgq + Ba(2mg + wgq))
+ (—o(t, q)u By — i(t, q) By — h(t, q) By)(3wg +m + %f + %w) (1.17)

1.3.3.1 Equations de Korteweg de Vries a coefficients variables
On se réduit ici au cas traité dans [GW92]] :

u + (¢, qJuug + g(t, q)ugeq = 0.
Pour ce type d’équations, les auteurs ont déja déterminé les symétries ainsi que les algébres de Lie
associées mais avec la méthode des prolongateurs d’Olver.

On retrouve ici les symétries en utilisant les isovecteurs et plus particuliéerement en appliquant les

théorémes précédents.
1l s’agit de I’équation maispour« = 1, h =4 = 0.

[L.17]devient alors

Biwy + umy + 1y + (—pruB) f + (—¢quBi)w + ¢Bi(um + 1) + (¢pu)(Bim + Brwg + umg + lg)
+ g(2B1mgq + Biwggq + lyqq + umgeq + 2Bowgq + Bamg + Bimgq + Ba(2mg + wgq))
4 (—(t, q)uBy)(Bwy +m + %f + %w) (1.18)

aiu-Q! donne m, = 0 donc on pose

m = c1(t)

Par ], on a wgq = 0 alors on pose

w = ca(t)q + c3(t)

o418

5B.9u donne

—uf — dglcaq + c3) + ber — 2pcs — ¢%f = ¢%(C2q +e3) =0
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RINE)
Par OB,
l — _Cth - c3t
¢
De aﬁ on obtient
l t
7 o
[1.18|pour u = By = 0 donne
lt + gquq = 0

On a toujours
N gt 9q
Jt =3ca+ Ef + ;(Czq + c3)

L’équation de Korteweg de Vries dans I’article d’Harrison-Estabrook

Dans I'article décrivant la méthode des isovecteurs [HE71]], les auteurs déterminaient déja les symétries

de I’équation de Korteweg de Vries suivante :

up + utg + €uggqg = 0

Grace aux équations précédentes, ici pour ¢ = o = 1 et g = €, on retrouve les isovecteurs :

) o 0 )
=32 12 4o, 2
L= 3G g, T2,

L’équation classique de Korteweg de Vries

On s’intéresse maintenant a ’équation de Korteweg de Vries la plus connue :

Ut + 6uty + Uggq = 0

C’est un cas particulier de I’équation précédente pour ¢ = 6et g = 1. [?]

—c3,
6

On obtient ¢; = 2¢a, ¢1, = ¢2, = 0,1 = donc on pose

C3 (t) = cyt + Cs
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On a aussi f; = 2co.

On a ainsi une base d’isovecteurs de dimension 4 :

m:gt
m:gq
N3:6t§q+;u
N4:3t§t+qaaq—2uaau

Pour N € # = {N € G|l = 0}, on définit N et on a alors les symétries suivantes :

exp(KNI)u<t? Q) = u(t - K: Q)

exp(KNQ)u(t, q) =u(t,q — K)

exp(KN4)u(t, q) = exp(—2K)u(exp(—3K)t,exp(—K)q)

Dans ce cas on trouve

J ={0} et H =< Ni,Na, Ny >

Onabien J @ H ce qui confirme sur cet exemple également le théoréme[1.3.1.2]par contre 7 P H # G
ce qui est une fois de plus cohérent avec[1.3.1.6| dans la mesure ou G = —6uB; n’est pas de la forme
G = c(t,q)B1 + d(t,q)u.

Pour N ¢ H,ona:
T, xu(t,q) = u(t,qg — 6Kt) + K

1.3.3.2 Braken
On considére un autre type d’équations de Korteweg de Vries décrites dans [Bra05] :

Ut + Uggq + (v + 1)u“uy =0
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L’auteur en trouve les symétries par la méthode des prolongateurs d’Olver.
C’est un cas particulier de[l.16lpour ¢ =+ 1,g=1eti = h = 0.
On obtient ici les symétries grace aux isovecteurs.

Comme g est ici une constante on a

1
w = §ftq + Cl(t)

Ensuite % donne m = cy(t).
Pour u = B; = 0, on doit dissocier deux cas :

—a=0

b+ lg+lggg =0

Par 68‘?; on peut poser

f=ct+cy
2 t+
c1=zc3t+c
1 3 3 5
Grace a 81:0’ ona
m = Co
—a#0
li +1lgqqg =0
Pour considérer %, on doit encore séparer deux cas :
—a#l
6—“?; pour v = 0 permet d’obtenir
f =c3t+cy
C1 (t) =C
6—5‘%’; en divisant par (a + 1)u®~! on a alors
=0
2
o= ¢
2 3o 3

—a=1

fok Wi

55,5, permet d’avoir ¢y = %ft

Par , ly =1lgg =0, c0 = =24t + %03 et f = Flgt? + cst + cu.

A s 0T _
Grace a 9B.0q onal, =0.

Enfin: ] = c5etcy = —2c5t + cq
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Les exponentielles ci-dessous se calculent classiquement sauf pour celle associée au N3 dans le cas
ou a = 0 pour laquelle on travaille dans le groupe associé a I'algébre de Lie engendrée par A et B

ci-dessous.
On pose A = 3t% + qa% et B= 2756%.
On travaille dans le groupe affine R* x R avec pour a # 0, (a,b)(a’,V') = (ad’, ab’ + b).

< A, B > est isomorphe a I’algébre de de Lie du groupe affine.

10 01
En termes matriciels on pose A = (0 0) et B = ( )

00

b

Alors e®A+05 — e e =1)
0 1

Un calcul similaire sera d’ailleurs nécéssaire pour I'une des symétries des solitons internes dans 'océan
(p.57).

On obtient alors de maniére résumée

a=0 |N = % exp(K Ny )u(t,q) = u(t + K, q)
Ny = a% exp(K No)u(t,q) = u(t,q + K)
N3 = 3tag + qaq + Ztaq exp(K N3)u(t, q) = u( p(3K)t,exp(K)q + (1 — exp(—2K))t)
Ni=u oxp(K Ny)u(t, q) = exp(=K)u(t, q)
a=1 N, = % exp(KNy)u(t, q) = u(t +K,q)
Ny = & exp(K Na)u(t, q) = u(t, q + K)
N3 = 3t§ + qaq +2u | exp(KN3)u(t,q) = exp(—2K)u(exp(—3K)t, exp(—K)q)
a0l | Ny =5 exp(K N1)u(t,q) = u(t + K, q)
Ny =% exp(K Na)u(t, q) = u(t, q + K)
N3 =3t5 + a8 — 2u | exp(KN3)u(t, q) = exp(— 25 )u(exp(—3K)t, exp(—K)q)

Pour a # 1, on trouve J = {0}, H = G et donc
G=TEPH

Ceci est cohérent pour o = 0 car alors G est de la forme particuliére G = ¢(t, ¢) By + d(t, q)u.

Poura =17 = {0} et H =< Ny, N9, N3 > donc G # J @ H ce qui est normal car G contient un

terme en uBj.

1.3.3.3 Les applications

On détermine désormais les symétries des applications décrites dans [[Cri95]].
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11 s’agit de cas particuliers de pour lesquels g, ¢, h et ¢ sont toujours des constantes, ainsi on peut
simplifier les résultats qui deviennent :

1
w = gftq + Cl(t)

Biw +umyg + 1 + ¢aua_1Bl(um +1) + (¢pu® + h)(Bim + Biwg + umg + 1)
+i(2B1mg + lgg + umgq + 2Bowg + Bom) + g(2B1mygq + lgqq + umgqq + Bamg + Bimgg + 2Bamy)
+ (—gf)uo‘Bl — 1By — hBl)(?)wq + m) (1.19)

Par %,L%_f', on peut poser
7
=_ t
m ggftq + ca(t)
Alors[1.19 devient :
1 i _ i N i
Bl(gfttQ‘i‘Clt)+U(@fttq4‘62t)+lt+¢0ﬂba 1B1(u(%ftq+02)+l)+(¢u +h)(Bl(%ftQ+C2)
1 i o . i
+ §B1ft + u%ft + lq) + 2(231%]‘} + qu) + gquq + (—d)u By — hB1)(ft + %ftq + CQ) (1.20)

1. Ondes de surface

u + 6(h1 — ho)uug + tggg = 0

Ona¢=06(hy —hs),g=1lLa=1leth=1i=0.

o420 — 2
gup s, donne ¢y = s ft

Par %—@, on peut poser

= mfttq + Cg(t)
Pouru = By = O,donne cs(t) = cs.
permet d’obtenir
f =cyt+c5
l=c3
2
m = 504

1
w = §C4q — 6(h1 — hQ)Cgt + ¢

On obtient ainsi une base de G de 4 isovecteurs.

On peut définir pour N € H :

54



1.3 Forme particuliére pour L'ordre k # 2 et pour une seule variable d’espace : application en physique et
pseudo stochastique

]\71:% — eKNlu(t,q)Iu(t—KaQ)
N, = aaq = KVt g) = ult.g — K)

- B 9 i
N3 = 3t§ + q87q —2u = BNyt q) = 2Bu(e3t, i)

Alors
G#JTEPHouT ={0}et H =< Ny, No, Ny >
Pour N ¢ H,ona:

0 0
Sy =6(h1 — h2)tafq + 7 Tny xu(t,q) =u(t,qg — 6(hy — ha)Kt) + K

2. Solitons internes dans ’océan

ug + Tty + Bugeq + cug =0

Icig=r,a=1,g=p,h=ceti=0.
o420

_2
Guoh, donne ¢y = 3 fi.

Par %@’ on peut poser

-2
= — t
3 frq + c3(t)

Pouru = By = O,donne cs3(t) = cs.

573? permet d’obtenir

f=rcqt +cs5
l—Cg
2
m=—c
3¢

1 2
w = §C4q —rest + §CC4t + cg

On obtient ainsi une base de G de 4 isovecteurs.

On peut définir pour N € H :

NI:Q = SN =yt 4 K, q)

Np=o = Muft,q) =u(t,q+ K)
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~ 0 0 0 d i
N3 = 3t§ +q87q+20t6)7q —|—2u% — eVt q) = 2Bu(e35t, X g+ c(1—e2K)e3KY)

Alors
G#JTEPHouT ={0}et H =< Ny, No, Ny >

On obtient une quatriéme symétrie par le N qui n’est pas dans H :

Sy = Tt(fq + E)au — TN, gu(t,q) =u(t,g—rKt)+ K

3. Acoustique de liquides bouillonnants

On consideére

“t+uuq+§uqqq+ﬁuqq:0
p=19g=T5i=rma=1leth=0.
97120

5udB, donne cg =0 et f = c3.

5—@ permet d’obtenir

l = —cy,

Pour u = By = 0,[1.20/donne l; = 0 et ¢1,, = 0.
On a donc

w = cy4t + cx
l=—c4

On obtient ainsi une base de G de 3 isovecteurs.

On peut définir pour N € H :

~ 0
Nu(t,q) = 5, = N = u(t + K. q)

Nou(t, q) = (fq — eV =yt g+ K)

Alors
G#TEPMHouJ ={0}et H=<Ny,N, >

On obtient la troisiéme symétrie pour le N qui n’appartient pas a H :

0 0
724+ % L Tyk= K+ K
Ssu(t, q) t@q + ™ Ny, k& = u(t,q t) +

4. Jupiter

up + Anuzuq + Buggq = 0
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Onagp=A,,g=06,a=2eth=1i=0.
g donne f =cgetl = —co.
Pour u = By = O,donne ca(t) = co.

5@39 permet d’obtenir ¢ (t) = ¢;.

On obtient ainsi une base de G de 3 isovecteurs.

On peut définir pour N € H :

lea — eKNlu(t,q):u(t+K,q)
Y 0 KNs
NQ:aTJ — e ?u(t,q) = u(t,q + K)

Alors
G#TEPHouT ={0}etH =< Ni,Np >

5. Lignes de transmission électrique

w + Auug + Puggg — dugg =0

Icit=—-0,9=0,0=A,a=meth=0.

Pour u = By = O,donne lp — 0lgq + Blygq-

%Bmfu_ , permet d’obtenir

f=cst+eca
20 t+
c1=—=c c
1 96 3 5
Par 31=0’ on a cy(t) = cg, c3 = 0 et on peut poser

l:CG

On obtient ainsi une base de G de 4 isovecteurs et on peut définir pour N € H :

Ni=5 — Nultg=ult+K.q)
No=2 o KNeuft,q) = u(t,g+K)
dq
N3 =u " Nou(t, q) = eFult, q)

Alors

QZJ@HouJ:<N4> et H =< Ny, Ny, N3 >
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1.3.4 L’équation de Vigot
1.3.4.1 Intérét de I'équation

La recherche des solutions de I’équation de la chaleur est fortement reliée au mouvement Brownien

B.3l

Comme on lexpliquera en détail dans[1.3.6] on peut également relier des équations de type chaleur
mais d’ordre supérieur a une notion analogue au mouvement Brownien B.3|dans le cas d’'une mesure

signée et non de probabilité que I'on nommera pseudo-processus.

Avant de détailler la pseudo-stochastique, on considére d’abord I’équation la plus simple du type décrit

juste avant a savoir :
0*u

(8):Ut:—87q4

On va retrouver les symétries en appliquant les nouveaux théorémes démontrés dans cette section

méme si on peut également les déduire de[1.5].

1.3.4.2 Calcul des isovecteurs

D’apres le théoréme (1.3.1.6), comme icik =4, A = -\, v =1etG=c=d=0,ona:
G=HPJ

[ est solution

On pose alors

m = c4q + Cs

On a aussi i freq + by = 0 donc en différenciant par rapport a ¢ on obtient fi; = 0 puis by = 0.

On pose donc

f=—ct—co

b:—03
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D’aprés 'expression de N5+ on a

3
NBs = quq + 3¢y By — 16133 + c4qB3 + ¢5 B3

Enfin, toujours d’apres (1.3.1.6), pour » = 3 on obtient

Cq = 0
On trouve alors comme base d’isovecteurs :
0 0 0 0 0 0
Ny = 4t— — —4A— — B{—— — 2By— — 3B3——
L= Mo Ty T oA T Plap, T, P%aB,
0
Ny = =
Y
0 1o} 0 1o} 0
Ny=uv—+A—+B B B
3= U, T4 T PaE, T P2am, T P4 aE,
0
Ny = —
4 9
N = l% + lt@% + lqaaB1 + qu@aBg + quqggg , avec [ une solution de I’équation
Ona 5 9
Ny = —q=— — 4t—
L= "% ~ o
- 90
2T ot
~ 0
Na — u—
3 u@u
i__ 9
4= 94

1.3.4.3 Les symétries

Une fois exponentiée, voici la maniére dont les éléments de la base agit sur une solution u de I’équation :

eo‘Nlu(t, q) = u(e 4, e )

e“NQu(t, q) =u(t —a,q)

e*Nou(t, q) = e®ult, q)
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1.3.4.4 Algeébre

ona:

Alors

CHAPITRE 1 : Théorie des symétries

6a]\74u(tv Q) = u(ta q— Oé)

Jo =< N3, N; >
O =< Ny, No, N3, N; >
H =< Ni, Ny, N3, N5 >
K =< Ni, N, N3 >
J =< N; > ce qui confirme G = H@j

M=H

L’algebre des isovecteurs avait déja été déterminée par Vigot ([Vig16]). Cette algébre a une base (N;)(1 <

i < 4) avec pour crochets la table suivante :

N1 | Ny N3 | Ny
N1 |0 —4N5 | 0 —Ny
Ny | 4N9 | O 0 0
N3 | 0 0 0 0
Ny | Ny | O 0 0

Ainsi H = R & L, avec L une algébre de Lie résoluble de dimension 3 avec une algébre dérivée de

dimension 2. £ est isomorphe a 'algebre sur R considérée dans [Jac79] (p. 13, ligne 1 pour av = 4).

1.3.5 Laplacien/ Vigot: le lien

En reprenant la matrice obtenu dans le cadre de I’équation avec le laplacien mais en dimension 1, on

obtient

3a +c e 0
M, = 0 4da+c O
0 b c
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Cette matrice est donc différente de celle trouvé pour I’équation de Vigot toutefois ces deux matrices

sont conjuguées.

En effet on note

0
Bi=1]0

0 0

0 00
Bo=|( 00 0

010

3 00
By=1| 0 4 0

0 00

1 00
By=| 010

0 01

Pour rappel on a avec I’équation de Vigot :

A = 0 0 0

Ay =

Alors en posant :

b
@
\
o O W o o o
— |
Oow o O O
_ O O e o o o —
~ _ N——— . L SN—— SN———
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OnaPAlP’I = By, PAQPil = By, PA3P71 = B3 etPA4P*1 = By

1.3.6 La pseudo stochastique

Par analogie avec le lien entre I'équation de la chaleur et mouvement Brownien[B.3] plusieurs approches

permettent de définir un pseudo processus associé aux équations de type chaleur d’ordre supérieur.

L’une d’elle est la subordination [Boc05]], [JS96] avec quelques différences suivant les auteurs : T.Funaki
considére un mouvement Brownien itéré dans [F*79] pour 'ordre 4 et [HO96]], [OZ99] généralisent
ceci, K Burdzy s’intéresse aux propriétés de leurs chemins dans [Bur93] la ou dans [BM95]] K.Burdzy et

A.Madrecki définissent une intégrale stochastique par rapport a leur processus.

Dans [BDM19] [BM15], S. Mazzuchi et S. Bonaccorsi construisent quant a eux les pseudo processus en
terme de limite d’échelle des marches aléatoires dans le plan complexe. Les questions d’intégration sont
alors traitées dans [ACM18]], [AM16]], [AM19]], [Maz18] .

On présente ici les pseudo processus en suivant le travail de Krylov , repris par K. J. Hochberg [Hoc78].
Cette approche permet une caractérisation de la particule et de sa trajectoire [N"96], [N"01] . Néan-
moins, la difficulté réside dans le fait que la mesure considérée peut prendre des valeurs négatives donc
les outils de stochastique classique ne s’appliquent pas. Plusieurs propriétés standard ont tout de méme
pu étre démontrées [BHOO00], [BOO05], [BORO01]], [HO%4], [NO0OQ] .

1.3.6.1 Pseudo processus

On désigne par (€2, A, ;1) un espace mesuré ou 4 est une mesure signée (elle peut prendre des valeurs
négatives) telle que 1 (2) = 1. Soient 7' un ensemble arbitraire et S un espace métrique muni de la
tribu borélienne notée B(S5) .

Définition 1.3.6.1 (Pseudo variable aléatoire)

Soit (S, B(S)) un espace mesurable.

On définit une pseudo variable aléatoire de S} dans S, toute fonction mesurable X de () vers S.

Définition 1.3.6.2 (Pseudo processus stochastique)

Un pseudo-processus stochastique est une famille de pseudo-variables aléatoires définies sur le méme
espace mesuré (X2, A, 1) indexée par T et a valeurs dans S. Un pseudo-processus stochastique est noté

par {Xt}, tel.

Définition 1.3.6.3 (Chemin d’un pseudo-processus)

Notons par ST I'ensemble des applications définies sur T en tout point et d valeurs dans S.

Fixonsw € ) et désignons par X (w) € ST Uapplication :t — X;(w). Une telle application est appelée

chemin du pseudo-processus stochastique {X;},t € T.

Définition 1.3.6.4 (Mesure signée induite par un pseudo-processus stochastique)

‘ Soit {X;},t € T un pseudo-processus stochastique, B(ST) la o-algébre borélienne de ST et I'applica-
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tion suivante :
Ox: (Q,A) = (57, B(S))

wi— Px(w) = X (w)
fix la mesure signée sur (ST, B(ST)) définie pour tout D € B(ST) par

jix(D) = o ®x (D)

mesure signée sur un espace de fonctions.
La probabilité [ix est dite induite par le pseudo-processus stochastique { X },t € T sur l'espace mesuré
(ST, B(ST)).

Définition 1.3.6.5 (Mesures signées fini-dimensionnelles)

Soient deux pseudo-processus stochastiques { X}, t € T et {Y:},t € T.

On suppose que ces deux processus sont da valeurs dans (S, B(S)). (Dans cette définition, on ne suppose
pas qu’ils sont définis sur le méme espace de probabilité.)

On dit alors que { X}, t € T et {Y;}, t € T possédent les mémes mesures signées fini-dimensionnelles
si pour tout k € N* et pour toutty, ..., tx €T, les pseudo vecteurs (donc de dimension finie) aléatoires
Xty Xy
Pour tout A € B(S)*, ona:

etYy, ..., Y, sont de méme mesure.

,LL)({WX c QX : (th, ...,th) c A} = /Ly{a)y c Qy . (Y;gl, ,Y;gk) € A}

Remarque 1.3.6.6

On suppose que le pseudo-processus { X}, t € T est défini sur 'espace mesurable (Qx, Ax, pux) et le
pseudo-processus {Y;}, t € T est défini sur I’espace de probabilité (Qy, Ay, py ).
Lorsque deux pseudo-processus stochastiques { X, },t € T et {Y;}, t € T possédent les mémes mesures

signées fini-dimensionnelles, ils induisent alors la méme mesure signée sur (ST, B(S™)), c’est-a-dire :

VD € B(S"), fix(D) = fiy(D)

Définition 1.3.6.7 (Pseudo-processus markovien)

C’est un pseudo-processus stochastique possédant la propriété de Markov :

Vn > 0, pour toute suite d’états (iq, . .. ,in_1,1,7) € S"2

M(Xn+1 :] ’ XO :’io,Xl :ila---vXn—l :in—laXn :Z) :,u(Xn_H :j ‘ X :Z)

Définition 1.3.6.8 (Fonction de transition markovienne signée)

‘ On appelle fonction de transition markovienne signée toute fonction p(., .; .,.) vérifiant les propriétés
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suivantes :

Pour0 < s <t,& €5, et B un borélien de S,
— p(s,.;t, B) est une fonction B(S)-mesurable.
— p(s,&;t,.) est une mesure de signée sur 3(.S).

— Equation de Chapman-Kolmogorov avec s < t < u

p(s,& u, B) =[qp(t,n;u,3)p(s,£;t,dn)

Remarque 1.3.6.9

Lorsque p(s,&,t, B) ne dépend que de la différence t — s, on parle de fonction de transition signée

stationnaire et alors ’équation de Chapman Kolmogorov se réécrit

pesi(£, B) = /5 p(n, B)ps(€, din)

Proposition 1.3.6.10 (Pseudo-processus associé a une fonction de transition markovienne signée )

Sip(.,.;.,.) est une fonction de transition markovienne signée et si p(.) est une mesure signée des
ensembles B alors il existe un pseudo-processus de Markov { X;,0 < t < oo} dont les pseudo variables

aléatoires prennent leurs valeurs dans S et pour lequel avec mesure totale 1 :
p(Xo(w) € B) = p(B)

w(Xi(w) € B|Xs) = p(s, Xs;t, B)

De maniére analogique aux transformations qui transforment un mouvement Brownien en un mouve-

ment Brownien, on présente la proposition suivante :

Proposition 1.3.6.11

Toutes ces fonctions ont la méme distribution par rapport a i :
— z(t),t >0
— —z(t),t>0
—z(t+s)—x(s),t >0,s>0
— t2a(1),t>0
— c:z(c%),tzO,c>0

1.3.6.2 Lien avec I’équation de Vigot

On considére le probleme suivant :

64



1.3 Forme particuliére pour L'ordre k # 2 et pour une seule variable d’espace : application en physique et
pseudo stochastique

Ou — %
ot - Oz?
u(©0,z) = g(x)
Une solution a ce probléme est
+oo

+oo
u(t, x) =/ p(t,x —y)g(y)dy avec p(t,x) = ;ﬂ/ exp(izg) exp(—£'t)d¢

—0o0 —00

Soit C = {z|a; < X3, <bj,i € {l,...,n}} CQavec0 < 1 <...<t, un ensemble de cylindres.

On définit la mesure signée associée a I’équation comme suit :

n

by bn
M(C) = / . / Hp(ti — ti_l,xi - xi_l)dazi avec Ty — 0 et t() =0
a1 a

n g=1

1 est markovienne au sens de(1.3.6.8

1.3.6.3 Pseudo Intégration
Définition 1.3.6.12 (Fonction tame)

Une fonction est dite "tame" si ¢’est une fonction borélienne d’un nombre fini d’observations x(t;).

Définition 1.3.6.13 (Limite faible de fonctions tames)
Une suite de fonctions tames f,, a une limite faible si lim E(fn1)) existe pour chaque fonction tame
n—oo

v =v(x(t1),...,x(ty)) avecp € S.
Cette limite faible définit une fonction L(1)) sur S.

Définition 1.3.6.14 (Intégrale pseudo-stochastique)

On définit l'intégrale pseudo-stochastique

1(9) = /0 b(a(s)) (dz) (5)

comme limite faible de sommes de Riemann

> o (D) oY 4 pla(le(r) — 2l

l
n n
k=1

! !

ouj=1,2,3,4,0 <t <1etl estleplus grand entier inférieur ou égal a nt.

Proposition 1.3.6.15

— I(¢1 + ¢2) = I(¢1) + I(2)
— I(k¢) = kI(9)
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Théoréme 1.3.6.16 (Pseudo-lemme d’It6)

Soit f une fonction polynomiale, exponentielle ou de Schwartz. Alors au sens faible :

b b b b
FaO)~f(@) = [ fa@dsyey [ 1)@ [ 1O - [ O

De maniére analogue 2 la relation (dz)?(t) = dt pour un processus de Wiener, on a

(dz)*(t) = —24dt
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CHAPITRE 2 : L’ordre 2

2.1 Le résultat et I’application a I’équation de la chaleur

2.1.1 La théorie

Pour une équation de la forme suivante :

2

0

(5972) : Q(t, q, u) ot

avec R, Q) # 0 et T # 0 des fonctions C*° définies sur M, on a des résultats supplémentaires :
Théoréme 2.1.1.1

— Sous les hypothéses précédentes, en considérant (£,2) on a :

N?= N1t,q)

On note N7 = —w(t, q).

— Si on suppose de plus Q = Q(t,q) et R linéaire en By alors N" est affine en u. On note
N" =wumf(t,q) + (t,q).
On a aussi des relations entre les différentes fonctions auxiliaires introduites :

~QTof + TQ:f +TQf: — QTyw — 2TQuq + TQqw =0

et

QT B1wi+QTumi+QTl; —QR; f —QRw+Q R, um+QR,I+QRp, Bim+QRp, Biw,
+ QRp,umy + QRp,l; — QRw, + QQBlmq + Q2B1wqq + Q2umqq + Q2qu + Q2Blmq
= —RQ:f — RQuw + QR(m + wy) (2.2)

Et alors
N4 = Am + Afy + Brwg + umy + 1y
NBr = Bim + Blwq + umg + lq
Démonstration: — Comme () ne dépend pas de giqu, on choisit de ne pas considérer cette variable comme

indépendante afin de simplifier le calcul.
Ainsi, on se passe de la forme différentielle 5.

On a alors
a =du — Adt — B1dg

do = —dAdt — dB1dg

On pose
v = (TA+ R)dtdq + QdtdB,
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On a alors
dy = TdAdtdg + R, dudtdq + Rp,dBdtdq + Q4dqdtdB; = —Tdadg + R,adtdg + Rp,dodt — Qgdadt

(&) est équivalente a 'annulation de ces formes.
En posant I =< «,da,y >, I est bien un idéal différentiel fermé.
Comme 7 est une 2-forme, on pose

Ly(y) =aa+ gy + zda

avec a = a1dt + asdq + azdu + asdA + asd By une 1-forme, g et z des 0-formes.

Quitte a modifier a; et ag, on peut supposer que ag = 0 (1.1.1.4).
En identifiant les coefficients :

dtdg : TNA+ AT,N'+ AT,N? + RyN' + RyNY + R,N" + Rp, N5
(TA+ R)N} + (TA+ R)N¢ + QNP = Aay — Biay + (TA+ R)g

dtdu  : (TA+ R)NI+QNB = a
dtdA  : (TA+ R)NY+ QN = Aas+z
dtdBy 1 (TA+ R)NE + QiN' + QN7+ Q N" + QN} + QNS = Aas+Qyg
dqdu 0 = a9
dqdA 0 = Bjas
dqd B 0 = Bjas+z
dudA 0 = —ay
dud B 0 = —as
dAdB, 0 0

ay = 0

as =0

z=0

as =0

Qg=—(TA+ R)ep,, — Qif — Qqen, + Qule — Biep,) — Qf; + Q(ew + Bieun, +eqn,)
ap = _(TA + R)eBlu + Q(Bleuu + equ)
Alors

T(Aeu + Aft + et) — A’I}f — AquBl — Rtf — Rqu1 + Ru(e — 31631) + R31 (Bleu + eq) — (TA + R)ft
—(TA+ R)ep,q + Q(Bieug +eqq) = —B1(TA+ R)ep,u + QB1(Bieyy + equ) = (TA+ R)g

En égalant les deux expressions de g :

Q(T(A(iu +Aft+6t)fAthfATq€Bl *Rtf*Rqul +Ru(6fBleBl)+RBl (Bleu+€q)f(TA+R)ft
—(TA+R)ep,q+Q(Bieugteqq) — Bi(TA+ R)ep,u+QB1(Brewu+equ)) = (TA+ R)(—(T'A+ R)ep, B,
- Qtf - Qqul + Qu(e - BleBl) - th + Q(eu + BleuBl + 6qB1)) (23)

2.3|est une équation polynomiale en A.
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On égale les coefficients de A% : ep, g, = 0
On pose alors
e = Biw(t,q,u) + s(t,q,u)

On égale maintenant les coefficients de A pour obtenir : 2QTwq + 2TQBiw, = QT f + QTw — Q,T's —
QL f+TQf — QTyw
En différentiant par rapport a By, w, = 0.
Ainsi
N = —w(t,q)

— On suppose désormais que ),, = 0 et R linéaire en Bj.
On a donc
—QTyf +TQuf +TQft — QTqw — 2T Qwq + TQqw = 0

Les termes constants en A donnent :

QTBlwt + QTSt — QRtf — Qwa + QRUS + QRBl Blsu + QRBlBlwq + C?]%B1 Sq — Qqu
+ QzBlsuq + Q2B1wqq + Q28qq + QzB%Suu + Q2B15uq = _RQtf - Rqu + QR(Su + wq)

En différentiant 2 fois par rapport a By on a Sy, = 0.
Donc on pose
N* =umf(t,q) +1(t,q)

Alors

~QTyf + TQuf +TQf: — QTyw — 2TQuy + TQqw = 0

et

QTBlwt + QTumt + QTZt — QRtf — QRqUJ + QRuum + QRul + QRBl Blm + QRBl Blwq
+ QRp,umy + QRp,l, — QRw, + Q*Bim, + Q*Biwy + Q*umyy + Q%lyq + Q*Bim,
= —RQ:f — RQ,w + QR(m + wy)

|
Théoreme 2.1.1.2
La somme J @ H est directe; en particulier H est isomorphe d une sous algébre de %
Démonstration: Soit V € J N H. Au vue des expressions des différents N*, ona N = 0. ]
Corollaire 2.1.1.3
J est un idéal abélien de G
Démonstration: D’apreés[.1.3.12] 7 estunidéal et [, J] C J N'H or d’aprés le théoréme précédent J NH =
{0}. |
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2.1 Le résultat et U'application a I’équation de la chaleur

Théoréme 2.1.1.4
Supposons que R = ¢(t,q)B1 + d(t, q)u.
Alors G = J € H. En particulier H est isomorphe a %

Démonstration: Pour u = By = 0 dans (2.2), on a [ est solution. Les autres fonctions f, w et m sont indépen-
dantes de [. ]

2.1.2 Symétries de ’équation de la chaleur

On commence ici par présenter 'application des résultats précédents a ’équation de la chaleur. Elle

décrit le phénomeéne physique de conduction thermique.

Plusieurs des exemples suivant se rapporteront a cette premiere équation des plus classiques. Les sy-

métries ont déja été calculées dans [BC69] et dans [HEZ1]].

On considére donc I'équation

Up — Vlgg = 0

On applique le théoréme[2.]jpour @ = v, T = —1let R = 0.

On a
Jt = 2w,

Alors wgq = 0.

Biw + umy + Iy — v(Bimg + Biwgq + umgq + lgg + Bimg) =0 (2.4)
Pour u = By =0 onaque

[ est solution de I’équation de la chaleur
donne w; — 2vm, donc myqq = 0. On pose
m = c1(t)q* + cat)q + c3(t)
permet d’obtenir m; — vmy,. On a donc ¢1,¢ + ¢a,q + c3, = 2vcy(t). Alors
m = c1q® + caq + 2verit + ¢y

Enfin
w = 4vcitq + 2veat 4 c5q + cg
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f= dveit? + 2est + o7

On obtient donc

~ 0 0 s,
N1 = 4vt* = + dvtq— + (¢* + vt u—
1 vt 8t+ th8q+(q + Vt)uau

~ 0 0
No = 2vt— + qu—
q

3] ou
Ny =
Ny ztgt+q§q
Ny= 2
Nﬁzjq

2.2 Les équations dérivées de la chaleur

2.2.1 Black Scholes

On peut appliquer les résultats précédents pour trouver les symmétries de ’équation de Black-Scholes.

C’est I’équation la plus connue en mathématiques financiéres :

oC

1, 50%C oC B
; 208 852+TSBS—TC—O

2.2.1.1 Explication du modeéle, lien avec I’équation

Sur un marché financier supposé sans opportunité d’arbitrage et sans versement de dividendes aux
actionnaires, on considére une option européenne sur une action .S au prix d’exercice K a la maturité

T.

On note S; le prix de lactif sous jacent a I'instant ¢. S; suit un mouvement brownien.

On pose £ = (S7 — K)™ le gain (ou payoff)(on achéte seulement si K < Sr).

On suppose que le portefeuille contient, en plus de 'actif risqué Sy, un actif non riqué R; (typiquement

une obligation).
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2.2 Les équations dérivées de la chaleur

En notant r; le taux d’intérét instantanné, o; la volatilité du marché et pi; un parametre réel, on a :
th = Tthdt
dSt = St(ﬂtdt + O'tth)

On évalue la position continuellment en fonction des prix du marché et on note V; la mark to market

value on a donc

Vi = Be Ry + oSy

Une stratégie de financement est alors un couple (3;, o).

Comme on suppose a t = 0 que l'on investit Vj, qu'on fait évoluer les titres au cours du temps et qu’il

n’y a ni apport ni retrait d’argent, on parle de stratégie autofinancée

dVy = Brd Ry + oy dSy.

On utilise la notation suivante : si Xy, ¢ > 0 est un processus adapté, on note X?(¢) la valeur de X;

actualisée.

Soit X (t) = #t.

On note a; le coefficient d’actualisation a I'instant ¢, a; = R%'

La formule d’intégration par parties donne
ave(t) = —r Ve(t)dt + a;dV;
dS(t) = —rySe(t)dt + a1 dSy = —rpapSydt + aidSy.
On a alors, comme V; = oSy + S Ry,

atdS“(t) = —rtat(Vt — ﬁth)dt + atOétdSt = —rtV”(t)dt + at(ﬁtht + atdSt).

On en déduit immédiatement que (o, 8;) est autofinancée si et seulement si dV*(t) = o dS®(t).

Une stratégie autofinancée est entiérement caractérisée par la valeur initiale du portefeuille Vj et le

processus o

En effet, une stratégie est autofinancée si et seulement si
t t
Ve(t) = ve(0) +/ a,dS*(u) = Vo +/ a, dS!(u).
0 0
On obtient alors 3; via la relation
t
By =V4Ut) — oS4 (t) = Vo + / a, dS®(u) — agSa(t).
0
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Une fois ce détail réglé, comme V" est une fonction de S et ¢, on applique le lemme d’It6 a deux variables :

2
ﬁﬁavmmmsgyw

ov. oV 1

On consideére alors le porteufeuille de couverture delta (delta-hedge portfolio) . Il a pour valeur des
acquis :
ov

M=-V+—
Vit oeS

Entretett + At, All = —AV + %AS.

Or
ov. oV 1 oV oV
AV = — + 0282 )At S—AW t AS = uSAt SAW.
1% (“Sas+8t+20 852) +o 53 e i +o
Donc )
AlIl = —8—VAt — 10252({)—VAt et I'incertitude est levée.

ot 2 052

Comme on a supposé un marché sans opportunité d’arbitrage, le taux de rendement doit étre égal a

tout instrument sans risque.

En notant r le taux de rendement sans risque, on doit avoir

rIIAt = Al

On trouve ainsi I’équation de Black Scholes.

2.2.1.2 Recherche des isovecteurs

On pose ¢ = In(5) et u(t, q) = C(t,exp(q)) = u(t, S).L’équation devient alors :

ou n 1
— 4+ -0
ot 2

9%u o2 du
27 —_— —
0q? +(r 2 )aq

1
D’aprés nos notationsona R = (r — %Q)Bl —ru, T=1et@Q = 50’2. AinsiG = J P H.
Onnotef:T—%Qet§:r+%2.
Par le théoréme [2.1] on obtient :

2 2
g g —
S Jt — 2% wy = 0 donc

ft = qu

et

Wgq =0
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2.2 Les équations dérivées de la chaleur

La deuxiéme équation du théoréme 2.1 en divisant par () donne :

2 2
o o
Biwy +umy + I — r(um + 1) + (r — ?)(Blm + Biwg +umg +1y) — (r — ?)Blwq + ruw,
o? o?
+ E(Blmq +umgq + lgg + Bimg) = (r — ?)Bl(m + wq) — ru(m + wy)

En différentiant par rapport a B; on obtient :

2
g 2
wy = (r — ?)wq o my
_ _ 2 -

Comme wyq = 0, Wigq = 0“Mygqqg = O on a

Mgqq = 0.
En différentiant par rapport a v :

o? o?

my = —(r — ?)mq — 2rwg — 5 Mag

En plus on a myyq = 0, donc

mgq = constante.

En prenant u = By = 0, on trouve que [ est solution de I'équation.

En travaillant avec les différentes équations obtenues juste avant, on a les reltions suivantes :

fit = 2wg = —202mqq =204
f=C1t? + Cot + C3
1
Wq = Cit + 502
Donc
1
mg = 5q +v(t)
2
my = —(r — —)vg — 2C1r
Ainsi
mttq =0

Par I'expression de m, on déduit que v; = constante.
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) . 2 C
L’expression de 1m; nous donne my; = (r — %) 3, so
v = ( 02)01
p = (r— )L
2702
2 .
“—)(%) by the expression of m;.

2

$(r— %2)201 —o?(r —

2
Wyt = %(7” — %) fu+ o mug
Wt = 0
Cy

Donc
Clest a dire, wy = §(r — %2)02 + (r — %Q)Clt +o (%q) — o?v(t)
o2 Cy

Ainsi

f=Cit? 4+ Cot + Cs

Doncona:

1
w = Citq + 50211 + Cyt — Cs
=2 =2
SCQ 7’04 Cl
- U YIS
202 + o2 + 2) +Ce

32
S Cl 2
t
202 *

(

Cr o ,7Cy Oy
" 027 g T 21

7O
m=— (
Finalement on trouve une base d’isovecteurs de dimension 6.

(

2.2.1.3 Les symétries
Pour tout NV € H, on calcule d’abord N = —Nt% - Nqa% + N*¥,
On a alors : )
~ 0 0 T 1 s 1 0
Ni =t 4 tgo + (5tq— =—5¢* — =t + ~thu——
! ot * qaq + 0217 5,29 T 952 * 2 )”au
7 .9

0 (gt~ o)
202q 2027 du

ot
~ 0
N3 = —
LY
~ 1 72 0
Ny =t— — —tu—
4 q+( 2q+0_2 )uau
i __0
5 = g



2.2 Les équations dérivées de la chaleur

0
Ng = u—
6 u@u

Aprés exponentiation, voici la maniére dont certains N agissent sur une solution u de I’équation :

*Nsu(t, q)u(t + a, q)

- 1 7‘2
eNiy(t, q) = e(_?ﬁﬁt)au(t, q+ at)

e Nou(t,q) = u(t,q + a)

e*Mou(t, q) = eu(t, q)

2.2.1.4 Un peu d’algebre

On trouve :
Jo =< Ng, N| >
O =< N1, Ny, N3, Ng, N; >
‘H =< Ni, No, N3, Ny, N5, Ng >
K =< N1, No, N3, Ng >
J =< N; > on retrouve ainsi G = H @ J
M =< N3, N5, Ng >

Il avait déja été démontré ([Les12]]) que H est de dimension 6, et qu’elle est isomorphe a I'algébre Hg o

que Pon retrouvera juste apres. Ceci n’est pas surprenant dans la mesure ou I’équation de Black Scholes

peut étre réduite a I’équation de la chaleur.
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2.2.1.5 Lien avec I’équation de la chaleur

En effet a partir de I’équation

ou n 1 ,0%u ( o? ) ou 0
— 40—+ r——=)=——ru=
ot 2 0¢> 2 " dq
en effectuant le changement de variables 7 = — %t et en posant k = 25
g g
ona )
ou O%u ou
——+—+(k—1)——ku=0
or o Tk gy T h

Pour av et (3 tels que 2ac + (k — 1) = 0 et B = a® + (k — 1)a — k en considérant u(r, q) = exp(aq +

BT)v(T,q), v est solution de :

o 0%

or  og
2.2.2 DL’équation de la chaleur rétrograde
Nous allons expliciter ici la détermination des isovecteurs de I’équation de la chaleur rétrograde avec

potentiel.

Celle-ci est en effet d’'une extréme importance dans la théorie des processus de Berntein [Houl13b]],

[HL19al], notamment concernant leurs applications a la mécanique quantique euclidienne.
Elle intervient aussi dans la théorie des modéles affines de taux d’intérét [Houl3al] [Quil5al.
On consideére ainsi I’équation :

& ou K29

I{):K‘E—"_?W—V(t?qyu:o

OnaQZ%QsT:/fetRz—V(taQ)UdonCQZJEBH'

De plus en appliquant le théoréme 2.1 on obtient :

ft = 2’Ll}q

Donc on peut poser

w = %ftq + a(t).

La deuxiéme équation donne :

2
K
/e(Blwt+umt+lt)—|—V},uf+%uw—Vum—Vl+Vqu+?(Blmq+umqq+qu+Blmq)+Vu(m+wq) =0

78



2.2 Les équations dérivées de la chaleur

Pour u = B; = 0, on trouve que [ est solution de I’équation.
En différentiant par rapport & B; on a

Wy = —KMy

Donc on peut poser
m = %fmf - %atq +b(t).
En différentiant par rapport a u on obtient
2

1
my = —;(th + Vow + 2Vw, + %mqq)

c’est a dire ) ) ) )
— — K
EftttQQ - Eattq + by = ?(V;tf + ivqftq +Vaa+Vfy — tht)

2.2.2.1 Cas particulier V =0

On obtient

et —aug b=

- —Qa —

4 tttq ttq t= gt
En différentiant deux fois par rapport a g on a fy = 0.
Donc
f =201t + Cat + Cs.

En différentiant par rapport a g on a ay = 0.

Ainsi
C
w = 204tq + 72q 1 Oyt + Cs

Finalement b; = k(] et

G

C
m = q —?4(]4—:%01254-06

K

On a donc une base d’isovecteurs :

0 0 0
Ny = =262 — — 2tqg— + Ktu—

ot dq ou
o 1 0
No=—15; =345,



0
N2 = —
T ot
o 1 0
Ny=—t— — —qu—
4 Jq PRAF
0
N p—
5 9
0
Ne — u—o
6= 5y
Un peu d’algebre
On trouve :

Jo =< Ng, N; >
O =< N1, No, N3, Ng, N; >
‘H =< Ni, Na, N3, Ny, N5, Ng >
K =< N1, Na, N3, Ng >
J =< N; > on retrouve ainsi G = H @j

M =< Ny, N3, N5, Ng >

CHAPITRE 2 : L’ordre 2

Soient : My = Ny, My = N, M3 = £ N3, My = Ny — £ N3, M5 = N5 et Mg = Np.

Proposition 2.2.2.1

— Vi, By = (M, M)
de H(EV )

Yu # v # 0, il y a un isomorphisme entre H(EY =) et H(E) =0)

Remarque 2.2.2.2

Ceci étant un cas particulier des résultats plus généraux de H. Quintard ([Quil5aj)
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2.2 Les équations dérivées de la chaleur

Les symétries Pour tout N € H, on calcule d’abord N = —Nt% — Nqa% + N¥,

On a alors : 5 5 5
Ny =22 = 4+ 2tq— — ¢* —
1 tat—i- tqaq qu+/<atuau
~ o 1 0
No=15 1395,

i__ 90

2T o
~ o 1 0
N =tg ™ v

io__ 9

5 = 94

~ 0

Ne = 14—

6 u@u

Apres exponentiation, voici la maniere dont les V agissent sur une solution u de I'équation :

g
eTgat)u( 2 , 24
l+at’' 1+ at

Y 1
Ny t,q) = ——
(t9) = ——~ )

eO‘NQu(t, q) = u(e®t,e2q)

e*Vou(t, q) = u(t — o q)
eamu(t, Q) =e -+ ult,q+ at)
e“Nsu(t, q) = u(t,qg — a)

e*Mou(t, q) = eu(t, q)

2.2.2.2 Cas particulier V (¢,q) = q% + Dg?:

Pour ce potentiel on obtient :

2Ca

1 K
iftttqz + anq — Kby — 2D fig* + v — 2Dagq + tht

Comme f, a et b sont indépendants de ¢ on peut égaler les termes en ¢°, ¢* ¢ et les termes constants

en q.
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it 8D fi

Qg = 2Da

2Ca = 0

bt = %f tt
On trouve exactement le méme systéme que dans [HJC14] et [Quil5a]. On va expliciter les N pour
N e H.
On a donc

1
bzzft-FCl

Plusieurs cas sont alors a distinguer :

C = 0 On se retrouve ici dans un contexte proche de celui de [HL19b].

(@ D>0
Remarque 2.2.2.3
Pour D =1 on se retrouve avec I’équation de 'oscillateur harmonique.

Résoudre cette équation joue un role fondamental dans I’établissement de la formule de Feynman-Kac.

Pour plus de détails sur ce cas, voir [Var07] p.59.

—C2 /3Dt C3 /8Dt
-2, LB _VEDt
/ V3D V3D 4

—/2Dt + 666\/ 2Dt

a = cse
D’ou 5
Ny — y—
! “’au
Ny= —t—veped L i O (V8D V&b 2 , L -veDr), O
V8D ot 2 0q 4k 4 ou
g 1 @tﬁ_}\/@tﬁ V8D zp; o }x/@tﬁ
Ns = @e at 2° q@q * ir ¢+ 4° )“au
~ 0
N, = —
YT ot
Ny = _eﬂ/@tﬂ 4V QDGf@tquﬂ
0q K ou
N = —e\/ﬁt2 _¥ab e\/ﬁtqu2
0q K ou
(b) D=0

f=ct’+est+cy
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2.2 Les équations dérivées de la chaleur

On trouve

(c) D<O

Ainsi on a

a = cst + cg

~ 0
Ny = u—
! uau
0 0 -1 t. 0
_ 42 Y -~ =2 N, Y
Ng—t8t+tq8q+( 5 q+2)uau
~ 0 1 0 1 0
Ns =t 29, T 1%0u
~ 0
N _
17 ot
~ 0 1 0
~ 0
N _
6 9
C2 . \/7 C3
= 8Dt) — —— +
= JRpinveD = ps e

a = c5 cos(V2Dt) + ¢gsin(vV2Dt)

= sin(v8Dt) 9  cos(v8Dt) 0 ~——sin(v8Dt) 5 cos(v8Dt), 0
Ne=—"rFa 3 gy WDy,
Ny = _cos(v8Dt) 9 sm(\/SDt)qﬁ n (_\/S—Dcos(\/8Dt) 2+ 31n(\/8Dt)>u 0
V8D Ot 2 dq 4k 4 ou
~ 0
N4 - a
Ns = cos(\/QDt)g 4 v2D sin(\/ZDt)qug
0q K ou
Ng = sin(V 2Dt)2 _ V2D cos(V 2Dt)qu2
0q K ou

2.a=0

@ D>0
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V8Dt C3 /3Dt
= + —= +c
I'=D V8D *
Alors
~ 0
Nl = U%
Ny— L evind 1 vepi O 4+ (8D, ~vsDr 2+}6_@t)uﬁ
V8D ot 2° Oq 4k 4 ou
N = L a0 1 thg (_\/SDe\/@tqQ_‘_le\/@t)ui
V8D ot 2 g 4k 4 ou
~ 0
Ny=2
YT ot
(b) D=0
f=cot? +cst +ca
Donc
~ 0
N1 —U%
0 -1 t. 0
No =12 = +tqg— 4+ (——q* + —)u—o
2= Tlag, + (050 T 3)ug,
~ 0 1 0 1 0
Ny =t— —u—
5=l T 3%, T 10
~ 0
N, = 2
YT ot
© D <0
C2 . c3
= sin(v8Dt) — cos(v8Dt) + ¢
f= Jap SmVEDD = e, costVED) e
Ainsi on a
~ 0
N1 —u%
Ny = sin(v/8Dt) 0 n cos(\/SDt)q 0 n (\/8—Dsin(\/8Dt)q2 N cos(\/8Dt))u2

4K 4 ou

V8D 0Ot 2 dq
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2.2 Les équations dérivées de la chaleur

- _cos(@t)g sin(v8Dt) 0 n (@COS(@t) 2, sin(v8Dt), 9

Na = — _
3 V8D Ot 2 1 dq 4k e 4 )uf)u
~ 0
Ny = —
Y
Un point algébrique
Dans tous les cas :
Jo =< Ny >

O =< N1, N3, N3, Ny >= K

Pour D # 0, M =< Ny, Ny > mais pour D = 0, M =< Ny, N3, Ny, Ng > lorsque ceux-ci existent.

Pour une cohérence de notation, on note dans la suite de cette partie Hc p et non pas seulement H
comme dans [HJC14] et [[Quil5a]. Alors pour C' # 0, Hco,p ~ Hi o est de dimension 4; pour C' = 0,
He,p ~ Ho,o est de dimension 6 ([HJC14]; [LO14]).

De plus, H1,0 € Ho,o ([LQ14]). Ces algebres de Lie possedent des bases canoniques, continues en D

pour un C fixé, et compatible avec les inclusions

He,p € Ho,p -

Plusieurs des résultats présentés ici ont déja été obtenus par P. Lescot, H. Quintard et J.C. Zambrini
dans le cadre (équivalent) de I’équation de Hamilton Jacobi Bellman ([LZ07], [LO14]], [HJC14])

En posant

S(t7 Q) ==K ln(u(ta Q))

on retrouve I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman :

_§+1(§)2_ _56275_
ot 2 0q 20¢2

Comme dans ([HJC14])) on pose B = —% et £ = —%—f.

Si on note « le parameétre de la transformation générée par un isovecteur N il existe une application

BCYN : (t?q’ S’E7B) = (tavqaasaannBa)

On note eV lapplication qui transforme u en u,, pour N € H associé a N € H ([HJC14], [LZ07] dans

lequel il y a une erreur de signe).

On a alors
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Pour u solution de (£)) associé au processus de Bernstein, on note w, la solution associée au processus

dual.
Théoréme 2.2.2.4

s est solution de I'équation (EV)
De plus si on note N = Nt% +Nq8@q —|—d>% + ... un isovecteur de (£V) alors N, = Nt% —l—Nqa% +
qﬁ*% + ... est un isovecteur de (EY,)) pour ¢, = ¢ + 5N} (cette formule est d’ailleurs involutive)

Ceci justifie une affirmation dans ([TZ97]).

L’application N ~— N, définit un isomorphisme entre H(£Y) et #(EY,.) pour tout £ # 0 donc N
N définit un isomorphisme entre H" et %" ([HJC14]).

2.2.3 L’équation de Burgers

L’équation de Burgers est une équation aux dérivées partielles issue de la mécanique des fluides. Elle
apparait dans divers domaines des mathématiques appliquées, comme la modélisation de la dynamique

des gaz, de 'acoustique ou du trafic routier.
On note u la vitesse et v le coefficient de viscosité cinématique.

On consideére I’équation de Burgers avec viscosité :

@—FU@—V@_O
ot dq 0

2.2.3.1 Calcul des isovecteurs

On applique les résultats précédents pour k =2,n=1,Q = —v,T =1let R = ub;.

Ona
N'=—f(t)

N = —w(t,q)
N =um(t,q) +l(t,q)
N2 = Am + aF; + Byw; + umg + 1
NB = Bim + Biwg + umg + 4

NP> = NB' + Bow, + B1Bowy + BINP' + BoNg!

Jt = 2w,
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2.2 Les équations dérivées de la chaleur

—V(Blwt+umt+lt+31um—|-31l—l—uBmH—uBlwq+u2mq+ulq—uB1wq—I/Blmq—VBlwqq—yumqq—uqu—VBlmq)

= —vuBi(m +w,) (2.5)

Pouru:31:0dansona—lt—l-uqu:()

85; :mg = 0 donc m = m(t).

donne m = wy.

Par on obtient w; = —I.

Gréace a 8 onam; = —lg or myg = 0 donc /g = 0 et par suite [; = 0.

On déduit alors wy = 0 d’ou fy = 0.

On pose
f= Clt2 + cot + c3

Alors

m:wq:clt%—icQ

D’ou —l; = m; = ¢1 donc

l=—-c1qg+ca

Ainsi wy = ¢1q + ¢4 donc

c
w:cltq+52q+64t+c5

On trouve ici une base de G d’isovecteurs de dimension 5.

Pour N € H, on définit les N :

ou 1 ou 1

NQ:ta+§q87q+§u
Ny =2
N5—gZ
Pour N ¢ H, on définit les S :
Slz—t2g—tqg— 0 + tu—

ot Tag  You T Mou
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On retrouve les résultats de ([OME11]]).

2.2.3.2 Les symeétries

On exponentie les N.

IIs agissent alors sur une solution v de I’équation de Burgers de la maniére suivante :

exp(aNa)u(t, g) = exp( - a)u(exp(—a)t, exp(~3)a)
exp(aNa)u(t,q) = u(t + a.q)

exp(aNs)u(t, q) = u(t, ¢ + )

On obtient également 2 symétries supplémentaires a partir des .S qui sont :

1 qo t q
T t, = ’
Nyat(ts q) ﬁ+atexp(1_at)U(1+at 1+at)

TN4,au(t7 Q) = U(t, q— at) +a

2.2.3.3 L’algeébre
H =< Ny; N3; N5 >
J = {0}
O = {N1; No; N3}
M = {N2; N3; N5}

IC = {N2; N3}
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2.3 De I’équation de Burgers au modéle d’Hodgkin-Huxley

IciG # HEP J, ce qui ne contredit en rien le théoréme [2.1.1.4)dans la mesure ot R contient un terme

en ubBj.

2.2.3.4 Rapport a I’équation de la chaleur

On utilise la transformation de Hopf-Cole pour retrouver I’équation de la chaleur ([Eva98])) ([Liul7]).
On commence par considérer ’équation de Burgers sous la forme :

u2

u = (vug — ?)q.

On pose ¢(t,q) = exp(72U)  tel que %—g = u.

On a alors u(t, q) = —21/%.

Comme u vérifie ’équation de Burgers,

—QV((f;)q = _(2V2¢(Zq>q

On inteégre et on obtient ¢y = voyq + g(t) .
On pose ¢ = ¢pexp(— [ gdt).

On obtient alors

Py = quq

2.3 Del’équation de Burgers au modeéle d’Hodgkin-Huxley

Comme dans larticle [AD17]], on considére I’équation

ut+uuq—uqq—’yu—5u2—eu3:0

On cherche ici les symétries de ce type d’équation mais en utilisant la méthode des isovecteurs contrai-

rement aux auteurs qui utilisaient la méthode des prolongateurs d’Olver [Olv00].
On peut appliquer le théorémeavec Q=-1,T=1etR=uB; —yu— 6u? — eu’.

On a f; = 2w, donc on pose
1
w = §ftq +a(t)

Ainsi :

Bywg+umy+1i+(umA-1) (B —y—26u—3eu?) +u( Bym+ Bywg+umg+1,) —uw,( By —y —du—eu?)

— Bimy — Biwgg — umgq — lyg — Bimg — (m 4+ w,) (uBy — yu — 6u* — eu®) =0 (2.6)
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On obtient un polynéme en u.
Les constantes donnent un polynéme en B qui permet d’avoir
ly =yl —1lgg =0
l= 2mq - %fttq — ¢
3

En identifiants les coefficients en u°, on a

2¢(wg —m) =

Ceux en u? donnent
d(—m+2wq) +mg —3el =0

Enfin ceux en u forment un polynéme en By d’ou
m = wy
my — 200 + lq + 2ywy = 0

Ainsionaw:%ftq+a(t),l:%lfttqfatetm:%ft_

En substituant ceci dans les équations précédentes on a
O fiq + 20ar +vfr =0
0 3
§ft + §€fttq + 3ea; = 0

Jue —vfuu =0

agp —yay =0

On distingue alors deux cas :

1. v=0

f=at> +ast + a3

a = a4t + as
l=—a1q—ay

1
m = ait + §a2
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2.3 De I’équation de Burgers au modéle d’Hodgkin-Huxley

1
w=3fig+a

(@ e=0
—d=0
— 0#0donc fy=a;=0

On obtient f = a3, a =asetl =m = 0.

(b) € # 0donc fi; =0

—§5=0
f:a2t+a3,a:a5,l=06tm:%a2
—0#0
Onaf:ag,a:a&lzoetm:().
2.7#0
f==e"+ait+as
a:*e’yt‘i‘ag
-1
l=—clqg—e
1 1
m:767t+7a1
2 2
1f +
w = — a
2tq
(@) e=0

— d=0donc f; =0
Onaf:ag,a:%e"’t—i—ag,l:eﬂt
— d#0donc f; =0
Onaf=as,a=ua3l=0
(b) € # 0donc fry =0
— d=0alorsa=azet f =ao

—0#0f=azeta=ag

Ainsi on retrouve les résultats de [[AD17]] :

1. Pour 7, J et € des constantes quelconques on a

9 0
ot dq
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2. Pour € # 0 et § = v = 0 on trouve en plus

2t§+ g—ug
ot " T9g " “ou

3. Pour v # O et § = € = 0 on a en plus des deux isovecteurs généraux

evt(g + o

Jq 7%)

4. Pour v = § = € = 0 on retrouve I’équation de Burgers précédemment étudiée.

2.4 Craddock Platen

On reprend ici 'article [CDO01]] dans lequel les auteurs utilisent la méthode des prolongateurs d’Olver
[Olv00] pour calculer les symétries des différentes équations mentionnées, et on les retrouve grace a
la méthode des isovecteurs, en utilisant les théoréemes démontrés précédemment dans un cadre un peu

plus général.

2.4.1 Explications

Soit X = {X;,t € [0,T]} un processus stochastique satisfaisant I’équation différentielle stochastique
d’It6

dX; = ¢(X,)dt + /2X,dW, (2.7)

pour ¢t € [0,7] ou W est un processus de Wiener standard et ¢ une fonction de dérive.

Ce type de processus contient les processus GSR qui ont des applications en finance notamment. En
effet certains processus GSR présentent une propriété connue sous le nom de réversion de moyenne

qui les rend idéals pour modéliser des taux d’intéréts.

La densité de transition p(¢, ¢, 7) pour X est donné par la solution fondamentale de 1’équation suivante :

0%u ou

% fag+ ) D)5, =

. 2.
ot 0q? 0 @8)

de sorte que u(t,q) = [;° ¢(r)p(t, q,7)dr soit une solution du probléme de Cauchy pour avec
u(0,q) = ¢(q) (voir par exemple [RY13]).
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2.4 Craddock Platen

2.4.2 Calcul des symétries

D’apreés le théoréme (2.1), ici 7' =1, Q = —(aq + b) et R = —¢(q) B1, on obtient donc :

w = Z(aq by, — M0, (2.9)
—(aq + b)(w + ¢'(¢)w — (aq + b)(wgq + 2my) + ¢(q)wy) + ad(q)w = 0 (2.10)
me = ¢(q)mq + (aq + b)mg, (2.11)

et [ est solution de I’équation.

2] w _ 1 .
Par comme 7q<Vaq+b) - 2\/aq+bft '

w = (aq + b) f; + /aq + bK(t)

Alors[2.10ldevient :
1 1 ¢'(q) 1 a’ a
mg = - fit + —F——=K; + fi + P (K K — d(q)K
T2 2Vag +b 2 2Vag +b 8(ag+b)%  4(ag+b)
D’ou @
o(q 1 Vag+b 1 a
— - K ————=K+ L(t
m 5 ft+2fttQ+ t+2m¢() Wag+b + L(t)

L’équation nous donne ainsi :

S(ag-+b)q fur+ - (a0-+)* Koy +16(ag-+)3 L+ 30 K —8(ag +8)2 f(9(0)6! () + (aq-+)6"(4)
~ 8(aq-+ DK (0(0)6/ (@) + (aq + 1) (0)) + 8aK (—adla) + 36%(a) + (aq + D) (@)) = 0
On considére —ad(q) + 1¢*(q) + (ag + b)¢/(q) = Aq? + Bg® + Cq+ D.\/q+ E.

En dérivant par rapport a ¢ on a (ag + b)¢"(q) + ¢(q)¢'(q) = %Aq% +2Bq+C + %Dq%l.

On obient alors :

16 3 1. -
8(ag+0)2afus+~— (a-+b) Kia-+16(aq-+) Li+3a° K ~8(aq+0)? fu( 5 Aqh +2Bq+C+ 5 Dg’#)

3 1
- 8(aq+b)K(§Aq% +2Bg+C+ §Dq71) +8aK(Ag? + B@® + Cq+ D\/g+ E) =0

93



CHAPITRE 2 : L’ordre 2

L, K, f étant trois fonctions ne dépendant que de ¢, poura = letb=0ona:

3 : 8fw —16Bf, -0
q? 16Ky — 12Af; — 16BK +8BK = 0
q2 16L; — 8Cf, — 12AK + 8AK = 0
q —8CK +8CK — 8f,D = 0
Vi : —4KD +8KD = 0
1 3K +8EK = 0
1. K =0,
@@ ft #0
Alors
D=A=0
1
icft
fttt = 2Bft
i B=0
f= Clt2 + cot + c3
. 610 CQC
L= 5 24 5 t+cq
Alors o c
m = ci(pt +q+ —t2) + 02(? + —t)+ca
2 2 2
= q(2c1t + c2)
ii. B>0
f= 1 —L_ exp(V2Bt) — —2 exp(—V2Bt) + Cs
V2B \/2B
CIC CQC
L= ex 2Bt) — exp(—Vv2Bt) + C
7o P(V2B) = o o exp(—VaBH) + O

w = C1 exp(V2Bt)q + Cyexp(—V2Bt)q

m= Clexp(\/@t)( )+02€Xp( \/@t)(——

C
2 2\/23 2v/2 2 2\/2B
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2.4 Craddock Platen

iii. B <0
f= G sin(v/—2Bt) — Cs cos(vV—2Bt) + C:
V—2B V—2B ’
Clc . CQC
L= —2Bt) — —2Bt) 4+ C
/=35 sin(v/ ) 23/ cos(V )+ Cy

w = C} cos(vV—2Bt)q + Cysin(vV—2Bt)q

B ¢Cy 1 CyC ) ¢Cy 1 cC
m = cos(vV—2Bt)( 5 T3V 2BqCy 2@)+sm(\/ 2Bt)( 5 2\/ 2BqC4 W)z
(b) f=0
=0
L=0C,
w=20
m = Cy
2. K+#0
Alors
D=0
et 3
B=_"2
8
1 1
(@) A0
LA 2B
Y R Y]
fur = 2B fi
i B=0
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1
f= 501t2 + Oyt + Cs

Alors
= —AC1t3 + - ACst® + Oyt + Cs
8 16
2 44 20,43 1 1 2, (1 1
L= 7_/4 Cit -I- A Cot” + ( C1C + - ACHt* + (= CoC + = AC5)t + Cs
128 8 2 4
1 3
w = Citq + Coq + §A01t3\/§ + T6A02t2\/§ + Cyt\/q+ Cs4/q
?(Clt+02)+ 5C1HVa(g S a0y A02t+04)+—¢( A01t3+ A02t2+04t+05)
2 \[
1 e t3+ ACH+Cyt+C )+ A2, A28 ( CLO+2ACy)
T1,/2'8 1 2 4 5) T 103 sy C2 10+ 2 A
1
+ (5020 + ZAC%)LL + Cg
ii. B>0
f= % —— exp(V2Bt) — ——exp(—V2Bt) + Cs
V2B vV QB

V2Bt V2Bt 2C 2C
K = Cypexp(—— 5 )+ Cs exp(—T) + 37B1 exp(V2Bt) + 3—32 exp(—V2Bt)

L= (1 6AB) \/CL exp(V2Bt) — ( C+ 6AB) \/62% exp(—V/2Bt)
1 V2Bt 1 V2Bt
+ﬁ1404e p( B ) 2@14059)(1)( ) Cs

—V2B

= (¢4 g VDO exp(VEBU) 055 VD) exp(~VEBE) +ACsexp( Yo t) /7
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¢ 1 C A
"o CleXp(@t)( "3 \/ﬁﬁf@w 3BVB 6B 2\/ﬁ+6\/@)
b 1 C A

+Cy exp(—\/@t)(g - 5@(] - \/5\/@3—3 +

3BVE  6Byi 2viB 6vaB

V3Bt VeB 6 1

A
+ G exp(——)(=Va—, 2\/6—4\/6—2@3)—1'06
iii. B <0
f= 2 sin(v/ —2Bt) — C: cos(vV—2Bt) + C
V—2B V—2B ’

K = Cycos( _22Bt) + C5 sin( _223 )+ 3B cos(\/ 2Bt) —|— —= sm(\/—QBt)

C A C A

:(2@+6B@)ClSin(\/_2Bt)_(2\/—2B+6B\/—2B)02COS(V_2Bt>
L G L (YTIBL L GA VB
N1 R 5/ 2B ' 2 ¢

—2Bt

w = C1 cos(V —2Bt)(q—|—i)+02 sin(v —2Bt)(q +—\[)+\f6’4 cos( —2Bt

5 ) +VaCssin(

)

"= CI(COS(@“(Q 3B¢f GB\stm(@t)(__\/;ﬁq_Q@ﬁ
- \/f23+6B \;4_23))+C'2(sm(@t)( 2+?);\[—W>+cos(@t \/;TB‘J
P (Y Y A

T L e
+ sin( _22Bt)(2¢f—4\1/a))+06

(b) A=0
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1
Ky = §BK

fur = 2B fi
i B=0

fttt = 0 donc
1
f = 501152 + Cot + C3

Alors Ky = 0d’ou
K= C4t + 05

Ainsi 1 1
= 1001752 + §CCQt + 06

C’est a dire :

w = Cytq + Coq + Cut/q + Cs+/q

m = Cl(¢ +2+4Ct2)+02(¢+ Ct)+C4(\/>+ﬁ—v )+C (2?/»_4\[)
ii. B>0
4 Cy
f = \/ﬁexp(@t) - \/@EXP( @t) + 03
K=0C4 exp(\/ziBt) +Cs eXP(—\/?Bt)
I = L CClep(V2BY) — ——CCrexp(—V2Bt) + C

2\/7 2v/2B

—V2B

V2B
w = qC1 exp(V2Bt) 4+ qCa exp(—V2Bt) + /qCy exp(Tt) + /qCs exp( t)
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m = C exp(\/@t)( \/22qu + 2\/0@) + Cyexp(— @t)(¢ \/22qu — 2\/0@)
+Cyexp( 22! ><\/a“§iB+2j§—4;a>+os o 2 P
iii. B <0 o
f= Ny sin(v/ —2Bt) — ﬁ cos(V—2Bt) + C3
K = Cycos( _22Bt) + Cj sin( _2Bt)
= LC sin(v/—2Bt) — ¢ Cy cos(V—2Bt) + C,
“2/=2B | 2/—2B ‘
w = C cos(V—2Bt)q + Cysin(v/—2Bt)q + /qC4 cos( _;Bt) + /qCs sin( _22Bt)
m = C’l(cos(\/—2Bt) + bln(\/—QBt)(2\/izqu + 2\/?273)) + C’g(sin(\/—ZBt)g
#oos(V=2B) (5 — 5o e) + i sin(Y P Y
roos( V) (5~ g Cateos( VP Y i (Y ()
Résumé
Pour
Ut — qUgqg — Pug = 0
On pose .
~¢+ 56" +4¢' = Aq? + Bg’ + Cq+ D\/g + E (2.12)
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34+8FE #0 Isovecteurs
D=0 B=0|Ni =15 +2gt5 + (6t + g+ §t*)ugs
Ny —ta+qaq+(¢+ct)u6u
N3 =2
Ny=ug
B>0| N = AzeV?BE 4 eV2Btg L +e@t( + 5 T g U
]\72:_\/% ‘/@ta+e ‘/@t +e ‘/ﬁt(Q Zﬁq—m)u%
N3 =3
M:u%

B<0|N, = sm(\/ﬁt)% - COS(@t)q(%
+(cos(yZBt)(£) + sin(y/~ZBt)(~ by 2By - e
Ny = —\/% cos(@t)% + sin(@t)qa%
+(sin(v=2Bt)(§) + cos(v—2Bt)(3v—2Bq — 5 55 ug

Ny=2
]\74:11,5%
D#0 N =-2
NQZU%
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3+8E =0 Isovecteurs
A#0 B=0|N =325 + (tg+ AP/@) & + (51 + 3¢
HVAZAL + 55 0AL — WAt?’ + B A% 4 1Ol
N2:t§+(q+16At2f) + (% + Jai At
togdA — R A + g A2t3 ot
N3 =2
Ny = tV/ag + (Va + quﬁt— et T $ AP ugs
N5 = \/Elgq (2\/a¢ zliAt)uau
B>0| N = i=exp(V2Bt)§ + (4 + 55/a) exp(V2Bt) 5
+(exp(v QBt)(% + % V2Bq+ /1 QB?%B + 3B¢3/§ B 631«/5 + 2\/0@ t 6¢%B>)u8@
Ny =——— exp(\/QBt)% + (¢ + 54 exp(—\/ZBt)a%
c A 9
(eXp( v 23”(* —3V2Bq~ avV2B3 + 555 ~ s8ya ~ wvas ~ avars) Vo
N3 — a
Ny = Gexp(ZE0) & + (exp(V2E) (Vg ¥3E + 5% — 14 + 55 ) uis
Ns = ygexp(—Y2B1) 2 + (exp(—¥3Bt)(— /728
¢ 1 A )
Tovi T 1 wves) o
N6 = ua%
B<0| Ny = —Aosin(v=2Bt) g + cos(v-2Bt)(q + 35) 2
: _/=2Bq 2V—2B
+(cos( —QBL‘)(% + 3B¢\/5 - GBI\/a) + sin(v/—2Bt)(— 223‘1 - =3 V4
c A b
+~2\/—23 + s5v=z5))"ou
Ny = —=55 cos( —2Bt) & +sin(v/—2Bt)(q + )
(sm(\/—QBt)( + 33\[ GB\/§) —i—cos(\/—QBt)( VEQBQ
2\/72B\[ C . A ))u@
3B 2v/—-2B  6By/—2B’//"0u
Ny=2
3= ot
~ V=3B 9Bty V= 2B Wawy::
Ny = \/c}cos(#)a% + (sin (V) (— vy 27— 2B) + COS(%)(%@ ~ 1)U
- - \/723 V=3B
Ny = Vasin( )+ (cos( YT Ay in(FE) o —
Ne = ud
6 = Ujz
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A=0|B=0| N =325 +tqf + (5 + §+ 10Pu
\7 0 0 t C 0
Na =5 +ag; + (5 + Fug;
N3 =2
N—t\[ (\[4_&_4)”@
4 8(1 2\/q 4./q/ 7 Ou
Y o)
Ns = vag + (307 — n)ud
N6 =Uu
B> 0| N = L exp(V2B) g + gexp(vVaBt) & + (exp(vV2B)(§ + Y224 + L)yl
Ny = \/;? exp(— \/QBt)% + gexp(—V 2Bt)8% + (exp(—\/QBt)(% - @ - gfﬁ))“a%
N3 =2
Ny = lep(\/@t) lé) + (eXp(@t)(f@ + % . v))u%
N5 = /gexp(—3E4 >* + (exp(—Y32) (—va Y3 + 5% — ) udn
N@ = U
B<0|N = IQB sin(\/—ZBt)% + cos(\/—QBt)qaﬁ
(COS(\/—2Bt) + sm(\/—QBt)(Q\/ 54+ \/7)) %
Ny = 2B cos(\/ 2Bt)8t + Sln(\/—ZBt)
+(sin(\/—2Bt)2 + cos(v/—2Bt)(— 2\/qu 2\/2123))”%
N3 =2
S V=3B . /=3Bty V—2B N3]
Ny = /q cos( 22Bt)6% + (—sin( ;Bt)( 22 \f) + COS(%)(% — r\%))u%
v . V3Bt & V—2Bt\,V—2B
N5 = /gsin(Y52) & + (cos (Y52 (5240 +sin (Y22 (55 — 25))udh
No— ud
6= Uy

2.4.3 Des modeles particuliers
2.4.3.1 Prix d’une option

On applique les résultats a un exemple simple de prix d’une option sur un actif.

On considére donc I’équation suivante :

aq 0
U — QUgg — ———Ug =
t — QUqq l—i—%aqq
Onaalorsd)(q):Ho‘faqetA:B:C:D:E:O.
2
D’ou
Ny =20 ol 2| O
= — R — S — ui
TR 9 T T ag Mo
0 0 0
No=t—+q— o

ot q + 2+aqu%
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2.4.3.2 Les modéles affines

Les processus GSR avec une fonction de dérive affine sont utilisés par Cox, Ingersoll et Ross (CIR) pour

modéliser les prix d’obligations.

Pour ces modéles affines, déja étudiés dans ([Quil5b])), afin d’unifier les notations on considére W; =
Qw(t), Xy = 2rt) + Zetp:a — —Ag+ 2L + 22 ou § est le ¢ dans ([Quil5b]).

L’équation [2.8|devient alors

af A\
Ut — QUgq — (/\q+7+7ﬁ)q:0.

IiA=0,B=3iX>0C=-2% 22 D=0etE=—1(4ad +4\B + a?0? + 2% + 2)\Bad).
— Premier cas : 400 + 4\ + 0% + )\Zﬁz +2)\Baf =3

1
N1 = —exp(\t) 8t + gexp(At)=— 0

A ) dq
Ny = —% exp(—At)gt + qexp(—At)(fq Fexp(-A)(-Ag+ O+ &) 8au
Ny=
Ny = \/éexp(;t);que p(51)( Oif ):Bf 4\1@>”3{1
N; = \/aexp(f%t)a@ +6Xp(*ét)( Aa+ \[ ):B[ 4\1/§)uaau
No=ul

— Deuxiéme cas : 4af + 423 + o260 + N\23% + 2)\Bab £ 3

1 s, 0 A
Ny = —exp(M)=— + exp()\t)qa—q +expM)(—= + =~q¢+ — + —)u

A ot 2 T T e
- 1 0 0 Aq 1 0
Ny = Y exp(—)\t)& + exp(—)\t)qa—q + exp(—)\t)(—7 - ﬁ@“%
~ 0
N =~
LY
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CHAPITRE 2 : L’ordre 2

2.4.3.3 Le modéle de Longstaff

Par contraste, Longstaff modélise les prix d’obligations avec un processus GSR dans lequel la fonction
de drift est ¢(q) = o — 3,/q.
Alors A=B=0,C=3f2D=-af-SetE=—a+%

1. Premier cas: a € {3;3}

~712a (a=Bva)t g 1 5,4 0
Ny it&+t544 5 +§+§Btm&;
0 (o - By 9
N =t + 5+< P
~ 0
N3—a

Byt _ _t 0
2,/q 4,/q" Ou

~ 0
N4:t\/aafq+(\/§+

0 (a-Byg 1 9
= \/aaﬁ] + ( 2\/@ 4\/§)u%
- 0
N6 —u%
2. Deuxiéme cas : « ¢ {%7 %}
- 0
N1 ot
~ 1o}
NQ —U%
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Chapitre 3

Cas non linéaire : ’équation de Frey

On présente ici un article soumis sur ’équation de Frey qui est une équation d’un modéle financier
(voir les notions de finance[C).
Les résultats des pages 112 a 115 se déduisent des considérations des pages 13 a 15 pour lesquelles les

résultats présentés s’appliquent ici mais comme nous soumettons cet article sépément nous repartons

du début et en anglais pour les besoins du journal dans lequel nous soumettons.

Sommaire
3.1 Introductionl. . . . . . . . . ... e 106
[3.2 Towards the Frey equation| . . . . . ... ... ................... 107
B21  TFinancialframeworkl . . . . . .. ... ... oo 107
322 BlackScholesmodell . . . ... ... ... ... ... . o 108
[3.2.3  Thetrackingerror] . ... ... ... 109
[3.3 Computation of the symmetries| . . . . . ... ... ... ............. 112
3.3.1 [he method of isovectors| . . . . ... ... ... ... .. ........... 112
[3.3.2  Computation of the isovectors|. . . . . . .. ... ... ... ... ... 114
[3.3.3  The symmetries and some algebra] . . . ... ... ... .. ... . ... . 120
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CHAPITRE 3 : Cas non linéaire : I’équation de Frey

Symmetries of a non linear variant of

Black-Scholes equation

Lauréne Valade

ABSTRACT :

On the one side in 1971, B. Kent Harrison and Frank B. Estabrook [HE71]] introduced a method to deter-
mine the symmetries of partial differential equations (PDEs). These last years, the determination of the
symmetries of PDEs in Mathematical Physics, in Mathematical Biology and in Financial Mathematics
has proved useful [HL19b]], [HJC14], [Les12], [LQ14], [LZ02]].

On the other side, in 2000, R. Frey [Fre00] characterized perfect hedging strategies by a nonlinear ver-
sion of the Black-Scholes PDE to take into account the market illiquidity.

The symmetries of this equation was determined by L.A Bordag in the 2000s [Bor06]], [Bor08]], [Bor15],
[BCO7], [BE] and by M. Bobrov in 2009 [Bob09] in an unpublished paper using Olver’s prolongation
method [OIv00]].

The aim of this article, after presenting the Frey equation, is to compute the symmetries of this PDE
with the method of isovectors due to Harrison Estabrrok and to present some results on the Lie algebra

of symmetries itself.

3.1 Introduction

Before 1998, the Black Scholes model was the most used in mathematical finance.

Unfortunately, the LTCM financial crises showed that the model had a breach : it was based on assuming

that an investor was able to sell or buy a large amount of an asset without any effect on its price.

This problem caused large loss for investors and so now, it is necessary to take into account this new

factor.

Here, we present the model introduced by Frey in 2000 [Fre00] in which the hedging strategy affects

the derivative price process.

Frey derived a retroactive formula for the dynamic hedging into the volatility of the market. So the
volatility increases when the trader uses a hedging strategy which asks for more buys if the price

increases and which decreases if he has to sell in reaction at a price increase.

In this case, the standard hedging strategy of Black Scholes can’t erase all the risks. In fact when one
derives the explicit formula which represents the loss for an investor which uses this hedging, one has

some idea of the risk due to the lack of liquidity of the market.

That’s why Frey developped a caracterisation of perfect hedging strategy, that takes into account the

new factor of risk, by a non linear variant of the Black Scholes standard partial differential equation.

106



3.2 Towards the Frey equation

A preliminary version of this paper was presented in 2017 by the author as Master’s Thesis at the

University of Rouen-Nomandie.

3.2 Towards the Frey equation

3.2.1 Financial framework

In a financial market assumed without arbitrage opportunities and without payment of dividends to
shareholders, a European option on a share S at the strike price K with maturity 7" is considered.
The investor wants to replicate a derivative contract on the stock using the dynamic trading strategy .

In the opposite of the classical analysis of the derivative assets, here it is assumed that the investor is a

big trader.

St denotes the stochastic processus on a probability space (€2, F, P) representing the price of the stock

at time ¢. S; satisfies a SDE driven by a Brownian motion.
¢ = (St — K)™ represents the payoff (the option is used if and only if K < St).

It is assumed that the portfolio contains, in addition to the risky asset .Sy, a riskless one R; (typically a

bond). The financial market associated with the bond is supposed to be totally liquid.

Noting r; the instantaneous interest rate, o; the market volatility and p; a real parameter, :
th == Tthdt
dSt = St(ﬂtdt + O'tth)

The position is continuously evaluated according to market prices so one consideres the mark to market
value denoted by V;. It verifies
Vi = BiRe + Sy

A financing strategy is then a couple (S, ay).

As it is assumed at t = 0 that the trader invests 1}, that the securities evolve over time and that there

is neither contribution nor withdrawal of money, it is a self-financing strategy

d‘/t = ﬁtht + OétdSt.

The following notation is used :

if Xy, t > 0 is an adapted process, X *(t) is the discounted value of X; : X%(t) = %.

a; denotes the discount coefficient at time ¢, a; = R%'
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CHAPITRE 3 : Cas non linéaire : I’équation de Frey

The formula of integration by parts gives
ave(t) = —r Ve(t)dt + a,dV;
dS(t) = —rySe(t)dt + a4 dSy = —riarSydt + ardSy.
As Vi = auSy + Bi Ry,

OétdSa(t) = —rtat(Vt — Bth)dt + atOétdSt =
— rtV“(t)dt + at(ﬁtht + OdtdSt).

Immediately (o, ;) is self-financing if and only if dV*(t) = a:dS(1).
A self-financing strategy is fully characterized by the initial portfolio value Vj and the process a.

Indeed, a strategy is self-financing if and only if
t t
V() = V9(0) + / o dS®(u) = Vi + / 0 dS® (1),
0 0
So f; is obtained by the relation

By = Vo(t) — auS*(t) = Vo + /0 t udS () — a9 (1).

As V is a function of S and ¢, one can apply Itd’s lemma for two variables :

ov. v
AV = (uS55 + 5 +

L bV OV
a5 "o T27° g%

Jdt + 0S5 dW

3.2.2 Black Scholes model

In the Black Scholes model, the delta-hedge portfolio is considered, it consists of being short one option

and long g‘S/ shares at time ¢ . The value of these holdings is

ov

M=V + >
V + aSS
Between ¢ and ¢ + dt,
dH——dV—F@—VdS
N oS
But 0 0 9?2 0
\%4 vV 1 Vv
dV = T+ 4+ Z028%2 = )dt —d
Vi=Sgg+ 5 7379 ggr)dt+o555aW



3.2 Towards the Frey equation

et
dS = pSdt + o SdW.

So

1% 1 %
dll = —%—tdt - 50252%& and the uncertainty is lifted.

As the market is assumed without arbitrage opportunity, the rate of return must be equal to that of the

riskless instrument.

By assuming 7; = 7 the riskless rate of return, it is necessary to have

rIIdt = dII.

Thanks to this one finds the Black Scholes equation for u = V.
Let uS be the Black Scholes price of the derivative for a volatility of reference ¢ and 7 = 0.

uBS satisfies

1
uP9(t,8) + 50252u§§(t, S)y=0etu(T,S)=h(S)

3.2.3 The tracking error

It is necessary to make some hypothesis :
Hypothesis

(A1) : The stockholdings process (o) is left-continuous

(at - sli>H<1t Oés).

(A2) : The right-continuous process a™ defined by a* = limt o5 is a semi-martingale.
s>

(A3) : The downward jumps of the strategy are bounded (Aa?‘ =aof —ay > %1 for a p > 0 fixed).

(A4) : Let W a brownian motion, o > 0 and 0 < p < p. It is assumed that the strategy (o) satisfies the
hypothesis (A1), (A2) et (A3), and that the asset price process solves the following stochastic differential
equation (SDE) :

dSy = oS;_dW; + pSt_doz;r, where S;_ denotes the left limit of .Sy
(A5) : The function ® : [0, 7] x RT — R belongs to C12([0,T] x RT) and V(¢, S) € [0,T] x R,
pSPs(t,S) < 1.

Proposition :
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Using a strategy oy = ®(¢,S;) satisfying (A5) and assuming that the price process S; = S;(p, @)

follows an Itd process of the form

dSt == U(t, St)Stth + b(t, St)dt.

Then under the assumtions (A4) we have

ag
o(t5) = T 585 8)
et g 22
p 1 o
S BT L o
T R TR MO e

This proposition, due to Frey [Fre00], describes the feedback-effect from the dynamic hedging on the

volatility : the constant volatility o is transformed into the time and space by the action of the big trader.

Démonstration: By the It6 lemma, as ® € C L2 we have
1
d(®(t,S;)) = y(t, Sy)dt + ®s(t, Sy)dS, + 5cIJSS(t, S)v3(t, Sy)Sidt.

So by the assumption (A4) and as we have a process of the form dS; = v(t, St)S:dW; + b(¢, S )dt we obtain

dSt ’U(t, St)Stth + b(t, St)dt

= O'St_th + pSt_daj
1
= UStth + pSt@S(t, St)dSt + pSt((I)tdt + g@ssd < S >t)
1
= O'Stth + pStq)S(t, S’t)dSt + pSt((I)t(t, St> + §¢SSU2S§)dt
Therefore )
(1 — pStq)S(t, St))dSt = o0S;dW; + pSt((I)t(t, St)dt + iq)ss(t, St)d <S8 >t)-

Because pS;®g(t, S;) < 1 we can deduce the proposition.

The tracking error is defined by : e} = ¢ — VM =¢ — (Vo + fOT asdSs(p, a)).
Remark :

The amount ﬁ measures the depth of the market : that is the necessary change in the large trader’s

stock position to cause a price movement of a unit of account.

Proposition : Suppose that the large trader uses the Black Scholes trading strategy and that ug 3(t, 9)
satisfies (A5) taking ® = u57(¢,5) .

Then

1 1
M 2 2, BS
er = o 1)S%u s,55)ds
T /(; 2 ((1 S u]gg( ,Ss))Q ) s SS( )
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3.2 Towards the Frey equation

Démonstration: By definition of the tracking error e = ¢ — (uP9(0, Sp) + fo S(t, S)dSy).

ag

According to the previous proposition v(t, S, u?%) = T=p5uBS(L5)"
SS

By the It6 formula :

T T
¢ = uP3(T, Sr) = uP5(0, Sp) +/ uBS(t,S;)dS; +/ (uPS(t,S,)
0 0

1
+ 2u55 5(t, S)v2(t, Sy, uP%)S%)dt

T T
eM :/ uZ5(t, S;)dS, —l—/ (uP(t,8) + 2“55 §(t,Si)v*S7)dt
0 0
T
_ / uBS(t,8,)dS,
0

But uP®(t,9) = —70252uss (t,S) and v(t, S, uP%) = #ﬁ?(f,s)

Obviously, the aim is to find a hedging strategy that minimizes the tracking error.
In this framework, Frey gives a perfect strategy :

Propostion : Assuming u € C12([0,T] x RT) is a solution of the following non linear variant of the

Black Scholes equation following :

0.2

1
2 (1 — pSugs(t, 5))?

we(t,S) + SQUSs(t, S)=0

where h(S) = u(T, S) and ug(t, S) satisfies (A5).

Then the selffinancing strategy with a; = wug(t, S;) as stock-trading-strategy and V; = wu(t, S;) as

value process is a perfect replication strategy for the derivative, that is e% =0.

Démonstration: By the It6 formula :
f = U(T7 ST)

T T
1
= ’U,(O7 So) + / us(t, St)dSt + / (Ut(t, St) + 5’&5’3(1;’ St)vzsg)dt
0 0

T T
— u(O,SO)—F/O us(t,St)dSt“‘/O (ue(t, St)

1 o 2 a2
+2uss(t’st)(1—p5uss) Si)dt
But
SR 0s0 & (05)+/T (t, Sy)dS
U+ ——————=5%ugs = 0so & = u(0, ug(t, .
t T pSugs)?” 1SS 0 | uslhSuase
So

T
el = ¢ —u(0,8) — / us(t,S¢)dS; =0
0
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3.3 Computation of the symmetries

So we consider this equation :

. __1 22 uss
() s =—50 (1 — pSA(S)uss)?

3.3.1 The method of isovectors

We will apply the method due to Harrison Estabrook [HE71] to find the symmetries of this non linear

partial differential equation.

Remark : This method has already been applied to find the symmetries of many PDE’s, for instance :
the Black Scholes equation [Les12], the backward heat equation with potential [LQ14]], the Hamilton-
Jacobi-Bellman equation [HL19b] [LZ02] or the equation % = —giqu [LV19].

Remark : In [LV19] we have developed a rather general framework to compute the symmetries with
this method but unfortunately this equation doesn’t enter in this class of equation. That’s why I present

this computation alone.

Howeover in my ongoing PhD Thesis some properties will be jointly proven for these two types of

equations.

We denote by u(t, .S) a solution of the Frey equation.

Temporarily we consider u, A = %, B = g—g and By = % as independent variables .
We take M := J x O x R? as state space, a point will be denoted by (¢, S, u, A, By, Bo).
The computations will be carried out in the differential algebra AT™ M.

We will express the partial differential equation as the vanishing of a family of first-order differential

forms.

We set v := du — Adt — B1dS, a 1-form.
Then we have doo = —dAdt — dB1dS.
And we set also

B := dtdB; — BsdtdS

v = AdtdS + 025%dtdB, = AdtdS + QdtdB;

2(1+W)
where W (S, By) = —2pSA(S)Bs + p?S?\(S)?B2.
The equation (€) is equivalent to the vanishing of «, 5 and +.
We have :
dy = —dadS — Qsdadt + Q) p,dB28 — Q) , B2df5.
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3.3 Computation of the symmetries

For [ =< o, 3,7,da,df3 >, 11is a closed differential ideal in AT*M (d(I) C I).

Lemma : Each 2-form of I can be expressed as aa + zda + £ with z a 0-form, £ €< (3,v,dS8 > and
a = azdt + agdS + aydu + aadA + ap,dBy + ap,dBs a 1-form for which we may assume a,, = 0.

Remark : This lemma is inspired by a remark in ([HE71] p. 658)
Démonstration: If a, # 0, we can change a« into a’a where a,, = 0 thanks to
a, = a; + a, A
as =ags+ a,B;

because du = Adt + B1dS + «.

In T'M, the generic vector field is :

d d ) I a
_ ti Si u_- Ai Bli
N =N'o +N°oo + N0+ N aA+lz;N B,

Definition : The vector field N € T*(M) is an isovector for (€) if Ly (I) C I.

We define

- ) )
N =-N'—- - NI~ 4 N“
ot aq

Lemma : Let NV an isovector.

There exists a function F' = Fiy(t, S, u, A, By) such that :

Nt = —Fy

N% = —Fpg

N* = F+ AN!'+ BN*®
N4 = AF,+ F,

NBr = B|F, + Fg

Remark : This lemma is already present in ([HE71], p. 657). It is used in various particular cases for
instance in [HL19b]],[Les12],[LO14]],[LZ02].

Démonstration: Let N anisovector;as « is the only 1-form among the generators of I, we shall have Ly (o) =

Ea.
We set F' = N | ([HETZ1]).

Then
F =N"— AN?' — B,N*®

but Ly (a) = N]da+ d(N|a) so N |da = o — dF.
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That is

— NAdt + N'dA — NB1dS + N%dB, = £(du — Adt — B,dS) — Fydt
— FsdS — Fydu — FadA — Fg,dB; — Fp,dBy

By identifying the coefficients we obtain :

dt : N4 = _—A¢-F
dA : Nt = —Fy

dS : —NB = _Bi¢-Fg
dB, : N°¥ = —Fp

du 2 0 = ¢-F,

dB; : 0 = —Fp,

3.3.2 Computation of the isovectors

The aim is to determine the symmetries of the Frey’s equation and in order to do this it is necessary to

find the isovectors.
Theorem : We have N = N(t)

Remark : This theorem is available in the framework of [LV19] but also for a very general class of

equations and the proof will be presented in my ongoing PhD Thesis
Démonstration: As 7 is a 2-form, we need to have
Lyn(y) =aa+ b8+ gy + zda

with ¢ = a1dt + a2dS + a4dA + as 1dB1 + a5 2d By a 1-form, b, g and z 0-forms.
By identifying the coefficients :

dSdB, : QN — AN}%1 = DBiasi+ =z
dudB, : QN} = —as;
dAdB; : QN} =0

dAdt : —AN5 - QN5 = —Aay—2
dudA : 0 = a4

N = —Fuq=0
then
F=Af(t,q,u,By)+e(t,q,u,By)

We obtain
—2Qfs —2B1Qfu + Afp, = 0.

As @ and f are not dependent on A,
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3.3 Computation of the symmetries

fBl =0

It follows f,, = 0 and also f,, = 0.
So f = /(t).

Proposition :

NP2 =2Bje,s + ess + 2Baep, s + Biey, + 2B1Baep,u
+ Bse, + B%eBlBl (3.1)

Remark : This proposition is available in the framework of a general class of equations and the proof

will be presented in my ongoing PhD Thesis

Démonstration: According to the previous theorem we have
N'=—f(t)
N = —ep,
N" =¢e— Bjep,
N4 = Ae, + Afi + e

and
NB = Bie, +eg

We set
Ln(B) =ha+18+my+ rda

dtdBy : —fi+ ey + Bieyn, + esp,
+Bseg, B, = Ahs1+1+Qm
dtdS  : Bieys +ess — NP>+ Baf,
+Bsen, s = Ahy — Bihy — B3l + Am
dtdu i Bieyy +eus + Baepu = I
dSdu : 0 = h
dBidS : 0 = —Bihsi -7
dAdt : 0 = Ahy—r
dAdu 0 ha

But A + B2@ = 0so

NB2 = 92Bje,s + ess + 2Bsep, s + Bieyy + 2B1Boep, o + Baey + Bep, B,
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To continue the computation, it is easier to define a new 7. By setting

1
5= (1+W)dudS + 50252dtdBl,

< a,f,7,da >= I because v — HLW — —ads.

We want L () = aa + b + 2y + gda with a = a1dt + a2dS + asdA + a5 1dB; + a5 2d B3, b, z and

g 0-forms.

dtdS (1+W)NE +L02S2NEY = Aay — Biag
—Bsb
dudS (1+W)NE + (1 +W)N5
+WsN¥ + Wp, NP> = —ax+(1+W)z
dAdS (1+W)NY = —By
dBidS (1+W)Np —30%S?°NL = —Biasi—g
dBydS (1+W)Ng, = —Biasp
dtdu —(1+W)N7 + 302S2NPr = a; + Aay
dAdu —(1+W)N§ =
dBydu —(1+W)Ng, — $02S?N} = a5,
dBadu —(14+W)Ng, = asa
dtdBy o?SN® + Lo2S2N]
+i02S2NE = Aasy+b+ 3025%

dtd By JO2SAN = Aasp
dAdB, Lo2S2 N, = 0
dBidBy : —30°S’Np, = 0
dtdA 1o282N! = Aastg
dBidBy : $0°S?Np, = 0

g = —Aa4

b=—Aas; — %025’22 —02Sep, — %0252]} + %0252(% +esp, + Bieun,)

as,1 = (1 + W)€B1B1

ag =0

a] = (1 + W)(eBlt) + %UQSQ(Bleuu + 65(])

Biasy = —(1+W)(ep, — Biep,B, —€B,) — ¢

az = (1+W)z — (14+W)(ey, — Brep,u) + Wsep, — W, NP2 4+ (1 + W)ep, s
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(1+W)(et — Brep,i) + %0252(31%5 +es5) = A1+ W)z
— (1+W)(Ae, — ABiep,,) + AWsep, — AWp, NB?
— Bi(1+W)ep,s — %UZS2Bl(Bleuu + esu) + %UZSngz
+ (1 4+ W)Aep,s + 0%2SBsep, + %UQSQBgft

1
- 50252B2(eu +esp, + BleuBl) + ABZ(l + W)€B1B1 (3.2)

By combining and , for A(1 + W) + 1025?B, = 0 by multiplying by 1 + W, we get a

polynémial equation in Bs.
The terms in B3 give

1
PM(S)%er + 50ep B, =0 (3.3)

Those in B3 allow to obtain :

—4p°X(S)?e; = po?SA(S)Biep, — po?SN(S)ep, + gpa25’)\(5)6315

1 1
+ pa?SA(S)es + 5paQSA(S) fi — §p025>\(5’)631 s (34)
The coefficients in B3 are :

60°\(S)2%e; — p20'252/\(5)2316u5 — %pzaQSQ)\(S)QeSS =
1
— po?SA(S)ey — pa®A(S)ep, + po?SN(S)ep, + 5/)20252)\(5)23%6”“

1
— paSA(S)f — 50263131 (3.5)

Those in By give

1
—4pSA(S)e; = —0%5?Bieyp, + 0%Sep, + 50252 fi

1 1
— 50‘2526315 — 50'2526315 (3.6)

Finally for By = 0 we have

1
e = —50252(B%ew + 2Bjegy + ess) (3.7)

and give
ep, B, = P*S°A(S)?(Bieuu + 2B1esu + €ss) (3.8)
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(3.3) and (3.5) with (3.8) allow to obtain

1 N(S
3,03)\(5’)(3%61“ +2Bjeys +ess) +ew+ fr + (5 — ( ))631 =0 (3.9)
S A9
By and we have
N (S
(/\((S)))GBI = 2316u31 + 26315 + ey (3.10)

We consider the f; of in equalizing with and thanks to dividing by 3pS3\(S)o? we
have :

N(S 1
(5) + §)631 =2ep,s +2Biegu + 7,05)\(5’)(3%6% +2Bjeys +ess) + ey

With (3.10) Bieyy, + 2Bieys + ess = 0, so by (3.8) ep, 5, = 0.

Setting
e=w(t,S,u)B; +y(t,S,u)

implies wy = y; = 0
We differentiate with respect to B; and we obtain w,, = 0 then with respect to u we have 1.
So we pose
y(S,u) = um(S) +1(5)
becomes —\'(S)w + A\(S)wg + A\(S)m + %ft =0.

Differentiating (3.5) with respect to B; and we have wgs = 2mg then with respect to u we obtain
mgg = 0.

We set

m=aS+b
Then differentiating twice (3.6) with respect to S we have a = 0 so w = ¢S + d.
implies [gg = 0 so we pose [ = gS + h.

dividing by 3pa2S3\(S)

N (S) d 1
= — — b+ = 3.11
Dividing by 2p52S3\(9), (3.5) implies
d N(S)
= - — 3.12
0 b—i—c—i—S )\(S)(CS—i-d)—i-ft (3.12)



3.3 Computation of the symmetries

We divide by 3po2S53\(S) and we have

d 1
O—C—f‘g‘i‘ift

So differentiating with respect to S, f; = 0 then d = 0.

By (3.12) ({515 — e =1b.

But b and c are constants so we separate in two cases :

— Firstcase:b=c=0

f=-crande =35+ c3

Then :
Nt = C1
N9 =0
N" = CQS +c3
NA=0
NBr = co
NP> =0
We find the following isovectors :
0
Ny = —
T
0 0
No=S—+ —
2 8u + 631
0
N3 = —
57 Ou

— Second case : there exists a constant k such that S % =k
Then A(S) = wS*
Soe=caS+c3—c4SB1+ (1 —k)cguet f = —cy.
We have :
Nt = C1
NS = cyS
N" = (1—=k)cau + c25 + c3
N4 = Al — k)ey

NBl = —Bikecyg + ¢

119



CHAPITRE 3 : Cas non linéaire : I’équation de Frey

NB2 = —C4B2 — ngC4

We find as isovectors :

P
N =2
L™ ot
o 0
Ny=gZ 4+ 9
2 8u+831
B
Ng—%
9 P P ) 9
N=52 va-rmuZlra-mal k-2 _1+10B,-L
1= 555 (L= kug 4+ (1= k)Ag7 = kBigg = (1+k)Ba g
Nl N2 N3 N4
N |0 0 0 0
Ny | 0 0 0 (1= k)N,
Ns | 0 0 0 (1— k)N
Nal 0 | —(1—E)Na | —(1—k)Ny 0

3.3.3 The symmetries and some algebra

Definition : We shall denote by G the isovector algebra of the equation; this is the set of iso-
vectors.
We denote

H={N egG|l=0}

Proposition : Due to formal properties ([HE71]], p.654) of the Lie derivative, these isovectors
constitute a Lie algebra for the usual bracket of vector fields on M.
If o denotes the parameter of a transformation generated by a isovector N € H, there exists an

application

eO‘N:(t,ql,...,qn,u,A,Bll,...,B?)|—>

(toca Qay - - - 7QTLOMuOMAOu B%av s 7B{La)

Then
e“N(u) = u + aN" by approximating to the first order
The application associated with N € H which transforms a solution u into a solution wu,, for
N € H is denoted by eV ( [HJC14], [Les12], [LZ07] in which there is a sign mistake).
By definition

e = exp™ () (ta, Qras - - -, Gner)

That is
U+ aN" = (u+ aN(w)(t+aNt, g +aNT .. g, + aN™")
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So
0 0 0 -
u+aN" = u+aNta—1; +aqua—(Z —}-...—i——{—oqu”a—qzi + aN(u)(t,q)
The transformation
N— N
is thus given by N (u) = —Nt%qt‘ - N‘hg—;‘l — = Nq”(%; + Nv

Proposition : The application N — —N is a morphism of Lie algebra from # to AT*(R"*1).

Remark : This result is true in a more general case and the proof will be present in my ongoing

PhD thesis
— First case :
~ 0
Ny = ——
Y
Ny=S
N3 =1

Therefore, after exponentiation the symmetries are :
u(t, S) = u(t —a,5)

u(t,S) — exp(aS)u(t, S)
u(t,S) — exp(a)u(t, S)

— Second case :

. 9
Nl——a
Ny =S8
N3 =
N ——sﬁﬂl—k)
ST b

The symmetries are the following :
u(t,S) = u(t — a,S)
u(t,S) — exp(aS)u(t, S)
u(t,S) — exp(a)u(t, S)

u(t, S) — exp((1 — k)a)u(t, exp(—a)S)
Definition :
Jo:={N € G|N' = N7 =0},

121



CHAPITRE 3 : Cas non linéaire : I’équation de Frey

Theorem :
Jo is an ideal of G.

Démonstration: The proof of this theorem is written in [LV19] in a more general case.

Proposition : N — —N is a morphism of Lie algebras.

Démonstration: The argument from [HJC14] is still true here.

Definition : We define :
j:{Neg|m:Nt:Nq:O},

and

M={N € H|m=c with ¢ aconstant}

We have for this Frey’s equation,
Jo=J =< Ny, N3 >

H=M=<N1,N4>

Theorem H is a subalgebra of G, 7 is an abelian ideal of G and the sum 7 €P H is direct; in particular
‘H is isomorphic to a subalgebra of %

Démonstration: The proof of this theorem is also written in [LV19] for a more general equation.

Here we have
G=TJEPH.

Hence

Gl
[2
i
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Conclusion

Dans cette these, trois aspects généraux ont été traités a propos des équations aux dérivées partielles

en lien avec des modéles stochastiques :

1.

Résultats théoriques sur les symétries des EDP :

Dans un cas trés général, on démontre une propriété sur les isovecteurs qui permet de faciliter
les calculs de ceux-ci.

De maniére plus particuliére, en distinguant 'odre 2 de l'ordre k>2 dans la démonstration,
deux équations permettent de trouver les isovecteurs d’équations répondant au type donné.

De nombreuses applications sont mises en avant :

En physique avec les équations de Korteweg de Vries dont les symétries sont retrouvées par
la méthode des isovecteurs, celle comprenant le bilaplacien dont les symétries sont découvertes
et le lien avec la pseudo-stochastique expliqué, I’équation de la chaleur, celle rétrograde avec les
différents potentiels ou encore celle de Burgers dont on a retrouvé les symétries facilement grace
aux différents théorémes démontrés.

En mathématiques financiéres, le troisiéme chapitre détermine les symétries de ’équation
de Frey, une variante non linéaire de I’équation de Black Scholes dont les symétries sont aussi
rappelées. Egalement plusieurs applications de I'article de Craddock Platen dont les symétries

sont retrouvées par la méthode des isovecteurs sont en lien avec des modéles financiers.

. Des propriétés ont été obtenues a propos des algébres de Lie notamment le lien entre le type

d’EDP et le fait que 'ensemble des isovecteurs est la somme directe d’une algebre de Lie et d'un

idéal, 'un et 'autre canoniquement définis, ou non.

Il pourrait alors étre intéressant d’étudier d’autres points :

Les résultats concernant 'ordre 2 dans le second chapitre ainsi que ceux concernant I’équation
de Frey sont trés proches toutefois leurs démonstrations sont assez différentes. Serait-il possible
de trouver un cadre d’équations incluant ces deux types dont les isovecteurs auraient les mémes
propriétés démontrées de la méme maniere ?

On pourra utiliser les théorémes démontrés dans cette thése pour les appliquer a d’autres équa-
tions.

Peut étre peut-on étendre les cadres choisis a des types d’équations plus larges.

On a développé le concept de pseudo-stochastique et il serait alors utile d’étendre ces notions.
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Annexe A

Algebre de Lie

Définition A.0.0.1

Soit V' un espace vectoriel sur un corps commutatif K.

Un crochet de Lie est une loi de composition interne sur V' vérifiant les propriétés suivantes :
— bilinéarité :Vx,x',y € V,\,u € K, [Ax + pa’, y] = Az, y] + plz’, y]
Vo,y,y' € VA p € K, [z, Ay + py']l = Nz, y] + plz, y]
— Dapplication bilinéaire [., .| est alternée :¥Yx € V, [z,z] =0

— Relation de Jacobi :Vx,y,z € V, [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [z,y]] = 0.

Définition A.0.0.2

Soit K un corps commutatif.

Une algeébre de Lie sur K est un espace vectoriel sur K muni d’un crochet de Lie.

Lemme A.0.0.3

G est une algébre de Lie pour le crochet des champs de vecteurs
Démonstration: Soit V une variété différentielle et X et Y deux champs de vecteurs sur V.

On note X. f la dérivée de la fonction f dans la direction du champ X. Le crochet de Lie de X et Y est I'unique

champ de vecteur, noté [X, Y], tel que, pour toute fonction f lisse,
(X, Y] f=X-(Y-f)-Y-(X-f)

L’application [., .] ainsi définie est bien un crochet de Lie sur les champs de vecteurs.

Pour des rappels de calcul différentiel : [Quil5b]
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Annexe B

Rappel de stochastique

B.1 Les processus stochastiques

Définition B.1.0.1 (Tribu)
Soit 2 un ensemble. On appelle tribu (ou o-algébre) sur () un ensemble F de parties de ) qui vérifie :
— F n’est pas vide (F # &)
— F est stable par complémentaire :
VB € F,°B € F (ou“B désigne le complémentaire de B dans X
— F est stable par union dénombrable :
Vn €N, B, € F alorsJ,,cyy Bn € F.

Définition B.1.0.2 (Tribu borélienne)
Soit ) un espace topologique.

La tribu borélienne est la plus petite tribu sur ) contenant tous les ensembles ouverts.

Définition B.1.0.3 (Espace mesurable)

Un espace mesurable est un couple (2, F) ot ) est un ensemble et F une tribu sur (2 .

Définition B.1.0.4 (Mesure)

On appelle mesure . une fonction définie sur F tribu de Q d valeurs dans [0, +00| qui vérifie :

— lensemble vide a une mesure nulle : (&) = 0

— UDapplication  est o-additive :
si E1,E2, ... est une famille dénombrable de parties de () appartenant a F, et si ces parties
sont deux a deux disjointes, alors la mesure y(E) de leur réunion E est égale a la somme des

mesures des parties :

p <|_| E/c) => (Ey)
k=1 k=1
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Remarque B.1.0.5

On appelle espace mesuré un espace mesurable muni d’une mesure.

Définition B.1.0.6 (Probabilité)

On appelle mesure de probabilité (ou probabilité) une mesure P sur un espace mesurable (2, F) telle

que P(Q) = 1.

Remarque B.1.0.7

On appelle espace de probabilité un espace mesurable muni d’une mesure de probabilité.

Définition B.1.0.8 (Variable aléatoire)
Soit(§2, F,IP) un espace probabilisé et (E, £) un espace mesurable.

On appelle variable aléatoire de ) vers E, toute fonction mesurable X de ) vers E.

Définition B.1.0.9

Sur (E, &), on définit une mesure de probabilité, notée Px , par

Px(B) =P (X (B)) =P(X € B)

La probabilité Py est appelée loi de probabilité de la variable aléatoire X .

On désigne par (€2, F,P) un espace de probabilité, 7" un ensemble arbitraire et F/ un espace métrique
muni de la tribu borélienne notée B(FE) . T est souvent appelé ensemble des indices. F est appelé espace
d’état.

Définition B.1.0.10 (Processus stochastique)

Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires définies sur le méme espace de proba-
bilité (2, F,P) indexée par T et a valeurs dans (E, E). Un processus stochastique est noté par { X},
tefl.

La valeur de la variable aléatoire X; en un certain w € ) est désignée par X;(w).
Définition B.1.0.11 (Loi spatiale)

La famille de toutes les distributions finies-dimensionnelles de X s’appelle la loi spatiale du processus.

Définition B.1.0.12 (Chemin ([Mey66|]))

Notons par ET I'ensemble des applications définies sur T' en tout point et a valeur dans E.
Fixonsw € Q et désignons par X (w) € ET application : t +— X;(w). Une telle application est appelée
chemin du processus stochastique { X}, t € T.

Définition B.1.0.13 (Mesure de probabilité induite par un processus stochastique)

Soit {X;}, t € T un processus stochastique, B(ET) la o-algébre borélienne de ET (c’est-a-dire, la
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o-algébre engendrée par les ouverts de la topologie produit de E™') et I'application suivante :

dx: (O, F) — (ET,B(ET))
w— Px(w) = X(w)

Px la mesure de probabilité sur (ET, B(ET)) définie pour tout D € B(E™) par

Px(D)=Po®x (D)

mesure de probabilité sur un espace de fonctions.
La probabilité Px est dite induite par le processus stochastique {X;}, t € T sur I'espace mesuré
(ET,B(ET)).

Définition B.1.0.14 (Lois fini-dimensionnelles)
Soient deux processus stochastiques { X}, t € T et {Y;},t € T.

On suppose que ces deux processus sont a valeur dans (E, B(E)). (Dans cette définition, on ne suppose

pas qu’ils sont définis sur le méme espace de probabilité.)

On dit alors que { X}, t € T et {Y:},t € T possédent les mémes lois finis dimensionnelles si pour tout
k € N* et pour tous tq,...,t, € T, les vecteurs (donc de dimension finie) aléatoires Xy, , ..., Xy, et
Y, ..., Ys, sont de méme loi.

Pour tout A € B(E)*, ona:

Px{wX c QX : (th, ...,th) S A} = Py{a)y S Qy : (Y;fl?"'?Y;fk) S A}

Remarque B.1.0.15
On suppose que le processus {X;}, t € T est défini sur l'espace de probabilité (Qx, Fx,Px) et le

processus {Y; }, t € T est défini sur U'espace de probabilité (Qy , Fy, Py ).
Lorsque deux processus stochastiques { X}, t € T et {Y;}, t € T possédent les mémes lois finis

dimensionnelles, ils induisent alors la méme mesure de probabilité sur (ET, B(ET)), c’est-a-dire :

VD e B(ST), Px(D)=Py(D)

Définition B.1.0.16 (Processus markovien)

C’est un processus stochastique possédant la propriété de Markov :
Vn > 0, pour toute suite d’états (iq, . . . ,in_1,1,5) € E"2

P( X1 =3 | Xo =0, X1 =ity Xnot = in-1, Xn = 1) =P (Ko = j | Xo=1).
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Définition B.1.0.17 (Fonction de transition markovienne)

On appelle fonction de transition markovienne toute fonction p(.,.;.,.) vérifiant les propriétés sui-
vantes :
Pour0 < s <t &€ F, et Aun borélien de E,

— p(s,.;t, A) est une fonction B(E)-mesurable.

— p(s,&;t,.) est une mesure de probabilité sur B(E).

— Equation de Chapman-Kolmogorov avec s < t < u

p@&%A%jéthwAW@&LM)

Remarque B.1.0.18

Lorsque p(t, &, s, A) ne dépend que de la différence t — s on parle de fonction de transition stationnaire

et alors I’équation de Chapman Kolmogorov se réécrit

MM©®=LMWMM®®)

Proposition B.1.0.19 (Processus stochastique associé a une fonction de transition markovienne ([Doo53|]))

Sip(.,.;.,.) est une fonction de transition markovienne et sip(.) est une distribution de probabilité des
ensembles A alors il existe un processus de Markov {X;,0 < t < oo} dont les variables aléatoires

prennent leurs valeurs dans E et pour lequel avec probabilité 1 :
P(Xo(w) € A4) = p(A4)

P(X¢(w) € A|Xs) = p(s, Xs3 t, A)

B.2 Le mouvement Brownien

B.2.1 sa construction

On considére X; un processus gaussien, c’est a dire que (X¢,,...,Xs,) est un vecteur gaussien ou
encore que les Xy, est une variable aléatoire qui suit la loi normale.

On note cov(s,t) = E(XXy) — E(X5)E(Xy).

Quitte a considérer Y; = X; — E(X}), on peut supposer que le processus est centré.

On suppose également que c’est un processus a accroissements indépendants (X;,, X, — Xy, ..., Xy, —
Xy

sont indépendants).

n—1

En changeant X; par X; — Xy, si besoin on suppose X;, = 0.
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B.2 Le mouvement Brownien

Soit F'(t) = cov(t,t).

F est croissante : en effet pour s < t Xy = X, — 0 est indépendante de X; — X alors F(t) =
E((Xs 4+ X — X,)?) = E(X2) + E((X; — X4)?) > E(X2).

Aussi si F est constante E((X; — X)?) = 0 donc X; = Xj.

On supprime désormais les intervalles ou X est constant et alors F' est strictement croissante.
Pour s < t, E(XsX;) = E(X2) + E(Xs(X: — X)) = E(X2).

Ainsi cov(s,t) = F(s At).

Réciproquement si X est un processus gaussien centré nul en 0 tel que cov(s, t) = cov(s, s) A cov(t, t)

alors le processus est a accroissements indépendants : pour s; < so < 1 < to,

E((Xs, — Xs,)(Xt, — Xt,)) = cov(sa, t2) — cov(sa, t1) + cov(si,t1) — cov(si, ta) = cov(sa, s2) —

cov(sa, s2) + cov(sy, s1) — cov(sy, s1) =0
Si on appelle G la fonction inverse de I’ (F' est strictement croissante) et considérons Y; = X ).

Y est un processus gaussien centré a accroissement indépendants de covariance cov(s,t) = s A t.

Définition B.2.1.1

On dit qu’un processus stochastique B;(w) défini sur un espace de probabilité (2, F,P) est un mouve-
ment brownien nul en 0 si c’est un processus gaussien centré de noyau de covariance cov(s,t) = s At

et qu’il est continu (Vw € Q, t — Byi(w) est continue)

Théoréme B.2.1.2

1l existe un mouvement brownien

Démonstration: Voir [McK69]

B.2.2 ..comme martingale

Proposition B.2.2.1

Soit (By) un mouvement brownien définit sur (0, F, P).

Soit Fy = 0(By, u < t) une famille croissante de sous tribus.
— JF est engendrée par les valeurs de Bs pour s € Q.
— V0 < s < t, By — Bs est indépendant de Fs.

Démonstration: — Par continuité de t — By

— V0< s <...<s, <s, By — B est indépendant de (Bs,, ..., Bs,, Bs).
Soit (¢, ) une suite de points rationnels dense dans [0, s|.
Soit G, = (B, i < n).
By — B, est indépendant de G,, donc aussi de |J,, G,, = Fs.
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Définition B.2.2.2 (Martingale)

On dit que (X, t > 0) est une martingale par rapport @ F; si :
— Vt > 0, X; est Fy-mesurable
— V> 0, E(Xy]) < 00
— V0 < s <t E(Xy|Fs) = X

Proposition B.2.2.3

— DBy est une martingale

— B? — t est une martingale

2
— Vo, exp(aB; — %1) est une martingale

Démonstration: — Pour s < t, B, = B, + By — B et comme B; — Bj est centré indépendant de F, donc
E(Bt - BS|‘F‘;) =0

- Bt2 = B? + 2Bs(Bt - Bs) + (Bt - BS)Q
Or E(By(By— B,)\Fs) = BJE(Bi— By|F,) = 0, E((Bi— Bo2|Fy) = E((Bi— B,)?) = t— s et B(B2|F,) =
BZ+t—s.
D’ou la conclusion

— exp(aB;) = exp(aBs)exp(a(B; — Bs)) donc E(exp(aB;)|Fs) = exp(aBs)E(exp(a(B: — Bs))) =

exp(aBs) exp(@) (car si X est une gaussienne centrée de variance o® E(exp(aX)) = exp( a22"2 ) |

Théoréme B.2.2.4

(Voir [McK69]) Soit F; une famille croissante de sous tribus et Xy un processus continu nul en 0 tel que

2
Va € R, exp(aX; — O‘Tt) est une martingale. Alors X; est un mouvement brownien.

B.2.3 ..comme processus de Markov

Théoréme B.2.3.1

Pour toute fonction f borélienne bornée sur R, et pour toutt > 0, on note
1 (z —y)?

P, T) = exp(— d

2 (f)() %/Rf(y) p(=—; )y

Alors, pour s < t,on a E(f(B:)|Fs) = Pi—sf(Bs).

Démonstration: On pose Z = By — B;.
Z est indépendante de Fi.
Onaalors E(f(By)|Fs) = E(f(Bs + Z)|Fs) = h(Bs) ,ou h(z) = E(f(z + 2)).

Comme Z = B; — B, est une variable gaussienne centrée de variance ¢t — s, on obtient le résultat. [ |

Proposition B.2.3.2

La famille d’opérateurs linéaires f — P.(f), définie pourt > 0, vérifie :
1 Ptops:Pt—&-s'
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2. Si f est continue bornée, %gl% P(f)(x) = f(x), et (t,z) — Pi(f)(x) est continue.

3. Si f € L'(R), alors P,(f) € LY(R) et [ Po(f)(z)dz = [, f(z)dz.

4. Si f a ses deux premiéres dérivées continues et bornées, alors }gr(l) HP() @)= f(2) =11 (2).
5. Si f est bornée, alors P;(f) est de classe C*, et, pourt > 0,0, P, f = %82$Ptf.

6. Side plus f a ses deux premiéres dérivées bornées, 0°x P, f = Pi(f7).

Démonstration: 1. Il suffit décrire, pour 0 < s < ¢t < u,
E(f(Bu)|Fs) = E(f(Bu)|Fi|Fs) = E(Pu—t(f)(Bt)|Fs).

Ceci donne P,_s(f)(Bs) = Pi—s(Pu —t)(f)(Bs).
Puis on identifie.

2. Ona
Pi(f)(z) = E(f(z + By)) = E(f(z + VX)),

ou X est une variable gaussienne centrée réduite.
On peut ensuite passer a la limite.
3. Ceci résulte de I'invariance par translation de la mesure de Lebesgue.
Si f est positive intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue, on écrit [ P;(f)(z)dz = [ [ f(z+V/tu)day(du),
ou la mesure y(du) est la mesure gaussienne standard, puis on applique le théoréme de Fubini.
4. On commence par le cas ou la fonction f a ses trois premiéres dérivées bornées.

Alors on écrit, a ’aide d’une formule de Taylor a Uordre 2 et d’une variable gaussienne X centrée réduite
t
Pi(f)(@) = E(f(z+ VX)) = f(z) + VEf'(2) B(X) + 5 f" (2) E(X?) + t2 B(K),

ou K est une fonction bornée.
On obtient ainsi P, (f)(z) = f(x) + % f”(z) + o(t), ce qui donne la dérivée cherchée.
On obtient ainsi dans ce cas la convergence uniforme de % vers % f.
Alors PH»S(f)*Pt(f) — Pt(P%(f)ff)
S S

On peut ainsi passer a la limite et obtenir 0; P, f = %Pt( f7) pour f ayant 3 dérivées bornées.

: ;o 1 rt
Ceci se récrit P;(f) — f = 5 [, Psf"ds.
Si f a seulement deux dérivées continues et bornées, on peut trouver une suite de fonctions f,, ayant trois dé-
rivées continues et bornées telles que f,,, f/, et f”,, convergent uniformément vers f, f’ et f” respectivement
(prendre par exemple f,, = Py, (f).
On peut ensuite passer a la limite dans la formule précédente.
On obtient alors le résulat en dérivant en ¢ = 0,a condition de remarquer que, si f” est continue bornée, la
fonction t — P;(f”)(x) est continue.
Enfin, on démontre directement en dérivant sous le signe intégral que P;(f) est de classe C°>° pour toute
fonction f bornée, et que 0, P, f = ;—;Pt f.
Enfin, le fait que P;(f”) = (P.f)” vient du fait que P; est une convolution, et donc que P; commute aux

dérivations. [ |
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CHAPITRE B : Rappel de stochastique

B.3 Lien avec I’équation de la chaleur

On considére 1’équation de la chaleur sur R?x]0, co| :

ou 1

d 9%u

i=1 5.9 avec la condition initiale u(0,-) = f.

ou l'on note Au =)

On introduit donc ’équation fondamentale :

ou
u(0,-) = do

ou §y désigne la masse de Dirac en 0.

La solution fondamentale (ou noyau de la chaleur) associée a ce probleme s’obtient par exemple en

considérant la densité d’'un mouvement brownien :

1 x2
uo(t,z) = 7(2“)(#2 exp T

et la solution du probléme général s’obtient par convolution :
_ _ _ 1 (x—y)
u(t, ) = uo(t,") * g = /]Rd uo(t,z —y)g(y)dy = W /Rd exp <_2t 9(y)dy

Or d’apres cette expression on a
u(t, z) = Eq(9(B))

ou B désigne un mouvement brownien.

Ainsi on peut relier la solution de I’équation de la chaleur a un processus stochastique.

B.4 L’intégrale de Wiener

Théoréme B.4.0.1

(voir [EB02] Il existe une unique application linéaire continue I : L*([0, 1], dz) — L?(Q, F1,P) telle
que I(¥(o ) = B

Pour toute fonction f de L([0, 1], dx), I( f) est une variable gaussienne centrée de covariance fol f2(t)dt.
En particulier, I réalise une isométrie entre L*([0, 1], dx) et son image dans L*(Q, F1,P).

On notera I(f) = fol f(t)dBs.

De plus, si f1, ..., f, sont des fonctions de L*([0, 1], dt), le vecteur (I(f1), I(f2), ..., I(fn)) est gaus-
sien centré de covariance E(I(f;)I(f;)) = fol fi(t) f(t)dt.

134



B.4 L’intégrale de Wiener

Démonstration: Soit f une fonction en escalier f(t) = > | aifi i) (t)avec 0 <ty < ... <t, < 1.
Par linéarité, on doit avoir I(f) = Y., a;(B,,, — By,

C’est une variable gaussienne centrée, dont il est facile de calculer la covariance car les variables By

i+l

— Bti

i+1
sont indépendantes centrées de covariance ¢;,1 — t;.

On remarque alors que

BU(GP) = Vet —t) = [ o= 11715

Les fonctions en escalier sont denses dans L?([0, 1], dt), et I se prolonge par continuité en une unique application
définie sur L2([0, 1], dt) vérifiant E(I(f)?) = [, f(t)dL.

Une limite dans L? de variables gaussiennes étant gaussienne, on voit que (f) est une gaussienne centrée de
variance || f||3.

C’est tout ce dont on a besoin.

Par bilinéarité, on aura aussi E(I(f1)I(f2)) = [ f1f2dt.

La derniére propriété est évidente lorsque les fonctions sont en escalier, et se prolonge a toutes les fonctions de

L? par continuité.
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Annexe C

Rappel de finance

Voir [EB02]]
Définition C.0.0.1
Actif

Titre, contrat ou produit physique qui est susceptible de produire pour son détenteur des gains lorsqu’il

est transmis ou négocié en contrepartie d’une certaine prise de risque.

Définition C.0.0.2
Opportunité d’arbitrage

Statégie minorée (3c > 0 tel que ¥Vt > 0,V (t) > —c ou V* est la valeur actualisée) telle que Vo = 0
(on part de rien), P(Vy > 0) = 1 (on est sir de ne pas perdre d’argent) et P(Vp > 0) > 0 (avec une

probabilité non nulle, on fait un réel profit).

Définition C.0.0.3

Couverture

La couverture est une pratique qui consiste a se protéger contre un risque non désiré.

Définition C.0.0.4

Actif sous-jacent

Actif sur lequel porte un produit dérivé. Il peut étre financier ou physique.

Définition C.0.0.5

Produit dérivé

Instrument de gestion des risques financiers. Sa valeur fluctue en fonction de ’évalution du prix de

Pactif sous-jacent.

Définition C.0.0.6

Liquidité du marché

Elle correspond a la possibilité pour un investisseur d’effectuer une transaction pour un volume impor-
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‘ tant sans affecter le cours du titre. (contraire : illiquide)

Définition C.0.0.7

Volatilité
Elle mesure les fluctuations de la valeur d’un actif et donc son risque. Mathématiquement c’est I’¢art

type des rentabilités de Uactif.

Définition C.0.0.8

Option européenne d’achat
Il s’agit d’un titre qui donne le droit mais pas l'obligation a son détenteur d’acheter a la date de maturité
T fixée une action S au prix d’exercice K fixé.

C’est une variable aléatoire positive et Fp-mesurable.

Définition C.0.0.9

Delta d’une option
Mesure la sensibilité de la valeur d’une option aux fluctuations de la valeur du sous-jacent. Mathéma-

tiquement ceci correspond a la dérivée de la valeur théorique par rapport au cours du sous-jacent.

Définition C.0.0.10

Gamma d’une option

Il représente la sensibilité du delta aux variations de la valeur du sous-jacent. C’est la dérivée du delta

par rapport au sous-jacent.

Définition C.0.0.11

Obligation

Titre de dette a long terme. Elle peut étre émise par un Etat, une collectivité locale ou une entreprise.
C’est une valeur mobiliére qui constitue une créance sur son émetteur. Cette dette est émise dans une
devise donnée pour une durée définie et elle donne droit au paiement d’un intérét fixe ou variable appelé

coupon qui est parfois capitalisé jusqu’a sa maturité.

Définition C.0.0.12

Mark to market value

La position est évaluée en permanence suivant les prix courants du marché.

Définition C.0.0.13

Liquidation value
Ce sont les fonds qu’un investisseur obtient quand il vend ses actions. Cette valeur est inférieure da la

valeur précédemment définie.

Définition C.0.0.14

Réplication

Stratégie visant a ce que le portefeuille s’adapte au prix du sous jacent.
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‘ Par exemple : 400 actions peuvent étre répliquées par I’achat de 800 option au delta 0,5.

Définition C.0.0.15

Erreur de réplication

C’est la différence entre la valeur du produit dérivé suivant la stratégie de couverture autofinancée

congue pour étre répliquée et le profit de ce produit dérivé a maturité.
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Annexe D

Symmetries of partial differential
equations and stochastic processes in
mathematical physics and in finance

(avec P. Lescot)

P.Lescot, LValade
Journal of Physics : Conference Series [LV19]

ABSTRACT : In 1971, B. Kent Harrison and Frank B. Estabrook introduced a method to determine
the symmetries of partial differential equations (PDEs). These last years, the determination of the sym-
metries of PDEs in Mathematical Physics, in Mathematical Biology and in Financial Mathematics has
proved useful. The computations effected in all these cases let appear a remarkable degree of similarity
between them. So with the same aim in mind, we develop a general framework for the computation of
the symmetries with this method, we give properties of isovectors for a rather general type of PDE’s
and some results on the Lie algebra itself. Finally we present three examples for which all the results

we exposed hold.

D.1 The method of isovectors

We shall give an overview of joint work with Helene Quintard and Jean-Claude Zambrini ([HJC14])
and of L. Valade’s ongoing PhD Thesis ([Vall]).

The method of isovectors was introduced in [HE71]] in order to classify up to equivalence (systems of)

partial differential equations appearing in mathematical physics.
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Given a system of partial differential equations, after if necessary making a change of variable(s) and/or
unknown function(s), we can express it as the vanishing of a family of first-order differential forms. An
isovector is then defined as a vector field in all the variables preserving the differential ideal generated

by the forms.

For the one—dimensional heat equation, the symmetries were determined (using a different language)
by Bluman and Cole ([BC69]).

Olver’s prolongation method ([[Olv00]) provides a somewhat different approach.

Let us now give some details. We shall consider an equation (&) of the shape
ou ou oy 0"u

— =G(t —...
at ( 7q7u7 aq? 78qn_1

for A #0,n > 2,t € J (an interval of R) and ¢ € O (an open set in R).

ou du o
o> 9g’ " 0gn T

In order to study the symmetries of the equation, we shall temporarily consider u, as

independent variables.

We shall take as state space M := J x O x R""!, the generic point of which will be denoted by
(ta q,u, A? Bla ceey anl)-

All of our computations will take place in the differential algebra AT™* M.

We set :

« :=du — Adt — Bydg

~v:= (A — G)dtdq — \dtdBy,—1
and, for1 <3 <n—2,

Bi = dtdB; — Bj11dtdg;

we now have

do = —dAdt — dB1dq

and

dﬁz = —dBZ'_Hdtdq.

(€) is equivalent to the simultaneous vanishing of these forms on a 2-dimensional submanifold of M.

We define [ as the ideal of AT* M generated by «, do, the 3;, the dj;, and 7.
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D.1 The method of isovectors

Lemme D.1.0.1

dyel

Démonstration:

n—1
dvy = dAdtdq — dGdtdq = —dadq — G dudtdq — Z G p,dB;dtdq

=1

but dudtdq = adtdq and dB;dtdq = d3;_ for all i between 1 and n-1.
Sody eI

Therefore I is closed under d (i.e. d(I) C I), hence is a differential ideal of AT™*(M).
We shall denote by G the isovector algebra of (£); this is the set of vector fields N € T'M such that

Ly(I)C 1.

Due to the formal properties ([HE71] p.654) of the Lie derivative, these isovectors constitute a Lie
algebra for the usual bracket of vector fields on M.

We shall write each N € G as

) ) ) o 2
N = NZ 4+ NI L Nv 4 NA NBi
ot N T T aat ;

8 .
OB;’

then we define

. %) %)
N=_-N'=- - N?_— + N%
ot ag

Théoréme D.1.0.2

For each N € G, Nt depends only ont, N9 depends only ont and q and N“ depends only ont, q and

u.

Théoréme D.1.0.3

2

9B B, 1
Now we can set N* = [(t, q) + um(t, q).

There exist two other functions f(t) and w(t, q) such that :

Under the additional hypothesis =0, foreach N € G, N" is affine in u.

N' = —f(t)

N = —’UJ(t, Q)
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NA:Blwt+lt+umt+Aft+Am

Detailed proofs of the previous two theorems will be given in a subsequent paper.

Définition D.1.0.4

Jo := {N € G|N' = N7 = 0},

Théoréme D.1.0.5

Jo is an ideal of G.

Démonstration: In fact if we consider N € G and M € 7, then we have

¢
[N MJ* = [N, M)(1) = NOM (1) ~ MN() = N(M*) ~ MV = -t 2~ 0
because M' = 0 and N only depends on .
Similarly,
q q
[N, MJ7 = [N M)(@) = N(M () ~ MV (@) = (%) = M) = -2t 25 302 o
because M* = M9 = (0 and NY only depends on ¢ and q.
Now the result is proved ]

From now we assume the hypothesis of theorem[D.1.0.3|to be satisfied.

Lemme D.1.0.6
We pose N“ = | +um and N'* = 1" + um/. Then

[N,NT* = [N, N'](u) = N(N"*)=N'(N") = N(I")+(l4um)m'+uN (m")—N'(1)— (' +um’)ym—uN'(m)

Hence
Z[N,N’] = N(l/) — N/(l) -+ lm, — l,m

and
m[N’N/] = N(m/) — N’(m)

2 .
1. La bonne condition pour le théoréme |D.1.0.3|est % pouri € {1,...,n — 1} et lexpression N”¢ est seulement
vraie pour ¢ = 1
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D.2 Examples

Proposition D.1.0.7

N +— —N is a morphism of Lie algebras.
Démonstration: The argument in [HJC14] is stil true here. |

Définition D.1.0.8
We define :

J={N €Glm=N'=N?=0}

and

H={N G|l =0}.

Théoréme D.1.0.9
H is a subalgebra of G, J is an abelian ideal of G and the sum J @ H is direct; in particular H is
isomorphic to a subalgebra of%.

Démonstration: For N € Hand N’ € H, [N, N'|* = [N, N'](u) = N(N"*) = N'(N*) = umm’+uN(m') —
um/m — uN'(m). Hence l[y /) = 0 and then [N, N'| € H; hence H is a subalgebra of G.

J is an ideal of G according to the same reasoning as Moreover it is abelian because VN € J and
VN e J,[N,N']=0.

Considering N € J N'H, we have N* = N7 = N* = 0 and according to the expression of N4 and N5 for

1 <i<n-—1in[D.1.0.3} we obtain N = 0; hence 7 N H = {0}. |

We call % the isovector algebra of the equation (&).

Théoréme D.1.0.10
Let us assume that either G = 0 orn = 2 and G is of the form G = c(t)B1 + V (¢, q)u (this is the
case in the examples below). Then G = J € H ; in particular, % = H.

D.2 Examples

1. We can apply the method and these result to find symetries of the Black-Scholes equation

This is the most famous equation in Mathematical Finance :

aC 1 ,.,0°C  .8C B
E+505ﬁ+TS%_TC_O

We set ¢ = In(S) and u(t, q) = C(t,exp(q)) = u(t, S). Now the equation becomes
ou

1
at 27

o
0q?
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1
According to our notations G = —(r — U—;)Bl +ruand A = —502.

Here it turns out ([Les12]]) that A has dimension 6, and is isomorphic to the algebra Hg o below.
This is not surprising inasmuch that both the Black—Scholes equation and the HJB equation with

V' = 0 can be reduced to the heat equation. Nevertheless our computation does not depend upon
that reduction, and would actually suggest it; notably, the quantities r + % and r — ~ appear

in a natural way.

. Now we present the backward heat equation with potential V :

92@_ 0* 6%u
ot 2 0g?

Here we have A = —6%/2 and G = zVu.
In the case of the potential
C
Vitg)= 5+ Dg*,
let Ho p := Hy. Then for C' # 0, He,p ~ H1,0 has dimension 4; for C = 0, Hc,p ~ Ho,o has
dimension 6 (see [HJC14], [LO14] and [Quil5a]] chapter 2).

Furthermore, H1 9 C Hoo ([LQ14])). In addition these Lie algebras possess canonical bases, conti-

nuous in D for fixed C, and compatible with the inclusions
He,p € Hop -

This computation was effected in [HJC14] (see also [LQ14], [LZ02] and [Quil5al]) using the
transformation S = —62In(u), that converts (£) to the Hamilton-Jacobi-Bellman equation
(HTBY) :
@ = _9728275 + }(ELS)? —
ot 2 0¢®2  2'0q
. Finally we have
ou_ o'
ot Og¢*
Here it is evident that A\ = —1 and G = 0.

The algebra of isovectors has been determined by Vigot ([Vig16]) and Valade ([Val]) where g is
x. H has a basis (X;)(1 < i < 4) with brackets :

X1 | Xo X3 | X4
X710 0 Xy |0
X510 0 4X5 |0
X3 | —X1 | —-4X51]0 0
X410 0 0 0

One has
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D.3 Comments

.9
_X1:67q
.9
7X2:a
9
Xi=gl sl
8= 05, T4y
9
7X4:’LL£

Therefore H = R & L, with £ a three-dimensional solvable Lie algebra with 2—dimensional
derived algebra. £ is isomorphic to the algebra over R considered in [Jac79] (p. 13, line 1 for
a = 4).

Once exponentiated, here is how the basis elements of % = {N|N & H} act on a solution v of

the equation :

eO‘Xlu(t, q) = u(t + a, q)
eO‘XQU(t, q) =u(t,q+ @)
eO‘X?’u(t, q) = u(e*®t, e%q)

e*Xiu(t, q) = e®u(t, q)

The equation is deeply related to Hochberg’s pseudo—process ([Hoc78]).

D.3 Comments

We present here only results for one variable in space but in [Qui15a]], H. Quintard has determined the

structure of the isovector algebra for the equation

ou
Tl ocAu + Vu.

for quadratic V.
Also, some works are in progress about the equation u; = A?u ([Vall]).

We want also to extend this method to more general equations.
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For example in an equation of financial mathematics due to Frey

1 U
us + 702q2 % =0

27 7 (1= paN(@)uge)®
(In the literature ¢ is S and it represents the price of the stock that we consider)
Here p is a real parameter and A a given function.

Itis a nonlinear version of the Black—Scholes equation, first considered by Frey ([[Fre00]).Bobrov ([Bob09]),
in an unpublished paper, determined the isovectors; they were computed again in a different way by
Valade ([[Vall]).

Defining
~ 0
‘/1 - aa
~ 0
V2 — qav
and
~ 0
‘/:3 - %7

then, when ) is not of the form qu, it appears that g~ is generated by ‘71 172 and \73 ; in particular, it is

abelian of dimension 3.

When A(q) := wq”, G is generated by Vi, Va, V3 and

- 0 0
Vi= ~lp, +(1- k)“%

and it has a far more interesting structure ([Bob09],[Val]).

We have
T =<V, V3 >.

We are trying to generalize this.
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Annexe E

Bernstein processes, isovectors and

mechanics (avec P. Lescot)

Paul Lescot, Lauréne Valade

A paraitre dans Geometry and Invariance in Stochastic Dynamics Springer [LV22]]

Abstract

We investigate the symmetries of a class of diffusions processes ("Bernstein’s reciprocal” processes)
introduced in the eighties for the solution of a problem stated by Schrédinger in 1931. Those diffusions
satisfy two unusual properties. Although typically not time-homogeneous, they are time reversible.
Also their infinitesimal coefficients are specific functions of positive solutions of time adjoint para-
bolic equations. The symmetries of these PDEs will therefore be transformed into symmetries of the

diffusions and provide relations between them hard to guess otherwise.

We shall use an algebraico-geometric method ("of isovectors") and mention applications in finance and

mathematical physics. As can be expected Schrodinger’s initial motivation was quantum mechanics.

E.1 Introduction

Since, according to K. It6, his stochastic calculus should be regarded as a deformation of Leibniz-Newton
calculus along Brownian-like trajectories, it is a natural hope that the study of the symmetries of sto-
chastic differential equations should have the same impact as its deterministic counterpart (essentially
due to S. Lie) for ODEs. A number of works in this direction have been published along the years.
Recently we can mention, in particular, [ADVM™20], [DVMU16]] or [DVMU20].

The option chosen here is different and follows directly from the above Schrodinger’s idea. Instead

of look for a general theory valid for all kinds of stochastic differential equations, we focus on those
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which are solutions of Schrédinger’s problem. What we shall loose in generality will be compensated
by their strong analogy with quantum mechanics which was precisely at the origin of his idea. Or,
equivalently, with the benefit of knowing the future of the early thirties, we can be inspired by Feyn-
man’s path integrals approach to quantum mechanics, involving purely symbolic diffusion processes.
Indeed Bernstein’s reciprocal processes share a lot of qualitative properties with those "diffusions". This

perspective is described in detail in the review [Zam15]].

We shall start with a short summary of Schrédinger’s problem and its solutions for the class of elemen-
tary mechanical systems (originally this author considered only the one dimensional free case). This
will be sufficient to understand the origin of the specific class of processes and our transfer from sym-
metries of underlying PDEs to the ones of associated diffusions. In particular, we shall limit ourselves
to one type of those PDEs, backward parabolic equations (well defined for final boundary conditions).
They correspond, in our framework, to the usual description of diffusions in term of increasing filtra-

tions. The adjoint dexcription can be obtained without further computations.

Then we shall describe the method of isovectors. Inspired by Cartan’s approach to partial differential
equations in term of differential forms and theirs exterior differential calculus, it has been formulated by
Harrison and Estabrook as a tool for the study of the invariance group of these equations [HE71]]. This

method is particularly suitable to anlyse the symmetries of the class of Bernstein’s reciprocal processes.

A number of examples will be given, motivated by Stochastic finance or the analogy with Quantum

Physics which was the initial motivation of Schrodinger.

E.2 Summary

— A summary of Schrédinger’s problem and its solution
— The method of isovectors

— Bernstein processes

— Parametrization of a one-factor affine model

— Generalized Brownian Bridges

— References

E.3 A summary of Schrodinger’s problem and its solution

Consider a real valued diffusion process Z(t) defined on a finite time interval, say [—5, 5] Let’s sup-
pose that, in addition to the date of its initial probability por = (5—T (dx) we are given also a final
one fi-r = = - -r (dz) distinct from the probability assoc1ated with the evolution of § - -r under the
dlffusmn equatlon Such evolutions may be rare but they are possible and result manlfestly from a
conditioning. Schrédinger’s problem is : what is the most probable evolution between those two pro-

babilities? [Zam15l]] The answer was given by the same author : the optimal process Z is such that
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E.3 A summary of Schridinger’s problem and its solution

P(Z(t) € A) = [,n* (t,q)n(t,q)dg, for A a Borelian, where n* and 7 are respectively positive

solutions of two adjoint parabolic partial differential equations :

~or = Hyn*

(5, x) N’ ()
and

—% = Hon

(55,2 = n15-(2)

and Hy = =2 A, for k a positive constant and n* ., n—r are two unspecified positive functions.
D) p N-r>"M p p
2 2

A corresponding pair of variational principles inspired by stochastic Optimal Control theory provides
the drift of the SDE solved by the optimal process : dZ(t) = H%(t, Z(t))dt + n%dW(t) for W (t) a
Wiener process and an initial distribution d —r and an associated filtration P; increasing on the time in-
terval. The stochastic variational principle c?)rresponding to the adjoint PDE provides a backward SDE
whose increment d,. Z(t) points towards the past of Z(t) : d. Z(t) = —H%(i, Z(t))dt + ﬂ%d*W*(t)
for an associated decreasing filtration F; from a final data ¢ T. W, is defined in complete analogy with
W (t) and P;. For the purpose of the symmetry analysis it is sufficient to consider the more familiar

forward SDE as no new computaions are needed.

Bernstein measures are constructed from the joint probability M (dq, dZ) at the boundaries of the time
interval [, Z]. In the special Markovian case considered by Schrodmger itis of the form M (dq, dZ) =
u_TT( q)h(q, T, Z)u%( )dqdZ where h(q, T, Z) is the integral kernel e = TH(q, 7), and we have allo-
wed a more general Hamiltonian operator H = Hy+ V (Z) for a given bounded below scalar potential
V.

Then the two marginals of M, for given boundary probabilities § — e and T provide a nonlinear integral
system of equations for u* =z and u - . A. Beurling proved in 1960 the ex1stence and uniqueness of its
positive solutions [Beu60] under general conditions. In other words the Markovian Bernstein diffusions

are well defined ([Zam15]] and references therein for more details).

In recent years Schrédinger’s problem and its solution have been re-interpreted in a measure theoretic
perspective and in the context of Mass Transportation theory ([Léo13]] and references therein). In par-
ticular, the reciprocal Bernstein diffusions solving Schrédinger’s problem can, curiously, be regarded as

regularization of the Monge-Kantorovich problem solved ten years after Schrodinger by Kantorovich.

Schrodinger’s problem is at the origin of the program of Stochastic Deformation [Zam15]. Its aim is the
elaboration of the randomazed mechanics whose existence was suggested, in particularn by Bernstein

and whose Feynman’s Path integral theory can be regarded as a (very) informal description.
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E.4 The method of isovectors

The method of isovectors was introduced in [DVMU21]] in order to classify up to equivalence (systems

of) partial differential equations appearing in mathematical physics.

Given a system of partial differential equations, one expresses it, adding if necessary some of the de-
rivatives of the unknown function as auxiliary unknowns, as the vanishing of a family of first-order
differential forms. An isovector is then defined as a vector field in all the variables preserving the dif-

ferential ideal generated by the forms.

For the one-dimensional heat equation, it was determined (using a different language) by Bluman and
Cole ([BC69]).

Olver’s prolongation method ([Olv00]) provides a somewhat different approach.
Let us now give some details. We shall consider an equation of the shape

ou ou o1y o"u

— =G(¢ —,
8‘[: G( 7Q7ua aq? ’aqnil) aqn

forn > 2,t € J (an interval of R), ¢ € O (an open set in R™), » a function of ¢ and ¢, A a constant and

G:Jx 0O xR"— RacC™ function of ¢, ¢ u and its derivatives in space.
ou Ou Oty

— =, = as
ot’ 0q’ " ogn—1

In order to study the symmetries of the equation, we shall temporarily consider u,
independent variables.

We now consider a differential equation (&) of order n = 2.

We note u(t, q) a solution of this equation.

We define By = %Z‘

We consider u, A = %;‘ and B as independent variables.

Leta = du — Adt — > 7 | Bidg;, a 1-differential form.

So we have dao = —dAdt — dB1dq.

The equation (&) is equivalent to the vanishing of the forms a, da and of a certain number of differential

forms of degrees at least 2 noted d;, dd; ou j € N.

We pose I =< a, dor,05,dd; >. It is a closed differential ideal of the algebra of the diferential forms.
Lemme E.4.0.1

Each 2-forms of I can be written ac + zdo + & with z a 0-form, { €< 0j,d0; > forj € Nanda a
1-form of the type a1dt 4+ asdq + asdu + a4dA + a5d By for which we can suppose az = 0.
Démonstration: If az # 0, we replace ac by a’« where

a = (CLl + Aag)dt + ((12 + Bla3)dq + asdAasdB,
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E.4 The method of isovectors

We note

) ) 0 ) )
N=N 4 NI~ f N* + N*~ + B .
ot TV o T au T 94T e,
Définition E.4.0.2

We say that N is an isovector of (£) if Ln(I) C I.

To compute these isovectors, we use the method developed by Harrison Estabrook in ([HE71]) and
already set up to find the symmetries of many equations for instance in ([Les12], [LQ14], [HJC14],
[LV19], [LZ02], [LZ07], [Quil5al] and [Vall).

We denote by G the set of isovectors.
Lemme E.4.0.3
G is a Lie algebra for the usual bracket of vector fields.

Limme E.4.04
Let N € G. There is a function F' = Fn(t,q,u, A, By) such that

Nt = —FA

N? = —Fpg,

N* = F+ AN!+ B{N¢
N4 = AF,+ F,

NBi = BF,+F,

Remarque E.4.0.5
This lemma is present in ([HE71]], p. 657).

Proposition E.4.0.6
N* depends only of t. We note Nt = — f(t).

For an equation of the following form :

2

ou
el +T(t,q)=;

(5972) : Q(t7Qa U) ot

+ R(tv q,u, Bl) =0

with @) # 0, we have complementary results :

Théoréme E.4.0.7

— Under the previous hypothesis, considering (£42) we have :
N = Ni(t,q)

We note N9 = —w(t, q).
— If we suppose also that Q = Q(t,q) and R is linear in By then N" is affine in u. We pose
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N* =um(t,q) + I(t,q) wherel and m are functions of t and q.
We have also relations between the various auxiliary functions introduced : —QT f +TQ+ f +
TQft — QTyw — 2TQwy + TQqw = 0 and

QT B1wi+QTumi+QTl; — QR f —QRw+Q R, um+QR,I+QRp, Bim+QRp, Biwg
+ QRp,umy + QRp,l; — QRw, + QQBlmq + Q2B1wqq + Q2umqq + Q2qu + QQBlmq
= —RQ:tf — RQqw + QR(m + wy)

Démonstration: The proof of this theorem will be detailed in the second author PhD thesis [Vall].

E.4.1 Examples

E.4.1.1 Black Scholes

We can apply the previous results to find the symmetries of the Black Scholes equation. It is the most

famous equation in financial mathematics :

oc
t

1 5 2620 oC B
205852+7’Sas rC =0

where C(t,S) denotes the price of a call option with maturity 7" and strike price K on an underlying

asset satisfying S; = S, o is the volatility and r the risk free interest rate.

We pose ¢

According
We note 7

By Theore

= In(S) and u(t, q) = C(t,exp(q)) = C(t, S).The equation becomes :

@JrlUQ@Jr(Tf(ﬁ)@—ru—O
ot 2 0g¢> 2 7 dq N

to our notations we have T =1, Q = 302 and R = (r — %Q)Bl — U

_ . o2 s a2
=r 7and5-r+ R

m 3.7 we obtain :

2 2
— S ft —2%wg =0s0

and

ft = 2wq

Wqq =0
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— We divide by @ to find :

2 2

Biwyg +umy+ 1 —r(um~+1)+ (r— %)(Blm—i— Biwg+umg+1y) — (r— %)Blwq + ruwg

2 2

o o
(Bimg + umgq + lgg + Bimg) = (1 — ?)Bl(m + wq) — ru(m + wy)

i)

Differentiating with respect to B; we obtain :

2
g 2

wt:(r—g)wq—a my
— — 42 —
As wgq = 0, Wigq = 0°Mggq = 0 s0
Mgqq = 0
Differentiating with respect to u we have :
o? o?
my = —(r — ?)mq — 2rwg — 5 Maq

In addition we have mq, = 0, so

Mgq = constant.

Taking u = B; = 0, we find that [ is a solution of the equation.

Working with the different equations obtained above, we have the following relations :

ftt = qut = —202mqq = 201
f=Cit? + Cot + Cy
1
Wq = Cit+ 502
So o
1
mq = —;q + U(t)
2
my = —(r — %)vt —2C1r
Hence
mttq =0

But by the expression of m, we deduce that v; = constant.
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. . _ N

The expression of m; gives us my; = (r — %) 3, so
o C
w=0=5)

wy = 5(r — %Z)ftt + o2my = 5(r — %2)201 —o?(r — %2)(%) by the expression of m;.
So

Wt = 0
As well, wy = §(r — %2)02 + (r — %Z)Clt + 02(%q) —ou(t) =Cy

Hence

_r=%)G (T—;’?)Cz_%
g

So we have :

f=Cit? 4 Cot + Cs

1
w = Citq + 5(3’261 + Cyt — Cs

’I:Cl Cl 2 7:02 04 5201 2 5202 7’204 Cl
= —tqg— — — — —)q— t — — + )t +C
M=t g2 + (202 o2 )a 202 * 202 + o2 + 2 )¢+ Co

Finally we find a basis (IV;)1<i<¢ of 6 isovectors, for which

]\N]__tQQ_t g_}_it é_i22 5 tQa 1.9
- ot qaq o2 oy " 2021 Yoy T 202" u T 2% au

R U AU
=—t—+ ¢ + 5qu— — ——tu—
2 ot " 2%4¢ T 2020 T 202" 0u
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E.4.1.2 Backward heat equation with potentiel V

As observed before, we can limit ourselves to this equation, well defined for a final boundary condition,

in the context of Schrédinger’s problem.

The theorem can also be applied to determine the isovectors and so the symmetries of the backward
heat equation with a potential V' (¢, ¢). Although we assumed in the first paragraph that the potential

V is time independant, the symmetry analysis does not require this hypothesis.

This equation is very important in the theory of Bernstein process, especially concerning their appli-

cations to the Euclidian Quantum Mechanics.
It is also present in the theory of affine interest rate models.

The results are already obtained by P. Lescot, H. Quintard and J.C. Zambrini for the equivalent Hamilton-
Jacobi-Bellman equation ([HJC14], [LZ02]], [LZ07]).

We consider the equation :

v ou K29

m):ﬁa—i_?aiqg_v(taq)u:o

Applying Theorem 3.7 we obtain :

ft = 2’[Uq

So we can pose

w = %ftq + a(t).

The second equation is :

2
K
fi(Blwt—Fumt—i-lt)+Vtuf+unw—Vum—Vl+Vqu+?(Blmq+umqq+qu+Blmq)+Vu(m+wq) =0
For w = By = 0, [ is a solution of the equation.

Differentiating according to By we have

Wy = —KMy

So we can pose

-1 1
m = Eftt(f — + b(t).

Differentiating according to u we obtain

1 K>
my = *;(V}f + Vow + 2Vw, + ?mqq)
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That is ) ) ) )
— — K
— fud® — —auq+ b = —Vif + sVofig + Vaa + Vi — ~ fu)
4k K K 2 4
Particular case V =0
We obtain
L fuid® — g+ b= o
- —a >
1 tttqd ttq t 4 tt
Differentiating twice with respect to ¢ we have fi;; = 0.
So
f =201t + Cot + Cs.
Differentiating with respect to ¢ we have ay = 0.

Hence

C
w = 204tq + fq 1+ Oyt + Cs
Finally b; = kC; and

C C
G

m = 74q+/€C1t+C6
K

K
Hence we have a basis of isovectors for which :

~ 0 0 0
Ny = —22= — 2tq— —
1 t BN tq 94 + Ktu 0

- 0
No = u—
6 u@u

We find a basis of isovectors similar to that of ([LZ02] and [OIv00]).
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Particular case V (t,q) = q% + Dg?:

For this potential we obtain :
1 2Ca K
meq2 + ayq — kb — 2D fiq® + e 2Dag + 7 fu =0

Because f, a and b are independent of ¢, after multiplying by ¢, we can equal the terms in ¢°, ¢*, ¢3

and the constant terms in q.

fie = 8Dfy
Qg = 2Da
2Ca = 0

bt = ifu

We find exactly the same system as in [HJC14]] and [Quil5al].

E.5 Bernstein processes

For simplicity, we shall only consider processes with values in R.

Many familiar stochastic processes can be viewed as Bernstein processes, solving Schrédinger’s pro-
blem. Instead of a time interval centred in 0, we shall consider, here, an interval [0, T'], and denote by
the constant /x.

Let us mention a few classical examples :
1. The Brownian Motion (see e.g. [LZ02], p. 200)
Fortg = 0,t; =T > 0, o = & and p1 = N(0,6%T), z(t) = Ow(t) is a Bernstein process for

V=0 n(t.q) = 1 and nu(t,q) = —— e~ 5om
=0, , — an « (L, = e 204t
e, q n q N

dz(t) = 0dw(t).

Here

2. The Brownian Bridge (see [LZ02], p. 201).
Heretg =0,t1 =1,V =0, o = 1 = o and

1 ¢

e 202(1-t)
1—

n(t,q) =

~~

Then

dz(t) = 0dw(t) — f(t)tdt.
3. The Ornstein-Uhlenbeck process starting from 0
02 w2q?
(1—e 2Ty, Vv = 5 and

Heretozo,tl:T>0,u0:50,u1:N(0,%

n(t, q) = exir ),
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We have
dz(t) = 0dw(t) — wz(t)dt.

E.6 Parametrization of a one-factor affine model

A one—factor affine interest rate model is characterized by an instantaneous rate 7 (¢), satisfying a sto-

chastic differential equation of the following type :

dr(t) = \Jar(t) + B dw(t) + (¢ — Ar(t)) dt ,

under the risk—neutral probability @) (o« = 0 corresponds to the Vasicek model, and 8 = 0 corresponds

to the Cox-Ingersoll-Ross model; see [Hen05]], [HL19al)).

Assuming o # 0, let us set

«o
0257
b=t
o
5::@,
o
c - a2 - a. - 3a
= C6-96-2
o
= 58(5_1)(5_3)’
D::)\—z7
8

and define the potential
C

Théoréme E.6.0.1
(see [HJC14], Theorem 5.4) Consider the process

and the stopping time
T = inf{t > 0|ar(t) + B = 0}.

1) One has T = 400 a.s. for d > 2, and T < +00 a.s. for § < 2.2) There exists a process y(t)
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E.6 Parametrization of a one-factor affine model
satisfying the stochastic differential equation

Vit >0

dy(t) = Odw(t) + B(t,y(t))dt
relatively to the canonical increasing filtration of the Brownian w, where

o

5 0
B =def 927(] .

for a certain solution 1 of (Ev)

For each givent > 0, the law of y(t) is 1(t, ¢)1«(t, q)dq, where 1, satisfies the dual equation (Ey,).
One has

2(t)=y(t)  Vtelo,T]

In particular, in case 0 > 2, z itself is a Bernstein process on any interval [0, Ty (Ip > 0).

Proposition E.6.0.2

The isovector algebra associated with the affine model has dimension 6 if and only if § € {1,3}; in

the opposite case, it has dimension 4.

Let us analyze more closely the first case; the general case is considered in [HJC14]].

1) ¢ = %, ie.d =1.Then y(t) is a solution of

Ay(t) = Sau(t) ~ Jy(t)it

[\

i.e. y(t) is an Ornstein—-Uhlenbeck process, and the potential V' is quadratic.

Here
At Ag?
n(t,q) =e o7 .
From
At « t
y(t) = e 2(2+ 2/ e2 dw(s))
0
At B aQ(e’\tfl)
= e H (),

(w denoting another Brownian motion),

a2(1—e*>‘t)

At
it appears that y(t) follows a normal law 1, with mean e~ 2 2 and variance ™

For each T' > 0, (y(t))o<t<7 is a Bernstein process with p9 = 0., and p1 = vr.
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The law of y(t) therefore has density

At
2M(q — e 2 29)?
2v/\ e(i a2(1 — e M) )

Whence
pe(q)
77* t7 q =
&.9) n(t, q)
_ ! A
“\| 7 sinh (&)
2
—\g? — \gPe M+ 4/\qz067% — 2)\236_)‘t)
e( a?(1 — e=At)

and one may check that, as was to be expected, 7, satisfies (5{/)

A3t
S(———¢*)
n(t,q) =qea?® 4 '

Let us define
% 1

y(6)

s(t) =e
then an easy computation using It6’s formula gives
ds(t) = —%e%s(t)%w(t) ;

in particular, s(t) is a forward martingale.

It may be seen that, in case Xy = 0,

(a2(e)\t _ 1)

X, = e MYy
t=e I

)

where Y is a BESQ?(squared Bessel process with parameter 3) with Y (0) = 0. But, for fixed ¢ > 0,
Y; has the same law as tY7, and Y7 = ||B;]||? is the square of the norm of a 3-dimensional Brownian
motion (see [GJY03])); the law of Y7 is therefore

6_% \/ﬁluzodu .

1
V2T
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Therefore the density p;(q) of the law of y(¢) is given by :

5 2)\¢?
1 162 2 a2(1— e M)

= (&
pi(q) 2 o3l e )] q

and

3 N Vel
n*(t7 Q) = pt(q) — 16A2 (1 — G_At)_%qe 4 a2 tanh(i\jt) .
n(t,q)  o3V2r

For Xy # 0, a Bessel function appears in the expression for 7,.

M. Houda and the first author ([HL19a]) have extended these computations.

E.7 Generalized Brownian Bridges

Let us fix I' > 0 and f € R. Mansuy’s generalized Brownian Bridge ([Man04]) X (B7.T:7) a5 the

solution X () of the stochastic differential equation

AX (1) = Odw(t) — B;((_t)tdt

with initial value X (0) = .

It is a Bernstein process for

2

g —_Ba®
77(75, (I) = (T — t)_fe 202 (T—t)

and

an example of semi—classical potential.

Conclusion

The class of Bernstein reciprocal processes allows a study of its symmetries founded on its quantum-like
analogy. In particular, as suggested by Feynman, it should allow the construction of a dynamical theory
where those symmetries should play a role as fundamental as in classical mechanics. Although a lot of
progress have been made since [Zam86|] much more should be done. Using the symmetries, how can we
define a stochastic version of classical integrability ? Such a notion should inject in stochastic analysis

key ideas of dynamical systems theory. For instance a stochastic deformation of Symplectic Geometry
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whose symplectomorphisms would precisely describe all transformations preserving dynamecal struc-

tures.

Since Schrodinger’s original problem is now regarded as a foundational aspect of Optimal transpor-
tation theory it is likely that, in this area also, those processes will play an important role as natural

regularizations of the traditional analytical ans deterministic approaches.

E.8 Acknowledgements

Both authors are extremely grateful to Professors

Marco Fuhrman, Elisa Mastrogiacomo, Paola Morando and

Stefania Ugolini for their excellent organization of the conference and their wonderful hospitality.
Professor Jean-Claude Zambrini was kind enough to read a preliminary version of our manuscript;
his comments and suggestions led to numerous improvements in the structure and style of our text.

We thank him heartily for his efforts.

164



Bibliographie

[ACM18]

[AD17]

[ADVM™20]

[AM16]

[AM19]

[BC69]

[BCO7]

[BDM19]

S Albeverio, N Cangiotti, and S Mazzucchi. Generalized feynman path integrals and appli-
cations to higher-order heat-type equations. Expositiones Mathematicae, 36(3-4) :406—429,
2018.

AV Aksenov and KP Druzhkov. Symmetries and reductions of burgers—huxley equation.
In Journal of Physics : Conference Series, volume 788, page 012002. IOP Publishing, 2017.

Sergio Albeverio, Francesco C De Vecchi, Paola Morando, Stefania Ugolini, et al. Weak
symmetries of stochastic differential equations driven by semimartingales with jumps.
Electronic Journal of Probability, 25, 2020.

Sergio Albeverio and Sonia Mazzucchi. A unified approach to infinite-dimensional inte-
gration. Reviews in Mathematical Physics, 28(02) :1650005, 2016.

Sergio Albeverio and Sonia Mazzucchi. Infinite dimensional integrals and partial differen-
tial equations for stochastic and quantum phenomena. Journal of Geometric Mechanics,
11(2) :123, 2019.

George W Bluman and Julian D Cole. The general similarity solution of the heat equa-
tion(transformation groups used to find similarity solutions for partial differential equa-
tions and heat equation). J Math. Mech., 18 :1025-1042, 1969.

Ljudmila A Bordag and Alina Y Chmakova. Explicit solutions for a nonlinear model of
financial derivatives. International Journal of Theoretical and Applied Finance, 10(01) :1-
21, 2007.

Stefano Bonaccorsi, Mirko D’Ovidio, and Sonia Mazzucchi. Probabilistic representation
formula for the solution of fractional high-order heat-type equations. Journal of Evolution
Equations, 19(2) :523-558, 2019.

Arne Beurling. An automorphism of product measures. Annals of Mathematics, pages
189-200, 1960.

Ljudmila A Bordag and R Frey. Pricing options in illiquid markets :symmetry reductions
and exact solutions. Nonlinear Models in Mathematical Finance : Research Trends in Option

Pricing.

165



[BHO00]

[BMO95]

[BM15]

[BOO5]

[Bob09]

[Boc05]

[BORO1]

[Bor06]

[Bor08]

[Bor15]

[Bra05]

[Bur93]

[CDO1]

[CP04]

[Cri95]

[Doo53]
[DVMU16]

BIBLIOGRAPHIE

Luisa Beghin, Kenneth J Hochberg, and Enzo Orsingher. Conditional maximal distribu-
tions of processes related to higher-order heat-type equations. Stochastic processes and
their applications, 85(2) :209-223, 2000.

Krzysztof Burdzy and Andrzej Madrecki. An asymptotically 4-stable process. JOURNAL
OF FOURIER ANALYSIS AND APPLICATIONS, 1 :97-118, 1995.

Stefano Bonaccorsi and Sonia Mazzucchi. High order heat-type equations and random
walks on the complex plane. Stochastic processes and their Applications, 125(2) :797-818,
2015.

L Beghin and E Orsingher. The distribution of the local time for “pseudoprocesses” and its
connection with fractional diffusion equations. Stochastic processes and their applications,
115(6) :1017-1040, 2005.

Maxim Bobrov. Optimal systems of subalgebras for a nonlinear Black-Scholes equation.
arXiv preprint 0901.2826, 2009.

Salomon Bochner. Harmonic analysis and the theory of probability. Courier Corporation,
2005.

L Beghin, E Orsingher, and T Ragozina. Joint distributions of the maximum and the
process for higher-order diffusions. Stochastic processes and their applications, 94(1) :71-
93, 2001.

Ljudmila A Bordag. Symmetry reductions of a nonlinear option pricing model. arXiv
preprint math/0604207, 2006.

Ljudmila A Bordag. On option-valuation in illiquid markets : invariant solutions to a
nonlinear model. In Mathematical control theory and finance, pages 71-94. Springer, 2008.
Ljudmila A Bordag. Geometrical Properties of Differential Equations : Applications of the
Lie Group Analysis in Financial Mathematics. World Scientific Publishing Co Inc, 2015.
Paul Bracken. Symmetry properties of a generalized korteweg-de vries equation and
some explicit solutions. International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences,
2005(13) :2159-2173, 2005.

Krzysztof Burdzy. Some path properties of iterated brownian motion. In Seminar on
Stochastic Processes, 1992, pages 67-87. Springer, 1993.

M]J Craddock and Anthony Haynes Dooley. Symmetry group methods for heat kernels.
Journal of Mathematical Physics, 42(1) :390-418, 2001.

Mark Craddock and Eckhard Platen. Symmetry group methods for fundamental solu-
tions. Journal of Differential Equations, 207(2) :285-302, 2004.

DG Crighton. Applications of kdv. In KdV’95, pages 39-67. Springer, 1995.
Joseph Leo Doob. Stochastic processes, volume 101. New York Wiley, 1953.

Francesco C De Vecchi, Paola Morando, and Stefania Ugolini. Reduction and reconstruc-
tion of stochastic differential equations via symmetries. Journal of Mathematical Physics,
57(12) :123508, 2016.

166



BIBLIOGRAPHIE

[DVMU20]

[DVMU21]

[EB02]

[Eva9s]

[Ft79]

[Fre00]

[G]Y03]

[GW92]

[HE71]

[Hen05]

[HJC14]

[HL19a]

[HL19b]

[HO94]

[HO%6]

Francesco C De Vecchi, Paola Morando, and Stefania Ugolini. Symmetries of stochastic
differential equations using girsanov transformations. Journal of Physics A : Mathematical
and Theoretical, 53(13) :135204, 2020.

Francesco C De Vecchi, Paola Morando, and Stefania Ugolini. Reduction and reconstruc-
tion of sdes via girsanov and quasi doob symmetries. Journal of Physics A : Mathematical
and Theoretical, 54(18) :185203, 2021.

Alison Etheridge and Martin Baxter. A course in financial calculus. Cambridge University
Press, 2002.

Lawrence C Evans. Partial differential equations. Graduate studies in mathematics, 19(2),
1998.

Tadahisa Funaki et al. Probabilistic construction of the solution of some higher order
parabolic differential equation. Proceedings of the Japan Academy, Series A, Mathematical
Sciences, 55(5) :176—179, 1979.

Riidiger Frey. Market illiquidity as a source of model risk in dynamic hedging. Model
Risk, pages 125-136, 2000.

Anja Going-Jaeschke and Marc Yor. A survey and some generalizations of bessel pro-
cesses. Bernoulli, 9(2) :313-349, 2003.

JP Gazeau and P Winternitz. Symmetries of variable coefficient korteweg—de vries equa-
tions. . Math. Phys, 33 :4087, 1992.

B Kent Harrison and Frank B Estabrook. Geometric approach to invariance groups and
solution of partial differential systems. . Math. Phys., 12(4) :653-666, 1971.

Sandrine Henon. Evaluation et couverture de produits dérivés dans les marchés imparfaits :
un modeéle de taux avec volatilité stochastique. PhD thesis, Université de Marne-la-Vallée,
2005.

Lescot Paul; Quintard Héléne and Zambrini Jean-Claude. Solving stochastic differential

equations with Cartan’s exterior differential system. arxiv preprint 1404.4802, 2014.

Mohamad Houda and Paul Lescot. Some bernstein processes similar to cox—ingersoll-
ross ones. Stochastics and Dynamics, 19(06) :1950047, 2019.

Mohamad Houda and Paul Lescot. Two computations concerning the isovectors of the
backward heat equation with quadratic potential. Methods and Applications of Analysis,
2019.

Kenneth ] Hochberg and Enzo Orsingher. The arc-sine law and its analogs for processes
governed by signed and complex measures. Stochastic Processes and their applications,
52(2) :273-292, 1994.

Kenneth J Hochberg and Enzo Orsingher. Composition of stochastic processes governed
by higher-order parabolic and hyperbolic equations. Journal of Theoretical Probability,
9(2) :511-532, 1996.

167



[Hoc78]

[Hou13a]

[Hou13b]

[Jac79]
[JS96]

[Léo13]

[Les12]

[Liu17]

(LQ14]

[LV19]

[LV22]

[LZ02]

[LZ07]

[Man04]

[Maz18]

[McK69]
[Mey66]
[NT96]

BIBLIOGRAPHIE

Kenneth J Hochberg. A signed measure on path space related to Wiener measure. ANN
PROBAB, pages 433-458, 1978.

Mohamad Houda. Applications des processus de bernstein au calcul stochastique pour

des marchés financiers avec des taux d’intérét. 2013.

Mohamad Houda. Bernstein processes described by forward and backward heat equa-
tions. arXiv preprint arXiv :1309.5566, 2013.

Nathan Jacobson. Lie algebras. Dover Publications, 1979.

Niels Jacob and René L Schilling. Subordination in the sense of s. bochner—an approach
through pseudo differential operators. Mathematische Nachrichten, 178(1) :199-231, 1996.

Christian Léonard. A survey of the schr\" odinger problem and some of its connections
with optimal transport. arXiv preprint arXiv :1308.0215, 2013.

Paul Lescot. Symmetries of the Black-Scholes equation. Methods Appl. Anal. 19(2) pp.
147-160, 2012.

Tai-Ping Liu. Hopf-cole transformation. BULLETIN OF THE INSTITUTE OF MATHEMA-
TICS ACADEMIA SINICA NEW SERIES, 12(1) :71-101, 2017.

Paul Lescot and Héléne Quintard. Symmetries of the backward heat equation with po-
tential and interest rate models. CR ACAD SCI I-MATH, 352(6) :525-528, 2014.

P Lescot and L Valade. Symmetries of partial differential equations and stochastic pro-
cesses in mathematical physics and in finance. In Journal of Physics : Conference Series,

volume 1194, page 012070. IOP Publishing, 2019.

Paul Lescot and Laurene Valade. Bernstein processes, isovectors and mechanics. In Geo-

metry and Invariance in Stochastic Dynamics. Springer, Switzerland, 2022.

Paul Lescot and Jean-Claude Zambrini. Isovecteurs pour I’équation de Hamilton—Jacobi-
Bellman, différentielles stochastiques formelles et intégrales premiéres en mécanique
quantique euclidienne. CR ACAD SCI I-MATH, 335(3) :263-266, 2002.

Paul Lescot and Jean-Claude Zambrini. Probabilistic deformation of contact geometry,
diffusion processes and their quadratures. In Seminar on Stochastic Analysis, Random

Fields and Applications V, pages 203—226. Springer, 2007.

Roger Mansuy. On a one-parameter generalization of the brownian bridge and associated
quadratic functionals. Journal of Theoretical Probability, 17(4) :1021-1029, 2004.

S Mazzucchi. Infinite dimensional oscillatory integrals with polynomial phase and appli-

cations to higher-order heat-type equations. Potential Analysis, 49(2) :209-223, 2018.
Henry P McKean. Stochastic integrals, volume 353. American Mathematical Soc., 1969.
Paul André Meyer. Probability and potentials, volume 1318. Blaisdell Pub. Co., 1966.

Kunio Nishioka et al. Monopoles and dipoles in biharmonic pseudo process. Proceedings
of the Japan Academy, Series A, Mathematical Sciences, 72(3) :47-50, 1996.

168



BIBLIOGRAPHIE

[NT01]

[NA11]

[NO00]

[Olv00]

[OME11]

[0Z99]

[Quil5a]

[Quil5b]

[RY13]

[Tem12]

[TZ97]

[Val]

[Var07]

[Vig1e]

[Zam86]

[Zam15]

Kunio Nishioka et al. Boundary conditions for one-dimensional biharmonic pseudo pro-
cess. Electronic Journal of Probability, 6, 2001.

Mehdi Nadjafikhah and Fatemeh Ahangari. Symmetry reduction of two-dimensional
damped kuramoto—sivashinsky equation. = Communications in Theoretical Physics,
56(2) :211, 2011.

Ya Nikitin and E Orsingher. On sojourn distributions of processes related to some higher-

order heat-type equations. Journal of Theoretical Probability, 13(4) :997-1012, 2000.

Peter J Olver. Applications of Lie groups to differential equations, volume 107. Springer,
2000.

Aziz Ouhadan, Toufik Mekkaoui, and El-Hassan Elkinani. Invariant and some new exact

solutions of burgers equation. 2011.

Enzo Orsingher and Xuelei Zhao. Iterated processes and their applications to higher order
differential equations. Acta Mathematica Sinica, 15(2) :173-180, 1999.

Héléne Quintard. Symétries d’équations aux dérivées partielles, calcul stochastique, ap-
plications a la physique mathématique et a la finance. preprint theses.fr/2015ROUES022,
2015.

Héléne Quintard. Symétries d’équations aux dérivées partielles, calcul stochastique, appli-

cations a la physique mathématique et a la finance. PhD thesis, Rouen, 2015.

Daniel Revuz and Marc Yor. Continuous martingales and Brownian motion, volume 293.

Springer Science & Business Media, 2013.

Roger Temam. Infinite-dimensional dynamical systems in mechanics and physics, vo-

lume 68. Springer Science & Business Media, 2012.

M Thieullen and J-Cl Zambrini. Probability and quantum symmetries. i. the theorem of
noether in schrodinger’s euclidean quantum mechanics. In Annales de I'IHP Physique

théorique, volume 67, pages 297-338, 1997.
L Valade. PhD thesis in progress.

SR Srinivasa Varadhan. Stochastic processes, volume 16. American Mathematical Soc.,
2007.

Alexis Vigot. Représentation stochastique d’équations aux dérivées partielles d’ordre supé-

rieur a 3 issues des neurosciences. PhD thesis, Paris 6, 2016.

Jean-Claude Zambrini. Variational processes and stochastic versions of mechanics. Jour-
nal of Mathematical Physics, 27(9) :2307-2330, 1986.

Jean-Claude Zambrini. The research program of stochastic deformation (with a view
toward geometric mechanics). In Stochastic analysis : a series of lectures, pages 359-393.

Springer, 2015.

169



	Introduction
	Théorie des symétries
	La méthode de Harrison-Estabrook
	Le cadre
	Les isovecteurs
	Des isovecteurs aux symétries de l'équation

	Le résultat général 
	Cas général
	L'équation avec le bilaplacien
	Calcul des isovecteurs
	Les symétries
	Un peu d'algèbre


	Forme particulière pour l'ordre k=2 et pour une seule variable d'espace : application en physique et pseudo stochastique
	Le résultat
	L'équation de Kuramoto-Sivashinsky
	Korteweg de Vries généralisée
	Equations de Korteweg de Vries à coefficients variables
	Braken
	Les applications

	L'équation de Vigot
	Intérêt de l'équation
	Calcul des isovecteurs
	Les symétries
	Algèbre

	Laplacien / Vigot : le lien
	La pseudo stochastique
	Pseudo processus
	Lien avec l'équation de Vigot
	Pseudo Intégration



	L'ordre 2
	Le résultat et l'application à l'équation de la chaleur
	La théorie
	Symétries de l'équation de la chaleur

	Les équations dérivées de la chaleur
	 Black Scholes
	Explication du modèle, lien avec l'équation
	Recherche des isovecteurs
	Les symétries
	Un peu d'algèbre
	Lien avec l'équation de la chaleur

	 L'équation de la chaleur rétrograde
	Cas particulier V=0 
	Cas particulier V(t,q)=Cq2+D q2:

	 L'équation de Burgers
	Calcul des isovecteurs
	Les symétries
	L'algèbre
	Rapport à l'équation de la chaleur


	De l'équation de Burgers au modèle d'Hodgkin-Huxley
	Craddock Platen
	Explications
	Calcul des symétries
	Des modèles particuliers 
	Prix d'une option
	Les modèles affines
	Le modèle de Longstaff 



	Cas non linéaire : l'équation de Frey
	Introduction
	Towards the Frey equation
	Financial framework
	Black Scholes model
	The tracking error

	Computation of the symmetries
	The method of isovectors
	Computation of the isovectors
	The symmetries and some algebra


	Conclusion
	Annexes
	Algèbre de Lie
	Rappel de stochastique
	Les processus stochastiques
	Le mouvement Brownien
	sa construction
	...comme martingale
	...comme processus de Markov

	Lien avec l'équation de la chaleur
	L'intégrale de Wiener

	Rappel de finance
	Symmetries of partial differential equations and stochastic processes in mathematical physics and in finance (avec P. Lescot)
	The method of isovectors
	Examples
	Comments

	Bernstein processes, isovectors and mechanics (avec P. Lescot)
	Introduction
	Summary
	A summary of Schrödinger's problem and its solution
	The method of isovectors
	Examples
	Black Scholes
	Backward heat equation with potentiel V


	Bernstein processes
	Parametrization of a one-factor affine model
	Generalized Brownian Bridges
	Acknowledgements

	Bibliographie

