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Titre : Formulation et mise en oeuvre d’un élément continu de plaque
orthotrope et de plaque multicouche non-symétriques

Résumé : Le présent travail de thése traite du développement d’un élément
continu de plaque orthotrope et de plaque multicouche non-symétriques
basé sur l'utilisation d’une nouvelle série de Lévy dite Série de Lévy enrechie.
La démarche consiste dans un premier temps a valider ces nouvelles sé-
ries pour des plaques orthotropes a symétries matérielles et géométriques
confondues. Cette formulation est basée sur la résolution des équations de
mouvement sans avoir recours a la superposition de Gorman qui suppose
un découplage des contributions symétriques et anti-symétriques. La ma-
trice de rigidité est ensuite obtenue par projection des déplacements et
des efforts de frontiéres sur des bases de projection convenables. Dans
un second temps, nous avons développé un élément continu pour une
plaque orthotrope dont les axes d’orthotropie sont orientés de maniére
quelconque. La formulation est ensuite étendue aux éléments de plaques
multicouches non-symétriques pour lesquels le couplage entre les mouve-
ments de flexion et de membrane est pris en compte. La validation de ces
éléments est menée par une comparaison des résultats obtenus avec ceux
issus de modélisation éléments finis.

Mots clés : Méthode des éléments continus, Matrice de raideur dy-
namique, Plaques orthtropes non-symétriques, Plaques multicouches non
symétriques, Plaques sandwichs

Title : Formulation and implementation of a continuous element for
non-symmetrical orthotropic plates and multilayer plates

The present thesis deals with the development of a continuous element
of orthotropic plate and non-symmetric multilayer plate based on the use
of a new Lévy series called Lévy series enrechie. The first step is to vali-
date these new series for orthotropic plates with coincident material and
geometrical symmetries. This formulation is based on the resolution of
the equations of motion without using the Gorman superposition which
supposes a decoupling of the symmetric and anti-symmetric contributions.
The stiffness matrix is then obtained by projecting the displacements and
boundary forces on suitable projection bases. In a second step, we deve-
loped a continuous element for a thin plate constructed from orthotropic
materials such that the principal axes of orthotropy are not parallel to
the coordinate system adopted to the plate edges. The formulation is then
extended to non-symmetric multilayer plate elements for which the cou-




pling between bending and membrane motions is taken into account. The
accuracy of this strong formulations is demonstrated by comparing results
with those obtained by the Finite Element Method.

Keywords : Dynamic Sttiffness Method, Dynamic Stiffness Matrix, non-
symmetrical orthotropic plates, non-symmetrical multilayer plates, Sand-
wich plates
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1 Introduction générale

Historiquement, l'analyse harmonique des structures constituées de matériaux
composites est traitée depuis 'apparition de ces matériaux par les ingénieurs et les
chercheurs des secteurs de la construction mécanique, du batiment ou du génie civil.
L’analyse vibratoire de ces structures est ainsi au cceur d’une activité de recherche
intense et d’études dont les applications sont trés vastes tant d’un point de vue aca-
démique qu’industriel. Cette derniére s’étend a de nombreux domaines parmi lesquels
on peut citer, les technologies spatiales, I'ingénierie civile et navale, le batiment, les
transports terrestres, ’aéronautique, ainsi que I'ingénierie nucléaire, du fait de leur ca-
ractéristiques avantageuses dont la principale est un faible rapport masse/résistance
mécanique. Deux grandes problématiques peuvent étre associées a l'utilisation des
matériaux composites. Premiérement, la diversité de leurs domaines d’application les
expose a une grande variété de modes de sollicitation et d’endommagement. Deuxié-
mement, le choix d’un matériau composite pour une application particuliére nécessite
d’avoir une bonne connaissance de ses propriétés. Dés lors, I’évaluation de ses proprié-
tés présente un grand intérét. Ces deux problématiques se déclinent en des variantes
multiples selon le type d’endommagement & détecter (délaminage, fissuration, etc ...)
ou la nature de la propriété a évaluer (mécanique, thermique, chimique etc ...). En
conséquence, le comportement des éléments structuraux de type plaques ou coques
soumis a vibrations mérite d’étre étudié¢ de maniére exhaustive mais le probléme est
particulierement complexe dans la mesure ot aucune des solutions exactes connues
ne couvrent toutes les conditions limites possibles, toutes les structures matériaux et
tous les chargements rencontrés en pratique. Pour assurer ce controle, la détermina-
tion des caractéristiques dynamiques de ces composants doit étre menée de maniére
approfondie par une modélisation aussi précise que possible. Notre travail de thése
apporte a cette problématique une contribution concernant les plaques orthotropes et
multicouches. Il est ainsi nécessaire de débuter par une présentation trés générale de
ces structures. Le contexte industriel d’exploitation de ce type d’éléments structuraux
est également précisé.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

1.1 Généralités concernant les matériaux multicouches

et sandwichs

Les stratifiées

Il est évident que les matériaux traditionnels ne peuvent rivaliser dans certains
domaines avec les matériaux composites. Grace a leurs excellentes propriétés méca-
niques combinées a leur légéreté, leur bonne résistance chimique et une meilleure
tenue en fatigue, les matériaux multicouches occupent un large créneau dans 1’élabo-
ration des piéces composites. Le composite stratifié (Figure |I| ou multicouche est
constitué d’empilements de plis unidirectionnels ou bi-directionnels. Une couche de
stratifié est souvent appelée une strate ou un pli. Ces couches sont le plus souvent
des matériaux isotropes ou orthotropes dont les axes matériels peuvent différer d’'une
strate a l'autre. Parfois, I’épaisseur de ces plis est trés faible, de 'ordre 0,125 mm
pour un matériau de type carbone-époxy de type aéronautique et de 0,3 mm pour
ceux qui sont utilisés dans I'industrie nautique. Les stratifiés présentent un avantage
permettant de créer des matériaux aux propriétés mécaniques orientées de maniére
optimale afin de mieux répondre aux sollicitations s’exercant sur la structure.

Orientation

Référentiel des fibres

Matrice

Couche -
(Pli individuel) y Stratifié

FIGURE 1.1 — Composite stratifié

Les sandwichs

Les sandwichs sont des matériaux qui présentent une solution de compromis per-
mettant a la fois de rigidifier et d’alléger une structure. Ces structures possédent deux
peaux de grande rigidité et de faible épaisseur renfermant une d&me de forte épaisseur
et de faible résistance (Table El L’ensemble forme un matériau de grande légéreté.

1. Tllustration extraite de : [2]
2. Tllustrations extraites de : [3]

16



1.1. GENERALITES CONCERNANT LES MATERIAUX MULTICOUCHES ET

SANDWICHS

Les sandwichs possédent ainsi une bonne résistance aux efforts de flexion et souvent

de bonnes propriétés d’isolation thermique ou acoustique.

\\

Strafifié

Ame en
= earrés de

S0 balsa
I ./g

Sensdufil || |I t II'I;
dubais
sl

Nid d'abeilles

Ame ondulée

TABLE 1.1 — Composites sandwich a dmes pleines (gauche) et & ames creuses (droite)

e Les peaux ou semelles :

Les peaux sont généralement constituées de tout matériau pouvant étre ob-
tenu sous forme de plaque (Figure . Elles peuvent étre en matériau isotrope
ou orthotrope, homogéne ou inhomogéne ou encore multicouche. Dans ce der-
nier cas, le choix de la nature et de 'empilement des couches dependra de
I'utilisation du matériau composite. Les peaux ont pour but de résister aux
efforts de flexion qui se traduisent par des contraintes normales (traction ou

compression).

— Acier '—.

ey Contre-Plaqué '—' b"/
e Plastiques renforcées Fm

. Fibres de verre }_,\,,’//

»

FIGURE 1.2 — Matériaux pour les peaux

17




CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

e [’ame ou cceur :

L’ame est présisément I’élément central d’une structure sandwich. La concep-
tion de cet élément se caractérise par une faible masse et de faibles caractéris-
tiques mécaniques. Le role mécanique principal de cette ame est de supporter
les efforts de compression et de cisaillement engendrés suite au mouvement
de glissement des semelles sous chargement, et de maintenir leur écartement.
Elles ont souvent un roéle d’isolation acoustique ou thermique en revanche.
Dans le secteur industriel, les types d’ames le plus communs sont le bois de
balsa, les nids d’abeilles et les mousses en polymeéres rigides (Figure .

Ame

Mousse plastiqu
Nid d’abeilles Bois de Balsa

— Polystyréne

— Aluminium — Polychlorure de vinyle

L+ Aramide Polypropyléne

———> Polypropyléne

—
—> Acrylique
——

Polyuréthane

L Phénolique
"4

FIGURE 1.3 — Matériaux pour les ames

Le contexte industriel

Aujourd’hui, I'emploi des matériaux composites dans des domaines aussi divers
que 'aéronautique, 'automobile, la construction navale ou le batiment enregistre une
progression importante.

Construction aéronautique

Ces derniéres années, 'apparition de nouveaux matériaux constitutifs du coeur
des sandwichs a encouragé les constructeurs d’avions civils et militaires a utiliser
davantage ces structures composites. Par exemple, les planchers du Boeing 787 sont
fabriqués en utilisant des matériaux composites. Contrairement aux structures mé-
talliques, sa structure en sandwich lui confére une grande légéreté et par voie de
conséquence conduit & une réduction de la consommation de carburant de ’appareil.

On a ainsi 'habitude de considérer que ces matériaux s’inscrivent dans une démarche
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1.1. GENERALITES CONCERNANT LES MATERIAUX MULTICOUCHES ET
SANDWICHS

globale d’écoconception. (Figure ﬂ

Other
Steed 5%
10% “
Composites
Titanium
16% ’ s0%

Alum inum
20%

FIGURE 1.4 — Répartition des matériaux composites dans le Boeing 787

Construction navale

Les matériaux composites sont depuis trés longtemps largement utilisés en construc-
tion navale (Figure ﬁ En effet, les caractéristiques de légéreté et surtout la bonne
résistance a la corrosion de ces matériaux suscitent de l'intérét depuis de trés nom-
breuses années. Les propriétés exceptionnelles de ces structures en font le matériau
idéal pour apporter des gains de masse de 40 % a 50 %.

FIGURE 1.5 — Bateau en composite

3. Illustration extraite de : [4]
4. Tlustration extraite de : [4]
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Batiment et génie civil

Parmi les matériaux de construction tres utilisés actuellement, les composites oc-
cupent une part de plus en plus importante grace a leurs propriétés isolantes d’un
point de vue thermique et phonique associées a des caractéristiques mécaniques de
plus en plus performantes. Ainis, dans ces secteurs 'isolation thermique et I'isolation
acoustique sont les principales fonctionnalités recherchées auxquelles les matériaux
structurés et multicouches sont particulierement adaptés. En génie civil, les maté-
riaux composites prennent également de plus en plus d’importance notamment dans
les projets de réhabilitation des infrastructures routiéres et le renforcement des struc-
tures.

1.2 Présentation génerale du probléme

Pour étudier les caractéristiques vibratoires de structures complexes les chercheurs
ont développé plusieurs approches. La méthode des éléments finis (FEM) reste la plus
efficace et la plus utilisée aujourd’hui. Les fonctions d’interpolation utilisées dans cette
méthode sont en général indépendantes des fréquences de sollicitation de la structure.
Ainsi, la FEM nécessite une discrétisation de la structure dépendante du domaine fré-
quentiel d’étude, ce qui peut conduire a des volumes de données trés conséquents pour
obtenir suffisamment de précision lorsque la fréquence augmente. Cela peut entrainer
une augmentation significative du cotit de calcul, en particulier dans les processus ité-
ratifs d’optimisation. Naturellement, la demande excessive de ressources et de temps
de calcul peut étre évitée si des méthodes d’analyse et des techniques de solution plus
précises sont disponibles sans accroitre les données de modélisation. Pour ’analyse
des vibrations des structures, une méthode alternative est ainsi développée depuis une
quarantaine d’années basée sur ’absence de discrétisation, cette méthode est donc
qualifiée de méthode meshless. On la désigne réguliérement en France par Méthode
des Eléments Continus (MEC) ou a linternational par Méthode de la Raideur Dy-
namique (Dynamic Stiffness Method - DSM). Cette méthode est considérée comme
une méthode qui conduit a des résultats dont la précison est nettement améliorée sur
de larges gammes de fréquences et dont les cotits en termes de temps de calcul et de
volume de données restent trés limités.

L’objectif visé dans cette thése s’inscrit ainsi dans cette approche meshless de
caractérisation dynamique d’éléments structuraux composites de type plaque. Cette
méthode autorise une modélisation a la fois légére et précise d’assemblages complexes
d’élements structuraux géométriquement simples. Les éléments développés et utilisés
par cette approche se sont peu a peu enrichis dans le sens de modéles matériaux de
plus en plus complexes. Notre travail s’est ainsi attaché a développer plus particulié-
rement un élément continu de plaque permettant de prendre en compte les effets de
membrane (vibrations dans le plan) et les effets de flexion couplés. Cet élément doit
permettre la modélisation meshless de plaques multicouches non symétriques a plis
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orthotropes pour lesquelles les phénoménes de couplage membrane/flexion influencent
considérablement le comportement vibratoire. Il vient parachever des développements
antérieurs concernant les plaques composites mais en levant toutes les hypothéses sim-
plificatrices qui ont pu étre faites jusqu’a présent. Ce mémoire est constitué de quatre
chapitres et d’une conclusion.

Dans le premier chapitre, nous avons éclairci I'analyse vibratoire des différents
types de structure et les approches numériques variationnelles développées et utili-
sées. Une étude bibliographique focalisée sur la méthode des éléments continus (DSM),
nous a aidé a faire une comparaison entre cette approche analytique et les autres mé-
thodes numériques. A la fin de ce chapitre, un état de 'art concernant ’analyse des
structures de plaque multicouches a plis anisotropes est présenté.

Le second chapitre de cette thése est dédié au développement de I’élément continu
d’une plaque orthotrope selon la flexion de Kirchhoff. Cette formulation est basée sur
la résolution des équations du mouvement par l'utilisation d’une nouvelle série de
Lévy désignée Séries de Lévy Enrichies qui permet de ne plus faire appel a la clas-
sique décomposition de Gorman. Les hypothéses de découplage des contributions
symétriques et antisymétriques sont ainsi levées. La validation de cet élément est
assurée par une confrontation des résultats obtenus avec ceux issus de modélisations
éléments finis pour différents types de chargements. Ce modéle a fait 'objet du dé-
veloppement d’'un code de calcul implémenté en langage Fortran dont une grande
partie du code est généré automatiquement par le code de calcul formel Maple. Le
modéle éléments finis permettant la validation des résultats est quant a lui simulé
numériquement a l'aide d’un code de calcul industriel (ABAQUS).

Le troisieme chapitre propose d’exploiter les séries de Lévy enrichies pour déve-
lopper un élément continu de plaque orthotrope dont les directions d’orthotropie sont
orientées par rapport aux axes de symétrie géométrique. Dans ce cadre, la résolution
des équations du mouvements générales est détaillée a ’aide de ces séries puis une
matrice de raideur dynamique est construite. La validation de ’élément développé
est présentée par la comparaison des résultats issus de notre formulation avec ceux
obtenus par la Méthode des Elément Finis.

Le quatriéme et dernier chapitre est consacré a la modélisation d’un élément
continu de plaque multicouche et sandwich non symétrique. Cette formulation est
basée dans un premier temps sur un modéle d’élément continu de poutre multicouche
qui permet de mettre en évidence les limitations de ce type ce modélisation. Dans un
second temps, un modéle plaque est développé basé une nouvelle fois sur 'utilisation
des séries de Lévy enrichies. Le nombre de plis est quelconque, leur répartition n’est
pas nécessairement symétrique ce qui induit des couplages entre les mouvements de
flexion et de membrane. Ce chapitre se termine également par une validation numeé-
rique réalisée par confrontation de ce modéle avec un modéle éléments finis.
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Enfin, ce travail se termine par une conclusion générale permettant de synthéti-
ser la contribution réalisée pour I’étude vibratoire des structures composites et les
perspectives envisagées a ’avenir.
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2 Synthése bibliographique

2.1 Introduction

Ce chapitre dresse un état de 'art permettant de définir le cadre général de cette
thése. Il se décompose en deux parties principales :

e Une prémiére partie est consacrée a une synthése des travaux de recherche
concernant les théories vibratoires de plaques susceptibles d’étre utilisées avec
un focus sur 'analyse vibratoire des stratifiés et des plaques en structure sand-
wich.

e La seconde partie dresse un état de 'art concernant ’approche qui nous in-
téresse plus particulierement : la Méthode des Eléments Continus également
désignée the Dynamic Stiffness Method.

2.2 Etudes vibratoires des plaques

De maniére générale, on distingue différentes théories relatives au comportement
vibratoire des plaques. Ces théories ont été développées depuis plus de 200 ans et
continuent a étre adpatées de nos jours a la modélisation des plaques anisotropes et
multicouches. Ces théories sont basées sur des d’hypothéses plus ou moins simpli-
ficatrices qu’il s’agit de rappeler. Il est donc sans doute utile de présenter dans un
premier temps les théories qui se sont succédées et qui ont permis d’approcher de
mieux en mieux les comportements observés.

2.2.1 Les origines - La théorie classique

Les premiéres modélisations pertinentes de plaque sont proposées au tout début
du XIXéme siécle a la suite d’observations expérimentales menées et présentées a
travers toute I'Europe par Ernst Chladni a la fin du XVIII éme siécle [I]. Sa célébre
expérience consistait & faire vibrer une plaque recouverte de sable sous I'action d’un
archet et d’observer les figures géométriques décrites par la concentration des grains
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de sable le long de lignes (Figure [2.1]).
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FIGURE 2.1 — Expérience de Chladni - Planche extraite de [I] (1809)

Une premiére tentative de modélisation est réalisée par Bernoulli en 1788 et propo-
sée a I’Académie de Saint-Petersbourg. Elle consistait & considérer une plaque comme
un ensemble de poutres perpendiculaires dont les vibrations avaient déja été large-
ment étudiées. Cette premiére approche trop simpliste ne permit pas de prévoir les
observations de Chladni.

Un concours est alors lancé par I'Institut de France pour parvenir a expliquer ce
phénomeéne. Aprés plusieurs tentatives et avec 'aide d’un illustre membre du jury,
Joseph-Louis Lagrange, le concours est finalement remporté par Sophie Germain en
1815 dont I’équation biharmonique (Figure est aujourd’hui connue comme celle
de Germain-Lagrange [5].
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FIGURE 2.2 — Equation de Germain-Lagrange extraite de Papiers de Sophie GER-
MAIN. Source Gallica.

Des solutions & I'equation de Germain-Lagrange sont proposées rapidement en
1818 par Fourier [6] qui exploite les séries qu’il a défini pour résoudre 1'équation de
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la chaleur ainsi que par Poisson par une approche plus classique [7].

Les équations de plaques et leurs solutions développées dans cette premiére moité
du XIXéme siécle restent cependant insatisfaisantes vis a vis des conditions aux li-
mites correspondant & un bord libre. Poisson [8] décrit ces conditions aux limites
dés 1829 par 3 équations mais en 1850 Kirchhoff [9] démontre que ces conditions
ne peuvent étre satisfaites simultanément. Les travaux de ce dernier permettent de
décrire la condition de bord libre par seulement 2 équations tout en assurant I'unicité
de la solution.

En 1888, les hypothéses de Kirchhoff sont reprises par Love qui établit ce qu’on
appelle aujourd’hui la théorie de Love-Kirchhoff des plaques minces [10]. Elle est ba-
sée sur les hypothéses suivantes :

e Les normales au feuillet moyen restent normales & ce feuillet au cours de la
déformation.

(8]
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FIGURE 2.3 — Conservation des normales
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e Il n'y a pas de déformation dans le sens de I’épaisseur de la plaque.
e Le feuillet moyen ne se déforme pas dans son plan.

Dans le cadre d’un modéle dynamique, on estime que cette théorie reste pertinente
lorsque 1’épaisseur le plaque est petite vis a vis des longueurs d’ondes étudiées.

2.2.2 Les plaques épaisses - La théorie du premier ordre

Les conditions aux limites pour un probléme de plaque considérée comme milieu
tridimensionnel sont, quant a elles, décrites par 3 équations sur les bord libres cor-
respondant a ’annulation de 3 composantes du tenseur des contraintes. La théorie
de Love-Kirchhoff n’implique que deux relations du fait de la non prise en compte
de I'énergie de déformation liée au cisaillement transverse [II]. Cette approxima-
tion a révélé une difficulté de la théorie classique pour prévoir les concentrations de
contraintes observées sur des plaques trouées lorsque le diamétre des trous sont de
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lordre de I'épaisseur de plaque. La prise en compte des effets du cisaillement trans-
verse devient nécessaire pour adresser ces problémes.

A Tinstar de Timoshenko pour les poutres, Reissner en 1944 puis Hencky éta-
blissent un nouveau jeu d’équations différentielles concernant la flexion de plaques,
tenant compte de I'énergie de déformation du cisaillement transverse. Ils utilisent
un champ de déplacement linéaire dans ’épaisseur permettant une inclinaison des
normales au feuillet moyen [12], [I3]. A ce titre, cette théorie est qualifiée de théorie
du premier ordre. Ces équations sont complétées par des conditions aux limites qui
s’expriment cette fois-ci par 3 équations directement déduites de la théorie tridimen-
sionnelle.

Suivant les mémes hypothéses, Bolle définit un facteur de correction de cisaille-
ment [I4] qui permet de corriger la principale approximation de cette théorie selon
laquelle les contraintes de cisaillement sont constantes dans ’épaisseur. L’année sui-
vante c’est Uflyang qui exploite ces hypothéses pour modéliser les vibrations de ce
type de plaques [15] et évalue le facteur correctif a 2/3.

Enfin, en 1951, Mindlin [I6] propose un critére pour la détermination du facteur
de correction et 'évalue pour sa part a 5/6. Son nom est définitivement associé a
celui de Reissner ou Uflyang pour désigner ces modéles de plaques respectivement
statiques et dynamiques. On considére en général que ces théories sont a utiliser dés
que I’épaisseur de la plaque est supérieur au dixiéme de ses dimensions latérales.

La premiére hypothése de Love-Kirchhoff est donc remplacée par une hypothése
de section plane avec une déformation de cisaillement ~ constante dans I’épaisseur

(voir figure [2.4).
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FIGURE 2.4 — Déformation de cisaillement constante dans 1’épaisseur
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2.2.3 Les théories d’ordre supérieur

Par la suite, des champs de déplacement plus riches dans 1’épaisseur de la plaque
sont proposés régulierement [I7], [18], [19], [20]. Ils consistent, pour la plupart, en
une expression polynomiale du champ de déplacement de la forme :

Ui(z,y,2) = ud(x,y) + 2¢; (x,y) + ... + 2"} (2, y)

Ces champs de déplacements permettent d’obtenir des contraintes de cisaillement
non constantes dans 1’épaisseur comme le prévoit 1’élasticité tridimensionnelle.

A titre d’exemple, Levinson [19] propose un champ de déplacement du troisiéme
ordre de la forme :

Ui(z,y,2) = 20} (z,y) + 2°¢} (x,y)

Ce champ permet en particulier la possibilité d’annuler le cisaillement sur les sur-
faces supérieures et inférieures de la plaque en I'absence de chargement.

On peut également classer dans cette catégories les théories pour lesquelles les
champs de déplacement postulés sont de nature trigonométriques [21], [22] ou trigo-
nométriques hyperboliques [23].

2.2.4 Les plaques multicouches

[’avénement de ce type de matériau dans les années 50 a améné de nombreuses
études dont 'objectif a été d’adapter les théories de plaques existantes. C’est d’abord
le modéle statique de Love-Kirchhoff qui fait ’objet d’une réécriture en 1961 par
Reissner et Stavsky [24], [25] puis le modéle dynamique de Uflyang-Mindlin en 1966
par Yang et al. [26]. La principale nouveauté dans ces travaux est la prise en compte
des effets du couplage membrane-flexion qui apparait lorsque la plaque ne présente
pas de plan de symétrie dans le sens de I'épaisseur.

On distingue en général deux approches :

e la plus simple qui consiste en un procédé d’homogénéisation : la plaque multi-
couche est assimilée & une plaque homogéne équivalente. Les degrés de libertés
sont alors identiques & celui d’une simple plaque.

e la plus précise qui consiste a introduire autant de paramétres cinématiques
qu’il y a de plis dans le multicouche. Cette derniére approche dite multiplis
nécessite évidemment beaucoup plus de ressources numériques.

La premiére approche est développée en utilisant 'une quelconque des théories
de plaque homogéne déja citée que ce soit la théorie classique [27] (Classical Lami-
nation Theory - théorie classique des stratifiés), la théorie du premier ordre [26] ou
des théories d’ordre supérieur [28], [22]. Ces modéles ne permettent pas de prendre
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en compte la continuité des contraintes de cisaillement & 'interface de deux couches,
ce que permet en revanche les approches multiplis.

Certains modéles multiplis ont pu étre ramenés & un modéle homogéne tout en
assurant la continuité des contraintes de cisaillement. C’est le cas des modéles dits
Zig-Zag. Ces modéles [29] sont une extension aux plaques de modéles poutres multi-
couches développés dés les années trente par Lekhnitskii [30]. Ils s’avérent nécessaires
dés lors que les plis présentent des propriétés élastiques trés différentes.

IlIs permettent de mieux décrire les effets d’interface. Ainsi, différents modéles
issus de I'approche multipli ont été proposés. Le multicouche est subdivisé en sous-
structures (correspondant en fait & chaque couche ou ensemble de couches). On ap-
plique a chaque sous-structure une théorie du cisaillement transverse du premier ordre
ou un modéle d’ordre supérieur. La cinématique des modéles zig-zag satisfait a priori
les conditions de contact et est indépendante du nombre de couches. Le principal
avantage du champ de déplacement des modéles zig-zag réside dans la bonne mo-
délisation de la déformation de la normale a la surface déformée, ainsi que dans la
vérification des conditions de continuité, sans toutefois augmenter le nombre de dé-
grés de libertés et 'ordre des équations de la théorie du cisaillement. L’utilisation de
coefficients de correction du cisaillement transversal est évitée. Sur la base du concept
de Di Sciuva [31], plusieurs auteurs ont apporté des améliorations significatives aux
modeles zig-zag (Murakami et al. [32], Averill et al. [33], He et al. [34], Icardi et al.
[35], Carrera et al. [36 ?]). La principale amélioration est I'introduction d’une dis-
tribution non linéaire des déplacements. Ainsi, afin de mieux décrire la déformation
en cisaillement des matériaux composites, des études ont associé aux modéles zig-zag
les théories d’ordre supérieur (Cho et al. [37], [38]). Ils superposent le champ zig-zag
(linéaire par morceau) & un champ de déplacement d’ordre élevé (souvent cubique)
fig2.5] Les conditions de compatibilité sont satisfaites sur les surfaces supérieures et
inférieures des plaques afin de réduire le nombre de paramétres [39).
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FIGURE 2.5 — Champ de déplacement du modéle zig-zag d’ordre supérieur

2.3 Meéthodes numeériques de résolution des modéles
de plaque : Etat de art

2.3.1 Meéthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est sans aucun doute 'une des techniques numé-
riques les plus populaires de ces cinquante derniéres années. Il s’agit d’'une méthode
numérique puissante pour la résolution d’équations aux dérivées partielles dans divers
problémes d’ingénierie, tels que la mécanique des structures et des solides, 'acous-
tique, la mécanique des fluides et la conduction thermique. Cette méthode permet la
résolution numérique des équations aux dirivées partielles. Elle est couramment utili-
sée comme une méthode de dicrétisation afin de simuler le comportement de structure
complexe. Les principes généraux de la MEF sont regroupés dans un livre de référence
écrit par Zienkiewicz [40].

L’utilisation de cette méthode s’est largement développée et répandue pour la
conception et I'analyse des produits industriels, elle a cependant certaines limites
pour les modéles qui font intervenir des dérivées d’ordre élevé des champs inconnus.
En effet, contrairement a la méthode de Rayleigh-Ritz, I'utilisation des dérivées mul-
tiples des fonctions de forme nécessite la mise en ceuvre d’éléments dont les dérivées
des fonctions de forme restent continues entre les éléments. Ce type d’élément est
beaucoup plus complexe & mettre en ceuvre et n’est pas encore trés utilisé. Une autre
limite de la méthode des éléments finis est le blocage des plaques en cisaillement. Ceci
est di au fait que certains modeéles de plaques exigent un degré d’interpolation plus
faible pour le cisaillement transversal que pour la fléche. Cette contrainte, bien que
théoriquement mineure, peut également rendre I'implémentation de ces modéles de
plaques plus compliquée.
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2.3.2 Meéthode de Rayleigh-Ritz

Pour comprendre et résoudre le probléme de la réponse harmonique des structures,
les chercheurs ont développé des méthodes basées sur la résolution soit analytique soit
numérique d’équation différentielle du mouvement pour des conditions aux limites ap-
pliquées. Parmi ces approches, 'une des plus usitée est la méthode de Rayleigh-Ritz.
Cette approche permet, en projetant les déplacements sur une base donnée, d’implé-
menter un modele pour des plaques rectangulaires soumises a des chargements et des
conditions aux limites variées. Le principal avantage de cette méthode réside dans le
fait que, avec un choix approprié de la base de projection, les dérivées successives des
fonctions de base sont simples a obtenir, est par conséquent, cette méthode est bien
adaptée aux modeéles nécessitant le calcul de dérivées multiples de la base. La préci-
sion des résultats obtenus est souvent relative aux choix de la base. Beslin et al.|41]
furent parmi les premiers & proposer une base qui est adaptée au calcul de vibration
pour diverses conditions aux limites. Cette méthode est classiquement employée en
vibration pour étudier les structures de type complexes telles que les plaques et les
coques raidies. Cette approche a été utilisé par Wang et [42] pour modéliser les pro-
blémes de vibration libres des coques. Jafari et Bagheri[43] présentent par la suite,
une étude analytique, expérimental et par élément finis afin d’analyser le compor-
tement vibratoire d’une coque raidie avec un nombre assez important de raidisseurs
externes.

2.3.3 Meéthode des éléments de frontiéres

La méthode des éléments de frontiére (BEM) est une méthode de calcul numé-
rique bien établie pour I’analyse de problémes d’ingénierie complexes. La BEM est une
méthode plus récente qui s’est imposée dans les derniéres années 1970 comme une al-
ternative a la MEF dans ’analyse des problémes d’ingénierie. Il existe une littérature
abondante concernant I’application de la BEM. Néanmoins, elle est restre relative-
ment faible par rapport aux développements de la méthode MEF pour 'analyse des
plaques. La méthode BEM transforme les équations différentielles et les conditions
aux limites en équations intégrales en utilisant les fonctions de Green. L’intégration
est effectuée uniquement sur les intégrales de surface. C’est un avantage distinct par
rapport a la MEF, car seule la frontiére est discrétisée, et non le corps entier. Il en
résulte une réduction de la dimension spatiale d’une unité [44]. Cela signifie que la
BEM peut offrir une grande facilité pour la génération du maillage et simplifier le
processus de maniére significative. Cependant, I'exigence de la solution fondamentale
limite 'application de cette méthode. Comme la MEF, la BEM a été appliquée aux
théories des plaques de Kirchhoff et de Mindlin pour les plaques épaisses. Un résumé
des formulations intégrales de cette approche peut étre trouvé dans le livre de Jaswon
et Symm [45]. C’est sur la BEM que les développements les plus importants ont été
réalisés au cours de la derniére décennie pour la résolution numérique de problémes
de plaques, en particulier pour la flexion de plaques isotropes élastiques ([46], [47],
[48]). L’une des caractéristiques les plus intéressantes de ’approche BEM est que les
formulations intégrales impliquent des variables limites conventionnelles telles que la
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déflexion, le moment de flexion et de torsion et la force de cisaillement équivalente,
sur lesquelles les conditions limites habituelles sont imposées dans la théorie de la
flexion de Kirchhoff. Certaines extensions de cette méthode concernent la flexion de
plaques isotropes sur des fondations élastiques, et les problémes de vibration libre
et de flambage (|49], [50]). Bien que les formulations BEM soient maintenant bien
établies pour les plaques minces isotropes, leurs application & ’analyse des plaques
orthotropes n’a été tentée que rarement.

2.3.4 Méthodes des éléments continus : état de ’art

L’utilisation de la méthode des éléments finis est extrémement puissante pour cal-
culer la réponse harmonique et les caractéristiques modales de structures composites,
mais des limites apparaissent lorsque la densité de modes augmente. La précision
des résultats dépend beaucoup de la finesse de maillage et des études de convergence
doivent étre menées. Sans aucun doute, le maillage éléments finis doit dépendre de
la fréquence la plus élevée de 'analyse. Le nombre de degrés de libertés du modéle
augmente avec la valeur de la fréquence d’intérét. Cette augmentation du nombre
d’éléments finis nécessite un temps et un effort de calcul plus importants pour ré-
soudre le probléme.

Pour surmonter ces difficultés, plusieurs méthodes sans maillage ont été dévelop-
pées, notamment la Méthode de Rigidité Dynamique (Dynamic Stiffness Method ou
DSM) [51]. La DSM a depuis subi d’importantes évolutions et il existe aujourd’hui
des formes dérivées de cette méthode que 'on peut regrouper sous la désignation Mé-
thodes des éléments continus (CEM) et qui inclut la Méthode des Eléments Spectraux
(SEM) [52]. On peut dire que ces méthodes sont basées sur la solution exacte des équa-
tions différentielles de mouvement appelée encore solution forte par opposition aux
solutions faibles des formulations intégrales. Par conséquent, cette technique consiste
a utliser un maillage minimal de la structure et on peut qualifier ces méthodes de
meshless. Ces approches ont été largement développées pour les éléments de poutre
au cours des vingt derniéres années du 20 éme siécle [53], 541 [55] 56l 57, 58, [59].

Le principale idée de ces méthodes est de représenter le comportement dynamique
des structures sous la forme d’un systéme matriciel reliant les efforts extérieurs et les
déplacements sur les frontiéres du domaine pour des conditions aux limites libres
(conditions de Neuman). Elles sont basées sur la construction de la matrice de rigi-
dité dynamique qui est fonction de la pulsation w du régime harmonique. Le systéme
matriciel résultant a la forme suivante :

K(w)U=F (2.1)

ou K(w) est la matrice de rigidité dynamique, U est le vecteur des déplacements et
F est le vecteur des forces définis sur la frontiére du domaine élémentaire. Dans le
cas d’une frontiére linéique il s’agit de projections des composantes de ces vecteurs
sur une base fonctionnelle.
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L’extention de ces approches aux éléments de plaque est cependant difficile. La
principale difficulté est qu’il n’existe pas de solution exacte pour les équations diffé-
rentielles du mouvement. Néanmoins, au cours des vingt derniéres années, des formu-
lations DSM pour les éléments de plaque ont été développées. L’idée principale est
basée sur le développement en série des solutions fortes des équations du mouvement.
Ainsi, au dela des modéles de plaque présentés dans la premiére partie de cette syn-
thése bibliographique, se pose le probléme de la recherche de solutions. On entend par
solutions, I’ensemble des champs satisfaisant les équations du modéle et les conditions
aux limites associées. La recherche de telles solutions a été menée parallélement a la
construction des modéles dés les premiers travaux de Sophie Germain. Il a été tres
vite constaté, que dans le cas général d’un probléme de dynamique de plaque, aucune
expression analytique de ces solutions ne pouvait étre établie comme il I’avait été pour
les problémes de poutre. Seuls des développements en séries ont permis d’approcher
ces solutions. La convergence de ces développements plus ou moins rapide dépend
néanmoins du type de séries exploitée.

Les premiers travaux en ce sens ont été menés par Fourier puis par Navier peu
aprés ’établissement de 1’équation de Germain-Lagrange évoquée précédemment. Il
s’agit en réalité de doubles séries de Fourier dont les coefficients vont satisfaire un
systéme d’équations algébriques qu’'une approche numérique parviendra a déterminer.
Ainsi, dans le cas d’une plaque rectangulaire en appui sur chacun de ses bords, le
champ de déplacement vertical harmonique est décrit par une expression de la forme :

ZZA msm@smm;w

n=0 m=0

L’équation aux dérivées partielles de Germain-Lagrange se raméne alors a un systéme
d’équations algébriques linéaire paramétré par la fréquence d’excitation satisfait par
les coefficients A,;.

Un peu plus tard, Lévy propose des séries simples qui permettent d’améliorer
la convergence et de traiter d’autres type de conditions aux limites. Ainsi, dans le
cas d’'une plaque en appui sur deux cotés opposés, les deux autres restant libre, le
déplacement harmonique vertical est cherché sous la forme :

Z f(z sm

L’équation aux dérivées partielles de Germain-Lagrange se raméne alors a une
équation différentielle du 4éme ordre paramétrée par la fréquence d’excitation satis-
faite par la fonction f(z). Ces solutions de Lévy sont limitées aux seules plaques pour
lesquelles deux bords opposés sont simplement supportés. Les plaques soumises a de
telles conditions aux limites sont souvent appelées plaques de Lévy.
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PLAQUE : ETAT DE L’ART

Ainsi, bien que le probléme théorique de la recherche de solutions pour une plaque
rectangulaire ait une histoire qui s’étend sur environ deux siécles, il n’en reste pas
moins que la plupart des solutions théoriques proposées dans un premier temps se
limitent & des conditions aux limites particuliéres. Leissa [60) 61] a donné un apergu
exhaustif des solutions approchées pour le cas libre. Les solutions approximatives
pour ce type de conditions aux limites sont basées sur des séries construites avec
les fonctions propres de la poutre et une procédure de Rayleigh-Ritz. Plus tard,
Gorman [62] a décrit une méthode de superposition pour traiter la vibration libre
d’'une plaque avec n’importe quel degré de précision. Son idée consiste a superposer
deux solutions de Lévy précises pour satisfaire exactement a la fois une condition
limite libre et les propriétés de symétrie des modes. Chaque contribution doublement
symétrique, doublement antisymétrique et antisymétrique-symétrique est décompo-
sée en deux blocs de construction pour lesquels une solution exacte de type Lévy
est utilisée. Par conséquent, n’importe quel degré d’exactitude peut étre obtenu.
Dans cette approche, le probléme de réponse harmonique pour des conditions de
Neuman est ainsi décomposée en sous-problémes qui sont affectés de conditions aux
limites plus simples. La solution est décomposée en quatre contributions, respective-
ment, symétrique-symétrique (SS), antisymétrique-antisymétrique (AA), symétrique-
antisymeétrique (SA) et antisymétrique-symétrique (AS), seulement un quart de la
plaque complétement libre est ainsi analysée (voir Figure .
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FIGURE 2.6 — Décomposition de Gorman

Les petites paires de cercles indiquent que la plaque a une réaction verticale au
bord nulle et que la pente de la plaque prise perpendiculairement au bord est égale
a zéro. Les fleches courbées signifient un moment non nul. Le déplacement Wy(z, y)
peut étre exprimé comme suit :

Wo(z,y) = Wss(z,y) + Waa(w,y) + Wsalx,y) + Was(x,y) (2.2)

Aujourd’hui, dans le contexte des méthodes meshless et de la puissance des moyens
de calcul allant croissant, de nombreuses études ont donné de nouvelles perspectives
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aux solutions de type Navier et Lévy pour traiter les problémes de déformation sta-
tique, de flambage ou d’analyse dynamique des plaques. Suite aux travaux de Langley
[63] consacrés aux plaques raidies, le premier manuel incluant des formulations DSM
de type plaques de Lévy a été écrit par Leung en 1993 [64]. Cet auteur donne par
ailleurs une présentation exhaustive des éléments de poutre et d’éléments continus
de plaque qui ont été développés jusqu’au début des années 90. Au cours de cette
décennie, certaines formulations élémentaires de plaque ont été décrites par d’autres
auteurs. Par exemple, Bercin traite des éléments de plaque orthotropes [65], Bercin et
Langley ont traité le probléme de ’assemblage d’éléments de plaque non coplanaires
incluant des vibrations dans le plan [66] et Leung et Zhou des plaques composites [67].

Cependant, afin de formuler un élément continu de plaque pouvant supporter une
liaison avec un autre élément continu de plaque coplanaire ou non coplanaire le long
de I'un de ses quatre bords, des solutions pour des conditions aux limites entiérement
naturelles sont nécessaires. Avec ce type de solutions, les matrices élémentaires de
rigidité dynamique résultantes peuvent étre assemblées pour constituer une matrice
de rigidité dynamique structurelle de la méme maniére que la procédure d’assem-
blage de la méthode des éléments finis. En 2005, en utilisant la décomposition de
Gorman, Casimir et al. [68] ont développé un élément continu de plaque rectangu-
laire avec des conditions aux limites libre. La procédure consiste a traiter quatre
matrices de rigidité dynamique liées & chaque contribution de symétrie et une opé-
ration matricielle est décrite pour combiner ces quatre matrices en une matrice de
rigidité dynamique compléte. Bien que cette formulation incluant les conditions aux
limites naturelles ait eu la capacité de supporter n’importe quelle autre connexion de
plaque, les formulations d’éléments de plaques de Lévy, donc pour des conditions aux
limites particuliéres, n’ont pas été abandonnées et de nombreuses théories de plaques
ont été incluses. Par exemple, en 2011, Boscolo et Banerjee ont développé la matrice
de raideur dynamique pour une plaque dans le cadre d’une théorie de déformation
en cisaillement du premier ordre en utilisant les séries de Lévy [69] ou incluant la
rigidité dans le plan [70]. Peu aprés ces auteurs ont analysé les plaques composite
de Mindlin [71) [72]. La théorie de la déformation en cisaillement d’ordre supérieur
a également été incluse par Fazzolari et al. [73] dans une formulation élément continu.

Les formulations DSM pour des conditions aux limites naturelles font 'objet des
recherches les plus récentes. En 2015, la décomposition de Gorman des quatre contri-
butions de symétrie a été utilisée de nouveau pour décrire les éléments continus de
plaque. Au cours de cette année, de telles formulations concernaient les plaques rec-
tangulaires isotropes pour les vibrations transversales par Banerjee et al. [74], pour les
vibrations dans le plan par Nefovska-Danilovié¢ et Petronijevi¢ [75] et pour la théorie
du cisaillement de Mindlin par Kolarevi¢ et al. [76] tandis que Ghorbel et al. avaient
décrit une formulation élémentaire pour une plaque rectangulaire orthotrope [77].
L’année suivante, l'extension de la décomposition de Gorman aux vibrations dans
le plan a été utilisée avec succés pour décrire une plaque orthotrope dans le plan
avec des conditions aux limites naturelles par Ghorbel et al. [78], un élément continu
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incluant des effets de déformation en cisaillement d’ordre supérieur a été décrit par
Kolarevi¢ et al. [79] et un élément de plaque sandwich a été développé par Marjano-
vi¢ et al. [80] pour de telles conditions aux limites. Diverses formulations d’éléments
de plaques sont toujours en cours. Par exemple, en 2017, Damnjanovié¢ et al. ont
traité des plaques composites raidies |81 [82] et Nefovska-Danilovi¢ et al. des plaques
multicouches [83] [84], toutes deux pour des conditions aux limites entiérement na-
turelles. En 2018 et 2019, Kumar et al. ont décrit un élément continu de plaque de
Lévy incluant un matériau a gradient fonctionnel [85, [86] et, Papkov et Banerjee ont
traité une plaque orthotrope de Mindlin pour des conditions aux limites entiérement
naturelles [87].

Kumar et al. [88] ont utilisé la CPT (Classical plate theory) pour formuler la DSM
et I’algorithme de Wittrick-Williams pour extraire la valeur propre des plaques FGM
(functionally graded material). Dans la plupart des articles publiés & ce jour, ’analyse
de la vibration libre des plaques en se basant sur la méthode meshless DSM a été
effectué en utilisant ’approche de superposition de Gorman. Récement, de nouvelles
solutions ont été obtenues par Khlifi et al. [89], ils ont développé un nouvel élément
continu de plaque orthotrope pour des conditions aux limites de type Neumann sans
faire appel a la méthode de superposition de Gorman, ce travail est 'objet de cette
these. Pour les plaques rectangulaires minces composites, de nouvelles solutions ont
été obtenues par Papkov et Banerjee [90] et Papkov [91, 92] en appliquant la méthode
de superposition. Ils ont constaté que pour une plaque qui est soit serrée, soit libre
sur ses quatre bords, c’est-a-dire CCCC et FFFF, respectivement, les problémes de
valeurs limites peuvent étre réduites aux solutions de systémes infinis réguliers d’équa-
tions linéaires. La loi connue du comportement asymptotique de la solution unique
pour ces systémes a été utilisée pour construire la matrice de rigidité dynamique [93]
pour 'analyse des vibrations libres de plaques minces rectangulaires pour des condi-
tions limites arbitraires. Cette approche a ensuite été généralisée pour les plaques
minces composites orthotropes par Liu et Banerjee [94] 95]. Nefovska-Danilovic et al.
nefovskal5 ont développé la DSM pour étudier le probléme de vibration des struc-
tures plaques en combinant la méthode de superposition de Gorman avec la méthode
de projection. Bien que la DSM ait été utilisée pour étudier les caractéristiques de
vibration libre de structures a plaques couplées dans certaines publications [96], dans
ce travail la méthode de la rigidité dynamique (DSM) est mise en ceuvre pour étudier
les comportements de vibrations libres et forcées de structures de plaques minces,
couplées en trois dimensions. Les vibrations en flexion et dans le plan sont prises
en compte. Dans la formulation, les structures de plaques couplées sont divisées en
plusieurs sous-plaques, puis les matrices de rigidité dynamiques des sous-plaques sont
dérivées séparément en combinant la méthode de superposition avec la méthode de
projection.

2.4 Conclusion

Cette synthése bibliographique a été dédiée a ’acquisition des connaissances théo-
riques nécessaires a la modélisation du comportement vibratoire des plaques et la
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recherche de solutions numériques. Dans un premier temps, nous avons présenté le
théories de plaque géneralement utilisées, ainsi qu’une revue sommaire des approches
numeériques. Le contexte meshless présenté dans un second temps permet d’inscrire la
contribution de nos travaux dans une démarche générale de développement de nou-
veaux types d’éléments. Cette démarche reste la condition sine qua non pour que la
Méthode des Eléments Continus puisse continuer son développement et trouver de
nouvelles applications.

Le chapite suivant portera sur la présentation d’une formulation et mise en ceuvre
d’un élément continu de plaque orthotrope de Kirchhoff basée sur de nouvelles séries
de Lévy permettant de ne pas faire appel a la décompositon de Gorman.
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3 Séries de Levy enrichies

3.1 Introduction

Le développement d’éléments continus de plaque basée sur la décomposition de
Gorman est aujourd’hui limité par les hypothéses inhérentes a cette approche. En
effet, il s’avére que la décomposition du champ de déplacement en 4 contributions
telle que décrite au chapitre précédent n’est possible que pour une catégorie limitée
d’équations aux dérivées partielles. Cette limitation n’est apparue que récemment
lorsque des formulations basées sur des théories de plaques plus précises ou plus gé-
nérales ont été abordées. Il est nécessaire de préciser avant tout cette limitation qui

est restée longtemps ignorée.

La décomposition de Gorman est basée sur 4 contributions distinctes possédant
des propriétés de symétrie particuliéres. Elle consiste a exploiter la propriété que
toute fonction dont le domaine de définition est située dans un plan (x,y) peut étre
considérée comme la somme de 4 fonctions respectivement symétrique-symétrique,
symétrique-antisymetrique, antisymétrique-symetrique et antisymetrique-antisymértrique.
Ainsi, dans le cas du champ de déplacement vertical w(x,y) d’une plaque en flexion,
on peut écrire :

w(z,y) = wss(,y) + wsa(z,y) + was(z,y) + waa(z,y)

avec :
wss(z,y) = % [w(z,y) + w(—=,y) + w(z, —y) + w(—=z, —y)] = wss(—=z,y) = wss(z, —y) = wss(—x, —y)
wsa(z,y) = 1 [w(z,y) + w(—z,y) —w(z, —y) —w(-z, —y)] = wsa(-2z,y) = —wsa(z, —y) = —wga(—z, —y)
was(z,y) = 3 [w(z,y) —w(-z,y) + w(z, —y) —w(-2z, —y)] = —was(~z,y) = was(z, ~y) = ~wss(~z, —y)
waa(z,y) = 5 [wz,y) —w(—=,y) —w(z, —y) + w(—z, —y)] = —waa(-=z,y) = —waa(z, —y) =waas(—z, —y)

Chacune de ces contributions est déterminée de maniére indépendante et donne
lieu & 4 matrices de raideurs dynamiques indépendantes. La formulation d'un élé-
ment continu basé sur cette décomposition est en réalité la formulation de 4 éléments
continus définis par les matrices de raideurs [Kgs], [Ksal, [Kas] et [Kaa] respective-
ment symétrique-symétrique, symétrique-antisymétrique, antisymétrique-symeétrique
et antisymétrique-antisymetrique. La matrice de raideur élémentaire [K] est ensuite
obtenue par un regroupement dans une seule et méme matrice de ces contributions
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selon I'expression (Eq. [3.1).

Kss] 0 0 0
K-| o "o (3.1)
0 0 0 [Kaal

Le succés de cette approche est lié au fait que chacune de ces contributions satisfait
également 1’équation aux dérivées partielles dont on souhaite déterminer la solution.
En effet, prenons le cas du probléme harmonique de la plaque en flexion de Kirchhoff.
[’équation de Germain-Lagrange est donnée par (Eq. .

En? (04w *w *w

2 hw?w = 2
1201 — 07 + )—l—pww 0 (3.2)

ox* 0x20y? + oy*

Prenons la contribution SS donnée par wgs(z,y) = 1 [w(z,y) + w(—z,y) + w(z, —y) + w(—z, —y)].
On constate que cette expression est telle que :

e (84w35 2 Owss (‘34w35) + phw?wgg
12(1 —v?) \ Ozt 020y> oy
_ }1125?;5’”2) (ng (z,y) + 2%;:2(33, y) + g%](:n,y)) + }lpthw(x, Y)
312(1Eﬁ3,/2) (Z?Z(_x’ y) + 2%(—% y) + %(—x,y)) + %phuﬂw(—x,y)
iu(fisﬂ) (ng@ —y)+ 2%@7 —y) + 24715(3:, —y)) + %phwgw(x, —y)
—i—i 12(1E}i31/2) (g:j(—x, —y) + 2%(—% —y) + %(—m, _y)> +iphw2w(—az, —y)

Cette expression est évidemment nulle si la fonction w satisfait elle-méme 1’équa-
tion (Eq.[3.2). On peut conclure que la contribution SS satisfait elle aussi 'équation
de Germain-Lagrange et, on verifie facilement qu’il en est de méme pour les 3 autres
contributions.

Supposons maintenant vouloir chercher des solutions d’une équation plus com-
plexe de la forme suivante :

(84211 Otw 84w) , Otw
a

—_— 2 p—
Ot * 28x28y2 * oy “ 0x30y +fwtw =10 (3:3)

La contribution SS est telle que :

84w55 9 64w55 + 8421)53 i 0/8411}55
Oxt 0x201y? oy* 0x30y

+ Bw’wss

L O O*tw 1, 0w 1,5
= 1o (G0 + 2y + G0 + ol )+ e
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1 (0w dtw O*w 1, d*w 1.,
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Lorsque le déplacement w satisfait I’équation Pexpression précédente se réduit

a:
84w55 84w55 84w55 8411}
2 /
O‘( ozt Com2ayr | o )“‘axsa + Buwtwss

1 O*w *'w O*w 1, 0w 1

= 23— (— ! — Z Bu?
1o (Gucen + 20 o + S o))~ ol g (o A ula.)

1 [0*w *w *w 1, 'w

+— (6 7, — >+2W(I’_y)+6_y4(x’ —y)) Via 8 30y (7, )+ Bww(z, —y) # 0

La contribution SS ne satisfait donc pas I’équation et il en est de méme pour
les autres contributions. Il est impossible dans ce cas de découpler ces contributions
et de les déterminer séparément. Ceci traduit le fait qu’un chargement symétrique-
symétrique ne produit plus un champ de délacement symétrique-symétrique mais un
champ de déplacement quelconque. On peut parler de couplage des contributions sy-
métriques et antisymétriques.

L’objectif de ce chapitre est de définir une nouvelle approche qui permette de s’af-
franchir de la décomposition de Gorman afin de déterminer la solution d’équations de
plaque plus générales. Cette perspective nous & amener a définir des séries de Lévy
plus générales n’ayant aucune propriété de symétrie. Il s’agit d’une contribution scien-
tifique qui permettra le développement ultérieurs d’éléments continus intégrant des
théories de plaque quelconques pour lesquelles 'équation de Germain-Lagrange n’est
plus satisfaite.

On se limite pour l'instant aux plaques orthotropes dont les axes de symétries
matérielles et géométriques sont confondus. La formulation élément continu de telles
plaques a été déja développée avec succés a I'aide de la décomposition de Gorman.
L’objectif ici est avant tout de reformuler ces éléments sans faire appel a cette décom-
position dont on vient d’expliquer les limitations. De nouvelles séries de Lévy dites
enrichies décrivant le mouvement de maniére globale sans hypothése de symétrie sont
alors décrites et exploitées pour développer cette catégorie d’éléments. Une matrice
de raideur dynamique unique englobant ’ensemble des couplages pourra ainsi étre
construite. Cette reformulation permettra d’évaluer dans un premier temps les perfor-
mances de ces séries vis a vis de celles utilisées jusqu’a présent avant de pouvoir étre
exploitées sur d’autres problémes. Elle permettra de valider avant tout cette nouvelle
approche dans le cadre d’éléments continus éprouvés.
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Ce chapitre se décompose en trois parties :

e dans la premiére partie, le modéle théorique des plaques orthotropes de Kir-
chhoff est rappelé.

e la seconde partie présente la formulation élément continu basée sur des séries
de Lévy enrichies.

e enfin, une derniére partie, est consacrée a la validation de cette approche par
comparaison des résultas obtenus avec ceux issus de la Méthode des Eléments
Finis.

3.2 Plaque de Kirchhoff othotrope a symétries ma-
térielles et géométriques confondues

3.2.1 Définition géométrique et matérielle

On entend ici par plaque orthotrope symétrique une plaque rectangulaire dont les
axes de symétrie géométriques et les axes d’orthotropie sont confondus. La symétrie
matérielle correspond ainsi a la symétrie géométrique de la plaque. Si 'on prend le
cas de renforts tissés, il s’agit de tissus dont la trame et la chaine sont paralléles aux
cotés de la plaque.

La géométrie de la plaque est définie dans un systéme de coordonnées cartésiennes,
la figure montre une plaque rectangulaire orthotrope définie par une épaisseur h
et des dimensions 2a x 2b. L’origine O d’un systéme de coordonnées cartésiennes est
choisie au centre du plan médian, ’axe 7Z étant la normale a ce plan.

—a<zxz<a
—b<y<b
h h
—53<2<3

FIGURE 3.1 — Géométrie de la plaque

Le feuillet moyen de la plaque est défini par :
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3.2. PLAQUE DE KIRCHHOFF OTHOTROPE A SYMETRIES MATERIELLES
ET GEOMETRIQUES CONFONDUES

—a<zr<a
—b<y<b
z=0

Le matériau utilisé dans ce chapitre est un matériau orthotrope tels que les di-
rections d’orthotropie 1 et 2 soient respectivement confondues avec les axes x et y.
Ainsi, on note, les propriétés matérielles suivantes qui interviennent dans la flexion
de Kirchhoff :

E, : Module Young longitudinal suivant la direction x
E5 : Module Young longitudinal suivant la direction y
G195 : Module de Coulomb

V12 : Coeflicient de Poisson

p : Masse volumique

3.2.2 Hypothéses cinématiques de Love-Kirchhoff

Les hypothéses cinématiques de Love-Kirchhoff consistent a considérer que les
sections normales au feuillet moyen restent normales lors de la déformation, c’est
a-dire que nous pouvons négliger le cisaillement transverse d’'un point de vue des
déformations. Ces hypothéses se traduisent par un champ de déplacement pour le
mouvement de flexion décrit par les relations suivantes :

_ oW
u(z,y, z,t) = 2%~

v(x,y, z,t) = —z%—V; (3.4)
w(z,y, z,t) = W(x,y,t)

u, v et w sont les déplacements d’un point M (z, vy, z) quelconque du volume selon les
directions x, y et z respectivement. W est le déplacement selon z de la projection du
point M sur le feuillet moyen suivant ou fléche.

B, and 3, sont les rotations autour des axes x et y et se définissent par I'équation
5.9 :

- 9w
e 5

— T
Le tenseur des petites déformations défini par € = % (gmdU + grad U) a alors
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pour composantes, dans le systéme ce coordonnées cartésiennes :

4 _ 0w
€xz = rrea
_ 0w
Cyy = D2
€,.,=0
e —1(ou o) __ 2w (3.6)
ry — 2 \ oy ox ] Oy
1 (Ou ow\ __
€ =5 (52 +5) =0
— 1 (v dw) _
\ 692_2<8z+8y>_0

3.2.3 Loi de comportement orthotrope et relations efforts-
déplacement

On rappelle la loi de comportement tridimensionnelle de 1’élasticité linéaire or-
thotrope en termes de souplesses.

( €z = Ello'mx - %Uyy - VE_lfo'zz
€y = — B Oaw — E%QUyy — B0z
€z = _El~/]113 Ogx — %Uyy + ELga—zz (3 7)
2¢,, = G—fi’)ayz ’
26, = G_Bo-xz

([ Coy = G1120'xy

La théorie de Kirchhoff fait par ailleurs I’hypothése d’une contrainte dans le sens de
Iépaisseur o,, = OE]. Les relations comportementales tridimensionnelles deviennent :

( _ 1 _ vz
€xx = Er Ozx E1 Oyy
— _ v €

Eyy - Es Ozz + Es Uyy o — F1 € Fovio
€, = —Wly Y235 i 1—vigvey 7% 1713,21/21 vy

2z By Cax Es U Yy = o, = Eiva €.+ 2 ¢ (3 8)
2 - L 9y 1—viovg 2% 1—vigvo1 YY :
€yz = Gos Tyz
2 _ 7 Ogy = 2G12€xy

61'27 - G]}g O-ZL'Z
2€xy = G_lgo-wy

\

Les contraintes de Cauchy permettent de définir des efforts généralisés (résultantes
et moments) par intégration dans I’épaisseur de la plaque. On raméne ainsi ces in-
connues de type effort & des champs surfaciques définis sur un domaine identique a
celui des déplacements du feuillet moyen. On définit ainsi :

o Les efforts tranchants :

h/2 h/2
T, = / Oz, Ty = / oy.dz
—h/2 —h/2

1. Cette hypotheése est en contradiction avec le champ cinématique postulé puisque ce champ
conduit & une déformation €., nulle également. Cette contradiction est 'une des failles du modéle
de Kirchhoff mais reste admissible pour les plaques minces.
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e Les moments de flexion :
h/2 h/2
M, = / 204pdz, My = / 20yydz
—h/2

e L.e moment de torsion :

h/2
My, = / 204y dz
~h/2

En utilisant les lois de comportement dans ces définitions, nous obtenons les re-
lations entre moments et champ de déplacement vertical :

Ma: - Dll 8x2 -D12
M, = -2 Dp,2W — 2D, oW (3.9)
3
M;vy = h D66 axg;
avec :
Eq
DH 1 2V21
Doy = —2—
g (3.10)
D12 T1- 1V2121/21
Dgs = G1o

Pour ce qui est des efforts tranchants, ils sont déterminés a partir des équations d’équi-
libre d’un élément de surface. En l'absence de chargement réparti et en négligeant
linertie de rotation, I’équilibre des moments selon z et y donnent :

—M,(z,y + dy)dz + M, (z,y)dx — My, (z + dz, y)dy + My, (2, y)dy + T, (x, y + dy)dxdy = 0
M, (x + dz,y)dy — M, (z,y)dy + Myy(x,y + dy)dx — Myy(x,y)de — T,(z + dx, y)dxdy = 0

_ — 2% gy 8M“‘da:dy + Tydedy =0 _ [ T, = o+ aM;y
Wz dady + L “ptdrdy — Tydrdy = 0

Soit, en termes de déplacernent vertical :

. h3 FPwW
{ T, =—35Du%s — (Dl? +2Ds6) 59,2 89:89 (3.11)

Ty = D22 B“W - 12 (Dlz + 2D66> 889:2%/3;

3.2.4 Principe de Hamilton

Equations du mouvement

Le principe de Hamilton est un principe général qui s’applique & une grande classe
de problémes en mécanique. Ce principe établit que le déplacement réel qu’'un corps
subit entre deux instants ¢, et t5, parmi toutes les trajectoires possibles, est celui qui
permet a la fonction lagrangienne T'— V intégrée entre ces deux instants a laquelle on
ajoute le travail des forces non conservatives d’atteindre un extremum. Dans le cas
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d’un solide élastique T est ’énergie cinétique du systéme et V' 1’énergie de déformation
élastique. Ainsi :

to to
Véu(t),é/ TVt +/ SWdt =0
t1 t1
oul OW est le travail des forces non conservatives.

Ce développement variationnel est précisé en Annexe A et conduit aux équations
du mouvement en termes de déplacements et d’efforts internes. Elle s’écrivent dans
le cadre des hypothéses cinématiques de Kirchhoff et en négligeant I'énergie cinétique
de rotation :
oPwW

ot?

Soit, dans un systéme de coordonnées cartésiennes :

0*W 0 L= O*W 0 8Ma/3 O*W 82Ma5
——(d“’M)a—PSW‘a—a( a8 >— S

h—
PR o O
C’est a dire, dans le systéme de coordonnées cartésiennes défini par le repére
(031,)) -

ph“— — divdivM = 0 (3.12)

o2 0adp =0

oW 9*M,, _0*°M,, M,

h — -2 — =0
PPor ~ "ox? ooy oy
En utilisant la loi de comportement [3.9] on obtient :
W k3 orw  h3 oW h3 oW

ph +—D D1y + 2Dgs)

oz TP gl =0 (3.13)

7 Y p. 2
0x20y>? + 1277 oy*

Conditions aux limites

La formulation élément continu et la construction de la matrice de raideur dyna-
mique sont fondées sur la solution de la forme forte du probléme élastodynamique
pour des conditions aux limites de type Neuman. On parle aussi de conditions aux
limites naturelles ou bien de conditions aux limites libres. Ce sont des conditions de
type effort qui sont imposées sur les quatres bords de la plaque, ces efforts sont soit
des efforts tranverses soit des moments de flexion. Ces bords restent libres pour tout
mouvement, c¢’est & dire qu’aucun déplacement n’est imposé.

Les termes du développement variationnel intégrés sur la frontiére de la plaque
permettent de préciser les conditions aux limites possibles sur cette frontiére. Elle
s’écrivent pour des conditions aux limites naturelles (voir Annexe A) :

nM.n =M n
{ i (3.14)

—m'a]g'n +divM.n =T, + —8/:9/;"’5

ou t est le vecteur tangent a la frontiére, n le vecteur normal dirigé vers I'extérieur du
domaine et s une abscisse curviligne décrivant le contour. Dans le cas d’une plaque
rectangulaire de dimensions 2a X 2a ces conditions s’écrivent sur chacun des bords :

44
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e Sur les cotés z = +a :

Myw = Mayy
]\gzy + [(3](\9/2;w 81}5’;3/) it <6sz + 8Myy>J] qi= 6Mm + 28sz =T, + a-/g(yry

En utilisant la loi de comportement [3.9] ces conditions s’écrivent en termes de
déplacement :

(3.15)

h3 d2W 02W
_EDH 912 D12 - Ma:ac

h3 PwW PW BME

EDH — (D12 ‘I’ 4D66) T + —

Ox3 Ox0y? =

On pose F., =T, + 8M“’ . Cet effort est appelé effort de Kirchhoff.

e Sur les cotés y = £b:

My, = My,
{ Moo [ (2he 4 2o g (2w ) ) o | M T O

En utilisant la loi de comportement [3.9] ces conditions s’écrivent en termes de
déplacement :

3.16
(D12 + 4D66) aajzvgy - If; Do 883;;{/ =T, + _a/;fy (3.16)

h3 2w 82W
{ D12 o2 D22 - Myy

On pose F,, =T, + asz.

3.3 Développement de nouvelles séries de Lévy

3.3.1 Définition

La méthode de superposition de Gorman ne permettait d’analyser qu’'un quart
de plaque ou une plaque rectangulaire pour chaque contribution de symétrie. L’uti-
lisation des séries de Lévy présentées dans ce paragraphe simplifie le probléme. Elles
permettent de décrire une solution générale de la forme forte du probléme élastody-
namique sans faire appel & une décomposition du mouvement en quatre contributions.

Comme évoqué en introduction, ces solutions permettront d’envisager des pro-
blémes de plaque plus généraux pour lesquels les quatre contributions ne sont pas
découplées et ne peuvent étre évaluées de maniére indépendante.

Dans le cas d’une oscillation harmonique, le déplacement transversal peut étre
exprimé comme suit :

W(x,y,t) = Wo(x,y)e™ (3.17)
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La nouvelle série de Levy proposée est définie par I'expression suivante :

W()(ZE, y) = Z:_noj() IWm (IL‘) Cos(klmy> + Z;OZOO QWm(y) COS(kPle‘)

oo . 5 . 3.18
+ ;:1 sWi () sin(ksny) + ;:1 Wi (y) sin(kgmx) ( )

Les coefficients k;,,, dépendent de 'entier m et pourront étre choisis ultérieurement.
Bz et B, sont les deux rotations selon les axes x et y, elles sont déterminées a par-
tir de ’équation En introduisant I’expression dans I’équation [3.5]on obtient :

Be(x,y) =— = 01W’( x) cos(kimy) + :LO:OO kom W (y) sin(kopm)
- m:l = 3W, () sin(kzmy) — 7—:):01 Eam Wi (y) cos(kamz)
(3.19)
By(x,y) = =302 ki Won () sin(kuny) + 3250 2 Wi, (y) cos(kom)
+ 375 kamaWin (2) cos(kzmy) + >0 14VV’( ) sin(kypm)

3.3.2 Construction de la série

Ici, quatre séries sont utilisées 1a ol la superposition de Gorman nécessite 2 séries
pour chaque contribution de symétrie, soit un total de huit séries. Par conséquent,
seules les quatre fonctions de la famille ;W,,,(x), oW, (y), sWi(x) et 4W,,(y) doivent
étre obtenues. La procédure est décrite ici.

Tout d’abord, les équations du mouvement doivent étre résolues pour les condi-
tions aux limites naturelles. Par conséquent, 'expression [3.18 est introduite dans
I’équation du mouvement [3.13]

On obtient deux systémes découplés d’équations différentielles le long de I'axe des
x et de I’axe des y. Ces systémes sont donnés par les Eqs[3.20] et [3.21]

aldd:):4m + CLQ(TTI,) 2 W + CL3< ) Wm =0

dxz?
(3.20)
by 2 4 by (m) T2+ by ()W, = 0
(3.21)
4 2
avec
a; = %DH, &g(m) (D12 + 2D66) klm’ ag(m) = ph 2 ED22k4 .

3Im>

h_
6
all = _EDlly a,/2(m) % (D12 + 2D66) k ag(m) = phw — Dggk

’ (Dyo 4 2Dgs) K2, by(m) = | phw? — ’;—gDHkgm
* (Dig + 2Dgg) k3, Vy(m) = [phw? — 2 Dyikid,,

4m>
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On peut remarquer que les deux systémes d’équations différentielles satisfaites par les
fonctions inconnues {W,,, sW,, et oW,,, 4W,, (Egs. et [3.21)) sont découplés. Un
systéme d’équations différentielles ordinaires le long de I’axe x est obtenu comme suit :

W (¢ W (z) — T
N ;nf 0 5.2
sWi'(x) = 3W%@%— Win ()
W m) w”
5 7//(3/) m)z ,;L(y) 2 Won(y) (3.23)
W (y) = Wi (y) = 2= aWa(y)
Les deux systéme d’équations [3.22] et [3.23] - peuvent étre mis en forme matricielle :
'Z(2) ="', Zp (), *Z).(x) =°T,°Zn(2) (3.24)
QZ;n(y) =T Zn(y), 4ZT/n(y) = 4Tm4Zm<y) (3.25)
avec
1 L) = [[Win (@), ;Wi (@), Wi (), s Wi ()] = 1,3
et

1 Zm(y) = (W), ;Wi ), Wi (), s Wl ()] 5 = 2,4

Dans laquelle :

0 1 0 0
i 0 0 1 0
moe 0 0 0 1
_a3(m) 0 _az(m) 0

ay al

et

0 1 0 0
—_ 0 0 1 0
m = 0 0 0 1
_am) g _am g

ay ay
0 1 0 0
o _ 0 0 1 0
moe 0 0 0 1
_bglgzn) 0 _bzgﬂ) 0

et

0 1 0 0
—_ 0o 0 1 0
m 0 0 0 1
b[g/:n) 0 bz(l:n) 0

Les solutions générales des équations et sont déterminées en utilisant les
valeurs propres distinctes et la matrice correspondante des vecteurs propres des ma-
trices compagnons 1., 2T}, 3T, and #T,,. Ces solutions sont exprimées comme suit :
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IZm({E) _ 2?21 z‘AmiQmei)\m:p

() = 30 A Qe (3.26)
4 3.26
2Zm<y) = 22119 Zlfélmi(‘gmei)wy

( *Zm(y) = Zz 13 Am lQme

Soient, ‘A, 1Qm pour i € {1,2,3,4} respectivement les valeurs propres et les vecteurs
propres de T, puis ‘\,,, 'Qm pour i € {5,6,7,8} respectivement les valeurs propres
et vecteurs propres de 37),.

De méme, ‘), 'Qu, pour i € {9,10,11,12} respectivement les valeurs propres et
les vecteurs propres de 2T, puis ‘A, 'Qm pour i € {13,14, 15,16} respectivement les
valeurs propres et vecteurs propres de 47),,.

Les fonctions {W,,, 3sW,, selon la direction x et 3W,,, 4W,, selon la direction y
peuvent étre développées comme suit :

(W) = Sy A, Q e
Wi = S A Qe
lg@zzﬁ%&@éw

)
)
)
Wyl (x)
m(%‘)
W, (x)
)
)

’LA 43 m€
% ;34 hgme (3.27)
ZZ 51A QZQ e AT

(x

m(l‘ :Zz 51A Ssze
{ (fﬂ — Zi:E) zAm4sze My @
et
[ Wn(y) = Zgg "An Qe
W/ _ - z‘Am2i
QW’”(y) _ Zlﬁ iA 4z‘Q ei
m B i 1 (3.28)
4Wm(y)—21 13 Am Qi e
)
)
)

\ 4W7/71L/(y =

e dans le cas particulier ot m = 0 les fonctions ;W et 5, sont les solutions de :

(3.29)

Ql d;1Wo — _phw21WO($>
QZQ = —pthQWO(y)
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Par conséquent,

_ 4 4 Aoz
{ 1WD($) - Z§:l Aoe‘ (3 30)
_ i A ’
2Wol(y) = > s "Aoe Y
ot les valeurs propres ‘Ao sont exprimées comme suit :
1y af12pw? 5y _ 4/12pw?
/\0 - Q11h2 )\0 - Q22h?
2 4/ 12pw% ¢ 4/ 12pw?
>\0 - Q11h? )\0 - Q22h? (3 31)
3)\ _ s 4/ 12pw? 7)\ _ a4/ 12pw? )
0=1 Q11h? 0=1 Q22h?
4 __saf/12pw? 8 _saf12pw?
\ /\0 o 1\/ Q11h? )\0 1\/ Q22h?

Les équations [3.27]13.28][3.29] et [3.18] permettent alors de déterminer les solutions de
Lévy enrichies. Ces solutions s’écrivent :

Wol,y) =300 Ageor + 00 TAge oy o
+y e Zzzl fAmlmeef’\m'” cos(kimy) + S 2%639 ZAm“462mez.’\””by cos(kam)
+ Z:r_zozol D ims Am Qe sin(kany) + 2:10:01 Dicrs At Qe Y sin (k)
(3.32)

Les expressions|[3.27]13.2813.29|et [3. 19| permettent de déterminer les rotations comme
suit :

Bu(zy) =— Z?:l FAg Age o — / e Z?:l A2 Qe T cos(kiny) .
P S 10, Ry Sin () — S S A Qe sin(yy)
— 300 S8 ALY Qe MY kg, 08 (kg t)
(3.33)
By(w,y) =Yg Ag Age ¥ — 3T ST 1A Qe M ke sin (Kupny)
+ Z:;iol 2 Zzlig iAm%Qmei)\my cos (ko) + Z:;iol Z§:5 iAmuQmei)\mkam cos(ksmy)
oS ity A Qe Y sin(apnit)
(3.34)

3.3.3 DMatrice de raideur dynamique d’une plaque orthotrope
a4 symétries matérielles et géométriques confondues

Les séries de Lévy présentées ici sont exploitées pour construire la matrice de
raideur dynamique d’une plaque dont les axes d’orthotropie sont confondus avec ses
axes de symtrie géométrique.

La matrice de raideur dynamique de la plaque est obtenue a partir des deux ma-
trices qui permettent de relier les déplacements et efforts généralisés sur le contour
de la plaque aux constantes d’intégration du systéme d’équations différentielles. De
la méme facon que pour les formulation éléments continus de plaque déja dévelop-
pées, les fonctions inconnues sur les 4 cotés sont projetées sur des bases de série de
Fourier. Des développements en série de Fourier a 2N + 1 termes pour des fonctions
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périodiques de périodes 2a et 20 sont utilisés.

Dans un premier temps, les vecteurs déplacement sur les bords de la plaque x = a,
y=b, x = —a et y = —b sont définis comme suit :

~g1
Il

(3.35)

~
Il

(3.36)

En appliquant la méthode de projection [68], la dépendance de @ et f vis a vis des
variables spatiales = et y est éliminée. Les composantes des vecteurs u et f sont en-
suite développées en série de Fourier comme suit :

EWo + Zn L §Wh cos 72 4 Zn L 4, sin 2n2;)7ry
§Bz0 + Zn 1 §8an cOS my + Zn | ABens sin 2 zg)ﬂy
2Wo + Zn | 2W,, cos "It "” + Zn AW, sin ”_1)7”6
$0y0 + Zn | &8yn cos ZE oz + Zn L AByn sm (2n e
SWo + zn L 2W,, cos my + Zn AW, st n { ;)”
280 + 2 1 $0en cos m + Z _1 4 Ben sin S
W + Zn | &W,, cos "IE ”” + Zn L AW, sin (@n=1)rz
§By0 + Zn | §Byn cOs BIE e + Zn:l 4Byn sin 2 2;)7@

=41
I

(3.37)

2b
—1
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Y
I

avec :

mry (2n—1)my
SJrsz + Zn 1 sza:n COS + Zn 1 A‘FZﬂm sin @ 2b1)

nﬂ'y n Y
sM, 0+Zn 1 §Map cos +Zn 1A-A/lnSlIl 2
§F 20 + En | &Fyn cOS "IE nm + Zn | 4F zyn Si0

n7rac (2n— 1)7ra:
SMyO + Zn 1 SMyn Cos = = + Zn 1 AMZ/” Sln 2a

— 3 F w0 — Zf:[:l 3 F am COS % — ZN L3 Fran sin (2n;;)7ry (3.:38)
~EMag = Xy EMincos MY — Y00 M, sin o
—5F 20 — ZnNzl §F zyn COS i Ziv:l 4 Fzyn sin W
—sMyo — 27]:7:1 M, cos "I a Zfzvzl aM,, sin (%;i)m
] ] [ %fbb W (a,y) cos =4dy
e P8 W a,y) s 2,
A %b y Ba(a,y) cos Fdy
] ) g + [, Ba(a,y) sin (2n L 7rydy
P Wy ]| 2 1 Wi, by cos B
L [*, Bala,y)dy W LI W (. b) sin B
%ffu W (z,b)dx 2 Bym % faﬁ (z,0) cos "T2dx
%{fu By(x,b)dx of 2 Byn _ %ff% ,(2,b) sin Wd
%lbf_bb W(—a,y)jy %3//2 1 %bf_;VW( a,y) c?sn”—’f’ffd
2 J o ) 5 5 |y Be(—a,y) cos “F¥dy
B J2 By(x, —b)da | %‘W‘Z 1 {_bb B:(—a,y) sin (2"2%(1
4 - fa W (x, —b) cos "=*dx
%;‘M:Z L[ W(x,—b)sin ml;?”dx
4B ] % fa By(x,—b) cos "Tdx
i %ffa ,(z, —b) sin —(2n21)md
(3.39)
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- b n -
] ) i |7y Feala,y) cos “dy
ig]:zm %fb F.z(a,y)sin Mdy
b nmw
AR
B b 7 114M:vn %f_b é\/ti(a’y) sin = ﬂ—ydy
BN % _b]:w(a’y)dy 2 T é a2y (x,b) cos n;rzdx
S zx0 1 b SY zyn 1 ra b) si (2n—1)7r:cd
§Mao 3 |y Ma(a, y)dy 2 F yn 5{ oz (z,b) sin =5 7= dx
%Fzyo %fja ]:Zy(x,b)dl‘ %Myn aJ—a ./\/ly(.it,b) cos %d:ﬂ
My | _ %ffa M, (z,b)dx ot My | _ %ffa y(z,b)sin %d
3 - b 3 - b ni
3szx0 i fgb fzm(_a,ZJ)dy g-;zzn %bf bfzx( a y) cos —ydy
2n—1)m
2'/]\__/{900 > oy Ma(—a,y)dy ?Ajm + [0, Feu(—a,y) sin Md
v 20 o | Foyla, —b)da g L% M,y (—a,y) cos md
L 5Mao | iL#a/\/ly(x —b)dz AMn L6y e y) (2n 17ryy
L 2a J—a 7Y\ L i i 3 |2, Ma(—a y)sde
%FZZ L[ Fy(z,b)cos “rdx
4 M i (z,b) sin 20T qy
S yn aJ—a¥ ?Y 2a
4 M L% M, (z,b) cos “ZLdx
L AViyn | aJ—a Y a
L% My(z,b b) sin 2=l 4y
L a a Yy 2a i
(3.40)

Les conditions aux limites de Neuman et sont utilisées pour exprimer les
efforts extérieurs dans 'expression [3.40| ce qui permet d’obtenir la relation matricielle
entre les projections de ces efforts sur la base de Fourier et les constantes d’intégra-
tion figurant dans la solution générale [3.26] La méme opération est réalisée pour les
déplacements dans ’expression Il est ainsi possible de mettre en relation les
vecteurs déplacement /force et les constantes d’intégration notées C,, :

(3.41)

dans laquelle :

(T =[EWo LB 3Wo 3B, W, %ﬁno %"WO flqﬁyo v W AW 8eny LBen
Wy AWy 5By ABen 2Wn 3Wy 3Bunv 38un Wy 4Wn EB,n f‘qﬁyN](g +16N)
(3.42)

(F)T :[}9]:,2360 }S‘MxO %Fzyo %’My() g]:zxo ?é/\/la:o %fzyo %MyO"'}S‘fzacN }4]:sz }ngN
%Mx]v zgfzy]v AN eMyn AMyn $Fan AFun $Man AMan §Fun aF
SMyN AMZJN](8+16N)

(3.43)

et

(C«p)T :[IAO 2A0 SAO 4A0 5140 6A0 7A0 SAO"'IAN 2AN SAN 4AN
5AN GAN 7AN SAN 9AN IOAN HAN 12AN 13AN 14AN 15AN 16AN](8+16N)

(3.44)

La taille des matrices H et G dépend du nombre de termes de la solution générale
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3.18] Pour considérer des matrices carrées, le nombre de termes dans la série de Lévy
doit étre le méme que le nombre de termes du développement en série de Fourier.
L’élimination du vecteur Cy, des relations [3.41] donne la relation entre projections des

efforts extérieurs F sur le Contour de la plaque et les projections de ses déplacements
U.Ona:

F=KU (3.45)

ou K est la matrice de raideur dynamique de la plaque entiére. Cette matrice relie les
projections vecteurs déplacements et forces extérieures U et F sur les quatre bords
de la plaque :

K(w) = G(w).H(w)™! (3.46)

3.4 Validation numérique du modéle

Ce paragraphe présente une validation numérique de I’'élément continu développé
par cette nouvelle approche. Cette validation est basée sur une comparaison des ré-
sultats obtenus avec ceux issus de modéles éléments finis élaborés avec le code de
calcul Abaqus. Plusieurs exemples numériques sont décrits et discutés pour établir
la précision de la présente formulation pour I’études des vibrations de plaques rec-
tangulaires orthotropes. Les fréquences naturelles, les formes de mode et les réponses
harmoniques pour des conditions aux limites naturelles sont traitées.

L’idée de la MEC établit une rélation étroite entre les problémes de dynamique
structurelle et de propagation des ondes. Ici, la signification physique de cette solu-
tion générale s’interpréte facilement si on se place du point de vu de la propagation
des ondes. Cette solution est définie par I'utilisation de la série de Lévy enrichie dont
les termes impliquent le nombre d’onde dans les directions = et y. On choisit ici les

2m—1)7
nombres d’onde ki, = 5, ks, = (mz—b dans la direction z et les nombres d’onde
(2m—1)n
kom = 5, kym = m2— dans la direction y. Ces paramétres pourront varier en fonc-

tion du type de structure etudiée. Cette adaptation forme 'un principaux apports de
notre modélisation analytique par rapport a la bibliographie.

3.4.1 Analyse modale

Nous considérons une plaque rectangulaire orthotrope dont les axes d’orthotropie
sont paralléles aux cotés de la plaque dirigés par les axes d’un repére Oxy (voir la
figurd3.1). Il s’agit de renforts unidirectionnels paralléle a 'axe x de ce repére. Les
propriétés de ce matériau sont résumées dans le tableau Ci—dessous.
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TABLE 3.1 — Propriétés élastiques et geométriques de la plaque orthotrope
Module d’Young suivant x F, = 18.1 GPa
Module d’Young suivant y £, = 50.9 GPa
Module de cisaillement Gy = 11 GPa

Coefficient de poisson Vpy = 0.4
Masse volumique p = 1526 kg/m?
Longueur de la palque 2a=1m
Largeur de la plaque 2b=0.5m
Epaisseur de la plaque h = 0.002 m

Une analyse modale a été réalisée pour des conditions aux limites libres. Ce calcul
fournit une premiére validation de I’élément développé.

Les fréquences propres sont parfois obtenues en utilisant 'algorithme de William-
Wittrick. Dans cette étude, ces fréquences sont simplement évaluées par des calculs
de réponse pour divers cas de charge sur un intervalle de fréquences donné et en dé-
tectant les pics de résonance. Quatre cas de charge, excitant des modes symétriques-
symétriques (SS), symétriques-antisymétriques (SA) (symétriques le long de z et
antisymeétriques le long de y), symétriques-antisymétriques (AS) (antisymétriques le
long de x et symétriques le long de y) et antisymétriques-antisymétriques (AA) sont
utilisés.

e Modes symétriques-symétriques.
La Table donne les dix premiéres fréquences propres correspondant & ces
modes obtenues par la formulation éléments continus (MEC) et par 3 modéles
éléments finis Discrete Kirchhoff Quadrangle dont le nombre d’éléments est
précisé.

TABLE 3.2 — Fréquences propres des modes SS pour une plaque rectangulaire ortho-
trope avec des conditions aux limites libre. DSM (n=11), DKQ FE (50x25, 67x33,
100x50 éléments)

5SS Mode 1 2 3 4 > 6 7 8 9 10
DSM (n=11) 73 409 621 783 1144 130.6 205.0 2154 306 321.9
DKQ FE (100x50) 7.26 40.95 62.17 78.35 114.7 130.6 205.1 216.4 306.8 323.3
DKQ FE (67x33) 7.26 41.00 62.24 78.41 115.1 130.8 205.6 218.0 308.3 325.0
DKQ FE (50x25) 7.26 41.07 62.34 78.48 115.7 130.0 206.3 220.3 3104 328.9

L’étude de convergence des résultats obtenus par la MEF montre que plus de
5000 éléments finis sont nécessaires pour atteindre la précision des résultats
de la MEC (voir le tableau [3.2).
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3.4. VALIDATION NUMERIQUE DU MODELE

e Modes Symétriques-Antisymétriques.
La table donne les dix premiéres fréquences propres correspondant a ces
modes.

TABLE 3.3 — Fréquences propres des modes SA pour une plaque rectangulaire ortho-
trope avec des conditions aux limites libre. DSM (n=11), DKQ FE (100x50 éléments)

SA Mode 1 2 3 4 d 6 7 8 9 10

DSM 241 63.10 125.8 167.3 186.9 228.3 245.1 324.2 359.3 437.7
DKQFE 24.09 63.1 1259 167.6 187.2 229.0 245.4 324.3 362.0 438.2

e Modes Antisymétriques-Symétriques.
La table donne les dix premiéres fréquences propres correspondant a ces
modes.

TABLE 3.4 — Fréquences propres des modes AS pour une plaque rectangulaire ortho-
trope avec des conditions aux limites libre. DSM (n=11), DKQ FE (100x50 éléments)

AS Mode 1 2 3 4 3 6 7 8 9 10

DSM 19.68 53.17 64.78 86.70 134.7 140.6 214.5 2309 267.2 297.5
DKQFE 19.68 53.16 64.77 86.65 134.7 140.6 214.3 230.8 267.1 297.3

e Modes Antisymétrique-Antisymétrique.
La table donne les dix premiéres fréquences propres correspondant a ces
modes.

TABLE 3.5 — Fréquences propres des modes AA pour une plaque rectangulaire ortho-
trope avec des conditions aux limites libre. DSM (n=11), DKQ FE (100x50 éléments)

AA Mode 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

DSM 11 3797 81.45 137.8 158.3 171.3 228.3 254.3 308.0 377.6
DKQFE 10.99 39.22 85.12 1379 1553 171.2 2282 251.3 307.7 3720

Ces tableaux démontrent que la formulation MEC décrite dans cette étude produit
des résultats en bon accord avec les résultats EF. Quelques formes de mode repré-
sentatives obtenues par la formulation MEC sont illustrées sur la figure [3.2] Chaque
forme de mode est calculée avec la série de Levy de 1'équation [3.1§ pour une fréquence
propre donnée.
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Mode SS: 40.9 Hz Mode AS: 62.88 Hz

Mode SA: 24.1 Hz Mode AA: 37.97 Hz

FIGURE 3.2 — Modes SS, SA, AS et AA de la plaque orthotrope

Comme le montrent les tableaux les fréquences propres de la plaque rec-
tangulaire mince FFFF ont été calculées a I'aide de I'EC basé sur les séries de Lévy
enrichies et ont été comparées aux résultats de la MEF. La comparaison des fréquences
naturelles montre ’efficacité de la formulation proposée en termes de précision nu-
mérique. Cette analyse modale est complétée dans les paragraphes qui suivent par
I’analyse de réponses harmoniques et leur comparaison avec des réponses EF sur une
gamme de fréquences donnée.

3.4.2 Reéponses harmoniques

Pour évaluer les performances de la formulation, plusieurs cas de charges harmo-
niques sont envisagés. Les réponses obtenues par la MEC pour un nombre de termes
croissant (n=>5, n=7, n=11) permettent d’évaluer la rapidité de convergence des ré-
sultats. Les réponses obtenues par la MEF pour sur la bande de fréquences [0, 500] Hz
sont utilisées pour comparaison et validation. La structure est soumise a des forces
harmoniques distribuées le long des bords de la plaque ou situées en un seul point.

Chargement Symétrique-Symétrique

Le chargement symétrique-symétrique utilisé est constitué d’une force répartie le
long des bords définis par y = b et y = —b (voir la figure 3.3).
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FIGURE 3.3 — Chargement symétrique-symétrique

Les projections de cette charge sur la base fonctionnelle de Fourier satisfont les

équations [3.47 et [3.48]

N N
o 9 nwx 5~ . (2n—1)mz
Fy(x) =SF + E_l <k, cos — + 5_1 4 F sin —5 (3.47)
et
(2n — 1)

=SFy + Z <F, cos = + Z F, sm (3.48)

donc, par identification, on obtient les composantes suivantes : 2Fy = 1 et §Fp = 1.

La réponse harmonique de la plaque est évaluée sur le point situé a z =aety =1>0
selon la base de Fourier donnée par I’équation sur le bord 1 :

N N
wo(a,b) = §Wo+ Y §Wa(=1)" + > LW, (—1)"+ (3.49)
n=1 n=1

La réponse obtenue est présentée par la figure (3.4).
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EC N=11
EC N=7
201 EC N=5 i
EF 125X63
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FIGURE 3.4 — Réponse harmonique pour un chargement symétrique-symétrique

Chargement Antisymétrique-Symétrique

La structure est soumise a deux forces harmoniques unitaires opposées distribuées
le long des bords de la plaque définis par y = b et y = —b. Le chargement est re-
présenté dans la figure [3.5| et est décrit par les composantes suivantes sur la base de
Fourier : Fy = 1 et §Fy = —1.
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FIGURE 3.5 — Chargement Antisymétrique-symétrique

La réponse harmonique de la plaque est évaluée sur le point situé a z =0et y =0
selon la base de Fourier donnée par 1’équation |3.50| sur le bord 2.

N
wo(0,0) = §Wo + > 5W, (3.50)

n=1

La réponse obtenue est présentée par la figure (3.6]).

EC N=11
20+ EC N=7 |
) EC N=5

————— EF 125X63

-40

-60

-80

-100

20Log 10|UZ |

-120

-140

-160

———— ——

-180

_200 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Fréquence (HZ)
FIGURE 3.6 — Réponse harmonique pour un chargement antisymétrique-symétrique

Une excellente concordance des résultats numériques obtenus par la MEC avec
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ceux obtenus par la MEF sur l'intervalle de fréquence [0,500] Hz est ainsi mise en
évidence pour ces deux cas de charge répartis.

Chargement ponctuel

La plaque est maintenant soumise a un chargement vertical ponctuel unitaire en
un point situé a y = b et x = 0. Les projections de cette charge unitaire sur la base
fonctionnelle sont évaluées par développement en série de Fourier de la fonction Dirac,
on obtient : $Fy = 5- and §F, =% F, = 1. Ce cas de charge est illustré sur la figure

2a
BD.

T/Y
/

FIGURE 3.7 — Chargement ponctuel

La réponse harmonique au point situé a y = b et x = 0 est donnée par :

N
wo(0,b) = §Wo + > §W, (3.51)

n=1

Elle est représentée sur la figure (3.8]).

60



3.4. VALIDATION NUMERIQUE DU MODELE
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FIGURE 3.8 — Chargement ponctuel

La encore, une excellente concordance avec les résultats EF est observée.

Réponse harmonique amortie

Toutes les courbes de réponse harmonique présentées jusqu’a maintenant ont été
determinées sans introduire d’amortissement dans les caractéristiques du matériau.
Les réponses non amorties sont trés précieuses pour avoir des comparaisons efficaces
entre la MEF et MEC. La figure présente un amortissement structural pour
une force ponctuelle pour une gamme de fréquence étendue a [500, 1000|Hz. L’amor-
tissement structural est défini par 'introduction de modules d"Young complexes qui
permettent de décrire un amortissement dont I'angle de perte § est tel que tand = %
ou Eg présente la partie réelle du module complexe E et E; sa partie imaginaire. '
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FIGURE 3.9 — Réponse harmonique pour différents niveaux d’amortissement

3.4.3 Performances CPU

Ce paragraphe a pour but d’évaluer les performance de la présente formulation en
termes de rapidité d’exécution pour I’évaluation de réponses harmoniques. Ainsi, le
tableau ci-dessous présente le temps de calcul pour ’évaluation de la réponse de
500 fréquences duquel est déduit le temps CPU pour une seule fréquence. Ce temps
est évalué pour un nombre croissant de termes des séries.

TABLE 3.6 — Temps CPU (500 fréquences traitées) et temps CPU /fréquence.

n (EC)

3 5 7 9 11

Temps CPU (500 fréquences traitées) 1s 5s 13s  27s 42s

Temps CPU/fréquence

2ms 10ms 26ms 54ms 84ms

Le temps de calcul pour un modéle EF dont le maillage est constitué de 125 x 63
éléments (précision équivalente & n=11) est d’environ 7s par fréquence traitée. Ces
résultats montrent clairement la supériorité en terme de temps de calcul de notre

formulation.
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3.5 Conclusion

L’approche proposée est suffisamment générale pour décrire la solution exacte de
la réponse harmonique des plaques orthotropes sous des conditions aux limites libres
sans utiliser la décomposition des solutions en contributions symétriques et antisyme-
triques. Cela simplifie le traitement de la matrice de raideur dynamique mais surtout
léve ’hypothése de découplage des mouvements symétriques et antisymétrique liée a
la décomposition de Gorman. Pour les plaques rectangulaires, quatre séries sont uti-
lisées au lieu de huit. Les avantages classiques de la MEC par rapport a la MEF sont
préservés, précision avec des séries tronquées, temps de calcul réduit et allocation de
mémoire trés limitée.

Dans ce chapitre, un nouvel élément continu de plaque a ainsi été développé. 1l
est formulé sur la base de modéle de Love-Kirchhoff. L’objectif est de construire la
matrice de raideur dynamique sans 'utilisation de la décomposition de Gorman en
se basant sur une nouvelle série de Lévy pour une plaque sous des conditions aux
limites libres. La performance et la fiabilité de 1’élément développé ont été évaluées
a travers une série d’applications en flexion de plaque orthotrope pour différents
cas de chargement. Les résultats obtenus ont été comparés avec ceux obtenus par
des modélisations élément finis. Les exemples numériques ont montré la simplicité,
la stabilité et le moindre colit en termes de temps du calcul de I’élément continu
développé.
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4 Element continu de plaque en flexion
a directions d’orthotropie quelconques

4.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est de développer un nouvel élément continu permettant
de modéliser sans maillage des plaques orthotropes dont les directions d’orthotropie
sont orientées de maniére quelconque vis a vis des axes de symétrie de la plaque. Les
séries de Lévy enrichies présentées au chapitre précédent sont exploitées de maniére
a pouvoir rechercher les solutions de 1’équation de flexion qui présente dans ce cas
des termes croisés qui introduisent un couplage entre les contributions symétriques et
antisymetriques. Ces contributions ne peuvent donc étre évaluées de maniére indépen-
dante. Les éléments continus basés sur la décompositon de Gorman trouvent ici leur
limite. Des rigidités de couplage sont introduites sur I’équation du mouvement, les
solutions sont recherchées sous la forme de séries de Lévy enrichies puis une matrice
de raideur dynamique est construite.

4.2 Plaques de Kirchhoff & direction d’orthotropie
quelconque

4.2.1 Définition géométrique et matérielle

La géométrie de I’élément est identique a celle du chapitre précédent. Il s’agit
d’une plaque rectangulaire de dimensions 2a x 2b d’épaisseur h.

En ce qui concerne le matériaux constitutif, il s’agit d’'un matériau orthotrope
dont la premiére direction d’inertie est orientée d’'un angle 6 par rapport a I'axe de
symétrie Oz de la plaque (Figure {4.1)).
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DIRECTIONS D’ORTHOTROPIE QUELCONQUES

A

FIGURE 4.1 — Géométrie de la plaque

4.2.2 Hypothéses cinématiques

Les hypothéses cinématiques sont celles de Love-Kirchhoff, elles ont été décrites
au chapitre précédent, elles restent identiques. Seule la loi de comportement est a
exprimer dans la base (x,y) a partir de son expression dans la base d’orthotropie.

4.2.3 Loi de comportement et relations efforts/déplacements

La connaissance des déformations en tout point situé sur le feuillet moyen de la
plaque orthotrope permet d’obtenir les contraintes en utilisant la loi de comporte-
ment. Dans le cas ol les axes principaux d’orthotropie sont orientés selon un angle 6
par rapport aux axes de symétrie de la plaque qui définissent le systéme de coordon-
nées adopté, les champs de contraintes de Cauchy s’écrivent sous la forme décrite par
'équation [£.1] Cette loi remplace la relation du chapitre précédent, elle introduit
des coefficients d’élasticité supplémentaire Q5 et Qo traduisant un couplage entre
les contraintes normales et les déformations de cisaillement dans le plan de la plaque.

Oz = Qnem +§12€yy + Qm%y
Oyy = 9126501‘ + Q22€yy + Q_Qﬁ%cy (4-1)
Oy = Q16€zz + Qos€yY + QpgVay

Les termes @;; sont les raideurs du matériau orthotrope dans les axes de symétrie de
la plaque, leur expression dépend donc des propriétés matérielles et de ’angle d’in-
clinaison des directions d’orthotropie. Ces termes sont donnés par :
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QUELCONQUE
@11 = Dll COS 6 +2 (D12 -+ 2D66) COS QSiH 0 + D22 Sin 0
Qo = (D1 + D22 — 4Dgg) sin? 0 cos? 6 + Dy, (cos 0 + sin 6)
Q22 = Dll sin 9 + 2 (D12 + 2D66) COSs QSIH 0 + D22 COSs 9 (4 2)

Qlﬁ = (DH — D12 — 2D66> COS3 fsin @ -+ (Dlg — D22 + 2D66> sin HCOSH
Q26 = (DH — D12 — 2D66) COS@SIH 0 + (Dlg — .D22 + 2D66> COS3 fsind
{ Qeg = (D11 + Doy — 2D15 — 2Dgg) cos? 0 sin? @ + Dgg (cos 0 + sin 9)

ot D;; sont des constantes déja définies au chapitre précédent (Eq. [3.10]). Elles dé-
pendent uniquement des constantes matérielles.

Les définitions des efforts généralisés T, T, M,, M, et M,, reste identiques a
celles données au chapitre précédent.

En utilisant les lois de comportement dans ces définitions, nous obtenons les re-
lations entre moments et champ de déplacement vertical :

Qll 8x2 Q12 gy - GQlﬁaxﬁy
M QlQ 312 - Q22 ay - Qzﬁazay (4'3)

M Q16 022 Q26 G Q66 8may

On remarquera les termes de couplage flexion /cisaillement Q4 et Qs s’annulent
lorsque 6 =0 ou 0 = 5

4.2.4 Equations du mouvement

Le principe de Hamilton a permis d’obtenir I’équation d’équilibre dynamique au
chapitre précédent. Cette équation reste ici identique (Eq. [3.12). Dans le systéme de
coordonnées cartésiennes, elle s’écrit :

0? M, 02 M, 0?M, 0w
R, R v — 4.4
Ox? - 0xdy * oy? ph ot? (44)

[’équation du mouvement proprement dite est obtenue en introduisant la loi de com-
portement [4.3] dans I'équation [£.4] On obtient cette fois-ci :

h— 0w K~ HPtw R Mw  RI_~ 0w R~ dtw 0*w
12Qn ot Qwam?’@y 6 (Q12‘|‘ Q66) 9720y 5 Q%@w@y 12@22 By =p 92
(4.5)
Comme on peut le constater, cette équation présente des termes relatifs a - gwg et

83315 dus au couplage flexion /cisaillement qui induisent des couplages au niveau des

contrlbutlons symétriques et antisymétriques du mouvement. Ce phénoméne impose
I'utilisation des séres de Lévy enrichies dans la recherche de solutions.
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DIRECTIONS D’'ORTHOTROPIE QUELCONQUES
4.3 Matrice de raideur dynamique

4.3.1 Solution forte des équations du mouvement

La solution des équations du mouvement est cherchée sous la forme d’une série

mouvement donne alors :

de Lévy enrichie pour une plaque orthotrope quelconque (0 # 0) pour laquelle les
constantes de rigidité réduites Q.5 et Qs sont différentes de zero. L’équation du

A oo d41 Wi (x)
B |

m=0 da?

COS(lemy) +Z+oo d4 3Wm
+

72 W (), sin (k)] — Qg [—z

Lsin(ksmy) + 30 2Won (y) Ky,
+oo d3,W,,

m=1

cos(kgmx)
L kim sin(k1,y) +

+oo d3 3Wm(:c) +OO d4Wm 3

+> 7 ks cos(ksmy) — D~ k3., cos(ksm)

+ ke d2ka3 sin(komx)
h3<Q12+2Q66> Pt

+ 2'1'00 d2 d“3Win kQ

m=1

C}E{“ k3 cos(klmy) Z+°°
Tdz2 Sln(k?,my) :,;001 d24Wm
Yot & QW’” ko sin(kgmx) —

Q26 [ZJFOO leka sin(kimy)
- ) con 58 1 7, S
h3@ [
15«22

m=0
oo Wi (ke cos(kymy) + S5 & QWm cos(kamz) + 5
4 S o sin (k)
+ 2

dQQWm

k2 cos(koyx)

k2 sm(/@lmx)} -
i e

mm

Eam cos(k‘4m93)]
13W ( )k4 SID%
= —phw? [} 1 W, ( ) cos(kimy)
OQWm(y) cos (ko) + 305 3Wm( )sin(ksmy) + 32075 aWon(y) sin(ka,)]

ot 1 Wy (x) oW (y),3Win(x) et 4W,,,(y) sont des fonctions qui satisfont les deux sys-
témes d’équations différentielles d’ordre 8 qui suivent

Ainsi, le systéme d’équations différentielles d’ordre 8 couplées satisfait par W,
et sW,, est :

( A d8 W, _
—5Q@u

e —phw? Wy(x)
h_SG d*1Wm
12 %11

3—= 3 3 — — 3—=
: dm4 — %kaSmd ﬁgm % <Q12 + 2@66) k%md &ng + %Qze’f?mdﬁf’”
3 3 = 3
Qn (f;i/m + %kalm d;/g + (Q12 + 2Q66) 3m {f;{z/m — 1k QQGk%mdlgm
+ o = B Qak | Wi = 0

(4.6)
et le systéme d’équations différentielles d’ordre 8 couplées satisfait par oW, et 4W,
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est :
( h3 d42W0 _ 2
_EQ22 gt —phw?3,Wy(y)
A daWn BA A3y Wi n (A Ya) 2 d%Wn RBA 1.3 daWn
— W20 oyl _?Q26k4m—ay3 +F(Q12+2Q66) k3, e + 5 Q6K a
2 A 14
+Lphw _EO k } W,, =0
12w11vam | 2VVm
= _ _ - _ _ _
h d4y W, h3 d2o Wi, h3 2 d24Wn h3 3 daWnm
— Qo™ + T Qoskom =47 + % (@12 +2Q4) ki, 47t — 5 Quekom ™
MA 14 2 _
~ 500k, — phw?| Wiy =0

(4.7)
Pour m > 1, les fonctions {W,, et 3W,, de la variable x sont donc solutions
de :

{gﬁ$%+MmWM%+MmWM%

K dr? da? + C4(m)—d3£m + (s (m)1 Wy, =0
G4 gﬁ’” — (o(m)4 gﬂm + Cs(m)% — Q(m)% + (5(m)sWy, =0
o B ' - (4.8)
avec (1 = —%Q11» Ga(m) = —%Bkasm, G3(m) = %J (Q12 + 2Q¢6) ki
3— 53—
Cilm) = 5 Quh Gs(m) = [phu? — Qo

et les fonctions s W, et 4W,, de la variable y sont solutions de :

4 3 2
{ L2 4 g () L4l g (1) L

2 A ma(m) S 415 (m)o W, = 0
4 3 2
nldg;/fl/m _ n2(m>d§;gm + 173<m)d AWm

= na(m) e 05 (m) W, = 0

(4.9)
avec 1 = _%sza n2(m) = _%3Q26k4m77]3(m) = %3 (Q12 + 2@66) k%m:
na(m) = %3Q16k2m7775(m) = [pth - %Q11k4m]
e pour m=0 la fonction ; W} est solution de :
h?— dH W,
- EQnﬁ = —phw* Wy () (4.10)

ol 1A0,2A0,30 €t 4\ sont les solutions de I'équation caractéristique de [1.10]
elles sont définies par :

(1 _ 12pw?
Ao = /g
2\, — _ 4 12pw?
0= L
Q1h?
By s 12[”1;2 (4.11)
07V Qunr?
4 s/ 12pw?
| o= g
et la fonction oWy est solution de :
2~ d*W, 9
- EQ”d—y‘l = —phwyWy(y) (4.12)
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avec 5Ao,6\0,7\0 €t Ao solutions de I'équation caractéristique de [4.12] elles sont défi-
nies par :

(
5 o 12pw?
Ao =y Qoh?
6 o 4/ 12pw?
Y0 = T e (4.13)
7)\ —i4 12pw? '
0 Qqzh?
8\ = —idf2ew?
[ M0 = T G
La recherche de solutions consiste ici a poser a poser D, —x et D, . On
peut alors écrire les systémes d’équations [4.8] et [4.9sous la forme matrlclelle qu1 "suit -
Ly, Lu,, Wi 0
= 4.14
[ Ly,, Ly, 3sWh, 0 ( )
o L= 10
= 4.15
|: Lb/21 Lblzz AW, 0 ( )

ou Ly, (1,7 =1,2) et Lb;j(z,j = 1,2) sont les opérateurs différentiels donnés par :

ij

(et
_ G@m a(m
Ly, = C_1DI + C_le (4.16)
Ly, = 2(m) D3 — <4ém)D '
21 1
( Ly, = D4 + ns(m)DQ + 715( )
Lb’12 _ 7727§m) DS + 774(m) Dy (417)
Ly = 772("1) D3 774( )Dy )
21
( Ly, =D4+n3m)D2+n5 m)

En exploitant le determinant de la matrice de l’equamon pour déterminer les
fonctions 1 W,,, et 3W,,,, on obtient :

(1" 4+ ar(m)p® + by (m)p? + er (m)p + dy(m)) E= 0 (4.18)
avec = =1 W3 W,

( ar(m) = 2C3 ) 4 C2(m)2
by (m) 2<o m) + C3(m) + 2C2(ﬂ2)%C4(m) (4 19)
e im) = i f(’”) - Sl |

| di(m) =

En exploitant le determinant de la matrice de I'équation (4.15) pour déterminer
les fonctions oW, et 4W,,, on obtient :
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(V! + a (m)v® + b (m)v® + & (m)v + di(m)) ¥ =0 (4.20)
avec ¥ =, W,,,,a W,

2n3(m m)?2
a,(m) = 77?;7(1 ) + 7725]%)
/ _ 2ns(m) | m(m)® | 2ma(m)na(m)
bl(m) - m _l' 77% ‘l‘ . 77% (421)
i (m) = 2775(7212773(771) + n4§]7%1)
| di(m) = =2

Les racines de ces deux équations quadratiques sont les valeurs propres des ma-
trices compagnons associées :

0 0 0 —di(m) 0 0 0 —dj(m)
100 —ci(m) 1100 —c(m)
G=1910 —by(m) =191 —b(m) (4.22)
00 1 —ai(m) 00 1 —di(m)
On obtient aprés résolution de ces équations :
( IWm(x) = 1Ame+1ﬂmx + 2Ame_1,ufm33 + 3Ame+2ﬂmx + 4Ame_2ﬂmx
+5Ame+3umx + GAme_?’“mx + 7Ame+4umx + 8Ame—4umx
sWh(z) = 1B et #m® L 2B o='ime 4 3R o+’umz L 4R o—*ume
5B +3me GB —Sme 7B +4me SB —4umx
+°bpye + "Dpe + "Dpe + "Dpe (4.23)

1 _1 2 _2
QWm(y> — lee"F vmY + 2Dme UmyY + 3Dme+ UmY _|_ 4Dme vmY
3 _3 4 _4
+5Dme+ VmY + 6Dme Umy + 7Dme+ UmYy + 8Dme UmYy
1 1 2 )
Woly) =1E ety +2F 7 vmY + 3, et vmy 4 4F, o™ vmY
3 _3 4 _4
+5Eme+ UmY + 6Eme UmY + 7Eme+ UmYy + BEme UmYy

\

L utilisation des expressions dans les équations (4.8)) et (4.9) donne, de plus,
des relations entre les constantes d’intégrations ‘A,,,! B,,,! D,,et'E,, avec i = 1,8. On

obtient :

lAmzlele, 2Am:_1LmQBm
3Am:2ngBm7 4Am:_2Lm4Bm
5Am:3Lm5Bm7 GAm:_SLmGBm
7Am:4Lm7Bm7 SAm:_4LmSBm

t
¢ ID :lk 1E 2D :_1k 2E
3Dm = kagEm’ 4l)m = _2km4Em
5Dm - 3k:mSEm, 6Dm - _3km6Em
7D :416‘ 7E7 SD 2—4]{? 8E
avec
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Cz(m) Zﬂi’n + <4(m)z,um

Ca(m); $s(m)
/’Lm+3 /’Lm+ 5<1

n2(m) i na(m);
o 1, + o Hm

m i,,4 n3(m);, 2 75 (m)
ILLm _l_ m H’m + m

d’ou les solutions de Lévy enrichies en déplacement :

1 2 3 4 1 2 3 4
W(m, y) — 1B0€ “°x+2Bge “Ox—i—?’Boe “014-4306 ”Oz—i—lEOe ”°y+2Eoe ”0y+3Eoe ”°y+4Ege voy

¥ (1Lmlee+1W AL 2B o tHmE L 2] 3R o +mt _2[ AR o ~ChmE
4 3Lm5Bme+3um:c o 3LmGBme—3umx + 4Lm7Bme+4/‘mx o 4Lm8Bme_4umx> Cos(k,lmy)
+ <1Bme+ it 2R o= im® 4 3R oHime L AR o= hme
4 OB, et e 4 6 o~tume | TR o+ tume | 8Bme_4“m’”) sin(ksmy)
+ <1km1Eme+l”my k2B Y 4 2, BE, ety 2 AR o= Vmy
X 3km5Eme+3,,my . 3km6Emef3ymy + 4km7Eme+4ymy . 4km8Eme,4umy> COS(kaZ')
+ <1Eme+1”my + 2R e Y 4 3 otvmy L AR o=vmy

3 _3 4 _4 .
45, et vmY 4 OF oTvmY L TR ot vmy 4 8F) o ”7”y> sin(kym)

oW By
Be(x,y) = o = Z W () cos(kimy) +Z oW (y) ko sin(koy,x) Z W () sin(kzny)
m=0 m=0 m=1
“+oo
— Z AW (9) ks cos(kamy)
m=1
8W “+o0o +00 “+oo
5y(x> y) = _8_y = 1W ( )klm SHI(klmy) Z 2W;n(y) Cos(l{me)_Z 5Wm($)kdm Cos(kfimy)
m=0 m=0 m=1

— Z W (y) sin(kgp)

72



4.3. MATRICE DE RAIDEUR DYNAMIQUE

4.3.2 Construction de la matrice de raideur dynamique

Par une démarche analogue au cas précédent, la matrice de rigidité de la plaque
est évaluée par projection sur une base de Fourier des champs inconnus efforts et
déplacement définis sur le contour de la plaque. On écrit pour un développemennt en
série de Fourier de 2N 4+ 1 termes sur chaque coté de la plaque :

N nmw N . onr
w(a,y) %WO + Z?v:l ilan cos nTWZ + Z%:l %Wn s%n nT%Z
61(0’7 y) Sﬁx() + Z%zl Sﬁxn COoS . + ZnNzl Aﬁxn Sin -
By(z,b) _ 5By + Zgﬂ $Byn cos M2% + Zgﬂ 5By sin 22E
w(—a,y) SWo + Z%:l W, cos 7Y + Z%:l 3W, si.n e
Be(~a,y) B0 + Z,&zl &Ban cos T + ZnNzl % Bon sin 734
(e, _(Z) sWo + Z%:l §W, cos 222 + Z%:l AW, sin 22
By(z, —b) LBy + N LByncostmz 4 SN 43 gin nre
Tandis que :
_ ) i
T %Lbb W{(a,y) cos %dy
fW]]\\[; %fz” W (a,y)sin %dy
A 1 Nmy
1 3 J_p Bula, y) cos =4 dy
S/BJJN lifbb ) N?ry
- - L3 . f_b Be(a,y) sin =74dy
i T = ’ W( )d 124 N 1 ra b N7ra:d
sWo 2 ffbb a,y)dy 2Wy 4 f_a“ W (x,b) cos - T
e 3.y Be(ay)dy 2 Wy £ W (o ) sin X da
W % f—aa W (z,b)dx 2ByN ¢ f_aa By(z,b) cos N”dm
Uy = %/By[) = %{—a By(z, b)dx B zxﬁyN _ 5{_(1 By(x, b) sin fdx
gg/o % f—bb W(=a,y)dy g%N z f_bb W(—a,y) cos NT”ydy
4SM:;0 %ﬁf_gﬁz(_aﬂ)dy ?ﬁ N %fgb W(—a,y)sin =4dy
i 2 % L W, b)dz ggm]; L% Bo(—a,y) cos X dy
T - Jou Bl by . gMiN % f_bb Be(—a, y) sin %dy
L[ W(x, —b) cos X2dx
AWy g Lo Wlw, —b)cos 2
B || 2L W e bsin Xerda
L jﬁyN | Effaﬁy(.f,b)COS a dw
i %ffa By(x,b) sin %dx
(4.24)
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Aprés extraction des constantes d’intégration, on aboutit a I’écriture matricielle
suivante :

Ilgwo 1By
§Pe0 320
0 0
T oy
0 0
gﬂyo % Sby Hio(w)]d & [, b[Him ()] dy iEO
sWo o [, [Hzo(2)] do L j_a a [Han (2)] de 5B
5hyo = J2 [Hso(y)] dy & [P, [Hanm (v)] dy Eo
: 5 [, [Hao(2)]d Lo [Ham () de .
Wy ;BN
fgg _ 11{ fbb[Hm(y)] cos Zgjdy f‘Eb + [Hinm (v)] cos gg:’dy sgx (4.95)
4Ban 1@]_;) [H1o(y)]sin Wdy B LS ,, [Him (y)] sin N dy :BN
2<,.“/VN - ¢, [Hao(z)] cos bydy N L Han ()] cos ~rEdx GBN
EWN Tllffa [Hzo ()] sin N;rmdz A 1 [Hong (x)] sin N;"T’dz 751\7
EZIN 1y, Hao(y)] cos N;"’dy o fﬁb % [Han (v)] cos 272 dy SgN
§MJ/CII\\,] 1% J2, Hao ()] sin ¥y ... fb L [Hgp(y)]sin T ¥y 1Eg
Wy 3 J%a Mao(@)]cos Vreda .. [ & [Ham(2)] cos NrEda 2py
égﬁyN 1 e, Hao(@)]sin ¥x2dz . [0, L [Hyn(2)]sin MEZds iEN
ByN En
§WN 2EN
Wy Ex
fﬂyN ;EN
ABynN En

De méme pour les termes d’efforts :

n7ry Nry
500 + Zn 1 §Fon cos "7 + Zn 1 aFon sin =Y

Foo(a,y)

M, (a,y) s Moo + anl §M,,, cos n—zy + anl L M, sin %

F.y(z,0) %Fzyo + Ziv 1 %Fzyn cos ML 4 Ziv 1 124Fzyn sin M

M,(z,b) _ My + Zn | §Myp cos 22E urs + Zn <l 4 My, sin s
Fa(—ay) | —%Fmo — S 3 F. cos ”%;y — 3N 3 FL,,sin %
My(—a,y) —3 Mo — 25:1 3 M, cos - Zgzl 3 M, sin %
Fey (@, =0) _éFZyU - Zg:l ??Fzyn cos *TE — Zi\/ 1 szyn sin NZI
My (. =) sMyo — ZnNzl §Myy cos #7E — Zn 1 4 My sin 27
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SszN
114FzzN
,%‘Ma:N
1

[ . M.

_ _ 1 rb At N
}s*szo 2_1b f_bb sz(a7 y)dy ?S”FzyN
§Mao a5 )y Ma(a, y)dy 2F, n
%Fzyo zilb f;a Fzy(l’, b)de‘ %MyN

Fo = j‘?MyO - %fb—a My(x, b)dx FNN _ zAMyN
gﬁxo % f*bb FZI(_G” y>dy 3,5‘§sz
WMo | (—ay)dy o
f 20 % fja Fzy($, —b)d$ éS' N
| SMyO i I %ffa ]\Jy(gj7 —b)dx | fFsz

S+ zy

4
F,
L jMyN i

Aprés extraction des constantes d’intégration, on aboutit & I’écriture matricielle sui-

vante :
1
i
gpl0
EY
Fov0
zx0
ngo 25 /2 [G1o(v)) dy 2% [y b[G1m ()] dy
gF=y0 = [, [G2o(x)] dz o [_qaGam(2)] de
sMyo o5 /0, [Gs0(v)] dy 55 [0, [Gam ()] dy
5 /%, [Gao(2)] da 5 [, [Gam (@) da
LF..N
FZ(E - :
taicn | | 2/h(Growicos MErdy .. [, }[Gam(y)] cos MEtdy
TngN T isb,Growlsin MFdy ... [P L(Gim(w))sin Y2 ay
F.yNn % [, [G20(z)] cos %dz PR % [Gom (z)] cos %dz
,24FzyN %ffa[Ggg(z)]sin N:mdcv B % [Ganm ()] sin N;"T’dz
gfj‘vfw 18, (Gao(w)lcos Mpay ... b, 1 [Gam(y)]cos N tdy
$p 3 /0 [Gao@)lsin Trtdy .. [0 § [Gam(y)]sin Mt dy
§FZZ % J2 4 [Gao(z)] cos %dz PR % [Gam (z)] cos %dz
gjme %fﬁa [Gao(z)] sin (NTwmdz ffb % [Gam (z)] sin %dz
fjwwwN
szyN
zyN
%Mw,
aAMyn
A partir des expressions ([4.254.27)), on obtient :
u=H,(w)Cp
f= Ga(w)Cp

_ , _
L [°, Feula,y) cos Tdy
%f_:b F.o(a,y) sin 2 dy
%f_b M, (a,y) cos %dy
L [?, Ma(a, y)sin 222dy
L[ F. (z,b)cos M2y
L[ F.,(z,b)sin 2 dy
L[ My(x,b)cos EEdy
% ffa M, (x,b)sin %dx

% f,bb Fzr(_a‘7 y) CoS %dy
% f,bb sz(—(l, y) sin %dy
% f_bb Mx(_aa y) COS %dy
% f_bb Mx(_a7 y) sin %dy
% ffa F.,(z,—b) cos %dw
% ffa F,,(z, —b) sin 8% dy
L[ My(x,—b) cos Edx
L[ My(x,—b)sin F2dy
(4.26)
1p,
2p,
3B,
ip,
1,
25,
38,
4m,
-
2p,
Zgz (4.27)
5By
6By
"By
8By
gy
2By
SEN
1EN
o
5By
TEN
SEN
(4.28)

La matrice de raideur dynamique de la plaque orthotrope compléte est déterminée
alors en éliminant les constantes d’intégration. Cette matrice, notée K,, se présente

comme suit :

K. (w) = Hy(w) 'Ga(w)

(4.29)
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Pour conclure ce paragraphe, on trouvera l'organigramme récapitulant la procé-
dure de construction de la matrice de raideur dynamique dans le cas des plaques et sa
mise en oeuvre dans le cadre d’une analyse de réponse harmonique et d’une analyse
modale.

Equation différentielle
gouvernante Eq.(4.5)

fetit

Solution générale

Eq.(3.18) de Fourier

iy : 0P
Eqs.(3.18), (4.23) et | |4} t;;.s i‘?"“?.ntes 44 | W, MEgs.(4.24)
4.3) i intégrations (¥ et (4.26) f=Ku
I
I
|

|
i
|
: : :_’ K Eq.(4.29) ——> Eq.(4.28)
i ] :
i i | T, B Egs.(4.24) et | !
Egs.(3.11), (3.33) et : i (4.26) :
i L !

Transformation l

A iy gy g, —-

(3.34) DSM
Eq.(4.29)

Transformation
de Fourier

fetil Egs.(3.35)et Fréquences
(3.36) propres

e

FIGURE 4.2 — Organigramme montrant la procédure d’élaboration du DSM et sa mise
en oeuvre

4.4 Validation numérique du modéle

La validation numérique de 1’élément continu de la plaque a orientation quel-
conque des axes d’orthotropie est menée en comparant ’analyse modale réalisée avec
celle obtenue par la Méthode des Eléments Finis. La solution est déterminée ici par

I'utilisation de notre série de Lévy enrichie avec nombre d’onde dans la direction x
donnés par ki, = k3, = - et dans la direction y donnés par kay,, = ks, = 5. La

structure étudiée est une plaque orthotrope ayant les propriétés suivantes :
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TABLE 4.1 — Propriétés élastiques et geométriques de la plaque orthotrope
Module d’Young suivant x  E, = 120 GPa
Module d’Young suivant y  E, = 10 GPa

Module de cisaillement Gy = 4.8 GPa
Coefficient de poisson Vey = 0.3
Masse volumique p = 1510 kg/m?

Longueur de la plaque (2a) L=1m
Largeur de la plaque (2b) [ =0.5m
Epaisseur de la plaque h = 0.002 m

Les tables [4.3] ci-dessous donnent les premiéres fréquences propres d’une
plaque rectangulaire pour des inclinaisons de l'orthotropie respectives de 6 = 15°,
0 = 35° et 6 = 45°. Pour la modélisation contine, ces fréquences propres sont déter-
minées par ’analyse d’une réponse harmonique a un chargement unilatéral uniformeé-
ment réparti sur le co6té situé en x = a, compte tenu de I'inclinaison des directions
d’orthotropie, ce chargement permet de solliciter ’ensemble des modes de flexion.

TABLE 4.2 — Fréquences propres d'une plaque libre rectangulaire orthotrope pour
0 = 15°. DSM (n=11), DKQ FE (100x50 éléments)

Modes propres 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

MEC (n=11) 8.16 14.56 19.7 23.07 29.32 35.6 49.23 55.87 57.86 62.87
MEF(100x50) 7.27 17.49 19.95 22.64 31.0 36.62 47.83 56.94 59.62 61.67

TABLE 4.3 — Fréquences propres d'une plaque libre rectangulaire orthotrope pour
6 = 30°. DSM (n=11), DKQ FE (100x50 éléments)
Modes propres 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
MEC (n=11) 6.2 17.6 528 70.8 115.0 198.6 88.16 99.3 320 369
MEF(100x50) 6.5 17.5 53.7 68.7 116.5 198.1 85.6 96.7 304 372

Les déformées modales correspondant & ces fréquences sont réprésentées dans le
tableau de figures

TABLE 4.4 — Fréquences propres d'une plaque libre rectangulaire orthotrope pour
0 = 45°. DSM (n=11), DKQ FE (100x50 éléments)
Modes propres 1 2 3 4 5 6 7 8
MEC (n=11) 5.9 14 320 80.1 96.8 121.8 3234 407.2
MEF(100x50) 5.8 16 34.8 69.24 94.6 121.9 320.0 401.9

Le tableau de figures montre les motifs nodaux d’une plaque rectangulaire
en vibration libre et illustre le changement de la forme de ces motifs en fonction de
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I'orientation des axes d’orthotropie. Pour le cas orthotrope 6 = 0, une forme de mode
peut étre identifiée par le nombre de lignes nodales paralléles a chaque bord. De tels
numéros de mode ne peuvent pas étre attribués dans le cas orthotrope quelconque
puisqu’il n’y a pas de moyen clair d’identification. On constate que les formes de
modes et les fréquences naturelles des plaques généralement orthotropes sont for-
tement affectées par l'orientation des axes élastiques du matériau et que de telles
structures ne présentent pas un comportement facilement prévisible.

TABLE 4.5 — Formes de mode caractéristiques d’une plaque rectangulaire libre pour

une orientation nulle et de 15° des axes d’orthotropie.
0 =0° 0 =15°

19,6 Hz 19,7 Hz

£=30,9 Hz f=23,1 Hz

f=41,1 Hz 35,6 Hz

f=54,7 Hz f-62,1 Hz
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Le tableau de figures montre une comparaison des champs de déplacement
calculés par le modéle élément continu et le modéle élément fini.

TABLE 4.6 — Déformées modales EC et EF d’une plaque a axes d’orthotropie inclinés

de 30°.
MEC pour 6 = 30° MEF pour ¢ = 30°
= ~ .

f=115 Hz =117 Hz

[ — =
“
§

5
E) 04 03 02 01

=369 Hz

=372 Hz

Ces analyses modales comparées montrent une bonne concordance a la fois en
termes de fréquences mais aussi en termes de champ de déplacement entre les deux
types de modélisation ce qui constitue une premiére validation de notre modéle. Cette
validation est néanmoins incompléte puisqu’il s’agirait également de confronter les ré-
ponses harmoniques calculées par ces deux modéles sur tout un intervalle fréquentiel.
Un développement logiciel complémentaire reste & réaliser dans ce but.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pu développer un nouvel élément continu susceptible
de modéliser des plaques rectangulaires dont 'orientation des axes d’orthotropie est
quelconque. L’utilisation des séries de Lévy enrichies présentées au chapitre précédent
s’est avérée nécessaire pour pouvoir prendre en compte le couplage entre les contri-
butions SS, AS, SA et AA. Ce couplage se traduit concrétement par le fait qu’un
chargement symétrique conduit & un champ de déplacement qui ne I'est pas. Il s’agit
d’une nouvelle contribution a la méthode des éléments continus puisqu’un tel élément
n’a jamais été formulé. La validation a ensuite été réalisée en comparant nos résultats
a ceux de la méthode des éléments finis (MEF) d’un point de vue analyse modale. Du
point de vue de la réponse harmonique, des développements complémentaires sont a
prévoir.
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5 Formulation d’élements continus de
structures multicouches

5.1 Introduction

En sciences des matériaux composites, le terme multicouche ou stratifié signifie
que deux couches ou plus, appelées également plis, sont combinées & une échelle ma-
croscopique pour former un troisiéme matériau utile. L’avantage des multicouches
est que, s’ils sont correctement concgus, présentent généralement de meilleures qua-
lités que leurs composants ou constituants et parfois d’autres qualités qu’aucun des
composants ne possedent. Ainsi, dans de nombreux cas, I'utilisation de stratifiés est
plus efficace. Au cours des derniéres années, de grands progrés dans les sciences et
technologies ont motivé les recherches concernant ces matériaux. Le développement
de ces matériaux dits structurés a amélioré les performances mécanique, phonique,
thermique tout en conservant une grande fiabilité. Ce chapitre présente la formula-
tion et mise en ceuvre d’éléments continus de matériaux stratifiés pour lesquels il
n’existe aucune symétrie dans le sens de I’épaisseur. Nous qualifions ces matériaux
de multicouches non symétriques. Devant la difficulté de la tache et pour adresser le
probléme de maniére progressive, deux approches sont présentées successivement.

La premiére approche concerne une modélisation de type poutre. Cette modélisa-
tion permet de représenter le comportement de structures dont une des dimensions est
grande devant les deux autres. Elle permet de mettre en évidence, dans ce cas simple,
le couplage flexion/traction que 'on retrouve également dans le cas des plaques.
De maniére a considérer cette modélisation comme un cas limite de la modélisation
plaque qui suivra, nous nous limitons au cas des problémes plans, c’est a dire que nous
n’envisageons pas le couplage flexion /torsion. Ceci conduit a considérer uniquement
le cas d’empilements de plis isotropes ou orthotropes dont un des axes d’orthotro-
pie est confondu avec 'axe longitudinal. Pour de telles modélisations planes, seule la
flexion dans le plan de symétrie du volume est considérée.

La seconde approche est celle des modéles plaques dont les mouvements de flexion
et de membrane sont couplés. On parle, dans le cas des plaques, de couplage flexion /membrane.

La définition de la géométrie et des matériaux dans le sens de 1’épaisseur de ces
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structures est identique. Elle est précisée dans le paragraphe qui suit.

5.2 Géomeétrie

On considére des éléments structuraux de type poutre ou plaque élaborés par
superposition de N, plis dont les matériaux constitutifs sont de nature orthotrope.
Chaque pli est défini par une épaisseur et des directions d’orthotropie qui lui sont
propres. On considére une adhésion parfaite des plis les uns aux autres de telle sorte
qu’il y ait continuité du champ de déplacement a l'interface de deux plis. La sé-
quence des plis est absolument quelconque. Les deux figures ci-dessous précisent la
configuration géométrique de ces éléments.

Pli Nc

Pli Nc-1

Plik+2 2
z

Pli k-1

T-2Az7

Tz

Pli 2
Pli 1

FIGURE 5.1 — Géometrie d'un stratifié non symétrique

Le feuillet moyen ou le plan moyen de la plaque est la surface plane située a mi-
épaisseur. Dans le cas général, la répartition des plis de part et d’autre de ce plan est
quelconque mais pourra, dans certains cas particuliers, présenter des propriétés de sy-
métrie géométrique et matérielle ou méme d’antisymeétrie vis a vis des caractéristiques
élastiques.
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5.3 Modélisation poutre

5.3.1 Hypothéses cinématiques

On rappelle les hypothéses cinématiques classiques qui permettent de prendre en
compte ou non l'effet de cisaillement. Le plan de flexion est le plan (X, Z) :

e Cinématique de Timoshenko : les sections restent planes de telle sorte que le
champ de déplacement puisse s’écrire :

u(z,z) = U(z) + Oy (z)z
{ w(z, z) = W(x) (5-1)

ou u est le déplacement longitudinal selon 'axe =, U(x) le déplacement longi-
tudinal du centre géométrique de la section, fy la rotation de la section autour
de 'axe Y, w le déplacement vertical d’un point quelconque de la section et
W le déplacement vertical du centre géométrique ou fléche.

e Cinématique d’Euler-Bernoulli : les sections restent normales la fibre neutre
de telle sorte qu’il n’y a pas de distorsion angulaire. Cette hypothése consiste
a supposer que Oy (r) = —<%.

_ T
Le tenseur des petites déformations défini par € = % (gradU + grad U) a alors

pour composantes, dans le systéme ce coordonnées cartésiennes :

_ 1 T _ Ou __ dU + Zd@y
R T oz dr dx 9
€= (gmdU + grad U) = { 9. — %Z N %: by 1+ AW (5.2)

Dans le cas de la cinématique d’Euler Bernoulli, la distorsion angulaire 2¢,, est donc
nulle.

5.3.2 Loi de comportement et relations efforts-déplacement

La loi de Hooke dans I’hypothése des poutres, c’est a dire en supposant o, ~
0., ~ 0 permet d’évaluer les contraintes de Cauchy, elle s’écrit :

Ope = E(2)€00 0w = E(2)2L 1 B(z)2%x
{ Oz = 2G(2)€s, = { 00s = —G(2)0y + G(2) (5.3)

Les constantes élastiques E et G sont le module d’Young le long de ’axe de la poutre,
et le module de Coulomb dans le plan (X, Z).

Dans le cas de ’hypothése d’Euler-Bernoulli, la contrainte de cisaillement ne peut
étre déduite de la loi de comportement. Elle reste non nulle malgré le fait que la
distorsion 2¢,, soit nulle. Cette contrainte est déduite des équations d’équilibre.
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Les contraintes de Cauchy permettent de définir des efforts généralisés (résultante
et moment) par intégration dans I’épaisseur de la plaque. On définit ainsi l'effort
généralisé F' et le moment généralisé M par :

e Résultante des contraintes F = fs Opa X + 04, 2dS

e Moment des contraintes en G : fs GM A (0. X + 0,,7Z)dS
Soit, en utilisant la loi de comportement :

{F JoE(2) (% 4 292) X + G(2) (—0y + 9%) ZdS
NILgﬂA[W(N%+w%0X+G@(%Y+%ﬁﬂhw=f¢E@N%+w%ﬁY%

On définit ainsi par projection sur X et Z, 'effort normal N, 'effort tranchant T, et
le moment de flexion My ainsi que les raideurs K, Ko, Krp. Cette derniére raideur
étant la raideur de couplage flexion/traction.

N = Kr& + Krp 4oy

Ty = K¢ ( ey + d‘%) (5.4)
My = KTF =+ Kngy

avec KT—fS dS KTF—fSZE dS KC—fS dS et KF—«[S QdS
Dans le cas de ’hypothése d’Euler-Bernoulli, 'effort tranchant 7 est déterminé

par les équations d’équilibre d'un élément de longueur. En ’absence de chargement
réparti et en négligeant 'inertie de rotation, 1’équilibre du moment donne :

d M
My (x + dx)dx — My (z,y) + Tz(z + dz)de =0 = Ty = — y Y
x
Soit, en termes de déplacement vertical, pour ’hypothése d’Euler-Bernoulli :
d*U d*0y
Ty =—-K K 5.5
z TF 5 + Kp 12 (5.5)

5.3.3 Principe de Hamilton

Ce principe a déja été présenté au deuxiéme chapitre. Il permet de déterminer
d’une part les équations d’équilibre et d’autre part les conditions aux limites qui
permettent de résoudre le probléme élastodynamique. Il s’écrit ici :

to to

vmupmwywma/ T—Vﬁ+5/ Wt = 0
t1 t1

Le développement variationnel est précisé en Annexe B. Il conduit aux équations du

mouvement en termes de déplacements et d’efforts internes. Elle s’écrivent dans le

cadre des hypothéses cinématiques de Timoshenko :

,oS qz = (g
S G = G (5.6)
p]Y ddf;/ = dMY TZ
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5.3.4 Matrice de transfert dynamique

Le caractére unidimensionnel du probléme permet la recherche de solutions fortes
du probléme élastodynamique par la résolution directe de I'ensemble des équations.
Dans le cas des hypothéses de Timoshenko et pour un régime harmonique de pulsation
w, ensemble des équations [5.4] et 5.6 constitue un systéme différentiel d’ordre 1. En
effet, ces équations écrites pour un régime harmonique donnent :

(N =Kr % 4 Krp®ox
T, = K¢ ( @y +

My = KTF + KF
—mpw?U = Cfix
—mpw?W = 4z
\ —]hw2@y == dMy _ TZ

d:p

ol w est la pulsation du régime. La premiére et la troisiéme équations donnent :

du __ KrN KTFMY

dr KTKF KTF KTKF KTF

d@y _ KTFN (KTKF K%F+K%F)MY _ KTFN + KTMY
dx - KTKF_K%F KTK%_K%FKF - KTKF_K%F KTKF KTF

d’otu le systéme différentiel du premier ordre :

( dU __ KpN KTFMY
dr — KrKp—K2, T KrKp— K2,
aw _ Ty
dr — Ko + Oy
dby __ o Krp N Kr My
dc —  KrKp-Kz, ' KrKp—K2,
N — U
#, "
e mpw?W
My — _[,w%0 + Ty

\  dx

Ce systeme s’écrit sous une forme matricielle :

dE
- = [DJJE (5.7)
ou < E>=< U W,0y, N, Ty, My > et
K K
0 0 0 KTKFIiKTF 0 KTKFTFKTF
0 0 1 0 =
0 0 0 Lo 0 1
[Dw] = 9 0 KT(I){F Kip 0 KTKFO*KTF 0
—mpw
Oh —mpw? 0 0 0 0
0 0 —Iw? 0 1 0
(5.8)

E(x) est une vecteur d’état dépendant de la variable x et de la pulsation w. Il est
obtenu par résolution du systéme d’équations différentielles 5.7, En utilisant ’expo-
nentielle de matrice, on obtient :

E(z) = E(0)ePel (5.9)
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E(0) est le vecteur d’état a 'extrémité z = 0 de la poutre. Cette relation linéaire
permet de définir une matrice de transfert dynamique en z notée [T, (x)] reliant le
vecteur d’état situé a l'origine x = 0 de la poutre et le vecteur d’état en un point
quelconque x telle que :

E(z) = [T..(x)]E(0) (5.10)
Le systéme différentiel permet d’obtenir I’équation satisfaite par cette matrice, on
a:
d[T,(z)]
< IE(0) = [D.[Tu(x)]B(0)
x
Soit : AT, (1)
w(T
——= =[D,][T, 5.11
20— DT ()] (511)
avec pour condition a l'origine [T, (0)] = [I] on [I] est la matrice identité. La matrice

de transfert dynamique en x solution est alors :
[Ty ()] = elP (5.12)

La relation matricielle entre les deux vecteurs d’états situés aux deux extrémités de
la poutre est ensuite donnée par la matrice [T, (L)]. Cette matrice est notée par la
suite simplement [T,], soit : E(L) = [T,]E(0) avec :

[T,,] = elPel* (5.13)

5.3.5 Matrice de raideur dynamique

La formulation de I’élément continu de poutre repose sur le calcul de la matrice
de raideur dynamique. En séparant les composantes d’efforts et de déplacement dans
le vecteur d’état E, et en considérant qu’a l'origine de la poutre x = 0 les efforts
internes sont opposés aux efforts extérieurs, on obtient [59] :

_([Ta2] '[T1]  —[Ty2]™
[KW]_( —[Ty] ™" [Tzz][Tu]_l) (5-14)

5.3.6 Réponse harmonique

Ce paragraphe a pour but de valider numériquement 1’élément continu de poutre
multicouche développé par comparaison avec des modéles éléments finis de plaque
multicouche et d’évaluer les limites de ce type de modélisation dans la cadre des
plaques.

La poutre étudiée est constituée de deux matériaux superposés de méme épais-
seur. Il s’agit de :

e un acier d’épaisseur 40 mm de masse volumique 7800 kg/m?, de module
d’Young 210000 MPa et de coefficient de Poisson 0,3.
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e Un aluminium d’épaisseur 40 mm de masse volumique 2700 kg/m3, de module
d"Young 70000 MPa et de coefficient de Poisson 0,27.

Ces deux matériaux sont superposés pour constituer une poutre de longueur 1
m et de largeur notée par la suite b. Lorsque la largeur b est de l'ordre de grandeur
de I’épaisseur totale a = 40 + 40 mm, la structure peut étre assimilée & une poutre,
lorsque cette largeur augmente, le comportement de la structure s’éloigne de celle
d’une poutre pour tendre vers un comportement de plaque.

La validation du modéle élément continu de type poutre multicouche est réalisée
en fixant la largeur b & 60 mm. Cette poutre soumise & des conditions aux limites
libres est sollicitée & une de ses extrémités par un effort vertical T, provoquant la
flexion. La réponse est évaluée a 'extrémité sollicitée et, dans un premier temps, dans
la direction de la sollicitation. Dans un second temps, la réponse est évaluée en cette
méme extrémité mais dans la direction longitudinale de maniére & mettre en évidence
le couplage flexion/membrane afin de vérifier que ce phénomeéne est correctement re-
présenté.

Trois modéles éléments finis plaque dont les maillages sont de plus en plus fins
sont utilisés. Ces maillages sont représentés dans le tableau de figures [5.3.6| ci-dessous.
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Maillage 3x50 éléments DKQ

Maillage 6x100 éléments DK(Q

Maillage 12x200 éléments DKQ

TABLE 5.1 — Maillages éléments finis
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Les courbes de réponses obtenues par ces modéles et par la formulation éléments
continus sont données sur les figures [5.2] et [5.3| suivantes respectivement sur les inter-
valles fréquentiels [0,4000 Hz| et [4000, 10000 Hz|.

150

100

50

-50

20Log10|UZ|

-150

-200

-250

-300

-100 |

1 élément continu
- 12x200 éléments finis
6x100 éléments finis
L - 3x50 élements finis
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Frequency (Hz)

FIGURE 5.2 — Réponses harmoniques comparées sur [0,4000 Hz|
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_80 —
1 élément continu
=100 - 12x200 éléments finis
. 6x100 éléments finis

-120 | - 3x50 éléments finis

-140
N -160
-]
o
o -180
O
2
o~ -200

-220

-240

-260

_280 1 1 1 1 1 ]

4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Frequency (Hz)

FIGURE 5.3 — Réponses harmoniques comparées sur [4000, 10000 Hz|

On observe une parfaite convergence des réponses éléments finis vers la réponse
de notre formulation. Les éléments finis DK(Q étant basés sur la cinématique de Kir-
chhoff il a été nécessaire d’ajuster le coefficient de Timoshenko de notre formulation.
Il a pu étre évalué¢ numériquement a 0,74.

Les deux séries de réponses harmoniques[5.4]et 5.5 qui suivent mettent en évidence
le couplage flexion /traction puisque le chargement reste le méme mais la réponse est
évaluée dans la direction de ’axe longitudinal de la poutre.
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-100
1 élément continu
-120 - 7 12x200 éléments finis
I | 6x100 éléments finis
| - 3x50 éléments finis
-140 | .: |
f \ l'
-160 /| I !_I
= » \ ."‘I ‘\ I
2 180+ o/ \
< e
& \/
= -200F \f
~ |
220 - !
!
-240
-260
_280 1 1 Il 1 1 1 1 ]
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Frequency (Hz)

FIGURE 5.4 — Réponses harmoniques du couplage flexion /traction sur [0, 4000 Hz|

-100

1 élément continu
12x200 éléments finis
6x100 éléments finis
- 3x50 éléments finis

-120

-140

-160

-180

-200

20Log, |V, |

-220

-240

-260

i 280 1 1 1
4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Frequency (Hz)

FIGURE 5.5 — Réponses harmoniques du couplage flexion/traction sur [4000, 10000
Hz|

Une excellente concordance entre les deux types de modélisation est 1a aussi ob-
servée, ce qui confirme la validité numérique du modéle élément continu de poutre
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multicouche. Le couplage flexion/traction est parfaitement représenteé.

5.3.7 Les limites d’'une modélisation poutre

Dans ce paragraphe, la géométrie de la plaque est modifiée de maniére & ce que
son comportement s’éloigne d’un comportement de poutre et se rapproche de celui
d’une plaque. Ces simulations permettent d’évaluer le domaine de validité d’une mo-
délisation poutre pour représenter le comportement en flexion/traction d’une plaque
multicouche. Les réponses harmoniques de six plaques de géométries distinctes sont
comparées a celles produites par notre modeéle de poutre multicouche. L’unique pa-
ramétre géométrique qui est modifié est la largeur b de la plaque. Celle-ci passe de la
dimension initiale 60 mm a respectivement 120 mm, 240 mm, 300 mm, 360 mm et
480 mm. Les maillages éléments finis correspondant a ces modéles sont réprésentés
sur la figure [5.6] ci-dessous.

b =60 mm b=120 mm
b =240 mm b =300 mm
b =360 mm b =480 mm

FIGURE 5.6 — Maillages éléments finis des six modéles de plaques

Les plaques sont en configuration libre, le chargement harmonique imposé est un
effort unité s’exercant au milieu d’un des cotés libres de la plaque. La réponse est
évaluée au point d’excitation.

Les réponses obtenues pour chaque modéle sont représentées sur la figure ci-
dessous.
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b=60 mm b=120 mm
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FIGURE 5.7 — Réponses harmoniques comparées EC poutre/EF plaque

On peut commenter les observations sur la gamme de fréquences [0,4000H z] choi-
sie :

e Pour un ratio b/a inférieur a 0.3, les réponses harmoniques en termes de pics
de résonance sont semblables seuls les niveaux de réponses différent. Le modéle
plaque est moins raide et cette différence est croissante avec le ratio b/a.

e A partir d’un ratio b/a de 0,3, apparaissent des résonances que le modéle poutre
ne peut prévoir. L’analyse modale des ces modéles montre qu’il s’agit de modes
impliquant la flexion le long de la largeur de la plaque. Pour ces géométries,
le premier mode de cette flexion étant inférieur a 4000 Hz, la réponse harmo-
nique est largement influencée par ce mode sur I'intervalle de fréquence étudié.

En conclusion, 'utilisation d’un modéle de poutre multicouche reste pertinent
pour la prédiction des fréquences propres d’une plaque lorsque la fréquence propre
du mode de flexion dans le sens de la largeur est éloignée de I'intervalle de fréquence
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étudié. Il trouve ses limites rapidement en termes de raideur et de maniére plus
progressive en termes de fréquences propres a condition de se situer sur un intervalle
fréquentiel n’impliquant pas le premier mode de flexion dans le plan perpendiculaire
au plan de flexion de la poutre plane. Dans ces cas la, un modéle de plaque multicouche
s’avére nécessaire. Cette formulation est présentée dans la suite de ce chapitre.

5.4 Théorie de plaque multicouche

5.4.1 Hypothéses cinématiques

Les hypothéses de Love-Kirchhoff du comportement en flexion sont associées a
un champ cinématique permettant de décrire les mouvements dans le plan de la
plaque. Cette cinématique prend en compte le mouvement dit de membrane pour
lequel tous les points le long de la normale sont supposés subir un méme mouvement
paralléle au plan de la plaque. Cette hypothése consiste & considérer un déplacement
dans le plan homogénéisé malgré le fait que chaque couche posséde une raideur de
membrane distincte. Ainsi, le champ de déplacement total E(x,y, z,t) est exprimé
en fonction du champ de déplacement du feuillet moyen. Il est supposé de la forme :
E(z,y,2,t) = u(z,y, 2, ) X + v(z,y,2, )Y + w(z,y, z,t)Z avec :

U(.’L’, y’ z? t) - U(aj7 y7 t) + 2/8$
v(z,y, z,t) =V(r,y,t)+ 26, (5.15)
w(z,y, z,t) = W(x,y,t)

ot les fonctions U et V sont les déplacements dans le plan des points du feuillet moyen,

W est le déplacement des points du feuillet moyen dans la direction perpendiculaire
a ce plan, 5, = _%_v;/ et B, = —%—‘2/ sont les rotations des sections respectivement

autour des axes y et x.

Dans le cadre de 'hypothése des petits déplacements, ce champ cinématique per-
met de définir le tenseur des petites déformations € par :

-1 T
€= 3 (gde + grad E)

ce qui donne, dans un systéme de coordonnées cartésiennes (x,y, z), les composantes
de déformation suivantes :

( oU 2w
Cxx = oxr z Oz?
e — OV _ O°W
v oy T F oy ,
— _oU 4 9V _ 9, 0°W 5.16
2€ay = Yoy = 3y T o — X oway (5.16)
2€:Ez = Yzz =
\ 26y, = Yy =0

Le champ de déformation est donc la superposition de :
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— déformations de membrane :

0 ou
€z 3
{e"r=|ey | = o (5.17)
0 oU 4 oV
'ny oy ox
— déformations de flexion :
W
Eﬁx _2882$2
{e} = 6{_,;, — | —25% (5.18)
/ny _22236?;

On peut exprimer les déformations de flexion en fonction des courbures et de la
cote z du point M par rapport au feuillet moyen. Ainsi, les déformations s’écrivent :

el = 2K(z,y) (5.19)
en posant :
2
K, —
K(z,y)=| K, | = —%;Z (5.20)
K 0 W
Yy 28x8y

K(x,y) est le vecteur des courbures de la plaque sollicitée en flexion.

Le champ de déformation s’ecrit alors :

e=¢€e"(x,y) + zK(z,y) (5.21)

5.4.2 Loi de comportement

Le champ des contraintes de Cauchy dans la couche numéro k£ s’exprime dans le
cas d’un matériau orthotrope par les relations comportementales suivantes :

(

—k —k —k
oy = Q11€ma + Quaeyy + Qrg7ay

—k —k —k
J];y = Q2€us + Q22€yy + Qzﬁ%:y (5.22)

—k —k —k
L U]:Zy = Q16€zx + Qo6€YY + QgpVay

soit i
g | =Q | ey (5.23)
Oy Vay
d’ou
o k Y
o | =Q e%y +2Q | K, (5.24)
Oxy ,-ny ny
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Qk est la matrice de rigidité de la couche numéro k dans le systéme d’axes dans
lequel sont définies les coordonnées cartésiennes (x,y, z). Ses termes sont donc fonc-
tions des propriétés du matériau et de l'orientation des directions d’orthotropie par
rapport aux axes x et y.

=k . . . .
Q  est définie de la méme facon que 'expression du chapitre précédent mais
en considérant chaque couche k, soit :

/

Qu = Q% costf+2 ( o + 2Q66) cos? fsin® 0 + Qk, sin* 0

Q12 = (Qn + Q22 — 4Q66) sin?  cos? 0 + Qk (0054 0 + sin 9)

QQQ QY sin* 0 —|— 2 ( o+ 2Q66) cos? O sin® 6 + Q%, cos* 0

QIG (Q’fl — — 2@66) cos® 0 sin 6 + ( —Qk, + 2Q66) sin® @ cos @
Qzﬁ (Qlﬁ —Qfy — 2@66) cos @sin® 6 + ( Ty — Qb + 2@66) cos’ 0sin 0
L Q66 = (QF, + Q% — 20Q%, — 2Q%;) cos® §sin® 6 + Qfg (cos* 6 + sin’ §)

(5.25)
ou les composantes f’J ne sont fonctions que des propriétés matériau de la couche
numéro k, c’est a dire de son comportement vis a vis de ses axes d’orthotropie. Ces
composantes sont définies par :

ko _ By
1 1_’/%”51
Qk — E3
22 1*2’?21;51 (526)
k _ _viaky
]162 1}”52”51
Qs = Gz

ot E¥ et E} sont les modules d”Young dans les directions d’orthotropie 1 et 2 du pli
numéro k, G, et v¥, sont le module de Coulomb et le coefficient de Poisson dans le
plan (1,2) du pli numéro k.

5.4.3 Efforts internes

Efforts de membrane

Sion pose 0™ = (044, Oyy, 0ay)’ , la théorie classique des stratifiés définit les efforts
internes de membrane par :

h/2
N(z,y) :/ odz (5.27)
—h/2
soit :
Yoy —k
Nzg) = [ Qe (e + QK o) (5.28)
k=1 " #k—1

En intégrant dans I’épaisseur :
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Nc

ZG Pz 1)] K(z,y) (5.29)

=1

S

T,y) = liak(% - Zk—l)] (z,9)
k=1

Ce qui s’écrit matriciellement :

N(z,y) = A€e™(z,y) + BK(z,y) (5.30)

en introduisant les matrices :

Ne
—k
A= Q (Zk - Zk_1> (531)
k=1
et
1 e Kk
Ak 2 2
B=2) Q—2) (5.32)
k=1
Les efforts de membrane (N,, N,, N,,) dans le cas d’un stratifié non symétrique ne
sont donc pas seulement fonctions des déformations en membrane (€2, e 72y), mais

sont également fonctions des courbures de flexion et torsion.

Si on cherche a exprimer les composantes de matrices A en fonction de ’épaisseur
er de chaque couche, on obtient, en se référant a la figure :

Ne
= Qien (5.33)
k=1
et en considérant la matrice B, ces composantes s’écrivent :
2k + Zp—
ZQU qu)—( b 5 k-1) (5.34)
on obtient :
N.
=3 Qe (5.35)

k=1

ol la quantité z = @ est la cote du plan moyen géométrique du k-éme pli vis

a vis du plan moyen géométrique de la plaque.

Moments de flexion et de torsion

Les efforts de flexion et torsion sont définis par :

h/2
M(z,y) = / o™zdz (5.36)
—h/2
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soit :
Yo [ —k
M) =Y [ Qe + QK ()] 2 (5.37)
k=1 #k-1
Ce qui conduit & :
1 Nc _k 1 Nc —k
k=1 k=1
Le vecteur des moments de flexion s’écrit donc :
M(z,y) = Be™(z,y) + DK(z,y) (5.39)
avec :
1 & —k
D=:2> Qi —2) (5.40)
k=1

Les moments de flexion et de torsion sont donc fonctions des courbures en flexion et
en torsion, mais sont également fonction des déformations dans le plan de la plaque
stratifiée.

Les matrices caractérisent le comportement équivalent de la plaque respective-
ment en membrane (A), en flexion-torsion (D), en couplage membrane-flexion(B).
Le couplage est nul (B = 0) lorsque le stratifié est symétrique (empilement des
couches symétrique par rapport au plan moyen de la plaque).

Les composantes de la matrice D peuvent aussi s’exprimer en fonction des quantité
déja introduites e et Z,. En effet on a :

2y — 2y = (72 + 20_1) (26 — 20m1) + Zh20-1 — 2020y

soit :
2= = (2 —21)’ + 3 (2 — 21) (26 + 2e—1)” — 3 (21— 22_1)

et donc :
4 (z,:;’ — 22—1) = e} + 12¢,7}

On obtient ainsi :

N. 3
—*k |e _
Dij = E Qi {1_; + eksz} (5.41)
k=1
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5.4.4 Relations efforts/déplacements

En introduisant les relations déformations/déplacements dans les relations com-
portementales précédentes, il est possible d’établir les relations efforts internes/déplacements
généralisés. Ainsi, en détaillant chacune des composantes d’effort interne, on obtient :

No(w,y) = AnG + Any + A (55 + 55 ) — Bulr — Bufl — 2Bl
Ny(a,y) = Al?% + A228_y + Agg %_g + %_Z — DBy %Qg Bz2a2w 2326%
(5.42)

et :

2

Mo(z,y) = Bu®Z + B2V + Bg (% + 2) — D, 5% — —2D16 7.5,
My (z,y) = Blan+B228 + Bag a—U‘F%—Z _DIQW_DQZ__ZD%gi‘g;
M,

y(T,y) = B61 +B(328V+B (8y+6x) Dﬁla — 2D W

oxdy
(5.43)

5.4.5 Principe de Hamilton

Ce principe s’écrit de la méme fagon que précédemment (voir chapitre 2) :

to to
OR) T—Vﬁ+/‘&%ﬁ:0
tq

t1

ou T est I'energie cinétique du solide, V' son énergie de déformation et W le travail
des forces non conservatives dans le déplacement dU(t). Ce développement varia-
tionnel est précisé en Annexe C et conduit aux équations du mouvement en termes
de déplacements et d’efforts internes. Elle s’écrivent dans le cadre des hypothéses
cinématiques retenues et en négligeant I’énergie cinétique de rotation :

pS 8t2 — divN = 0
pg (%2 — divdivM = 0

Soit, dans le systéme de coordonnées cartésiennes défini par les axes de symétrie de
la géométrie rectangulaire :

6Nz ONay _ 82U
+ 1\;9 pS 8t2
dN d 92V
L = s (5.44)
6 Alzz 3 My 9? A4 y O82W
502+ 2 awoy T a2 = PS o

h
ot ps = [?, p(z)dz est la masse surfacique du multicouche. En considérant la masse
2

volumique p* de chaque pli, la masse surfacique du multicouche s’écrit :
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ps = Zg; Pk (Zk - Zkfl)

La combinaison des équations comportementales et des équations d’équilibre dy-
namique, permet d’établir les équations du mouvement de la plaque multicouche, c’est
a dire les équations satisfaites par les seuls déplacements généralisés. On obtient :

0*U 0*U 0*V PW PW PW 0*U

Ang s +A668 7 T (ArztAss) 5o o ~Bu g —Bas o 5 ~3Bio ;- TR
5.45
82 82 82 83 83 83 (82‘/)
A22 a B +A66 O (A12+A66)8 a B22 8y3 B16 By 3B268 82 =p e
(5.46)
83 83 a3v 83U 83U agv 33‘/
B B B B, (392 9V \ . g

Wogs o2 gy TE2 (8x2y " 8x8y2)+ 16 (38x2y N 8x3>+ 20 (33x8y2

oW AW W 2w

_ D11 8x4 - 2(D12 + 2D66)81‘2—8y2 — D228—y4 -+ q= pW

(5.47)

5.4.6 Cas particulier d’une plaque bicouche a deux matériaux
isotropes

Les cas les plus simples de stratifiés permettant de mettre en évidence le couplage
membrane/flexion sont ceux des plaques constituées uniquement de deux plis de ma-
tériaux différents. Parmi ces cas, celui d’une plaque dont les deux plis sont isotropes
et d’épaisseurs identiques est le plus élémentaire.

Les systémes d’équations présentés précédemment se simplifient. D’une part, du
fait de I'identité e des épaisseurs des deux plis, les composantes des matrices A, B,
D se réduisent a :

=

—1 =2

Qi+ Q) e

—1 =2

Q- Q)5 (5.48)
83

—1 —=2
Dij = (Qz’j +Qy) 5

en considérant que le plan moyen du pli 1 est a la cote e/2 et que le plan moyen du
pli 2 se situe a la cote -e/2.

&

D’autre part, du fait de 'isotropie des deux plis, les coefficients @ij s’identifient

aux coefficients @Q;; et de plus Q5 = Qs = 0. On a alors :

Ay = (Q +QF) e
Bi; = ( i 12]) 5 (5.49)

2
Dy =(Q+Q}) 5
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et Ajg = Ags = Big = Bos = Dig = Dog = 0 avec :

11 - QZQ
k pk
k= % (5.50)
ngﬁ =G*

Les équations du mouvement deviennent puisque h = 2e :

An 812 + Ase 322 + (A2 + Age) g;gy Bnagw = 2pse9 3t2
3 2
Ansy ayz + Aes %y + (Ao + A()ﬁ)axay 3118 W= 2p.eLY
3 4
Bllw + Blla—ya + Bia (dz2 + 3232 ) - Dllm —2(D12 + 2D66)a Z0y7 Dlla H
(5.51)

Par ailleurs :

e3 viE! V2E?
D15+2Dgs = (Qm + Q12> +2 (QGG + Q66> = (

1—V12+1—V22

3
Pour un matériau isotrope, on a G* = 2(%% donc :
e [ VB! V2 E? E! E?
D 2Dgs = —
12 7 =P 3(1—V12+1—V22+1+y1+1+1/2)
e[ VE! VE*  EY(1-v')  E*(1-v%)] € E! N E?
T T 1— vt 1—v2 | 3 \1-v?® 122

e3
= g (Qh + Qi) =Dn

De la méme facon :

1 2 —1 =2 VB! V2 E?
A+ Ags = (Qua + Q1) e+ (Do + Qo) € = (1—1/12 + 1_V22> e+ (G + @) e
VBN VE? E! E?
26(1—y12 T T Ao +2(1+u2)>
21t N 202 F? N EY(1—-vY)  E*(1 -7
=e
2(1—v1) 21 —v?) 201 —v)  2(1—v%)
B+ EY(14+”)] BB
o200 —=v®) 21— | (201 —wt)  2(1 —u?)

On écrira donc les équations du mouvement sous la forme simplifiée :

Angs 8902 + Ago ?922 + (A2 + Ags) 23 axay — Bu a;g = pSQG%Qtz

2y
All 8y2 + A66 Ox 2 + (A12 + AGG)Bmay Bll = p82€%t2
BHW i Blla_y?) + By (gx‘;’ + a?;)g ) N Dagx o 2D88§8y - Dagy 268;2

(5.52)
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avec :
(
A = (151112 + %)
[ E?
Ags = [2(1+u 7T 2(1+u2)} €
Ap = (f_lyEllz + iffg) e
63 El EZ (553)
D= 3 (1—1/12 + 1—1/22)
By = 15,112 - 15,222 %
1/1 1 l/2 2 62
L By = 1—512 o 1—522 2

Le couplage membrane/flexion est caractérisé par les composantes By et Byp qui
s’annulent évidemment lorsque les deux matériaux sont identiques.

5.5 Solutions de Lévy

5.5.1 Cas général

Compte tenu des ordres de dérivations impliquées dans les équations du mou-
vement couplées, il semble impossible d’isoler séparément les solutions symétrique-
symétriques, antisymétriques-antisymétrique, symétrique-antisymétriques et antisymétrique-
symétriques. On se propose donc de chercher des solutions numériques par I'utilisation
de séries de Lévy enrichies de maniére a s’affranchir de ’hyptohése de découplage.

La modification de ces séries consiste & les compléter de maniére a ne pas limiter
les solutions cherchées au cas de symétries habituelles. Les séries de Lévy enrichies
proposées sont les suivantes :

Ulx,y) = Up(z) cos(kiny) + Us(z) sin(ka,y) + Us(y) cos(ks,z) + Uy(y) sin(kgnz)
(937 y) = ( ) cos(k1ny) + Va() sin(kzny) + Va(y) cos(ksnx) + Va(y) sin(knz)
Wi(x,y) = 2o Wi(z) cos(kiny) + Wa(z) sin(ka,y) + Wi(y) cos(ksnx) + Wa(y) sin(ky,x)
(5.54)
avec :
=, =12
jn = {M P (5.55)

U(z,y) 20 2 Ui (@)L, () + 3203 Ui (y) Ly, ()
Viz,y) = Z] 1 ]n(w)Lgn(yHZj:g Vi (y) L, (x) (5.56)
Wi, y) = Y2020 35 Wi (@) Ly, (9) + 32525 Wi, (9) Ly, (2)
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Ly, (y) = cos "7~ Ly (y) = =" Ls, (y) LY (y) = - (%)z Ly, ()
Ly, (y) =sin 3 ) Lh (y)="FL,(y) _ ) L5, () == (5) L2.(y)
Ls, () = cos nrg L (x) = — "% Ly, (x) Ly (z) = — (%)2 Ly, (2)
Ly, (z) = sin #7% Ly, (x) = "7 Ls, (2) L () = — (%=)° Ly, ()
et

LE () = (5) Lo, (9) Li(y) = () L1,

Ly (y) = — (%Z)BLln(y) L) L) = (%)4LG(y)

Ly (x) = ("F)" L, (v) L3 (z) = (%)4 Ly, (z)

Ly (2) = = (%)’ Ls, (=) Lj!(x) = ()" Ly, ()

5.5.2 Plaque bicouche 4 matériaux isotropes

Pour un régime harmonique de pulsation w, les équations du mouvement pour ce

cas particulier s’écrivent :

AnZy awz + Aae%[{ + (A2 + Age) gngJ By ;w3 + ps2ew?U = 0

An S ayz + Ags 5 3932 + (A2 + Aﬁﬁ)axay — Bu%p + ps2ew®V =0

Bus 8m3 + Bu gy a & + B <8x2 T a?;ag > - Da;x —2D 2261;

Les solutions de Lévy satisfont donc :

Da Wt ps2ew?W =0

/

An Zle”() L)+ U () L (@)
A MDDl 1Ugn( )L"( )+Z] 3U"( ) . (2)
(A12+A66) YV () jn( )+ VL W)L, (@)
—By W”’( )L (y) + > 3Wyn( )L ()
+ps2€w2 +°OZJ1 ()L ()+Z]3 (W)L, (x) =0
An Z V. (x )L”( )+ 25 VI () Ly, (o)
+A662 Z V”( ) (Y )+Z; 3 Vin (Y )L"( )
(A12+A66) i Uj (@) j,L( )+ 35 Uj ()L, ()
—Bn Y23 1Wgn( D)LY (y) + 25 3W"'( )L, (x)
+P52€W2 +OO ZJ 1 Vi (@)L, (y) + Z; 3 Vi (y) Ly, () =0

Y (5.58)
> s U (u) L (w )

By 1 Ui (@) Ly, (y )+
+Bn E%_ Vi (z )Lm( ) + Zg 3‘/3,7/1,( )Lj, ()
+Bi2 i1 V]”( z)L; (y) + Z] =3 yn( ) j(x)

+ B2 Z+ Z] 1 (I)L/In@)"'z 5 Uj, (y) ()
DS ST W@, )+ S W, W)
—QDZ Zj Wi (@)L (y)+2j 3W"( )L, ()

—D Zg IWJn( x) L} (3/>+Z] 3VVJn< )" Ly, (x)
+p32€UJ2 +Oo Z] IWJH( )L ( )+Z] 3‘/1/]71( )L]n('r) =0
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d’ou :

An Zg 1U”( ) Jn
A Y — () U (@) L
(A12+A66) 22—V (x) Lo, (y)
B Y2 W"'(ZB)LM(?J) - . -
—i—psZer Jﬁi j= IUJn(x Ljn(y)+2j:3 Uj. (y)Lj, (2)
An n= 1 232‘:1 (%)Q‘GJ +
+Ass : V”(x>Ln(
(A12+A66) n= S = ( y) — U (y)La, (x) + 22U, (y) L3, (2)
—B11) 21 (m) Wln( VLo, (y) — (%) W, () Ly, (y) + Z?:g W' (y)L;, (x)
+ps2ew2 e E] Vi (@)L, (y) +
By 1 UJIZ( )L]n (y) +
+Bl1 oo( ) 1, (2) Lo, (y) — n
+B1y 30025 — (B5) Vi () Lo () + (B8) Vi (0) n, () — Sy (22) VL (0) L, ()
+DB1s noci Z? 1 ”T)QU/'n 2) Ly, (y) — (%) UY (y) La, (x) + (%2) UY, (y) L3, (z)
-DY % ZJ 1W"'( )L; :
—2D 3" (W) )
-DY ( ) W, () Ly,
+p52ew2 +OO Z] 1W7n( ) (

s U (y) Ly
%Vz’n(x)Lln(y)—%V (y)L4( )+ %%(y)Lsn(:ﬁ)
)L, (2)

L;,
y) + Zg =3 n( )””Ljn(x)
\ )+ s Wi (y) L, () = 0
(5.59)
Par identification, on obtient pour chacune des trois équations, quatre équations
différentielles satisfaites par les fonctions inconnues U;_y , Vi_4, et Wi_y . Elles

s’écrivent :
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AU + (A + Age) B2Vy — BuW{" + | ps2ew® — Age (nbﬂ)Q Uy, =0
)BTV — BuWy 4 | ps2ew? — Ag ("2)?| Us, =0

)2V + By (22 ) Wy, + |ps2ew® — Ay (%)2 Us, =0
Arg + Ags) “TV5 — B (%) Wi, + | ps2ew?® — A1y (%)2 Uy, =0

AgeV{! + ( )25 U+ By (%) Wa, + | ps2ew? — Ay (25)?| V4, = 0

AgsVy, — (A12 + Aee)22U] — By (2F ) Wi, + |ps2ew® — Ay ("—)2 Vs, =0

A Vi + (Ap + Age)"2U;, — BuWg! 4 | ps2ew® — Agg (m)2 Vs, =0

AV — (Aip + Age) ZU; — BuW)' + | ps2ew® — Agg (mr>2 Vi, =0

BuUy, = Bu (%) Va, + Bua (%) V3, = Bua (%) Uf, — DWW 42D (%) WY,

+ [,032&)2 —D ("”)4} Wy, =0

BuUf + B ()" Vi, = B () Vi, = Bua ()" Us, = DW! +2D () W,

+ [pSQew - D (T) } Wy, =0

By (22)" U, + BuVy! — Bua (%2)* Vi, + Bua () UL, + [p.2e6% = D ()] ws,

)2 Wi — DW3" =0

By (22)" Uy, + BuVi! = Bia (2)° Vi, = Bia (%) U§, + |p2e? = D (22)*] W,
| +2D (=) Wy — DWW} =0

2

(5.60)

Par identification, on obtient pour chacune des trois équations, deux équations
différentielles satisfaites par les fonctions inconnues U;_5 , Vi_o et Wi_o . Elles
s’écrivent :

Asg + Agg ”7 Vi — BuW}" + | ps2ew? — Ags (%) Uy, = 0
AUy — VI = BuWi' + | ps2ew?® — Ags (%) | Uy, = 0
AgsV7 + ( o é + B ( ) Wa, + | ps2ew?® — Ay (m)z Vi, =0
AgsV3 — (Asa + Age)2ZUL — Buy (%2)* Wi, + | ps2ew® — Ayy (22)%| V, = 0
BuUY — By (%) Vo, + Bz () V4 — Bip (%2)* U, — DW{" + 2D ()" Wy,
—I—[pSQew —D(b) ]Wln—()
BuUs, + Bu (%) Vi, = Bua (%) Vil = Bu ()" Us, — DW3Y/ 42D ()" Wy,
{ + [pSQew — ("”) ] Wy =0

AnUy +

(5.61)
Par identification, on obtient pour chacune des trois équations, deux équations diffé-
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rentielles satisfaites par les fonctions inconnues Us_y4, , V5_4, et W5_4 . Elles s’écrivent :

( AgeUs + (A1p + Agg) "V, + B (m) Wi, + | ps2ew® — Ay (%)2 Us, =0
AgeUy — (A2 + Agg) V5 — Bny (M) Ws, + | ps2ew? — Apy (%)2 Uy, =0
A11V A12 + A66)%U4 — BHW?Z” + pSQBW — AG (nﬂ-)2 ‘/3” = 0

~Byy (22)° Ui, + B V' — Biy (22)° Vi + By (%) UY, — D47 + 2D (%) W,
+ [pSQew - D (M)ﬂ Wi, =0

Bll ( ) U3n + Bllw/ B 12 (%)2‘/4/71 — 812 (%) Ué/n _ DWZTZ/ +2D (%)2Wi/n
* [psQew - D () } Wi, =0

+
AV — (Aix + Age) U3, — BuWy” + | ps2ew® — Agg (%)2 Vi, =0
2

(5.62)
que l'on écrira de maniére simple le premier systéme d’équations différentielles :

( ClU1 + Og(n)‘/;n + Cng/Z + C4(7’L)U1n =0
ClUél Q(H)V,n + CgWQHTi + C4(7”L)U2n =0
C5VH + Cg(n)U %, + C@(?”L)Wzn + C7(n)V1n =0
CsVy — (”)U1n — Co(n)Wy,, + C7(n)Va, =0
—C3U7) = Cg(n)Va, + Cs(n)Vy, + Co(n)Uy, + CroW7 + Cri ()W + Cra(n)Wy, =0
L —CgUéH + Cg(n)Vln — C’g(n)V{; + Cg(n)Uén + Cl()WQI/TZ/ + Cu(?’b)WQ//n + Cm(?’(L)WQT)L =0
0.6

=
C C
(Uf, = = S0v;, — Gwy - SR,
C: C
Uy = 2(1")‘/1 C3W2’” _ 4(n)U
C C'
Vi = —ggy oy, Z oty
C Ce( _Or(
Vi = 2(” Ui+ S, 7”)1/
CC(n) Cz(")CS CB(H)CQ(H) C3C3(n)C7(n) | Cg(n)C7(n)
Cy(n)+—355=+ + Cs(n)+ + c
W = — R | Uj, + SV, — Sl
Clo+cf1 Crotgy 010+Cl
Cia(n)+ C3C2(M)+C6(n) 4 C6(n)Cg(n)
_ C1C5 — Cs Wln
C’10+C%
0304(n) C3(n)C3 | Cg(n)Ca(n) C3C5(n)C7(n) , Cg(n)C7(n)
WI///__ C’g(n)Jr + Cq + Cs U/ . Cﬁ(n)Jr C1C5 + Cy V o C11 W//
2n T cz2 2n C§ In 2n
Clo+c Crot+a; Clo+c
012(n)+0302(n)+06(n)+Ce(n)cs(n)
_ C1Cs - Cs W,
. C10-&-Cf1
(5.64)
2 2
avec Oy = Ay, Cy(n) = (A2 + Ass) 7, C3 = —Bi1, Cy(n) = [ps2ew — Ags (2 };

C15 = A667 CG(”) = Bll (%)37 07(n> = [pSQer _All (nTﬂ—)Zi|; CB(TL) = B12 (Tﬂ),
Cy(n) = =B (%)2
Cyo=—-D, Cy1(n) =2D (”T”)Q, Cia(n) = [,0526(,«)2 - D (”{)4

[ I
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le systéme couplé d’équations différentielles ordinaires ([5.64]) peut étre écrit sous
forme matricielle : )
d'Z,
dx
1 - !/ / !/ ! !/ " n / " "
On pose <' Z,, >= (U,,,, U] ,Us,,U; , Vi, V| Vo, Vo Wy, W W W" W, , W5 W5 W),
on a alors :
logr 1
( an - ZTLQ

='R(n)'Z, (5.65)

17t . Ce(n)1 C31 Cy(n)1

an — _C_l Zn8 - C_l Zn12 - C1 an
1Z7/z3 = 1Zn4

171 _ Ca(n)1 C31 C4(n)1

Zng = G Ine — G Znie — —g, Zn3
1Z;L5 =1Zys

1rr . Ca(n)1 Cs(n)1 Cr(m)1
Zlg = — s Ly — o Zn13 — Cs Zns

IZ;H 1Zn8

1Z7/L8 — CQC_(:)lZnQ + CGC_(STZ)IZHQ _ 070_(571)12”7
Zng = Zno

1Z7/110 ='Zm

1Z7,111 ='Zno

C3Cy(n) CQ(TL)C:; Cg(n)Co(n) C3C9(n)Cr7(n) , Cg(n)Cr(n)
1Z, . Co(n)+ 3czi + 20105 +-=5 052 1Z Co(n)+=3 26*1057 +=2 057 1Z C11(n) 1Z
T = — 7 n2 + 2 n7 T o7 “nll
Crote Croter Croter
C’12(n)+CSC2g;>C+5C6(n)+Cs(nc)'§'8(n) 1
- c32 n9
0104’0*1

17/ _ 1
Zni3 = Znia
17/ 1
Zn14 — Zn15
171 1
Zn15 - Zn16

C3Cy(n) 02(”1)03 Cg(n)Co(n) C3C9(n)C7(n) , Cg(n)C7(n)
Ly Co(n)+=2Gh=+ =5+ =82 1y Co(n)+ =445+ =8 17 Cu() 15
nlé — — o2 nd o2 nd o2 nld
Crot+z* Ciot+z* Crot+z*
Cha(n)+ C3CQé"i)c"Z’CG(")+CG(”C)’§8(n) )
- c32 Zn13
\ OlO"!‘C*1
soit :

1 ~{ "Rui(m)] [*Ryz(n)]
R“‘)‘([lRmm)} [1R22<n>]) (5.66)

dans laquelle :

0 1 0 0 0 0 0 0
Ca(n) Ca(n)
SGm g 0 o 0o 0 -Gn

0 0 0 1 0 0 0 0

Cu(n) C2(n)
R, (n) = 0 0 — 401 0 0 201 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
Ca(n) Cr(n)
0 0 0 -G gl g 0
0 0 0 0 0 0 0 1
Ca(n) Cr(n)
0o “m g o o0 -4m 9

(5.67)
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MULTICOUCHES
et :
0 00 0 0 00 0
0 00 -g_f 0 00 0
0 00 0 0 00 0
0 00 0 0 00 —%n
1 o Cq
Rem)=| 0o 90 0o 0 00 0 (5.68)
0 00 0 - o0 0
0 00 0 0 00 0
Co(n)
200 0 0 00 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0O 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 F, 0 0 0 0 'y, 0
1 o 1n 2n
Bam) =10 0" o o 0O 0 0 0 (5.69)
0 0 0 0 0O 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 '/, —-'F 0 0 0
et :
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
B, 0 —% 09 0 0 0 0
! Rya(n) = oty (5.70)
0 0 0 0 1 0 0 0 '
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 'F, 0 —Sut g
Clo—l-cf:z
Lo | CotmCalaimy S Calacate
Fln__ o2
Crot+gt
) CG(”)+03C2C/V(7L6)407(7L)+08<nc)‘4?7(n> . 012(n)+0302é:n)ct06(n)+C6(7g?8(n)
an — 1%5 = 5 , an [ 1%5 =2 5
Clo-‘rcf? C10+7?

On écrira de maniére plus simple le deuxiéme systéme d’équations différentielles :

( 013U§,n + 014(’@)‘/4/” + 015(7"L>W4n -+ OlG(”)UBn = 0
CI3U£” — 014(71)‘/}5'", — 015(71)W3n + ClG(H)U4n =0
017‘/;3/; -+ 014(71)Uin + C’18W§Z + Olg(n)vén = O
017‘/;{; — 014<H)Uén + CwWiZ + C’lg(n)V4n =0
—015(71)U4n — Clg‘/gl:: -+ 020(71)‘/3/” —+ 021 (n)Ui’n -+ CQQWéZ/ —+ 023 (n)Wé’n + CQ4<N)W3n =0
015(71)(]3" — CISV/;/ + Czo(n)wn — 021 (n)Ué’n + CQQW&Z/ + OQg(TL)WZn + 024<H)W4n =0
(5.71)
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5.5. SOLUTIONS DE LEVY

( 171 _ _014(n)V/ Cls(n)W _ CIG(n)U

bl Tl Clalyy
" 14( / 15(n _ Cis(n
Uy = Gty Culiyy, Gy,
n . Cian)ym Ci8 Tx/ 1 C192n)v
3n——c—57U4n—c—17 O Vo
v _ Cun)rm Cistr/m _ Cio(n
‘/zln - Ci7 Un Cl’?W“« Ci7 ‘/;L"
C18C19(n) | C14(n)C1g | Cay (M)C14(n) C18C14(n)C16(n) | C21(n)C16(n)
W Coo(n)+ Cit + C13C17 + Ci3 V! Cis(n)+ C13C17 + Ci3 U
n 2 3n o2 4,
CQQJFT 022+071§
C18C14(n)+Cq5(n) | C21(n)C15(n)
Ca3 n) W// C24(n)+ C17C13 - + C13 W3
022+c CQ?"'Tﬁ
C18C19(n) | C14(n)C1g | Ca3 (M)C14(n) C18C14(n)C16(n) | C21(n)C16(n)
W’Z’ = — Cao(m)+ =5, 0132017 Ci3 ‘/4/n _ Crs(m)+ C13Ci7 * Ci3 Us,
022+Cl7 022+017
C18C14(n)+Ci5(n) | C21(n)C15(n)
_ 023(71% Wi/ _ 024(7l)+ C17C13 5 + C13 W4
C n C n
L C’22+Cfi§ ng—i-c—i?

avec O3 = Agg, Cra(n) = (A1 + Ags) %, C15(n) = B (%)3, Cis(n) = [P526W2 - An (%T)Q]a
Ci7 = An, Cig = =By, Cig(n) = [p526w2 — Ags (%)2]7 Cx(n) = —Bis (%)27
Ca1(n) = Big ( ) Cy = =D, Cy3(n) = 2D (%)2, Cou(n) =

le systéme couplé d’équations différentielles ordinaires (5.72)) peut étre écrit sous
forme matricielle :

2
CZa _2pmyz, (5.73)

On pose <2 Z, >= (Us,, U4, Uy, Uy Vo, Vi Vi, VL W W W2 W2 W Wi WL W),
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on a alors :
2071 __ 2
1752 b, cuting,,  cgeg,
271 __ 2
271 2

271 __ 2
2r71 _ 2
anO - anl
271 _ 2
anl - an?

C18C19(n) |, CTa()C1g | Cay(n)C1a(n) C18C14(n)C16(n) | C21(n)C16(n)
2Z/ _ Ca0(n)+ [ + C13C17 T C13 QZ C1s(n)+ C13C17 + Ci3 2Z
nl2 = ¢ n6 1 e n3
022+Cf1§ C22+Cf1§
C18C14(n)+C15(n) | Co1(n)C15(n)
Ca3(n) 2Z Caa(n)+ C17C13 + Ci3 2Z
0%8 nll C%S n9
022+Cf17 C22+C*17
2 rz71 _ 2
anS - Zn14
2 rz71 _ 2
2Zn14 - 2Zn15
7 =47
nlb nl6
C18C19(n) | C1a(n)Cig | C9)(n)Cra(n) C18C14(n)C16(n) |, C21(n)C16(n)
ZZ/ _ Cao(n)+ it + C13C17 + €13 QZ _ Cis(n)+ C13C17 + C13 2Z
nl6 c2 n8 o2 nl
Cz2+071§ 022+071§

C17C13 C13

g
Coztg-

Ca3(n) 2
L 022_’_0717

2
Zn13

[024(n)+ C18C14(n)+C15(n) + C21(n)C15(n)

soit :

2 _ ( PRu(n)] [PRiz(n)]
R(l'l) - ( [2R21(n)] [2R22(n)] ) (5.74)

dans laquelle :

0 1 0 0 0 0 0 0
Ci6(n) Cia(n)
-%® 0 0 0000 -G

0 0 0 1 0 0 0 0

Ci6(n) Cra(n)
2R11(n) _ 0 0 — 10613 0 0 5‘13 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
Cia(n) Ci9(n)
0 0 0 — 5‘17 (,317 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
Cia(n) Cio(n)
o X2 0000 =0
(5.75)
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et :
0 00 0 0
000 0 -—ge
0 00 0 0
G5 00 0 0
2 _ C
Rem)=1 % 00 o o0
0 00 —g—g 0
0 00 O 0
0 00 O 0
0O 0 0 00
0O 0 0 00
0O 0 0 00
) B 0 0 'F, 00!
R (n) = 0O 0 0 00
0O 0 0 00
0O 0 0 00
~F, 0 0 00
et :
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
"Fen 0 —0023—(228 0 0 0
2 . 22+0717
Rap(n) = 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 'Fs, O
avec .
1R — O (n) - C1810(0) +Ciz,ll(3’;c)vf718 4 C21lmCiatn)
C22+%
1F5n: 015(n)+c1805411;nc)16;12(:)+021(7é)gl6(n) | 1F6n:
C’zz-i—ﬁ

(5.76)

NS © O OO OO

[~
(4]

SO OO OO OO
SO OO OO oo

Q
5

(5.77)

—_

coocodooo
3
Hdooococoococo

OO OO O o oo

S O OO
S O OO

(5.78)

o = O O

C18C14(n)+C15(n) + C21(n)C15(n)

C17C13 Ci3

[024(71)—1—

o2
C'zz-l-fci?

Soient ‘), i € {1,...,16} les valeurs propres de 'R(n) et 'Q,, ses vecteurs propres,

la solution peut s’écrire comme suit :

16
Zn == § ZOénl(gne At
=1
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MULTICOUCHES
(U () = 2.0, e " Que ™
Up (x) = 30,2, o Qe e
U, (x) = .2, " Que ™
Us, () = 30,2, ', " Que ™
Vln(x) _ 2131 z‘an5iQne An@
V() = S, Qe
Vo (2) = 200, fo, Qe o7
L] Vi) = 2 0,5
Wi, (2) = 300 e
W/n ($) _ leil zanloiQne An
W (2) = 32,0, T Qe ™
W) = S0 Qe
Wor () = S50t 191
Wi, () = 2.7, 0, Q0
W”n (z) = Zgl ianlanneiAnx
\ W//n/ (gj) _ Zzli iOénwiQnei)‘"m

De méme, '\, i € {17,...,32} les valeurs propres de sR(n) et ‘Q,, ses vecteurs
propres, la solution peut s’écrire comme suit :

32

. . 7/
Zn - E ZOénl(gne Any

((Us,(y) = 32217 0, Qui, Y
U/n (y) = Z?in ainQ%ne)\iny
(y) = Y o17 @i, Qi Y
(y) = 2?217 ainQ4ineMny
Vi, (y) = Z?in ainQSineM”y
Vi (y) = 202 17 i, Qi €
Vi, (y) = 2?217 ainaneMny
()

Ny Vi (y) = Z?%QN Oéz‘"Qsz‘ne’\“fy
W, (y) = 327717 @i, Qoi Y
W (y) = 2;217 i, Qroi, €Y
WY (y) = 30207 i, Quug, e
Wi (y) = 30207 i, Quai, Y
Wi, (y) = 3217 i, Qusi, XY
W/n (y) = Z?il? OéinQMine/\iny
Wi (y) = X027 i, Qusi, XY
[ W (y) = X207 i, Qi

5.5.3 Matrice de raideur dynamique

Les séries de Lévy enrechies sont exploitées pour construire la matrice de raideur
dynamique d’une plaque multicouche non-symétrique. la matrice de rigidité de la
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5.5. SOLUTIONS DE LEVY

plaque est évaluée par projection sur une base de Fourier des champs inconnus efforts
et déplacement définis sur le contour de la plaque multicouche. Les 8 fonctions défi-
nissant le déplacement de membrane et de flexion sur chacun des bords sont projetées
sur une base de Fourier définie par :

N k N .k
SU0+Zk 1 sUk cos ﬂy+2k 14Uy sin =4

gEZi z; §Vo + Zk 1 §Vk cos 1::, + Zk L 4V sin ’”:;
Wi(a,y) EWo + Zk L §W cos X by Zk LW, sin : by
Be(a,y) LB0 + Zk 1 &Bak cos =4+ Zk 1 4Bk sin =Y
U(z,b) U0 +Zk | 2Uy, cos *E k” —i-zk 14U sin 72 k”
V(z,b) §Vo+ Zk 1 §Vi cos 2T bz + Zk 1 4 V) sin 22 k”
W (x,b) Wo + Zk | £W, cos 22 5% + Zk | 3 Wy sin A7z
(z,0) 508y + Zk: | §By cos *IE bz +30 Aﬁyk sin kro

| ]
2 8

SSf3scSs
|
S 8
SAORTISINAS

3 3 Kty N kry
UO+Z’fv:1 SUkcoskT%—Z],{;f 1 Uksmkb
Yy kmy
SV0+2k 1 VkCOSk Jer U sin 0
SWO + Zk‘ 1 SWk COS ﬂ—y —+ Zk; 1 AWk‘ Sln Ky
kﬂy k Ty
Sﬁxo + Zk 1 Sﬁmk Cos + Zk 1 3 Ber sin -

(i’: SUO+Zk | §Up cos 22 km +Zk L 4 U sin K22 knz
W (x, —b) §Vo+ Y 3V cos bro | iy Vi sin k22 krz
5;,(1;: —b) sWo+ Z’f 1 sWi cos 72 km + Zk | AWy sin #22 km

k ke
Sﬁyo + Zk 1 S@yk cos “Z% + Zk 1 Aﬁyk sin ﬂ

(5.79)
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MULTICOUCHES

CHAPITRE 5. FORMULATION D’ELEMENTS CONTINUS DE STRUCTURES

tandis que :

S S DS DD D D8 8 8 8 88
S o DD D DD DR 8 8 888885 o g T T = 9 8 8
R R R R B R B B SRS AR GG S i g C
S o D Oy DY Y s s 8 s 8 8 8 8 wbﬂbwbwbibibibﬂbﬂawawawawawamm
wwanTwwawbnbwbwawawawawawawawaN e I IS I B B B = e = IS I B B A
S I I B e e B e B B e B - B I R T e R
L 2883828288228 2s388828 3 72%38% 2E27F8R3E &SR
C.&C.qUCSCSC&C.&CSCS\W/\I/\I/)\)\I/\I/\I/\ML/\I/\%/)\I/)C n o

a,

S 5 5 <5 S

SRS SRR &@UUVVWW&@MW/U\WW/W\WMMW/UKWW/W\W@BM

S~ -~ S o
SR e e e e To o T8 I8 I8 ]

]

~

a,

S

Z,
L,
a
a
a
a
a
a
a
a

8 8 8 8 8 g8 g 8 8 NN

3, S, 03 ST~ 3

3
a_a_aa s _1e _bbb..,obb.brﬂbbbbbbbbaaa, aaa SIS
R e R e e e L R R R i e e
e S =0 =L o o Ho —o—] 83— S| 3 S ) g~
[l
z 2z =2,z A5 %R 2z s 2 AR R 7z AR %% 22 7225 Z
UUVVWWﬁwaUUVVWWRWRWUUVVWW@@UUVVWWRW@W
RN (N TR TRRD TNV N Ny THRFTF RN Lty TR

L A

e
2R e e IR Is g

Bz
a
a

S 03 S ST
<8 18 Iz |38 |
% f_ TS

3
“IR R 18 518

S ~ ~
=
f.b 2 1o |

IS]

_IA_..n.m~u 1_% 1_% 1_%1_%1_%1_% _I._om_l_n.).a.l_%l_nm~
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En factorisant ces développements par chacune des constantes d’intégration, on abou-
tit a I’écriture matricielle suivante :

§U0 1040
15V0 2ag
1SWO 3040
%Bmo 4oco
Ugp 50‘0
Q%Vo Saq
2gVV[) 7a0
%Byo 2&0
Uo ag
fgvo 10&0
;WO %Jﬁh [Hio(y)] dy %f__bb[H1M(y)] dy i;ao
%%0 5q J24 [H2o(2)] dz 3q J_qaHam(z)] dz 1320
8.0 35 J2y [Hao(v)] dy 5 15, (Fan ()] dy 1420
Ly 2 /20 Mao(@)]dw 26 /% Han ()] dz 15
gﬁyo ?ﬁ,f,b [Hso(y)] dy ? f bb[HlM(y)] dy 16040
. %a fi;a [Heo (z)] dz b ffba [Ham (z)] dz ]
: 35 /25 [Hro(y)] dy 35 /25 Ham ()] dy :
%UN o [%, [Hso(z)] dz 5 [%, Ham(z)] do ;QN
U
AUN anN
1 3
VN . an
iy , , 4
foVVN Lyt [Hio(y)]cos MF¥dy ... fﬁb L HyMm(y)] cos MY dy JoN
P 1t Hio)]sin Sf¥dy ... fb, L [Hip(y)]sin ¥y ooN
s Lfe Haolcos Mitdy ... [, L [Ham(e)]cos Xrtdn 7N
BaN an
zﬁmN = % ffa [H20o ()] sin N"Ida: ffa % [Hang ()] sin %dz SaN (5.81)
2qUN Lt [Hso0(y)] cos N;ry dy ... [P, 1 [Ham(y)]cos %dy lgoaN
ggw 18, Hao)]sin Tdy ... [P, 1 [Hgm(y)]sin 2 dy LON
gVN 1o [Hao(w)]cos Xrzds ... [ LiHg\ ()] cos NTZdg 10N
r . «
QAWIJVV % jaa [Hgo ()] sin Ngz dz L ij % [Han (2)] sin N;"z dz ISQz
N
ng %fzb [Hs0(y)] cos ;’ydy fﬁbb% [Hsn (y)] cos Ngrydy gy
ByN /2 Heow)sin fidy ... [P, 1 Hsm(y)]sin Tpdy oy
Py N 16
‘%ByN % 2, [Heo(z)] cos ;ry dy ... [2, % [Hgnm (z)] cos N;""” dzx 17QN
Un 1 @ [Hego(z)]sin Nrz g L. @ 1y x)] sin N"T dx anN
§U a a a a o F6M 18
N NT
aoN %fﬁb [(Fzo ()] cos gty . I 3 [Hon(y)] cos Sty 197
VN 1 N7y b 1 7ry an
5 Vn o J2y Hzo(y)]sin X5tdy . [2) 4 Hyn(y)]sin 272 dy 204N
ng I o) Hgo(@)cos Mrzdz . @) 1 [Hgp(2)] cos X da 2
AW &/ Heo(@)sin Mr2da ... [, L [Hgm(a)]sin Nr=da Zay
B;cN 230‘N
g 24
ﬁﬂa:N an
25
SUN ayn
Un 26&]\;
by 27
fVN aN
28
44VN 200N
SWN an
Wn SOaN
fﬁ 31
yN 32CYN
AByN an
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De méme pour les forces :

N.(a,y)
Nyy(a,y)
F..(a,y)
My(a,y)
Ny(z,b)
Nyy(z,b)
F.y(z,b)
M,(x,b)
_Nx(_aa y)
_Nzy(_aa y)
_sz<_aa y)
_Mz<_a7 y)
—Ny(z,—b)
—Nyy(z, —b)
—F,,(z,—-b)
—M,(z,—b)

SNﬂﬁo + Z]kv 1 SNﬂ?k COS kﬂy + Z]kv 1 Aka sin kiby
ﬂfyo +Zk 1S xkaOSm—l—Zk 1A Cﬂyksulkiby
SFZIO + Zk 1 Ska COs lmy + Zk 1 AFZZ'k sin k%
SMCBO + Zk 1 SMka COS kﬂy + Zk 1 AM:Bk sin kgy
Zk L AN, cos kIt k” - Z,C 4N, sin £z
SNmyo + Zk; 1 SNryk COs == ke + Zk 1 ANryk sin m
SFzyo + Zk 1 SFzyk cos =~ e + Zk 1 AF 2y, SIN kw_x
o T+ Zk | &M, cos *E hra + Zk LA M, sin K2 kra

SNZO + Zk 1 SNIk COS == kﬂy + Zk 1 ANﬂck sin k;)l'y
§Nay, + chv 1 §Nay, cos =% kﬂy + Zk 1 4 Nay, sin ]ml:y
S+ Zk |8 F.,, cos Y k”y + Ek L3 Fuy, sin k%
3]\41O + Zév L M, cos kﬂy + ij LA M, sin ]‘“bry
Lt Zk l‘éN cos L b + Zk L AN, sin Bz
wyo + Zk 1 Ngy, cos =7% br + Zk 1 ANzyk sin m
zyo + Zk 1 SFzy/c Cos =~ brs + Zk 1 AFzyk sin kﬂ_x
o+ Ek L &M, cos Pz k” + Zk LA M, sin T2 k”

(5.82)
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tandis que :

>SS D DD DD D8 8 8888
DD DD DD DI De 8888858 88 = < o < = < o =
S P S T T T R T N T e Hole e e Bl e Hed el o E]Hldl e
5o o o o o He e He o] 5] ] o8 e8] ] oo TS0 1 H 8] 51 2]
wn wn
2z 28285888828z 8328cBE888882cE888 3
m& (B 0 C.& C&m&csc&c&wﬁ\ww))w/)\m/\@/\h/\b/\N)c
—~ e~ T T —~ T —~ — —_—~ T T~ T~ =~
yyyyayyyy\.@/bbpbabbybmy,ﬂaaaavmWUwWJOJO__iw_b
SES S SSSESEEEEEEEETF T T I T T 7T Touad8aged
= = y(((((((((((\(((ﬂ\uy
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> D
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o o
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S FFddEgeEsiagT

3
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fJFJrIﬂIJfJFJFJFJFJFJfJfJleala

1
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Puis par factorisation, on obtient :

N,
5Nz
1 1
§Navo , 0
FzTO 3040
Mo “ag
Eny sa0
2 50{
sNazyg 6.0
FzyO 730
M. Y
y0 8
N, @0
sNzg 9
N, g
§szg b 1 130
§MT'O 55 J2p [G1o(¥)] dy 55 J_p b[Gim(¥)] dy gao
% Nyo & 2, [Gao(x)] da £, alGam(e)] da a0
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La matrice de raideur dynamique de la plaque multicouche compléte est déterminée
a partie les deux expressions (5.81}}5.84)), alors en éliminant les constantes d’intégra-
tion. Cette matrice, notée K(w), se présente comme suit :

K(w) = H(w) ".G(w) (5.85)

5.6 Validation numérique

Aprés avoir déterminé la matrice de raideur dynamique pour une plaque multi-
couche non-symétrique, la validation de cet élément s’effectue par une comparaison
des résultats obtenus par notre formulation et ceux obtenus par la méthode des élé-
ments finis sur le code de calcul Abaqus. La validation n’a pu s’effectuer que par une
confrontation concernant I’analyse modale.
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5.7. CONCLUSION

5.6.1 Propriétés géométriques et matérielles

Les plaques multicouches étudiées dans cette partie sont des plaques multicouches
non-symétrique. les plis sont constitués d’un acier isotrope et d’un aluminium. les
propriétes de ces matériaux sont présentées dans le tableau ci-dessous.

TABLE 5.2 — Propriétés des matériaux
Matériaux  E(GPa) v p
Acier 210 0.3 7800
Aluminium 70 0.27 2700

La géométrie est celle décrite par sur la figure (5.1). Les dimensions sont rassem-
blées dans le tableau ci-dessous.

TABLE 5.3 — Propriétés geométriques de la plaque multicouche
Longueur de la palque 2a¢=1m
Largeur de la plaque 2b=0.36 m
Epaisseur de la plaque h = 0.04 m

5.6.2 Analyse modale

Le tableau ci-dessous donnent les premiéres fréquences naturelles d’une plaque
multicouche & deux plis isotropes différentes pour des conditions aux limites natu-
relles.

TABLE 5.4 — Fréquences propres d'une plaque multicouche non-symétrique. DSM
(n=11), DKQ FE (100x50 éléments)

Modes propres 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

MEC (n=11)  350.3 568.4 920.7 1218.5 1385.2 1789.4 1895.7 2460.3 2590.6
MEF(100x50) 374.9 593.0 999.2 1222.9 1423.3 1859.2 1947.7 2575.7 2622

2698.8
2712.8

Ce tableau permet d’observer une relative concordance des résultats EF et des
résultats obtenus par notre modéle méme s’il subsiste des écarts. La validation du
modéle décrit dans ce chapitre n’est donc que partielle. Par ailleurs, elle nécessiterait
une confrontation des réponses harmoniques calculées. On considére qu’il s’agit d’un
premier élément de validation qui reste d’intérét mais qui devra étre complété de
maniére beaucoup plus exhaustive.

5.7 Conclusion

Ce chapitre décrit une présentation détaillée de la formulation de la matrice de
raideur dynamique de structures multicouches non-symétriques. L’objectif visé par ce
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CHAPITRE 5. FORMULATION D’ELEMENTS CONTINUS DE STRUCTURES
MULTICOUCHES

chapitre était de développer un élément continu de structure multicouche permettant
de prendre en compte le couplage entre les effets de membrane et les effets de flexion.
Cet objectif a été réalisé en partie puisque un premier modéle poutre a pu étre dé-
veloppé et validé complétement alors qu’un second modéle plaque hohmogénéisé n’a
pu étre que partiellement validé pour 'analyse modale. Pour compléter cette valida-
tion, des développements logiciels complémentaires seront nécessaires pour améliorer
la précision des résultats et dans un second temps pour pouvoir valider des calculs
de réponse harmonique.
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6 Conclusion générale et perspectives

Les matériaux composites et en particulier les matériaux multicouches, dont I'in-
dustrialisation est en pleine croissance, possédent des propriétées mécaniques intéres-
santes en termes de masse, de raideur et d’amortissement que les matériaux tradi-
tionnels ne peuvent fournir. Ainsi, pour une meilleure conception et mise en ceuvre
de cette classe de matériaux, il est nécessaire d’en avoir une parfaite connaissance du
point de vue de leur comportement mécanique et en particulier de leur comportement
vibratoire. Actuellement, afin de réduire les cotits de production, la plupart des essais
expérimentaux réalisés jadis sur structures réelles sont remplacés par des simulations
numériques, les essais restant indispensable pour caractériser le comportement des
matériaux constitutifs ou pour recaler les modéles. Ces nouveaux enjeux ont motivé
le travail des équipes de recherche pour modéliser plus finement les structures réelles.
En ce qui concerne les matériaux composites et les structures multicouches, ’approche
la plus efficace et la plus utilisée aujourd’hui dans le cadre de I’analyse vibratoire des
structures complexes est évidemment la Méthode des Elements Finis. Néanmoins, la
précision des résultats obtenus par cette méthode est conditionnée par la finesse du
maillage et le choix des fonctions d’interpolation. Ceci pose de nombreux problémes
lorsque la discrétisation est corrélée a la gamme de fréquences d’étude. Cette thése
s'inscrit dans une démarche alternative basée sur une approche meshless appelée
Méthode des Eléments Continus. Cette approche trouve ces limitations dans la géo-
métrie des domaines d’études et dans la complexité de résolution du probléme continu
élastodynamique. C’est sur ce second point que nos travaux ont permis une avancée
significative dans la mesure ot nous avons pu développer deux nouveaux types d’élé-
ments dont la complexité du comportement vibratoire a pu étre prise en compte.
Il s’agit d’une part des plaques rectangulaires dont les directions d’orthotropie sont
quelconques et d’autre part les plaques rectangulaires multicouches a empilements
non-symétriques.

Dans ce travail de recherche, nous avons ainsi décrit le développement d’éléments
continus de plaques basée sur les solutions quasi-exactes des équations de 1’¢lasto-
dynamique. Cette approche est fondée sur la construction d’une matrice de rigidité
dynamique, fonction de la fréquence, qui relie le vecteur d’efforts géneralisés au vec-
teur des déplacements géneralisés. Dans le cadre des éléments de plaques, ce sont en
réalité les projections de ces efforts sur une base fonctionnelle convenablement choi-
sie qui sont impliquées dans cette relation linéaire. Les conditions aux limites libres
sont nécessaires pour pouvoir réaliser ultérieurement les assemblages de ces éléments

121



CHAPITRE 6. CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

structuraux non discrétisés mais ajoutent de la complexité dans la recherche des so-
lutions. A cette complexité s’ajoute celle du comportement de ces plaques impliquant
des couplages entre contributions symétriques et antisymétriques mais aussi entre
mouvements dans le plan et hors du plan. Face a ces compléxités, il a été néces-
saire de définir dans un premier temps de nouvelles formes de solutions généralisant
les classiques séries de Lévy utilisées jusqu’a présent. La précision des résultats reste
uniquement conditionnée par le nombre de termes pris en compte dans ces séries fonc-
tionnelles. Les nouvelles séries ont ensuite pu étre utilisées avec succés dans le cadre
du développement des éléments de plaques cités. Elles permettent de s’affranchir de
la décomposition de Gorman basée sur une hypothése de découplage des mouvements
symétriques et antisymétriques. Nos modeéles offrent toujours un bon compromis entre
précision et rapidité de calcul. Ils ont ensuite ét¢ validés numériquement compléte-
ment ou de maniére partielle, les réponses harmoniques et ’analyse modale réalisées
sont conformes a celles prédites par la Méthode des Eléments Finis.

Perspectives

Les nouvelles séries présentées laissent envisager la perspective de développement
de plaques qui ne seraient plus rectangulaires puisque les hypothéses de symétrie ont
pu étre levées. Ces développements pourraient concerner :

— dans un premier temps, des plaques quadrangulaires quelconques.

— puis, la prise en compte de théories de plaques d’ordre plus élevés dans le cas
des plaques orthotropes et multicouches.

— l'utilisation de cette approche dans des processus itératifs d’optimisation des
multicouches pour lesquels le nombre de simulations est trés important.
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Annexe A

.1 Flexion de plaque de Kirchhoff

Principe de Hamilton pour une plaque soumise a un ensemble d’efforts extérieurs
non-conservatifs s’exercant sur sa frontiére s’écrit :

to to
VW (1), / T Vi + / SWodt = 0
t1 t1

ou T est I’énergie cinétique de la plaque, V' son énergie de déformation élastique et
OWeyt le travail des forces extérieures non conservatives pour le déplacement 6W.
La variation de ces trois quantités pour toute variation de fleche 6W est détaillé ci-
dessous :

e En négligeant I’énergie cinétique de rotation :

ta 1 [t aw\? LAWY [OW

Une intégration par parties donne :

2 owle [ o*W
§ | Tdt= | ph|oW——| — [ phd dtd
[, rou= fonw e, = [ o s

t1

e La variation de 1’énergie de déformation élastique s’écrit :

(5V:51/§:§dv
2 Js

La loi de comportement orthotrope s’écrit a Paide d’un d’un tenseur du qua-

trieme ordre : 3 = O : £ tel que Cyjiy = Ciyij du fait de la symétrie des tenseurs

de contraintes et de déformations. On a donc :
1 [_ _ 1 = _ _ _ _ _
5V:(5—/E: :Edv:—/éE:C’:E+E: :5EdU:/E:C':5€dv:/E:5Edv
2 Js 2 Js s 1%

La cinématique de Kirchhoff donne un tenseur des petites déformations tel

Qllll
Qllll

que :
2(gry 2 (2% —

[€] = —= 8; ;Vf/ d; 801/3‘;/ = —z[grad{gradW}| = € = —zgradgradWW
oy (ar) oy (v
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=5V = / —20 : dgradgradWdv = / /2 —z0 : gradgraddWdzdS
s SJ-b

>

En introduisant les efforts internes M,z = [ *, —z043dz, on obtient :
2

oV =— / M - gradgraddWdS
s
On a:

— graddW. M raddW), Ms, radsV
div <grad5VV.M> = ( e >°‘ = (& Ga)ﬂ . (& %o >6M5a+(grad5W)

Mg,
B da

= div (grad(swﬁ) — gradgradsW : M + (gradsW) .divM

La variation d’nergie de déformation élastique devient :
5V = — / div <gradawﬁ> — (gradéW) .divMdS
S

On a également :

(sWdivT) oW osw o, 1 o I Mo
Oa O« oo 0f dadf

div (5Wdivﬁ> -

= div (5Wdivﬁ> — graddW.div.M + 6W divdiv

La variation d’energie de déformation élastique devient :
5V = — / div (gradawﬁ) _ div (5Wdivﬁ) + SWdivdivMdS
S

Le théoréme de la divergence en dimension 2 permet de ramener l'intégrale de
surface sur S a une intégrale définie sur son contour dS dont la normale dirigée
vers l'extérieur est notée n. La variation d’energie de déformation élastique
devient alors :

5V = | —graddW.M.n + §WdivM.nds — / SWdivdivMdS
oS S

Sur le contour 05, le gradient de dW est projeté sur la tangente au contour
t et la normale au contour n, c’est a dire : graddW = ag—zvn + ‘92—?/’5, n étant

une coordonnée orthogonale & ’abscisse curviligne s. On obtient :

5V = / _OOW TP Tin + §WdivM .nds — / SWdivdivMdS
98 n 85 S

Le contour étant fermé, une intégration par parties du second terme donne :

8t.ﬁ.n

5vz/ —%—Wn.ﬁ.n+5w
as O

» + 6WdivM .nds — / SWdivdivMdS

S
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.1. FLEXION DE PLAQUE DE KIRCHHOFF

e Les efforts extérieurs qu’'une plaque peut subir sur son contour de normale
n sont un effort trachant 7,, un moment de flexion M,,, et un moment de
torsion M,,;. L’équilibre d’'un élément de surface montre que le moment de
torsion est équivalent & un effort tranchant de valeur %. Son travail est

alors fas oW agﬁ"t ds. Le travail de ces forces s’écrit donc :

ooWwW
6We:pt - Mnn + (7:1 +
a8 3n

aMnt
Js

) oWds

Le principe de Hamilton s’écrit alors, en choisissant 1/ s’annulant aux instant ¢; et
tQ .

to 82W —
VIV (1), / / ~0W g — OWdivdivMdSd
t1 S

to _ 7 _
— / / ——%Wn.M.n + 5W8t'M'n + dWdivM.n + Mm_(%W + |7+ OMo
t 88 871 68 871 (95

Ce qui donne pour ’équation du mouvement dans le domaine S en I’absence de
chargement réparti :

) oW dsdt

O*W
ot

et les conditions aux limites libres sur le contour 95 :

pS—— — divdivM = 0

—8'3'5‘?'“ +divM =T, + %

S
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Annexe B

.2 Traction/flexion de poutre plane multicouche

Lorsque la poutre est constituée d’'un empilement de couches, son énergie cinétique
est évaluée a partir de I'énergie cinétique d1' d’une tranche élémentaire de longueur
dx qui subit un déplacement dans le plan de composantes U, W et une rotation fy.
On a:

dT:%/S ()dS(Cil(t]) dx+%/s ()dS(d;tV) dx—l—%/s ()st(dgty) dz

L’énergie cinétique d’un poutre de longueur L est donc :
1 [h du dw\? oy \
T=- — — In{— | d
(@) () (F) o

avec my, = [¢p(2)dS et I, = [ p(2)2*dS.
Le principe de Hamilton pour une poutre soumise a un ensemble d’efforts exté-
rieurs non-conservatifs s’exercant a ses extrémités s’écrit : VoU (t ), 0 f T — Vdt+

t2 OWepedt = 0 o T est ’énergie cinétique de la poutre, V son énergie de déforma-
tlon élastique et 0W.,; le travail des forces extérieures pour les déplacements 0U, 6W,
00y .

La variation de ces trois quantités pour toutes variations U, W est détaillée ci-
dessous :

e Variation d’énergie cinétique :

2 ! AW\’ doy \’
(S/t1 Tdt—/ 5/ mh( > mp <%) +Ih (%) dxdt
dsU AW\ [ dsW dfy \ [ déOy
// () (o) o () (5 )+ () () o

L dU dW dby
p— _— I
/0 [ (5U = 5W—dt ) + 1,00y dt] dt
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a>*w d?0y

e [’énergie de de deformatlon élastique d’une poutre de longueur L s’obtient a
partir de la densité d’énergie de déformation 2 20 © € soit

/ /amem + 20,,€,.dSdr = / / ( d9y> Ozz + Ops (—HY + CZ_W> dSdx
x
/ /amds d@y zamds—l— (—Hy + ﬂ) /UIZdex
dﬁ[; S

1 dU doy aw
Ve [ N o gt [~y + 25 ) a
~ 2/0 dr Y e +Z( Y+dm)x

En utilisant la loi de comportement :

1 [ dU dfy \ dU dU dfy \ db dW
vz—/ Kp— + Kpp—r (K + Kol ) 22X L Ko =0y + —— dm
0 dx dr ) dv

2 dr " Tde ) dr dx
1 doU doby \ dU doU dofy \ dby
=— Kr— + K — K K
= oV 2/0(Td TFdx)da: (TFd:U+Fd:1:>dxdx
1 au db déU d9 déo aw
+5 / Kp—+ Krp— ) —— + KTF —2 ) = 1 2Ke Oy + —— ) [ by -
2 Jo dx dx "dr ) da dz
doU dfy doby au doby
=— K —_— K K d
2/0 dw(T da:)+ (TFdx+ Fd:c)x
1 au db d(5U dfy \ déo aw
+5 / Kr— + KTF_Y —— + Kp—) =X +2Kco [ —0y + —— | | —06y -
2 Jo dz dz dz dz dz
L dsU dU by | doby dU 66y
= — (K K K K d
/0 dz ( de+ TFOZ:JU)+ dz < TFd:v+ Fd$) v
L
0 dz dr
=0V = / d(SUN + %My + KTy ( 06y + d(S—W> dx
o dx dz dx
= (5/ Vdt = / / 5N d5U 5Myd0l Myd(my + 0Ty | =0y + W + Ty | =
dx dx dx
2 L dN dM dT.
= / [OUN + 36y My + W Ty)s — / oU—— 5eyd—y — T,00y + 5Wd—Zd wdt
t1 0
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.2. TRACTION/FLEXION DE POUTRE PLANE MULTICOUCHE

e Les efforts extérieurs pouvant s’exercer aux extrémités de la poutre sont un
effort normal N, un efforts vertical 7 et un moment de flexion My . Le travail
de ces efforts s’écrit :

OWegt = 5U(O)N0+5U(L)NL+5W(O)7}0+5W(L)7}L+59Y(0)Myo+59y(L)MYL

Le principe de Hamilton permet d’obtenir d’une part :

W

ta L AN d2U dMy d20y dTy
YoU, SW, MY’/tl /O oU (% — pSW> + 66y ( el T, — p]yw) + oW ( .

d’ou les équations du mouvement :

U _ dN
S
My g = "3

420y _ dMy
Iy a2~ dx Ty

et d’autre part :

to
VU, SW, 6y, / [SUN + 50y My + W Ty}
t1

—0U(0)Ny — SU(L)NL = dW(0)Tz0 — W (L)Tz1 — 60y (0)Myq — 66y (L) My rdt

d’ou les conditions aux limites :

ecnzr=1L:
N = Nt ou U imposé
Ty = Tz, ou W imposé
My :MYL ou QY imposé
ecnx=0:

N = —MN ou U imposé
Ty = —Tz0 ou W imposé
My = _MYO ou ey imposé
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Annexe C

.3 Membrane/Flexion de plaque

Le Principe de Hamilton permet d’établir les équations du mouvement d’une
plaque lorsque celle-ci subit également des mouvements de membrane. L’énergie ci-
nétique est complétée pour tenir compte des mouvements de membrane.

On note U le déplacement du feuillet moyen dans le plan de la plaque. Son énergie
cinétique est évaluée a partir de I'énergie cinétique d7" d’un élément de surface d.S
qui subit le déplacement U dans le plan et W hors du plan (I’energie cinétique de
rotation étant ici négligée). On a :

b 2 2
1 dU aw
dl' = - d — — dsS
z/gp(z) Z[(dt) +<dt)]
L’énergie cinétique d’une plaque de surface S est donc :
1 dU\?  [dw)?
T=— - - d
2/Sp5[(dt) +<dt>] 5

p(z)dz la masse surfacique de la plaque.

¥

h

_r3

avec ps = [2,
2

e La variation de I’énergie cinétique s’écrit :

& 1o (" oU\’ oW\
Tdt = - ar
offra=o [ o () o ()
& 2 (95U (0U W\ (oW
Tdt = — | 5 —
<o e [ G G eon () (s

Une intégration par parties donne :

t2 ou ow " t2 02U 02w
5 /t Tdt = /S s [5UE+5WWL — /t pg0U T + pgdW T dtdS

e La variation de 1'énergie de déformation élastique s’écrit :

6V:51/§:§dv
2 S
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La loi de comportement orthotrope s’écrit a I'aide d’un d’un tenseur du qua-

triéme ordre : & = C : € tel que Cijri = Chiij du fait de la symétrie des tenseurs
de contraintes et de déformation. On a donc :

1 o[- 1
5V—(5§/Se. dv—2/556.

La cinématique retenue permet de compléter le penseur des petites déforma-
tions par une contribution dans le plan de la plaque. On a ainsi :

7 : dedv

ol

Il

Allll
(.ﬂ’;ll
+
ol
Qllll
>,
ol
Q
=t
Il
o
|
Qllll
[
ol
QU
I~
Il
=
Q

- 1 T —_—
€= 3 <gmdU + grad U> — zgradgradW

Le tenseur des contraintes de Cauchy étant symétrique :

oV = /5 : graddU — 27 : gradgraddW dv
S

n n
En introduisant les efforts internes Nog = [?, 0apdz et My = [2, z045dz,
2 2

on obtient :

oV = /ﬁ : gradoUdS — /ﬁ : gradgradoWdS
S S

On a (voir Annexe A) : div (grachV.ﬁ) = gradgraddlV : ﬁ—i—(gradéW) divM

et :
<5UN>0¢ _ 5U5N50€ _ 5UBN —|—(5U N/Ba
Oa T da Oa  Pe F oa

= div (wﬁ) — graddU : N + 6U.divN

div (5Uﬁ> _

La variation d’nergie de déformation élastique devient :

5V = / div (5Uﬁ> _ SU.divNdS— / div (gradaw.ﬁ) — (graddW) .divdS
S S

On a également (Annexe A) : div <5Wdivﬁ> = gradéWdiv.ﬁ%—éWdivdivﬁ.

La variation d’energie de déformation élastique devient :

5V = / div (5Uﬁ) _ SU.divNdS— / div (gradaw.ﬁ) _ div (5Wdivﬁ) 4 SW divdiv M dS
5 5

Le théoréme de la divergence donne, si on note n la normale au contour de la
plaque 0S :

5V = / §U.N.n — grad§W.M.n + 6WdivM.nds— / SU.divN + §WdivdivMdS
oS S
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.3. MEMBRANE/FLEXION DE PLAQUE

Sur le contour 05, le gradient de dW est projeté sur la tangente au contour

t et la normale au contour n, c’est a dire : graddW = agW + ‘95Wt n étant

une coordonnée orthogonale a ’abscisse curviligne s. On obtient :

OW o T m 4 5WdivIT.nds— / SU.divN + 6Wdivdiv M d.
S

5V:/ 5UNn—8(S—Wn.ﬁ.n—
a8 0

n 0s

Le contour étant fermé, une intégration par parties du troisiéme terme donne :

5V:/ sUND OV Fin s sy 2t Mn
88 on Js

+ SWdivM .nds— / SU.divN + oW divdiv Md,
S

e Les efforts extérieurs qu’'une plaque peut subir sur son contour de normale
n sont un effort normal dans le plan N, un effort tangent au contour dans
le plan N;, un effort trachant 7,, un moment de flexion M,,, et un moment
de torsion M,,;. L’équilibre d’'un élément de surface montre que le moment
de torsion est équivalent a un effort tranchant de valeur 8](\94’” Son travail est
alors fas 6W8M"f ds. Le travail de ces forces s’écrit donc :

5Wea}t - Nn5Un + M5Ut —+ Mnn— B

oS n

) oWds
Le principe de Hamilton s’écrit alors, en choisissant 0U et 01 s’annulant aux instant
tl et tQ .

2 J— R
VoU(t), VoW (¢ / / —psoU. 88 ps§WaaI/2V + 0U.divN + dWdivdivMdSdt

/ / sUNG - W Tn g s P M o G ndsdt
a8 871 88

1)
+/ N5Un+M5Ut+MnnaW <%+8M”t
t1 oS

on O0s

Ce qui donne pour I’équation du mouvement dans le domaine S en I’absence de
chargement réparti :

) OWdsdt =0

pSW —divN =0
pg 6t2 dwdlv]\/[ =0

et les conditions aux limites libres sur le contour 95 :
N.n=NMN,n+NMN,.t

nMn=M,,
dt.M.n C AT OMpt
ot +divMon =T, + =5
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