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Notations

Matrices et vecteurs

Normes

Matrice identité de dimension n

Matrice identité de dimension appropriée

Matrice nulle de dimension appropriée

Matrice A symétrique définie positive (resp. symétrique définie négative)
Transposée de la matrice A

Transposée conjuguée de la matrice A

Inverse de la matrice A

Trace de la matrice A

Matrice Y telle que AY =0 et [AT Y] est de rang maximal
Matrice bloc-diagonale d’éléments A;, i =1,...,n

Rang de la matrice A

He{A} = A+ AT

Valeur singuliere maximale de la matrice A

Matrice symétrique, le symbole e représente Asq

| - || Norme euclidienne d’un vecteur

Ensembles



Rxm Ensemble des matrices réelles de dimensions n X m

H>m Ensemble des matrices hermitiennes de dimensions n X m
R" Ensemble des vecteurs réels de dimensions n

Rt Ensemble des nombres réels non négatifs

N Ensemble des entiers naturels

l5[0,00) Espace des signaux a amplitude finie
E{} Espérance mathématique

P{} Mesure de probabilité

Acronymes
LMI Inégalité matricielle linéaire (Linear Matrix Inequality)
LTI Linéaire a Temps Invariant
TS Takagi-Sugeno
PDC Parallel Distributed Compensation

Lemme KYP Lemme de Kalman-Yakubovich-Popov
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Chapitre 1

Introduction générale

Le diagnostic ou la surveillance d’un systeme dynamique suppose au préalable une connais-
sance de ’ensemble des grandeurs internes susceptibles de décrire le comportement dynamique
du procédé (les états du systeme). Sur le plan pratique, cette connaissance est souvent difficile,
voire impossible a satisfaire. Les variables directement mesurées par des capteurs ne couvrent
généralement pas la totalité des états du systeme. D’une part, et en raison des contraintes
économiques, il est souvent requis de s’affranchir de certains capteurs afin de réduire les cotts
d’instrumentation et de maintenance. D’autre part, et pour des raisons technologiques, on ne
dispose pas toujours de capteurs pour mesurer certaines grandeurs physiques. De plus, certaines
variables d’état n’ont pas une signification physique et par conséquent leur mesure directe est
impossible. Une solution couramment adoptée pour pallier le manque d’information sur les états
internes d'un procédé consiste a utiliser un systeme dynamique auxiliaire permettant de recons-
truire les variables non directement mesurables au moyen de celles disponibles et du modele
dynamique du procédé : c’est le role d'un estimateur d’état.

Le probleme de filtrage se résume dans I'estimation des états ou d'une combinaison linéaire
des états d’'un systeme en utilisant les sorties mesurées, tout en minimisant I'influence des per-
turbations extérieures sur 'erreur d’estimation. D’une facon générale, la synthese du filtre est
formulé en spécifiant un critere de performance a optimiser. Le premier filtre, dédié a I’estima-
tion de 'état des systemes linéaires, a été développé par Kalman dans un cadre stochastique,
[37]. Dans ce cas, le critere de minimisation souvent retenu est la variance de lerreur d’es-
timation. Des extensions du filtre de Kalman ont été par la suite proposées pour de classes
particulieres de systemes non linéaires, citons le filtre de Kalman étendu. Le filtre de Kalman
a eu un impact considérable dans de nombreux problemes pratiques et a été largement ap-
pliqué dans la poursuite des cibles, le controle de la navigation et la détection des défauts dans
I'industrie nucléaire, etc. Cependant, cette technique est parfois difficile a appliquer a cause
des contraintes imposées. En effet, le filtre de Kalman requiert que les bruits qui affectent le
systeme soient des bruit blancs. En pratique, nous n’avons pas toujours a disposition toutes
les propriétés statistiques des perturbations extérieures. Pour surmonter ces difficultés, une ap-
proche alternative, appelée filtrage H.,, a été introduite. Cette technique de filtrage nécessite
aucune connaissance sur les perturbations a part qu’elles soient a énergie bornée et elle procede
par minimisation de l'effet des perturbations sur I’erreur d’estimation.

Il existe dans la littérature plusieurs approches pour résoudre le probleme du filtrage H,
telles que 'approche par I’équation de Riccati, I’'approche de Lyapunov par LMI, et I’approche
polynomiale. Les inégalités matricielles linéaires (LMI) ont un intérét certain car elles sont ap-
plicables facilement. Leur résolution repose sur des méthodes d’optimisation convexe et elles
bénéficient régulierement de nombreuses avancées théoriques mais également de progres tech-
niques considérables. Durant les dernieres années, ’optimisation convexe sous contraintes LMI
a émergé comme un outil incontournable en automatique et de nombreux problemes réputés
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complexes sont maintenant résolus en l'espace de quelques secondes.

L’objectif du probleme de filtrage H,, conventionnel consiste a concevoir un filtre stable tel
que la norme H, de la fonction de transfert entre les perturbations d’entrée et ’erreur d’estima-
tion est délimitée par un niveau prédéfini sur toute la plage de fréquences. Cependant, dans de
nombreux cas pratiques, les signaux de bruit résident dans des bandes restreintes de fréquences
qui sont souvent connues au préalable. En effet, tout signal de bruit, sauf le bruit blanc, est
généralement caractérisé par un intervalle de fréquences limité. Bien que les méthodes de filtrage
H_, classiques peuvent encore étre appliquées dans ces cas, elles entrainent inévitablement un
conservatisme. Par conséquent, les techniques de filtrage prenant en compte les spécifications
fréquentielles des bruits sont évidemment plus effectives et moins restrictives. C’est précisément
dans ce cadre que s’inscrivent les travaux menés au cours de la these. Pour résoudre ce probleme,
I'idée consiste dans un premier temps a tester toutes les fréquences appartenant au domaine
fréquentiel du bruit pour vérifier une borne supérieure de la norme H,,. C’est un probleme
d’optimisation de dimensions infinies, avec une infinité de contraintes. Une maniere de le faire,
est d’utiliser le lemme généralisé de Kalman-Yakubovich-Popov qui établit une équivalence
cruciale entre une infinité d’inégalités fréquentielles et un nombre fini d’inégalités matricielles
faisant intervenir les matrices d’état du procédé considéré. La version classique du lemme de
Kalman-Yakubovich-Popov permet de vérifier qu'une propriété donnée est satisfaite sur toute
la plage de fréquences. Plus récemment, une généralisation a été proposée par [32], qui permet
de considérer un intervalle fréquentiel quelconque éventuellement borné. Dans le prolongement
de ce résultat, le filtrage H,, dans un domaine fréquentiel limité ait fait I'objet de quelques
travaux dans la littérature, nous citons [2I] pour les systémes linéaires incertains, [28] pour les
systémes incertains a commutation, et [30] pour les systémes non linéaires représenté par le

modele flou de type Takagi-Sugeno.

Motivations et contributions

Malgré I'avantage majeur évident que constitue le filtrage dans un domaine fréquentiel
limité, peu de travaux ont été dédiés a ce sujet, et une large classes de systemes n’a toujours
pas été traité dans ce cadre. Il est donc intéressant d’explorer les intéréts offerts par la prise
en compte des caractéristiques fréquentielles des perturbations extérieures pour concevoir des
filtres moins conservatifs et plus performants.

Dans les travaux de these présentés dans ce manuscrit, nous nous intéressons a la synthese de
filtres H,,, sur des bandes de fréquences restreintes et prédéfinies, pour différentes classes de
systemes dynamiques que nous citons ci-dessous :

1. Les systémes linéaires invariants dans le temps (ou LTI, Linear Time Invariant)
avec des incertitudes paramétriques : Bien que les modeles linéaires nominaux ont fut
I'objet d’un grand nombre de travaux sur I'estimation d’état, ils ne sont pas suffisamment
précis pour décrire completement le comportement d’un systeme donné, ils ne sont que des
approximations dans des situations de fonctionnement particulieres. Dans le contexte des
applications pratiques, il existe de nombreuses incertitudes affectant le systeme physique
et donc son modele. Par conséquent, le développement des approches de synthese des
filtres robustes qui tiennent compte des incertitudes est inévitable. Nous nous intéressons

12



essentiellement aux systemes LTI avec des incertitudes paramétriques, en utilisant la
modélisation sous la forme de polytopes. Cette représentation recouvre des cas pratiques
importants et permet de se ramener a des résultats de synthese de filtres de fagon assez
simple en utilisant les techniques du cas nominal.

2. Les systemes a retards : Les systemes a retards, appelés aussi systemes héréditaires,
constituent un des problemes les plus difficiles rencontrés dans 1’étude des systemes dyna-
miques. Les modeles a retards sont naturellement présents dans les systemes de transport
et de propagation de matiere, d’énergie ou d’information. Par ailleurs, beaucoup d’action-
neurs et de capteurs engendrent des retards qui ne peuvent pas étre ignorés. Le retard, s’il
n’est pas pris en considération des I’étape de synthese du filtre, peut dégrader la qualité
de I'estimation et méme déstabiliser le filtre lors de son application sur le systeme réel.

3. Les systémes non linéaires de type Takagi-Sugeno : La majorité des procédés
physiques réels manifestent dans leur dynamique de nombreuses non linéarités et des
phénomenes incompréhensibles. Ceci rend leur modélisation plus complexe et leur com-
portement plus difficile a caractériser linéairement dans une large plage de fonctionne-
ment. Le modele flou de type Takagi et Sugeno, permettant de représenter les systemes
non linéaires par une interconnexion de sous-modeles linéaires, a attiré ’attention des
chercheurs et a donné lieu a des développements tres riches. Ceci est du au fait que,
malheureusement, la théorie de la commande/filtrage non linéaire manque encore d’outils
de synthese suffisamment généraux. Les systemes linéaires, en revanche, bénéficient d’un
corps théorique beaucoup plus mir.

4. Les systemes en réseaux sous contraintes de communication : Dans de nom-
breuses applications, les différentes parties du systeme de commande, utilisé pour décrire
et guider le comportement et le fonctionnement du systéeme dynamique (les controleurs,
les actionneurs, les capteurs, les estimateurs,...), sont séparés et communiquent leurs
données (mesures/commandes) a travers un réseau de communication. Malgré les avan-
tages considérables des systemes commandés en réseau, I'introduction du réseau entre les
capteurs et le filtre entraine la nécessité de prendre en compte certaines contraintes de
communication comme le retard de transmission, la perte de paquets, la quantification
et les contraintes d’acces au réseau. Dans la littérature, il existe tres peu de résultats sur
le filtrage, sur des bandes restreintes de fréquence, pour les systémes dynamiques sous
contraintes de communication.

Les contributions de cette these portent sur le développement de nouvelles méthodes d’ana-
lyse et de synthese de filtres H,,, dans des domaines fréquentiels limités, ayant pour but la
réduction du conservatisme des approches existantes dans la littérature tout en garantissant
que les méthodes proposées soient numériquement efficaces. Les conditions de stabilité et de
synthese de filtres H,, pour les différentes classes de systemes dynamiques sont formulées en
des problemes d’optimisation convexe sous contrainte d’inégalités matricielles linéaires. Des
exemples numériques et des comparaisons avec des résultats récents de la littérature sont

également présentés afin de montrer 'avantage et 'intérét des approches proposées.

Plan du manuscrit

Ce mémoire est organisé en 4 chapitres qui se présentent comme suit :

Le chapitre 2 présente quelques notions mathématiques sur la représentation d’état et ’ana-
lyse de stabilité des systemes dynamiques. Une attention particuliere est accordée aux systemes
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avec des incertitudes paramétriques de type polytopique, les systemes non linéaires représentés
par le modele flou de type TS, les systemes a retard et les systemes sous contraintes de com-
munication. Ensuite, un bref état de I'art sur les différentes techniques de filtrage est présenté
avec les normes permettant de caractériser I’erreur d’estimation. La section suivante est dédiée
a la technique de filtrage sur des intervalles de fréquences limités. La derniere section revient
brievement sur quelques rappels d’optimisation convexe utiles a la compréhension et a la formu-
lation par LMI, ainsi que quelques outils mathématiques qui serviront de support aux chapitres
suivants, tout en précisant les motivations pour 1'utilisation des LMI.

Le chapitre 3 est dédié a la présentation des résultats portant sur le filtrage H,, dans un do-
maine fréquentiel fini pour les systémes linéaires avec incertitudes polytopiques. Deux approches
sont proposées pour la synthese de ces filtres. La premiere traite le cas des systemes a temps
discret. La seconde est consacrée aux systemes a temps continu. Les théoremes développés dans
ce chapitre s’appuient sur des fonctions de Lyapunov dépendantes des parametres incertains et
sur le lemme de KYP généralisé. Des conditions suffisantes pour la synthese de filtres H,, sont
développées en termes de LMIs, pour garantir a la fois la convergence de I'erreur d’estimation
et un niveau de performance H,, prédéfini. Les performances et les avantages des approches
proposées, par comparaison avec des résultats récents de la littérature, sont illustrés par des
exemples numériques.

Dans le chapitre 4, nous nous intéressons principalement au filtrage H., dans un domaine
fréquentiel prédéfini pour les systemes non linéaires de type TS, avec et sans retard sur le vec-
teur d’état. Les approches proposées sont basées sur des fonctions de Lyapunov qui dépendent
des regles floues et sur les interprétations temporelles du lemme de KYP généralisé. Pour les
systemes a retard, la technique de partitionnement des retards est exploitée afin d’améliorer le
rejet des perturbations. Les conditions de stabilité et de synthese de filtres H,, sont formulées
en termes de LMI. Chaque section se finit avec des exemples numériques qui permettent d’illus-
trer les avantages des approches proposées et de comparer les performances de ces dernieres
avec d’autres résultats de la littérature.

Le chapitre 5 est consacré a la présentation de différentes méthodes de conception de filtres
H, sous les contraintes de communication induites par la présence du réseau entre les capteurs
et le filtre dans les systéemes commandés en réseau. L’effet de quantification des mesures, ainsi
que la possibilité de perte de paquets lors de la transmission des mesures quantifiées entre les
capteurs et le filtre, sont pris en compte des I’étape de la synthese du filtre. Les sorties des cap-
teurs sont supposées étre quantifiées par un quantificateur de type logarithmique avant d’étre
transmises au filtre. Ainsi, les signaux quantifiés sont exprimés dans la représentation d’état
comme des incertitudes bornées en normes. Quant a la perte d’informations dans le réseau,
elle est décrite par une variable stochastique vérifiant un processus de Bernoulli. Les condi-
tions de stabilité et de synthese de filtres H,, sont établies en termes de LMI qui dépendent
du domaine fréquentiel choisi des perturbations. Des exemples de simulation sont présentés a
la fin de chaque section pour illustrer les performances et les avantages des approches proposées.

Enfin, le dernier chapitre résume les différents résultats obtenus tout au long de cette these
en mettant ’accent sur différentes suites possibles aux approches proposées.
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Etat de I’art sur le filtrage des
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2.1 Introduction

Ce chapitre introductif a pour objet de présenter les concepts qui seront utiles tout au long
de ce mémoire, ainsi que quelques travaux de la littérature qui permettent de se positionner
vis-a-vis des résultats dans le domaine du filtrage des systemes dynamiques.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. D’abord, il débute par un rappel des notions
mathématiques de base portant sur la représentation d’état et I’analyse de stabilité des systemes
dynamiques. Apres ces considérations générales, une attention particuliere est accordée aux
différents types de systemes dynamiques tels que les systemes linéaires incertains, les systemes
non linéaires flous de type Takagi-Sugeno, les systemes a retard et les systemes sous contraintes
de communication. Ensuite, nous présentons un bref état de I'art sur les différentes techniques
de filtrage. Les normes permettant de caractériser 'erreur d’estimation et le filtrage H,, sur des
bandes de fréquences restreintes seront également abordés. Dans la derniere section, nous allons
revenir brievement sur quelques rappels d’optimisation convexe utiles a la compréhension et a la
formulation par LMI. Nous présentons également quelques outils mathématiques qui serviront
de support aux chapitres suivants, tout en précisant les motivations pour 1'utilisation des LMIs.

2.2 Présentation des systemes dynamiques

L’analyse ou la surveillance d’un systéme dynamique (étude de stabilité ou stabilisation,
suivi de référence, rejet de perturbations...) nécessite au préalable une bonne connaissance
de ses composants, répartis sur plusieurs états et structurés selon certaines propriétés, son
comportement au cours du temps, ainsi que ses interactions avec le monde extérieur a travers
ses entrées et ses sorties. L’entrée peut étre une commande ou une excitation appliquée au
systeme et servant a controler ’évolution du systeme afin de produire une réponse désirée.
L’entrée peut étre également des perturbations extérieures qui sont en général imprévisibles,
et qui sont dus a I’environnement, l'incertitude des mesures ou les imprécisions des capteurs.
La sortie est la réponse réelle du systeme. La comparaison de la réponse obtenue a la réponse
désirée permet de juger la qualité de la fonction accomplie par le systeme dynamique.

A) Classification des systémes dynamiques :

1. Systemes mono-variable et multi-variable : Un systéme mono-variable est un systeme
ne possédant qu'une seule entrée et une sortie. Alors qu’un systeme multi-variable possede
plusieurs entrées et/ou plusieurs sorties.

2. Systéemes continu et discret : Nous distinguons les systemes dynamiques a temps
continu des systemes dynamiques a temps discret. Pour un systeéme continu, contrairement
a un systeme discret, les parametres le caractérisant délivrent une information a tout
instant de fagon continue, c’est a dire les fonctions d’entrée et de sortie sont définies pour
tout instant.

3. Systémes linéaire et non linéaire : Soit y(¢) = f {w(t)} un systeme a temps continu

qui possede w(t) € R™ comme entrée et dont la sortie est représentée par le vecteur
y(t) € R™.

Un systeme est dit linéaire, par opposition a un systéeme non linéaire, lorsque la fonc-
tion f{.} dépend linéairement de w(t) : la réponse due a l'application de deux entrées
différentes est égale a la somme des deux réponses du systeme soumis a ces deux entrées
appliquées séparément.

4. Systéemes déterministe et stochastique : Dans un systéeme déterministe, une condi-
tion initiale donnée a I'instant présent correspondra a chaque instant ultérieur a un et un
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seul état futur possible. En plus, dans le cas d’un systeme déterministe observable, nous
pouvons prévoir son état a un instant futur connaissant son état a un état initial.

Alors qu’un systeme stochastique est sujet aux effets de hasard, méme si nous avons son
état a un instant initial, son état n’est pas prévisible a un instant futur.

B) Représentation d’un systéme dynamique par son modele d’état :

La modélisation d’un systeme dynamique nous permet d’étudier son comportement actuel, afin
de prévoir son évolution dans le futur et par suite le réglementer pour obtenir la sortie ou la
réponse désirée. La modélisation offre une représentation mathématique basée sur les lois de la
Physique qui décrivent les phénomenes subis par le systeme considéré (Mécanique, Electricité,
Thermique, Magnétisme...).

Une représentation dans ’espace d’état remplace le modele entrée-sortie par un systeme d’équations
qui lie les entrées et les sorties d’un systeme dynamique quelconque tout en suivant de pres
certains parametres essentiels, les variables d’état.

Notons que souvent, la solution du systeme d’équations décrivant un systeme dynamique est dif-
ficile et parfois impossible de trouver a cause des éléments non linéaires du phénomene physique
étudié. Plusieurs techniques et hypotheses simplificatrices ont été développées afin de pouvoir
décrire mathématiquement un systeme dynamique quelconque par des équations différentielles
linéaires ordinaires. Les classes de systemes dynamiques abordées dans ce mémoire sont celles
des systemes déterministes, représentés par un nombre fini d’équations différentielles du premier
ordre couplées entre elles que nous écrivons :

1. Cas continu :

T = fl(xl,"‘ y g, Wiy« ° 7wnw7t>
-j72 = f2<x17"' s Ly, W1y w ot 7wnw>t)
:'tnz = fnz(‘r17"' y Ty W1y * >wnw7t) (2 1)
Y1 = gl(xla"' s Lpgy, W1yt ot awnwat)
Y2 = g?(xla"' y Ly, W1y -0 7wnwat)
Yn, = gny(xla"' y Ly W1,y © awnunt)
2. Cas discret :
$1(l€+ 1) = fl(xla"' y g, Wiy« ° 7wnw7k>
l‘g(kﬁ‘l‘l) = f?(xla"' s Ly, W1y © ot 7wnwak)
mnz(k"‘l) = fnz(xla"'7$nzaw17"'awnwak) (22)
yl(k) = gl(xlv"' s Lpgy W1yt ot 7wnwak)
yZ(k) = g?(xla"' y Ly, W1y o 7wnw7k)
yny<k) = gny(wla”' y Lpgy W1,y 0 awnunk)
ou les grandeurs xy, xo, - - - , x,, sont les états du systeme, les grandeurs wy, wy, - - - , wy,,, désignent
les entrées (perturbations), les grandeurs y1, s, - -+ ,¥,, sont les signaux mesurés, et n,, 1, 7y
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sont des entiers. Les fonctions fi, fa, -+, fu, €t g1, 2, -+, gn, sont a valeurs réelles et peuvent

x

étre linéaires ou non linéaires selon la nature du systeme étudié.

2.3 Stabilité des systemes dynamiques : au sens de Lya-
punov

La notion de stabilité des systemes dynamiques s’attache a leur comportement asympto-
tique, c¢’est a dire leur comportement lorsque le temps tend vers I'infini. L’idée consiste a certifier
que 'évolution du systeme considéré reste proche de son point d’équilibre et y revient naturel-
lement lorsqu’on s’en écarte d’un certain voisinage. L’analyse de stabilité est primordiale pour
étudier le fonctionnement des systemes mécaniques, électriques, physiques, etc.

Dans les travaux de ce mémoire, le systeme dont on souhaite estimer son état est supposé étre
stable. Cependant, il est indispensable de garantir la convergence de I'erreur d’estimation pour
un fonctionnement stir du filtre sur le systeme réel. Ceci est assuré par 'analyse de stabilité du
systeme augmenté, dont 1’état est composé de I'état du systeme étudié et de celui du filtre et la
sortie représente l'erreur d’estimation. Nous nous intéressons notamment a la stabilité au sens
de Lyapunov.

Alexandre Lyapunov est le premier & avoir formulé mathématiquement 1’idée de stabilité a la fin
du 19¢ siecle [34]. Sa méthode permet d’étudier la stabilité d’un systeme dynamique quelconque
sans avoir a résoudre explicitement les équations différentielles décrivant son évolution.

La stabilité simple d'un point d’équilibre implique que 1'état du systeme se rapproche natu-
rellement de son point d’équilibre lorsqu’on s’en éloigne. Le point d’équilibre est dit attractif
si ’état du systeme converge vers son point d’équilibre au bout d'un certain temps. Le point
d’équilibre est asymptotiquement stable s’il est a la fois stable et attractif.

Nous présentons ci-apres des définitions et des théoremes concernant la stabilité d'un systeme
dynamique au sens de Lyapunov.

2.3.1 Cas des systemes a temps continu

Nous désignons par z la condition initiale z(ty), et par z. le point d’équilibre du systéme

(2-1).
Définition 1. Stabilité du point d’équilibre
xe est un point d’équilibre stable au sens de Lyapunov pour le systéme st
Ve > 0,Vty > 0,30 > 0 tels que || zg — . ||< 6 =|| z(t, zo, w) — x, ||< ,VE > 1y
ot x(t, xg, w) désigne la solution & l'instant ¢ > ¢o du systeme [2.1]

Si cette condition n’est pas satisfaite, le point d’équilibre . est instable.

Définition 2. Attractivité du point d’équilibre

T est un point d’équilibre attractif au sens de Lyapunov pour le systéeme ([2.1) si
Vito >0, 30 >0 tels que || zp — z. ||< § = tlim | z(t, xo,w) —x ||=0, Vt>t
—00

z. est un point d’équilibre attractif veut dire que x. est un point vers lequel convergent les
solutions z(t) du systeme (2.1]) si elles démarrent suffisamment pres de ..
Lorsque 6 tend vers +o00, on dit que . est globalement attractif.
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Définition 3. Stabilité asymptotique du point d’équilibre
Le point d’équilibre . est asymptotiquement (resp. globalement asymptotiquement) stable pour

le systéme (2.1)) s’il est stable au sens de Lyapunov et attractif (resp. globalement attractif).

La stabilité asymptotique est la propriété qui est généralement recherchée en pratique.

Cette définition ne nous dit rien sur la vitesse avec laquelle la trajectoire z(¢) du systeme
(2.1) converge vers son point d’équilibre x.. C’est pourquoi, on introduit la notion suivante de
stabilité exponentielle du point d’équilibre.

Définition 4. Stabilité exponentielle du point d’équilibre

Le point x. est un point d’équilibre exponentiellement stable pour le systéme (2.1)) si
38>0, 3Ja>0, | z(t,zew)—z| < alzo—x]| e P V>t

Il est évident que la stabilité exponentielle implique la stabilité asymptotique mais I'inverse
n’est pas nécessairement vrai.

Par la suite, nous nous intéresserons a la stabilité autour de l'origine c-a-d quand z. = 0.
Les théoremes suivants donnent des conditions suffisantes pour la stabilité du point d’équilibre
z. = 0.

Théoréme 1. (Théoréme de Lyapunov pour la stabilité locale et la stabilité asymp-

totique)

Le point d’équilibre x. = 0 est localement stable s’il existe une fonction V(x,t) continue et
différentiable et s’il existe un voisinage v telles que :
1.Veev, V(x,t)>0

2.Vrev, V(t)= dvéf’t) <0

Si V(xz,t) <0, V(x,t) est appelée fonction de Lyapunov au sens strict. Dans ce cas t. = 0 est
un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Théoréme 2. (Théoréme de Lyapunov pour la stabilité exponentielle)

L’origine est un point d’équilibre exponentiellement stable pour le systéme (2.1)) s’il existe une
fonction de Lyapunov V(x,t) continue et différentiable, un voisinage v et des constantes o, 3,
v>0etv >0, telles que :

1.Vrev, alx|'<SV(z,t)<B| x|

2. Vrev, V(xt)<—V(xt).

2.3.2 Cas des systemes a temps discret

Nous désignons par z, la condition initiale z(¢y), et par z. le point d’équilibre du systéme

2.

Tous les théoremes et les définitions ci-dessus restent valables pour les systemes a temps discret
de la forme (2.2]). Cependant, nous donnons dans la suite la définition concernant la stabilité
exponentielle :

Définition 5. Stabilité exponentielle du point d’équilibre

Le point x. est un point d’équilibre exponentiellement stable pour le systéme (2.2)) si

Ela/>07£|pa O<p<1a || $(k’,£)§'0”lﬂ)-$e || < Oé” To — Te || pk_koa VkaOZO
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2.4 Systemes linéaires incertains a parametres invariants
dans le temps (LTI systems)

La représentation d’état est censée étre une image parfaite de la réalité et représenter toutes
les situations de fonctionnement du procédé réel considéré. Si cette hypothese est vérifiée, alors
les performances du filtre garanties sur le modele nominal seront atteintes lors de 'application
du filtre sur le systeme réel.

Malgré leur utilisation et leur présentation fréquentes dans la littérature, les modeles linéaires
nominaux ne sont pas suffisamment précis pour décrire compléetement le comportement d’un
systeme donné, ils ne sont que des approximations dans des situations de fonctionnement parti-
culieres. En pratique, il existe de nombreuses incertitudes affectant le systeme physique et donc
son modele. Elles peuvent étre dues a la variation de certains parametres avec le temps ou les
conditions de fonctionnement, & une connaissance imparfaite des valeurs numériques des pa-
rametres physiques, a la présence de certaines dynamiques et non linéarités qui ont été négligées
dans la modélisation ou a des hypotheses simplificatrices faites lors de la modélisation. De plus,
il ne faut pas oublier les perturbations externes imprévisibles qui peuvent venir brouiller le
fonctionnement du systeme asservi. Dans certains cas, de petites incertitudes sur le modele
mathématique, utilisé lors de la synthese du filtre, pourront dégrader de fagon significative la
performance du filtre sur le plan réel. Il est donc nécessaire de prendre en compte ces incerti-
tudes de modélisation des la synthese du filtre.

De maniere générale, les incertitudes du modele ne sont pas parfaitement connues, mais on dis-
pose souvent d’'informations sur leurs caractéristiques statistiques ou leur amplitude maximale.
C’est a partir de cette connaissance qu’on essaie de rapprocher le modele du systeme réel le plus
précisément possible. On définit ainsi la robustesse d’un filtre par 'insensibilité par rapport a
une propriété, par exemple la stabilité et les performances, vis a vis des incertitudes du modeéle.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a la classe des systemes linéaires incertains a parametres
invariants dans le temps (Linear Time Invariant-LTT systems). Cette modélisation, recouvrant
des cas pratiques importants, a recu beaucoup 'attention des chercheurs, car elle permet de se
ramener a des résultats de synthese du filtre de fagon assez simple en utilisant les techniques
du cas nominal.

Les incertitudes sont généralement regroupées en deux catégories : les incertitudes structurées
et les incertitudes non structurées. Pour ces dernieres, aucune information structurelle n’est dis-
ponible, la maniere dont elles affectent le modele est completement inconnue. Les incertitudes
structurées, quand a elles, ont été introduites apres les incertitudes non structurées, et elles
représentent des incertitudes dont on peut déterminer 'influence sur la structure du systeme
étudié. Leur modélisation mathématique est alors plus précise, et le parametre incertain est plus
fidelement représenté. Nous présentons ci-apres les incertitudes polytopiques et les incertitudes
bornées en norme.

2.4.1 Représentation d’état d’un systeme incertain

La représentation d’état d'un systeme linéaire incertain a parametres invariants dans le
temps est la suivante :

Sz(t)] = A(o)x(t) + B(o)w(t), A(c) € R™*" B(o) € R">"w, (23)
y(t) = C(o)x(t) + D(o)w(t), C(o) € R™*"= D(g) € Rmw*me, '

ol o est le terme incertain. L’opérateur 0[z(t)] désigne la dérivée de z(t) par rapport au temps
pour les systémes a temps continu et 'opérateur de décalage (shift operator) pour les systéemes
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a temps discret.

A) Incertitudes polytopiques

Les incertitudes polytopiques sont des incertitudes paramétriques. Elles ont été introduites dans
les années 80 par [35]. Cette formulation permet de représenter un systeme linéaire incertain
par un modele qui dépend linéairement de parametres incertains et dont les matrices appar-
tiennent a un domaine de type polytopique. En d’autres termes, cette structure équivaut a
une représentation multimodele du systeme réel ou chaque modele correspond a des conditions
de fonctionnement données, ce qui permet de couvrir une grande plage de fonctionnement du
processus a étudier.

Dans ce cas, les matrices du modele d’état sont données par :

(A(0), B(0),C(0), D(c)) € T (2.4)

I' = { 201A27 B(o ZJZB,'; C(o) = Z 0.C;; D(o) = ZUZ'DZ'} (2.5)

N étant le nombre de sommets du polyedre I'.

B) Incertitudes bornées en normes

Comme les incertitudes polytopiques, les incertitudes bornées en normes ont été introduites dans
les années 80, voir [36]. Ce type d’incertitude est considéré moins structuré que l'incertitude
polytopique, les matrices du modele d’état sont données par :

A(0) = Ay + AA = Ay + EA(0)F (2.7)

Les matrices E et F' sont des matrices constantes connues, définissant la structure de I'incerti-
tude et la répartissant sur les éléments de la matrice A(o).
Le parametre variant A(o) représente la matrice d’incertitudes, il vérifie la condition suivante :

AT(0)A(0) < I (2.8)

Dans ce travail, nous nous intéressons aux incertitudes structurées, notamment les incertitudes
polytopiques. Nous détaillons ci-apres 'analyse de stabilté au sens de Lyapunv des systemes
avec incertitudes paramétriques de type polytopique.

2.4.2 Stabilité au sens de Lyapunov des systemes polytopiques

La stabilité est une propriété essentielle pour garantir le fonctionnement siir d’un filtre. Ainsi,
assurer la stabilité d’un filtre, méme en présence d’incertitudes de modélisation du procédé réel
considéré, est devenu un important champ d’étude de la théorie de 'estimation d’état. Dans ce
contexte, le fonctionnement sir du filtre sur le systeme réel passe par la garantie de la stabilité
du filtre en utilisant le systeme incertain.

Dans le cadre de I'analyse de stabilité robuste, plusieurs approches peuvent étre trouvées dans
la littérature. Parmi celles-ci, cela vaut la peine de mettre en évidence les méthodes basées sur
des fonctions de Lyapunov. Ces dernieres constituent une des approches les plus utilisées ces
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dernieres années pour I'étude de la stabilité de systemes avec incertitudes.

La représentation du systeme ([2.3]) en boucle ouverte est donnée par :
o[z(t)] = A(o)x(t) (2.9)

Nous présentons dans la suite deux approches basées sur des fonctions de Lyapunov :
1. Approche par fonctions de Lyapunov indépendantes des parametres (stabilité quadra-
tique), [19] : Cette approche s’appuie sur une fonction de Lyapunov de la forme :

V(z(t)) = 2(t)T Pa(t) (2.10)

ol P est une matrice définie positive et symétrique.

Notons que pour le point d’équilibre z(0) = 0, V' (x(0)) = 0.

Théoreme 3. La fonction est dite de Lyapunov et le systéme est asymp-
totiquement stable s’il existe une matrice symétrique positive P qui vérifie la condition

sutvante :

AV (t) < 0 (2.11)

En considérant (2.9)), l'inégalité (2.11)) s’écrit :
AV(t) = 2 (t + 1) Pa(t + 1) — 27 (1) Px(t)
=27 (t)AT (o) PA(0)x(t) — 2T (t) Px(t)

N N (2.12)
i=1 i=1
pour un systeme a temps discret.
AV (t) = 27 (t) Px(t) + o7 (t) Pi(t)
=27 () AT (o) Px(t) + 27 (t)PA(0)x(t)
N (2.13)
=27 (t) (Z oi (AT P+ PAi)) z(t) <0
i=1
pour un systeme a temps continu.
L’inégalité (2.12) (resp (2.13))) est vérifiée Va(t) # 0 si
N N
—-pP ATP
2@ [PAi _P} <0 (resp Zla (ATP+ PA) < 0) (2.14)

Les fonctions d’appartenance o; vérifient les propriétés de somme convexe et notamment
o; > 0. Par conséquent, est vérifiée si tous les termes de la somme sont négatifs.
Des conditions suffisantes de stabilité robuste du systeme sont données par le
théoreme suivant :

Théoreme 4. Le systeme incertain décrit par (@) est asymptotiquement stable sl existe
une matrice définie positive P = PT | telles que les LMIs suivantes sont vérifiées pour tout
i:1,--- N :
—-P ATp
{PAi -P

ATP+ PA; <0 dans le cas continu

1 <0 dans le cas discret
(2.15)
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Cette méthode implique 'existence d'une méme fonction de Lyapunov, indépendantes
des parametres incertains, assurant la stabilité du systeme pour tout le domaine d’incer-
titudes.

Pour aller au dela du pessimisme de la stabilité quadratique, les fonctions de Lyapunov
dépendantes des parametres ont été largement étudiées a la fin des années 90.

2. Approche par fonctions de Lyapunov dépendantes des parametres, [20], [74], [75], [76],
[7], [8] : Cette approche s’appuie sur une fonction de Lyapunov de la forme :

V(x(t),0) = 2(t)"P(o)x(t), avec P(o)= Z P, (2.16)

ou P; sont des matrices définies positives et symétriques.

En considérant la variation de V(t), des conditions suffisantes de la stabilité robuste du
systeme (22.3]) sont données dans le théoréeme suivant :

Théoreme 5. Le systéme est asymptotiquement stable sl existe une matrice symét-
rique positive P(o) qui vérifie :

A(o) ' P(0)A(0) — P(0) <0 dans le cas discret

, (2.17)

A(o)'P(o) + P(0)A(0) <0 dans le cas continu
Dans ce cas, la stabilité robuste est garantie par une fonction de Lyapunov construite a
partir des matrices de Lyapunov qui sont des solutions faisables pour un ensemble de LMI
décrites aux sommets du domaine des incertitudes. L’idée principale de cette approche
est dans l'augmentation de l'ordre des LMI et dans l'inclusion de nouvelles variables
matricielles, de facon a obtenir, avec ces degrés de liberté additionnels, des résultats
moins conservatifs que ceux obtenus avec la stabilité quadratique.

Parmi les approches de I'étude de stabilité des systemes incertains disponibles dans la littérature,
dans ce mémoire sont considérés les méthodes basées sur des fonctions de Lyapunov dépendantes
des parametres, dans le cadre des systemes linéaires invariants dans le temps, a temps continu
et a temps discret.

2.5 Systémes non linéaires de type Takagi-Sugeno (TS)

Par nature, la majorité des procédés physiques réels manifestent dans leur dynamique de
nombreuses non linéarités et des phénomenes incompréhensibles. Ceci rend leur modélisation
plus complexe et leur comportement plus difficile a caractériser linéairement dans une large
plage de fonctionnement.

En général, un modele mathématique doit décrire le plus fidelement possible les phénomenes
et les interactions entre les différentes variables d’état du systeme considéré. D’autre part, la
réussite d'un modele dépend essentiellement de la facilité avec laquelle il pourra étre interprété
pour pouvoir comprendre et agir sur le comportement du procédé réel, en lui imposant une
conduite selon certaines performances.

Contrairement au cas des systemes linéaires pour lesquels on dispose d’'un large choix de tech-
niques permettant d’étudier et analyser leurs comportement, les systémes non linéaires sont
difficilement exploitables du point de vue mathématique. De plus, la simplicité du modele est
souvent assurée au prix de la précision avec laquelle il décrit les phénomenes réels.
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A cet égard, un modele optimal est un modele qui réussit a équilibrer les deux aspects antago-
nistes : précision et simplicité.

Dans ce mémoire, nous avons opté pour I’approche floue multimodele de type Takagi-Sugeno,
voir [33]. Cette méthode, qui a donné lieu a des développements tres riches, s’appuie sur des
regles floues Si-Alors. Elle permet de représenter n’importe quel systéme non linéaire par une in-
terconnexion de sous-modeles affines et linéaires, a travers des fonctions de pondération norma-
lisées. Ces fonctions d’appartenance, appelées aussi fonctions d’activation, vérifient la propriété
de somme convexe. Elles sont souvent non linéaires et variables dans le temps et déterminent
la maniere dont les sous-modeles contribuent au comportement global du systeme.

Le modele de Takagi-Sugeno a attiré I'attention des chercheurs et a été largement utilisé en
automatique, car il permet de représenter, de maniere précise, tout systeme non linéaire quelque
soit sa complexité par un ensemble de systemes linéaires couplés entre eux par des fonctions
d’appartenance. De plus, cette approche revét 'avantage de favoriser ’extension de nombreux
concepts théoriques de 'automatique linéaire au cas des systemes non linéaires.

2.5.1 Représentation d’état du modele TS
La ieme regle du modele flou de type TS s’écrit :
Si (1(k) est N et ... et (,(k) est Ny, Alors

Zm(t) + Bﬂl)(t), A; € anxnzj B; € Rl

=A
(2.18)
y(t) = C@x(t) + Dlw(t), CZ c Rnyan,'? Dz c R Xmw

oti=1,2..p.

p désigne le nombre de reégles Si-Alors. (A;, B;, Ci, D;) sont des matrices constantes connues.
Les ensembles flous sont notés par N;; et ((t) = [G1(t) G(t) --- (t)] représente le vecteur
des variables de prémisse.

Les fonctions d’appartenance normalisées sont données par :

| RAEI0)
M) = 5 (2.19)
% 1 V(G (0)

N;;(¢;(t)) désigne le degré d’appartenance de ((;(t)) a Ny, et :

hi(C(t) >0, (i=1,2,..,p) et Zhi(((t)):l. (2.20)

Le modele global apres défuzzification par la méthode du centre de gravité du systeme ([2.18|)
est donné par :

dlz(t)] = A(h)z(t) + B(h)w(t), A(h) € R"*", B(h) € R™*™ (2.21)
y(t) = C(h)x(t) + D(h)w(t), C(h) € R™*" D(h) € R™*™ ‘
A(h) = Zhi«(t))A“ = Zhl
C(h) = Zhi(C(t))C@, = th
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2.5.2 Stabilité au sens de Lyapunov

La structure particuliere du modele de Takagi-Sugeno permet d’étendre certains concepts
relatifs aux systemes linéaires au cas des systemes non linéaires, notamment ’analyse de la
stabilité.

La stabilité de ce modele a fait 'objet de nombreux développements. Parmi les travaux pu-
bliés, nous citons notamment les approches de Lyapunov concernant la stabilité quadratique et
la stabilité non quadratique.

L’approche de stabilité quadratique de Lyapunov a été largement utilisée et appliquée, voir [I] et
[2]. Néanmoins, cette approche implique des résultats qui peuvent se révéler trés conservatifs et
parfois infaisables. Comme dans le cas des systemes incertains de type polytopique, la méthode
quadratique de Lyapunov nécessite la recherche d’une matrice de Lyapunov définie positive
commune & tous les sous modeles ou les modeles locaux. Dans [I], les auteurs ont montré que
si le nombre de sous modeles est important, il est difficile de trouver une telle matrice. On peut
noter que certains systemes peuvent étre stables alors qu’il n’existe pas de matrice symétrique
définie positive commune entre tous les sous-modeles. La solution devient encore plus difficile
si I'on ajoute des contraintes sur le placement des poles.

D’autres approches, qui considerent des fonctions de Lyapunov continues par morceaux (pie-
cewise Lyapunov functions), ont été proposées dans [5]. Néamoins, ce type de fonctions de
Lyapunov ne tient pas compte de la structure d’interconnexion non linéaire entre les sous-
modeles composant le systeme global.

Une approche alternative consiste a utiliser des fonctions candidates non quadratiques de Lya-
punov, voir [3] et [4]. L’idée de cette approche consiste a chercher une matrice de Lypapunov
pour chacun des sous modeles au lieu d'une seule matrice commune. La matrice de Lyapunov
globale est basée sur la méme structure d’interconnexion floue (fonctions d’appartenance) que
le systeme. Ainsi, une compensation parallele entre le systeme et la fonction de Lyapunov non
quadratique, basée sur la méme structure, facilite la recherche d’une solution aux problemes
LMI et conduit a une réduction du conservatisme.

Afin d’expliciter ces approches, nous détaillons dans la suite I’étude de stabilité du modele TS
via les deux méthodes : quadratique et non quadratique.

Soit le systeme de type TS a temps discret et en boucle ouverte, suivant :

ok 1) = 3 hi(G(R) Asa(b) (2.22)

A) Stabilité quadratique

Considérons la fonction quadratique de Lyapunov donnée par :

V(z(k)) = 27 (k) Pz (k) (2.23)
ol P est une matrice définie positive et symétrique.
Notons que pour le point d’équilibre 2(0) = 0, V' (x(0)) = 0.

Théoreme 6. La fonction est dite de Lyapunov et le systeme est asymptoti-
quement stable s’il existe une matrice symétrique positive P qui vérifie la condition suivante :

AV (k) <0 (2.24)

En considérant (2.22), 'inégalité (2.24)) s’écrit :
AV (k) = 27 (k + 1) Px(k + 1) — 27 (k) Pz (k)

= 27 (k) (i hi(C(k))AiTPihi(C(k))Ai _ p> (k) < 0 (2.25)
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L’inégalité ([2.25)) est vérifiée Vr (k) # 0 si

Sty | HE) <o (220

Les fonctions d’appartenance h;(((k)) vérifient les propriétés de somme convexe et notamment
hi(C(k)) > 0. Par conséquent, des conditions suffisantes pour (2.26) sont formulées en termes
d’inégalités matricielles linéaires données par le théoreme suivant :

Théoreme 7. ([6/) Le systeme non linéaire décrit par est asymptotiquement stable s’il
eziste une matrice définie positive P = PT | telle que les LMIs suivantes sont vérifiées pour tout
1:1,---,p

. o (2.27)

—pP ATP

{ 1}<0
La stabilité asymptotique du systeme ([2.22) nécessite donc que chaque matrice A; soit asymp-
totiquement stable. La méme matrice P doit satisfaire les p LMIs. La recherche d’une telle
matrice constitue une source inévitable de conservatisme des solutions, en particulier quand le
multimodele comporte un grand nombre de sous-modeles.

B) Stabilité non quadratique

Un moyen de réduire le conservatisme de la solution précédente consiste a remplacer la fonction
de Lyapunov quadratique par d’autres fonctions candidates de Lyapunov, en particulier par des
fonctions dites non quadratiques. Il est possible de distinguer parmi ces fonctions, les fonctions
dites polyquadratiques définies par :

V(a(k)) = " (k)P (C(k)) (k) (2.28)
P(k) = S ()P, P = P >0 (2.29)

i=1
La fonction de Lyapunov non quadratique du systeme global est construite par agrégation de
fonctions de Lyapunov quadratiques relatives a chaque modele local.

Les fonctions de Lyapunov polyquadratiques font partie de la famille des fonctions de Lyapunov
dépendant des parametres. La recherche d’une matrice unique commune est alors remplacée
par la recherche d’un ensemble de matrices. L’introduction de degrés de liberté supplémentaires
induit une diminution du conservatisme de la solution. En effet, toutes les solutions considérant
une matrice P unique sont contenues dans celles obtenues avec P;, il suffit de fixer P, = P pour
i=1,---,p.

Ce type de fonction a été utilisé a 'origine dans I'analyse de la stabilité et de la stabilisation
des systemes incertains polytopiques et par extension dans I’analyse des multimodeles de T.S.

[9].
Considérons la différence de (2.28)) :

AV(E) =2k + D)) P (C(k+ 1) z(k+ 1) — 2" (k)P (C(k)) z(k) (2.30)

En introduisant la dynamique du systeme représenté par (2.22)) et compte tenu des expressions
de P(¢(k)) et P(((k+ 1)) données dans ([2.29)) alors ’étude de la stabilité asymptotique du
systeme ([2.22)) revient a résoudre le théoreme suivant :
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Théoreme 8. Le systeme non linéaire décrit par est asymptotiquement stable s’il existe
des matrices définies positives P; = PF| telles que les LMIs suivantes sont vérifiées pour tout

i?j : 17 Pl
~P AP,
[ . —Pj} <0 (2.31)

2.6 Systemes a retard

La communauté de la recherche scientifique en automatique s’est toujours orientée vers des
domaines pratiques, ce qui rend I'analyse de systemes de plus en plus complexe et nécessite une
spécialisation de plus en plus importante.

A cet égard, nous citons 'estimation de I’état des systemes a retards, appelés aussi systemes
héréditaires, un probleme qui devient de plus en plus un sujet de recherche en constante
évolution. Ceci est principalement du au fait que le retard peut perturber le fonctionnement du
filtre de maniere significative lors de son application sur le systeme réel.

Le retard correspond au temps qui s’écoule entre 'application d’une action sur un systeme et
la réponse de ce dernier. Les modeles a retards sont naturellement présents dans les systemes
de transport et de propagation de matiere, d’énergie ou d’information. Par ailleurs, beaucoup
d’actionneurs et de capteurs engendrent des retards qui ne peuvent pas étre ignorés. De mul-
tiples pistes ont déja été explorées en profondeur a ce propos dans le but de rapprocher la
représentation d’état suffisamment de la réalité physique.

2.6.1 Représentation d’état

Les systemes dynamiques ordinaires peuvent étre décrits par I’équation mathématique suivante :

— = [t (1)) (2.32)

ou I’évolution de leurs états x est déterminée a partir de la valeur de leurs variables a 'instant
présent t.

Cependant, les systemes dynamiques a retards ne peuvent pas étre décrits par des équations
différentielles ordinaires parce que la valeur de leurs états a l'instant présent dépend de la
valeur des états passés sur un certain horizon temporel. Ils sont généralement représentés par
des équations de la forme :

dx
i flt,x(t),z(t — 7)) avec 7 >0 (2.33)

d’ou la dénomination systemes "héréditaires”. Dans ce cas, il est nécessaire d’initialiser une
partie de I'histoire du systeme pour connaitre son évolution.

Dans ce mémoire, nous considérons les systemes a retard sur le vecteur d’état décrit par le
modele mathématique suivant :

Sz (t)] = Az(t) + A;x(t — 1) + Bw(t)

(
y(t) = Cx(t) + Crx(t — 1) + Dw(t)
z(to+0)=¢(0),0 =—7,—7+1,---,0

A A, € Rm=X"s B g RieXm
C.C, € R™*™ D e R ™  (2.34)

)
Y

ou 7 représente le retard positif et ¢(f), supposé connu, désigne le vecteur des conditions ini-
tiales définies sur l'intervalle [—, 0].

Le retard, surtout lorsqu’il est en I’état, est généralement considéré parmi les principales sources
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d’instabilité et de mauvaises performances du filtre lors de son application sur le systeme réel,
c’est la raison pour laquelle il est indispensable de prendre en compte le retard des I'étape de
la synthese du filtre.

Différents types de retard

Il est clair que I’étude des systemes a retard dépend essentiellement du type de retard et de la
disponibilité d’information concernant son évolution. On distingue en général quatre types de
retard.

Retard constant
La notion de retard constant conduit tout simplement a définir celui-ci par un nombre
réel positif 7 € R™.

Retard majoré
Cette seconde classe suppose la connaissance d'une valeur maximale sur le retard 7 :

0<7 < Tnaa (2.35)

Retard borné
Ce type de retard est caractérisé par la contrainte suivante :

Tmin S T S Tmazx (236)

Retard inconnu
La détermination de la valeur exacte ou des bornes du retard est une tache difficile dans
certains cas pratiques. Dans ce cas, aucune hypothese sur le retard n’est considéré. Qu’il
soit constant ou variant dans le temps, il peut prendre toutes les valeurs dans R™.

Dans le cas des retards variant dans le temps, c-a-d 7 = 7(t), une contrainte supplémentaire
relative a sa dérivée peut étre ajoutée :

| 7(t) |<d, avec de€ RT (2.37)

2.6.2 Stabilité par fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii

Cette extension de la méthode de Lyapunov est due a Krasovskii [72] et consiste a rechercher
des fonctionnelles définies positives qui décroissent le long des solutions du systeme.
Nous définissons le vecteur z; qui désigne la valeur de x(t) sur Uintervalle [t — 7,t].

Théoreme 9. Soit le systeme a retard défini dans . Soitu, v, w: R™ — RY des fonctions
continues non décroissantes, avec en plus u(f) et v(6) positives pour 8 > 0 et u(0) = v(0) = 0.
S’il existe une fonction continue différentiable V =V (t, x;) telle que

u([6(0))) < V(t,¢) < v (supperglle(@)])

V(t,0) < —w([lo(0)]])

Alors le systéme est uniformément stable. St w(f) > 0 quand 6 > 0, alors le systémem
est uniformément asymptotiquement stable.
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Interprétation : Le probleme de stabilité uniforme ou asymptotique est réduit a la re-
cherche d'une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii qui satisfait aux conditions citées ci-dessus.
La premiere condition signifie que la fonctionnelle est définie positive et possede une borne
supérieure infinitésimale (existence de la fonction v(.), i.e. un comportement borné de la fonc-
tionnelle V (¢, ¢) pour toute valeur de ¢ et de ¢). La deuxiéme condition, quant a elle, stipule
simplement que la dérivée de la fonctionnelle V (¢, ¢) calculée le long des trajectoires de
doit étre définie négative.

2.7 Systemes commandés en réseau sous contraintes de
communication

Dans de nombreuses applications, les différentes parties du systeme de commande, utilisé pour
décrire et guider le comportement et le fonctionnement du systeme dynamique (les controleurs,
les actionneurs, les capteurs, les estimateurs,...), sont séparées et communiquent leurs données
(mesures/commandes) a travers un réseau de communication. Cette architecture de commande
offre, en effet, de nombreux avantages en comparaison avec I’architecture classique (cablage
point a point). Le principal avantage est le fait que les différents éléments du systeme & com-
mander peuvent étre distribués dans I'espace. Ce qui permet de minimiser le cotit de cablage et
d’installation. Ceci donne par ailleurs la possibilité de rajouter des éléments, des actionneurs et
des capteurs sans modifier considérablement la structure globale du systeme et par conséquent
de réaliser des systemes de plus grande envergure et plus complexes. Ces avantages, avec le
développement des outils de communication, ont permis d’étendre le domaine d’utilisation des
systémes commandés en réseau a de nombreux secteurs tels que 'industrie automobile [53], les
réseaux électriques [54], les systemes de transport [55], la commande des drones [56], etc.
Malgré les avantages considérables des systemes commandés en réseau, I'introduction du réseau
entres les capteurs et le filtre entraine la nécessité de prendre en compte certaines contraintes
de communication qui n’existent pas dans le cas des systemes classiques. Parmi ces contraintes,
nous citons le retard de transmission, la perte de paquets, la quantification et les contraintes
d’acces au réseau dues a la bande passante limitée et partagée par plusieurs nceuds et le fait
qu'un seul noeud a la fois est autorisé a transmettre son paquet. Ces phénomenes peuvent
détériorer la qualité de I'estimation ou méme déstabiliser le filtre s’ils sont négligés.

Dans ce mémoire, nous ne nous intéressons pas a 1’étude des systemes de commande qui traitent
la transmission de I'information dans les systemes commandés en réseau. Mais nous étudions ces
derniers de point de vue filtrage H., sous contraintes de communication induites par la présence
du réseau entre les capteurs et le filtre. Plus précisément, nous considérons une contrainte de
bande passante limitée impliquant que les mesures délivrées par les capteurs doivent étre quan-
tifiées avant d’étre transmises au filtre. En effet, les mesures issues des capteurs du systéeme sont
codées sous forme de bits de données et puisque la bande passante n’est pas parfaite et possede
une capacité de réception d’information tres limitée, il est nécessaire de coder les données avec
un nombre de bits limité, ce qui entraine une précision limitée des données transmises via le
réseau et peut aboutir a une dégradation énorme de la qualité d’estimation si on néglige I'effet
de quantification dans la synthese du filtre.

Nous distinguons en général deux types de quantificateur : quantificateur uniforme et quanti-
ficateur logarithmique. Ce dernier est préféré en raison du fait qu’il requiert moins de bits par
rapport au quantificateur uniforme.

Un quantificateur logarithmique est décrit par :

N = {L, il = p'ho,i = 0;£1;£2, .} U{0}, 0<p<1l, fio>0 (2.38)
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v=Q(y) / |

Y,

FI1GURE 2.1 — Quantificateur logarithmique

ou p désigne la densité de quantification.

Chaque niveau de quantification correspond a un segment tel que le quantificateur représente
le segment entier par ce niveau de quantification. On note le quantificateur par Q(.).

Nous avons :

i 1—J1r(;ﬂz Sy<s I—L;ﬂz
Q(y) = 0, =0
—9i(=y), y <0

N _1—p
ou ¢ = i

Une représentation graphique est donnée dans la figure 1.

Nous considérons également la contrainte de perte d’information due a la congestion et aux
défauts du trafic d’information dans les réseaux de communication. En effet, les pertes de
paquets sont inévitables en raison de I'imperfection des réseaux qui assurent la transmission
des données. Un retard de transmission trop long peut étre en plus considéré comme une perte
d’information. Plusieurs modeles déterministes ou stochastiques du phénomene de perte de
paquets ont été proposés dans la littérature. Nous nous limitons ici au modele stochastique de
Bernoulli car ce dernier sera exploité dans le reste de cette these.

Le modele de perte dit de Bernoulli possede un état et un seul parametre qui est la probabilité
de perte p. Ainsi la perte de paquets est modélisée par un processus de Bernoulli (k) qui peut
prendre la valeur 1 ou O :

Prie(k) =1} = E{e(k)} = p

Pri{e(k)=0}=1—p
ou la valeur 0 correspond a une perte de paquet et 1 a la bonne réception du paquet.

L’analyse et la synthese de filtres H,, des systemes commandés en réseau en tenant compte
des deux contraintes citées ci-dessus des I’étape de synthese du filtre seront présentées en détail
dans le cinquieme chapitre.
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2.8 Filtrage des systemes dynamiques

2.8.1 Principe du filtrage

Comme nous ’avons dit dans les sections précédentes, le comportement d'un systeme dyna-
mique peut étre entierement représenté par des équations mathématiques décrivant 1’évolution
des variables internes. Une bonne information sur ces variables est capitale pour une bonne
maitrise du procédé réel. En effet, la connaissance des variables d’état est une exigence impor-
tante requise par les taches de surveillance ou de diagnostic, pour la sureté du fonctionnement
du systeme industriel considéré.

Sur un plan pratique, la connaissance complete de I'ensemble des variables d’état d’un systeme
dynamique est difficile. Il est clair qu’on ne peut pas utiliser le méme nombre de capteurs que
celui des variables requises pour caractériser le comportement du systeme. La mesure directe
des variables d’états peut étre soumise a des contraintes d’ordre technologique (indisponibilité
du capteur nécessaire), technique (impossibilité d’acces), ou économique (prix élevé du capteur
nécessaire).

En I'absence d’informations concernant 1’évolution des variables d’état, il est difficile, voire im-
possible, de générer les symptomes de défaillance du procédé et de surveiller son comportement.
Il est donc indispensable, a partir de la sortie mesurée, de reconstruire les autres variables non
mesurables. Une solution permettant de contourner ce probleme est d’utiliser un estimateur
d’état, appelé filtre, qui consiste en un systeme dynamique auxiliaire dont les entrées sont les
signaux mesurés du procédé, et les sorties sont supposées donner une estimation de I’état ou
d’une combinaison linéaire des variables d’état non mesurées, tout en minimisant I'influence des
perturbations sur 'erreur d’estimation. La relation entre les signaux a estimer et les signaux
mesurés est donnée par un modele du systeme. Le filtre qui va reconstruire les signaux a estimer
a partir des signaux mesurés, souvent entachés par des bruits ou des perturbations, va donc
étre synthétisé sur la base du modele mathématique du systeme.

2.8.2 Caractérisation de ’erreur d’estimation

La synthese du filtre nécessite avant tout le choix d’une norme (souvent sur la relation per-
turbations/erreur d’estimation) permettant d’évaluer la performance du filtre et la distance au
filtre optimal. Les normes essentielles qui interviennent en estimation d’état sont les normes Ho
et H,, présentées ci-apres.
2.8.2.1 Cas des systemes a temps continu
Considérons le systeme LTT décrit par :

©(t) = Az(t) + Bw(t), A€ R"*" B R,

(2.39)
y(t) = Cx(t) + Dw(t), C € R™*"™ D€ Rw*m,

Soit T'(s) la fonction de transfert entre w(t) et y(t).

2.8.2.1.a. Norme H,

La norme Hs du systeme ([2.39)), notée || . ||2, s’exprime dans le cadre fréquentiel par :

1T [o= (i /_ " race (T () T(w)) dw) v (2.40)

21 J_ o
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2.8.2.1.b. Norme H,

La norme H,, du systeme ([2.39)), notée || . ||o, s’exprime dans le cadre fréquentiel par :

|| T ”oo: sup O-maacT(jw) (241)

weR
Ol Opqe désigne la plus grande valeur singuliere de la matrice de transfert pour la pulsation
optimale.
2.8.2.1.c. Gain /,
Le gain /5 du systeme ([2.39) est donné par :

Yy
16 lle= sup 1202t (2.42)

wets[0,00) || W {2

2.8.2.2 Cas des systemes a temps discret

Considérons le systeme LTT décrit par :

r(k+1) = Ax(k)+ Bw(k), A€ R%*" B¢ R"*",

y(k) = Cx(k)+ Dw(k), C € R™<n= D e Rwxme, (2.43)

Soit T'(z) la fonction de transfert entre w(k) et y(k).

2.8.2.2.a. Norme H,
La norme Hs du systeme ([2.43]), notée || . ||2, s’exprime dans le cadre fréquentiel par :
1 2 ) ) 1/2
| T ||2= (—/ trace (T*(e")T (7)) dw) (2.44)
2 Jo
2.8.2.2.b. Norme H_

La norme H,, du systeme (2.43)), notée || . ||, s’exprime dans le cadre fréquentiel par :

I T [loo= sup  OmaT () (2.45)

0<6<m

Ol O g désigne la plus grande valeur singuliere de la matrice de transfert sur toute la bande
de fréquence.

2.8.2.2.c. Gain ¥,
Le gain /5 du systéme ([2.43) est donné par :

|y ll2
| G llc= sup , lw [l2#0 (2.46)
wGKQ[O,oo)H w H2

Remarque 1. Dans le cas mono-variable, la norme Hsy correspond a l’énergie de la réponse
impulsionnelle du systeme. Elle correspond également a la puissance de sortie lorsque le systéme
est alimenté par une entrée de densité spectrale de puissance unitaire. En d’autres termes, si
le signal d’entrée est un bruit blanc de variance unitaire, alors elle correspond a la variance de
Uerreur d’estimation.
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Remarque 2. La norme H,, mesure le gain mazimal de la réponse fréquentielle T'(jw) dans
le cas des systémes a temps continu, et T(e’?) dans le cas des systémes a temps discret.

Remarque 3. La notion de gain {y est utile pour quantifier la facon dont le systeme rejette
les perturbations externes. En effet, il sert a mesurer la quantité d’énergie transmise par le
systeme.

Pour un systéeme stable, la norme H., de la fonction de transfert est le gain €y du systéme.

2.8.3 Du filtre de Kalman au filtre H,, : état de ’art

Le filtre de Kalman, introduit par Rudolph Emil Kalman en 1960 [37], a fait une évolution dans
la théorie de I'estimation d’état et constitue I'une des pieces maitresses dans ce domaine. Il est
connu comme l'outil optimal pour les systemes linéaires perturbés par des bruits d’état et de
mesure additifs et blancs. Son efficacité ainsi que sa simplicité de mise en ceuvre, fait de cet
estimateur un outil incontournable dans de nombreux domaines pratiques tels que la poursuite
de cible [38], la navigation inertielle [39], traitement d’images [40] et du signal [41], [73] etc.
Le filtre de Kalman vise a estimer 1’état d’un systeme discret évoluant dans le temps a partir
de son état précédent, des commandes appliquées et de mesures bruitées, tout en minimisant la
norme Hy de 'erreur d’estimation. Son fonctionnement commence par une étape de prédiction
de l'estimation des parametres et de 'erreur d’estimation en utilisant I'estimation précédente
des parametres et de I'erreur et en fonction de la modélisation du systeme. La deuxieme étape
constitue 1’étape de correction ou de mise a jour de cette prédiction grace aux nouvelles me-
sures.

Pour appliquer le filtre de Kalman classique, il faut avant tout modéliser linéairement et assez
précisément le systeme pour lequel on veut estimer les parametres. Cependant, cette hypothese
est difficilement applicable lors de I'implantation du filtre sur un systeme réel. Pour remédier
a ces difficultés, de nombreuses variantes du filtre de Kalman prenant en compte les modeles
non linéaires ont été développées, citons le filtre de Kalman étendu [42).

Le filtre de Kalman est donc une méthode d’estimation intéressante qui a été largement utilisée.
Néanmoins, de nombreux éléments importants viennent dégrader les performances de ce filtre
lors de son application sur le plan réel.

En premier lieu, cette technique d’estimation repose souvent sur une connaissance parfaite des
différentes matrices intervenant dans la modélisation de I’évolution des parametres internes du
systeme étudié. Cependant, certains systemes sont difficilement connus et ’acces a toutes les
informations concernant leur modélisation est impossible. Dans ce cas, ou la modélisation est
trop approximative, le filtre de Kalman n’est pas assez performant et l'erreur des estimations
ne convergera pas assez rapidement, elle restera grande et parfois elle diverge.

Un autre défaut du filtre de Kalman concerne les processus chargés des calculs lors de 1'im-
plantation du filtre sur le plan réel. En effet, ’accumulation de nombreuses erreurs de calcul
dues a la limitation de ces processus peut mener a la divergence du filtre. En plus, de nouvelles
matrices couteuses rentrent en jeux avec l'application du filtre de Kalman étendu concernant
les systemes non linéaires. Ces matrices rendent le cotut calculatoire plus important et limitent
par suite 'utilisation de ce filtre.

Enfin, la synthese du filtre de Kalman repose sur un certain nombre d’hypotheses restrictives
concernant le bruit intervenant dans les équations. En effet, il permet de prendre en compte
uniquement un modele de bruit gaussien. Dans certains cas pratiques, un autre type de bruit
est requit ou bien on ne dispose pas d’informations précises sur les propriétés statistiques des
perturbations extérieures. L’application du filtre de Kalman dans ces cas peut aboutir a des
estimations biaisées.

Pour surmonter toutes ces difficultés, une approche alternative, appelée filtre H., a été intro-
duite.
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Contrairement au filtre de Kalman, le filtre H,, nécessite aucune connaissance sur les perturba-
tions a part qu’elles soient a énergie bornée. Le filtre de kalman vise a minimiser la norme H, de
Ierreur d’estimation, alors que le filtre H,, vise a minimiser la norme H, erreur d’estimation
sur bruit. Cela revient a minimiser les effets des perturbations extérieures sur l'erreur d’esti-
mation dans le pire des cas. En d’autres termes, on minimise la valeur maximale du spectre de
I'erreur d’estimation des parametres, quelles que soient les perturbations. De ce point de vu,
I’estimation H,, est plus robuste et moins restrictive que le filtre de Kalman. Ceci la rend plus
appropriée dans plusieurs applications.

Il existe dans la littérature plusieurs approches pour résoudre le probleme du filtrage H,, nous
citons :

(i) L’approche fondée sur la résolution d’une équation quadratique de type Riccati, voir [45].

(ii) L’approche formulée par une inégalité matricielle linéaire (LMI) en utilisant le lemme
borné réel ou une inégalité de type Lyapunov, voir [45] [44].

(iii) L’approche polynomiale, voir [46].

Nous proposons dans ce travail d’étudier le filtrage H,, en utilisant la solution formulée en
termes de LMI. L’intérét des méthodes basées sur des LMI vient du fait que ces dernieres
peuvent étre résolues en utilisant la programmation convexe. De plus, comparées aux méthodes
analytiques (comme les équations de Riccati par exemple), 'approche LMI présente une plus
grande flexibilité lui permettant notamment d’aborder des problemes plus complexes.

Depuis l'introduction de I'approche H., dans les années quatre-vingt-dix, la synthese des filtres
H, pour différents types de systemes dynamiques n’a cessé de progresser.

Différents travaux sur le filtrage H,, robuste vis-a-vis des incertitudes peuvent étre cités comme
références. Dans ces travaux, deux catégories d’incertitudes peuvent étre répertoriées. La premiere
catégorie concerne les incertitudes dites non-structurées, voir [10] [I1] [12]. Ces approches pro-
posent de considérer un unique bloc incertain de parametres variant dans le temps, ce qui
pourra amener un pessimisme fort. La seconde catégorie est celle des incertitudes structurées,
notamment 'incertitude polytopique. Dans ce cas, un filtre garantissant la performance désirée
pour tous les modeles inclus dans le modele incertain sera construit. La performance désirée
sera atteinte lors de I'application du filtre sur le systeme réel si ce dernier est inclus dans le
modele incertain. Les premiers résultats du filtrage utilisant cette approche s’appuient sur des
fonctions de Lyapunov indépendantes des parametres, [13]. Ensuite, des fonctions de Lyapunov
dépendantes des parametres ont été développées afin de réduire le conservatisme des résultats
précédents, voir [14] [I5] pour les systemes incertains a temps continu, [15] [16] pour les systemes
incertains a temps discret, [I7] [I8] pour les systémes incertains avec retard.

D’un autre coté, la reconstruction de 1’état des systemes représentés par un modele non linéaire
souleve un probleme difficile a résoudre dans le cas général. En effet, a la différence des modeles
LTT ou une représentation unifiée peut étre employée, les modeéles non linéaires peuvent se
présenter sous une multitude de structures faisant intervenir d’une fagon différente les termes
non linéaires. Cependant, la structure du multimodele de type TS a été largement popula-
risée dans le domaine de 'estimation d’état des systemes non linéaires. Comparée a d’autres
représentations des systemes non linéaires, cette structure introduit une certaine flexibilité
dans I'étape de synthese du filtre et permet d’exploiter les techniques utilisées dans le cas des
systémes linéaires. Plusieurs travaux sur le sujet peuvent étre cités ([57], [58], [59] et [60] pour
les systemes TS présentant un retard variable sur le vecteur d’état, [61I] pour les systemes TS
avec retards variables et incertitudes bornées en norme).

Concernant le filtrage des systemes commandés en réseau, 1'idée consiste a rendre ’erreur d’esti-
mation le moins sensible possible aux contraintes de communication induites par I'introduction
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du réseau entre les capteurs et le filtre et par I'imperfection des bandes passantes. Des exemples
peuvent étre trouvés dans [64] pour les systémes non linéaires avec mesures quantifiées, [63]
pour les systemes non linéaires de type TS sujets a des retards aléatoires et des pertes de
paquets, et [62] pour les systemes linéaires incertains avec mesures quantifiées.

2.9 Filtrage H,, dans un domaine fréquentiel fini

Les premiers résultats d’analyse et de synthese de filtres H,, ont été développés dans tout le
domaine fréquentiel. En d’autres termes, les chercheurs supposaient qu’on ne dispose d’aucune
information sur le domaine fréquentiel des bruits extérieurs qui peuvent venir perturber le
systeme. Les exigences croissantes en termes de performance nécessitent cependant d’élaborer
des stratégies sans cesse moins pessimistes afin de remplir les objectifs imposés. Cette tendance
a motivé les automaticiens plus tard a mettre au point de nouveaux outils capables de prendre
en compte les caractéristiques fréquentielles des perturbations extérieures afin d’améliorer la
performance du filtre.

En effet, dans de nombreux cas pratiques, il est possible de connaitre la marge fréquentielle a
laquelle appartient le bruit affectant le systeme. Dans de tels cas, il est inutile d’optimiser la
norme H,, dans le domaine fréquentiel tout entier si le bruit appartient a une zone de fréquences
restreinte car cela peut introduire un certain pessimisme et une dégradation de performance du
filtre.

Dans ce contexte, il est clair que I'estimation dans un domaine fréquentiel fini est moins res-
trictive et permet de réduire le pessimisme des méthodes de filtrage développées dans tout le
domaine fréquentiel. Dans un premier temps, la mise en ceuvre des conditions de synthese de
filtre H,o, qui dépendent des bornes de l'intervalle fréquentiel du bruit, semble problématique.
Toutefois, ceci est possible grace a la version généralisée du lemme de Kalman-Yakubovich-
Popov (KYP) qui a été développé dans les années 90, voir [47].

La formulation classique de ce lemme établit une équivalence entre un ensemble infini de
contraintes fréquentielles d’un c6té et une inégalité matricielle linéaire (LMI) faisant inter-
venir les matrices d’état du systeme considéré de l'autre. Ainsi, il est par exemple possible
de vérifier qu'une fonction de transfert est positive réelle sur ’axe imaginaire tout entier en
résolvant un probleme d’optimisation convexe constitué d’une unique contrainte LMI. Ce cas
particulier est connu sous le nom de lemme positif réel. De maniere générale, le lemme KYP a
joué un role important dans le développement de nombreuses techniques en automatique.

La version classique du lemme permet de vérifier qu'une propriété donnée est satisfaite sur tout
le domaine fréquentiel, c-a-d V8 € [0; 27] dans le cas des systemes a temps discret et Vw € R
dans le cas des systemes a temps continu.

Plus récemment, une généralisation a été introduite par Iwasaki et Hara [48], qui permet de
considérer un intervalle fréquentiel quelconque. Dans le prolongement de ce resultat, plusieurs
travaux sur le filtrage H,, dans un domaine fréquentiel fini ont été développés. Citons [21] [20]
et [27] pour les systemes linéaires en présence d’incertitudes, [28] pour les systémes incertains
a commutation et [31] pour les systeémes linéaires avec un retard constant sur le vecteur d’état.
Nous citons également [30] pour les systémes non linéaires représentés par le modele flou de
type TS.

Malgré I'avantage majeur évident que constitue le filtrage dans un domaine fréquentiel limité,
peu de travaux ont été dédiés a ce sujet, et une large classes de systemes n’a toujours pas été
traitée dans ce cadre.

Dans la suite, nous présentons le lemme KYP généralisé et ses interprétations temporelles qui
seront a la base de nos travaux dans le reste de ce mémoire.
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Cas des systemes a temps continu

Soit le systeme a temps continu suivant :

#(t) = Ax(t)+ Buw(t), A€ R"*"= B¢ R,

(2.47)
y(t) = C;E(t) + Dw(t), C e Rnanz7D c Finyxnw7
La fonction de transfert du systeme (2.47)) est construite comme suit :
T(jw) = C(jwl,, — A)'B+D (2.48)

Lemme 1. (KYP généralisé, [}8])

Etant donné des matrices A € RM=>me B e RMeXMw (e RwX™ D e R™W> ™ et 1l €
RGretnw)xCnatnw) - Supnosons que det(jwl,, — A) # 0 (w € Q). Alors les deuz propositions
suivantes sont équivalentes :

1.

[TI%:U )} TH {TI(Z:J )} <0 YweQ (2.49)

2. 1l existe des matrices symétriques P, Q) € R"™* "= telles que Q > 0 et
T T
[A B} E{A B]JF{C’ D] H[C D

I 0 7ol Tlo 7| Yo 7] <0 (11)

ot la matrice E est définie somme suit :

( '_Q P
<
P wf@} . pour |w| < wyp
i _Q P+jch
= < <
E=q |P-jwQ -—wwQ s we = (w1 +w2)/2  pour w; <w < woy
0 b
P —u2Q| pour |w| > wy
L L

L’ensemble €2 est défini dans le tableau ci-dessous :

basse fréquence | moyennes fréquence | haute fréquence
Q lw| < wyp w1 <w < ws lw| > wp,

TABLE 2.1 — Les différents domaines fréquentiels - systemes a temps continu

Lemme 2. Etant donné des matrices A € R=>me B e ReXmw (e RM*™e D e RWw*™ et
I € R@retnu)x@netnu) ot yn scalaire v € RT. Supposons que det(jwl,, — A) # 0 (w € Q).
Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1.
SUPO e T (Jw) <7y, Yw € (2.50)

2. 1l existe des matrices symétriques P, Q) € R"*"= telles que () > 0 et
A B]" [a4 Bl [c pl"[r o ][c D
{I o} E[I 0} + {0 [} [o —72[] {0 [} <0 (2.51)
Preuve :

La preuve résulte directement du lemme 1 en choisissant II = [é _32 I}
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Lemme 3. (Interprétations temporelles du lemme KYP généralisé, [49])

Etant donné des matrices A € R"™*"™ B € Rw*mw (' € Rw*ns D ¢ RwXmw ¢t I €
REnatnu)x@natnw) ot yun scalaire v € RY. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. L’inégalité matricielle suivante est vérifiée :

{Tf(jw )} n [Tgw )] <0 VweQ (2.52)

2. L’inégalité temporelle suivante est vérifiée Vw(t) € £ ]0,00) :
+00 +00
| s [ ureutar (2.53)
0 0
tels que, avec I’hypothese que les conditions initiales sont nulles :
+oo +oo
/ HOT(B)dE < o / 2027 (1)t (2.54)
0 0

pour un domaine basses fréquences, |w| < wy.

“+o0o +00
/ BT (1)t > w? / +(#)a7 (1)t (2.55)
0 0

pour un domaine hautes fréquences, |w| > wp.

“+o0o

/ (@) + () @z () + () dt > 0 (2.56)

0

pour un domaine moyennes fréquences.

Cas des systemes a temps discret

Soit le systeme a temps discret suivant :

2(k+1) = Az(k) + Bw(k), A€ R B¢ Rrxm,

(2.57)
y(t) = C!E(k‘) + Dw(k:), C e R”yxnz’ Dc Rnyxnw,
La fonction de transfert du systeme (2.57)) est construite comme suit :
T(eje) - C(ejelnz _ A>_1B +D (258)

Lemme 4. (KYP généralisé), [}8])

Etant donné des matrices A € RM=>me B e RMeXMw (e RWwXMe D e R ™ et 1l €
RCnatne)x@netnw) - Gunpnosons que det(e??l,, — A) # 0 (0 € ©). Alors les deuz propositions
suivantes sont équivalentes :

1. {T@ﬂ,)} TH {T(eﬁ)} <0 Voeo (2.59)



2. 1l existe des matrices symétriques P, Q) € R">™ telles que ) > 0 et

Al A e e

ot la matrice E est définie somme suit :

( '_P Q
Q P — 2cos 0bQ:| , pour |9| < eb
[ el Q)
E= _e‘jQCQ P — 2cos HwQ] » pour Oy < 0 <0
b 0
g >0
\ _—Q P+2cos€hQ]’ pour |0} = 0y

0. = (61 + 65)/2
0 = (05 — 01)/2

ou :

L’ensemble © est défini dans le tableau ci-dessous :

basse fréquence | moyennes fréquence | haute fréquence
S 0] < 6, 01 <6< b, 0] > 0,

TABLE 2.2 — Différents domaines fréquentiels - systemes a temps discret

Lemme 5. Etant donné des matrices A € R'=>me B e R=xmw (e RMw*™ D e RWw*™ et
I1 € RCretnu)x@netnu) ot yn scalaire v € RT. Supposons que det(jwl,, — A) # 0 (w € Q).
Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1.
SUPTmae T(€%) <y, VO €O (2.61)

2. 1l existe des matrices symétriques P, Q) € R™*" telles que (Q > 0 et

R TR S e e

Preuve :

La preuve résulte directement du lemme 1 en choisissant II = [é _32 I}

Lemme 6. (Interprétations temporelles du lemme KYP généralisé, [49])

Etant donné des matrices A € RM=>nme B ¢ RMexMw (e RWw*Me D e R™w*™ et Il €
R@netnuw)x@natnw) ot yn scalaire v € RY. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

1. L’inégalité matricielle suivante est vérifiée :

{Tgﬂ TH {Tf.:je)} <0 (2.63)

w

dans le domaine fréquentiel V0 € ©
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2. L’inégalité temporelle suivante est vérifiée Yw(k) € {2 [0, 00) :

>y ky(k) <42 w (k)w(k) (2.64)
k=0 k=0
telle que, avec I’hypothese que les conditions initiales sont nulles :
o0 ‘ 9 o0
Z(wkH — ) (Tppr — 7)T < (2sin Eb)Q Z TRTL (2.65)
k=0 k=0

pour un domaine basses fréquences.

o0 . 9 [e.e]
Z(mkH — ) (wpy1 — 2)" > (2sin Eh)Q Z Ty (2.66)
k= k=0

[e=]

pour un domaine hautes fréquences.

o0

e/ Z(Ik—l-l — &) (ppr — €%a) " <0 (2.67)
k=0

pour un domaine moyennes fréquences, avec : 0, = (03 — 61)/2.

2.10 Inégalités matricielles linéaires

L’histoire des inégalités matricielles linéaires (LMI) dans I’analyse des systémes dynamiques re-
monte a plus d’un siecle. Une grande quantité de problemes d’automatique, concernant les per-
formances et la robustesse, sont généralement difficiles a résoudre de facon analytique. Les LMI
sont souvent utilisées pour résoudre ces problemes sous la forme d’une optimisation convexe.

2.10.1 Rappels historiques

La LMI la plus célebre en automatique, a été introduite par Lyapunov en 1890. Il a montré que
la stabilité d’'un systeme dynamique dont la représentation est :

d
—x(t) = Az(t) (2.68)
dt

pourrait étre prouvée si et seulement s’il existe une matrice définie positive P = PT telle que
la LMI suivante est vérifiée :

ATP+PA<O (2.69)

La théorie de Lyapunov a été depuis toujours au coeur de I'analyse des systemes dynamiques.
Au début du 20eme siecle, plusieurs scientifiques ont réussi a exploiter la théorie de Lyapunov
pour fournir un cadre théorique pour de nombreux problemes d’étude des systemes dynamiques,
y compris les non linéaires. A cette époque, les LMI qui résultaient étaient résolues analytique-
ment a la main. Bien entendu, cela a limité leur application aux systemes d’ordre petit.

Les progres technologiques et 1’apparition de systemes de plus en plus complexes ont motivé
leffort de recherche vers des méthodes d’analyse plus performantes et plus générales. Plus
tard, en 1960, Yakubovich, Popov et Kalman, ont généralisé le résultat de stabilité proposé
par Lyapunov. Ils ont développé des techniques graphiques pour résoudre les LMI concernant
des problemes plus compliqués que ceux considérés auparavant. Ces techniques sont basées sur
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le lemme connu sous le nom de lemme de positivité réelle. Cela a abouti au célebre critere de
Popov, au critere de cercle, au critere de Tsypkin et a de nombreux autres criteres.

Au début des années 1970, il a été montré que les LMI du lemme de positivité réelle peuvent
étre résolues non seulement par des méthodes graphiques mais aussi par l'intermédiaire d’une
équation algébrique de Riccati.

Ainsi, en 1970, les chercheurs disposaient de plusieurs méthodes pour résoudre les LMI :
méthodes analytiques directes pour les systemes simples, méthodes graphiques pour les systemes
plus compliqués d’ordre supérieur, ou encore en résolvant les équations de Lyapunov ou de Ric-
cati.

En 1971, les chercheurs ont essayé d’exploiter les LMI dans des algorithmes de calcul. Ainsi,
ils ont pu constater que les LMI considérées dans les problemes de controle peuvent étre for-
mulées sous la forme de problemes d’optimisation convexe, susceptibles d’étre associés a des
algorithmes de calcul. Suite a cette observation, le probleme de recherche d’une fonction de
Lyapunov a été reformulé sous la forme d’'un probléme d’optimisation convexe en considérant
des LMI. Ce probleme fut alors résolu en utilisant des algorithmes ellipsoidaux.

Depuis, grace a la combinaison des possibilités mathématiques avec la puissance de calcul
informatique, de nombreux travaux ont montré qu'un grand nombre de probléemes qui appa-
raissaient difficiles, voire impossible, a résoudre de maniere analytique, pourraient se formuler
et se résoudre par optimisation convexe impliquant des LMI.

2.10.2 Définitions

Définition 6. (Ensemble convere)

Un ensemble E C R™ est dit conveze si
Ve,y e E\Ne € [0,1] = ex+(1—¢e)ye E (2.70)

En termes géométriques, cela revient a dire que le segment qui joint deux points appartenant a
un ensemble conveze est inclus dans cet ensemble.

Définition 7. (Fonction convexe)

Une fonction f: R™ — R est dite conveze si et seulement si
Ve,y e R"\Ve € [0,1)f (ex+ (1 —e)y) <ef(x)+ (1 —¢e)f(y) (2.71)
Lorsque l'inégalité est stricte, on parle de fonction strictement convexe.

Définition 8. (Inégalité matricielle linéaire)

On appelle une inégalité matricielle linéaire (notée LMI, Linear Matriz Inequality en anglais)
le probleme suivant :
Etant donné les matrices réelles, carrées et symétriques : Fy = FL € R™™ i =0,---,s telles
que :
S
F(r)=Fy+ o P+ +a,F,=F+ Y xF>0 (2.72)
i=1
Les scalaires x; € R® sont les variables de décision, on dit que F'(x) > 0 est une LMI affine des
éléments de x.
L inégalité implique que : F(x) est une matrice définie positive, c¢’est-a-dire : Yu € R",
u# 0 :ulF(x)u > 0. Ce qui est équivalent a : la valeur propre la plus petite de F(x) est
strictement positive.
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Remarque 4. Une LMI non stricte est une LMI telle que l’inéqgalité dans est non stricte,
> est remplacée par >.

Remarque 5. Les inégalités matricielles F'(z) < 0 et F(z) < G(x) ot F, G étant des fonctions
affines, sont des cas particuliers de puisqu’elles peuvent étre reformulées sous la forme
LMI :

—F(z)>0 (2.73)
G(z)— F(z) >0 (2.74)
L’objectif d'une LMI est de trouver le vecteur réel x € R*® satisfaisant l'inégalité (2.72)). Ce

choix de x est appelé probleme de faisabilité.

2.10.3 Intéréts des LMI

L’approche d’inégalités matricielles linéaires est de plus en plus utilisée en automatique. Parmi
les raisons de son succes, on peut citer :

2.10.3.1 Convexité

La convexité est une propriété géométrique importante. L’existence d'une solution a I'inégalité
matricielle linéaire (2.72)) définit un probleme convexe car I’ensemble des solutions

S={zeR/F(z)> 0} (2.75)

est convexe.
Preuve : On veut montrer que z1, x5 € S, € € [0, 1] implique

ex1+ (1 —¢e)ag €8 (2.76)
F étant affine, alors :
Fex1+ (1 —¢e)xg) =eF(x1) + (1 —e)F(x2) >0 (2.77)

L’intérét de la convexité provient du fait qu'un grand nombre de problemes d’analyse de
systemes dynamiques peuvent se reformuler comme ce type de contrainte.

2.10.3.2 Regroupement des LMI

Parmi les propriétés remarquables des LMI, la possibilité de regrouper plusieurs LMI en une
simple LMI bloc diagonale.

Soit F(x) > 0 et G(x) > 0 deux LMI, liées respectivement avec les deux ensembles convexes
suivants : Sp = {z € R*/F(z) > 0} et S¢ = {z € R°/G(x) > 0}

Alors le systéme composé par F(z) > 0 et G(z) > 0 est lié avec I'intersection de Sg et Sg,
définie par I’ensemble convexe suivant :

_ s/ [Flx) 0
sensa= feeny [F 010} o
L’intersection de deux ensembles convexes donne un ensemble convexe.
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2.10.3.3 Algorithmes de calcul

Les méthodes de résolution numérique des LMIs sont efficaces (cott polynomial) et elles de-
viennent de plus en plus performantes (les méthodes des points intérieurs).

Sur le plan de la simulation, d’énormes progres ont été réalisés en utilisant le développement
toujours grandissant des logiciels tels que le LMITOOL et le SEDUMI (sous MATLAB).

2.10.4 Linéarisation et relaxation des LMI : outils mathématiques

Nous présentons dans la suite quelques lemmes qui permettent de linéariser les inégalités ma-
tricielles bilinéaires et d’introduire des variables de décision supplémentaires, produisant des
problemes LMI moins restrictifs.

2.10.4.1 lemme de Complément de Schur

M = {Q S} (2.79)

Soit :
ST R
avec Q =QT et R=R". On a:

R>0 et Cr=Q—-SR'ST>0

Q>0 et Co=R-STQ1S>0 (2.80)

MZO@{

ou la matrice Cr (resp. Cg) est appelée le complément de Schur de R (resp. ()) dans la matrice

M définie en (2.79) [50].

2.10.4.2 Lemme de Finsler

L’utilisation de ce lemme dans notre travail, contribue a la linéarisation des conditions de
synthese du filtre et a l'introduction de variables supplémentaires permettant de réduire le
conservatisme engendré par les conditions proposées au préalable, [51].

Soit T € R™™ une matrice symétrique et une matrice = € R"™*™ de rang strictement inférieur
a n. Les propositions suivantes sont équivalentes :

i. ATTA <0, VA€ R":ZA=0.
ii. TTE, <.
iii. IA € R™™  tel que T +AZ+ZTAT < 0.

2.10.4.3 Transformation de congruence

Soit U une matrice non singuliere. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
i. > 0.
ii. UTFU > 0.

L’inégalité stricte > peut étre remplacée par une égalité = ou une inégalité non-stricte >.

2.10.4.4 Lemme de projection

Soit G € R™™, U € R et V € R"4 Soit U, et V| respectivement les compléments
orthogonaux de U et V. Les trois propositions suivantes sont équivalentes, ([77], [78]) :

i. 3X € RP*9 telle que G + UXVT + VXTUT > 0.
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ii. VEGVJ_ >0 et UIGUJ_ > 0.
iii. 30 € R tel que G — ocUUT >0et G —oVVT > 0.

2.10.4.5 Lemme de la S-procédure généralisée

Soit une matrice P = P* > 0 € H™" et un sous-ensemble K C H". Les deux propositions
suivantes sont équivalentes, [52]

Lp'Pp<0,Vpe=zZ,Z={peC":p#0,p"Mp <0,YM € K}.
ii. Il existe M € K, telle que P < M.

2.10.4.6 Lemme de séparation

Etant donné des matrices Ty, Ty et Ty, avec TT = Ty, alors [79] :
Tl + Tg:‘i(/{?)Tg + Tng(k)Tg <0 (281)
est vérifié pour tout 7 (k)k(k) < I si et seulement s'il existe 8 > 0 tel que

T+ BYTs3Y: + 87115 5 <0 (2.82)

2.10.4.7 Inégalité de Jensen

Soit G > 0 une matrice symétrique constante et un entier d > 0, on a [65] :

i=k—

Plusieurs relaxations peuvent étre utilisées pour prouver lefficacité des LMI et augmenter
I’espace de solution. Néanmoins, 'introduction de variables additionnelles par ces relaxations
fait croitre la complexité du probleme et le rend plus long a résoudre a cause de la puissance
des ordinateurs actuels.

Donc un bon compromis entre conservatisme des LMIs et comptabilité avec la puissance des
solveurs aboutit a une solution satisfaisante.

2.11 Conclusion

Dans ce chapitre, les concepts de base relatifs aux différentes classes de systemes dynamiques
ainsi que des conditions suffisantes de stabilité ont été présentés. Ces dernieres se basent sur
la théorie de Lyapunov. Nous avons ensuite présenté un bref état de 'art sur les techniques
de filtrage, notamment le filtre de Kalman et le filtre H,,. L’accent a également été mis sur le
filtrage H,, dans un domaine fréquentiel fini. Enfin, apres avoir décrit le cadre théorique des LMI
et motivé leur utilisation, nous avons présenté quelques outils mathématiques permettant de
linéariser et relaxer les inégalités matricielles et qui serviront de support aux chapitres suivants.
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Chapitre 3

Analyse et synthese de filtres Ho
robustes pour les systemes linéaires
incertains
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3.1 Introduction

Ce chapitre est dédié a la présentation des résultats portant sur le filtrage H,, robuste dans un

domaine fréquentiel fini pour les systemes incertains, continus et discrets. Les incertitudes qui

affectent le systeme sont supposées étre sous la forme polytopique, avec N sommets connus, mais
sy . . . . . N N

avec un vecteur paramétrique incertain invariant dans le temps : o(t) =o€ RY : 3757, 05 =1

0;>0,5=1,---,N. Ces systemes sont décrits dans le chapitre 2.

Les sections 3.2 et 3.3 respectivement concernent le filtrage H,, robuste pour les systemes poly-
topiques a temps discret et a temps continu respectivement. Dans les deux cas, des conditions
suffisantes sont développées pour garantir a la fois la convergence de I'erreur d’estimation et les
performances H.,, dans un domaine fréquentiel fini, non seulement vis-a-vis des perturbations
extérieures, mais aussi des incertitudes paramétriques. Les théoremes développés s’appuient
sur des fonctions de Lyapunov polyquadratiques et sur le lemme de KYP généralisé. Grace au
lemme de Finsler, nous arrivons a formuler les conditions de synthese de filtres en des problemes
d’optimisation convexe sous contraintes LMI, qui se révelent moins restrictives par comparaison
avec d’autres résultats récents de la littérature. La fin de chaque section est consacrée a des
exemples de simulation illustrant les performances et les avantages des approches proposées.

3.2 Filtrage H, robuste des systéemes incertains a temps
discret

Cette section aborde la synthese de filtres H,, dans un domaine fréquentiel fini pour les systemes
linéaires a temps discret avec des incertitudes polytopiques.

3.2.1 Formulation du probleme

Comme il a été mentionné dans le chapitre précédent, un systeme linéaire a temps discret avec
des incertitudes paramétriques de type polytopique peut étre décrit par la représentation d’état
suivante :

v+ 1) = Alo)a(k) + Blo)w(k), Afo) € B, B(0) € R
y(k) = C(o)x(k) + D(o)w(k), C(o) € R D(o) € R™*™v (3.1)
2(k) = H(o)z(k), H(o) € R"""=

ou z(k) € R"™ est le vecteur d’état, y(k) € R™ est le vecteur de mesures et z(k) € R"* désigne
la sortie non mesurée a estimer. w(k) € R™ représente le vecteur de perturbations appartenant
a l5[0,00) et & un domaine fréquentiel connu.

Les matrices du modele d’état sont données par :

(A(o),B(0),C(0),D(0)) €T (3.2)

I = { Z:alAZ7 B(o ZO’ZBZ'; C(o) = Z 0:Ci; D(o) = ZUiDZ'} (3.3)

N étant le nombre de sommets du polyedre I'.
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Le filtre censé reconstruire le vecteur z(k) a la représentation d’état suivante :

wp(k+1) = Af(a)wf(k) + By(o)y(k), As(0) € R"™=*" Bi(o) € R™*™ .
) .

21(k) = Cyla)as (k) + Dy(o)y(k), Cy() € R™*™, Dy(o) € R
ou z¢(k), zp(k), et y(k) désignent respectivement le vecteur d’état, la sortie reconstruite et

I'entrée du filtre, qui est également la sortie mesurée du systeme (3.1)).
Les matrices Af(0), Bf(o), C¢(0), et Dy(o) sont les parametres du filtre a déterminer.

Pour un résultat moins conservatif, nous supposons que les matrices du filtre dépendent des
parametres incertains. Elles sont ainsi données par :

N N

o) :ZgiAﬁ By(o) :ZUiBfi
z;l 1J=Vl

o) = ZUiCﬁ D¢(o) = Z o Dy;
i=1 i=1

(3.6)

Considérons maintenant 1'état augmenté (k) = [27 (k) 7 (k)] " et Ierreur destimation e(k) =
z(k) — zf(k). Le systeme d’état augmenté est alors déduit :

i(k+1) = A(o)a (k)

e(k) = Clo)i(k)

+ B
- (3.7)
+D

ou :

oS

P B A(o) 0 B B(o)
A(">‘<Bf<a>c<> Af<o>> (")‘<Bf<a>D<a>>’ 5)
C(o) = (H(0) — Dy()C(0) ~Cy(0)), D) = —Dy(e)Dio).

Soit T (e??) la fonction de transfert du signal de bruit w(k) vers erreur d’estimation e(k).

Le probleme lié au filtrage H,, dans un domaine fréquentiel fini du systeme (3.1) consiste a
trouver un filtre de la forme (3.5)) tel que :

(a) Le gain /5 du systeme (3.7)) est inférieur ou égal & v, un scalaire positif prédéfini, dans le
domaine fréquentiel fini du bruit w(k) et avec des conditions initiales nulles ((0) = 0),
c-a~d :

SUp  Omazl (636) <%, V0e©O (3.9)
wel2[0,00)

(b) Le systeme a état augmenté décrit dans (3.7)) est asymptotiquement stable en boucle
ouverte (w(k) = 0),

Nous désignons par 6 la fréquence du bruit w(k), supposée appartenir a un intervalle © connu,
voir le tableau 2.2, page |38|

3.2.2 Analyse de performance H,, dans un domaine fréquentiel fini

Nous supposons, dans un premier temps, que les parametres du filtre sont connus. Nous pro-
posons dans le théoreme suivant des conditions suffisantes garantissant la condition |(a)|

Théoreme 10. Considérons le systéme affecté par le bruit w(k), supposé appartenir d un
domaine fréquentiel fini et connu et le filtre décrit dans . Soit v un scalaire positif donné.
Alors le systeme d’état augmenté représenté par posseéde une performance Hy, inférieure
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ou égale a vy s’il existe des matrices 91 € R"* "= ¥y(0) € R™*" 9;(0) € R"™*"=, (i = 3,5),
¥y € R"¥"e (o) € RUnetme)na  7(5) X (), P(c) = PT(0),Q(0) = Q" (0) > 0 € R¥=x?ns,
Y (o) € R™*?"= telles que :

U(o)+ He{®(0)} <0 (3.10)
T —a(e) 0 dule)  —0iChl0) ~0iDy(0)D(e) + Pa(0)Blo) O
(I)(O') _ 0 —193(0') —’(94 (1324(0') 194Af(0’) 193( ) (0’) + 194Bf( )D(O‘) 0
0 —05(0) —0 Da(o) A (o) 95(0)B(0) + 91Bs(0)D(o) 0
0 —ve(o) 0 Ig(0)A(0) 0 Je(0)B(o) 0

®14(0) = 01 (H (o) = Df(0)C(0)) + 5(0) A(0)
Doy(0) = V3(0)A(0) + V4B (0)C(0)
B34(0) = D5(0)A(0) + 03B4(0)C(0)
La matrice V(o) est donnée par :
[I,. O 0 0 0

e 0 Qo)+ Z% (o) Y7 (o) XT(o)
VUo)=| e e P(o)—2cos(6,)Q(0) 0 —Z(0)

o o ° —21,, -Y (o)

o o ° ° —P(0) — X(0) — XT(0)

pour un domaine basses fréquences, |0| < 6y,.

I,. 0 0 0 0
o 0 &%Qo)+ Z% (o) Y7 (o) XT(0)
VU(o)=| e e P(o)—2cos(b,)Q(0) 0 —Z(o)
e o . —21,, —Y (o)
| o o ° ° —P(J)—X(U)—XT(O)
pour un domaine moyennes fréquences, 01 < |0| < 0,
Hw = (92 — 01)/2 et QC = (91 + 02)/2
I,. O 0 0 0
e 0 —Q(o) + Z% (o) YT (o) XT(0)
U(o)=| e e P(o)+2cos(0,)Q(0) 0 —Z(0)
o o o —v21,, -Y (o)
o o o . —P(0) — X(0) — XT(0)

pour un domaine hautes fréquences, || > 6y,.

Preuve : Nous supposons que le bruit w(k) appartient & un domaine moyennes fréquences.
D’apres le lemme [5| du chapitre 2 (page , la condition @ est vérifiée pour 0; < |0] < 0y §'il
existe des matrices symétriques P, Q) € R?%*?"= telles que Q > 0 et :

{A(a) 3(0)]T{ -P el HA(U) P;(a)}

Ly, O e%Q P—2cos0,Q| | L, 0
~ A T N A
C(o) D(o) I, 0 C(o) D(o)
+{ 0 L. 0 -1, 0 I <0 (3.11)

Nous supposons que les matrices P et () dépendent des parametres incertains, c-a-d :

N
= oiP; et Q=0Q(c alQl (3.12)
=1
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T
e . . . t(k ,
Nous multiplions (3.11)) & gauche et & droite par [w( ))1 et sa transposée, nous obtenons :

w(k
i(k) 1" [en e7%Q(0)B(o) + CT(0)D(0) 0 (k)
w(k) . —21,,, + D" (0)D(o) 0 w(k) | <0 (3.13)
T(k+1) ° ° —P(0) T(k+1)

ol : e11 = P(0) — 2¢080,Q(0) + e 7%Q(0)A(0) + /% AT (0)Q(0) + CT(0)C(0).
A partir de (3.7)), on a :

. ) (k)
[A(0) B(o) —In,| | w(k) | =0 (3.14)
z(k+1)
Appliquons le lemme de Finsler (page (i et iii) avec :
(k) ] [gn e 1%Q(0)B(o) + C"(0)D(a) 0 ]
A= wk) [, T=1e —~%I,, + DT (0)D(c 0 :
T(k+1) ° ° —P(0)

[1]

et E=[A(0) B(o) —lwm,].

L’inégalité (3.13)) est satisfaite s’il existe des matrices Z(c), X (o) € R?"=*?"= ot Y (0) € R™*?=
telle que la condition suivante est vérifiée :

A

en €7%Q(a)B(0) + C(0)D(0) 0 4 R
. 21, + DT(0)D(o 0 | +Hel |Y(o)| [A(6) B(o) —Is,] ¢ <0
) [ ] —P(O') X<U)
(3.15)
Nous réécrivons I'inégalité comme :
C(o) D) 07" C(o) Do) 0
A(o) B(o) 0 A(e) B(o) 0
Lo, 0 0 V(o) | Iz, 0 0| <0 (3.16)
0 I, 0 0 I, 0
0 0 [an 0 0 IQnI
ou :
I. 0 0 0 0
o 0 &%Qo)+ Z% (o) Y7T(0) XT(0)
U(o)=| e e P(o)—2cos(b,)Q(0) 0 —Z(0)
o o . —21,, —Y (o)
o o ° ° —P(0) — X(0) — XT(0)
Remarquons que :
C(o) Dlo) 0
A ~ A B 0
—L. 0 Clo) D(o) 0 _ JS ) E)U) 0 (3.17)
0 —ly, A(o) B(o) 0], 0 L. 0
0 0 I,
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En appliquant le lemme de Finsler encore une deuxieme fois (ii et iii), il vient que I'inégalité
(3.16) admet une solution s'il existe une matrice ¥(g) € RO +n=tnw)x(n=+2ns) tolle que :

\If(a)—i—He{Q?(a) {_é" _an igg; ggg 8}} <0 (3.18)
¥

Nous considérons la structure suivante de la matrice

191 192(0') 0
i) = | 328 gi (3.19)
0 196(0') 0

Nous pouvons aisément déduire que 'expression ((3.18)) est équivalente a (3.10]) pour 6; <| 0 |<
0.

En suivant la méme démarche analytique que pour le domaine moyennes fréquences, nous
pouvons démontrer I'inégalité (3.10) pour les domaines basses et hautes fréquences.

Ceci complete la démonstration.

Remarque 6. Notons que pour obtenir ['inégalité , nous avons appliqué le lemme de
Finsler deux fois, de deux maniéres différentes. Cect nous a permis de rajouter des variables de
décision supplémentaires afin d’avoir plus de degrés de liberté dans les conditions.

3.2.3 Etude de stabilité du systeme augmenté

Le théoreme ci-apres garantit la contrainte . Les conditions présentées sont basées sur des
fonctions de Lyapunov non quadratiques dépendantes de parametres.

Théoreme 11. Considérons le systéme et le filtre défini par l’équation . Le systeme
a étal augmenté est asymptotiquement stable s’il existe des matrices Py(o) = Pl (o) >
0 € R?ax2nz 9 (o), Veao) € R™=""= et 9g3(0) € R¥™ > telles que :

V(o) + He{Ps(0)} <0 (3.20)
ou : P.(o) 0
Volo) = | ; _Py(0)
[~ (0) 0 Us1(0)A(0) 0
et Dy(0) = |—Vs(o) =04 Vp(0)A(o) +U4Bs(0)C(0) V4A(0)
—J(0) 0 Vs3(0)A(0) 0

i(k+1) = A(o)i(k) (3.21)

Nous réécrivons ’expression ([3.21) comme :

[~ Ln, A(0)] F(:];(Z)D} —0 (3.22)

Considérons la fonction de Lyapunov non quadratique suivante :

V(x(k), o) = &7 (k) P,(o)i (k) (3.23)
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En tenant compte de la variation de V(z(k), o) le long des trajectoires du systeme augmenté
(3.7), nous en déduisons que ce dernier est asymptotiquement stable s’il existe une matrice
définie positive et symétrique P,(c) € R?"=*?"= telle que :

[:@(/;(—;)1)]113880) _PS(U)] [:ﬁ(g(z)n ~0 520

Appliquant le lemme de Finsler (page (i et iii), avec :

Ao {i(;(;ﬁr)l)} T _ {Pséa) —PS(O‘):| ot E=[-Ln A0)].

On en déduit que I'inégalité (3.24) est faisable s’il existe une matrice ¥s(0) € RA™=*%"= telle
que :

P,(0) 0 .
{ 0 —Ps(g)] + He {0,(0) [~12,, A(o)]} <0 (3.25)
Nous considérons la structure suivante de la matrice J4(o) :
1951 (O’) 0
V(o) = | Uua(o) s (3.26)
1953(0') 0

Il est immédiat que (3.25)) est équivalente a ((3.20)).

Ceci acheve la démonstration.

3.2.4 Synthese de filtres H,, dans un domaine fréquentiel fini

Dans cette section, nous supposons que les parametres du filtre sont inconnus. Par
conséquent, les conditions des théoremes [10| et [11| sont non linéaires a cause des produits entre
les matrices du filtre et les variables ¥, et 9,.

Le théoreme suivant présente des conditions suffisantes permettant de construire, dans un do-
maine fréquentiel prédéfini, le filtre optimal qui satisfait les deux contraintes @ et @

Théoreme 12. Considérons le systeme , avec le bruit w(k) appartenant a un domaine
fréquentiel fini. Le filtre stable et optimal, en termes de performance H., vis-a-vis des per-
turbations et des incertitudes paramétriques, peut étre obtenu si ['on peut résoudre le probleme

d’optimisation sous les contraintes LMI - pour des matrices ¥, € R"*">
Uo; € Rz gy, € Rz (b = 3,5), ¥y € R™=X"= g € RUnatmo)ne 7.0 X, P,

mm Il <

PiT; Qz = QZT > 0 € R2nm><2nm’ Y; S Rnw><2n_r7 Psi = st; >0 e R2nm><2nm’ 79512'; 19521'
Rnxxnx, 19331‘ c RQng;xnx’ afi c anxnw; bfz c Rnﬁxnw’ Cfi c anxm’ dfz c anxnw7 X@
Ny +Nz+Nyw Ne+Nz+nw) . _ (612 +n24nw) X (612412 +n0w) Ny X4ng . _
R(; et )X(f +4 ) s Xy = XL, Xiy € Ry » Xaii € Rimexdne - X =
Ng X4ng
Xsiz‘7 XSij € Ri<j :
min Y (3.27)
Qi,24,X4,Y:,P;,014,(k=2,3,5,6),91,94,0k4,(k=1,2,3),a5:,b5i,¢5i,d 54, Xi5,X 515
U+ U+ He{®;;} + He{®;;} — X — X[ <0, (i <) (3.29)
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Uy + Vg + He{®yi} + He{®gy} — Xy — XE. <0, (i <) (3.31)

s1J

Xll e XlN
X=1: - <0 (3.32)
XNl T XNN
Xsll e XslN
X,=| : .. 1+ |<o0 (3.33)
Xen1 0 Xonn
i.je{l,...,N}
ou :
I,. 0 0 0 0
c 0 @zl v X7
\Ili = ® [ ] R - 2COS(6b)Qi 0 _Zz
¢ * o _72[1%0 _S/i
e o ° ° —-P - X, - XlT

pour un domaine basses fréquences, 0| < 6y,.

I. 0 0 0 0
o 0 %Q+ 2 17 Xr
U,=| e o P —2cos(6,)Q; 0 —Z;
- . L, Y,
o o ° ° P - X, - XZT

pour un domaine moyennes fréquences, 01 < |0| < 0,

Hw = (92 —01)/2 et QC = ((91 +02)/2

I,, O 0 0 0
e 0 —Q; + 7T 1 Xr
U, =| e e P, +2cos(0)Q; 0 —7;
o o ° -2, =Y,
e o ° ° o . G XzT

pour un domaine hautes fréquences, |0 > 6),.

-—191 —1921' 0 19le — dfiCj + ﬁQiAj —Cfi —dfiDj + 192iBj 0
. — 0 —’1932' —194 193@'Aj + bfiCj Qaf; 193iBj + bfiDj 0
Yo 0 —7951' —194 1951'/1]' + bfzcj Qf; ﬁSiBj -+ bfZD] 0
0 —0 O DeiA; 0 i B; 0
"P ) 0 _79511' 0 ﬁsliAj 0
Y = OSl _p. et Py = | Vs —U1 V24 + 0505 api|.
- * _19332' 0 19531'/43' 0
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Dans ce cas, les parametres du filtre sont obtenus a partir des équations suivantes :

N N
Zﬁzlzdiaﬁ, Bf(O‘) :ﬁzlzdibﬁ,
i=1 =1
~ ~ (3.34)
:’191_1201'0]%, Df(U) :ﬁl_lz(fldfl
i=1 =1
Preuve : Nous supposons que les inégalités (13.2843.33)) sont satisfaites.
Nous définissons les fonctions suivantes :
N N N
= o, (k=2,3,5,6), X(0)=)Y 0,X;, Z(0) = o0iZ;,
i=1 i=1 i=1
N N N
= ZUiYm P(o) = ZUz'Pz‘, Qo) = Zaiin
i=1 i=1 i=1
N N N
:ZO'Z'PSZ', Af(O') :ﬁZIZUiaﬁ, Bf(O') :ﬁZIZOibﬁ,
i=1 i=1 i=1

N p
Cf(U) :191_120'in¢, et Df(O') :?91_1201(1]%
i=1 =1

Prenant en compte toutes les expressions ci-dessus, nous écrivons les équations des théoremes

et en fonctions de celles du théoreme |12 comme suit :

V(o) + He{®(0)} = ZZUZ%( i+ He{®y;))

i=1j=

N N
=Y 02 (Ui + He {D3}) +23 Y aio; <q’i+HE{‘I’“};%+H6{%})

1 1=11<j

2

2

Xu + Z Z O'ZO'] (X’L] + XZ,I;)

i=1 1=11<J
0'1] X11 XlN 0'1]
= S ] <0

O'NI XNl XNN CTN]

Ui(o)+ He{Ps(0)} = g: > 00 (Vg + He{Py;})

)

Jj=1

02 (W 4 He (@) + 23 3 oy (et hetts) b itte(t)

1=11i<g

Il
—_

'MZ

I
—

\ Z ZQXSM + Z Z UZU] (XSZJ + Xg;j)

=1 i=11<j
T
o1l Xs1 - Xan o1l

= : : : c | <0
onl Xyt - Xsnn onl
On en déduit que les conditions des théoremes et (11)) sont satisfaites, et par suite le filtre

obtenu vérifie les conditions @ et

Ceci complete la démonstration.

Remarque 7. Notons que si nous multiplions (3.28)) et (3.29) a gauche et a droite par [Inz 0}
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et sa transposée, nous en déduisons que I — 9, — 9T <0, ce qui implique que la matrice 9, est
définie positive et par conséquent inversible. Donc les matrices C¢(o) et Dy(o) existent.
D’une maniére similaire, si nous multiplions et (3.29) a gauche et a droite par
[Onzx(nﬁnz) I, 0} et sa transposée, nous en déduisons que I — 9, — V91 < 0, ce qui implique
que la matrice U4 est définie positive et par conséquent inversible. Donc les matrices Ag(o) et
By¢(o) existent.

3.2.5 Exemple de simulation

Nous présentons dans cette section un exemple numérique afin de démontrer 'efficacité et les
mérites de I’approche proposée. Nous comparons notre travail avec des résultats récents de la
littérature.

Nous considérons le systéme a temps discret, largement utilisé dans la littérature ( [21] [22] [23]
[24]), suivant :

0 —0.5 -6 0

z(k+1) = [1 ) +/J z(k) + { 1 0] w(k),
y(k) = [-100 10] z(k)+ [0 1]w(k),
z(k)=[1 0]z(k),

(3.35)

ou p désigne le parametre incertain avec : | p [< 0.45.
Il s’agit d'une incertitude structurée d’un bloc qui peut étre décrit par un polytope a deux
sommets.

En résolvant le probleme d’optimisation du théoreme dans différents domaines fréquentiels,
nous obtenons les parametres suivant :

 0.997 ~ [0.0562 0.0185 Lo _ [F0.0117 —0.0047

L 747 10.0184 0.0061 ]’ M7 =0.0035 —0.0014]
_3 [0.3792
by =107° {0.1250], ¢y = [—0.1880 —0.0626], dp = —0.0083,
0.1786 —0.5046 —0.2012

— -3 — [ _ — -3
bps = 10 {0_0568], cpp = [—0.2410 —0.0798], ap =10 { 0.1962 0‘0814} ,
dg2 = —0.0076.

V6, avec un niveau de performance H, : v = 1.3521.

10006 ~ [0.0716 0.0135 o _ [-0.0475 —0.0102

vr== ’ Y47 10.0168  0.0033] 7120.0102 —0.0023|
. [0.7919
bp =103 {0'1771}, cp = [—0.3429 —0.0729], ds = —0.0065,
0.6981 —0.0710 —0.0167

—_10-3 _[_ _ _
b =10 [0.1467]’ ¢p = 204490 —0.0051],  ap, [—0.0137 —0.0033}’
dg = —0.0062.

dans le domaine basses fréquences || < 7/6, avec un niveau de performance Hy, : 7 = 1.1628.

0.0358 0.0192 ~0.0007  0.0009
o1 = 1.0004, o1 = { } o { }

0.0166 0.0128 0.0076  0.0033
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by = 10-7 {0.4009]

01603 cpp = [—0.1221 —0.1030],  dy = —0.0088,

0.3122 ~0.0033 0.0078
—10-3 _[_ _ _
b2 =10 [0.0894]’ ¢p = [-0.1604 —0.0776],  ap, { 0.0072 0.0088} ’
dfs = —0.0084.

dans le domaine moyennes fréquences /6 < |0| < 7/4, avec un niveau de performance H, :
~ = 0.5860.

— Looor 00086 0.0347 ~ [0.0039 0.0116

L= 747100334 0.1374) 4= 10,0158 0.0478]
_, [0.2268
b = 1073 {0_9147], cp1 = [—0.0247 —0.0985], dpy = —0.0098,
0.1592 0.0085 0.0337

—10-3 _I_ _ _
b2 =10 [0.6487]’ ¢pp = [-0.0238 —00984],  ap {0.0341 0.1368]’
dgs = —0.0098.

dans le domaine hautes fréquences || > 57/6, avec un niveau de performance Hy, : 7 = 0.0098.

Il est clair que le niveau de performance H., atteint sur des bandes de fréquences restreintes,
est meilleur que celui atteint dans tout le domaine fréquentiel, ce qui démontre ’avantage de
prendre en compte les caractéristiques fréquentiels du bruit dans la synthese du filtre.

Pour illustrer ceci, les figures (3.1 — 3.4) présentent les courbes de la valeur singuliere maxi-
male de la fonction de transfert du signal de bruit w(t) vers 'erreur d’estimation e(k) dans
les différents domaines fréquentiels. Les zones grises représentent la gamme de fréquences
concernées, et les lignes horizontales pointillées désignent les valeurs correspondantes de la
performance H., (7). Il est clair que le filtre robuste synthétisé garantit la performance atteinte
pour tous les modeles contenus dans le modele incertain.

Le tableau ci-dessous présente une comparaison des valeurs de niveau de performance H,, at-
teintes avec le filtre robuste synthétisé au moyen du théoreme |12] et le théoreme (2) proposé
dans [21].

© 0| <7/6 | 7/6<1|0]<m/4]||0|>5r/6] Vb
Théoreme 1.1628 0.5860 0.0098 1.3528
Théoréme 2 de [21] 1.1775 0.7487 1.0069 1.8199

TABLE 3.1 — Comparaison des niveaux de performance H,, obtenus dans différents domaines
fréquentiels

Dans le tableau 3.2, nous comparons le niveau de performance H, atteint au moyen du théoreme
avec quelques résultats récents de la littérature qui traitent le probleme du filtrage H.,
robuste sur toute la plage de fréquence, c-a-d V6.

Méthode | Théoreme 1 [24] | Corollaire 3 [23] | Théoreme 4 [22] | théoreme (12)
¥ 1.5964 1.6629 1.6577 1.3528

TABLE 3.2 — Comparaison des niveaux de performance H,, obtenus pour toute valeur de 6

Il est clairement démontré que le théoreme (12| donne des résultats moins conservatifs par com-
paraison aux approches proposées dans [21], [24], [23] et [22].
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FIGURE 3.1 — (a)-(b) Courbes continues : la valeur singuliere maximale du transfert entre le
bruit et 'erreur d’estimation, courbe en pointillé : v ; pour |0| > 57 /6

Singular values

Frequency (rad/sec)

(a) (b)

FIGURE 3.2 — (a)-(b) Courbes continues : la valeur singuliere maximale du transfert entre le
bruit et l'erreur d’estimation, courbe en pointillé : v; pour 0] < 7/6.
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FI1GURE 3.3 — Courbes continues : la valeur singuliere maximale du transfert entre le bruit et
I'erreur d’estimation, courbe en pointillé : v ; pour 7/6 < |6] < 7/4.
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FIGURE 3.4 — Courbes continues : la valeur singuliere maximale du transfert entre le bruit et
I'erreur d’estimation, courbe en pointillé : v ; pour toute valeur de 6
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3.3 Filtrage . robuste des systemes incertains a temps
continu

Cette section aborde 'analyse et la synthese de filtres H,, dans un domaine fréquentiel fini
pour les systemes linéaires a temps continu avec des incertitudes polytopiques.

3.3.1 Formulation du probleme
Un systeme linéaire polytopique en temps continu est défini par :
x(t) = A(o)z(t) + B(o)w(t), A(o) € R™*" B(o) € R"*™v

y(t) = C(o)x(t) + D(o)w(t), C(o) € R™*" D(o) € R™*"™ (3.36)
2(t) (o)x(t), H(o) € R"=""=

I
=

ou z(t) est le vecteur d’état, y(t) est le vecteur de mesures et z(t) est la sortie non mesurée
a estimer. w(t) désigne le vecteur des perturbations appartenant a ¢, [0,00) et & un domaine
fréquentiel connu.

Rappelons que les matrices du modele d’état sont données par :

(A(0), B(0),C(0), D(0)) €T (3.37)
N N
{ Z 0;A;; B(o Z 0:B;; C(o) = Z 0,Ci; D(o) = Z oiDZ} (3.38)
=1 =1 =1
N
020, Y oi=1 (3.39)
i=1
N étant le nombre de sommets du polyedre I'.
L’objectif est de construire un filtre qui possede la représentation d’état suivante :
ty(t) = Ap(o)zp(t) + Br(o)y(t), A¢(o) € R™*" By(o) € R (3.40)

z(t) = Cylo)as(t) + Dy(o)y(t), Cylo) € """, Dy(a) € R™*"

ou z¢(k), z¢(k), et y(k) désignent respectivement le vecteur d’état, la sortie supposée donner

une estimation du vecteur z(k) et 'entrée du filtre. Les matrices A (o),
sont données par :
N N
:Zo-iAfi Bf(O') :ZUiBfi
i=1 i=1

N N
0’) = ZO’Z‘Cﬁ Df(O') = Zaini
i=1 =1

Ayi, By, Cyi et Dy; sont a déterminer pour i = (1,..., V).

By(a), Cf(a), et Dy(o)

(3.41)

A partir des équations ((3.36) et (3.40), le systeme d’état augmenté peut s’exprimer comme

suit :

(3.42)



ol e(t) = z(t) — z4(t) représente 'erreur d’estimation, 1'état augmenté & (t) = [27 (t) x?(t)]T

et :
Aoy A(o) 0 30 — B(o)
A“"(BA@G@)zh@Q’ Blo) (BA@D@Q’
O(0) = (H(o) - Dy(0)Clo) ~Cy(0)).  D(o) = —Dy(0)D(o).

Soit Tye(jw) la fonction de transfert du signal de bruit w(t) vers l'erreur d’estimation e(t).

Le probleme du filtrage H,, dans un domaine fréquentiel fini du systeme (|3.36]) consiste a

construire un filtre de la forme (3.40)) tel que :

(a) Le gain ¢y du systéme est inférieur ou égal a 7, un scalaire positif prédéfini, dans
le domaine fréquentiel fini du bruit w(t) et avec des conditions initiales nulles (Z(0) = 0),
c-a~d :

SUp  Opaelwe(Jw) <7y, Yw € (3.44)

(b) Le systéme a état augmenté décrit dans (3.42)) est asymptotiquement stable en boucle
ouverte, c-a-d quand w(t) = 0.

Nous désignons par w la fréquence du bruit w(t), supposée appartenir a un intervalle Q2 connu,
voir le tableau 2.1, page |36|

3.3.2 Analyse de performance H,, dans un domaine fréquentiel fini

Comme dans la section précédente, nous supposons dans un premier temps que les parametres
du filtre sont connus. Nous développons dans le théoreme suivant des conditions suffisantes
garantissant [(a)]

Théoreme 13. Considérons le systéme et le filtre décrit dans . Soit v un scalaire
positif donné. La performance Hy, ldu systeme augmenté est inférieure ou égale a v s’il
existe des matrices V1 € R" " 0y(0) € R " 0;(0) € R™*" (i = 3,5), Uy € R"™*"=,
V(o) € RUnatnw)xne - 7(5) X (o), P(c) = P"(0),Q(c) = QT(c) > 0 € R>=>%" Y(o) €
R0 telles que :

V(o) + He{®(0)} <0 (3.45)
. —191 —192(0') 0 (1)14(0') —’1910]0(0') —191Df(O')D(O') +192(0')B(0') 0
(o) = 0 —v3(0) —vy  Doy(o) V4Ai(0)  Vs(0)B(o) +V4Bg(o)D(o) 0
0 —vU5(0) =0y  Psq(0) V4 A(0)  Us(0)B(o) +V4Bg(o)D(o) 0
0 —ve(o) 0 Ig(0)A(0) 0 Y6(0)B(0) 0
®14(0) = Vh(H(0) — Dy(0)C(0)) + U2(0)A(0)
824(0) = D5(9)A(0) + 03B4(7)C(0)
Ps4(0) = U5(0)A(0) + ¥4By(0)C(0)
La matrice V(o) est donnée par :
L. 0 0 0 0
e 0 Plo)+Z"(0o) Y7(0) XT(0)
Wo)=|o o @Q@) 0 ~2(0)
o o o —21,, —Y (o)
o o ° ° —Q(0) — X(0) —XT(U)

pour un domaine basses fréquences, |w| < wy.
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I,. O 0 0 0
e 0 P(o)+jw.Q(o)+ZT (o) YT(o) XT(0)
Ulo)=| o o —wiwaQ(0) 0 —Z(0)
o o ° -1, —Y (o)
o o ° . —Q(0) — X(0) — XT(0)

pour un domaine moyennes fréquences, w1 < w < wy,
we = (w1 +w —2) /2.

I,, 0 0 0 0

e 0 Plo)+Z%(0) YT(0) XT(0)
Wo)=|o o —Q@) 0 ~2(0)

o o ° —y21,, -Y (o)

° o . o Qo) — X(o) — XT(0)

pour un domaine hautes fréquences, |w| > wy,.

Preuve : Nous supposons que le bruit w(t) appartient a un domaine moyennes fréquences, c-a-
d:w < |wl < ws.

D’apres le lemme [2| du chapitre 2, la condition@ est vérifiée s’il existe des matrices symétriques
P, Q € R?"=*?n telles que Q > 0 et :

{A(U) B(@H -Q P+jch} {Aw) B(a)]
Ly,, 0 P—jwQ —wiw@ ||, 0
_i_{CA’éa) l?_ic:)]T {18 _79_]%] {CA’(()O) ﬁ[,(:)] <0 (3.46)

Le reste est similaire a la démonstration du théoreme [10l et est donc omis.

3.3.3 Etude de stabilité du systeme augmenté

Nous présentons ci-apres des conditions LMIs suffisantes pour la vérification de la condition @

Théoreme 14. Considérons le systéme et le filtre décrit dans . Alors le systeme
a état augmenté est asymptotiquement stable s’il existe des matrices Py(o) = PI'(a) >
0 € Rz 9 (o), Vsao) € R™=>"= et 9g3(0) € R¥™ > telles que :

V(o) + He{®Ps(0)} <0 (3.47)
- _ | 0 Pyo)
ot : V(o) = [PS(J) 0 } :
—Us(0) 0 Vs1(0)A(0) 0
et DPy(0) = | V(o) =04 Vs(o)A(o) +04Bs(0)C(0) V4A¢(0)].
—0s(0) 0 Us3(0)A(0) 0
Preuve : Nous considérons la fonction de Lyapunov suivante :
V(z(t),o) =27 (t)Ps(0)2(t) (3.48)

En tenant compte de la variation de V(z(t), o) le long des trajectoires du systeme ([3.42)), nous
en déduisons que ce dernier est asymptotiquement stable s’il existe une matrice définie positive
Py(0) € R*=>2= telle que :

) L ") <

Le reste de la preuve est similaire au raisonnement de la démonstration du théoreme [11]
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3.3.4 Synthese de filtres H,, dans un domaine fréquentiel fini

Nous présentons dans le théoreme suivant des conditions suffisantes permettant de construire,
dans un domaine fréquentiel fini, le filtre optimal vérifiant les deux conditions @ et @

Théoreme 15. Considérons le systéme , avec le bruit w(t) appartenant a un domaine
fréquentiel fini. Le filtre stable et optimal en termes d’atténuation H., de bruit peut
étre obtenu par résolution du probleme d’optimisation sous les contraintes LMI -
pour des matrices V1 € R"™ " 1y € R™* " Oy, € R " (k = 3,5), 9, € R"™*"=,
Joi € RUnetmu)xne -7, X, P, =PI, Q; = QF > 0 € R=>? Y, € Rrwxe P = PL >
0e RanX2nx7 19311’; 1952i c Rnacxn:c; 19531, c RQTZxXn:c7 af c Rnxxn:c} bfi c RTZxan’ Cfi c anxnx7
dfi c anxnw; Xzz c R(6n1+nz+nw)x(6nz+nz+nw) . Xu _ XT Xij c R(an-‘rnz-i-nw)x(ﬁnx-‘rnz-i-nw)

i) 1<J ’
X € RAnexdnz . Xgi = ij;z, st’j S R32§X4nm ;
min Y (3.50)
Qi,24,X4,Y3,Ps 01i,(k=2,3,5,6),01,04,0ski,(k=1,2,3)a5;,bfi,¢55,d 4, X5, X 515
U+ U + He{®y;} + He{®;;} — X;; — X[ <0, (i <)) (3.52)
Xt o0 Xaw
X=1: - <0 (3.55)
Xyt o0 Xnw
Xsll e XslN
X, = : . : <0 (3.56)
Xsn1 o0 XonN
t,7€1,...,N.
ol :
I,, 0 0 0 0
e 0 P+Zz' Y7 be
U= o o wQ; 0 —Z;
Y -y,
o o . ° —Q; — X; — XZT
pour un domaine basses fréquences, w < wy.
I,, 0 0 0 0
e 0 P+jwQ;+2z' YT Xr
Ui=|e o —wi1weQ; 0 —Z;
e o ° -2, =Y
o o ° ° -Q; — X, — XTI

pour un domaine moyennes fréquences, w; < w < wa,
we = (w1 + wo) /2.
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I,, 0 0 0 0

e 0 P+Zz' Y7 xr
U= e o —wQ, 0 —Z;

« o e 2L, -y

o o ° ° Qi — X, — XF

pour un domaine hautes fréquences, w > wy,.

-—191 —1922' 0 191Hz - dfiCj + /1927:14]' —Cyi —dfiDj + 192iBj 0
b — 0 —1932' —194 1931'Aj + bfiCj Qf; ﬁgiBj + bfiDj 0
v 0 _7951' —194 1951'/1]' + bfiCj af; 195iBj + bfiDj 0
L 0 _796i 0 7961‘14]' 0 196¢Bj 0
’P ) 0 _19512' 0 19511'14]' 0
Y = 051 _p ] et Pgj = | Vs —U1 Vs34 + 0505 api|.
- * _79532' 0 19331'14]' 0

Dans ce cas, les parametres du filtre sont donnés par :

N N
Ap(o) =97 aiag, Bi(o) =97 > aibyi,

i=1 =1

- - (3.57)
Cylo) =0 Y oicys, Dy(o) = 97" Y oudyi

=1 =1

Preuve : La démonstration est similaire a celle du théoreme [12 et est donc omise.

3.3.5 Exemples de simulation

Nous présentons dans cette section deux exemples numériques pour démontrer 'efficacité et
les mérites de 'approche proposée. Une étude comparative avec des résultats récents de la
littérature est également présentée.

3.3.5.1 Exemple 1

Nous considérons le systéme a temps continu suivant, [25] :

| 0 “1+0.3a 2 0
M= 100140058 0.9 ]WHL 0} w(t)

y(t) = [-100+ 108 100] z(t) + [0 1] w(t)
2(t) = [1 O] x(t)

(3.58)

ou [ et a désignent les parametres incertains et vérifient :

() |al<1, 811, ou
(b) |a|< 1, = j, ou
(¢) [a]<3,]B|< 1, 0u
(d) |a|<3, a=4.

Nous appliquons le théoreme [15{ pour V6 et pour différents ensembles d’incertitudes. Les valeurs
du niveau de performance H,, obtenues par notre approche et par le théoreme 3 proposé dans
[25] sont regroupées dans le tableau 3.3.
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Théoreme 3 [25] Théoreme [15|

(a) 218 1.1402
(b) 2.17 1.1402
(c) 15.8 1.7321
(d) 14.24 3.1623

TABLE 3.3 — Comparaison de niveaux de performance H,, obtenu pour toute valeur de w dans
différents domaines d’incertitudes

Maintenant, nous considérons que les parametres d’incertitude satisfont : | a [< 1 et a = f.

En appliquant le théoreme , dans différentes gammes de fréquences, nous obtenons les pa-

rametres suivants :

@1 = 0.9852;,
0.4677
_ -8
by =10 [0.2423]’
0.2117
— -7
br2 =10 {0.0437]’
dfy = —0.0095.

~ [ 01716 0.0908 ... — [~0:0001 0.0001
747 -0.0385 0.3162) 771 0.0001  —0.0853]
¢y =107 [-0.5368 —0.0129],  dy = —0.01,

—0.0001 —0.0001
cpo = 107° [—0.65780.0553] Qg = {—o 0002 0 0823} ,

sur toute la plage de fréquence, avec un niveau de performance H,, : v = 1.1511.

— 0.9902 [ 0.1513  0.0965 4. — [F0-0001 —0.0001
1= ’ AT 10,0566 0.2970] 17 1-0.0001 —0.0841]"
10 [0.2538 ~
by =1071° {0‘2206], ¢y = 1074 [~0.10400.0026] , dpy = —0.01,
0.1623 —0.0001  0.0001
_10-9 104 [_ _
bpa = 10 {0_0364], cpp =107*[-0.1095 0.0035],  ay {0'0002 _0'0780},
dy = —0.0095.
dans le domaine basses fréquences |w| < 20, avec un niveau de performance H, : v = 1.1402.
07946 ~ [0.0137 0.0271 - _ [-0.0136 —0.0263
w1 = U A, P47 10,0267 0.0540] 171200263 —0.0537]
10 [—0.3650
b =1071° [_0‘0462}, ¢p1 = [—0.0089 —0.0069], dp = —0.0052,
0.0540 —0.0140 —0.0270
_ -9 — | — —
b2 =10 {0.1773]’ ¢ = [-0.0048 —0.0044], o2 {—0.0270 —0.0546}’
dg = —0.0045.
dans le domaine moyennes fréquences 10 < |w| < 30, avec un niveau de performance H,, :
~ = 0.0316.
08711 ~ [0.0217 0.0435 . _ [F00265 —0.0528
w1 = Uit P47 10,0434 0.0870] = 1-0.0528 —0.1059]°
o [—0.1012
by =107° [_0.1573}, ¢ = [—0.0481 0.0299], dp = —0.0059,
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—0.2844 —0.0274 —0.0544
—10-9 _I_ _
b2 =10 {—0.5054]’ ¢p2 = [-0.02150.0200], 2= -0.0544 —0.1091]
dpy = —0.0052.

dans le domaine hautes fréquences |w| > 50, avec un niveau de performance H,, : v = 0.0084.

Les figures (3.5 — 3.8) présentent les courbes de la valeur singuliere maximale de la fonction de
transfert entre le signal de bruit w(t) et U'erreur d’estimation e(t) dans les différents domaines
fréquentiels. Les zones grises représentent la gamme de fréquences concernée, et les lignes hori-
zontales pointillées désignent les valeurs correspondantes de la performance Hy, (7). Il est clair
que les performances H,., désirées sont bien respectées dans les domaines fréquentiels choisis et
pour les modeles contenus dans le modele incertain.

0.06
0.055
0.05
0.045
0.04
0.035

0.03

Singular values

0.025

0.02

0.015

0.01

1
-20
Frequency (rad/sec)

FI1GURE 3.5 — Exemple 1. Courbes continues : la valeur singuliere maximale du transfert entre
le bruit et U'erreur d’estimation, courbe en pointillé : «y; pour |w| > 50
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111

0.9

0.8~

0.6~

0.5

Singular values

0.3

0.21-

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
Frequency (rad/sec)

FI1GURE 3.6 — Exemple 1. Courbes continues : la valeur singuliere maximale du transfert entre
le bruit et U'erreur d’estimation, courbe en pointillé : «y; pour |w| < 20

0.9+
0.8~
0.7~
0.6~
0.5

0.4

Singular values

0.3
0.2

0 1
-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
Frequency (rad/sec)

FI1GURE 3.7 — Exemple 1. Courbes continues : la valeur singuliere maximale du transfert entre
le bruit et 'erreur d’estimation, courbe en pointillé : «; pour 10 < |w| < 30
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-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80
Frequency (rad/sec)

FI1GURE 3.8 — Exemple 1. Courbes continues : la valeur singuliere maximale du transfert entre
le bruit et I'erreur d’estimation, courbe en pointillé : v ; pour toute valeur de w

3.3.5.2 Exemple 2

Nous considérons le systeme incertain continu suivant :

#(t) = {__Of + Eg] (t) + m w(t)
y(t) = [0 —1.2] z(t) + 1.3w(t)
z(t)=[1 0]xz(t)

ol « désigne le parametre incertain et vérifie : | a [< 1.

(3.59)

En appliquant le théoreme , dans différents domaines fréquentiels, nous obtenons les pa-
rametres suivants :

08858 ~ [0.0469 0.0696 . _ [-0:2856 0.0073
L P47 -0.0762 0.0426)° 171 0.0073  —0.3665]
—0.2178 .
bp1 = {_0‘0146], cp1 = 107°[0.0498 0.1949], dg1 = —0.0262,
~ [-0.0760 s ~ [-0.2855  0.0302
b2 = [—0.0117}’ ¢p =107 [-0.0820 0.1895],  ap = { 0.0302 —0.2204] ’
dyy = —0.0587.

sur toute la plage de fréquence, avec un niveau de performance H., : v = 1.2247.

0045 ~ [0.3610 0.1610 ~ [-0.6283 —0.0163
pL = U022, P47 101661 0.3534 ] = 10,0163 —0.6537
—0.1583
by = [_0‘2721}, ¢y = [—0.0229 0.0072], ds = —0.0853,
—0.1458 —0.6108 —0.0236
b2 = {—0.1834}’ ¢z = [-00147 0.0152], arz = [—0.0236 —0.5195} ’
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dgy = —0.0323,

dans le domaine moyennes fréquences 20 < |w| < 60, avec un niveau de performance H, :
v = 0.9487.

06870 ~ [0.1279 0.0616 ~ [~0.2980 0.1451
w1 = UherY, P47 20.0656 0.1499| U= 101451 —0.2924|
—0.0474 _

by = [_0‘1158}, ¢y = [—0.0018 —0.0008], d = —6.4105 x 1074,
—0.0474 —0.2408  0.0454
b2 = [—0.1153}’ ¢s2 = [=0.0010 0.0019], 2= { 0.0454 —0.2081] ’

dgy = —1.5381 x 1074,

dans le domaine hautes fréquences |w| > 60, avec un niveau de performance H, : v = 0.0316.
Connectant les filtres obtenus au systéme original, les figures (3.9 — 3.11) montrent ’évolution
de la valeur singuliere maximale de la fonction de transfert entre ’erreur d’estimation et les per-
turbations extérieures dans les différents domaines fréquentiels. Les zones grises représentent

la gamme de fréquences concernée, et les lignes horizontales pointillées désignent les valeurs
correspondantes de la performance H, 7.

15

Singular value curves

0
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
Frequency (rad/sec)

FI1GURE 3.9 — Exemple 2. Courbes continues : la valeur singuliere maximale du transfert entre
le bruit et I'erreur d’estimation, courbe en pointillé : v ; pour toute valeur de w
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15

Singular value curves

0 1
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
Frequency (rad/sec)

F1GURE 3.10 — Exemple 2. Courbes continues : la valeur singuliere maximale du transfert entre
le bruit et 'erreur d’estimation, courbe en pointillé : 7 ; pour 20 < |w| < 60

Singular value curves
o o
o ©

IN
IS

T JM _____________

0
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
Frequency (rad/sec)

FI1GURE 3.11 — Exemple 2. Courbes continues : la valeur singuliere maximale du transfert entre
le bruit et 'erreur d’estimation, courbe en pointillé : «; pour |w| > 60
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3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au probleme de filtrage H,, dans un domaine
fréquentiel fini pour les systemes invariants dans le temps avec des incertitudes polytopiques.
Nous nous sommes penchés sur I'analyse et la synthese de filtres H,, pour les systemes incertains
aussi bien a temps discret que continu. Afin de permettre une meilleure souplesse dans la
synthese du filtre, des fonctions de Lyapunov dépendant des parametres sont utilisées pour
assurer la convergence de l'erreur d’estimation. Les approches proposées sont basées sur le
lemme de Kalman-Yakubovich-Popov généralisé et le lemme de Finsler. Ce dernier nous a
permis de formuler les conditions de synthese du filtre en termes de LMI et d’introduire des
variables de décision supplémentaires pour une solution moins conservative avec plus de degrés
de liberté. Des exemples de simulation sont présentés a la fin de chaque section pour démontrer
les avantages des approches proposées par comparaison avec d’autres résultats récents de la
littérature.
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Analyse et synthese de filtres Hy, pour
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4.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre, les résultats qui portent sur 'analyse et la synthese de filtres
H, pour les systemes non linéaires a temps discret décrits par le modele flou de TS, avec et
sans retard. Les interprétations temporelles du lemme KYP généralisé, ainsi que les lemmes
S-procédure généralisée et de Finsler ont été exploités dans le développement des résultats
proposés. Ainsi, les conditions de synthese de filtres H,, sont formulées en termes de LMI en
fonction du domaine fréquentiel fini des perturbations extérieures.

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. La section 4.2 est consacrée a la présentation
d’une nouvelle approche de synthese de filtres H,, pour les systemes non linéaires de type TS
a temps discret.

Une extension sera par la suite présentée dans la section 4.3. Il s’agit du filtrage H,, dans un
domaine fréquentiel fini pour les systemes non linéaires avec retard constant.

A la fin de chaque section, un exemple d’illustration est donné pour valider les différents résultats
théoriques proposés.

4.2 Filtrage H, des systemes TS a temps discret

4.2.1 Formulation du probleme

Considérons la classe de systemes non linéaires flous de type TS de la forme :

Regle i : Si (;(k) est Njy et ... et (,(k) est N, alors :

.I'(k’ + 1) = AZ.CE(IC) + BZU)(k’), Az € anxnz’ Bl € anxnw
y(k) = Ciz(k) + Daw(k),  C; € R™*™ D; € R™*™ (4.1)
z(k) = Hix(k), H; € R

i=1,2,...,p, nous désignons ¢ = {1, 2, ..., p}.

ou z(k) € R" est le vecteur d’état, y(k) € R™ désigne la sortie mesurée, z(k) € R" est le
signal a estimer, w(k) € R™ représente le bruit d’entrée appartenant a {5 [0, 00) et & un domaine
fréquentiel connu. (A;, B;, C;, D;, H;) sont des matrices constantes et connues. Les ensembles
flous sont notés par N;;, p est le nombre de régles Si-Alors et ((k) = [Gi(k) G(k) -+ (k)]
représente le vecteur des variables de prémisse, supposées mesurables.

Les fonctions d’activation, notées par h;(¢(k)), sont des fonctions non linéaires dépendantes du
vecteur ((k).

{1 Ny (G (k)
B = €9 (42)
> 11 Ny (G 6)

o N;;((;(k)) désigne le degré d’appartenance de (;(k) a I’ensemble flou N;;.
Ces fonctions satisfont la propriété de somme convexe :

halC(k) 20, (i €<) et Y hi(C(k)) =1 (4.3)

Dans le reste, h; et h; désignent respectivement h;(C(k)) et h;(C(k + 1)).
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Le modele global apres défuzzification du systeme (4.1]) est donné par :

o(k +1) = A(h)z(k) + B(h)w(k),

y(k) = C(h)a(k) + D(hyw(k), (4.4)
2(k) = H(h)z(k)

o
i=1

Nous supposons que le vecteur des variables de prémisse du filtre est le méme que le systéeme

EA).

En utilisant la structure PDC (Parallel Distributed Compensation ), le filtre de type TS d’ordre
plein est décrit par les regles suivantes :

Regle i : Si (;(k) est Ny et ... et (,(k) est Ny, alors :

xf(k + 1) = Afll’f(k) + Bfﬂ/(k), Afi c anxnzy Bfi € R (4 5)

Zf(k’) = Cfle(k) + Dfiy(k), Ofi € anxnz,Dfi € R™X" .
ou xs(k), zf(k), et y(k) désignent respectivement le vecteur d’état, la sortie supposée donner
une estimation du vecteur z(k) et U'entrée du filtre. Les matrices Ay;, By;, Cyi, et Dy; sont les
parametres du filtre a déterminer pour i € <.

Apres défuzzification par la méthode du centre de gravité, le modele global du filtre est donné
par :
zp(k+1) = Ap(h)xs(k) + Br(h)y(k),

25(k) = Cy()as (k) + Dy(R)y(k) (46)
ou : Agp(h) = éhiAﬁ, By(h) = : hiByi,
C(h) = éhicﬁ, D (h) = ;”lhlpﬁ,

B 20, (Feq) et S h((k) =1

A partir des équations (4.4]) et (4.6)), le systeme d’état augmenté peut s’exprimer comme suit :
5 (4.7)
5 :

ol e(k) = z(k) — zy(k) représente erreur d’estimation, #(k) = [« (k) $?(k‘)]T et :

A(h) = [@é@(h) A f?m} = Xp;jihhﬂ {Bﬁici Aofz} ’
810 = [, ) = o [0



p

et D(h) = —Dy(h)D(h) ==Y hih;Dy;D;.

i=1 j=1

Le probleme du filtrage H, dans un domaine fréquentiel fini du systeme (4.4)) consiste a trouver
un filtre de la forme (4.6)) tel que :

(a) Le gain ¢y du systeme augmenté (4.7)) est inférieur ou égal a -, un scalaire positif prédéfini,
dans le domaine fréquentiel fini du bruit w(k) et avec des conditions initiales nulles (2(0) =
0), c-a-d :

<y, ¥eoO (4.8)

(b) Le systeme a état augmenté décrit dans (4.7]) est asymptotiquement stable en boucle
ouverte, c-a-d quand w(k) =0

0 désigne la fréquence du bruit w(k), son intervalle © est supposé connu, voir le tableau 2.2

page [38

4.2.2 Analyse de performance H,, dans un domaine fréquentiel fini

Dans cette section, nous supposons que les parametres du filtre sont connus. Nous développons
dans le théoreme suivant des conditions suffisantes pour vérifier la condition @

Théoreme 16. Considérons le systeme avec le bruit w(k), supposé appartenir a un do-
maine fréquentiel fini et connu et le filtre décrit dans . Soit v un scalaire positif donné.
Le systeme augmenté défini dans posseéde un niveau de performance H., inférieur ou
égal a ~y s’il existe des matrices ®; € R" "= dOy(h) € R"™*" &;(h) € R " (i = 3,5),
4 € RrXns Og(h) € RWnatrw)ma - 7(h) X (h) € R*=*?= Y (h) € Rm*?= P(h) = PT(h),
Q= Q7 >0 € R¥™>2= telles que :

YX(h)+ He{Y(h)} <0 (4.9)
I,., 0 O 0 0
e 0 Xy YT(h) XT(h)
Y(h)=|e e X3 0 —Z(h)
o o o 2, -Y(h)
e o o ° —P(h") — X (h) —XT(h)

avec : Y3 =Q + ZT(h)
Y33 = P(h) — 2cos(6,)Q
pour un domaine basses fréquences,
223 = ejeCQ + ZT(h>
Y33 = P(h) — 2cos(6,)Q
pour un domaine moyennes fréquences,

90.) = (92—01)/2 et Qc: (91+92)/2

223 - —Q + ZT<h)
Y33 = P(h) 4+ 2cos(0,)Q
pour un domaine hautes fréquences.
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—®, —Dy(h) 0 (Q)l(H(h) - Df(h>0(h))) 0,8y (h) ( (J;E)é( () )) 0'

0 —®y(h) —Dy Dy(h)A(h) + 4B (R)C(h)  D4A;(h) (+;3é§)(g(g)(h)> .

0 —dgh) 0 B(h)A(h) 0 os(W)B(h) 0

Preuve : Nous supposons que le bruit w(k) appartient a un domaine moyennes fréquences,
c-a-d : 91 S ’9’ S 92.

D’apres le lemme |§| du chapitre 2, la condition st vérifiée pour 0; < |6 < 0 si:
Z el (k)e(k) < +? Z w' (k)w(k), Yw(k) € l5]0,00) (4.10)
k=0
et avec des conditions initiales nulles :
%N (g1 — 7 3g) (Erpr — €8)T <0, 0, = (62— 01)/2 (4.11)
k=0

Notons que (4.10)) est vérifiée si (e”(k)e(k) — y*w” (k)w(k)) < 0, que nous écrivons sous la

forme suivante :
2(k)]" [CT(R)C(h) CT(h)D(h) #(k)
LU(’@] [ﬁT<h)é(h> ET(h)ﬁ(h)—yzznj [w(k)] =0 (4.12)

Maintenant, nous allons proposer une condition suffisante pour (4.11)).

Nous définissons les matrices symétriques P(h) et Q € R*'=*?" et la matrice N(h) telles que
@ >0et:

N(h) = [‘}‘(’” Bémﬂgpj%) Pl fﬁ;?osm] [j,‘“” Bg’”] >0 (413)

T
- . . . t(k ,
Nous multiplions (4.13]) & gauche et a droite par [a:( )} et sa transposée, nous obtenons :

w(k)
F(k)rN(h) [”EU“')] >0, VN(h) € R(h) (4.14)

ou :

N(h) =

Ay Bm)]" [Pk e/%:Q A(h) B(h 2, x2n
{[12(%) é )] [e_j(e“Q) P(h) — 2COS@wQ:| |:[2(nm) E) )] ,P(h)=PT(h),Q=QT >0¢€ R w}

En faisant la somme de (4.14)) de k£ = 0 jusqu’a oo et en supposant que (4.7)) est asymptotique-
ment stable et que z(0) = 0, il vient :

[e.e]

trace{—e?%Q Z(i"kH — M3 (g1 — €%225)T > 0 (4.15)
k=0
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Comme ) > 0, donc nous pouvons déduire que si I'équation (4.14)) est vérifiée, alors I'inégalité

(4.11)) I'est également.
A partir du lemme de la S-procédure généralisée (page [43), les inégalités (4.12)) et (4.14) im-
pliquent :

CT(R)C(h)  CT(h)D(h)
DT(h)D(h)> +

—P(h) 1%
e (2 cié?e);)q;)

. T
En multipliant (4.16)) par F( q a gauche et sa transposée a droite, nous obtenons :

A

A A(h) é(h)]T
DT (W)C(h) (

Loy, 0

A(n) B(h)
[Im ( ]<0
(4.16)

_72]77»10

o 2L, +DT(h)D(h)

[ (k) }T[gn e“19QB(h) + CT(h)D(h) 0 ]
x ) ° ° —P(h™)

(k+1
ol : e11 = P(h) — 2c0s0,Q + e 1 QA(h) + /% AT (h)Q + CT (h)C(h)

A partir de (4.7)), nous avons :

ik +

! A [ j\j(kj) ]
[A(h) B(h) ~L.]| w(k) | =0 (4.18)
1)

Appliquons le lemme de Finsler (page (i et iii) avec :

(k) enn e %QB(h) + CT(h)D(h) 0
A=| wk) |, T=1]e —21,, + DTY(h)D(h) ;
Bk +1) . . —P(h7)
et E=[A(h) B(h) —Iu,]-
L’inégalité (4.17)) est satisfaite s'il existe des matrices Z(h), X (h) € R*=*?"= ot Y (h) € R"w*?n=
telles que :
enn e %QB(h) + CT(h)D(h) 0 Z(h)] )
e  —42L, + DT(h)D(h) +Heq |Y(h)| [A(h) B(h) —Is,] p <0
° . —P(h") X(h)
(4.19)
que nous écrivons sous la forme suivante :
C(h)y D)y 07" C(h) D(h) 0
A(h) B(h) 0 A(h) B(h) 0
Iy, 0 0 S(h) | L, 0 0| <0 (4.20)
0 IL,, 0 0 I,, O
0 0 ]an 0 0 I2nz
Remarquons que :
C(h) D(R) 0
L. 0 C() D) o] f}“h) Bé’” 8 o)
1 ® - 2Ny .
0  —ly, A(h) B(h) 0], 0 L. 0
0 0 Iy,
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En appliquant le lemme de Finsler encore une deuxieme fois (ii et iii), il vient que I'inégalité
(4.20) est faisable s’il existe une matrice ®(h) € ROnatn=+nw)x(n=42n2) telle que :

—I,. 0 C(h) D) 0
o . ) By o) <° 422
d

(h) :

S(h) + He {cp(h) {

Nous considérons la structure suivante de la matrice

By Dy(h) 0
o) = | ¢ g;gzg . (4.23)
0 dg(h) O

Nous pouvons aisément déduire que 'expression (4.22)) est équivalente a (4.9)) pour 6; <| 6 |< 6,.

En suivant la méme démarche analytique que pour le domaine moyennes fréquences, nous
)
pouvons démontrer l’inégalité " pour des domaines basses et hautes fréquences.

Ceci complete la démonstration.

4.2.3 Etude de stabilité du systeme augmenté
L’idée fondamentale de cette section consiste a établir une condition suffisante pour @

Théoreme 17. Considérons le systeme et le filtre décrit dans (@) Alors le systéme
augmenté représenté par est asymptotiquement stable s’il existe des matrices S(h) =
ST(h) >0 € R?=>2= B, (h), Dyp(h) € R™=>"= B4(h) € R*™>"= telles que :

Yo(h)+ He{Ys(h)} <0 (4.24)
- _[S(hT) 0
ot :  Y4(h)= [ 0 —S(h)}
et Ts(h)= |—Psp(h) —Ps Pyp(h)A(h) + P4Bs(h)C(h) P4Af(h)

Preuve : Nous supposons que w(k) = 0, il nous reste :
Pk +1) = A(h)i(k) (4.25)

Nous réécrivons (4.25)) sous la forme suivante :

[~ In, A(R)] [g}(g(_zi)l)] =0 (4.26)

En utilisant la fonction de Lyapunov suivante :
V(k) = 2" (k)S(h)z(k) (4.27)

Nous déduisons que le systeme (4.7 est asymptotiquement stable s’il existe une matrice définie
positive et symétrique S(h) € R?"=*?1= telle que :

{z(;(—g)br {S(SH) ) S(’)(h)} {93(5(:)1)1 ~0 .

Appliquant le lemme de Finsler (page (i et iii), avec :
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A= F(;f(z)”], T= {S%ﬁ) _S()<h)] ot E=[-Ln, A)].

On en déduit que I'inégalité (4.28)) est faisable s’il existe une matrice ®,(h) € Rm=*"= telle
que :

S(ht) 0 A
{ 0 —S(h)} + He {@(h) [, A(R)]} <0 (4.29)
Nous considérons la structure suivante de la matrice ®4(h) :
Qg (h) 0O
s(h) = | Doalh) s (4.30)
(I)s3<h) 0

Il est immédiat que (4.29) est équivalente a (4.24)) .

4.2.4 Synthese de filtres H,, dans un domaine fréquentiel fini

Nous supposons dans cette section que les parametres du filtre sont inconnus. Par conséquent,
les conditions des théorémes [16 et 7 sont non linéaires.

Le théoreme suivant présente des conditions suffisantes permettant de construire, dans un do-
maine fréquentiel prédéfini, le filtre optimal qui satisfait les deux contraintes et @

Théoreme 18. Considérons le systéme , avec le bruit w(k) appartenant a un domaine
fréquentiel fini. Le filtre @ qui assure la stabilité du systeme augmenté décrit dans tout
en garantissant un niveau d’atténuation H., du bruit optimal peut étre obtenu par résolution
du probleme d’optimisation sous les contraintes LMI - pour des matrices
b, € R By € R=Xe, By € RXe (k= 3,5), &y € RWX"e Oy € RUnatnu)xne
Zi, X;, B = P, Q = QT > 0 € R?wxe Y, ¢ RwX?na G = GT' > () € RMaxna Py,
Dy € R™X™ Dy € R¥MXMe qp € R™XMe by, € R™X™ ¢y € R™X ™ dp € R™ ™,
A;; € ROnatnatnu)x@natnatnw) . A = AZ? Ay € RE6<T‘;"I+nZ+nw)X(6nz+nz+nw)7 Ay € Rinaxins .
Agii = AL, Ay € R pour i, jr €

i 1<J
min (4.31)
Q,8:,P;,Z;,Y;,Y;,®p;,(k=2,3,5,6), 81,84, P15, (k=1,2,3),a5:,b5i,¢p5,d 14,051,864
Yir + Ejr + H@{TU} + H@{Tﬂ} — Aijr — AZ;,,, < 0, (Z < j) (433)
Z:sir + He{Tszz} - Asiir < 0 (434)
Zsir + Esjr + He{Tsij} + He{Tsji} - Asijr - Ag;jr < Oa (Z < j) (435)
A117" e A1,07‘
A= . <o (4.36)
Aplr e Appr
A5117" e Aslpr
Asplr’ e Asppr
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ou :

I,., 0 0 0 0

o 0 Moy YT XT
Yi=|e e X3 0 —Z;

e o o I, -Y;

e o o ° —P. - X; - XIT

avec : o3 =Q+ Z}
Y33 = P, — 2cos(6,)Q
pour un domaine basses fréquences,
Yoz = €%Q + ZT
Y33 = P, — 2cos(6,)Q

pour un domaine moyennes fréquences,

962 (91—|—92)/2 et@w = (92—91)/2

Yoz = —Q + Z]
Y33 = P+ 2cos(0,)Q
pour un domaine hautes fréquences.

—(I)l —CI)QZ' 0 (I)lHl — dfiCj + (I)QiAj —Cfi —dfiDj + (I)QiBj 0
T" i 0 —q)gi —(1)4 q)giAj + binj CLfZ' q)giBj + bf,;Dj 0
v 0 —(I)5i —@4 (I)5iAj + bfiCj af; (I)mBj + bfiDj 0
0 —®g O Dgi A, 0 Dy B, 0

_(I)sli 0 q)sliA' 0

Toj= | —Psi —Ps PoniA; +b4,C; ay

_(1)532' 0 CI)SSiAj 0

S, 0
et Esir = |:0 —S;| .

Dans ce cas, les parametres du filtre sont solutions des équations suivantes :

P P
Ap(h) =7y hagi,  Bp(h) = @'Y hibgi,
i=1 i=1

P P
Cy(h) =07 " hicyi,  Dyp(h) =71 hidys.
i=1 i=1

Preuve : Nous supposons que les inégalités (4.32] - 4.37)) sont satisfaites. Nous définissons les

fonctions suivantes :

P P 13
Ap(h) = @7 “hiagi, By(h) =" hibgi,  Cp(h) = &1 hicy,
i=1 =1 i=1

D) =0 Y hudg X(h) =3 X Z(h) =3
pz:l , =1 , i=1
Y(h) =Y Y, Ph)=> WP, Sh)=> hS;
=1 =1 =1

P
et ®p(h) = hi®y, k =2,3,5,6
=1
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Prenant en compte toutes les expressions ci-dessus, nous écrivons les conditions des théoremes
[16] et 7 en fonction de celles du théoréme [I8 comme suit :

S(h) + He {T(h }_ZZZhh A (Se + He{Yy}) (4.38)

=1 j=1 r=1

S(h) + He {Y,(h i i i hihih? (Ser + He {T4;}) (4.39)

i=1 j=1 r=1
Notons que :

Xp: p hihj(Eij)zf:h? +2ZZhh <“’J+“ﬂ) (4.40)
i=1

=1 j=1 =1 =1 i<j

En utilisant I’équation (4.40)) et les conditions du théoréeme , nous obtenons :

S50 S bkt (S + He {Ty}) = 32 z B2hi (Sir + He {Ti})

s 1=1r=
+ 2 i Z z h h h+ (Eir"‘HS{Tij}"rEjr-}-He{Tji}>
i=1i<jr= 2
PP
<Y R A 43y Z hihih (A, + AT)
i=1r=1 b oy e
p hl_[ T Allr [ Alpr h,l_[
2K S 1 <0
r=1 hpI Aplr oo Appr hp_[

M
.Mb
M-~

@
Il
—
<
Il
i
S
I
—
-
Il
—
S
I
—_

hihght (Ssir + He {Ys5}) = 3° 30 hihS (B + He {Loii})

pp P
+23)° Z S hihjhy (Este{Tsu};Esy-wHemﬁ})

p P
< Zzh h+AS“T+ZZZhhh+( 51JT+A51]T)

i=1r=1 i=1i<jr=
o ) A e Aag] [l

=> b S Dl <0
AR | Ag o Depr| | Bl

Nous en déduisons que les conditions des théoremes [16] et [L7] sont satisfaites et par suite le
filtre obtenu est stable et optimal en termes de performances H., vis-a-vis des perturbations
extérieures.

Remarque 8. Notons que si nous multiplions (4.32)) et (4.33)) a gauche et a droite par [[nz 0}
et sa transposée, nous en déduisons que I — &, — T < 0.

D’une maniere similaire, st nous multiplions et a gauche et a droite par
[Onmx(nﬁnz) I, 0} et sa transposée, nous en déduisons que I — ®, — ®T < 0, ce qui implique
que les matrices ®1 et P4 sont définies positives et par conséquent inversibles. Donc les matrices
As(o), By(o), Cr(o) et Dy(o) existent et peuvent étre calculées.

4.2.5 Exemple de simulation

Nous présentons dans cette partie un exemple de simulation pour illustrer le résultat proposé
dans la section précédente.
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Nous considérons le systeme non linéaire a temps discret suivant avec deux regles floues, [30] :
Régle 1 : Si xq(k) est Ny(x1(k)), alors :
ik +1) = [85%82 0.198] z(k) + {o.(()n] w(k)
y(k) =[1 0] z(k) +w(k)
(k) = [0 1]x(k)
Régle 2 : Si xq(k) est Na(x1(k)), alors :
(ki +1) = [93%82 0}98} z(k) + [o.%z] w(k)
y(k) =[1 0] z(k) +w(k)
z(k) = [0 1] (k)
Les fonctions d’appartenance Ny (z1(k)) et No(x1(k)) sont données par :

%, pour —3 < (k) <0

0 pour (k) < —3
Ny(z1(k)) = ’
1(@1(k)) 3—”5_1(’9)’ pour 0<uz(k)<3
>3

8, pour x1 (k)
et No(z1(k)) =1 — Ny(z1(k)).

En résolvant le théoreme (|18]) dans différents domaines fréquentiels, nous obtenons les pa-
rametres suivants :

0.5623  0.2749

.= [—0.4810 13.8717} - ®1=1.0031,

~ [0.5335  0.8050 ~ [0.4896  0.7909
A= 1-1.0368 13.0253]° 727109919 13.0331]°
p _ [F0-0165 p. — [~0-0156
= 0.2731|° 271 -0.2892|
cp1 = [0.0092 —1.0656] , cpa = [—0.0055 —1.0735],
ds1 = 0.0083, dpy = —0.0097.

dans le domaine basses fréquences (| # |< 0.1), avec un indice de performance H, : 7 = 0.0253.

B, — {0.3486 0.1152

—0.7714 9.3703}7 ®; = 1.0175,

A 0.3174  0.4566 ~ [ 02824 0.4390
17 121.0393 8.4328] 27 1-1.0051 8.3751]"
by — —0.0270 b — —0.0328
171 -0.0864| 27 10.1323|°

¢y =[0.0902 —1.0028], ¢y = [0.0418 —1.0298],
dgy = 0.0862, dyy = 0.0385.
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dans le domaine moyennes fréquences (0.01 <| § |< 0.14), avec un indice de performance H, :
~ = 0.1304.

1.0560 —0.9383
A= [0.4206 27.4829] B = 10014,
4. — | 10533 0.1535 ~ 109509  0.0682
M1 ]-0.6409 272344 T2 |-0.8291 27.1864)°
p. | 0-0500 p. _ | 0-0535
05172 727 -0.5366] °
¢ = [0.0043 —1.0325] , cpp = [0.0199 —1.0645]
dpy = —0.0033, dfy = —0.0233.

dans le domaine hautes fréquences (| 6 |> 0.24), avec un indice de performance H, : v = 0.0686.

B, — [0.1645 —0.4571

~[0.1436  —0.2878 _[0.1149  —0.2897
AT 05422 45863 |0 2T | 06152 4.5740 |
p _ [70.0297 p.. _ [F0.0431
171 0.0798 |2 727 1-0.0403|°
cpp = [0.1384 —1.0051], cpp = [0.0158 —1.0182]
dy = 0.1386, dfy = 0.0152.

sur toute la plage de fréquence, avec un indice de performance H, : v = 0.2236.

Une comparaison des valeurs du niveau de performance H,, atteintes au moyen du théoreme
et les théoremes 2 — 5 proposés dans [30], est donnée dans le tableau 4.1.

S) Théoreme Théorémes 2 — 5 [30]
0] < 0.1 0.0253 0.1695
0] <0.8 0.2145 infaisable
0.01 <10 <0.14 0.1304 0.3880
05<10 <15 0.0032 infaisable
|0] > 0.24 0.0686 0.0898
fréquence complete 0.2236 infaisable

TABLE 4.1 — Comparaison des gain ¢y obtenus dans différents domaines fréquentiels.

Le tableau 4.1 montre que les performances en termes d’atténuation du bruit sont meilleures
avec notre méthode dans les différents domaines fréquentiels. En plus les conditions de synthese
de filtre H,, proposées dans [30] ne sont pas faisables dans tous les domaines fréquentiels et
cela confirme que notre résultat est moins conservatif.

Pour | 6 |< 0.1, les figures 1 et 2 montrent respectivement les évolutions des erreurs d’estimation
et les performances H,, du systeme augmenté, en utilisant le théoreme [18| et les conditions de
synthese de filtres H, proposées dans [30]. Les courbes en pointillés désignent le résultat obtenu
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FIGURE 4.1 — L’erreur d’estimation e(k) pour 0] < 0.1, w(k) = sin(0.04k). Courbe continue :
théoreme , courbe en pointillé : théoreme 3 [30]

dans [30], et les courbes continues correspondent a notre résultat. Les figures 3 et 4 montrent

les résultats obtenus dans le cas ou 0.01 <| ¢ |< 0.14.
Les simulations sont faites avec w(k) = sin(0.04k) pour | 6 |< 0.1 et w(k) = sin(0.1k) pour

0.01 <| 6 |< 0.14.

83



0.09

0.08 - -~ o=~ -—-
0.06

b
]

]
0.05 f+
1
U
0.04 L
i

I
0.03F

0.02 -

0.01 A

0 Il Il Il Il Il

100 150 200 250
Temps en échantillons

FIGURE 4.2 — Valeur de [ eT(k)e(k)/ > wT(k)w(k) pour |0 < 0.1, w(k) = sin(0.04k).
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FIGURE 4.3 — L’erreur d’estimation e(k) pour 0.01 < |0 < 0.14,

continue : théoreme , courbe en pointillé : théoreme 4 [30]
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FIGURE 4.4 — Valeur de (|3 eT'(k)e(k )/sz( Jw(k) pour 0.01 < 0] < 0.14, w(k) —

k=0
sin(0.1k). Courbe continue : théoreme courbe en pointillé : théoreme 4 [30]

4.3 Filtrage H.,, des systemes TS a retard

Dans cette section, notre attention s’est portée sur le filtrage H,,, dans un domaine fréquentiel
fini, pour une classe de systemes non linéaires discrets de type T'S ol le vecteur d’état est affecté
par un retard constant.

4.3.1 Formulation du probleme

Considérons le systeme non linéaire, a temps discret et a retard constant sur 1’état, représenté
par le modele TS suivant :

Regle i : Si (;(k) est Ny et ... et (,(k) est Ny, alors :

z(k+1) = Ajz(k) + Aga(k — 7) + Byw(k)
y(k) = Cix(k) + Cyx(k — 1) + Dyw(k) (4.41)
2(k) = Hiz(k) + Hyx(k — 1) + Lyw(k) '
x(k) =VY(k),k=—-1,—T7+1,---,0

i=1,2,...,p, on désigne ¢ = {1,2, ..., p},

ou x(k) € R™ est le vecteur d’état, y(k) € R"™ désigne la sortie mesurée, z(k) € R" est
le signal a estimer, w(k) € R™ désigne les perturbations extérieures, supposées de type
05 [0,00) et appartenir & un domaine fréquentiel fini. (A;, Ay, B, Cy, Cai, Di, Hy, Hg;, L;) sont
des matrices constantes et connues. 7 € Z*1 désigne le retard constant, et W(k) est le vec-
teur des conditions initiales. Les ensembles flous sont N;;, p est le nombre de regles si-alors
et ((k) = [Gi(k) C(k) -+ ((k)] est le vecteur des variables de prémisse, supposées mesu-
rables.

Les fonctions d’activation, notées par h;(¢(k)), sont définies en fonction du vecteur (k) comme
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suit :
{1 N (G (k)
h(C(R) = 5 (4.42)
; 1;[1 Ni; (G (K))

ou N;;(¢;(k)) désigne le degré d’appartenance de (;(k) a la valeur floue N;;.
Ces fonctions satisfont la propriété de somme convexe :

p
hi(C(k) =0, (i€c) et Y hi(¢(k) =1 (4.43)
i=1
Dans la suite, h; et b désignent respectivement h;(((k)) et h;(C(k + 1)).

Apres défuzzification par la méthode du centre de gravité, le modele global du systeme (|4.41])
est donné par :

v(k+1) = A(h)z(k) + Ag(h)x(k — 7) + B(h)w(k),
(

y(k) = C(h)z(k) + Ca(h)z(k — 7) + D(h)w(k), (4.44)
(k) = H(Wa(k) + Hy(h)z(k — 7) + L(h)w(k).
o A=Y kA, Adh) = SohiAs  B(h) = kB,

p p p
=1 i=1 i=1

1= 1=
Nous supposons que le filtre possede le méme vecteur des variables de prémisse que le systeme
(4.44]) et son modele d’état est décrit par les équations suivantes :

ok +1) = Ag(R)as (k) + By(h)y(k), i5)
zp(k) = Cy(h)a(k) + Dy(h)y(k) '
ou : Af(h) = ilhlAf”M Bf(h) = ithBf“ Cf(h) = ilhchw

p
et Df(h) = Z thfz
i=1

En considérant 1'état augmenté 2(k) = [« (k) x?(k)}T et 'erreur d’estimation e(k) = z(k) —
z¢(k), nous obtenons le systeme d’état augmenté comme suit :

ik +1) = A(R)2(k) + Aa(h) B2 (k —7) + B(h)w(k) (4.46)
e(k) = C(n)a(k) + Cu(h)Ed(k — ) + D(h)w(k)
) A(h) 0 ~\ A0
A(h) = [Bf(h)(](h) Af(h)} B Zl ]ZI ity {ijcz Afj
~ Ad(h) ¢ Adl
@w—@@w&zzgwﬂm%}



Le but est de trouver un filtre de la forme (4.45) tel que :

(a) Le gain £y du systeme (4.46) est inférieur ou égal & +, un scalaire positif prédéfini, dans le
domaine fréquentiel fini du bruit w(k) et avec des conditions initiales nulles (Z(0) = 0),
c-a~d :

sup Lell <~v, V€O (4.47)

waz[O,oo)H w ||2 N

(b) Le systeme augmenté décrit dans (4.46)) est asymptotiquement stable quand w(k) = 0.

Nous désignons par 6 la fréquence du bruit w(k), son intervalle © est supposé connu, voir le
tableau 2.2, page |38}

4.3.2 Analyse de performance H, dans un domaine fréquentiel fini

Dans cette section, nous supposons que les parametres du filtre sont connus. Nous développons
dans le théoréme suivant des conditions suffisantes pour [(a)]

Théoreme 19. Considérons le systéme avec le bruit w(k), supposé appartenir a un do-
maine fréquentiel fini et connu et le filtre décrit dans @ Soit v un scalaire positif donné
et (r,s) deuz entiers positif tels que T = sr. Le systéme a état augmenté posséde un
niveau de performance H., inférieur ou égal a «y s’il existe des matrices &1 € R"*"=, ®y(h) €
R=>nz @(h) € Rm=* (j = 3,5), &y € R &g(h) € R(UF2)netnu)xna - p(p) = PT(p),
Q=0T >0, F(h), N(h), G = GT >0, S(h) = S(h)T > 0 € R V(h) € RMx2na
M(h) c R2snm><2nx7 R, = R{ c R2nx><2nx’ R, € R2nx><2(s—1)nxy R; = R%“ c R2(s—1)n$><2(s—1)nm7
telles que :

R= L}% gj >0 (4.48)
1(h) + He {T(h)} <0 (4.49)
| [1 0 0 0 0 0 ]
o 0 Ths(h) MT(h) VT(h) NT(R)
e o H33(h) GEg + R2E2 0 —F(h) — 7’2G
[I(h) = | e ° EgRgEQ — R — EgTGEg 0 —M(h)
°o o ° ° —~2T —V(h)
c o o . . <S(h+) +r2G — P(h+)>
—N(h) = N(h)*

avec : -1_123 =Q+ FT(h)
33 = (r? = 1)G + Ry — S(h) + P(h) — 2cos(6,)Q
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pour un domaine basses fréquences, | 0 |< 6,

H23 = GjGCQ =+ FT(h)

33 = (r? = 1)G + Ry — S(h) + P(h) — 2 cos(0,,)Q
pour un domaine moyennes fréquences, 01 <| 0 |< 0y
HC - (91 +62) /2 et Hw - (92 - 01) /2

[y = —Q + FT(h)
33 = (r? — 1)G + Ry — S(h) + P(h) + 2 cos(0;,)Q
pour un domaine hautes fréquences, | 6 |> 0y,

“0 ) 0 QUH() () + BAG) el
0" o) B BA) by (O o)
YOy = | 0 <@l e @A) 00 os(h)
0 ) 0 (1) A(h) Bu(1) Aa(1)
0 0 0 0 0
(P A G ) @i - a0 D00 + 0B ) o
s (h) Ag(h) By + by (h)Ca(h) Ey ®5(h)B(h) + by(h) D(h) 0
5 (h) Ag(h) By + by(h)Ca(h) Ey ®5(h)B(h) + by(h)D(h) 0
®(h)B(h) 0
0 0 0

El = |:0an2(871)17,1 Inz Oan’l’Lz] )

E2 = []2(5—1)711 02(5—1)HIX27LZ];

B3 = []2% OQnIXQ(s—l)nz]-

Preuve : Nous supposons que le bruit appartient a un domaine moyennes fréquences, nous
allons démontrer I'inégalité (4.49) pour 6; < |0] < 6,.

D’apres le lemme |§| du chapitre 2, la condition @ est vérifiée pour 0; < [0] < 0y si :

Z e ) <2 Z w' (k)w(k), Yw(k) € £y]0,00) (4.50)
et, avec des conditions initiales nulles :
eﬂ’“ Z(;%kJrl - ejel.f}k)(.f?k+1 - €j92i’k)T S 0 (451)
k=0

En utilisant la technique de partitionnement du retard, nous définissons le vecteur suivant :
2Tk —r)
(k) = : (4.52)
T(k — sr)
ol r et s sont deux entiers positifs tels que 7 = sr.
Nous définissons également : A, = #(k + 1) — Z(k).

Nous considérons la matrice de Lyapunov-Krasovskii suivante :
k—1 —1 k-1

V(k) = zT(k)S(h)&(k) + G+ rRiG+r)+r > Y AL(HGAL() (4.53)

i=k—r i=—r i=k+i
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ou S(h), R et G sont des matrices définies positives et symétriques de dimensions appropriées.

En calculant la variation de cette fonction le long des trajectoires du systeme augmenté (4.46]),
nous obtenons :

AV (k) = 2" (k+ 1D)S(hM) 2" (k + 1) — 27 (k)S(R)2(k) + J' (k + DRI (k + 1) — J' (k)RJ (k)
+ 17261 (k) Grg(k) — _Z K2 (k+1)Gry(k +1)

i=—T

(4.54)
. _ | #(k)
Notons que : J(k+t)= |:E2J(k)1
En utilisant I'inégalité de Jensen (page [43)), AV (k) est majorée comme suit :
dk+11" [2(k+1)
AV (k) < z(k) w | z(k) (4.55)
J(k) J(k)
S(hT) +r?G —r?G 0
ou : w = ° R1+(T2—1)G—S(h) GE3+R2E2
[ ] L] EgRgEQ —R— EgGEg
Nous définissons l'indice de performance H,, comme suit :
F=) (e — v (k)w(k)) (4.56)
k=0
Avec des conditions initiales nulles et V,, > 0, nous avons :
Z — T (k)w(k) + AV (k) (4.57)
=0
Ainsi la contrainte (4.50|) est respectée si :
(e"(k)e(k) — v*w” (k)w(k) + AV (k) <0 (4.58)
Nous réécrivons I'inégalité ci-dessus sous la forme suivante :
w0 (T ¢t 07, . CThy 07"
j(k) E{Ci(h) 0|y _.2 E{Ci(h) 0
A 0 v°I,, A
w(k) DT(h) I, DT(h) I,
o o ~ T o o ~ R
A(h) Agq(h)Ey B(h) A(h) Agq(h)Ey B(h) z(k)
+ | Lo, 0 0 w | I, 0 0 jk) | <0 (4.59)
0 ]anz 0 0 ]anz 0 ’UJ(]{?)

Nous définissons ensuite les matrices P(h) = PT(h),Q = QT > 0 € R?"=*?"= ¢t U, telles que
et :

_[A(n) Au)E, B [-P() eiQQ A(h) Ag(h)E: B(h)
U= [12% 0 0 ] [ejQCQ P(h) — 2003(010)@} [IQM 0 0 1 >0
(4.60)
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avec : et

ec = (01 + 92)/2

0, = (6, — 0,)/2.

En multipliant & gauche et & droite (4.60) par [27(k) jT(k) w?(k)] et sa transposée, nous

obtenons : S(k) T ah)
jk) | U |i(k) | >0,
w(k) (w(k)
ou: N =
AT(h) D [-P(0*) @%@ [ AT(h) Do,
ELAL(R) 0 || g ( P(h)- ) E{A7(h) 0
BT(h) 0 2c05(0.,)Q) | | BT(h) 0

YU € N

T

(4.61)

P(h) = PT(h).Q=Q" > 0¢ R}

En faisant la somme de (4.61]) de £ = 0 jusqu’a oo, et en supposant que (4.46|) est asymptoti-

quement stable et que z:(0) = 0, il vient :

o
trace{—e’%Q Z(ikﬂ — M) (Bp1 — €%24)"} > 0

k=0

(4.62)

Comme @ > 0, donc on peut déduire que l'inégalité (4.51)) est vérifiée.

A partir du lemme de la S-procédure généralisée (page [43), les inégalités (£.59) et (4.61) im-

pliquent :
CT(h) 0 ; 0 CT(h)
sicim o || _ 2 | Ecim
DT(h) 1I,, " DT(h)
A a ~ T A a
A(h) Aq(h)Ev B(h) A(h)  Aa(h)Ex
+ | L, 0 0 | @| L,
0 Dyan, 0 0
AT(h) I, .
+ [E{AdT(h) 0 {_P (")
BT(h) 0

0
0
I

0
]2snz

e?%(Q)
e % Q  P(h) — 2cos(0,)Q

J

T

B

(h)]
0
0

|

AT(h)  Ln 1"
ETAT(h) 0| <0 (4.63)
BT(h) 0

En multipliant & gauche et a droite I'inégalité ci-dessus par [27(k) j7(k) w” (k)] et sa trans-

posée, nous obtenons :
T

(k)
5 Lo
z(k+1)
| 211 212 OT(h)D(h)+6 JecQB(h)
e 2o ETCY(h)D(h)
S IS 17N 7 ST

(4.64)

S(hT) 4 r2G — P(h*)

Y1 = e % QA(h) + €% AT(h)Q + Ry + (r2 — 1)G — S(h) + P(h) + CT(h)C(h) — 2c0s(0,,)Q
Yo = CT(h)Cy(h)Ey + GEs + RyEs + e 1% QAq(h) B,
Yy = E'R3Ey — R — ETGE; + ETCT(h)Cy(h)Ey.
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A partir de (4.46)), on a :

(k)
[A(h) Adm)Ex B(h) —D,] | <(’Z)> ~0 (4.65)
z(k+1)
En appliquant le lemme de Finsler (page (i, iii), avec :
(k)
E=[A(h) Auh)Ey B(h) —Dhy,], A= gﬁ)) et T =3(h)
T(k+1)
Il vient que est équivalente A :
F(h)
S(h) + He (( )) [A(h) Agh)Ey B(h) —Iy,] ¢ <0 (4.66)
(h)

ou F'(h), M(h), V(h) et N(h) sont des matrices variables de dimensions appropriées.

Nous réécrivons (4.66| ) comme :

A T N a ~ _
() Calh)Er D) 0 () Cath)By D() 0
A(h) A (h)E1 B(h) 0 (h) Agq(h)Ey B(h) 0
I 0 0 0 Iy, 0 0 0
"o II(h v <0 4.67
0 Losn, 0 0 () 0 Lygn, 0 0 (467)
0 0 I, 0 0 0 I, O
L 0 0 0 Io, | | 0 0 0 Iy,
ou II(h) est définie dans le théoreme (21)).
Remarquons que :
C(h) Ca(h)Er D(h) 0]
. ) . A(h) Au(h)Er B(h) 0
0  —ly, A(h) As(h)Ey B(h) 0] 0 Lsp, 0 0 '
0 0 I, O
) 0 0 Iy,

En appliquant le lemme de Finsler encore une deuxieme fois (ii et iii), il vient que I'inégalité
(4.67) est faisable s'il existe une matrice ®(h) € ROneF2rnatnztnu)x(n:42n2) telle que :

IL,,(h) + He {CD(h) {_é” _gnz ZEZ; AZE% gézg 8 } <0 (4.69)
Nous considérons la structure suivante de la matrice ®(h) :
O, Dy(h) O
0=y o o (4.70
0 ®gh) O
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Ensuite nous pouvons facilement vérifier que (4.69)) est équivalente a (4.49)) pour 6; <| 6 |< 6,.

En suivant la méme démarche analytique que pour le domaine moyennes fréquences, nous
pouvons démontrer I'inégalité (4.49)) pour des domaines basses et hautes fréquences.

Ceci complete la démonstration.

4.3.3 Etude de stabilité du systeme augmenté

Nous proposons ci-apres une conditions suffisante pour établir la condition @

Théoreme 20. Considérons le systéme et le filtre décrit dans ({{.45). Soit (r,s) deuz
entiers positif tels que T = sr. Alors le systéme augmenté représenté par est asymp-
totiquement stable s’il existe ®y1(h), Pg(h) € R™*" ®g(h) € REret2na)xne - des matrices
définies positives Sy(h) = ST (h), Gy = GT € R*=>?"= R, = RT € R*"=>25"  telles que :

IIs(h) + He{Ys(h)} <0 (4.71)
o Rsl R82
Ry = [RZ; RSJ >0 (4.72)
ou :
[ Oy (h)Ag(h)E4 ]
—®(h) —Py Pg(h)A(h) + PyBs(h)C(h) PyA¢(h 0
() =By @A) + @.B(0CH) @as(h) (g7 AL
$yo(h)Ag(h)Ey
YTs(h) = |—Px(h) —Py Pu(h)A(h) + PyBr(h)C(h) PLAf(R 0
( ) 2( ) 4 2( ) ( ) 4 f( ) ( ) 4 f( ) +(I)4Bf(h>0d(h)E1
—dg(h) 0 O 5(h)A(h) 0 dy3(h)Ag(h)Ey 0
0 0 0 0 0 0]
Ss(h™) + G, —r2G, 0
et Hs(h) = [ ] Rsl + (7”2 — 1>Gs — Ss(h) GsEg + RSQEQ
hd i E2TR53E2 - Rs - EgGsE?)
Preuve : Nous supposons que w(k) = 0, il nous reste :
i(k+1) = A(h)i(k) + Ag(h)Ez(k — 1) (4.73)
que nous écrivons sous la forme suivante :
A A z(k+1)
[~ ILn, A(h) Ag(W)E] | #(k) | =0 (4.74)
z(k—1)
Nous considérons la matrice de Lyapunov-Krasovskii suivante :
k—1 -1 k-1
Vi(k) = 27 (k)Sy(h)&(k) + G RGGE+r)+r > Y AT(NGALG)  (4.75)
i=k—r i=—r i=k+i
Comme il est démontré dans la section précédente, nous avons :
2k+1)]" 2(k+1)
AVI(R) < | (k) | L) | a(k) (4.76)
J(k) J(k)
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ou Ilg(h) est définie dans le théoreme :

Ainsi le systeme (4.46]) est asymptotiquement stable s'il existe des matrices S,(h), G, € R?"=*2ne,
R, € R*n=*25n= définies positives telles que :

k+1)]" 2(k+1)
#k) | )| #k) | <o (4.77)
J(k) J(k)
Nous récrivons (4.74]) comme suit :
A A z(k+1)
[—Lon, A(h) Ayh)Ei] | 2(k) | =0 (4.78)
J(k)
En appliquant le lemme de Finsler (i, iii) , avec :
z(k+1)
E= [l A(h) Ayn)E], A=| &k) |, et T=I(h)
j(k)

(4.77) est vérifiée s'il existe une matrice ®,(h) € RUn=F25n2)x2ns telle que :
I,(h) + He {®(h) [~ 12, A(h) Ag(h)E\]} <0 (4.79)

Nous considérons la structure suivante de ®4(h) :

®a(h) 0
Py(h) = | Psa(h) P4 (4.80)
(I)s?)(h) 0

Il est immédiat que (4.79) est équivalente a (4.71)).

4.3.4 Synthese de filtres H,, dans un domaine fréquentiel fini

Le théoreme suivant présente des conditions suffisantes permettant de construire le filtre optimal
, qui vérifie @ et @

Théoreme 21. Considérons le systéme , avec le bruit w(k) appartenant a un domaine
fréquentiel fini et connu. Soit (r,s) deux entiers positif tels que T = sr. Il existe un filtre stable
de la forme tel que le niveau d’atténuation H. du bruit est optimal si ['on peut résoudre
le probleme d’optimisation sous les contraintes LMI — pour des matrices P, €
anxnz’ (I)% c anxnz’ (I)ji c anxnz; (] — 3’5)’ (1)4 c anxnz7 (I)Gi c R((4+23)nz+nw)><nz’ CI’sli c
Rnxxnx, (1)521' € anxnw; Ps34 S R(2snx+2nx)><n;c7 PZ - Pz‘T7 Q = QT > 0; E; Ni; G = GT > 07
GS = GZ > O, S,L = S;T > 0, Ssi = Sz; >0e R?nxXan’ ‘/Z € Ran2nw, Mz € HanxXan’ R1 = R{,
Rsl — ‘R;I“1 c R2nm><2nm7 Rz, Rs2 c R2n1><2(s—1)n17 Rg — R§“7 ng — ng c R2(5—1)nz><2(s—1)nz’ ay; €
anxnz7 bfz c anxny7 Cti c anxnz} dfz c anxny} Au c R(6nm+2snz+nz+nw)><(6n1+25nz+nz+nw) .
A, = Ag;’ Aij c R§6<T;I+2snz+nz+nw)><(6nz+25nz+nz+nw)’ A, € RAna+2sna xdna+2sna . A = AZ;'W
Asij c R;lg;@—l-angg><4ngg—|—2sn:C .

min v (4.81)

Q, Si, Ssi, Pi, Fi, Ni, G, G, Vi, My, Ry, R, (k= 1,2,3), 01, ¢4
Pkis (k = 2737 57 G)a Pskis (k = 17 273)7 a’fiybfiv Cfi7dfiv Aijlv ASijl
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R R
R = {Rép RJ >0
_ Rsl R82
R, = [sz R.s >0
I, + He{Y;} — Aiir <0

Hsir + He{Tsm} - Asiir < 0

Hsir + Hsjr + H@{TSU} + HG{TSJZ} — AsijT — AT < O, (2 < ])

pour i,j,m €

ou :

avec !

A11r
Ar =
Aplr
ASllT’
Asr =
Asplr
I 0 0 0
o 0 Iy MF
o o Hggi GEg + RQEQ
o o o EgRgEQ_R—EgGEg
e o [ ] [
o o [ ] [ ]
My = Q + F

sijr

A1pr
.| <o
APPT
Aslpr
: | <o
ASPPT
0 0
v.r NF
0 —F, —r’G
0 —-M;

—I —Vi
e S, +r*G-P —N,—N/]

g3, = (12 = 1)G + Ry — S; + P, — 2cos(6,)Q

pour un domaine de basses fréquences, | 6 |< 6,

g = %Q + FT
H33i:(T2—1)G+R1—Si+Pi—2C
pour un domaine de moyennes fréque

Qc = (91+92) /2 et Qw = (92 —01) /2
o3 = —Q + Ff

0s(60,)Q

neces, 61 <| 0 |< 6

33, = (r* = 1)G + Ry — S; + P; + 2 cos(60,)Q
pour un domaine de hautes fréquences, | 0 |> 0),.

—(131 —(I)gi 0 @1[‘[1 — dfiCj + (I)QiAj —Cyq
0 —®3 —Py (I)giAj + bfiCj af;
0 —(I)5Z' —(I)4 (I)5iAj + bfiCj ag;
0 - O D A; O Agi B
0 0 0 0 0
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(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)



O Hy By — dyiCogi 7 N ey 1
( oAy ®,L; — dD; + ©5B; 0
q)giAdjEl + bindjEl (I)3iBj + bfZD] 0
O5; Agi ) + by Cyi O3B + by D, 0
O¢; B 0
0 0 0
[ b1, A4 0 ]
(I)slz <I)4 (I)SIZA] + bf’LCj Qg (+bfiCdjE1 0
- D0 Ay B
Tsij = | —Psoi —Ps PsiA; +b4,C; ay; ("‘bficdjEl 0
—®g5 0 Dgsi A 0 Qg3 A45E, 0
0 0 0 0 0 0)
[S,, + G, —r2G, 0
Hsir - L4 Rsl + (72 - 1)Gs - Ssi G3E3 + R82E2
L L b E5R33E2 - Rs - E;{GSE?)

E, = [OnxXQ(s—l)nx Inz Onzxnz] ’
FEy, = [12(3—1)1% 02(s—l)nw><2nx] ’
E3 - [12711 02nz><2(871)nz] .

Dans ce cas, les parametres du filtre sont solutions des équations suivantes :

P p
Ap(h) = ;1Y hiagi,  Bp(h) = &' hiby,
=1 =1

p p
Cy(h) =07 hicgi,  Dyp(h) =71 hidy;.
i=1 i=1

Preuve : Nous supposons que les inégalités (4.82] - 4.89)) sont vérifiées. Nous définissons les
fonctions suivantes :

P p p
Ap(h) = @7 “hiagi,  By(h) = 7' hibgi,  Cp(h) = &7 hicy,
=1 =1 =1

P P P
Dy(h) =o' > hidp, F(h)=>_ hF;, M(h)=>_ hM,
=1 =1 =1

14 p p
V(h) =) hVi, N(h) =) hN, P(h)=> P,
=1 =1 =1
p p P
S(h) =Y hiSi, N(h) =) hNi, Sy(h) =) hiSa,
=1 =1 i=1

p p
Oop(h) =Y hi®uik=1,2,3, et Dp(h) =Y hi®r,k =2,3,56
=1

=1

Le reste est similaire a la démonstration du théoréeme [18 et est donc omis.
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4.3.5 Exemple de simulation

Nous présentons dans cette partie un exemple de simulation pour illustrer le résultat proposé
dans la section précédente.

Nous considérons le systeme a temps discret suivant avec deux regles floues et un retard constant
T=28:

Régle 1 : Si xq(k) est Ny(x1(k)), alors :

= [2, S+ [ 08)sen []

y(k) =10 1]z(k)+[0 0.5] z(k —8) + w(k)
z(k)=1[1 0] (k)

Régle 2 : Si xq(k) est Na(x1(k)), alors :

0.1 0.7 —0.1 —0.2 0.8
y(ky =10 1]a(k)+ [0 03] z(k) + w(k)

(k1) = {0.7 0.21 (k) + {—0.1 0.2 } (k- 8) + { 0 } w(k)

%, pour —3 < xo(k) <0
0, our ro(k) < —3
Ni(oa) = goy P (k)

o, pour 0 <my(k)<3
0, pour zo(k) > 3

et NQ({L‘Q(]C)) =1- Nl({fg(k?))

Une comparaison des valeurs du niveau de performance H., atteintes au moyen du théoréeme
dans différents domaines fréquentiels, avec et sans partitionnement de retard, est donnée
dans le tableau 4.2.

© s=letr=8|s=4etr=2
0] < 7/15 5.56 3
7/6 < |0] < 7 /4 1.22 1.1
0] > /3 0.55 0.5
Vo 6.7 5.5

TABLE 4.2 — Comparaison des gain /5 obtenus dans différents domaines fréquentiels avec et
sans partitionnement de retard
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Maintenant nous supposons que 7 =4, s = 1 et r = 4. En résolvant les inégalités du théoreme
, nous obtenons les parametres suivant :

0.4058 0.2180
®4 = {0.0401 0.0936] ’ © =0.9647,
. _ [ 00141 —~0.0409 ~ [0.1700 0.0541
7 120.0600 —0.0306] 72710.0226  0.0141]°
bei — —0.1520 b —0.1921
17 1-0.0682| 271 -0.0652|

cpr = [—0.4000 —0.1567],  c¢pp = [—0.3597 —0.1371],

dans le domaine hautes fréquences (| 6 |> %), avec un indice de performance H,, égal a v = 0.5.

3.2054 2.0199
e = {1.6982 1.2241}’ 1 = 1.0019,
o [11295 0.6048 ~ [1.9182 1.0386
T1710.4193  0.2395]° 727 11.0051 0.5850]
p. — [~1.1002 p. — [~1:3140
171206829 271 07831

cpp = [—1.2547 —0.7474], ¢ = [-1.0923 —0.7602]
dpy = —0.5521, dgy = —0.6791.

pour toute valeur de 6, avec un indice de performance H,, égal a v = 2.8284.

Connectant les filtres trouvés au systeme original, les figures 5 et 6 montrent respectivement
les évolutions des erreurs d’estimation et les performances H,, du systeme augmenté pour
w(k) = sin(1.6k), qui appartient au domaine (| & |> 7). Les courbes en pointillés correspondent
aux parametres du filtre trouvés V@ et les courbes continues correspondent a ceux calculés dans
le domaine (| 0 [> %).

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au probleme de filtrage H,, dans un domaine
fréquentiel fini pour les systéemes non linéaires représentés par le modele flou de type TS. Nous
avons développé de nouveaux outils d’analyse et de synthese de filtres H,, pour les systemes non
linéaires avec et sans retards sur le vecteur d’état. La convergence de 'erreur d’estimation est
assurée par le biais des fonctions de Lyapunov polyquadratiques et des fonctions de Lyapunov-
Krasovskii. Les approches proposées s’appuient sur les interprétations temporelles de la version
généralisée du lemme KYP. Par ailleurs, les conditions obtenues sont linéarisées au moyen du
lemme de Finsler qui nous a permis d’introduire des variables de décision supplémentaires pour
une solution moins conservative avec plus de degrés de liberté. Les conditions de synthese de
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(3)a Joli3 uonewnsy

70

sin(1.6k). Courbe conti-

60

50

sin(1.6k). Courbe continue : (| 0 |> %),

h,\/v
40

Time in samples

Time in samples
.
. »~ v -~ ’ NS ~
e’}
0

’
30
k

’
h,\/\'\ \

v
20
0

S e (k)e(k)/ S w? (k)w(k) pour w(k)

k

nue : (| 0 |> %), courbe en pointillé : V6.

10

: V6.

0.8

0.7+
0.2
0.1

FIGURE 4.5 — L’erreur d’estimation e(k) pour w(k)

courbe en pointillé
FIGURE 4.6 — Valeur de \/



filtres H.,, dans les différents domaines fréquentiels, sont formulées en des problemes d’opti-
misation convexe sous contraintes LMI. Des exemples de simulation sont présentés a la fin de
chaque section pour démontrer les avantages des approches proposées par comparaison avec
d’autres résultats de la littérature.
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5.1 Introduction

Comme présenté dans le chapitre 2, I'introduction du réseau entre les capteurs et le filtre offre de
nombreux avantages en comparaison avec l’architecture classique (cablage point a point). Cela
entraine cependant la nécessité de prendre en compte certaines contraintes de communication
qui peuvent détériorer les performances ou méme déstabiliser le filtre si elles sont négligées dans
sa synthese.

Ce chapitre est consacré au développement de différentes méthodes de conception de filtres H,
sous des contraintes de communication induites par la présence du réseau entre les capteurs et
le filtre.

Malgré l'intérét, grandissant, porté au probleme de I'estimation d’état pour les systemes dyna-
miques commandés en réseau, le filtrage H,, dans un domaine fréquentiel fini pour ces systemes
reste rarement abordé dans la littérature.

Dans la section [5.2] nous nous intéressons au filtrage H,, des systémes non linéaires décrits
par les modeles flous de type TS et dont les mesures sont quantifiées avant d’étres transmises
au filtre. Ensuite, la section traite le méme probleme pour les systemes linéaires a retard
constant sur le vecteur d’état. Enfin dans la section [5.4] I’approche proposée concerne le filtrage
H, des systemes linéaires et permet de prendre en compte, en plus de l'effet de quantification,
la possibilité de perte de paquets lors de la transmission des mesures quantifiées entre les
capteurs et le filtre. Dans les trois cas, les conditions de synthese de filtres dans des domaines
fréquentiels finis sont formulées comme des problemes d’optimisation convexe sous contraintes
LMI, garantissant a la fois la convergence de I'erreur d’estimation et les performances H., vis-
a-vis des perturbations extérieures. La fin de chaque section est consacrée a des exemples de
simulation illustrant les performances et les avantages des approches proposées.

5.2 Filtrage H,, des systemes flous de type TS avec me-
sures quantifiées

Dans cette section, nous nous intéressons aux systemes non linéaires, représenté par des modeles
flous de type TS, dont les mesures sont quantifiées par un quantificateur logarithmique avant
d’étre transmises au filtre.

5.2.1 Formulation du probleme

Nous considérons un systeme non linéaire flou de type TS décrit par ’équation a temps discret
44

La capacité limitée des réseaux de communication entre les capteurs et le filtre impose la
quantification des valeurs mesurées y(k), de maniere a diminuer la dynamique des données a
transmettre.

Nous supposons que la sortie y(k) du systeme (4.4 est quantifiée par un quantificateur loga-
rithmique avant d’étre transmise au filtre.

Le quantificateur est noté par :

g(y(k) = [91(n (k) g2(a(k)) -+ gu, (ym, (k)] (5.1)

Il est décrit par :

R = {iﬂ(j),ﬂ(j) — i = 0, £1; 42, } U{0}, 0<y <1, >0 (5.2)

% %
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ou xj, (j =1,2,...,n,) désigne la densité de quantification.

On a:
' /lz('j)7 1-1:6]- ﬂgj) < y(])(k) < 1_15j /lEJ)
9;(y’ (k) =4 0, y (k) =0 (5.3)
—g;(=y;(k)), y9V(k) <0
. 1—y;
ol §; = 1+§j.

A partir des définitions ci-dessus, g;(y;(k)) peut s’exprimer comme suit :
gy (k) = L+ A9 &)y (k) avec | AV(k) [< 4 (5.4)
En définissant A(k) = diag {AW(k), A®(k),--- , A™)(k)}, nous écrivons les mesures quan-
tifiées sous la forme suivante :
y(k) = g(y(k)) = (I + A(k))y(k) (5.5)
Nous cherchons a construire un filtre flou de type TS de la forme :
zp(k+1) = Ap(h)xs(k) + By (h)y(k), (5.6)
zp(k) = Cr(h)x s (k) + Dy(h)y(k)
ou :

p p p
Ap(h)=> hiAg,  Bi(h)=> hiBp,  Cph)=>_ hCy;
=1 =1 =1

P
et Dy(h) =Y hiDy;.
=1

Rappelons que z¢(k), z¢(k), et y(k) désignent respectivement le vecteur d’état, la sortie re-
construite par le filtre et le vecteur des entrées. Les matrices Ay, By, Cyp;, et Dy; sont les
parametres du filtre a déterminer pour ¢ € .

A partir des équations (4.4) et (5.6]), nous écrivons le systeme a état augmenté comme suit :
2k +1) = A(h)(k) + B(h)w(k)

_ ~ (5.7)
e(k) = C(h)i(k) + D(h)w(k)

olt la sortie e(k) = z(k) — zy(k) désigne D'erreur d’estimation, Z(k) = [z” (k) x?(k;)]T et :

Ahy = An) + [0 BEW)"Ak) [5C(h) 0] = A(h) + i i hhy [0 BE)TAK) [6C; 0],
B(h) = B(h) + [0 BF(h)]" A(k)sD(h) = B(h) + f i hih; [0 BE)" A(k)sD;,
C(h) = C(h) — Dy(h)A(k) [C(h) 0] = C(h) — i > hih; Dy A(k) [6C; 0],

A(k) = A(k)s,
0= dzag {51, (52, ) 5ny}>



C(h) = [H() = Dy(WC() ~Cy(h)] = D3 by [Hi = DysC; =Ci].
D(h) = =Dy()D(h) = =" > hih; Dy

Rappelons que le but est de construire un filtre de la forme (5.6) tel que :
(a) pour un réel v > 0, la performance H,, suivante :

sup Tella <~ V0eO (5.8)

wetsf0,00) || W [|2
est vérifiée.
(b) le systeme a état augmenté décrit dans (5.7)) est asymptotiquement stable en boucle
ouverte (w(k) = 0),

0 désigne la fréquence du bruit w(k) et son intervalle © est supposé connu, voir le tableau 2.2,

page [38

5.2.2 Analyse de performance H, dans un domaine fréquentiel fini

Nous supposons, dans un premier temps, que les parametres du filtre sont connus. Nous
développons dans le théoreme suivant des conditions suffisantes garantissant I'exigence @

Théoréme 22. Soient § et 3 deux scalaires positifs donnés. Le filtre (5.6) pour un systéme non
linéaire flou de type TS, décrit par , avec mesures quantifiées générant ’erreur d’estimation
e(k) permet une atténuation Hs du transfert de w(k) vers e(k) bornée par un scalaire (7 > 0),
sl existe des matrices 1 € R™ "= po(h) € R™*"  ;(h) € R™*" (i = 3,5), gy € R™*",
we(h) € RUWnetnmw)na [(p) G(h), P(h) = PT(h),Q = QT > 0 € R*=*?" M(h) € Rrw*?ne
telles que :

S(h) + He{Y(h)} <0 (5.9)
T J(H(B) — Dy(h)C(R)) e Dy(W)D(R)) ]
—p1 k) 0 (SD +<p2(h)£l(h) ) 71C5(h) ( fs@(fh)B(h) > ’
3(h)A(h) 3(h)B(h)
o | P (o) e (5 mb0) ¢
- 5(h)A(h) 5(h)B(h)
o e e (mmew) w0
0 —<P6(h) 0 <P6<h)A(h) 0 %(h)B(h) 0
|0 0 0 0 0 0 0]
(I,, 0 0 0 0 —Bp1Dy(h) 0 ]
. T T 5904Bf(h)
0 Sos(h) MT(h) GT(h) [5¢4Bf(h)] 502(@
S(h) = e o Ji(h) 0 —F(h) 0 0
o o o -2, —M(h) 0 DT (h)
o o o —P(h™) — G(h) — GT(h) 0 0
e o ° ° By, 0
(o o ° ° ° —B[ny

104



avec :  Yo3(h) = Q + FT(h)
Y33(h) = P(h) — 2cos(0;,)Q
pour un domaine de basses fréquences
Egg(h) = BjecQ + FT(h)
Y33(h) = P(h) — 2cos(6,)Q
pour un domaine de moyennes fréquences, 0. = (61 + 02) /2 et 6, = (62 — 01) /2.
Egg(h) — _Q + FT(h)
Y33(h) = P(h) + 2cos(0,)Q

pour un domaine de hautes fréquences

Preuve : Nous supposons que le bruit w(k) appartient & un domaine de moyennes fréquences,
c-a-d : 91 < ’9’ < 92.

D’apres le lemme [6] du chapitre 2, la contrainte est satisfaite pour ¢ < |0] < 6, si les deux
inégalités matricielles suivantes sont vérifiées :

Z el (k)e(k) < +* Z w' (k)w(k), Yw(k) € ly]0,00) (5.10)
k=0
et avec des conditions initiales nulles :

oo

9% 3 (s — i) (g — %2,)7 <0 (5.11)
k=0

Pour satisfaire la contrainte (5.10)), il suffit de vérifier :

el (K)e(k) — v*w' (B)w(k) <0 (5.12)
que nous écrivons :
w(k)]" [CT(W)C(h)  CT(h)D(h) i(k)
] |Bricin 57 1] i) <° (>13)

Maintenant nous allons proposer une condition suffisante pour assurer ((5.11)).
Nous définissons les matrices symétriques P(h) et Q € R*'=*?" et la matrice N(h) telles que
@ >0et:

N(h) = F(h) E(h)ﬁ—f%) P(h) fj:CQOS@wQ} &(h) ﬁgﬂ >0 (5.4

T
- . . . v(k ,
Nous multiplions (5.14]) a gauche et a droite par {x( )} et sa transposée, nous obtenons :

w(k)

} >0, VN(h) € R(h) (5.15)

<
=)

{ FW EW]T [ @h) Eg”] P(h) = PT(h),Q= QT >0 e Rznmnm}
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En faisant la somme de (5.15)) de £ = 0 jusqu’a oo et en supposant que ([5.7]) est asymptotique-
ment stable et que Z(0) = 0, nous obtenons :

trace{—e’%Q Z(ikﬂ — ) By — €%28)T) >0 (5.16)
k=0

Comme ) > 0, donc nous pouvons déduire que si 'équation ([5.15)) est vérifiée, alors I'inégalité

(5.11)) lest également.

En appliquant le lemme de la S-procédure généralisée (page sur les inégalités (5.13) et

, nous obtenons :
CT(WC(h) _ CT(WD(R) | [ﬁ(h) B’(h)r
DT(h)C(h) DT(h)D(h) —~%I,, Lo, 0

{;5%) P(h) ijazccQoser} Ejh) E(()h)] =Y 10

T
Ensuite, nous multiplions l'inégalité (5.17) par [ } a gauche et sa transposée a droite,

nous aurons :

i(k) 1" [en e?%QB(h)+CT(W)D(h) 0 (k)
w(k) e  —42I, + DT(h)D(h) 0 w(k) | <0 (5.18)
k+1)] Lo . —p(h*)] |k +1)

olt: ey = P(h) —2c0s0,Q + e % QA(h) + ei% AT (h)Q + CT(h)C(h)
A partir de ((5.7]), nous avons :

[Ah) B ~D| | wik) | =0 (5.19)

Appliquons le lemme de Finsler (page (i et iii) avec :

(k) enn e%QB(h) + CT(h)D(h) 0
A= | wk) |, T=|e  —42L,, + DT(h)D(h) 0 .
Z(k+1) . . —P(h")

(1]

et E=|A(h) B(h) -]

Nous en déduisons que l'inégalité (5.18|) est vérifiée s’il existe des matrices F'(h),G(h) €
R2mex2ns ot M(h) € R™*% telles que :

en e %QB(h)+CT(h)D(h) 0 F(h]
« 21, +D'(h)D(h) 0 |+ Hed [MM)| [A(R) B(h) ~I|p <0
° ° —P(h*) G(h)
(5.20)
Nous réécrivons l'inégalité sous la forme suivante :

C(h) D) 07" C(h) D) 0

A(h) B(h) 0 A(h) B(h) 0

Iy, 0 0| )| L, O 0|<0 (5.21)

0 I, 0 0 I, 0

0 0 Io, 0 0 Io,
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avec

L. 0 0 0 0
o 0 J*Q+FT(h)  M(h) G (h)
M(h)=|e e P(h)—2cos(6,)Q 0 _F(h)
[} ° [ _72Inw —M(h)
e o ° _P(h+)—G(h)—GT(h)
Notons que :
C(h) D(h) 0
I, 0 C() D) ol _|A(M) Blh) 0
[ 0 Iy, A(h) B(h) OL B I?gz [0 8 (5.22)

Appliquant le lemme de Finsler encore une deuxieme fois (ii et iii), ceci implique que I'inégalité
(5.21)) est faisable s'il existe une matrice @(h) € R(Onatn=+nu)x(n=+2n2) telle que :

H(h)—i—He{go(h) [_é” _gnz %g gé;; 8”<o (5.23)

Nous considérons la structure suivante de la matrice @(h) :
"
p3(h) o4
5.24
eo(h) 20
(h)

Ainsi nous réécrivons 'inégalité (5.23]) comme suit :
II(h) + He{p(h)} <0 (5.25)
ou :

' (H(B) — Dy(h)O(h))~ i
o a0 (LB R ) O ) o

w3(h)A(h) + §04Bf(h))0(h)—l—

0 _903(}1) —¥4 ( 304Bf(h)A(SC(h) > 904Af(h) 9526(}1) 0

0 —@s(h) —¢4 (<p5(h)z:10ifgf—<l—hg)023;fc(€l}z)c(h)+) 904Af(h) ©36(h) 0

0 —ps(h) 0 wo(h)A(h) 0 we(h)B(h) 0

P16(h) = —@1(Dy(h)D(h) + Dy (h)AdD(h)) + 2 (h) B(h)

Pa0(h) = p3(h) B(h) + @a(By(h)D(h) + Br(h)AdD(h))

B3o(h) = @s(h)B(h) + @a(By(h)D(h) + By (h)Ad D(h))

Nous appliquons ensuite le lemme de séparation (page [43), avec A(k) = A(k)5~1, r(k) = A(k)
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et :

Y, =1I(h) + He

\ L

ng

0

—<P5(h)
—pe(h) 0

~
w
~
—
>
S~—
AS)
Ny
I
~
=
Ve
S
Ny
Sy
~
=
U\_/
~_
o o

we(h)A(h) 0

To,=[0 0 0 6C(h) 0 6D(h) 0

T
[—Ds(R)"T B(h)Tof Bp(h)T¢] 0 0 0 0]

Nous en déduisons que ([5.25) est vérifiée s’il existe un scalaire 5 > 0 tel que :

/T

II(h) + He 0

o1 —ga(h) 0 Tu(h) —solofm)(

—p3(h)

—solDf<h>D<h>+> )

902(h)B(h)
@3(h)B(h)+
904Bf( )D(h)

Tulh)  oads(h) (Jf( )( >( "
h

w4 By(h
wo(h)A(h) 0 wo(h)B(h)

o

—ps You(h) 1Ay (h)

o

(
C1F 904Bf(h)B}F(h
1 )B} (h ¢sBs(h )

55’_\
"E"ﬂ”k’ﬂ
coc oo

(5.27)

cooco O
(&%)
(V)
Q
3
=
2
=
o
(%)
(V)
Q
3
=
B~
=

co oo

En appliquant un complément de Schur sur les termes :

—5@1Df(h)<ﬂ43?<h)904T,

B2 CT(h)C(h),

Bl DY (h)Dy(h)p1, Bt Bf (h)By(h)ea,

B2 CT(h)D(h), B 6D (R)D(h)

et leur transposé, I’équation ((5.27) implique (5.9) pour 6; < |6] < 6s.

La démonstration du théoreme pour les domaines basses (|0| < 6,) et hautes fréquences
(|60] > 6y,) est basée exactement sur les mémes étapes que celles du domaine moyennes fréquences

(01 < |0] < 05). La différence réside dans les blocs Ya3(h) et X33(h) de la matrice X(h).

Ceci complete la démonstration du théoreme

5.2.3 Etude de stabilité du systeme augmenté

Nous proposons ci-apres une condition suffisante pour vérifier I’exigence |(b)}
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Théoreme 23. Considérons le systéme avec des mesures quantifiées et le filtre décrit
dans (@ Soit Bs un scalaire positif donné. Le systéme a état augmenté représenté par
est asymptotiquement stable s’il existe une matrice définie positive S(h) = ST (h) € R?n=>2n=
des matrices @s1(h), psa(h) € R ps(h) € R* > telles que :

S,(h) + He{Ty(h)} <0 (5.28)
| —ps1(h) 0 w1 (h)A(h) 0 0
Ty(h) = —ps2(h) —pa psa(R)A(R) + paBp(h)C(h) @sAp(h) O
’ —¢@s3(h) 0 ps3(h)A(h) 0 0
0 0 0 0 0
Sty 0 [0 BBF(Me}] o
ot Ty = | —S.(h) —BO , [5003 0]
° ° .5 ) — Bl

Preuve : Le systeme ((5.7)) en boucle ouverte :

z(k+1) = A(h)z(k) (5.29)
Nous considérons la fonction de Lyapunov polyquadratique suivante :
V(k) =27 (k)S(R)2(k), S(h)=ST(h) >0 (5.30)

Compte tenu de la variation de V' (k) le long des trajectoires du systeme augmenté ([5.7]), nous
déduisons que ce dernier est asymptotiquement stable s’il existe une matrice définie positive
symétrique S(h) € R*"=*2"= telle que la condition suivante est vérifiée :

{f(g(—g)l)}T {S(SH) . So(h)} {93(5(2)1)} ~0 531

L’équation (5.29)) peut étre écrite sous la forme suivante :

L A)] [i(;f(z)l)} —0 (5.32)

Appliquons le lemme de Finsler (page[42]) (i et iii), avec :

A= FU;(Z)D}, T = [S(g+) _Sf)(h)} et E= |-, A®h)].

Par conséquent, pour satisfaire 'inégalité (5.31)), il suffit de trouver une matrice @s(h) €
Rnax2ne telle que :

S(hT) 0 ~

[ 0 —S(h) + He {cps(h) [—]znz A(h)]} <0 (5.33)

Nous considérons la structure suivante de la matrice p;(h) :

Ps1 (h) 0
ps(h) = [psa(h) ¢a (5.34)
9083(}1) 0

Ensuite, nous pouvons aisément vérifier que ((5.33)) est équivalente a ([5.28]) en suivant les mémes
étapes de démonstration du théoreme [22]
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5.2.4 Synthese de filtres H,, dans un domaine fréquentiel fini

Le théoreme suivant donne une solution au calcul des parametres du filtre optimal qui répond

aux exigences @ et @

Théoreme 24. Considérons le systeme avec un bruit w(k) appartenant a un domaine
fréquentiel fini et connu. Soit §, B et By des scalaires positifs donnés. Le filtre, de la forme
@, stable et optimal en termes de performance H., vis-a-vis des perturbations extérieures
peut étre obtenu si ['on peut résoudre le probléeme d’optimisation sous les contraintes
LMI - pour des matrices symétriques P, Q > 0,5; > 0 € R*=*2"  des matrices
o1 € an><n27 = anxm’ ki € RWX”““, (k — 3’5)’ Q4 € Rn’cxnm, Ve € R(4nx+nw)><nx7
Fi; Gz c RQTLZ-XQTLI; Mi c RanQn”“', Dsliy Ps2i c Rnwxn”‘, D3i c Ranxnw; afi c Rnxxnw’ bfi c

anxny’ Cti c anxnz’ dfz c anxny7 Qiil c R(6n1+2ny+nz+nw)><(6nz+2ny+nz+nw) . Qiil — Qg;b

Qijl e R5i7;1+2ny+nz+nw)><(6nz+2ny+nz+nw)) Qsm c R(4nz+2ny)><(4nz+2ny) . Qsiil — Qg;il; Qsijl c
R(4nm+2ny)><(4nm+2ny) .
1<J :
min ol (5.35)
Q,8:,Pip1, (k=1 ,6),0sk,(k=1,2,3),a5:,bpi,Cri,d 15,2051, Qsi1
Esil + H@{TS“} — Qsiil <0 (538)
St + Sejt + He{ Tyij} + He{ T} — Quije — Ly <0, (i < j) (5.39)
Dy o Qi
Q=1 . 1 ]<0 (5.40)
Qpll T Qppl
Qslll T Qslpl
Qa=| + . =+ |<0 (5.41)
Qspll T Qsppl
h,Jleg
avec .
[I,. 0 0 0 0 —Bdy; 0 |
o 0 Ny M ar [Bv% pok]t 0
e o Ny 0 ~F, 0 [6c; 0]"
Yi=|e o o —2I, —M; 0 dDT
e o o . -P -G, —GF 0 0
e o o ° ° —B1,, 0
e o o ° ° —B1,,
O’l‘L J 2231 = Q + FiT

Yizzi = Py — 2cos(0,)Q
pour un domaine basses fréquences.
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Yoz = /% Q + Ff
Yiz3i = Pi — 2cos(0.,)Q
pour un domaine moyennes fréquences, 0. = (01 + 02) /2.

Yoz = —Q + I
Y3 = Py + 2 cos(0,)Q
pour un domaine hautes fréquences.

—®Q1 —PY 0 Qlez — dfiCj + QOQZ'Aj —Cfi —dfiDj + QOQZ‘B]‘ 0

0 —@P3; —P4 3031'Aj -+ bflc(] lei 9031'Bj + bfZD] 0

v. | O —¢si —¢a e5iAj + b afi @B +bpD; 0
Y 0 —wes O VeiAj 0 ©eiB; 0
0 —pn 0 o7 A; 0 7B 0

0 0 0 0 0 0 0]

S0 o gbE]" 0

s | =S 0 [6c; 0]"
hd _stny 0
hd hd _5sIny
—psti 0 ©s1iA; 0 0
ot T — | P2 —%a 0s2idj +b1,C; A O
o —@s3i 0 Ps3iA; 0 0
0 0 0 0O O

Dans ce cas, les parameétres du filtre sont calculés a partir des expressions suivantes :

P p
Ap(h) = ¢1" > hiagi,  By(h) = ¢i' ) hibsi,
=1 =l (5.42)

P p
Cr(h) = or' Y hicri, Dy(h) =o' Y hady,
i=1 i=1

Preuve : Nous supposons que les inégalités (5.36| - |5.41)) sont satisfaites. Nous définissons les
maftrices suivantes :

P P P
oe(h) =Y hipi, (k=2,3,5,6), F(h)=> hF, M(h)=>_ hM,
=1 =1

=1

p p p
Ap(h) =" Y hiagi,  Bp(h) =@p" Y hibgi,  Cp(h) =1 hicys,
i=1 i=1 i=1

p
et Dy(h) =" > hidy;
i=1

Compte tenu de toutes les expressions ci-dessus, nous écrivons les équations des théoremes
et 23] en fonction de celles du théoreme 24] comme suit :
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S(h) + He {Y(h)} = Zzihihjhr (Sa+ He {T;;})
= Zp: z": hihf (Za + He{Tu})

p P P
Sa+He{Y,}+%X;+ He{Y;}
+ J J J
+2§ E E hihjh,< 5

PP
IS 35 9 SNNTACHERTN

=1 =1 =1 1<y [=1
P hil Q- lel hil
=> | : S t <0
I=1 hpI Qpll s Qppl hpI

So(h) + He{Lo(h)} =D D ) " hibyhyf (S + He {Yqi;})

p P
=) hihf (Se + He {Y:})

P
2311+H€{T51}+231+H6{T81}
+ J J J
—|—2£ E E hihjh, ( 5

i<j =1

h2hi Qi + Z Z Z hihhyt (Qui + QL)

=1 [=1 i=1 1<y =1

mI]’ [ - Q] [lal

zihf : S Pl <0

=1 hoI Qo1 -+ Qgpp| | hpd

Nous en déduisons que si les conditions du théoreme [24] sont vérifiées alors les conditions des
théoremes [22] et |23 le sont également et ceci complete la démonstration.

5.2.5 Exemple de simulation

Les avantages de I'approche proposée dans la section précédente sont démontrés ci-apres par
un exemple numérique.

Nous choisissons le systeme non linéaire de type T'S suivant :

Reégle 1 : Si xy(k) est Ny(z1(k)), alors :

o+ = {2030 Yoo] 0+ [ | 9

y(k) =[1 0] z(k) + 0.20w(k)
z(k) = [0 1] z(k)
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Régle 2 : Si xq(k) est No(x1(k)), alors :

e = [2120 10+ [0

y(k) =[1 0] z(k) — 0.30w(k)
z(k) = [0 1] z(k)

Les fonctions d’appartenance Nj(z1(k)) et No(xq1(k)) sont données par :
sin(z1(k))

)
Wit = { | 2

et Ng(l‘l(k)) =1- Nl(l‘l(k))

En appliquant le théoreme [24|{dans différents domaines fréquentiels, le tableau ci-dessous montre
I'influence du parametre du quantificateur ¢ sur le niveau de rejet de perturbations ~.

C) 0| <7w/15 |w/6 < |0| <=w/3||0| >m/3 | V6O
6=0.1 0.1732 0.4472 0.4243 0.5477
6 =0.35 0.6325 0.5916 0.9487 0.9487
6 =0.6 1.0488 0.8367 1.6125 1.6733
6 =0.8 1.3784 1.0954 2.1213 2.1213

TABLE 5.1 — Comparaison des niveaux de performance H,, obtenus dans différents domaines
fréquentiels et pour différentes valeur de o

Supposons maintenant que 0 = 0.35. Les parametres obtenus par le théoreme sont les
suivants :

o1 = 1.0208,

—0.1656 0.2037|’

{—0.0763 0.0382}
arp =

p. _ [ 03811
171203639

cpr = [0.3211 —0.5517]

ds1 = 0.4670,

sur toute la plage de fréquences.

~ [0.7866  —0.2693
47 1-0.3414  0.6363

~ [-0.1622 0.1493
727 120.1136  0.1098]

b | 0-2405
/27| -0.2278]
cpp = [0.0457 —0.1190] ,

dgy = 0.9144.
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I I I
50 100 150 200 250
Temps en échantillons

FIGURE 5.1 — Courbe continue : y(k) / courbe en pointillé : y(k)

o1 = 1.0770, oy = { 1.0511 —0.0729} |

—0.1010  0.7092

o [~0:0996 0.2159 . _[-00830 02033
17100466 0.2659] 271 0.0416  —0.1944|°

p.. _ [01883 b _ [0:3149°
=1 —0.6132|’ 27102314

cpr = [0.1089 —0.3236],  ¢pp = [—0.0168 0.0272],

dp = 1.3784, dsy = 1.0493.
dans le domaine basses fréquences (|0] < J%).

Supposons que w(k) = sin(lz()iok), ce signal appartient au domaine basses fréquences (|0 < 7%).

Connectant les filtres obtenus au systeme original, nous pouvons voir dans la figure 1 la sortie
mesurée y(k) avant et apres quantification, et le suivi de z(k) dans les figures (2 — 3).

D’apres les figures (2 — 3), il est clair que le filtre congu en fonction du domaine fréquentiel fini
du bruit donne une meilleure estimation en comparaison avec le filtre trouvé indépendamment
du domaine fréquentiel ©.
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0 50 100 150 200 250
Temps en échantillons

FIGURE 5.2 — Suivi de z(k) pour | 6 |[< % et w(k) = sin(7ck) : courbe en pointillé : z(k) /

100
courbe continue : z(k)

I I I
0 50 100 150 200 250
Temps en échantillons

FIGURE 5.3 — Suivi de z(k) pour toute valeur de 6 et w(k) = sin(Z5k) : courbe en pointillé :
z¢(k) / courbe continue : z(k)
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5.3 Filtrage H,, des systemes linéaires a retard constant
avec mesures quantifiées

Dans cette partie, nous développons une nouvelle approche LMI permettant de résoudre le
probleme de filtrage H.,, dans un domaine fréquentiel fini, pour les systemes discrets a retard
constant avec mesures quantifiées.

5.3.1 Formulation du probléeme

La représentation d’état du systeme a retard considéré dans cette section est donnée par :

x(k+1) = Ax(k) + Agz(k — d) + Bw(k),
y(k) = Cz(k) + Cax(k — d) + Dw(k), (5.43)
2(k) = Hu(k),

ou z(k) € R™ est le vecteur d’état, y(k) € R™ désigne la sortie mesurée, z(k) € R"™ est
la sortie non mesurée a estimer, w(k) € R™ représente le bruit appartenant a 5 [0,00) et a
un domaine fréquentiel connu, d désigne le retard constant. (A, Ay, B,C, Dy, D, H) sont des
matrices constantes et connues.

La sortie y(k) est supposée étre quantifiée par un quantificateur logarithmique, noté g(y(k)),
avant d’étre transmise au filtre.

Comme dans la section précédente, nous écrivons la sortie quantifiée comme suit :

9(y(k)) = (I + Ak))y(k) (5.44)
ot A(k) = diag {AD(k), AP (k),--- Am)(k)} et | AD(K) |< 5

d; est une constante positive et fonction de la densité de quantification :
= 1TXN L gy <0 (5.45)
L4x;
pour j = (1,2,...,n,).

Nous proposons un filtre de la forme suivante :

vy(k+1) = Apxy(k) + Bry(k),
zr(k) = Cyay(k) + Dyy(k), (5.46)
y(k) = g(y(k))

ou z¢(k), zp(k), et y(k) désignent respectivement le vecteur d’état, la sortie reconstruite et
I'entrée du filtre. Les matrices Ay, By, Cy, et D sont les parametres du filtre a déterminer.

Le systeme a état augmenté est alors donné par :

ik +1) = Ai(k) + AgE2(k — d) + Bw(k) (5.47)
e(k) = Ci(k) + CaBi(k — d) + Dw(k) |

avec e(k) = z(k) — zy(k) représente l'erreur d’estimation, (k) = [27 (k) x?(k:)]T et :

Aa

~ A o
BCy

A= B,C AJJF[O BF]" A(k) [5C 0], ﬁd:{

} + [0 BI A(k)sCy,
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C =[-D;C —Cf] — D;A(k)[6C 0], Cy=—D;Cy— D;A(k)5Cy,

~ B T — ~ _
B= {BfD} +[0 BY]" A(k)dD, D =-D;D — DsA(K)dD,

E= [l Opxn]. A(k)=AK)S", et &=diag{di, 02, ....0,,}.

Le probléme a résoudre est de trouver les parametres du filtre (5.46|) tels que :

(a) la performance H,, suivante est vérifiée pour un réel v > 0 :

el
p
wGZQ[0,00)H w ||2

<7v, V0eO (5.48)

(b) le systeme augmenté représenté par (5.47)) est asymptotiquement stable quand w(k) = 0,

0 désigne la fréquence du bruit w(k), et son intervalle © est supposé connu, voir le tableau

(2.2), page 3§

5.3.2 Analyse de performance H,, dans un domaine fréquentiel fini

Dans cette section, nous supposons que les parametres du filtre sont connus. Nous développons
dans le théoreme suivant des conditions suffisantes garantissant @

Théoreme 25. Considérons le systéeme avec un bruit w(k) appartenant & un domaine
fréquentiel fini et connu. Soient (v, B, §) des scalaires positifs et (r, t) deuzx entiers positifs tels
que d = rt. L’erreur d’estimation générée par le filtre vérifie sl existe des matrices
©1 c ‘anxnzy ©o c anxnz; ©; c anxnz} (Z — 375)’ 04 c anxnz; V6 c R((4+2r)nz+nw)><nz7
P=P Q=Q" >0,F, N, G=G" >0,5 =87 >0, € R | ¢ QX )
c H2rn$><2ngc; Rll — R{lﬁ c R2nx><2nx7 ng, c R2ngc><2(r—1)nw} ng — R%, c RQ(T—I)nxXQ(T—l)TLx
telles que :

Rll R12:|
R = >0 5.49
|:R¥12 ng ( )
IT + He{T} <0 (5.50)
o :
(—p1 —p2 0 @1(H—DyC)+ A —p1Cy Ti6 17 0]
w3 A,
0 — — A+ p,BC A B+ p,B:D 0
©3 P4 ®Y3 Pabf PaAf < "y Bde E1) ¥3 PYab¢
T = 05 AqEh
0 — — A+ o BC A B+o,B:D 0
©5 2\ ©s PabDy PaAyf ( Lo, chd B, 23 PaD§¢
0 —ps O e A 0 weAqEs e B 0
| 0 0 0 0 0 0 0 0]

Ti6 = p1(Ha — DiCy) Er + 02 A4E,
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T17 = (pl(L — DfD) + QOQB

I 0 0 0 0 0 —Bo1 Dy 0
B
0 FT M" VT NT Peaby 0
* {590431‘
sCt
o o H33 GE?, + R12E2 0 H36 0 0
II = EgR13E2 — R T
e o o ( _ETGE, 0 -M 0 (CyFEy)
o o o ) —~21,, -V 0 sDT
e o o ° ) S+t*G—-P—~N - NT 0 0
o o o ° ° ° —B1,, 0
(o o o . ° ° —B1,, |

avec :  Ilsg = —F —2G + Q
H33 =P — 2COS(0[))Q + R11 + (t2 - 1)G -5
pour un domaine de basses fréquences

H36 = —F — tzG + e*jOCQ
33 = P —2cos(0,)Q + Ry + (2 —1)G - S
pour un domaine de moyennes fréquences, 0. = (01 + 6) /2.

3 = —F — 2G — Q
33 = P +2cos(0,)Q + Ry + (2 = 1)G — S
pour un domaine de hautes fréquences
E, = [Onm><2(r—1)nT [nz Oann$:|7
Ey, = [12(7'71)”1 02(r71)nz><2nz];
ES = []2711 02nm><2(r71)n1} .
Preuve : Nous allons démontrer 1'inégalité (5.50]) dans le cas ou w(k) appartient a un domaine
moyennes fréquences, c-a-d : 6; < |0 < 0s.

D’apres le lemme [6] du chapitre 2, la contrainte (5.48)) est vérifiée pour 6; < |0] < 65 si :

ieT ) <7 Zw Jw(k), Yw(k) € {20, 00) (5.51)

k=0

et avec des conditions initiales nulles :

%Y (dpar — €%k (Epgr — %) <0 (5.52)
k=0
Nous définissons les vecteurs : r, = &(k + 1) — 2(k), et J = col {z(k —t),--- ,2(k —rt)}.

En appliquant la technique de partitionnement de retard, d = rt, ce qui donne r fractions, nous
considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante :

V(k) =27 (k)Sz(k) + Z_: JEG+)RI(i + 1) +tz Z K2 (5)Grg(j (5.53)

i=k—t i=—t j=k+1i

ou S, R et G sont des matrices définies positives et symétriques de dimensions appropriées.
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En suivant le méme raisonnement que dans le théoreme |19 (page , nous obtenons :

pk) 1T [ ak)

AVRY< | Jk) | = | J&) (5.54)
2(k+1) #(k+1)
RH + (t2 — 1)G - S GE3 + R12EQ —t2G
ou : w = [ ] EgngEQ — R - EgGEg 0
o [ ] ;9—%t2(;

Nous définissons l'indice de performance H,, comme suit :

T=> (" — " (k)w(k)) (5.55)

k=1

Avec des conditions initiales nulles et V., > 0, nous avons :

< ]; (e" (k)e(k) — v*w" (k)w(k) + AV (k) (5.56)
o ak) 17 (k)

= el (K)e(k) — y*w” (K)w(k) + | J(k) w | J(k)
= Z(k+1) i(k+1)

Compte tenu de 'inégalité ((5.54) et des expressions de e(k) et de #(k + 1) dans (5.47)), nous

avons
T

<5 Wol (¢ @ B[ 0 (@ G D
= 0 0 I| [0 —=*I]l0 o0 I
w(k)
I 0o 01" [I 0 o0 (k)
0 I 0| wlo 1 of$|uw
A AdEl B A AdEl B w(k:)
Ainsi I'inégalité (5.51)) est vérifiée si I'inégalité suivante I'est également :
. T
3((2 {{5 CuEy DT{I 0 HC‘ CuEy 15] .
2
w(k) 0 0 1 0 —I| |0 0 1
I o 01" [I 0 0 (k)
o I 0] w0 T 0 J(k)| <0 (5.57)
A AdEl B A AdEl B w(k)

Maintenant, nous définissons les matrices matrices P et QQ € R?%*2n= et la matrice U telles
que @ > 0 et :

>0 (5.58)

U— A/ ngl E g —P €j96Q A/ IZdEI E
7 0 0 e % (Q P —2cosb,Q 0 0
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T

(k)
Nous multiplions ([5.58)) a gauche et a droite par J(k) et sa transposée, nous obtenons :
z(k+1)
ik) 10 [ @(k)
J(k) Ul J(k) >0, VYUeN (5.59)
z(k+1) z(k+1)
ou :
N= o o N
A A4E1 B —p e Q A A4k B _pT AT Mg X2z
{[1 0 o] L—ﬂ’cQ P—zcoserH 0 o]’PP Q=@ >0eR

En faisant la somme de (5.59)) de & = 0 jusqu’a oo, en supposant que (5.47)) est asymptotique-
ment stable et que 2(0) = 0, il vient :

[e.o]

trace{—e?%Q Z(ikﬂ — M) (B — €28)T) >0 (5.60)
k=0
Comme ) > 0, donc nous pouvons déduire que l'inégalité (5.52)) est vérifiée a partir de

Appliquons le lemme de la S-procédure généralisée (page [43|) sur les inégalités (5.57)) et ( -,
nous aurons :

T
- - ~ ~ I 0 0 I 0 0
o o 1] [0 —2rlo o 1]7|% + Sl O
A AE, B A AE, B
~ o~ ~-T . ~
A A4E, B —P el A AdEl B
+L 0 o} {e‘jQCQ P —2co0s6,Q o) =° (5.61)

En multipliant I'inégalité (5.61) par [27(k) J(k)" w”(k)] & gauche et sa transposée & droite,

nous obtenons :

i) 1" |en GEs+ RiuEy + CTC4E, C'D -G +e Q| [ (k)
w(k) R . —+2I + DTD 0 w(k)
#(k+1) R . . —P+S+ea| [2(k+1)
- (5.62)
ou : 611:P—QCOSQUJQ—FCTC’—FRH—F(EQ:1)0—5,
€99 = EgngEz — R - EgGEg -+ E?CngEl
A partir de (5.47)), on a :
(k)
T = J(k) | _
[A A,E, B —1} o) | =0 (5.63)
E(k+1)

Appliquons le lemme de Finsler (page (i et iii) avec :

en GE3+ RioEs + G'TC'dEl CTD —12G + e77%Q
T—1|° €22 E{C}fp N 0
. —~*I 4+ DTD 0

. . —P+S+1°G
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s et E:[g A/dEl E —1I|.

Nous en déduisons que l'inégalité (5.62) est satisfaite s’il existe des matrices F, M,V et N de
dimensions appropriées tels que I'inégalité suivante 1’est également :

F

T+ He A LB B -1]p<0 (5.64)

M
V
N

Nous réécrivons 'inégalité (5.64]) sous la forme suivante :

- T -

C C,B, D 0 C CuE; D 0
A AsE; B 0 A A;F; B 0
1 0 0 0 > 1 0 0 0 <0 (5.65)
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 I 0 0 0 I 0
| 0 0 0 1] | 0 0 0 1]
ou :
[1 0 0 0 0 0 i
e 0 FT MT VT NT
P —2cos(6,)Q+ 2 —j6e
o e o (R11+(t2—1)G—S) GE3+R12E2 0 —F—tG+€ Q
- ® EgngEQ —R— EgGEg 0 —M
e o ° ° —’yz[ -V
[ ] [ J [ ] [ J [ ] S + tQG N P
L _N - NT =
Remarquons que :
¢ am b o
o - A A;EF1 B 0
-1 0 C CeEy D O _|T 0 00 (5.66)
0 -1 A AE;, B 0 N 0 1 0 0
0 0 I 0
1 0 0 0 1]

En appliquant le lemme de Finsler encore une deuxieme fois (ii et iii), il vient que I'inégalité
(5.21)) est faisable s'il existe une matrice ¢ € R(6natn=tnut2rna)x(na+2na) telle que :

I 0 C C4E, D O
Y H oL 2 <0 5.67
+ e{‘p[o —IAAdElBO} (5.67)
vy 0

P5 P4
v 0

Nous considérons la structure suivante de la matrice ¢ :

cocob
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Ainsi I'inégalité ([5.67)) devient :
Y+ He{l'} <0 (5.69)

ol :

o1 =2 0 @i(H—DyC —DyASC) + p2 A —p1Cy
0 —p3 —pu ©3A + pa(ByC + By ASC) s A
0 =5 —¢a @5 A + pa(ByC + BrASC) Iy
0 —ps 0 e A 0

(p1<—Dde — DfAéC,DEL—F (pQAdEl g01(—DfD - DfAéD) j— (pQB 0
<p3AdE1 + QO4(Bde + AéCd>E1 (pr + Q04(BfD + BfA5D) 0

0

0

- - 5.70
g05AdE1 + (,04(Bf0d + A(SC’d)El 905B + @4(BfD + BfA(SD) ( )
e AdLn B
Appliquons le lemme de séparation (page [43), avec A(k) = A(k)6~1, k(k) = A(k) et :
—p1 =2 0 pi(H = DsC) + A —p1 Gy
0 —¢3 —p1 @3A+pBsC Ay
T.=YX+H
! V10— —o wA+@BC o4
0 —ws 0 e A 0
—p1DfCaby + pAgEy —p1 DD + @B 0
p3Aql + paByCyEy @3B+ paByD 0
OsAql + paByCyFy @osB + paByD 0
e AaFr B 0
T,=[0 0 0 6C 0 6CuEy 6D 0]
Ty = [-Dfel Bfef Bfel 0]
(5.69)) est vérifiée sl existe un scalaire 5 > 0 tel que la suivante l'est :
T+ BY3YS + 871 0T, <0 (5.71)

Finalement, en appliquant un complément de Schur sur les termes des matrices BT3Y7 et
B7ITTY,, équation (5.71)) implique (5.50) pour §; < |8] < 6y, ce qui achéve la preuve.

La démonstration du théoreme pour les domaines basses (|0| < 6,) et hautes fréquences
(16| > 65) est basée exactement sur les mémes étapes que celles du domaine moyennes fréquences
(0, < |0| < 05). La différence réside dans les blocs Il34 et I35 de la matrice I1.

5.3.3 Etude de stabilité du systeme augmenté

L’idée fondamentale de cette section consiste a établir une condition suffisante garantissant la
contrainte @

Théoreme 26. Considérons le systeme et le filtre décrit dans . Etant donné (0, Bs)
deux scalaires positifs et (r, t) deuz entiers positifs tels que : d = rt. Le systéme augmenté décrit
par est asymptotiquement stable s’il existe des matrices pg € R'™* " g € R'™* "
©s3 c R(Zrnz+2nz)><nz7 Fs; Ns’ Gs — G? > 07 Ss — S;T >0 € R2nz><2nz7 Ms c H?TanQng;7
Rsll — Rzll c R2nz><2nz, Rle c R2nz><2(r71)nz’ Rsl3 — RZ’B c R2(r71)nm><2(r71)nz telles que :

R, = [ﬁT Rzl g (5.72)
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I, + He{Y,} <0 (5.73)

ol :
[—0s1 —s 1A+ oaBrC 04Ar paAaFr + @aBiCyFEy 0
v _ | P2~ VoA +0sBiC psAr wAdEy + 04 BiCqly 0
° —ps3 0 Ps3A 0 ps3AaE, 0
| 0 0 0 0 0 0
_ B .
0 FT MT NT |:ﬁs§04 f:| 0
S S S Bs§04Bf ,
® Rsll + <t2 — 1)GS — SS GSEg + R512E2 —FS — tzGS 0 [50 0}
EgRslgEg — RS T
— M, 0 0(CyE
II, = L . < —EgTGSEg ( d 1)
2
° ° ° (f’;\f:—j ]C\;/:T) 0 0
L L _Bs]ny i
Preuve : Nous supposons que w(k) = 0, il nous reste :
o (k)
A 4B 1) | Ik | =0 (5.74)
T(k+1)
Nous considérons la fonction de Lyapunov-Krasovskii suivante :
E—1 -1
Vi(k) = 27 (k)Ssa(k) + T+ R +t) + ) Z 7)Gkia(j (5.75)
i=k—t i=—t j=k-+i

ou Sy, R, etGy sont des matrices définies positives de dimensions appropriées.

En suivant le méme raisonnement utilisé pour V' (k) dans la section précédente, nous pouvons
prouver que la variation de V;(k) le long des trajectoires du systeme augmenté ([5.47)) est donnée
par :

i’(kﬁ) T Rsll + (tz - 1)Gs - Ss g;f; +ERsl2g2 _tQGs (i’(k})
AV (k) < | J(k) . ( 23Ty ) 0 J(k)
Bk + 1) —E3 GoEs ik +1)
° ° S, + 2G4
(5.76)
Ainsi, le systéme augmenté représenté dans est asymptotiquement stable si :
ff(/{}) T Rsll + (tQ - 1>Gs - Ss g;g?; +ERsl2g2 _t2Gs i’(k’)
J(k) . ( 2 sl ) 0 J(k) | <0
Bk + 1) ~E3 G By Bk +1)
° ° S, + t°G,
(5.77)
Appliquons le lemme de Finsler (page (i et iii), avec :
j?(k) Rsll + <t2 - 1)Gs - Ss G%ES + R512E2 _t2Gs
A= (k) T = . (E2 s RS) 0
’ T )
. —E5 G L5
ke +1) . . S, + 3G,
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ot == [Z A,E, —[} .
On en déduit que I'inégalité ([5.77)) est faisable s’il existe des matrices Fs, M et N tels que :

F
U+ Hel | M, [A A,E, —1} <0 (5.78)
Ny

Ensuite, nous pouvons aisément vérifier que (5.78)) est équivalente a ((5.73]) en suivant les mémes
étapes de démonstration du théoreme .

5.3.4 Synthese de filtres H,, dans un domaine fréquentiel fini

Nous développons ci-apres des conditions suffisantes pour construire le filtre stable optimal qui
répond aux exigences @ et @

Théoréme 27. Soit (0, 3, fs) des scalaires positifs et (r,t) deux entiers positifs tels que (d =
rt). Considérons le systémes Le filtre stable qui garantit une performance H.
optimale du systeme peut étre obtenu si 'on peut résoudre le probleme d’optimisation
sous les contraintes LMI - pour des matrices symétriques définies positives
Q,G, Gy, S, S5, Riy, Ry € R Ryg = Ry, Ry = RLy € RPU—Dnex20=Dne - des matrices
©1 c anany ©o c anxnz; ©; c anxnzf (Z — 3,5)’ 04 c anxnz; V6 c R((4+2r)nz+nw)><nz7
Ds1 c anxnz7 Ds2 c anxnz7 ©s3 c R(anl+2n1)><nl’ P = PT, F, N, Fs; N57 c RQTLZXZTLI’
V e Ran2nm, M, Ms c H2rn“><2n’“, R12; st c RanXQ(T—l)nx7 ay c Rn‘cxn”, bf c Rnxxny7
cr € an><nm7 df € RmXny -

min Y (5.79)
Q7G7G37S7 SS)P7 F7 E€7N7 Ns;Ma M€7‘/7R117R3117R127R3127

Pk (k =1,-- 36)’905163 (k = 17233)7afabfacfadf

Rll R12
R= >0 5.80
{Rsz ng} (5.80)
Rsll Rsl2
R, = >0 5.81
|:Rfsl“12 Rsl3:| ( )
I+ He{T} <0 (5.82)
I, + He{T,} <0 (5.83)
ol :
1 0 0 0 0 0 —Bdy 0 ]
¢« 0 FT MT V7 NT (6ot pok]" 0
e o H33 GE3+R12E2 0 Hg@ 0 [50 O}T
T b J—
e e e (E2 Ré;%E R) 0 —M 0 §(CyE)T
II = ] 3
e o o o —v21, -V 0 6DT
e e . . S+ G- P 0 0
—N - NT
B, 0
L ° —B1,,

avec :  Ilsg = —F — 2G4+ Q
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33 = P —2cos(6,)Q + Ry + (1 —1)G - S

pour un domaine basses fréquences

I3 = —F — t2G + e*jGCQ

33 = P —2co0s(0,)Q + Ry + (12 = 1)G — S

pour un domaine moyennes fréquences, 0. = (01 + 02) /2 et 0, = (02 — 0;) /2.
My = —F —t°G - Q

33 = P +2cos(0,)Q + Ry + (12 = 1)G - S

pour un domaine hautes fréquences

—®Y1r —P2 0 golH — dfO + QOQA —Cy —ddeEl + QQAdEl —de + QOQB 0
R 0 —@3 —@4 903/1 + be ayr (pgAdEl + bedEl (,DgB + be 0
T = 0 —©5 —a w5 A+ be ag wsAgFy + bedEl psB + be 0
0 —ws O A 0 e Aq k) e B 0
0 0 0 0 0 0 0 0
_ b .
0 FT M7 NT [53 f] 0
S S S 5Sbf T
e R+ (*—1)G,—S, G.E3+RaEy  —F,—t°G, 0 [6C 0]
EgRsl3E2 - Rs) T
~ ° ° —M, 0 0(CyE
I, = ( ~ElG,E; (Cakh)
S, + 3G,
° ° ° <_Ns - NST) 0 0
b _5s[ny 0
B b b _ﬁsIny _
[0 —pa 1A+ b;C ap paAE +b;CyEy 0
T o |Ps2 —¥a P A+b;C ay poAidE +b;Cqly 0
° —Ps3 0 ()03314 0 (ps3AdE1 0
| 0 0 0 0 0 0
Dans ce cas, les parametres du filtre sont alors donnés par :
Ay =witay, Br=¢;by, Cp=wi'cy, Dy='dy (5.84)

Preuve : Pour démontrer ce théoreme, il suffit de considérer les inégalités des théoremes [25] et
avec les changements de variables suivants :

ap =psAy, bp=@iBy, cy=piCy, dy =p1Dy

5.3.5 Exemple de simulation

Nous choisissons le systeme linéaire a temps discret et a retard constant suivant :
0.7 0.2 —0.2 0.03 0
wk+1) = [0.1 0.7} w(k) + {—0.1 —0.1} ok —8)+ [1] w(k)
y(k)=1[1 0]z(k)+ [0.5 0] z(k—8)+w(k)
2(k) = 1[0 1] (k)

Le parametre du quantificateur § est supposé égal a 0.03 et les scalaires 5 et (5 sont choisis
comme suit : = 5 = 0.01.
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Une comparaison des valeurs du niveau de performance H,, atteintes au moyen du théoreme
dans différents domaines fréquentiels, avec et sans partitionnement de retard, pour deux
valeurs différentes de d est donnée dans les tableaux ci-dessous.

C) 0| < 7w/15 | /8 < 10| <=w/4||0| >m/2| VO
r=1/t=38 2.5678 3.1623 0.3873 6.4807
r=8/t=1 3.7417 2.915 0.36 )

TABLE 5.2 — Comparaison des valeurs de v obtenues dans différents domaines fréquentiels avec
et sans partitionnement de retard pour 6 = 0.3

C) 0| < w/15 | m#/8 < || <w/4||0| >7/2| V6O
r=1/t =38 6.7082 3 0.707 7.6811
r=8/t=1 4.69 3 0.6928 5.8310

TABLE 5.3 — Comparaison des valeurs de v obtenues dans différents domaines fréquentiels avec
et sans partitionnement de retard pour 6 = 0.6

Ci-dessous les parametres de filtres obtenus au moyen du théoreme [27] dans le domaine hautes
fréquences et sur toute la plage de fréquences pour r =8, t =1et § = 0.3 :

A, _ [0:3708  0.1480 B, _ [ 00635
F 71 —-1.8481 0.6116|° P71 -0.9443]

Cy=[1.1862 —0.6754], Dy = —0.1464.
dans le domaine hautes fréquences | 6 |> 7.

A, _ [ 04326 —0.0250 B, _ 03256

F7 1202458  0.6489 |’ I 1=0.1968|

Cy=[1.4335 —1.4995], Dy = 0.9009.
pour toute valeur de 6.

Connectant les filtres obtenus au systeme original, les figures (5.4, 5.5) montrent l'erreur d’es-

timation et la valeur de \/Z el (k)e(k)/ > wT(k)w(k) atteintes par les deux filtres pour
k=0 k=0

w(k) = sin(1.6k).
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FIGURE 5.4 — L’erreur d’estimation e(k) pour w(k) = sin(1.6k) : courbe en pointillé : V0 /
courbe continue : [0| > 7
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FIGURE 5.5 — Valeur de [ > eT(k)e(k)/ > wT(k)w(k) pour w(k) = sin(1.6k) : courbe en
k=0 k=0

pointillé : V6 / courbe continue : [0 > 7
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5.4 Filtrage H., des systemes linéaires avec mesures quan-
tifiées et pertes de paquets

Dans cette section, nous allons présenter une nouvelle approche de filtrage H,, dans un domaine
fréquentiel fini, pour les systemes discrets avec mesures quantifiées soumis a des pertes de
paquets.

5.4.1 Formulation du probleme

Considérons un systeme linéaire a temps discret dont la représentation d’état est la suivante :

.Clﬁ(k'—{—l) :Al‘(k‘)—i—Bw(k)’ Ace anan’B c anxnw’
y(k) = Cx(k)+ Dw(k), C € R™ "= D e RWw*" (5.85)
() = Ha(k), O,

Rappelons que z(k) € R™ est le vecteur d’état, y(k) € R" désigne la sortie mesurée, z(k) € R™
est la sortie non mesurée a estimer, w(k) € R™ représente le bruit d’entrée appartenant a
¢5[0,00) et & un domaine fréquentiel connu. (A, B,C, D, H) sont des matrices constantes et
connues.

La sortie y(k) est supposée étre quantifiée par un quantificateur logarithmique avant d’étre
transmise au filtre.

Comme dans les deux sections précédentes, nous écrivons la sortie quantifiée de la maniere
suivante :

Ya(k) = g(y(k)) = (I + A(k))y (k) (5.86)
ot A(k) = diag {AD(k), AP (k),--- Ak} et | AD(k) <6

Le filtre proposé se présente sous la forme suivante :

xf(k + 1) = Afl‘f(k) + Bfg(k),

zp(k) = Cra (k) + Dsy(k), (5.87)

ou xs(k), zf(k), et y(k) désignent respectivement le vecteur d’état, la sortie supposée donner
une estimation du vecteur z(k) et Uentrée du filtre. Les matrices Ay, By, Cy, et Dy sont les
parametres du filtre a rechercher.

En raison de la non perfection des canaux de communication, l'entrée du filtre y(k) peut étre
différente de sortie quantifiée du systeme notée y,(k), c-a-d les données peuvent étre perdues
lors de la transmission. Dans ce travail, la perte de paquets dans le canal de transmission est
prise en compte comme suit :

y(k) = e(k)yq(k) (5.88)
ou (k) est une variable stochastique satisfaisant la distribution de Bernoulli, utilisée pour

caractériser I'effet de perte des données.
Lorsque les données sont perdues : (k) = 0, sinon (k) = 1.

Pri{ek)=1} =FE{e(k)} =¢ et Pri{e(k)=0}=1-¢

A partir des équations (5.85)) et (5.87)), le systeme & état augmenté peut s’exprimer comme
suit :

ik +1) = (A+ A, )i(k) + (B + B., )w(k) (5.59)
e(k) = (C + C.)i(k) + (D + D, w(k) '



ol e(k) = z(k) — zy(k) représente erreur d’estimation, (k) = [« (k) x?(kz)}T et :

A= LBf([ +AA(k>5)c jf] - Aas {(dk) —5>Bf(()[ +AR)O)C 8] ’
b= LBf([ +BA<1<:>5)D] o Pas {(5@) —€>Bf?[ + A<’“>5>D] ’

C = [H—-eDi(I+AK)S)C —Cf], C., = [~(elk)—e)Dy(I+A(k)5)C 0],

k

~ —

D= —eDs(I+A(k)§)D,  D., = —((k) —e)Ds(I + A(k)d)D.

k

A(k) = A(k)5™Y, et 6= diag {61,62, ..., 0, }

Notons que :  E{e(k) —e} =0, et FE{(e(k)—¢e)(e(k)—¢e)}=¢c(1—2¢).

Le but est de trouver un filtre de la forme (5.87)) tel que :
(a) pour un réel v > 0 :
E
wy Ellels)

weL2[0,00) || w ||2

<7, V0ecO (5.90)

(b) le systeme augmenté représenté par (5.89) est asymptotiquement stable quand w(k) = 0,

0 désigne la fréquence du bruit w(k), son intervalle © est supposé connu, voir le tableau 2.2,

page [38

5.4.2 Analyse de performance H, dans un domaine fréquentiel fini

Dans cette section, nous supposons que les parametres du filtre sont connus. Des conditions
suffisantes garantissant la contrainte @ sont proposées par le théoreme ci-apres.

Théoreme 28. Considérons le systéme avec_ un bruit w(k) appartenant a un domaine
fréquentiel fini et connu et le filtre décrit dans (5.87). Etant donnés des scalaires positifs 7,
B, 6 et e. Le systeme augmenté représenté par (@ possede un niveau d’atténuation H., de
bruit inférieur ou égal a v dans le domaine fréquentiel de w(k) s’il existe des matrices v,
(i =1,..,9) € R™*"™ g, p11 € R, (j = 12,13,15,16) € R™*" yy € R"*"=,
017, pi1g € RXme P =PT Q=QT >0 R>*= telles que :

U+ He{Y} <0 (5.91)
ol :
[—p1 —p2 —p3 O P1A+epaByC oAy 0 0 ©p1B+epaBfD 0
@4A+ s B+
—p1 —p2 —p5 - A0 0 0
2 P2 ¥5 P2 <(€ 4 a)(szfC) p2Af <(€ I a)cprfD>
—ps 0  —p7r 0 weA 0 0 0 B 0
—ps —p2 —p9 0 psA + epaByC 2 Ay 0 0 wsB+epaBrD 0
T=|—p10 0 —P1 0 w104 0 0 0 w108 0
p12A + p14H— p12B—
— 0 — 0 — C; — — 0
P12 ©13 <(€ + a)gpMDfC’) P14C g P14 P14 <(€ i a)g014DfD
—o15 0 —p1i6 0 @154 —apuD;C 0 0 —puu ¢p15B—apuDfD 0
-7 0 —pig O p174 0 0 0 0178 0
i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

129




P 0 Uy 0 0 0 [8eBYol Ble+a)BFE]" 0 |
e P 0O 0 0 0 [0 BeBT3]" 0

e o Uy 0 0 0 0 [6c 0"
vV—|® e e [, 0 0 —B(e + a)p1aDy 0
° ° ° o I, 0 —Baw1a Dy 0
° ° ° o o V.. 0 dDT
° ° ° o o ° —B1,, 0

K ° ° e o ° ° —B1,, |

avec : Vi3 =@
W33 = P —2cos(6,)Q
pour un domaine basses fréquences
U3 = el%Q
W33 = P —2cos(,)Q
pour un domaine moyennes fréquences, 0. = (01 + 02) /2, 0, = (6 — 61) /2.

Uiy =—Q
W33 = P+ 2cos(0,)Q
pour un domaine hautes fréquences

Preuve : Nous supposons que le bruit w(k) appartient & un domaine moyennes fréquences, nous
allons démontrer I'inégalité ((5.91) pour 6; < |6] < 5.

D’apres le lemme @ du chapitre 2, la contrainte ((a)) est vérifiée pour 6; < |0] < 0y si :

E {ZGT(@@@)} <) wl(k)w(k), Yw(k) € £[0,00) (5.92)
k=0

k=0

et avec des conditions initiales nulles :
o
% B {Z(ﬁ;k“ — ) (B — eﬂ?:z;k)T} <0 (5.93)

k=0
On note oo = /(1 —¢).

Linégalité (5.92) est vérifice si E {e”(k)e(k) — y*w” (k)w(k)} < 0, qu'on peut écrire sous la

forme suivante :

~ ~ T ~ N
e [¢ DYoo ¢ D]
[Z((IZ))} ¢, b, o1 o ¢, D, B((i))] <0 (5.94)
0 I 00 =y, | |0 I

ott:  Co=[—aD;(I+A(k)S)C 0], et D,=—aD;(I+A(k)S)D.

Nous définissons ensuite les matrices symétriques P, Q > 0 € R*"=*2"% ]es matrices fla, B, et
la matrice N tels que @) > 0 et :

Ao = {an(I +OA<1<:)5>C 8] - Bas {an(I +OA(k>6>D] ’

A Bl'[-P o eife) A B
N=|A4, B, 0 -—P 0 A, B,| >0 (5.95)

Ip,, O e%Q 0 P—2cosb,Q I, O
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T
Nous multiplions ([5.95)) a gauche et a droite par [w ( k)l et sa transposée, nous obtenons :
T (k)] . [T ]"
> .
ou :
N= o ) )
A B —P 0 ed%Q A B
A, B, 0 -P 0 A, B,|.P=PT Q=Q" >0e R¥=x
Iy,, 0 e % Q 0 P—2cosb,Q I, O

En faisant la somme de ((5.96]) de & = 0 jusqu’a oo, en supposant que (5.89)) est asymptotique-
ment stable et que £(0) = 0, il vient :

trace{—¢’"QE {Z@kﬂ — M) (T — €j92fk)T}} >0 (5.97)
k=0
Comme ) > 0, donc nous pouvons déduire que (5.93)) est vérifiée a partir de ((5.96]).

A partir du lemme de la S-procédure généralisée (page [43), les inégalités (5.94) et (5.96) im-
pliquent :

¢ D1'[ro o C D A B
Co Do| |01 0 Cy Do| + | Ax Ba
0 I 00 —*L,| |0 I L, 0
-P 0 % Q A B
0 -P 0 A, B.| <0 (5.98)

e%Q 0 P—2c080,Q| [, 0

Nous réécrivons l'inégalité (5.98) sous la forme suivante :

— _T — -

A Bl [-P 0 el o 0o 0o 1|4 B
A, B, e P 0 0 0 0 A, B,
I 0 e o P—2cos(6,)Q 0 0 0 I 0
éa Eoz ¢ i d ¢ [nz 0 CA’oz Doe
0 I| Le e . e o VLl |0 I
Remarquons que :
) ) [ A B
-1 0 A 0 0 B A, B,
o -I A, 0 0 B I 0
& 2 =1 - - 5.100
o o ¢ -1 0 D C D ( )
0 0 C. 0 —I Do |Co Da
0 I

En appliquant le lemme de Finsler (page (ii et iii), il vient que I'inégalité ([5.99) est faisable
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s'il existe une matrice @ € R(Ome+2nstnw)x(ne+2n:) telle que

[—P

0
—P

Nous considérons la structure suivante de la matrice ¢ :

Ainsi I'inégalité (5.101)) devient :

ou :

-—<P1

—P4
—¥6
—¥8
—®10
—P12
—¥15

| — P17

0 0 0
0 0 0 -7 0 A
0 O 0 0o -1 A,
L. o o [TH?ly o ¢
e I, O 0o 0 C,
° ° —fyz]
-<P1 w2 w3 0 0 0 ]
Y1 @2 w5 w2 00
w6 0 ¢ 0 0 0
_ s 2 w9 O 0 0
T lew 0 en 00 0
12 0 i3 0 ¢4 ou
w15 0 15 O 0 vu
| P17 0 D18 0 0 0 1
ei% () 0 0 0 |
0 0 0 0
P—2cos(6,)Q 0 0 0
. I,, O 0
° o [, 0
° ° ° —72]
0 01 A +epsBi(I + A(k)6)C P2 A
¥2 D25 902Af
0 g06A 0
0 wsA+epBy(I+AK)I)C oAy
0 104 0
0 Des B —p1uCy —
0 @154 —apuDs(I + A(k)6)C 0
0 w174 0

019 = p1B + epo By I+ A(k)o)D

Do = psA+ (e +a

2By (I + A(k)d)C

P20 = paB + (¢ + )2 By (I + A(k)5) D

P19

Vo5 = 124 + p1a(H —
9569 = p12B —

= psB + e Br(I + A(k)d)D
(e +a)Ds(I + A(k)0)C)
(e + )p1aDy(I + A(k)S) D

P19 = 158 — ap14 Dy (1 + A(k)é)D

Appliquons maintenant le lemme de séparation (page [43)), avec A(k) =

et :

T3

[eBf¢; (e+a)Bfp; 0 eBfy; 0
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+ He{p} <0

o O OO

OO oo o oo

A(k)S, w(k)

T
—(e+ a)D?‘Pa an 9014]

(5.102)

(5.103)

P10 |
P29
w6 B
Pag
p10B
P69
P79
90173_

— A(k)



T, = [0 000 6C 0O 6D]
P 0 el%Q 0 0 0 ]
e —P 0 0 0 0
| e e P—2cos(f,)Q 0 O 0
T = ° ° ° I,., O 0 +He {0}
° . ° o [, 0
| o ° ° ° ° —72]nw_
[—p1 —p2 —gs3 0 P1A+epaByC P2 Ay 0 0 p1B +epa2ByD ]
i A+ s B+
—os —py —ps — A 0 0
P4 ©2 ¥5 ¥2 <(e + a)meC) p2Arf <(6 i a)gongD>
—p6 0 —pr 0 weA 0 0 0 6B
Q_ | P8 —p2 —p9 O psA +epaByC P2 Ay 0 0 w8 B +epaByD
—p10 0 —p11 O p10A 0 0 0 p10B
c)01214 + ‘;014H (,DlgB— )
- 0 - 0 ol —p1a —
Y12 $13 <_(€ + a)g014DfC’) p14Cf Y14 P14 <(€ +a)p1aDD
15 0 —¢pig O 154 — ap14DsC 0 0  —¢p1u p15B—apuDsD
—p17 0 —p15 O p17A 0 0 0 p17B i

Nous en déduisons qu’il existe une solution a I'inégalité ((5.103)) s’il existe un scalaire 5 > 0 tel
que la suivante l’est :
T+ BY3YE + 10Ty <0 (5.104)

En appliquant un complément de Schur sur les termes des matrices SY3T% et 7' TI Ty, nous
pourrons exprimer ((5.104]) sous la forme d’une LMI, ce qui est (5.91)) pour 6; < |6] < 6.

La démonstration du théoreme [28) pour les domaines basses (|0] < 6,) et hautes fréquences
(10| > 05) est basée exactement sur les mémes étapes que celles du domaine de moyennes
fréquences (6, < |0| < 6,). La différence réside dans les blocs W13 et W33 de la matrice W. Ceci
complete la démonstration.

5.4.3 Etude de stabilité du systeme augmenté
Nous allons, dans cette section, étudier la stabilité du systeme augmenté([5.89)), @

Théoreme 29. Considérons le systéme et le filtre décrit dans . Soit e, Bs et § des
scalaires positifs donnés. Alors la stabilité du systéeme augmenté est garantie sl existe

des matrices S = ST > 0 € R?>2e o, (k=1,..,6) € R=X"™ @u @g € R3*" telles
que :

U, + He{T,} <0 (5.105)
ol :
S 0 0 [BeBlol Bue+a)BFgE]" 0
e S 0 [BseBf ¢} O}T 0
U= le o —§ 0 oCT
o o —Bsln, 0
o o L4 _BsIny
a1 —P2 —pa 0 ps1A +epa B C p2 Ay 0
—ps3 —P2 —Pa —p2 A+ (e+a)pBrC pAr 0
et YTo=|—pss —p2 —ps 0 Pss A+ epa BsC w2 Ay 0
—Ps7 0 —Ps8 0 <105714 0 0
0 0 0 0 0 0 0
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Preuve : Nous supposons que w(k) = 0, et nous considérons la fonction de Lyapunov suivante :

V(k) =27 (k)Sz (k) (5.106)
Ainsi, la variation de V' (k) le long des trajectoires du systeme augmenté est donnée par :
AV, = E{Vip1/2r} — Vi
= B{a"(0)(A+ Ay)TS(A + Ad)a(k) | - &7 (k) Sa(k) (5.107)
— 37 (k) (ATSA +ATSA, — s) & (k)

Compte tenu de AV, nous déduisons que le systeme ((5.89)) est asymptotiquement stable s’il
existe une matrice définie positive et symétrique S € R?"=*?"= telle que :

A1"[s 0 0]l 4
A, 0S 0]|]|A,|<O0 (5.108)
Ian 0 0 =S Ian
Remarquons que : )
A A
{—hnx 0 ;14 ] = | A, (5.109)

En utilisant le lemme de Finsler (page (i et iii), Pinégalité ((5.108)) peut étre résolue si on
trouve une matrice ¢, € R%"=*?"% qui vérifie :

S 0 0 ;
0S5 0 —i—He{gps {_]2% ]0 ;ﬂ} <0 (5.110)
00 -S 0~ Ao

Nous considérons la structure suivante de la matrice @y :

Ps1 P2 Ps2 0
Ps3 P2 Psa P2
s = 5.111
7 Y5 P2 Pse 0 ( )

Ps7 0 Ps8 0
L’inégalité ({5.110)) devient :

¢ SpslA—‘[_ T )
—Ps1 TP2 T Ps2 (ESOQBf I+A k:)é)C’) P2 Ayg
S 0 0 B B B vA+ (e +a) A
0 S 0| +Heg | P —72 —ws (gongI—i—A (k)6 )0) P2 <0
0 0 =S ss A+
—Ps5 —P2 —Ps6 ( 2Bf901+ A k)5)0> SOQAf
\ L~ Ps7 0 —Ps8 S057"4 0 1)
(5.112)
Appliquons le lemme de séparation (page [43), avec A(k) = A(k)d~, k(k) = A(k) et
S0 0 —ps1 —p2 —ps2 0 paA+epBrC oAy
Y.=|0 S 0|+He —Ps3 —P2 —Pa —p2 @A+ (e+a)pBrC paAs
00 —§ —ps5 —p2 —pss 0 pss A+ epa By C oAy
—Ps7 0 —Ps8 0 905714 0
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T,=[0 0 0 0 6C 0

T
T3 = [eBfy; (e+a)Bfy; eBjy; 0

L’inégalité (5.112]) est équivalente a :

T+ B, 3TE + B YT Ty <0, B,>0 (5.113)

En appliquant un complément de Schur sur les termes des matrices B, T3YTI et B71TET,,

I’équation (5.113)) implique (5.105)), ce qui acheve la preuve.

5.4.4 Synthese de filtres H,, dans un domaine fréquentiel fini

Le calcul des parametres du filtre (As, By, Cf, Dy) garantissant les deux contraintes (]@ et
(b)) est détaillé dans le théoréme suivant.

Théoreme 30. Soit 3, B, € et & des scalaires positifs donnés. Considérons un systeme linéaire
a temps discret de la forme , avec mesures quantifiées et possibilité de perte de paquets.
Le filtre optimal qui répond aux deux exigences et peut étre obtenu si 'on peut
résoudre le probleme d’optimisation sous les contraintes LMI (5.115 - 5.110) pour
des matrices symétriques définies Q > 0,5 > 0, P € R des matrices ay € R"™ ",
bf € R'=*", Ccr € R df e R™""™ (Z = 1,,9) € R™X" g, @11 € Ranxnz, oy
(] = 12,13,15,16) € R»*", Y14 € RM=xn= ©v17, P18 € Rmexne sk, (/{3 = 1,,6) € R"=Xne,
Ds7, P8 c R3n1><nz .

min y (5.114)
Q,P,S,01,(k=1,-,18),04k,(k=1,--,8),af,bs,cs,dy

U+ He{T} <0 (5.115)
U, + He{YT,} <0 (5.116)
ou :
_ . _
S 0 0 [Beb} Bile+ %)b?} 0
- e S 0 [@Sbr‘f 0} 0
Us= |o @ -9 0 5CT
e o _Bs[ny 0
¢ o o _BsIny
-_(108]. —P2 —Ps2 0 9051A+€bf0 ar 0
_ —p3 —p2 —Ps —P2 PaA+(e+a)C oap 0
To= |- —p2 —ps 0 05 A +ebsC ar 0
—pst 0 —ps 0 psrA 0 O
| 0 0 0 0 0 0 O
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—p1 —p2 —p3 0 014+ ebsC af 0 0 p1B+ebsD 0
_ _ _ B Pa A+ paB+
v TR T e ((5 + a)be> “f 0 0 ((5 + a)be> 0
—©6 0 — Q7 0 (pﬁA 0 0 0 g06B 0
B P8 P2 —¥9 0 ws A +ebsC af 0 0 wgB +¢ebyD 0
T=|-p10 0 —p11 0 p104 0 0 0 p10B 0
_ _ p12A+puuH—\ B B o108 —
oz 0 ois 0 ( (e+a)dsC > paCy —p14 —fu <(6 + a)de> 0
—p15 0 —pig O p154 — ad;C 0 0 —pu ¢isB—ad;D 0
-7 0 —p18 O p174 0 0 0 0178 0
i 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0_
P 0 Uy 0 0 0 [ Be+a)l]t 0 ]
e -P 0 0 0 0 EAR 0
T
[ ] o \1133 0 0 0 0 |:5€ :|
U= o ° e [,. O 0 —5(5—1—0&)6@ 0
° ° ° o I, 0 —Bady 0
o . o o o .. 0 DT
° ° ° o o ° —B1,, 0
° ° ° ° ° ° —pB1,,
L Yy

Les paramétres du filtre sont alors donnés par :
Ap=wy'lay, By=¢y'by, Cr=yiic;, Dy=ypiidy (5.117)

Preuve : Pour démontrer ce théoréme, il suffit de considérer les inégalités des théoremes (128)
et (29) avec les changements de variables suivants :

ar = 902Af7 bf = 902ny Cr = <P14Cf; df = 9014Df.

5.4.5 Exemple de simulation

L’approche proposée dans la section précédente est illustrée par un exemple numérique.

Nous considérons le systeme de moteur d’avion F-404. En choisissant un période d’échantillonnage
T = 0.05s, nous obtenons la matrice d’état A et la matrice de sortie mesurée C' comme suit,
[66] -

0.9270 0 0.1214 100
A= 10.0082 0.9800 —0.0189|, C= {O 1 0} (5.118)
0.0155 0 0.8885
Les matrices B, D et H sont choisies comme suit :
0.12 1
B= |01 ,D:hy H=1[01 01 —0.1] (5.119)

0.12
Le parametre du quantificateur 0 est supposé égal a 0.1 et ¢ = 0.7.

Les indices de performances H,, obtenus, au moyen du théoreme |30}, dans les différents domaines
fréquentiels sont regroupés dans le tableau ci-dessous :

10 <n/15 | w/6<1|0|<7/3||0|>m/4| V0O
¥ 0.8367 0.0539 0.0436 | 0.8660

TABLE 5.4 — Niveaux d’atténuation H., obtenus dans les différents domaines fréquentiels
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FIGURE 5.6 — Courbe en pointillé : y; (k) / courbe continue : y; (k)

Les parametres du filtre obtenus sont les suivants :

—0.1257 0.1543  0.1880 —0.1545 —0.5436
A= 0.1251 —0.1460 0.1360 |, By = |—0.1710 —0.3083],
0.1379  0.1304 —0.1363 —0.2805 —0.3626

Cy = [-0.0086 —0.0067 —0.0063], et Djy= [-0.0222 0.1120]

pour 7/8 < |0] < /4.

0.1363 —0.0354 —0.1078 453.5377  —684.1929
Ap=1-0.0920 0.1981 —0.1857|, By = |—352.8652 42.0492 |,
—0.0196 —0.0779 0.1315 362.3053  —332.0718

Cr=107°[-0.3119 —0.2775 —0.4048], et D, =[0.0483 0.1127],

pour toute valeur de 6.

Connectant les filtres obtenus au systéme original, les figures (5.6 — 5.7) montrent ’évolution
de y(k) et de y(k). Les figures (5.8 — 5.9) montrent z(k) et son estimé z;(k). La valeur de

o0 o0

S el(k)e(k)/ S, wT(k)w(k) est représentée a la figure (5.10). Les simulations sont réalisées avec
k=0 k=0

un signal de bruit qui appartient au domaine 7/8 < |0| < w/4 : w(k) = sin(0.5k).

5.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons présenté trois approches d’analyse et de synthese de filtres H,, dans un

domaine fréquentiel fini pour les systémes commandés en réseau sous contraintes de communication,
telles que l'effet de quantification et la perte de paquets. Pour ce faire, les mesures sont supposées
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quantifiées par un quantificateur logarithmique avant d’étre transmises au filtre, et la perte de paquet
est représentée par une variable stochastique qui répond au processus de Bernoulli. Les sections [5.2| et
[5.3] concernent respectivement les systémes non linéaires de type TS et les systémes linéaires & retard
constant sur le vecteur d’état avec des mesures quantifiées. La derniere section est consacrée aux
systemes linéaires avec mesures quantifiées et pertes de paquets. Dans les trois cas, les conditions de
synthese de filtres Ho, dans les différents domaines fréquentiels, sont formulées comme des problemes
d’optimisation convexe sous contraintes LMI. Des exemples de simulation sont présentés a la fin de
chaque section pour démontrer 'intérét des approches proposées .
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Chapitre 6

Conclusion générale et perceptives

Durant ces travaux de recherche, nous avons réussi a proposer plusieurs nouvelles méthodes
d’analyse et de synthese de filtres H,,, pour différentes classes de systemes dynamiques, qui
permettent d’améliorer les résultats disponibles dans la littérature. Une méthodologie bien
connue pour résoudre le probleme de 'estimation d’état d’un systeme dynamique consiste a
concevoir un filtre ou un observateur sur tout le domaine fréquentiel, c-a-d indépendamment
de l'intervalle fréquentiel du bruit. Nous nous sommes efforcés tout au long de notre travail
de réduire le pessimisme des résultats apportés par la communauté scientifique sur ce sujet.
Notamment, nous avons développé des techniques permettant d’optimiser la norme H., de la
fonction de transfert entre les perturbations extérieures et I’erreur d’estimation, sur des bandes
de fréquences restreintes. C’est la justement que réside l'originalité de notre travail.

Les systemes dynamiques considérés sont les systemes non linéaires, les systemes a retard, les
systemes avec incertitudes paramétriques et les systemes commandés en réseau sous contraintes
de communication.

Dans le contexte de la représentation d’état des systemes considérés, les systéemes non linéaires
ont tous été représentés par le modele flou de type TS pour les nombreux avantages que présente
ce modele, notamment pour sa simplicité d’utilisation pour ’étude de la stabilité et la synthese
de filtres. Pour les systemes incertains, les incertitudes paramétriques sont décrites par des
matrices appartenant a un domaine de type polytopique. Cette structure, recouvrant des cas
pratiques importants, équivaut a une représentation multimodele et permet de se ramener a des
résultats de synthese de filtres de fagon assez simple en utilisant les techniques du cas nominal.

Le lemme de KYP généralisé nous a permis de traduire la norme H,, du transfert entre le
signal de perturbation w(t) et I'erreur d’estimation e(t) sous forme d’inégalités matricielles,
dépendantes des bornes de l'intervalle fréquentiel du bruit et faisant intervenir les matrices
d’état du systeme et du filtre. L’étude de stabilité des filtres proposés repose sur la théorie de
Lyapunov (la théorie de Lyapunov-Krasovskii pour les systemes a retard). Par ailleurs, plusieurs
outils mathématiques ont été exploités afin de linéariser les inégalités matricielles obtenus, no-
tamment le lemme de la S-procédure généralisé, le lemme de séparation et le lemme de Finsler.
Ce dernier nous a permis d’introduire des variables de décision supplémentaires et d’augmenter
les degrés de liberté dans les solutions proposées. Ainsi, les conditions d’analyse et de synthese
de filtres H,,, garantissant a la fois la convergence de 'erreur d’estimation et un niveau de rejet
de perturbations prédéfini, sont formulées comme des probleme d’optimisation convexe sous
contraintes LMI pour les différentes classes de systemes dynamiques.

Les approches développées sont illustrées en simulation sous Matlab/Yalmip. Les résultats ob-
tenus montrent l'efficacité des filtres proposés a fournir une bonne qualité de reconstitution
de I’état avec un bon niveau de rejet de perturbations, en comparaison avec d’autres résultats
récents de la littérature.
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Nous présentons, dans le deuxieme chapitre, quelques notions mathématiques sur la représentat-
ion d’état et l’analyse de stabilité des systemes dynamiques, notamment les systemes non
linéaires, les systemes avec incertitudes polytopiques, les systemes a retard et les systemes sous
contraintes de communication. Afin de situer au mieux notre contribution par rapport aux tra-
vaux existants, un bref état de 'art sur les différentes techniques de filtrage est proposé. Une
partie est aussi consacrée au filtrage H,, dans un domaine fréquentiel fini. Dans la derniere
section du chapitre 2, nous rappelons les définitions et les outils mathématiques utiles a la
compréhension de l'optimisation convexe sous contraintes LMI. Une attention particuliere est
portée sur les motivations pour I'utilisation des LMI.

Nos contributions sur I'analyse et la synthese de filtres H,,, dans un domaine fréquentiel fini,
pour les systemes incertains sont développées dans le troisieme chapitre. Les deux cas, temps
continu et temps discret, sont traités séparément. Les incertitudes considérées sont de type
polytopique. La convergence de 'erreur d’estimation est assurée par des fonction de Lyapunov
non quadratiques dépendantes des parametres. L’apport des approches proposées en termes de
performance H.,, par comparaison avec d’autres résultats récents de la littérature, est illustré
par des exemples numériques.

Le chapitre 4 est consacré aux résultats portant sur ’analyse et la synthese de filtres H,, pour
les systemes non linéaires avec et sans retard. Le modele flou de type TS est utilisé pour sa sim-
plicité d’utilisation et de mise en ceuvre. Les approches proposées sont basées sur des fonctions
de Lyapunov (Lyapunov-Krasovskii pour les systemes a retard) qui dépendent des régles floues
si-alors. Par ailleurs, la technique de partitionnement de retard est exploitée dans 1’étude de
stabilité des systemes a retard. Un exemple numérique est donné dans chaque cas pour illustrer
les performances des approches proposées.

Les dernieres contributions de ce travail, présentées dans le chapitre 5, portent sur le filtrage
H,, dans un domaine fréquentiel fini pour les systemes commandés en réseau. L’effet de quan-
tification des mesures, ainsi que la possibilité de perte de paquets lors de la transmission des
mesures quantifiées entre les capteurs et le filtre, sont pris en compte dans la synthese du filtre.
Le quantificateur considéré est de type logarithmique et la perte d’information est décrite
par une variable stochastique vérifiant le processus de Bernoulli. Les avantages des approches
développées sont illustrés par des exemples numériques.

Perspectives

Suite aux travaux présentés dans ce mémoire, plusieurs points sont a approfondir et ouvrent la
voie vers de nombreux axes de recherche :

— Nous signalons tout d’abord que tout le travail réalisé dans le cadre de cette these, sauf
dans le cas des systemes avec incertitudes polytopiques, est dans le domaine discret. La
démarche effectuée pour développer les outils d’analyse et de synthese de filtres H,, a
temps discret peut étre directement appliquée pour développer des outils dans le méme
contexte, mais a temps continu.

— D’autre part, le filtrage des systemes a retard est un probleme ouvert en perpétuel
évolution. Nous avons traité dans nos travaux des systemes ou les retards sont constants.
Il serait intéressant d’étendre les différentes techniques développées pour aborder les
systemes a retard variable, afin de caractériser au mieux les différents types de dyna-
miques retardées.

— Pour les systemes non linéaires, nous avons traité dans nos travaux la catégorie des
systemes de type TS ou les variables de décision ou de prémisse sont connues (sortie
du systeme). Cependant, l'autre catégorie de ces systemes, ou les variables de prémisse
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ne sont pas mesurées, est tres peu explorée dans le domaine de filtrage et nous semble
intéressante a étudier. En effet, outre les avantages offerts par le modele de type TS,
le modele a variables de décision non mesurables permet d’avoir une représentation d’un
modele non linéaire exprimé sous une forme générale et permet la possibilité de représenter
une classe plus large de systemes non linéaires.

Le chapitre 5, qui étudie les systemes en réseau sous contraintes de communication, mérite
une attention particuliere parce qu’il traite de problemes tres peu abordés par la commu-
nauté scientifique dans le cas du filtrage a fréquence finie. Les résultats obtenus dans ce
chapitre permettent de prendre en compte 'effet de quantification et la perte d’informa-
tion dans le réseau. Plusieurs pistes dans ce contexte restent a creuser et pourront faire
I'objet de travaux futurs. Il existe en effet d’autre contraintes de communication, tels que
le retard de transmission et les contraintes d’acces au réseau dues a la bande passante
limitée et partagée par plusieurs noeuds et le fait qu’'un seul nceud a la fois est autorisé a
transmettre son paquet. Il serait donc souhaitable de parvenir a développer de nouvelle
techniques permettant de prendre en compte simultanément toutes les contraintes de
communication citées au dessus afin d’avoir un filtre plus robuste lors de son application
sur le systeme réel.

Un autre type de probleme particulierement intéressant qui semble avoir un grand poten-
tiel en termes d’application est I'estimation de ’angle de dérive du véhicule. De nombreux
travaux peuvent étre rapportés dans la littérature sur ce sujet. Cependant, 1’estimation
de 'angle de dérive dans un domaine fréquentiel fini n’a jamais été abordée - ou tres peu -
par la communauté scientifique. D’autre part, notons que I’angle de braquage de la roue,
qui constitue l'entrée du modele de la dynamique latérale du véhicule, appartient a un
domaine de basses fréquences. Ainsi, le filtre obtenu sur toute la plage de fréquence n’est
pas forcément le filtre optimal. C’est la raison pour laquelle il serait intéressant d’exploiter
les techniques développées dans ce travail pour construire un filtre permettant d’estimer
I’angle de dérive en fonction du domaine fréquentiel de ’angle de braquage.
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Résumé

Ce mémoire aborde la synthese de filtres H,, sur des domaines fréquentiels finis pour différentes
classes de systemes dynamiques, tels que les systemes linéaires avec incertitudes paramétriques,
les systemes a retard, les systemes non linéaires de type Takagi-Sugeno (TS) et les systemes
sous contraintes de communication.

Les contributions portent sur le développement de nouveaux outils d’analyse et de synthese
de filtres H,,, qui sont moins restrictifs par rapport aux résultats existants dans la littérature
et permettent de réduire le conservatisme de celles-ci tout en garantissant que les méthodes
proposées soient numériquement efficaces.

Les conditions de stabilité et de synthese de filtres pour les différentes classes de systemes dy-
namiques sont formulées en des problemes d’optimisation convexe sous contraintes d’inégalités
matricielles linéaires (LMIs). Des exemples numériques et des comparaisons avec des résultats
récents de la littérature sont également présentés afin de montrer les avantages et 'intérét des
approches proposées.

Mots clés : Filtrage H,, Fréquence finie, Systemes incertains, Incertitudes polytopiques,
Systemes non linéaires, Modele flou de Takagi-Sugeno, Systemes a retard, Mesures quantifiées,
Perte de paquets, Inégalités matricielles linéaires.
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Abstract

This work is concerned with the H, filtering problem in a finite frequency domain for different
types of dynamic systems, such that uncertain systems, nonlinear systems via T'S fuzzy model,
time delay systems and systems with communication constraints.

The main contribution is the development of new H., filter analysis and design approaches
which reduce the conservatism of results found in the literature.

The filter stability and design problems, for different classes of dynamic systems, are formulated
as optimization problems with Linear Matrix Inequality (LMI).

Simulation examples are presented to demonstrate the effectiveness and the less conservatism
of the proposed approaches in comparison with other solutions that appear in the literature.

Keywords : H,, filtering, Finite frequency, Uncertain systems, Polytopic uncertainty, Non-
linear systems, Takagi-Sugeno fuzzy model, Time delay systems, Quantized measurements,
Intermittent measurements, LMI.
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