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Introduction

Les travaux de thése présentés dans ce mémoire ont été effectués dans le cadre
du projet PINCEL (Problémes Inverses Numériques et Controle en ELectromagné-
tisme) soutenu dans le cadre de la plateforme IndustriLAB par le Conseil Régional
de Picardie. L’objectif de ces travaux est d’apporter une contribution dans la modé-
lisation et la simulation numeérique du Controle Non Destructif (CND) par Courants
de Foucault (CF). Le CND est un ensemble de méthodes permettant de controler les
structures et matériaux sans les détériorer. C’est une thématique aux enjeux essen-
tiels pour la production industrielle. Le CND est devenu indispensable pour pouvoir
controler I'état des matériaux et des structures tout au long de leur vie sans les en-
dommager ou les affaiblir. Les techniques de CND doivent étre fiables, peu cotiteuses
et permettrent une inspection en temps réel. Le CND est utilisé dans de nombreux
secteurs d’activités (l’aéronautique, la métallurgie, le domaine médical. . .). Il existe
de nombreuses méthodes en CND. On peut citer entre autres :

— le controdle par radiographie (imagerie),

— le controle par ressuage pour des discontinuités débouchantes,

— le controle par ultrasons pour les défauts enfouis.

FIGURE 1 — La technique du contréle non destructif par courants de Foucault

Nous nous sommes plus particuliérement intéressés a la détection de fissures dans
une plaque conductrice par courants de Foucault. Les avantages du CND par cou-
rants de Foucault sont la simplicité et la rapidité de mise en ceuvre ainsi que son
faible cotit. Le principe est le suivant. A 'aide d’une bobine traversée par un courant
sinusoidal, on soumet la piéce & inspecter & un champ électromagnétique variable.
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Des courants, appelés courants de Foucault (CF), sont alors induits dans la piéce. Ces
courants engendrent eux-mémes un flux électromagnétique de réaction qui s’oppose
au flux générateur modifiant 'impédance de la bobine. La variation d’'impédance de
la bobine est la seule quantité mesurable expérimentalement. Afin d’inspecter toute
la plaque et de disposer de plus de mesures, on déplace la bobine au dessus de la
plaque. La variation d’impédance obtenue est une fonction de ’espace. Elle dépend
des caractéristiques des défauts (position, longueur, profondeur...). L’analyse de
cette variation d’'impédance par comparaison aux signaux relevés sur une piéce de
référence permet de détecter ou non la présence de défauts. La technique du CND
par CF permet de détecter des défauts peu enfouis. Ce phénomeéne s’appelle effet de
peau. L’objectif est de localiser et de caractériser les défauts a partir de la connais-
sance uniquement de la variation d’'impédance d’une bobine placée au-dessus de la
piéce a inspecter. D’un point de vue mathématique, on s’intéresse & un probléme in-
verse dont la résolution est en général complexe. Une approche classique s’appuie sur
la minimisation d’une fonctionnelle décrivant I’écart entre une variation d’impédance
prédite (calculée numériquement) et une variation d’impédance mesurée (ou obser-
vée). On peut citer [16, 62] dans le cas d'une fissure plane mais ces résultats restent
perfectibles. Plus récemment, Ammari et Bao [3| proposent une autre approche ne
faisant pas appel a la résolution d’un probléme d’optimisation. Ils développent des
formules asymptotiques a basse-fréquence liant les paramétres d’une fissure plane
localisée dans un demi-plan et les traces des champs électromagnétiques a la surface
de ce demi-plan. Ces résultats théoriques n’ont pas été validés numériquement.

Au cours de cette thése, nous nous sommes intéressés principalement a I’étude du
probléme direct associé & ce probléme inverse. Le probléme est le suivant : connais-
sant les caractéristiques (paramétres physiques et présence ou non de défaut) d’une
piece métallique, on souhaite calculer la variation d’impédance d’une bobine placée
au-dessus de la piéce. La résolution du probléme direct est essentielle et permet no-
tamment de générer les données synthétiques (i.e. numériques) du probléme inverse
lorsque 'on n’a pas de mesures expérimentales a disposition. L’étude du probléeme
direct permet également de mieux comprendre les différentes interactions physiques.
Le systéme d’équations permettant de modéliser I’expérience des courants de Fou-
cault est une approximation quasi-statique des équations de Maxwell harmoniques en
temps [14, 53, 4]. Il existe plusieurs approches pour résoudre le modéle des courants
de Foucault : les méthodes analytiques [31, 60, 59, 57, 41| , les méthodes numériques
de type éléments finis [43, 64, 42, 53| et les méthodes semi-analytiques dont I’ap-
proche par équations intégrales de frontiére pour un conducteur borné [37, 32, 25].
Les défauts étudiés en CND par CF sont petits. Dans une plaque conductrice bornée
parallélépipédique, nous supposons que les défauts sont proches de la face sondée
par la bobine mais sont éloignés des autres faces. Les courants de Foucault étant des
phénomeénes locaux, nous supposons que les bords de la plaque n’ont pas d’influence
sur la variation d’impédance. Pour ces raisons, nous étudions le cas particulier d’un
conducteur non borné représenté par un demi-espace. Nous considérons tout d’abord
une piéce saine (i.e. sans défaut). Nous choisissons de modéliser la technique du CND
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par CF comme un probléme de transmission électromagnétique entre deux milieux
homogenes : la plaque conductrice et 'air contenant la bobine [45]. Les deux milieux
sont séparés par une interface. Nous décomposons le champ électrique dans 1’air en
deux composantes : le champ incident créé par la bobine dans 'espace libre et le
champ de réaction du a I'interface en réponse au champ incident. La variation d’im-
pédance grandeur que 'on cherche & calculer [8] peut s’exprimer en fonction de la
trace sur l'interface du champ de réaction. Pour obtenir cette trace, nous choisissons
d’appliquer la méthode des équations intégrales de frontieére |6, 26, 37|.

Cette approche a 'avantage de reformuler de fagon équivalente le probléme aux
limites sous la forme d’une équation intégrale sur l'interface. La résolution de 1’équa-
tion intégrale nécessite I'inversion d’un opérateur intégral qui est par définition non
local. D’un point de vue numérique, la discrétisation d’'un opérateur intégral entraine
I'inversion d’un systéme linéaire plein. Pour contourner cette difficulté numérique,
nous proposons une nouvelle approche. Dans le cas du demi-espace, il est possible
d’exprimer 'opérateur intégral & 'aide des opérateurs de Steklov-Poincaré. Nous
montrons par l'analyse de Fourier que les opérateurs de Steklov-Poincaré sont des
composés d’opérateurs fractionnaires et d’opérateurs différentiels surfaciques. Nous
localisons les opérateurs fractionnaires en utilisant une approximation rationnelle de
Padé [48]. L’inconnue du probléme est la trace vectorielle du champ de réaction sur
I'interface. Pour simplifier 'implémentation numérique, nous utilisons la décompo-
sition de Helmholtz-Hodge afin de transformer I'inconnue vectorielle en un couple
inconnu de potentiels scalaires [19, 20]. Nous implémentons un code d’éléments finis
de Lagrange pour calculer la variation d’impédance. La validation de la méthode

est réalisée par comparaison a une variation d’impédance de référence fournie par le
CEA-LIST et calculée par la plateforme CIVA.

Nous nous sommes ensuite intéressés a l'introduction d’une fissure infiniment
mince dans le conducteur. Nous considérons une fissure idéale au sens défini par
J.R. Bowler [15]. La fissure idéale peut étre assimilée & une charge fictive de courant
[55, 15]. La modélisation de la fissure par une source secondaire nous permet de
séparer le probléme avec fissure en deux problémes de transmission : un probléme
sans fissure ot la bobine est la source et un probléme sans bobine dans lequel la fissure
joue le role de source. Nous avons déja proposé une méthode de résolution du premier
probléme. Le deuxiéme probléme peut se traiter de maniére analogue. La variation
d’impédance de la bobine due a la présence de la fissure peut également étre exprimée
en fonction de la charge a 'aide d’une formule de réciprocité [36]. La difficulté est le
calcul numérique de la charge fictive de courant équivalente a la fissure géométrique.
Dans [15, 30|, des méthodes semi-analytiques sont développées pour le calcul de la
charge. Elles utilisent le formalisme des dyades de Green. La dyade de Green pour un
demi-espace fissuré est calculée dans [11]. Dans [58|, une méthode numérique de calcul
de la charge est proposée. La méthode s’appuie sur une approximation du noyau de
Green. Le noyau de Green est calculé dans le domaine spectral a 1’aide de ’analyse
de Fourier. Pour revenir dans le domaine spatial, la transformée de Fourier inverse
est approchée par des séries de Fourier. Nous développons une méthode alternative
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de calcul de la charge. Nous avons établi une équation intégrale sur la fissure ayant
comme inconnue la charge fictive de courant.

Le document s’articule en quatre chapitres dont nous présentons ici les grandes
lignes. Dans un premier chapitre, nous effectuons quelques rappels d’électromagné-
tisme. Nous présentons ensuite I’approximation quasi-statique des équations de Max-
well utilisée par la suite : le modeéle des courants de Foucault. Nous proposons un
état de 'art. Puis, nous présentons plus en détail deux problémes de transmission
liés & deux géométries distinctes un conducteur borné et un conducteur infini repré-
senté par un demi-espace. Nous définissons la variation d’impédance d’une bobine.
Nous terminons ce chapitre par des rappels d’analyse fonctionnelle nécessaires dans
les chapitres suivants.

Le deuxiéme chapitre porte sur la méthode des équations intégrales de frontiére.
Nous énoncons les résultats de représentation intégrale de solution de I’équation de
Helmholtz scalaire puis vectorielle dans le cas d’'un domaine borné. Ensuite, nous
démontrons des résultats similaires dans le cas du demi-espace. Nous nous appuyons
sur ces résultats pour établir une équation intégrale de frontiére équivalente au pro-
bléme de transmission dans le cas du domaine non borné. Au lieu de résoudre cette
équation intégrale, nous développons une méthode de résolution approchée. Dans
une derniére partie, nous explicitons différentes formules permettant de calculer la
variation d’'impédance de la bobine.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons la mise en ceuvre numérique de la
méthode développée dans le chapitre précédent. Aprés avoir détaillé toutes les étapes
de la discrétisation, la méthode est validée dans le cas-test Workshop 15 [1] par
comparaison & une variation d’impédance de référence calculée par la plate-forme de
calcul CIVA du CEA LIST.

L’introduction d’une fissure dans le conducteur est le sujet du quatriéme chapitre.
Nous commencons par décrire la géométrie de la fissure ainsi que le choix de la mo-
délisation. Puis, nous détaillons les notations et les décompositions des champs dans
les demi-espaces. Cela nous permet de définir un nouveau probléme de transmission.
Nous proposons une méthode analytique de résolution de ce probléme. Nous donnons
ensuite des expressions des traces normales sur la fissure des champs électriques en
fonction de la charge fictive. Nous supposons que les courants électriques ne tra-
versent pas la fissure et par conséquent que leurs composantes normales s’annulent a
la surface. Ces propriétés des champs normaux sur une fissure idéale nous permettent
d’obtenir une équation intégrale ayant comme inconnue la charge de courant équi-
valente a la fissure. La résolution de I’équation intégrale permet d’obtenir la charge
de courant. Cette charge de courant permettra de calculer a son tour la variation
d’impédance de la bobine due a la fissure.



Chapitre 1

Le modéle des courants de Foucault

1.1 Rappels d’électromagnétisme

Dans cette premiére partie, nous présentons les équations de Maxwell qui ré-
gissent les phénomenes électromagnétiques et une approximation quasi-statique de
ces équations : le modeéle des courants de Foucault. Ces résultats sont énoncés dans
la liste non exhaustive d’ouvrages et d’articles |14, 22, 36, 39, 49, 53|.

1.1.1 Equations de Maxwell

Les phénoménes électriques et magnétiques sont décrits a l'aide de quatre fonc-
tions de (t,z) € R x R®* — R,

— &(t,z) le champ électrique (en kg - A™' - m - s73),

— D(t,x) le champ d’induction électrique (en A - s-m™2),

— H(t,z) le champ magnétique (en A -m™1),

— B(t,z) le champ d’induction magnétique (en kg - A~2-m - s72),
La variable t représente le temps et la variable x est la variable d’espace. Ces quatre
fonctions sont reliées aux fonctions p: R x R® - R et J : R x R3 — R3, appelées
respectivement densité de charge et densité de courant, par les équations de Maxwell

— la loi de Faraday

%—If +rot& =0,
— la loi de Gauss
divD = p,
— la loi d’Ampére
D
aa—t —rotH =-7,

13



14 RAPPELS D’ELECTROMAGNETISME
— la loi de Thomson
divB =0,
Uy
avec pour tout u = [ wuy | € (C*®(R?))3, la divergence définie par
Uus

divu = Glul -+ 821,62 + 83’&3

et le rotationnel par
Ohuz — O3uy
rotu= | 0Osu; — O\us
O1ug — Oouy

Nous remarquons que ce systéme d’équations vectorielles se raméne a un systéme
de huit équations scalaires a douze inconnues (en supposant J et p connus). Si
nous souhaitons déterminer de facon unique la solution de ce probléme, nous de-
vons compléter ce systéme par d’autres équations. Ces équations sont appelées lois
constitutives. Elles dépendent des caractéristiques du milieu d’étude.

1.1.2 Lois constitutives

Les lois constitutives décrivent les caractéristiques du milieu dans lequel ont lieu
les phénomenes électromagnétiques. Elles relient les champs £, D et H, B. Ces équa-
tions nécessitent des hypothéses sur le milieu. Nous supposerons toujours que le
milieu est

1. sans mémoire dans le temps,

2. isotrope (un milieu est isotrope si ses propriétés physiques ne dépendent pas
de la direction),

3. linéaire (les équations constitutives sont linéaires).

Les relations constitutives sont alors

La fonction € est appelée permittivité électrique ou diélectrique (en kg=*- A=2.m=3.51)
et la fonction p perméabilité magnétique (en kg - A2 -m - s72 ). Le milieu est dit
homogeéne si la perméabilité et la permittivité sont spatialement invariantes.

En électromagnétisme, contrairement a la densité de charge p, la densité de cou-
rant J est souvent une inconnue. Dans les milieux conducteurs, isotropes, homogénes
et sans mémoire dans le temps, la loi d’Ohm relie la densité de courant et le champ
électrique par

J(t,x) =o(x)E(t, ).
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La fonction o est appelée conductivité (en kg='- A%2-m™3 - s3). Un milieu est appelé
conducteur ohmique si la loi d’Ohm est vérifiée. Un conducteur parfait est un milieu
dans lequel on a ¢ = co. Enfin, un isolant parfait est un milieu tel que ¢ = 0. Dans
la suite, nous nous placerons toujours dans un milieu linéaire, isotrope et homogéne.

1.1.3 Continuité de la charge

En dérivant par rapport au temps t la loi de Gauss et en appliquant 'opérateur
divergence a la loi d’Ampére, nous obtenons la relation de continuité de la charge

dp

— +divg = 0.

ot J
Nous considérerons par la suite que la charge p est nulle; ce qui impliquera que la
source de courant J est a divergence nulle.

1.1.4 Equations de Maxwell en régime harmonique

Nous supposerons que les sources de courant J et les charges p varient sinusoi-
dalement en fonction du temps. La source de courant admet la dépendance en temps
suivante

T (z,t) = J(x)e™".

Le paramétre w est appelé fréquence angulaire (en s') et la fonctionnelle J est la
source de courant. Nous allons passer du domaine temporel au domaine fréquentiel
(cf. par exemple [49]). Les champs électrique et magnétique ont la méme dépendance
en temps. Nous notons E le champ électrique et H le champ magnétique en régime
harmonique. Les champs &, H, E et H sont liés par les relations :

E(z,t) = E(x)e™,

Les champs E et H vérifient les équations de Maxwell en régime harmonique en
temps :

rot E + wuH
rot H — iweE
div(eE)
div(puH)

0,
J,
P,
0.

1.1.5 Conditions de transmission

Soient €2 et {25 deux milieux caractérisés par leur permittivité et leur perméabilité
respectives (€1, i1) et (o, 1o) avec € # €9 et g # po. Supposons que 25 et 2y ont
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une surface réguliéere commune I'. Soit n la normale a I' orientée de €2y vers {25. On
note les champs (E;, Hy) dans ©; et (Ey, Hy) dans Q. Nous avons les équations de
transmission & l'interface suivantes :

Es xn—E; xn=0, sur I
Hy xn—H; xn=Jr, sur I

avec Jr la densité de courant surfacique sur l'interface I'. Ces conditions s’appellent
conditions de transmission. La plupart du temps, il n’y a pas de courant surfacique.
La densité de courant surfacique est non nulle si on a par exemple sur 'interface une
fine couche conductrice. Par la suite, on supposera la continuité des composantes
tangentielles des champs électrique et magnétique. Les conditions de transmission
s’écrivent alors

E; xn—E; xn=0, sur I,
Hyxn—H; xn=0, surl. (1.2)

1.1.6 Condition de radiation a ’infini

Il y a plusieurs fagons d’appréhender les conditions de radiation a I'infini dites de
Silver-Miiller. L’une d’elles est de considérer le probléme suivant : soit J € L?(R3) :=
(L*(R?))?, trouver (E,H) € (./(R%))? solution de

rotE +iwpuH = 0,
—rot H + iwwekl = —J.

ot .7’ (R3) est 'espace des distributions tempérées. Ce probléme admet une unique
solution et la solution vérifie le lemme suivant [40] :

Lemme 1 Les champs E et H vérifient la condition de radiation a linfini suivante
1
[VEB — iH x 0| < 0(),

x

our = |z| et n = —. Cette condition est appelée condition de radiation de Silver-
r

Miiller.

La condition de Silver-Miiller apparait notamment lorsque I’on modélise un probléme
de diffraction électromagnétique par un obstacle. On soumet un domaine borné a un
champ électromagnétique incident. La présence de I'obstacle crée un champ diffracté.
L’énergie du champ diffracté doit étre finie et son flux d’énergie a travers toute surface
fermée englobant 'obstacle doit étre sortant. La condition de Silver-Miiller permet
d’imposer cette condition d’onde sortante.
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1.2 Modéles étudiés

1.2.1 Une approximation quasi-statique des équations de
Maxwell : le modéle des courants de Foucault

Lorsque nous soumettons une piéce conductrice a un champ électromagnétique,
naissent dans la piéce des courants appelés courants de Foucault. Dans ce modéle, on
suppose la loi d’Ohm vérifiée. Plusieurs phénomeénes électromagnétiques classiques
sont des conséquences des courants de Foucault : la loi de Joule et la force de Lorentz.

Nous nous intéressons dans cette partie & un modéle simplifié des équations de
Maxwell permettant d’étudier le phénomeéne des courants de Foucault. Le modéle
des courants de Foucault provient d’'une approximation quasi-statique des équations
de Maxwell. Nous choisissons de suivre le point de vue développé dans [14]. Soit 2°
un conducteur, on note €., (., 0. la permittivité, la perméabilité et la conductivité
dans le conducteur. Le complémentaire Q% = R3\ Q¢ représentant 1’air est un milieu
non conducteur. Nous supposons que les paramétres électromagnétiques de I'air sont
égaux a ceux du vide (e = €, i = po, 0 = 0). Nous plagons dans I’air une source de
courant extérieure J telle que divJ = 0. Nous supposons qu’il n’y a pas de charge,
i.e. p = 0. Les équations de Maxwell dans le milieu extérieur se réécrivent

rot E = —iwugH, dans Q= (1.3)
rot H =iwegE +J,  dans Q%

Remarque 1 Les conditions de divergence nulle sont incluses dans ces équations.

Dans le conducteur, en utilisant la loi d’Ohm, nous trouvons les équations

rot E = —iwu H, dans Q°,
rot H =iwe E+ o E,  dans Q°. (1.5)
div(e.E) = 0, dans Q°,

Remarque 2 En prenant la divergence de (1.5), la condition de divergence nulle est
équivalente a la condition div(o.E) = 0. Nous imposons désormais cette condition.

Si on considére des paramétres électromagnétiques vérifiant les critéres suivants

€W

<1, dans Q°,
O-C
weg B
—szeo [ES < 1, dans Q°x¢,
1]

. . . . OE .
alors la variation du champ électrique iweE ( équivalente a e—t en domaine tempo-

rel) est petite par rapport aux courants de Foucault dans le conducteur et a la source
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de courant dans le domaine extérieur. On obtient ’approximation quasi-statique en
négligeant ces petites variations. On trouve

{ rot E = —iwugH,  dans Q%

rot H=1J, dans Q¢
et
rotE = —wu H, dans Q°
rotH = E, dans Q° (1.6)
div(e.E) = 0, dans Q°.

Dans le domaine extérieur, on a perdu une information sur la divergence, donc
on ajoute I’équation div(egE) = 0 au modeéle. En revanche, dans le domaine Q° la
condition div(c.E) = 0 est redondante avec (1.6). On supprime cette équation. Le
probléme complet s’écrit alors

rot E = —ipwH, dans R3, (1.7)
J. = o.E, dans Q°,

rotH = { J, dans Q°x¢,

div(eE) = 0, dans Q.

Pour que le probléme soit bien posé, les conditions de radiation suivantes suffisent

E(z) = o(%), 2] = +oo, (1.8)
H(z) = 0(%), 2] = +oo. (1.9)

Si les champs vérifient les conditions (1.8) et (1.9) alors nous avons des convergences
plus fortes a l'infini [4], & savoir

E(z) = o(#), 2] = +o0, (1.10)
H(z) = o(,#), 2] = +o0. (1.11)

Les conditions de Silver-Miiller sont bien vérifiées. La justification rigoureuse de
ce modeéle en tant qu’approximation du premier ordre des équations de Maxwell,
pour un conducteur 2¢ représenté par un domaine borné lipschitzien, i.e. & frontiére
lipschitzienne, est proposée par exemple dans [4, 53].

Nous souhaitons considérer un modéle en champ électrique. On élimine de ce fait
le champ magnétique dans le systéme d’équations. On obtient les équations suivantes
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rotrot E = —iwpgJ,  dans Q% (1.12)
rotrotE + k*E =0, dans Q°, (1.13)
div(eE) = 0, dans Q= (1.14)
avec k? = iwp.o.. On pose k la racine carrée de partie réelle positive de k2. Le
parameétre k est appelé nombre d’onde. Il est inversement proportionnel & la longueur
2
d’onde k = —.
onde 3

1.3 Etat de l’art : les méthodes de résolution du
probléme des courants de Foucault

Champ électromagnétique
bobine % /
Conducteur//\N

Courant de Foucault

FIGURE 1.1 — Courants de Foucaut

Plusieurs approches existent pour résoudre le modéle des courants de Foucault.
Dans le cas d’un conducteur sans défaut, on peut séparer les méthodes en trois
classes : les méthodes analytiques, les méthodes numériques et les méthodes semi-
analytiques.

1. La méthode de Dodd et Deeds : Dans les années 1960, Dodd et Deeds
[31] proposent une formule analytique pour calculer la variation d’impédance
d’une bobine de forme cylindrique placée au-dessus d’un milieu stratifié. Cette
méthode, qui utilise les propriétés de symétrie des champs électromagnétiques,
est valable uniquement pour des géométries canoniques (cylindre, demi-espace,
milieu stratifié). Les géométries étudiées en CND étant le plus souvent com-
plexes, les méthodes analytiques peuvent présenter un usage limité.

2. La méthode des Eléments Finis : La méthode des éléments finis permet
la résolution numérique du probléme des courants de Foucault. On peut dé-
crire les phénoménes électromagnétiques a 1’aide du champ électrique ou du
champ magnétique ou en gardant les champs électrique et magnétique. On
peut également décomposer les champs a ’aide d’un potentiel scalaire et d'un
potentiel vecteur. Ces choix donnent plusieurs formulations variationnelles du
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probléme des CF. On cite sans étre exhaustif [23, 63, 43, 13]. La méthode
des éléments finis permet de considérer toutes les géométries, méme les géo-
métries complexes mais elle nécessite de mailler en trois dimensions tous les
sous-domaines : bobine, plaque, entrefer. .. Cela devient vite cotiteux en temps
de calcul et en stockage. Une des méthodes alternatives est la méthode des
équations intégrales de frontiére.

3. La méthode des équations intégrales de frontiére : L’expérience du CND
par CF peut étre vue comme un probléme de transmission électromagnétique
entre deux milieux : l'air et la plaque séparés d’une interface. La méthode des
équations intégrales de frontiére permet de reformuler de fagon équivalente ce
probléme aux limites sous la forme d’une équation intégrale ou d’un systéme de
plusieurs équations intégrales sur l'interface. Ainsi le probléme volumique est
ramené a un probléme surfacique. De nombreux travaux dans le domaine de la
physique proposent la mise en oeuvre de la méthode des équations intégrales de
frontiére dans le cas d’une plaque conductrice bornée en considérant les équa-
tions de Maxwell (cf. par exemple [46, 12]). Pour formuler les équations inté-
grales, ils utilisent le formalisme des dyades de Green. Les dyades de Green sont
les solutions fondamentales de ’équation de Helmholtz vectorielle. Plus récem-
ment, la méthode des équations intégrales de frontiére a fait 'objet de travaux
de la communauté mathématique dans le cas d’'un domaine borné lipschitzien
pour les équations de Maxwell dans [25, 21, 45, 61] et pour approximation
des courants de Foucault dans [37, 32, 24]. La méthode des équations intégrales
de frontiére présente cependant des inconvénients numériques propres. La dis-
crétisation des opérateurs intégraux de frontiére par éléments finis de frontiére
meéne & des matrices pleines et complexes ; les opérateurs intégraux étant non
locaux. De plus, ces systémes linéaires sont souvent mal conditionnés.

Nous introduisons désormais une fissure dans le conducteur. Plusieurs modélisa-
tions existent :

1. La fissure est un défaut volumique. On fait I’hypothése d’une fissure de
faible épaisseur. C’est le cas par exemple dans [12|. Pour ce type de défauts,
la méthode de résolution est en général la méthode des éléments finis. Un
raffinement de maillage au voisinage du défaut est nécessaire pour améliorer la
précision (par exemple [52]).

2. La fissure est d’épaisseur nulle. La notion de fissure idéale est définie dans
[15]. C’est une fissure plane ne laissant pas passer les courants normaux.

— La fissure est prise en compte a ’aide d'une condition aux limites [23, 52].

— Un autre point de vue pour prendre en compte la fissure est de la considérer
comme une source secondaire de courant [15, 55]. Le calcul de la variation
d’impédance de la bobine due a la fissure revient a calculer la charge équiva-
lente & la fissure. A notre connaissance il existe peu de références mathéma-
tiques sur cette approche. Cette méthode est utilisée dans [15, 12, 30, 46, 58|.
Le calcul de la charge équivalente sera le sujet du quatriéme chapitre.

Nous proposons une nouvelle approche pour calculer la variation d’'impédance
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de la bobine dans le cas d’une piéce conductrice parfaite infinie. Nous décrivons
dans la partie suivante deux problémes de transmission. Le premier probléme est un
probléme de transmission entre l'air et un conducteur borné lipschitzien. Puis, nous
présentons un deuxiéme probléme de transmission : le cas ou le conducteur est un
demi-espace.

1.4 Probléme de transmission électromagnétique

1.4.1 Cas d’un domaine borné

On place dans 'espace libre R? un conducteur borné ¢ et une bobine. On note
Q% le complémentaire du conducteur i.e. l’air. L’interface entre les deux milieux est
notée I'. Le vecteur n représente la normale unitaire sortante a la surface I'.

Einc | D
Qext

FIGURE 1.2 — Configuration

Nous faisons quelques hypotheéses. La bobine impose une source de courant Jg si-
nusoidal de fréquence angulaire w et d’amplitude fixée. Le volume de la bobine Jg est
dans Q%*. On suppose également que divJs = 0. On suppose que la bobine n’influe
pas sur les paramétres électromagnétiques du milieu Q°**. Cette hypothése est physi-
quement acceptable en premiére approximation. Les paramétres électromagnétiques
du milieu extérieur sont supposés constants égaux a ceux de lair u = pg, € = €q,
o = 0. La permittivité électrique et la perméabilité magnétique du conducteur sont
constantes. Nous choisissons de considérer un conducteur amagnétique. La perméa-
bilité est égale a celle de I'air. On a p. = 9. Nous nous intéressons uniquement a la
variation de la conductivité électrique o.. Si le conducteur ne contient pas de défaut,
la conductivité peut étre supposée constante. Dans les trois premiers chapitres, le
conducteur sera supposé sans défaut. Nous souhaitons écrire le modéle en champ
¢lectrique. Nous introduisons les notations suivantes :

— Le champ extérieur Ejgexe = E” + E™, avec E™ le champ incident créé par

la bobine dans l’espace libre et E" le champ de réaction da a l'interface en
réponse au champ incident.
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— Le champ intérieur & savoir le champ dans le conducteur Ejg. = E°.

Pour obtenir le probléme de transmission, nous considérons dans un méme sys-
téme I'approximation des courants de Foucault en champ électrique (1.12), (1.13) et
(1.14), les conditions de transmission a l'interface (1.1) et (1.2) et les conditions de
radiation de Silver-Miiller (1.10) et (1.11). Pour obtenir les conditions de transmis-
sion et les conditions de radiation de Silver-Miiller uniquement en champ électrique,
on utilise I’équation (1.7). Il ne reste plus qu’a définir le champ incident. Le champ
incident modélise 1'effet de la bobine. La bobine est prise en compte a 'aide d’une
densité de courant J, de support compact noté bobine. Le probléme de transmission
électrique s’écrit alors

( rotrot E" = 0, divE" = 0, dans Q¢
rot rot E¢ + k?E°¢ = 0, dans €2°,
(") Efr xn=E xn+Ep® xn, | sur I,
rot E. xn=rotEp xn+rotEp” xn, sur I,
1 1
E'(z) = O(—),rot E'(z) = O(—), |z| = +o0,

avec le nombre d’onde complexe k = */75( 1+ 1)y/wioo, et E¢ solution de
rot rot E™¢ = —iwnd Opopine, AivE™ = 0, dans Q.

Le champ E€ vérifie

rot rot E° + k?E° = 0, dans Q°.
Comme k? est une constante, en prenant la divergence de cette équation, on trouve
divE® = 0. On utilise la relation vectorielle rot rot = Vdiv — A afin de réécrire le
systéme (Z7*) comme suit

( AE" = 0,divE" = 0, dans Q¢
—AE°® + F*E° = 0, divE® = 0, dans Q°,
(9" Er xn=Er xn+Ep xn, | sur T,
rot E;. xn=rotE x n+rot E° x n, sur I
1 1
B (2) = 0(—),rot E'(z) = 0(—), 2| — +o0,
( ] ]

avec le champ incident E™¢ solution de
AE™ = jwud Spopine, divE™ = 0, dans Q.

Lorsque le domaine €€ est borné et de régularité au moins lipschitzienne, on a ’exis-
tence et 'unicité d’une solution au probléme (27*). L’existence et l'unicité peuvent
étre montrées a 'aide du théoréme de Lax-Milgram et du théoréeme de Babuska-
Brezzi [32].

Remarque 3 Les problemes (%) et (22*') sont équivalents lorsque Q° et Q™ sont
des polyedres convexes. Ceci sera le cas par la suite.
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1.4.2 Cas du demi-espace

Nous considérons que le conducteur est un demi-espace. Le domaine de calcul
est l'espace tout entier. L’espace R? est séparé par une interface I' en deux : I'air
contenant une bobine et une plaque conductrice (a inspecter) Q°¢. On note Q% le
complémentaire de Q¢ dans R3. On est dans la situation suivante : Q¢ = R3 | Q¢ =
R et I' = {x € R%|z5 = 0}.

Einc Er
Qext
n
g

P

ot 2}

FIGURE 1.3 — Configuration

Nous gardons les mémes paramétres électromagnétiques et les mémes notations
que dans le cas borné. La notation E représentera indifféremment les champs E” et
E°. Le probléme de transmission est le suivant :

(rotrot E" = 0, divE" = 0, dans Q°xt,
rot rot E¢ + k*E¢ = 0, dans Q°,
(2) rxn=Epxn+ iﬁc X 1, | sur I,
rot Ep xn=rotEp xn+rot Ep° xn, sur I,
1 1
E(z) = O(—),rot E(z) = O<—>7 |z| = 400,
( |z] ||

avec le nombre d’onde complexe k = ‘/75(1 + i) /Wiigo. et E™ tel que

rot rot E™¢ = — 1w s0pobine divE™ = 0, dans Q.
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Le systéme () est équivalent au systéme suivant

( AE" = 0,divE" = 0, dans Q°¢,
—AE° + kK*E¢ = 0,divE° = 0, dans Q°,
() Er xn=E Xxn+ T?C X 1, sur I,
rot Ej. x n =rot E x n+rot T?C X n, sur I,
1 1
E(x) = O(—) ,rot E(z) = O(—), |z| — +o0,
( |z] ||

avec le champ incident E™¢ solution de
AE™ = jwud Spopine, divE™ = 0, dans Q.

L’objectif est de calculer la variation d’impédance de la bobine connaissant les
champs E*, E¢ et E",

1.5 La variation d’impédance

L’impédance électrique notée Z est la mesure de 'opposition d'un circuit élec-
trique au passage d’'un courant alternatif sinusoidal. L’impédance est 1’équivalent de
la loi d’Ohm en régime alternatif sinusoidal. Nous la définissons comme suit.

Définition 1 (Impédance) L’impédance d’un dipdle Z peut étre définie de la fagon
suivante
U=171I,

ou U représente la tension aux bornes de la sonde et I [intensité du courant d’ali-
mentation de la sonde.

Nous décomposons I'impédance d’un dipole a 'aide de sa partie réelle appelée ré-
sistance électrique R et de sa partie imaginaire appelée réactance X. Nous avons la
relation suivante

Z =R+1X.

L’impédance d’une bobine est modifiée par I’environnement de la bobine. Dans 'air,
la variation d’impédance vaut

Zbobine = RO + ZXO

avec Ry la résistance et Xy la réactance de la bobine dans le vide. Pour une bobine
idéale, on a Ry = 0 et Xg = wL. Le paramétre L, appelé inductance, est une constante
connue propre a chaque bobine. La présence d’une plaque métallique & proximité de
la bobine génére un champ de réaction s’opposant au champ incident créé par la
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bobine. Ce champ de réaction perturbe I'impédance de la bobine. Nous trouvons en
présence d’'une piéce

Zbobineeriéce - Rbobineeriéce + ZXbobine+piéce-

Si de plus, la piéce métallique contient une fissure alors la direction des courants
de Foucault est modifiée et par suite le champ de réaction également. L’impédance
devient

Zbobine+piéce+fissure = Rbobine—l—piéce—i—fissure + iXbobine—i—piéce—i—fissu’re .

Nous étudierons ces variations d’impédance. Dans les trois premiers chapitres, nous
nous intéressons a la variation d’impédance entre une bobine dans l’air et une bobine
en présence d'une piéce de référence (sans défaut).

AZI = Zbobine—l—piéce - Zbobine-

Dans le quatriéme chapitre, nous étudierons la variation d’impédance entre une bo-
bine en présence d’une piéce de référence et en présence d’une plaque contenant une
fissure, soit

AZQ - Zbobine+piéce+fissure - Zbobine—&—piéce‘

Les variations d’impédance sont les seules quantités mesurables expérimentalement.
Elles permettent la détection des défauts par des méthodes empiriques. En effet, si la
variation d’impédance d’une bobine AZ, est non nulle, la plaque contient un défaut.
Une des questions importantes est la suivante. La variation d’impédance de la bobine
permet-elle également de caractériser (position, profondeur, largeur... ) les défauts ?

1.6 Quelques résultats d’analyse fonctionnelle

Nous introduisons, dans cette partie, quelques outils et rappels mathématiques
nécessaires par la suite.

1.6.1 Opérateurs différentiels surfaciques

Nous présentons dans ce paragraphe ’approche adoptée dans I’annexe du cours
[56]. Une autre approche est présentée dans [44]. Soit I' une surface réguliére. Nous
définissons un voisinage de la surface I', dit voisinage tubulaire. Nous avons besoin au
préalable de définir la distance 6(z,T') de x a T' . Soit € R?, nous notons zr = II(z)
le projeté orthogonal de x sur I'. Nous avons §(z,I") = |z — zr|. Nous définissons
trois prolongements de la surface I' & une partie de R? de la facon suivante

Qs, = {2 € R¥|6(z,T) < 0o} = {r € R*|x = ap + sn(ap) ot —Jy < 5 < &),
Q5 = {z e R}|0(z,T) < 8o} = {z € R’|z = zr + sn(zr) on 0 < s < &},
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et
QP ={z e R*[§(z,T) < 6o} = {x € R’|z = or + sn(zr) on — dp < s < 0}

Nous prolongeons le vecteur normal & la surface I' sur les trois prolongements de I"
en posant

{ V(o(z,T)) sur Qg

n(e) = —V((x,I))  sur Q.

Remarque 4 Pour tout x € Qs,, nous avons
n(z) = n(xr).

Nous prolongeons, de fagon constante dans la direction normale, une fonction
réguliere ¢ définie sur la surface I' en une fonction ¢ sur €2s5,. Nous obtenons

¢(x) = ¢(xr + sn(zr)) = (o),

Nous définissons le gradient surfacique de ¢ comme la trace du gradient du prolongé

¥

Vrp = Vor.
Nous montrons alors que, pour tout u régulier,
Vu(ar) = Veu(ee) + % n(ar) er
u(zr) = Vyu(x ——n(xr), pour x :
r rulxr on(zr) r), p r

Nous définissons 'opérateur rotationnel surfacique vectoriel d’'un champ scalaire de
facon analogue

rotr ¢(z) = rot(¢n(z))r.

Comme le vecteur normal est un gradient, nous trouvons la formule suivante
rotr p = Vrp X n.

Nous nous intéressons aux opérateurs surfaciques sur les champs vectoriels. Comme
dans le cas scalaire, nous prolongeons les fonctions vectorielles réguliéres u sur I' sur
le prolongement tubulaire €25,, de facon constante suivant la normale i.e.

u(x) = u(zr + sn(ar)) = u(zr).

Nous définissons 'opérateur de divergence surfacique, pour u un champ de vecteurs
régulier sur I', comme suit,
dinu = leﬁ|1‘*

Enfin, nous définissons le rotationnel surfacique scalaire pour un champ vectoriel en
prenant le projeté du rotationnel sur la normale

rotru = (rot - n)r.



1.6.2 - Espaces fonctionnels et formules de Green

On peut montrer alors les propriétés suivantes

rotr u = divp(u x n), divprotr =0 et rotpr Vi = 0.

A Taide des opérateurs différentiels surfaciques, nous définissons l'opérateur de
Laplace-Beltrami (opérateur Laplacien surfacique scalaire)

Vo € C(I'), Are =divpVr = —rotrrotr ¢,

et 'opérateur de Hodge (opérateur Laplacien tangentiel vectoriel)

3
Yu € (COO(F)> . Aru = Vrpdivru — rotr rotr u.

1.6.2 Espaces fonctionnels et formules de Green

Nous rappelons la définition de quelques espaces fonctionnels & commencer par
I’espace suivant :

L2 . (R*) = {u e L*(K),VK compact de R*}.

comp

Les espaces écrits en gras représenteront les espaces fonctionnels vectoriels comme
par exemple :

3
L2(Q) = <L2(9)> .
Nous définissons les espaces de Sobolev scalaire et vectoriel suivants :

H'(Q) = {u e L*(Q)|Vu e L*(Q)},

H'(Q) {u € L2(Q)|Vu e <L2(Q)>3} ,

81u1 81 U9 61 us
avec Vu = | Ohuy Ouy Oous
Osuy Osug  Osug

Nous rappelons également 1’espace de trace
() = {u e /@) [ 1€ + 160 2dg < 400}
ainsi que son espace dual,

H1/2(R?) = {u € ' (R*)|u € L, (R?) et / |a(£)|21/2d£ < +oo} :

(14 [€]%)
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Nous utiliserons les espaces de Hilbert suivants :

H(rot, ) = {u € L*(Q)|rotu € L*(Q)}
muni du produit scalaire < u,v >= /u -V + /rot u-rotv, et
H(div, Q) = {u € L*(Q)|divu € L*(Q) }

muni du produit scalaire < u,v >= / u-v+ / divu divv.

Enfin, nous utiliserons 'espace des fonctions a décroissance rapide noté & (R?)
ainsi que l'espace dual associé¢ noté ./(R?). Soit Q un ouvert régulier de R3. Nous
notons I' := 0f) la frontiére de 2. Nous avons les formules d’intégration suivantes :

Vu € H(rot, ), Vv € H'(Q),

/rot uvdr = —/ u x Vudz + /(n X u)vds,
Q Q r
Vu € H(rot, ), Vv € H'(Q),

/u-rotvda::/v-rotudx+/(u><n) - vds,
0 Q r
Yu € H(rot, ), Vv € H*(Q),

/u-rotrotvdx:/rotv-rotudm+/(u><n)-rotvds.
Q Q

r

Avec un peu plus de régularité sur u, on a le résultat suivant : soient u €
H(rotrot, Q) et v € H*(Q),

/rotrotu-vdm—/u-rotrotvdaz:/rotu-(V><n)ds—/(uxn)-rotvds.
Q Q r r

Remarque 5 On définit les traces u X nyr et rot u x nyp pour des fonctions H™(§2)

(avec un entier m suffisamment grand) et on étend ensuite par densité aux fonctions
H(rot,Q)) et H(rot rot, Q).

1.6.3 Opérateurs de trace

Les traces des fonctions appartenant aux espaces fonctionnels H(rot, ) et
H(div, Q) dans le cas ou le domaine 2 est borné régulier ou lipschitzien sont étudiées
dans [20, 18, 49]. On propose de démontrer des résultats analogues dans le cas du
demi-espace. Dans cette partie, Q = R3 représentera indifferemment Q¢ ou Q®*. On
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note (E1, By, E3) les coordonnées du vecteur E. On définit les opérateurs de trace
suivants : soit u € C3°(R?)

vi(u) = up x n (trace de Dirichlet vectorielle),
v£(u) =n x (up x n) (composante tangentielle),

v5(u) =rotur x n (trace de Neumann vectorielle).

L’indice + correspond aux traces extérieures et I'indice — aux traces intérieures. Dans

. .. T
la configuration choisie (cf. paragraphe 1.4.2), le vecteur normal vaut n = (0,0,1)".
Nous pouvons expliciter les opérateurs de trace. Nous avons

+
. “2r
Txuw =1 —Up
0
+
: i
TrW = | Ugp
0
+ +
(63’&1 — 01u3 )|[‘
+ 3 T
yvu= | (Gsuy — Guy)r

0

Par la suite, pour alléger les notations, les opérateurs de trace intérieurs et extérieurs
v, v%, ﬁf,, seront notés v, yr, v, indifféremment. Nous avons défini les opérateurs
traces pour les fonctions réguliéres a support compact. Or les solutions du probléme
de transmission (P) sont dans l'espace H(rot, {2). Nous allons prolonger les opéra-
teurs de trace sur l'espace H(rot,2). Nous commengons par la remarque suivante.
Si E est dans H(rot, (), alors E x n € H Y/?(T). En effet, d’aprés la formule de
Stokes, VE € H(rot, Q), Vv € H'(Q), I’égalité suivante est vraie

/Q(rotE-V—E-rotv)—/(Exn)~vds.

T

Nous en déduisons d’aprés le théoréme de Cauchy-Schwarz

|<E><n,v>|:/(rotE-v—E-r0tv)
Q

< [[rot Bz [IVllLz@) + [1ElL2@)ll rot v{[Le )
< [E[lHrot.) [V HEot,2) < [ EllHEot.0) ||V H1(0)-
L’application trace

v« : H(rot,Q) — HY2(I)
E =  EXxn

n’est pas surjective. Nous le verrons par la suite.
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Définition 2 Nous définissons Y [image de v« comme suit

Y ={Ae H Y*I');3E € H(rot,Q);E x n = A}.
Lespace Y muni de la norme quotient |Ally = Eiﬂfzx |E||lt1(rot,) €st un espace de
Hilbert.

Il existe une formulation plus explicite de Y a ’aide de la divergence surfacique.

Théoréme 1 Nous avons l’égalité suivante

Y ={AeH2T);A-n=0 et divpA € H 3T}

Démonstration. Soit u € H(rot, (2), nous posons A la trace de Dirichlet vectorielle
de u,
U2|r
A= (u)=| —ur
0
La trace A est tangent au bord I'. Comme rotu € L*(Q) et que divrotu = 0, nous
avons

rot u € H(div, Q).

/V-npds:/<V-Vp+pdivv> dz,
r Q

nous permet de montrer que rotu - nyr est un élément du dual de H'/%(I"). Nous
obtenons donc que rot u - np € H'/2(T"). Par ailleurs, nous avons I'égalité

La formule de trace

divpA = divp(u x n) =rotu - ny.

On a montré Y «— {A € H"Y2(I'); A - n = 0 et divpA € H™/2(I")} avec injection
continue. Nous étudions la surjectivité de 'opérateur trace v«. Nous énongons tout
d’abord une décomposition de Helmholtz de 1’espace Y.

Lemme 2 Soit A\ un vecteur de' Y alors il existe (p, ¥) € H¥2(I') x HY2(T') tel que
A =Vrp+rotr V. (1.15)

Démonstration. Nous avons décomposition de Helmholtz suivante sur I' (cf.[51])
H '/2(T) = Ve HY*(T) @ rotr HY(I).

Donc il existe (p, ¥) € HY?(T") x HY2(T") vérifiant (1.15). Comme divpA = App €
H-/2(T), p e BT 5

Soit A € H™'/2(divr, T'), nous cherchons u € H(rot, Q) tel que v (u) = A. Pour
avoir u défini sur R?, nous confondons u et son prolongement symétrique par rapport
aT. D’aprés le lemme précédent, il existe (p, U) € H¥2(T") x HY/2(T') vérifiant (1.15).
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— Etape 1 : Nous cherchons F € H(rot, ) tel que

V< (F) = rotr V. (1.16)

Remarque 6 Nous nous posons la question du sens a donner a la formule
(1.16). A priori, F x n € L?(Q) et donc n’a pas de trace sur T'. On commence
par régulariser W en ¥, € C(T') qui converge vers ¥ dans H'Y/%(T'). Nous
construisons ensuite ¥, régulier tel que F, = rotr V. et nous passons a la
limite dans H'/?(T).

On omet dans un premier temps l'indice € dans la construction du relévement
(1.16). La fonction W est supposée réguliére.

Nous définissons les variables : & = (£1,&s,&3) et 1 = (£1,&2). Pour v € Z(T') =
< (R?), nous définissons un relévement scalaire de v en

L+ [nl*)'?

i(E) = O i),

ou la constante C' est choisie telle que ur = v, i.e. en variable de Fourier
1 2\1/2
C/—( +|"|)2 dés = 1.
R 1+[¢

On note T I'application linéaire définie par T'v = u. Nous observons que par la
formule de Plancherel
1+ n*)o(n)”

2 _ 2

dt [0(n)]?
:02/ / d
g (1 +12)% Jge (14 [n|?)Y/?

Par conséquent, nous obtenons que 1" est une application linéaire continue de
H~Y2(T") dans L2(f2). Cette application vérifie pour Tv suffisamment régulier
¥(Tv) = v ol 7 est 'opérateur trace scalaire v : H/2(R?) — L?(R?). Nous
posons Fy =T,V et F} = T0,V. Ceci se réécrit, pour j = 1,2

. 1 2\1/2
Fe) = oo ).

Alors (Fy, Fy) € L*(Q)% 1l reste a construire Fs. Nous posons
(Jd 9 a;) Fy = —0y <81F1 n aQF2>.

Ce qui donne

E(E) —C Z&3"’7|2 V 1+ ‘77|2’\

0B (Lt ep)
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Montrons que F3 convient. D’une part, par intégration par partie, nous obte-
nons

/ £ e =T 1
R (L+[EDD2 4 T+ P

Nous trouvons que

= _Cn nl*
[(Fer ae= T [ GotememEa.
Crm

< T”\IJH?{UZ(F)’
Donc Fy € L?(R?). Enfin, la transformée de Fourier de ) Fy — O3 F} est

5 _ &163n|? P SIS AvE R
(O F5 — 05F1)(§) =C TP+ |€|2)‘1’( )—C 1+ €P V(n)
§1€3 =
=_C U(n).
Ve

On en déduit que

(01F5 — OuFy)(€)? de < C / K / ufw 4&) [ B () (118)

< OOy,

RS

Conclusion : Nous approchons ¥ par une suite de fonctions régularisées W,
qui converge vers ¥ dans H'/?(T'). La suite F, vérifie F. x njp = rotr ¥, par
construction. Donc F, x njr converge dans H~Y/2(T") vers un objet noté F x np.
De plus, nous avons 'inégalité suivante

”F6 — FE’HLQ(Q) + H I‘Otp \I’e — I‘Otp qje’HLQ(Q) S CH\I’G - qj€’HH1/2(F)'

Les calculs précédents donnent la convergence de F, vers F dans H(rot, (). Il
est standard de vérifier que les limites ne dépendent pas de la suite régularisante
W, choisie.

Etape 2 : On cherche maintenant E € H(rot, 2) tel que v« (E) = Vrp, avec
p € H32(R?). On choisit Ey = dip et E; = —dop. E; et Ey sont dans L2(I"). On
prend E5 = 0. Nous avons

OBy — 01Ey = =T (AFP>,

avec Aprp € H™Y2(I). Par conséquent, on trouve 9,E; — 0,Ey € L2(Q). 1l reste
a vérifier que
83Ej — E)ng, = @3Ej c LQ(Q), 7 =12

Nous traitons le cas j = 1. La transformée de Fourier de d;E; vaut

/\ 2
g = eV )

1+ (€2
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Nous en déduisons par intégration par partie

— T N
| BB de =T [ &v/T=TnPRmE dn < Clolwr

Le cas 7 = 2 se traite de maniére analogue.
On a donc montré que Y = {A € HY2(I'); A - n = 0 et divpA € H™Y2(I)}. Le
théoréme d’isomorphisme de Banach [17] donne que la bijection continue

Y 5 {AeHY2I); X -n=0et divpA € HY2(T")}

est un homéomorphisme. 0

On s’intéresse maintenant au dual de Y. On définit ’espace de Hilbert Z par

vr: H(rot,Q) — Z={XeHY4T), rotrA € H"V/2(I")}
E — nxEXxn.

Les espaces Y et Z sont munis du produit de dualité suivant

< Yx(E),yr(v) >:/rotE-v—/E-rotv VE,v € H(rot, Q).

On utilisera par la suite les notations H™'2(divp,I') (respectivement
H~2(rotr,T')) pour l'espace Y (resp. Z). Comme les solutions du probléme (P)
sont & divergence nulle, on va pouvoir a l'aide du théoréme suivant chercher les
solutions dans H'(Q).

Théoréme 2 Soit Q le demi-espace supérieur ou inférieur de R3. On a [’égalité

suvante
H(rot, Q) N H(div, Q) = H'(Q).

Démonstration. Cette démonstration est issue de [35]. Prenons par exemple
Q =R3. Soit u € H(rot, ) N H(div, ), on prolonge u sur R?. Soit P(u) tel que

([ w21, 29, 73)
ug (1, 9, 3) si x3 >0, (1.19)
U3(1‘17$27$3)

P(u)(x1,l’2,x3) = _ul({L’l T _$3)

—UQ(.Z’l,ZEQ, —[Eg) si z3 < 0.
\ U3($1, T2, —5173)
On a alors
rot u(z, x9, r3) si x3 > 0, (1.20)

rot P(u) = {

—rotu(zy, zo, —x3)  siaxg <O0.
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On trouve alors que
| ot P(u)[|72rs) = 2|l rot w7, s ).
De méme, on a les égalités suivantes,
IdivP(w) || Z2sy = 2l diva s ).
IV P()[Z2s) = 2 VUl Zaes .

11 suffit alors de montrer I’égalité sur R3. L” inclusion H'(Q) C H(rot, Q)NH(div, 2)
est évidente. Montrons 'injection continue de H(div, R*) N H(rot, R?) dans H'(R?).
Comme on est dans R3, afin de simplifier les calculs, on utilise la transformée de
Fourier scalaire et vectorielle,

F(u)(§) :/ u(z)e " dx.
R3
Comme F est une isométrie dans L2, on calcule
1 (rot w) 72 sy + |IF(diva) |72 gs) = /R eos — &l + €3t — 1s* + €170 — ot |*dg
+ [ e+ T + e
R

> Vul 22 gs)-

On a donc l'injection voulue. 0

1.6.4 Reégularité du champ source

Nous proposons dans un premier temps une méthode de calcul de E™ par la loi
de Biot et Savart. Nous énoncerons ensuite un résultat de régularité.

Définition 3 On appelle solution fondamentale de I’équation de Laplace dans l’es-
pace libre R?, la fonction

1

Po(z,y) = e —g ©

7 Y-

La fonction ®y(x,y) est solution de I’équation :

_Aq)0($>y> = 51(2’)7 T,y € R3-

On rappelle que le champ source E™¢ est solution de
—AEinC = iwﬂJsébobine'

On peut a laide de la solution fondamentale exprimer le champ source E,
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Proposition 1 On a l'expression du champ incident suivant, Vo € R3,

i . Js(y)
E"(z) = —iw / ——=—dy.
( ) s bobine 47T|33’ - y|

Démonstration. On effectue le produit de convolution de la solution fondamentale
avec le second membre. 0O

Le champ incident est donc le produit de convolution d’une fonction J, € L'(R?)
et du noyau de green ®; € L2, (R?). On a la proposition suivante inspirée de [17].
Proposition 2 Soient f € L'(R?), g € L
dans L2, (R3).

comp

2omp(R?) le produit de convolution f * g est

On va montrer ce théoréme composante par composante. Avant de démontrer le
théoréme, on commence par montrer le lemme issu de [17] suivant.

Lemme 3 Soient f € L'(R?), g € L
L, (R3).

comp

tomp(R?) le produit de convolution f x g est dans

Démonstration. Soient f € L'(R3), g € L
presque tout y € R?, on a

/|fx— Wldz = |g(y ]/|fx— Vdz = gy |/|f J|dz < +oo.

On trouve alors le résultat suivant

//|fx— |dxdy—/ lg(y) |dy/|f )|dx < +o0.
R3

Les théorémes de Tonelli et de Fubini permettent de conclure. 0

tomp(R?), s0it K un compact de R?, pour

On peut maintenant revenir a la démonstration de la proposition.

Démonstration. Soient f € L'(R?), g € L2
montrer que, pour 1 <5 <3

/K (/Rg (2 — y)g(y)dy>2dx < 16113 /Kg(x)de.

D’aprés le lemme précédent, pour tout z € K, y — |f;(x — y)||g(y)|® est intégrable
sur R®. De plus, application y + |f;(z —y)|'/? est de carré intégrable. On remarque
que

R3), soit K un compact, on veut
comp p

‘ 2

£ (2 = y)g ()] = [;(x — y)["*lg W)l (x — )|,
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz permet de montrer que l'application y — |f;(z —
y)g(y)| est intégrable et que pour presque tout x € K

6@ < [ 5= n)llgllay
< ([ (66— *i0)
< ([ U5t lotw

pag) ([ e = ldy)
par) ([ )"

On a alors

[ sa@rar< [ [ ine=plawPad [ Go oo

Comme f; € L'(R?) et ¢* € L,,,,(R?), on peut appliquer le lemme. Ceci termine la

comp
démonstration. 0

Afin de définir la notion de trace, on va montrer que le champ incident est continu
sur R3. La trace d’une application continue étant continue, la notion de trace sera
bien définie.

Proposition 3 Le champ incident E™¢ est un champ continu sur R3.

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, on va utiliser la notion de fonc-
tion plateau. On va montrer que le champ E™ est continu sur tout compact. Soit
U un ouvert borné de R? et soit K C U un compact. La fonction 6 est une fonc-
tion réguliére a support dans U telle que jx = 1. On va montrer que pour toute
fonction plateau 6 associée & K et U, la fonction §E™ est une fonction continue sur
R3. On a montré que le champ E™ est dans Lzomp(R3). Le produit E est donc
dans L*(R?). De plus comme div(E™) € L*(R?) et rot(E™), AE™ € L?(R?%), le
champ 0E™ € H?(R3). D’aprés l'injection de Sobolev, 'espace H*(R?) s’injecte dans
I’espace des fonctions continues. 0

1.6.5 Décomposition de Helmholtz

On rappelle la décomposition de Helmholtz de quelques espaces fonctionnels.
Pour un domaine €2 borné, de frontiére I', les décompositions de Helmholtz-Hodge
de 'espace H™V/2(divr, T') sont connues dans le cas ot I' est régulier [29] et dans le
cas ol la frontiére I" est lipschitzienne |20, 19]. Dans le cas ou  est un demi-espace,
'interface I' est le plan R?. Nous présentons les décompositions de Helmholtz des
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espaces fonctionnels L2(R?), H~'/2(divp, R?). On commence par donner la décompo-
sition de Helmholtz-Hodge des champs de L*(R?). On peut trouver ce résultat dans
[35].

Théoréme 3 Soit H(R?) = {u € H(divy, R?)|divp(u) = 0}, on a la décomposition
suivante
L*(R?) = H(R?) @ H(R?)*. (1.22)

Nous pouvons montrer de plus que
H(RY)* = {Vip,p € HI(RY) ).
On a le résultat similaire pour des fonctions moins réguliéres [51]

Théoréme 4 L’espace H™'/2(divy, R?)se décompose comme suit

H'/%(divp, R?) = VrHY?(R?) @ rotp H*%(R?).

Pour effectuer des simulations numériques, nous considérerons un domaine borné.
On a la décomposition de Helmholtz sur un domaine borné suivante [35].

Théoréme 5 Soit T' un domaine connexe de R*. Pour tout u € L*(T), on a la
décomposition orthogonale suivante

u = Vpq+rotp U,
ou ¢ € HY(I')\R est l'unique (a une constante pres) solution de
(Vrg, Vrp) = (w, Vep), Vu e H(T),
et U e HY(T') est l'unique solution de

(rotr ¥, rotr ¢) = (u — Vrq,rotr ), Ve € Hy(T).
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Chapitre 2

La méthode des équations intégrales
de frontiére pour la résolution de
problémes de transmission
électromagnétique

Nous appliquons la méthode des équations intégrales de frontiére pour résoudre
le probléme de transmission électromagnétique (&) présenté dans le chapitre précé-
dent. C’est une méthode de résolution exacte qui a ’avantage de reformuler de fagon
équivalente le probléme aux limites sous la forme d’un systéme de deux équations
intégrales sur la surface de la piéce. Pour cela, cette approche s’appuie sur la théorie
du potentiel. Nous commengons par rappeler les théorémes de représentation inté-
grale des champs dans le cas ol 2¢ est un domaine borné (cf. [26, 50, 56]). Puis nous
énoncons un théoréme dans le cas ot £2¢ est un demi-espace. Nous proposons ensuite
une méthode de résolution approchée dans le cas du demi-espace. Le calcul des traces
des champs & la surface de la piéce et par suite le calcul de la variation d’impédance
de la bobine requiert seulement 'inversion de systémes linéaires creux. Pour cela, la
résolution du probléme () est ramenée a celle d’une seule équation intégrale grace
a la connaissance des opérateurs de Steklov-Poincaré intérieur et extérieur du pro-
bléme de transmission. Les opérateurs de Steklov-Poincaré peuvent s’écrire comme
des composés d’opérateurs fractionnaires et d’opérateurs différentiels surfaciques. La
résolution numérique de I’équation intégrale ainsi obtenue nécessite une représenta-
tion locale des opérateurs fractionnaires réalisée par une approximation rationnelle

de Padé.
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REPRESENTATION INTEGRALE DANS LE CAS SCALAIRE : EQUATION DE HELMHOLTZ.

2.1 Représentation intégrale dans le cas scalaire :
équation de Helmbholtz.

On appelle équation de Helmholtz scalaire I’équation suivante :
—Au+ku=0

avec k € C le nombre d’onde. Soit Q¢ un domaine borné. On note I' := 9Q° le bord
de Q¢ et n la normale sortante a €2°. Nous rappelons quelques résultats relatifs a
la solution fondamentale de I’équation de Helmholtz scalaire. Les démonstrations se
trouvent par exemple dans [47] et [40].

Définition 4 On appelle solution fondamentale de [’équation de Helmholtz, la fonc-

tion
67k|1'7y|

Pp(z,y) = x4y, x,y € R

|z —y|’

La fonction ®(x,y) est solution de ’équation :

_Ay(bk:(xa y) + kQ(I)k(xa y) = 696<y) sur RS‘

Un calcul élémentaire permet de trouver le résultat suivant :

Proposition 4 Les gradients de ®p par rapport a x et y sont liés par la relation
suivante, pour x,y € R3, x # v,

Vo @i(2,y) = =V, @p(2,y).

Nous donnons les définitions du potentiel de simple couche et de 'opérateur
intégral de simple couche associé. Nous retrouvons ces résultats dans [50, 26, 56|

Définition 5 Soit ¢ € HY2(I'), on appelle opérateur potentiel de simple couche
l’opérateur suivant

Fplz) = / Bi(z,y)p(y)ds(y), © € RAT.

On appelle opérateur intégral de simple couche la trace sur la frontiére I' du potentiel
de simple couche

Sko(z) Z/FCI)k(fv,y)sO(y)dS(y), zel.

Le potentiel de simple couche .%, est un opérateur défini sur H=/2(T") & valeurs
dans H'(Q2¢) UH!(R3\Q°). L’opérateur intégral de simple couche S, est un opérateur
défini sur H=/2(T") & valeurs dans H'/2(I"). Le potentiel de simple couche est continu
dans R3. En revanche, les dérivées normales présentent un saut a la traversée de T
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Théoréme 6 (Potentiel de simple couche) Soit p € HY3(T), soit p = S le
potentiel de simple couche. Les dérivées normales intérieures et extérieures de p sur
I' sont données par

op~(x) . Oplz)  ela)
81’12; N zeﬂlclgxer anz o T + Nk@(l‘% MRS F,

Ip* (z) . op(z) o)
on,, ZeRa\%n_mer on, 5 + Npp(z), z €T,

Nypp(r) = /F %}i’ws@(y)d&(y)

Ainsi, la dérivée normale de p subit un saut égal a ¢ a travers I'.

On peut également définir un potentiel de double couche ainsi que l'opérateur
intégral associé.

Définition 6 Soit ¢ € HY2(I'), on appelle opérateur potentiel de double couche
[’opérateur suivant

0P (x,y

Dgte) = [ FEED o)isty), @ e RAT
r n,

On appelle opérateur intégral de double couche la trace sur la frontiére I' du potentiel

de double couche

Kk90<x) = F ﬁny)

e(y)ds(y), = el.

Le potentiel de double couche % est un opérateur défini de H/?(T") & valeurs dans
H(Q)UH (R3\ Q). L’opérateur intégral de double couche K}, est un opérateur defini
sur H/2(T") & valeurs dans dans H'/?(T"). Le potentiel de double couche est discontinu
a la traversée de I'.

Théoréme 7 (Potentiel de double couche) Soient p € HY?(T') et p = Dy le poten-
tiel double couche. Le potentiel p est discontinu a la traversée de I :

1
p(z) = lim Drp(z) = +=p(x) + Kypp(z), x €T, (2.1)
2€R3\QC—zel 2

p(z)= lim Dyp(z)= —%Sﬁ(x) + Kpo(z), v €T,

z€QCe—xel

On a alors [p| = p~ —pt = —o.

On peut représenter la solution de I’équation de Helmholtz dans Q¢ a I’aide d'une
combinaison des potentiels de simple couche et de double couche.
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LE CAS D’UN DOMAINE BORNE.

Théoréme 8 (Théoreme de représentation intégrale du champ intérieur) Soit Q° un
domaine borné lipschitzien. Si u € H(Q) est solution de

—Au+ k=0, dans Q°,

alors on a la représentation intégrale suivante
ou

U(I) = yk((?n‘

)(@) = Di(ur)(x), € Q°.

On a un résultat analogue dans le domaine extérieur [26, 50, 56].

Théoréme 9 (Théoréme de représentation du champ extérieur) Soit Q™' = R3\Q°
avec Q° un ouvert lipschitzien borné. Siu € HY(Q%™) est solution de

—Au+ku=0, dans Q=
0
li — —ik)u=0
alors, on a
8u ext
u(x) = Zi(ur)(z) — yk(ﬁ—n|r)(x), pour tout x € Q.

Nous avons énoncé les théorémes de représentation intégrale des champs pour
I’équation de Helmholtz scalaire. Dans la partie suivante, on s’intéresse a I’équation
de Helmholtz vectorielle intervenant dans le probléme de transmission (Z7*).

2.2 Représentation intégrale de la solution de
I’équation de Helmholtz vectorielle dans le cas
d’un domaine borné.

Les formules de représentation intégrale de la solution de I’équation de Helmholtz
vectorielle sont appelées formules de Stratton-Chu. Nous présentons une démons-
tration du théoréme de représentation intégrale de Stratton-Chu adaptée de celle
développée dans [49].

2.2.1 Théoréme de représentation intégrale : formule de
Stratton-Chu

Avant de présenter les théorémes de représentation intégrale, nous donnons la
définition des potentiels électromagnétiques.
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Définition 7 Soit u € H_l/Q(din, '), on appelle potentiel de simple couche vecto-
riel (ou de Mazwell) l'opérateur suivant

Fu(z) = /Fq)k(:c,y)u(y)ds(y), r € R3\T.

Soitu € H™Y2(votp, I), on appelle potentiel de double couche vectoriel I’opérateur
sutvant

Au(x) = rot (/

[ i) (0 x n)(y)ds(y)), @€ RAT.

Remarque 7 L’intégrale n’est pas une intégrale au sens classique. L’intégrale

v = | ®p(x,y)u(y)dy est correctement définie siu est suffisamment réguliere. Dans
r

le cas ot u est une distribution dans H™Y?(divp,T) (ou H™Y?(votp,T')) nous rai-
sonnons par densité. Soit u € H™Y2(divp,T') (ou H /% (rotp,T')), il existe une suite

(u.) réguliére telle que u. converge vers u. La suite ve = [ ®p(z,y)uc(y)dy converge
r

dans H(rot, Q) (ou H(div,)) vers v. On notera cette limite /@k(:c,y)u(y)dy.
r

On présente les théorémes de représentation intégrale de Stratton Chu.

Théoréme 10 (Représentation intégrale intérieure) Soit 2¢ un domaine borné lip-
schitzien. Soit £ € C non nul. Soit E¢ solution de

rot rot E¢ 4+ k?E°¢ = 0, dans Q°,

alors E¢ vérifie pour x € Q¢

E‘(z) = % <7NEC> (x) + A, <7TEC> (x) — %V&”k <divr <7NEC>> (x).

Démonstration.

Soit ®@;, solution fondamentale de I'opérateur —A + k2. Pour obtenir une repré-
sentation intégrale de E¢, nous nous appuyons sur les démonstrations des Théorémes
9.1 et 9.2 de [49] . Soit e € R3, et soit z € Q2°. On peut écrire

—e - E(z) = /C(Ayfbk(x, y) — kP2, y))(e - B (y))dy
= [ Auteie - o)) By
= /(— rot, rot, (9 (z,y)e) — k*®i(z,y)e) - E°(y)dy

+ /Qc V,div(®x(z, y)e) - E¢(y)dy.
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car on a A = Vdiv — rot rot. Par intégration par parties, on trouve

e Ef(z) = / @yl y)e - (rotrot BX(y) + KB (y))dy - /Q vy (P, )e)divEF (y)dy
+ [ ®ulg)e x n, -rot B)ds(y) — [ rot,(Bula,)e) - E() x nyds(y)
—l—/rdivy((I)k(x,y)e)Ec(y) -ny,ds(y).

Comme E€ est solution de (£?) (cf. paragraphe 1.4.1), on a rot rot E¢ + k*E¢ = (
et divE® = 0 dans Q°. On arrive a

—e-E(z) = /r ) (z,y)e x n, - rot E°(y)ds(y) — /Froty(@k(x,y)e) -E(y) x n,ds(y)
(2.2)

—i—/divy(fbk(x,y)e)Ec(y) -n,ds(y).
r
On a les formules suivantes pour u € H(rot, (2)

rot, ¢ (z,y)e-u=-e-rot,(Py(z,y)u),
divy (Pi(z,y)e) = —e - V, @p(z,y),
rotu- (Px(z,y)e) x n, = (Px(z,y)e) - (n, x rotu).

En injectant ces formules dans I’équation (2.2), on trouve,
—o Er(a) = [ nxrotBE(y) - (Bulp)e)dsty) = [ - oty (Bula ) (By) x n,))ds(s)
- [V, 2 ) (E) - ny)as(y)
——e- </ Oy (z,y) rot E°(y) x nyds(y) + / rot, (®y(z, y)(E°(y) x ny))ds(y)
r r
- [ E W i)
r

On cherche maintenant & modifier le dernier terme de ’équation. Pour ce faire, on
utilise les formules de Green et la symétrie de la solution fondamentale

/ Vy@i(z,y)(E°(y) - ny)ds(y) =— / V@i (z,y)E(y) - nyds(y)
r r
—9 [ (o B - myds(y).
r
Une intégration par partie donne

[ oule B ) ndst) = | o naiv B ) dy+ [ 9,0u00) - E) dy
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Or on sait que divE® = 0, on en déduit

/F V0, ) (B (y) - 1,)ds(y) =V [ Vy®i(a.y) - E*()dy

Qc

1
=V V, Pz, y) - (_ﬁ rot rot E°(y))dy
Qc

— [ Ve, ula9) - (5 Tt Ey) x m)ds(y)

= — %V/FQDk(az,y)din(rot E°(y) x n)ds(y).

On a bien obtenu le résultat voulu. 0

La représentation intégrale de la solution du probléme extérieur de Helmholtz
vectoriel s’obtient de la méme maniére :

Théoréme 11 (Représentation intégrale du champ extérieur) Soit Q™ = R3\Q°
avec 2° un ouvert lipschitzien borné. Le champ E" solution du probléme

rotrot E" =0 dans Q¢ (2.3)
. 1
E () = o(m), 2| — +o0, (2.4)

admet la représentation intégrale suivante, pour z € Q*
E'(z) = —=(WE")(2) — M (yrE")(2) = VI (E")(2),
avec \E" = (E’" . n) ‘ :

T

2.2.2 Opérateurs intégraux de frontiére élémentaires

Pour obtenir une équation intégrale, nous devons prendre les traces des représen-
tations intégrales des champs. Il apparait alors les opérateurs intégraux de frontiére
suivants [32, 38].

Théoréme 12 Les opérateurs
Y(F) == S : HVA(T) — HY2(T),
7 (F) = Ay - HY2(divp, T) — HY2(rotp, I),

1
YN (F2) = (51 + By) : HY2(divp, I') — H™Y2(divy, T),
1
v (M) = (51 + Cy) : H Y2 (rotp, T') — H™Y2(rotp, T),
vy (M) = Ny, : H V2 (rotp, T') — H™Y?(divy, T),
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sont linéaires continus. De plus, les formules de saut suivantes sont satisfaites :

Yo (L) =77 (L) =0, AN (k) = (Fr) =1,
Vo (M) — Vi (M) =1, vy (M) — Vi () =0,

avec I Dopérateur identité. Enfin, les opérateurs C), et By sont liés par la relation

vYu e H V% (rotp,I'),v € H2(divy, T), (Cpu,v) = — (u, Bpv) .

2.3 Représentation intégrale de la solution de
I’équation de Helmholtz vectorielle dans le cas
du demi-espace

On propose un théoréme de représentation dans le cas particulier ot le conducteur
est un demi-espace. On commence par faire quelques rappels sur le noyau de Green
dans le cas scalaire. La solution fondamentale de 1’équation de Helmholtz scalaire
dans le demi-espace inférieur est définie par

. { —A,Gi(z,y) + k*Gr(z,y) = 0,(y), pour z,y € R?,
Gr(z,y) =0, pour r € R? | y € OR?.

On appelle Gy noyau de Green pour le probléme de Dirichlet homogéne ().
Théoréme 13 Le noyau de Green pour le probléme de Dirichlet (%) est le suivant
Gil(w,y) = Op(z,y) — p(d,y), @,y €RZ,

avec T = (1, x9, —T3).
Remarque 8 G, est un opérateur symétrique.
Lemme 4 Poury € OR?, x € R, on a
V,Gi(z,y) -n, =2V, ®(z,y) - n,.
On peut alors montrer les théorémes de représentation intégrale des solutions de

I'équation de Helmholtz scalaire dans le cas du demi-espace [2].

Théoréme 14 Soit u solution de
—Au+ku=0, dans R3 |
1
u(z) = O(—), |z| = 400,
T
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alors pour x € R3 | on a la représentation intégrale

ou

u(x) = —2Zpur(x) = QYka—nlr(z’)
Soit u solution de
—Au =0, dans R3.,
1
u(w) = 0(=), lal = +oc,
alors pour x € R%, on a
() = 2ur(r) = 2% 00 (@)
u\xr) = our\xr) = Oan‘F.CE.

On traite maintenant le cas vectoriel. On cherche une représentation intégrale
dans le demi-espace inférieur Q¢ de la solution E¢ = (EX, ES, EX) du probléme :

—AE° + K*E° = 0, dans Q°, (2.5)
div(E®) =0, dans Q°,

1
E‘(z) = O(—), |z| = 4o00.
T
On a le théoréme suivant.

Théoréme 15 Soit X° la composante tangentielle de E° sur le bord T, on a la re-
présentation intégrale du champ E€ suivante, pour x € Q° :

P (1) 8
E(z) = -2 | ZuXs(z) | —2 : (2.6)
0 / By (1, y)dive (A(y))ds (y)

= =27, X°(z) — 254 (divp %) (2)n.

Démonstration. Notons A° la composante tangentielle de E¢ sur le bord I". On a

pour x € °

OEy OFE§ OES
+t—24 2=

8x1 (9x2 8.1‘3

En passant a la limite x3 — 0 dans cette équation, on trouve que

divE‘ = 0.
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Or, comme EX est solution de ’équation de Helmholtz dans le demi-espace, on a

OES
(91’3 ‘F

E5(x) = 25@( >(:1:’), zeR3,

soit
E§($) = —ka(diVFAc)({[), x € RS_
On sait aussi d’apres le paragraphe précédent que pour ¢ = 1,2,

Ef(x) = =29, 0{(x).

On en déduit pour z € R? :

0
E¢(x) ==2| ZX5(z) | —2
0 [ @il g)dive (3 dsty
r
O
On a un résultat analogue dans le domaine extérieur Q.
Théoréme 16 Soit E" = (E}, £}, EY) solution de

AE" =0, dans Q= (2.7)

divE" =0, dans Q=
1

E' (1) = 0(—), 2| — o0
X

Soit A" la composante tangentielle de E" sur le bord I', on a la représentation intégrale
du champ E" suivante, pour x € Q%

DX (2) 8
Er<l’) =2 90)\5($) + 2 ,
0 / Bo(z, y)dive (N (1)) ds(y)

= 2%\ (x) 4+ 2% (divrA")(z)n.

Démonstration. La divergence du champ E" vérifie pour x € 0",
OE] n OE} n OE% _

0.
8%’1 81’2 8x3

Un passage a la limite x3 — 0 donne

OF; _

= 0.
8x3

din ()\T) +
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Or, en utilisant la représentation intégrale de la composante E¥, on trouve

8E§).

By ==2% ( 0xs

On a alors
Ej(z) = 2% (divp A7) (z), = € Q.

Le théoreme de représentation intégrale 14, nous donne

On en déduit la représentation intégrale, pour x € Q% suivante

Zo(A7) (@) 0
E'(z) =2 Z(\) () | +2 0
0 Jr @olz, y)dive (A (y))ds(y)

O

Nous avons donné pour chaque configuration une représentation intégrale du
champ électrique. En appliquant, la composante tangentielle et la trace de Neumann
vectorielle a cette représentation, nous obtenons une expression des opérateurs de
Steklov-Poincaré.

2.4 Représentation intégrale des opérateurs de
Steklov-Poincaré

Les opérateurs de Steklov-Poincaré sont les opérateurs qui lient la composante
tangentielle du champ & sa trace de Neumann vectorielle. Ces opérateurs sont I’équi-
valent des opérateurs DtN, i.e. Dirichlet to Neumann, des Equations aux Dérivées
Partielles (EDP) elliptiques scalaires. Nous rappelons que 'opérateur DtN d’une
EDP elliptique associe a la trace de la solution sa dérivée normale (ujp — Onur).

Définition 8 Soit E¢ (resp. E") solution de (2.5) (resp. (2.7)). Les opérateurs de
Steklov-Poincaré intérieur et extérieur sont définis comme suit :

SP: H'2(rotp,T) — H2(divp,T)
v (EY) =y (E9),

SPet: H'Y2(rotp,I) — HY2(divy,I)
+(E7‘) N +(Er).
Y TN
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REPRESENTATION INTEGRALE DES OPERATEURS DE STEKLOV-POINCARE

2.4.1 Pour ¢ borné

Dans le cas borné, nous expliquons sans rentrer dans les détails comment obtenir
une représentation intégrale des opérateurs de Steklov-Poincaré. Les résultats de
cette partie sont issus de [32]. On applique la composante tangentielle et la trace de
Neumann vectorielle & la représentation intégrale du champ E¢ (cf. Théoréme 10),
soit

e ol ey o e e /1 N
97 (B) = 77 (A ES)) + 77 (M7 (B)) = 7 (25 V-Aldivery EY) ).
v (E) = 15 (F(WE)) + v (A (7 (E))).
On voit apparaitre 'opérateur suivant

ivyk(divp)).

Vk:Ak_'Yj_“(kQ

avec A = Y7 (%) (cf. Théoréme 12)

Proposition 5 L’opérateur Vi, : H™'Y%(divp,T) — HY2(rotr,T) est lincaire
continu.

Le lecteur pourra trouver une démonstration de ce résultat dans [32]. On a les équa-
tions intégrales suivantes :

1 (B) = Vi (B) + (57 + Ci )z (B°), (28)
(B = (51 + By)o (B) + Nz (). (29)

En procédant de maniére analogue avec le champ E”, on trouve les équations
1
1
VE(ET) = _< —51+ BO> VEE" — Nyt E

Ces équations permettent d’obtenir des représentations intégrales des opérateurs
Steklov-Poincaré intérieurs et extérieurs. Par exemple, on a une expression de 'opé-
rateur de Steklov-Poincaré en utilisant 1’équation (2.8)

. 1
SPE = Vil 7 (51 = Ch).

En combinant les équations (2.8) et (2.9), on trouve une autre formulation
‘ 1 1
SP" = Ny + (51 + Bk)[Vk]‘1(§I — Ch).

On peut procéder de maniére analogue dans le domaine extérieur. Dans la prochaine
section, nous explicitons les opérateurs de Steklov-Poincaré dans le cas ot le domaine
est un demi-espace.
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2.4.2 Pour le demi-espace

On procede par analogie avec le cas 2° borné. On remarque que

83u1
rot(u) xn= | 0dsus | — Vrus.
0

On peut alors énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 17 L’opérateur de Steklov-Poincaré intérieur se décompose de la ma-
niere swvante, pour r € I'

) 33@k>\1 (I)
SP™A(z) = =2 | 03D0(x) | + 2VrT(diveA) ().
0

De maniére analogue, l’opérateur de Steklov-Poincaré extérieur admet la décomposi-
tion suivante :

3 DA ()
SPNx) =2 | %:Za(x) | —2VrHp(diveA)(z), = €T
0

Les opérateurs intégraux d3%, et 03% sont hypersinguliers. On cherche dans
ce paragraphe a trouver une expression des opérateurs 0;%, et 3% qui atténue
la singularité. Pour cela, nous considérons la trace normale du potentiel de double
couche. Regardons d’abord le cas intérieur.

Théoréme 18 Soit g solution de
—Ag+k?q =0 dans R?.

La trace normale intérieure du potentiel de double couche scalaire est donnée par :

09
Zrg(x) _ _ / Vyr®r(z,y) - Vrg(y)ds(y) — K / Du(z,y)gds(y), =€l
O3 {y3=0} {5a=0}

Démonstration. Soit x € I'. On commence par permuter I'intégrale et 'opérateur
différentiel. On obtient

Ors {ys=0} 073 Oy3 (7, y)g9(y)ds(y), €T,
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Ensuite nous utilisons les propriétés du noyau de Green. Nous avons, pour x € I’

0Z9(x) / 0?
TR e ds
Iy o) T2 k(z,y)9(y)ds(y)
92 02

_ /{ygo} ( — A+ o + a_y§> Py (z,y)g(y)ds(y)

- /{ . ( — K (2, y)g(y) + Ay r iz, y)g(y))dS(y)-

On conclut en utilisant la formule de Green. On trouve

T = _/{ —0) KAy (2,y)g(y)ds(y) — / Vyr®u(,y) - Vrg(y)ds(y).

O {y3=0}

De la méme maniére, nous démontrons le résultat suivant :
Théoréme 19 Soit g solution de
3
—Ag = 0 dans R7.
La trace normale extérieure du potentiel de double couche scalaire est exprimée par :

0%vg(x)

While) _ / V,r®o(z,y) - Vrg(y)ds(y), €T
T3 {ys=0}

2.4.3 Une équation intégrale de frontiére pour la résolution
du probléme de transmission

Habituellement, on résout le probléme de transmission électromagnétique (Z7*)
a l'aide d’un systéme de deux équations intégrales. Dans le cas du demi-espace,
nous proposons une méthode de résolution du probléme (&) a l'aide d'une unique
équation intégrale. Pour calculer les traces des champs sur l'interface, on raméne
le probléme de transmission a la recherche de deux opérateurs de Steklov-Poincaré.
En effet, 'opérateur de Steklov-Poincaré intérieur (resp. extérieur) lie la composante
tangentielle intérieure du champ E¢ (resp. extérieure du champ E") a la trace de
Neumann intérieure du champ E¢ (resp. extérieure du champ E'). On a alors les
équations suivantes sur I :

{ SPY (7 (EY)) = vy (E°),
SP; (77 (E")) = 73 (E).
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Qext ,‘"krlspext ‘

QC ( spi“t.

En considérant les conditions de transmission a l'interface, nous arrivons au sys-
téme suivant

P () = (B, s (2.11)
tmf(E*)): HE), s (2.12)
7T<Ec>zv;<ET H(E™), s, (2.13)
(B = 15 (E) + 75 (E™),  surT. (2.14)

En substituant les équations (2.11) et (2.12) dans I’équation (2.14), on obtient
SP (7 (E%)) = SPE (v (E")) + 4 (E™), sur I.

On peut maintenant faire disparaitre I'inconnue 7, (E°) a l'aide de I’équation (2.13),
et on obtient sur I' I’équation suivante

SP (17 (E7)) = PG (77 (7)) = =SSP (77 (E™)) + 7x (E™). (2.15)

On a exprimé, dans la partie précédente, les opérateurs de Steklov-Poincaré in-
térieur et extérieur & l'aide d’opérateurs intégraux. En posant A = n x (E.. X n) et

p=nx (ET?C x n), 'équation (2.15) s’écrit

(839]6 + 83.@0))\1(.%)
2| (339, + 0:Z0)\a(z) | +2VE(Fi + S (diveA)(z) = F(z), z €T (2.16)
0
(05 D) pia ()

F(%) =2 (83@k)u2(x) — QVFyklep( )( ) +’}/ (Emc)( ), rzel. (217)
0
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La méthode des équations intégrales de frontiére a ’avantage de reformuler de
fagon équivalente le probléme aux limites sous la forme d’une équation intégrale sur
I'interface. C’est une méthode exacte. Les opérateurs étant non locaux, la résolution
numérique de I'équation intégrale nécessite 'inversion d’un systéme linéaire plein
et complexe. Nous proposons une méthode approchée pour calculer la trace yrE*
utilisant une représentation locale des opérateurs de Stecklov-Poincaré.

2.5 Une méthode approchée pour la résolution du
probléme (&)

Nous avons vu que les opérateurs de Steklov-Poincaré pouvaient s’exprimer a
I’aide d’opérateurs intégraux de frontiére. Dans le cas du demi-espace les opérateurs
de Steklov-Poincaré peuvent étre calculés de maniére exacte en fonction d’opérateurs
pseudo-différentiels. Nous proposerons ensuite une méthode de résolution approchée
du probléme (&), utilisant une localisation de ces opérateurs pseudo-différentiels.

2.5.1 Opérateurs de Steklov-Poincaré - Analyse de Fourier

On notera par la suite AP (resp. AZ®) le symbole de l'opérateur pseudo-
différentiel SPI™ (resp. SPE'). On cherche a exprimer sur I' = {x € R3|z3 = 0}
lopérateur de Steklov-Poincaré comme une composition d’opérateurs différentiels
surfaciques non locaux. On a les théorémes suivants.

Théoréme 20 L’opérateur de Steklov-Poincaré intérieur lié au probléme de trans-
mission () s’exprime de la fagon suivante

SPE = M) = (T — Ar) ™ [121d + rotr ot

Démonstration. Nous utilisons dans un premier temps I'analyse de Fourier. Soit
E solution de (&) (défini au paragraphe 1.4.2). Soit x € Q°. On note x = (x/, x3)
o x' € R? et x5 < 0. On définit F la transformée de Fourier dans R?

F(u)(¢ x3) =u(g, x3) =/ u(x’,xg)e_ixl'gldx’, ¢’ variable duale.

RZ

On applique la transformée F & I’équation
AE® — k?E¢ = 0, dans Q°.
La transformée de Fourier E¢ est solution de I’équation différentielle

82Ec

oz (€ w5) — [P (& w5) — ES(€,3) =0, & R, <0,
3
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On trouve alors V&’ € R?, x5 < 0
E°(¢', 23) = VI HETPg(g))

ou g est la donnée au bord et \/ est la racine carrée de partie réelle positive.

On suppose la quantité n x (E€ x n) connue. On connait donc les deux premiéres
coordonnées de g. Il faut trouver gz. On utilise pour cela la condition de divergence
nulle div(E¢) = 0 dans Q°. On a

OEf | OE; | OFj

=0, dans Q°.
8x1 al’g 8953 07 ans

Prenons la transformée de Fourier de cette derniére équation, soit

6 E(E w3) +IGES(E 1) + VB + [EPES (€ 0) = 0.
Et par passage a la limite lorsque 3 — 0, on trouve

i6G1(&) +i&G2(8") + VR + €25:(€') = 0, & e R

Nous en déduisons

—1
k2 + ’5/’2

La transformée de Fourier du champ E€ s’écrit alors

g3(&') = (&101(&") + &52(8))).

g1(&’)
EC(&, w3) = eVFHEPas | 92(&) . & ER 1y <0,

\/ﬁ(fl?]\l (&) +£292(8))

On cherche maintenant & calculer la trace de Neumann vectorielle de E¢. Commen-
¢ons par calculer la transformée de Fourier du rotationnel

i@?s(ﬁ'; r3) — 8;;,@2(5’, 73)
F(I‘Ot E)(€I,$3) = 83@\1(5’, 1‘3) — Z‘flE/’\g(él,l’g) 5 €/ S Rz,.’ﬂg < 0.

& E5(&, x3) — 16 E1 (&, x3)

De plus, nous avons

83@(5', T3) — if@:&(ﬁ', 3)
F(rotE x n)(&, x3) = | 03F5(&', 13) — i&E5(&, x3) | & € R* x5 <0.
0
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Nous avons pour x5 = 0 et & € R?
F(rotE® x n)(¢’) =
2+ [€7201(8") — L= (6G1(&") + &:52(€))

k2 + |€'*92(¢") — %E,Q(fl:q\l(ﬁl) + £202(&"))
0
VR EIET? - i ~ T ") [ ae)
= | - VIEHIEE - i 0 %(e)
0 0 0
1 Rrgp-8 -6t
= \/W 65152 k* + |€/|2 ( )
1 ) 100 52 —5252 0 31(5:)
(7 (31) (e 1)) (59)
. (100 i& - @(éi)
:\/W k 8 (1) 8 + —é& (—i& i& 0) ( 2%5)
[ Q&)
= A" :dz(oﬁ’) ,

avec A" le symbole de Popérateur de Steklov-Poincaré intérieur. Les symboles des
opérateurs rotr et rotr sont définis par

i§
O'(I‘Otr) = ( —Zég Zfl 0 ) et O'(I'Otr) = —221 . (218)
0

Nous en déduisons
SP™ = Op(A) = (K1dr — Ar) " [F*1dp + rotp rotr] .

O

Nous avons un résultat analogue pour l'opérateur de Steklov-Poincaré dans le
demi-espace supérieur Q.

Théoréme 21 L’opérateur de Steklov-Poincaré extérieur s’exprime comme suit

Spext _ Op(ASXt) — (_AF)_I/Q rotp rotr.
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Démonstration. La transformée de Fourier du champ extérieur E" est solution de
I’équation différentielle

82E’”

@ 3) — |EPEN (& 25) =0, (¢,23) €R>x R,

On a, puisque k = 0, V& € R?, x5 > 0.
ET(E', r3) = e_‘5'|””3§(£) ou g est la donnée sur le bord.

Et en utilisant que divE" = 0, on trouve

a1(¢)
E' (€ ay) = €l [ 3(€") ' ER 4> 0,
27 (&91(&7) + £202(8))

On a pour tout &’ € R2,

—[€'191(&") + &7 (&91(&7) + £202(8"))
F(rot E" x n)(&' z3) = | —|€'[32(€") + (£1G1(€)) + &02(€"))
0
—[&’| + é—‘ ﬁgf 0 ()
=| & &| — |§, 0 92(&’)
0 0 0 0
1 & =& 0 (&)
= @l —&& & 0 3(&) |,
0 0 0 0
-1 €2 21\1(5,)
= @ —i& | (=& i& 0) | (&)
0 0
g1(&’)
= A | %(¢) ],
0

avec AZ* le symbole de l'opérateur de Steklov-Poincaré extérieur. Les symboles des
opérateurs rotr et rotr sont donnés par (2.18). On trouve alors

SPS = Op(ASY) = — (—Ar) Y2 rotr rotr .

O

L’opérateur SP§* est un opérateur auto-adjoint. On a un résultat similaire pour
I'opérateur de Steklov-Poincaré intérieur.
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Proposition 6 Pour tout u,v € H™Y/2(rotp, )

/SPSXt(u) v dl = /u - SPF(v) dr,
r r

avec U -V = Ujv1 + UsVy + U3V3.

Démonstration. Nous utilisons le produit hermitien que ’on notera ( | ). Soient
u,v € HY2(roty, I'),

/ SPet(u) v dl = / (SPS(u)[¥) dr. (2.19)

Le théoreme de Parseval nous permet d’écrire

/F (SP (w)[v) dI = /F (AS(@)[¥) dr.

m
Nous introduisons une nouvelle notation. Soit m = | 72 |, nous notons
0
Up
nt = | —m | . Le symbole de 'opérateur de Stecklov-Poincaré a été calculé dans
0
la démonstration du théoréme précédent. Nous avons trouvé
AgP@) = — | —im | (=i im 0) | Ua(n)
kil 0 0

Nous pouvons écrire le symbole & I’aide de n*. Nous obtenons

ext (> Lo
AFH (@) = — (Gl )n

|

Nous revenons au calcul de I'intégrale

[esprem = [ (<o (@) ) o (2.20)

On utilise la semi-linéarité du produit scalaire. On trouve

JesPrt @ ar = [ o Gin) (n'7) ar
= /Fﬁ (ﬁ|77L) (%|n¢) dr

~o o=
- / (o (Bl ') T

- /F (amgxt(%)) dr .
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Nous faisons de nouveau appel au théoréeme de Parseval, et nous arrivons a
/ (SPS(u)[¥) dT = / (815°)) ar
r
~ [ (wlsPge (@) r
r
= /(u\SPSXt(V)) dl’
r
/ u- SPy(v) dr.
r

2.5.2 Equation intégrale de frontiére pour la résolution du
probléme (&)

On rappelle que P'on cherche a résoudre le probléme : trouver ~;(E') €
H~'/2(rotr, I') solution de I'’équation sur I

SPE (1 (B)) = SPE (1 (B) = ~SPP* (4 (B™)) + 1k (B™).]  (221)

Afin de trouver une formule reliant % (E™) et v} (E"°), on utilise la propriété sui-
vante. Par prolongement du champ incident & tout 1’espace, le champ E™"¢ vérifie les
équations

—AE" = jwud ;Opopine, dans R3,
divE™ = 0, dans R3,

E™(z) = O(ﬁ),rot E"(z) = O<|:1€|) || = +o00.

On a donc dans Q¢

—AE™ =0, dans €€,
divE™ = 0, dans Q°,

E"(x) = O (| ‘) rot E™(z) = O (‘ ’) ] = +o0.
On trouve alors
’Y;{;(Emc) . —SPCXt +(E1nc)

Nous sommes ramenés a résoudre :

(SPP — SPE ) (B) = —(SP + SPF )y (E™), sur T
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int

Nous venons d’expliciter les opérateurs SP;™ et SPS** dans le cas du demi-espace.
L’équation (2.21) devient :

E’1d — Ar —1/2 k*Idr + rotprotp| 4+ (—Ar -1z rotr rotr | v (E")
T

- _ [(kQId — Ap)fl/2 [kzldr + rotp rotp} — (—Ap)fl/2 rotr rotp} v (E™).
(2.22)

2.5.3 Etude du cas limite £ =0

L’expérience des courants de Foucault est une expérience qui s’effectue pour des
fréquences relativement basse. Dans [3], il est proposé une méthode de reconstruc-
tion de singularités électromagnétiques par courant de Foucault a I'aide d’un déve-
loppement asymptotique en w des champs. Nous regardons dans cette partie une
approximation de 'opérateur de Steklov-Poincaré lorsque la fréquence angulaire w
est petite. Par analogie au cas k # 0, on trouve que le symbole de 'opérateur de
Steklov-Poincaré intérieur pour k£ = 0 est

1 & —&& 0

APt = @l —&& &0
0 0 0
Nous obtenons alors
2 _
int ext 2 §2 éééé O
(Ao _Ao ): @ —&1&2 51 0 )
0 0 0

soit
SPi — SPE™ = Op(Al* — Ag") = 2 (—Ar) " rotr oty = 27§
L’opérateur rotp rotr n’est pas un opérateur inversible dans H~/ 2(T), mais il est

inversible dans I'espace des champs de H™'/2(T") qui sont & divergence surfacique
nulle.

Afin de simplifier I’équation a résoudre, on veut développer le symbole A" de
'opérateur SPI™ lorsque k est petit. On commence par rappeler le symbole de I'opé-

rateur
B+ —6& 0
APt = (K + ’£|2)71/2 —&H& K+ 0
0 0 0

Un développement limité classique donne

T )‘”Zi( s k)
(F+1el) \s|(|s|2“ g\ aeE OG-
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On a alors
. 1 &  —&& 0 2 100 1 &  —&& 0
A= i€l ~&& &0 )+ i€l 010 |- el ~6& &0
0 0 O 0 00 0 0 O
kQ
+ O(@)
Le symbole de I'opérateur a inverser dans ’équation (2.22) est le suivant
) k2 1 ’5% _5152 0
AR = A~ =205+ o e+ 1 | —G& &0 (2.23)
0 0 0
k‘2
+0( 2 )-
€1°

On a donc 'approximation suivante de 1’opérateur

. 1
Spllcnt - SPSXt ~ —QSPSXt + k’2(—AF)_1/2 |:Id1‘* -+ éAfl I‘Otp I'Otp .

2.5.4 Une méthode de résolution

Si 'on désigne par n = (11,72,0) la variable de Fourier sur Iinterface T, les
symboles des opérateurs de Steklov-Poincaré sont définis comme suit, avec nt =
(7]% N, 0)7 pour tout ¢ & H71/2<F)

. 2 1

A P) = ———=p+ ———(& 1" 0", 2.24
v (@) R k2+|n|2(so non (2.24)
ext ( ~ Lo

AT (@) = @ no)m’, (2.25)

oil k est le nombre d’onde et u - v = u vy + ugvy + usvs, u, v € C3.

On souhaite résoudre numériquement 1’équation intégrale

(SP™ — SPE)YE(EY) = —(SP™ + SPE) 4 (E™), sur T (2.26)
Pour cela, nous utilisons la décomposition de Helmholtz des champs ~}(E") et
T (E).
Proposition 7 Soient les décompositions de Helmholtz suivantes
77 (EY) = Vre' +rotr ¢?, (2.27)
v (E™) = Vre! + rotre?,



62 UNE METHODE APPROCHEE POUR LA RESOLUTION DU PROBLEME (&)

avec o', et € HY2(T) et %, e € HY2(T'). L équation intégrale (2.26) est équivalente
au probleme : trouver (ot p?) € HY2(T') x H¥2(T") solution de

o' = —e' surT, (2.28)
Ar  2A
o= (n1+2gE - Bra-wan ) e (229)

avec (e, e3) connus.

Nous proposons deux démonstrations différentes de cette proposition. La premiére
utilise ’analyse de Fourier.

Démonstration. On commence par considérer les transformées de Fourier des
décompositions de Helmholtz, & savoir pour n € R?

F(vFE)(n) = io'n +iv*n,
F(vFE™)(n) = ie'n +ie*n™.

Prenons maintenant la transformée de Fourier de I’équation (2.26). On trouve

Pt = —21 (2.30)

\nP 7 Ko 5 n|?
/ |2

n = — e — eA?aneA?.
BRI/ g k2 + ]2 e

(2.31)

Concentrons-nous sur la résolution de (2.31) qui s’écrit

VR P+ nle? = —/E TP + [nle. (2:32)
On multiplie (2.32) par (\/k% + |n|?> — |n|) et on trouve
(k> + [n* = In]*)e* = —(=V/& + ] + n])?e (2.33)

ou encore
kg% = — (K + 2|nf* — 2[n| /K2 + [n]?) (2.34)

Si k? # 0, on a la solution suivante :

=5 G, 2l K\ 5
2= -1- A1+ S e
g ( T
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Par transformation de Fourier inverse, on a alors la formule explicite du potentiel g
suivante

Ar  2Ar

@2 = (_1 + 2? — ?(1 — k‘2(AF)1>1/2> e2.

La proposition est démontrée.

Nous proposons maintenant une démonstration alternative
Démonstration.

On part de I'équation (2.26), soit
[(kQIdF — AF)_I/Q(]C2I(1F + I’Otr I‘Otr) + (—AF)_I/Q I'Otp I‘Otr]’}/;(Er)
= [—(kQIdF - AF)_l/Q(k‘QIdF + I'Otr I"Otr) + (—AF)_1/2 I'Otl‘* I'Otp}’}/z—t (Einc)‘
On utilise maintenant la décomposition de Helmholtz des champs ~; (EF) et
+ incy .
V7 (E™)

v} (E") = Vrp' + rotr ¢?,
v$(E™) = Vre' + rotr e?,

avec o', el € HY2(I) et 2, e? € H¥?(I'). On a

[(K*Idp — Ap)~Y2(k*Idp + rotprotp) 4+ (—Arp) Y2 rotprotp](Vpg! + rotp ¢?)
= [—(kf21dp — AF)_I/z(]{?QIdF + I'Otp rOtr) + (—AF)_1/2 I‘Otp I‘Otp}(Vr‘el + I'Otp 62).

Or la commutativité des opérateurs surfaciques et les relations entre opérateurs sur-
faciques

rotrrotr = —Ar et rotr Vp = 0,
donnent

Vr (K2 (k* — Ar)~201) +rotr [(— (B2 — Ar)"Y2 4 (=Ar)"Y/2) Ap + K2 (k> — Ar)~1/2) ¢?]
= Vr (K = Ar)772!) +rotr [(— (K = Ar) ™2 + (=Ar)2) A — (K — Ar)7/?) ¢2].

On a alors le systéme suivant :

{ ]{72(1{)2 . AI‘)_l/QgOl _ _k,2(k,2 . AF)_1/2€1,
((K* = Ap)'2 + (=Ap) ) = (= (K = Ap)"? + (=Ar)?)e”.

On obtient le résultat par composition avec 'opérateur ((k? — Ap)Y/2 — (—=Arp)Y?). 5
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Remarque 9 Si on ne connait pas (e!, €?) € HY?(T') x H¥2(T') mais que I’on connait
(Vrel, rotr €?), on peut considérer les équations vectorielles,

{ k2<k2 . Ar)fl/2vrgpl — _k2(k,2 . AF>71/2VF€17
((k’2 — AF)1/2 + (—Ar)l/z) I‘Otr QOQ = (—(k’z — AF)1/2 + (—AF)1/2> I'Otr 62.

Remarque 10 Pour des raisons de symétrie, le champ incident E™° est un champ
orthoradial. Il s’exprime dans la base cylindrique centrée sur la bobine, comme suit

E™(r,0,2) = A(r,2)eg, (r,0,2z) € RT x [0,27] x R.
La trace de E™ sur T s’écrit alors
FE(r,0) = A(r)ey.

On rappelle la formule de la divergence sphérique en coordonnées cylindriques,

10(ru,) N 10(uo)
or r 00

divru = . On calcule la divergence de la trace v (E™), on trouve

19(A(r))
div | DR =0.
roFEm) = - S
Ainsi, en prenant la divergence de la décomposition de Helmholtz de la trace ;. (E™),
on trouve Are' = 0. La régularité du potentiel ' impose e' =cste. La trace v} (E™)
est donc un rotationnel surfacique

7§ (E™) = rotp e”.

Comme le potentiel p! peut se calculer directement connaissant la décomposition
de Helmholtz du champ incident, nous nous concentrons sur la résolution de 1’équa-
tion (2.29). L’opérateur racine carrée (1 — k*(Ar)~1)!/2 est un opérateur non local.
Nous proposons une méthode pour localiser cet opérateur.

2.5.5 Localisation des opérateurs fractionnaires a ’aide d’ap-
proximations de Padé complexes

Nous proposons une représentation locale de I'opérateur pseudo-différentiel (1 —
k2(Ar)~1)Y/2. Nous utilisons des approximations de type Padé. Les approximants de
Padé sont des approximations asymptotiques rationnelles. Elles sont utilisées pour
construire des préconditionneurs locaux efficaces dans la résolution numérique de
problémes de diffraction acoustique [27] et de diffraction électromagnétique [51]. Elles
sont également utilisées pour écrire des conditions aux limites transparentes pour
I'équation de Schrodinger [7]. Dans [10], une approximation réelle de Padé d’ordre
N, de la racine carrée v/1 + x est proposée, soit

VIt =Ry ~1+Z1+ng
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partie réelle de | erreur partie réelle de | approximation

Np=4

7L | ——Np=8

—— Np=16

——— Np=32
sqri(i+x)

FIGURE 2.1 — Approximation réelle de Padé de /1 + x pour x > —1, pour différents
ordres Np.

partie réelle de | approximation partie réelle de | erreur

200 300

T I M
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300 . . . . . . . _a00
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FIGURE 2.2 — Approzimation de Padé de /1 + x pour —3 < x < 1, pour différents ordres
N,.

2
2Np + 1

sin? (52 ) et bj = cos?(5:5).

avec a; = 2N, +1 2N, +1

Cette approximation est trés efficace pour approcher la racine de v/1 4+ x pour x
réel et © > —1 (cf. Figure 2.1). Elle permet également d’approcher les racines carrées
V1 + z des nombres complexes z, pour z € C\{z € R|z < —1}. En revanche, on ne
peut pas approcher ces racines pour les réels x < —1. Sur la Figure 2.2, on constate
une explosion numeérique. La demi droite {z € R|x < —1} est appelée branche de
coupure. Pour approcher les racines dans le cas x < —1, dans [48] Milinazzo et al.
proposent 'astuce suivante :

Vitz=e3\/e®(1+z),0<0< g

Avec cette identité, on considére approximation de /1 + (e=#(1+ z) — 1) par les
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approximants de Padé réels. Cela permet de faire pivoter la branche de coupure d’un
angle 6. On peut alors approcher la racine carrée v/1 + x pour tous les x réels a ’aide
de cette approximation de Padé complexe. Cette approximation peut étre écrite sous
la forme suivante :

Np
Az
V1 ~ C —
Tt 0 * ; Bj.T + 1’
avec
) . ) b . )
(**) Aj _ 6—10/2 aj Bj — 6—19/2 J , Cp = ez@/QRNp(e—ZG_l)’

(+b(c 7 =1)”

(cf. (%)). Nous illustrons sur la Figure 2.3 I'influence de la rotation de la branche
de coupure sur I'approximation de la racine de v/1+z +4, x € [—10,10] par les
approximants de Padé complexes.

1+ bj(e—w — 1)

partie réelle de | erreur partie imaginaire de | erreur

E——rs —0=0

—— 6=pii8 —o=piB
——o=pi4 ]
——o-pi3
—— 6=pi/2

FIGURE 2.3 — Influence de la rotation de la branche de coupure sur l’approzimation de
V1+x+1 pour —10 <z < 10, N, = 8.

Conclusion : les approximations de Padé complexes permettent d’approcher la
racine carrée /1 + x pour tous les nombres complexes z. La rotation de la branche
de coupure peut améliorer 'approximation (cf. Figure 2.3). Le choix § = 0 correspond
a I'approximation de Padé réelle. L’approximation de Padé réelle est optimale lorsque
le nombre x est réel et supérieur a —1.

Nous utilisons I"approximation de Padé complexe pour localiser 'opérateur (1 —
k2(Ar)~1)Y2. On trouve alors
Np
(1= K*(Ar)™)2e? = Coer + > Ajk*(Bik* — Ar)~'e?,
k=1
avec les coefficients définis par (x*). Nous injectons cette approximation dans I’équa-
tion surfacique (2.29). Nous obtenons
2 Al
o2 o ( — 1+ (1= Co)Ar =280 Y A(Bjk* - AF)_1>€2. (2.35)

J=1



2.5.5 - Localisation des opérateurs fractionnaires o l'aide d’approrimations de Padé complexes 67
Nous définissons pour 1 < j < N, v; € HY(T') solution sur I' de
(B,;k* — Ar)v; = €2, (2.36)
Nous avons
2 Al
g02 ~ —62 + E(l — O())AF€2 - QAF ZAJ'U]‘. (237)
j=1

Nous avons donné une expression approchée de (¢!, ?) en fonction de (e!, €?). Nous
présenterons dans le chapitre suivant la mise en oeuvre numérique de la méthode.

2.6 La variation d’impédance d’une bobine

Comme on I’a vu précédemment la seule quantité mesurable expérimentalement
est la variation d’'impédance de la bobine. Nous allons dans un premier temps présen-
ter la formule utilisée par la communauté des sciences physiques pour calculer cette
variation d’impédance. Cette formule exprime la variation d’impédance en fonction
du champ électrique et du champ magnétique. Puis, dans un second temps nous
donnerons une démonstration de cette formule (cf. [32]). Les physiciens utilisent la
formule suivante pour calculer la variation d’impédance ([8] par exemple)

1 . .
AZ =4 | (E(y) x H™(y) — E™(y) x H'(y)) - ny ds(y).
r
Nous souhaitons obtenir une formulation en fonction des traces du champ électrique
de réaction et des traces du champ électrique incident. On a H = - rot E, d’ou
wWwto
1 r inc inc r
AZ =5 F(E (y) x o rot E™(y) — E™(y) x o rot E"(y)) - n, ds(y)
1 1 . .
= e [ (B ) X xot B (5) = B"*(5) x rot B)(y) -, ds(s)

Et comme (a x b)-c = (b X c) - a, on trouve

s [ (FOtE™ () x n E() ~ rot B/ (y) x m - E(y) ds(y).

:ﬁiwug
De plus, a l'aide de la formule (n X u X n)-v xn = u-v X n, on peut exprimer
la variation d’impédance en fonction de la composante tangentielle et de la trace de
Neumann vectorielle du champ incident et du champ réfléchi par

AZ

1 1 . i
AZ:— +E1nc A —i—Er _ —i—Er X +E1nc 1—\
T [ ORE™) () = () 0 (7)) d
1 1 inc r r inc
= 12 iy (ONET) 7 (B = (R (B, 97 (7))
1 o,

= 7575 (N (B, 77 (B — (7 (), 97 (B7)) ). (2.38)
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Nous donnons une démonstration de cette formule.

Démonstration. Afin de calculer I'impédance, on exprime la tension aux bornes
de la sonde en fonction de la trace de Neumann et de la composante tangentielle
du champ de réaction. Cette approche est développée dans [32]. On suppose que la
bobine est simplement composée d’une spire circulaire. Pour cela, on utilise la loi de
Faraday

dy

T at
ol u est la tension aux bornes de la bobine et ¢ est le flux magnétique a travers une
surface. Le flux ¢ a travers la bobine vaut par définition

0= /SBr(y)-n ds(y),

ou S est la surface a l'intérieur de la bobine. On rappelle que B" est 'induction
magnétique. Or comme tous les champs sont harmoniques en temps, ¢ est également
harmonique en temps, i.e.

On trouve alors que

U = —iw / B'(y) - nds(y) = / rot E"(y) - nds(y),
S S

puisque l'on a la relation suivante, B" = ugH" = iwwrot E". Le théoréme de Stokes
nous donne

u = / E"(z) - mdl(z),
o8

avec T, le vecteur tangent au cercle 9S. Nous injectons dans cette formule la repré-
sentation intégrale du champ E” (cf. Théoréme 11 du paragraphe 2.2.1),

u —/85 (—/FCIDO(m,y) rot E"(y) x n, do(y) — rotm/@o(l‘,y)Er(y) x ny do(y)

v / Doz, y)E'(y) - m, da<y>) 7y di(x). F

Or, le dernier terme de I’équation est nul d’aprés le théoréme de Stokes. On a alors

w=— /8 . ( /F Do(z,y) rot E"(y) x n, do(y) (2.39)

—|—rotx/r®o(x,y)ET(y) X nyda(y)> T dl(x).

On permute l'ordre d’intégration et on utilise la propriété V, @, (z,y) = =V, Px(x, )

U=- // Po(z,y) ot E(y) X ny - 7 dl(z)do(y)
rJos

_ /F/as rot,(®o(z,y)E"(y) X n,) - 7, dl(z)do(y). (2.40)
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On peut montrer que pour tout x,y € R3,
rot,(®o(z,y)E (y) x ny) - T, = rot,(Po(z,y)72) x (E"(y) x n,). (2.41)

En effet, comme pour tout = € R3,

rot,(f(z)u) = V,f(z) x uet V,Op(z,y) = =V, Pi(z, y),

on a les égalités suivantes

rot, (Po(z,y)E (y) x ny) - 7o =V, Qo(z,y) X (E"(y) X n,) - T (2.42)
==V Qo(z,y) X (E"(y) X ny) - 72
=— T X V,@o(z,y) - (E"(y) x ny)
=V, ®o(z,y) X 7% - (E"(y) x n,)
=rot, (Py(z,y)T2) - (E"(y) x n,).

En injectant la propriété (2.41) dans 1’équation (2.40), on trouve

u= /rotET( ) X n, - / Qo (x,y)Te dl(z)do(y)
// rot, (®o(z, y)7a) - (B (y) x ny) di(z)do(y)

as
= —/rot E"(y) x n, / Oo(x,y)Te dl(z)do(y)
r as
—/roty (/ Bo(2,y)Ta dl(m)) (E"(y) x n,)do(y).
r a5

On utilise

B0) = [ ol ddy = - [l o) dl)

iwflo iwfio

Dans le modéle, la source de courant J; = J,(y)7, est d'intensité constante. On
trouve

( rot E"(y) x n, - E™(y) do(y) —

( /rot E’(y) x n, - E™(y) do(y) —
~J w)uo
= (7n

) STWlo

~J ZWMO

rot E™(y) - (E"(y) x n,) dU(?J))

'1\’1\

—E"(y) - rot E™(y) x n, dU(?J))

(E"), v (E™)). + (v (EN), 75 (E™)) ..

Jsiw,u()

Comme AZ = I on retrouve la formule voulue (2.38)
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2.6.1 La variation d’impédance en fonction des potentiels sca-
laires

La variation d’impédance peut étre exprimée en fonction des opérateurs de
Steklov-Poincaré comme suit

1 o,

A= a

((=SPg v (E™), 77 (B7)) — (SP 7z (E7), 7 (B™)) ).
Comme les opérateurs de Steklov-Poincaré sont auto-adjoints, on peut simplifier
cette expression. Nous obtennons

2 o,

A= s

(=SPg 7 (B™), 97 (B)),..

La décomposition de Helmholtz des traces 74 (E™) et v (E") permet d’écrire

2 o,
AZ :ﬁ% (—Ap)’l/2 rotr rotr rotr e - (—Vre' + rotr ¢?)ds, (2.43)
r
puisque ! = —el. Or, comme rotrrotr = —Ar, on arrive a
2 o,
AZ :ﬁ% (—Ap)Y?rotpe® - (—=Vre! + rotp ?)ds, (2.44)
r
puis, comme rotr(—Ar) = —Arrotr et divprotr = 0, la formule de Green nous
donne
2 0 1/2 2 2
AZ = 272 rotr(—Ar)/“e” - rotr p°ds. (2.45)
r

Nous pouvons maintenant énoncé la propriété suivante

Proposition 8 La variation dimpédance s’exprime en fonction des potentiels sca-
laires €2 et ©? par la formule

AZ = === [ rotp(—Ar)'%e? - rotp pds, (2.46)
r

avec k* = iwuo.

2.7 Conclusion

L’objectif de ce chapitre était de proposer une méthode de calcul de la variation
d’impédance d'une bobine placée au dessus d'une plaque conductrice ne contenant
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pas de défaut. Le calcul de la variation d’impédance nécessite la résolution du pro-
bléme de transmission (£?). Dans ce chapitre, aprés avoir rappelé les grandes lignes
de la méthode des équations intégrales de frontiére pour la résolution de problémes
de transmission, nous avons proposé une méthode approchée de résolution dans le
cas particulier ot le conducteur est un demi-espace. Cette méthode s’appuie sur
une représentation locale des opérateurs de Steklov-Poincaré, modélisant la trans-
mission a l'interface, & ’aide d’une approximation rationnelle de Padé complexe de
I'opérateur racine carré. La résolution des problémes de transmission (%) et ()
s’appuie ainsi seulement sur la discrétisation d’opérateurs différentiels. La mise en
ceuvre numérique est détaillée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Validation numérique du calcul de la
variation d’impédance dans le cas
sans fissure

Dans les deux précédents chapitres, nous avons développé une méthode appro-
chée pour le calcul de la variation d’impédance d’une bobine placée au-dessus d’une
grande plaque conductrice sans défaut assimilée & un demi-espace conducteur. Apreés
avoir rappelé brievement la méthode développée, nous allons la mettre en oeuvre nu-
mériquement. Nous nous intéressons tout d’abord au calcul de la donnée d’entrée du
modéle. Puis, nous développons un algorithme de calcul du potentiel scalaire ¢? so-
lution de (2.37) et de la variation d’impédance. Enfin, nous confrontons les résultats

numériques a des résultats obtenus a l'aide d’une méthode analytique implémentée
dans la plateforme de calcul CIVA du CEA-List.

3.1 Probléme physique et discrétisation

3.1.1 Le contexte

L’objectif est de calculer la variation d’impédance d’une bobine placée au dessus
d’une plaque conductrice sans défaut. Dans le chapitre précédent, nous avons montré
que la variation d’impédance peut s’exprimer a ’aide des potentiels scalaires e? et
©? comme suit

2 o,

A= |

rotp(—Arp)/2e? - roty pds. (3.1)

Nous rappelons briévement les définitions des potentiels scalaires. Le potentiel e? est
solution de
rotp ¢ = yp(E™)

73
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ol E™¢ est le champ créé par la bobine. Le potentiel p? peut étre approché par la
méthode suivante. On définit pour 1 < 7 < N, v; € Hl(F) solution sur I' de

(Bjk2 — AF>UJ' == 62. (32)
Nous avons
2 all
g02 ~ —62 + ﬁ(l - Co)AF62 — QAF ZAJ"U]‘, (33)
j=1

avec Cy, Aj, Bj, 1 < j < N, des coefficients complexes définis au paragraphe 2.5.5
du chapitre précédent. Nous avons scindé le calcul de la variation d’impédance en
trois étapes. Nous présentons les étapes du code :

— Etape 1 : Calcul de la donnée d’entrée du code. Pour calculer la donnée
d’entrée, nous commencons par calculer le champ incident E™¢ sur Iinterface
I'. Ensuite, nous effectuons la décomposition de Helmholtz de la trace vy, (E™)
afin d’obtenir le potentiel scalaire e2.

— Etape 2 : Calcul du potentiel scalaire ¢?. Pour des raisons de stabilité,
nous réalisons un changement d’échelle. L’équation (3.3) avec les densités v;
issues de (3.2) nous permet d’obtenir le potentiel ¢?.

— Etape 3 : Calcul de la variation d’impédance AZ. Le calcul de la variation
d’impédance nécessite une représentation locale de 'opérateur (—Ar)'/2. Pour
ce faire, nous utilisons une approximation rationnelle de Padé réelle. Ensuite,
une méthode de quadrature permet de calculer AZ.

Pour les simulations numériques de cette partie, les parametres électromagné-
tiques considérés sont ceux du probléme 2 de [1] et sont rappelés dans le Tableau
3.1.

Parameétres Valeurs
O 3.06 +0.02-107A% - s3-m=3 - kgt
1 4-7-10""m-kg-s2- A2
w 721103571
k? 1.6913: - 105 m =2

Tableau 3.1 — Valeurs des paramétres physiques.

Les caractéristiques physiques de la bobine sont précisées sur la Figure 3.1. On
note Zp l'impédance de la bobine dans le vide et Ny, le nombre de spires de la
bobine. Dans les simulations, nous considérons les paramétres de la bobine donnés
dans le Tableau 3.2.
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FIGURE 3.1 — Dimensions de la bobine.

Paramétres Valeurs
1 9.34 £+ 0.05mm
T9 18.4 £ 0.05mm
l 2.03 £ 0.05mm
Iy 11.03 £ 0.25mm
Z0 174, 17i€2
Nspires 408

Tableau 3.2 — Parameétres de la bobine.

3.1.2 Choix de la discrétisation

D’un point de vue de I'implémentation numérique, se pose le probléme de la
troncature de I' = R? pour se ramener a un domaine de calcul fini. Nous effectuons
une troncature de l'interface I". Nous supposons que les expressions des opérateurs
de Steklov-Poincaré obtenues sont encore valables dans ce cas-la si 'on considére
les dimensions de la plaque I' "suffisamment grandes". Nous étudierons le cas d’une
bobine située au centre d’une plaque carrée I' =] — L/2, L/2[x| — L/2,L/2[, L > 0.

Nous considérons une triangulation 7, de I' composée de N, triangles, de N
sommets et de N, arétes. La surface approchant I' est notée I';,. Nous notons (si)f.v:sl
les sommets et (ai)fvz“l les arétes des triangles. L’ensemble des arétes orientées est
noté €. Pour approcher les espaces variationnels scalaires, nous utilisons les éléments
finis de Lagrange. L’espace d’approximation est

Pyy, = {vn € C°(Tn)lon € P, VK € T}

Nous notons f; la fonction de base de Lagrange associée au sommet s;, 1 <7 < Nj.
Soit uy, € Py, il existe un unique uy, = (uy, -+ - ,uy,) € CM tel que
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Pour approcher les espaces variationnels vectoriels, nous utilisons les éléments finis
de Raviart-Thomas (RT). Nous effectuons quelques rappels. Les éléments finis de
RT sont des ¢léments finis H(divr)-conformes. Ces ¢léments finis sont présentés par
exemple dans [33], [28]. Soit a € &, nous choisissons comme degré de liberté la
fonctionnelle

la(p) = /cp -n,ds, € HY?(divp,T),

oll n, est la normale unitaire de I'aréte orientée a. Nous introduisons quelques défi-
nitions.

Définition 9 Soit T un élément de la triangulation Ty, l'espace polynomial Ry vec-
toriel est défini comme suit

R, = {p € PY(T)|p(z) = et +drx, cr €R?, dr €R, Vz € ]R2}.

Définition 10 Les fonctions de base (Wa,)1<i<n, associées aux degrés de liberté l,,
sont les fonctions vérifiant

Wai|T S Rl, 1 S 1 S Na,
lei(waj) = 6i,j7 1 S Z,] S Na.

Nous définissons 1’espace discret

Vi = {Vh € H_l/Q(F)|Vh‘T € Ry, VT € 771} .

La famille {we, }1<i<n, est une base de 'espace Vy,. Nous pouvons calculer loca-
lement les fonctions de base we,.

S1

as ns,
ng T as

52

ap lnl 53

FIGURE 3.2 — Représentation du triangle T de sommets s1, so, s3 et d’arétes opposées ay,
as, as.

Proposition 9 (/9] page 341) Soit T € Ty, on note ay, as, az les arétes de T et
51, S2, S3 leurs sommets opposés. On note n; la normale unitaire sortante a T le
long de l'aréte a; et n,, la normale unitaire orientée de l'aréte a;, 1 < j < 3. Nous
définissons la constante c; = n,, - n; qui est égale a 1 si la normale ny,, est sortante
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et vaut —1 sinon. Sur le triangle T, nous avons [’expression locale de la fonction de
base W
J

Wa, (7) = cjom( —85), pour j=1,2,3 etz €T,

avec |T| Uaire du triangle T et |a| la longueur de l'aréte a. La divergence de la
fonction de base wy; s’écrit
|y

— xel. (3.4)
T

divrwa, (z) = ¢;

Ces rappels présentés, nous proposons une méthode de calcul du potentiel scalaire
2
e.

3.2 Calcul du potentiel scalaire e?

Dans le cas ot le conducteur est un demi-espace, la composante tangentielle
du champ incident est a divergence surfacique nulle i.e. divy(y7(E™)) = 0. Nous
cherchons donc & calculer le potentiel scalaire e? tel que

p(E™) = Ve + rotp e?, (3.5)

avec Are! = 0. Nous présentons 'approche choisie pour calculer le couple (e, €?).

3.2.1 Calcul du champ incident 7 (E"™)

L’objectif est de calculer le champ généré par une bobine dans 1’espace libre R3.
Le champ E™¢ vérifie I’équation
—AE™ = —jwuJ,, dans R3,
Nipires ]
(ro = r1)(l2 — 1)

et I est I'intensité du courant circulant dans la bobine [31]. La solution fondamentale

(DU(‘rvy) =

avec J, = €p ol Ngpires Teprésente le nombre de spires de la bobine

tell
pEap— elle que

—A®, =6, dans R®.
Nous obtenons 'expression suivante du champ incident par un produit de convolution
Wi Js
CAm bobine |T — Y|

Pour approcher cette intégrale, nous utilisons une méthode de quadrature de Lobatto
adaptative.

E™(z) = dy, = € R*\{bobine}.

Remarque 11 Le champ incident peut aussi étre calculé a [’aide de la méthode
analytique développée par Dodd et Deeds dans [31].
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3.2.2 Décomposition de Helmholtz

Pour des raisons de régularité développées dans le paragraphe 1.6.4 du chapitre
1, la trace tangentielle y7(E™) est dans I'espace L?(T"). Nous pouvons alors utiliser
le théoréme suivant (équivalent au Théoréme 5 du chapitre 1).

Théoréme 22 Nous avons la décomposition de Helmholtz unique a une constante
pres suivante : pour tout v € L*(T),

v =Vrq+rotr V¥,

avec (q, V) tels que

% _

on

Arq = divrv, dans T,
{ V- n, sur JI,

et

ArV¥ = —rotr v, dans T,
U =0, sur OT'.

Remarque 12 Dans le Théoréeme 5, les conditions de bord sont incluses dans les
espaces variationels.

Comme la trace v (E™) est dans H™'/2(rotr, T'), nous cherchons plutét la décompo-
sition de Helmholtz de la trace v, (E™) € H™Y2(divy,I'). En effet, les deux traces
sont reliées par la relation suivante [20]

Yx (Einc) — ,YT(Einc) % n,
et par suite, si yp(E™) = Vre! + rotr e? alors

0
Yo (E™) = yp(E™) x n = (Vpel + rotr e2> x| 0 | =rotre’ — Vre?.
1

Nous avons également la relation rotr(vy(E™)) = divp(y7(E™)) = 0. Nous cher-
chons (e!, e?) € HY(T") x HY(T") solution de
—Are® = divp(7x (E™)),  dansT,
*ok Oe? )
(%) ain = —7x (E™) - n, sur OT',

et

{ —Are! =0, dansT,
el =0, sur OI'.
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Le potentiel scalaire el est par conséquent nul. Il reste a calculer I'inconnue e?. Le
probléme (#x) est une équation de Poisson avec condition de Neumann aux bords. Il
a une infinité de solutions. Afin de sélectionner la solution physique, nous imposons

une condition de moyenne nulle, soit / e? = 0. Le probléme suivant
r

—Are? = divp(yx (E™)), dansT,

De? -
H) L n = —vx (E™) - n, sur I,

/eQdF—O.
T

admet une unique solution e? € H'(T"). Nous utilisons la notation H'(I')* pour re-
présenter 1’espace fonctionnel

()" = {7 € WD) [ far o).

Dans le paragraphe suivant, nous implémentons le calcul du potentiel scalaire e2.

3.2.3 Mise en oeuvre numérique de la décomposition de
Helmbholtz

Pour prendre en compte la condition de moyenne nulle dans le systéme (), nous
utilisons une méthode de pénalisation. Nous présentons le principe de la méthode.
Nous introduisons un probléme subsidiaire (H') : trouver (), e*) € R x H!(T') solution
de

—Are? + X = divp (7« (E™)),  dans T, (3.6)
de? -
H){ By = (E™) - n, sur OT, (3.7)

/ezdf‘zo.
r

Le probléme (H) est équivalent au probléeme (H'). En effet, soit (A, e?) € R x HY(T')
solution de (#H'), si nous intégrons ’équation (3.6), nous obtenons

- / Are2dl’ + AT = / divr (fyX(Em“))dF.
I T

Une intégration par parties donne

662 inc
— —dl + \|T| = v (E7¢) - dT.
or On ar
En utilisant la condition (3.7), nous trouvons A|I'| = 0 avec |I'| l'aire de la surface I".
Nous en déduisons que A = 0 et donc que €? est solution de (H). Réciproquement,
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si €2 € HY(T') est solution du probléeme (#) alors le couple (0,€?) est solution de
(H'). L’inconnue A du probléme (H') permettra lors de la discrétisation d’imposer
la condition de moyenne nulle. Nous passons au probléme discrétisé. Nous notons gy,
la projection de la trace 7, (E®°) dans I’espace Vy,. Nous calculons 'interpolé g, de
la facon suivante.

8(0) = D gowa, (0), 35)

= o) =

a;
méthode du point milieu. Nous obtenons

Y (E™) - n,,. Cette intégrale est approchée par la

9i = < (E") (M;) - 1, |||

_t2
t1

), t= 2 e || || la norme euclidienne.

2l

Nous cherchons une solution du probléme discrétisé : trouver (e7,\) € P, x R
solution de

avec M, le milieu de I'aréte a;, n,, = <

( —Aphei -+ /\h = dinh (gh), dans Fh, (39)
dey B N
(H;L) on, gh - Np,

/ e; dl', = 0.
\ v Tn

Nous multiplions I’équation (3.9) par une fonction test ¢, € P et nous intégrons
sur le domaine I'j,. Par intégration par parties, nous obtenons la formulation varia-
tionnelle : trouver ei € Py, tel que pour tout vy, € P,

sur Oy,

(

VeV, dUp+ Ny [ by dT), = / divr, gppy dl'y, — / gn - Ny, dl,
Ty Ty ar'y,
(3.10)

I

/ e; dl', = 0.
\ /Tn

Matriciellement, on est amené a trouver e} = (e?); € CM+ et )\, € R solutions de

(o ) ()= (o) o

o Ay = (Aijh<ijen, = (/ Vr, iV, i th)
Fh

e b, = (@')19‘51\@ = (/ f; drh)
I'n 1<i<N,

1<4,j<Ns
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e pn = (pi)i<i<n, = (/ divr, gul; drh)
I 1<i<Njg

e qn = (¢:)i<i<n, = <—/ gy - nyf; dl) .
o'y, 1<i<Ns

Remarque 13 La formulation variationnelle discréte et le probléeme matriciel sont
équivalents. Nous considérons [’équation matricielle par blocs. Nous avons

Ane; + \by, = pp, + ap.

qui est ’écriture matricielle de (3.10) et

Nous détaillons la construction du second membre p; dont la iéme composante,
1 <1 < Ny, est donnée par

Di =/ divr, gpf; dly,.
Ty

Nous notons 7% C 7Tj, 'ensemble des triangles ayant pour sommet s;. Soit T' € T de
sommets s;, s;, Sk, nous définissons la permutation Sy tels que Sy (1) =14, Sp(2) = 7,

St(3) = k. Le support de la fonction f; est inclus dans |J 7. Nous obtenons
TeTsi

Z /lethhf th
TeT®i

Nous remplagons g;, par sa décomposition dans la base {wa, }1<i<n, donnée par
I'équation (3.8). Puis, on intervertit 'intégrale et la somme. Nous trouvons

=3 [ zgsT VT, W, i T,

TeT*®i
Sy ] v, 8
TeT® p=1
a
Or, la relation divp, w,,(z) = ||73|| 1 <5 < N, de la proposition 9 permet

d’obtenir

3
|asr ()|
b= 3 S s R [ g,

TeTSi p:l

L’intégrale / f; dI'y, se calcule de maniére exacte et vaut |T'|/3. Nous trouvons

T
: as, ()|
bi = Z ZQST(p)CST(p) 3

TeT®i p=1
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3.2.4 Validation numérique de la décomposition de Helmholtz
du champ incident

Nous comparons les résultats obtenus par cette méthode a ceux fournis par le
CEA-list effectuant la décomposition de Helmholtz a I'aide d’un changement de base
adapté [61]. Nous étudions le cas d’une bobine située au centre d’une plaque carrée

- %, %[x] — %, é[ Les parameétres électromagnétiques considérés sont présentés dans
les Tableaux 3.1 et 3.2. Le potentiel e est un imaginaire pur. Nous représentons sur
la Figure 3.3 la partie imaginaire du potentiel e; calculé par la méthode que nous
venons de décrire et le potentiel €% , pour une longueur L = 400mm et un nombre de

subdivisions N = 100. Pour la méme configuration, nous représentons sur la Figure

o0 2

0
-0.01
-0.02

+-0.03
-0.04
-0.05
-0.06
-0.07
-0.08
-0.09

50 100 150 200

FIGURE 3.3 — Comparaison des potentiels e; et €2, (L = 400mm et N = 100).

Partie imaginaire de & 2

Partie imaginaire d CEA

“200 150 100 -50 )

3.4 lerreur ponctuelle commise. Nous faisons varier le pas de discrétisation. Nous
tragons en fonction du nombre de subdivisions lerreur err = |le; — €}, 4]l2 sur la
Figure 3.5. Nous obtenons une convergence avec une vitesse de convergence de 1'ordre
de 1. Ceci permet de valider I'implémentation de la décomposition de Helmholtz du
champ incident.

3.3 Calcul du potentiel ¢?

Nous commengons cette partie en expliquant pourquoi nous réalisons un change-
ment d’échelle. Le calcul du potentiel scalaire ¢? nécessite d’obtenir une représen-

tation locale de 'opérateur <I — k2(AF)_1) . Nous avons proposé dans le chapitre

précédent (paragraphe 2.5.5) une localisation de cet opérateur par une approxima-
tion rationnelle de Padé complexe. Nous étudions la qualité de I'approximation en
comparant les valeurs propres de I'opérateur racine carrée discret et de sa représen-

tation locale discréte. Enfin, nous proposons une approche pour le calcul du potentiel

©*.
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Partie imaginaire x10

200
150
100
50
0 - B
-50 -
-100
-150 -
-200 -
-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200

FIGURE 3.4 — Erreur (e? —e%EA) pour une plaque de longueur L = 400mm avec N = 100
subdivisions.

erreur err
— = y=—x

log10(err)

2+

FIGURE 3.5 — Erreur |le} — e} opall2 en fonction du nombre de subdivisions N pour une
plaque de longueur L=400, en échelle log-log.

3.3.1 Changement d’échelle

En général, les parameétres électromagnétiques sont exprimés a 1’aide de 'unité de
base de longueur du systéme international : le métre. Dans cette unité, les coefficients
des matrices de masse et de rigidité sont d’ordres trées différents. Les coefficients de la
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matrice de masse sont de 'ordre de 1075 tandis que ceux de la matrice de rigidité sont
de 'ordre de I'unité. L’approche de localisation des opérateurs racines carrées, faisant
intervenir les matrices de masse et de rigidité, est de ce fait instable. Pour remédier

a ce probléme, nous effectuons un changement d’échelle. Regardons la dimension de
chaque paramétre (Tableau 3.3).

Parametres Unités
O, A% -3 -m™3 kgt
1 m-kg-s 2 A2
k? m=2
E kg-m-A-1.s73
(B) | kg m- AT 57
w(E) kg-A~t.s73
el el kg-m*- A7t 573
AZ m?-kg-s 3. A2

Tableau 3.3 — Dimension des paramétres d’entrée et de sortie.

Nous utilisons comme unité de référence le millimétre. Avec cette nouvelle échelle,
les coefficients des matrices de masse et de rigidité sont du méme ordre. Nous re-
gardons le changement d’échelle sur un exemple. Nous considérons la configuration

du probléme 2 de [1]. Nous donnons les valeurs des paramétres dans les deux unités
dans le Tableau 3.4.

Paramétres en métre en millimétre
Oc 3.064+0.02-1074%- s - m™3 - kg~ ' | 3.06+£0.02-10724%- s - mm =3 - kg~!
1 4-71-107"m -kg-s2- A2 4-7-10"*mm - kg-s2- A2
w 727103571 727103571
k2 1.69137 - 105 m =2 1.69137 mm 2

Tableau 3.4 — Valeurs des paramétres physiques.

3.3.2 Approximation de I'opérateur  racine  carrée

(I B kz(Ap)‘1> 1/2

Pour le calcul du potentiel ¢?, il est nécessaire d’obtenir une représentation lo-

1/2
cale de 'opérateur racine carrée (I — ]fz(A[‘)_1> . Nous avons choisi d’utiliser une

approximation rationnelle de Padé complexe (cf. paragraphe 2.5.5). Nous avons deux
parameétres numériques a choisir : 'angle de rotation de la branche de coupure et
I'ordre de développement des approximations de Padé. Nous étudions la précison
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de la représentation locale dans le cas d’une discrétisation par éléments finis avec
condition de Dirichlet homogéne sur le bord du domaine. Nous considérons une tri-
angulation réguliére de I'. Le nombre de subdivisions du maillage est noté N. On note
R la matrice de rigidité (resp. M la matrice de masse) discrétisation par éléments
finis de l'opérateur —A (resp. 'opérateur identité) avec des conditions du type Diri-
chlet homogénes sur le bord du domaine. Nous allons comparer les valeur propres de
I'opérateur racine carrée discrétisé et les valeurs propres de la représentation locale
discrétisée. Nous commencons par exprimer la matrice associée a la discrétisation de

'opérateur (I - kZ(AF)71> discrétisé. Soit u,v € H{(T) tels que

u=(I-k(Ap) Y)v.
Nous posons w € H}(T') solution de v = —Arw. Nous obtenons
u=v+k’w.

La formulation variationnelle discréte associée a cette équation (avec une condition
aux bords de Dirichlet homogéne) est la suivante, pour ¢y, € Py,

/ upy dl'y, = / vptpy dl'y, + k2/ wpp dl'y, up, vy € Py,
Ty Iy, Iy

avec / Vi dl'y = VYV, wp -V, Y, dl'y, wy, € Py, D'un point de vue matriciel,
'y

I
1nous avons

Muy, = Mvy, + E*Mwy,,

avec Rwy, = Mvy, et uy, v, wi, € CVs. Nous obtenons
w, = M~ <M ¥ kQMRflM) v

Nous calculons les valeurs propres A2, de cette matrice a 'aide d’une décompo-

sition de Schur. Les racines carrées de ces valeurs propres Az, sont les valeurs
1/2

propres de 'opérateur (I — k2(AF)_1> discrétisé par éléments finis. Par un calcul

analogue, nous montrons que la matrice associée a la discrétisation de 'opérateur
Col + Z;V:”I A;k*(Bjk*T — Ap)~! discret est la suivante

NP
C =M (CoM + Y AR M(BA*M + R) ™M),
j=1

Nous notons les valeurs propres de cette matrice Ap,q. Sur la Figure 3.6, nous compa-
rons la distribution des valeurs propres Ap.; et Ap.qc dans le plan complexe en fixant

L =400mm, N =80 et (0, N,) = (g,400). Avec un ordre de Padé N, = 400, nous
avons une bonne approximation de toutes les valeurs propres. Pour un ordre d’ap-

proximation inférieur (de l'ordre N, = 100), la méthode permet une bonne approxi-
mation des petites valeurs propres mais ne permet pas d’obtenir la méme précision
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120

O Avant localisation
Aprés localisation par Padé

100

80

60

partie imaginaire
®

40- ot

20/
0 ‘

I I I
0 20 40 60 80
partie réelle

I
100 120

FIGURE 3.6 — Racine carrée des valeurs propres avant et apres la localisation par l'ap-
prozimation de Padé (L =400, N =80, N, =400, § = /3).

pour les grandes valeurs propres (en partie réelle comme en partie imaginaire). Nous
regardons l'influence de I'angle de rotation de la branche de coupure sur I'approxi-
H)\Pade - >\

Ref||

| Anet
en fonction de 'angle 0 € [O, g} . La rotation de la branche de coupure améliore

mation. Nous représentons sur la Figure 3.7 l'erreur relative Err) =

T
I’approximation. Nous fixons pour la suite un angle de rotation 6 = —

3.3.3 Calcul d’une approximation ¢? du potentiel ¢

Pour calculer le potentiel ¢?, nous résolvons les équations (3.2) et (3.3). Nous
commengons par résoudre N, équations elliptiques : trouver v/ € HY(T")® solution de

(Bjk* — Ar)v’ =¢*, swrI',j=1,...,N,. (3.12)

Remarque 14 Afin de choisir ces conditions aux bords, nous regardons les condi-
tions de compatibilité. Nous intégrons (3.12) sur I' et nous utilisons les formules de
Green. On trouve pour une fonction test constante égale a 1

, J
B;k? / war— [ 2
I

— dl' =
Or le potentiel €2

3.13
. 7n (3.13)
découle

/62 dI’, pour1 <j < N,.
r
est a moyenne nulle. La condition de compatibilité suivante en

Bjk /Uj dl’ — / —dF
ar an

0, pour1 <j < N,.
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Err,
3

FIGURE 3.7 — Variation de l’erreur Erry en fonction de l’angle § (L = 400, N = 40,
N, = 400).

Comme v; € HY(T')*, nous imposons au bord du domaine des conditions de Neumann
homogeénes.

Remarque 15 Si nous imposons des conditions de Neumann homogeéenes, la condi-
tion de moyenne nulle est incluse dans les équations. En effet, comme fr e dl =0,
Iéquation (3.13) implique fF v/ = 0. De plus, nous avons l’égalité suivante

2 Ar, o 24Ar 2 - 2,.j
© :(—1—}—2?)6 —?(Coe —i—ZAjk v?), surT.
k=1

En intégrant cette égalité sur I' et en utilisant les formules de Green, nous avons

/@2dF:0.
r

Nous cherchons donc v? et ©* dans 'espace H*(T'), et utilisons de ce fait des éléments
finis Py.

La formulation variationnelle discréte associée s’écrit, pour 1 < j < N,

Trouver vf; € Py, tel que

Bjk? / vipdly + | Vi, vl - Vi, pdl), = / Ehndly, Vb, € Pry,.
Ty T Iy
Pour 1 < m < N fixé, nous choisissons 1, = f,,. Nous avons les décompositions

sulvantes
Ny N

vl (x) = Zvﬁ;fn(:z:), et e} (z) = Zeifn(x).

n=1 n=1

[
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Nous obtenons, pour m fixé et pour 1 < j < N,

N, Ns Ns
Bik*> vl / fufmdDy + Y 0] / Yok - Vi fndly =) el / o fndl.
n=1 Ln n=1 Tp — Ty,

Nous devons résoudre les IV, systémes linéaires creux suivants
Trouver VfL € CM tels que (Bjk*M + R)Vi =Me},j=1,...,N,,

avec M et R les matrices de masse et de rigidité et le vecteur e; € C"+ calculé au
paragraphe 3.2.3. Nous pouvons utiliser un solveur direct, type LU par exemple. Nous
en déduisons une approximation de p?. Nous utilisons la formulation variationnelle
suivante :

( Trouver gpi € Py, tel que

2
/ rhndl), = / (—eiwh - ﬁ(l — Co)Vr,é€; - Vrh¢h> dry,
T, Ty

Np
+2) A : Vi, vl - Vi, 0ndlh, Yy € Py
( j=1 "

Nous trouvons une approximation de ? en résolvant le systéme linéaire creux :
Trouver @3 € CM tel que

3.4 Calcul de la variation d’impédance

Nous calculons la variation d’impédance a l'aide de la formule (3.1). Pour cela,
nous devons approcher (—Ar)Y2e2. Nous proposons une représentation locale de
I'opérateur fractionnaire (—Arp)'/? a I'aide d’une approximation rationnelle de Padé.
Nous commencons cette section par la présentation de cette approximation. Ensuite
nous implémentons le calcul de (—Ar)"/2e?. Enfin nous utilisons une méthode de
quadrature pour calculer I'intégrale intervenant dans (3.1).

3.4.1 Approximation de ’opérateur fractionnaire (—Ar)!/?2

Nous utilisons une approximation de Padé réelle de /1 + x , donnée par
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9 , A
avec ¢ = 1, a; = N1 sinQ(ZA?:H) et b; = 0052(2]3;1), 1 < j < N,. Puisque que
l'on a /& = y/1+ (x — 1), nous obtenons
Np
V=Ar ol +> aj(-A=I)(b(-A—-T)+1)".
j=1

Nous souhaitons étudier la précision de cette approximation. Nous procédons comme
au paragraphe 3.3.2. Nous calculons les racines carrées des valeurs propres numé-
riques de la matrice M1 R. Ces valeurs propres, notées Ag.;, sont celles de 'opérateur
(—Arp)Y/? discrétisé. Les valeurs propres sont calculées & I’aide d’une décomposition
de Schur. Nous comparons les valeurs propres Az, aux valeurs propres Ap... de la

matrice
NP

MY (coM + ) " a;(R— M)(bj(R— M) + M)~'M).
j=1
Cette matrice est la matrice associée a la représentation locale discrétisée de 'opé-
rateur (—Ap)l/ 2. Nous représentons les valeurs propres Mg €t Ap.gs dans le plan
complexe sur la Figure 3.8 pour les parameétres :L = 400mm, N = 80, N, = 100.
Nous faisons varier le nombre de subdivisions (20 < N < 80). Nous représentons sur

T T
‘ O Avant localisation

08 Aprés localisation par Padé

0.6 T

0.4 b

0.2 4

partie imaginaire
o
@
I

1 I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

partie réelle

FIGURE 3.8 — Comparaison des valeurs propres avant et aprés localisation par l’approxi-
matio de Padé (L = 400mm, N, =100, N = 80).

la Figure 3.9 lerreur Erry = || Apase — Aret|| €n fonction de N en échelle logarithmique.
L’erreur Err) diminue lorsque 'on raffine le maillage. Pour I'ordre d’approximation
N, = 100, nous obtenons une bonne approximation de l'opérateur racine carrée.
Pour un ordre de Padé moins élevé, il y a une perte de précision sur ’approximation
des valeurs propres proches de zéro.
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-3

Err,
— — y=—1.99"x+2

-3.51

—4

-4.51

log10(Err,)

51

. . . . . . . . .
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
log10(N)

FIGURE 3.9 — Erreur Erry en fonction du nombre N de subdivisions (L = 400, N, = 100)
en échelle log-log.

3.4.2 Implémentation du calcul de la variation d’impédance

Nous posons u = (—Ar)'/2e2. Nous utilisons a nouveau des approximants ration-
nels de Padé réels. Nous avons
Np
urcoe’ + Y a;(1+ Ar)(bAr +b; — 1) '€ (3.14)

=1
Nous posons w’ € H'(T')* solution de
[(b] — ].) + bjAF] U}j = 62. (315)

Remarque 16 Une nouvelle fois, nous cherchons les conditions a tmposer sur le
bord du domaine. Nous procédons comme précédemment (étape 3). Nous intégrons
Uéquation (3.15) sur T' et nous utilisons que w’,e?> € HY(T)®. Nous obtenons la
condition de compatibilité
Ow’ .
b; . dl =0 pour 1 < j < N,, b; #0. (3.16)
or
Pour satisfaire cette condition, nous imposons des conditions de Neumann homogenes
sur le bord du domaine.

Remarque 17 Si nous imposons sur le bord du domaine des conditions de Neumann
homogénes, la condition de moyenne nulle est incluse dans ’équation. En effet, nous
savons que [,e* = 0. L’équation (3.16) donne alors

/wj dl' = 0.
r
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En intégrant sur I' I’équation (3.14), on trouve

/udF:O.
r

Nous utiliserons des éléments finis P;.

I faut résoudre N, systémes linéaires creux : pour 1 < j < N,
Trouver w, € CM tel que [(b; — 1)M — b;R] w), = Me?,

puis, le systéme linéaire creux suivant :

Np
Trouver u;, € C tel que Muy, = cOMei + Zaj(M — R)wj.
j=1

La derniére étape du calcul de la variation d’impédance est le calcul de l'intégrale
/ rotr, uy, - rotp, @rdly.
'y

Pour calculer cette intégrale, nous remarquons que
rotp uy, - rotp, 2 = Vrp, uy, - Vi, @5
IBNY 'y Ph = VI, Un I'n¥Yh-

Aprés avoir décomposé uy, et ¢ dans la base des éléments finis, nous trouvons

/ rotr, uy, - rotp, @idl), = Vr, up - Vr, ordly,
Ty I
Ns Ns

- Z Zui@j/ Vr,fi - Vp, £;dly,
I'n

i=1 j=1
= (‘Pi)tRuha

et donc
20

A=

() Ruy,.

3.4.3 Reésultats numériques

Nous avons développé un algorithme de calcul de I'impédance d’une bobine en
présence d’une grande plaque conductrice. Nous confrontons les résultats numériques
a ceux obtenus par le code CIVA (CEA-List). Nous considérons une plaque carrée
de taille | — £, £[x] — L L[ Les paramétres électromagnétiques sont donnés dans le
Tableau 3.1 de la partie 3.1.1. La variation d’'impédance de référence est celle d’une
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bobine en présence d'une plaque infinie de grande profondeur (de fagon a se placer
dans le cas du demi-espace). Plus précisément, le code CIVA du CEA-List calcule la
valeur de I'impédance d’une bobine en présence d’une plaque | —o00, 0o[x]|—00, 0o[x]|—
z,0[ avec z suffisamment grand, par la méthode analytique de Dodd et Deeds [31].
L’'impédance de la plaque est égale a Zpiaquetbobine = 9.611312 + 124.8096¢. Comme
lon a Zyopine = 174.171 la variation d’impédance de référence est

AZver = Zojaguesbobine — Zobine = 5.6113 — 49.3603i.

La méthode proposée utilise une approximation rationnelle de Padé complexe et
une approximation rationnelle de Padé réelle. Les approximants de Padé complexes
dépendent de deux paramétres : I'angle de la rotation de la branche de coupure
et l'ordre de I'approximation. On note (61, N,,) le couple de paramétres dans I'ap-
proximation complexe. On note N,, l'ordre de 'approximation de Padé réelle. Les
parameétres de Padé ont été fixés dans les paragraphes 3.3.2 et 3.4.1. Ces paramétres
sont (61, Np,) = (7/3,100) et N,, = 100.

Les simulations numériques ont été réalisées a I'aide du logiciel Matlab®). Les
maillages ont été réalisés a 1'aide de Freefem++ 1.

3.4.3.1 Représentation des potentiels scalaires

Nous considérons une plaque de longueur L=400mm. Nous choisissons dans un
premier temps un maillage régulier contenant en abscisse, comme en ordonnée, N =
200 subdivisions. Tous les champs sont des imaginaires purs. Nous représentons sur

la Figure 3.10 la partie imaginaire du potentiel scalaire €.

Nous calculons ensuite le potentiel p? de la trace yr(E"). Nous représentons la
partie imaginaire du potentiel sur la Figure 3.11. Les potentiels €7 et 7 sont du méme
ordre de grandeur. Les potentiels sont élevés a proximité de la bobine. Afin d’avoir de
meilleurs résultats, nous considérons un maillage fin dans un voisinage de la bobine
et plus grossier en dehors de ce voisinage. Pour ce maillage, nous représentons ces
mémes potentiels sur la Figure 3.12.

3.4.3.2 Influence du pas de maillage dans le cas du maillage régulier

Premiérement, nous regardons 'effet d’un raffinement de maillage pour une lon-
gueur de plaque fixée L = 400mm. Nous notons N le nombre de subdivisions de

L L L
l—i, 5] . Le pas de discrétisation est donné par h = N Nous constatons que ’er-
reur diminue lorsque ’on augmente le nombre de subdivisions. Nous représentons sur
|AZ — AZ, 5]

la Figure 3.13 le comportement de l'erreur relative Err = en fonction

|AZ el

1. http://www.freefem.org/ff++/
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Partie imaginaire e ﬁ
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FIGURE 3.10 — Partie imaginaire du potentiel e (L = 400mm, N = 200).

du nombre N de subdivisions en échelle logarithmique. La variation d’impédance
calculée converge vers la valeur de référence lorsque 1’on raffine le maillage.

3.4.3.3 Influence du pas de maillage dans le cas d’un maillage raffiné au
voisinage de la bobine

Le champ incident varie beaucoup a proximité de la bobine. Pour capter toutes
ces variations, nous raffinons le maillage au voisinage de la bobine. Nous espérons
ainsi obtenir de meilleurs résultats. Afin d’obtenir des résultats de convergence, nous
représentons les résultats en fonction de I'inverse du pas moyen A,,,,. Le pas moyen
est la distance moyenne entre deux sommets d’'un méme triangle du maillage. Nous
tragons l'erreur relative en échelle logarithmique en fonction de l'inverse du pas
moyen sur la Figure 3.14. Le raffinement de maillage permet de diminuer I'erreur
sans augmenter la taille des systémes linéaires a résoudre.

3.5 Conclusion

Nous avons proposé une méthode de résolution du probléme sans fissure. Cette
méthode est une méthode approchée. Ce probléme peut étre traité par la méthode
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Partie imaginaire qﬁ

200 -

150 -~

100

50 L Jo.os
ol L -o.04
L —0.03

-100

-150

-200
-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200

FIGURE 3.11 — Partie imaginaire du potentiel @7 (L = 400mm, N = 200, (61, Np,) =
(7/3,100) et Ny, = 100).

Partie imaginaire de & 2 partie imaginaire de ¢

FIGURE 3.12 — Représentation des parties imaginaires des potentiels e% et gpr POUT UN
maillage raffiné au voisinage de la bobine. L = 400mm, (01, Ny,) = (7/3,100).

des équations intégrales [32, 24| qui a ’avantage d’étre une méthode exacte. Mais elle
nécessite 'inversion de systémes linéaires pleins qui peuvent étre mal conditionnés.
La méthode approchée proposée requiert la résolution de systémes linéaires creux.

- D.
) -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
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Erreur relative
— — y=-2.0751"x+2

log10(Err)
I
©
T

1.6 1.7 1.8 1.9 2 2.1 22 23 24 25
log10(N)

FIGURE 3.13 — Comportement de Err en fonction du nombre de subdivisions N (L =
400mm, (61, Np,) = (1/3,100) et Ny, = 100).

T T
erreur sur la variation d'impédance donCEA

‘ — — y=-2.2623"x-4

14t

-1.81

log10(Err)

|
N
T

—2.4

26

28 Il Il Il Il Il Il Il
-1.3 -1.2 -1.1 -1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5
log10(1/hmoy)

FIGURE 3.14 — Comportement de Err en fonction du pas moyen (L = 400mm, (01, Np,) =
(7/3,100) et N,, = 100).

Ces systémes sont inversés a ’aide d’un solveur direct. I’avantage de cette méthode
est son faible cotit de calculs et de stockage. Les résultats numériques valident la
méthode proposée.
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Chapitre 4

Introduction d’une fissure

Dans les trois premiers chapitres, nous nous sommes intéressés au calcul de la
variation d’impédance d’une bobine placée au-dessus d’un demi-espace conducteur
ne contenant pas de défaut. Nous considérons maintenant un conducteur fissuré.
Nous cherchons a calculer I'influence de cette fissure sur la variation d’impédance de
la bobine. Dans une premiére partie, nous définissons la géométrie du probléme ainsi
que les notations utilisées. Nous précisons également le choix de la modélisation de
la fissure. La fissure sera modélisée a ’aide d’une charge de courant fictive. Nous
donnons aussi dans cette partie un théoréme de réciprocité qui nous permettra de
calculer la variation d’impédance liée a la présence d’une fissure. Nous finirons cette
section en expliquant la méthode du calcul de la charge fictive. Dans les deux parties
suivantes, nous proposons une méthode de calcul des traces sur la fissure des champs
électriques. Enfin dans une derniére partie, nous écrivons les équations intégrales
permettant de calculer la charge équivalente a la fissure.

4.1 Modélisation de la fissure

4.1.1 Géomeétrie du probléme et notations

Nous divisons le demi-espace R? en deux demi-espaces séparés par une interface
horizontale I'. Le demi-espace supérieur, noté Q! représente l'air. Le demi-espace
inférieur est un matériau conducteur noté 2¢. La normale sortante a ¢ est le vec-
teur n = e3. Dans ’air, nous placons une bobine. Les caractéristiques de la bobine
sont données dans le chapitre 1 (cf. paragraphe 1.3.1). Dans le conducteur figure une
fissure plane bornée Y. La fissure ¥ supposée non débouchante est incluse dans un
hyperplan de vecteur normal u = e;. La méthode présentée s’applique a des fissures
verticales ou non, mais par un souci de simplification des calculs, nous nous restrei-
gnons au cas d’'une fissure verticale. La configuration du probléme est représentée
sur la Figure 4.1. Nous choisissons de prendre en compte la fissure a ’aide d’une

97
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Qext

R

FIGURE 4.1 — Probléme considéré.

densité de charge fictive a la maniére des travaux de Bowler [15]. La fissure est alors
considérée comme une source de courant générant un champ Ef*5. Nous supposons
qu’elle ne perturbe pas les paramétres physiques du matériau. La conductivité, la
perméabilité et la permittivité seront supposées constantes dans la piéce conductrice.
Le champ Ef est solution de

rot rot Ei*(y) + K2E™(y) = —iwuq(y)ds(y)u, y € R, (4.1)

ol ¢ € C°(X) est la densité électrique équivalente créée par la fissure. La charge ¢ est
une inconnue du probléme. Elle dépend de la fissure X et de la bobine. Nous précisons
les notations. La bobine est modélisée par un champ incident E°. En I’absence de
fissure, un champ de réaction E' da a l'interface est créé dans l'air et un champ E°
apparait dans le conducteur. La présence d’une fissure perturbe les champs. Dans
l'air, on décompose le champ électrique en trois composantes E™¢ 4+ E* + §E', oil
E™ est le champ incident, E* est le champ de réaction en I’absence de fissure, E*
est la perturbation créée par la fissure. Dans le conducteur, le champ se décompose
en E¢ 4+ Ef - §E°, ou E€ est le champ dans le conducteur en 'absence de fissure,
Efss est le champ équivalent émis par la fissure, 6E¢ est le champ de réaction créé
par I'interface I' en réponse au champ Ef*5. Comme dans le cas sans fissure, la trace
de Neumann vectorielle et la composante tangentielle du champ total sont continues
a l'interface I'. Nous précisons dans le paragraphe suivant les équations permettant
de relier les différents champs.
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4.1.2 Probléme de transmission
Nous avons le probléme de transmission électromagnétique suivant :

(rotrot E" = 0, divE" = 0, dans Q=
rot rot )E" = 0, divoE" = 0, dans Q=
rot rot E¢ + k?E°¢ = 0, dans Q°,
rot rot 6B + k*5E°¢ = 0, dans Q°,

rot E. x n+rot 0Ejr X n + rot E‘ﬁpss X n

inc

=rot Er X n+rot Ep° x n+rotdEj x n,

\ + Conditions de radiation a 'infini

2 .
avec k = \/7_(1 + 1) /Wiioo. et les champs EM¢ et Ef tels que

Efp><n+§E|CFxn—l—EfFSan:E‘?’Fxn%—Eirﬁc><n+(5ETF><n, sur I',

sur I,

rot rot E™ = — 1w tod sOpobine divE™ = 0, dans Q%

rot rot Ef* + F*E = —jwpuogdsu, dans Q°.

Nous divisons le probléme de transmission en deux problémes de transmission
subsidiaires (cf. Figure 4.2). Le premier est un probléme de transmission sans fissure
(cf. chapitres 1 et 2). Le deuxiéme est un probléme de transmission sans bobine
ou la fissure représente la source de courant. Ce probléme n’est pas physique. En
superposant ces deux problémes, nous retrouvons le probléme principal (Z.). Nous
commencons par rappeler le probléme de transmission dans le cas d'une plaque sans

défaut :

(rotrot E" = 0, divE" = 0,
rot rot E¢ + k?E°¢ = 0,

(2){ Ef xn=E} x n+Ejf xn,

rot Ep xn=rot Ep x n+rot Ep° x n,

\ + Conditions de radiation a l'infini,

avec le champ incident E"¢ solution de :

dans ¢,
dans Q°,

sur I,

sur I,

rot rot E™¢ = —iw/i0J ;Opopine, AivE™ = 0, dans Q.

Nous complétons le probléme (&) par le probléme sans bobine suivant

( rotrot )E" = 0, divéE" = 0,
rot rot 0E¢ + k20E° = 0,
(Pw) Efrss xn+0Ejr xn=J0EL xn,

rot E|ﬁrss X n+rotdEj x n=rotdEj xn,

\ - Conditions de radiation & l'infini.

dans Q¢
dans ¢,

sur I,

sur I,
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Probléme complet

Qext B B B
=
T

Qc 0E° /u B E°
b

VRN

Probléme sans fissure Probléme sans bobine
Qext Einc E eXt
— JE'
b ~ il In
i r
Qc E° Qc OB /uyE™

b))

FIGURE 4.2 — Décomposition du probléme.

Le champ source Efi® vérifie
rot rot E¥ 1 LB = —jwp¢dsu, dans Q°.

Remarque 18 L’équivalence des problemes (2)+(Pg) et (P.) est lice au probléme
d’unicité de la solution du probléeme complet. Les résultats d’unicité sont démontrés
pour un domaine Q¢ régulier et borné dans [3].

Remarque 19 Comme nous le verrons par la suite, la charge q dépend entre autres
de la position de la bobine. Les systemes () et (Pg) sont donc couplés par le biais
de la charge q.

Le probléme de transmission () a déja été étudié dans les chapitres précédents.
Pour étre complet, nous proposons une méthode de résolution du probléme (Zy,).

4.1.3 Résolution du probléme de transmission ()

Pour résoudre ce systéme d’équations, nous procédons par analogie au cas sans
fissure (cf. paragraphe 2.5). Les caractéristiques physiques des domaines Q° et
ne sont pas modifiées par I'ajout de la fissure. Les formules de représentation inté-
grale démontrées au chapitre 2 permettent de reconstruire les champs dans ¢ et
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Q%% connaissant les composantes tangentielles de ces mémes champs sur U'interface
I'. Nous cherchons a déterminer la trace v (0E€) sur l'interface. Nous utilisons les
opérateurs de Steklov-Poincaré définis au paragraphe 2.5.1. Nous rappelons leurs ex-
pressions. Les opérateurs de Steklov-Poincaré intérieur et extérieur liés au probléme
de transmission () s’expriment de la fagon suivante

Spmt (k‘QIdF _ AF) 1/2 [l{;QIdF + rotr I'Otr} ,

et
SP = (—Ap)_1/2 rotp roty .

Proposition 10 La composante tangentielle v (6E®) du probléme de transmission
(Pg) est solution de l’équation suivante sur l'interface T’

(SP — SPEY) v (SEC) = (SP™ + SPEY) (v, (EF)). (4.2)

Démonstration.

Les opérateurs de Steklov-Poincaré associés aux équations de transmission du
probléme (Zg) donnent le systéme

SP (77 (6E)) = vy (0E°), sur T,
SP5 (77 (OE")) = 7y (OE"), sur T,

)
T (Eﬁss) + 77 (6E) = 7 7 (OE"), sur I,
V&(Eﬁss) + Yy (0E®) =% (6E"),  sur T,

Le champ Ef vérifie dans le demi-espace supérieur Q% 1'équation
—AEf + 2Efiss = 0. Nous obtenons par continuité du champ Ef* & la traversée
de I' que

Yy (OET) = —SP™ (v, (E)), sur T

Nous substituons les traces 5 (0E"), 75 (0E"), 75 (E) et vy (JE®) dans le systéme.
Nous obtenons le résultat voulu. 0

4.1.4 Principe de réciprocité

Dans la partie 2.6, nous avons montré que la variation d’impédance d’une bobine
placée au-dessus d’une plaque sans défaut est la suivante :
1 1

AZy = —
E 1Wwito

/F (5 (EP) - 45 (B) — 7 (B) - 7 (BP)) T

Dans le cas ou la piéce contient un défaut, nous avons la formule suivante [8] :

1 1

AZ| =
L2y 1wty

/ (V5 (B™) - 4 (E7 + 0E7) — v5(E" + 0E) - 2 (E™)) dT.
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Nous nous intéressons désormais a la variation d’impédance AZ, entre une plaque
témoin sans défaut et une plaque contenant un défaut. Nous obtenons

AZQ = Zbobine+piéce+fissure - Zbobine—i—piécea
- AZ{ - AZl,

_i 1 + (@rincy | A+ A+ ™ (pine
= Fiom /F (Vi (E™) - 7 (0BT) — v (6FT) -4 (B™)) dT. (4.3)

La variation d’impédance AZy due a une fissure peut également se calculer a 'aide
d’une intégrale sur la fissure. Nous avons le théoréme de réciprocité suivant.

Théoréme 23 (Principe de réciprocité) La variation d’impédance AZy entre une
bobine placée au dessus d’une plaque de référence et une plaque contenant une fissure
s’exprime comme suit,

AZy q(2°)u - E°(2°) d2°.

_[22

Ce théoréme est un résultat classique en physique [36]. Nous proposons une démons-
tration de ce résultat en utilisant les outils mathématiques définis précédemment.

Démonstration. La variation d’impédance AZs est donnée par (4.3). L’objectif est
d’exprimer la variation d’impédance en fonction des champs 6E¢, E¢ et Ef* dans le
demi-espace intérieur. Par intégration par partie (formule de Green), nous obtenons

0 :/ rotrot E"(y) - 6E"(y) — rotrot 0E"(y) - E"(y) dy,
Qext
= [ B A (ED) () o GE) .
r

On en déduit

1 1

AZy = —
2T 1wty

/ (Vo(B™ 1+ E7) -7 (0E") — 45 (E") - 45 (E™ + E") dT
I

Les conditions de transmission nous permettent d’écrire

1 1
AZy =7 / (7 (E°) - 7 (B 4 6EF) — 7y (E™ 1 6E°) - 17 (E°)) dT
Wit Jr
S / (70 (B°) - 9 (B5%) — e (B5) - 4 (EF)) dT
i Jy YN V1 TN I :

En effet, puisque

{ rotrot 0E¢ + K*SE° =0,  dans Q° (4.4)
rot rot E° + k?E° = 0, dans ¢
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nous avons par intégration par partie
0= / rotrot 6E°(y) - E(y) — rotrot E°(y) - 0E“(y) dy
— [ OR(E) 57 (6B) = 95 (6B) - 7 (B) T

A Taide de la formule de Green, on se raméne au domaine 2°, nous obtenons

1 1

A7y =—
SNE 1w

/ rot rot E°(y) - E™(y) — rot rot E™(y) - E°(y) dy.

Comme rot rot E¢ 4 k*E° = 0 dans Q°, nous trouvons

1 1

AZy=— —
2 12 iwpg

| (rotrot B¥=(y) + PE(y) - E(y) dy

Pour finir, le champ équivalent a la fissure vérifie I’équation
rot rot EB 4 LB = —jwyoqudy, dans Q°.

Nous concluons
AZy = — [ q(z")u-E(2") d2°.
by

O

Nous avons exprimé la variation d’impédance comme une fonction du support X2,
de la charge q et du champ E¢ qui ne dépend pas de la fissure. Le champ E¢ dans le
conducteur peut étre calculé par la méthode de Dodd et Deeds. Cette méthode est
développée dans le cas du demi-espace dans ’annexe A et est abordée dans le cas plus
général d'un domaine stratifié dans [31]. Le calcul de la variation d’impédance revient
donc au calcul de la charge équivalente. Nous présentons dans la partie suivante une
méthode classique pour calculer la donnée q.

4.1.5 Calcul de la charge : principe de la méthode

Nous avons choisi de modéliser la fissure par une charge fictive de courant. Pour
calculer cette charge, nous utilisons une propriété des courants traversant la fissure.
En effet, une fissure idéale, au sens défini par Jr. Bowler [15], ne laisse pas passer les
courants électriques normaux a travers la fissure. Le calcul de la charge q est présenté
par exemple dans [15, 58, 30]. La notion de fissure idéale implique I’équation

(E€ + E™ + §E°) -u =0, sur %. (4.5)
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Comme précisé précédemment, le champ E€ peut se calculer dans Q¢ par la méthode
de Dodd et Deeds. Ce champ est indépendant des caractéristiques de la fissure.
L’équation (4.5) se réécrit de ce fait

(Ef* 4 6E°) -u= —E°-u, sur ¥. (4.6)

Nous utilisons cette équation afin de déterminer la charge équivalente. Nous cher-
chons une expression des champs Ef*5 et §E° en fonction de la charge ¢. Ces champs
dans ¢ peuvent s’exprimer & ’aide d’un produit de convolution entre la charge ¢ et
un noyau que ’on précisera par la suite. I’équation (4.6) fait intervenir un opérateur
de trace sur la fissure. Nous définissons 'opérateur vy, comme suit. Soit T € X

vE(Z) = lim E(x) - u,
z+—0

avec x = @+ a7+, ol ¥ la projection de z sur ¥ et =+ la composante orthogonale a .
Nous appliquerons cet opérateur de trace aux champs Ef*S et E°. L’équation (4.6)
se transforme alors en une équation intégrale d’inconnue ¢. La résolution de cette
équation intégrale permet de calculer la charge équivalente q.

Dans [15], la trace du champ E est calculée a I'aide de la méthode de I'exclu-
sion de volume. Plus précisément, le noyau de forestgreen admet un développement
asymptotique dont les premiers termes sont singuliers. La méthode de 'exclusion
de volumes revient a négliger les termes singuliers du développement en série en-
tiere. Une formule analytique, obtenue a 'aide de la transformée de Fourier 2D et
d’une décomposition du champ utilisant les potentiels scalaires de Hertz, permet de
calculer le champ 6E€. Dans [30], la trace vs(E8*) est calculée par la méthode des
annulations. Nous présentons cette méthode dans I'annexe B. Les auteurs de [58]
proposent de calculer le champ JE° & I'aide d’une approximation de la transformée

de Fourier 6E¢  par des séries de Fourier. Nous allons détailler le calcul des traces
sur la fissure. Les traces calculées, nous poserons dans la derniére partie I’équation
intégrale permettant d’estimer la charge de courant.

Dans la suite du document, nous noterons =’ = (1, ¥, 0)" les points de I'interface
[ et 2° = (0, 29, 23)" les points du plan contenant la fissure X.

4.2 Calcul de la trace vx(E™) sur la fissure

4.2.1 Calcul du champ Ef

Pour le calcul du champ Ef* nous exprimons dans un premier temps la solution
fondamentale de 1’équation (4.1). Nous notons .#’'(R?) l'espace de Schwartz.

Lemme 5 On appelle solution élémentaire de (4.1), relative a = € R? et u, le champ
de vecteurs E = E, , € (' (R?))? solution de

rot rot E + k’E = 6,u. (4.7)
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Nous avons

—k|z—2z]| 1 o —k|z—z|
E. .(2) e ( e

Oudr|r — 2|

Démonstration. Quitte a faire opérer une translation et une rotation, on peut
faire le calcul avec z = 0 et u = e; = (1,0,0). La transformée de Fourier de (4.7)
conduit a

(€7 +FEE) — (€ E@)=e, R (4.9)
En prenant le produit scalaire de cette derniére équation avec &, on trouve
F(EE)-€) =&,
soit

N 1 ¢
B(6) = e (o + gaé)

Comme

]:_1( 1 > _ e*k|$‘
€12+ K2/ dm|x]’

nous arrivons par transformée de Fourier inverse a

By, (2) = B(x) = (e - %val) (e—ld')

47 ||

Nous pouvons alors déduire le champ Ef* - u en dehors de la fissure.

Corollaire 1 Soit x € R*\X, on a l'expression suivante du champ ES
B(a) = ~iwnt | a)(Baou)(o) 0
)

Démonstration. Nous considérons le produit de convolution entre la solution fon-
damentale et le champ source. Nous obtenons

E(7) = —iwp Egu * ¢(z), pour z € R3\X.

4.2.2 Calcul de la trace vs(E)

Nous nous intéressons au calcul de la trace du champ Ef sur la fissure 3. Soit
2% € R3, nous avons défini la solution élémentaire dans (./(R3\{2°}))?, comme suit

E.oy-u(x)

6—k\x—z0\ 1 82 ( 6—k|z—z0|
Ai|x — 201 k2 Ou?

), z € R\ {2°}.

47|z — 20|
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Ce champ est hypersingulier en 2 = 2°. Dans (.#”/(R?))? la solution élémentaire E o ,,
est vue comme la valeur principale d’une certaine distribution. Puisque

€_k|$| e k‘xl
() < -
anfe)) T a0
nous pouvons écrire
1 e—k\:v 29|
B (o) = 75 (.0(2) + sy z0|>’ (4.10)

ou Ay, est 'opérateur de Laplace-Beltrami sur I’hyperplan contenant la fissure .
Par conséquent, nous obtenons, pour r € R?\X

—klz—2Y]
W 0\ € 0
E® . u(z) = — <<5, >4+ [ A z—dz),
( ) kg %, q . EQ( )47T|:L‘—ZO|
avec k? = iwpo. Le premier terme de 1’équation est nul lorsque x € R*\ X car la charge
—k|z—20|
e
q a son support dans >. La fonction z — oy o7 est intégrable sur tout domaine
T — 2

compact. Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue permet de passer a la
limite z € R*\X — 2 € ¥. Nous pouvons maintenant définir la trace sur la fissure.

Définition 11 Soit 2° € X, nous définissons la trace vs(E) sur la fissure de la
fagon suivante :
°

—k:|x —z
5 (Eﬁss :__/AEQ dZO

47|20 — 20|

Nous nous intéressons maintenant au calcul de la trace du champ de réaction JE€
généré par l'interface en réponse au champ source Efis.

4.3 Calcul de la trace y5(0E°)

Le calcul de la trace 5 (JE°) est un probléme difficile. Nous précisons a I’aide du
schéma présenté sur la Figure 4.3 les différentes étapes de calcul de cette trace.

4.3.1 Calcul du champ JE°-u

Le théoréme suivant donne une formule permettant de calculer la premiére com-
posante de 0E°.
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R ——— 97 (B%) —— 77 ()

15(0E®) = 0E® - ujy <— §E°

FIGURE 4.3 — Trace vs(6E€) sur la fissure X.

Théoréme 24 Soit x € R, la premiére composante du champ de réaction se calcule
comme suit

1
SEC - u(z) —/E(q(ZO) [-#+e,
e—k|z—zvo|

+ 2(1 - (1 + kQ(—Af137m)—1>1/2)a§2] m)dzo,

0
avec 20 = 29 et Ag
3
Iy = {(u, v, 23)|u, v € R}.

l'opérateur de Laplace-Beltrami de [’hyperplan

T

Nous proposons deux démonstrations de ce théoréme. La premiére utilise I’analyse
de Fourier. Dans le demi-espace pour un défaut ponctuel, tous les calculs peuvent
s’effectuer dans le domaine fréquentiel. Nous effectuons les calculs pour un défaut
ponctuel. Nous nous ramenons & un défaut surfacique a I’aide d’un produit de convo-
lution. La deuxieme démonstration utilise les théorémes de représentation intégrale
des champs démontrés au chapitre 2.

4.3.1.1 Démonstration a ’aide de ’analyse de Fourier

— Etape 1 : Résultats préliminaires. Calcul de la trace 77 (Ef5) pour
un défaut ponctuel. Nous supposons dans un premier temps que la fissure
est réduite & un point 2° € Q¢. Ce défaut ponctuel est caractérisé par le point
2% et le vecteur directeur u. Le champ Efjﬁsu créé par le défaut ponctuel se
calcule a 'aide de la formule (4.8). Nous noterons 0EZ, , le champ de réaction
di a linterface en réponse au champ Egﬁsu Comme 2° ¢ T, la trace v, (EESSU)

n’est pas singuliére. Nous calculons cette trace dans le domaine fréquentiel. La

transformée de Fourier en trois dimensions du champ ESSSU a déja été calculée.

Elle vaut

SS f
ElF, (&)= W(el + k—;s) € € R3.
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Appliquer I'opérateur trace v, au champ Efﬁsu est équivalent a appliquer I'opé-
rateur

T <5”(R3)>3 - (ﬂ’(RQ
f — nx /_f dﬁgxn)

On peut alors calculer en variable de Fourier la trace v, (E&*). Nous obtenons,
pour &' € R?

— 2D —~3D

v (Bf,) (&) =TEE, (€)
1 e e 51
— S d >
“X(zw R|§|2+k?< 5) & xn
1 z3 ‘£/|2+k2 gl ol
e ( 51&) (4.11)
&' + k2
En effet, nous montrons dans I'annexe C que, pour & € R? et 23 < 0
e—iz3s e#3V |€ |+ k2
——— ds = T—.
e LA R

Dans la suite, nous utiliserons la décomposition de Helmholtz de cette trace.
Nous précisons cette décomposition.

Lemme 6 Soit ' € I'. Nous avons la décomposition de Helmholtz suivante :
2D

P . ——2D =——2D
(B, (€)= iy " (€)E + il (€)ET, € €R, (412)

ol

L éu_ (527 517 O)t )
/\2D( ) 1,1 1 e?VIEP R i€y
) = —ib (e D O ey
F 2\[gP " ) EP R
/\21)( N 1 & e#V 1§/ P+
[ ] \:[JEhss E — _Z_ e
20,4 2|€/|2 /|£/|2+k2
Démonstration.
Pour démontrer le théoréme, il suffit de trouver la décomposition de Helmholtz
du vecteur u. Pour cela, nous utilisons l'identité suivante

—ig' -y’

1 & &
& &

0 = 22 _

NERGE % Tlep §1

On obtient le résultat en injectant cette relation dans (4.11). 0
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—— 2D

— Etape 2 : Transmission. Calcul de la trace Y7 (0ES ) pour un défaut
ponctuel. Les traces 75 (6ES ) et 77 (EfS ) sont liées par I'équation (4.2).
Nous explicitons a 'aide de la décomposition de Helmholtz cette dépendance.

—— 2D

Lemme 7 Le champ v;(6ES, ) admet la décomposition de Helmholtz sui-
vante :

OB, (&) = i, (€€ + ilm, | (€)E". € €R% (4.13)
avec
o De, . (&) =Pery (€,
o T, )= VELET DRI,
e ST e e
Démonstration. La démonstration de ce théoreme est analogue a celle de
la Proposition 7 du paragraphe 2.5.4. Les symboles des opérateurs de Steklov-

Poincaré sont connus. Nous injectons les décompositions de Helmholtz dans
(4.2). Nous obtenons, pour & € R?

e, (&) = P (€)),

PsES, = PEfigs
k2 + 1€ g 2P 2+ € T
+ )lj[] c ! — ( - ! )\IJ ss ! .
(T 16 T, €)= (g~ 1€1) P, (©)
(4.14)
La simplification de (4.14) nous permet de conclure. 0

- —— 2D
— Etape 3 : Reconstruction de ¢E¢, ~ dans le demi-espace inférieur

pour un défaut ponctuel. Le lemme suivant donne une expression du champ
2D _— 2D

(ﬁgo\u (&', 23) - u en fonction de la trace v, (0ES ) (&) - u sur I'interface.

— 2D

Lemme 8 Soit x5 < 0 et & € R2, nous avons 'expression de 0ES, ,  suivante

2D

B (€ ) - u = VPTG, ) (€)
Démonstration. Le champ dE° est solution du systéme d’équations
—AJE° + E*6E° = 0, dans Q°, (4.15)
0E‘ = O(%), x — +o00.

La transformée de Fourier 2D de I'équation (4.15) donne

o _— 9D
(= g leP +2)TEE, (€ ) = 0, € € B ety < 0.
Oxs =
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Nous résolvons 1’équation différentielle en x3. Les conditions de radiation a
Iinfini et les conditions aux limites imposent la solution

OES, | (€, m3) = e VIHEPSE:, "7 (¢,0), € € R? et 3 < 0.

Il ne reste plus qu’a considérer le produit scalaire avec u pour terminer la
démonstration. O
L’ensemble des résultats précédents permet d’écrire le théoréme suivant.

_—— 2D
Lemme 9 Le champ 0E¢,  wvaut pour £ € R? et x3 <0

T, (e g u = LT ey &6 VETEE - 6 )

2 PR P T T eP + e €D
(4.16)

Etape 4 : Retour dans le domaine spatial. Dans cette partie, nous avons
effectué les calculs en variable de Fourier. Nous utilisons 'injectivité de la
transformé de Fourier pour revenir dans le domaine spatial. Nous obtenons le
théoréme suivant.

Théoréme 25 Soit zy € 2°. La premiére composante du champ de réaction
0ES, , s’exprime comme suit pour x € 2°

—k|z—29

1

10 (00,0 (450,07 ) ()

avec 2° = (0, z, —23)".

Démonstration. Pour revenir en variable spatiale, nous appliquons la trans-
formée de Fourier 2D inverse a I’équation (4.16). Avant d’appliquer cette trans-
formation, nous commencons par quelques remarques. Une réduction au méme
dénominateur permet de montrer I'égalité

& & VIEIEr-1¢ 8 _
S Y L L
(k2 +1€P) 12 + (1€ - 23/ T+ F2(EP) )

RE
€(Z3+x3)\/w

La transformée de Fourier inverse 2D de & — e e €'Y est cal-
_l_

culée dans I'annexe C. Cette transformée vaut pour x € Q°

—1
2D

<1e<zs+ws>\/|s/2+k2 _Z,E,,Z,>( ) e~ klz—2]
€

2 ErP+R " e — 2]
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Ces remarques effectuées, nous pouvons appliquer la transformée de Fourier
2D inverse pour calculer 0ES, . Nous trouvons pour x € Q¢

1

) B 1/2 e—k\z—z‘0|
(SEZ()’u(x) = ﬁ(k2 - Afw%’x - a22 + 2(1 + kZ(_Af%,z) 1) aS) (47.(.’1, _ 20’)

[
Nous avons calculé le champ JE¢,  -u pour une charge ponctuelle z € 2. Nous

étudions le cas d'une charge surfacique.

— Etape 5 : Passage d’un défaut ponctuel 4 un défaut surfacique. Le
passage du défaut ponctuel au défaut surfacique s’effectue a I'aide d’un produit
de convolution. Nous trouvons pour x € ¢

E‘(z) -u= —iwu/ OE.0 4 - u(z)q(2°) d2°.
>

Le Théoréme 25 montré a I’étape précédente nous fournit le résultat voulu.

4.3.1.2 Démonstration a ’aide des théorémes de représentation intégrale

Nous avons démontré le Théoréeme 24 en utilisant ’analyse de Fourier. Nous
proposons une autre démonstration de ce théoréme & 'aide des théorémes de repré-
sentation intégrale (cf. chapitre 2).

~ Etape 1 : Résultats préliminaires. Calcul de la trace v, (E®*). Nous
commengons par donner la décomposition de Helmholtz de la trace v, (Ef)
sur l'interface.

Lemme 10 (Décomposition de Helmholtz) Soit ' € T, la décomposition de
Helmholtz de la trace v, (E%) est la suivante

Y7 (E5)(2') = Vipgss (2') + roty g (2'), (4.17)
ot
N 0 . e
® Dy (7)) = zw,u/zq(z )((—Afxyz) + ﬁ)amlmdz ,
‘ B e—k\m’—z0|
o Upne (') :zwu/zq(zo)(—Af%,z) 16x2md750.

Démonstration. Dans la partie 4.2.1, nous avons calculé le champ Ef &
I'intérieur de Q°\I'. La fissure étant non débouchante, nous pouvons appliquer
l'opérateur de trace v, & ce champ. Nous obtenons, pour 2’ € I'

—(Efss) (4! . 0 e—k‘$/_20_| 1 \V4 g —e_k‘w/_Z()' dz°
7 ( )(x)—_“"ﬂ/zq<2 ><47T|w/_zo|u_ﬁ F(ﬁ_u47r|x’—zo|>> °
(4.18)
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Nous cherchons la décomposition de Helmholtz de cette trace. La deuxiéme
partie du membre de l'égalité (4.18) est déja un gradient surfacique. Nous
cherchons la décomposition du premier terme. Nous utilisons I'identité suivante
pour a € .%'(R?)

ofa'yu = Ve ((=8r,,) (-0 +rotr (<Ap, ) (- 5)).

Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue permet de permuter 1'opé-
rateur différentiel et I'intégrale. Nous obtenons le résultat voulu. 0O

Etape 2 : Transmission. Calcul de la trace v, (6E°). Nous calculons la
trace v (0E®) par résolution du probléme de transmission (). Nous obte-
nons le résultat suivant.

Théoréme 26 La trace du champ de réaction s’écrit :
’)/; (§EC) = V[‘p(gEc + I‘Otp ‘Ingc, (419)

ot
[ ] '77_“ (Eﬁss)(l‘/) — VFpEﬁss + I‘Otr \IjEﬁss,
® PsEe = PEfiss,

1 1/2
. Vin = o (k= 2ap, . +280 (14 F(=Dp, ) 70) ) W

Démonstration. L’équation (4.2) est a un signe prés identique a (2.26) relatif
au probléme sans fissure. La démonstration du théoréme est analogue a celle
du Théoréme 7 de la partie 2.1 du chapitre 2. 0O

Etape 3 : Reconstruction de dE°-u dans le demi-espace inférieur. Nous
voulons exprimer dE°- u dans le demi-espace €2° connaissant la trace v, (0E€)
sur l'interface I'. Nous utilisons le Théoréme 15 démontré au deuxiéme chapitre.
Nous obtenons I'expression du champ dE¢ suivante

O0ES(z) = —2Dv7 (6E°) (2) — 27 divr (7 (0E))(z)n, z € Q°.
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Nous nous intéressons uniquement a la premiére composante JE° - u. Nous
trouvons, pour x € ()¢

SES(z) -u = —29, <7;(5EC) : u) (z)

a(b / — C / /
—2wu/ o ;“(w—y)vT(csE ) - u(y')dy

=i ?’E: (z —y) /E q(z°) {(a;l <<_Afx3,:c)_1 + %)

1/2 e~ kly'=2°|
2 (1.2 -1 2 -1 .0
bt (a0 w2 (LR, 07) )] e a
P
=2iwp ((;x;g (x — 1)
efk‘y/fzol

/Eq(zo) 132< k? + 02 + 20 ( (1 + kz(—Afm@)_1>l/2>>m dz" dy'.

Nous avons donc trouvé une expression du champ de réaction. Nous pouvons
simplifier cette expression en utilisant astucieusement le Théoréme 15 de la
partie 2.3 du chapitre 2. En effet, 'opérateur
1/2 e—kly' =20
Foof — / (k2024202 (1= (14k2 (-, )71) 7)) S
taly =
est solution du probleme

—~AF +kK*F =0, dans Q°, (4.20)
0, .
F = <\x|> T — +00

Nous avons alors pour x € Q¢

8(I>k / / /
axg(x—y)f(y) dy'.

Cette derniére équation donne le résultat voulu.

F(z)=2

4.3.2 Calcul de la trace vx(0E°)

Le champ dE° n’est pas singulier sur la fissure. En effet, le champ JE¢ est le
champ de réaction de l'interface. Ce champ vient d'une réflexion du champ Ef5,
Il peut étre vu comme un champ généré par une source de courant placée dans le
demi-espace supérieur Q% L’application de I'opérateur de trace sur X a ce champ
ne pose pas de probléme. Nous obtenons

(B0 = [ (o) [~ K+ e (4.21)
b

—k|a®—20]

+2(1- (14 k2(—Af13,m)1>1/2>a§2} s [

47|20 — 20



CALCUL DE LA CHARGE EQUIVALENTE

Les traces des champs sur la fissure étant calculées, nous pouvons poser ’équation
intégrale intervenant dans le calcul de la charge équivalente.

4.4 Calcul de la charge équivalente

Nous commencons négliger le champ de réaction dE°. L’équation s’écrit alors :
s (BESS) = £, sur X, (4.22)

avec f = y5(E€). La trace vs(E™) a été définie dans la définition 11 du paragraphe
4.2. Nous obtenons

0 ekla?=" 0 0 0
Asq(2”)——— dz" = of(x”), x° € X.
/Z EQ( >47T’JJO—ZO| ( )7
Nous avons ramené le calcul de la charge ¢ a la résolution du probléme suivant

Trouver ¢ € C*°(X) a support compact dans ¥ solution de

—k|az —z
0_ 0y .0
/qu prpE— dz° = of(2"), 2° € %.

Nous considérons maintenant le probléme complet. En remplacant les traces par
leurs expressions, 1’équation (4.6) devient, pour z° € ¥

°

e—k|x0—z
/ Asq(2) -5 320
b

47|20 — 20|
1/2 o—klz® 20|
+ / Asq(=) [— K24 02+ 2(1 . (1 4R (=Az x)*) )agz] 0 = of(a®
o s 47r|x0 — 20
avec f = —v5(E°). Le calcul de la charge équivalente a la fissure revient ainsi a la
résolution du probléme
Trouver ¢ € C*°(3) a support compact dans ¥ solution de
/ Asq(2°) P (20, 2°) 4 q(2°) Wi (2, 20) d2° = of(2?), 2° € X,
s
avec
e—k\xo—z0| o o
0
O(I)k(l' Z) m,x,z EE,
1/2 o klz® 20|
o« Ua® ) = [ =+ +2(1- (14 R, )7 )R] S
s 47|x0 — 20|

pour z°, 20 € 3.

)7
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4.5 Conclusion

Nous avons proposé une méthode de résolution théorique du calcul de la variation
d’impédance d’une bobine placée au dessus d’une plaque contenant une fissure. Nous
avons ramené le calcul de la variation d’impédance au calcul d’une charge fictive de
courant ¢. Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode pour calculer cette
charge de courant. La méthode proposée nécessite la résolution d’une équation inté-
grale sur la fissure. Le caractére non local des opérateurs intervenant dans I’équation
intégrale rend la mise en oeuvre numérique complexe.
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Chapitre 5

Méthode de calcul numérique de la
variation d’impédance

Nous souhaitons calculer la variation d’impédance due a la présence d’une fissure
non débouchante ¥ dans une plaque trés conductrice (i.e. de conductivité o trés
grande). Nous rappelons que pour rester dans le modéle des courants de Foucault, la
fréquence angulaire w est supposée petite. Nous rappelons également que k% = iwpuo.
Nous proposons une méthode de calcul approché s’appuyant sur une approximation
du champ dE°. L’approximation proposée est valable dans le cadre |k| grand (comme
dans [5]) et dans le régime |k|d ~ 1 avec § la profondeur d’enfouissement de la fissure.

5.1 Approximation du champ JE°

Nous commengons par considérer la trace yr(0E€) sur Uinterface I'. L’équation
(4.19) du Théoréme 26 conduit & proposer 'approximation suivante

vr(0ES) o v (E™).
Cette approximation est déterminée par un développement asymptotique par rapport
a —.
||
Remarque 20 Le champ (/SE/C, approzimation de 0K, est alors solution de

(S) rot rot 0E¢ + k25E° = 0 dans Q°,
v (0Ee) = yp(E) sur .
Proposition 11 L’unique solution du systéme (S) est Efs le symétrique de Ef

par rapport a I'. En d’autres termes, nous avons Eﬁss(xl, To, X3) = Eﬁss(:zl,xg, —x3)
pour (xq, 19, 13) € R,

117
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Nous approchons donc le champ §E€ par le champ Ef. Nous proposons dans la suite
une majoration de l'erreur d’approximation commise.

Le champ SVEC, approximation de dE€, est alors solution de

S rotrot 0E¢ + k26Ec =0  dans Qe,
vr(0Ee) = yp(E) sur I

L’unique solution du systéme (S) est Ef le symétrique de Ef par rapport a I
En d’autres termes, nous avons B (xy, 29, 23) = EF (2, 19, —23), (21, 29, 23) € R®.
Nous approchons donc le champ §E€ par le champ Ef*5. Nous proposons dans la suite
une majoration de ’erreur d’approximation commise.

5.2 Estimation de I’erreur d’approximation du
champ JE°

5.2.1 Calculs préliminaires
Dans le chapitre précédent, nous avons calculé la transformée de Fourier 2D
du champ généré par un défaut ponctuel et la transformée de Fourier de sa trace

sur l'interface. Nous calculons, dans cette partie, les transformées de Fourier 2D du
champ généré par une fissure plane et de sa trace sur l'interface.

Nous utilisons & nouveau les notations de la partie 4.3.1.1 du Chapitre 4. Le

champ EESSu représente le champ généré par une fissure assimilée a un point situé en

20,

Lemme 11 La transformée de Fourier de la composante tangentielle du champ gé-
néré par une fissure plane non débouchante est la suivante

V@S)QD@’) = /Z Q(ZO)WTEEE\STU)QD(é’)dZO, pour £ € R?,

Démonstration. La composante tangentielle de E vaut, pour 2/ € T

Yo () (o) = / A(20)yr (BI,) (') d2.

La transformée de Fourier 2D s’écrit alors

'YT(EﬁSS / / ’YT Eﬁss )( ) —ix/,grdzodx/’ €/ c RQ.
R2
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Comme nous avons supposé la fissure non débouchante, les champs sont non singu-
liers. La décroissance a l'infinie est exponentielle. Nous avons, pour & € R2.

/ /\q )| [y (B (a)e ™ ¢ d2"da’ </ /|q ) e (B, (2f)|d="dda’

< oQ.

Les théorémes de Tonelli et Fubini permettent de permuter les intégrales. Nous ob-
tenons, pour & € R?

I R
R2 R2

2D

- / o(z w@ ) (€)d.

Une conséquence de ce résultat est le corollaire suivant.

Corollaire 2 La transformée de Fourier de la composante rotationnelle de la dé-
compition de Helmholtz de vp(E) peut se calculer de la fagon suivante

2D

2D ., g N 7.0 / 2
Upiss (&)= [ q(z )\IJEﬁSS (&)dz", pour & € R*.
D) zY,u

Pour conclure cette partie, nous proposons de calculer la transformée de Fourier 2D
du symétris¢ de Ef* par rapport a T

Lemme 12 La transformée de Fourier 2D du symétrisé du champ ES vaut

51 e(z3t23)\/K2+|€']? iv2ta 1.0 , )
q(z )(1 k2> ERarTE e dz”, & e Re.

Démonstration. Nous montrons de maniére analogue a la démonstration du
Lemme 11 que

—2D
B (¢ an) = it |

by

—2D

~——2D =
Efiss (¢ x3) = / q(zO)EESSu (¢, 23)d2", pour ¢ € R
E b

Or,
Eﬁss (5 $3) :EﬁsszvO (E I‘3)

Un résultat similaire au Lemme 8 du Chapitre 4, permet d’obtenir I’expression

V/\2D /—2 2 —_— 2D
EﬁSSzO,u(€,7x3) =" S WT(ESV(SJ?U)
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La transformée de Fourier 2D de la composante tangentielle ”yT(EESSu) a déja été cal-
culée dans la partie 4.3.1.1 du chapitre précédent. Nous trouvons le résultat voulu.

5.2.2 Estimation de ’erreur d’approximation sur I'

Nous effectuons les calculs en variable de Fourrier. Seules les composantes ro-
2

tationnelles des décompositions de Helmholtz des traces yr(6E¢) et yp(Efs)
sont différentes (cf. formule (4.13) du Lemme 7 chapitre 4). Nous avons précisément
I'erreur suivante sur les potentiels rotationels, pour &' € R?

— — \/ ]{?2 N2 — |¢ -
Vo (6)— Ve (€)= (Vs 1 :?y n E: — 1) T (€)
AL G e, (5.1)

TR EP+ e

Avant de majorer 'erreur d’approximation, nous proposons un lemme technique.

: 1 . : .
Lemme 13 Soit z = ———— avec a un réel positif, nous avons la majoration

1++v1+41a

2
12> < mz’n(l, \/j>
a

Démonstration. Soit (z,y) € R, tel que (z + iy)® = 1 + ia, alors

() { 20y = a

-y =1
Le nombre x est alors solution de I’équation

2
2 a

422
Cette derniére équation est équivalente &

CL2

4 2
2.
T =

Le couple (z,y) solution du systéme (S) vérifie

2:1+\/1+a2
2

T

2
2

a
S TC I e
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Il vient alors

‘2 1

1 2
= ‘ - < Smin(l,—) Smin(l,—).
1+ +iy (1+z)2 4 y? x? a

Nous proposons une estimation de ’erreur sur 'interface I'.

Lemme 14 L’erreur d’approzimation commise sur l’interface peut étre majorée de
la facon suivante
2v/2

||\I/5Ec - \I/Eﬁss LQ(F S ’k’ ||\I/Eﬁ« Hl(F)
Démonstration. Nous partons de ’équation (5.1) et nous appliquons le Lemme 13
]{?2
avec a = || £l |2 Nous obtenons
(\IléEc - \IlEﬁss )(6,) >~ |k|| | | Efiss (€ >|
Le théoréme de Plancherel dans L?(T") permet d’obtenir le résultat voulu. 0

Remarque 21 Nous avons aussi pour des potentiels rotationels plus réguliers

2v2
H‘IjEﬁbb
Id

”\D(gEc — \I/EﬁssHHm([‘) S Hm+1(r)

5.2.3 Erreur d’approximation dans (¢

Nous cherchons a estimer ’erreur relative commise sur . Avant de proposer une
majoration de I'erreur sur ¥, nous donnons un résultat dans le demi-espace inférieur
Q°. Nous définissons € l'erreur commise dans {2° comme suit

e = SEF — B
Lemme 15 L’erreur relative d’approzimation peut étre majorée en norme L*(Q°)

comme suit
||6 . u||L2(Qc) < ﬁ

HEﬁSS . uHHl(Qc) B |]{f| ’

Démonstration.
L’erreur € est solution dans €2¢ de ’équation

{ rot rot € + k’e = 0, dans Q°,
yr(€) = rotp(Vsge — Ughss),  sur I
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La solution de ce systéme est donnée dans le Théoréme 15 du chapitre 2. Nous
trouvons

e(x) = —2/ @(aj — 2')rotr (Wsge — Ugass ) (2)d2/,
r

81'3

—k|z|
47 ||
de calculer vx(€) = € - up. Par conséquent, nous nous intéressons a la fonction

avec @y (x) = solution fondamentale de I’équation de Helmholtz. L’objectif est

0Py / 9 A c
€ -u(z) =2 Fa—xg(x—z)a—xz(\ll(mc — Ugass ) (2)d2', z € Q°.

Nous exprimons €-u a I’aide d’un produit de convolution en dimension deux d’espace.
Soit 23 < 0 et 2’ € R?, nous définissons les deux fonctions

0, 0

F(2' x3) = 28_x3< ,x3) et G(2') = i

(\I/(;Ec — \I/Eﬁss) (l’,) .

Nous avons alors, pour x5 < 0 et 2’ € R?
e-u(r,xs3) = F(-,x3) %» G.

Afin de mener les calculs a leurs termes, nous passons en variable de Fourier soit

_—— 2D
Xt

el (¢ xs) = G (€, x3)
= F?P(¢,25)- G*P(¢)), € €R?, w3 €R_.
La transformée de Fourier 2D de la fonction F' est donnée dans le Lemme 18 de
I'annexe C et celle de G vaut
2&’ _—~_2D
|£ ‘ \IjEﬁ s
&' + V/1&']* + K2

0 i€, eV/IPHER
Z _—
'] 2,/k2 + €2

Nous avons alors pour & € R? et 23 € R_

G?P(¢) = i& &), & e R?,

—~—2D

avec Vgnss (&) = —iwu/ q( e*2%2d0 ¢ e R2.
)

£2 1 e(z3tz3) /K2 €2

52 ’LZQ&QdZO'
E'1€+ 2+ €] R+ €]

eu’(& x3) = —iwu/zq(zo)

Nous voulons comparer € - u au champ Ef. Nous rappelons que

#2820 ¢ cR? z3 € R_.

—— 2D 0 5% e(z3+23)\/K2+[¢']?
Efss . u ,T3) = —iw / 2 <1+—>
(&', z3) Il ECJ( (13 EEwrTE
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Nous trouvons alors que

el = [ [ 1€, ma) g oy
R_ JR2

—w2ﬂ2/ |E;SSQD(€I,$3)|2 5_% ! ! dg'dzs.
r. Jre 11gT+ k> + g (1+ &
Il reste & majorer en norme || - ||« la fonction
2
5/ — 522 |€/| 1

GREENEEE

Comme
& | 1 1 1
_,2 S ]- et 2 S 2 - 2 S 1;
Pl = LT e 8) L €
k? k? | k2|
il reste & majorer le terme
€]
€]+ VR + 1€

Cette majoration a déja été réalisée dans la démonstration du Lemme 14. 0O

Remarque 22 Pour des champs plus réquliers on peut montrer que

V2

€ - allumae) < B u|lgm+1qey, m > 0.

5.2.4 Erreur d’approximation sur la fissure X

L’approximation dE¢ ~ Ef& fournit une erreur relative convenable sur ¥ sous
la condition Ef* n’est pas "trop petit”. Nous précisons cette notion dans le lemme
suivant.

B - g s

Lemme 16 Soitn > 0, un seuil fizé. Si > —, alors Uerreur relative

1
[ Esfiss - Ullys2iqe) N
d’approximation est majorée par

||€'U-||L2(E) < C
| Efss - ul|gusy nlk|’

avec C une constante réelle.
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Eﬁss ‘u 1
| HHI(E) > —. L’erreur relative

Démonstration. Soit n > 0, supposons que —
|Efs - ullgsnq) — 0

d’approximation est
le-ullesy e ulles) e ulmzg -HEﬁSS'UHHs/mc)

B -l s, B € - g2 (0e) ||Eﬁss'u||H3/2(QC) | Bfssulfi s,

Nous pouvons majorer le premier terme par une constante C' > 0 car 'opérateur de

trace sur la fissure est un opérateur continue de H'/2(2¢) dans L?(X). La majoration

du deuxiéme terme est le sujet de la remarque 22. Et comme nous avons supposé que
[ Esfiss - ul|gs /2 (s 1

~ S )
HEﬁSS . uHH3/2(QC) n

nous obtenons la majoration voulue. 0

5.3 Mise en oeuvre numérique

Dans la partie précédente, nous avons proposé une approximation du champ de
réaction pour les matériaux trés conducteurs. Nous allons utilisé cette approximation
afin de proposer une méthode rapide de calcul de la charge fictive de courant q. Cette
charge permettra a son tour de calculer la variation d’impédance due a la présence
de la fissure 3.

5.3.1 Calcul de la charge équivalente

Dans le Chapitre 4, nous avons montré que la charge de courant ¢ € C*°(X) est
solution de I’équation intégrale suivante

kQ/Eq(z) (q/k(x,z) + Tk(:r,z)> dz = —o(z)E° - u(x), z € &,

avec 5 dos
e T—z
U, (z, (1 ﬂ) 7
¢ Vile,2) * k2 ) dr|x — z|
T Lo 41— (14 r2-ap 1) e e
o Ty(z,2) = kQ[ + 0 + < —< + k2 (— Fzg,x) > > m]m,
pour x,z € 2.

L’approximation proposée dE¢ ~ Ef revient a approcher Y (z, 2) par Uy (z, %).
La formulation variationnelle associée s’écrit alors : Trouver ¢ tel que pour toute
fonction test ¢

/ / xpk (z,2) + Uz, z))gp(m)dzdm S— / E° - u(z)p(@)de.  (5.2)

3
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Remarque 23 L’intégrale /q(z)\Ilk(x,z)go(:U)dz est singuliere. Elle est a prendre

)
au sens des distributions en considérant la partie finie des distributions mises en jeu.

Pour résoudre ’équation (5.2), nous considérons des éléments finis Q. Nous
considérons (3;); une partition en N rectangles de la fissure . Nous définissons
les fonctions tests ¢; = 1y,. Nous approchons alors la charge ¢ par

N
q= Z qj]lE]
j=1

Nous obtenons la formulation variationnelle discrétisée suivante

N
k? qu/z /2 <\Ilk(x, 2) + Uy (z, é))dzd:z: = 0/2 E¢-u(z)dz, 1 <i<N. (5.3)
j=1 i j i

Nous approchons l'intégrale sur »; a 1’aide de la méthode des rectangles

| sz =191

avec x; le centre de gravité de ;.

Nous cherchons désormais (g;);<x € CV solution de

N
k? Z qj/ (\Ilk(xz, 2) + V(2 Z))dz = oE° - u(z;), pour tout 1 <i < N.
j=1

2

Comme précisé dans la Remarque 23, 'intégrale / U(z;,2)dz est & considérer
DIP
au sens des parties finies. Pour calculer cette intégrale, nous utilisons la méthode des

annulations développée dans ’annexe B.

5.3.2 Calcul de la variation d’impédance

Le principe de réciprocité démontré dans le paragraphe 4.1.4 du chapitre 4 permet
d’exprimer la variation I'impédance en fonction de la charge fictive de courant ¢. Nous

avons
1

_[22

Le choix de la discrétisation implique

N
qi c
AZ = Z ﬁ/z E¢-u(z")dz".
i=1

AZ qE° - u(2")d2.
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FIGURE 5.1 — Géométrie du probléme

Nous approchons en premiére approximation cette intégrale par

N
q; c
AZ=>" 5 [l E - u(z), (5.4)

i=1

avec pour 1 <17 < N, z; le centre de gravité du rectangle ;.

5.3.3 Simulations numériques

Nous présentons dans cette partie la mise en ceuvre numérique du calcul de la
variation d’'impédance d’une bobine placée au dessus d’une plaque conductrice conte-
nant une fissure. Afin de nous placer dans une configuration réaliste, nous considérons
les paramétres physiques de l'article [58].

Remarque 24 Dans le travail [58], la fissure est débouchante et le nombre d’onde
k n’est pas grand par rapport auzx autres grandeurs physiques.

Nous représentons sur la Figure 5.1 la géométrie considérée. Les parameétres physiques
sont donnés dans les tableaux 5.1, 5.2 et 5.3.

Parameétres
o 1.74-10724% . s - mm =3 - kg !
7 4-pi-107*mm=2 - kg-s2- A2
w 2.m-20-10%s71
k? 2.747Ti mm ™2

Tableau 5.1 — Parameétres électromagnétiques.

Nous calculons la variation de la bobine pour plusieurs positions de celle-ci. Nous
placons la bobine au dessus du milieu de la fissure et nous la déplagons dans la direc-
tion u. Pour chaque position de la bobine, nous proposons d’approcher la variation
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Paramétres

rayon intérieur | 4.975mm

rayon extérieur | 9.805mm

entrefer 0.05mm

hauteur 4.02mm

Nombre de spires 399

Tableau 5.2 — Caractéristiques de la bobine.

Paramétres
Largeur 29.893mm
Profondeur 2mm

Tableau 5.3 — Caractéristiques de la fissure.

d’impédance de deux maniéres. La premiére, présentée dans le début du chapitre,
s’appuie sur le choix de 'approximation du champ de réaction dE¢ di a la fissure
par 0E¢ ~ Ef. La seconde, évoquée a la fin du Chapitre 4, consiste a négliger ce
champ de réaction, & savoir dE¢ ~ 0.

Nous allons détailler les différentes étapes du code pour les deux choix d’approxi-
mations.
— Etape 1 : Assemblage des matrices. Nous avons deux matrices & assembler.
La premiére, noté A, est une matrice de terme général

Ai,j = / \I/k(ZL'Z,Z)dZ, 0 < Z,] < N.
E.

J

La seconde, qui servira uniquement pour le premier choix d’approximation,
(0E¢ ~ Ef), est la matrice B de terme général

B@j = / \I/k(xz,é)dz, 0 S ’L,j S N
Xj

Le calcul des termes diagonaux de la matrice A se raméne au calcul d’une
intégrale en une dimension (cf. Annexe B). Ces termes sont estimés a I'aide
d’une méthode de quadrature de Gauss. Les termes de la matrice B et ceux
non diagonaux de A sont calculés a ’aide une méthode de quadrature 2D :
tiled method [54]. Nous posons dans la suite, M = A+ B pour le premier choix
d’approximation et M = A pour le deuxiéme choix.

— Etape 2 : Calcul du second membre. Pour chaque position de la bobine,
nous devons calculer le champ E¢ aux centres des mailles. Nous stockons cela
dans un vecteur b. Le calcul du champ E¢ au centre d’une maille revient a
estimer 'intégrale (A.5) de I’Annexe A. Pour cela, nous tronquons le domaine
d’intégration entre 0 et 10. Nous estimons ensuite l'intégrale a 1’aide d’une
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méthode de Simpson adaptative avec une tolérance de 107%. La méthode de
Simpson est une méthode d’ordre 3.

— Etape 3 : Calcul de la charge. Pour résoudre le systéme linéaire Mq = b,
nous utilisons un solveur direct de résolution de type LU.

— Etape 4 : Calcul de la variation d’impédance. Pour chaque position de la
bobine, le calcul de la variation d’impédance s’effectue a I’aide de (5.4). D’un
point de vue numérique, cette formule revient & effectuer un produit scalaire
entre les vecteurs q et b.

Nous tragons respectivement sur les Figures 5.2 et 5.3 les parties réelle et imaginaire
des variations d’impédance calculées selon les deux approches précédemment décrites.

0.015 T

T T
= Approximation
Champ de réaction négligé

0.01 b

Re(AZ)
oL

0.005 T

0 I . I I I . L
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Position de la bobine (x,0,0)

FIGURE 5.2 — Partie réelle de la variation d’impédance normalisée en fonction de la
position de la bobine.

Le comportement de la variation d’impédance est conforme aux résultats atten-
dus. La valeur de la variation d’impédance de la bobine est maximale lorsque la
bobine est située au-dessus de la fissure et diminue lorsque la bobine s’éloigne de la
fissure.
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0.01 T

T T
=— Approximation
Champ de réaction négligé

0.009 -
0.008 |- 1
0.007 | 1
0.006 - 1

I 0.005 | R
0.004 - 1
0.003 N
0.002 —

0.001 - i

0 . . | | | . .
-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

Position de la bobine (x,0,0)

FIGURE 5.3 — Partie imaginaire de la variation d’impédance normalisée en fonction de la
position de la bobine.
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Conclusion

L’objet de mes travaux a trait au controle non destructif par courants de Fou-
cault. L’objectif initial était de disposer d’outils robustes pour la détection de défauts
enfuis dans une piéce métallique conductrice. Avant méme d’envisager ’approche du
probléme inverse (détection de la fissure en connaissant la variation d’impédance
sur la bobine émettrice), il convient d’avoir une résolution efficace du probléme di-
rect. Le calcul de la variation d’'impédance connaissant la fissure pose des problémes
complexes et complémentaires, notamment ceux liés a la géométrie de la fissure, de
la bobine et de la piéce métallique. Les approches standards les plus robustes né-
cessitent le maillage par éléments finis volumiques, ce qui induit un cotit de calcul
faramineux. Nous nous sommes placés ici dans le cas d'une géométrie idéalisée, donc
simplifiée, nous permettant d’envisager une résolution du probléme en choisissant de
I’appréhender comme un probléme de transmission sur l'interface entre le conduc-
teur et ’air ambiant contenant la bobine. L’avantage est d’utiliser des éléments finis
de frontiére. La difficulté réside dans ’appréhension d’opérateurs non locaux com-
plexes. Nous n’avons réussi a traiter le probléme sous certaines hypothéses physiques
(notamment pour des matériaux de grande conductivité électrique).

Le manuscrit de thése a été organisé comme suit : nous avons commencé dans
le Chapitre 1 par préciser les modéles physiques et le cadre théorique. Puis, nous
avons, dans les Chapitres 2 et 3, développé une méthode de calcul de la variation
d’impédance d’'une bobine placée a la surface d’une plaque conductrice de grande
dimension ne contenant pas de fissure. Cette méthode est une méthode approchée
de la méthode semi-analytique des équations intégrales de frontiére. L’avantage de
la méthode par rapport a la méthode exacte des équations intégrales de frontiére est
essentiellement numérique. En effet, contrairement & la méthode des équations inté-
grales, la mise en ceuvre nécessite uniquement l'inversion de systémes linéaires creux.
Cela diminue le cout de calcul et de stockage. Pour développer cette méthode, nous
avons utilisé le calcul symbolique, ’analyse de Fourier, la décomposition de Helm-
holtz des champs de vecteur, les approximations de Padé complexes et les éléments
finis P'. Aprés avoir implémenté la méthode sous Matlab(®), nous avons confronté
les résultats obtenus a ceux de la plateforme de calcul CIVA fournit par le CEA-List.
Ceci nous a permis de valider numériquement la méthode.

Dans le quatriéme chapitre, nous avons considéré un conducteur contenant une
fissure. Nous avons choisi de prendre en compte la fissure a 1’aide d’une densité fictive
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de courant. Une fois le probléme ainsi formulé, la difficulté revient au calcul de la
charge fictive. Nous avons par deux méthodes distinctes (en utilisant I’analyse de
Fourier ou en utilisant la théorie des potentiels de simple et double couche) établi
une équation intégrale d’inconnue la densité de charge. La résolution numérique
de cette équation intégrale pose encore des difficultés. Nous avons choisi dans le
Chapitre 5 de proposer une méthode de calcul de la charge fictive de courant dans
le cas de conducteurs ayant une conductivité trés élevée. Nous avons ainsi pu faire
des développements asymptotiques et se ramener & un probléme simplifié.

Il existe de nombreuses perspectives & ces travaux de thése. D’une part nous
pouvons continuer & consolider nos résultats sur le probléme direct, notamment en
s’affranchissant de I’hypothése de grande conductivité. Il serait intéressant de trou-
ver une méthode d’inversion de I’équation intégrale compléte présentée au Chapitre
4. Cela permettrait de considérer toutes les plaques conductrices. L’'introduction de
géométries plus complexes est aussi a appréhender ; un premier cas d’étude serait le
cas d’une interface incurvée. Mes travaux sont aussi un préambule a la résolution du
probléme inverse et aux questions connexes associées : peut-on retrouver les carac-
téristiques de la fissure a partir de connaissance de la variation d’impédance d’une
bobine se déplacant a la surface du conducteur ? Les codes implémentés lors de cette
thése nous permettent d’obtenir les variations d’impédance d’une bobine placée au-
dessus d’une plaque dont on connait les caractéristiques. Ces données sont nécessaires
pour développer une méthode numérique de résolution du probléme inverse.

De plus, I'’étude du probléme direct nous a permis de mieux comprendre les
aspects physiques intervenant dans 'expérience des courants de Foucault. Une des
possibilités de résolutions est de réussir a reconstruire le champ électromagnétique
sur l'interface a partir de la variation d’impédance de la bobine. Une fois ce champ
connue la reconstruction de la fissure peut s’effectuer a ’aide de la méthode proposée
dans [3].



Annexe A

La méthode de Dodd et Deeds : une
méthode analytique de calcul du
champ généré par une bobine.

La méthode de Dodd et Deeds est une méthode de calcul du champ électrique
généré par une bobine dans un milieu stratifié [31]. Nous développons ici uniquement
le cas de deux demi-espaces séparés par une interface I'. Nous nous intéressons dans
un premier temps au cas ol la bobine est réduite a une seule spire S de rayon p.
La bobine est centrée au point (0,0,¢), avec € > 0. Nous traiterons a I'aide d’'un
produit de convolution le cas d’une bobine volumique. Nous voulons calculer E, . le
champ électrique incident généré par S dans le conducteur. Nous rappelons que le
conducteur est le demi-espace inférieur R? . Ce champ vérifie 1’équation

—AE, + k(2)E)c = —iwpl 8- 0(zs=c)e0, (A1)
avec I I'intensité supposée constante et
kQ(x):{kQ s%x3<0
0 sixg > 0.

Par symétrie, la solution s’écrit, E,. = E, (1, z3)eg en coordonnées cylindriques.
Dans ce systéme de coordonnées, I’équation (A.1) devient

10 ( 0B,.\ E,. (1 ., o
—a (7’ B ) — 922 + <ﬁ + k (:B))Ep,E = — Wl 6y—p0y,—c€q. (A.2)

Pour résoudre cette équation, nous allons utiliser la transformée de Hankel ou trans-
formation de Fourier-Bessel. Les résultats suivants se trouvent dans [34]. Nous com-
mencons par définir les fonctions de Bessel.

Définition 12 La fonction de Bessel d’ordre 1 est la fonction J solution sur Ry de

{ J+r T+ (1 —-r7T =0,
J(0) = J(0) = 0.
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Soit o« > 0, la fonction de Bessel d’ordre «v est la fonction Jo(r) = T (ar).

Remarque 25 La fonction de Bessel d’ordre o est solution de [’équation

To+1 T+ (a =1 )T, =0.

Nous pouvons maintenant définir la transformée de Hankel.
Définition 13 On appelle transformée de Hankel d’une fonction G la fonction sui-

vante F(a) = /0 h G(r)J (ar)rdr.

Proposition 12 Soit G une fonction et F' sa transformée de Hankel. La transformée
de Hankel inverse de G est

G(r) :/0 OOF(a)j(ar)a da.

Remarque 26 Soit G une distribution, notons F' la transformée de Hankel de G.
La transformation inverse donne,

+oo
lﬁ (TEG) — lG = / F(a7$3) <x7a + r_lja - T_QJOJ)a do
0

+o0
= / F(a, 23) Ja0’da.
0

10 0 1
Nous avons montré que la transformée de Hankel de —— | r—G | ——G vaut —a?F.
ror \ Or 72

Soit z3 un réel tel que x3 # € et x3 # 0. Nous notons F' la transformée de Hankel de
E, .. En appliquant la transformation de Hankel a ’équation (A.2), nous obtenons
(o + k*(z))F (o, x3) — W(a,xg) =0, (o,z3) € Ry x R\{0, z3}.

3
Nous trouvons une équation différentielle ordinaire en la variable x3. En prenant
compte des conditions d’annulation a l'infini, il vient

Aje= %3, T3 > €,
Fla,z3) = ¢ Age™ ™ 4 Boe™™s, 0 < x3 <,
BjetsVkita® z3 < 0.

I faut maintenant utiliser les conditions de transmission aux interfaces
F={xeR3z3=0} et [. = {x € R3z3 = €¢}. A la traversée de linterface T,
nous avons la continuité du champ et de sa dérivée normale. Cette continuité en-
traine la continuité de la transformée F' et la continuité de la dérivée normale de F'.



ANNEXE A. LA METHODE DE DODD ET DEEDS : UNE METHODE ANALYTIQUE DE
CALCUL DU CHAMP GENERE PAR UNE BOBINE.

Nous étudions le comportement du champ a la traversée de 'interface I',. L’équation
(A.1) et la loi de Biot et Savart nous permettent de calculer le champ E, . sur R3\S

— W legy
E,(z)= / o dy.
spire

4 x —y|

Cette intégrale peut étre interprétée comme un potentiel simple couche sur I'interface
I'.. Comme nous I'avons rappelé au Chapitre 2, le potentiel de simple couche est
continu dans R? mais la dérivée normale du potentiel de simple couche présente un
saut a la traversée de la frontiére. Nous avons sur I'interface

OE,,. ,
a2 P N

Apres transformation de Hankel, nous avons la continuité de F a la traversé de I'.
mais le saut de la dérivée normale suivant

OF .
[0_@,} o = iwppl J (ap).

Les conditions de transmission imposent les relations suivantes sur Ay, A,, By et B3

Ale_"“ = Ale_o‘ﬁ + Bgeae, (AS)
—aAge” 4+ aBye™ + aA1e”* =iwulpJ (ap),
Az + By = Bz,

—O./AQ —f- OéBQ =V k2 —f- 042B3.

En multipliant la premiére ligne par a et en additionnant les deux premiére lignes
du systéeme, nous obtenons que

B2 _ —’ZCU/JJij(pOé) e
2c0

En procédant de maniére analogue avec les deux derniéres lignes, nous obtenons la
relation entre By et Bs suivante

20(.82 = (Oz + v 042 + k2)B3.

Nous trouvons le coefficient B3

B3 _ _ZWMPIJ(PQ) eae
a+vVa? + k2

Nous avons donc calculé la transformée de Hankel du champ dans le conducteur

—iwul
Fla,z3) = iwplpJ (pe) emcem VIR (g 1) € Ry X R_.

T et VaE iR
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FIGURE A.1 — Dimensions de la bobine.

Et par transformation de Hankel inverse, nous trouvons le champ électrique dans le
conducteur

. o pT(pa) e e
E,(r,xs3) = —iwpl me e J(ar)ada, (a,z3) € RpxR_.
0

Nous passons au cas d'une bobine volumique représentée sur la Figure A.1.

Pour calculer le champ électrique généré par cette bobine, nous effectuons un
produit de convolution.

E(r, z3) :/ E,(r,z3) dpde. (A.4)
bob

A Taide des théorémes de Fubini et de Tonelli, nous obtenons dans le conducteur
pour 3 < 0etr >0

lo +oo
pj pO[) €T Vk2+a?
E(r,z3) = —iw e J(ar)a da dpde,
(r@s) N/ll / / a+\/a2—|-k2 (ar) P

~+o00 la

pj pOé) e—ae r3vVk2+a?

= —iw e J(ar)a da dp de,
M/ /zl /rl 04~|—\/042+k:2 (ar) P

400 la xg\/m
= —iwpl J(pa) d / e~ *de ar)a da,
u/o /Tlp(p)ph a+r+k2()

Nous obtenons au final
x3\/k2+a

+o0 2
E(r,x3) = —iw,u[/o /m pJ (pa) dp(e_o“l1 — e_o‘l2> P J(ar) da.
(A.5)

Remarque 27 Dans le cas d’un entrefer nul, nous trouvons

v3v/RETaZ

+o0
E(r,z3) = iwpl Jadea"’
) =it [ [ ptpm) dp ot

J(ar) da, 3 <0 etr > 0.
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Dans le demi-espace supérieur, le champ se calcule par une méthode similaire.
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Annexe B

La méthode des annulations

La méthode des annulations est utilisée dans les articles [58, 30]. Nous présentons

la méthode. Nous cherchons a calculer l'intégrale I = | G(Z — ) dy avec T € ¥ et

b
e~ Fklzl

G(z) = ( 82> R Cette intégrale singuliére est prise au sens suivant

/2G< 7 dj= lim [ G —§) dy.

z+—=0 J»
avec ¥ = T + x(1,0,0)!, ot 7 la projection de z sur ¥ et 2 la composante ortho-
gonale a .

Nous proposons un calcul de cette intégrale dans le cas ot X est un rectangle et le
point T est le centre de ce rectangle. Par translation, il suffit d’étudier la configuration

5y oy 0z 0z
> 2] [— 5 2]etx—(xl,OO)

oz Sy
I0)= [ G- di= [ [ Glowmmw) dus di
> i -y

Nous trouvons aprés calcul 'expression suivante

suivante. Soient ¥ = [—

efklxl

1 1 ka2 — 1 3ka? 3x?
Olr) — _(_ _ 1 B 1 1 )
@) = W Y WeE ” ReE  Eef ERP

Le noyau G est une fonction paire des 3 variables. Les propriétés de symétrie per-
mettent de diviser le domaine d’intégration en 4. Nous trouvons

k'“”' 1 k2z? — 1 3kx? 312
) =4 A e S )d dzs.
I@) / / |x| kR T KPR kEep)
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0z

oy

FIGURE B.1 — Domaine d’intégration

Pour calculer cette intégrale, nous passons en coordonnées polaires. Nous définissons
I'angle ¢, = arctan(é—). En coordonnées polaires, le domaine d’intégration est le
)

suivant

0.80] ¢ [0.52] = {(r.0)9 € 0. 1).r €0, 52y U

{(r0)60 € [pr,7/2 7 € [0, 2

’ 28111(9)]}'

Le changement de variable donne

¥1 Qng(e) /2 %ﬁ(g)
I(xq) = 4/ / G(xq,7) rdr df + 4/ / G(xy1,r) rdr db,
o Jo 1 Jo

avec
e~k aitr? 1 1 — k222 3ka? 322
G(x1,r) = (H' LT 12 - - 3 1 4>'
ky/22 412k |27 + 72| k2 23 +r2 k2 a3 +1r?

4/ a3 + 12

2
7"2 e—k\/I1+T2

Or, la fonction r — _ﬁm(l + ky/x% 4+ r?) est une primitive de

r — rG(x1,7). Nous obtenons alors
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2 cos(@)

P1 | 2 +r2
](xl):—él/o k:247r( +T2)3/2 (1+ ky/x2 +12)
/2 r2 e —k+/x +7”2
_4 k)22 2)
/@ [k2 At(z? + r2) 3/2 L kyar+r

1

2sm(9)

I Y A YT © m 1+ k\/—
) 4 cos?(6 3/2 o
0 ( >47T< % + 4cg22(9 )
4 (T2 52 JC 45"‘ 1+ k\/—
. 3 3/2
), T, (ﬁ . e)) h

Le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue permet de passer a la limite lorsque

z1 — 0. Nous obtenons

I= limO[(:rl), (B.1)
4 ®1 6ry 2 e 2 cos(0) 6y
=— — 1+k do
k2 J, (2 cos(@)) 47r< 5y )3( + 2008(9))
2 cos(0)
)
2sin(6) 5
5(1+ o= ) db.

4 [/? ( 0z )2 e
K2 ), 2sin(6) 47T< o2 )
Apres simplification, une intégration par parties donne

1 e 2 cos(6) ™o s r2cos()
= — — 0s(0) - 2cos(0) | ———~ 7
I [/O e Hae (2 +k:>d9+/o e Haew (2 k) |

k2 Y
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Annexe C

Transformée de Fourier

Dans cette partie, nous cherchons a calculer la transformée de Fourier de certaines
fonctions utilisées dans le manuscrit. Nous commencgons par préciser les notations.
Soient n € N et f € /(R"), la transformée de Fourier en dimension n (ou nD) de
f est définie comme suit

Fanf€) = FP©) = | flx)e ™ dz, €cR"

Rn
Dans l'espace de Schwartz la transformée de Fourier est une application bijective
d’inverse

1 ~ )
f@) = e [ @ de, wer
(2m)"™ Jgn
1
Lemme 17 Soit b € C avec Z(b) > 0. Soit g : x — e La transformée de
x
Fourier de g vaut, pour u € R
~1D e_blu‘
g (u)=m t (C.1)

Démonstration. Soit b € C avec Z(b) > 0. Nous voulons calculer I'intégrale
+o0 —iux
e
—— dr, u € R.
/_ ~ 0?4 a2

Nous nous restreignons au cas v > 0. En effet, la transformée de Fourier d’une
fonction paire étant paire, nous en déduisons le résultat pour u < 0.

Soit u > 0, pour calculer la transformée de Fourier au point u, nous allons utiliser
le théoréme des résidus. Soit R > 0 tel que

{ | Z(b)| < R
.7 (b)| < R.
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A

F1GURE C.1 — Définition du lacet

Nous intégrons sur le chemin illustré sur la figure C.1. Le théoréme des résidus nous

permet d’obtenir .
—luz

e—iuz
——— dz = —2inRes(———=, —ib).
[me‘*’Z’Q z iT 68(z2+b2 ib)
Nous découpons l'intégrale sur le lacet en 4 intégrales I, I, Io, I5.

efiuz
% dZ=I+Il+]2+I4,

; R e e —-R efiu(RJri:v) e —-R eiu(:rfiR) J
avee _/Rb2+x2 © 1_/0 R+ (Rtix)? 2_/R B+ (z—iR)?Z

0 p—iu(—R+iz)
et I, = dr. Nous allons montrer que les limites lorsque

! /R B2+ (—R + iz)? q q
R — 400 de Iy, I et I3 sont nulles. Nous commencons par [,

0 eua:
1] < d
[l —/R 02+ (R +ix)?

0 _uzx
e
S/Rﬁ o
1_67uR

- uwlR? R—+00

Nous montrons de maniére analogue que lim I3 = 0. Nous nous intéressons a Is.
R——+o00

Nous avons la majoration suivante
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Par passage a la limite, nous trouvons

400 e—iuz ‘ e—iuz ‘
B m dx = —QZWRGS(W, —Zb)

2
0o z

11 faut maintenant calculer le résidu.

—iuz —iuz —ub
Res(—————,—ib) = lim ———(z+1ib) = ———.
(22 + b2 ) z——ib 22 + b2 (z+b) 2ib
Nous avons trouvé le résultat voulu. 0O

Remarque 28 FEn utilisant astucieusement le Lemme 17 et la parité de la fonction
g, nous obtenons par transformation de Fourier inverse le résultat suivant pour b € C

/ e—|ac|b —izu d 1
—€ r=——"-5-=.
g 2b u? 4 b?

Cette égalité servira dans la démonstration du prochain lemme.

Lemme 18 Soient 3 € R et k? € C. Nous notons k la racine carrée de partie réelle

o171
/‘5/’2 + k-2

positive de k%. La transformée de Fourier inverse 2D de h2P : & —

vaut, pour x € R3

L1 elaslVIEP+R o—klzl
h(z) = f@_____) S
(CC) .7:2D 92 |€,|2 e xT 47T|l“

Démonstration. Avant de commencer la démonstration, nous faisons quelques
remarques. Soit f € .//(R), nous avons ’égalité suivante, pour z € R

1
o7

f(x) /RJ/HD(u)ei‘m du, r € R,

avec I'abus de notation que I'intégrale n’est pas forcément définie. En appliquant
cette égalité a la fonction h?P vue comme une fonction de xs, nous obtenons pour
£ eRetzz3eR

~ 1 ~ .
h2D(€/7x3) = % /RJ:ID (h2D> (E’,§3)6m353 d£3

De plus, en prenant b = +/|€'|>+ k2, la Remarque 17 permet de calculer
Fip (ﬁw) (&,&3). Nous obtenons pour & = (¢/,&3) € R?

1 1
SRR +E R

Fip () (€.&)
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Nous reconnaissons la transformée de Fourier inverse 3D de la fonction de Green ®,.
Ces remarques faites, nous revenons au calcul la transformée de Fourier inverse de
h?P . Nous trouvons, pour =’ € R? et 23 € R

h(z', x3) = ]:Q_gﬁw(:r’, x3)
B . /—3D
= 21:} <~7:1D1 (‘Pk ))(xlva)

—3D
= Fip (@) (@ 2a)
e—k|x|

~ drfz|
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