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INTRODUCTION

L'étude des écoulements en milieu naturel est un enjeu de taille pour la société hu-
maine puisque la majeure partie des humains vivent le long des fleuves ou des cotes.
Les équations de Saint Venant modélisent les écoulements a surface libre, c’est-a-dire un
régime tel que la surface de I'eau est en contact libre avec I’atmosphere et la pression
atmosphérique. C’est un systeme dérivé des équations de Navier-Stokes en imposant
que la longueur d’onde des phénoménes modélisés est beaucoup plus grande que la
profondeur de 1'eau et que la dimension verticale est beaucoup plus petite que la di-
mension horizontale. Ces équations de Saint-Venant sont utilisées dans la simulation
de nombreux phénomeénes naturels. Par exemple, dans la conception d’outils de simu-
lation du risque d’inondation [5, 48], la simulation de ruptures de barrage [62, 51, 57],
dans l'étude et la prévention de tsunamis [50, 4, 20], dans l'irrigation en eau des sols
agricoles [54, 21], etc.

Le modele de Saint-Venant a été introduit en 1871 par Adhémar Jean-Claude Barré
[21]. Ce systeme d’équations aux dérivées partielles , avec terme source de topographie,

est gouverné par
Oh + 0, (hu) = 0, reR, t>0,
2

1
Oy (hu) + 0, (hu2 + gh2> = —ghd,Z, M

ot h(z,t) représente la hauteur del’'eau et u(z, t) € R estla vitesse de 1’eau. Il est impor-
tant de noter que la hauteur h doit étre positive ou nulle. Le coefficient g > 0 désigne la
constante de gravité. La fonction Z(x), supposée réguliére, représente la topographie.
Enfin, le débit de l'eau est défini par ¢ = hu.

L'objet de ce travail de thése, est de développer des méthodes numériques pour
approcher les solutions faibles du systeme (1). Afin d’assurer la pertinence de la si-
mulation numérique, la méthode d’approximation développée doit préserver des pro-
priétés physiques satisfaites par le systeme (1). Deux propriétés majeures doivent étre
vérifiées par les simulations. La premiere concerne la transition séche/mouillée et ’ap-
proximation des zones seches ot la hauteur d’eau est nulle. Pour assurer la cohérence

de la simulation de ces régions, il est essentiel de préserver une hauteur d’eau positive
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Introduction

ou nulle tout au long de la simulation. La seconde propriété est une conséquence du
terme source de topographie. En effet, le terme —ghd,Z implique 1'existence de solu-
tions stationnaires non triviales qui jouent un réle fondamental dans le développement
des méthodes numériques. Ces solutions particulieres, qui ne dépendent pas du temps,

sont régies par le systeme suivant :

{ d,(hu) = 0, 2

O (hu? + g%) = —gho.Z.

Apres les travaux pionniers de A.Bermudez et M-E.Vazquez [7] et ]-M.Greenberg et
A-Y.LeRoux [36] (par exemple, voir aussi L.Gosse [31] ou S.Jin [40]), les solutions sta-
tionnaires définies par (2) doivent étre capturées de maniere précise (voire exacte) pour

garantir la pertinence du schéma congu.

Au cours des deux derniéres décennies, de nombreux travaux ont été consacrés a
la dérivation de schémas numériques pour approcher les solutions faibles de (1) et ca-
pables de capturer avec précision les solutions stationnaires. En effet, d’apres [7, 34,
36, 35], si les solutions d’équilibre ne sont pas correctement capturées, I’approximation
peut introduire des erreurs numériques qui vont croitre avec le temps. Puisque le sys-
téme (2) s’avere non-linéaire, de nombreux travaux ne considérent que le "lac au repos”,
défini par u = 0 et h+ z égale a une constante. Par exemple, dans E.Audusse, F.Bouchut,
M-O.Bristeau, R.Klein et B.Perthame [2](voir aussi [15]), un schéma dit de reconstruc-
tion hydrostatique a été développé. Par une technique de reconstruction aux interfaces
complétée par une discrétisation adéquate du terme source, le schéma de reconstruc-
tion hydrostatique permet, de facon trés simple, de préserver le lac au repos. De par sa
simplicité, la reconstruction hydrostatique est couramment adoptée pour développer
un schéma bien équilibré (ou well-balanced) (voir [11, 17, 19, 22] pour une liste non
exhaustive de références). Plus récemment différents travaux ont été proposés sur la
dérivation de schémas capturant des solutions stationnaires mouvantes (avec u # 0).
Par exemple, dans [31], le systéme non linéaire (2) est résolu a chaque interface pour
obtenir un schéma préservant toutes les solutions stationnaires mouvantes (v # 0) ou
non mouvantes (v = 0). Cette approche reste cotiteuse et nécessite la résolution d'un
systéme non linéaire sur chaque interface et a chaque itération en temps. Dans [18],
une extension de la reconstruction hydrostatique est proposée afin de capturer, en plus
du lac au repos, des solutions stationnaires en mouvement. Malheureusement, cette re-

construction hydrostatique généralisée ne préserve pas la positivité de la hauteur d’eau.
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Introduction

Afin de préserver toutes les solutions stationnaires définies par (2), Y.Xing [49, 66,
68] propose des extensions de la méthode de Galerkin discontinue. En effet, Y.Xing
utilise astucieusement les degrés de liberté, habituellement considérés pour monter en
ordre d’approximation, afin de préserver les solutions stationnaires avec u # 0. Plus ré-
cemment, dans [8], un schéma de type Godunov pour le systeme non homogene (1) est
développé. Ce schéma est obtenu en dérivant un solveur de Riemann approché pour le
systéme (1) permettant ainsi une prise en compte précise du terme source. Le schéma
obtenu préserve alors la positivité de la hauteur d’eau et capture exactement toutes les
solutions stationnaires. De plus, la stabilité faible entropique est établie pour cette mé-
thode. Malheureusement, encore une fois, une équation fortement non linéaire doit étre
résolue a chaque interface. Sur le principe des schémas de type Godunov développés
dans [8], des techniques de linéarisation ont été introduites sur chaque interface dans
[46, 47]. Cette approche permet de s’affranchir des équations fortement non linéaires
devant étre résolues sur chaque interface tout en préservant la capture des solutions sta-
tionnaires et en préservant la positivité de la hauteur d’eau. Cette nouvelle approche
permet de développer des méthodes numériques satisfaisant toutes les bonnes pro-
priétés pour un cotit de calcul tres intéressant rendant cette méthode particulierement
attractive. Cependant, la discrétisation du terme source présente des incohérences qui

doivent étre résolues.

Dans ce travail, nous apportons une nouvelle contribution aux schémas de type Go-
dunov préservant les solutions stationnaires a vitesse non nulle suivant les idées intro-
duites dans [46, 47]. Ici, nous proposons de nouvelles familles de solveurs de Riemann
approchés qui permettent de lever les inconsistances présentes dans certaines discré-
tisations proposées dans [46, 47]. Les schémas aux volumes finis, résultants de cette
nouvelle famille de solveurs de Riemann approchés, préservent la positivité de la hau-
teur d’eau, capturent toutes les solutions stationnaires (u = 0 ouu # 0), et sont capables
de traiter les transitions seche/mouillée. De plus, des critéres de stabilité (faibles) en-
tropique peuvent étre établis. Equipés de ces schémas du premier ordre nous propo-
sons également des extensions d’ordre 2 de type MUSCL. Sans traitement spécifique,
les reconstructions MUSCL ne permettent pas de préserver les solutions stationnaires.
Plusieurs stratégies ont récemment été introduites [30, 41, 52], mais, encore une fois,
elles nécessitent toutes la résolution de systemes non linéaires sur chaque interface du
maillage tout au long de la simulation. Le cofit de calcul prohibitif de ces approches

rend inefficiente ces techniques de montée en ordre. Dans ce travail, nous proposons
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Introduction

une nouvelle procédure de reconstruction de type MUSCL qui préserve toutes les solu-
tions stationnaires sans jamais résoudre aucun systéme non linéaire. Le faible cotit de
calcul de la reconstruction MUSCL, ici développée, rend particulierement attractive la

méthode que nous proposons.

Plan du manuscrit

Premier chapitre : Présentation du modéle de Saint-Venant

Dans ce chapitre, on rappelle quelques éléments d’analyse du modele de Saint-
venant (1). Dans un premier temps, nous faisons une breve présentation du systeme
(1) et des solutions stationnaires qui en résultent. Ensuite, nous nous intéressons au
systéme homogene, c’est-a-dire le modele sans le terme source obtenu pour une to-
pographie plate. Nous exhibons les propriétés algébriques du systeme homogene en
établissant la stricte hyperbolicité pour tout & > 0. Nous montrons que le systéeme est
composé de deux champs caractéristiques vraiment non-linéaires. Il en résulte que la
solution du probléme de Riemann est constituée de trois états constants séparés par
deux ondes qui sont soit une onde de choc soit une onde de détente. Afin de résoudre le
probléme de Riemann du systéme homogene, une étude des ondes de choc et de dé-
tente est proposée.

Dans un second temps, pour comprendre l'influence du terme source de topogra-
phie, nous écrivons 1’algebre associée au systéme non homogene. Le terme source de
topographie engendre un nouveau champ caractéristique qui est stationnaire linéaire-
ment dégénéré. En conséquence, le terme source est responsable d"une onde de contact.
L'étude des invariants de Riemann a la traversée de cette onde de contact permet de ca-
ractériser autrement les solutions stationnaires. Cette étude du modele de Saint-Venant
(1) est complétée par le développement de 1'inégalité d’entropie qui présentera un in-
térét pour la stabilité des méthodes numériques.

Dans ce chapitre, nous présentons également les schémas aux volumes finis pour
tout systéme hyperbolique de lois de conservation. Nous commengons par introduire
la discrétisation en espace et en temps. Puis, nous présentons ’évolution au cours du
temps de la solution discrete. Les propriétés de consistance et de robustesse devant étre
satisfaites par le schéma aux volumes finis sont ensuite rappelées. Nous illustrons alors

les schémas aux volumes finis avec le schéma de Godunov [28, 60], introduit en 1959, et
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leurs extensions linéarisées, les schémas de type Godunov [37]. Le schéma de Godunov
repose sur l'intégration de la solution exacte du probleme de Riemann. Cette solution
exacte est souvent difficile (voire impossible) a exhiber. En conséquence, afin de re-
médier a ce défaut, Hartex, Lax et van Leer [37] ont proposé, en 1983, les schémas de
type Godunov qui peuvent étre compris comme une linéarisation du schéma initial de
Godunov. Ces méthodes, plus simples, reposent sur une approximation de la solution
exacte du probleme de Riemann. Les schémas numériques de type Godunov sont a la
base des méthodes que nous développerons dans le cadre de ce travail pour 1’approxi-
mation des solutions faibles du systéme (1).

Deuxiéme chapitre : Schéma de type Godunov capturant tous les états

stationnaires a vitesse non nulle

Le présent chapitre concerne la dérivation d"un schéma well-balanced pour appro-
cher les solutions faibles du modéle de Saint-Venant avec terme source de topographie
(1). Dans un premier temps, nous rappelons le principe des schémas de type Godu-
nov pour le modeéle Saint-Venant avec terme source de topographie. Ces schémas aux
volumes finis sous forme conservative, reposent sur la caractérisation d"un solveur de
Riemann approché. Ici, I'un des principaux attraits de la méthode développée réside
dans une prise en compte judicieuse du terme source par le solveur de Riemann appro-
ché qui sera un atout majeur pour la dérivation de schémas préservant tous les états
stationnaires.

Concernant 'approximation du terme source, la préservation des solutions station-
naires a vitesse non nulle impose une condition nécessaire qui doit étre satisfaite par
la discrétisation a adopter. Cette condition est indépendante du choix du solveur de
Riemann approché. A la différence des discrétisations déja établies dans [46, 47], nous
obtenons ici une formulation toujours consistante. Toutefois, cette nouvelle discrétisa-
tion n’est pas toujours bien définie lors des changements de régimes entre les écoule-
ments fluviaux et les écoulements torrentiels. Afin de contrdler ce cas particulier ot le
nombre de Froude est égal a un, nous proposons une correction qui permet de définir
la discrétisation du terme source pour tout état physique admissible.

Une fois équipés d"une discrétisation du terme source, nous sommes en mesure de
proposer une définition d"un solveur de Riemann approché. Ici, nous adoptons un sol-

veur constitué de deux états intermédiaires séparés par une discontinuité stationnaire.
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Afin de déterminer les deux états intermédiaires, suivant les travaux de Hartex, Lax
et van Leer [37], nous imposons une condition de consistance intégrale qui assure la
conservation naturelle du schéma aux volumes finis résultant. Malheureusement, une
relation est manquante pour la détermination complete des états intermédiaires. Le
choix de cette derniere relation doit permettre de préserver les solutions stationnaires
a vitesse non nulle. Pour cela, nous devons adopter une relation mimant, en un sens a
préciser, la préservation de I’équation de Bernoulli. Dans un souci de simplicité, pour
ce premier schéma, nous adoptons une linéarisation de la relation de Bernoulli entre
les états intermédiaires. Nous sommes alors en mesure de déterminer tous les états
intermédiaires. De la méme fagon que pour le développement de la discrétisation du
terme source, les états intermédiaires obtenus ne sont pas correctement définis pour
un nombre de Froude égale a un. La encore, nous adoptons une correction qui préserve
les solutions stationnaires et qui corrige le défaut constaté au changement de régime.
De plus, les états intermédiaires obtenus ne sont pas nécessairement admissibles et
peuvent produire des hauteurs d’eau négatives. Afin de corriger ce dernier défaut, nous
adoptons une technique de cutoff conservatif des hauteurs d’eau.

A présent, connaissant la discrétisation du terme source et le solveur Riemann ap-
proché, nous sommes en mesure de développer un schéma aux volumes finis de type
Godunov qui préserve les solutions stationnaires et la positivité de la hauteur d’eau.
Concernant ce premier schéma, nous établissons également qu’il peut capturer des
chocs stationnaires non entropiques. Cependant, les résultats numériques mettent en
avant une instabilité de ces solutions non admissibles qui ne sont, dans la pratique,

jamais capturées au profit de la solution entropique naturelle.

Dans la derniere section de ce chapitre, nous proposons plusieurs expériences nu-
mériques illustrant la pertinence du schéma congu. Une comparaison systématique avec
la méthode bien connue de reconstruction hydrostatique [2], appliquée au schéma
(HLL) [37], et le schéma Fully well-balanced proposé dans [46, 47], est réalisée pour
toutes les simulations. Nous avons commencé par montrer le comportement du schéma
pour la capture des solutions stationnaires a travers le cas des écoulements sous-critiques
et transcritiques. Nous avons vérifié la robustesse avec le cas d"une solution stationnaire
perturbée o1 nous avons observé un tres bon comportement de notre schéma. Ensuite,
nous montrons a travers différents cas tests, la capacité du schéma a localiser et trai-
ter correctement les transitions de zones séches/mouillées. Pour finir, nous illustrons

le comportement numérique de notre schéma pour une donnée initiale discontinue vé-
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Introduction

rifiant la relation de Bernoulli. Cette discontinuité initiale n’est pas admissible car elle
viole le critére d’inégalité d’entropie. La solution naturelle est une solution du pro-
bléme de Riemann constituée d’une détente et d"un choc. A priori, le schéma que nous
avons développé préserve cette solution stationnaire non admissible. Toutefois, les er-
reurs d’arrondis numériques engendrées par la simulation déstabilisent cette solution

non admissible et le schéma produit la solution entropique attendue.

Troisiéme chapitre : Approximation quadratique des relations de Ber-

noulli pour un schéma de type Godunov

Dans ce chapitre nous nous intéressons a une amélioration du schéma de type Go-
dunov afin d’éviter la capture des solutions stationnaires non entropiques. En effet, la
capture des chocs stationnaires non entropiques semble étre une conséquence du ca-
ractere mal posé de la linéarisation pour un nombre de Froude égal a un. De plus, les
corrections apportées pour forcer un caractere bien posé de la discrétisation a Froude
égal a un sont insuffisantes pour empécher la capture des solutions non entropiques.

Nous proposons ici une extension du schéma de type Godunov corrigeant ce dé-
faut. Pour cela, nous adoptons une nouvelle linéarisation, qui repose sur une formu-
lation quadratique, de la relation de Bernoulli. Cette nouvelle linéarisation permet de
mimer plus précisément le comportement exact des solutions stationnaires. Le choix
de cette nouvelle formulation quadratique, nous permet de définir, sans correction ad-
ditionnelle, une discrétisation toujours bien définie quelque soit le nombre de Froude.
De plus, une propriété remarquable de cette formulation quadratique nous permet de
proposer une nouvelle discrétisation du terme source qui se trouve alors, elle aussi,
toujours bien définie. Il en résulte une discrétisation du terme source et une définition
du solveur de Riemann approché qui préservent toutes les solutions stationnaires qui
ne contiennent pas de zones de transition dans un voisinage de Froude égal a un.

Nous établissons que le schéma aux volumes finis de type Godunov résultant des
développements précédents, vérifie les propriétés attendues. En particulier, nous mon-
trons que ce schéma préserve la positivité de la hauteur d’eau, qu’il capture toutes les
solutions stationnaires pour un Froude différent de un et une inégalité d’entropie définie
relativement a perturbation en O(Ax). De plus, a la différence du schéma présenté dans
le chapitre précédent, nous montrons que ce nouveau schéma ne peut pas préserver les

discontinuités stationnaires non entropiques. La réalisation des cas tests présentés dans
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le chapitre précédent et la comparaison des deux schémas obtenus met en avant l'intérét

de cette nouvelle méthode.

Quatrieme chapitre : Extension a I’ordre 2 préservant les états d’équi-

libre pour le modele de Saint-Venant

Dans les deux chapitres précédents, nous avons développé des schémas numériques
de premier ordre préservant toutes les solutions stationnaires des équations de Saint-
Venant avec terme source de topographie. Ici, nous proposons une extension du second
ordre en espace qui doit également préserver les solutions stationnaires. Il faut noter
qu’il existe de nombreuses stratégies pour obtenir un meilleur ordre d’approximation.
Parmi toutes les stratégies existantes, les schémas de type MUSCL (voir par exemple
[60, 64, 42]) sont particulierement attractifs par leur simplicité de mise en ceuvre. Tou-
tefois, la stratégie MUSCL souléve une difficulté majeure pour les systémes non homo-
genes avec terme source. En effet, les solutions stationnaires doivent étre préservées par
la méthode de reconstruction. Méme si pour des solutions stationnaires linéaires cette
contrainte de préservation est aisément satisfaite, des que les solutions stationnaires de-
viennent non linéaires, le développement de reconstruction MUSCL préservant de tels
équilibres est un véritable défi. Dans [30, 41, 52], des techniques de montée en ordre
préservant les solutions stationnaires sont proposées. Malheureusement ces approches
nécessitent la résolution de systemes non linéaires sur chaque interface. Il en résulte
des méthodes particulierement couteuses dont 'intérét peut étre discutable en fonction
du systeme approché. L'objectif de ce chapitre est de proposer une nouvelle stratégie
MUSCL qui préserve les solutions stationnaires sans jamais résoudre de systeme non
linéaire, donc pour un cofit de calcul faible.

Dans un premier temps, nous présentons la dérivation des schémas de type MUSCL
et nous montrons les difficultés inhérentes a la préservation des solutions stationnaires
non linéaires. Nous mettons en évidence le fait que les stratégies usuelles nécessitent la
résolution de systémes non linéaires sur chaque interface. Forts de cette constatation,
nous dérivons une technique de correction applicable a toute reconstruction MUSCL
et qui préserve l'ordre d’approximation. Cette correction consiste en une simple mul-
tiplication de I'approximation de la pente par un coefficient astucieusement choisi. En
fait, ce coefficient n’est rien d’autre qu'une approximation de 1 avec un ordre d’ap-

proximation choisi mais qui s’annule lorsque les états reconstruits sont a I'équilibre.
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Nous montrons que le schéma du second ordre en espace ainsi proposé préserve les
solutions stationnaires. De plus, nous établissons sa robustesse. Plusieurs simulations
numériques permettent d’illustrer la pertinence de la correction que nous avons ici dé-

veloppée.

Cinquieme chapitre : Une équation de lubrification pour un modéle
simplifié de fluide rhéofluidifiant

Ce dernier chapitre concerne une étude réalisée durant le CEMRACS 2019 dédié
aux fluides géophysiques et aux écoulements gravitaires. Nous abordons un sujet qui
n’est pas dans la thématique générale de la thése, tout en restant proche des domaines
d’application. Il s’agit d"un modéle de lubrification pour une classe de fluides non new-
toniens.

L'équation de lubrification dérive du systeme de Navier-Stokes incompressible, lorsque
la couche de fluide étudiée est mince, et que les effets visqueux équilibrent les forces de
pression. On a alors affaire a un écoulement de Stokes. Ce modeéle a été introduit par
Reynolds [53] en 1886, pour étudier de minces films d’huile, d’ou le nom d’équation
de lubrification.

Dans ce travail, nous nous intéressons a des fluides non newtoniens, pour lesquels
la viscosité n’est plus constante. Elle dépend ici du tenseur de déformation du fluide,
avec I'idée que, plus la déformation est petite, plus la viscosité est grande. Ce type de
fluides se rencontre dans plusieurs applications en ingénierie, biologie, géophysique...
Plus particuliéerement, les fluides viscoplastiques ou pseudoplastiques sont impliqués
en géophysique par exemple pour les coulées de boue ou certains modeles de crofite
terrestre.

Le modele simple étudié ici, introduit par K-F.Liu et C-C.Mei [44], consiste a fixer
un seuil séparant les "petites" déformations des "grandes", et a attribuer une viscosité
constante de part et d’autre du seuil. Lorsque la viscosité liée aux petites déformations
tend vers +o00, on retrouve un fluide de type Bingham. On parlera dans la suite impro-
prement de modele a deux viscosités.

Le plan du chapitre est le suivant. Nous commencons par rappeler le contexte ma-
thématique initial, qui sont les équations incompressibles de Navier-Stokes avec un do-
maine dépendant du temps, puisque nous considérons un probléme a frontiere libre.

Nous définissons ensuite la rthéologie utilisée, c’est-a-dire que nous donnons une for-
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mulation précise a la notion de modeéle a deux viscosités. Par la suite, nous établissons
en détail toutes les mises a 1’échelle impliquées, couche mince et équilibre entre pres-
sion et effets visqueux. L'étape finale consiste a intégrer les équations obtenues dans
la direction verticale, ce qui nous permet d’obtenir 1’'équation de lubrification propre-
ment dite, qui est une équation de diffusion fortement non linéaire. Nous proposons
pour conclure quelques expériences numériques basées sur un schéma aux volumes

finis, afin d’illustrer le comportement du modeéle sous différentes conditions.

Valorisation des travaux de thése

Ce travail a donné lieu aux articles [12, 13]. Larticle [13] a été publié dans IJFV (In-
ternational Journal on Finite Volumes). D’autre part, L'article [12] est actuellement en
révision mineur a SIAM (Society for Industrial and Applied Mathematics). J'ai parti-
cipé au CEMRACS 2019 (Centre d’Eté Mathématique de Recherche Avancée en Calcul
Scientifique), durant lequel j’ai réalisé en groupe un projet qui a abouti a la publication
d’un proceding [23].

Par ailleurs, durant ces années de these, j’ai pu faire des présentations de mes tra-
vaux de theése :

- Séminaire des doctorants de Nantes, université de Nantes,

- Séminaire Landau, université de Rennes,

- Séminaire LMDAN (Laboratoire mathématiques de la décision et d’analyse nu-
mérique), université Cheikh Anta Diop de Dakar,

- Séminaire du projet NLAGA (Non Linear Analysis, Geometry and Applications),
université Cheikh Anta Diop de Dakar,

- Ecole EGRIN 2021, France,
- Séminaire AfriMaths, Dakar.
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CHAPITRE 1

PRESENTATION DU MODELE DE
SAINT-VENANT

Ce chapitre est consacré a la présentation du modeéle de Saint-Venant. Ce systeme
d’équations aux dérivées partielles a été introduit par Adhémar Jean-Claude Barré de
Saint-Venant en 1871 [21]. Ce systéme et ses variantes sont utilisés dans la simulation
de nombreux phénomeénes naturels, par exemple : inondation, tsunami, rupture de bar-

rage, irrigation de terres agricoles, etc ....

En une dimension d’espace, le modele est gouverné par le systéme suivant :

Oih+0,(hu) =0, x€R, t>0,
2

, h (1.1)
O (hu) + 0, <hu + g2> = —gh0,Z,
ou h(z,t) > 0 et u(x,t) € R représentent respectivement la hauteur et la vitesse de
I'eau. Ici, g > 0 désigne la constante de gravité et Z(x) est la fonction représentant la
topographie. On suppose que cette fonction est réguliere. De plus, le débit de 1’eau est
donné par ¢ = hu. La figure 1.1, illustre les différentes variables du modeéle.

water surface

channel bottom

FiGure 1.1 — [llustration des variables du systeme de Saint-Venant avec terme source de
topographie. Par hypothése, la vitesse est la méme sur toute la colonne d’eau.
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Partie , Chapitre 1 — Présentation du modéle de Saint-Venant

Pour plus de simplicité dans les notations, nous introduisons

h hu 0
W= . F(W) = B2 | et SW,Z) = . (12)
hu hu? + g— —ghd,.Z

2

ou W, F et S représentent respectivement le vecteur des inconnues, le flux physique et
le terme source.

Ainsi, on peut réécrire le systéme sous la forme suivante :
oW + 0, F(W)=S(W,2), (1.3)
ou W appartient a 'ensemble des états admissibles ) défini par
Q={W=(h,q)" €R* h>0, g€ R} CR%

On peut remarquer que l'espace de phase contient également des zones séches définies
par h = 0. De telles régions nécessitent une attention particuliére qui sera traitée de
fagcon spécifique puisque le systeme n’a, a priori, plus de sens. Par convention, nous
supposons que si h = 0 alors le débit g est également nul.

Apreés cette bréve présentation du modele de Saint-Venant, nous allons détailler des
solutions stationnaires du systeme (1.1).

1.1 Les états stationnaires

En raison de leur importance lors de la mise en place de méthodes numériques d’ap-
proximation, dans cette section, nous présentons les solutions stationnaires satisfaites
par le modele (1.1). Ces solutions sont indépendantes du temps et sont alors régies par

le systeme suivant :

{ d(hu) = 0, (14)

Oy (hu2 + g%) = —ghd,Z.

Apres un calcul direct, le systéme peut étre réécrit sous la forme suivante :
0 (hu) =0,
U2
O (2 +g(h+ Z)> =0.
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1.2. Propriétés algébriques et probléme de Riemann du systéme homogéne

Par conséquent, pour toutes constantes données (Q, B) € R?, les solutions stationnaires

sont caractérisées par les deux relations suivantes :

hu - Q?
U2 (1.5)
? + g(h + Z) =DB.

Par souci de simplicité dans les développements a venir, on définit

BW,Z) = u; +g(h+ 2). (1.6)

On remarque que la seconde identité de (1.5) est en fait le principe de Bernoulli [65].

Dans le cas ot u = 0, on retrouve un équilibre particulier appelé le lac au repos (voir

par exemple [2]) caractérisé par :

u =0,
(1.7)
h+ Z = cte.

Dans la suite, nous verrons que le lac au repos, défini par (1.7), ainsi que les solutions
stationnaires a vitesse non nulle définies par (1.5), joueront un réle prépondérant dans

le développement de schémas numériques.

1.2 Propriétés algébriques et probléme de Riemann du

systeme homogene

Cette section est consacrée a mettre en évidence certaines propriétés algébriques
des équations de Saint-Venant homogenes en une dimension d’espace et a présenter la

résolution du probleme de Riemann.

1.2.1 Algeébre du systéme homogene

Nous allons étudier les propriétés du systéme homogene de Saint-Venant. Nous
montrons ’hyperbolicité du systeme et nous étudions ses champs caractéristiques ainsi
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Partie , Chapitre 1 — Présentation du modéle de Saint-Venant

que les invariants de Riemann associés. On considere le systeme homogeéne défini par

Oth + 0, (hu) = 0, reR, t>0,

2 1.8)
Oy (hu) + 0, (h'zf + g};> =0, (

et nous supposons que h > 0. Puisque que la nature du systeme (hyperbolicité, inva-
riant de Riemann, etc....) estindépendante d"un changement de variable, nous adoptons
les variables primitives U = (h, u)". L'ensemble des états admissibles pour les variables

primitives est défini par
Qu ={U = (h,u)' € R* h >0, u€ R} C R
Pour une solution réguliere, le systéme peut étre réécrit sous la forme suivante :

Oth + u0,h + ho,u = 0,
owu + ud,u + go.h = 0.

Ainsi on écrit le systeme sous la forme quasi-linéaire

oU + A(U)0.U =0, (1.9)
ou A(U) est définie par
h
A(U) = (“ ) . (1.10)
g u

Lemme 1.2.2. Le systéme (1.8) est strictement hyperbolique.

Démonstration. On rappelle que le systeme (1.8) est strictement hyperbolique si la ma-
trice A(U) définie par (1.10) admet des valeurs propres réelles distinctes. Un calcul
direct nous donne les deux valeurs propres suivantes :

MN(U)=u+\gh et A (U)=u—/gh, (1.11)

ou le terme /g est en fait la vitesse du son. Comme 7 > 0, ona A" (U),\"(U) € R
avec \T(U) > A~ (U). Ainsi, comme les valeurs propres sont réelles et distinctes et il en
résulte que le systeme de Saint-Venant est strictement hyperbolique. Le lemme est ainsi
démontré. O
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1.2. Propriétés algébriques et probléme de Riemann du systéme homogéne

Maintenant, nous allons étudier la nature des champs caractéristiques.

Définition 1.2.3. Un champ caractéristique associé a la valeur propre A\(U) est dit vraiment

non linéaire (VNL) si et seulement si
Vul(U).R(U) # 0 pour tout U € Q,
ou R(U) est un vecteur propre associé a A\(U) et ), est I'espace de phase pour la variable U.

Définition 1.2.4. Un champ caractéristique associé a la valeur propre (U ) est dit linéairement
dégénéré (LD) si et seulement si

VulU).R(U) =0 pour tout U € Qp
ou R(U) est un vecteur propre associé a A\(U) et Sy est I'espace de phase pour la variable U.

Suivant la nature des champs, des ondes de nature différente (choc, détente, contact)
peuvent apparaitre. A partir des deux définitions précédentes, nous voyons que pour
étudier la nature des champs caractéristiques, il faut calculer les vecteurs propres R* (U)
et R (U) de A(U).

Les vecteurs propres associés aux valeurs propres A*(U) sont donnés par

PP =2
- ()

VN (U) RE(U) = 5 /oh £ 0,

de sorte que les deux champs sont VNL.

Avec h > 0,on a

Avant de conclure cette étude des propriétés du systéme homogene de Saint-Venant,

nous allons calculer les invariants de Riemann.

Définition 1.2.5. Une fonction U — ®(U) de classe C' est un invariant de Riemann associé

au j°me champ si et seulement si
Vu®(U).R;(U) = 0. (1.12)
Dans notre contexte, I’équation (1.12) peut étre reformulée [16] sous la forme sui-
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vante :
dh du dh du

R(U) R0 ' RAU) RO

ot R (U) et R5 (U) sont les deux composantes des vecteurs propres R*(U), avec h et u

les deux composantes du vecteur U. Ainsi on a

dh _ du
+h  /gh'’

d’ou

dui?ﬁ;;% =0,

pour en déduire
d(u+2,/gh) = 0.

Par conséquent, on obtient les invariants de Riemann associés aux valeurs propres A~ (U)
et \T(U):
O (U)=u-+2\/gh et O (U)=u—2\/gh. (1.13)

Equipés de cette algebre pour le systéme homogene (1.8), nous allons nous intéresser

a la résolution du probléme de Riemann.

1.2.6 Résolution du probléme de Riemann

Nous considérons a présent le probleme de Riemann. Il s’agit d'un probléme de
Cauchy défini par
oW + 0, F(W) =0,
Wy siz <0, (1.14)

Wgr siz >0,

W(z,t=0)= {

ou F et W sont définies par (1.2). La donnée initiale est définie par deux états constants
W, et Wg dans () séparés par une discontinuité en = = 0. Par souci de simplicité dans
les notations nous posons hrur, = qr, et hrug = qg.

Les deux champs caractéristiques de ce systéme étant vraiment non linéaire (VNL),
la solution du probléme de Riemann (1.14) sera constituée de trois états constants (res-
pectivement W, puis W* puis Wy) séparés par deux ondes qui seront soit une onde
de choc soit une onde de détente. Afin de résoudre le probleme de Riemann, il nous

faut donc déterminer I'état intermédiaire IW* ainsi que la nature de chacune des ondes.
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Dans un premier temps, nous allons étudier indépendamment chacune des ondes.

Ftude des ondes de détentes

Londe de détente connecte deux états constants par une fonction continue. A la
traversée de cette onde, les invariants de Riemann sont constants. D’apres Godlewski

Raviart [28], nous avons le résultat suivant :

Lemme 1.2.7. Une 1-onde du probléme de Riemann (1.14) connectant Wy a W* est une onde
de raréfaction si les invariants de Riemann sont constants a travers ['onde et si les valeurs propres

sont ordonnées, comme suit :

A (W) < X (W),
{ (W) < A~(0") -
O~ (W) =d (W™).
De facon similaire, une 2-onde connectant W* a W, est une onde de raréfaction si
AT (W) < AT (Wg),
(W) < X (W) 16
(I)+<W*) = (I)+(WR)7

ont \* et ®* sont données respectivement en (1.11) et (1.13).

Maintenant a partir du lemme 1.2.7, nous allons construire les ondes de détente.
Pour cela, étant donné W, = (hz,q.)" un état constant, les états W* = (h*, ¢*)" qui
peuvent étre reliés a W, par une onde de détente vont étre déterminés.

Commengons par une onde de 1-détente définie par (1.15). En conséquence du
lemme 1.2.7 et de I'égalité (1.15) assurant la continuité des invariants de Riemann, on
a la relation suivante :

u* 4 2¢/gh* = ur, + 21/ ghyr.

En déterminant u* en fonction de h*, on obtient
w =g +2/g(\/ by — Vh¥). (1.17)

Toujours, d’aprés le lemme 1.2.7 et la relation (1.15) assurant l'ordonnancement des

valeurs propres, nous avons :

u® > uy, + \/E(\/E— \/E)
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.

FIGURE 1.2 — Illustration d’une 1-détente. A gauche on représente les états u* et h* qui
peuvent étre connectés par une onde 1-détente et qui sont définis par la relation (1.17).
Sur la figure de droite, on présente la caractérisation en fonction de z et de ¢ de la solu-
tion de 1-détente relativement a la définition (1.18).

\ z=A"(Wp)t

ur e

X

Avec la définition de v* donnée par (1.17), on obtient

uL—}—Q\/E(\/hi—\/ﬁ) > UL—I-\/E(\/F—\/;L),

ce qui implique v/h;, > vh*, d’ott h;, > h* et donc, d’apres (1.17), u* > uy. En conclu-
sion, les états W* connectés a W, par une 1-détente sont caractérisés par

= up+2/g(hy — Vh*),
: ur, (1.18)

>
h* < hp.

Si W* est défini suivant (1.18), la solution W (x,t) qui connecte W, a W* est une 1-
détente. Puisque cette solution est auto-similaire et vérifie donc W (x,t) = W (z/t), il en
résulte que la solution 1-détente est nécessairement de la forme suivante :

Wr si z< /\_(WL)t,
Wz, t) =3 Wi(z/t) si A(Wp)t <z < A\ (WH, (1.19)
W si x> A (WHt,
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Wr

N

@’ = /\Jr(WR)t

FiGUrE 1.3 — [llustration d’une 2-détente. A gauche on représente les états u* et h* qui
peuvent étre connectés par une onde 2-détente. Sur la figure de droite, on présente la
caractérisation en fonction de x et de ¢ de la solution de 2-détente relativement a la
définition (1.21).

ot W (z/t) est définie par

La résolution du systéme précédent conduit a la définition suivante de I'état 1V :

1
alw/t) = <uL +2y/ghy, + 2%) :

) e (1.20)
B /t) = % (uL + 2 /ghs — ¥> |

En procédant de fagon similaire, les états I* pouvant se connecter a Wy par une 2-

détente sont définis de la fagon suivante :

ut = Ur — 2\/5(\/@ - \/E)v

h* < hg.

Si W* vérifie la relation (1.21), la solution W (z, t) est uniquement constituée d’une
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2-détente donnée par

W* si < MWL,
Wz, t) =3 W(z/t) si MWt <z < A\ (Wi, (1.22)
Wgr si x> )\+(WR)t,

ot la fonction W (x/t) est définie par

_ 1 x
u(z/t) = 3 (uR —2y/ghr + 215) , .

_ 1 T 2
h(z/t) = 9 <_t +ug —2 ghR> :

Ftude des ondes de choc

Concernant les ondes de choc, deux états constants connectés par une discontinuité
se propageant a une vitesse o, sont gouvernés par les relations de Rankine-Hugoniot
[28, 60]. Cette condition de saut est définie par

o X (WR — WL) = F(WR) — F(WL), (124)

ol o est la vitesse de discontinuité. Par conséquent dans le cadre du systéme homogene

(1.8), I'égalité (1.24) peut étre reformulée de fagon suivante :

olh] = [q],
2 1.25
olg] = H + ;ghﬂ : (125

out [X] = Xp — X représente le saut de la quantité X a travers la discontinuité. Par
ailleurs, les relations de Rankine-Hugoniot n’assurent pas 1'unicité de la solution du
probléme de Riemann, c’est pourquoi il faut considérer une condition d’entropie dite
condition de Lax [28].

Définition 1.2.8 (Condition d’entropie de Lax). Nous dirons qu’une discontinuité satisfait

la condition d’entropie de Lax s’il existe un indice k € {1,2, ..., p} tel que I'on ait

)\k(WR) <o < >\k+1(WR)7
)\kfl(WL) <o < >\k<WL)J
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si le champ k est VNL.

Enfin, dans le lemme suivant, nous énongons des conditions suffisantes pour que la

1-onde ou 2-onde soit une onde de choc satisfaisant le critére de Lax.

Lemme 1.2.9. Une I-onde du probléme de Riemann (1.14) connectant Wy, a W* est une onde
de choc entropique avec une vitesse de discontinuité o si la condition de Lax et les relations de

Rankine-Hugoniot sont satisfaites :

A~ (W) <o < A (W),
(1.26)
oc(W* —=Wyp)=FW*) — F(Wp).
De facon similaire, une 2-onde est une onde de choc entropique connectant W* a W, si
AN (Wg) <o < XT(WH),
{ (W) (W) 127
O'(WR — W*) = F(WR) - F(W*)

Maintenant, nous allons construire les ondes de choc. Dans un premier temps, on
se donne W, et on cherche les états W* qui peuvent étre connectés a W, par un choc de
vitesse o. L'état W* est donc caractérisé par les relations de Rankine-Hugoniot (1.25).

On remarque que la premiere équation dans (1.25) nous donne
—U(h* — hL) + (h*u* — hLuL) = 0,

on en déduit
M =h" " —0)=hp(u, — o), (1.28)

ou M désigne le débit a travers I’'onde de choc. On peut alors remarquer que

M M

=u o et By, UL (1.29)
pour en déduire la relation suivante :
M M .
o =u,—u,
d’ou I
M = m (1.30)
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x:Ult t

X

FiGURE 1.4 — Illustration d"une 1-onde de choc. A gauche on représente les états u* et h*
qui peuvent étre connectés par une onde de 1-choc. Sur la figure de droite, on présente
la caractérisation en fonction de z et de ¢ de la solution de 1-choc.

De plus avec la seconde relation de (1.25), on obtient
X k[, * 1 *2 1 2
w*h*(u —0)+§gh ZuLhL(uL—U)+§9hL,
Puisque M vérifie la relation (1.28), alors il en résulte
* 1 *2 1 2
u" M + igh =u,M + §ghL,

ce qui implique

g _hi-h"
M==x ———mr! 1.31
2 % u* —uy, (1.31)
Avec les deux égalités (1.30) et (1.31), on en déduit
. 1 o /11
(' —un)* = =500 = 1) (5= = 35 ) (132)

Notons que cette égalité est toujours bien définie car —1 g(h? —h*?) (% — hi) =3 hi = g(h*

hr)(h* — hz)? > 0 dans €. En fait on ne peut pas directement en déduire u* car on ne

connait pas le signe de u* — ur. Suivant le signe de ce dernier on aura un 1-choc ou un
2-choc.

Afin de déterminer le signe de u* —uy, nous allons considérer le critere de Lax donné
par (1.26), qui nous donne

a<uL—\/gTL et 0>u*—\/%,
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U t ,T:UQt

FiGURrE 1.5 — [llustration d"une 2-onde de choc. A gauche on représente les états u* et h*
qui peuvent étre connectés par une onde de 2-choc. Sur la figure de droite, on présente
la caractérisation en fonction de z et de ¢ de la solution de 2-choc.

ce qui implique
o—up < —/ghy, et o—u">—\/gh*

En utilisant (1.29), il en résulte

M > hiyJghr et M < h*\/gh, (1.33)

pour en déduire

M
hiv/ hy < % <h*\/ﬁ

Il en résulte donc h;, < h*. De plus, avec (1.33) on obtient \/gh; < % et ainsi M > 0.
Or avec (1.31), on a Z%Q_—j; > 0 et de plus h? — h** < 0 car hy < h*, on en déduit que
L

u* < ur. En conséquence on a u* — uy, < 0 et en résolvant I'équation (1.32), on obtient

. o |gh*+h
u :'LLL"‘(hL_h) gh*hLL,

u” S ur,,

h* > hy.

(1.34)

De fagon analogue, pour l'onde 2-choc, on considere le critere de Lax (1.27) pour obtenir

M
hR\/hR < _ﬁ < h*m,
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\2—cho<z hr,

FIGURE 1.6 — Présentation des différents cas pour le probléme de Riemann.

ce qui implique h* > hp. Ici, avec (1.27), ona —M > hp\/ghgr > 0 ce qui impose M < 0
et par conséquent, il en résulte que u* > ug. On en déduit u* — ur > 0, ce qui nous

donne la caractérisation suivante d’une onde de 2-choc en résolvant (1.32) :

o «_poy, IRt
u —UR+(h hR) 9 h*hR s

U* Z UR,

h* > hg.

(1.35)

Connaissant la caractérisation des ondes constituant la solution du probléme de Rie-
mann, nous sommes a présent en mesure de donner la solution du probléeme (1.14)
pour tous états W, et Wy dans (). La solution dépend de la position de W5, relative-

ment a Wy, comme illustré dans la Figure 1.6.

Cas 1-choc et 2-detente : Il correspond au cas ou Wy appartient a la zone I. Dans le

. o [gh*+h
u :UL+(hL—h) gh*hLL,

avec h* > hr et u* < uy. Dans la 2-détente, W* vérifie

up = u* — 2,/g(Vh* — \/@),

avec h* < hp etu* < ug. D'ot1I'équation scalaire 2 x 2 non linéaire défini comme

1-choc, W* vérifie
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x= AT (W)t

T = 01t

L

Wi

X

Ficure 1.7 — Illustration pour le cas d’une solution constituée d"un 1-choc et d"une 2-
detente.

suit :

‘ o [gh AR
U :UL+(hL_h) g h*hLL,
(1.36)

o [gh +h
ur, + (hy — h ),/g — L — up + 2V — \Jhg).
L

Ce systéme doit étre résolu pour déterminer W*. Ainsi la solution faible entro-

pique est donnée par

Wy, si $/t < 01,

W t) W*sioy < z/t < XT (W), (137)
x,t) = .

Wa_ger i AT(WF) < 2/t < XT(Wg),

Wk si .%/t > )\+(WR),

avecC

o1 — [hu] _ —uLhL + u*h* _ —UL(hL — h*) + h*(u* - UL) — s —h g(hL + h*)
T W —h h* — hr, B 2hih*

et

L(—UR + 2\/ghR + %)2
W2—det = gl = .
§(UR — 2\/ghR + 2?)

La figure 1.7 illustre la représentation de la solution dans le plan de phase.

Cas 1-choc et 2-choc : Il correspond au cas ou Wy appartient a la zone II. Dans

31



Partie , Chapitre 1 — Présentation du modéle de Saint-Venant

xX

Ficure 1.8 — Illustration pour le cas d"une solution constituée d’un 1-choc et 2-choc.

I'onde 1-choc, W* vérifie

. o [ghr+h
w =uy + (hy — h ),/g h*hLL, (1.38)

avec et dans 'onde 2-choc, W* vérifie

T+ I
up = '+ (hg — )y Z;;l , (1.39)

de sorte que W* est solution du systeme non linéaire constitué des deux équa-
tions (1.38)-(1.39). La hauteur h* vérifie up — (hg — h*)\/22E" — o + (hy, —

2 hph*
h*)y/ g% avec h* > hy, et h* > hp. La solution faible entropique est alors don-
née par

WL Sl.’l?/t < 0y,
W($,t) = W*sio; < CC/t < 09, (14:0)
Wgrsiz/t > o,

otl, considérant la relation de Rankine-Hugoniot (1.25), les vitesses de propaga-
tion des chocs o, et 03 sont données par

o1 = = T
et
oy = ]'LRUR — h*u* _ (hR — ]’L*)U* + hR(UR — u*) — hR g(h* + hR) .
hr — h* hr — h* 2hph*
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i

FiGure 1.9 — Illustration pour le cas d"une solution constituée d'un 1-détente et 2-choc.

La figure 1.8 représente la solution dans le plan de phase.

Cas 1-détente et 2-choc : Il correspond au cas out Wy appartient a la zone III. Dans
I'onde 1-détente, W* vérifie alors

=g, + 25 hi — VB, (1.41)

et dans l'onde 2-choc, W* vérifie

he + b
up = u* + (hp — h*),/g ZRh* . (1.42)

L'état W* est solution du systéme non linéaire défini par (1.41)-(1.42). La solu-

tion faible entropique est alors définie par

Wy si l‘/t < )\_<WL),
W(x t) _ Wi_get Si )\_(WL) < x/t < )\_(W*), (1 43)
’ W* si A-(W*) < z/t < oy, '

Wpg si l‘/t>0’2,

avec
1 2ah; — )2 h* +h

Wi gy = glg(uL+ gnp t) et oy —u'+hg 9(—+*R).
s(ur +2v/ghy +2%) 2hgh

La hauteur h* est solution de uz +2,/g(vhr, —Vh*) = up+ (h* —hg)y/ % La
figure 1.9 illustre la solution du probléme de Riemann (1.14) dans le plan (z,t)
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xr

F1GURE 1.10 — [llustration pour le cas d"une solution constituée d"un 1-détente et d'une
2-détente.

lorsque la solution est constituée d'une détente suivie d'un choc.

Cas 1-détente et 2-détente : Il correspond au cas ot Wy appartient a la zone IV.

Dans 'onde 1-détente, W* vérifie

ut = up +2y/g(\/h — VB, (1.44)

et dans l'onde 2-détente, W* vérifie

up = v = 2/g(Vh* = \/hn). (1.45)

En combinant les égalités (1.44)-(1.45), on obtient

u' = un + 2/G(VI7 = \/hr) = ur + 2/G(he — V),

par conséquent
4/ gh* = up — ug + 2(y/ghs + \/ghr)

Alors la solution W* existe si et seulement up — u, < 2(v/ghr + v/ghg). Globale-
ment, on montre que la solution du probleme de Riemann existe si et seulement

up —urp < 2( ghL + \/ghR),
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et ainsi la solution faible entropique est gouvernée par

Wy siox/t < A (WL),
Wi_ger si AN (Wp) <a/t <X\~ (W*),
W(z,t) = W+ si A(W*) < z/t < XT(W*), (1.46)
Wogee si ANHW*) < 2/t < AT (W),

Wr si o/t > \H(Wh),

avec

o (aglu+2Vehe =92 (5 (Fur +2Vghe + 5)%)
1—det 1 z ) 2—det 1 =
3(ur +2v/ghr +2%) 3(ur —2v/ghg +2%)

La figure 1.10 représente la solution dans le plan de phase (z,t).

1.3 Propriétés algébriques du champ LD pour le systeme

non homogene

Dans cette section, nous allons étudier brievement 1’algébre relative au terme source
de topographie du systéeme de Saint-Venant (1.1). Tout d"abord, on rappelle que la fonc-
tion de topographie Z ne dépend que de la variable d’espace z. Ainsi, on peut rajouter
I’équation triviale 0,Z(x) = 0 dans le systeme (1.1) qui permet de voir ’équation shal-
low water comme un systéme d’évolution non linéaire de variable V = (h, hu, Z)" sous

la forme:

Or(hu) + 0y (hu* + gh?/2) + ghd, Z = 0,
8tZ - 0

Pour simplifier les notations, nous introduisons la forme condensée suivante :

oV +0,F.(V)+ B(V)o,V =0,
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ol nous avons poseé :

h hu 00 0
V=| hu |, (V)= hu*+gh?/2 |, et BV)=| 0 0 gh
A 0 00 O

On note (2, 'espace des états admissibles défini par :
Q. :={V =(hhu,2)' €R* h >0, uc RetZ € R}.
Le systeme peut étre réécrit sous sa forme quasi-linéaire donnée par

AV + A(V)d,V = 0,

ou
0 1 0
AV)=VyF,(V)+ B(V)=| —u®>+gh 2u gh
0 0 0

En calculant les valeurs propres de la matrice A, on obtient :

Alzu—\/gh, )\2:u+ gh, )\020

On remarque immédiatement que )\, est associé a un champ stationnaire linéairement
dégénéré (LD). A la différence du systéme homogene (1.8), le nouveau champ résulte
de la prise en compte du terme source de topographie. Afin de comprendre le com-
portement de la solution a la traversée de ce champ LD, il est naturel d’exhiber les
invariants de Riemann. Un calcul rapide nous donne le vecteur propre associé a cette
valeur propre stationnaire
gh
Ry(V) = 0
u? — gh

Ainsi on obtient les invariants de Riemann suivants :

2
o) =hu et o) =BW,Z)= % +9(h+ 2), (1.47)
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ou B est défini par (1.6). On rappelle qu’a la traversée de 'onde de contact, gouver-
née par un champ LD, les invariants de Riemann restent constants. On remarque donc
immédiatement la correspondance entre la continuité des invariants de Riemann dans
l'onde de contact stationnaire et la définition des solutions stationnaires définies par
(1.5). Cette remarque trouvera tout son intérét lors de la dérivation des solveurs Rie-

mann approchés intégrant le terme source.

1.3.1 Inégalité d’entropie pour le systéme non homogene

Afin d’exclure les solutions non physiques, le systeme est doté d"une inégalité d’entropie.

Définition 1.3.2. Une solution faible du systéme de Saint-Venant (1.1) est une fonction W &
L2 (R4 x R) telle que pour tout p € CA (R x R), I'égalité suivante est vérifié :

| (Wop+ F(W)awo+ S(W. 2)¢)dtde = — [ Wo(w)e(a,0) d,

ou Wo(x) = W(z,t =0).

Lemme 1.3.3. Une solution faible du systéme de Saint-Venant satisfait 'inégalité d’entropie

suivante :
on(W) + 0,G(W) < —ghud, Z, (1.48)

out 1 est la fonction d’entropie et G est le flux entropique définis par

u? h? u?
nW)=hg +go et GIV)= (2 + gh) hu. (1.49)
De fagon équivalente, on a
om(W, Z) + 9,G(W, Z) < 0. (1.50)
aoec
AW =n(W,Z)+ghZ et  GW,Z)=GW)+ ghuZ. (1.51)

Démonstration. Dans un premier temps, on suppose que les solutions W sont assez ré-
gulieres afin que toutes les opérations sur les dérivées soient licites.

Considérant I'équation de conservation de / du systeme (1.1), on a

Oih + uo,h + ho,u = 0.
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On multiplie cette égalité par gh pour obtenir une premiere relation donnée par

h2
Ko=) +9 (huduh + h*d,u) =0,
d’ou

h? h? K2 h?
c%(g?) +g (uax2 + ?c%u + 2&,,@) = 0.

Par conséquent, on obtient

h? 9.2 912 _
Considérant la seconde équation du systéme (1.1) qui gouverne la quantité de mouve-

ment, on a
2

1 h
Oru + udu + E(?m(g?) = —g0,Z.
On multiplie cette relation par u, pour obtenir

u? w? o u, , h?
Cette derniére égalité est multipliée par h puis combinée avec l’équation % (Oth + Ozhu) =

0, pour obtenir 1'égalité suivante :

u2 U2 2

Oi(h 5 )+ &Ah;u) + u@x(g};) = —ghud, Z. (1.53)

En faisant la somme des égalités (1.52) et (1.53), il en résulte

u? h? u?
O <h2 + g2> + 0, <h2 + gh2> u = —ghud,Z. (1.54)

L'inégalité d’entropie (1.48) est alors obtenue pour les solutions faibles par application
de la définition 3.1 page 37 dans Godlewski Raviart [28].

Par rapport a la formulation conservative (1.50), on sait que Z est une fonction ré-
guliere qui ne dépend pas du temps et par conséquent, en multipliant par gZ 'équation

de conservation de i, donnée par (1.1), il en résulte pour les solutions faibles

O(ghZ) + gZ0,(hu) = 0. (1.55)
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Ainsi la somme des égalités (1.54) et (1.55), donne

2

2 h 2
0y (hUQ + g2> + 0y(ghZ) + 0, <hu2 + gh2> u+ 0,(ghuZ) = 0. (1.56)

Cette relation peut se reformuler sous la forme suivante :
(W, Z) + 0,G(W, Z) = 0.

En considérant les solutions faibles, on en déduit alors une inégalité d’entropie sous
forme totalement conservative donnée par (1.50). Ce qui achéve la preuve du lemme.
O

1.4 Schéma aux volumes finis

L'objectif des schémas aux volumes finis est de chercher a approcher les solutions
taibles pour le probléme

{atw + 0, F(W) =0, (157)

W(x,t =0) =Wy(z) avec Wy(z) € Q.

Dans cette thése, nous adoptons cette méthode qui est plus adaptée au caractére hy-
perbolique du systéme de Saint-Venant. Nous allons briévement présenter les schémas
aux volumes finis dans un cadre général puis nous rappellerons les bases du schéma
de Godunov [61, 37] et des schémas de type Godunov [61, 28].

Ici, on consideére le modeéle de Saint-Venant homogene sous sa forme (1.57). Le cas
avec terme source sera traité dans le prochain chapitre. La premiere étape de la mé-
thode aux volumes finis est de faire une discrétisation de 1’espace. Elle consiste a dé-
couper l’espace en cellules comme illustré dans la figure 1.11. On considere un maillage

uniforme défini par la suite des points (2;11/2)icz Ol
Tiy1/2 = Ti—1/2 + Aw,

avec Az le pas en espace supposé constant. Ainsi on a les cellules ¢; = (2;-1/2, Zi11/2)
centrées en z;. De la méme maniére, on définit la suite ("),cy part® = Oett" ! = "+ At

ou At est le pas de temps qui sera restreint par une condition CFL.
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AT >
| |
| |
| |
Ci—1 | &) | Ci+1
| |
| |
| |
| |
| | T
® |
Ti—1 ZCZ-_% xT; .TL'H_% xi—l—l

FiGure 1.11 — Discrétisation de 1'espace en une dimension.

On note W* I'approximation de la solution W (x,¢") a la date ™. En fait, cette valeur
correspond a l’approximation de la moyenne de la solution exacte W (z, t*) sur la cellule

¢i, de la facon suivante :

W 1/%“”14/( "y d (1.58)
e ) x, . :

On initialise cette approximation en faisant la moyenne de la condition initiale sur

chaque cellule, donnée pour tout i € Z par :

1 Tit1/2

WO = 7/ Wo(x) dz. (1.59)
Az Ti—1/2

Un schéma aux volumes finis est obtenu en faisant une intégration du systeme (1.57)

sur ¢; x [t", 1"t

tn+1

/ e / (OW (2, 0) + 8y F(W (x,1))) dar dt = 0.
Ti_1)2 JI"

Par conséquent on a :

Tit1/2 tntl
/ " (W(ZL', thrl) — W(l’,tn)> dx + F(W(l’z_‘_l/Q’t)) — F(W(l’i_l/g, t)) dt =0

i—1/2 tn
En utilisant (1.58) et en choisissant I’approximation des flux, appelée flux numérique :

1 t"+1

AW W) = 5 [

)

F(W(Ii+1/2, t)) dt,
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on obtient le schéma aux volumes finis du premiére ordre, donné par :

At
Wit = Wit — = (Fa (W] Wiky) = Pa(Wi, W), (1.60)

ol le flux numérique F définit une approximation des flux physiques aux interfaces.
L'expression explicite de cette fonction flux numérique sera définie dans les sections
1.4.1 et 1.4.3 détaillant le schéma de Godunov et les schémas de type Godunov respec-
tivement.

Le schéma doit satisfaire d’autres propriétés qui sont : la consistance et la robustesse.
Un schéma est dit consistant du premier ordre si la fonction flux numérique vérifie la

relation suivante :
VIV € Q, FA(W,W) = F(W). (1.61)

Enfin, un schéma est robuste si
VieZ, W"eQ, alors W' eQ. (1.62)

C’est une propriété qui garantit I’admissibilité physique des états mis a jour a la date
tn+1.

1.4.1 Schéma de Godunov

Dans cette section, nous allons présenter le schéma de Godunov [28, 60].

A la date t", on suppose connue une approximation de la solution constante par
morceau Wa(z,t") = W six € (x;_1/2,%i+1/2). On va maintenant faire évoluer cette
approximation jusqu’a la date ¢" + At. Pour cela, nous allons résoudre le probleme

suivant :

{&W + 0, F(W) =0,
(1.63)

W(x,t") = Wal(z,t").
Localement, sur chaque interface z; L1,0Nn est donc amené a considérer un probleme de

Riemann qui s’écrit sous la forme
oW + 0, F(W) =0,
W siz <0, (1.64)
Wz, t=1t")=

n .
i1 siz > 0.
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A1

i+3

\/

Tivd

FiGure 1.12 — Cone de dépendance de la solution du probléeme de Riemann
T—x, 1
WR( t+2;vvin’ ZV_LH>

Onnote Wx (%, wr, ﬁl) la solution exacte du probleme de Riemann définie par (1.64).

Le cone de dépendance de cette solution est donné dans la figure 1.12. Ainsi pour At

assez petit, la solution du probléme (1.63) est donnée par
L= Tl
WA(I’, t" + t) = WR TQ, Win, i7—L|-1 out e (0, At) etz € (fL’i, Ii-{—l)- (165)

En notant ()\ir ! )icz les vitesses d’ondes les plus rapides et les plus lentes issues de la
solution exacte du probléeme Riemann (1.64) a l'interface z;, . Par construction des
solutions du probleme de Riemann toutes ces vitesses d’'ondes sont bornés quelque
soit ¢ € Z. On impose la condition CFL(Courant-Friedrichs-Lewy) définie par

aemax (1 LGy 1) < 5 (1.66)
il en résulte que Wa(z,t" + At) est une juxtaposition sans interaction de problémes
de Riemann positionnés a chaque interface (voir la figure 1.13). On constate que sur
chaque cellule (xi_% yTigd )la solution W (z, t"+At), donnée par (1.65), n’est pas constante
sur (z;, x;1+1). Elle est constituée d’états constants séparés par des ondes de choc et des
ondes de détente. On projette cette solution sur les fonctions constantes par morceau
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Wr = (5522w, W)

17—

1
2

F1GURE 1.13 — Juxtaposition de solutions exactes du probleme Riemann.

au sens L% Pour cela, on définit 'approximation a la date t" + At, de la fagon suivante :

Wn+1 _ 1

= = /:’*% Wa(z, " + At) d. (1.67)

-1
b}

Par ailleurs, il est possible de reformuler le schéma sous la forme conservative a trois
points (1.60).

Lemme 1.4.2. A At > 0, on considére Wy, la solution du probléme de Riemann (1.64). Alors,
sous la condition CFL (1.66), on a

1 T rT— ;1 At
[ we 2 Wiy, Wi ) de = Wi <o (P(W) = F (W (0 W1, W),

A'T/Z Tt A:C/Q
(1.68)
et
Lo LTl At
R Wi | de = Wi (F(W;) — F (W (0; Wi, Wi1)))
Al’/Q . W'R, ( At 7W2a WZ+1> T Wz —A[L’/Q ( (V[/z) (WR (O, I/I/“ M/’L—l—l)))

(1.69)

Démonstration. Puisque W estla solution du probleme de Riemann alors cette fonction

vérifie 0,Wr + 0, F(Wr) = 0. Si on intégre cette équation sur le pavé [z;_1, 2] x [0, At],

)

on obtient

5° At x T
[ (@WR (t; Wi, m) +O,F (WR (t; Wi, W))) da dt = 0,
0 0
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Il en résulte alors

e T As At Ax/2
/ Wr (At; Wi-1, WZ) dx — / W(z,t =0)dx +/ F (WR ( r s Wioa, VVZ>> dt
0 0 0

At
—/ F (Wi (0; Wy, W) dt = 0.
0

Comme z > 0, alors ona W(z,t = 0) = W,. Sous la condition CFL (1.66), nous avons
F (WR (Afﬂ; Wi_q, WZ>) = F'(W;). De plus F' (Wg (0; W;_1, W;)) est constante en ¢, donc

fﬁ w (s Wi, W) e =W, = 20 (R(W,) — (W 0:Wi, 1))

Aa:/Q Ax/2

De fagon similaire, en intégrant le probléeme (1.64) sur le pavé [z;, z,, 1 ] x [0,At],il en

résulte alors

0 At
/ WR< WZ,WZH) dx—/A W(:v,t:())dx+/ F (W (0; Wi, Wiy ) dt
_Az 0

2
At ~Az/2

—/ F(WR (f/;m,m+1>)dt=o.
0

Puisque z < 0,ona W (z,t = 0) = W;, de plus, sous la condition CFL (1.66), on obtient
F(Wr (Z52 Wi, Wi )) = F(W), d'od

L0 At
Avjz ) s Wz (At WZ,WZH) dx = W; —Ax/2( (W) — F (Wg (0; Wi, Wiiq)))
Ainsi la démonstration est compléte. O

Le schéma de Godunov (1.67) peut s’écrire sous la forme suivante :

Ti-1/2

1 T T —
W.n+1:7/ W (—. n n) 4
’ Az Ja, 1/2 & At Wi W ot

1 Tit1/2 T — Tit1/2 )
— 2 Wwr W) de.
Ax / Wr ( Ar VWi ) dr

1, on obtient

En faisant un changement de variable v — = — z;, 1,

1 5 T I
n+l . n n n n
Wt = W (W) dot g [ We (v v de
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Par conséquent, les relations (1.68) et (1.69) du lemme 1.4.2 nous donnent

— :1<W”— At
’ 2

o R V) — F (W (02, wg))) '

3 (W= v - F (W (0w W) )

At

= Ay (F (W (W7 Wi )) = F (W (0,07, W7))).

qui se reformule sous la forme conservative (1.60) avec un flux numérique donné par
FA(W]' WiL) = F (We (0 W7, WL, (1.70)

On remarque que le schéma de Godunov est consistant puisque W (%, w, W) =W de

sorte Fa(W, W) = F(W). Ceci acheve cette breve présentation du schéma de Godunov.

1.4.3 Schémas de type Godunov

Le schéma de Godunov nécessite de calculer la solution exacte du probleme de Rie-
mann. Cette solution est souvent difficile a exhiber. En 1983, Hartex, Lax et van Leer
[37], proposent d"utiliser une approximation de la solution du probléme de Riemann en
lieu et place de la solution exacte pour alors construire une nouvelle classe de méthodes
numériques. En effet, Hartex, Lax et van Leer [37] ont remarqué que la consistance du
schéma peut étre obtenue en considérant la projection sur les constantes au sens L* de
la solution exacte du probleme de Riemann. Fort de cette constatation, ils proposent de
substituer a la solution exacte Wy (f, Wi, Wi-i—l) une approximation Wr (f, Wi, Wiﬂ)
vérifiant la relation de consistance intégrale suivante :

L (v w Y de= = [ we (Eowow,) d 1.71
A:v/—Ax/Q R(At’ v Hl) x_ALL'/—Az/Q R(N’ v ZH) - (1.71)

Dans la condition de consistance précédente, il est possible de reformuler la moyenne

de la solution exacte du probléme de Riemann de fagon explicite. Afin de fixer les idées,
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t
L — + R
)‘i+1/2 /\i+1/2 A )\i+1/2 )‘z+1/2
I:l cone contenant la solution exacte
- cone contenant la solution approchée
> x
Tiy1/2

FiGURE 1.14 — Cones de dépendance pour les solutions exactes et approchées du pro-
bléme de Riemann.

le solveur de Riemann approché sera pris sous la forme suivante :

W, siz< )\Z.L+lAt,
Tt ) w(z) siA : R
W) = W (%) siah, At <z <Al A (1.72)
VI/Z‘+1 SlfL‘ > )\ﬁlAt,

W%(

ott A\ 1 et A\, sont des vitesses caractéristiques qui seront définies ultérieurement.
2 2
Cependant, il est important de noter que le cone de dépendance du solveur approché
défini par AZL+ , et )\ﬁ , doit contenir le cone de dépendance de la solution exacte défini
2 2

par A\, et AL : (voir figure 1.14).

Lemme 1.4.4. Soit Wg (ﬁ; Wi, VVi-H) la solution exacte du probleme de Riemann (1.64),

alors

1/M/2W (W Win ) d = 5 (We+ Wi) = S5 (F(Weps) = V), (173)
Az Jonepz RA\AE 0L T WU T A, - o

sous la condition CFL définie par

At
S max(| ALy LA, ) <

~ (1.74)

DN | —

En conséquence de ce résultat, notons des a présent que, d’apres (1.73), la condition
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1.4. Schéma aux volumes finis

de consistance intégrale (1.71) devient

1/A$/2 W (“”-W W, ) dr = L (W W) = BL(F(Wiay) — POWY) . (175)
Az Jopop B\AL T ES R U A i RE
Démonstration. Enintégrant le probleme de Riemann (1.64) sur l'intervalle [— 4%, £%] x
[0, At), on obtient 1’égalité suivante :
Ax/2 T Ax/2 At Azx
Wi~ W, Wiiy) d :/ W (z,0)d —/ FWr(2E Wi, Wii)) dt
/—Az/Q R<At H) v —Az/2 (:1: O> v 0 ( R( 2t H))
At Ax
+/0 F<WR(_27t;WiaWi+l)) dt.
(1.76)
En utilisant la définition de la condition initiale du probléme de Riemann (1.64) on a:
Az /2 A
[ W 0)de = SEW, + W) (1.77)
—Az/2 2

La condition de type CFL (1.74) assure que pour ¢ € (0, At] (voir la figure 1.13), on a
A A
Wgr <_2:;Wi,Wi+l> =W, et Wg (;;Wi,Wi+l> = Wi (1.78)

En introduisant (1.77) et (1.78) dans I'égalité (1.76), on obtient tres facilement

1/M/2W (x-WW )d L s wi = 2Ly - Fovy)
Az —Azj2 R At’ iy VVitl T = 9 ) i+1 Az i+1 1)) -
La preuve est ainsi achevée. [

Connaissant un solveur de Riemann approché vérifiant la condition de consistance
intégrale (1.71), on peut construire un schéma conservatif consistant a trois points. Ala
date t" on suppose connue une approximation de la solution constante par morceaux
I/T/A@, t") = W six € (2i—1/2, Tit1/2). On introduit alors une approximation de la solu-
tion a la date t" + At, donnée par

= = (m — Tit1/2

Wa(z, t" + At) = Wg AL ;W Wﬁrl) siz € (v, Tit1), (1.79)

ott Wy, vérifie la condition de consistance (1.75). Notons que sous la condition CFL
(1.74), la solution approchée T, est en fait une juxtaposition sans interaction des sol-
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veurs de Riemann approchés posés sur chaque interface. A la date t” + At, on considére
la projection au sens L? de W sur les fonctions constantes par morceaux pour définir

la mise a jour de la fagon suivante :

wnrtl = L

AN :H% Wa(z, t" + At) da.

A présent, nous allons monter que ce schéma de type Gudonov peut étre réécrit sous
forme conservative et consistante (1.60). En effet,

Wt = L e A de o [ s+ At d
: _AfL’ . 1 A ’ AJJ x; AL o
)

alors avec la définition (1.79), on obtient

1 i e — Ti—
Wt = o [ W (S W) det
Ax Ti_1/2

! At
1 Tit1/2 ~ T — Tit1/2 n n
ATC/I. WR( A ’W”l) -
1 = — /Jx—ux
ot = 7/ W <"1/2-W-" -")
' Al’ xi_1/2 R At ’ -l WZ daj+
[ Wa (xzt“/g; wr, 511) da+ (1.80)
1 Tit1/2 —~ T — Tit1/2 )
A,’L’ /xi_»_1 R < At Y 1 ’WZ+1 d$

La condition de consistance intégrale (1.75) nous permet de réécrire I’approximation

précédente de fagon suivante :

Wit =W - M(QAt(Wz - W)+ (FWl,) — F(W)—
L= = — Ti-
Ti—1/2

1 Titl ~ T — Tit1/2
_ W (;W.", ﬂ)dgp .
At /M/Q R At i it

On en déduit la forme conservative suivante :

At
Wit =Wy — Ar (Fa(Wi, Wit1) = FA(Wi1, W3))
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1.4. Schéma aux volumes finis

ot la fonction flux numérique trouve I'expression suivante :

Ax 1 it —
FAWs Wir) = FOVE) = S Wi+ [ W (
Tit1/2

T = Tit1/2 1rrm 1 )
—= W dx.
9AL v

At ) ) 41

Notons que nous avons un schéma sous forme conservative et consistante si WR (i; W, W) =
W puisque on obtient alors Fa (W, W) = F(W).
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CHAPITRE 2

SCHEMA DE TYPE GODUNOV
CAPTURANT TOUS LES ETATS
STATIONNAIRES A VITESSE NON NULLE

Au cours des deux derniéres décennies, de nombreux travaux ont été consacrés a la
dérivation de schémas numériques pour approcher les solutions faibles de (1.1) et qui
soient capables de capturer avec précision les solutions stationnaires. En effet, apres [7,
34, 36], si les solutions d’équilibres ne sont pas correctement capturées, I’approxima-
tion peut introduire des erreurs numériques qui croissent avec le temps (voir la Figure
2.1 pour un exemple). Il est donc essentiel de proposer des méthodes numériques ap-
prochant de fagon trés précise (voire exacte) les solutions stationnaires. Les schémas
capables de capturer les solutions stationnaires sont dit well-balanced. On rappelle que
les solutions de (1.1), indépendantes du temps, sont gouvernées par

hu = @,
2 (2.1)

de plus siw = 0 et h 4+ z = cste, on obtient la solution du lac au repos. Puisque (2.1) est
non linéaire, de nombreuses méthodes numériques ne considerent que le lac au repos.
A titre d’exemple, le lecteur est renvoyé a la reconstruction hydrostatique introduite
par [2] (voir aussi [15]). Par sa simplicité, cette technique a été adoptée dans de nom-
breuses situations et la préservation du lac au repos est désormais trés courante dans

la dérivation des schémas d’approximations (voir [11, 17, 19, 22] pour une liste non
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FIGURE 2.1 — Approximation numérique du lac au repos obtenu par un schéma HLL du
premiere ordre [37] complétée par une discrétisation centrée du terme source.

exhaustive de références). Puisque (2.1) peut étre reformulée de la maniere suivante :

hu = Q,
(92=B)y2, 1 (22)

Q* =0,

h3 +
g 29

on remarque que la hauteur d’eau h est solution d’un polynéme de degré trois. D’un
point de vu numérique, il est alors clair que la dérivation d"un schéma numérique ca-
pable de capturer toutes les solutions stationnaires est un véritable défi. Dans [31],
le systéme non linéaire (2.1) est résolu a chaque interface pour obtenir un schéma
well-balanced capable de capturer exactement toutes les solutions stationnaires avec un
écoulement mouvant (u # 0) ou un écoulement non mouvant (v = 0). Ensuite, dans
[18], les auteurs ont proposé une extension appropriée de la reconstruction hydrosta-
tique afin de traiter des solutions stationnaires en mouvement. Malheureusement, cette
reconstruction hydrostatique généralisée ne préserve pas la hauteur d’eau non négative.
Dans plusieurs travaux de Y.Xing [49, 66, 68] (voir aussi [55, 56]) des extensions per-
tinentes de la méthode de Galerkin discontinue d’ordre élevé ont été proposées pour

préserver toutes les solutions stationnaires de (2.1).

Plus récemment, dans [8], le terme source a été introduit dans le solveur de Riemann
approché conduisant ainsi a la dérivation d’un schéma de type Godunov pouvant cap-
turer tous les états d’équilibres. De plus, le schéma ainsi obtenu préserve la positivité de
la hauteur d’eau et vérifie une inégalité d’entropie discrete. Malheureusement, encore

une fois, une équation fortement non linéaire doit étre résolue a chaque interface.
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2.1. Schéma de type Godunov pour le modéle de Saint Venant avec terme source

Dans ce chapitre, nous allons proposer une extension du schéma introduit dans [46,
471, o1 une linéarisation pertinente du schéma de type Godunov a été proposée pour
obtenir un schéma well-balanced pour toutes les solutions stationnaires et qui, en plus,
préserve la positivé de la hauteur d’eau. Des a présent, il est important de souligner que
le principe de linéarisation adopté permet de capturer toutes les solutions stationnaires
sans jamais résoudre I'équation non linéaire (2.1). Une telle propriété rend la méthode
numérique particulierement attractive.

Pour atteindre cet objectif, dans un premier temps, nous rappelons le principe des
schémas de type Godunov pour le modele Saint-Venant avec terme source de topo-
graphie. Suivant [8, 46, 47], nous adoptons ici une définition du solveur de Riemann
approché qui, dans un sens a préciser, prend en compte le terme source. Le choix de
la discrétisation du terme source, introduite dans le solveur de Riemann approché, est
alors crucial et nécessite une attention particuliere. Connaissant le terme source discret,
le solveur de Riemann approché peut alors étre obtenu. Nous montrerons que ce sol-
veur vérifie les propriétés attendues de consistance, de positivité et de préservation de
tous les états d’équilibres. Cependant, ce solveur présente un défaut majeur puisque, a
priori, il peut aussi capturer des chocs non entropiques. La réalisation de nombreuses
expériences numériques mettra en évidence le caractére instable des chocs non entro-
piques et assurera ainsi la pertinence de la méthode numérique pour toutes données
initiales.

2.1 Schéma de type Godunov pour le modéle de Saint Ve-

nant avec terme source

La particularité de ce schéma, comme nous l'avons déja évoqué dans le chapitre
précédent, réside dans 1'utilisation de la solution approchée du probleme de Riemann.
Nous avons présenté dans la section 1.4.3, le schéma de type Godunov pour le systéme
homogene. Dans cette section, nous allons étendre les schémas de type Godunov afin
de prendre en compte le terme source de topographie.

Nous adoptons la discrétisation de 1’espace et du temps introduite dans la section
1.4. On suppose qu’au temps ", une approximation constante par morceaux de la so-
lution de (1.1) est connue et définie de la fagcon suivante :

WA(SL’,tn) =W six € (:1:,-_1/2,1:”1/2).

)
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Nous recherchons une approximation de la solution au temps t"*! = ¢" + At. Pour ap-
procher la solution du systeme (1.1), d’apres [15, 20, 28], la mise a jour W;"** est donnée

par

1 T
Wt = Tx/ Y Wale 1+ AY) da, (2.3)
Ti—1/2

ol Wa(x,t™ + t) représente la juxtaposition sans interaction des solveurs de Riemann

approchés définis sur chaque cellule (z;, z;;1) par

Wa(z, 1" +1) = Wr (W;I/Vinvwiilaziazﬂrl) si (2,t) € (5, zi41) X (0, At).

Ici, Wr (f, Wy, Wg,Zy,, Z R) désigne ’approximation de la solution du probléme de Rie-

mann suivant :
W + 0,F(W) = S(W, Z),

ore = (WR, ZR) if x > 0,

ou W, F(W) et S(W, Z) sont respectivement données par

h hu 0
W= . F(W) = B2 | et SW,2) = .
hu hu? + g? —ghd,Z

D’apres [37](voir aussi l'égalité (1.71)), le solveur de Riemann approché doit satisfaire

la condition de consistance intégrale suivante :

J (-WL,WR, ZL,ZR) dr=— [ (;WL,WR,ZL,ZR) d,

N A At’ Az J-Az)2 At
(2.5)
ou Wx (A%; Wy, Wg, Z1, Z R) n’est rien d’autre que la solution exacte du probleme de

Riemann (2.4). Toutefois, en raison du terme source, le lemme 1.4.4 ne peut plus étre
appliqué ici et la moyenne de la solution exacte du probleme de Riemann n’est, a priori,
plus accessible. En effet, tant que At est suffisamment petit pour que

Ax/2

—Az/2
Wr (;/;WL,WR, ZL7ZR> =W, et Wx (At; Wi, Wk, ZL72R> = Wk,
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I'intégration de (2.4) sur le domaine (—Az/2, Az /2) x (0, At), nous donne

At
Az

At pAz/2
/ / h@ Z ,WL,WR,ZL7ZR> dx dt.

Az/Q

1 Az /2 T 1
7/ Wr (A; Wi, Wg, Z1, ZR) dx = §(WL + Wg) —

Ax J-Az/2 (F(Wg) — F(Wp))

(2.6)
En raison de l'intégrale du terme source, la moyenne attendue de la solution exacte de
Riemann n’est pas connue de facon exacte. En conséquence, nous suggérons d’intro-
duire Sy r pour approcher cette intégrale (par exemple, voir [26, 25]). Par conséquent,
nous imposons que le solveur de Riemann approché satisfait, au lieu de (2.5), la condi-

tion de consistance approchée suivante :

L e (W W, 20, 25 d

A.’,U/—A.Z’/Q (At Ly TR AL R) e
At

(WL + Wr) — M(F(WR) — F(Wp)) + AtSpg,

(2.7)

ou S =25 r(Wyp,Wg, Z1, Zr) doit étre définie selon une discrétisation consistante de
(0, —ghd,Z)T. La condition de consistance (2.7), satisfaite par le solveur de Riemann
approché Wr ( Wy, Wg, Z1, Z R) permet de reformuler la mise a jour Wt comme

At
un schéma volumes finis usuel. En effet, de (2.3), on obtient facilement

‘ At

| R e s Y Je—
Az /a% Wr (At; Wit Wit Zi, Zi+1) dz.

1 zi —~ — X
wr= L (w;mnl,m",zi_l,zi) da+
Ax Je, 1/2

A l'interface ;4 /2, nous adoptons le changement de variable, donné par z — = — ;11 2,

pour obtenir

1 Tit1/2 — (T — Tit1)2 . .
AZL’LZ WR (At’VVz 7VV1'+DZZ‘,ZZ‘+1) dr =

1 0
— "W L2 7y
Ax /A:}:/2W (At Wi Wi, 2 ZH) de

1 Titl ~ T — Tip1)2
[ W (B W Wi 2 Zu ) do =
Azr /xi+1/2 R At i i+1 +1 T

Ex/o Wr (At;Wi ,VVZ-H,Zz‘,ZiH) dx.

55



Partie , Chapitre 2 — Schéma de type Godunov capturant tous les états stationnaires a vitesse non nulle

Par souci de simplicité dans les notations, nous définissons

- 1 0 1/ n n
fip = 7g /m/zW (At Wi WZH’Z“ZM) dz, (2.8)
n 1 Az/2 __ . .
[’+1/2 A$/0 W (At W VVH—laZz;Zz—H) dx, (29)

de sorte que I'état mis a jour W;"™! se réécrit immédiatement comme suit :

Wz‘nH = ;1/2 + 1111/27

- ; (Iyye + 1) + ; (Iaye + a2 (2.10)

+ ; (]itl/Q - Ii__1/2) T ; (Iz:tl/? ]:“/2) ’

Comme, pour tout i € Z

1 1 Az/2 __ n "
92 (] i+1/2 + ]z+1/2) - DN /—Ax/Z Wr (At W; VVz+1’ Zi, ZH-I) dz, (2'11)
ot 1 1 Az/2
- e = z n n
(I + 1) = M/A;p/z Wr <At7Wi_1,Wi ,Zl-_l,Zi) dr, (2.12)

en utilisant (2.7) et les égalités (2.11)-(2.12), on obtient

At
VVin+1 = Wn - E (FA(Wn VVZ:LH? Zl> ZlJrl) FA(Win—la VViny Zifla Zz))
At
+7 (Si+1/2 + Si—l/Z) ; (2.13)

avec la fonction flux numérique définie par

1 Az Az
FAWp,Wg,Zy, Zg) = §(F(WR)+F(WL))—E(WR WLH_E (IgR - IER) , (2.14)

ou

Ir —1/AWW ( Wy W Z Z)d
LR_AZE 0 At Ly Ry4 L, 4R X

_ 1 0 —~ T
Iir = Ax /—Aa:/? Wr <At; Wi, Wa, Z, ZR) de.

Concernant la discrétisation du terme source, avec des notations claires, nous avons

56



2.2. Discrétisation du terme source

posé
Siv1/2 = Scr(Wi\ Wiy, Zi, Zisa).

En conséquence le schéma (2.13) sera totalement déterminé une fois le solveur de
Riemann W, et I'approximation du terme source Spr choisis. La caractérisation de ces
fonctions est l'objet des sections suivantes.

2.2 Discrétisation du terme source

La construction de I’approximation locale du terme source SLr(Wi, Wg, Z1, Zg) doit
permettre au schéma (2.13) de préserver les solutions stationnaires. Il est important
de remarquer que cette fonction Sy r(Wr,Wg, Z1,, Zr) est une approximation locale sur
chaque interface du terme source. Il est donc nécessaire de définir les solutions sta-
tionnaires interface par interface. En accord avec les solutions stationnaires (2.1), nous
introduisons la définition de la stationnarité locale de la facon suivante.

Définition 2.2.1. Une solution est localement stationnaire si pour tous états Wy, et Wg, on a
hLUL = hRuR, et B(WL,ZL) = B(WR,ZR>, (215)

ou B(W, Z) est la fonction de Bernoulli donnée par (1.6).

Notons, dés a présent, que cette définition peut inclure des discontinuités station-
naires non entropiques. Ce défaut d’entropie dans la stationnarité locale sera mis en
évidence dans la section 2.5 olt nous présenterons quelques conséquences tant théo-
riques que numériques.

A présent, si (W, Wg, Z1,, Zg) vérifie I'équilibre local (2.15), S5 doit étre fixé de
telle sorte que WR(x At Wi, Wr, Z1, Zr) reste stationnaire; a savoir

— W, si x <0,
Wr(z/At, Wi, Wr, Z1, Zr) = (2.16)
Wg si z > 0.

La relation de stationnarité (2.16) nous permet de proposer une discrétisation du terme
source. Soulignons que la condition de consistance intégrale (2.7), pour une solution

stationnaire sous la forme (2.16), se réécrit comme suit :
AxSpp = F(Wg) — F(Wp).
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En conséquence, dés que (W, Wg, Z,, Zg) vérifie (2.15), le terme source approché Sip =

(St S%:)T, doit vérifier

Al’ng - 0,
- h3 h3
ArSip = (haui+9=51) = (bl + g77). (2.17)

Puisque I'équation d’évolution de la hauteur d’eau ne contient pas de terme source,
nous imposons 5’2 r = 0 pour tout (W, Wg, Z,, Zg). A présent, nous allons considérer
SY . pour proposer une définition consistante avec le terme source de la topographie
—gh0,Z et telle que (2.17) est vérifié des que (W, Wg, Z;,, Z) définit une solution sta-
tionnaire locale (2.15). Pour résoudre un tel probleme, nous énongons maintenant une

condition qui doit étre satisfaite par S .

Lemme 2.2.2. Soit

-
2 ah o7 1
Fr = m, ou h= §(hL + hR) et Qo = hLuL = hRUR, (218)
une approximation du nombre de Froude. Dés que F, # 1 et que (Wy, W, Z1, Zr) vérifie
(2.15), l'identité (2.17) se réécrit comme suit :

@ " (hg — hL)(%R — Zp)?
4h3 h3, (1—F?)? '

AxSYn = —gh(Zr — Z1) + (2.19)

On remarque que (2.19) donne immédiatement une définition consistante de S{ .

_&)

En effet, pour une fonction de topographie assez réguliere et en fixant 7, = Z(z — 5

et Zp = Z(x + §%), nous avons immédiatement

Zn— 7 T — 7,2
hm ZRZ0) g 7 ep fim GR D)

=0
Az—0 Ax AT0 Ax '

pour s’assurer que 5%1% est consistant avec —ghd,Z. Deés a présent notons que, cette
définition de S¢ r doit étre améliorée afin de traiter F,. = 1. Mais avant cela, établissons
le lemme 2.2.2 précédent.

Démonstration. Avec g3 = hpur, = hrug,larelation (2.17) est facilement réécrite comme

suit ) .
AzSip = qo < - ) + gh(hgr — hyz),
hr hr
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pour obtenir
2

AxS, = (gh— ) (hy — hy). (2.20)
hihg

Puisque B(Wy, Z1) = B(Wg, Zr) avec B(W, Z) donné par (1.6), alors on a

2

2
dy 4o

— hy +7Z1) = —% hgr+ Z

oh2 +g(hr + Z1) 2h2 + g(hr + Zr),
d’ou

2 2 2
@  hr—hi

hr —h Zp—21) = — :

(R L)"’(R L) 2g>< h%h/%{
On introduit F,, définie par (2.18), pour écrire cette derniére relation de la fagon sui-
vante : 7 7

R— 4L

Ensuite, nous introduisons le saut de hauteur d’eau (2.21) dans (2.20), pour avoir

_ C(1- 5%
AxSpp = —gh x ~——Lhmhl (7 — 7)), (2.22)

()

qui se réécrit comme suit :

4@ " (hy — hg)®

A.CESLR: —g?L(ZR—ZL)— =
T T o

(Zn — Z1). (2.23)
Lidentité attendue (2.19) est obtenue en substituant le saut de hauteur d’eau (2.21)
dans (2.23). La preuve est alors compléte. O

Afin de proposer une correction appropriée de (2.19) pour obtenir une discrétisa-
tion bien définie du terme source, nous allons étudier le comportement de cette relation
(2.19) dans la limite de F, vers 1.

Lemme 2.2.3. Considérons (W, Wg, Zr, Z1,) qui vérifie (2.15) de telle sorte que S%  est donné
par (2.19). Alors on a

lim S{, = O(Ax?).

Fr—1

Démonstration. Comme (W, Wr, Zy,, Z) satisfait la condition d’équilibre local (2.15),
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alors la relation (2.21) est vérifiée et nous reformulons facilement (2.19) comme suit :
Qq 7 oy, 9F7 3
AZL’SLR = gh(hR — hL)<1 — Fr) —+ E(h}{ — hL) s
pour obtenir immédiatement la limite suivante :

= hgr—hp)?
R @z
Dans un premier temps, des que la hauteur d’eau est une solution réguliére, nous avons
hr — h;, = O(Ax) et la preuve est alors terminée. Montrons ensuite que, quand F,
tend vers 1, nécessairement 1’approximation de la hauteur d’eau est réguliere et alors
hr — h, = O(Axz). En effet, supposons que W, et Wy soient reliés par une solution de
choc stationnaire. Avec la relation de Rankine-Hugoniot (voir [58]), puisque la vitesse
de choc est égale a 0, on a

qr = 4r = 4o,
2 2 2 2
dr hy ar, hi
2R o - 2= — 1 =0
(hR+g2> (hL+92> !
alors on obtient )
7 do
hg —hp)gh|1— ———| =0, 2.25
(= (1= ) (225)

2

o h est définie par (2.18). Avec h;, # hg, a partir de (2.25) nous avons 1 — g;ﬂfghR =0,

= 1. Dans la limite de F, a 1, avec F, donné par (2.18), on a

4
ghhphr

ce qui donne

@ ash
ghhrhp gh%h%’

pour obtenir h;, = hr en contradiction avec iy, # hg. Par conséquent, dans la limite de

F.vers1,ona toujours hr — hy, = O(Ax). La preuve est alors complete. O

En fait, le résultat ci-dessus indique que la discrétisation (2.19) est bien définie pour
toutes les valeurs de F, tant que la condition d’équilibre local (2.15) est satisfaite. Par
conséquent, (2.19) doit étre amélioré afin d’étre bien défini pour toutes les valeurs de
F, avec des états gauches et droits ne vérifiant pas 1'état d’équilibre local (2.15). Nous
suggérons maintenant une amélioration afin d’obtenir une formule bien définie pour
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toutes les valeurs de F,. Nous proposons la discrétisation suivante du terme source :

> " (hgr — hi)(Zr — Z1)?

AzS?, = —gh(Zr — Z;) + _ , 2.26
ou k > 0 est un paramétre a fixer et
¢ = hphg|ugugl, ELR = \/|B(WR, Zgr) —BWyr, Zp)| + lar — qr|- (2.27)

Onnote que ez = 0sietseulementsi (W, Wg, Z;,, Zg) vérifie la condition stationnaire
locale dans (2.15). En conséquence, la discrétisation suggérée (2.26) satisfait la condi-
tion nécessaire (2.19) pour une solution stationnaire locale. De plus, la discrétisation
(2.26) est bien définie pour toutes les valeurs de F,. En effet, tant que 1’équilibre lo-
cal, donné par (2.15), est satisfait, en utilisant le lemme 2.2.3, 1a discrétisation du terme
source est bien définie comme attendu. De plus, pour les états non stationnaires, comme
(1—F2)? +e,rAz" # 0, encore une fois (2.26) est bien défini pour toutes les valeurs de
Fr. Bien sir, cette correction ¢y, RAw’“, préserve la consistance du terme source puisque

Alim0 errAz = 0. De plus, d’apres 'argument de continuité donné au lemme 2.2.3, on
T—

impose 5‘% r = 0 sion a simultanément F. = 1eterr = 0. Maintenant, concernant la
valeur de k > 0, soulignons un comportement spécifique de S}, avec F, = 1 mais loin
de I'équilibre local. En effet, en imposant F.=1,0ona

(Zr— Z1) 7 (hg —hp)(Zr — Z1,)?

AV
Ax 4]1%]1%% % ELR .

Stp= —gh

Puisque la fonction de topographie est réguliere, nous avons localement Z;, = Z(x —£%)

2
et Zp = Z(z + 4%), de sorte que Zp — Z;, = O(Ax), d’out

(Zr — Z1) N (hgr — hr)

"
LR g Az LR

O(Az'™").

De plus, nous avons e, r = (’)(Axl/ %) des que la solution est suffisamment réguliere. On

en déduit alors z Z)
G4 _gp iR 2L Azs—kY.
SLr g Ar + O(Az=7")

Par conséquent, on fixe k < 3.

Ainsi dans cette section, nous avons construit une discrétisation consistante et bien
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définie du terme source (2.26). Maintenant, il reste a fixer le solveur de Riemann ap-

proché pour compléter notre schéma (2.13).

2.3 Solveur de Riemann approché

Pour achever la caractérisation du schéma numérique (2.13), nous devons mainte-
nant définir de fagon appropriée le solveur de Riemann WR(Q: Jt; W, Wg, Z1, Zr) en ac-
cord avec la condition de consistance (2.7) ot 'approximation du terme source Syz =
(0,87:)T est a présent définie par (2.26). Ici, nous adoptons un solveur de Riemann

approché composé de deux états intermédiaires constants, W} et W}, comme suit

Wi si§ <AL,
Wi sidp < $ <0,
Wgo si0 < $ < Ag,
Wgr si$ > Ag,

Wn(l’/t, WL,WR,ZL,ZR) = (228)

ou A\, < 0et Ag > 0 désignent les vitesses d’ondes. La forme de notre solveur Riemann
approché est illustrée dans la Figure 2.2.

WL WR

-
|

0 x

F1GURE 2.2 — Représentation du solveur de Riemann approché (2.28).

Afin d’éviter des problemes d’instabilités (voir [37, 61]), nous imposons un céne de
dépendance du solveur de Riemann approché suffisamment large. En conséquence les
vitesses caractéristiques A, et Ar sont fixées de la fagon suivante :

A < min(—|ur| —/gh, —|ur| — \/9hnr),
Ar > max(|ug| +1/ghr, |ur| +/9hr),
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de sorte que le cone défini par A\, < 2 < Ag contient le cone de dépendance de la
solution exacte du probleme de Riemann (2.4). Par ailleurs, en utilisant la définition
(2.28), l'intégrale sur (— 4%, %) du solveur de Riemann approché se réécrit comme suit :

Az/2 T Ax
/ Wgr (; Wy, Wg, Zp, ZR) dr = (ALAt + ) Wi+ (0 — ALA) Wi
—Azx/2 At 2

A
+ (ARAL — 0) W + <2x — ARAt> Wh.

Ainsi, on obtient la moyenne suivante :

1 Azx/2 __ W 1% At
7/ Wr (x; Wi, Wr, Z1, ZR) dp = 2L R Ar~— (Wr — W)
Ax J-Az/2 At 2 Ax (2.30)
At '
AL— - Wi).
+ LA:L‘ (WL WL)
En considérant (2.30), la condition de consistance intégrale (2.7) devient
Ar(hy = he) + Ar(hr — hR) = qr — qr, (2.31)
Ar(qr — qr) + Ar(gr — qr) =
1 1 _
(hRu% 4 Qg@) _ (hLui 4 Qghi) A8, (232)
Par souci de simplicité dans les notations, nous introduisons
Arhr — ALh dr — 4L
pHLL _  ARNR T ALUL 2.33
AR — AL AR — AL’ (2.33)
HLL _ ARIR ~ ALdL
I Ae— s
1 2 1 2 2 1 2

En fait, cette notation vient de I'état intermédiaire d"un solveur de Riemann approché
proposé par Harten, Lax and van Leer (voir [37]). Ainsi, les deux relations (2.31) et

(2.32) peuvent étre reformulées de la fagon suivantes :

Aehy —Achy = (g — Ap)h"HE, (2.35)
Ardp —Megp = (Ar—AL)g" + AwSi . (2.36)
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Soulignons que la détermination de 1/ est compléte dés que les deux états intermé-
diaires, (h},q;) et (h}, ¢F), sont fixés. Par conséquent, nous avons quatre inconnues a
déterminer mais nous ne disposons, pour le moment, que des deux équations (2.35) et
(2.36). Afin de fermer ce systeme, nous allons choisir deux équations complémentaires
construites sur les invariants de Riemann de 1'onde stationnaire du systeme non homo-
géne (1.47). En conséquence, dans la premiere relation nous imposons la continuité du

débit a la traversée de 'onde stationnaire du solveur approché (2.28). Ainsi, nous avons
9L =4dr=q" (2.37)
I résulte alors de (2.36) que le débit intermédiaire est donné par

Q9
% HLL AzST R

¢ =q On— A1) (2.38)

Maintenant, concernant!’évaluation des hauteurs d’eau intermédiaires, h} et h},1’équa-
tion (2.35) doit étre complétée par une relation supplémentaire de sorte que la paire
(h}, h},) soit solution d"un systeme (2 x 2). Notre objectif est de proposer une équation
supplémentaire pertinente telle que h} = h; et h}; = hr est 'unique solution des que
(W, Wk, Zy,, Zr) vérifie (2.15). Par exemple, dans [8], la deuxiéme équation est donnée

par
B(Wg, Zr) = B(Wg, Zr), (2.39)

qui correspond a la continuité de 'invariant de Riemann (1.47). Mais un tel choix im-
plique de fortes non-linéarités. Apres [46, 47], ce systéme non linéaire peut étre rem-
placé par un systeme linéarisé qui conserve toutes les propriétés requises. Dans [46,
471, les auteurs proposent une linéarisation de I'équation de (2.17) en utilisant (2.39)

pour obtenir 1'égalité suivante :

. )
T Iy 1 he) ) (B — R = AxSY. (2.40)
hihe 2

Par conséquent, on a la relation supplémentaire suivante :

A Q4
b~ by, = Sl (2.41)
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ou L
2
q

— 2.42
T e42)

LR :gﬁ—

avec ¢? définie par (2.27). Le systéme linéaire (2 x 2) constitué de (2.35) et (2.41) n’ad-
met pas de solution unique dés que ¢> = ghhhg. En conséquence, nous suggérons
I"amélioration suivante :

h}‘%—h*L _ CYLRAZL‘S%R

) 2.43
Oz%R + €LRAIk ( )

A la différence principale avec (2.41), nous remarquons que (2.43) est bien défini. En
effet, si a? 5 + e rAz* = 0, forcément nous avons arr = 0 et eLp = 0. Mais e = 0 si
et seulement si (2.15) est vérifié. De plus, d’apres (2.20), et toujours sous la condition
(2.15), nous avons Axé_’% r = arr(hr — hy), et par conséquent, nous obtenons

aj, RAJ?S% R

lim
eLr—0 oF p + e pAzk

= hp — hy. (2.44)

Pour conclure, b} et h}; sont donnés comme solution du systéeme linéaire (2 x 2) gou-
verné par (2.35) et (2.43). La solution est directement donnée par

ArAzSY o
hy = KPP — R LRTER , 2.45
L ()\R_/\L)<CY%R+5LRA$k) ( )
i, = hHLL AL AT pOLn (2.46)

()\R — /\[J(Ck%R -+ ELRASL'k) '

Cependant, cette détermination des hauteurs d’eau intermédiaires n’assure pas la posi-
tivité requise de hj and h},. En suivant un principe de cutoff conservatif introduit dans
[9] (voir aussi [46, 47]), nous proposons de corriger les hauteurs intermédiaires A} et
h} de la fagon suivante :

h* =min | max | R — /\RA:ES%RQLR o
L ()\R—AL)(CY%R+€LRA$IC)7 ’

AR\ HLL | AR
1——|h — 247
(13 wese 3o 47

h* =min | max | A7TEE — ALAxg%RaLR o
R ()\R—)\L)(OK%R‘F&“LRA.T’{)? ’

AL\ mrn | AL
1——1h — 2.48
(13 wese R 2.48)
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ouo = min(hL, hR, hHLL)

. Maintenant, nous montrons que hj > 0 et i}, > 0. En effet,
nous remarquons que hF > 0 tant que la hauteur d’eau exacte de la solution de
Riemann hy, reste positive. De plus, par définition de o, on a ¢ — L% < (. Puisque

AL < 0 < Ag alors on obtient

/\R HLL /\R HLL >\R HLL
( /\L> +3,° +3, (o ) >0,

)\L HLL >‘L HLL )‘L HLL
1——1h —o=h — (o —h )
( /\R> + /\Ro + A (a ) >0

En conséquence, on obtient immédiatement 2} > 0 and hj > 0.

Il est important de souligner que la mise en place du cutoff (2.47) et (2.48) préserve
la relation de consistance intégrale (2.35). Effet, pour établir (2.35), par souci de sim-

plicité dans les notations, nous posons

/\L)\RAJJS«ZJ,RO[LR
()\R — AL)(O‘%R + ETLRAIk)’

YR =
pour avoir

Arhf = Aphi, =min (max (Agh"" + Spp, Ao ), (Ar — AR+ Apo)
+min (max (—=ALh"5" 4+ S, —Ao), (Ar = AR = Apo) .

La quantité ci-dessus est facilement évaluée en comparant X, Ag(oc — hXE) et A (o —

hHEL) En effet, supposons d’abord

M (W — o) < Bpp < Ag(BHE — o). (2.49)
Alors, nous obtenons les égalités suivantes :

max ()\RhHLL — ELR, /\RO'> = )\RhHLL — ELR,

max (—ALhHLL + ELR, —ALU) = —)\LhHLL + ZLR-

66



2.3. Solveur de Riemann approché

De plus, on remarque aisément que ’hypotheése (2.49) implique

AghfTEE — 0 < (Mg — Ap)RPEE + \po,
— AhTHE £ 5 p < (Ag — AR — Ago,

d’ou
min (max (Aph™*" = g, Aro) , (A = AR+ Apo) = Aph"™ — 51,

min (max (—/\LhHLL + ELR, —/\LO') 5 ()\R — /\L)hHLL — /\RO') == —/\LhHLL + ELR,

pour en déduire la relation de conservation (2.35).

Maintenant, supposons
A (MR — o) < Ag(RPH — 6) < Ypg, (2.50)
on obtient

max ()\RhHLL - ELR, )\RO') = )\RO,

max (—)\LhHLL + ELRa _)\L0> = —ALhHLL + ZLR
De plus, d’apres (2.50), a partir d'une évaluation directe, on a

)\RO' S (>\R - )\L)hHLL + )\LU,
— M hPEE 5 > (Mg — Ap)ATEE — Mo

Par conséquent, on obtient
min (max ()\RhHLL + ELR, )\RO') ; ()\R - )\L)hHLL + )\LU) = )\RO',

min (max (—=ALh5 4+ Spp, —ALo), (Ar = AR = Apo) = (A = AR = Apo,
pour en déduire la relation attendue (2.35).
Concernant la derniére condition donnée par
Yrr < (W — o) < Ag(RPEE — o), (2.51)
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ici , nous avons

max ()\RhHLL — ELR; )\RO') = )\RhHLL — ELR,

max (—)\LhHLL + X LR, —ALU) = —\L0.
En utilisant (2.51), on obtient directement

— Ao < (Mg — Ap)AEE — \po,
(A — A\ )R £ Ao < =Yg + AghfTEE.

Finalement, on obtient les égalités suivantes :
min (max ()\RhHLL — ELR; )\RO') , (/\R — /\L)hHLL + )\LO') = (/\R — /\L)hHLL + Ao

min (max (—)\LhHLL + ZLR; —)\LO'> y ()\R - )\L)hHLL - /\RO'> = —/\LO'

pour trouver la relation de conservation (2.35) attendue.
La définition du solveur de Riemann approché (2.28) est maintenant terminée. Pour
conclure cette section, nous établissons que le solveur de Riemann approché préserve

les états stationnaires.

Lemme 2.3.1. Soit Wy, et Wy appartenant a Q). Considérons le solveur de Riemann approché
sous la forme (2.28) ou les états intermédiaires sont donnés par (2.38), (2.47) et (2.48). Si
(Wy, Wr, Z1, Zg) satisfait la condition locale d’état d’équilibre (2.15) avec F, # 1, alors le
solveur de Riemann approché reste au repos, c’est d dire

= x Wy siz <0,
Wr (; Wy, Wr, 21, ZR) = (2.52)
At Wgsiz > 0.

Démonstration. Sous la condition d’équilibre local (2.15), le terme source de topogra-
phie, donné par (2.26), se reformule de la fagon suivante :

q2 (hL - hR)(ZR - ZL)2

AxS}p = —gh(Zp — Z1) — _
TOLR g Zr L) Ah2h2, X (1— F2)2 ’

ol ¢ = qr, = qr. Tant que F, # 1, en utilisant le lemme 2.2.2, S¢ r est maintenant donné
par (2.17). Ainsi, a partir de 'égalité (2.38), des calculs directs nous donnent ¢* = ¢, de
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sorte que le débit est stationnaire. Concernant la hauteur d’eau intermédiaire, puisque

la condition stationnaire locale (2.15) est vérifiée, nous avons 1'égalité suivante :

Q4
HLL ALR Gq QLR _ pHLL ALr  AzSig
/\R_/\L QLR""ELRAJ: )\R_)\L LR

ol ay i est donnée par (2.42) et par souci de simplicité dans les notations, nous avons
défini A\, p = A, ou Ap. Avec o # 0, puisque la relation (2.20) est vérifiée, on obtient

directement
BHLL _ ALR Az 9 QLR _ Arhr—Arhy — Apr (hr—hr)are _ B
)\R_ L LR(I%R‘f‘ELRAIk /\R_)\L /\R_/\L LR o

Alors d’apres (2.47) et (2.48), on obtient hj = hj et h}j; = hg, et la preuve est ainsi
achevée. u

Equipé du solveur de Riemann approché (2.28), oi1 les états intermédiaires sont
donnés par (2.38), (2.47) et (2.48), complété par la discrétisation du terme source (2.26),
alors le schéma (2.13) est entierement déterminé.

2.4 Principales propriétés du schéma
Nous énongons les principales propriétés satisfaites par le schéma (2.13).

Théoréme 2.4.1. Supposons la restriction de type CFL suivante :

At

N (|)‘iL+1/2|7 |)‘ﬁr1/2|) <

. (2.53)

N | —

Le schéma (2.13)-(2.38)-(2.47)-(2.48)-(2.26) est consistant avec (1.1). Soit W* appartenant
a Q pour tout i € Z. L'état mise a jour W+, donné par le schéma (2.13)-(2.38)-(2.47)-(2.48)-
(2.26), satisfait les propriétés suivantes :

1. Préservation de la positivité : h}™" > 0 pour tout i € Z,

2. Préservation de tous les états d’équilibres : W' = W7 pour tout i € 7 tant que
(W )iez veérifie

()

2(hi)?

7

q =Q et

+g(h+ 7)) =B pour tout i € Z, (2.54)
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pour des constantes () et B données.

3. Une inégalité d’entropie incompléte sous la forme :

n+1 n
i 1 Giy12 — Gi—1)2 5
< -S'+0(A 2.55
L T E TR < g1 O(Aa), (255)
est satisfaite tant que
A\ AxS o
hg_Llfg _ . i+1/2 -i-1/2R+1/2 . >0 et

(O‘z’+1/2 + Eiv1p A" ) <)‘z’+1/2 - )‘i+1/2>

N (2.56)
x a;
hljiji//;z _ i+1/2 i+1/2%i+1/2 0,

(az2+1/2 + Eir12A0" ) ()\i+1/2 - )‘ZL+1/2)

Ol NOUS AVONS POSé

1 n n Az " " Az, o+

Gisajz = 5(GOVEL) + GOV = Do (W) = (W) + Sa (I o = I ), (257)
aovec

e 1 Az/2 " "

D=5 [ nVal(y Wi Wi, Zi Zin) da, (2.58)

1 0 - .

e =3y |, VR (G W Wik, 20, Zi)) e, (2.59)

et

(2.60)

2 2 hHLL( Ax ) 2 hHLL( Ax

on _ (b4 Zi— Ziyy hE B 0 Zin — 7
i =35 + )] -
i—1/2

i+1/2

Avant d’établir le résultat ci-dessus, commentons 'inégalité d"entropie discrete (2.55).
En effet, il est intéressant de noter que le résidu, donné par O(Ax), est régi par la régula-
rité de la fonction topographique Z et ne dépend jamais des inconnues (éventuellement
discontinues).

De plus, soulignons que I'hypothese (2.56) utilisée pour obtenir I'inégalité d’entro-
pie discréte (2.55), impose que les hauteurs d’eau intermédiaires soient données par
(2.45) et (2.46) de sorte que les corrections (2.47) et (2.48) restent inactives. En d’autres
termes, nous présentons ici des inégalités d’entropie discrétes loin des zones seches et
des transitions séches/mouillées.

A présent, pour établir le résultat ci-dessus, nous avons besoin du lemme technique
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suivant olt nous énongons le comportement de I’entropie a chaque interface.

Lemme 2.4.2. Soient Wy, et Wg dans € tels que h} et h}, définies par (2.47) et (2.48), coin-
cident avec (2.45) et (2.46). Soient n et G donnés par (1.49) et Z une fonction réguliére pour
définir Z;, = Z(x — Ax/2) et Zr = Z(x+ Ax/2). Supposons une restriction de type CFL sous

la forme

At 1
A, max (Azl, [Agl) < 5.
Le solveur de Riemann approché (2.28) avec les états intermédiaires donnés par (2.38), (2.47)

(2.61)

et (2.48) vérifie I'inégalité suivante :

1 Az/2 . 1
7/ n(Wr(x/At; Wi, Wr, Zr, Zr)) dx < S (n(Wr) +n(Wr))
Ax —Azx/2 2 (262)
At - At
- E(G(WR) - G(WL)) - AtSZR + EO(AZL'Q),
Oa 1 HLL
5 h Zr— 2
SLr(Ax, W, Wg, Z1, Zg) = ghIq{LL X RAx L (2.63)

avec WHLE = (RHLL gHLLY oy pHEL of gHLL sont respectivement définies par (2.33) et (2.34).

Démonstration. Pour un solveur de Riemann approché donné par (2.28), sous la condi-

tion de type CFL (2.61), nous avons immédiatement

1 Az/2 — 1 At
E /—Ag;/Q U(WR(JZ/At, WL, WR, ZL, ZR)) dr = <2 + ALAI) U(WL)
At 1 At (2.64)
X (Arn(Wg) = Aen(Wr)) + (2 — )\RM> n(Wkg).
Orona
. *\2 h* 2 . *\2 h* 2

2h 2 2R, 2
oug*ethj psontdonnés par (2.38), (2.45) et (2.46). Puisque la fonction de topographie

est réguliere, alors Zp — Z;, = O(Ax). Par conséquent, en supposant dans un premier
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temps que azr # 0,0ona

¢ o= M )\Rg—h/\L(ZR — 7Z1) + O(Az?),

e = W I ) s o),

neo o= R - &OZ(ZR — 7)) 4+ O(Az?).

o WZp— 2

(q*)2 _ qHLL2 _ 2qHLL9§\;2__)\LL) + 0O (sz) ’
hl*L - hl}LL + hH1LL2 QB(Z;%L; 21 )\R>Z%AL +0 (AxQ) ’
(h})? = W — 2hHLL9B(ZO’jL; Z) ARA_R Y (22?)
hls;% - hP}LL T hH1LL2 gh(ZjL; & )\R/\_L N + 0 (A:cz) ;

WZr—271) A
i) — hHLL2 . 2hHLLg
( R) QLR AR — AL

En utilisant les relations ci-dessus et en effectuant des calculs directs, on obtient les
estimations suivantes :

+0 (Ar?).

(q*)2 (q*)2 qHLL2 gHLL )
AR " T (Ar=Ao) i = 2 9 Zr = Z0) + O (Az?),

Ar (W) = Ap (5)* = (Ar — Ap) hTHE2 4+ O (Aa?) |

—A

Nous en déduisons immédiatement

1 qHLL2 g ) _gHLL
Arn(Wg) = An(Wr) = (Ar — Ar) + §hHLL —gh

2
9 RHLL RHLL (Zr—21)+0 (Aw ) ’

et ainsi, il en résulte 1’estimation suivante :

h HLL
Arn(W5) = An(Wi) = (Ar = AL)n(WHEE) — g thLL (Zr — Z1) + O(A2?).

(2.65)
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De plus, d’apres [37], nous avons

AL 1

HLL
W) < Me— g n(We) = AR — AL

n(Wg) —

— /\R _ /\L (G(WR) - G(WL>> (266)

En effet, en considérant Wi ome ( - WL, WR> la solution exacte du probleme Riemann
du systeme homogene (1.8), I’état intermédiaire du solveur de Riemann HLL (voir la
tigure 2.3) vérifie les égalités suivantes :

1 ArAt

HLL HLL
= d
W (/\R — /\L)At AL At W *
L P e (o W) d 2.67
N (/\R — )\L)At AL At R (At7 L R> - ( ' )
Par conséquent, nous obtenons
(WHILY 1 Anat WHLL g
1 = T\ 0w = a)At Sy v
1 ARAE WHomo W, W d
- ()\R—/\L)At AL At R (At L R) ‘)

De plus comme 7 est convexe, de 1'inégalité de Jensen (voir [28]), il découle l'inégalité
suivante :

(WHLL) 1 ARAL (

. WH°m0< W,W))d.
O — M)At hyae TR\ A B TR

Par ailleurs, puisque W™ est la solution exacte du probléeme homogene alors elle

vérifie la relation suivante :

At pARAt T "
/ A am( pyHomo (t;WL,WR)) 40,6 (WHOW’ (t; WL,WR)> drdt < 0,

LAt

ce qui implique

e (wi W, We)) d el Wi 0: W W) d
omo [ % | . omo (¢ — (-
\/)\LAt 77 ( R <A ’ L R>) v »//\LAt ( ( ’ L R)) o

At ARt At ALAL
+/ ( Hm( f WL,WR>> dx—/o G(Wgom0< L WL,WR>> dz < 0.
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t
AL : A : AR

| |
P R . >
I I
| |
' rHILL '
I W I

Wy, : Wk :
I I
| |
I I
| | o

A At ARAt x

FIGURE 2.3 — Structure du solveur de Riemann approché de HLL.

1l en résulte

L meme (o ) < (W) — A (W
O — M)AE Sy ac ”( R <At’ L R>)_(>\R—>\L)( (W) = Aun(We))

1
— ——(G(Wgr) — G(WL)).
G (G0Ve) — GOT)
(2.68)
En conséquence, de I'inégalité (2.68), on déduit immédiatement 'estimation (2.66).

11 suffit alors de combiner (2.65) et (2.66), pour obtenir

Arn(Wr) = Aun(Wr) < Arn(We) = Apn(Wr) — (G(Wg) — G(WL))

hqHL )
L'inégalité attendue (2.62) vient de la combinaison de (2.64) avec1’estimation ci-dessus.
Pour achever la preuve, notons que, si arg = 0 alors h} = hj = hfFL. Lestimation

(2.65) devient immédiate. La démonstration est ainsi terminée. ]
Equipés du résultat ci-dessus, nous sommes en mesure d’établir le théoréme 2.4.1.

Démonstration. Tout d’abord, nous établissons la consistance du schéma (2.13). Dans
un premier temps, nous remarquons que sous la condition de type CFL (2.53),iln’y a
aucune interaction dans la juxtaposition des solveurs de Riemann approchés.

Afin d’établir la consistance de la méthode numérique (2.13), nous montrons la

consistance du flux numérique et du terme source. Concernant le flux numérique, nous
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avons A
X _
FA<W> W ZL7 ZR) = F(W) + TN(IZ_R - ‘[LR)le:WL:W’

ou I}, and I}, sont définis par (2.8) et (2.9). Puisque le solveur de Riemann approché
est sous la forme (2.28), alors on a

A
Azljy = (AgAt —0) W5 + <2x — /\RAt> Wk,

et

A
A:EII_,R == <)\LAt + 237> WL + (O — )\LAt) Wz,

de sorte que le flux numérique devient

1 A
FAW,W. 21, Zr) = F(W) + 51 ((ARAt —0) W+ <x - )\RAt> Wr

A
. <)\LAt + ;) Wy, — (0 — A AL) W;) .

Il en résulte

A A
FA(W,W, Z1, Zg) = F(W) + 7R(W;; — W)+ é(Wz —W).

En utilisant la définition des états intermédiaires, avec W, = Wy = W € (), enimposant
a Az d’étre suffisamment petit, on obtient

1

= g— WZp—Z

q q )\R_)\LQ(R L)
AR gh — ¢*/h?

h* = h— gh(ZR—ZL) >

" Ak = A (gh — 2/h2)? + Aak\[| Zg — Zi|
A h— q*/h?

Wy = h— s —gh(Zr— Z1) gh—d/
R — \R

(gh — 2/h2)? + Aak\[|Zg — 7|

pour obtenir immédiatement la consistance attendue du flux numérique comme suit :
M FA(W.W, 2y, Zg) = F(W).

Concernant la consistance du terme source discret, donné par (2.26), des que W, =
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Wr=Wona
(Zr — Z1)

Ax

Avec une fonction de topographie réguliére, en considérant Z;, = Z(z — &%) et Zp =

S (W, W, Zy,, Zg) = —gh

Z(x + 5%) ainsi on obtient alors
lim S{p(W, W, Zy, Zr) = —gh0,Z,
Az—0

de sorte que le schéma (2.13) est consistant.
Maintenant, nous montrons la positivité de h'*'. D’apres (2.3), puisque la hauteur
d’eau intermédiaire, définie par (2.47)-(2.48), est positive, alors

ot = L M/zh( W W)d L/ E( WW)d
‘ _EA ATl x+Aa:/A2/2 A L) A

n’est rien d’autre que l'intégrale de grandeurs positives. Par conséquent, on a b > 0.

Concernant la propriété de préservation des états d’équilibre, puisque (W}*);cz véri-
fie (2.54), a chaque interface la condition de stationnarité (2.15) est satisfaite. En consé-
quence du lemme 2.3.1, toutes les solutions de Riemann approchées restent station-

naires de sorte que nous obtenons

n

—~ W si X; < 0,
Wr (“1/2 W, W +1,Zz,Zm) —{ e (2.70)
At iﬁ-l si Tit1/2 > 0.

Alors, nous avons la séquence d’égalités suivante :
L7 = =T
Pt — 7/ Wi(L =2 ypm yym 7 7Y da
i Az s R( At i—1 i 1 )

AQ? T At '
— W

1 Tit1/2 — T — X n
+7/ WR(7+1/27W ) H—l?ZZ?ZZJrl)d

Pour conclure la démonstration, nous établissons 1'inégalité d’entropie (2.55). Puisque
la fonction d’entropie 7 est convexe, l'inégalité de Jensen (voir [28]), donne

1 0 1 o n n
w0 < xR Wi, Wi iy, 20) da

Lo W 7, Ziot)) da.
+E/O 7]( ’R(E) ) z+17 ))
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En considérant les égalités (2.58) et (2.59), on obtient

. 1 - N 1+ B
77<W; H) < 5(11‘7771/2 + [;771/2) + 5(1?71/2 - [;]71/2) (2 71)
1 - + 1, .+ - ’
+ §(I?+1/2 + Iz'n+1/2) B §(I?+1/2 o Iin+1/2)'

De plus, la condition (2.56) implique que les hauteurs d’eau intermédiaires, données
par (2.45) et (2.46), sont nécessairement positives. Il en résulte que les corrections im-
posées par les cutoffs sur la hauteur d’eau (2.47) et 2.48) ne sont pas actives et le lemme
2.4.2 peut étre appliqué. En conséquence, de (2.62), on déduit

_ 1 At
I?+1/2 + I?-:I/Q < §(U(w/zn)) +n(Wii)) — E(G( 111)) -GV

- At
—AtS" | + —O(Az?
ISSZJr§ + xO( x?),

oll nous avons posé 5’;7“/2 = S} p(Ax, W Wh,, Z;, Zi 1) donnée par (3.49). Mainte-
nant, en introduisant l'estimation ci-dessus dans (2.71), apres un calcul direct, nous
obtenons l'inégalité d’entropie discrete attendue (2.55). La preuve du théoréme 2.4.1
est alors achevée. N

En conclusion, dans cette section, nous avons pu dériver une discrétisation consis-
tante du terme source et construit un solveur de Riemann approché de telle sorte que
le schéma ainsi obtenu nous donne des propriétés numériques intéressantes. Toutefois,
le schéma souffre d’un défaut majeur car il peut également capturer des chocs station-

naires non entropiques comme nous le montrons dans la section suivante.

2.5 Défaut du schéma numérique

Dans des situations trés spécifiques, il est possible de montrer que le schéma cap-
ture des solutions stationnaires qui ne sont pas entropiques. En effet, rappelons que la
définition 2.2.1 de la stationnarité locale ne vérifie pas le critére d’entropie. Par contre,
il est important de souligner que ces solutions trés spécifiques auront un caractere in-
stable lors de la mise en ceuvre numérique et ne seront jamais capturées par le schéma.
Des résultats de simulations illustreront ce propos.

A présent, nous présentons un exemple de solution stationnaire non entropique a

priori capturée par le schéma. Dans un premier temps, nous considérons la donnée ini-
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1 T T T T T T

T T
Topographie ===
FWBC ——

0.8 |- B

04| .

Surface libre z+h

0.2 - b

FI1GURE 2.4 — Surface libre I’eau pour une rupture de barrage avec ¢ = 0.5 et N = 500.

tiale d’un probleme de Riemann ot les états gauches et les états droits sont caractérisés
par la relation suivante :

ﬁ—i— h —ﬁjt hr =B
9 9L-2 gnr = b, (2.72)
qr = qr = Q

Pour Z égale a une constante, cette donnée initiale coincide avec une solution station-
naire locale donnée par (2.15). Cependant, la solution associée a cette donnée initiale
n’est pas une discontinuité stationnaire mais une rupture de barrage standard compo-

sée d’une 1-détente et d’un 2-choc.

Le schéma (2.13) que nous avons proposé, puisque Z est égale a une constante,
coincide avec le schéma HLL usuel. En conséquence, ’approximation de la solution est
exactement donnée par une approximation usuelle du schéma HLL (voir la figure 2.4).

Dans ce cas, nous obtenons la solution attendue.

A présent, nous allons considérer une donnée initiale similaire, mais en introduisant
une petite perturbation dans la topographie notée Z° afin de plus avoir Z constante. En
conséquence de cette perturbation, la discrétisation du terme source est maintenant
active localement autour de Z°. Cette perturbation est prise sur une seule maille de

taille Ax. Sur cette maille contenant la perturbation, nous construisons un état noté W?°
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tel que

BW?®, 2% = B,
5 (2.73)
¢ =Q.
On note que la nouvelle donnée initiale avec une topographie perturbée vérifie la condi-
tion de stationnarité (2.15) sur chaque maille. En conséquence, la donnée initiale vérifie
la condition (2.54) du théoréme 2.4.1. Il en résulte que la solution reste stationnaire en
tout temps. Ce n’est malheureusement pas la solution attendue puisque Z° est une pe-
tite perturbation de la topographie et que la solution entropique est en fait constituée

d’une 1-détente et d’un 2-choc modulo la perturbation Z°.

Toutefois, dans les applications numériques (voir section 2.6.6), cette approximation
stationnaire semble instable et le schéma ne capture pas la donnée initiale stationnaire
mais une solution faible avec une perturbation du méme ordre que celle obtenue par
d’autres schémas.

2.6 Résultats numériques

Dans cette section, nous effectuons plusieurs expériences numériques pour illustrer
le comportement du schéma présenté ici que nous appellerons Fully well-balanced cor-
rected scheme (FWBC). Une comparaison systématique avec la méthode bien connue
de reconstruction hydrostatique (HR) [2], appliquée au schéma (HLL) [37], etle schéma
Fully well-balanced (FWB) proposé dans [46, 47], est réalisé pour toutes les simula-
tions. Concernant le schéma (FWB), un parametre noté C' doit étre fixé. Dans la pré-
sente étude, toutes les simulations numériques présentées sont effectuées en considé-
rant C' € [1,2.5] en fonction des simulations réalisées. Nous soulignons que de petites
oscillations apparaissent avec C' > 5 tandis que les solutions approchées explosent avec
C > 10.

Tant que la solution exacte est connue, le comportement des solutions approchées

obtenues est présenté en évaluant les erreurs L', L? et L>. De telles erreurs sont données
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par
W™ =Wt = S |WE — Wy, t7)| Ax, (2.74)
€L
W™ =W ) e = SO(Wr — Wee(ay, t7))2Ax, (2.75)
i€Z
W — W ()| e = meaZX]W” We (z, t7)], (2.76)

ot (W/);cz est défini par le schéma numérique adopté tandis que W (x,t) désigne la

(2

solution exacte.

2.6.1 Ecoulement fluvial sous-critique sur une bosse parabolique

Ce test est utilisé pour illustrer la capacité du schéma a capturer des états d’équilibre.
Le domaine est [0,25] et la fonction de topographie est définie par Z(z) = (0,0.2 —
0.05(x—10)?), otz = max(0, x). Les conditions initiales sont gy = 4.42m?/set hy = 2m.
Pour la condition limite a gauche du domaine en = = 0, la hauteur d’eau satisfait une
condition de Neumann homogene et le débit est égal a ¢y = 4.42m?/s. De méme pour
condition limite a droite en # = 25, la hauteur d’eau est égale a hy = 2m et le débit suit

une condition aux limites de Neumann homogene.

2.5 T T 4.432
Topography
FWBC %

FWB 4.43 -

T
FWBC +
FWB x
HR  *

4.428

4.426

free surface h+z
Discharge ¢

4.424 -

4.422 -

4.42

4.418 : ‘ : ‘

() (b)

FiGURE 2.5 — Surface libre (2.5a) et débit (2.5b) pour la simulation d’un écoulement
sous-critique.
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h+z q
Levwor — Liwor  LFror | Lewor  Liwor  Livor
schéma HR | 1.32e-02 1.36e-02 1.59e-02 | 2.89e-03 2.89e-03 2.89e-02
schéma FWB | 1.15e-13 1.20e-13 1.51e-13 | 6.63e-14 6.99e-14 8.26e-14
schéma FWBC | 1.10e-13 1.17e-13 1.44e-13 | 6.57e-14 6.84e-14 8.21e-14

TaBLE 2.1 — Erreur de I'approximation de la surface libre et du débit pour 1'expérience
d’écoulement sous-critique.

Le domaine est ici discrétisé avec 1000 cellules. A 1'instant ¢ = 100, les solutions appro-
chées sont présentées dans la figure 2.5. Dans le tableau 2.1, nous présentons les erreurs
numériques. Notons que la solution approchée donnée par le schéma (FWBC) est en
trés bon accord avec la solution exacte. En effet le schéma (FWBC) préserve exactement

de telles solutions stationnaires.

2.6.2 Ecoulement transcritique sans choc

On considére un domaine de calcul donné par [0, 25] et la topographie définie par
Z(z) = (0,0.2 — 0.05(z — 10)?),.. Nous considérons les données initiales données par
qo = 1.53m?/s et hg = 0.66 m. Pour la condition limite a gauche du domaine en z = 0,
la hauteur d’eau satisfait une condition de Neumann homogene et le débit est égal a
qo = 1.53m?/s. Pour la condition limite & droite du domaine en = = 25, la hauteur
d’eau est égale a hy = 0.66m si le Froude est plus petit que 1 et vérifie une condition
Neumann sinon. Le débit suit une condition aux limites de Neumann homogeéne. Les
simulations numériques obtenues sont présentées sur la figure 2.6 au temps ¢ = 100s
avec 1000 mailles.

h+z q
Lipror — Liwvor  Lror | Lowor  Liwor Lo
schéma HR | 4.79e-02 6.07e-02 8.12e-02 | 8.28e-04 3.30e-03 1.82e-02
schéma FWB | 1.67e-14 2.13e-14 4.26e-14 | 1.47e-14 1.58e-14 2.04e-14
schéma FWBC | 1.27e-14 1.67e-14 3.14e-14 | 1.27e-14 1.48e-14 1.98e-14

TaBLE 2.2 — Erreur de I'approximation du surface libre et du débit pour 1'écoulement
transcritique sans choc.

Une fois de plus, le schéma (FWBC) donne un tres bon comportement comparé a la

solution exacte dans le régime stationnaire car ses régimes sont exactement capturés.
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12 T

1.534 T T
FWBC +

FWwB x|
HR  *

T
Topography
FWBC = 1.5335
1 FWB i
HR 1533

0.8 - B 1.5325 -
1.532 -

0.6 - B
1.5315 |

free surface h+z
Discharge q

0.4 1531

1.5305 -

e2r /_\ i 1.53 :’
0 ‘ L L L 1.5295 1 L L L
(a) (b)

FIiGURE 2.6 — Surface libre (2.6a) et débit (2.6b) pour la simulation d’un écoulement
transcrtique sans choc.

Le tres bon comportement de la solution numérique est mis en évidence par le tableau

2.2 ou les erreurs numériques sont données.

2.6.3 Perturbation d'un écoulement transcritique sans choc

Dans cette simulation numérique, nous testons le comportement du schéma (FWBC)
pour capturer une solution stationnaire perturbée. Ici, les données initiales sont don-
nées par h(z,0) = ho(z)+hs(z) etq(z,0) = go(x)+¢s(x) ot (ho, o) représente la solution
stationnaire d"un écoulement transcritique sans choc selon I'expérience numérique pré-

sentée a la section 2.6.2 et (hs, ¢5) donnée par

2 si 13 <z <16,
hs(z) =

1 si 10 <x <11,
0 sinon.

and qs(z) = {

0 sinon ,
Ces données initiales sont affichées a la figure 2.7.
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1.2 T T T T 1.534 T T
Topography FWBC  +
FWBC 1.5335 FWB x4
1 FWB B HR %
HR 1533 B
N 08 ' g 1.5325 -
x o
[t
Q B 1532 B
£ 06 : 4 E:
2 @ 15315 F B
£ [=] £
E ot 1531 + : B
1.5305 3 B
0.2 + B :
/\ 153 »
0 L 1 L L 1.5295 L L L 1
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
X X
(a) (b)

FiGure 2.8 — Surface libre (2.8a) et débit (2.8b) pour I'écoulement transcritique perturbé
sans choc.

1.2 T, T T B T
Topographie —+— Discharge q at t=0 ——
free surface h+Z at t=0 —— 195 n

free suuface z+h
L
Discharge q
-
o
&
T
Il

(a) (b)

FiGure 2.7 — Surface libre (2.7a) et débit (2.7b) initiale pour 1’écoulement transcritique
sans choc perturbé.

h+ z q
1 2 ) 1 2 00
LE’I’TOT' LE?"’/‘O’/‘ L(:‘T‘T’OT’ LET’T'OT‘ LET‘TOT' LCTT'OT

schéma HR | 4.89e-02 6.17e-02 8.22e-02 | 8.38e-04 3.43e-03 1.98e-02
schéma FWB | 2.79e-14 2.85e-14 4.20e-14 | 1.62e-14 1.85e-14 2.18e-14
schéma FWBC | 2.77e-14 2.87e-14 4.14e-14 | 1.58e-14 1.75e-14 2.08e-14

TasLE 2.3 — Erreurs de la surface libre et du débit pour 1'écoulement transcritique per-
turbé sans choc.

Au vu des erreurs présentées dans la table 2.3, il est clair que la perturbation est évacuée
par I’écoulement. En conséquence, pour un temps suffisamment long, les trois sché-
mas capturent une solution stationnaire. Les erreurs de la table 2.3 mettent en évidence
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T T
Topography —— FWBC +
0.4 2 FWBC x o FWB  x
FWB 023 - HR  *
0.35 b HR

o
N
N}
e 3

free surface h+z
Discharge q

EE 23

1‘5 2‘0 25 0 5 1‘0 1‘5 2‘0 25
X
(a) (b)

FiGure 2.9 — Surface libre (2.9a) et débit (2.9b) pour la simulation d'un écoulement
transcritique avec choc.

que les schémas (FWB) et (FWBC) capturent exactement cette solution stationnaire.
Conformément aux erreurs présentées dans les tables 2.2-2.3, les résultats de simula-

tion illustrés sur les figures 2.6 et 2.8 sont extrémement proches.

2.6.4 Ecoulement transcritique avec choc

Dans cette simulation, nous montrons le comportement d"une approximation de
saut hydraulique. Le domaine du calcul est [0, 25] et la topographie fixée par Z(z) =
(0,0.2 — 0.05(z — 10)?),.. Les données initiales sont données par gy = 0.18 m?/s et hy =
0.33 m. Pour la condition limite & gauche, la hauteur d’eau satisfait une condition de
Neumann homogene et le débit est égal a ¢y = 0.18 m?/s. De méme pour la condition
limite a droite, la hauteur d’eau est égale a hy = 0.33m et le débit suit une condition

aux limites de Neumann homogene.

h+ z q
1 2 o) 1 2 00
Lerror LBT’T’O'I" Lerror Lerror LET’TOT' LG’I"T’OT’

schéma HR | 3.54e-04 4.03e-03 4.55e-02 | 3.54e-04 4.53e-03 5.40e-02
schéma FWB | 4.93e-04 5.33e-03 5.95e-02 | 2.94e-04 3.35e-03 5.39e-02
schéma FWBC | 3.25e-04 3.93e-03 4.02e-02 | 1.85e-04 2.33e-03 2.47e-02

TaBLE 2.4 — Erreur d’approximation de la surface libre et du débit pour I'expérience
d’un écoulement transcritique avec choc.
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T T
037 - free surface FWBC —+—
free surface FWB ——

0.36 |- =

0.35 |- ‘;&H\' R
|
|
|
0.34 - % B
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FIGURE 2.10 — Zoom de la perturbation parasite de la hauteur d’eau produite par la
Prhr )P,
2 2R hy

quantité mal posée P = gh par rapport a la correction apportée.

Les simulations numériques obtenues au temps ¢ = 100s avec les schémas (FWB),
(FWBC) et (HR) sont présentées dans la figure 2.9. De plus, dans la figure 2.10, nous
présentons un défaut dans le comportement du schéma (FWB) (voir [46, 47]) au voi-
sinage du nombre de Froude égale a 1. La correction apportée dans le schéma (FWBC)
permet d’améliorer ce défaut. Ce bon comportement du schéma (FWBC) est mis en
évidence dans la table 2.4 présentant I’évaluation des erreurs.

2.6.5 Ecoulement avec transition séche /mouillée

D’apres [46,47], nous imposons une vitesse nulle des que la hauteur d’eau disparait.
De plus, nous imposons ;' = 0 quand la limite de / tend vers zéro. En conséquence, dans

une interface de transition séche/mouillée, avec h;, = 0 ou hyp = 0, on obtient
AxS%R = _QE(ZR - 71) et QLR = gi_z, (2.77)

de sorte que les propriétés de consistance et de positivité, énoncées au théoréme 2.4.1,

restent préservées.

Rupture de barrage sur fond sec

Cette expérience numérique illustre la capacité du schéma a localiser et traiter cor-
rectement la transition seche/mouillée. Le domaine est [0, 10] avec une topographie

plate. Les données initiales sont constituées d'un débit égale a zéro dans tout le do-
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maine tandis que la hauteur d’eau est définie par

0.005
h(z,0) =
0 sib < x < 10.

si0<ax<b,

Nous adoptons des conditions aux limites de Neumann homogenes.

0.005 0.00035

T
Topolgraphy— s FWBC +
FWBC  x 7 % FWB %
FWB 0.0003 4 %E HR
HR b ;3 exact solution
exact solution 4 .

0.004 -

0.00025 -

0.003 - 0.0002 |

Discharge ¢

0.002 1 0.00015 3

free surface h+z

0.0001

0.001 -
5x10°° |-

4]
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

(a) (b)

FiGuUrEe 2.11 — Surface libre (2.11a) et débit (2.11b) pour un rupture de barrage sur fond
sec.

h+ z q
Leveor — Lowor  LGror | Lerror  Liror  Livor
schéma HR | 7.06e-5 5.20e-5 1.33e-4 | 1.33e-5 1.15e-5 2.92e-5
schéma FWB | 1.50e-4 9.54e-5 1.92e-4 | 2.62e-5 2.1le-5 4.17e-5
schéma FWBC | 1.51e-4 9.54e-5 1.92e-4 | 2.62e-5 2.11le-5 4.18e-5

TasLE 2.5 — Erreur de la surface libre et du débit pour une rupture de barrage sur fond
sec.

Le domaine est ici discrétisé avec 500 cellules et la solution approchée obtenue au temps
t = 6s est affichée Figure 2.11.

Rupture de barrage sur fond sec en escalier

Cette simulation numérique est destinée a illustrer la pertinence du schéma pour

approcher une solution dont la fonction topographique est discontinue. Ici, le domaine
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est [—10, 10] et la topographie est constituée de trois marches définie par :

0 si x <0,

0.1 sil <z <3,
z(x) =

0.4 sid <z <),

0.7 siz > 5.

Le débit initial est nul dans tout le domaine et la hauteur d’eau initiale est définie par

1 siz <0,

0 si0 < x.

h(z,0) = {

Nous considérons des conditions aux limites de Neumann homogenes.

ITupugraphy —
FWBC  x

FWB 25 |

HR

free surface n+z
—
T
|
Discharge q
=
n
T

(a) (b)

F1GURE 2.12 — Surface libre (2.12a) et débit (2.12b) pour un rupture de barrage sur fond
sec en escalier.

La solution approchée de la surface libre et du débit est affichée a la figure 2.12. Nous
remarquons les bons comportements du schéma (FWB) et du schéma (FWBC) tandis
que le débit du schéma (HR) présente des valeurs parasites situées aux discontinuités
de la fonction topographique. Sur la figure 2.13, nous affichons le comportement du
pas de temps At tout au long de la simulation. On remarque que le schéma (FWBC) ne
modifie pas drastiquement le comportement de At.
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0.0022 T T T T
0.002 |-
0.0018
0.0016
0.0014 -
0.0012 -

dt

0.001 -
0.0008 -
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0.0004
0.0002 -

T T
FWBC ——
FWB ——— 7]

HR

time

Ficure 2.13 — Evolution du pas de temps At en fonction du temps lors de la simulation

du cas test de rupture de barrage sur une marche.
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()

FIGURE 2.14 — Surface libre (2.14a) et débit (2.14b)
avec un fond émergé.

Lac au repos avec un fond émergé

25

pour la simulation d"un lac au repos

Dans le domaine de calcul [0, 25], le fond est défini par Z(z) = (0,0.2—0.05(z—10)?) ..

Pour la hauteur d’eau initiale, nous adoptons h(z,t = 0) = (0.15 — Z(x)); pour que

cette simulation contienne un fond émergé. Concernant le débit initial, nous imposons

une vitesse nulle dans tout le domaine. Nous considérons les conditions aux limites

homogenes de Neumann.
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h+z q
1 2 o) 1 2 00
LSTTOT‘ LETT‘DT' Ler'ror LEZ'I‘TOT Lerror Lerror

schéma HR | 2.78e-19 2.78e-18 2.78e-17 | 2.60e-17 2.89%e-17 4.58e-17
schéma FWB | 3.11e-17 5.01e-17 8.33e-17 | 2.72e-17 3.69e-17 1.02e-16
schéma FWBC | 2.11e-19 2.81e-18 3.33e-18 | 2.75e-19 3.01le-18 3.82e-18

TaBLE 2.6 — Erreur de I'approximation de la surface libre et du débit pour un lacau repos
avec un fond émerggé.

Dans la figure 2.14, nous affichons la solution approchée avec 500 mailles au temps
t = 100s. Selon les erreurs présentées dans le tableau 2.6, la solution est exactement

capturée.

Cas de test Thacker

Le domaine de calcul est [0, L] et la topographie est définie par

Z(x) = ho (;2 <3:—§)2—1>,

ol hy, a et L sont des parametres a fixer. La solution exacte est une oscillation de la

surface libre entre les points

b L b L
x1(t) = - cos(wt) —a + ) et x9(t) = - cos(wt) + a + 5

ol w = /2ghy/a, b = w/2 etla période T' = 27 /w. Les conditions initiales sont données
par ¢(z,0) =0 et

ho L b 2 ) . .
h(x,0) = _a2(<($_2)+m> “‘) si 21(0) < & < 2(0),

ho L b 2 ) o o
Bz, t) = T2 (((x - 5) + \/%COS(wt)> —a ) si 21(t) <z < 2a(t),

0 sinon,
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16

14
1.2

0.8
0.6
0.4

free surface h+z

0.2

-0.2

-0.4
-0.6

T T
Topography
FWBC =

FWB

HR

exact solution

0.25
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015 -

0.1

Discharge q

()

FiGure 2.15 — Surface libre exacte et approchée (2.15a) et débit exacte

(2.15b) pour le cas de test Thacker.

tandis que la vitesse exacte est

w(o.t) = {bsin(wt

Concernant les parametres, on fixe a = 1, L = 4m et hy =

0

T
FWBC

+

HR
exact solution

ES
=1

) si zq(t) < x < wo(t),

sinon.

schéma FWBC
q
cells | L., Lirror LSror
1600 | 3.74e-2 2.76e-2 2.64e-2
2000 | 2.66e-2 1.97e-2 1.94e-2
4000 | 1.15e-2 8.56e-3 9.51e-3

et approché

1/2. Sur la figure 2.14, la
solution approchée est affichée au temps ¢ = 100s avec 1000 mailles.

TaBLE 2.7 — Erreurs de débit pour le cas de test Thacker pour différentes tailles de mailles

en utilisant le schéma FWBC.

schéma FWB
q
cells | L., Lerror LSor
1600 | 1.24e-2 1.31e-2 3.30e-2
2000 | 1.10e-2 1.16e-2 2.99e-2
4000 | 7.98e-3 7.88e-3 2.19%e-2
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TabLE 2.8 — Erreurs de débit pour le cas de test Thacker pour différentes tailles de mailles
utilisant le schéma FWB.

schéma HR
q
1 2 e’}
Cells LET’TOT LeTT’OT’ Lerror

1600 | 7.29e-2 5.5%e-2 5.36e-2
2000 | 5.83e-2 4.47e-2 4.48e-2
4000 | 2.91e-2 2.23e-2 2.13e-2

TaBLE 2.9 — Erreurs de débit pour le cas de test Thacker pour différentes tailles de mailles
utilisant le schéma HR.

Concernant la hauteur d’eau représentée sur la figure 2.15a, nous obtenons une bonne
approximation de la transition séche/mouillée. Cependant, I'approximation du débit
n’est pas aussi bonne que prévue, tout comme la reconstruction hydrostatique. Dans
les tableaux 2.7, 2.8 et 2.9 nous présentons les erreurs obtenues pour ¢g. Nous remar-
quons que le schéma (FWBC) donne une meilleure approximation que le schéma de
reconstruction hydrostatique.

2.6.6 Défaut d’entropie

Dans cette expérience numérique, nous proposons d’illustrer le comportement nu-
mérique du schéma (FWBC) pour une donnée initiale vérifiant la condition de station-
narité (2.15) en présence d"une perturbation sur la topographie. Cette donnée initiale a
été exposée dans la section 2.5 ot1 il est montré que le schéma peut capturer une solution
stationnaire non entropique. Pour cela, nous considérons le domaine [0, 10] avec une to-
pographie constante. Nous introduisons une perturbation de la topographie Z° = 0.01
localisée sur la maille contenant la position z = 5. La hauteur d’eau et le débit initial

sont alors définis comme suit

1 sil <x <5,
h(z,0) = ¢ 0.25187664747525237484 six =5, et ¢(z,0) =1pourz € [0, 10].
0.25 sibh <z < 10,

(2.78)
En conséquence nous remarquons que B(W, Z) = 10.5 en tout = € [0, 10], de sorte que
la condition de stationnarité locale (2.15) est toujours vérifiée.

91



Partie , Chapitre 2 — Schéma de type Godunov capturant tous les états stationnaires a vitesse non nulle
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FIGURE 2.16 — Approximation de la surface libre d"une solution discontinue stationnaire.

La solution obtenue est présentée dans la figure 2.16. On remarque que cette solu-
tion approchée n’est pas stationnaire mais coincide relativement bien avec la solution
obtenue par le schéma de reconstruction hydrostatique (HR). A ce niveau, nous sup-
posons que cette approximation stationnaire n’est pas stable pour le schéma (FWBC).
En effet, nous montrons dans la figure 2.17 le comportement de la solution au cours des
premiéres itérations. Les erreurs initiales de 'ordre 107'® augmentent rapidement et dé-
stationnarisent la solution. Si bien qu’apres une trentaine d’itérations, I’approximation
se retrouve loin de la solution stationnaire non entropique et le schéma approche la so-
lution instationnaire attendue. Nous remarquons que le schéma ici développé (FWBC)
et la reconstruction hydrostatique (HR) présentent ce qui semble étre un choc non en-
tropique de petite amplitude a l'intérieur de la détente .
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FIGURE 2.17 — Premiéres itérations pour une donnée stationnaire non entropique.






CHAPITRE 3

APPROXIMATION QUADRATIQUE DES
RELATIONS DE BERNOULLI POUR UN
SCHEMA DE TYPE GODUNOV

Dans ce chapitre, nous allons proposer une extension des schémas de type Godu-
nov capturant tous les états stationnaires a vitesse non nulle afin de corriger le dé-
faut constaté sur des solutions discontinues stationnaires non entropiques. En effet, le
schéma développé dans le chapitre 2 repose sur une linéarisation de la relation de Ber-

noulli (2.15). Cette linéarisation, qui nous le rappelons, est donnée de la fagon suivante :

a2 _
(— . g(hL + hR)> (hp — hy) = AzxSi g, (3.1)
hrphr =~ 2

est en fait mal posée des que

2

~ hrhg

+ g(hL + hg) = 0. (3.2)

A ce niveau, nous supposons que la capture des chocs stationnaires non entropiques
est une conséquence directe du caracteére mal posé de la relation linéaire (3.1). De plus,
la discrétisation du terme source S{ , donnée par (2.19) est également mal posée pour
F. = 1, ou F, est une approximation du nombre de Froude donnée par (2.18). Il est
clair qu’a travers les relations (2.26) pour la discrétisation du terme source et (2.43)
pour la linéarisation de la relation de Bernoulli, nous avons proposé des corrections
afin d’assurer que tous les parameétres du schéma soient bien posés. Ces corrections
semblent insuffisantes pour éviter la capture de solutions non entropiques telles que
celles présentées dans la section 2.5.

Dans ce chapitre, nous allons proposer une nouvelle "linéarisation" des relations
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de Bernoulli. En choisissant une approximation quadratique et non plus linéaire, nous
allons obtenir un schéma de type Godunov qui préserve tous les états d’équilibres a
I’exclusion d’un petit voisinage autour du nombre de Froude égale a 1. Nous verrons
que ce voisinage est totalement déterminé et bien controlé. Le schéma qui résultera de
cette nouvelle linéarisation de la relation de Bernoulli sera toujours bien défini et ne
présentera plus les défauts du schéma présenté dans le chapitre précédent.

3.1 Motivation d’une nouvelle linéarisation

Fort des constatations faites concernant la linéarisation (3.1) et son caractere éven-
tuellement mal posé, a présent notre objectif est de comprendre comment linéariser la
relation de Bernoulli. Dans ce sens, avant d’envisager toute linéarisation, la détermina-
tion des hauteurs d’eau intermédiaires hj et h}, devrait étre donnée comme solution du
systéeme suivant :

{ Arbly — Aphy = (Mg — Ap)hHEE, (33)
BW;,Z1) = B(Wg, Zg),

ot B est donnée par (1.6) et h'"! définie par (2.33). A ce niveau, afin de simplifier
notre propos, nous allons supposer A\p = A = — ;. Il en résulte que le systeme (3.3) se

reformule comme suit :
By + I = 2hHEL

= i) (1=

h 4+ k%) /2) Ay (34)
«271.% 2 - ?
ght hR

ol ¢2 est définie par (2.27). De la premiére équation du systéme (3.4), on peut écrire h}
en fonction de hj, pour ainsi obtenir

by = 2hfTEL — (3.5)
En introduisant (3.5) dans la deuxiéme relation de (3.4), on en déduit que 7} est une
des zéro de la fonction non linéaire donnée par

?hHLL

gy* 2hHEE —y)

Fy) = (2y — 21""F) (1 - 2) + AZ. (3.6)
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.15 -
1 1 1 1 1 1 1

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

FiGure 3.1 —Comportement de la fonction f(y) pour les données suivantes: g = 10, Z;, =
1~572R = Q,hL = Q,hR = 2.5,qL = 1eth =1.

Pour y > 0, nous observons que la fonction f admet deux racines positives (voir la
figure 3.1) de fagon assez similaire a une parabole. Afin de mimer ce comportement
de f, nous allons proposer une approximation quadratique en substituant la seconde
relation de (3.4) par

(hy —hy) (1= F? +a(hy — h) — a(hy — hr)) = —AZ, (3.7)

ol F? est définie par (2.18). La quantité —F? + a(h} — hr) — a(h} — hg) est formelle-
2 *

ment obtenue en linéarisant —%

ghR"hy

En toute rigueur, nous devrions considérer la quantité —F?2 + a(h} — hy) — b(h — hg).

pour (h},h},) dans un voisinage de (hy, hg).

Cependant le choix de deux quantités distinctes a et b conduit a des calculs lourds et
qui ne présentent pas de gain numérique. C’est la raison pour laquelle nous avons opté
pour une linéarisation de la forme (3.7) ot1 les coefficients gouvernant les quantités du
premier ordre h} — hy, et h}, — hp ont été pris égaux. En conséquence les hauteurs d’eau

intermédiaires h} et h}, seront choisies comme solutions du systeme

h* +h* _ QhHLL’
{ oo (3.8)

(hj = h3) (1= F2+a(hy — h) — a(hy — hg)) = —AZ.
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Bien entendu, avec ce choix d'une approximation par une fonction quadratique, le sys-
téme (3.8) admet naturellement deux solutions. De plus, nous constatons que pour
AZ =0

by = hl = hHEL (3.9)

est une solution naturelle. En conséquence, nous choisirons les solutions de (3.8) qui
coincident avec (3.9) dans la limite de AZ qui tend vers 0.

A présent concernant la résolution du systéme (3.8), il admet deux solutions don-

nées par
hf = pHEL _ 5% et hﬁ = pHEL 4 5*, (3.10)
avec
hp—hy 1— F2 hp—hy 1—F2\> AZ
—+ R L r R L (s
= + . A1
0 ( 4 + 4a ) $ ( 4 + 4a ) + 4a (3.11)

Afin d’assurer 6+ réel, nous suggérons de fixer

a:{ﬁ%MAZ) si AZ #0, (3.12)

15} si AZ =0,

avec > 0. Comme souligné précédemment, parmi ces deux solutions, nous devons
choisir celle qui coincide avec "X lorsque AZ = 0. Dés que AZ = 0, nous avons

_ 2
51:(@ h 1 Fr>i

hr —h 1— F2
R L+ r.

4 4a 4 4a

En conséquence nous observons que
_ 2
0 =0 Si hR—hL+ CLTZO’
2

5+:0 si hR—hL—l— TSO
a

(3.13)

Nous introduisons alors

1-F
0~ si hp—hp+ = >0,
0= a_ (3.14:)

5+ si hR—hL+ L SO
a
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de sorte que 6 = 0 des que AZ = 0. On en déduit alors
P ) et hp=htt 44, (3.15)

qui est bien solution du systéme quadratique (3.8) et qui vérifie (3.9) lorsque AZ = 0.

Il en résulte que h} et h}; sont des hauteurs d’eau perturbées au voisinage de h#XL ou

la perturbation est en 6 = O(AZ).

On remarque que le choix de cette formulation quadratique permet d’exhiber des
hauteurs d’eau intermédiaires qui sont toujours bien définies. Fort de cette constatation,
nous allons a présent proposer une extension du solveur de Riemann approché pour

tous A\, < A que nous complétons par une définition adéquate du terme source discret.

3.2 Développement du solveur de Riemann

Equipée de la nouvelle linéarisation (3.7) des relations de Bernoulli, nous allons a
présent procéder a la dérivation du nouveau solveur de Riemann approché. Ce solveur
reste sous la forme (2.28) et nécessite donc la détermination de deux états intermé-
diaires W} et Wp.

3.2.1 Les états intermédiaires

Afin d’évaluer les états intermédiaires W} et W}, nous allons adopter la condition de
consistance intégrale approchée (2.7). Ces relations doivent étre complétées par deux
égalités. Nous suggérons encore une fois d’'imposer la continuité du débit a la traversée
de 'onde stationnaire de sorte que ¢; = ¢; = ¢*. En conséquence, nous en déduisons

immédiatement la définition du débit intermédiaire donnée par

Q4
% HLL AzS] g

On— )’ (3.16)

ot S ; est une discrétisation du terme source qui sera formulée ultérieurement. Concer-
nant les hauteurs d’eau intermédiaires h} et hj, en complément de la condition de

consistance intégrale (2.7) et en accord avec le principe énoncé dans la section 3.1, nous

99



Partie , Chapitre 3 — Approximation quadratique des relations de Bernoulli pour un schéma de type
Godunov

adoptons le systéme quadratique suivant :

— Aphh 4+ Aghl, = (Ag — A )RHEL,
{ Lh - Arh = (An = Ar) (3.17)

(W = hp) (L= F7 + a(hy — he) — a(hf, — hi)) = —AZ.

Nous remarquons qu’il s’agit ici d"une extension du systeme (3.8), pour des vitesses
d’ondes \;, et A\g non symétriques. Encore une fois, ces vitesses vérifient la condition
(2.29) qui impose que le cone de dépendance exact est entierement inclus dans le cone
de dépendance de la solution approchée de Riemann.

Comme précisé dans la section 3.1, le systeme (3.17) admet deux solutions définies
par

{hﬂg = hIEE 4 A Ro*, (318)

hy = hHEL 4\ 6%,

avec le terme 6* donné par

st = _Oir (1= F?+a(hp — hy)) + J (92” (1= F2+a(hn - m)) + QL—RAZ,

2a a a
(3.19)
oubp = ﬁ 11 suffit alors de fixer
sgn(AZ si AZ #0,
0 Bsgn(AZ) 7 (3.20)
15} si AZ =0,
avec 3 > 0 pour obtenir la solution suivante :
Ry = hEL L Ags et By = RTEE AL, (3.21)
ou _
1—-F
0~ si hR — hL + L S 0,
§= “_, (3.22)

ot si hr—hr+ = >0.
a
Nous remarquons que si AZ = 0 alors § = 0 et par conséquent h} = hj, = hfTLE,

Pour garantir la positivé des hauteurs intermédiaires, nous allons recourir a la méme
technique introduite dans [8] (voir (2.47)-(2.48) ou encore [9, 46,47]). Par conséquent,
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nous proposons

% =min | max (hHLL + Agd, 0) 1— AR\ pais | AR, , (3.23)
AL AL
x - HLL AL HLL AL
h’p =min | max (h + Ao, 0) A1——]h +—0a, (3.24)
AR AR

olt 0 = min(hyz, hg, K1)

. Il en résulte immédiatement hj > 0 et b}, > 0. La définition
des hauteurs d’eau intermédiaires ainsi complétée est bien définie pour tous W, et Wg

appartenant a 2.

3.2.2 Discrétisation du terme source

Cette section est consacrée a la dérivation d’une discrétisation consistante du terme
source Spr = (0,5%5). Il convient de noter que la définition de la discrétisation du
terme source est cruciale pour que le schéma puisse capturer exactement des états sta-
tionnaires mouvant relativement a (2.15). La discrétisation que nous allons proposer

repose sur le lemme suivant (voir [8]).

Lemme 3.2.3. Soit (W, Wr, Z,, Zr) vérifiant la condition d’équilibre locale (2.15). L'identité
(2.17) se réécrit comme suit :

ArSip=—g~="(Zn ~ Z1) + %(hR — hp)?, (3.25)

hp+hp

avec h = Lt

Démonstration. Onrappelle quesi (W, Wg, Z;,, Zg) vérifie la condition stationnaire (2.15),
alors la relation de consistance intégrale (2.7) se réécrit
h? h?

AJZS%R = (hRu% + 97]%) — (hput + 97) (3.26)

On peut reformuler cette égalité sous la forme suivante :

- h 2 h 2
AzSTp = ( };:;R) ! LhuLL) + %(hR +hr)(hr — hr).
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Avec g = hpur, = hrug, on a alors

_ 11
AzSl, = & ( _ ) + b+ he) (b — hy),
he  h) 2
¢ g
= _thR<hR —hp) + 5(}13 + hr)(hg — hyr),

_ PhE—hD)
hphr(hr + hr)’

g
= S n)
De plus, sous la condition d’équilibre (2.15) , nous avons B(W, Z;,) = B(Wg, Zg) avec

B(W, Z) donnée par (1.6). Il en résulte

¢*(h} — hi)

= QQthR(ZR — ZL + hR - hL)7
hrhr

pour en déduire

& g hphg
AzSip = 5(}1?% —hi) — QQhL n hR(ZR — 21 +hr—hz),
hphr 912 2 hphr
= -2 Zrp— 2 ~(hfp —hy) —2 hr — hr).
ghL+hR( r=2Zp)+ (g =) ghL+hR( r—hr)
Par conséquent, on en déduit
hrhg g 3
TOLR 9 (Zr — Z1) + 4h( r—hr)
Ce qui achéve la démonstration. O

Equipé de (3.25), lorsque la relation d’équilibre local (2.15) est satisfaite, le terme
cubique peut étre ré-exprimé a I’aide des perturbations §* données par (3.19). En effet,

nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.2.4. Soit (W, Wg, Z;,, Zy) vérifiant la condition de stationnarité locale (2.15).
L'égalité (3.25) se réécrit sous la forme suivante :

9
4103’

- hrh
AzSip =~y LE % (Zn — 21

(3.27)
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oit & est définie par

1— F2
5 (5+ Si L — (hR — hL> Z O,
0= a_ (3.28)
_ I I
b si - (hg —hr) <0,

1
ArR—AL’

avec 6* données par (3.19) et 6 =

Dés a présent, il est essentiel de souligner que ¢ est une perturbation controlée par
6% mais qui se différencie de § par la condition de signe. Cette différenciation entre &
et § sera essentielle dans le controle des solutions stationnaires au voisinage de Froude
égale a un. De plus, nous remarquons que (3.27) impose immédiatement la consistance
de S{j avec —ghd,Z. En effet, pour une fonction de topographie assez réguliére et en
fixant Z;, = Z(z — &%) et Zp = Z(z + &%), nous avons

. . 1-F?
lim &F si " >0,
Az—0 a
. I3 hR—hL—>0
lim § = _
Az—0 1— F2
hr—hr—0 lim 4~ si = <0,
Az—0 a
hR—hL—>0
= lim 4,
Axz—0
hr—hr—0
= 0, (3.29)

pour en déduire la consistance attendue de S, avec —ghd, Z.

A présent, établissons le lemme 3.2.4.

Démonstration. Lorsque Wy, et Wy vérifient 1’équilibre stationnaire local (2.15), la rela-
tion (2.21) est également satisfaite et nous assure que (hy — hy)(1 — F2) = —AZ et par
conséquent §* définie par (3.19) vérifie

st O (1 — F?+a(hg — hL)) i$ (92? (1 — F?2 —a(hg — hL))>2'

Ainsi, on obtient

6t 1—F?
—07 si L _(hR_hL)207
hr — hy = LR ¢ (3.30)
6 1— F2
—E si ar_<hR_hL)<O
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En remplagant cette expression en (hr — hr) dans (3.25), on retrouve la relation (3.27)

ce qui compléte la preuve. O

Pour conclure cette section, nous établissons la stationnarité du solveur de Riemann

approché hors des zones de transition F? = 1.

Lemme 3.2.5. Soit Wy, et Wy appartenant a Q). Considérons le solveur de Riemann approché
sous la forme (2.28) ot les états intermédiaires sont donnés par (3.16), (3.23) et (3.24) complé-
tés par la discrétisation du terme source S% , donnée par (3.27). Si (W, Wg, Z1,, Zr) satisfait
la condition locale d’état a I'équilibre (2.15) et vérifie

1=

> |hg — hyl, (3.31)

a

alors le solveur de Riemann approché reste au repos, c’est a dire

Wy six <O,
WL,WR,ZL,ZR) _ (3.32)
Wgsixz > 0.

~ [
4% (;
At
Notons dés a présent que la condition (3.31) ne permet pas de capturer les états
stationnaires qui vérifient

1— F?

Il en résulte que, pour des solutions régulieres telles que h;, = h(z — &%) et hg =
h(z 4+ &%), le solveur que nous proposons ne permet pas la capture des solutions sta-
tionnaires dans un voisinage de F? = 1. De plus, le schéma ne pourra pas capturer des
solutions discontinues avec un changement de régime de F> < 1a F? > 1. Formelle-
ment, cette exclusion permet de corriger le défaut d’entropie souligné dans le chapitre
précédent puisque les chocs stationnaires non entropiques, présentés dans la section
2.5, ne pourront plus étre capturés. Il en résulte que la méthode préserve toutes les
solutions stationnaires sans transition de régime. Toutefois, nous verrons a travers les
simulations numériques que les zones de changement de régime pour des solutions
stationnaires resteront capturées avec une précision de 'ordre de I’erreur machine a

10716 pres.

Démonstration. Dans un premier temps, nous remarquons que 1’équilibre stationnaire
local (2.15) nous permet d’appliquer les lemmes 3.2.3 et 3.2.4. Il en résulte que le terme
source de topographie S}, vérifie la relation (2.17).
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A présent, concernant le débit intermédiaire ¢*, défini par (3.16), la relation (2.17)
nous assure 1'égalité ¢* = q;, = qr.

Il reste & montrer que la hauteur d’eau est stationnaire. Pour cela nous devons mon-
trer que hi = hy et h%, = hg. A l'équilibre, puisque 1'égalité (2.21) est vérifiée, alors

(hg — h1)(1 — F?) = —AZ. En conséquence, l’égalité (3.30) nous permet d’écrire

1—F?

07 = —(hg —h)0Lr si —= = (hr = h1) 20, (3.34)
et _
_ . 1—F?

0 = —(hR — hL)GLR S1 a L — (hR — hL) S 0. (335)

Il en résulte que la perturbation § définie par (3.22) devient

1— F? 1— F?
— (hr — hr)0Lr si hr—hp+ ~ <0 et " — (hg — hy) >0,
d= a_ a_
. 1— F? 1— F?
— (hR_hL>0LR S1 hR—hL+ >0 et — (hR—hL) <0.
a a
(3.36)
Avec hj et hj, donnés par (3.21), nous avons hj, = hp et hj = hy si
1— F? 1— F?
T—I—(hR—hL)SO et T_(hR_hL)Soy
a a
ou si _ .
1-F 1-F
r+(hR—hL)20 et T—(hR—hL)EO.
a a
Le solveur de Riemann approché est donc stationnaire sous la contrainte
1—F? 1—F?
u Z |hR—hL| ou u §—|hR—hL|.
a
La démonstration est alors complete. [

3.3 Propriétés du schéma numérique

Dans cette section, nous allons présenter des propriétés du schéma (2.13) ot1 le sol-
veur de Riemann est constitué des états intermédiaires donnés par (3.16), (3.23), (3.24)

et de la discrétisation du terme source (3.27).
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Théoréme 3.3.1. Supposons la restriction de type CFL suivante :

At

N (’)‘erl/Q‘ |>‘z+1/2|) < (3.37)

[\')\H

Le schéma (2.13)-(3.16)-(3.23)-(3.24)-(3.27) est consistant avec le systéme (1.1). Soit W
appartenant a Q) pour tout i € Z. L'état mis a jour W;**' donné par le schéma (2.13)-(3.16)-
(3.23)-(3.24)-(3.27), satisfait les propriétés suivantes :

1. Préservation de la positivité : h™' > 0 pour tout i € Z,

2. Préservation des états d'équilibres : W™ = W pour tout i € Z tant que (W})iez

vérifie

n\2
¢'=Q et (ng 5 tglhi +2) =B pour tout i € Z, (3.38)

pour des constantes (), B données et

= 2
1 - FTZ
H= Frinpl i — hil, (3.39)
a
< 02 (@21 +a) (hiy1+h) )
o Frjfqp = +14gh?h?:11 ,a = [sgn(Zi1 — Z;) et avec 3 une constante positive.

3. Une inégalité d’entropie incompléte sous la forme :

n+1 n
n; -1 Gi+1/2_Gi71/2< am
-5 A 4
A7 + s < =S5+ O(Ax), (3.40)

est satisfaite tant que
WS + M0 >0 et BEE + A 00 >0, (3.41)

01l 01 a posé

1 n n A n n ASE +
Gisrj = GOV + GOV + s (W) = n(V)) + 3 (I = Iy ), (3:42)
aoec
" 1 Az/2 _ . .
I7‘+1/2 AI /(\) 77 (W (At W I/I/’L+17 Zl; ZZ+1)> dx; (343)
1 0 T/ n n
B = Az /—Ax/Q 1 (W (At Wi, Wik, 2 Zl“)) 4, (344)
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et

h?' | + hi hiT LJQ Ax b + hitq hfﬁ% Az

o] ( ohr ke afihy (Z,» — Z,-_l) P sy (ZM — Z>)  (a5)

Démonstration. Nous allons d’abord montrer la consistance du schéma (2.13)-(3.16)-
(3.23)- (3.24)-(3.27). Dans cet objectif, nous montrons la consistance du flux numérique
(2.14) relativement au nouveau solveur de Riemann approché ainsi que la consistance

du terme source.
Concernant le terme source, donné par (3.27), avec une fonction de topographie
réguliere, on fixe Z;, = Z(z — %) et Zp = Z(x + %) Ainsi dés que W, = W = W,

puisque Alim0 0 = 0, avec 0 donnée par (3.22), on obtient immédiatement
T—
lim Sp(W, W, Zy, Zr) = —gh0,Z.
Az—0

D’apres la définition du flux numérique, avec la condition W;, = Wr = W € €, nous

avons directement

Az
FA(WW,W, Zy,, Zr) = F(W) + TN(GR — I R) Wr=wp=w,

ol I} et I, sont définis par (2.9) et (2.8). Puisque le solveur de Riemann, défini par

(2.28), est composé de deux états intermédiaires, 1’égalité suivante est obtenue :
AR (114 AL i

De plus, par définition des états intermédiaires (3.16)-(3.23)-(3.24), nous avons les li-
mites suivantes :

lim A5, R~ = R —w —w = h
Z1,Zr—Z Ly RIWR=WL=W Wr=WL=W ’

et

HLL

. . B B
zL,l?,ﬁizq Wa=wi=w =4 \Wa=w=w = q-

Ainsi, il en résulte
im Fx(W,W,Zr, Zz) = F(W),

ZL,ZR—>Z

impliquant la consistance du flux numérique. Par conséquent, le schéma est bien consis-
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tant avec le systeme (1.1).

Concernant la préservation de la positivité de la hauteur d’eau, puisque les hauteurs
d’eau intermédiaires sont toutes positives, il en résulte que A"+, définie par (2.3), n’est

rien d’autre que I'intégrale de grandeur positives. En conséquence nous avons i t* > 0.

A présent, nous montrons la préservation des états stationnaires des que (W;");cz

2

vérifie (3.38) et (3.39). Puisque sur chaque interface la condition d’équilibre local (2.15)
est satisfaite ainsi que la condition de régularité (3.39), le lemme 3.2.5 impose que tous
les solveurs de Riemann approchés restent stationnaires. En conséquence, on obtient

n
i

T — Tiy1)2 si Tip1/2 <0,

" (3.46)

Wr ( W WL 7, ZZ-H) _
VViT—l‘rl si Tit1/2 > 0.

La relation (2.3) nous permet alors d’écrire les égalités suivantes :

Tr—12Ti-1/2

1 Ti
I/Vinﬂ = Ex/ WR(TQWZL_pWZ‘nsz'71>Zi)d$
Ti—1/2

1 Tiv1/2 — X — Tip1) . .
+M/;pi WR(T’Wz vWi+1aZi7Zz'+1)d$,

= W

Pour achever la démonstration, nous devons établir I'inégalité d’entropie (3.40). Dans

ce but, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.2. Soient Wy, et W, appartenant i Q) tels que hj et h,, définies par (3.23) et (3.24),
coincident avec (3.21). Soit n et G donnés par (1.49). Supposons une restriction de type CFL

sous la forme
At

1
A, max (Acl, [Agl) < 5.

Si Z est une fonction réquliére permettant de définir Z;, = Z(x — Ax/2) et Zp = Z(x +
Ax/2) alors le solveur de Riemann approché (2.28) avec les états intermédiaires donnés par

(3.16),(3.21) vérifie I'inégalité suivante :

(3.47)

1 Azx/2 — 1
o W/ AW Wi, Zu, Zg) de < S(0(W2) + (W)
Ax J-Az/2 2 (3.48)

— 5, (GOWVr) = G(WL)) — AtSip + ii(?(m%
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ou
QHLL hrhr % Zr— 4y,

thLL X h Ax

SZR(A:E7 WL7WR7 ZL7ZR) - (349)

Démonstration. Considérant le solveur de Riemann approché donné par (2.28), (3.16),(3.23)
et (3.24) et sous la contrainte de type CFL (3.37), nous avons immédiatement

1 Ax/2 e 1 At
s /_M/2 n(Wr(x/At; Wi, Wr, Z1,, Zg)) dv = (2 + ALM) n(Wr)
3.50
At ) 1 A (3:50)
t (Arn(Wg) — Aen(WE)) + 3~ ARE n(Wr).

Par ailleurs, on a

(¢)?  (hR)®

*\2 h* 2
(@), () 4 R
2N 2

on; 19

n(Wr) = et n(Wg) =
ou ¢* et hj p sont donnés par (3.16),(3.21). De plus, avec la régularité de la fonction de
topographie ,on a Zp — Z;, = O(Az) et 6 = O(AZ) = O(Ax). Par conséquent, il en
résulte
x HLL ghrhr
= — === (Zr—Z1) + O(Ax),

q q (/\R_/\L)h( R L) (Azx)

hp = W+ 0(Ax),

r, = hTE L O(A2).

D’ou
) 2 2ghphrq"tt
¢ = T (g)\RL—R)\L)B(ZR — 71) + O(Ax),
he? = WP L O(Aw),
hi? = RWHILLZ L O(Aw).
Alors d"une part, nous avons
h*Rz h*LQ HLL?
/\R 9 _)\L 5 :()\R—)\L)g +O(ALL‘)
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D’autre part, on a

*2 HLL? HLL
q q ghrhgrq 2
2y 2RHEL T (\p — Ap)RRHLL (Zr = Z1) + O(Az),
*2 HLL2 HLL
q q ghrhrq 2
2h; = 9pHLL (/\R_AL)BhHLL<ZR_ZL)+O(Ax ).

Ainsi, il en résulte immédiatement 1'égalité suivante :

hihag""

At (W) = Aen(Wr) = (Ag = Ap)n(WHEE) — 9=

(Zp — Z1)+ O(Az). (3.51)
De plus, en utilisant I'inégalité (2.66), on obtient ainsi

Ar(Wr) = Aun(Wr) - < Arn(We) = Aen(Wr) — (G(Wg) — G(WL))
thRqHLL
L'inégalité attendue (3.48) vient de la combinaison de (3.50) avec1’estimation ci-dessus.
La preuve est alors réalisée. O

Muni du résultat précédent, nous sommes a présent en mesure d’achever la preuve
du théoréme 3.3.1. En effet, puisque que la fonction d’entropie ) est convexe, l'inégalité
de Jensen (voir [28]), nous donne

1 0
nW) < o [ (G Wi Wi Zi, 2)) d

Az Joawps At’
1 Az/2 5 T . .
+A7/0 n(Wr(Z Wi Wik, Zi Ziga)) de

Les relations (3.43) et (3.44), nous permettent de reformuler l'inégalité précédente de
la fagon suivante :

n 1, - " 1 4 _
n(Wit) < 5(127—1/2 + 1) + 5(127—1/2 — 1)) (353)
1, .- + 1, .+ - )
+ §(If+1/2 + ];7+1/2) - §(I?+1/2 B Izﬁ+1/2)'

Sous les conditions (3.41), les hauteurs d’eau intermédiaires, données par (3.21), sont

nécessairement positives. En conséquence, le lemme 3.3.2 peut étre appliqué. Ainsi, de
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(3.48), on déduit

- + 1 n n At n n
Dot e < 500VD) + (W) = S (GOVEL)) — GOV

_ At
_ n _
ALS], + 2-O(Aw),

ol nous avons posé S\, = S7p(Ax, W', W}, Zi, Zi;1) donnée (3.49). Par consé-
quent, en introduisant I'estimation ci-dessus dans (3.53), nous obtenons 1'inégalité d’en-

tropie discrete attendue (3.40). O

3.4 Résultats numériques

Dans cette section, nous allons proposer des simulations numériques obtenues avec
le schéma de type Godunov pour une approximation quadratique de la relation de
Bernoulli (NFWB). A travers différents cas test, les schémas (FWBC) et (NFWB) sont
comparés. Tous les calculs d’erreurs sont obtenus en utilisant la définition (2.74). Le
schéma (NFWB) est défini relativement a une constante 3. Cette constante controdle le
voisinage de Froude égale a 1 pour lequel les solutions stationnaires ne sont pas captu-
rées. Dans la section 3.4.3, dédiée a la simulation d"un écoulement transcritique avec
choc, nous avons fixé § = 2.5. Dans la section (3.4.4), concernant le cas test du Thacker,

$ = 10.5. Pour tous les autres cas tests nous avons imposé = 1.5.

3.4.1 Ecoulement fluvial sous-critique sur une bosse parabolique

On considere la configuration définie dans la section 2.6.1. Dans la figure 3.2, on
observe un comportement similaire entre les deux schémas (FWBC) et (NFWB). Les
deux schémas capturent exactement la solution stationnaire comme le montre la table
3.1.

h—+z q
1 2 0o 1 2 00
Lerrm" Lerror Lerrov- Lerv-m- Lerror Lerrar

schéma FWBC | 1.10e-13 1.17e-13 1.44e-13 | 6.57e-14 6.84e-14 8.21e-14
schéma NFWB | 1.08e-13 1.15e-13 1.42e-13 | 6.38e-14 6.65e-14 8.01le-14

TabLE 3.1 — Erreur de I'approximation de la surface libre et du débit pour I'expérience
d’écoulement sous-critique pour N = 1000 cellules et ¢t = 100s.
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FiGure 3.2 — Surface libre (3.2a) et débit (3.2b) pour la simulation d'un écoulement
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FiGure 3.3 — Surface libre (3.3a) et débit (3.3b) pour la simulation d'un écoulement
transcrtique sans choc pour N = 500 cellules et t = 100s.

3.4.2 Ecoulement transcritique sans choc

Considérant les conditions définies dans la section 2.6.2, les résultats d’approxima-
tions obtenus par les deux schémas (FWBC) et (NFWB) sont présentés dans la figure
3.3. Les erreurs d’approximation obtenues dans la simulation de cette solution station-
naires sont données dans la table 3.2. Il est clair que les deux schémas se comportent
de facon similaire et capturent exactement la solution stationnaire. Les écarts dans 'ap-
proximation du débit, présentée dans la figure 3.3b, ne sont pas significatifs en raison
du facteur d’échelle de 1'ordre de 10~!%. Il en résulte que les deux schémas ont le méme

comportement dans ce cas test.
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FIiGURE 3.4 — Surface libre (3.4a) et débit (3.4b) pour la simulation d'un écoulement
transcritique avec choc pour N = 1000 cellules et ¢t = 100.

h—+z q
1 2 o) 1 2 00
LGTTDT LET’/'O’/‘ LET”"‘OT‘ LET'TOT LGTT’OT’ LCTTOT’

schéma FWBC | 1.27e-14 1.67e-14 3.14e-14 | 1.27e-14 1.48e-14 1.98e-14
schéma NFWB | 1.07e-14 1.32e-14 3.05e-14 | 0.96e-14 1.03e-14 1.54e-14

TaBLE 3.2 — Erreur de 'approximation de la surface libre et du débit pour I'écoulement
transcritique sans choc pour NV = 1000 cellules et ¢ = 100s.

3.4.3 Ecoulement transcritique avec choc

Nous adoptons la configuration établie dans la section 2.6.4. Les simulations numé-
riques sont présentées dans la figure 3.4 et les erreurs dans la table 3.3. Encore une fois

on constate que les deux schémas admettent un comportement trés comparable.

h+z q
1 2 o) 1 2 00
LET’TO’I" Lerror LET’TOT' LETT'OT' LGT’T’OT’ LET’I"O’I"

schéma FWBC | 3.25e-04 3.93e-03 4.02e-02 | 1.85e-04 2.33e-03 2.47e-02
schéma NFWB | 3.23e-04 3.90e-03 4.0e-02 | 1.82e-04 2.31e-03 2.44e-02

TasLE 3.3 — Erreur de 'approximation de la surface libre et du débit pour I'expérience
d’un écoulement transcritique avec choc pour N = 1000 cellules et t = 100.
3.4.4 Ecoulement avec transition séche/mouillée

Afin de gérer la transition seche/mouillée (voir chapitre 1 ou également [46, 47]),

nous supposons que v = 0 dés que i = 0. De plus, nous imposons que ; = 0 quand h
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FiGUrE 3.5 — Surface libre (3.5a) et débit (3.5b) pour un rupture de barrage sur fond sec
pour N = 500 cellules et ¢ = 6s.

tend vers zéro. Il en résulte alors pour une interface de transition seche/mouillée, avec

hr = 0ou hgr = 0, que le terme source se reformule sous la forme suivante :

AzSip=—g ; (Zp— Z1), (3.54)

de sorte que, comme énoncées au théoreme 3.3.1, les propriétés de consistance et de

positivé restent préservées.

Rupture de barrage sur fond sec

Cette expérience est présentée afin d’analyser le comportement du schéma (NFWB)
pour localiser et traiter correctement la transition seche /mouillée. Dans cette simulation
nous effectuons également une comparaison avec les résultats obtenus par le schéma
(FWBC). Dans la figure 3.5, nous observons un bon comportement du schéma de type
Godunov pour une approximation quadratique de la relation de Bernoulli (NFWB).
En effet, comme présenté dans la table 3.4, le comportement des deux schémas sont

similaires.
h+z q
1 2 fo'e) 1 2 e’}
LETT'OT' LBT’I‘O'I‘ Lerrar Lerrar Lerror LBT’I‘O'I‘

schéma FWBC | 1.51e-4 9.54e-5 192e-4 | 2.62e-5 2.11e-5 4.18e-5
schéma NFWB | 1.53e-4 9.57e-5 1.97e-4 | 2.72e-5 2.23e-5 4.29e-5

TaBLE 3.4 — Erreur l'approximation de la surface libre et du débit pour un rupture de
barrage sur fond sec pour N = 500 cellules et t = 6s.
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3.4. Résultats numeériques

Rupture de barrage sur fond sec en escalier

Cette expérience numérique est utilisée pour observer le comportement du schéma
(NFWB) en présence d'une topographie discontinue en escalier. On considére le do-

maine [—10, 10] et une fonction de topographie définie par

0 si x <0,
0.1 sil <x <3,

0.4 sid <z <b,

0.7 sixz > b.

Le débit initial est nul dans tout le domaine et concernant la hauteur d’eau initiale, on

a
1 six <0,

0 si0 < x.

h(z,0) = {

De plus, nous considérons des conditions aux limites de Neumann homogenes.

T
Topographie FWBC +
FWBC — NFWB  x
NFWB 25k

15

0.5 ; 4
0.5
0 . L 0
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

(a) (b)

Fi1GuUrE 3.6 — Surface libre (3.6a) et débit (3.6b) pour un rupture de barrage sur fond sec
en escalier.

surface libre h+z
-
Débit q
.
n

La figure 3.6 présente 'approximation de la surface libre de I'eau et du débit pour
les schémas (FWBC) et (NFWB). On observe un trés bon comportement de la solution
avec le nouveau schéma (NFWB). Dans la figure 3.7, nous présentons l'évolution du
pas de temps au cours du temps. Nous constatons que le pas de temps est sensiblement

similaire pour les deux schémas.
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dt
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Ficure 3.7 — Evolution du pas de temps At en fonction du temps lors de la simulation
du cas test de rupture de barrage sur une marche.
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FiGure 3.8 — Surface libre (3.8a) et débit (3.8b) pour la simulation d"un lac au repos avec
un fond émergé pour N = 500 cellules et ¢t = 100s.

Lac au repos avec un fond émergé

Nous adoptons la topographie, la condition initiale et les conditions aux bords dé-

finies dans la section 2.6.5. On constate immédiatement avec la figure 3.8 et la table

d’erreur 3.5 que la solution exacte du lac au repos est bien capturée.

h—+z q
Leyor — Livor  L3or | Lewor  Liwor Lo
schéma FWBC | 2.11e-19 2.81e-18 3.33e-18 | 2.75e-19 3.01le-18 3.82e-18
schéma NFWB | 2.01e-19 2.73e-18 3.21e-18 | 2.67e-19 2.99e-18 3.62e-18
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FiGURE 3.9 — Surface libre exacte et approchée (3.9a) et débit exact et approché (3.9b)

pour le cas de test Thacker.

TabLE 3.5 — Erreur de 'approximation de la surface libre et du débit pour un lac au repos
avec un fond émergé pour N = 500 cellules et t = 100s.

Cas du test Thacker

On adopte la méme configuration proposée dans la section 2.6.5. Dans la figure 3.9,

on présente 'approximation de la solution de la hauteur d’eau et du débit par rapport

a la solution exacte.

schéma FWBC
q
cells | Lo, L rvor Lsror
1600 | 3.74e-2 2.76e-2 2.64e-2
2000 | 2.66e-2 1.97e-2 1.94e-2
4000 | 1.15e-2 8.56e-3 9.51e-3

TabLE 3.6 — Erreurs de débit pour le cas du test Thacker pour différentes tailles de mailles

en utilisant le schéma FWBC.

schéma NFWB
q
cells | LL., 2., L5,
1600 | 3.87e-2 2.83e-2 3.83e-2
2000 | 2.86e-2 2.23e-2 3.43e-2
4000 | 1.19e-2 1.07e-2 2.61e-3
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TabLE 3.7 —Erreurs de débit pour le cas du test Thacker pour différentes tailles de mailles
en utilisant le schéma NFWB.

Dans les tables 3.6-3.7, nous présentons 1’évaluation des erreurs. On note que les deux

schémas (FWBC) et (NFWB) ont un comportement tout a fait similaire.

3.4.5 Comportementduschéma NFWB dans le cas test du défaut d’en-
tropie

Dans la section 2.6.6, nous avons proposé une expérience numérique pour illustrer
le défaut d’entropie du schéma (FWBC). Nous avons observé, a priori, un choc non
entropique de petite amplitude a l'intérieur de la détente. Ce mauvais comportement
avait également été constaté avec le schéma de reconstruction hydrostatique. La réa-
lisation de ce cas test avec la méthode numérique (NFWB) met en évidence le bon
comportement de la méthode puisque aucun choc stationnaire n’est capturé tant que
I'inégalité (3.33) est vérifiée. Puisque le parameétre 3 contrdle la capture des états sta-
tionnaires pour un nombre de Froude dans un voisinage de 1, pour une perturbation Z°
assez petite, le schéma (NFWB) ne pourra pas capturer de discontinuité stationnaire
non entropique.

Le cas test proposé dans la section 2.6.6 permet d’illustrer notre propos. En effet,
pour les conditions initiales sur la hauteur d’eau et le débit données par (2.78) par et
une petite perturbation de la topographie Z° = 0.01 localisée sur la maille contenant
x = 5, nous observons dans la figure 3.10 que le schéma (NFWB) a un excellent com-
portement. En particulier aucun défaut d’entropie n’est constaté.
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CHAPITRE 4

EXTENSION A L'ORDRE 2 PRESERVANT
LES ETATS D’EQUILIBRES POUR LE
MODELE DE SAINT-VENANT

Les schémas aux volumes finis présentés dans les chapitres 2 et 3 sont du pre-
mier ordre d’approximation. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a des extensions
d’ordre 2 en espace. Il existe de nombreuses stratégies pour obtenir de meilleurs ordres
d’approximation. A titre d’exemple, on peut citer les schémas ENO/WENO (voir [49,
67]) ou encore des schémas de type Galerkin discontinu trés usités actuellement (voir
[43, 66] pour une liste non exhaustive). Il faut également citer les schémas de type
MUSCL (par exemple voir [60, 64, 42]) qui présentent une alternative particulierement
attractive par leur simplicité de mise en ceuvre. En effet, cette procédure de montée en
ordre nécessite seulement le développement d"une technique de reconstruction de la
solution. Cependant, le choix de la reconstruction peut devenir délicat et de nombreux
auteurs ont proposé diverses stratégies aussi bien pour des équations scalaires que pour
des systemes (voir [60, 64,42]). Lapproche MUSCL souleve toutefois quelques difficul-
tés pour des systemes non homogenes avec terme source lorsque des solutions station-
naires doivent étre préservées. En effet, le choix de la reconstruction doit également
préserver les solutions stationnaires. Dans le cas de solutions stationnaires linéaires,
cette contrainte de préservation est aisément satisfaite. Cependant, dés que les solu-
tions stationnaires deviennent non linéaires, proposer des reconstructions capturant
des solutions d’équilibres peut devenir un défi difficile a relever. Plusieurs tentatives
ont récemment été proposées [30, 41, 52], mais celles-ci sont en général particuliére-
ment couteuses, nécessitant la résolution de systemes non linéaires sur chaque inter-
face. C’est dans ce contexte que nous proposons ici une alternative de type MUSCL
adaptée pour la capture des solutions stationnaires non linéaires avec un cotit de calcul

trés réduit.
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On rappelle que les solutions stationnaires du systeme (1.1) qui nous intéressent

dans ce travail sont gouvernées par
0y (hu) =0,

'LL2

oul Z(x) est une fonction réguliére donnée. Afin de simplifier les notations, nous intro-
duisons H(W, Z) de la fagon suivante :

H(W,Z>=( e )

“*22+g(h+Z)

de sorte que les solutions stationnaires qui nous motivent ici sont gouvernées par
HW, Z) =0. (4.1)

Dans ce chapitre, nous présentons une stratégie trés simple pour forcer toute procé-
dure de reconstruction de type MUSCL a préserver les solutions stationnaires. La mé-
thode que nous allons proposer repose uniquement sur 1'évaluation de 'application
H(W, Z). Notre approche est donc particulierement attractive puisqu’elle ne nécessite
nullement 'inversion de 1’application H (W, Z) comme c’est le cas pour les méthodes
récemment proposées [30, 41, 52].

Afin de motiver et de présenter la reconstruction MUSCL que nous allons dévelop-
per, le présent chapitre est organisé comme suit. Dans un premier temps, nous rappe-
lons les grands principes de la dérivation des schémas de type MUSCL pour un systeme
hyperbolique non homogene de la forme (1.3). Nous montrerons également les enjeux
relatifs a I'obtention d"un schéma du second ordre capturant des états stationnaires non
linéaires. En particulier nous mettrons en évidence que les stratégies de reconstruc-
tions usuelles nécessitent d’inverser la fonction H sans avoir 1’assurance de 1’existence
de cet inverse. Afin de lever de telles ambiguités, dans la section 4.2, nous introduisons
une stratégie de reconstruction qui garantit la préservation des solutions stationnaires.
Cette stratégie repose sur une évaluation extrémement simple et peu cotiteuse. Pour
conclure ce chapitre, la section 4.3 est consacrée a plusieurs expériences numériques
pour illustrer la pertinence de I'amélioration de la reconstruction du second ordre que

nous proposons ici.

122
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4.1 Problématique des schémas du second ordre MUSCL

well-balanced

Dans un premier temps, on rappelle la discrétisation de 1’espace et du temps. L'es-
pace est discrétisé en introduisant une suite de cellules (z,_ 1T ), pour tout i € Z, de
taille constante Az. On note z; = (

(2

—1 +x;,1)/2 le centre de chaque cellule. On pose
"t =" 4+ At o At désigne le pas de temps qui sera restreint suivant une condition
CFL.

Considérant un schéma aux volumes finis du premier ordre pour (1.1), notre objectif
est, ici, de proposer une extension usuelle du second ordre MUSCL. Dans ce sens, nous
adoptons le schéma aux volumes finis du premier ordre donné par (2.13) qui, nous le
rappelons, s’écrit sous la forme

At

Wit =wp — Az (Fin+; - Fin—%) + Azt (Sin—% + Sﬁf%) (42)

2

F'n% = FA(W”, 111) et SZF% = SLR(VVina iipZz‘aZiJrl)a

avec Fa et Sip respectivement consistants avec la fonction flux et le terme source (1.2).
Dans la suite de ce chapitre, nous supposons que ce schéma garde invariant 1'espace
des états physiquement admissibles €2 sous une contrainte CFL de la forme

At

o max (JAW;, Wi )|) <

Az i€l ’ (43)

N | —

Soulignons des a présent que les extensions du second ordre MUSCL s’appliquent aux
schémas volumes finis indépendamment de la définition du flux numérique Fx et de
'approximation du terme source Sy, z. En conséquence nous allons proposer une stra-
tégie qui s’appliquera, en particulier, aux schémas développés dans les chapitres 2 et 3
mais qui pourrait étre appliquée a toute autre méthode.

Ici, le flux numérique et la discrétisation du terme source sont choisis de sorte a
préserver les états stationnaires définis par (4.1). En conséquence, si pour tout ¢ dans
Z,0n a

HW, Z) = HWiiy, Ziva). (4.4)

alors W/ = W, Bien entendu, cette propriété de préservation des solutions station-
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>

X

F1GURE 4.1 — Procédure de reconstruction sur la cellule (z, 1T ). Ici, par exemple ici
I'état constant W* (ligne pointillée) est reconstruit en une une fonction linéaire (ligne
continue).

naires non linéaires est au cceur des schémas développés dans les chapitres 2 et 3. A
présent, nous développons une stratégie d’extension au second ordre de type MUSCL
(voir [60, 64,10]). Cette stratégie repose sur une technique de reconstruction de la solu-
tion aux interfaces z; , 1 pour i dans Z. En d’autres termes, sur chaque cellule (x;_ 1T, )
la solution approchée W doit étre étendue par une fonction polynomiale afin de définir
les états aux interfaces W: ! et W_ ! (voir la figure 4.1). Considérant une interface x;, +1
les états reconstruits a gauche et a droite, noté Wi%, doivent vérifier la consistance a
l'ordre 2 de la fagon suivante :

W

1= W (w1, ") + O(Az?) et W;% = Wi(wy1,t") + O(Az?), (4.5)

ou W (x,t") est une fonction réguliere telle que

W (e, ) da (4.6)

.1
b}

n 1
Wi=3z 1,

Muni de cette reconstruction du second ordre (VVZi

+%)ieZ a chaque interface (2;11/2)icz,

on peut alors aisément proposer une extension du schéma du premier ordre (4.2) pour
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obtenir un schéma du second ordre en espace de la fagon suivante :

At
ntl — + + +
Wt =Wy - (R, - FE, ) + AtSE, (47)
oll nous avons fixé F = Fa(W_ L VVJr ) Concernant la discrétisation du terme

source, S;° est une approx1mat1on du second ordre de la moyenne S(W, Z), telle que

SE = Alg: / R S(W a7, Z(x)) d + O(A?). (4.8)

Nj—=

A ce niveau, I'extension la plus simple qui puisse étre proposée repose sur l'utilisation

de la quadrature du point milieu de sorte que
1 -
St_§ (2 (Wj% + WHQ Z) | (4.9)

Il est clair que le schéma MUSCL (4.7) sera totalement déterminé dés que I'ensemble

des états reconstruits (W= , ),z auront trouvé une définition.

i+ %
A présent, nous allons montrer que les stratégies de reconstructions usuelles ne sont
pas adaptées a la capture des solutions stationnaires non linéaires. En effet, a 'interface

11, SUPpPOSONS les états reconstruits donnés par

w:

z—i—l -

=W+ [,(W - Wi, Wi, = W),

(]

(4.10)

1
+ . n n n n
WiJr% - i+l §£< z+1 Wz i+2 ’H—l)?

ot £ : R? x R? — R? est une fonction Lipschitz-continue qui vérifie

L(w,w) =w pourtout w € R?

IM > 0 telle que || £(w,v)|| < M max(||w|,|[v]), Vw,v e R

Nous rappelons qu'une large littérature est consacrée a la définition de cette application
L (par exemple, voir [60, 64, 10, 42]).

La reconstruction (4.10) ne permet pas de préserver les solutions stationnaires qui

nécessiterait de vérifier

Wii= W et W;‘r% =W/, pourtoutic Z, (4.11)
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des que (W}");cz satisfait la condition stationnarité locale (4.4). Cette condition peut
éventuellement étre restaurée dans le cas ou1'application H est linéaire en V. En consé-
quence, une attention particuliere doit étre portée sur la définition de £ pour préserver

les états stationnaires.

Récemment, plusieurs travaux (par exemple, voir [2, 30]) proposent de privilé-
gier une reconstruction sur H (W, Z) plutdt que sur . Cette reconstruction s’effectue
comme suit :

+3
1
L (HOVPLZ0) = HOVE Zia) MW, Zugt) = HOVE 20)),

H;;% = H( i7—li-1aZi+1)

1
= SL( MOV Zi) = HOWE, 20, HOW g, Ziga) = MW Zin) )

Les états reconstruits VVi a l'interface x; 1 sont alors les solutions du systéme non

1 i+
linéaires suivant :

H<W;—%’ ZH—%) - Hi_-l—%’

WOV 2, ) = HE (4.12)
i+l i+%) - Hi+%’

ou Z;,1 est la topographie a l'interface z;, 1. Lorsque le systeme (4.12) est inversible
on remarque immédiatement que la préservation des solutions stationnaires (4.11) est
satisfaite par une telle reconstruction. Cependant, une telle procédure est trés couteuse
puisqu’elle nécessite d’inverser un systéme non linéaire lorsque ce systéme est inver-
sible. Notons des a présent que la forme cubique de la relation de Bernoulli n"assure
pas, en général, I'existence d’une unique solution pour (4.12).

Toutefois, nous pouvons noter que le systéme (4.12) peut se reformuler comme un
systeme linéaire dans certaines situations particulieres. Par exemple, c’est le cas du lac
au repos pour le modéle de Saint-Venant. Ce cas tres simple n’est pas considéré dans
ce travail puisque nous considérons des solutions stationnaires gouvernées par les re-
lations de Bernoulli. En conséquence nous allons proposer une nouvelle stratégie de
reconstruction pour laquelle nous n’aurons pas besoin de résoudre de systeme non li-

néaire tel que (4.12).
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4.2 Nouvelle technique simple de reconstruction MUSCL

préservant les solutions stationnaires

Il s’agit a présent de dériver une technique de reconstruction capable de préserver
les états stationnaires sans avoir recours a une inversion de . Pour cela, notre stratégie
repose sur une amélioration de la reconstruction usuelle (4.10) comme suit :

T — n 1 n n n n n
WZ-JF% =W+ §9¢+%£(Wi Wi, Wi, =W )

- 1 (4.13)
Wii% = M/ﬁrl - 59?+%£(VV211 - VVz‘na Wz‘:LLQ - Wz‘iﬂ,
ot la correction 07, doit vérifier un comportement asymptotique de la forme
=1+ O(Az"), (4.14)

avec k > 2 afin de préserver l'ordre de précision. L'idée de cette correction est d"imposer
0:, L= 0 dés que le couple (W;*, W/ ,) vérifie la relation de stationnarité locale (4.4).

Nous proposons alors une correction formulée de la fagon suivante :

ETL

i+l
g, =t 415
it3 er .+ AzF ( )
T3
avec
g?—i—% = ||H(M/ﬁtl7 Zi-l-l) - H(M/Zn7 ZZ)H (416)

Des a présent, il convient de noter que €7, , = 0 si et seulement si le couple (W}, W/',)
2
définit un état stationnaire local (4.4) a l'interface z;, $1
Concernant la discrétisation du terme source, nous adoptons la définition suivante :

SE —

2

((1- 9?—%) Syt (1~ 921%) Sﬁig) + ; (072 +070) ST, (4.17)

N | —

ot S est donné par (4.9) et St 1 provient de la discrétisation du premier ordre (4.2).
Au moins formellement, puisque 0, , vérifie le comportement asymptotique (4.14),
2

nous remarquons que
SE = SE +0(Azh),

avec k > 2, ce qui assure la consistance d’ordre 2 de la discrétisation du terme source.
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En conséquence, le schéma MUSCL de second ordre s’écrit maintenant comme suit :

At -
n+l __ n __ + _ pt +
Wi =W, Ar <Fi+; Fi%> + AtS, (4.18)
ou
Fi% = FA(Ni:r%7 Nz:%). (4.19)

Avant d’établir les principales propriétés satisfaites par le schéma MUSCL du second
ordre (4.18) — (4.19) avec les états reconstruits (4.13) et la discrétisation du terme source
(4.17), rappelons la définition de I'ordre de précision qui est adoptée ici (par exemple,
voir [15]).

Définition 4.2.1. Pour une solution réguliere W (x,t) de (1.1), considérons

) da (4.20)

1
Wwr = _—
! A.’L‘ x

Le schéma (4.18)-(4.19) est dit d’ordre T en temps et 0 en espace si, pour tout i dans Z, on a

ntl L [Tid n Al
Wit = Azl Wz, t" + At) dz Ao

1
=3

71—

1 At
(

Fior = Fi1) + ALS;, (4.21)

D=

— O(AF) + O(A%) et S; = O(AFT) + O(AzP).

A présent, nous établissons que le schéma (4.18)-(4.19) avec la reconstruction corri-
gée (4.13) est un schéma du second ordre en espace qui préserve les solutions station-

naires.

Théoréme 4.2.2. Le schéma (4.18)-(4.19), avec des états reconstruits donnés par (4.13) et
une discrétisation du terme source donnée par (4.17), satisfait les propriétés suivantes :

1. La reconstruction est robuste : si la reconstruction non corrigée (4.10) préserve 2, alors
() reste invariant par la reconstruction améliorée (4.13).

2. Pour une solution approchée instationnaire, le schéma est du second ordre en espace et
du premier ordre en temps.

3. Le schéma est well-balanced : Si (W]");cz définit un état stationnaire vérifiant (4.4) sur

)

chaque interface, alors W"t" = W7 pour tout i dans Z.

Démonstration. Dans un premier temps, nous établissons la robustesse des états Wil
2

définis par la reconstruction améliorée (4.13). Nous remarquons que de chaque c6té de
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l'interface ;1 /2, les états reconstruits trouvent la forme d"une combinaison convexe de
la fagon suivante :

Wi = (1= 07 )W + 0P Wiy et W;% = (1 =07, )W/ + 9”+1W+1,
ou 67 L défini par (4.15), appartient a [0,1] et avec WjE . donnés par la reconstruc-
tion non corrigée (4.10). Puisque les états W, W/ | et W ! appartiennent a (2, avec (2

convexe, on en déduit immédiatement que les Wf , sont dans ). La propriété 1 est ainsi
2
établie.

Concernant I'ordre de précision, nous considérons W (z, t) une solution réguliere de
(1.1) etnous posons (
(t",t" + At), on obtient

W) ez définie par (4.20). Par intégration de (1.3) sur (z; 1,1 1) X

(2 ’L

]- z+2 1 {Ei_’_l
W (x, 6" + At) d _7/ : n
Ax/ , (8" + At) dz — —— - W (z,t") da
2
t tr At 1 AL
Az (A/ F(W(wegt)) dt - At F(W(x,_s,1)) dt) (4.22)

1 AL 1
— At / / P S(W(x,t),2) da dt.
tn . 1

La combinaison des relations (4.22) et (4.18) nous permet d’obtenir la relation (4.21)

ol nous avons défini

1 At
_ pE n
Far=Fi—x ) F (W (w,t" +1)) dt,
At rx.
J— ~Ft _ “L? n
§i=5"~ xias / SW(w, 1" +1), @) da dt,

avec Fi 1 et S respectivement donnés par (4.19) et (4.17). Dans un premier temps
nous étudions le résidu de la fonction flux ;1. Pour des solutions non stationnaires
€?+§ ne s’annule pas. En conséquence, par définition de 67 1 donnée par (4.15), on a
O, =1+ O(Ax*). 1l en résulte alors

R T k W+ — Wt k
W=, =W_,+O(Az") et VVH%—WH%—F(’)(Ax ),
ol Wi sont donnés par (4.10) avec k > 2. Puisque que la reconstruction polynomiale

1
2
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adoptée vérifie le comportement asymptotique (4.5) on en déduit
W= W,t") +O(A2%) et Wi, =W(x,1,t") + O(A2?).
2 T3 2

En supposant une fonction de flux numérique continue Lipschitz telle que la condition
de consistance Fa (W, W) = F (W) est vérifiée, nous avons
etilenrésulte 7,1 = O(At) + O(Az?).

Dans un second temps, nous étudions la précision de la discrétisation du terme

source. Nous rappelons encore une fois que 6,, = 1+ O(Az") avec k > 2. Par dé-
2

finition du terme source reconstruit (4.17), on a
SE = 5F + O(A2?).

De plus, la condition de consistance (4.8) donne immédiatement S; = O(Az?) + O(At).
En appliquant la définition 4.2.1, nous en déduisons que le schéma est du premier ordre
en temps et du second ordre en espace.

Pour achever la preuve du théoreme, il nous reste a établir la préservation des états
stationnaires. Soit (W;*);cz vérifiant la condition d’équilibre local (4.4), on obtient im-

médiatement aﬁl = 0 pour tout ¢ dans Z. En conséquence, nous avons Hﬁl = 0, ce
2 2

qui implique

- n T+ n

WH% =W et WH% = Wi,
tandis que St = %(S@T‘fl + Sﬁrl)- En d’autres termes, la correction ¢ , inhibe la recons-

2 2 2

truction pour les états stationnaires. Il en résulte que le schéma du second ordre (4.18)-
(4.19) coincide exactement avec le schéma du premier ordre (4.2) qui, par définition,
préserve les solutions stationnaires. En conséquence nous en déduisons W' = W

pour tout ¢ dans Z. La preuve du théoreme est ainsi achevée. O

Ce résultat peut étre complété par un résultat de positivité dans le cas du systéme

(1.1) qui motive ce travail.

Lemme 4.2.3. Soit h{""*" la hauteur d’eau mise a jour par le schéma du premier ordre (4.2).
De méme, on note h{>"*" la mise a jour par le schéma MUSCL du second ordre (4.18)-(4.19)
avec une reconstruction corrigée (4.13). Supposons hi' > 0 pour tout i € 7Z et supposons que le
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schéma du premier ordre (4.2) préserve la positivité de sorte que h"™*" > 0 sous une condition
CFL donnée par (4.3). Alors h{>"*' > 0 pour tout i € 7 sous la condition CFL
At

ma (IO W5 LNV, )] <

Ax i€k it+5 (4.23)

1
T

Démonstration. Avec des notations claires, la mise a jour de la hauteur d’eau par le
schéma du second ordre (4.18)-(4.19) s’écrit

_At

o2,n+1 n
h; = h;
Ax

(FA([[_17”+1)_F£(H_17”+1)> (424)
i+3 t+3 =3 T3
Dans un premier temps, nous remarquons que

At
2n+l _ 1n — + _
B it = S (FAOVE W) = PROVE L)
+F£(VV;%’W/@1%) - FK(W[_?W/;:;)) :

Dans un second temps, par définition de la reconstruction (4.13), nous avons

no__ 1 + -
mr =5 (hty 40,

I en résulte alors 1'égalité suivante :

At
h?Q,n—H (h:r_2 Arfo <F£(VV;;’ I/V;%) - FX(W,;__§7M/¢J:§)>>

1( _ At _ _
g (1~ g (PO W) — 0T )

2 1 . . .
Nous constatons alors que """ n’est rien d’autre qu'une combinaison convexe entre
deux mises a jour du premier ordre sur un maillage de taille £%. En conséquence de
la positivité du schéma du premier ordre et puisque la reconstructlon corrigée assure

hjjr 1 > 0 pour tout ¢ € Z, nous avons immédiatement
2

AL
+ - __h - + >
3 Ax/2 AV iy it g AN iy Wiy ) =
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sous la condition CFL (4.3), qui s’écrit, ici, de la fagon suivante :

At - - - - 1
L, W < -
Azx/2 Ner <|/\(V[/i+§’ WH%)L \)\(VVF§, VVZH”) -2
On en déduit alors h{>"*" > 0 sous la condition CFL (4.23) et la preuve est ainsi com-
plete. N

4.3 Comparaison avec les schémas FWBC et NFWB

A travers plusieurs simulations numériques, nous allons illustrer la pertinence de
la procédure décrite dans ce chapitre. Les schémas du second ordre avec correction
well-balanced (4.13)-(4.18)-(4.19) sont ici appliqués aux schémas FWBC et NFWB dé-
veloppés dans les chapitres 2 et 3. Ces extensions du second ordre avec correction
well-balanced seront notées §-FWBC et §-NFWB. Tous les développements proposés
reposent sur une discrétisation du premier ordre en temps. Dans un souci de cohérence
des ordres d’approximations, nous adoptons une stratégie standard de montée en ordre
en temps qui repose sur le méthode Runge-Kutta SSPRK2 [32, 33]. Cette technique de
montée en ordre en temps préserve, par un principe de combinaison convexe, de facon
immédiate 1’ensemble des propriétés établies sur les schémas qui nous intéressent ici.

Afin d’évaluer numériquement l'ordre de précision, nous adoptons une solution
réguliere de (1.1) instationnaire et dont nous connaissons la forme analytique. Ces so-

lutions exactes sont données par

et q(z,t) = ! (4.25)

h(z,t = —
(@) ciic

T Cz+C,

ou C, Cy,, C, € R sont des constantes telles que C'z + C), # 0 et Ct + C, # 0. La fonction
de topographie est définie par

Z(z) = H — h(z,1), (4.26)

avec H € R une constante.
L'instationnarité de cette solution exacte est ici essentielle. En effet, 1'utilisation de
solution stationnaire, comme il est d'usage [11, 17, 49, 55, 56 ], ne permet pas ici d’éva-

luer les ordres d’approximations puisque les schémas, que nous évaluons, sont exacts
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T T T T T T
T 0.1838 - h FWBC ordre 1 —+—

h FWBC ordre 1 —+—

h FWBC g::d::z 2 —x— h FWBC ordre 2 —»%—

0.19 h exacte 0.1837 - h exacte

h NFWB ordre 1 h NFWB ordre 1

h NFWB ordre 2 0.1836 . h NFWB ordre 2

0.1835 |-

0.1834

hauteur h
IS)
h
I
hauteur h

0.1833
0.1832

0.15 b 0.1831 |-

0.183 |-

! ! ! L ! ! ! | | |
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 1.218 122 1.222 1.224 1.226 1.228 1.23 1.232

X X

(a) (b)

FIGURE 4.2 —4.2a : Approximation de la hauteur d’eau pour les schémas d’ordre 1 FWBC,
NFWB et leurs extensions 0-FWBC et §-NFWB par rapport a la solution exacte pour
N=50. 4.2b : Zoom sur les hauteurs d’eau approchées.

pour de telles solutions. En conséquence nous avons 1'obligation de considérer des so-
lutions exactes instationnaires.

A présent, équipés de cette solution réguliére exacte, nous sommes en mesure d’éva-
luer les erreurs Ea, au sens L', L? et L*° données par (2.74)-(2.75)-(2.76). Considérant
deux maillages successifs Az et Az’ I'évaluation numérique de I'ordre de précision noté

p est alors définie par
~ In(Eaz) — In(Ear)
In(Az) — In(Az’)

p= (4.27)

Dans la figure 4.2, nous présentons le comportement de 1’approximation de la hau-
teur d’eau pour les schémas d’ordre 1 et 2 avec les constantes de la solution exacte (4.25)
données par Cj, = 3, C, = 1, C = 2, et H = 2 et sur l'intervalle [1, 2]. Le zoom présenté
dans la figure 4.2b met en avant l'intérét des extensions du second ordre 0-FWBC et
6-NFWB. Cette amélioration est confirmée par 1'approximation du débit présentée sur
la Figure 4.3.
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Débit q

FiGure 4.3 — Approximation du débit pour les différents schémas FWBC, NFWB, 6-

0.9806 T T T T
q FWBC ordre 1 —+—
q FWBC ordre 2 —>—
0.98055 g exacte ]
q NFWB ordre 1
0.9805 q NFWB ordre 2 i
0.98045 .=
0.9804
0.98035 [~ F-F-FR-F- - - - E-FR- - E- - - - - R R +.L>L'\J'
k
0.9803 - -
0.98025 L L 1 I
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

FWBC et -NFWB pour N=50.

TaBLE 4.1 — Erreur d’approximation du débit et ordre de précision du schéma ¢-FWBC.

X

0-FWBC scheme
q
cells Lerror Lirror LSror
200 7.53e-02 — 5.00e-02 - 6.36e-02 —
400 | 1.83e-02 2.02 1.28e-02 1.95 1.84e-02 1.77
800 | 4.50e-03 2.02  3.25e-03 1.97 4.97e¢-03 1.88
1600 | 1.12e-03 2.00  8.18e-04 1.98  1.29e-03 1.94
3200 | 2.79e-04 2.00 2.04e-04 2.00 3.28e-04 1.97

0-FWBC scheme
h
cells Leyror Lror L ror
200 1.98e-02 - 1.09e-02 - 1.41e-02 -
400 | 5.25e-03 190 2.89¢-03 1.90 3.96e-03 1.81
800 | 1.36e-03 1.93  7.44e-04 195 1.06e-03 1.90
1600 | 3.50e-04 1.95 1.89e-04 197 2.74e-04 194
3200 | 9.03e-05 1.95 4.79e-05 198 6.99¢-05 1.97
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TaBLE 4.2 — Erreur d’approximation de la hauteur d’eau et ordre de précision du schéma

0-FWBC.
6-NFWB scheme
q
200 5.33e-02 — 3.57e-02 — 4.12e-02 -
400 | 1.38e-02 1.94 9.19¢-03 194  1.14e-02 1.84
800 | 3.49e-03 1.97 2.33e-03 1.97 3.06e-03 1.89
1600 | 8.79e-04 1.98 5.84e-04 198 7.92e-04 1.94
3200 | 2.19e-04 199  1.46e-04 1.99 2.01e-04 197

TabLE 4.3 — Erreur d’approximation du débit et ordre de précision du schéma 0-NFWB.

6-NFWB scheme
h
cells Lerror Lerror L& ror
200 7.23e-03 — 4.85e-03 - 7.71e-03 —
400 | 1.90e-03 191  1.30e-03 1.88 2.29e-03 1.74
800 | 4.88e-04 195 3.36e-04 194 6.27e-04 1.86
1600 | 1.24e-04 197  8.56e-05 197 1.64e-04 1.92
3200 | 3.13e-05 1.98  2.15e-05 1.98  4.22e-05 1.96

TaBLE 4.4 — Erreur d’approximation de la hauteur d’eau et ordre de précision du schéma
6-NFWB.

Dans les tables 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4, nous présentons les ordres numériques obtenus qui
sont conformes a ce qui est attendu.

Le comportement numérique des schémas MUSCL du second ordre avec correction
well-balanced est complété par des simulations sur des solutions stationnaires. Nous
adoptons ici les solutions stationnaires usuelles du lac au repos, 1'écoulement subcri-
tique et de 1’écoulement transcritique sans choc détaillés dans les sections 2.6.1, 2.6.2 et
2.6.5. Nous rappelons que les schémas FWBC et NFWB capturent exactement les solu-
tions stationnaires en accord avec les résultats présentés dans les tables 4.5, 4.6 et 4.7.
Les erreurs d’approximations présentées dans les tables 4.5, 4.6 et 4.7 pour les schémas

6-FWBC et -NFWB illustrent la capture exacte des ses solutions stationnaires.
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h+z q
Levwor — Lewor — LFvor | Lewor  Liwor  Livor
FWBC scheme | 2.11e-19 2.81e-18 3.33e-18 | 2.75e-19 3.01e-18 3.82e-18
NFWB scheme | 2.01e-19 2.73e-18 3.21e-18 | 2.67e-19 2.99e-18 3.62e-18
0-FWBC scheme | 1.74e-19 1.83e-19 2.27e-18 | 1.35e-19 1.81e-19 1.92e-19
0-NFWB scheme | 1.39e-19 1.71e-19 2.01e-18 | 1.15e-19 1.55e-19 3.82e-19

TaBLE 4.5 — Erreur de 'approximation de la surface libre et du débit pour le lac au repos

avec un fond émergé pour N = 500 cellules et t = 100s.

h+z q
Lepor — Livor  Lvor | Lewor  Liwor Lo
FWBC scheme | 1.10e-13 1.17e-13 1.44e-13 | 6.57e-14 6.84e-14 8.21e-14
NFWB scheme | 1.08e-13 1.15e-13 1.42e-13 | 6.38e-14 6.65e-14 8.0le-14
0-FWBC scheme | 9.12e-14 1.07e-13 1.35e-13 | 5.52e-14 5.75e-14 8.10e-14
O-NFWB scheme | 8.97e-14 1.02e-13 1.30e-13 | 5.41e-14 5.69e-14 8.02e-14

TaBLE 4.6 — Erreur de I'approximation de la surface libre et du débit I'expérience d’écou-

lement sous-critique pour N = 1000 cellules et ¢ = 100s.

h+z q
Livror — Liwvor  Lvor | Leor  Liwor  Liior
FWBC-scheme | 1.27e-14 1.67e-14 3.14e-14 | 1.27e-14 1.48e-14 1.98e-14
NFWB-scheme | 1.07e-14 1.32e-14 3.05e-14 | 0.96e-14 1.03e-14 1.54e-14
0-FWBC scheme | 1.91e-14 2.20e-14 3.92e-14 | 2.21e-14 2.49e-14 3.42e-14
O0-NFWB scheme | 1.03e-14 1.29e-14 3.0e-14 | 0.95e-14 1.0le-14 1.48e-14

TaBLE 4.7 — Erreur de I'approximation de la surface libre et du débit pour I'écoulement

transcritique sans choc pour N = 1000 cellules et ¢ = 100s.
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CHAPITRE 5

UNE EQUATION DE LUBRIFICATION POUR
UN MODELE SIMPLIFIE DE FLUIDE
RHEOFLUIDIFIANT

L'équation de lubrification est une simplification assez classique du systéme incom-
pressible de Navier-Stokes. Elle est obtenue pour des couches minces de fluide, lorsque
les effets visqueux équilibrent la force de pression. Cela se produit par exemple pour les
couches minces d'huile, d’ot1 le nom de 1’'équation. L'étude de cette approximation re-
monte a Reynolds en 1886 [53]. Plusieurs mises a 1’échelle sont impliquées pour obtenir
ce modeéle. Tout d’abord, le rapport § d’aspect entre 1’épaisseur du film et la longueur
caractéristique du substrat doit étre faible. Simultanément, 1’échelle de temps doit étre
d’ordre 1/6. C’est ce qu’on appelle le régime des grandes ondes, et il est classiquement
utilisé dans ’approximation des eaux peu profondes. L'équation de lubrification néces-
site une autre hypothése d’équilibre entre les effets visqueux et les effets de pression, ce
qui revient a négliger tous les effets cinématiques. Cet écoulement simplifié est connu
sous le nom d’écoulement de Stokes. L'équation de lubrification elle-méme est alors
obtenue par intégration sur 1'épaisseur du fluide.

Nous nous intéressons ici au modeéle de lubrification pour une classe de fluides non
newtoniens. Plusieurs fluides sont connus pour s’écarter de la rhéologie newtonienne
habituelle, ot1 le tenseur des contraintes déviatoriques est une fonction linéaire du ten-
seur des vitesses de déformation, définissant ainsi la viscosité dynamique du fluide.
L'équation de lubrification pour les fluides newtoniens a été étudiée par exemple par
H-E.Huppert [38]. Les fluides non newtoniens se retrouvent dans plusieurs applica-
tions en ingénierie, biologie, géophysique... En particulier, les fluides viscoplastiques
ou pseudoplastiques sont impliqués dans divers problémes géologiques, par exemple
les coulées de lave, les coulées de boue et les avalanches. Nous renvoyons a [1] pour une

revue sur le sujet. Un modéle largement utilisé est le modele plastique dit de Bingham.
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Ce modele fait intervenir une limite d’élasticité, a savoir un seuil sur la vitesse de défor-
mation : pour des valeurs de la vitesse de déformation supérieures a ce seuil, le fluide
se comporte comme un fluide visqueux, pour des valeurs inférieures, il ressemble a un
solide. On peut 'imaginer comme un fluide a viscosité infinie. Nous renvoyons aux ar-
ticles de K-F.Liu et C-C.Mei [45] et de N-].Balmforth, R-V.Craster, A-C.Rust, et R.Sassi
[3] pourl’étude de ces fluides dans I'approximation de la lubrification. Les deux articles
contiennent également une bibliographie compléte. K-F.Liu et C-C.Mei ont également
introduit dans [44] un modele de Bingham perturbé, qui est en fait un modele a deux
viscosités, avec une viscosité élevée pour les petites déformations. Lorsque cette visco-
sité tend vers +oo, le modeéle de Bingham est retrouvé, donnant ainsi une interprétation

de mécanique des fluides de ce comportement solide.

C’est précisément le modéle a deux viscosités que nous étudions ici. Nous décrivons
d’abord le modele mathématique que nous utilisons, a savoir les équations incompres-
sibles de Navier-Sokes dans un domaine dépendant du temps, puisque nous considé-
rons un probléme a frontiere libre. En particulier, nous expliquons en détail toutes les
mises a 1’échelle impliquées. Ensuite, nous nous tournons vers I’équation de lubrifica-
tion elle-méme, qui est une équation unidimensionnelle, obtenue en faisant la moyenne
des précédentes le long de 1’épaisseur. Enfin, nous fournissons quelques illustrations

numériques basées sur un schéma de volumes finis.

5.1 Le modele mathématique

Dans cette section, nous mettons en place le modeéle. Le point de départ est le sys-
teme incompressible de Navier-Stokes. Nous nous limitons dans cet article au cas bidi-
mensionnel, visant ainsi une équation de lubrification unidimensionnelle. Des calculs
similaires peuvent étre effectués en dimension trois d’espace. Le domaine que nous
considérons est ; défini par f,(z) < z < ¢(t,x), pourt > O etz € (—o0,+00), ol fp
est une topographie donnée, et ¢ est une surface libre. Les notations que nous utilisons

sont rassemblées dans la Figure 5.1. Les équations incompressibles de Navier-Stokes
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5.1. Le modéle mathématique

T

Ficure 5.1 — Notations pour les deux viscosités fluides : ¢ est la surface libre; f, est la
topographie du substrat; z* est 'ordonnée qui sépare les "petites déformations” (zone
blanche) des "grandes déformations" (zone verte), voir la section 3 ci-dessous. Nous
introduisons les épaisseurs h = ¢ — f,, h* = ¢ — 2%, y* = h — h*.

sont les suivantes

Oyu+ 0,v =0, (6.1)
1 1
p p
(9,51) —+ u@zv + 'Uaz'l) = —g— /1)(9zp + ;(835sz + aszz>7 (53)

otl p estla densité du fluide, U = (u,v) estle champ de vitesse, et le tenseur de contrainte
o s’écrit comme la somme d’un tenseur de contrainte volumétrique, impliquant la pres-

sion p, et d'un tenseur de contrainte déviatorique 7 :

Tx:r: sz
o= —ply + T, T= .
sz TZZ

La densité p est supposée constante ici, et le tenseur o sera défini dans la Section 5.1.1
ci-dessous.

Les conditions aux limites sont :

z = ¢ :interface fluide-atmosphére. Nous avons la continuité du tenseur des contraintes
a la surface libre, ainsi qu'une condition limite cinématique. Comme l'atmosphére peut

étre considérée comme un fluide idéal, le tenseur des contraintes peut étre considéré
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comme égal a zéro au-dessus de ¢. On obtient donc
o-nly=(—plh+71) nl, =0, 01 + up0yp P = V4. (5.4)

z = [y : interface entre le fluide et le substrat, qui est fixe. Il s’agit d"une interface

matérielle, sur laquelle nous avons la condition limite de non-glissement
u|fb = Up, U|fb = Up. (5'5)

Ici, (up, v,) est la vitesse dite basale. Souvent, en mécanique des fluides, la vitesse de
basale est nulle, mais pour les applications géophysiques, elle peut en fait étre la force
motrice, et donc dépendre de (¢, x).

5.1.1 Rhéologie

Pour un fluide, le tenseur des contraintes déviatoriques 7 est généralement une fonc-
tion du tenseur des taux de déformation

.1':13 ."L'Z 2 xr €T 4
= (G ) Slwp vy = L 20 GEOu) 5
2 2 \0,v+ 0,u 20,v

6ZI 6ZZ

Un fluide Newtonien est caractérisé par une relation linéaire, définissant la viscosité du
fluide, qui est supposée ici étre isotrope et constante. Nous introduisons donc le coeffi-
cient de viscosité dynamique y, et définissons le tenseur des contraintes Newtoniennes

par
TN = 2€ = 2pVE,

ol v = pu/p est la viscosité cinématique.

Les fluides qui ne suivent pas ce type de loi constitutive sont non-Newtoniens. Dans
le cas général, le principe d'invariance matérielle implique que le tenseur des contraintes
ne dépend que des invariants de similitude du tenseur des taux de déformation, en
particulier les coefficients de son polyndme caractéristique. En dimension 2, iln’y a que
deux coefficients de ce type €; et é;;. A savoir é; est la trace de la matrice et ¢;; son

déterminant. Pour un fluide incompressible, la trace est nulle, et de plus nous avons

1 1
€17 = €xp€ss — €apar = OO,V — Z(&Ev + 0.u)? = —((&cu)2 + 1(&;1} + azu)z).
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5.1. Le modéle mathématique

Ceci permet de définir le taux de déformation 4 comme étant

A= 2v/—é = 2\/(8ggu)2 + i(é?xv + 0,u)?. (5.7)

De manieére similaire, nous pouvons vérifier que la norme de Frobenius de ¢, c’est-a-dire
€] = 3,5 (eij)?, satisfait a
lell* = 52/2. (5.8)

Une illustration trés sommaire des comportements possibles des fluides non new-
toniens est donnée a la Figure 5.2. Dans ce travail, nous nous intéresserons surtout au
cas dit pseudo-plastique, représenté sur la courbe rouge de la Figure 5.2, pour lequel
des preuves expérimentales peuvent étre fournies, voir [14]. Ce type de modeles est
également utilisé en géophysique, voir [6, 59, 69]. Nous souhaitons donner un modéle

= g T
\EA . e &
PN <

& I S & g

g %{\66\, - ’a;(’)Q\’bg’ \’Z‘J" l

g GO o S W

o LS =

_9 . ”,’\’{;’A‘QQ ‘\XQ,&\ 8

8 S e
z L %&% é@“‘l& 3 &\a‘aﬂ
b >

2 ’ Newtonien
'%{:

u

'E udOP\aS“q

5

(]

Ds
é@ll "
'$ [1
(]Q@
taux de déformation % [s7!] taux de déformation ¥ [s7!]

FiGure 5.2 — Comportement qualitatif de divers types de fluides. A gauche :contrainte
déviatorique par rapport au taux de déformation— A droite : viscosité apparente en
fonction du taux de déformation. Les fluides de type Bingham peuvent étre considérés
comme bénéficiant d'une viscosité apparente infinie en dessous du seuil ..

simplifié pour ce fluide pseudo-plastique, qui permette de traiter des calculs explicites.
La principale caractéristique de ce type de fluides est une viscosité non linéaire, qui di-
minue avec le taux de déformation. En imitant le modéle de Bingham, qui est basé sur
un seuil sur la contrainte de cisaillement, nous considérons un modele avec un seuil sur
le taux de déformation : la viscosité est égale a une certaine valeur x5 pour les petites

déformations, c’est-a-dire ¥ < 7., o 7. > 0 est une constante donnée, et a une autre
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valeur p pour les grandes déformations, 4 > ~.. De tels modéles ont été introduits par
K-F.Liu et C-C.Mei [44], et le cas limite v — o0, qui conduit a un fluide de Bingham,
est étudié dans [45] et [3]. Remarquons qu’en utilisant (5.8) le seuil ~, sur # peut étre

remplacé par un seuil 7/, = 7./v/2 sur ||¢]|.

Une formulation multidimensionnelle pour ces fluides pseudo-plastiques simplifiés

est donc

Qv si e < .

TPp = . € .. (5.9)
2pvé + 2p(vp — V)%’;H si [l€]| >

ol nous avons introduit les viscosités cinématiques v et vp.
Un cas limite particulier est vz — o0, ce qui conduit a un fluide de type Bingham.

Pour visualiser cela, il est commode de définir les quantités suivantes (voir la figure 5.3

ci-dessous pour une illustration en 1 dimension)
TC:VBP)/{:a T = (VB_V)fYé: (1_V/VB)TC> (510)
de sorte que la définition (5.9) peut étre réécrite

2pvpé it |éfl < 7/vp (5.11)
TPp = ) € . .
2pvé+2p(1 — I//VB)TcH if ||é]] > 1./vB

Il est clair sur cette formulation que la limite pertinente est vg — +00, ainsi que m’: — 0,
en gardant vy, = 7.. Ce faisant, nous retrouvons le tenseur de contraintes classique de

Bingham, avec le seuil 7, :

tout T t.q. ||7|| < 7. sié=0

TBing = € .
¢ 2pvé + 2,OTCH si ||€]| >0

Enfin, notons que dans le contexte pseudo-plastique (ou rhéofluidifiant), nous consi-
dérons 0 < v < vp, mais des calculs similaires peuvent étre effectués dans tous les cas.

Il est pratique pour les mises a 1’échelle ci-dessous de réécrire I'expression (5.11) en
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utilisant une viscosité cinématique équivalente v,,, qui satisfait v < v, < vp:

” si el < .
Trp = 2l OV = : ENCAT.
PP = 2l SRR VAR

€]

5.1.2 Mises a I’échelle

Nous introduisons maintenant les lois d’échelle, a savoir la couche mince, ou plus
précisément 1’approximation des ondes longues, et le mouvement lent, afin d’obtenir
finalement le modele de lubrification. Ce type de mise a I’échelle est déja présent, par
exemple dans [3] dans le contexte d"un fluide visco-plastique. Nous proposons donc la
famille d’échelles suivante : nous introduisons un premier ensemble d’échelles carac-
téristiques, a savoir les dimensions ¢, et hy, les vitesses caractéristiques u, et vy, et un
temps caractéristique ¢,. Les quantités ¢, et v, correspondent a la direction horizontale,
hg et vy a la direction verticale. Le rapport d’aspect 6 = hy/{, sera un paramétre impor-
tant, supposé petit dans le cas de la couche mince. Les variables adimensionnelles sont
alors définies par

Izeo.f‘, Z:hog, t:t(ﬂ?

U = U, UV = VyU.

Tout d’abord, nous réécrivons I'équation d’incompressibilité (5.1) dans les variables
rééchelonnées. Nous obtenons

Z’afu + zzagv —0,
et suivant le principe de moindre dégénérescence [dykel964perturbation], ceci im-
plique uo/ly = vo/ho, ou de maniere équivalente ¢y/hy = ug/vo. Ainsi vy/ug = 9, de
sorte que dans ’approximation de la couche mince v, est également petit par rapport a
up.

Nous nous tournons maintenant vers la partie cinématique de 1’équation. En utili-

sant ug /¢y = vo/ho, nous obtenons facilement

Bt + udyt + v9,u = 2957 + 2507 + 2N50.4.
to ho ho
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Une fois encore, nous appliquons le principe de moindre dégénérescence et obtenons
to = lo/ug = ho/vo, ou, comme prévu, ug = {y/ty et vy = hy/to. Nous procédons de la

méme maniere pour I'équation de la quantité de mouvement en v et obtenons finale-

ment
UVO = | — — | —n — u(z)_____
Ou + ud,u + vo,u = —— (O + udzu + VOsu) = 5h— (Opu + ulzu + vos1u) , (5.13)
0 0
U2
O + ud,v + vd,v = 2:0 (90 + udz0 + v050) = §° hz (0p0 + 050 + v0:0),  (5.14)

ol nous avons mis l'accent sur le facteur d’aspect 6 = ho/ly = vo/uo.

En suivant N-J.Balmforth, R-V.Craster, A-C.Rust, et R.Sassi [3], nous redimension-
nons la pression et le tenseur des contraintes par

Uo

T (5.15)

p = pghop, T =pr—

Nous pouvons maintenant écrire la version redimensionnée des équations de quantité
de mouvement de Navier-Stokes (5.2) et (5.3) :

2

5% (Ot + W05 + DO-0) = — OgOsp + Vs 73 (00:T0s + 0:722) (5.16)

o 0

52 hO (050 + u0z0 + 0050) = — gOsp — g + I/h2 (005Twr + 05752 ) - (5.17)
0

A ce stade, nous introduisons deux quantités classiques sans dimension, a savoir les
nombres de Froude et de Reynolds, définis a partir de la vitesse horizontale caractéris-

tique uo, de I'extension verticale hy, et de la viscosité pour les grandes déformations v :

1L gho 1 v

Fr2  u}’ Re  ughg’

(5.18)

ous divisons les deux équations précédentes par u o, €t en remarquant que 7 =
Nous d les d t dent 2/ho, et t

pReu37, nous obtenons

L 0 1 _ _
0 (O + uozu + vosu) = — 72 —0:p+ — SRe ((Wﬂm + 05722) (5.19)
2 (95 4 GO-T 4+ BAT) = — L 5 L = A=
d (8{’0 + uaxv + Uazv) — F’I"Q azp FT2 + = Re <5ax7zz + azTZZ) . (520)

L'idée est maintenant d’envoyer 0 a zéro, mettant ainsi en ceuvre I’hypothese de la
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couche mince, mais dans un régime oti le nombre de Reynolds Re est maintenu d’ordre

1, ainsi qu'un équilibre entre la viscosité et les forces de gravité. Par conséquent, nous

fixons
Fr? = 6Re, Re=0(1). (5.21)
Cela donne facilement 13 12
ghg 9
_9hh _ o9l 22
Ho goV 0 v’ (5 )

qui est 1’échelle proposée dans [3]. Elle introduit une autre vitesse caractéristique, a
savoir u), = (gh?)/v. Cette derniére égalité montre qu’il s’agit bien d’une mise a 1’échelle

du mouvement lent, nous répondons donc a I’exigence initiale.

En insérant (5.21) dans les équations (5.19) et (5.20), et en ne gardant que les termes
dominants d’ordre 6, on obtient d’abord 1’équation de Stokes sans dimension

puis la relation hydrostatique sans dimension pour la pression

0:p= — 1. (5.24)

Maintenant, nous calculons 7 a partir de (5.12). Nous commencons par réécrire é en

variables rééchelonnées

) 2g 050 Dt Osu) ( 200;  6°050 + O:u

: = = 0 . (5.25
‘T3 | o 520, + 0.1 2607 ) (5-25)

Yoo+ DLoa 2% | 2h
S el ’

Nous en déduisons facilement

- 1 2@@ ) 52050 +7agu . 1vg (0 O:u ' (5.26)
2 v 5285’04—85’111 2585'(1 =0 2 v 0 0

Nous définissons une viscosité équivalente sans dimension par 7., = v.,/v, et réécri-
vons 1'équation (5.23)
0z (Veg-10) = Osp. (5.27)

Nous nous tournons maintenant vers l’expression de ,,. Nous remarquons d’abord
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que, en utilisant (5.25)

1= /3, 52(0,0) ) LIPS
IEl hO\/E\/é (8;10)2 (581}+8u) fh0| al. (5.28)

Ainsi, la condition ||¢|| > 7/ nous améne a définir un seuil sans dimension 5. = (v/2hg/uo)7, =

(ho/uo)7., de sorte que la condition ||¢|| > +. devient |0;u| > 7.. On a alors

v %B si |0.4] < 7,
Doy = 0 = " (5.29)
T 1+(1—V/VB)T 0 V2 si |0zul > 7.

uo |0zl

Nous introduisons une viscosité sans dimension vp et une limite d’élasticité sans di-
mension B en définissant
vp V21.ho
vg = — >1, B=— (5.30)

v Vg

de sorte que le tenseur de contrainte déviatorique sans dimension devient (voir Figure
5.3)
v 8211 si 3511 <7
Fro={ " ol =7 (531)
85'[2 + (1 - 1/DB)B Sgl’l(aga) si |851_L| > ’75

Il s’agit du modele proposé par Liu et Mei dans [44].
En ce qui concerne les conditions aux limites, nous remarquons que les conditions
aux limites sans glissement et cinématiques restent inchangées par la mise a 1’échelle.

En revanche, la continuité du tenseur des contraintes a travers la surface libre ¢ est

grandement simplifiée. En rappelant que ¢ = h¢, on obtient en effet

_ n Uo _ n Uop _
S —POp P + Tp20pd — _ —0pghoOz¢ +£V}mmax¢ ;V%sz
P+ Te2000 — Tez pgho + 57/*07_'9%3@@_5 — VT,
ho ho
Maintenant, en utilisant (5.26), nous obtenons
Ug _ _ — Ug _ Ug _
5(((51/6(]}170(9@16 — ghop)&g¢ — 51/6(127}10821}) — I/qu—hO@u

o-n=p

6Veq2h (628 v+ (05 u) D30 — 8517) — ghop
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7| &

Ve "'Y

FiGure 5.3 - Modele simplifié de rhéofluidication. Nous considérons une approximation
linéaire par morceaux (en noir) de la loi pseudoplastique "théorique" (en rouge). Les
parametres 7, and 7. sont définis par (5.10). La courbe bleue correspond a la limite de
Bingham : v — 400, 7. — 0 avec v.vp = 7.. La ligne pointillée verte est la limite
newtonienne pure vg — v.

En laissant ¢ tend vers zéro, on obtient donc
plg=0, Ozl =0, (5.32)

En d’autres termes, on récupere séparément la continuité de la pression et la continuité
de 0, u.

5.2 Equation de lubrification

L'équation dite de lubrification est obtenue en intégrant les équations (5.1) le long
de la direction verticale. Les hypotheses d’ondes longues et de mouvement lent im-
pliquent que nous obtenons une seule équation non linéaire sur la profondeur ¢. Des
calculs similaires ont été effectués par K-F.Liu et C-C.Mei [44], pour un modeéle a deux
viscosités, afin de justifier le cas de Bingham, qui correspond a vz — oo dans notre
contexte. Pour les fluides de Bingham, nous nous référons a K-F.Liu et C-C.Mei [45], et
plus récemment a N-J.Balmforth, R-V.Craster, A-C.Rust, et R.Sassi [3]. L'équation finale
est obtenue par trois étapes que nous présentons en détail maintenant.

Nous rappelons les équations que nous avons obtenues dans la section précédente,
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en omettant les barres pour plus de clarté. Nous avons d’abord la relation hydrostatique
O.p=-1 fi<z<¢. (5.33)

Ensuite, ’équation de Stokes sans dimension (5.23)
0:(Toz) = Oup, fo <2< 0, (5.34)

ol 7., est le tenseur de contrainte déviatorique sans dimension défini par (5.31).
Ces équations sont couplées avec les conditions aux limites suivantes (dans ces re-
lations, ¢ et = sont des parametres cachés) :

— sur la surface libre z = ¢

p(¢) =0, d.u(¢) =0, (5.35)

— surz=f,
u(fy) = up,  v(fy) = vy (5.36)

En ce qui concerne d’abord la pression, en utilisant la condition aux limites sur la sur-

face libre, nous obtenons l’approximation hydrostatique habituelle

piz)=¢—2z  [1<z2<0. (5.37)

L'équation moyenne que nous recherchons est obtenue en intégrant en z 1'équation d’in-

compressibilité, ou conservation de la masse,
O,u + 0,v = 0.

Ceci est tout a fait classique, voir par exemple [3] dans le méme contexte de mouvement

lent, ou [39] pour 'approximation des eaux peu profondes. On obtient

@
o(t,z,0) = o(t,z, fy) — /f O,ul(z) dz (5.38)

=o(t,z, fp) — Oy </f¢ u(z) dz) + u(t, z, )00 — u(t, x, f)0: fo- (5.39)

La condition limite cinématique sur z = ¢ conduita v(t, z, ¢) —u(t, z, ¢)0,¢ = Oy = Osh
dans la premiére équation. Pour z = f;, nous utilisons la condition limite sans glisse-
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ment (5.36), pour obtenir 1’équation moyennée suivante.
¢
Oh + B, ( /f u(z) dz) — . (5.40)
b

Le flux / u(z) dz peut étre calculé explicitement en fonction de ¢, en intégrant deux
fois l’équﬁtion (5.34).

La premiere étape du calcul du flux consiste a obtenir le profil vertical de vitesse. La
structure générale de ce profil est la suivante. Nous avons 7,, = F(0,u), ou F est une
fonction continue, univoque et croissante, avec F'(0) = 0, voir (5.31) et la Figure 5.3. De
((5.34) et (5.37), nous sommes amenés a résoudre 0, (F (éLu)) = 0,¢. Puisque F(0.u) =
0 pour z = ¢ (ou de maniere équivalente 0,u = 0), on obtient F'(0,u) = 0,¢(z — ¢), de
sorte que F'(0,u) est monotone (croissant si d,¢ > 0, décroissant sinon). Comme F est
croissant, 0,u est également monotone, en particulier, puisque d,u =0 pour z = o,
son signe reste constant. Par conséquent, |0,u| est décroissant en =z (augmente avec la
profondeur).

Le seuil de la formule (5.31) finit par diviser le fluide en deux couches. Soit z* défini
par |0,u(z*)| = 7.. Sous réserve que z* €|f;, ¢| (voir ci-dessous pour les formules pré-
cises), on a une région de "petite déformation", c’est-a-dire |0,u(z)| < ., pour z €]z*, ¢|,
car |0,u| est décroissante de 0 pour une profondeur croissante. De méme pour z €| f3, 2*|
ona |0,u(z)| > ., de sorte que finalement, d’apres (5.31), la vitesse est régie par le sys-
teme d’équations

ot pour la deuxieme équation nous avons utilisé que 0, a un signe constant. Ces équa-

tions sont complétées par les conditions aux limites
du=0, z=0¢; u=0, z=f.

Remarquons que la courbe z = z* n’est pas une interface physique, pourtant nous avons
la continuité du tenseur des contraintes, ou de maniere équivalente ici la continuité de
o,u.

Maintenant les calculs sont assez faciles. On inteégre une fois la premiere équation
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entre ¢ et z*, pour obtenir
1
Ou=—0,0(z — ¢).
VB
Cela conduit a

) 1
T = |azu‘ = 7‘ax¢’(¢ - Z),
VB
de sorte que la valeur de z* et I'épaisseur h* de cette couche sont données par

B

Z*:maX<¢—|a¢‘

B
,f), h*:¢—z*:min<,h>. 5.41
’ 0. >4D
Ces définitions assurent que z* > f, et h* < h, et sont valables pour d,¢ = 0 avec la
convention B/0 = oo. Remarquons que z* peut étre égal a f;, pour des pentes faibles
(petit 03 ), ou de petites profondeurs (petit ). Inversement, z* — ¢ lorsque |0,.¢| tend

Vvers oQ.

En intégrant a nouveau entre z* et ¢, on obtient le profil de vitesse pour ¢ > z > 2*:

1
u(z) = 5—0:0(¢ = 2)° + K,
VB
ot la constante K sera déterminée ultérieurement. Remarquons, pour une utilisation

ultérieure, que par construction

Duu(z") = — 0" — §) = 7. (5.42)

X
VB

Nous nous tournons maintenant vers la couche inférieure, z* > z > f;. Le fluide a
ici une viscosité sans dimension de 1, et nous utilisons les conditions aux limites (5.42)
pour z = z*, et 'absence de glissement (5.36) a z = f,. On obtient d’abord, en utilisant
(5.42),
0.1 =0,0(= — =) — 000"
VB

ensuite, en intégrant une fois de plus entre f; et 2%,

1 * 2 1 *
U= 5&5@5(2 z)* — . O 2 4 L,
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ou L est calculé en utilisant (5.36), ce qui conduit a

1 1
L=u—50:6(:" = fo)? + —0.0h" i,
Vp
de sorte que

u= 506 (= 2P = (= ) = B = ) hme (543)

Enfin, nous utilisons la continuité de la vitesse a z = z* pour obtenir la constante K :
1 *\ 2 1 * 2 1 k(%
5= 0:0(¢ =) + K = = 50:0(2" = fo)” = —0:00"(2" = f) + .
21/3 2 VB

Le profil de vitesse est donc donné par

3;@25 (= 2)* = (2" = fu)?) = ajd)h*(z =)t fr<z<z
B
_ 5.44
VB 0.6 <2< ¢
— ——h*(z" = fo) + u,
VB

Remarquons que pour vz = 1, des calculs faciles montrent que le profil est le méme

9:¢

dans les deux couches, a savoir u = 7(2 — fo)(z — fo — 2h) + up, ce qui est comme
prévu le profil parabolique habituel pour un fluide newtonien.

D’autre part, en laissant vg — +o0, et 7. — 0, en gardant VBY. = T, ON retrouve
formellement la vitesse du fluide de Bingham, comme dans Balmforth [2] :

_a?b (=@ —GE=f))+w fri<z<z
u(z) =
_aQ;b(y*>2 +ub7 z* S ¥ S ¢

oll nous avons fixé y* = z* — f, = h — h*.
I est maintenant facile d’obtenir le flux dans (5.40), puisque

/fd)u(z) dz = /fz* u(z)dz + /j u(z)dz.

b b
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Nous avons d"une part

d’autre part

Par conséquent, le flux que nous recherchons est donné par

/j u(zydz = — % ((y*)3 2 e+ Sy -

b 3 2 VB VB 12921

(h*)3> + uph. (5.45)

I est encore une fois facile de vérifier sur cette formule que nous retrouvons le flux

0w

cubique habituel —=Tp3 pour le fluide newtonien vz = 1. Par contre le cas limite

vg — oo redonne la formule de Balmforth

[ utz)dz = =222 —3m)

L'insertion de (5.45) dans 1’équation de conservation (5.40) conduit a I'équation

d’advection-diffusion suivante :

Oth + 0z (uph) = vy + 0z (D(h, 0xh) 0y (h + 1)), (5.46)
Otl 1 *\3 3 1 *\2 7, % 3 * *\ 2 1 *\3
Do) = 5 (0 + 5 (- + )W + g )+ - ()) (547)

et nous rappelons les définitions de * de (5.41), et de y*
h*—min(B h) y'=h—h"=2"—f (5.48)
|ax¢‘ ) ) b .

Remarquons que 0 < D(h,d,h) < h3/(3vp).
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5.3 Illustrations numériques

Nous nous tournons maintenant vers des exemples numériques pour illustrer le
comportement du fluide a deux viscosités. Il ne s’agit pas ici de donner un schéma
spécifique précis, qui est une perspective intéressante puisque le terme de diffusion
peut dégénérer, mais qui dépasse le cadre de ce travail. Nous appliquons simplement
ici une stratégie simple de volumes finis. Le domaine spatial infini est remplacé par un
domaine de calcul fini [a, b]. Puisque nous ne voulons pas faire face a des conditions aux
limites ici, nous imposons simplement un flux libre sur les frontiéres, ce qui est compa-
tible avec les exemples que nous choisissons. Les pas de temps et d’espace positifs At et
Az étant donnés, nous introduisons les notations usuelles " = At, n > 0, et z; = jAz,
0<j<J,ouJ=(b—a)/Ax. On cherche une approximation de la profondeur % sous

la forme A A
t t
n+l _ 1n n n n n
hi™ = hj — E(FjJrl/Z — Fi ) + E(Gjﬂ/z — GJ 1),
ou F}, , est le flux d’advection numérique, et G7, , , le flux de diffusion numérique,
tous deux calculés a l'interface ;2. Dans ce qui suit, nous désignons par v la vi-
tesse basale discrétisée, et f; la topographie discrete, qui sont toutes deux des fonctions

données.
Le flux d’advection est simplement un flux ascendant
Ry (uf +wufy)/2  iful+uf, >0

F]'n—‘,-l/Q = . . i ‘ ’ ’

e Ao W n
Pour le flux diffusif, nous écrivons G, , = D}, p K}, 5, o K7, 5 est la valeur ap-

proximative de la pente 0,¢

= h i — f
n _ g+l J Jj+1 J
Kz = Az + AV

et D}, , est une discrétisation de (5.47). Pour l'obtenir, nous devons calculer 1" et y* a

I'interface. En fonction de (5.48), nous mettons

B . hi +
(h*) [K7 0l ifB < ﬁ | el
\n = +1 2
AR A
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et (y") 10 = (W +17)/2 = ((h")}, )5, de sorte que D7, |, est donné par

12 = ;(((y*)?—klﬂ)g + g(le + 1) ((y*)?+1/2>2(h*)?+1/2
b ) () + (0)0))

Le pas de temps At est en fait mis a jour a chaque pas de temps en utilisant la condi-

tion CFL
Atn o . n n
A7 3D with D" = meax D%, )5, whereo < 1.

Les simulations suivantes ont été réalisées avec J = 200 cellules dans l'intervalle [—1, 1],

ainsi qu’'avec o = 0.9. Toutes les figures sont rassemblées a la fin de ce chapitre.

La premiere série de simulations concerne I'effondrement d"une pile de forme carrée
sur un fond plat horizontal : h%(z) = 1 pour x €] — 1/3,1/3], 0 ailleurs, avec une vitesse
basale nulle (u, = v, = 0). Nous proposons d’abord une comparaison entre le modele
a deux viscosités et les modéles a haute viscosité et a faible viscosité. La viscosité de
petite déformation est vz = 100 (rappelons que v = 1), et la limite d’élasticité est de 0.1
dans la Figure 5.4, et 0.5 dans la Figure 5.5. Ces figures sont complétées par la Figure
5.6 o1 nous affichons pour quatre valeurs de la limite d’élasticité B un timelapse de
I’évolution a la fois de I'épaisseur totale du fluide % (lignes pleines) et de I'épaisseur de
la couche de basse vitesse (lignes pointillées).

Pour B = 0.1, le fluide se comporte clairement de la méme maniere que le fluide de
faible viscosité au début, puis il finit par ralentir, lorsque la couche de faible viscosité
tend a disparaitre, voir Figure 5.6, en haut a gauche. Avec une contrainte d’écoulement
B = 0.5, le modeéle a deux viscosités reste entre les deux autres, comme prévu, plus
rapidement que le modele a haute viscosité, plus lent que le modeéle a faible viscosité,
voir Figure 5.5. Cependant, on peut vérifier que le front se déplace a peine entre ¢t = 10
ett = 50, indiquant que le fluide tend a se comporter comme le fluide a grande vitesse.
Ceci est rendu plus explicite dans la Figure 5.6, en haut a droite, ot pour ¢t = 10 et
t = 50 la couche de faible viscosité est tres petite. En général, 1’épaisseur y* diminue
avec le temps, plus rapidement lorsque B est plus grand. Elle est a peine observable
pour t = 50 lorsque B = 2.5, indiquant que le fluide est presque entiérement entrainé

par la forte viscosité.
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En utilisant les mémes données initiales, nous vérifions la convergence du modele
a deux viscosités vers le fluide de Bingham lorsque vp passe a co. Nous prenons une
limite élastique B = 1.25, et vz = 10,100, 1000. Comme prévu, le comportement se
rapproche du fluide de Bingham, mais il s’en écarte pour des temps plus importants,
voir la figure 5.7.

Nous nous tournons maintenant vers un contexte différent, plus proche de la si-
tuation en géophysique. Ici, I'écoulement n’est plus purement d a la gravité, il est en
fait entrainé par une vitesse basale non nulle. L'idée ici est que notre fluide pseudo-
plastique est un modéle trés grossier d'une lithosphére planétaire, sous laquelle se
trouve le manteau. La vitesse basale est la trace supérieure des courants de convec-
tion dans le manteau, qui sont supposés étre les principaux moteurs de la tectonique
des plaques. L'épaisseur initiale est constante égale a 1, et nous utilisons deux vitesses
basales U,(x) = (up(z),0), oit

up(x) = —sin(2mx) /10 - W 5,0.5/(2), up(x) = sin(27x) /10 - W_g5051(x). (5.49)

Ces vitesses correspondent grossierement respectivement au mouvement vertical
d’une bulle de magma, qui génére des perturbations locales de la vitesse. La premiere
correspond a un certain soulevement de la bulle, avec une vitesse négative a gauche et
positive a droite. Elle génére une sorte de vallée entourée de montagnes, voir Figure
5.8. A l'inverse, la descente d"une bulle inverse les vitesses, et produit une montagne
entourée de vallées, Figure 5.9. Nous remarquons dans les deux cas que le modele de
petite vélocité a trés peu d’influence sur I’évolution temporelle, et que le modéle a deux

viscosités conduit a des angles plutdt prononcés dans 1'épaisseur.
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Ficure 5.8 — Portée d'une bulle de magma - Limite d’élasticité B = 1.25 - vz = 100-
En haut a gauche : vitesse basale - En haut a droite : Timelapse de I'épaisseur h et de
la couche a faible viscosité y*. Les 6 photos suivantes : évolution temporelle des trois
modeles
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CONCLUSION

Dans ce travail de these, nous avons construit des méthodes numériques pour l'ap-
proximation des solutions faibles du systeme de Saint Venant avec terme source de
topographie (1).

Nous avons fait en premier lieu, la présentation et I'étude de l'algébre du systéme
avec une résolution compléte du probléme de Riemann pour le systeme homogeéne.
Nous avons mis en exergue 'effet de la présence du terme source de topographie ot
nous avons l’existence d"un champ caractéristique stationnaire. Nous avons montré que
le comportement des invariants de Riemann au niveau de 'onde stationnaire coincide
avec celui des solutions stationnaires.

Ensuite, nous avons construit un premier schéma de type Godunov présentant de
tres bonnes propriétés. En effet, nous avons un schéma consistant avec le modéle de
Saint Venant, capturant toutes les solutions stationnaires a vitesse non nulle ou pas et
préservant la positivité de la hauteur d’eau. Par contre, le schéma présente un défaut
car il capture en plus des solutions stationnaires non entropiques. Nous avons présenté
différentes expériences numériques pour illustrer la pertinence du schéma.

Nous avons ensuite corrigé le défaut d’entropie du premier schéma en dérivant une
deuxiéme méthode numérique aux volumes finis de type Godunov robuste par rapport
a la préservation de la positivité de la hauteur d’eau. Ce nouveau schéma est aussi
consistant avec le systéme de Saint Venant et capture toutes les solutions stationnaires
sans changement de régime méme si nous avons montré numériquement que le schéma
se comporte bien au niveau des ces zones avec des erreurs de l'ordre de 107 pres.
Contrairement au premier schéma, le nouveau schéma caractérisé par un parametre de
contrdle ne capture pas les solutions stationnaires non entropiques. A travers différentes
expériences numériques, nous avons montré le tres bon comportement de ce nouveau
schéma dans l'approximation des solutions du modéle de Saint Venant (1).

Ensuite, nous avons fait une extension de 'ordre de précision du schéma par une
montée au second ordre. La stratégie de monter en ordre que nous avons développée
est trés simple comparée aux méthodes récemment proposées qui sont tres cotiteuses et

c’est ce qui la rend tres attractive. Nous avons dérivé une extension du second ordre pré-

163



servant les solutions stationnaires et robuste. Des expériences numériques sont utilisées
pour confirmer nos propos par rapport a la préservation de ces solutions stationnaires.

Ce travail dégage plusieurs perspectives. Parmi celles-ci, on peut citer, en premier
lieu, une extension 2D des méthodes numériques développées ici et qui pourrait étre
appliquée a des cas de données réelles. On peut également étendre le schéma numsé-
rique avec un terme de frottement du sol. Il serait intéressant de faire un couplage avec
un modele d’infiltration de I’eau dans le sol afin d’étre plus complet. Enfin, il serait in-
téressant de faire 1’étude de I'entropie du schéma du second ordre appliqué au modele
de Saint Venant.
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Contributions aux schémas préservant des solutions stationnaires a vitesse non nulle pour

les équations shallow-water.

Mots clés : Schéma aux volumes finis, systéme hyperbolique, équations de Saint-Venant,
schémas de type Godunov, schémas équilibres, solutions stationnaires

Résumé : Le but de ce travail est de construire
une nouvelle classe de schémas de type
Godunov préservant toutes les solutions
stationnaires du systéme de Saint-Venant avec
terme source de topographie. Dans un premier
temps, nous rappelons des éléments sur les
propriétés et I'algébre du modéle étudié. Ensuite,
nous dérivons deux schémas de type Godunov.
Le premier schéma préserve la positivé de la
hauteur d’eau, capture toutes les solutions
stationnaires et traite les transitions entre zones
mouillées et zones seches. Cependant, ce
schéma capture également des chocs
stationnaires non entropiques. Le deuxiéeme

schéma développé permet de corriger le défaut
d’entropie. Ce schéma préserve la positivé de la
hauteur d’eau et capture toutes les solutions
stationnaires sans transitionde régime entre
écoulement fluvial et écoulement torrentiel. De
plus, ce second schéma ne capture pas les
chocs stationaires non entropiques. Des critéres
de stabilité faible entropique ont été établis pour
les deux schémas. Enfin, nous proposons une
extension du second ordre de type MUSCL qui
préserve tous les états stationnaires et des
expériences numériques sont présentées afin
de confirmer nos propos.

Contributions to schemes preserving steady states solutions at non-zero speed for shallow-

water

Keywords : Fiinite volume method, hyperbolic system, shallow-water equations, Godunov-type
schemes, well-balanced schemes, steady states solutions

Abstract : The aims of this thesis is to derive a
new class of numerical methods of Godunov type
scheme preserving all steady states solutions of
shallow-water equation with topographie source
term. First, we recall some elements on the
properties and the algebra of the studied model.
Then, we derive two new Godunov type
schemes. The first numerical scheme preserves
the positivity of the water height, captures all the
steady states solutions and correctly processes
the transitions between wet areas and dry areas.
However, this scheme additionally captures non-
entropic  stationnary shocks. The second
methods derived is a correction of the first sche-

-me with respect to its entropy defect. This new
scheme captures, in addition top preserving the
positive water height, all steady states solutions
without regime transition but does not capture
non-entropic stationnary shock. In addition, low
entropy stability criteria were established for the
tow new schemes. Several numerical
simulations were carried out in order to illustrate
the relevance of its two new numerical methods.
Finally, we propose a second order extension of
the MUSCL type which preserves all the
stationary states and numerical experiments are
presented in order to confirm our remarks.
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