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Introduction

Depuis la mise en marche de la première pile atomique en 1942 l’énergie nucléaire
civile s’est révélée être un moyen de production d’électricité fiable et faiblement carboné
grâce à la grande densité énergétique des noyaux atomiques (comme illustré sur la figure
1). En France par exemple, où l’énergie nucléaire représente ∼ 67.1% de la production
électrique en 2020 [1], la production d’électricité par fission nucléaire est de 335.4 TWh [1],
pour une émission d’équivalent CO2 de 6 g/kWh [2]. Cette fiabilité et ce faible rejet de gaz
à effet de serre font que, dans un contexte de réchauffement climatique, on compte de
nombreux projets de centrales nucléaires à travers le monde [3]. En effet, en octobre 2021,
on compte 101 planifications de construction de réacteurs nucléaires à travers le monde,
dont 37 en Chine, en plus des 56 réacteurs en construction [4].

FIGURE 1 – Illustration de la densité énergétique de l’uranium par XKCD [5].

La production d’énergie par fission nucléaire repose sur une technologie complexe, et
l’industrie cherche à perfectioner en permanence les différents processus mis en oeuvre.
En conséquence, la recherche sur les matériaux du nucléaire est très active, dans le but
d’améliorer par exemple la sécurité ou le traitement des déchets de l’industrie. En par-
ticulier, dans le but d’améliorer les technologies de réacteurs actuels et de préparer les
réacteurs nucléaires de prochaines générations, une part importante de la recherche se
concentre sur les combustibles. Ces recherches portent sur les combustibles actuellement
utilisés, en particulier le dioxyde d’uranium UO2 , mais aussi les combustibles envisagés
pour le futur, comme les alliages métalliques d’uranium ou les nitrides d’actinides.

Évidemment, le point commun de tous ces matériaux se trouve dans leur composition
chimique avec la présence d’actinides. Ces derniers, qui correspondent aux éléments du
tableau périodique allant de l’actinium au lawrencium, sont des métaux lourds caractéri-
sés par un remplissage progressif des orbitales électroniques 5 f . Cette particularité leur
confère une richesse de propriétés unique dans le tableau périodique des élements. Par
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exemple, l’uranium métallique présente une onde de densité de charge à basse tempé-
rature et à pression ambiante [6], une propriété unique pour un élément pur. Un autre
exemple est le plutonium qui présente 6 phases allotropiques de l’état fondamental jusqu’à
la température de fusion à pression ambiante [7], ce qui en fait l’élément possédant le
plus grand nombres de phases à pression ambiante. De plus, les matériaux composés
d’actinides présentent un nombre impressionnant de phénomènes exotiques, allant du
triakontadipole magnétique de NpO2 [8] aux fermions lourds des matériaux contenant du
plutonium [9], en passant par des effets Jahn-Teller [10], des ordres magnétiques cachés[11]
ou encore des isolants de Mott-Hubbard pour certains dioxydes d’actinides. En consé-
quence, en plus de l’interêt technologique que présentent les matériaux contenant des
actinides, ces derniers présentent aussi un fort interêt fondamental.

FIGURE 2 – Tableau périodique des élements. La rangée des actinides est entourée en rouge.

Cependant, la place particulière des actinides dans le tableau périodique rend ces éle-
ments difficiles à étudier. Premièrement, mis à part l’uranium et le thorium, abondamment
présent dans la croûte terrestre, les autres actinides sont plutôt rares, et généralement
chers. Cela est particulièrement vrai pour les élements transuraniens qui doivent donc être
synthétisés artificiellement. De plus, ces élements étant en général radioactifs, leur étude
expérimentale demande des mesures de sécurité contraignantes. Du fait de ces restrictions,
les études théoriques sur ces élements sont cruciales.

Pour la recherche fondamentale, une avancée majeure a été le développement de
la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité (Density Functional Theory) (DFT) dans
les années 60. Ce formalisme, basé sur la densité électronique, couplé à l’augmentation
croissante de la puissance numérique, permet de nos jours de décrire toutes sortes de
matériaux dans une approche premiers principes (ou ab initio) et de façon prédictive.
Cette description est de plus facilitée par l’arrivée depuis les années 90 de plusieurs codes
implémentant ce formalisme, comme par exemple Vasp [12], Abinit [13], Quantum Es-
presso [14], WIEN2K [15], etc. . ., de sorte que le nombre d’études théoriques utilisant la
DFT est en constante augmentation depuis une vingtaine d’années (fig. 3). Naturellement,
les matériaux contenant des actinides ont profité de cet essor des méthodes ab initio, et
les études théoriques sur ces systèmes sont aujourd’hui courantes. En plus de permettre
une description de matériaux difficilement manipulables expérimentalement, la DFT et

2



ses dérivées permettent ainsi une meilleure compréhension des résultats expérimentaux
disponibles.

1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013
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FIGURE 3 – Évolution du nombre d’articles utilisant la DFT par an de 1995 à 2013. Extrait d’un article
de Pribram-Jones et al [16]

Cependant, les électrons 5 f , à l’origine des phénomènes exotiques énoncés précé-
demment, compliquent la modélisation des matériaux contenant des actinides. En effet,
les approximations généralement appliquées à la DFT échouent souvent à décrire les
fortes corrélations entre ces électrons. Ces échecs ont particulièrement été étudiés pour
les dioxydes d’actinides, pour lesquels la DFT prédit des métaux, alors que ce sont expéri-
mentalement des isolants [17]. En conséquence, un travail important a été effectué dans
le but d’obtenir une description théorique satisfaisante pour ces systèmes. Aujourd’hui,
une grande partie de la littérature utilise la méthode de la DFT corrigée par un terme de
Hubbard (DFT+U) pour décrire les dioxydes d’actinides, cette méthode permettant une
bonne approximation des corrélations électroniques tout en gardant un coût en temps de
calcul raisonnable.

Néanmoins, la majorité des études de la littérature se limite à une description à tempé-
rature nulle de ces matériaux. Or, une description adéquate de certains effets exotiques
venant des électrons 5 f nécessite une prise en compte de la température. De façon simpli-
fiée, décrire les effets de la température d’un système atomique correspond à faire bouger
les atomes. Bien que rudimentaire, cette définition permet de comprendre la relative rareté
de la prise en compte de la température et de ses effets : déplacer les atomes présente
un coût numérique bien plus important qu’une description à température nulle où les
atomes sont statiques. La volonté de réduire ce coût a été à l’origine du développement
des méthodes de machine-learning dans le domaine de la matière-condensée. En effet,
des méthodes moins coûteuses que la DFT existent depuis longtemps, mais celles-ci se
basant sur des potentiels interatomiques empiriques, elles souffrent de problèmes de
précision et de transférabilité. L’introduction de nouvelles méthodes, avec des outils issus
du machine-learning, promet une réduction drastique du coût des simulations tout en
gardant une précision proche des méthodes ab initio.

Le but de cette thèse est de contribuer à l’étude des combustibles nucléaires en appor-
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tant une approche ab initio de la description des effets de la température. Pour cela, ce
travail comporte deux composantes importantes : le développement de méthodes et leurs
applications sur des combustibles. Deux parties portent sur la première composante, en
formalisant une méthode de la littérature pour la première, et en introduisant une toute
nouvelle méthode de simulation basée sur le machine-learning pour la deuxième. Pour les
applications, nous concentrerons ce travail sur 3 systèmes : l’alliage de substitution U-Mo,
le dioxyde d’uranium et le dioxyde de plutonium. Au final, ce document sera divisé en trois
partie.

Dans la première partie, nous décrirons les méthodes utilisées dans le cadre de ce
travail. Le premier chapitre de cette partie sera général et portera sur un ensemble de
méthodes couramment utilisées. En premier lieu, le formalisme de la DFT sera introduit
pour la résolution de l’équation de Schrödinger électronique. Cette section sera par ailleurs
l’occasion d’introduire la DFT corrigée par un terme de Hubbard (DFT+U), qui permet une
description des fortes corrélations électroniques présentes dans les dioxydes d’actinides.
Nous introduirons ensuite quelques généralités de physique statistique, dans le but de
décrire la Dynamique Moléculaire ab initio (AIMD). Nous verrons également diverses
méthodes liées au calcul d’énergie libre, qui seront utiles pour le développement ultérieur
d’une méthode d’échantillonage. L’un des systèmes étudiés étant un alliage, la section
suivante portera sur les méthodes ab initio de description de ce type de système. Enfin,
la dernière section de cette partie portera sur les potentiels interatomiques, ce qui nous
permettera en particulier de décrire les potentiels interatomiques basés sur le machine-
learning.

Afin de traiter les effets de température dans ce travail, le second chapitre de cette
partie portera sur les propriétés vibrationelles des solides. Une première section introduira
l’approximation harmonique, qui fonde le formalisme moderne décrivant les vibrations
atomiques dans les solides. Après avoir vu le calcul de différentes propriétés selon cette
approximation, nous en verrons les limites. Les trois sections suivantes présenteront des
approches permettant d’aller au delà de cette approximation. La première, la théorie des
perturbations, nous permettera également de présenter comment calculer la conductivité
thermique. L’Approximation Harmonique Auto-Cohérente (SCHA) que l’on introduira en
deuxième montrera comment décrire les effets anharmoniques, c’est-à-dire au delà de
l’approximation harmonique, de manière non-perturbative. Enfin, nous terminerons ce
chapitre, et cette partie, en décrivant le Potentiel Effectif Dépendant de la Température
(Temperature Dependent Effective Potential) (TDEP), une méthode utilisant l’AIMD pour
construire un modèle harmonique effectif prenant en compte explicitement la tempéra-
ture.

La deuxième partie de cette thèse portera sur les contributions de ce travail au domaine.
Le premier chapitre permettera de construire un formalisme cohérent autour de TDEP
permettant de décrire l’anharmonicité des solides.

Le second chapitre portera sur l’étude de l’alliage de substitution U-Mo dans sa phase
cubique haute température. Après avoir brièvement introduit le système, nous présen-
terons en premier lieu nos résultats sur la stabilisation thermodynamique à haute tem-
pérature de cette phase. La fin de ce chapitre consistera en la présentation de résultats
sur la phase cubique méta-stable de cet alliage, à température ambiante, dans une étude
conduite en collaboration avec une équipe d’expérimentateurs de l’université de Bristol.

Le chapitre suivant portera sur le développement d’une méthode permettant d’ac-
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célérer les simulations ab initio des effets de la température à l’aide d’outils issus du
machine-learning. Celle-ci se fonde sur un principe variationnel permettant de construire
un potentiel interatomique machine-learning reproduisant au mieux la distribution des
positions atomiques et d’échantilloner cette distribution. Après avoir validé cette nouvelle
méthode sur un ensemble d’exemples complexes, nous terminerons cette partie par un
chapitre portant sur les dioxydes d’actinides. Après la première section de ce chapitre,
qui introduira les systèmes ainsi que l’état de l’art, la deuxième section portera sur nos
résultats sur le dioxyde d’uranium. Enfin la dernière section présentera notre étude des
effets de la température sur le dioxyde de plutonium.

Finalement, la dernière partie de cette thèse servira à conclure ce travail, tout en en
présentant les perspectives.
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L’étude des propriétés des matériaux nécessite l’élaboration de modèles mathéma-
tiques. Afin de se placer dans une approche premiers principes, c’est à dire sans utilisation
de paramètre empirique, il faut une théorie fondamentale. C’est avec l’émergence de la
mécanique quantique, au début du XXème siècle, qu’une fondation a pu être posée pour
décrire la matière à l’échelle microscopique. Sur ces fondations, le domaine de la physique
de la matière condensée a pu se développer et établir un cadre théorique permettant une
description et une prédiction quantitative des propriétés des matériaux.

Outre la mécanique quantique, le domaine de la matière condensée incorpore des
modèles provenants de plusieurs branches de la physique et des mathématiques, telles
que la physique statistique, la cristallographie, l’électromagnétisme, etc. . . dans un cadre
cohérent. Ce cadre permet l’étude de systèmes variés tels que les liquides, les molécules
ou, ce qui nous intéressera dans ce travail de thèse, les solides.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons aux théories et formalismes de la physique
de la matière condensée utilisés dans le cadre de cette thèse. Pour cela, nous commence-
rons par présenter le formalisme de la structure électronique, en commençant par une
présentation générale, puis en décrivant la théorie de la fonctionelle de la densité. Dans
une deuxième partie, nous exposerons des concepts issus de la physique statistique, en
commençant par les bases de ce domaine, puis en se tournant vers les méthodes numé-
riques. La troisième partie nous permettera d’exposer les méthodes permettant l’étude des
alliages. Enfin, nous terminerons ce chapitre en introduisant les méthodes de machine-
learning utilisées en matière condensée, plus particulièrement le domaine des potentiels
interatomiques basés sur le machine-learning.

L’introduction de ces fondamentaux et méthodes modernes nous permettra de décrire
de façon approfondie les méthodes de description des propriétés vibrationnelles des
solides dans le chapitre suivant.
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1.1 Structure électronique

1.1.1 Le problème à N-corps

Le point de départ pour décrire un système de n électrons et N noyaux atomiques
intéragissants est l’équation de Schrödinger indépendante du temps

HΨ(r1, . . . ,rn ,R1, . . . ,RN) = EtotΨ(r1, . . . ,rn ,R1, . . . ,RN) (1.1)

avec H, le Hamiltonien du système électrons-noyaux, E l’énergie totale, et Ψ la fonction
d’onde qui dépend des positions de tous les électrons {r} et noyaux {R}.

Le Hamiltonien, composé de l’énergie cinétique des électrons Te et des noyaux TN,
ainsi que des interactions électrons-électrons Vee , noyaux-noyaux Vnn et électrons-noyaux
Vne , se met sous la forme

H =−∑
i

∇2
i

2︸ ︷︷ ︸
Te

−∑
I

∇2
I

2MI︸ ︷︷ ︸
TN

+ 1

2

∑
i 6= j

1∣∣ri − r j
∣∣︸ ︷︷ ︸

Vee

+ 1

2

∑
I6=J

ZIZJ∣∣RI −RJ
∣∣︸ ︷︷ ︸

Vnn

−∑
i ,I

ZI

|ri −RI|︸ ︷︷ ︸
Vne

(1.2)

où MI et ZI sont respectivement la masse et la charge du noyau I, et où on a posé ~= me = 1.

La résolution de l’équation de Schrödinger (1.1) permet en principe d’étudier le com-
portement de la matière à l’équilibre. Cependant, une solution analytique n’est connue
que pour de rares systèmes simples, comme par exemple l’atome d’hydrogène. De plus,
du fait de la grande dimensionnalité du problème, une résolution numérique exacte de
l’équation (1.1) est impossible pour la plupart des systèmes. Ainsi, il est nécessaire de
recourir à des simplifications et approximations.

1.1.2 L’approximation adiabatique

Une première approximation intuitive pour résoudre l’eq.(1.1) est de séparer les degrés
de liberté électroniques et nucléaires. En effet, dans le Hamiltonien eq.(1.2), les termes
d’interactions électrons-électrons et noyaux-noyaux sont du même ordre de grandeur. A
l’inverse, du fait de la différence de masse entre protons et électrons (mp /me = 1836), les
termes cinétiques électroniques et nucléaires diffèrent de plusieurs ordres de grandeur.
Cette observation suggère une grande différence de temps caractéristique entre les deux
types de degrés de liberté, justifiant leur séparation[18]. Cette séparation est connue sous
le nom d’approximation adiabatique ou approximation de Born-Oppenheimer [19].

D’un point de vue formel, cela revient à écrire |Ψ〉 sous la forme [20]

|Ψ〉 = |χ(R)〉 |ψR(r)〉 (1.3)

avec |χ(R)〉 la fonction d’onde nucléaire et |ψR(r)〉 la fonction d’onde électronique. L’indice
R de la fonction d’onde électronique indique que celle-ci dépend d’une configuration
nucléaire R = {RI}.
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On définit un Hamiltonien électronique correspondant à une configuration nucléaire
R

Hel =−∑
i

∇2
i

2
+ 1

2

∑
i 6= j

1∣∣ri − r j
∣∣ −∑

i ,I

ZI

|ri −RI|
(1.4)

L’approximation de Born-Oppenheimer consiste à considérer la composante électronique
de la fonction d’onde du système, |ψR(r)〉, comme étant un état propre du Hamiltonien
électronique eq.(1.4), ayant pour valeur propre ER.

Hel |ψR(r)〉 = ER |ψR(r)〉 (1.5)

Cela permet d’écrire l’équation de Schrödinger du système complet

ER |χ(R)〉 |ψR(r)〉+
(
−∑

I

∇2

2MI
+ 1

2

∑
I6=J

ZIZJ∣∣RI −RJ
∣∣) |χ(R)〉 |ψR(r)〉 = Etot |χ(R)〉 |ψR(r)〉 (1.6)

En projetant le résultat sur les états électroniques 〈ψR(r)|, on obtient l’équation de Schrö-
dinger nucléaire

(
−∑

I

∇2

2MI
+ 1

2

∑
I6=J

ZIZJ∣∣RI −RJ
∣∣ +ER

)
︸ ︷︷ ︸

Hn

|χ(R)〉 = Etot |χ(R)〉 (1.7)

En pratique, au vue des différences de temps caractéristiques entre noyaux et électrons,
seuls les états propres de l’eq.(1.4) de plus basses énergies sont pris en compte. Cela
revient à considérer que la configuration électronique est dans son état fondamental
pour chaque configuration nucléaire. Il devient ainsi possible de construire la Surface de
Born-Oppenheimer (SBO) dans laquelle les atomes évoluent en résolvant l’équation de
Schrödinger électronique eq.(1.5) pour un ensemble de configurations nucléaires.

1.1.3 La théorie de la fonctionnelle de la densité

Théorèmes de Hohenberg et Kohn

Avec la séparation des degrés de liberté, il est possible de s’atteler à la résolution de
l’équation de Schrödinger électronique, eq.(1.5).

Afin de réduire la dimensionalité du problème, la Théorie de la Fonctionnelle de la
Densité (Density Functional Theory) (DFT) exprime l’énergie de l’état fondamental comme
une fonctionnelle de la densité électronique n(r). Ainsi, le nombre de dimensions du
problème passe de 3n à 3, pour le nombre de dimensions de l’espace. La théorie s’appuie
sur deux théorèmes, énoncés par Hohenberg et Kohn en 1964 [21] :

Théorème 1

Pour un système de particules plongées dans un potentiel externe vext, ce potentiel,
et donc l’énergie totale, est déterminé de manière unique par la densité n(r), à une
constante près.
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Théorème 2

Pour un potentiel externe vext donné, le minimum de la fonctionnelle de l’énergie
E0 = min

(
E
[
n(r)

])
est donné par la densité de l’état fondamental n0(r).

Avec ces deux théorèmes, le problème de trouver l’état fondamental du système élec-
tronique se réduit à minimiser la fonctionnelle de l’énergie par rapport à la densité électro-
nique.

Équations de Kohn-Sham

En utilisant les théorèmes de Hohenberg et Kohn, l’énergie de l’état fondamental peut
se mettre sous la forme

E0 =
∫

drn(r)vext(r)+TN
[
n(r)

]+Vee
[
n(r)

]
=

∫
drn(r)vext(r)+F

[
n(r)

] (1.8)

où F
[
n(r)

]
est la fonctionnelle universelle de Hohenberg et Kohn. Bien que cette fonction-

nelle existe, il n’y a pas de forme analytique connue à ce jour.

En 1965, Kohn et Sham [22] ont proposé un formalisme pour permettre la résolution du
problème de la structure électronique dans le cadre de la DFT. Leur idée est de remplacer
le système réel par un système auxiliaire, et fictif, d’électrons sans interaction possédant la
même densité n(r). Pour cela, les termes inconnus sont regroupés dans une fonctionnelle
d’échange et corrélation Exc

[
n(r)

]
. La fonctionnelle de l’énergie prend alors la forme

E =
∫

drn(r)vext(r)+Te +EH +Exc (1.9)

où Te est l’énergie cinétique du système d’électrons sans interaction et EH est l’énergie
d’Hartree. Cette dernière correspond à l’interaction électrostatique classique et se met
sous la forme.

EH =
∫

drdr′
n(r)n(r′)
|r− r′| (1.10)

Le système d’électrons indépendants permet d’exprimer le problème variationnel à
partir des fonctions d’ondes du système auxilaire {ϕi }, appelées orbitales de Kohn-Sham.
En imposant l’orthonormalité des orbitales de Kohn-Sham, on obtient un ensemble de
pseudo-équations de Schrödinger à un électron : les équations de Kohn-Sham

Veff = Vext(r)+VH(r)+Vxc(r)

hKS
i =−∇2

i

2
+Veff(r)

hKS
i ϕi = εiϕi

(1.11)

Il est à noter que les états propres {ϕi } et les valeurs propres {εi } des équations de Kohn-
Sham ne correspondent pas aux "vraies" fonctions d’ondes et états propres du système.
Dans le système d’équations (1.11), le potentiel d’Hartree VH et le potentiel d’échange et
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corrélation Vxc s’expriment grâce à la densité électronique

VH = δEH
[
n(r)

]
δn(r)

=
∫

dr′
n(r′)
|r− r′| (1.12)

Vxc = δExc

δn(r)
(1.13)

Enfin, on peut exprimer la densité électronique à partir des orbitales de Kohn-Sham

n(r) =∑
i
ϕ∗

i (r)ϕi (r) (1.14)

Etant donné que le potentiel effectif dépend de la densité électronique, les équations de
Kohn-Sham se résolvent de manière auto-cohérente, comme représenté sur la figure 1.1.

Input

Configuration nucléaire
{R}

Initialisation

Initialisation des {ϕi }
Calcul de la densité n(r)

Calcul du potentiel
effectif

Veff(r) = Vext
[
n(r)

]+
VH

[
n(r)

]+Vxc
[
n(r)

]
Résolution des équations

de Kohn-Sham

hKS
i |ϕi 〉 = εi |ϕi 〉

Calcul de la
densité

électronique

n(r) =∑
i ϕ

∗
i ϕi

Vérification de
l’auto-cohérence

nnew(r) = nold(r) ?

Arrêt du cycle
auto-cohérent

Calcul des
propriétés

non oui

FIGURE 1.1 – Représentation schématique du cycle auto-cohérent de la Théorie de la Fonctionnelle
de la Densité (Density Functional Theory) (DFT)

Fonctionnelle d’échange et corrélation

Le formalisme présenté jusqu’ici est exact. Cependant, si la forme du potentiel extérieur,
du potentiel d’Hartree et du terme cinétique sont connus, ce n’est pas le cas du potentiel
d’échange et corrélation, qu’il faut déterminer.

Les principales approximations pour l’échange et corrélation sont basées sur le gaz
d’électrons homogène. En premier lieu, l’Approximation de la Densité Locale (Local Den-
sity Approximation) (LDA), utilise directement la densité d’énergie d’échange et corrélation
du gaz d’électron homogène εxc.

ELDA
xc =

∫
drεxc

[
n(r)

]
n(r) (1.15)
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Les paramètres pour εxc ont été dérivés par Dirac [23] pour le terme d’échange, tandis que
le terme de corrélation est généralement paramétré à l’aide d’une méthode de Monte-Carlo
quantique [24].

Un deuxième type de fonctionnelle d’échange et corrélation est l’Approximation du
Gradient Généralisé (Generalized Gradient Approximation) (GGA) [25]. Toujours en pre-
nant pour base le gaz d’électron uniforme, cette fois le gradient de la densité ∇n(r) est pris
en compte dans la fonctionnelle

EGGA
xc =

∫
drεxc

[
n(r),∇n(r)

]
n(r) (1.16)

Implémentation

Le formalisme présenté précedemment permet beaucoup de liberté dans son implé-
mentation. Par exemple, les orbitales de Kohn-Sham peuvent être développées sur une
grande variété de bases, tels que des bases gaussiennes, des ondelettes, des harmoniques
sphériques, etc. . . Ainsi selon le type de problème considéré, le choix de la base est un
ingrédient crucial permettant de simplifier la résolution. Pour décrire la périodicité des
fonctions d’ondes dans un solide, l’utilisation d’une base d’ondes planes est un choix
naturel, celles-ci étant périodiques par définition.

Ondes planes

Pour une structure cristalline de volume Ω, on utilise des ondes planes de la forme
1p
Ω

e i r G, où G est un vecteur du réseau réciproque. Cela permet d’exprimer les orbitales de

Kohn-Sham sous la forme d’ondes de Bloch

ϕi =
∑
G

1p
Ω

ci ,Ge i r G (1.17)

Si la somme porte en théorie sur tous les vecteurs G, dans la pratique, on définit un rayon
de coupure ecut définissant le nombre d’ondes planes utilisées. Avec cette limitation, la
convergence des grandeurs étudiées en fonction du rayon de coupure doit être minitieuse-
ment étudiée.

Approximation du coeur gelé et pseudopotentiel
En général, les électrons de coeur ne participent que peu aux liaisons interatomiques. En
conséquence, leur influence sur les propriétés d’un solide est généralement marginale,
et peut être ignorée. Ainsi, dans l’approximation du coeur gelé, les électrons de coeur
restent dans le même état que dans l’atome isolé, ce qui permet de ne considérer que les
orbitales de Kohn-Sham des électrons de valence. Les électrons de coeur sont alors pris en
compte en remplaçant le potentiel nucléaire par un potentiel ionique, incluant les effets
d’écrantages par les électrons de coeur. En pratique, pour un atome tel que l’uranium, cela
permet de n’effectuer des calculs que pour une dizaine d’électrons, au lieu de 92, ce qui
simplifie grandement les calculs.

Malgré ces simplifications, la construction des fonctions d’ondes nécessite une grande
quantité d’ondes planes. En effet, si dans les régions intersitielles, les fonctions d’ondes
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ont un comportement régulier, elles présentent généralement de fortes oscillations proche
des noyaux, similairement à des orbitales atomiques.

Une première approche pour traiter ce problème est la méthode du pseudopoten-
tiel [26]. L’idée derrière cette méthode est de remplacer le potentiel ionique par un poten-
tiel effectif : le pseudopotentiel. Pour constuire ce dernier, on définit un rayon de coupure
rcut, au dela duquel le potentiel effectif coïncide avec le vrai potentiel. En dessous de
rcut, le pseudopotentiel est construit de manière à obtenir des pseudo-fonctions d’ondes
régulières, et ayant les mêmes valeurs propres que les vraies orbitales de Kohn-Sham. Cette
approche est illustrée schématiquement sur la figure 1.2.

rcut

r

V(
r)

(a)

vrai potentiel
pseudopotentiel

rcut

r
(r

)

(b)

vraie fonction d'onde
pseudo-fonction d'onde

FIGURE 1.2 – (a) Représentation schématique de la partie radiale du vrai potentiel (traits pleins
bleus) et de son pseudopotentiel (traits tirés orange). (b) Représentation schématique de la partie
radiale de fonction d’onde tous électrons (traits pleins bleus) et de la pseudo-fonction d’onde (traits
tirés orange). Pour les deux schémas, la partie verte représente la distance inférieure à rcut, où le
vrai potentiel est remplacé par une partie plus régulière.

En pratique, le pseudopotentiel est calculé à partir d’un calcul atomique tous électrons.
Il existe plusieurs types de pseudopotentiel, tels que les pseudopotentiels ultrasoft ou à
norme conservée. Cependant, de la création d’un pseudopotentiel résulte généralement un
compromis entre temps de calcul à l’utilisation, et transferabilité. En effet, un grand rayon
de coupure rcut permet de réduire drastiquement le nombre d’ondes planes nécessaires,
mais cela peut limiter les conditions dans lesquels le pseudopotentiel est utilisable. De
plus, la méthode ne permet pas de décrire la structure nodale des fonctions d’ondes à
cause de l’utilisation de pseudo-fonctions d’ondes. Pour contourner ces problèmes, Blöchl
a développé en 1994 un formalisme limitant la taille de la base en ondes planes, tout en
gardant une grande transferabilité.

Méthode Projector Augmented Wave (PAW)

L’approche Projector Augmented Wave (PAW) [27] est construite sur une idée simple :
diviser l’espace en deux, avec une partie sphérique (dite sphère augmentée, ou sphère
PAW) pour décrire les oscillations, le reste étant exprimé sur une base d’ondes planes.
Dans ce formalisme, les fonctions d’ondes tous électrons |Ψi 〉 sont obtenues à partir d’une
transformation linéaire τ des pseudo-fonctions d’ondes ϕ̃i

|Ψi 〉 = |Ψ̃i 〉+
∑

j

( |ϕ j 〉− |ϕ̃ j 〉
)〈p̃ j |Ψ̃ j 〉 (1.18)

Dans cette équation, |ϕi 〉 est une fonction d’onde tous électrons, |ϕ̃i 〉 est une pseudo-
fonction d’onde, et p̃ j est un projecteur. Ces trois grandeurs ne sont définies que dans la
sphère augmentée, et la somme se fait sur toutes les sphères PAW.
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Si les pseudo-fonctions d’ondes s’expriment à partir d’ondes planes, les fonctions
d’ondes partielles |ϕi 〉PAW sont développées sur une base d’harmoniques sphériques, ce
qui permet de contourner le problème des oscillations. Au final, dans l’approche Projector
Augmented Wave (PAW), les fonctions d’ondes tous électrons se construisent à partir des
pseudo-fonctions d’ondes, en corrigeant ces dernières à partir de la sphère PAW, comme
illustré en figure 1.3.

=

|

+

|

-

| |
FIGURE 1.3 – Représentation schématique du formalisme PAW

1.1.4 Les corrélations électroniques

Échec des approches LDA et GGA

Alors que la DFT est une théorie exacte, les implémentations pratiques souffrent de
l’utilisation des approximations effectuées dans les diverses fonctionnelles d’échange et
corrélation. Par exemple, les fonctionnelles les plus utilisées que sont la LDA et la GGA
sont connues pour introduire une erreur dite d’auto-interaction (Self-Interaction Error)
(SIE). [28, 29] Cette erreur provient de l’interaction d’un électron avec lui même dans le
terme d’Hartree, qui est en principe corrigé dans le traitement exact de l’échange [26].
Cependant, cette correction n’est pas présente dans les approximations des fonctionnelles
LDA et GGA, ce qui peut induire une erreur significative dans les systèmes où l’interaction
coulombienne est importante. Cette erreur peut être importante notamment dans certains
oxides, métaux de transitions ou systèmes contenant des électrons f , tels que les actinides.
En plus de cette SIE, les fonctionnelles (semi)locales restent des approximations fondées
sur le gaz d’électrons homogène, ce qui peut être inadéquat pour décrire la localisation des
électrons observée pour les orbitales f et d . À cause de ces limitations la description de
certains matériaux peut être qualitativement fausse. Par exemple, UO2, qui est un isolant
de Mott, est décrit comme étant métallique par les méthodes LDA et GGA [17].

Plusieurs approches existent pour corriger les limitations des fonctionnelles (semi)locales,
telles que les fonctionnelles hybrides [30], qui introduisent une partie de l’échange exact
dans la fonctionnelle d’échange et corrélation, ou la DFT+U [31], qui sera la méthode
utilisée dans cette thèse.

Le modèle de Hubbard

Le U de la DFT+U provient du modèle de Hubbard. Ce modèle est un des plus simples
permettant de rendre compte de nombreux phénomènes que l’on retrouve dans des sys-
tèmes corrélés. Dans une notation de seconde quantification, le Hamiltonien de Hubbard
se met sous la forme [32]
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Ĥ =−t
∑
i ,σ

ĉ†
i ,σĉi+1,σ+h.c.+U

∑
i

n̂i ,↑n̂i ,↓ (1.19)

où ĉ†
i ,σ et ĉi ,σ sont les opérateurs de création et anihilation du site i pour le spin σ et

n̂i ,σ = ĉ†
i ,σĉi ,σ est l’opérateur densité.

La force de ce modèle est de pouvoir décrire l’effet des corrélations électroniques à
partir de deux paramètres : le terme de saut t et le terme d’interaction U , appelé aussi
terme de Hubbard. En faisant varier la valeur du ratio entre l’interaction et l’itinérance des
électrons, à travers le ratio U/t , il est possible de décrire une grande variété de phénomènes
tels qu’une transition métal-isolant où de nombreuses structures magnétiques.

Cependant, malgré son apparente simplicité, la résolution du modèle de Hubbard peut
nécessiter l’utilisation de méhodes numériques avancées, telles que la théorie du champ
moyen dynamique [33] ou la diagonalisation exacte. Il reste néanmoins possible d’obtenir
une approche en champ moyen statique, en remplaçant les opérateurs densité par leurs
valeurs moyennes n̂ = 〈n̂〉. C’est sur cette approche statique [34] que se base le formalisme
de la DFT+U .

Ajout d’un terme de Hubbard à la DFT

??

L’idée de la DFT+U est d’ajouter un terme d’interaction de Hubbard U à la DFT afin de
prendre en compte les effets de corrélations non contenus dans les fonctionnelles de la
LDA et GGA. Ce terme de Hubbard est traité dans une approche champ moyen, de sorte
que l’énergie du système électronique se met sous la forme [35]

EDFT+U [n(r),ns] = EDFT[n(r)]+EU [ns]−Edc[ns] (1.20)

où ns correspond aux occupations d’orbitales dites corrélées. Dans l’équation (1.20),
EU est la contribution de type Hubbard que l’on ajoute à l’énergie de la DFT tandis que Edc

est un terme de double comptage, dont le but est de supprimer la partie des corrélations
déjà prise en compte dans la fonctionnelle d’échange et corrélation de EDFT.

Le problème des minima locaux

Dans certains systèmes, l’introduction du paramètre U fait apparaître de nombreuses
barrières dans l’énergie du système en fonction de l’occupation des orbitales. En consé-
quence, en fonction du point de départ, la minimisation de l’énergie n’est plus assurée
d’atteindre le minimum global, mais peut finir dans un minimum local, comme illustré
sur la figure 1.4.

Ce problème, notamment présent dans les dioxides d’actinides comme UO2 et PuO2,
peut être traité en utilisant la méthode du contrôle des matrices d’occupations [36]. Dans
cette approche, on démarrre la minimisation de l’énergie du système en choisissant un
point de départ pour l’occupation des orbitales corrélées. Cette occupation est ensuite
imposée lors des n premiers pas de la minimisation, avant d’être relachée lors des pas
suivants afin de laisser le système se relaxer dans le minimum local le plus proche. Cette
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FIGURE 1.4 – Illustration du problème des minima locaux inhérent à la DFT+U . L’énergie potentielle
en fonction de l’occupation présente de nombreuse barrières, de sorte que tous les points de départ
ne permettent pas d’atteindre le minimum global E0.

procédure peut être répétée sur plusieurs points de départ afin de pouvoir sélectionner
un minimum, que l’on considérera comme global. S’il n’y a pas d’assurance d’obtenir le
minimum global de l’énergie avec cette méthode, elle a néanmoins été démontrée comme
étant fiable sur les dioxides d’actinides [37–39].
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1.2 Physique statistique

Si comprendre les propriétés de matériaux demande de pouvoir décrire les interactions
fondamentales entre les constituants, il est nécessaire d’avoir une théorie permettant
d’expliquer comment ces interactions font émerger les différentes propriétés physiques.
C’est le domaine de la physique statistique, apparu au 19ème siècle et poussée notamment
par Maxwell, Kelvin et Boltzmann, qui permet de faire ce lien. La physique statistique a
pour but d’expliquer l’observation de phénomènes thermodynamiques macroscopiques
(température, pression, volume, etc...) à partir des propriétés microscopiques de la matière.
Au vu du nombre gigantesque d’atomes constistuants un solide, et comme son nom
l’indique, ce domaine se base sur une description statistique de la matière, où les propriétés
macroscopiques d’un matériau émergent depuis les probabilités d’occupation des états à
l’échelle atomique.

Pour commencer cette section, nous verrons quelques notions de base de la physique
statistique, notamment les notions d’énergie libre et d’entropie. Ces rappels nous per-
metteront ensuite de décrire certaines méthodes numériques modernes de la physique
statistique. En particulier, on s’appliquera à décrire la méthode de la Dynamique Molécu-
laire (MD) qui permet d’explorer l’espace des configurations atomiques, avant de décrire
quelques méthodes permettant d’extraire des propriétés thermodynamiques à partir de
simulations de MD.

1.2.1 Généralités

Dans cette section, on considérera un système muni d’un Hamiltonien H indépendant
du temps

H =∑
I

P2
I

2MI
+V(R) (1.21)

Dans le cadre de cette thèse, cet Hamiltonien correspond à celui du système d’ions. Étant
donné que l’on se place dans l’approximation adiabatique, le potentiel V(R) est la Surface
de Born-Oppenheimer (SBO), que l’on calcule à l’aide de la DFT.

Dans le cadre de la physique statistique, on s’intéresse à la probabilité d’occupation
des différents états accessibles du système. Cette probabilité dépendra des conditions
thermodynamiques dans lesquelles on se place. Par exemple, on considérera ici un système
à nombre de particules fixé et connecté à un réservoir à la température T avec lequel il
peut échanger de l’énergie, ce qui consiste à se placer dans l’ensemble canonique 1. Dans
le cas classique, un état i est un point de l’espace des phases (Ri ,Pi ), dont la distribution
est donnée par

p(R,P) = 1

Z
e−βE(R,P) (1.22)

Dans le cas quantique, on considère les états {|ψi 〉} comme points de l’espace des phases,

1. On notera que si le volume du système est fixé, alors on obtient l’ensemble canonique isotherme-
isochore ou NVT. A l’inverse, si c’est la pression qui est fixée et que le volume peut varier, alors on retrouve
l’ensemble isotherme-isobarique ou NPT.
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de sorte que la probabilité pi d’occupation d’un état i d’énergie Ei se met sous la forme

pi = 1

Z
e−βEi (1.23)

avec Ei = 〈Ψ|H|Ψ〉. Pour ces deux équations, on a défini la température inverse β= 1
kBT ,

où kB est la constante de Boltzmann, et Z est la fonction de partition. Étant donné que la
somme des probabilités sur tous les états est égale à 1, la fonction de partition se calcule
comme

Z =∑
i

e−βEi

=
∫

dRdPe−βE(R,P)
(1.24)

où la première ligne correspond à un formalisme quantique tandis que la deuxième ligne
correspond à un formalisme classique. Cette fonction de partition est une grandeur cen-
trale de la physique statistique car elle permet de déterminer les grandeurs thermodyna-
miques. Par exemple, pour l’énergie interne U , correspondant à l’énergie moyenne, on
a

U =−∂ ln(Z)

∂β
(1.25)

De même, l’entropie S du système se met sous la forme

S = kB(ln(Z)+βU ) (1.26)

En combinant l’énergie interne et l’entropie, on peut construire l’énergie libre de Helmhotz
F =U −TS , qui s’écrit en fonction de la fonction de partition comme

F =−kBT ln(Z) (1.27)

Cette grandeur est très importante car elle permet de déterminer le diagramme de phase
d’un système. En effet, pour un système connecté à un réservoir, l’état thermodynamique
d’équilibre n’est pas celui qui minimise l’énergie ou maximise l’entropie, mais celui qui mi-
nimise l’énergie libre. La construction d’un diagramme de phase revient donc à déterminer
la phase qui minimise l’énergie libre pour les conditions auxquelles on s’intéresse.

En plus des grandeurs thermodynamiques, on s’intéressera aux moyennes d’ensemble
d’observables microscopiques. Pour un système décrit de façon classique, la moyenne
d’une observable se calcule à l’aide d’une intégrale sur l’espace des phases. Formellement,
cela s’écrit

〈O(R,P)〉 =
∫

dRdPp(R,P)O(R,P)

= 1

Z

∫
dRdPe−βH(R,R)O(R,P)

(1.28)

Dans une description quantique, il faut pouvoir calculer la moyenne d’une observable
Ô sur tous les états quantiques. Pour cela, on utilise un outil appelé la matrice densité ρ.
En utilisant une base d’états {|ψi 〉} du Hamiltonien H, on définit ρ comme

ρ=∑
i

e−βEi |ψi 〉〈ψi |

= e−βH
(1.29)
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À partir de cette matrice densité, la moyenne de Ô se calcule comme

〈Ô〉 = Tr
[
ρÔ

]
Z

(1.30)

En dernière remarque, la fonction de partition peut s’exprimer à partir de la matrice
densité

Z = Tr
[
ρ
]

(1.31)

Le formalisme quantique nous sera utile pour parler de l’approximation harmonique
dans le deuxième chapitre de cette partie. Cependant, pour le reste de cette section, on se
placera dans un formalisme classique.

1.2.2 Exploration de l’espace des configurations

Dans une approche classique, le calcul de propriétés thermodynamiques ou physiques
nécessite d’effectuer des intégrales de très grandes dimensions. En effet, un système de
Nat atomes possède 6×Nat degrés de liberté (3×Nat pour les positions et 3×Nat pour
les quantités de mouvements). Afin de diminuer ce nombre important de dimensions
pour l’intégration, le formalisme classique permet d’intégrer analytiquement la quantité
de mouvement 2, qui se trouve être une intégration gaussienne quel que soit le système
considéré (ayant un Hamiltonien de la forme eq.(1.21)).

Pour la fonction de partition, cette intégration de la partie cinétique revient à

Z =
∫

dRdPe−βH(R,P)

=Zkin
∫

dRe−βV(R)

=ZkinZpot

(1.32)

où Zkin et Zpot sont respectivement les contributions cinétique et potentielle à la fonc-
tion de partition. La contribution cinétique à la fonction de partition possède une forme
analytique

Zkin = VN

N!

(2πMkBT

h2

)3N/2
(1.33)

où V est le volume du système et M est la masse des particules. On peut effectuer une
intégration analogue pour le calcul de moyennes d’observables ne dépendant que des
positions atomiques, ce qui permet d’obtenir une formule ne dépendant que des dégrés
de liberté configurationnels

〈O(R)〉 = 1

Z

∫
dRdPO(R)e−βH(R,P)

= 1

Zpot

∫
dRO(R)e−βV(R)

(1.34)

Malgré la diminution importante du nombre de degrés de liberté que cela apporte, la
dimension des intégrales eq.(1.32) et eq.(1.34) reste très grande. Les méthodes numériques

2. Dans une approche quantique, cette étape est impossible mis à part dans des cas spécifiques du fait de
la non-commutation des opérateurs de positions et de quantités de mouvements
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usuelles d’intégration ne permettant pas d’effectuer des intégrations de telles dimensions,
il faut recourir à d’autres techniques.

En utilisant la loi des grands nombres, la moyenne eq.(1.34) peut être approximée par
une moyenne sur un ensemble de N configurations indépendantes de O(R) distribuées
selon la mesure de l’ensemble canonique

〈O(R)〉 ≈ 1

N

N∑
n

O(Rn) (1.35)

La principale difficulté restante est de générer l’échantillons Rn distribué selon la mesure
de l’ensemble canonique p(R) = 1

Z e−βV(R). Pour cela, les méthodes les plus utilisées sont la
méthode de Monte-Carlo Metropolis et la MD.

Dynamique Moléculaire (MD)

La Dynamique Moléculaire (MD) est une méthode de simulation introduite par Alder
et Wainwright [40, 41] à la fin des années 50 pour étudier le comportement de particules
en interactions. Pour cela, les équations du mouvement de Newton sont intégrées pas à
pas afin de réaliser la dynamique du système

M
∂2R

∂t 2
= F (1.36)

La discrétisation du temps se fait à l’aide d’algorithmes appelés intégrateurs, le plus utilisé
étant l’intégrateur de Verlet [42].

Pour relier la Dynamique Moléculaire (MD) à la physique statistique, on suppose que
notre système satisfait l’hypothèse ergodique, c’est-à-dire qu’une moyenne d’ensemble
est égale à la moyenne temporelle pour ce système. Formellement, cela revient à écrire

〈O〉 = lim
t→∞

∫ t

0
dt ′O(t ′) (1.37)

Selon cette hypothèse, calculer une moyenne à partir d’une dynamique de longueur infinie
permet de réaliser les intégrales de la sous-section précédente.

Les équations de Newton telles que présentées précédemment conservent l’énergie
totale du système. Ainsi, l’ensemble simulé en intégrant directement l’équation (1.36)
correspond à l’ensemble microcanonique. En conséquence, pour étudier les effets de la
température, c’est-à-dire en se plaçant dans l’ensemble canonique, il faut modifier ces
équations du mouvement. Plusieurs approches existent, telles que la remise à l’échelle des
vitesses ou les thermostats de Nosé-Hoover, d’Andersen ou de Langevin. Dans cette thèse,
nous utiliserons cette dernière méthode. Les équations de Langevin sont une modification
des équations de Newton introduites à l’origine pour l’étude du mouvement Brownien.
Dans le cadre de la dynamique moléculaire, celles-ci s’écrivent

Ṗ = F−γP+Fstoc (1.38)

où γ est un terme de friction et Fstoc est un terme de force aléatoire. En imposant à ces
dernières de suivre la distribution

〈Fstoc〉 = 0

〈Fstoc(t )Fstoc(t ′)〉 = 2mγkBTδ(t − t ′)
(1.39)
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cela permet d’obtenir une distribution des quantités de mouvements selon 〈P〉 = 2MkBT,
soit celle de la distribution canonique. En pratique, la force stochastique est tirée aléa-

toirement selon une distribution gaussienne de variance
√

2MiγkBT
∆t , où ∆t est l’intervalle

de temps utilisé pour l’intégration. Un soin particulier doit être porté lors du choix du
coefficient de friction γ. En effet, une valeur trop élevée de γ entraîne un comportement
diffusif non physique, tandis qu’une valeur trop petite fera que la simulation prendra
beaucoup de temps avant d’échantilloner l’ensemble canonique.

On terminera cette section par quelques points de notations utilisés dans le cadre de
cette thèse. Pour la suite, la MD classique désignera la MD dans laquelle les forces sont
calculées à l’aide d’un potentiel dit classique 3. Pour le cas où les forces sont dérivées de la
SBO évaluée de manière ab initio, on parlera de Dynamique Moléculaire ab initio (AIMD).
Enfin, si le potentiel utilisé est basé sur des méthodes de machine-learning, on parlera de
Dynamique Moléculaire Machine-Learning (MLMD) 4 .

1.2.3 Méthodes thermodynamiques

La MD presentée dans la sous-section précédente permet de générer un ensemble de
configurations issues de l’ensemble canonique sans avoir besoin de connaître la valeur
de la fonction de partition Z . Ainsi, le calcul de moyennes d’observables devient possible,
en effectuant une simple moyenne arithmétique sur les configurations. Concernant la
fonction de partition, s’il est possible en théorie de l’évaluer de façon analogue, cela est
en pratique impossible car il faudrait un nombre de configurations inatteignable. Ainsi, le
calcul de propriétés thermodynamiques, notamment l’énergie libre, nécessite le couplage
de la MD avec des méthodes dites d’énergie libre.

Le domaine des méthodes d’énergie libre est très vaste, et il existe actuellement un
large éventail de techniques [43]. Un point commun de la plupart de ces techniques est de
calculer F par rapport à l’énergie libre d’un système de référence Fref

F =Fref +∆F
∆F =F −Fref

(1.40)

Le système de réference peut se différencier du système pour lequel on calcule l’énergie
libre par les conditions thermodynamiques (temperature, pression) ou par la forme de
l’énergie potentielle Vref(R) de son Hamiltonien. Dans la suite, on s’intéressera surtout au
second cas, où l’on parle de transformation alchimique.

Usuellement, le système de référence est choisi de façon à pouvoir calculer son énergie
libre de façon analytique. Par exemple, dans le cas d’un liquide, le gaz parfait, avec Vref =
0, est souvent utilisé. Pour un solide, on utilise habituellement un système de Debye
ou l’approximation harmonique. On notera qu’il est aussi possible d’utiliser plusieurs
systèmes intermédiaires entre le système pour lequel on veut calculer l’énergie libre et le
système de référence. Par exemple, il est possible de d’abord calculer l’énergie libre d’un
solide pour un potentiel classique en partant de l’approximation harmonique, puis de
calculer la différence d’énergie libre entre le potentiel classique et la DFT.

3. voir section 4
4. idem
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Dans cette section, on indiquera par un indice "ref" que la quantité est relative au
système de référence. Par exemple, 〈O(R)〉ref indique la moyenne de l’observable O(R)
selon l’ensemble canonique du système de référence.

Théorie des perturbations de l’énergie libre

Pour exprimer la différence d’énergie libre entre deux systèmes, on part de l’expression
de F à partir de la fonction de partition

∆F =F −Fref

=−kBT ln
[ Z
Zref

]
=−kBT ln

[∫
dRe−βV(R)

Zref

]
=−kBT ln

[∫
dRe−β(V(R)−Vref(R)+Vref(R)

Zref

]
=−kBT ln

[∫
dRe−βVref(R)e−β∆V(R)

Zref

]
=−kBT ln〈e−β∆V(R)〉ref

(1.41)

Avec une dérivation analogue, on peut montrer que cette même différence peut aussi
s’écrire à partir d’une moyenne dans l’ensemble thermodynamique associé au potentiel
pour lequel on veut calculer l’énergie libre (mais avec des signes +)

∆F = kBT ln〈eβ∆V(R)〉 (1.42)

Ces deux équations, qui sont à la base de la théorie des perturbations de l’énergie
libre, permettent de visualiser une méthode simple, et exacte, pour calculer l’énergie libre.
À partir de configurations extraites de MD, il suffit de calculer la différence d’énergie
potentielle entre le système DFT et le système de référence, pour ensuite simplement
appliquer l’eq.(1.41) ou (1.42) selon l’ensemble dans lequel la MD a été effectuée.

Néanmoins, une application directe de cette méthode en pratique souffre de lourds
problèmes de convergence. En effet, la présence d’une exponentielle de ∆V(R) a tendance
à faire exploser la variance de la distribution si la différence d’énergie potentielle est trop
importante, de telle sorte que la méthode n’est utilisable telle quelle que pour des systèmes
proches l’un de l’autre.

Expansion en cumulant

Une méthode pour contrer ce problème lié à l’exponentiation est de faire l’expansion
en cumulant de ln〈e−β∆V(R)〉 [44].

Pour l’équation (1.41) cela donne

∆F =
∞∑

n=1

βn−1κ(n)
ref

n!
(1.43)

26



CHAPITRE 1. THÉORIE ET FORMALISME

tandis que pour l’équation (1.42) on retrouve

∆F =
∞∑

n=1

(−1)nβn−1κ(n)

n!
(1.44)

où κ(n) est le cumulant d’ordre n de ∆V(R)

κ(1) = 〈∆V(R)〉 (1.45a)

κ(2) = 〈∆V(R)2〉−〈∆V(R)〉2 (1.45b)

En arrêtant la somme de l’expansion eq.(1.44) à l’ordre 2, on obtient pour la différence
d’énergie libre l’approximation suivante

∆F ≈ 〈∆V(R)〉− 1

2
β
(〈∆V(R)2〉−〈∆V(R)〉2 )

(1.46)

L’équation (1.46) à l’avantage de converger rapidement, en comparaison des équations
(1.41) et (1.42). Cependant, celle-ci n’est exacte que si la différence d’énergie ∆V(R) suit
une loi gaussienne. Pour une distribution de ∆V(R) générale, l’expansion en cumulant
d’ordre 2 reste une approximation.

Multistate Bennett Acceptance Ratio (MBAR)

Le Multistate Bennett Acceptance Ratio (MBAR) [45, 46] est une méthode permettant
de calculer les différences d’énergie libre entre un ensemble de K systèmes, qui peuvent dif-
férer de par leur conditions thermodynamiques ou leur énergie potentielle. Pour simplifier
la notation, on se placera dans le cas où ces systèmes se trouvent dans les mêmes condi-
tions thermodynamiques mais diffèrent de par leur potentiel. On notera uk (R) = βVk (R)
la fonction de potentiel réduite du système k, qui correspond à l’exponent du poids de
Boltzmann pour ce système, de sorte que la distribution de probabilité des positions pour
le système k se note pk (R) = 1

Zk
qk (R) avec qk (R) = e−uk (R). On supposera que l’on dispose

de N =∑
k Nk échantillons, où Nk est le nombre de configurations issues de la distribution

pk .

Pour expliquer le fonctionnement de la méthode, on se basera sur la description don-
née dans le préprint [46], qui permet d’interpréter MBAR comme étant le résultat d’une
repondération à partir d’une mixture de distribution pm(R). Cette mixture de distribution
est construite en prenant simplement tous les échantillons ensemble, de telle sorte que la
probabilité d’un échantillon dans cette mixture s’exprime comme

pm(R) = 1

N

K∑
k

Nk pk (R)

= 1

N

K∑
k

Nk
1

Zk
qk (R)

(1.47)

L’astuce permettant de dériver les équations de MBAR consiste ensuite simplement à pon-
dérer l’observable O(R) = 1 de pm(R) vers pi (R) en utilisant l’échantillonage préférentiel

1 = 1

N

N∑
n

1

Zi

( qi (Rn)

pm(Rn)

)
(1.48)
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Ce qui permet de faire ressortir le système de K équations

Zi =
N∑
n

qi (Rn)∑
k Nk

qk (Rn )
Zk

(1.49)

Dans ce système d’équations, seules K−1 sont indépendantes, de sorte que l’on pourra
le résoudre, modulo une constante multiplicative, en fixant arbitrairement un des Zk .
Après résolution, on pourra finalement obtenir les ratios entre fonctions de partition Zi

Zk
ce qui permet de remonter aux différences d’énergie libre entre les différents systèmes.
Cette résolution peut se faire de manière auto-cohérente ou par un algorithme de Newton-
Raphson.

Une autre quantité que permet de calculer MBAR et qui nous intéressera plus tard est
Wi ,n , le poids de la configuration n pour la distribution associée au système i . Une fois les
ratios de fonctions de partition obtenus, ont peut calculer ces poids grâce à l’échantillonage
préférentiel depuis la mixture de distribution, ce qui permet au final de les exprimer comme

Wi ,n =
qi (Rn )
Zi∑

k Nk
qk (Rn )
Zk

(1.50)

On pourra ainsi calculer la moyenne de l’observable O(R) pour la distribution associée au
système i

〈O〉i =
∑
n

O(Rn)Wi ,n (1.51)

Énergie libre de Gibbs-Bogoliubov

On finira cette section en introduisant le concept d’énergie-libre de Gibbs-Bogoliubov.
Bien que n’étant pas vraiment considérée comme une méthode d’énergie-libre au même
titre que l’intégration thermodynamique ou l’expansion en cumulant, l’énergie-libre de
Gibbs-Bogoliubov est une méthode variationnelle permettant d’approcher l’énergie-libre
d’un système au travers d’un système de référence. Le système de référence utilisé dans ce
cadre dépend de paramètres γγγ que l’on peut ajuster Vref → Vref(R,γγγ).

L’énergie-libre de Gibbs-Bogoliubov se fonde sur l’inégalité du même nom, dont la
dérivation se trouve dans l’appendice A.2, qui permet de construire une borne supérieure
à l’énergie-libre du vrai système. Cette inégalité se formule comme

F̃ = F̃0 +〈∆V(R,γγγ)〉γγγ ≥F (1.52)

où F̃0 = −kBT ln
(
Tr

[
e−βHref(R,P,γγγ)

])
est l’énergie libre du système de référence et 〈O〉γγγ dé-

signe la moyenne prise selon le Hamiltonien de référence avec les paramètres γγγ. On notera
que l’on peut reconnaître dans le second terme de l’eq.(1.52) le cumulant de∆F du premier
ordre. Le fait que cette énergie libre de Gibbs-Bogoliubov borne F par le haut montre qu’au
minimum de F̃ , on obtient la meilleure approximation de F basée sur le Hamiltonien Href.
En pratique, une méthode basée sur l’énergie libre de Gibbs-Bogoliubov consiste à trouver
les paramètres γ du potentiel de référence de façon à minimiser l’eq.(1.52). Pour cela, on
pourra se baser sur une descente de gradient ou une approche auto-cohérente.
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1.3 Théorie des alliages

Dans cette thèse, les termes d’alliage ou de solution solide désigneront les alliages de
substitution, c’est-à-dire les systèmes où les éléments sont distribués de façon désordonnée
sur un réseau cristallin, comme illustré sur la figure 1.5. On notera qu’en plus de pouvoir
distribuer N éléments sur un réseau, il est aussi possible d’avoir cette distribution sur un
sous-réseau du cristal. Par exemple, pour un réseau de type fluorine, comme UO2, il est
possible de voir le réseau comme composé d’un sous-réseau pour l’uranium et un autre
pour l’oxygène. Il est ainsi possible d’avoir un alliage seulement sur le sous-réseau de
l’uranium, comme pour le MOX Uc Pu1−c O2, où c ∈ [0,1] est la concentration de l’uranium.

Quel que soit le cas, cette distribution désordonnée brise les symétries du réseau parent,
ce qui complique la description de tels systèmes. Dans cette section, nous détaillerons les
méthodes utilisées dans ce travail pour décrire les alliages de substitution.

FIGURE 1.5 – Illustration de différents types d’alliage. Les alliages étudiés dans le cadre de ce travail
correspondent à des alliages de subsitution, où les atomes sont placés de façon désordonnée sur le
réseau.

1.3.1 La difficulté à simuler des alliages

La brisure de symétrie induite par le désordre d’un alliage rend impossible l’utilisation
du théorème de Bloch. Ainsi, en théorie, la description d’un cristal nécessiterait la prise en
compte de la totalité du système, de taille infinie. Cela est bien sûr impossible, et on étudie
ces alliages en considérant des systèmes de tailles réduites.

Néanmoins, même pour un système de taille raisonnable, la difficulté reste importante.
Pour illustrer cette difficulté, imaginons un réseau possédant 100 sites, que l’on peut oc-
cuper par une espèce A ou B. On souhaite étudier les propriétés du système pour une
contrentation de 50% de A et 50% de B pour une température T. En oubliant les dépla-
cements des atomes autour des positions d’équilibres du réseau, une quantité moyenne
s’effectue en faisant une somme pondérée par un poids de Boltzmann sur les différentes
façon de distribuer les éléments.

〈O〉 = 1

Z
∑
α

e−βE(σσσα)O(σσσ) (1.53)
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où le vecteurσσσ désigne une distribution des éléments sur le réseau, et la fonction de
partition se calcule comme Z =∑

α e−βE(σσσα). Pour notre système il y a
( 50

100

)> 1029 façons
de distribuer les atomes sur le réseau, et il serait nécessaire de réaliser ces calculs sur des
supercellules pour calculer la moyenne. Et cela, sans prendre en compte les vibrations à
l’aide de MD !

1.3.2 L’Approximation du Cristal Virtuel (VCA)

L’Approximation du Cristal Virtuel (VCA) est l’approximation la plus simple à laquelle
on peut penser pour un alliage de substitution. En effet, celle-ci consiste à simplement
considérer que le système désordonné correspond à la moyenne de ses constituants,
pondérée par leur concentration. Cette approximation est illustrée schématiquement sur
la figure 1.6. Formellement, cela revient à faire

OAc B1−c = cOA + (1− c)OB (1.54)

où c ∈ [0,1] est la concentration de l’élément A. Cette moyenne permet notamment de
restaurer (artificiellement) les symétries du système, ce qui simplifie grandement les
calculs.

Cependant, du fait de sa simplicité, cette approximation n’est pas très efficace, et n’est
pas capable de décrire la complexité des interactions que l’on peut retrouver dans un
alliage. Elle peut néanmoins servir de point de départ pour des méthodes plus complexes
et efficaces.

FIGURE 1.6 – Représentation schématique de l’approximation du cristal virtuel.

1.3.3 Strutures Spéciales Quasi-aléatoires (Special Quasirandom Struc-
ture) (SQS)

La méthode des Strutures Spéciales Quasi-aléatoires (Special Quasirandom Structure)
(SQS)[47, 48] se base sur une idée simple : approximer la moyenne d’une observable sur les
configurations par l’observable sur la configuration moyenne. Mathématiquement, cela
revient à faire

〈O(σσσ)〉 ≈ O(〈σσσ〉) (1.55)
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Pour appliquer cette idée, il faut cependant pouvoir construire une supercellule de
configuration moyenne. Or, construire cette configuration moyenne nécessiterait en prin-
cipe de calculer la moyenne à partir de l’eq.(1.53). À la place, la méthode SQS considère le
système comme un système totalement aléatoire, c’est-à-dire sans cluster plus probable
qu’un autre. Il faut donc pouvoir construire une supercellule de configurationσσσsqs pour
laquelle les différents clusters σ(n) sont présents avec les même corrélations que pour un
système complètement aléatoire. L’avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas
de calcul d’énergie potentielle pour la construction de la supercellule.

En effet, la construction d’une SQS passe par une simulation Monte-Carlo dans l’es-
pace des configurations. En pratique, on commence par sélectionner les clusters que l’on
considérera (ordre n et rayon de coupure) ainsi que la concentration voulue. Ensuite,
à partir d’une configuration aléatoire, on change les éléments de deux sites i et j . Si la
nouvelle configuration a des corrélations de cluster plus proches de l’alliage aléatoire, alors
cette configuration est acceptée, sinon elle est refusée. Des algorithmes plus complexes et
efficaces sont aussi utilisables, telle que du recuit simulé. Pour un système de taille réduite,
il est aussi possible d’énumérer toutes les supercellules possibles, afin de choisir celle
possédant le meilleur score.

Une fois la SQS construite, on peut faire des simulations sur cette supercellule comme
pour n’importe quelle supercellule, les propriétés de l’alliage se calculant comme

〈O〉 = O(σσσsqs) (1.56)

L’avantage de la méthode SQS est qu’elle permet de faire de la MD sur la supercellule
ainsi construite, ce qui rend possible la prise en compte des effets de la température ionique.
Néanmoins, l’approximation du système totalement aléatoire n’est pas trivial et nécessite
d’être justifiée. En effet, certains clusters peuvent être plus probables que d’autres, ce
qui peut donner lieu à des effets sur les propriétés physiques et thermodynamiques. On
notera cependant que plus la température ionique est élevée, plus cette approximation est
réaliste.

1.3.4 Propriétés thermodynamiques

Énergie libre d’un alliage

Pour un alliage binaire, c’est-à-dire de la forme Ac B1−c , on peut partager les propriétés
thermodynamiques du réseau nucléaire en une contribution configurationelle Fconf et
une contribution vibrationelle Fvib

Ftot =Fconf +Fvib +Fel (1.57)

Pour la contribution vibrationelle, celle-ci peut se calculer en utilisant les méthodes issues
de la section précédente ou à partir de l’approximation harmonique du chapitre suivant. La
contribution configurationelle, qui évalue la contribution du désordre, peut se décomposer
en deux selon la formule Fconf =Uconf−TSconf avec Uconf l’énergie interne de configuration
et Sconf l’entropie de configuration.

Dans cette thèse, on se basera sur l’approximation d’un alliage complètement aléatoire,
tel que présenté précédemment dans le cadre de la méthode SQS. Cette approximation per-
met de simplifier les deux contributions à l’énergie libre de configuration. Premièrement,
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la distribution des corrélations d’occupation de sites n’évoluant pas avec la température,
l’énergie interne U est simplement égale à l’énergie de l’état fondamental V(R0) quelle
que soit la température. Pour l’entropie de configuration, le problème revient à compter le
nombre de façon de distribuer les atomes sur le réseau en fonction de la concentration. Ce
problème se résout de façon analytique, de sorte que l’entropie de configuration se met
sous la forme

Sconf =−kB
(
(1− c) ln(1− c)− c ln(c)

)
(1.58)

Un point important à noter sur la contribution entropique à l’énergie libre de configuration
est que celle-ci est négative et augmente en valeur absolue avec la température. Cela
signifie que dans l’approximation d’un alliage complètement aléatoire, l’énergie libre de
configuration participe forcément à la stabilisation thermodynamique de l’alliage, et que
cette contribution à la stabilisation augmente avec la température.

Quantité d’excès

La stabilité qui nous intéressera pour une solution solide d’un alliage binaire sera celle
en comparaison de la séparation en deux phases distinctes.

FIGURE 1.7 – Représentation schématique du calcul de quantités d’excès.

Une quantité d’excès ∆OAc B1−c se calcule comme la quantité de l’alliage, moins la
quantité pour les consitutants pondérée par leur concentration

∆OAc B1−c = OAc B1−c − cOA − (1− c)OB (1.59)
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1.4 Potentiels interatomiques

En traitant explicitement le problème électronique, la DFT souffre d’un scaling défa-
vorable. Or, l’exploration de l’espace des configurations à l’aide de méthodes telles que
l’AIMD nécessite de faire de nombreux calculs sur des supercellules de tailles importantes.
En conséquence, l’AIMD est une méthode très coûteuse, ce qui limite les systèmes et
propriétés que l’on peut étudier.

Ce problème de scaling se pose moins dans le domaine de la dynamique moleculaire
classique (MD) qui utilise des potentiels interatomiques pour intégrer les équations du
mouvement. Ces potentiels permettent de contourner le problème électronique en pro-
posant une formulation de l’énergie du système en fonction des positions atomiques.
Ainsi, ces potentiels peuvent être extrêmement rapides, pouvant traiter des systèmes al-
lant jusqu’au milliard d’atomes et sur un temps de simulation de l’ordre de plusieurs ns.
Cependant, cette rapidité se fait au prix de la précision des potentiels, qui, du fait de leur
forme généralement simple, ne peuvent pas décrire la complexité de certaines SBO avec la
même précision que la DFT.

Néanmoins, on observe depuis quelques années l’arrivée de méthodes basées sur le
machine-learning permettant d’accélérer la dynamique moléculaire tout en gardant une
précision proche de la DFT. Un domaine particulièrement en expansion est celui des
Potentiels Interatomiques basés sur le Machine-Learning (Machine-Learning Interatomic
Potential) (MLIP).

Dans cette section, nous présenterons brièvement les potentiels interatomiques, no-
tamment le formalisme de l’EAM. Cette introduction nous servira de point de départ pour
décrire le formalisme derrière les MLIP.

1.4.1 Potentiels Classiques

Les potentiels classiques se construisent sur le formalisme de l’EAM[49]. Selon ce
modèle, on peut décrire l’énergie d’un système avec le concept d’énergie d’incrustation
d’un atome dans un hôte, celui-ci étant décrit par la densité électronique.

L’énergie d’incrustation de l’atome i se définit par une fonctionnelle de la densité
électronique de l’hôte ρ(R)

Vi (R) = Fi
[
ρ(Ri )

]
(1.60)

où Fi est la fonctionnelle d’énergie d’incrustation de l’atome i . Ainsi, l’énergie potentielle
du système se met sous la forme V(R) =∑

i Vi (R).

En pratique, on recourt à des approximations pour la densité ainsi que pour la forme
de la fonctionnelle, afin d’obtenir une forme utilisable dans les simulations. Par exemple,
en utilisant l’approximation de la densité uniforme on obtient la formulation usuelle des
potentiels EAM

Vi (R) = F
(∑

j
p(Ri j )

)+ 1

2

∑
j
φ(Ri j ) (1.61)

où Ri j = |Ri −R j | est la distance entre les atomes i et j , p(Ri j ) est la contribution de l’atome
j à la densité électronique et φ(Ri j ) est un potentiel de paires. Cette forme, plutôt simple,
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peut-être complexifiée afin de garantir une flexibilité dans la description de la SBO en
incluant par exemple des fonctions à trois corps dans la description de la densité.

Ainsi, il existe une grande variété de potentiels interatomiques, plus ou moins com-
plexes, construits en variant les formes des densités ou de la fonctionnelle F. On mention-
nera, de façon non-exhaustive, les potentiels MEAM[50], Tersoff[51], ou encore Finnis-
Sinclair[52]. On notera deux points importants sur les potentiels classiques. Premièrement,
ceux-ci sont basés sur une décomposition de l’énergie en contribution atomique. Deuxiè-
mement, la forme des différents composants est basée sur des arguments physiques.
Comme nous le verrons dans la section suivante, les MLIP conservent le premier point
mais s’affranchissent du second.

Une fois la forme du potentiel choisie, une étape importante est d’ajuster les paramètres
de celui-ci, afin de permettre une description satisfaisante du système que l’on souhaite
étudier.

Nous noterons deux méthodes pour effectuer cet ajustement. La première se base sur
une reproduction de résultats expérimentaux. Dans cette méthode, des simulations sont
effectuées avec les potentiels et les paramètres sont ajustés de façon à obtenir des résultats
se rapprochant de façon acceptable des résultats expérimentaux. Du fait de la forme des
potentiels, il est impossible de reproduire tous les résultats expérimentaux et un choix devra
être effectué par la personne ajustant le potentiel selon les résultats souhaités. De plus, par
construction, cette technique nécessite des résultats expérimentaux, ce qui empêche de
construire des potentiels pour certains systèmes peu ou pas étudiés expérimentalement. Au
final, ajuster un potentiel avec cette méthode est un travail de longue haleine, demandant
beaucoup de savoir-faire.

La deuxième méthode que je citerai est la méthode dite de "force-matching". Avec celle-
ci, les paramètres sont ajustés afin de reproduire forces, énergies et contraintes obtenues à
partir de calculs ab initio. En pratique, ces quantités sont obtenues à partir de simulations
AIMD sur une grande variété de phases afin de construire un potentiel polyvalent. Les
paramètres sont ensuite déterminés en minimisant une fonction de coût basée sur les
différences entre les quantités DFT et celles du potentiel. Cette technique d’ajustement,
qui utilise une grande quantité de données, se retrouve dans les MLIP, comme nous le
verrons dans la sous-section suivante.

1.4.2 Potentiels Interatomiques basés sur le Machine-Learning (Machine-
Learning Interatomic Potential) (MLIP)

Le principal problème des potentiels classiques est leur manque de flexibilité pour
décrire une SBO. S’il est possible d’obtenir des potentiels très précis pour certains systèmes,
les approximations utilisées pour l’eq.(1.60) limitent la capacité de prédiction de ces
modèles. L’idée derrière les MLIP est d’utiliser des méthodes de machine-learning pour
décrire la SBO du système que l’on souhaite étudier. En basant la reproduction de la
SBO sur des considérations plus mathématiques que physiques, une grande précision
est accessible tout en gardant une vitesse d’exécution réduite comparée à la DFT, bien
qu’inférieure aux potentiels classiques.

La construction d’un MLIP se basant sur l’eq.(1.60) nécessite deux ingrédients[53] : un
descripteur, pour reproduire la densité ρ, et une fonctionnelle donnant la relation entre la
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densité et l’énergie potentielle.

Descripteurs

Le but du descripteur est de fournir une représentation du voisinage d’un atome i

ρi (R) =∑
j
δ(R−Ri j ) (1.62)

où la somme se fait sur les voisins de i .

En pratique, le descripteur permet cette représentation en projetant la densité d’atomes
voisins de l’atome i sur un espace, que l’on appelle l’espace des descripteurs. Cette projec-
tion est représentée schématiquement sur la figure 1.8 Pour la suite, on notera descripteur
la fonction D̃DD : R3N → RK, où K est la dimension de l’espace des descripteurs. Afin d’ob-
tenir un potentiel flexible, il est nécessaire que cet espace permette de différencier le
plus finement possible deux voisinages différents. Pour cela, un descripteur est générale-
ment construit à partir de fonctions de base radiales et angulaires, de façon similaire aux
fonctions de base utilisées en chimie quantique.

Pour que cette projection soit efficace, il est important d’inclure dans D̃DD les symétries
suivantes, que l’on retrouve dans l’énergie potentielle.

~ Symétrie de permutation : L’énergie potentielle est invariante par permutation
de deux atomes identiques, on doit donc retrouver D̃DD(R1, . . . ,Ri , . . . ,R j , . . .RN) =
D̃DD(R1, . . . ,R j , . . . ,Ri , . . .RN) où i et j sont des atomes identiques.

~ Symétrie de translation : En appliquant une translation δδδ à la totalité du système,
l’énergie potentielle reste inchangée. C’est donc une symétrie que l’on doit retrouver
sous la forme D̃DD(R+δδδ) = D̃DD(R)

~ Symétrie de rotation : De façon analogue, l’énergie potentielle est invariante à l’ap-
plication d’une rotation R au système. Cette invariance s’écrit D̃DD(RR) = D̃DD(R).

La construction d’un descripteur sera illustrée par le descripteur SO(4)[54], qui est à la
base du potentiel Spectral Neighbor Analysis Potential (SNAP)[55].

Le descripteur SO(4)

Le premier point, commun à la plupart des descripteurs utilisés en physique de la
matière condensée, est de réécrire la densité atomique eq.(1.62) de façon à ne prendre en
compte que les intéractions locales, c’est-à-dire des voisins de l’atome i [55–59]

ρi (R) =∑
j

fc (Ri j )h jδ(R−Ri j ) (1.63)

où h j est un paramètre de poids sans dimension, qui permet de différencier les éléments
atomiques. La fonction fc (Ri j ) est une fonction de coupure, qui permet une transition
lisse jusqu’à un rayon de coupure Rc , tout en assurant une contribution nulle au delà. Une
fonction de coupure fréquemment utilisée est la fonction de coupure en cosinus

fc (Ri j ) =
{

1
2

(
cos

(πRi j

Rc
)+1

)
si Ri j ≤ Rc

0 sinon
(1.64)
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Il faut maintenant projeter cette densité, de l’espace de la boule 3D, sur l’espace du
descripteur. Une projection usuelle d’une fonction de l’espace de la boule 3D se fait
en utilisant une base radiale couplée à une base d’harmoniques sphériques Yl

m(θ,φ).
Cependant, pour le descripteur SO(4), la projection se fait en deux temps. D’abord, un
point de la boule 3D de coordonnées (r,θ,φ) est projeté sur la 3-sphère, en coordonnées
(θ0,θ,φ), en définissant un angle polaire θ0 par

θ0 = θmax
0

Ri j

Rc
(1.65)

La densité atomique sur la 3-sphère est ensuite projetée sur une base d’harmoniques

hypersphériques de dimension 4, notée C j
m,m′(θ0,θ,φ), qui est définie pour j = 0, 1

2 ,1, . . . et

m,m′ =− j ,− j +1, . . . , j −1, j .

Ainsi, la densité atomique peut s’écrire sous la forme

ρi (R) =
∞∑
j

j∑
m=− j

j∑
m′=− j

c j
m,m′C

j
m,m′(θ0,θ,φ) (1.66)

où les coefficients d’expansion c j
m,m′ sont donnés par le produit scalaire de la densité avec

les fonctions de bases.

[ X1 … XN]

FIGURE 1.8 – Représentation schématique d’un descripteur basé sur la densité atomique, où l’envi-
ronnement atomique d’un atome central est projeté sur un espace de descripteurs.

Fonctionnelle de la densité atomique

Le second ingrédient d’un MLIP est la forme de la fonctionnelle reliant la densité
atomique, telle que représentée par le descripteur, et l’énergie du système. On retrouve
dans la littérature trois grand types de fonctionnelles : les linéaires (ou polynômiaux) [54,
55, 60], les réseaux de neurones [56] et les méthodes à noyaux [61].

Dans ce travail, on utilisera des potentiels de formes linéaires ou polynômiales. Pour
les premiers de ces potentiels, on suppose une relation linéaire entre les composantes du
descripteur et l’énergie du système :

Ṽγγγ(R) =∑
k
γγγkD̃DDk (R) (1.67)
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où D̃DDk est la k-ième composante du descripteur, tandis que γγγk est le coefficient reliant
cette composante à l’énergie potentielle. Afin d’augmenter la précision du potentiel, il est
aussi possible de supposer que cette relation est de type polynômiale [60]. Cependant,
cette supposition entraîne une importante augmentation du nombre de coefficients pour
chaque nouvel ordre du polynôme, si bien que cette expansion est généralement arrêtée à
l’ordre 2. Dans ce cas, l’énergie du MLIP se met sous la forme

Ṽγγγ(R) =∑
k
γγγkD̃DDk (R)+ 1

2

∑
k

∑
k ′
γγγkk ′D̃DDk (R)D̃DDk ′(R) (1.68)

Ces potentiels linéaires (ou polynômiaux) ont plusieurs avantages. Outre la facilité d’implé-
mentation, comparée aux autres méthodes, l’ajustement de ces potentiels est relativement
simple et rapide, pouvant être effectué par des méthodes d’algèbre linéaire. Plus de détails
seront donnés ultérieurement sur l’ajustement de tels potentiels. On peut aussi noter que
dû à la quantité réduite de coefficients à déterminer, le nombre de configurations néces-
saires pour ajuster de tels potentiels est plutôt faible comparé aux autres méthodes [62].
Néanmoins, la simplicité de la relation entre descripteur et énergie rend ces potentiels
moins précis que les méthodes non-linéaires (mais toujours plus précis que les potentiels
classiques).

1.4.3 Construction d’un potentiel linéaire

Dans cette sous-section nous expliciterons brièvement la construction d’un MLIP
linéaire.

Séléction de la base de données

Si la flexibilité des MLIP leur donne la possibilité de représenter une grande variété
de SBO, ils présentent cependant une faible capacité d’extrapolation. En effet, les mé-
thodes utilisées dans la construction de MLIP sont de nature interpolative, ce qui rend ces
potentiels très dépendants de la base de données ayant servie à leur construction.

En conséquence, la construction d’une base de données est une étape cruciale de la
création d’un MLIP. Dans la littérature, plusieurs types d’approches ont émergé concernant
la base de données, et le choix de l’approche utilisée dépendra de l’utilisation souhaitée
du MLIP.

Par exemple, si l’on souhaite construire un MLIP "global", c’est-à-dire pouvant décrire
la totalité de la SBO du système étudié, une approche "brute" est d’effectuer un ensemble
de AIMD pour toutes les phases (connues) du système, et cela pour plusieurs températures.
Des configurations peuvent ensuite être extraites de ces AIMD pour entraîner le MLIP [55,
57, 63]. Cependant, en recourant à des simulations AIMD, cette méthode de construction
de la base de données est très lourde en temps de calcul.

On peut aussi souhaiter construire un MLIP plus spécifique, se spécialisant par exemple
pour la description d’une phase en particulier. Là encore, une approche "brute" peut-être
utilisée, mais en restreignant cette fois les AIMD aux conditions d’intérêt.

Afin de limiter le nombre de calculs ab initio nécessaires à l’entraînement d’un MLIP, en
comparaison des approches "brutes", des méthodes d’auto-apprentissage sont apparues
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récemment dans la littérature [64, 65]. Dans ces approches, les données sont extraites
de configurations générées par les versions successives du MLIP que l’on entraîne. Cela
peut-être fait de manière auto-cohérente, en alternant par exemple phases d’ajustement
et phases de MLMD, où l’ajustement se fait à partir de configurations issues des phases de
MLMD. Toujours selon l’idée d’utiliser le MLIP pour générer les données d’entraînement,
on citera les méthodes de self-learning MD, où une MLMD est lancée avec le potentiel. À
chaque pas, la pertinence de la prédiction du MLIP est estimée, et si cette dernière est trop
faible, un calcul DFT est lancé pour la configuration en cours. Les résultats de ce calcul
sont ajoutés à la base de données, puis le MLIP est réentrainé et la MLMD se poursuit avec
le nouveau potentiel.

Ajustement des paramètres

Une fois la base de données sélectionnée, il ne reste plus qu’à ajuster les paramètres
du MLIP afin de la reproduire le plus fidèlement. Pour cela, on commence par définir une
fonction de coût, qui permet de mesurer la différence entre les prédictions du modèle et
les résultats ab initio.

∆= 1

Ntot

Ntot∑
n

[
αv (V(Rn)− Ṽγγγ(Rn)

)2 +α f

3Nat∑
i=1

(
Fi (Rn)− F̃i (Rn)

)2 +αs

6∑
i=1

(
σi (Rn)− σ̃i (Rn)

)2
]

(1.69)
où Ntot est le nombre de configurations dans la base de données, αv , α f et αs sont des
paramètres ≥ 0 permettant de réguler l’importance respective de l’énergie, des forces et
des contraintes dans l’ajustement.

L’ajustement des paramètres se fait ainsi par minimisation de l’eq.(1.69)

γγγ= arg min
γγγ

[∆] (1.70)

Un avantage des MLIP polynômiaux est que la minimisation de cette fonction de coût
peut se faire de manière exacte à l’aide d’un ajustement par moindres carrés. Pour le
montrer, il est plus pratique de commencer par réécrire le problème sous forme matricielle.
On définit le vecteur Y de taille (7+3Nat)Ntot, comprenant les résultats du potentiel que
l’on souhaite reproduire

Y = [
V(R1) F(R1) σσσ(R1) . . . V(RNtot ) F(RNtot ) σσσ(RNtot )

]T
(1.71)

où, pour simplifier la notation, on a noté F(R1) les 3Nat forces de la configuration 1 etσσσ(R1)
les 6 contraintes de la configuration 1 en notation de Voigt.

On construit également la matrice de variable explicative X, de taille ((7+3Nat)Ntot)×K,
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où K est la dimension de l’espace des descripteurs

X =



D̃DD1(R1) . . . D̃DDK(R1)

−∂D̃DD1(R1)
∂R1

. . . −∂D̃DDK(R1)
∂R1

...
. . .

...
∂D̃DD(R1)
∂η1

. . . ∂D̃DDK(R1)
∂η1

...
. . .

...
D̃DD1(RNtot ) . . . D̃DDK(RNtot )
∂D̃DD(RNtot )

∂η1
. . .

∂D̃DDK(RNtot )
∂η1

...
. . .

...
∂D̃DD1(RNtot )

∂η1
. . .

∂D̃DDK(RNtot )
∂η1



(1.72)

et une matrice de poids W, de taille ((7+3Nat)Ntot)×((7+3Nat)Ntot), qui inclut les variables
de régularisation de l’ajustement. Cette matrice est diagonale, et ses éléments diagonaux
Wdiag sont donnés par

Wdiag =
[
αV α f . . . αs . . . αV α f . . . αs

]
(1.73)

où les éléments α f sont répétés 3Nat fois, et les éléments αs 6 fois (pour les 6 contraintes
en notation de Voigt).

Avec ces notations, la fonction de coût s’écrit

∆= 1

Ntot

∥∥∥W
1
2
(
Y−Xγγγ

)∥∥∥2
(1.74)

Le minimum de ∆ est atteint lorsque son gradient par rapport aux paramètres γγγ s’an-
nule : ∂∆∂γγγ = 0. On peut aisément montrer que ce minimum est atteint pour le vecteur de

paramètres γγγLS

γγγLS = (
XTWX

)−1(XTWY
)

(1.75)

En pratique, pour des raisons de stabilité numérique, l’inversion de matrice est résolue
par décomposition en valeurs singulières. Dans le cadre de cette thèse, l’ajustement par
moindres carrés est effectué à l’aide du package python Numpy, en utilisant la fonction
numpy.linalg.lstsq().

Un problème pouvant survenir lors de l’ajustement d’un potentiel est le surapprentis-
sage. Ce problème peut apparaître lorsque le nombre de données servant à l’ajustement
est inférieur ou du même ordre de grandeur que le nombre de coefficients du potentiel,
ou quand les données sont redondantes. En cas de surapprentissage, l’ajustement du
potentiel est très bon sur les points ayant servi pour l’ajustement, mais le potentiel n’est
pas capable de prédire de résultats corrects sur d’autres points. De nombreuses méthodes
existent pour éviter le surapprentissage. Certaines proposent de séparer les données en
plusieurs groupes, avec des groupes servant à l’ajustement et d’autres à tester l’extrapola-
tion du potentiel. D’autres techniques consistent à modifier la méthode d’ajustement, en
changeant notamment la fonction de coût ∆. On citera par exemple les méthodes de Ridge
Regression, LASSO ou encore Bayesian Ridge Regression.

Dans le cadre de cette thèse, on restera cependant sur la méthode des moindres carrés,
des tests ayant montré que les méthodes précédemment mentionnées n’amélioraient pas
la qualité du MLIP utilisé pour notre utilisation.
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Il existe deux types de paramètres pour un MLIP : les paramètres γγγ, qui relient direc-
tement les descripteurs à l’énergie et les hyperparamètres, qui contrôlent la forme du
descripteur. Pour le potentiel SNAP utilisé ici, on fixera la plupart des hyperparamètres
à l’avance. C’est le cas par exemple des paramètres jmax et θmax

0 . En revanche, l’hyper-
paramètre rcut, qui régit la taille de la sphère d’interaction autour d’un atome, est très
dépendant du système étudié. Il est donc nécessaire d’apporter une attention particulière
à cet hyperparamètre.

Pour déterminer le rayon de coupure rcut, on utilisera une méthode de recherche sur
grille. Pour une base de données, on ajustera plusieurs MLIP selon une grille de rcut. Le
rayon de coupure choisi sera celui qui minimisera la fonction de coût ∆hyp

∆hyp =
√∑

n
(Yn − Ỹn)2 (1.76)

où Yn est une donnée de la DFT, tandis que Ỹn est la prédiction du modèle pour
cette donnée. Pour certains systèmes, cette méthode résulte dans du surapprentissage,
en sélectionnant des rayons de coupure très faibles. Dans ces cas, le MLIP ainsi créé sera
fortement instable et de facto inutilisable. Pour éviter le surapprentissage, on ajoute un
terme de régularisation αr

∑
k γ

2
k à la fonction de coût ∆hyp, avec αr ≥ 0

∆
reg
hyp =

√∑
n

(Yn − Ỹn)2 +αr
∑
k
γ2

k (1.77)

Ce terme de régularisation pénalisera la présence de paramètres γk de haute valeur absolue,
ce qui est généralement un signe de surapprentissage. Cette régularisation est illustrée en
fig.1.9 sur un exemple de l’ajustement d’un MLIP sur un potentiel de silicium Tersoff.
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FIGURE 1.9 – Effet de la régularisation sur la fonction de coût en fonction du rayon de coupure.
La courbe orange est la fonction de coût sans régularisation, tandis que la courbe bleue est la
fonction de coût avec régularisation. Pour chacune des courbes, le point rouge correspond au rayon
de coupure minimisant la fonction de coût. La zone rouge "instable" correspond aux rayons de
coupures pour lesquels le MLIP donne des MLMD qui "explosent".
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L’étude des effets de la température sur un matériau nécessite de prendre en compte les
vibrations atomiques. Dans le chapitre précédent, nous avons vu des méthodes permettant
de calculer les propriétés thermodynamiques, telles que l’énergie-libre, avec une précision
arbitraire. Cependant ces méthodes demandent généralement un coût en temps de calcul
extrêmement important et ne permettent pas, a priori, de déterminer les mécanismes
influençant les résultats obtenus. L’arrangement ordonné des atomes d’un solide en un
réseau et les vibrations de ces derniers autour des sites de ce réseau permettent en revanche
de construire un formalisme donnant facilement accès aux quantités thermodynamiques
importantes. En effet, l’approximation harmonique, dérivée par Max Born dans les années
30 et appliquée avec succès sur une grande quantité de matériaux depuis, permet d’étudier
les effets de la température sur les solides. Néanmoins, les approximations au fondement de
ce formalisme peuvent parfois montrer leurs limites et de nombreux travaux ont porté sur
un moyen de garder la simplicité de l’approche tout en étendant sa capacité de prédiction.

Dans ce chapitre, nous nous intéresserons aux applications ab initio modernes des
méthodes liées à l’approximation harmonique. Dans un premier temps, le formalisme sera
introduit et les quantités thermodynamiques que l’on peut calculer avec la méthode seront
présentées. Nous verrons ensuite les limites de cette approche en présentant notamment le
concept d’anharmonicité. Les sections suivantes du chapitres s’intéresseront aux méthodes
permettant d’inclure cette anharmonicité dans la description des vibrations des atomes
d’un solide. Nous verrons ainsi la théorie des perturbations appliquée au problème des
solides, avant de présenter l’Approximation Harmonique Auto-Cohérente (SCHA), une
méthode non-perturbative. La fin de ce chapitre introduira le Potentiel Effectif Dépendant
de la Température (Temperature Dependent Effective Potential) (TDEP), une méthode
permettant d’étudier les solides fortement anharmonique à l’aide d’AIMD.
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2.1 L’approximation harmonique

2.1.1 Approximation de la Surface de Born-Oppenheimer

Afin de pouvoir étudier les excitations du réseau cristallin, il faut pouvoir déterminer la
forme de la SBO correspondante. Dans un cristal, les atomes vibrent autour de positions
d’équilibre R0, et il est donc naturel d’exprimer les positions atomiques en fonction des
déplacements u

R = R0 +u (2.1)

Avec ces notations, on peut exprimer le potentiel en faisant une expansion de Taylor autour
des positions d’équilibre, où l’odre 1 est nul

V(R) = V(R0)+ 1

2

∑ (2)

Φ
α,β
i , j uαi uβj +

1

3!

∑ (3)

Φ
α,β,γ
i , j ,k uαi uβj uγk

+ 1

4!

∑ (4)

Φ
α,β,γ,δ
i , j ,k,l uαi uβj uγk uδl + . . .

(2.2)

où les exposants α,β, . . . indiquent une direction de l’espace. Les Constantes de Forces

Interatomiques (IFC)
(n)

ΦΦΦ sont définies comme les dérivées n-ièmes du potentiel en fonction
des déplacements

(n)

Φ
α,...,β
i ,..., j = ∂nV(R)

∂uαi . . .uβj

∣∣∣
u=0

(2.3)

Du fait des symétries du réseau et des invariances du Hamiltonien, les IFC suivent un
certain nombre de relations, qui sont données dans l’appendice A.1.

En faisant l’approximation que l’amplitude des déplacements atomiques est faible
comparée aux distances interatomiques, l’expansion de Taylor (2.2) peut être arrêtée à
l’ordre 2. Cela correspond à l’approximation harmonique, dont le Hamiltonien s’écrit

H = 1

2

∑
i

P2
i

Mi
+V0 + 1

2

∑
i , j ,α,β

Φ
α,β
i , j ui ,αu j ,β (2.4)

L’approximation harmonique permet d’obtenir une théorie de la dynamique atomique
possédant des solutions analytiques, tout en posant un cadre pour l’inclusion des effets
provenant des ordres supérieurs de l’expansion de Taylor, appelés effets anharmoniques.

2.1.2 Équations du mouvement d’un solide harmonique

À partir de l’approximation harmonique, et en se plaçant dans le cas classique, la
seconde loi de Newton nous donne les équations du mouvement

Mµülµ(t ) =− ∑
m,ν

Φlµ,mνum,ν(t ) (2.5)

On se retrouve ainsi avec un système de 3N équations couplées à résoudre, où N est le
nombre d’atomes dans la cellule unité. En raison de la périodicité du cristal, il est naturel
de chercher des solutions sous la forme d’ondes planes, ou mode normaux

ui = 1p
Mi

∑
λ,q

Aλ,qε
i ,α
q e i qRi−ωλt (2.6)
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où Aλ,q et ελ,q sont respectivement l’amplitude et le vecteur de polarisation du mode
normal λ de vecteur d’onde q. En substituant (2.6) dans (2.5), on trouve une solution de
l’équation aux valeur propres

ω2
qε= D(q)ε (2.7)

avec D la matrice dynamique

D(q) =∑
R j ,

Φi , j√
Mi M j

e i q(Ri−R j ) (2.8)

Ainsi, résoudre les équations du mouvement revient à trouver les modes normaux en
diagonalisant la matrice dynamique. Cette diagonalisation est toujours assurée car la
matrice dynamique est une matrice hermitienne. Les 3N vecteurs propres de D(q) peuvent
être orthonormalisés de façon à avoir

ελ(q)ελ′(q) = δλ,λ′ λ,λ′ = 1,2, . . . ,3N (2.9)

Un mode normal de vecteur d’onde q est donc défini par un vecteur de polarisation ελ(q) et
une fréquence ωλ(q). La relation entre les 3N fréquences ωλ(q) et vecteurs d’ondes q est la
relation de dispersion des modes normaux. Parmi les branches de la relation de dispersion,
il y en a 3 dont les fréquences tendent vers 0 linéairement quand q tend vers 0. Ce sont les
branches acoustiques, nommées ainsi car elles sont reponsables de la propagation du son
dans le cristal. Les 3(N−1) branches restantes sont les branches optiques. Une dispersion
possédant des branches acoustiques et optiques est représentée sur la figure 2.1, avec
l’exemple du silicium.
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FIGURE 2.1 – (À gauche) Exemple d’une dispersion de phonon par le cas du silicium diamant. La
cellule unité du système possédant deux atomes, on retrouve trois modes optiques en plus des
modes acoustiques. En raison des symétries de la structure, on observe une dégénérescence de
certains modes pour une partie des vecteurs d’ondes q. (À droite) Densité d’états de phonons g(ω)

Quand q est selon une direction de symétrie, on peut choisir les vecteurs de polarisation
de telle sorte qu’ils soient parallèles ou perpendiculaire à la direction de la propagation.
Dans le premier cas, les branches correspondantes sont dites longitudinales, tandis que le
deuxième cas elles correspondent aux branches transverses.

46



CHAPITRE 2. PROPRIÉTÉS VIBRATIONELLES

Conceptuellement, l’approximation harmonique consiste à remplacer le problème à N
corps d’ions en interaction par un problème d’oscillateurs harmoniques indépendants.

2.1.3 Quantification

En utilisant le formalisme de la seconde quantification, les opérateurs de positions et
de quantités de mouvement se mettent sous la forme

ul ,µ =
√

~
2NMmu

∑
λ,q

ε
l ,µ
λ,qp
ωλ,q

e i qRl (âλ,q + â†
λ,q) (2.10)

pl ,µ =
√

~Mµ

2N

∑
λ,q
ε

l ,µ
λ,q

p
ωλe i qRl (âλ,q − â†

λ,q) (2.11)

Dans ces équations, â†
λ

et âλ sont des opérateurs de création et d’annihilation du mode
normal λ, c’est-à-dire qu’une application de ces opérateurs sur la fonction d’onde du
système ajoute ou enlève un mode normal.

â†
λ,q = 1p

2N~

∑
l ,µ
ε

l ,µ
λ,qe i qRl

(√
Mµωλ,qul ,µ− i

pl ,µ√
Mµωλ,q

)
(2.12)

âλ,q = 1p
2N~

∑
l ,µ
ε

l ,µ
λ,qe i qRl

(√
Mµωλ,qul ,µ+ i

pl ,µ√
Mµωλ,q

)
(2.13)

Ces opérateurs obéissent aux relations de commutation

[â†
λ,q, â†

λ′,q′] = [âλ,q, âλ′,q′] = 0 (2.14)

[â†
λ,q, âλ′,q′] = δλq,λ′q′ (2.15)

Avec ces opérateurs, on peut mettre le Hamiltonien harmonique sous la forme

H =∑
λ,q

~ωλ,q(â†
λ,qâλq +

1

2
) (2.16)

La forme du Hamiltonien (2.16) est celle d’un système de quasiparticules indépendantes,
que l’on appelle des phonons. Ainsi, avec ce formalisme, le système d’ions en interac-
tion est remplacé par un gaz de quasiparticules bosoniques indépendantes, d’énergie
~ωλ,q. Ces quasiparticules ont une relation de dispersion qui correspond à celle des modes
normaux, et on utilise la même nomenclature de phonons acoustiques/optiques et lon-
gitudinaux/transverses que pour les modes normaux. Ces quasiparticules, décrivant les
excitations de basse énergie du système, sont observables expérimentalement. Parmi les
méthodes permettant de mesurer expérimentalement les dispersions de phonons d’un
matériau, on notera les diffusions inélastiques de neutron ou de rayon X.

2.1.4 Calcul ab initio des IFC

Le calcul des IFC est une étape cruciale de l’étude de la dynamique des réseaux. Dans
une approche ab initio, on retrouve principalement deux méthodes permettant d’effectuer
les dérivées de l’eq.(2.3).
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La première utilise l’approche de la Théorie de la Fonctionnelle de la Densité Perturbée
(Density Functional Perturbation Theory) (DFPT), qui permet de calculer les dérivées de
l’énergie à partir de la théorie des perturbations [66]. Avec cette approche, les IFC sont
calculées directement dans l’espace réciproque, ce qui permet d’avoir des interactions
entre voisins arbitrairement éloignés. Le principal problème de cette méthode provient de
la difficulté d’implémentation des équations, en particulier pour les IFC d’ordre supérieur
à 2. En effet, en raison du théorème 2n+1, le calcul des IFC d’ordre 3 nécessite d’obtenir les
dérivées premières des fonctions d’ondes par rapport aux déplacements, tandis que les IFC
d’ordre 4 demandent les dérivées secondes. Pour ces raisons, la DFPT n’est généralement
utilisée que pour calculer des IFC d’ordre 2 ou 3.

Dans la deuxième approche, les dérivées de l’équation (2.3) sont obtenues par diffé-
rences finies dans l’espace réel [67]. Pour cela, différentes supercellules sont créées, avec
des déplacements permettant de calculer les interactions que l’on souhaite calculer. Les
forces sont ensuites calculés à l’aide de la DFT, et les dérivées secondes, donc les IFC, sont
extraites par différences finies. Contrairement à la DFPT, la portée des IFC calculées avec
cette méthode est dépendante de la taille de la supercellule utilisée, et la convergence de
cette dernière doit donc être vérifiée. Une autre limitation de cette méthode provient du
nombre de calculs nécessaires pour obtenir les IFC pour les cristaux possédant beaucoup
d’atomes dans la cellule unité ou pour les IFC d’ordre supérieur à 2. Néanmoins, elle reste
couramment utilisée pour calculer les IFC d’ordre 3.

Enfin, on mentionnera qu’il est apparu récemment des méthodes permettant de calcu-
ler les IFC en se basant sur l’ajustement d’un modèle d’expansion de Taylor eq. (2.2) (voir
section 2.6).
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2.2
Calculs de propriétés dans le cadre de

l’approximation harmonique

Remplacer un problème d’ions en interaction par un système de particules indépen-
dantes présente l’avantage de disposer d’équations que l’on peut résoudre analytiquement.
Dans le problème cristallin, l’effet de la température sur un cristal est de faire vibrer les
ions autours de positions d’équilibre. Transposé au modèle harmonique, cela revient à
avoir une population non-nulle de phonons dans le système.

Les phonons étant des bosons, la population de ces derniers suit la distribution de Bose-
Einstein. Pour un phonon λ, de vecteur d’onde q et à une température T, cette distribution,
notée nλ,q, se met sous la forme

nλ,q = 1

eβ~ωλ,q −1
(2.17)

Une grandeur importante pour un cristal est la Densité d’État (Density Of State) (DOS)
vibrationelle g (ω). Cette quantité définit la distribution des états d’énergie ω accessibles
aux phonons, et s’évalue de la façon suivante

g (ω) = 1

3N

∑
λ

∫
dq

ΩBZ
δ(ω−ωλ,q) (2.18)

où N est le nombre d’atomes dans la cellule unité et ΩBZ est le volume de la première zone
de Brillouin. La DOS est normalisée de façon à avoir∫

dωg (ω) = 1 (2.19)

Comme nous le verrons, l’importance de cette quantité provient du fait que l’ensemble
des propriétés thermodynamiques dans l’approximation harmonique peuvent s’exprimer
à partir de la DOS vibrationelle.

2.2.1 Propriétés thermodynamiques

Les phonons étant indépendants les uns des autres, la fonction de partition du système
s’écrit comme le produit des fonctions de partition de chaque phonon

Zλ,q = e−β~ωλ,q

1−e−β~ωλ,q

Zharm =∏
λ,q

Zλ,q

(2.20)

où Zλ,q est la fonction de partition du phonons (λ, q), qui correspond à celle d’un oscillateur
harmonique quantique. En utilisant les équations (1.25),(1.26) et (1.27), et en reformulant
les sommes sur les phonons en fonction de la Densité d’État (Density Of State) (DOS) (2.18),
on peut écrire pour l’énergie interne vibrationelle

Uharm = 3N
~
2

∫
ωcoth

(β~ω
2

)
g (ω)dω (2.21)
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pour l’entropie vibrationelle

Sharm = 3NkB

∫ (
β~ωcoth

(β~ω
2

)
− ln

[
2sinh

(β~ω
2

)])
g (ω)dω (2.22)

et pour l’énergie libre vibrationelle

Fharm = 3NkBT
∫

ln
[

2sinh
(β~ω

2

)])
g (ω)dω (2.23)

2.2.2 Propriétés élastiques

En plus des propriétés thermodynamiques, l’approximation harmonique permet aussi
de calculer des grandeurs élastiques. En particulier, il est possible de calculer le tenseurs
élastiques Cα,β,γ,δ, qui relie le tenseur des déformations εα,β au tenseur de contraintes σγ,δ

σα,β =
∑
γ,δ

Cα,β,γ,δεγ,δ (2.24)

Il existe plusieurs sortes de tenseur élastique, celui qui nous intéressera ici étant le tenseur
élastique isotherme, défini comme la dérivée seconde de l’énergie libre en fonction des
déformations à température constante

Cα,β,γ,δ =V ∂2F
∂ηα,β∂ηγ,δ

∣∣∣
T

(2.25)

où V est le volume.

Pour exprimer cette grandeur en fonction des IFC, on commence par définir la quantité
Aα,β,γ,δ par

Aα,β,γ,δ =
1

2V
∑
i , j
Φ
α,β
i , j dγ

i , j dδ
i j (2.26)

où dα
i j est la distance entre les sites i et j du réseau selon la direction α. Les constantes

élastiques peuvent alors être calculées comme

Cα,β,γ,δ = Aα,γ,β,δ+Aβ,γ,α,δ−Aα,β,γ,δ (2.27)

Le module d’élasticité isotherme B et le module de cisaillement G peuvent être finalement
calculés à partir des constantes élastiques, selon la formulation de Voigt

B = C11 +C22 +C33 +2(C12 +C13 +C23)

9
(2.28a)

G = C11 +C22 +C33 − (C12 +C13 +C23)+4(C44 +C55 +C66)

15
(2.28b)

où on a utilisé les notations de Voigt pour les constantes élastiques.

Il faut noter que les propriétés élastiques d’un matériau sont reliées à la limite des
vecteurs d’ondes q tendant vers 0. Cela signifie que le calcul de ces grandeurs peut-être
très impacté par des problèmes de taille de simulation.
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2.2.3 Instabilité dynamiques

L’approximation harmonique permet de mettre en lumière l’instabilité dynamique d’un
réseau. Contrairement à une instabilité thermodynamique, qui provient de la comparaison
énergétique entre deux phases, l’instabilité dynamique est intrinsèque à la phase : celle-ci
ne peut exister. Pour un solide, cela signifie que dans les conditions étudiées, les atomes ne
peuvent pas vibrer autour des positions d’équilibre définies par la phase en question. Dans
l’approximation harmonique, ces instabilités se manifestent par la présence de modes
imaginaires, c’est-à-dire des modes pour lesquels ω2

λ
< 0. On représente usuellement de

tels modes sur une dispersion de phonons par des modes négatifs, comme illustré sur
l’exemple de l’uranium γ dans la figure 2.2.

On notera que le calcul de propriétés thermodynamiques d’un système pour une phase
dynamiquement instable n’a pas de sens, la phase ne pouvant être atteint par un équilibre
thermodynamique.
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FIGURE 2.2 – Phonons de l’uranium dans sa phase γ cubique centrée. Du fait de la forte instabilité
dynamique de cette phase à basse température, on observe sur ce spectre de nombreux fréquences
de phonons imaginaires. Ces dernières sont représentées ici par des fréquences négatives.
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2.3 Échecs de l’approximation harmonique

L’approximation harmonique est un pilier de la physique du solide en raison du succès
de son application sur un nombre extrêment important de systèmes. Cependant, celle-ci
reste une approximation, et possède des limitations. En effet, les phonons tels que calculés
dans l’approximation harmonique sont indépendants de la température car uniquement
liés aux IFC d’ordre 2. Or, on observe expérimentalement que les phonons évoluent avec
la température [68]. Cette évolution se manifeste par le changement de la fréquence ωλ,k,
mais aussi par l’existence (et l’évolution) d’un temps de vie. Ces effets de la température
sur les phonons peuvent avoir une origine intrinsèque, c’est-à-dire dus à un effet direct de
la température (à volume constant), mais aussi extrinsèques, c’est-à-dire dus à l’expansion
thermique [68, 69]. Formellement, cette dépendence des fréquences de phonons avec la
température (à pression constante) revient à écrire [70]

∂ω

∂T

∣∣∣
P
= ∂ω

∂T

∣∣∣
V︸ ︷︷ ︸

intrinsèque

+ ∂ω

∂V

∣∣∣
T︸ ︷︷ ︸

extrinsèque

∂V
∂T

∣∣∣
P

(2.29)

où P, T, et V sont respectivement la pression, la température et le volume.

Pour inclure les effets extrinsèques, une approche couramment utilisée est celle de
l’approximation quasi-harmonique. Dans cette approche, on utilise les effets du volume
sur les phonons pour prendre en compte indirectement les effets de la température
ωλ,k → ω(V(T))λ,k. Pour cela, on calcule les IFC pour plusieurs volumes, ce qui permet
ensuite de déterminer les phonons en fonction du volume. Ensuite, pour une tempéra-
ture donnée, le volume d’équilibre sera celui dont les phonons minimisent l’énergie libre,
calculée à partir de l’équation (2.23). Bien que rudimentaire, cette approche a montrée
son efficacité à décrire l’expansion thermique et l’évolution des phonons de nombreux
systèmes. Néanmoins, en négligeant les effets intrinsèques de la température, l’approxi-
mation quasi-harmonique échoue à décrire quantitativement certains systèmes, et peut
même donner des résultats qualitativement faux.

Ces échecs peuvent être compris par la nature même des approximations harmoniques
et quasi-harmoniques. En effets, ces dernières sont basées sur une expansion de Taylor
de la SBO tronquée à l’ordre 2. Cela signifie que par construction, une approche (quasi)
harmonique est limitée aux déplacements faibles autour des positions d’équilibres. Pour
des déplacements de fortes amplitudes, les termes d’ordres supérieurs à 2 dans l’expansion
deviennent importants, pouvant même dans certains cas avoir une magnitude similaire
à ceux inclus dans l’approximation (quasi) harmonique. Ces termes, que l’on désigne
comme anharmoniques, deviennent de plus en plus importants avec la température, du
fait de l’agitation thermique. Ainsi, les approximation harmoniques échouent (i) lorsqu’on
se rapproche de la température de fusion 1 ou des transitions de phase solide-solide, (ii)
lorsque les systèmes sont stabilisés dynamiquement par la température (par les effets
anharmoniques). De plus, le formalisme harmonique ne permet pas de décrire les effets
provenant des interactions phonons-phonons (temps de vie et conductivité thermique
finis, la déviation de la chaleur spécifique par rapport à la loi de Dulong et Petit, etc. . .)

1. On notera que pour certains systèmes, l’approximation harmonique échoue même à basse température,
ou a température nulle.
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Étant donné que, dans le cadre de l’approximation harmonique, les phonons per-
mettent de déterminer l’ensemble des propriétés du système, une description correcte
des effets de la température nécessite d’inclure dans le Hamiltonien (2.4) les effets anhar-
moniques. Cependant, si l’arrêt de l’expansion de Taylor à l’ordre 2 permet d’obtenir un
Hamiltonien solvable analytiquement, ce n’est plus le cas avec les termes d’ordres supé-
rieurs. Dans la suite de chapitre, nous verrons plusieurs méthodes permettant d’inclure,
au moins approximativement, les effets de l’anharmonicité sur les phonons.
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2.4
Théorie des perturbations et conductivité

thermique

Un premier formalisme pour inclure les effets de l’anharmonicité sur les propriétés
des solides utilise la théorie des perturbations. Dans cette approche, on suppose que les
termes anharmoniques apportent une contribution faible en comparaison des termes
harmoniques. Les corrections apportées par les termes anharmoniques sont introduites
grâce au formalisme des fonctions de Green et sont ainsi généralement arrêtées aux pre-
miers ordres en raison de la complexité du formalisme et du coût en temps de calcul de
l’application numérique de ces corrections.

On présentera ici les corrections apportées par le plus petit ordre du formalisme. Ces
corrections nous permetteront ensuite d’introduire l’Équation du transport de Boltzmann
(BTE), qui permet d’estimer la conductivité thermique des phonons.

2.4.1 Self-énergie et temps de vie

Dans l’approximations harmonique, le spectre des phonons se caractérise par des
deltas de Dirac aux fréquences des phonons. En revanche, pour un cristal anharmonique,
le spectre des phonons est décrit par des distributions ayant une largeur finie. Cet élar-
gissement du spectre traduit le temps de vie fini des phonons du fait de l’interaction de
ces derniers entre eux [71]. Celui-ci peut se calculer grâce à la partie imaginaire de la
self-energy Γλ(ω) [71–73]

Γλ(ω) = 18π

~2

∑
λ′,λ′′

|Φ−λ,λ′,λ′′ |2
[
(nλ′+nλ′′+1)δ(ω−ωλ′−ωλ′′)+(nλ′−nλ′′)(δ(ω+ωλ′−ωλ′′)−δ(ω−ωλ′+ωλ′′))

]
(2.30)

où nλ est l’occupation moyenne du phonon λ, qui se calcule grâce à la distribution de Bose-
Einstein, et Φλ,λ′,λ′′ est l’amplitude de la diffusion due aux interactions phonons-phonons
à trois corps, qui se calcul à partir des IFC d’ordre 3

Φλ,λ′,λ′′ =
1

3!
p

N

∑
µ,ν,ξ

∑
i , j ,k

∑
α,β,γ

ε
µ,i
λ

√
~

2Mµωλ
ε
ν, j
λ′

√
~

2Mνω
′
λ

ε
ξ,k
λ′′

√
~

2Mξωλ′′

× (3)

Φ
α,β,γ
µi ,ν j ,ξk e

i (qRα
µi+q′Rβ

ν j+q′′Rγ

ξk )
∆q,q′,q′′

(2.31)

La largeur de bande du phonon λ, qui s’exprime comme 2Γλ, permet de calculer son temps
de vie τλ

τλ =
1

2Γλ(ωλ)
(2.32)

Si nous nous sommes arrêtés ici aux quantités permettant de calculer la conductivité
thermique, il faut noter que la théorie des perturbations appliquées aux cristaux anhar-
moniques permet d’aller plus loin. En effet, il est possible de formuler des corrections
pour des quantités telles que l’énergie-libre ou la chaleur spécifique. Cependant, pour
certains systèmes trop anharmoniques, les corrections apportées par la théorie des pertur-
bations ne permettent pas une amélioration satisfaisante des quantités dérivées dans ce
formalisme [72, 74].
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Néanmoins, ce formalisme permet d’appliquer l’équation de Boltzmann aux phonons,
dans le but de calculer la contribution des phonons à la conductivité thermique.

2.4.2 Conductivité thermique

En appliquant un gradient de température ∇T dans un matériau, le flux de chaleur Q
suit la loi de Fourier [75]

Q =−κκκ∇T (2.33)

où κκκ est le tenseur de conductivité thermique. Cette grandeur, qui mesure la capacité
d’un matériau à conduire la chaleur, est d’une importance capitale pour de nombreux
domaines, et en particulier celui de l’énergie.

Dans les isolants et semi-conducteurs, le transport de chaleur se fait majoritairement
par les phonons, et le flux de chaleur Q correspondant s’écrit [75]

Q = 1

V
∑
λ

~ωλvλnλ (2.34)

où vλ est la vitesse de groupe du phonon λ et nλ est sa population, tandis que V est le
volume d’une cellule unité. À l’équilibre, c’est-à-dire sans gradient de température, le flux
de chaleur est nul et la population de phonons suit la distribution de Bose-Einstein nλ

(eq.(2.17)). À l’inverse, la population de phonons hors-équilibre doit être solution de l’BTE

vλ∇nλ =
∂nλ
∂t

∣∣∣
collision

(2.35)

Dans cette équation, la partie de gauche correspond au terme de diffusion, tandis que
la partie de droite est le terme de collision. Ce dernier inclut toutes les interactions des
phonons, en particulier les interactions phonons-phonons. En supposant que le gradient
thermique est faible, la fonction de distribution de phonons hors-équilibre peut se linéari-
ser

nλ = nλ−vτλ
dnλ

dT

dT

dα
(2.36)

En insérant eq.(2.36) dans l’eq.(2.34), le flux de chaleur selon la direction α peut se ré-
écrire [73, 75]

Qα = 1

V
∑
λ

~ωλ
dnλ

dT
vαλvαλτλ

dT

dα
(2.37)

En utilisant la loi de fourier eq.(2.33), la conductivité thermique phononique peut finale-
ment se mettre sous la forme

κα,β =
1

V
∑
λ

cλvαλvβ
λ
τλ (2.38)

où cλ = ~ωλ dnλ
dT est la chaleur spécifique du phonon λ dans l’approximation harmonique.

Cette équation montre que la chaleur transportée par chaque phonon va dépendre de la
quantité de chaleur qu’il transporte (cλ), de sa vitesse (vλ) et de son temps de vie (τλ). Ce
dernier point permet de comprendre pourquoi l’approximation harmonique ne permet
pas de décrire les phénomènes de transport. En effet, dans cette approche, les phonons
possèdent un temps de vie τλ infini ce qui leur permet de transporter une quantité infinie
de chaleur.
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2.5
L’approximation harmonique

auto-cohérente

Pour pallier aux limitations de la théorie des perturbations, la théorie de l’Approximation
Harmonique Auto-Cohérente (SCHA)[76–81] a été mise en place dans les années 60, afin
de notamment pouvoir étudier les solides quantiques tels que l’hélium solide ou le néon.
De nombreuses équipes ont indépendamment dérivées les équations de la méthode,
si bien que l’on peut retrouver cette approche sous plusieurs dénominations tel que
SCHA [79, 82], Self-Consistent Phonon [78, 80, 83–85] ou encore Self-Consistent Lattice
Dynamics [86, 87]. Si cette approche a été développée pour l’étude des solides quantiques,
elle reste néanmoins applicable à l’étude de solides anharmoniques à haute température
du fait de sa construction non perturbative.

Dans cette section, nous verrons le formalisme du SCHA tel que dérivé depuis les
années 60 avant de nous intérésser aux implémentations modernes dans une approche
ab initio. Enfin, nous finirons cette section par une discussion sur l’interprétation des
équations de la méthode.

2.5.1 Formalisme

Il existe plusieurs façon de dériver les équations du SCHA, utilisant par exemple le
formalisme des fonctions de Green [85, 88] ou d’intégrales de chemin [83]. Ici, on se basera
sur une dérivation passant par l’énergie libre. Bien évidemment, tous les formalismes
aboutissent aux mêmes équations.

On commence par définir un Hamiltonien effectif H̃, muni d’un potentiel de forme
harmonique Ṽ(R)

H̃ =∑
i

P2
i

2Mi
+ Ṽ(R)

Ṽ(R) = 1

2

∑
i , j

(Ri −RRRi )ΘΘΘ(R j −RRR j )

= 1

2

∑
i , j

uiΘΘΘu j

(2.39)

où u sont les déplacements autours des positions d’équilibreRRR, etΘΘΘ sont les IFC effectives.
On utilisera le symboleΘΘΘ pour ces dernières, plutôt queΦΦΦ pour insister sur le côté effectif.
À l’inverse desΦΦΦ, les IFC effectivesΘΘΘ ne sont plus constantes et s’ajustent, en fonction des
conditions thermodynamiques considérées, pour représenter au mieux la SBO.

Dans l’approche basée sur l’énergie libre, le but du SCHA est de trouver le potentiel
effectif minimisant l’énergie libre de Gibbs-Bogoliubov (1.52), qui permet de poser une
borne supérieure à l’énergie-libre du vrai système (voir section 1.2.3 et appendice A.2)

F̃ = F̃0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉Ṽ ≥F (2.40)

où F̃0 est l’énergie libre associée au potentiel effectif et est calculée avec l’équation (2.23).
Ici, on se concentrera sur le cas où seules les IFC effectives sont considérées comme des
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paramètres variationnels, on notera cependant que les positions d’équilibreRRR peuvent
aussi être ajustées lors de la minimisation de l’énergie libre de Gibbs-Bogoliubov. On
cherche donc les paramètresΘΘΘ tel que le gradient de F̃ s’annule

∂F̃
∂ΘΘΘi , j

= 0 (2.41)

Les IFC effectivesΘΘΘ satisfaisant cette équation sont données par [80, 82, 89]

ΘΘΘi , j =
〈
∂V(R)

∂Ri∂R j

〉
Ṽ

(2.42)

Le nature auto-cohérente des équations provient du fait que la moyenne 〈·〉Ṽ se calcule
selon la distribution associée au potentiel effectif munies des IFCΘΘΘ.

2.5.2 Implémentations modernes

Les premières applications du SCHA ont été faites sur des potentiels de paires possédant
une forme analytique simple, ce qui permettait d’effectuer le cycle auto-cohérent eq.(2.42)
en intégrant numériquement les moyennes. Cependant, cela n’est pas possible pour un
potentiel ab initio comme la DFT, et plusieurs méthodes sont apparues récemment dans
la littérature afin d’implémenter le cycle auto-cohérent du SCHA.

On notera d’abord la méthode de Self-Consistent Phonons de Tadano et al[84, 85], qui
demande en premier lieu de déterminer les IFC (non-effectives) jusqu’à l’ordre 4. Une fois
ces dernières obtenues, les équations auto-cohérentes sont intégrées de manière numé-
rique directement sur les fréquences de phonons à partir des équations auto-cohérentes

Ω2
λ =ω2

λ+2Ω2
λ+ Iλ

Iλ =
∑
λ′

~Φ(λ,−λ,λ′,−λ′)
4ΩλΩλ′

2nλ′ +1

2

(2.43)

où Ωλ est la fréquence de phonon renormalisée, Φ(λ,−λ,λ′,−λ′) est la transformée de
Fourier de l’IFC d’ordre 4, et nλ′ est la distribution de Bose-Einstein pour le phonon Ωλ′ .
On peut noter qu’une méthode analogue a été formulée par Ravichandran et Broido [90],
mais où les équations auto-cohérentes sont directement appliquées sur les IFC au lieu des
fréquences de phonons. Formellement, ces équations auto-cohérentes correspondent à
l’application directe du SCHA telle qu’énoncée dans la sous-section précédente mais avec
un potentiel V(R) donné par une expansion de Taylor coupée à l’ordre 4.

D’autres implémentations ne nécessitent pas cette expansion de Taylor, et se basent
plutôt sur un échantillonage stochastique de la SBO selon la distribution donnée par
le potentiel effectif Ṽ(R). On citera ainsi le Stochastic Self-Consistent Approximation
(SSCHA)[82, 91, 92] et le stochastic Temperature Dependent Effective Potential (sTDEP) [93–
95]. Pour la première méthode, l’énergie libre de Gibbs-Bogoliubov est minimisée par
descente de gradient, tandis que pour la seconde, ce sont directement les équations auto-
cohérentes (2.42) qui sont utilisées. Cependant, dans les deux cas, les moyennes sont
calculées à partir d’un ensemble de configurations distribuées selon l’ensemble canonique
du potentiel effectif à la température souhaitée. Pour générer ces configurations, il suffit
d’appliquer des déplacements données par [93, 96]

ui = 1p
Mi

∑
λ

〈Aλ〉ξλ εεεi
λ (2.44)
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où Mi est la masse de l’atome i , Nat est le nombre d’atomes de la supercellule pour laquelle
on génére les déplacements, εεεi

λ
est le vecteur propre du phonon λ pour l’atome i et ξ est

un nombre aléatoire distribué selon une loi normale. La grandeur 〈Aλ〉 est l’amplitude
moyenne du mode λ, et se met sous la forme [93, 94, 96]

〈Aλ〉 =
√

~(2nλ+1)

2NatΩλ

≈
√

2kBT

Ωλ

(2.45)

où la seconde ligne correspond à la limite classique.

Pour le SSCHA, une fois l’ensemble de configurations généré, les calculs ab initio sont
effectués sur ces configurations et la descente de gradient est initialisée, jusqu’à minimi-
sation de l’énergie libre de Gibbs-Bogoliubov [82]. Les configurations sont pondérées à
chaque pas par échantillonage préférentiel, afin de rester selon la distribution du potentiel
effectif du pas courant, et de nouvelles configurations ne sont générées que si trop peu de
configurations contribuent aux moyennes.

Input

Configuration nucléaire
d’équilibre R0

Potentiel V(R), associé
aux forces F(R)

Initialisation

Création de
configurations initiales

{Rinit}
Calcul des forces F(R)
sur ces configurations

Calcul des IFC

Moindre carrés sur les
forces

min
ΘΘΘ

∑
n |F(Rn)−ΘΘΘun |2

Calcul des phonons

Ω2
λ
εεελ = D(q)εεελ

avec D(q) la matrice
dynamique

Vérification de
l’auto-cohérence

Ωnew
λ

=Ωold
λ

?

Nouvelles configurations

ui = 1p
Mi

∑
λ 〈Aλ〉ξλ εi

λ

Calcul des forces F(R)
sur ces configurations

Arrêt du cycle
auto-cohérent

Calcul des
propriétés

non

oui

FIGURE 2.3 – Représentation schématique du cycle auto-cohérent du SCHA dans l’implémentation
sTDEP

Dans le cas de sTDEP, la génération de configurations et les calculs DFT sont effectués à
chaque pas, et les IFC sont calculées par une méthode de moindres carrés sur les forces [93,
94, 97, 98]. L’algorithme correspondant est illustré dans la figure 2.3. Plus de détails sur les
moindres carrés utilisés dans sTDEP seront donnés dans la sous-section suivante.
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2.5.3 Interprétation et limitations du SCHA

Au minimum de l’énergie-libre de Gibbs-Bogoliubov, on obtient des IFC effectives
ΘΘΘ, que l’on peut utiliser pour calculer les phonons du système. Cependant, il peut-être
compliqué d’interpréter à première vue le sens à donner à ces phonons obtenus par SCHA.

Dans l’approximation harmonique, les phonons n’intéragissent pas. L’ajout d’anhar-
monicité à la description va introduire des interactions entre phonons; interactions qui
peuvent être à n ≥ 3 corps. Ces interactions sont entièrement inclues dans le vrai potentiel
V(R), de telle sorte que le terme 〈V(R)− Ṽ(R)〉Ṽ correspond à une moyenne des interactions
phonons-phonons pour un potentiel harmonique Ṽ. Le cycle auto-cohérent du SCHA
consiste donc, de façon imagée, à incorporer le champ-moyen de ces interactions dans
les phonons. Ainsi, les phonons obtenus par SCHA sont renormalisés par les interactions
phonons-phonons, et incluent ainsi de manière explicite les effets de la température.

Cette renormalisation par les interactions entre phonons est introduite de manière
explicite dans une dérivation du SCHA selon un formalisme de fonctions de Green. En
effet, en utilisant les fonctions de Green, le SCHA se dérive en effectuant une boucle
auto-cohérente sur une équation de Dyson[85, 88]. Cependant, cette dérivation permet
également de mettre en lumière une limitation de l’approche. En effet, dans la boucle
auto-cohérente de l’équation de Dyson, seuls des diagrammes d’ordres pairs sont pris en
compte (c’est-à-dire des diagrammes mettant en jeu des IFC d’ordre pair). Ainsi, tous les
diagrammes d’ordres impairs sont ignorés, or ceux-ci peuvent avoir une grande influence
sur les phonons, en étant de magnitude similaire à ceux d’ordre pairs. Pour comprendre
pourquoi seuls les diagrammes d’ordres pairs sont inclus dans la renormalisation par SCHA,
on peut se rappeler que dans l’approximation harmonique, les moyennes canoniques
correspondent à des moyennes gaussiennes. En conséquence, selon une propriété des
moyennes gaussiennes, les termes impairs s’annulent et seuls les termes pairs contribuent
au champs moyen. En ignorant ce type d’interaction, le SCHA a tendance à surestimer les
fréquences de phonons d’un système. De plus, la méthode ne peut donner par construction
que des fréquences de phonons réelles, et n’est donc pas capable de décrire des instabilités
dynamiques à haute température.

Pour contrer ces problèmes, une version améliorée du SCHA a été mise en place,
consistant à rajouter par perturbation les effets des interactions d’ordre 3 sur les pho-
nons renormalisés [84, 85, 99]. On peut aussi mentionner qu’il a été proposé d’utiliser la

hessienne de l’énergie libre de Gibbs-Bogoliubov ∂2F̃
∂Ri∂R j

en tant que constante de force

pour calculer les phonons [82, 91, 100]. Dans cette approche, les IFC du SCHA sont celles
d’un système auxilliaire permettant seulement de calculer les moyennes. La hessienne de
l’énergie-libre de Gibbs-Bogoliubov permet ainsi d’inclure des interactions d’ordre impair,
et il a été montré que cela permet de décrire des instabilités dynamiques et des transitions
de phases du second ordre, ce que ne peut pas faire le SCHA.

Néanmoins, ces approches restent sur une distribution harmonique des déplacements.
Une possibilité d’amélioration de l’approche harmonique effective serait d’utiliser la distri-
bution anharmonique des phonons, de façon à obtenir un champ-moyen tenant compte
des interactions phonons-phonons.
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2.6
TDEP : Le potentiel effectif dépendant de la

température

Le SCHA de la section précédente permet d’inclure les effets des interactions phonons-
phonons à l’aide d’une moyenne sur une distribution issue d’une approximation harmo-
nique renormalisée. Cependant, comme nous l’avons vu, le côté harmonique, qui revient
à faire des moyennes sur des gaussiennes, limite la précision de la méthode à moins
d’utiliser des corrections par théorie des perturbations. Or, la totalité des interactions
phonons-phonons est présente dans le potentiel V(R) et lors d’une simulation AIMD,
toutes les interactions entre phonons sont inclues dans la dynamique. La méthode Poten-
tiel Effectif Dépendant de la Température (Temperature Dependent Effective Potential)
(TDEP)[70, 97, 98, 101], proposée par Hellman et al, part de ce constat pour construire des
IFC renormalisées en utilisant l’AIMD et extraire des phonons prenant en compte les effets
intrinsèques de la température.

2.6.1 Extraction des IFC effectives

Comme pour le SCHA, le point de départ de TDEP est le même Hamiltonien harmo-
nique effectif que pour le SCHA (eq.(2.39))

H̃ = U0 +
∑

i

P2
i

2Mi
+ Ṽ(R)

Ṽ(R) = U0 + 1

2

∑
i , j

(Ri −RRRi )ΘΘΘi , j (R j −RRR j )

= U0 + 1

2

∑
i , j

uiΘΘΘi , j u j

(2.46)

Le but de TDEP est de déterminer les IFC effectivesΘΘΘ en minimisant la différence entre
les forces du modèle harmonique et celles du vrai système à une température donnée
T. Pour cela, on commence par générer un ensemble de données au moyen de simu-
lations AIMD. Les données nécessaires à l’application de TDEP sont constituées d’un
ensemble de forces {F}, de déplacements {u} et d’énergies {V(R)}. On notera que, étant
issues d’AIMD, celles-ci sont distribuées selon l’ensemble canonique associé au potentiel
V(R) à la température de la simulation. Une fois ces données obtenues, les différences
entre les forces issues de l’AIMD et du modèle sont minimisées par moindres carrés. Les
équations permettant de calculer les IFC effectives de TDEP se mettent donc sous la forme

ΘΘΘ= min
ΘΘΘ

1

Ntot

Ntot∑
t=1

|Ft − F̃t |2

= min
ΘΘΘ

1

Ntot

Ntot∑
t=1

|Ft −ΘΘΘut |2
(2.47)

Les paramètresΘΘΘ solutions de cette équation sont donnés par

ΘΘΘ=−〈uTu〉−1 〈uTF〉 (2.48)
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Comme dans le cas des MLIP du chapitre précédent, la résolution des moindres carrés se
fait par décomposition en valeur singulière.

Afin de limiter la complexité du problème, les symétries du cristal (voir annexe A.1)
sont appliquées sur les IFC avant l’ajustement. Ce point, particulièrement important au
vu du coût en temps de calcul de l’AIMD, permet de diminuer drastiquement le nombre
de paramètres à ajuster. Par exemple, pour une supercellule de 4× 4× 4 fois la cellule
conventionelle d’un système cubique centrée (Body Centered Cubic) (BCC), cette étape
permet de réduire le nombre de coefficients à ajuster de près de 150000 à 11.

2.6.2 Calculs de propriétés avec TDEP

Une fois les IFC effectives obtenues, celles-ci peuvent être utilisées pour calculer un
ensemble de grandeurs. Premièrement, toutes les grandeurs que l’on peut calculer dans le
cadre de l’approximation harmonique (spectre de phonons, DOS vibrationelle, constantes
élastiques, . . .) peuvent être extraites des IFC calculées avec TDEP. Néanmoins, il faut noter
qu’étant donné que les IFC effectives incluent les effets intrinsèques de la température,
les grandeurs extraites dépendent elles aussi de la température. Par exemple, les phonons
calculés avec TDEP sont renormalisés, avec des fréquences différentes de celles de l’ap-
proximation harmonique. Cependant, contrairement au SCHA sans correction, TDEP est
capable de prédire une stabilisation dynamique avec la température, traduite par des
fréquences de phonons passant de réelles à imaginaires.

Pour ce qui est de l’énergie libre, dans un papier introduisant la méthode, Hellman et
al [98] proposent d’utiliser le terme U0 du potentiel effectif. Pour cela, ils remarquent que
TDEP possède une énergie libre proche de celle du vrai système si l’énergie du modèle est
en moyenne égale à celle de l’AIMD : 〈V(R)〉 = 〈Ṽ(R)〉. Ils proposent donc de calculer le U0

comme
U0 =

〈
V(R)− Ṽ(R)

〉
(2.49)

pour au final calculer l’énergie libre comme

F̃TDEP = U0 + F̃0 (2.50)

où F̃0 est l’énergie-libre du système harmonique effectif. Bien que le terme U0 soit désigné
comme étant un terme d’énergie de l’état fondamental par les auteurs de la méthode,
on peut y reconnaître le premier terme de l’expansion en cumulant de l’énergie libre de
l’équation (1.46).

2.6.3 TDEP adapté aux alliages

En théorie, la méthode TDEP peut être adaptée aux alliages en utilisant le formalisme
des SQS du chapitre précédent. Cependant, du fait de la brisure des symétries entraînée par
le désordre des SQS, la réduction du nombre de coefficients à ajuster n’est plus applicable,
et les moindres carrés doivent en principe se faire sur (3Nat)2 coefficients. De fait, atteindre
la convergence des IFC pour de tels systèmes demande un nombre de configurations
prohibitif en temps de calcul pour pouvoir l’appliquer dans une approche ab initio. Pour
pallier à ce problème, une extension de TDEP, appelée Symmetry-Imposed Force Constant
(SIFC)[102] a été formulée par Shulumba et al, afin de pouvoir étudier l’anharmonicité
dans les alliages de façon non perturbative.
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Extraction des IFC

Comme pour TDEP appliqué à un cristal, TDEP-SIFC commence par la réalisation
d’une AIMD, avec une SQS de l’alliage que l’on souhaite étudier. Cependant, lors de l’ajus-
tement des IFC, les symétries de la structure sous-jacente de l’alliage sont imposées sur les
coefficients, en ignorant les différences de type atomique provenant de la partie désordon-
née du système. Par exemple, pour un alliage AxB1−x où les atomes sont distribués sur un
réseau BCC, on considérera lors de l’ajustement que les atomes A et B sont équivalents
par symétrie, de sorte que le tenseur aura la même forme que pour cristal BCC mono-
atomique. De la même façon que pour l’application de TDEP pour un cristal, cela permet
de réduire drastiquement le nombre de coefficients, et de fait le nombre de configurations
nécessaires.

Une fois les IFC calculées, deux approches sont possibles pour extraire des phonons,
qui seront renormalisés à la fois par la température et par le désordre. La première consiste
en une application de l’approximation VCA au problème. Pour cela, comme lors de l’extrac-
tion des IFC, les symétries de la structure sous-jacente sont imposées sur la supercellule,
en moyennant les atomes sur les sites désordonnés. Cela permet d’obtenir un spectre
de phonons ayant les même symétries qu’un cristal parfait (non-allié) et de simplifier
grandement le formalisme. Néanmoins, cette approche lisse en grande partie les effets du
désordre. La deuxième approche consiste à extraire les phonons sur la supercellule utilisée
pour extraire les IFC, en rétablissant les brisures de symétrie de l’alliage, ce qui permet
d’inclure le désordre massique dans la description des phonons.

Dans le cadre de ces deux méthodes, il est ensuite possible d’extraire la DOS vibra-
tionnelle, ce qui permet de calculer des propriétés thermodynamiques, telle que l’énergie
libre. Néanmoins, avec la deuxième approche, la matrice dynamique n’est pas celle de la
structure sous-jacente (par exemple fcc) mais celle de la supercellule utilisée pour les IFC.
Il n’est donc plus possible de directement comparer les dispersions de phonons entre un
cristal et un alliage avec la même structure sous-jacente, la première zone de Brillouin
considérée ne possédant pas les mêmes symétries.

Dépliement du spectre de phonons

Pour remédier à ce problème, il est possible d’effectuer une étape de dépliement du
spectre des phonons de l’alliage sur la première zone de Brillouin de la structure sous-
jacente de l’alliage [103]. En effet, en utilisant une supercellule, on diminue la taille de la
première zone de Brillouin de notre système. Cependant, la structure sous-jacente de la
supercellule étant reliée à celle de la cellule unité sur laquelle on souhaite effectuer le dé-
pliement, il est possible d’effectuer une projection des points K de l’espace réciproque de la
supercellule vers les points k de l’espace réciproque de la cellule unité désirée. Néanmoins,
il n’est pas assuré que les 3Nsc phonons de la supercellule se projettent parfaitement sur
les 3Ncu phonons d’un cristal sans désordre. Pour cette raison, les phonons de l’alliage
sont projetés sur la fonction spectrale de la cellule unité A(k,ω) = δ(ω−ωk). Pour cela, on
commence par projeter les phonons de la supercellule sur sa fonction spectrale As(K,ω)
en sommant sur les 3Nsc modes Λ de la supercellule

As(K,ω) =∑
Λ

δ(ω−ωK,Λ) (2.51)
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La fonction spectrale de la cellule unité est ensuite reconstruite en utilisant les opérateurs
de projections Pk et les vecteurs propres des phonons de la supercellule EK,Λ

A(k,ω) = 1

|{k}|
∑

k′∈{k}

∑
Λ

|Pk′
EK,Λ|2δ(ω−ωK,Λ) (2.52)

où l’opérateur Pk′
projette les vecteurs propres des phonons de la supercellule sur le vecteur

k′ et {k} correspond à l’ensemble des vecteurs cristallographiquement équivalent à k. Ainsi
la somme sur les {k} permet d’obtenir une fonction spectrale moyennée sur les directions
équivalente par symétrie, et donc de rétablir les symétries de la fonction spectrale.

La fonction spectrale A(k,ω) ainsi obtenue correspond à la dispersion de phonons de
l’alliage, que l’on pourra comparer avec des résultats expérimentaux. Contrairement à la
relation de dispersion pour un système ordonné, pour lequel les fréquences sont réparties
selon des delta de Dirac, on obtient ici un élargissement des fréquences. Dans le cas où cet
élargissement est suffisament faible, et où la fonction spectrale peut s’approximer par une
somme de distributions Lorentziennes, l’image de quasiparticules est toujours valide. On
peut alors interpréter cet élargissement comme une contribution au temps de vie pour les
phonons, venant de l’interaction entre ceux-ci et le désordre.
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Du fait de son application avec succès sur une grande variété de systèmes, la méthode
TDEP est devenue une méthode de référence pour étudier les systèmes fortement anhar-
moniques. Depuis son introduction en 2011 [97], la méthode a connu plusieurs extensions,
permettant par exemple une application aux alliages, avec SIFC [102, 104], ou le calcul des
propriétés liées aux temps de vie des phonons [101]. Ainsi, il existe aujourd’hui plusieurs
codes implémentant cette méthode, notamment TDEP [98], Hiphive [105] et une implé-
mentation dans le code de structure électronique Abinit [70], qui sera celle utilisée dans ce
travail.

Cependant, la dérivation de la méthode est heuristique et il n’existe aucune justification
quand à l’utilisation de moindres carrés pour construire un modèle harmonique effectif.
Cette absence de fondement rend difficile la compréhension des résultats obtenus avec
TDEP et complique la dérivation de développements ultérieurs. Pour le SCHA, la présence
d’une dérivation formelle a permis par exemple de montrer que dans ce formalisme, les
phonons doivent être extraits à partir d’une matrice dynamique issue de la hessienne de
l’énergie-libre, et non des IFCΘΘΘ du système effectif[91]. Du fait de la similarité entre les
deux méthodes, il a été suggéré que cela s’appliquait aussi à TDEP[106], mais l’absence
de formalisme cohérent associé à TDEP ne permet pas de s’assurer de la validité de cette
suggestion.

Finalement, il est important d’interpréter ce à quoi correspond TDEP, afin de com-
prendre les avantages et limitations de la méthode. Dans ce chapitre, nous nous attellerons
ainsi à la construction d’un formalisme cohérent permettant d’étudier les systèmes an-
harmoniques. À partir d’une approche variationnelle, nous montrerons que TDEP, tel que
présenté dans le chapitre précédent, est une application directe de ce formalisme. Cette
base cohérente nous permettra de formaliser le calcul de propriétés thermodynamiques
avec TDEP. Le calcul des phonons dans ce formalisme sera explicité, ainsi que la possi-
bilité de décrire des instabilités dynamiques. Ce chapitre sera divisé en deux sections, la
première se consacrant au formalisme classique, tandis que la deuxième nous permettera
d’introduire TDEP dans le formalisme quantique.
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1.1
Formalisation du potentiel dépendant de la

température dans la limite classique

1.1.1 Dérivation variationelle de TDEP

Exposé du problème

On considère un système de noyaux en interaction dans l’ensemble canonique à une
température inverse β= 1

kBT et muni d’un Hamiltonien

H =∑
i

P2
i

2Mi
+V(R) (1.1)

On supposera que les atomes vibrent autour de positions d’équilibres 〈R〉 et qu’il n’y a pas
de diffusion, de telle sorte que les atomes ne sortent pas de leurs volume de Wigner-Seitz.

De manière analogue à la dérivation originale, on commence par définir un Hamilto-
nien harmonique effectif

H̃ =∑
i

P2

2Mi
+ Ṽ(R)

Ṽ(R) = 1

2

∑
i , j

(
Ri −RRRi

)
ΘΘΘi , j

(
R j −RRR j

)
= 1

2

∑
i , j

uiΘΘΘi , j u j

(1.2)

Comme pour SCHA, cet Hamiltonien possède comme paramètres ΘΘΘ, les constantes de
forces effectives et RRR, les positions d’équilibres effectives. L’énergie-libre associée à cet

Hamiltonien s’écrit F̃0 = −kBTln
[
Z̃

]
où Z̃ = ∫

dRe−βṼ(R) est la fonction de partition du
potentiel harmonique effectif à la température T. À l’aide des inégalités de Jensen (voir
appendice A.2), on peut effectuer un encadrement de la vraie énergie libre F associée à H

F̃0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉 ≤F ≤ F̃0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉Ṽ (1.3)

où 〈.〉Ṽ indique une moyenne prise selon l’ensemble canonique associé à Ṽ, et 〈.〉 à V. On
peut reconnaître dans le terme de droite de cette équation l’inégalité de Gibbs-Bogoliubov.
Ainsi, la minimisation du terme de droite correspond au formalisme SCHA présenté dans
le chapitre précédent.

Ici, on s’intéressera au terme de gauche, qui permet de poser une borne inférieure à
l’énergie-libre F . Le point important à noter sur ce terme est que la moyenne des diffé-
rences d’énergie est prise selon le vrai ensemble thermodynamique. Pour simplifier les
notations, on définira une énergie-libre de TDEP F̃

F̃ (RRR,ΘΘΘ)
def= F̃0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉 ≤F (1.4)

À l’inverse de SCHA, où l’on cherche à minimiser une fonction similaire, la meilleure
approximation de F̃ est ici assurée par le modèle harmonique effectif maximisant F̃ (RRR,ΘΘΘ).
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Pour la suite, on définira F̃ , la meilleure approximation de l’énergie libre, ainsi que
F̃ (RRR), la meilleure approximation pour des positions d’équilibres données par

F̃ = max
RRR,ΘΘΘ

[
F̃ (RRR,ΘΘΘ)

]
(1.5a)

F̃ (RRR) = max
ΘΘΘ

[
F̃ (RRR,ΘΘΘ)

]
(1.5b)

Étant donné que l’on cherche un extremum de l’énergie-libre, les paramètres de F̃ (RRR,ΘΘΘ)
s’obtiennent en annulant le gradient de cette énergie libre

∇ΘΘΘF̃ (RRR,ΘΘΘ) = 0 (1.6a)

∇RRRF̃ (RRR,ΘΘΘ) = 0 (1.6b)

Ces équations sont le point de départ de notre dérivation. Jusqu’à maintenant, aucune
supposition n’a été faite sur un formalisme quantique ou classique. Pour la suite, et dans le
but de simplifier les notations, on se placera dans la limite classique. Cependant, il est aussi
possible d’appliquer un formalisme quantique, ce qui sera le sujet de la section suivante.

Dérivation des solutions au problème variationnel dans le cas classique

On commence par appliquer le gradient de F̃0 par rapport àΘΘΘ

∇ΘΘΘF̃0 =−∇ΘΘΘkBTln
(∫

dRe−β 1
2 uTΘΘΘu

)
= 1

2

∫
dRuTue−β 1

2 uTΘΘΘu∫
dRe−β 1

2 uTΘΘΘu

= 〈uTu〉Ṽ

2

(1.7)

Pour le gradient de 〈V(R)− Ṽ(R)〉, on trouve

∇ΘΘΘ 〈V(R)− Ṽ(R)〉 =∇ΘΘΘ 〈V(R)〉−∇ΘΘΘ 〈1

2
uTΘΘΘu〉

=−〈uTu〉
2

(1.8)

En réunissant les équations (1.6a), (1.7) et (1.8), on trouve que le potentiel qui maximise
l’énergie libre variationelle est celui qui donne la même matrice de covariance des dépla-
cements autour deRRR que le vrai système

〈uTu〉Ṽ = 〈uTu〉 (1.9)

Or, la distribution des déplacements u associée au potentiel effectif correspond à une
gaussienne multivariée centrée, et ayant une matrice de covariance ΣΣΣ = (βΘΘΘ)−1. Et par
définition, pour une telle distribution gaussienne, on aΣΣΣ= 〈uTu〉Ṽ . Cela nous permet de
retrouver l’égalité suivante

βΘΘΘ= 1

〈uTu〉Ṽ

= 1

〈uTu〉
(1.10)
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où le passage de la première à la deuxième ligne utilise la relation 1.9. Nous pouvons ainsi
définir les IFC effectives maximisant l’énergie libre F̃

ΘΘΘ= kBT

〈uTu〉 (1.11)

On notera que cette formulation est utilisée dans une autre méthode permettant de calculer
des phonons à l’aide de simulations MD [107]. Cependant, cela ne correspond pas aux IFC
telles que calculées par TDEP.

Pour faire ressortir la formulation construite sur un ajustement par moindres carrés, il
faut utiliser une astuce similaire à celle utilisée pour dériver l’équipartition de l’énergie
généralisée. On commence par l’égalité suivante

1

Z

∫
WS

dRe−βV(R) = 1 (1.12)

où les bornes de l’intégrale (noté WS) correspondent au volume de Wigner-Seitz autour
de chaque atome. Cette égalité est permise par notre supposition initiale que les atomes
ne diffusent pas en dehors de leur volume de Wigner-Seitz, de sorte que la probabilité
d’avoir un atome en dehors du volume de WS est 0. En effectuant ensuite une intégration
par partie sur la variable Ri , on retrouve

1

Z

∫
d
[
Ri e−βV(R)]Rmax

i

Rmin
i

d N−1R+ 1

Z

∫
dRβRi

∂V(R)

∂Ri
e−βV(R) = 1 (1.13)

En utilisant notre hypothèse de départ, qui correspond à l’annulation de la probabilité
d’avoir un atome en dehors du volume de WS, le premier terme s’annule, et l’on obtient
donc

− 1

Z

∫
dR(Ri −Ri +Ri )Fi e−βV(R) = kBT (1.14)

avec les forces s’appliquant sur l’atome i définies par Fi =−∂V(R)
∂Ri

. Notre système étant à
l’équilibre en l’absence de force extérieure, la moyenne des forces s’annule, de sorte que
〈Ri F〉 =R〈F〉 = 0, où on a utilisé le fait queRRR est un paramètre constant du Hamiltonien
effectif pour faire sortir ce terme de la moyenne. En rappelant la définition R−RRR= u, cela
nous permet de retrouver

−〈ui F j 〉 = kBTδi , j (1.15)

En posant I la matrice identité, on obtient le résultat suivant

−〈uTF〉 = kBTI (1.16)

que l’on peut injecter dans l’équation (1.11) pour finalement obtenir les IFC effectives sous
la forme

ΘΘΘ=−〈uTu〉−1 〈uTF〉 (1.17)

On peut reconnaître dans cette équation le résultat d’une solution de moindres carrés
linéaire ajustant les forces sur un modèle harmonique, c’est-à-dire l’eq.(2.48) de la première
partie de cette thèse.
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Pour le gradient de F̃ (RRR,ΘΘΘ) par rapport aux positions d’équilibre effectivesRRR, on utilise
le fait que F̃0 et V(R) sont indépendantes deRRR, ce qui donne

∇RRRF̃ (RRR,ΘΘΘ) =∇RRRF̃0 +∇RRR 〈V(R)〉−∇RRR 〈Ṽ(R)〉
=−∇RRR

〈
1

2

(
R−RRR

)T
ΘΘΘ

(
R−RRR

)〉
=−ΘΘΘ〈R−RRR〉
= 〈F̃〉

(1.18)

Ainsi, la meilleure approximation de l’énergie-libre est donnée par le système effectif où
les positions effectivesRRR sont égales aux vraies valeurs moyennes des positions

RRR= 〈R〉 (1.19)

Avant de passer à la suite de la construction du formalisme, la figure 1.1 présente
une vérification numérique de l’égalité (1.16). Cette figure a été construite en effectuant
une simulation de dynamique moléculaire d’une supercellule de 64 atomes de silicium
diamant à 300K, avec un potentiel Tersoff modifié. Sur cette image, un pixel correspond
à une entrée de la matrice −〈uTF〉 (de taille 3Nat ×3Nat), en unité de kB. On remarque
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FIGURE 1.1 – Vérification numérique de l’égalité −〈uTF〉 = kBTI. Chaque point de l’image corres-
pond à une entrée de la matrice −〈uTF〉 (de taille 3Nat ×3Nat), en unité de kB.

imédiatement que les termes non-diagonaux oscillent autour de 0, tandis que les termes
sur la diagonale sont proches de 300kB, vérifiant ainsi la relation 1.16. Les fluctuations
autour des valeurs prédites théoriquement sont dues au manque de statistique. Cependant
en faisant une moyenne sur les termes diagonaux, on obtient une valeur de 293kB (contre
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300kB théoriquement), tandis que l’on obtient une valeur de l’ordre de 1kB pour les termes
non-diagonaux. Dans une application pratique de TDEP, cela montre la nécessité de
l’étape d’imposition des symétries du système, afin d’améliorer, entre autre, la statistique
de la moyenne −〈uTF〉.

1.1.2 Propriétés thermodynamiques dans l’approche TDEP classique

L’ensemble des grandeurs thermodynamiques d’un système peut se formuler au moyen
de l’énergie libre F . Ainsi, en construisant TDEP sur un principe variationel, il est possible
d’ancrer les propriétés calculées avec la méthode sur un formalisme cohérent. Pour cela, il
suffit de dériver les grandeurs thermodynamiques souhaitées à partir de F̃ .

L’énergie interne peut s’écrire comme U =−∂ ln
(
e−βF )

/∂β. Appliquée au formalisme
précédent, cela permet d’écrire l’énergie interne Ũ de TDEP comme

Ũ = Ũ0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉 (1.20)

où Ũ0 =
〈∑

i
P2

i
2Mi

〉
Ṽ
+〈Ṽ〉Ṽ = 3NatkBT est l’énergie interne du système harmonique effectif.

Par ailleurs, il est possible de montrer que dans la limite classique, l’énergie interne de
TDEP est strictement égale à l’énergie libre du vrai système. En effet, en l’absence d’effets
quantiques, la contribution cinétique de l’énergie interne est la même pour le vrai système
et le système effectif. Cela provient de la possibilité d’intégrer analytiquement la partie
cinétique de la fonction de partition, ainsi que de la distribution gaussienne des vitesses.

La contribution cinétique à l’énergie interne est donc 〈∑i
P2

i
2Mi

〉
Ṽ
= 〈∑i

P2
i

2Mi
〉 = 3

2 NatkBT. De
plus, en utilisant (1.7) et (1.8), on peut montrer l’égalité suivante :

〈Ṽ〉 = 1

2

∑
i , j
ΘΘΘi , j 〈ui u j 〉

= 1

2

∑
i , j
ΘΘΘi , j 〈ui u j 〉Ṽ

= 3

2
NatkBT

(1.21)

où le passage de la deuxième à la troisième ligne se fait en utilisant la définition de
la contribution potentielle à l’énergie interne d’un système harmonique classique
1
2

∑
i , j ΘΘΘi , j 〈ui u j 〉Ṽ = 3

2 NatkBT. Ainsi, en utilisant le fait que l’énergie interne du vrai système

se met sous la forme U = 3
2

∑
i

〈
P2

i
2Mi

〉
+〈V(R)〉, on trouve

Ũ = Ũ0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉

=∑
i

〈
P2

i

2Mi

〉
Ṽ

+ 1

2

∑
i , j

〈uiΘΘΘi , j u j 〉Ṽ +〈V(R)− Ṽ(R)〉

=∑
i

〈
P2

i

2Mi

〉
+〈Ṽ(R)〉Ṽ +〈V(R)− Ṽ(R)〉

=∑
i

〈
P2

i

2Mi

〉
+〈Ṽ(R)〉+〈V(R)− Ṽ(R)〉

=U

(1.22)
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l’énergie interne de TDEP est donc bien égale à celle du vrai système. Étant donné que
le potentiel harmonique effectif est ajusté sur le vrai potentiel, on peut s’attendre à ce
que les fluctuations de V(R)− Ṽ(R) soient moins importantes que celles de V(R). Cela
permet d’accélerer la convergence de l’énergie interne en utilisant Ũ plutôt que U . Une
illustration de cette baisse de fluctuations est présente sur la figure 1.2 sur deux exemples.
Le premier, se base sur le système modérement anharmonique qu’est le silicium à 900K,
décrit par un potentiel Tersoff. Le second est l’uranium dans sa phase BCC décrit par un
potentiel MEAM à 1200K, qui est un système très fortement anharmonique. Dans les deux
cas, la quantité 〈V(R)− Ṽ(R)〉+ 3

2 kBT oscille autour de la moyenne 〈V(R)〉, mais avec des
fluctuations d’amplitudes moins elevées. On notera qu’un principe similaire a déjà été
utilisé dans la littérature, sous le formalisme de la Moyenne Projeté Harmoniquement [108].

FIGURE 1.2 – Illusration de la faible variance de V(R)−Ṽ(R)+ 3
2 kBT comparé à V(R) sur deux systèmes

munis de potentiels classiques. La ligne en traits tirés horizontaux correspond à la valeur moyenne
〈V(R)〉. Les courbes de gauches correspondent aux valeur de l’énergie le long de la trajectoire en
eV/at, tandis que les courbes de droite sont les distributions des énergies. a) Le silicium Tersoff à
900K. b) L’uranium-MEAM BCC à 1200K.

On peut définir l’entropie comme S = 1
T

(
U −F

)
. Appliqué à TDEP, cela donne

S̃ = 1

T

(
Ũ − F̃

)
= 1

T

(
Ũ0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉− Ũ0 +TS̃0 −〈V(R)− Ṽ(R)〉)

= S̃0

(1.23)

où F̃0 =U0 +TS̃0 est l’énergie libre du système harmonique effectif avec S̃0 son entropie.
Ainsi, l’entropie de l’approximation TDEP correspond à l’entropie du système harmonique
effectif. En utilisant la formulation de l’énergie libre F =U +TS , cela signifie que l’erreur
que commet TDEP sur l’énergie libre dans la limite classique est entièrement comprise
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dans cette estimation de l’entropie. En effet

F − F̃ =U − Ũ −T(S− S̃)

= T(S̃−S)
(1.24)

En conséquence, améliorer l’estimation de l’énergie libre de TDEP doit passer par une
correction de l’entropie.

1.1.3 Instabilité dynamique

En utilisant TDEP, il est possible d’observer des phonons avec des fréquences ima-
ginaires. Dans l’approximation harmonique, de telles fréquences s’interprètent comme
décrivant une instabilité dynamique. Or cette interprétation est possible car les phonons
sont calculés à l’aide de la dérivée seconde de l’énergie. Une fréquence imaginaire indique
une courbure négative de la surface d’énergie potentielle et donc l’absence de force de
rappel. Pour TDEP, cette relation entre force de rappel et fréquence des phonons n’est
plus valable. Néanmoins, il reste possible d’interpréter ces fréquences imaginaires comme
décrivant une instabilité dynamique.

Pour cela, il faut utiliser l’énergie-libre de TDEP dépendante des positions d’équilibre
effectives F̃ (RRR). La dérivation de ce chapitre a montré qu’au maximum de cette énergie-
libre, les positions d’équilibre sont celles du vrai système. Cela signifie que la hessienne
de l’énergie-libre ∂2F̃ (RRR)/∂RRR∂RRR est négative définie pour RRR= 〈R〉, ce qui correspond à
une courbure négative. Cependant cette courbure peut aussi être positive en utilisant des
positions d’équilibre effectivesRRR 6= 〈R〉.
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FIGURE 1.3 – Illustration à une dimension de −F̃ (RRR) calculé par TDEP pour un système présentant
une transition de phase du second ordre. Au dessus de la température critique Tc , la position
d’équilibre estRRR= 0. −F̃ (0) est donc à un minimum, de sorte que sa dérivée seconde est positive.
En dessous de Tc , −F̃ (0) est un maximum, etRRR= 0 n’est plus le paramètre d’ordre d’équilibre. En
conséquence, la dérivée seconde de −F̃ (0) est négative.

L’utilisation de la courbure de l’énergie-libre permet de faire un rapprochement avec la
théorie de de Landau des transitions de phases du second ordre. On suppose que notre
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système peut se décrire par un paramètre d’ordre RRR, qui correspond ici aux positions
d’équilibre. On suppose de plus que le système possède une phase haute température de
haute symétrie, avec un paramètre d’ordreRRRHT, et une phase basse température de basse
symétrie, de paramètre d’ordreRRRBT. On nommera Tc la température de transition entre les
deux phases. On commence par se placer dans la phase de haute symétrie avecRRRHT, à une
température T > Tc . À cette température, les positions d’équilibre sont égales aux positions
d’équilibre effectives :RRRHT = 〈R〉. Dans ces conditions, la hessienne de l’énergie libre, donc
la courbure de l’énergie libre F̃ (RRR), est négative définie. Cet état est illustré sur la figure
1.3, avec la courbe rouge (représentant −F̃ (RRR)). En baissant la température, le maximum
devient de moins en moins prononcé, c’est-à-dire que la courbure (ou hessienne) àRRR=
RRRHT augmente. En arrivant à la température de transition, T = Tc , le système arrive à
un point selle, et la hessienne s’annule. En continuant de baisser la température, les
positions d’équilibres 〈R〉 se déplacent le long du paramètre d’ordre. Ainsi, les positions
d’équilibre ne sont plus égales au paramètre d’ordre de la phase haute température, mais
à au paramètre d’ordre de la phase basse température RRRBT. La hessienne de l’énergie-
libre, prise au paramètre d’ordreRRRHT est cependant positive définie. Sur la figure 1.3, cela
correspond à la courbe bleu (représentant −F̃ (RRR)).

Les phonons de TDEP se calculent avec la matrice dynamique D

D = M− 1
2ΘΘΘM− 1

2 (1.25)

À partir du gradient de l’énergie-libre par rapport aux positions effectivesRRR eq.(1.18), on
peut facilement montrer que cette matrice dynamique est proportionnelle à l’opposée de
la hessienne de l’énergie-libre

Di , j =− 1√
Mi M j

∂2F̃
∂RRRi∂RRR j

(1.26)

La multiplication par la racine de l’inverse des masses ne changeant pas le caractère positif
ou négatif de la hessienne, une hessienne négative définie est en conséquence associée à
des phonons de fréquences réelles. En revanche, une hessienne positive définie donnera
des phonons imaginaires. Ainsi, des phonons imaginaires obtenus par TDEP sont un signe
d’une instabilité structurelle associée à une transition de phase.

Mesure de l’anharmonicité

Dans la référence[109], une mesure de l’anharmonicité a été proposée. Celle-ci se
base sur la comparaison entre l’approximation harmonique, avec les vraies IFC (définies
par la dérivée seconde de l’énergie autour des positions idéales), et le potentiel incluant
les contributions anharmoniques. En notant Fharm =−ΦΦΦu les forces de l’approximation
harmonique, on peut définir la contribution anharmonique aux forces comme Fanh =
F−Fharm. La mesure d’anharmonicité de Knoop et al utilise la distribution des forces à
une température T pour estimer la contribution anharmonique pour le système étudié.
Pour cela, il suffit de calculer les largeurs de la distribution des forces σF = 〈F2〉 et des
contributions anharmoniquesσFanh = 〈F2

anh〉, la mesure d’anharmonicitéσA(T) se calculant
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comme la racine carré du ratio de ces deux quantités

σA(T) =
√

〈F2
anh〉

〈F2〉

=
√

〈(F−Fharm)2〉
〈F2〉

(1.27)

où les moyennes sont calculées à la température T. Cette quantité est normalisée, ce qui
permet de la comparer entre plusieurs systèmes ou températures. Les différents exemples
d’estimation de cette quantité[109] montrent que σA permet en effet une mesure fiable de
l’anharmonicité d’un système.

Pour TDEP, on peut définir une quantité similaire σ̃ en utilisant les forces du potentiel
effectif F̃ =−ΘΘΘu au lieu des forces du potentiel harmonique

σ̃=
√

〈(F− F̃)2〉
〈F2〉 (1.28)

Cependant, la différence F− F̃ ne peut plus être définie comme la contribution anharmo-
nique et cette quantité n’est plus une mesure de l’anharmonicité. Au vu de l’interprétation
des phonons de TDEP en tant que limite statique (voir section suivante), on peut utiliser σ̃
comme mesure de la contribution anharmonique dynamique du système. Pour illustrer
la pertinence de cette mesure, on peut regarder les valeurs de σ̃ pour les simulations pré-
sentés sur la figure 1.2. Pour le silicium Tersoff à 900K, σ̃= 0.27, ce qui indique un système
modérément anharmonique. Pour l’uranium MEAM à 1200K, cette quantité vaut σ̃= 0.59,
ce qui rend compte de la très forte anharmonicité dynamique du système.

1.1.4 Conclusion

Dans cette section, nous avons dérivé un formalisme permettant d’étudier les systèmes
anharmoniques en se basant sur une expansion en cumulant de la différence énergie libre
entre le vrai système et un système harmonique effectif. Il a été montré que l’optimisation
du modèle effectif permet de retrouver les équations des moindres carrés de TDEP, per-
mettant ainsi de poser la méthode sur des fondations solides. À partir de celles-ci, il est
possible de dériver un ensemble de propriétés cohérentes avec le principe d’expansion en
cumulant, comme par exemple les propriétés thermodynamiques ou les phonons. Enfin,
cette dérivation permet une interprétation des fréquences de phonons négatives que peux
obtenir TDEP. Des arguments se basant sur la théorie des transitions de phases de Lan-
dau montrent en effet que ces fréquences sont associés à des instabilités structurelles du
système étudié. Enfin, si la dérivation présentée ici se place dans la limite classique, il est
possible de formuler une méthode similaire dans un contexte quantique. Cette dérivation
sera le sujet de la section suivante.

77



PARTIE II. CONTRIBUTIONS AU DOMAINE

1.2
Le potentiel dépendant de la température

dans le formalisme quantique

La section précedente s’est concentrée sur une dérivation de TDEP dans la limite clas-
sique. Cependant, la présence d’anharmonicité n’est pas limitée aux systèmes classiques
et certains cristaux quantiques, notamment ceux contenant de l’hydrogène ou de l’hé-
lium, présentent une anharmonicité significative [110]. De plus, les phonons sont des
quasiparticules quantiques et une interprétation des phonons de TDEP nécessite donc
un formalisme quantique. Ainsi, le passage de la limite classique à la limite quantique
n’est pas trivial, et il est donc nécessaire d’effectuer le travail précédent en tenant compte
explicitement des effets quantiques nucléaires.

C’est le but de cette section, qui utilisera le formalisme des intégrales de chemins de
Feynamn pour dériver une version quantique de TDEP. Cela nous permettra de construire
un formalisme cohérent permettant de décrire l’anharmonicité de solides autant classiques
que quantiques, en plus de donner une interprétation aux phonons tels qu’obtenus par la
méthode.

L’inégalité qui fonde la dérivation de TDEP dans la limite classique est valable dans un
formalisme quantique (voir appendice A.2). On se basera donc sur l’inégalité suivante

F ≥ F̃0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉 def= F̃ (1.29)

et l’on cherchera à obtenir les paramètresΘΘΘ etRRR qui maximisent l’énergie-libre de TDEP
F̃ . Ainsi, les équations que l’on cherche à résoudre sont les suivantes

∇ΘΘΘF̃ (RRR,ΘΘΘ) = 0 (1.30a)

∇RRRF̃ (RRR,ΘΘΘ) = 0 (1.30b)

On notera que la seule différence entre ces équations et les équations (1.6a) et (1.6b) est que
ici, les différentes grandeurs apparaissant, comme F̃ , F̃0 ou 〈V(R)− Ṽ(R)〉, sont évaluées
selon le formalisme quantique.

1.2.1 La formulation en intégrale de chemin de la mécanique statis-
tique quantique

En plus des hypothèses de départ du cas classique, c’est à dire sur la forme du Hamil-
tonien et la probabilité nulle d’un atome en dehors de son volume de Wigner-Seitz, on
supposera ici les atomes discernables. On cherche à concevoir un formalisme incluant
les effets quantiques et ayant pour contrainte d’être à la fois applicable en pratique avec
les méthodes de simulations et d’obtenir dans la limite classique la méthode TDEP de
la section précédente. En pratique, les effets nucléaires quantiques sont inclus dans les
simulations avec le formalisme des intégrales de chemin de Feynman [111], et il est donc
naturel de nous placer dans cette approche. Cette formulation repose sur la construction
d’un polymère effectif où les P monomères sont des répliques du système, connectées
entre elles par des oscillateurs harmoniques. Dans cette section, R désignera donc les

3PNat degrés de liberté de ce polymère, tandis que R( j )
i désignera l’atome i du monomère
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j , avec la relation cyclique R(P+1) = R(1). Dans la formulation discrétisée des intégrales de
chemin, la fonction de partition du système quantique peut s’écrire sous la forme d’une
fonction de partition configurationelle de ce polymère [112–115]

Z = lim
P→∞

∫
dR(1) . . .

∫
dR(P)e−βVPI(R) (1.31)

où VPI est le potentiel effectif du polymère

VPI(R) = Vsp(R)+ 1

P

P∑
p

V(R(p)) (1.32)

et Vsp (sp pour "spring") est le potentiel harmonique reliant les répliques du système entre
elles, de la forme

Vsp(R) = ω2
P

2

P∑
p

(
R(p) −R(p−1))M

(
R(p) −R(p−1)) (1.33)

avec ωP =
√

P
β . Pour alléger la notation, on supposera pour la suite être dans la limite

P →∞ et on utilisera la notation suivante∫
dR(1) . . .

∫
dR(P) →

∫
dPR (1.34)

L’avantage de cette formulation est qu’elle permet d’obtenir une approximation contrô-
lée de la fonction de partition quantique en fonction du nombre de répliques P du système.
De plus, en construisant un système effectif classique, la méthode des intégrales de che-
mins se prête facilement aux simulations, comme le montre les méthodes de Dynamique
Moléculaire et Monte-Carlo [112] en Intégrales de Chemin (PIMD et PIMC). Le principal
inconvénient des méthodes utilisant ce formalisme provient du coût de calcul important
engendré par la multiplication des répliques du système. On notera de plus que les dyna-
miques décrites par la PIMD sont fictives et que les propriétés calculées ne sont exactes
que pour les propriétés statiques [113, 114].

Pour une observable O(R) locale (ne dépendant que des positions R), la moyenne se
met sous la forme [113, 114]

〈O(R)〉 = 1

Z

∫
dPR O(R)e−βVPI(R) (1.35)

où O(R) est la moyenne sur le polymère de l’observable O(R)

O(R) = 1

P

P∑
p

O(R(p)) (1.36)

Pour les corrélations entre deux observables A(R) et B(R), quelques précautions sont
cependant à prendre. En effet, on distinguera les corrélations (statiques) usuelles, de la
forme CAB(0) = 〈A(R)B(R)〉, qui se calculent avec l’équation précédente, des transformées
de Kubo des corrélations (statiques) KAB(0) = 〈〈A(R)B(R)〉〉. Dans la limite statique et selon
la notation utilisée ici, ces dernières s’écrivent [114, 116]

KAB(0) = 〈〈A(R)B(R)〉〉
= 1

Z

∫
dPR A(R) B(R)e−βVPI(R) (1.37)
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Dans la formulation de Schrödinger de la mécanique quantique, les transformées de Kubo
des fonctions de corrélations KAB(t ) se mettent sous la forme

KAB(t ) = kBT

Z

∫ β

0
dλTr

[
e−(β−λ)ĤÂe−λĤe i Ĥt B̂e−i Ĥt ] (1.38)

tandis que les corrélations usuelles s’écrivent

CAB(t ) = 1

Z
Tr

[
e−βĤÂe i Ĥt B̂e−i Ĥt ] (1.39)

Ce qui nous intéressera ici, est le fait que ces deux corrélations contiennent les mêmes
informations et sont reliées par l’équation

CAB(ω) = βω

1−e−βωKAB(ω) (1.40)

où CAB(ω) (KAB(ω)) est la transformée de Fourier de CAB(t ) (KAB(t )).

Les transformées de Kubo de fonctions de corrélations ont reçu beaucoup d’atten-
tion dans la littérature, notamment pour la détermination de fonction de corrélations
dynamiques [113–115, 117–119]. Cependant, on restera ici dans une approche statique.

En plus du formalisme par intégrale de chemin, nous aurons besoin du formalisme
construit sur le centroïde [113, 117, 120–122]. Cette quantité, que l’on notera Rc et qui
correspond au centre de masse du polymère effectif

Rc = 1

P

∑
p

R(p) (1.41)

permet de construire un formalisme exact de la mécanique quantique statistique ayant
une forme analogue à la limite classique. En effet, on peut écrire la fonction de partition
quantique sous la forme

Z =
∫

dPRe−βVPI(R)

=
∫

dRc

∫
dPRδ(Rc − 1

P

∑
p

R(p))e−βVPI(R)

=
∫

dRc e−βVc (Rc ) (1.42)

où Vc (Rc ) est un potentiel effectif s’appliquant sur ce centroïde. Ce potentiel se met sous la
forme

Vc (Rc ) =−kBTln
(
ρc (Rc )

)
(1.43)

où ρc (Rc ) correspond à la densité du centroïde, qui s’écrit comme une intégrale de chemin

ρc (Rc ) =
∫

dP Rδ
(
Rc − 1

P

∑
p

R(p))e−βVPI(R) (1.44)

La particularité de l’intégrale de chemin précédente est qu’elle est contrainte aux che-
mins ayant un centroïde Rc . Enfin, on notera que les forces s’appliquant sur le centroïde
s’écrivent

Fc =−∂Vc (R)

∂R

=−1

P

∑
p

∂V(R(p))

∂R

= 1

P

∑
p

F(p)

(1.45)
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1.2.2 Dérivation des solutions au problème variationnel dans le cas
quantique

Maintenant que nous avons défini le formalisme quantique utilisé, nous pouvons
passer à la dérivation des solutions des équations (1.30a) et (1.30b). Pour le gradient de
l’énergie libre du modèle harmonique, on retrouve un résultat similaire au cas classique

∇ΘΘΘF̃0 =−∇ΘΘΘkBTln
[
Z̃

]
=−kBT

Z̃
∇ΘΘΘ

∫
dPR e−βVPI(R)

= kBT

Z̃

∫
dPR

(− β

2
uTu

)
e−βVPI(R)

= 〈uTu〉Ṽ

2

(1.46)

Il en est de même pour le gradient vis-à-vis de 〈V(R)− Ṽ(R)〉

∇ΘΘΘ 〈V(R)− Ṽ(R)〉 =−1

2
∇ΘΘΘ 〈uTΘΘΘu〉

=−〈uTu〉
2

(1.47)

Ainsi, comme pour le cas classique, on retrouve que les IFC effectives donnant la meilleure
approximation de l’énergie libre sont données par celles reproduisant les corrélations
usuelles des déplacements

〈uTu〉Ṽ = 〈uTu〉 (1.48)

Cependant, la relation entre les constantes de forces et la variance des déplacements
pour un potentiel harmonique est ici plus complexe que dans le cas classique à cause
de la dispersion des répliques du polymère. Comme les corrélations usuelles et leurs
transformées de Kubo contiennent les mêmes informations, et grâce à l’équation (1.40),
on pourra utiliser une égalité portant sur les transformées de Kubo des corrélations entre
déplacements

〈〈uTu〉〉Ṽ = 〈〈uTu〉〉 (1.49)

L’avantage de cette égalité est que la transformée de Kubo des fonctions de corrélations
déplacements-déplacements pour un potentiel harmonique est inversement proportionel
aux IFC [114, 117, 123]

〈〈uTu〉〉Ṽ = 1

βΘΘΘ
(1.50)

ce qui permet, en injectant l’eq.(1.50) dans (1.49), de définir les IFC effectives comme

ΘΘΘ= kBT

〈〈uTu〉〉 (1.51)

On notera que cette définition pour des IFC effectives a été formulée à au moins deux
reprises dans la littérature, sur des arguments de théorie de la réponse linéaire [123, 124]
ou de fonctions de corrélations [116].

Comme pour le cas classique, il reste cependant une étape permettant de faire ressortir
l’ajustement par moindres carrés. On utilisera ici une astuce similaire, mais en utilisant
cette fois la fonction de partition formulée selon le centroïde

1

Z

∫
WS

dRc e−βVc (R) = 1 (1.52)
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où l’intégrale se fait sur les volumes de Wigner-Seitz de chacun des atomes. L’avantage
d’utiliser cette formulation est que cette équation est analogue au cas classique, et on peut
donc effectuer une intégration par partie comme pour l’équation (1.13)

1

Z

∫
WS

d
[
Rc,i e−βVv (R)]Rmax

c,i

Rmin
c,i

d N−1Rc + 1

Z

∫
WS

dRcβRc,i
∂Vc (Rc )

∂Rc,i
e−βVc (Rc ) = 1 (1.53)

L’hypothèse de départ permet une fois de plus d’annuler le terme de gauche de cette
équation. L’utilisation des centroïdes permet au final de retrouver l’égalité

−〈〈uTF〉〉 = kBT (1.54)

que l’on peut injecter dans l’équation (1.51) afin d’obtenir le résultat pour les IFC effectives
dans le cas quantique

ΘΘΘ=−〈〈uTu〉〉−1〈〈uTF〉〉 (1.55)

La principale différence avec la formulation classique est l’utilisation de transformées de
Kubo de fonctions de corrélations, plutôt que de fonctions de corrélations usuelles. Cela
signifie que pour le cas quantique, l’ajustement du potentiel effectif se fait sur les forces
du centroïde des polymères quantiques. On notera par ailleurs qu’en posant P = 1, c’est à
dire dans la limite classique, on retrouve les équations de TDEP telle que dérivées dans la
section 1.1.1.

Le gradient vis à vis des positions d’équilibre effectives est identique au cas classique

∇RRRF̃ =∇RRRF̃0 +∇RRR 〈V(R)− Ṽ(R)〉
=−1

2
∇RRR

〈
(R−RRR)TΘΘΘ(R−RRR)

〉
=−ΘΘΘ〈R−RRR〉
= 〈F̃〉

(1.56)

Ainsi, la correspondance entre positions moyennes et positions d’équilibre maximisant
l’énergie libre F̃ s’applique aussi dans le cas quantique.

1.2.3 Propriétés thermodynamiques dans le formalisme TDEP quan-
tique

Comme pour le cas classique, des grandeurs thermodynamiques quantiques cohé-
rentes avec le formalisme dérivé précédemment doivent se baser sur l’énergie libre de
TDEP F̃ .

Pour l’énergie interne Ũ =−∂ ln
(
e−βF̃ )

/∂β, on trouve un résultat similaire à la limite
classique

Ũ = Ũ0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉 (1.57)

où Ũ0 est l’énergie interne du système harmonique effectif dans le cas quantique. Cepen-
dant, à cause de la violation du principe d’équipartition de l’énergie dans le formalisme
quantique, on ne retrouve pas dans ce cas l’égalité entre énergie interne de TDEP et celle
du système quantique.

Néanmoins, il est possible de construire une énergie interne de TDEP corrigée, Ũcorr,
strictement égale à la vraie énergie interne. Pour cela, il suffit de retirer l’énergie interne
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cinétique du système harmonique effectif, que l’on notera K̃0, et d’ajouter celle du vrai
système K. Cette énergie interne corrigée se met ainsi sous la forme

Ũcorr = Ũ0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉− K̃0 +K
= K̃0 +〈Ṽ(R)〉0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉− K̃0 +K
= 〈V(R)〉+K
=U

(1.58)

où on a utilisé la définition de l’énergie interne U = 〈V(R)〉+K et la propriété 〈Ṽ(R)〉0 =
〈Ṽ(R)〉 qui se trouve par les même arguments que pour le cas classique. En pratique, K peut
se calculer en utilisant directement les données issues des simulations PIMD ou PIMC, en
utilisant par exemple l’estimateur viriel [112] de cette quantité.

Pour l’entropie, on trouve une fois de plus que celle de TDEP est égale à celle du système
harmonique effectif

S̃ = 1

T

(
Ũ − F̃

)
= 1

T

(
Ũ0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉− Ũ0 +TS̃0 −〈V(R)− Ṽ(R)〉)

= S̃0

(1.59)

On notera que le remplacement de Ũ par l’énergie interne corrigée Ũcorr ne change pas le
résultat précédent. Ainsi, de manière analogue à la limite classique et en utilisant l’éner-
gie interne corrigée, on trouve que l’erreur que commet TDEP sur l’énergie interne est
entièrement comprise dans l’estimation de l’entropie

F − F̃ =U − Ũcorr −T(S− S̃)

= T(S̃−S)
(1.60)

Comme pour le cas classique, une amélioration de l’estimation de l’énergie libre de TDEP
doit donc passer par une correction de l’estimation de l’entropie.

1.2.4 Les phonons dans le formalisme TDEP

Pour interpréter les phonons issus de TDEP, on utilisera les IFC tels que définies dans
l’équation (1.51). Cette définition d’IFC effectives a déjà été utilisée dans la littérature [116,
123, 124]. On rappelera de plus que les phonons de TDEP sont calculés grâce à la matrice
dynamique

D = M− 1
2ΘΘΘM− 1

2 (1.61)

Si en pratique, les phonons sont extraits dans l’espace reciproque, on restera ici dans
l’espace réel pour simplifier les équations suivantes et les comparaisons.

Théorie de la réponse linéaire et SCHA

Dans la littérature récente, il a été montré que les phonons de SCHA ne doivent pas
être calculés à partir des IFC du système harmonique effectif, mais à partir de la hessienne
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de l’énergie libre (de Gibbs-Bogoliubov) [82, 91].

DSCHA
i , j = 1√

Mi M j

∂2F̃ scha

∂RRRi∂RRR j
(1.62)

où F̃ scha correspond à l’énergie-libre du SCHA définie dans la section 2.5.1. Cette définition
apporte des corrections aux IFC du système effectif, qui proviennent notamment d’ordres
impairs à l’expansion de Taylor de la SBO. S’il a été supposé que cela s’appliquait également
pour TDEP, on peut aisément montrer que la hessienne de l’énergie-libre est de toute
façon égale à l’opposé des IFC du système effectif (eq.(1.26))

Di , j =− 1√
Mi M j

∂2F̃
∂RRRi∂RRR j

(1.63)

Ce signe moins provient du fait que contrairement à la méthode SCHA, où l’énergie-libre
est minimisée, l’énergie-libre de TDEP est maximisée. En plus de permettre une interpré-
tation des phonons imaginaires, cette proportionnalité permet de justifier l’utilisation
de la matrice dynamique D pour calculer des phonons grâce à TDEP. Plus de détails
sur les arguments issus de la théorie de la réponse linéaire permettant de justifier cette
interprétation sont donnés dans les références [123–126].

Limite statique de la fonction de Green

Il est possible de montrer que TDEP permet d’obtenir exactement la limite statique
de la fonction de Green phononique. Cette démonstration porte sur la relation entre les
transformée de Kubo des fonctions de corrélations et les fonctions de Green en temps
imaginaire G(τ), et on reprendra ici les arguments ennoncés dans le travail de Morresi et
al [116]. La fonction de Green phononique en temps imaginaire se définit comme

G(τ) =
√

MTMTr
[

T̂e−ĤτueĤτu
]

(1.64)

où T̂ est l’opérateur d’ordonancement du temps, tandis que la transformée de Kubo de
cette fonction de Green se note

GKubo(τ) =−kBT

Z
√

MTM
∫ β

0
dλTr

[
T̂e−(β−λ)Ĥue−λĤu

]
= kBT

∫ β

0
dτG(τ)

(1.65)

En rappelant la transformée de Fourier inverse des fonctions de Green en temps imaginaire

G(ωn) =
∫ β

0
e iωnG(τ) (1.66)

où ωn = 2πn
β sont les fréquences de Matsubara pour les bosons, on remarque que la

transformée de Kubo de la fonction de Green est proportionelle à la fonction de Green à la
fréquence de Matsubara ω0 = 0, c’est à dire la fonction de Green statique

GKubo(τ) =G(0) (1.67)
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Selon la théorie quantique à N-corps, les excitations du système, ce qui correspond ici aux
fréquences des phonons, sont données par les pôles de la fonction de Green. En rappelant
la définition des transformée de Kubo des fonctions de corrélations statique, eq.(1.37),
l’égalité précédente montre donc que diagonaliser l’inverse de

GKubo(τ) =
√

MTMKuu(0)

=
√

MTM〈〈uu〉〉
(1.68)

permet d’obtenir la limite statique des excitations du système. Or la dérivation précédente
a permis de montrer que les IFC de TDEP correspondent à l’inverse de la transformée de
Kubo multiplié par kBT (eq. (1.51)). En divisant ces IFC par

p
MM, la matrice dynamique

D de l’équation (1.61) correspond donc bien à l’inverse de la transformée de Kubo de la
fonction de Green. En conséquence, les phonons obtenus par TDEP correspondent à la
limite statique des phonons du vrai système.

1.2.5 Conclusion

Dans cette section, nous avons étendu le principe variationnel classique de TDEP au
formalisme de la mécanique quantique. En se plaçant selon le formalisme des intégrales
de chemin de Feynman, il a été montré qu’une version quantique de TDEP se construit sur
un ajustement par moindres carrés utilisant les forces et déplacements des centroïdes du
polymère effectif. Un point important de cette dérivation est qu’en prenant la limite clas-
sique, c’est-à-dire P = 1, on retrouve bien le TDEP classique de la section précédente. Cela
permet de justifier l’utilisation de la méthode pour extraire des phonons anharmoniques à
partir d’AIMD.

De plus, en posant les fondations d’un formalisme cohérent, cela ouvre la possibilité
d’étendre la méthode de façon contrôlée. Par exemple, il serait intéressant de dériver les
propriétés élastiques au moyen de l’énergie-libre F̃ . Cependant, il faut rappeler que le
formalisme construit ici est statique, et il serait intéréssant pour de futurs travaux d’étendre
ce formalisme aux propriétés dynamiques. On notera qu’une telle dérivation a été proposée
par Hellman et al [101] à partir de l’utilisation d’ajustement par moindres carrés d’IFC
effectives d’ordres supérieurs à 2 et en appliquant la théorie des perturbations avec le
Hamiltonien effectif ainsi construit[101]. Nous souhaitons donc redériver ce formalisme
au moyen de l’énergie-libre comme effectué dans ce travail pour le potentiel harmonique
effectif.

Maintenant qu’un formalisme cohérent a été construit pour étudier l’anharmonicité
des solides, nous pouvons passer à l’application de cette méthode aux combustibles
nucléaires. Le prochain chapitre portera ainsi sur la solution solide U-Mo, qui est un
système pour lequel l’inclusion de l’anharmonicité est fondamentale pour en obtenir une
bonne description.
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Dans le but de minimiser les risques de profilération, la recherche sur les combustibles
nucléaires s’est concentrée sur la diminution de l’enrichissement de l’uranium [127]. Pour
compenser le faible enrichissement de l’uranium (de l’ordre de 20%), les combustibles se
doivent d’augmenter considérablement la quantité d’uranium fissile par unité de volume
en comparaison des combustibles de la génération actuelle. Ainsi, du fait de leur haute
densité en uranium comparé aux oxydes céramiques, les combustibles basés sur l’uranium
métallique sont des candidats prometteurs pour la prochaine génération de réacteurs
nucléaires. Le diagramme de phase de l’uranium se compose de trois allotropes : une phase
orthorombique basse température α-U, une phase tétragonale β-U et une phase haute
température cubique centrée (Body Centered Cubic) (BCC) γ-U [128]. La symétrie cubique
de la phase γ-U lui permet de présenter les meilleurs propriétés métallurgiques pour
l’ingénierie nucléaire parmi les trois allotropes [129]. Néanmoins, cette phase est instable
à basse température. Afin d’obtenir un système présentant les symétries et propriétés
de la structure γ pour les conditions d’utilisation, on allie généralement l’uranium avec
un autre métal de structure BCC. Parmi les différents alliages considérés, on retrouve les
systèmes U-Nb, U-Zr[130] et U-Mo[127]. Dans ce travail, nous nous intéresserons à l’alliage
U-Mo, qui se trouve être l’un des plus prometteurs pour servir de base aux combustibles
de prochaines générations grâce à sa capacité à maintenir la phase γ[127].

La première section nous permettra de présenter l’état de l’art des études sur ce sys-
tème. Dans la deuxième section, nous utiliserons les méthodes présentées précédement,
telles que les SQS, l’AIMD et TDEP, pour étudier les stabilisations thermodymaniques
et mécaniques de l’alliage à haute température. Dans la troisième et dernière section,
nous étudierons la phase BCC métastable de l’alliage à température ambiante, grâce à une
comparaison de résultats théoriques et expérimentaux, en collaboration avec une équipe
expérimentale de l’université de Bristol.
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2.1 Présentation de l’alliage

2.1.1 État de l’art

Diagramme de phase

Le diagramme de phase du système UxMo1−x , est présenté sur la figure 2.1 (adapté de
Yoo et al [131]). La phase qui nous intéressera dans ce travail est la phase γ-U-Mo, qui est
une phase haute température, présentant la structure BCC. Expérimentalement, la solution
solide γ-U-Mo est stable pour des températures allant de 900 à 1500K et des concentrations
allant de 0 à 30-40% de molybdène. Pour des températures inférieures à 900K et des
concentrations en Mo inférieures à ∼ 30%, U-Mo se sépare en deux phases, un mélange de
α-U et le composé stoichiométrique U2Mo. Néanmoins, une phase ressemblant à la phase
γ-U-Mo peut être stabilisée dans ces conditions en effectuant une trempe de la solution
solide à haute température [132–134].
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FIGURE 2.1 – Diagramme de phase de l’alliage U−Mo adapté de Yoo et al [131]

État fondamental de la solution solide U-Mo dans la phase γ

Dans la littérature, on trouve principalement deux études ab initio portant sur la
stabilité thermodynamique de l’alliage U-Mo dans sa phase BCC. Cependant, ces deux
études se concentrent sur l’état fondamental de l’alliage, sans prise en compte des effets
de température.

La première étude, par Landa et al [135], compare des résultats obtenus à partir de
l’Approximation du Potentiel Cohérent (Coherent Potential Approximation) (CPA) [136,
137] et de SQS. Pour les résultats utilisant la CPA, la structure électronique est calculée
à partir d’une méthode Exact Muffin-Tin Orbital (EMTO) [138], sans prise en compte du
couplage spin-orbite. Pour les SQS, les calculs sont effectués avec la méthode Full-Potential
Linear Muffin-Tin Orbital (FPLMTO) [139], en incluant le couplage spin-orbite. Dans les
deux cas, un potentiel d’échange et corrélation GGA est utilisé.

Pour la deuxième étude [140], les effets du désordre sont obtenus par une méthode de
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Cluster Expansion (CE)[141, 142], tandis que les calculs de structure électronique utilisent
une méthode Full-Potential Linearized Augmented-Plane-Wave (FPLAPW) [143].

Les résultats des deux études sont résumés sur la figure 2.2 qui présente l’énergie fonda-
mentale d’excès. Cette quantité d’excès révèle une asymétrie en fonction de la concentra-
tion en molybdène, avec une stabilisation de la solution solide aux faibles concentrations.
Si ces résultats sont cohérents avec le diagramme de phase expérimental (fig.2.1), on notera
cependant que les effets de température sont négligés.
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FIGURE 2.2 – Enthalpie d’excès de l’alliage uranium-molybdène dans la phase bcc, adapté de
Alonso et al [140] pour le FPLAPW-CE-SOC, et de Landa et al [135] pour le FPLMTO-SQS-SOC et le
EMTO-CPA-NOSOC

Propriétés vibrationelles de γ-U, bcc-Mo et γ-U–Mo à 20% Mo

Molybdène

On trouve dans la littérature de nombreuses études sur les propriétés vibrationelles du
molybdène. En particulier, les mesures du spectre de phonons par diffusion inélastique de
neutron à température ambiante [144] et à haute température [145] ont permis de réveler
la présence de plusieurs anomalies qui sont absentes d’un métal bcc mono-atomique
typique. Notamment, on retrouve un amollissement important au point de haute symétrie
H ainsi qu’une absence de creux en [2/3,2/3,3/2] de la branche acoustique longitudinale
dans la direction H-P. On peut voir ces anomalies ainsi que leur évolution en température
sur les spectres mesurés par Zarestky [145], representés sur la figure 2.3, où les positions
des anomalies sont indiqués par des flèches.

Des calculs de structure électronique ont permis de mettre en évidence la nature
électronique de ces anomalies. Ainsi, en utilisant la méthode de phonons gelés, Ho et
al [146, 147] ont pu montrer que l’anomalie de la direction H-P est due à la directionnalité
des liaisons électroniques apportée par les électrons d . En effet, les déplacements corres-
pondant à ce mode conservent les distances interatomiques entre premiers voisins dans la
direction (111). Pour une liaison isotrope, cette conservation de la distance entre premiers
voisins entraine l’annulation des forces de restauration correspondantes, ce qui se traduit
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par une diminution de la fréquence des phonons[148]. À l’inverse, pour le molybdène, la
directionnalité des électrons d fait apparaître une force qui aide à restaurer les positions
d’équilibre, de façon similaire à un semiconducteur avec liaisons covalentes [146], ce qui
limite la diminution des fréquences. De même, avec ce modèle, l’amolissement de ce mode
observé à haute température peut s’expliquer par une diminution de la directionnalité de
la liaison à cause du désordre thermique [145].

Pour l’anomalie du point H, il faut se tourner vers la structure de bande électronique.
Si de nombreuses théories ont été formulées pour expliquer sa présence, une explication
communément acceptée de cette anomalie se base sur la présence d’interacions électron-
phonon adiabatiques à travers une anomalie de Kohn [144, 149–151]. On retrouve en
effet un nesting proche de la surface de Fermi [150], c’est-à-dire que plusieurs parties de
la surface de Fermi peuvent être reliées par une translation d’un vecteur d’onde q d’un
phonon. Plusieurs indices supportent l’importance de ce nesting de la surface de Fermi
pour l’explication de l’anomalie, telles que la sensibilité de l’amplitude de l’anomalie
au smearing électronique pour les calculs de DFPT, et son évolution en fonction de la
pression [149].

Du côté ab initio, on recense de nombreux travaux sur les propriétés vibrationelles
du molybdène, utilisant des méthodes variées telles que les phonons gelés [146, 147], la
DFPT [149, 152, 153] ou encore des méthodes de différences finies [154, 155]. Ces travaux
ont montré que l’approximation harmonique permet d’obtenir des résultats en accord
avec l’expérience, sous réserve d’une attention particulière aux paramètres électroniques
comme le smearing électronique [149]. On peut noter cependant que dans ces travaux, les
effets de température ne sont inclus que par le biais de la QHA, qui ne prend en compte
que les effets extrinsèques de la température. Un exemple de spectre théorique, provenant
de Lysogorskiy [154], où les IFC sont calculées par différences finies, est présenté sur la
figure 2.3.
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FIGURE 2.3 – Spectre de phonons expérimental du molybdène à 300K (diamants violets) et 1203K
(ronds rouges), adapté de Zarestky et al [145] comparés aux résultats théoriques utilisant la DFT et
l’approximation harmonique par Lysogorskiy [154]. Les flèches indiquent les anomalies présentes
comparées à un spectre bcc typique.
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Uranium

Si la dynamique des réseaux de la phase α de l’uranium a beaucoup été étudiée, on
retrouve en revanche assez peu de travaux portant sur celle de la phase γ. Comme expliqué
dans l’introduction de ce chapitre, la phase γ de l’uranium est une phase que l’on retrouve
à haute température, et qui présente une instabilité dynamique à basse température. Cette
instabilité se retrouve en particulier sur le spectre de phonons, sur lequel on obtient de
nombreux modes imaginaires si les calculs sont effectués à 0K, comme on peut le voir sur
la figure 2.4. Du fait de cette instabilité, l’approximation harmonique n’est pas adaptée à la
description de cette phase, et les quelques travaux portant sur la dynamique du réseau
pour ce matériau ont utilisé des méthodes adaptées aux systèmes très anharmoniques.

En premier lieu, on notera des travaux de Söderlind et al [156] utilisant la méthode
de Self-Consistent Ab Initio Lattice Dynamics (SCAILD) [86, 87]. SCAILD est l’une des
premières méthodes permettant d’appliquer le SCHA avec la DFT. En terme de méthode
ab initio, ils utilisent le FPLMTO en incluant le couplage spin-orbite, un volume théorique
de 29.85 å3/at et une supercellule 3×3×3, soit 27 atomes dans la boîte de simulation.

Une deuxième étude réalisée par Bouchet et Bottin [157] utilise la méthode TDEP pour
calculer les phonons de l’uranium à plusieurs températures et volumes. Cette étude permet
de montrer que la DFT couplée à TDEP permet de décrire la stabilisation dynamique de
la phase γ de l’uranium, les résultats montrant des fréquences passsant d’imaginaires à
réelles avec la température.
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FIGURE 2.4 – Phonons de la phase γ de l’uranium, calculés de trois manières différentes. Les spectres
calculés à partir de la DFPT et de TDEP proviennent de Bouchet et al [157], tandis que le spectre
calculé à partir de SCAILD est extrait de Söderlind et al [156]

Les spectres de phonons obtenus dans ces deux études sont comparés sur la figure
2.4. Cette figure montre qu’en premier lieu, les deux méthodes sont capables de décrire
la stabilisation dynamique à haute température de la phase γ de l’uranium. De plus, les
spectres obtenus ont une forme globale assez similaire, présentant notamment dans
les deux cas un creux au point H, ce qui est pourtant assez rare pour un élement BCC
mono-atomique. Néanmoins, l’amplitude des fréquences diffère entre SCAILD et TDEP,
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les phonons de la première méthode ayant en moyenne des fréquences plus élevées. De
plus, on peut noter que certaines branches acoustiques du spectre calculé avec SCAILD
sont non-linéaires ou particulièrement molles, ce qui est atribué par les auteurs de l’étude
à une supercellule trop petite, des interactions phonons-phonons mal décrites par SCAILD
ou une description DFT de l’uranium imprécise.
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FIGURE 2.5 – DOS vibrationelle de l’uranium dans la phase γ.

Du côté expérimental, on ne retrouve aucune mesure de dispersion de phonons mais
la DOS vibrationelle de l’uranium a été mesurée par Manley et al [158] pour plusieurs
températures. Ces travaux permettent d’effectuer une comparaison entre expérience et
résultats théoriques. La figure 2.5 permet ainsi de montrer que SCAILD obtient une DOS
plus proche de l’expérience que TDEP. En particulier, le deuxième pic de la densité d’état,
vers une fréquence de 12 meV pour SCAILD et les résultats de Manley, tandis que TDEP
prédit ce deuxième pic aux alentours de 10 meV. Il est important de noter cependant que
SCAILD est une méthode basée sur le SCHA, qui est connue pour surestimer les fréquences
pour les systèmes fortements anharmoniques. TDEP n’ayant en théorie pas ce problème,
il est possible que la différence entre TDEP et les résultats expérimentaux soit due à un
problème de description de la structure électronique de l’uranium. Cela signifierait que le
bon accord entre l’expérience et SCAILD provienne d’une compensation d’erreur grâce à
la surestimation des fréquences de l’approximation SCHA.

Néanmoins, malgré ces erreurs quantitatives dans la description des phonons par
TDEP, ces études permettent tout de même de montrer que la méthode est capable de
faire une description au moins qualitative du système.

U0.80Mo0.20

S’il n’existe pas de mesure expérimentale de la dispersion de phonon de l’uranium
dans sa phase BCC, une dispersion a été mesurée récemment dans cette phase stabilisée à
température ambiante par 20% de molybdène. Ces mesures sont reproduites sur la figure
2.6. On soulignera que la forme globale du spectre de phonons obtenu est assez proche de
celle obtenue théoriquement pour l’uranium en phase γ.
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FIGURE 2.6 – Dispersion de phonons d’U-Mo expérimental, mesurée par diffraction X inélastique,
adapté de Brubaker et al [159]. Les traits pleins sont issus d’un fit des données expérimentales selon
un modèle de Born Von-Karman.

Objectifs

Le résumé de la littérature que nous venons de faire permet de montrer que la DFT,
couplée à TDEP pour inclure les effets anharmoniques, permet de décrire au moins de
façon qualitative la phase haute température γ de l’uranium. La DFT est-elle capable
de décrire la stabilité dynamique et thermodynamique de la phase BCC de la solution
solide uranium-molybdème à haute température? Peut-on reproduire la stabilisation
dynamique de cette phase à température ambiante par ajout de molybdène? Quels sont
les mécanismes derrière ces stabilisations?

Nous tenterons de répondre à ces questions dans la suite de ce chapitre.
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2.2

Le role des propriétées vibrationnelles et du
désordre dans la stabilisation à haute
température de la phase γ de l’alliage

Uranium-Molybdène

Dans cette première section, nous nous intéressons à la stabilité à haute température de
l’alliage U-Mo dans la phase BCC. Dans les conditions étudiées ici, la phase γ de l’uranium
est dynamiquement stable. À l’aide d’AIMD, le but de cette section est de comprendre les
effets de l’ajout de molybdène dans de l’uranium sur les propriétés thermodynamiques,
mécaniques et vibrationelles de la phase γ haute température. En particulier, on montrera
que le désordre apporté par le molybdène a des effets considérables sur le comportement
vibrationel du système. Les propriétés thermodynamiques sont de fait impactées par ces
effets, baissant significativement la stabilité thermodynamique de la solution solide à
haute température. Enfin, on montrera que la concentration en molybdène modifie les
propriétés mécaniques de la phase γ, en augmentant notamment la stabilité mécanique
de l’alliage en comparaison de l’uranium pur.

2.2.1 Paramètres des calculs

Pour les calculs DFT, le terme d’échange et de corrélation est traité par l’approximation
de la GGA, en utilisant la paramétrisation PBE [25]. Le formalisme PAW [27] est utilisé,
avec des pseudopotentiels générés à l’aide du code ATOMPAW [160, 161]. Pour les deux
éléments, 14 électrons sont considérés dans la valence et des rayons de coupure de 2.20
et 2.85 Bohr sont utilisés pour le molybdène et l’uranium, respectivement. Cela permet
d’utiliser une énergie de coupure de 544 eV pour l’expansion en onde plane. De plus, les
effets relativistes étant importants dans l’uranium, le couplage spin-orbite est inclu dans
la description de la structure électronique.

Les supercellules utilisées pour les calculs DFT et l’AIMD sont de 4×4×4 la cellule
conventionnelle, ce qui représente 128 atomes. Pour de telles supercellules, des tests
préliminaires ont permis de montrer que le point Γ est insufisant pour une description
de la dispersion de phonons du molybdène. En conséquence, une grille de points k de
Monkhorst-Pack de 2×2×2 est utilisée.

Le désordre des solutions solides est représenté à l’aide de la méthode des SQS [47],
en prenant en compte les corrélations à 2 atomes dans toute la supercellule et à 3 et 4
atomes en allant jusqu’aux seconds voisins. L’ajustement des corrélations sur un système
complètement désordonné a été effectué avec le code ATAT [48, 142]. Trois concentrations
sont considérées dans ce travail : 25%, 50% et 75% de molybdène. Pour justifier l’utilisation
de SQS, ce qui sous-entend de négliger les effets de corrélations d’occupation des sites, on
notera que l’on se place à haute température, où ces effets deviennent négligeables. De
plus, des mesures par diffusion de rayons X ne suggèrent aucun ordre chimique lorsqu’un
échantillon est synthétisé par déposition à 1000K [162].

Les simulations AIMD ont été effectuées sur une durée comprise entre 5 et 10 ps, afin
d’obtenir un échantillonage suffisant. Dans le but d’échantilloner l’ensemble canonique,
un thermostat de Langevin est ajouté aux équations du mouvement, avec un pas de temps
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de 1.5 fs. Mis à part les résultats se rapportant aux états fondamentaux, donc à 0K, tous les
calculs effectués ici sont à une température de 900K.

2.2.2 États fondamentaux

Afin d’obtenir l’état fondamental pour les différentes concentrations de molybdène,
deux méthodes ont été utilisées. Dans la première méthode, l’énergie fondamentale est
calculée pour plusieurs volumes en gardant les positions idéales d’une structure BCC,
afin d’ajuster un modèle de Birch-Murnaghan du troisième ordre. La deuxième méthode
consiste à relâcher les positions et volumes à l’aide d’un algorithme de Broyden. Cette
deuxième méthode est en principe plus juste car elle permet de prendre en compte les
effets de courte-portée du désordre.

Les résultats, avec ou sans inclusion du couplage spin-orbite, sont présenté sur la figure
2.7 Dans le cas sans relaxation, les résultats sont cohérents avec les énergies d’excès de
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FIGURE 2.7 – Évolution de l’énergie fondamentale d’excès en fonction de la concentration. Les
lignes pleines (pointillés) sont les résultats avec (sans) relaxation des SQS. Les lignes bleus (violettes)
sont les résultats avec (sans) inclusion du couplage spin-orbite. Les résultats FPLMTO-SQS, en
orange, sont extraits de Landa et al [135]

la littérature [135, 140], avec une forte assymétrie en fonction de la concentration. Pour
les faibles concentrations en Mo, ∆U est négatif, et un changement de signe s’effectue
à environ 25% de molybdène. L’inclusion du SOC ne change pas la forme de ∆U mais
diminue sa valeur pour les hautes concentration de Mo. Cette diminution s’explique par le
fait que les effets du SOC sont plus importants pour l’uranium que pour le molybdène.

L’effet de la relaxation sur le∆U est très important et consiste en une baisse significative
de ∆U , pouvant aller jusqu’à 90 meV. La structure relaxée est sur-stabilisée, ce qui entraîne
une forte réduction du gap de miscibilité. Cependant, cette stabilisation s’explique par
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un déplacement des atomes loin des positions de haute-symétrie de la structure BCC. Ce
phénomène a été observé dans le système similaire qu’est γU-Zr [163], et on peut conclure
de manière analogue que la phase BCC de U-Mo est instable à 0K.

Or, dans ce travail, on s’intéresse aux propriétés à 900 K de la structure BCC. En consé-
quence, comme dans les travaux de Xie et al sur U-Zr [163], on utilisera pour la suite
l’énergie de la phase sans relaxation.
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FIGURE 2.8 – Paramètre de maille de U1−c Moc en fonction de la concentration en molybdène. Les
traits tirés noir correspondent à la loi de Vegard, tandis que les traits tirés verts correspondent à la
loi proposée par [164].

La figure 2.8 montre l’évolution du paramètre de maille de la solution solide γ-U-Mo
en fonction de la concentration en molybdène telle que calculée dans ce travail. La courbe
calculée par DFT est très proche de la loi de Vegard, qui prédit une évolution linéaire
du paramètre de maille de l’alliage sur toute la concentration. Expérimentalement, il est
recommandé [165] d’utiliser pour le paramètre de maille de U1−c Moc la forme linéaire
a0 = 3.4808−0.00314c [164].

2.2.3 Spectres de phonons

Molybène

Les spectres de phonons calculés avec TDEP à 300 et 900 K pour le molybdène sont com-
parés aux résultats expérimentaux sur la figure 2.9. Globalement, les phonons théoriques
sont en excellent accord avec ceux expérimentaux. En effet, TDEP parvient à reproduire
les anomalies du spectre de Mo, notamment le mode H mou et l’absence de creux pour le
mode LA 2/3 [111]. De plus, l’évolution en température de ces anomalies est bien respec-
tée, avec des variations comparables à celles observées expérimentalement. Cet excellent
accord met en évidence la capacité de TDEP à décrire les effets de la température sur un
spectre de phonons complexe et valide ainsi l’utilisation de la méthode.

Néanmoins, on peut relever de légères différences, notamment une absence d’amolis-
sement proche du point N ainsi que les variations proches du point H qui sont mal décrites
par les résultats théoriques. Afin d’expliquer l’origine de ces différences, des calculs de
phonons à l’aide de la DFPT ont été effectués, et dans ce cadre, ces caractéristiques sont
bien reproduites. Cependant, si on utilise le même rayon de coupure pour les IFC calculées
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FIGURE 2.9 – Dispersion de phonons du molybdène calculées avec TDEP et comparés aux résultats
expérimentaux de Zaretsky.

avec la DFPT, ces caractéristiques disparaissent, et la forme du spectre ressemble à celle de
TDEP. Nous pouvons aussi noter que les phonons du molybdène calculés par différences
finies [154] présentent les mêmes types d’imprécisions que ceux obtenues par TDEP (voir
fig.2.3. Cela nous permet de conclure que ces différences entre résultats théoriques et
expérimentaux proviennent d’une limitation de la taille de boîte de simulation.

Uranium

Concernant l’uranium, les résultats de ce travail, obtenus avec une grille de point k
2×2×2, sont similaires à ceux obtenus précédement en utilisant seulement le point Γ. Le
spectre est présenté en figure 2.10 et comparé à celui de la DFPT [157] à 0K. On notera en
particulier que le spectre à 900 K ne présente aucun mode imaginaire, ce qui traduit la
stabilisation dynamique de la phase en température. Notons tout de même que le mode
acoustique transverse dans la direction Γ-N est relativement mou du fait que l’AIMD est
effectuée à une température proche de celle de la transition β−γ (K).

Un point important à remarquer est que les phonons de l’uranium s’étendent sur une
plage de fréquences 3 fois plus faible que celle du molybdène (∼ 10 meV contre ∼ 30 meV).
Cela vient du fait que la masse atomique de l’uranium est environ 3 fois celle du molybdène.
Comme nous le verrons pour U-Mo, une telle différence a des conséquences significatives
pour un alliage.
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FIGURE 2.10 – Dispersion de phonons de l’uranium calculés à 900K avec TDEP et dans l’approxima-
tion harmonique avec la DFPT.

U-Mo

Le but de ce travail est d’étudier les effets du désordre sur la stabilisation de la solution
solide Uc Mo1−c . Afin de mettre en avant ces effets, trois méthodologies ont été mises en
place pour calculer les phonons. Dans les trois cas, l’approche SIFC est utilisée, c’est-à-dire
que les symétries de la structure sous-jacente sont imposées sur les IFC avant l’extraction,
avec cependant des variations permettant d’ajuster la prise en compte du désordre :

~ VCA : Les IFC ont les symétries de la structure sous-jacente, et les phonons sont
extraits sur la structure symétrisée. Cela revient à moyenner les effets du désordre
dans une vision champ-moyen.

~ SIFC-MD : Les IFC ont les symétries de la structure sous-jacente, cependant les
phonons sont extraits sur la supercellule en restaurant les différents types d’atomes.
Cela revient à prendre en compte les effets du désordre massique (MD pour Mass-
Disorder).

~ SIFC-MDTD : Les IFC ont les symétries de la structure sous-jacente, mais en prenant
en compte les types d’atomes dans les interactions. Ainsi, des interactions U-U,
U-Mo et Mo-Mo sont distinguées aux niveau des IFC. Les phonons sont ensuite
extraits sur la supercellule, en prenant en compte le désordre. Cela revient à prendre
en compte les effets du désordre massique, ainsi qu’une partie du désordre des IFC
(MDTD pour Mass-Disorder Type-Dependent).

Dans les deux dernières approches, une fois les IFC extraites, une supercellule de plus
grande taille est construite, et les IFC sont introduites dans cette supercellule. La DOS
vibrationelle est ensuite calculée à partir de cette supercellule, ce qui permet d’effectuer
une moyenne sur le désordre. Les différentes approches sont schématisées sur la figure
2.11.

Les DOS vibrationelles obtenues avec ces méthodes sont présentées sur la figure 2.12.

En moyennant la structure, la VCA reconstruit un cristal idéal, de sorte que les DOS
présentent une structure piquée, similaire aux DOS de l’uranium et du molybdène, mais
avec des fréquences dans des plages intermédiaires. L’inclusion du désordre massique, par
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FIGURE 2.11 – Représentation schématique des approches utilisées pour calculer les IFC. Les ronds
représentent des atomes, avec une couleur par type d’élément, tandis que les traits pleins repré-
sentent les interactions interatomiques. (a) TDEP pour un cristal idéal. (b) TDEP avec l’approche
VCA (c) TDEP avec l’approche SIFC-MD. (d) TDEP avec l’approche SIFC-MDTD.

le biais du SIFC-MD, entraîne une séparation des DOS en deux domaines de fréquences :
un domaine basses-fréquences, dominé par les excitations de l’uranium et un domaine
hautes-fréquences, dominé par les excitations du molybdène. En considérant l’inclusion
du désordre dans les IFC avec le SIFC-MDTD, cette séparation est accentuée, avec les
contributions de l’uranium (du molybdène) aux DOS décalées vers des fréquences plus
basses (hautes). Ce décalage est particulièrement visible sur U0.75Mo0.25 où ce désordre
permet l’apparition d’un gap dans la DOS. Néanmoins, les fréquences de l’uranium res-
tent ici plus élevées que pour l’uranium pur. L’observation opposée peut se faire pour
le molybdène, où les fréquences sont plus faibles comparées à celles du molybène pur.
On peut attribuer cette différence à deux phénomènes. Premièrement, en diminuant le
paramètre de maille du solide (voir fig.2.8), l’ajout de molybdène dans U1−c Moc a des effets
similaires à la pression (positive pour l’uranium et négative pour le molybdène). De plus,
l’environnement atomique local composé de Mo pour U (de U pour Mo) peut avoir un
effet de durcissement (d’assouplissement) sur les IFC et donc à la hausse (baisse) sur les
fréquences.

Outre cette séparation des DOS projetées, l’inclusion du désordre dans les phonons
entraîne un élargissement des pics en comparaison de la VCA. Cet élargissement peut
être associé aux larges temps de vie observés expérimentalement dans la dispersion de
U0.8Mo0.2, que l’on peut attribuer à la brisure de symétrie causée par le désordre [166].
On notera que pour U0.75Mo0.25, la contribution en forme de deux pics élargis pour la
contribution de l’uranium à la DOS est cohérente avec les mesures par diffusion inélastique
de rayons X obtenues par Brubaker et al [159] sur U0.8Mo0.2.
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FIGURE 2.12 – DOS vibrationelles de Uc Mo1−c à 900K en fonction de la concentration en molybdène.
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2.2.4 Propriétés thermodynamiques

À partir des phonons des diférentes concentrations en Mo, la contribution vibrationelle
à l’énergie libre peut être calculée.

Afin d’évaluer les effets des vibrations sur l’énergie libre, la figure 2.13 présente l’évolu-
tion de la contribution entropique à l’énergie libre d’excès −T∆S =−T(∆Sconf +∆Svib) en
fonction de la concentration en molybdène pour les différents niveaux d’approximation et
pour une température de 900K.

Dans l’approche VCA, pour laquelle les effets du désordre sont moyennés, la contribu-
tion entropique n’est que modéremment modifiée par rapport au cas où seule l’entropie de
configuration est prise en compte. Au mieux, une différence de ∼ 5 meV est observée, avec
une diminution de la contribution pour les hautes concentration en molybdène (> 60%).
Cependant, l’inclusion du désordre à partir des approches SIFC entraîne une augmenta-
tion de −T∆S pour l’ensemble des concentrations. Les effets peuvent aller jusqu’à 12 meV
pour SIFC-MD et 19 meV pour SIFC-MDTD. Une telle différence peut avoir un impact
significatif sur la température de stabilisation de la phase γ.
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FIGURE 2.13 – Évolution de l’entropie d’excès en fonction de la concentration en molybdène à 900K.

En additionant ∆U (fig. 2.7) à −T∆S (fig.2.13), on obtient l’énergie libre d’excès ∆F
à 900K. Cette énergie libre d’excès est tracée sur la figure 2.14, et est comparée à l’éner-
gie fondamentale d’excès. L’ajout des effets de température entraîne un déplacement de
l’énergie libre vers des énergies plus basses entre 0 and 900K. De plus, l’assymétrie de
l’énergie libre d’excès est conservée, ce qui est cohérent avec la présence d’un gap de
miscibilité dans le système Uc Mo1−c . Cependant, il est important de noter que ce dépla-
cement de l’énergie libre d’excès est limité par la contribution vibrationelle. Ainsi, U-Mo
est un exemple d’alliage où les effets vibrationels sont significatifs, avec ∆Svib ≈∆Sconf/2.
Une telle influence de l’entropie de vibration dans l’entropie d’excès est relativement rare.
Par exemple, dans une revue concernant l’entropie d’excès [167] de plusieurs alliages
binaires, seul un système (Pt0.8Ru0.2) présente une contribution de l’entropie d’excès aussi
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importante.

À partir de l’énergie libre d’excès, et en utilisant la méthode des tangentes communes,
il est possible d’obtenir la concentration à partir de laquelle le système se sépare en
plusieurs phases. Ainsi, on obtient des concentrations limites de 28% Mo (∆Sconf), 26% Mo
(VCA), 23% Mo (SIFC-MD) et 22% (SIFC-MDTD). Ces valeurs sont à comparer à la valeur
expérimentale de ∼ 33% [164]. Plusieurs phénomènes peuvent expliquer cette différence
de résultat. Le plus important vient probablement du fait que l’énergie fondamentale
d’excès ne prend pas en compte les effets de relaxation de la phase γ de U-Mo à 0K. Par
ailleurs, la précision de la méthode des tangentes communes peut être fortement impactée
par les variations de la courbe d’énergie libre d’excès. Ainsi, en extrapolant cette courbe
à partir de seulement 5 points, la précision de la température de transition est limitée.
Enfin, on pourra mentioner le problème de la structure électronique de l’uranium et de
ses alliages, qui est actuellement débattu dans la littérature [163, 168]. Néanmoins, les
résultats montrent clairement la stabilisation de la solution solide avec la température, et
la limitation de cette stabilisation par la contribution vibrationelle.
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FIGURE 2.14 – Évolution de l’énergie libre d’excès en fonction de la concentration en molybdène.

2.2.5 Propriétés élastiques

Les IFC effectives permettent de calculer les propriétés élastiques pour les différentes
concentrations, tout en prenant en compte les effets de la température. Pour les solutions
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solides, les trois types d’approximation donnent des valeurs similaires pour les compo-
santes du tenseur de raideur. Cette similarité peut être attribuée à la nature longue-portée
des propriétés élastiques ainsi qu’à l’indépendance des IFC et constantes élastiques vis à
vis des masses atomiques.

Les résultats pour les différentes compositions, calculés selon la formulation de Hill
et utilisant les IFC obtenues par la méthode SIFC-MDTD, sont présentés dans la table
2.1 et comparés aux résultats expérimentaux du molybdène [169], de l’uranium [131], de
U0.75Mo0.25 [170] et de U0.8Mo0.2 [159].

Les résultats théoriques sont en bon accord avec l’expérience, excepté pour les
constantes élastiques du molybdène, ce qui peut être attribué à la nature longue-portée
des constantes élastiques, qui nécessitent en conséquence des grandes supercellules pour
converger [171].

TABLEAU 2.1 – Propriétés élastiques (en GPa) de U-Mo pour plusieurs concentrations. Les valeurs
issues de ce travail (en gras) sont calculées en utilisant les moyennes de Hill avec les IFC obtenues
par la méthode SIFC-MDTD.

Constantes élastiques Modules d’élasticités

Composition Température C11 C12 C44 C′ Bulk Cisaillement Young
U 900K 118 112 36 3 114 15 43

U (Exp. [131]) 113
U0.80Mo0.20(Exp. [159]) T amb. 189 163 40 13 172 25 73
U0.80Mo0.20(Exp. [159]) T amb. 179 111 38 34 134 36 100
U0.75Mo0.25(Exp. [170]) T amb. 116 34 92

U0.75Mo0.25 900K 178 147 36 15 157 28 75
U0.50Mo0.50 900K 241 133 43 54 163 47 127
U0.25Mo0.75 900K 327 156 57 85 201 67 178

Mo 900K 373 156 112 109 211 111 286
Mo (Exp. [169]) 873K 428 161 103 136 250 115 300

Ces résultats montrent que l’ajout de molybdène entraîne une augmentation de la sta-
bilité mécanique de la structure BCC, ce qui se traduit par une augmentation des modules
d’élasticité avec la concentration en Mo. En particulier, on observe une augmentation de
C′, avec une valeur cinq fois plus importante dans U0.75Mo0.25 que dans γ-U à 900K. Dans
l’uranium pur, la valeur de C′ est négative à basse température du fait de l’instabilité de la
structure [157]. Ainsi, l’augmentation de C′ dans U-Mo est une observation directe de la
stabilisation mécanique de la phase BCC de l’uranium par l’ajout de molybdène.

2.2.6 Conclusions

Dans cette section, nous nous sommes intéressés à la stabilisation de la phase haute
température de la solution solide Uc Mo1−c . L’application de TDEP et l’extention SIFC ont
permis d’obtenir les propriétés thermodynamiques et élastiques à 900K pour différentes
concentrations en molybdène. En particulier, cette étude a permis de montrer l’importance
des propriétés vibrationelles dans la description de l’alliage. Du fait de l’instabilité de la
phase γ de l’uranium, le calcul de ces propriétés nécessite d’inclure les effets anharmo-
niques, ce qu’il est possible de faire avec TDEP. De plus, l’utilisation de plusieurs niveaux
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d’approximation dans la description du désordre a permis de montrer l’importance de
ce dernier dans la stabilisation thermodynamique du système. Au final, cette étude met
en évidence que l’ajout de molybdène engendre une augmentation de la stabilité méca-
nique de la phase BCC de l’uranium qui se fait au prix d’une diminution de la stabilité
thermodynamique par les effets vibrationels.

Les résultats de cette section ont été publiés dans le journal Physical Review B [172].
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2.3
Stabilisation de la phase γ de l’uranium par

l’ajout de molybdène à température
ambiante

Dans la section précédente, nous nous sommes intéréssés aux conditions de hautes
températures du système γ-Uc Mo1−c . Dans ces conditions, la structure BCC est dynami-
quement stable pour les deux extrêmes de concentration. Cette phase de haute-symétrie
fournit un environnement local isotropique, où les voisins sont équidistants. Cependant,
cette isotropie ne se retrouve pas à plus basse température pour l’uranium. En effet, la
phase basse température α-U, de structure orthorombique Cmcm, consiste en un zigzag
de chaînes facilitant des liaisons atomiques de différentes longueurs. L’organisation d’un
élément anistrope, comme l’uranium, sur une structure de haute-symétrie, comme la BCC,
entraîne donc un conflit entre environnement local et symétrie globale. Se pose ainsi la
question de savoir comment l’interaction entre ces caractères opposés se manifeste dans
la structure, et quelles sont les conséquences sur les propriétés du matériau.

La phase γ du système U-Mo pouvant être stabilisée dynamiquement à température
ambiante, celle-ci offre un support pour l’étude de cette question. Une équipe de l’univer-
sité de Bristol, avec laquelle ce travail a été effectué, a réussi à synthétiser une série de films
minces de solution solide d’Uc Mo1−c contraints par épitaxie sur un substrat de Nb. À l’aide
d’études par diffusion de rayons X effectué, elle a pu montrer l’apparition d’un désordre
corrélé provenant du conflit structurel. Les phonons ont ensuite pu être mesurés sur un
échantillon de U0.77Mo0.23 par diffusion inélastique rasante de rayon X (grazing incidence
inelastic x-ray scattering) à l’European Synchrotron Radiation Facility.

2.3.1 Résultats expérimentaux : désordre corrélé dans le système Uc Mo1−c

Des mesures de diffusion de rayons X ont été effectuées sur des échantillons possè-
dant différentes concentrations en molybdène[162]. Les observations mettent en évidence
plusieurs anomalies qui évoluent en fonction de la concentration en Mo. Ces anomalies
peuvent être expliquées par l’apparition d’une superstructure locale formée par des dépla-
cements atomiques. Cette structure retrouve une symétrie Cmcm, avec une anisotropie
pour les distances entre voisins comme dans la phase α de l’uranium. La cellule unité de la
superstructure ainsi formée se définit par |as | = |cs | = |ap |

p
2 et |bs | = |ap |, où as et ap sont

respectivement les vecteurs de la superstructure et de la structure parente BCC. Il y a quatre
atomes dans la cellule unité de la superstructure, aux positions ±(0,1/4+δ,1/4), l’ampli-
tude du déplacement δ présentant une grande dépendance vis à vis de la concentration en
molybdène. On notera qu’en définissant un déplacement |δ| = 0, on retrouve la structure
BCC. La distorsion permettant de passer de la structure BCC à la superstructure peut être
vu comme un phonon gelé TA1 au point [110]. Du fait de la liberté dans la définition de
bs et des deux orientations possibles pour la distorsion, six domaines équivalents sont
accessibles. Ces domaines sont occupés de façon équivalente, et on notera qu’il n’y a aucun
signe de corrélation chimique.

Un point important de ces observations, est que le désordre de déplacement statique
observé est corrélé, comme le montre l’analogie avec un phonon gelé (donc un déplace-
ment collectif). Ainsi, contrairement à un modèle précédent[173], basé sur des simulations
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de MD, la structure de U1−c Moc ne peut pas se décrire par une structure quasi-BCC, avec
des déplacements aléatoires autour des positions idéales. Au contraire, les déplacements
statiques par rapport aux positions idéales BCC sont corrélés d’une cellule à l’autre, avec
une longueur de corrélation d’une vingtaine d’ångstrom.

2.3.2 Structure théorique de l’alliage U0.75Mo0.25

Le conflit entre l’anistropie de l’α-U et les symétries de la structure BCC devrait donner
lieu à des anomalies sur les données structurelles calculées à l’aide d’AIMD. Ces anomalies
sont visibles sur la figure 2.15, où l’on compare la Fonction de Distribution de Paire (PDF)
uranium-uranium gUU(R) pour U0.75Mo0.25 à 300 et 900K. Le gUU(R)

gUU(R) = V
NUNU

1

4πR2

〈
NU∑
i=1

NU∑
j=1

δ(Ri , j −R)

〉
(2.1)

où V est le volume, NA est le nombre d’atomes de l’espèce A et Ri , j est la distance entre les
atomes i et j . Dans le cas où A = B, les distances où j = i sont exclues des sommes.
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FIGURE 2.15 – Comparaison entre les fonctions de distributions de paires U-U obtenues par AIMD
pour U0.75Mo0.25 à 300K (bleu) et 900K (rouge). Les traits tirés verticaux correspondent aux positions
de la structure BCC idéale.

À 900K, où la phase γ-U est dynamiquement stable, le gUU(R) possède la forme typique
de celle d’une structure BCC. Cependant, ce n’est pas le cas à 300K, où la PDF peut se
définir en deux zones. Pour la première zone, correspondant à des distances supérieures
à 4 å, le gUU(R) présente des pics alignés avec les positions de la structure BCC. Cette
observation va dans le sens d’une structure globale possédant les symétries de la structure
sous-jacente, telle qu’observée expérimentalement. Cependant, pour des distances plus
courtes, donc pour l’environnement local jusqu’aux deux premiers voisins, les pics de la
PDF U-U ne sont plus alignés avec les distances de la cellule BCC idéale. En revanche, le

ratio entre les distances du second et du premier pics
Rpic2

Rpic1
est le même que pour le ratio

entre les distances second et premier voisins de la structure α de l’uranium.
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Ainsi, les résultats théoriques vont dans le sens des observations expérimentales, avec
un système possédant les symétries globales d’une structure BCC et des symétries locales
réduites par la présence d’un désordre de déplacement.

Néanmoins, les positions moyennes issues de l’AIMD ne révèlent aucune corrélation
du désordre. Cette divergence peut s’expliquer par les longueurs de corrélations expérimen-
tales, d’une vingtaine d’Ångstrom, qui demanderaient une supercellule bien trop grande
pour être accessible en ab initio. Ainsi, si le système U0.75Mo0.25 décrit par l’AIMD possède
bien une frustration entre des symétries locales et globales, les corrélations induites par
cette frustration ne sont en revanche pas inclues.

2.3.3 Effets du désordre sur les phonons

Il est raisonnable de s’attendre à ce que la compétition entre symétries globales et
locales décrite précédemment ait des effets sur les propriétés physiques du système. Pour
vérifier cette hypothèse, la dispersion des phonons d’un échantillon de U0.77Mo0.23 a
été mesurée, afin d’étudier les effets des distorsions corrélées sur les propriétés dyna-
miques [162]. Ces résultats expérimentaux sont cohérents avec les observations de Bruba-
ker et al [159] présentées sur la figure 2.6. Notamment, un élargissement considérable est
observé sur les branches de phonons des deux dispersions. Cet élargissement peut être
attribué à deux principaux facteurs : les effets d’alliages et les effets des corrélations du
désordre.

Dans le but d’isoler ces effets, cette dispersion de phonons est comparée à des résultats
théoriques calculés à l’aide de TDEP et SIFC sur une supercellule de U0.75Mo0.25. Au vu
de l’important décalage entre l’environnement local de l’alliage et d’une structure BCC,
le modèle bond-stiffness vs. bond-length de Van de Walle et Ceder [174] est appliqué à la
procédure SIFC-TDEP. Dans ce modèle, on suppose que le désordre statique des IFC peut
être capturé en imposant une dépendance linéaire des coefficients des IFC en fonction de
la longueur de la liaison

a(l ) = a0 +a1(l − l0) (2.2)

où l et l0 sont les longueurs de la liaison respectivement dans l’alliage et dans la structure
idéale. Dans cette équation, a0 est la raideur de l’IFC pour la liaison idéale de longueur l0,
tandis que a1 relie la raideur de l’IFC à la déviation de la liaison par rapport à la liaison
idéale. Afin de rester dans une approche TDEP, les paramètres a0 et a1 sont ajustés par
moindres carré sur les déplacements et forces issus d’une simulation AIMD. De plus, tout
comme pour le SIFC, les symétries de la structure sous jacente sont appliquées, de façon à
réduire le nombre de coefficients non nuls.

Une fois les IFC extraites, les phonons ont été calculés et la méthode de dépliement de
Ikeda et al a été utilisée afin de pouvoir comparer les dispersions théoriques et expérimen-
tales.

La comparaison entre expérience et théorie présente un bon accord, malgré une légère
sous-estimation globale sur l’amplitude des fréquences théoriques pour le SIFC. Si l’ap-
proximation VCA, représentée par les traits tirés blancs sur la figure 2.16 semble donner
une meilleure description que SIFC pour les fréquences, ce meilleur accord avec l’expé-
rience peut être attribué à une compensation d’erreur. En effet, dans l’approche VCA, les
phonons sont calculés pour un système moyen, dont les pseudos atomes alchimiques ont
une masse M = 0.75MU +0.25MMo, où MU est la masse d’un atome d’uranium et MMo est
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la masse d’un atome de molybdène. Les fréquences des phonons étant proportionnelles à
1/

p
M, l’approximation VCA surestime les fréquences des phonons associés aux atomes

d’uranium, annulant ainsi la sous-estimation, provenant probablement de la mauvaise
description des électrons 5 f de l’uranium.

FIGURE 2.16 – (En haut) Phonons expérimentaux (U0.77Mo0.23) et théorique (U0.75Mo0.25). Pour
les résultats expérimentaux, les modes acoustiques transverses (longitudinaux) sont représentés
par des carrés bleus (ronds rouges). Les traits tirés blancs correspondent aux résultats théoriques
dans l’approche VCA. La fonction spectrale théorique dans l’approche SIFC est tracée en tant
que carte de couleur sur une échelle log0.6.(En bas) Largeur de bande expérimentale. Les carrés
(TA) et ronds (LA) sont les largeurs de bandes brutes Γo . Les largeurs de bandes déconvoluées Γd

sont représentées par les traits tirés bleus (TA) et rouge (LA). La méthode utilisée pour obtenir ces
largeurs de bandes déconvoluées est décrite dans le texte.

Un point important à observer sur cette dispersion est la relative dureté du mode LA-
2/3〈111〉. Comme expliqué dans l’introduction de chapitre, l’amolissement de ce mode est
un effet géométrique présent dans la plupart des cristaux BCC monoatomiques. En effet,
ce mode correspond à un mouvement de cisaillement d’une chaine atomique du plan
[111] selon la direction 〈111〉 qui préserve les distances interatomiques et conduit ainsi
à une absence de force de restauration[148]. La dureté de ce mode tel qu’observé dans
l’échantillon expérimental pourrait résulter d’une augmentation des forces interatomiques
le long de [111] du fait du désordre statique. Pour vérifier si le désordre statique affecte
ce mode, les IFC théoriques ont été extraites sans prendre en compte la longueur des
distances interatomiques (eq.(2.2)), comme pour la méthode SIFC-MDTD de la section
précédente. Les fonctions spectrales avec et sans inclusion de cet effet pour ce vecteur
q sont tracées sur la figure 2.17. Ces résultats montrent qu’inclure une dépendance aux
longueurs des liaisons interatomiques conduit à une augmentation de la fréquence de ce
mode LA-2/3〈111〉 d’environ 1 meV, de façon cohérente avec l’hypothèse que le désordre
est le principal facteur permettant d’augmenter la dureté de ce mode. Cet effet a des
conséquences importantes sur une possible utilisation de la solution U-Mo en tant que
combustible nucléaire. En effet, ce mode est associé à l’enthalpie d’activation pour l’auto-
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FIGURE 2.17 – Fonctions spectrales au point q = 2/3[111] calculé avec IFC dépendantes des lon-
gueurs de liaisons interatomiques (bleu) et sans (vert).

diffusion[148], un phénomène important dans la modélisation des combustibles dans des
conditions opérationnelles.

Sur la figure 2.16, l’élargissement prédit par la méthode SIFC est le résultat du désordre
sur les masses et les IFC, qui dépendent à la fois du type et de la distance de la liaison. L’an-
harmonicité provenant des interactions phonons-phonons à 300K a été estimée comme
négligeable, avec un élargissement de l’ordre de 1 à 3 meV, de sorte que l’on peut supposer
que la simulation capture la majeure partie de l’élargissement provenant de l’alliage (sans
les effets de corrélation du désordre).

Pour estimer la largeur de bande théorique, on utilise un modèle Lorentzien pour la
fonction spectrale d’un point q de l’espace réciproque (voir 2.4.1)

Aq(ω) = 1

π

∑
λ

Γλ

(ω−Ωλ)2 +Γ2
λ

(2.3)

Les valeurs des fréquencesΩλ et des largeurs de bandes Γλ ont été ajustées sur les fonctions
spectrales théoriques.

Cette hypothèse permet d’approximer la largeur de bande déconvoluée Γd tracée sur le
bas de la figure 2.16. Cette déconvolution est construite en soustrayant quadratiquement
la largeur de bande théorique Γt à la largeur de bande observée Γo

Γd =
√
Γ2

o −Γ2
t (2.4)

Les largeurs de bandes théoriques et expérimentales sont comparées sur la figure 2.18.
Pour la majorité de la dispersion, les résultats théoriques et expérimentaux sont en désac-
cord, avec des largeurs de bandes théoriques ne dépassant pas les 2 meV, contrairement
aux largeurs de bandes expérimentales pouvant monter jusqu’à 14 meV. L’absence de cor-
rélations du désordre dans la modélisation théorique nous permet d’attribuer la majorité
de l’élargissement des fréquences à la présence de désordre corrélé.

Il existe cependant deux vecteurs pour lesquels les différences de largeurs de bandes
expérimentales et théoriques ne présentent pas de différences significatives : proche
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FIGURE 2.18 – Comparaison entre largeurs de bande théoriques (ronds gris) et expérimentales
(carrés bleus et ronds rouges). Les ronds rouges représentent les modes LA tandis que les carrés
bleus représentent les modes TA.

du centre de la zone de Brillouin, et proche de la position LA-2/3 〈111〉. Le premier cas
s’explique simplement par l’insensibilité des phonons de grandes longueurs d’ondes aux
modulations structurelles de courte portée. Pour le mode LA-2/3 〈111〉, la raison de l’accord
entre théorie et expérience à ce point q n’est pas clair. Cela pourrait être une indication
que ce mode est présent dans les deux structures, globale et locale.

2.3.4 Conclusions

Ce travail présente une mise en évidence d’un effet de désordre corrélé provenant d’un
conflit entre structures locales et globales. Par mesures de diffusion, des collaborateurs
de l’université de Bristol ont pu montrer que pour la solution solide U-Mo, ce conflit se
manifeste par l’apparence de superstructures, traduisant l’apparition de désordre corrélé.
Cette superstructure, associée à un phonon TA1 gelé, permet de retrouver localement les
symétries Cmcm associées à l’état fondamental de l’uranium. En mesurant les phonons
pour ce système, cette étude permet de plus de démontrer que la présence de ce désordre
se répercute sur les propriétés physiques. En effet, la comparaison entre phonons expéri-
mentaux et théoriques permet de mettre en évidence un fort couplage désordre-phonons,
se traduisant par exemple par une forte largeur de bande ou une augmentation de la
raideur du mode LA-2/3〈111〉.

Les résultats présentés dans cette section ont donné lieu à une publication dans le
journal Physical Review Material [162].
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Le chapitre précédent à permis de montrer l’efficacité de TDEP pour décrire l’anharmo-
nicité d’un système aussi complexe que l’alliage uranium-molybdène. Cependant, en se
basant sur des simulations AIMD, les résultats ainsi obtenus sont extrêmement coûteux, à
la fois en temps de calcul et en temps humain. Or, la quasi-totalité de ce coût provient des
simulations AIMD. Il serait donc intéressant de pouvoir diminuer ce coût, tout en gardant
une précision proche de l’AIMD.

Lorsque l’on applique un thermostat, par exemple celui de Langevin, à une simulation
AIMD, le but est de générer un ensemble de configurations distribuées selon l’ensemble
canonique. L’aspect itératif de l’AIMD fait qu’une configuration à un pas donné est corrélée
à celles des pas précédents. En conséquence, pour obtenir un résultat non-biaisé, il faut
effectuer un grand nombre d’itérations afin de pouvoir calculer les moyennes sur des
configurations décorrélées. C’est de ce grand nombre de configurations que provient en
partie le coût important de l’AIMD. Ainsi, une approche pour diminuer ce coût peut être
de générer directement des configurations non-corrélées, diminuant de fait le nombre de
calculs ab initio nécessaires.

Dans ce chapitre, on présentera le Machine-Learning Assisted Canonical Sampling
(MLACS), une méthode permettant de générer un ensemble de configurations approximant
la distribution canonique, avec une réduction du coût en temps de calcul réduit de un ou
deux ordres de grandeurs. Afin d’assurer une précision proche de l’AIMD, cette méthode
se base sur un principe variationnel et utilise la flexibilité des MLIP. Nous commencerons
par dériver les équations de la méthode avant de discuter de son implémentation. Nous
verrons ensuite quelques exemples présentant la rapidité et la précision de la méthode,
pour finir sur quelques perspectives.
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3.1
Machine-Learning Assisted Canonical

Sampling

3.1.1 Dérivation

On considère un système de Nat atomes décrit par les coordonnées R ∈R3Nat et muni
d’un potentiel V(R). On se place dans l’ensemble canonique à la température T, de sorte
que la distribution canonique du système est défini par

p(R) = e−βV(R)

Z
(3.1)

avec Z = ∫
dRe−βV(R) la fonction de partition. Selon ces définitions, la moyenne d’une

observable O(R), ne dépendant que des positions atomiques, est donnée par

O(R) = 1

Z

∫
dRO(R)e−βV(R) (3.2)

On définit maintenant un potentiel effectif Ṽγγγ(R) = Ṽ0 +∑
k γkD̃DDk (R) muni d’une fonc-

tion de partition Z̃γγγ et d’une distribution canonique

q̃γγγ(R,γγγ) = e−βṼγγγ(R)

Z̃γγγ

(3.3)

Les coefficients γγγ ∈ RK et Ṽ0 sont des paramètres ajustables de ce potentiel tandis que
la fonction D̃DD : R3Nat → RK permet une projection des coordonnées R sur un espace de
dimension K. Dans un contexte de machine-learning, cette fonction est un descripteur, tel
que défini dans la section 1.4.2. On notera que si l’on suppose une relation linéaire entre
l’espace du descripteur et l’énergie potentielle, aucune hypothèse n’est supposée pour la
forme de la fonction D̃DD(R). Ainsi, une large variété de descripteurs peut être utilisée, d’une
forme harmonique D̃DD = (R−R0)T(R−R0) jusqu’à des descripteurs plus sophistiqués comme
les descripteurs ACSF [175, 176] ou SOAP [57, 61]. Pour simplifier la dérivation, on notera
que le potentiel effectif peut se mettre sous la forme Ṽγγγ(R) =∑

k γkD̃DDk (R), où on a ajouté à
D̃DD(R) une dimension tel que D̃DD1(R) = 1 et γγγ1 = V0. Dans un contexte de machine-learning,
cela revient à utiliser un modèle avec intercept. La suite de la dérivation se basera sur cette
notation.

Le but de la méthode MLACS est d’approximer la distribution associée au vrai potentiel,
eq.(3.1), par une distribution de la forme eq.(3.3). Pour assurer la précision de l’approxi-
mation, les paramètres γγγ du potentiel effectif doivent être ajustés de façon à obtenir la
meilleure approximation possible de p(R). Afin de mesurer la similarité entre deux distri-
butions, on peut utiliser des divergences. Les divergences D(q̃γγγ‖p) sont des quantités non
négatives qui permettent de mesurer la différence d’entropie (dans le sens de la théorie
de l’information) entre deux distributions q̃γγγ et p. Plus ces quantités sont faibles, plus les
distributions sont proches, au sens de la mesure d’entropie de la divergence choisie, avec
le cas limite où D(q̃γγγ‖p) = 0 si p(R) et q̃γγγ(R) sont égales presque partout. On utilisera la
divergence de Kullback-Leibler DKL, qui se base sur l’entropie de Shannon, et se met sous
la forme

DKL(q̃γγγ‖p) =
∫

dRq̃γγγ(R,γγγ) ln
[ q̃γγγ(R,γγγ)

p(R)

]
≥ 0 (3.4)
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Avec quelques manipulations, DKL(q‖p) peut être transformée en un problème équivalent
d’énergie libre

DKL(q̃γγγ‖p) =
∫

dRq̃γγγ(R,γγγ) ln
[ q̃γγγ(R,γγγ)

p(R)

]
=

∫
dRq̃γγγ(R,γγγ)

(
ln

[Z
Z̃

]
+ ln

(
e−β

(
Ṽγγγ(R)−V(R)

)))
= ln(Z)− ln

(
Z̃

)
+β〈V(R)− Ṽγγγ(R)〉Ṽγγγ

≥ 0

(3.5)

ce qui permet de retrouver

−kBTln
(
Z̃

)
+〈V(R)− Ṽγγγ(R)〉Ṽγγγ

≥−kBTln(Z) (3.6)

et donc l’inégalité de Gibbs-Bogoliubov (voir section 1.2.3 et appendice A.2)

F̃ def= F̃0 +〈V(R)− Ṽγγγ(R)〉Ṽγγγ
≥F (3.7)

où on a défini l’énergie libre du vrai système F =−kBTln(Z) et celle du système effectif

F̃0 =−kBTln
(
Z̃γγγ

)
. Ainsi, minimiser l’énergie libre de Gibbs-Bogoliubov F̃ permet d’obtenir

la meilleure approximation à la fois de l’énergie libre F et de la distribution p(R). Afin de
trouver les paramètres γγγ permettant cette minimisation, il faut calculer le gradient de F̃

∇γγγF̃ =∇γγγF̃0 +∇γγγ 〈V(R)− Ṽγγγ(R)〉Ṽγγγ
(3.8)

Le gradient du premier terme correspond à la moyenne du descripteur

∇γγγF̃0 =−kBT∇γγγ ln
[∫

dRe−βṼγγγ(R)]
=−kBT

∫
dRβD̃DD(R)e−βṼγγγ(R)∫

dRe−βṼγγγ(R)

= 〈D̃DD(R)〉Ṽγγγ

(3.9)

Pour le second terme, on commence par exprimer le gradient d’une obsvervable O(R) ne
dépendant que des positions

∇γγγ 〈O(R)〉Ṽγγγ
=∇γγγ 1

Z̃

∫
dRO(R)e−βṼγγγ(R)

=∇γγγ
( 1

Z̃

)∫
dRO(R)e−βṼγγγ(R) + 1

Z̃

∫
dRO(R)∇γγγ

(
e−βṼγγγ(R)

)
+ 1

Z̃

∫
dR∇γγγ

(
O(R)

)
e−βṼγγγ(R)

= β(〈D̃DD(R)〉Ṽγγγ
〈O(R)〉Ṽγγγ

−〈D̃DD(R)O(R)〉Ṽγγγ

)+〈∇γγγO(R)〉Ṽγγγ

= β[〈(
D̃DD(R)−〈D̃DD(R)〉Ṽγγγ

)
O(R)

〉
Ṽγγγ

]+〈∇γγγO(R)〉Ṽγγγ

(3.10)

Ensuite, en utilisant les relations Ṽγγγ(R) = D̃DD(R)γγγ et ∇γγγṼγγγ(R) = D̃DD(R) et en injectant les
équations (3.9) et (3.10) dans l’équation (3.8), on obtient

∇γγγF̃ = β[〈(
D̃DD(R)−〈D̃DD(R)〉Ṽγγγ

)
V(R)

〉
Ṽγγγ

−
〈(

D̃DD(R)−〈D̃DD(R)〉Ṽγγγ

)
D̃DD(R)

〉
Ṽγγγ
γγγ
]

(3.11)
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Au minimum, ∇γγγF̃ = 0, ce qui permet de trouver pour les paramètres γγγ minimisant l’éner-
gie libre de Gibbs-Bogoliubov

γγγ=
〈(

D̃DD(R)−〈D̃DD(R)〉Ṽγγγ

)
D̃DD(R)

〉−1

Ṽγγγ

〈(
D̃DD(R)−〈D̃DD(R)〉Ṽγγγ

)
V(R)

〉
Ṽγγγ

(3.12)

Cette équation correspond à la solution d’une méthode moindres carrés pondérée pour
un modèle avec intercept. La pondération de ces moindres carrés étant dépendante des
paramètres γγγ, cela suggère la possibilité d’utiliser une approche auto-cohérente pour
effectuer la minimisation. En pratique cela peut se faire avec le pseudo-algorithme suivant :

1. On part de paramètres γγγ0

2. Au pas t , on génère des configurations {R}t à partir du potentiel Ṽt
γγγ associé aux

paramètres γγγt

3. On calcule les énergies des configurations {R}t avec le potentiel de référence V(R)

4. Au pas t +1, on construit de nouveaux paramètres γγγt+1 à l’aide d’un ajustement par
moindres carrés (eq. 3.12)

5. on répète 2, 3 et 4 jusqu’à convergence

Une fois la convergence atteinte, on obtient un ensemble de configurations distribuées
selon la meilleure approximation de p(R) et qui peuvent maintenant servir à calculer
des propriétés physiques. De plus, on possède un MLIP pour lequel on peut calculer
l’énergie-libre F̃0. La quantité 〈V(R)− Ṽγγγ(R)〉Ṽγγγ

pouvant se calculer avec les configura-

tions mentionnées précédemment, on peut calculer l’estimation de Gibbs-Bogoliubov de
l’énergie-libre du vrai système.

Régularisation

Le formalisme présenté ici n’utilise que les énergies pour construire un système auxi-
liaire Ṽγγγ. Cependant, lors d’un calcul DFT, il n’y a qu’une seule donnée relative à l’énergie :
l’énergie totale du système. En conséquence, pour obtenir des moyennes suffisament
convergées pour la construction du potentiel effectif, il serait nécessaire d’effectuer un
grand nombre de calcul ab initio, ce que l’on cherche précisément à éviter. Or, les codes de
structure électronique basés sur la DFT permettent généralement de calculer les forces
s’appliquant sur chaque atome. Avec 3×Nat données de forces par configuration, où Nat

est le nombre d’atomes du système, il serait avantageux d’utiliser les forces dans le but de
diminuer le nombre de calculs ab initio nécessaires.

Afin d’intégrer les forces dans le formalisme, il faut modifier notre fonction de coût en
ajoutant un terme permettant de mesurer la différence entre deux distributions tout en
incorporant les forces. Pour cela, on utilise la divergence de Fisher DF [177]

DF(q̃γγγ‖p) =
∫

dRq̃γγγ(R,γγγ)
∣∣∣∇R ln

[ q̃γγγ(R,γγγ)

p(R)

]∣∣∣2
≥ 0 (3.13)
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Il est facile de faire sortir les forces de cette divergence

DF(q̃γγγ‖p) =
∫

dRq̃γγγ(R,γγγ)
∣∣∣∇R ln

[ q̃γγγ(R,γγγ)

p(R)

]∣∣∣2

=
∫

dRq̃γγγ(R)
∣∣∣∇R ln

[Z
Z̃

+e−βṼγγγ(R) −e−βV(R)
]∣∣∣2

=
∫

dRq̃γγγ(R)
∣∣∣β∇R

[
V(R)− Ṽγγγ(R)

]∣∣∣2

= β
∫

dRq̃γγγ(R)|F− F̃|2

= β〈|F− F̃|2〉Ṽγγγ

(3.14)

Cette divergence possède des propriétés similaires à celles de Kullback-Leibler : plus DF est
petit, plus les distributions sont proches, avec DF(q̃γγγ‖p) = 0 signifiant que les distributions
q̃γγγ(R) et p(R) sont identiques presque partout.

Cette quantité peut se minimiser par la méthode des moindres carrés, mais en utilisant
cette fois les forces [177]. En revanche, en ajoutant les forces aux énergies dans le moindres
carrés utilisé dans MLACS, la divergence de Kullback-Leibler n’est plus exactement minimi-
sée (et inversement pour la divergence de Fisher). Cependant, cet ajout reste cohérent avec
le but de MLACS, qui est d’approximer la distribution canonique p(R). Enfin, on notera
que l’inégalité présente dans l’énergie de libre de Gibbs-Bogoliubov (eq. 3.7) reste valable.
Ainsi, même si F̃ n’est pas exactement minimisée en utilisant les forces, on retrouve tout
de même une approximation contrôlée de l’énergie du libre du système.

3.1.2 Ensemble NPT

Si la dérivation précédente a été effectuée dans l’ensemble canonique NVT, il est
possible de faire une dérivation similaire dans l’ensemble NPT. Dans cet ensemble, les
distributions de référence p(R) et du modèle q̃γγγ(R) à une pression P se notent

p(R) = e−β(V(R)+PV)

Z
(3.15a)

q̃γγγ(R) = e−β(Ṽγγγ(R)+PV)

Z
(3.15b)

où V est le volume du système.

On notera les moyennes dans l’ensemble NPT du système auxiliaire sous la forme

〈O(R)〉Ṽγγγ
= 1

Z̃

∫
dηηη

∫
dRO(R)e−β(Ṽγγγ(R)+PV) (3.16)

où ηηη sont les déformations de la boîte. En partant de la divergence de Kullback-Leibler DKL

(3.4) pour les distributions NPT, l’énergie-libre de Gibbs-Bogoliubov se met sous la même
forme que pour l’ensemble NVT

F̃NPT = F̃NPT
0 +〈V(R)− Ṽγγγ(R)〉Ṽγγγ

(3.17)

avec la différence que les moyennes 〈.〉Ṽγγγ
sont prises dans l’ensemble NPT du système

effectif. Ainsi, avec une dérivation analogue à celle faite pour l’ensemble NVT, on peut
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montrer que les coefficients minimisant l’eq.(3.17) sont donnés par les moindres carrés
pondérés de l’equation (3.12).

La régularisation par la divergence de Fisher permet d’introduire à la fois les forces et
les contraintes dans l’ajutement du MLIP. En effet, si l’on prend en compte les variations
de volume, alors DF s’écrit

DF(q̃γγγ‖p) =
∫

dηηη
∫

dRq̃γγγ(R)
(∣∣∣∇R ln

[ q̃γγγ(R)

p(R)

]∣∣∣2
+

∣∣∣∇ηηη ln
[ q̃γγγ(R)

p(R)

]∣∣∣2)
= 〈|F− F̃|2〉Ṽγγγ

+〈|σσσ−σ̃σσ|2〉Ṽγγγ
≥ 0

(3.18)

Ainsi, tout comme pour l’ensemble NVT, il est possible d’utiliser les forces, mais aussi les
contraintes, dans l’ajustement moindres carrés en ajoutant la divergence de Fisher à la
fonction de coût de MLACS.

3.1.3 Implémentation

Pour une utilisation pratique de MLACS, on peut construire les fonctions de coût
suivantes

∆NVT = αEDKL +αFDforces
F (3.19a)

∆NPT = αEDKL +αFDforces
F +αSDstress

F (3.19b)

où les équations (3.19a) et (3.19b) correspondent aux cas NVT et NPT, respectivement. Les
paramètres αE, αF et αS permettent d’ajuster l’influence de chacune des divergences dans
les simulations. En pratique, ces paramètres correspondent à des facteurs multipliticatifs
pondérant l’énergie, les forces et les contraintes lors de l’ajustement des potentiels.

Pour minimiser ces fonctions de coût, il faut pouvoir calculer les moyennes apparais-
sant dans ces dernières. Du fait de la grande dimensionalité du problème, les intégrales
doivent être approximées par des sommes pondérées sur un nombre fini de configurations.
De plus, il faut que ces configurations, munies de leur pondération, soient distribuées
selon la distribution du MLIP de l’itération en cours. Pour cela, le plus simple est d’utiliser
la méthode Monte-Carlo ou de la MD avec un thermostat/barostat adapté.

Une implémentation de MLACS, permettant de générer des configurations en mini-
misant la fonction de coût a été produite dans un package python. Celui-ci a été écrit
complètement et comprend une vingtaine de fichiers pour un total d’environ 5000 lignes.
Il se construit autour du package ASE [178], qui permet de gérer tout ce qui est relatif
aux supercellules, écriture et lecture de fichiers ainsi que la dynamique moléculaire. Un
schéma de l’implémentation est présenté sur la figure 3.1.

Pour démarrer, MLACS a besoin d’un MLIP initial. Dans la présente implémentation,
deux choix sont possibles pour ce potentiel. Premièrement, il est possible d’utiliser un MLIP
déjà construit, qui peut être le résultat par exemple d’une autre simulation MLACS. Si aucun
potentiel n’est disponible, le deuxième choix est de créer un nombre Ninit de configurations,
afin d’effectuer le calcul des énergies, forces et contraintes par DFT. Ces configurations sont
créées en déplaçant de manière aléatoire les atomes autour des positions de la supercellule
d’entrée. On notera que le potentiel de départ n’influe pas sur le résultat final, mais utiliser
un potentiel pré-existant peut permettre d’accélérer la convergence. Une fois ce MLIP
construit, la première itération peut commencer.
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Dans le package, les dynamiques MLMD utilisent le thermostat de Langevin implé-
menté dans ASE. Afin d’assurer que les configurations générées échantillonnent bien
l’ensemble canonique, il est nécéssaire de faire un grand nombre de pas et de jeter les
premières configurations. Cependant, le MLIP ayant un faible coût, cette étape est généra-
lement rapide.
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FIGURE 3.1 – Schéma de l’implémentation de MLACS

Un point important de la présente implémentation est la stratégie de repondération
utilisée. Cette stratégie consiste, pour chaque itération, à calculer le poids des configura-
tions issues des itérations précédentes pour le MLIP de l’itération en cours. Le but de cette
étape est de limiter le nombre de calcul ab initio tout en obtenant une faible variance pour
les propriétés calculées. Cette étape est assurée par la méthode MBAR (voir section 1.2.3)
implémentée dans le package pymbar[45, 46].

En principe, n’importe quelle forme de MLIP linéaire peut être utilisée, la seule
contrainte étant la présence d’un terme constant V0 (ou de façon équivalente, une dimen-
sion de valeur constante 1). Pour des raisons de simplicité d’utilisation et de robustesse,
nous utilisons ici le potentiel SNAP [55, 60, 179] tel qu’implémenté dans LAMMPS [180]. Le
descripteur de ce potentiel, présenté dans la section 1.4.2, est basé sur une projection de
l’environnement atomique sur une hypersphère de dimension 4. Pour l’étape d’ajustement
du potentiel, le vecteur des données Y ainsi que les matrices des valeurs explicatives X et
des poids W sont d’abords construites. Les formulations de Y et X sont identiques à celles
présentées dans la section 1.4.3 du premier chapitre. La matrice de pondération W est
quant à elle construite de façon à inclure à la fois les paramètres des fonctions de coût α et
les poids wn données par MBAR. Il s’agit d’une matrice diagonale, dont les élements sont
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donnés par

Wdiag =
[
αEw1 αFw1 . . . αSw1 . . . αEwNconf αFwNconf . . . αSwNconf

]
(3.20)

où les αFwn sont répétés 3Nat fois, tandis que les αSwn sont répétés 6 fois (pour les 6
contraintes en notation de Voigt).

Les coefficients γγγ sont finalement calculés selon la formule

γγγ= (
XTWX

)−1(XTWY
)

(3.21)

grâce au module moindres carrés du package Numpy, qui utilise une décomposition en
valeurs singulière.

En ce qui concerne la convergence, des essais préliminaires ont montré que les para-
mètres du MLIP présentent une grande variance, probablement issue du faible nombre
de configurations utilisées. En conséquence, il est difficile de baser un critère de conver-
gence sur ses paramètres. Néanmoins, le MLIP est ici un outil permettant de générer un
ensemble de configurations. Il a donc été décidé de baser la convergence directement sur
le calcul de ces propriétés physiques, en comparant les résultats entre plusieurs itérations
de l’algorithme.

Finalement, avec cette implémentation, deux aspects permettent l’accéleration du
calcul de propriétés physiques : (i) le faible nombre de configurations DFT nécéssaires et
(ii) la possibilité d’effectuer les calculs DFT en parallèle une fois les configurations extraites
des étapes de MLMD.

3.1.4 Exemples

Dans cette sous-section, nous verrons quelques exemples d’application de MLACS afin
de montrer que cette méthode est (i) précise, (ii) rapide et (iii) converge avec une variance
faible. Pour cela, nous comparerons les résultats calculés avec MLACS à ceux calculés par
(AI)MD ainsi que par un échantillonage faisant appel à un modèle harmonique effectif
(EHCS). 1. Cette dernière méthode correspond à MLACS dans la limite où le potential
machine-learning est un potentiel effectif harmonique.

Pour toutes les simulations MLACS présentées ici, le potentiel SNAP utilisera un para-
mètre 2Jmax = 8 et le rayon de coupure du potentiel est ajusté lors de la construction du
MLIP à la première itération. Pour le poids du type d’atome i dans le descripteur SO(4)
(voir eq. (1.66) de la première partie), on utilisera la formule hi = Zi∑

j Z j
, où Zi est le numéro

atomique du type d’atome i . On considèrera les simulations comme convergées si la dif-
férence entre les fréquences des phonons calculées avec TDEP entre deux itérations est
inférieure à 0.5 meV. Les paramètres αE et αF seront de 1 pour tous les exemples.

Dans un premier temps, on utilisera des potentiels classiques comme potentiel de
référence. Étant donné que ces potentiels sont plus rapides que les MLIP, les simulations
MLACS sont plus lentes que les MD avec ces potentiels, et cela ne permettra pas de mettre
en avant la rapidité offerte par l’échantillonage assisté par le machine-learning. Cependant,
il est plus facile de faire des longues simulations MD avec ces potentiels moins coûteux, ce
qui permet d’assurer que les propriétés servant de références sont bien convergées.

1. EHCS correspond à l’algorithme de SCHA présenté dans la figure 2.3, également présenté sous le
nom de sTDEP [93]. L’implémentation utilisée ici possède une étape supplémentaire de repondération des
configurations issues d’itérations précédentes, afin d’améliorer la variance des résultats
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Silicium Tersoff à 1500K

Notre premier exemple sera le silicium dans sa phase diamant, à une température de
1500K. Pour le potentiel de référence que l’on utilise, un Tersoff modifié, cette température
est très proche de la température de fusion et le système est donc très anharmonique.
Cela nous permettera d’assurer que MLACS fonctionne dans des conditions d’utilisation
non-triviales. On se basera sur une supercellule de 3×3×3 fois la cellule conventionnelle,
pour un total de 216 atomes.

Les résultats des simulations MLACS, MD et EHCS sont résumés sur la figure 3.2 a), où
l’on compare les spectres de phonons renormalisés. Une première chose à remarquer est
que l’on trouve un très bon accord entre MLACS et MD pour les fréquences de vibrations. Á
l’inverse, EHCS surestime (sous-estime) les fréquences optiques (acoustiques) de phonons
par rapport à l’AIMD.

Sur la figure 3.2 b), le poids de chacune des configurations avec MLACS est tracé, ce
qui permet de montrer que l’approche de repondération permet effectivement de prendre
en compte l’ensemble des calculs effectués avec le potentiel de référence. L’effet de cette
pondération peut se mesurer avec le nombre effectif de configurations Neff. Cette quantité,
comptabilisant le nombre de configurations contribuant (effectivement) aux moyennes
que l’on estime, peut se calculer à partir de l’équation

Neff =
(
∑

n wn)2∑
n w 2

n
(3.22)

La figure 3.2 c) montre l’évolution de Neff en fonction de l’itération. Aux premières itéra-
tions, où le modèle n’est pas très bon, Neff reste égal au nombre de configurations générées
à l’itération en cours, soit 20. Quand le modèle s’améliore, aux itérations suivantes, la repon-
dération commence à se mettre en place, et le nombre effectif de configurations augmente.
Dès que le modèle est proche de la convergence, à partir de l’itération 4, chaque itération
est l’occasion d’ajouter environ 20 configurations à Neff. Par ailleurs, cette augmenation de
Neff est une observation de la convergence du MLIP et de la méthode.

Avec cette augmentation de Neff, la pertinence statistique s’améliore au fur et à mesure
de la simulation. Cela permet une convergence des fréquences de phonon sous le seuil
de convergence de 0.5 meV, comme montré sur la figure 3.2 d). Dans une approche de ce
type, la précision du résultat est proportionnelle à 1p

Neff
. En l’absence de la procédure de

repondération, la précision du résultat ne pourrait donc pas augmenter et serait limitée
par le nombre de configurations utilisées. Le résultat final serait donc muni d’une grande
incertitude. Cette précision a notamment été testée pour EHCS dans la référence [181]. On
notera cependant que l’exemple donné dans cet article considère des conditions où l’on
s’attend à peu d’anharmonicité, ce qui limite la variance du résultat.

La figure 3.3 présente les corrélations entre énergies (à gauche) et forces (à droite) du
potentiel Tersoff et du MLIP. La couleur de chacun des points sur cette figure indique le
poids final de la configuration de laquelle est issue la donnée. En pondérant les moindres
carrés selon l’ensemble canonique, la précision du MLIP est concentrée sur les configura-
tions ayant un poids important. Cela se remarque par les corrélations proches du linéaire
pour les données issues de ces configurations. Cette bonne description peut être mesurée
par l’erreur quadratique moyenne (RMSE) que l’on calcule ici (pour l’énergie) comme

RMSE =
√∑

n
wn(V(Rn)− Ṽγγγ(Rn)2 (3.23)
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FIGURE 3.2 – Résultat pour le silicium Tersoff à 1500K. a) Comparaison entre les phonons calculés
à l’aide de MD-TDEP (bleu), MLACS-TDEP (rouge) et EHCS (vert). b) Poids de chaque configu-
ration pour la simulation MLACS. Les lignes tirées verticales séparent les configurations issues
de différentes itérations. c) Nombre effectif de configurations à chaque itération de la simulation
MLACS. La ligne horizontale en pointillé représente le nombre de configurations par itération (20).
d) Convergence du spectre de phonons en fonction de l’itération pour la simulation MLACS.

où la somme porte sur l’ensemble des configurations. Des RMSE de 1.2 meV/at pour
l’énergie et de 183 meV/Å pour les forces indiquent un bon ajustement, même si des MLIP
plus complexes peuvent obtenir des descriptions plus précises. Au contraire, les données
issues de configurations ayant un poids nul sont assez mal décrites. Cette mauvaise des-
cription n’a pas d’incidence sur le résultat final, ces configurations ne contribuant pas aux
moyennes. Cela permet de mettre en évidence la résilience de MLACS face à l’extrapolation.

Outre le spectre de phonons de la figure 3.2, l’utilisation de TDEP permet de calculer
des grandeurs thermodynamiques. L’énergie libre du système harmonique F̃0 et l’énergie
libre de TDEP F̃ = F̃0 +〈V(R)− ṼHarm(R)〉 sont présentées dans le tableau 3.1.

TABLEAU 3.1 – Comparaison des résultats de l’approximation harmonique effective entre MD, EHCS
et MLACS pour le silicium Tersoff à 1500K. F̃0 est l’énergie libre du système harmonique effectif,
tandis que F̃ = F̃0 +〈V − Ṽharm〉. L’entropie S et les constantes élastiques Ci j sont calculées à l’aide
du système harmonique effectif. Le nombre de configurations calculées avec le vrai potentiel
prend en compte toute les configurations, même celles d’initalisation (MLACS et EHCS) et de
thermalisation pour l’AIMD.

F̃0 (eV/at) F̃ (eV/at) S (kB/at) C11 (GPa) C12 (GPa) C44 (GPa) Nconfs

AIMD -0.487 -5.083 6.800 126 81 96 20000
EHCS -0.499 -5.052 6.894 122 94 106 320

MLACS -0.487 -5.083 6.796 123 83 96 140

Comme le suggéraient les spectres de phonons présentés précédemment, les accords
pour l’énergie libre harmonique F̃0 sont en excellent accord entre la MD et MLACS. Cet
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FIGURE 3.3 – Corrélations entre les énergies (à gauche) et les forces (à droite) du vrai potentiel et du
MLIP pour le silicium Tersoff à 900K. Les couleurs correspondent aux poids des configurations à la
fin de la simulation, et le trait rouge correspond à des corrélations linéaires. Les RMSE sont calculés
selon une somme pondérée.

accord se retrouve également dans l’énergie libre de TDEP F̃ , et ce malgré le faible nombre
de configurations de la méthode de machine-learning (140 avec MLACS contre 20000 en
MD). Pour EHCS, le résultat est moins bon, avec une différence de 12 meV/at pour F̃0 et
de 31 meV/at pour F̃ .

Les résultats de cet exemple permettent de montrer que MLACS peut atteindre une
précision de l’ordre du meV/at, même pour des cristaux très anharmoniques.

Alliage Al0.5Cu0.5 avec un potentiel ADP à 600K

Pour un premier exemple d’alliage, on simulera la solution solide Al0.5Cu0.5, à 600K au
moyen d’un potentiel Angular-Dependent Potential (ADP). EHCS n’étant pas adapté à la
simulation de systèmes désordonnés, la comparaison ne sera ici faite qu’entre MLACS et la
MD. Pour extraire les phonons qui nous serviront d’exemple, on utlisera TDEP-SIFC.

Afin de limiter la complexité de la comparaison, on regardera ici les densités d’états de
phonons, présentées sur la figure 3.4 a). Tout comme pour l’exemple précédent et malgré
les difficultés inhérentes à la simulation d’alliage, on observe un très bon accord, avec une
faible différence entre les deux résultats. Ces derniers montrent une fois de plus l’efficacité
de l’approche de repondération, qui permet des résultats d’une grande précision.

Enfin, les différences d’énergie libre présentées dans le tableau 3.2 permettent de
conclure à la possibilité d’utiliser MLACS pour la simulation d’alliage.

TABLEAU 3.2 – Similaire au tableau 3.1 pour la solution solide AlCu à 600K

F̃0 (eV/at) F̃ (eV/at) S (kB/at) C11 (GPa) C12 (GPa) C44 (GPa) Nconfs

MD -0.104 -3.731 5.081 90 32 31 20000
MLACS -0.103 -3.724 5.074 86 36 31 260
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FIGURE 3.4 – Résultat pour l’alliage AlCu à 600K. a) Comparaison entre les DOS vibrationelles
calculées à l’aide d’MD-TDEP (bleu) et MLACS-TDEP (rouge). b) Poids de chaque configuration pour
la simulation MLACS. Les lignes tirées verticales séparent les configurations issues de différentes
itérations. c) Nombre effectif de configurations à chaque itération de la simulation MLACS. La ligne
horizontale en pointillé représente le nombre de configurations par itération (20). d) Convergence
du spectre de phonons en fonction de l’itération pour la simulation MLACS.
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FIGURE 3.5 – Corrélations entre les énergies (à gauche) et les forces (à droite) du vrai potentiel et du
MLIP pour l’alliage AlCu à 600K. Les couleurs correspondent au poids des configurations à la fin de
la simulation. Pour plus de lisibilité, celles-ci ont été normalisées.
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Uranium liquide avec un potentiel MEAM à 2500K

Le dernier exemple se basant sur un potentiel classique sera l’uranium dans sa phase
liquide à 2500 K, avec un potentiel MEAM et une supercellule de 128 atomes. Cet exemple
n’étant pas dans une phase solide, on ne pourra pas extraire de phonons des simulations.
Pour cette raison, on comparera ici le PDF, qui sera la quantité que l’on cherchera à faire
converger lors de cette simulation MLACS. Pour profiter au mieux de la réduction du
nombre de configurations permise par MLACS, le PDF est calculé par la méthode de
force-sampling.

Les résultats, tracés sur la figure 3.6, démontrent l’applicabilité de la méthode MLACS
aux phases liquides. En effet, un très bon accord est retrouvé entre le PDF servant de
référence et celui obtenu avec MLACS, malgré le faible nombre de configurations inclues
dans ce dernier. De plus, malgré la très forte variance de l’énergie pour un liquide à
cette température, l’accord pour l’énergie moyenne est très bon, avec une différence de
seulement 6 meV/at (tab.3.3).
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FIGURE 3.6 – Résultat pour l’uranium MEAM à 2500K. a) Comparaison entre le g (R) calculé à l’aide
de MD (bleu) et MLACS. b) Poids de chaque configuration pour la simulation MLACS. Les lignes
tirées verticales séparent les configurations issues de différentes itérations. c) Nombre effectif
de configurations à chaque itération de la simulation MLACS. La ligne horizontale en pointillé
représente le nombre de configurations par itération (20). d) Convergence du g (R) en fonction de
l’itération pour la simulation MLACS.

Les corrélations entre le potentiel et le MLIP, présentées sur la figure 3.7 mettent en
évidence une bonne représentation du modèle.

Ces trois exemples nous ont permis de montrer que MLACS est une méthode per-
mettant d’obtenir des résultats d’une grande précision, avec une convergence assurée
par l’implémentation proposée précédemment pour des systèmes cristallins, des corps
purs, des solutions solides et des liquides. Cependant, en utilisant des systèmes munis
de potentiels classiques, la réduction du coût de calcul n’est pas mise en valeur. Pour dé-
montrer que la méthode proposée dans ce chapitre permet une accéleration de plusieurs
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FIGURE 3.7 – Corrélations entre les énergies (à gauche) et les forces (à droite) du vrai potentiel et du
MLIP pour l’uranium MEAM à 2500K. Les couleurs correspondent aux poids des configurations à la
fin de la simulation.

TABLEAU 3.3 – Energie moyenne et nombre de configurations pour les simulations MD et MLACS.

〈V(R)〉 (eV/at) Nconfs

MD -5.009 20000
MLACS -5.003 140

ordres de grandeurs pour des calculs de propriétés en température, la suite des exemples
présentera des simulations ab initio. Contrairement aux potentiels classiques, il est très
coûteux d’effectuer des simulations AIMD et donc d’avoir des références convergées. Pour
cette raison, les simulations de référence des exemples à venir ont été effectuées avec l’idée
de faire converger uniquement les spectres de phonons. Une grande incertitude pourra
cependant être présente sur les autres propriétés, en particulier celles faisant intervenir les
moyennes de l’énergie potentielle 〈V(R)〉.

Tous les calculs DFT de la suite de ce chapitre ont été effectués avec le code Abinit.

Silicium à 900K

Comme premier exemple ab initio, on retrouve à nouveau le silicium diamant, qui est
un système souvent utilisé pour tester des méthodes en matière condensée. On utilisera
une supercellule similaire à celle de l’exemple Tersoff ci-dessus (mais avec le volume
d’équilibre ab initio) et on se placera ici à une température de 900 K. Dans ces conditions,
il a été montré, avec EHCS, que de l’anharmonicité commençait à apparaître dans le
système [95, 182], qui est harmonique à basse température [109].

En ce qui concerne les paramètres DFT, le pseudopotentiel utilisé est de type norme-
conservée avec une paramétrisation LDA de l’échange et corrélation. Pour la simulation
de référence, plus de 4000 pas ont été effectués.

Les résultats des différentes simulations sont tracés sur la figure 3.8. Le critère d’arrêt
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portant ici sur les différences de fréquences de phonons, la simulation MLACS s’est arrêtée
à la deuxième itération, où les fréquences prédites différaient déjà de moins de 0.5 meV
des fréquences de la première itération. Pour une simulation de production de propriétés
physiques, une vérification de la convergence en effectuant au moins un troisème pas
serait nécéssaire. Cependant, le but ici étant simplement de vérifier l’applicabilité de la
méthode à un contexte ab initio, les résultats présentés porteront sur ces deux itérations.
Malgré la convergence précoce, les résultats MLACS reproduisent extrêmement bien les
résultats AIMD, tandis que EHCS surestime de quelques meV les fréquences optiques.
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FIGURE 3.8 – Résultat pour le silicium à 900K. a) Comparaison entre les phonons calculés à l’aide
d’AIMD-TDEP (bleu), MLACS-TDEP (rouge) et EHCS (vert). b) Poids de chaque configuration pour
la simulation MLACS. Les lignes tirées verticales séparent les configurations issues de différentes
itérations. c) Nombre effectif de configurations à chaque itération de la simulation MLACS. La ligne
horizontale en pointillé représente le nombre de configurations par itération (20). d) Convergence
du spectre de phonons en fonction de l’itération pour la simulation MLACS.

La figure 3.9 montre un excellent accord entre le modèle et la DFT, en particulier
pour la description des forces. La faible anharmonicité du système permet d’expliquer la
convergence rapide de la simulation.

Les grandeurs thermodynamiques extraites avec TDEP à partir des différentes simula-
tions sont résumées dans le tableau 3.4. Pour la majorité des propriétés présentées, MLACS
obtient des résultats plus proches de l’AIMD que EHCS. Cela est particulièrement visible
pour les termes d’énergie-libre, F̃0 et F̃ , où MLACS reproduit l’AIMD au meV/at, alors que
MLACS n’a demandé que 60 configurations DFT, contre 3546 pour l’AIMD. Pour ce sys-
tème, un calcul d’état fondamental DFT prend de l’ordre de 3 minutes sur 2000 processeur.
Ainsi, la réduction du nombre de configurations permet de réduire le temps de calcul de
quelques jours pour l’AIMD à seulement quelques heures pour MLACS.
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FIGURE 3.9 – Corrélations entre les énergies (à gauche) et les forces (à droite) du vrai potentiel et du
MLIP pour le silicium à 900K. Les couleurs correspondent au poids des configurations à la fin de la
simulation.

TABLEAU 3.4 – Similaire au tableau 3.1 pour le silicium à 900K

F̃0 (eV/at) F̃ (eV/at) S (kB/at) C11 (GPa) C12 (GPa) C44 (GPa) Nconfs

AIMD -0.192 -120.956 5.544 141 70 80 3546
EHCS -0.184 -120.951 5.449 145 71 86 160

MLACS -0.192 -120.956 5.544 139 74 85 60
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Bismuth à 500K

La deuxième application ab initio est le bismuth dans sa phase rhomboédrique à une
température de 500K. Avec ces conditions, cela permet d’appliquer MLACS à un système
plus fortement anharmonique que le précédent, la température considérée étant proche
de la température de fusion (∼ 550K). La supercellule utilisée, de 3×3×3 la cellule unité,
possède 128 atomes. Les calculs DFT utilisent un pseudo-potentiel à norme conservée,
avec une fonctionnelle d’échange et corrélation GGA-PBE.
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FIGURE 3.10 – Résultat pour le bismuth à 500K. a) Comparaison entre les phonons calculés à l’aide
d’AIMD-TDEP (bleu), MLACS-TDEP (rouge) et EHCS (vert). b) Poids de chaque configuration pour
la simulation MLACS. c) Nombre effectif de configurations à chaque itération de la simulation
MLACS. d) Convergence du spectre de phonons en fonction de l’itération pour la simulation MLACS.

La figure 3.10 et le tableau 3.5 présentent les résultats pour chacune des trois méthodes,
tandis que la figure 3.11 présente les corrélations entre le potentiel SNAP et la DFT. Comme
pour le silicium, les résultats obtenus par MLACS sur le spectre de phonons présentent un
meilleur accord avec l’AIMD que EHCS. En effet, comme pour le silicium, une partie des
phonons optiques sont surestimés pour EHCS. Cette surestimation, particulièrement vi-
sible au point Γ, peut avoir des conséquences importantes pour la conductivité thermique.
Au final, les phonons calculés avec MLACS n’ont nécessité que 120 calculs DFT (avec les
configurations initiales), pour un nombre effectif de configurations de 80 (figure 3.10 c)).
En comparaison, la simulation AIMD servant de référence à nécessité près de 4000 pas,
soit environ 30 fois plus. Pour ce système, les calculs DFT d’état fondamental prennent
environ 5 minutes sur 2000 processeurs. MLACS permet ainsi une réduction du temps de
calcul similaire à celle observée précédement pour le silicium.
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FIGURE 3.11 – Corrélations entre les énergies (à gauche) et les forces (à droite) du vrai potentiel et
du MLIP pour le bismuth à 500K. Les couleurs correspondent aux poids des configurations à la fin
de la simulation.

TABLEAU 3.5 – Similaire au tableau 3.1 pour le bismuth à 500K

F̃0 (eV/at) F̃ (eV/at) S (kB/at) C11 (GPa) C12 (GPa) C44 (GPa) Nconfs

AIMD -0.234 -153.143 8.445 73 21 30 3579
EHCS -0.231 -153.134 8.363 69 16 32 240

MLACS -0.234 -153.140 8.447 70 25 32 120
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MgO à 300 GPa et 8000K

Afin d’étudier un système en conditions extrêmes, le troisième exemple ab initio sera
l’oxyde de magnésium dans sa phase B1 à une pression de 400GPa et à une température de
8000K. Une cellule de 64 atomes est utilisée, et les calculs DFT sont effectués au moyen du
formalisme PAW et d’une fonctionnelle LDA.

Une fois de plus, les résultats MLACS se comparent très bien avec la référence AIMD
(fig. 3.12 et 3.13 et tableau 3.6). Cet exemple permet en particulier de monter que, malgré
la forte pression, et donc des fréquences de phonons plutôt élevées, la méthode permet de
converger avec une précision inférieure au meV (3.12 d)). Cela résulte en une différence
d’énergie libre (dans l’approximation harmonique effective) de l’ordre de la dizaine de
meV entre MLACS et AIMD, contre une centaine de meV pour la différence EHCS et AIMD.
De plus, les propriétés élastiques de l’AIMD sont bien reproduites par MLACS, avec une
différence de l’ordre du pourcent. Une bonne description de ces propriétés est cruciale, ce
matériau étant important pour le domaine de la géophysique planétaire. Cette convergence
est permise par la repondération effectuée à chaque itération, qui permet d’augmenter
rapidement le nombre effectif de configurations. Au final, seuls 160 configurations DFT
on été calculées pour MLACS, contre 7000 avec l’AIMD. Si les calculs d’état fondamental
DFT ne prennent que quelques minutes pour ce système, MLACS permet tout de même de
réduire le temps de calcul d’environ une semaine à quelques heures.
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FIGURE 3.12 – Résultat pour MgO à 300 GPa et 8000K. a) Comparaison entre les phonons calculés à
l’aide d’AIMD-TDEP (bleu), MLACS-TDEP (rouge) et EHCS (vert). b) Poids de chaque configuration
pour la simulation MLACS. c) Nombre effectif de configurations à chaque itération de la simulation
MLACS. d) Convergence du spectre de phonons en fonction de l’itération pour la simulation MLACS.
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FIGURE 3.13 – Corrélations entre les énergies (à gauche) et les forces (à droite) du vrai potentiel et
du MLIP pour MgO à 8000K et 300 GPa. Les couleurs correspondent aux poids des configurations à
la fin de la simulation.

TABLEAU 3.6 – Similaire au tableau 3.1 pour MgO à 300 GPa et 8000K.

F̃0 (eV/at) F̃ (eV/at) S (kB/at) C11 (GPa) C12 (GPa) C44 (GPa) Nconfs

AIMD -4.182 -1086.537 9.072 2651 675 174 7020
EHCS -4.091 -1086.401 8.941 2828 528 189 720

MLACS -4.163 -1086.530 9.045 2682 675 176 160
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Zirconium à 1000K

L’exemple suivant est le zirconium dans sa phase BCC haute température, à 1000K.
Tout comme l’uranium-γ, cette phase du zirconium est instable à basse température et
sa stabilisation est permise par les effets explicites de température. Cela nous permet de
tester MLACS sur un système fortement anharmonique, afin de voir si la méthode permet
de décrire la stabilisation dynamique de la phase BCC.

Les résultats pour chacune des méthodes sont présentés sur la figure 3.14 et le tableau
3.7. Comme pour les systèmes précédents, on peut observer une surestimation des fré-
quences de phonons par la méthode EHCS par rapport aux résultats AIMD. Cependant,
le système étant ici monoatomique, cette surestimation se fait pour les phonons acous-
tiques, soit pour l’ensemble du spectre. À l’inverse, le spectre calculé à l’aide de la méthode
MLACS reproduit très bien le spectre AIMD. Ici, 160 configurations ont été générées à
l’aide de MLACS, avec une repondération permettant d’obtenir plus de 100 configurations
effectives (Neff). L’accéleration en temps humain est plus importante que pour les systèmes
précédent, les calculs DFT pour le zirconium demandant de l’ordre du quart d’heure pour
converger. Ainsi, un calcul AIMD demandant presque deux mois de calculs sur 2000 pro-
cesseurs peut être réduit à seulement deux jours de calculs avec MLACS avec le même
nombre de processeur. La figure 3.15 présente les corrélations entre énergies et forces de la
DFT et du modèle.
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FIGURE 3.14 – Résultat pour le zirconium à 1000K. a) Comparaison entre les phonons calculés à
l’aide d’AIMD-TDEP (bleu), MLACS-TDEP (rouge) et EHCS (vert). b) Poids de chaque configuration
pour la simulation MLACS. c) Nombre effectif de configurations à chaque itération de la simulation
MLACS. d) Convergence du spectre de phonons en fonction de l’itération pour la simulation MLACS.

136



CHAPITRE 3. ACCÉLÉRER LES SIMULATIONS À L’AIDE DE L’APPRENTISSAGE
AUTOMATIQUE

0.004 0.006 0.008 0.010

MBAR weights

1292.651292.601292.55
Energy True [meV/at]

1292.65

1292.60

1292.55

En
er

gy
 S

NA
P 

[m
eV

/a
t]

RMSE = 0.0016 eV/at

2.5 0.0 2.5
Forces True [meV/Å]

4

2

0

2

4

Fo
rc

es
 S

NA
P 

[m
eV

/Å
]

RMSE = 0.113 eV/Å

FIGURE 3.15 – Corrélations entre les énergies (à gauche) et les forces (à droite) du vrai potentiel et
du MLIP pour le zirconium à 1000K. Les couleurs correspondent aux poids des configurations à la
fin de la simulation.

TABLEAU 3.7 – Similaire au tableau 3.1 pour le zirconium à 1000K.

F̃0 (eV/at) F̃ (eV/at) S (kB/at) C11 (GPa) C12 (GPa) C44 (GPa) Nconfs

AIMD -0.528 -1293.303 9.135 116 108 27 7758
EHCS -0.497 -1293.276 8.771 122 109 31 100

MLACS -0.526 -1293.298 9.109 118 110 28 160
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Uranium à 1200K

Pour finir, la méthode MLACS a été appliquée sur la phase γ de l’uranium, à 1200K.
Cette phase étant extrêmement anharmonique, il n’a pas été possible de faire converger la
méthode EHCS, malgré plusieurs tentatives et points de départ (notamment en partant
du résultat AIMD). La figure 3.16 a) permet de montrer que les phonons calculés avec
MLACS reproduisent plutôt bien ceux obtenus à l’aide de l’AIMD, malgré l’impressionante
anharmonicité de ce système (σ̃=0.71). Sur les figures 3.16 b), c) et d), on peut constater de
nouveau l’importance de MBAR pour aider à la convergence. En effet, la première itération
est très loin du résultat final, ce qui peut s’observer par la différence de fréquence de 10 meV
entre le spectre convergé et le spectre de cette itération. Cette différence s’explique par
une première itération qui sort de l’état BCC pour partir vers une structure non-physique
(ressemblant à un verre). Cependant, dès la deuxième itération, l’état thermodynamique se
rapproche du résultat final, ce qui se traduit par une baisse de cette différence de fréquence,
et une augmentation du nombre effectif de configurations. Dans le résultat final, MBAR
permet de ne garder que les configurations proches de l’état thermodynamique, et rejette
donc les configurations issues des premières itérations. Ces configurations avec un poids
nul sont mal décrites par le potentiel, comme le montre la figure 3.17. Néanmoins, comme
pour les exemples précédents, les configurations contribuant de façon non-négligeable
aux moyennes ont une plutôt bonne description par le potentiel SNAP.

Au final, sur les 140 configurations DFT, le nombre effectif de configurations final est
de 55.
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FIGURE 3.16 – Résultat pour l’uranium à 1200K. a) Comparaison entre les phonons calculés à l’aide
d’AIMD-TDEP (bleu), MLACS-TDEP (rouge) et EHCS (vert). b) Poids de chaque configuration pour
la simulation MLACS. c) Nombre effectif de configurations à chaque itération de la simulation
MLACS. d) Convergence du spectre de phonons en fonction de l’itération pour la simulation MLACS.

Cet exemple est intéressant car il permet de mettre en évidence l’accéleration que peut
apporter la méthode MLACS. En effet, avec seulement 140 configurations, MLACS permet
une diminution drastique du coût en temps de calcul. En comparaison, la simulation
AIMD sur ce système, particulièrement anharmonique, demande environ 5000 pas (et
donc configurations) pour obtenir un spectre de phonons convergé. Outre le coût en temps
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FIGURE 3.17 – Corrélations entre les énergies (à gauche) et les forces (à droite) du vrai potentiel et
du MLIP pour l’uranium à 1200K. Les couleurs correspondent aux poids des configurations à la fin
de la simulation.

TABLEAU 3.8 – Similaire au tableau 3.1 pour l’uranium à 1200K.

F̃0 (eV/at) F̃ (eV/at) S (kB/at) C11 (GPa) C12 (GPa) C44 (GPa) Nconfs

AIMD -0.894 -1417.593 11.645 126 124 30 5981
MLACS -0.887 -1417.570 11.579 127 125 41 140
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de calcul, ce grand nombre de calculs DFT pour l’AIMD demande un coût en temps humain
très important. En particulier, la simulation de référence de cet exemple a pris 2 mois de
simulations sur un peu plus de 4000 processeurs, la convergence du cycle auto-cohérent
de la DFT demandant approximativement une heure. En comparaison, le résultat MLACS,
sur le même système, a été obtenu en 2 jours. Cette accéleration en temps humain est
permise à la fois par le nombre réduit de configurations et par la possibilité de lancer les
calculs DFT d’une itération en parallèle.

3.1.5 Discussions et perspectives

MLACS est une nouvelle méthode et possède donc de nombreuses possibilités d’amélio-
rations. Par exemple, jusqu’à présent, nous nous sommes concentrés sur l’échantillonage
de l’ensemble canonique, plus particulièrement des ensembles NVT et NPT. Néanmoins,
le formalisme peut aisément s’étendre à d’autres ensembles, par exemple des ensembles
non-boltzmanniens commes les ensembles multi-thermaux.

Une autre perspective d’améloriation porte sur l’implémentation des équations. Celle
présentée ici se base une approche auto-cohérente. Une telle approche possède plusieurs
avantages, notamment la possibilité de paralléliser certains calculs ab initio. Cependant,
cet avantage peut devenir un inconvénient car il nécessite une grande puissance de calcul,
qui n’est pas toujours accessible. De plus, cette parallélisation s’avère difficile à mettre en
place techniquement. Néanmoins, d’autres implémentations sont possibles. Par exemple,
une approche similaire à celles du code SSCHA [82], où la fonction de coût est minimisée
par descente de gradient pourrait être utilisée. Celle-ci demandant également de générer un
ensemble de configurations à plusieurs reprises, les problèmes inhérents à la parallélisation
des calculs ab initio demeure. Une autre implémentation, ne possédant pas ces problèmes
de parallélisation, est réalisable en effectuant une génération on the fly des configurations.
Les premiers essais utilisant cette approche sont encourageants, montrant une simplicité
à la fois d’utilisation et de programmation.

Similarité avec SCHA

La méthode MLACS peut être vue comme une généralisation de SCHA pour des poten-
tiels machine-learning linéaires de formes arbitraires. En effet, l’énergie-libre de Gibbs-
Bogoliubov (eq.3.7) est la même que celle minimisée par SCHA, mais avec un MLIP. Ainsi,
en utilisant pour descripteur la fonction D̃DD(R) = 1

2 (R−RRR)T(R−RRR), on retrouve exactement
le SCHA. Il existe cependant quelques différences conceptuelles entre MLACS et SCHA.

Pour commencer, SCHA a été pensé pour étudier des cristaux anharmoniques. Ainsi, en
resolvant SCHA, des propriétés physiques sont directement calculables, tels que l’énergie
libre ou le spectre de phonons. Cela est permis par la forme harmonique du potentiel
effectif, qui possède une solution analytique. Le désavantage de cette propriété est que
SCHA n’est applicable qu’aux cristaux. De plus, la forme harmonique (qui correspond à
une distribution gaussienne) peut être limitée pour certains systèmes où l’anharmonicité
est très importante. À l’inverse, la forme plus libre du potentiel effectif dans MLACS permet
d’appliquer la méthode pour n’importe quel type de distribution, et donc de système.
Cependant, les propriétés thermodynamiques telles que l’énergie libre ou le spectre de
phonons nécessitent alors un post-traitement des données (en appliquant par exemple
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TDEP aux configurations extraites ou en faisant de l’intégration thermodynamique pour le
potentiel effectif).

Une autre différence provient du fait que pour SCHA, le moindres carrés itératif sur
les forces est une minimisation directe de la divergence de Kullback-Leibler (et donc de
l’énergie-libre de Gibbs-Bogoliubov). Cette propriété est permise par la forme harmonique
du Ṽγγγ dans SCHA. Dans MLACS, le potentiel effectif linéaire est arbitraire ce qui nous
oblige à modifier la fonction de coût pour pouvoir inclure les forces 3.1.1.

Comparaison avec les méthodes de machine-learning usuelles

Une particularité de notre approche est le changement de point de vue par rapport
aux méthodes de machine-learning utilisées habituellement dans le domaine de la ma-
tière condensée. En effet, une grande proportion des travaux mêlant machine-learning
et matière-condensée cherche à reproduire la SBO d’un système, dans la continuité des
potentiels interatomiques classiques. À l’inverse, MLACS a pour but de reproduire la distri-
bution canonique du système. Si les deux approches sont liées 2, le résultat est différent.
En effet, pour les méthodes usuelles, le résultat est un MLIP, qui servira ensuite à effectuer
des simulations à partir de cette SBO approximée. Ainsi, une fois ce MLIP construit, toutes
sortes de conditions thermodynamiques sont accessibles, avec un coût en temps de calcul
réduit. Cependant, le MLIP (et donc les résultats a posteriori) est très dépendant de la
base de données ayant servi à sa construction à cause de l’extrapolation. Pour MLACS, le
résultat est un ensemble de configurations permettant d’approcher la vraie distribution
canonique, le MLIP étant un outil auxiliaire permettant l’obtention des résultats. Du fait
de sa construction auto-cohérente, la méthode s’affranchit du problème de surapprentis-
sage. Cependant, le résultat est lié à une condition thermodynamique donnée, et obtenir
des résultats pour de nouvelles conditions demande d’effectuer une nouvelle simulation,
calculs ab initio compris. Enfin, MLACS permet aussi d’obtenir des propriétés qui sont
généralement inaccessibles aux MLIP : les propriétés électroniques. On peut noter que les
deux approches mentionnées précédement (basées sur la distribution canonique ou sur la
SBO), peuvent être combinées, en utilisant par exemple MLACS pour générer la base de
données permettant de construire un MLIP.

3.1.6 Conclusion

Ce chapitre nous a permis d’introduire une nouvelle méthode de simulation de sys-
tèmes atomiques à température finie : MLACS. Celle-ci combine la malléabilité des MLIP
avec les techniques d’échantillonage variationnelle, afin d’obtenir une méthode rapide et
précise et dont l’implémentation permet une convergence contrôlée.

Le but des exemples présentés précédemment était de mettre en évidence ces caracté-
ristiques, en comparant MLACS avec la méthode de référence qu’est l’AIMD. La taille et la
complexité des systèmes utilisés étaient similaires à ce que l’on trouve généralement dans
la littérature. En diminuant le coût de calcul de plusieurs ordres de grandeurs, MLACS per-
met donc d’étendre les possibilités de systèmes que l’on peut étudier dans une approche
ab initio. Il devient par exemple possible d’étudier des systèmes plus grands ou avec des

2. En particulier pour les MLIP linéaire, où les deux approches utilisent une régression par moindres
carrés pour ajuster le potentiel.
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structures électroniques plus complexes, comme par exemple les dioxydes d’actinides.
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La filière des réacteurs nucléaires la plus répandue dans le monde est celle des réacteurs
à eau pressurisée, dont le combustible standard est le dioxyde d’uranium. Si UO2 possède
des avantages en tant que combustible nucléaire (haute température de fusion (3138K),
une seule phase, . . .), l’inconvénient majeur de ce matériau est sa faible conductivité ther-
mique. Ceci provient de son caractère isolant, la conduction thermique n’étant assurée que
par les phonons. La température étant fortement inhomogène à l’intérieur des pastilles de
combustible, la conductivité thermique l’est aussi, ce qui affecte les propriétés mécaniques
et thermodynamique de UO2 [183]. Ainsi, dans le but d’accroître la sécurité des réacteurs
nucléaires, l’industrie nucléaire concentre depuis une dizaine d’années son attention sur
les combustibles tolérants aux accidents , ce qui demande le développement de matériaux
avec une conductivité thermique améliorée [184]. Du fait des réactions de fission des
atomes d’uranium et de certains produits de fission, la température au coeur du réacteur
peut atteindre les 1200K. En conséquence, une compréhension du comportement des
dioxydes d’actinides à haute température est primordiale pour assurer le bon fonction-
nement et la sécurité des réacteurs. Si de nombreuses études expérimentales ont porté
sur l’étude des effets de la température sur les dioxydes d’actinides, la plupart des travaux
théoriques se basent sur des simulations avec des potentiels interatomiques classiques.
Dans ce travail, nous nous intéresserons à deux dioxydes d’actinides, UO2 et PuO2, afin
d’apporter une approche ab initio à l’étude des effets de la température sur ces systèmes.
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4.1 Présentation des systèmes

4.1.1 Propriétés structurelles de UO2 et PuO2

À pression ambiante, les dioxydes d’actinides cristallisent avec une structure fluorine,
de groupe d’espace Fm3m. Cette structure, représentée sur la figure 4.1, peut être vue
comme un réseau cubique faces centrées d’ions actinides 4+ avec les ions oxygène 2-
occupant les sites tétraédriques interstitiels. Pour UO2, cette phase n’est cependant pré-

FIGURE 4.1 – Structure fluorine des dioxydes d’actinides. Les atomes d’oxygène et d’actinides (U,
Pu) sont représentés respectivement par les sphères bleues et rouges.

sente qu’au dessus d’une température Tn = 30.8K. En dessous de Tn , on observe un effet
Jahn-Teller, qui se traduit par une distorsion du sous-réseau d’oxygène [185, 186].

Structure électronique et propriétés magnétiques de UO2 et PuO2

Malgré l’apparente simplicité de la structure fluorine, les propriétés électroniques
et magnétiques des dioxydes d’actinides montrent une grande richesse. Premièrement,
les fortes corrélations électroniques des orbitales 5 f entraînent une localisation de ces
dernières. De plus, la présence d’un champ cristallin, ajouté au couplage spin-orbite
important de ces systèmes, entraîne une levée de dégénérescence des niveaux d’énergie
des électrons 5 f . À cause de ces phénomènes, l’état fondamental des dioxydes d’actinides,
et en particulier de UO2 a été longuement débattu depuis les années 50 [8, 10, 187].

Les fonctionnelles d’échange et corrélation (semi)locales (LDA et GGA) prédisent les
dioxydes actinides comme étant des métaux ferromagnétiques et non des isolants comme
ils le sont en réalité. Cette description provient des limitations de ces fonctionnelles pour
décrire les électrons corrélés. Pour UO2, le gap électronique, de 2.1 eV[188], est associé à
une transition 5 f → 5 f , ce qui fait de UO2 un isolant de Mott. En revanche, PuO2 est un
isolant à transfert de charge avec un gap de 2.80 eV[189] associé aux transitions entre des
orbitales 2p de l’oxygène et des orbitales 5 f du plutonium [17].

La théorie du champ cristallin permet de donner une estimation du magnétisme de
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FIGURE 4.2 – Illustration de l’application de la théorie du champ cristallin à UO2 et PuO2

ces systèmes. En appliquant le couplage spin-orbite suivi du champ cristallin sur les
orbitales 5 f des ions actinides 4+, celles-ci sont divisées en 7 états, certains possédant des
dégénérescences. Le remplissage de ces états, illustré sur la figure 4.2 pour UO2 et PuO2,
permet de retrouver le magnétisme de l’état fondamental de ces systèmes. L’application de
cette théorie prédit un moment magnétique effectif pour UO2 et une absence de moment
magnétique pour PuO2. Bien que négligeant les corrélations électroniques, ces prédictions
sont en accord avec les résultats expérimentaux, qui observent un état fondamental AFM
pour UO2 et une absence de magnétisme pour celui de PuO2. On notera cependant qu’au
delà de la température de Néel Tn , l’ordre magnétique de UO2 est perdu, et le système
devient paramagnétique (PM).

Structure électronique théorique de UO2 et PuO2

Arriver à une description satisfaisante de la complexité présentée précédemment de-
mande d’importants développements théoriques. En effet, nous avons déjà mentionné les
limitations des fonctionnelles (semi)locales pour prédire le caractère isolant des dioxydes
d’actinides. Ainsi, modéliser ces systèmes nécéssite d’inclure l’effets des fortes corrélations
des électrons 5 f .

Plusieurs méthodes ont été utilisées, parmi lesquelles on notera les fonctionnelles
hybrides [190], la DFT couplée à la théorie du champ moyen dynamique [191] et la DFT+U ,
décrite dans le premier chapitre. Les différents travaux théoriques effectués sur l’état
fondamental de UO2 et de PuO2 sont cohérents entre eux, sous la contrainte que l’obtention
de l’état fondamental ait été assurée. En effet, comme présenté dans la première partie, le
terme U de Hubbard ajouté à la DFT entraîne la présence de nombreux minima locaux.
C’est d’ailleurs dans le but de décrire PuO2 (et Pu2O3)que la méthode d’imposition des
matrices d’occupations a été mise en place par Jomard et al [36–39] (voir sec.?? de la
première partie). Les résultats de différentes études portant sur l’état fondamental de
UO2 sont résumés dans le tableau 4.1

148



CHAPITRE 4. DIOXYDE D’URANIUM ET DIOXYDE DE PLUTONIUM

TABLEAU 4.1 – Comparaison de différents résultats sur l’état fondamental de UO2 dans la phase
fluorine.

Auteurs Approximation magnétisme U (eV) J (eV) a0 (Å) gap électronique (eV)

Expérience 3k 5.47 2.1
Dorado [37] PBE + U 1k 4.5 0.51 5.57 2.3
Dorado [39] LDA + U 1k 4.5 0.54 5.41 2.3
Dorado [39] LDA + U PM1 4.5 0.54 5.42 2.4
Pegg [192] PBE + U + SOC 3k 3.35 0 5.47 2.06
Shi [193] PBE + U 1k 4.0 0.51 5.55 2.1

Prodan [194] PBE02 1k 5.45 3.1
Prodan [194] HSE2 1k 5.46 2.4

Dudarev [195]3 LDA + U + SOC 3k 3.46 0.3 5.47 2.1

1 Paramagnétisme modélisé par une méthode de SQS magnétique.
2 Fonctionnelles hybrides.
3 Pour cette étude, le paramètre de maille n’a pas été optimisé, le paramètre de maille expé-
rimental ayant été utilisé. En revanche, ce sont les paramètres U et J qui ont été optimisés.

Comme observé régulièrement avec les fonctionnelles semilocales, ces résultats
montrent une surestimation (sous-estimation) du paramètre de maille par la fonctionnelle
GGA (LDA). De plus, les paramètres U et J de la DFT+U semblent avoir une influence sur
les propriétés calculées, notamment le gap électronique. Un dernier point important à
noter sur ces résultats est la description du magnétisme. En effet, l’ordre AFM de UO2 à
basse température a fait l’objet de débats pendant plusieurs décénnies. Le consensus
actuel porte sur un ordre AFM 3k non-collinéaire. Cependant, on remarque que la plupart
des résultats de la littérature portent sur une description AFM 1k collinéaire. Selon la
référence [195], la stabilisation de l’ordre 3k est fortement influencée par l’importance du
SOC dans UO2. Cette observation est cohérente avec les résultats de [38] qui observent
un magnétisme AFM-1k, avec des calculs négligeant le SOC ou avec ceux de [196], qui
observent un ordre 3k en incluant le SOC. Les effets relativistes, bien que usuellement
négligés, sont en effet importants dans les dioxydes d’actinides et une description complète
nécessite l’inclusion du SOC. Néanmoins, ces effets restent moins importants que ceux
des corrélations électroniques, et la négligence du SOC semble pertinente, au moins en
première approximation pour gagner en temps de calcul.

Au final, l’ensemble des résultats théoriques montrent que l’approximation par un
système AFM-1k, sans couplage spin-orbite et avec des paramètres U ≈ 4.5 eV et J ≈
0.51 eV apporte une description, certe incomplète, mais satisfaisante de UO2. Avec cette
approximation, le paramètre de maille UO2 théorique est d’approximativement 5.46 Å
et 5.57 Å pour les fonctionnelles LDA+U et GGA+U , respectivement, soit une différence
de l’ordre de 1% avec le paramètre de maille expérimental. Ces paramètres apportent
également une bonne description d’autres propriétés de UO2, comme par exemple le gap
électronique ou l’énergie de cohésion.

Si les résultats précédents portaient sur la phase fluorine, on retrouve, dans de plus
faibles proportions, quelques résultats sur la distorsion de Jahn-Teller présente à basse
température pour UO2 [38, 195]. On notera ici surtout que ces résultats montrent que
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la DFT+U avec des paramètres similaires à ceux décrits précédemment est capable de
retrouver la présence d’une distorsion plus stable que la phase de haute-symétrie[38].

Pour PuO2, le faible nombre de résultats expérimentaux, comparé à UO2, rend l’analyse
précédente plus compliquée. On trouve néanmoins de nombreuses études ab initio sur ce
système, dont certains résultats sont représentés sur le tableau 4.2.

L’observation d’un état fondamental expérimental diamagnétique pour PuO2 ne rend
pas l’étude de ce système plus simple. En effet, les travaux comparant la stabilité d’un ordre
magnétique contre l’état diamagnétique résulte en un état fondamental AFM-1k[196, 197],
sans SOC. En incluant le SOC, Pegg et al [198] trouvent un état fondamental AFM-3k.

Cette absence d’accord entre théorie et expérience complique le choix de la description
à utiliser pour étudier PuO2. La majorité des études, qui négligent le SOC, utilise l’état fon-
damental théorique AFM-1k. Cette approximation permet tout de même une description
satisfaisante des autres propriétés du système, avec un gap électronique et une énergie de
cohésion proche des résultats expérimentaux.

TABLEAU 4.2 – Comparaison de différents résultats sur l’état fondamental de PuO2 dans la phase
fluorine.

Auteurs Approximation magnétisme U (eV) J (eV) a0 (Å) band gap (eV)

Expérience NM 5.40 1.8
Pegg [192]1 PBE + U + SOC NM 6.0 0 5.41 2.8
Pegg [198] HSE062 + SOC 3k 5.38 3.0
Shi [193] PBE + U 1k 3.0 0.75 5.46

Jomard [36] LDA + U 1k 4.0 0.7 5.33 2.1
Jomard [36] PBE + U 1k 4.0 0.7 5.44 2.2
Sun [197]1 LDA + U 1k 4.0 0.75 5.36 1.7
Sun [197]1 PBE + U 1k 4.0 0.75 5.47 1.7
Jollet [199] PBE02 1k 5.42 2.1
Jollet [199] PBE + U 1k 4.0 0.7 5.44 2.2

Prodan [194] HSE2 1k 5.40 2.6

1 L’énergie de cette phase NM n’est pas comparée à celle d’une phase magnétique
2 Pas de contrôle des états métastables pour cette étude.

Note sur les paramètres U et J de la DFT+U

En principe, la DFT est une méthode ab initio, ce qui est généralement opposé aux
méthodes semi-empiriques qui demandent des paramètres ajustés sur des résultats ex-
périmentaux. Pour que la DFT+U reste une méthode entièrement ab initio, il faudrait
que les paramètres U et J soient obtenus dans une approche premiers principes. S’il est
aujourd’hui possible de déterminer ces paramètres à l’aide de RPA contrainte [200–203]
ou de théorie des perturbations [204, 205], seule la référence [195] utilise des paramètres
ab initio, issus de RPA contrainte. En effet, les autres exemples cités dans les tableaux 4.1
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et 4.2 utilisent des paramètres permettant de reproduire le gap électronique, le volume
d’équilibre, l’état fondamental magnétique ou encore l’énergie de formation.

4.1.2 La dynamique du réseau des dioxydes d’actinides

En tant que combustibles nucléaires, une propriété importante des dioxydes d’actinides
est leur conductivité thermique. Ceux-ci étant des isolants, cette conductivité, au moins
aux températures d’opération, est portée par la dynamique du réseau. Ainsi, en raison de
la conductivité thermique anormalement faible de ces systèmes, les phonons des dioxydes
d’actinides ont été beaucoup étudiés.

Propriétés vibrationelles de UO2

Pour UO2, la dispersion de phonons a été mesurée expérimentalement à température
ambiante et à une température de 1200 K. Les résultats de Pang et al[206] sont tracés sur
la figure 4.3. Ceux-ci sont cohérents à la fois avec les résultats plus anciens de Dolling et
al[207] et les résultats plus récents sur films minces[208].

La plupart des résultats ab initio portant sur les phonons de UO2 utilisent la méthode
DFT+U [206, 209–211], même si une étude de Yin et Savrasov [212] utilise la DFT+DMFT
pour la partie structure électronique. Dans l’ensemble de ces études, les phonons sont
calculés selon les approximations harmoniques ou quasi-harmoniques, avec des IFC
calculées par différences finies. Deux exemples de spectres théoriques, issus également de
Pang et al [206] et obtenues par GGA+U dans l’approximation quasi-harmonique pour
300K et 1200K, sont présentés sur la figure 4.3.
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FIGURE 4.3 – Spectres de phonons de UO2 obtenus par Pang et al [206] à 300K (en bleu) et 1200K (en
rouge). Les ronds correspondent aux résultats expérimentaux, mesurés par diffusion de neutrons,
tandis que les traits correspondent aux résultats théoriques, obtenus par l’approximation quasi-
harmonique avec une description par GGA+U de la structure électronique.

Des mesures de diffusion de neutrons plus récentes, par la même équipe [213, 214],
ont permis de caractériser de façon plus précise l’anharmonicité de UO2. Dans ces études,
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les densités d’états vibrationelles de UO2 à plusieurs températures sont comparées, ce
qui permet de mettre en évidence les limites des prédictions ab initio des phonons de
ce système. En effet, en comparant les DOS de simulations DFT+U [209–211] avec leurs
résultats expérimentaux (et ceux de Dolling [207]), plusieurs différences sont à noter. En
particulier, malgré les différences dans les paramètres DFT+U des différentes études, on
retrouve pour tous ces résultats théoriques une différence des tailles relatives des poids
spectraux des modes TA et LA, l’absence d’un plongeon des modes TO1 et LO1 proche du
point X et une tendance à surestimer le poids spectral de la région de 30 à 55 meV de la
DOS à 300K. Les prédictions par DFT+DMFT de Yin et Savrasov [212] ont par ailleurs des
problèmes similaires, en particulier sur l’absence du plongeon des modes optiques vers le
massif acoustique aux alentours du point X.

Ces imprécisions se retrouvent dans les propriétés dynamiques prédites par la DFT+U
et l’approche QHA, en particulier sur les temps de vie des phonons 1 à haute température.
En effet, sur l’ensemble des modes mesurés par diffusion de neutrons, la théorie surestime
fortement le temps de vie τ à 1200K, tandis qu’un accord semi-quantitatif est observé à
300K. En conséquence, la conductivité thermique ab initio de UO2 diffère de celle mesu-
rée à 1200K d’un facteur 2 (3.6 Wm−1K−1 expérimentalement [206] contre 1.4 Wm−1K−1

théoriquement).

Propriétés vibrationelles de PuO2

Du fait de la difficulté de fabrication d’échantillons de PuO2, les résultats expérimentaux
sur les propriétés vibrationelles de ce système sont plus rares. On retrouve principalement
une mesure de la densité d’états vibrationelle du dioxyde de plutonium à température
ambiante, effectuée par diffusion de neutrons sur un échantillon contenant 2% de gal-
lium [215]. Des comparaisons avec les dynamiques de réseau obtenues par DFT+U [216]
et DFT+DMFT [212] montrent un accord qualitatif avec l’expérience. En effet, certaines
caractéristiques de la DOS, notamment celles liées aux modes optiques LO1 et TO1, sont
présentes sur la DOS prédite par la DFT+U . Il en est de même pour le placement des pics
provenant des modes acoustiques en bordure de zone de Brillouin, qui semblent ainsi
bien décrits autant par DFT+U que par DFT+DMFT. Néanmoins, un désaccord est présent
pour d’autres élements de la DOS, comme par exemple le splitting important entre les
modes optiques LO2 et TO2, absent du résultat expérimental. On notera de plus que les
spectres DFT+U et DFT+DMFT présentent des différences importantes, en particulier sur
les modes optiques.

4.1.3 Paramètres des calculs DFT+U utilisés dans ce travail

Pour tous les calculs de ce chapitre, les calculs DFT+U seront effectués avec le code
Abinit. Le formalisme PAW sera utilisé, avec un paramétrage de l’échange et corrélation
GGA-PBE. Pour le terme de double-comptage, on utilisera la limite complètement localisée
de Liechtenstein [35]. Les tests de convergence ont permis de sélectionner une énergie
de coupure de 544 eV et les calculs sont effectués avec une grille de points k de 2×2×2
pour la supercellule de 2×2×2 cellules unité, pour 96 atomes. Les paramètres U et J sont
respectivement de 4.5 et 0.51 eV, autant pour UO2 que pour PuO2.

1. Voir section 2.4.1 de la première partie
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La revue de la littérature de la section 4.1.1 a permis de mettre en évidence la com-
plexité de la description des dioxydes d’actinides. Dans ce travail, on se placera dans une
approche sans SOC, en gardant une description cohérente des systèmes avec nos para-
mètres. Ainsi, autant UO2 que PuO2 seront décrits avec une structure magnétique AFM-1k,
qui correspond à l’état fondamental de ces deux systèmes selon nos paramètres.

Quelques notes sur les matrices d’occupations

La première phase d’une étude sur les dioxydes d’actinides consiste à calculer les
matrices d’occupations du système. Une fois cette étape effectuée, ces matrices sont
ensuite utilisées comme point de départ pour les différents calculs d’états fondamentaux.
Les matrices d’occupations sont généralement calculées pour la structure fluorine. Or, le
splitting des états 5 f dépend du champ cristallin, donc de la cage d’oxygène. Par exemple,
la distorsion de Jahn-Teller présente en dessous de Tn possède une symétrie Pa3, différente
de la symétrie Fm3m de la structure fluorine. Cette différence de symétrie entraîne une
levée des dégénérescences des orbitales 5 f . Ainsi, en changeant l’environnement atomique
d’un atome d’uranium, par exemple avec du désordre thermique, le champ cristallin
change, et en conséquence, le splitting des orbitales 5 f change aussi.

Les matrices d’occupations étant liées au splitting des orbitales 5 f , cela siginfie qu’il
faudrait en principe calculer les matrices d’occupations pour chacune des configurations
considérées. Pour des supercellules où le désordre thermique brise les symétries de la
structure fluorine, cela est en pratique infaisable. Nous utiliserons donc dans le travail qui
suit des matrices d’occupations obtenues pour la structure fluorine à 0K, en l’imposant sur
les 20 premières itérations du cycle auto-cohérent, avant de relâcher cette contrainte. Pour
la suite, on fera l’hypothèse que l’état électronique atteint avec cette approche sera l’état
fondamental, ou au moins un état proche.
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4.2
Étude des effets de la température sur le

dioxyde d’uranium

Cette section aura pour but de montrer le travail effectué sur les effets de la température
sur le dioxyde d’uranium, en particulier sur la dynamique du réseau du système. Après avoir
vérifié la bonne description de l’état fondamental de UO2 par la DFT+U , nous validerons
l’application de MLACS pour l’échantillonage de l’ensemble canonique sur ce système.
Cette validation nous permettra entre autres de voir les effets du paramagnétisme sur les
phonons. Une fois ces validations effectuées, nous étudierons les effets de la température
sur le système, en comparant les résultats à des températures de 300 et 1200 K entre eux et
à des résultats expérimentaux.

4.2.1 État fondamental de UO2

Afin de s’assurer de trouver l’état fondamental de UO2, la méthode des matrices d’oc-
cupations a été utilisée. Pour cela, un ensemble de calculs a été lancé en imposant pour
chacun une matrice d’occupations différente sur les orbitales corrélées. Les matrices d’oc-
cupations pour chaque spin de chaque atome sont de taille 7×7, et il serait beaucoup
trop coûteux d’essayer toutes les matrices possibles. Afin de limiter le nombre de calculs,
seules les matrices diagonales avec deux états occupés sur les sept sont considérées, ce qui
représente au total

(2
7

)= 21 calculs. Une fois ces calculs effectués, la matrice d’occupations
résultant du calcul donnant la plus faible énergie a ensuite été utilisée pour initialiser une
relaxation du volume, en imposant cette matrice d’occupations pendant les 20 premières
itérations des calculs de l’énergie. Afin de s’assurer de la cohérence du résultat, le test initial,
avec les 21 matrices d’occupations diagonales, a été éffectué à nouveau sur la structure
obtenue et le résultat comparé avec le calcul initial.

La structure finale possède un paramètre de maille a = 5.54 Å, ce qui est cohérent
avec les résultats de la littérature utilisant une paramétrisation similaire (GGA, U ≈ 4.5 et
J ≈ 0.51). On notera que cette valeur surestime le paramètre de maille expérimental (5.47 Å)
d’environ 1%.

4.2.2 Validation de MLACS appliqué à UO2

Cette première partie nous permettra de valider l’application de MLACS aux dioxydes
d’actinides. Le MLIP utilisé est un SNAP avec 2Jmax = 8, et un rayon de coupure ajusté
lors des deux premières itérations de chaque simulation. L’échantillonage de l’ensemble
canonique du MLIP est assuré par de la MD avec un thermostat de Langevin et un pas de
temps de 1.5 fs. 20 configurations sont extraites des MD à chaque itération pour les calculs
DFT+U , et les configurations initiales sont générées en déplaçant aléatoirement les atomes
autour des positions idéales. La convergence se fait sur les fréquences de phonons, avec
une différence entre itérations inférieure à 0.5 meV pour que la simulation soit considérée
comme convergée. Étant donnée que cette section aura pour but la validation de MLACS,
on ne considérera pas ici le splitting LO-TO.
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Comparaison avec l’AIMD

Dans un premier temps, nous nous sommes assurés de l’applicabilité de MLACS à
UO2 en comparant les résultats avec des simulations AIMD. Dans cette optique, deux
simulations AIMD, à 300K et 1200K, ont été effectuées sur des supercellules de 96 atomes
au volume de l’état fondamental. L’ensemble NVT a été utilisé à l’aide d’un thermostat de
Langevin, avec un pas de temps de 1.5fs. Pour assurer un bon échantillonage de l’ensemble
canonique, le temps de simulation est de 15 ps et la convergence des spectres de phonons
extraits avec TDEP a été contrôlée. Pour comparer, les simulations MLACS ont demandé
100 configurations pour un nombre effectif Neff = 77 à 300 K, et 120 configurations pour un
nombre effectif Neff = 91 à 1200 K. Pour ce système, l’accéleration permise par MLACS est
très importante, les simulations MLACS ayant demandé moins d’une semaine en temps hu-
main, contre plusieurs mois pour l’AIMD. Les calculs DFT+U (et donc l’AIMD) demandent
plusieurs milliers de processeurs, et la plus grosse partie du temps pour MLACS provient
du temps d’attente dans la queue du calculateur. Cette application permet ainsi de mettre
en évidence la diminution drastique du coût permise par la méthode d’échantillonage
assisté par machine-learning.
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FIGURE 4.4 – Spectres de phonons et DOS vibrationelle à 300 K (en haut) et 1200 K (en bas). Les
résultats AIMD (MLACS) sont représentés par les traits bleus (rouges). Les ronds bleus (rouges) sont
les résultats expérimentaux de Pang et al [206] à 300 K (1200 K).
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Une comparaison des spectres de phonons MLACS et AIMD est tracée sur la figure
4.4. Si on obtient un excellent accord à 1200K, ce n’est pas le cas à 300K. En effet, certains
modes optiques, en particulier les plus basses fréquences, proches du point X, obtenues
par AIMD ont des fréquences plus basses que celles obtenues par MLACS. Cependant,
pour ces modes, MLACS est plus proche des résultats expérimentaux que l’AIMD.

Pour comprendre l’origine de cette divergence, les positions atomiques moyennes
des simulations AIMD et MLACS à 300K sont tracées sur la gauche de la figure 4.5. Si
pour MLACS ces positions correspondent bien aux positions de la structure fluorine,
on remarque un déplacement des atomes d’oxygène selon un motif pour l’AIMD. La
distribution des positions d’atomes d’oxygène, représentés par une estimation par noyau
gaussien sur la droite de la figure 4.5 permet de mettre en évidence que pour l’AIMD, les
atomes d’oxygène ne vibrent pas autour des positions idéales de la structure fluorine.

Dorado et al [38] ont montré qu’en présence d’une structure magnétique AFM-1k, le
vrai état fondamental prédit par la DFT+U est une structure présentant une distorsion
de Jahn-Teller. Si cette distorsion n’est pas la même qu’observée expérimentalement, à
cause notamment de la différence de magnétisme (1k contre 3k), elle présente tout de
même des caractéristiques similaires, en particulier une déformation de la cage d’oxygène
et une apparition due à des interactions spin-réseau. Expérimentalement, ces interactions
spin-réseau ont des effets dans la phase paramagnétique de UO2, au delà de la température
de Néel Tn = 30.8 K, mais les distorsions engendrées sont alors dynamiques et la structure
moyenne de UO2 est bien une structure fluorine. Cependant, au delà de 100 K au dessus
de Tn , des mesures de constantes élastiques [217, 218] montrent que l’effet Jahn-Teller
dynamique n’est plus observé. Ainsi, à 300 K, on devrait observer une structure moyenne
fluorine, avec une distribution atomique sans distorsion, autant statique que dynamique.

On peut conclure que les distorsions statiques prédites par l’AIMD à 300K sont issues
de la description AFM-1k du système. En effet, en ne considérant plus comme équivalents
les atomes d’uranium de spin up et down, cette structure brise des symétries de la structure
fluorine, ce qui a une influence sur la dynamique du système. Les résultats DFT+U [38]
sur l’effet Jahn-Teller prédisent une stabilisation de la structure avec distorsion comparée
à la structure fluorine idéale de ∼ 1.6 eV pour une supercellule de 96 atomes. Il est donc
possible qu’une température de 300 K ne soit pas capable de faire sortir le système du puits
de potentiel créé par la distorsion de Jahn-Teller AFM-1k. Ces divergences entre prédictions
et expériences ne sont pas présentes pour MLACS, car le MLIP utilisé ne différencie pas
les atomes d’uranium selon leur spin, et ces derniers sont donc tous équivalents. Ainsi,
MLACS restaure les symétries de la structure fluorine, en accord avec l’expérience.

Les spectres de phonons entre AIMD et MLACS sont beaucoup plus proches à 1200 K,
et une analyse similaire à celle effectuée précédemment montre que l’AIMD permet bien
de retrouver une structure moyenne fluorine. Cette observation permet d’expliquer la
similarité des spectres obtenus à l’aide des deux méthodes. Cependant, les interactions
spin-réseau sont toujours présentes en AIMD, et il est possible que les légères différences
observées sur les spectres de phonons (modes optiques proches du point X) proviennent
des brisures de symétries présentes dans l’AIMD et non dans MLACS.
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FIGURE 4.5 – Positions moyennes et distribution des positions d’atomes d’oxygène à 300K. (À
gauche) Positions atomiques moyennes projetées sur le plan xy. Les atomes d’uranium (d’oxygène)
sont en bleu (rouge). (À droite) Estimation par noyau gaussien de la distribution des positions des
atomes d’oxygène. En bleu la projection sur le plan xy de la distribution des positions d’un atome
situé sur un plan, en rouge situé sur le plan en dessous (selon l’axe z). Le point vert correspond aux
positions idéales de la structure fluorine. a) AIMD : les atomes d’oxygène ne vibrent pas autour
des positions idéales de la structure fluorine. b) MLACS : les atomes d’oxygène vibrent autours des
positions idéales de la structure fluorine.
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Effets du paramagnétisme sur les phonons dans UO2

L’analyse de la sous-section précédente a mis en évidence un important couplage spin-
réseau pour UO2. Ce couplage, présent expérimentalement seulement à basse température,
provient de la description AFM du système qui est expérimentalement paramagnétique à
300K. Si le système auxiliaire de MLACS permet de restaurer les symétries de la structure
fluorine, les calculs ab initio de l’application précédente utilisent toujours une struc-
ture AFM-1k. Une description paramagnétique de UO2 nécéssiterait d’aller au delà de
l’approximation statique de la DFT+U , en prenant en compte les fluctuations des états
électroniques et en utilisant par exemple la DMFT. Cependant, il est possible d’approximer
le paramagnétisme avec l’approche des Moments Locaux Désordonés (DLM) [219].

Cette approche se base sur un découplage adiabatique entre degrés de liberté ato-
miques et degrés de liberté de spin. Dans une formulation moderne de la DLM, l’état
paramagnétique d’un système peut être décrit par les degrés de liberté de spin changeant
plus ou moins aléatoirement de directions selon un temps de spin-flip tsf. Alling et al [220]
ont montré que la limite statique de cette approche peut être implémentée dans une
approche basée sur les supercellules, en considérant un alliage de spin. En particulier, cela
permet de décrire le désordre paramagnétique par la méthode des SQS décrite dans le
premier chapitre (sec.1.3.3).

Il est assez simple de construire une approche MLACS-DLM. Pour cela, on pose V(R,σσσ)
le potentiel du système paramagnétique avecσσσ la configuration magnétique. La distribu-
tion que l’on souhaite approximer avec MLACS est définie par

p(R) = 1

Z

∫
dRe−βV(R,〈σσσ〉unif) (4.1)

avec Z la fonction de partition donnée ici par Z = ∑
σσσ

∫
dRe−βV(R,〈σσσ〉unif). Pour utiliser

MLACS-DLM, il suffit ainsi de générer une SQS magnétique pour chacun des calculs
DFT.

La méthode MLACS-DLM a ainsi été implementée, en utilisant le code Icet [221] pour
générer les SQS magnétiques. Celles-ci on été construites de façon à obtenir un nombre
équivalent de spins up et down. Afin d’assurer que toutes les SQS soient différentes les unes
des autres, les simulations Monte-Carlo permettant de générer les SQS ont été limitées
à 3000 itérations et partent de configurations différentes. Cela permet de minimiser les
corrélations entre différentes orientations de spin, tout en évitant que les SQS tombent
dans le même minimum de la fonction de coût du Monte-Carlo. Pour chacun des calculs
DFT+U , les matrices d’occupations ont été distribuées en accord avec l’orientation des
spins de la supercellule.

Des simulations MLACS-DLM ont été effectuées, avec les mêmes paramètres que les
simulations précédentes, dans le but d’extraire des phonons renormalisés. Ces derniers
sont tracés sur la figure 4.6, où ils sont comparés aux résultats MLACS AFM. On notera
que les spectres AFM et DLM sont presque superposés, avec des différences de l’ordre
du critère de convergence de 0.5 meV utilisé lors des simulations MLACS. On retrouve
par ailleurs un résultat similaire pour la conductivité thermique (voir plus loin pour les
détails des calculs). L’inclusion du paramagnétisme à MLACS n’a donc pas d’effet sur les
propriétés vibrationelles de UO2.

De plus, les effets de la description DLM sur les propriétés magnétiques sont marginaux.
En effet, si la distribution de la valeur absolue des moments atomiques, représentée
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FIGURE 4.6 – Spectres de phonons et DOS vibrationelle à 300 K (en haut) et 1200 K (en bas). Les
résultats MLACS-DLM (MLACS AFM) sont représentés par les traits verts (rouges). Les ronds bleus
(rouges) sont les résultats expérimentaux de Pang et al [206] à 300 K (1200 K).
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FIGURE 4.7 – Distribution de la valeur absolue des moments atomiques locaux pour MLACS-DLM
(en vert) et MLACS AFM (en rouge), en magnéton de Bohr µB. Les traits tirés verticaux sont les
valeurs moyennes de ces moments. À gauche, 300 K, à droite 1200 K.
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sur la figure 4.7, montre une différence entre les résultats AFM et DLM ces différences
restent néanmoins limitées. Notamment, la différence de valeur absolue de la moyenne
des moments atomiques locaux entre MLACS-DLM et AFM est inférieure à 0.002µB.

Ces différents essais nous ont permis d’assurer que MLACS-AFM est une bonne ap-
proximation de l’état paramagnétique haute température de UO2. En conséquence, pour
la suite du chapitre, les résultats présentés le seront avec des simulations MLACS-AFM.

4.2.3 Effets de la température sur les propriétés de UO2

Maintenant que l’utilisation de MLACS a été validée sur ce système, la suite de cette
section se concentrera sur les résultats. Pour les spectres suivants, on appliquera le terme
de correction non-analytique longue portée. Cet effet, qui entraîne une séparation des
branches LO et TO au point Γ, provient du caractère polaire du système. Pour un tel
système, les vibrations de grande longueur d’onde entraînent l’apparition d’un champ
eléctromagnétique macroscopique, qui n’est pas décrit dans une approche basée sur des
supercellules. En conséquence, un terme de correction non-analytique doit être appliqué.
Pour cela, on utilise la méthode de Wang et al [222] tel qu’implémentée dans phonopy [67].
Cependant, l’application de cette correction sur nos résultats entraîne pour UO2 une
modification non-physique de certains modes, notamment acoustiques, à cause de l’inter-
polation de Fourier. Il est par ailleurs possible que la courbure du mode LA1 entre Γ et L
sur les spectres théoriques de Pang [206] provient de cet effet.

Pour corriger cet effet, les modes acoustiques des spectres présentés dans la suite de
cette section correspondront aux résultats sans correction non-analytique. Au niveau des
résultats physiques cela n’a pas d’incidence. En effet, les propriétés élastiques utilisent
directement les IFC, sans cette correction, tandis qu’il a été vérifié pour la conductivité
thermique que ces effets n’avaient pas de conséquences significatives.

La correction non-analytique nécessite deux paramètres, la charge effective Zi
eff de

chacun des atomes i , et la constante diélectrique ε∞. On utilisera dans ce travail les valeurs
ZO

eff =−2.655, ZU
eff = 5.310 et ε∞ = 5.2 [213].

De plus, les effets de la taille des boîtes de simulation ont été contrôlés, en effectuant
des simulations MLACS sur une supercellule 4×4×4 de 192 atomes. Les résultats obtenus
étant similaires à ceux obtenus avec la supercellule de 96 atomes, la suite de ce chapitre
présentera les résultats sur les supercellules à 96 atomes.

Effets intrinsèques de la température sur les phonons de UO2

Comme présenté dans le premier chapitre, les contributions de la température sur les
propriétés vibrationelles peuvent être extrinsèques, c’est-à-dire venant de l’évolution du
volume, où intrinsèques, donc directement atribuables à l’agitation thermique. Les effets
intrinsèques peuvent être mis en évidence en comparant les spectres de phonons calculés
précédemment à 300 K et 1200 K pour le même volume, celui de l’état fondamental. Cette
comparaison est faite sur la figure 4.8. La principale différence entre les résultats à 300
et 1200 K se trouve sur les modes optiques, avec une diminution avec la température de
l’ordre de 2 meV pour l’ensemble des fréquences. On notera que bien que les fréquences
n’incluent ici que les effets provenant de l’agitation thermique, cette diminution est déjà
de l’ordre, voire supérieur, de celle observée expérimentalement.
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FIGURE 4.8 – Spectres de phonons de UO2 à 300K (en bleu) et 1200K (en rouge) calculés avec MLACS-
TDEP au volume de l’état fondamental. Les ronds bleus (rouges) sont les résultats expérimentaux
de Pang et al [206].

Au contraire des spectres théoriques de la littérature, on observe dans nos résultats le
plongeon des modes TO1 et LO1 dans le massif optique, même à 300K 2. Cette observation
est en accord avec l’expérience, et son absence dans les résultats précédents, utilisant l’ap-
proximation harmonique, a été supposée comme étant à l’origine de certaines différences
observées sur les DOS vibrationelles [213]. Cependant, on remarquera une mauvaise des-
cription des modes optiques LO2, en particulier à 1200K et loin des bords de zones à 300K.
Il est par ailleurs possible que les oscillations observées sur ces modes soient dues à un
problème d’interpolation de la correction non-analytique dans l’espace réciproque.

Afin de permettre une comparaison avec l’expérience, nos DOS théoriques ont été
pondérées pour prendre en compte la différence de section efficace entre les atomes
d’uranium et d’oxygène mesurée expérimentalement. Ces DOS pondérées g NW(ω) peuvent
s’approximer selon la formule [213]

g NW(ω) ≈ σU

MU
gU(ω)+2

σO

MO
gO(ω) (4.2)

σU = 8.908 et σO = 4.232 barn [223] sont les sections efficaces neutroniques des atomes
d’uranium et d’oxygène, respectivement. Les densités d’états pondérées sont tracées sur la
figure 4.9, où elles sont comparées aux mesures de Pang et al [213]. Le bon accord général
observé sur les spectres se retrouve sur les DOS de phonons. En particulier, il est intéressant
de noter le bon accord sur les positions des pics acoustiques (∼ 11 et 19 meV), et le poids
spectral relativement bon des résultats théoriques, malgré l’absence d’élargissement des
phonons due au temps de vie et à l’instrumentation utilisée pour les mesures. Ce meilleur
accord, comparé à d’autres résultats théoriques [213], peut s’expliquer par le plongeon
des modes TO1 et LO1 dans le massif optique pour nos résultats. En revanche, on retrouve
pour nos résultats présentés ici la mauvaise description des modes optiques LO2.

2. Le caractère des modes est affiché sur la figure 4.3.
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FIGURE 4.9 – DOS vibrationelles calculées avec MLACS-TDEP au volume de l’état fondamental et
pondérées par les sections efficaces neutroniques. Les traits correspondent aux résultats théoriques
et les ronds sont les mesures de diffusion de neutrons [213]. En haut 300K, en bas 1200K.

Effets extrinsèques de la température sur les phonons de UO2

Pour obtenir les effets extrinsèques de la température, donc du volume, il nous faut
l’expansion thermique du système. Pour cela, des simulations MLACS dans l’ensemble
NPT ont été effectuées. Pour simuler l’ensemble NPT, les étapes de MLMD de MLACS
utilisent un thermostat-barostat de Langevin avec un intégrateur GJF [224]. Le barostat ne
modifie que le volume de la boîte de simulation, en gardant égaux les termes diagonaux
de la supercellule. Une fois le volume d’équilibre à la température souhaitée obtenu, des
simulations MLACS dans l’ensemble NVT ont été effectuées, dans le but d’extraire des
phonons grâce à TDEP.

L’expansion thermique théorique obtenue dans ce travail est cohérente à la fois avec
les résultats expérimentaux et les résultats de l’approche quasi-harmonique. En effet, l’ex-
pansion thermique à 1200 K, a1200K−a300K

a1200K
est de 1.26% ce qui est comparable aux résultats

de la littérature présentés dans le tableau 4.3. L’expansion thermique obtenue dans ce
travail surestime les résultats obtenus par AIMD dans le travail de thèse de Cheik Nji-
fon [225]. Il a déjà été noté dans ce travail que l’AIMD surestime l’expansion thermique
expérimental ( ∆a

a300K
= 0.94%). Cette différence a été attribuée soit à un problème de taille de

supercellule, soit à un problème de fonctionnelle d’échange et corrélation. On notera que
dans l’approche quasi-harmonique avec LDA+U , l’expansion thermique est au contraire
sous-estimée.

Les spectres de phonons obtenus pour les différents volumes à 1200K sont tracés sur
la figure 4.10. Ces résultats montrent un important effet du volume sur les propriétés
vibrationelles, ce qui est cohérent avec les résultats de l’approche quasi-harmonique de la
littérature. En effet, une augmentation du volume à température constante entraîne une
réduction des fréquences de phonons significative, qui est cependant plus importante que
celle observée expérimentalement [206], incluant pourtant tous les effets de température.
En conséquence, l’inclusion des effets d’expansion thermique dégrade encore l’entre

162



CHAPITRE 4. DIOXYDE D’URANIUM ET DIOXYDE DE PLUTONIUM

TABLEAU 4.3 – Paramètre de maille à 300 et 1200K (a300K, a1200K) et expansion thermique à 1200K ( ∆a
a300K

où
∆a = a1200K − a300K) de UO2 tels qu’obtenus dans ce travail, et comparés à d’autres résultats théoriques et
expérimentaux.

Auteurs Structure électronique Méthode a300K (å) a1200K (å) ∆a
a300K

(%)

Ce travail GGA+U MLACS-NPT 5.55 5.62 1.26
Pang [206] GGA+U quasi-harmonique 5.57 5.64 1.22
Wang [211] LDA+U quasi-harmonique 5.46 5.50 0.73

Cheik-Njifon [225] GGA+U AIMD 1.08
Expérience[226] 5.46 5.52 0.94

MLACS et les données expérimentales par rapport aux calculs effectués au volume de l’état
fondamental.
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FIGURE 4.10 – Spectres de phonons de UO2 à 1200K calculés avec MLACS-TDEP. Les traits tirés
verts sont les résultats obtenus avec le volume de l’état fondamental, tandis que les traits rouges
sont les résultats obtenus avec le volume théorique à 1200K. Les ronds rouges sont les résultats
expérimentaux de Pang et al [206].

Les résultats prenant tous les effets de température, extrinsèques et intrinsèques, sont
tracés sur la figure 4.11. Ces résultats montrent un bon accord à 300K, grâce à la faible
expansion thermique observée à cette température. En revanche, on peut constater une
sous-estimation des fréquences de phonons à 1200K. Les DOS pondérées par les section
efficaces neutroniques, tracées sur la figure 4.12 permettent de mettre en avant ces obser-
vations. En effet, comme pour les résultats au volume de l’état fondamental de la figure 4.9,
la DOS à 300K reproduit plutôt bien les mesures expérimentales. En revanche, la baisse
de fréquences observée à 1200K entraîne un décalage entre les pics des DOS théorique et
expérimentale.

La surestimation des effets de température peut être une indication des limitations
de la méthodologie utilisée ici pour décrire la structure électronique de UO2(GGA+U
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FIGURE 4.11 – Spectres de phonons de UO2 à 300K (en bleu) et 1200K (en rouge) calculés avec
MLACS-TDEP aux volumes théoriques avec expansion thermique. Les ronds bleus (rouges) sont les
résultats expérimentaux de Pang et al [206].
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FIGURE 4.12 – DOS vibrationelles calculées avec MLACS-TDEP aux volumes théoriques avec expan-
sion thermique et pondérés par les section efficaces neutroniques. Les traits correspondent aux
résultats théoriques et les ronds sont les mesures de diffusion de neutrons [213]. En haut 300K, en
bas 1200K.
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avec U = 4.5, J = 0.51). Pour le δ-Pu, des simulations effectuées dans notre équipe ont
permis de montrer que les paramètres U et J utilisés habituellement sur-stabilisent cette
phase haute température à 0K, ce qui dégrade les simulations prenant en compte les effets
de la température 3. Ces simulations montrent qu’une paramétrisation différente de la
DFT+U permet en revanche d’obtenir un résultat cohérent autant à basse qu’à haute
température. Il est possible qu’un phénomène similaire se produise dans le cas de UO2,
où les paramètres U et J ont été choisis afin de donner une description satisfaisante
du système dans son état fondamental. Dans le but d’améliorer nos résultats, il serait
ainsi peut être nécessaire d’inclure le couplage spin-orbite ou d’utiliser des paramètres
U et J différents, déterminés par exemple de manière ab initio. La sous-estimation de
l’expansion thermique par l’approche QHA/LDA+U pourrait aussi indiquer un échec
de la fonctionnelle GGA+U pour le dioxyde d’uranium. Il serait intéressant de calculer
l’expansion thermique avec la LDA+U tout en prenant en compte l’agitation thermique,
à l’aide par exemple de MLACS-NPT. Cependant, il est aussi possible que les différences
entre nos résultats et les résultats expérimentaux proviennent de la présence de défauts
d’irradiation dans les échantillons de UO2 à haute température. Ainsi, une autre possibilité
d’amélioration de nos résultats serait de calculer les phonons et l’expansion thermique en
présence de défauts tels que des lacunes ou des atomes interstitiels.

Propriétés élastiques

À partir des IFC effectives obtenues par TDEP, les propriétés élastiques de UO2 à
300K et 1200K ont été calculées. Celles-ci sont résumées dans le tableau 4.4, où elles sont
comparées aux valeurs issues de la littérature.

TABLEAU 4.4 – Constantes élastiques (C11, C12, C44), modules de bulk (B), de cisaillement (E) et de Young (E) de
UO2 obtenus dans ce travail. Les résultats en gras correspondent à nos résultats obtenus en prenant en compte
l’expansion thermique théorique. D’autres résultats théoriques et expérimentaux sont listés pour comparaison.

Auteurs Struc. élec. T (K) C11 (GPa) C12 (GPa) C44 (GPa) B (GPa) G (GPa) E (GPa)

Ce travail1 GGA+U 300 303 129 73 187 79 207
Ce travail1 GGA+U 1200 273 119 68 171 72 189
Ce travail2 GGA+U 300 295 127 63 183 72 191
Ce travail2 GGA+U 1200 228 94 50 138 56 149

Sanati[209] LDA+U 0 381 140 63 220 82 219
Sanati[209] LDA+U+SOC 0 419 121 62 220 88 234
Sanati[209] GGA+U 0 346 116 63 192 81 212
Wang[211] LDA+U 0 389 139 71 222 86 237
Expérience 300 3883 1213 663 2024 834 2194

Expérience 1200 3133 1083 583 1714 754 1984

1 MLACS au volume de l’état fondamental théorique (effets intrinsèques)
2 MLACS au volume théorique avec expansion thermique (effets extrinsèques et intrinsèques)
3 Résultats provenant de [227]
4 Résultats à 300K provenant de [228]. Les résultats à 1200K sont tirés de l’analyse statistique de [226].

3. Communication privée
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Mis à part la constante C11, nos résultats s’accordent avec l’expérience selon une erreur
de l’ordre de 10% à 300K, comme les autres résultats de la littérature. La sous-estimation
des constantes élastiques par TDEP a déjà été observée pour certains systèmes, où elle a
été attribuée à des problèmes de tailles de boîte de simulation. Une telle erreur peut être à
l’origine de la différence de 23% observée pour C11 à 300K. Cependant, même pour ces
systèmes où les constantes élastiques sont sous-estimées, TDEP peut permettre de prédire
l’évolution en température des propriétés élastiques.

Dans le tableau 4.5, les ratios entre les modules d’élasticité obtenus à 1200K et 300K
sont présentés, et comparés aux résultats expérimentaux [226]. En prenant en compte
l’expansion thermique, on observe une surestimation de la diminution des constantes
élastiques dans UO2. Cette surestimation s’explique par la baisse importante des modes
acoustiques observée sur les spectres de phonons de la figure 4.11. En revanche, en ne pre-
nant en compte que les effets intrinsèques de la température sur les propriétés élastiques,
on observe un bon accord entre théorie et expérience, ce que l’on peut expliquer par les
faibles effets intrinsèques de la température sur les modes acoustiques.

TABLEAU 4.5 – Ratios des modules de bulk (B), de cisaillement et de
Young entre 1200K et 300K obtenus pour UO2.

Auteurs B1200K
B300K

G1200K
G300K

E1200K
E300K

Ce travail1 0.91 0.91 0.91
Ce travail2 0.75 0.78 0.78

Expérience [226] 0.85 0.91 0.91

1 MLACS au volume de l’état fondamental théorique
2 MLACS au volume théorique avec expansion thermique

Conductivité thermique

En tant que combustible nucléaire, une propriété importante de UO2 est sa conductivité
thermique. UO2 étant un isolant aux conditions étudiées dans ce travail, les propriétés de
transport de ce système sont principalement contrôlées par les phonons.

Ce travail se plaçant selon l’approche TDEP, la question de l’obtention des effets
dynamiques, telle que la conductivité thermique, se pose. En effet, le formalisme présenté
dans la section 1.1 se limite aux propriétés statiques. Nous utiliserons ici un ansatz utilisé
avec succès dans la littérature [229, 230] qui se fonde sur l’obtention de constantes de
forces effectives d’ordre 3. Celles-ci s’obtiennent en ajustant des IFC d’ordre 3 sur le résidu

des forces ab initio. Formellement, ces IFC
(3)

ΘΘΘ sont celles minimisant l’équation

(3)

ΘΘΘ= argmin
(3)
ΘΘΘ

〈∣∣F− F̃− 1

2

∑
j ,k

(3)

ΘΘΘ j ,k u j uk
∣∣2

〉
(4.3)

où F̃ sont les forces prédites par le potentiel harmonique effectif de TDEP. Tout comme
pour TDEP à l’ordre 2, ces constantes de forces sont obtenues à l’aide d’un ajustement par
moindres carrés et une étape d’imposition des symétries est mise en place pour réduire
le nombre de coefficients de l’ajustement. Cet ansatz se rapproche de l’idée utilisée pour
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le SCHA amélioré [84, 85, 99] où des IFC effectives d’ordre 3 sont calculées en prenant la
moyenne de la dérivée d’ordre 3 de l’énergie. Ces IFC effectives d’ordre 3 sont dépendantes
de la température et peuvent être utilisées dans le calcul de la conductivité thermique par
l’équation de Boltzmann (sec. 2.4.2). Pour calculer les conductivités thermiques, le code
phono3py [73] a été utilisé. Des tests de convergence ayant montré qu’une grille de points
q de 15×15×15 permet d’obtenir un résultat convergé, les résultats suivants utiliseront
une telle grille.

Les conductivités thermiques κ obtenues dans ce travail sont présentées dans le ta-
bleau 4.6. Les résultats avec les IFC aux températures considérées, de 11.1 Wm−1K−1 à
300K et 4.3 Wm−1K−1 à 1200K présentent un bon accord avec les mesures expérimentales
de Hyland et al (9.7 Wm−1K−1 à 300K et 3.4 Wm−1K−1 à 1200K [231]) ou celles plus récentes
de White et al [232] (9.1 Wm−1K−1 et 3.1 Wm−1K−1 à 298K et 1223K, respectivement). Ce
résultat contraste avec les études utilisant l’approximation quasi-harmonique [206, 233]
qui sous-estiment la conductivité thermique à haute température. Inversement, les poten-
tiels classiques CRG surestiment la conductivité thermique à 300K [234]. Nos résultats sont
ainsi une démonstration de l’amélioration que peuvent apporter les MLIP à la description
du dioxyde d’uranium. On peut noter également que l’effet du volume sur la conducti-
vité thermique est plutôt faible, la différence entre les résultats avec et sans expansion
thermique étant de l’ordre du Wm−1K−1 pour les deux températures.

TABLEAU 4.6 – Conductivités thermiques à 300K et 1200K de UO2 ob-
tenues dans ce travail. D’autres résultats théoriques et expérimentaux
sont listés pour comparaison.

Auteurs Struc. élec. T (K) κ (Wm−1K−1)

Ce travail1 GGA+U 300 12.1
Ce travail1 GGA+U 1200 5.0
Ce travail2 GGA+U 300 11.1
Ce travail2 GGA+U 1200 4.3
Pang [206] GGA+U 300 11.1
Pang [206] GGA+U 1200 1.4

Kaloni [233] GGA+U 300 11.4
Kaloni [233] GGA+U 1200 2.7

Jin [234] potentiel CRG3 300 17.8
Expérience [231] 300 9.7
Expérience [231] 1200 3.4
Expérience [232] 298 9.1
Expérience [232] 1223 3.1

1 MLACS au volume de l’état fondamental théorique (effets in-
trinsèques)
2 MLACS au volume théorique avec expansion thermique (effets
extrinsèques et intrinsèques)
3 Potentiel classique

Les conductivités cumulées, tracées sur la figure 4.13, permettent de montrer que les
modes optiques contribuent de l’ordre de 40% à la conductivité thermique pour les deux
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températures considérées ici. Cette observation est en accord avec les récentes mesures
expérimentales et théoriques, et en contradiction avec les résultats en DFT+DMFT de Yin et
Savrasov, qui prédisent une contribution négligeable des modes optiques à la conductivité
thermique [212].
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FIGURE 4.13 – Conductivitié thermique cumulée pour UO2 à 300K et 1200K, en Wm−1K−1. Ces
résultats ont été obtenus en prenant en compte à la fois les effets intrinsèques et extrinsèques.

4.2.4 Conclusions

Dans cette section, nous avons étudié les effets de la température sur les propriétés vi-
brationelles de UO2 dans une approche ab initio. Pour tenir compte des effets intrinsèques
de la température, nous avons appliqué MLACS à ce système, ce qui a permis d’obtenir
une description des déplacements atomiques à un coût en temps de calcul réduit. Des
comparaisons entre MLACS et des simulations AIMD ont montré que la description AFM
de la structure électronique entraîne une distorsion non physique de la cage d’oxygène en
AIMD à 300K. Grâce à la symétrisation induite par le MLIP lors des simulations MLACS,
cette méthode ne souffre pas de ce problème et une approche DLM a permis de montrer
que MLACS avec une description AFM restait une bonne approximation de l’état parama-
gnétique haute température de UO2. La prise en compte de l’expansion thermique avec
des simulations NPT et la comparaison des phonons obtenus par TDEP pour plusieurs
volumes et température permettent de séparer les effets intrinsèques et extrinsèques de la
température.

Au niveau des spectres et DOS de phonons, les résultats contenant uniquement les
effets intrinsèques sont étonnament plus proches des résultats expérimentaux que les
résultats prenant en compte les effets extrinsèques. En effet, les résultats ne prenant en
compte que l’agitation thermique montrent un bon accord avec les spectres de phonons
expérimentaux autant à 300K qu’à 1200K. En revanche, la prise en compte de l’expan-
sion thermique théorique entraîne une réduction significative des fréquences à 1200K,
en désaccord avec l’expérience. Cette description imparfaite se retrouve sur les résul-
tats de propriétés élastiques. En effet, en prenant en compte à la fois l’expansion et le
désordre thermique, les résultats surestiment les effets de la température sur les constantes
élastiques et les modules d’élasticité. À l’inverse, l’agitation thermique seule prédit une
évolution des propriétés élastiques proche de celle observée expérimentalement. Il est
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important de noter que les surestimations observées ici l’ont déjà été dans d’autres travaux,
([206] pour l’effet du volume sur les phonons et [225] pour l’expansion thermique).

Ces différences obtenues en prenant en compte l’ensemble des effets de la tempéra-
ture semblent indiquer des limitations liées aux approximations utilisées pour décrire
ce système. Plusieurs pistes sont à explorer pour améliorer cette description. En premier
lieu, cette différence pourrait provenir des paramètres U et J de la DFT+U utilisés dans
ce travail. Deuxièmement, le SOC, négligé ici, pourrait être utilisé. Troisièmement, nos
résultats pourraient aussi être une indication des limitations de la fonctionnelle GGA+U ,
et il pourrait être possible d’améliorer la prédiction des effets de la température avec la
LDA+U . Enfin, il est possible que les différences observées proviennent de l’absence de
défauts dans notre description du système à haute température.

Malgré cette description imparfaite, nos résultats portant sur la conductivité donnent
un bon accord avec l’expérience, notamment en ce qui concerne la conductivité thermique
à 1200K. Ce bon accord contraste avec les prédictions théoriques de la littérature utilisant
l’approximation harmonique, où une sous-estimation de la conductivité thermique à
1200K est généralement observée.

L’utilisation de MLACS sur ce système fortement corrélé est un très bon exemple de
l’accéleration que permet le machine-learning. En effet, les calculs DFT+U pour UO2 sont
très couteux en temps de calcul, ce qui rend les simulations AIMD particulièrement lourdes.
Par exemple, les simulations AIMD présentées dans ce chapitre ont nécéssité plusieurs
mois de calculs sur plusieurs milliers de processeurs, dans le but d’obtenir de l’ordre de
15000 configurations et des résultats sur seulement 2 températures et un seul volume. En ne
demandant qu’entre 100 et 200 configurations, les simulations MLACS ont permis d’étudier
plusieurs volumes, de tester les effets du paramagnétisme et de vérifier la convergence des
spectres de phonons en fonction de la taille de boîte de simulation. Toutes ces simulations
ont demandé un nombre total de configurations inférieur à celui de l’AIMD, ainsi qu’un
temps humain plus court qu’une seule simulation AIMD. De plus, on notera que le nombre
de calculs DFT+U nécessaires pour une simulation MLACS est du même ordre de grandeur
que celui nécessaire pour le calcul d’IFC d’ordre 3 par la méthode des différences finies,
qui ne prend en compte les effets intrinsèques de température qu’en perturbation.
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4.3
Étude des effets de la température sur le

dioxyde de plutonium

Dans cette section, nous appliquerons au dioxyde de plutonium la même méthodologie
que celle developpée pour UO2 afin d’étudier les effets de la température. Après avoir
obtenu l’état fondamental de PuO2, nous appliquerons MLACS aux températures de 300K
et 1200K, afin de prendre en compte les effets de l’agitation thermique sur les propriétés
physiques. Nous prendrons également en compte les effets extrinsèques de la température
en calculant l’expansion thermique de PuO2 grâce à des simulations dans l’ensemble
canonique NPT. Les résultats obtenus pour les propriétés élastiques et la conductivité
thermique seront finalement comparés aux résultats expérimentaux de la littérature.

4.3.1 État fondamental de PuO2

Dans le but de s’assurer de trouver l’état fondamental de PuO2, la même procédure que
pour UO2 a été mise en place. Contrairement à UO2, où les atomes d’uranium possèdent 2
électrons sur les orbitales 5 f , les atomes de plutonium de PuO2 ont 4 électrons 5 f . Ainsi,
le nombre de matrices d’occupations diagonales à considérer pour ce système est de 4
parmi 7, soit 35. Avec nos paramètres, la structure fondamentale de PuO2 prédite possède
un paramètre de maille a = 5.45 Å. Comme pour UO2, cette valeur est cohérente avec
les prédictions théoriques de la littérature, tout en surestimant le paramètre de maille
expérimental (a = 5.40å) d’environ 1%.

4.3.2 Effets de la température sur le dioxyde de plutonium

Tout comme pour UO2, nous utiliserons la méthode MLACS pour décrire les effets de
la température sur PuO2, avec des paramètres similaires. La méthode ayant été validée
sur le dioxyde d’uranium, nous commencerons ici directement par présenter les résultats.
Pour la correction analytique longue-portée, les paramètres utilisés sont ceux calculés par
Zhang et al [216]. Ces paramètres sont ε∞ = 5.95, ZPu

eff = 5.12 et ZO
eff =−2.56. Comme pour

UO2, l’application de la correction non-analytique sur les phonons de PuO2 entraîne une
modification non-physique de certains modes. En conséquence, les modes acoustiques
présentés dans les figures suivantes correspondront aux résultats sans splitting LO-TO.
L’absence d’effet notable de cette correction sur les propriétés physiques a également été
vérifiée pour ce système.

Effets intrinsèques de la température sur les phonons de PuO2

En premier lieu, on s’intéressera aux effets intrinsèques de la température sur les
phonons de PuO2. Pour cela, des simulations MLACS ont été effectuées à 300K et 1200K en
utilisant une supercellule ayant le volume par atome de l’état fondamental. Les phonons
calculés avec TDEP à partir de ces simulations sont présentés sur la figure 4.14. On notera
que les résultats sont similaires à ceux obtenus pour UO2. En effet, on observe une légère
baisse des fréquences de phonons avec l’augmentation de la température. Il est important
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de noter que cette baisse est principalement observée pour les modes optiques, les modes
acoustiques n’évoluant que faiblement avec la température.

Cependant, quelques différences avec les phonons de UO2 sont à observer. En parti-
culier, les modes LO1 et TO1 du spectre de PuO2 ne traversent pas le massif acoustique,
ce qui peut avoir une grande influence sur les interactions phonons-phonons et donc sur
la conductivité thermique. De plus, on notera ques les fréquences optiques, associées à
l’oxygène, sont plus élevées pour PuO2 que pour UO2. Ce résultat est par ailleurs cohérent
avec d’autres résultats théoriques, notamment ceux utilisant la DFT+DMFT pour calculer
les phonons dans l’approximation harmonique [212].
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FIGURE 4.14 – Spectres de phonons de PuO2 à 300K (en bleu) et 1200K (en rouge) calculés avec
MLACS-TDEP au volume de l’état fondamental.

Effets extrinsèques de la température sur les phonons de PuO2

Afin d’obtenir l’expansion thermique du dioxyde de plutonium, des simulations MLACS
en NPT ont été effectuées à 300K et 1200K. Les paramètres de maille et le coefficient
d’expansion thermique ainsi obtenus sont présentés dans le tableau 4.7, et comparés
aux résultats de la littérature. Nos résultats surestiment l’expansion thermique mesurée
expérimentalement, avec un coefficient d’expansion théorique a300K−a1200K

a300K
= 1.20, contre

0.94 expérimentalement. À l’inverse, les prédictions théoriques de l’expansion thermique
de Zhang et al [216] sous-estiment l’expansion thermique expérimentale en utilisant
l’approche quasi-harmonique avec la LDA+U ( a300K−a1200K

= 0.54 [216]).

Pour caractériser les effets du volume sur les phonons de PuO2, les spectres obtenus
à 1200K aux volumes théoriques de l’état fondamental et de 1200K sont comparés sur la
figure 4.15. Un effet analogue à celui observé pour UO2 est présent pour PuO2. En effet, on
peut observer une baisse importante des fréquences de phonons avec l’augmentation du
volume, particulièrement sur les modes optiques.

Enfin, nos résultats contenant à la fois les effets extrinsèques et intrinsèques sont
présentés sur la figure 4.16. Comme pour UO2, on observe une baisse significative des
fréquences, bien que pour PuO2, cette diminution soit plus limitée pour les modes acous-
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TABLEAU 4.7 – Paramètre de maille à 300 et 1200K (a300K, a1200K) et expansion thermique à 1200K ( ∆a
a300K

où ∆a = a1200K −a300K) de PuO2 tels qu’obtenus dans ce travail, et comparés aux résultats expérimen-
taux.

Auteurs Structure électronique Méthode a300K (å) a1200K (å) ∆a
a300K

(%)

Ce travail GGA+U MLACS-NPT 5.46 5.53 1.20
Zhang [216] LDA+U QHA 5.37 5.40 0.56

Expérience [226] 5.40 5.44 0.94
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FIGURE 4.15 – Spectres de phonons de PuO2 à 1200K calculés avec MLACS-TDEP. Les traits tirés
verts sont les résultats obtenus avec le volume de l’état fondamental, tandis que les traits rouges
sont les résultats obtenus avec le volume théorique à 1200K.
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tiques. Un point important à noter sur ces spectres est que les modes optiques LO1 et TO1
ne traversent le massif acoustique pour aucune des températures considérées ici.
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FIGURE 4.16 – Spectres de phonons de PuO2 à 300K (en bleu) et 1200K (en rouge) calculés avec
MLACS-TDEP au volume théorique des températures correspondantes.

Récemment, l’évolution du mode T2g (mode optique TO2 au point Γ) en fonction
de la concentration en plutonium de l’alliage (U,Pu)O2 a été mesurée par spectroscopie
Raman [235]. Les résultats de cette étude montrent des fréquences pour ce mode de 55 meV
pour UO2 et de 59 meV pour PuO2, soit une différence de 4 meV entre les deux systèmes.
Cette différence est bien reproduite par nos résultats, qui prédisent des fréquences de 52
meV pour UO2 et de 56 pour PuO2.

Cependant, il n’existe à notre connaissance aucune mesure expérimentale permet-
tant de comparer l’évolution des fréquences de phonons avec la température. Bien que
possédant une structure similaire, il est important de noter que UO2 et PuO2 sont des
systèmes différents, notamment du point de vue électronique où UO2 est un isolant de
Mott et PuO2 est un isolant par transfert de charge. En conséquence, il nous est impossible
d’affirmer que les limitations observées pour UO2 sont présentes pour PuO2. Néanmoins,
si les améliorations envisagées pour UO2 donnent effectivement de meilleurs résultats, il
serait intéressant de les appliquer également sur PuO2. De plus, on notera que l’étude sur
UO2 a montré que malgré les limitations de la description, notre méthodologie permet tout
de même d’obtenir de bons résultats sur des quantités physiques telles que la conductivité
thermique.

Propriétés élastiques de PuO2

Le tableau 4.8 présente les propriétés élastiques obtenues pour PuO2 dans ce travail. À
température ambiante, nos résultats reproduisent bien les mesures expérimentales des
modules d’élasticité. La plus grande erreur observée apparaît pour le module de bulk,
avec une erreur de l’ordre 10% comparée aux résultats expérimentaux. L’évolution des
modules d’élasticité avec la température est présentée dans le tableau 4.9 à travers les
ratios des modules entre 1200K et 300K. Nos résultats semblent indiquer une diminution
moins importante des propriétés élastiques de PuO2 avec la température, en comparaison
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TABLEAU 4.8 – Constantes élastiques (C11, C12, C44), module de bulk (B), module de cisaillement (E) et module de
Young (E) de UO2 obtenus dans ce travail. D’autres résultats théoriques et expérimentaux sont listés pour comparaison.

Auteurs Struc. élec. T (K) C11 (GPa) C12 (GPa) C44 (GPa) B (GPa) G (GPa) E (GPa)

Ce travail1 GGA+U 300 333 136 96 202 97 251
Ce travail1 GGA+U 1200 317 131 88 193 90 233
Ce travail2 GGA+U 300 331 132 94 198 96 248
Ce travail2 GGA+U 1200 277 97 70 157 77 199

Zhang [216] LDA+U 0 320 178 75 225 73 198
Zhang [216] GGA+U 0 257 168 59 197 53 145

Expérience [226] 300 224 95 249

1 MLACS au volume de l’état fondamental théorique
2 MLACS au volume théorique

de UO2. On notera cependant que, comme pour UO2, on observe un effet important de
l’expansion thermique sur l’évolution des constantes élastiques en température.

TABLEAU 4.9 – Ratios des modules de bulk (B), de cisaillement et de
Young entre 1200K et 300K obtenus pour PuO2.

Auteurs B1200K
B300K

G1200K
G300K

E1200K
E300K

Ce travail1 0.95 0.93 0.93
Ce travail2 0.79 0.80 0.80

1 MLACS au volume de l’état fondamental théorique
2 MLACS au volume théorique avec expansion thermique

Conductivité thermique de PuO2

Les IFC effectives d’ordre 3 ont été calculées pour PuO2 dans le but de calculer sa
conductivité thermique. Pour ce système, une grille de point q (15×15×15) permet égale-
ment d’obtenir un résultat convergé et sera donc utilisée pour cette sous-section.

Nos résultats sur la conductivité thermique de PuO2, présentés dans le tableau 4.10,
sont en bon accord avec les mesures expérimentales récentes de Cozzo et al [236], ainsi
qu’avec l’extrapolation à 300K. En revanche, les conductivités thermique à 300K sures-
timent des mesures plus anciennes. Cependant, les différences entre mesures récentes
et anciennes suggèrent que ces dernières n’ont pas été effectuées sur des échantillons
stoechiometriques [236]. Nos résultats, ainsi que ceux de Nakamura et al [237] vont dans
le sens de cette suggestion.

Les conductivités cumulées de PuO2 et UO2 à 300K et 1200K sont comparées sur la
figure 4.17. On peut noter que la contribution des modes optiques est similaire pour les
deux systèmes. Ainsi, la différence de conductivité entre les dioxydes de plutonium et
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TABLEAU 4.10 – Conductivités thermiques à 300K et 1200K de PuO2 ob-
tenus dans ce travail. D’autres résultats théoriques et expérimentaux
sont listés pour comparaison.

Auteurs Struc. élec. T (K) κ (Wm−1K−1)

Ce travail1 GGA+U 300 19.3
Ce travail1 GGA+U 1200 6.9
Ce travail2 GGA+U 300 16.2
Ce travail2 GGA+U 1200 4.4

Nakamura [237]3 LDA+U+SOC 300 > 144

Nakamura [237]3 LDA+U+SOC 1200 7.33
Expérience [238] 300 9.86
Expérience [238] 1200 2.83
Expérience [239] 300 5.476
Expérience [239] 1170 2.11
Expérience [236] 300 17.735

Expérience [236] 531 10.33
Expérience [236] 1240 4.01
Expérience [236] 1240 4.02
Expérience [236] 1240 4.09

1 MLACS au volume de l’état fondamental théorique
2 MLACS au volume théorique avec expansion thermique
3 Approximation harmonique avec une supercellule au volume
fondamental expérimental, sans prise en compte de l’expansion
thermique.
4 Les valeurs montrées s’arrêtent vers 400K.
5 Extrapolé à partir d’un ajustement de la conductivité thermique
de la forme κ(T) = 1

A+B(T) .
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d’uranium peut être attribuée à une plus grande contribution des modes acoustiques à la
conductivité de PuO2à 300K.
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FIGURE 4.17 – Conductivité thermique cumulée de PuO2 à 300K et 1200K comparée aux résultats
de UO2, en Wm−1K−1.

4.3.3 Conclusions

Cette section avait pour but d’étudier les effets de la température sur les propriétés
vibrationelles de PuO2. Afin de se placer dans une approche ab initio et pour prendre
en compte les effets intrinsèques de la température, la méthode MLACS a été utilisée.
Les résultats sur ce système sont similaires à ceux obtenus pour UO2, notamment pour
les effets extrinsèques et intrinsèques de la température sur les phonons. En particulier,
une baisse significative des fréquences a été observée sur le spectre de phonons incluant
les effets de l’expansion thermique. Cependant, il n’y a pas, à notre connaissance, de
spectre expérimental de PuO2 en température, auquel nous pourrions comparer nos résul-
tats. Néanmoins, une application des améliorations envisagées pour UO2 (fonctionnelle
d’échange et corrélation, paramètres U et J , défauts d’irradiation) serait intéressante.

Pour la conductivité thermique, nos résultats sont en bon accord avec de récentes me-
sures expérimentales sur des échantillons stoechiométriques, ce qui permet notamment
de confirmer l’hypothèse que les résultats plus anciens sont moins fiables en raison de la
la stoechiométrie des échantillons utilisés.

Au final, l’étude de ces deux systèmes permet de mettre en avant l’importance de
l’étude de la température sur les combustibles nucléaires. Malgré les différences entre nos
résultats et l’expérience, nous avons en effet montré que l’inclusion de la température
avait un effet important sur les propriétés de ces systèmes.

Après ces études sur UO2 et PuO2, l’étape suivante serait d’appliquer la même métho-
dologie sur le mélange d’oxydes (U,Pu)O2 (MOX), qui présente un fort intérêt industriel.
L’étude des effets de la température sur le MOX permettrait de faire une démonstration
complète des méthodes utilisées et développées dans cette thèse, autant sur les proprié-
tés vibrationnelles, les alliages ou l’accéleration des calculs. Nous avons d’ores et déjà
commencé ce travail. En effet, l’application des méthodes de SQS et de MLACS a déjà été
effectuée sur plusieurs concentrations de cette solution solide. Cependant, au moment de
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la rédaction de ce manuscrit, l’ensemble des calculs n’est pas fini et nous ne pourrons pas
présenter de résultats pour le moment.
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Ce travail avait pour but de contribuer à la compréhension des effets de la tempéra-
ture sur les combustibles nucléaires, en apportant une approche ab initio. Au vu de la
complexité inhérente à la description des actinides composant ces matériaux, une part
importante du travail a porté sur le développement de méthodes.

Le premier système que nous avons présenté est l’alliage de substitution U-Mo dans sa
phase BCC γ. Dans un premier temps, nous avons étudié la stabilisation de cette phase
avec la température. À l’aide de simulations AIMD et de la méthode TDEP, nous avons pu
montrer la stabilité dynamique de la structure BCC avec l’absence de modes de vibrations
imaginaires. Le calcul des DOS vibrationelles nous a permis de mettre en évidence la
stabilisation thermodynamique de la solution solide, aidée par l’entropie configurationelle,
mais limitée par l’entropie vibrationelle. De plus, nous avons montré que la stabilisation
de γ-U-Mo par le molybdène s’accompagne d’une stabilisation mécanique, comme le
montre l’évolution des constantes élastiques. Dans un second temps, dans un travail en
collaboration avec des expérimentateurs de l’université de Bristol, nous avons étudié cette
solution solide à basse température, où elle est métastable. Ce travail a permis de mettre
en évidence l’existence d’un conflit entre symétries locales et globales dans ce système, et
la comparaison avec un spectre de phonons expérimental a permis de mettre en évidence
les conséquences de ce conflit sur les propriétés physiques. Il reste beaucoup de travail à
faire sur ce système. Par exemple, un diagramme de phase théorique complet permettrait
d’améliorer notre compréhension de ce système. Il serait notamment intéressant de lever
l’incertitude sur la structure théorique de la phase ordonnée U2Mo, ce qui pourrait être
fait en utilisant les méthodes développées dans cette thèse.

Les autres systèmes sur lesquels nous avons travaillé sont les dioxydes d’actinides
UO2 et PuO2. En comparant les résultats obtenus avec MLACS et l’AIMD pour UO2 à
300K et 1200K, nous avons pu valider l’utilisation de l’échantillonage assisté par machine-
learning sur ce système. La forte diminution du coût de calcul permis par MLACS a permis
d’effectuer une étude étendue de ce système, en comparant plusieurs volumes et tempé-
ratures, et en testant une approximation du paramagnétisme. Un point important de ces
résultats est la surestimation par la GGA+U des effets extrinsèques de la température sur
les fréquences de phonons, autant pour UO2 que pour PuO2. Cette surestimation se ca-
ractérise par une diminution des fréquences de phonons plus importante théoriquement
qu’observée expérimentalement. Cette baisse se retrouve dans l’évolution des constantes
élastiques avec la température. Néanmoins, nos prédictions de la conductivité thermique
sont en bon accord avec les résultats expérimentaux. En particulier, la conductivité de
l’ordre de 16Wm−1K−1 calculée pour PuO2 à 300K permet de confirmer la fiabilité de me-
sures récentes en comparaison des résultats plus anciens de la littérature. L’application
de MLACS sur ces systèmes, difficiles à simuler, ouvre de nombreuses perpsectives. En
premier lieu, la diminution du coût en temps de calcul peut permettre d’améliorer la
description de la structure électronique de UO2, afin d’obtenir une description fiable pour
l’état fondamental et en température. Cette amélioration pourrait passer par la prise en
compte du SOC, une optimisation des paramètres U et J de la DFT+U ou encore une
comparaison des fonctionnelles d’échange et corrélations. De plus, en couplant les mé-
thodes utilisées pour les dioxydes d’actinides à celles utilisées pour décrire l’alliage U-Mo,
il serait possible d’étudier les effets de la température sur les mélanges d’oxydes. En parti-
culier, l’application sur l’alliage (U,Pu)O2 est déjà bien avancée, avec des calculs effectués
sur plusieurs températures et concentrations. On notera aussi la possibilité d’étudier le
comportement en température des défauts et des produits de fission, mais aussi d’autres
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dioxydes d’actinides, comme AmO2 par exemple, ou d’augmenter la température pour
étudier les phases superionique ou liquide de ces systèmes.

Du côté des méthodes, un premier travail a porté sur une formalisation de TDEP. Cette
méthode, bien que très utilisée dans la littérature, repose en effet seulement sur l’idée
d’un potentiel harmonique reproduisant au mieux les forces du système à une tempé-
rature donnée. En construisant un principe variationnel, nous avons pu montrer que
cette approche permet de construire le modèle harmonique reproduisant le tenseur de
corrélation des déplacements, tout en approximant au mieux l’énergie libre du système.
Ces fondations nous ont permis de construire un formalisme cohérent pour analyser les
solides anharmoniques, en dérivant diverses propriétés thermodynamiques selon notre
nouvelle formulation. De plus, il a été montré qu’une interprétation physique des phonons
peut être faite, et que les fréquences imaginaires obtenus par la méthode peuvent être as-
sociées à des transitions de phases. Enfin, une version quantique de TDEP a été formalisée,
ouvrant ainsi la possibilité d’étudier l’anharmonicité de cristaux contenant des atomes
légers tels que l’hydrogène. Pour continuer ce travail, plusieurs directions sont envisa-
geables. Premièrement, les propriétés physiques considérées dans la dérivation de cette
thèse sont limitées à l’énergie-libre, à l’entropie et à l’énergie interne, et il serait intéressant
de dériver d’autres propriétés selon le formalisme de TDEP. On pensera notamment à la
chaleur spécifique ou aux propriétés élastiques, qui peuvent se formuler en fonction de
l’énergie-libre. Deuxièmement, afin de pouvoir étudier les effets du transport, il semble
nécessaire d’étendre la formulation de TDEP pour incorporer les propriétés dynamiques.
Finalement, il paraît important de tester le nouveau formalisme quantique de TDEP sur
des simulations PIMD, afin de montrer la capacité de la méthode à décrire l’anharmonicité
des cristaux quantiques.

Enfin, une nouvelle méthode a été proposée permettant d’accélérer les simulations de
matériaux à température finie. Cette méthode, que nous avons appelée Machine-Learning
Assisted Canonical Sampling, utilise un principe variationnel, construit sur l’inégalité
de Gibbs-Bogoliubov, pour approximer au mieux la distribution canonique du système
que l’on étudie. Pour assurer une grande précision de l’échantillonage, MLACS utilise un
MLIP linéaire en tant que système auxiliaire. L’application sur plusieurs systèmes tests,
présentant pour la plupart une grande anharmonicité, a permis d’assurer la précision
de la méthode, ainsi que sa capacité à accélerer de plusieurs ordres de grandeur l’obten-
tion de résultats. MLACS étant une méthode nouvelle, de nombreuses perspectives sont
ouvertes pour étendre ses possibilités. Au vu de sa formulation, une première perspec-
tive naturelle serait d’utiliser la méthode pour effectuer des calculs d’énergie libre. En
diminuant de plusieurs ordres de grandeur les simulations à température finies, MLACS
pourrait permettre le calcul de diagrammes de phase ab initio pour un coût réduit en
comparaison des méthodes usuelles basées sur l’intégration thermodynamique. Dans ce
travail, nous nous sommes limités aux ensembles canoniques NVT et NPT classique, et il
serait intéressant d’étendre MLACS à d’autres distributions. Par exemple, construire une
formulation quantique permettrait d’abaisser le coût en temps de calcul des simulations
pour les systèmes nécessitant d’inclure les effets nucléaires quantiques. En couplant un
MLACS quantique avec TDEP, il deviendrait possible de calculer les spectres de phonons
de systèmes contenant de l’hydrogène avec un coût faible.

Au final, les méthodes développées dans cette thèse ouvrent de nombreuses perp-
sectives quand à l’étude des effets de la température sur les combustibles nucléaires. En
premier lieu, il semble important d’étudier les raisons des différences entre phonons
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théoriques et expérimentaux en température observées dans ce travail, afin d’améliorer
la capacité de prédiction des simulations théoriques. Deuxièmement, afin d’accélérer
l’étude des dioxydes d’actinides, il paraît intéressant d’utiliser MLACS pour construire un
MLIP permettant une description précise de ces systèmes. Un tel travail est par ailleurs
actuellement en cours. Enfin, l’application de MLACS et TDEP à d’autres combustibles,
tels que U3Si2, qui a déjà donné lieu à un stage de master au CEA de Cadarache, U-Zr,
(U-Pu)O2, ThO2, etc . . . permettrait d’améliorer notre compréhension des combustibles
nucléaires afin d’améliorer la fiabilité et la sécurité des réacteurs nucléaires d’aujourd’hui
et de demain.
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Appendices

A.1 Symétrie des Constantes de Forces Interatomiques (IFC)

Du fait des symétries du cristal et du Hamiltonien, les coefficients des constantes de
forces doivent respecter un certain nombre de relations. Premièrement, une translation
rigide du cristal doit laisser l’énergie du système inchangée. Cela se traduit, au 1er, 2ème et
3ème ordre, par les règles de sommes acoustiques, de la forme∑

i
Φα

i = 0∑
j
Φ
α,β
i , j = 0

∑
k
Φ
α,β,γ
i , j ,k = 0

(A.1)

Ensuite, on retrouve une invariance par permutation des indices des atomes

Φ
α,β
i , j =Φβ,α

j ,i

Φ
α,β,γ
i , j ,k =Φβ,α,γ

j ,i ,k =Φγ,β,α
k, j ,i = . . .

(A.2)

On retrouve ensuite les symétries du groupe d’espace du cristal. En notant Sα,β les opéra-
tions de symétrie du groupe d’espace du cristal, on a

Φα
S(i ) =

∑
β

Φ
β

i Sβ,α

Φ
α,β
S(i ),S( j ) =

∑
γ,δ
Φ
γ,δ
i , j Sγ,αSδ,β

Φ
α,β,γ
S(i ),S( j ),S(k) =

∑
δ,ε,µ

Φ
γ,δ,µ
i , j ,k Sδ,αSε,βSµ,γ

(A.3)

Enfin, le système est invariant par rotation. En notant une rotation τα et avec εi , j ,k le
symbole de Levi-Civita, cette invariance donne les relations suivantes∑

i
Φα

i τ
β

i =
∑

i
Φ
β

i τ
α
i ∀(α,β)∑

j
Φ
α,β
i , j τ

γ

j +Φ
β

i εα,γ =
∑

j
Φ
α,γ
i , j τ

β

j +Φ
γ

i εα,γ ∀(α,β,γ)

∑
k
Φ
α,β,γ
i , j ,k τ

δ
k +Φ

γ,β
i , j εα,δ+Φα,γ

i , j εβ,δ =
∑
k
Φ
α,β,γ
i , j ,k τ

δ
k +Φ

β,γ
i , j εα,δ+Φα,γ

i , j εβ,δ ∀(α,β,γ,δ)

(A.4)
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Au final, sur les 3Nat × 3Nat coefficients du tenseur des IFC, seul un nombre limité de
coefficients sont réellement indépendant.

Ainsi, dans TDEP, un premier travail avant l’application des moindre-carrés consiste à
construire le vecteur des forces et la matrice des données explicatives en appliquant les
symétries du cristal considéré. En appliquant les symétries du cristal, l’équation reliant les
forces aux déplacements et coefficients des IFC pour un ensemble de configurations allant
de t0 à tn se met sous la forme matricielle

Fα1 (t0)

Fβ1(t0)
...

FγNat
(tN)

=


f1(u(t0)) . . . fK(u(t0))
f1(u(t0)) . . . fK(u(t0))

...
...

f1(u(tN)) . . . fK(u(tN))

[
θ1 . . . θK

]
(A.5)

où Fαi est la force s’appliquant sur l’atome i selon la direction α et θk est le k-ième co-
efficient des IFC. Les fk (u(t)) rassemblent les symétries du cristal et les déplacements
u(t ).

A.2 Inégalité de Jensen

L’inégalité de Jensen est un théorème qui porte sur les fonctions convexes. En défi-
nissant une loi de probabilité, pour laquelle les moyennes se notent 〈. . .〉, et une fonction
convexe f (R), l’inégalité de Jensen montre que la moyenne de la fonction est plus grande
que la fonction de la moyenne [240, 241]

〈 f (R)〉 ≥ f (〈R〉) (A.6)

L’application de cette inégalité dans le cadre de la physique statistique utilise le fait que la
fonction ln est convexe.

On définit un système muni d’un potentiel V(R), d’une fonction de partition Z =∫
dRe−βV(R), d’une énergie-libre F =−kBTln[Z] et dont les moyennes associées se notent

〈O(R)〉 = 1
Z = ∫

dRO(R)e−βV(R) dans le cas classique et 〈O(R)〉 = 1
Z Tr

[
e−βĤO(R)

]
dans le cas

quantique. De même, on définit un système effectif muni d’un potentiel Ṽ(R) dont les
quantités associées seront notées avec un ˜ et dont l’énergie-libre se note F̃0 tandis que les
moyennes associées seront notées par 〈O(R)〉0.

La différence d’énergie libre entre le vrai système et le système effectif peut s’écrire
(voir section 1.2.3)

F − F̃ =−kBTln〈e−β(V(R)−Ṽ(R))〉0 (A.7)

L’application de l’inégalité de Jensen sur cette équation permet de faire ressortir l’inégalité
suivante

F − F̃ ≤ 〈V(R)− Ṽ(R)〉0 (A.8)

Ce qui permet de retrouver au final l’énergie-libre de Gibbs-Bogoliubov aux fondations de
SCHA et de MLACS

F ≤ F̃0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉0 (A.9)

Il est aussi possible d’utiliser la formulation suivante de la différence d’énergie-libre
entre les deux systèmes

F̃0 −F =−kBTln〈e−β(Ṽ(R)−V(R))〉 (A.10)
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L’application de l’inégalité de Jensen sur cette équation permet de faire ressortir l’inégalité
suivante

F̃0 −F ≤ 〈Ṽ(R)−V(R)〉 (A.11)

En réorganisant cette équation, on retrouve l’inégalité, utilisée pour formuler TDEP

F ≥ F̃0 +〈V(R)− Ṽ(R)〉 (A.12)
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