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Résumé

Estimation embarquée du mouvement sans informations d'infrastruc-
ture : application à un drone autonome

La conception d'agents mobiles capables de naviguer de manière autonome vise à leur
permettre de se déplacer en direction d'un objectif en évitant les collisions avec des obstacles
et ce, sans informations préalables sur leur environnement. Les agents mobiles concernés
sont de petits systèmes embarqués limités en ressources (énergie, calcul, mémoire), comme
le micro-drone utilisé dans cette thèse.

Dans ce cadre, l'estimation en temps-réel de la trajectoire de l'agent, c'est-à-dire de sa
position, de sa vitesse et de son orientation par rapport à son environnement, est indispen-
sable, et doit être réalisée avec peu de ressources. Dans certains cas, le mouvement peut être
estimé à partir de signaux provenant d'une infrastructure préinstallée dans l'environnement
comme le GPS. Cependant, de tels signaux sont parfois indisponibles, comme lors de la na-
vigation à l'intérieur de bâtiments inconnus. Le mouvement de l'agent doit alors être estimé
à partir d'informations disponibles localement au niveau de son microcontrôleur. Celles-ci
peuvent provenir d'un modèle de la dynamique de l'agent, ainsi que de capteurs embarqués
qui fournissent des mesures bruitées et partielles du mouvement.

Une première approche consisterait à embarquer sur l'agent de multiples capteurs et à
appliquer des algorithmes de traitements poussés pour essayer de mitiger leurs erreurs de
mesure. Toutefois, cette approche n'est pas judicieuse dans le cas d'un agent particulièrement
limité en ressources, comme le micro-drone considéré dans cette thèse. Ainsi on propose une
autre approche, qui consiste à tirer pro�t du fait que le drone soit asservi, pour estimer au
mieux son mouvement, tout en limitant le nombre de capteurs à embarquer ainsi que le coût
de calcul de la solution.

Pour cela, on propose tout d'abord de synthétiser un estimateur basé sur un modèle du
drone asservi. On adopte alors une approche séquentielle de synthèse de correcteur et d'esti-
mateur. On conçoit d'abord correcteur linéaire étant donné le modèle dynamique linéarisé du
drone, par des méthodes d'automatique fréquentielle classiques et avancées (commande H∞).
On développe une méthode d'analyse non-linéaire a�n d'évaluer le domaine d'attraction ob-
tenu par ce correcteur sur le modèle non-linéaire du drone. Puis, on choisit un ensemble
minimal de capteurs du mouvement du drone et on modélise leurs mesures. En�n, à partir
du modèle du drone asservi par le correcteur préalablement choisi et des mesures de capteurs,
on synthétise un estimateur basé sur le modèle en boucle fermée du drone. Par rapport à un
estimateur basé sur le modèle en boucle ouverte, on montre que notre approche permet de
pro�ter du fait que la dynamique du drone asservi soit simpli�ée pour obtenir un estimateur
performant ayant un ordre de complexité faible.

Dans un second temps, on propose de rassembler la synthèse de correcteur et d'estimateur
en une seule étape de synthèse conjointe pour former un bloc appelé correcteur/estimateur,
qui, à partir des signaux présents sur le microcontrôleur, produit en sortie la commande
du drone et l'estimée de son mouvement. Pour cela, on forme un problème d'optimisation
H2/H∞ qui permet de synthétiser un correcteur/estimateur dont la performance d'estima-
tion est maximale et qui garantit le respect du cahier des charges en terme d'asservissement.
Par rapport à l'approche séquentielle de synthèse d'un correcteur puis d'un estimateur basé
sur le modèle de la boucle fermée, l'approche de synthèse conjointe permet de systématique-
ment réduire l'ordre de complexité de l'ensemble correcteur/estimateur. De plus, lorsque les
contraintes sur l'asservissement sont su�samment faibles, l'approche de synthèse conjointe
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permet de régler l'asservissement de façon à augmenter la performance d'estimation par rap-
port à l'approche séquentielle. En e�et, on montre en simulation que l'on peut atteindre une
erreur quadratique moyenne d'estimation jusqu'à 25% plus faible.

Mots-clés : Micro-drone, commande H∞, optimisation convexe, modélisation de cap-
teurs, radar FMCW, estimation H2, synthèse mixte H2/H∞, analyse non-linéaire
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Abstract

Infrastructure-free onboard motion estimation : application to an
autonomous drone

The design of mobile agents capable of autonomous navigation aims to allow them to
move towards a goal while avoiding collisions with obstacles, without any prior information
about their environment. The mobile agents targeted are small embedded systems limited
in resources (energy, computation, memory), such as the micro-drone (UAV) used in this
thesis.

In this context, it is crucial to estimate the agent's trajectory, i.e. its position, velocity
and orientation with respect to its environment, and this must be done with few resources.
In some cases, it is possible to estimate the motion from infrastructure signals such as
GPS. However, such signals are sometimes unavailable, as when navigating inside unknown
buildings. Then, the agent's motion must be estimated from information available locally
on its microcontroller. This information can come from a model of the agent's dynamics, as
well as from embedded sensors that provide noisy and partial measurements of the motion.

A �rst approach would be to embed multiple sensors on the agent and to apply advanced
processing algorithms to mitigate their measurement errors. However, this approach is not
appropriate for a particularly resource-constrained agent, such as the micro-drone considered
in this thesis. Thus, we propose another approach, which consists in taking advantage of the
fact that the UAV is controlled in closed-loop to estimate its motion as well as possible,
while limiting the number of sensors to be embedded as well as the computing cost of the
solution.

We �rst design a linear controller given the linearized dynamic model of the UAV, by
classical and advanced control design methods (H∞ control). We develop a non-linear analy-
sis method to evaluate the attraction domain of this controller on the non-linear model of the
UAV. Then, we choose a minimal set of motion sensors and we model their measurements.
Finally, from the controller previously chosen and the sensors model, we synthesize an esti-
mator based on the closed-loop model of the UAV. Compared to an estimator based on the
open-loop model, we show that our approach takes advantage of the fact that the dynamics
of the UAV in closed-loop are simpli�ed to obtain an estimator with good performance and
a low complexity order.

In a second step, we propose to gather the synthesis of the controller and the estimator in
a single joint synthesis of a block called corrector/estimator, which, from the signals present
on the microcontroller, outputs the drone command and the estimate of its motion. For this,
we form a H2/H∞ optimization problem that allows us to synthesize a controller/estimator
for which the estimation performance is maximum and the respect of the control design spe-
ci�cations is guaranteed. Compared to the sequential approach of synthesizing a controller
and then an estimator based on the closed-loop model, the joint synthesis allows to systema-
tically reduce the order of complexity of the controller/estimator. Moreover, when the control
design speci�cations are su�ciently low, the joint synthesis allows to tune the controller in
order to increase the estimation performance compared to the sequential approach. Indeed,
we show in simulation that we can diminish the mean square estimation error up to 25%.

Keywords : Micro-drone, H∞ control, convex optimization, sensors modeling, FMCW
radar, H2 estimation, H2/H∞ mixed synthesis
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Notations

Acronymes
� PID : proportionnel intégral dérivé ;
� LMI : inégalité matricielle linéaire ;
� IMU : centrale inertielle ;
� INS : système de navigation inertiel ;
� BF : boucle fermée, BO : boucle ouverte ;
� RW : marche aléatoire, BI : instabilité de biais, BW : bande-passante ;
� CW (radar) : radar à ondes continues, FMCW (radar) : radar à ondes continues

modulées en fréquence ;
� FFT : transformation de Fourier rapide ;
� MIMO : multiples entrées multiples sorties ;
� RMS : racine carré de la moyenne des carrés ;
� KF : �ltre de Kalman linéaire ;
� EKF : �ltre de Kalman étendu ;
� PF : �ltre particulaire ;
� FLOP : nombre d'opérations en virgule �ottante par seconde.

Symboles
� Ri = [~xi, ~yi, ~zi] : repère inertiel �xe par rapport au laboratoire ;
� Rb = [~xb, ~yb, ~zb] : repère body lié aux axes du drone ;
� η = [φ, θ, ψ]ᵀ : attitude (dans l'ordre roll, pitch, yaw) ;
� ω = [ωx, ωy, ωz]

ᵀ : vitesse angulaire dans le repère Rb ;
� v = [vx, vy, vz]

ᵀ : vitesse linéaire dans le repère Rb ;
� Rib : matrice de rotation du repère Ri au repère Rb ;
� ci = cos(i), si = sin(i), ti = tan(i) ;
� D = diag(Dx, Dy, Dz) (resp. DT ) : gains de la chaine de commande linéarisée des

consignes vers les couples (resp. la poussée) ;
� T : poussée selon l'axe ~zb, τ = [τx, τy, τz]

ᵀ : couples ;
� µxy (resp. µz) : coe�cient de trainée aérodynamique latéral (resp. vertical) ;
� h : distance centre de gravité/point d'application des e�orts aérodynamiques ;
� diag(ξ) : matrice diagonale dont les termes diagonaux valent ξ ;
� g : gravité, m : masse, J = diag(Jx, Jy, Jz) : matrice d'inertie ;
� Tc : consigne de poussée, ηc = [φc, θc, ψc]

ᵀ : consignes d'angles ;
� ν : fréquence (Hz) ;
� j : nombre complexe, 2πν : pulsation en radians par seconde (rad/s) ;
� p : variable de Laplace ;
� L(p) : fonction de transfert en boucle ouverte, S(p) : fonction de sensibilité ;
� Ti→o(p) : fonction de transfert entre un signal d'entrée i et de sortie o ;
� F (p) : �ltre passe-bas numérique ;
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� ? : produit de Redhe�er ;
� W (p) : pondération ;
� In : matrice identité de taille n, 0n : matrice nulle de taille n ;
� fonction de classe C1 : fonction continue et dérivable une fois ;
� m̃ : grandeur m mesurée, m̂ : grandeur m estimée ;
� σ2(τ) : variance d'Allan sur un intervalle de temps τ .
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Chapitre 1

Introduction générale

Ce travail de thèse s'inscrit dans le cadre de la conception de dispositifs d'aide à la navi-
gation d'agents mobiles autonomes comme des véhicules, des robots ou des personnes, dans
un environnement inconnu. De tels dispositifs doivent permettre à un agent de naviguer
de manière autonome, c'est-à-dire de progresser vers son objectif, tout en évitant de ren-
trer en collision avec des obstacles, et ce, sans nécessiter d'informations préalables sur son
environnement.

Parmi les applications visées par ce type de dispositifs, on retrouve les véhicules auto-
nomes destinés au transport de personnes et de marchandises, qui devraient être capables
de circuler en ville sans intervention humaine à l'horizon 2040 [NTG+18]. Ceux-ci présentent
plusieurs intérêts : ils devraient rendre les routes plus sûres (plus de 90% des accidents
proviendraient d'erreurs humaines [Smi13]), de diminuer les embouteillages ou encore de fa-
voriser le déploiement de modes de transport partagés a�n de réduire le nombre de véhicules
en circulation. Les robots mobiles sont aussi concernés par les systèmes d'aide à la navigation
autonome, qui peuvent leur permettre d'accomplir sans intervention extérieure des tâches
dans des environnements di�ciles d'accès pour des humains, comme la recherche de victimes
dans des décombres [Mur14] ou l'exploration spatiale [Yos09]. En�n, les dispositifs d'aide à la
navigation peuvent aussi être utilisés pour le guidage de personnes, comme par exemple dans
le cas de la navigation de malvoyants [LFB+17] ou de pompiers dans des bâtiments enfumés
[FG10]. Toutes ces applications sont dites embarquées, ce qui implique que les ressources
énergétiques et calculatoires de l'agent sont limitées. Le dispositif d'aide à la navigation doit
donc être e�cace (énergie, calculs) et avoir un encombrement (taille, poids) minimal.

Le dispositif d'aide à la navigation autonome doit pouvoir ordonner le mouvement de
l'agent suivant une trajectoire dépourvue d'obstacles, étant donné la connaissance de son
environnement proche et de son mouvement actuel. Cela nécessite plusieurs fonctionnalités
telles que la plani�cation de trajectoires, la perception de l'environnement ou encore le
contrôle de l'agent, représentées sur la �gure 1.1. Certaines fonctions comme la plani�cation
de trajectoires et la perception de l'environnement sont réparties dans une boucle de contrôle
dite "haut niveau", associée à la génération d'une trajectoire sûre pour permettre à l'agent
d'atteindre son objectif sans entrer en collision avec des obstacles. À l'intérieur de celle-ci,
on trouve une boucle dite "bas niveau", associée au contrôle physique du mouvement de
l'agent.

Pour fonctionner, le système de navigation autonome repose notamment sur l'estimation
de la trajectoire réelle de l'agent, c'est-à-dire de sa position, de sa vitesse et de son orientation
par rapport à son environnement. Dans certains cas, on peut obtenir ces informations grâce à
des signaux provenant d'une infrastructure, comme le système de positionnement par satellite
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Figure 1.1 � Les principaux blocs de la navigation autonome

américain GPS (Global Positioning System) ou les systèmes de positionnement par bornes
UWB (Ultra Wideband) [Gro13]. Cependant, ces systèmes nécessitent d'être pré-installés
dans l'environnement de l'agent, ils ne peuvent donc pas être utilisés dans un contexte d'ex-
ploration en environnement inconnu. De plus, même dans les applications de la vie courante
telles que la navigation à l'intérieur de bâtiments ou en ville, leurs signaux peuvent se trou-
ver obstrués [GYT01, Lac04]. Lorsque ces signaux d'infrastructure ne sont pas accessibles,
il s'agit alors d'avoir une solution pour reconstituer l'état de l'agent seulement à partir des
informations qu'il perçoit localement. Même lorsque ces signaux de l'infrastructure sont en
théorie accessibles, il est commun de chercher à avoir une solution qui permette, au moins
temporairement, d'estimer le mouvement de l'agent de manière indépendante. En e�et, cela
peut permettre de rendre le système autonome plus robuste en cas de défaut de signaux
de l'infrastructure [SKHS16, PVLP+09], ou même d'économiser de l'énergie comme dans
[OGM+15], où le GPS est utilisé ponctuellement pour recaler l'estimation du mouvement,
obtenu le reste du temps à partir d'informations locales issues de capteurs embarqués basse
consommation.

L'objectif de la thèse est de fournir une solution d'estimation du mouvement qui soit
indépendante d'informations de l'infrastructure, et qui soit embarquable sur de petits sys-
tèmes embarqués. D'un point de vue pratique, le démonstrateur sur lequel se base la thèse
est le micro-drone Crazy�ie commercialisé par la marque Bitcraze, dont les principales ca-
ractéristiques sont données dans l'annexe A.1. Le micro-drone Crazy�ie, visible sur la �gure
1.2a, est un quadricoptère 1 léger (29g) et de petite taille (7cm de rotor à rotor). Celui-ci
représente le type de contraintes qui caractérisent les petits systèmes embarqués, comme
la faible capacité à embarquer des charges encombrantes et des ressources de calcul et de
mémoire limitées au niveau du microcontrôleur. Une des applications où l'utilisation d'un
micro-drone tel que le Crazy�ie fait particulièrement sens, est la cartographie en trois dimen-
sions d'espaces di�ciles ou dangereux d'accès pour les humains, notamment a�n de préparer

1. Un quadricoptère (ou quadrirotor) est un engin volant dont la portance est assurée par ses 4 rotors.
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des phases d'interventions humaines. Dans la littérature, des drones sont par exemple utilisés
pour explorer visuellement et cartographier des bâtiments présentant des risques radioactifs
[BVB17], détecter des défauts dans les réseaux électriques sous-terrains [RCMKAIM+21] ou
encore rechercher des fuites dans les réseaux de gaz [TFP+19]. Dans cette thèse, on visera
donc ce cadre applicatif d'inspection d'espaces con�nés tels que des canalisations, comme
schématisé sur la �gure 1.2b. Cela permet de représenter des conditions dans lesquelles
l'agent doit être capable d'e�ectuer sa mission même en cas d'absence prolongée de signaux
d'infrastructure.

Dans cette thèse, on étudiera seulement le bloc physique de l'agent et les blocs logiciels de
contrôle et d'estimation de trajectoire représentés sur la �gure 1.1. En e�et, on considère que
dans un premier temps, les fonctionnalités de plani�cation de trajectoires et de perception
de l'environnement peuvent être assurées par un opérateur qui pilote le drone à distance.
Cependant, on doit prendre en compte les contraintes que ces fonctionnalités impliquent sur
les blocs de contrôle et d'estimation de trajectoire. Cela permet de préparer l'intégration de
ces fonctionnalités dans un second temps. L'application de navigation autonome dans une
canalisation implique que le drone puisse suivre des trajectoires et détecter les obstacles qui
l'entourent dans un environnement contraint spatialement, potentiellement dans le noir et
le brouillard, et qu'il peut être soumis à des perturbations telles que le vent créé par ses
propres hélices. Les pré-requis à considérer tout au long de la thèse seront donc :

� Vol suivant des trajectoires non-agressives. Cela implique des vitesses de dé-
placement de l'ordre de 1m.s−1 et des angles de roulis et de tangage inférieurs à 30�.
Cela permet au drone d'évoluer au sein de la canalisation lentement, a�n de laisser
le temps à l'opérateur ou au système de navigation autonome de réagir lorsqu'un
obstacle survient.

� Capteurs pouvant fonctionner dans le noir et le brouillard.
� Stabilité du drone vis-à-vis de perturbations non-mesurées et non-modélisées

(p.ex. vent).
� Coûts en matière de calcul, de mémoire, et d'embarquabilité des blocs de

contrôle et d'estimation les plus faibles possibles. Cela permet de dégager de
l'espace, virtuel sur le microcontrôleur, et physique sur le drone, pour intégrer poten-
tiellement d'autres capteurs et des algorithmes liés à la plani�cation de trajectoire et
la perception de l'environnement.

(a) Le micro-drone Crazy�ie d'origine (b) Navigation autonome du drone dans une ca-
nalisation

Figure 1.2 � Contexte applicatif de la thèse
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1.1 Problématique

Lorsque l'environnement est inconnu et que les signaux d'infrastructure ne sont pas dis-
ponibles, l'estimation de la trajectoire doit se faire exclusivement à partir d'informations
disponibles localement au niveau de l'agent. Ces informations peuvent provenir de deux
sources di�érentes : un modèle du mouvement et des mesures de capteurs embarqués. Dans
ces conditions, la position de l'agent n'est pas directement accessible à partir de ces infor-
mations disponibles localement. Elle doit alors être obtenue en appliquant le principe de
navigation à l'estime (dead-reckoning), qui consiste, étant donné une position initiale, à in-
tégrer numériquement les signaux de vitesse et d'orientation pour reconstruire le chemin
parcouru [Gro13]. Le problème de cette technique, est qu'elle est sujette à l'accumulation
d'erreurs liée à l'intégration numérique de signaux eux-mêmes entachés d'erreurs, comme
représenté sur la �gure 1.3. A�n de limiter l'accumulation d'erreurs et donc la dérive de
l'estimation de position, il sera nécessaire d'estimer au mieux la vitesse et l'orientation de
l'agent. Étant donné que cela devra être réalisé par le microcontrôleur du drone, le coût
d'implémentation (calculs, mémoire) de la solution devra être faible.

Figure 1.3 � Incertitude sur la position qui augmente en fonction du temps lors du dead-
reckoning

Dans ce travail de thèse, le sujet de l'estimation de l'orientation ne sera pas abordé.
En e�et, le micro-drone Crazy�ie embarque d'origine une procédure d'estimation de son
orientation. Celle-ci se base sur un �ltre complémentaire proposé par Madgwick [Mad10,
MHV11] que l'on considère su�samment précis pour notre application (erreur quadratique
moyenne inférieure à 0.8�en statique et à 1.7�en dynamique). On se concentrera donc sur
l'estimation de la vitesse du drone sans signaux d'infrastructure.

1.1.1 Positionnement vis-à-vis de la littérature

Pour répondre à ce problème d'estimation du mouvement sans signaux d'infrastructure,
les travaux de la littérature portent principalement sur les capteurs et les algorithmes pour
fusionner leurs données [Gro13, MHW+19, BVN16]. Au niveau des capteurs, l'objectif est de
concevoir et d'intégrer sur l'agent de nouveaux capteurs plus performants en matière d'e�-
cacité énergétique et de précision [SRFM16, MCW+17, ACP17]. Les algorithmes de fusion
de données sont également au c÷ur de la problématique de navigation sans signaux d'in-
frastructure. En e�et, chaque capteur ne produit qu'une mesure partielle du mouvement du
système qui, de plus, est entachée d'erreurs (bruits, biais). Il est alors commun d'obtenir une
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estimation complète du mouvement en fusionnant les données issues de multiples capteurs
[LYS02]. Dans ce cas, l'objectif est de développer des algorithmes peu couteux en calculs et
qui produisent une estimation la plus précise possible [SMMK14, LX17]. Dans ces travaux
issus de la littérature, la partie "estimation de la trajectoire" est considérée indépendam-
ment des autres blocs du système de navigation de la �gure 1.1, et notamment du bloc de
contrôle. Cependant, étant donné que le mouvement que l'on souhaite estimer est régi par la
stratégie de contrôle de l'agent, il semblerait plus judicieux de considérer son in�uence dans
la stratégie d'estimation. C'est pourquoi, même si les approches de la littérature permettent
d'apporter une solution partielle au problème, on va aborder dans cette thèse le problème
du point de vue de l'interaction entre le bloc de contrôle et celui d'estimation. En e�et, on
va chercher à apporter une réponse à la question suivante :
�Étant donné un agent mobile asservi tel que le micro-drone Crazy�ie équipé
d'un ensemble limité de capteurs, comment exploiter l'interaction entre le bloc
de contrôle et d'estimation, pour que son mouvement soit estimé avec précision
et un coût de calcul faible ? �

L'approche qui consiste à prendre en compte l'in�uence du bloc de contrôle lors de la
conception de celui d'estimation semble faire sens pour les raisons explicitées ci-après.

Comme dit précédemment, l'estimateur peut avoir accès à deux sources d'informations
pour estimer la trajectoire de l'agent : des mesures de capteurs et un modèle du mouvement.
La structure du système de navigation autonome représenté sur la �gure 1.1 est telle, que
l'on peut se demander quel système modéliser pour décrire le mouvement de l'agent. En
e�et, une première approche pourrait consister à modéliser la dynamique de l'agent sans son
correcteur, autrement dit, à modéliser sa dynamique "en boucle ouverte", puis à synthétiser
un estimateur à partir de ce modèle. Cependant, on peut noter que les méthodes classiques en
automatique de synthèse d'un estimateur (resp. d'un correcteur), comme celle d'un �ltre de
Kalman [Kal60], impliquent que l'ordre de complexité de l'estimateur (resp. du correcteur)
obtenu soit au moins égal à l'ordre du modèle du système. Or, le comportement d'un système
en boucle ouverte est potentiellement plus complexe que celui de ce même système "en
boucle fermée". En e�et, il est par exemple bien connu que l'utilisation d'une boucle de
rétroaction négative pour commander un système peut réduire les e�ets non-linéaires de son
comportement en boucle ouverte [Bla34]. Étant donné que l'on cherche à minimiser le coût
calcul de la solution, il serait donc plus intéressant de synthétiser un estimateur à partir du
modèle de l'agent en boucle fermée, qui pourrait être d'ordre plus faible que celui en boucle
ouverte. On remarque toutefois que l'ordre du modèle en boucle fermée que l'on obtiendrait
en regroupant les équations liées au correcteur et au modèle en boucle ouverte, risquerait
d'être plus élevé que l'ordre du modèle en boucle ouverte. Il serait alors nécessaire d'appliquer
une méthode de réduction de l'ordre du modèle pour obtenir un modèle en boucle fermée de
complexité réduite. L'estimateur synthétisé à partir de ce modèle en boucle fermée d'ordre
réduit pourrait donc avoir une complexité plus faible que celle de l'estimateur obtenu à partir
du modèle en boucle ouverte. Cela permettrait �nalement de limiter le coût d'implémentation
de l'estimateur, ce qui est un des objectifs principaux de la thèse.

S'il fait sens de prendre en compte le correcteur dans le modèle du mouvement utilisé par
l'estimateur, alors on pourrait potentiellement étendre cette idée en mettant en commun la
fonction de correcteur et d'estimateur pour obtenir une structure mixte de correcteur/esti-
mateur. La première raison à cela serait de réduire potentiellement le coût d'implémentation
de l'ensemble. En e�et, d'un point de vue théorique d'abord, cela permettrait de ne prendre
en compte le modèle du système qu'une seule fois lors de la synthèse conjointe du correc-
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teur/estimateur, contre deux fois lorsque l'on réalise d'abord la synthèse du correcteur puis
celle de l'estimateur. Dans le premier cas, l'ordre de complexité de l'ensemble correcteur/es-
timateur vaudrait alors au moins une fois l'ordre du modèle, alors que dans le second cas, il
vaudrait au moins deux fois l'ordre du modèle. L'argument de la réduction du coût d'implé-
mentation est également valable au niveau du logiciel, étant donné que l'approche conjointe
permettrait de mettre en commun un certain nombre d'entités, comme les signaux d'entrée,
la dé�nition de variables et de fonctions associées à l'asservissement et à l'estimation. En plus
du gain en complexité, l'approche conjointe pourrait aussi permettre un gain en performance
d'estimation, en réglant le correcteur de manière à maximiser la performance de l'estimateur.
En e�et, lors de la synthèse du correcteur/estimateur et dans le cas où les contraintes �xées
par le cahier des charges sur l'asservissement ne sont pas trop fortes, le correcteur devient
un degré de liberté sur lequel in�uer, par rapport à l'approche où l'estimateur est synthétisé
pour le système asservi par un correcteur �xé à l'avance. On devrait donc pouvoir formuler
un problème d'optimisation a�n de concevoir un ensemble correcteur/estimateur qui vise à
maximiser la performance d'estimation, tout en satisfaisant le cahier des charges du point
de vue de l'asservissement.

1.1.2 Démarche

Pour répondre à la problématique, on va se placer dans le cadre des méthodes regrou-
pées sous le terme de commande robuste, qui permettent de formuler de manière unique
les problèmes de synthèse de correcteurs et d'estimateurs [ZCDG96, Bay12]. Cela les rend
attractives, étant donné que notre objectif �nal est de réaliser la synthèse conjointe d'un cor-
recteur/estimateur. On présente ci-dessous les sous-questions que soulève la problématique
et la démarche que l'on va mettre en place pour y répondre.

Modélisation et commande Comme expliqué précédemment, le problème de l'estima-
tion du mouvement du drone conduit à se poser la question de sa modélisation et de sa
commande. Sa modélisation physique mène à un modèle non-linéaire, dont les paramètres
seront calibrés expérimentalement avec le drone Crazy�ie. Cependant, on dispose en auto-
matique de méthodes destinées aux systèmes linéaires pour la synthèse de correcteurs et
d'estimateurs qui sont e�caces et systématiques. Une modélisation linéaire du drone serait
alors préférable, a�n de réutiliser ces méthodes pour faciliter ensuite la mise en place d'une
démarche de synthèse conjointe d'un correcteur/estimateur. Un modèle linéarisé du drone
autour d'un point de fonctionnement prenant en compte les conditions de fonctionnement
du drone sera alors utilisé pour la synthèse de correcteur, tout en évaluant l'impact de ce
choix vis-à-vis du modèle non-linéaire du drone.

D'origine, le drone Crazy�ie est commandé par un correcteur de type PID, ce qui lui
permet d'obtenir des performances raisonnables. Cependant, dans la mesure où l'objectif
est de coupler la synthèse du correcteur et de l'estimateur, il est nécessaire de proposer une
méthode de synthèse de correcteur issue de la commande robuste. Pour cela, on va procéder
en deux étapes. La première consistera à développer une méthode de réglage simple d'une
structure de correcteur de complexité limitée a�n d'assurer des performances raisonnables,
par application des approches d'automatique fréquentielle classique, ce qui est original dans
le contexte de la commande des drones. Cela permettra dans une seconde étape, de concevoir
un correcteur avec une méthode d'automatique fréquentielle avancée qu'est la synthèse H∞,
a�n de disposer d'une méthode de synthèse menant à un correcteur performant sur le drone et
faisant partie des méthodes de synthèse de la commande robuste. Ensuite, nous proposerons
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une méthode d'analyse permettant de valider sur le modèle non-linéaire du drone l'usage d'un
correcteur linéaire développé à partir d'un modèle linéarisé. Cette méthode est basée sur la
recherche d'une fonction de Lyapunov à partir de techniques développés pour les systèmes
non-linéaires qui peuvent se réécrire sous forme linéaire fractionnelle [EGS96], en proposant
une variante adaptée au cas du drone.

Capteurs embarqués Pour obtenir une estimation de qualité du mouvement, se pose éga-
lement la question du choix de capteurs à embarquer sur le drone. Ceux-ci doivent idéalement
fournir des mesures précises de sa vitesse en trois dimensions, dans des conditions expérimen-
tales liées à la navigation à l'intérieur de canalisations, tout en étant facilement embarquables
sur un micro-drone comme le Crazy�ie. De tels capteurs prêts-à-l'emploi n'existent pas dans
le commerce, et il est donc nécessaire d'étudier et d'adapter les solutions existantes à cette
application.

Nous réaliserons une étude de l'état-de-l'art des capteurs utilisés dans le contexte de la
navigation sans signaux d'infrastructure des drones. Cela permettra de mettre en évidence
le fait que des capteurs pertinents pour cette application seraient une centrale inertielle et
un radar. Si la centrale inertielle est couramment utilisée dans ce contexte, elle nécessitera
cependant d'être caractérisée en termes d'erreurs a�n d'adapter son modèle de mesure aux
conditions expérimentales liées au drone en vol. En ce qui concerne l'usage d'un radar, celui-
ci est généralement fait dans le contexte de la détection d'obstacles et non pas celui de la
mesure de vitesse. Cependant, étant donné que le radar permet de déterminer le mouvement
d'obstacles par rapport à lui-même, il devrait également être possible, à partir de ses mesures,
de déterminer son propre mouvement par rapport à un environnement �xe. On développera
donc un algorithme de traitement de ses mesures pour le rendre utilisable en tant que capteur
de vitesse, et cet usage sera validé en simulation sur le drone puis expérimentalement, dans
des conditions représentatives du mouvement du drone.

Modélisation et estimation A�n de construire un estimateur performant du mouvement
du drone asservi, se posera la question du choix de la méthode d'estimation, sachant que dans
l'objectif d'intégrer la synthèse de l'estimateur avec celle du correcteur, les deux méthodes
devront pouvoir être couplées. Une étude de l'état-de-l'art montrera l'intérêt porté dans la
littérature sur les drones aux méthodes d'estimation basées sur le �ltre de Kalman. Compte
tenu du fait que la synthèse d'un estimateur comme le �ltre de Kalman est réalisée à partir
d'un modèle du drone, la question de la modélisation se posera de nouveau.

Notre objectif de thèse revient à choisir une méthode ayant le meilleur compromis entre
qualité de l'estimation du mouvement et coût d'implémentation. Le modèle non-linéaire du
drone devrait représenter un comportement dynamique au plus proche de son comportement
réel, ce qui permettrait, lors de la synthèse d'un estimateur à partir de ce modèle, d'obtenir
une estimation de qualité. Cependant, un tel estimateur serait potentiellement plus complexe
qu'un estimateur basé sur ce même modèle linéarisé en un point de fonctionnement. De
plus, une méthode de synthèse d'estimateur basée sur un modèle non-linéaire ne serait pas
souhaitable, étant donné le choix expliqué précédemment d'adopter une approche linéaire
pour la synthèse de correcteur. En�n, ces modèles sont représentatifs du comportement en
boucle ouverte du drone, or celui-ci est asservi en boucle fermée. Une hypothèse émise plus
tôt était que, étant donné que le drone est asservi, il serait possible de représenter son
comportement dynamique par un modèle dont l'ordre serait réduit par rapport au modèle
en boucle ouverte.

On voudra donc évaluer l'approche qui mène au meilleur compromis entre qualité de
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l'estimation et coût d'implémentation pour notre cadre applicatif. Pour cela, on comparera
la performance et le coût de calcul des estimateurs synthétisés à partir des di�érents mo-
dèles cités précédemment, et ce, à partir de données expérimentales issues du drone en vol.
Notamment, on cherchera à voir s'il existe un réel gain en performance d'estimation avec
un estimateur basé sur le modèle non-linéaire du drone, ou si un estimateur de plus faible
complexité comme le �ltre de Kalman basé sur un modèle linéarisé est su�sant.

Synthèse conjointe correcteur/estimateur La comparaison précédente mènera ensuite
à considérer l'idée de regrouper la synthèse de l'estimateur du mouvement du drone asservi
avec la synthèse du correcteur. Cela pose d'abord des problématiques pratiques liées à l'im-
plémentation logicielle du correcteur et de l'estimateur en une seule entité de correcteur/es-
timateur, telles que la capacité à mettre en commun les signaux associés au correcteur et à
l'estimateur, auxquelles ont apportera une réponse. Cette mise en commun de la synthèse
de correcteur et d'estimateur implique également de pouvoir formuler mathématiquement le
problème de synthèse conjointe.

Étant donné que la synthèse d'un �ltre de Kalman linéaire peut se ramener à un pro-
blème de commande H2, et le fait qu'un correcteur H∞ satisfaisant ait été obtenu pour
asservir le drone, on considérera alors naturellement l'idée de réaliser la synthèse conjointe
du correcteur/estimateur en résolvant un critère H2/H∞. Pour rendre une telle synthèse
possible, on devra alors reformuler de manière homogène le critère H∞ précédemment utilisé
pour la synthèse de correcteur et le critère H2 utilisé pour l'estimateur. Finalement, on réa-
lisera la comparaison entre cette approche de synthèse conjointe avec celle d'une approche
séquentielle où on synthétise un correcteur puis un estimateur, dans le but d'évaluer le gain
potentiel en qualité d'estimation et en coût calcul.

1.2 Plan détaillé

Ce document de thèse est découpé en trois principaux chapitres dont le plan est détaillé
ci-dessous. 2

1.2.0.1 Chapitre 2

Ce chapitre traite de la dynamique du drone : l'objectif est de la modéliser, d'étudier ses
caractéristiques puis de la contrôler. Il suit la trame présentée ci-dessous.

Modèle du drone non-asservi On commence par obtenir un modèle non-linéaire du
drone à partir du principe fondamental de la dynamique, dont les paramètres sont identi�és à
partir de données expérimentales du drone Crazy�ie en vol. On étudie ce modèle non-linéaire
à partir de ses linéarisations en di�érents points d'équilibre. On met notamment en évidence
le fait que le comportement du drone est hautement dépendant d'un terme lié aux e�ets de
trainée aérodynamique, qui peuvent être important en fonction de la forme des capteurs que
l'on intègre sur le drone pour l'estimation et la détection d'obstacles. On montre alors que,
dans certains cas où ces e�ets sont importants, le correcteur PID implémenté d'origine n'est
pas capable de stabiliser le drone.

2. On note que le chapitre 2 et le chapitre 3 peuvent se lire de manière quasiment indépendante, mais
que la lecture du chapitre 4 requiert d'avoir lu les deux précédents.
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Asservissement du drone On propose de régler de nouveau le correcteur d'origine, d'une
part pour améliorer la performance et la stabilité du système asservi, et d'autre part, car
cette étape nous permet d'amorcer la discussion sur le contrôle du drone qui sera au c÷ur de
l'approche de synthèse conjointe de correcteur et d'estimateur. On obtient alors un correcteur
P/PI, plus performant que celui d'origine (temps de réponse plus faible, stabilité vis-à-vis
des e�ets aérodynamiques) et avec un ordre (et donc un coût calcul) plus faible. Puis, on
montre que l'on peut obtenir un correcteur aux caractéristiques similaires par la méthode
de synthèse H∞. L'intérêt est que le critère d'optimisation construit pour cette synthèse de
correcteur H∞ pourra être réutilisé par la suite, lors de la synthèse conjointe de correcteur
et d'estimateur.

Estimation du domaine d'attraction des correcteurs d'attitude Dans cette thèse,
les correcteurs sont linéaires et sont conçus à partir du modèle linéarisé du drone en un
point d'équilibre. Cependant, les conditions de vol liées à la navigation autonome peuvent
nécessiter de s'écarter du point de linéarisation. Dans le but d'avoir une navigation autonome
sûre, on développe une méthode d'analyse des correcteurs linéaires, pour garantir qu'ils
restent capables de stabiliser le drone représenté par son modèle non-linéaire, même loin du
point de linéarisation. Pour cela, on estime leur domaine d'attraction étant donné le modèle
non-linéaire du drone. Cela est réalisé en construisant un problème d'optimisation convexe
sous contraintes d'inégalités matricielles linéaires (LMI) qui est résolu numériquement a�n de
véri�er que le domaine de vol est bien compris dans le domaine d'attraction des correcteurs.

Modèle de la boucle fermée En�n, on donne le modèle du drone asservi qui prend en
compte le correcteur PID d'origine. Ce modèle étant d'ordre important, on montre que son
ordre peut être diminué via une méthode de réduction d'ordre de modèle. Il sera par la suite
utilisé au début du chapitre 4, pour montrer l'intérêt de considérer l'e�et du correcteur dans
le modèle dynamique du drone lors de la phase d'estimation.

1.2.0.2 Chapitre 3

Ce chapitre traite des capteurs utilisés pour estimer la vitesse du drone. L'objectif est de
choisir un ensemble de base de capteurs à bas coût d'intégration et d'obtenir un modèle de
mesure qui sera utilisé dans la phase d'estimation.

Navigation inertielle On présente les principes de la navigation à l'estime. Les capteurs
habituellement utilisés pour ce type de navigation sont des capteurs inertiels, à savoir des
accéléromètres et des gyroscopes. Comme ceux-ci constituent la base d'un système de navi-
gation sans signaux d'infrastructure, on veut avoir un modèle précis de leur mesures. Pour
cela, on utilise la méthode de la variance d'Allan pour identi�er un modèle des capteurs
inertiels embarqués sur le drone Crazy�ie à partir de mesures expérimentales.

Autres sources d'informations La navigation à l'estime en se basant seulement sur des
capteurs inertiels, comme ceux intégrés sur le Crazy�ie, implique une dérive rapide de l'erreur
d'estimation d'état. Pour contrer cette dérive, on peut fusionner les mesures des capteurs
inertiels avec d'autres sources d'informations. On étudie les travaux de la littérature à ce
sujet, et on en déduit l'intérêt de coupler les capteurs inertiels à un radar pour estimer la
vitesse du drone. Tout d'abord, on montre que dans le cas spéci�que d'un drone de type
quadricoptère comme le Crazy�ie, les capteurs inertiels peuvent être assimilés à des capteurs
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qui mesurent directement sa vitesse de translation. Ensuite, on montre qu'un radar de type
FMCW (Frequency Modulated Continuous Wave), habituellement utilisé pour détecter des
obstacles, peut aussi servir de capteur de vitesse. Pour cela, on présente un algorithme
d'estimation de la vitesse du drone par rapport au sol développé au cours de la thèse. Cet
algorithme est �nalement validé, tout d'abord en simulation, puis expérimentalement, grâce
à un radar FMCW 77GHz de la marque In�neon.

1.2.0.3 Chapitre 4

Ce dernier chapitre traite de l'estimation de la vitesse du drone asservi. L'objectif est
d'aboutir à une estimation de la vitesse qui soit la meilleure possible, étant donné le modèle
du drone donné du chapitre 2 et les mesures des capteurs présentés dans le chapitre 3. Ce
chapitre est découpé en deux parties.

Estimateur hors boucle d'asservissement On présente les structures d'estimateurs de
base de la littérature sur les drones. Souvent, les travaux de la littérature sont basés sur le
�ltre de Kalman, synthétisé à partir d'un modèle du drone "en boucle ouverte", c'est-à-dire
sans prendre en compte son correcteur. On compare ces approches de la littérature à celle où
l'on synthétise un gain optimal de Kalman à partir du modèle "en boucle fermée", prenant
en compte le correcteur, qui est donné à la �n du chapitre 2. On compare la performance
d'estimation des estimateurs obtenus via ces deux approches à partir de données expérimen-
tales du Crazy�ie en vol. On montre que l'approche basée sur un modèle du drone en boucle
fermée permet d'atteindre une erreur d'estimation de la vitesse plus faible par rapport aux
autres approches de la littérature, basées sur un modèle du drone en boucle ouverte.

Synthèse conjointe correcteur/estimateur La synthèse d'un gain optimal de Kal-
man peut être formulée de manière équivalente sous la forme d'un problème de synthèse de
commande H2. On combine cette synthèse H2 d'un estimateur avec la synthèse H∞ d'un
correcteur du chapitre 2, pour obtenir un problème de synthèse par optimisation avec un
critère mixte H2/H∞. L'objectif de ce critère mixte est de formaliser la recherche d'un correc-
teur/estimateur, qui garantisse une performance d'estimation maximale, tout en satisfaisant
le cahier des charges donné sur l'asservissement dans le chapitre 2.

On compare l'approche de synthèse avec un critère mixte H2/H∞ à l'approche plus clas-
sique de synthèse séquentielle d'un correcteur H∞, puis d'un estimateur H2. Pour cela on
évalue la performance des deux approches en simulation. On montre lors de ces simulations
que l'approche de synthèse conjointe permet un gain en précision d'estimation qui dépend
du niveau de contraintes imposé par le cahier des charges sur l'asservissement. On montre
également que l'approche de synthèse conjointe permet dans tous les cas un gain en com-
plexité de l'ensemble correcteur/estimateur par rapport à l'approche séquentielle.

1.3 Contributions

On peut distinguer trois contributions principales, chacune étant associée à un chapitre :
� La méthode d'estimation du domaine d'attraction de correcteurs linéaires pour le

contrôle de l'orientation du drone représenté par un modèle non-linéaire. Celle-ci
consiste à formaliser la recherche du domaine d'attraction sous la forme d'un problème
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d'optimisation convexe sous contraintes d'inégalités matricielles linéaires (LMI), qui
peut être résolu numériquement par ordinateur ;

� L'algorithme d'estimation de la vitesse de translation et de la hauteur à partir des
mesures d'un radar FMCW à entrées et sorties multiples (MIMO). Celui-ci permet
d'estimer ces grandeurs avec précision et un coût de calcul faible a�n d'être embarqué
sur un microcontrôleur ;

� La synthèse conjointe d'un correcteur et d'un estimateur avec un critère mixteH2/H∞.
Celle-ci permet de synthétiser simultanément une entité qui, à partir des signaux
présents sur le microcontrôleur, permet de contrôler le mouvement du drone et de
l'estimer. La synthèse est réalisée par optimisation à partir d'un critère H2/H∞ qui
permet de rechercher un correcteur/estimateur qui minimise l'erreur d'estimation tout
en satisfaisant le cahier des charges sur l'asservissement du drone.

1.4 Liste des publications

Articles de conférences avec comité de lecture
� J. Barra, S. Lesecq, M. Zarudniev, O. Debicki, N. Mareau, and L. Ouvry. Localization

system in GPS-denied environments using radar and IMU measurements: Application
to a smart white cane. In 2019 18th European Control Conference (ECC), pages 1201�
1206, 2019

� J. Barra, G. Scorletti, S. Lesecq, M. Zarudniev, and E. Blanco. Attraction domain
estimation of linear controllers for the attitude control of VTOL vehicles: P/PI control
of a quadrotor. In 2020 European Control Conference (ECC), pages 1644�1649, 2020

Brevet international (FR, EU, US)
� J. Barra, O. Debicki, S. Lesecq, N. Mareau, L. Ouvry, and M. Zarudniev. Me-

thod and system for measuring the velocity of a carrier with respect to the
ground. Commissariat a l'Energie Atomique et aux Energies Alternatives, U.S. Patent
US20200200891A1, 2020
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Chapitre 2

Modélisation et asservissement du drone

Dans le contexte de la navigation autonome sans signaux d'infrastructure, on cherche
à estimer au mieux le mouvement d'un agent mobile asservi comme le drone considéré
dans cette thèse, en exploitant les informations disponibles localement au niveau de son
microcontrôleur. Parmi les informations disponibles, on peut chercher à obtenir un modèle
pour prédire le mouvement que va réaliser le drone lorsqu'il va être actionné. Comme celui-
ci est un système qui est asservi, son mouvement est régi en partie par les paramètres
dynamiques liés à sa structure (comme sa masse par exemple), mais aussi par le correcteur
qui est employé pour le contrôler. On va donc tout d'abord étudier le système asservi de
départ qu'est le drone Crazy�ie d'origine issu du commerce. Cela passe par obtenir un modèle
de la dynamique du drone lorsqu'il est non-asservi, autrement dit, son modèle "en boucle
ouverte". Puis on étudiera la structure de commande d'origine du Crazy�ie, et on cherchera à
voir si celle-ci est satisfaisante vis-à-vis de son modèle dynamique et des objectifs en matière
de navigation autonome que l'on s'est �xés dans l'introduction de la thèse. Notamment,
on voudra s'assurer que cette structure de commande permet de garantir la stabilité du
drone sur le domaine de vol prédé�ni (trajectoires non-agressives), tout en ayant un coût
d'implémentation réduit. Ensuite, étant donné le modèle du drone "en boucle ouverte" et son
correcteur, on cherchera à obtenir un modèle du drone lorsqu'il est asservi, soit son modèle
"en boucle fermée".

2.1 Présentation de la plateforme expérimentale

On présente tout d'abord rapidement la plateforme expérimentale sur laquelle se base la
thèse. Il s'agit du micro-drone 1 Crazy�ie commercialisé par le marque Bitcraze. Ensuite, on
introduit le système de capture de mouvement Vicon, qui a été utilisé lors de campagnes
d'expérimentations en début de thèse a�n d'obtenir des données de référence du mouvement
du drone.

2.1.1 Micro-drone Crazy�ie

Le micro-drone Crazy�ie constitue un projet "open-source", son logiciel embarqué et les
données techniques liées à la plateforme sont donc complètement accessibles 2. Le Crazy�ie
est un quadricoptère, ce qui signi�e qu'il présente 4 rotors lui permettant de décoller et

1. Même s'il n'existe pas une terminologie universelle concernant les catégories de drones, on peut dé�nir
les micro-drones comme ayant une masse inférieure à 100g [Fre12].

2. https://www.bitcraze.io/documentation/start/
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d'atterrir verticalement. Il est de petite taille (7cm entre ses rotors) et léger (29g). Ses
moteurs permettent de transporter une masse maximale de l'ordre de 50g, avec un impact
important sur la durée de vol déjà limitée d'origine (10min). Le microcontrôleur embarqué est
un STM32F405 ARM Cortex-M4, avec 192Ko de mémoire RAM (utilisée lors des calculs), et
1Mo de mémoire �ash (utilisée pour stocker les programmes). Celui-ci contient le logiciel du
Crazy�ie, qui est programmé en C++ et entièrement modi�able. Les capacités de ce micro-
drone sont donc particulièrement limitées lorsqu'il s'agit d'embarquer des capteurs et des
programmes pour traiter leurs données. Cela motive d'autant plus le positionnement de la
thèse, qui vise à étudier la problématique de l'estimation du mouvement du point de vue
de l'interaction entre les blocs de contrôle et d'estimation, présents dans tous les cas sur le
drone, plutôt que de l'intégration de nouveaux capteurs.

Le schéma d'introduction de la �gure 1.1 montrait les principaux blocs de la navigation
autonome dans un cas général. Dans cette thèse, la con�guration que l'on va plutôt considérer
est celle de la �gure 2.1. Elle ne contient pas les blocs de perception de l'environnement et
de plani�cation de trajectoire, qui sont remplacés par un opérateur. Celui-ci peut agir sur le
mouvement du drone en envoyant des signaux de consigne de poussée et d'attitude par signal
radio (avec un ordinateur ou une radiocommande). En retour, il est possible de recevoir des
signaux du drone par radio également, comme les mesures de ses capteurs ou la valeur des
variables issues de son logiciel embarqué.

Figure 2.1 � Contrôle du micro-drone Crazy�ie

2.1.2 Système de capture de mouvement Vicon

Cette thèse a été réalisée au sein du Commissariat à l'Énergie Atomique et aux Énergies
Alternatives (CEA), en collaboration avec le laboratoire Ampère de l'École Centrale de Lyon.
Lorsque cela a été possible, les résultats de cette thèse ont été validés expérimentalement. En
particulier, des expériences ont été menées au sein de la plateforme Clinatec du CEA-Leti qui
possède un système de capture de mouvement de la marque Vicon 3 constitué de 8 caméras
infrarouges et capable de localiser un objet avec une précision millimétrique. Ces expériences

3. https://www.vicon.com/
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réalisées en début de thèse consistaient à e�ectuer plusieurs vols avec le drone Crazy�ie dans
l'enceinte du système de capture de mouvement, suivant des trajectoires de type aller-retour
et vol libre (translations et rotations dans les 3 dimensions), comme sur la �gure 2.2. Lors de
ces expériences, on enregistre la position et l'orientation du drone au cours du temps grâce
au système Vicon. Simultanément, on enregistre les signaux suivants présents au niveau du
microcontrôleur : consignes de poussée et d'orientation, mesures des capteurs embarqués
(accélération, vitesse angulaire et orientation), signaux de commande envoyés aux moteurs.
On fera plusieurs fois référence au cours du document à ces expériences, qui ont notamment
permis d'identi�er des paramètres et de valider le modèle dynamique du drone, ou encore de
simuler a posteriori le bloc d'estimation d'état à partir des données enregistrées au préalable.

Figure 2.2 � Vol du drone Crazy�ie dans l'enceinte du système Vicon

2.2 Modèle du drone non-asservi

Une première étape dans la conception d'un système asservi est d'étudier son comporte-
ment sans correcteur. Cette analyse doit permettre d'obtenir des informations sur le com-
portement des grandeurs à asservir, qui seront exploitées par la suite a�n de concevoir un
correcteur ou un estimateur adaptés au système et à ses conditions de fonctionnement. On
présente ci-dessous le modèle du drone non-asservi, qui nous servira de base pour la suite
des développements de cette thèse, puis on étudie ses caractéristiques dynamiques.

2.2.1 Modèle dynamique

Notre sujet d'étude, le drone de type quadricoptère, est un engin plutôt bien présent dans
la littérature [SSAF+19, KM17, DP15]. En e�et, on observe un intérêt fort des chercheurs
durant les dernières années pour cette plateforme compacte qui peut servir de sujet d'étude
pour illustrer diverses thématiques de recherche en contrôle. Malgré cela, il n'existe pas de
réel consensus sur un modèle standard du drone [ABLCGS+17]. Cela est peut-être dû au fait
que les drones peuvent exister sous des formes diverses et variées [Fre12], et que, si certains
aspects de la dynamique comme ceux qui relèvent de l'inertie sont plutôt bien décrits par
des modèles mathématiques, d'autres, comme les e�ets aérodynamiques sont plus di�ciles à
mesurer et à représenter. Ceci implique de faire des choix de modélisation, a�n d'obtenir un
modèle qui corresponde à nos besoins, à savoir, décrire le comportement du drone lors d'un
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Figure 2.3 � Repères de référence pour la modélisation dynamique

vol non-agressif 4 en vue de l'asservir.

2.2.1.1 Repères

On dé�nit 2 repères, représentés sur la �gure 2.3, qui vont servir à décrire le mouvement
du drone :

� Ri = (Oi, ~xi, ~yi, ~zi) : repère inertiel �xe par rapport au laboratoire, dont l'axe ~zi est
aligné avec la direction de la gravité ;

� Rb = (G,~xb, ~yb, ~zb) : repère attaché au corps (body) du drone, centré sur son centre
de gravité G et aligné avec ses 3 principaux axes de rotation.

2.2.1.2 Choix de modélisation

Comme dit précédemment, il n'existe pas de modèle standard du drone et des choix ont
dû être e�ectués pour mettre en équations le mouvement du drone. On en propose ci-dessous
une justi�cation.

Représentation de l'attitude L'orientation du repère Rb attaché au corps du quadrico-
ptère va changer au cours du temps par rapport au repère inertiel �xe Ri. On appelle cette
orientation l'attitude, et elle est notée η. Pour la représenter, plusieurs formalismes existent
[CSM11], dont les principaux sont les suivants :

� Angles de Tait-Bryan/Euler [MKC12, CLD05] : ils sont constitués d'un ensemble
de trois angles appelés roll/roulis φ, pitch/tangage θ, yaw/lacet ψ, voir �gure 2.3. Ils
traduisent la rotation de Rb par rapport à Ri autour des axes xi, yi et zi respective-
ment. L'orientation du quadricoptère par rapport au repère de référence Ri est donc
représentée par le vecteur η = [φ, θ, ψ]ᵀ ;

� Quaternions [LWZ15, TM06] : l'idée est de représenter l'orientation sous la forme
d'une rotation unique d'un angle α autour d'un axe représenté par le vecteur unitaire
~v = [vx, vy, vz]

ᵀ. L'attitude est alors donnée par le quaternion η = [qw, qx, qy, qz]
ᵀ =

[cos(α/2), vxsin(α/2), vysin(α/2), vzsin(α/2)]ᵀ. On note que le quaternion est un nombre

4. Pour rappel, un vol est dit non-agressif lorsque les angles d'assiette du drone restent inférieurs à 30�,
voir le chapitre d'introduction.
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unitaire 5, il faut donc appliquer une opération de normalisation dans le cas où il est
obtenu par calcul numérique, a�n de s'assurer qu'il est bien de norme unitaire.

Les angles de Tait-Bryan/Euler ont l'avantage de représenter les rotations de manière na-
turelle. Cependant, ils sont parfois décriés dans la littérature à cause du phénomène appelé
blocage de cardan (Gimbal Lock) qui intervient lorsque les angles d'assiette du drone sont
proches de 90� [Gre17]. Dans cette situation, deux des trois axes de rotation se retrouvent
alignés et on perd donc théoriquement un degré de liberté pour représenter les changements
d'attitude. Les quaternions, qui ne sont pas soumis au phénomène de blocage de cardan,
ont été introduits a�n de pallier à ce problème. Ils sont, de plus, souvent utilisés dans les
systèmes embarqués, car les opérations entre quaternions sont en général moins chères en
calculs que celles sur les angles d'Euler. Cependant, le quaternion représente une rotation
physique en 3 dimensions à l'aide d'un nombre à 4 dimensions. Il introduit donc une re-
présentation d'état non-minimale ainsi qu'une relation algébrique (liée à la normalisation)
entre les di�érents paramètres qui le composent, rendant l'analyse du modèle plus di�cile.
Les quaternions représentent de plus les rotations de manière moins intuitive que les angles
d'Euler. Comme notre objectif est d'analyser les caractéristiques du modèle du drone lors
d'un vol non-agressif où les angles restent éloignés de 90�et du risque de blocage de cardan,
on choisit d'utiliser les angles d'Euler dans le reste de ce document. La matrice de rotation
du repère inertiel Ri vers le repère body Rb est notée Rib. Elle correspond à 3 rotations
successives autour des axes xi, yi et zi et vaut :

Rib(η) =

1 0 0
0 cφ sφ
0 −sφ cφ

cθ 0 −sθ
0 1 0
sθ 0 cθ

 cψ sψ 0
−sψ cψ 0

0 0 1

 =

 cθcψ sψcθ −sθ
cψsθsφ − sψcφ sψsθsφ + cφcψ cθsφ
cψsθcφ + sφsψ sψsθcφ − cψsφ cφcθ


(2.1)

où ci = cos(i), si = sin(i) et ti = tan(i) avec i = {φ, θ, ψ}. En�n, le lien entre les vitesses
angulaires ω = [ωx, ωy, ωz]

ᵀ dé�nies dans le repère Rb et l'évolution des angles d'attitude
η = [φ, θ, ψ]ᵀ est donné par la relation suivante [Gre17, ZLWL14] :φ̇θ̇

ψ̇

 =

1 sφtθ cφtθ
0 cφ −sφ
0 sφ/cθ cφ/cθ

ωxωy
ωz

 (2.2)

Chaine de commande Pour pouvoir modéliser le mouvement du drone, on a besoin de
connaître la relation qui existe entre le signal électrique en sortie du microcontrôleur que
l'on note Ui={1,2,3,4} et la force de poussée de chaque moteur Mi, qui dépend de sa vitesse
de rotation Ωi. Habituellement, on modélise un moteur électrique via l'équation mécanique
de Newton et électrique de Kircho� [Gre17]. Cependant, il a été montré expérimentalement
pour le Crazy�ie que l'on peut, en première approximation, modéliser la vitesse de rotation
Ω comme une fonction a�ne du signal électrique U [Fö15]. De plus, comme on se place dans
un cas de vol non-agressif du quadricoptère, on peut considérer la dynamique des moteurs
su�samment rapide par rapport à celle des autres variables dynamiques pour être négligée
et donc l'hypothèse de [Fö15] valide. A�n de ne pas complexi�er la lecture du modèle du
drone et de limiter le nombre de paramètres à identi�er, on a donc choisi de modéliser
le lien entre le signal U et la vitesse de rotation Ω comme une fonction a�ne Ω = β(U)
identique pour chaque moteur, dont on présente la méthode d'identi�cation dans l'annexe
A.2. La rotation de l'hélice d'un moteur génère une force de poussée que l'on peut considérer

5. Soit de norme euclidienne égale à 1.
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proportionnelle au carré de sa vitesse de rotation Ω avec un coe�cient de proportionnalité
k [Ban17, MKC12], que l'on mesure expérimentalement comme présenté dans l'annexe A.2.
Les poussées individuelles des 4 moteurs s'additionnent pour créer au centre de gravité du
drone une force de poussée totale Tp dé�nie dans Rb telle que :

Tp(t) =

 0
0

−k
∑

i Ωi(t)
2

 =

 0
0

−T (t)

 (2.3)

Soit la con�guration des moteurs du drones représentée sur la �gure 2.4. Les poussées indi-
viduelles de chaque moteur Mi={1,2,3,4} permettent de générer des couples τ pour induire des
rotations du drone 6, tels que :

τ(t) =

kL(−Ω1(t)2 − Ω2(t)2 + Ω3(t)2 + Ω4(t)2)/
√

2

kL(−Ω1(t)2 + Ω2(t)2 + Ω3(t)2 − Ω4(t)2)/
√

2
b(−Ω1(t)2 + Ω2(t)2 − Ω3(t)2 + Ω4(t)2)

 =

τx(t)τy(t)
τz(t)

 (2.4)

où L est la longueur des bras du quadricoptère, voir �gure 2.4, et b est un coe�cient constant
de couple autour de l'axe vertical discuté dans l'annexe A.2.

Figure 2.4 � Sens de rotation des moteurs Mi={1,2,3,4}

Aérodynamique Les forces qui s'appliquent sur le quadricoptère en vol sont le poids P ,
la poussée Tp et les e�ets aérodynamiques que l'on regroupe dans F (voir �gure 2.5). Ces
derniers sont la combinaison de di�érents e�ets qui peuvent in�uer sur les e�orts générés sur
le drone et donc son mouvement, comme par exemple la modi�cation de la poussée due à la
présence de vent ou encore les e�ets de trainée dus aux frottement �uides [ZZY18, Bou07].
Ici, on choisit de ne modéliser que les e�ets de trainée aérodynamique, qui sont prépondé-
rants lorsque le drone vole en intérieur. Ceux-ci génèrent une force de friction s'opposant
au déplacement du quadricoptère dans l'air, proportionnelle au carré de sa vitesse par rap-
port à l'air [Bou07, BM12]. Ces e�ets sont souvent considérés comme négligeables dans la
littérature vis-à-vis du poids et de la poussée, notamment dans certaines applications où
le drone vole à de faibles vitesses [ABLCGS+17, LL11]. Cependant, les négliger revient à
modéliser un système où il n'y aurait pas de friction, et donc pas de dissipation d'énergie. Si

6. Par exemple, pour créer un couple τx et donc une rotation autour de l'axe ~xb, la vitesse des moteurs
1 et 2 est diminuée par rapport à celle des moteurs 3 et 4.
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ce modèle peut être su�sant lorsqu'il s'agit de régler grossièrement des correcteurs, il n'est
pas satisfaisant dans le cas où l'on cherche d'abord à obtenir un modèle qui retranscrive
su�samment la réalité a�n d'étudier et de simuler �dèlement le comportement du drone.

On adopte dans ce document la même représentation des e�ets aérodynamiques que celle
donnée dans [LMBM14, AKDM13], soit une force de trainée F qui s'oppose au mouvement,
proportionnelle par un coe�cient µxy (resp. µz) à la vitesse de déplacement latérale (resp.
verticale) du quadricoptère. Il est montré dans ces travaux qu'une telle représentation est
intéressante vis-à-vis de l'estimation d'état 7. Elle permet en e�et d'obtenir une estimation
de la vitesse linéaire du drone à partir de mesures d'accélération fournies par les capteurs
inertiels, ce qui sera expliqué plus en détail dans le prochain chapitre sur les mesures de
capteurs. On considère dans ce document que la force F s'applique à une distance h du
centre de gravité selon l'axe ~zb, ce qui a pour e�et de générer un couple autour du centre de
gravité. On a choisi de faire cette hypothèse en vue de l'intégration sur le drone de capteurs
utilisés pour l'estimation d'état qui pourraient avoir une in�uence non-négligeable sur son
comportement aérodynamique.

2.2.1.3 Équations de la dynamique

On obtient le modèle du drone en appliquant le principe fondamental de la dynamique.
Il consiste à faire le bilan des forces et des couples qui agissent sur l'objet et à les mettre
en relation avec les accélérations linéaires et angulaires qu'il subit. On donne le modèle
dynamique du quadricoptère dans le repère Rb car la plupart des e�orts et des mesures de
capteurs sont e�ectuées dans ce repère.

Hypothèses Le modèle du quadricoptère est donné sous certaines hypothèses simpli�ca-
trices :

� la structure du quadricoptère est indéformable ;
� la masse du quadricoptère est constante ;
� la structure du quadricoptère est symétrique par rapport aux axes ~xb et ~yb ;
� l'origine G du repère Rb et le centre de gravité du quadricoptère coïncident.

Forces et couples On liste ci-dessous les forces qui s'appliquent sur le drone en vol,
dé�nies dans Rb :

� la force de poussée Tp, voir équation (2.3) ;
� le poids P :

P (t) = Rib(η)

 0
0
mg

 (2.5)

où Rib est la matrice de rotation donnée en (2.1), m la masse du quadricoptère et
g = 9.81m.s−2 est l'accélération gravitationnelle ;

� la force de trainée aérodynamique F :

F (t) =

−µxyvx(t)−µxyvy(t)
−µzvz(t)

 (2.6)

7. La friction suivant l'axe z est souvent négligée dans l'état de l'art comme [LMBM14, AKDM13].
Cependant, la prendre en compte a également un intérêt du point de vue estimation d'état, qui sera expliqué
dans le chapitre 3.
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Figure 2.5 � E�orts appliqués sur le drone en vol

où µxy et µz sont les coe�cients constants de trainée aérodynamique et v = [vx, vy, vz]
ᵀ

représente la vitesse linéaire du quadricoptère.
Les couples qui s'appliquent sur le drone en vol sont les suivants :
� les couples générés par les rotors, voir équation (2.4) ;
� les couples générés autour du centre de gravité par la force de trainée aérodynamique :

Ma(t) =

0
0
h

 ∧
−µxyvx(t)−µxyvy(t)
−µzvz(t)

 =

 hµxyvy(t)
−hµxyvx(t)

0

 (2.7)

où ∧ représente le produit vectoriel et h la distance entre le centre de gravité du
quadricoptère et le point d'application des e�orts de trainée aérodynamique.

2.2.1.4 Modèle non-linéaire

On dé�nit le vecteur d'état X contenant les vitesses angulaires ω = [ωx, ωy, ωz]
ᵀ, l'at-

titude η = [φ, θ, ψ]ᵀ et les vitesses linéaires v = [vx, vy, vz]
ᵀ du quadricoptère tel que

X = [ωx, ωy, ωz, φ, θ, ψ, vx, vy, vz]
ᵀ. Les entrées du modèle dynamique sont la poussée et

les couples générés par les moteurs notés ξ = [T, τx, τy, τz]
ᵀ. En appliquant le principe fon-

damental de la dynamique [ZLWL14], on obtient le modèle non-linéaire suivant :



ω̇x = 1
Jx

[τx + hµxyvy − (Jz − Jy)ωyωz]
ω̇y = 1

Jy
[τy − hµxyvx − (Jx − Jz)ωxωz]

ω̇z = 1
Jz

[τz − (Jy − Jx)ωxωy]

φ̇ = ωx + sφtθωy + cφtθωz
θ̇ = cφωy − sφωz
ψ̇ =

sφ
cθ
ωy +

cφ
cθ
ωz

v̇x = −gsθ − µxy
m
vx − vzωy + vyωz

v̇y = gcθsφ − µxy
m
vy − vxωz + vzωx

v̇z = − T
m

+ gcφcθ − µz
m
vz − vyωx + vxωy

(2.8)
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où J est la matrice d'inertie du quadricoptère telle que :

J = diag(Jx, Jy, Jz) =

Jx 0 0
0 Jy 0
0 0 Jz

 . (2.9)

2.2.1.5 Validation modèle

On veut ensuite être en mesure de valider ce modèle avant de poursuivre toute analyse.
Pour cela, il convient tout d'abord d'en identi�er les di�érents paramètres, qui sont regrou-
pés dans la table 2.1. Cette démarche est présentée dans l'annexe A.2. Ensuite, on veut
comparer les sorties prédites par le modèle à celles que l'on mesure e�ectivement lorsque
le drone est soumis à des e�orts extérieurs. Pour ce faire, nous avons besoin d'actionner le
drone et de mesurer son mouvement. Pour valider le modèle, on utilisera donc la structure
d'asservissement d'origine du Crazy�ie, présentée brièvement ci-dessous.

Géométrie L
Inertie m, g, J
Rotors β(U), k, b

Aérodynamique µxy, µz, h

Table 2.1 � Paramètres du modèle (2.8)

L'asservissement d'origine du Crazy�ie est représenté schématiquement sur la �gure 2.6.
Le quadricoptère Crazy�ie est commandé par l'utilisateur via les consignes suivantes : la
poussée Tc et les angles d'attitude ηc = (φc, θc, ψc). La consigne Tc est donnée en boucle
ouverte au quadricoptère et n'est donc pas asservie. Seule l'attitude du drone est asservie
a�n de répondre à la consigne ηc par l'intermédiaire de 2 boucles d'asservissement imbriquées.
Une boucle interne contrôle les vitesses angulaires ω du quadricoptère avec un correcteur Kω

et la boucle externe contrôle les angles d'attitude η avec un correcteur Kη. La sortie du
correcteur interne est notée u = [ux, uy, uz]

ᵀ. Les correcteurs d'origine sont de type PID
et seront présentés dans la section 2.3. Le microcontrôleur embarqué distribue ensuite les
signaux Tc et u aux moteurs, a�n de générer la force de poussée Tp et les couples τ rassemblés
dans le vecteur ξ = [T, τx, τy, τz]

ᵀ de la manière détaillée en annexe A.3.

Figure 2.6 � Asservissement d'origine du Crazy�ie
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Expériences Un simulateur complet du fonctionnement du Crazy�ie d'origine a été réa-
lisé, comprenant le modèle dynamique (2.8) et les 2 boucles d'asservissement imbriquées
comme représenté sur la �gure 2.6. A�n de confronter le simulateur et notamment le modèle
(2.8) à la réalité, on a réalisé une campagne de tests visant à recueillir des mesures expéri-
mentales issues du système de capture de mouvement Vicon lors du vol du quadricoptère.
Pour cela, on enregistre les consignes données par l'utilisateur au Crazy�ie et on mesure
via le système Vicon la vitesse et la position linéaire ainsi que l'attitude du drone sur plu-
sieurs vols. Ces consignes sont ensuite fournies en entrée du simulateur a�n de reproduire en
simulation le mouvement du drone.

(a) Attitude η (b) Vitesse linéaire v

Figure 2.7 � Comparaison entre un vol simulé et un vol mesuré par le système Vicon

On présente sur la �gure 2.7 les sorties simulées du modèle par rapport aux mesures
réelles du système Vicon lors d'un vol du quadricoptère. On observe sur la �gure 2.7a que
l'évolution des angles d'attitude est bien simulée et reste similaire à l'attitude réelle mesurée
par le système Vicon tout au long du vol. On remarque sur la �gure 2.7b un écart plus
important entre les vitesses linéaires simulées et celles mesurées. Cela est dû au fait que les
vitesses linéaires ne sont pas asservies, contrairement aux angles d'attitude. Ceux-ci restent
proches des consignes d'angles aussi bien lors de l'expérience réelle que lors de celle simulée,
car la boucle fermée permet de réduire l'in�uence d'un défaut de modélisation. Au contraire,
les vitesses linéaires évoluent librement et l'écart qui se crée entre les vitesses simulées et
les vitesses réelles dépend de la qualité du modèle. Comme certains phénomènes ont été
simpli�és ou négligés (moteurs, aérodynamique), le modèle ne retranscrit pas toutes les
dynamiques associées aux vitesses d'où un écart visible. Néanmoins, cette démarche montre
que le modèle dynamique choisi est valide et qu'il est capable de prédire, au moins à court-
terme, le comportement dynamique du drone.

2.2.2 Analyse du modèle dynamique

Le modèle non-linéaire (2.8) obtenu dans la partie précédente présente des couplages
entre ses di�érents axes et une structure proche d'un système en cascade dont les vitesses
angulaires, l'attitude et les vitesses linéaires constituent des sous-systèmes en série. On va
montrer dans cette partie par l'analyse du modèle que le comportement dynamique du drone
dépend également fortement du paramètre noté h, qui caractérise la distance entre le point
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d'application de la force de trainée aérodynamique F et le centre de gravité. En cas de
modi�cation de la géométrie du drone et notamment lors de l'ajout de capteurs utilisés pour
l'estimation d'état et la détection d'obstacles, cette distance peut varier et être di�cile à
mesurer. Il parait alors intéressant d'étudier les caractéristiques de ce modèle, en particulier
en fonction de la valeur du paramètre h, a�n d'en déduire une stratégie de commande et
d'estimation qui soit adaptée.

2.2.2.1 Linéarisation du modèle

L'intérêt du modèle non-linéaire est de décrire un comportement dynamique au plus
proche du comportement réel. Cependant, son analyse peut-être rendue complexe à cause
des non-linéarités, alors que celle des systèmes linéaires est plus systématique et béné�cie
de nombreuses techniques développées historiquement en automatique. L'approche géné-
ralement adoptée pour l'analyse est alors de linéariser le modèle non-linéaire en un point
d'équilibre proche du point de fonctionnement visé par l'application qu'il convient de dé�-
nir.

Points d'équilibre Soit un modèle non-linéaire ẋ = f(x, ξ) où x est le vecteur d'état et ξ
l'entrée de commande du système. On dit que le système admet un point d'équilibre (x̄, ξ̄)
si f(x̄, ξ̄) = 0. Tout d'abord, considérons le sous-système correspondant à l'évolution des
angles d'attitude. En un point d'équilibre, on a :

0 = ω̄x + sφ̄tθ̄ω̄y + cφ̄tθ̄ω̄z
0 = cφ̄ω̄y − sφ̄ω̄z
0 =

sφ̄
cθ̄
ω̄y +

cφ̄
cθ̄
ω̄z

(2.10)

On obtient des deux dernières équations que ω̄y = tφ̄ω̄z et ω̄z(sφ̄tφ̄ + cφ̄) = 0. Comme
sφ̄tφ̄+cφ̄ = 1

cφ̄
, à l'équilibre on a ω̄z = ω̄y = 0 et �nalement avec la première équation ω̄x = 0.

En tout point d'équilibre, les vitesses angulaires sont donc nulles, ce qui implique des vitesses
linéaires et des angles constants. Un point d'équilibre quelconque vaut alors :

x̄ =



ω̄x = 0 = 1
Jx

(τ̄x + hµxyv̄y)

ω̄y = 0 = 1
Jy

(τ̄y − hµxyv̄x)
ω̄z = 0 = 1

Jz
τ̄z

φ̄ = φ0

θ̄ = θ0

ψ̄ = ψ0

v̄x = vx0 = −mg
µxy

sθ̄
v̄y = vy0 = mg

µxy
cθ̄sφ̄

v̄z = vz0 = m
µz

(− T̄
m

+ gcφ̄cθ̄)

(2.11)

La commande ξ̄ qui maintient le système à l'équilibre dépend de la valeur de h. Si h = 0,
on a τ̄x = τ̄y = τ̄z = 0 et T̄ = mgcθ̄cφ̄ − µzvz0. Si h 6= 0, alors les rotors doivent créer un
couple qui s'oppose à celui créé par les e�orts aérodynamiques autour du centre de gravité du
quadricoptère. Dans ce cas, on a τ̄x = −mghcθ̄sφ̄, τ̄y = −mghsθ̄, τ̄z = 0 et T̄ = mgcθ̄cφ̄−µzvz0.

Modèle linéaire Dans le cas du vol d'un drone suivant des trajectoires non-agressives,
le point d'équilibre généralement utilisé est le point x̄ = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]ᵀ noté x̄ = 0,
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ce qui correspond à un vol stationnaire avec des angles d'attitude à 0 et h = 0 (appelé
hover point dans la littérature [HBF+08]). Dans notre cas, a�n de mener une étude générale,
on préfère tout d'abord présenter le modèle linéarisé en un point d'équilibre quelconque
x̄ = [0, 0, 0, φ̄, θ̄, ψ̄, v̄x, v̄y, v̄z]

ᵀ :

δω̇x = δτx
Jx

+ hµxy
Jx
δvy

δω̇y = δτy
Jy
− hµxy

Jy
δvx

δω̇z = δτz
Jz

δφ̇ = δωx + sφ̄tθ̄δωy + cφ̄tθ̄δωz
δθ̇ = cφ̄δωy − sφ̄δωz
δψ̇ =

sφ̄
cθ̄
δωy +

cφ̄
cθ̄
δωz

δv̇x = −gcθ̄δθ −
µxy
m
δvx − v̄zδωy + v̄yδωz

δv̇y = −gsθ̄sφ̄δθ + gcθ̄cφ̄δφ−
µxy
m
δvy − v̄xδωz + v̄zδωx

δv̇z = − δT
m
− gcθ̄sφ̄δφ− gsθ̄cφ̄δθ − µz

m
δvz − v̄yδωx + v̄xδωy

(2.12)

2.2.2.2 Stabilité

On peut réécrire le modèle (2.12) sous la forme δẋ = Aδx+Bδξ :



δω̇x
δω̇y
δω̇z
δφ̇

δθ̇

δψ̇
δv̇x
δv̇y
δv̇z


=



0 0 0 0 0 0 0 hµxy
Jx

0

0 0 0 0 0 0 −hµxy
Jy

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 sφ̄tθ̄ cφ̄tθ̄ 0 0 0 0 0 0
0 cφ̄ −sφ̄ 0 0 0 0 0 0
0

sφ̄
cθ̄

cφ̄
cθ̄

0 0 0 0 0 0

0 −v̄z v̄y 0 −gcθ̄ 0 −µxy
m

0 0
v̄z 0 −v̄x gcθ̄cφ̄ −gsθ̄sφ̄ 0 0 −µxy

m
0

−v̄y v̄x 0 −gcθ̄sφ̄ −gsθ̄cφ̄ 0 0 0 −µz
m


︸ ︷︷ ︸

A



δωx
δωy
δωz
δφ
δθ
δψ
δvx
δvy
δvz


+



0 1
Jx

0 0

0 0 1
Jy

0

0 0 0 1
Jz

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
− 1
m

0 0 0


︸ ︷︷ ︸

B


δT
δτx
δτy
δτz



(2.13)

Pour h = 0 Dans la littérature sur les quadricoptères, lorsque les e�ets de trainée aérody-
namique sont pris en compte, on retrouve généralement le modèle (2.12) donné pour h = 0
[LMBM14]. Cela correspond à une force de trainée F qui s'applique directement au centre
de gravité et ne génère donc aucun couple autour de ce point. Dans ce cas, on obtient un
système en cascade représenté sur la �gure 2.10 pour h = 0, ce qui se retrouve dans la forme
triangulaire de la matrice A de l'équation (2.13) pour h = 0. Ce type de structure a un
intérêt particulier d'un point de vue commande car elle permet d'appliquer une stratégie
de conception itérative de correcteurs en cascade qui sera présentée dans la partie suivante
sur l'asservissement. Lorsque l'on étudie les valeurs propres de la matrice A pour h = 0, on
obtient 3 pôles réels négatifs et 6 autres pôles situés à l'origine en 0, voir �gure 2.8. Les 3
premiers pôles correspondent aux dynamiques stables des vitesses linéaires δvx, δvy et δvz
(ceux de δvx et δvy sont identiques), et les autres pôles correspondent à un comportement
intégrateur.

Le modèle linéaire (2.12) a une structure plus simple que le modèle non-linéaire d'origine
(2.8). Il reste néanmoins un problème important qui est le couplage entre les di�érents axes.
A�n d'illustrer ce phénomène, plaçons-nous par exemple dans la con�guration représentée sur
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Figure 2.8 � Pôles du système pour h = 0

la �gure 2.9. Le drone est en un point d'équilibre x̄c = [0, 0, 0, φc, 0, 0, 0, vy,c, 0]ᵀ qui traduit
le cas où le drone vole avec une vitesse linéaire constante selon l'axe ~yb due à un angle de
roulis constant φc et des vitesses angulaires nulles. Si l'on applique maintenant un couple
δτz autour de l'axe ~zb, cela donnera une vitesse angulaire δωz. Cette vitesse angulaire va
agir sur le sous-système des angles d'attitude. Cela aura évidemment pour e�et de modi�er
l'angle de lacet δψ autour de l'axe ~zb, mais à cause des couplages, cela induira également un
changement sur l'angle d'inclinaison δφ. Ce phénomène peut être la cause d'instabilités du
système bouclé et compliquer la phase de conception des correcteurs.

Figure 2.9 � Illustration de l'e�et des couplages en vol

Au point d'équilibre x̄ = 0, on a un découplage entre les di�érents axes du drone ce qui
permet la conception de correcteurs axe par axe. Cela a pour e�et de simpli�er grandement
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le modèle qui devient : 

δω̇x = δτx
Jx

δω̇y = δτy
Jy

δω̇z = δτz
Jz

δφ̇ = δωx
δθ̇ = δωy
δψ̇ = δωz

δv̇x = −gδθ − µxy
m
δvx

δv̇y = gδφ− µxy
m
δvy

δv̇z = − δT
m
− µz

m
δvz

(2.14)

Dans ce cas, la conception d'une loi de commande peut être réalisée pour chaque axe de
manière dissociée comme dans [BNS04].

Pour h 6= 0 Cela correspond au cas où une force de trainée s'applique à une distance non-
nulle du centre de gravité. Dans certaines études [BMNM16, BMSP09], on considère que
cette force s'applique principalement au niveau des hélices. Cependant, lors de l'intégration
de capteurs sur le drone pour l'estimation d'état, il se peut que la force s'applique à une
distance h di�érente qui soit di�cile à mesurer. Dans ce cas, on n'a plus exactement une
structure de système en cascade puisqu'il y a maintenant un rebouclage de la vitesse linéaire
vers la vitesse angulaire e�ectué via le gain h, comme représenté sur la �gure 2.10 pour
h 6= 0.

Figure 2.10 � Structure en cascade lorsque h = 0 et rebouclage lorsque h 6= 0

Ce rebouclage induit di�érents types d'instabilités en fonction du signe de h qu'il convient
d'étudier de manière plus approfondie. Pour cela, on e�ectue une transformation décrite en
annexe A.4 qui représente le modèle sous la forme d'un système bouclé contenant un gain
h sur la chaine de retour. Cette transformation nous permet de tracer le lieu d'Evans qui
donne la position des pôles du système en fonction de la valeur de h, voir la �gure 2.11. On
a cette fois un système instable mais dont le type d'instabilité di�ère selon le signe de h :

� pour h < 0, la force de trainée s'applique au-dessus du centre de gravité, et on a des
oscillations d'amplitude croissante ;

� pour h > 0, la force de trainée s'applique sous le centre de gravité, et le système
diverge de manière exponentielle.

On retrouve ce type de résultats dans [BMSP09, PMC10, PY15]. Dans ces travaux, l'ob-
jectif est de concevoir mécaniquement un drone en exploitant les propriétés dynamiques
induites par le paramètre h. Dans notre cas, on préfère plutôt assurer la robustesse en ma-
tière de stabilité de notre système vis-à-vis de h variant dans une plage donnée [−hc;hc].
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(a) h < 0 (b) h > 0

Figure 2.11 � Tracé du lieu d'Evans où les �èches indiquent le sens | h | croissant

Cette démarche est présentée dans la section suivante qui traite de l'asservissement du qua-
dricoptère.

2.3 Asservissement du drone

Comme on l'a vu dans la section précédente, le modèle du quadricoptère contient des
dynamiques instables et des incertitudes, notamment sur la modélisation des e�ets aéro-
dynamiques. De plus, dans un contexte de navigation autonome, on va vouloir faire suivre
des trajectoires au drone avec le minimum d'actions de la part d'un opérateur. Il est alors
nécessaire d'asservir le quadricoptère, au moins pour garantir sa stabilité, et potentiellement
pour atteindre des objectifs en matière d'asservissement qu'il convient de spéci�er. Dans le
cadre de la thèse, on veut estimer la dynamique du drone, or celle-ci est conditionnée par le
correcteur qui est choisi. Il est donc nécessaire de s'intéresser à la structure d'asservissement
dans un premier temps. On va tout d'abord étudier la structure d'origine mise en place sur
le Crazy�ie. Puis, on essayera de l'améliorer, en vue de répondre aux objectifs suivants :

� Pouvoir modi�er les capteurs embarqués et donc la forme du drone sans compromettre
sa stabilité ;

� Exploiter le lien entre correcteur et estimateur, a�n de faire la synthèse d'un correcteur
qui facilite l'estimation du mouvement du drone ;

� Intégrer la problématique de synthèse de correcteur à celle de l'estimateur, a�n de
concevoir un bloc qui réponde de manière conjointe à des objectifs d'asservissement
et d'estimation.
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2.3.1 Cahier des charges

Le contrôle du drone vise en premier lieu à asservir son attitude η, dont la dynamique est
instable comme on l'a vu dans la partie précédente. On trouve aussi dans la littérature des
travaux sur l'asservissement de la position du drone dans l'espace [MKC12, EN18]. Dans ce
cas, la structure de commande est généralement constituée de di�érentes boucles imbriquées
qui sont typiques du contrôle d'un système en cascade comme celui représenté sur la �gure
2.10 pour h = 0. La boucle interne est la plus rapide et permet de contrôler l'attitude, et
la boucle externe d'asservir la position. Dans cette thèse, on ne s'intéressera qu'à la partie
commande de l'attitude, dont une version est implémentée d'origine sur le Crazy�ie.

La �nalité des travaux de cette partie n'est pas seulement de réaliser un asservissement
performant de l'attitude du drone, mais c'est aussi de mettre en place une démarche qui
permette ensuite d'aboutir à la synthèse conjointe du correcteur d'attitude et de l'estimateur
de vitesse linéaire. Le cahier des charges sur l'asservissement est donc modérément strict car
il n'y a pas nécessité d'obtenir une performance très élevée dans le cadre de la navigation
autonome comme dé�ni en introduction de la thèse, soit le vol à des angles d'attitude modérés
(max. 30�). On désire cependant obtenir un asservissement de l'attitude qui réponde au cahier
des charges suivant :

1. Stabilité face aux incertitudes du modèle et pour des angles modérés (max. 30�) ;

2. Suivi de signaux de consignes sous forme d'échelons ;

3. Temps de réponse à 95% de l'ordre de 0.1s (0.5s d'origine) ;

4. Énergie de commande la plus limitée possible ;

5. Embarquabilité importante, autrement dit, ordre du correcteur le plus faible possible.

2.3.1.1 État de l'art

Littérature On trouve dans la littérature de nombreux travaux concernant l'asservisse-
ment du drone, dont les dynamiques complexes ainsi que les incertitudes sur le modèle et
les mesures de capteurs représentent un réel challenge [HHMS13, SAY18]. Pour répondre
à ce problème, on trouve dans la littérature di�érentes approches qui se classent en deux
catégories : les techniques de contrôle linéaire et celles de contrôle non-linéaire.

La première catégorie de techniques de contrôle vise à développer un correcteur pour le
modèle du drone linéarisé. Généralement, le point de linéarisation est celui correspondant au
vol stationnaire du drone lorsque ses angles d'attitude sont nuls, noté x̄ = 0 dans la partie
2.2.2.1. Il présente en e�et l'intérêt d'éliminer les couplages du modèle, qui devient alors une
simple mise en série d'intégrateurs pour la partie attitude, voir équation (2.14). Le réglage
du correcteur s'e�ectue alors par placement de pôles ou par optimisation, voir par exemple
[BNS04, GLSC08] et [EF16]. L'intérêt de ces approches est de pouvoir béné�cier de garanties
systématiques de performance pour l'asservissement du système linéarisé. Cependant, l'in-
convénient est que ces garanties ne sont valables qu'au voisinage du point de linéarisation.
Or, on a vu dans la section précédente que le modèle (2.14) linéarisé en x̄ = 0 n'est qu'une
version très simpli�ée du modèle non-linéaire initial (2.8), sensé représenter la dynamique du
drone de manière plus réaliste. Ces techniques ne permettent donc pas de garantir a priori le
bon fonctionnement du drone sur toute sa plage de fonctionnement, et il est alors nécessaire,
après avoir synthétisé un correcteur, de réaliser des simulations ou des test expérimentaux
qui valident l'approche. Les techniques de contrôle non-linéaire au contraire, permettent de
prendre en compte les non-linéarités du modèle lors de la conception du correcteur. Elles
peuvent permettre de synthétiser des correcteurs qui stabilisent a priori le système sur une
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large plage de fonctionnement [LAM18, LLM10] et même de considérer des non-linéarités
supplémentaires dans le modèle, telles que des saturations sur les entrées de commande par
exemple [GCMH+11]. Cependant, la démonstration de la stabilité du système asservi dans
ce cas n'est pas systématique et peut constituer un réel problème d'analyse. De plus, ces mé-
thodes peuvent parfois aboutir à des structures de correcteurs complexes, non satisfaisantes
lorsque les ressources de calcul sont très limitées, et di�ciles à régler [HHMS13].

Notre cahier des charges ne requiert pas d'avoir un asservissement pour des trajectoires
agressives ou des angles d'attitude importants, là où les non-linéarités et les couplages du
modèle du drone sont importants. Par contre, on veut concevoir un engin capable de na-
viguer de manière autonome avec des garanties de fonctionnement, notamment en cas de
perturbations externes (p.ex. vent) ou d'incertitudes sur le modèle. On veut donc synthéti-
ser des correcteurs qui nous permettent de garantir un certain degré de robustesse, et qui
soient facilement embarquables sur un microcontrôleur. De plus, on veut d'abord repartir
de la structure de commande d'origine du Crazy�ie constituée de correcteurs linéaires PID
a�n de l'améliorer. C'est pour ces raisons qu'on a choisi dans ce document d'utiliser des
techniques de contrôle linéaire.

Par la suite, on présentera dans la partie 2.3.2 une méthode de réglage de correcteurs
P/PI, issus des correcteurs PID d'origine, qui garantit des marges de stabilité su�santes
tout en ayant un temps de réponse du système et un ordre de correcteur plus faible. Ensuite,
on montrera dans la partie 2.3.3, que l'on peut obtenir un correcteur H∞ aux performances
similaires que celles du P/PI dont la synthèse peut être formulée comme un problème
d'optimisation. Cela nous permettra d'amorcer la discussion sur une synthèse conjointe d'un
estimateur et d'un correcteur.

Correcteurs d'origine La structure de commande du Crazy�ie est constituée de deux
boucles d'asservissement imbriquées, une boucle interne pour contrôler les vitesses angulaires
et une boucle externe pour contrôler les angles, cela pour chaque axe de manière découplée.
Dans chaque boucle d'asservissement et pour chaque axe, on trouve un correcteur PID de
la forme 8 :

KPID(p) = kp,PID +
ki,P ID
p

+
kd,PIDp

Tfp+ 1
(2.15)

où p est la variable de Laplace et les valeurs des paramètres des correcteurs sont données
dans l'annexe A.10 avec l'indice ω pour les gains du correcteur de la boucle interne et η pour
les gains du correcteur de la boucle externe.

On peut s'interroger sur la validité et l'intérêt du choix d'une telle structure de com-
mande pour contrôler le Crazy�ie d'origine. Cela se justi�e par l'étude du modèle du drone
linéarisé en x̄ = 0 et pour h = 0 donné en (2.14). Dans ce modèle-là, les dynamiques des
vitesses angulaires et des angles sont constituées d'intégrateurs en série, où chaque axe est
découplé. Dans ce cas, la structure constituée de deux correcteurs en cascade où les axes
sont commandés de manière découplée a un intérêt du point de vue de la mise au point de

8. Notons que les correcteurs sont discrétisés à 500Hz dans le Crazy�ie. Cependant, la gamme de fré-
quences sur laquelle on veut asservir le système est de l'ordre de 15Hz pour la boucle interne qui est la plus
rapide. Le gain du système étant très faible à la fréquence de 500Hz (−110dB pour la boucle interne), on
peut considérer ici que l'in�uence de la discrétisation est négligeable du point de vue de l'asservissement, et
on fera donc l'hypothèse que les correcteurs sont en temps continu.
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l'asservissement. En e�et, elle permet de mettre au point des correcteurs ayant une structure
simple, pour lesquels le système à commander est équivalent à un intégrateur.

Limites des correcteurs d'origine Expérimentalement, le vol du Crazy�ie semble cor-
rect avec ses correcteurs d'origine, même si sous certaines combinaisons de trajectoires agres-
sives on peut observer des instabilités. Néanmoins, dans le cadre dé�ni par la thèse, on veut
concevoir un système capable de naviguer de manière autonome à vitesse modérée dans son
environnement. Cela se traduit pour le drone par un vol suivant des trajectoires simples
et des angles d'attitude modérés, donc les trajectoires agressives ne sont pas un problème.
Cependant, cela implique aussi d'intégrer des capteurs sur le drone a�n qu'il perçoive son
environnement et les obstacles, et donc de modi�er le paramètre h du modèle, c'est-à-dire
l'endroit où les forces aérodynamiques se concentrent. On trace sur la �gure 2.12 la réponse
en simulation du système à des échelons simultanés à 0.1s sur l'angle de roulis φ et de la-
cet ψ de 30�, pour h = 25mm (hauteur du Crazy�ie= 30mm) et pour une vitesse initiale
vz = 1.5m.s−1. On observe que le système est instable, rendant impossible l'intégration sur
le drone de capteurs ayant une hauteur importante, comme un radar et son antenne par
exemple.

Figure 2.12 � Instabilité avec les correcteurs d'origine du Crazy�ie pour h = 25mm

On met donc en place dans la partie suivante, un nouveau réglage des correcteurs du
Crazy�ie, a�n d'obtenir une meilleur réponse du système asservi.

2.3.2 Synthèse d'une loi de commande P/PI

On va ici régler les nouveaux correcteurs à base de méthodes d'automatique fréquen-
tielle classiques. Pour cela, on va concevoir pas-à-pas les correcteurs à partir des fonctions
de transfert en boucle ouverte du système. On commence tout d'abord par dé�nir ce que
signi�ent les spéci�cations du cahier des charges données en 2.3.1 en termes de contraintes
sur les fonctions de transfert en boucle ouverte.
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Figure 2.13 � Schéma d'un système en rebouclage unitaire

2.3.2.1 Spéci�cations sur la boucle ouverte [SF09]

Soit le système en rebouclage unitaire représenté sur la �gure 2.13. La fonction de transfert
en boucle ouverte est notée L(p) = K(p)G(p), où G(p) est le système à asservir et K(p) le
correcteur.

Stabilité La spéci�cation 1 du cahier des charges concerne la stabilité du système asservi
face à des incertitudes de modélisation et pour des angles modérés. Du critère de Nyquist,
découlent les notions classiques de marges de stabilité liées à la robustesse d'un système L(p)
en rebouclage unitaire 9 :

� marge de gain ∆G ;
� marge de phase ∆Φ ;
� marge de module ∆M .
Pour répondre à la spéci�cation 1 du cahier des charges, en plus de la stabilité dans les

boucles internes et externes, on s'assurera d'avoir des marges de valeurs usuelles ∆G > 10dB,
∆Φ > 45�, ∆M > −6dB, associées à la réponse d'un système du 2e ordre avec un coe�cient
d'amortissement de 0.5.

Suivi de référence Les spéci�cations 2 et 3 du cahier des charges concernent la capacité
du système à suivre des signaux de référence sous forme d'échelon avec une certaine rapidité.
Le suivi des signaux de référence de l'asservissement est caractérisé par un régime transitoire
et un régime permanent. On peut caractériser le régime transitoire par sa rapidité, ce qui
se traduit par une condition sur la pulsation de coupure 2πνSc de la fonction de sensibilité
S, telle que |S(j2πνSc )| = 0dB. On peut donner comme critère la règle qui lie, pour un
système du 2e ordre, le temps de réponse ts en secondes avec la pulsation 2πνSc en radians
par secondes : ts u 3/(2πνSc ). Cela permettra d'obtenir un ordre de grandeur des pulsations
de coupure à obtenir dans chaque boucle d'asservissement. Lors du réglage de correcteur à
partir de la fonction de transfert en boucle ouverte L(j2πν), on peut considérer en première
approche que 2πνSc u 2πνLc , où 2πνLc est telle que |L(j2πνLc )| = 0dB.

Le régime permanent se caractérise par une erreur statique qui sera nulle en l'absence
de perturbation et pour un signal de référence en forme d'échelon si la fonction de transfert
Tr→ε(p) entre le signal de référence r et l'erreur ε = r− y possède au moins un zéro en zéro,

9. On les dé�nit pour les systèmes qui nous intéressent comme suit :
� ∆G = 1

|L(j2πν
180�)| où 2πν180�est la pulsation telle que la phase arg(L(j2πν180�)) vaut −180�;

� ∆Φ = arg(L(j2πνLc )) + 180�où 2πνLc est la pulsation telle que |L(j2πνLc )| = 0dB ;
� ∆M = 1

‖S(p)‖∞
où S(p) = 1

1+L(p) est la fonction de sensibilité et ‖.‖∞ la norme H∞.
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c'est-à-dire que le correcteur ou le système à commander contient au moins un intégrateur.
Or c'est déjà le cas, car la dynamique des vitesses angulaires et celles des angles sont toutes
deux constituées d'intégrateurs, on aura donc en théorie une erreur statique nulle. En pra-
tique, on peut considérer l'e�et qu'aurait une perturbation (p.ex. une rafale de vent) notée
d en entrée du système à asservir sur l'erreur statique en sortie, ici celle sur les angles. Dans
ce cas, c'est la fonction Td→ε(p) qui doit avoir au moins un zéro en zéro, c'est-à-dire que le
correcteur contient un intégrateur ou le système à asservir un dérivateur. Comme le système
ne contient pas de dérivateur, on ajoutera un intégrateur sur le correcteur de la boucle ex-
terne a�n de faire tendre l'erreur statique sur les angles vers 0 en régime permanent, même
en cas de perturbation.

Pour répondre aux spéci�cations 2 et 3 du cahier des charges, on donne donc les critères
suivants. On veut que le temps de réponse pour l'asservissement des angles soit de l'ordre
de 0.1s. De plus, on va vouloir régler la boucle sur les vitesses angulaires de manière à
ce qu'elle soit ≈ 5 fois plus rapide. Cela permettra de "désensibiliser" la boucle externe
aux perturbations sur les vitesses angulaires, c'est-à-dire que vu du correcteur de la boucle
externe, la boucle interne apparaît comme un gain constant. En�n, on veut une erreur
statique nulle sur les angles même en cas de perturbation. Cela se traduit de la manière
suivante :

� Dans la boucle externe, 2πν
Sφ
c ≥ 20rad/s ;

� Dans la boucle interne, 2πνSωc ≥ 100rad/s ;
� Un intégrateur dans le correcteur de la boucle externe.

Limitation énergie de commande Pour répondre à la spéci�cation 4 et avoir une énergie
de commande réduite, on doit limiter le gain de la fonction de transfert Tr→u(p) = K(p)S(p)
où K(p) est le correcteur, u le signal en sortie du correcteur et S(p) la fonction de sensibilité.
À basses fréquences, Tr→u(p) dépend majoritairement du gain du système et est quasiment
indépendante du correcteur. Il n'est donc pas possible d'agir sur celui-ci pour limiter l'énergie
de commande [SF09]. À hautes fréquences par contre, il est possible de modi�er le gain de
Tr→u(p) en modi�ant celui du correcteur, par exemple en rajoutant dans sa structure un
�ltre passe-bas. Cependant, cela rend la procédure de réglage plus complexe et augmente
l'ordre du correcteur. De plus, sur le drone Crazy�ie, des �ltres passe-bas d'ordre 2 et de
fréquence de coupure 80Hz sont déjà implémentés dans les chaines de retour des boucles
internes et externes d'asservissement. On peut donc considérer ici que la réduction du gain
de Tr→u(p) sera réalisée par l'intermédiaire de ces �ltres, indépendamment du correcteur.

Complexité d'implémentation En�n, la spéci�cation 5 est validée a priori par le fait
que l'on ait choisi d'utiliser des correcteurs type PID qui sont des correcteurs à gain �xe
avec un ordre faible et donc facilement implémentables sur le microcontrôleur. On verra de
plus qu'il est possible d'obtenir des nouveaux correcteurs P/PI à la structure similaire que
celle des PID d'origine mais à l'ordre plus faible.

2.3.2.2 Réglage des correcteurs

On e�ectue le réglage des correcteurs d'attitude pour le modèle linéarisé au point de vol
stationnaire x̄ = 0 et pour h = 0, le cas h 6= 0 étant discuté par la suite. La partie du modèle
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linéaire liée à l'attitude est : 

δω̇x = δτx
Jx

δω̇y = δτy
Jy

δω̇z = δτz
Jz

δφ̇ = δωx
δθ̇ = δωy
δψ̇ = δωz

(2.16)

Les couples τ = [τx, τy, τz]
ᵀ sont liés aux signaux en sortie du correcteur interne u =

[ux, uy, uz]
ᵀ par la relation : δτxδτy

δτz

 = D

δuxδuy
δuz

 (2.17)

où D est le gain lié à la linéarisation de la chaine de commande, voir l'annexe A.3.
On présente en détail ici la démarche de réglage de l'asservissement de l'angle de roulis

δφ, c'est-à-dire la rotation autour de l'axe ~xb. Une démarche similaire est appliquée pour le
réglage de l'asservissement des autres axes découplés d'après le modèle (2.16). On notera
Kω,PPI (resp. Kω,PID) et Kφ,PPI (resp. Kφ,PID) les nouveaux correcteurs P/PI (resp. les
correcteurs PID d'origine). La structure d'asservissement en cascade de δφ correspondant
au modèle (2.16) est représentée sur la �gure 2.14. Sur cette �gure, apparait le gain Dx

correspondant à la linéarisation de la chaine de commande, voir annexe A.3, ainsi que le
�ltre passe-bas F (p) d'ordre 2 et de pulsation de coupure 80Hz qui est implémenté dans le
Crazy�ie pour �ltrer les mesures de capteurs. Le �ltre F (p) analogique équivalent est donné
par la fonction de transfert :

F (p) =
2.5× 105

p2 + 711p+ 2.5× 105
(2.18)

Figure 2.14 � Asservissement de l'angle de roulis δφ

Pour le correcteur de la boucle interne Kω, le système à commander avec un rebouclage
unitaire correspond à la fonction de transfert stable suivante :

Gω(p) =
Dx

Jx

1

p
F (p) (2.19)

Le réglage de la boucle interne a pour objectif de la rendre u 5 fois plus rapide que la boucle
externe. Pour cela, on choisit un correcteur proportionnel Kω,PPI = 350 qui permet d'avoir
une pulsation de coupure de la fonction de sensibilité de 2πνSωc = 100rad/s. Ce correcteur
permet de garantir des marges de stabilité conformes au cahier des charges : ∆G = 15dB,
∆Φ = 68�, ∆M = −2.9dB. Par rapport au correcteur d'origine Kω,PID(p) = 250+ 500

p
+2.5p,

47



Chapitre 2 � Modélisation et asservissement du drone

le correcteur Kω,PPI a un ordre plus faible et permet un temps de réponse plus rapide (0.01s
contre 0.05s). Les marges de stabilité avec le nouveau correcteur sont plus faibles qu'avec
celui d'origine (∆G → ∞, ∆Φ = 117�, ∆M = −1.8dB), néanmoins elles respectent le
cahier des charges donc le choix e�ectué reste valide. La �gure 2.15 montre le tracé de la
boucle ouverte Kω(p)Gω(p) et la fonction de sensibilité Sω(p) = (1 +Kω(p)Gω(p))−1 avec le
correcteur d'origine et le nouveau réglage.

Figure 2.15 � Boucle interne des vitesses angulaires (à gauche : boucle ouverte, à droite :
fonction de sensibilité)

Comme la boucle interne a été réglée pour être très rapide par rapport à la dynamique
de la boucle externe, le système à commander pour le correcteur externe Kφ est équivalent
à un intégrateur dans la plage de fréquence non modi�ée par le �ltre (moins de 80Hz,
soit 500rad/s). Comme dit précédemment, on veut avoir un intégrateur dans le correcteur
a�n de rejeter des perturbations éventuelles (comme par exemple une rafale de vent). On
choisit donc un correcteur proportionnel intégral Kφ,PPI = 32 + 10

p
. Celui-ci donne une

pulsation de coupure de la fonction de sensibilité de 2πν
Sφ
c = 26rad/s, et des marges de

stabilité ∆G = 19dB, ∆Φ = 75�, ∆M = −1.7dB. Par rapport au correcteur d'origine
Kφ,PID(p) = 6 + 3

p
, l'ordre est le même et les marges de stabilité plus faibles (∆G = 45dB,

∆Φ = 82�, ∆M = −0.3dB d'origine), voir la �gure 2.16 pour une comparaison de la boucle
ouverte et de la fonction de sensibilité. Cependant, ici aussi, le cahier des charges est respecté,
et le temps de réponse à 95% est plus faible avec le nouveau réglage (de l'ordre de 0.1s contre
0.5s). Ce dernier point peut être observé sur la �gure 2.17, sur laquelle on compare la réponse
du modèle linéaire asservi par les correcteurs PID et P/PI.

Passage aux 3 axes La méthode de réglage doit ensuite être appliquée sur les 2 autres axes
a�n d'obtenir les correcteurs complets de l'attitude du drone. Comme on fait l'hypothèse
que le Crazy�ie est symétrique sur les axes ~xb et ~yb, il n'y a en réalité que la boucle de
l'asservissement de l'angle de lacet ψ à régler. Avec une méthode de réglage similaire à la
précédente, on obtient �nalement les correcteurs complets Kω et Kη tels que :

Kω = kpω ,PPI = diag(350, 350, 50), Kη = kpη ,PPI +
kiη,PPI

p
= diag(32, 32, 32) + diag

(
10
p
, 10
p
, 10
p

)
(2.20)

où Kω représente le correcteur de la boucle interne et Kη celui de la boucle externe.
On trace sur la �gure 2.18 la réponse temporelle du système non-linéaire en 3 dimensions,

asservi par les correcteurs d'origine PID et par les nouveaux correcteurs P/PI. On peut voir
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Figure 2.16 � Boucle externe des angles (à gauche : boucle ouverte, à droite : fonction de
sensibilité)

Figure 2.17 � Suivi d'un échelon puis rejet d'une perturbation en échelon

que les deux systèmes sont stables, mais le temps de réponse avec les nouveaux correcteurs
P/PI est plus faible. On peut aussi noter l'in�uence des couplages entres les axes, dus au fait
que l'on applique ici les correcteurs au modèle non-linéaire (2.8). Ceux-ci ont été négligés lors
du réglage des correcteurs sur le modèle linéaire. On ne peut donc pas, à ce stade, garantir
qu'ils ne causeront pas d'instabilités. La stabilité du système non-linéaire sera cependant
étudiée dans la section 2.4.

Cas h 6= 0 Ce cas a été traité indirectement via la procédure de réglage précédente. On
a expliqué dans la section sur le modèle dynamique du drone, que le paramètre h avait
une forte in�uence sur sa dynamique. De plus, la �gure 2.12 montrait que les correcteurs
d'origine n'étaient pas capables de stabiliser le drone dans certaines conditions avec h 6= 0,
même pour des consignes d'angles inférieures à 30�. Comme le paramètre h e�ectue un
rebouclage des vitesses linéaires sur les vitesses angulaires, son e�et est en fait localisé à
basses fréquences. Or, il a été montré que la stabilisation d'un système instable impose une
condition sur la bande passante minimale en fonction de la distance à l'origine du ou des pôles
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Figure 2.18 � Correcteurs PID et P/PI appliqués au modèle non-linéaire

instables d'un système [SP07, Mid91]. Comme l'e�et de h est localisé en basses fréquences, la
condition sur la bande passante minimale est facilement respectée par le correcteur P/PI qui
a été précédemment réglé. Pour le montrer, on donne le modèle du drone linéarisé au point
x̄vz0 = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, v̄z]

ᵀ avec v̄z = 1.5m.s−1 qui correspondait aux conditions initiales
de la �gure 2.12 où le système asservi par les correcteurs PID d'origine était instable :

δω̇x = δτx
Jx

+ hµxy
Jx
δvy

δω̇y = δτy
Jy
− hµxy

Jy
δvx

δω̇z = δτz
Jz

δφ̇ = δωx
δθ̇ = δωy
δψ̇ = δωz

δv̇x = −gδθ − µxy
m
δvx − v̄zδωy

δv̇y = gδφ− µxy
m
δvy + v̄zδωx

δv̇z = − δT
m
− µz

m
δvz

(2.21)

On représente sur la �gure 2.19 la structure d'asservissement de l'angle de roulis déjà étudiée
auparavant, cette fois avec les bouclages en fonction de h. Si on transforme le schéma bloc
pour obtenir un retour unitaire, la fonction de transfert à commander pour le correcteur Kω

devient :

Gω,h(p) =
Dx

Jx

pF (p)

p2 − hµxy
Jx

pv̄z+g

p+
µxy
m

(2.22)

On trace sur la �gure 2.20 le diagramme de Bode et de Nyquist deGω,h(p), pour di�érentes
valeurs de h ∈ [−25, 25] mm. Sur le tracé de Bode à gauche, on peut voir que l'e�et de h
est localisé pour des fréquences inférieures à 20rad/s. Pour h 6= 0, le système (2.22) est
instable. Il contient un pôle instable pour h > 0 et deux pôles instables pour h < 0. D'après
le diagramme de Nyquist sur la �gure 2.20 à droite, on peut voir qu'un gain proportionnel,
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Figure 2.19 � Asservissement de l'angles de roulis δφ avec bouclages en fonction de h

comme celui que l'on a choisi pour le correcteur interne Kω, peut permettre de stabiliser le
système pour h < 0 mais pas pour h > 0. En e�et, pour h > 0, peu importe la valeur du
gain, le diagramme n'entourera pas le point (−1, 0) et le critère de Nyquist ne sera donc
pas respecté. Dans ce cas, l'intérêt de la boucle interne n'est que d'accélérer la réponse du
système, ce qui est fait avec un gain proportionnel important, et on va voir que la stabilité
est assurée par le correcteur de la boucle externe. Pour h < 0, le diagramme de Nyquist
intersecte deux fois l'axe des abscisses, le pire cas correspond à h = −25mm où l'intersection
se fait au point (−0.07, 0). Pour satisfaire le critère de stabilité de Nyquist, il faut donc que
le gain proportionnel du correcteur soit supérieur à 1

0.07
= 14.3, ce qui est lié à la condition

de bande passante minimale du correcteur énoncée plus tôt. Cette condition est largement
respectée, car le gain proportionnel de Kω a précédemment été choisi à 350.

Figure 2.20 � Gω,h(p) pour h ∈ [−25, 25] mm (à gauche : Bode, à droite : Nyquist)

Sur la �gure 2.21, on trace maintenant la fonction de transfertGφ,h(p). Celle-ci correspond
au système à asservir, vu par le correcteur Kφ, et vaut :

Gφ,h(p) =
KωGω,h(p)

p(1 +KωGω,h(p))
(2.23)

Pour h < 0 le système est désormais stable grâce au correcteur Kω qui a été choisi, et pour
h > 0, le système Gφ,h(p) contient toujours un pôle instable. Or, on observe cette fois à
droite de 2.21, que le diagramme de Nyquist peut respecter le critère de stabilité de Nyquist
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et entourer le point (−1, 0) si on applique un gain proportionnel avec une valeur assez élevée.
Le pire cas correspond à h = 25mm, pour lequel le diagramme de Nyquist intersecte l'axe
des abscisses en (−0.24, 0), nécessitant ainsi un gain supérieur à 1

0.24
= 4.2 pour assurer la

stabilité du système. Le correcteurKη réglé précédemment satisfait largement cette condition
avec un gain proportionnel de 32, le système sera donc stable même dans le pire cas où
h = 25mm. De plus, on voit sur le diagramme de Bode à gauche de la �gure 2.21 que l'e�et
intégrateur du système en basses fréquences disparaît pour h 6= 0. Cela justi�e l'intérêt
d'avoir ajouté un gain intégrateur dans notre correcteur P/PI, ce qui permet d'assurer une
erreur statique nulle pour h ∈ [−25, 25] mm.

Figure 2.21 � Gφ,h(p) pour h ∈ [−25, 25] mm (à gauche : Bode, à droite : Nyquist)

On peut donc conclure que le cas h 6= 0 a été pris en compte indirectement lors du réglage
des nouveaux correcteurs P/PI, et qu'ils devraient assurer la stabilité du système et une
erreur statique nulle pour h ∈ [−25, 25] mm. Pour �nir, on trace sur la �gure 2.22 la réponse
du système non-linéaire avec les correcteurs P/PI dans les mêmes conditions que la �gure
2.12 (h = 25mm, vz = 1.5m.s−1). On observe que cette fois-ci, le système est bien stable,
contrairement au cas où les correcteurs PID d'origine étaient utilisés.

Figure 2.22 � Stabilité avec les nouveaux correcteurs P/PI pour h = 25mm
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2.3.3 Synthèse d'une loi de commande H∞

On a vu dans la partie précédente la démarche pour régler des correcteurs P/PI qui se
basait sur des méthodes d'automatique fréquentielle classique. Cette approche nous a permis
d'obtenir des correcteurs facilement implémentables et plus performants que ceux d'origine.
Cependant, le principal inconvénient de cette approche est qu'elle n'est pas systématique. En
e�et, elle oblige à �xer une structure de correcteur, puis à en déterminer les paramètres, tels
que les contraintes du cahier des charges traduites en gabarits sur les fonctions de transfert
en boucle ouverte soient toutes respectées. Cette démarche limite grandement le choix de
la structure de correcteur et la possibilité d'intégrer la synthèse d'un estimateur à celle du
correcteur, à cause de la complexité du choix manuel de chacun des paramètres.

La synthèse de correcteur H∞ permet de s'a�ranchir de ces limites, en e�ectuant par
optimisation la synthèse d'un correcteur sans en avoir �xé la structure a priori. On montre
ainsi que l'on peut automatiser la synthèse pour obtenir un correcteur aux performances
similaires à celles du correcteur P/PI. L'inconvénient de cette approche est qu'elle peut
mener à un correcteur d'ordre plus élevé que nécessaire, et donc une implémentation sur mi-
crocontrôleur plus complexe qu'avec le P/PI. Il est cependant possible d'en réduire l'ordre
par des méthodes de réduction de modèle que l'on présentera dans la partie 2.3.3.3, pour
aboutir à un correcteur d'une complexité plus faible.

A�n de ne pas alourdir l'explication, on présentera tout d'abord le problème de synthèse
de correcteur pour l'asservissement de l'angle de roulis φ, puis on verra ensuite comment
l'étendre aux 3 axes.

2.3.3.1 Problème standard

Les problèmes de conception de systèmes en boucle fermée comme celui de la synthèse
de correcteurs P/PI pour l'attitude du drone de la partie 2.3.2 peuvent se ramener à un
problème d'optimisation. Pour cela, on transforme le problème initial sous la forme d'un
problème appelé problème standard [SP07], représenté sur la �gure 2.23. Sur cette �gure, le
système P correspond à la représentation d'état (minimale) suivante :

ẋ(t) = Ax(t) +Bww(t) +Buu(t)
z(t) = Czx(t) +Dzww(t) +Dzuu(t)
y(t) = Cyx(t) +Dyww(t) +Dyuu(t)

(2.24)

où :
� u : signaux de commande ;
� w : signaux exogènes (p.ex. perturbations, références) ;
� y : signaux d'entrée du correcteur (p.ex. mesures) ;
� z : signaux commandés de façon à satisfaire le cahier des charges.
Le correcteur, noté K, est tel que u(p) = K(p)y(p). Le système P vaut :

P (p) =

[
Pzw(p) Pzu(p)
Pyw(p) Pyu(p)

]
=

[
Dzw Dzu

Dyw Dyu

]
+

[
Cz
Cy

]
(pI − A)−1

[
Bw Bu

]
(2.25)

Le système P bouclé avec le correcteur K est noté P ? K. Le symbole ? correspond au
produit de Redhe�er associé dans cette partie à une représentation linéaire fractionnaire
(LFT) inférieure, voir l'annexe A.5.
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Figure 2.23 � Problème sous forme standard

Le problème H∞ est le suivant 10 :

minimiser
K

‖P ? K‖∞
sous contrainte que P ? K est stable de façon interne

(2.26)

où ‖P ? K‖∞ représente la norme H∞ de P ?K. En pratique et notamment pour des raisons
numériques, la méthode consiste à trouver, étant donné un scalaire γH∞ > 0, un correcteur
K tel que ‖P ? K‖∞ < γH∞ . Il existe deux manières de résoudre ce problème qui sont
la résolution d'une série d'équations de Riccati [SP07] et l'optimisation sous contraintes
inégalités matricielles linéaires (LMI) [BGFB94]. Les deux approches ne seront pas plus
développées ici, mais elles béné�cient de nombreuses années de recherche qui ont abouti à
des algorithmes e�caces disponibles par exemple sous le logiciel commercial Matlab dans la
Robust Control Toolbox.

Dans la partie 2.3.2, on a réglé deux correcteurs en cascade Kω et Kη représentés en haut
sur la �gure 2.24, tels que la loi de commande qui en découle vaut :

u = Kω(Kη(δφc − δφ̃)− δω̃x) = KωKηε−Kωδω̃x (2.27)

Le correcteur sur deux entrées équivalent aux correcteurs P/PI est donc :

KPPI = [KωKη −Kω] (2.28)

Le problème de synthèse H∞ sous forme standard revient alors à chercher un correcteur
noté K sur la �gure 2.24 en bas, qui possède deux entrées ε = δφc − δφ̃ et δω̃x et une sortie
u.

2.3.3.2 Spéci�cations sur la boucle fermée [SF09]

Le cahier des charges présenté en début de section donne des contraintes sur la boucle
fermée du système. Contrairement au réglage des correcteurs P/PI de la section 2.3.2 qui
nécessitait de traduire ces contraintes en contraintes sur les fonctions de transfert du système
en boucle ouverte, la synthèse H∞ permet de prendre directement en compte le cahier des
charges. Ces contraintes correspondent à des gabarits dans le domaine fréquentiel, dé�nis
à partir de pondérations, qui permettent de modeler les fonctions de transfert en boucle
fermée. Soit Ti→o(p) la fonction de transfert entre un signal d'entrée i et de sortie o d'un

10. Un système est dit stable de façon interne si toutes les fonctions de transfert du système en boucle
fermé produisent des sorties bornées à partir d'entrées d'amplitude bornée.
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Figure 2.24 � Transformation de la structure cascade en un problème standard

système en boucle fermée G(p). Pour modeler la fonction de transfert Ti→o(p), on introduira
des pondérations Wi(p) et Wo(p) en entrée et sortie du système 11, telles que [SF09] :

|Ti→o(j2πν)| ≤ 1

|Wo(j2πν)Wi(j2πν)|
(2.29)

où |Wo(p)Wi(p)|−1 est ce qu'on appelle un gabarit sur le module de la fonction de transfert
Ti→o(p).

On représente sur la �gure 2.25 le système G(p) à asservir ainsi que les pondérations sur
les signaux d'entrée et de sortie. Le système P du problème standard H∞ correspond alors
au système G(p) augmenté des di�érentes pondérations. On considère que le comportement
du drone asservi avec les correcteurs P/PI était satisfaisant. On veut désormais montrer
qu'on peut retrouver le même comportement avec un correcteur obtenu par synthèse H∞.
Pour cela, on donne ci-dessous les choix de pondérations qui s'appuient sur les correcteurs
P/PI réglés précédemment.

Stabilité - Suivi de référence D'après le cahier des charges, on veut que l'asservissement
de l'angle de roulis permette de suivre des consignes sous forme d'échelon, avec un temps
de réponse de l'ordre de 0.1s. Pour cela, il faut que Tr→ε(p) qui correspond ici à la fonction
de sensibilité de la boucle externe contienne au moins un zéro en zéro. Il faut donc que
la fonction de transfert ait une pente de +20dB/décades à basses fréquences. Le temps de
réponse est lié à la fréquence de coupure 2πνSc de la fonction de sensibilité. Lors du réglage
des correcteurs P/PI, on avait pour la boucle externe 2πνSc = 26rad/s. De plus, on veut
que le système asservi ait une certaine robustesse vis-à-vis d'incertitudes sur le modèle, que
l'on caractérise par sa marge de module. Avec les correcteurs P/PI, on avait pour la boucle
externe ∆M = −1.7dB. Le gabarit sur |Tr→ε(j2πν)| qui vaut |Wr(j2πν)Wε(j2πν)|−1 est donc
choisi pour avoir la forme d'un passe-haut avec une pente de +20dB/décades, une pulsation
de coupure à −3dB de 26rad/s et une borne à hautes fréquences de l'ordre de 1.9dB. On
superpose sur la �gure 2.26 les modules de la fonction de sensibilité Sφ,PPI correspondant
aux correcteurs P/PI précédemment obtenus et le gabarit |Wr(j2πν)Wε(j2πν)|−1 dé�nit

11. Le fait de dissocier Wi(p) et Wo(p) permet par la suite de di�érencier la pondération sur une fonction
de transfert du système qui aurait en commun avec Ti→o(p) la même entrée i (resp. sortie o) mais pas la
même sortie o (resp. entrée i).
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Figure 2.25 � Pondérations utilisées pour la synthèse de correcteur

par :

(Wr(p)Wε(p))
−1 =

1.25(p+ 0.001)

p+ 40
(2.30)

Figure 2.26 � Pondération sur la fonction de sensibilité Sφ,PPI

On considère également que des perturbations sous forme d'échelon peuvent intervenir
dans la boucle. Sur la �gure 2.25, elles sont notées d au niveau de l'actionneur et b au niveau
de la mesure de vitesse angulaire. Pour les rejeter, il faut que |Td→ε(p)| et |Tb→ε(p)| aient
une pente de +20dB/décades à basses fréquences. La pondération de sortie Wε(p) permet
de contraindre de manière commune les fonctions de transfert liées aux 3 entrées r, b, d. On
choisit alors de donner la forme de passe-haut à la pondération de sortie Wε(p)

−1, tandis que
les pondérations d'entrée Wr(p), Wb(p) et Wd(p) sont ajustées pour que le correcteur H∞
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corresponde au P/PI équivalent (2.28). Finalement, on obtient :

Wε(p) =
0.16(p+ 40)

p+ 0.001
, Wr = 5, Wb = 1, Wd = 10 (2.31)

Avec ces choix de pondérations, on obtient le correcteur H∞ représenté sur la �gure 2.27 et
superposé au correcteur P/PI équivalent (2.28) de la partie précédente. Les deux correcteurs
ont bien un comportement similaire sur la plage de fréquences [10−2, 104]rad/s présentée
ici. Cependant, on observe pour l'entrée δωx qu'une avance de phase apparait autour de
400rad/s, ce qui entraine l'augmentation du gain du correcteur pour cette entrée à hautes
fréquences. Cela n'a pas lieu d'être, puisque le système ne fonctionne pas à ces fréquences
élevées, et cela entraine une ampli�cation du bruit de mesure qui n'est pas désirable. On
traite ce problème en limitant la commande en hautes pulsations ci-dessous.

Figure 2.27 � Correcteur H∞ obtenu sans pondération Wu(p)
−1

Limitation énergie de commande Pour la synthèse H∞, la structure du correcteur
n'est plus �xée a priori comme lors du réglage des correcteurs P/PI, mais elle est choisie
par l'algorithme d'optimisation. On peut alors spéci�er une condition a�n de limiter le gain
du correcteur aux hautes fréquences et donc l'énergie de commande. C'est ce qui est fait ici
avec la pondération de sortie Wu(p), qui permet d'agir sur les fonctions de transfert entre
les di�érentes entrées et la sortie u. On choisit de donner à Wu(p)

−1 une forme de �ltre
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passe-bas, de fréquence de coupure 400rad/s :

Wu(p) =
2.5× 10−8(p+ 400)

1× 10−5 × p+ 1
(2.32)

La réponse fréquentielle du correcteur obtenu avec cette pondération supplémentaire est
représentée sur la �gure 2.28. Cette fois-ci, on peut observer que le gain du correcteur est bien
limité en hautes pulsations. Avec ce correcteur, on obtient la réponse temporelle représentée
sur la �gure 2.29. Elle est bien similaire à celle du correcteur P/PI au niveau des variables
asservies δωx et δφ. On peut cependant remarquer que le pic de commande à 0.1s est moins
marqué pour la commande H∞, ce qui découle de l'utilisation de la pondération Wu(p)

−1

pour limiter l'énergie de commande.

Figure 2.28 � Correcteur H∞ obtenu lors de l'ajout de Wu(p)
−1

Passage aux 3 axes La synthèse de correcteur par optimisation que l'on vient de présenter
s'étend aux 3 dimensions en ajoutant dans le problème de synthèse les entrées, sorties et
pondérations associées. Le cahier des charges ne stipule pas de règle spéci�que pour les
autres axes donc on peut utiliser les mêmes pondérations que dans le cas 1 axe. On obtient
alors 3 correcteurs indépendants qui véri�ent les spéci�cations du cahier des charges sur
chaque axe. Ceux-ci sont appliqués au contrôle du modèle non-linéaire du drone sur la �gure
2.30. La réponse temporelle issue des correcteurs H∞ est bien similaire à celle obtenue avec
les correcteurs P/PI sur tous les axes.
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Figure 2.29 � Réponse temporelle du correcteur H∞ comparé au correcteur P/PI

Complexité d'implémentation L'ordre du correcteur obtenu lors de la synthèse H∞ est
égal à l'ordre du système à commander, additionné à l'ordre des di�érentes pondérations. Le
seul moyen de limiter a priori l'ordre du correcteur est donc de choisir des pondérations avec
un ordre limité ; c'est ce qui a été fait en choisissant des fonctions de transfert type passe-
bas ou passe-haut d'ordre 1. Néanmoins, l'ordre du correcteur synthétisé restera élevé par
rapport à celui obtenu via des méthodes d'automatique fréquentielle classique. Ici, l'ordre du
correcteur H∞ obtenu après la synthèse pour 1 axe était de 8 (contre 1 pour le P/PI), ce qui
est conséquent pour une implémentation sur microcontrôleur. En réalité, un correcteur aux
performances similaires et à l'ordre plus faible pourrait être obtenu en ne gardant que les
dynamiques prépondérantes. C'est ce qui est présenté dans la partie suivante sur la réduction
de modèle.

2.3.3.3 Réduction de modèle

Les méthodes de réduction de modèle visent à approximer une fonction de transfert H(p)
d'ordre n par une fonction de transfert réduiteHr(p) d'ordre r < n. SiH(p) est un correcteur,
on veut que le système asservi par Hr(p) respecte le cahier des charges qui est satisfait par
le système asservi par H(p). Si H(p) est le modèle d'un système à commander, on veut
que Hr(p) permette de mettre au point un correcteur qui fonctionne correctement avec le
système d'ordre complet. La fonction Hr(p) doit donc rester relativement proche de H(p)
dans son comportement dynamique. Cela peut se mesurer, pour H(p) et Hr(p) stables, par
la norme ‖H(p)−Hr(p)‖∞ que l'on veut rendre faible, ce qui permet de borner l'écart pour
toute fréquence dans R. Di�érentes méthodes existent, comme la méthode de la troncature
équilibrée [SP07]. Elle consiste à éliminer les sous-espaces peu observables ou commandables
d'un système mis sous la forme d'une représentation d'état équilibrée. On explique ci-dessous
à quoi correspond la représentation d'état équilibrée d'un système, puis en quoi consiste la
méthode de la troncature.

59



Chapitre 2 � Modélisation et asservissement du drone

Figure 2.30 � Correcteurs PID, P/PI et H∞ appliqués au modèle non-linéaire

Représentation d'état équilibrée Soit une représentation d'état d'une fonction de trans-
fert stable G(p) d'ordre n : {

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(2.33)

On appelle grammien de commandabilité la matrice P , solution de l'équation suivante :

AP + PAᵀ +BBᵀ = 0 (2.34)

De manière analogue, on appelle grammien d'observabilité la matrice Q telle que :

AᵀQ+QA+ CᵀC = 0 (2.35)

Il existe un changement de variable x = T x̃, tel que les grammiens d'observabilité et de
commandabilité sont égaux dans la nouvelle base, c'est-à-dire :

P̃ = Q̃ = diag(σ1, σ2, ...σn) (2.36)

ce qui donne pour la représentation d'état équilibrée de H(p) :{
˙̃x(t) = T−1ATx̃(t) + T−1Bu(t)
y(t) = CTx̃(t) +Du(t)

(2.37)

Les valeurs σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σn > 0 sont appelées valeurs singulières de Hankel. Celles-
ci mesurent de manière conjointe la commandabilité et l'observabilité du système, où σn
correspond à la composante du vecteur d'état qui est à la fois la moins observable et la
moins commandable.

Troncature équilibrée On veut maintenant obtenir un modèle réduit d'ordre r < n de
G(p) mis sous la forme d'une représentation d'état équilibrée. On partitionne le vecteur d'état
noté x en x1 et x2, où x2 contient les n − r composantes du vecteur d'état correspondant
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aux n− r plus petites valeurs singulières de Hankel que l'on veut éliminer. La représentation
d'état devient : 

[
ẋ1(t)
ẋ2(t)

]
=

[
A11 A12

A21 A22

] [
x1(t)
x2(t)

]
+

[
B1

B2

]
u(t)

y(t) =
[
C1 C2

]
x(t) +Du(t)

(2.38)

Au lieu d'éliminer simplement x2 dans la représentation d'état (2.38), on applique la méthode
appelée residualization dans [SP07]. Elle consiste à corriger le gain statique du modèle réduit
pour qu'il coïncide avec celui du modèle initial. Pour A22 inversible, on a :{

ẋ1(t) = (A11 − A12A
−1
22 A21)x1(t) + (B1 − A12A

−1
22 B2)u(t)

y(t) = (C1 − C2A
−1
22 A21)x(t) + (D − C2A

−1
22 B2)u(t)

(2.39)

On obtient alors un modèle Hr(p) d'ordre r < n.

Réduction de l'ordre du correcteur H∞ On veut maintenant réduire l'ordre du cor-
recteur H∞ obtenu dans la partie 2.3.3. Son ordre est n = 8, ce qui est conséquent pour une
implémentation sur microcontrôleur. Or, certaines dynamiques ne semblent pas participer
de manière critique au bon fonctionnement du système. En e�et, le correcteur H∞ que l'on
a synthétisé a une dynamique similaire à celle du correcteur P/PI (ordre 1) de la partie
2.3.2 à laquelle on a ajouté un passe-bas (ordre 1) à hautes fréquences. On peut donc faire
l'hypothèse qu'un modèle à l'ordre r = 2 su�rait à approximer le modèle complet du cor-
recteur H∞ d'ordre n = 8. On applique donc la méthode de réduction de modèle présentée
précédemment a�n d'obtenir un correcteur réduit noté Kr=2(p) du correcteur H∞ initial
noté Kn=8(p). On donne sur la �gure 2.31 le diagramme de Bode associé au correcteur initial
et au correcteur réduit, et sur la �gure 2.32 la réponse temporelle à un échelon du modèle
linéarisé en 0 de l'attitude du drone asservie par le correcteur initial et le correcteur réduit.

On voit sur les �gures 2.31 et 2.32 que le correcteur réduit Kr=2(p) est représentatif
du correcteur initial Kn=8(p). Dans le domaine fréquentiel, il traduit bien l'e�et intégrateur
à basses fréquences et passe-bas à partir de 400rad/s, voir �gure 2.31. Dans le domaine
temporel, l'asservissement avec le correcteur réduit a un comportement similaire à celui
que l'on obtient avec le correcteur initial, voir �gure 2.32. On peut donc considérer que le
correcteur H∞ initial d'ordre 8 peut être réduit à l'ordre 2, ce qui lui permet d'être plus
facilement implémentable sur un microcontrôleur.

2.4 Estimation du domaine d'attraction des correcteurs

d'attitude

Dans la section précédente, on a synthétisé des correcteurs P/PI et H∞ en se basant sur
le modèle du drone linéarisé au point de vol stationnaire. On peut se poser la question de
la validité de cette approche basée sur une linéarisation du modèle pour contrôler le drone,
étant donné son comportement intrinsèquement non-linéaire.

Dans la littérature sur les drones, deux types d'approches sont proposées pour en e�ec-
tuer la commande. La première consiste à considérer que les non-linéarités et les couplages
du modèle dynamique du drone sont en réalité trop importants pour être négligés, même
avec des angles d'attitude faibles. Dans ce cas, il faudra utiliser des stratégies de contrôle
non-linéaire pour l'asservissement du drone. Dans la seconde approche, on considère que
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Figure 2.31 � Bode du correcteur H∞ initial Kn=8(p) et du correcteur réduit Kr=2(p)

pour des trajectoires de vol non-agressif le modèle linéarisé à des angles d'attitude nuls est
su�samment représentatif de la dynamique du drone dans sa plage de fonctionnement. Dans
ce cas, les stratégies de contrôle linéaire comme celles que l'on a appliquées précédemment
sont su�santes pour asservir le drone.
On observe sur la �gure 2.30 que le système reste stable, même loin du point de linéarisation,
et donc des angles d'attitude nuls. On peut cependant s'interroger sur la distance admissible
au point de linéarisation pour garder le quadricoptère stable, autrement dit sur le domaine
d'attraction des correcteurs préalablement conçus pour le modèle linéarisé en un point. Une
démonstration formelle de ce comportement serait d'autant plus intéressante que l'on veut
concevoir un système qui soit sûr, a�n de pouvoir évoluer dans son environnement de ma-
nière autonome. Il est donc important d'obtenir au préalable des garanties théoriques de son
bon fonctionnement sur toute la durée de sa mission autonome.
On va développer ici une méthode a�n de valider le bon fonctionnement de correcteurs,
préalablement conçus en se basant sur un modèle du système linéaire, lorsqu'ils sont ap-
pliqués sur le système non-linéaire. On présentera tout d'abord une méthode d'analyse de
la stabilité pour une classe générique de systèmes non-linéaires. Puis, on montrera que le
modèle non-linéaire du drone asservi par des correcteurs linéaires, et plus particulièrement
par les correcteurs type P/PI de la partie 2.3.2, appartient à cette classe de systèmes. On
en déduira �nalement le domaine d'attraction des correcteurs P/PI lorsqu'ils sont appliqués
au contrôle du modèle non-linéaire du drone.
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Figure 2.32 � Asservissement de δφ par les correcteurs Kn=8(p) et Kr=2(p)

2.4.1 État de l'art

L'étude de la stabilité d'un système en boucle fermée repose généralement sur la théorie
de Lyapunov [GTV85]. Typiquement, on va rechercher une fonction candidate de Lyapunov,
étant donné le modèle du système et sa loi de commande, qui permette de conclure sur la
stabilité de la boucle fermée [Kha02]. Pour cela, on doit d'abord �xer la structure de la
fonction de Lyapunov, puis en déduire ses paramètres analytiquement à partir du modèle du
système en boucle fermée. Cette démarche peut cependant s'avérer complexe dans certains
cas, et nécessiter l'ajout de termes simpli�cateurs dans la loi de commande a�n d'aboutir à
une solution comme par exemple dans [GLL13, LLM10]. Ces travaux traitent de la synthèse
de lois de commande type PID pour le modèle non-linéaire de l'attitude du quadricoptère.
Comme celui-ci contient des couplages, notamment entre vitesses angulaires, on ajoute des
termes dans la loi de commande qui permettent de les annuler. Cela permet ensuite d'établir
une démonstration de la stabilité du système non-linéaire sur un large domaine d'attraction
via la recherche d'une fonction de Lyapunov adaptée. Ici, on veut conserver la loi de com-
mande P/PI initialement synthétisée dans la section 2.3.2 sans avoir à la modi�er. Dans
ce cas, il est di�cile d'obtenir analytiquement une fonction de Lyapunov a�n d'estimer le
domaine d'attraction du système non-linéaire. Plutôt que de rechercher analytiquement une
fonction de Lyapunov ad hoc pour notre système, notre approche va être de �xer la structure
de la fonction candidate de Lyapunov à une forme quadratique, et d'en rechercher les para-
mètres par optimisation. Nous allons voir que cela peut être mis sous la forme d'un problème
d'optimisation convexe sous contraintes d'inégalités matricielles linéaires (LMI), qui est sol-
vable numériquement [BGFB94]. Par rapport à l'approche classique, cette approche basée
sur les LMI permet d'étudier la stabilité d'une classe de systèmes non-linéaires donnée de
manière plus systématique et pourrait, à terme, être couplée avec une démarche de synthèse
de correcteurs linéaires assistée par ordinateur.
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2.4.2 Objectifs de l'analyse

2.4.2.1 Modèle non-linéaire de l'attitude

On rappelle ci-dessous le modèle non-linéaire de l'attitude du drone issu du modèle com-
plet (2.8). A�n de simpli�er l'analyse, on considère que h = 0 et on néglige le �ltre dans la
chaine de retour des capteurs :

ω̇x = 1
Jx

[τx − (Jz − Jy)ωyωz]
ω̇y = 1

Jy
[τy − (Jx − Jz)ωxωz]

ω̇z = 1
Jz

[τz − (Jy − Jx)ωxωy]

φ̇ = ωx + sφtθωy + cφtθωz
θ̇ = cφωy − sφωz
ψ̇ =

sφ
cθ
ωy +

cφ
cθ
ωz

(2.40)

Ce modèle peut s'écrire : {
Jω̇ = −ω̂Jω +Du
η̇ = S(η)−1ω

(2.41)

où τ = Du, avec D qui est le gain de lié à l'actionneur donné dans l'annexe A.3, u est la loi
de commande et :

ω̂ =

 0 −ωz ωy
ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

 , S(η)−1 =

1 sφtθ cφtθ
0 cφ −sφ
0 sφ/cθ cφ/cθ

 . (2.42)

2.4.2.2 Forme compacte

Le modèle de l'attitude du drone peut être décomposé en deux parties : une partie
A(∆(x)) qui varie en fonction d'une matrice ∆(x) à dé�nir dépendant du vecteur d'état x
et une partie antisymétrique que l'on note Ask(x). On montre ci-dessous que l'on peut écrire
le modèle du drone sous la forme compacte suivante :

ẋ = (A(∆(x)) + Ask(x))x (2.43)

où
� A(∆(x)) = ∆(x) ? M où ∆(x) est une matrice diagonale par blocs ;

� M est une matrice partitionnée M =

[
M11 M12

M21 M22

]
;

� Le symbole ? correspond au produit de Redhe�er, voir l'annexe A.5 ;
� Ask(x) est une matrice anti-symétrique telle que Ask(x) =

∑n
i=1 xiAsk,i avec Ask,i =

−Aᵀsk,i.

On considère maintenant que le drone est contrôlé par une loi de commande linéaire telle
que la loi P/PI issue de la partie 2.3.2 12. Elle s'écrit, pour un signal de consigne nul, u =
−kpωω − kpωkpηη − kpωkiηxint où ẋint = η. Considérons le changement de variable z = Jω =
[zx, zy, zz]

ᵀ et le vecteur d'état x = [zᵀ, ηᵀ, xᵀint]
ᵀ = [zx, zy, zz, φ, θ, ψ,

∫
φdt,

∫
θdt,

∫
ψdt]ᵀ, le

12. Notons que l'étude qui suit pourrait être réalisée pour toute autre loi de commande linéaire.

64



Chapitre 2 � Modélisation et asservissement du drone

modèle du drone (2.41) devient alors : ż
η̇
ẋint

 =

(−DkpωJ−1 −Dkpωkpη −Dkpωkiη
S(η)−1J−1 0 0

0 I 0


︸ ︷︷ ︸

A(∆(x))

+

 −ω̂ 0 0
0 0 0
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Ask(x)

) z
η
xint

 (2.44)

La matrice A(∆(x)) peut s'écrire sous la forme LFT A(∆(x)) = ∆(x) ?M où la matrice
M est détaillée dans l'annexe A.6 et ∆(x) est la matrice diagonale par blocs suivante :

∆(x) = diag(∆φ,∆φ,∆θ) (2.45)

où :

∆i =

[
ci − 1 si
−si ci − 1

]
, i = {φ, θ}. (2.46)

On veut désormais étudier la stabilité du point d'équilibre x̄ = 0 du système (2.43) et
plus particulièrement du drone en boucle fermée représenté par (2.44). Pour cela, il nous
faut dé�nir des notions de base de l'étude de la stabilité d'un système au sens de Lyapunov,
issues de [Kha02] et [Vid93].

2.4.2.3 Stabilité au sens de Lyapunov [Kha02, Vid93]

Soit le système autonome suivant :

ẋ(t) = f(x(t)) (2.47)

où f : Rn → Rn et f(0) = 0. Le point d'équilibre x̄ = 0 du système (2.47) est appelé origine
du système. Notre but est de caractériser l'origine du système en termes de stabilité. Ici,
notre analyse vise à prouver la stabilité exponentielle de l'origine, dé�nie ci-dessous.

Stabilité exponentielle

Dé�nition 1. Le point d'équilibre x̄ = 0 du système (2.47) est dit exponentiellement stable
s'il existe des constantes positives c, k et λ telles que :

‖x(t)‖ ≤ k ‖x(t0)‖ e−λ(t−t0) , ∀ ‖x(t0)‖ < c, ∀t ≥ t0 (2.48)

et il est dit globalement exponentiellement stable si l'équation (2.48) est satisfaite ∀x(t0) ∈
Rn.

Théorème de Lyapunov Soit l'ensemble Br tel que, pour r > 0 :

{x ∈ Rn tel que ‖x‖ < r} ⊂ Br (2.49)

A�n de prouver que l'origine du système est exponentiellement stable, on se base sur la
théorie de Lyapunov. Celle-ci consiste à rechercher une fonction candidate de Lyapunov
notée V qui véri�e le théorème suivant.
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Théorème 1. Soit V : Rn → R une fonction C1 telle que :

k1 ‖x(t)‖a ≤ V (x(t)) ≤ k2 ‖x(t)‖a , ∀x(t) ∈ Br (2.50)

V̇ (x(t)) ≤ −k3 ‖x(t)‖a , ∀x(t) ∈ Br (2.51)

où x(t) est solution de 2.47 et avec a, k1, k2 et k3 des constantes positives. Alors, l'origine
du système (2.47) est exponentiellement stable.

Si de plus, (2.50) et (2.51) sont véri�ées ∀x ∈ Rn alors l'origine du système est globale-
ment exponentiellement stable.

Domaine d'attraction La stabilité globale d'un système est une propriété forte qui peut
être di�cile à établir. Dans le cas où on n'a que la stabilité locale d'un système, on peut
vouloir estimer l'ensemble des conditions initiales pour lesquelles cette propriété est valide.
Pour cela on dé�nit la notion de domaine d'attraction comme suit.

Dé�nition 2. Soit x(t) la solution de l'équation (2.47) ayant comme condition initiale
x(t0) = x0. Alors le domaine d'attraction Da de l'origine x̄ = 0 du système est tel que :

Da = {x0 ∈ Rn tel que lim
t→∞

x(t) = 0 pour x(t0) = x0} (2.52)

Dans le cas du drone pour lequel on a conçu une loi de commande linéaire à partir
du modèle linéarisé en x̄ = 0, la propriété de stabilité globale semble di�cile à établir.
Cependant, cette propriété n'est pas indispensable, car le domaine de fonctionnement du
drone correspond à un vol non-agressif pour lequel les angles d'attitude ne dépassent pas
30�. On veut néanmoins pouvoir s'assurer que les correcteurs synthétisés stabilisent bien le
drone sur toute cette plage de fonctionnement. On s'appuiera donc sur la notion de stabilité
locale et sur une estimation du domaine d'attraction autour du point d'équilibre. Pour cela,
on dé�nit l'ensemble Ωγ tel que :

Ωγ = {x ∈ Rn tel que V (x) ≤ γ} (2.53)

où V véri�e les conditions (2.50) et (2.51) du théorème 1 de stabilité exponentielle locale
et γ est tel que Ωγ ⊂ Br. L'ensemble Ωγ est ce qu'on appelle un ensemble invariant du
système (2.47), c'est-à-dire que pour toute condition initiale x(t0) ∈ Ωγ, la trajectoire du
système reste dans Ωγ. Comme on a également V qui véri�e les conditions (2.50) et (2.51),
cela implique que ∀x(t0) ∈ Ωγ, lim

t→∞
x(t) = 0, voir [EGS96, BGFB94] pour des arguments

similaires. L'invariant Ωγ ⊂ Br est donc inclus dans le domaine d'attraction Da. Pour obtenir
une estimation du domaine d'attraction Da, on recherche le plus grand γ tel que Ωγ ⊂ Br. De
plus, on recherche le plus grand ensemble Br tel que le théorème 1 de stabilité exponentielle
locale soit véri�é. Cela permet de démontrer la stabilité du drone sur la plus large plage de
fonctionnement possible, qui doit comprendre des angles au moins égaux à 30�pour respecter
la condition du cahier des charges de vol non-agressif.

2.4.3 Théorèmes généraux de stabilité

On considère tout d'abord le cas du système sous forme compacte (2.43) la stabilité du
point d'équilibre x̄ = 0. Le théorème qui suit donne les conditions pour lesquelles le point
x̄ = 0 est globalement exponentiellement stable.
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Théorème 2. Pour le système (2.43), s'il existe des matrices P = P ᵀ > 0 et W = W ᵀ

telles que les propriétés suivantes sont véri�ées :[
I

∆(x)

]ᵀ
W

[
I

∆(x)

]
≥ 0, ∀x ∈ Rn (2.54)


M11 M12

I 0
M21 M22

0 I


ᵀ  W 0

0

[
0 P
P 0

] 

M11 M12

I 0
M21 M22

0 I

 < 0 (2.55)

Aᵀsk,iP + PAsk,i = 0, i = 1, . . . , n (2.56)

alors l'origine x̄ = 0 du système (2.43) est globalement exponentiellement stable, avec V (x) =
xᵀPx.

Démonstration. Considérons l'équation y = A(∆(x))x = (∆(x) ? M)x, associée à la re-
présentation linéaire fractionnaire (LFT) supérieure de la �gure 2.33 et correspondant aux
équations suivantes :

p = ∆(x)q (2.57a){
q = M11p+M12x
y = M21p+M22x

(2.57b)

où p et q sont des signaux internes du système.

Figure 2.33 � Représentation linéaire fractionnaire associée à (2.57)

À partir de l'équation (2.55), et étant donné des matrices P = P ᵀ > 0 et W = W ᵀ

satisfaisant le théorème 2, on peut écrire la forme quadratique suivante :

[
p
x

]ᵀ 
M11 M12

I 0
M21 M22

0 I


ᵀ  W 0

0

[
0 P
P 0

] 

M11 M12

I 0
M21 M22

0 I

[px
]
< 0 (2.58)

ce qui, d'après l'équation (2.57b), donne :[
q
p

]ᵀ
W

[
q
p

]
+ yᵀPx+ xᵀPy < 0 (2.59)

On rajoute de chaque côté le signal q dans l'équation (2.54) :

qᵀ
[

I
∆(x)

]ᵀ
W

[
I

∆(x)

]
q ≥ 0 (2.60)
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ce qui, d'après la dé�nition des signaux p et q de l'équation (2.57a) donne :[
q
p

]ᵀ
W

[
q
p

]
≥ 0 (2.61)

et donc, d'après l'équation (2.59) :

yᵀPx+ xᵀPy < 0 (2.62)

De l'équation (2.56) concernant la matrice antisymétrique Ask, on a (voir [FSB99] pour un
argument similaire) :

n∑
i=1

xᵀiA
ᵀ
sk,iP + PAsk,ixi = 0⇔ Ask(x)ᵀP + PAsk(x) = 0 , ∀xi ∈ Rn (2.63)

donc :
xᵀ(Ask(x)ᵀP + PAsk(x))x = 0 (2.64)

En�n, on rappelle que le système complet (2.43) vaut ẋ = (A(∆(x))+Ask(x))x. De la somme
des équations (2.62) et (2.64), et en rappelant que y = A(∆(x))x, on obtient :

ẋᵀPx+ xᵀPẋ < 0 (2.65)

Soit une fonction de Lyapunov quadratique V (x) = xᵀPx > 0, x 6= 0 avec x ∈ Rn solution
de (2.43). La fonction V est telle que :

λmin(P )xᵀx ≤ xᵀPx ≤ λmax(P )xᵀx (2.66)

où λmin(P ) (resp. λmax(P )) est la valeur propre minimale (resp. maximale) de P . La fonction
V satisfait donc la condition (2.50) du théorème (1) de stabilité exponentielle avec a = 2.
De plus, d'après (2.65), on a V̇ (x) < 0, x 6= 0 donc ∃k3 > 0 tel que la condition (2.51) est
aussi validée. Les conditions du théorème 1 de stabilité exponentielle sont donc réunies, et
on en conclut �nalement que l'origine du système 2.43 est globalement exponentiellement
stable. �

Comme précédemment, on peut chercher à établir la stabilité locale du système plutôt
que globale. Pour cela, on dé�nit I ⊂ {1, ..., n} et un ensemble borné Br tel que :

Br = {x ∈ Rn | ‖xi‖ ≤ ri, i ∈ I} (2.67)

où xi désigne la -ième composante du vecteur d'état. On peut alors énoncer le théorème
suivant qui établit la stabilité exponentielle locale du point d'équilibre x̄ = 0 du système
(2.43).

Théorème 3. Pour le système (2.43), s'il existe des matrices P = P ᵀ > 0 et W = W ᵀ

telles que les propriétés suivantes sont véri�ées :[
I

∆(x)

]ᵀ
W

[
I

∆(x)

]
≥ 0, ∀x ∈ Br (2.68)

M11 M12

I 0
M21 M22

0 I


ᵀ  W 0

0

[
0 P
P 0

] 

M11 M12

I 0
M21 M22

0 I

 < 0 (2.69)

Aᵀsk,iP + PAsk,i = 0, i = 1, . . . , n (2.70)

alors l'origine x̄ = 0 du système (2.43) est localement exponentiellement stable, avec V (x) =
xᵀPx.
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Démonstration. La preuve du théorème 3 s'appuie sur les mêmes arguments que celle du
théorème 2 dans le cas global, sauf qu'ici, x ∈ Br ⊂ Rn d'où la propriété locale de stabilité
exponentielle du point x̄ = 0. �

Dans le cas de la stabilité exponentielle locale, on cherche à connaitre le domaine d'at-
traction Da du système. Comme expliqué dans l'introduction de cette partie, on estime
ce domaine d'attraction avec un ensemble invariant Ωγ ⊂ Br issu de la dé�nition (2.53).
Ici, étant donné que l'on optimise sur la variable P une fonction de Lyapunov quadratique
V (x) = xᵀPx, on peut �xer γ = 1 sans perte de généralité 13. L'ensemble invariant Ωγ=1

correspond alors à un ellipsoïde centré en 0 [EGS96], tel que :

Ωγ=1 = {x ∈ Rn tel que xᵀPx ≤ 1}. (2.71)

On énonce alors le théorème suivant, qui permet d'assurer que l'ensemble Ωγ=1 ⊂ Br et
qu'il constitue une estimation du domaine d'attraction du point exponentiellement stable
x̄ = 0.

Théorème 4. S'il existe des matrices P = P ᵀ > 0 et W ∈ W satisfaisant (2.68)-(2.70) et
telles que : [

r2
i ei
eᵀi P

]
≥ 0, ∀i ∈ I (2.72)

où ei est un vecteur de dimension n dont le -ième élément vaut 1 et les autres 0 et ri est
dé�ni à l'équation (2.67). Alors x̄ = 0 est localement exponentiellement stable et l'ellipsoïde
Ωγ=1 est inclus dans le domaine d'attraction Da.

Démonstration. D'après (2.67), x ∈ Br si ‖xi‖ ≤ ri, c'est-à-dire si :

xᵀ
[
0 . . . 0 1 0 . . . 0

]︸ ︷︷ ︸
eᵀi



0
...
0
1
0
...
0


︸︷︷︸
ei

x ≤ r2
i . (2.73)

Pour x ∈ Br, s'il existe P et W satisfaisant les équations (2.68)-(2.70) du théorème 3 de
stabilité locale, alors ∀x(t0) ∈ Ωγ=1, on a x qui est compris dans l'invariant Ωγ=1 tel que :

xᵀPx ≤ 1. (2.74)

Par application de la S-procédure [BGFB94], pour que (2.73) et (2.74) soient véri�ées
simultanément, une condition su�sante est que :

∀x ∈ Rn, ∀i ∈ I, ∃τi ∈ R+ xᵀeᵀi eix− r2
i ≤ τi(x

ᵀPx− 1) (2.75)

soit : [
x
1

]ᵀ [
eᵀi ei − τiP 0

0 τi − r2
i

] [
x
1

]
≤ 0, ∀i ∈ I. (2.76)

13. En e�et, la solution du théorème 3 forme un cône vis-à-vis de P et W , ce qui veut dire que si P et W
sont solution, alors αP et αW aussi, ∀α ∈ R+.

69



Chapitre 2 � Modélisation et asservissement du drone

On a donc eᵀi ei − τiP ≤ 0, soit d'après le lemme de Schur [Sco14] :[
τi ei
eᵀi P

]
≥ 0. (2.77)

De plus, on a 0 < τi ≤ r2
i , et donc : [

r2
i ei
eᵀi P

]
≥ 0. (2.78)

Donc (2.78) est une condition su�sante pour que l'ellipsoïde Ωγ=1 ∈ Br, et celui-ci étant un
ensemble invariant, il est également inclus dans le domaine d'attraction Da. �

A�n d'approximer au mieux l'ensemble Da, on recherche le plus grand ellipsoïde Ωγ=1

contenu dans le plus grand ensemble Br. La démarche adoptée est de �xer manuellement
les bornes ri de l'ensemble Br puis de maximiser la taille de l'ellipsoïde Ωγ=1 ⊂ Br via un
algorithme d'optimisation. Cette dernière étape peut être réalisée en maximisant la trace de
P−1, qui correspond à la somme des carrés des longueurs des demi-axes de l'ellipsoïde Ωγ=1

[BGFB94]. On cherche à résoudre ce problème numériquement de manière e�cace. Pour
cela, on le met sous la forme d'un problème d'optimisation convexe de type LMI (Linear
Matrix Inequalities) que l'on peut résoudre e�cacement lorsque le nombre de LMI est �ni
[BGFB94, Sco14]. On le transforme ainsi en un problème de minimisation d'une fonction
de coût linéaire sous contraintes LMI. La fonction de coût linéaire est la trace de P et les
contraintes LMI permettent d'assurer la stabilité exponentielle locale de l'origine du système
et le fait que Ωγ=1 ⊂ Br :

minimiser
P, W

Trace(P )

sous contraintes (2.68), (2.69), (2.70), (2.72)
(2.79)

On cherche ensuite à maximiser le domaine Br ⊂ Da. Pour cela, on augmente les bornes de
Br jusqu'à obtenir le plus grand ensemble tel que les conditions LMI sont encore respectées.

En l'état, le problème d'optimisation (2.79) n'est cependant pas solvable numériquement,
car il nécessite de résoudre une in�nité de LMI à cause de l'équation (2.68) liée au terme
∆(x). Cependant, on montre par la suite que dans le cas particulier du drone, on peut
exploiter la structure du terme ∆(x) a�n de mettre le problème d'optimisation sous la forme
d'un nombre �ni de LMI à résoudre, et donc solvable numériquement.

2.4.4 Application au modèle du drone en boucle fermée

2.4.4.1 D'un nombre in�ni à un nombre �ni de LMI

On considère le terme ∆(x) sous sa forme spéci�que au drone dé�nie en (2.45). On
introduit tout d'abord un nouvel ensemble borné Br tel que :

Br = {x ∈ Rn, I = {4, 5} | ‖x4‖ ≤ φmax, ‖x5‖ ≤ θmax} (2.80)

où xi désigne la -ième composante du vecteur d'état x. On peut alors dé�nir un ensemble
a�ne de matricesW qui véri�e l'inégalité sur ∆(x) (2.68) ∀x ∈ Br. Cet ensemble de matrices
W est noté W et est donné dans le lemme suivant.
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Lemme 1. Pour la structure particulière de ∆(x) donnée en (2.45) et pour θ ∈ [−θmax, θmax]
(resp. φ), l'inégalité (2.68) se véri�e pour toute matrice W ∈ W telle que :

W = {∃U = Uᵀ, S = Sᵀ > 0, w ∈ R et t ∈ R+ tels que

W =


[
αφS ⊗ I2 0

0 αθtI2

] [
U ⊗ I2 0

0 wI2

]
[
U ⊗ I2 0

0 wI2

] [
(U − S)⊗ I2 0

0 (w − t)I2

]

}

(2.81)

où ⊗ est le produit de Kronecker, U = Uᵀ, S = Sᵀ > 0, w ∈ R, t ∈ R+ et αi = 2(1 −
cimax), i = (φ, θ), imax = (φmax, θmax).

Démonstration. Tout d'abord, on peut noter que le produit ∆ᵀi∆i est borné :

∆ᵀi∆i =

[
2(1− ci) 0

0 2(1− ci)

]
≤ αiI2 (2.82)

où αi = 2(1 − cimax), i = (φ, θ), imax = {φmax, θmax}. Considérons la matrice diagonale
par blocs ∆̃φ = diag(∆φ,∆φ). Pour S = Sᵀ, on a S ⊗ I2 qui commute avec ∆̃φ. On utilise
l'équation (2.82) et cette propriété de commutation pour écrire l'inégalité suivante, valable
pour une matrice S = Sᵀ > 0 :[

I

∆̃φ

]ᵀ [
αφS ⊗ I2 0

0 −S ⊗ I2

] [
I

∆̃φ

]
≥ 0 (2.83)

De plus, le bloc ∆i satisfait :

∆i + ∆ᵀi + ∆ᵀi∆i = 0 (2.84)

En�n, étant donné une matrice U = Uᵀ, en combinant la propriété de commutation entre
U ⊗ I2 et ∆̃φ avec les équations (2.83) et (2.84), on peut écrire :[

I

∆̃φ

]ᵀ [
αφS ⊗ I2 U ⊗ I2

U ⊗ I2 (U − S)⊗ I2

] [
I

∆̃φ

]
≥ 0 (2.85)

En suivant la même méthode, on peut étendre la démonstration à la matrice complète ∆(x)
en introduisant les scalaires supplémentaires t ∈ R+ et w ∈ R associés au bloc ∆θ et tels
que :

[
I

∆(x)

]ᵀ 
[
αφS ⊗ I2 0

0 αθtI2

] [
U ⊗ I2 0

0 wI2

]
[
U ⊗ I2 0

0 wI2

] [
(U − S)⊗ I2 0

0 (w − t)I2

]
[ I

∆(x)

]
≥ 0 (2.86)

ce qui nous donne la matrice W du lemme 1. �

Désormais, on peut rechercher par optimisation une matrice W ∈ W dont la structure
est décrite par le lemme 1, ce qui assure que l'inégalité (2.68) est véri�ée ∀x ∈ Br.
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2.4.4.2 Contrainte égalité (2.70)

Pour que le problème (2.79) puisse être résolu numériquement par un algorithme de réso-
lution de LMI classique comme ceux que l'on trouve dans la Matlab Robust Control Toolbox,
on doit également éliminer la contrainte égalité (2.70). On réalise cela en paramétrisant les
variables de décision de la matrice P en accord avec (2.70). Pour rappel, dans le modèle
d'attitude du drone 2.44, on avait Ask(x) = diag(−ω̂, 03, 03). On peut l'écrire sous la forme
Ask(x) =

∑n
i=1 xiAsk,i, Ask,i = −Aᵀsk,i :

Ask(x) =


0 ωz −ωy · · · 0
−ωz 0 ωx
ωy −ωx 0

...
...

. . .

0 · · · · · · 0

 = zx

Ask,1︷ ︸︸ ︷
J−1
x


0 0 0 · · · 0
0 0 1
0 −1 0

...
...

. . .

0 · · · · · · 0



+ zy J
−1
y


0 0 −1 · · · 0
0 0 0
1 0 0

...
...

. . .

0 · · · · · · 0


︸ ︷︷ ︸

Ask,2

+zz J
−1
z


0 1 0 · · · 0
−1 0 0
0 0 0

...
...

. . .

0 · · · · · · 0


︸ ︷︷ ︸

Ask,3

(2.87)

L'équation (2.70) donne les conditions suivantes sur les variables de décision Pi,j de la matrice
symétrique P :

P1,1 = P2,2 = P3,3 et P1,2 = P1,3 = P2,3 = 0 (2.88)

Par conséquent, on dé�nit les variables de décision de la matrice P pour (i, j) = 1, 2, 3 comme
suit, :

P1:3,1:3 =

 P1 0 0
0 P1 0
0 0 P1

 (2.89)

On note que l'on aurait aussi pu réaliser cette opération numériquement en utilisant une
méthode itérative telle que la méthode de Gauss-Seidel [GVL13].

2.4.4.3 Problème d'optimisation �nal

Finalement, a�n de prouver la stabilité exponentielle locale du point x̄ = 0 et d'estimer
son domaine d'attraction, on peut réécrire le problème d'optimisation (2.79) sous la forme
suivante qui est solvable numériquement :

min
P, W∈W

Trace(P )

sous contraintes eq.(2.69), eq.(2.72), eq.(2.89)
(2.90)

où :
� L'inégalité (2.69) est issue du théorème 3 de stabilité locale exponentielle de x̄ = 0 ;
� L'inégalité (2.72) assure que l'ellipsoïde Ωγ=1 est inclus dans le domaine d'attraction
Da ;
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� L'égalité (2.89), assure que la contrainte d'égalité (2.70) est bien respectée par la
matrice P ;

� La condition W ∈ W , assure que l'inégalité sur ∆(x) (2.68) est véri�ée ∀x ∈ Br.
Et en�n, comme expliqué précédemment, minimiser la trace de P revient à maximiser la

taille de l'ellipsoïde Ωγ=1 comprise dans le plus grand ensemble Br ⊂ Da a�n d'approximer
au mieux le domaine d'attraction Da.

2.4.5 Application aux correcteurs du Crazy�ie

Les résultats précédents sont désormais appliqués a�n d'estimer le domaine d'attraction
des correcteurs P/PI de la partie 2.3.2. Le problème d'optimisation (2.90) est résolu numé-
riquement en utilisant la Matlab Robust Control Toolbox. Il permet de calculer des matrices
P = P ᵀ > 0 et W ∈ W qui prouvent la stabilité exponentielle du système pour l'ensemble
de conditions initiales Ωγ=1 contenu dans le plus grand ensemble Br dé�ni par les bornes
φmax et θmax sur les angles φ et θ. On maximise manuellement ces bornes et le maximum
obtenu est φmax = θmax = 38�. On trace la �gure 2.34 qui représente l'ensemble borné Br

et la projection de l'ellipsoïde Ωγ=1 sur le plan (φ, θ). Plusieurs trajectoires du système non-
linéaire asservi par les correcteurs P/PI sont également projetées sur ce plan (lignes rouges).
Comme expliqué précédemment, pour toutes conditions initiales prises dans l'ellipsoïde Ωγ=1,
les trajectoires du système non-linéaire restent dans Ωγ=1 et tendent vers l'origine, comme
on peut le voir sur la �gure 2.34.

Figure 2.34 � Projection de l'ellipsoïde Ep sur le plan (φ, θ)

Ce résultat nous permet de valider l'approche adoptée dans les sections précédentes,
soit la synthèse de correcteurs linéaires basée sur le modèle linéarisé aux angles d'attitude
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nuls, ensuite appliqués au contrôle du système non-linéaire de l'attitude du drone. On a
prouvé d'un point de vue théorique ce qu'on observait expérimentalement, à savoir que ces
correcteurs permettent en e�et de stabiliser le drone, même loin du point de linéarisation. Ici,
on a montré que les angles maximums pour lesquels on obtenait une solution du problème
d'optimisation étaient de 38�, ce qui est satisfaisant pour notre application de vol autonome
en suivant des trajectoires non-agressives.

Même si la recherche du domaine d'attraction d'un système non-linéaire n'est pas un sujet
nouveau dans la littérature [DK71, EGS96], les travaux présentés précédemment appliqués
dans le cas du contrôle d'attitude du drone constituent, à notre connaissance, une contribu-
tion vis-à-vis de l'état de l'art. L'obstacle rencontré ici était que la formulation initiale du
problème d'optimisation menait à un nombre in�ni de LMI à résoudre. La contribution prin-
cipale a alors été de proposer une nouvelle formulation, et plus particulièrement un ensemble
de matrices W , qui permette de se ramener à un problème de dimension �nie donc solvable
numériquement. Ces travaux pourraient être étendus pour être couplés avec une synthèse
de correcteurs, voir par exemple [EGS96], ou pour prendre en compte dans le modèle la
dynamique du mouvement de translation du drone, et notamment le rebouclage des vitesses
linéaires vers les vitesses angulaires via le paramètre h discuté précédemment.

2.5 Modèle de la boucle fermée

Dans ce chapitre, on a présenté un modèle du drone en boucle ouverte puis on a étudié
l'asservissement de l'attitude du drone. Par la suite, on va vouloir estimer son mouvement et
notamment ses vitesses linéaires de déplacement. Cette estimation va être réalisée à partir
de mesures issues des capteurs et d'un modèle de la vitesse du drone.

Le modèle dynamique du drone en boucle ouverte développé dans la section 2.2 permet
de décrire le mouvement du drone lorsqu'il est soumis à une force quelconque de poussée T
ou à des couples τ . Comme aucune hypothèse n'est faite sur les signaux d'entrée du modèle,
la dynamique du système est donc régie uniquement par les paramètres structurels du drone
(p.ex. inertie). Cependant, on a vu que le drone est au minimum contrôlé en attitude, ce qui
fait que son mouvement est donc en réalité aussi régi par les correcteurs d'attitude employés.
Plutôt que de chercher à estimer la dynamique du drone à partir de son modèle "en boucle
ouverte" (modèle BO), il parait alors plus intéressant d'utiliser un modèle qui prenne en
compte l'in�uence des correcteurs dans la dynamique du drone 14 et qui représente donc son
comportement en "boucle fermée" (modèle BF), voir �gure 2.35. De plus, on peut noter
que les entrées du modèle en boucle ouverte ne sont pas accessibles directement au niveau
du microcontrôleur et requièrent donc d'être mesurées ou d'être prédites via un modèle,
contrairement aux entrées du modèle en boucle fermée qui sont directement les signaux de
consigne. L'inconvénient d'utiliser le modèle de la boucle fermée est que si l'on combine
les équations du modèle dynamique avec celles de l'asservissement de l'attitude, on risque
d'obtenir un modèle d'ordre important, ce qui ne correspond pas à nos objectifs de limiter le
coût calcul de la solution. On propose donc dans cette partie de réduire l'ordre du modèle de
la boucle fermée avec la méthode de réduction de modèle présentée en 2.3.3.3. Cela permet
d'obtenir un modèle d'une complexité faible, tout en restant représentatif du comportement
global du drone asservi.

14. On ne prendra pas en compte les e�ets du paramètre h dans la suite de cette partie car on fait
l'hypothèse qu'ils ont été éliminés lors de l'asservissement de l'attitude.
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Figure 2.35 � Modèle BO en boucle ouverte, BF avec l'asservissement de l'attitude

Signaux d'intérêt Les signaux de sortie du modèle qui nous intéressent ici sont les vitesses
linéaires du drone par rapport à son environnement et exprimées dans le repère body Rb. On
représente sur la �gure 2.36 le contenu fréquentiel de la vitesse linéaire vy du drone mesurée
par le système de capture de mouvement Vicon lors d'un vol quelconque. On peut voir que
la plupart des dynamiques se situent à des fréquences basses, inférieures à 10Hz, ce qui est
également vrai sur les autres axes. On voudra donc obtenir un modèle de la boucle fermée
particulièrement précis à basses fréquences.

Modèle 1 axe Le modèle dynamique du drone, pour h = 0 et v̄z = 0, décrivant la
translation selon ~yb est le suivant :

δω̇x = δτx
δφ̇ = δωx
δv̇y = gδφ− µxy

m
δvy

(2.91)

où δτx(t) = F Dx
Jx
Kω(Kη(δφc − δφ)− δωx), voir la partie sur la commande PID 2.3.2.

On veut obtenir un modèle de la boucle fermée que l'on utilisera plus tard dans le
chapitre 4 sur l'estimation de vitesse. Ici, on va identi�er le modèle de la boucle fermée
du Crazy�ie équipé de ses correcteurs PID d'origine. En e�et, pour simuler les estimateurs
dans le chapitre 4, on utilisera les expériences de début de thèse réalisées avec le système de
capture de mouvement Vicon, durant lesquelles le Crazy�ie était équipé de ses correcteurs
PID d'origine. On cherche donc à avoir un modèle de la boucle fermée cohérent avec ces
expériences.

Réduction de l'ordre du modèle 1 axe de la boule fermée Le modèle de la translation
sur l'axe ~yb du drone qui découle de l'équation (2.91) où les correcteurs sont les correcteurs
PID d'origine est d'ordre n = 8. Cela représente un ordre conséquent si on considère une
implémentation en représentation d'état sur un microcontrôleur, d'autant plus que l'on de-
vra aussi implémenter le modèle des deux autres axes de translation du drone. Cependant,
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Figure 2.36 � Spectre normalisé de la vitesse vy du drone en vol (échelle log sur l'axe des
ordonnées)

on peut faire l'hypothèse que le comportement du drone asservi pourrait s'approcher d'un
système d'ordre 1 ou 2. En e�et, dans un cas idéal, la partie attitude, qui est en boucle fer-
mée, a une dynamique rapide par rapport à celle de la translation, et elle peut être assimilée
à un gain. Ensuite, il ne reste plus que l'intégrateur lié à la dynamique de vitesse linéaire, ce
qui donnerait �nalement un modèle complet d'ordre 1. Pour véri�er ces hypothèses, on va
comparer le modèle initial noté Gn=8

vy (p) à des modèles d'ordre réduits r = 1 et r = 2, notés
Gr=1
vy (p) et Gr=2

vy (p). Pour cela on applique la méthode de réduction de modèle de la partie
2.3.3.3 au modèle de la boucle fermée d'ordre initial n = 8 et on obtient :

Gr=1
vy (p) =

−2.2(p− 4.86)

p+ 0.49
(2.92)

et

Gr=2
vy (p) =

−0.34(p− 121.7)

(p+ 3.65)(p+ 0.51)
. (2.93)

On montre sur la �gure 2.37 la réponse fréquentielle du modèle initial Gn=8
vy (p) et celle

des modèles obtenus après réduction Gr=1
vy (p) et Gr=2

vy (p). On peut voir que le modèle réduit
à l'ordre 2 est représentatif du modèle initial sur une plus large plage de fréquences que le
modèle réduit à l'ordre 1. Cependant, comme dit précédemment, le modèle de la translation
doit surtout être précis à basses fréquences donc on ne peut pas à ce stade conclure sur
quel modèle utiliser. La �gure 2.38 présente la réponse temporelle du système à un échelon
de consigne de 20�. On ne perçoit pas d'écart entre le modèle d'ordre complet n = 8 et le
modèle réduit à l'ordre r = 2. Le modèle réduit à l'ordre r = 1 contient un zéro dans le plan
complexe droit qui induit sur la réponse temporelle un saut à t = 0s qui n'est pas présent sur
le modèle complet à l'ordre 8, cependant le reste de la dynamique entre 1m.s−1 et 6m.s−1 est
bien similaire. On note que l'on ne compare pas le gain des modèles en régime stationnaire,
celui-ci n'étant jamais maintenu durablement lors du vol du drone dans un environnement
contraint tel qu'une canalisation.

Le modèle réduit à l'ordre r = 2 est donc clairement meilleur que celui à l'ordre r = 1
pour prédire le comportement du modèle initial à l'ordre n = 8. Cependant, dans le but
de minimiser la complexité de l'estimateur pour répondre aux objectifs de la thèse, il serait
préférable d'utiliser le modèle à l'ordre 1.
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Figure 2.37 � Bode du modèle linéaire de la boucle fermée avec les correcteurs PID d'origine

Figure 2.38 � Réponse temporelle de la boucle fermée avec les correcteurs PID d'origine

Pour évaluer la perte réelle d'information induite par le choix du modèle Gr=1
vy (p) par rap-

port au modèle Gr=2
vy (p), on compare leur capacité à prédire le mouvement du drone à partir

de données expérimentales. Pour cela, on utilise les expériences réalisées en début de thèse
avec le système de capture de mouvement Vicon, où l'on a enregistré les consignes d'angles
d'attitude fournies au drone ainsi que son mouvement réel. A�n de simuler a posteriori le
vol du drone, on utilise ces signaux de consignes comme signaux d'entrée des modèles de la
boucle fermée discutés précédemment, c'est-à-dire le modèle initial d'ordre n = 8 et les deux
modèles à l'ordre réduit r = 1 et r = 2. On trace sur la �gure 2.39 la mesure de référence
de la vitesse du drone issue du système Vicon, ainsi que les signaux de vitesse prédits par
les modèles pour un vol de drone sur une trajectoire de type aller-retour. On observe sur la
partie supérieure de la �gure 2.39 que le modèle d'ordre réduit r = 2 a un comportement
plus proche de celui du modèle d'ordre complet n = 8 que le modèle d'ordre réduit r = 1.
Cependant, l'objectif est de prédire correctement le mouvement du drone, et on peut voir
sur la partie inférieure de la �gure que le niveau d'erreur par rapport à la référence mesurée
par le système Vicon est du même ordre de grandeur pour les deux modèles réduits. On
répète cette démarche pour les données expérimentales issues de plusieurs vols de drone et
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on observe à chaque fois que le modèle réduit à l'ordre r = 1 a une précision similaire à celle
des modèles d'ordre n = 8 et r = 2. Par la suite, on choisit donc d'utiliser le modèle réduit
à l'ordre 1 que l'on notera simplement Gvy(p), car il permet de prédire le mouvement du
drone avec une précision acceptable par rapport au modèle initial, et avec une complexité
moindre.

Figure 2.39 � Vitesse vy prédite et erreur absolue par rapport à la référence

Modèle pour les 3 axes Finalement, on donne ci-dessous le modèle complet de la boucle
fermée qui sera utilisé lors de la phase d'estimation. On note que la translation selon l'axe
~zb n'est pas asservie ici, et que son modèle est déjà d'ordre 1 donc il n'y a pas de réduction
à faire. En�n, le drone étant symétrique, le modèle de translation selon l'axe ~xb est le même
que celui selon ~yb au signe prêt.

Gvx(p) =
2.2(p− 4.86)

p+ 0.49
(2.94a)

Gvy(p) =
−2.2(p− 4.86)

p+ 0.49
(2.94b)

Gvz(p) =
−34.5

p+ 2.9
(2.94c)

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié la modélisation et l'asservissement du drone. On a com-
mencé par établir dans la section 2.2 un modèle non-linéaire du drone, qui a été validé à partir
de données expérimentales. On a ensuite linéarisé ce modèle au point d'équilibre correspon-
dant au vol stationnaire. Cela nous a permis d'étudier les caractéristiques dynamiques du
drone autour de son point de fonctionnement, notamment de voir l'in�uence de paramètres
aérodynamiques sur sa stabilité.
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Le drone étant instable par nature, il doit être asservi, au moins pour assurer sa stabilité.
Les correcteurs d'origine du micro-drone Crazy�ie de type PID avaient une robustesse vis-
à-vis d'incertitudes sur le modèle du drone et des performances limitées. Dans la sous-section
2.3.2, on a alors proposé un nouveau réglage des correcteurs d'origine à partir de méthodes
d'automatique fréquentielle classiques a�n d'obtenir des correcteurs plus performants et ro-
bustes à des incertitudes sur le modèle et des perturbations extérieures. L'inconvénient de
cette approche est qu'elle oblige à choisir a priori la structure du correcteur, ce qui rend
la démarche de réglage non systématique, et qu'elle limite la possibilité de traiter des cas
complexes. On a alors présenté dans la sous-section 2.3.3 la synthèse de correcteurs par la
méthode H∞ qui permet une approche plus systématique du problème de synthèse de cor-
recteurs. Elle nous a permis d'obtenir des correcteurs aux performances similaires à ceux de
la sous-section 2.3.2, sans en avoir �xé la structure a priori. Cette méthode de synthèse sys-
tématique nous permettra par la suite d'intégrer la problématique de synthèse d'estimateur
à celle des correcteurs.

En�n, les méthodes de synthèse de correcteurs précédemment citées reposent sur l'hy-
pothèse que le comportement du drone peut être représenté par le modèle linéarisé autour
du point de vol stationnaire, correspondant à des angles d'attitude nuls. Or, le cahier des
charges de la thèse nécessite que le drone vole avec des angles d'attitude pouvant aller jusqu'à
30�. On a donc construit, dans la section 2.4, une méthode d'analyse qui permet d'estimer
le domaine d'attraction des correcteurs linéaires de l'attitude du drone représenté par son
modèle non-linéaire. Cette méthode d'analyse constitue une contribution vis-à-vis de l'état
de l'art, et pourrait être étendue pour intégrer le modèle non-linéaire complet du drone
comprenant ses dynamiques de translation, ou la synthèse de correcteurs pour une plage de
fonctionnement donnée.

Les développements de ce premier chapitre constituent une base de travail pour la suite
de la thèse. En e�et, la modélisation du drone et la synthèse de correcteur seront de nouveau
utilisées par la suite a�n de construire un estimateur du mouvement du drone qui soit le
plus performant possible tout en ayant un coût d'implémentation limité.
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Comme dit précédemment, l'estimation du mouvement sans signaux d'infrastructure né-
cessite d'exploiter au mieux les informations disponibles localement au niveau du microcon-
trôleur. Dans le chapitre précédent, on a étudié la modélisation du mouvement du drone
asservi, ce qui constitue une première source d'informations. Dans ce chapitre, on va s'in-
téresser à une deuxième source importante d'informations, qui correspond aux mesures du
mouvement issues de capteurs.

Dans un contexte de navigation sans signaux d'infrastructure, les seules mesures dispo-
nibles proviennent de capteurs embarqués sur le drone. Malheureusement, il n'existe pas de
capteur disponible dans le commerce et embarquable sur un micro-drone qui donne directe-
ment une mesure de la position ou de la vitesse du drone dans les 3 dimensions. De plus,
la navigation autonome requiert d'intégrer des capteurs a�n de détecter les obstacles, cette
fonction n'étant pas forcément remplie par les mêmes capteurs que ceux utilisés pour me-
surer le mouvement. La démarche adoptée habituellement est alors d'embarquer di�érents
types de capteurs, qui mesurent une ou plusieurs composantes du mouvement et détectent
la présence d'obstacles. Dans cette thèse, on se concentre sur l'estimation du mouvement
et la détection d'obstacles n'est pas abordée. En e�et, on considère en première approche
qu'elle peut être réalisée par l'opérateur qui pilote le drone. Cependant, on gardera à l'esprit
que le choix de capteurs à embarquer doit se faire en prenant en compte, si possible, cette
fonctionnalité supplémentaire.

On peut embarquer sur le drone deux types de capteurs, des capteurs proprioceptifs et ex-
téroceptifs. Les premiers mesurent des grandeurs internes du drone. Ce sont principalement
des capteurs inertiels qui mesurent ses accélérations linéaires et ses vitesses angulaires. Les
seconds fournissent des informations sur l'environnement extérieur du drone. Ce sont princi-
palement des caméras, des sonars, des lidars ou des radars. Les capteurs inertiels constituent
généralement la base d'un système de navigation que l'on appelle système de navigation
inertiel [TW04]. Ils ont l'avantage de fournir des mesures qui sont disponibles à hautes fré-
quences (plusieurs centaines de Hertz) et ce, peu importe l'environnement du drone (p.ex.
luminosité). Cependant, leurs mesures sont entachées d'erreurs, comme du bruit et des biais
qui évoluent dans le temps. L'intégration numérique de ces mesures pour se ramener à la
vitesse ou la position implique une dérive croissante de l'erreur associée à ces grandeurs au
cours du temps. On peut alors coupler les mesures de capteurs inertiels avec des mesures
de capteurs extéroceptifs pour recaler l'estimation du mouvement dans certaines directions,
alignées avec le champ de vision de ces derniers. Cependant, les mesures de capteurs exté-
roceptifs sont souvent générées à plus basses fréquences que les mesures inertielles et dans
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des conditions de fonctionnement bien précises (p.ex. luminosité, surface ré�échissante) qui
ne sont pas toujours réunies tout au long de la mission. L'utilisation d'un ensemble varié de
capteurs permet alors de pallier aux limites éventuelles de chacun, et d'assurer une certaine
sûreté de fonctionnement en cas de mise en défaut d'un des capteurs.

On commencera dans ce chapitre par présenter les principes de la navigation inertielle,
les capteurs sur lesquels elle repose ainsi que la caractérisation de leurs erreurs de mesure.
Ensuite, on expliquera comment corriger les erreurs introduites par les mesures inertielles,
notamment en les fusionnant avec des mesures provenant d'autres capteurs. En�n, on pré-
sentera une contribution qui consiste en un algorithme de traitement de données de capteur
radar FMCW (Frequency Modulated Continuous Wave), qui permet d'en faire un capteur de
vitesse en 3 dimensions, en plus de sa fonction plus classique de détection d'obstacles.

3.1 Navigation inertielle

Un système de navigation désigne un ensemble constitué de capteurs et d'unités de calcul,
destiné à être embarqué sur un agent mobile a�n de déterminer son mouvement de translation
et de rotation par rapport à un repère �xe. Ici, on se concentre sur les systèmes de navigation
inertiels (Inertial Navigation Systems, INS), qui exploitent des mesures issues de gyroscopes
et d'accéléromètres.

3.1.1 Principes de la navigation inertielle

3.1.1.1 Mesures

Les deux capteurs qui constituent la base de la navigation inertielle, le gyroscope et
l'accéléromètre, sont généralement regroupés dans une unité qu'on appelle centrale inertielle
(Inertial Measurement Unit, IMU). Ici, les capteurs sont tri-axes et e�ectuent leurs mesures
dans le repère de l'IMU qui correspond au repère lié aux axes du drone, précédemment
noté Rb. Le gyroscope sert à mesurer la vitesse angulaire du drone, c'est-à-dire sa vitesse de
rotation autour des axes du repère Rb, notée ω. La mesure de l'accéléromètre nécessite une
explication plus poussée qui est donnée ci-dessous.

Accéléromètre Ce type de capteur fonctionne comme un système masse-ressort [LMBM14].
Pour expliquer son principe, on considère seulement l'axe de mesure ~zb d'un accéléromètre
représenté schématiquement sur la �gure 3.1. La grandeur mesurée par l'accéléromètre est
appelée force spéci�que, c'est la force exercée par le ressort sur la masse. En pratique, le
signal mesuré par l'accéléromètre est converti en m.s−2 ce qui correspond à l'accélération
spéci�que ãacc que subit la masse m. En négligeant la force de Coriolis qui est faible par
rapport aux autre e�orts en jeu, la mesure ãacc de l'accéléromètre vaut :

ãacc =
1

m
(T − P ) (3.1)

où P = mg est le poids et T = ma est la force exercée sur le corps de l'accéléromètre par
une accélération linéaire a, indépendante de g.
L'accéléromètre de la �gure 3.1 est représenté dans deux situations di�érentes. On peut
en déduire de l'équation (3.1) la mesure ãacc renvoyée par l'accéléromètre en fonction de la
situation :
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Figure 3.1 � Schéma d'un accéléromètre : statique à gauche, en chute libre à droite

� Lorsque l'accéléromètre et donc le drone sont au repos 1 (p.ex. drone en vol station-
naire), on a a = 0 et l'accéléromètre mesure seulement le poids. Sur la �gure 3.1 à
gauche, l'accéléromètre renvoie donc ãacc = −9.81m.s−2.

� Lorsque l'accéléromètre est en chute libre comme à droite sur la �gure 3.1, il donne
ãacc = 0m.s−2. En e�et, dans ce cas, l'accélération du corps de l'accéléromètre est la
même que celle de la masse et vaut g.

L'accélération qui nous intéresse dans le cas de l'INS, est l'accélération linéaire du drone,
notée v̇. Pour la connaître, il faudra compenser la force due à la gravité dans le signal fourni
par l'accéléromètre. La relation qui lie l'accélération linéaire du drone v̇ et l'accélération
spéci�que ãacc en trois dimensions dans le repère Rb est :

v̇ = ãacc +Rib(η)gz (3.2)

où η est l'attitude du drone, Rib(η) la matrice de rotation du repère inertiel Ri vers le repère
de l'IMU Rb donnée en (2.1) et gz = [0, 0, g]ᵀ.

3.1.1.2 Navigation

Un système de navigation inertiel (INS) basique est représenté sur la �gure 3.2. La na-
vigation inertielle applique le principe de navigation à l'estime, appelé dead-reckoning en
anglais. Un microcontrôleur (µC) calcule la position, la vitesse et l'attitude de l'agent mo-
bile à partir de conditions initiales données et de l'accumulation des mesures inertielles entre
l'instant initial et l'instant actuel.

Pour un INS basique, la procédure embarquée dans le microcontrôleur, représentée sur
la �gure 3.3, est donnée ci-dessous :

1. Intégrer la mesure de vitesse angulaire du gyroscope ω → attitude η ;

2. Compenser l'e�et de la gravité dans la mesure de l'accéléromètre ãacc en éliminant les
composantes du vecteur gravité selon les axes de Rb grâce à l'attitude η, voir équation
(3.2) → accélération linéaire v̇ ;

1. Autrement dit, à l'équilibre des forces.
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Figure 3.2 � Schéma d'un INS, d'après [Gro13]

3. Intégrer l'accélération linéaire v̇ → vitesse v ;

4. Intégrer la vitesse v → position p.

Figure 3.3 � Procédure de base d'un INS

On peut en déduire deux idées principales :
� Les angles d'attitude jouent un rôle majeur dans la précision de l'INS car ils sont

utilisés pour compenser l'e�et de la gravité dans les mesures de l'accéléromètre. Par
exemple, une erreur sur l'angle de roulis φ ou d'inclinaison θ de 5.9�induira une erreur
sur l'estimation de l'accélération linéaire de 1m.s−2 horizontalement et 0.05m.s−2 ver-
ticalement [Mar16]. En pratique, un observateur est généralement utilisé pour estimer
l'attitude de manière plus précise que par simple intégration numérique des mesures.
C'est le cas pour le drone Crazy�ie, qui embarque un �ltre complémentaire, initiale-
ment proposé par Madgwick [MHV11, Mad10]. Dans la phase de prédiction du �ltre,
les mesures du gyroscope sont intégrées pour obtenir l'attitude. Ensuite, on utilise les
mesures de l'accéléromètre pour corriger cette prédiction, lorsque celui-ci n'est soumis
à aucune autre accélération que celle de la gravité (c'est le cas lorsque le drone est
en vol stationnaire, voir �gure 3.1 à gauche). En e�et, dans ce cas, l'accéléromètre
permet d'estimer l'attitude en déterminant l'orientation de Rb par rapport au vec-
teur gravité dont les composantes se répartissent sur ses axes de mesure. L'algorithme
implémenté dans le Crazy�ie fournit une estimation de l'attitude améliorée par rap-
port à la procédure basique et comme expliqué en introduction on n'abordera pas ce
problème dans nos travaux.
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� La mesure des gyroscopes est intégrée 3 fois et celle de l'accéléromètre 2 fois. Un
biais constant dans les mesures du gyroscope (resp. de l'accéléromètre) induira donc
une dérive de l'erreur de position proportionnelle à t3 (resp. t2) où t est le temps en
secondes [TW04]. Il est donc nécessaire de limiter au maximum les erreurs de mesure
des capteurs avant l'intégration numérique (calibration, �ltrage).

3.1.2 Erreurs de mesure

Les mesures issues des capteurs inertiels sont entachées d'erreurs dont les sources peuvent
être nombreuses [Gro13]. Les IMU sont généralement classés en grade, en fonction du niveau
de ces erreurs. Le grade de performance le plus élevé est le "marine grade". Les IMU ma-
rine grade sont typiquement embarqués dans des sous-marins ou des navires militaires et
leur permettent de naviguer pendant plusieurs heures sans signaux provenant de l'extérieur,
avec une dérive de l'ordre du km/jour d'après [Gro13]. Ce niveau de précision est obtenu
en calibrant individuellement chaque IMU, et en intégrant dans l'algorithme d'estimation
de position un modèle de mesure précis. À l'opposé, la catégorie correspondant aux IMU
les moins performants se nomme "consumer/automotive grade". Ces IMU sont destinés au
marchés de masse de type smartphones, automobile (airbags) et sont vendus sans calibra-
tion individuelle. La navigation avec ce type d'IMU est di�cile sans ajout d'informations
provenant d'autres capteurs, à cause d'une dérive rapide (de l'ordre du km/min au repos
[Mar16]). Pour les IMU de type consumer grade, le modèle de mesure ne retient que les
erreurs principales.

L'IMU embarqué sur le Crazy�ie est un MPU-6500 de la marque Invensense [Inv20] et
est de type consumer grade. Pour ce grade d'IMU, on peut utiliser le modèle de mesure
suivant [Gro13, TW04, Mar16] :

m̃(t) = Am(t)m(t) + e(t) + b(T ) +N(ãacc, ω̃, T, t) (3.3)

où :
� m̃(t) est la mesure de la grandeur donnée par le capteur ;
� m(t) est la valeur exacte de la grandeur à mesurer (ω pour le gyroscope, aacc pour

l'accéléromètre) ;
� T est la température, Am(t), b(T ) et N(ãacc, ω̃, T, t) sont ce qu'on appelle des termes

d'erreurs déterministes, voir le paragraphe 3.1.2.1 ;
� e(t) est un terme d'erreur stochastique, voir le paragraphe 3.1.2.2.
On présente maintenant les deux catégories d'erreurs, à savoir, les erreurs déterministes

et les erreurs stochastiques.

3.1.2.1 Erreurs déterministes

Les erreurs déterministes sont des erreurs présentes dans les mesures de l'IMU dont le
comportement peut être prédit, notamment à partir des mesures précédentes. Elles sont
�xes ou varient lentement au cours du temps. Elles peuvent provenir, par exemple, des
changements de température de fonctionnement au sein de l'IMU. On les classe en fonction
de leur relation à la valeur de sortie de l'IMU en termes d'ordre :

� Une erreur d'ordre 0 ne dépend pas de la valeur de la grandeur à mesurer. Elle est
notée b(T ) et varie lentement en fonction de la température T . Sa valeur est donnée
dans la documentation du MPU-6500 [Inv20] sous les termes "ZRO" pour le gyroscope
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et "Zero-G" pour l'accéléromètre. Par exemple, pour l'axe z de l'accéléromètre, on a
b = ±0.6m.s−2 et il varie de ±0.01m.s−2/�C.

� L'erreur d'ordre 1 est modélisée par le terme Am dans (3.3). En théorie, on devrait
avoir Am = I3. Mais en pratique, on a des couplages et des sensibilités di�érentes sur
les axes de mesure. Lorsque l'IMU n'est pas calibré, ils causent une erreur propor-
tionnelle à la valeur de la grandeur à mesurer. Ils sont donnés dans la documentation
du MPU-6500 sous la forme d'une erreur sur le facteur de conversion de la sortie
(sensitivity scale factor, ±3% pour l'accéléromètre) et un terme de couplage entre les
axes des capteurs (cross-axis sensitivity, ±2% pour l'accéléromètre).

� Même si la mesure est proche d'une forme a�ne en fonction de la grandeur m à
mesurer, il reste des termes d'ordres supérieurs non modélisés, par exemple à cause
de vibrations des capteurs lorsqu'ils sont soumis à des accélérations ou des vitesses
angulaires. Les termes d'ordre supérieur à 1 sont encapsulés dans un seul et même
terme, appelé non-linéarité dans la documentation, et noté N dans le modèle (3.3).
Par exemple pour l'accéléromètre du MPU-6500, la sortie est linéaire à ±0.5%.

Les termes d'erreurs déterministes présentés ci-dessus correspondent à ceux que l'on peut
trouver dans la documentation du MPU-6500 [Inv20]. À cela s'ajoutent d'autres erreurs
non-spéci�ées dans la documentation mais qui ont une in�uence non-négligeable, comme par
exemple le biais à l'allumage qui apparait en fonction des conditions thermiques, physiques,
mécaniques, et électriques de l'IMU [TW04]. Ces erreurs déterministes peuvent être en partie
compensées à l'aide d'une procédure de calibration. En pratique sur le Crazy�ie, il y a une
phase de calibration des 3 axes du gyroscope avant le décollage : la moyenne des mesures
est calculée sur 512 échantillons, ce qui donne les biais à l'allumage du gyroscope et permet
ensuite de les compenser dans les mesures. Cependant, une calibration plus poussée, notam-
ment pour calibrer les 3 axes de l'accéléromètre, nécessite d'appliquer une procédure plus
complexe [EDP08, TW04, BBG+09] et n'est valable que dans les conditions (p.ex. de tempé-
rature) dans lesquelles elle a été réalisée. Notons cependant que lorsque l'IMU est combiné
avec d'autres capteurs dans un système de navigation, ces biais peuvent être modélisés et
estimés au cours du temps, ce qui permet de compenser leur dérive [NNE07].

Dans le cas présent, on fait l'hypothèse que le biais b(T ) est constant car la température
varie peu sur la durée d'un vol de drone de moins de 10min dans un environnement clos.
De plus, suppose que Am = I3 et N = 0, ce qui constitue une hypothèse courante de la
littérature dans le cas d'IMU de type consumer grade [Mar16].

3.1.2.2 Erreurs stochastiques

Les erreurs stochastiques sont regroupées dans le terme e(t) du modèle (3.3). Contraire-
ment aux erreurs déterministes, elles ne peuvent pas être prédites et il faudra mettre en place
un mécanisme de �ltrage pour minimiser leur in�uence. Ces erreurs sont une combinaison de
multiples phénomènes [TW04] comme le bruit électronique, le bruit de quanti�cation ou des
phénomènes physiques aléatoires (p.ex. impact des molécules de gaz sur la masse de l'accélé-
romètre [Kem11]). Dans les documentations d'IMU, ces erreurs aléatoires sont généralement
regroupées en un seul terme : la densité spectrale d'amplitude du bruit, qui est la racine car-
rée de la densité spectrale de puissance. Par exemple, la documentation de l'accéléromètre
de l'IMU MPU-6500 donne une valeur de 3× 10−3m.s−2/

√
Hz pour chaque axe.

Il est nécessaire de connaitre de manière précise le niveau de bruit et les di�érents e�ets
stochastiques qui interviennent dans la mesure a�n de les �ltrer correctement. Néanmoins,
on peut douter de la validité d'un seul coe�cient caractérisant un bruit blanc pour décrire
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l'ensemble des erreurs stochastiques générées par di�érents phénomènes physiques et élec-
troniques. De plus, la documentation stipule que le constructeur véri�e que l'IMU en sortie
d'usine ne dépasse pas le seuil donné dans la documentation. Cependant, les conditions de ce
test sont certainement di�érentes de celles dans lesquelles va évoluer l'IMU que l'on utilise,
à savoir soumis aux vibrations d'un drone en vol.

On peut cependant obtenir une modélisation plus �ne de ces erreurs stochastiques en
utilisant des méthodes d'identi�cation de modèles linéaires [NSEN04, NKEES09, QFF+12].
Celles-ci reposent sur la notion de �ltre générateur. Pour un bruit blanc en entrée, on re-
cherche les coe�cients du �ltre tels que sa sortie ait la même densité spectrale de puissance
que celle du signal stochastique à modéliser. L'avantage de cette approche est qu'elle permet
d'obtenir un modèle correct rapidement, l'inconvénient, est que le modèle obtenu est de type
"boite noire" et on ne sait pas à quoi correspondent ses coe�cients. Une autre approche
consiste à étudier la variance d'Allan du signal stochastique [ESHN08, Col15, QFF+12].
Dans ce cas, il est possible de discriminer chaque processus stochastique a�n de le modéliser,
au prix d'un e�ort analytique plus important.

3.1.3 Modèle de l'IMU MPU-6500

Comme on vient de le voir, il existe di�érentes sources d'erreurs pouvant in�uer la mesure
des capteurs inertiels. La documentation technique d'un IMU consumer grade donne une ca-
ractérisation simpli�ée des capteurs, obtenue dans un environnement contrôlé. Cependant,
les conditions expérimentales particulières dans lesquelles va évoluer l'IMU embarqué sur le
drone sont bien di�érentes de son environnement de test initial. Il est donc nécessaire de
véri�er ces spéci�cations et de les adapter pour qu'elles soient représentatives des conditions
d'utilisation de l'IMU sur le Crazy�ie.

On va identi�er un modèle de mesure pour l'accéléromètre uniquement. Ce choix est
justi�é par le fait que c'est le seul capteur de l'IMU que l'on utilise lors de l'estimation du
mouvement du drone. En e�et, le gyroscope est seulement utilisé pour estimer les angles
d'attitude du Crazy�ie via une fonction d'estimation qui embarque déjà un modèle du cap-
teur, et l'on considère ici que sa modi�cation ne fait pas partie des objectifs de thèse. Le
modèle de mesure considéré est :

m̃(t) = m(t) + e(t) (3.4)

où e(t) représente les erreurs stochastiques. Comme on n'a pas, a priori, de connaissance sur
le modèle stochastique à adopter (ordre, coe�cients), on choisit d'analyser le comportement
de l'accéléromètre avec la méthode de la variance d'Allan. On présente le principe de la
méthode ci-dessous.

3.1.3.1 Variance d'Allan

La méthode de la variance d'Allan est une méthode graphique d'analyse du comporte-
ment stochastique d'un signal. Initialement introduite a�n d'étudier la stabilité des signaux
d'horloges atomiques [All87]. Cette méthode permet d'étudier tout type de signaux à une
dimension. La variance d'Allan est notée σ2(τ), et elle revient à étudier la variance d'un
signal en fonction d'une fenêtre de temps d'une durée τ .
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Dé�nition de la variance d'Allan [All87, ESHN08] Soit un signal continu y(t) sta-
tionnaire et ergodique. La moyenne ȳτ (t) à l'instant t du signal y(t) sur une période τ vaut :

ȳτ (t) =
1

τ

∫ t+τ

t

y(t′)dt′ (3.5)

La variance d'Allan σ2(τ) correspond à l'espérance mathématique des écarts entre les
moyennes du signal sur des intervalles d'observation consécutifs de durée τ :

σ2(τ) =
1

2
< (ȳτ (t+ τ)− ȳτ (t))2 > (3.6)

où < . > est tel que :

< x(t) >= lim
T→+∞

1

T

∫ T
2

−T
2

x(t)dt (3.7)

Méthode de la variance d'Allan Cette méthode permet d'isoler et de caractériser les
bruits qui impactent le signal dans di�érentes gammes de fréquences. Pour ce faire, on
enregistre un jeu de données issues du capteur en prenant soin de maintenir des conditions
expérimentales identiques (p.ex. température, vibrations) tout au long de l'expérience. La
durée d'enregistrement doit être assez longue (plusieurs minutes/heures/jours) en fonction
du capteur à caractériser. Ici, la durée d'une mission avec le drone telle que dé�nie par le
cadre de la thèse est relativement courte (de l'ordre de 10min). Il n'est donc pas nécessaire de
caractériser les erreurs stochastiques pouvant intervenir sur le long terme (plusieurs heures).
On caractérise l'IMU MPU-6500 en faisant des enregistrements de l'ordre de 30 minutes.
Ceux-ci sont réalisés dans une pièce régulée en température et les composants électroniques
situés sur le drone autour de l'IMU ne dégagent pas signi�cativement de chaleur. On considère
donc la température interne des composants constante tout au long de l'expérience.

À partir des données enregistrées, on estime tout d'abord le biais d'allumage (et le biais
dû à la gravité pour l'axe z de l'accéléromètre) que l'on soustrait des mesures a�n d'obtenir
un signal centré sur 0. Ensuite, on calcule la variance d'Allan du signal avec la formule (3.6)
et ce, pour plusieurs durées d'observation τ . Habituellement, on représente graphiquement
en coordonnées log-log l'écart-type d'Allan σ(τ) en fonction de τ [All87]. De ce tracé, on
déduit chaque type de bruit et on identi�e ses caractéristiques. En e�et, σ(τ) fait apparaître
plusieurs segments de pente di�érente en fonction de τ , qui correspondent aux di�érents
types de bruits qui impactent le signal, voir la �gure 3.4.

Modèle stochastique d'un IMU consumer-grade Pour un IMU consumer-grade et à
court-terme (moins de 10min), les principaux types de bruits qui impactent la mesure sont
un bruit blanc gaussien, qui induit une marche aléatoire sur la vitesse (velocity random walk,
que l'on note RW ), et un terme d'instabilité de biais (bias instability, noté BI) [ESHN08].
Ceux-ci apparaissent sur le tracé de l'écart-type d'Allan σ(τ) sous la forme de segments de
pentes −1

2
et 0 respectivement, voir �gure 3.4.

Le terme de marche aléatoire sur la vitesse est associé à l'intégration d'un bruit blanc
gaussien nRW qui se trouve sur la mesure de l'accéléromètre. Sa densité spectrale d'ampli-
tude RW se mesure en m.s−2/

√
Hz sur le tracé de l'écart-type d'Allan lorsque τ = 1s, et

elle se compare à la densité spectrale d'amplitude du bruit donnée par la documentation
du capteur, voir le paragraphe sur les erreurs stochastiques. Ce terme se nomme velocity
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Figure 3.4 � Segments de pentes caractéristiques dans le tracé de l'écart-type d'Allan,
d'après [IEE98]

random walk car on a l'équivalence entre l'unité m.s−2/
√
Hz et m.s−1/

√
s. Il permet donc

lorsqu'on lit les spéci�cations de l'accéléromètre, de directement de quanti�er la dérive sur
la vitesse que l'on obtiendra si on intègre numériquement ses mesures bruitées. Par exemple,
si on a un accéléromètre pour lequel RW = 0.003m.s−2/

√
Hz = 0.003m.s−1/

√
s et qu'on

intègre sa mesure bruitée d'accélération pendant T = 100s, le terme de velocity random walk
implique que la vitesse obtenue aura une dérive par rapport à sa vraie valeur de l'ordre de
0.003×

√
100 = 0.03m.s−1. De manière alternative, on peut aussi comparer la puissance σ2

RW

du bruit en ramenant la valeur précédente à la bande passante du capteur notée BW , soit
σ2
RW = (RW

√
BW )2.

Le terme d'instabilité de biais est noté BI et correspond à la variation du biais du capteur
de manière stochastique. On peut représenter ce phénomène par un procédé de Gauss-Markov
du 1er ordre [NSEN04, ESHN08], avec l'équation suivante :

ḃBI(t) = − 1

τBI
bBI(t) + nBI(t) (3.8)

où :
� τBI est le temps d'observation auquel le tracé de l'écart-type d'Allan coïncide avec

un segment horizontal ;
� nBI est un bruit blanc gaussien de puissance σ2

BI = 2BI2

τBIBW
, où BI est la valeur mesurée

sur le tracé de l'écart-type d'Allan en τBI telle que BI = σ(τBI)
0.664

et BW est la bande
passante du capteur.

Malheureusement, cette métrique d'instabilité de biais n'est pas toujours donnée dans les
documentations d'IMU et la documentation technique de l'IMU MPU-6500 ne donne pas
cette valeur de référence.

3.1.3.2 Modèle des erreurs stochastiques de l'IMU MPU-6500 sur le drone

On applique désormais la méthode de la variance d'Allan a�n d'identi�er le terme e(t)
correspondant aux erreurs de mesure stochastiques dans le modèle simpli�é (3.4) de l'IMU.
Comme on est dans des conditions expérimentales statiques et que le biais initial b a été
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Figure 3.5 � Enregistrement des mesures IMU lorsque le drone est en vol stationnaire

corrigé, on considère que l'on n'observe que les erreurs stochastiques e(t) dans les mesures. On
présente maintenant les résultats de deux expériences correspondant à des enregistrements
de plusieurs minutes échantillonnés à t0 = 0.01s. La première expérience est certainement
similaire aux conditions de caractérisation de l'IMU en sortie d'usine : le drone et donc son
IMU embarqué sont immobiles. Pour la seconde expérience, on veut recréer les conditions
réelles de fonctionnement de l'IMU embarqué sur le drone en matière de vibrations lorsque
les hélices sont en rotation. Étant donné que le drone n'est asservi qu'en attitude mais pas
en translation, on le suspend à l'aide de cordelettes pour s'assurer qu'il ne translate pas,
puis on actionne ses moteurs a�n de créer une poussée qui contre le poids du drone pour
le maintenir en vol stationnaire, voir �gure 3.5. L'hypothèse de conditions expérimentales
statiques est moins valide dans ce cas, à cause des faibles mouvement du drone. Néanmoins,
d'autres expériences avec les hélices en rotation mais où le drone est posé au sol ont été
réalisées, et elles mènent aux mêmes conclusions qu'avec le drone suspendu.

Expérience A : IMU immobile On trace sur la �gure 3.6 l'écart-type d'Allan pour les
signaux des 3 axes de mesure de l'accéléromètre lors d'un enregistrement où il est maintenu
immobile.

Conformément à la théorie, on observe un segment de pente −1
2
pour τ < 5s correspon-

dant au terme de marche aléatoire et un segment horizontal pour τ > 5s associé au terme
d'instabilité de biais. On trace en pointillés sur la �gure 3.7 des droites correspondant aux
termes de marche aléatoire (pente de −1

2
) et d'instabilité de biais (droite horizontale) pour

l'axe z de l'accéléromètre.
En τ = 1s, on lit la valeur du terme de marche aléatoire pour cet axe : RW =

2 × 10−3m.s−2/
√
Hz. La documentation donnait une densité spectrale de bruit de 3 ×

10−3m.s−2/
√
Hz. On en conclut que dans ces conditions expérimentales (IMU immobile),

la documentation correspond bien aux propriétés de l'IMU, voire qu'elle est un peu pessi-
miste. On modélise le terme RW comme un bruit blanc de puissance σ2

RW = (RW
√
BW )2.

Comme les mesures de l'accéléromètre sont échantillonnées à 100Hz ici, on considère que
la bande passante vaut la fréquence d'échantillonnage, soit BW = 100Hz, et donc σ2

RW =
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Figure 3.6 � Écart-type d'Allan des signaux des 3 axes de l'accéléromètre lors de l'expérience
A

4 × 10−4(m.s−2)2. On montre sur la �gure 3.8 à gauche l'écart-type d'Allan du modèle de
bruit blanc superposé aux données expérimentales de l'accéléromètre. On constate que la
première partie de la courbe, de pente −1

2
, est bien modélisée. En e�et, la pente du modèle

et sa valeur à τ = 1s coïncident bien avec les données expérimentales.
Pour modéliser l'instabilité de biais (BI), on mesure sur la �gure 3.7 τBI = 36s et BI =

1.3×10−3m.s−2. On modélise ce terme d'erreur avec un procédé de Gauss-Markov du premier
ordre dont l'équation est donnée en (3.8). On obtient :

ḃBI(t) = −0.03bBI(t) + nBI(t) (3.9)

où nBI est un bruit blanc de puissance σ2
BI = 9× 10−6(m.s−2)2.

On représente sur la �gure 3.8 à droite, le modèle du terme d'instabilité de biais superposé
aux données expérimentales issues de l'axe z du capteur. On constate que pour τ < 10s, le
modèle di�ère des données expérimentales. En e�et, il faut ensuite ajouter au biais bBI(t)
le bruit blanc nRW (t) présenté précédemment pour obtenir le modèle complet. On obtient
de cette manière un modèle de l'erreur stochastique tel que e(t) = bBI(t) + nRW (t) où bBI
est issu de l'équation (3.9) et nRW est un bruit blanc de puissance σ2

RW = 4× 10−4(m.s−2)2.
Le modèle total obtenu est présenté sur la �gure 3.9. On observe qu'il coïncide bien avec les
données expérimentales sur la quasi-totalité de la période d'observation, permettant ainsi
d'obtenir un modèle de mesure représentatif sur l'intervalle de fréquences [10−2Hz, 100Hz],
ce qui correspond bien aux fréquences d'intérêt pour notre application.

Expérience B : IMU soumis aux vibrations du drone en vol On réitère la même
démarche de modélisation que précédemment, mais cette fois, le drone est en vol stationnaire
comme sur la �gure 3.5. Le tracé de l'écart-type d'Allan est présenté sur la �gure 3.10.
On observe que les courbes ont été décalées vers le haut par rapport à la �gure 3.6, ce
qui correspond à un niveau de bruit plus important. Pour les axes x et y, on a RW =
1 × 10−2m.s−2/

√
Hz, et pour l'axe z on a RW = 5 × 10−3m.s−2/

√
Hz. Ces valeurs sont

respectivement environ 3 et 2 fois plus grandes que la valeur de spéci�cation de bruit de la
documentation constructeur (3× 10−3m.s−2/

√
Hz pour les 3 axes).
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Figure 3.7 � Axe z de l'accéléromètre seul lors de l'expérience A

Figure 3.8 � Modélisation du terme RW (à gauche) et BI (à droite) pour l'expérience A
pour l'axe z

Il semble donc judicieux de modéliser l'IMU pour ce cas de �gure, qui est plus proche de
la réalité, plutôt que lorsqu'il est immobile. On applique la même démarche de modélisation
que précédemment et on obtient un modèle des erreurs stochastiques de mesure des trois
axes de l'accéléromètre sous la forme ei(t) = bBI,i(t) + nRW,i(t), i = x, y, z où nRW,i sont des
bruits blancs de puissance :

σ2
RW,x = σ2

RW,y = 1× 10−2(m.s−2)2, σ2
RW,z = 3× 10−3(m.s−2)2 (3.10)

et la dynamique du biais est donnée par :

ḃBI,x(t) = −0.003bBI,x(t) + nBI,x(t) (3.11a)

ḃBI,y(t) = −0.003bBI,y(t) + nBI,y(t) (3.11b)

ḃBI,z(t) = −0.01bBI,z(t) + nBI,z(t) (3.11c)

où nBI,i, i = x, y, z sont des bruits blancs de puissance σ2
BI,x = σ2

BI,y = 4× 10−6(m.s−2)2 et
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Figure 3.9 � Modèle total de l'axe z de l'IMU pour l'expérience A

σ2
BI,z = 9× 10−6(m.s−2)2.

Finalement, le modèle de mesure de l'accéléromètre pour la suite du mémoire sera :

ãacc,i(t) = aacc,i(t) + bBI,i(t) + nRW,i(t), i = x, y, z (3.12)

où aacc,i est l'accélération subie par l'IMU, bBI,i est la dynamique des biais donnée par
l'équation (3.11) et nRW,i sont des bruits blancs dont la puissance est donnée en (3.10).

3.2 Autres sources d'informations

On a présenté dans la section précédente les principes de la navigation inertielle. Lorsque
seuls les capteurs inertiels sont utilisés, l'erreur d'estimation de la vitesse augmente rapi-
dement, car elle découle de l'intégration de signaux bruités et biaisés d'accélération. Pour
contrer cette dérive, on peut coupler cette solution basique avec d'autres sources d'informa-
tions que l'on présente ci-dessous.

3.2.1 Dans la littérature

On peut classer les techniques qui permettent d'améliorer l'estimation du mouvement en
trois catégories. La première repose sur l'utilisation d'un modèle du mouvement spéci�que
à l'agent qui embarque la centrale inertielle, la seconde, sur la fusion des données de la
centrale inertielle avec celles provenant d'autres capteurs, et la dernière, sur l'utilisation de
cartes de l'environnement. Un système de navigation avancé est l'extension d'un système de
navigation inertiel tel que présenté dans la section précédente, auquel on a ajouté ces trois
sources d'informations, comme représenté sur la �gure 3.11.

Modélisation du mouvement On considère un système de navigation inertiel, qui em-
barque une procédure d'estimation de l'attitude η̂ comme sur le drone Crazy�ie. Celui-ci

92



Chapitre 3 � Mesures de capteurs embarqués

Figure 3.10 � Écart-type d'Allan des signaux des 3 axes de l'accéléromètre lors de l'expé-
rience B

Figure 3.11 � Système de navigation avancé

permet d'obtenir une estimation de la vitesse, notée v̂, à partir des données inertielles en
intégrant l'équation (3.2) :

v̂(t) =

∫ t

0

ˆ̇vdt =

∫ t

0

(
ãacc(t) +Rib(η̂(t))gz

)
dt (3.13)

où ãacc(t) est l'accélération mesurée par l'accéléromètre à l'instant t et η̂(t) sont les angles
d'attitude estimés par la centrale inertielle.

La procédure d'intégration de l'équation (3.13) entraine une dérive croissante de l'erreur
d'estimation de v, à cause de l'accumulation des erreurs comprises dans la mesure ãacc(t) et
l'estimation η̂(t). L'équation (3.13) est générique, c'est-à-dire qu'elle peut être utilisée pour
décrire le mouvement de tout agent mobile embarquant la centrale inertielle et soumis à la
gravité. Cependant, lorsque les conditions dans lesquelles va évoluer la centrale inertielle sont
connues, il est plus judicieux d'utiliser un modèle spéci�que de l'agent mobile qui embarque
l'IMU, a�n d'ajouter de l'information sur le mouvement à estimer.
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Modèle spéci�que de l'agent Une première approche consiste à introduire dans le mo-
dèle des contraintes algébriques, aussi appelées contraintes non-holonomes [ZC03], qui per-
mettent de limiter grossièrement la dérive de l'erreur d'estimation. Cela peut être réalisé via
l'introduction de pseudo-mesures dans le vecteur de mesures [TS90, BS04, NNE07, Gro13].
On retrouve ce type d'approche dans [DSNW99, NNE07], où l'objectif est d'estimer la vi-
tesse d'une voiture. Les auteurs font l'hypothèse que le mouvement du véhicule est seulement
dirigé selon l'axe orienté vers l'avant de la voiture. Ils modélisent alors les vitesses selon les
autres axes orthogonaux comme des bruits blancs. Un �ltre de Kalman [Kal60] est ensuite
utilisé pour fusionner une prédiction de la vitesse obtenue via l'équation (3.13) avec les
pseudo-mesures de vitesses nulles à tout instant. On peut également utiliser une pseudo-
mesure de vitesse nulle périodiquement, dans certaines applications où l'on peut détecter
que l'agent est immobile [Gro13]. Cette technique est notamment utilisée pour la naviga-
tion de piétons [LJW14], car on peut faire l'hypothèse que leur pied devient immobile à
chaque pas. Lorsqu'on détecte un pas, par exemple avec un seuil sur les mesures de la cen-
trale inertielle, on peut alors introduire une pseudo-mesure de vitesse nulle. Dans le cas du
drone, le mouvement est non-contraint et peut être dirigé dans les 3 directions donc on ne
peut pas utiliser l'approche basée sur la modélisation d'une vitesse nulle selon certains axes.
En guise de perspective, on pourrait néanmoins considérer intégrer un mécanisme de reca-
lage de l'estimation de vitesse basé sur une mesure périodique de vitesse nulle. En e�et, si
la mission le permet, on pourrait donner l'ordre au drone de se poser périodiquement. Cela
permettrait de réinitialiser la vitesse estimée à zéro à ce moment là, à la manière de [GYT01].

Une approche plus sophistiquée consiste à remplacer le modèle générique (3.13) par un
modèle dynamique spéci�que à l'agent mobile sur lequel est montée la centrale inertielle
[TW04]. Le modèle peut être utilisé pour donner une prédiction de la vitesse lorsque le
véhicule est soumis à des signaux de commandes connus. Ensuite, cette prédiction de vitesse
peut être corrigée par la mesure de la centrale inertielle [KM91]. Il est aussi possible de
combiner la vitesse prédite par le modèle dynamique spéci�que à l'agent à celle obtenue via
le modèle générique (3.13) [BS04, CGTH13]. L'inconvénient est que cela augmente la taille
du vecteur d'état et donc le coût calculatoire de la solution d'estimation. De plus, le béné�ce
apporté par le modèle générique (3.13) dépend grandement de la précision de la mesure de
la centrale inertielle, qui est faible dans le cas du drone en vol. Plutôt que de coupler les
deux modèles et d'augmenter la complexité de la solution, on préfèrera dans la thèse utiliser
un seul modèle dynamique, correspondant spéci�quement à celui du drone en vol.

Le cas particulier du drone Il a été récemment montré dans la littérature qu'il y a un
intérêt particulier à considérer le modèle dynamique spéci�que au drone dans un contexte
d'estimation du mouvement. En e�et, dans le cas particulier du drone volant, les capteurs de
l'IMU peuvent être utilisés pour mesurer directement la vitesse v. Cela permet de s'a�ran-
chir de la dérive induite par l'intégration numérique de l'accélération. Cette approche a été
initialement utilisée dans [MS10] puis dans [LMBM14, AKDM13, BHA+18] et elle découle
du principe de fonctionnement d'un accéléromètre donné dans la partie 3.1.1.1. En e�et,
considérons l'équation (3.2) qui lie la mesure idéale (sans termes d'erreurs) de l'accéléro-
mètre ãacc à l'accélération linéaire v̇ et à l'attitude η du drone. Elle peut être réécrite sous
la forme suivante :

ãacc = v̇ −Rib(η)gz ⇔

ãacc,xãacc,y
ãacc,z

 =

 v̇x + gsθ
v̇y − gcθsφ
v̇z − gcφcθ

 (3.14)

94



Chapitre 3 � Mesures de capteurs embarqués

En négligeant les termes de Coriolis 2 dans le modèle de la vitesse de translation du drone
issu de (2.8), on a : 

v̇x = −gsθ − µxy
m
vx

v̇y = gcθsφ − µxy
m
vy

v̇z = − T
m

+ gcφcθ − µz
m
vz

(3.15)

En insérant (3.15) dans (3.14), on constate que la mesure de l'accéléromètre est proportion-
nelle à la vitesse de déplacement du drone, via les termes de trainée aérodynamique µxy et
µz : ãacc,xãacc,y

ãacc,z

 =

 −µxy
m
vx

−µxy
m
vy

− T
m
− µz

m
vz

 (3.16)

Notons cependant que dans la littérature, par exemple [AKDM13, LMBM14], l'étude porte
seulement sur les translations latérales et la mesure sur l'axe z n'est pas utilisée pour obtenir
d'informations sur vz. En e�et, ces références s'appuient notamment sur les études menées
sur l'aérodynamique des quadricoptères dans [BM12, BMSP09]. Dans ces travaux, une jus-
ti�cation du terme de trainée aérodynamique µxy n'est donnée que pour le plan (~xb, ~yb) du
drone. Les auteurs de ces études supposent que dans des conditions proches du vol station-
naire (near hover point), les vitesses de déplacement sont faibles, donc la trainée due aux
frottements de l'air sur la structure du drone est négligeable. Par contre, il existe des e�ets
de trainée dus à la vitesse relative importante entre les hélices en rotation et le vent appa-
rent, autrement dit le vent ambiant qui s'additionne au vent dû au déplacement du drone
par rapport à son environnement. Ces interactions induisent une force de trainée proportion-
nelle à la vitesse via un coe�cient µxy qui s'oppose à la translation horizontale du drone.
Les e�ets aérodynamiques qui interviennent sur l'axe vertical z sont au contraire considérés
négligeables et le terme µz est généralement omis, car on ne retrouve pas les mêmes e�ets de
trainée dus aux interactions entre les hélices, et la trainée due aux frottements de l'air sur la
structure est également négligée. Dans la littérature, lorsque la vitesse vz est recherchée, elle
est obtenue en fusionnant les signaux de l'accéléromètre avec d'autres informations, comme
les mesures issues d'un baromètre dans [BHA+18] ou l'estimation de la puissance des mo-
teurs issue des variateurs de vitesse dans [AABM14]. Dans notre étude, on a choisi d'intégrer
ce terme µz dans le modèle, puisqu'on verra expérimentalement qu'il permet d'obtenir une
mesure de vz, moyennant un modèle de la force de poussée T qui a déjà été donné dans le
chapitre 2.

Notre solution se rapproche de [AABM14], où les auteurs utilisent la mesure de la puis-
sance fournie aux moteurs via les variateurs de vitesse, puis en déduisent via un modèle
dynamique la vitesse de déplacement du drone suivant l'axe ~zb. Cependant, contrairement
à [AABM14], notre approche ne nécessite pas de capteur supplémentaire. En e�et, on uti-
lise seulement le signal de commande de poussée fourni au microcontrôleur et le modèle de
poussée pour en déduire la vitesse de déplacement du drone. L'identi�cation des paramètres
aérodynamiques µxy et µz est présentée dans la section 3.2.2.

Fusion avec d'autres capteurs Une autre manière de réduire l'erreur d'estimation du
mouvement est de fusionner les informations issues de la centrale inertielle avec celles prove-
nant d'autres capteurs. Le choix des capteurs à embarquer sur le drone nécessite de trouver
un compromis entre l'amélioration de l'estimation et l'embarquabilité de la solution. En e�et,

2. Les vitesses linéaires et angulaires et donc leur produit sont faibles dans un contexte de vol autonome
suivant des trajectoires non-agressives.

95



Chapitre 3 � Mesures de capteurs embarqués

l'intégration de capteurs sur le drone consomme forcément des ressources supplémentaires,
tant en puissance de calcul que en puissance électrique, ce qui impacte directement l'au-
tonomie et la durée maximale de la mission. En guise d'ordre de grandeur, la charge utile
maximale conseillée pour le Crazy�ie est de 15g. On donne ci-dessous une introduction aux
capteurs principalement utilisés dans la littérature puis on expliquera le choix qui a été fait
dans cette thèse.

Le premier type de capteurs qui peuvent être utilisés sont les capteurs de pression, comme
les baromètres ou des sondes Pitot [Gro13]. Ils fournissent des informations de vitesse ou
d'altitude en comparant une mesure locale de la pression de l'air à une référence. Dans le
cas des baromètres, c'est la valeur de pression de l'air ambiant qui est comparée à la valeur
de la pression atmosphérique au niveau de la mer, pour en déduire une mesure de l'altitude
du capteur. Pour ce qui est des sondes Pitot, c'est la pression d'un �ux entrant d'air, typi-
quement la pression à l'avant d'un avion, qui est comparée à la pression ambiante pour en
déduire une mesure de la vitesse du véhicule relativement à l'air. L'intérêt de ces capteurs est
limité pour le drone, notamment pour des vols à basse vitesse et possiblement en intérieur.
En e�et, les variations d'altitude et de vitesse seront minimes par rapport aux résolutions
typiques d'un baromètre MEMS (1m [Bos15]) et d'une sonde de Pitot (1m.s−1 [Mea13]).

Pour la navigation des micro-drones, les chercheurs se tournent plutôt vers les caméras,
radars, sonars, ou lidars [BHA+18]. On peut classer ces capteurs en deux catégories, les
capteurs passifs et les capteurs actifs.

Les capteurs passifs fonctionnement uniquement en tant que récepteurs. Ce sont typique-
ment les caméras monoculaires qui perçoivent la lumière ré�échie par l'environnement pour
construire une image. Les caméras ont l'intérêt d'être disponibles dans le commerce à bas coût
et avec un faible encombrement, comme les caméras de smartphones par exemple. Les images
issues des caméras sont riches en informations, et peuvent permettre d'estimer la vitesse de
déplacement du drone en comparant des images consécutives du �ux vidéo. Même si des
caméras ont déjà été couplées avec succès avec des centrales inertielles [DESC14, GBSG15],
celles-ci comportent des nombreux désavantages. Le premier, est que la mesure de vitesse à
partir des images nécessite de connaitre le facteur d'échelle pour convertir le déplacement
d'un point dans les images en mesure de déplacement dans le monde réel. Cela nécessite alors
d'ajouter un capteur de distance, de connaître la taille d'un objet dans l'image, ou alors d'uti-
liser une deuxième caméra a�n d'appliquer le principe de stéréo-vision [MCW+17, Vet11].
De plus, les images des caméras ne sont exploitables que dans un environnement éclairé avec
une luminosité stable, et présentant su�samment de contours détectables dans le champ de
vision. Cela empêche de les utiliser dans une canalisation ou dans un environnement avec
de la poussière par exemple. En�n, une des principales limites des caméras est le coût calcul
et mémoire nécessaire pour transmettre un �ux vidéo et en extraire des informations. Cela
limite la fréquence d'échantillonnage maximale que l'on peut atteindre avec des capacités de
calcul réduites. Dans la littérature, les images sont souvent transmises à un ordinateur au sol
qui e�ectue les calculs, ou alors elles sont traitées sur le drone mais avec des unités de calcul
embarquées dédiées [GBSG15, BHA+18]. Cependant, de tels circuits électroniques embar-
quables sur un micro-drone comme le Crazy�ie constituent encore un sujet de recherche et
n'existent pas dans le commerce [ZSC+17, PLC+19].

Les capteurs actifs envoient un signal en direction de leur environnement et captent l'écho
ré�échi. Ce signal peut être une onde sonore (sonars [PDCP16]), ou électromagnétique (lidars
[OFR+16], radars [SRM15]). Le signal est reçu avec un décalage dans le temps appelé Time
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Of Flight (TOF), qui dépend de la célérité connue de l'onde émise et de la distance qu'elle
doit parcourir avant de rencontrer un obstacle. Celui-ci permet de mesurer la distance aux
obstacles contenus dans le champ de vision. Dans certains cas, il est également possible de
mesurer le décalage en fréquence de l'onde reçue, dû à l'e�et Doppler. Cela permet de mesu-
rer la vitesse des obstacles ou même la vitesse du drone lorsque l'environnement est immobile
[Gro13]. Chacune de ces technologies de capteurs présente des avantages et des inconvénients
[OSCD20]. L'avantage des lidars est leur grande précision (de l'ordre de 2.5cm [Gar16]) et
une fréquence de rafraichissement de la mesure plutôt élevée (de l'ordre de 100Hz [Gar16]).
Mais leur inconvénient est qu'ils émettent un faisceau de lumière proche du spectre visible,
et sont donc perturbés par les mêmes phénomènes que les caméras (variations de lumière
ambiante, poussière, brouillard). Les sonars sont des capteurs compacts qui émettent une
onde sonore et ne sont donc pas perturbés par les phénomènes lumineux. Cependant, ils ont
une portée et une précision faible dans l'air, à cause de la dissipation rapide de l'onde sonore
et de la variation de sa vitesse de propagation en fonction notamment des conditions atmo-
sphériques [PDCP16]. En�n, les radars se basent sur les ondes radio qui permettent, comme
pour les sonars, de s'a�ranchir des problèmes liés à la visibilité dans l'environnement. Par
rapport aux ondes sonores, les ondes radio permettent également une fréquence de rafraichis-
sement de la mesure plus élevée, car celle-ci dépend notamment de la vitesse de propagation
de l'onde qui vaut c = 3× 108m.s−1 dans le cas du radar contre vson = 3.4× 102m.s−1 pour
le sonar. On aura typiquement des valeurs de fréquence d'échantillonnage de l'ordre de 10Hz
pour le sonar (p.ex. [Max15]) et 100kHz pour le radar (p.ex. [SRFM16]). L'inconvénient des
radars est que leur taille et leur consommation les rendent généralement di�ciles à embar-
quer. Certaines avancées ont néanmoins été réalisées dernièrement à ce sujet et embarquer
un radar sur un micro-drone semble désormais possible [SRFM16].

On compare dans le tableau 3.1 les di�érentes technologies de capteurs actifs et pas-
sifs. Les critères de comparaison sont choisis en ayant comme objectif le vol autonome du
micro-drone dans des infrastructures comme des canalisations. Les informations sur l'envi-
ronnement du drone doivent être obtenues avec un coût matériel et logiciel faible, dans un
environnement sombre et parfois dans le brouillard. A�n de respecter le critère de Shannon-
Nyquist, elles doivent être obtenues à une fréquence d'échantillonnage νs > 2νmax,drone où
νmax,drone = 10Hz est la fréquence maximale correspondant aux dynamiques de translation
du drone. Les critères utilisés dans le tableau 3.1 sont donc les suivants :

� Distance : possibilité de déterminer une distance ;
� Vitesse : possibilité déterminer une vitesse ;
� Nyctalope : capacité à fonctionner sans source de lumière externe ;
� Fog proof : capacité à fonctionner dans le brouillard ;
� Fréquence échantillonnage : capacité à fournir une mesure à νs > 20Hz.

Table 3.1 � Comparaison de technologies de capteurs extéroceptifs

Technologie Distance Vitesse Nyctalope Fog-proof Fréquence

Caméra monoculaire × × × × N/A 3

Lidar X X X × X
Sonar X X X X ×
Radar X X X X X
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Les technologies radar et sonar sont les plus intéressantes pour répondre à notre pro-
blématique, car elles permettent d'obtenir des informations de distance et de vitesse, même
dans les conditions environnementales di�ciles comme lors du vol dans une canalisation. On
préférera néanmoins le radar au sonar, dont la fréquence d'échantillonnage plus importante
permet de respecter le critère de Shannon-Nyquist pour l'application considérée ici. La prin-
cipale limitation des radars est leur embarquabilité. Cependant, il existe depuis peu dans le
commerce des radars intégrés sur des puces électroniques et hautement embarquables, avec
une consommation électrique de l'ordre de 1W et un faible encombrement [Tex21, Sil21].
On considère donc par la suite que l'on intégrera un radar sur le drone en complément de la
centrale inertielle.

Cartes de l'environnement Finalement, la dernière catégorie de techniques pouvant
être utilisées pour améliorer l'estimation du mouvement est la fusion des informations pro-
venant du dispositif de navigation avec celles issues de cartes de l'environnement. Cela
est par exemple pratiqué dans les logiciels de navigation automobile, où l'on va chercher
à recaler numériquement la position estimée du véhicule sur l'axe routier le plus proche
[QON07]. Ce type de technique, appelée map-matching, est cependant hors de propos dans
un contexte de navigation en environnement inconnu comme dans cette thèse, car cela né-
cessite d'avoir des connaissances a priori sur l'environnement. Une autre approche en vogue
dans le domaine de la voiture autonome est le SLAM (Simultaneous Localization And Map-
ping) [DWB06, BDW06]. Cela consiste à construire une carte de l'environnement au fur et
à mesure que le robot avance et à le localiser dans le même temps. Cela repose sur la fusion
des informations de plusieurs capteurs, généralement des caméras et des lidars, avec une
complexité de calcul importante. Il s'agit en e�et d'estimer la position de multiples points
d'intérêts dans l'environnement et de mettre à jour leur position avec celle du robot au
cours du temps. Ce processus est donc plutôt destiné à des agents mobiles avec beaucoup
de ressources en calcul, ou à des applications où les calculs peuvent être faits de manière
décentralisée sur un ordinateur �xe [LGB+17]. Les techniques à bases de cartes de l'environ-
nement ne sont donc a priori pas applicables dans le contexte que l'on considère dans cette
thèse.

Conclusion On a décrit di�érentes techniques de l'état de l'art utilisées pour limiter la
dérive de l'estimation du mouvement dans un système de navigation à base de centrale
inertielle. On a notamment abordé la question du choix de capteurs à utiliser dans le contexte
de la navigation du drone. On a expliqué le principe de mesure de la vitesse de translation à
partir des mesures de l'accéléromètre dans le cas particulier du drone et on a justi�é l'intérêt
d'embarquer un radar sur le drone. Ci-dessous, on identi�e tout d'abord les paramètres du
modèle dynamique du drone qui seront utilisés pour mesurer sa vitesse via l'IMU. Ensuite,
on présente une contribution par rapport à l'état de l'art qui repose sur le développement
d'un nouvel algorithme de mesure de vitesse à partir de mesures radar.

3.2.2 Estimation de vitesse à partir de mesures IMU

D'après la section précédente et notamment l'équation (3.16), l'IMU peut être utilisé pour
mesurer la vitesse de translation du drone. Il nous faut maintenant identi�er les paramètres
du modèle µxy et µz qui permettent de relier dans cette équation la mesure de l'accéléromètre
à la vitesse du drone.

3. Non-applicable : varie en fonction de l'unité de calcul et du logiciel de traitement d'image implémenté.
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Pour identi�er µxy, on trace sur la �gure 3.12 les mesures réelles d'accéléromètre ãacc,y
en fonction de la vitesse de référence −vy mesurée par le système de capture de mouvement
Vicon lors d'une expérience réalisée en début de thèse, voir le début du chapitre 2. On
ajuste sur ces données une fonction a�ne par la méthode des moindres carrés. On obtient
le modèle ãacc,y(t) = −0.4vy(t) − 0.08, ce qui donne d'après (3.16) une valeur de µxy =
0.4×m = 0.01kg.s−1. Le drone étant symétrique, on peut considérer que l'on obtiendrait la
même valeur si l'on reproduisait cette démarche sur l'axe ~xb.

Figure 3.12 � Ajustement d'un modèle a�ne sur les mesures ãacc,y par la méthode des
moindres carrés

Pour identi�er la valeur µz de l'axe ~zb, il faut connaitre la poussée T générée par les
rotors du drone. Pour cela, on a enregistré lors des expériences en vol du Crazy�ie le signal
de commande Tc envoyé par l'utilisateur. D'après la section 2.2 du chapitre 2, lorsqu'on est
proche des conditions de vol stationnaire, on a T = DTTc où DT est le gain de la chaine
de commande donnée en annexe A.3. La di�érence par rapport au paragraphe précédent est
qu'on identi�e cette fois un modèle a�ne pour ãacc,z +DT

Tc
m
en fonction de −vz. On obtient :

ãacc,z(t) +DT
Tc(t)

m
= −1.51vz(t)− 0.89 (3.17)

ce qui correspond à une valeur µz = 0.05kg.s−1.

On trace sur la �gure 3.13 les mesures ãacc de l'accéléromètre (en rouge) et les signaux
de référence (en bleu) calculés à partir de la mesure de vitesse v du système de capture de
mouvement Vicon et des coe�cients µxy et µz obtenus précédemment. On observe que les
mesures d'accéléromètre et de référence suivent bien la même dynamique, même si les signaux
bruts de l'accéléromètre sont clairement bruités et biaisés. Pour l'axe ~zb, le signal de référence
est également bruité, ce qui est dû à l'introduction du signal bruité de commande Tc envoyé
par l'utilisateur. Néanmoins, cette �gure permet de valider l'approche de la mesure de la
vitesse du drone à partir des mesures d'accéléromètre, et ce, même sur l'axe ~zb habituellement
négligé dans la littérature.
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Figure 3.13 � Signaux de l'accéléromètre et signaux issus de la vitesse de référence Vicon

3.2.3 Estimation de vitesse à partir de mesures radar

Pour les raisons citées précédemment, on a choisi d'intégrer un radar dans la liste de
capteurs à embarquer sur le drone pour assurer sa navigation autonome. Ce capteur peut
avoir deux fonctions : la détection d'obstacles et la mesure de vitesse du drone.

La première est sa fonction originelle qui date des années 1900, et elle est toujours très
utilisée dans des domaines variés comme le maritime, l'aéronautique ou encore l'automobile
[BAM+04]. Elle se base sur la mesure de la durée τ d'un trajet aller-retour d'une onde émise
par un radar et un obstacle qui la ré�échit. Comme la vitesse de l'onde est connue, on peut
en déduire la distance à l'obstacle avec la formule :

R =
cτ

2
(3.18)

où c = 3 × 108m.s−1 est la célérité d'une onde électromagnétique, τ est la durée du trajet
aller-retour de l'onde et R la distance à l'obstacle.

La fonction de mesure de vitesse fût développée dans les années 1950, lorsque le GPS
n'existait pas encore mais que l'on désirait permettre aux avions de voler sur de longues
distances [Fri93]. On cherchait alors à obtenir un système de mesure de vitesse de l'avion
précis, en complément des capteurs de vitesse de l'air (sondes Pitot) dont la mesure était
facilement faussée en présence de vent [Fri93]. Des systèmes de mesure de vitesse à base
d'écho radar ont alors été développés avec succès et équipent désormais de nombreux types
de véhicules [FH85, KF97, LDGAG09]. La mesure de vitesse se base sur l'e�et Doppler. Celui-
ci donne une relation entre la fréquence ν0 d'une onde émise par un radar et la fréquence ν
de l'onde ré�échie par un obstacle en mouvement en fonction de leur vitesse relative v cos(θ),
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Figure 3.14 � Vitesse relative v cos θ entre un radar �xe et un obstacle en mouvement

voir �gure 3.14 [Ber57] :

∆ν = ν − ν0 =
2v cos(θ)

c
ν0 (3.19)

où ∆ν est appelé décalage Doppler.
Les radars les plus utilisés de nos jours sont les radars à ondes continues (CW, Conti-

nuous Wave), et à ondes continues modulées en fréquences (FMCW, Frequency Modulated
Continuous Wave). Les radars CW émettent de façon continue une onde de fréquence connue
ν0 et permettent de mesurer la fréquence ν du signal ré�échi par les obstacles. Ils sont alors
typiquement adaptés à la fonction de mesure de vitesse, mais ne permettent pas de mesurer
la distance aux obstacles. Pour cela, il existe les radars FMCW, qui émettent un signal dont
la fréquence varie périodiquement par rapport à la fréquence ν0 appelée fréquence porteuse,
voir �gure 3.15. Ils permettent alors de mesurer le temps de parcours aller-retour de l'onde
τ liée à la distance aux obstacles, en plus du décalage Doppler ∆ν. Les radars FMCW né-
cessitent un bloc de modulation de fréquence qui n'existe pas sur les radars CW, ce qui fait
que pour un capteur de même taille, poids et puissance, le radar FMCW sera plus cher. Le
radar CW est donc préféré pour des applications où l'objectif est seulement la mesure de
vitesse [LDGAG09, FH85, KSB92].

Figure 3.15 � Illustration d'un signal émis par un radar FMCW

Dans un contexte de navigation autonome comme c'est le cas ici, il est probable que
l'on désire combiner les deux fonctions, soit la détection d'obstacle (non-abordée dans cette
thèse) et la mesure de vitesse. De plus, les contraintes d'embarquabilité sur un micro-drone
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Figure 3.16 � Con�guration du radar et spectre Doppler correspondant

comme le Crazy�ie sont telles qu'il serait préférable de n'utiliser qu'un seul capteur pour
assurer les deux fonctions. On propose donc ici d'utiliser un radar FMCW pour cela. Désor-
mais, il existe en e�et dans le commerce des radars FMCW à ondes millimétriques (fréquence
porteuse de l'ordre du GHz) comme [Tex21] qui sont embarquables sur un micro-drone et
dont le champ de vision large pourrait permettre de combiner ces deux fonctions.

Dans la suite de cette section, on va développer un algorithme qui permet de mesurer la
vitesse du drone et sa hauteur par rapport au sol à partir des mesures d'un radar FMCW.
Par rapport aux approches de l'état de l'art qui se basent sur des radars CW dits Doppler
permettant seulement de détecter la vitesse, la contribution ici est d'exploiter les propriétés
des radars FMCW qui permettent à la fois d'obtenir des mesures de distance et de vitesse.
Cela permet une utilisation polyvalente d'un seul et même radar, pour mesurer plusieurs
grandeurs liées au mouvement du drone, ainsi que pour détecter des obstacles (fonctionnalité
non abordée dans cette thèse).

3.2.3.1 Problématique

Soit un radar �xé sur le drone, placé à une hauteur h en translation horizontale avec une
vitesse v par rapport au sol supposé plan et horizontal, et dont la ligne de visée intersecte
le sol situé à une distance R avec un angle θ0, comme représenté sur la �gure 3.16. Le radar
émet une onde de fréquence porteuse ν0 qui est ré�échie par les aspérités aléatoires du sol. Le
signal reçu par le radar a une fréquence ν liée à la vitesse v par l'équation (3.19). Le signal
reçu est ensuite démodulé pour former un nouveau signal appelé signal de battement, noté
sb, dont la fréquence porteuse correspond au décalage Doppler ∆ν = ν−ν0, voir l'explication
en annexe A.8. L'objectif d'un algorithme de mesure de vitesse par rapport au sol est de
déterminer correctement la fréquence ∆ν à partir du signal sb. Cela peut être fait en calculant
la densité spectrale de puissance Ssb(ν) du signal sb et en détectant son maximum sensé être
situé en ∆ν. Le problème est que cette densité spectrale de puissance Ssb(ν) ne contient pas
seulement un pic à ∆ν, mais est étalée en fréquences. Cela est dû au bruit contenu dans le
signal sb(t) et à l'angle d'ouverture de l'antenne, que l'on note γ, voir la �gure 3.16.

Les travaux de la littérature sur l'estimation de vitesse à partir de mesures radar se
concentrent sur l'utilisation de radars CW, qui émettent de façon continue une onde à une
fréquence donnée et captent le signal ré�échi par l'environnement. Contrairement aux radars
FMCW, les radars CW ne permettent pas d'obtenir une mesure de distance. Pour estimer
la vitesse à partir des mesures de radar CW, les travaux de la littérature se décomposent en
deux types d'approches. La première, consiste à essayer de déterminer ∆ν sous l'hypothèse
que Ssb(ν) suit une distribution Gaussienne d'espérance ∆ν et que la puissance va donc
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être maximale à cette fréquence [Dyb13, Ber57, SHD+17]. Cependant, comme le signal est
bruité, extraire directement la fréquence ∆ν du spectre peut s'avérer peu précis [Dyb13]. La
deuxième approche consiste à comparer Ssb(ν) à plusieurs densités spectrales de puissance
pré-calculées en fonction de l'ouverture de l'antenne γ et pour plusieurs vitesses v, a�n de
rechercher la meilleure corrélation [KSB92, Ega82]. Cette méthode donne de meilleurs ré-
sultats que la précédente vis-à-vis de la précision sur la vitesse, mais son coût calcul est
supérieur [SHD+17].

Notre approche est liée aux travaux de [KSB92] dans le sens où on exploite l'ouverture de
l'antenne γ pour calculer la vitesse. Cependant, notre algorithme ne se base pas sur le calcul
de l'intercorrélation entre Ssb(ν) et plusieurs spectres théoriques qui coûte cher en calculs.
Il se base sur le calcul de la moyenne de plusieurs mesures redondantes de v e�ectuées
simultanément. En e�et, le champ de vision du radar peut être découpé virtuellement en un
ensemble de rayons issus du radar et qui intersectent le sol. Pour un radar FMCW, on peut
considérer que pour chacun de ces rayons dont les longueurs sont di�érentes, une mesure
de vitesse est e�ectuée. On peut alors obtenir l'estimation �nale de la vitesse du drone en
prenant la moyenne de ces mesures, ce qui permet de lisser les erreurs liées au bruit de
mesure.

3.2.3.2 Algorithme de mesure de vitesse

Comme dit précédemment, l'onde émise par le radar FMCW est contenue dans un fais-
ceau d'angle d'ouverture noté γ. On peut découper ce faisceau en N rayons Ri={1,...,N} qui
intersectent le sol avec un angle θRi ∈ [θ0− γ

2
, θ0 + γ

2
]. À partir de la formule de l'e�et Doppler

(3.19), on peut exprimer le décalage Doppler ∆νRi perçu selon chaque rayon Ri :

∆νRi =
2v cos(θRi)

c
ν0 (3.20)

Les radars FMCW permettent d'obtenir la valeur de décalage Doppler ∆ν en fonction de
la distance radiale R entre le radar et un obstacle, ici le sol. Ces informations sont classées
dans une matrice M(∆ν,R), que l'on appelle matrice Doppler et que l'on représente sur la
�gure 3.17. Celle-ci donne en ordonnée le décalage Doppler du signal reçu, en abscisse la dis-
tance radiale et sur la troisième composante (en couleur) la puissance. Elle est généralement
calculée avec un circuit électronique dédié sur les radars, et on explique le principe de son
obtention dans l'annexe A.8. Notre algorithme de mesure de vitesse par rapport au sol se
base sur l'équation (3.20). Grâce à celle-ci, on peut obtenir N fois une mesure de la vitesse
v en relevant N valeurs de ∆νRi associées à N distances Ri, et donc aussi à N angles θRi .

Figure 3.17 � Matrice M(∆ν,R) issue d'un radar type FMCW

La matrice M(∆ν,R) de la �gure 3.17 correspond typiquement à ce qui est retourné par
un radar FMCW orienté vers le sol et en translation comme représenté à gauche. On peut
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remarquer l'étalement du spectre en fréquence, ce qui fait que l'on n'obtient pas une valeur
unique ∆νRi pour un rayon Ri. Cet étalement est dû à l'angle d'ouverture γ lorsqu'on se
place dans le plan du sol (O, ~xi, ~yi) comme sur la �gure 3.18. En e�et, on observe sur cette
�gure que le vecteur vitesse ~v se projette selon plusieurs directions pour une même distance
Ri. La norme du vecteur vitesse projeté au point noté A sur la �gure 3.18 sera maximale
et correspondra à la valeur donnée par l'équation (3.20), tandis que la norme de la vitesse
projetée au point B sera plus faible. La valeur ∆νRi qui nous intéresse sera alors celle située
au point A, c'est-à-dire celle située sur le contour supérieur du spectre à la distance Ri, noté
SRi(ν). On détectera cette valeur en calculant la dérivée de SRi(ν) par rapport à ν et en
prenant l'indice où elle est maximale, ce qui constitue une technique basique de détection de
contour, su�sante ici [Dav75].

Figure 3.18 � Vue de dessus du champ de vision du radar

L'algorithme d'estimation de la vitesse horizontale du radar par rapport au sol est donné
ci-dessous :

Algorithme 1 Estimation de la vitesse horizontale par rapport au sol

1: pour i ∈ {1, ..., N} faire
2: θRi = θ0 + 2i−N

2N
γ . Calcul de l'angle entre le sol et le rayon i

3: Ri = h
sin(θRi )

. Calcul de la distance associée

4: ∆νRi = arg maxν(
dSRi (ν)

dν
) . Détection du contour du spectre

5: vRi =
c∆νRi

2ν0 cos(θRi )
. Calcul de la vitesse associée

6: �n pour
7: v = moyenne(vRi) pour i ∈ {1, ..., N} . Estimation �nale de vitesse

Dans l'algorithme 1, on considère que les paramètres géométriques suivants sont connus :
� l'angle de visée du radar θ0 : On peut considérer que l'hypothèse d'un angle θ0

connu est valide. En e�et, on connait l'angle avec lequel le radar est �xé sur le drone
par construction, et l'angle d'inclinaison du drone est donné par sa centrale inertielle.
Sous l'hypothèse d'un sol horizontal, l'angle de visée θ0 est donc la somme de ces
deux angles. Notons que l'angle θ0 aurait aussi pu être déterminé approximativement
à partir de la matrice Doppler, voir l'annexe A.7.

� la hauteur par rapport au sol h : Dans certaines situations, on peut utiliser un
capteur de distance pour mesurer la hauteur h, ou alors elle est �xée a priori (radar
embarqué sur une voiture ou un train). Dans le cas du drone, la hauteur varie et on
veut limiter le nombre de capteurs. Cependant, on peut exploiter les signaux du radar
FMCW pour la mesurer. Pour cela, on distingue deux types de radars FMCW : les
radars SISO (Single Input Single Output) avec une seule antenne d'émission/récep-
tion et les radars MIMO (Multiple Inputs Multiple Outputs) avec plusieurs antennes
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d'émission/réception. Dans la section suivante, on va considérer l'utilisation de radars
MIMO. Leur intérêt va être de pouvoir appliquer un déphasage sur les signaux reçus
pour changer virtuellement la direction de la ligne de visée, ce qui n'est pas possible
avec un radar SISO. On pourra alors créer virtuellement une matrice Doppler qui
correspond au faisceau radar orienté à la verticale par rapport au sol pour mesurer
la hauteur, et une matrice Doppler qui correspond au faisceau oblique pour mesurer
la vitesse comme précédemment. Lorsqu'on n'a accès qu'à une seule matrice Doppler,
comme c'est le cas pour les radars SISO, on peut tout de même déterminer approxi-
mativement la hauteur h avec les relations données en annexe A.7.

On a présenté ci-dessus le principe de la mesure de vitesse lorsque le radar se déplace
suivant une seule composante, connaissant la hauteur h. L'algorithme 1 permettait alors
de mesurer la vitesse de déplacement du radar par rapport au sol selon la composante
horizontale ~xi. A�n de s'a�ranchir de cette hypothèse sur la connaissance de h, on étend le
travail précédent en s'appuyant sur la notion de radar FMCW MIMO. En e�et, on montre
par la suite qu'il est possible de mesurer avec un même radar FMCW MIMO des grandeurs
associées au mouvement en deux dimensions, telles que la hauteur h ainsi que la vitesse
horizontale selon ~xi et verticale selon ~zi. Cette contribution sera appuyée par des résultats
en simulations dans la section 3.2.3.4 et des expériences dans le monde réel dans la section
3.2.3.5.

3.2.3.3 Mesure de vitesse et de hauteur en 2D

Radar MIMO Les radars MIMO que l'on considère ici sont dits monostatiques, c'est-à-
dire que la distance d qui sépare les di�érentes antennes est bien plus faible que la distance
R entre le radar et le sol : d << R. On explique tout d'abord le principe de beamforming, qui
va nous permettre de mesurer simultanément la hauteur, la vitesse de translation verticale
et horizontale du drone avec un seul et même radar.

Formation numérique de faisceaux (digital beamforming) On représente un ra-
dar MIMO 4 avec une antenne d'émission (TX) et deux antennes de réception (RX1 et RX2)
sur la �gure 3.19. L'onde émise par l'antenne TX va être ré�échie par le sol et retournée
aux antennes RX avec un angle d'incidence θ. À cause de la distance d entre les antennes
RX, le signal reçu par l'antenne RX2 doit parcourir une distance supplémentaire d sin(θ)
par rapport celui reçu sur l'antenne RX1. Cela implique un déphasage φd entre les signaux
reçus :

φd(θ) =
2π

λ
d sin(θ) (3.21)

Pour un radar MIMO à NTX antennes d'émission et NRX antennes de réception disposées
en ligne, on a n = NTX ×NRX canaux virtuels, où le déphasage entre les signaux reçus sur
chaque canal vaut [φd(θ), 2φd(θ), ..., nφd(θ)]. On appelle phaseur, le nombre complexe pk(θ)
tel que [Gue14] :

pk(θ) = ej(k−1) 2π
λ
d sin(θ), k = 1, ..., n (3.22)

On peut alors virtuellement orienter la ligne de visée du radar a�n d'obtenir le signal sθ(t)
obtenu selon un angle d'incidence θ donné. Pour ce faire, on somme les signaux sk(t) de

4. On note que dans le cas particulier où le radar a 1 TX et 2 RX, il est proprement dit SIMO (Single
Input Multiple Outputs).
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chaque canal en les corrigeant de leur déphasage respectif :

sθ(t) =
n∑
k=1

sk(t)pk(θ) =
n∑
k=1

sk(t)e
j(k−1) 2π

λ
d sin(θ) (3.23)

Figure 3.19 � Radar MIMO avec 1 antenne d'émission et 2 antennes de réception

On applique ce principe par la suite pour mesurer simultanément la hauteur et la vitesse
du drone selon les axes ~xi et ~zi, à partir des signaux reçus sur chaque canal d'un même radar.

Mesure simultanée de hauteur et de vitesse À chaque instant t, un radar MIMO
produit n matrices Doppler Mk=1,...,n(∆ν,R) qui correspondent au signaux notés sk=1,...,n(t)
dans l'équation (3.23). À partir de ces n matrices, on peut appliquer la formule de déphasage
(3.23) pour obtenir une seule matrice Mθ(∆ν,R), qui représente la mesure du radar réalisée
virtuellement selon un angle de visée θ. Notre approche consiste à orienter virtuellement
le faisceau du radar comme sur la �gure 3.20. On obtient ainsi la matrice M0�(∆ν,R) qui
correspond à un déphasage de 0�c'est-à-dire à un angle θ0 entre la ligne de visée du radar
et le sol, et la matrice M90�−θ0(∆ν,R) qui revient à orienter le faisceau à la verticale.

La matrice M0�(∆ν,R) est utilisée pour mesurer la vitesse selon ~xi, avec l'algorithme de
mesure de vitesse 1 présenté précédemment. La mesure de la hauteur h quant à elle, consiste
à parcourir l'axe des abscisses de la matrice M90�−θ0(∆ν,R) pour ∆ν = 0Hz. On sélectionne
l'indice ih où la puissance est maximale, ce qui correspond à la hauteur h, voir �gure 3.20.
Ensuite, pour mesurer la vitesse selon ~zi, on détecte le contour du spectre sur l'axe vertical
SRih (ν) pour obtenir le décalage Doppler ∆νh. En�n, on obtient la vitesse via la formule
(3.19) avec θ = 0 :

vz,i =
c

2ν0

∆νRih (3.24)

3.2.3.4 Simulations

Simulateur radar Pour faire une première validation de notre approche, on simule les
mesures qu'aurait e�ectué un radar s'il avait été présent sur le drone au moment des ex-
périences de début de thèse avec le système Vicon. Pour cela, on utilise un simulateur qui
a été développé au CEA dans le Laboratoire d'Architectures Intégrées Radio-fréquences
(LAIR), dont les principaux blocs sont représentés sur la �gure 3.21. Ce simulateur complet
du fonctionnement d'un radar a déjà été éprouvé et est utilisé au LAIR a�n de concevoir des
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Figure 3.20 � Beamforming avec un seul radar MIMO avec une orientation �xe

nouveaux radars et algorithmes de traitement de signal [AZMP20]. Les deux blocs en vert
sur la �gure 3.21 mettent en équations le fonctionnement interne du radar et l'interaction
des ondes émises avec l'environnement externe. Pour l'initialiser, on a besoin de spéci�er
les caractéristiques du radar que l'on veut créer, telles que sa bande passante, la fréquence
porteuse ν0 ou encore le nombre d'antennes. Le simulateur fait l'hypothèse que le radar est
�xe et que c'est son environnement qui est en mouvement. Celui-ci est décrit par des points
en mouvement ré�échissant les ondes radar et appelés ré�ecteurs. La sortie du simulateur
est constituée des matrices Doppler issues de chaque canal du radar, que l'on utilise ensuite
pour e�ectuer nos traitements algorithmiques.

Simulation d'un radar embarqué sur le drone On considère l'utilisation de deux
radars sur le drone, comme représenté sur la �gure 3.22. Le radar 1 sert à mesurer simulta-
nément la vitesse selon les axes ~xi et ~zi ainsi que la hauteur h en appliquant le principe de
beamforming. Le radar 2 est utilisé pour mesurer la vitesse selon ~yi.

On fournit en entrée du simulateur les spéci�cations (ν0 = 77GHz, B = 4GHz, 2TX,
4RX) choisies pour correspondre au radar [Inf21] qui sera utilisé par la suite lors des ex-
périences réelles. On génère des points ré�ecteurs qui se déplacent par rapport aux radars
1 et 2, leur mouvement étant dé�ni comme étant l'opposé de la vitesse et de l'attitude du
Crazy�ie enregistrés par le système de capture de mouvement Vicon lors des tests en vol de
début de thèse. Le simulateur génère à une fréquence de 500Hz les 8 matrices Doppler qui
correspondent aux 8 canaux de chaque radar. On note η̃IMU = [φ̃IMU , θ̃IMU , ψ̃IMU ]ᵀ l'atti-
tude du drone estimée par l'IMU lors des tests Vicon. Le radar 1 est �xé sur le drone avec
un angle θ0 = 30�par rapport au sol, et le radar 2 un angle φ0 = 30�.
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Figure 3.21 � Simulateur du Laboratoire d'Architectures Intégrées Radio-fréquences du
CEA

Figure 3.22 � Con�guration des radars sur le drone et faisceaux orientés virtuellement

À partir du champ de vision du radar 1, on veut obtenir deux faisceaux, un qui est orienté
verticalement avec un angle de 90�par rapport au sol pour la mesure de mouvement selon
~zi et un faisceau oblique, avec un angle de θ0 = 30�, pour la mesure de mouvement selon
~xi, voir �gure 3.22. Pour maintenir ces faisceaux dans leur position angulaire par rapport
au sol, il faut compenser l'attitude du drone η̃IMU qui varie au cours du temps. On calcule
donc à partir des mesures du radar 1 à chaque instant les matrices M90�−θ̃IMU−θ0(∆ν,R)
et M−θ̃IMU

(∆ν,R), où la première correspond au faisceau vertical et la seconde au faisceau
oblique. De la même manière, on calcule à partir des 8 matrices Doppler du radar 2 la matrice
M−φ̃IMU

(∆ν,R) qui sera utilisée pour la mesure de vitesse selon ~yi.
On présente sur la �gure 3.23 les matrices M90�−θ̃IMU−θ0(∆ν,R) et M−θ̃IMU

(∆ν,R) issues
du radar 1 à un instant quelconque du vol du Crazy�ie. La matrice M90�−θ̃IMU−θ0(∆ν,R) est
utilisée pour calculer la hauteur h et la vitesse vzi à partir de l'indice ih et de la formule
(3.24) comme expliqué plus haut. À partir de la valeur de h et de la matriceM−θ̃IMU

(∆ν,R),
l'algorithme de mesure de vitesse 1 permet d'extraire la mesure de vitesse selon ~xi. Les ronds
rouges sur la �gure 3.23 représentent le contour du spectre, soit la valeur ∆νRi détectée pour
chaque rayon Ri. Le nombre de rayons Ri à considérer est con�guré à N = 20, ce qui est
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largement su�sant compte tenu de la résolution en distance du radar et de la distance R
maximum de la matrice Doppler �xée à 4m. En e�et, pour la valeur de h qui vaut 1.2m
ici, certains rayons issus du champ de vision ne sont pas attribués car ils correspondent à
des distances R qui dépassent la distance maximum. Un mécanisme d'exclusion des mesures
associées à ces rayons non-attribués est prévu en complément de l'algorithme 1 a�n de ne
pas biaiser l'estimation �nale de vitesse.

Figure 3.23 � Matrices M90�−θ̃IMU−θ0(∆ν,R) et M−θ̃IMU
(∆ν,R) issues du radar 1

On présente sur la �gure 3.24 la vitesse estimée à partir des mesures du radar obtenues
en injectant les données d'un vol réel du Crazy�ie dans le simulateur. On peut voir que la
vitesse et l'altitude issues du radar coïncident bien avec le signal de référence qui provient du
système de capture de mouvement Vicon. La mesure du radar contient parfois des valeurs
aberrantes, comme lorsqu'on est proche de 0s sur la mesure de vitesse suivant l'axe ~yi.
Celles-ci interviennent lorsque la détection du contour du spectre est mise en défaut, à
cause d'un rapport signal sur bruit trop faible dans la matrice Doppler. Néanmoins, le fait
d'utiliser plusieurs rayons Ri et de faire la moyenne des vitesses obtenues selon ces di�érents
rayons permet le reste du temps d'annuler cet e�et. Le principal intérêt de la mesure de
vitesse obtenue avec le radar est qu'elle n'est pas sujette à une dérive due à l'accumulation
d'erreurs, et elle permet notamment de bien détecter les phases où la vitesse est nulle. C'est
un gros avantage par rapport à la vitesse qui pourrait être obtenue par intégration d'un
capteur d'accélération, qui serait soumise, elle, à une dérive croissante dans le temps.

3.2.3.5 Expériences

On réalise maintenant des expériences pour valider l'algorithme de mesure de vitesse
et de hauteur en conditions réelles avec un vrai radar. Pour des raisons techniques, on ne
valide ici que l'algorithme de mesure de vitesse horizontale et de mesure de la hauteur h.
L'intégration d'un radar sur le Crazy�ie n'a pas été possible lors de la thèse pour des raisons
de temps et de technique. En e�et, alimenter et interfacer un radar avec le Crazy�ie aurait
nécessité des compétences en électronique qui dépassent le cadre de la thèse. Cependant, on
a pu avoir accès lors de la thèse à un radar de la marque In�neon, destiné à des applications
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Figure 3.24 � Mesure simulée du radar lors d'un vol réel du Crazy�ie

dans le domaine automobile [Inf21]. Celui-ci est un radar FMCW de fréquence porteuse
77GHz, doté de 2 antennes TX et 4 antennes RX. On interface le radar avec un ordinateur
par l'intermédiaire d'un environnement de débogage a�n d'enregistrer les matrices Doppler
issues des 8 canaux a�n d'e�ectuer par la suite l'estimation de vitesse et de hauteur hors-
ligne. Pour connaître l'angle entre la ligne de visée du radar et le sol, on connecte un IMU
Bosch BNO055 à une carte Arduino dont les axes sont alignés avec la ligne de visée du radar.
Cela permettra d'avoir une estimation des angles d'attitude du radar au cours du temps. Les
données de l'IMU et du radar sont enregistrées sur l'ordinateur à une fréquence avoisinant
les 10Hz, ce qui est le maximum que l'on puisse obtenir en transférant les données radar via
l'environnement de débogage non prévu à cet e�et. Les capteurs sont montrés sur la partie
droite de la �gure 3.25.

Figure 3.25 � Dispositif expérimental radar+IMU

Lors des expériences, une personne marche avec le radar devant elle, en maintenant
le radar dans une position stable. Le principe est de marcher en suivant une ligne droite
marquée au sol de 30m. On enregistre les données des capteurs ainsi que le parcours via
un GPS de smartphone avec l'application Android GeoTracker, en horodatant toutes les
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données. Les mesures IMU et radar sont enregistrées au même moment sur l'ordinateur et
sont donc synchronisées, tandis que les données GPS sont enregistrées sur le smartphone
et sont désynchronisées par rapport aux données des capteurs. Il sera possible de comparer
les données des capteurs aux données GPS en les recalant approximativement grâce à
l'horodatage. Cependant, on ne pourra les comparer que visuellement à cause de cette
incertitude temporelle et du fait que les points GPS sont enregistrés par le smartphone de
manière très sporadique dans le temps.

On met en place 3 types d'expériences pour valider la mesure de vitesse et de hauteur avec
le radar. En plus de la validation visuelle avec les mesures du GPS, la vitesse de déplacement
horizontale obtenue avec le radar est intégrée pour comparer la distance obtenue à la �n de
l'expérience à la distance théorique de 30m. La hauteur peut être comparée à la mesure
approximative de la hauteur à laquelle la personne maintient le radar. On fera, de plus, des
expériences où la vitesse ou la hauteur changent lorsque la personne a parcouru 15m, a�n
d'appuyer les résultats.

� Expérience A Vitesse ≈ constante, h ≈ 1.2m ;
� Expérience B Vitesse lente sur 15m puis plus rapide sur 15m, h ≈ 1.2m ; ;
� Expérience C Vitesse ≈ constante, h ≈ 1.8m sur 15m puis h ≈ 1.2m sur 15m.

On observe les résultats des expériences A,B et C respectivement sur les �gures 3.26, 3.27
et 3.28 :

� Pour ce qui est de la vitesse, le seuil auquel se stabilisent les mesures autour de 20s
sur la �gure 3.26 semble coïncider avec celui des mesures GPS. On peut noter sur la
�gure 3.27 le changement d'allure qui est bien retranscrit lorsqu'on atteint les 15m.
Sur la �gure 3.28, on note que la mesure de vitesse est plus bruitée lorsque h ≈ 1.8m
que lorsque h ≈ 1.2m. La raison à cela est qu'une partie du champ de vision du
radar n'est pas exploitée. En e�et, pour des raisons de rapidité de communication,
on transmet les matrices Doppler du radar à l'ordinateur pour des distances radiales
jusqu'à 4m au maximum. Or, lorsque le radar est maintenu à h = 2m et pour un angle
θ0 de 30�, on a R = 2/ sin(π/6) = 4m. La moitié du champ de vision correspondant
à θRi ∈ [θ0, θ0 + γ

2
] n'est donc pas utilisée par l'algorithme, ce qui cause du bruit sur

l'estimation �nale de vitesse.
� Du point de vue de la distance parcourue, celle que l'on obtient en intégrant la mesure

de vitesse du radar semble bien correspondre à la distance théorique de 30m, pour
tout type d'expérience. Pour véri�er cela, on a réalisé 10 expériences de type A. On
rassemble les valeurs de distance �nale obtenues sur ces 10 expériences dans la table
3.2. Les valeurs que l'on obtient sont proches des 30m attendus, avec en moyenne
une distance de 29.61m et un écart-type de 1.01m, soit une incertitude de 3cm pour
1m parcouru. Si l'on considère de plus le fait qu'il existe une incertitude du fait du
dispositif expérimental au niveau de l'emplacement de départ et d'arrivée, on peut
conclure que la mesure de vitesse via le radar semble précise.

� Du point de vue de la hauteur, on peut voir sur les �gures 3.26 et 3.27 que l'on obtient
approximativement 1.2m, ce qui était la hauteur à laquelle on a essayé de maintenir
le radar en marchant. Sur la �gure 3.28, la di�érence de hauteur est bien marquée et
on retrouve bien le premier seuil à 1.8m puis le deuxième à 1.2m.
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Figure 3.26 � Expérience A : vitesse constante

Test 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Moyenne m̄ (m) Écart-type σ (m)

Distance �nale (m) 31.92 30.46 29.36 28.64 29.30 29.59 28.76 30.07 29.62 28.29 m̄ = 29.61 σ = 1.01

Table 3.2 � Distance �nale lors de l'expérience type A

3.2.3.6 Conclusion sur les mesures radar

On a présenté dans cette sous-section une méthode qui se base sur les mesures d'un radar
FMCW MIMO pour en déduire simultanément des informations de vitesse et de hauteur
par rapport au sol. Ici, on a considéré des radars MIMO dont les antennes sont arrangées
en ligne, ce qui permet d'appliquer le principe de beamforming dans un plan 2D. Lorsque
ce plan comprend la direction verticale et horizontale du drone comme sur la �gure 3.22,
cela permet de mesurer avec le même radar la hauteur, la vitesse selon l'axe vertical et la
vitesse selon l'axe horizontal. Cette approche a été d'abord testée en simulation, puis validée
expérimentalement, ce qui a permis de con�rmer la précision des mesures de vitesse et de
hauteur.

En�n, on a présenté ici des résultats de simulation et expérimentaux avec le radar In�neon
77GHz auquel on avait accès pendant la thèse. Sur ce radar, les antennes sont disposées en
ligne tel que présenté en 3.2.3.3 dans le paragraphe sur le beamforming en 2D. D'autres
radars FMCW MIMO tels que [Tex21] ont des antennes disposées sur un plan, ce qui rend
possible l'extension du principe du beamforming 2D en 3D [Bal16]. Potentiellement, on
pourrait alors balayer virtuellement le faisceau du radar pour e�ectuer des mesures selon les
trois composantes du mouvement du drone. On pourrait alors obtenir avec un seul radar les
mêmes informations qu'avec les deux radars embarqués sur le drone de la �gure 3.22.
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Figure 3.27 � Expérience B : vitesse qui change à 15m

3.3 Conclusion

On a listé dans ce chapitre les di�érentes sources d'informations qui sont disponibles au
niveau du drone pour estimer au mieux son mouvement. Celles-ci peuvent être issues d'un
modèle du mouvement, de capteurs embarqués ou de cartes de l'environnement. Le chapitre
précédent détaillait la modélisation et la commande du drone ; ici on s'est intéressé aux
capteurs que l'on peut embarquer sur le drone. On propose dans cette thèse de coupler des
mesures radar à celles issues de la centrale inertielle du drone pour estimer sa vitesse de
translation. On a alors montré que les mesures de l'accéléromètre embarqué sur le drone per-
mettaient de mesurer directement sa vitesse linéaire. Ensuite, on a développé un algorithme
de traitement des mesures d'un radar FMCW MIMO, qui permet de mesurer sa vitesse de
déplacement horizontale et verticale, ainsi que sa hauteur par rapport au sol. Les di�érentes
mesures de capteurs présentées dans ce chapitre seront utilisées dans le prochain chapitre
lors de la phase d'estimation de la vitesse du drone.
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Figure 3.28 � Expérience C : hauteur qui change à 15m
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Chapitre 4

Synthèse d'estimateur pour un système

en boucle fermée : application au drone

Dans ce chapitre, on va utiliser les informations disponibles localement au niveau de
l'agent pour estimer son mouvement. Dans le cas du drone que l'on considère ici, ces
informations proviennent d'un modèle du mouvement issu du chapitre 2, et des signaux
disponibles au niveau du microcontrôleur, comme les mesures de capteurs embarqués
inertiels et radar étudiés dans le chapitre 3. Le mouvement du drone est décrit par des
grandeurs d'attitude, de vitesse linéaire et de position. L'estimation de l'attitude est déjà
réalisée sur le microcontrôleur du Crazy�ie et n'est pas abordée dans cette thèse. Les
grandeurs que l'on veut donc obtenir ici sont la vitesse et la position du drone. Dans le
contexte de navigation sans signaux d'infrastructure, la position n'est pas accessible à
partir des mesures et du modèle. On applique alors le principe de navigation à l'estime
(dead-reckoning), qui consiste à calculer la position via l'intégration numérique des signaux
de vitesse et d'attitude du drone. Cette intégration implique une dérive de la position
estimée par rapport à la position réelle, à cause de l'accumulation d'erreurs au cours du
temps. L'objectif de ce chapitre est de construire un estimateur de vitesse le plus performant
possible, a�n de limiter l'accumulation d'erreurs lors de l'intégration et donc la dérive de
position. Par ailleurs, a�n de rendre la solution embarquable sur un microcontrôleur comme
celui du drone, cet estimateur devra avoir un coût de calcul aussi faible que possible.

Dans un premier temps, on étudie les structures habituelles d'estimateurs de la littérature
sur les drones. Celles-ci reposent notamment sur des estimateurs de type "�ltre de Kalman",
synthétisés à partir d'un modèle du drone en boucle ouverte (BO), c'est-à-dire sans prendre
en compte le correcteur qui asservit son attitude, voir la �gure 4.1.

Figure 4.1 � Estimateur basé sur un modèle de la boucle ouverte (BO)
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Cependant, étant donné que la dynamique du drone est régie par son correcteur, il parait
plus intéressant de prendre en compte son e�et dans le modèle de synthèse de l'estimateur.
On propose donc ici de synthétiser l'estimateur à partir d'un modèle de la boucle fermée du
drone (BF), voir la �gure 4.2. Dans ce cas-là, la dynamique associée au rebouclage avec le
correcteur est directement prise en compte dans le modèle de synthèse. On cherchera alors
à comparer l'approche de synthèse d'estimateur basée sur le modèle BO et celle basée sur le
modèle BF, en termes de performance d'estimation et de complexité d'implémentation.

Figure 4.2 � Estimateur basé sur un modèle de la boucle fermée (BF)

Dans ces deux approches, dites séquentielles, le correcteur est �xé au préalable et on
cherche à construire un estimateur le plus performant possible étant donné le drone asservi
par ce correcteur. Dans un second temps, on peut se demander si l'estimateur pourrait
béné�cier d'un réglage particulier du correcteur qui in�ue sur son modèle de synthèse. En
e�et, le cahier des charges sur l'asservissement du drone étant faiblement contraint, cela laisse
des libertés au niveau du réglage de correcteur. On propose donc d'exploiter ces degrés de
liberté pour e�ectuer une synthèse conjointe d'un correcteur/estimateur, comme représenté
sur la �gure 4.3, a�n de maximiser la performance d'estimation tout en remplissant les
objectifs en matière d'asservissement �xés par le cahier des charges. On comparera cette
approche de synthèse conjointe à celle de synthèse séquentielle de la section précédente,
notamment en termes de coût d'implémentation et de performance d'estimation, et ce, en
fonction du niveau de contraintes �xé par le cahier des charges sur l'asservissement.

Figure 4.3 � Structure conjointe de correcteur/estimateur

4.1 Présentation du problème

Notre objectif est de synthétiser un estimateur de la vitesse de translation du drone qui
soit le plus performant et le moins couteux en calculs possible. Dans le chapitre 2, on a montré
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que le drone était un système instable et donc nécessairement contrôlé, au moins en attitude,
a�n de lui permettre de voler correctement. La question que l'on se pose dans ce chapitre
est de savoir quel impact peut avoir le correcteur sur la performance de l'estimateur. Pour
cela, on va tout d'abord chercher à voir si l'estimateur peut béné�cier de la prise en compte
du correcteur dans son modèle de synthèse, puis on s'interrogera sur comment synthétiser
un correcteur qui maximise la performance de l'estimateur.

4.1.1 Problématique générale

On aborde tout d'abord la problématique d'un point de vue général puis on la reliera
plus spéci�quement à l'application drone dans la prochaine sous-section.

4.1.1.1 Modèle de synthèse d'estimateur

Le drone avec son correcteur d'attitude et son estimateur de vitesse peut être représenté
sous la forme des systèmes des �gures 4.1 et 4.2, en fonction du modèle utilisé pour synthétiser
l'estimateur. Il correspond à un système noté Σ, dont une partie de l'état est asservie par
un correcteur K, et dont une partie de l'état doit être estimée par un estimateur E placé en
dehors de la boucle d'asservissement.

L'objectif ici est de synthétiser un estimateur E le plus performant possible. La synthèse
s'e�ectuant à partir d'un modèle du système, la question est de savoir quel système modéliser.

Modèle du système en boucle ouverte (BO). Une première solution consiste à syn-
thétiser l'estimateur à partir d'un modèle du système en boucle ouverte, c'est-à-dire sans
prendre en compte le correcteur. Dans le cas du drone, le modèle dynamique initialement
obtenu est non-linéaire, et représente le comportement dynamique du drone non-asservi qui
est instable. Ce modèle est sensé représenter un comportement au plus proche de la dyna-
mique réelle du drone sur un large domaine de vol, lorsqu'il est soumis à des signaux d'entrée
(force de poussée, couples) quelconques. Cependant, on peut se demander si l'e�ort de syn-
thétiser un estimateur à partir d'un modèle non-linéaire, de plus instable, est nécessaire,
sachant que dans le cas du drone considéré dans cette thèse, le domaine de vol va toujours
se situer proche d'un point de fonctionnement correspondant au vol stationnaire.

Dans ce cas, il peut être plus judicieux d'utiliser le modèle linéarisé autour du point
de fonctionnement du drone correspondant au vol stationnaire. La dynamique représentée
par le modèle est toujours instable, mais celui-ci permet d'utiliser des méthodes de synthèse
d'estimateurs pour les systèmes linéaires, qui requièrent un e�ort d'analyse moins important
que celles pour les systèmes non-linéaires.

Modèle du système en boucle fermée (BF). Les modèles de la boucle ouverte re-
présentent la dynamique du drone non-asservi, pour des signaux d'entrée quelconques. Ce-
pendant, comme ce système est instable par nature, il doit être asservi au moins pour lui
permettre de voler de façon stable. Le correcteur permet alors de stabiliser le système et de
lui imposer une dynamique particulière, notamment, il peut avoir un e�et linéarisant sur le
comportement initialement non-linéaire [Bla34]. La dynamique du système asservi devrait
donc être moins complexe qu'en boucle ouverte, et elle devrait pouvoir être représentée par un
modèle linéaire d'ordre moins important que le modèle en boucle ouverte. Cela permettrait
d'avoir un estimateur plus simple et donc moins couteux en calcul pour le microcontrôleur.
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Dans un premier temps, il s'agira donc de comparer la performance et le coût de calcul
des estimateurs que l'on peut synthétiser à partir de ces di�érents modèles BO et BF. Si
l'estimateur synthétisé à partir d'un modèle de la boucle fermée BF présente un intérêt en
matière de performance d'estimation et d'ordre de complexité, alors on peut aussi se deman-
der s'il serait possible de régler le correcteur de telle manière à améliorer la performance de
l'estimateur.

4.1.1.2 Synthèse conjointe

La question de la synthèse conjointe d'un correcteur et d'un estimateur fait sens, notam-
ment parce que le cahier des charges sur l'asservissement du drone est peu contraint, ce qui
laisse une certaine liberté au niveau du choix de la dynamique imposée par le correcteur.
On peut alors imaginer synthétiser un correcteur qui permette d'optimiser la performance
de l'estimateur, tout en respectant le cahier des charges en matière d'asservissement. De
plus, d'un point de vue pratique, le correcteur et l'estimateur du drone sont tous les deux
programmés sur le même microcontrôleur, qui a accès à tous les signaux de référence, de
commande et de mesure, échantillonnés à la même fréquence. On pourrait alors chercher
à synthétiser une seule et même entité de correcteur/estimateur, chargée de commander
le drone et d'estimer sa vitesse à partir des mêmes signaux d'entrée. Potentiellement, par
rapport à une approche dite séquentielle, où le correcteur et l'estimateur sont synthétisés
successivement, l'approche de synthèse conjointe permettrait donc une meilleure estimation
de la vitesse, tout en ayant une certaine mise en commun des calculs qui permettrait de ré-
duire le coût d'implémentation de la solution. En e�et, on peut par exemple noter que dans
le cas de la synthèse conjointe, l'ordre de complexité de l'ensemble correcteur/estimateur ne
dépend qu'une seule fois de la complexité du modèle du système, contre deux fois lors de la
synthèse séquentielle.

On résume sur la �gure 4.4 les di�érents cheminements possibles pour réaliser la synthèse
d'un correcteur K et d'un estimateur E à partir du système Σ :

� Bleu (Σ→ K → E) : On appelle ce cheminement synthèse séquentielle de correcteur
et d'estimateur. On synthétise tout d'abord un correcteur K pour imposer une dy-
namique �xée par le cahier des charges, puis on synthétise un estimateur à partir du
modèle du système BO ou BF. C'est la démarche qui sera adoptée dans la section 4.2,
où l'estimateur sera synthétisé pour le drone asservi par son correcteur PID d'origine.

� Orange (Σ→ K +E) : Cela correspond à la synthèse conjointe d'un correcteur K et
d'un estimateur E. En plus des intérêts potentiels discutés plus haut, cela permet de
supprimer une étape de conception en réalisant en une fois la synthèse du correcteur et
de l'estimateur. C'est la démarche qui sera développée dans la section 4.3, et comparée
à l'approche de synthèse séquentielle.

� Vert (Σ→ E → K) : On synthétise d'abord un estimateur E pour le système Σ, re-
présenté obligatoirement par son modèle BO. Ensuite, on synthétise un correcteur K,
ce qui modi�era potentiellement la performance d'estimation. Cette approche ne fait
pas sens dans notre cas car elle limite les possibilités pour la synthèse de l'estimateur,
or c'est le c÷ur du problème considéré ici.

Par la suite, on comparera donc les approches de synthèse séquentielle et conjointe (che-
minements bleu et orange), a�n de voir laquelle permet de répondre au mieux à nos objectifs,
à savoir obtenir la meilleure estimation possible de la vitesse du drone tout en ayant un coût
d'implémentation de la solution faible.
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Figure 4.4 � Cheminements possibles pour la synthèse de correcteur K et d'estimateur E

4.1.2 Problématique appliquée au drone

4.1.2.1 Signaux présents sur le microcontrôleur

Comme dit précédemment, tous le signaux du drone sont accessibles sur le même micro-
contrôleur embarqué noté µC sur le schéma 4.5. On résume ci-dessous les di�érents signaux
échangés au niveau du microcontrôleur.

Figure 4.5 � Signaux échangés par le microcontrôleur (µC) du drone

Signaux d'entrée du microcontrôleur

Consignes r Les signaux de consigne sont regroupés dans un vecteur noté r, qui est
constitué des angles de consigne ηc = [φc, θc, ψc]

ᵀ et de la poussée de consigne Tc, tel que
r = [ηᵀc , Tc]

ᵀ.

Mesures ycapt Le vecteur ycapt correspond aux mesures accessibles par le microcon-
trôleur, issues des capteurs embarqués du drone : l'IMU et le radar. L'IMU contient un
accéléromètre et un gyroscope qui mesurent respectivement l'accélération ãacc et la vitesse
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angulaire ω̃gyro, et dont les mesures sont combinées au sein de l'IMU pour fournir une estima-
tion de l'attitude η̃IMU . Les mesures du radar notées ṽrdr permettent d'accéder à la vitesse
linéaire v du drone par le biais de l'algorithme de mesure de vitesse présenté dans la section
3.2.3 du chapitre 3. Le lien entre ces di�érentes mesures et les grandeurs dynamiques du
modèle du drone est : 

η̃IMU(t) = F [η + wIMU ](t)
ω̃gyro(t) = F [ω + wgyro](t)
ãacc(t) = F [−µM

m
v + bacc + wacc](t)

ṽrdr(t) = v(t) + wrdr(t)

(4.1)

où µM = diag(µxy, µxy, µz) ; la valeur de la puissance des bruits blancs wIMU , wgyro, wacc,
wrdr est donnée dans l'annexe A.10 ; le modèle de la dynamique du biais de l'accéléromètre
bacc a été donnée en (3.11) page 91 et F [.] est l'opérateur correspondant au �ltre passe-bas
de fréquence de coupure 80Hz (500rad/s) implémenté dans le logiciel du Crazy�ie, dont la
fonction de transfert a été donnée en (2.18) page 47. Dans la suite de ce chapitre portant sur
l'estimation, à part quand cela est spéci�é, le �ltre F est négligé. En e�et, les dynamiques
des vitesses de translation que l'on cherche à estimer ici sont de l'ordre de 10Hz (63rad/s)
et l'e�et du �ltre est donc négligeable à ces fréquences-là.

Signaux de sortie du microcontrôleur

Commande u Le signal de commande u qui est issu du correcteur a été étudié dans
le chapitre 2. On réabordera la problématique de la commande du drone dans la section 4.3,
étant donné que l'on cherchera à synthétiser de manière conjointe le correcteur et l'estima-
teur.

Estimée ẑ Le vecteur ẑ contient les grandeurs dynamiques à estimer, à savoir la vitesse
de translation du drone v ainsi que le biais de l'accéléromètre bacc, tel que ẑ = [v̂ᵀ, b̂ᵀacc]

ᵀ.
L'objectif dans ce chapitre est de fournir la meilleure estimation possible de z à partir des
di�érents signaux disponibles au niveau du microcontrôleur.

4.1.3 Structure du modèle

Comme présenté dans le chapitre 2, le modèle dynamique du drone se décompose princi-
palement en trois sous-systèmes en cascade, associés aux vitesses angulaires, angles d'attitude
et vitesses linéaires comme représenté sur la �gure 4.6. Le modèle non-linéaire correspondant
aux trois sous-systèmes en boucle ouverte a été donné à l'équation (2.8) page 34, et sa version
linéarisée au point d'équilibre de vol stationnaire en (2.14) page 40. Le modèle de poussée
correspond à l'équation (A.5) page 160. En�n, le modèle de la dynamique du biais bacc de
l'accéléromètre a été donné en (3.11) page 91.

On verra par la suite que dans la littérature sur les drones, lorsque le modèle de la boucle
ouverte (BO) est considéré, il correspond généralement au sous-système des angles d'attitude
et des vitesses linéaires, noté "Modèle BO 1" sur la �gure 4.6. Cela permet d'utiliser comme
signaux d'entrée du modèle les signaux de mesure ω̃gyro du gyroscope intégré dans l'IMU
embarqué sur le drone. De manière alternative, le modèle BO peut comprendre seulement
le sous-système des vitesses linéaires, voir "Modèle BO 2" sur la �gure 4.6. Dans ce cas,
les signaux d'entrée du modèle sont les angles d'attitude du drone dont l'IMU produit une
estimée notée η̃IMU . En�n, par la suite, lorsque le modèle de la boucle fermée (BF) est
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Figure 4.6 � Structure du modèle dynamique du drone asservi en attitude

considéré, il correspond à l'équation (2.94) page 78 et il comprend alors le rebouclage induit
par le correcteur PID d'origine sur le Crazy�ie, voir "Modèle BF" sur la �gure 4.6.

4.2 Estimateur hors boucle d'asservissement

La vitesse du drone va être estimée à l'aide d'un estimateur, dont le rôle est de reconstruire
les signaux à estimer à partir des signaux mesurés et d'un modèle du système. Cet estimateur
devra de plus pouvoir facilement être implémenté sur le microcontrôleur du drone, et donc
avoir un faible coût de calcul. Dans cette section, on considère un estimateur situé en dehors
de la boucle d'asservissement, comme représenté sur les �gures 4.1 et 4.2.

Il existe deux types de structures d'estimateurs, la structure de �ltre et celle d'obser-
vateur [Bay12]. La structure de �ltre correspond à une matrice de fonctions de transfert
sans structure particulière qui admet en entrée des signaux mesurés du système et produit
en sortie les signaux estimés [Gel74]. Cela est par exemple le cas des structures des �ltres
de Wiener [Wie64] ou des �ltres H∞ [ST92]. Contrairement à la structure de �ltre, celle
d'observateur a une structure particulière car elle contient un modèle de la dynamique du
système 1. Dans le cadre de signaux d'entrée déterministes, cela correspond typiquement à
un observateur de Luenberger [Lue64] et dans le cadre stochastique, à un observateur de
type Kalman [Kal60]. Dans la littérature, les algorithmes de navigation d'agents mobiles
comme ceux pour le drone reposent principalement sur des estimateurs à la structure
d'observateur type Kalman [MHW+19] que l'on appelle généralement, par abus de langage,
"�ltre de Kalman".

Dans cette section, on commence par présenter les approches adoptées dans la littérature
pour estimer la vitesse du drone. On verra qu'elles se basent principalement sur le �ltre de
Kalman synthétisé à partir d'un modèle de la boucle ouverte du drone. On compare ensuite
ces approches à celle que l'on propose, à savoir utiliser un gain �xe de Kalman synthétisé à
partir d'un modèle de la boucle fermée du drone. La comparaison sera réalisée vis-à-vis du
coût de calcul puis de la performance d'estimation. Pour cela, on utilisera les estimateurs
présentés dans cette section pour reconstruire la vitesse du drone à partir de signaux réels,
obtenus lors d'expériences réalisées en début de thèse dans l'enceinte d'un système de capture
de mouvement Vicon.

1. Il est important de noter que les méthodes de synthèse de �ltres nécessitent que le modèle du système
soit stable, contrairement à celles de synthèse d'observateurs [Bay12]. Dans notre cas, le modèle de la trans-
lation du drone asservi est stable, donc on peut aussi bien utiliser la structure �ltre que celle d'observateur.
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4.2.1 Estimateurs de la littérature sur les drones

Un problème d'estimation standard consiste à estimer le vecteur z du système Σ repré-
senté sur la �gure 4.7, lorsqu'il est soumis à un vecteur d'entrées exogènes w. Le principe de
l'estimateur E est de donner une estimation de z notée ẑ, étant donné un vecteur d'entrée
contenant des signaux de mesure yE. L'objectif de l'estimateur est alors de minimiser l'erreur
d'estimation e = z − ẑ.

Figure 4.7 � Problème d'estimation sous forme standard

Comme les signaux de commande et de mesure sont entachés de bruits, ils deviennent
des signaux stochastiques qui sont caractérisés par une distribution de probabilité. Dans ce
cas, on cherche à estimer la distribution de probabilité de z, sachant les signaux d'entrée
yE. Dans le cas où le modèle probabiliste associé aux signaux est quelconque, le calcul de la
distribution de probabilité de z peut être d'une complexité exponentielle [TBF05]. Il existe
cependant un cas où le calcul d'une solution est e�cace, c'est-à-dire en temps polynomial,
c'est lorsque les modèles probabilistes correspondent à des distributions de type gaussiennes.
Dans ce cas, la distribution de probabilité de z peut être représentée seulement par son
premier et deuxième moment, c'est-à-dire sa moyenne et sa covariance. Le �ltre de Kalman
est énoncé dans l'hypothèse d'une distribution gaussienne, et permet alors de calculer une
solution optimale, dans le sens où elle minimise la variance de l'erreur d'estimation e = z− ẑ
notée E{(z − ẑ)ᵀ(z − ẑ)} où E{.} est l'opérateur espérance [Sim06, Bay12].

4.2.1.1 Filtre de Kalman (KF)

Équations du �ltre de Kalman Soit un système linéaire de la forme suivante :{
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + w(t)
y(t) = C(t)x(t) + v(t)

(4.2)

où x(t) est l'état du système à l'instant t, w est appelé bruit d'état et v bruit de mesure. Le
�ltre de Kalman repose sur l'hypothèse que w et v sont des bruits blancs gaussiens tels que
w(t) ∼ N (0, Q(t)) et v(t) ∼ N (0, R(t)). Dans le cas où z = x (on cherche à estimer l'état en
entier) et yE = y, les équations du �ltre de Kalman sont [Sim06] :

K(t) = P (t)C(t)ᵀR(t)−1 (4.3a)

˙̂x(t) = A(t)x̂(t) +B(t)u(t)︸ ︷︷ ︸
prédiction

+K(t)
(
y(t)− C(t)x̂(t)

)
︸ ︷︷ ︸

correction

(4.3b)

Ṗ (t) = −P (t)C(t)ᵀR(t)−1C(t)P (t) + A(t)P (t) + P (t)A(t)ᵀ +Q(t) (4.3c)

L'équation (4.3b) qui permet de calculer l'estimée x̂ peut être scindée en deux parties : la
partie de gauche que l'on appelle phase de prédiction, qui consiste à prédire l'état à partir
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du modèle du système (4.2), et la partie de droite appelée phase de correction, qui permet
de corriger cette prédiction à partir des informations contenues dans les mesures y et du gain
de Kalman K.

Gain �xe de Kalman (K) Lorsque le système (4.2) est linéaire temps invariant (LTI),
c'est-à-dire lorsque A, B, C, Q et R sont indépendantes du temps, alors le gain du �ltre de
Kalman tend vers une valeur indépendante du temps qui vaut :

K = PCᵀR−1 (4.4)

où P est la solution de l'équation de Riccati suivante :

AP + PAᵀ +Q− PCᵀR−1CP = 0 (4.5)

et alors l'équation (4.3b) devient :

˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t) +K
(
y(t)− Cx̂(t)

)
(4.6)

Dans le cas LTI, il n'y a donc plus nécessité de connaitre la valeur des di�érentes matrices à
chaque instant et de résoudre l'équation de Riccati (4.3c) en ligne. Cela diminue grandement
le coût en calculs du �ltre et le rend plus facilement embarquable sur un microcontrôleur.

Implémentation Les équations du �ltre de Kalman (4.3) sont données en temps continu.
Cependant, l'implémentation du �ltre sur un microcontrôleur est réalisée en temps discret.
Pour cela, le modèle dynamique (4.2) est discrétisé et le gain de Kalman est mis à jour à
l'aide d'un algorithme qui calcule à chaque pas de temps sa nouvelle valeur. Cet algorithme
a une structure qui se découpe en deux étapes : une étape de prédiction et une étape de
correction. La première, sert à prédire l'état x et sa covariance associée à partir du modèle
du système, connaissant l'état à l'instant précédent et la commande appliquée au système à
l'instant présent. La phase de correction sert ensuite à mettre à jour cette prédiction, étant
donné le vecteur de mesures et le gain de Kalman calculé à cet instant. Cet algorithme est
donné dans l'annexe A.9.

Dans la littérature sur les drones On trouve l'approche basée sur un modèle linéarisé
du drone en boucle ouverte et un gain de Kalman �xe (K) dans [LMBM14], où on estime
la vitesse latérale et longitudinale d'un drone seulement à partir des mesures d'un IMU. Le
modèle utilisé dans cette approche est LTI, et prend en entrée les vitesses angulaires δω̃gyro
mesurées par le gyroscope : 

δφ̇ = δω̃gyro,x
δθ̇ = δω̃gyro,y
δv̇x = −gδθ − µxy

m
δvx

δv̇y = gδφ− µxy
m
δvy

(4.7)

ce qui correspond au modèle linéarisé au point d'équilibre x̄ = 0 donné précédemment à
l'équation (2.14) du chapitre 2, et représenté en tant que "Modèle BO 1" sur la �gure 4.6.
Ici, la loi de commande du drone n'est pas prise en compte explicitement car l'entrée du
modèle est la mesure du gyroscope δω̃gyro, c'est donc ce qu'on appelle un modèle de la
boucle ouverte (BO). Dans cette approche, la phase de correction du �ltre est e�ectuée à
partir des mesures de l'accéléromètre qui sont proportionnelles à la vitesse δv du drone, voir
équation 3.16 du chapitre 3. Dans [LMBM14], le gain �xe de Kalman permet alors d'estimer
l'état complet qui vaut δx = [δφ, δθ, δvx, δvy]

ᵀ.
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4.2.1.2 Filtre de Kalman étendu (EKF)

Le �ltre de Kalman tel que présenté précédemment se limite aux systèmes linéaires, or
le modèle du drone initialement obtenu est non-linéaire. Cela peut alors présenter un intérêt
de considérer le modèle non-linéaire plutôt que le modèle linéarisé, car c'est celui qui est
sensé être le plus proche du comportement réel du drone. Le �ltre de Kalman étendu a été
développé pour permettre d'estimer l'état dans le cas de systèmes non-linéaires, tels que :{

ẋ(t) = f(x(t), u(t), w(t), t)
y(t) = h(x(t), v(t), t)

(4.8)

où f(.) et h(.) sont des fonctions non-linéaires. L'algorithme suit la même trame que celui
du �ltre de Kalman linéaire, sauf qu'ici l'état et la mesure sont prédits via les fonctions non-
linéaires du modèle (4.8). Pour le calcul de la matrice de covariance, le modèle non-linéaire
est linéarisé autour de l'état estimé le plus récent à l'aide d'un développement de Taylor au
premier ordre [AM12] 2. Les équations associées au �ltre de Kalman étendu sont [Sim06] :

K(t) = P (t)H(t)ᵀR(t)−1 (4.9a)

˙̂x(t) = f(x̂(t), u(t), 0, t) +K(t)
(
y(t)− h(x̂(t), 0, t)

)
(4.9b)

Ṗ (t) = −P (t)H(t)ᵀR(t)−1H(t)P (t) + F (t)P (t) + P (t)F (t)ᵀ +Q(t) (4.9c)

où F (t) = ∂f
∂x

∣∣∣
x̂(t),u(t),t

et H(t) = ∂h
∂x

∣∣∣
x̂(t),t

. Par rapport au �ltre de Kalman temps variant,

le �ltre de Kalman étendu nécessite une étape supplémentaire qui consiste à linéariser les
fonctions non-linéaires f et h à chaque instant. Son coût calculatoire sera donc supérieur à
celui du �ltre de Kalman linéaire. De la même manière que précédemment, l'algorithme du
�ltre de Kalman étendu est implémenté en temps discret, comme décrit dans l'annexe A.9.

Dans la littérature sur les drones L'utilisation d'un �ltre de Kalman étendu pour la
navigation est fréquente car elle permet d'utiliser directement le modèle non-linéaire (2.8)
du drone, sensé décrire un comportement dynamique au plus proche du comportement réel.
On retrouve ce type d'approche dans [LMBM14, AKDM13, DJW+18]. Dans [LMBM14] et
[AKDM13], le modèle dynamique est le suivant :

φ̇ = ω̃gyro,x + sφtθω̃gyro,y + cφtθω̃gyro,z
θ̇ = cφω̃gyro,y − sφω̃gyro,z
v̇x = −gsθ − µxy

m
vx

v̇y = gsφcθ − µxy
m
vy

(4.10)

où les entrées du modèle sont les vitesses angulaires ω̃gyro mesurées par le gyroscope et
le vecteur de mesure est constitué des mesures de l'accéléromètre, ce qui correspond au
"Modèle BO 1" de la �gure 4.6, de manière similaire à l'approche linéaire présentée dans le
paragraphe sur le �ltre de Kalman linéaire. Dans [DJW+18], le drone intègre des capteurs
supplémentaires par rapport à [LMBM14] et [AKDM13], comme un sonar pour mesurer la
hauteur du drone et une caméra pour mesurer la vitesse linéaire à partir du �ux optique.
Dans [DJW+18], les entrées du modèle sont donc les mesures du gyroscope ainsi que celles de
l'accéléromètre pour prédire le changement de hauteur, et la phase de correction du �ltre est

2. Il faut noter que le �ltre de Kalman étendu n'admet pas de preuve de convergence globale à cause des
linéarisations successives en di�érents points de fonctionnement.
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e�ectuée à partir du vecteur des mesures des autres capteurs (caméra �ux optique, sonar).
Toutes ces approches précédemment citées sont basées sur un modèle du drone en boucle
ouverte, étant donné que la loi de commande n'est pas prise en compte dans le modèle.

4.2.1.3 Filtre particulaire (PF)

Un autre type d'approche que l'on trouve dans la littérature est celle basée sur les �ltres
particulaires, aussi appelés méthodes de Monte-Carlo séquentielles. L'intérêt de ces tech-
niques est de s'a�ranchir complètement des hypothèses sur les distributions faites dans les
�ltres de Kalman. Cela peut mener à un meilleur résultat que le �ltre de Kalman dans le cas
où les distributions de probabilités ne sont pas strictement gaussiennes. Le principal inconvé-
nient de ces techniques est qu'elles ont un coût de calcul important et sont donc di�cilement
implémentables sur un microcontrôleur. Le principe des �ltres particulaires est d'approximer
la densité de probabilité à partir de la répartition d'un grand nombre de particules de taille
n dans l'espace d'état, qui représentent chacune une valeur possible de l'état. Les principales
étapes de l'algorithme d'un �ltre particulaire sont [Gro13, TBF05] :

� Générer aléatoirement les particules autour de l'état prédit avec la fonction f(.) du
modèle (4.8) ;

� Calculer la mesure prédite pour chaque particule avec la fonction h(.) du modèle
(4.8) ;

� Calculer le poids associé à chaque particule comme l'écart entre la mesure prédite et
la mesure réelle ;

� Sélectionner les particules ayant le poids le plus élevé et en déduire l'état comme une
moyenne pondérée.

Il existe plusieurs versions de �ltres particulaires qui varient au niveau de l'étape de
sélection des particules au poids le plus élevé, appelée rééchantillonage (resampling) voir
[AMGC02]. Par la suite, on utilisera la version appelée �ltre particulaire bootstrap qui est
généralement préférée dans la littérature pour son e�cacité et sa simplicité d'implémentation
[AMGC02]. L'idée est de faire plusieurs tirages avec remise des particules dont la probabilité
d'apparition est donnée par leur poids. Statistiquement, les particules ayant le poids le plus
élevé ont donc plus de chance d'être sélectionnées plusieurs fois, ce qui permet d'éliminer
les particules de poids faible sans avoir recours à une méthode de sélection déterministe
[GSS93, Can07].

Dans la littérature sur les drones On retrouve ce type d'approche dans [Rig12,
MCL14]. Dans [MCL14] notamment, l'état du drone est estimé à partir de son modèle non-
linéaire en boucle ouverte ("Modèle BO 1"), d'un capteur GPS pour mesurer la position,
d'un capteur de vitesse type �ux optique et d'un IMU. Les approches [Rig12, MCL14] ne
sont validées qu'en simulation, une implémentation sur un microcontrôleur serait en e�et
di�cile à cause du coût calcul de la solution. En guise d'ordre de grandeur, dans [Rig12],
1600 particules de la taille n = 4 du vecteur d'état sont utilisées pour l'estimation. Dans les
conditions de simulation de [Rig12], la durée de simulation avec le �ltre particulaire (PF)
est plus de 6 fois supérieure que celle avec un �ltre de Kalman étendu (EKF), mais l'erreur
d'estimation est de l'ordre de 10 fois plus faible avec le PF comparé à l'EKF.

4.2.1.4 Complexité d'implémentation

Un de nos objectifs est d'obtenir un estimateur au coût de calcul faible a�n de pouvoir
l'intégrer facilement dans un microcontrôleur. Il existe plusieurs manières de quanti�er le

125



Chapitre 4 � Synthèse d'estimateur pour un système en boucle fermée : application au
drone

coût calcul : nombres de lignes pour réaliser une opération, nombre de multiplications et
accumulations, nombre d'opérations sur des nombres à virgule (FLoating-point OPerations,
FLOP). Le �ltre de Kalman ou ses variantes, consiste à faire des calculs ou des inversions
matricielles à base de nombres à virgules. Ici, l'indicateur FLOP est donc le plus adapté
[VAGF17].

Soit T (n), le nombre d'opérations FLOP dans un algorithme où n est la taille du
vecteur d'état. On dit que cet algorithme est de complexité O(l(n)) lorsqu'il existe une
constante c0 telle que T (n) < c0l(n) pour tout n > 0 [Gil06]. Par exemple, si le nombre
FLOP d'un algorithme vaut T (n) = 2n + 3, on dira que l'algorithme a une complexité
O(2n). En négligeant les opérations d'a�ectation des variables, on considère que le pro-
duit de deux matrices de tailles respectives n1×n2 et n2×n3 est de complexitéO(n1×n2×n3).

On réalise ici une comparaison grossière du coût de calcul des di�érents algorithmes issus
du �ltre de Kalman, dans leur version en temps discret donnée en annexe A.9. Pour cela,
on compare seulement la complexité de leur phase de prédiction de l'état x̂(k+ 1|k) à partir
du modèle qui permet d'illustrer la problématique du coût calcul. Soit n la taille du vecteur
d'état x, m celle du vecteur de mesures y et p celle du vecteur de commande u. On fait

l'hypothèse que n ≥ m et n ≥ p, et que O
(
f(x(k), u(k), 0, k)

)
≈ O

(
A(k)x(k) +B(k)u(k)

)
,

c'est-à-dire que la complexité de prédire l'état via le modèle non-linéaire (4.8) est du même
ordre de grandeur qu'avec le modèle linéaire (4.2).

Filtre de Kalman linéaire (KF), non-linéaire (EKF) La phase de prédiction de l'état
consiste à faire deux produits de matrices et une addition. On a alors TKF,EKF = n2 +np+1,
soit une complexité de OKF,EKF (n2).

Gain optimal de Kalman (K) Avec le critère de comparaison choisi ici, l'intérêt d'utiliser
un gain �xe plutôt que l'algorithme du �ltre de Kalman à chaque itération n'apparait pas
et on a, de la même manière que précédemment, une complexité OK(n2).

Filtre particulaire (PF) Pour les �ltres à base de particules, la phase de prédiction
de l'état nécessite de répéter l'opération de prédiction N fois, où N est le nombre de
particules. On a donc une complexité de OPF (N × n2). Le nombre de particules N n'a pas
de valeur prédé�nie mais doit être choisi su�samment grand pour représenter correctement
la distribution de probabilité de l'état. Par exemple, on a N = 50 dans [AMGC02] et
N = 1600 dans [Rig12]. La complexité du �ltre particulaire sera donc la plus élevée des
algorithmes présentés précédemment.

Ici, on a comparé la complexité des algorithmes lors de leur phase de prédiction de l'état.
Néanmoins, d'autres opérations peuvent être plus couteuses en calculs, comme l'inversion
de la matrice Sk dans le cas d'un �ltre de Kalman linéaire ou étendu qui est de l'ordre
O(n3) [VAGF17]. Le �ltre de Kalman étendu est également plus lourd en calcul que le �ltre
de Kalman linéaire puisqu'il nécessite deux opérations supplémentaires pour linéariser le
modèle non-linéaire. L'estimation de l'état avec un gain �xe (K) comme dans l'équation
(4.6) sera donc en réalité bien moins couteuse en calculs qu'avec l'algorithme complet du
�ltre de Kalman linéaire (KF) ou étendu (EKF), puisqu'elle ne nécessite pas d'opérations
d'inversion de matrice ou de linéarisation. On peut donc établir un classement en matière
de complexité des di�érentes approches de la littérature : OK ≤ OKF ≤ OEKF ≤ OPF . On
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voit également dans cette partie l'intérêt d'avoir une taille n de vecteur d'état la plus faible
possible pour limiter le coût calcul pour un algorithme donné. C'est la raison pour laquelle
on a réduit l'ordre du modèle de la boucle fermée dans le chapitre 2, qui sera utilisé par la
suite dans l'estimation de l'état du drone.

4.2.1.5 Conclusion sur les approches de la littérature

Les approches de la littérature se basent sur l'utilisation d'un modèle de la boucle ouverte
du drone, c'est-à-dire un modèle qui ne prend pas en compte le correcteur qui commande
l'entrée du système. Les entrées du modèle qui sont utilisées pour prédire l'état proviennent
dans ce cas des mesures de l'IMU. Le modèle dynamique utilisé pour prédire l'état est le plus
souvent le modèle non-linéaire (2.8), ce qui implique un intérêt pour les estimateurs de type
�ltre de Kalman étendu. Les approches de la littérature présentent deux inconvénients :

� Elles se basent sur le modèle de la boucle ouverte. Elle ne prennent pas directement
en compte le fait que le drone soit asservi et donc que sa dynamique soit régie par le
correcteur ;

� Le modèle le plus fréquemment utilisé est le modèle non-linéaire, or le coût calcul
des estimateurs à base de modèle non-linéaire est plus élevé que lorsqu'un modèle
linéaire est utilisé, d'autant plus lorsque celui-ci est temps-invariant et que l'on peut
utiliser un estimateur à gain �xe.

Pour pallier à ces inconvénients, on propose donc d'opter pour un estimateur à gain �xe à
base du modèle linéaire de la boucle fermée issu du chapitre 2. On compare ses performances
par rapport aux approches de la littérature basées sur un modèle de la boucle ouverte dans
la sous-section suivante.

4.2.2 Comparaison des estimateurs à partir de données expérimen-
tales

Les di�érents estimateurs que l'on compare dans cette partie sont résumés dans la table
4.1 page 129. Le modèle BO considéré ici contient seulement le sous-système associé aux
vitesses linéaires, ce qui correspond au "modèle BO 2" de la �gure 4.6, le modèle BF contient
tout le système asservi, voir �gure 4.6. Pour rendre la comparaison possible, on utilise un
nombre maximal de signaux en commun en entrée des di�érents estimateurs. Pour cela,
on considère que tous les estimateurs ont en entrée le même vecteur de mesures qui vaut
y = [ãᵀacc, ṽ

ᵀ
rdr]

ᵀ. Les vecteurs de signaux d'entrée des modèles BO et BF ont en commun la
consigne de poussée Tc. Ils contiennent aussi les angles de consigne φc et θc dans le cas du
modèle BF, et les angles estimés par l'IMU φ̃IMU et θ̃IMU dans le cas du modèle BO.

Les signaux de mesures de capteurs et ceux utilisés en entrées des modèles sont tous issus
des expériences réalisées en début de thèse où le vol du drone a été enregistré par le système
de capture de mouvement Vicon. Seule la mesure du radar ṽrdr a été obtenue par simulation.
En e�et, on a simulé les mesures qu'aurait e�ectué un radar FMCW embarqué sur le drone
lors de ces expériences, et on a appliqué l'algorithme de mesure de vitesse dans la section
3.2.3 du chapitre 3 pour obtenir ṽrdr.

4.2.2.1 Modèles dynamiques

Les estimateurs que l'on compare ici se basent sur le modèle de la boucle ouverte (Modèle
BO 2) pour les approches de la littérature et sur le modèle de la boucle fermée (Modèle BF)
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pour l'approche que l'on propose.
Le modèle BO 2 est issu du modèle non-linéaire (2.8) du chapitre 2 où la force de Coriolis

est négligée 3 et pour lequel on fait l'hypothèse que la poussée vaut T = DTTc où Tc est la
consigne de poussée et DT est le gain �xe donné dans l'annexe A.3 :

Modèle BO (non-linéaire) :


v̇x = −gsθ̃IMU

− µxy
m
vx

v̇y = gcθ̃IMU
sφ̃IMU

− µxy
m
vy

v̇z = −DTTc
m

+ gcφ̃IMU
cθ̃IMU

− µz
m
vz

(4.11)

Le vecteur des signaux d'entrée correspondant au modèle BO est uBO = [φ̃IMU , θ̃IMU , Tc]
ᵀ

où φ̃IMU et θ̃IMU sont les angles de roulis et d'inclinaison estimés par l'IMU. La matrice de
covariance associée aux entrées de ce modèle est :

QBO,NL = diag(σ2
BO,NL,x, σ

2
BO,NL,y, σ

2
BO,NL,z) (4.12)

où les valeurs des puissances σ2
BO,x, σ

2
BO,y et σ

2
BO,z sont choisies en fonction de la puissance des

bruits des entrées uBO puis ajustées pour traduire le niveau de con�ance donné au modèle.
Leur valeur est donnée dans l'annexe A.10. Par la suite, lorsque le modèle BO linéaire est
utilisé, c'est le modèle (4.11) linéarisé en 0 (angles d'attitude nuls), soit :

Modèle BO (linéaire) :


δv̇x = −gδθ̃IMU − µxy

m
δvx

δv̇y = gδφ̃IMU − µxy
m
δvy

δv̇z = −DTTc
m
− µz

m
δvz

(4.13)

où le vecteur des signaux d'entrée uBO est le même que pour le modèle non-linéaire. La
matrice de covariance associée à ces entrées est :

QBO,L = diag(σ2
BO,L,x, σ

2
BO,L,y, σ

2
BO,L,z) (4.14)

de la même manière que précédemment, les puissances sont ajustées pour traduire le niveau
de con�ance dans le modèle et leur valeur est donnée dans l'annexe A.10.

Le modèle de la boucle fermée (BF) quant à lui est donné par l'équation (2.94) du
chapitre 2. Il correspond au modèle du drone linéarisé en 0 lorsque celui-ci est asservi par
les correcteurs PID d'origine. Comme expliqué dans cette section, lorsque l'on combine les
équations correspondant au correcteur et au modèle du drone, l'ordre du modèle BF obtenu
est important (n = 8). On a donc appliqué dans cette section une méthode de réduction
de modèle, pour se ramener à un modèle d'ordre n = 1, soit le même ordre que le modèle
linéaire 4.13. Le vecteur des signaux d'entrée correspondant vaut alors uBF = [φc, θc, Tc]

ᵀ.
La matrice de covariance associée aux entrées du modèle BF est :

QBF = diag(σ2
BF,x, σ

2
BF,y, σ

2
BF,z) (4.15)

voir annexe A.10 pour les valeurs de puissances des bruits.

3. Car le produit des vitesses linéaires et angulaires est faible dans le cas du drone.
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4.2.2.2 Modèle de mesures

Le vecteur de mesures y = [ãᵀacc, ṽ
ᵀ
rdr]

ᵀ contient les mesures réelles de l'accéléromètre ãacc
réalisées lors du vol du drone et les mesures de vitesse ṽrdr obtenues par simulation puis
application de l'algorithme de mesure de vitesse de la section 3.2.3 du chapitre 3. Comme
expliqué précédemment, chacune de ces mesures est impactée par un bruit blanc et la mesure
de l'accéléromètre contient en plus un biais, noté bacc. Le vecteur de mesures y = [ãᵀacc, ṽ

ᵀ
rdr]

ᵀ

est lié au vecteur d'état à estimer x = [vᵀ, bᵀacc]
ᵀ par :

y =

[
ãacc
ṽrdr

]
=

[
diag(−µxy

m
,−µxy

m
,−µz

m
) I3

I3 0

] [
v
bacc

]
+

[
wacc
wrdr

]
(4.16)

où la dynamique du biais bacc est donnée par l'équation 3.11. La matrice de covariance
associée aux mesures vaut :

R = diag(σ2
acc,x, σ

2
acc,y, σ

2
acc,z, σ

2
rdr,x, σ

2
rdr,y, σ

2
rdr,z) (4.17)

où la puissance des bruits blancs est donnée dans l'annexe A.10.

4.2.2.3 Comparaison des résultats

On compare notre approche, notée KBF , basée sur un gain �xe et le modèle de la boucle
fermé, à celles de la littérature, notées (voir table 4.1) :

� KBO : Gain �xe et le modèle BO linéarisé en 0 ;
� EKFBO : Filtre de Kalman étendu et modèle BO non-linéaire ;
� PFBO : Filtre particulaire (N = 150 particules) et modèle BO non-linéaire.

Estimateur KBF KBO EKFBO PFBO

Modèle dynamique Modèle BF linéaire (2.94) Modèle BO linéaire (4.13) Modèle BO non-linéaire (4.11) Modèle BO non-linéaire (4.11)
+ biais (3.11) + biais (3.11) + biais (3.11) + biais (3.11)

Vecteur commandes uBF = [φc, θc, Tc]
ᵀ uBO = [φ̃IMU , θ̃IMU , Tc]

ᵀ uBO = [φ̃IMU , θ̃IMU , Tc]
ᵀ uBO = [φ̃IMU , θ̃IMU , Tc]

ᵀ

Vecteur mesures y = [ãᵀacc, ṽ
ᵀ
rdr]

ᵀ y = [ãᵀacc, ṽ
ᵀ
rdr]

ᵀ y = [ãᵀacc, ṽ
ᵀ
rdr]

ᵀ y = [ãᵀacc, ṽ
ᵀ
rdr]

ᵀ

Table 4.1 � Estimateurs utilisés pour la comparaison

On présente les résultats obtenus à partir des données enregistrées lors de 4 expériences
réalisées dans l'enceinte du système de capture de mouvement Vicon. Les expériences corres-
pondent au vol du drone sur des trajectoires de type "aller-retour" d'une durée de l'ordre de
20s. Pour chaque expérience, on utilise les données enregistrées lors de ces vols pour estimer
la vitesse du drone et le biais de l'accéléromètre avec les di�érents estimateurs. La vitesse
estimée à partir des données de l'expérience 2 est présentée sur la �gure 4.8 et le biais estimé
sur la �gure 4.9. On note que pour le biais, la référence n'est pas directement mesurée par
le système de capture de mouvement Vicon mais est déduite de la vitesse de référence. En
e�et, on a bacc = ãacc + µM

m
v où v est la vitesse de référence mesurée par le système Vicon et

bacc le biais de référence.
Visuellement, les résultats obtenus sont similaires entre les di�érents estimateurs. On

calcule à partir des valeurs estimées et des valeurs de référence mesurées par le système de
capture Vicon, les erreurs quadratiques moyennes (RMS) suivantes :

ev,RMS =

√√√√ 1

N

N∑
k=1

(
v(k)− v̂(k)

)2

, eb,RMS =

√√√√ 1

N

N∑
k=1

(
bacc(k)− b̂acc(k)

)2

(4.18)
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Figure 4.8 � Estimation v̂ sur le test 2 du tableau 4.2

On note ces erreurs pour chacune des expériences dans le tableau 4.2. On peut déduire
de ces résultats que :

� En moyenne, l'erreur RMS en vitesse la plus faible est atteinte avec l'estimateur KBF ,
alors que l'erreur la plus faible sur le biais est atteinte avec PFBO.

� Les niveaux d'erreurs avec les approches KBO et EKFBO sont similaires, et sont
supérieurs à ceux obtenus avec l'estimateur KBF .

� Les niveaux d'erreurs entre KBF et PFBO sont similaires. Or le �ltre particulaire
est sensé donner un meilleur résultat dans le cas où les bruits ne sont pas gaussiens.
L'hypothèse que les bruits qui impactent le système sont gaussiens semble donc valide.

� En�n, on enregistre via le logiciel Matlab le temps écoulé à chaque itération pour
chacun des tests. Il vaut en moyenne : KBF : 8.6×10−5s, KBO : 4.8×10−5s, EKFBO :
2.1×10−4s, PFBO : 1.4×10−3s. Même si cela ne constitue pas une analyse rigoureuse
du coût calcul de chaque solution, cela permet d'avoir un ordre de grandeur de l'écart
qu'il existe entre les di�érents estimateurs. On retrouve bien le classement OK ≤
OEKF ≤ OPF de la sous-section 4.2.1.4 portant sur la complexité des algorithmes.

Test 1 Test 2 Test 3 Test 4 Moyenne

ev,RMS eb,RMS ev,RMS eb,RMS ev,RMS eb,RMS ev,RMS eb,RMS ev,RMS eb,RMS

KBF 0.001 0.009 0.066 0.085 0.032 0.031 0.065 0.067 0.041 0.048
KBO 0.026 0.030 0.076 0.095 0.047 0.044 0.086 0.087 0.059 0.064

EKFBO 0.033 0.035 0.091 0.110 0.039 0.036 0.089 0.090 0.063 0.068
PFBO 0.006 0.009 0.069 0.055 0.037 0.041 0.064 0.066 0.044 0.038

Table 4.2 � Erreurs RMS des di�érents estimateurs
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Figure 4.9 � Estimation b̂acc sur le test 2 du tableau 4.2

4.2.3 Conclusion

Le fait de prendre en compte le modèle de la boucle fermée lors de la phase d'estimation
semble avoir un intérêt pour la précision de l'estimateur. En e�et, l'estimateur KBF basé
sur le modèle de la boucle fermée a produit en moyenne un niveau d'erreur plus faible que
les approches KBO et EKFBO également basées sur le �ltre de Kalman mais avec un modèle
de la boucle ouverte du drone. Le niveau d'erreur obtenu via l'estimateur KBF est, de plus,
similaire à celui obtenu via le �ltre particulaire PFBO, ce qui montre que le résultat est
proche de l'optimal que l'on puisse obtenir lorsque l'hypothèse de la distribution gaussienne
des bruits impactant le système n'est pas véri�ée. En�n, dans cette section, le modèle de
la boucle fermée utilisé était le modèle réduit de la section 2.5 du chapitre 2, basé sur le
modèle du drone asservi par les correcteurs PID d'origine. Le modèle BF avait alors le
même ordre que les modèles BO couramment utilisés dans la littérature, ce qui permettait
de comparer le coût de calcul des di�érentes solutions. On a vu que les approches basées sur
un gain �xe de Kalman avaient un coût calcul très inférieur à celui d'un �ltre particulaire,
tout en ayant un niveau de performance au moins égal.

Dans cette section, le correcteur était �xé en amont et on devait obtenir la meilleure
estimation possible étant donné ce correcteur. Dans la section suivante, on va cette fois
réaliser de manière conjointe la synthèse du correcteur et de l'estimateur dans le but d'obtenir
la meilleure estimation possible tout en limitant le coût calcul de la solution.

4.3 Synthèse conjointe correcteur/estimateur

Dans la section précédente, on a montré que le fait de synthétiser un estimateur à partir
d'un modèle du drone en boucle fermée présentait un intérêt pour la performance d'estima-
tion. L'estimateur synthétisé à partir de ce modèle était un gain optimal de Kalman, qui
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permet de minimiser la variance de l'erreur d'estimation pour un système LTI soumis à des
bruits blancs gaussiens.

Dans cette thèse, le cahier des charges sur l'asservissement est peu contraint, ce qui laisse
une certaine liberté au niveau du choix de correcteur. Dans ce cadre, on peut se demander s'il
serait possible de régler le correcteur de manière à améliorer la performance de l'estimateur.
Dans cette nouvelle section, on va donc considérer de manière conjointe la synthèse du
correcteur et de l'estimateur. Ainsi, le correcteur devient un paramètre supplémentaire sur
lequel in�uer par rapport à l'approche de la section précédente, où le correcteur était �xé a
priori. Notre objectif va alors être de synthétiser un correcteur qui maximise la performance
de l'estimateur, tout en respectant le cahier des charges en matière d'asservissement.

Désormais, on doit résoudre le problème de la synthèse conjointe d'un tel ensemble correc-
teur/estimateur. Pour cela, on va chercher à traduire ce problème de manière mathématique
à partir des développements déjà réalisés dans cette thèse. Dans le chapitre 2, on a vu com-
ment synthétiser un correcteur linéaire qui respecte un cahier des charges donné, avec la
méthode de synthèse H∞. Dans la section précédente, on a montré que l'on pouvait syn-
thétiser un estimateur de type gain de Kalman qui présente de bonnes performances par
rapport à d'autres estimateurs de la littérature, tout en se basant sur un modèle linéaire. On
verra au début de cette nouvelle section que l'on peut assimiler cette synthèse d'estimateur
à un problème de synthèse de commande H2. On cherchera alors à réutiliser ces travaux
pour assimiler la synthèse de l'ensemble correcteur/estimateur à une synthèse de commande
avec un critère mixte H2/H∞, où la norme H∞ est utilisée pour traduire le respect du ca-
hier des charges en matière d'asservissement et la norme H2 est utilisée pour quanti�er la
performance d'estimation.

La nouveauté de notre approche par rapport à ce qui est disponible dans la lit-
térature réside dans l'emploi de la synthèse mixte H2/H∞ pour remplir à la fois des
objectifs d'estimation et de contrôle. En e�et, on trouve des exemples où l'approche
H2/H∞ est utilisée en ayant exclusivement des objectifs de contrôle ou alors d'estimation
[ANR09, SGC97, KRB96]. Cependant, ici, notre objectif est de réaliser de manière conjointe
la synthèse du correcteur avec des objectifs spéci�és sous la forme d'un critère H∞ et de
l'estimateur avec des objectifs spéci�és sous la forme d'un critère H2.

Dans cette section, on va comparer l'approche de synthèse conjointe à celle de synthèse
séquentielle, où l'on réalise tout d'abord la synthèse d'un correcteur H∞, puis celle d'un
estimateur H2 basée sur le modèle du drone en boucle fermée avec ce correcteur H∞. No-
tamment, on va chercher à voir si les degrés de liberté laissés par le cahier des charges en
matière d'asservissement peuvent être exploités pour améliorer la performance de l'estima-
tion dans le cas de la synthèse conjointe H2/H∞, et si cette approche permet également de
répondre à la problématique de coût de calcul qui doit être faible pour embarquer la solution
sur le microcontrôleur du drone.

4.3.1 Présentation du problème

4.3.1.1 Lien entre �ltre de Kalman et commande H2

La synthèse d'un �ltre de Kalman comme réalisé dans la section 4.2 peut se formuler
comme un cas particulier d'un problème de synthèse de commande H2. L'intérêt de relier
la synthèse d'un �ltre de Kalman à la synthèse de commande H2 est que cette dernière
permet une description plus générique des problèmes d'estimation que l'on peut mettre
sous la forme de problèmes d'optimisation. Cela nous permettra par la suite d'imbriquer
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le problème de synthèse d'un estimateur avec celui de la synthèse d'un correcteur H∞, en
mettant l'ensemble sous la forme d'un problème d'optimisation avec un critère mixteH2/H∞.

Soit un système P bouclé avec un correcteur K, tel que représenté sous la forme standard
sur la �gure 2.23 du chapitre 2 page 54. Le problème de synthèse de commande H2 consiste
à rechercher un correcteur K tel que [ZCDG96] :

minimiser
K

‖P ? K‖2

sous contrainte que P ? K est stable de façon interne.
(4.19)

L'expression P ?K traduit la relation entre les entrées exogènes w et les sorties commandées
z du système :

z = (P ? K)w (4.20)

Soit H = P ? K, la synthèse H2 permet de minimiser ‖H‖2 et donc ‖H‖
2
2 qui vaut :

‖H‖2
2 =

1

2π

∫ ∞
−∞

Trace[H?(j2πν)H(j2πν)]dν (4.21)

où H?(j2πν) représente le transposé conjugué de H(j2πν). Sous l'hypothèse que les entrées
exogènes w sont des bruits blancs gaussiens, leur densité spectrale de puissance est constante
et vaut 1. On a alors [SP07] :

‖H‖2
2 = E{z(t)ᵀz(t)} (4.22)

En minimisant la norme H2 de P ?K, on minimise donc aussi la variance de z lorsque w sont
des bruits blancs gaussiens. Si on dé�nit z comme étant le vecteur des erreurs d'estimation
tel que z = e = x−x̂, alorsK est équivalent au �ltre de Kalman dans le sens où il minimise la
variance des erreurs d'estimation lorsque le système est soumis à des bruits blancs gaussiens
en entrée.

Le problème standard de synthèse d'un estimateur type �ltre de Kalman est représenté
sur la �gure 4.10. Le système P correspond au système P du problème H2 (4.19) pour
lequel on synthétise un estimateur E (noté K dans l'équation (4.19)) lorsqu'il est soumis
à des entrées exogènes w qui sont des bruits blancs gaussiens. Le système P contient le
modèle du système noté G, ainsi que des pondérations W associées aux bruits d'entrée. Ces
pondérations W ont alors un rôle de "�ltre générateur", car elles permettent de modéliser
les signaux d'entrée exogènes du système. En e�et, elles sont telles que [Bay12, SF09] :

Sw(j2πν) = W ?(j2πν)W (j2πν) (4.23)

où Sw(j2πν) représente la densité spectrale de puissance du signal w. Ici, étant donné que
l'on se place sous l'hypothèse que les signaux exogènes w sont des bruits blancs gaussiens qui
ont des densités spectrales de puissance constantes données par leur matrice de covariance,
les pondérations W sont des constantes qui correspondent aux matrices Q

1
2 et R

1
2 .

Le problème de synthèse d'un estimateur de type gain de Kalman revient donc à résoudre
un problème de synthèse de commande basé sur la norme H2 pondérée.

4.3.1.2 Synthèse H2/H∞ appliquée à la synthèse d'un correcteur/estimateur

On vise dans cette section à rassembler la synthèse de correcteur et d'estimateur en
une seule étape de synthèse conjointe d'un correcteur/estimateur. Étant donné que l'on a
précédemment synthétisé un correcteur puis un estimateur en résolvant successivement des
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Figure 4.10 � Problème standard de synthèse d'un estimateur de type Kalman

problèmes de synthèse de commande H∞ puis H2, on pourrait naturellement chercher à
représenter le problème de synthèse conjointe d'un correcteur/estimateur comme un pro-
blème de synthèse de commande H2/H∞. On explique tout d'abord ci-après en quoi consiste
un problème de synthèse de commande H2/H∞, puis comment on peut utiliser les outils
de résolution existants de ce type de problème pour e�ectuer la synthèse conjointe d'un
correcteur/estimateur.

Problème standard H2/H∞ Soit le système P , bouclé avec un correcteur K comme
représenté sur la �gure 4.11, ayant la représentation d'état suivante :

ẋ(t) = Ax(t) +B∞w∞(t) +B2w2(t) +Bu(t)
z∞(t) = C∞x(t) +D∞∞w∞(t) +D∞2w2(t) +D∞uu(t)
z2(t) = C2x(t) +D2∞w∞(t) +D22w2(t) +D2uu(t)
y(t) = Cy(t) +Dy∞w∞(t) +Dy2w2(t) +Dyuu(t)

(4.24)

où :
� u sont les signaux de commande ;
� w2 sont les signaux exogènes liés aux spéci�cations H2 ;
� w∞ sont les signaux exogènes liés aux spéci�cations H∞ ;
� y sont les signaux d'entrée du correcteur (p.ex. mesures) ;
� z∞ sont les signaux commandés de façon à satisfaire les spéci�cations H∞ ;
� z2 sont les signaux commandés de façon à satisfaire les spéci�cations H2.

Figure 4.11 � Forme standard du problème H2/H∞

Pour le système P de la �gure 4.11, et pour un niveau de performance H∞ donné γH∞ ,
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le problème de synthèse de commande H2/H∞ consiste à rechercher K tel que [Arz04] :

minimiser
K

‖Tw2→z2(K)‖2

sous contrainte que ‖Tw∞→z∞(K)‖∞ ≤ γH∞ , P ? K est stable de façon interne
(4.25)

où Tw2→z2 représente la fonction de transfert entre w2 et z2 et Tw∞→z∞ représente la fonction
de transfert entre w∞ et z∞.

Par la suite, on va chercher à comparer l'approche de synthèse mixte H2/H∞ d'un cor-
recteur/estimateur à l'approche séquentielle de synthèse d'un correcteur H∞ puis d'un esti-
mateur H2. Pour permettre de conclure sur l'intérêt de chaque approche, on doit obtenir des
résultats qui soient indépendants de la méthode de résolution des problèmes de synthèse. Si
les problèmes de synthèse H∞ et H2 béné�cient d'outils bien établis et basés sur des condi-
tions nécessaires et su�santes de résolution, le problème de synthèse multi-objectif H2/H∞
reste di�cile à résoudre [Arz04].

Il existe dans la littérature deux approches principales pour sa résolution. La première
approche se base sur la paramétrisation de Youla [YJB76], et consiste à rechercher une fonc-
tion de transfert associée au correcteur qui satisfait les critères du problème H2/H∞ [WR95].
L'inconvénient de cette approche est qu'elle ne contraint pas l'ordre du correcteur/estima-
teur qui peut potentiellement être arbitrairement élevé [Meg94], ce qui la rend peu attractive
dans un contexte où on essaye de limiter le coût calcul de la solution à implémenter sur le
microcontrôleur du drone. La seconde approche se base sur une formulation sous forme de
représentation d'état du problème. L'inconvénient est que cela mène à un problème d'optimi-
sation non-convexe, ce qui l'empêche, en l'état, d'être résolu e�cacement. Il existe toutefois
des méthodes de résolution, comme celle issue de [Sch95] basée sur une reformulation de ce
problème sous une forme LMI convexe ou celle issue de [ADGH11] basée sur des techniques
d'optimisation non-convexe. La première, repose sur une relaxation convexe du problème de
synthèse originalement non-convexe, ce qui implique un certain conservatisme de la solution
par rapport à l'approche de [ADGH11] basée sur la résolution du problème non-convexe.
Cette dernière est néanmoins plus di�cile à utiliser, notamment car elle nécessite de �xer la
structure du correcteur recherché et d'être initialisée par un correcteur stabilisant.

Les résultats présentés dans ce mémoire seront issus de l'algorithme utilisant une for-
mulation LMI du problème issu de [Sch95] disponible dans la Robust Control Toolbox du
logiciel Matlab 4. Dans celui-ci, le problème H2/H∞ considéré correspond au problème (4.25)
dans lequel w∞ = w2 = w. Cela nécessite alors de pouvoir décrire de manière homogène
les signaux d'entrée exogènes associés au problème H2 et au problème H∞, comme expliqué
ci-après.

Application à la synthèse conjointe d'un correcteur/estimateur Notre objectif est
de regrouper le correcteur et l'estimateur en une seule entité appelée correcteur/estimateur,
notée K/E. D'un point de vue pratique tout d'abord, on a besoin de pouvoir regrouper les
programmes informatiques associés au correcteur et à l'estimateur. C'est possible, car étant
donné que les deux entités sont programmées sur le même microcontrôleur, on peut regrouper
leurs fonctions. Dans un deuxième temps, on a besoin que le correcteur/estimateur puisse
avoir accès aux signaux associés aussi bien au correcteur que ceux associés à l'estimateur.
C'est également possible, car on a dit précédemment que le microcontrôleur avait accès à
tous les signaux échantillonnés à la même fréquence. En�n, d'un point de vue théorique, on

4. On note que l'approche non-convexe [ADGH11] a également été testée, mais elle ne fournissait pas
d'amélioration notable du résultat dans le cas particulier considéré ici.
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a besoin de pouvoir regrouper les éléments de la synthèse de correcteur H∞ avec ceux de
la synthèse d'estimateur H2, pour qu'ils puissent s'intégrer dans un même cadre donné par
le problème de synthèse H2/H∞ présenté précédemment. Pour cela, on a besoin d'avoir une
formulation homogène aux deux problèmes H∞ et H2, ce qui rejoint le point lié à l'algorithme
de résolution du problème H2/H∞ que l'on utilise, dans lequel on doit décrire de la même
façon les signaux d'entrée exogènes associés au problème H2 et au problème H∞. Dans les
deux cas H2 ou H∞, on a augmenté le modèle du système à commander ou estimer avec des
pondérations, cependant elles n'avaient pas la même signi�cation. On en donne ci-dessous
une dé�nition unique.

Pondérations Dans la partie 4.3.1.1, on a montré que la synthèse d'un �ltre de Kalman
était équivalente à la synthèse de commande H2, où le système considéré pour la synthèse
était soumis à des signaux d'entrée exogènes w sous la forme de bruits blancs gaussiens. Le
système contenait alors le modèle du système à commander augmenté de pondérations qui
permettaient de décrire la densité spectrale de puissance des bruits d'entrée. Les pondérations
avaient alors un rôle de �ltre générateur car elles permettaient de modéliser les signaux
s'entrée. Lors de la synthèse du correcteur H∞ du chapitre 2, les pondérations n'étaient
pas directement liées à la modélisation des signaux, car elles servaient à modeler certaines
fonctions de transfert du système en boucle fermée. Cela était réalisé en dé�nissant des
pondérations Wi(j2πν) et Wo(j2πν) associées à des signaux d'entrée i et de sortie o, telles
que |Wo(j2πν)Wi(j2πν)|−1 représente un gabarit dans le domaine fréquentiel sur le module
de la fonction de transfert Ti→o(j2πν) du système bouclé.

Ici, a�n d'avoir une description homogène des pondérations, on va les redé�nir pour
qu'elles permettent toutes de modéliser les signaux d'entrée et de sortie du système. En e�et,
comme expliqué précédemment, on peut donner une interprétation des pondérations qui est
qu'elles permettent de caractériser la densité spectrale de puissance des signaux d'entrée et
de sortie [SF09]. Soit un signal d'entrée i du système bouclé, on peut dé�nir l'ensemble IS
auquel il appartient grâce à une borne sur son module :

IS = {i tel que Si(j2πν) ≤ |Wi(j2πν)|2} (4.26)

oùWi(j2πν) est ce qu'on appelle une pondération d'entrée et Si(j2πν) est la densité spectrale
de puissance du signal i à lq fréquence ν. Pour un signal de sortie o, on peut dé�nir l'ensemble
OS des signaux de sortie auquel il appartient par :

OS =
{
o tel que So(j2πν) ≤ 1

|Wo(j2πν)|2
}

(4.27)

où Wo(j2πν) est ce qu'on appelle une pondération de sortie et So(j2πν) est la densité
spectrale de puissance du signal o. Ainsi, on peut donner une interprétation de l'expres-
sion |Ti→o(j2πν)| ≤ |Wo(j2πν)Wi(j2πν)|−1 issue du chapitre 2 qui traduit l'usage d'un
gabarit sur une fonction de transfert du système en boucle fermée : pour obtenir que l'en-
semble des signaux de sortie du système en boucle fermée soit compris dans OS lorsque
l'ensemble de signaux d'entrée vaut IS, le système bouclé avec son correcteur devra respec-
ter |Ti→o(j2πν)| ≤ |Wo(j2πν)Wi(j2πν)|−1, voir [SF09] pour des arguments similaires.

Synthèse de K/E avec un critère H2/H∞ Le problème de synthèse avec un critère
H2/H∞ appliqué à la synthèse d'un correcteur/estimateur est le suivant. Soit P un système
bouclé avec un correcteur/estimateur K/E comme représenté sur la �gure 4.12. Le problème
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de synthèse conjointe consiste à rechercher K/E, tel que le système bouclé P ? (K/E) ait
les propriétés suivantes :

� Stabilité : P ? (K/E) est stable de façon interne ;
� Performance d'estimation optimale : minimisation de ‖Tw→z2(K/E)‖2 ;
� Respect du cahier des charges en matière d'asservissement : ‖Tw→z∞(K/E)‖∞ ≤ γH∞ .

Ici, on �xe γH∞ à 1, ce qui traduit la valeur γ∞ maximale pour laquelle le système
bouclé respecte les gabarits.

Figure 4.12 � Problème de synthèse conjointe de K/E

Le problème d'optimisation avec un critère H2/H∞ correspondant consiste alors à re-
chercher K/E, tel que :

minimiser
K/E

‖Tw→z2(K/E)‖2

sous contrainte que ‖Tw→z∞(K/E)‖∞ ≤ 1, P ? (K/E) est stable de façon interne.
(4.28)

4.3.1.3 Comparaison préalable des approches de synthèse séquentielle et
conjointe

Avant même de comparer la performance d'estimation et d'asservissement des approches
de synthèse séquentielle et conjointe, on peut tout d'abord établir des éléments de compa-
raison qui seront toujours véri�és.

On représente schématiquement sur la �gure 4.13 l'approche de synthèse séquentielle à
gauche, notée SEQ, et celle de synthèse conjointe avec un critère mixte H2/H∞, notéeMIX,
à droite. Lors de la synthèse séquentielle, on commence par synthétiser un correcteur H∞
noté K dont la sortie u permet de commander le système PK , qui représente le modèle G du
système augmenté de pondérations liées au cahier des charges. Ce système bouclé PK ? K
devient ensuite le système PE pour lequel on synthétise un estimateur E dont la sortie ẑ
permet de satisfaire un critère H2. Lors de la synthèse avec un critère mixte H2/H∞, on n'a
qu'un seul système PK/E qui contient le modèle du système G augmenté des pondérations
pour la commande et pour l'estimation. Dans ce cas, la synthèse H2/H∞ permet d'obtenir
directement un bloc K/E dont les sorties sont simultanément la commande u et le vecteur
estimé ẑ.

De ces démarches de synthèse, on peut en déduire deux avantages a priori de l'approche
conjointe par rapport à l'approche séquentielle.
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Figure 4.13 � Approche de synthèse séquentielle à gauche, synthèse mixte à droite

Réduction de la complexité d'implémentation On compare ci-dessous l'ordre de com-
plexité du correcteur et de l'estimateur obtenus par l'approche séquentielle à l'ordre de com-
plexité de l'ensemble correcteur/estimateur obtenu par l'approche de synthèse conjointe.

Synthèse séquentielle Soit un correcteur K obtenu par la méthode H∞ pour com-
mander le drone dont le modèle notéG contient la dynamique d'attitude, de vitesse linéaire et
du biais de l'accéléromètre. Le correcteur obtenu a un ordre nK , qui vaut l'ordre du système à
commander nG plus l'ordre des pondérations npond,K associées au problème d'asservissement.
L'ordre du correcteur sera donc :

nK,SEQ = nG + npond,K . (4.29)

L'estimateur H2 est synthétisé à partir du modèle G asservi par le correcteur K synthétisé
auparavant. La synthèse de l'estimateur H2 est réalisée en augmentant le système à estimer
avec des pondérations liées à l'estimation qui sont d'ordre npond,E. L'ordre de l'estimateur
nE vaudra alors :

nE,SEQ = nK,SEQ + nG + npond,E = 2nG + npond,K + npond,E. (4.30)

Avec l'approche séquentielle, on devra donc programmer dans le microcontrôleur du drone
deux blocs distincts, un correcteur K d'ordre nK,SEQ et un estimateur E d'ordre nE,SEQ.

Synthèse conjointe Avec l'approche conjointe, on a un seul bloc associé en même
temps à l'asservissement et à l'estimation des états de G. Les pondérations associées sont
communes pour l'asservissement et l'estimation et sont d'ordre npond,K/E ≤ npond,K +
npond,E

5.L'ordre du correcteur/estimateur noté nK/E,MIX vaut alors :

nK/E,MIX = nG + npond,K/E. (4.31)

5. Par exemple, les pondérations associées aux signaux d'entrée de consignes seront les mêmes pour le
problème d'asservissement et celui d'estimation, l'approche conjointe permet donc de les prendre en compte
une seule fois dans le problème de synthèse, contre deux fois pour l'approche séquentielle.
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Avec l'approche conjointe, on ne devra donc implémenter qu'un seul bloc K/E d'ordre
nK/E,MIX dans le microcontrôleur. Celui-ci sera inférieur à la somme nK,SEQ + nE,SEQ
des ordres du correcteur et de l'estimateur obtenus par l'approche séquentielle. L'approche
conjointe permet donc de réduire le coût d'implémentation de la solution sur microcontrôleur
par rapport à l'approche séquentielle.

Réduction du nombre d'étapes de conception L'approche conjointe permet de syn-
thétiser un ensemble correcteur/estimateur en une seule étape contre deux étapes pour l'ap-
proche séquentielle. Cela peut notamment présenter un intérêt en pratique lorsqu'il s'agit de
choisir les pondérations pour régler le correcteur/estimateur, ce qui nécessite généralement
plusieurs itérations avant d'arriver à un résultat satisfaisant. Cependant, ce point reste à
nuancer, puisqu'il paraît plus pratique de scinder le problème en deux en e�ectuant d'abord
la synthèse séquentielle pour régler séparément le correcteur puis l'estimateur, et ensuite de
réaliser la synthèse conjointe du correcteur/estimateur pour gagner en ordre de complexité
et potentiellement en performance d'estimation.

4.3.2 Application au contrôle et à l'estimation de la dynamique du
drone

On a présenté dans la sous-section précédente l'approche de synthèse conjointe du correc-
teur/estimateur et ses intérêts a priori par rapport à l'approche de synthèse séquentielle. On
souhaite savoir si l'approche conjointe peut permettre d'obtenir une meilleure performance
d'estimation que l'approche de synthèse séquentielle. Notamment, on veut voir si l'approche
conjointe peut permettre de béné�cier d'un cahier des charges peu contraint en matière
d'asservissement pour améliorer la performance de l'estimation par rapport à l'approche
séquentielle. Pour cela, on applique par la suite les démarches de synthèse séquentielle et
conjointe au modèle du drone et on compare les résultats obtenus.

4.3.2.1 Modèle du système

On présente tout d'abord le modèle du drone considéré dans cette section.

Dynamique Comme dans le chapitre 2, on se place dans le cas d'un problème sur 1 axe,
où l'on cherche à contrôler l'angle φ et estimer la vitesse de translation correspondante qui
est vy. L'extension au cas des 3 axes ne sera pas traitée ici mais serait réalisable comme dans
le chapitre 2, en rajoutant dans le problème les autres axes que l'on considère découplés ici,
étant donné que le modèle du drone est celui linéarisé au point d'équilibre de vol stationnaire.

Le modèle dynamique du système est noté G. Il contient la dynamique décrite par le
modèle du drone linéarisé au point d'équilibre de vol stationnaire, issu de l'équation (2.14)
du chapitre 2, seulement pour un axe. Il contient également la dynamique du biais bacc de
l'accéléromètre sur l'axe ~yb qui est de type ḃacc = −αbacc+wbacc , avec α = 0.003, voir équation
(3.11) du chapitre 3. Pour simpli�er les notations, le symbole δ utilisé pour dé�nir les signaux
du modèle linéarisé est omis dans cette section. Le modèle dynamique G est tel que :
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G :




φ̇
ω̇x
v̇y
ḃacc

 =


0 1 0 0
0 0 0 0
g 0 −µxy

m
0

0 0 0 −α



φ
ωx
vy
bacc

+


0 0
Dx
Jx

0

0 0
0 1

[ u
wbacc

]

φ̃IMU

ω̃gyro,x
ãacc
ṽrdr
bacc,y
vy

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −µxy

m
0

0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 1 0



φ
ωx
vy
bacc

+


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0



wIMU

wgyro
wacc
wrdr


(4.32)

Signaux de mesures y On considère que l'estimateur, le correcteur et le correcteur/es-
timateur ont tous accès au même vecteur y de mesures. Cette hypothèse est valide car les
mesures, issues de l'IMU et du radar, ont toutes la même fréquence d'échantillonnage et sont
donc toutes accessibles au même moment par le microcontrôleur. Le vecteur y vaut alors :

y =


ε = φc − φ̃IMU

φ̃IMU

ω̃gyro,x
ãacc
ṽrdr

 (4.33)

Comme expliqué dans la section 4.1, les mesures issues de l'IMU (φ̃IMU , ω̃gyro,x et ãacc)
sont �ltrées par un �ltre passe-bas numérique qui est négligé pour le moment lors de la
synthèse. On les prendra en compte dans la sous-section 4.3.2.5 et on verra qu'ils induisent
des contraintes fortes sur la bande passante du correcteur et de l'estimateur synthétisés.

4.3.2.2 Synthèse séquentielle : correcteur puis estimateur

On introduit tout d'abord la démarche de synthèse séquentielle qui servira de base pour
la synthèse conjointe.

Correcteur H∞ On présente la synthèse d'un correcteur H∞ basée sur la méthode de
synthèse présentée dans le chapitre 2. Le correcteur n'avait alors accès qu'à un vecteur de
mesures réduit, qui valait yreduit = [ε, ω̃x]

ᵀ. Désormais, on considère que le correcteur a accès
au vecteur de mesures complet (4.33) 6. Ces nouvelles mesures ainsi que la nouvelle dé�nition
des pondérations donnée en 4.3.1.2 impliquent de modi�er le schéma de synthèse par rapport
au chapitre 2 et de modi�er les pondérations.

Le schéma de synthèse comprenant le système PK augmenté des pondérationsW utilisées
pour la synthèse de correcteur est donné sur la �gure 4.14.

6. On note que l'on passe d'une structure de correcteur à un degré de liberté (accès seulement à l'écart
entre la référence et la mesure de la grandeur asservie noté ε) à celle d'un correcteur à deux degrés de liberté
(accès à la référence et à la mesure, de manière indépendante). Ce type de structure peut permettre au
système d'e�ectuer un meilleur suivi de trajectoire qu'avec un correcteur à un degré de liberté. En e�et,
elle permet de dissocier la partie du correcteur associée au suivi de trajectoire de celle associée au rejet de
perturbation [SP07].
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Figure 4.14 � Approche séquentielle : synthèse du correcteur K

Choix des pondérations Dans le schéma 4.14 on a deux types de signaux d'entrée :
des bruits blancs (p.ex. bruit de mesure wacc) et des échelons (référence r, perturbation d).
Les bruits blancs ont un spectre fréquentiel constant, dont le niveau d'amplitude est donné
par l'écart-type du bruit. On aura donc :

Wbacc = σbacc , WIMU = σIMU , Wgyro = σgyro , Wacc = σacc , Wrdr = σrdr (4.34)

où la valeur de la puissance des bruits est donnée dans la table de valeurs de l'annexe A.10.
D'après le cahier des charges sur l'asservissement du drone de la sous-section 2.3.1, le drone
est soumis à des signaux de référence et à des perturbations au niveau de l'actionneur sous
forme d'échelon. Cela se traduit par un spectre fréquentiel de pente de +20dB/décade. On
désire ici obtenir un comportement du système bouclé vis-à-vis du suivi de référence et
du rejet de perturbation similaire à ce qui avait été fait dans le chapitre 2. Pour cela, on
traduit les gabarits du chapitre 2 sur Tr→ε(j2πν) et Td→ε(j2πν) en pondérations qui décrivent
séparément les signaux d'entrée et de sortie. Les pondérations d'entréeWr(j2πν) etWd(j2πν)
ont alors une pente de +20dB/décade, traduisant un signal sous forme d'échelon.

Wr(p) =
0.06p+ 60

p+ 1
, Wd(p) =

0.31p+ 310

p+ 1
, Wε = 1 (4.35)

On note que les pulsations de coupure des gabarits sur Tr→ε(j2πν) et Td→ε(j2πν) obtenues à
partir des pondérations (4.35) sont légèrement supérieures à celles des gabarits du chapitre 2.
Par exemple, on avait donné au gabarit sur Tr→ε(j2πν) une pulsation de coupure de 26rad/s
dans le chapitre 2. Désormais, on a un correcteur à deux degrés de liberté qui permet d'avoir
un temps de réponse plus court qu'auparavant, et on a donc choisi ici arbitrairement une
pulsation de coupure de 40rad/s.

On réalise tout d'abord la synthèse du correcteur H∞ sans contraindre la commande,
c'est-à-dire sans la pondération Wu(j2πν). On trace sur la �gure 4.15 les fonctions de trans-
fert du système bouclé avec le correcteur synthétisé par la méthodeH∞. On peut tout d'abord
observer que tous les gabarits sont largement respectés, ce qui se traduit par un γH∞ obtenu
lors de la synthèse 7 qui vaut γH∞ = 0.08. On observe de plus que la pulsation de coupure de

7. Pour rappel, le problème H∞ résolu en pratique consiste à minimiser la norme ‖P ? K‖∞ telle que
‖P ? K‖∞ < γH∞ .
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la fonction de transfert Tr→ε(j2πν) est plus importante que nécessaire vis-à-vis du gabarit.
En e�et, elle vaut 600rad/s, ce qui est 15 fois plus élevé que la pulsation de coupure spéci�ée
par le gabarit (40rad/s). On a donc ici un problème de synthèse faiblement contraint au
niveau du correcteur, ce qui permettra avec l'approche de synthèse conjointe d'in�uer sur
son réglage pour obtenir l'erreur d'estimation la plus faible possible.

Figure 4.15 � Fonctions de transfert du système bouclé lors de la synthèse sans pondération
Wu(p)

Limitation de bande passante avec Wu(p) Par la suite, on va comparer l'approche
séquentielle de synthèse à l'approche de synthèse conjointe en montrant l'in�uence de la
contrainte sur la bande passante du correcteur sur le résultat. Pour cela, on se place dans 4
situations di�érentes où la contrainte sur la bande passante du correcteur varie, ce qui est
réglé via la pondération Wu(j2πν) :

� Sans Wu(j2πν) : la commande issue du correcteur n'est pas contrainte ;
� Wu(j2πν) = Wu,1(j2πν) (resp. Wu,2(j2πν), Wu,3(j2πν)) telle que le gabarit sur

Tr→u(j2πν), c'est-à-dire |Wr(j2πν)Wu(j2πν)|−1, soit un �ltre passe-bas de pulsation
de coupure 1 × 105rad/s (resp. 1 × 103rad/s, 1 × 102rad/s). On donne ci-dessous
l'expression de ces pondérations :

Wu,1(p) =
10−9(p+ 1)(10−5p+ 1)

(10−7p+ 1)(10−3p+ 1)
(4.36a)

Wu,2(p) =
10−9(p+ 1)(10−3p+ 1)

(10−7p+ 1)(10−3p+ 1)
(4.36b)

Wu,3(p) =
10−9(p+ 1)(10−2p+ 1)

(10−7p+ 1)(10−3p+ 1)
. (4.36c)

On trace sur la �gure 4.16 les correcteurs K synthétisés avec les di�érentes pondérations
Wu,1(p),Wu,2(p),Wu,3(p). On observe que sansWu(p) le correcteur a une bande passante éle-
vée alors que lorsque Wu(p) évolue vers une pondération plus contrainte, la bande passante
du correcteur diminue pour respecter le gabarit sur Tr→u(p). La norme H∞ des systèmes
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bouclés obtenue lors de la synthèse notée γH∞ est donnée dans la table 4.3. On voit logique-
ment que plus la pondération sur la commande contraint le problème, plus la norme H∞ est
élevée.

Figure 4.16 � Correcteur K synthétisé par la méthode H∞ en fonction de Wu(p)

Table 4.3 � γH∞ obtenu lors de la synthèse du correcteur H∞

Sans Wu(p) Wu,1(p) Wu,2(p) Wu,3(p)

γH∞ 0.08 0.13 0.16 0.37

Les correcteurs H∞ ainsi synthétisés vont par la suite être utilisés lors de la synthèse
d'estimateurs H2 basés sur le modèle du système en boucle fermé.

Estimateur H2 Dans cette sous-section, on va synthétiser un estimateur de la vitesse de
translation vy du drone et du biais sur l'accéléromètre bacc. Comme expliqué précédemment,
la synthèse de cet estimateur va se baser sur un modèle de la boucle fermée du drone, c'est-
à-dire en prenant en compte le correcteur H∞ synthétisé dans la sous-section précédente.

Le schéma utilisé pour la synthèse de l'estimateur est donné sur la �gure 4.17. L'esti-
mateur E prend en entrée le vecteur de mesures complet y (4.33) et a deux sorties : b̂acc
et v̂y. Ces deux sorties sont comparées aux vraies valeurs bacc et vy issues du système pour
construire les erreurs d'estimation pondérées ẽb = Web(bacc − b̂acc) et ẽv = Wev(vy − v̂y). Les
pondérations de sortie Web et Wev sont choisies pour re�éter le niveau d'erreur d'estimation
pour chacune des grandeurs. Elles ont été choisies à partir de simulations réalisées dans un
premier temps avec ces deux pondérations �xées à 1. On les dé�nit ensuite telles que :

Web = 10 , Wev = 100 (4.37)
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Les pondérations sur les signaux d'entrée restent quant à elles les mêmes que dans la sous-
section précédente.

Figure 4.17 � Approche séquentielle : synthèse de l'estimateur E

On synthétise un estimateur E pour le système bouclé avec chaque correcteur K obtenu
dans la sous-section précédente, c'est-à-dire en fonction de la pondération sur la commande
Wu(p). Les di�érents estimateurs obtenus sont représentés sur la �gure 4.18. On observe, en
toute logique, que pour le système bouclé avec le correcteur K ayant la plus grande bande
passante (sans Wu(p)), l'estimateur synthétisé a aussi une bande passante plus élevée que
dans les autres cas où Wu(p) est utilisée. On note dans la table 4.4 la norme H2 du système
bouclé P ? E, notée γH2 , obtenue pour chaque estimateur E synthétisé. On peut noter que
la valeur de γH2 la plus faible vaut γH2 = 1.3614 et est obtenue pour la pondération Wu,3(p)
qui est la plus contrainte.

Table 4.4 � γH2 obtenu lors de la synthèse de l'estimateur H2

Sans Wu(p) Wu,1(p) Wu,2(p) Wu,3(p)

γH2 1.3875 1.5735 1.4293 1.3614

Une des raisons pour lesquelles la norme H2 est la plus faible dans le cas où Wu(p) est la
plus contrainte semble être liée à la bande passante du correcteur. En e�et, si le correcteur a
une bande passante élevée, alors la dynamique du système bouclé va s'étendre sur une large
plage de fréquences, que l'estimateur doit pouvoir prendre en compte en ayant à son tour
une bande passante élevée. La valeur γH2 représente la norme H2 de l'erreur d'estimation
lorsque le système bouclé est soumis à un bruit blanc unitaire en entrée. Étant donné qu'un
bruit blanc a un spectre fréquentiel uniforme, si la bande passante de l'estimateur est plus
élevée, alors on aura plus de bruit non-�ltré en sortie de l'estimateur, et donc une norme
H2 plus élevée. On va véri�er cette hypothèse par la suite en analysant les résultats de la
synthèse par l'approche mixte H2/H∞.
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Figure 4.18 � Estimateur E synthétisé en fonction de la pondération sur la commande du
correcteur Wu(p)

4.3.2.3 Synthèse conjointe : correcteur/estimateur

Désormais, on présente la démarche de synthèse conjointe qui s'appuie sur celle de syn-
thèse séquentielle. Le schéma de synthèse utilisé dans cette section est donné sur la �gure
4.19. Il regroupe les pondérations d'entrée et de sortie déjà utilisées en 4.3.2.2 lors de la
synthèse séquentielle du correcteur et de l'estimateur. De la même façon que précédemment,
on e�ectue la synthèse tout d'abord sans la pondération sur la commande Wu(p), puis avec
les di�érentes pondérations données en 4.3.2.2. Les valeurs de γH∞ et γH2 obtenues lors de
la synthèse conjointe sont regroupées dans la table 4.5, où on note de nouveau les valeurs
des tables 4.3 et 4.4 obtenues avec l'approche séquentielle.

Table 4.5 � γH∞ et γH2 obtenus par l'approche mixte (MIX) et par l'approche séquentielle
(SEQ)

Sans Wu(p) Wu,1(p) Wu,2(p) Wu,3(p)

γH∞ γH2 γH∞ γH2 γH∞ γH2 γH∞ γH2

SEQ 0.08 1.3875 0.13 1.5735 0.16 1.4293 0.37 1.3614

MIX 0.13 1.3614 0.22 1.3614 0.27 1.3614 0.53 1.3614

On observe qu'avec l'approche de synthèse conjointe on atteint une valeur γH2 plus faible
qu'avec l'approche séquentielle pour chaque exemple, indépendamment deWu(p). On obtient
en e�et à chaque fois γH2 = 1.3614, ce qui est la valeur la plus faible que l'on ait obtenue
avec l'approche séquentielle lorsque le correcteur était le plus contraint en bande passante 8

8. On note que cette valeur de γH2
= 1.3614 semble correspondre une limite de performance de l'estima-
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Figure 4.19 � Approche mixte : synthèse conjointe du correcteur H∞ et de l'estimateur H2

(c'est à-dire lorsque la pondération sur la commande valait Wu(p) = Wu,3(p)). On observe
aussi que la norme H∞ obtenue dans le cas MIX est supérieure à celle dans le cas SEQ, ce
qui est logique, car dans le casMIX on ne cherche pas directement à minimiser cette norme
mais seulement à la garder inférieure à 1.

On trace sur la �gure 4.20 le correcteur/estimateur K/E synthétisé avec la pondération
Wu,1(p) la moins contrainte et on le superpose au correcteur K et l'estimateur E obtenus par
l'approche séquentielle. On peut voir que pour la sortie u, soit la partie associée à l'asservis-
sement de φ, la bande passante de K/E (MIX) est limitée par rapport à celle du correcteur
K (SEQ). De plus, on peut observer que pour les sorties estimées, notamment v̂y, la bande
passante de K/E (MIX) est plus limitée que celle de l'estimateur E (SEQ). Par exemple,
pour l'entrée ṽrdr, qui est la mesure dont le gain associé à basses fréquences est le plus élevé,
la pulsation de coupure à −3dB vaut 8rad/s pour K/E (MIX) et 15rad/s pour E (SEQ).
Cela semble donc valider l'hypothèse que la performance en estimation est liée à la bande
passante du correcteur : si sa bande passante est limitée, alors la performance de l'estima-
teur est meilleure. L'approche MIX qui vise à minimiser la norme H2 du système bouclé
produit donc un correcteur ayant toujours une bande passante limitée, indépendamment de
la pondération Wu(p).

4.3.2.4 Comparaison des résultats en simulation

On simule le fonctionnement du drone bouclé avec le correcteur/estimateur de l'approche
MIX et on le compare à celui obtenu avec l'approche SEQ. Le simulateur contient la struc-
ture correcteur/estimateur séquentielle de l'approche SEQ et celle conjointe de l'approche
MIX. Les di�érents bruits de mesures sont représentés par des bruits blancs dont les écarts-
types ont été donnés dans l'annexe A.10.

On trace sur la �gure 4.21 la réponse du système lorsque le signal de référence φc suit un

teur puisqu'on n'obtient pas de meilleur résultat avec l'approche MIX, même lorsque le problème est très
peu contraint c'est-à-dire lorsque Wu(p) n'est pas utilisée.
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Figure 4.20 � Correcteur K, estimateur E (SEQ) et correcteur/estimateur K/E (MIX)
synthétisés avec la pondération Wu,1(p)

échelon de 1 degré, avec une perturbation type échelon qui intervient à 1 seconde au niveau
du signal de commande. Les correcteurs sont ceux qui ont été obtenus lors de la synthèse
avec Wu,1(p). On observe un suivi de référence et un rejet de perturbation similaire, bien
que l'amplitude du pic lié à la perturbation soit légèrement plus faible avec l'approche SEQ.
On note que l'angle asservi par le correcteur K de l'approche SEQ est plus bruité que dans
le cas MIX. Cela est dû au fait que la bande passante du correcteur SEQ est plus grande
que dans le cas MIX, ce qui implique que le bruit des mesures se propage dans le signal
de commande. Néanmoins, la réponse du système asservi par les correcteurs synthétisés par
l'approche MIX et SEQ reste correcte et respecte bien le cahier des charges en matière
de temps de réponse et de rejet de perturbation. C'est le cas pour toutes les synthèses
de correcteurs e�ectuées pour toutes les pondérations Wu(p) explicitées plus tôt, ce qui se
véri�e par la valeur γH∞ de la table 4.5. Elle est toujours inférieure à 1, indépendamment de
l'approcheMIX ou SEQ, ce qui signi�e que le cahier des charges représenté par les gabarits
fréquentiels est toujours respecté.

Comme il n'y a pas de di�érence notable entre les réponses temporelles des di�érents
systèmes issus de l'approche SEQ et MIX, aussi bien pour l'angle asservi que pour les
grandeurs estimées, on ne représente pas les tracés en fonction du temps. On peut cependant
calculer la di�érence au niveau des erreurs d'estimation de la vitesse et du biais, respec-
tivement ev = δvy − δv̂y et eb = bacc − b̂acc. La valeur RMS de ces erreurs correspond à
des simulations de 10s e�ectuées pour chaque correcteur/estimateur obtenu en fonction de
Wu(p). On représente le résultat normalisé sous forme d'histogramme sur la �gure 4.22. En
accord avec les normes H2 obtenues lors de la synthèse et regroupées dans la table 4.5, l'er-
reur d'estimation via l'approche MIX est toujours inférieure ou égale à celle obtenue avec
l'approche SEQ. On peut voir que le gain principal de l'approche MIX par rapport à l'ap-
proche SEQ est réalisé sur l'estimation de vitesse, où on atteint une amélioration maximale
de 25% de la performance pour la pondération Wu,1(p).
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Figure 4.21 � Simulation de l'asservissement de l'angle δφ (synthèse avec Wu1(p))

Figure 4.22 � Valeurs RMS des erreurs d'estimation de la vitesse et du biais en fonction de
Wu(p)

Conclusion En analysant les résultats de la synthèse par l'approche SEQ et par l'approche
MIX, on voit que cette dernière permet potentiellement un gain en performance d'estima-
tion, tout en gardant un asservissement correct vis-à-vis du cahier des charges. L'approche
MIX permet d'ajuster le correcteur pour atteindre une valeur γH2 qui est toujours mini-
male. L'ajustement du correcteur semble se faire notamment au niveau de sa bande passante,
qui est directement limitée dans le cas de l'approche MIX, indépendamment de la pondé-
ration sur la commande Wu(p). Pour obtenir le même niveau de performance d'estimation
avec l'approche séquentielle, on a dû limiter fortement la bande passante du correcteur en
utilisant la pondération Wu(p) = Wu,3(p).

4.3.2.5 Prise en compte des �ltres passe-bas F

Jusqu'à maintenant, les résultats ont été obtenus en négligeant les �ltres passe-bas sur les
mesures, notés F dans l'équation (4.1) page 120. On prend désormais en compte ces �ltres
dans le modèle des mesures de capteurs et on réalise de nouveau la synthèse séquentielle et la
synthèse mixte des correcteurs/estimateurs en fonction de la pondération sur la commande
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Wu(p). On va voir que les �ltres contraignent beaucoup le problème de synthèse et la bande
passante du correcteur, indépendamment de la pondération Wu(p) choisie.

On regroupe dans la table 4.6 les valeurs de γH∞ et γH2 obtenues lors des synthèses
séquentielle (SEQ) et mixte (MIX). On peut voir cette fois que, dès l'ajout de la pondération
Wu,1(p) qui est celle qui contraint le moins la bande passante du correcteur, le niveau de
performance en estimation est le même entre l'approche SEQ etMIX (γH2 = 1.3615). Cette
valeur est d'ailleurs légèrement plus élevée que celle obtenue précédemment lors de la synthèse
sans les �ltres (valeur minimale de γH2 = 1.3614), ce qui implique que la performance en
estimation sera légèrement plus faible. On note en�n que pour la pondération Wu,3(p) qui
est la plus contraignante en termes de bande passante, la synthèse séquentielle produit un
correcteur H∞ qui ne satisfait pas les gabarits fréquentiels (γH∞ > 1). La synthèse conjointe
ne produit donc pas de résultat, car la condition γH∞ ≤ 1 qui est nécessaire pour obtenir
une solution au problème d'optimisation H2/H∞ n'est pas véri�ée.

Ces observations semblent con�rmer l'hypothèse que le gain en performance de l'approche
MIX par rapport à l'approche SEQ, que l'on observait précédemment lorsque les �ltres
n'étaient pas pris en compte, dépendait de la liberté allouée au correcteur en termes de
bande passante. En e�et, on a montré dans ce cas-là que contrairement à l'approche MIX
qui contraignait automatiquement la bande passante de l'ensemble correcteur/estimateur,
l'approche SEQ donnait un correcteur et donc un estimateur ayant une bande passante
élevée lorsque la commande n'était pas contrainte par Wu(p). On supposait alors que, étant
donné que les bruits en entrée avaient un spectre fréquentiel constant, si la bande passante
de l'estimateur était plus élevée alors les bruits étaient moins �ltrés, et donc la norme H2 du
système était plus élevée. Pour obtenir le même niveau de performance γH2 entre l'approche
MIX et l'approche SEQ on devait utiliser la pondération sur la commande Wu,3(p) qui
contraignait fortement la bande passante du correcteur, voir la table 4.5. Ici, on prend en
compte les �ltres F sur les mesures d'IMU qui contraignent a priori la bande passante
atteignable par le correcteur, que ce soit avec l'approche SEQ ou avec l'approche MIX. On
observe donc peu de di�érence entre les deux approches sur la valeur γH2 dans la table 4.6,
puisque dans ce cas, la prise en compte des �ltres ne permet pas de rendre visible l'intérêt
de l'approche MIX.

Table 4.6 � γH∞ et γH2 obtenus lors de la synthèse MIX et SEQ avec les �ltres F

Sans Wu(p) Wu,1(p) Wu,2(p) Wu,3(p)

γH∞ γH2 γH∞ γH2 γH∞ γH2 γH∞ γH2

SEQ 0.27 1.3984 0.34 1.3615 0.29 1.3615 4.19 1.3614

MIX 0.45 1.3615 0.45 1.3615 0.50 1.3615 ∅ ∅

On trace sur la �gure 4.23 le correcteur et l'estimateur obtenus par l'approche séquentielle
et par l'approche conjointe, lors de la synthèse avec la pondération Wu,1(p). Par rapport à
la �gure 4.20 où les �ltres étaient négligés, on peut voir qu'il y a désormais moins d'écart
entre les diagrammes de Bode associés à la partie correcteur, qui correspond à la sortie u. Le
correcteur issu de l'approche SEQ a donc une bande passante plus faible, qui s'approche de
celle de l'approche MIX. On observe que pour la sortie estimée v̂y et au niveau des entrées
ãacc et ṽrdr, qui sont les mesures pour lesquelles le gain de l'estimateur est le plus important,
il n'y a pas d'écart entre l'approche SEQ et MIX. On note notamment que la pulsation
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de coupure à −3dB pour l'entrée ṽrdr vaut 8rad/s pour les deux approches SEQ et MIX.
Pour rappel, la valeur obtenue lorsque les �ltres n'étaient pas pris en compte était de 8rad/s
pour l'approche MIX et 15rad/s pour l'approche SEQ, voir �gure 4.20.

Figure 4.23 � Correcteur et estimateur SEQ et MIX, avec la pondération Wu,1(p) et les
�ltres F

Conclusion L'ajout des �ltres contraint le problème en termes de bande passante, ce qui
fait tendre la solution de l'approche SEQ vers celle de l'approche MIX. Notamment, on a
vu que la valeur γH2 obtenue, qui traduit la performance en estimation, était la même pour
les deux approches SEQ et MIX dès que le correcteur est su�samment contraint en bande
passante (à partir de Wu,1(p)). Cependant, l'ajout de ces �ltres contraint globalement le
problème de synthèse, ce qui fait que la performance d'estimation atteignable par l'approche
MIX reste moins élevée que lorsque les �ltres étaient négligés, c'est-à-dire lorsque davantage
de liberté était donnée pour le choix du correcteur et de l'estimateur.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié di�érentes approches pour estimer le mouvement du drone.
Dans la première section, on a étudié les structures classiques d'estimateurs de l'état de
l'art. Typiquement, les estimateurs sont basés sur le �ltre de Kalman linéaire ou étendu, qui
est synthétisé à partir du modèle en boucle ouverte du drone, linéaire ou non-linéaire. On a
comparé ces approches à celle que l'on propose dans un premier temps, où l'estimateur est un
gain optimal de Kalman, synthétisé à partir d'un modèle de la boucle fermée du drone. On a
montré que notre approche présentait un intérêt en matière de complexité et de performance
vis-à-vis des autres solutions issues de la littérature. Dans cette première section, le modèle
du drone en boucle fermée dépendait du correcteur qui avait été synthétisé dans le chapitre
2 pour répondre à des objectifs d'asservissement �xés par le cahier des charges.
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Dans la deuxième section, on a alors étendu l'idée de considérer l'in�uence du correcteur
sur la dynamique du drone lors de la phase l'estimation. On a chercher à régler de nouveau le
correcteur, de manière à maximiser la performance d'estimation tout en respectant le cahier
des charges sur l'asservissement. Pour cela, on a cherché à formuler le problème de synthèse
de correcteur et d'estimateur comme un problème unique de synthèse. On a montré que le
problème de synthèse d'un estimateur type �ltre de Kalman pouvait se formuler comme un
problème de synthèse de commande H2, que l'on peut combiner avec le problème de synthèse
de commande H∞ du chapitre 2 pour former un unique problème de synthèse de commande
H2/H∞. Celui-ci peut se formuler comme un problème d'optimisation avec un critère mixte
H2/H∞, où l'on cherche à minimiser la norme H2 de l'erreur d'estimation sous la contrainte
que le correcteur respecte le cahier des charges sur l'asservissement, formulé sous la forme
d'un critère H∞. Cette approche permet d'obtenir un bloc conjoint correcteur/estimateur,
qui respecte le cahier des charges, tout en permettant d'estimer au mieux les grandeurs de
vitesse et de biais de l'accéléromètre du drone.

Par rapport à une approche séquentielle où l'on synthétise successivement le correcteur
puis l'estimateur, l'approche mixte permet un gain signi�catif en matière d'ordre de com-
plexité et potentiellement un gain important en performance d'estimation. En e�et, on a
montré que si le gain en ordre est toujours véri�é, celui en performance d'estimation dépend
des contraintes associées au problème de synthèse. Si le problème est fortement contraint,
alors la di�érence de performance est faible entre l'approche conjointe et l'approche séquen-
tielle. Si le problème est faiblement contraint, alors l'approche conjointe donne de meilleur
résultats en termes d'estimation, avec un gain en simulation atteignant jusqu'à 25% en ma-
tière d'erreur RMS sur la vitesse estimée.
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Conclusion et perspectives

5.1 Conclusion

Cette thèse visait à élaborer, dans le cadre de la navigation autonome sans signaux d'in-
frastructure, une méthode d'estimation du mouvement à faible coût de calcul pour un agent
mobile asservi. Les informations accessibles pour l'estimation dans ce contexte proviennent
d'un modèle du mouvement de l'agent et de mesures de capteurs. Les approches de la litté-
rature au sujet de la navigation sans signaux d'infrastructure se concentrent principalement
sur les capteurs qui sont embarqués et sur la fusion de leurs mesures. En complément de ces
approches, ce travail de thèse oriente le questionnement sur les informations qui peuvent
être obtenues à partir du modèle du mouvement. L'agent mobile considéré dans ce travail de
thèse est un micro-drone, nécessairement asservi pour garantir sa stabilité. Sa dynamique
est donc régie en partie par le correcteur qui est employé. On a alors cherché à savoir quel
impact pouvait avoir le correcteur sur la performance de l'estimateur du mouvement, notam-
ment, s'il serait possible de régler un correcteur qui maximise la performance de l'estimateur.

Dans le chapitre 2, on a commencé par obtenir un modèle de la dynamique du micro-
drone non-asservi, autrement dit en "boucle ouverte". On en a identi�é les paramètres et
véri�é la validité à partir de données expérimentales. L'étude de ce modèle a mis en lumière
le caractère non-linéaire et instable de la dynamique non-asservie du drone. De plus, on
a montré qu'une modi�cation de l'aérodynamique du drone, par exemple en embarquant
des capteurs volumineux, pouvait impacter de manière importante son comportement dy-
namique. On a alors étudié la structure de commande d'origine du Crazy�ie basée sur des
correcteurs de type PID, et on a montré ses limites, notamment vis-à-vis des e�ets aéro-
dynamiques précédemment cités. On a donc entrepris de re-régler ces correcteurs avec des
méthodes d'automatique fréquentielle linéaire classiques, et on a obtenu des correcteurs P/PI
à l'ordre plus faible que ceux d'origine, et plus performants. L'inconvénient de l'approche de
réglage adoptée, est qu'elle n'était pas systématique et nécessitait de régler successivement
les correcteurs à partir des di�érentes fonctions de transfert du modèle du drone à comman-
der. Dans un second temps, on a donc montré que l'on pouvait obtenir un correcteur aux
caractéristiques similaires que celles du P/PI par la méthode de synthèse de commande H∞
basée sur la résolution par ordinateur d'un problème d'optimisation.

Les méthodes précédentes de synthèse de correcteurs sont basées sur des méthodes d'au-
tomatique linéaire, or le modèle du drone initialement obtenu était non-linéaire. On a alors
développé une méthode pour valider le contrôle du drone via des correcteurs linéaires lorsque
celui-ci est représenté par son modèle non-linéaire. Ainsi, on a mis la recherche du domaine
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d'attraction des correcteurs linéaires sous la forme d'un problème d'optimisation convexe
sous contraintes d'inégalités matricielles, solvable numériquement. Cette approche permet
de garantir la stabilité du drone sur son domaine de vol vis-à-vis des changements d'angles.
Le modèle non-linéaire du drone considéré ici comprend seulement la partie liée à l'attitude
du drone, et la partie associée à la vitesse linéaire a été mise de côté pour l'instant.

Finalement, on a obtenu dans ce chapitre un modèle du drone prenant en compte son
asservissement PID d'origine, c'est-à-dire sa dynamique "en boucle fermée". Celui-ci étant
d'ordre de complexité élevé, on a appliqué une méthode de réduction d'ordre a�n de lui
permettre d'être utilisé pour la synthèse d'un estimateur à bas coût de calcul.

Dans le chapitre 3, on a étudié les mesures issues de capteurs embarqués disponibles pour
l'estimation du mouvement. Dans le cadre de la navigation sans signaux d'infrastructure, le
système de navigation se base sur les capteurs d'une centrale inertielle. On a alors modé-
lisé les capteurs de la centrale inertielle du drone Crazy�ie via la méthode de la variance
d'Allan, a�n d'obtenir un modèle précis de leurs mesures. On a montré que les spéci�cations
données par leur documentation technique, n'étaient pas représentatives du niveau d'erreur
que l'on trouve sur les mesures e�ectuées en vol. On a donc adapté le modèle d'erreur de
ces capteurs inertiels aux conditions expérimentales liées au vol du drone. De plus, on a
montré, en s'appuyant sur des travaux de la littérature, que l'accéléromètre compris dans
la centrale inertielle pouvait être assimilé à un capteur de vitesse en trois dimensions dans
le cas particulier du drone. On a alors identi�é les di�érents paramètres de ce modèle de
mesure de vitesse spéci�que au cas du drone à partir de données expérimentales.

Une étude comparative des informations utilisées en complément des capteurs inertiels
dans la littérature a permis de montrer l'intérêt de coupler ces capteurs à un radar a�n
d'améliorer l'estimation de la vitesse du drone. Contrairement aux approches de la littérature
qui considèrent l'utilisation de radars CW pour estimer uniquement la vitesse, on a choisi
d'intégrer un radar FMCW qui permet le développement de di�érentes fonctionnalités en
couplant les informations de vitesse et de distance qu'il retourne. On a alors conçu un
algorithme spéci�quement pour ce type de radar, a�n d'estimer simultanément plusieurs
grandeurs du mouvement du drone, soit sa vitesse de déplacement horizontale et verticale
ainsi que sa hauteur par rapport au sol. Cet algorithme a été pensé pour avoir un coût
de calcul faible, ce qui lui permet potentiellement d'être intégré sur un microcontrôleur en
complément d'autres algorithmes de traitement des données issues du même radar FMCW,
comme des algorithmes dédiés à la détection d'obstacles pour la navigation autonome.

En�n, à partir des développements des deux chapitres précédents, le chapitre 4 a permis
de répondre à la question de comment estimer au mieux la vitesse du drone avec un coût
de calcul faible, étant donné que son mouvement est asservi. Dans un premier temps, on
a cherché à voir si la performance de l'estimateur pouvait être impactée par le choix du
correcteur. Pour cela, on a synthétisé un estimateur de type �ltre de Kalman linéaire à partir
du modèle de la boucle fermée du drone obtenu dans le chapitre 2 et des modèles de mesures
de capteurs du chapitre 3. Ensuite, on a comparé cette approche à celles de la littérature
qui se basent sur la synthèse d'estimateurs à partir d'un modèle de la dynamique du drone
en boucle ouverte. À partir de données expérimentales, on a montré que notre approche
permettait d'obtenir une erreur d'estimation plus faible que celles de la littérature, tout en
ayant un coût de calcul faible. La prise en compte du correcteur dans la phase d'estimation
semblait donc présenter un intérêt, puisqu'elle in�uait sur le modèle utilisé pour synthétiser
l'estimateur et donc aussi sur la performance de celui-ci.
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Dans un second temps, on a donc cherché à synthétiser un correcteur qui permette de
maximiser la performance de l'estimateur du mouvement. Le cahier des charges donné pour
l'asservissement du drone étant peu contraint, cela permettait d'avoir une certaine liberté
au niveau du réglage du correcteur qui pouvait être exploitée pour faciliter l'estimation du
mouvement. Pour formaliser la recherche d'un correcteur qui satisfasse le cahier des charges
sur l'asservissement tout en servant les objectifs de l'estimateur, on a construit un problème
d'optimisation. Celui-ci traduit la recherche d'un ensemble correcteur/estimateur tel que
la variance de l'erreur d'estimation soit minimisée et que le cahier des charges en matière
d'asservissement soit satisfait. Pour cela on a utilisé un critère d'optimisation mixte, basé
sur les normes H∞ et H2 pondérées. La norme H∞ pondérée est utilisée pour traduire le
respect du cahier des charges par le correcteur, tandis que la norme H2 pondérée permet de
spéci�er l'objectif en estimation qui est de minimiser la variance de l'erreur.

On a tout d'abord conçu de manière séquentielle un correcteur H∞ puis un estimateur
H2 basé sur le modèle en boucle fermée du drone, puis, on a comparé cette approche à celle
où la synthèse de correcteur et d'estimateur s'e�ectue de manière conjointe avec le critère
d'optimisation mixte H2/H∞. On a alors montré que l'approche conjointe permettait un
gain signi�catif en performance d'estimation qui dépend des contraintes liées au cahier des
charges sur l'asservissement. Notamment, lorsque la bande-passante du correcteur n'était
pas ou peu limitée, l'approche conjointe permettait de diminuer jusqu'à 25% la valeur RMS
de l'erreur d'estimation en simulation par rapport à l'approche séquentielle. Lorsque les
contraintes augmentent, ce gain en performance diminue jusqu'à obtenir une solution issue
de l'approche de synthèse conjointe qui tend vers celle issue de la synthèse séquentielle. Indé-
pendamment du gain en performance de l'estimation, on a également montré que l'approche
conjointe menait à un ensemble correcteur/estimateur d'une complexité plus faible qu'avec
l'approche séquentielle, ce qui permet de réduire le coût de calcul de la solution qui vise à
être implémentée sur microcontrôleur.

5.2 Perspectives

Les résultats de cette thèse laissent entrevoir des perspectives que l'on détaille dans les
sous-sections suivantes.

5.2.1 Technologie SigmaFusionTM

Cette thèse a été réalisée dans le laboratoire Intelligence Intégrée Multi-capteurs
(LIIM) du CEA qui développe une technologie de perception de l'environnement appelée
SigmaFusionTM, destinée au marché des véhicules autonomes. Celle-ci permet de fusionner
les informations provenant de plusieurs capteurs extéroceptifs pour réaliser une cartographie
de l'environnement du véhicule, de manière e�cace vis-à-vis du coût de calcul et de mémoire.
Pour fonctionner, cette technologie requiert de connaitre la position des capteurs au cours
du temps. Les travaux réalisés dans ce document sur l'estimation de mouvement s'inscrivent
donc directement dans le contexte de la technologie SigmaFusionTM, en particulier :

� Dans le cas où le mouvement du véhicule est asservi par un correcteur, la méthode de
synthèse conjointe de correcteur/estimateur présente un intérêt. En e�et, elle permet
de commander le système d'une manière qui maximise la précision de l'estimation de
son mouvement, et donc améliore la construction de la carte de son environnement,
tout en satisfaisant des objectifs en matière d'asservissement.
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� L'algorithme d'estimation de vitesse à partir des données brutes d'un radar FMCW
de la section 3.2.3, qui pourrait être couplé à l'utilisation de ce même radar pour
la détection d'obstacles. En e�et, auparavant dédiée à la fusion de données pour les
capteurs à champ de vision étroit (p.ex. Lidar), la technologie SigmaFusionTMpermet
désormais de fusionner les mesures issues de capteurs à large champ de vision, comme
le radar [Dia18]. De plus, l'algorithme d'estimation de vitesse a été pensé pour avoir
un coût de calcul faible, ce qui permet lors de son intégration sur microcontrôleur
d'économiser des ressources en calcul nécessaires à la réalisation d'autres tâches telles
que la détection d'obstacles.

� La carte de l'environnement produite par SigmaFusionTMpourrait également servir à
améliorer l'estimation du mouvement. Des travaux ont été menés dans cette direction
dans [Dia20], qui aborde la problématique de SLAM (Simultaneous Localization And
Mapping).

5.2.2 Synthèse conjointe correcteur/estimateur

Dans cette thèse, le problème de la synthèse conjointe d'un ensemble correcteur/estima-
teur a été formulé sous la forme d'un problème d'optimisation avec un critère mixte H2/H∞.
La méthode de résolution de ce problème, choisie parmi les méthodes existantes de la lit-
térature, a donné des résultats satisfaisants en simulation sur le cas du drone considéré ici.
Cependant, deux points resteraient à aborder pour compléter l'analyse :

� La méthode de résolution du problème d'optimisation mixte H2/H∞ choisie ici, basée
sur une relaxation convexe du problème initialement non-convexe implique un certain
degré de conservatisme sur la solution obtenue. D'autres méthodes existent, comme
celles basées sur la paramétrisation de Youla [WR95] qui permettraient d'obtenir un
résultat qui tend vers l'optimal. Cependant, elles ont été écartées car elles menaient
potentiellement à un ordre élevé du correcteur/estimateur, ce qui n'était pas intéres-
sant dans un contexte où la solution vise à être embarquée sur un microcontrôleur.
En revanche, on pourrait les utiliser a�n de déterminer la limite de performance at-
teignable pour le correcteur/estimateur, ce qui permettrait alors d'évaluer le degré de
conservatisme de la méthode de résolution utilisée dans cette thèse.

� A�n de valider le gain potentiel en performance d'estimation de l'approche de synthèse
conjointe par rapport à celle de l'approche séquentielle, la comparaison entre les deux
approches menée en simulation dans le chapitre 4 devrait être réalisée expérimenta-
lement. Pour cela, l'étude réalisée ici sur un seul axe devrait être étendue aux trois
axes du drone, et l'ensemble estimateur/correcteur obtenu devrait être implémenté
sur son microcontrôleur.

5.2.3 Méthode d'estimation du domaine d'attraction des correc-
teurs

La méthode présentée dans la section 2.4 du chapitre 2 permet d'estimer le domaine
d'attraction des correcteurs d'attitude du drone lorsque celui-ci est représenté par son modèle
non-linéaire. Ce travail pourrait béné�cier des extensions suivantes :

� Le modèle considéré dans ce travail ne contient que la partie attitude du modèle
non-linéaire du drone et n'inclut donc pas la partie liée à la translation. Il pourrait
être intéressant de compléter l'étude en considérant le modèle non-linéaire complet,
notamment pour prendre en compte l'e�et du rebouclage entre les vitesses de transla-
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tion et de rotation dû au paramètre h, qui peut modi�er fortement le comportement
dynamique du drone.

� La méthode a été conçue comme un outil de validation a posteriori du correcteur
synthétisé pour contrôler l'attitude du drone. Elle pourrait cependant être intégrée
dans une démarche de synthèse de correcteur comme dans [EGS96], ce qui permettrait
de synthétiser un correcteur pour stabiliser le drone sur une plage de fonctionnement
�xée a priori.

5.2.4 Radar FMCW

� Le travail mené sur le radar FMCW, et notamment l'algorithme d'estimation de vi-
tesse et de hauteur à partir de ses données brutes, vise à être intégré sur un petit agent
mobile tel que le micro-drone Crazy�ie. Une validation expérimentale de l'algorithme
réalisée pendant la thèse a montré la précision atteignable en matière d'estimation
de la vitesse horizontale et de la hauteur. Cependant, cette validation s'e�ectuait à
partir de données issues d'un dispositif de test non interfacé avec le drone et l'algo-
rithme n'était pas implémenté en temps réel sur microcontrôleur. Un travail complet
d'intégration d'un radar FMCW sur le drone et d'implémentation temps réel sur mi-
crocontrôleur reste donc à réaliser pour démontrer l'embarquabilité de la solution,
et la précision de l'estimation atteignable sur une application embarquée telle que la
navigation du micro-drone.
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Annexe A

Annexes

A.1 Caractéristiques du micro-drone Crazy�ie

Cette thèse se base sur le micro-drone Crazy�ie 2.0, visible sur la �gure 1.2 à gauche.
Ci-dessous on donne ses principales caractéristiques :

� Distance de rotor à rotor : 7cm ;
� Masse : 29g ;
� 4 moteurs DC (avec balais), qui autorisent une masse maximum pour le décollage

d'environ 50g ;
� Temps de vol : environ 7min ;
� Centrale inertielle 10−DOF (Degres-Of-Freedom) :

� Accéléromètre MPU-6500 ;
� Gyroscope MPU-6500 ;
� Magnétomètre AK8963 ;
� Baromètre LPS25H.

� 2 microcontrôleurs embarqués :
� Gestion électrique et radio : ARM Cortex-M0 (nRF51822) 32MHz
� Principal : ARM Cortex-M4 (STM32F405) 32 bits 168MHz

A.2 Identi�cation des paramètres du modèle dynamique

On rappelle dans la table A.1 l'ensemble des paramètres du modèle (2.8) que l'on doit
identi�er a�n de pouvoir simuler le comportement du drone.

Géométrie L
Inertie m, g, J
Rotors β(U), k, b

Aérodynamique µxy, µz, h

Table A.1 � Paramètres du modèle (2.8)

L, m, g, J et h : Certains paramètres peuvent être mesurés directement comme L = 30×
10−3m qui est la longueur du bras du Crazy�ie, h = 15× 10−3m sa hauteur, voir �gure A.1,
et m = 29 × 10−3kg sa masse. On note ici que la hauteur h est dé�nie comme la distance
entre le plan de la carte électronique du Crazy�ie et le sommet de ses hélices. En réalité
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Figure A.1 � Dimensions utilisées dans le modèle

ce paramètre est di�cilement mesurable du fait de la géométrie complexe du drone, mais
on considère ici en première approximation que les e�orts aérodynamiques s'appliquent à
une distance h du centre de gravité, soit au niveau des hélices. La matrice J est obtenue en
calculant le moment d'inertie du drone que l'on assimile à un parallélépipède de côtés a et
de hauteur h, voir �gure A.1. Le moment d'inertie autour de l'axe ~xb est le même qu'autour
de l'axe ~yb et vaut Jx = Jy = ma2+h2

12
= 1.3 × 10−5kg.m2, celui autour de l'axe ~zb vaut

Jz = ma2

6
= 3.1 × 10−5kg.m2, à noter que ces valeurs sont proches de celles que l'on peut

trouver dans la littérature sur le Crazy�ie comme par exemple dans [Fö15, Lan15]. En�n,
g = 9.81m.s−2 est l'accélération de la pesanteur �xée à sa valeur conventionnelle du système
international d'unités (SI).

β(U) : On veut identi�er la relation qui lie le signal de commande U et la vitesse de
rotation des rotors Ω sous la forme d'une fonction a�ne Ω(t) = β(U(t)) = a0U(t) + b0. Le
signal de commande U est associé dans le logiciel du Crazy�ie à une valeur numérique choisie
dans l'intervalle [0, 65535] qui correspond à son rapport cyclique. Ici on choisit aléatoirement
des valeurs comprises dans l'intervalle [20000, 65535] que l'on envoie à un des moteurs par
l'intermédiaire d'une radio connectée à un ordinateur et liée au Crazy�ie, puis on mesure sa
vitesse de rotation à l'aide d'un tachymètre sans contact. Notons que la valeur minimale de
20000 a été choisie a�n de s'a�ranchir de tout e�et de frottement ou de résistance mécanique
des rotors. On trace sur la �gure A.2 la vitesse de rotation Ω mesurée en fonction du signal U
et on identi�e par la méthode des moindres carrés une fonction a�ne approchant au mieux
ces données. On obtient les coe�cients de β(U) tels que a0 = 0.027 et b0 = 439.

k : Le coe�cient de poussée k en kg.m.rd−2 lie la vitesse de rotation des moteurs Ω à la
force poussée T avec la relation T (t) = k

∑4
i=1 Ω2

i (t), d'après par exemple [Ban17] [MKC12].
Pour mesurer ce paramètre, on �xe une masse su�samment lourde pour empêcher au drone
de décoller et on place l'ensemble sur une balance. On envoie un signal de commande U
constant et identique aux 4 moteurs. On note l'écart ∆m mesuré par la balance avant
activation des moteurs et après, ainsi que la vitesse de rotation constante des moteurs Ωi.
La force de poussée générée par le drone vaut alors T = g∆m = k

∑4
i=1 Ω2

i . On obtient donc
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Figure A.2 � Identi�cation des coe�cients la fonction β(U(t))

le coe�cient de poussée k via l'équation :

k =
g∆m∑4
i=1 Ω2

i

(A.1)

On e�ectue 3 tests qui mènent à des valeurs k = {1.71 × 10−8, 2.22 × 10−8, 1.93 × 10−8},
ce qui donne en moyenne k = 1.95 × 10−8kg.m.rd−2. Ces valeurs sont proches de la valeur
donnée dans l'annexe de la référence [Gre17] qui porte sur l'identi�cation des paramètres
du Crazy�ie et qui donne k = 2.2 × 10−8kg.m.rd−2. On choisira dans le modèle la valeur
obtenue expérimentalement de k = 1.95 × 10−8kg.m.rd−2 associée spéci�quement à notre
Crazy�ie.

b : Le coe�cient de couple autour de l'axe vertical n'a pas été mesuré pour gagner du
temps et parce que l'accent est mis dans cette thèse sur l'identi�cation du modèle du drone
en translation et peu sur sa rotation autour de son axe vertical. La valeur de b = 1 ×
10−9kg.m2.rd−2 obtenue dans l'annexe de [Gre17] semble su�samment précise pour traduire
le mouvement du Crazy�ie lors de nos expériences. On utilise donc cette valeur par la suite
dans notre modèle.

µxy et µz : L'identi�cation de ces paramètres est détaillée dans la section 3.2.2 du chapitre
3.

A.3 Chaine de commande

Sur la �gure de l'asservissement d'origine 2.6, on trouve un bloc "Modèle drone" avec en
entrée des signaux qui sont la consigne de poussée Tc et les sorties du correcteur Kω que l'on
note u = [ux, uy, uz]

ᵀ. Les sorties du modèle sont les grandeurs dynamiques [v, η, ω]ᵀ. Le lien
entre ces di�érents signaux est détaillé sur la �gure A.3.
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Figure A.3 � Bloc "Modèle drone" de la �gure 2.6

Sur la �gure A.3, le premier bloc correspond à la redistribution par le microcontrôleur
µC des signaux d'entrée ζ = [Tc, ux, uy, uz]

ᵀ pour générer la commande Ui=1,2,3,4 de chaque
moteur de la manière suivante :


U1

U2

U3

U4

 =


1 −1

2
1
2
−1

1 −1
2
−1

2
1

1 1
2
−1

2
−1

1 1
2

1
2

1



Tc
ux
uy
uz

 (A.2)

Ensuite, le deuxième bloc correspond à la relation Ω = β(U) de conversion du signal de
commande en vitesse de rotation des moteurs donnée dans l'annexe A.2. Le troisième bloc
correspond à la conversion de la vitesse de rotation des hélices en une force de poussée et des
couples dont les équations sont données en (2.3) et (2.4). Puis, le dernier bloc correspond
à la dynamique du drone lorsqu'il est soumis à la poussée et les couples rassemblés dans
ξ = [T, τx, τy, τz]

ᵀ, dont on a donné un modèle non-linéaire à l'équation (2.8).

La relation entre [Tc, ux, uy, uz]
ᵀ et = [T, τx, τy, τz]

ᵀ peut être linéarisée au point de vol
stationnaire où la poussée T = mg annule le poids du drone. On obtient alors :


δT
δτx
δτy
δτz

 = diag(DT , Dx, Dy, Dz) =


8.04× 10−6 0 0 0

0 4.9× 10−6 0 0
0 0 4.9× 10−6 0
0 0 0 2.4× 10−5



δTc
δux
δuy
δuz

 (A.3)

Dans le document, on trouvera souvent la notation δτ = Dδu où δu = [δux, δuy, δuz]
ᵀ et

D = diag(Dx, Dy, Dz) =

4.9× 10−6 0 0
0 4.9× 10−6 0
0 0 2.4× 10−5

 . (A.4)

En�n, on désignera le modèle de poussée comme étant l'équation suivante :

δT = DT δTC (A.5)

où DT = 8.04× 10−6.
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A.4 Système bouclé par un gain h

On veut étudier en fonction de la valeur de h la stabilité du système linéarisé 2.13 que
l'on rappelle ici :

δω̇x
δω̇y
δω̇z
δφ̇

δθ̇

δψ̇
δv̇x
δv̇y
δv̇z


=



0 0 0 0 0 0 0 hµxy
Jx

0

0 0 0 0 0 0 −hµxy
Jy

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 sφ̄tθ̄ cφ̄tθ̄ 0 0 0 0 0 0
0 cφ̄ −sφ̄ 0 0 0 0 0 0
0

sφ̄
cθ̄

cφ̄
cθ̄

0 0 0 0 0 0

0 −v̄z v̄y 0 −gcθ̄ 0 −µxy
m

0 0
v̄z 0 −v̄x gcθ̄cφ̄ −gsθ̄sφ̄ 0 0 −µxy

m
0

−v̄y v̄x 0 −gcθ̄sφ̄ −gsθ̄cφ̄ 0 0 0 −µz
m


︸ ︷︷ ︸

A



δωx
δωy
δωz
δφ
δθ
δψ
δvx
δvy
δvz


+



0 1
Jx

0 0

0 0 1
Jy

0

0 0 0 1
Jz

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
− 1
m

0 0 0


︸ ︷︷ ︸

B


δT
δτx
δτy
δτz

 (A.6)

Pour cela on étudie plus précisément la matrice A dont les valeurs propres caractérisent la
stabilité du système. On linéarise le modèle au point d'équilibre x̄0 = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, v̄z0 ]ᵀ

avec v̄z0 = 1m.s−1. Le terme h apparaît dans les équations suivantes :{
δω̇x = hµxy

Jx
δvy

δω̇y = −hµxy
Jy
δvx

(A.7)

avec :

[
δv̇x
δv̇y

]
=

[
0 −v̄z0 0 −g −µxy

m
0

v̄z0 0 g 0 0 −µxy
m

]

δωx
δωy
δφ
δθ
δvx
δvy

 (A.8)

Les équations (A.7) et (A.8) peuvent être vues sous la forme d'un système bouclé où les
vitesses angulaires sont les entrées de commande notées u. Ce vecteur u entre dans le bloc
d'équations (A.8), ce qui donne des vitesses linéaires. Ces vitesses linéaires sont ensuite
rebouclées par le gain h à l'entrée du système. On schématise ce système sur la �gure A.4

Figure A.4 � Le système équivalent aux équations A.7 et A.8

En accord avec le schéma A.4, pour le vecteur d'état X = [δφ, δθ, δvx, δvy]
ᵀ et le vecteur

de commande u = [δωx, δωy]
ᵀ, on a les matrices suivantes :

A =


0 0 0 0
0 0 0 0

0 −g −µxy
m

0

g 0 0 −µxy
m

 , B =


1 0
0 1
0 −v̄z0
v̄z0 0

 , C =

[
0 0 0 −µxy

Jx

0 0 µxy
Jy

0

]
, D =

[
0 0
0 0

]
(A.9)
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Cette transformation permet en�n de pouvoir d'appliquer la fonction Matlab root locus qui
trace le lieu d'Evans en fonction des valeurs de h.

A.5 Produit de Redhe�er et représentation linéaire frac-

tionnaire (LFT)

Produit de Redhe�er Le produit de Redhe�er noté ? permet de représenter l'intercon-
nexion entre deux systèmes G et H où les nu dernières sorties de G sont les nu premières
entrées de H et les nl premières sorties de H sont les dernières nl entrées de G. Les matrices
partitionnées G et H sont telles que :

G =

[
G11 G12

G21 G22

]
, H =

[
H11 H12

H21 H22

]
(A.10)

Le produit de Redhe�er est dé�ni par [SP07] :

G ? H =

[
G11 +G12H11(I −G22H11)−1G21 G12(I −H11G22)−1H12

H21(I −G22H11)−1G21 H22 +H21G22(I −H11G22)−1H12

]
(A.11)

Si l'une des matrices n'est pas partitionnée, l'expression du produit de Redhe�er peut être
simpli�ée et donner ce qu'on appelle une représentation linéaire fractionnaire (LFT) [DPZ91],
voir �gure A.5.

Représentation linéaire fractionnaire Soit une matrice P de dimension (n1 + n2) ×
(m1 +m2) partitionnée tel que :

P =

[
P11 P12

P21 P22

]
(A.12)

Soit des matrices ∆ et K de dimensions respectives m1 × n1 et m2 × n2. On dé�nit une
représentation linéaire fractionnaire inférieure entre P et K telle que :

P ? K = Fl(P,K) = P11 + P12K(I − P22K)−1P21 (A.13)

Et une représentation linéaire fractionnaire supérieure entre P et ∆ telle que :

∆ ? P = Fu(P,∆) = P22 + P21∆(I − P11∆)−1P12 (A.14)

Figure A.5 � Représentations linéaires fractionnaires

162



Chapitre A � Annexes

Opérations entre LFT Soient deux systèmes ∆1 ? M1 et ∆2 ? M2 sous la forme LFT
supérieure :

∆1 ? M1 = ∆1 ?

[
A1 B1

C1 D1

]
, ∆2 ? M2 = ∆2 ?

[
A2 B2

C2 D2

]
(A.15)

On donne ci-dessous les principales opérations que l'on peut réaliser sur ces systèmes :
� Mise en série de ∆1 ? M1 et ∆2 ? M2

∆12 ? M12 =

[
∆1 0
0 ∆2

]
?

 A1 B1C2

0 A2

B1D2

B2

C1 D1C2 D1D2

 (A.16)

� Mise en parallèle de ∆1 ? M1 et ∆2 ? M2

∆1+2 ? M1+2 =

[
∆1 0
0 ∆2

]
?

 A1 0
0 A2

B1

B2

C1 C2 D1 +D2

 (A.17)

� Inversion de ∆ ? M

(∆ ? M)−1 = ∆ ?

[
A−BD−1C BD−1

−D−1C D−1

]
(A.18)

A.6 Forme LFT de A(∆(x))

On veut obtenir une représentation LFT supérieure de la matrice suivante :

A(∆(x)) =

−DkpωJ−1 −Dkpωkpη −Dkpωkiη
S(η)−1J−1 0 0

0 I 0

 (A.19)

où S(η) est un terme non-linéaire tel que :

S(η) =

1 0 −sθ
0 cφ cθsφ
0 −sφ cθcφ

 = I3 +

0 0 −sθ
0 cφ − 1 cθsφ
0 −sφ cθcφ − 1


︸ ︷︷ ︸

∆φ,θ

. (A.20)

On recherche tout d'abord la forme LFT de S(η)−1 puis on l'étendra à A(∆(x)).

A.6.1 Forme LFT de S(η)−1

On peut écrire ∆φ,θ sous la forme suivante :

∆φ,θ = αφ + βφβθ (A.21)

avec

� αφ =

0 0
1 0
0 1

[cφ − 1 sφ
−sφ cφ − 1

] [
0 1 0
0 0 1

]
=

0 0 0
0 cφ − 1 sφ
0 −sφ cφ − 1


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� βφ =

−1 0
0 0
0 1

+

0 0
1 0
0 1

[cφ − 1 sφ
−sφ cφ − 1

] [
0 0
0 1

]
=

−1 0
0 sφ
0 cφ


� βθ =

[
cθ − 1 sθ
−sθ cθ − 1

] [
0 0 0
0 0 1

]
=

[
0 0 sθ
0 0 cθ − 1

]

� βφβθ =

−1 0
0 sφ
0 cφ

[0 0 sθ
0 0 cθ − 1

]
=

0 0 −sθ
0 0 cθsφ − sφ
0 0 cθcφ − cφ


A�n de réaliser par la suite des opérations sur ces termes pour pourvoir aboutir à la forme
LFT de S(η)−1, on écrit chacun d'eux sous la forme LFT.

� αφ = ∆φ ? Mαφ avec :

∆φ =

[
cφ − 1 sφ
−sφ cφ − 1

]
, Aαφ = 02, Bαφ =

[
0 1 0
0 0 1

]
, Cαφ =

0 0
1 0
0 1

 , Dαφ = 03

(A.22)
� βφ = ∆φ ? Mβφ avec

∆φ =

[
cφ − 1 sφ
−sφ cφ − 1

]
, Aβφ = 02, Bβφ =

[
0 0
0 1

]
, Cβφ =

0 0
1 0
0 1

 , Dβφ =

−1 0
0 0
0 1


(A.23)

� βθ = ∆θ ? Mβθ avec

∆θ =

[
cθ − 1 sθ
−sθ cθ − 1

]
, Aβθ = 02, Bβθ =

[
0 0 0
0 0 1

]
, Cβθ = I, Dβθ = 0 (A.24)

La matrice S(η)−1 = (I3 +∆φ,θ)
−1 = (I3 +αφ+βφβθ)

−1 s'écrit comme une combinaison de
di�érentes opérations entre LFT. On donne ci-dessous les principales étapes qui permettent
d'aboutir à la forme LFT de S(η)−1 :

� βφβθ → Mise en série de ∆φ ? Mβφ et ∆θ ? Mβθ

∆βφβθ =

[
∆φ 0
0 ∆θ

]
, Aβφβθ =

02

[
0 0
0 1

]
02 02

 , Bβφβθ =

[
03[

0 0 1
]] , Cβφβθ =

0 0 −1 0
1 0 0 0
0 1 0 1

 , Dβφβθ = 0

(A.25)
� ∆φ,θ = αφ + βφβθ → Mise en parallèle de ∆φ ? Mαφ et ∆βφβθ ? Mβφβθ

∆∆φ,θ
=

∆φ 0 0
0 ∆φ 0
0 0 ∆θ

 , A∆φ,θ
=


02 02 02

02 02

[
0 0
0 1

]
02 02 02

 ,

B∆φ,θ
=


[
0 1 0
0 0 1

]
03[

0 0 1
]
 , C∆φ,θ

=

0 0 0 0 −1 0
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1

 , D∆φ,θ
= 0

(A.26)
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� S(η) = I3 + ∆φ,θ → Mise en parallèle de ∆∆φ,θ
? M∆φ,θ

et I3

∆S =

∆φ 0 0
0 ∆φ 0
0 0 ∆θ

 , AS =


02 02 02

02 02

[
0 0
0 1

]
02 02 02

 ,

BS =


[
0 1 0
0 0 1

]
03[

0 0 1
]
 , CS =

0 0 0 0 −1 0
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 1

 , DS = I3

(A.27)

� S(η)−1 → Inversion de ∆S ? MS

∆ =

∆φ 0 0
0 ∆φ 0
0 0 ∆θ

 , G11 =


−1 0 −1 0 0 0
0 −1 0 −1 0 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 −1 0 −1 0 −1

 ,

G12 =


0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 1

 , G21 =

 0 0 0 0 1 0
−1 0 −1 0 0 0
0 −1 0 −1 0 −1

 , G22 = I3

(A.28)

A.6.2 Forme LFT de A(∆(x))

On peut étendre cette représentation à la matrice complète A(∆(x)) que l'on peut écrire
sous la forme LFT A(∆(x)) = ∆(x) ? M où :

M11 = G11 M12 =
[
G12J

−1 0 0
]

M21 =

 0
G21

0

 M22 =

−DkpωJ−1 −Dkpωkpη −Dkpωkiη
G22J

−1 0 0
0 I 0

 (A.29)

A.7 Relation entre matrice Doppler, h et θ0

L'algorithme de mesure de vitesse 1 nécessite la connaissance des paramètres géomé-
triques h et θ0. Suivant l'application, il se peut que ces paramètres ne soient pas connus ou
di�cilement mesurables. On propose donc ici de déterminer ces paramètres à partir de la
matrice Doppler M(∆ν,R) issue d'un radar dans la con�guration représentée sur la �gure
A.6.
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Figure A.6 � Illustration de Rmin et Rmax

Il faut tout d'abord déterminer, à partir de la matrice M(∆ν,R), les rayons notés Rmin

et Rmax sur la �gure A.6. Cela peut être réalisé en détectant avec un seuil l'intervalle de
distance [Rmin, Rmax] dans lequel la puissance reçue sur la matriceM(∆ν,R) est signi�cative.
Sous l'hypothèse que le sol est horizontal et que le champ de vision du radar est entièrement
représenté dans M(∆ν,R), on a les relations suivantes :{

Rmin = h
sin(θ0+ γ

2
)

Rmax = h
sin(θ0− γ2 )

(A.30)

On peut ensuite obtenir les paramètres h et θ0 à partir des équations (A.30) et de la connais-
sance de l'angle d'ouverture γ qui dépend du radar utilisé. Une fois que ces paramètres sont
déterminés, on peut ensuite appliquer l'algorithme de mesure de vitesse décrit plus tôt.

A.8 Principe de mesure d'un radar FMCW

On explique ici comment obtenir une mesure de distance et de vitesse d'obstacle avec un
radar FMCW, puis comment ces informations peuvent être rassemblées dans une matrice,
appelée matrice Doppler, qui représente une cartographie du champ de vision du radar en
matière de distance et de décalage Doppler. On considère un radar FMCW qui émet un
signal dont la fréquence varie linéairement avec le temps comme représenté sur la �gure
3.15. On appelle chirp le signal émis sur une période T , il s'écrit pour 0 < t < T :

se(t) = Aej2π(ν0t+αt2) (A.31)

où α désigne la pente du signal en fréquence et dépend de la largeur de bande du radar B :
α = B

2T
.

Mesure de la distance [Sto92, ?] On fait l'hypothèse qu'un obstacle immobile, situé à
une distance R0, ré�échit l'onde émise par le radar. Comme l'obstacle est immobile, il n'y
a pas de décalage Doppler donc ∆ν = 0. Le signal reçu sr(t) est une réplique atténuée du
signal émis par un facteur K ≤ 1, et retardée d'un temps τ constant lié à la distance R0 via
l'équation (3.18) page 100. Le signal reçu s'écrit alors :

sr(t) = KAej2π(ν0(t−τ)+α(t−τ)2). (A.32)
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Pour mesurer cette distance, on doit déterminer le signal noté sb(t), appelé signal de
battement. Il est obtenu au sein du radar par un démodulateur, représenté sur la �gure A.7.
Celui-ci applique le principe de démodulation homodyne, qui donne le signal de battement
suivant [Sto92] :

sb(t) = s?r(t).se(t) = KA2ej2π(ν0τ−ατ2+2ατt). (A.33)

Le signal de battement a une fréquence νb qui vaut νb = 2ατ . Elle est liée à la distance R0

via l'expression de τ (3.18) :

νb = 2ατ = 4α
R0

c
. (A.34)

Figure A.7 � Signaux principaux d'un radar FMCW

Pour obtenir la mesure de la distance radiale R0 à l'obstacle on calcule la transformée de
Fourier du signal sb(t), ce qui est réalisé avec un algorithme de transformée de Fourier rapide
(FFT) implémenté au niveau du circuit électronique du radar. Ensuite, on peut détecter la
fréquence de battement νb du signal puis remonter à l'information de distance radiale R0

avec l'équation (A.34).

Mesure de la vitesse [Sto92, ?] Désormais, on fait l'hypothèse que l'obstacle qui ré�échit
l'onde a une vitesse relative constante par rapport au radar, notée v. La distance entre le
radar et l'obstacle évolue alors en fonction du temps t :

R(t) = R0 + vt (A.35)

et le retard τ vaut désormais :

τ(t) =
2(R0 + vt)

c
. (A.36)

Si on injecte l'équation (A.36) dans l'expression du signal de battement (A.33) et que l'on
considère les termes en t2 (resp. τ 2) négligeables devant les termes en t (resp. τ) étant donné
que t (resp. τ) << 1s, le signal de battement devient :

sb(t) = K ′A2ej2π(2
R0
c
ν0+4α

R0
c
t+2 v

c
ν0t). (A.37)
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Dans l'équation (A.37), le terme 4αR0

c
correspond au décalage en fréquence lié à la distance

R0 du paragraphe précédent, et le terme 2v
c
ν0 correspond au décalage Doppler ∆ν donné

pour θ = 0 à l'équation (3.19) page 101. La fréquence de battement vaut donc désormais :

νb = 4α
R0

c
+ 2

v

c
ν0 = 4α

R0

c
+ ∆ν. (A.38)

Le décalage Doppler ∆ν induit donc un décalage constant sur la fréquence du signal de
battement. Ce décalage est néanmoins très faible vis-à-vis du terme 4αR0

c
, et est di�cile

à détecter à partir du signal de battement obtenu après un seul chirp. Pour remédier à ce
problème, on enregistre le signal reçu lors de plusieurs chirps comme expliqué ci-dessous.

Acquisition lors de plusieurs chirps A�n de mesurer la vitesse, on enregistre le
signal reçu durant plusieurs chirps numérotés par l'indice m = {0, ..,M − 1}. On introduit
les notions suivantes :

� Le temps court tc, qui correspond au temps écoulé lors d'un chirp (0 < tc ≤ T ) ;
� Le temps long tl, qui correspond au temps écoulé lors de l'émission des M chirps

(0 < tl ≤ (M − 1)T ).
On fait l'acquisition de M signaux, appelés échantillons temps court. On peut réécrire le
retard τ de l'équation (A.36) en fonction de tc et de m :

τ(tc,m) =
2(R0 + vtc + vmT )

c
, m = {0, ..,M − 1}. (A.39)

De la même manière que précédemment, en injectant (A.39) dans l'expression (A.33) et en
négligeant les termes en t2 et τ 2, on obtient le signal de battement en fonction de l'instant
tc et de l'indice m :

sb(tc,m) = K ′A2ej2π(2
R0
c
ν0+2 v

c
ν0mT+tc(2

v
c
ν0+4α

R0
c

+4α v
c
mT )), m = {0, ..,M − 1}. (A.40)

La fréquence du signal de battement s'écrit alors en fonction de m :

νb(m) = 2
v

c
ν0 + 4α

R0

c
+ 4α

v

c
mT , m = {0, ..,M − 1}. (A.41)

En pratique, on peut considérer les termes 2v
c
ν0 et 4α v

c
mT négligeables devant 4αR0

c
dans

l'expression de νb(m). Par exemple, pour le radar [Tex21] qui pourrait potentiellement être
intégré sur le Crazy�ie, on a : ν0 = 60 × 109Hz, B = 4 × 109Hz, T = 10 × 10−6s, donc
α = B

2T
= 2 × 1014s−2, M = 256, et l'application drone implique des distances R0 (resp.

vitesses v) de l'ordre de 1m (resp. m.s−1). Le terme 2v
c
ν0 et donc de l'ordre de 101, le terme

4αR0

c
de l'ordre de 106 et le terme 4α v

c
mT de l'ordre de 100. On peut alors faire l'hypothèse

que la fréquence de battement νb est constante sur les M échantillons du temps long tl et
qu'elle vaut νb = 4αR0

c
. Cela revient à considérer l'obstacle immobile à une distance R0,

sur toute la durée d'observation du temps long tl [Ric14, Goy12]. Le signal de battement
s'écrit �nalement comme un signal ayant une phase constante Φ, une fréquence de battement
constante νb liée à la distance R0, et une phase qui varie en fonction de l'indice m et du
décalage Doppler ∆ν :

sb(tc,m) = K ′A2ej2π(Φ+νbtc+∆νmT ) , m = {0, ..,M − 1}. (A.42)

où Φ = 2R0

c
ν0, νb = 4αR0

c
. Si l'on connait la distance à l'obstacle R0, on connait le retard

τ = 2R0/c et la fréquence de battement νb = 2ατ correspondante. Pour mesurer la vitesse
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de cet obstacle, il faut mesurer le changement de phase lié au décalage Doppler ∆ν du signal
sb pour tc = τ et m = {0, ..,M − 1}. Une FFT est alors appliquée sur le signal de battement
sb(tc,m) pour tc = τ et m = {0, ..,M − 1}, a�n de détecter ∆ν puis de remonter à la vitesse
de l'obstacle avec l'équation (3.19) page 101.

Matrice Doppler M(∆ν,R) [Rao17] Certains radars comme celui utilisé lors de la
thèse produisent en sortie une matrice appelée matrice Doppler et notée M(∆ν,R). Celle-ci
représente une cartographie du champ de vision du radar en termes de distance aux obstacles
et de décalage Doppler. Cette matrice est obtenue en e�ectuant successivement les démarches
présentées précédemment de "Mesure de distance" et de "Mesure de vitesse". Cela revient à
e�ectuer deux FFT consécutives sur les signaux de battements sb(tc,m) comme représenté
sur la �gure A.8 : la première FFT est réalisée sur chaque ligne (0 ≤ tc ≤ T , m �xé) pour
traduire l'axe du temps court en axe de distance, et la seconde FFT est réalisée sur chaque
colonne (R �xé, m = {0, ..,M − 1}) pour traduire l'axe du temps long en décalage Doppler
∆ν.

Figure A.8 � Obtention de la matrice Doppler M(∆ν,R) via 2 FFTs successives
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A.9 Algorithmes en temps discret

A.9.1 Filtre de Kalman linéaire

On décrit l'algorithme du �ltre de Kalman en temps discret, ce qui correspond à sa
formulation originelle [Kal60]. Soit un système linéaire en temps discret :{

x(k + 1) = A(k)x(k) +B(k)u(k) + w(k)
y(k) = C(k)x(k) + v(k)

(A.43)

où x(k) est l'état du système à l'instant k, w(k) est appelé bruit d'état et v(k) bruit de
mesure. Le �ltre de Kalman repose sur l'hypothèse que w(k) et v(k) sont des bruits blancs
gaussiens tels que w(k) ∼ N (0, Q(k)) et v(k) ∼ N (0, R(k)). L'algorithme du �ltre de Kalman
est le suivant :

� Phase de prédiction :
� État x̂(k + 1|k) = A(k)x̂(k|k) +B(k)u(k)
� Covariance P (k + 1|k) = A(k)P (k|k)A(k)ᵀ +Q(k)
� S(k + 1) = C(k)P (k + 1|k)C(k)ᵀ +R(k)
� Gain de Kalman K(k + 1) = P (k + 1|k)C(k)ᵀS(k + 1)−1

� Phase de correction :
� État x̂(k|k) = x̂(k|k − 1) +K(k)

(
y(k)− C(k)x̂(k|k − 1)

)
� Covariance P (k|k) =

(
I −K(k)C(k)

)
P (k|k − 1)

où x̂(k+1|k) représente la prédiction de l'état à l'instant k+1, sachant sa valeur à l'instant k.
L'évolution des indices en fonction des phases de prédiction et de correction est représentée
sur la �gure A.9.

A.9.2 Filtre de Kalman étendu

Pour le système non-linéaire tel que : x(k + 1) = f
(
x(k), u(k), w(k), k

)
y(k) = h

(
x(k), v(k), k

) (A.44)

l'algorithme du �ltre de Kalman étendu est le suivant :
� Phase de prédiction :

� État x̂(k + 1|k) = f(x̂(k|k), u(k), 0, k)
� Covariance P (k + 1|k) = F (k)P (k|k)F (k)ᵀ +Q(k)
� S(k + 1) = H(k)P (k + 1|k)H(k)ᵀ +R(k)
� Gain K(k) = P (k + 1|k)H(k)ᵀS(k + 1)−1

� Phase de correction :
� État x̂(k|k) = x̂(k|k − 1) +K(k)

(
y(k)− hk(x̂(k|k − 1), 0, k)

)
� Covariance P (k|k) =

(
I −K(k)H(k)

)
P (k|k − 1)

où F (k) = ∂f
∂x
|x̂(k|k),u(k),k et H(k) = ∂h

∂x
|x̂(k|k),k.

A.10 Table des valeurs
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Figure A.9 � Phase de prédiction et de correction en fonction des indices
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Grandeur Valeur Unité

m 29× 10−3 kg
g 9.81 m.s−2

L 30× 10−3 m
h 15× 10−3 m
Jx 1.3× 10−5 kg.m2

Jy 1.3× 10−5 kg.m2

Jz 3.1× 10−5 kg.m2

k 1.95× 10−8 kg.m.rd−2

b 1× 10−9 kg.m2.rd−2

µxy 0.01 kg.s−1

µz 0.05 kg.s−1

DT 8.04× 10−6 ∅
Dx 4.9× 10−6 ∅
Dy 4.9× 10−6 ∅
Dz 2.4× 10−5 ∅

kpω ,P ID diag(250, 250, 120) ∅
kiω ,P ID diag(500, 500, 16.7) ∅
kdω ,P ID diag(2.5, 2.5, 0) ∅
kpη ,P ID diag(6, 6, 6) ∅
kiη ,P ID diag(3, 3, 1) ∅
kdη ,P ID diag(0, 0, 0.35) ∅
Tf 0.002 ∅

kpω ,PPI diag(350, 350, 50) ∅
kpη ,PPI diag(32, 32, 32) ∅
kiη ,PPI diag(10, 10, 10) ∅
c 3× 108 m.s−1

σ2
bacc

diag(4× 10−6, 4× 10−6, 9× 10−6) (m.s−2)2

σ2
IMU diag(1× 10−6, 1× 10−6, 1× 10−6) rd2

σ2
gyro diag(3× 10−6, 3× 10−6, 3× 10−6) (rd.s−1)2

σ2
acc diag(1× 10−2, 1× 10−2, 1× 10−2) (m.s−2)2

σ2
rdr diag(2× 10−2, 2× 10−2, 3× 10−2) (m.s−1)2

σ2
BO,NL diag(1× 10−3, 1× 10−3, 2× 10−3) (m.s−2)2

σ2
BO,L diag(1× 10−3, 1× 10−3, 2× 10−3) (m.s−2)2

σ2
BF diag(1× 10−3, 1× 10−3, 2× 10−3) (m.s−2)2

Table A.2 � Valeurs numériques du mémoire
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