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1 Introduction

Dans le cadre d'un projet de développement agrotechnologique, porté par
le projet I-SITE CAP 20-25 (Challenge 2), au sein de l'université Clermont
Auvergne, cette thèse est le fruit d'une collaboration entre le Laboratoire de
Mathématiques Blaise Pascal et l'INRAE. Le projet, appelé TaskForce Se-
mis, a pour objectif d'apporter une approche numérique complémentaire aux
essais réalisés en laboratoire, notamment sur les machines de semis agricole.

Figure 1 � Photo d'un semoir agricole.

Un semoir agricole est un outil porté par un tracteur, permettant de
mettre en sol les graines qui donneront la récolte de l'année suivante. Cet
outil doit être le plus précis possible pour ne pas générer de perte de graines
(trop de graines au même endroit, pas assez à d'autres) et avoir une bonne vi-
tesse d'exécution pour semer rapidement. Si ces deux objectifs sont remplis,
le rendement est optimal pour l'agriculteur. Le fonctionnement du semoir
est le suivant : les graines sont stockées dans la trémie du semoir, un réser-
voir situé à l'avant de l'outil. Elles sont ensuite introduites dans un circuit
pneumatique, alimenté par une turbine, a�n d'être acheminées jusqu'au sol.
Une roue cannelée à la sortie de la trémie introduit une quantité maîtrisée
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de graines dans le circuit. Ces graines sont transportées jusqu'à la colonne
de distribution, la tête de celle-ci ayant pour rôle de répartir uniformément
les graines, sur l'ensemble des socs qui s'étendent sur toute la largeur du
semoir. Une dernière partie de tuyau, alimentée pneumatiquement, relie la
tête de distribution à chaque soc permettant ainsi d'acheminer les graines
pour les planter. L'objectif pour l'agriculteur est d'avoir une répartition ré-
gulière des graines plantées dans le sol mais aussi une maîtrise sur l'intervalle
entre les graines. Pour ce faire, il faut conserver la régularité donnée par la
roue cannelée lors du transport, malgré la diversité de poids, tailles et formes
des graines. Des semoirs reconnus pour leur précision existent, comme par
exemple pour les grains de maïs, où ils aspirent les graines au niveau des socs
a�n de les déposer à l'endroit précis souhaité, mais au prix d'une largeur et
d'une vitesse d'avancement plus faibles. L'idéal serait d'obtenir cette préci-
sion pour des semoirs plus polyvalents.

Figure 2 � Photo de l'intérieur d'une trémie avec la tête de distribution.

Les agriculteurs utilisant cet outil remarquent une perte de cette régula-
rité lors de la semaille. Les graines ne sont pas réparties régulièrement dans
le champ, il est remarqué la présence de doublons ou d'absence de graines.
Les études proposées dans [36] sur la tête de distribution montrent une ré-
partition équitable des graines vers les di�érents socs, on en déduit donc que
cette perte de régularité se produit lors du transport dans les tubes. De plus,
ce phénomène peut également provoquer des bouchons dans le système.

Au sein de l'INRAE, un banc d'essai a été mis en place a�n de reproduire
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ce qu'il se passe lors du transport des graines. À la sortie de la tête de distri-
bution, un tube transparent est installé avec un système de capteur optique
a�n de détecter le passage de graines et en déduire leur vitesse et position
diamétrale.

Figure 3 � Banc d'essai mis en place au sein de l'INRAE.

Lors des tests e�ectués en laboratoire, l'équipe de l'INRAE a mis en
évidence quelques comportements particuliers. La sou�erie envoie dans un
tube vertical un grand nombre de graines et, à l'aide du capteur optique, ils
obtiennent des informations sur deux paramètres : la vitesse et la position
diamétrale des graines.

Figure 4 � Vitesse de passage des
graines lors d'un test.

Figure 5 � Densité de passage des
graines lors d'un test.
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Ce qui est mis en évidence lors de ces essais ce sont : une vitesse plus
élevée pour les graines passant par le centre du tube et plus faible pour celles
passant près du bord avec une valeur des vitesses de l'ordre de 6m/s, et
une densité de passage des particules dans le tube qui se concentre autour
d'un anneau se situant plus proche du bord du tube que de son centre. Ce
phénomène pas forcément intuitif sera étudié dans la 3ème partie de cette
thèse.

Cependant lors d'essais en laboratoire, il est di�cile d'avoir accès simulta-
nément aux paramètres du �uide et ceux des graines, mais aussi de reproduire
à l'identique plusieurs fois la même expérience. Les capteurs permettant de
mesurer les paramètres du �uide, comme par exemple un anémomètre pour
les vitesses, ne peuvent pas être utilisés dans un écoulement particulaire. Pour
la vitesse des graines, l'utilisation de méthodes optiques permet de mesurer
la vitesse des particules mais ne nous donne pas accès à la vitesse du �uide.
Il est alors di�cile de quanti�er les e�ets des particules sur l'écoulement et
vice-versa, alors qu'il y a de fortes chances d'avoir une corrélation entre les
deux phénomènes. L'utilisation de méthodes et simulations numériques peut
permettre de quanti�er ces interactions puisque ces méthodes nous donnent
accès à la fois aux grandeurs physiques du �uide et des particules solides.
Tous ces résultats numériques, en complémentarité avec ceux obtenus par les
essais expérimentaux, peuvent être utilisés pour comprendre les phénomènes
qui se produisent. L'objectif de cette thèse est donc de mettre en place un
modèle mathématique reproduisant ce qu'il se passe lors du fonctionnement
d'une machine de semis. On analysera et simulera le modèle pour comprendre
la trajectoire et le comportement des graines lors de leur transport dans un
semoir agricole, dans l'espoir de pouvoir optimiser le rendement de ces outils
et dimensionner les solutions technologiques utilisées.

Dans cette thèse, on se basera sur les ordres de grandeurs suivants : la
vitesse de l'air est d'environ 10m/s et le tuyau apportant les graines à la tête
de distribution a un diamètre d'environ 10 cm. La tête de distribution de dia-
mètre d'environ 20 cm, repartit les graines dans 12 à 20 sorties (suivant la
taille du semoir et le nombre de têtes) emmenant les graines jusqu'aux socs,
transitant dans des tuyaux d'environ 3− 4 cm de diamètre et de 3− 4m de
long. Entre 40 et 140 graines/seconde transitent dans ces tuyaux.

La dimension, forme et densité des graines, peuvent varier suivant leur
nature et ce, même au sein de la même variété. Lors de cette thèse, on se
concentrera sur les graines de colza. On peut considérer que ces graines sont
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sphériques et ont un diamètre d'environ 2mm. La densité d'une graine se
situe autour de 1000 kg/m3. Le choix de ce type de graines pour représenter
la particule solide est motivé par le fait qu'une particule sphérique simpli�e
certains aspects de la géométrie.

Figure 6 � Graines de colza.

La première partie de cette thèse sera consacrée à la modélisation du pro-
blème physique. L'objectif est de mettre en équation une partie du semoir
a�n d'en faire l'étude numérique. La partie du semoir choisie est un tube re-
liant la tête de distribution et un soc. Nous choisissons cette partie du semoir
en considérant que la tête de distribution répartie équitablement les graines
dans les di�érents tubes. Tout d'abord, on dé�nit la géométrie qui modélise
le tuyau comme un tube droit bidimensionnel. Les graines de colza sont re-
présentées comme des disques à l'intérieur du tube et on considère qu'elles
n'entrent ni en contact avec les parois, ni entre elles, a�n de ne pas ajouter
des équations de contact dans le modèle. En s'appuyant sur [8], [14] ou [16],
le �uide est modélisé par les équations de Navier-Stokes incompressibles et
les solides satisfont les équations classiques de la mécanique newtonienne. À
ces équations, on ajoute des conditions entre les di�érentes interfaces, c'est à
dire avec les parois du tube et entre le �uide et les graines de colza. Il existe
plusieurs équations nous permettant de modéliser la nature des interactions
selon si il y a glissement, adhérence ou même de la rugosité entre les milieux.
On peut s'appuyer sur [4], [21], [28] et [34] pour dé�nir nos interactions. On
applique des conditions sur la vitesse ou la contrainte du �uide en entrée et
sortie du tube. En�n, pour mettre en évidence des grandeurs caractéristiques
tel que le nombre de Reynolds, on adimensionne les équations obtenues pour
caractériser la nature des phénomènes mis en jeu.
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La deuxième partie est consacrée à la recherche de con�gurations d'équi-
libre. Dans le cas où nous avons N particules dans un écoulement bidimension-
nel, on appelle une con�guration d'équilibre, une con�guration où toutes les
particules se déplacent à une même vitesse constante et uniquement orientée
dans le sens longitudinal du tube. Cet équilibre correspond à la conservation
de la distance entre les particules au cours du mouvement et donc de la ré-
gularité. Dans la même démarche que [13] et [10], on souhaite tout d'abord
résoudre un problème de Stokes. Pour ce faire, on dé�nit des "problèmes
élémentaires" qui formeront une base et permettront de trouver les vitesses
des particules puis de construire la solution au problème de Stokes. À partir
de la solution précédente, on peut trouver la solution pour un problème de
Navier Stokes dans le cas de faible turbulence et les vitesses des particules.
Pour résoudre ces problèmes, nous utiliserons le solveur sur FreeFem++ puis
nous rechercherons les vitesses permettant aux particules de conserver leur
écartement au cours du transport.

La partie suivante utilise une technique de pénalisation comme présentée
dans [22] a�n d'appliquer une contrainte de non déformation sur les solides.
La méthode consiste à ajouter dans l'équation une contrainte traduisant,
dans notre cas, la non déformation des particules. Pour mettre en place nu-
mériquement cette méthode, nous résolvons la formulation faible du problème
général avec la condition spéci�que que le tenseur des déformations du milieu
est nul lorsque qu'il représente une particule. Physiquement, ceci consiste à
ajouter un terme de viscosité in�nie à l'équation traduisant le comportement
du solide. Nous travaillons ainsi sur un domaine sans distinction, du point de
vue du maillage entre le milieu �uide et solide. Numériquement, on souhaite
reproduire les con�gurations d'équilibre de la partie précédente dans un cas
évolutif en temps et pour des nombres de Reynolds plus grands. La technique
de pénalisation nous permet de réaliser cela sans le besoin de remailler le do-
maine entre chaque pas de temps. Nous avons aussi accès à la dynamique des
solides au cours du mouvement et l'impact que les particules ont entre elles.

Dans la dernière partie de cette thèse, nous souhaitons étudier l'impact
de conditions limites di�érentes pour modéliser les bords du domaine. Nous
allons faire le choix d'appliquer une condition dite de Robin sur le �uide.
Cette condition que nous pouvons retrouver dans [8] ou encore dans [21],
permet de modéliser une rugosité sur les bords [1] ou aussi l'application
d'une force (ou pression) sur le �uide [12]. Ces choix de modélisation sont
motivés par le problème physique où nous pouvons supposer que les tuyaux
ne sont pas parfaitement lisses ou adhérents et qu'il peut y avoir des rugosités
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à leur surface mais aussi que le �uide est entraîné par une turbine, on peut
supposer que celle-ci impose une force aux �uides plutôt qu'une vitesse. On
souhaite dans cette partie en déterminer numériquement l'impact.
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2 Modélisation du transport de graines dans

un écoulement bidimensionnel

On réalise l'étude numérique du problème présenté en introduction. Pour
cela, nous mettons en équation les comportements de chaque milieu en s'ap-
puyant sur la littérature à ce sujet et nous utiliserons des modèles présents
dans entre autres [8], [14], [16] et [23] pour modéliser le comportement du
�uide, basé sur les équations de Navier Stokes incompressibles, et les équa-
tions classiques de la mécanique Newtonnienne pour les particules solides,
utilisées aussi dans [14], [16] et [23]. Tout d'abord, on dé�nit la géométrie
du tuyau reliant la tête de distribution à un soc du semoir. On considère le
tuyau comme un tube droit a�n de se concentrer uniquement sur les e�ets
des graines sur le �uide. Le choix de travailler sur une géométrie bidimension-
nelle permet de réduire les temps de calcul lors de la résolution numérique
mais les résultats théoriques peuvent être étendus au cas tridimensionnel.
On choisit des graines de colza comme particules puisque leur forme proche
d'une sphère nous permet de simpli�er certains aspects dans la partie numé-
rique. Les graines sont alors représentées par des disques et la position de
leur centre détermine leur placement dans le tube. On considère que les par-
ticules ne rentrent pas en contact ni entre elles et ni avec les parois du tube.
La prise en compte numérique des contacts entre les particules et les parois
ou les particules entre elles, est abordée et détaillée dans [22], [23] et [35]
où on applique une contrainte supplémentaire à la solution, on projette la
solution dans un espace prenant en compte la contrainte.

Aux interfaces du �uide et sur les parois, on applique des conditions
de bords. Dans la littérature, il existe plusieurs équations permettant de
modéliser le comportement entre deux milieux, une condition de Dirichlet
([4], [21], [28], [31], [34]), elle peut être utilisée pour modéliser une pa-
roi en mouvement et une condition d'adhérence, la condition de Neumann
([4], [21], [28]) utilisée pour modéliser un milieu en glissant sur une paroi ou
encore la condition de Robin ([4], [21], [28]) peut modéliser des rugosités sur
la paroi ou encore une force appliquée sur le milieu. On peut trouver dans
la littérature une condition de Navier ([3]) pour modéliser aussi une force
appliquée sur un �uide. Nous ferons le choix que le �uide adhère aux parois
du tube et qu'il n'y pas de glissement entre le �uide et les particules. L'en-
trée et la sortie du tube sont représentées par une condition appliquée sur
la vitesse du �uide ou la contrainte hydrodynamique. Dans [8] notamment,
on peut retrouver une condition sur le tenseur des contraintes du �uide a�n
d'engendrer un mouvement. Cette condition aura un impact sur le débit du
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�uide qui sera dépendant de l'encombrement du système, ce cas sera étudié
dans la partie 5.2 de cette thèse. Une fois les conditions au temps initial im-
posées, on obtient un système que satisfont les inconnues de notre problème
qui sont la vitesse du �uide, sa pression et les vitesses des particules.

Pour mettre en évidence la nature des phénomènes mis en jeu, on adimen-
sionne les équations a�n de faire apparaître des grandeurs caractéristiques
telles que le nombre de Reynolds, de Froude ou le quotient entre le rayon du
tube et d'une particule et le rapport des densités des deux milieux.

2.1 Présentation de la géométrie

Dans le plan (O, e1, e2), on place un tube droit de largeur 2h > 0
noté T = {(x1, x2) ∈ R2,−h < x2 < h} de bord Γ = Γsup

⋃
Γinf

où Γsup = {(x1, x2) ∈ R2, x2 = h} est le bord supérieur du tube
et Γinf = {(x1, x2) ∈ R2, x2 = −h} est le bord inférieur.

Chaque particule est indicée par un entier j ∈ {1, · · · , N} et est représen-
tée pour tout temps t > 0 par une boule ouverte du planBj(t) = B(Gj(t), Rj)
où Gj(t) = (Gj

1(t), Gj
2(t)) désigne son centre et Rj > 0 son rayon. Son

bord ∂Bj(t) sera noté Sj(t) et l'ensemble des N particules sera

noté B(t) =
N⋃
j=1

Bj(t). On dé�nit le domaine �uide par Ω(t) = T\B(t).

On dé�nit l'ensemble D = {(t,x), t > 0,x ∈ Ω(t)}. A�n de ne pas alourdir
les notations, la variable de temps sera souvent omise dans la suite de cette
thèse.

On appelle par la suite la partie gauche et droite du tube se situant au
loin des particules (x1 → −∞ et x1 → +∞), respectivement l'entrée et la
sortie de l'écoulement.
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Figure 7 � Schéma de la géométrie.

2.2 Modélisation du comportement hydrodynamique du

�uide

Au vu de la vitesse d'écoulement du �uide dans le semoir (quelques mètres
par seconde), on considère que le �uide a une densité ρf constante. Le com-
portement du �uide est caractérisé par sa vitesse u = (u1, u2) et sa pression p.
L'équation de conservation de la quantité de masse pour (t,x) ∈ D s'écrit

∂tρf + div(ρfu) = 0. (1)

Puisque la densité du �uide ρf est supposée constante en temps et en espace,
on peut écrire (1) comme

div(u) = 0, (2)

ce qui traduit l'incompressibilité du �uide.

L'expression du principe fondamental de la dynamique s'écrit pour (t,x) ∈ D :

∂t(ρfu) + div(ρfu⊗ u)− div(σ) = ff , (3)

où ⊗ représente le produit tensoriel contracté (voir appendix A de [8]), σ est
le tenseur des contraintes du �uide et ff est la somme des forces ponctuelles
s'appliquant sur le �uide, ici la force de gravité qui s'écrit

ff = −ρfge2, (4)
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avec g = 9.81m/s2.

En remarquant que

div(v ⊗ u) = (divv)u+ (v ·∇)u, (5)

avec (u·∇)v = (v1∂x1u1+v2∂x2u1, v1∂x1u2+v2∂x2u2), en utilisant l'expression
précédente et (2), on peut écrire (3) pour (t,x) ∈ D

ρf (∂tu+ (u · ∇)u)− div(σ) = ff . (6)

On fait l'hypothèse que le �uide a un comportement newtonien. En notant µf
la viscosité dynamique du �uide, on exprime le tenseur des contraintes sous
la forme

σ = 2µfD(u)− pId, (7)

où Id est la matrice identité 2 × 2 et D(u) = 1
2
(∇u + ∇Tu) représente le

tenseur des taux de déformation, la partie symétrique du gradient de vitesses.

2.3 Modélisation du comportement des particules so-

lides

Pour j ∈ {1, · · · , N}, chaque particule j se comporte comme un solide
indéformable de masse mj = πRj2

ρjp avec ρ
j
p sa densité, et de moment d'iner-

tie Ij = 1
2
mjRj2. Son mouvement est caractérisé pour t > 0 par la vitesse de

son centre de gravité

V j =
dGj

dt
, (8)

et la vitesse de rotation, la troisième composante de la vitesse de la parti-
cule j,

ωj = ωje3, (9)

où on peut dé�nir e3 comme le vecteur orthogonal au plan (O, e1, e2).

À partir des équations classiques de la mécanique newtonienne, la somme
des forces sur chaque particule j s'écrit pour t > 0

mj dV
j

dt
= F j + f jg . (10)
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Les forces s'appliquant sur la bille j sont f jg = −mjge2 représentant le poids
de la particule et la force hydrodynamique du �uide s'écrivant

F j = −
∫
Sj
σ · nj, (11)

avec nj représentant la normale sortante de la particule j.
La somme des moments s'appliquant en son centre de gravité Gj s'écrit
pour t > 0

Ij
dωj

dt
= T j, (12)

où T j est le moment exercé par le �uide appliqué au centre de gravité de la
particule j que l'on écrit sous la forme

T j = −
∫
Sj

(rj ∧ (σ · nj)) · e3, (13)

où rj = x−Gj représente le vecteur rayon de la particule j. On dé�nira le
produit vectoriel dans le plan comme le produit

(x1, x2) ∧ (y1, y2) = (x1 ∗ y2 − x2 ∗ y1)e3.

2.4 Modélisation des conditions aux limites du domaine

et des interactions entre le �uide et les particules

On souhaite dé�nir le comportement du �uide sur les bords du domaine Ω.
Dans la littérature, on trouve plusieurs conditions permettant de modéliser
le comportement du �uide au contact de solides. On se base sur les modèles
utilisés dans [4], [21], [28] et [34]. Pour chaque bord appartenant à ∂Ω, on
note un = unn = (u ·n)n la vitesse normale à cet interface où n représente
la normale sortante du bord concerné et uτ = u − un la vitesse tangen-
tielle à ce bord. On dé�nit le vecteur tangentiel τ = n ∧ e3 et on peut
écrire uτ = uττ = (u · τ )τ .

Tout d'abord, le �uide ne pénètre pas dans les solides, ce qui se traduit
par :

un = 0 sur ∂Ω. (14)
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On peut écrire comme condition générale pour modéliser le bord d'un
domaine la condition aux limites de Robin,

∂uτ
∂n

+ auτ = Kτ sur Γ, (15)

où ∂uτ
∂n

= ∇uτ · n. Ce produit scalaire représente le gradient de vitesse ∇uτ
traversant la paroi.
Les conditions aux limites de Robin peuvent être utilisées lors de la modéli-
sation d'une paroi rugueuse [1]. Nous étudierons l'impact de cette condition
dans la partie 5.1.

Dans le cas où a = 0, on obtient la condition aux limites de Neumann,

∂uτ
∂n

= Kτ sur Γ. (16)

Cette condition traduit l'e�et d'une force induite par le bord sur le �uide.
Dans le cas où Kτ est nul, qu'on appelle condition de Neumann homogène,
on parle de glissement parfait.

Lorsque a→∞, on obtient la condition aux limites de Dirichlet

uτ = Kτ sur Γ. (17)

Cette condition traduit la vitesse de translationKτ de la paroi par rapport au
�uide. Dans le casKτ est nul, c'est à dire que la paroi ne bouge pas, on dit que
le �uide adhère à la paroi. Cette condition appelée Dirichlet homogène sera
majoritairement utilisée dans cette thèse pour modéliser les parois Γ du tube.

Sur le bord Sj de la particule j, on considère que le �uide a une adhérence
parfaite avec la particule. On obtient alors que le �uide ait la même vitesse
que la particule en chaque point du bord. On écrit ainsi

u = V j + ωje3 ∧ rj sur Sj. (18)

Pour fermer le système, il reste à imposer une condition en entrée et en
sortie du tube T loin des particules. De façon similaire que pour les bords ∂Ω,
on peut appliquer une condition sur la vitesse du �uide ou imposer une force
sur le �uide [8]. Pour les parties 3 et 4, nous choisissons d'imposer une vitesse

lim
x1→∞

u(t,x) = u∞(x2), (19)
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où u∞ = (u∞, 0) est une fonction donnée. Il est aussi possible d'imposer une
fonction u∞ en entrée et une sortie libre ∂u

∂n
= 0.

L'application d'une force sur l'entrée ou la sortie sera représentée par

lim
x1→−∞

σ(t,x) · n = Fe. (20)

ou
lim

x1→+∞
σ(t,x) · n = Fs. (21)

Cette condition sera étudiée dans la partie 5.2.

On complète toutes ces conditions aux limites avec des conditions initiales
(c'est à dire au temps t = 0) :

u(0, ·) = u0, avec u0 respectant (2), (16) et (19),

V j(0) = V j
0 , ωj(0) = ωj0, Gj(0) = Gj

0.
(22)

2.5 Adimensionnement du modèle mathématique

Les inconnues du problème mathématique sont la vitesse du �uide u(t,x),
la pression du �uide p(t,x) et pour tout j ∈ {1, · · · , N}, la vitesse du centre
de gravité de la particule V j(t) et sa vitesse angulaire ωj(t). On rappelle le
système dont elles sont solutions :

ρf (∂tu+ (u ·∇)u)− div(σ) = −ρfge2, sur D,
σ = 2µfD(u)− pId, sur D,
div(u) = 0, sur D,
u = 0, sur Γ,

lim
|x1|→+∞

u(t, x1, x2) = u∞(x2), pour tout t > 0, pour tout x2 ∈ [−h, h],

u = V j + ωje3 ∧ rj, sur Sj(t), j ∈ {1, · · · , N},

mj dV
j

dt
= −

∫
Sj
σ · nj −mjge2, sur Bj(t), pour t > 0 et j ∈ {1, · · · , N},

mjRj2

2

dωj

dt
= −

∫
Sj

(rj ∧ (σ · nj)) · e3, sur Bj(t), pour t > 0 et j ∈ {1, · · · , N},

u(0, ·) = u0, sur Ω(0),

V j(0) = V j
0 , ωj(0) = ωj0, Gj(0) = Gj

0, j ∈ {1, · · · , N}.
(23)
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L'objectif est de rendre sans dimension les inconnues du modèle en utili-
sant des variables caractérisant le problème étudié et de mettre en avant des
nombres sans dimension, caractéristiques des phénomènes mis en jeu. Pour
chaque grandeur X, on notera X̃ la quantité adimensionnée correspondante.
Pour adimensionner les variables métriques, on utilise comme grandeur ca-
ractéristique la demi-largeur h du tube T . On obtient alors

x̃ =
x

h
, G̃j =

Gj

h
. (24)

Pour adimensionner les variables homogènes à une vitesse, on utilise le débit
du �uide en entrée

Q =

∫ +h

−h
u∞(x2)dx2, (25)

et on choisit la vitesse moyenne Q
2h

comme vitesse caractéristique de l'écou-
lement

ũ =
2h

Q
u, Ṽ j =

2h

Q
V j . (26)

L'adimensionnement du temps découle des deux variables caractéristiques
précédentes :

t̃ =
Q

2h2
t. (27)

La vitesse angulaire est homogène à l'inverse du temps, on pose donc :

ω̃j =
2h2

Q
ωj. (28)

L'adimensionnement de la contrainte σ et la pression p découle de (7), et on
pose :

σ̃ =
2h2

µfQ
σ, p̃ =

2h2

µfQ
p. (29)

Les nombres sans dimension, caractéristiques à notre problème seront les sui-
vants :

• Le nombre de Reynolds représentant le rapport entre les forces d'inertie
et les forces visqueuses

Re =
ρf

Q2

4h3

µf
Q

2h3

=
ρfQ

2µf
. (30)
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Ce nombre sans dimension indique le caractère turbulent de l'écoulement,
si Re� 1 on caractérise l'écoulement comme laminaire. Dans le cas Re� 1,
on parle d'écoulement turbulent. Le cas Re = 0 correspond au cas où nous
négligeons le terme de non-linéarité (u ·∇)u de l'équation de Navier-Stokes
que nous appelons dans ce cas l'équation de Stokes. On prend comme valeur
de densité de l'air ρf = 1 kg/m3 et viscosité µf = 2.10−5 Pa.s. Le débit de
l'écoulement est Q = 4.10−1m3/s. Dans le cas d'une graine de colza trans-
portée par de l'air dans la machine de semis avec les caractéristiques données
en introduction, on obtient Re = 10000. Dans la suite, on travaillera à Rey-
nolds petit pour des raisons de simpli�cations mathématiques. Cela est une
hypothèse simpli�catrice supplémentaire nous éloignant du cadre applicatif
de départ.

• Le nombre de Froude met en évidence le rapport entre l'énergie cinétique
et l'énergie potentielle

Fr =
ρf

Q2

4h3

ρfg
=

Q2

4gh3
. (31)

Lorsque Fr > 1, on dit que le régime est torrentiel. L'impact de l'éner-
gie cinétique du �uide en aval est supérieur à celui de l'énergie potentielle
lorsque Fr < 1, le régime est caractérisé comme �uvial. Dans le cas exposé
précédemment, le nombre de Froude est égal à Fr = 1185.

• Les rapports des densités entre le milieu solide et �uide

αj =
ρf

ρjp
. (32)

Le �uide étant représenté par de l'air et transportant une graine de colza, le
rapport de densité est de l'ordre de αj = 10−3. Ce faible rapport peut induire
des di�cultés numériques. Nous étudierons parfois des con�gurations moins
raides.

• Le carré du rapport de taille entre le rayon du tube et le rayon d'une
particule.

δj =

(
Rj

h

)2

. (33)

Dans les con�gurations étudiées lors de cette thèse, ce nombre est égal
à δj = 4, 3.10−3.
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Remarque 1 L'adimensionnement des variables est e�ectué dans la con�-
guration bidimensionnelle. Les valeurs numériques des grandeurs caractéris-
tiques du problème physique sont, elles, tridimensionnelles, nous avons donc
calculé les nombres sans dimension à l'aide de ces valeurs. Adimensionner
dans la con�guration tridimensionnelle est similaire à la démarche bidimen-
sionnelle qui est e�ectuée.

La faible valeur de ce nombre sera une di�culté, en particulier numéri-
quement, lorsqu'on souhaitera faire le maillage du domaine.

La géométrie adimensionnée est la suivante

B̃j = {(x̃1, x̃2) ∈ R2/(x̃1 − G̃j
1)2 + (x̃2 − G̃j

2)2 < δj},
S̃j = {(x̃1, x̃2) ∈ R2/(x̃1 − G̃j

1)2 + (x̃2 − G̃j
2)2 = δj},

B̃ =
N⋃
j=1

B̃j,

T̃ = {(x̃1, x̃2) ∈ R2/− 1 < x̃2 < 1},
Γ̃ = {(x̃1, x̃2) ∈ R2/x̃2 ∈ {−1; 1}},

Ω̃ = T̃\ ¯̃B,

D̃ = {(t̃, x̃), t̃ > 0, x̃ ∈ Ω̃(t̃)}.

(34)
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Le modèle (23) sans dimension s'exprime de la façon suivante

∂t̃ũ+ (ũ · ∇̃)ũ− 1

Re
d̃iv(σ̃) = − 1

2Fr
e2, sur D̃,

σ̃ = 2D̃(ũ)− p̃Id, sur D̃,
d̃iv(ũ) = 0, sur D̃,
ũ = 0, sur Γ̃,

lim
|x̃1|→∞

ũ(t̃, x̃1, x̃2) = ũ∞(x̃2), pour tout t̃ > 0, x̃2 ∈ [−1, 1],

ũ = Ṽ j + ω̃je3 ∧ r̃j, x̃ ∈ S̃j(t̃), j ∈ {1, · · · , N},
dṼ j

dt̃
= − αj

πReδj

∫
S̃j
σ̃ · nj − 1

Fr
e2, sur B̃j(t̃), pour t̃ > 0 et j ∈ {1, · · · , N},

dω̃j

dt̃
= − 2αj

πReδj2

∫
S̃j

(r̃j ∧ (σ̃ · nj)) · e3, sur B̃j(t̃), pour t̃ > 0 et j ∈ {1, · · · , N},

ũ(0, ·) = ũ0, sur Ω̃(0),

Ṽ j(0) = Ṽ j
0 , ω̃j = ω̃j0, G̃j = G̃j

0, j ∈ {1, · · · , N}.
(35)

où on note l'application linéaire ∇̃ l'adimensionné de ∇ par ∇̃ = h∇.

À partir d'ici, on travaille avec le système (35) en omettant les " ˜ " par
soucis de lisibilité. Le nombre de Froude étant plutôt grand (Fr � 1), on
néglige les e�ets de la gravité par la suite. La résolution du problème, en
prenant en compte les e�ets de la gravité, rajoute un terme constant aux
équations, indépendant des inconnues.
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3 Recherche de positions stables dans un écou-

lement avec N particules

L'objectif de la collaboration avec l'INRAE est d'étudier la perte de régu-
larité et la variation de l'écartement entre les particules. Pour cela dans cette
partie, nous recherchons dans le cas bidimensionnel si il existe des con�gu-
rations où N particules se déplacent de façon stable avec une même vitesse
uniquement dans le sens longitudinal du tube. Dans [13], une méthode simi-
laire est appliquée au cas 2D pour une particule et dans [10], les résultats
sont étendus en 3D.

Figure 8 � Schématisation d'une con�guration d'équilibre.

Remarque 2 L'objectif souhaité dans le problème physique est la conserva-
tion de la distance entre les graines. Les particules peuvent avoir une vitesse
de rotation di�érente lors de leur déplacement, cela n'aura pas d'impact dans
la recherche de positions d'équilibre.

Cette con�guration qu'on appelle par la suite "con�guration d'équilibre"
correspond au cas physique où les graines se déplacent sans se rattraper et
donc en conservant l'espacement introduit en sortie de la tête de distribu-
tion. Mathématiquement, on cherche une solution stationnaire de (35) pour
laquelle la vitesse de toutes les particules s'exprime sous la forme

V j = We1, (36)
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pour tout j ∈ {1, · · · , N} où W ∈ R.

Etant donné W ∈ R (a priori inconnu), on se place dans le référentiel en
mouvement à la vitesse (W, 0) = We1, on pose

v(X, t) = u(x, t)−We1,

avec X = x−We1t.

La dérivée particulaire s'écrit

Du(x, t)

Dt
= ∂tu(x, t) + ∂tx ∂xu(x, t)

= ∂t(v(X, t) +We1) + ∂tX ∂Xx ∂x(v(X, t) +We1)

= ∂tv(X, t) + (v(X, t) +We1 −We1) ∇v(X, t)

= ∂tv(x−We1t, t) + v(x−We1t, t) ∇v(x−We1t, t)

Dans le référentiel en mouvement à la vitesse (W, 0) = We1, la con�gu-
ration que nous recherchons est la solution stationnaire de

Re(v ·∇)v − div(Σ) = 0, sur Ω,

Σ = 2D(v)− pId, sur Ω,

div(v) = 0, sur Ω,

v = −We1, sur Γ,

lim
|x1|→∞

v(x1, x2) = u∞(x2)−We1, pour tout x2 ∈ [−1, 1],

v = V j −We1 + ωje3 ∧ rj, sur Sj, j ∈ {1, · · · , N},∫
Sj

Σ · nj = 0, j ∈ {1, · · · , N},∫
Sj

(rj ∧ (Σ · nj)) · e3 = 0, j ∈ {1, · · · , N}.

(37)

et la condition sur la vitesse de la particule pour tout j ∈ {1, · · · , N}

V j −We1 = 0. (38)

Remarque 3 Pour dé�nir u∞, on utilisera une fonction de la forme

u∞(x2) = (C(1− x2
2), 0), C ∈ R.
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On choisit une fonction de cette forme car (uP , pP ) où uP (x1, x2) = u∞(x2)
est solution d'un problème d'écoulement similaire sans particule appelé un
écoulement de Poiseuille. Dans le cas d'un écoulement de débit Q, on obtient
que C = 3

4
Q.

On choisit We1 comme la moyenne des vitesses horizontales de chaque
particule j où

W =
1

N

N∑
j=1

V j
1 . (39)

Dans un premier temps, on s'intéressera au problème (37) dans le cas
linéaire avec Re = 0. Nous exprimerons les quatre premières équations de
ce système comme combinaisons linéaires de systèmes que nous appellerons
"problèmes élémentaires" qui seront eux-même dé�nis suivant les degrés de
liberté du problème. Nous rechercherons les combinaisons linéaires respec-
tant les 2 dernières équations du problème (37) a�n d'obtenir la solution
(vS, pS,V

j, ωj) dans le cas Re = 0. Nous déterminerons à partir de ces solu-
tions le cas pour Re > 0 petit. Nous nous appuierons sur le solver FreeFem++
a�n de résoudre numériquement le problème et déterminer les con�gurations
respectant (38).

3.1 Résolution d'un écoulement à N particules

Tout d'abord, nous posons les problèmes que nous quali�ons "d'élémen-
taires" a�n d'exprimer l'équation de Stokes (Re = 0) comme combinaison
linéaire de ces problèmes et montrer l'existence de celle-ci. On recherche
(vS, pS,V

j
S , ω

j
S) solution de

div(ΣS) = 0 sur Ω,

ΣS = 2D(vS)− pSId,
div(vS) = 0 sur Ω,

vS = −We1 sur Γ,

vS = V j
S −We1 + ωjSe3 ∧ rj sur Sj, j ∈ {1, · · ·, N},

lim
|x1|→∞

vS(x1, x2) = u∞(x2)−We1 pour tout x2 ∈ [−1, 1].

(40)
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Et véri�ant pour tout j ∈ {1, · · · , N}
∫
Sj

ΣS · nj = 0 sur Bj,∫
Sj

(rj ∧ (Σ · nj)) · e3 = 0 sur Bj.

(41)

3.1.1 Dé�nition des problèmes élémentaires

On dé�nit les problèmes élémentaires suivants :
• On pose (u∞, p∞) solution du problème "élémentaire à l'in�ni",

div σ∞ = 0 sur Ω,

σ∞ = 2D(u∞)− p∞ Id sur Ω,

div u∞ = 0 sur Ω,

u∞ = 0 sur Γ,

u∞ = 0 sur Sj, j ∈ {1, · · · , N},
lim
|x1|→∞

u∞(x1, x2) = u∞(x2) pour tout x2 ∈ [−1, 1].

(42)

• Et on pose (uji, pji) solution du problème "élémentaire j, i" pour (j, i) ∈
{1, · · · , N} × {1, 2, 3}

div σji = 0 sur Ω,

σji = 2D(uji)− pji Id sur Ω,

div uji = 0 sur Ω,

uji = 0 sur Γ et sur Sk, k 6= j,

uji = αji sur Sj,

lim
|x1|→∞

uji(x1, x2) = 0 pour tout x2 ∈ [−1, 1].

(43)

où pour tout j ∈ {1, · · · , N} on a αj,1 = e1, αj,2 = e2 et αj,3 = e3 ∧ rj.

Le système (40) étant linéaire, on peut alors en déduire que (vS, pS) s'écrit

vS = u∞ +
N∑
j=1

3∑
i=1

V j
S,iu

ji −We1, pS = p∞ +
N∑
j=1

3∑
i=1

V j
S,ip

ji. (44)

Par simpli�cation, on note (V j
S , ω

j
S) = (V j

S,1, V
j
S,2, V

j
S,3).
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Ainsi, si on connaît les vitesses des particules V j
S,i alors la détermination

de la solution (vS, pS) du problème (40), découle de la résolution des 3N + 1
problèmes élémentaires ci-dessus. Il est important de noter que d'un point
de vue numérique, il est relativement facile de résoudre les problèmes "élé-
mentaires" car ils sont indépendants de la vitesse des particules.

3.1.2 Existence et unicité des solutions aux problèmes élémen-
taires

Dans cette partie, nous souhaitons montrer l'existence et l'unicité des so-
lutions aux problèmes élémentaires a�n de montrer l'existence et l'unicité de
(vS, pS).

On note les espaces suivants :

L2(Ω) = {u : Rn → Rn/

∫
Ω

|u|2 < +∞},

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω)/

∫
Ω

|∇(u)|2 < +∞}.
(45)

On note aussi L2
Loc(Ω) l'ensemble des fonctions de carré intégrable sur tout

compact de Ω, et H
1
2 (∂Ω) l'image de l'application trace dé�nie dans [33].

On dé�nit le produit contracté D(u) : D(v) =
∑

i,jD(u)ijD(v)ij.

Dé�nition 1 On dit que (u∞, p∞) ∈ H1
0 (Ω)× L2

Loc(Ω) est solution au sens
faible de (42) si et seulement si pour tout φ ∈ H1(Ω)

2

∫
Ω

D(u∞) : D(φ)−
∫

Ω

p∞div(φ)−
∫
∂Ω

σ∞ · n · φ = 0,

et lim
|x1|→∞

u∞(x1, x2) = u∞(x2).

Proposition 1 Étant donnée u∞ = (C(1−x2
2), 0), il existe un unique couple

(u∞, p∞) ∈ H1(Ω)× L2
Loc(Ω) solution au sens faible de (42).
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Preuve :

Du système (42), on cherche (u∞, p∞) ∈ H1(Ω)× L2
Loc(Ω) solution de

∆u∞ −∇p∞ = 0 dans Ω,

div u∞ = 0 dans Ω,

u∞ = 0 sur Γ,

u∞ = 0 sur Sj, j ∈ {1, · · · , N},
lim
|x1|→∞

u∞(x1, x2) = u∞(x2) pour tout x2 ∈ [−1, 1].

(46)

Posons v∞(x1, x2) = u∞(x1, x2) − u∞(x2) de sorte que notre problème
revient à rechercher (v∞, p∞) ∈ H1(Ω)× L2

Loc(Ω) solution de,

∆v∞ −∇p∞ = −∂2
x2
u∞ dans Ω,

div v∞ = 0 dans Ω,

v∞ = 0 sur Γ,

v∞(x1, x2) = −u∞(x2) sur Sj, j ∈ {1, · · · , N},
lim
|x1|→∞

v∞(x1, x2) = 0 pour tout x2 ∈ [−1, 1].

(47)

L'existence et l'unicité de (v∞, p∞) ∈ H1(Ω)× L2
Loc(Ω) sont données par

la proposition 2.3 de [33] car u∞ ∈ H
1
2 (∂Ω). Par construction, on trouve

alors l'existence et l'unicité de (u∞, p∞) ∈ H1(Ω)×L2
Loc(Ω) solution au sens

faible de (42).

La proposition suivante découle de l'utilisation des mêmes arguments que
la proposition précédente :

Proposition 2 Il existe un unique couple (uji, pji) ∈ H1(Ω) × L2
Loc(Ω) so-

lution au sens faible de (43) pour tout (j, i) ∈ {1, · · · , N} × {1, 2, 3}.

3.1.3 Recherche des vitesses des particules dans le cas Re = 0

De la partie précédente, étant données les vitesses (V j
S,i, ω

j
S), il existe une

solution (vS, pS) au problème (40). L'unicité de cette solution vient du fait
que les problèmes élémentaires ont été construits de façon à être indépen-
dants (suivant les degrés de liberté). Ainsi découle l'unicité de la solution
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(vS, pS). Dans cette partie, on souhaite déterminer les vitesses (V j
S,i, ω

j) a�n

que (vS, pS,V
j
S,i, ω

j) véri�e aussi (41).

Proposition 3 Dans un écoulement de Stokes dont le domaine est borné
dans une direction, N particules immergées se déplacent dans l'écoulement à
une vitesse V solution du système linéaire

AV = B.

La matrice A et le terme B ne dépendent que de la position des particules et
de l'écoulement imposé à l'in�ni.

Preuve de la proposition :

Considérons la solution (vS, pS) du système (40) associée à des vitesses (V j
S )

de N particules (voir la partie précédente). Par di�érence des systèmes (40)
et (42), w = vS − u∞ +We1 et q = pS − p∞ satisfont

div T = 0 sur Ω,

T = 2D(w)− q Id sur Ω,

div w = 0 dans Ω,

w = 0 sur Γ,

w =
3∑
i=1

V j
S,iα

ji sur Sj,

lim
|x1|→∞

w(x1, x2) = 0 pour tout x2 ∈ [−1, 1].

(48)

Étape 1 - Pour (j, i) ∈ {1, · · · , N} × {1, 2, 3}, on fait le produit sca-
laire dans L2(Ω) de la première équation de (48) par uji. En utilisant une
intégration par parties, et le fait que T soit symétrique, on en déduit∫

Ω

T : D(uji) =

∫
∂Ω

(T · uji) · n.

Puisque T = 2D(w)−q Id et que uji est à divergence nulle, on peut réécrire
le terme de gauche de l'égalité précédente, pour obtenir

2

∫
Ω

D(w) : D(uji) =

∫
∂Ω

(T · uji) · n.
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En utilisant les conditions aux bords sur la vitesse uji, nulle sur tous les
bords, excepté Sj (voir le système (43)), le second membre permet d'écrire

2

∫
Ω

D(w) : D(uji) =

∫
Sj

(T ·αji) · nj.

En utilisant T = ΣS − σ∞, on réécrit cette équation sous la forme suivante

2

∫
Ω

D(w) : D(uji) =

∫
Sj

(ΣS ·αji) · nj −
∫
Sj

(σ∞ ·αji) · nj. (49)

Étape 2 - De la même manière, pour (j, i) ∈ {1, · · · , N} × {1, 2, 3}, on
e�ectue le produit scalaire dans L2(Ω) de la première équation de (43) par w.
En utilisant une intégration par parties, le fait que σji soit symétrique, et
que w soit à divergence nulle, nous donne

2

∫
Ω

D(uji) : D(w) =

∫
∂Ω

(σji ·w) · n.

En utilisant les conditions aux bords sur w (voir le système (48)), on en
déduit

2

∫
Ω

D(uji) : D(w) =
N∑
`=1

3∑
k=1

V `
S,k

∫
Sj

(σji ·α`k) · nj. (50)

Étape 3 - Les équations (49) et (50) impliquent que (vS, pS, (VS
j
i )i,j) véri-

�e le système (40) si et seulement si pour tout (j, i) ∈ {1, · · · , N} × {1, 2, 3},
on a

N∑
`=1

3∑
k=1

V `
S,k

∫
S`

(σji ·α`k) · n` =

∫
Sj

(ΣS ·αji) · nj −
∫
Sj

(σ∞ ·αji) · nj.

Remarquons que, par dé�nition des vecteurs αji, nous avons l'équivalence
suivante

(41) ⇐⇒ ∀(j, i) ∈ {1, · · · , N} × {1, 2, 3}
∫
Sj

(ΣS ·αji) · nj = 0.

On obtient que si (vS, pS, (V
j
S,i)i,j) véri�e les systèmes (40) et (41) alors il est

équivalent à

∀(j, i) ∈ {1, · · · , N}×{1, 2, 3}
N∑
`=1

3∑
k=1

V `
S,k

∫
S`

(σji·α`k)·n` = −
∫
Sj

(σ∞·αji)·nj.
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Ces 3N relations forment un système linéaire dont les inconnues sont les
vitesses V `

S,k. Il est donc possible de l'écrire sous forme matricielle

AV = B, (51)

en posant, pour (I, J) ∈ {1, · · · , 3N}2 :

VI = V `
S,k avec I = 3(`− 1) + k,

k ∈ {1, 2, 3}, ` ∈ {1, · · · , N},

BJ = −
∫
Sj

(σ∞ ·αji) · nj avec J = 3(j − 1) + i,

i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, · · · , N},

AJI =

∫
S`

(σji ·α`k) · n`.

(52)

On remarque qu'on obtient k et ` à partir de I en e�ectuant la division
euclidienne de I − 1 par 3 : ` − 1 est le quotient, et k − 1 est le reste (de
même, on obtient j et i à partir de J). On dé�nit la bijection suivante

Ψ : {1, · · · , N} × {1, 2, 3} −→ {1, · · · , 3N},
(j, i) 7−→ I = 3(j − 1) + i,

dont la réciproque, notée Φ, est obtenue par quotient et reste de la division
euclidienne par 3.

La proposition est ainsi démontrée : tous les coe�cients de A et de B ne
dépendent que des solutions des problèmes élémentaires, qui peuvent être
obtenues uniquement à partir de la position des particules (c'est-à-dire le
domaine Ω d'écoulement du �uide), et de la vitesse imposée u∞.

3.1.4 Existence et unicité de la solution dans un écoulement de
Stokes (Re = 0)

Proposition 4 Le système AV = B, introduit dans la proposition précé-
dente, admet une unique solution.

Nous allons montrer le lemme suivant qui implique en particulier que A est
inversible.

Lemme 1 La matrice A est symétrique dé�nie positive.
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Preuve du lemme 1 :
Nous allons montrer que

∀L ∈ R3N \ {0} LTAL > 0.

Soient (j, i) et (`, k) deux couples de {1, · · ·, N}×{1, 2, 3}. On note uji et u`k

les champs de vitesses, solutions des problèmes (43) associés à ces couples. En
e�ectuant le produit scalaire L2(Ω) de la première équation de (43) satisfaite
par uji par u`k, en utilisant une intégration par parties, puis sachant que σji

est symétrique, et u`k est à divergence nulle, on obtient

2

∫
Ω

D(uji) : D(u`k) =

∫
∂Ω

(σji · u`k) · n.

En utilisant les conditions aux bords sur u`k (voir le système (43) pour u`k),
on en déduit

2

∫
Ω

D(uji) : D(u`k) =

∫
S`

(σji ·α`k) · n`.

Ceci permet d'écrire que, pour tout (I, J) ∈ {1, · · · , 3N}2 :

AJI = 2

∫
Ω

D(uΦ(J)) : D(uΦ(I)). (53)

• La symétrie de la relation (53) vis-à-vis des couples (j, i) et (`, k) im-
plique que AJI = AIJ : la matrice A est symétrique.

• Pour montrer que la matrice A est positive, on considère L ∈ R3N . On
introduit la combinaison suivante

ζ =
3N∑
J=1

LJ uΦ(J) =
N∑
j=1

3∑
i=1

LΨ(j,i) u
ji,

de sorte que∫
Ω

D(ζ) : D(ζ) =
3N∑
J=1

3N∑
I=1

LILJ
∫

Ω

D(uΦ(I)) : D(uΦ(J)).

En utilisant la caractérisation (53) des coe�cients de la matrice A, on en
déduit que

2‖D(ζ)‖2
L2(Ω) = LTAL. (54)
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où ‖ · ‖L2(Ω) est le produit scalaire classique sur L2(Ω). La positivité de la
matrice A en découle.

• Montrons maintenant que la matrice A est dé�nie. On suppose que
LTAL = 0, ce qui est équivalent d'après l'égalité (54) à D(w) = 0. Puisque
ζ = 0 sur le bord Γ (car toutes les vitesses uji sont nulles sur ce bord, voir le
système (43)) ceci implique que ζ = 0 dans Ω. De plus, si on évalue la valeur
de ζ sur le bord d'une particule Sj, j ∈ {1, ..., N}, on en déduit

0 = ζ∣∣
Sj

=
3∑
i=1

LΨ(j,i)α
ji.

Rappelons que αj1 = e1, αj2 = e2 sont constants en temps et en espace
contrairement à αj3 = e3 ∧ rj qui est variable en espace. Ainsi, en évaluant
l'égalité précédente en plusieurs points de Sj (par exemple en des points où rj

est proportionnel à e1 ou à e2), on en déduit que

LΨ(j,1) = LΨ(j,2) = LΨ(j,3) = 0.

Finalement, LΨ(j,i) = 0 pour tout (j, i) ∈ {1, ..., N} × {1, 2, 3}, c'est-à-dire
L = 0.

En conclusion des deux sections précédentes, nous avons montré que quel
que soit la con�guration des N particules dans le tube, il existe une unique
famille de vitesses des N particules (V j

S,i)j,i telle que le couple vitesse-pression
de �uide (vS, pS) associé permette de satisfaire à la fois (40) et (41). Nous
avons donc prouvé l'existence et l'unicité d'une solution (vS, pS, (V

j
S,i)i,j) au

système (40)�(41). De plus, cette solution peut se décomposer en une somme
de 3N+1 solutions à des problèmes élémentaires. Or à ce stade, la résolution
du problème n'est pas physique puisqu'on résout un problème stationnaire
mais les particules admettent une vitesse non nulle dans le sens radial du
tube. L'objet d'une partie suivante est d'utiliser cette information pour cal-
culer numériquement des solutions a�n de déterminer les con�gurations dans
lesquelles les vitesses des particules sont nulles.
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3.1.5 Recherche de la solution dans le cas de Re petit

On s'intéresse maintenant au cas où le nombre de Reynolds Re est non
nul mais petit. On reprend le système (37) : (v, p,V j, ωj) solution de

div(Σ) = Re(v ·∇)v, sur Ω,

Σ = 2D(v)− pId, sur Ω,

div(v) = 0, sur Ω,

v = −We1, x2 ∈ Γ,

lim
|x1|→∞

v(t, x1, x2) = u∞(x2)−We1, x2 ∈ [−1, 1],

v = V j −We1 + ωje3 ∧ rj, sur Sj,∀j ∈ {1, · · · , N}.

(55)

et véri�e pour tout j ∈ {1, · · · , N}
∫
Sj

Σ · nj = 0, sur Bj, j ∈ {1, · · · , N},∫
Sj

(rj ∧ (Σ · nj)) · e3 = 0, sur Bj, j ∈ {1, · · · , N}.
(56)

D'après [13], il existe Re0 > 0 tel que pour tout Re < Re0, nous pouvons
écrire les séries convergentes suivantes

v =
∞∑
i=0

Reiv[i], p =
∞∑
i=0

Reip[i],

∀(j, k) ∈ {1, · · · , N} × {1, 2, 3}, V j
k =

∞∑
i=0

ReiV j
k

[i]
.

(57)

Cette décomposition permet de linéariser (55) - (56) par rappport au nombre
de Reynolds. Par linéarité des opérateurs ∇ et D, on peut écrire

Σ =
∞∑
i=0

Rei Σ[i]

avec Σ[i] = 2D(v[i])− p[i] Id .

On remarque que v[0], p[0], V j
k

[0]
,Σ[0] sont respectivement égales à vS, pS, V

j
S,k,ΣS.

Proposition 5 Pour Re petit, dans un écoulement de Navier-Stokes dont le
domaine est borné dans une direction, les vitesses au premier ordre de N par-
ticules immergées s'obtiennent comme la solution V [1] d'un système linéaire

AV (1) = C.
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La matrice A est la matrice du système à l'ordre 0 et le terme source C
dépend de l'écoulement à l'ordre 0.

Preuve :

Étape 1 - En identi�ant le problème à l'ordre 1, (vS, pS, VS
j
k) solution

de (40) et (41), on cherche (v[1], p[1], V j
k

[1]
) solution de :

div Σ[1] = (vS ·∇)vS sur Ω,

Σ[1] = 2D(v[1])− p[1] Id sur Ω,

div v[1] = 0 sur Ω,

v[1] = 0 sur Γ,

v[1] = V j [1] −We1 + ωj
[1]
e3 ∧ rj sur Sj,

lim
|x1|→∞

v[1](x1, x2) = 0 pour tout x2 ∈ [−1, 1].

(58)

et 
∫
Sj

Σ[1] · n = 0,∫
Sj

(rj ∧ (Σ[1] · nj)) · e3 = 0.

(59)

Étape 2 - On e�ectue le produit scalaire dans L2(Ω) de la première équation
de (58) par φ ∈ H1(Ω). En utilisant une intégration par parties,

−2

∫
Ω

D(v[1]) : D(φ) +

∫
∂Ω

(Σ[1] · φ) · n =

∫
Ω

(vS ·∇vS) · φ. (60)

On e�ectue aussi le produit scalaire dans L2(Ω) de la première équation
de (43) par ψ ∈ H1(Ω). En utilisant une intégration par parties,

−2

∫
Ω

D(uji) : D(ψ) +

∫
∂Ω

(σji ·ψ) · n = 0. (61)

• En choisissant φ = uji pour (j, i) ∈ {1, · · ·, N} × {1, 2, 3} dans (60),

−2

∫
Ω

D(v[1]) : D(uji) +

∫
∂Ω

(Σ[1] · uji) · n =

∫
Ω

(vS ·∇vS) · uji. (62)

D'après (43), uji est nulle sur ∂Ω sauf sur Sj où uji = αji donc,

−2

∫
Ω

D(v[1]) : D(uji) +

∫
S(j)

(Σ[1] ·αji) · nj =

∫
Ω

(vS ·∇vS) · uji. (63)
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Remarquons que, par dé�nition des vecteurs αji, nous avons aussi l'équiva-
lence

(56) ⇐⇒ ∀(j, i) ∈ {1, · · · , N} × {1, 2, 3}
∫
Sj

(Σ[1] ·αji) · nj = 0.

Ainsi (63) s'écrit

−2

∫
Ω

D(v[1]) : D(uji) =

∫
Ω

(vS ·∇vS) · uji. (64)

• Pour tout (j, i) ∈ {1, · · ·, N} × {1, 2, 3}, en choisissant ψ = v[1] dans (61),

−2

∫
Ω

D(uji) : D(v[1]) +

∫
∂Ω

(Σji · v[1]) · n = 0. (65)

D'après (58), v[1] est nulle sur Γ, v[1] =
3∑
i=1

V j
i

[1]
αji sur Sj où pour tout

j ∈ {1, · · · , N}, on a αj,1 = (1, 0), αj,2 = (0, 1) et αj,3 = e3 ∧ rj.

2

∫
Ω

D(uji) : D(v[1]) =
N∑
j=1

3∑
i=1

V j
i

[1]
∫
Sj

(σji ·α`k) · nj. (66)

Alors avec (64) et (66), pour tout (j, i) ∈ {1, · · · , N} × {1, 2, 3},
N∑
j=1

3∑
i=1

V j
i

[1]
∫
Sj

(σji ·α`k) · nj = −
∫

Ω

(vS ·∇vS) · uji. (67)

On a obtenu un système linéaire de la forme,

AV [1] = C, (68)

en posant, pour (I, J) ∈ {1, · · · , 3N}2 :

V [1]
I = V `

k

[1]
, avec I = 3(`− 1) + k, k ∈ {1, 2, 3},

CJ = −
∫

Ω

(vS ·∇vS) · uji, avec J = 3(j − 1) + i, i ∈ {1, 2, 3}.

et A la matrice du système (52).
Ainsi pour résoudre (55)-(56), il faut résoudre le système linéaire (68)
avec (vS, pS,V

j
S , ωj) la solution de (40) et les coe�cients de la matrice du

système (51).

À ce stade, on sait déterminer les V j pour que (41) soit satisfait. Mais
pour autant, ce ne sera pas la solution stationnaire recherchée puisqu'on sou-
haite qu'elle respecte aussi (38). On recherche numériquement une solution
stationnaire.
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3.2 Recherche numérique de positions d'équilibre

Dans cette section, nous recherchons les con�gurations où la vitesse des
particules est à la fois horizontale et constante. Pour cela, nous allons pro-
poser un algorithme numérique de résolution puis une étude de la géométrie
choisie, a�n d'e�ectuer la simulation sur FreeFem++. On étudie ensuite le
problème pour N = 1 puis pour N = 2.

3.2.1 Introduction de la mise en place numérique

De la partie précédente, on peut déterminer de façon unique le champ de
vitesses du �uide et la vitesse des particules tels que l'on ait (41) satisfait
uniquement à partir de la position des N particules. L'objectif de cette par-
tie est de résoudre numériquement le problème (55) - (56), par combinaison
linéaire des 3N + 1 problèmes "élémentaires", a�n de mettre en évidence des
con�gurations "particulières".
Les con�gurations particulières que nous recherchons sont celles pour les-
quelles la distance des particules ne varie pas entre elles. On veut que la solu-
tion (v, p,V j, ωj) satisfasse la condition suivante : pour tout j ∈ {1, · · · , N},
il existe W ∈ R tel que

V j = (W, 0). (69)

3.2.2 Algorithme numérique

Pour résoudre numériquement (55) - (56), on utilise le solveur Free-
Fem++. À partir de la position (G1, · · · ,GN) des centres de gravité des
particules données, toutes de même rayon δ = 0.004225 (valeur pour le cas
de la graine de colza), on génère un maillage dans un domaine rectangulaire
fermé de longueur [−L;L] et largeur [−1; 1], en excluant l'intérieur des par-
ticules. Pour dé�nir un écoulement à l'in�ni, on impose la fonction u∞ sur
les bords droit et gauche du domaine. On impose au maillage un nombre NL

de mailles pour décrire les bords du domaine rectangulaire et un nombre NR

de mailles décrivant le bord des particules.

On résout les 3N problèmes élémentaires (43) et le problème à l'in�ni (42)
(où u∞ = (3Q(1−x22)

4
, 0) est une solution à un problème de Poiseuille), a�n

d'obtenir le champ des vitesses du �uide. On prendra Q = 1. Pour cela, nous
utiliserons les éléments P2 pour les vitesses et P1 pour les pressions.
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Pour résoudre numériquement le problème, nous cherchons les solutions
dans des espaces discrets du problème, adapté au maillageMH . Nous noterons
les espaces

Pk = {v ∈ C∞(Ω), ∀K ∈MH , v|K ∈ P k}.

En se basant sur [9] et [15] , pour respecter la condition inf-sup pour un
problème mixte (condition de Ladyzhenskaya�Babu²ka�Brezzi), nous devons
prendre pour la vitesse et la pression des espaces discrets avec une di�érence
d'ordre de 1. Ceci nous donne l'unicité de la pression à une constante près.
On utilise les espaces P2 pour la vitesse et P1 pour la pression. Une autre
possibilité est de choisir un espace P1 pour la pression et un espace P1-bulle
pour la vitesse. Ces espaces sont du même ordre mais on enrichit l'espace de
la vitesse par une fonction produit des coordonnées barycentriques du point
dans la maille. Dans [2] et [18], les espaces sont dé�nis ainsi que leur utilisa-
tion et couplage pour la résolution de problème de Stokes avec la méthode
des éléments �nis.

Des résolutions précédentes, on construit la matrice A ainsi que le se-
cond membre B de (51), en utilisant la norme L2(Ω) sur les vitesses pour
le calcul des coe�cients. Nous préférons intégrer sur une surface plutôt que
sur une courbe pour limiter les erreurs numériques. On résout le système
linéaire (51) permettant d'obtenir les vitesses des particules VS

j
i à l'ordre 0

c'est-à-dire pour un problème de Stokes.

On résout ensuite le problème au premier ordre (58) pour construire le
second membre C puis on résout le second système linéaire (68). On obtient
les vitesses des particules V j

i à l'ordre 1.

3.2.3 Choix des paramètres du maillage

Le but de ce qui suit est de déterminer la géométrie à mailler ainsi que le
nombre de mailles à utiliser, a�n de représenter le problème sur FreeFem++
et ainsi minimiser l'erreur de calcul numérique. A�n d'e�ectuer le calcul à
l'aide du solver FreeFem++, nous devons mailler une géométrie bornée re-
présentant le tube T . La précision et le temps du calcul sont des paramètres
dépendants de la �nesse du maillage et de la taille de la géométrie. Dans
cette partie, nous faisons un choix sur le couple longueur/nombre de mailles
du domaine a�n d'optimiser le couple erreur/temps de calcul. Nous inter-
viendrons sur les paramètres suivants :
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• L demi-longueur de la géométrie,
• NL nombre de mailles le long des bords Γ× {−L;L},
• NR nombre de mailles le long du bord des particules Sj.

On se place pourN = 1 dans une géométrie bornée de demi-longueur L = 3.
Nous allons faire varier le nombre de triangles pour mailler le domaine à l'aide
des paramètres NL et NR. Nous dé�nissons l'erreur commise comme étant la
suivante

err =

(
V2 − Vref 2

Vref 2

)2

,

où Vref 2 est la vitesse verticale de la particule dans la simulation avec le
plus grand nombre de triangles. Nous faisons le choix de calculer l'erreur en
fonction de la variable V2 puisque dans la suite, c'est la grandeur sur laquelle
sera concentrée l'étude.

Dans un premier temps, on augmente le nombre de mailles par unité de
longueur NL, uniformément sur le domaine en se plaçant dans une con�gu-
ration �xe.

Aussi, nous a�chons les temps de calcul en fonction du nombre de tri-
angles.

On souhaite obtenir un temps de calcul raisonnable puisque, par la suite,
nous allons e�ectuer ce calcul pour un nombre important de con�gurations.
On choisit NL = 20, ce qui correspond à environ 104 triangles.

Autre point nous permettant d'améliorer l'erreur de calcul, est d'augmen-
ter le nombre de mailles dans la zone de la particule. Dans cette zone, nous
appliquons un nombre de mailles par unité de longueur NR comme étant un
rapport avec NL,

NR = n ∗NL.

Nous faisons varier ce coe�cient dans une con�guration �xe.
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Figure 9 � Evolution de err en fonction du nombre de mailles. En rouge,
la régression linéaire utilisant la méthode des moindres carrés.

On fait le choix de prendre n = 4 qui correspond à environ 1.1 ∗ 104

triangles a�n de garder un temps de calcul assez faible avec une erreur err
acceptable.

Dans le solver FreeFem++, nous devons travailler dans une géométrie
bornée. On choisit ainsi de fermer la géométrie T par un rectangle de demi-
longueur L. Sur ce rectangle, on imposera une vitesse u∞ au �uide sur les
bords gauche et droit, représentant respectivement l'entrée et la sortie du
tube. Une plus grande longueur du domaine impose un nombre de mailles
plus grand ou des mailles plus étendues pour représenter toute l'aire du do-
maine. Ainsi, on va regarder l'impact de la demi-longueur L du rectangle
sur l'erreur err et le temps de calcul en gardant les paramètres NL et NR

sélectionnés précédemment.

On dé�nit

err =

(
V2 − Vref 2

Vref 2

)2

,

où Vref 2 correspond à la vitesse verticale de la particule dans la simulation
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Figure 10 � Temps de calcul pour le nombre de triangles dans le maillage.
En rouge, la régression linéaire utilisant la méthode des moindres carrés.

avec la géométrie la plus grande.

Pour étudier l'impact de la longueur du domaine sur le calcul, nous aug-
mentons la taille de la géométrie maillée en conservant la taille des mailles.
L'augmentation de la longueur provoque l'augmentation du nombre de mailles.
L'erreur de calcul dépend à la fois de la longueur du domaine et aussi la taille
des mailles, alors, à partir d'une certaine longueur du domaine, l'impact de
l'erreur err provoquée par la taille du maillage est prépondérante. C'est pour
cela que sur la �gure 13 on observe qu'à partir d'une certaine longueur du
domaine, l'erreur est indépendante de L.
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Remarque 4 Dans [14], on a le résultat suivant :
pour v ∈ H1(Ω), p ∈ L2

loc(Ω) solution au sens faible de (37), si il existe
b ∈ R tel que |Q| < b

Re
alors il existe c, d deux constantes réelles dépendantes

de la géométrie telles que pour tout (x1, x2) ∈ T , a ∈ R,

‖v(x1 > a, x2, t)‖2
2 + ‖∇v(x1 > d, x2, t)‖2

2

< c
(
‖v(x1, x2, t)‖2

2 + ‖∇v(x1, x2, t)‖2
2

)
e−da.

(70)

La remarque 4 appuie les résultats de la �gure 13, à partir d'une certaine
longueur du domaine, l'impact des particules sur le �uide est négligeable.

La �gure 14 indique le nombre de mailles en fonction de la longueur
du domaine. Les mailles étant de taille �xée pour cette étude, on explique
alors la proportionnalité entre les deux grandeurs. Le temps de calcul étant
directement lié au nombre de mailles du domaine, on peut en déduire que le
temps de calcul est proportionnel à la longueur du domaine.
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Figure 14 � Temps de calcul pour di�érentes demi-longueurs L du domaine
En rouge, la régression linéaire utilisant la méthode des moindres carrés.

Nous faisons le choix de prendre un rectangle de demi-longeur L = 3 a�n
de représenter le tube T .

3.2.4 Simulation dans le cas N = 1

Pour le cas N = 1, il y a existence et unicité d'une solution et les positions
d'équilibre sont calculées numériquement dans [13]. On souhaite retrouver ces
résultats avec l'algorithme que nous avons mis en place.

À partir de la positon des particules, on est capable de trouver (vS, pS,VS, ω)
solution de (40) - (41). On recherche les con�gurations dans lesquelles la so-
lution véri�e la condition suivante :

VS = (W, 0), (71)

oùW ∈ R. La recherche d'une vitesse de la formeWe1 est motivée par le fait
que nous attendons un déplacement horizontal de la particule donc la vitesse
doit être colinéaire à e1. De plus, puisque nous avons une seule particule dans
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notre écoulement, la valeur de la vitesse est la même que celle engendrée par
l'écoulement.

La position de la particule est repérée uniquement par sa position verti-
cale dans le tube, puisqu'il y a invariance de la position horizontale dans le
tube G = x2e2.

Figure 15 � Position de la particule.

D'après [13], dans le cas Re = 0, toutes les positions de la particule
dans le tube sont des positions "d'équilibre" c'est-à-dire que, pour tout
x2 ∈]− 1 + δ, 1− δ[, la solution (vS, pS,VS, ωS) véri�e VS,2 = 0 : la vitesse de
la bille dans un écoulement de Stokes est de la forme VS = (W, 0), W ∈ R,
quelque soit sa position dans le tube. C'est ce qu'on retrouve dans notre si-
mulation à la �gure 16 où pour toutes valeurs de x2, V2(x2) = 0.

48



-0.5 0 0.5

-0.0004

-0.0002

0

0.0002

0.0004

x
2

V
2

Figure 16 � Vitesse verticale de la particule à l'ordre 0.

Remarque 5 Comme il est décrit dans [13], il existe un lien entre la position
de la particule et la vitesse V1 et ω.
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Figure 17 � Valeur de la vitesse ho-
rizontale V1 de la particule en fonc-
tion de sa position x2.
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Le fait qu'on recherche une vitesse V2 de la particule nulle, n'implique
pas la nullité de ω. Ce résultat n'a pas d'impact pour les positions que nous
recherchons du fait que les particules sont sphériques dans notre étude.

Pour le cas Re > 0, au premier ordre, on remarque qu'il existe trois
positions "d'équilibre". Pour repérer ces positions, on trace en fonction de
x2 la vitesse V2 calculée numériquement (ou la deuxième composante du
vecteur C qui est proportionnelle à V2). Dans [13], G2(h) correspond à ce
qu'on appelle C2(x2).

Figure 19 � Evolution du coe�cient
C2 en fonction de la position de la
particule.

Figure 20 � Evolution de G équi-
valent au coe�cient C2 en fonction
de la position h de la particule.
Extrait de [13].

Dans [13], la particule est le centre du repère et h représente la distance
entre les bords repérés par −h et 1−h. Dans notre algorithme, les bords sont
�xes et repérés par −1 et 1 et la particule se situe en x2. On utilise alors la
relation suivante pour repérer de la même façon les positions des particules

h =
x2 + 1

2
.

Pour repérer une position d'équilibre, on cherche pour quelles valeurs de x2

(ou h), V2 (ou C2) s'annule. Dans [13], les positions d'équilibre sont pour

h(1) ≈ 0.26, h(2) ≈ 0, h(3) ≈ 0.74,

qui sont équivalentes à

x
(1)
2 ≈ −0.48, x

(2)
2 ≈ 0, x

(3)
2 ≈ 0.48,
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De la simulation que nous avons e�ectuée, nous trouvons que C2 s'annule
pour

x
(1)
2 = −0.48± 0.03, x

(2)
2 = 0± 0.03, x

(3)
2 = 0.48± 0.03.

L'incertitude qui est présente dans ces résultats est due à l'écart entre les
deux simulations autour du point d'équilibre.

En prenant le graphe d'évolution de la vitesse V2 de la particule en fonc-
tion de sa position dans le tube, on remarque que la vitesse V2 est propor-
tionnelle à C2 et de même signe.

Nous remarquons 3 points où la vitesse V2 est nulle : x(1)
2 , x

(2)
2 , x

(3)
2 . On

appelle ces points les positions d'équilibre. Hors de ces positions, le calcul in-
duit une vitesse verticale V2 6= 0. Ces résultats ne sont pas physiques puisque
nous travaillons avec un système stationnaire et que cela implique un dé-
placement vertical dans le tube. Dans le cas d'un raisonnement non station-
naire (∂tV 6= 0), nous remarquons l'évolution de la vitesse suivante.

Figure 21 � Evolution de V2 en fonction de la position de la particule.

Une position d'équilibre est une position dont la vitesse V2 est nulle.
Ceci correspond à une position x2 dans le tube où la particule se déplace
uniquement horizontalement. Ce sont les seules con�gurations physiquement
acceptables dans une résolution du problème stationnaire. À l'aide de la
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�gure 21, nous pouvons caractériser la stabilité de ces positions à l'aide du
sens (déterminé par son signe) de la vitesse V2 de la particule. Si la vitesse V2

des positions voisines d'une position d'équilibre tend à déplacer la particule
vers cette position, on parle de positions stables comme c'est le cas pour les
positions x(1)

2 et x(3)
2 . Nous parlerons de position instable dans le cas contraire

c'est à dire pour la position d'équilibre x(2)
2 .

3.2.5 Simulation dans le cas N = 2

Paramétrisation de la résolution numérique

L'objectif de la partie est d'observer ce qu'il se passe avec plusieurs parti-
cules dans l'écoulement. Pour les simulations, on regarde pour le cas N = 2 et
on rappelle que les particules ne sont pas en contact ni entre elles ni avec les
parois. La condition supplémentaire pour satisfaire l'équilibre est la suivante,

V 1 = V 2 = We1. (72)

On souhaite que les particules aient la même vitesse horizontale et qu'elles
ne se déplacent pas verticalement dans le tube. C'est-à-dire que dans le ré-
férentiel se déplaçant à la vitesse du barycentre des particules, les particules
sont immobiles.

Figure 22 � Schéma d'une position d'équilibre dans le cas N = 2.

Pour repérer la position des particules, on utilise la position verticale du
barycentre yp, la demi distance entre les particules a et l'angle θ que forme le
segment reliant les deux particules avec le vecteur e1. Cette façon de repérer
la position des particules nous permet d'obtenir la con�guration des parti-
cules avec trois paramètres.
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Figure 23 � Paramétrisation de la con�guration.

Recherche de position d'équilibre

On prend un échantillon pour a de 27 points équirépartis entre [0.07; 0.93],
pour yp de 27 points équirépartis entre [−0.93; 0.93] et pour θ de 27 points
équirépartis entre [−π

2
; π

2
]. Pour chaque possibilité de triplet (a, yp, θ), on ef-

fectue la résolution numérique des problèmes (42), (43), (51) et (68).

Dans le cas Re = 0, on recherche les con�gurations respectant la condi-
tion (72). D'après les valeurs de V2 sur la �gure 21 et des erreurs calculées
précédemment, on considère que les valeurs des vitesses inférieures à 10−5

numériquement, sont nulles. On recherche les con�gurations pour lesquelles

|V 1
1 − V 2

1 | < 10−5, |V 1
2 | < 10−5, |V 2

2 | < 10−5. (73)
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Figure 24 � Con�gurations respectant la contrainte (72).

Figure 25 � Schéma des con�gurations yp = 0 et θ = {0, π
2
}.
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Remarque 6 Le choix de dé�nir 10−5 comme "zéro" du problème est motivé
par les valeurs de la vitesse dans le cas N = 1. On pourrait aussi faire le choix
du "zéro" comme égal à 10−4, cela ferait apparaître quelques con�gurations
d'équilibre supplémentaires dans le plan ω = 0 et le plan yp = 0. La solution
a�n de déterminer au mieux le "zéro", serait d'étudier le cas où les particules
sont très loin l'une de l'autre puisqu'on peut raisonnablement faire l'hypothèse
qu'à une grande distance les particules n'interfèrent pas entre elles.

Par symétrie, on peut restreindre le tracé sur θ ∈ [0; π
2
]. Les solutions

de (40)-(41) et respectant (73) sont représentées sur la �gure 24. On re-
marque que les positions d'équilibre dans le cas Re = 0, sont concentrées
pour les positions où yp = 0 et θ = {0, π

2
}. Ces con�gurations correspondent

au cas où la géométrie du problème admet une symétrie d'axe (O, e1).

Evolution des con�gurations

On se place dans le cas Re = 0. On souhaite observer l'évolution des
con�gurations qu'induisent les vitesses des particules calculées précédemment
lors de la résolution dans le cas stationnaire. Pour cela, on va appliquer
l'algorithme suivant

(a0, y0
p, θ

0)→ (x1,0,x2,0)
V 1,V 2

−−−−→ (x1,1,x2,1)→ (a1, y1
p, θ

1).

On a a0, y0
p, θ

0 qui correspondent aux paramètres initiaux de la con�gura-
tion. À partir de ces paramètres, on en déduit la position des deux parti-
cules x1,0,x2,0 à l'instant "initial". À l'aide du calcul e�ectué, on récupère
les vitesses des particules induites par la résolution. On applique ces vitesses
aux positions des particules a�n de déterminer les positions des particules à
l'étape suivante x1,1,x2,1. On calcule les paramètres de la nouvelle con�gu-
ration a1, y1

p, θ
1 à partir de ces positions. On peut déduire les vitesses de ces

paramètres de la façon suivante

(Va, Vyp , Vθ) = (a1, y1
p, θ

1)− (a0, y0
p, θ

0).

On obtient alors un champ de vitesses des paramètres (a, yp, θ) en appliquant
cette méthode à toutes les con�gurations que nous avons générées précédem-
ment.
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Figure 26 � Champ de vecteurs (Va, Vyp, Vθ) pour le cas yp = 0.

En traçant le champ de vitesse (Va, Vyp , Vθ) pour yp = 0, on retrouve les
con�gurations à l'équilibre ((Va, Vyp , Vθ) = (0, 0, 0)) comme le montre la �-
gure 24, c'est à dire pour θ = 0 et θ = π

2
. On remarque aussi qu'aucune

des autres con�gurations issues du plan yp = 0 ne tend à évoluer vers les
con�gurations d'équilibre précédentes, que l'on caractérise de ce fait comme
instables.

Nous pouvons caractériser le problème comme périodique. Les con�gura-
tions où θ = −π

2
sont respectivement les mêmes que celles où θ = π

2
, sim-

plement en inversant les 2 particules puisqu'elles ont les mêmes propriétés.
Pour les plans yp 6= 0, les simulations montrent de faibles intensités de Vyp
par rapport aux 2 autres variables Va et Vθ. La faible variation de la position
du barycentre des particules dans le cas Re = 0, motive le fait de travailler
dans le plan des 2 autres paramètres a et θ.
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Figure 27 � Champ de vecteurs (Va, Vyp, Vθ) dans le cas yp = −0.64.

On souhaite tracer quelques lignes de courant dans la �gure 27. Le tracer
de lignes de courant dans le champ de vitesse de l'évolution des con�gura-
tions, permet d'une certaine manière de suivre l'évolution d'une con�guration
de départ (a0, y0

p, θ
0) en fonction d'un pseudo temps.
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Figure 28 � Champ d'évolution des con�gurations dans le graphe (a, θ)
pour yp = −0.64 et lignes de courant suivant l'évolution de quelques con�-
gurations.
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Figure 29 � Évolution d'une con�guration le long d'une ligne de courant.

En observant la direction des lignes de courant, les paramètres de la con�-
gurations tendent vers a→ +∞ et θ → 0.

Du fait que θ → 0, on peut émettre 2 hypothèses :
• les particules ont tendance à s'aligner,
• l'alignement entre les particules ne varie pas, l'évolution du paramètre θ
est la conséquence de la distance a entre les particules qui augmente.

Pour déterminer l'évolution de la trajectoire horizontale des particules,
nous traçons l'évolution de a ∗ sin(θ) le long d'une ligne de courant.
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Figure 30 � Evolution de a ∗ sin(θ) le long d'une ligne de courant.

58



La �gure 30 montre que la variation de la position verticale des parti-
cules est très faible. On peut conclure du fait que θ → 0 est une conséquence
de a→∞. Les particules ne sont jamais parfaitement alignées.

Champ de vecteur dans le cas θ = {0, π
2
} pour Re > 0

Des �gures 24 et 25, on a remarqué que les positions d'équilibre dans le
cas Re = 0 se situent pour les paramètres θ = {0, π

2
} et yp = 0. On souhaite

observer l'évolution des paramètres du problème en traçant le champ de vec-
teurs (Va, Vyp , Vθ) dans le cas Re > 0. On utilise pour cela la résolution de
(68) dans les cas θ = 0 et θ = π

2
.
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Figure 31 � Champ de vecteurs (Va, Vyp , Vθ) pour θ = 0.

Dans le cas θ = 0, les postions d'équilibre correspondent aux con�gura-
tions qui entraînent une symétrie d'axe (O, e1) au problème. On remarque
que ces positions sont instables.
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Figure 32 � Champ de vecteurs (Va, Vyp , Vθ) pour θ = π
2
.

Dans le plan (a, yp) pour θ = π
2
, il est mis en évidence une position d'équi-

libre stable pour les paramètres yp = 0 et a = 0.53. On peut conclure que
c'est la seule position d'équilibre physiquement acceptable.

Évolution du barycentre dans le cas Re > 0 petit

Dans le cas Re > 0 petit, on résout numériquement (68) pour les con�-
gurations précédemment engendrées. Des �gures 24 et 25, on ne remarque
pas de positions d'équilibre pour le cas Re = 0 mis à part pour les cas symé-
triques que nous avons étudié ensuite pour Re > 0.

Par dé�nition, la valeur des variables à l'ordre 1 est bien plus faible que
celle à l'ordre 0. Donc si V2 6= 0, la vitesse d'ordre 1 ne compense pas les
phénomènes engendrés à l'ordre 0.

Dans cette partie, on va se concentrer uniquement sur l'ordre 1 (Re > 0
petit), et regarder l'évolution de la position du barycentre des particules dans
le cas θ = 0.

On trace la vitesse V [1]
yp en fonction des positions du barycentre yp pour

les di�érentes distances entre les particules que nous avons. On fait l'analogie
avec l'évolution du barycentre dans le cas d'une particule.
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Figure 33 � Variation de yp au 1er ordre pour di�érentes valeurs de a.

Nous ne prenons pas en compte l'évolution de la distance entre des par-
ticules comme sur la �gure 31, on se place à un écart �xe en négligeant cette
variation. D'après la �gure 33, on observe 3 con�gurations dans lesquelles le
barycentre des particules ne varie pas. On peut e�ectuer un parallèle avec
la �gure 21 pour N = 1 puisque ces positions se trouvent dans les mêmes
plages de valeurs. De même, on remarque aussi une attractivité de certaines
positions. L'écart entre les particules a un impact sur le positionnement du
barycentre dans le cas des positions d'équilibre appelées stables dans la par-
tie pour N = 1.
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4 Technique de pénalisation pour la recherche

de positions d'équilibre

La partie précédente permet à Reynolds petit, de résoudre le système (37)
et de caractériser la con�guration. Nous mettons en évidence une dynamique
des positions lors de la résolution et dans cette partie nous souhaitons étudier
cette dynamique dans un cas évolutif et l'in�uence du nombre de Reynolds
sur ces con�gurations.

Le problème est le suivant, on recherche (u, p) ∈ H1(Ω)×L2
Loc(Ω) solution

de

Re
Du

Dt
= div(σ), sur D,

σ = 2D(u)− pId, sur D,
div(u) = 0, sur D,
u = 0, sur Γ,

lim
|x1|→∞

u(t, x1, x2) = u∞(x2) pour tout x2 ∈ [−1, 1],

u = V j + ωje3 ∧ rj, sur Sj, j ∈ {1, · · · , N}
dV j

dt
= − αj

πReδj

∫
Sj
σ · nj, j ∈ {1, · · · , N},

dωj

dt
= − 2αj

πReδj2

∫
Sj

(rj ∧ (σ · nj)) · e3, j ∈ {1, · · · , N}.

(74)

où Du
Dt

= ∂tu+ (u ·∇)u appelée la dérivée particulaire, la dérivée en temps
dans une description lagrangienne.

A�n de résoudre numériquement (74), nous allons nous inspirer de la
méthode appliquée dans [22] qui consiste à pénaliser les équations a�n de
modéliser la présence des particules. Le choix d'utiliser une technique de pé-
nalisation est motivé par le fait de ne pas avoir besoin de remailler le domaine
à chaque itération et de travailler numériquement sur un domaine rectangu-
laire. Dans notre cas nous appliquons une condition sur le �uide en entrée
a�n de mettre en mouvement les particules. Dans une première partie, nous
intégrons les équations du problème (74) sur le domaine T à l'aide des tech-
niques de pénalisation. À l'aide d'une méthode de Newton, appliquée sur
la formulation mise en place précédemment, nous résolvons le problème nu-
mériquement dans le cas stationnaire et pour di�érents Reynolds. L'objectif
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étant de rechercher des positions d'équilibre. Ensuite, nous allons travailler
sur le problème évolutif, en usant d'une méthode des caractéristiques, a�n
d'étudier la dynamique.

4.1 Dé�nition du problème à résoudre

Nous travaillons dans l'espace

KB = {u ∈ H1
0 (T ), ∃(V j, ωj) ∈ R2×R tels que u = V j+ωje3∧rj dans Bj}.

On cherche la solution (u, p) ∈ KB × L2
loc(T ) au sens faible de (74).

4.1.1 Formulation au sens faible du problème

Soit t > 0, on se concentre sur les trois premières équations de (74).
En e�ectuant le produit scalaire L2(Ω) de l'équation 1 du système (74) par
φ ∈ KB et en utilisant une intégration par partie,∫

Ω

Du

Dt
·φ+

1

Re

(∫
Ω

D(u) : D(φ)−
∫

Ω

pdiv(φ)−
N∑
j=1

∫
Sj

(σ · nj) · φ

)
= 0.

(75)

Puisqu'on a φ ∈ KB, alors pour tout j ∈ {1, · · · , N}, il existe (V j
φ , ω

j
φ) ∈ R3

tel que φ = V j
φ + ωjφe3 ∧ rj sur Bj. Ainsi on peut écrire,∫

Sj
(σ · nj) · φ =

(∫
Sj
σ · nj

)
· V j

φ +

(∫
Sj
σ · nj ∧ rj

)
· ωjφe3. (76)

Avec l'équation (76) et les deux dernières équations de (74), on peut
réécrire (75) de la façon suivante∫

Ω

Du

Dt
· φ+

1

Re

(∫
Ω

D(u) : D(φ)−
∫

Ω

pdiv(φ)

)
+

N∑
j=1

(
πδj

αj
dV j

dt
· V j

φ +
πδj

2

2αj
dωj

dt
ωjφ

)
= 0.

(77)

En exprimant le produit scalaire L2(Bj) de la dérivée particulaire de u
et φ, on obtient la relation suivante∫

Bj

Du

Dt
· φ = πδj

dV j

dt
· V j

φ +
πδj

2

2

dωj

dt
ωjφ. (78)
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Preuve :
Pour aboutir à cette relation, on calcule la dérivée particulaire de u ∈ KB surBj

Du|Bj

Dt
= ∂tu|Bj + (u|Bj ·∇)u|Bj

= ∂t(V
j + ωje3 ∧ rj) +

(
(V j + ωje3 ∧ rj) ·∇

)
(V j + ωje3 ∧ rj)

=
dV j

dt
+
dωj

dt
e3 ∧ rj − ωjV j + ωjV j − ωj2

rj

=
dV j

dt
+
dωj

dt
e3 ∧ rj − ωj2

rj.

(79)
En e�ectuant le produit scalaire L2(Bj) de (79) par φ ∈ KB,∫

Bj

Du|Bj

Dt
· φ =

∫
Bj

(
dV j

dt
+
dωj

dt
e3 ∧ rj − ωj

2
rj
)
·
(
V j
φ + ωjφe3 ∧ rj

)
=
dV j

dt
· V j

φ

∫
Bj

1 +

(
dωj

dt
V j
φ + ωjφ

dV j

dt

)
·
∫
Bj
e3 ∧ rj

+
dωj

dt
ωjφ

∫
Bj
‖e3 ∧ rj‖2 − ωj2

ωjφ

∫
Bj
rj · (e3 ∧ rj)

= πδ
dV j

dt
· V j

φ +
πδ2

2

dωj

dt
ωjφ.

(80)
Nous retrouvons donc le résultat.

En utilisant l'égalité (78), on peut écrire (77)∫
Ω

Du

Dt
·φ+

1

Re

(∫
Ω

D(u) : D(φ)−
∫

Ω

pdiv(φ)

)
+

N∑
j=1

∫
Bj

1

αj
Du

Dt
= 0. (81)

On ajoute la condition d'incompressibilité sur u (troisième équation de (74))
et div(φ) = 0 sur B.
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Dé�nition 2 On dit que (u, p) ∈ KB × L2
loc(T ) est solution au sens faible

de (74) si et seulement si pour tout φ ∈ KB, pour tout q ∈ L2(T ),
∫
T

A
Du

Dt
· φ+

1

Re

(∫
Ω

D(u) : D(φ)−
∫
T

pdiv(φ)

)
= 0,∫

Ω

qdiv(u) = 0,

(82)

où A = 1Ω + 1
α

1B.

C'est cette dé�nition que nous utiliserons par la suite.

4.1.2 Équivalence vitesse constante et déformation nulle

On souhaite montrer que l'espace KB peut aussi s'écrire

KB = {u ∈ H1
0 (T ),D(u) = 0 dans B}.

Proposition 6 Soit j ∈ {1, · · · , N}, D(u|Bj) = 0 si et seulement si il
existe V j ∈ R2 et ωj ∈ R tels que u|Bj = V j + ωje3 ∧ rj

Preuve :

Soit j ∈ {1, · · · , N}, on se place sur la boule Bj.

• On souhaite montrer que D(u) = 0 sur Bj implique l'existence d'une
vitesse de la particule j sous la forme u = V j + ωje3 ∧ rj dans Bj.

On peut exprimer ∇u comme la somme d'une partie symétrique et d'une
partie anti-symétrique,

∇u =
1

2
(∇u+ ∇uT ) +

1

2
(∇u−∇uT ) = D(u) +A(u). (83)

La partie symétrique s'écrit sous la forme,

D(u) =

(
∂x1u1

1
2
(∂x2u1 + ∂x1u2)

1
2
(∂x2u1 + ∂x1u2) ∂x2u2

)
, (84)

et la partie anti-symétrique s'écrit

A(u) =

(
0 β
−β 0

)
, (85)

où β = 1
2
(∂x2u1 − ∂x1u2).
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Remarque 7 On peut montrer que β est égal ωj.

En calculant ∂x1β et ∂x2β,

∂x1β = ∂x1(
1

2
(∂x2u1 − ∂x1u2))

= ∂x1(∂x2u1 −
1

2
(∂x2u1 + ∂x1u2))

= ∂x2(∂x1u1)− ∂x1(
1

2
(∂x2u1 + ∂x1u2))

= 0,

(86)

∂x2β = ∂x2(
1

2
(∂x2u1 − ∂x1u2))

= ∂x2(
1

2
(∂x2u1 + ∂x1u2)− ∂x1u2)

= ∂x2(
1

2
(∂x2u1 + ∂x1u2))− ∂x1(∂x2u2)

= 0.

(87)

On a montré que β est constant et donc queA(u) est constant. Puisque∇ u = A(u)
est constant d'après les équations précédentes, alors il existe (V j, ωj) ∈ R3

tel que
u = V j + ωje3 ∧ rj dans Bj, (88)

et ce pour tout j ∈ {1, · · · , N}.

• La deuxième implication découle du calcul de D(u) = 1
2
(∇u + ∇uT )

sur Bj où l'on retrouve D(u) = 0.

4.1.3 Mise en place de la pénalisation

Dans la littérature, il existe di�érentes méthodes de couplage �uide struc-
ture ( [7], [8], [11], [23]). On peut regrouper ces méthodes en deux familles :
les méthodes à maillage non structuré et les méthodes de domaines �ctifs.

Dans les méthodes à maillage non structuré, on maille le domaine �uide,
évolutif au cours du temps. Ces méthodes sont plus précises que les méthodes
de domaine �citfs mais nécésitent un remaillage du domaine à chaque pas de
temps et donc des temps de calculs plus élévés. Des méthodes telles que les
méthodes ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) utilisées dans [19] et [24],
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ou encore les méthodes à maillage adaptatif (AMR) [6], sont optimisées a�n
de contourner ce problème mais impliquent d'autres gestions au niveau du
maillage.

Les méthodes de domaine �ctif ont elles pour objectif de travailler sur un
domaine �xe, indépendant du temps. Parmi ces méthodes, on peut utiliser
des méthodes à maillage �xe, le maillage ne suit pas les solides en mouve-
ment, telles que les méthodes de forcing (Peskin, [26]) et les méthodes de
pénalisation ([5]).

Les méthodes de forcing consistent à appliquer un terme source à l'équa-
tion a�n de représenter une paroi solide. Cette technique est plus utilisée lors
de la modélisation de parois élastiques ayant un faible impact sur l'écoule-
ment. Les techniques de pénalisation permettent de travailler avec une unique
équation régissant tout le domaine. On introduit les contraintes du solide
dans l'équation du milieu �uide en la multipliant par un très grand scalaire,
a�n de contraindre les solutions. C'est cette méthode que nous allons appli-
quer par la suite en nous inspirant de ce qui est fait dans [23] et [22].

Nous voulons pénaliser le milieu représentant les particules solides. Il
est possible d'appliquer la pénalisation sur deux paramètres des équations
solides, la vitesse de translation, égale en tout point dans un solide indéfor-
mable, ou contraindre la déformation à être nulle [29].

Nous choisissons de pénaliser la déformation de la particule, tel qu'il est
e�ectué dans [20] et [25]. Elle est aussi utilisée dans [22], on ajoute, dans la
formulation au sens faible, un terme pour ε� 1 :

2

ε

∫
B

D(u) : D(φ).

L'utilisation d'une méthode de pénalisation permet de travailler dans un
espace de solution plus grand. On souhaite appliquer une contrainte sur la
solution dans la formulation au sens faible (82). Dans notre cas nous sou-
haitons contraindre la non déformation de la particule solide au cours du
mouvement et donc, pour ε� 1, nous recherchons (u, p) ∈ H1

0 (T )× L2(T )
solution au sens faible de (74) si et seulement si pour x2 ∈ [−1, 1],

lim
|x1|→∞

u(t, x1, x2) = u∞(x2)
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et pour tout φ ∈ H1
0 (T ), pour tout q ∈ L2(T ),

∫
T

A
Du

Dt
· φ− 2

ε

∫
B

D(u) : D(φ) +
1

Re

(∫
T

D(u) : D(φ)−
∫
T

pdiv(φ)

)
= 0,∫

T

qdiv(u) = 0.

(89)
On souhaite travailler dans le domaine T tout entier a�n de, numérique-
ment, ne pas remailler le domaine à chaque itération. D'un point de vue
physique, cette méthode revient à imposer une viscosité très grande au do-
maine concerné. Le domaine a un comportement très proche à celui d'un
solide. Une autre méthode utilisable est d'imposer une vitesse au domaine
concerné au lieu de restreindre la déformation. Ceci aura le même e�et d'un
point de vue physique puisque une autre propriété d'un solide est que tous
ces points se translatent à la même vitesse.

Remarque 8 Nous pouvons retrouver la démarche qui suit dans [22] et [25]
avec plus de détails dans le cas d'une géométrie bornée. Si on se place dans
un problème de Stokes stationnaire, on cherche (u, p) ∈ H1

0 (T ) × L2
loc(T )

solution de

div(σ) = 0, sur Ω,

σ = 2D(u)− pId, sur Ω,

div(u) = 0, sur Ω,

u = 0, sur Γ,

lim
|x1|→∞

u(t, x1, x2) = u∞(x2) pour tout x2 ∈ [−1, 1],

u = V j + ωje3 ∧ rj, sur Bj, j ∈ {1, · · · , N}.

(90)

et, 
∫
Sj
σ · nj = 0, j ∈ {1, · · · , N},∫

Sj
(rj ∧ (Σ · nj)) · e3 = 0, j ∈ {1, · · · , N}.

(91)

On peut déterminer le problème comme :
on cherche (u, p) ∈ KB × L2

loc(T ) solution au sens faible de (90) si et seule-
ment si pour x2 ∈ [−1, 1], lim

|x1|→∞
u(t, x1, x2) = u∞(x2) et pour tout φ ∈ KB,
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pour tout q ∈ L2(T ),
∫
T

D(u) : D(φ)−
∫
T

pdiv(φ) = 0,∫
T

qdiv(u) = 0.

(92)

Nous dé�nissons les espaces suivants :

Kdiv = {u ∈ H1(T ), div(u) = 0},
Kinf = {u ∈ H1(T ),∀x2 ∈ [−1, 1], lim

|x1|→∞
u(t, x1, x2) = u∞(x2)}. (93)

On peut associer à (92) le problème de minimisation suivant
u ∈ Kdiv ∩KB ∩Kinf , J(u) = min

v∈Kdiv∩KB∩Kinf
J(v),

J(v) =

∫
T

D(v) : D(v).
(94)

Considérons le problème de minimisation non contraint suivant, pour ε > 0
uε ∈ Kdiv ∩Kinf , Jε(uε) = min

vε∈Kdiv∩Kinf
Jε(vε),

Jε(vε) =

∫
T

D(vε) : D(vε)− 2

ε

∫
B̄

D(vε) : D(vε).
(95)

Avec la coercivité de b(v,v) =
∫
T
D(v) : D(v), la positivité

de b′(v,v) =
∫
B̄
D(v) : D(v) et ε petit, on a uε qui tend vers u (voir [5]).

4.2 Simulations Numériques dans le cas N = 1

À partir du système (89), nous souhaitons retrouver les positions et con�-
gurations d'équilibre mises en évidence dans la partie 3.2.4. A�n de résoudre
le système, nous allons appliquer deux méthodes :
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• une méthode de Newton a�n de résoudre le problème dans le cas sta-
tionnaire comme elle peut être notamment proposée dans [30],

• une méthode de remontée des caractéristiques a�n de traiter la dérivée
en temps, cette méthode est par exemple utilisée dans [23].
L'utilisation de ce système avec ces méthodes nous permettra aussi de quan-
ti�er l'in�uence de la turbulence sur les positions d'équilibre.

4.2.1 Méthode de Newton pour la résolution d'un problème sta-
tionnaire

Dans cette partie, nous souhaitons résoudre le système (89) dans le cas
stationnaire, dans le but de le résoudre sur le solver FreeFem++. La résolu-
tion de ce problème est motivée par notre volonté de retrouver les résultats
de la partie 3.2.4 en les étendant à une turbulence plus forte.

En posant
v(X) = u(x)− We1, X = x−We1

où We1 représente la vitesse horizontale moyenne des particules, on cherche
alors (v, p) ∈ H1(T )× L2(T ) solution pour tout (φ, q) ∈ H1(T )× L2(T )

∫
T

A(v ·∇)v · φ− 2

ε

∫
B

D(v) : D(φ)

+
1

Re

(∫
T

D(v) : D(φ)−
∫
T

pdiv(φ)

)
− 1

Re

∫
∂T

((2D(v)− pId) · n) · φ = 0,∫
T

qdiv(v) = 0.

(96)

Nous souhaitons résoudre un problème dans le cas stationnaire, nous pou-
vons alors utiliser un algorithme de Newton comme il est présenté dans [17],
par exemple, a�n de la résoudre numériquement.

On cherche à resoudre le problème suivant : pour tout φ ∈ H1(T ) et pour
tout q ∈ L2(T ), on cherche (v, p) solution de l'équation

F (v, p,φ, q) = 0,
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où

F (v, p,φ, q) =

∫
T

A (v ·∇)v · φ+
2

ε

∫
B

D(v) : D(φ)

+
1

Re

(∫
Ω

D(v) : D(φ)−
∫
T

pdiv(φ)

)
+

∫
T

qdiv(v)

− 1

Re

∫
∂T

((2D(v)− pId) · n) · φ.

(97)

On dé�nit la dérivée fonctionnelle de F comme

Dδv,δpF (v, p,φ, q) = lim
ε→0

d

dε
F (v + εδv, p+ εδp,φ, q), (98)

ce qui nous donne

Dδv,δpF (v, p,φ, q)

=

∫
T

A (δv ·∇)v · φ+

∫
T

A (v ·∇) δv · φ

+
2

ε

∫
B

D(δv) : D(φ) +
1

Re

(∫
Ω

D(δv) : D(φ)−
∫
T

δpdiv(φ)

)
+

∫
T

qdiv(δv)− 1

Re

∫
∂T

((2D(δv)− δpId) · n) · φ,

(99)
linéaire en δv, δp.

On linéarise F (v, p,φ, q) autour d'un état de départ v0, p0 :

F (v, p,φ, q) ' Dv−v0,p−p0F (v0, p0,φ, q) + F (v0, p0,φ, q) = S(v, p,φ, q),
(100)

et on recherche l'état suivant v1 = v0 + δv0, p1 = p0 + δp0 de sorte que
S(v1, p1,φ, q) = 0 et donc par résolution de

Dδv0,δp0F (v0, p0,φ, q) + F (v0, p0,φ, q) = 0. (101)

On réitère le processus jusqu'au test d'arrêt, pour ε1 > 0,∫
T

‖δvn+1‖2

‖vn+1‖2

< ε1.

71



Paramètres numériques

On souhaite résoudre l'algorithme précédent à l'aide du solveur Free-
Fem++. Pour cela, on se place dans un rectangle de demi-longueur L = 3 et
demi-largeur l = 1 représentant le tube T . Les particules seront représentées
par leur position (xi1, x

i
2) et le carré de leur rayon δ = 0.004225 correspon-

dant au cas d'une graine de colza. Toutes les particules auront le même
rapport de densité, α = 1

2
. Le choix de travailler avec des rapports de densité

proche de 1 s'éloigne du cas réel. Ce choix est motivé par le fait de stabiliser
la convergence de la résolution numérique du problème. Les espaces utili-
sés pour représenter les vitesses, la pression et l'indicatrice représentant les
particules sont respectivement P1-bulle, P1 et P0 décrits dans la partie 3.2.2.

Positions d'équilibre

On souhaite retrouver les positions d'équilibre mises en évidence dans la
partie 3.2.4 pour valider cet algorithme.

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
-0.0004

-0.0002

0
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Figure 34 � Variation de la vitesse verticale V2 en fonction de x2 pour Re =
2.
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Dans la �gure 34, on retrouve lorsque la vitesse V2 s'annule que les posi-
tions d'équilibre sont situées en x(1)

2 = −0.480 ± 0.039 et x(2)
2 = 0 similaires

aux positions d'équilibre mis en évidence dans la �gure 21. On retrouve aussi
les mêmes caractérisations de la stabilité de ces positions.

Évolution des positions d'équilibre en fonction du nombre de
Reynolds

Maintenant, on souhaite observer l'impact de la turbulence sur les po-
sitions d'équilibre du problème. Pour cela, nous allons e�ectuer avec l'algo-
rithme précédent plusieurs simulations, a�n de déterminer pour di�érents
Reynolds, l'évolution de la position d'équilibre stable x(1)

2 (la position en x(2)
2

est une conséquence de la symétrie du problème).
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Figure 35 � Évolution de la position d'équilibre stable x(1)
2 en fonction du

nombre de Reynolds. En bleu, l'évolution de la position d'équilibre x(1)
2 , en

rouge l'incertitude haute et en jaune, l'incertitude basse.
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La �gure 35 met en exergue l'évolution des positions d'équilibre dites
stables vers le centre du tube lorsque la turbulence augmente. On peut en
conclure que la turbulence concentre les positions d'équilibre.

4.2.2 Semi-discrétisation en temps pour une résolution évolutive

Dans cette partie on souhaite résoudre (89) dans le cas évolutif. L'objectif
est de mettre en avant les positions d'équilibre vues dans les parties précé-
dentes ainsi que leur stabilité. A�n de le résoudre sur le solver FreeFem++,
nous souhaitons semi discrétiser en temps l'équation. La méthode utilisée,
décrite dans [23] ou [27], consiste à discrétiser la dérivée particulaire Du

Dt
de

façon lagrangienne. Le principe de cette méthode des caractéristiques est la
suivante, soit X la trajectoire d'une particule de �uide dans un écoulement.
La particule positionnée en x au temps t de vitesse v satisfait :

∂X

∂τ
(x, t, τ) = v(X(x, t, τ), τ),

X(x, t, τ) = x.
(102)

Soit ϕ(x, t) ∈ H1(T ),

Dϕ

Dt
(x, t) = (∂tϕ+ (v ·∇)ϕ) (x, t) = ∂τ (ϕ(X( x, t, τ), τ)|τ=t. (103)

Notons ∆t > 0 le pas de temps tel que tn = n∆t et ϕ(x, tn) = ϕn(x),

Dϕ

Dt
(x, t) =

ϕn+1(X(x, tn+1, tn+1))−ϕn(X(x, tn+1, tn))

∆t
+ o

∆t→0
(1). (104)

Des équations précédentes, on peut écrire

Dϕ

Dt
(x, t) =

ϕn+1(x)−ϕn(Xn(x))

∆t
+ o

∆t→0
(1). (105)

Ainsi en appliquant la méthode à l'équation (89), on peut écrire la semi-
discrétisation en temps sous la forme :
on cherche (u, p) ∈ H1

0 (T )× L2(T ) tels que pour x2 ∈ [−1, 1],

lim
|x1|→∞

u(t, x1, x2) = u∞(x2),
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et pour tout φ ∈ H1
0 (T ), pour tout q ∈ L2(T ),

∫
T

A
un+1(x)− un(Xn(x))

∆t
· φ− 2

ε

∫
B

D(u) : D(φ)

+
1

Re

(∫
T

D(u) : D(φ)−
∫
T

pdiv(φ)

)
= 0,∫

T

qdiv(u) = 0.

(106)

Paramètres numériques

On se place dans la même con�guration que la partie précédente. Nous
souhaitons implémenter le problème (106). Pour la partie en temps, nous
utilisons la fonction convect de FreeFem++ pour traiter la remontée des ca-
ractéristiques. Le maillage utilisé est similaire au maillage de la partie 3.2.3.
Nous choisissons d'itérer l'algorithme avec un pas de temps ∆t = 0.5.

Stabilité des positions d'équilibre

Dans la partie 3.2.4, des positions d'équilibre sont mises en lumière, tout
comme leur caractérisation. Une dynamique de ces positions est trouvée,
caractérisant les positions stables et instables. Nous souhaitons, dans cette
partie, observer numériquement l'évolution des ces positions en temps.
Pour résoudre ce problème, nous prenons plusieurs con�gurations où la posi-
tion initiale x2 est équirépartie entre [−1+

√
δ, 0] puis, on observe l'évolution

au cours du temps du barycentre de la particule.
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Figure 36 � Évolution de la position d'une particule à di�érentes positions
initiales au cours du temps.

De la �gure 36, on retrouve les positions d'équilibre ainsi que la caracté-
risation de la stabilité mis en évidence sur la �gure 21 dans le cas évolutif.

In�uence de la densité

Dans cette partie, on souhaite déterminer l'impact de la densité de la
particule, dans le cas stationnaire, sur sa vitesse verticale. Pour des raisons de
convergence numériques, les simulations précédentes ont été e�ectuées pour
un rapport de densité α = 1

2
correspondant à une densité des particules de

ρp = 2 kg.m−3 par exemple. On souhaite déterminer l'impact de la densité
de la particule sur les positions d'équilibre stables. Pour cela, on e�ectue
les simulations pour di�érentes positions x2 de la particule et on se place à
Re = 2.

Remarque 9 On rappelle que α =
ρf
ρp
. Du fait que le �uide est de l'air et

donc ρf = 1 kg.m−3, on trouve que numériquement α est l'inverse de ρp (à
unité près).
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Figure 37 � Évolution d'une position d'équilibre stable pour di�érentes
densités de particule ρp.

Nous simulons pour ρp < 140 kg.m−3 puisque que au delà, la résolution
avec les paramètres numériques que nous utilisons ne converge plus. D'après
la �gure 37, en augmentant la densité de la particule, les positions d'équilibre
ont tendance à s'éloigner les unes des autres. On peut intuiter que l'évolution
d'une position d'équilibre stable admet une asymptote. Nous rappelons que
nous n'avons pas pris en compte la gravité dans ces simulations.
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5 Modi�cations des conditions limites

L'objectif de cette partie est de quanti�er l'impact des conditions aux li-
mites sur le problème. On conserve la modélisation de la partie 2 concernant
le comportement du �uide et celui des particules solides. Nous appliquerons
di�érentes conditions sur les bords Γinf et Γsup ainsi qu'en entrée et sortie
du tube T .

La première condition que nous allons appliquer est une condition de
Robin sur les bords Γinf et Γsup. Cette condition est la combinaison d'une
condition de Neumann et de Dirichlet comme nous pouvons trouver ainsi
que d'autres conditions dans [21]. Cette condition de bords peut permettre
de modéliser une paroi rugueuse dont [1] explique la démarche a�n d'en faire
le lien. Les parois des tuyaux du système de semis ne sont pas parfaitement
lisses et nous souhaitons déterminer l'impact de cette condition en suppo-
sant des rugosités sur la surface. Ce choix implique un changement de vitesse
imposée en entrée et en sortie du tube T , conformément à cette nouvelle
condition. [32] présente di�érents résultats sur l'existence et la régularité de
solution satisfaisant cette condition. Nous utiliserons le solveur FreeFem++
pour calculer numériquement l'impact de ces conditions sur les solutions.

L'autre condition pouvant avoir un impact sur la solution est appliquée
en entrée et sortie du tube T . Dans les parties précédentes, nous imposions
une vitesse u∞ sur �uide. [8] applique une condition de contrainte sur �uide
au bord du domaine dans le cas d'un domaine borné et fait l'analyse mathé-
matique d'une solution. Dans notre cas, nous allons imposer une condition
sur la contrainte du �uide en entrée du tube qui représentera une force qui
s'applique sur ce milieu, et en sortie du tube T nous modéliserons une sortie
libre. Cette condition est utilisée pour plusieurs raisons. Technologiquement,
c'est une turbine qui alimente le circuit pneumatique. Intuitivement, on peut
penser que ce système impose une pression assimilée à une force sur le �uide
a�n de le mettre en mouvement. Une utilisation numérique de cette condi-
tion est e�ectuée dans [12], dans le cas sans particule dans un domaine borné.
Dans cette partie, nous étudions numériquement l'impact de l'encombrement
sur le débit du �uide en imposant une telle condition.
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5.1 Conditions de Robin et rugosité sur les bords

Dans cette partie, nous souhaitons modéliser des parois admettant des
rugosités. Pour cela, nous allons appliquer une condition de Robin sur les
parois Γ représentant la combinaison d'aspects de glissement et d'adhérence
d'une surface. Nous reprenons les équations de la partie 2 pour modéliser et
simuler numériquement l'impact de cette condition.

5.1.1 Mise en équation du problème

On travaille avec la géométrie de la partie 2. En reprenant le travail
de modélisation e�ectué dans cette partie, on modélise le comportement du
�uide de la façon suivante,

∂tu+ (u ·∇)u− 1

Re
div(σ) = 0, sur D, (107)

avec σ = 2D(u)− pId.
Le �uide est toujours considéré comme incompressible,

div(u) = 0, sur D. (108)

Chaque particule j a un comportement satisfaisant les conditions suivantes,

dV j

dt
= − αj

πReδj

∫
Sj
σ · nj, pour t > 0, (109)

et
dωj

dt
= − 2αj

πReδj2

∫
Sjt

(rj ∧ (Σ · nj)) · e3, pour t > 0. (110)

Pour les conditions sur les bords Γ, on impose une condition de non-
pénétrabilité du �uide,

un = 0 sur Γ. (111)

Pour tout j ∈ {1 · · ·N}, on a la condition de continuité sur Sj

u = V j + ωje3 ∧ rj. (112)

Sur les bords Γinf et Γsup, pour modéliser la rugosité possible de la surface
du tuyau, la vitesse tangentielle du �uide uτ respecte la condition suivante

∂nuτ + auτ = Kτ . (113)
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où a et Kτ sont des paramètres réels représentant respectivement l'inverse
de la taille des rugosités et la vitesse de la paroi (cf [1]).

En entrée et sortie du tube T , on applique toujours une condition sur la
vitesse du �uide pour x2 ∈ [−1; 1],

lim
|x1|→+∞

u(x1, x2) = urug(x2). (114)

Remarque 10 La vitesse urug est issue de la solution (urug, prug) de l'écou-
lement d'un �uide dans un tube sans particule soumis à un débit Q, où les
conditions de bord sur les parois s'écrivent ∂nurugτ + aurugτ = Kτ .

urug(x2) =

(
6Kτ − 3aQ

4(3 + a)

(
x2

2 − 1
)

+
2Kτ + 3Q

2(3 + a)
, 0

)
,

et

prug =
6Kτ − 3aQ

2(3 + a)
x1 + C,

où C ∈ R.

5.1.2 Formulation au sens faible

Nous allons dé�nir la formulation au sens faible du modèle dé�ni dans la
partie précédente dans le but de l'implémenter sur le solver FreeFem++.

Soient φ ∈ H1(Ω) et q ∈ L2
loc(Ω). On e�ectue le produit scalaire sur L2(Ω)

de l'équation (107) avec φ ∈ H1(Ω),∫
Ω

Du

Dt
· φ− 1

Re

(∫
Ω

div(σ) · φ
)

= 0. (115)

En e�ectuant une intégration par parties de l'équation précédente,∫
Ω

Du

Dt
·φ+

1

Re

(
2

∫
Ω

D(u) : D(φ)−
∫

Ω

pdiv(φ)−
∫
∂Ω

2D(u) · n · φ+

∫
∂Ω

pn · φ
)

= 0.

(116)

On note que ∂Ω est composé de Γinf , Γsup et de la réunion des bords
de Bj. On remarque que sur Γ,

[2D(u) · n]Γ = (∂nuτ , 0) = (Kτ − auτ , 0) (n · e2).
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où [ · ]Γ correspond à la restriction sur Γ.

De ce fait et en utilisant l'équation (113), on écrit (116)∫
Ω

Du

Dt
· φ+

1

Re

(
2

∫
Ω

D(u) : D(φ)−
∫

Ω

pdiv(φ)

−
∫

Γ

(n · e2)(Kτ − auτ , 0) · φ+

∫
∂Ω

pn · φ−
∫
B

(σ · nj) · φ
)

= 0.

(117)

Le problème à résoudre est donc le suivant :

On recherche (u, p) ∈ H1(Ω) × L2
loc(Ω) telles que pour tout φ ∈ H1(Ω)

et pour tout q ∈ L2(Ω), lim
|x1|→∞

u(x1, x2) = urob,∞(x2) et



∫
Ω

Du

Dt
· φ+

1

Re

(
2

∫
Ω

D(u) : D(φ)−
∫

Ω

pdiv(φ)

−
∫

Γ

(n · e2)(Kτ − auτ , 0) · φ+

∫
∂Ω

pn · φ−
∫
B

(σ · nj) · φ
)

= 0,∫
Ω

qdiv(u) = 0.

(118)

Nous pouvons trouver des résultats d'existence et de régularité dans [32].

5.1.3 Simulations numériques dans le cas N = 1

On souhaite déterminer dans cette partie l'in�uence d'une condition de
bord de type Robin et ses paramètres. Pour cela, on se place dans un domaine
rectangulaire de L = 3 et h = 1 représentant le tube T . On prend une parti-
cule dont le carré du rayon vaut δ = 4.3∗10−3 et le rapport de densité α = 1

2
.

Nous souhaitons résoudre (118) sur FreeFem++. Nous utilisons des éléments
P2 a�n de résoudre les vitesses et P1 pour la pression. Les conditions limites
qui seront appliquées sont la vitesse urug en entrée et sortie du tube et une
condition de Robin sur les bords représentant Γ. On choisit comme débit du
�uide Q = 2.
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In�uence de a

On applique une condition de Robin (113) où Kτ = 0 sur les bords Γ. On
souhaite déterminer l'impact du paramètre a sur l'évolution d'une position
d'équilibre stable et sur l'évolution de la vitesse verticale de la particule V2

en fonction de sa position.
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Figure 38 � Impact de a sur l'évolution de la vitesse V2 pour di�érentes
positions de la particule.

La �gure 38 indique que le paramètre a n'a pas d'in�uence sur les posi-
tions d'équilibre. Par contre, la dynamique permettant d'atteindre une posi-
tion d'équilibre stable est diminuée lorsque a est faible.

In�uence de Kτ

Dans cette partie, on applique une condition de Robin (38) sur les bords Γ
pour a = 1 et en faisant varier Kτ a�n d'en déterminer son impact.
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Figure 39 � Impact de Kτ sur l'évolution de la vitesse V2 pour di�érentes
positions de la particule.

De même qu'avec le paramètre a, Kτ n'a pas d'in�uence sur les positions
d'équilibre. La dynamique de la vitesse V2 est atténuée lorsque Kτ est grand.

On conclut donc que l'application d'une condition de Robin sur les bords Γ
n'a pas d'impact sur les positions d'équilibre. Cette condition aura un impact
sur la dynamique de la particule.

5.2 Conditions de contrainte en entrée

Dans cette partie, on cherche une autre modélisation de l'entrée et de la
sortie du tube T . Le transport des particules dans le semoir est alimenté par
une turbine. Le choix d'une modélisation imposant une vitesse au loin des
particules, n'est pas totalement représentatif du système physique mais plus
conventionnel. Nous souhaitons évaluer numériquement l'impact d'une condi-
tion imposant une contrainte en entrée et sortie du tube. Cette modélisation
parait plus intuitive, du fait qu'une turbine impose une force sur le �uide
pour le mettre en mouvement. Pour ce faire, nous nous inspirons de ce qui
est fait dans [8] et [21], dans le cas d'un domaine borné, pour mettre en place
une formulation faible, a�n d'implémenter sur Freefem++ et de déterminer
l'impact de cette condition sur le débit et la congestion dans le tuyau.
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5.2.1 Mise en équation du problème

Pareillement à la partie précédente, on met en équation le problème avec
la géométrie de la partie 2 en modélisant le �uide de la façon suivante

∂tu+ (u ·∇)u− 1

Re
div(σ) = 0, sur D,

σ = 2D(u)− pId, sur D,
div(u) = 0, sur D.

(119)

Et chaque particule j satisfait les équations de la mécanique classique new-
tonienne

dV j

dt
= − αj

πReδj

∫
Sj
σ · nj, pour t > 0,

dωj

dt
= − 2αj

πReδj2

∫
Sjt

(rj ∧ (Σ · nj)) · e3, pour t > 0.

(120)

On considère qu'il y a toujours non pénétration du �uide et qu'il adhère sur
les bords du tube Γ,

u = 0.

On garde la condition de continuité sur les bords Sj pour j ∈ {1 · · ·N}

u = V j + ωje3 ∧ rj. (121)

L'objectif de cette partie est d'appliquer une condition à l'entrée et sortie du
tube T de la forme

lim
x1→−∞

σ(x1, x2) · n(x1, x2) = Fe et lim
x1→+∞

σ(x1, x2) · n(x1, x2) = Fs, (122)

où Fe est un vecteur représentant une force imposée en entrée du tube et Fs
celui représentant une force en sortie. Généralement on considérera une sortie
libre, c'est à dire Fs = 0.

En e�ectuant le produit de la première équation de (119) sur L2(Ω)
par φ ∈ H1

0 (Ω) et en utilisant une intégration par partie∫
Ω

Du

Dt
· φ+

1

Re

(
2

∫
Ω

D(u) : D(φ)−
∫

Ω

pdiv(φ)

)
= 0. (123)
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Ainsi, on cherche (u, p) ∈ H1(Ω)×L2
loc(Ω) telles que pour tout φ ∈ H1(Ω)

et q ∈ L2(Ω), lim
x1→−∞

σ(x1, x2) · n = Fe et lim
x1→+∞

σ(x1, x2) · n = 0


∫

Ω

Du

Dt
· φ+

1

Re

(
2

∫
Ω

D(u) : D(φ)−
∫

Ω

pdiv(φ)−
∫
B̄

(σ · nj) · φ
)

= 0,∫
Ω

qdiv(u) = 0.

(124)
Une analyse mathématique de l'existence et de la régularité est présente
dans [8].

5.2.2 In�uence d'une force en entrée sur le �uide pour N = 1

Comme dans les sections précédentes, nous nous plaçons dans un domaine
rectangulaire de longueur L = 3 et largeur h = 1. Nous prenons comme
nombre de Reynolds Re = 2. La particule a un rapport de densité α = 1

2
et

un rayon de δ = 4. ∗ 10−3. Les espaces P2 et P1 seront utilisés pour résoudre
les vitesses et la pression solution de (124). On applique une condition sur la
contrainte sur le bord représentant l'entrée du tube et en sortie une condition
de sortie libre.

On souhaite, tout d'abord, déterminer l'in�uence de Fe = (Fe, 0) sur les
positions d'équilibre ainsi que sur la vitesse verticale de la particule V2.
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Figure 40 � Vitesse V2 en fonction de x2 pour di�érentes valeur de Fe.

Le paramètre Fe n'a pas d'in�uence sur la position d'équilibre stable mais
l'augmentation de ce paramètre augmente aussi la dynamique du problème.
Ce paramètre représentant une pression appliquée sur le �uide, nous regar-
dons son impact sur la vitesse horizontale de la particule.
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Figure 41 � Évolution du maximum de la vitesse V1 (en x2 = 0) en fonction
de Fe.
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La vitesse d'avancement de la particule est donc proportionnelle à la force
appliquée sur le �uide en entrée.

5.2.3 In�uence de l'encombrement dans le cas N = 20

L'objectif de cette partie est de déterminer l'in�uence de l'encombrement
du tube sur l'écoulement des paticules (le débit du �uide). Une probléma-
tique soulevée par l'équipe de l'INRAE est la formation de bouchons due
à l'incapacité du �uide à transporter un grand nombre de graines à la fois.
Cette problématique peut êtres prise en compte par le choix de la modéli-
sation de la partie précédente, c'est à dire l'application d'une force a�n de
mettre en mouvement le �uide.

Numériquement, a�n de reproduire ce phénomène, nous allons disposer
un nombre N de particules dans un tube, positionnées aléatoirement et nous
calculons le débit e�ectif du �uide en sortie. Nous réitérons ce procédé 1000
fois et nous a�chons les con�gurations des particules correspondant aux cas
pour les 3 débits les plus élévés et les 3 débits les plus faibles.

Dans un domaine de longueur L = 4 et h = 1, nous disposons aléa-
toirement 20 particules comprises dans un rectangle de demi-longueur 3 et
largeur 1 (nous laissons une distance entre le bord et la position des premières
particules a�n que le pro�l de la vitesse du �uide se stabilise en entrée) que
nous représentons par un disque de rayon R = 0.067 (δ = 0.0043). En entrée,
on applique une contrainte sur le �uide de valeur Fe = 0.5 et une sortie libre.

87



-4 -2 0 2 4
-1

-0.5

0

0.5

1

x

y

Q =0.25248

-4 -2 0 2 4
-1

-0.5

0

0.5

1

x

y
Q =0.24474

-4 -2 0 2 4
-1

-0.5

0

0.5

1

x

y

Q =0.24335

Figure 42 � Con�gurations avec les débits les plus élevés.
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Figure 43 � Con�gurations avec les débits les plus faibles.

88



La première conclusion que nous pouvons faire est la variation du débit
du �uide en fonction de l'emplacement des particules. Ce modèle de condition
en entrée appliqué sur le �uide tend à respecter les intuitions de l'équipe de
l'INRAE et l'hypothèse faite d'une modélisation plus �dèle de ce qu'impose
une turbine sur le �uide.

En projetant les particules sur la sortie du tube, nous remarquons, d'après
les �gures 42 et 43, que dans le cas des débits les plus élevés, les particules
sont réparties sur les extrémités du tube. On remarque l'absence de parti-
cules au centre contrairement aux cas des débits les plus faibles. Ceci peut
s'expliquer par le fait que la contrainte en entrée induit une vitesse ayant un
pro�l similaire à celle dans le cas d'un écoulement de Poiseuille et donc la
valeur de la vitesse du �uide est plus élevée au centre du tube.

Une condition sur la contrainte en entrée du tube n'in�ue pas sur les po-
sitions d'équilibre stables du problème. Or il existe une in�uence mutuelle
entre la position et les vitesses des particules avec le débit et donc la vitesse
du �uide.
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6 Conclusion

L'objectif de la collaboration entre le laboratoire de Mathématiques Blaise
Pascal et l'INRAE est de comprendre, au travers d'une approche numérique,
la perte de régularité lors du semi. Pour répondre à cette problématique,
nous avons fait le choix d'étudier la conservation de la distance entre les par-
ticules, lors de leur transport, en recherchant des con�gurations conservant
la régularité.

Dans le cas de deux particules, les seules positions d'équilibre mis en évi-
dence, à faible turbulence, sont celles reproduisant une symétrie au problème.
Or ces con�gurations étant instables, nous ne pouvons les prendre en consi-
dération dans le cas réel. De ce fait, le comportement qui est mis évidence,
est l'éloignement des deux particules entre elles lors du transport. A�n de
comprendre la formation de bouchons dans le semoir, il faudra utiliser plus
de particules dans la simulation.

Dans le cas d'une particule, seule dans l'écoulement, nous remarquons
des positions d'équilibre stables où la particule se déplace sans variation de
vitesse lors du transport. L'impact de la turbulence du �uide et de la densité
de la particule, déplace uniquement ces positions dans le tube.

D'un point de vue numérique, nous utilisons aussi des conditions aux
limites moins conventionnelles, mais paraissant plus adaptées au problème
réel. Une étude plus approfondie de l'impact de ces conditions sur les parti-
cules pourrait être envisagée.

Mathématiquement, nous avons un algorithme pouvant résoudre l'écou-
lement tubulaire d'un �uide, transportantN particules à de faible turbulence.

Cette thèse est soumise à plusieurs choix et hypothèses simpli�catrices.
Tout d'abord, nous avons choisi de travailler sur une géométrie bidimension-
nelle a�n de simpli�er l'étude mathématique et limiter les temps de calcul.
Pour travailler sur une géométrie tridimensionnelle, nous avons appréhendé
le logiciel de calcul OpenFoam et nous avons tenté d'appliquer les méthodes
utilisées sur ce logiciel.
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Figure 44 � Exemple de simulation sur OpenFoam : Évolution de la vitesse
d'une particule lors d'un écoulement dans un tube.

La géométrie utilisée représente un tube droit. La prise en compte de
l'aspect coudé des tuyaux du semoir pourrait être une étape supplémentaire
à cette étude. De même, la prise en compte de la diversité des formes, densi-
tés et tailles de graines est une piste potentielle d'amélioration de cette thèse.

Figure 45 � Comparaison de di�érentes graines : colza, blé, soja, féverole,
maïs.

91



La modélisation du comportement des milieux �uide et solide, est ef-
fectuée au travers des modèles classiques pour ces milieux. A�n d'enrichir le
modèle, nous avons travaillé avec di�érentes conditions sur les limites du tube
mais ceci n'exclut pas la possibilité d'utiliser d'autres modèles plus �dèles à
l'outil agricole. Notamment, la prise en compte des contacts des particules
entre elles ou avec les parois, peut être implémentée en s'inspirant des mo-
dèles de [23] et [35], appliqués à notre problème.

Lors de cette thèse, nous nous sommes concentrés sur le transport dans
les tubes, pour expliquer la perte de régularité lors du semis. D'autres par-
ties technologiques du semoir peuvent être responsables de cette perte, telles
que la tête de distribution et la répartition des particules dans les di�érentes
sorties.

Figure 46 � Étude de la tête de distribution lors du bouchage d'une sortie.
À gauche, graphe issu de [36] montrant la répartition des graines dans chaque
sortie de la tête de distribution en bouchant un ori�ce. À droite, la répartition
des débits du �uide dans chaque entrée de tube en bouchant une sortie, réalisé
sur FreeFem++.

Une étude expérimentale d'un semoir agricole est présentée dans [36] et
une modélisation de cette partie pourrait être envisagée.
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Modélisation et simulation du comportement de particules dans
des écoulements de �uides con�nés : application aux machines de
semis.

Résumé : Le but de cette thèse est d'apporter une solution numérique
aux problèmes rencontrés dans un semoir agricole notamment lors du trans-
port des graines dans les tubes. Dans une première partie, en nous focalisant
sur la phase de transport des particules, nous mettons en équations le pro-
blème physique dans le cas bidimensionnel. Nous choisissons un modèle de
Navier Stokes dans le cas incompressible pour représenter le comportement
du �uide et les équations de la mécanique classique newtonienne pour les
particules. Pour les conditions aux limites et aux interfaces, nous choisissons
dans les modèles les plus courants rencontrés dans la littérature. La deuxième
partie est consacrée à la recherche de positions d'équilibre des particules dans
un tube droit in�ni. Nous souhaitons savoir si dans certaines con�gurations,
les particules conservent leurs distances entres elles au cours du mouvement.
Nous travaillons dans le cas stationnaire et pour un nombre de Reynolds très
petit a�n de déterminer l'existence et l'unicité du problème à N particules.
Une étude numérique, à l'aide du solveur FreeFem++, est e�ectuée dans le
cas de deux particules a�n de déterminer ces positions ainsi que leur stabi-
lité. La dernière partie est une étude numérique, avec le solveur FreeFem++,
de l'évolution des positions d'équilibre en changeant certaines conditions aux
limites. A�n de modéliser au plus proche le tuyau, nous considérons des ru-
gosités à l'interface et pour la turbine, alimentant le système pneumatique,
nous considérons qu'elle impose une pression au �uide et non une vitesse.

Mots-clés : Mécanique des �uides, mécanique newtonienne, interface
�uide/structure, conditions limites, adimensionnement, Navier-Stokes, posi-
tions d'équilibres, simulations numériques, FreeFem++, machines de semis.
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Mathematical model and numerical simulation of the behavior
of particles in �uid �ows con�ned : application to seed drills.

Abstract : The aim of this thesis is to bring a numerical solution to
problems related to seed drills, particularly in the transportation of the grains
inside the tubes. In the �rst part, we describe the bidimensional case in
equations, focusing on the stage of transportation of particles. We choose
a Navier Stokes model in the incompressible case in order to represent the
behavior of the �uid and the equations of the classical Newtonian mechanics
for the particles. For the limit and interface conditions, we choose, among the
models, the most recent ones that can be found in the literature. The second
part is focused on the search for equilibrium positions of particles inside an
in�nite straight tube. Our goal is to know if, in certain settings, the particles
maintain their distance during the movement. We work on the stationary case
and for a very small Raynolds number in order to determine the existence
and unicity of the N particles problem. A numerical approach, with the aid
of the solver FreeFem++, is made in the case of two particles with the aim
to determine these positions as well as their stability. The third and last part
is again a numerical study, still with the solver FreeFem++, on the evolution
of equilibrium positions when we change certain limit conditions. In order
to model the real-life situation as accurately as we can, we consider some
roughness in the interface moreover we assume that the turbine powering
the pneumatic system applies a pressure on the �uid and not a velocity.

Keywords : Fluids mecanics, Newtonian mechanics, boundaries condi-
tions, Navier-Stokes, equilibrium positions , numerical simulation, FreeFem++,
seed drill.
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