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Introduction

Contexte

Les structures de contact apparaissent de maniere naturelle lors de la formalisation d’équa-
tions aux dérivées partielles d’ordre 1 ou encore lors de la formalisation de problémes de propa-
gation d’ondes. Dés la deuxiéme moitié du XIXeme siecle S. Lie s’intéresse aux changements de
variables qui préservent la structure de contact canonique de la variété des 1-jets de ’espace de
configurations d’un systeme physique. Il démontre que ces changements de variables préservent
également les solutions des équations aux dérivées partielles d’ordre 1 considérées sur 1’espace de
configurations. D’autre part, la théorie de propagation des ondes lumineuses de C. Huygens, qui
décrit I’évolution de fronts d’ondes, se formule tres clairement lorsque I'on munit la variété des
éléments de contact de ’espace physique ou se propage cette lumiere de sa structure de contact
canonique ([25], [3]).

L’étude de la géométrie de I'espace des contactomorphismes d’une variété de contact a été
introduite quant & elle bien plus tard par Y. Eliashberg et L. Polterovich en 2000 [20]. Ils dé-
finissent pour cela une relation binaire partielle qui est réflexive, transitive et bi-invariante sur
le revétement universel du groupe des symétries d’une variété de contact. Ils montrent que sous
certaines conditions de rigidités géométriques d’une variété de contact - & savoir la persistance
d’intersection entre domaines lors de transformations qui préservent la structure de contact - la
relation binaire est antisymétrique et définit donc une relation d’ordre partiel. Les variétés de
contact pour lesquelles la relation binaire partielle ainsi définie est une relation d’ordre partiel
sont dites ordonnables.

En utilisant des rigidités géométriques similaires et en attribuant un nombre a ces intersec-
tions, S. Sandon [41I] construit la premiére norme invariante par conjugaison non bornée sur le
groupe des contactomorphismes de (R?" x S1, &) qui sont & support compact et dans la com-
posante neutre de I'identité. Depuis plusieurs normes invariantes par conjugaison non bornées
ont été construites sur le groupe des contactomorphismes d’une variété de contact, et sur le
revétement universel de ce groupe ([21],[55],]16]). D’apres des résultats de D. Burago, S. Ivanov
et L. Polterovich [I0] et T. Tsuboi [51], [52], ces normes utilisent nécessairement des propriétés
de rigidité de la structure de contact de la variété sous-jacente. En effet, ces auteurs ont démon-
tré que les normes invariantes par conjugaison sur le groupe des difféfomorphismes d’une variété
compacte ne peuvent étre non bornées en raison d’une trop grande flexibilité de la structure
différentielle.

En contre partie, Y. Eliashberg, S. S. Kim et L. Polterovich [I9] montrent que pour une
grande famille de variétés de Liouville, le bord de contact idéal d’un élément de cette famille est
non ordonnable. S. Courte et P. Massot [17] démontrent qu’il n’existe pas de normes invariantes
par conjugaison non bornées sur ces variétés en raison de la flexibilité de leurs legendriennes.
Une autre flexibilité géométrique dans ce cas se traduit par l'existence de tassements dans la
contactisation de la variété de Liouville [19]. Ces tassements sont construits grace a une bijec-
tion entre les chemins positifs de contactomorphismes du bord de contact idéal d’une variété de
Liouville et les domaines étoilés fibre-par-fibre de la contactisation de cette variété de Liouville.

Résultats principaux

Nous introduisons dans cette these la notion de géodésique pour la norme discriminante,
la norme d’oscillation [16] et celle de E. Shelukhin [44]. Bien qu’en géométrie symplectique les
géodésiques de la métrique de Hofer sur le groupe des symplectomorphismes hamiltoniens aient
suscité beaucoup d’intérét grace aux liens qu’elles entretiennent avec des résultats profonds de



rigidité symplectique ([36], [9], [30]), les géodésiques dans le cas des normes sur le groupe des
contactomorphismes n’avaient jusqu’ici pas été étudiées. Lorsque la variété de contact est R?™ x
S1 munie de sa structure de contact standard, nous trouvons des conditions suffisantes sur la
fonction hamiltonienne qui engendre un chemin de contactomorphismes pour que ce chemin soit
une géodésique pour toutes les normes considérées. Cela nous permet de calculer explicitement la
norme discriminante, la norme d’oscillation, celles de E. Shelukhin et de M. Fraser, L. Polterovich
et D. Rosen [2I] de certains contactomorphismes en fonction du maximum et du minimum de
la fonction hamiltonienne qui ’engendre, et de donner une nouvelle démonstration du caractere
non borné de ces normes. Plus précisément, en fixant la forme de contact standard ag sur
R2" x S, pour toute fonction hamiltonienne & support compact h : [0,1] x R?" x S — R, nous
notons ¢, le chemin lisse de contactomorphismes & support compact associé. En notant £, la
longueur discriminante de ce chemin et vy la norme discriminante sur Cont§(R?" x S, £4;) nous
montrons le théoréme suivant.

Théoréme 0.1. Soit H : R?™ — R une fonction lisse a support compact telle que la hessienne de

H soit suffisamment petite, i.e. sup |||Hessp(H)||| < 2m. Supposons de plus que 0 soit une valeur
peRQn

réguliére de H a Uintérieur de son support, c’est-d-dire que d,H # 0 pour tout p € Supp(H) N

H~{0}. Notons ¢y, le chemin de contactomorphismes engendré par la fonction hamiltonienne

h:R™x S' SR, (pz)— H(p) .
Alors pour tout ¢ € Cont§(R*™ x S, &y), le chemin lisse de contactomorphismes ¢ o ¢p, 0 p~*

est une géodésique pour la norme discriminantes vq. Plus précisément nous avons :
Li(podnow ) =valpod)op!) =max{|maxh] + 1, ~minh] + 1} .

Nous montrons également des théoremes similaires pour la norme d’oscillation, et celles de
E. Shelukhin et de M. Fraser, L. Polterovich et D. Rosen. Il est intéressant de noter que toute
fonction hamiltonienne & support compact H : R?® — R qui vérifie les hypotheses du théoreme
engendre un chemin lisse de symplectomorphismes hamiltoniens qui est une géodésique de
la métrique de Hofer.

Les variétés de contact pour lesquelles I'existence d’'une norme invariante par conjugaison
non bornée sur le revétement universel du groupe de leurs contactomorphismes a été prouvée
[42], [16], [21], [55] ont la particularité d’admettre un flot de Reeb périodique. Dans le cas d’une
variété de contact n’admettant pas de flot de Reeb périodique, il ne figure a ce jour aucun résultat
d’existence de normes invariantes par conjugaison non bornées sur le revétement universel du
groupe de ses contactomorphismes. Nous montrons néanmoins que sans ’hypotheése d’existence
de flot de Reeb périodique, la norme de M. Fraser, L. Polterovich et D. Rosen peut encore
étre définie sur le revétement universel du groupe des contactomorphismes de toute variété de
contact compacte ordonnable. Cette norme est encore non bornée, par contre, elle n’est a priori
plus invariante par conjugaison. Nous calculons explicitement la norme d’un grand ensemble
d’éléments, qui contient strictement la classe des itérés du flot de Reeb, lorsque la variété de
contact considérée est le cotangent unitaire du tore - variété de contact compacte ordonnable
n’admettant pas de flot de Reeb périodique. Plus précisément pour tout entier n plus grand que

n

2 nous identifions le cotangent unitaire du tore & la sous-variété <’]I‘" x 8" Ker <Z pidqi)>
i=1

incluse dans T" xR™, ot (p1, ..., p,,) désignent les fonctions coordonnées sur R™ et ou (dqi, ..., dgy)

n
désignent les 1-formes de canoniques de T" := R™/Z". En notant « la 1-forme de contact Y p;dg;
i=1

— —
et v la norme étudiée sur Conto(T™ x S"~! Ker(a)) nous montrons le théoréme suivant.



Théoréme 0.2. Soit f: S~ 1 — R une fonction lisse et considérons la fonction hamiltonienne
h:T'x 8" >R, (g,p) = f(p) -

Nous avons alors

v ([¢p]) = max {[max k], [~ minh]} .
De plus pour tout ¢ € Conty (T™ x S"~1, Ker(a))

ve ([¢0 0 67']) > 17 (o)) -

Ce théoréme nous permet de retrouver le fait que la norme v® est non bornée. De plus la
deuxiéme affirmation reflete une certaine rigidité du cotangent unitaire du tore qui n’existe pas
dans la variété de contact qu’est I'espace euclidien muni de sa structure de contact standard
(R27+1 Ker(a)). En effet, bien que cette derniére variété de contact soit ordonnable et que nous

pouvons bien définir la norme non bornée v%st sur Cont (R2”+1, Ker(ag)), pour tout élément

[{¢'}] de Cont§ (R?"+1 Ker(ast)), il est possible de conjuguer [{¢'}] par un contactomorphisme
¢ € Cont§ (R?"F1 Ker(ag)) tel que la norme vt de [p o ¢! o p~!] soit égale & 1. Ce théoréme
et sa démonstration nous ameénent de plus a construire des applications invariantes par conju-
gaison non bornées sur le revétement universel du groupe de contactomorphismes du cotangent
unitaire du tore. Ces applications ont toutes les propriétés d’une norme sauf celle de I'inégalité
triangulaire qu’il reste a démontrer ou a infirmer.

Enfin, motivés par la bijection que Y. Eliashberg, S. S. Kim et L. Polterovich exhibent entre
les chemins positifs de contactomorphismes du bord de contact idéal d’une variété de Liouville et
les domaines étoilés fibre-par-fibre de la contactisation de cette variété de Liouville ainsi que par
les résultats géométriques qui s’en déduisent [19],[21], nous définissons un nouvel ensemble de
nombres associé aux domaines de la contactisation de variétés de Liouville dans le but d’étudier
la norme discriminante et la norme d’oscillation. Par analogie au cas symplectique, ou le spectre
symplectique d’un ouvert est défini comme ’ensemble des aires des caractéristiques fermées de
son bord, nous définissons le spectre de contact d’un ouvert de la contactisation d’une variété
de Liouville, ou méme plus généralement d’une variété symplectique exacte. Pour ce faire, nous
attribuons des nombres a certaines caractéristiques particulieres d’une hypersurface provenant
du bord de 'ouvert considéré. Nous définissons alors le spectre de contact de 'ouvert en question
comme ’ensemble de ces nombres. La particularité de ces caractéristiques provient du fait qu’elles
se referment lorsque nous y attachons une corde de Reeb. Nous appelons ces caractéristiques des
caractéristiques translatées, et le nombre que nous attribuons a une caractéristique translatée
est la longueur de la corde de Reeb qui permet de la fermer. Nous montrons que le spectre
de contact généralise la notion du spectre dans le cas d’une variété symplectique exacte, et
que l'ensemble des valeurs entieres du spectre de contact est un invariant de contact. Plus
précisément, si (W,w = d\) désigne une variété symplectique exacte et (W x S, Ker(dz — \))
sa contactisation, nous montrons le théoréme suivant.

Théoréme 0.3. Soit U C W x S' un ouvert dont le bord est lisse, nous avons alors pour tout
contactomorphisme ¢ € Conti(W x St Ker(dz — X)) :

Spectre(U) NZ = Spectre(¢p(U)) NZ .

De plus si U = U x S* ot U est un ouvert de (W,w = d\) dont le bord est une hypersurface
alors

Spectre(U x S') = Spectre, (U)

ot Spectre,(U) désigne le spectre symplectique de U, c’est-a-dire I’ensemble des aires des carac-
téristiques fermées du bord de U.



En particulier, la deuxiéme affirmation du théoréme précédent nous assure que le spectre
de contact de la contactisation d’'un ouvert U inclus dans (W,w = d\) est non vide des que
le spectre symplectique de U est non vide. Nous montrons également plusieurs liens entre la
longueur discriminante et la longueur d’oscillation d’un chemin strictement positif de contac-
tomorphismes du bord de contact idéal d’une variété de Liouville et le spectre de contact du
domaine étoilé fibre-par-fibre que Y. Eliashberg, S. S. Kim et L. Polterovich [I9] associent & ce
chemin. Par exemple nous montrons que lorsqu’un chemin de contactomorphismes est engendré
par une fonction hamiltonienne autonome strictement positive, sa longueur discriminante et sa
longueur d’oscillation est égale a la plus petite valeur du spectre de contact de son domaine
associé. De plus la question d’existence de caractéristiques translatées pour des hypersurfaces de
la contactisation d’une variété de Liouville est une question en soi. En effet, dans le cas symplec-
tique la question d’existence de caractéristiques fermées sur le bord d’ouverts a été intensément
étudiée et a motivé le développement de nouveaux outils telles que les capacités de C. Viterbo
[54] et de Hofer-Zendher [30].

Guide pour le lecteur

Dans le premier chapitre de cette these nous introduisons la notion de normes invariantes
par conjugaison sur le groupe des contactomorphismes et son revétement universel ainsi que la
relation binaire introduite par Y. Eliashberg et L. Polterovich [20] sur le revétement universel de
ce groupe. En particulier nous énoncons et démontrons le théoreme de M. Fraser, L. Polterovich
et D. Rosen [21] concernant le caracteére discret de toute norme invariante par conjugaison sur le
groupe des contactomorphismes. En suivant Y. Eliashberg et L. Polterovich [20] nous montrons
également qu’'une variété de contact admettant un sous-ensemble avec la propriété stable d’in-
tersection est une variété de contact ordonnable. Dans la derniere section de ce chapitre nous
discutons de quelques liens entre I'ordonnabilité (resp. la non ordonnabilité) d’une variété et
'existence (resp. I’absence) de normes invariantes par conjugaison non bornées sur le groupe des
contactomorphismes de la variété de contact ([41],[21],]17]).

Au deuxiéme chapitre nous énoncons et donnons une idée de démonstration du théoréeme
d’existence de chemin de fonctions génératrices pour les chemins de legendriennes de ’espace
des 1-jets d’une variété compacte partant de la section nulle [35],[12],[I1]. Nous utilisons ce
résultat pour démontrer que ’espace des 1-jets d’une variété compacte et certains cotangents
unitaires de variétés compactes admettent des sous-ensemble avec la propriété d’intersection
stable. Nous retrouvons donc les résultats d’ordonnabilité de ces variétés de contact déja établis
par d’autres auteurs [15], [20]. Nous décrivons également comment S. Sandon [42] utilise ce ré-
sultat d’existence de fonctions génératrices pour montrer que tout contactomorphisme a support
compact, différent de l'identité, de R?” x S' munie du noyau de sa forme de contact standard
a des points translatés non triviaux. Un point translaté non trivial pour un contactomorphisme
dans ce contexte, par définition, est d’une part un point dont I'image par ce contactomorphisme
est donné par une translation non nulle dans la direction S' et, d’autre part, un point ou la
forme de contact standard est préservée par ce contactomorphisme. Cette direction S' est en
fait la direction du flot de Reeb associé a la forme de contact standard. Nous détaillons alors
la construction du sélecteur de translation de S. Sandon [42] qui & un contactomorphisme a
support compact dans la composante connexe de I'identité lui associe la translation d’un de ses
points translatés, ainsi que la construction de la norme invariante par conjugaison non bornée
qu’elle en déduit [41].

Au chapitre 3, nous rappelons la définition de la norme discriminante, de celles d’oscillation
[16] de E. Shelukhin [44] et de M. Fraser, L. Polterovich et D. Rosen [2I]. Nous définissons de
plus la notion de géodésique pour la norme discriminante, la norme d’oscillation et celle de E.
Shelukhin.



Nous démontrons au chapitre 4 le théoréme ainsi que les variantes de ce théoreme pour
les différentes normes étudiées au chapitre précédent. L’outil essentiel pour prouver que les
chemins de contactomorphismes que nous caractérisons sont des géodésiques sur le groupe des
contactomorphismes de R?" x S est le sélecteur de translation construit par S. Sandon [42] que
nous décrivons au chapitre 2. L’idée est de minorer ces normes par le sélecteur de translation.
Nous calculons ensuite explicitement d’une part la translation choisie pour les chemins que nous
construisons et, d’autre part, la longueur de ces chemins. Nous montrons que ces deux nombres
coincident et donc que la longueur du chemin construit réalise son minimum. Cela nous permet
de conclure que ces chemins sont des géodésiques. Il n’est alors pas difficile de construire des géo-
désiques de longueurs aussi grandes que 1’on veut pour montrer que ces normes sont non bornées.

Au chapitre 5 nous démontrons le théoreme L’outil principal que nous utilisons pour
avoir des résultats sur le revétement universel du groupe des contactomorphismes du cotangent
unitaire du tore est un invariant symplectique de domaines du cotangent du tore introduit par
J.-C. Sikorav [46] et Y. Eliashberg [I8], nommé le shape. L’idée de la preuve reste quant a elle la

méme. Nous minorons la norme dun élément de Conto(T™ x S™~! Ker(a)) par un nombre que
l'on extrait du shape de domaines du cotangent du tore associés a cet élément. Ces domaines
proviennent du graphe de "la fonction hamiltonienne" qui engendre cet élément. Nous montrons
alors que les normes des chemins que nous considérons réalisent ce minimum. Le calcul explicite
du shape se base sur un théoréme de M. Gromov [27] qui assure l'intersection de lagrangiennes
exactes du cotangent avec la section nulle. C’est également en utilisa/_11t£e/ shape que nous construi-

sons une application non bornée et invariante par conjugaison sur Conto(T" x S*~!, Ker(a)) qui
a toute les propriétés d’une norme sauf celle de 'inégalité triangulaire, qu’il reste a démontrer
ou & infirmer.

Enfin, au chapitre 6, nous décrivons la bijection que Y. Eliashberg, S. S. Kim et L. Poltero-
vich [19] établissent entre les chemins positifs de contactomorphismes du bord de contact idéal
d’une variété de Liouville et les domaines étoilés fibre-par-fibre de la contactisation de cette
méme variété de Liouville ainsi que le théoreme de tassements de contact qu’ils en déduisent
lorsque le bord de contact idéal est non ordonnable. Dans une deuxiéme section, nous définissons
les caractéristiques translatées et démontrons le théoréme [6.23] et les théorémes faisant des liens
entre les longueurs discriminante et d’oscillation d’un chemin positifs de contactomorphismes et
le spectre de contact du domaine étoilé fibre-par-fibre associé a ce chemin. L’idée pour démon-
trer ces théoremes est de voir 'hypersurface provenant du bord de 'ouvert considéré comme le
niveau d’une fonctions bien choisie et de paramétrer les feuilles caractéristiques de cette hyper-
surface par le flot de symplectomorphismes hamiltoniens engendré par la fonction choisie. Nous
concluons ce dernier chapitre de la these en discutant des liens qui existent entre certaines ca-
pacités symplectiques, 'existence de caractéristiques fermées et le spectre symplectique dans le
cas de variétés de Liouville ([30], [23],[22], [29]), et de la possibilité d’espérer des liens analogues
entre les capacités de contact et le spectre de contact dans le cas de contactisation de variétés
de Liouville.

Nous commencerons cette theése par un chapitre 0 qui a pour but d’étre un chapitre prélimi-
naire de géométrie symplectique et de géométrie de contact. Nous y introduisons les conventions
et notations que nous utiliserons tout au long de ce travail.
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0 Chapitre 0

Le but de ce chapitre 0 est essentiellement d’introduire les conventions et les objets que nous
utiliserons et étudierons durant cette these.

Dans la premiere section nous définirons la notion de variété de contact ainsi que de variété
symplectique. Dans la deuxieme section nous verrons le procédé de symplectisation qui consiste
a associer a toute variété de contact une variété symplectique. Dans une troisieme section nous
nous attarderons sur des variétés symplectiques particulieres : les variétés de Liouville. Dans
la quatrieme section nous nous intéresserons au groupe de symétries des objets précédents,
ainsi qu’au revétement universel du groupe de symétries d’une variété de contact. Enfin, dans
la cinquieme section nous verrons comment associer a des fonctions définies sur les variétés
considérées des chemins lisses de symétries.

0.1 Variétés de contact et variétés symplectiques

Nous assumons que le lecteur est familier avec les notions de base de la géométrie diffé-
rentielle, en particulier avec la notion de variétés différentielles, de difféomorphismes, de fibrés,
ainsi que celle de formes différentielles [32], [24]. Dans cette these, sauf mention contraire, nous
travaillerons uniquement avec des variétés lisses connexes et orientables de dimension finie quel-
conque. De méme, sauf mention contraire, les objets que nous y définirons, tels que les fonctions,
les champs de vecteurs, les distributions, les formes différentielles y seront lisses.

Définition 0.1 (Variété symplectique). Soit W une variété et w une 2-forme différentielle sur
W. La 2-forme w est une forme symplectique

1. si elle est fermée, c’est-a-dire que dw = 0 et

2. si elle est non dégénérée, c’est-a-dire que ’application
wy : TyW = ToW,  uw— (T W 3 v wy(u,v))

est un isomorphisme d’espaces vectoriels pour tout x dans W, ou T, W désigne l'espace
vectoriel tangent de W en x et T;W son dual.

Dans le cas ot w est une forme symplectique nous disons que (W, w) est une variété symplectique.

Le fait de demander qu’une 2-forme w sur W soit non dégénérée impose, par des arguments
d’algebre linéaire, & W d’étre de dimension paire [37]. En notant 2n la dimension de W, avec
n € N un entier naturel, la condition qu’'une 2-forme w soit non dégénérée est équivalente a

n
demander que w" = A w soit une forme volume. Nous disons qu’une variété symplectique
i=1
(W, w) est exacte s'il existe une 1-forme A € QY (W) telle que w = dA.
Définition 0.2 (Symplectomorphisme). Soient (Wi,wi) et (Wa,we) deux variétés symplec-
tiques. Un difféomorphisme 1) : W7 — Wy est un symplectomorphisme si ¢*we = wi, c’est-a-dire
que

(W2) () (At (u), dzp(v)) = (w1)z(u,v) pour tout ((z,u), (z,v)) € TWy x TW1

ou TW; désigne le fibré tangent de Wj. Dans le cas ou il existe un symplectomorphisme entre
(Wi,w1) et (Wa,ws) ces variétés symplectiques sont dites symplectomorphes.

De la méme fagon si (Wi,d\1) et (Wa,dA2) sont deux variétés symplectiques exactes, nous
disons qu'un symplectomorphisme 1 : (W1,dA\1) — (Wa,dA2) est fortement exact si 1* Ao = Ay,
c’est-a-dire que (A2)y(q)(dz®(w)) = (A1)z(u) pour tout (z,u) € TW1. Dans le cas ot il existe un
symplectomorphisme fortement exact entre (Wi, w; = dA1) et (Wa,wa = d\a) ces variétés sont
dites fortement exactement symplectomorphes.



Définition 0.3 (Variété de contact). Soient M une variété et £ une distribution d’hyperplans
sur M. La distribution £ est une distribution de contact si elle est maximalement non intégrable,
c’est-a-dire que pour tout point xg de M, il existe un ouvert U inclus dans M contenant zg et
une 1-forme « définie sur U tels que la restriction de la 2-forme (da), & &, soit non dégénérée
pour tout x dans U. Dans le cas ou la distribution & est de contact nous disons que (M, &) est
une variété de contact.

Nous déduisons de nouveau, du caractére maximalement non intégrable, que le rang d’une
distribution de contact est pair et donc que la dimension d’une variété de contact est impaire.
Nous disons qu’une distribution de contact £ sur une variété M est co-orientable si le fibré
quotient TM /¢ - qui est de rang 1 - est trivialisable. De maniére équivalente la distribution &
est co-orientable s’il existe une 1-forme o € Q' (M) telle que le noyau de « soit égal & £, ce que
nous notons Ker(a) = £. Nous appelons une telle 1-forme « une forme de contact pour . De
méme une 1-forme 3 € QY(M) telle que son noyau soit une distribution de contact sur M est
dite une 1-forme de contact.

Définition 0.4 (Contactomorphisme). Soient (M, &1) et (Ma,&2) deux variétés de contact. Un
difféomorphisme ¢ : M1 — My est un contactomorphisme si ¢.£1 = &2, c’est-a-dire que

do® (&1), = (§2)p(y) POUr tout @ € My .

Dans le cas ot il existe un contactomorphisme entre les variétés de contact (M, &) et (Mo, £2),
ces variétés sont dites contactomorphes.

Discutons de quelques exemples de variétés symplectiques et de contact.
Exemple 0.5. 1. Soit n € N5 un entier naturel strictement positif. Munissons R?>" des fonc-
n
tions coordonnées (1, ..., Tn, Y1, -, Yn). La 2-forme wg = Y dx; A dy; est une forme sym-
i=1
plectique sur R?". Nous I’appelons la forme symplectique standard. De plus, elle est exacte.
n
En effet la 1-forme A = — > y;dx; est une primitive de w.
i=1
2. Soit X une variété de dimension n € N. Il existe une unique 1-forme Ax sur T%X qui
satisfait la propriété suivante : pour toute section 8 : X — T*X le tiré en arriere de
Ax par [ est égal & B, c’est-a-dire que [*Ax(x)(u) := Ax(8(x))(d.f(u)) = By(u) pour
tout (xz,u) € TX. Cette 1-forme canonique A\x est communément appelée la forme de
Liouville du cotangent. Nous donnerons une définition plus explicite de Ax au chapitre[2} En
particulier, nous verrons qu’en tout point de 7*X il existe un ouvert muni de coordonnées
n
(T1, ey Ty Y1, ---, Yn) tel que la 1-forme Ax restreinte a cet ouvert s’écrive Y. y;dx;. Ainsi

i=1
dAx est une forme symplectique exacte sur T%X.

3. Soit n € N et munissons R?"*! des fonctions coordonnées (1, ..., Tn, Y1, ---, Yn, 2). Le noyau
n
de la 1-forme ag := dz — Y. yidz; est une distribution de contact sur R***!. Nous la
i=1
notons & := Ker(ag) et nous 'appelons distribution de contact standard. De méme nous
appelons ag la 1-forme de contact standard.

4. Nous verrons au chapitre [2] que ’espace des 1-jets d’une variété X peut étre identifié au
produit cartésien du cotangent avec la droite réelle T*X x R. Nous déduisons du point
2 qu’en chaque point de l'espace des 1-jets d’une variété X il existe un ouvert muni de
coordonnées (Z1,...,Tn,Y1,-.-,Yn, 2) tel que dz — Ax dans ces coordonnées s’écrive dz —
n
> y;dx;. Ainsi le noyau de cette 1-forme est une distribution de contact d’aprés le point
i=1
précédent.

5. Pour toute variété X nous appelons la variété quotient 7% X /R~ - ou Ry agit sur sur
T* X en multipliant les covecteurs - le cotangent unitaire de X . La distribution d’hyperplans
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Ker(Ax) sur T* X passe au quotient en une distribution de contact sur le cotangent unitaire
de X. Nous notons cette (PTT*X, £x) cette variété de contact. Nous verrons plus en détail
cette construction au chapitre 2] Remarquons que lorsque X est compact le cotangent
unitaire I’est également. La méme construction marche en considérant le quotient 7% X /R*,
la variété ainsi obtenue est la variété des éléments de contact [25].

Remarque 0.6. Dans les deux premiers exemples ci-dessus la forme symplectique est donnée
n

localement par Y (dz; A dy;) et dans les deux suivants la distribution de contact est donnée
i=1

n
localement par le noyau de dz — Y y;dz;. Le théoréeme de Darboux [25], [37] assure que c’est
i=1
toujours le cas. Plus précisément pour toute variété symplectique (W, w) de dimension 2n (resp.
variété de contact (M, ¢) de dimension 2n + 1), ou n € N désigne un entier naturel, il existe en
tout point xg de W (resp. de M) une carte (1, ..., Zn, Y1, ..., Yn) (1€SP. (T1,.ees Try Y1, eey Yny 2))
n

telle que w dans cette carte s’écrive Y dx; A dy; (resp. telle que £ dans cette carte soit donnée
i=1

n
par le noyau de dz — > y;dx;). La géométrie symplectique et la géométrie de contact sont donc
=1

des géométries sans invariants locaux.

Revenons sur la terminologie mazimalement non intégrable utilisée dans la définition d’une
variété de contact. Considérons pour cela une variété de contact (M,¢) de dimension 2n + 1,
ou n € N est un entier naturel, dont la distribution de contact £ est co-orientable. Soit a une
1-forme telle que Ker(a) = £. La condition pour la distribution Ker(a)) d’étre maximalement
non intégrable est équivalente & demander que a A (da)” soit une forme volume sur M. Or le
théoreme de Frobenius assure qu'une distribution d’hyperplans sur une variété M donnée par le
noyau d’une 1-forme 3 € Q'(M) est intégrable si et seulement si 3 A d = 0. Dans ce sens une
distribution de contact est a 'extréme opposé d'une distribution intégrable [37],[25].

Définition 0.7 (Sous-variétés lagrangiennes et legendriennes). 1. Soient n € Net (W, w) une
variété symplectique de dimension 2n. Une sous-variété V' C W est isotrope si w, (v1,v2) = 0
pour tout z € V et pour tout (vy,v2) € T,V x T,,V. Une sous-variété isotrope est de dimen-
sion au plus n. Nous appelons une sous-variété isotrope de dimension n une lagrangienne.

2. Soient n € N et (M, ) une variété de contact de dimension 2n+ 1. Une sous-variété N C M
est isotrope si c’est une sous-variété intégrale de la distribution de contact, c’est-a-dire que
T,N C & pour tout x € N. Une sous-variété isotrope est de dimension au plus n. Nous
appelons une sous-variété isotrope de dimension n une legendrienne.

Dans la définition précédente, les restrictions sur les dimensions des sous-variétés isotropes
proviennent d’arguments d’algebre linéaire portant pour le premier point sur le caractére non
dégénéré de la forme symplectique et pour le deuxiéme sur le caractére maximalement non in-
tégrable de la distribution de contact discuté avant la définition.

0.2 La symplectisation d’une variété de contact

Une construction que nous utiliserons souvent dans cette these est la symplectisation d’une
variété de contact. Cette construction consiste a associer a une variété de contact une variété
symplectique ayant une dimension de plus que la variété de contact. Cette variété symplectique
sera un sous fibré vectoriel du cotangent de la variété de contact.

Plus précisément soit (M,§) une variété de contact. La symplectisation de (M,§) est la
variété
Se(M) :={(z,n) € T*M | Ker(n) = &}
que I'on munit de la forme symplectique we = dA¢, ot A¢ désigne la restriction de la forme
de Liouville Ay de T*M a S¢(M). Le lecteur pourra voir une preuve du fait que we est une
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forme symplectique dans [37]. Notons qu'’il y a une action p¢ qui est lisse, libre et propre du
groupe multiplicatif R* sur S¢(M). Elle est donnée par la multiplication des covecteurs, plus
précisément p¢(0)(x, ) = (x,0p) pour tout 6 € R* et (x,1u) € S¢(M). De plus we (resp. A¢)
est homogene de degré 1 par rapport a cette action, c’est-a-dire que pg(0)*we = fwe (resp.
pe(0)*Ae = OX¢) pour tout 6 € R*. Il existe alors une bijection entre les contactomorphismes
¢ de (M, §) et les symplectomorphismes 1) de (Sg(M),we) qui sont R*-équivariants, c’est-a-dire
les symplectomorphismes ¢ qui vérifient ¢ o pe = pge 0 . Plus explicitement, si ¢ € Cont(M, &)
nous lui associons le symplectomorphisme R*-équivariant défini pour tout (z, ) € S¢(M) par la
formule suivante

la,p) = (6(x), 1o dgys™") - (1)

De plus lorsque (M, &) est une variété de contact dont la distribution de contact & est co-
orientable nous avons une description plus explicite de la symplectisation. C’est ce que nous
présentons au paragraphe suivant.

Lorsque (M, &) est une variété de contact dont la distribution est co-orientable nous pouvons
fixer une co-orientation de &£, c’est-a-dire que nous pouvons assigner aux deux composantes
connexes de TM \ ¢ un signe plus et un signe moins respectivement. Notons (T'M \ )T la
composante dont nous assignons le signe plus. Nous définissons la symplectisation positive de
(M, ) comme étant la variété

S;(M) = {(:c,,u) eT*M | Ker(u) =&, et u(v) >0 pour tout v € (TwM\gx)Jr} ,

que I'on munit & nouveau de la forme symplectique we := d)¢, ou, par abus de notation nous
désignons une fois de plus A¢ la restriction de la forme de Liouville Ay, de T*M a Sgr M.
Une 1-forme « pour ¢ est dite compatible avec la co-orientation de & si a,(v) > 0 pour tout
(z,v) € (TM \ &)*. Pour toute 1-forme o pour ¢ compatible avec la co-orientation ’application

U (M xR d(a)) - (8 (M),dXe),  (x,0) > (z,¢’a(x))
est alors un symplectomorphisme fortement exact, c’est-a-dire que ¥*\¢ = e’a. De maniére

analogue a la symplectisation, nous avons une action pg = PeRe, du groupe multiplicatif

Rsg sur la symplectisation positive Sg (M) donnée par la multiplication des covecteurs par les
scalaires. Les formes wg et A¢ sont de nouveau homogenes de degré 1 par rapport a cette action.
L’action correspondante de 6y € R sur M x R est définie par

MxR—MxR,  (2,0)— 0" (pf (00) (¥(x,0))) = (,In(80) + ) .

De méme si ¢ est un contactomorphisme qui préserve la co-orientation, c’est-a-dire qu’il existe
une fonction g : M — R telle que ¢*a = e9q, alors le symplectomorphisme R+ g-équivariant de
(M x R,d(e?a)) correspondant est défini par

MxR—= MR, (2,0) > ¥ (1 (¥(,0))) = (¢(x),0 — g(x))
ol ¢ désigne le symplectomorphisme R*-équivariant de S¢(M) que nous avons défini a la formule
. Nous appelons g le facteur de conformalité de ¢ par rapport a «.
0.3 Variétés de Liouville

Cette section est consacrée aux variétés de Liouville. Nous y définissons dans un premier
temps les variétés de Liouville et le bord de contact idéal d’une variété de Liouville. Dans un
deuxiéme temps nous parlons brievement de la préquantification d’une variété de Liouville.

Soit (W, w = d\) une variété symplectique exacte. Sous cette hypothese la variété considérée

ne peut étre compacte [37]. Nous disons que P est une hypersurface de W si P est une sous-variété
lisse et connexe de co-dimension 1 de W.
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Définition 0.8. Une variété symplectique exacte (W, w = d\) est une variété de Liouville si elle
vérifie les propriétés suivantes :

1. Le champs de vecteurs X qui vérifie txw = A est complet, c¢’est-a-dire que pour tout ¢t € R
le flot du champs de Liouville au temps ¢, que nous notons ¢, est bien défini.

2. Il existe un ouvert borné U tel que son bord P soit une hypersurface fermée partout
transverse au champs de vecteurs X.

3. Enfin
w=ul ||k (P)

t>0

Nous appellons le champs de vecteurs X le champs de Liouville de (W,w = d\), et nous
disons que U est un ouvert étoilé. Le symbole | | entre deux ensembles précise que I'union entre
ces deux ensembles est disjointe.

Plusieurs variétés symplectiques naturelles sont des variétés de Liouville.

n
Ezxzemple 0.9. 1. Pour tout n € N, 'espace euclidien <R2”,wst = %d (Z xidy; — yidxi>> est
i=1

2

=1
champs de Liouville associé. La boule ouverte euclidienne unité est un ouvert étoilé, et son

bord est la sphere unité.

n
une variété de Liouville. Le champs de vecteurs radial X = 1 )y (Wa%i + yia%i) est le

2. Le cotangent (T*M,wp; = dAps) de toute variété lisse M de dimension plus grande que
2, ot Aps est la forme de Liouville, est une variété de Liouville. Le champs de Liouville
X engendre la distribution verticale Ker (dmys), ot mps : T*M — M désigne la projection
canonique. En munissant M d’une métrique riemmanienne ¢, nous pouvons identifier le
fibré tangent T'M au fibré cotangent T*M. Dans cette identification le fibré en disque
DyIM = {(q,u) € T*M| gq(u,u) < 1} est envoyé sur le fibré en co-disque D, 7M. Le
fibré en co-disque est alors un ouvert étoilé dont le bord est le fibré en co-sphere ST M.
Le noyau de la restriction de la forme de Liouville a S;7™* M confere a SyT™ M une structure
de contact et (ST M, Ker(Aps,7+1r)) est contactomorphe a (PTT*M, &y ). Pour plus de
détails par rapport a cette construction le lecteur pourra lire la preuve du lemme [2:14]

3. Si (W1,w =d\1) et (Wa,d)2) sont deux variétés de Liouville, alors (W7 x Wy, d(A\1 @ A2))
est une variété de Liouville.

0.3.1 Le bord d’un ouvert étoilé

Considérons (W, w = d\) une variété de Liouville. Nous montrons dans les prochaines lignes
que le bord de tout ouvert étoilé est une variété de contact qui est contactomorphe au bord de
contact idéal de la variété de Liouville.

Soit P le bord d'un ouvert étoilé 4 C W. Notons a € Q!(P) la restriction & P de la forme
1-forme A € QY (W), c’est-a-dire que o = i\ avec ip : P < W désignant I'injection canonique.
Montrons que dans ce cas (P, Ker(«) = 1) est une variété de contact. En effet, comme P est une
hypersurface son orthogonale symplectique P* défini comme suit

PY:={(z,u) € TW avec z € P | (d\)(u,v) =0, pour tout v € T, P }

est une distribution de rang 1 a valeurs dans T'P. Elle est de rang 1 car w est non dégénérée et P
est une hypersurface. Elle est contenue dans T'P car w est antisymétrique. Notons Y € x(P) un
champs de vecteurs qui engendre 1'orthogonale symplectique de P, c’est-a-dire que (Y) = P¥.
La distribution d’hyperplans Ker(a) = 7 sur P est alors égale a I'orthogonale symplectique de
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la distribution de rang 2 engendrée par le champs de vecteurs Y et le champs de Liouville X
restreint a P, plus précisément

Ker(a) = <X|p,Y>w = {(z,u) € TW avec x € P | wz(u,v) =0, pour tout v € (X (x),Y (x))}.

Supposons par 'absurde qu’il existe z un point de P tel que w,(X(x),Y (z)) = 0. Comme le
champs de vecteurs X est transverse a P et que Y engendre I'orthogonale symplectique de P,
cela implique que w (Y (z),v) = 0 pour tout v € T, P. Ceci est une contradiction car w est non
dégénérée et Y est un champs de vecteurs partout non nul. Ainsi la forme symplectique w est
non dégénérée sur <X ‘ p,Y>. Donc la forme symplectique w est également non-dégénérée sur

l'orthogonale symplectique de <X P Y> qui vaut Ker(a) = 7. De maniere équivalente, da est

non-dégénérée sur Ker(a), ce qui permet de conclure que (P,n = Ker(a)) est une variété de
contact.

De plus la symplectisation positive de (P, Ker(«)), que nous notons St (P, Ker(«)), peut étre
identifiée & W, p := | ¢’ (P) que 'on munit de la forme symplectique exacte d\w, - Pour s’en
teR ’

convaincre, remarquons tout d’abord que d’aprées les hypotheses faites dans la définition d’une

variété de Liouville et du bord d’un domaine étoilé, W, p = || ¢’ (P) est une union disjointe
teR

de copies de P. Identifions ST(P,Ker(a)) a (P x R,d(e?a)) ot § désigne la coordonnée sur R.
Nous affirmons que 'application

Dp: (P x R, d(eea)) — (W*,p,w|W*’P = d)‘IW*,p>
(2,0) = % (x)

est un symplectomorphisme fortement exact. En effet, pour tout (z,0) € P x R et (u,v) €
T.P x TyR,

PP A0 (1 V) = Mgy (o) (VX (0% (2)) + dute (w)) = Ay (o) (X (8% (@) + (@%) Nalu) .

Or txA = w(X,X) =0, donc le premier terme de cette somme est nulle. D’apres la formule de
Cartan et en utilisant le fait que tx A = 0 nous avons pour tout # € R

(BN = (%) xdh + dixd) = (4)°N
Nous constatons ainsi que le flot de Liouville dilate exponentiellement la forme de Liouville :
(0%)"A = €A (2)
pour tout 6 € R. Nous avons donc in fine pour tout ((z,0), (u,v)) € T(P x R)
Dp () (1w, v) = Xy (1) = e’y (u)
ce qui justifie 'affirmation que ® est un symplectomorphisme fortement exact.
Un fait remarquable de cet ouvert W, p est qu’il ne dépend pas de 'ouvert étoilé U choisi dont

P est le bord. Pour prouver ce fait il sera commode d’introduire également son complémentaire
que nous notons Corep(W) := W \ W, p. La manipulation ensembliste suivante permet de voir

que Corep(W) = tDO(b)_(t(U) :

<ﬂ ¢>>_<t(u)> =UJodu)=Uex'(Uex(P)= U ox"(P)=] ok(P)=W.p.

t>0 t>0 t>0 5>0 t>0,5>0 teR

Dans la ligne précédente A¢ désigne le complémentaire d’un ensemble A inclus dans W.
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Lemme 0.10. Soient U et V deux ouverts étoilés et notons P := OU le bord de U et Q := OV
le bord de V. Nous avons alors les égalités ensemblistes suivantes :

W.p=W,q et Corep(W) = Coreg(W) .

Nous notons alors W, et Core(W) ces ensembles et nous appelons le ceur de W [’ensemble

Core(W).
Avant de démontrer ce lemme donnons quelques exemples de coeurs de variétés de Liouville.

Exemple 0.11. 1. Dans le cas de <R2”,wst =d znj %(a:idyi — yida:i)>, le coeur correspond au
singleton {0}. -
2. Dans le cas de (T*X,d)\x), le cceur correspond a la section nulle. Ainsi
(T*R” =R, —wg =d Zn: yid:ri> a un coeur différent de (R2n,wst =d i %(xidyi — yidxi))
Prouvons le lemme pl“éCéd;I_li. .

Démonstration. Remarquons que comme W, ¢ est un ouvert cela implique que Coreg(W) est
un fermé. De plus, c’est un fermé inclus dans V qui est un ouvert borné par définition. Ainsi
Coreg(W) est un fermé borné et donc c’est un compact. Supposons alors par l'absurde que
W, p soit différent de W, g. Cela implique que W, p intersecte Coreg(W). Soit alors (z,t) €
P x R tel que ¢ (x) € W, p N Coreg(W) fasse partie de cette intersection. Par définition de
W. p et Coreg(W), pour tout T > 0 nous avons que ¢ (¢’ (z)) = ¢57 (x) sera toujours

dans W, p N Coreq(W). En effet, en décrivant W, p comme |J ¢% (P), il est immédiat que ¢%
seR

laisse stable W, p. Pour les mémes raisons gbr;F( laisse stable W, o pour tout 7" > 0 et donc
laisse stable également son complémentaire Coreg(W), ce qui confirme bien 'affirmation que
T (z) € Wi p N Coreg(W) pour tout T > 0. Or, en identifiant W & (P x Rso) Ul il est facile
de voir qu’il existe # € R>q tel que Coreg(W) soit inclus dans (P x [0, 0]) UU car Coreg (W) est
compact. Ainsi pour T" > 0 suffisamment grand - deés que t + 71 > 6 - ceci contredit le fait que
5T () soit dans Coreg(W). O

Remarque 0.12. Nous n’avons pas utilisé dans le preuve le fait que P soit connexe.

Ainsi quel que soit 'ouvert étoilé que 1’on choisit, le bord de cet ouvert étoilé est une variété
de contact dont la symplectisation est fortement exactement symplectomorphe a (Wi, ww, =
dAjw, ). Nous avons donc le corollaire suivant.

Corollaire 0.13. Soient U et V deux ouverts étoilés dont les bords sont respectivement P et QQ
que nous munissons des formes de contact o = A\p et B = Xq. Alors les variétés de contact
(P, Ker(a)) et (Q, Ker(B)) sont contactomorphes.

Démonstration. 1l existe une application lisse © : P — R telle que 'application
[} PQ: P - Q
©
p— ¢ X(p) (p)

réalise un difféomorphisme. En effet, nous pouvons construire cette application © de la fagon
suivante. Notons ®p : PXR — W, et &g : Q xR — W, les symplectomorphismes qui identifient
les symplectisations de P et Q & Wi - ®p(p,0) = ¢% (p) pour tout p € P et § € R et de méme
pour @ - ainsi pour tout p € P

O(p) == pre ((2Q) ' @p(p,0))

ou prr désigne la projection canonique sur la coordonnée R. Montrons que ce difféomorphisme
préserve les distributions de contact. Pour cela prenons p € P et u € Ker(ay,)

(@rQ)" Mlu) = Ao, (GOWX (637 (1)) + do3” () = (657) Ap(w) = OP Iy () = 0
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la deuxieme égalité provient du fait que \(X) = w(X, X) = 0 et la troisitme du fait que le flot
de Liouville dilate exponentiellement la forme de Liouville (voir formule ([2))).
O

Ce dernier corollaire peut étre vu de maniere plus abstraite. En effet, le flot du champs de
Liouville induit une action libre et propre de R sur Wi, ainsi Py := W, /R est une variété. De
plus comme le flot de Liouville dilate exponentiellement la forme de Liouville, la distribution
Ker(\) sur W, passe au quotient Py, en une distribution 7. Le lecteur pourra alors vérifier que
(Pso, Noo) €st une variété de contact contactomorphe a toute variété de contact que nous avions
construite comme le bord d’un ouvert étoilé. Sa symplectisation positive est symplectomorphe

a (W, w|W*). C’est cette variété de contact abstraite que nous appelons le bord de contact idéal
de (W,w = d\).

n
Exemple 0.14. 1. Dans le cas de <R2n,2wst =d > (z;dy; — yidxi)>, ou n désigne un entier
i=1
plus grand que 1, le bord de contact idéal peut étre identifié a la sphere euclidienne standard
n

S§2n=1 c R?"~! munie du noyau de la forme agen—1 := 3" (z;dy; — y;dx;) que I'on restreint
~
Y S2n—l‘ ’

2. Dans le cas ou la variété de Liouville est (T*X,d)\x), le cotangent d’une variété X de
dimension plus grande que 2, le bord de contact idéal peut étre identifié¢ & (PTT* X, £x), le
cotangent unitaire de X.

3. En voyant S! comme R/Z, la 1-forme constante dt sur R descend en une 1-forme dt sur
S1. Pour tout entier n € N, la variété

(Sl x R?FL g (zdt + > (widy; — yidﬂ«"z’)>> ;

i=1

Ol (T1, ey Tpy Y1, -+, Yn, 2) désignent les fonctions coordonnées sur R?* 1 est une variété de
Liouville. Remarquons que lorsque n = 0 le bord d’un ouvert étoilé n’est pas connexe, c’est
la raison pour laquelle nous supposons n > 0. Le bord de contact idéal de cette variété de
Liouville peut étre identifié a

<Sl x S%" Ker (zdt + Z(midyi — yid:ci))> c St x R

i=1
0.3.2 La préquantification d’une variété symplectique exacte

Lorsque (W, w = d\) est une variété symplectique exacte de dimension 2n, avec n € N, nous

pouvons lui associer la variété de contact (W xR, Ker(dz— X)), ou z désigne la coordonnée sur R.
n n

En effet, sachant que A (dA) est une forme volume sur W, la 2n + 1-forme (dz — ) A (‘/\ (—d/\)>

=1 =1
en est également une sur W x R. Nous en déduisons que la 1-forme dz — X\ est une forme de

contact sur W x R. En considérant ’action libre et propre de Z sur W x R donnée par,
p(k)(p,z) = (p,z+ k), pour tout (p,z) € W xR et pour tout k € Z ,

nous pouvons construire une nouvelle variété de contact : la variété quotient que nous notons
W x St En effet, p(k)*(dz — \) = dz — \ pour tout k € Z. Ainsi la forme de contact dz — \ €
QYW x R) descend en une forme de contact sur W x S que nous notons encore dz — A. Nous
appelons la variété de contact (W x S, Ker(dz—\)) la préquantification de la variété de Liouville
(W, dX). Remarquons que le champs de Reeb associé a la forme de contact dz — X sur W x R et
W x S! est donné par %, nous notons ¢ 2 son flot. Ce flot est défini pour tout temps ¢ € R par

qﬁ’;@ (p,z) = (p,z + t) pour tout (p,z) € W x R.
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0.4 Le groupe des symplectomorphismes hamiltoniens et des contactomor-
phismes

Définition 0.15. 1. Soit (W,w) une variété symplectique. L’ensemble des symplectomor-
phismes ¢ : (W,w) — (W,w) muni de la loi de composition forme un groupe que nous
appelons le groupe des symplectomorphismes. Nous notons ce groupe Symp(W, w).

2. Soit (M, &) une variété de contact. L’ensemble des contactomorphismes ¢ : (M, &) — (M, §)
muni de la loi de composition forme un groupe que nous appelons le groupe des contacto-
morphismes. Nous notons ce groupe Cont(M,¢).

Soient I un intervalle de R et A un ensemble. Par définition une famille d’éléments de A
indexé par I est une application a : I — A, t + a', et nous la notons {a'}sc;. Nous appelons I
I'intervalle de temps.

Considérons X une variété munie d’une forme symplectique w (resp. d’une distribution de
contact £). Nous disons qu’'une famille de symplectomorphismes (resp. de contactomorphismes,
resp. de difféomorphismes) {¢'};er de X indexé par I, est un chemin lisse de symplectomor-
phismes (resp. contactomorphismes, resp. difféomorphismes) indexé par I si I’application

IxX =X, (tz)— ()

est lisse. Si I = [0,1] et {¢'}4c[o,1) est un chemin lisse indexé par [0, 1], nous disons simplement
que c’est un chemin lisse - nous omettons I'intervalle de temps - et notons uniquement {!} pour
désigner {¢"}4c(o,1)- Nous notons Sympg (X, w) (resp. Conto(X, &), resp. Diffg(X)) I'ensemble des
symplectomorphismes (resp. contactomorphismes, resp. difféomorphismes) qui sont le temps 1
d’un chemin lisse de symplectomorphismes (resp. contactomorphismes, resp. difféomorphismes)
{o'} tel que ¥ = Id. C’est un sous-groupe distingué de Symp(X,w) (resp. Cont(X, &), resp.
Diff(X)).

Pour tout sous-ensemble A C X, nous notons A I’adhérance de cet ensemble. Nous disons
que ¢ est un symplectomorphisme (resp. contactomorphisme, resp. difféomorphisme) & support
compact si

Supp (¢) :=={x € X | p(x) # =} est compact.

De méme nous disons qu’un chemin lisse de symplectomorphismes (resp. de contactomorphismes,
resp. difféomorphismes) est a support compact si

Supp ({ﬁpt}) = U {z € X | p'(x) # x} est compact .
te[0,1]

Nous notons Sympg(X,w) (resp. Cont§(X, &), resp. Diffj(X)) 'ensemble des symplectomor-
phismes (resp. contactomorphismes, resp. difféomorphismes) qui sont le temps 1 d'un che-
min lisse de symplectomorphismes (resp. contactomorphismes, resp. difféomorphismes) & sup-
port compact {¢'} tel que ¢° = Id. C’est un sous-groupe distingué de Symp,(X,w) (resp.
Conty(X, ), resp. Diffy(X)). Il est clair que lorsque X est compact ces deux groupes coincident
Sympg(X,w) = Sympg(X,w) (resp. Cont§(X, &) = Conto(X, €), resp. Diffy(X) = Diff5(X)) et
que quand X ne ’est pas nous avons une inclusion stricte.

Remarque 0.16. A. Banyaga dans [6] étudie la topologie compacte-ouverte C* sur ’espace des
difféomorphismes de X a support dans un compact K C X. Il considére alors Diff*(X), l'en-
semble des difféomorphismes & support compact de X, muni de la topologie provenant de la
limite inductive de ’espace des difféomorphismes a support dans un compact K C X lorsque K
parcourt tous les compacts de X. Il démontre que la composante connexe contenant 1'identité
de Diff’(X) correspond a ce que nous avons noté Difff(X).
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Lorsque (M, €) est une variété de contact, un groupe associé a Contg(M, £) que nous étudions

durant cette these est son revétement universel que nous notons Contg (M, £). Plus précisément
notons D(M, €) I'ensemble des chemins lisses de contactomorphismes & support compact {¢t}
commencant a l'identité. Le revétement universel est alors défini en identifiant les éléments de
D(M, &) qui sont homotopes & extrémités fixées. Plus précisément,

Cont§(M,&) = D(M, &)/ ~

ot pour tous {¢t},{#h} € D(M,€) nous avons {¢}} ~ {¢2} si et seulement si il existe un
contactomorphisme ¢ € ContG(M, &) et une application lisse

0,1] x [0,1] x M — M, (s,t,z) — ¢.(x)

telle que
L. ph(z) = ¢l () et i (z) = ¢(z) pour tout (¢,z) € [0,1] x M
2. {¢} est un chemin lisse de contactomorphismes & support compact qui commence a I'iden-
tité et finit & ¢ pour tout s € [0, 1], c’est-a-dire que ¢? = Id et ¢! = ¢.
Ainsi pour tout {¢'} € D(M, €), nous notons [{¢'}] € @(M, €) la classe de cet élément.

Il y a deux fagons de définir la méme loi de groupe sur Contg(M, £). En effet, la loi de groupe
sur D(M, ) qui consiste en la composition temps par temps de deux chemins lisses descend en

une loi de groupe sur Cont§(M, ). Plus précisément pour tous [{¢!}], [{¢4}] dans a)\/ntﬁ(M, €)
le produit de ces deux éléments est défini par

{e1}{e5}] = [{dh 0 5} -

Il est clair de cette définition que 1’élément neutre de Cont§(M, &) est donné par la classe du
chemin constant égal a I’identité. Nous notons cet élément Id. De plus, I'inverse de tout élément

[{¢'}] € Cont§(M, €) est donné par [{(¢*)1}].

La deuxieme fagon de définir la méme loi de groupe se fait par la concaténation de chemins.
Soient {¢}} et {¢4} deux éléments de D(M,&). Considérons une fonction surjective croissante
a: [0,1] — [0,1] telle que les dérivées n-ieme en 0 et en 1 soient nulles pour tout n € Nsq, i.e.
a™(0) = a(™ (1) = 0. Nous définissons la concaténation de {¢}} et {¢4} par rapport & a de la
fagon suivante :

(64} -0 {64} :={ o1 site 01/ } |

632 Vol site1/2,1]

La condition d’annulation de toutes les dérivées de a en 0 et 1 permet de s’assurer que {¢} }-, {04}
est un chemin lisse. Nous affirmons que

{1} {e5}] = {1} a {05} -

Cela vient du fait que pour tout chemin {¢'} et pour toute fonction b : [0, 1] — [0, 1] surjective
et croissante [{¢'}] est égal & [{¢*®}]. En définissant alors les fonctions

a(2t) site[0,1/2]

51:[0,1]—>[0,1]7t*>{ 1 sitel[l/2,1]

| 0 site|0,1/2]
by : [0,1] — [0, 1], tH{ a2t —1) site[1/2,1]

nous avons {¢”" s quQ(t)} ={¢'} o {PL}, d’ott I'affirmation précédente.
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A partir de maintenant pour des raisons techniques, la fonction a : [0,1] — [0, 1] que nous
utilisons pour concaténer tous chemins {¢}} et {¢L} est supposée strictement croissante en plus
d’étre surjective et de vérifier a™ (0) = a(™ (1) = 0 pour tout n € Nx¢. Nous écrivons {¢}-{¢h}
pour désigner {¢}} -, {p4} lorsque a vérifie cette propriété supplémentaire.

Lorsque {¢'} € D(M, &) est un chemin lisse et [{¢'}] € (m)(M, €¢) nous avons des repré-
sentants privilégiés de [{¢'}]7! et [{p'}[{o'}[{p!}] L. Cest ce que nous discutons jusqu’a la
fin de cette sous-section.

Nous disons qu'un chemin lisse de contactomorphismes {¢'} est un lacet si ¢° = ¢'. Pour
tout {¢'} € D(M, €) nous notons {¢!}~! pour désigner le chemin {¢!~t o (¢1)~11.

Lemme 0.17. Pour tout chemin lisse de contactomorphismes commencant a l’identité {¢'} €

D(M,€) nous avons [{¢'} 1] = [{¢'}] 7.

Démonstration. En effet,

t o (20 site|0,1/2]
{6} - {0} ! = { Pl it e [1/2,1] } ‘

est un lacet basé en l'identité. Montrons que c’est un lacet contractile, c’est-a-dire que [{¢!} -
{¢'}71] = Id. 1 suffit pour cela de considérer pour tout s € [0, 1] le chemin lisse

. goa(ze) site[0,1/2]
Psy = ¢5(1—a(2t—1)) site [1/27 1] '

Le lecteur pourra alors vérifier que
[0,1] x [0,1] x M — M, (s,t,x) > ©.(x)

est une application lisse telle que
1. {¢h} est égal au chemin constant basé en I'identité et {pi} = {¢'} - {¢'} !
2. {pL} est un lacet basé en l'identité pour tout s € [0, 1].

O
Un lemme que nous utiliserons constamment au cours de cette these est le suivant.
Lemme 0.18. Soient {¢'} et {¢!'} deux chemins lisses de D(M, &) nous avons alors :
e N NHY ™ = [ o g' o (') 1]
Démonstration. 11 suffit pour cela de considérer ’application lisse
$:[0,1] x [0,1] x M — M, (s,t,x) = "1 o gl o (=9~
O

0.5 Les fonctions hamiltoniennes
Dans cette sous-section nous verrons comment associer a des fonctions des chemins lisses de

contactomorphismes ou de symplectomorphismes.

Remarquons tout d’abord que si {¢'} désigne un chemin lisse de difféomorphismes d’une
variété X, nous pouvons lui associer un chemin lisse de champs de vecteurs {Y'}, c’est-a-dire
que Y € x(X) est un champs de vecteurs pour tout ¢ € [0,1] et I'application

0,1] x X = TX, (t,z)~— Y'x)
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est lisse. C’est I'unique chemin lisse de champs de vecteurs qui vérifie pour tout (¢,z) € [0,1] x X

L) =Y (@) Q

Nous disons qu'un chemin lisse de champs de vecteurs {Y*} est a support compact si {Y*} est
un chemin lisse de champs de vecteurs tel que Supp(Y?) := {x € X| Y(x) # 0} est compact
pour tout ¢ € [0, 1].

Réciproquement pour tout chemin lisse de champs de vecteurs & support compact {Y*} il
existe un unique chemin lisse de difféomorphismes & support compact {©'} qui commence a
lVidentité et qui vérifie I’équation différentielle d’ordre 1 . Nous appelons ce chemin lisse {¢'}
le flot du chemin de champs de vecteur Y := {Y*}. Nous écrivons ¢y pour désigner {¢'} et
@4 = ¢ pour tout t € [0, 1].

Ezemple 0.19. 1. Nous avons vu que lorsque (W,w = d\) désigne une variété de Liouville,
le champs de Liouville X € (W), défini comme 'unique champs de vecteurs vérifiant
txw) = A, est un champs de vecteurs dont le flot est défini pour tout temps t € R.

2. Un objet naturel associé a une variété M munie d’une 1-forme de contact « est un champs
de vecteurs de M nommé le champs de Reeb. Nous le notons R, et c’est I'unique champs
de vecteurs de M qui satisfait les conditions suivantes

{ a(Ry) =1

tr,da =0 .

(4)

Nous appelons le flot de ce champs de vecteurs le flot de Reeb. Lorsque le flot de Reeb au
temps t € R est bien défini, c’est le cas pour tout temps ¢t € R lorsque M est compacte,
c’est un contactomorphisme. En effet d’apres la formule de Cartan nous avons pour tout
s €10,1]

d

ds
De plus comme gbORa = Id cela implique que (¢%_)*a = a pour tout s € [0,], et donc en
particulier lorsque s = t.

(0R,) @ = ¢gs (tr,do+ dig,0) =0 .

0.5.1 Le cas symplectique

Soit (W, w) une variété symplectique. Considérons {¢'} un chemin lisse de symplectomor-
phismes de (W,w) et notons {X'} son chemin lisse de champs de vecteurs associé. D’apres la
formule de Cartan nous avons alors pour tout t € [0, 1]

%((wt)*w) _ (W* (txrdw + duxew)

De plus comme {1'} est un chemin lisse de symplectomorphismes cette derniére quantité vaut 0
et comme w est fermée nous concluons in fine que ¢ x+w est une forme fermée pour tout ¢ € [0, 1].
Dans le cas ou {#'} commence & Iidentité et que ty:w est, en plus d’étre fermée, une forme
exacte pour tout ¢ € [0, 1] nous disons que {¢'} est une isotopie hamiltonienne. Plus précisément
nous disons que {t'} est une isotopie hamiltonienne si 1/ = Id et s’il existe {H'} un chemin
lisse de fonctions, c’est-a-dire que I'application [0,1] x W — R, (t,z) — H'(x) est lisse, tel que
Lxtw = —dH" pour tout ¢t € [0,1]. Nous appelons alors le chemin de fonctions H := {H'} une
fonction hamiltonienne pour l'isotopie hamiltonienne {1!}. Nous notons Ham (W, w) I’ensemble
des symplectomorphismes de (W,w) qui sont le temps 1 d’une isotopie hamiltonienne et par
définition un symplectomorphisme hamiltonien est un élément de cet ensemble. De méme nous
notons Ham®(W,w) I'ensemble des symplectomorphismes de (W, w) qui sont le temps 1 d’une
isotopie hamiltonienne & support compact et par définition un symplectomorphisme hamiltonien
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a support compact est un élément de cet ensemble.

Réciproquement a toute fonction hamiltonienne H := {H'} qui est & support compact, i.e.
U {z € W | Hi(z) # 0} est compact, il existe un unique chemin lisse de champs de vecteurs

te[0,1]

X := { X'} défini par la relation ty:w = —dH?’. Nous appelons X (resp. X! pour tout t € [0,1])

le gradient symplectique de H (resp. de H! pour tout ¢ € [0,1]). Son flot ¢ x est alors une isotopie

hamiltonienne et nous disons que H € C°([0, 1] x W, R) engendre l'isotopie hamiltonienne ¢x.

Nous notons généralement 1 := ¢x cette isotopie et 1l := ¢ pour tout ¢ € [0,1]. Le lemme

qui suit a pour conséquence que les ensembles Ham(W, w) et Ham®(W, w) sont des sous-groupes

distingués de Symp(W,w).

Lemme 0.20. Soient {1t} et {4t} deuz isotopies hamiltoniennes. Considérons Hy et Hy deux
fonctions hamiltoniennes qui engendrent {1t} et {%}.

1. Le chemin lisse de symplectomorphismes {1t o} est une isotopie hamiltonienne engendrée
par la fonction hamiltonienne

Hi#Hy - [0,1] x W =R, (t,2) = Hi(x) + Hy((1) " (@) -

2. Pour tout symplectomorphisme 1 € Symp(M,w) le chemin lisse de symplectomorphismes
{ep7 L oapl o1p} est une isotopie hamiltonienne engendrée par la fonction hamiltonienne

Hyot:[0,1] x W =R, (t,x)— Hi(y(z)) .

Nous laissons la démonstration de ce lemme au lecteur.

Remarque 0.21. 1. Si Hy : [0,1] x W — R est une fonction hamiltonienne & support compact
qui engendre l'isotopie hamiltonienne {¢, }, alors pour toute constante ¢ € R la fonction
Hi + c est une fonction hamiltonienne qui engendre la méme isotopie hamiltonienne.

2. Il n’est a priori pas clair qu'un chemin lisse de symplectomorphismes hamiltoniens partant
de l'identité {+'} soit une isotopie hamiltonienne. A. Banyaga [5] a prouvé que c’est bien
le cas.

0.5.2 Le cas de contact

Soit (M, &) une variété de contact telle que la distribution £ est co-orientable. Fixons o une
1-forme de contact pour la distribution &. Considérons alors {¢'} un chemin lisse de contacto-
morphismes de (M, £) qui commence & l'identité et notons { X'} le chemin lisse de champs de
vecteurs associé. Comme {¢'} est un chemin de contactomorphismes qui part de Iidentité, il
existe un chemin lisse de fonctions {g* : M — R} tel que (¢!)*a = 9" a pour tout ¢ € [0,1] - ¢
est le facteur de conformalité de ¢! par rapport & o pour tout ¢ € [0,1]. Ainsi pour tout ¢ € [0, 1]

nous avons

t
t

d d 0
(@) Lxi(a) = 2 ((6)7a) = Zev'a = Fe'a

ou Lx: désigne la dérivée de Lie par rapport au champs de vecteurs X'. En particulier cela
implique qu’il existe un chemin lisse de fonctions {k' : M — R} tel que £Lx+a = k'a pour tout
te0,1].

Réciproquement, supposons qu’il existe un chemin lisses de champs de vecteurs { X'} & support
compact et un chemin lisse de fonctions {k* : M — R} tel que Lx:a = k'a pour tout ¢ € [0, 1].
En notant ¢x le flot de X := {X*} nous avons pour tout ¢ € [0, 1]

©((0h)r0) = (6k) K= (K o o) (%) o
De ce fait,

(#) @ =exp ( /0 o ¢§(>ds) a (5)
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et donc ¢x est un chemin lisse de contactomorphismes. Nous disons donc qu’'un champs de
vecteurs X € x(M) est de contact s’il existe une fonction k : M — R tel que Lxa = ka, et
quun chemin lisse de champs de vecteurs {X'} est de contact s’il existe un chemin lisse de
fonctions {k! : M — R} tel que Lx:a = k'a pour tout t € [0, 1].

Remarque 0.22. Le fait qu'un champs de vecteurs soit de contact ne dépend pas de a mais
uniquement de &. En effet, si § est une autre forme de contact pour £ il existe une fonction
lisse f: M — R\ {0} telle que 5 = fa. Si X est un champs de vecteurs tel que Lxa = ka ou
k : M — R désigne une fonction lisse, alors

1
f

Lemme 0.23. Nous avons une bijection entre l’ensemble des chemins lisses de fonctions et
l’ensemble des chemins lisses de champs de vecteurs de contact. Plus précisément cette bijection
et sa réciproque sont définies par les points suivants

Lxf = (df(X)+[k)B .

1. A un chemin lisse de champs de vecteurs de contact {X'} nous associons le chemin lisse
de fonctions {h! := a(X")}.

2. A un chemin lisse de fonctions {h'} nous associons l'unique chemin lisse de champs de
vecteurs { X'}, ou X' est défini pour tout t € [0,1] par

{ a(Xt) =hnt

6
txtda = dht(Ry)o — dht (©)

et ot R, désigne le champs de Reeb associé d la forme o (voir le systéme d’équations )

Démonstration. Soit {X'} un chemin lisse de champs de vecteurs de contact et notons {k’ :
M — R} le chemin lisse de fonctions tel que £ x:a = k'a pour tout ¢ € [0, 1]. Définissons alors le
chemin lisse de fonctions {h! := a(X*)}. En appliquant la formule de Cartan pour tout ¢ € [0, 1]
nous avons

Lyta = tytda + dixea = vxeda + dht = Ela . (7)
En évaluant les 1-formes de I’équation @) en le champs de Reeb R, nous avons
k' = dh'(Ry). (8)
Ainsi
vxtda = dh'(Ry)o — dh® . 9)

Réciproquement si {h!} est un chemin lisse de fonctions, montrons dans un premier temps que le
systeme d’équations @ définit un unique champs de vecteurs. Le fait que da soit non dégénérée
sur et que TM = £ @ (R,) permet de dire que si X et Y sont deux champs de vecteurs tels
que

txda = tyda

il existe une fonction f: M — R telle que X —Y = fR,. Si de plus a(X) = a(Y) cela implique
que f =0 et donc que X =Y. Ainsi le systéeme d’équations @ définit bien un unique chemin
lisses de champs de vecteurs {X*}. Montrons qu’il est de contact. En combinant la formule de
Cartan et le systeme d’équations @ nous avons pour tout ¢ € [0, 1]

Lyta = txtda + diyra = dh'(Ry)o — dht + dht = dh'(Ry)a
et donc que {X'} est un chemin lisses de champs de vecteurs de contact. O

Remarque 0.24. Si {¢'} est un chemin lisse de contactomorphismes commengant & I'identité
et {g'} le chemin lisse de facteurs de conformalité de {¢'} par rapport a a, c’est-a-dire que
() o = egt(oz) pour tout ¢ € [0, 1], nous déduisons des formules et que pour tout
t €0,1]

g = /0 (dh*(Ry) o ¢°)ds .
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Ainsi lorsque h := {h! : M — R} est un chemin lisse de fonctions & support compact via le
lemme précédent nous pouvons lui associer un chemin lisse de champs de vecteurs de contact
a support compact {X'}. Nous notons (;52 le flot au temps t € R de ce champs de vecteurs et
oy = {¢Z}te[0,1} le chemin lisse de contactomorphismes correspondant. Nous disons que h est
la fonction hamiltonienne qui engendre ¢j,. Attention cette construction n’a de sens qu’une fois
une forme de contact « fixée.

Enfin il est intéressant de voir qu’un chemin lisse de contactomorphismes de (M, £ = Ker(«))
partant de l’identité se releve dans la symplectisation positive en une isotopie hamiltonienne de
(‘S’gr (M), dX¢) qui est équivariante par 'action de R~. Pour le voir, identifions la symplectisation

a (M xR, d(e’a)). Considérons {¢*} un chemin lisse de contactomorphismes partant de I’identité
et {g'} le chemin lisse de facteurs de conformalité par rapport & a de {¢'}. Rappelons que nous
définissons {¢'} le chemin lisse de symplectomorphismes Rsg-équivariant de (M x R, d(e’a))
par la formule

V! (z,0) = (¢'(2),0 — ¢'(z)) , pour tout (t,z,0) € [0,1] x M x R.
De ce fait pour tout (¢,z,0) € [0,1] € M x R nous avons d’apres la remarque que

d ty gt dg" ty it t t
Cﬁ@wzﬁwmmrawﬂzﬁww»wwmww

ot {X*} désigne le champs de vecteurs de contact associé a {¢'} et {h! := a(X?)} sa fonc-
tion hamiltonienne. Ainsi le chemin de champs de vecteurs associé a {i'} est défini pour tout
(t,z,0) € [0,1] x M x R par

Vi(2,0) = (X'(x), ~doh! (Ra(2))) (10)
et nous avons donc pour tout ¢ € [0, 1]
wyed(ela) = e¥iye ((df)a + dar)
= ¢ (=dh'(Ra)a — (d0)a(X") + 1xeda)
= —¢” ((d0)h' + dn') = —d("h") .
Ainsi {¢'} est bien une isotopie hamiltonienne dont la fonction hamiltonienne est définie par la

formule suivante
H:[0,1]]x M xR—=R, (tz6)— hl(z).

Remarquons que H' est homogene de degré 1 sous I’action de R~ pour tout ¢ € [0,1] :
H'(x,In(6p) + 0) = 0gH'(x,0), pour tout (x,0) € M x R et pour tout fy € R .

Pour cette raison nous appelons H la fonction hamiltonienne homogene correspondante a h.
Nous notons Ham®>0(S+ (M, ¢), d)\¢) I'ensemble des temps 1 des isotopies hamiltoniennes R -
équivariants. De cette construction et du lemme [0.20| nous déduisons le lemme suivant.

Lemme 0.25. Soient {¢\} et {¢p,} deux chemins lisses de contactomorphismes de (M, =
Ker(a))) commencant d lidentité, hy et ho deuz fonctions hamiltoniennes pour {¢}} et {ph}.

1. En notant {g}} le chemin lisse de facteurs de conformalité de {¢}} par rapport a « la
fonction

hittha  [0.0] x M 5 R, (t2) = b () + et (607 @ ((61) (@)

est une fonction hamiltonienne qui engendre le chemin lisse de contactomorphismes {¢t o

5}
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2. Soit o un contactomorphisme de (M, §) tel que *a = el v, alors la fonction

0,1] x M =R, (t,z) — e T@nl(p(x))

est une fonction hamiltonienne qui engendre le chemin lisse de contactomorphismes {p~'o

¢f o}

Pour conclure ce chapitre 0, motivons I’étude du groupe des symétries d’une variété de
contact par le théoréme suivant de A. Banyaga et A. McInerney [7].

Théoréme 0.26 ([7]). Soient (Mi,&1) et (Ma, &) deux variétés de contact. 1l existe un isomor-
phisme de groupe ® : Conty(My, &) — Conty(Ma, &) si et seulement s’il existe un contactomor-
phisme ¢ : (My,&1) — (M2, &2).

Ainsi toutes les informations d’une variété de contact (M, &) sont contenues dans le groupe
Cont(M, ). Ce groupe est donc "trés grand'. Le lecteur pourra voir par exemple dans [38],[39]
qu’il est possible de mettre une structure de groupe de Lie sur Cont§(M,&). Dans ce cas, son
algebre de Lie consiste en ’espace vectoriel des champs de vecteurs de contact et nous pouvons
déduire du lemme que ce dernier espace vectoriel est de dimension infinie. Cela confirme
Pintuition du groupe "treés grand" ainsi que l’absence d’invariants locaux discutée dans la re-
marque Il s’avere cependant que pour certaines variétés de contact (M, §), la rigidité globale
de la distribution de contact permet de munir Contg(M,§) et (/](;1‘5/8(]\4 ,€) de structures géo-
métriques naturelles compatibles avec leur structure de groupe. Les structures géométriques qui
vont nous intéresser au cours de cette theése sont les normes (invariantes par conjugaison) ainsi
qu’une relation d’ordre partielle.

24



1 La géométrie de Cont;(M, &) et Contj(M, <)

Dans ce chapitre nous parlerons dans la premiere section de normes invariantes par conju-
gaison sur le groupe des contactomorphismes. En particulier nous verrons qu’elles sont toujours
discretes. Nous discuterons du fait que le caractere borné ou non de ces normes est alors primor-
dial. Cette premiere section se base essentiellement sur les résultats de M. Fraser, L. Polterovich
et D. Rosen [21].

Dans la deuxiéme section nous définirons la relation binaire partielle, que nous noterons -,
introduite par Y. Eliashberg et L. Polterovich [20] sur le revétement universel du groupe des
contactomorphismes d’une variété de contact (éventuellement non compacte [2I]) Contg(M, §).
Cette relation binaire est de maniere triviale réflexive et transitive. Elle est de plus bi-invariante,

c’est-a-dire que si f1 = g1 et fa = go alors fifa = g1g2 pour tout fi,¢91, f2,g2 € Cont§(M,E).
Par contre, elle n’a pas la propriété d’antisymétrie en général, c’est-a-dire qu’elle ne définit pas
une relation d’ordre partiel en général. Lorsque c’est le cas, nous disons que la variété de contact
est ordonnable. Nous donnerons dans cette section un critére géométrique suffisant pour que les
variétés de contact soient ordonnables et également des exemples de variétés de contact non or-
donnables. Cette deuxieme section se base essentiellement sur les résultats que le lecteur pourra
trouver dans [20], [19] et également [21].

Enfin, dans une troisieme section nous discuterons de liens entre ’ordonnabilité d’une variété
de contact et l'existence de normes et de métriques non triviales sur le groupe des contactomor-
phismes et son revétement universel.

1.1 Normes

Commencons par donner la définition d’une norme invariante par conjugaison sur un groupe

G.

Définition 1.1 (Norme invariante par conjugaison). Soit v : G — Rx>( une application & valeurs
réelles positives. Nous disons que v est une norme invariante par conjugaison si pour tout élément
g et tout élément h dans G nous avons

1. v(gh) < v(g) +v(h)
v(g™!) = v(g)

2. v(
3. v(g) = 0 si et seulement si g est I’élément neutre du groupe
4. v(hgh™') = v(g).

Lorsqu’'uniquement les 3 premieres propriétés sont vérifiées nous disons que v est une norme.
Lorsque seulement les 2 premieres propriétés sont vérifiées nous disons que v est une pseudo-
norme. Une autre fagon de définir une norme invariante par conjugaison sur un groupe est de se
donner une métrique bi-invariante.

Définition 1.2 (Métrique bi-invariante). Soit d : G x G — R>¢ une application a valeurs réelles
positives. Nous disons que d est une métrique bi-invariante si pour tous g1, g2, g3 dans G nous
avons

L. d(g1,93) < d(g1,92) + d(g2,93)

2. d(gl,g2) (92,91)

3. d(g1,g2) = 0 si et seulement si g1 = g2
4. d(g3g1, 9392) = d(9193, 9293) = d(91, 92)-
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Ainsi le lecteur pourra vérifier que si d est une métrique bi-invariante sur G, I'application
v: G — R>p qui a tout élément g lui associe sa distance & I’élément neutre, v(g) = d(e, g),
est une norme invariante par conjugaison. Réciproquement, si v est une norme invariante par
conjugaison sur G alors I'application d : G x G — R, définie pour tout couple (g,h) € G x G
de la maniére suivante d(g,h) = v(gh™1), est une métrique bi-invariante.

FEzemple 1.3. 1. Pour tout groupe G, la norme triviale vy : G — R, qui a tout élément g
différent de I’élément neutre du groupe associe 1 et 0 a ’élément neutre, est une norme
invariante par conjugaison.

2. Soit n € N5 un entier strictement positif, et considérons le groupe (R",+). La distance
euclidienne standard entre deux points x = (21, ..., ) et (y1, ..., yn) de R™ définie par

est une métrique bi-invariante.

Si d est une métrique bi-invariante sur un groupe G, alors G muni de la topologie métrique
définie par d est un groupe topologique, c’est-a-dire que la multiplication et le passage a I'inverse
sont deux applications continues pour cette topologie. Dans le cas du groupe des contactomor-
phismes d’une variété de contact nous verrons a la proposition [1.6| que la topologie donnée par
une métrique bi-invariante n’est pas intéressante, il s’agira dans tous les cas de la topologie
discrete. En effet toutes les normes invariantes par conjugaison auront la propriété suivante.

Définition 1.4 (Norme discreéte). Soit v une norme sur un groupe G. Nous disons que v est
discrete 8’1l existe C' > 0 tel que v(g) > C pour tout g € G.

Ezemple 1.5. 1. Soit G un groupe et S C G un sous-ensemble générateur de G, c’est-a-dire
N

que pour tout g € G il existe N € Ny éléments g1, ..., gy € S tels que g = [] g;. Supposons
i=1

que S est stable par passage a l'inverse, c’est-a-dire que g~ € S pour tout g € S. En notant

k
Sk =9I gi | (9i)icpmnn € S’“} pour tout k € N>, application
=1

V:G—)NZO

N min{k | g€ Sk} sig#e
Osig=e

est une norme. Si de plus I'ensemble S est invariant par conjugaison, c’est-a-dire que
hgh™ € S pour tout ¢ € S et pour tout A € G, alors la norme précédente est une
norme invariante par conjugaison. Cette norme est appelée la norme des mots associés a
I’ensemble S.

2. Soit (M, &) une variété de contact de dimension 2n+1. Nous disons que B C M est une boule
de Darboux si c’est I'image d’un plongement de contact d’une boule ouverte euclidienne
B standard incluse dans R?"*! munie de la distribution de contact fst‘ g Définissons les

sous-ensembles de (m)(M ,€) et Cont§(M, ) suivants

S = {[{qﬁt}] € a)\ﬁ%(M,f) | Supp({¢'}) C une boule de Darboux} C Cont§(M, &)

et
S = 71-(5) C COIlt(C)(M, 5)

ou 7 : Cont§(M, &) — Cont§(M,E) désiw projection canonique. Les ensembles S et S

sont alors des ensembles générateurs de Contg(M, &) et Contg(M, £) respectivement d’apres
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[6]. Ces ensembles sont de plus stables par conjugaison et par passage a l'inverse. Nous
appelons les normes de mots associées aux ensembles S et S la norme de fragmentation.
Nous les notons respectivement Vgrqg €t Vprag-

Théoréme 1.6 ([21]). Soit (M,&) une variété de contact.

1. Toute norme invariante par conjugaison v : Contg(M, &) — R>q est discréte.

2. Toute norme invariante par conjugaison v : ConltG(M, &) — Rxq est discréte sur Contg(M, €)\
1 (G) .

Nous donnons une démonstration de ce théoréme a la fin de cette section.

Un phénomene similaire se produit lorsque 1’on s’intéresse aux normes invariantes par conju-
gaison sur le groupe des difféomorphismes de variétés. De plus D. Burago, S. Ivanov et L.
Polterovich ainsi que T. Tsuboi ont démontré sur une grande famille de variétés différentielles
que ces normes sont bornées, c’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que v(g) < M pour tout g € G.
Plus précisément nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.7 ([10],[51],[52]). Soit M une variété connexe et fermée.
1. Toute norme invariante par conjugaison v : Diffy(M) — R>q est discréte et bornée.

2. Toute norme invariante par conjugason v : Diffg(M x R™) — Rxq est discréte et bornée
pour tout entier n € N.

Deux normes v; et vo sur un groupe GG sont dites équivalentes s’il existe A > 0 tel que pour
tout g € G

%UQ(Q) <wi(g) < Ara(g) .

Ainsi une norme sur un groupe G qui est discréte et bornée est équivalente a la norme triviale

(définie dans 'exemple [1.3).

Bien que les normes invariantes par conjugaison sur le groupe des contactomorphismes soient
toujours discretes, S. Sandon [41] a montré l'existence d’une norme invariante par conjugaison
non bornée sur le groupe des contactomorphismes a support compact de R?" x S' munie de
sa structure de contact standard. Nous donnerons une nouvelle démonstration au chapitre [4] du
caractére non borné de la norme de [4I] ainsi que de plusieurs autres normes [21], [16], [44] en
étudiant leurs géodésiques. En opposition au théoréme [I.7] l'existence de telles normes sur le
groupe des contactomorphisme traduit donc une certaine rigidité supplémentaire que confere la
structure de contact & la variété différentielle R?" x S1.

Une autre facon de déduire des rigidités de la structure de contact provenant de normes
invariantes par conjugaison est d’utiliser ces normes pour associer aux ouverts de la variété sous-
jacente des invariants de contact numériques. Soit U C M un ouvert d’une variété de contact
(M, €), nous notons Contg (U, £) 'ensemble des contactomorphismes de Contg(M, §) qui peuvent
étre reliés a I'identité par des chemins lisses de contactomorphismes a support compact dans U.

De méme, Cont§(U, £) désigne I'ensemble des chemins lisses de contactomorphismes de (M, §) a
support compact partant de l'identité et a support dans U que 'on quotiente par la relation d’étre
homotope a extrémités fixées. Attention, les chemins considérés durant ’homotopie peuvent ne
pas étre a support dans U. Si v est une norme invariante par conjugaison sur Contg(M, ) (resp.

a)\ﬁ%(M ,€)) le nombre suivant

C(U) = sup {v(g) | g € Cont§(U, &)} (resp. C(U) == sup {v(g) | g € Cont§(U,£)})

est invariant par contactomorphisme, c’est-a-dire que ¢(U) = ¢(¢(U)) pour tout ¢ € Cont§(M, &).
Nous reviendrons plus précisément sur cette remarque lorsque I'on parlera de capacité de contact
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dans la section 2.3.4]

En contrepartie M. Fraser, L. Polterovich et D. Rosen [2I] démontrent des résultats de
bornitude de normes invariantes par conjugaison sur le groupe des contactomorphismes (ou
sur le revétement universel de ce dernier) d’une variété de contact qui est transportable par
contactomorphisme.

Définition 1.8 (transportable par contactomorphisme [21]). Soit (M, ) une variété de contact
ouverte connexe. Nous disons qu’elle est transportable par contactomorphisme s’il existe un
sous-ensemble compacte connexe K C M et un chemin lisse de contactomorphismes partant de
'identité {P'}icr., tels que
1. ce compact K est attracteur, c’est-a-dire que pour tout compact A de M et pour tout
voisinage U de K il existe un temps t > 0 tel que P'(A) C U,

2. il existe un contactomorphisme ¢ € Cont(M, &) (qui peut ne pas étre & support compact)
qui déplace K, c’est-a-dire que ¢(K) N K = 0.

Proposition 1.9 ([21]). Soit (M,&) une variété de contact qui est transportable par contacto-

morphisme. Alors toute norme invariante par conjugaison v sur Contg(M, &) ou sur Conty(M, &)
qui est bornée sur un voisinage C' de lidentité est équivalente d la norme triviale, c’est-a-dire
que v est discréte et bornée.

En utilisant la proposition précédente ils démontrent la proposition suivante.

Proposition 1.10 ([2I]). Soit v une norme invariante par conjugaison sur Conty(M,§) (res-

—_—~—

pectivement sur Conts(M,€)). Supposons de plus qu’elle soit bornée sur un voisinage C' de
Videntité. Il existe alors C > 0 tel que v < CVppqq (respectivement v < C'IJ/EJW).

La démonstration que nous donnerons du théoreme reprend celle donnée dans [21]. Nous
aurons besoin de deux arguments. Le premier argument sera de nature algébrique (voir lemme
, alors que le deuxiéme argument proviendra de la flexibilité de la géométrie de contact (voir
lemme . Nous ne ferons pas ici la démonstration de la proposition et En plus des
arguments précédents un ingrédient important pour démontrer les deux derniéres propositions
est le fait que le groupe des difféomorphismes de classe C! qui présevent la structure de contact
est un groupe parfait [50]. Démontrons alors la proposition

Soit G un groupe et H C G un sous-groupe. Nous disons qu’un élément g de G déplace H
si:
lgHg " H] = {e} .
Ici [Hy, Hs] désigne le commutateur des sous-groupes Hi, Hs de G, c’est le sous-groupe engendré
par Pensemble {[h1, ho] = hihohy hy ' |(hy, ha) € Hy x Ha}.

Lemme 1.11. Soient g un élément de G qui déplace H, et hy, ho deux éléments de H. Alors
pour toute norme invariante par conjugaison v sur G nous avons :

v(lh1, ho]) < 14v(g) .

Nous n’allons pas démontrer ce lemme dont une démonstration - purement algébrique -se
trouve dans [10].

L’argument géométrique de flexibilité qui nous permettra de conclure quant a la démonstra-
tion de la proposition [1.6] est le suivant.

Lemme 1.12. Soient By et By deuz boules de Darbour d’une variété de contact (M,§), etU un
ouwvert de M tel que son adhérance soit contenue dans By. Il existe alors un contactomorphisme
@ € Conty(M, &) tel que limage de U par ¢ soit incluse dans Bs.
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Démonstration. En effet, pour tout compact K de R?"*! et tout voisinage ouvert V de l'origine,
il est possible de trouver un contactomorphisme 1 € Cont§(R?"+1 £,) tel que 1 (K) C V. En
effet, pour tout ¢ € R, 'application

Pt . R2n+1 N R2n+1

t

(:U> Y, Z) = (6_ €, e_tya 6_2t2)

est un contactomorphisme (& support non compact). Il suffit de prendre ¢ suffisamment grand
pour que Pt(K) C V, de plus comme K est compact, on peut multiplier la fonction hamiltonienne
de P! par une fonction cut-off pour la rendre & support compact et telle que le contactomorphisme
Y € Cont§(R?"HL £,) issu de cette construction envoie encore K dans V.

Cela reste donc vrai pour toute boule de Darboux B; incluse dans (M, €). Plus précisément
soit U un ouvert de M tel que U C By. Ainsi pour tout = € U et pour tout voisinage V de z, il
existe ¢ € Cont§(M, &) tel que Y(U) C V.

On conclut en utilisant le fait que Contg(M,§) agit transitivement sur M. Ainsi pour tout
x' € By, il existe ¢ € Cont§(M,§) qui envoie = sur z’. Ce contactomorphisme ¢ envoie donc un
voisinage V de x sur un voisinage de z’. Quitte & restreindre ce voisinage } on peut supposer
que ¢(V) C Ba. Donc en posant ¢ = ¢ o9 € Contj(M, &), nous avons bien o(U) C Bs.

O

Démonstration de la proposition[I.6, Soit U un ouvert dans une boule de Darboux By et 11, 1
deux contactomorphismes de Cont§(U) tels que 11 et 12 ne commutent pas, c’est-a-dire que
[t)1,12] # Id. Supposons par I’absurde que v : G — R>( soit une norme invariante par conjugai-
son pas discrete. Ainsi, pour tout € > 0, il existe . € Conti(M, &) \ Id tel que 0 < v(y:) < e.
Or comme . est différent de l’identité il existe une boule de Darboux By telle que . dé-
place cette boule (au sens géométrique), c’est-a-dire que 1.(B2) N By = (. De plus, d’apres le
lemme précédent il existe ¢ € Cont§(M, &) tel que ¢p(U) C Bs. Ainsi, ¢~ 19.¢ déplace U (au
sens géométrique). Nous en déduisons que ¢~ 11).¢ déplace (au sens algébrique) le sous-groupe
Cont§(U) C ContG(M, &) . Nous avons alors d’apres le lemme que

v([Y1,19]) < 14v(¢p™Mpod) = 14v(1).) < 14e .

Ceci étant vrai pour tout € > 0 cela implique la contradiction que v([¢)1,12]) = 0 alors que

[11, o] # 1d. O

Remarque 1.13. 1l est intéressant de remarquer que des phénomenes tres différents se produisent
lorsque l'on s’intéresse a la géométrie du volume ou a la géométrie symplectique. En effet,
dans ce cas le lemme [I.12] ne s’applique plus. Il est clair que si nous prenons deux boules de
volumes différents aucun difféomorphisme qui préserve le volume ne peut envoyer la boule qui a
le plus grand volume dans celle au plus petit volume. Remarquons que les symplectomorphismes
hamiltoniens préservent la forme volume associée a la forme symplectique. Rappelons qu’une
norme v : G — R>( est dite stablement non bornée s’il existe un élément g € G tel que
v(g"™)

lirf —— > 0. Parlons dans un premier temps du cas de la géométrie du volume, puis de celui
n—-+0oo

de la géométrie symplectique.

1. Soit M une variété lisse de dimension n € Nsg et 2 une forme volume sur M, c’est-a-
dire que Q € Q"(M) et que Q; # 0 pour tout x € M. Nous notons alors Diff§(M, )
I’ensemble des difféomorphismes de M qui peuvent étre reliés a l'identité par un chemin
lisse de difféomorphismes a support compact qui préservent la forme volume. L’application

v Diffg(M, Q) — RZD
¢ +— le volume du support de ¢ ,
est une norme invariante par conjugaison qui n’est pas discréte. De plus dans le cas ou

M est de volume infini elle est non bornée. Elle n’est cependant jamais stablement non
bornée.
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2. Soit (M,w) une variété symplectique. Dans le cas ou M n’est pas compacte notons H
Pensemble des fonctions lisses H : [0,1] x M — R a support compact, et dans le cas ou
M est fermée H désigne l'ensemble des fonctions lisses H : [0,1] x M — R telles que
Jyy H'w™ = 0 pour tout ¢ € [0,1]. La norme de Hofer sur Ham®(M,w) est définie de la
maniere suivante

1
v : Ham®(M, w) — R, gb»—>inf{/ max H' — min H' dt | H € H et engendre gf)} .
0

Par des calculs élémentaires le lecteur pourra vérifier que 'application précédente est une
pseudo-norme (voir par exemple [37]). Par contre, la non-dégénérescence est un résultat
profond de géométrie symplectique tres lié aux résultats de non-squeezing [27],[34]. F.
Lalonde et D. McDuff exhibent certains de ces liens dans [34]. Les restrictions qu’imposent
le non-squeezing sont beaucoup plus fortes que la restriction imposée par la géométrie du
volume - qui est de préservée le volume. De plus, la norme de Hofer est non bornée sur
Ham®(R*", w) [30] bien qu’elle soit stablement bornée d’aprés un résultat de J.-C. Sikorav
[47]. Enfin, il existe beaucoup d’exemples de variétés symplectiques compactes (M, w) pour
lesquelles la norme de Hofer est stablement non bornées sur Ham (M, w) comme ’a montré
par exemple M. Usher [53].

1.2 Ordonnabilité

Nous nous intéressons dans cette section a la relation binaire partielle bi-invariante sur

Cont§(M, ) introduite par Y. Eliashberg et L. Polterovich [20] dans le cas ou (M,§) est une
variété de contact co-orientable compacte et par M. Fraser, L. Polterovich et D. Rosen [21I] dans
le cas non compacte. Nous verrons que le fait que cette relation binaire partielle soit égale-
ment antisymétrique - ou de maniere équivalente qu’elle soit une relation d’ordre partielle - est
équivalent a ’absence de lacet strictement positif contractile de contactomorphismes. Dans la
deuxiéme sous-section nous introduirons la notion de stabilisation d’une variété de contact et
d’une variété symplectique. Nous montrerons alors que l'impossibilité de déplacer, par contacto-
morphismes ou symplectomorphismes hamiltoniens & support compact, certains sous-ensembles
compacts de la stabilisation permet de s’assurer que la variété de contact sous-jacente soit ordon-
nable. Au chapitre [2] nous utiliserons la technique des fonctions génératrices pour montrer que
des variétés de contact avec de telles rigidités géométriques existent. Enfin dans une troisieme
sous-section nous donnerons des exemples de variétés de contact non-ordonnables caractérisées
par Y. Eliashberg, S. S. Kim, L. Polterovich [19].

1.2.1 Définition de la relation binaire

Soit (M, &) une variété de contact co-orientable et fixons une orientation du fibré triviale
TM/¢ de rang 1. Ainsi, en chaque point « de M, T, M \ &, est constitué de deux composantes
connexes I'une positive (T, M \ &;)" et 'autre négative (T, M \ &.)~. Nous disons qu'un élément

[{6'}iepo,] € Cont§(M, &) est positif, ce que nous noterons [{¢'},cpo1] = Id, s'il admet un
représentant {cpt}te[o’l} qui bouge les éléments de M dans une direction positivement transverse

a &, c’est-a~dire :
d +
$g0t(a:) € (Tgot(m)M \ fgat(x)) U fgat(x) .

Dans ce cas nous disons que le chemin de contactomorphismes {(!} est positif. Ainsi pour deux
éléments [{@] }iepo,1] et [{#5}ieo,1)], par définition nous disons que

{o% b eep] = [ ey] si {6 epo.] " ({01 epy] = 1d

Les propriétés principales de cette relation sont résumées dans le lemme qui suit.
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Lemme 1.14. Pour tous f1, fa, f3 € Conli(M,&) on a :
1. f1 = f1. Ainsi la relation est réflexive.

2. 81 f1 = Id et fo = Id alors f1fo = Id. Ainsi la relation est transitive, c’est-a-dire que si
Ji= fa et fa = f3 alors fi1 = fs.
3. Si fi = Id alors fof1 fy ' > Id.

Démonstration. 1. La premiere propriété découle du fait trivial que Id > Id.

2. Pour la deuxiéme propriété nous allons tout d’abord montrer que si f; > Id et que fo = Id
alors fy fo > Id. En effet, remarquons tout d’abord que si ¢ € Contg(M, &), alors ¢ préserve
la distribution de contact &, i.e. ¢.& = &, et ¢ préserve également les deux composantes
connexes (TM \ &) et (TM\ €)™, ie. ¢, (TM\ €)* = (TM \ €)*. Supposons alors que
f1 = Id et fy = Id. Ces hypotheses impliquent qu’il existe deux représentants {¢’i}t€[0,1] et
{0} }tefo,1) de f1 et fa respectivement qui bougent tous les points de M dans une direction
positivement transverse a £. Ainsi pour tout z € M et pour tout ¢ € [0, 1] nous avons :

d d d

Zh0(@) = (Z0)(0h(@) Hdymer( () ),
| S — ——
(TN UE) 41 41 o) (TN g1 ()

et comme dd% (x)gbﬁ préserve la composante connexe positive nous avons in fine que

9 sih@) € ((rmr\)* Ue)

¢l oh(z)

et donc f1fo > Id. La propriété 2 est maintenant une conséquence directe de cela. En effet,
supposons f1 = fa et fa = f3, alors par définition fy Ly =Idet fa Lty = 1d. D’apres ce que
nous venons de montrer cela implique que f3 L fa Ly = fa3 L1 > 1d et donc que f1 = fs.

3. Supposons f1 = Id, cela implique qu’il existe un représentant {¢§}t€[0,1] qui bouge tous les
points dans une direction positivement transverse a £. La troisieme propriété provient du
fait que pour tout {@},co,1) représentant de fa, {(b%cbﬁ(%)*l}te[oyl] est un représentant de
fafify 1 et donc d’apres la discussion précédente, c’est & nouveau un chemin qui va bouger
tous les points dans une direction positivement transverse a &.

O]

De la derniére propriété, nous pouvons déduire que pour tous éléments f1, fo € Contg(M,§),
fo L > 1d est équivalent & fy fa 1> 1d. En combinant cela & la deuxiéme propriété nous en

déduisons que pour tous f1, f2, 91,92 € Contg(M, &)

J1 = g1 et fo = go implique que f1f2 = g192 .

La définition de la relation binaire - que nous venons de donner - a 'avantage d’étre purement
géométrique et permet d’affirmer que le fait d’étre plus grand que l'identité dépend uniquement
du choix de 'orientation de la direction transverse a £. Il sera cependant souvent plus commode
par la suite de fixer une forme de contact compatible avec la co-orientation pour manipuler
cette notion. Dans le prochain lemme nous donnerons plusieurs conditions (équivalentes) qui
permettent de caractériser le fait qu'un chemin lisse de contactomorphismes d’une variété de
contact (M, ¢) soit positif. Rappelons que nous disons qu’une forme de contact o € Q'(M) est
compatible avec la co-orientation choisie si son champs de Reeb, que nous notons R, est a
valeurs dans (T'M \ €)*. De plus nous définissons la symplectisation positive de (M, ¢) de la
fagon suivante :

STM, &) == | J{peTiM | pw) >0, Yoe (TM\ &)} CT*M.
reM
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Nous notons we la restriction de la forme symplectique canonique du cotangent & S (M, ¢).
C’est encore une forme symplectique. Rappelons également que si {qﬁt}te[o,l] est un chemin lisse
de contactomorphismes, dont nous notons le chemin de champs de vecteurs de contact associé
{X'}, ie. %gbt = X!(¢') pour tout t € [0,1], nous pouvons lui associer le chemin lisse de
symplectomorphismes hamiltoniens équivariants défini de la maniére suivante :

W, 1) = (0'(@), ildgr(a)(6))) 5 V(E (2, 1)) € [0,1] x SH(M, €)

et nous notons H : [0,1] x ST (M, £) — R sa fonction hamiltonienne. En conservant ces notations
nous avons le lemme suivant :

Lemme 1.15. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout t € [0, 1] et pour tout x € M :

d
Z9'(@) € (Ty@M \ &))" U ora) -

2. Pour toute forme de contact o qui est compatible avec la co-orientation choisie, la fonction
(X : M — Rxq est positive pour tout temps t € [0,1].

3. La fonction hamiltonienne H : [0,1] x ST(M, &) — R est positive.

Démonstration. Montrons que les deux premiers points sont équivalents. En effet par définition
une forme de contact « est compatible avec la co-orientation si son champs de Reeb associée R,,
appartient au demi espace (T'M \ £)*. Ainsi {¢'} est un chemin qui vérifie 'hypothése du point
1 si pour tout t € [0,1] et z € M il existe A € R>g et u € &, tel que son champs de vecteurs
vitesse X'(z) = u + ARy (). De ce fait a(X!(x)) =X > 0.

Montrons donc que le deuxieme point et le troisieme sont équivalents. Soit o une forme de contact
compatible avec la co-orientation. Nous pouvons alors identifier symplectiquement (S™ (M, €), we)
a (M xR, d(e’)). Notons ¥ ce symplectomorphisme. Dans ce cas la fonction hamiltonienne qui
engendre le chemin {W o ¢! o U1} est

0,1] x M xR —R
(t,2,0) — H' o 0V (z,0) = e’ a, (X'(2)) .

O]

En fixant o € Q!(M) une forme de contact pour ¢, nous avons vu au lemme du chapitre
Dl qu’il y a une bijection entre les fonctions a support compact h : [0,1] x M — R et les
chemins lisses de contactomorphismes ¢ := {¢§L}te[0,1} partant de l'identité. En particulier

a(%qﬁ'i) = hto ¢! pour tout t € [0, 1]. De plus si h; et hy sont deux fonctions hamiltoniennes qui
engendrent les chemins de contactomorphismes ¢y, et ¢, la fonction hamiltonienne associée au
chemin {(¢},) " o ¢}, } est donnée pour tout (t,z) € [0,1] x M par

e ) (hy(gh(x)) — ha(gh(x))) (11)
olt g4 est le facteur de conformalité de ¢l par rapport a a (voir le lemme du chapitre @

Corollaire 1.16. Fizons o € QY(M) une forme de contact pour & compatible avec la co-

orientation. Deux éléments f1, fo € Conty(M, &) vérifient la condition que fi = fo si et seulement
st pour toute fonction hamiltonienne hgy : [0,1] x M — R qui engendre un représentant de fa il
existe une fonction hamiltonienne hy : [0,1] x M — R qui engendre un représentant de fy telle
que hi > hs.
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Démonstration. Soient hy et hy deux fonctions hamiltoniennes telles que hy > ho et [¢n,] = fi
pour i € {1,2}. Ainsi d’apres la formule nous avons « (% ((gb’é)_l o qbzl)) > 0 pour tout
t € [0,1]. D’apres le lemme précédent cela implique que f5 L1 > 1d et donc que f1 = fo.

Réciproquement, supposons que fi; = f2. Dans ce cas, fy L > Id. Toujours d’apres le lemme
précédent, il existe un chemin {¢4} qui représente f, 'f1 tel que a(%gﬁg) =: h§(¢4) > 0. Soit
alors ho une fonction hamiltonienne & support compact qui engendre un représentant de fo.
Notons hy la fonction hamiltonienne qui engendre le chemin de contactomorphismes {(;522 ) gzﬁzs}.
Il est clair que [¢p,] = fi. De plus comme gb’,flg = ( ’,512)_1 o qS’,fll et que hg > 0 la formule (1)
permet de conclure que hy > ho. O

Nous avons méme mieux que le corollaire précédent : nous pouvons nous assurer de la pé-
riodicité des fonctions hamiltoniennes que 1’on choisit. Cela nous sera utile plus loin lors de la
définition de certaines normes telles que la norme FPR, au chapitre [3| et surtout pour démon-
trer les propriétés d’une variante de cette derniére au chapitre [f] Plus précisément, en notant
S1 = R/Z nous avons le lemme suivant.

Lemme 1.17. Fizons o € QY (M) une forme de contact pour & compatible avec la co-orientation.

Deuz éléments fi1, fo € Conty(M, &) vérifient la condition fi = fo si et seulement si pour toute
fonction hamiltonienne hy : S' x M — R qui engendre un représentant de fo il existe une
fonction hamiltonienne hy : S x M — R qui engendre un représentant de fi telle que hy > hs.

Le lecteur pourra trouver une démonstration de ce lemme dans le papier de M. Fraser, L.

Polterovich et D. Rosen [21].

D’apres le lemme la relation binaire que nous avons définie sur Contg (M, £) est réflexive
et transitive en plus d’étre invariante par conjugaison pour toute variété de contact. Elle n’est
cependant pas forcément antisymétrique, c’est-a-dire que si f1, fo € a)\/ntB(M ,€) sont telles que
f1 = fo et fo = fi cela n’implique pas forcément que f; = fo. Si (M,§) est une variété de
contact telle que la relation binaire définie sur m(M ,€) est également antisymétrique, nous
disons que (M, &) est ordonnable. Dans le cas contraire nous disons qu’elle est non ordonnable.

Lemme 1.18. (M,{ = Ker(a)) est une variété de contact non ordonnable si et seulement si
il existe un lacet positif de contactomorphismes non constant, ou de maniere équivalente si et
seulement si il existe une fonction hamiltonienne da support compact positive non identiquement
nulle h : [0,1] x M — R>q qui engendre un lacet contractile.

Démonstration. Nous allons démontrer que (M, &) est ordonnable si et seulement si tout lacet
positif contractile est constant. En effet supposons dans un premier temps que (M, &) soit or-
donnable. Supposons alors par 'absurde qu’il existe un lacet positif contractile non constant
{qﬁt}te[O’l}. Quitte & le multiplier par I'inverse de ¢' = ¢”, nous pouvons supposer que c’est un
lacet qui commence a l'identité. Comme il est non constant, il existe alors un temps ¢y €]0; 1] tel
que ¢ soit différent de Id. Pour faciliter la lecture de la preuve, quitte & reparamétriser {¢t}te[0,1]

nous pouvons supposer que tg = 1/2. Posons alors ¢! = qﬁt/Q et ¢b = ¢_t/2+1 pour tout ¢ € [0, 1].

—_~—

Comme {¢'},c[0,1] est contractile nous avons [{¢] }1cp0.1]] = [{#%}iepo,)] = f € Cont§(M, §). Cela
implique donc que f = Id (quand on prend {¢} }tefo,1) comme représentant) et Id = f (lorsqu’on
prend {¢§}te[o,1] comme représentant). Comme nous avions supposé que (M, £) ordonnable, cela
implique que f = Id, or cela est une contradiction car f ¢ m (Cont§(M,§)). Il n’existe donc pas
de lacet positif contractile non constant.

Réciproquement supposons qu’il n’existe pas de lacet positif contractile non constant {¢t}t€[071].

—_——

Soient deux éléments fi, fo € ContG(M, &), tels que fi = fa et fo = fi nous voulons montrer
que fi = fo. En posant f = fy Lf1, il est équivalent de montrer que si f = Id et Id = f alors
f =1d. Soient alors {¢'},c[o,1] un représentant positif de f et {1)'};c(o,1) un représentant négatif
de f. Quitte a reparamétriser {¢'},ci0.1] et {¥' }1ejo,1) on peut supposer qu'il existe £ > 0 tel que
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pour tout ¢ € [0;¢], ¢' = ¢! = Id et pour tout ¢t € [1 —¢;1], ¢' = ¢! = ¢! = 1)1, Définissons alors
le chemin {®'},c(01] comme suit :

o' = ¢, vt € [0;1/2]

ot =?72 vt e [1/2;1] .
{(I)t}te[o,l] est donc un lacet positif contractile. Ainsi, il est constant par hypothese, en d’autres
mots pour tout temps ¢ € [0,1], ¢' = ¢! = Id € Cont§(M, €), et donc f =1d € Cont§(M, ). O

De méme que nous avons défini ce qu’était un chemin positif de contactomorphisme {¢t}te[o,1]
d’une variété de contact co-orientable (M, £) dont nous avons fixé une orientation de T'M /&, nous
disons qu’un chemin {qbt}te[o’l] est strictement positif sur U un ouvert de M s’il bouge tous les
points de U dans une direction strictement positivement transverse a &, c’est-a-dire que pour
tout temps ¢ € [0,1] et pour tout z € U :

d +
%(bt(.%') S (T¢t(I)M\€¢t(x)) .

L’existence d’un lacet positif contractile implique en fait I’existence d’un lacet strictement positif
contractile, plus précisément :

Proposition 1.19. Soit {qbt}tEsl:R/Z un lacet positif contractile non constant. Alors pour tout
ouvert borné U inclus dans M, il existe un lacet positif contractile {{)'},cq1 qui est strictement

positif sur U tel que [{t"}ep1]] = {0 }epay]. De plus si {¢'}eqr est d support compact on
peut construire {i'},cq1 d support compact.

Le lecteur pourra trouver une démonstration de cette proposition dans [EP00] et dans
[FPRO8]. Un corollaire que nous déduisons en couplant cette proprosition au lemme précédent
est le suivant.

Corollaire 1.20. Une variété de contact (M,§ = Ker(a)) est non ordonnable si et seulement
st pour tout ouvert borné U inclus dans M, il existe un lacet positif de contactomorphismes
qui est strictement positif sur U, ou de maniére équivalente s’il existe une fonction hamilto-
nienne positive h : [0,1] x M — R>q qui est strictement positive sur U et qui engendre un lacet
contractile.

En particulier si M est une variété compacte, alors elle est ordonnable si et seulement si il
n’existe pas de lacet de contactomorphismes qui bouge tous les points de M dans une direction
strictement positivement transverse a £. Ce dernier corollaire sera un ingrédient important pour
démontrer 'ordonnabilité de certaines variétés de contact comme nous le verrons dans la sous-
section suivante. En contre partie Y. Eliashberg, S. S. Kim et L. Polterovich démontrent qu'une
grande famille de variétés de contact est non ordonnable. Plus précisément ils démontrent le
théoréme suivant.

Théoréme 1.21 ([19]). Soit (W,w = d\) une variété de Liouville. Pour tout n > 2 le bord de
contact associée a la variété de Liouville

(W x R?" d (A @ Z(l’zdyz - yzdﬂfz)>> )

=1
est non ordonnable.

Ezemple 1.22. 1. En considérant la variété de Liouville dégénérée qui ne consiste qu’en un

n
point, nous en déduisons que la sphere de contact <5’2”_1,Ker< xidy; — yzdxz)> est
=1

v
non ordonnable pour tout n > 2.
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2. En reprenant les notations de I’exemple [0.14 nous déduisons que pour tout n > 3 la variété
de contact .
(Sl x S%" Ker <zdt + indyi - yzdfcz>> c St x R?nt!
i=1

est non ordonnable.

1.2.2 La propriété d’intersection stable : critére suffisant d’ordonnabilité

Nous donnerons dans cette sous-section un critére suffisant pour qu’une variété de contact
soit ordonnable en suivant [20]. Ce critére portera sur I'impossibilité de déplacer des domaines
compacts de la stabilisation de la variété de contact considérée (respectivement de sa symplec-
tisation) par contactomorphisme & support compact (respectivement par symplectomorphisme
hamiltonien & support compact). Nous verrons au chapitre [2{des exemples de variétés de contact
ayant cette propriété.

En voyant S! comme R/Z la 1-forme canonique dt sur R passe au quotient en une 1-forme
(qui ne s’annule pas) que nous notons encore dt sur S'. Nous identifions alors 7*S! & S x R et
nous désignons par r : S' x R — R la projection.

Définition 1.23. Soient (M,{ = Ker(a)) une variété de contact co-orientable et (W,w) une
variété symplectique. Nous appelons Stab(M, €) := (M xT*S!, = := Ker(a+rdt)) la stabilisation
de (M, &) et Stab(W,w) := (W x T*S1, Q := w + drdt) la stabilisation de (W,w).

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 1.24. La stabilisation d’une variété symplectique est encore une variété symplectique
et la stabilisation d’une variété de contact est encore une variété de contact. De plus si o et
ag sont deux formes de contact pour une variété de contact co-orientable (M, &) alors (M X
T*S', Ker(ay + rdt)) est contactomorphe a (M x T*S', Ker(ag + rdt)).

Remarque 1.25. Cela a donc bien du sens de parler de la stabilisation d’une variété de contact
co-orientable.

Démonstration. Pour démontrer la premiére phrase il suffit de revenir a la définition d’une
variété symplectique ou de contact. Pour démontrer la deuxiéme phrase donnons-nous (M, ¢)
une variété de contact co-orientable et a; et ag deux formes de contact pour cette distribution,
c’est-a-dire que Ker(ay) = Ker(ag). Il existe ainsi une fonction lisse § : M — R\ {0} tel que
ag = faq. 1l suffit alors de vérifier que I'application suivante

(M x T*S*, Ker(ay + rdt)) — (M x T*S*, Ker(ay + rdt))
(@, 7,t) = (2,0(x)r,1)

est un contactomorphisme, ce que nous laissons au soin du lecteur. ]
Un autre lemme agréable concernant cette opération de stabilisation est le suivant.

Lemme 1.26. Soit (M,&) une variété de contact co-orientable. Les opérations de stabilisation
et de symplectisation sur cette variété de contact commutent, c’est-a-dire que :

Stab(ST(M,€)) est fortement exactement symplectomorphe d ST (Stab(M,€)) .

Démonstration. Fixons a une forme de contact pour £ compatible avec la co-orientation. Nous
pouvons identifier symplectiquement S* (M, €) & (M xR, d(e’a)) et donc identifier Stab(S+ (M, €))
a (M xR x T*S', d(e’a) + drdt). De méme fixons alors @ := a + rdt comme forme de contact
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pour Stab(M, ), nous pouvons alors identifier S*(Stab(M,&)) & (M x T*S' x R, de? (o + rdt)).
Nous laissons le lecteur vérifier que 'application

U (M xRx TS, d(a+rdt)) — (M x T*S" x R, d(e(a + rdt)))
(z,0,7,t) — (x,e % 1,0)
est un symplectomorphisme fortement exact. O

Ainsi dés que nous choisissons une forme de contact @ € QY(M x T*S*) pour la variété de
contact Stab(M, £) la projection canonique 7= : ST(Stab(M, £)) — Stab(M, €) s’identifie & :

Ta: (M xT*SY) xR — M x T*S?
(z,7,t,0) — (x,e 7 t) .
De méme, I'action naturelle de Rsq sur St (Stab(M, €)) = ((M xT*S') xR, de? (a+rdt)) donnée

par :
to - ((xﬂﬂ: t)ve) = ((ZC,T, t),@ + IH(HO)) )

peut s’identifier & une action naturelle de R~ sur Stab(S*(M,¢)) = (M x R) x T*S', d(ea +
rdt)) :
00 - ((z,0),7,t) = (z,0 + In(bp), bor, t) .

Définition 1.27 (Propriété d’intersection stable de contact). Soit A un sous-ensemble compact
d’une variété de contact co-orientable (M, &). Nous disons qu’il a la propriété d’intersection
stable si pour tout ® € Contg(Stab(M,§))

D(A x @Sl)ﬂM x Og1 #0,
ot Qg1 désigne la section nulle de 7*S*.

La méme définition s’applique dans le cas symplectique.

Définition 1.28 (Propriété d’intersection stable symplectique). Soit A un sous-ensemble com-
pact de ST(M, &) ot (M, € = Ker(a)) est une variété de contact co-orientable. Nous disons qu’il
a la propriété d’intersection stable si pour tout ¥ € Ham®(Stab(S™ (M, ¢)))

\I’(A X @Sl) ﬁ8+(M,§) X @Sl 7é 0 s
ot Og1 désigne la section nulle de T*S*.
Nous avons alors les théoréeme suivants :

Théoréme 1.29 ([20]). Soit (M,§) une variété de contact co-orientable. S’il existe A un sous-
ensemble compact de M avec la propriété d’intersection stable alors (M, &) est ordonnable.

Théoréme 1.30 ([20]). Soit (M,§) une variété de contact co-orientable. S’il existe A un sous-
ensemble compact de ST (M, £) avec la propriété d’intersection stable alors (M, ) est ordonnable.

Remarque 1.31. Le lecteur pourra voir que dans [21], [20] les définitions d’intersection stable ne
sont pas exactement les mémes. Les définitions que nous introduisons sont mieux adaptées aux

preuves que nous donnons des théorémes du chapitre [2|

Avant de démontrer ces théorémes, montrons le lemme suivant qui nous sera tres utile.
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Lemme 1.32. Soit (M, &) une variété de contact co-orientable et fizrons o € QY (M) une forme
de contact pour &. Considérons h : S' x M — R, une fonction hamiltonienne telle que le
chemin de contactomorphismes ¢p, qu’elle engendre est un lacet contractile, i.e. [¢p] = Id €
71 (Conty(M,€)). En notant gy, le facteur de conformalité de ¢y, par rapport a «, i.e. (¢})*a =
eIhay pour tout t € ST, Uapplication suivante :

O, M x T*St - M x T*S!
(@,7,8) = (¢} (), 9 — B (g}, (2)), 1)

est un contactomorphisme de Stab(M,&) dont le facteur de conformalité par rapport a o + rdt
est Gn : M x T*S' — R défini comme suit :

Gn(x,r,t) = gt (x), pour tout (z,r,t) € M x T*S' .
De plus ce contactomorphisme est isotope a l’identité.
Démonstration. Montrons tout d’abord que ®p, est un contactomorphisme de Stab(M, &) dont

le facteur de conformalité est gj,. En effet pour tout point (z,r,t) dans M x T*S! et pour tout
vecteur tangent (X, R, T) dans T, ,.;)(M x T*S') nous avons :

d(z,r,t)(q)h)(Xv RvT) = (TX;L(Q%(I')) + dxqbZ(X), R/aT) )

ot R € T,R est un vecteur que nous ne calculerons pas explicitement, et ol Xﬁ désigne le
. : tosd gt oyt b

champs de vecteurs vitesse du chemin t — ¢}, i.e 7;¢; = X} o ¢} . Nous savons de plus que dans

ce cas Lyt = ht. Nous avons alors

@5 (o + rdt)(z,7,t)(X, R, T) = (o + rdt)(e},

(
= Ta(9}(2)(X}(x)) + (¢})a(z) (X) + T(eh@r — 1 (¢],(2))
= Th'(¢},(2)) + e a(z) (X) + T(ehr — b (¢],(2))
= 9@ (a(z)(X) +rT)

ce qui prouve bien que ®; est un contactomorphisme de (M x T*S' =), dont le facteur de
conformalité est gy.

Enfin pour montrer qu'’il est isotope a l'identité, il suffit d’utiliser ’hypothese que [¢p] = Id €
m1(ContG(M, €)). 11 existe ainsi une application lisse

0,1] x St x M =R
(s,t,x) — hi,(:z:)

qui vérifie les propriétés suivantes :
1. hg = 0, et donc le chemin de contactomorphismes associé a cette fonction hg que nous
notons ¢p, est le chemin constamment égal a 1'identité,
2. h1 = h, et
3. pour tout s € [0,1], le chemin de contactomorphisme ¢, associé a la fonction hs est un
lacet basé en l'identité qui est contractile, i.e. [¢p,] = [¢n,] = Id € w1 (Cont§ (M, E)).

Pour tout s € [0, 1], nous pouvons donc définir le contactomorphisme ®;,, € Cont(M x T*S' =).
De plus s — @, est un chemin lisse de contactomorphismes qui vaut 'identité lorsque s = 0 et
qui vaut ®; lorsque s = 1. O
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Identifions ST(M, &) & (M xR, d(e’a)) et associons a la fonction h : ST x M — R la fonction
homogene suivante
H:S'xMxR—=R

(t, (x,0)) — e’nt(x)

dont le flot hamiltonien R g-équivariant ¢y sur (M xR, d(e?«)), vérifie pour tout (z,6) € M xR :

Vi (x,0) = ($(x),0 — gh(2)) -
En reprenant les hypotheses du lemme précédent nous avons le corollaire suivant.

Corollaire 1.33. L’application

Uy :MxRxT*S" - M xRxT*S!
(z,0,7,t) — (Y (z,0),0 — gj(x),r — H (Y} (z,0)),1t)

est un élément de Ham™>°(M x R x T*S*, d(e’ o + rdt)).

Démonstration. 11 suffit de relever le contactomorphisme ®;, € Contg(Stab(M,§)) a son cor-
respondant dans Ham®>0(S*(Stab(MM,€))) et d’utiliser l'identification du lemme m pour
conclure. O

Démontrons alors le théoreme [1.30] (le théoréme se démontre de la méme fagon [20]).

Démonstration. Fixons o une forme de contact pour ¢ et identifions ST(M, €) & (M xR, d(e’a)).
Considérons alors A C M xR un sous-ensemble compact avec la propriété d’intersection stable, et
{¢'},cs1 un lacet contractile de Cont§(M, £). Notons h : S' x M — R la fonction hamiltonienne
qui engendre ce lacet, i.e ¢, := {¢'};cq1. En conservant les notations du lemme notons
{hs}sepo,1) la famille de fonctions hamiltoniennes qui réalise I'homotopie du chemin ¢, au chemin
constant égal a l'identité. Ainsi d’apres le corollaire précédent {Wp, }qejo1] est un chemin de
symplectomorphismes hamiltoniens de (M x R x T*S', d(e?«) +drdt) - qui est symplectomorphe
A ST(Stab(M, &)) - commencant & I'identité. Notons alors H : [0,1] x (M x R x T*S') — R la
fonction hamiltonienne correspondante a ce chemin. Comme A est compact, il existe une fonction
lisse p : M xRxT*S* — [0,1] qui est & support compact et telle que p est constante égale & 1 sur
un voisinage de  |J Wy, (A x Qg1). Ainsi la fonction pH (s, z,0,r,t) = p(x,0,r,t)H (s, z,0,7,t)
s€[0,1]
est une fonction lisse & support compact, et nous notons quﬁ € Ham®(M x R x T*S*, d(ePa) +
drdt) le temps s de son flot hamiltonien. Remarquons alors que nous avons construit p de sorte
que :
W;F(A X @Sl) = \IIH(A X @Sl) .

Ainsi d’apres I’hypothése d’intersection stable nous avons :
V(A xOg)(J(MxR)xOg1 #0 .

En d’autres mots, il existe ((z,60),t) € A x S! tel que (—H'(¢Y;(x,0)),t) € Ogi, et donc
H (¢l (z,0)) = eefgz(x)ht(qﬁ}fl(w)) = 0. Tout lacet contractile de contactomorphismes de (M, &)
a donc sa fonction hamiltonienne qui s’annule sur tout ouvert borné U de M qui contient 'image
de la projection canonique de A C M x R sur M. La contraposée du corollaire [[.20| nous permet
alors de déduire que (M, &) est ordonnable. O
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1.3 Quelques liens entre ces deux notions

La notion d’ordonnabilité ainsi que de I'existence de normes invariantes par conjugaison non
triviale sont tres liées. En effet S. Courte et P. Massot démontrent le théoréme suivant.

Théoréme 1.34 ([I7]). Soit (W,w = d\) une variété de Liouville. Toute norme invariante par

—_—

conjugaison sur ContS(M, &) ou sur Cont§(M, €) qui est bornée sur un voisinage C* de l’identité
est équivalente da la norme triviale, lorsque (M,§) désigne le bord de contact de la variété de

Liouville .
(W x R?™ d </\ B> (widy; — yidmi)>>

i=1

pour tout n > 2.

Remarque 1.35. Ils démontrent ce théoreme pour des variétés de contact plus générales que celles
citées plus haut.

Pour démontrer ce théoréme ils utilisent la flexibilité des legendriennes de telles variétés
de contact, en particulier ils démontrent qu’elles vérifient des propriétés de h-principe. Nous
invitons le lecteur a consulter leur article [I7] pour plus détails.

Ezemple 1.36. 1. Pour n plus grand que 2 nous déduisons du théoréme [I.34] que toute norme
invariante par conjugaison sur le groupe Contg(S?"~!, Ker(a)) ou sur son revétement uni-
versel qui est bornée sur un voisinage Cl-petit de I’identité est bornée, ot - en repre-
nant les notations de l’exemple - la 1-forme « désigne la restriction de la 1-forme

n
S (zidy; — yidz;) € QH(R?™) & la sphere.
i=1
2. Pour tout n plus grand que 3, en reprenant les notations de 'exemple [[.22] la variété de

contact "
(Sl X SQ", Ker (zdt + indyi — yzdxl>>

=1
vérifie les hypotheses du théoreme En particulier toute norme invarainte par conju-

gaison sur Contg(St x S%" Ker(agiyg2n)) ou sur Conto(S* x 527 Ker(agig2n)) qui est
bornée sur un voisinage C'-petit de l'identité est bornée, ot agig2n désigne la 1-forme

zdt + i (zidy; — yidx;).
=1

Remarque 1.37. V. Colin et S. Sandon disent dans [I6] qu’il semble raisonnable de s’attendre a

ce que la norme discriminante soit non bornée sur Cont§(M, &) lorsque (M, &) est une variété de
contact qui vérifie la propriété suivante

"il existe une forme de contact a € Q'(M) pour ¢ (12)
dont le flot de Reeb associé admet des orbites périodiques non contractiles".

Pour tout entier n strictement positif, le lecteur pourra vérifier que le champs de Reeb associé a
n

Qgrygon = zdt + 3 (z;dy; — yidz;) sur la variété de contact (S x S?7, Ker(agig2n)) est défini
i=1

comme suit

081 x 8% 5 T(ST x §71)

=1

Ra,

x§2n

et que l'orbite d™un point (¢, x1, ..., Zn, Y1, ..., Yn, 2) sous le flot de Reeb au temps s € R, que nous
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notons (¢(s),z1(8), ..., xn(8),y1(8), .-, Yn($), 2(2)), est donné par la formule suivante

2z
s
1422

S . S
CI:Z(S) = I; COS <1—|-z2> + Y; S11 <1—|—z2>

. S S
y;i(s) = —x; sin (1 —|—z2> + y; cos (1 —|—z2)

z(s) =z

t(s)=t+

pour tout i € [1,n]. En particulier le flot de Reeb présente des orbites périodiques non contrac-
tiles et pourtant la norme discriminante est bornée sur Conto(S! x S?", Ker(agiyg2n)) et sur

Contg(St x §2" Ker(agig2n)) pour tout n > 3 d’aprés I'exemple précédent.

Considérons (W,w = d\) une variété de Liouville telle que son bord de contact idéal ne
soit pas ordonnable. Nous notons X le champs de vecteurs de Liouville associé, c’est-a-dire que
Lxw = d, et @Y son flot au temps t € R, et (W x S Ker(dz — \)) sa préquantification. M.
Fraser, L. Polterovich et D. Rosen démontrent le théoreme suivant.

Théoréme 1.38 ([21]). Soit U C W un ouvert étoilé tel qu’il existe un voisinage de () ¢ (U)
>0

qui soit déplagable par un symplectomorphisme hamiltonien a support compact de (W,w = d\). Il
existe alors ro > 0 tel que pour tout 0 < r < rg, toute norme invariante par conjugaison définie

sur Cont§(¢% (U) x S, Ker(dz — X)) ou sur Cont§(¢% (U) x S, Ker(dz — X)) qui est bornée dans

un voisinage C' de lidentité est équivalente d la norme triviale.

Un ingrédient important de la preuve du théoreme précédent est qu’en ’absence d’ordon-

nabilité il existe un voisinage de (ﬂ ¢)_(t (U) | x S' qui est un sous-domaine transportable par
t>0

contactomorphisme (voir définition plus bas) dont l'attracteur est ( Nox U )) x ST lui-méme.
>0

Nous verrons la construction de ce tassement de contact sur | ) gf))_{t (U) | x S* au chapitre|6l Un
>0

argument similaire a celui de la proposition [1.9| concernant les sous-domaines transportable par
contactomorphisme permet alors de montrer le théoreme précédent. Plus précisément, donnons
la définition de sous-domaine transportable par contactomorphisme.

Définition 1.39 ([2I]). Soient (M, &) une variété de contact et V' un ouvert de M. Nous disons
que V est un sous-domaine transportable par contactomorphisme de (M, £) s’il existe un compact
K C V et un chemin lisse de contactomorphismes {Pt}teRZO partant de l'identité tel que

1. ce compact K est attracteur dans V, c¢’est-a-dire que pour tout compact A de V et pour
tout voisinage U de K il existe t > 0 tel que P!(A) C U;

2. il existe un contactomorphisme ¢ € Cont(M, ) a support dans V' tel que ¢ déplace K.

Par les mémes arguments utilisés pour démontrer la proposition[I.9) M. Fraser, L. Polterovich
et D. Rosen déduisent la proposition suivante.

Proposition 1.40 ([21]). Soient (M,§) une variété de contact et V un sous-domaine trans-
portable par contactomorphisme de (M,§). Alors toute norme invariante par conjugaison v sur

Contg(M, &) (resp. m(M, €)) qui est bornée sur un voisinage C* de l’identité est bornée sur
Contg(V, &) (resp. Contg(V,€)).
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En opposition a ces résultats Y. Eliashberg et L. Polterovich [20] utilisent un procédé général
sur les groupes admettant une relation d’ordre partiel afin de déduire une métrique sur un en-

semble associé a Conto (M, &) lorsque (M, &) est une variété de contact compacte et ordonnable.

Ils définissent tout d’abord une pseudo-distance sur le sous-ensemble de 6(_)\H?U(M , &) constitué
des éléments qui admettent un représentant engendré par une fonction hamiltonienne strictement
positive. Ils considérent ensuite le quotient de ce sous-ensemble par la relation d’équivalence ou
deux éléments sont identifiés si et seulement si ils sont a distance nulle 'un de 'autre. Ils ob-
tiennent donc un espace métrique. Cet espace métrique est naturellement munie d’une relation
d’ordre compatible avec la métrique ainsi définie. Dans le cas du cotangent unitaire du tore et du
cercle (qui sont deux variétés ordonnables pour leur structure de contact canonique respective)
ils démontrent alors que les espaces métriques associés ont un diametre infini. Le lecteur est
invité & lire leur papier [20] pour plus de détails.

Lorsque (M, &) est ordonnable nous disons que (Contg(M, &), =, v) est un espace métrique

ordonné, lorsque v est une norme sur Cont§(M, &) qui vérifie la propriété suivante : si [{¢t}] et

[{#5}] sont deux éléments de Cont§(M,€) tels que [{¢1}] = [{#3}] alors v ([{¢1}]) = v ([{45}]).
En utilisant encore ’ordonnabilité M. Fraser, L. Polterovich et D. Rosen démontrent le théoreme

suivant que nous verrons en détail au chapitre

Théoréme 1.41 ([21]). Soit (M, &) une variété de contact compacte et ordonnable. Supposons
qu’il existe une forme de contact pour & telle que son flot de Reeb associé soit périodique. Il

existe alors une norme invariante par conjugaison stablement non bornée sur Conto(M,§). De

plus, muni de cette norme et de la relation d’ordre partielle Conty(M, &) est un espace métrique
ordonné.

En utilisant la méme construction que dans le théoreme précédent nous montrons au chapitre
le théoréme qui suit.

Théoréme 1.42. Soit (M, ) une variété de contact compacte et ordonnable. Il existe alors une

norme (pas forcément invariante par conjugaison) stablement non bornée sur Conty(M,§). De

—_—~—

plus, muni de cette norme et de la relation d’ordre partielle Conty(M,§) est un espace métrique
ordonné.

Un autre exemple de ce lien qu’entretiennent la notion de normes non bornées avec celle
d’ordonnabilité sera illustré dans le chapitre suivant. Nous utiliserons en effet le méme outil -
celui des fonctions génératrices - pour montrer d’une part 'ordonnabilité de certaines variétés de
contact et pour construire, en suivant S. Sandon [41] et [42], d’autre part une norme invariante
par conjugaison non bornée sur R?" x S'. Cet outil permet & la fois de détecter des intersections
de sous-variétés incluses dans la variété de contact étudiée - ce qui nous permettra grace au critere
d’intersection stable de conclure quant a l'ordonnabilité - et & la fois d’associer un nombre aux
intersections détectées - ce qui permettra de définir une norme. De plus, muni de cette norme
I'espace des contactomorphismes est un espace métrique ordonné. Nous verrons aux chapitres [3]
et 4| que la métrique d’oscillation [I6] possede également ces propriétés.
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2 Fonctions génératrices pour legendriennes de I’espace des jets
et applications

Dans ce chapitre nous nous intéressons a certaines rigidités géométriques de l’espace des
jets d’une variété compacte muni de sa structure de contact standard. Dans une premiere sec-
tion nous énoncerons le théoréme d’existence de fonctions génératrices quadratiques a 1’infini
[45],[11],[48] pour certaines legendriennes de l'espace des jets. Ces legendriennes consistent en
I'image de la section nulle par tout contactomorphisme a support compact isotope a l’identité.
Nous en déduirons que la section nulle a la propriété d’intersection stable et donc que ’espace
des jets est ordonnable. Nous retrouvons ainsi les résultats de V. Colin, E. Ferrand et P. Pushkar
[15]. Un raisonnement similaire nous permettra également de déduire que certains cotangents
unitaires sont ordonnables et de retrouver les résultats de Y. Eliashberg et L. Polterovich [20].

Dans une deuxiéme section nous discuterons d’un théoréme d’unicité [48] de fonctions géné-
ratrices. Nous montrons alors comment cela permet a M. Bhupal [§] et S. Sandon [42] d’associer
aux legendriennes précédentes un nombre qui sera choisi par une méthode de minimax sur les
fonctions génératrices associées. Cette application qui a une legendrienne lui associe un nombre
aura une interprétation géométrique : toute legendrienne intersecte 'image du 1-jet de la fonc-
tion constante égale au nombre associé.

Dans la troisiéme section nous définissons le sélecteur de translation construit par M. Bhu-
pal [8] et S. Sandon 2] sur I'espace des contactomorphismes & support compact de R2"*1 et
R?" x S! munis de leur structure de contact standard. C’est une application qui & un contacto-
morphisme lui attribue la translation d’un de ses points translatés. En associant au graphe d’un
contactomorphisme une legendrienne de ’espace des jets, ce sélecteur de translation sera encore
construit via la méthode de minimax sur les fonctions génératrices. Nous verrons alors comment
elle en déduit une norme invariante par conjugaison non bornée sur Cont(R?" x St &) ainsi
qu’'une capacité de contact. Ce sélecteur de translation aura une importance capitale au chapitre
pour étudier différentes normes sur le groupe des contactomorphismes a support compact de
R?" x S et caractériser certaines de leurs géodésiques.

2.1 L’existence de fonctions génératrices quadratiques a ’infini et théoréme
d’intersection

Soit X une variété de dimension n € N, nous appelons I'espace des jets d’ordre 1 de X - ou
I’espace des jets de X - le produit cartésien du fibré cotangent de X et de la droite réelle. C’est
un fibré vectoriel sur X et nous noterons cet espace J1(X,R) = T*X x R.

Décrivons la structure de contact standard de ’espace des jets que nous étudierons dans
ce chapitre. Considérons 7 : T*X — X la projection canonique du fibré cotangent et notons
Ax € QY(T*X) la forme de Liouville du cotangent définie par Ax(x, ) = p o dg, )™ pour tout
(z, ) € T*X. La distribution de contact standard de J'(X,R) est alors donnée par le noyau de
ax :=dz — \x avec z qui désigne la coordonnée sur la composante R de J!(X,R) = T*X x R.
Nous noterons ¢X cette distribution d’hyperplans. Il est facile de trouver un systéme de coor-
données locales dans lequel cette 1-forme coincide avec la 1-forme de contact standard de R?"*1.
En effet soit U une carte de X munie des fonctions coordonnées (z1,...,2,). Le n-uplet de 1-
formes (dz1, ..., dx,) constitue alors une base de T7*U et nous en déduisons donc un systéme de

n
coordonnées (X1, ..., Tn, Y1, .., Yn) sur T*U dans lequel \x = > y;dx;.
i=1

Cette distribution de contact peut également étre décrite d’'une maniere tres naturelle en
s’intéressant aux 1-jets des fonctions lisses définies sur X. Toute fonction lisse f : X — R définit
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une section du fibré J'(X,R) de la maniére suivante

JUf: X 5> T*X xR
z = ((@, (df)2), f(2)) -

C’est cette section que nous appellons le jet d’ordre 1 de f, ou encore le 1-jet de f. Nous
pouvons alors définir la distribution d’hyperplans £€¥ en chaque point ((z,u),6) de I'espace
des jets de X comme l'unique hyperplan de T{( ,9)/ L(X,R) qui contient le plan tangent de
T((z).0) (Im(j' f)) pour toute fonction lisse f: X — R telle que (df), = p et f(z) = 6.

En utilisant cette deuxieéme définition de la structure de contact, il est clair que 'image du
jet d’ordre 1 d’une fonction lisse sur X est une legendrienne de (J'(X,R),£%). Remarquons que
cette derniere legendrienne se projette de maniére difféomorphe sur X. Réciproquement toute
legendrienne de (J'(X,R),£X) qui se projette de maniere diffSomorphe sur X est I'image du
1-jet d’une fonction lisse définie sur X. En notant Qx la section nulle de T*X il est facile de
voir que les intersections entre Qx x {a} avec I'image du 1-jet d’une fonction sont en bijection
avec les points critiques de cette fonction de valeur critique a pour tout a € R.

Le but de cette section est d’avoir un résultat similaire pour une plus grande classe de le-
gendriennes. Pour ce faire nous formaliserons la discussion qui suit. Lorsque X est une variété
compacte, pour toute legendrienne L qui se projette de maniere difféomorphe sur X, 'image de
cette legendrienne par un contactomorphisme a support compact isotope a 'identité sera encore
associée a une fonction dite génératrice pour cette legendrienne. Dans le cas ou cette nouvelle
legendrienne ne se projette plus de maniere difféomorphe sur X la fonction génératrice n’est plus
définie sur X mais sur un fibré vectoriel au-dessus de X. Tout comme dans le cas précédent il
vy a une bijection entre les points critiques de la fonction génératrice et les intersections de la
legendrienne associée avec Ox x R. Bien que les fibrés vectoriels ne soient pas compacts, J.-C.
Sikorav [45], M. Chaperon [I1] et D. Théret 48] démontrent I’existence de fonctions génératrices
qui sont égales a une forme quadratique en dehors d’un compact. L’intérét d’une telle condition
est qu’elle permet d’utiliser la théorie de Morse pour s’assurer de ’existence de points critiques

de cette fonction et donc de s’assurer de I'existence d’intersections entre la legendrienne associée
et Ox x R.

Considérons dans un premier temps X une variété lisse (pas forcément compacte). Soit
P : E — X un fibré vectoriel lisse sur X. On note Ng la sous-variété de J!(E,R) qui est I'image
réciproque par la projection canonique J!(E,R) — T*E des formes linéaires qui s’annulent dans
la direction de la fibre :

Ng = {(e,,u,z) € J'E | Ker(d.P) C Ker(u)} .

C’est un sous-fibré vectoriel de J'(E,R) dont la codimension est égale au rang du fibré.

Définition 2.1 (Fonction génératrice). Soit f : E — R une fonction lisse. Nous disons que f
est une fonction génératrice si 'image de j'f : E — J'(E,R) intersecte transversalement la
sous-variété Ng.

En particulier de cette définition nous déduisons que si f : £ — R est une fonction génératrice
alors (j1f)~Y(Ng) est une sous-variété lisse de E de la méme dimension que celle de X

dim ((j'£)'(Ng)) = dim(E) — codim(Np) = dim(E) — rang(E) = dim(X) .
Des discussions précédentes il est immédiat que I'image de j' f est une legendrienne de J'(E, R).
Dans la proposition suivante nous montrons comment en déduire une legendrienne immergée de

JHX,R).
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Proposition 2.2. Soit f : E — R une fonction génératrice. Pour tout e € E et u € Tp)X
nous notons U pour désigner un élément quelconque de T.E qui se projette sur wu, c’est-a-dire
que de P(1) = u. Nous avons alors que 'application

ig: (i /)N (Ng) = JH(X,R)
e (P(e),TP(e)X S u s def(4), f(e))

est bien définie et que son image est une legendrienne immergée de (J'(X,R), £X).

Démonstration. Le fait que cette application soit bien définie provient directement de la défi-
nition de Ng. Le fait que ce soit une immersion provient du fait que f est une fonction géné-
ratrice. Montrons alors que c’est une immersion legendrienne. Notons pri : T*X x R — X et
pro : T*X x R — R les projections canoniques et remarquons que pour tout e € (j1f)~1(Ng) et
u € T.(j1f)~'(Ng) nous avons

d.

if(e)PT1 0 deif(U) =deP(U) et dif(e)prz odeif(U) =def(U) .

Pour tout e € E par abus de notation nous noterons dpe) ( f oP~1) I'application qui a u € Tpe)X
associe def (), nous avons ainsi

i}(dz = Ax)(e)(U) = (dz — Ax)(P(e), dpe)(f 0 P71), def(U))(deif (U))
= dj(e)pra o deiy(U) — dP(e (foP™ (dif(e)ml ° deif(U))
= de f(U) = dp(e)(f o P71)(de P(U))

:def( )*def( ):

Et comme (j1f)"'(Ng) est de la méme dimension que X c’est bien une immersion legendrienne.
O

Nous disons alors que f est une fonction génératrice pour la legendrienne immergée donnée
par I'image de (j'f)~'(Ng) par application ;.

Nous laissons la démonstration du lemme suivant au lecteur.

Lemme 2.3. Soit A C (J'(X,R),£X) une legendrienne. Supposons qu’il existe un fibré lisse
P:FE — X et f:E — R une fonction génératrice pour la legendrienne A. Nous avons alors
une bijection entre les points critiques de la fonction f de valeur critique a et les intersections
entre A et le 1-jet de la fonction constante égale a a, plus précisément

Aﬂ(@xx{a})ﬁ{eeE | def =0, f(e) =a} .

Pour pouvoir s’assurer de I'existence de points critiques de fonctions génératrices il faut avoir
un controle de ces fonctions en dehors d’un compact. La condition a I'infini qui sera remplie par
les fonctions génératrices que nous construirons sera la suivante.

Définition 2.4 (Fonction quadratique a l'infini). Soient £ — X un fibré vectoriel, et
S : E — R une fonction lisse.

1. On dit que S est exactement quadratique a l’infini, s’il existe une forme quadratique non-
dégénérée () : E — R et un compact K C FE tel que en dehors du compact K la fonction
S soit égale a Q.

2. On dit que S est quadratique a l'infini s’il existe une forme quadratique non-dégénérée
Q : E — R tel que la dérivée verticale de S — @ soit bornée.
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Bien que la deuxiéme définition soit moins intuitive que la premiere, il sera tres naturel de
considérer de telles fonctions génératrices. En effet si F — X est un fibré vectoriel et f : £ — R
une fonction génératrice pour une certaine legendrienne, alors f & Q : E®RY — R est une
fonction génératrice pour la méme legendrienne et ce pour toute forme quadratique Q : RV — R
non-dégénérée. Si f est exactement quadratique a I'infini mais est différente d’une forme quadra-
tique sur un compact, alors f@®(Q est quadratique a I'infini mais n’est pas exactement quadratique
a l'infini. Cette opération d’ajouter une forme quadratique a une fonction génératrice s’appelle
la stabilisation.

Citons alors le théoreme d’existence de fonctions génératrices pour les legendriennes de 1’es-
pace des jets. C’est un théoreme di & F. Laudenbach et J.-C. Sikorav [35], [45] pour les lagran-
giennes exactes du cotangent et & M. Chaperon [I1] et D. Théret [4§] ainsi que Y. V. Chekhanov
[12] pour les legendriennes de 'espace des jets.

Théoréme 2.5 ([48],[11][12]). Soient X une variété fermée et {¢'},c01) un chemin lisse de
contactomorphismes a support compact de (J1(X,R),Ex) partant de Uidentité. Il existe alors un
chemin continu de fonctions génératrices quadratiques a 'infini {S* : E — R}te[og}, tel que pour
tout t € [0,1] la fonction St engendre la legendrienne ¢' (Qx x {0}).

Dans le cas ou la variété X = R™ (qui n’est pas compacte) ce théoréme reste vrai et sa
démonstration se base sur 'idée suivante développée par D. Théret [48] et M. Chaperon [I1].
Considérons la fonction f : JHR",R) = R" x (R")* x R — R définie par f(z,y,2) = y(z) + 2.
Pour tout (y,z) € (R™)* x R définissons alors la fonction f, . : R™ — R qui & z € R" associe
fy.2(x) = f(z,y,z). Pour tout contactomorphisme ¢ € Contf(J*(R**,R),(%") suffisamment C!
proche de 'identité ¢ (Im(j'f,.)) est encore donnée par I'image du 1-jet d’une unique fonction
gy,» : R — R. Nous appelons alors la fonction

G:JYR"R) - R
(m,y,z) = gy,z(x) - fy,z(x) )

la fonction de transition de ¢. Rappelons que lorsque {¢'} est un chemin lisse de contactomor-
phismes partant de Iidentité et que nous fixons ag» comme forme de contact pour &X" nous
pouvons lui associer sa fonction hamiltonienne que ’on définit de la maniere suivante

ht(p) := agn <C§i|st¢s o (gzbt)_l(p)) , pour tout (¢,p) € [0,1] x JL(R™,R) .

Nous ne démontrerons pas le lemme suivant que le lecteur pourra lire dans [48], [11].

Lemme 2.6. Soit A une legendrienne de (J*(R™,R),&R") ayant une fonction génératrice qua-
dratique & Uinfini S : R x RY — R. Considérons {¢'} un chemin lisse de contactomorphismes d
support compact partant de Uidentité de ContS(J'(R™, R), ER") tel que ¢! soit C*-petit pour tout
t € [0,1]. Notons G* la fonction de transition de ¢' pour tout t € [0,1]. Pour tout t € [0,1] nous
avons :

1. La fonction
St:R™ x RY x R™ x (R™)* — R, (z,u,v,w) = G'(z,w,S(v,u) —wv))
est une fonction génératrice quadratique a l'infini pour la legendrienne ¢t(A).

2. Pour tout (z,y,2) € JH(R",R)

d

EGt($t,y, Z) == _ht(xtvytazilf) 3
t

01)’ (l‘ta Y, lef) - th(%y: z+ y(CC))

45



Remarque 2.7. Dans [11] auteur prend comme convention que la fonction hamiltonienne associée
a un chemin de contactomorphismes est ’'opposée de celle que nous avons définie. D’ou le signe
moins qui apparait dans le deuxiéme point du lemme qui ne figure pas dans [11].

Ainsi pour tout chemin lisse de contactomorphismes {¢'} & support compact partant de
l'identité dans Cont§(J'(R™, R), £8") et tout voisinage C' de I'identité, il existe k € Nsg tel que
le contactomorphisme ¢*o(¢*/*)~1 soit dans ce voisinage de I'identité pour tout ¢ € [i/k, (i+1)/k]
et pour tout entier ¢ compris entre 0 et k£ — 1. De ce fait construire le chemin continu de fonctions
génératrices du théoreme 2.5 dans le cas ot X = R” se fait par récurrence. En effet soit ¢ un entier
compris entre 1 et & — 1 tel qu’il existe {Sf}te[o,z‘ /k) un chemin continu de fonctions génératrices
quadratiques a I'infini pour ¢!(Qgn x {0}) lorsque ¢ € [0,i/k] (ce qui est bien le cas lorsque i = 1
d’apres le lemme précédent car la fonction nulle est une fonction génératrice quadratique a 1’infini
pour la section nulle). Nous pouvons alors encore une fois d’apres le lemme précédent construire

un chemin de fonctions génératrices {Si\—:lt}te[i/k,(wrl)/k] pour { ¢ (A)}rei/k,(i+1)/x)- 11 suffit alors

d’appliquer une stabilisation au chemin {Sf}te[o,i /K] Pour que la stabilisation de Sf/ ¥ coincide

avec g;;lz/k. En raccordant la stabilisation du chemin {S}} au chemin {S!,,} nous avons bien
construit le chemin continu de fonctions génératrices quadratiques & linfini {S! +1}t€[07(i+1) /K]
désiré.

Remarque 2.8. Nous n’avons pas utilisé le deuxieme point du lemme dans la discussion précé-
dente. Il sera utilisé plus tard lorsque 'on prouvera ’absence de lacets (contractiles ou non)
positifs de contactomorphismes.

Le théoreme [2.5| pour une variété fermée générale X se déduit de la discussion précédente en
utilisant le fait qu’il existe N € N tel que X se plonge dans RY et que ce plongement induit un
contactomorphisme de (J*(X,R), %) dans (JY(RY,R), &™) [11], E8]. Nous en déduisons alors
les théoremes suivants.

Théoréme 2.9. Soient X une variété fermée et ¢ € Conts(JH(X,R),&X) alors ¢(Qx x {0})
intersecte Ox x R.

Démonstration. Cela vient du fait que sous ces hypotheéses il existe une fonction génératrice
quadratique a infini pour ¢(Ox x {0}). Le fait que X soit fermée et que cette fonction soit
quadratique a I'infini assure que cette fonction a des points critiques. Le lemme [2.3] permet alors
de conclure. O

De la méme fagon nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 2.10. Soient X une variété fermée et » € Ham®(T*X,d\x) alors (Qx) intersecte
Ox.

Démonstration. Soit {1*} un chemin lisse de symplectomorphismes hamiltoniens & support com-
pact de (T*X,d\x) commencant & l'identité et tel que ¢! = 9. Désignons alors par F' I'unique
fonction & support compact de T*X tel que (¢!)*Ax — Ax = dF*®. 1l est alors immédiat que I'ap-
plication qui & (p, z) € T*X x R associe ¢!(p, z) = (¥'(p), 2 + F'(x)) est un contactomorphisme
de ’espace des jets pour tout ¢ € [0, 1]. Bien que ce chemin ne soit pas & support compact, nous
pouvons construire un chemin de contactomorphismes {qgt} & support compact de (J1(X,R), £X)
tel que ¢ (Qx x {0}) = ¢*(Ox x {0}). Cela se fait en remarquant que Qx x {0} est compacte
et en multipliant la fonction hamiltonienne de {¢'} par une fonction cutoff appropriée. Ainsi le
théoréme [2.9) permet de conclure que ¢!(Qx x {0}) intersecte Ox x R. Or cette intersection se
projette par pr: T*X x R — T* X sur une intersection entre ¥)(Ox) et Ox.

O

Nous déduirons du théoréme I'ordonnabilité de I’espace des jets de toute variété fermée
et du théoréme [2.10] 'ordonnabilité de certains cotangents unitaires.
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Théoréme 2.11. Pour toute variété fermée X la variété de contact (J'(X,R),&X) est ordon-
nable.

Démonstration. D’apres le théoréeme il suffit de montrer que Ox x {0} a la propriété
d’intersection stable. Remarquons que la stabilisation de (J!'(X,R),£%) est contactomorphe
a (JUX x Sl),fXxsl). Le fait que la section nulle de J!(X,R) ait la propriété d’intersection
stable découle alors directement du théoreme précédent. ]

Remarque 2.12. En faisant une étude plus fine des fonctions génératrices V. Colin, E. Ferrand
et P. Pushkar dans [I5] démontrent méme qu’il n’existe pas de lacets positifs (contractiles ou
non) de contactomorphismes & support compact dans Cont§(J!(X,R),£%). Nous ne le ferons
pas pour une variété X en générale, mais nous le démontrerons & la proposition [2.33] dans le cas
ou X = R" pour tout n € Nyg.

En travaillant un peu plus nous pouvons également déduire I’ordonnabilité de certains cotan-
gents unitaires. Rappelons tout d’abord la définition du cotangent unitaire et de sa structure de
contact canonique. Soit X une variété, il existe une action naturelle libre et propre de R~ sur
T*X donnée par 0 - (x, ) = (z,0u) pour tout € R~ et pour tout (z, ) € T*X. Le cotangent
unitaire est alors par définition la variété quotient PTT*X := T*X/R.. La distribution de
contact canonique du cotangent est alors donnée pour tout (z,[u]) € PTT*X par

Ex(a, [1) = {u € T )PP T"X | de p(u) € Ker(u)}

oun : PTT*X — X désigne la projection canonique. Remarquons que la distribution Ker(\x) de
T*X passe au quotient en une distribution de PTT*X et qu’elle coincide avec la distribution £x.
Ainsi le méme calcul en coordonnées du début de chapitre permet de montrer que si (z1, ..., Z,)
sont des fonctions coordonnées sur une carte U C X cela nous donne un systéme de coordonnées
homogenes (1, ..., Zn, (Y1 : ... 1 yp)) sur PTT*U. Dans louvert {y; # 0} la distribution £x est
donnée par le noyau de la 1-forme

n
dri — Zyz'dxl , ol yi = —y;/yn pour tout entier i € [2,n] .
i=2

Théoréme 2.13 ([19]). Soit X une variété fermée. S’il existe une 1-forme B € QY (X) qui soit
fermée et qui ne s’annule pas, c’est-a-dire que d = 0 et B(x) # 0 pour tout x € X, alors
(PTT*X,Ex) est ordonnable.

L’idée pour démontrer ce théoreme sera dans un premier temps de remarquer que 'image
de la 1-forme f est incluse dans 7" X \ Ox (car elle ne s’annule pas) et que 7% X \ Ox peut étre
identifi¢ a la symplectisation de (P*7T*X,£x). Nous verrons alors que nous pourrons utiliser le
théoreme [2.10] ainsi qu'un lemme d’extension d’isotopie de symplectomorphismes pour déduire
que I'image de 8 a la propriété d’intersection stable.

Lemme 2.14. Soit X une variété (fermée ou non), alors la symplectisation positive de (PTT*X, £x)
est fortement exactement symplectomorphe a (T*X \ Ox,dNy), ou Ny désigne la restriction de
la forme de Liouville du cotangent a T*X \ Ox.

Démonstration. Considérons g une métrique riemmanienne sur X et notons ¥ : TX — T*X
I’isomorphisme de fibré vectoriel induit par g. Notons le sous-fibré unitaire de T* X par

SpX = {(a,) € T*X | g (W (@, 1), O™z, p)) = 1} .
Le lecteur vérifiera que ’application suivante est un contactomorphisme

(SgX, Ker(Xy)) — (PTT7X,&x),  (2,1) = (@, [])
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ol \% désigne la restriction de la forme de Liouville du cotangent a SgX. De méme le lecteur
vérifiera que l'application suivante est un symplectomorphisme fortement exact

(S;X x R, dee)‘_g)() - (T*X \ @Xad)‘/X)’ (QT,M, 9) = (‘T769/‘L) :
]

Remarque 2.15. En reprenant les notations de la démonstration du lemme précédent, le flot de
Reeb de la variété de contact (S;X,Ker(\%)) associé a la forme de contact A% correspond au
flot géodésique.

Pour pouvoir affirmer que 'image de la 1-forme fermée § du théoréme [2.13] a la propriété
d’intersection stable il nous faudra encore le lemme suivant.

Lemme 2.16. Soit X une variété fermée et B € QYX) une forme fermée. Il existe i) €
Symp(T* X, d\x) tel que (Im(B)) = Ox.

Démonstration. L’application [0, 1] x X — (T*X,dAx) qui a (¢, z) associe t3(x) est une isotopie
de plongement lagrangien. Ainsi d’apres Iexercice 3.4.20 de [37] nous pouvons ’étendre en une
isotopie symplectique sur un ouvert contenant Im(3). En remarquant alors que H?(T*X, X,R) =
0 le théoreme 3.3.2 d’extension d’isotopie de symplectomorphismes [37] permet de conclure quant
au résultat souhaité. O

Démontrons alors le théoréme [2.13]

Démonstration du théoréme[2.13. D’apreés le théoréme il suffit de montrer que Im(3) a la
propriété d’intersection stable. Supposons par ’absurde que ce ne soit pas le cas, c’est-a-dire
quil existe ¥ € Ham®(T*X \ Qx x T*S', d(Ax + rdt)) tel que

U(Im(B) x Og1) N ((T*X \ X) x Og1) =0 .
En particulier cela implique que
\IJ(Im([i’) X @Sl) N Im(ﬂ) X @Sl = @ .

Considérons alors U € Ham®(T*X x T*S') le prolongement lisse de W défini de la manicre
suivante ¥ (p,,t) = W(p,r,t) si (p,r,1) € T*X \ Ox x T*S" et W(p,7,t) = (p,,1) si (p,7,t) €
Ox xT*S*. Soit alors ® € Symp(T*X x T*SY), d(Ax +rdt)) tel que @(Im(B) x Qg1) = Ox x Og1

dont D'existence a été prouvée dans le lemme précédent. Nous avons alors :
® (W(Im(B) x Og1) NIm(B) x Og1) =@ et donc

(®0Wod ) (B(Im(B) x Og1)) N®(Im(B) x Og1) =0 .

Or en identifiant (T*X x T*S', d\x + rdt) a (T*(X x S1),d\y«g1) ceci contredit le théoréme
car ®(Im(B3) x Og1) = Oxyg1 ¢t o Wod e Ham®(T*(X x S1), d(Axxg1))- O

Remarque 2.17. V. Chernov et S. Nemirovski ont en fait montré que pour toute variété X
compacte le cotangent unitaire est ordonnable en utilisant la technique des hypersurfaces géné-
ratrices [I4]. De plus si le revétement universel de X n’est pas compacte, ils démontrent qu’il
n’existe pas de lacets positifs (contractiles ou non) de contactomorphismes [13].
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2.2  Unicité des fonctions génératrices et extractions de valeurs critiques

Nous avons vu & la section précédente que si f : E — R est une fonction génératrice qua-
dratique & 'infini pour une legendrienne A C (J*(X,R),&X) - ou £ — X est un fibré vectoriel
sur X - alors toute stabilisation de f par une forme quadratique non-dégénérée Q : RN — R,
c’est-a-dire la fonction f @ Q : E ® RN — R, est encore une fonction génératrice quadratique &
Iinfini pour la méme legendrienne. Une autre opération sur les fonctions génératrices quadra-
tiques a l'infini qui a les mémes propriétés est celle de la composition par un difféomorphisme
de fibré vectoriel. Plus précisément soit P : E — X un fibré vectoriel et f : E — R une fonction
génératrice quadratique & I'infini pour une legendrienne A. Alors pour tout autre fibré vectoriel
P’ : E' — X isomorphe (en tant que fibré lisse) a P : E — X, la fonction fo¢ : E' — R est
encore une fonction génératrice quadratique a 'infini pour la legendrienne A, lorsque ¢ : B/ — E
désigne I'isomorphise de fibré vectoriel.

Nous formaliserons dans cette section le fait que ce sont les deux seules opérations possibles.
Ces opérations sur les fonctions génératrices étant "invisibles" d’un point de vue topologique,
cela nous permettra d’utiliser la théorie de Morse et la méthode du minimax pour choisir une
valeur critique particuliere de "la" fonction génératrice associée a une legendrienne donnée. Cette
étude plus fine des fonctions génératrices nous permettra dans la section suivante de construire
une norme invariante par conjugaison sur le groupe des contactomorphismes & support compact
de R?" x S muni de sa structure de contact standard.

Le théoréme suivant est dit C. Viterbo [54] et & D. Théret [48].

Théoréme 2.18 (Unicité des fonctions génératrices [64],[48]). Soient X une variété fermée
et ¢ € Cont§(JH(X,R),6X). Si fi : By — R et fo : By — R sont des fonctions génératrices
quadratiques a Uinfini pour ¢ (QOx x {0}), il existe alors Fy une fonction construite en appliquant
une opération de composition par un difféomorphisme de fibré et une stabilisation a fi, et Fy
une fonction construite en appliquant une opération de composition par un difféomorphisme de
fibré et une stabilisation a fo telles que F} = F5.

Nous ne donnerons pas la preuve de ce théoréme que le lecteur pourra lire dans [48]. Mon-
trons alors comment associer a une legendrienne A C (J'(X,R), &%), qui est I'image de la section
nulle par ¢ € Cont§(J(X,R),£X), une valeur ¢(A) € R telle que AN Qx x {c(A)} # 0.

Soient X une variété fermée et A C (J1(X,R),£X) une legendrienne qui admet une fonction
génératrice f : £ — R, ou E — X est un fibré vectoriel. Rappelons que cela veut dire qu’il
existe une forme quadratique non dégénérée telle que la dérivée verticale de f — @) soit bornée.
Notons E* := {x € E | f(z) < a} le sous-niveau de f par rapport a a € R. Il existe ap € R tel
que pour tout a < ag le sous-niveau E* a le méme type d’homotopie que E%. Nous écrirons
E~°° pour se référer a ces sous-niveaux.

Lemme 2.19. Soient H*(X,R) la cohomologie de X a coefficients réels et H*(E, E~*° R) la
cohomologie relative de la paire (E, E~%°). Il existe alors un isomorphisme

T:H*(X,R) = H*N(E,E~*° R) ,
ot N désigne 'indice de la forme quadratique.

Démonstration. L’isomorphisme de Thom - que le lecteur pourra voir par exemple dans [28§] -
assure que H*(X,R) est isomorphe & H**N(D(E_),S(E_),R) ou E_ désigne le sous-fibré o la
forme quadratique @ est définie négative et ou D(E_) ainsi que S(E_) désignent respectivement
les fibrés en disques et en spheres pour une certaine métrique riemanienne donnée. Par excision
il existe alors un isomorphisme entre H**N(D(E_), S(E_),R) et H**N(E, E~>® R). O
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Considérons alors v € H*(X,R) une classe non nulle et i, : (E* E~*) — (E,E~*°). En
notant ¢ l’application induite en cohomologie le nombre

(u, f) = inf{a € R | i4(T(u)) # 0}

est une valeur critique de la fonction f. En effet pour tout a < a¢ l'application ¢} est nulle
et pour tout a suffisament grand cette application vaut l'identité, de plus la théorie de Morse
assure qu’il y a un changement de topologie entre deux sous-niveaux seulement s’il existe un
sous-niveau critique entre eux deux. De plus d’apres le théoréme si f': B/ — R est une autre
fonction génératrice quadratique & I'infini pour la méme legendrienne A alors c(u, f') = ¢(u, f)
car les opérations de stabilisation et de composition par un isomorphisme de fibré sont invisibiles
d’un point de vue topologique. En notant £ := {¢(Qx x {0}) | ¢ € Cont§(J(X,R),£X)} nous
pouvons définir sans ambiguité 'application suivante :
c: H'(X,R)\{0} x £ =>R

(u,A) — c(u, f) ou f est une fonction génératrice quadratique a 'infini pour A.
Remarquons alors que A intersecte Ox x {c(u, A)}. Cette application a les propriétés agréables
suivantes.

Proposition 2.20 ([8],[42]). Soit v € H"(X,R) \ {0} la classe d’orientation de X, ot n est la
dimension de X. L’application ¢ vérifie les propriétés suivantes :

1. Si {¢'} est un chemin lisse de contactomorphismes a support compact de (J*(X,R),Ex)
partant de lidentité, alors lapplication t — c(u,d'(Qx x {0})) est continue pour tout
ue H*(X,R)\ {0}.

2. Pour tout uy1, us € H*(X,R) et pour toute legendrienne Ay, Ao € £ nous avons

c(ur Uug, Ao + Ag) > c(u1, A1) + c(ug, Az)
ot la somme sur les legendriennes est définie de la maniére suivante
A+ Ag = {(z, 11 + p2,01 4 02) | (z,11,61) € L1 et (z,p2,02) € Lo} .
3. Pour toute legendrienne A € £ nous avons
c(v,—A) = —c(1,7A)
ot nous définissons —A de la facon suivante
—A:= {(:Ua —H, _0) | ('Tnua 0) € A} :

4. c(v,N) = c(1,A) si et seulement si A = Ox x {0}. Dans ce cas c¢(v,A) = ¢(1,A) = 0.

Le premier point de la proposition provient essentiellement du théoreme [2.5 qui assure que
nous pouvons construire le chemin de fonctions génératrices de sorte a ce qu’il soit continu. Les
autres propriétés se basent sur des arguments de topologie algébrique [54], [42].

Le prochain lemme permettra dans la section suivante de déduire de ’application précédente
des invariants de contact sur R?" x S! munie de sa structure de contact standard. Considérons
l'action de § € R sur (z, i, z) € J1(X,R) définie par 0 (x, i1, 2) = (x, , z+6). Nous disons qu'un
contactomorphisme ¥ de (J'(X,R), £X) est 1-périodique si W (k- (z, i1, 2)) = k- (¥(z, i, 2)) pour
tout entier k € Z et pour tout (w, i, 2) € JLH(X,R).

Lemme 2.21 ([42]). Soit {U'},c(01) un chemin lisse de contactomorphismes de (J*(X,R), &%)
partant de lidentité et qui soit 1-périodique, c’est-a-dire que W' est 1-périodique pour tout t €
[0,1]. Alors pour tout u € H*(X) \ {0} et pour toute legendrienne A € £

[e(u, U(A))] = [e(u, A = T7H(Ox x {0}))] , Vit e [0,1],

ot pour tout nombre réel x, [x| désigne le plus petit entier n € Z tel que x < n.
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Démonstration. Soit {f! : E — R} un chemin continu de fonctions génératrices quadratiques
a linfini pour le chemin de legendriennes {¥*(A)}. Supposons que c(u, ¥(A)) = k € Z et que
cette valeur critique k de f! provient d'un point critique non dégénéré. Cela veut dire que
U(A) intersecte transversalement Qx x {k}. Dans la suite nous écrirons simplement j'k pour
désigner I'image du 1-jet de la fonction constante égale & k c’est-a-dire que nous ferons ’abus
de notation j'k = Qx x {k}. Remarquons que la legendrienne j'k peut également s’écrire
j'k = j'k + 710 (en utilisant les notations de somme sur les legendriennes de la proposition
précédente). Ainsi (U!)~1(¥(A)) intersecte transversalement (U%)~1(510+ j1k) pour tout temps
t €10,1]. Or (¥H) 71510 + jtk) = (U4 ~1(510) + j1k car Wt est 1-périodique. Cela implique que
At = (U)W (A)) — (¥)~1(5'0) intersecte transversalement j'k pour tous les temps ¢ € [0, 1].
Soit alors {y'} un chemin continu de J*(X,R) tel que y* € A’ th jlk. En notant {¢' : F — R}
un chemin de fonctions génératrices quadratiques a 'infini pour {A?}, le point igfl (y') est un
point critique non dégénéré de g* de valeurs critiques k. Dans la phrase précédente igt désigne
I'immersion legendrienne définie dans la proposition 2.2] La théorie de Morse permet alors de
conclure que c(u, (¥4~ (W(A)) — (¥)~1(j10)) = k pour tout temps ¢ et en particulier lorsque
t = 1. En enlevant 'hypothése d’intersection transverse, M. Bhupal [§] arrive a la méme conclu-
sion en utilisant un argument d’approximation.

Supposons maintenant que c(u, W(A)) n’est pas un entier. Supposons par 'absurde que
[e(u, A — U~1(510))] # [e(u, ¥(A))]. Comme l'application ¢ + c(u, A?) est continue, qu’elle
vaut c(u, U(A)) en t = 0 et c(u, A — U~1(j10)) en t = 1, il existe un temps t; €]0,1] ou
c(u, A%) = k € Z. D’apres la discussion précédente cela implique que c(u, U¢(A%)) = k pour
tout ¢ € [0,tg]. En particulier lorsque ¢ = ¢y nous avons W (A%) = W(A) d’ot la contradiction.

O

De cette preuve nous pouvons en déduire le corollaire suivant.

Corollaire 2.22. Pour tout contactomorphisme ¥ de (J*(X,R),£X) dans la composante connexe
de lidentité, pour tout u € H*(X,R)\ {0} et pour toute legendrienne A € L nous avons

c(u, U(A) =0 < c(u, A — T HOx x {0})) =0 .

2.3 Les contactomorphismes a support compact de R>**! et R?" x S!

Nous allons dans cette section utiliser les constructions précédentes pour associer a un contac-
tomorphisme & support compact de R?” x S muni de sa structure de contact standard la transla-
tion d’un point translaté. En fixant la forme de contact standard sur R?" x S! un point translaté
pour un contactomorphisme est un point dont I'image par ce contactomorphisme a été transla-
tée dans la direction S! et ol la forme de contact a été préservée. L’idée, que nous reprenons
de P'article [41], sera d’associer & tout contactomorphisme son graphe que nous verrons comme
une legendrienne de (J1(S2" x S! R),£5*"*S"). Nous verrons  la fin de cette section comment
de ces constructions S. Sandon a défini une norme invariante par conjugaison non bornée sur
Cont§(R?™ x S, &) et une capacité de contact.

2.3.1 Le graphe d’un contactomorphisme comme legendrienne de I’espace des jets

Soit n € Nsg. Considérons I’espace euclidien de dimension 2n + 1 muni des fonctions co-
ordoonées (X1, ..., Tn, Y1, ..., Yn, 2). Sa structure de contact standard £ est donnée par le noyau
n
de la 1-forme agy = dz — Y yidz;. Soit ¢ un élément de Cont§(R?" ! &), on définit le facteur
i=1
de conformalité de ¢ par rapport & ag comme l'unique fonction lisse ¢ : R?"*1 — R telle que
d*ag = e9ag. Nous appelons alors le graphe de ¢ le sous-ensemble de R2"! x R27F1L x R
suivant :

gr(¢) := {(p,(p), g(p)) | p € R} c R x R x R .
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En munissant R2" 1 x R2%*1 x R des fonctions coordonnées
(xlu ey Ty Y1y ooy Yns Z7X17 ceey XTL7Y17 "'7Yn7 Z7 9)

la 1-forme
n n
e’ (dz — Zyld:c,> - (dZ — Z YZ-dXi>
i=1 i=1
est une forme de contact pour laquelle le graphe de ¢ est une legendrienne.

Remarque 2.23. Cette construction est en fait un cas particulier d’un cas général que nous
croiserons plus loin dans cette these. Si (M, € = Ker(a)) est une variété de contact alors (M x
M xR, Ker(e?al —a?)) est une variété de contact, ott o = pria et ot pour tout (mq, ma,8) € M x
M x R nous définissons pr;(mq,ma,8) = m; avec i € {1,2}. De plus pour tout ¢ € Cont (M, §),
gr(¢) est une legendrienne de (M x M x R, Ker(e?a! — a?)).

En notant S?"*! la sphere unité euclidienne standard de R?"*2 nous avons la proposition
suivante.

Proposition 2.24 ([8]). Il existe un plongement de contact
®: (R x R« R, Ker(elal, — a?)) — (J1(52”+1’R)7£s2n+1) .

De plus pour tout ¢ € Cont§(R2"H1 £4,) il existe p € Cont(JH(S2HL R), €5 tel que

Ay == @(gr(¢)) = p(Og2nr1 x {0}) .

Démonstration. L’application

R2n+1

O: (RQ”‘H x R¥H » R, Ker(eal, — O‘?t)) — (JYR* L R), € = Ker(ag2n+1))

(x,y,z,X,Y,Z,0)0—>(w,Y,z,Y—eay,x—X,ea—1,33Y—XY+Z—2)

est un plongement de contact qui préserve les formes de contact. De plus 'inverse de la projection
stéréographique nous donne un difféomorphisme 1 : R2"+1 — §2n+1\ Iptl. Ce difféomorphisme
induit de maniere canonique un contactomorphisme

U (JHR2HY), €Y o (JHSP {pt)), €57T), (2, 8) = ((), iy, 6) -

De méme nous avons un plongement de contact canonique i : J'(S?"+1\ {pt},R) — J1(S?"+1 R)
provenant de l'inclusion. L’application ® = ¢ o W o O est le plongement de contact désiré.

Montrons la deuxiéme partie de la proposition. Soit ¢ € Cont§(R?"H1 &), comme il est
a support compact son graphe en dehors d’un compact coincide avec la section nulle, plus
précisément en notant j'0 le 1-jet de la fonction nulle sur S?**1! il existe K C R?"*! un compact
tel que

@ (gr(gpponini)) = 3'0 ({¥(p) | p € R\ K }) € TS R).

De ce fait ®(gr(¢)) = ®(gr(¢)) U j10({pt}) est une legendrienne compacte et lisse. En consi-
dérant alors {¢'} un chemin lisse de contactomorphismes & support compact de (R?"*1 &)
qui relie 'identité & ¢, par ce que nous venons de dire le chemin {®(gr(¢?))} est un chemin

lisse de lengendriennes compactes qui commence en t = 0 a la section nulle. Le théoreme
d’extension d’isotopie (voir par exemple H. Geiges [25]) permet alors d’affirmer qu’il existe
¢ € Cont§(JH(S2 L R), €57 tel que p(Qgans1 x {0}) = D(gr(9)). O
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Bien que cette construction marche bien pour les contactomorphismes a support compact de
(R?7H+1 ¢.) en général il n’est pas possible d’associer au graphe d’un contactomorphisme d’une
variété de contact quelconque une legendrienne de 'espace des jets (sauf quand ce contactomor-
phisme est suffisamment C!-petit). Cependant cela reste encore vrai lorsque 1’on s’intéresse aux
contactomorphismes & support compact de R?* x S*.

En effet, considérons ’action libre et propre de Z sur R?"*! donnée par k- (z,y, 2) = (z,y, 2+
k) pour tout (z,y,z) € R?" x R. Nous notons la variété quotient R?" x S'. Remarquons alors
n
que la forme de contact standard ag = dz — Y. y;dx; de R27+1 descend en une forme de
i=1
contact sur R?" x S' que nous noterons encore par abus de notation ay. La structure de contact
standard sur R?” x S! est alors donnée par le noyau de ag et nous la noterons . Il sera
souvent commode de voir les contactomorphismes & support compact de (R?" x S, &) comme
des contactomorphismes 1-périodique de (R?"*1 &), Plus précisément les contactomorphismes
¢ de (R2"+L ¢4) qui vérifient les propriétés suivantes :

1. ¢ est 1-périodique c’est-a-dire que ¢(z,y, z + k) = ¢(z,y,2) + (0,0, k) pour tout k € Z et
pour tout (z,y,z) € R2+!

2. il existe un chemin lisse de contactomorphismes {¢t} de (R?"*1 &) tel que ¢V = Id et
é' = ¢ et tel que ¢! est 1-périodique et la projection du support de ¢ sur R?" est incluse
dans un compact pour tout ¢ € [0, 1];

forment un ensemble que nous notons Cont§(R2"+1, £ ;)2 —Per
entre Cont§(R?" 1 £ )2 7P et Cont§(R?™ x St &y).

. Il y a donc une bijection canonique

L’ensemble Z agit également librement et proprement sur J!(R?*T!1 R) et cette action est

donnée par k - (I‘, Y,z h1s 12, K43, 9) = (1‘, v,z +k, K1y 2, (13, 9) pour tout (1‘, Y,z h1s 12, K43, 0) €
JYHR? 1 R) et tout k € Z. De plus cette action préserve la forme de contact canonique de
JYH(R?H1 R) et I'espace quotient est contactomorphe a (J!(R?" x Sl,R),£R2nX51).

Montrons alors comment associer & ¢ € Cont§(R?" x S!, &) une legendrienne de J'(S?" x
51,552”X51). Soit ¢ € Cont§(R*"+1, £,4)*7P¢" son correspondant 1-périodique et notons g son
facteur de conformalité par rapport a ayg, c’est-a-dire que $*a5t = e9ag. Notons Fg s R2HL
JY(R?"*+1 R) le plongement legendrien définie par I‘a(p) = O(p, (p), g(p)) pour tout p € R+,
L’application Fg passe au quotient en une application de R?" x S dans J(R?" x S1, R). En effet
Fg(k- p) = k-Fg(p) pour tout entier k et pour tout élément p € R?**!. Notons encore I‘g I'applica-
tion de R?" x S! dans J*(R?" x S1,R). De ce fait I'image de ['; est une legendrienne de (J!(R*" x
S R), fRQnXS 1). Or nous pouvous de nouveau utiliser la projection stéréographique pour plon-
ger de maniére contactomorphe W : (JL(R2 x S1 R), R %Sy <y (J1(S20 x G1 R), €57 %5,
Comme la projection du support de ¢ sur R?” est contenue dans un compact, ’'adhérance de
\I/(FE(R% x S1)) est une legendrienne lisse compacte de (J(S?" x S1 R), Eganyg1) :

U(T5(R2 x S1)) = W(T5(R*" x S1)) U j0({pt} x 1),

o1 510 désigne le 1-jet de la fonction nulle sur S? x S'. Enfin comme ¢ € Cont§(R*" !, £,,)7 P,

il existe un chemin lisse {?}te[o,ﬂ de contactomorphismes 1-périodique dont la projection du

support est contenue dans un compact qui relie ¢ a I'identité et donc {\I/(Fat (R x S1)) }iepo

est un chemin lisse de legendriennes qui relie \P(Fg(]R% x S1)) & QOg2ny g1 x {0}. Nous concluons
donc comme précédemment en utilisant le théoréme d’extension d’isotopie (voir par exemple
[25]) quant au fait qu'il existe ¢ € Cont§(J1(S2" x S1),£5"*5") tel que

Ay = W(I5(R? x S1)) = p(Og2nx 51 x {0}) .
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En résumé, & tout contactomorphisme ¢ dans Cont§(R?" 1, £.;) (respectivement Cont§(R?™ x
S1, &) nous pouvons associer une fonction f : E — R - ou E désigne I'espace total d'un
fibré vectoriel sur S?"*1 (respectivement S?* x S1) - telle que cette fonction soit une fonction
génératrice quadratique a l'infini pour la legendrienne correspondante a I'image du graphe de ¢
vu dans (J1(S27HL R), £5°"") (respectivement (J1(S2" x ST, R), €57 %5")). Nous notons cette
legendrienne Ay. Dans la sous-section suivante nous discutons de I'interprétation géométrique
des points critiques de la fonction génératrice dans ce cas.

2.3.2 Points translatés et spectre d’un contactomorphisme

Soit ¢ € Cont§(R*™F! £4) et f : E — R une fonction génératrice pour la legendrienne
Ay C JYH(S? 1 R), ou E est un fibré vectoriel sur S?"*1. Supposons que e € E soit un point
critique de f avec valeur critique f(e). Cela implique que (P(e),0, f(e)) € Ay C JI(S*" 1 R),
ot P: E — §?"*1 désigne la projection associée au fibré vectoriel. Dans le cas ou P(e) est
différent du point & linfini pt € S?**! cela implique que (¢ ~'(P(e)),0, f(e)) appartient &
O(gr(¢)) ot =1 : §2 L\ [pt} — R2*FL désigne la projection stéréographique et © le plonge-
ment de contact défini dans la démonstration de la proposition Notons alors ¢(x,y,z) =
(p1(z,y,2), p2(, 9, 2), p3(z,y, 2)) € R pour tout (x,y,2) € RZ"H et g : R - R le
facteur de conformalité de ¢ par rapport a la forme ay. En particulier d’apres la définition de
I'application © et en posant (z,y, z) = ¥~ !(P(e)) nous avons

$o(x,y,2) — STy =0

r— ¢1(x,y, 2) =0
ed@yz) _ 1 =0

Nous en déduisons donc que g(z,y, z) =0, ¢2(x,y, 2) =y, ¢1(x,y, 2) = x et ¢3(x,y, 2) = 2+ f(e).
Ainsi (z,y, z) est un point dont I'image par ¢ a été translaté dans la direction z d’une quantité
f(e) et ou le facteur de conformalité vaut 0. En suivant la terminologie de S. Sandon [42] nous
appellerons ces points des points translatés.

Remarque 2.25. Exactement le méme raisonnement permet d’avoir les mémes conclusions pour
les contactomorphismes ¢ € Cont§(R?"™ x St &4).

Définition 2.26 (Point translaté). 1. Soit ¢ € Contg(R?*"*! ¢y) et notons g son facteur de
conformalité par rapport a ag, c’est-a-dire que ¢*as = e9ag. Nous disons que (z,y,z) €
R?" x R est un point t-translaté pour ¢ si ¢(x,y,2) = (z,y,2 + 1) et g(x,y,z) = 0.
2. Soit ¢ € Cont§(R* x S, &y). Notons ¢ € Cont§(R2"H1 £,4)*7P¢ son correspondant 1-
périodique et 7 : R?"*1 — R2” x S! la projection canonique. Nous disons que p € R?" x S*
est un point t-translaté pour ¢, si pour tout élément 7 € R?"*! qui se projette par 7 sur p
est un point ¢-translaté de ¢.

Le champs de Reeb associé a la forme de contact standard ag est le champs de vecteur
%. Ainsi un point translaté pour un contactomorphisme est translaté dans la direction du flot
de Reeb. Cette remarque a été utilisée par S. Sandon pour généraliser la définition de point
translaté a toute variété de contact co-orientable (M, ¢ = Ker(a)).

Définition 2.27 (Point translaté [43]). Un point © € M est un point translaté pour ¢ €
Conto(M,€) s'il existe t € R tel que ¢(z) = ¢ () et g(z) = 0, ot ¢} désigne le flot de Reeb
associé a la forme de contact a au temps ¢ et ou g est le facteur de conformalité de ¢ par rapport
aq.

Remarque 2.28. Etre un point translaté pour un contactomorphisme dépend de la forme de
contact choisie.
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La réciproque de la discussion précédente est également vraie. Plus précisément soit ¢ €
Cont§(R?™ 1 £4) (resp. ¢ € Cont§(R?"™ x S, &y)), P: E — S?F! (vesp. P: E — S?" x S!) un
fibré vectoriel et f : E — R une fonction génératrice pour la legendrienne Ay C J L(s2n+l R)
(resp. Ay C JH(S?™ x S1 R)).

Lemme 2.29. Un point p € R®*"*! (resp. p € R?" x S1) est un point t-translaté de ¢ si et
seulement s’il existe e € E\ P71 ({pt}) (resp. E\ P~ ({pt} x S')) un point critique de f de
valeur critique f(e) = t. De plus e se projette par P sur un point de la sphére S* 1\ {pt} (resp.
sur un point de (S%" \ {pt}) x S') dont 'image par )~' la projection stéréographique (resp.
Y=l x Idg1) est p.

Nous laissons ce lemme comme exercice. Ainsi nous en déduisons que quelque soit le contac-
tomorphisme que nous considérons et quelque soit la fonction génératrice que nous lui associons
I’ensemble des valeurs critiques de cette fonction sera toujours le méme. Nous appellerons cet
ensemble le spectre du contactomorphisme.

Définition 2.30 (Spectre). Soit ¢ un élément de Cont§(R?"+1 £,) (resp. Cont§(R?™ x S, &y))
nous appelons le spectre de ¢ ’ensemble de nombres suivant :

Spectre(¢) := {t € R | il existe p € R**™! (resp. R?" x S') un point ¢-translaté pour ¢}.

Remarque 2.31. 1. Soit ¢ € Cont§(R* 1 &) (resp. Cont{(R?" x S ¢y)) et f: E — R
une fonction génératrice pour Ag C JH(S?" L R) (resp. J1(S?" x SL,R)). Il n'y a pas de
bijection entre les points translatés de ¢ et les points critiques de f, car tous les points
de la fibre au-dessus du point & I'infini (resp. du cercle S! & I'infini) sont tous des points
critiques de f. Etant cependant tous des points critiques de valeurs critiques 0, car Ay en
dehors d’un compact coincide avec la section nulle, nous avons bien que le spectre de ¢ est
égal a ’ensemble des valeurs critiques de f.

2. Dans le cas des symplectomorphismes hamiltoniens & support compact de R?” muni de
sa structure symplectique standard il y a également une notion de spectre (voir le livre
de H. Hofer et E. Zendher [30] ou la derniére section de cette theése pour une défi-
nition). De plus nous verrons au chapitre 4| au lemme qu’il existe un procédé pour
relever ) € Ham®(R?",wg) & un contactomorphisme ¢ € Cont§(R*® x St &), Dans ce
cas le lecteur pourra vérifier que Spectre(i)) = Spectre(¢). Cependant contrairement au
cas symplectique ot le spectre d’un symplectomorphisme hamiltonien est stable par conju-
gaison par symplectomorphisme, dans le cas de contact ce ne sera plus le cas. Cela vient
du fait qu’étre un point translaté n’est pas "stable par conjugaison". En effet si p est un
point translaté de ¢ € Conto(R?* 1, £,;) alors ¢(p) n’est en général pas un point translaté
de ppp~! on ¢ € Conto(R?"HL &), Nous verrons néanmoins dans la sous-partie suivante
que ce sera vrai lorsque l’on se restreint aux contactomorphismes 1-périodique et que ’on
s’intéresse aux points Z-translatés.

2.3.3 Extraction d’invariants spectraux : ordonnabilité, norme invariante par conju-
gaison et capacité

Dans cette sous-section nous allons appliquer les techniques de minimax sur "la" fonction
génératrice quadratique & linfini pour la legendrienne Ay C (J1(S?" 1, R), fS%H) (resp. Ay C
(JH(S2" x ST, R), £5°"%5)) afin d’associer & tout ¢ € Cont§ (R £4) (resp. ¢ € Cont§(R?*™ x
81, &) une valeur de son spectre. Nous verrons comment en déduire qu’il n’existe pas de lacet
positifs (contraciles ou non) de contactomorphismes sur Cont§(R?"+1 ¢.,) et Cont§(R?" x S, €4 ).
Cela nous permettra également de définir une norme invariante par conjugaison non bornée sur
Cont§(R?" x S' £g) ainsi qu'une capacité de contact pour les domaines de R?*" x S1. Cette
norme ainsi que cette capacité ont été construites par S. Sandon [42], [41].
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Soit v la classe d’orientation dans H?"+1(S?"+1 R) (resp. H?"*1(5%" x S, R)). Considérons
I’application
c: Cont§(R*™ ¢y) = R, ¢ c(v, Ay)

(resp. ¢ : Cont§(R*™ x S' &y) = R, ¢ c(v, Ay)).
Théoréme 2.32 ([42]). Pour tout élément ¢ de Conts(R2"H1 &y) ou Cont§(R*™ x St &y)

1. ¢(¢) € Spectre(¢),

2. Si {¢'}iepo,1) est un chemin lisse de contactomorphismes alors Uapplication t — c(¢') est
continue.

3. ¢(¢) =0,
4. c(¢) = c(¢p™1) = 0 si et seulement si ¢ = Id.

Nous appellons l'application ¢ un sélecteur de translation.

Avant de démontrer ce théoréme remarquons que pour tout ¢ € Conto(R?* ! £,;) en notant
g son facteur de conformalité par rapport a o, l'application ®4(p, P,0) = (p, ¢(P),0 + g(P))
définie sur ((RZ"*1)?2 x R,Ker(e?al, — o?)) est un contactomorphisme. Il est facile de voir
alors que @4, 0 Dy, = Dy 00, pour tout ¢1,¢2 € Conto(R* 1, &), Ainsi application v, =

©o®, 007! est un contactomorphisme sur un ouvert de (J1(R?*" 1 R), §R2n+1) pour tout ¢ €

Contg(R?™ 1, £,). De la méme facon pour tout ¢1, ¢p2 € Conto(R?" 1, &) nous avons ¥/ ovl =
WY, 0, De plus W (Tm(j 10)) = ©(gr(¢)). Nous laissons alors au lecteur de vérifier que pour tous
#1, 2 éléments de Cont§(R2 1 £,) (resp. Cont§(R?™ x St £4)) nous pouvons construire des
applications Uy, et Uy, € Contg(Jl(SQ”“,R),552n+1) (resp. Cont§(J(S?" x S R), €57 %5h))
telles que

Uy, (Im(5'0)) = Ag,, Uy, (Im(50)) = Ag,, Wy, 0 Wy, (Im(5'0)) = Ag,op, -

Démonstration du théorémel2.34 1. Soit f: E — R une fonction génératrice pour Ay. Ainsi
¢(¢) est une valeur critique de f. Or d’apres la remarque de la sous-section précédente
I’ensemble des valeurs critiques de f correspond au spectre de ¢.

2. La deuxiéme propriété provient du fait que si {¢!} est un chemin lisse de contactomor-
phismes alors Ayt est un chemin lisse de legendriennes et donc nous pouvons conclure en
utilisant la propriété 1 de la proposition [2.20

3. Par définition ¢(¢) = ¢(v, Ag). D’aprés la proposition[2.20|nous avons —c(v, Ag) = ¢(1, —Ay)
inf{a € R | ¢}(1) # 0}. Pour montrer le point 3 du théoréme précédent il suffit donc de
montrer que i5(1) # 0. Soit f : E — R une fonction génératrice quadratique a I'infini pour
Ay. Considérons P : E — S?"! (resp. P : E — S?" x S') la projection du fibré vec-
toriel. Notons alors Ey, = P~1({pt}) (resp. P~1({pt} x S!) et considérons le diagramme
commutatif suivant :

He (5741 H* ({pt})

g |

H*(E°, E~%°) — H*(E};, E;;)

(resp. on remplace H*(S?"+1) par H*(S?" x S') et H*({pt}) par H*({pt} x S')) ot les
fleches horizontales sont induites par les inclusions {pt} — S*"! (resp. S?" x S!) et
Ey — E. Comme a l'infini la fonction génératrice est donnée par une forme quadratique
non dégénérée @) : £, — R, la fleche verticale de droite est un isomorphisme. De plus la
fleche horizontale du haut envoie 1 sur 1. Ainsi la fleche verticale de gauche qui désigne i}
ne peut étre nulle, et i5(1) # 0.
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4. Soit ¢ un élément de Cont§(R*"+1 ¢,). Faisons I’abus de notation 510 := Qg2nt1 x{0}. De la
discussion précédant cette démonstration - en étudiant la paire de contactomorphisme ¢ et
¢~! - nous déduisons l'existence de ¥, € Cont§(J!(S*" 1, R), €57 tel que Uy(510) = Ay
et (Uy)~1(410) = Ay-1. Comme par hypothese c(¢) = c(v,Ay) = 0, d’apres le corollaire
2.22I nous avons

c(v,Ny) = c(v,¥4(j10)) =0 & c(v,j'0 — (Ty) 1 (510)) = e(v, —Ay-1)=0.

Or le point 3 de la proposition nous permet alors d’affirmer que c(v,—A,-1) =
—¢(1,Ay-1) = 0. En utilisant maintenant I'hypothése que ¢(¢™!) = ¢(v, Ay-1) = 0, nous
avons ¢(1,A,-1) = ¢(v,Ay-1) = 0. Donc le point 4 de la méme proposition nous per-
met de conclure que Ay-1 = Qgznt1 x {0} et donc que ¢~! = Id. La démonstration pour le

cas oll ¢ est un élément de Cont§(R?® x St &) se fait exactement de la méme fagon.
O

De maniere analogue a la relation binaire que nous avions définie au chapitresur Cont§ (M, §)
lorsque (M, &) est une variété de contact co-orientable, nous disons que ¢; = ¢2 pour deux élé-
ments ¢1, ¢y € ContG(M, &) s'il existe des chemins lisses de contactomorphismes a support

compact partant de I'identité {#}} et {¢5} tels que ¢ = ¢1, ¢ = ¢ et [{P4}] = [{h}].

Proposition 2.33. Soient ¢1, g2 deuz éléments de Cont§(R?™ 1 &y) (resp. deux éléments de
Cont§(R?™ x S, &y)) tels que ¢y = ¢pa. Nous avons alors c(¢y) > c(¢p2).

Avant de donner l’idée de la démonstration de la proposition déduisons-en le corollaire sui-
vant.

Corollaire 2.34. Il n’existe pas de lacet positif de contactomorphismes non constant - contractile
ou non - dans Cont§(R?*"H1 £, et Cont§(R*™ x S, &y). En particulier (R*"F1 &y et (R?" x
St &4) sont ordonnables.

Démonstration du corollaire. Soit {¢'} un lacet de contactomorphismes positifs partant de I’iden-
tité. D’aprés la proposition précédente I'application ¢ +— c(¢!) est croissante. Or comme ¢ =
¢! = Id cela implique qu’elle est constante égale & 0. De plus {(¢?) 1} est alors un lacet négatif
comme {¢'} est positif. Donc toujours d’apres la proposition précédente nous déduisons que
c((¢*)~1) = 0 pour tout ¢. Nous avons donc c(¢?) = ¢((¢')~1) = 0 pour tout ¢ € [0,1]. D’apres
le 4éme point du théoreme cela implique que ¢! = Id pour tout t € [0, 1]. O

L’idée pour démontrer la proposition est la suivante. Soit {¢'} un chemin de contacto-
morphismes positif de Cont§(R?" 1, £,) qui soit suffisamment C!-petit. En adoptant les notations
de la discussion précédant la démonsation du théoreme [2.32| un calcul direct permet de voir que
le chemin de contactomorphismes {¥/,,} C Conto(J!(R2"! R), ¢¥*""") est négatif. D’aprés le
2éme point du lemme cela implique en notant {f*} un chemin de fonctions génératrices qua-
dratiques a l'infini pour {A! := ¥/, (Im(j10))} que 4% f* > 0 ou encore que f > f2 si t; > t.
Nous en déduisons donc que ¢(¢!) > ¢(¢'2). Pour une isotopie qui n’est pas C'-petite il suffit
de découper cette isotopie en suffisamment de morceaux pour que chaque morceau le soit et
cela permet de déduire le méme résultat. Exactement le méme raisonnement s’applique pour
démontrer le cas 1-périodique. Pour une preuve plus détaillée de la proposition 2.33] le lecteur
pourra consulter [42] ou [§].

Les deux prochaines propositions assurent que le sélecteur de translation admet des propriétés
d’inégalité triangulaire ainsi que d’invariance par conjugaison sur Cont§(R?*™ x St &4).

Proposition 2.35. Pour toute paire d’éléments ¢ et 1 Conts(R?™ x S, £4) nous avons :

[e(@)] < [e(9)] + [e(¥)] -
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Démonstration. En reprenant les notations que nous avons utilisées pour démontrer le 4eme
point du théoréeme remarquons que c(v)) = c(v,Ay) = c(v, (V) 1 (Agoy)). Le lemme m
nous permet alors d’affirmer que [c(¥)] = [e(v, Agoy — Yg(Dg2ny g1 x {0}))]. Or nous avons
grace aux points 2 et 3 de la proposition [2.20] :

e, Agoy — Wo(Oganst X {01)) = (v UL, Agoys — Ag) < e, Agoy) + (1, —Ag)
e(60) — clv, Ay)
(6v) — () -

Nous avons donc bien [c(v)] > [e(p)) — ()] > [e(pyp)] — [e(d)] - O

Soit ¢ € Cont§(R*™ x St &), le spectre de ¢ n'est pas stable par conjugaison (voir par
exemple la la remarque [2.31)). Par contre pour tout ¢ € Cont§(R?"™ x St £4)

Spectre(¢) N Z = Spectre(ypyp 1) NZ . (13)
Plus précisément nous avons le lemme suivant.

Lemme 2.36. Soient ¢ un élément de ContS(R?>" 1 €,)27PT et k un entier. Un point p € R?7H!
est un point k-translaté de ¢ si et seulement si ) (p) est un point k-translaté de ypgp=" pour tout
Y dans Conts(R?HL ¢,)77per,

Démonstration. Supposons que p = (x,y,z) € R?"*1 soit un point k-translaté pour ¢, c’est-a-
dire que ¢(z,y,2) = (z,y,z + k) et g(x,y,z) = 0, ou g désigne le facteur de conformalité de
¢ par rapport a ag. Pour tout 1 contactomorphisme 1-périodique en notant f son facteur de
conformalité par rapport a ag nous avons :

o (W(p) = (B(x,y, 2)) = (2,9, 2) + (0,0, k) = (x,y,2) + (0,0,k) .
De plus un calcul direct permet de voir que le facteur de conformalité de ¢1)~" est donné par
h=fogop ' +gogpt —foy'.

Ainsi h(Y(z,y,2)) = f(¢(x,y,2)) + 9(z,y,2) — f(2,9,2) = f((z,9,2) + (0,0,k))
comme ) est 1-périodique dans la direction z, f l'est également, donc h(v(p)) =

- f($’y7 Z)7 or
0. ]

Cela nous permet d’avoir la proposition suivante.

Proposition 2.37. Soit ¢ un élément de Cont5(R?" x St &), Alors pour tout 1 € Cont§(R?*™ x
St &st) nous avons :

[e()] = ey .

Démonstration. Affirmons dans un premier temps que si ¢(¢) est un entier k € N, alors (¢ —1)
est aussi égal & cet entier k pour tout 1 € Cont§(R?" x S' &y). De ce fait si c(@) n’est pas
un entier supposons par l'absurde qu’il existe un élément ¢ € Cont§(R?" x S' &) tel que
[c(1bpp™1)] # [c(¢)]. Considérons alors {#"}1c(0,1) un chemin lisse dans Cont§(R?" x St &y)
qui relie 1 & I'identité. Comme Iapplication t + c(y!p(1)f) 1) est continue et qu’elle vaut c(¢)
en 0 et c(yprp™!) en 1, il existe un temps ¢ €]0,1] ot elle vaut un entier. Ainsi d’aprés ce que
nous affirmons elle doit étre égale a cet entier pour tous les temps, en particulier quand ¢ = 0,
d’ou la contradiction. Démontrons donc notre affirmation.
Supposons que ¢(¢) = k € Z, cela veut dire que ¢ a un point k-translaté qu’on note p. Ainsi
d’apres le lemme précédent '@ (y!)~! a également un point k-translaté donné par 1f(p), ot
{¢t}te[0,1] désigne encore un chemin lisse dans Cont§(R?" x S, &) qui rejoint 1 & I'identité. On
conclut alors de la méme fagon que dans le lemme [2.21]

O
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Nous déduisons donc la définition de la norme invariante par conjugaison introduite par S.
Sandon dans [41].

Définition 2.38 ([41]). L’application vga, : Cont§(R*® x S &), ¢ — [e(o)] + [c(¢p71)] est
une norme invariante par conjugaison.

Dans la sous-section suivante nous intoduisons la capacité de contact pour les domaines de
R?" x S1 que S. Sandon déduit du sélecteur de translation ¢ : Cont§(R?™ x St £5;) — Rxo. Nous
verrons comment elle 'utilise pour démontrer que la norme vg,, est non bornée. Nous donnerons
au chapitre ] une démonstration plus directe de ce fait.

2.3.4 Capacité de contact sur R?" x !

Soit U un domaine de R?*" x S1. Rappelons que nous notons Cont§(U, &) I'ensemble des
contactomorphismes de (R?"*1 £,) qui peuvent étre reliés & 'identité par des chemins lisses de
contactomorphismes & support compact dans U. Nous pouvons alors associer a U les nombres
suivants (éventuellement infinis) :

c(U) =sup{c(¢) | ¢ € Cont§(U,&s)} et C(U) = [e(U)] .

Proposition 2.39. 1. Pour tout élément ¢ de Cont§(R?*™ x St &y) et pour tout domaine U
dans R?" x S nous avons C(p(U)) = C(U).

2. Pour tous domaines Uy C Uy nous avons c¢(Uy) < ¢(Us) et C(Uy) < C(Uy).

La deuxiéme propriété est une conséquence directe de la définition et la premiére provient
du fait que [e(d)] = [e(vpp=1)] pour tout ¢ et 1 dans Cont§(R?™ x St &£y).

La proposition suivante permet de faire un lien entre la capacité d’un domaine et la norme
d’un contactomorphisme qui le déplace. C’est une inégalité de ce type que H. Hofer [30] utilise
pour démontrer la non-dégénérescence de la norme de Hofer.

Proposition 2.40 (Inégalité capacité-énergie [42]). Soit 1 un élément de Conti(R?™ x St &4)
et U un domaine de R?" x St tel que 1 le déplace, c’est-a-dire que (U)NU = (). Nous avons
alors linégalité suivante :

C(U) < VScm(w) .

Démonstration. Soit {gf)t}te[()’l] un chemin lisse dans Cont§(R?" x St £y) tel que le support de
@' soit inclus dans U pour tout temps t € [0, 1]. Notons ¢! = ¢. Affirmons que si c()) = k est
un entier alors c(y¢!) = k pour tout temps ¢. Supposons alors que ¢(¢)) n’est pas un entier et
que [c(1)] # [c(w¢)]. Comme 'application t — c(1¢!) est continue il existera un temps ¢y ou
elle vaudra un entier. D’aprés notre affirmation elle sera alors toujours égal a cet entier, ce qui
est une contradiction car au temps 0 nous l'avons supposé non entiere. Démontrons donc notre
affirmation.

Supposons que ¢(v)) = k est un entier, cela implique que Ve Contf§ (R, £4)* P - son
correspondant 1-périodique - a un point k-translaté, qui corrrespond donc & un point fixe z de
1. Ainsi ce point fixe n’appartient pas a U car 1 déplace U. De ce fait pour tout temps ¢ nous
avons ¢'(x) = z et g'(x) = 0 (ou g* désigne le facteur de conformalité de ¢! par rapport a a)
car ¢! est & support dans U. Il en découle que z est un k-point translaté de ¥¢’ pour tout temps
t € [0,1]. Un argument similaire & celui que nous avons utilisé dans la démonstration du lemme
permet alors de conclure que c(¢¢') = k pour tout temps t. ]

De plus S. Sandon [42] montre en utilisant les résultats de [54] et L. Traynor [49] que
C(B*(r) x S') = [#r?] pour tout r > 0, ot B?*(r) désigne la boule unité ouverte standard
de R?" de rayon r et centrée en 0 . Comme pour tout » > 0 il existe un contactomorphisme
¥ € Cont§(R?™ x S, &y) qui déplace B2 (r) x St elle en déduit que g4, est non bornée.
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Remarque 2.41. 1. Cette proposition permet de plus de s’assurer que si U est un domaine
borné de R?" x S, sa capacité C(U) est finie. En effet tout domaine borné est déplacable
par un contactomorphisme a support compact ¥ € Cont§(R?® x S, &y).

2. S. Sandon dans [42] démontre également que C(B%(r) x R?"~! x §1) = [7r?] pour tout
r > 0 en utilisant des résultats de C. Viterbo [54] et L. Traynor [49]. Cela lui permet alors
de retrouver les résultats de non-squeezing de Y. Eliashberg, S. S. Kim et L. Polterovich
[19].

Cette construction de la norme ne peut pas se généraliser a une variété de contact quelconque.
En effet nous avons exploité ici le fait que le graphe d’un contactomorphisme a support compact
de V'espace euclidien peut étre identifié a une legendrienne de l’espace des jets d’une variété
compacte qui admet une fonction génératrice. Ceci n’est pas le cas en général. Dans le chapitre
suivant nous verrons cependant comment V. Colin et S. Sandon [I6] utilisent des points translatés
particuliers de contactomorphismes pour construire une norme invariante par conjugaison sur le
groupe de contactomorphismes d’une variété de contact quelconque. Il est intéressant de noter
également que F. Zapolsky [55] utilise la technique des fonctions génératrices pour déduire une
norme invariante par conjugaison non bornée sur Cont§(7*X x St, Ker(dz — Ax)) lorsque X est
uen variété compacte. Nous n’étudierons pas la norme de F. Zapolsky dans cette these.
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3 Différentes normes sur le groupe des contactomorphismes et
son revétement universel

Dans ce chapitre nous définissons la norme discriminante et la norme d’oscillation introduites
par V. Colin et S. Sandon [I6], la norme de M. Fraser, L. Polterovich et D. Rosen [2I] ainsi
que la norme de E. Schelukhin [44]. La normes discriminante, la norme d’oscillation et celle de
Schelukhin auront en plus la propriété de provenir de fonctionnelles de longueur ce qui nous
permettra de définir une notion de géodésique pour ces normes. Nous commencons ce chapitre
en définissant les deux types de fonctionnelles de longueur qui permettent de définir ces normes.

3.1 Normes provenant de fonctionnelles de longueur

Nous distinguerons deux types de normes qui proviennent de fonctionnelles de longueur. La
norme de E. Schelukhin ainsi que la norme discriminante seront du premier type, alors que la
norme d’oscillation du deuxiéme type. Dans son article [36] D. McDuff consideére également ces
deux types de fonctionnelles pour étudier des variantes de la métrique de Hofer.

3.1.1 Le premier cas

Considérons (M, &) une variété de contact co-orientable. Notons D(M,§) I'ensemble des
chemins lisses de contactomorphismes {¢t}t€[0,1] commencant a lidentité et tels que ¢! €
Cont§(M, &) pour tout temps ¢ € [0, 1]. Dans la suite nous écrirons uniquement {¢'} € D(M, &)
pour parler d’un chemin lisse de contactomorphismes et nous omettrons l'intervalle de temps
[0,1]. Nous disons qu’'une application £ : D(M,€§) — R>¢ U {+o00} est une fonctionnelle de
longueur si :

L L{¢'}) =L ({qﬁa(t)}) pour tout chemin lisse {¢'} € D(M, &) et toute fonction lisse,
bijective et croissante a : [0,1] — [0, 1].

2. L{o'} {¢'}) = L({¢'}) + L ({¢'}) pour tout couple de chemins lisses {¢'}, {¢'} €
D(M,€) ou {¢'} - {¢'} désigne la concaténation des chemins que nous avons définie dans

le chapitre [0}
3. L ({¢'}) = 0 si et seulement si {¢'} est le chemin constant égal & I'identité.

4. L({¢'}7Y) = £ ({¢'}) ot {¢'} ! désigne le chemin {¢'~t(¢!)~1}.

Le premier type de pseudo-norme v et v sur Cont§(M, ) et Contg(M, &) que nous étudierons
seront liées a ces fonctionnelles de longueur de la maniere suivante :

P([{e') = mf { £({¢'}) | {¢'}] = [{6'}] } . pour tout [{4'}] € Cont(M, &)
v(g) =inf{ £({¢'}) | {¢'} € D(M,€), ¢' =6 } , pour tout ¢ € Cont§(M,) .

Le lecteur vérifiera tout de suite que des propriétés de la fonctionnelle de longueur, les appli-
cations v et v sont bien des pseudo-normes des qu’elles sont a valeurs dans R>g. En effet de la
propriété 2 nous déduisons que les applications v et v vérifient I'inégalité triangulaire et de la
propriété 4 que la norme d’un élément vaut la norme de son inverse. Ainsi nous aurons la notion
suivante de géodésique.

Définition 3.1. Nous disons quun chemin lisse {¢'} € D(M, &) est une géodésique :

1. pour v si v ([{¢'}]) = £ ({¢'})
2. pour v si v (¢') = £ ({¢}).

Remarque 3.2. 1. Dans le cas de la métrique discriminante la fonctionnelle de longueur sera
définie uniquement sur un sous-ensemble X de D(M,§). Bien évidemment 'application

T X = 6(;1‘5/8(M, &) qui & {¢'} associe [{@'}] sera surjective.
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2. Souvent dans la suite de ce travail nous fixerons une forme de contact o pour la variété de
contact (M, ). Dés lors nous aurons une bijection entre ’ensemble des chemins lisses de
contactomorphismes a support compact commencant & I'identité et I’ensemble des fonctions
hamiltoniennes lisses & support compact dépendantes du temps. Il sera souvent plus com-
mode de travailler avec la fonctionnelle de longueur associée a la norme de E. Schelukhin
sur ce deuxieme ensemble.

3.1.2 Le deuxiéme cas

La norme d’oscillation proviendra de deux "semi-normes" (en reprenant la terminologie de
D. McDuff [36]). Ces semi-normes seront définies & partir de fonctionnelles £4 : D(M,§) —
R>0 U {+00} vérifiant les propriétés suivantes. Pour tout {¢'}, {¢'} € D(M, &)

L Li({¢'}) =L+ ({qba(t)}) pour toute fonction lisse, bijective et croissante a : [0,1] — [0, 1].

2. L2({¢'}{e'}) = L2({¢'H) + L2({¢'}) -
3. Li({#'}) = L_({¢'}71). De plus L4 ({¢'}) = L_({¢!}) = 0 si et seulement si {¢?} est le

chemin constant égale a l’identité.

Ces fonctionelles permettent de construire un couple de semi-normes :
e ([{o")]) = =inf { £ ({¢"}) [ [{e"}] = {6"}] } , pour tout [{¢'}] € Cont§(M, €).

Plus précisément pour tous les éléments [{¢'}], [{¢'}] € Cont§ (M, €) nous avons :

1. v~ est a valeurs négatives et vy est a valeurs positives
2. vZ ([{o'}7) = —vx ({e'})
3. 7% ([{0')]- [{w'}) < 5 (1{e"3]) + 75 (1{'})
v ({o" - {u"3]) = v= ({e'}) + o= ({e'})-
Ainsi des que les applications v; et —v_ sont a valeurs dans R>g nous déduisons que les
applications v et v définies par

H([{e}]) = max {77 ({6"}]), 7~ ({e'})} et wl(o) =it {7 ([{e"}]) |¥' =0},

—_—~—

sont des pseudo-normes sur Cont§(M, &) et sur ContG(M,&). Remarquons de plus que £ :=
max{L4,L_} est une fonctionnelle de longueur. Nous définissons alors les géodésiques de la
maniere suivante.

Définition 3.3. Nous disons quun chemin lisse {¢'} € D(M, &) est une géodésique :
1. pour 7 si 7 ([{¢'}]) = L ({¢"})
2. pour v si v (¢') = £ ({¢}).

Remarque 3.4. 1. Tout comme pour la norme discriminante la fonctionnelle de longueur pour
la norme d’oscillation sera définie sur un sous-ensemble de D(M,E).

2. Remarquons que 7([{¢'}]) < inf{L ({¢'}) | [{¢'}] = [{¢'}] } pour tout [{¢'}] € Cont{(M,¢),
mais qu’ a priori il n’y a pas égalité entre ces deux valeurs.

3. L’application vy, := vi — v~ est une norme équivalente & v. Dans le cas de Contg(M, &) en
définissant v (¢) := inf vy ([{¢'}]) et v_(¢) := supv_([{¢'}]), il est clair que les pseudo-
normes vy := vy — V_ et vy, := max{v4, —v_} sont dominées par v mais I'inverse n’est a
priori pas vrai.
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3.2 Norme discriminante

Dans cette section nous définissons la norme discriminante qui est une norme invariante par
conjugaison. Nous traiterons d’abord le cas ou la variété de contact est compacte puis celui ou
elle ne 'est pas. Avant cela rappelons la définition d’un point discriminant.

Soit (M, &) une variété de contact (compacte ou non). Considérons sa symplectisation

Se(M) = U {neT;M | Ker(n) = &} munie de sa forme symplectique canonique we = d\¢ .
zeM

Pour tout contactomorphisme ¢ € Conto(M,¢) nous noterons ¢ € Ham® (Sg(M),d)¢) son
relevé a la symplectisation équivariant par rapport a 'action de R*. Pour plus de détails sur ces
constructions le lecteur pourra se rendre au chapitre@ En notant m¢ : S¢(M) — M la projection
canonique nous avons la définition suivante.

Définition 3.5 (Point discriminant). Soit ¢ un contactomorphisme de (M,¢). Nous disons
que x € M est un point discriminant de ¢ si tout p € ng{:p} est un point fixe de ¢ €

Ham® (Se(M),dA¢), ot 9 désigne le relevé de ¢ a la symplectisation.

En un certain sens que nous rendrons plus précis la longueur discriminante d’un chemin sera
égale au nombre minimum de fois qu’il faut découper ce chemin pour que chaque morceau n’ait
pas de points discriminants.

Remarque 3.6. Si (M, &) désigne la variété de contact (R?" x S*, Ker(dz — f: yidz;)), les points
i=1

discriminants d’un contactomorphisme ¢ € Cont(R?" x S, £,;) sont ses points Z-translatés.

3.2.1 Le cas ou (M,¢) est compacte

Soit (M, &) une variété de contact compacte telle que la distribution £ soit co-orientable. Pour
tous réels a < b nous disons qu'un chemin lisse de contactomorphismes {¢t}te[a7b] est propre si

d
Card{se[a,b] ’dt ¢t:0}<+oo.
t=s

Désignons par F (M, £) le sous-ensemble de C*° (]0, 1], Conto(M, £)) constitué de chemins propres.

Définition 3.7 (Longueur discriminante). Pour tout {¢'} € F(M, &) nous notons L, ({¢'}) sa
longueur discriminante que nous définissons comme :

La({¢'}) == inf{N € N" | il existe 0 =t < .. <ty =1,
tels que pour tout (s,t) € [ti, tit1], s # ¢, et pour tout i € [0; N — 1],
(¢*)"1¢! n’a pas de point discriminant} € N* U {4o0}.

Par définition la longueur du chemin constant sera égale & 0 et inf () = +oo.

Remarque 3.8. De plus si {¢t}t€[a,b} est un chemin lisse et propre indexé par un intervalle [a, b] C
R différent de [0,1], nous définissons la longueur discriminante de ce chemin comme celle de
{¢'} i) ot ! = =)+e pour tout ¢ € [0, 1].

Lemme 3.9. Notons Fo(M, &) le sous-ensemble de F(M, &) constitué des chemins propres com-
mengant d lidentité. La fonctionnelle Lq : Fo(M,€) — N est une fonctionnelle de longueur. De
plus elle est invariante par conjugaison, plus précisément, pour tout chemin lisse de contacto-
morphismes {(ﬁt}te[(]’l] propre par morceauz et p € Conty(M,§) nous avons :

La({8'}) = La({eo g op7'}) .
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Ayant choisi des chemins propres, il est facile de voir que toute reparamétrisation par une
application bijective ne changera pas la longueur du chemin. Le lecteur pourra vérifier directe-
ment que cette fonctionnelle a bien la propriété de I'inégalité triangulaire. Le fait que la longueur
d’un chemin {¢'} et que celle de son inverse {¢'} ! := {¢' ! (¢!) 71} soient égales, ainsi que le
fait que la longueur soit invariante par conjugaison vient du lemme suivant.

Lemme 3.10. Soit ¢ € Conty(M,E) un contactomorphisme. Un point x € M est un point
discriminant de ¢ si et seulement si x est un point discriminant de ¢~'. De méme x € M est
un point discriminant de ¢ si et seulement si p(x) est un point discriminant de o ¢o @~ pour
tout p € Conty(M,§).

Démonstration. Cela vient du fait que si ¥ et 1 sont les symplectomorphismes hamiltoniens R*-
équivariants correspondant respectivement & ¢ et ¢ alors o on~! et ¢~ sont les symplecto-
morphismes hamiltoniens R*-équivariants correspondant a pogpop~! et ¢! respectivement. []

Avant de pouvoir définir la norme discriminante qui provient de cette fonctionnelle de lon-
gueur, il reste a démontrer que pour toute classe d’équivalence de chemin lisses de contactomor-
phismes, il existe toujours un représentant qui a une longueur discriminante finie. C’est ce que
nous écrivons plus précisément dans le lemme suivant.

Lemme 3.11. Soit {¢'} un chemin lisse de contactomorphismes partant de l’identité. Il existe
toujours un chemin {p'} qui représente le méme élément que {¢'} dans Conty(M, &) tel que
L4 ({SOt}te[o,u) < +oo.

Le point clé pour démontrer ce lemme sera donné par le lemme suivant. Fixons une forme
de contact « pour la distribution &.

Lemme 3.12. Si {¢!} un chemin lisse de contactomorphismes strictement positif (respective-
ment strictement négatif), c’est-d-dire que g (g <%¢t(x)) > 0 (resp. agt(s) (%gbt(m)) < 0) pour
tout t € [0,1] et x € M, alors Ly ({¢'}) < +o0.

Démonstration. Munissons M d’une métrique riemanienne g. Comme le champs de Reeb R,
associé a «a est un champs de vecteurs lisse qui ne s’annule jamais, le théoréme du redressement
du flot permet d’affirmer que pour tout x € M il existe une hypersurface S, C M contenant x et
diffésomorphe & R?" (ot1 2n + 1 est la dimension de M) et un intervalle ouvert I, C R contenant

0 tels que l'application
I, xS, —> M

(t,p) — ¢, (D)

soit un difféomorphisme sur son image. Notons V, cette image et ®, : V, — I, x S, I'application
réciproque. Comme M est compacte, nous affirmons qu’il existe € > 0 tel que pour tout x € M
il existe 2’ € M tel que la boule de centre z et de rayon e, que nous notons B(zx, ¢), soit incluse
dans V,/. Supposons par I'absurde que ce ne soit pas le cas. Ainsi pour tout k € Ny il existe
pr € M tel que la boule B (pk, %) ne soit incluse dans aucun des ouverts V, avec z € M ; en

d’autres mots B (pk, %) NV, #B (pk, %) pour tout x € M et pour tout k£ € N-yg. Or comme
M est compacte, il existe une suite extraite de (pi)ken., que nous notons (p,(x))rens, telle
que cette derniére converge vers un point zo, € V., pour un certain zop € M. Donc pour k

suffisamment grand B (p@(k), ﬁ) sera incluse dans V,,,. D’ou la contradiction.

Par ailleurs la fonction ¢ : [0,1] x M — M, (t,z) — ¢!(z) est une fonction lisse. Comme
[0,1] x M est compact, le théoréme de Heine assure que cette application est uniformément
continue, et donc qu’il existe § > 0 tel que

a((t,2),(s,v) < & mplique que d ('(2),6°(y)) <<,
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ou d désigne la métrique provenant de la métrique riemannienne g et ou d désigne la métrique
produit de [0, 1] x M. En particulier, d’apres la discussion précédente pour tout (7, z) € [0,1]x M,
il existe ' € M tel que

U {¢"™@)} c B @)e) v

t€]—5/2,5/2]

En notant alors pr,s : Iy X S, — I+ la projection canonique nous avons :

%prf (@m/ (d)TH(:c))) = Qyri(y) <$¢T+t(a:)> >0 pour tout t €] —/2,6/2].

Ainsi la fonction | — 0/2,0/2[—~ I, t — pry (@x/ <¢T+t(:v))) est strictement croissante, et
donc (¢°)~1¢'(z) # = pour tout s,t €]T — §/2,T + §/2[. En particulier L, ({¢'}) < [H La
démonstration est exactement la méme si nous considérons que {¢'} est strictement négatif : au

lieu d’étre strictement croissante la derniere application construite est strictement décroissante
et nous concluons de la méme fagon. O

Pour démontrer le lemme il suffit de voir que pour tout chemin lisse {¢'} il existe
N suffisamment grand tel que {qbgi o @'} est strictement positif. En remarquant alors que

{o'}] = {oR Y {oR! o ¢'}] nous concluons en utilisant le lemme

Définition 3.13. Soit (M, &) une variété de contact compacte co-orientable. On définit la norme

e~

discriminante sur Contg(M, ) de la maniére suivante :

Pa: Conto(M,§) =+ N, [{¢'hep ] = min{La ({¢'}) | [{e"}] = ')} -

De méme on définit la norme discriminante sur Contg(M, ) de la maniére suivante :

va: Conto(M,€) >N, ¢ min{Ly ({¢'}) | {¢'} tel que ¢° =1d et ¢' = ¢} .

Il est clair d’apres le lemme que ces applications sont & valeurs dans N et donc qu’elle sont
bien des normes. De plus le lemme [3.10] permet d’affirmer que ce sont bien des normes invariantes
par conjugaison. Remarquons que pour tout ¢ € Conto(M, €), vq (¢) = min {vg ([{¢'}]) | ¢' = 6}.

De maniére générique un contactomorphisme n’a pas de points discriminants (sinon la norme
serait infinie) alors quune conjecture de S. Sandon [43] - conjecture toujours vérifiée dans le cas
C%-petit - stipule qu'il a toujours des points translatés (voir définition . Cependant les
points translatés ne sont pas invariants par conjugaison et donc ne permettent pas de déduire
directement des invariants de contact alors que les points discriminants le sont. Ainsi un des
intéréts d’étudier la norme discriminante est d’utiliser ’existence des points translatés de contac-
tomorphismes pour détecter des points discriminants de chemins de contactomorphismes et d’en
déduire des invariants de contact. Une interprétation plus géométrique de ce probléme est faite
dans le prochain paragraphe.

Un point discriminant pour un contactomorphisme peut s’interpréter comme l'intersection
de deux legendriennes. Rappelons que si (M, &) est une variété de contact co-orientable et que
nous choisissons « une forme de contact pour £ alors pour tout ¢ € Conty(M, ) nous appelons
le graphe de ¢ ’ensemble suivant :

gr,, (o) :=={(z,p(x),g9(x)) |[reM}CMxMxR, oug¢a=ea.

De plus nous avons vu a la remarque que la variété (M x M x R,Ker(ea! — a?)) est
de contact - ou o = pria avec pri(qi,q2,0) = ¢ pour i € {1,2} - et que gr, (¢) en est une
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sous-variété legendrienne. Il y a alors une bijection entre ’ensemble des points discriminants de
¢ et 'ensemble des points d’intersections entre gr,,(¢) et gr, (Id) :

{z € M point discriminant de ¢} <> gr,, (¢) ﬂgra (Id) .
Nous pouvons de cette maniere définir la longueur discriminante comme suit :
Lq({¢'}) = min{N € Nog | il existe 0 = tg < ... <ty = 1,
tel que pour tout s,t € [t;,ti41], s # t et tout 7 dans [0; N — 1] NN,
g1, (¢°) Ngra(¢) = 0} € Nog U {+o0}.

Ainsi le fait que nous n’ayons pas de points discriminants pour un contactomorphisme de maniere
générique mais que nous ne pouvons pas en dire de méme pour des chemins de contactomor-
phismes provient d’un critére de dimension.

3.2.2 Le cas ou (M,¢) est non compacte

Considérons maintenant (M, &) une variété non compacte de contact dont la distribution
de contact est co-orientable. Le relevé a la symplectisation ¢ € Ham® (S¢(M),d)\¢) de tout
contactomorphisme a support compact ¢ € Contg(M, ) aura toujours des points fixes. En effet
pour tout x en dehors du support de ¢, tout point de la fibre p € Te 1{3:} au-dessus de x sera un
point fixe de . Ainsi si nous reprenions la méme définition de longueur discriminante dans le
cas non compact, la longueur de tout chemin non constant serait infinie. Pour y remédier nous
nous intéresserons uniquement a I'intérieur du support des chemins. Rappelons que si {@bt}te[a,b]
désigne un chemin lisse de contactomorphismes, avec a et b des réels , nous appelons le support

de {¢'} I'ensemble suivant Supp ({¢'}) := U Supp (¢') . Nous disons alors qu'un chemin lisse
t€[a,b]

de contactomorphismes {d)t}te[a,b] est propre sur 'intérieur de son support si

(bt o =0, < +00 .
t=s 1Supp({#'}iela,)

De méme, nous disons qu’'un chemin lisse de contactomorphismes {qﬁt}te[O,l] est propre par
morceaux sur l'intérieur de son support s’il existe un nombre fini NV € Nygderéels 0 =ap < ... <
ay = 1 tel que {¢t}t€[ai,ai+1] soit propre sur l'intérieur de son support pour tout 7 € [0, N —1]NN.
Nous noterons l’ensemble de ces chemins F¢(M, ¢).

Card {s € [a,b] %

Définition 3.14 (Longueur discriminante). Soit {¢'},cj01) € F(M,€) nous notons encore
L ({#'}) sa longueur discriminante et nous la définissons comme suit

Ly({¢'}) :=inf{N € N* | il existe 0 =ty < ... <ty =1, tel que pour tout i € [0, N —1]NN,

{¢t}te[ti7ti +1] est propre sur I'intérieur de son support

et pour tout (s,t) € [t;, tit1], s #t,

(¢°) ¢! n’a pas de point discriminant dans Suopp({d)t}te[ti,tiﬂ})} € NU {400} .
Par définition nous disons que la longueur du chemin constant est nulle.

Pour les mémes raisons que dans le cas compact la longueur discriminante est une fonction-
nelle de longueur invariante par conjugaison (voir le lemme [3.9)).

Définition 3.15. Soit (M, &) une variété de contact co-orientable et non compacte. Nous défi-

nissons la norme discriminante sur Contg(M, £) de la maniére suivante :

7a (1{0")) = min {£4 ({¢'}) | {e'} = [{#'}] } pour tout [{¢'}] € Cont§(M,£) .

De méme nous la définissons sur Cont§(M, &) comme suit :

V4 (¢) := min {Ed ({cpt}) | @ =1d et o' = d)} pour tout ¢ € Contg(M,¢§) .
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Comme nous nous intéressons aux contactomorphismes & support compact, nous pouvons
a nouveau utiliser les lemmes et pour déduire que les applications g et v4 sont bien
définies & valeurs dans N. De plus le lemme [3.10] s’applique exactement de la méme fagon dans
le cas non compact, et permet donc de conclure que ce sont bien des normes invariantes par
conjugaison.

Un point de vue naturel a adopter pour définir la norme discriminante, que ce soit dans
le cas compact ou non compact, est de la voir comme une norme de mots. En effet soient les
—_ —

sous-ensembles de Cont(M, &) et Contf(M, ) suivants :

Sa={[{#'}] € Cont§(M,€) | La ({6'hieror)) =1} et
Sq = {qb € Cont§ (M, €) | il existe [{¢'}] € Sy tel que ¢! = ¢ } .

Lemme 3.16. L’ensemble gfz vérifie les propriétés suivantes :

1. Sy est stable par passage a l’inverse, c’est-a-dire que pour tout {o'}] € Sy son inverse
{o'}] " € Sa.

2. Sy est stable par conjugaison, c’est-d-dire que pour tout ¢ € Contg(M,§) et [{¢'}] € S,
nous avons [{¢p o ¢t o p~1}] € Sy.

—_—

3. Sq est un sous-ensemble générateur de Conti(M,E).

De plus la norme de mots associée a Sy est la norme discriminante Ug.

Démonstration. Les points 1 et 2 sont encore une fois une conséquence directe du lemme [3.10}
Prouvons alors le point 3 et le fait que la norme des mots associée a Sy correspond a la norme
discriminante. Soit [{¢'}] € Cont{(M,£) tel que vy ([{¢'}]) = m. Par définition de la norme
discriminante, il existe un chemin lisse {¢!} commencant a I'identité tel que [{¢'}] = [{#'}] et
L4 ({¢'}) = m. Par définition de la longueur discriminante, cela veut dire qu’il existe 0 = ¢y <
. <t =1 tel que {p'}4ep, 1, soit de longueur discriminante 1 pour tout i € [0,m — 1] N N.
De ce fait, le chemin {¢' o (‘Pti)il}te[ti,ti L] est encore de longueur discriminante 1 et de plus
commence a I'identité pour tout ¢ € [0, m — 1] N N. Enfin nous laissons le lecteur vérifier que
{o'}] = [{(p o (") }ieft tisa))- Cela prouve done bien le troiseme point du lemme, et le fait

1=0
que la norme de mots associée vg. ([{¢'}) < m =g ([{#'}]). D’autre part, notons m’ la norme

de mots associée & Sy de [{(bt}], ie vg ([{¢'}]) = m/. Cela implique qu'il existe m’ chemins
lisses ({(Z)ff})ie[l ) Partant de I’ 1dent1te tel que L4 ({¢}) = 1 pour tout i € [1,m'] et tel que

’

le produit H {o!}] = [{9'}] € (T(_)\IIB(M €). Considérons alors le chemin lisse {¢'} := Tﬁ {ot}

correspondant a la concaténation des chemins que nous avons définie au chapitre [0} 11 est clair

que La({¢"}) < m’ et que [{¢'}] = [{"}]. Ainsi vy([{6}]) < m' = vg ({¢'})). En combinant
avec l'inégalité précédente, nous en déduisons 1’égalité voulue. O

3.3 La norme d’oscillation

La métrique d’oscillation est une variante de la métrique discriminante. Elle fait également
intervenir dans sa définition la notion de relation d’ordre d’Eliashberg et Polterovich que nous
avons définie au chapitre [1 Rappelons qu’un chemin lisse {qbt}te]a,b[ de contactomorphismes
d’une variété de contact co-orientée (M, = Ker(a)) est dit strictement positif (respectivement
négatif) si g (, (dt¢t( )) > 0 (respectivement ag(,) (%gbt(a:)) < 0) pour tout temps t €]a, b[C
R et pour tout x € M. Nous définirons tout d’abord la norme d’oscillation dans le cas ou la
variété de contact (M, &) est compacte puis dans le cas ou elle ne l'est pas.
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3.3.1 Le cas ou (M,¢) est compacte

Définition 3.17. Soit {¢'} € F(M, &), nous notons L3 ({¢'}) les fonctionnelles suivantes :

£ ({¢'}) = inf{N € N* | il existe K € N, K > N, et 0=ty <..<tx =1,
Card{i € [0, K — 1] NN | {¢'}sep, 4,
Card{i € [0, K —1]NN | {¢’ Feeltitinl
L4 <{¢ }te[tz‘7ti+1]) =1, pourtoutie€ [0,K —1] NN} € NU{+oc}

[ est strictement positif} = N

£ ({¢'}) == inf{N € N* | il existe K € N', K > N, et 0=ty <..<tx=1,
Card{i € [0, K — 1] NN | {¢'}1eps,,
Card{i € [0, K — 1] NN | {¢" eyt b1
L4 ({0 rettorio) = 1, pour tout i € [0,K — 1]} € NU {00} .

t1+1
est strictement négatif} = N

Par définition si {¢'} désigne un chemin constant alors £35¢ ({¢'}) = 0.

Les fonctlonnelles L3¢ vérifient les propriétés des fonctionnelles £ définies au début de la
sous- sectlon ainsi par les mémes arguments que précédemment (voir lemme le lecteur
pourra vérifier que la fonctionnelle Loz := max{L£%¢, £>*} est une fonctionnelle de longueur
invariante par conjugaison sur Fo(M,§).

Il est clair également d’apres la partie précédente que pour tout chemin lisse de contacto-
morphismes {¢'} commengant & Iidentité, il existe des chemins {¢% } qui sont dans la méme
classe et tels que £3°¢ ({¢%}) < +oo. Ainsi les semi-normes suivantes sont bien définies

v ({e')]) ==+ inf {£2° ({¢"}) | {e'H] = [{e' N}, pour tout [{¢'}] € Conto(M,¢) .
Enfin nous définissons la pseudo-norme d’oscillation sur a)\rﬂ](M ,€) et Contg(M, &) comme

Voo 1= max {03, —0%5 et vpe(6) = min {7gse ([{6'}]) | [{#'}] € Conto(M,€) , ¢' = }.

Proposition 3.18. Les pseudo-normes Voge et Vose SONt invariantes par conjugaison. De plus
—_ T —

Ugse €st non dégénérée si et seulement si (M, €) est ordonnable. Dans ce cas (Conty(M, &), >, Vosc)
est un espace métrique ordonné.

Démonstration. Le fait que ce soit des pseudo-normes invariantes par conjugaison provient di-
rectement des propriétés des fonctionnelles £

Montrons que Vs, est non dégénérée si et seulement si (M, &) est ordonnable. Supposons que
[{¢'}] soit un élément tel que vose([{#'}]) = 0. Cela implique que v35¢([{¢'}]) = vo5([{#t}]) = 0
et donc que Id = [{¢'}] = Id. Lorsque (M,¢&) est ordonnable cela implique que [{¢'}] = Id
et lorsque (M, €) ne lest pas, il existe des éléments [{¢'}] # Id ayant cette propriété. Dot
Paffirmation.

Montrons que si [{¢t}] = [{¢h}] = Id alors vose([{#}}]) > Vose([{#5}]). Comme ce sont des
éléments positifs leur norme v,s. est donnée par uhj’? Soit alors {¢}} un chemin lisse tel que

Het}] = [t} et Lo({h}) = v2([{¢'}]). Dans ce cas @b = {{} - {(p})~" o ¢h} est un

représentant de [{¢h}] et nous avons par I'inégalité triangulaire

vE([{08]) < v (D) + v (H{(9h) " o 953]) = v ([{o1}]) + v ([{(eh) " 0 9h}]) -

De plus le dernier terme de cette somme est nul car I’élément considéré est négatif, d’ou 'affir-
mation.

O
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3.3.2 Le cas ou (M,¢) n’est pas compacte

Dans le cas ou la variété n’est pas compacte, nous définissons £9°¢ sur ’ensemble constitué
des chemins lisses et propres par morceaux, ensemble que nous avons noté F¢(M, &) dans les
parties précédentes. De plus au lieu de demander que {qﬁt}te]a,b[ soit strictement positif (resp.
négatif), nous demandons a ce qu’il strictement positif (resp. négatif) sur Uintérieur de son
support, c’est-a-dire que :

[e)

gt (a < o' (x )) > 0 (resp. < 0), pour tout ¢t €]a,b|, et pour tout € Supp ({(bt}te}%b[) )

De la méme facon nous définissons
1. la fonctionnelle de longueur invariante par conjugaison comme étant Lo := max{L3*, L} ;

2. les semi-normes par les relations suivantes

w2 ({o'}]) = inf {£5° ({¢'}) | He'} = {61}, pour tout [{¢'}] € Conto(M, €)

3. et les pseudo-normes sur Contg(M, ) et Contg(M, §) comme étant

Vowe 1= maxx {12 w8 et voee(9) = min {7 ([{0'}]) | [{6'}] € Cont§(M.€) , ¢' =6 }.

La proposition [3.18| reste encore valable dans le cas non compact. De plus, tout comme la
norme discriminante, la norme d’oscillation peut étre interprétée comme une norme de mots ou
I’ensemble générateur Sosc est I'union des sous-ensembles SOSC et S°5¢ suivants

Sz = {[{9"}] € Cont§(M,€) | [{6"}] = 1d (resp. 1d = [{¢'}]) , £3° ({¢'}) =1} .

3.4 Norme FPR

Dans cette section nous définissons la norme de M. Fraser, L. Polterovich et D. Rosen [21].
Cette norme invariante par conjugaison est définie pour les variétés de contact (M, &) qui sont
ordonnables et qui admettent une forme de contact dont le flot de Reeb associé est périodique.
Ainsi dans cette section (M, §) désignera une telle variété de contact et « sera une 1-forme de
contact dont le flot de Reeb est périodique. Rappelons qu'une fois une forme de contact « fixée,
nous avons une bijection entre les fonctions lisses a support compact et dépendantes du temps
h:[0,1] x M — R et les chemins de contactomorphismes & support compact partant de 'identité
¢ (voir le chapitre D[)

Notons R, le champs de Reeb associé a la forme de contact a. Définissons les applications

suivantes : L
v¢ : Contg(M, &) — Z U {£oo}

[{¢'}] = min {n € Z | [pur.] = [{¢#'}]}
22 ; Comté (M, €) — Z U {00}
[{¢'}] — max {n € Z | [{'}] = [nr.]} -

Lemme 3.19. Les applications 17_5,‘_ et v° sont d valeurs dans Z.

Démonstration. Considérons [{¢'}] € 6(_)\1;8(M ,€). Soit une fonction hamiltonienne & support
compact h : [0,1] x M — R dont le flot ¢; est tel que [¢p] = [{¢'}]. En définissant Ny :=

min  h'(z)| nous pouvons utiliser le corollaire [1.16{ pour déduire que [{¢'}] = [dnR.]
(t,z)€[0,1]x M
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pour tout entier N qui vérifie N < Ny. Supposons alors par I’absurde qu’il existe un entier

N < Ny tel que [gb% ] = [{#'}]. Cela implique alors que [¢(N NO)RQ] [{gb]}NOt o gbt H = 1d.
Or comme N < Ny nous avons d’autre part que Id = [ng No1 On a donc Id = [qu Noj - 1d.
r (M,€) étant ordonnable ¢a implique que [ng NO} = Id € m(Cont§(M,E)), et donc que

gng est un lacet strictement positif contractile. C’est absurde car (M, &) est ordonnable.
Ainsi 17?_([{&}])3 Np. Dans le lemme suivant nous verrons que % ({e'}) = —;;: ({1
d’ott le fait que v® est également a valeurs dans Z. O

Remarque 3.20. 1l est facile de voir que si (M, Ker(a)) n’est pas ordonnable alors les applications
précédentes prennent des valeurs infinies.

Nous verrons dans le lemme suivant que v¢ est en fait un couple de semi-normes et donc que

I'application

Vpr  Contg(M,€) = Z, [{¢'}] = max {v([{s"})), —v2([{#'}])}

est une norme. C’est la norme de M. Fraser, L. Polterovich et D. Rosen, nous ’appellons la
norme FPR.

—_—~—

Lemme 3.21. L’application 1//%\];{ est une norme sur Conty(M,§), c’est-a-dire que pour tout
¢ ‘] € Cont5(M, €) nous avons :
{3 e o(M,

1. vgpr ([{6'}]) €N

2. V2o ([{61}]) = 0 si et seulement [{¢'}] = Id,

3. virp({8'1) = v pr(({6}] 7)),

4 2 pr({6 - {e' ) < vipr({6'1) + vipr({e'}).

Démonstration. 1. Pour le premier point du lemme remarquons que IE > 0 par transiti-
vité de la relation d’ordre partiel. Ainsi dans le cas ot v¢ ([{¢'}]) est négatif, nous avons

v ({4')) = —v2 ([{4'}]) > 0

2. Le deuxiéme point du lemme provient directement du fait que (M, &) est ordonnable.

3. Remarquons que pour tout [{¢'}] € Cont§(M, &) nous avons :

V(o™ = min{n e Z | [6},] = [{#'}] '}
=min{n € Z | [{$'}] = (631}
= —max {n € Z | {¢"}] = [¢h,]} = —v2({e"}]) -

On en déduit donc le troisieme point du lemme.

4. Remarquons que v%([{¢'}]) < k € Z si et seulement si (0% ] = {o'}] = [gbﬁ’(j] Ainsi en
posant kg := v¥([{¢'}]) et hg := v2([{¢’}]) nous avons :

[05.) = [{¢'}] = [851°] et [¢3.] = [{#'}]
nous avons donc [¢h°+k°] {6} - o'} =

En utilisant de nouveau le fait que v%([{¢*}]) < k € Z si et seulement si [gb%a] = [{o'}] =
[(b;{; ], nous avons bien I'inégalité triangulaire désirée.

= (67",
(D7)

O

Nous n’avons, pour le moment, pas utilisé I’hypothese que le flot de Reeb associé a la forme

de contact a est périodique. Cette hypothese permet de s’assurer que v%pp, est invariante par
conjugaison grace au lemme suivant.
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Lemme 3.22. Le sous-groupe w1 (Conty(M,&)) C %(M,{) est inclus dans le centre de
Conty(M,€).

Démonstration. Rappelons du chapitre@que pour tout [{¢'}], [{¢'}] € 6(_);1‘5/0(]\4, €) nous avons :
o'} {3 - e = {o'e'(6) )] -

Supposons alors que [{¢'}] € w1 (Cont§(M,€)), et [{¢'}] € Cont§(M,¢). Comme ¢! = Id, en
utilisant la premiére phrase de la preuve la conjugaison par [{¢'}] est 'application identique.
Ainsi nous avons :

{1 [N = e} - (o'} - o) - HeH !
= [{6"}]- {e'}] - 6" o (6) '] = {0} '} -

De ce fait pour tout [{¢t}] et tout [{¢4}] dans Cont§(M, €)

[onra] = o oM & {1} lonra] {1} ™ = [{65}] .

PNRq

d’ou le fait que v%pp est invariante par conjugaison. De méme, M. Fraser, L. Polterovich et
D. Rosen définissent la norme invariante par conjugaison v%pp sur Contg(M, ) de la maniere
suivante :

v pr(®) = min {Dgpa([{6'}]) | [{#'}] € Cont§(M, &), o' =6}, Vo € Cont§(M,¢) -

Bien que la preuve de la proposition suivante est élémentaire, les résultats y sont profonds - car
les hypotheses d’ordonnabilité et d’avoir un flot de Reeb périodique sont fortes.

Proposition 3.23 ([21]). L’espace (Conti(M,§), =, V/};‘;;z) est un espace métrique ordonné. De
plus dans le cas ou (M,§ = Ker(a)) est compacte, la norme vgpp est stablement non bornée.

Démonstration. Le fait que ce soit un espace métrique ordonné provient directement de la défi-
nition de vgpg. Lorsque (M, ¢ = Ker(a)) est compacte, [png, ]| € CTOE%(M, &) pour tout N € Z.
De la définition de % et du fait que la variété soit ordonnable nous avons immédiatement
que l//%;%([(ﬁ]vRa]) = N pour tout N € N. O

Le lemme suivant sera utile dans la suite pour calculer la norme d’éléments qui ne sont pas
dans la classe des itérés du flot de Reeb.

Lemme 3.24. Pour tout élément [{¢'}] € E_O\T_L?S(M, &) nous avons les égalités suivantes :
(oY) = min { |maxh! ()| | B € (8" x M.R), [on] = [{6'}}
E({0Y) = — min { | -mink!(2) | | he €St x MR, (1] = [(61))]

)

Démonstration. Soit n € Z tel que [¢nr,] = [{¢'}]. Comme la fonction

Stx M —R
(t,z) = n

engendre le chemin ¢, , d’apres le lemme il existe h: ST x M — R tel que [¢5] = [{#'}] et
tel que hi(x) < n pour tout (t,z) € S' x M. Ainsi
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min { [maxh (o) | b€ C2(S! x M.R), (0] = [{o'H | <7 (I{'D) -

Réciproquement soit h : S' x M — R une fonction & support compact tel que [¢] = [{¢*}].
Alors la fonction constante
Stx M —R
(t,z) — [Htlax ht(x)w
YL

est plus grande que h et représente I'élément ([¢[maxn]r,))- Donc toujours d’apres le lemmem

nous avons [¢nr, ] = [{¢'}] en posant n = Irtlaxht(x) et donc
T

t.x

min { [maxh'(2)| | 1€ (8" x M.R). (o) = ({6} = 57 (({01}]) -

En combinant les deux inégalités précédentes nous trouvons bien la premiere égalité du lemme.

Pour démontrer I’égalité concernant v il suffit de remarquer que v® ([{¢'}]) = —v% ([{#'}] 1)
et que si h : S' x M — R engendre un chemin représentant [{¢'}], alors la fonction (¢,z) +
—h!'~t(x) engendre un chemin représentant [{¢*}] 1. O

3.5 Norme de Shelukhin

Considérons (M, ) une variété de contact, pas nécessairement compacte, dont la distribution
de contact est co-orientable. Fixons une forme de contact o pour cette distribution et fixons
par la méme occasion la bijection entre I’ensemble des chemins lisses de contactomorphismes
a support compact {¢'} commencant a identité et I'’ensemble des fonctions hamiltoniennes
h : [0,1] x M — R a support compact. Nous notons ¢ le chemin de contactomorphismes
engendré par la fonction h (voir le chapitre @[) La fonctionnelle de longueur £¢ associée a la
(pseudo)-norme de Shelukhin est la suivante :

LS :D(M,E) — Rxg
{¢'} — /01 IMAX |t () ( d qbs(x)) dt‘ = /01 max ‘ht(ac)‘ dt, ou ¢ = {¢'} .

ds|s=t z€M

Lemme 3.25. La fonctionnelle LS est une fonctionnelle de longueur, c’est-a-dire que :
1. L% ({¢'}) = 0 si et seulement si {¢'} est le chemin constant da l'identité
2. LG est invariante par reparamétrisation
3. LG vérifie 'inégalité triangulaire
4 £ {8} = £3 (1)),
De plus pour tout ¢ € Conto(M,§) et pour tout {¢'} € D(M, €) nous avons LE ({¢ o ¢t o p1}) =
L5 ({o'}).
Démonstration. 1. Le premier point du lemme est évident.

2. Le deuxiéme point du lemme vient du fait que si {¢'} est un chemin engendré par h alors
pour toute fonction a : [0,1] — [0,1] bijective croissante, le chemin {¢*®} est engen-
dré par la fonction hamiltonienne [0,1] x M — R, (t,2) — o' (t)h®®(z). Or la formule

de changement de variable affirme que | max ’a’(t)h“(t) (x)‘ dt = [y max |nt(z)| dt. D’ou
Paffirmation.

3. Soient {¢'} et {('} sont deux éléments de D(M, &) rappelons du chapitre [0] que

(20 site(0,1/2]

{0} {e'} = { P2=D o gl sit e [1/2,1]
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ou a : [0,1] — [0,1] désigne une fonction lisse bijective strictement croissante telle que
a™(0) = a™(1) = 0. Ainsi si h : [0,1] x M — Ret g : [0,1] x M — R désignent les
fonctions hamiltoniennes respectives des chemins {¢'} et {('}, la fonction hamiltonienne
associée a {@'} - {p!} est donnée par

2a’ (2t)h(?) () sitel0,1/2]

k: [O, 1] XM — R, (t,i[)) = { 2a’(2t— 1)ga(2t*1)($) site [1/27 1] .

Ce qui implique donc par la relation de Chasles et par changement de variable que
/2 1
L3({e'} {o'}) = / max |24/ (20h®) (2)| dt + | max|2a (2t - DR (@) e

1
0 1/2 reM
= L5{o"}) + L5{¢"}) -

4. Le 4éme point du lemme provient du fait que si {¢'} est engendré par la fonction h :
[0,1] x M — R alors {¢!}7 = {¢' 7 (¢!)"!} est engendré par la fonction hamiltonienne
[0,1] x M — R, (t,x) — —h'~!(z).

Enfin la derniere affirmation se déduit immédiatement de la définition de LS. O

Nous définissons alors les (pseudo-)normes de E. Schelukhin zjg et v§ sur Contg(M,§) et
Cont§(M, €) de la maniére suivante. Pour tout [{¢'}] € Cont§(M, ) et ¢ € Cont§(M, &),

vg ([{o")) = inf {L3({e'D) | {e'}] = e} et v(0) i=inf {18 ([{#'}]) | &' =0 } .

Remarquons que ces pseudo-normes ne sont pas invariantes par conjugaison mais qu’elles véri-
fient pour tout ¢ € Contg(M, €) et pour tout {¢'} € D(M, &) la propriété suivante :

% (eod oo ))) = 8™ (o) ot g (postow™) =vg(¢) .

Cela provient directement de la derniere affirmation du lemme précédent.

Remarque 3.26. E. Schelukhin dans son papier [44] démontre en fait que g est non dégénérée
sur Cont§(M, &) et donc que c’est bien une norme. Sa démonstration se base sur le fait que si un
contactomorphisme déplace une boule B, alors la norme de ce contactomorphisme doit étre plus
grande que la "capacité" de cette boule. De ce fait il n’est pas clair que ;gé soit non-dégénéré,
car ce méme argument ne peut étre appliqué aux lacets de contactomorphismes non contractiles
basés en 'identité.

73



4 Géodésiques de différentes normes sur Conty(R** x S &) et
son revétement universel

Dans ce chapitre nous définirons une famille particuliere de chemins lisses de contactomor-
phismes & support compact de (R?" x S &) en émettant des restrictions sur les fonctions
hamiltoniennes qui les engendrent une fois la forme de contact standard fixée. Les éléments
de cette famille seront des géodésiques pour la métrique discriminante, d’oscillation et celle de
Shelukhin. La norme discriminante, la norme d’oscillation, et celles de Shelukhin et de FPR

des éléments de Cont§(R?™ x St &4) ou Cont§(R?™ x S, &y)) représentés par ces géodésiques
seront tres liés au maximum et minimum de la fonction hamiltonienne qui les engendre. Cela
nous permettra de donner une nouvelle démonstration du caractére non borné de ces différentes
normes.

Avant d’énoncer les théorémes principaux de ce chapitre, rappelons brievement la distribution
et la forme de contact standard de R*® x S! pour n un entier plus grand que 1. Considérons
I'espace euclidien de dimension R?"*! avec n un entier plus grand que 1, muni de sa structure
de contact standard &s. En munissant R2"*! des fonctions coordonnées (1, ..., Zn, Y1, -y Yn, 2)
cette structure de contact standard est donnée par le noyau de la forme de contact standard
gt = dz — i y;dx;. Cette 1-forme descend en une 1-forme sur R?” x R/Z = R?" x ST que nous

i=1

notons encore . Ainsi la structure de contact standard sur R?" x S' est donnée par le noyau
de cette derniere 1-forme. Un deuxieme rappel utile pour le reste de ce chapitre est la bijection
qu’il y a entre fonctions lisses et champs de vecteurs de contact. Lorsque (M, &) est une variété
de contact telle que la distribution £ est co-orientable, nous pouvons choisir une 1-forme « telle
que £ = Ker(«). Le champs de Reeb R,, associé a cette forme de contact « est alors défini comme
I’unique champs de vecteurs tel que tp, da = 0 et tg, oo = 1. Une fois ce choix fait, nous pouvons
associer de maniéere bijective a toute fonction lisse h : M — R un champs de vecteurs de contact
X, € x(M,§) défini par les deux relations suivantes :

a(Xp)=h
do(Xp) = dh(Ry)oe — dh .

Nous notons ¢!, le flot du champs de vecteurs X}, au temps ¢ € R ou il est bien défini. Lorsque
la fonction h est a support compact le flot est bien défini pour tout temps ¢t € R. Dans ce cas ¢y,
désignera le chemin lisse de contactomorphisme {¢Z}te[0,1]7 et nous disons qu’il est engendré par
la fonction hamiltonienne . Enfin nous notons g, : M — R le facteur de conformalité de ¢}, par
rapport a «, c’est-a-dire que qbfl*oz = eIhay pour tout ¢t € R. Cette construction marche également
lorsque la fonction hamiltonienne h : [0, 1] x M — R dépend du temps (pour plus de détails le lec-
teur pourra consulter le chapitre @) Ici lorsque (M, €) := (R?" x S!, Ker(ay)), pour n un entier

plus grand que 1, le champs de Reeb associé a ag n’est rien d’autre que le champs de vecteurs %.

Théoréme 4.1. Soit H : R*® — R une fonction lisse a support compact telle que la hessienne
de H soit suffisamment petite, i.e. sup |||Hess,(H)||| < 2m. Alors le chemin lisse de contacto-

p€R2"
morphismes ¢p, engendré par la fonction
h:R™x S 5 R
(p,z) — H(p)

est une géodésique pour les normes de Shelukhin vg et vg. Plus précisément nous avons

L (on) = 17? ([pn]) = vg*! ((b}b) = max {max h, —minh} .
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De plus, pour tout p € Cont5(R?" x S, &4) nous avons

VEPR ([90 o ¢p 0 80_1]) = VphR (80 o ¢}1L o 90_1) = max {[max h|, [-minh]} .

Remarque 4.2. Lorsque A : R?® — R?" est une application linéaire, |||A||| désigne la norme
opérateur de A, c’est-a-dire

A
[[A[l[ == sup M ot |v| désigne la norme euclidienne standard de v € R*™\ {0}.
ver2n\ {0} |Vl

Dans le théoréme précédent (et les suivants) nous voyons la hessienne de H en un point p € R?"

comme une application linéaire de R?” — R?" dont la matrice est donnée par ( O°H (p))

OpiOp; i,j€[1,2n]

avec (p1, ..., pan) désignant les fonctions coordonnées sur R?".

Théoréme 4.3. Soit H : R?" — R une fonction lisse a support compact telle que la hessienne de
H soit suffisamment petite, i.e. sup |||Hess,(H)||| < 2m. Supposons de plus que 0 soit une valeur
peRZTL
o
réguliére de H a lintérieur de son support, c’est-a-dire que dpyH # 0 pour tout p € Supp(H) N
H~1{0}. Notons ¢y, le chemin de contactomorphismes engendré par la fonction hamiltonienne

h:R™x S' R, (pz)— H(p) .

1

Alors pour tout ¢ € Cont§(R?*™ x S, &y) le chemin lisse de contactomorphismes @ o ¢ 0~ est

une géodésique pour les normes discriminantes Vg et vg. Plus précisément nous avons :

Li(podnop ™) =valpodyop ') =va([podnop']) = max{|maxh| +1,|—minh| + 1} .

Théoréme 4.4. Soit H : R*® — R une fonction lisse a support compact telle que la hessienne

de H soit suffisamment petite, i.e. sup |||Hess,(H)||| < 2m. Supposons de plus que 0 soit une
peR2n
valeur réguliere de H a lintérieur de son support, c’est-a-dire que d,H # 0 pour tout p €

o
Supp(H) N H~{0}, et que H soit a valeur positives (respectivement négative). Notons ¢y, le
chemin de contactomorphismes engendré par la fonction hamiltonienne

h:R™x S' SR, (pz)— H(p) .

Alors pour tout ¢ € Cont§(R*™ x S1,&y) le chemin lisse de contactomorphismes @ o ¢p 0 ™"

une géodésique pour les normes d’oscillation Vpse €t Vose. Plus précisément nous avons :

est

Losc(p o ¢p 0 90_1) = Vosc([p 0 Qsh‘P_l]) = Vosc(p 0 ¢}lz ° 90_1) =|maxh| +1
(resp. Losc(# 0 ¢n o9 ™") = Vose([p 0 dnp™']) = vose(w 0 ¢ o9 ") =|—minh| +1) .

Nous démontrerons ces théorémes a ’aide de plusieurs lemmes. Le raisonnement consistera
en un premier temps a minorer les normes par le sélecteur de translation dont nous avons rappelé
la construction due & S. Sandon [42] au chapitre [2| puis dans un deuxiéme temps & montrer que
la longueur des chemins que nous avons considérés réalisent ce minimum. Le premier lemme
que nous énoncerons nous permettra d’exprimer le flot de contactomorphismes ¢; engendré
par la fonction h : R?™ x §' — R en fonction du flot de symplectomorphismes hamiltonien
Yy engendré par la fonction hamiltonienne H : R*® — R. Plus précisément lorsque (W, w) est
une variété symplectique, nous pouvons associer a toute fontion lisse H : W — R a support
compact un champs de vecteurs Xy € x(W,w), défini par la relation tx,w = —dH, dont le
flot pour tout temps ¢ € R que nous notons v, est un symplectomorphisme hamiltonien. Nous
écrivons g pour désigner le chemin lisse de symplectomorphismes hamiltoniens {"Mq}te[ﬂ,l]-
Nous considérons ici la variété symplectique (R?",wy = f: dz; A dy;), et nous notons A\ =

i=1
Xn: yid:vi S Ql(R2n).
i=1
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Lemme 4.5. Soit {gf)t}te[()’l] un chemin lisse de contactomorphismes de (R?" x S, &y) engendré

par une fonction lisse h
h:R™x S' R

(p,2) = H(p)

o H : R*™ — R est une fonction lisse a support compact. Nous avons alors pour tout (p,z) €
R?" x S et pour tout temps t € R :

oh(p,2) = (Vi) 2+ F' (1)) et gh(p,2) =0

P = [ A0k ) (Xar (3 p))) ds -+ tH(p)

Démonstration. En notant Xg le champs de vecteurs de R?" qui vérifie ¢ XyWst = —dH nous
avons pour tout (p,z) € R?" x S! que le champs de vecteurs X, de R?" x S! associé a la forme
de contact standard dz — A est donné par

0

Xn(pyz) = Xu(p) + (H(p) + 2p(Xu(p))) 9

De plus, comme la fonction hamiltonienne H est indépendante du temps elle est constante le
long de son flot, c’est-a-dire que H (¥4 (p)) = H(p) pour tout t € R et p € R*™, d’ot le fait que

0h(p,2) = (Vh(p), 2 + F'(p)) pour tout (£,p,2) € R x R? x S* .

Enfin, en utilisant la formule de Cartan, nous avons pour tout s € R

d * S\ * ox
£\t:s(¢2) o= (65)" (tx,do + dix, o) = (¢5)" (—dH + dH) =0,
et comme <]50 = Id et que 92 = 0 nous en déduisons que g; = 0 pour tout s € R. =

Remarque 4.6. Ce lemme est un cas particulier d’'une construction générale (qui se démontre
de la méme fagon que le lemme précédent). En effet, considérons la contactisation d’une variété
symplectique exacte (W,w = d)\), c’est-a-dire la variété de contact (W x S1, Ker(dz — \)). Nous
pouvons associer de maniére unique a tout symplectomorphisme hamiltonien a support compact
1 € Ham®(R?" wg) un contactorphisme ¢ € Cont§(W x S*, Ker(dz — \)) de la facon suivante :

o(p,2) = ((p), 2+ F(p)), V(p,z) € W x S'

ou F': W — R est 'unique fonction a support compact telle que ¥*\ — A = dF. Dans ce cas, ¢
est un contactomorphisme exact par rapport a la forme de contact dz — A, c’est-a-dire que son
facteur de conformalité correspondant est nul. Nous disons que ¢ est le relevé de contact de .

L’hypothése omniprésente que nous faisons sur la hessienne de H : R?” — R suffisamment
petite permet de garantir que les seules orbites périodiques de ¢y de période plus petite que 1
correspondent & des orbites constantes. Plus précisément :

Lemme 4.7. Soit H : R>™ — R une fonction hamiltonienne & support compact telle que

S%}; |||Hess,(H)||| < 2m. S7il existe 0 < T < 1 et p € R® tel que ¥ (p) = p alors ¥k, (p) = p
peR=™
pour tout t € R.

Démonstration. Soient T € Rsq et p € R?" tels que ¢4 (p) = p. Introduisons le lacet vy : S! =
R/Z — R?" défini comme ~(t) = ¥4I (p). Ainsi 4(t) = X7u(y(t)) pour tout ¢t € S'. Considérons
alors la série de Fourier associée au lacet 1-périodique 4 qui est donnée par

. 0 Id
A(t) = Z e*™ Ity pour tout t € St avec zj, € R* et J = ( d On ) .
kezZ e
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2imJt

De méme, la série de Fourier associée a 4, la vitesse de 7, est donnée par Y 2iwJe T pour
keZ
tout t € S1. Comme fol A(t)dt = (1) — v(0) = zg = 0 € R?" nous avons d’'une part
. L.
1l = [ D0 P < [ X2 Klawl> = IHlle (14)

keZ\{0} kez\{0}

ou la premiere et derniere égalité proviennent de la formule de Parseval. D’autre part, nous
avons

1t = 5(t)]| c2 = [t = THess, ) H(3(8))l|g2 = T|[t = D _ €™ Hess, () H (zy)|| 2

keZ
<T |> sup |[|[Hess,(H)I||?|z|?
kez PER?"
=T sup ||[Hess,(H)|l| | > |ag/?
pER?? keZ\{0}
< 27|92

Or dans le cas ot v est un lacet non constant, la derniere inégalité est une inégalité stricte,
c’est-a-dire que ||¥||z2 < T27||¥||z2. En combinant cette inégalité stricte a I'inégalité (14)) nous

déduisons que 1" > 1 dans ce cas.
O

Remarque 4.8. Le lecteur pourra voir une preuve similaire dans [30].

Le lemme suivant permettra de minorer les normes de Shelukhin et de FPR.

Lemme 4.9. Soit ¢ € Cont§(R** xS, &) etk : [0,1]xR* xSt — R une fonction hamiltonienne
a support compact qui engendre ce contactomorphisme, c’est-a-dire que ¢,1€ = ¢. Nous avons
alors :

1 1
c(g) < / max kldt et c(¢p!) < —/ min k'dt .
0 0

Démonstration. Considérons ¢ et ¢ € Cont§(R** 1, £,)*7P¢" les correspondants respectifs de
¢ et ¢t pour tout ¢ € [0,1]. Notons k : [0,1] x R?"*! — R la fonction hamiltonienne associée

n —

au chemin ¢y, c’est-a-dire que (dz -3 yidx,-> (%cpfg(p, z)) — % (oL (p, 2)) pour tout (¢,p,z) €
i=1

[0,1] x R?™*1. On déduit alors de la périodicité de ¢l que B =ko p pour tout ¢t € [0,1] ou

p: R x R — R?" x R/Z désigne I'application de revétement. Par définition du sélecteur de
S~
Sl
translation il existe un point (p, z) € R?"*! tel que ¢(p, z) = (p, z+¢(4)). Notons 7 : R2"+1 — R

la projection canonique qui & un point (p, z) € R?® x R associe z. Nous avons alors :
14 .
o9) = 7 (p(p.2) 7 2) = | 5 (v (ehip.2))) e
! t( t
- /0 dgp}i(p,z)ﬂ (Xk((Pk(p, Z))) dt
Ly,
= 0 k (@k(p,Z))dt
1 7t 1
< / max k dt:/ max kidt .
0 0

De méme, en remarquant que la fonction
0,1] xR x ST 5 R
(t’ (pa Z)) = _klit(p’ Z)
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engendre le contactomorphisme ¢~!, nous en déduisons que c(¢~!) < fol max(—k'=t)dt =
— fol min k'dt.
U

Nous en déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 4.10. Soit une fonction hamiltonienne k : [0,1] x R*® x S — R @ support compact,
nous avons alors les inégalités suivantes

max {c(oh),c (1))} < ws (6h) <75 ((0n]) et
max{[c(@iﬂ , [c ((cb,lg)*lﬂ} < VFPR ((;ﬁk) < vrpr ([¢r]) -

Démonstration. Nous avons d’apres le lemme précédent que

max {c(qﬁ,{;), c ((gb,{;)_l)} < max {/01 max k'dt, — /01 min k‘tdt} :

Or, par définition de la longueur de Shelukhin nous avons

1 1
max{/o max k'dt, —/0 min k:tdt} < L (¢r)

pour toute fonction lisse k : [0,1] x R?" x S — R a support compact d’ou le résultat pour la
norme de Shelukhin.

Toujours d’apres le lemme précédent nous avons

mase {[e(h)] e (o)) |} < max {[ [ ' nax val [ [ 1 minkat] .

ce qui nous permet de déduire que

max { [e(db) ], |e (o)~ < max max k'(p,2)|, | — min E(p, z .
{[eb] [ (6h1)]} < Jna K(p,2) |, | = min K(p, 2
Il suffit alors d’utiliser la définition de la norme FPR vue au lemme [3:24] pour conclure.

O]

Pour les chemins vérifiant les hypothéses du théoreme [ les inégalités du lemme [£.9] sont
en fait des égalités, plus précisément nous avons le lemme suivant.

Lemme 4.11. Soit {¢t}te[0,1] un chemin lisse de contactomorphismes engendré par une fonction
lisse h de la forme suivante :

h:R™x S' - R
(z,y,2) — H(z,y)
ou H : R?™ — R est une fonction lisse d support compact telle que la hessienne de H soit

suffisament petite, i.e. sup |||Hess,(H)||| < 2m. Nous avons alors
pERQn

c(¢f) =maxH et c ((gb}z)*l) =—minH .
Démonstration. D’apres le lemme pour tout ¢ € R et pour tout (p, z) € R** x S! nous avons :

h(p,2) = (Vi (), 2 + F' () et gh(p,2) =0,
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o) = [ N0k 0) (X (p) ds + (D)

Etudions tout d’abord le spectre de ¢}, pour tout temps ¢ € [0, 1] et montrons que Spectre(¢},) =
{tH(p) | dyH = 0}. Remarquons que pour tout temps ¢ € [0, 1] le spectre de ¢}, est non vide car il
contient 0. En effet, pour tout temps ¢, gb’;l est un contactomorphisme a support compact et donc
en dehors du support tous les points sont des points O-translatés. Considérons un couple ¢ €]0, 1]
et s € Spectre (¢}). Par définition du spectre d'un contactomorphisme, il existe (p, z) € R?" x St
un point s-translaté de z ou de maniére équivalente

Oh(p.2) = (p,2+5) = (Vh(p) 2 + F'(p)) ot gh(p,2) =0.

En particulier p est un point fixe de 9%;. Or comme la hessienne de H vérifie les hypothéses du
lemme [£.7] les seules orbites fermées de ¢y sont les orbites constantes. Ces orbites correspondent
donc aux points p € R?" qui sont des points critiques de H. De ce fait F'(p) = tH(p) = s et
d,H = 0. Donc Spectre(¢) C {tH(p) | dpyH = 0}. Réciproquement si p est un point critique de
H, alors ¢! (p, z) = (p,z+tH(p)) et ¢!, (p, z) = 0 pour tout temps ¢ € [0,1] et z € S?, en d’autres
mots (p, z) est un point tH (p)-translaté. Nous avons donc pour tout temps ¢ € [0, 1] :

Spectre(d}) = {tH(p) | dyH =0} .

Or l'application qui & ¢ € [0,1] associe ¢(¢}) étant continue et I'ensemble des valeurs critiques
d’'une fonction n’étant nulle part dense, il existe pg € R?" un point critique de H tel que
pour tout temps ¢ € [0, 1] nous avons c(¢}) = tH(pg). Il ne nous reste plus qu’'a montrer que
H(pp) = max H. Pour cela nous allons étudier les fonctions génératrices des contactomorphismes
'}1 pour des temps t suffisamment petits.
Il existe un voisinage U de l'identité dans Cont§(R?" x S!,&y) munie de la topologie C!, tel
que pour pour tout contactomorphisme ¢ de ce voisinage le compactifié du graphe de ¢, (ce
que nous avions noté ®(gr(¢)) C JH(S?" x S, R), au chapitre , soit donné par I'image du
1-jet d’une fonction f : S?" x S — R. Cette fonction f est donc un cas particulier d’une
fonction génératrice pour ce contactomorphisme ¢ et, dans ce cas, ¢(¢) = inf{a € R | [i}p] #
0 € H>""({f < a},R))} = max f ou u désigne une forme volume de la variété S?" x S! et
iq linclusion du sous-niveau {f < a} dans S?" x S!. Ainsi, pour ¢ > 0 suffisamment petit,
¢ est dans ce voisinage pour tout temps ¢ € [0,¢], et donc admet une fonction génératrice
ft: 8% x St — R. Or max f! = max{valeurs critiques de f}. De plus, comme f! est une
fonction génératrice pour ¢} nous savons que

{valeurs critiques de f'} = Spectre(¢},) = {tH(p) | d,H =0} .
Nous pouvons conclure que pour tout temps t € [0, ¢] :
c(¢h) = max f' = tmax H = tH (p) ,

et donc que H atteint bien son maximum en pg et que c(d)}a) = tmax H reste vrai pour tout
temps ¢ € [0, 1]. En remarquant que la fonction —H engendre le chemin {(¢})~'} = {¢, '}, nous
pouvons faire exactement la méme démonstration pour montrer que c((¢})~!) = —t min H.

O]

Démonstration du théoréme [{.1 Nous avons grace au corollaire et au lemme précédent
que
max {max H, — min H} < vg(é1) < vs([on]) -

D’autre part comme
1

vs (0h) < 75 ([6n]) < L (6n) = (trr(lax))]ht(p, 2)|dt = max{max H, — min H}
0 (P2
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toutes ces inégalités sont des égalités et nous avons bien

LS (on) = ([gbh]) = v ((;5,11) = max{max h, —minh} .

De méme, nous avons grace au corollaire et au lemme que

max { [max H1, [~ min H]} < vig, (6h) < vign (0n)

et par définition de la norme FPR

Vit (#h) < Vi ((én)) < mox{[max 77, [~ min 1} .

Nous en déduisons a nouveau que toutes ces inégalités sont donc des égalités. De plus comme la
norme FPR est invariante par conjugaison nous déduisons le résultat.
O

Le raisonnement pour démontrer les théoremes et [4:4) sera le méme que pour le théoréme
41l En effet nous verrons au lemme 14 comment minorer la norme discriminante et celle
d’oscillation par le sélecteur de translation (comme au corollaire et nous verrons que,
sous les hypotheses faites dans les théorémes [£.3] et [£.4] nous arrivons & calculer explicitement
la longueur discriminante et la longueur d’oscillation des chemins considérés et cette longueur
réalisera le minimum. C’est ce calcul de la longueur discriminante et de la longueur d’oscillation
que nous explicitons dans le lemme suivant. Comme nous aurons besoin de ce lemme dans
une partie ultérieure, nous ’énongons dans un cadre plus général d’une variété de contact non
compacte (M,& = Ker(a)). Nous fixons o une forme de contact sur M pour pouvoir associer
a une fonction a support compact h : M — R un chemin lisse de contactomorphismes ¢ a
support compact partant de 'identité comme nous ’avons expliqué au début de ce chapitre.

Lemme 4.12. Soit h : M — R une fonction lisse & support compact qui engendre le chemin
de contactomorphisme ¢p. Alors le support de ¢p est inclus dans le support de la fonction
hamiltonienne h et nous avons :

1 o
Ly (én) = LJ +1 ou ty=inf {t >0 |3z € Supp(on), dh(z) =2 et gh(z)= 0} .
0
Si nous supposons de plus que h : M — R est une fonction a valeurs positives (respectivement d

valeurs négatives) nous avons

1

L4 (68) = Lose (6) = LOJ +1

Nous prenons comme convention ici que 0 = +00.

Démonstration. Montrons tout d’abord que le support de ¢ est inclus dans le support de h.
Rappelons que

Supp(¢n) = |J {w € M | ¢}(z) #x} et Supp(h) ={x € M [ h(z) # 0} .

t€[0,1]

Montrons dans un premier temps que {x | h(z) # 0} € U {z | ¢} (z) # x}. Prenons un élément
te(0,1]

x de M tel que h(x) # 0. Supposons par contradiction que ¢ (z) = z pour tout ¢ € [0, 1]. Nous
avons alors que

d
9 6h(2) = X(oh(@)) = Xa(x) =0,
or cela implique que a(x)(Xp(x)) = h(z) = 0. D’ou la contradiciton.
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Montrons maintenant que | {x | ¢ (z) # x} C Supp(h). Soit z un élément de M tel qu'il
te(0,1]

existe un temps ¢ € [0, 1] pour lequel ¢! (x) est différent de z. Si h(z) est différent de 0 alors
x € Supp(h) de maniere triviale. Supposons donc que h(z) = 0. Nous pouvons alors montrer que
pour tout voisinage U de z, il existe 2’ dans ce voisinage tel que h(z’) # 0. En effet, supposons
par 'absurde qu’il existe un voisinage & de z tel que la fonction h soit identiquement nulle sur
ce voisinage, nous avons alors que pour tout temps s € [0,1], ¢} (x) = = en particulier lorsque
s =t, ce qui aboutit & une contradiction. Ainsi x appartient bien a I’adhérance de {z | h(z) # 0}

qui n’est rien d’autre que Supp(h), et donc |J {x | ¢'(x) # x} C Supp(h).
te[0,1]
Nous avons donc montré que :

{z | hz) #£0} ¢ | {z | ¢h(z) # 2} C Supp(h)

te(0,1]

et donc que :

U {z | ¢}(x) # a} = Supp(h) .

te€[0,1]
11 suffit au lecteur de vérifier que toute famille d’ensembles (A;);er C M vérifie
UE‘ - UAi
icl il

pour déduire que Supp(¢p) C Supp(h).
Montrons maintenant que L4(¢p) = {% + 1J.

Supposons qu’il existe 0 < t < s < 1, tels que ¢! (z) = &5 () et gt (z) = g5 (z) pour un

[¢]
x € Supp(¢p). Nous avons alors que gbf;t(m) =z et gfft(x) = 0 du fait que ¢y, soit une famille
a un parametre. Ainsi s — ¢t > ty par définition de tg.

De ce fait, si tg > 0 et si % n’est pas un entier, nous pouvons découper intervalle [0, 1]

en [%1 parties égales de longueurs 1/[%}, tel que pour tout i € {0, [%1 - 1} N N, nous

avons Ly ({qbz}tE[i/%W;(HD/[,}OH) = 1. En effet, supposons qu’il existe x € Supp(¢y) tel que

¢ (z) = &5 (z) et g'(z) = g°(x) avec t < s € [z/[%}, (1 + 1)/[%”, alors 0 < s —t < 1/[;0} < to

—_——
car %%N

ce qui est une contradiction par définition méme de ¢o. Nous avons donc que L4(¢p,) < [%1 De

plus, si nous découpons l'intervalles [0, 1] en strictement moins de [%1 intervalles il existera alors
au moins un des intervalles qui sera de longueur strictement supérieure a ty et donc, restreint a
cet intervalle le chemin ¢y, sera de longueur discriminante strictement plus grande que 1. Ainsi

La(on) = [%1 et donc Lg(¢n) = [%1 = L% + 1] car % Z N.

Traitons maintenant le cas outg > 0 et % € N5 . Nous pouvons déja constater que si nous dé-

coupons 'intervalle [0, 1] en % intervalles, alors au moins un des intervalles sera de longueur plus
grande ou égale a tg, ainsi le chemin ¢, restreint a cet intervalle sera de longueur discriminante
au moins 2. Nous avons donc que Lg(¢p) > % + 1. Par contre, si nous découpons 'intervalles

[0,1] en % + 1 morceaux, chacun de longueur 1/ (% + 1) alors le méme raisonnement que précé-

3 t _ . . 1
demment permet d’affirmer que Ly <{¢h}te[z‘/(t10+1);(z‘+1)/(%+1)]> = 1. Ainsi Lg(¢n) < 5 +1, et
donc Li(¢p) = % +1= L% +1].
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Il est évident dans le cas ou ty = 0 que la longueur du chemin ¢y, est infinie. O

Remarque 4.13. Dans le cas ou la variété de contact (M,& = Ker(«)) est fermée, c’est-a-dire
compacte et sans bord, et que h : M — R est une fonction hamiltonienne engendrant le chemin
de contactomorphismes ¢y, si le support de ¢y, est différent de M tout entier, alors par définition
Lg (pn) = +00. Nous avons cependant encore ’égalité

1
Laton) = || +1
to
lorsque nous posons to := inf {¢ > 0 | 3z € M, ¢}, (z) =z et g (z) = 0}. La démonstration se
fait exactement de la méme fagon que précédemment.

Le lemme crucial qui nous permettra d’affirmer que les chemin que nous considérons dans le
théoreme [£.3] et [.4] est de longueur minimale est donné par I'inégalité suivante.

Lemme 4.14. Pour tout élément ¢ de ContS(R*™ x S, &) différent de lidentité nous avons

va(@) 2 max {[e(@)] + 1, [e (o71) [ +1}

Démonstration. Commengons par montrer que si {gbt}te[o’l} est un chemin lisse inclus dans
Cont§(R?"™ x S, &) commencant & I'identité et tel que Lg ({¢t}te[071]) =1lalors 0 < ¢(¢!) < 1
pour tout temps t € [0,1]. En effet, nous savons que t € [0,1] — c¢(¢') est une application
continue d’apres le point 2 du théoréme et ¢(¢? = Id) = 0. Ainsi supposons par ’absurde
quil existe t € [0,1] tel que c(¢!) > 1. Cela implique qu’il existe s € [0, 1] tel que c¢(¢®) = 1
et donc que ¢° a un point 1-translaté. Or les points translatés de translations entieres sont des
points discriminants, ce qui est en contradiction avec le fait que la longueur discriminante du
chemin {qbt}tE[O,l] soit égale & 1. D’ott le fait que c(¢!) < 1 pour tout temps t € [0, 1].

Soit alors ¢ € Cont§(R?™ x St, &) différent de I'identité. Notons k := v4(¢) € N5 la norme
discriminante de ¢. Par définition de la norme discriminante, il existe alors k& chemins lisses de

contactomorphismes partant de 'identité ({(bg}te[o 1}> LN tous de longueur discriminante
e,

k
égale a 1 et tels que ¢ = ‘ngbzl. D’apres I'inégalité triangulaire de la proposition [2.35[ et ce que
1=

nous venons de démontrer nous avons alors :

k
[e(0)] = {c (ﬁl(cb%)ﬂ <> Je(dh)] <k =va(e) -

i=1

De plus, comme ¢ est différent de I'identité, ¢! l'est également et donc [c(¢™1)] < vy (¢71).
Or vg(¢™1) = v4(¢) car vy est une norme, nous avons donc

va(¢) = max{[c(¢)]. [e(6™")1} - (15)

De plus si max{c(¢),c(¢ 1)} € R>g \ N est un réel positif non entier, alors

max{[c(¢)], [e(¢™ )1} = max{[c(¢)1] + 1; [e(¢™)] + 1},

et donc le lemme dans ce cas.
Il nous reste maintenant a traiter le cas ott max {c(¢),c(¢™1)} € Nxo.

Nous allons supposer que le max est égal a c(¢).
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Nous allons considérer deux cas, le cas ol ¢(¢) = 1 et le cas ou ¢(¢) > 1. Si ¢(¢) vaut 1,
d’apres la discussion au début de la démonstration, quel que soit le chemin {qbt}te[o,l] qui rejoint
¢ & lidentité, Ly({¢'}iep0,1]) > 2. Ainsi

va(9) = 2 = e(6) + 1 = max{le(@)] + 1, e(¢™)] +1}.

Ainsi le lemme est démontré dans le cas ou ¢(¢) = 1.

Il ne nous reste plus qu’a traiter le cas ot ¢(¢) est un entier &’ plus grand que 2. D’aprés
Pinégalité que nous venons de montrer v4(¢) > k'. Montrons que vg4(¢) > k' + 1. Supposons
par Pabsurde que v4(¢) = ¢(¢) = k = k. Comme au tout début de notre discussion, il existe
alors par définition k contactomorphismes (¢z‘1)ie[l,k]ﬁN et k chemins lisses {¢} }4c[o,1) de longueur
discriminante 1 rejoignant ¢} a I'identité pour tout i € [1, k] NN. Nous avons alors par I'inégalité
triangulaire de la proposition [2.35| et la discussion du début :

k
k=c(¢) <D [e(d))] <k
i=1

et donc pour tout i € [1,k] NN, [c(¢l)] = 1. Ainsi pour tout i € [1,k] NN, nous avons ¢(¢;) qui
est strictement positif (et strictement inférieur a 1). Appliquons alors I'inégalité triangulaire de
la proposition a la paire de contactomorphismes H§:2¢Zl et ¢}. Dans la démonstration de
cette proposition 2:35] nous avons montré que

[e(Ty)] = [e(Ty67) — e(¢1)] -

Or nous avons supposé que c(¢) = c(IT¥_;¢}) vaut un entier k et nous avons montré que c(¢})
est strictement positif (et inférieur a 1). Ainsi

[ 7)) — c(61)] > e(IliZ,8}) — [e(61)] et done eI}, ¢7) < [e(6])] + [c(ITi_o0;)] -

En utilisant 'inégalité triangulaire, la discussion précédente et celle du début nous avons la
contradiction suivante :

k

b= o(0) = eIy 0}) < [e(@)] + eI = D fe (a!)] <k

Ainsi vg(¢) > ¢(¢) lorsque c(¢) est un entier strictement positif. En admettant toujours que le
max de {c(d),c(¢71)} est ¢(¢) nous avons alors encore montré que :

va(¢) > c(¢) + 1 = max{|c(¢)| + 1; [c(¢™")] + 1} .

Pour traiter le cas ol le max est réalisé par ¢(¢~1) on raisonne exactement de la méme facon
mais avec le contactomorphisme ¢~ 1.

O]

Le méme lemme s’applique a la norme d’oscillation et cette fois-ci pour la démonstration
nous utiliserons en plus des propriétés de continuité et d’inégalité du sélecteur de translation
c: Cont§(R?" x St &4) — R, la proposition qui affirme que si ¢1 et ¢9 sont deux éléments
de Cont§(R?™ x St &) tels que ¢1 < ¢o alors c(¢1) < c(h2).

Lemme 4.15. Soit ¢ un élément de Cont§(R*™ x S &) différent de l’identité. Nous avons
alors

Vore(6) = max {[e(@)] + 1. |e (07') | + 1} .
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Démonstration. Soit ¢ € Cont§(R?™ x S, &) différent de I'identité. Il existe par définition un
élément [{¢t}] € Cont§(R?™ x S, &y) tel que ¢! = ¢ et

Vose (8) = Vose ([{6'}]) = max {17 ([{6"}]) , —v7 ({o'}]) | -

Supposons alors que 173?3 ([{¢'}]) = k, cela implique qu’il existe N € N* chemin lisses de contac-

tomorphismes ({(bﬁ}te[o’l]) LN tous de longueur discriminante 1 dont k£ d’entre eux sont
? )

positifs et N — k d’entre eux sont négatifs et tels que

N
¢ = 1.

De plus, nous déduisons de la proposition que lorsque {gpt}te[m] est un chemin négatif de
contactomorphismes c(¢?) = 0 pour tout ¢ € [0,1]. Ainsi ¢(¢}) = 0 pour tout i € [1, N] tel que
{¢t} est un chemin négatif et c(¢;) < 1 pour tout i € [1, N] car {¢!} est un chemin de longueur
discriminante 1. Nous déduisons alors, en utilisant I’inégalité triangulaire de la proposition [2.35]
que [¢(p)] < k= I;?,'\_/‘% ([{¢'}]). Le méme raisonnement que dans le lemme précédent assure que
lorsque c(¢) € N* alors ¢(¢) +1 < I/Afc ([{#'}]). On en déduit donc que

v ([{o') = Le(@)] +1 .

En remarquant que —%%¢ ([{¢'}]) = v9% ([{¢'}]71), le méme raisonnement que précédemment
nous permet de montrer que

—v% ([{']) = |e(6™)] +1.

Nous avons donc tous les ingrédients pour démontrer les théorémes et

Démonstration du théoréme[{.3 Dans le cas ou la fonction h vérifie les hypothéses du théoréme
le chemin ¢, est un chemin & un parametre. Calculons le ¢y du lemme :

to=inf{t > 0 | 3 € Supp(n), oh(p,2) = (0,2), et gl(x) =0} .

Or pour tout 0 < ¢t < 1, ¢! (p,2) = (p,2) et g}, (p,z) = 0 si et seulement si (p,z) est un point
k-translaté pour ¢§l, ou k désigne un entier. Or nous avons vu dans les lemmes et que
(p, z) est un point k-translaté de ¢!, pour t €]0,1], si et seulement si p est un point critique de
H et tH(p) = k. Ainsi nous avons

to = inf {t >0 | Ip, 2) € Supp(¢},), dpyH =0 et tH(p) € Z} .

De plus, comme Supp(¢p,) C Supp(h) et Supp(h) = Supp(H) x S* cela implique d’aprés le lemme
que Supp(¢p) C Supp(H) x S'. Or 0 est une valeur réguliere a l'intérieur du support de
H par hypothese, ainsi tg > 0 et :

fo = min {t >0 | p € praoe(Supp(dn)) , dyH = 0 et tH(p) € Z\ {0}}

— min {t > 0| 3p € praon (Supp(dn)) » dyH = 0 et {|H(p)| = 1}

° 1
=min<t >0 | Ip € prea(Supp(¢p)) , dpH =0 et t = }
{ B g |H (p)]
B 1
max{max H; —min H}
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En utilisant encore une fois le lemme [£.12] nous en déduisons que
Ly(¢p) =max{|max H +1|;[—min H + 1]} .

D’autre part, le lemme [£.14] et le lemme [.11] nous permettent d’affirmer que :
Vg ((;5,11) > maX{Lc(qS,ll)J +1; Lc ((gb,ll)_l)J + 1} =max{|maxH| + 1; |min H| + 1} .

Or par définition de la norme discriminante nous avons que L4(¢n) > va(¢}). En juxtaposant
toutes ces inégalités nous obtenons

max{|max H + 1]; |- min H + 1|} = L4(¢n) > va(¢}) > max{|max H +1];|—min H + 1]} ,

et donc que ces inégalités sont bien des égalités. Enfin ,comme la longueur discriminante et la
norme discriminante sont invariantes par conjugaison nous déduisons le théoréme [4.3]

La démonstration du théoréme se fait exactement de la méme facon car nous avons
supposé dans les hypothéses que la fonction hamiltonienne H : R?® — R est positive (respecti-
vement négative). Dans ce cas Vos. (qﬁ,ll) < Lose (¢n) = L4 (¢p) vaut [max H | +1 (respectivement
| —min H | + 1). D’autre part les lemmes et nous assurent que

Vosc(¢p) > |max H| + 1 (respectivement |—-min H| +1) .

Nous déduisons une fois de plus le résultat en juxtaposant toutes ces inégalités. De plus comme la
longueur d’oscillation et la norme d’oscillation sont invariantes par conjugaison nous déduisons

le théoréme .41
O

Nous déduisons donc les corollaires suivants .

Corollaire 4.16. Les normes VEpRr, VS, V4, Vosc €t VSan SOnt non bornées sur C’ontg(Rzn %
St &) pour tout n € N*.

Il est en effet facile de construire une fonction hamiltonienne lisse H : R*® — R & support
compact telle que la hessienne de H soit petite mais que le maximum de H soit aussi grand que
I'on veut car R?” n’est pas compact.

Rappelons qu’au chapitre [2] nous avions introduit une capacité de contact sur les domaines
de R?" x S! construite par S. Sandon [42] définie pour tout U C R?" x S comme suit

c(U) = sup{c(¢) | ¢ € Conty(U, &)} -
De plus nous avions montré a la proposition que si ¢ € Cont§(R?™ x St &4) déplace U alors
e(U) < [e(¢)] + [e67H)] -
En utilisant le corollaire et les lemmes nous déduisons alors le corollaire suivant.

Corollaire 4.17. Soit ¢ € Cont§(R?" x St £4) un contactomorphisme qui déplace un domaine
U C R?" x S1. Nous avons alors

c(U)

N =

s ()] 2 5eU) et v(6) >

ot v dans la deuxieme inégalité désigne la norme FPR, discriminante ou d’oscillation.
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Questions ouvertes :

1. Il n’est pas difficile de majorer la norme d’oscillation par la norme FPR du fait de la
compatibilité de la norme d’oscillation et de la relation d’ordre (ceci reste vrai dans le cas
général d’une variété de contact admettant une forme de contact dont le flot de Reeb est
périodique). De méme nous il est possible de majoter la norme FPR par la partie entiére
de la norme de E. Shelukhin [44]. Au vue des théorémes et il est naturel de se
demander si toutes ces normes sont équivalentes. Rappelons que nous disons que vy et 19
deux normes sur un groupe G sont équivalentes s’il existe A > 0 tel que %Vl <y < Avy.

2. 11 est également intéressant de constater que lorsque H : R?” — R est une fonction au-
tonome vérifiant I’hypothese que sa hessienne est suffisamment petite alors gy est une
géodésique minimale pour la métrique de Hofer (voir par exemple [9] ou [30]). Il serait
alors intéressant de se demander quelles sont les géodésiques minimales de la métrique de
Hofer qui se relévent (par le procédé de relevement de contact) en des géodésiques pour la
norme de Shelukhin, la norme discriminante et celle d’oscillation.

3. Nous disons qu’une norme v sur un groupe G est stablement non bornée s’il existe un

élément g € G tel que lirf ”(%n) > 0. Il est bien connu que la métrique de Hofer sur
n—-+0oo

Ham®(R?*", wy) n'est pas stablement non bornée. En effet J.-C. Sikorav démontre dans
[47] que la norme d’un symplectomorphisme hamiltonien & support compact de (R?", w.;)
est toujours plus petite que I'énergie de déplacement de son support multipliée par une
certaine constante. Il serait intéressant de savoir si cela est le cas également pour la norme
discriminante, la norme d’oscillation et celles de FPR et de Shelukhin sur Contf(R*" x

Slagst)'

86



5 Sur les variétés de contact ordonnables n’admettant pas de
flot de Reeb périodique et le cotangent unitaire du tore

Au chapitre[B]nous avons défini la norme FPR dans le cas d’une variété de contact ordonnable
qui admettait un flot de Reeb périodique. Nous avons alors vu que ¢’était une norme invariante
par conjugaison compatible avec la relation d’ordre et qu’elle était de plus stablement non bornée
dans le cas ou la variété de contact est compacte. Dans ce chapitre, nous étudierons des variantes
de cette norme dans le cas de variétés de contact compactes n’admettant pas forcément de flot
de Reeb périodique. Une fois une forme de contact fixée, ces variantes sont des pseudo-normes
définies sur le revétement universel du groupe des contactomorphismes. Tout comme dans le
cas de la norme FPR nous montrerons que ces (pseudo)-normes sont stablement non bornées -
en considérant les puissances de la classe du flot de Reeb - et qu’elles sont compatibles avec la
relation d’ordre partielle. Elle ne sont cependant pas forcément invariantes par conjugaison.

Dans la deuxiéme section nous étudierons ces (pseudo)-normes sur le revétement universel
du groupe des contactomorphismes du cotangent unitaire du tore. Dans ce cas nous arrivons a
calculer les normes d’une famille d’éléments plus grande que sur une variété de contact compacte
ordonnable générale. En particulier cette famille d’éléments contient les puissances de la classe
du flot de Reeb. Nous montrons également que la norme de tout élément de cette famille minore
la norme du conjugué de cet élément par n’importe quel autre contactomorphisme. L’outil que
nous utiliserons pour avoir ces résultats est le shape qui est un invariant symplectique introduit
par J.-C. Sikorav [46] et Y. Eliashberg [18].

Enfin, dans la troisieme sous-section nous discuterons de la question (ouverte) d’existence
de normes invariantes par conjugaison non bornées sur le revétement universel du groupe des
contactomorphismes du cotangent unitaire du tore.

5.1 Variantes de la norme FPR

Dans tout ce chapitre (sauf mention contraire) (M, £) désignera une variété de contact com-
pacte co-orientable et ordonnable. Choisissons « et notons ¢g, le flot de Reeb engendré par
le champs de Reeb R,. Pour tout ¢ € R nous notons ¢.r, := {¢%a }te[o,l]- Nous avons vu au

chapitre 3 que les applications qui & un élément [{¢'}] € (%\IE)(M , &) associent les nombres
v (o)) = min{n € Z | [br]" = (N} et o2 ([{6')]) = max {n € Z | [{¢'}] = [on.)"]
sont bien définies et définissent une norme
v = max {1, —2 } .
Rappelons que nous disons qu'une norme v sur un groupe G est stablement non bornée s’il existe

/12 o vlgt)
un élément g € G tel que lim = — > 0.

n——+o00

Lemme 5.1. La norme v est stablement non bornée sur Conty(M,§).

Démonstration. 11 est immédiat dans ce cas que v2 ([pr,]") = v ([¢nr.]) = n pour tout n €
N. O

Sous les mémes hypotheses sur la variété de contact (M,& = Ker(a)) nous pouvons définir
une variante des applications précédentes de la maniére suivante

1 ([{e"]) = inf {c € R | [per] = {61} et 2 ({¢'}]) =sup {c € R | {4"}] = [fera]]
pour tout [{¢'}] € (/32);1—‘5/6(M, €) et définir application
i = max {2, 0}

87



Lemme 5.2. L’application pu® est une pseudo-norme sur Conty(M, ).

Rappelons qu'une pseudo norme v sur un groupe G est une application a valeurs positives
qui vaut 0 en ’élément neutre du groupe (et éventuellement en d’autres éléments) et telle que
pour tout g1,92 € G :

L. v(g192) < v(g1) +v(g2), et
-1
2. v(g1) = vigr )
Démonstration. La démonstration de ce lemme se fait exactement de la méme fagon que le

lemme Le fait qu’il existe éventuellement des éléments [{¢'}] # Id € Conto(ME) dont la
norme est nulle provient du fait que nous prenons cette fois-ci I'infinimum sur ’ensemble des
réels et non plus des entiers. ]

—_—~—

Lemme 5.3. La pseudo-norme u® est stablement non bornée sur Conty(M,§).

Démonstration. La démonstration se fait exactement de la méme facon que celle du lemme

51l O

Remarque 5.4. Le lecteur pourra lire la méme remarque dans [I0]. Toute pseudo-norme non
bornée 1 : G — R>q sur un groupe G donne naissance a une norme non bornée. En effet, il
suffit de considérer ’application v : G — R>¢ qui vaut 0 en I’élément neutre du groupe et pour
tout g € G différent de 1’élément neutre définir v(g) = u(g) + 1. De plus si p est invariante par
conjugaison la norme v sera également invariante par conjugaison.

Il est intéressant de noter que ces applications sont compatibles avec la relation d’ordre. Plus
précisément, nous avons le lemme suivant.

Lemme 5.5. Soient [{¢1}] et [{¢4}] deuz éléments de Conts(M, £) tels que [{¢h}] = [{#4}] = Id
nous avons alors

vo ({ob}]) > vo (Hot))) et o (Hob}]) > o (o)) -

Ce lemme découle directement de la définition des applications et de la transitivité de la
relation d’ordre. Nous laissons sa démonstration au lecteur.

Le lemme qui suit sera utile pour calculer la norme d’éléments qui ne sont dans la classe

des itérés du flot de Reeb. Rappelons qu’'une fois que nous fixons une forme de contact a sur
(M, €) nous associons & une fonction h : S x M — R un chemin lisse de contactomorphismes

On = {, hepo,)-
Lemme 5.6. Pour tout élément [{¢'}] € Conto(M, €) nous avons les éqalités suivantes :
VE({0) = min { [max (@) | he C(S! < M.R), [6n] = {6}
A ([{0) = —min { | -min K(o)| | B e C(S" X M), [on] = ({6}
R ({9')) = inf {max K@) | b€ (81 x M.R), (6] = {01}
R ([{')) = — int { —min B(x) | h e (8! x MR, (1] = [(61)]} -

Démonstration. Nous avons déja démontré les deux premicres égalités au lemme Les deux
dernieres égalités se démontrent exactement de la méme facon. O
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Muni du lemme précédent, nous démontrons dans le prochain lemme que si « et o/ sont deux

formes de contact sur (M, €) qui définissent la méme co-orientation, alors les normes v et v’

sont équivalentes. De méme les normes p® et p® sont également équivalentes. Plus précisément
donnons-nous deux formes de contact a et o qui définissent la méme co-orientation. Il existe
ainsi une fonction lisse f : M — Ry telle que o/ = fa.

Lemme 5.7. Nous avons :

_ b 5 < < [maxf] 8
[max1/f] — —

et
min fu® gﬁ;’ < max fu®

Démonstration. Nous déduisons du lemme précédent que

7 (1) = win { | wax e (0@ | 11 = o}

v ([{6') = e { | min e (G0'@) | 11N =10N ]} -

1. Supposons que v% ([{¢'}]) > 0. Comme la positivité ou la négativité d'un chemin ne dé-

pend pas de la forme de contact choisie E(\ala implique que I/Af// ([{¢'}]) > 0 et donc que
ve ([{) = v ({e'}]) et ve' ([{6'}]) = v ([{¢'}])- Soit {'} un représentant de [{¢'}]
tel que v$ ([{¢'}]) = [ma%x Qt () (ig&t(:ﬁ)ﬂ. Nous avons alors :

0 < max o’ ot (2) (jt t(a:)) = max f (cpt(x)) Qb () <dt<pt(m)>

t,x x,t

t,x

d
< (maxfmax agi) (¢

et nous en déduisons ainsi que

v (1) < [max oy (@) | < [mapet] [max o (')

Dans ce premier cas nous avons donc v ([{¢'}]) < [max f] VA;‘L‘

2. Supposons que VAf ([{¢'}) < 0. Comme précédemment, cela permet de conclure que v ([{¢'}) =

v ([{¢'}]) et e ({o'}) = —v ([{¢'}]). Considérons {4} un représentant de [{¢'}] tel
que v2 ([{¢'}]) = hl}”n Qt (2) (jtgot(:c))J < 0. Nous avons alors :

() min o (G0 )) < min o (G(0))
= minf (sot(fv)) it () (jﬁ%ﬂf)) <0.
Nous en déduisons donc que
[(imacf) ] |amin vy (G50 0)) | = s ] o2 (14617)) < min g (G000 )|
< (I{e'}]) -

Ainsi, dans ce deuxiéme cas, nous avons & nouveau v < [max f|v$
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3. Enfin, dans le troisiéme cas ot v ([{¢'}) > 0 et v* ([{¢'}) < 0, les mémes démonstrations

que données au-dessus permettent de déduire que v’ ([{¢'}]) < [max f]v¢ ([{#'}]) et

v ({#"}]) > [max f1v® ([{#'}]), et donc nous concluons encore une fois que
v ([{9"}) < max { max f107 ([{¢'}]) , ~max f102 ([{6'}]) } = [max f1v% ([{6'}]) -
Nous déduisons lautre inégalité en remarquant que a = (1/f)c/.

La deuxieme ligne d’inégalités se démontre de maniere similaire.

5.2 Etude de ces normes dans le cas du cotangent unitaire du tore

Soit n € N un entier plus grand que 2. Nous appelons tore de dimension n la variété
T" := (R/Z)" = (S')". Rappelons que le cotangent unitaire du tore par définition est la variété
PTT*T" := (T*T" \ O1=) /R, ott Opn désigne la section nulle du cotangent et ot 'action de
R sur T*T™ \ Op» est donnée par la multiplication des covecteurs. Nous avons vu au chapitre
que cette variété est munie d’une structure de contact canonique. En effet, la distribution
Ker(Apn) sur 7T\ Op» - out Ar» désigne la forme de Liouville du cotangent - passe au quotient
en une distribution &pn sur PTT*T™. Cette derniére distribution est de contact et c’est celle que
nous étudions dans cette sous-section.

Nous déduisons du théoréme du chapitre [2| que le cotangent unitaire du tore de dimen-
sion m est une variété ordonnable et donc les (pseudo)-normes de la sous-section précédente y
sont bien définies. En effet, en notant (qi,..,q,) les fonctions coordonnées sur R™ les 1-formes
(dq1, ..., dgy) passent au quotient en des 1-formes sur T" que nous notons encore (dqi, ..., dqy).
Il est alors facile de voir que dg; est une 1-forme fermée sur T™ qui ne s’annule jamais pour tout
i € [1,n] N N. Le théoréme permet alors de conclure.

Remarquons de plus que (dqi, ..., dg,) sont n sections linéairement indépendantes de T*R"™.
Nous pouvons de ce fait identifier 7*R™ a R™ x R™ muni des fonctions coordonnées (g1, ..., Gn, P1, s Pn)-
Ainsi, d’apres la démonstration du lemme[2.14] en munissant R™ de la métrique euclidienne stan-

n
dard, nous pouvons identifier son cotangent unitaire (PTT*R", &gn) & (R x.S™ 1, Ker( Y pidg;:)),
i=1
ou S"~! désigne la spheére unité standard. Cette construction passe au quotient et donc a
partir de maintenant nous identifions le cotangent unitaire du tore (PTT*T" &rn) a (T x
n n
S Ker(Y" pidg;)). Nous notons « la 1-forme 3 p;dg; que nous fixons pour étudier la struc-
i=1 i=1
ture de contact. Nous fixons par la méme occasion I’isomorphisme entre fonctions hamiltoniennes
et champs de vecteurs de contact (voir le lemme du chapitre [0). Nous notons ¢, le chemin
de contactomorphismes engendré par une fonction hamiltonienne h.

De plus V. Chernov et S. Nemirovski montrent ([I3] au corollaire 9.1 et exemple 9.2) que
si M est une variété fermée de dimension plus grande que 2 et que son groupe fondamental est
infini alors il n’existe pas de lacets strictement positifs de contactomorphismes (contractiles ou
non) dans Conto(PTT*M, £yy). De la description précédente, il est clair que le groupe fondamen-
tal de PTT*T" est infini pour tout n € N plus grand que 2 : en effet, pour n = 2 il vaut Z3 et
pour tout n > 3 il est égale & Z™. Nous en déduisons donc qu’il n’existe pas de forme de contact
pour érn tel que son flot de Reeb soit périodique. C’est pour cette raison que nous ne pouvons
pas étudier a proprement parler la norme FPR sur le revétement universel de son groupe de
contactomorphismes mais que nous pouvons néanmoins étudier les (pseudo)-normes introduites
dans la sous-partie précédente. Nous avons le théoreme suivant.
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Théoréme 5.8. Soit f: S"~1 — R une fonction lisse et considérons la fonction hamiltonienne

h:T'x S" ' SR
(¢,p) — f(p) -

Nous avons alors
v ([¢p]) = max {[max h],[—minh]} et u®([¢n]) = max {maxh, —minh} .

De plus pour tout ¢ € Conty (T™ x S"~1, Ker(a))

v ([gognoo ) Zvn(gn]) et i ([podnod']) 2 i (o)) -

Remarque 5.9. En adaptant au cas de contact la reparamétrisation des chemins de symplecto-
morphismes hamiltoniens que L. Polterovich présente dans son livre [40] au chapitre 5, il serait

intéressant de voir si la norme de Shelukhin d’un élément [{¢'}] € Conto(T" x S"~!, Kera) peut
étre exprimée comme étant

inf {max(K'(a)| | k € (5" x (1" x "L R)). (] = ()]} -

Le théoréme précédent s’appliquerait, dans ce cas, aussi bien & @ qu’a ;g‘ En particulier en
reprenant les hypotheses du théoreme, ¢y serait une géodésique de la norme de Shelukhin.

L’idée de la démonstration de ce théoreme est de s’intéresser aux sous-ensembles délimités
par les graphes des fonctions hamiltoniennes (que nous voyons dans la symplectisation) qui en-
gendrent 1’élément [¢;,]. Nous montrerons - en utilisant le chapitre 1 - que quelle que soit la
fonction hamiltonienne k qui engendre [¢y], les deux régions délimitées par le graphe d’une telle
fonction sont respectivement symplectomorphes aux deux régions délimitées par le graphe de la
fonction hamiltonienne A du théoreme. De plus, d’apres les hypotheses que nous faisons sur la
fonction hamiltonienne h, chacune des deux régions délimitées sera feuilletée par une famille de
tores lagrangiens. D’aprés un théoréeme de M. Gromov [27] (que nous énongons ci-dessous ,
nous déduirons que chacune des deux familles de tores lagrangiens intersectent respectivement
chacune des deux régions délimitées par le graphe de k. Cela nous permettra alors de montrer
les égalités du théoremes. Nous démontrerons les inégalités du théoréme de la méme fagon.

Le résultat fondamental de M. Gromov pour démontrer le théoreme précédent est un résultat
d’intersection de lagrangiennes exactes du cotangent d’une variété M fermée muni de sa forme
symplectique canonique (T M, d\yr). Rappelons que nous disons qu’une lagrangienne L C T*M
est exacte si A\jr|p est, en plus d’étre fermée, une forme exacte.

Théoréme 5.10 (M. Gromov [27]). Soit M une variété fermée et L C T*M une lagrangienne
compacte exacte. Alors L intersecte la section nulle, c’est-a-dire que L(Qps # 0.

Le lecteur pourra voir une démonstration de ce théoreme dans [27]. Les techniques utilisées
dans la démonstration de ce théoreme n’ont pas été introduites dans cette these et proviennent de
I’étude de courbes pseudo-holomorphes. Remarquons néanmoins que dans le cas ou L est 'image
de la section nulle par un difféomorphisme hamiltonien de (7*M, d\r) alors L est exacte et nous
pouvons démontrer ce résultat avec 'outil des fonctions génératrices.

Dans la sous-section suivante nous allons utiliser ce résultat de M. Gromov, dans le cas ou
la variété M désigne le tore de dimension N € N*  pour définir un invariant (par symplectomor-
phisme hamiltonien) algébrique appelé le shape introduit par J.-C. Sikorav [46] et Y. Eliashberg
[18]. C’est dans ce langage un peu plus algébrique que nous démontrerons le théoréme
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Remarque 5.11. Dans le cas ou n = 1 le cotangent unitaire du tore de dimension 1 n’est pas
connexe et peut étre identifié a (S' x {1}, Ker(dg)). En travaillant sur une seule des deux
composantes connexes, c’est-a-dire lorsque 1’on considére la variété de contact (S', Ker(dq)), le
théoréme .8 reste vrai. Les fonctions h : S* — R sont alors les fonctions constantes. Notons
que dans ce cas Contg(S?, Ker(dz)) est égal a Diffy(S!), le groupe des difféomorphismes de S*
qui préservent l'orientation. Il est bien connu qu’il n’existe pas de normes bi-invariantes non
bornées sur ce groupe [10]. Par contre le flot de Reeb associé a la forme de contact dz est
bien périodique, et donc la norme FPR (qui coincide alors avec la norme v%) est un exemple
de normes invariantes par conjugaison (stablement) non bornées sur son revétement universel

Diffy(S1) = Conto(S", Ker(dz)).

5.2.1 Le shape dans (T*TV d\ ~)

Soit N € N-g. Munissons RY des fonctions coordonnées (g1, .., g ). Les 1-formes dqz, ..., dqy
sont N sections linéairement indépendantes de T*RY, et donc nous pouvons identifier T*RYN &
RN xR Ces 1-formes passent au quotient en des 1-formes que nous notons encore dqi, ..., dgn €
QY(TYN). Notons qu’encore une fois (dqy, ..., dgy) sont N sections linéairement indépendantes de
T*TN, et donc nous pouvons identifier T*TN & TV x RY. En notant n : T*TN — TV x RV

N
I'identification, il est facile de voir que nuApy = > pidg;, ot (p1, ..., pn) désignent les coordonnées
i=1
sur RV et A la forme de Liouville du cotangent. Ainsi nous verrons la variété symplectique
N
(T*TVN, dA\pn) comme (TN xRY, d 3" p;dg;). Notons enfin que pour tout i € [1; N]NN, les formes
i=1

dq; € Q' (TV) sont fermées mais ne sont pas des formes exactes (bien que les notations puissent
nous induire en erreur). Il suffit pour cela de constater qu’il existe des chemins fermés lisses de
TV sur lesquels l'intégrale de dg; le long de ce chemin est non nulle. Ainsi, nous pouvons choisir
([dgi])icp;njnn comme base de H'(TY,R). Notons alors I'y : H'(TY,R) — R I'isomorphisme
d’espace vectoriel défini par I'y([dg;]) = (0, ..., 0, \1/ ,0,...,0) pour tout i € [1; N]NN.

i-éme position

Définition 5.12. Nous disons qu'un plongement y : TV <« TV x RN est lagrangien standard
si :

N
1. dx*(>C pidg;) = 0 (définition d’un plongement lagrangien)
=1

2. 'application x* : H'(TY xR™ R) — H'(TY,R) induite par x est la méme que celle induite
par i : TV — TV x RY définie par i(q) = (g,0).

Nous avons alors la proposition suivante.

Proposition 5.13 (J.-C. Sikorav [46]). Si x : TV — TV x RN est un plongement lagrangien
N

standard et que [x*(3 pidg;)] = a € HY(TV,R), alors nous avons
i=1

XTIV TN x {T(a)} £ 0.

N
Démonstration. Considérons le symplectomorphisme v, € Sympy(TV x RN, d( pidg;)) défini
i=1

comme ¥y, (q,p) = (g, p + u) pour tout (¢,p) € TV x RN et u € RY. Ainsi 1, o x est encore un
plongement lagrangien pour tout v € RY,

N

N N N
AV 0 x)* (O pidai) = dx* (> pidas) = X Vid(>_ pidai) = x*d(D_ pidg;) =0 .
=1 =1 =1 =1
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N
Nous pouvons étre plus précis dans les calculs en calculant explicitement (¢, o x)*( X pidg;) a

une forme exacte pres :

N N N
[(%u 0 X) szd% = s O pidan)] = (O pidai) + > uidg; )]
=1 =1 =1
forme fermée

N N
= IX* O pidai)] + x 1O uidai)]
=1 =1
N
= a+ X[ widgi)]
=1

or x* =*: HY(TN x RN R) — H'(TV,R) car y est standard, ainsi

[(thu 0 x)* szdqz —a—Zu@dqz.

N
En prenant u = —I'y(a), nous avons que [(1y, 0 x)*( > pidg;)] = 0, ce qui revient a dire dans
i=1

ce cas que 'image du plongement 1, o x est une lagrangienne exacte. Le théoréme [5.10| permet
donc de conclure que

o o X(TN) TV x {0} # 0 et done que x(T™) () v—u(TV x {0}) # 0
N—————
TN x{I'(a)}
OJ

Il sera intéressant pour la suite d’encoder les informations de cette proposition dans I'inva-
riant algébrique que I'on définit ci-dessous.

Définition 5.14 (Shape [18]). Soit V un ouvert de TV x RY on définit alors son shape comme
I’ensemble suivant :

N
Shape(V) := {u e HY(TY ,R) | Ix : TV < Vplongement lagrangien standard, [x* Zpidqi] = u} .

Citons les propriétés du shape qui nous intéresserons pour la suite.

N
Proposition 5.15. 1. Pour tout ¥ € Ham (TN x RN, d <Z pidqi>>, et pour tout ouvert
i=1

V TN x RY nous avons
Shape(V') = Shape(¥(V)) .

2. Si U est un ouvert de RN alors
I (Shape(TY x U)) = U .
Démonstration. 1. Montrons le premier point de la proposition.

N
Comme ¥ € Ham <TN x RN d (Z pidqi>>, il existe une fonction lisse F': TN xRN — R
i=1

telle que
N

N
V(> pidgs) = > pidg; = dF .
i=1

=1
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Nous avons alors que

N
[(Tox) szd(b = XU pidg;)] = ( > pidg;) +dF> Zpldql

=1 =1

N N
Ainsi, [ x* (Y pidgi)] = [X* (X pidg;)]. De plus comme ¥ est hamiltonien, ¥ o x est un
i=1 i=1

1=
plongement lagrangien standard. Siu € Shape(V') cela implique donc que u € Shape(¥ (V).
L’autre inclusion se fait exactement de la méme maniere.

2. Montrons le deuxiéme point de la proposition. Dans un premier temps montrons, que
U C I'n(Shape(TN xU)). Soit u = (uy, ..., un) € U, et considérons le plongement lagrangien
standard suivant :

X : ™ TN xU
g+ (q,u) .

N N N
Nous avons alors [x*(Y pidg;)] = [ widg;] = > ui[dg;]. Or
i=1 i=1

=1

N N
I'n (Z U [d%’]> =Y ;i (Tn[dg]) = u
i—1

i=1

Donc U C T'y(Shape(TV x U)).

Montrons maintenant 'inclusion inverse. Soit a € Shape, (’]TN x U). D’apres la proposition
0. 10l nous avons

TV x {T'(a) ﬂ']I‘NxU#(Z) et donc que I'(a) € U.

Nous avons bien I'inclusion dans 'autre sens et donc ’égalité des deux ensembles.
O

Remarque 5.16. Dans la suite nous allons utiliser une variante du premier point de la proposition

N
précédente. Nous construirons en effet des éléments ¥ € Ham(O,d( )" pidg;)jo) ou O est un
i=1
ouvert de TN xRY . Nous affirmons que le théoréme précédent s’applique encore dans ce cas, ¢’est-
a-dire que si V' C O est un ouvert alors Shape(¥(V)) = Shape(V). En effet si x : TV < V est
un plongement lagrangien standard, et si H : [0, 1] x O — R est fonction hamiltonienne associée
a v, i.e. le flot de H au temps 1 vaut ¥, nous pouvons la multiplier par une fonction cutoff qui

vaut 1 dans un voisinage contenant |J W% (Im(x)), et 0 partout "loin ailleurs". Notons cette
te[0,1]
nouvelle fonction Hy, : [0,1] x O — R. Ainsi nous pouvons prolonger cette nouvelle fonction H,

de maniére lisse sur [0, 1] x TV x RY en une fonction H, qui vaut 0 sur [0, 1] x ((']TN x RNV)\ (O)).
N

Notons ¥, € Ham(TV x RY,d ¥ p;dg;) le symplectomorphisme hamiltonien qu’elle engendre.
i=1

1=
Nous 'avons construit de telle sorte que ¥, (Im(x)) = ¥(Im(x)) C ¥(V). Nous pouvons faire
cela pour tout plongement lagrangien standard dans V' et donc pour les mémes raisons qu’avant
nous avons bien

Shape(¥(V)) = Shape(V) .

5.2.2 Démonstration du théoréme [5.8|

Rappelons que pour n un entier plus grand que 2 nous avons identifié le cotangent uni-
n

taire du tore (PHT*T" &rn) & (T™ x S" 1 Ker(Y pidgi)iTnxsn-1) €t que nous notons a :=
i=1
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n
(> pidg;)|rn« sn—1- Nous identifions la symplectisation du cotangent unitaire au cotangent privé
i=1

de la section nulle via 'application suivante :

(T" x S ' x R, d(e’a)) — (T" x R™ \ {0}, d(zpid%)m”an\{O})

i=1
(4:p,0) = (g,¢"p) .
Ainsi & toute fonction hamiltonienne périodique du cotangent unitaire du tore h : S1 x T™ x

S"~1 5 R, la fonction hamiltonienne homogeéne pour tout ¢ € S* correspondante de la symplec-
tisation est définie comme suit

H:S'xT" xR\ {0} - R

p
(t,q,p) > o]k (q, ) ,
ol

ou ||.|| désigne la norme euclidienne provenant du produit scalaire standard de R™. Nous di-
sons ici que K : T™ x R™\ {0} — R est homogene si K(q, A\p) = AK(q,p) pour tout A >
0 et pour tout (¢,p) € T™ x R™\ {0}. Nous notons ¢y le flot de contactomorphismes de
(T™ x S~ !, Ker(a)) engendré par h, et ¥y le flot de symplectomorphismes hamiltoniens de

n
(’]T” x R™\ {0}, (d >° pidqi)Tann\{0}> engendré par H. Enfin, en remarquant que T" x S! =
i=1
T™*!, nous pouvons associer & la fonction h les ouverts de T"T! x R"*! suivants :
VE(h) = {(a, t,p,r) € " X R™I\ Oa | r+ H'(q,p) > 0}
V7 (h) = {(g,t,p,r) € T X R\ Opa | 7+ H(g,p) < 0},

ou O := {(0,...,0,7) | » € R}. Ces ouverts ont des propriétés tres agréables pour étudier les

—_—~—

éléments de Conto(T™ x S"~! Ker(a)) que nous allons montrer dans les deux lemmes suivants.

Lemme 5.17. Soient hi,hy : ST x T" x S"~! — R deux fonctions hamiltoniennes lisses telles
que les chemins de contactomorphismes associées ¢p, et ¢n, sont dans la méme classe d’isotopie,

i.e. [pny] = [pny] € %(T”, xS"~1 Ker(a)). Il existe alors

n+1
U € Ham (’Ir"+1 x RN\ Opn,d > pidqi> tel que W(VE(hy)) = VE(hy) .
=1

Avant de démontrer ce lemme, remarquons que nous avons alors le corollaire suivant.

Corollaire 5.18. Soient hq et ho des fonctions hamiltoniennes lisses qui vérifient les hypotheéses
du lemme [517 alors :
Shape(VE(h1)) = Shape(VE(hs)) .

Cela se déduit directement du lemme précédent [5.17] ainsi que de la remarque [5.16] Démon-
trons donc le lemme B.171

Démonstration. D’apres les hypotheses, t — qﬁﬁu( ',511)*1 est un lacet contractile de contacto-
morphismes. Notons h : S x T" x S"~! — R sa fonction hamiltonienne et g, son facteur de
conformalité par rapport a «. Ainsi d’apres le lemme du chapitre 1 I’application

BT x S" PxRx St 5T x S" P xR xSt
(a.pt,7) = (0h(a,p), e P — b (6}, (,p), )

est un élément de Conto(T" x S"~! x R x S, Ker(a+rdt)), ou (T? x S" 1 xR x S, Ker(a+rdt))
est la variété de contact provenant de la stabilisation de (T™ x S"~1, Ker(a)). D’aprés le corollaire
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1.33| et du fait que la symplectisation de cette derniere variété de contact est (T™ x R™\ {0} x

n
R x S, d(3 pidg; + rdt)), le symplectomorphisme hamiltonien Wy correspondant & ®;, est :
i=1

Tp T x R*\ {0} x S* x R — T" x R"\ {0} x S* xR
(g:p,t,7) > (Vig(g,p),t.r — H' (¥ (q,p)))
= (U, W) "M @p) tr = H (U, (05,) 7 (@,0)) + Hi(g,p)) -
Considérons alors le symplectomorphisme canonique (qui ne fait qu’échanger la position des

coordonnées) suivant :
I:T" xR* x S' x R — T*H! x R™!

(g,p:t,7) = (g, p,7),
et I' : T" x R™\ {0} x St x R — T""! x R"*1\ O« la restriction de I, nous avons alors que
n+1
U:=T"0oWyol ! est un élément de Ham(T" x R*"*1\ Orn,d 3 pidg;). 1l est alors immédiat
i=1

que
U(VE(h)) = VE(hy) .

Le deuxiéme lemme permettra de déduire les propriétés d’invariance par conjugaison.

Lemme 5.19. Soit hy : ST x T" x S"~! — R une fonction lisse et {¢'}ycio1) un chemin lisse
de contactomorphismes partant de Uidentité. Soit hy : ST x T" x S"~1 — R une fonction lisse

telle que :
[0n.] = He Nlgm {37

n+1
Alors il existe ® € Ham(T™! x R 1\ Opn, d > pidq;) tel que :

=1
B(VE(hy)) = VE(he) .
Avant de démontrer ce lemme, déduisons-en le corollaire suivant.

Corollaire 5.20. Soient hy et hy des fonctions hamiltoniennes lisses qui vérifient les hypothéses
du lemme 519 alors :
Shape(VE(h1)) = Shape(VE(hs)) .

En effet c’est une conséquence directe du lemme précédent ainsi que de la propostion
(.15 accompagnée de la remarque Démontrons maintenant le lemme [5.19
Démonstration. Remarquons tout d’abord que [{¢'}[on,][{¢'} ™1 = [p¢}, ¢ !]. Notons alors

n

¢ € Ham(T™ x R™\ {0},d Y pidg;) le symplectomorphisme hamiltonien correspondant a ¢, et
i=1

hs : ST x T" x S"~! — R la fonction hamiltonienne correspondante au chemin ¢yt nous

avons donc :

V¥(h3) = {(g. t.p,r) € T x R™I\ Ope | 7+ Hi(%(q,p)) > 0}
V= (hs) = {(g,t,p,r) € T x R"™\ Opa | 7+ Hi(¥(q,p)) < 0} .

Ainsi en notant ¥ := ¢ x Idgi4R, et en reprenant la méme identification que dans la preuve
précédente
I':T" xR"\ {0} x S xR — T" ™ x R"™\ Opn |
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n+1
nous avons que ¥ := I’ o W o I'"1 € Ham(T"*! x R\ Opn,d 3 pidg;) et
i=1

U(VEh3) = VER) .
De plus comme [¢p,] = [pdn, ! = ¢n,], nous savons d’apreés le lemme qu’il existe
n+1
® € Ham(T"! x R\ Qpn,d 3 pidg;) tel que &' (VE(hy)) = VE(h3). En définissant &
i=1
n+1
le symplectomorphisme hamiltonien de (T"*! x R"*1\ Orn,d > pidg;) comme ® := U/(®")"1

=1
nous avons donc bien :

d(VE(hy)) =VE(h) .
O

Soient [{¢'}] € Eo\ﬁﬂ)(ﬂr" x St Ker(a)) et h: ST x T® x §"~1 — R une fonction hamil-
tonienne telle que [¢,] = [{¢'}]. En notant T, 41 : HY(T" x S, R) — R™ x R I'isomorphisme
d’espaces vectoriels que nous avons défini dans la section précédente [5.2.1] nous déduisons du
corollaire [5.18| que les nombres

5’+([{¢t}]) = sup{r € R | il existe p € S tel que T;}A(Pa —r) € Shape (V+(h))}
S_([{¢'}]) = inf{r € R | il existe p € S" ' tel que I',},(p, —r) € Shape (V" (h))}

ne dépendent pas de la fonction hamiltonienne h choisie pour représenter 1’élément [{¢'}]. De
plus, nous déduisons du corollaire que les applications S, S_ : Conto(T" x S"~ 1, Ker(a)) —

R sont invariantes par conjugaison, c’est-a-dire que pour tout ¢ € Conto(T" x S"~!, Ker(a)) et
pour tout [{¢}] € Conto(T™ x S"~1, Ker(a)) nous avons

S+([{¢"}) = S«([{ws'e™'}) -
Définissons alors 'application invariante par conjugaison
S 5&%(11‘” x §"71 Ker(a)) — R
[{6'}] > max {94 ([{¢"}]), =S-([{6"}]} -

Proposition 5.21. Pour tout [{¢'}] € 60\7_1?0(11‘” x S"L Ker(a)) et pour tout p € Conty(T™ x
S~ Ker(a)) nous avons

S (He) < 1* (Hpo o' o™ })
5 (o) < [7* (Heod o )] -

Démonstration. Soit r € R tel qu’il existe p € S" 1 et h : ST x T? x §" ! — R tels que
[on] = [{#'}] et F;_sl_l(p, —r) € Shape(V*(h)). D’aprés la proposition et la définition du
shape nous déduisons que T x {(p, —r)} NV, (h) # 0. 1l existe ainsi (¢,t) € T* ! =T" x St
tel que ||p||h’ (q, H%H) — 7 > 0. De plus comme |[p|| = 1 nous en déduisons que h'(q,p) > r.
D’apres le corollaire cela implique que pour tout g : S' x T" ! x §7~1 — R tel que
[{dy}] = [{#'}] il existe (', ¢) tel que g (¢/,p) > r. D’ott le fait que

st ({e"]) < i (o) -

Le méme raisonnement nous permet de montrer que

5 (o) = 2 ([{e)]) -

En utilisant alors le fait que I’application S est invariante par conjugaison nous déduisons la
premiere inégalité de la proposition. La deuxieme inégalité se démontre de maniére similaire. [J
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Démontrons alors le théoréme

Démonstration du théoréme[5.8. Reprenons les hypothéses du théoréeme [5.8] c’est-a-dire que
nous avons une fonction lisse f : "1 — R avec n un entier plus grand que 2, et une fonction
h : T" x S" ! — R telle que h(q,p) = f(p) pour tout (g,p) € T x S"~L. Par définition de

1 ([{9}]) et v* ([{¢'}]) nous avons
i ([{6'}]) < max{maxh, ~minh} ct 7 ([{¢')]) < max{[maxh], [~ mink]}  (16)

Remarquons alors que V¥ (h) = T x Uy (h) et V= (h) = T x U_(h) ot Uy (h) et U_(h)
désignent les ouverts de R™"*! suivants :

Us () i={ (n.7) € R\ {0} x R | [pans (”g') +r>0)

n p

U_(h) = {(p,r) e R™\ {0} xR | [Ipllgef <HM\> br< o} .
Ainsi d’apres le 2éme point de la proposition [5.15] nous avons :
Shape(V*(h)) = T, 1, (Ux(R))

Nous déduisons que

p
S = max () = max h(q, et
+([¢h]) pES"71||p||f HPH (q.p)ET™x S 1 (q p)
. p .
S_ = min () = min h(q,p) .
(on) = min lpllf (iZ7) = min_hiap)

De ce fait
S([¢n]) = max{max h, —minh} et [S([¢n])| = max{[maxh],[—minh]|} .

En utilisant les inégalités de la proposition précédentes et 'inégalité , nous déduisons que
les inégalités de (16| sont des égalités. D’ou les deux premieres égalités du théoreme Nous
déduisons la deuxieéme ligne d’inégalités en utilisant le fait que 'application S est invariante par
conjugaison.

O

Remarque 5.22. En adoptant les mémes notations que Y. Eliashberg et L. Polterovich [20] les
applications ST et S~ que nous avons construites correspondent &

St ([{¢'}]) = max {r_(a,[{¢'}]) | @ € H'(T",R), Tp(a) € S"~* |

S~ ({¢'"}]) = min {ry (a,[{¢'}]) | a € HY(T",R), Tu(a) € $"7'}
ou I'y, : HY(T",R) — R"™ désigne I'isomorphisme d’espace vectoriel défini dans la sous-section
Nous nous attarderons un peu plus sur cette remarque dans la sous-partie suivante.

5.3 Questions d’existence de normes invariantes par conjugaison non bornées

A ce jour lauteur ne connait aucun résultat d’existence de normes invariantes par conjugai-
son et non bornées sur le revétement universel du groupe des contactomorphismes d’une variété
de contact (fermée ou non) n’admettant pas de flot de Reeb périodique. Nous discutons dans
cette sous-section de certaines questions ouvertes a ce propos.
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Soient G un groupe et v une norme sur G. Définissons les deux applications suivantes :
v . G — Rsg U {400}
g — sup v (hgh_l)
heG
Veonj - G — RZO

N

N
g+ inf {ZV (higihi_l) | 3N € Nso, 3(gi, hi)icpvyow € G2, g = ng} :
=1 =1

De maniere triviale nous avons pour tout g € G

conj (

Vconj(g) < V(g) <v g) :

Nous avons alors le lemme suivant.

Lemme 5.23. L’application veon; est une norme invariante par conjugaison. De méme si v°"
est a valeurs réelles alors c’est une norme invariante par conjugaison. Si v est invariante par
COMJUGAiSON NOUS AVONS Veopj = V = V",

Nous laissons la démonstration de ce lemme en exercice.

Remarque 5.24. Lorsque v est une norme sur un groupe G ’application
G — Rzo
g+ inf v (hgh_l)
heG

est invariante par conjugaison mais ce n’est pas forcément une norme. En effet, rien ne garantit
que 'application précédente vérifie 'inégalité triangulaire.

Supposons que (M, ¢ = Ker(«)) soit une variété de contact compacte ordonnable et dont le
champs de Reeb R, associée a la forme de contact a est périodique. Nous avons alors le lemme
suivant.

Lemme 5.25. Pour toute forme de contact o qui définit la méme co-orientation que o nous
— ——conj L. . et ——conj
avons alors que v conj, V' et V¥ pp sont équivalentes. En particulier v copj et v sont

des normes invariantes par conjugaison stablement non bornées.

Démonstration. Cela vient directement du lemme[5.7] et du fait que la norme FPR est invariante
par conjugaison. O

Question : FEn reprenant les notations de la sous-section précédente, il serait intéressant

—_— —_ —
de savoir si V%.onj est encore non bornée sur Conto(T™ x S"~1, Ker(a)).

En nous inspirant d’un résultat de E. Shelukhin [44] nous pouvons cependant démontrer la
proposition suivante.

Proposition 5.26. Pour toute variété de contact compacte (M, € = Ker(a)) nous avons [Lacmj =
0.

La démonstration de cette proposition se base sur le lemme suivant dont le lecteur pourra
trouver une démonstration au corollaire 34 du papier [44].

Lemme 5.27 ([44]). Soit {¢'} un chemin lisse de contactomorphismes de (M,¢ = Ker(a))
partant de l’identité tel que Supp ({(bt}) sott inclus dans une boule de Darboux. Alors

inf i ([{o719'01]) =0

¢€ Conto (M,
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Ainsi pour démontrer la proposition il suffit de constater que pour tout élément [{¢'}] €
Conto(M,€) il existe N € Nsg éléments ([{¢!}])iep,njon € Conto(M, €)Y tels que

N
L [{¢'}] = il;ll[{¢’§}] et

2. {¢!} est un chemin lisse de contactomorphismes & support dans une boule de Darboux
pour tout i € [1, NJNN.

Cela vient du fait que la norme de fragmentation (voir définition au chapitre |1)) est bien définie

sur Conty(M,§) lorsque M est une variété compacte.

Le méme raisonnement permet de montrer que si {¢'} est un chemin lisse de contacto-
morphismes & support dans une boule de Darboux partant de I'identité tel que [{¢'}] # Id €
Conto(M, &) alors 1%ni([{¢*}]) = 1. Ainsi en notant Upq, la norme de fragmentation sur

—_—~

Contg (M, £) nous déduisons que 175‘00”]- < UFrag-

Question : Il serait intéressant de savoir s’il existe une variété de contact compacte (M, & =

J

Ker(a)) ordonnable n’admettant pas de flot de Reeb périodique et telle que la norme v soit

bien définie sur Conto(M,€). Dans ce cas elle serait stablement non bornée car v lest.

En utilisant le fait que v est compatible avec la relation d’ordre nous avons le lemme suivant.

Lemme 5.28. Soit (M,§ = Ker(a)) une variété de contact fermée et ordonnable. L’application
v est & valeurs dans Rsq si et seulement v ([pg.]) < +o0.

Démonstration. Soit [{¢'}] € 60\ﬂt/o(M, €). 11 existe alors N1, Na € Ny tels que
(6n52m] = {9y 0 ¢} = 1d .

Nous pouvons par exemple prendre Ny := v ([{¢*}]) et Ny := 1@ ([{¢g;t o ¢t}]>. Ainsi pour
tout ¢ € Contg(M, §) nous avons

[P0 drnyra 0@ = {podiftodlop '} = 1d.

En utilisant le fait que v® est compatible avec la relation d’ordre et que c¢’est une norme nous
avons les inégalités suivantes

Vo ({pod' o ™}]) =17 ({podp ooyt 0 ¢ 0 o™'}])

«

7 (Ipo 6-nama 0 971) + 2 (oo 6t 06 0 o))

(GO ) R (EEERV )
N1 N2

> v (le7 o draogl) + 3 v ([podn. 0w )
=1 =1

< (N1 + No)oa™ ([6,]) -

IA

IN

IN

La premiére et la troisiéme inégalité proviennent du fait que v® vérifie Pinégalité triangulaire.
La deuxieme inégalité se déduit d’une part du fait que la norme d’un élément vaut la norme de
son inverse (pour le premier terme de la somme) et d’autre part du fait que v est compatible
avec la relation d’ordre (pour le deuxiéme terme de la somme). O

Enfin revenons sur la remarque [5.22| en reprenant les notations de la section précédente.
Y. Eliashberg et L. Polterovich dans [20] définissent pour tout a € H'(T™ R) et pour tout
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[{0'}] € (%(IP’*T*’]T", &rn) les applications suivantes

r—(a,[{¢"}]) :==sup {r | (a, Ty (~r)) € Shape (V' ([{¢'})) }
ri(a, [{6'}]) = inf {r | (a,T7" (=) € Shape (V" ([{¢'}])) } -

Posons alors

R_: Conty(PYT*T", érn) — R, [{¢'}] — min {r_(a, [{¢'}]) | Tn(a) € SH}
Ry : Conto(B*T*T" &r+) = R, [{6'}] = max {ry(a. [{¢"}]) | Ta(a) € 5"} .

et définissons I’application
R:=max{R,,—R_} .

Des propriétés algébriques de r_ et r1 que Y. Eliashberg et L. Polterovich exhibent dans [20]
nous avons la proposition suivante.

Proposition 5.29. L’application R : Conty(PTT*T", &) — R est invariante par conjugaison.
De plus elle vérifie les propriétés suivantes pour tout [{¢'}] € Conto(PTT*T", &xn)

1. R([{¢'}]) = 0

2. R([{¢"}]) = R([{¢"}] ™)
3. R([{¢"}]*) < kR([{¢'}]) pour tout k € Nxy.

Question : En utilisant les calculs de la section précédente il est facile de voir que l’ap-
plication R est non bornée. Il serait intéressant de voir si application R vérifie l'inégalité tri-
angulaire. Elle définirait alors une pseudo-norme invariante par conjugaison. Dans ce cas, en
utilisant la remarque [5.]), s’en déduirait une norme invariante par conjugaison non bornée.

Nous donnerons dans le chapitre suivant d’autres outils pour étudier la longueur discrimi-

nante et d’oscillation de certains chemin positifs du bord de contact de variétés de Liouville
(famille de variétés de contact dont le cotangent unitaire du tore en fait partie).
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6 Propriétés géométriques de certains domaines de la préquan-
tification d’une variété de Liouville

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser a la préquantification de variétés de symplec-
tiques exactes ainsi qu’a la préquantification de variétés de Liouville (W, w = d\).

Dans la premiere section nous préciserons la bijection introduite par Y. Eliashberg, S. S. Kim
et L. Polterovich [19] entre les domaines étoilés fibre-par-fibre de (W x St Ker(dz — \)) et les
chemins de contactomorphismes strictement positifs de (P, 7)s0 ), lorsque (W x S, Ker(dz — \))
désigne la préquantification d’'une variété de Liouville (W, d)) et ot (Pao,7oo) désigne le bord
de contact idéal de (W, d\). Grace & cette association, ils déduisent 'existence de tassement
de contact dans (W x S, Ker(dz — \)) lorsque (Pso,7)oo) est non ordonnable. Nous montrerons
alors comment M. Fraser, L. Polterovich et D. Rosen utilisent ces tassements pour déduire leur
théoreme [I.38 que nous avons présenté au chapitre [I]

Dans la deuxieéme section nous définirons un nouvel ensemble de nombres que nous associe-
rons & des ouverts & bords lisses de (W x S!,Ker(dz — \)) lorsque (W,w = d)) est une variété
symplectique exacte. Par analogie au cas symplectique, ou l’ensemble des aires des caracté-
ristiques fermées du bord d’'un ouvert de la variété symplectique est un ensemble d’invariants
nommé le spectre, nous utiliserons certaines caractéristiques particulieres provenant du bord
d’un ouvert de la préquantification de (W,w = d\) pour définir notre ensemble de nombres.
Nous appellerons I’ensemble de nombres ainsi construit le spectre de contact. Le théoreme [6.23
précisera le fait que le spectre de contact ainsi défini contient des invariants de contact et qu’il
est une généralisation du spectre symplectique. De plus lorsque (W,w = d\) est une variété de
Liouville, nous ferons des liens entre la longueur discriminante et d’oscillation d’un chemin de
contactomorphismes strictement positif de (P, 7o0) €t le spectre de contact du domaine associée.

Enfin dans la troisieme section nous discuterons de plusieurs questions ouvertes par rapport
a lexistence de ces caractéristiques translatées et aux liens qu’entretiendraient le spectre de
contact de domaines et la capacité de contact de ces domaines.

6.1 Associer a un chemin de contactomorphismes du bord d’un ouvert étoilé
un domaine étoilé fibre-par-fibre

Soit U un ouvert étoilé dans une variété de Liouville (IW,w = d\) et notons P son bord.
Nous avons vu & la sous-section [0.3.1] que (P, Ker(a) = 1) est une variété de contact lorsque o
désigne la restriction & P de la 1-forme A € QY(W).

Définition 6.1. Notons prg1 : W x S* — S! la projection canonique. Nous disons qu’un ouvert
U de W x St est un ouvert étoilé fibre-par-fibre si U N prgll{t} est un ouvert étoilé de W x {t}
pour tout ¢ € S' et si le bord de U intersecte transversalement la fibre de la projection prg:.

En suivant Y. Eliashberg, S. S. Kim et L. Polterovich [I9] nous allons associer a un chemin
lisse de contactomorphismes strictement positif {¢'} de (P, Ker(c)) un ouvert étoilé fibre-par-
fibre de W x S'. Supposons que le chemin lisse de contactomorphismes {¢'} est engendré par
une fonction hamiltonienne périodique, c’est-a-dire que a(%gbt) := hl(¢') pour tout t € [0,1] et
h? = h'. Nous discuterons du cas ol la fonction hamiltonienne n’est pas périodique plus loin.
Rappelons que nous pouvons voir W comme la réunion disjointe du fermé Core(W) = qb;(t U)

>0

et de l'ouvert W, = || ¢% (P). Définissons alors la fonction H : St x W — Rx( qui est égale
teR

a la fonction homogene associée a h sur W, - que nous voyons comme la symplectisation de
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(P,Ker(a)) - et qui vaut 0 sur le coeur Core(W), plus précisément :

Ht( ) = ent(x) si pe Wi, et ®p(z,0)=p
7=V 0 si p € Core(W) .

Nous associons a {¢'} le domaine étoilé fibre-par-fibre suivant
- —t
Us ({6'}) = {H <1} ={t.p) e S'x W | H'(p) <1} .

Remarque 6.2. 1. Le fait d’avoir demandé & ce que le chemin lisse {¢'} soit strictement positif
a permis de définir des domaines bornés.

2. La fonction H n’est plus forcément lisse bien qu’elle reste continue.

3. Elle est par contre bien lisse sur W,. Notons H := FIW* la restriction de H a W,.Le flot
de symplectomorphismes hamiltoniens engendré par H engendre sur W, est conjugué a la
symplectisation du flot de ¢, qui est définie pour tout (¢, (z,0)) € [0,1] x (P x R) par :

(t, (z,0)) — (¢}, (x),0 — gh(x)) ot gy est le facteur de conformalité de ¢y, par rapport a a.

En effet, notons Xy le champs de vecteur sur W, qui vérifie w(Xg,.) = —dH et w%H
le flot de ce champs de vecteurs au temps t. Rappelons que (Wi, wpy,) s’identifie a la
symplectisation positive de (P,Ker(a)) via 'application ®p : P x R — W, qui & tout
(z,0) € P x R associe le point ¢% (z) (cf. la sous-section Nous laissons le lecteur
vérifier que pour tout temps ¢ € [0, 1] et pour tout (x,0) € P x R :

o5 (v, (@p(x,0)) = (¢h(2),0 — gh(=))

ol g}, désigne le facteur de conformalité de ¢} par rapport a a.

Réciproquement si V' désigne un ouvert étoilé fibre-par-fibre inclus dans W x S*, notons S :=
0V son bord. Ainsi, d’apres le corollaire les ensembles P, := Px{t} et S; := S ﬂprgll{t} sont
en bijection pour tout ¢ € S' (méme contactomorphes). Plus précisément, il existe application
O : P x {t} — R telle que l'application

Pi— S, ()= (63" 0),1)

réalise une bijection pour tout ¢ € S'. Nous associons alors au domaine étoilé fibre-par-fibre V
la fonction hamiltonienne définie par la formule suivante

h:S'x PRy, () e @)
Le lecteur pourra trouver une démonstration du lemme suivant dans [I9] ou [26].

Lemme 6.3. Soient {¢}} et {¢}} deuz chemins lisses de contactamorphismes strictement posi-

tifs qui réprésentent le méme élément de Conly(P, Ker(c)) et dont les fonctions hamiltoniennes
ho et hy sont périodiques. Supposons qu’il existe une famille lisse de chemins lisses de contac-
tomorphismes strictement positifs {¢.}scpo,1] telle que pour tout s € [0,1] le chemin {¢L} re-

présente encore le méme élément de Conty(P, Ker(a)) et tel que sa fonction hamiltonienne
hs soit périodique. Il existe alors un chemin lisse de contactomorphismes d support compact

® :[0,1] — Conti(W x S, Ker(dz — \)) tel que :
P, (L{a ({d)g})) =U, ({d)';}) pour tout s € [0,1].
En remarquant que pour tout élément [{¢'}] € 71 (Conto(P,£)) et pour tout ¢ € Contg(P, &)

nous avons dune part I'égalité [{pdle~'}] = [{¢'}] et d’autre part que {¢'} est un chemin
strictement positif si et seulement {p@?p !} I'est, nous déduisons le corollaire suivant.
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Corollaire 6.4. Soient ¢ € Conty(P, Ker(a)) et {¢'} un lacet lisse de contactomorphismes
commencant d lidentité strictement positifs dont la fonction hamiltonienne est périodique. II
existe alors un contactomorphisme ® € Conti(W x S*, Ker(dz — X)) tel que

) (ua ({qst})) = Uy ({wtsfl}) :

Remarque 6.5. 1. Il existe des variétés de contact ordonnables qui admettent des lacets de
contactomorphismes strictement positifs. V. Chernov et S. Nemirovski [I4] ont par exemple
démontré que le cotangent unitaire de la sphére euclidienne munie de sa structure de
contact standard est ordonnable. Cependant son flot géodésique, qui est le flot de Reeb,
est périodique.

2. Le lemme permet d’associer 4 un chemin lisse de contactomorphismes, dont la fonc-
tion hamiltonienne n’est pas forcément périodique, un ouvert étoilé fibre par fibré "sans
ambiguité". En effet d’apreés Y. Eliashberg et L. Polterovich [20], pour tout chemin lisse de
contactomorphismes {¢'} strictement positif de (P, Ker(«)) et pour tout voisinage C* de ce
chemin, il existe un chemin lisse de contactomorphisme {¢'} dans ce voisinage représentant

le méme élément que {¢'} dans (/3(_);1?0(P, n) dont la fonction hamiltonienne est strictement
positive et périodique. Ainsi quitte & prendre le voisinage C*° suffisamment petit, si {}} et
{h} sont deux chemins strictement positifs dans la méme classe d’isotopie que {¢'} dans
ce voisinage et dont les fonctions hamiltoniennes sont périodiques et strictement positives,
d’apres le lemme [6.3] les domaines que nous leur associons sont contactomorphes.

Y. Eliashberg, S. S. Kim et L. Polterovich utilisent cette association entre domaines et
chemins positifs ainsi que le lemme [6.3| pour montrer qu’en présence d’un lacet positif contractile
de contactomorphismes de (P,7n) il existe des tassements de contact de domaines de (W X
St Ker(dz — \)). Plus précisément, lorsque (P,Ker(a)) n’est pas ordonnable il existe {¢'} un
lacet de contactomorphismes strictement positif contractile basé en I'identité. Considérons alors
I’homotopie lisse

0,1] x [0,1] x P = P, (s, t,z) — ¢ ()

telle que

1. {¢'} est un lacet de contactomorphismes basé en 'identité pour tout s € [0, 1]

2. {¢h} est le lacet constant égal & I'identité et {¢!} = {¢'}.
En notant hy : S' x P — R la fonction hamiltonienne de {¢'} pour tout s € [0,1] et H :
S1 x W — R sa fonction associée nous avons le théoréme suivant.
Théoréme 6.6 ([19]). Soit E : W — R une fonction lisse telle que E o ¢% = e E pour tout
0 € R et telle que Eyy, > 0. Définissons pour tout R > 0 le domaine A(R) := {E < R} x S'.

Alors pour tout u > 0 tel que Et(p) > —uE(p) et pour tout (s,t,p) € [0,1] x St x W,, il
existe un réel y > 0 et un contactomorphisme ® € Conts(W x S, Ker(dz — \)) tels qu’on ait le

tassement suitvant R ]
®(A(R)) C (A (1 n ’YR)> pour tout R < P

Rappelons alors I’énoncé du théoreme de M. Fraser, L. Polterovich et D. Rosen [21] que
nous avons vu au chapitre [I} Nous conservons les notations et hypotheses suivantes

1. (W,w = d\) est une variété de Liouville

2. U est un ouvert étoilé dans W tel que son bord P muni du noyau de o := Ap est une
variété de contact non ordonnable.

Théoréme 6.7 ([21]). Supposons de plus qu’il existe un voisinage du ceeur de W qui soit dé-
plagable par un symplectomorphisme hamiltonien a support compact de (W,w = dX). Il existe
alors rg > 0 telle que pour tout 0 < r < 1o, toute norme invariante par conjugaison définie sur
Cont§ (¢ (U) x S, Ker(dz — \)) ou sur Cont§(¢ (U) x S, Ker(dz — X)) qui est bornée dans un
voisinage C' de lidentité est équivalente d la norme triviale.
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Démonstration. Considérons le lacet contractile {¢'} ainsi que I'nomotopie {¢%}ejo1]1es1 de ce
lacet au lacet constant égal a I’identité discuté juste avant le théoreme . Notons encore H
St x W — R la fonction associée au lacet {¢%} pour tout s € [0,1]. Soit E : W — R une fonctlon
qui vérifie les hypotheses du théoreme m et © > 0 un nombre réel tel que Et(p) > —uE(p)
pour tout (s,t,p) € [0,1] x S* x W,. Nous affirmons que, lorsque 0 < ry < %, {E < ro} xSt
est un sous-domaine transportable par contactomorphisme dont I'attracteur est Core(W) x S*
(voir définition [I.39).

En effet, pour tout 0 < & < rq et pour tout compact K C {E < ro}xS!, en itérant un nombre
suffisant de fois le théoréme il existe un contactomorphisme ® € Cont§(W x S, Ker(dz—\))
tel que ®(K) € {E < e} x S'. Soit alors f : [0,1] x W — R une fonction & support compact
qui engendre le symplectomorphisme hamiltonien a support compact 1 qui déplace le coeur de
W. En appliquant une fonction cut-off appropriée a f nous pouvons sans perte de généralité
supposer que f est & support dans {F < 19} et que le symplectomorphisme 1 qu’elle engendre
déplace Core(W). De ce fait le relevé de contact de ¢ & Cont§(W x St Ker(dz — )\)) est a
support dans {E < ro} x St et déplace Core(W) x S'. Nous déduisons donc notre affirmation
en remarquant que {{E < e}}_., forme une base de voisinage de Core(W).

En utilisant alors la proposition [I.40] nous déduisons le théoréme précédent.

6.2 Le spectre de domaines dans (W x S' Ker(dz — \))

Dans cette section nous proposons de définir un nouvel ensemble de nombres que nous as-
socions & des domaines de (W x S, Ker(dz — \)) dont le bord est lisse. En un sens que nous
rendrons précis, cet ensemble de nombres contient des invariants de contact. La construction de
cet ensemble sera faite par analogie & celle du spectre d’'un domaine d’une variété symplectique
exacte dont le bord est lisse. Ainsi, dans un premier temps, nous ferons un rappel du concept de
spectre dans le cas symplectique, puis nous définirons par analogie le spectre de contact. A la
fin de cette sous-section, nous verrons un lien entre la longueur discriminante et celle d’oscilla-
tion d’un chemin de contactomorphismes de (P, Ker(a)) strictement positif et le spectre de son
domaine associé dans (W x S, Ker(dz — \)).

Par définition nous disons qu'un sous-ensemble A d’une variété B est une hypersurface si A
est une sous-variété lisse de codimension 1 et orientable.

6.2.1 Le spectre dans le cas symplectique

Rappelons que si P C W est une hypersurface dans une variété symplectique (W, w), elle
admet une distribution de rang 1 canoniquement associée a la forme symplectique w. Nous la
notons P¥ et elle est définie pour tout x € P comme suit :

PYz) :={u e T, W | w(x)(u,v) =0, Yv e T, P} C T,P.

Le lecteur pourra vérifier que cette distribution est bien de rang 1 car w est non dégénérée et P
est de codimension 1. Le fait que cette distribution soit incluse dans T'P provient du caractere
antisymétrique de w. Nous appellons P¥ la distribution caractéristique de P et nous appellons
les feuilles intégrales de cette distribution les caractéristiques de P.

Remarquons que si H : W — R est une fonction hamiltonienne telle que a € R est une valeur
réguliere de H alors P := H~1{a} est une hypersurface lisse et sa distribution caractéristique est

donnée par <X H| p>, ou Xy désigne le gradient symplectique de H. En effet, T, P = Ker(d, H)
pour tout = € P et donc, comme wy(Xg(x),.) = —dzH, nous avons bien

P(z) = (Xu(2)) - (17)
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Ainsi une caractéristique fermée de P correspond & une orbite périodique d’énergie a du flot de
symplectomorphismes hamiltoniens ¢y engendré par la fonction hamiltonienne H. Dans le cas
ou la variété symplectique (W, w) est exacte, c’est-a-dire que w = dX avec A\ une 1-forme sur W,
nous pouvons construire de ces caractéristiques fermées un ensemble de nombres intéressants
pour étudier une hypersurface lisse P de la maniére suivante :

Spectrey (P) := {/ A v:S'=R/Z — P, tel que 4(t) € P*(v(t)) pour tout t € Sl} )
v

Remarque 6.8. Si 7 est une caractéristique fermée de 'hypersurface P C (W, d\) alors tous
les multiples non nuls de fv A appartiennent au spectre. Pour se convaincre de cela il suffit de
remarquer que la courbe qui consiste a parcourir v un nombre entier de fois dans un sens ou
dans ’autre est encore une caractéristique fermée.

Lemme 6.9. Soit P une hypersurface lisse dans (W,w = dX), nous avons alors pour tout
symplectomorphisme hamiltonien ¥ € Ham(W,w)

Spectrey (P) = Spectrey (¢ (P)) .
De plus si P est simplement connexe alors pour toute 1-forme X telle que d\' = w nous avons :
Spectrey (P) = Spectrey, (P) .

Démonstration. La premieére propriété provient du fait que si ¢ € Ham(W, w) alors ¢*A = A +df
pour une certaine fonction f : W — R. Et la deuxiéme propriété provient du fait que si P est
simplement connexe alors H'(P,R) = {0}. Ainsi comme d(ip\ — ipN) = iHd(A — X) = 0 cela
implique qu'il existe une fonction g : P — R telle que ipA = ipN + dg, ot i : S < W désigne
I’inclusion canonique. O

Remarque 6.10. De méme, lorsque U est un ouvert dont le bord est une hypersurface lisse, nous
définissons le spectre de U par le spectre de son bord

Spectrey (U) := Spectrey (OU) .

Nous reviendrons, a la fin de ce chapitre, sur plusieurs autres propriétés du spectre sym-
plectique des domaines et des liens que cet ensemble de valeurs entretien avec les capacités
symplectiques. Pour plus de détails et de propriétés de cet ensemble de valeurs, le lecteur pourra
consulter par exemple larticle divulgatif de F. Lalonde [33] ou les notes J.-C. Sikorav [47].

6.2.2 Le spectre dans le cas de contact

Les hypersurfaces d’une variété de contact sont également munies d’une distribution cano-
nique de rang 1 avec cette fois-ci - contrairement au cas symplectique - des singularités éven-
tuelles. Nous utiliserons par analogie au cas symplectique certaines feuilles de cette distribution
pour définir un ensemble de nombres que nous associerons a ces hypersurfaces. De maniére
imprécise, au lieu de s’intéresser a l’aire de caractéristiques fermées comme dans le cas symplec-
tique nous nous intéresserons a la longueur des cordes de Reeb que nous pouvons attacher a des
morceaux de caractéristiques pour les fermer.

Soit (M, &) une variété de contact dont la distribution £ est co-orientable. Considérons « €

QY(M) une 1-forme de contact, i.e. Ker(a) = £. Soit S C M une hypersurface de M, nous
définissons la distribution caractéristique S¢ sur cette hypersurface de la maniére suivante :

S8(z) = {u € & | (da)g(u,v) =0, Yo e T,SNE} .
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Lemme 6.11. La distribution caractéristique S¢ sur S ne dépend pas de la forme de contact
choisie. De plus, en un point x € S générique, l'intersection entre T,S et &, est transverse,
c’est-a-dire que T, S # &, dans ce cas l’espace vectoriel Sg(a:) est inclus dans TS et il est de
dimension 1. En un point x € S ou l'intersection est tangente, c’est-a-dire que T, S = &, nous
avons S¢(z) = {0}.

Démonstration. Soit o/ € Q(M) tel que Ker(a') = ¢. 1l existe alors une fonction lisse f : M —
R* telle que o/ = fa. Ainsi, d(fa) = (df) A a + fda. Soient alors x € S et u € &, tels que
(da)y(u,v) = 0 pour tout v € TS N &,;. Nous avons donc

do(for)(u,v) = do f(u) 0w (v) — da f(v) 0w (u) + f(2)(da)e(u,v) |

or tous les termes de cette somme sont nuls. Le premier terme l'est car v € &, = Ker(ay),
le deuxiéme terme l'est car u € £, N T, S = Ker(a,) NT,S, et enfin le troisiétme est nul par
hypothese. La distribution caractéristique ne dépend donc pas de la forme de contact choisie
mais uniquement de la distribution de contact &.

Montrons alors que dans le cas ott & € S et T,.S # &, la droite S¢(z) est incluse dans 73,S. En
effet, dans ce cas T, M = £, ®T,S := {u € T, M | I(u1, uz) € & xTyS, u = uj+uz}. La formule de
Grassmann nous permet de dire que dim(&;) —dim(&, N7S) = 1. Ainsi, nous déduisons que ;N
TS est un hyperplan de I’espace vectoriel symplectique (&, (da)xl 51) et donc que son orthogonal
symplectique est de dimension 1. Or dans un espace vectoriel symplectique 'antisymétrie de la
forme symplectique assure qu’une droite est toujours incluse dans son orthogonal symplectique.
Ainsi

(TS N &)l (T8 N &) delee)(doelee — 7 G g,

Enfin, soit z € S tel que TS = &, il est trivial dans ce cas que S¢(z) = 0. Cela provient du
fait (da)xlgz est une forme symplectique sur £, et donc qu’elle est non-dégénérée. ]

Remarque 6.12. 1. Lorsque la variété de contact (M, €) est de dimension 3, en un point d’une
hypersurface S ou la distribution caractéristique n’est pas singuliere, elle est donnée par
Iintersection du plan tangent de S avec la distribution de contact.

2. Dans son livre [3] V. Arnold donne une définition de la distribution caractéristique sans
utiliser de forme de contact. Pour une hypersurface S dans M et un point z € S il définit
dans un premier temps le sous-groupe des contactomorphismes de M qui préservent S et
qui fixent z. Il définit alors la distribution caractéristique en ce point x € .S comme "unique
direction préservée par les différentielles en x de tous les contactomorphismes appartenant
au sous-groupe précédent.

Comme la distribution caractéristique S¢ est canonique sur toute hypersurface lisse S C

(M, ¢ = Ker(a)), cela implique qu’elle est stable par contactomorphisme.

Lemme 6.13. Soit ¢ € Conty(M,&) un contactomorphisme de (M,§) et S une hypersurface
lisse incluse dans M, nous avons alors pour tout x € S :

dop(S%()) = ((5))*(é(x)) -

Démonstration. Soit u € S¢(z), nous allons montrer que dy¢(u) € ¢(S)5(é(x)). Comme ¢
est un difféomorphisme Tj(,)#(S) = dz¢(T:S) et comme il est de plus un contactomorphisme

o) = dad(&s), ainsi :
Ty)9(S) N ég(a) = dad(TeS N &) -

Nous en déduisons que pour tout v’ € T¢(x)¢(5) N &y(r) il existe un vecteur v € TSN E, tel que
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d.¢(v) =" et donc :

(d) g2 (de (1), V") =(dat) g(z) (dxp(u), ded(v))

¢" (da)e(u, v)

(d(e?a))a(u, v)

=e?(2)(deg N az + (da)z)(u, v)

=e?(2) (deg(u)ow(v) — deg(v)ae(u) + (da)z(u,v)),

ou g est le facteur de conformalité de ¢ par rapport & «. Le premier terme de cette somme
est nul car v € &, le deuxiéme et le troisieme sont nuls car u € S¢(x) C &,. Donc d.¢(u) €

(#(9))(é(x)). De plus, comme d,¢ est un isomorphisme d’espace vectoriel, nous pouvons par
des considérations de dimension conclure que pour tout z € S :

dd(S(x)) = (6(9))%(d(x)) -

Nous avons donc le corollaire suivant :

Corollaire 6.14. Soient S une hypersurface lisse dans (M,& = Ker(a)) et v : [0,1] — S une
courbe intégrale de la distribution caractéristique S¢, c’est-a-dire que v(t) € SE(y(t)) pour tout

€ [0,1]. Alors, pour tout contactomorphisme ¢ € Conlo(M,§), o~y : [0,1] — ¢(S) est une
courbe intégrale de la distribution caractéristique ¢(S).

La démonstration de ce corollaire est laissée au lecteur.

Dans le cas symplectique, lorsqu’une hypersurface est donnée par le niveau d’une fonction
lisse, I'espace vectoriel engendré par le gradient symplectique de la fonction hamiltonienne cor-
respond & la distribution caractéristique sur ’hypersurface (voir la formule de la sous-section
précédente). Quelque chose de similaire apparait en géométrie de contact. En effet, rappelons
que lorsque (M, €) est une variété de contact dont la distribution de contact est co-orientable et
que nous choisissons une 1-forme o € Q(M) telle que Ker(a) = &, nous pouvons associer & une
fonction hamiltonienne lisse h : M — R un champs de vecteurs X dont le flot est un chemin
lisse de contactomorphismes. Ce champs de vecteurs est défini comme suit :

a(Xp)=nh
tx,doa = dh(Ry)a — dh

ou R, désigne le champs de Reeb associé & la forme de contact « (voir chapitre @[)

Lemme 6.15. Soient h : M — R une fonction hamiltonienne sur une variété de contact
(M, & = Ker(a)), et a € R une valeur réguliére de h. Notons S Uhypersurface correspondant au
niveau h=1{a}. Nous avons alors pour tout x € S :

S¢(x) = (Xp(z) — aRq(2))

Démonstration. Montrons tout d’abord que pour tout x € S, le vecteur X, (z) — aRs(x) appar-
tient & &,. Soit alors # € S = h~{a}, nous avons :

az(Xp(z) —aRe(x)) =h(z) —a =0,

donc Xp(x) — aRy(x) € &,
Montrons maintenant que pour tout = € S et pour tout v € 1,5 N &, (da)z(Xp(z) —
aRy(x),v) = 0. En effet :
(da)z(Xp(x) — aRe(x),v) = (da)x (Xn(x),v) = dph(Ro(z)) oy (v) — diph(v) .
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Or le premier terme de cette somme est nul car v appartient a la distribution de contact donc
az(v) = 0 et le deuxiéme est également nul car v appartient & 7,,S = Ker(d,h) et donc d h(v) =
0.

La derniére chose qu’il reste & vérifier est que dans le cas olt S¢(z) est un espace vectoriel de
dimension 1, I'espace vectoriel engendré par X, (x) — aR,(x) est également un espace vectoriel
de dimension 1, en d’autres mots Xj(z) # aRq(z). Or, d’apres le lemme [6.11] 'espace vectoriel
S¢(z) est une droite si et seulement si T,.S est différent de &, et donc si et seulement si Ker(d,h)
est différent de &,. Soit alors u un vecteur de &, qui n’appartient pas a Ker(d,h), nous avons :

(da)z(Xp(x) — aRa(x),u) = (da)(Xp(x),u) = dph(Ro(z)) g (u) — dyh(u)

or le premier terme de cette somme est nul car u € §, = Ker(a,) alors que le deuxiéme est non
nul car nous avons choisi u tel qu’il ne soit pas dans le noyau de dyh. Ainsi X (x) —aRq(x) # 0.
O

Remarque 6.16. La distribution caractéristique sur une hypersurface S = h='{a} est nulle en
un point x si et seulement si Xp,(z) = aRy ().

Une autre fagon possible de définir cette distribution caractéristique est de passer a la sym-
plectisation. Considérons S une hypersurface lisse dans (M, { = Ker(«)) que l'on reléeve en S xR
dans la symplectisation (M x R, d(e’a)). Notons 7 : M x R — M la projection canonique. Nous
affirmons que pour tout (z,6) € S xR :

dia gy (S x R)H)(2,0)) = S(x) .

Démontrons cette affirmation. Montrons en un premier temps que 'hypersurface .S est donnée
par le niveau 0 d’une fonction. En effet, une hypersurface est par définition une sous-variété de
codimension 1 orientable. Or une sous-variété de codimension 1 est orientable si et seulement
si son fibré normal est trivialisable. De ce fait, il existe V(S) un voisinage tubulaire de S qui
est difféomorphe & Sx| — ¢,¢[. En notant ¥ ce difffomorphisme et pr : Sx| —e,e[—=] — ¢,¢[ la
projection, il est clair que S = (7 o ¥)~1{0}. Il suffit alors d’étendre I'application lisse 7 o U :
V(S) — R en une application lisse h : M — R qui ne s’annule pas sur M \ V(S). Ainsi 0
est une valeur réguliere de h et h~1{0} = S, et donc, d’aprés le lemme précédent S¢ =<
Xh|s >. Considérons alors la fonction hamiltonienne H correspondante dans la symplectisation,
i.e. H(z,0) = e’h(z) pour tout (x,0) € M x R. Nous avons que H~1{0} = S x R. Ainsi, d’aprés
la sous-section précédente (S x R)d(ego‘) =< Xy |sxr >, ou Xp désigne le gradient symplectique
de la fonction H - de maniere équivalente ou Xy est 'unique champs de vecteurs vérifiant
Lx, (d(e’a)) = —dH. Or, d’apres la formule du chapitre@

Xu(z,0) = (Xn(x), —deh(Ra(x)) € Tiz9)(M x R) pour tout (z,0) € M xR .

Cela permet de conclure que pour tout (z,0) € S x R :

dia gy (( x RYN)(2,0)) = d(g g7 (Xn(2), ~duh(Ra(2)))) = (Xn(2)) = $(2) ,

d’ou laffirmation précédente. Lorsque D est une distribution sur une variété A nous disons que
7v:[0,1] — A est une courbe intégrale de cette distribution si £~(t) € D) pour tout ¢ € [0, 1],
nous en déduisons le corollaire suivant.

Corollaire 6.17. Soit S une hypersurface dans (M,§ = Ker(a)) que nous relevons a la symplec-
tisation en SxR C (M xR, d(e’a)). Siv est une courbe intégrale de la distribution caractéristique
(S x R)d(eea) alors o~y est une courbe intégrale de la distribution caractéristique S¢.

La démonstration de ce corollaire est laissé au lecteur.
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Remarque 6.18. Dans le cas ou « € S est un point singulier de la distribution caractéristique,
c’est-a-dire que S¢(x) = 0, pour tout § € R

(5 % R a,0) = (0.0 = (57

Dans le cas ou la variété de contact est la préquantification d’une variété symplectique exacte
(W,w = d)\), c’est-a-dire (W x S, Ker(dz — \)), nous pouvons associer aux ouverts a bords lisses
un ensemble de nombres via certaines caractéristiques du bord de ce domaine. Pour pouvoir dé-
finir cet ensemble sans ambiguité il sera préférable de relever le probleme que nous étudions dans
(W x SY Ker(dz — \)) a (W x R,Ker(dz — \)). Le champs de Reeb de ces variétés de contact

est % et nous notons le flot de Reeb au temps ¢ € R par ¢, .
oz

Considérons alors p : W x R — W x S! 'application de revétement canonique ot nous
voyons S' comme R/Z et notons Sp : W x R x R — W x S! x R I'application de revétement
correspondante dans la symplectisation définie par la formule suivante

Sp(x, z,0) = (p(x,2),0) , pour tout (z,z,0) e W xRxR.

Soit U un ouvert de W x 8! tel que son bord S := 9U soit une hypersurface lisse. Pour tout
T € R nous donnons deux notions de I’ensemble des caractéristiques T-translatées de U.

Définition 6.19 (Caractéristique T-translatée). 1. Une caractéristique T-translatée de U au
sens 1 est une courbe contenue dans une feuille caractéristique de I'hypersurface p=1(S) C
(W xR, Ker(dz—\)) qui se referme lorsqu’on lui attache une corde de Reeb de longueur T'.
Nous notons ’HanslT(U) I’ensemble des courbes avec de telles propriétés, plus précisément

Trans? (U) == {v:[0,1] = p~1(S) | A(t) € (p—l(S))g (v(t)) pour tout ¢ € [0, 1]
il existe (p,z) € W x R tel que
7(0) = (p,2) et v(1)=(p,2+T) }.

Nous appellons désormais un élément de cet ensemble une caractéristique T-translatée de
U au sens faible.

2. Une caractéristique T-translatée de U au sens 2 est une courbe ~ contenue dans une feuille
caractéristique de Phypersurface Sp~1(S x R) = p~1(S) x R C (W x R) x R, de’ (dz — \))
—_——

Q
telle qu’en écrivant v de la fagon suivante

7:[0,1] = Sp~ (S xR) C (W xR) xR

t= (n(t),72(1))
eWxr R

la courbe 7; est un élément de Trans? (U) et la courbe 7o est un lacet. Nous notons

Transg(U ) Pensemble des courbes avec de telles propriétés, plus précisément
Transt (U) :== {7y := (71,72) : [0,1] = Sp~ (S x R) | pour tout ¢ € [0, 1]
Q
q(t) € (SpH(S x R)) (v(1)
v1 € Trans? (U) et 72(0) = 42(1)} .

Nous appellons désormais un élément de cet ensemble une caractéristique T-translatée de
U au sens fort.
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Remarque 6.20. 1. Si U est un ouvert de (W x S, Ker(dz — \)) dont le bord S est une
hypersurface, une méme feuille intégrale de la distribution caractéristique de p=1(S) - vue
comme hypersurface de la variété de contact (W x R,Ker(dz — \)) - peut contenir des
caractéristiques T-translatées et des caractéristiques T”-translatées au sens faible pour des
réels T et T' différents. La méme remarque s’applique aux caractéristiques translatées au
sens fort de Sp~!(S x R). A I'aide du théoréme que nous verrons dans les prochaines
lignes, et de la remarque dans le cas particulier ot U = U x S', avec U qui désigne
un ouvert de W dont le bord dU = P est lisse, nous déduisons que si T est le plus
petit réel strictement positif tel qu’une feuille intégrale de la distribution caractéritisque
de p~1(P x S') contienne une caractéristique T-translatée au sens faible, alors tous les
autres nombres réels 7" pour lesquels elle posseéde des caractéristiques T’-translatées au
sens faible seront des multiples de T. Encore une fois la méme remarque s’applique aux
caractéristiques translatées au sens fort de Sp~1(P x S! x R).

2. Si U Cc (W x St Ker(dz — \)) est un ouvert a bord lisse et que T' est un réel tel que
Transs (U) # (0, nous avons par définition I'inclusion :

Transl (U) < Trans! (U)
= (),

oun: (WxRxR,Q) — (W xR, Ker(dz—\) désigne la projection canonique de la symplec-
tisation sur la variété de contact. Lorsque v = (71,72) € Transa(U) est une caractéristique
translatée de U au sens fort, nous appelons ~» son facteur de conformalité. Nous revien-
drons sur la terminologie "caractéristique translatée" ainsi que de l'intérét d’introduire la
notion de "caractéristiques translatées au sens fort" a la remarque [6.24]

Considérons de nouveau un ouvert U de (W x S, Ker(dz—\)) dont le bord est lisse. Nous défi-
nissons l'ensemble des caractéristiques translatées de U au sens faible comme étant Trans, (U) =

U Trans? (U) et I’ensemble des caractéristiques translatées de U au sens fort comme étant
TeR

Transy(U) = | Transs (U). Les éléments de 'ensemble Trans; (U) (resp. Transy(U)) sont par
TeR

définition ce que nous appelons les caractéristiques translatées de U au sens faible (resp. au sens
fort).

Définition 6.21 (Spectre de contact). Nous définissons le spectre de U au sens faible (resp. au
sens fort) comme ’ensemble des nombres 7' € R tel qu’il existe une caractéristique T-translatée
de U au sens faible (resp. au sens fort) :

Spectre; (U) := {T € R | Trans? (U) # 0}  (resp. Spectrey(U) := {T' € R | Transs (U) # 0}) .

Nous appellons ’ensemble Spectre, (U) le spectre de contact de U au sens faible et Spectrey(U)
le spectre de contact de U au sens fort.

Remarque 6.22. Soit U C (W x S',Ker(dz — \)) un ouvert dont le bord S est lisse. Pour tout
T € R, nous disons que v est une caractéristique T-translatée de S au sens faible (resp. au sens
fort) si y est une caractéristique T-translatée de U au sens faible (resp. au sens fort). Nous notons
I'ensemble des caractéristiques T-translatées de S au sens faible (resp. au sens fort) Trans? (S)
(resp. Transs (S)). Ainsi, par définition,
Trans! (S) = Trans! (U) , pour i€ {1,2}.

De méme, nous définissons le spectre de S au sens faible (resp. au sens fort) comme ’ensemble
des nombres T' € R tel qu'il existe une caractéristique T-translatée de S au sens faible (resp. au
sens fort). Ainsi, par définition,

Spectre;(S) = Spectre;(U) , pour i € {1,2}.
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Le premier résultat de naturalité que nous avons par rapport au spectre de contact d’un
ouvert a bord lisse est le suivant.

Théoréme 6.23. Soit U C W x S un ouvert dont le bord est lisse, nous avons alors pour tout
contactomorphisme ¢ € Cont§(W x S, Ker(dz — \)) :

Spectre;(U) NZ = Spectre;(¢(U)) NZ avec i € {1,2} .
De plus si U =U x S* on U est un ouvert (W,w) dont le bord est une hypersurface alors
Spectre; (U x S') = Spectrey (U x S*) = Spectre, (U) .

Démonstration. Montrons tout d’abord le premier énoncé. Montrons-le dans un premier temps
pour le spectre de contact au sens faible.

Soit k € Z et soit v € Trans’f(U ). Par définition, cela implique que I’application :

[0,1] = W xR
t o5 (1)

est un lacet. Soit alors ¢ € Cont§(W x S, €), et notons ¢ € Cont§(W x R, £)*P¥ son correspon-
dant 1-périodique. Vérifions que ¢(7) est une caractéristique k-translatée au sens faible de ¢(U).
Comme ~y est par définition une courbe intégrale de la distribution caractéristique (p~1(9))¢,
ou S désigne le bord de U, é(ﬁt une courbe intégrale de la distribution caractéristique de

(6(p~1(8)))¢ d’apres le lemme [6.13, Or nous avons par définition de ¢ que :

pH((9) = d(p~H(S5)) -

De ce fait ¢(7) est une courbe intégrale de la distribution caractéristique p~'(¢(S))¢. De plus,
comme ¢ est 1-périodique,

S(1(1)) = 305, (1(0))) = ¢'a (4(+(0)))

et donc ¢(7) appartient & Transf(¢(U)). Nous pouvons faire exactement le méme raisonnement
dans 'autre sens. Ainsi

vy € Trans§(U) < é(y) € Transf(o(U)) .

Cela implique que
Spectre; (U) N Z = Spectre, (¢p(U)) NZ .

Le raisonnement pour le spectre au sens fort est analogue. Nous devons cependant faire une
étape de plus pour vérifier que I’hypothese que 'on demande sur le facteur de conformalité
d’étre périodique soit satisfaite. Dans un premier temps, relevons le contactomorphisme ¢ de
Cont§(W x S1,€) & son correspondant o de Cont§(W x R,€)#P¥. Dans un deuxiéme temps,
considérons le symplectomorphisme hamiltonien Rsg-équivariant ¢ € Ham®>° (W x R x R, Q)
correspondant au relevé a la symplectisation du contactomorphisme <;~5 Remarquons alors que si
v = (71,72) € Transk(U) est une caractéristique k-translaté au sens fort de U, nous avons

P nt),#) = (dn®), 70 - §(n(#) |

ott § désigne le facteur de conformalité de ¢ par rapport & la forme de contact dz—\ € Q* (WxR).
Les vérifications par rapport a la premiere coordonnée sont donc exactement les mémes que
précédemment d’apres le corollaire Il reste donc uniquement a vérifier que ¢ € [0, 1] —
~v2(t) —g(1(t)) est un lacet. Nous avons par hypothése que 2 est un lacet, il reste alors & montrer
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que t — g(71(t)) est un lacet. Or ceci est bien le cas car gogbg = § pour tout k' € Z car ¢ est un
Oz
contactomorphisme 1-périodique dans la direction %. Comme par hypothese v1 (1) = ¢, (v1(0)),
Oz

nous concluons que ¢t € [0,1] — G(71(t)) est bien un lacet et que ¥(v) € Transk(¢(U)). Nous
pouvons faire exactement le méme raisonnement dans I’autre sens ce qui permet de dire

v € Trans§(U) < ¢(v) € Transy(¢(U)) ,
et donc de montrer que
Spectrey(U) N Z = Spectrey(¢(U)) NZ .

Démontrons alors la deuxiéme partie du théoréme. Soit U C W x St de la forme U x S* ot U
est un ouvert (W,w = d\) tel que son bord P := 0U soit une hypersurface. Soit H : W — R une
fonction lisse telle que 0 soit valeur réguliere de H et H-1{0} = P. Notons h; : W x R — R et
hy : W xR xR — R les fonctions définies par hi(p, z) = H(p) et ha(p, z,0) = ehi(p, z) = e’ H(p)
pour tout (p,z,0) € W x R x R. Nous associons a ces fonctions leur gradient symplectique et
leur gradient de contact, plus précisément et pour éviter les confusions, nous notons ces champs
de vecteurs de la facon suivante :

1. X§ € x(W) est le gradient symplectique de H, c’est-a-dire que w(XYy,.) = —dH.

2. Xp, € x(W x R) est le gradient de contact de h; respectivement a la forme de contact
dz — A c’est-a-dire que

(dz — XN)(Xn,) = 1
—d\(Xp,) = dha (£) (dz = A) = dhn
3. Enfin, X}% € x(W xR, xR) est le gradient symplectique de ha, c’est-a-dire que Q(Xp,,.) =
—dho.

Avec ces notations nous affirmons que pour tout (p,z,0) € W x R x R

XMWAZ—XMM+GMﬂ=%@MMDi et Xi\(p.2z,0) = (Xn,(p,2),0) .

Montrons d’abord 1’égalité pour le champs de vecteurs Xp,,. Pour tout (p,z) € W x R nous
avons d’une part

0

(dz =) (=X5500) + (Hp) ~ 20 (X5:00) 5 ) = o (X3:0)) + D) = Xy (X)) = s (p,2)

et, comme % - h1 = 0, nous avons d’autre part que

~(@0y (= X50)+ () = 2 (X)) 52 -) = (@), (X3 0.
= —d,H
0

= dhi(5)(dz = X) — dyhi .

Le champs de vecteurs X}, vérifie donc bien I’égalité énoncée plus haut. Par ailleurs, comme hg
est le relevé de hy a la symplectisation, nous avons d’apres la formule du chapitre |§| que
pour tout (p,z,0) € W xR xR

Xi% (p,z,@) = (Xhl (p¢ Z)) _% : hl) = (Xh1 (p7 2)70)

comme annoncé plus haut.
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De ces calculs et du lemme nous avons pour tout (p, z,0) € hy {0} = h; {0} x R =
H Y0} xRxR=P xR xR d'une part

(P x B) (9,2) = (X0, (p,2)) = (= X50) + (H) = (X5 0) 5 )

= (X5 + 3 (HB) 5 )

et d’autre part
(P x B X R)(p,2.0) = (X0, (5. 20)) = (X0 (0:2):0) = { (X50) + (X5 0)52.0) ).

Ainsi si I' est une feuille intégrale de (P x ]R)g passant par le point (pg, 29) € P X R nous
pouvons la paramétriser pour qu’elle s’écrive

T'R—PxR

18
o (o). [ A (X (o)) s+ 20 .

et de méme si ST est une courbe intégrale de (P x R x R)Q passant par le point (pg, 2o, fp) nous
pouvons la paramétriser pour qu’elle s’écrive

ST:R—>PxRxR

t
s (W p): [ N ) X3 (W5 (p0))) s + 20,60

ou 1y désigne le flot du champs de vecteurs X{;.

Supposons que Transip(U ) soit non vide et considérons v une caractéristique T-translatée au
sens faible de U (en particulier v est un sous-ensemble d’une feuille caractéristique T'). Il existe
alors n € R tel qu'une paramétrisation de «y soit donnée par f| [0,- En particulier prq oy est
une caractéristique fermée de P - ott P = H~'{0} est vue comme hypersurface dans la variété
symplectique (W,w = d\) et ou pr; : W x R — W désigne la projection canonique. Le fait
que pri o 7y soit fermée vient directement de la définition d’une caractéristique translatée, et le
fait qu’elle soit une caractéristique de P vient de la formule précédente et de la formule
de la sous-section précédente. Or, l'aire symplectique de pr; o v est par définition
A. Nous déduisons ainsi de (|18]) que 'aire symplectique correspond a la translation 7' de

(19)

f’r‘lo
lz: cazactéristique T-translatée au sens faible . Ainsi, Spectre; (U x S') C Spectre, (U). De plus,
pour toute constante § € R, la courbe Sy := (v,0) C (P x R) x R est une caractéristique
T-translatée au sens fort de (U x R) x R € (W x R x R, Q) d’aprés la formule (19)). Donc
Trans; (U x S*) C Transe (U x S*). D’apres la remarque nous déduisons que Transy (U x S1) =
Transy (U x S1) et que Spectre, (U x S') = Spectre,(U x S'). A ce stade, nous avons montré que
Spectre; (U x S') C Spectre, () pour i € {1,2}. Il nous reste donc & montrer I'inclusion inverse.

Réciproquement si v est une caractéristique fermée de P C (W,w = d\) il existe py € P et
n € R tels que

~y:10,1] — P
t = U (po)

avec 7(0) = 7(1). En effet, d’apreés la formule de la sous-section précédente, la dis-
tribution P“ est engendrée par le champs de vecteurs X}j” p- Ainsi, d’apres les formules et

, les courbes
0,1] - P xR

t
s (00 [ Ny (X Wi () ) et
[0,1] = PxR xR

s (B0 [ M0 (X501 00)) s 0)
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appartiennent respectivement a Trans{(U) et Trans3(U) ot @ = [ A. Donc Spectrey(U) C
Spectre; (U x S') = Spectre, (U x St).
O

Remarque 6.24. 1. Dans la preuve du théoréme précédent, nous montrons qu’une caracté-
ristique fermée vy d’un ouvert a bord lisse Y C (W,w = d\) d’aire symplectique fw)‘ se
releve en une caractéristique f7 A-translatée de U x S' au sens faible et au sens fort. De
méme nous avons vu au lemme 5] qu'un point fixe d’un symplectomorphisme & support
compact ¢ € Ham®(W,w = d\) dont 'action (voir la définition & la sous-section sui-
vante) vaut a € R se releve en 1 point a-translaté du relevement de contact de 1. Clest
de cette analogie que nous avons choisi la terminologie "caractéristique translatée". C’est
cette analogie encore qui nous a motivé a ne pas considérer uniquement les caractéristiques
translatées au sens faible mais également les caractéristiques translatées au sens fort. Une
autre motivation de ce fait sera donnée par le théoréme Le lecteur pourra remarquer
aussi la similarité entre la premiére affirmation du théoréme précédent et la formule
de la sous-section du chapitre

2. Le théoreme précédent permet également de s’assurer que des que le spectre symplectique
d'un ouvert U C (W,w = d\) est non vide, le spectre de contact de U x S au sens faible et
au sens fort est non vide. Nous verrons dans la derniere section de ce chapitre des conditions
suffisantes pour que le spectre d’un ouvert U C (W, w = d\) soit non vide.

6.2.3 Liens entre le spectre et les longueurs d’oscillation et discriminante

Rappelons que lorsque (W,w = d\) est une variété de Liouville et que U C W est un
ouvert étoilé il existe une bijection entre les chemins de contactomorphismes strictement positifs
de (P,Ker(a)) — ou P désigne le bord de U et « la restriction de A a P — et les ouverts
étoilés fibre-par-fibre de (W x S, Ker(dz — \)). Nous allons dans les prochaines lignes faire
un lien entre les longueurs discriminante et d’oscillation d’un chemin strictement positif de
contactomorphismes {¢'} de (P, Ker(a)) engendré par une fonction hamiltonienne autonome et
la plus petite valeur du spectre de son domaine associé Uy, ({¢'}) au sens faible et au sens fort.
Pour tout ouvert & bord lisse U C (W x S, Ker(dz — \)) et pour tout i € {1,2} nous notons
ce nombre 2;(U) :=inf {|T'| > 0 | T € Spectre;(U)}. Plus précisément, nous avons le théoréeme
suivant.

Théoréme 6.25. Soit {¢'} un chemin lisse de contactomorphismes strictement positifs de
(P, Ker(a)) commencgant a lidentité engendré par une fonction hamiltonienne autonome, nous
avons alors

ty Y _ 1 J

£Osc({¢ }) Ed({d) }) \‘9/[7, (Uoc ({¢t})) +1.

Démonstration. Dans le cas ou {¢'} est un chemin de contactomorphismes strictement positif
de (P,Ker(a)) engendré par une fonction hamiltonienne autonome, son domaine étoilé fibre-
par-fibre associé U, ({¢'}) est de la forme V x St € W x St avec V qui est un domaine étoilé
de (W,w = d)\). En effet, considérons la fonction hamiltonienne autonome h : P — Ry qui
engendre {¢'} et Up : W, — P x R lidentification entre W, et la symplectisation positive de
(P,Ker(a)). La fonction H : W — R associée & h est alors définie par

T eh(z) si p€ Wiet Up(p) = (z,0)
0 si p € Core(W) .

Par définition, nous avons

Us({o"}) = {H <1} xS .
%
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Notons alors H : W, — R la restriction de H a W, et notons vy le flot de symplectomorphismes
hamiltoniens de (W, dA\w,) engendré par H. Nous affirmons que

Spectrey (V) = {t € R\ {0} | Fix(yf;) # 0} (20)

ot Fix(¢%;) désigne 'ensemble des points fixes de 1, pour tout ¢ € R\ {0}. Montrons dans un
premier temps que Spectrey (V) C {¢t € R\ {0} | Fix(¢};)}. Pour ce faire, nous montrons que
I’aire symplectique d’une caractéristique fermée du bord de V, que nous notons @), correspond &
un multiple de la période d’une orbite du chemin de symplectomorphismes hamiltoniens ¥y de
(Wi, wyw, = dA\jw, ). En effet, soit v une caractéristique fermée de I'hypersurface H M =Qc
(W,w = dX). D’apres la formule de la sous-section[6.2.1] il existe n € R\ {0} et pp € Q@ C W,
tels qu'une paramétrisation de v soit donnée par

7:8'=R/Z - Q
t — ¥ (po) -

En notant Xg le gradient symplectique de H et X le champs de Liouville, i.e. tx,w = —dH et
txw = A, nous avons A\(Xpg) = w(X,Xpg) = dH(X). Comme H est homogene sous 'action du
flot de Liouville, c’est-a-dire que H o ¢§( = e/ H pour tout 6 € R, cela implique que dH (X) = H.
De plus, par définition du flot de symplectomorphisme hamiltonien ¢y engendré par H, le
champs de vecteurs associé a ¢y est Xp. En rassemblant ces deux remarques nous avons

(21)

3= Mgt X iGNt = [y ) (Xl o))t = [ H G (o))t
- [MHpoa

=1,

car pg € Q = H~'{1}. Comme ~ est une caractéristique fermée, il advient de la formule (21)) que
n est un multiple de la période de I'orbite de py sous I'action de g, en particulier ¢}, (po) = po.
Nous avons donc bien Spectrey (V) C {t € R\ {0} | Fix(¢)}. L’inclusion inverse se fait exacte-
ment de la méme facon, d’ou 'affirmation .

Il ne reste plus qu’a faire un lien entre les points fixes du flot de ¥ g et les points discriminants
du chemin de contactomorphismes {¢'}. En notant DP(¢) I'ensemble des points discriminants
d’un contactomorphisme ¢ € Conty(P,§), nous avons d’apres le lemme du chapitre EI

Losc({¢'}) = La({¢'}) = LloJ +1 ot to=inf {t >0 | DP({¢'}) #0} .
Par définition d’un point discriminant, nous avons
inf {+ >0 DP(¢") # 0} = inf {t > 0 | Fix(y") # 0}
ou Y désigne le relevé a la symplectisation de ¢'. Plus précisément
Pz, 0) = (qbt(:r),ﬁ — gt(x)) , pour tout (z,0) € P xR

avec g' désignant le facteur de conformalité de ¢! par rapport & . Or, d’aprés le 3éme point de
la remarque [0.2, en notant ®p : P x R — W, l’identification de la symplectisation positive de
(P, Ker(a)) & (Wi, wp, ), nous avons )" = ® 5L ®p pour tout ¢ € R. Nous en déduisons donc
que Fix(¢y") = Fix(¢Y;) et que

inf {¢ >0 | Fix(y!) # 0} = inf {t > 0 | Fix(yfy) #0} .
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Or comme la fonction H est autonome et homogene nous venons de montrer que
{t > 0 | Fix(¢l) # (D} ={t >0 |t e Spectre,({H = 1})} .
De plus d’apres le théoreme nous avons pour tout i € {1,2}
Spectre, ({H = 1}) = Spectre,({H = 1} x S')
et donc
A (Un({¢'})) = inf {t > 0 | + € Spectre;({H =1} x §")} =inf {t > 0 | DP(¢") # 0} = o ,

d’ou le résultat.
O

Ainsi pour résumer, les ingrédients nécessaires & la démonstration du théoréeme [6.25] sont :

1. L’ensemble des périodes auxquelles un chemin de contactomorphismes strictement positif
{¢'} C Conty(P,Ker(a)) engendré par une fonction hamiltonienne autonome a un point
discriminant correspond au spectre de contact de son domaine associé U, ({¢'}) C (W x
S, Ker(dz — )\)) au sens fort et faible.

2. Pour un chemin de contactomorphismes engendré par une fonction autonome, le lemme
[£12] permet d’exprimer sa longueur discriminante et d’oscillation grace & la plus petite
période d’un point discriminant.

Dans le cas ol le chemin de contactomorphismes {¢'} C Conto(P, Ker(a)) n’est plus engen-
dré par une fonction hamiltonienne autonome mais par une fonction hamiltonienne périodique
strictement positive h : S x P — Ry nous n’arrivons plus & exprimer sa longueur discrimi-
nante/d’oscillation grace a la plus petite période d’un point discriminant. En d’autres mots, nous
n’arrivons plus a avoir le 2éme point du résumé précédent. Par contre nous arrivons toujours
& avoir un résultat similaire au premier point du résumé précédent. En effet, dans ce cas nous
avons une inclusion des périodes auxquelles un chemin lisse de contactomorphismes a un point
discriminant et le spectre de contact de son domaine associé au sens fort (et non au sens faible!).

Formalisons ce que nous venons d’énoncer. Considérons {¢'} un chemin lisses de contacto-
morphismes de Conto(P, Ker(a))) commencant & l'identité engendré par une fonction hamilto-
nienne périodique et strictement positive. Remarquons que le fait que sa fonction hamiltonienne
soit périodique implique que ¢'T! = ¢!'p! pour tout ¢t € R. Nous appellons les périodes de points
discriminants de {¢'} ’ensemble suivant :

Per <{¢t}) = {T € R\ {0} | il existe t,s € R, tels que t —s=T et DP ((gbs)_lgbt) £ (2)} ,

ou DP(¢) dénote I’ensemble des points discriminants de contactomorphismes ¢ € Contg (P, Ker(a)).

Remarque 6.26. 1. Dans le cas ot le chemin {¢'} est engendré par une fonction hamiltonienne
autonome nous avons

Per ({¢'}) = {T € R\ {0} | DP (") #0} .

En effet, dans ce cas (p*) ¢! = ©!=* pour tout t,s € R. De plus, en notant Ty :=

inf {T" > 0| T € Per ({¢'})} nous avons ici L4({p'}) = {TLOJ + 1 (voir 4.12).

2. Remarquons également que pour tout chemin lisse de contactomorphismes {¢'}cr de
(P,Ker(a)) et pour tout élément ¢ € Conto(P, Ker(a)) nous avons

Per ({cp odlo gp’l}> = Per ({d)t}) .
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Revenons au cas ol {¢'} est un chemin lisse de contactomorphismes strictement positif
(P,Ker(a)) engendré par une fonction hamiltonienne périodique h : S x P — R~g. Nous disons
qu’une distribution D sur une variété A est complete s’il existe un champs de vecteurs complet
Y € x(A) tel que D = (Y). Nous avons alors le théoréeme suivant.

Théoréme 6.27. Si la distribution caractéristique sur le bord de Sp~' (Uy, ({¢'}) X R) est com-
pléte alors

Spectrey (Ua ({qﬁt})) C Per ({(bt}) .

Remarque 6.28. Dans le cas ol le chemin {¢'} est engendré par une fonction hamiltonienne
autonome, en utilisant les mémes arguments que dans la démonstration du théoréme nous
avons

Spectre; (Z/{a ({gpt}>) = Spectre, (Ua ({cpt})) = Per ({«pt}) .

Pour prouver le théoreme [6.27] nous aurons besoin de deux lemmes. Rappelons que pour
définir le spectre de contact au sens fort d'une hypersurface S C (W x S, Ker(dz — \)) nous
nous sommes intéressés a la distribution caractéristique de I’hypersurface

SpH (S xR) C (W xR) x R,Q =d (e’(dz - V))) ,

ot Sp: (WxR)xR — (W x S!) xR désigne I’application de revétement canonique. Ainsi, pour
faire le lien entre le spectre de contact au sens fort de U, ({¢'}) et les périodes de points discri-
minants d'un chemin lisse {¢'} vérifiant les hypothéses de la proposition précédente, nous allons
exprimer Sp~1 (8 (Un ({¢})) x R) comme le niveau 0 d’une fonction hamiltonienne construite a
partir de celle qui engendre {¢'}. Le premier lemme exprimera la distribution caractéristique de
I’hypersurface en fonction des gradients de contact/symplectique des fonctions hamiltoniennes
que nous construisons dans le prochain paragraphe. Le deuxiéme lemme consistera a donner une
paramétrisation des feuilles intégrales de cette distribution.

Soit h : S' x P — R+ la fonction hamiltonienne périodique qui engendre {¢'}. Considé-
rons H : S' x W, — Ry la fonction définie par H?(p) = e?h?*(x) pour tout (z,p) € R x W,
lorsque (®p)~1(p) = (z,0) € P x R. Associons & cette fonction H la fonction Hy : R x W, — R
correspondante, c’est-a-dire que pour tout (z,p) € R x W, nous définissons H (p) = H"?)(p)
ot 7 : R — S! = R/Z désigne P'application de revétement canonique. Pour des considérations
techniques nous aurons également besoin de la fonction A; : R x W, — Ry définie comme
hi(p) = Hf(p) — 1. Enfin, définissons la fonction hamiltonienne périodique ho sur la symplecti-
sation de (W, x R, Ker(dz — X)) correspondante & h; :

he : (We xR) x R = Ry
((p,2),0) — €’hi(p) .

Nous avons donc que le niveau 0 de la fonction hy correspond bien a 'hypersurface de ((W x
R) x R, Q) que nous voulons, c’est-a-dire que

hy ' {0} = Sp" (0 (U ({#'})) x R) .
Comme dans la démonstration du théoréme [6.23] nous allons

L. écrire X (t,.) € x(W.) pour désigner le gradient symplectique de H} sur (Wi, ww, ),
c’est-a-dire LXe (1,)W = —dH! pour tout t € S*;
1

2. écrire Xp, € x(W x R) pour le gradient de contact de hy respectivement a la forme de
contact dz — A, c’est-a-dire

(dz = X)(Xp,) =
—ix,,dA = dhy (§) (dz = \) = di
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3. écrire X ,?2 € x((Wi xR) xR) pour le gradient symplectique de hg, c’est-a-dire que ¢ X5, =
—dhs.

Lemme 6.29. En adoptant les notations de la discussion précédente mous avons pour tout
((p,2),0) € Sp™" (9 (Ua ({#'})) X R) :
Q
Sp7 (0 (Ua (1611)) X R) " ((p,2),0)

(M) - (g #0) X 0) + o () o))

ou X désigne le champs de vecteurs de Liouville défini par la relation txd\ = .

Démonstration. La distribution caractéristique sur Phypersurface Sp=! (9 (Us ({#'})) x R) est
engendrée par le champs de vecteurs X ,?2 restreint a cette hypersurface d’apres le lemme
Remarquons que hy est la fonction hamiltonienne homogene définie sur la symplectisation de
(Wi x R,Ker(dz — X)) correspondant a la fonction hamiltonienne h; : W, x R — R et que
le champs de Reeb sur la variété de contact (W, x R,Ker(dz — X)) est %. Ainsi, pour tout
((p,2),0) € (W, x R) x R nous avons, d’apres la formule du chapitre [0}

X ((p, 2),0) = (Xhl(p, 2), — <;z : h1> (Z,p)) .

Montrons alors que pour tout (p,z) € W, x R

0

Xy (0.) = X3, (o) + (5 ) P X ) — 5 (22)

Nous avons bien d’une part que

(0= =Ny (X5 0 + (55 1) (o)X 0) = 22 ) = MK o) — 1

= Hi(p) —1=hilp),
ou la premiere égalité provient du fait que A(X) = d\(X, X), et d’autre part que

— (@), (X3, G0 + (5 1) o) XG) - o)

(V) (X3, (209) — (55 1) (D)@, (X ()

0
=—d,H{ — (82' . Hl) (z,0)Ap

0 0
=—dp Hi + <8z . H1> (z,p)dz — (3z . H) (z,0)\p

0
= (az . H1> (dZ — )\) — d(p7z)H1

0
= <8Z . hl) (dz — )\) — d(p,z)hl .
Nous avons donc bien lidentité (22)), et donc pour tout ((p, z),60) € (Wy x R) x R

(hy {ON((p, 2),0) = (Xn, ((p. 2),6))
(=X, ((p, 2),0))

(ot (2 ) )

ce qui prouve la formule du lemme.

119



En conservant les mémes notations que dans le lemme précédent nous avons alors le lemme
suivant.

Lemme 6.30. Soit ST une caractéristique de hy {0} passant par le point ((po, 20),600) une
paramétrisation de ST est alors donnée par

ST :R — hy'{0}

s (zpﬁ{l’zo

~ (g5 ) -a3f, () +1)
Px

(%)) ;20 +t,In (gzrlz() (p{)) — gffl (p6) + 1) + 90)

ot py = (V77 ) " H(po) et ot pour tout t € R
1. @Y est le difféomorphisme de W, qui désigne le flot du champs de Liouville au temps t

2. 1/1}11 € Ham(Wi,wyw,) désigne le temps t du flot de symplectomorphismes hamiltoniens
engendré par la fonction Hy : R x W, — R,

3. pour tout p € W,
tr70

Démonstration. Pour alléger les notations pour tout ¢ € R nous allons adopter les notations
suivantes :

—In( g3 70 ()~ 932 (p))+1
L p(t) =g (cbx ( ' ' ) )

2. z(t) =20+t

3.0(t) = (g, () — 939, (W) + 1) + .

Nous avons bien (p(0), z(0),0(0)) = (po, 20, 60), ainsi pour montrer que t — (p(t), z(t),0(t)) est
une paramétrisation de la feuille intégrale passant par (po, 2o, 0o) il reste & vérifier que pour tout
teR

W0, 2(0.60) € (h'10})" (ple), =), 6)) = (XL (p(t), 2(1)). 6(1) ) -
Nous allons montrer pour cela que pour tout ¢t € R
(@'(1),2'(1)),0'(1))
== XT (o(t), (1), 0(1) 23)
= (X5, 000~ (51 1) CGOPOXGO) + 5 (5 1) (000
ou la derniére égalité vient de la formule vue dans la démonstration précédente. Rappelons

que comme pour tout ¢ € R et pout tout § € R nous avons H}o¢% = e’ HY, i.e H} est homogene,
cela implique que :

L Yy, % = ¢§(¢§{1, i.e Y}, est équivariant,
2. dyfy (X) = X ol
9 6 _ 0(0
3. (5; - H1)(t, 0% (p)) = e (32 'H1) (t,p) pour tout p € W,.
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Ainsi pour tout ¢ € R nous avons :

(@ : Hl) (t + 20,9 (pf ))

o= 9570 (06) — 938, () + 1
:exp(—ln(gggz‘)( 0) — g3 (p 6)+1>) (i-m) <t+z i (pf ))
) < % ) (ZOH ¢;n(g;+1zo<pa>—g?1<pa>+1) ) wgzo(pg)))
_ ({i H) (zo+t Yo ¢;n(gzl ot 00) (pE)))
= (g 1m) G0

t+z z
93093t () +1)

~1In
En posant ¢(t) = ¢ ( (p() pour tout t € R nous avons

(1), 2'(1) = X, (t + 20, p(8)) + dyg(y ¥y, (=0'(£) X (a(1))) + %

= X¢, (2(0),p(8) — 0'()X (7 (a(1))) *%

= Xip, (2(t),p(t)) — (862 -H1> (2(t), p(£)) X (p(t)) + % '

Ainsi (p/(t),2'(t),0'(t)) vérifie bien pour tout ¢ € R. Donc t — (p(t), 2(t),6(t)) est bien une
paramétrisation de la caractéristique passant par (po, 20, 6p). Enfin le fait que (p(t), z(t),0(t))
est bien définie pour tout ¢t € R provient du fait que nous avons supposé que la distribution est

complete.
O

Nous pouvons désormais démontrer le théoréme

Démonstration. Soit T € Spectrey(Us({¢'})). Cela implique qu’il existe Sy € Transe(Uy, ({¢'}))
une caractéristique T-translatée au sens fort dont une paramétrisation est donnée par Sy :
[0,1] — h5 '{0} définie pour tout t € [0, 1] par

Sy(t)
THZ (gfffzo (PO)—951, (p6)+1) , Tiis
Al O (p6) | 20 + Tt, —In (g5 (pf) — g3¥, () + 1) + o

=:(p(t), 2(2), 0(1))-

ou (pj, 20, 00) € Wi xRxR. Or comme c’est une caractéristique translatée au sens fort la fonction
6 :]0,1] — R est un lacet, c’est-a-dire que 6(0) = (1) = y. De ce fait, p(1) = @DETZU (py)- En
utilisant de nouveau le fait que c’est une caractéristique translatée, nous avons p(T") = p(0) et
donc que 1/)T+Z°( 0) = g, (Pp). Ainsi, py € Wi est un point fixe de (wg’l)_lwzjzo. En identifiant
W, & la symplectisation de (P,Ker(a)) et en voyant pj, comme (x(,6) € P x R, par définition
d’un point discriminant, nous avons que x( est un point discriminant de (¢*0)~1pT 2. Donc
T € Per ({¢'}). O

Il serait intéressant d’utiliser le théoréme pour étudier la longueur discriminante d’un
chemin de contactomorphismes strictement positif. Il n’est par exemple pas difficile de montrer
que si T € Spectrey (Uy ({¢'})) avec {¢'} un chemin lisse de contactomorphismes strictement
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positif engendré par une fonction hamiltonienne périodique h : S* x P — Rsg et que 0 < T < 1
alors la longueur discriminante du chemin £4 ({$*'}) est au moins égale a deux. En effet, comme
0<T <1,ilexiste s <t€Rtel quet—s=T < 1et DP((¢*)"1¢") # 0. Nous avons alors
deux cas qui se présentent a nous :

1. Soit il existe n € N tel que s,t € [n,n + 1]. Comme {¢'} est engendré par une fonction ha-
miltonienne périodique, ¢*T" = ¢*(¢*)" pour tout z € R. Cela implique que (¢'~") " tp*—"
est conjugué a (¢')~'¢°. Plus précisément :

(") @) T T = (¢) e

Nous en déduisons que DP((¢!=")"1¢*~™) # () et comme s—n < t—n € [0, 1] cela implique
que Lq ({¢'}) > 2 et donc en particulier que L4 ({¢?t}) > 2.

2. Sinon il existe n € Ntel quen —1 < s < n <t < n+ 1. En utilisant la périodicité
comme dans le point précédent nous pouvons supposer que 0 < s < 1 <t < 2 et donc que

La({#*'}) > 2.
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6.3 Spectre de contact, une interprétation géométrique des capacités ?

Dans cette derniére section nous motiverons quelques questions ouvertes sur le spectre de
contact par analogie a ce qui se passe en géométrie symplectique. Dans un premier temps nous
ferons une liste (non exhaustive) des résultats déja existants dans la littérature concernant le
spectre dans le cas symplectique, puis nous nous demanderons si nous pouvons espérer le méme
genre de résultats dans le cas de contact.

6.3.1 Sélecteurs d’action, capacités et spectre dans le cas symplectique

Considérons (W, w = d\) une variété de Liouville. Tout comme nous avions défini le spectre
d’un contactomorphisme de (W x S* Ker(dz — \)) il existe un ensemble de nombres que nous
pouvons associer a un symplectomorphisme hamiltonien & support compact de (W,w = d\).
Nous appellons encore cet ensemble le spectre du symplectomorphisme hamiltonien et il corres-
pond & lensemble des actions de ses points fixes. Plus précisément, soit ¢ € Ham®(W,w = d\)
et soit H : [0,1] x W — R une fonction hamiltonienne & support compact qui engendre ¢,
c’est-a-dire que qb}q = ¢ on ¢!, désigne le flot du gradient symplectique de H pour tout ¢ € [0, 1].
Nous définissons alors le spectre de ¢ comme ’ensemble suivant :

Spectre(¢) := {Ag (¢ (z)) | x € Fix(¢) },

olt ¢ (x) désigne le lacet t — ¢4, (x) et Ay la fonctionnelle d’action
A 1 C®(ST, W) —

R
’yr—>/y)\+/01 H ((t))dt .

Le lecteur pourra trouver dans le livre de H. Hofer et E. Zendher [30] une démonstration du
fait que le spectre ne dépende pas de la fonction hamiltonienne H qui engendre ¢. Contrairement
au cas de contact, dans le cas symplectique le spectre est invariant par symplectomorphisme,
c’est-a-dire que Spectre(¢ 1) = Spectre(¢) pour tout 1 € Symp(W,w) et ¢ € Ham®(W,w).
Dans le cas ot (W,w = d)\) = (R, wy =d | — i yidx; de maniere analogue a ce que

i=1
nous avions fait au chapitre [2 C. Viterbo [54] assécie a un symplectomorphisme hamiltonien
a support compact de (R?" wg) une lagrangienne du cotangent de (T%S2",d\g2n) isotope &
la section nulle par une isotopie lagrangienne. Dans ce méme article [54], C. Viterbo montre
que ensemble des valeurs critiques d’une fonction génératrice (normalisée) associée a cette
lagrangienne est égale au spectre du symplectomorphisme hamiltonien de départ. En utilisant
une technique de minimax via I’homologie de Morse, de maniére analogue a ce que nous avons
vu au Chapitre C. Viterbo construit un sélecteur d’action (voir la déﬁnitionmplus bas) que
nous notons oy, en particulier c’est une fonction qui a un symplectomorphisme hamiltonien a
support compact lui associe une valeur de son spectre.

Remarque 6.31. Le sélecteur de translation ¢ construit par S. Sandon [42] que nous avons étudié
au chapitre [2| est une généralisation du sélecteur d’action oy au sens suivant : pour tout ¢ €
Ham®(R?*", wg;)

n
oil ¢ désigne le relevé de contact de ¢ a Cont§(R?>"+! Ker(dz — Zl yidx;)).
1=

Définition 6.32. Nous disons qu’une application o : C°([0,1] x W ,R) — R est un sélecteur
d’action si :

1. o(H) € Spectre(¢};) pour tout H € C2°([0,1] x W, R)

2. ¢ est continue pour la topologie C° sur C2°([0,1] x W, R)
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3. si H € C2°(W,R>() est une fonction hamiltonienne indépendante du temps et positive telle
qu’il existe un ouvert non vide U C W sur lequel H est constante et égale a son maximum,
i.e. Hyy = max H > 0, et les seules valeurs critiques de H étant 0 et max H alors o(H) > 0.

Remarque 6.33. Le sélecteur d’action de C. Viterbo est un cas particulier de la définition pré-
cédente. C’est un sélecteur d’action o qui en plus des propriétés précédentes vérifie la propriété
que si Hy et Hy sont deux fonctions hamiltoniennes & support compact de (R?" wg) telles
que ¢y = ¢y, alors o(Hy) = o(Hz). Dot le fait qu’il soit défini comme une fonction sur
Ham®(R?", wg).

La construction de sélecteur d’action a été généralisée par U. Frauenfelder et F. Schlenk
[23] dans le cas d’une variété de Liouville générale (W, w = d\). Dans ce cas, la construction
du sélecteur d’action provient d’une méthode de minimax via ’homologie de Floer associée a
la fonctionnelle d’action - en effet, les points critiques de la fonctionnelle d’action Ag, pour
une fonction hamiltonienne H a support compact, sont en bijection avec les points fixes de
(b}_l € Ham®(W,w), et I’ensemble des valeurs critiques de Ap, par définition, correspond au
spectre de gb}q. Nous notons ce sélecteur d’action opg. Nous verrons dans cette sous-section que
I'existence d’un sélecteur d’action permet d’assurer l’existence de caractéristiques fermées sur
certaines hypersurfaces P C (W, w) - voir la conjecture de A. Weinstein [30] - et de construire
une capacité symplectique. Enfin nous verrons certains liens que cette capacité symplectique
entretient avec le spectre symplectique d’ouverts - nous parlons cette fois-ci du spectre d’un
domaine, c’est-a-dire de laire des caractéristiques fermées de son bord.

Remarque 6.34. De méme que pour le sélecteur d’action de C. Viterbo, U. Frauenfelder et F.
Schlenk [23] démontrent que opg descend en une fonction sur Ham®(W,w = d\) dans le cas ou
(W,w = d\) est une variété de Liouville (voir remarque précédente). C’est un argument essentiel
utilisé dans la preuve de A. Abbondandolo, C. Haug et F. Schlenk [I] pour démontrer la non
bornitude de la métrique de Hofer sur Ham“(W,w = d\) dans ce cas.

Discutons de premieres propriétés d’un sélecteur d’action. La propriété 3 de la définition [6.32
assure que l'application n’est pas 'application triviale égale a 0. En effet W désignant ici une
variété non compacte cela implique que 0 appartient toujours au spectre de tout symplectomor-
phisme hamiltonien & support compact. Des propriétés 1 et 2 couplées au fait que le spectre est
stable par conjugaison par symplectomorphisme et qu’il est nulle part dense V. Humiliere, F.
Le Roux et S. Seyfaddini [31] démontrent la proposition suivante.

Proposition 6.35. Soit o : C°([0,1] x W,R) — R) un sélecteur d’action. Alors pour tout
H,K € C>([0,1] x W,R) nous avons :
1. o(H) = o(H o) pour tout ¢ € Symp(W,w).
2.
1 1
/ min (H' = K') dt < o(H) - o(K) < / max (H' — K') dt .
0 0

3. Si ¢} déplace le support de H, c’est-a-dire que ¢L-(Supp(H)) N Supp(H) =0, alors
1
o(H) < / max K’ — min K'dt.
0

D’un sélecteur d’action nous pouvons déduire une capacité symplectique en définissant pour
tout domaine U compact dans W 'application ¢, de la fagon suivante

¢o(U) :=supq o(H) | U {z | Hi(z) #0} C U
te[0,1]

Il est en effet immédiat de constater que s’il existe ¢ € Symp(W,w) tel que (U;) C U, pour
deux domaines Uj,Us C W alors ¢(U;) < ¢(Uz). Cela provient de la premiere propriété de la
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proposition m De plus, dans le cas ou la variété symplectique est (R?", wg) pour tout r > 0
et pour tout £ > 0 suffisamment petit, il est possible de construire explicitement une fonction
hamiltonienne autonome H, : R?" — R>o a support dans B2"(r), la boule de centre 0 et de
rayon 7, telle que :

2

1. Hgzn(ry = mr® — & = max H pour un certain 0 < <,

2. les seules valeurs critiques de H sont 0 et max H
3. Spectre(¢};) = {0, 7% — ¢}.

Pour une telle construction le lecteur peur se référer par exemple au livre [30]. Ainsi, de la
propriété 3 de la définition du sélecteur d’action et en faisant tendre £ vers 0 nous en déduisons
que ¢y (B?"(r)) > mr?. De méme, pour tout R > 0 il n’est pas difficile de construire explicite-
ment pour tout compact K C R?*"~2 un symplectomorphisme hamiltonien 1) € Ham®(R?", w;)
engendré par une fonction hamiltonienne H tel que fol max H' — min H'dt < mR? + ¢ et tel
que 1) déplace B%(R) x K (avec pour coordonnées (1, ¥y1,T2,¥2,...,Tn,Yn)). VOir par exemple

le chapitre 12 du livre de D. McDuff, et D. Salamon [37]. Ainsi, en faisant tendre & vers 0, on
déduit de la propriété 3 de la proposition que ¢, (B?(R) x R~ 1) < rR2.

Une propriété également tres intéressante de l'existence d’un sélecteur d’action est qu'’il
permet d’assurer l'existence de caractéristiques fermées sur "beaucoup” d’hypersurfaces P C
(W,w = dX). Considérons P C W une hypersurface. Il existe un voisinage tubulaire de P que
nous notons V(P) qui soit difféomorphe a Px] — 1,1[. Notons ¥ : Px] — 1,1[— V(P) un tel
difféomorphisme tel que ¥(x,0) = = pour tout = € P. Nous notons alors P, I'image de ¥(P,¢)
pour tout ¢ €] — 1, 1[. Nous appellons la famille (P:).¢)—1,1| un épaississement de P. Le théoréme
suivant ainsi que la démonstration que nous en donnons proviennent de [22].

Théoréme 6.36 ([22]). SoitUd C W un ouvert déplagable, c’est-a-dire qu’il existe 1p € Ham®(W,w)
tel que Y(U) NU = 0. Supposons de plus que P := U le bord de U soit une hypersurface lisse
et orientable. Pour tout (P:)cej—1,1| épaississement de P et pour tout 0 < § < 1 il existe alors
e €]—9, 9] tel que Uhypersurface P. admette une caractéristique fermée. Plus précisément il existe
un lacet lisse v : St — P- tel que §(t) € P¥(y(t)) pour tout t € S = R/Z.

Démonstration. Pour tout 7 €]0, 1] posons U, = U |J }U [\IJ(P, t) |. Ayant supposé U dépla-
te|—r,7

cable nous avons c,(U) < +00. Soient alors 6 €]0,1] et 0 < 7 < ¢ deux réels et considérons une
fonction lisse f7 : R — R vérifiant les hypotheses suivantes :

L fis /s = coU) +0

2 Jfey-r/2ir2 =0

3. f7(t) # 0 pour tout t €] — 7/2, —7/4[U]7/4,7/2|.
On définit alors la fonction lisse et autonome H” : W — Rxq par H"(z) = f7(t) si z € P; et
H7(z) = 0 sinon. Ainsi nous avons d’apres la propriété 3 de la définition d’un sélecteur

d’action que
0<o(HT) <co(Ur),

et donc qu'il existe z € W tel que ¢};-(z) = z et Agr(¢n-(x)) = o(H"). Pour 7 suffisamment
petit on peut s’assurer que cette orbite périodique n’est pas triviale. En effet, posons C :=
¢o(U) 4+ 0, pour 0 < 79 < ¢ suffisamment petit nous avons ¢, (U;) < C pour tout 0 < 7 < 79. En
supposant alors par I’absurde que ¢p-(x) est une orbite constante cela implique que d, H™ = 0
et donc que
1. soit H™(¢%.(x)) = 0 pour tout ¢, et donc que Ag-(¢pp-(z)) =0 =0c(HT) > 0, ce qui est
absurde;
2. soit H™ (¢l (z)) = C et donc que Ay (¢pp-(x)) = C = o(HT) < C ce qui est également
absurde.
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N’étant pas une orbite constante, il existe donc e €] —7/2, 7/2[C]—0, §[ tel que I'orbite périodique
¢m(x) soit donnée par un = € P.. Ainsi, le lacet v : S — S. dont le théoréme assure I’existence
n’est rien d’autre que ¢p-(x). O

En particulier dans la preuve précédente nous avons montré que
Ay (P:) < e (U)
ou Ay (S:) désigne la plus petite aire d’une caractéristique fermée de S., plus précisément :
Ay (Pz) :=1inf { |a| | a € Spectrey(F:)} .

Ainsi, dans le cas ou U est un ouvert étoilé de (W,w = d\) dont nous notons P le bord, en
définissant la famille d’hypersurfaces P. := ¢5(P) pour ¢ €] — 1,1[ avec X qui désigne le
champs de Liouville associé a A\, nous déduisons que Spectrey (P) # () et

22[)\<P) < CU(U) . (24)

En effet, d’apres la preuve précédente, il existe € tel que Spectrey (P:) # (. Soit vy une caracté-
ristique fermée de P, il est facile de voir alors que ¢° oy est une caractéristique fermée de S.

De plus comme
/ A = exp(—e¢) / A
¢y oy v

nous déduisons 'inégalité (24) en faisant tendre e vers 0.

Dans le cas ou (W,w = d\) = (R2”,wst = d)\o), avec \g qui désigne une primitive de wy

n
(prendre par exemple )\ := % > (xidy; — yidx;) pour se fixer les idées) le lien entre la capacité

1=
de Viterbo d’un ouvert étoilé et son spectre est encore plus harmonieux.

Proposition 6.37 ([29]). Si U C est un ouvert étoilé de (R*",wg = d)\o), alors c,, (U) €
Spectrey, (U).

Remarque 6.38. 1. Un sélecteur d’action est dit monotone si pour tous H et K € C°([0, 1] x
W,R) telles que H < K alors o(H) < o(K). Cette proposition a été démontrée pour
beaucoup de sélecteurs sur C2°([0, 1] x R?",R) qui sont monotones [29].

2. Comme H'(R?",R) = 0 si A\g et A\; sont deux primitives de wg; alors il existe une fonction f
telle que A\g = A1 +df et donc pour tout ouvert ¢ a bord lisse Spectrey (i) = Spectre, (U).

L’idée pour démontrer la proposition précédente est de voir U comme le sous niveau d’une
fonction homogene H : R?" — R>g, c’est-a-dire que Y = {H < 1} et H o qﬁg( = e H pour tout
0 € R ou X est le champs de Liouville associé a A\g. Considérons alors une suite de fonctions
lisses (p; @ [0, +00[— [0,+00[)ien & support dans [0, 1] et telle que pour toute fonction K €
C2°([0,1] x R?" R) a support dans U il existe un certain rang i a partir duquel p; o H > K pour
tout ¢ > ip. On déduit alors par la monotonie du sélecteur d’action que ¢, (U) = ZA_l)iinooa(pi oH).

Il existe donc une suite de points (x;);eny de R?" telle que z; soit un point fixe de ¢}uo y pour
tout ¢ € N et telle que
o(pioH) = Apon (¢pion (1)) -

En remarquant alors que pour tout ¢ € R et pour tout € R?" nous avons (;StpioH(x) =

g;(H(x))(x), nous en déduisons que ¢p,om(x;) est une caractéristique fermée de '’hypersur-
face {H = H(x;)} si et seulement si ¢r,1(y;) est une caractéristique fermée de {H = 1} ou
T, = pi(H(x;)) et y; = )_(ln(H(xi))(xi) pour tout ¢ € N. Ainsi
olpioH)=H@) [ At p(H@).

b1, 1 (Yi)
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En choisissant p; avec attention on peut montrer que

olpioH)=H@) [ At pilH() o X,

1,1 (Yi) i—=+00 Jor, b (y«)

ouT, € Ret y, € {H = 1}. Pour voir une preuve détaillée de cette proposition le lecteur pourra
consulter larticle de D. Hermann [29], ou les notes de J.-C. Sikorav [47].

Enfin, H. Hofer et E. Zendher [30] ont construit une capacité symplectique sur (R?", wg;)
dont la définition est plus élémentaire que celle de C. Viterbo (qui utilise ’homologie de Morse
pour étudier les fonctions génératrices) ou que celle de U. Frauenfelder et F. Schlenk (qui utilise
I’homologie de Floer pour étudier la fonctionnelle d’action). Pour tout ouvert & C R?" ils
définissent ’ensemble des fonctions admissibles sur cet ouvert, qu’ils notent H, (U, ws), comme
étant ’ensemble des fonctions H : U — R telles que :

1. il existe un compact K C U tel qu’en dehors de ce compact H soit constante et égale a son
maximum ;

2. il existe un ouvert B C U sur lequel H s’annule;

3. les orbites périodiques du flot de symplectomorphismes hamiltoniens ¢ sont soit constantes,
soit de périodes plus grandes que 1.

Ils définissent alors la capacité de & comme étant
caz(U) :=sup{max H | H € H,(U,ws)} .

Une démonstration similaire que celle du théoreme leur permet alors de conclure que :
lorsque U est un ouvert dont le bord est lisse et orientable et tel que cpz(U) < +o0, il existe
des caractéristiques fermées sur des hypersurfaces aussi proches que I’'on veut de OlU.

Bien que la définition de cette capacité soit élémentaire, il n’est pas facile pour un ouvert U
de montrer que cpz(U) < +oo. En effet, pour montrer cela il est & nouveau question de montrer
Pexistence de points fixes de symplectomorphismes hamiltoniens. Dans le méme livre [30], ils
montrent en fait que si K : [0,1] x R?*® — R est une fonction hamiltonienne & support compact
tel que ¢, déplace un ouvert U alors

1
crz(U) S/ max K! — min K'dt .
0

6.3.2 Questions ouvertes dans le cas de contact
Nous avons vu au chapitre [2f comment S. Sandon construit dans [42] un sélecteur de trans-
lation ¢ : Cont§(R?*" x S', &) — R, c’est-a-dire une application telle que
1. ¢(¢) € Spectre(¢) pour tout ¢ € Cont§(R?™ x St £y)
2. si {¢'} est un chemin lisse alors ¢ — ¢(¢') est continue

3. si ¢ € Cont§(R*™ x S1. &) est engendré par une fonction hamiltonienne & support compact
h:[0,1] x R?™ x S1 — Rs( positive et non partout nulle alors ¢(¢) > 0.

De plus, S. Sandon utilise ce sélecteur de translation pour en déduire une capacité de contact
en posant pour tout U C R?™ x !

c(U) :=sup{c(¢) | ¢ € Conti(U, &)} -

Remarque 6.39. 1. C’est en prenant la partie entiere de I'application précédente qu’elle de-
vient invariante par contactomorphisme et donc une capacité de contact a proprement
parler. Pour plus de détails voir la derniére section du chapitre 2]
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2. D’aprés nos conventions de signes la variété de contact (R?" x S, &) est la contactisation
n
de la variété symplectique exacte (R2", —wg =d Y. yidmi).
i=1
D’apres la remarque nous avons I'égalité c(p) = oy (¢) lorsque ¢ € Cont§(R?™ x S, &q)
désigne le relevé de contact de ¢ € Ham(R?",wy) ce qui permet & S. Sandon [42] de déduire

que pour tout ouvert Y C R?"
cU x SY) = ¢, (U) .

De plus nous avons montré dans la partie que le spectre de contact au sens fort et au sens
faible des domaines U C R?" x S de la forme U x S! correspond au spectre symplectique de U,
lorsque I désigne un ouvert de R?" :

Spectre; (U x S') = Spectre, (U x S') = Spectre, (U), pour tout A tel que dA\ = wy; .

Nous en déduisons donc des résultats et la formule la proposition suivante.

Proposition 6.40. Soit U un ouvert déplacable de R?*™ tel que son bord P := OU soit lisse et
orientable. Pour tout (P:).c)—1,1 épaississement de P et pour tout 0 < 0 < 1 il existe € €] — 0, 0|
tel que Uhypersurface P- x ST C (R?™ x S &) admette une caractéristique translatée au sens
fort et au sens faible. De plus

Ay (P x S = Ay(P. x S < U x SY) .

Dans le cas ot U est un ouvert étoilé de (R?™,dN), ou \ désigne une primitive de wg, l’ensemble
des caractéristiques translatées du bord de U x S au sens faible et au sens fort est non vide et

c(U x S) € Spectre, (U x S') = Spectrey(U x S*) .

Questions : Peut-on espérer ce résultat pour des hypersurfaces plus générales ? Plus préci-
sément :

1. Si S C R*™ x S! est une hypersurface, est-ce que pour tout épaississement (SE)EE]—l,l[ et
pour tout § > 0 il existe ¢ €] — §, [ tel que S. admette une caractéristique translatée au
sens faible ? au sens fort ?

2. Est-ce que le spectre de contact d'un domaine U C R?" x S étoilé fibre-par-fibre au sens
faible (resp. au sens fort) est toujours non vide ? Dans ce cas, est-ce que ¢(U) € Spectre; (U)
(resp. ¢(U) € Spectrey(U)) ?

3. Existerait-il une notion, analogue au cas symplectique, de fonctions hamiltoniennes admis-
sibles pour des ouverts de U C R?" x S', telle qu’en notant ’ensemble de telles fonctions
Heont,a(U, &st) Vapplication

Ccont,HZ(U) ‘= sup {maXH | He Hcont,a(Ua fst)}

soit une capacité qui permette de détecter des caractéristiques translatées ?

Ces questions se généralisent a toute contactisation de variété de Liouville (W,w = d\).
En effet, les notions de points translatés et de spectre se généralisent directement pour des
contactomorphismes & support compact de (W x S, Ker(dz — \)). Pour ce faire, désignons par
Cont&(W x R, Ker(dz — A))* P’ I'ensemble des contactomorphismes ¢ de (W x R, Ker(dz — \))
qui vérifient les propriétés suivantes :

1. ¢ est 1-périodique dans la direction z, c’est-a-dire que ¢ o qﬁ’“@ = ¢’fi o ¢ pour tout k € Z
oz o0z
2. il existe un chemin lisse de contactomorphismes {¢'} de (W x R,Ker(dz — \)) tel que
¢° =1Id et ¢! = ¢ et tel que @' est 1-périodique dans la direction z et la projection du
support de ¢! sur W est incluse dans un compact pour tout ¢ € [0, 1].
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Exactement comme & la section [2.3] du chapitre [2] nous avons une bijection canonique
Cont§(W x R, Ker(dz — X)) 7P 22 Cont§(W x ST, Ker(dz — \)) .

Définition 6.41. 1. Soit ¢ € Conto(W x R,Ker(dz — \)) et notons g son facteur de confor-
malité par rapport & dz — \. Nous disons que (p, z) € W x S! est un point ¢-translaté pour
¢ avec t € R si

¢(p,z) = (p,z+1) et g(p,2)=0.
2. Soient ¢ un élément de Cont§(W x S*, Ker(dz—\)) et ¢ € Cont§(W x R, Ker(dz — \))*~P¢"
son représentant 1-périodique. Nous disons que (p,z) € W x S! est un point t-translaté
pour ¢, ou t € R, si tout point de W x R qui se projette sur (p, z) est un point ¢-translaté

pour ¢.

Nous définissons alors le spectre d’un élément ¢ de Cont§(W x S' Ker(dz — \)) comme
I’ensemble de réels suivant :

Spectre(¢) := {t €R | il existe (p,z) € W x S un point ¢-translaté pour qﬁ} .

De plus, il s’avere que le spectre d’un contactomorphisme correspond a l’ensemble des valeurs
critiques d’une fonctionnelle : la fonctionnelle de Rabinowitz-Floer. Plus précisément, soient
un contactomorphisme ¢ € Cont§(W x S! Ker(dz — \)) et une fonction hamiltonienne h :
[0,1] x W xR — R qui engendre le correspondant 1-périodique de ¢ que nous notons ¢ €
Cont, ™" (W xR, Ker(dz—\)). Notons H : [0, 1] x W xRXR — R son relevé a la symplectisation,
c’est-a-dire que H((p, 2),0) = e’ht(x) pour tout (t,p,z,60) € [0,1] x W x R x R et 15 son flot
de symplectomorphismes hamiltoniens associé. La fonctionnelle de Rabinowitz-Floer est définie
sur C®(S1, (W x R) x R) et & tout élément (y,n) de cet ensemble associe le nombre réel

REut) = [z =0 - ["aew) o [ (7((s5) " 600) - 1)

ot R: W xRxR — R est la fonction définie par R(p, z,0) = €’ (le relevé de la fonction consante
égale a 1 sur W x S! qui engendre le flot de Reeb ¢ o ). Nous avons alors
o0z

Spectre(¢) = Valeurs Critiques(RF ) .

Dans le cas ou la variété symplectique exacte est une variété de Liouville P. Albers et W. Merry
[2] utilisent alors des techniques d’homologie de Floer et de minimax pour construire un sélecteur

de translation crF sur (/3(_);1?8(1/1/ x St Ker(dz — \)), c’est-a-dire que :
1. crr([{¢'}]) € Spectre(¢!) pour tout [{¢!}] € Cont&(W x ST, Ker(dz — \))
2. crF est continue pour la topologie C? sur (/3(_);1?6(1/1/ x S1, Ker(dz — \))

3. si h et k sont deux fonctions & support compact dépendante du temps sur W x S* tel que
h <k alors crr([{#x}]) < err({on}])-

Remarque 6.42. A cause d’une convention de signes opposée a la notre, P. Albers et W. Merry
montrent en fait que cgr est non pas croissante mais décroissante.

De maniere analogue au lien qu’il y a entre la capacité de C. Viterbo et celle de S. Sandon
(voir la remarque , ils montrent que si {¢'} est un chemin lisse de symplectomorphismes
hamiltoniens de (W,w = d\) partant de I'identité et que {(p'} désigne son relevé de contact a
(W x S Ker(dz — \)) alors

ors(9") = crr([{¥'}]) -

En définissant alors la capacité d’un ouvert U C W x S! comme étant
err(U) i=sup {erz([{9'})) | [{¢'}] € Cont(U, Ker(dz — \) |
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ils en déduisent donc que
crF(U x SY) = ¢, ,5(U), pour tout ouvert U C W .

Ainsi, la premiére affirmation de la proposition [6.40| reste vraie dans le cadre plus général ou les
ouverts U sont inclus dans une variété de Liouville (W, w = d\). Nous pouvons alors nous poser
exactement les mémes questions qui ont suivi I’énoncé de cette proposition [6.40] dans le cadre
plus général de variétés de contact de la forme (W x S, Ker(dz—\)) ot (W, w = d)) désigne une
variété de Liouville. Remarquons alors que si Y C (W,w = d\) est un ouvert étoilé dont nous
notons (P,Ker()p)) le bord de contact et que {¢'} est un chemin lisse de contactomorphismes
strictement positif de Conto(P, Ker(\|p)) engendré par une fonction hamiltonienne autonome
h: P — R+, nous déduisons du théoreme la proposition suivante

Proposition 6.43.

t ¢ !
La({8}) = Lowe ({81}) < {C(%(W}))

ou C désigne la capacité crr construite par P. Albers, W. Merry ou la capacité ¢ construite par
S. Sandon lorsque (W,w = d)\) = (R?*" wg).

J+

Faisons une derniére remarque qui mériterait d’étre mieux formalisée. Dans le cas symplec-
tique si la variété de Liouville (W,w = d\) est le cotangent de R™, c’est-a-dire que (W,w) =

n
(T*R™, d(— Zl yidz;)), la question géométrique "Pour quelles hypersurfaces P C T*R"™ peut-on
=

s'assurer de l'existence de caractéristiques fermées sur P 7" se traduit bien en terme de systéme

dynamique de la fagon suivante "Pour quelle fonction énergie H : T*R"™ — R et pour quel niveau

d’énergie de H d’un systeme dynamique régi par les équations d’Hamilton peut-on s’assurer

d’une orbite périodique sur ce niveau d’énergie ?". Il y aurait-il une traduction aussi "naturelle"
n

a faire entre les caractéristiques translatées d’hypersurfaces de (T*R™ x S', Ker(dz — 3" y;dx;))
i=1

et les systémes dynamiques ? Par exemple, par définition, une équation aux dérivées partielles

d’ordre 1 sur une variété X est donnée par I’équation

F (x, ?(m),u(z)) =0 pourtoutzeX (E)
x

ouu : X — R est la fonction inconnue a déterminer et F' : T X xR — R une fonction lisse. Ainsi
une fonction u : X — R est une solution de ce probléme si et seulement si I'image du 1-jet de u
est incluse dans I’hypersurface F~1{0}. V. Arnold montre dans [4] que lorsque u : X — R est
une solution de (F) I'image du 1-jet de u est feuilletée par des caractéristiques de 1’hypersurface
F~Ho}.
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Nous étudions différentes normes sur le groupe des contactomorphismes d’une variété de contact.
Pour tout entier n plus grand que 1, grace a la technique des fonctions génératrices, nous caracté-
risons certaines géodésiques du groupe des contactomorphismes a support compact de R?" x S' que
I’on munit de sa structure de contact standard. Nous calculons explicitement la norme d’une grande
famille de contactomorphismes du cotangent unitaire du tore en utilisant un théoréme d’intersections
de lagrangiennes exactes du cotangent avec la section nulle. Enfin nous étudions la distribution carac-
téristique des hypersurfaces contenues dans la contactisation d’une variété symplectique exacte. Cela
nous permet de définir un ensemble de valeurs pour les ouverts de la variété de contact considérée. Cet
ensemble de valeurs contient des invariants de contact et généralise la notion du spectre d’un ouvert
d’une variété symplectique exacte.
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