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Résumé

En modélisation géométrique a base topologique, les objets manipulés sont subdivisés en
cellules de différentes dimensions (sommets, arétes, faces, volumes...). Dans ce cadre, le cal-
cul d'invariants topologiques (orientabilité, contractilité, caractéristique d'Euler...) permet de
caractériser la structure de ces objets. En particulier, I'homologie est un invariant topologique
usuellement étudié, permettant intuitivement de caractériser les trous d'un objet en toute di-
mension (composantes connexes en dimension 0, tunnels en dimension 1, cavités en dimension
2 etc...).

Classiquement, le calcul de I'homologie d'un objet nécessite d'étudier les relations d'incidence
de toutes ses cellules. Dans cette thése, on s'intéresse au calcul incrémental des variations de
I'nomologie d'un objet évoluant dans un processus de construction. Pour cela, nous utilisons
des résultats de I'homologie effective [1], et plus particulierement le théoréme des suites exactes
courtes effectives (théoréme SECE). Le passage d'une étape de construction a I'autre se fait
par application d'une opération locale consistant a fusionner des cellules (identification), ou,
a l'inverse, a les scinder (désidentification). Le théoréeme SECE est utilisé pour maintenir une
équivalence homologique au fil des étapes. Cette derniére associe |'objet a un plus petit objet
de "méme" homologie. A chaque étape, I'homologie peut étre calculée 3 partir du petit objet,
ce qui est plus efficace que de la calculer a partir de I'objet lui-méme.

Dans ce contexte, nous proposons une analyse du cofit des calculs mis en jeu par le théoréme
SECE. Il en résulte que, pour calculer les rangs des groupes d’homologie a chaque étape, la
complexité en temps du maintien de I'équivalence homologique dépend seulement du nombre de
cellules impactées par I'opération (et de leur étoile), et la complexité en espace croit en fonction
du nombre de cellules impactées par |'opération. Pour garantir ces complexités en pratique,
nous distinguons plusieurs prérequis qu'une implémentation doit respecter. Nous proposons une
structure de données vérifiant ces prérequis. Elle inclut des informations pour suivre |'évolution
des cellules d'une structure topologique au fil du processus de construction, c'est-a-dire le fait
que des cellules puissent mourir ou étre créées a chaque étape. En fonction de ces évolutions,
elle est utilisée pour mettre a jour les éléments maintenus au fil du processus et utilisés dans le
théoréeme SECE, comme par exemple des matrices de bord de complexes de chaines.

Ensuite, nous nous intéressons aux cas ou |'objet est trop volumineux pour étre manipulé
par une seule unité de calcul. Nous proposons un algorithme permettant de calculer 'homologie
d'un objet distribué évoluant dans un processus de construction composé uniquement d’'identi-
fications. L'objet est manipulé implicitement au travers de sa distribution et d'une identification
permettant de le reconstruire 3 partir de sa distribution. A chaque étape, ces données sont mises
a jour afin de permettre le calcul de I'homologie de I'étape suivante sans avoir a reconstruire
I'objet.

Enfin, nous mettons en évidence un cadre commun a I'’homologie effective et a I'homologie
persistante. En particulier, nous nous intéressons aux travaux concernant les tours, des séquences
de complexes simpliciaux reliés entre eux par des applications simpliciales [2].

[1] Julio Rubio and Francis Sergeraert. Constructive homological algebra and applications.
Technical report, Universidad de la Rioja, Université Grenoble Alpes, 2006

[2] Tamal K Dey, Fengtao Fan, and Yusu Wang. Computing topological persistence for
simplicial maps. In Proceedings of the thirtieth annual symposium on Computational geometry,
pages 345-354, 2014

Mots-clefs : Modélisation géométrique, Homologie, Suites exactes courtes effectives, Structures
topologiques, Complexes de chaines, Parallélisme.






Abstract

Topology-based geometric modeling involves objects subdivided into cells of various di-
mensions (vertices, edges, faces, volumes...). Computing topological invariants (orientability,
contractibility, Euler characteristic. . .) helps to characterize the structure of these objects. Espe-
cially, homology is a topological invariant usually studied to characterize the holes of an object
in any dimension (connected components in dimension 0, tunnels in dimension 1, cavities in
dimension 2 etc.. .).

Classically, computing the homology of an object requires to study the incidence relationships
between all of its cells. In this thesis, we're interested in computing incrementally the homology
variations of an object evolving during a construction process. To achieve this goal, we are using
effective homology results [1], and more specifically the effective short exact sequences theorem
(SES theorem).

Progressing from a construction step to an other is done by applying a local operation on the
object and consists either in merging cells (identification) or in splitting cells (desidentification).
The SES theorem is used to maintain a homological equivalence over the construction process.
It relates the object to a smaller one having "the same" homology. At each step, homology is
computed using this small object rather than the object itself, so that the computation is more
efficient.

In this context, we analyze the computational costs implied by the SES theorem. We observe
that, in order to compute homology ranks at each step, the time complexity to maintain a
homological equivalence depends on the amount of cells that the operation impacts (and their
star), and the space complexity between two steps also grows accordingly. To ensure these results
in practice, we highlight some prerequisites that an implementation has to fulfill. We provide a
data structure that can be used for this purpose. It consists in maintaining some data in order
to track the evolution of the cells of a topological structure over the construction process, that
is the fact that some cells may die or be created. Depending on these evolutions, it is used to
update every elements maintained over the construction process and used by the SES theorem,
such as the boundary matrices of chain complexes.

Next, we suppose that the object is too bulky to be manipulated by a single computation
unit. We propose an algorithm to compute the homology of a distributed object evolving during a
construction process made up only of identifications. The object is implicitly represented through
its distribution and an identification describing a way to reconstruct it from its distribution. At
each step, when an identification is applied on the object, these data are updated so that, at
the next step, homology can be computed without reconstructing the object.

At last, we provide a common framework between effective homology and persistent ho-
mology. More precisely, we look into the works dealing with towers, which are sequences of
simplicial complexes linked to one another through simplicial maps [2].

[1] Julio Rubio and Francis Sergeraert. Constructive homological algebra and applications.
Technical report, Universidad de la Rioja, Université Grenoble Alpes, 2006

[2] Tamal K Dey, Fengtao Fan, and Yusu Wang. Computing topological persistence for
simplicial maps. In Proceedings of the thirtieth annual symposium on Computational geometry,
pages 345-354, 2014

Keywords : Geometric modeling, Homology, Effective short exact sequences, Topological struc-
tures, Chain complexes, Parallelism.
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Introduction

Motivations, contexte et objectifs. Avec la montée en puissance des ordinateurs, I'utilisation
d’'objets virtuels s'est standardisée : synthése d'image, modélisation, reconstruction, impression
3D etc... Le besoin d'outils d’analyse de ces objets s'est fait grandissant. La topologie algé-
brique se révéle étre une source particulierement intéressante dans laquelle puiser de tels outils.
En s'appuyant sur des notions d'algébre, elle permet d'associer des propriétés topologiques aux
objets, comme par exemple I'homologie. Plus précisément, ces propriétés sont des invariants
topologiques, c'est-a-dire qu'elles sont préservées lorsque I'objet subit des déformations "conti-
nues" (translation, rotation, mise a I'échelle etc...). Ces propriétés sont utiles a la conception
d’outils d'analyse et peuvent par exemple suffire a montrer que deux objets sont différents (cf.
figure 1).

U3 U2 Vs

Vg 12 Vo U1

(a) (b)

FIGURE 1 — (a) Un graphe planaire. (b) Un graphe non planaire.

Exemple. La caractéristique d'Euler E/ d'une subdivision du plan définie par le tracé d'un graphe
G connexe, vérifie [3, p.66] :
EFE=v—e+4+ f=2

ol v désigne le nombre de sommets de (G, e son nombre d'arétes et f son nombre de faces. La
notion de face n'a de sens que si G est planaire, et désigne une région du plan délimitée par
G. Il découle de cette propriété que si G est un graphe connexe planaire, alors ¢ < 3v — 6 (en
supposant que chaque face a au moins 3 arétes dans son bord, cf. corollaire 13.4 de [3, p.67]).

Considérons le graphe planaire de la figure 1la, composé de 4 sommets, 6 arétes et 4 faces
(I'extérieur du graphe compte comme une face). Il vérifiee < 3v—6car6 < 6et E =4—6+4 =
2.

Considérons le graphe de la figure 1b. |l est composé de 5 sommets et 10 arétes et ne vérifie
donc pas e < 3v — 6 car 10 < 9 est une contradiction. On en déduit que ce graphe n'est pas
planaire.



Au travers de cet exemple, nous montrons |'intérét d'utiliser la caractéristique d'Euler, un
invariant topologique, pour analyser un graphe.

L'invariant auquel nous nous intéressons dans le cadre de cette these est I'homologie. Cet
invariant est particulierement puissant de par la quantité d'informations qu’il fournit : compo-
santes connexes, cavités etc... Il est utilisé en modélisation géométrique [4] et dans d'autres
domaines comme la médecine [5], la physique [6], I'analyse de données [7, 8, 9] ou encore en
apprentissage automatique [10]. Intuitivement, I'homologie d'un objet représente ses "trous". La
figure 2 illustre différents objets "troués" et non "troués".

(a) (b) ()

FIGURE 2 — Les objets (a) et (b) sont troués et I'objet (c) ne I'est pas. (a) Le trou délimite
une région du plan, et est de dimension 1. (b) La sphére a une cavité, c'est-a-dire un trou de
dimension 2. (c) L'hémispheére n'a pas de trou.

L'homologie formalise la notion de "trou" : un trou est un cycle qui n'est pas un bord.
Intuitivement, on peut s'imaginer un cycle comme un chemin qui boucle sur lui-méme, c'est-a-
dire qu'en partant d’un point de ce chemin et en avancant sans jamais se retourner, on finit par
retomber sur le méme point. Un bord est une délimitation d'une "forme" : deux sommets forment
le bord d'une aréte, trois arétes forment le bord d'une face triangulaire etc... L’homologie
formalise ces idées au travers de notions d'algebre, on parle alors de groupe d’homologie, calculés
a partir de groupe de cycles et de groupe des bords. Ces notions sont présentées plus en détail
dans le Chapitre 1. Notons que plusieurs cycles peuvent représenter le méme trou, comme
I'illustre la figure 3. Un cycle est donc une représentation d'un trou. Formellement, on appelle
ces représentants des générateurs des groupes d’homologie.

() (b)

F1GURE 3 — En rouge, deux cycles qui représentent le méme trou.

Calculer I'homologie d'un objet par ordinateur et de maniére efficace se révele étre un chal-
lenge auquel de nombreux chercheurs s'intéressent [11, 12, 13, 14, 15]. En modélisation géomé-



trique, il est fréquent que I'objet manipulé évolue par applications d'opérations.

Les travaux que nous présentons s'articulent autour du suivi de I'homologie d'objets géo-
métriques évoluant dans un processus de construction, par application d'opérations pouvant
potentiellement changer leur homologie. Notre objectif est de calculer, incrémentalement, I'ho-
mologie de I'objet a chaque étape de construction, en tenant compte de I'homologie de |'étape
qui précéde et de I'opération appliquée a I'objet. Les opérations que nous considérons consistent :

— soit a fusionner des parties d'objets entre elles;
— soit a scinder des parties d'objets.

En particulier, nous supposons que les opérations sont locales, c'est-a-dire que seule une
"petite" partie de I'objet est modifiée pour passer d'une étape a la suivante.

s 9% ¥

(a) Etape 0. (b) Etape 1. (c) Etape 2.

FIGURE 4 — Un processus de construction en 3 étapes. Le passage d'une étape a l'autre se fait
en fusionnant les parties d'objet en orange.

Exemple. La figure 4 illustre un processus de construction en 3 étapes. Le passage d'une étape
a l'autre se fait par fusion des parties en orange. En particulier, observons que |'objet a suc-
cessivement 3 composantes connexes, puis 2, puis 1. L'homologie permet de caractériser ces
changements structurels.

Les travaux présentés dans cette thése sont basés sur I'homologie effective, un paradigme de
calcul d’homologie. Plus particulierement, les travaux de [1] et [16] sont les points de départ de
cette these. L'objectif de la thése est d'explorer la mise en ceuvre du théoréme des suites exactes
courtes effectives (théoreme SECE) qui y est présenté et qui permet, a priori, de calculer incré-
mentalement les variations d’"homologie lors de I'application d'opérations comme [’identification
et la désidentification. Les contributions sont :

— [l'analyse du théoréme SECE appliqué a I'identification et a la désidentification. L'un des
objectifs de I'analyse est de mettre en évidence les particularités des calculs qu'implique
le théoréme SECE en vue de I'implémenter efficacement;;

— la conception de structures de données adaptées aux particularités d'implémentation du
théoréme SECE;

— le développement d’une bibliothéque logicielle d’homologie effective, nommée Hominc,
disponible a I'adresse https://gitlab.x1lim.fr/hominc/HomInc;

— |'étude expérimentale d'une implémentation du théoréme SECE appliqué a I'identification
utilisant Homlinc ;


https://gitlab.xlim.fr/hominc/HomInc

— la conception d'un algorithme de répartition d’identification dont le but est de permettre
le calcul incrémental de I'homologie d'un objet éclaté en plusieurs morceaux, distribués
sur différentes unités de calcul, et sur lequel sont appliquées des identifications;

— la mise en corrélation de I'homologie effective et de I'homologie persistante, un autre
paradigme de calcul d’homologie. En particulier, nous mettons en évidence quelques points
communs qui rapproche des travaux récents sur |'homologie persistante de tours et le
théoreme SECE.

Remarque. A ce jour, le développement logiciel de I'algorithme de répartition d’identification
reste a terminer. Nous présentons néanmoins une partie des travaux en cours a ce sujet. Notons
également que I'analyse du théoréme SECE et I'étude expérimentale ont fait I'objet de commu-
nications scientifiques, la plus notable étant [17], publiée au journal Computer Aided Geometric
Design.

Plan de la thése. La thése est composée de 4 chapitres :

— le chapitre 1, dans lequel sont présentées les notions communes aux 3 autres chapitres;
— le chapitre 2 est composé,

- d'une partie théorique, dans laquelle nous proposons une analyse du théoréeme des
suites exactes courtes effectives (théoreme SECE);

- d'une partie pratique, dans laquelle nous présentons les structures de données qui dé-
coulent de I'analyse et les résultats expérimentaux obtenus avec une implémentation
du théoréeme SECE basée sur ces structures;

— le chapitre 3 propose un algorithme de répartition d'une identification appliquée a un
objet distribué sur plusieurs unités de calcul. On suppose que |'objet géométrique étudié
est éclaté en plusieurs morceaux, chacun assigné a une unité de calcul. L'objectif est de
répartir une identification appliquée a I'objet géométrique sur sa distribution de maniére
a ce qu'il ne soit jamais nécessaire de le reconstruire pour calculer son homologie ;

— le chapitre 4 met en corrélation I'homologie effective et I'homologie persistante en présen-
tant notamment un cadre commun aux deux paradigmes.

Remarque. Sur support numérique, les références sont des liens hypertextes sur lesquels il est
possible de cliquer pour naviguer dans le document.
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1.1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1 Notions préliminaires

Cette section présente les notions d'algebre utilisées par la suite. Par souci de clarté, nous
limitons les définitions et propriétés a ce que nous utilisons. En particulier, certains axiomes de la
théorie des ensembles ne sont pas rappelés. Nous invitons le lecteur a se référer aux documents
cités s'il souhaite approfondir ces notions.

1.1.1 Ensembles, applications, morphismes, graduation

Les notions d’ensembles et d’applications sont supposées connues. Soient F' et G deux
ensembles et ¢ : F' — G une application de F' sur G. F' est le domaine de I'application et G
est son codomaine. Nous distinguons quelques applications particulieres :

— siF=G,Vz € F, x¢ =z, alors ¢ est I'identité sur F';
— si FC G, Vx € F, x¢ = z, alors ¢ est une inclusion de F' dans G.

Plus généralement, on peut vouloir associer une structure algébrique a une autre. La défi-
nition ci-dessous s'inspire de [18] page 53 et 766. Une structure algébrique, telle que nous la
manipulons, est un ensemble muni d'applications internes.

Définition 1.1.1. Soient deux structures algébriques Sy = (F\, (fi)o<i) et Sa = (G, (gi)o<i)-
Pour tout i, notons d; l'arité de I'application f;. Un morphisme ¢ de Sp sur Sg est une
application ¢ : F' — G vérifiant :

(1‘1, . ,xdi)f,'qﬁ = (.%'1¢, . ,xdi¢)gi, Vi\O < ’i,V(l‘l, A ,xdi) S Fdi

Remarque. Les notions de domaine, codomaine, identité et inclusion vues pour les applications
s'étendent aux morphismes.

Définition 1.1.2. Un ensemble gradué E est une union d'ensembles disjoints (EP)P=0,

Définition 1.1.3. Soient deux ensembles gradués F = (FP)P=0 et G = (GP)P=Y. L application
¢ : F — G est graduée de degré k € 7 si elle vérifie :

¢ FP — GPHk, Vplp>0,p+k >0,

Définition 1.1.4. Soient deux structures algébriques Sy = (F, (fi)o<i<n) €t Sc = (G, (gi)o<i<n),
telles que F' et G sont deux ensembles gradués. ¢ est un morphisme gradué de degré k c 7
Si:

— ¢ : ' — G est une application graduée de degré k ;
— (:L’l, . ,Zvdi)fi(;s = (.T1¢5, . ,:cdz.qﬁ)fHk, VZ|1 >0,i+ k>0, (:L’l, e 'Tdi) € Fdi ;

Remarque. Par la suite, le degré n'est pas précisé lorsqu'il vaut 0. Dans ce cas, on parle plus
simplement d'application graduée et de morphisme gradué.

1.1.2 Groupes abéliens

Un groupe abélien est une structure algébrique munie d'une seule application interne. La
définition ci-dessous s'inspire de [18] page 4 et 7.
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Définition 1.1.5. Un groupe abélien G = (X, +) est un ensemble X muni d’'une opération
+ commutative et associative tel que :

— il existe un élément neutre Ox de X pour I'opération + ;

— pour tout élément de X, il existe un élément inverse de X pour I'opération +.

Exemple. L'ensemble des entiers relatifs Z muni de I'addition usuelle 4+ est un groupe abélien.

7

L'élément neutre est 0. Pour tout « de Z, I'élément inverse de 2 est —x.

La propriété ci-dessous est issue de I'exemple que donne [18] page 118. Un module?! est
une structure algébrique vérifiant certaines propriétés, et composée :

— d’un groupe abélien G = (X, +);
— d'un anneau (A, 44, X4);
— d'une opération x : (X, A) — X.

Propriété 1.1. A tout groupe abélien G = (X, +) correspond un module composé de lui-méme,
de I'anneau (Z, +z, xz), et de I'opération x : (X,Z) — X définie par :

rxz=zrx+zx+...+x+2x Ve e X,Vze€Z

z fois

Remarque. Par la suite, on ne différencie pas un groupe abélien du module qui lui est associé.
Dit autrement, nous notons zzx I'élément z +x + ...+ x + x de X.

z fois

Définition 1.1.6. Un groupe abélien gradué G = (X,+) est une somme directe de groupes

abéliens :
G=@cr
p=>0
ot X = (XP)P=0 est un ensemble gradué et GP = (XP,+P).

Par définition, la notion de morphisme s'applique aux groupes abéliens, de méme que la
notion de morphisme gradué s'applique aux groupes abéliens gradués. Soient deux groupes
abéliens gradués Gx = (X, +x) et Gy = (Y, +y); si ¢ est un morphisme gradué de degré k
de Gx sur Gy, alors :

(71 +x 22)¢ = 119 +y 720, Vay, a0 € XPIp>0,p+k >0, et 210,226 € YPTF
Dans le cas des groupes, le noyau de ¢ est I'ensemble des éléments x de X tels que z¢ = Oy.
En particulier, si Vo € X, x¢ = Oy, alors ¢ est un morphisme nul.

1.2 Structures topologiques

Considérons des objets géométriques subdivisés en cellules de différentes dimensions, c’est-
a-dire en sommets, arétes, faces, volumes, etc... Une structure topologique telle que définie

1. Pour les besoins de cette thése, il n'est pas nécessaire de comprendre la notion de module en profondeur,
qui n’est donc pas définie formellement. Se référer a [18] page 117 pour une définition plus formelle du module,
et page 83 pour I'anneau.
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dans cette section est une représentation de la "structure" d'un objet géométrique subdivisé,
c'est-a-dire des cellules de I'objet ainsi que leurs relations d'incidence.

Remarque. Les structures présentées dans cette section sont toutes abstraites, c'est-a-dire
qu'elles ne représentent que les informations structurelles et non les informations de forme.
Pour cette raison, le terme "abstrait" n’est pas systématiquement précisé.

1.2.1 Structures simpliciales
Les structures simpliciales permettent de représenter la "structure" d’objets subdivisés en
simplexes de différentes dimensions. Nous présentons dans cette sous-section :

— les complexes simpliciaux abstraits, trés présents dans la littérature. Nous les utilisons en
section 1.4 pour faire le lien entre différentes méthodes de calcul de groupes d’homologie ;

— les ensembles semi-simpliciaux, une généralisation des complexes simpliciaux abstraits qui
sert de base pour la définition d'autres structures plus générales;;

— les ensembles simpliciaux, une généralisation des ensembles semi-simpliciaux. Nous les uti-
lisons pour établir des correspondances avec certaines opérations définies sur les complexes
simpliciaux abstraits.

1.2.1-a Complexes simpliciaux abstraits
Les définitions de ce paragraphe s'inspirent de [19].

Définition 1.2.1. Soit un ensemble fini V', dont les éléments sont appelés sommets. Un simplexe
abstrait de dimension p, ou p-simplexe abstrait, est un sous-ensemble de V- composé de p + 1
sommets.

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.1 — Représentation graphique de simplexes. (a) De dimension 0. (b) De dimension
1. (c) De dimension 2. (d) De dimension 3.

La figure 1.1 illustre des simplexes de différentes dimensions. Soient ¢ et 7 deux simplexes,
o est une face de 7 et 7 est une coface de o si o C 7.

Définition 1.2.2. Soit V un ensemble de sommets. Un complexe simplicial abstrait K induit
par V est un ensemble de simplexes dont les sommets appartiennent a V', tel que pour tout
simplexe o de K, toutes les faces de o appartiennent a K.

La dimension d'un complexe simplicial abstrait K est celle des simplexes de dimension
maximale de K.

Exemple. Soit V' I'ensemble {vg, v, ve,v3} :

— {wp} est un O-simplexe;
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— {wg,v1} est un 1-simplexe;

— {wo, v1,v2} est un 2-simplexe.
En particulier, {vg} est une face de {vg, v1} et de {vg, v1,v2}. Ces derniers sont des cofaces de
{vo}. L'ensemble K = {{wvg,v1},{vo},{v1}} est un complexe simplicial abstrait de dimension
1. L'ensemble K’ = {{vg,v1},{v1}} n'est pas un complexe simplicial abstrait car {v} est une
face de {vg,v1}, mais elle n'appartient pas a K.

Définition 1.2.3. Soient K et K’ deux complexes simpliciaux abstraits induits respectivement
par V et V'. L'application ¢ : V. — V' est une application simpliciale si elle vérifie :

Vo = {vo,..., 0} € K,0' = {wpo,..., 00} €K

Par extension, on note aussi ¢ |'application de K dans K’ qui associe o a o”.

Remarque. Notons que comme o est un p-simplexe de K, 0/ = o¢ est un k-simplexe de K’ tel
que k < p.

U1
VU, VU3 U1 V2 U3
L ® @ o
Vo
(a) (b)
FIGURE 1.2 - (a) Une représentation graphique du complexe simplicial abstrait

K = {{vo}, {v1}, {va}, {vs}, {vo, v1}, {vo, va}, {v1,va}, {v2, v}, {vo, v1,v2}} induit par V' =
{vo,v1,v2,v3}. (b) Une représentation graphique de K’ = {{v1}, {va}, {vs}, {v1,v2}, {v2,v3}}
induit par V' = {v1,v2,v3}. (a,b) L'application ¢ : V' — V' définie par vgp = vy, v1¢ = vy,
v9¢p = wg, V3¢ = w3 est une application simpliciale. L'application ¢’ : V' — V' définie par
vod = w3, v1¢ = vy, V2’ = vy et vz’ = w3 n'est pas une application simpliciale, car
{vog,v1}¢' = {vs,v1} n'est pas un simplexe de K'.

1.2.1-b Ensembles semi-simpliciaux

Les définitions de ce paragraphe s'inspirent de [20].

Définition et terminologie.

Définition 1.2.4. Un ensemble semi-simplicial de dimension n est un couple (K,d)™ tel que :

— K =Up<p<n K? est un ensemble gradué;

10
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— d: K — K est une application graduée (d¥ )ééff;f de degré —1 vérifiant :

1 -1 .o . .
dd = dhdl) Vigpll<p<n0<j<i<p

Un élément de K est un p-simplexe. Une application d’ est appelée opérateur de face. Un
p-simplexe o est une face d'un p’-simplexe 7 et 7 une coface de o si o peut étre obtenu par
I'application sur 7 d'une composition d'opérateurs de face (a noter que p < p’). Le bord d'un
p-simplexe est I'ensemble de ses faces. L’étoile d'un p-simplexe est I'ensemble de ses cofaces.
Deux simplexes sont incidents si I'un est une face de I'autre.
Remarque. Par la suite :

— la dimension p d'un simplexe n’est précisée que si cela est utile;

— I'exposant d'un opérateur de face est parfois omis;

— un ensemble semi-simplicial de dimension n est parfois noté (K, d).

FIGURE 1.3 — Représentation graphique d'un ensemble semi-simplicial (K, d)? dans laquelle les
opérateurs de face (d;)o<i<2 sont représentés par des fleches annotées par i.

Exemple. La figure 1.3 illustre un ensemble semi-simplicial (K, d)?. Les simplexes de K sont

K° = {vg,v1, v, v3}
]{1 = {(",”, €1,€2,€3, 64 }

K* = {fo}

Sur cet exemple, le 1-simplexe ey est une face de fy car fody = eo. En particulier, les opérateurs
de face vérifient : f(l(/l(l(J = f()(/()([(] = V1, f(}(lz(]() = f()(]()(/l =g et f()(]Z(/l = f()(/ldl = V2.

Définition 1.2.5. Soient S = (K,d)" et S' = (K',d')" deux ensembles semi-simpliciaux, avec
n < n/. Une application simpliciale de S sur S’ est un morphisme gradué de S sur S’. En
particulier, ¢ : K — K' Vérifie :

¢ =¢d?  Vipll<p<n0<i<p

La figure 1.4 illustre deux exemples d'applications simpliciales.

11
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(b)

FIGURE 1.4 — (a) Une application simpliciale ¢ : K — K’ définie par vg¢ = vg, v1¢ = v1,
Ve = va, €9 = €q, e1¢ = e1, ead = ea, fod = fo. ¢ est une inclusion. (b) Une application
simpliciale ¢ : K — K’ défini par vg¢ = vg, v1¢ = v20 = v1, €gd = €9, €10 = €1, e = €3,

Jo¢ = fo.

Construction d’'un ensemble semi-simplicial a partir d’'un complexe simplicial abstrait.
Soit V' = {vg,...,vq}, un ensemble de sommets sur lequel un ordre est défini, représenté ici
par les indices des sommets. On peut associer a tout complexe simplicial abstrait K induit par
V' un ensemble semi-simplicial (K, d) :

— 2 tout simplexe de K est associé dans K un simplexe correspondant a la suite de ses

sommets ordonnés par ordre croissant;
— pour tout p-simplexe o de K, si o est associé a la suite croissante (Veg, .- -, Vz;s -+, Vs, ),
alors od; est le (p — 1)-simplexe associé a la suite (Vzg, ..., Ve, 1 Vaiprs- - -5 V)

Exemple. Soit un complexe simplicial abstrait défini par :

K= {{I'U}f { U1 } {1‘2}f {l,‘;;}. {l,‘()A U1 } {1'1. I'Q}A {l,'(), l,‘-z}. {l‘gf l,‘;;}, {’l,'[). v, 1'2}}
On peut lui associer I'ensemble semi-simplicial (K, d) défini par?
— K = {(vo), (v1), (v2), (v3), (v, v1), (v1, v2), (vo, v2), (v, v3), (vo, V1, V2)}
— les opérateurs de face sont définis par :
. ( )0, U1,V ))([ ) (l') U1, L‘-’_))([] = (l'(), l,'2>, (1,‘(), L‘].'L‘Q)(ZQ = (1,‘(), 1,‘1>;

(v1,
- (vo,v1)do = (v1), (vo,v1)d1 = (vo), (v1,v2)do = (v2), (v1,v2)d1 = (v1), (vo,v2)do =
(v2), (vo,v2)d1 = (vo), (v2,v3)do = (v3), (v2,v3)d1 = (v2).

K et (K,d) sont illustrés sur la figure 1.5.

12
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1% (vl)
; (v1,v2)
V2 17.3 @orv) |2 \W\, 0 (Vzl) (v2,v3) i (:3)
Q’JQ’ 0
1 (vo,v2)
@ 1
Vo (UO)
(a) (b)
FIGURE 1.5 - (a) Une représentation graphique de K =
Hovo}, {vi}, {va}, {ws}, {vo, v1}, {v1, va}, {vo, v2}, {v2, v}, {vo, v1,va}} défini sur
V = {wvo,v1,v2,v3} (I'ordre sur V' correspond aux indices des sommets). (b) Une repré-

sentation graphique de I'ensemble semi-simplicial associé a K.

Remarque. Cette méthode de construction est une adaptation de I'exemple 1.4 de [21, p.2].
Notons qu'a tout complexe simplicial abstrait correspond donc un ou plusieurs ensembles semi-
simpliciaux. L'inverse n'est pas vrai. Dans I'exemple de la figure 1.4b, le 1-simplexe ey est
incident deux fois au O-simplexe v7 : il n'est pas possible de lui associer directement un complexe
simplicial abstrait. Plus généralement, dés lors qu'un ensemble semi-simplicial contient au moins
un simplexe incident plusieurs fois a un autre simplexe (on parle de multi-incidence), il n'est pas
possible de leur associer un complexe simplicial abstrait. C'est aussi le cas quand il existe au
moins deux simplexes distincts ayant le méme bord.

Opérations de construction. Tout ensemble semi-simplicial peut étre construit a I'aide des
opérations de cone et d'identification présentées ci-dessous [22].

Cone. Etant donné un ensemble semi-simplicial (K, d)" et un O-simplexe v, le céne de
(K,d)"™ sur v est un ensemble semi-simplicial (K’,d’)"*! composé des simplexes de K, du 0-
simplexe v, et d'autant de "nouveaux" simplexes qu'en compte K. Intuitivement, ces derniers
peuvent étre considérés comme les simplexes de K, "montés" d'une dimension, qui "relient"
chaque simplexe de K au 0-simplexe v.

Définition 1.2.6. Le céne d'un ensemble semi-simplicial (K,d)" et d'un O-simplexe v est
I'ensemble semi-simplicial (K',d')"*1 défini par :
— K'= KUK U{v}, ou KP*1 est en bijection® avec K? Vplo < p <mn.
— d' est définie par :
! . .
codl =odl, Voe KVi,p0<i<p 1<p<n;
V6 e KP :
> sip=1,6d,=vetod)=o0;

> sinon, (?d;:aetc?d;:;d\i Vil0 <i<p-—1.

2. Chaque simplexe est nommé par la suite ordonnée de ses sommets incidents.
3. La bijection est dénotée par |'accent circonflexe.

13
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Ve €

Vo
(a) (b)

FIGURE 1.6 — Un céne. (a) L'ensemble semi-simplicial (K, d)' et le 0-simplexe v. (b) Le cone
(K',d")? de (K,d)" sur v.

Exemple. La figure 1.6 illustre le cone d'un ensemble semi-simplicial (K, d)" et d'un O-simplexe
v, avec :

K° = {vg, v1} K= {vo, 01}

K!' = {(—’()} [/\\") = {(A()}

En particulier, d’ vérifie :
~d — endn — U7
- (3()(]0 = (,[)(]() = U1

~ / 7 o~
— éody = epdy = Vg

) .
— épds = eg

Identification. Soit un ensemble semi-simplicial (K, d)". Intuitivement, I'opération d’iden-
tification consiste a "fusionner" des simplexes de K ayant le méme bord. L'identification de deux
p-simplexes o1 et oo consiste a :

— supprimer o9 de K7 ;
— modifier le bord de tout simplexe 7 € KPT! tel que oy est une face de 7, en remplacant

09 par 0.

Définition 1.2.7. Soit (K,d)" un ensemble semi-simplicial, et o1, o2, deux p-simplexes de
KP Vérifiant : si p > 1, alors o1d; = oad; pour tout i compris entre 0 et p. Le résultat de
I'identification de o1 et oy est |'ensemble semi-simplicial (K',d')" défini par :

— K' =K\ {o2};

— d' : pour tout indice i valide et o € K’,
- od, =01 siod; =02,
- od; = od; sinon.

Nous dirons que o7 est le simplexe survivant de I'identification, et que le simplexe o9 est le
simplexe non-survivant.

Exemple. La figure 1.7 illustre I'application d'une identification sur un ensemble semi-simplicial

(K,d)?. Le 0-simplexe v5 est non-survivant. En particulier :

14
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0 1 €2
0 To
fo .
ey 2
V1
(a) (b)

FIGURE 1.7 — Identification. (a) L'ensemble semi-simplicial initial (K, d)2. (b) L'ensemble semi-
simplicial (K’,d’)? résultant de I'identification de vy avec vs.

— e5dy = v5 et esd, = va;

— egdy = v et egdf, = vo.

Plus généralement, on peut vouloir identifier :

— un nombre quelconque de p-simplexes partageant le méme bord ;

— deux p-simplexes o1 et o9 de bords différents. Dans ce cas il est nécessaire d'identifier
leurs bords de maniére cohérente : s'il existe i, 0 < i < p tel que o1d; # oad; alors o1d;
et o9d; sont identifiés. Récursivement, si les bords de o1d; et ood; sont différents, il faut
les identifier de maniere cohérente etc. . ..

— en toute généralité, un nombre quelconque de simplexes de bords différents. Dans ce cas,
on peut caractériser une identification par une famille de partitions I = (I?)"<P<" et une
application graduée ¢ : K — K associant a tout p-simplexe un p-simplexe survivant. IP
est une partition de KP, ou, pour tout p :

- un élément de IP est un ensemble de p-simplexes tous identifiés entre eux. Si un
élément ne comporte qu'un p-simplexe, celui-ci n'est identifié avec aucun autre p-
simplexe ;

- si 01 et o9 appartiennent au méme élément de I?, avec p > 1, alors, pour tout ¢ tel
que 0 < i < p, 01d; et ood; appartiennent au méme élément de P71 ;

- un élément de I? est noté {0y, ..., 0,}. Pour tout 7, j compris entre 0 et ¢, 0;( = ;¢

Convention. Pour un élément {0y, ...,04} de IP, g est le simplexe survivant.
Exemple. La figure 1.8 illustre I'application d'une identification sur un ensemble semi-simplicial
(K, d)?, caractérisée par I = (IP)°<P=2 telle que :

1° = {{wo}, {v1,vs}, {va, 5}, {va}}

I' = {{eg, e5}, {e1}, {ea}, {e3}, {es}}

I* = {{fo}, {f1}}
En particulier, vo¢ = vg, v1¢{ = v3¢ = v1, V2 = v5( = v2, €9 = e5( = eg. L'ensemble gradué
K’ est défini par :

[\'/0 = {(,‘(), U1, V2, 'l,‘4} = [\'70 \ {l':if 1‘5}

K" ={eg,e1,e2,e3,e4} = K"\ {e5}

1{/2 = {f(). fl} = A’Q

15
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FIGURE 1.8 — Identification. (a) L'ensemble semi-simplicial initial (K, d)2. (b) L'ensemble semi-
simplicial (K, d’)? résultant de I'identification de vy avec v3, vo avec vy et ey avec es.

Notons que :
— eqdy = v3 et eqd, = v1;
— e3dp = vs et (';;(']l/) = vy,

: -l
— fido = e5 et fidy = eo.

Définition 1.2.8. Soit un ensemble semi-simplicial (K,d)", une famille de partitions I =
(IP)OSPS™ et une application graduée ( : K — K tels que : pour tout p valide,

— I? est une partition de KP? ;
— Ve={oo,...,04} € IP,Yo,0' €c:
co¢=0'C;
- od;,d'd; appartiennent au méme élément de IP~1, Vp > 1,Vil0 < i < p.

L’ensemble semi-simplicial (K',d')", résultant de I'identification caractérisée par I et (, est
défini par :

— Vo € KP,o( € K? et |K'P| = |I?| Vpl0 <p<mn;
— od; = 0d;(, Vo€ KPVipp>1,0<i<p,.
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Désidentification. La désidentification est I'opération inverse de l'identification. Intuiti-
vement, elle consiste 3 "éclater" les simplexes d'un ensemble semi-simplicial et 3 modifier les
opérateurs de face des simplexes de I'étoile des simplexes éclatés. La figure 1.9 illustre I'appli-
cation de différentes désidentifications sur un ensemble semi-simplicial (K, d).

Remarque. En toute généralité, les simplexes éclatés ne suffisent pas a eux seuls a définir une
désidentification. Pour chaque simplexe éclaté, il faut nécessairement expliciter le nombre de
simplexes résultant de son éclatement et la modification des opérateurs de face des simplexes
de son étoile, comme l'illustre la figure 1.9 Nous n'utilisons pas ces parametres dans la suite
de cette thése. Pour cette raison, nous avons choisi de simplifier ce paragraphe et de ne pas
donner de définition formelle de la désidentification. A notre connaissance, il n’existe pas de
définition de la désidentification qui puisse étre référencée. Dans notre contexte, une opération
de désidentification est entierement définie par I'identification inverse qu’elle induit.

17



1.2. STRUCTURES TOPOLOGIQUES

U1

(c) (d)

FIGURE 1.9 — Différentes désidentifications appliquées a un ensemble semi-simplicial (K, d).
(a) (K,d). (b,c) L'éclatement de vy en deux O-simplexes vy et vs. (d) L'éclatement de vy en
trois 0-simplexes vy, vs et vg.
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1.2. STRUCTURES TOPOLOGIQUES

1.2.1-c Ensembles simpliciaux.

Les ensembles simpliciaux généralisent les ensembles semi-simpliciaux en les complétant par
des opérateurs de dégénérescence. Les définitions de ce paragraphe s'inspirent de [21, 23].

Définition et terminologie.

Définition 1.2.9. Un ensemble simplicial est un triplet (K, d, s) tel que :
— (K, d) est un ensemble semi-simplicial ;

— s: K — K est une application graduée (s? )8§§’<p de degré 1 vérifiant : pour tous indices
1,7 valides,

© 8;8; = 8j8;41 512> 7,
- sid; =djsi—1 si1>j;
- 8idy = Sidiy1 = tdg ;
csidy =dj_1s; sii+1<j;
L'application s; est appelée opérateur de dégénérescence. Un simplexe 7 € KPT! est dit
dégénéré s'il existe o € KP et i compris entre 0 et p tels que os! = 7.

Remarque. Il existe une infinité de simplexes dégénérés dans un ensemble simplicial non vide.

vy ®

€9

H

<= S

S &-----z---]
.

—~
o8]
~—

(b)

FIGURE 1.10 — (a) Un ensemble simplicial (K, d, s) ol ne sont représentés que les simplexes
dégénérés qui sont des faces de simplexes non dégénérés (seule |'aréte eo est concernée). Les
opérateurs de face d; sont représentés par des fleches pleines annotées par i. Les opérateurs
de dégénérescence s; sont représentés par des fleches en pointillé annotées par i. (b) Un objet
géométrique pouvant &tre associé a (K, d, s).

Exemple. La figure 1.10a illustre un ensemble simplicial (K, d, s) composé des p-simplexes non
dégénérés suivants :

-0

K* : {vg,v1}
-1 , ,

K {f'().fil}
-1 o

j\ . {]‘()}



1.2. STRUCTURES TOPOLOGIQUES

En particulier, eo est un simplexe dégénéré, car vpsg = es.

Définition 1.2.10. Soient S = (K,d,s) et S = (K',d', s') deux ensembles simpliciaux. Une
application simpliciale ¢ de S sur S’ est un morphisme gradué de S sur S’. En particulier,
¢ : K — K’ vérifie : pour tout indice i valide,

dig = ¢d;
sip = ¢s;

Construction d’un ensemble simplicial a partir d’'un complexe simplicial abstrait. Nous
avons vu en section 1.2.1-b comment associer un ensemble semi-simplicial S = (K,d) a un
complexe simplicial abstrait K défini sur un ensemble de sommets ordonnés V. L'ensemble
simplicial S = (K, d, s) associé a K est défini a partir de S en ajoutant les simplexes dégénérés
comme suit :

— si 0 est un simplexe associé a la suite croissante (vg, ..., Vz;, ..., Vz,), alors un simplexe
dégénéré o’ est associé a la suite (Vyg, ..., Vg, Vays - - -, Uz, ), POUr tout 4 compris entre 0
et p;
— pour tout p-simplexe 0 = (Vgg, - - -, Vz,) :
- od; est le (p — 1)-simplexe associé a la suite (g, .. .,vz,) privée de v;;
- o5 est le (p+ 1)-simplexe associé a la suite (Uzg, - - -, Vays Vays - - - Vs ) s

Remarque. Cette méthode de construction est une adaptation de I'exemple 1.4 de [21, p.2].

Exemple. Le complexe simplicial abstrait illustré sur la figure 1.11 est défini par :

K = {{vo}, {v1},{vo,v1}}

On lui associe I'ensemble semi-simplicial (K, d, s) composé des simplexes non dégénérés (vg),
(v1), (vo,v1). En particulier :
— (U(], L‘])([U = (1,'1);
- ('l,'(J. ’l,‘1>ﬁ‘0 = (l,‘o, Vo, I"l)-
L'application simpliciale sur K est définie par :
— V@ = Vo ;
— V10 = 1.
En conséquence, ¢’ est principalement définie sur K par :
— l/‘(')(.')/ = 0;
— 0@ =1 ;

— (vg,v1)¢" = (vg,v0).
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1.2. STRUCTURES TOPOLOGIQUES

vy @ ® v, > Vo @
(a)
1 (vo, V1) 0
Vo @ . . 9 U, Yo @
1 1
: 1 1 : :
orforo1fjo0 12[}1 o1]i0 01101
1 1 1 1
: 1 1 : :
2 1 V4.V !
Wov) | 2 gD (i <o |1 oV ¢ (wowo)
—|1u— '\)Q‘ —— p— > —r—
1 y 1
Q% (we, v, 1) |! :
0,1: 0,1,2 0,1,2 :0,1 0,1: 0,1,2
1 1 1
I 1 1
v \ 4 A4
(v, Vg, Vo) (v1,v1,v1) (v0, Vg, Vo)
(b)

FIGURE 1.11 — Une application simpliciale ¢ sur un complexe simplicial abstrait K et sa corres-
pondance ¢’ sur un ensemble simplicial (K, d, s). Seuls sont représentés les simplexes dégénérés
de dimension inférieure ou égale a 2. (a) ¢ (b) ¢’

1.2.2 Structures cubiques et simploidales

Un cube géométrique est le produit cartésien de simplexes géométriques de dimension 1.
Un simploide géométrique est le produit cartésien de simplexes de dimensions quelconques. Les
structures cubiques (respectivement simploidales) permettent de représenter la "structure" d'ob-
jets subdivisés en cubes (respectivement simploides) de différentes dimensions. Nous présentons
dans cette sous-section :

— les ensembles semi-cubiques, utilisés en particulier dans le Chapitre 2;

— les ensembles semi-simploidaux, une généralisation des ensembles semi-cubiques. Ils sont
présentés a titre indicatif.

Les définitions de cette sous-section s'inspirent de [20].

1.2.2-a Ensembles semi-cubiques

Définition et terminologie.

Définition 1.2.11. Un ensemble semi-cubique de dimension n est un couple (K, d)" tel que :

— K =Up<p<n K? est un ensemble gradué;

— d: K — K est une application graduée (dﬁj)égg%gp de degré -1 vérifiant :
dﬁjdp;;,yl - dgydf_lﬁ' Vz,j,x,y,p|0 S ]7y S 1 S T < 1 S p7 1 S p S n
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1.2. STRUCTURES TOPOLOGIQUES

(a) (b) (c) (d)

FIGURE 1.12 — Représentation graphique de cubes de dimension 0 (a), 1 (b), 2(c), 3(d).

Un élément de KP? est un p-cube. La figure 1.12 illustre des cubes de différentes dimensions.
Une application dﬁj est appelée opérateur de face. Un p-cube o est une face d'un p’-cube 7 et
7 une coface de o si o peut étre obtenu par |'application sur 7 d'une composition d'opérateurs
de face (a noter que p < p'). Le bord d'un p-cube est I'ensemble composé de ses faces. L’étoile
d'un p-cube est I'ensemble composé de ses cofaces. Deux cubes sont incidents si |'un apparait
dans le bord de I'autre. A noter qu'un cube peut &tre incident plusieurs fois 3 un autre cube (cf
figure 1.13).

€9

Vo €o 1,0\ V1 /1.1 €4 Uy €s Us
,‘1,0 1,1'"1,1 1,0 % 1,0 1,1"

1,0 2,0 10 1,0 2,0 1,0

1,0 1,1
€1 fo fi — €s

L1 12,1 12,1 o
[ Ao @

%) =) ey Uy

FIGURE 1.13 — Représentation graphique d'un ensemble semi-cubique (K, d)? dans laquelle les
opérateurs de face (d; j)o<j<i<i<2 sont représentés par des fleches annotées par i et j.

Exemple. La figure 1.13 illustre un ensemble semi-cubique (K, d)2. Les cubes de K sont :

-0
K* = {vg,v1, v2, 03,04, U5, Vg, V7, Vs }
-1 U, ;
K" = {('(). €1,€9,€3,€4, €5, €, €7, €8, €9,€10, €11, ('12}
,2 » 9 -
K= = {fo, f1, f2}
En particulier, les opérateurs de face vérifient fodoodio = fodiodig = vo et fodoodi1 =
fodi.1d10 = v1. Notons que f5 est incidente deux fois a eqs.
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1.2. STRUCTURES TOPOLOGIQUES

Opérations de construction. Tout ensemble semi-cubique peut étre construit en utilisant les
opérations de produit cartésien, d'identification et de désidentification.

Produit cartésien.
Définition 1.2.12. Le produit cartésien de deux ensembles semi-cubiques (K, d)" et (K',d')"
est I'ensemble semi-cubique (K", d")"*"" défini par :
— K"=K x K' tel que K? x K" ¢ K"P* V¥p,l]j0<p<n,0<1<n;
— d" est définie par : pour tout o € KP,o' € K'P,
- (o, O'/)d;ij = (0d;j,0') sii <p;

- (0,0")d}; = (0,0'd}_,, ;) sinon.

Vo
o
1,0
€o X “1,0 1,1:.:1,0 1,1:.
(%) eq V3 €y Vs
1,1
vl.
(a)
(vo, v2) Lo (vo, e1) 9170' v31)0 (vo, €2) 1 (vo,V4)
@ = @
1,0 Tl,O 1,00 11'0 1,0]
(eo)|v3)

(eo, v2)f55  (en 1) —rlos  (en€2) —7f(en va)

74l 11,1 1,1 11,1 1,1
A y v
O 1T @, @
(v1,v2) (vi,e1) (v, v3) (v1,€2) (U1, V4)
(b)

FIGURE 1.14 — Produit cartésien. (a) Les ensembles semi-cubiques initiaux (K, d)! et (K’,d')!.
(b) L'ensemble semi-cubique (K", d")? résultant.

Exemple. La figure 1.14 illustre le produit cartésien de deux ensembles semi-cubiques de dimen-
sion 1. Les cubes de K" sont :

[\'H(] {(y('()A ('*_)). (l‘(JA l‘;;), (l'[). 1'1)A <l,‘1 N I,‘Q)A (,(‘1 N ('_-),). (l‘]A l‘1>}
[\7//] = {((7(]. ['2). ((‘(). 1';5). (f‘(). {‘1>. (['(]. ‘tl,)A (l'(). ('2). ((‘1. €1 ) (1‘1 . (‘3)}
K" = {(eg,e1), (ep,e2)}
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1.2. STRUCTURES TOPOLOGIQUES

En particulier, notons que :
— (eo, e1)d] o = (vo,e1);
— (eo,e1)df = (vi,e1);
— (eo,e1)dy g = (€0, v2);

— et (eq, el)d’g’,—l = (eg, v3).

Identification.
Définition 1.2.13. Soit (K,d)"™ un ensemble semi-cubique, une famille de partitions I =
(IP)OSP=" et une application graduée ( : K — K tels que : pour tout p valide,
— IP est une partition de KP ;

— Ve ={og,...,04} € IP, Vo,0" € ¢,

L oC =0
- od;j, a’di,j appartiennent au méme élément de w1 Vp>1,Vi,jl0<j<1<i<
p.

L’ensemble semi-cubique (K',d')" résultant de I'identification caractérisée par I et ( est
défini par :

— Vo € KP,oC € K'P et |K'P| = |I?|;

— od; ;= 0d; ¢, Yo K? Vi,jplp>1,0<j<1<i<p.

Exemple. La figure 1.15 illustre |'application d'une identification sur un ensemble semi-cubique
(K, d)? caractérisée par I = (IP)<P=2 telle que :

]0 — {{Uo}ﬂ {Ul 9 /Uil}: {1}2}1 {/Uiir /UG}? {/05}', {U?}}
I' = {{eo}, {er}, {e2, e5}, {ea}, {ea}, {es}, {er}}
P’ ={{fo}.{N}}
En particulier, v1¢ = v4¢ = v1, v3¢ = v6{ = v3, ea( = e5( = es. L'ensemble gradué K’ est
défini par :
K" = {vg, vy, v, v3, 05,07} = KO\ {vg,v6}
K" = {eg, e1,e2,e3,e4, 6,7} \ {e5}

K” = {fo, f1}

Notons que :
— eqdip = vy et eqd] ) = v1;
— erdio = vg et 67(Z(L0 =v3;

. .
— et fidog = e5 et fld‘z,() = e9.
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Vo €o %1 (2 €4 Us
1,0 1,1 _1,0 11,
’: " A A ) "
1,0 10 1,0 1,0 1,0 1,0
€1 € €s €6
2,0 fo 21 20 f 21
1.9 11,1 1.4 1,1 11,1 1,1
v y v \ 4
.‘1,0 1,17' “1[0 1’1'.
() €3 U3 Vg €7 Uy
(a)
Vo €o (%1 €4 Us
1,0 1,1 1,0 1,1
®- 4 ®
1,0 1,0 1,0 1,0 1,0
e1 (3] €q
2,0 fo 27120 h 21
1,1 11,1 1,1 11,1 1,91
\ 4 A4 y
05 1@, T
Uy €3 3 €7 7
(b)

FIGURE 1.15 — Identification. (a) L'ensemble semi-cubique initial (K, d)?. (b) L'ensemble semi-
cubique (K’,d’)2 résultant de l'identification de v avec vy, v3 avec vg et ey avec es.

Désidentification. La désidentification est |'inverse de I'identification. Intuitivement, elle
consiste a "éclater" des cubes d'un ensemble semi-cubique et a modifier les opérateurs de face
des cubes de |'étoile des cubes éclatés. La figure 1.16 illustre I'application d'une désidentification
sur un ensemble semi-cubique (K, d).

Remarque. Comme pour les ensembles semi-simpliciaux, nous faisons le choix de ne pas donner
de définition formelle de la désidentification. Une désidentification est entiérement définie par
I'identification inverse qu'elle induit.

1.2.2-b Ensembles semi-simploidaux

Un simploide géométrique o est le produit cartésien de simplexes géométriques :
0 =01 X02X...X0q

Le type de o est le g-uplet (p1,...,pq) ol p; est la dimension de o; pour 1 < i < g. La figure
1.17 illustre des simploides de différents types.
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Vg €o 17'7 € . Vg
@
1,0 Iz - 1,1 4 10 I - 11
1,0 ’ 1,0 z 1,0
€7
1,0 1,1 [ 10 1,1
€6 fe— fZ — e f3 —] €g
1,1 e, 12’1 vt es 1 21 1,1
3 @ @ Us
1,0 I 20 1,1 1,0 I 20 1,1
1,0 : 1,0 / 1,0
€10
1,0 1,11 1,0 1,1
€9 f—— fO — e fl —] €11
1,1 l 21 11 1 2 11
@ { {
vo 1,0 34_ 1,1 1]1 1,0 65 1,1 vZ
(a)
Ve € Vg U7 e Vg
1,1 4 1,0 1,1, 1,1 4 1,0 - 1,1.
1,0 2,0 1,0 1,0 . 1,0
1,0 1,1 1,0 1,1
€6 fe— f2 —] €12 €7 f— f3 —] €g
1,1 l 21 1,1 1,1 l 21 1,1
o 1,0 e 1,1 o o 1,0 e 1,1 ®
173 ’ 2 ! Ulo U4 ! 3 4 175
vll 614 V12 U14 915 1715
1,1 4 1,0 1,1. 1,1 4 10 - 1,1.
1,0 2,0 1,0 1,0 , 1,0
1,0 1,1 1,0 1,1
€9 +— fo — €13 €iof— fi — €11
1,1 l 21 1,1 1,1 l 21 1,1
o 1,0 e 1,1 o o 1,0 e 1,1 ®
170 ! 4 ’ v13 171 ! 5 ’ UZ

(b)

FIGURE 1.16 — Désidentification. (a) L'ensemble semi-cubique initial (K, d)2. (b) L’ensemble
semi-cubique (K, d’)? résultant d'un éclatement de vy en vy, v1g, V12, V14, de v1 en vy, vy3, de
v3 en wvs,v11, de vy en v7,vg9, de vs en vy, vi5, de ey en ey, ers, de e3 en es,eis, de eqg en

e10, €13 et de es en es, e14.
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(a) (b) (c) (d) (e)

FIGURE 1.17 — Représentation graphique de simploides de différents types. (a) De type (1,1).
(b) De type (2). (c) De type (1,1,1). (d) De type (3). (e) De type (2,1) ou (1,2).

Définition 1.2.14. Un ensemble semi-simploidal de dimension n est un couple (K,d)" tel
que :
— K =Up<p<n K? est un ensemble gradué;
— T : K? — U;,_; N7 vérifie : pour tout p valide et tout o € KP,
coT=(0)sip=0;
- oT = (p1,...,pq) € N*I sinon, avecp =>1_ p;;

— d : K — K est une application graduée (dﬁj)%éfggogjgpi de degré -1 vérifiant : pour

tout p valide et tout o € KP, notons oT = (p1,...,Dq),

O'de: (pla"-vpi_lw-'apq)5ipi>1f
ZJ (p17‘°'7p’i—17pi+1)"'apq) SIpZ:]-:

codl dl =odl dL sij > ketpi > 1,

ody d0 " sip>1;

p gp—1 .
- odt .d = J avec k < 1.
S { Udz,zdf—f,

;sinon,
Remarque. Les ensembles semi-simploidaux n’'étant pas utilisés par la suite, nous choisissons
de ne pas introduire de terminologie. Notons que la terminologie utilisée pour les ensembles
semi-simpliciaux et semi-cubiques serait directement applicable ici : un élément de KP? est un
p-simploide, une application dfj est appelée opérateur de face etc. ..

V1 1,1 €z 1,0 1‘2
1,1 1:11 1,1
€4

—><Zl—l fl T,O’ €5
1,0 1,01 10
Vs 1,1 es 1,0 ‘1]4

FIGURE 1.18 — Représentation graphique d'un ensemble semi-simploidal (K, d)? dans laquelle
les opérateurs de face (d; ;) sont illustrés par des fleches annotées par i et j.
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Exemple. La figure 1.18 illustre un ensemble semi-simploidal (K, d)?. Les simploides de K sont :

KO = {vo,v1,v2,v3,v4}
K' = {(i(). ey, €2,€3, €4, (‘3}
K? = {fo, f1}

En particulier :
— foT' = (2) et fod1oT = fod11T = fod1 2T = (1);
— AT = (1,1) et fid1 0T = fidiaT = firdo T = fida,
— Jodi2d11 = fodiadan;
— fida1di1 = fidiadig

)
~
|
—
—_
—

1.2.3 Structures cellulaires

Les structures cellulaires permettent de représenter des objets subdivisés en cellules "quel-
conques" (cf figure 1.19). Nous présentons dans cette sous-section les ensembles semi-simpliciaux
numérotés. A notre connaissance, toutes les structures cellulaires sont des représentations opti-
misées de ces derniers, en particulier :

— les graphes d'incidences;
— les cartes combinatoires, utilisées dans le Chapitre 3.

Les définitions et la terminologie de cette sous-section s'inspirent de [24].

Vo e 2
€1 €e
vy fo €2 Vs
es es
U3 €4 2

FIGURE 1.19 — Représentation graphique d'un objet subdivisé en cellules quelconques, composé
de 6 sommets, 7 arétes et 2 faces.

1.2.3-a Ensembles semi-simpliciaux numérotés

Définition 1.2.15. Un ensemble semi-simplicial numéroté est un ensemble semi-simplicial
(K, d) muni d’une application N : K° — N telle que, pour tout o € KP, les sommets incidents
a o ont des numéros distincts.

Définition 1.2.16. Une p-cellule est composée d’'un sommet numéroté p et de son étoile
restreinte aux simplexes de dimensions inférieures ou égales a p incidents a des sommets dont
les numéros sont inférieurs ou égaux a p.
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FIGURE 1.20 — (a) Représentation graphique d'un ensemble semi-simplicial numéroté (K, d).
En rouge, la numérotation associée aux O-simplexes. (b) En bleu, les 2-cellules (il y en a 2), en
rouge, les 1-cellules (il y en a 7), en noir, les O-cellules (il y en a 6).

Exemple. La figure 1.20 illustre un ensemble semi-simplicial numéroté et les cellules induites.

Remarque. On s'intéresse généralement a des sous classes d'ensembles semi-simpliciaux numé-
rotés pour éviter, par exemple, de manipuler des cellules comme celle de la figure 1.21.
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VOOC

V10

1
o0 0 @ e ~® 0
0
1 1 1
1730 0
1
®
0
(b)

FIGURE 1.21 — (a) Représentation graphique d'un ensemble semi-simplicial numéroté. (b) En
rouge, la 1-cellule, en noir, les 0-cellules. Notons que la 1-cellule a 5 sommets dans son bord.
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1.2.3-b  Graphes d’incidences.

Un graphe d'incidence est composé d'un ensemble d’arcs A et d'un ensemble de nceuds V.
Un nceud représente une cellule. Un arc représente une relation d’'incidence entre deux cellules.

Remarque. || existe différentes variantes de graphes d'incidence : on choisit la définition ci-

dessous pour illustrer cette notion.

Définition 1.2.17. Un graphe d’incidence G = (V, A)" est composé d’un ensemble gradué
V =Uj_o V? et d'un ensemble A C Jp_; (VP! x V7).

A tout graphe d'incidence G = (V, A) ainsi défini peut étre associé un ensemble semi-
simplicial numéroté (K, d) de la maniére suivante :

— un simplexe o de dimension ¢ est associé a (cz, ... ,Cqz,) € V*0 X ... x V¥ s'il existe un
chemin (co,...,c,) dont (cg,...,cz,) est un sous-chemin. Pour tout i compris entre 0
et ¢, od; est le simplexe associé au sous-chemin (Czo, ..., Co; 15 Caryys - Cay)i

— tout O-simplexe associé a un sommet de VP est numéroté p.

Remarque. A tout graphe d'incidence peut étre associé un ensemble semi-simplicial numéroté,
I'inverse n’est pas vrai. Par exemple, I'ensemble semi-simplicial numéroté de la figure 1.20 peut
étre associé au graphe d’incidence de la figure 1.22, mais on ne peut pas associer de graphe
d'incidence a I'ensemble semi-simplicial numéroté de la figure 1.23 car il faudrait deux chemins
(fo, €0, v0) pour représenter les 2 simplexes de dimension 2.

FIGURE 1.22 — Représentation graphique du graphe d'incidence de I'objet subdivisé de la figure
1.19.

Exemple. Le graphe d’incidence de la figure 1.22 est défini par :

",v(l _ {lv(]_ V1, U2, U3, U4, "3}
V= {eo, €1, €2, €3, 4,65, €6}
V2= {fo, f1}
(vo, €0), (vo,€1), (v1,€0), (v1,€6), (V2,€1), (vo,e3), (vs, e3), (v3, €4)
A— (v4, €2), (v4, €4), (va, e5), (5, e5), (v, €6)
(e, fo), (e1, fo), (e2, fo), (e2, f1), (e3, fo), (e, fo), (e, f1), (es, f1)



1.2. STRUCTURES TOPOLOGIQUES

o

1/,0601 Vo €o

(a) (b)

FIGURE 1.23 — Un ensemble semi-simplicial numéroté (K, d) auquel on ne peut pas associer
de graphe d'incidence tel que défini dans cette sous-section. (a) (K, d), la numérotation des
sommets est en rouge. (b) Un objet géométrique pouvant étre associé a (K, d).

En particulier, I'arc (v1, ep) indique que vy est incident a eg.

1.2.3-¢c Cartes combinatoires.

Il existe différentes variantes de cartes combinatoires. On choisit ici de présenter les cartes
généralisées, telles que définies dans [25].

Définition et terminologie.

Définition 1.2.18. Une carte généralisée de dimension n est un couple (B, «)", ot
— B est un ensemble;
— «a: B — B est une famille d’involutions*(ca;)?S'=" telle que :
o B— By
- ooy est une involution, Vi,jl0<i<i+2<j<n.

Un élément de B est appelé un brin. L'ensemble de tous les brins accessibles a partir de b pour
une combinaison quelconque d'involutions «;, ..., a;, est une orbite, notée < g, ..., qa;, >

(b). q

Lien avec les ensembles semi-simpliciaux numérotés. Les cartes généralisées peuvent étre
associées a une sous-classe d'ensembles semi-simpliciaux numérotés, les quasi-variétés cellulaires
(non définies ici, cf [25] section 2.2). Intuitivement :

— une quasi-variété cellulaire de dimension 0 est composée d'une ou deux cellules de dimen-
sion 0;

— une cellule de dimension n est un cone sur une quasi-variété cellulaire connexe® de di-
mension n — 1;

4. Une involution est une application o : B — B qui est son propre inverse, c'est-a-dire que baa = b pour
tout b de B.

5. Une quasi-variété cellulaire de dimension 0 composée de deux cellules est connexe (une sphére de dimension
0 est composée de deux sommets).
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FIGURE 1.24 — Représentation graphique de la carte généralisée (B, a)? associée a I'objet sub-
divisé de la figure 1.19. Elle est composée de 16 brins, représentés par des sommets. L'involution
a est représentée par un trait en pointillé, I'involution a par un trait plein, I'involution ag par
un trait bleu.

— une quasi-variété cellulaire de dimension n est construite par identifications de cellules
de dimension n le long de cellules de dimension (n — 1) impliquant au plus 2 cellules de
dimension (n — 1).

Soient une carte généralisée (B, )" et N = {0, ...,n}. L'ensemble semi-simplicial numéroté
(K, d) induit par (B, o)™ est défini par : pour tout I = {ig,...,i,} et tout b € B,

— un p-simplexe est associé a |'orbite
<>Nor (b) =< ag,..., 0y, ..., 0G0 > (b) Vp,nl0 <p<n

ou d; indique que «; ne fait pas partie de I'orbite. Le O-simplexe associé a I'orbite <>x_ ;)
(b) est numéroté i ;

— soit o le p-simplexe associé a I'orbite <>n_; (b). od; est le (p — 1)-simplexe associé a
I'orbite <>y y;;} pour tout j compris entre 0 et p.

Remarque. Par la suite, notamment dans le chapitre 3, nous utilisons la notion de carte orientée.
Une carte orientée permet de représenter des quasi-variétés cellulaires orientées (cf. [26]).

Exemple. L'ensemble de brins de la carte généralisée (B, a)? illustrée sur la figure 1.24 est :
B=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15}

Notons par exemple que agag est une involution. En particulier 4agas = 15 et 15agas = 4.
L'ensemble semi-simplicial numéroté associé a (B, a)? est représenté sur la figure 1.20. Pour
simplifier, un simplexe est dénoté par la suite de ses sommets incidents. Soit N = {0,1,2} :

— le O-simplexe (fo), numéroté 2, est associé a I'orbite <>n_19y (2) = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9};
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— le O-simplexe (ep), numéroté 1, est associé a I'orbite <>, _ (1} ( ={2,3};
— le O-simplexe (vg), numéroté 0, est associé a I'orbite <>x_roy (2) = {1,2};
— le 1-simplexe (e, fo) est associé a l'orbite <>y _y1 9y (2) = {2 3};

— le 1-simplexe (vy, ) est associé a I'orbite <>y_109y (2) = {1,2};

— le 1-simplexe (vg, ep) est associé a l'orbite <>x_;01y (2) = {2};

— le 2-simplexe (vg, €g, fo) est associé a I'orbite <>N_{o

0,1,2} (2) ={2};

Considérons le 2- 5|mp|e><e (vo, €o, fo) :

— (vo, €0, fo)d2 = (1'0 €o), )
— (vo, €0, fo)d1 = (vo, fo), associé a I'orbite <>n_10 1,231} (2);
)

[\

associé a l'orbite <>xn_10.12}—{2) (2

— (vo, €0, fo)do = ((0 /( , associé a l'orbite <>x_10.1,21—10} (2)

1.3 Groupes d’homologie

Les groupes d'homologie caractérisent une partie de I'information structurelle d’'un objet,
par exemple son nombre de composantes connexes.

Remarque. Les documents de référence pour cette section sont [16] et [1]. Dans les deux cas,
les auteurs ont choisi de travailler avec des modules et non des groupes abéliens. Ceci implique
de définir la totalité des notions qui suivent sur des modules, y compris la notion de "groupes"
d'homologie. D'aprés la propriété 1.1, un groupe abélien est un module particulier; par souci
de clarté, nous avons choisi d'adapter les définitions des documents de référence aux groupes
abéliens.

1.3.1 Complexes de chaines

Dans cette sous-section, nous définissons les complexes de chaines, dont sont déduits les
groupes d'homologie.

Définition 1.3.1. Un complexe de chaines de dimension n € N* est un couple (C,0)", ou
— C est un groupe abélien gradué;
— 0 :C — C est un morphisme gradué de degré -1 vérifiant :

PP~ =0 Vpll<p<n

Notons qu'en toute rigueur, d'aprés la définition 1.3.1, 9" n'est pas défini. L'extension
A : C° — {0} est usuellement utilisée dans la définition des complexes de chaines. Un complexe
de chaines (C,9)" est représenté par :

on &y ont L B ot O o0 2
Un élément de CP est une p-chaine. Le morphisme gradué O est I'opérateur de bord.
Remarque. Par la suite, les exposants des opérateurs de bord et des complexes de chaines sont

parfois omis.

Définition 1.3.2. Soient deux complexes de chaines (C,0) et (C',d'). Un morphisme de
complexe de chaines de (C,0) sur (C',0') est un morphisme gradué de (C,0) sur (C',d’).
En particulier, ¢ : C — C' vérifie :

PP~ = PP Vpll <p<mn
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1.3.2 De la structure topologique aux complexes de chaines

Dans cette sous-section, nous présentons une méthode de construction d'un complexe de
chaines a partir d'une structure topologique pour les ensembles semi-simpliciaux, les ensembles
semi-cubiques et les cartes généralisées.

1.3.2-a Ensembles semi-simpliciaux
Ce paragraphe est une adaptation de [16] page 16. On peut associer a tout ensemble semi-
simplicial (K, d) un complexe de chaines (C,0). Informellement :

— les générateurs® de C sont les simplexes de K ;

— le bord de chaque générateur correspond au bord du simplexe auquel il est associé.
Définition 1.3.3. Soit un ensemble semi-simplicial (K, d). On peut lui associer le complexe de
chaines (C,0) tel que :

— (' est engendré par K ;

— O est défini par :

00 =0 Vo € K9;
0P =3P (-1)od; Vo€ KP,¥plp>0
La convention choisie pour la représentation graphique du complexe de chaines (C, 0) associé
a un ensemble semi-simplicial (K, d) est la suivante :
— seuls les générateurs de C sont représentés;
— l'opérateur de bord est représenté par une fléche :
- allant de d; vers dy en dimension 1;

- passant par dy, puis di, puis ds en dimension 2. Plus précisément, |'orientation de la
face respecte |'orientation des arétes de son bord en tenant compte des coefficients
+1 ou -1 (cf figure 1.25).

U1

U1
Q y
0 e e
e1 4 e, 4
1
] ( ) U2 €3
0 1
=0 €o fo > o
173 173
€z
Vo

FIGURE 1.25 — Représentation graphique d'un ensemble semi-simplicial (K, d)? et du complexe
de chafnes (C,0)? qui lui est associé. (a) L'ensemble semi-simplicial (K, d)?. (b) Le complexe
de chaines (C,0)2.

6. Les générateurs d'un groupe C' sont les éléments d'une partie P de C telle que tout élément de C s'écrit
comme une combinaison d’éléments de P.
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Exemple. Les générateurs du complexe de chaines (C, 0)? illustré sur la figure 1.25b sont :
CY = {vg,v1, v, v3}
cl = {ep, e1,€9,€3,€4}
C? = {fo}
En particulier, d'apres la convention graphique établie, les fleches de la figure indiquent que :
— f00? =eg—e1 +e3;

— 0t = v — vy, €10' = v1 — Vg, €20 = vy — Vo, €30 = vy — v3 et eIt = v3 — v3 = 0.

1.3.2-b Ensembles simpliciaux
On peut associer a tout ensemble simplicial (K, d, s) un complexe de chaines (C, 9).

Définition 1.3.4. Soit un ensemble simplicial (K,d,s). Le complexe de chaines (C,0) qui lui
est associé est tel que :

— (' est engendré par les simplexes non dégénérés de K ;
— O est défini par :
00 =0 Vo € K9;

- 0P =3P ai(—1)'od; ot a; =0 si od; est dégénéré et o; = 1 sinon.

V1

€ rfo> €1

(b)

FIGURE 1.26 — Représentation graphique du complexe de chaines associé a un ensemble sim-
plicial. (a) L'ensemble simplicial. (b) Le complexe de chaines.

Exemple. Les générateurs du complexe de chaines (C, )2 illustré sur la figure 1.26 sont :

(70 = {’{'(J. ’{'l}
01 = {(?(]f (,’]}
C? = {fo}

En particulier, d'apres la convention graphique établie, les fleches de la figure indiquent que :
— f00* =g —e1;

— eg0' = v1 — g, 10 = v1 — vp.
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1.3.2-c¢ Ensembles semi-cubiques
Ce paragraphe est une adaptation de [27] page 181. On peut associer a tout ensemble
semi-cubique (K, d) un complexe de chaines (C,0). Informellement :

— les générateurs de C sont les cubes de K ;

— le bord de chaque générateur correspond au bord du cube auquel il est associé;
Définition 1.3.5. Soit un ensemble semi-cubique (K, d). On peut lui associer le complexe de
chaines (C,0) tel que :

— (' est engendré par K ;

— O est défini par :

00 =0 Vo e K9;
- o0P = Z?;:l(—l)i(odgl —od}) Vo € KP,Vplp >0

La convention choisie pour la représentation graphique du complexe de chaines (C, 9) associé
a un ensemble semi-cubique (K, d) est la suivante :

— seuls les générateurs de C sont représentés;
— l'opérateur de bord est représenté par une fleche :
- allant de dq 1 vers di o en dimension 1;

- passant par dy, puis d2, puis di1, puis d21 en dimension 2. Plus précisément,
I'orientation de la face respecte |'orientation des arétes de son bord en tenant compte
des coefficients +1 ou -1 (cf figure 1.27).

v e v v v e v e
T 0 a0 g 4 0 0 1 4 Uy

® ® 1,0 ® 1,1 " ®
1,0 2,0 1,0 ( )
€s €s
1,0 1,1
e fo — €3 €1 fo és

I
>

11 12,1 11
® ® < ®
1,0 1,1
7] €z U3 U2 €z U3
(a) (b)

FIGURE 1.27 — Représentation graphique d'un ensemble semi-cubique (K, d)? et du complexe
de chafnes (C,9)? qui lui est associé. (a) L'ensemble semi-cubique (K, d)2. (b) Le complexe de
chaines (C, 0)2.

Exemple. Les générateurs du complexe de chaines (C, d) illustré sur la figure 1.27b sont :

('YU _ {(’-()! U1, U2, U3, l,']}

(vl f

= 1€0,€1,€2,€3, €4, 6‘_’,}

2 .
C* ={/fo}

En particulier, d'apres la convention graphique établie, les fleches de la figure indiquent que :
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AV \

— f00° = —(e3 —e1) + (e2 — eg)

— egd! = vy —v1, 10! = vy — Vg, €20! = vy — v3 et e30! = v — v3, €0t = vy — v; et
(’5()1 = Vg4 — Vg = 0

1.3.2-d Cartes généralisées

[l existe plusieurs facons de construire un complexe de chaines (C,0) a partir d'une carte

généralisée (B, a) :

1. en associant un ensemble semi-simplicial numéroté (K,d) a (B, «) (cf paragraphe 1.2.3-
c), puis en construisant le complexe de chaines que I'ensemble semi-simplicial induit (cf
paragraphe 1.3.2-a). Les générateurs de C sont alors les simplexes de K. Dans ce cas, on
oublie la structuration des simplexes en cellules. Il est néanmoins possible d’en tirer parti
pour optimiser les calculs de groupes d"homologie, en mémorisant les informations liées a
I'homologie des cellules (cf section 4 de [16]);

2. en associant directement a chaque cellule de (B, «) un générateur dans (C,0), et en
déduisant O des relations entre les cellules de la carte. Ceci n'est possible sans perte
d’'information homologique que dans le cas ol les groupes d’homologie des bords des
cellules sont isomorphes a ceux d'une sphére, ce qui est généralement le cas en pratique

(cf [28]).

Remarque. L'objectif de ce paragraphe est de mettre en évidence les critéres sur lesquels choisir
une méthode de construction plutdt qu'une autre. Ces dernieres sont donc présentées succincte-
ment. Nous invitons le lecteur a se référer aux documents cités s'il souhaite approfondir le sujet.

1.3.3 Cycles, bords et groupes d’homologie

Dans cette sous-section, nous définissons les groupes d'homologie, calculés a partir d'un
complexe de chaines, en distinguant deux types de chaines : les cycles et les bords.
1.3.3-a Cycles et bords

Définition 1.3.6. Soit un complexe de chaines (C,0). Une p-chaine z € CP est un p-cycle si
et seulement si z0P = 0.

Les p-cycles forment un groupe abélien noté ZP.

Remarque. Notons que toute 0-chaine est un 0-cycle car 8° = 0.

Exemple. Quelques 1-cycles sont représentés sur la figure 1.28. En particulier, 2% vérifie :

Z([()'l' = (e5 +e4 — (_))()I

(
(v4a —v2) + (v3 —v4) — (v3 — v2)
0

Définition 1.3.7. Soit un complexe de chaines (C,0). Une p-chaine b € C? est un p-bord si
et seulement si il existe une chaine c dans CP*! telle que cOP*! = b.
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U2
€1 €2
V1 €5 V3
es €.
2
(b)

FIGURE 1.28 — Différents 1-cycles d'un méme complexe de chaines. (a) La 1-chaine 2 =
es +eq — eo est un 1-cycle (en vert). (b) La 1-chaine z® = e3 + ¢4 — e3 — €1 est un 1-cycle (en
vert).

Les p-bords forment un groupe abélien noté BP.

Remarque. Notons que tout bord est un cycle car 90 = 0.

7] U2
€q €z €1 €
%1 V3 %1 Vg
es es €3 ey
V4 2
(a) (b)

FIGURE 1.29 — Différents 1-bords d'un méme complexe de chaines. (a) La 1-chaine v* =
e1 + ey —eq — ez est un 1-bord (en vert). (b) La 1-chaine b” = e; + e5 — e3 est un 1-bord (en
vert).

Exemple. Quelques 1-bords sont illustrés sur la figure 1.29. En particulier :

(fo+ fi )9* = (e1+e5 —e3) + (e2 —es — e5)
—=e1 —e3+ex—ey

= b

Donc b est un 1-bord.

1.3.3-b  Groupes d’homologie

Les groupes d’homologies caractérisent les "trous" d'un complexe de chaines. Un "trou" est
une notion abstraite qui n'a pas nécessairement d'interprétation intuitive, d’'autant plus lorsque
ces derniers sont de dimension supérieure a 2. En supposant que le complexe de chaines soit
associé a un maillage 3D, ses groupes d’homologie caractérisent :

— ses composantes connexes en dimension 0 ;

— ses tunnels en dimension 1;
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— ses cavités en dimension 2.

Définition et terminologie. Les groupes d'homologie sont calculés a partir d'un complexe
de chaines (C,d) comme étant le quotient de ses cycles par ses bords. Informellement, cela
signifie que I'on partitionne les cycles de (C, ) selon la relation d’équivalence : "deux cycles
sont équivalents s'ils ne different que d'un bord".

Définition 1.3.8. Soit un complexe de chaines (C, d). Son p-éme groupe d’homologie est le
groupe quotient :
HP = 7P/ BP

Deux p-cycles 2 et z; appartenant a une méme classe d’'équivalence de HP sont dit homo-
logues.

Remarque. 1| existe des travaux de recherche autour du calcul des "meilleurs" générateurs des
groupes d’homologie selon des critéres bien définis [29, 30, 31, 32].

Exemple. Les 1-cycles 2® et 2 illustrés sur la figure 1.28 sont homologues :

2 — 2" =(es +es—eg) —(es+es—ex—en)
=e5 — €3+ e
AV
= fo0”

Dit autrement, 2% et z° ne different que d'un 1-bord fy92.

Théoréme de structure des groupes abéliens de type fini. Dans le cadre de cette thése,
on suppose que les complexes de chaines sont toujours associés a une structure topologique
composée d'un nombre fini de cellules, et que les générateurs des chaines sont ces cellules. En
conséquence, les groupes d’homologie considérés sont des groupes abéliens de type fini et sont
sujets au théoréme de structure des groupes abéliens de type fini. La présentation du théoreme
ci-dessous est issue de [20] page 36. Il est présenté plus en détail dans [33] pages 284-285.

Théoréme 1. Tout groupe abélien de type fini est isomorphe a une somme directe finie de
groupes monogeénes’ :

Z@...@Z@Z/QZ@...@Z/@Z

—— ——

partie libre partie de torsion

avec 1 < t; ett; divise t;y1 pour toutt; € Z, 1 <1i < k.

En particulier, les groupes d"homologie H = (HP) d'un complexe de chaines sont isomorphes
a une somme directe finie de groupes monogénes et se décomposent en une partie libre et une
partie de torsion. Le rang de la partie libre de HP est appelé nombre de Betti, et noté 3P. Les
entiers t; de la partie de torsion sont les coefficients de torsion.

1.3.4 Quelques exemples

Dans cette sous-section, nous présentons quelques exemples de groupes d'homologie. Les
objets considérés sont :

7. Un groupe monogeéne est un groupe engendré par un unique élément.
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— un tore subdivisé, représenté par un ensemble semi-simplicial ;
— une sphére subdivisée, représentée par un ensemble semi-cubique;

— une bouteille de Klein subdivisée, représentée par une carte combinatoire ;

1.3.4-a Tore - ensemble semi-simplicial

Les groupes d'homologie du tore de la figure 1.30 sont calculés sur le complexe de chaines
(C,0)? de la figure 1.30c induit par I'ensemble semi-simplicial de la figure 1.30b.

(b) (c)

FIGURE 1.30 — Un tore. (a) Représentation géométrique. (b) L'ensemble semi-simplicial (X, d),
ol deux simplexes de méme nom sont identifiés entre eux. (c) Le complexe de chaines (C, 0).

Les générateurs des cycles et des bords de (C,0) sont :

2= (v} B}
212{60,61,62} Blz{el—eg—i-eo}
7?2 ={fo— f} B?={}

Ses groupes d’homologie sont :
H = 2°/B° = {v}/{} 2 Z
H' = Zl/B1 ={ep,e1,ex}/{e1 —e2+ey} ZTLBL
H?=Z2°/B* = {fo - fi}/{} =L

Dit autrement, les nombres de Betti du tore sont 30 =1, gl =2 et 2 = 1.

1.3.4-b Spheére - ensemble semi-cubique

Les groupes d'homologie de la sphére de la figure 1.31 sont calculés sur le complexe de
chaines (C,0)? de la figure 1.31c induit par I'ensemble semi-cubique de la figure 1.31b.
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€1
1
fo
€o
€o
v
Vo
(b) (c)

€1

<«

%1

FIGURE 1.31 — Une sphére. (a) Représentation géométrique. (b) L'ensemble semi-cubique
(K,d), ou deux cubes de méme nom sont identifiés entre eux. (c) Le complexe de chaines

(C,0).

Des générateurs des cycles et des bords de (C, 9) sont :

ZOZ{'UO,'Ul,'UQ} BOZ{'Ul—'UQ,'U()—'Ul}
7' = {} B'={}
7 = {fo} B*={}

Ses groupes d’homologie sont :

HO = ZO/BO = {Uo,Ul,UQ}/{’Ul — V2, V0 —’U1} =7
H'=Z7'/B'={}/{} =0
H? = 7°/B* = {fo}/{} = Z

Dit autrement, les nombres de Betti de la sphere sont 5 =1, g1 =0 et 82 = 1.

1.3.4-c Bouteille de Klein - carte combinatoire

Les groupes d’homologie de la bouteille de Klein de la figure 1.32 sont calculés sur le complexe

de chaines (C, 9)? de la figure 1.32c induit par la carte combinatoire de la figure 1.32b.

Des générateurs des cycles et des bords de (C, ) sont :

Z° = {v} B ={}
7' = {eg,e1} B'={2xe}
7= B =)
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v
A
€1
v e
1L
( fo
€ v
€1
v
(c)

FIGURE 1.32 — Une bouteille de Klein. (a) Représentation géométrique. (b) La carte combina-
toire (B, «). (c) Le complexe de chaines (C, ).

Ses groupes d’homologie sont :

H°=27°/B" = {v}/{(} = Z
H'=Z7'/B' = {eg,e1}/{2% e} 2 LD ZL/2Z
H*=27%/B*={}/{} =0

Dit autrement, les nombres de Betti de la bouteille de Klein sont 3° =1, sl =1 et B2 =0 et
2 est un coefficient de torsion.
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1.4 Etat de I'art

L'objectif de cette section est de positionner les travaux présentés dans cette thése par
rapport a I'existant. Pour cela, nous présentons des grandes catégories de méthodes de calcul
de groupes d'homologie. Pour chacune d’elles, nous expliquons d'abord son principe en nous
appuyant sur un document de référence, puis nous présentons d'autres travaux de recherche liés
a cette catégorie.

1.4.1 Forme Normale de Smith

Tout morphisme peut étre représenté sous forme de matrice. En particulier, c'est le cas de
I'opérateur de bord 0 des complexes de chaines. Le calcul des groupes d'homologie au travers
d'une mise en Forme Normale de Smith (FNS) repose sur cette représentation matricielle. Il est
utilisable pour n'importe quel type de structure topologique dés lors que |'on sait en extraire un
complexe de chaines.

1.4.1-a Principe

Le document de référence choisi est [34]. En 1861, Henry John Stephen Smith présente dans
[35] des travaux sur la résolution de systémes d'équations indéterminées. Il y définit une forme
matricielle particuliére qui prendra son nom, la forme normale de Smith (FNS). En particulier,
il prouve que toute matrice définie sur Z peut étre mise en FNS.

Soit un complexe de chaines (C,0). Pour tout p compris entre 1 et n inclus, une ligne de
la matrice associée a 9P : CP — CP~1, également notée 0P, représente le bord d'un générateur
de CP. D'apres le théoréme 11.3 de [34], il existe des bases de C? et CP~! telles que O” soit en
FNS. Un algorithme de calcul de ces bases est donné page 56 de [34].

Définition 1.4.1. Une matrice 9P est en forme normale de Smith (FNS) si elle est de la

forme :
générateurs de CP~1

—1 —1 —1 —1 —1
cg cIf cg b .o.och

a+1
b 0 ...00 7
dlo ol g
générateurs de C? c.{; 0o 0 . b'q
al, ) 0
ch L .

oub; >1 etb; divisebjr1 Vq,i,jl0<g<m,n 1<j<qg 1<i<g.
L'information homologique "se lit" sur la FNS. Soit Z” le groupe des p-cycles de (C, ) et
BP~1 le groupe de ses (p — 1)-bords :
— une ligne nulle de 0P correspond a un générateur ¢ de ZP car 9P = 0;

— une colonne ¢?~! non nulle de A7 correspond a un générateur de BP~! car il existe une
ligne cP telle que cPOP = cP~1;
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Vo € )

(41
(a) (b)

FIGURE 1.33 — (a) Sphére S*. (b) Un complexe de chafnes (C, ) associé & une subdivision de
St

Le nombre de Betti 8P est la différence entre le rang de ZP et celui de BP. Dit autrement, il
est la différence entre le nombre de lignes nulles de 9P et le nombre de colonnes non nulles de
0P Les coefficients strictement supérieurs a 1 sont les coefficients de torsion de HP.

Exemple. Les matrices 0° et 0! associées au complexe de chaines (C,d) illustré sur la figure
1.33b sont :

o' vy v ve
el 1 —1 .
€1 [ . -1 1 ‘|
esl—1 . 1

La matrice 9° est en FNS. La FNS de 0! peut &tre obtenue de la maniére suivante :

Vo Vo + V1 Vg Vg Vo + V1 V2 Vg Vo + V1 Vo + U1 + VU2
€n 1 . . €o 1 . . €o 1 .
(il[ . —1 l] (fl[ . 1 l] —eq [ 1
esL—1 —1 1 es L—1 —1 1 es+eg—erl. .

En particulier, on compte sur la FNS de 9" :
— une ligne nulle, donc rang(Z') = 1;
— deux colonnes non nulles, donc rang(B®) = 2.
On sait que rang(Z°) = rang(C®) = 3 car tout générateur de C° est un O-cycle, et que
rang(B') = 0 car C? est vide. Dol :
B° = rang(Z°) — rang(B°) = 1 Bl = rang(Z') — rang(B') =1

Enfin, les changements de base étant connus, observons que es + ¢y — el est un générateur de
H'.

1.4.1-b Autour de la Forme Normale de Smith

Améliorations algorithmiques. Nous distinguons deux types d'algorithmes autour de la mise
en FNS d'une matrice :

— les algorithmes probabilistes [36, 37, 38]. A notre connaissance, ces derniers ne permettent
pas de calculer les générateurs d’homologie. Aussi, I'algorithme de ce type le plus récent
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A ce jour semble &tre /'algorithme de Las Vegas® présenté dans [38]. Il se décompose en
3 parties. Soit A la matrice que I'on cherche a mettre en FNS :

1. calculer b, de A a I'aide de I'algorithme Largest Invariant Factor présenté dans
[40];

2. calculer les autres b; de A, 1 < i < ¢ par résolution d'une équation particuliére dont
I'une des composantes est une matrice J "aléatoire" ;

3. vérifier que le résultat obtenu satisfait certains critéres;

— les algorithmes déterministes [34, 41, 42, 43]. lls permettent parfois le calcul des généra-
teurs d’"homologie. Par exemple, I'algorithme présenté dans [41] se décompose en 4 parties.
Soit A la matrice que I'on cherche a mettre en FNS :

1. calculer une matrice triangulaire inférieure T" ayant la méme FNS que A ;

2. calculer une matrice triangulaire supérieure B ayant la méme FNS que A comme
étant la transposée d’'une sous-matrice de T';

3. transformer B en matrice bidiagonale supérieure C';
4. calculer la FNS de C.

Remarque. Cet algorithme prend en entrée une matrice définie sur Z ; il se généralise a Z
au prix du calcul d'un d suffisamment grand pour que la FNS de A sur Z soit isomorphe
a celle de A sur Z.

Une analyse de complexité d'une partie des algorithmes de mise en FNS est présentée dans
[42, p.129]. En particulier, notons que la complexité en temps dépend systématiquement des
dimensions de la matrice mise en forme.

Réduction de la donnée. En dehors des optimisations intrinséques du calcul de la FNS, il
existe des solutions consistant a réduire le complexe de chaines avant de calculer la FNS de
0 [44, 45]. L'idée ici est de réduire la taille de la matrice P en garantissant que |'information
homologique induite par la FNS de la matrice réduite est identique a celle induite par la FNS
de la matrice avant réduction.

Il existe aussi des variantes de la FNS avec lesquelles il est possible de calculer les générateurs
d’homologie sans que les changements de base de toutes les matrices P ne soient explicitement
conservés. Par exemple, 'algorithme de [46] garantit que la base de CP utilisée pour les lignes
de OP est celle utilisée pour les colonnes de CP+1,

Autres utilisations. Les propriétés de la FNS et leur interprétation sont présentées en détail
dans [47]. Elle est un outil algébrique dont I'utilisation n'est pas réservée au calcul de groupes
d’homologie. Elle trouve par exemple un intérét en théorie des graphes [48], en cryptologie [49]
ou en chimie [50].

8. Algorithme probabiliste dont le résultat est toujours le bon, mais dont le temps d'exécution est aléatoire
[39].
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1.4.2 Homologie Persistante

L'Homologie Persistante consiste a analyser |'évolution de I'homologie d'un objet au fil de
son existence, dont les étapes sont généralement symbolisées par une filtration.
1.4.2-a Principe

Le document de référence choisi est [51], et plus particulierement le chapitre VII.

vl. 171.
@ [ .Vz
Vo
Y [
Vg Vo
(a) Ko (b) Ky (c) Ko (d) Ks
V1 U1 V1 V1
®
e &1 Ga
U2 V2 ] vy
€9 ([ €9 €9 €
€2 €2
[ J [ J
Vo Vo Vo Vg
(e) Ky (f) Ks (8) Ko (h) K7

FIGURE 1.34 — Représentation graphique d'une filtration Kg C Ky C Ky C K3 C Ky C K5 C
K¢ C K7 = K.

Définition 1.4.2. Soit un complexe simplicial abstrait K et une application f : K — R vérifiant
f(o) < f(7) quand o est une face de . La filtration induite par f est la séquence :

=KoCK;C...CK,=K
ot K; = f~1(—o00,i] pour 0 <i < n.

La figure 1.34 illustre une filtration.

Remarque. Dans le document de référence, les valeurs des simplexes par f sont notées a; et
peuvent étre différents des indices d'étapes i. Pour simplifier, nous supposons dans ce paragraphe
que a; = i pour tout 7. Nous notons H?(K) le p-éme groupe d’homologie du complexe de chaines
associé a K.

L'inclusion de K; dans K; 1 induit une relation f£i+1 entre HP(K;) et HP(K;41), pour tout
0 < < n. Plus généralement, on note f, : H?(K;) — HP(K;) la relation associant H”(K;) a
HP(K;) pour 0 <i<j<n.Ona:
3 fa R

0= HP(Ko) —% HP(K;) =% ... =" HP(K,) = HP(K)
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Un groupe d'homologie persistante, noté Hfj, représente |'ensemble des classes d’homologie de

I'étape ¢ ayant survécu jusqu'a I'étape j. En particulier, Hf’i = HP(K;).

Définition 1.4.3. Les H} = HY P . sont les p-groupes d’homologie persistante, Vi, j|0 <
1< j<n.

14
H

FIGURE 1.35 — Evolution d'un groupe d’homologie HY | dans une filtration. En rose, la per-
sistance de HY | A différentes étapes. En bleu, les relations ffjfl et ffflj. )\ est une classe
d’homologie née en i et morte en j. Cette figure est inspirée de [51, p.180]

Le nombre de Betti persistant BZPJ est le rang de Hfjj Une classe d’'homologie A de H?(K;)
née en i si elle n'appartient pas 8 H” | ,, et meurt en j si :

— Mff;_, n'appartient pas & H} | ; ;

— et Af{; appartient & HY , .

La figure 1.35 illustre la naissance et la mort d'une classe d’homologie A. Le nombre de p-classes
d'homologie nées en i et mortes en j est :

pog = (Bij-1 = Biy) = By o1 — Biiay)

Diagramme de persistance. L'indice de persistance d'une classe d'homologie A, noté
pers(\), est la différence entre son indice de mort j et son indice de naissance i. Les indices de
persistance sont généralement représentés sous la forme d’'un diagramme de persistance. Le
diagramme de persistance de dimension p est composé de |'ensemble des points (i,j,uﬁj). Ce
dernier est représentable en deux dimensions (i, j) a condition que chaque point soit annoté de
uﬁj. Pour déterminer ﬁfjj, on compte le nombre de points (k,1) tels que k < i et ! > j. Intuiti-
vement, cela revient a compter le nombre de points du diagramme dans le quadrant haut-gauche
de coin (k,1), fermé a droite et ouvert en bas.

Propriété 1.2. Le diagramme de persistance encode la totalité de I'information liée a 'homologie
persistante d'une filtration [51, p.181].

Remarque. Une classe d"homologie qui ne meurt pas a un indice de persistance a I'infini, et n’est
pas représentée sur le diagramme de persistance.

Calcul des indices de persistance. Les indices de persistance sont calculés a partir d'une
matrice M induite par f : K — R. Les lignes et colonnes de M représentent les m simplexes de
K dans I'ordre oy, ..., 0,1 Vérifiant : pour tous indices x,y comprisentre O et m —1, z < y
si,
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P
L
L’
7 -
"

J

6 28
Y 0 i

Hzs =1 7
5 “e ot
0 _ 7
e Hza = 1 g
M S 4 L4 +
= I 4
//
3 i
P
L
2 -
. b4
> 1 e
.
1 .~
b4
a -~
(a)
0 T
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Naissance

FIGURE 1.36 — (a) Les 3 dimensions d'un diagramme de persistance. (b) Une représentation
en deux dimensions du diagramme de persistance de dimension 0 de la filtration illustrée sur la
figure 1.34. Le point ,ug74 = 1 représente la classe d’équivalence créée par v; dans K; et tuée
par eg dans K,4. Le point ng5 = 1 représente la classe d'équivalence créée par vo dans Ko et
tuée par e; dans K5. En rose, le quadrant utilisé pour déterminer ,6’374 =1: Hg,s compte et ,u(2)74
ne compte pas.

— f(oz) < f(ay) ,
— o0, est une face de 0.

Le coefficient Mz, y] de la ligne x et colonne y de M est :

Miz,y] = 1 si le p-simplexe o, est une face du p’-simplexe o,,et que p’ —p =1
Y171 0 sinon

Notons low(y) = z le fait que x soit la plus basse ligne de la colonne y ou M|z,y] # 0.
L'algorithme ci-dessous modifie la matrice M en la balayant de gauche a droite, et en faisant en
sorte qu'a la fin de son exécution il n'existe pas deux colonnes y et yy telles que low(y) = low(y’).
La matrice ainsi obtenue est dite réduite, et est notée R);.

Algorithme : Réduction de M
Entrées : Matrice M,,,xm
1 pour y de 1 3 m faire
2 tant que Jyp|yo < y, low(yo) = low(y) faire
3 Ajouter la colonne yg a la colonne y dans M
4 fin
5 fin

Pour chaque colonne non nulle y de Ry telle que 074y, est un p-simplexe, le couple (low(y),y)
représente un point du diagramme de persistance de dimension p. En particulier :

— le nombre de colonnes nulles représentant un p-simplexe est le rang de ZP, et est notée
#Zerop(Rar) ;
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— le nombre de lignes low(y) représentant un p-simplexe est le rang de BP, et est notée
# Low, (R ).
Il en découle P = #Zeroy(Ryr) — #Lowy(Ray).

Remarque. La matrice réduite n'est pas unique mais I'ensemble des couples (low(y),y) I'est.
Notons que, comme pour |'utilisation de la FNS, il convient de conserver les changements de
base effectués au travers des ajouts de colonnes pour obtenir les générateurs d’homologie. De
plus, les coefficients de M et Rj); sont nécessairement dans Zs.

Exemple. Le complexe simplicial K illustré sur la figure 1.34h est défini par :
{vo, v1,v2, €0, €1, €2, fo}

L'application f : K — R de la filtration est :
— f(vo) =1, f(v1) =2, f(vy) =3;
— fleo) =4, f(e1) =5, f(e2) =6;
— f(fo)=T1.
La matrice M induite par f : K — R et sa réduction R sont :

M Vg U1 U2 €p €1 €2 fo Rju Vp V1 Vg €g €1 €9 + e +€0 fo

Vol . . 101 Vo [ - . o1 . ]
vl . . . 1 1 . vi . . . 1 1

vol . . . . 1 1 vo | . . . .1

€yl - . . . . . 1 €p . . . . . . 1
el 1 ey 1
€9 1 es 1
fol _ Jol ]

Les différents états de M au cours de |'algorithme de

M Vo V1 V2 €y €1 €3 f()

vo [ 1 1 b vol 1 . 1 2
U1 1 1 . (5] 1 1 1

(%) 1 1 (%) 1 .
€o €o 1
el el 1
€9 €9 1
Jol . fol i

réduction sont :

Vo V1 V2 €y e1 ea+e1 foy

Ry vg vy v eg €1 ea+ep+eg fo

Vo [ 1 . 1
U1 1 1

Vo 1 .
€0 1
€1 1
e | . 1
fo L. J

En particulier, les indices de persistance se déduisent de R :
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— (2,4), déduit de la colonne eq, est un point du diagramme de persistance de dimension 0
car la ligne 2 est vy

— (3,5), déduit de la colonne e, est un point du diagramme de persistance de dimension 0 ;

— (6,7), déduit de la colonne fy, est un point du diagramme de persistance de dimension
l .

'

D’ou le diagramme de la figure 1.36.

1.4.2-b  Autour de I’'Homologie Persistante

Extension de son contexte. Les travaux de recherche présentés dans ce paragraphe sont des
extensions du contexte applicatif de I'Homologie Persistante. Les limites ainsi repoussées sont
par exemple :

— la nécessité d'avoir une inclusion de K; dans K;1. Les pistes explorées sont, entre autres,

- la persistance zigzag [52, 53, 54|, avec laquelle le "sens" des relations d'inclusion
de la filtration n'importe plus (K; 2O K, est autorisé);

- la persistance de tours [2, 19], ou les complexes simpliciaux ne sont plus reliés par
une inclusion mais, plus généralement, par une application simpliciale;

— I'étude d'une seule fonction de filtration a la fois. L'extension, appelée persistance mul-
tidimensionnelle (ou persistance multiparamétres) [55, 56, 57] consiste a étudier la per-
sistance des groupes d’homologie d'un objet au travers de plusieurs fonctions.

— I'absence de prise en compte de la torsion. Les pistes explorées sont :

- le calcul sur d'autres corps que Zy et la comparaison des résultats obtenus [58].
L'idée est que la totalité de I'information homologique est caractérisée lorsque les
résultats convergent ;

- I'inférence du corps a utiliser [59]. Intuitivement, on cherche a déterminer a I'avance
les coefficients a utiliser pour garantir que la totalité de I'information homologique
est caractérisée ;

Remarque. A notre connaissance, et comme indiqué en partie 5 de [58], I'homologie persistante
n'est pas utilisable avec des coefficients dans Z.

Améliorations algorithmiques. Les travaux de recherche présentés dans ce paragraphe sont
des améliorations du principe de base de I'homologie persistante tel que présentée dans le
paragraphe 1.4.2-a. Nous distinguons :

— l'utilisation d'une étape de pré-calcul consistant a réduire la taille du complexe simplicial
filtré : [60, 61, 62] pour le cas général, [54] pour la persistance zigzag et [56] pour la
persistance multi dimensionnelle;

— I'exploitation d'un nuage de point associé au complexe simplicial pour approximer sa
filtration [63, 64, 65, 66, 67]. Généralement, I'idée est de regrouper certains points selon
des critéres bien définis. Par exemple, dans [66], on suppose que les points appartiennent
3 un espace métrique, et la distance entre les points est utilisée pour les regrouper.
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Analyse topologique de donnée. A ce jour, I'homologie persistante est, selon nous, la ca-
tégorie la plus travaillée en recherche. Ceci s'explique en partie par I'émergence de I'analyse
topologique de données (TDA) [68, 69]. Parmi les cas applicatifs de la TDA, on retrouve :

— la médecine [70, 5, 31, 71];
— la biologie [72, 73];
— le domaine pharmaceutique [74].

Dans ces exemples, I'objet manipulé est un nuage de points a partir duquel un complexe simplicial
est reconstruit. Les reconstructions les plus classiques sont les reconstructions Alpha [75], Cech
[76] et Vietoris-Rips [77].

1.4.3 Homologie effective

Le document de référence choisi est [16], basé sur les travaux de [1]. L'Homologie Effective,
au sens de [1], est une sous-classe constructive de la topologie algébrique, c'est-a-dire adaptée
a la conception d'algorithmes.

1.4.3-a Principe

Son principe repose sur deux notions :

— [I'équivalence homologique, dont le role est d’'associer un complexe de chaines a un plus
petit ® complexe de chaines de méme homologie et sur lequel I'homologie est calculée 1°
(avec une mise en forme normale de Smith par exemple) ;

— le théoréme des suites exactes courtes effectives, a |'aide duquel on sait construire I'équi-
valence homologique de I'étape t + 1 étant donnée une suite exacte courte effective sym-
bolisant le passage de t a t + 1.

Equivalence homologique.

Définition 1.4.4. Soient deux complexes de chaines (C,0) et (C',d"). Une réduction p de
(C,0) sur (C',d") est composée de deux morphismes de complexe de chaines f : C — C’ et
g:C" — C, et d’'un morphisme gradué h : C — C' de degré 1, qui vérifient :

— gf =ider;
— fg+hd+0h=idc;
— hf =0¢/, gh =0¢c et hh = 0¢.

Remarque. La réduction p est notée p : (C,9) = (C’,d') par la suite. Une réduction identité

est telle que f est un morphisme identité, g est un morphisme identité, et A est un morphisme
nul.

Propriété 1.3. S'il existe une réduction entre deux complexes de chaines (C,d) et (C',d"),
alors les groupes d’homologie de (C, ) et (C’, ") sont isomorphes.

9. C'est-a-dire composé de moins de générateurs.
10. Le calcul est donc plus efficace que s'il était fait sur le "plus gros" complexe de chaines.
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€1 Vo

Vo
h
( €4 @ es €6 - e €6
9
U3

€2 vy, €3 Vs V3

A
A

3

FIGURE 1.37 — Représentation graphique d'une réduction p : (C,0) = (C’,d’) ot (C, D) est a
gauche et (C’,d’) est a droite.

Exemple. La réduction illustrée sur la figure 1.37 est définie par :

f:C—=C|g:C'"=C h:C—C
’L‘Uf = V9 Vog = Vo U()h =0

v1f = wo vih = —eg

vof =g voh = —e1 — €
vsf = v3 v3g = U3 vsh =0

vaf = vg vah = —eo

vsf = vs vsh = —e3 — ea
eof =0 eoh =0

erf =0 eth =20

eaf =0 esh =0

esf =0 esh =0

eaf = ey €49 = ey esh =0

6’,5,]" = —€4 65}1 = *f()

esf = eg egg =€+ e3+ea—e —eg | egh =0

Jof =0

En particulier :
— ecgf = €6
— egfg+ echd + egOh = (eg +e3 +ea—e1 —eg) + 0+ ((—e3 —e2) — (—e1 —ep)) = e
— eghf =0, eggh =0 et eghh =0

Définition 1.4.5. Soient les complexes de chaines (C, ), (CB,d7), (C,9%). Une équivalence
homologique ~ est composée de deux réductions p et p° telle que :

p p°

v:(C,0) & (CB,8P) = (€%, 0%

Remarque. Les groupes d’homologie de (C,d), (CB,0P) et (C,0°) d'une équivalence homo-
logique sont isomorphes d'aprés la propriété 1.3.

p , p°
Exemple. La figure 1.38 illustre une équivalence homologique v : (C,0) & (CB,0%) =

(C%,0%). La réduction p est caractérisée par ! :

11. p et p° sont des réductions élémentaires. Cette notion est définie en annexe A.
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Vo Vo eo U1 Vo eo U1
—
e e > 5
€4 > €4 fo €s €4
p p°
—
V3 €2 v, U3 €2 v, V3 €2 v,

P

FIGURE 1.38 — Représentation graphique d'une équivalence homologique (C,0) <&
S
p

(CB,0P) = (C5,8%).

— v1h = —e, et h est nul partout ailleurs;
— v1f =g, eg =0 et f est I'identité partout ailleurs;
— e59 = e5 + eg et g est 'identité partout ailleurs.
La réduction p° est caractérisée par :
— e5h® = —fy et h est nul partout ailleurs;
— e5fS =eg—eq—eq, fof =0 et f est I'identité partout ailleurs;
— ¢° est l'inclusion de C* dans CE.

En particulier, tous les complexes de chaines représentés ont les mémes nombres de Betti, a
savoir B°=1, 8 =0et B2 =0.

Théoréme des suites exactes courtes effectives.
Définition 1.4.6. Soient les complexes de chaines (C, 9), (C',d') et (C”,0"). Une suite exacte
courte effective est composée :
— des morphismes de complexes de chaines i : (C,0) — (C',d') et j: (C',9") — (C",9"),
— des morphismes gradués s : (C",9") — (C',d') etr: (C',0") — (C,0),
qui vérifient :
1. ir =ido
2. ri+ js = ide
3. sj =iden

Remarque. Par la suite, une suite exacte courte effective (SECE) est représentée par :

(C, a) 4|> (Cl, a/) % (C”, a/l)

r S
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U3 V1 U3 Ve
€o €3 €o €3
r S
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€s —_— V0 e e, Vs Vo Vs
L J
3 e, €x e, €g
Vy %) Uy %)

FIGURE 1.39 — Représentation graphique d'une suite exacte courte effective. A gauche, le
complexe de chaines (C,d). Au milieu, le complexe de chaines (C’,d’). A droite, le complexe
de chaines (C”,9").

Exemple. La SECE illustrée sur la figure 1.39 est définie par :

r:C'—=Cli:C—C' j:C'=C"|s:C" =
VT = 0 ’l!()j = Vo VoS = Vo
vir =0 V1] = U1 V1S = V1
vor =0 V2] = V2 V98 = V9
V3T = —V3 | U3l = V1 — V3 | V3] = U1

VAT = —U4 | V40 = V2 — V4 | V4] = V2

vsr =0 V5] = Vs U5S = Us
eor =0 €0J = €o €0s = €g
eir =20 e1] = eq 1S = €
eor =0 €2] = €9 €958 = €9
(’,;;7‘—() (—‘,;gj—(; €3S = €3
eqr = —eq | eqt =€e1—eyq | eq) =eq

esr =0 e5] = €5 €55 = €5
Jor =0 Joj = Jfo Jos = fo
Jir=0 J1J = i Jis = f1

En particulier :

— e4qir = ey

— eqrit+egjs = (—ep+eq) + (e1) = ey

— e18) = ey

La figure 1.40 illustre une partie des éléments utilisés dans le théoreme présenté ci-dessous.

Théoréme 2. Soit une suite exacte courte effective :

(07 a) _ (C/, 8') _J (O//7 a//)

Nous distinguons deux cas :

r

S

1. Etant données deux équivalences homologiques :

S
— 1 (C,0) £ (CP,08) = (C5,05) et;

p/ p/S

— ,7/ . (0/76/) = (C”B,OIB) = (C/S,a/S)
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! r

Y ] 14 14

(C, a) « > (C’, al) > (C”, aH)
r S

h g”f n g'”’“ w9 ”f

Q B AB Q 'B A/B Q 1B AIB

(C”,0%) (C'7,07%) (C7%,077)
) ) )

fsl Igg hs fIS l Igls h,S f/lsl 19”5 h”S

(CS, aS) (C’S, a/S) (C”S, aHS)

A

FIGURE 1.40 — Représentation d'éléments impliqués dans le théoréme des suites exactes courtes
effectives. Les équivalences homologiques sont mises en évidence via un fond gris.

Il est possible de calculer une équivalence homologique :

S
p//

’7// . (C”, 6”) pE” (C”B, a//B) = (C//S, a//S)

2. Etant données deux équivalences homologiques :
— v:(C,0) & (CB,08) = (C%,09) et;
— A" (C" ) & (C"B9"B) = (C"5,0"9).
Il est possible de calculer une équivalence homologique :

p/ p/S

7/ . (Cl’a/) = (C’B,O’B) = (C/S’alS)

Considérons le cas 1 du théoréme. Pour calculer I'équivalence homologique ~”, définissons
les morphismes de complexe de chaines i® : CB — C'B et i% : C% — C' par :

Z’B — flg/ ,L-S _ gSiBf/S
p// p//S ]
L'équivalence homologique 7" : (C”,0") & (C"B,9"B) = (C"5,9"°) est alors définie par :
"B,p __ ~B,p—1 1B, /'B,p __
C"Br — ¢0Bp @C’ D o p_( 0 9B
_ _8S,p—1 Z'S,p—l
C//S,p — CS,p 1 @ C/S,p a//S,p — < 0 als,p

56



1.4. ETAT DE L'ART

n_ (0 " _ e / n_(—=h 0O

f - <f1]> g = ( 88 rg s9 ) h" = f’?”g h/
f”S _ fS hSiBf/S ns _ gS —gSz'Bh’S h”S _ —_hS RSiBR'S

0 f° g 0 q"° 0 B'S

Considérons le cas 2 du théoréme. Pour calculer I'équivalence homologique ', définissons
les morphismes de complexes de chaines y : ¢ — C, xB : C"B — CB et ¥ : C"% — CF
par :

x = sO'r XB — f//Xg XS — g//SXBfS
p/ p/S
L'équivalence homologique 7' : (C",d') & (C'B,0'B) = (C"%,9'°) est alors définie par :

a//B,p B,p

B B B B X
c'Br — ¢ ,p@cﬂ P g'Br — < 0 5B
o"sp 4\ Sp

1Sp _ S, "s, 1Sp _ X
L e (A o

f = (f;l8> g = (jg” Tg) B — <ho// 2)

f’S B f//S _h//SXBfS S g//S _g//SXBhS h/S B RS _h//SXBhS
- 0 fS g = 0 gS - 0 hS

Remarque. Nous présentons ici un extrait du théoréeme SECE. Il est présenté en intégralité dans
[1, p.71]. En particulier, nous omettons le cas dont nous n'avons pas besoin par la suite, ou,
connaissant 7' et 4", on calcule 7.

1.4.3-b Autour de I’'Homologie Effective

Suites exactes de Mayer-Vietoris. Une utilisation de I'homologie effective est présentée dans
le rapport de recherche [78]. Ces travaux sont appliqués dans [79]. Intuitivement, I'objectif est
de calculer I'homologie d'une "forme" décomposée 12 en plusieurs composantes. L'homologie de
la "forme" est calculée itérativement, a partir de I'homologie des composantes, de celle de leur
union, et de celle de leur intersection. Ce calcul repose en particulier sur I'utilisation de suites
exactes courtes effectives de Mayer-Vietoris.

Définition 1.4.7. Soient les complexes de chaines A, B et X = AU B. Une suite exacte
courte effective de Mayer-Vietoris est une suite exacte courte effective

ANBe—— A& B—2— X=AUB
r S

telle que les morphismes i, j,r et s sont définis par :

12. La décomposition utilisée est bien particuliere, nommée Manifold-connected decomposition. L'une de ses
particularités est de minimiser |'intersection entre composantes.
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— 01 = (0,0)
— (0,0")j=0—0
— (o,0")r =d'|anB

— 08 = (0|a, —0|B + olanB)

Remarque. La notion de sous-complexe simplicial est définie dans [78] page 18. La construction
du complexe de chaines associé a un sous-complexe simplicial est explicitée a la page 23.

Vo Vo Vo
o
S a
=) €;
v V. v
2 eo 2 2 eo
€1 €
U1 %1
(a) X (b) A (c)B
(UO' 0) (O; Vo) Vo
(32, 0 ) R 2
vo. )
r (UZl 0) S
h h UZ
(01 eO) eo
— —
(2] ~ [ 0,v,) ]
(0,e1) €1
(Ol 1]1) vl

(d) ANB=—— A®GB—— AUB.
r S

FIGURE 1.41 — Représentation graphique de trois complexes de chaines X = AUB, Aet B
et une suite exacte courte effective de Mayer-Vietoris.

Exemple. La suite exacte courte effective de Mayer-Vietoris illustrée sur la figure 1.41 est définie
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par :
r:(A®B) > (ANB) |[i:(ANB)— (A&B) |j: (A& B) > X |s: X — (A& B)
(l,‘()A [))I =0 l'Uf = (l,‘()A l?(]) (l'()f ())} = 10 VoS = <l 0 ())
(vo, vo)r = vo (vo,v0)j =0
((), l'(])l' = Vo ((), L‘()>j = —1 —UVpS = (*1,'[). U)
(’1‘2. 0)/‘ =0 Vol = (’1‘2. ’l'2> ((‘2_ 0)/ = V9 V2SS = (1‘2, 0)
(0, v2)r = v9 (0,v9)] = —wo —v98 = (—w2,0)
(U.Z‘])I': U1 (U.H),]' = -V —V18 = (U.l'1>
(e2,0)r =0 (e2,0)] = e e2s = (e3,0)
(0.("])7‘ =0 (().(?1>!]' = —€ —€e1S = (0,("]>
(0,e0)r =0 (0,e0)] = —ep eos = (0,eq)

En particulier :
- 1'()//' = ('{,'(). ’(,‘())l' = o,
— (vo,0)7i + (vg,0)js = 0+ (vg,0) = (v9,0);

— —v28) = (—v2,0)j = —va.

1.4.4 Positionnement
Dans cette thése, nous avons choisi d'explorer la piste de I'homologie effective. Pour rappel,
notre cadre d'étude,

— implique un processus de construction : I'objet subdivisé analysé évolue au cours de diffé-
rentes étapes;

— suppose que le passage de I'étape t a t + 1 se fait par application d'une identification ou
d'une désidentification.

Dans les paragraphes suivants, nous motivons ce choix et positionnons les grandes catégories de
méthodes de calcul de groupes d'homologie présentées dans I'état de I'art par rapport a notre
cadre d'étude.

1.4.4-a Forme Normale de Smith (FNS)

Rappelons que la donnée initiale du calcul des groupes d'homologie par mise en Forme
Normale de Smith (FNS) est I'ensemble des matrices 97 induites par le complexe de chaines
(C,0) auquel on s'intéresse. La FNS est utilisable dans notre cadre d'étude. Cependant, nous
constatons que :

— I'homologie de I'étape ¢t + 1 est calculée sans tenir compte de I'homologie de I'étape ¢;
— la complexité du calcul est fonction du nombre de générateurs de C a chaque étape.

Nous avons choisi de ne pas utiliser cette catégorie du fait de I'absence de prise en compte de
I'évolution de I'objet subdivisé.

1.4.4-b Homologie persistante

Rappelons que, dans son principe de base, 'Homologie Persistante repose sur la notion de
filtration. Nous constatons que :
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— I'évolution de I'objet subdivisé est prise en compte. Elle est représentée par la filtration,
et nécessite donc qu'il existe une relation d'inclusion entre les étapes t et ¢t + 1;

— une identification ou une désidentification n'induit pas toujours une relation d'inclusion
entre les étapes t et t + 1, dans un sens ou dans |'autre;

Du fait de I'impossibilité de traiter les opérations d'identification et de désidentification, nous
avons choisi de ne pas utiliser cette catégorie.
Exemple. Sur la figure 1.42 :

— I'ensemble semi-simplicial (K, d) n'est pas inclus dans (K’,d’) car v; n'appartient pas a

[\'/ .

]

— I'ensemble semi-simplicial (K’,d") n'est pas inclus dans (K, d) car egdf, = vg et epdy = v;.

€o
Vo 1 €o 0 V1
@« >@® 5 £
Vo
(a) (K,d) (b) (K", d')

FIGURE 1.42 — Identification de vy et v; sur ensemble semi-simplicial. (a) Avant identification.
(b) Aprés identification.

Remarque. D'aprés [2], la persistance de tours est utilisable dans notre cadre d'étude sous cer-
taines conditions. A notre connaissance, elle n'est définie que pour les complexes simpliciaux.
Le Chapitre 4 de cette thése fait le lien entre I'homologie effective et la persistance de tours. Au
moment ou [2] est paru, [16] travaillaient sur I'application de I'homologie effective a I'identifi-
cation et la désidentification, dont le cadre est plus général a ce jour. Pour cette raison, nous
avons choisi de continuer a explorer la piste de I'homologie effective, notamment dans le but
d'étudier ses avantages, inconvénients et limites, dont les Chapitres 2 et 3 font I'objet.

1.4.4-c Homologie effective
Rappelons que I'Homologie Effective repose sur la notion de suite exacte courte effective
(SECE) et du théoréme qui leur est associé. Nous constatons que :

— I"évolution de I'objet subdivisé est prise en compte. Une SECE représente le passage de
|'étape t a I'étape t +1;

— Il'identification et la désidentification entrent dans le cadre de I'Homologie Effective.

Nous avons choisi d'explorer cette piste et d'étudier son application dans notre cadre d'étude.

Remarque. Mayer-Vietoris n'est pas utilisable avec toutes les identifications ou désidentifications
(cf figure 1.42).
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1.5 Théoreme SECE pour 'identification et la désidentification

Cette section présente I'application du théoréeme SECE 2 I'identification et a la désidentifi-
cation. Elle s'inspire de [16].

Remarque. Pour simplifier, nous choisissons les ensembles semi-simpliciaux comme type de struc-
ture pour cette section. Cette présentation se généralise a toute structure topologique sur laquelle
sont définies I'identification et la désidentification, et a partir de laquelle on sait construire un
complexe de chaines.

Pour simplifier, nous utilisons le méme symbole o pour désigner un simplexe et le générateur
qu'il engendre dans un complexe de chaines.

1.5.1 Pour l'identification

Soient :
— un ensemble semi-simplicial (K*, d') et le complexe de chafnes (C*, 8') qui lui est associé;
— une identification caractérisée par I et ¢ : K — K' de laquelle résulte (K1 d'+1);
— le complexe de chaines (C*+1, 9%*1) associé a (K1 dttl);
— I'équivalence homologique
pt pSt
V(O 0Y) & (OB, 9P = (O, 95

La suite exacte courte effective

(C.0) == (C".0") == (C"*!, 0™

est définie par :

— C est engendré par les simplexes non-survivants de K*;

— oi=0(—o pourtout o € C;

— or = —0 si 0( # o, et or = 0 sinon, pour tout o € C*;

— 0 = id'r (cf [16], page 23);

— 0j = o( pour tout o € C*;

— o0s = o pour tout o € Ctt1:
L'équivalence homologique

p P

v:(C,0) € (CP,0%) = (C%,0°)
est calculée '3 3 partir de (C, ). L'équivalence homologique v'*! est calculée par application
du cas 1 du théoreme SECE.

Remarque. L'opérateur de bord O vérifie @ = i0'r et peut étre calculé comme tel, mais cela
suppose que i et r soient connus. Dans [16], page 23, un algorithme est donné pour construire
0 a partir de d*, I et C.

13. Une facon de faire est de choisir une réduction identité pour p, et de composer des réductions élémentaires
sur (CB,05) = (C, 8) pour calculer p° (cf. annexes A et B). Une autre facon de faire pour calculer p° consiste
a utiliser la notion d'HDVF présentée dans [80].
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U3 U1 U3 U1
€o €3 €o €3
r s
— G
ey —_— Y0 ey e, Vs 0oy Vo Vg
L j
€2 €5 €2 €s
V4 U2 2 V2
t t t+1 t+1
f ] l g f I lg f I lg
h ht ht+1
Q= Q  w QR
€o €3 €o €3
iB
ey —_— U e ey Vs Vg fD e @ ey fD Vs
] és €2 €5
Va O (ZI O vy vy Va O
hS hSt pSt+1
S S St St Sit+1 S,t+1
g ] lf g I lf g f
iS
° — ° ° o — o
Vy Vo Us Vo 2 Us

FIGURE 1.43 — Théoreme SECE appliqué 3 une identification. A gauche, I'équivalence homo-
logique . Au milieu, I'équivalence homologique ~v¢. A droite, I'équivalence homologique v/*1.
En vert, les cellules de CZtH1 issues de CF et les cellules de C5*t! issues de C°.

Exemple. La figure 1.43 illustre une application du théoreme SECE pour une identification
caractérisée par :

]0 = {{l,‘()}. {l"l‘, l"ii}? {1;2_ 1'4}¢ {UT)}}
I' = {{eo}, {e1, ea}, {ea}, {e3}, {e5}}
I ={{fo}.{h}}

et (: Kl — K

— vo¢ = vg, v1{ = vy, V3¢ = vy, V2( = Vg, V4( = V9 et v5( = v5;
— eoC = eq, e1¢ = e1, e4( = e, ea( = ea, e3¢ = e3, e5( = e5;
— fo¢ = fo. 1 = fi1.

Les morphismes i, j, r et s sont ceux explicités dans le tableau de I'exemple de la définition
1.4.6. En particulier :

- ’l,';;lj = V1 — V3,
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— (v1 —v3)j=v1 —v1 =0;
— (v —v3)r = v3;

— V1S = V1.

B et i sont définis par :

,[B . CB N CB,t Z-S . OS — CS',t
v3iP = vy —v3 | ¥ =g — s

V408 = v9 — vy

Les morphismes ¢

esiP = e — ey

1.5.2 Pour la désidentification

Soient :
— un ensemble semi-simplicial (K, d") et le complexe de chaines (C?, &%) qui lui est associé;
— une désidentification dont I'identification inverse est caractérisée par I et ¢ : K'*1 —
K1, de laquelle résulte (K, 0%);
— le complexe de chaines (C*+! 9'1) associé a (K'H!, 9tt1);
— |'équivalence homologique
ot ps,t
7t . (Ct,at) = (CB’t,aB’t) = (Cs’t,as’t)

La suite exacte courte effective

: .
(C,0) == (", 0" == (c",0")
r s
est définie de la méme facon que dans le cas de I'identification, en échangeant les exposants ¢
et t + 1. L'équivalence homologique ~y est calculée a partir de (C,0), la aussi de la méme facon
que dans le cas de I'identification. L'équivalence homologique 7! est calculée par application
du cas 2 du théoreme SECE.

Exemple. La figure 1.44 illustre une application du théoreme SECE pour une désidentification.
L'identification inverse est caractérisée par I et ¢ : KTt — K**! identiques a ceux présentés
dans I'exemple de la sous-section précédente 1.5.1. En conséquence, les morphismes ,7,r et s
sont aussi ceux présentés dans I'exemple de la définition 1.4.6. Les morphismes x, x? et x°
sont définis par :

x:Ct = C | xB:CPt 5 CB[x5:C% = C°
vox =0 vox? =0 vox> =0
vix =0 vix? =0

vox =0 vax? =0

vsx = 0 vsxP =0

eox =0 eox” =0

erx =0 elXB =0

eax =0 eax? =0

€3X = U3 fi:%XB = U3

EsX = U4 €5XB Us

Jox =20 f(JXB =0

fix=e | fix’=e
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Uy Vo Uy Vo
s
X
B
X

FIGURE 1.44 — Théoreme SECE appliqué 3 une désidentification. A gauche, I'équivalence ho-

mologique . Au milieu, I'équivalence homologique ~y

t+1

. A droite, I'équivalence homologique

4t. En vert, les cellules de CBt+1 issues de CB et les cellules de C%t+! issues de C°.
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2.1. ANALYSE

2.1 Analyse

Nous avons vu en section 1.5 que le théoréeme des suites exactes courtes effectives (théoreme
SECE) s'applique aux opérations d'identification et de désidentification. En particulier, il peut
étre utilisé pour calculer les variations d’homologie d'une structure topologique qui évolue dans
un processus de construction ou le passage d'une étape de construction t a une étape de
construction ¢ + 1 se fait par identification ou désidentification. Le théoreme SECE est utilisé
pour maintenir une équivalence homologique au fil des étapes de construction. Dans cette
section, nous analysons le calcul de I'équivalence homologique 7/*! (de I'étape de construction
t + 1), étant données :

— I'équivalence homologique ' (de I'étape de construction t);
— la SECE représentant I'opération de passage de t a ¢t + 1.

Pour cela, nous représentons les morphismes sous forme de matrices a coefficients dans Z,
et nous étudions les caractéristiques et le calcul de ces dernieres. L'objectif est de mettre en
évidence les particularités de ces calculs dans le but de minimiser leur temps. La section se
compose de plusieurs sous-sections :

1. le préambule, dans lequel nous posons le cadre de I'analyse;

2. I'analyse d'une SECE induite par une identification ou une désidentification ;

3. I'analyse du calcul de 4**! lorsque le passage de ¢ a ¢t + 1 se fait par identification ;
4

. I'analyse du calcul de v**! lorsque le passage de t a t + 1 se fait par désidentification.

2.1.1 Préambule

Dans ce préambule, nous présentons le contexte et les objectifs de |'analyse, puis nous
explicitons notre choix de représentation matricielle d’'un morphisme.

2.1.1-a Contexte

Pour rappel, les travaux présentés dans cette thése consistent a étudier la mise en ceuvre
du théoréeme SECE qui permet, a priori, de calculer incrémentalement les variations d’ho-
mologie d'une structure topologique qui évolue dans un processus de construction. Plus
précisément, le calcul consiste a maintenir, au fil du processus de construction, une équivalence
homologique ~* associée 3 la structure topologique 3 I'étape de construction t. 7 contient no-
tamment un "petit" complexe de chaines sur lequel I'homologie de la structure topologique est
calculée. Le théoreme SECE est utilisé pour maintenir 4' au fil des étapes de construction,
en supposant que le passage de I'étape ¢ a I'étape t 4 1 se fait soit par identification, soit par
désidentification. L'opération est symbolisée par une SECE (cf. section 1.5). Nous analysons
I"application du théoréme SECE 2 ces opérations afin de mettre en évidence les prérequis d’im-
plémentation qui doivent étre satisfaits pour exploiter le fait que 7'*! est une modification
de 7!. Dit autrement, on souhaite optimiser le calcul de v*! en réutilisant au maximum les
données de 7.

En toute généralité, étudier I'application du théoréme SECE a I'identification ou la désiden-
tification ne fait pas sens du fait de la diversité des cas a considérer. Par exemple, on peut
supposer que le processus de construction n'est composé que d'une seule identification dans la-
quelle la totalité des cellules de la structure topologique sont identifiées. Dans ce cas, utiliser le
théoreme SECE pour calculer incrémentalement les variations d’homologie de la structure topo-
logique n'est pas pertinent. Nous supposons donc que le processus de construction est composé
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de plusieurs opérations, et que ces derniéres ne modifient qu'une "petite" partie la structure
topologique. Nous émettons les hypotheses ci-dessous pour la totalité du chapitre.

Hypothéses.
(i) L'équivalence homologique 7'*! est calculée par modification de I'équivalence
homologique ~*.
(ii) Le nombre de cellules impactées par |'opération de passage de |'étape ¢ a I'étape
t+1 du processus de construction est "petit" comparé au nombre total de cellules
de la structure topologique.

2.1.1-b  Objectifs et résultats

L'analyse consiste a étudier les caractéristiques et les calculs des matrices utilisés dans
I"application du théoreme SECE a l'identification et a la désidentification. Les objectifs sont de
mettre en évidence :

— les particularités des calculs. Sont-ils plus efficaces s'ils sont effectués d'une certaine facon ?
Pourquoi ?

— les prérequis que doit satisfaire une implémentation pour optimiser le calcul de 4**1. Quelle
structure de données utiliser ? Quelles opérations implémenter ?

En tenant compte des hypothéses établies précédemment, on constate a |'issue de |'analyse que
deux cas se distinguent :

— les cas "limités", oli seule une partie des matrices de ' est maintenue;
— le cas général, ol toutes les matrices de ~' sont maintenues.
Pour les cas "limités", on observe que :

— la complexité en temps du calcul de v*! dépend du nombre de cellules impactées par

I'opération de passage de t 3 t + 1, et de leur étoile "directe" ! ;

— la complexité en espace de v!*! est égale a la complexité en espace de v'=" 3 laquelle
s'ajoute la somme des variations en espace des étapes précédentes. A chaque étape, cette
variation dépend en partie du bord des cellules ajoutées dans les complexes de chaines de
7*1 et en partie de leur comportement dans les réductions p't! et pStt+1;

Pour le cas général, on observe le méme type de résultat sauf pour le calcul de A%, qui, dans
le pire des cas, est lié au nombre de cellules de la structure topologique.

2.1.1-c Représentation matricielle d’'un morphisme

Nous supposons que tous les morphismes manipulés sont représentés sous la forme matricielle
décrite dans cette sous-section. Soit un morphisme ¢ : X — Y ol X et Y sont deux groupes
abéliens libres? de bases respectives Bx = {zg,z1,...,24} et By = {yo,y1,...,yy}, avec
q,q € N. En particulier, pour tout = de X :

q
l‘:Z)\Zl‘@ Vi|0§i§q,l‘i€Bx,)\¢EZ
=0

1. L’étoile directe d'une p-cellule est son étoile restreinte aux (p + 1)-cellules.
2. Tous les groupes abéliens considérés dans cette thése sont libres, c'est-a-dire qu'ils possédent une base.
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J
ziop=3 Aijy;  Vil0<j<d,y €By ;€L
j=0
Convention. La représentation matricielle de ¢, est telle que :
— chaque ligne correspond a un élément de Bx ;
— chaque colonne correspond a un élément de By ;
— la case ¢[i, j] est égale a \; ;.
La matrice ¢ est représentée par :

¢ By

Bx

Remarque. Cette représentation est souvent utilisée dans la littérature [81, 53, 82, 83|, parfois
avec des coefficients dans Zy = Z/27. Elle implique que les dimensions de la matrice ¢ peuvent
&tre égales 3 0 si By et/ou By est vide, ce qui est parfois le cas3. Par la suite :

— ¢lx;, y;) désigne @i, j], c'est-a-dire \; ;;
— nous utilisons parfois la notation ¢ : X — Y pour désigner la matrice ¢ dont les lignes
représentent Bx et les colonnes représentent By .

Valeurs explicites. Les matrices manipulées dans I'application du théoréeme SECE a I'iden-
tification et la désidentification sont toujours des variations soit de la matrice nulle, soit de
I'identité. Par exemple :

— une matrice de bord est généralement proche de la matrice nulle. Intuitivement, cela
découle du fait qu'une ligne de cette matrice représente le bord d'une cellule, et que le
nombre de cellules dans le bord d'une cellule est généralement petit par rapport au nombre
total de cellules de la structure topologique. Dit autrement, il y a autant de coefficients
0 dans une ligne d’une matrice de bord que de cellules qui ne sont pas dans le bord de la
cellule représentée par cette ligne;

— le morphisme j a pour domaine les cellules d'une structure topologique avant une iden-
tification, et pour codomaine les cellules de la méme structure topologique aprés cette
identification. En particulier, j est I'identité pour toutes les cellules sauf pour celles qui
ne survivent pas a l'identification. Or, d'aprés I'hypothese (ii), le nombre de cellules non
survivantes est "petit" par rapport au nombre total de cellules de la structure topologique,
donc j est trés proche de I'identité.

Pour une matrice ¢ donnée, nous étudions sa variation V' par rapport a |'identité ou par rapport
a la matrice nulle. Dit autrement, ¢ se décompose en :

— ¢ = [0] + V lorsque I'on étudie sa variation par rapport a la matrice nulle (donc V' = ¢);

— ¢ = [1] + V lorsque I'on étudie sa variation par rapport a "l'identité", c'est-a-dire ou les
cases ¢[z, x] = 1 sont implicites, avec € Bx N By-.

3. La matrice représentant 8° : C° — {0} a 0 colonnes.
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Nous notons ¢ le nombre de valeurs explicites de ¢, c'est-a-dire le nombre de valeurs non
nulles de V. Par la suite, une valeur nulle d'une matrice est représentée par un point.

Remarque. |l ne faut pas confondre variation par rapport a l'identité et variation par rapport a
la matrice identité, qui implique notamment Bx = By.

Exemple 1. Soient Bx = By = {a,b,c}, et un morphisme ¢ : X — Y défini par :
— ap=3a+b;
— bp =0;
— cp =2a—c;

La matrice ¢ est :
¢ a b c

Dans ce cas, ¢ = 4. Etudier la variation de ¢ par rapport a la matrice nulle revient a étudier

V dans :
0 a b ¢ V. a b c

a T.
o= b |.
c |.

Exemple 2. Soient Bx = {a,b,c}, By = {e,b, f,a} et un morphisme ¢ : X — Y défini par :

Dans ce cas, oA = 5.

— ap=3e+a;
— bp=e+b+2f;
— cp =2e+ 3a;

La matrice ¢ est :

> Q@ ©
®
(ol
~
s}

o
1
N = W
P =
DN .
w - =
| S|
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En particulier, étudier la variation de ¢ par rapport a l'identité revient a étudier V' dans :

Dans ce cas, ¢ = 5. Etudier la variation de ¢ par rapport a la matrice nulle revient a étudier

V dans :
0 e b f a Ve b f a

3 . .1
SRS

C
Dans ce cas, pp = 7.

Caractéristiques matricielles étudiées. Par la suite, pour chaque matrice considérée, les
caractéristiques étudiées sont :

— ses nombres de lignes et colonnes;
— le fait qu’elle soit proche de la matrice nulle ou de I'identité;

— son nombre de valeurs explicites.

2.1.1-d A propos du produit matriciel

Le produit matriciel est un calcul souvent utilisé dans I'application du théoreme SECE.
En toute généralité, I'ordre de grandeur de la complexité en temps du produit matriciel est*
n3, ol n désigne les dimensions des matrices dont on fait le produit (en supposant qu’elles
soient carrées). Ce niveau d’abstraction est problématique pour I'analyse : il ne rend pas compte
des caractéristiques des matrices manipulées. Du fait de I'hypothése (ii), les produits matriciels
que nous analysons impliquent la plupart du temps une matrice dont 'une des dimensions
est "petite" par rapport aux autres dimensions. Elle est appelée dimension exploitable. Tout
I'enjeu pour I'optimisation du calcul de v/*! est alors d'utiliser cette dimension pour réduire
au maximum le temps de calcul du produit. De plus, nous supposons que toutes les matrices
que nous manipulons sont creuses. En particulier, le temps de calcul du produit de deux
matrices creuses dépend entierement de la dimension exploitable, et de leurs nombres maximum
de valeurs explicites par lignes ou par colonnes.

Remarque. Afin de conserver une certaine simplicité dans les exemples qui suivent, nous compa-
rons les produits seulement selon les nombres d'additions et de multiplications qu'ils requierent.
Cette comparaison fait abstraction du temps d'acces au premier élément d'une ligne ou d'une
colonne, que l'on suppose constant. Nous rappelons que le produit matriciel naif, avec des
matrices denses, nécessite n® multiplications et n?(n — 1) additions.

4. |l existe des algorithmes de produit matriciel dont les ordres de grandeur de la complexité en temps sont
inférieurs 3 n®, comme [84]. En pratique, ces algorithmes sont inutilisables du fait des constantes qui accompagnent
les ordres de grandeur annoncés.
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A e f g h B i )i AB i J
a 1 5 e 1 2 a 11
b 4 | 3 *x f |56 |= b |-17]| 27
c g 1 1 c

d 2 | 7 h d | -3 |19

A e f g h B i j AB i Ji
a 1 5 e 1 2 a 11
b 4 |3 *x f |56 |= b |-17]| 27
c g 1 1 c

d . 2 | 7 . h . . d | -3 |19

A e f g h B i j AB i Ji
a . 1 5 . e 1 2 a . 11
b 4 | 3 x f |56 ]|= b |-17]|27
c . . . . g 1 1 c

d . 2 7 . h . . d | -3 |19

(c) Produit matriciel creux en parcourant les colonnes de B.

FIGURE 2.1 — Le produit de deux matrices A et B réalisé de différentes maniéres : en vert, les
lignes, colonnes, et cases manipulées dans le produit.

Exemple 1. Dans le cas de la figure 2.1a, le produit est naif. Les matrices sont traitées comme
des matrices denses, et AB est calculée en 4 % 2 x 4 = 32 multiplications et 4 x 2 x 3 = 24
additions.

Exemple 2. Dans le cas de la figure 2.1b, le produit tient compte du fait que les matrices sont
creuses mais il ne tient pas compte du fait que B a 2 colonnes. Dans ce cas, AB est calculée
en 12 multiplications et 6 additions. Les 4 lignes de A sont parcourues, et :
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— pour la ligne a, les opérations sont, dans |'ordre,
- ABJa,i] = Ala, f] * B[f,i] = 1% (=5) = =5,
. ABla,j] = Ala, f] + BIf.j] = 16 = 6
- ABla,i| = ABJ|a,i] + Ala,g] * Blg,i] = (=5)+5%x1=0;
- ABJa,j] = ABJa, j| + Ala,g] * Blg,j] =6+ 5% 1 = 11;
— pour la ligne b, les opérations sont, dans I'ordre,
- AB[b,i| = Ab, f] =« B[f,1] = 4% (—=5) = —20;
- AB[b,j] = Alb, f] * B[f,j] = 4% 6 = 24;
- ABIb,i| = ABIb,i| + A[b, g] * Blg,i] = (—20) + 31 = —17;
- ABIb,j] = AB[b, j| + Alb,g] * Blg,j] = 24+ 3% 1 = 27;
— pour la ligne ¢, aucune opération arithmétique;
— pour la ligne d, les opérations sont, dans I'ordre,
- ABId,i] = A[d, f] * B[f,i] = 2% (—5) = —10;
- AB[d,j] = Ald, f] * B[f,j] = 2% 6 = 12;
- AB[d,i| = AB[d,i] + Ald, g] * Blg,i] = (=10) + 7% 1 = —3;
- AB[d,j] = ABId,j] + Ald,g] * Blg,j] =12+ 7% 1 =19;

En particulier, observons que le produit se fait en parcourant les 4 lignes de A, et que, pour
chacune d’elles, 2 lignes de B sont utilisées car A a 2 valeurs non nulles par ligne.

Exemple 3. Dans le cas de la figure 2.1c, le produit utilise le fait que les matrices sont creuses et
tient compte du fait que B a 2 colonnes. AB est calculée en 12 multiplications et 6 additions.
Les 2 colonnes de B sont parcourues, et :

— pour la colonne i, les opérations sont, dans |'ordre,

- ABla,i] = Bl[f,i] * Ala, f] = (-=5) 1 = =5,

ABI[b,i] = B[f,i] x A[b, f] = (=5) x4 = —20;
AB|d,i] = B|f,i] * Ald, f] = (—5) *2 = —10;
ABla,i| = ABla,i] + Blg,i] x Ala,g] = (=5) +1%x5=0;

- ABI[b,i| = AB[b,i] + Blg,t] x A[b,g] = (—20) + 1% 3 = —17;

- AB[d,i] = AB[d,i] + Blg, i * Ald,g] = (—10) + 1% 7 = —3;

— pour la colonne j, les opérations sont, dans |'ordre,

- ABla,j] = B[f,jl * Ala, f] = 6% 1 =6;
- ABI[b, j] = B|[f,j] * Alb, f] = 6 x4 = 24;
- AB[d,j] = B[f,j] x Ald, f] = 6x2 =12;

ABla, j] = ABl|a,j| + Blg, j] * Ala,g] =6+ 1x5 =11,
- ABIb,j] = AB[b, j| + Blg, j] * A[b,g] =24+ 1% 3 = 27;
- AB[d,j] = ABId,j] + Blg,j| * Ald,g] =12+ 1% 7 =19;
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Par rapport a I'exemple 2, on note donc le méme nombre d'opérations arithmétiques. En parti-
culier, observons que le produit se fait en parcourant les 2 colonnes de B, et que, pour chacune
d’elles, 3 colonnes de A sont utilisées car B a 3 valeurs non nulles par colonne.

Un autre calcul souvent utilisé est le produit matriciel en chaine, c'est-a-dire ot une matrice
est calculée comme étant le produit de plus de deux matrices. Dans ce cas, les dimensions des
matrices impliquées et I'ordre dans lequel se fait le produit jouent un role déterminant sur
I'efficacité du calcul. Dit autrement, le temps de calcul de A(BC) peut étre différent du
temps de calcul de (AB)C.

Exemple. Soit une matrice A de dimension 2 x 3, une matrice B de dimension 3 x 80 et une
matrice C' de dimension 80 x 1. Considérons le produit ABC':

A3 B 80 C 1

[I'y a deux facons de faire :

— (AB)C'. Dans ce cas, le produit matriciel naif nécessite par exemple 2 * 3 % 80 = 480
multiplications pour calculer (AB) et 2 % 80 « 1 = 160 multiplications pour calculer
(AB)C, soit 640 multiplications en tout;

— A(BC). Dans ce cas, le produit matriciel naif nécessite par exemple 3 % 80 x 1 = 240
multiplications pour calculer (BC') et 2 3« 1 = 6 multiplications pour calculer A(BC),
soit 246 multiplications en tout.

2.1.1-e A propos de la fusion de matrice

La fusion de matrices est un calcul souvent utilisé dans I'application du théoreme SECE.
Soit quatre matrices A, B, C' et D. La fusion de matrices consiste a modifier une de ces
matrices, nommée X, en lui ajoutant un nombre de lignes, colonnes, et valeurs explicites qui va
dépendre des 3 autres matrices fusionnées. Ce calcul est représenté par :

e

Pour rappel, nous supposons que toutes les matrices que nous manipulons sont creuses.
En conséquence, le temps de calcul de la fusion de matrices dépend entierement des dimensions
des 3 matrices fusionnées, et de leur nombre de valeurs explicites. De plus, du fait de I'hypothése
(i), les matrices fusionnées ont la plupart du temps au moins une "petite" dimension. Tout
I'enjeu pour |'optimisation du calcul de '*! est alors d’exploiter ces dimensions pour réduire
au maximum le temps de calcul de la fusion de matrice.

Remarque. La fusion de 2 matrices est un cas particulier de la fusion de 4 matrices, ou deux des
matrices sont des matrices avec une dimension nulle, et sans valeurs explicites. Par exemple,
A= [A B} revient a considérer que C' et D ont 0 lignes, et autant de colonnes qu'en comptent
A et B.
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A i B e f g h
D i e f g h J 1 ] >
Jj 1 5
a 1 5 C [ D e f g h
b |-17] . | 4| 3| 8 T oa . a | .| 1]S5
c 2 3 2 b |-17 b 4 3 8
d | 3]|1|2]|7 € e 2 -
d =£} d 1 2 7

FIGURE 2.2 — Fusion de matrices creuses par modification de D (donc X = D). En vert, les
lignes, colonnes, et cases auxquelles on accéde.

A B
C D
B représente sa dimension exploitable. Le nombre de colonnes de C' représente sa dimension
exploitable. En conséquence, les deux dimensions de A sont exploitables. Elle est calculée :

Exemple. La figure 2.2 illustre une fusion de matrices D = . Le nombre de lignes de

— en ajoutant la ligne j de B a D;
— en ajoutant la ligne j de A a C';

— en ajoutant la colonne i de C' a D.

2.1.2 Suite exacte courte effective

Nous avons vu en section 1.5 qu’étant donnée une identification ou une désidentification sur
une structure topologique, on peut calculer une SECE :

; :
(C, a) N (C,, a/) % (C”, al/)
r s

Dans cette these, un complexe de chaines est toujours associé a une structure topologique. Pour
simplifier, la terminologie et les notations de I'identification sont étendues aux complexes de
chaines. De plus, le calcul des complexes de chaines (C’, ') et (C”,9") dépend de la nature de

I'opération qui induit la SECE :
— dans le cas de I'identification, (C”,9") est une modification de (C’,d’). Dit autrement,
(C",0") correspond au complexe de chaines (C?,d') de I'étape de construction ¢ et
(C",9") correspond au complexe de chaines (C*+1, 9'1) de I'étape de construction t+1;

— dans le cas de la désidentification, (C’, d’) est une modification de (C”,9”). Dit autrement,
(C",0") correspond au complexe de chaines (C?,d%) de I'étape de construction t et
(C’,0") correspond au complexe de chaines (C'1, 9'*1) de I'étape de construction ¢+ 1.

75



2.1. ANALYSE

Rappelons que la désidentification induit une identification inverse, a partir de laquelle la SECE
est calculée. Dit autrement, pour analyser le calcul de cette SECE dans le cas de I'identification
et de la désidentification, il suffit d’analyser son calcul pour une identification caractérisée par
une famille I de partitions d'une base B¢ de O’ et par ¢ : Bor — Ber. Ber correspond aux
cellules de la structure topologique avant identification et Bor correspond aux cellules de la
structure topologique apreés identification, dites survivantes, d'ou Bor C Ber. C' est engendré
par les cellules non-survivantes de B¢ donc |Be| = |Ber| — |Ber|, ot B est une base de
C'. De plus, d'aprés I'hypothése (ii), B¢ est "petite" par rapport a Ber et Bew. Dans cette
sous-section, nous analysons le calcul des matrices 7, j, r et s de la SECE induite par cette
identification, ainsi que le calcul de I'équivalence homologique ~y associée a (C, ).

Remarque. L'étude qui suit est systématique et l'on retrouve certains mécanismes similaires
pour plusieurs matrices. Il est important que I'étude soit exhaustive pour servir de référence aux
sections qui suivent et garantir que tous les prérequis d'implémentation sont mis en évidence.

2.1.2-a Analyse du calcul de 4,7, j, s.

Matrice i. Rappelons que pour toute cellule o de B¢, 0i = 0( — o, ol 0( et o appartiennent
a Ber. En conséquence, toute ligne de ¢ est composée de strictement 2 valeurs explicites. Les
caractéristiques matricielles de ¢ sont :

— |Bc| lignes et | Ber| colonnes. Or, |B¢| est "petit" par rapport a | Ber|, d'aprés I'hypothese
(i) du paragraphe 2.1.1-a;

— on |"étudie comme une variation de la matrice nulle;

— ian = 2|Bc¢|. Le nombre de valeurs explicites de i est donc fonction de | B¢/, et est donc
"petit".
La matrice ¢ est construite pour chaque opération de passage de I'étape de construction t a
t+ 1. Observons que, pour éviter de dépendre du nombre de cellules de la structure topologique
a I'étape t, sa construction ne doit pas dépendre de ses |B¢/| colonnes.

Remarque. Le nombre de valeurs explicites i suppose que ¢ est représentée sous forme de
matrice creuse, ce qui induit un prérequis d'implémentation. On retrouve ce prérequis pour
toutes les matrices de I'analyse, qu'elles soient étudiées comme une variation de la matrice nulle
ou de l'identité (cf. paragraphe 2.1.1-c). Pour simplifier, ce prérequis est mentionné sans étre
motivé par la suite.

Matrice r. Rappelons que pour toute cellule 0 de Bgr, or = —o si 0 # o(, et or = 0
sinon. De plus, les cellules de B¢ pour lesquelles o # o sont les cellules non-survivantes. En
conséquence il y a | Bo|= |Ber| — | Bor| lignes de » composées de strictement 1 valeur explicite.
Les caractéristiques matricielles de r sont :
— |Ber| lignes et | B¢| colonnes. Or, | B¢| est "petit" par rapport a | Ber|, d'aprés I'hypothese
(ii) du paragraphe 2.1.1-a;

— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;
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— ra = |Be|. Le nombre de valeurs explicites de r est donc fonction de |B¢|, et est donc
"petit".
La matrice r est construite pour chaque opération de passage de I'étape de construction t a
t + 1. Observons que pour éviter de dépendre du nombre de cellules de la structure topologique
a I'étape t, sa construction ne doit pas dépendre de ses |B¢/| lignes.

Matrice j. Rappelons que pour toute cellule o de B¢, 0j = o avec o( appartenant a Beow.
Dit autrement, j est I'identité pour toute cellule survivante de B¢r. En conséquence, aucune
ligne de j ne contient de valeurs explicites sauf les |Ber| — | Ber| lignes représentant une cellule
non-survivante de B¢r, qui sont composées d'exactement 1 valeur explicite. Les caractéristiques
matricielles de j sont :

— |Bcr| lignes et |Ber| colonnes;
— on |'étudie comme une variation de l'identité;
— ja = |B¢|. Le nombre de valeurs explicites de j est donc fonction de |B¢| et est donc
"petit".
La matrice j est construite pour chaque opération de passage de I'étape de construction t a

t+1. Observons que pour éviter de dépendre du nombre de cellules de la structure topologique a
I'étape t, sa construction ne doit pas dépendre de ses | B¢/ | lignes ou de ses | B |colonnes.

Remarque. Le nombre de valeurs explicites ja suppose que l'identité de j est représentée im-
plicitement, et que j est représentée sous forme de matrice creuse, ce qui induit deux prére-
quis d'implémentation. On retrouve ces prérequis pour toutes les matrices de I'analyse étudiées
comme variation de I'identité. Pour simplifier, ces prérequis sont mentionnés sans étre motivés
par la suite.

Matrice s. Rappelons que pour toute cellule ¢ de B, 0s = o. Dit autrement, s est I'inclu-
sion de Bo» dans Bes. En conséquence, il n'y a aucune valeur explicite. Les caractéristiques
matricielles de s sont :

— |Bgw| lignes et | Ber| colonnes;

— on |'étudie comme une variation de l'identité;

— saA =0;
La matrice s est construite pour chaque opération de passage de I'étape de construction t a
t + 1. Observons que pour éviter de dépendre du nombre de cellules de la structure topologique
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a I'étape t, sa construction ne doit pas dépendre de ses |Bg~| lignes ni de ses |B¢|
colonnes.

2.1.2-b Analyse du calcul de I'équivalence homologique ~.

L'équivalence homologique v est calculée pour chaque opération de passage de I'étape de
construction ¢t a t + 1.

Complexe de chaines (C,9). Rappelons que C est engendré par les cellules non-survivantes
de Ber, et que |Be| = |Ber| — |Ber|. De plus, la matrice O est calculée a partir de la formule
0 = i0'r. Analysons ce calcul :
— elle a |B¢| lignes et |B¢| colonnes. D'aprés I'hypothése (ii) du paragraphe 2.1.1-a, ses
dimensions sont "petites" ;

— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;

— il n'est pas possible d'étudier précisément Ja dans le cas général car nous n'avons pas
d’'hypothése sur &’. Cependant, notons que dans le pire des cas I = |B¢|?, et est donc
"petit" car il est fonction |B¢|.

Observons que pour optimiser le calcul de 0 :

— I'ordre du produit i9'r n'importe pas car il existe dans tous les cas une dimension exploi-
table (cf paragraphe 2.1.1-d) :

- dans le cas i(0'r), les |B¢| colonnes de r sont exploitables pour calculer (9'r) et
i(d'r);
- dans le cas (id')r, les |Bc| lignes de i sont exploitables pour calculer (i0') et (id')r.
— la matrice 0’ est critique dans ce produit du fait de ses dimensions, que I'on choisisse de
faire (i0")r ou i(0'r). Plus précisément, pour optimiser le produit avec &, il doit étre
fait en parcourant :

- soit les | B¢| colonnes de r;
- soit les | B¢ | lignes de i.

— la matrice 0 est construite a chaque opération de passage de I'étape de construction
t a t+ 1. Ses caractéristiques matricielles font que sa construction ne nécessite pas de
prérequis d'implémentation.

Remarque. En général, le produit i(9'r) est trés légerement plus efficace car r a au plus 1 valeur
explicite par colonne 13 ol 7 a 2 valeurs explicites par ligne. Le temps de calcul du produit dépend
ensuite entierement de la répartition des valeurs explicites dans la matrice &’. Le produit i(9'r)
dépend du plus grand nombre de cellules dans I'étoile directe d'une cellule, 1a ou le produit
(i0")r dépend du plus grand nombre de cellules dans le bord d'une cellule.
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Réductions p et p°. A ce stade, nous n'avons émis aucune hypothése concernant les ré-
ductions p et p°, qui peuvent &tre calculées de plusieurs facons. Nous supposons qu'a chaque
étape :

— la réduction p est une réduction identité® (cf. définition 1.4.4). En conséquence :

’ (CBv aB) - (Cv 8) ;

- f et g sont l'identité;

- h est la matrice nulle.
Les matrices f, g et h étant completement implicites, elles ne sont pas représentées. Elles
n'induisent aucun prérequis d'implémentation ;

— la réduction p° est calculée a partir de (CB,0%) = (C,d). |l existe plusieurs facons de
calculer cette réduction. En conséquence, il n'est pas possible d'étudier précisément les
matrices de ces réductions. Cependant, par définition, on sait que le complexe de chaines
(C%,0) est soit "plus petit", soit identique & (C®,07) = (C,9), d'ou, |Bes| < |Bcl.
Les caractéristiques des matrices f°: CP — C°, ¢° : C% — CB et b : CB — CP sont
donc fonction de |B¢|. Ces matrices sont explicites, et sont construites a chaque étape
de construction. En particulier, f° et ¢° sont étudiées comme des variations de I'identité.

2.1.2-c Récapitulatif des prérequis d’implémentation pour la SECE

On constate que deux calculs sont récurrents dans le calcul des matriccs 4, j,7 et s et
de I'équivalence homologique ~ : la construction de matrices et le produit matriciel. Ce
paragraphe reprend I'ensemble des prérequis d'implémentation constatés : pour chacun d’eux,
nous rappelons les matrices dont il émane.

Remarque. Sur support numérique, les noms de matrice de ce paragraphe sont des liens hyper-
textes. lls redirigent vers I'analyse les concernant si I'on clique dessus.

Structure de donnée.

Structure-A | Représentation en matrice creuse : les valeurs nulles sont implicites. Ce prérequis est
nécessaire pour le calcul de toutes les matrices manipulées.

Structure-B | Représentation implicite de I'identité : ¢[x, x| = 1 est implicite. Ce prérequis est nécessaire
pour le calcul de : j, s, f°, ¢°.

5. Choisir une autre réduction pour p implique que (CZ,97) est plus "gros" que (C,d) en nombre de géné-
rateurs (|Bos| > |Bc|). Cela revient & augmenter inutilement la taille des données manipulées.
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Construction de matrices.

Construction-A | Construire une matrice. Ce prérequis est nécessaire pour le calcul de : 9, f°, ¢°, h°, 9°.

Construction-B | Construction d’une matrice qui ne dépend pas de son nombre de colonnes. Ce prérequis
est nécessaire pour le calcul de : 7.

Construction-C | Construction d'une matrice qui ne dépend pas de son nombre de lignes ni de son nombre
de colonnes. Ce prérequis est nécessaire pour le calcul de : j,s.

Construction-D | Construction d'une matrice qui ne dépend pas de son nombre de lignes. Ce prérequis est
nécessaire pour le calcul de : r.

Produit impliquant une matrice.
Produit-A | Produit matriciel A x B en parcourant les lignes de A. Ce prérequis peut-étre nécessaire
pour le calcul de 0, selon le produit matriciel choisi.
Produit-B | Produit matriciel A x B en parcourant les colonnes de B. Ce prérequis peut-&tre nécessaire
pour le calcul de 0, selon le produit matriciel choisi.

2.1.3 Identification

Dans ce paragraphe, nous considérons une SECE

(C.0) == (C',0") == (C"*,0""")
r S

induite par une identification, et I'équivalence homologique
ot ps,t
’Yt . (Ct’at) = (CB,t,aB,t) = (CS,t’as,t)

Nous analysons le calcul de I'équivalence homologique ~v'*! par application du théoreme SECE,
et par modification de ’yt sans émettre d'hypothéses sur les matrices o, 9Bt 95t ou sur les
réductions p, p°, pt et p5*. L'objectif de ce paragraphe est d'établir I'ensemble des prérequis
d’'implémentation qui doivent étre satisfaits pour optimiser le calcul de I'équivalence homologique
A1 lorsque le passage de I'étape ¢ a I'étape ¢ + 1 se fait par identification. Optimiser ce calcul
revient a profiter du "petit" nombre de cellules impactées par I'identification (cf. hypothese (ii)
du paragraphe 2.1.1-a). Nous distinguons deux cas d'étude :

— le cas ou I'on peut se passer du calcul des générateurs d’homologie et ou le processus de
construction étudié n'est composé que d’'identifications. Dans ce cas, seule une partie des
matrices peut étre calculée;

— le cas ou I'on souhaite pouvoir calculer les générateurs d’homologie et ou le processus de
construction étudié est composé d'au moins une désidentification. Dans ce cas, toutes les
matrices doivent étre calculées soit

- pour exprimer les générateurs d’homologie du complexe de chaines (C'%t, 9%) dans
(Ct,0Y);

- parce qu’elles sont utilisées dans I'application du théoréeme SECE 3 la désidentifica-
tion.

Remarque. L'étude qui suit est systématique, il est donc normal que certains mécanismes se
retrouvent dans le calcul de plusieurs matrices. Par ailleurs, rappelons que  est I'équivalence
homologique induite par I'opération (cf. section 1.5), et dont les éléments sont "petits" du fait
de I'hypothese (ii).
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2.1.3-a Sans les générateurs d’homologie

Lorsque I'on ne souhaite pas calculer les générateurs des groupes d'homologie, il est suffi-
sant de calculer les matrices : i5, %, 9B+l gSt+l gt+l Si+l ot 9+l En particulier, il n'est
pas nécessaire de pouvoir "exprimer" une chaine de (C*'*1 9%+l dans (CB4+1, 9B+ ou
(C*1, 911, La figure 2.3 reprend les différents éléments manipulés dans le calcul de y/*!. Le
tableau 2.1 récapitule les caractéristiques des matrices connues au début de ce calcul, c'est-a-
dire lorsque I'on connait 7, ' et la SECE symbolisant I'identification de passage de I'étape ¢
a I'étape t + 1 du processus de construction. La figure 2.4 reprend les différentes formules du
calcul de 4**1 et illustre les dépendances qu'il existe entre les matrices manipulées. Analysons
ces matrices.

£ Gril

Y ] 4 14

(C, a) < L (Ct, at) - > (Ct+1, at+1)

t t+1

9 g

‘B
l
Q(CB, aB) > (CB't, aB,t) (CB’t+1, aB,t+1)

fS gS fS,t fS,t+1
(CS, aS) / (CS,t’ aS,t) (CS,t+1’ aS,t+1)

FIGURE 2.3 — Représentation des éléments manipulés dans I'application du théoréeme SECE
a l'identification, lorsque les générateurs d’homologie ne sont pas calculés. Les équivalences
homologiques sont mises en évidence via un fond gris.

Matrice i”. Rappelons que i = fig' et que f est toujours I'identité (cf. paragraphe 2.1.2-b).

On peut donc simplifier ce produit en i® = ig!. Ses caractéristiques matricielles sont :
— |B¢s| lignes et |Bgs,:| colonnes. Or, |Boe| = |Be| et |Be| est "petit" par rapport a
| Bos.t|, d'aprés I'hypothése (ii) du paragraphe 2.1.1-a;

— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;

— il n'est pas possible d'étudier précisément ig dans le cas général car nous n'avons pas
d'hypothése sur g'. Pour autant, notons que ig’ est une restriction de g* aux cellules
dans I'image de ¢, c'est-a-dire aux cellules non-survivantes, et aux cellules survivantes
identifiées avec au moins une cellule non-survivante. Sans hypothéses sur g, I'image par
g' de ces cellules est quelconque. Dans le pire des cas, pour p prenant ses valeurs parmi les
dimensions de ces cellules, ¢g' peut associer une de ces p-cellules a toutes les p-cellules de
Bes.:. Dans le meilleur des cas, g' est une association un-a-un, auquel cas iﬁ = 2|B¢|.
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M ‘ Nb. de lignes ‘ Nb. de colonnes ‘ Variation ‘ M
SECE

i |Be| | Bl [0] 2|Bc|

J |Bet| | Ber [1] |Be|

r |Ber| |Be| [0] | Bl

$ [Ber] |Bcr| [1] 0

0

9 | Bl |Bel [0] A <|BcP

[ | |Bce| = |Bc| |Bel [1] 0

g |Bc| |Bes| = |BY| [1] 0

h | |Besl=|Bc| | |Bes| = |Bcl [0] 0

9% | |Bes| = |Bel | |Bes| = |Bcl [0] A <|Bcf

f% | |Bes| = |Bel |Bes| [1] A < [Bc| x |Bes|
g9° [Bes| |Bez| = |Be| [1] A < [Bgs| x |Bel
h® | |Bes| = |Bel | |Bes| = |Bcl [0] A < |Bel?

9° [Bes| [Bes| [0] A <|Bgsl

,.yt

o' |Ber| |Ber| [0] A <|Bgef?

g |Ber| |Bes.t| [1] A < [Bet| x [Bgs.t|
o5t |Ben.i |Bon.tl [0] A < |Bgs.i|?
for |Ben.i |Bes.i| [1] A < [Besii| x |Bgs.|
9%t |Bes.i| [Bes.t| [0] A < [Bgs«|?

TABLE 2.1 — Les caractéristiques matricielles connues au début du calcul de v**1, lorsque les
générateurs d’homologie ne sont pas calculés. La colonne "Variation" indique qu'une matrice
M est étudiée comme une variation de la matrice nulle ([0]) ou de I'identité ([1]). La colonne
"MAa" indique son nombre de valeurs explicites. Le symbole A indique qu'une donnée ne peut

pas étre étudiée précisément faute d'hypothéses la concernant.

Observons que :

— le produit ig' se fait en parcourant les |B¢| lignes de i, les dimensions de g’ n'étant

pas exploitables pour le produit (cf. paragraphe 2.1.1-d);

— la matrice qui résulte de ce produit est construite a chaque opération de passage de
I’étape de construction ¢ a ¢ + 1, sans dépendre de ses |B.z,:| colonnes.
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gSt+1 — —a5 is] 9B+ — [—6B iB ]
0 0S't 0 aB,t

S SiB St
St+1 _ f° RS> t+1
s g 0]

’ gt = [-sd'rg sg‘] | ’iB =fig* |

LU L el Lot Lo ]l

FIGURE 2.4 — Graphe de dépendance entre les matrices manipulées lors de |'application du
théoreme SECE a l'identification, et lorsque les générateurs d’homologie ne sont pas calculés.
Une fleche d'un nceud A vers un nceud B indique que A a besoin de B pour son calcul. Pour
simplifier le schéma, toutes les relations ne sont pas représentées. Les matrices f = id, g = id
et h = 0 ne sont pas représentées.

S

Matrice i°. Rappelons que i¥ = ¢%iB f5*

. Ses caractéristiques matricielles sont :

— |Bes| lignes et | Bgs,t| colonnes. Notons que |Bgs|est "petit" d'apres I'hypothese (ii) du
paragraphe 2.1.1-a;

— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;

— il n'est pas possible d'étudier précisément ii dans le cas général car nous n'avons pas
d’hypothese sur f5t.
Observons que :

— l'ordre du produit g% f5t n'importe pas car il existe dans tous les cas une dimension

exploitable (cf paragraphe 2.1.1-d) :
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- dans le cas g°(i® f51), les | Bos| lignes de i2 sont exploitables pour calculer (iZ f5%),
et les | Bos| lignes de g° sont exploitables pour calculer ¢ (i f51);
- dans le cas (g%iB) f5%, les | Bos| lignes de g° sont exploitables pour calculer (g°i%)
t (gSiB)fS’t.
— la matrice qui résulte de ce produit est construite a chaque opération de passage de
I’étape ¢ a I’étape ¢ + 1, sans dépendre de ses |Bs,:| colonnes.

_aB iB
0 8B,t

calculée comme une modification de la matrice 9t. Ses caractéristiques matricielles sont :

Matrice 0%, Rappelons que 9P+ = . En particulier, cette matrice est

— |Bgs| + |Bes,| lignes et |Bos| + |Beos,t| colonnes. Or, |Bqn| est "petit" par rapport a
| Bes.i|, d’aprés I'hypothése (i) du paragraphe 2.1.1-a. Dit autrement, le nombre de lignes
et colonnes ajoutées a l'issue de la modification de 95 est "petit" ;

— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;

— Gf’tﬂ = Gf’t + i8 + 0%. Dit autrement, le calcul de 95! par modification de 97
implique I'ajout de ig et BE valeurs explicites dans 95+,

Observons que :

— 0P est multipliée par —1;

— calculer 9P#+1 revient a fusionner 4 matrices (cf. paragraphe 2.1.1-e), dont I'une est
une matrice nulle. En particulier, cette fusion se fait :

- par modification de la matrice en bas a droite, 3 savoir 95 ;

- en parcourant les |B. 5| lignes de —0F et i, pour éviter une dépendance aux
dimensions de 9Pt et donc indirectement au nombre de cellules de la structure
topologique.

as,t—i-l _ _as Z.S
- 0 8S,t

calculée comme une modification de 9%*. Ses caractéristiques matricielles sont :

Matrice 95!, Rappelons que ) En particulier, cette matrice est

— |Bgas| + | Besyt| lignes et |Bpos| + |Beos,t| colonnes. Or, |Bgs| est "petit" par rapport a
c c g c c c
Bps,i|, d'apres ['hypotheése (ii) du paragraphe 2.1.1-a. Dit autrement, le nombre de lignes
c p yp paragrap g
et colonnes ajoutées a I'issue de la modification de 9% est "petit";
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— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;

— OV = 8% + i + 0%. Dit autrement, le calcul de 951 par modification de 95
implique I'ajout de ii et 8§ valeurs explicites dans 95+,

Observons que :
— 0° est multipliée par —1;
— calculer 95**! revient a fusionner 4 matrices (cf. paragraphe 2.1.1-e), dont I'une est
une matrice nulle. En particulier, cette fusion se fait :
- par modification de la matrice en bas a droite, 3 savoir 9%

- en parcourant les |B.s| lignes de —9° et i® pour éviter une dépendance aux
dimensions de 9%, et donc indirectement au nombre de cellules de la structure
topologique.

Matrice ¢*!. Rappelons que ¢g/t! = <—38trg sgt> et que g est toujours I'identité (cf.
paragraphe 2.1.2-b). Ce calcul se simplifie en (—satr sgt). En particulier, g'*! est calculée

comme une modification de la matrice g* 3 I'issue de laquelle ses caractéristiques matricielles
sont :

— |Bet|—|Be| lignes, et |Bos|+|Bgs.t| colonnes. Or, |Be| est "petit" par rapport a |Bee,
d'apres I'hypothese (ii) du paragraphe 2.1.1-a, de méme que |Bgs| qui est "petit" par
rapport a | Bos,:|. Dit autrement, le nombre de lignes supprimées et le nombre de colonnes
ajoutées a I'issue de la modification de g' est "petit" ;

— on |'étudie comme une variation de |'identité;
— il n'est pas possible d'étudier précisément gtAJrl dans le cas général car nous n'avons pas
d’hypothéses sur 9 et g'.
Observons que :
— pour le produit —sd'r,

- I'ordre du produit importe et doit &tre —s(d'r) de maniére a effectuer ce produit
matriciel en exploitant le fait que r n’ait que |B¢| colonnes. Faire —(s0")r pose
probléme car aucune des dimensions des matrices de s0' n'est exploitable ;

- la matrice qui résulte de ce produit est multipliée par —1;

- la matrice qui résulte de ce produit doit étre construite sans dépendre de ses
|Bct| — |30’ Iignes.

— pour le produit sg?,

- aucune des dimensions des deux matrices n'est exploitable. Ce calcul ne peut pas
étre fait sous la forme d'un produit matriciel ;
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- s représente l'inclusion de C**! dans C*. Dit autrement, seules les cellules survivantes
de C* ont un antécédent par s dans C**1;

- ce calcul revient 3 supprimer les lignes de ¢’ qui représentent une cellule non
survivante de C".

— calculer g'*! implique de fusionner 2 matrices (cf. paragraphe 2.1.1-e), A savoir —sd'r et
sg'. Pour ce faire, on commence par calculer sg?, puis on fusionne —sd'r.

fS hSiBfS’t
0 fS,t
calculée comme une modification de 5. Ses caractéristiques matricielles sont :

Matrice f%'*!., Rappelons que fott! = ) En particulier, cette matrice est

— |Bes| + |Bos.t| lignes et |Bgs| + |Bes,t| colonnes. Or, |Bgos| est "petit" par rapport a
| Bos,t|, d'apres I'hypothése (ii) du paragraphe 2.1.1-a, de méme que |Bs| qui est "petit"
par rapport a | Bgs,:|. Dit autrement, le nombre de lignes et colonnes ajoutées a I'issue de
la modification de 57 est "petit";

— on |'étudie comme une variation de l'identité;
— il n'est pas possible d'étudier précisément fi’tﬂ dans le cas général car nous n'avons pas
d'hypothese sur h%iB f9¢.
Observons que :
— pour le produit K58 5t
- I'ordre n'importe pas car il existe dans tous les cas une dimension exploitable (cf
paragraphe 2.1.1-d) :
> dans le cas h5(iB f9t), les | Bz | lignes de iP sont exploitables pour calculer
(1B f51), et les | Bes| lignes de h¥ sont exploitables pour calculer h° (i f5t);
> dans le cas (h%iP) 5, les | Bos| lignes de h° sont exploitables pour calculer
(hSiB)fS’t :
- la matrice qui résulte de ce produit doit étre construite sans dépendre de ses
| Bcs,t| colonnes.

— calculer f5**1! revient a fusionner 4 matrices (cf. paragraphe 2.1.1-e), dont I'une est
une matrice nulle. En particulier, cette fusion se fait :

- par modification de la matrice en bas a droite, 3 savoir f%?;

- sans parcourir les |Bgs.:| colonnes de h°i® 5t pour éviter une dépendance 3
|Best| < |Bgs.t| > |Bet|, et donc au nombre de cellules de la structure topologique.
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Matrice 0'*!. Cette matrice représente le bord du complexe de chaines associé 3 la struc-
ture topologique a I'étape t + 1, c'est-a-dire aprés que l'identification ait été appliquée. En
conséquence, elle peut étre calculée comme une modification de &' dans laquelle, pour chaque
p-cellule non-survivante o’ de® (C?, d") identifiée avec une p-cellule survivante o :

— on somme les colonnes ¢’ et o. Intuitivement, I'ajout de colonne représente la modifi-
cation du bord des (p + 1)-cellules dont le bord est composé de ¢’ ;

— on supprime la ligne ¢’ et on supprime la colonne ¢’ car o’ n'existe plus aprés identi-

fication.

Remarque. La matrice 9! est utilisée dans le calcul de g'™!, comme le montre la figure 2.4. En
conséquence, 0! doit étre calculée apres gttt

Exemple. Cet exemple illustre les modifications induites par une identification au niveau du
complexe de chaines (C*,9") de la figure 2.5, associé a I'ensemble semi-simplicial (K, d) de la
figure 1.8. Pour rappel, cette identification est caractérisée par I = (I7)°<P=2 telle que :

I° = {{vo}, {v1, vs}, {v2, vs}, {va}}
I' = {{eo,es}, {en}, {ea} fes} fea}}
I = {{fo}, {1}

6. Plus précisément, o’ est un générateur de C'* engendré par une cellule de la structure topologique a |'étape

t. Il en est de méme pour o.
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V2 Us ]
' 3 y S S
€z €3 €z €3
€o
UO v4_ UO v4_
fo €o €s @ fo @
61 64 (=21 64
(21 U3 %1
(a) (b)

FIGURE 2.5 — Représentation graphique des complexes de chaines (C?,9%) et (C'+1, 9i+1)

associés a un ensemble semi-simplicial sur lequel est appliquée une identification. (a) (C*,d").
(b) (Ct—i-l’at—i—l)_

et vgC = vy, V1€ = v3( = v1, V2l = v5( = V2, €9l = e5C = €. La’ matrice de bord ¢ est :
It 2 ) ) 7 ) . , , ) , , - g g
C) Vo U1 (%) U3 U4 Vs €0 €1 €9 €3 €4 €5 f() fl

vo [
U1

€1 —1 1 .
€9 —1 . 1

ol
Al . a1

Modifions O° :
— en supprimant les lignes vs, vs5 et e5;
— en sommant les colonnes v3 dans vq, v5 dans vs et e5 dans eg ;

— en supprimant les colonnes v3, vs et es.

7. Pour simplifier I'exemple, on regroupe les différentes matrices de bord (07)°<P<2 en une seule.
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Ol vy wi(4ws) wva(+vs) vy eo(+es) e ea es es fo fi

Jo . : . . -1 -1 1 . .
f1 . . . . | . .o—=1 1

La matrice obtenue est 9* 1.

2.1.3-b  Avec les générateurs d’homologie

Lorsque les générateurs des groupes d'homologie sont calculés, il faut calculer des matrices en
plus de celles déja étudiées, a savoir : fi+1 ptt1 ¢St pStHL ntuitivement, elles permettent
"d’exprimer" une chaine de (C*1 9541 dans (OB 9BH1) ou (CH1E 0. La figure
2.6 reprend les différents éléments manipulés dans le calcul de **!. Le tableau 2.2 récapitule
les caractéristiques des matrices connues au début de ce calcul, c’est-a-dire lorsque I'on connait
v, v' et la SECE symbolisant I'identification de passage de |'étape ¢ a I'étape t+1 du processus
de construction. La figure 2.7 reprend les différentes formules du calcul de 7T et illustre les
dépendances qu'il existe entre les matrices manipulées. Analysons ces matrices.

Remarque. Pour rappel, ce cas d'étude est équivalent a I'étude de |'application du théoreme
SECE a I'identification dans un processus de construction composé d'identifications et de dési-
dentifications, que les générateurs d"homologie soient calculables ou non.

] 0 . . .
Matrice f'*!. Rappelons que fi+! = (ftj) En particulier, cette matrice est calculée comme

une modification de f*. Ses caractéristiques matricielles sont :

— |Bes| + |Bes.t| lignes et |Bat| — |Be| colonnes. Or, |Bpos| est "petit" par rapport a
| Bos,¢|, d'aprés I'hypothése (ii) du paragraphe 2.1.1-a, de méme que |B¢| qui est "petit"
par rapport a |B¢¢|. Dit autrement, le nombre de lignes ajoutées et le nombre de colonnes
supprimées a I'issue de la modification de f! est "petit".

— on |'étudie comme une variation de l'identité ;

— il n'est pas possible d'étudier précisément ftA+1 dans le cas général car nous n'avons pas

d’hypothése sur f. Pour autant, notons que f!j revient & modifier I'image par f! des
cellules qui ont dans leur image une cellule non-survivante, en la remplacant par la cellule
survivante avec laquelle elle est identifiée.

Observons que :
— pour le produit f%j,

- aucune des dimensions des deux matrices n'est exploitable. Ce calcul ne peut pas
étre fait sous la forme d'un produit matriciel ;
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Y . v s

(C, a) < > (Ct, at) « > (Ct+1, at+1)

R ht gt ft ht+1gt+1 ft+1
C d C
(CB aB)O (CB,t aB,t)O (CB,t+1 aB,t+1)D

IS S,t S,t+1
s h fFSi gS,th Ft+1 Igs,t+1h

l
(CS, aS) (CS,t’ aS,t) (CS,t+1’ aS,t+1)

FIGURE 2.6 — Représentation des éléments impliqués dans le théoreme SECE dans le cas de
I'identification lorsque les générateurs d’homologie sont calculés. Les équivalences homologiques
sont mises en évidence via un fond gris. En bleu, les éléments supplémentaires calculés lorsque
les générateurs d'homologie le sont.

- j représente I'identité pour toutes les cellules survivantes de C?, et j associe les cel-
lules non-survivantes de C? aux cellules survivantes avec lesquelles ils sont identifiés ;

- le produit f%j revient 3 sommer les |B¢| colonnes représentant des cellules non-
survivantes de C? avec les colonnes représentant les cellules survivantes avec
lesquelles elles sont identifiées, puis a supprimer ces colonnes.

— calculer f**! implique de fusionner 2 matrices (cf. paragraphe 2.1.1-¢), dont I'une est une
matrice nulle. Cette opération revient a ajouter | B¢| lignes vides dans f'j.

—h
ftrg ht
est toujours la matrice nulle (cf. paragraphe 2.1.2-b). Cette formule peut donc se simplifier en

Matrice h!T!. Rappelons que h!t! = , que g est toujours l'identité et que h

90



2.1. ANALYSE

M ‘ Nb. de lignes ‘ Nb. de colonnes ‘ Variation ‘ M
SECE

i |Bc| |Ber| [0] 2| Be|

J |Be| | Bt [1] |Bcl|

r |Bcr| |Be| [0] |Bc|

s |Bet+1] | Be| [1] 0

v

9 |Bc| |Bc| [0] A <|Bcl?

[ ||Berl=|Bc| | Be| [1] 0

g |Bc| |Bes| = |BY| [1] 0

h | |Bes| = |Bc| | |Bes| = |Bcl [0] 0

9% | |Bcs| = |Bc| | |Bes|=|Bcl [0] A <|Bcl?

f% | |Bee| = |Bol |Bes| [1] A < |Be| x [Bes|
g9° |Bes| |Bes| = |Bcl [1] A < [Bes| x |Bel
h? | |Bes| = |Bel| | |Bes| = |Bcl [0] A <|Bcl?

0° |Bes| |Bes| [0] A <|Bgs|?

,.yt

o' |Be| |Be| [0] A <|Be:|?

f! |Bes.t| |Ber| [1] A < [Bes.| X [Be|
g' | Bl |Bos.tl [1] A < |Bei| % |Ben.i|
ht |Bon.tl |Bos.tl [0] A <|Besaf?
aP ! |Bon.il |Bos.tl [0] A <|Bgs.i|?
fo |Bes.t| |Best [1] A < [Bes.| X [Bgs:l
gt |Bes| |Bos.tl [1] A < |Bgs:| x [Ben.i
hot |Bon.il |Bos.tl [0] A <|Besaf?
9%t |Bgsl |Bes.i| [0] A <|Bgs.|?

TABLE 2.2 — Les caractéristiques matricielles connues au début du calcul de ! lorsque les
générateurs d’homologie sont calculés. La colonne "Variation" indique qu'une matrice M est
étudiée comme une variation de la matrice nulle ([0]) ou de I'identité ([1]). La colonne "MA"
indique son nombre de valeurs explicites. Le symbole A indique qu'une donnée n'est pas connue.

0 0
t+1
W= (ftr h

Ses caractéristiques matricielles sont :

. |. En particulier, cette matrice est calculée comme une modification de h’.

— |Bes| + |Bos.t| lignes et |Boe| + |Bes,:| colonnes. Or, |Bor| est "petit" par rapport a
| Bos.t|, d'apres I'hypothése (ii) du paragraphe 2.1.1-a. Dit autrement, le nombre de lignes
et de colonnes ajoutées a I'issue de la modification de h! est "petit".

— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;

— il n’est pas possible d'étudier précisément hZLl dans le cas général car nous n'avons pas
d’hypothése sur f.
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gSttl =

s SiBpSt
g> —g’i°h>

_aS iS ] aB,t+1 _ [_aB iB ]
0 aS,t 0 aB,t
N hSiB St
ey
] hS | ’gs | ’gt“= [-sd'rg sg‘] HiB=fig‘|

hS,t+‘l _ _hS hSl-BhS,t
0 St
—-h 0
(Earil —
w0 = |y o

LUl e

EEhEmEE

]

FIGURE 2.7 — Graphe de dépendance des matrices utilisées dans |'application du théoreme
SECE a I'identification, lorsque les générateurs d’homologie sont calculés. Toutes les relations
ne sont pas représentées. Les matrices f = id, g = id et h = 0 ne sont pas représentées. En
bleu, les éléments supplémentaires calculés lorsque les générateurs d’homologie le sont.

Observons que :

— le produit f!r se fait en parcourant les | B¢|colonnes de 7;

— calculer h*! revient a fusionner 4 matrices (cf. paragraphe 2.1.1-e),

- par modification de la matrice en bas a droite, 3 savoir h!;

- sans parcourir les |Bgn.¢| lignes de firg pour éviter une dépendance a |Bgs.:| >
| Bct|, et donc au nombre de cellules de la structure topologique.
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S _gSiBhS,t

S+l — (9 St ) En particulier, cette matrice est

0 g
| I/ df . d S,t S yo . .. ” .
calculée comme une modification de g~°. Ses caracteristiques matricielles sont :

Sit+1

Matrice g Rappelons que ¢

— |Bgs| + |Bes.t| lignes et |Bos| + |Bes.t| colonnes. Or, |Beos| est "petit" par rapport a
| Bcs,t|, d'apres I'hypothese (i) du paragraphe 2.1.1-a, de méme que | Bos|qui est "petit"
par rapport a |Bgs.¢|. Dit autrement, le nombre de lignes et de colonnes ajoutées a I'issue
de la modification de gt est "petit".

— on |'étudie comme une variation de |'identité ;

_ . i s S,t+1 " :
— il n'est pas possible d'étudier précisément g’ *1 dans le cas général car nous n'avons pas

d’hypothese sur h5t.

Observons que :

— pour le produit —g%iBhS*,

- I'ordre n'importe pas car il existe dans tous les cas une dimension exploitable (cf
paragraphe 2.1.1-d);

> dans le cas —(g%i®)h%t, les | Bos| lignes de g° sont exploitables pour calculer
(g%i") et —(g%i")h>;

> dans le cas —g°(iBh5?), les | Bos| lignes de P sont exploitables pour calculer
(iBh5?) et les | Bys| lignes de g sont exploitables pour calculer —g(iBh%t);

- le produit i®h5! se fait en parcourant les | B s |lignes de iZ;

- la matrice qui résulte du produit est multipliée par -1.

St+1

— calculer g revient a fusionner 4 matrices (cf. paragraphe 2.1.1-¢),

- par modification de la matrice en bas a droite, 3 savoir ¢t ;
- sans parcourir les |Bgs.:| colonnes de —g®iPh%t pour éviter une dépendance a
|Bcs.t| > |Bet|, et donc au nombre de cellules de la structure topologique.

_hS hSiB hS’t
0 hS’t

calculée comme une modification de h*. Ses caractéristiques matricielles sont :

Matrice h%**!, Rappelons que h%**! = ) En particulier, cette matrice est

— |Bes| + |Beb.i| lignes et |Bor| + |Bes,t| colonnes. Or, |Bog| est "petit" par rapport
a |Bgs,t|, d'aprés I'hypothése (ii) du paragraphe 2.1.1-a. Dit autrement, le nombre de
lignes et de colonnes ajoutées a I'issue de la modification de A% est "petit" par rapport
a |Bgs.tl.

— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;
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— il n'est pas possible d'exprimer hi’tH dans le cas général car h¥iBh5* n'est pas connue.
Observons que :

— hY est multipliée par —1;

— pour le produit h%iBpSt,

- I'ordre n'importe pas car il existe dans tous les cas une dimension exploitable (cf
paragraphe 2.1.1-d);

> dans le cas (h%i%)h%t, les |Boi| lignes de h¥ sont exploitables pour calculer
(h3iB) et (W¥iB)nS1;
> dans le cas h®(iPh5?Y), les |Bos| lignes de i2 sont exploitables pour calculer
(iBh5?) et les |Bos| lignes de hS* sont exploitables pour calculer A% (iPh%t);
- le produit i®h5* doit se faire sans parcourir :
> les |Bgs.t| colonnes de if;
> les | Bes.| lignes et |Bes.t| colonnes de h5*
— calculer K51 revient a fusionner 4 matrices (cf. paragraphe 2.1.1-¢),
- par modification de la matrice en bas a droite, 3 savoir K%t ;

- sans parcourir les | Bos.¢| colonnes de h¥iZh% pour éviter une dépendance a | Bos.i| >
| Bot|, et donc au nombre de cellules de la structure topologique.

2.1.3-¢ Récapitulatif des prérequis d’implémentation pour I'identification.

On constate que deux calculs sont récurrents dans I'application du théoréeme SECE a I'iden-
tification : le produit d’une matrice avec une matrice ou un scalaire, et la fusion de matrices.
De plus, nous avons vu qu'il doit étre possible de construire des nouvelles matrices et de
modifier des matrices existantes, par exemple en supprimant une colonne. Enfin, la totalité
des matrices sont creuses et, pour certaines, I'identité est implicite. Ce paragraphe reprend
I'ensemble des prérequis d'implémentation constatés dans le cas de I'identification. Pour chaque
prérequis, nous rappelons les matrices dont il émane.

Remarque. Sur support numérique, les noms de matrice de ce paragraphe sont des liens hyper-
textes. lls redirigent vers |'analyse les concernant si I'on clique dessus.

Structure de donnée.

Structure-A | Représentation en matrice creuse : les valeurs nulles sont implicites. C'est le cas de la
totalité des matrices manipulées.

Structure-B | Représentation implicite de I'identité : @[z, 2] = 1 est implicite. C'est le cas de : g'*!
ft+1 gS,t+1 fS,t+1.
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Construction de matrices.

Construction-B | Construction d'une matrice qui ne dépend pas de son nombre de colonnes. Cette construc-
tion est nécessaire pour le calcul de : B, ¢, fSt+1

Construction-D | Construction d'une matrice qui ne dépend pas de son nombre de lignes. Cette construction
est nécessaire pour le calcul de : gt+!;

Modification de matrices.
Modification-A | Suppression d'une ligne d'une matrice sans dépendre de son nombre de lignes ou de son
nombre de colonnes. Cette modification est nécessaire pour le calcul de : g/t o'+
Modification-B | Somme de deux colonnes dans une matrice sans dépendre de son nombre de lignes ou de
son nombre de colonnes. Cette modification est nécessaire pour le calcul de : §*+1, fi+1,

Modification-C | Suppression d'une colonne d'une matrice sans dépendre de son nombre de lignes ou de
son nombre de colonnes. Cette modification est nécessaire pour le calcul de : 9'*1, ft+1.

Modification-D | Ajout de lignes vides dans une matrice sans dépendre de son nombre de lignes ou de son
nombre de colonnes. Cette modification est nécessaire pour le calcul de : fi*1.

Produit impliquant une matrice.

Produit-A | Produit matriciel A x B en parcourant les lignes de A. Ce produit est nécessaire pour le
calcul de : B, 49, fOtFL St pSt+l

Produit-B | Produit matriciel A x B en parcourant les colonnes de B. Ce produit est nécessaire pour
le calcul de : ¢!t AtHL,

Produit-C | Produit d'une matrice avec un scalaire. Ce produit est nécessaire pour le calcul de : oBt+L

9St+1 pSit+1

Produit-D | Produit d'une matrice avec un scalaire, sans dépendre de son nombre de lignes. Ce produit

est nécessaire pour le calcul de : gi+!;

Produit-E | Produit d'une matrice avec un scalaire, sans dépendre de son nombre de colonnes. Ce
produit est nécessaire pour le calcul de : g%t*!:

Fusion de matrices.

Fusion-A | Fusion de matrices D = . Cette fusion est nécessaire pour le calcul de : 95+

C D

Sit4+1 S+l St+1 pt+l 7 Sitf1
0 f . L hYT R )

9
Fusion-B | Fusion de matrices B = [A B] Cette fusion est nécessaire pour le calcul de : g'*?!.

2.1.4 Désidentification

Dans ce paragraphe, nous considérons une SECE

(C.0) == (C"*!,9"*!) === (C", ")
r S

induite par une désidentification, et I'équivalence homologique

t S,t
p

S (Ct, Y é (OB, 9Bty 2= (OS5t 951
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Nous analysons le calcul de I'équivalence homologique v**! par application du théoreme SECE,
et par modification de 7' sans émettre d’hypotheses sur les matrices 9%, 95, 95 ou sur les
réductions p, p°, pt et p5*. L'objectif de ce paragraphe est d'établir I'ensemble des prérequis
d’'implémentation qui doivent étre satisfaits pour optimiser le calcul de I'équivalence homologique
71 lorsque le passage de I'étape ¢ a I'étape t+1 se fait par désidentification. Optimiser ce calcul
revient a profiter du "petit" nombre de cellules impactées par la désidentification (cf hypothese
(i) du paragraphe 2.1.1-a). Nous distinguons deux cas :

— le cas ou les opérations du processus de construction étudié ne sont que des désidentifi-
cations. Dans ce cas, seules quelques matrices sont calculées;

— le cas ou les opérations du processus de construction sont des désidentifications ou des
identifications. Dans ce cas, toutes les matrices sont calculées.

Remarque. Rappelons que nous avons fait le choix de caractériser une désidentification par I'iden-
tification inverse qu'elle induit (cf 1.2.1-b et 1.2.2-a). La SECE induite par une désidentification
est étudiée a partir de cette identification inverse et les cellules de Bt+1 sont dites survivantes
ou non-survivantes en fonction de cette identification. Enfin, notons que contrairement a I'iden-
tification, le fait de calculer ou non les générateurs d’homologie n'induit pas de cas particuliers
pour la désidentification.

2.1.4-a Processus de construction composé uniquement de désidentifications

Les matrices suivantes sont calculées : 'L, y, B, %, 084+, 9St+1 ftHl oSt+1 | 5 figure

2.8 reprend les différents éléments manipulés dans le calcul de y'*!. Les caractéristiques des
matrices connues au début du calcul de 4**! sont celles répertoriées dans le tableau 2.1. La
figure 2.9 reprend les différentes formules du calcul de ~!*! et illustre les dépendances qu'il
existe entre les matrices manipulées. Analysons ces matrices.
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X
y . yt+1 . yt
i j
(C, a) < L (Ct+1, at+1): o (Ct, at)
r S
g= idl If =id ft+1I ft]
- (CB aB) (CB,t+1 aB,t+1) (CB,t aB,t)

fsl Igs hS gs,t+1I gS,tI

r (CS, aS) (CS,t+1’ aS,t+1) (CS,t, aS,t) _|

XS

XB

FIGURE 2.8 — Représentation des éléments manipulés dans I'application du théoréme SECE a la
désidentification, que les générateurs d'homologie puissent étre calculés ou non. Les équivalences
homologiques sont mises en évidence via un fond gris.
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9B+l = [aB't x?
0 a8

x =sdt%r l ’ d=idt*r l

ottt FrH1 = f;ls]

UL o]l o] [ ]l

FIGURE 2.9 — Graphe de dépendance des matrices utilisées lors de I'application du théoreme
SECE a la désidentification, que les générateurs d’homologie puissent étre calculés ou non. Une
fleche d'un nceud A vers un nceud B indique que A a besoin de B pour son calcul. Pour simplifier
le schéma, toutes les relations ne sont pas représentées. Les matrices f =id, g =idet h =0
ne sont pas représentées.
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Matrice 9t!. Cette matrice représente le bord du complexe de chaines associé  la structure
topologique de I'étape t + 1, c’est-a-dire aprés que la désidentification lui ait été appliquée. Elle
est calculée comme une modification de 9'. Pour chaque p-cellule o’ créée dans (O 9t +)
par éclatement d'une p-cellule o dans (C*, ") :

— on duplique la ligne et la colonne o en o et o’. Cette opération représente |'ajout de la
cellule o’ dans Bt ;

— on supprime certains coefficients de la matrice obtenue aprés duplication. Cette opération
représente la modification de I'étoile des cellules éclatées.

Remarque. Les coefficients supprimés dépendent de la modification engendrée par la désiden-
tification sur le bord des cellules. lls se déduisent des informations supplémentaires qu'il faut
fournir, en plus de I et (, pour caractériser une désidentification.

V2 U2 Us
y 3 S r
€z €3 € €3
€o
Vo Vs Vo 2
fo @ fo €o €s @
eq €4 eq €4
21 U1 Vs.
(a) (b)

FIGURE 2.10 — Représentation graphique des complexes de chaines (C?,0%) et (C*+1, 9t+1)
associés a un ensemble semi-simplicial sur lequel est appliquée une désidentification. Les sommets
vy et vy sont éclatés, ainsi que l'aréte eg. (a) (Ct,0%). (b) (Ot 911,

Exemple. Cet exemple illustre les modifications induites par une désidentification au niveau
du complexe de chatnes (C?,0") de la figure 2.10, associé & un ensemble semi-simplicial. La
désidentification est caractérisée par I = (IP)"<P=2

1() = {{(‘()}, {'[,‘1.'1,';;}. {l'g. l'f)}, {{‘1}}
I' = {{eo. s}, {er}, {e2}, {es}, {ea}}
> = {{fo}.{f1}}
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et vo¢ = v, 11¢ = v3¢ = v1, V2l = v5( = V9, eoC = e5C = eg. La® matrice de bord O est :

O vy v vy va e e ex ez es fo fi
Vo . .
U1
.
v | . . .
€0 . -1 1

€1 —1 1

€2 -1 . .

es . . 1 -1

€4 . 1 . —1 . . .

N e S
AL, .1

Modifions 9¢ en dupliquant les lignes et colonnes :
— v1 en vy et vsy;
— Vg en vy et vy ;
— ep en eq et e5.

La matrice ainsi obtenue est :

vo wvr w2 wv3(vi) wva ws(v2) e e e ez es es(en) fo fi
Vo .
v
V9
Ug(vl)
vy
v5(02) . . . . . .
€o . -1 1 —1 . 1
el -1 1 . 1
€9 —1 . 1
€3 . . 1 . -1
€4 . 1 . 1 —1 .
65(60) . —1 1 —1 . 1 . . . . . .
fo o . . . 1 -1 1 . .
f1 L . . S L 1

En supprimant les coefficients [eo, vs], [eo, v3], [e1,v3], [e2,vs], [e3, v2], [eq, v1], [e5, v1], [e5, va],

0<p<2

8. Pour simplifier I'exemple, on regroupe les différentes matrices de bord (9"7) en une seule.

100



2.1. ANALYSE

[fo,es] et [f1,eo] de cette matrice, on obtient 9! :

O vy v wa wz(v1) wva wvs(v2) eg €1 e

€9 —1 . |

Matrice y. Rappelons que y = s0"T!r. Ses caractéristiques matricielles sont :

— | Bct| lignes et |B¢| colonnes. Notons que |B¢| est "petit" par rapport a |Bgt|, d'aprés

I'hypothése (ii) du paragraphe 2.1.1-a;

— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;

— il n'est pas possible d'étudier précisément ya dans le cas général car nous n'avons pas

d’hypothése sur 9**+1.

Observons que :

— la matrice x est construite a chaque étape de construction, et cette construction ne

doit pas dépendre de ses |B:| lignes;

— O'F! est nécessaire au calcul. Dit autrement, pour calculer X, il faut modifier 9 en fonction
de la désidentification appliquée a la structure topologique, et donc s'assurer qu'aucune
autre matrice n’ait besoin de 9" dans son calcul (ce qui est le cas).

— l'ordre du produit importe, il doit étre s(0'*!r) car les | Bo| colonnes de r représentent
la seule dimension exploitable des matrices du produit (cf. paragraphe 2.1.1-d);

— le produit avec s revient a supprimer les lignes de (0'*1r) qui représentent une cellule non
survivante de Bgi+1. |l n'est donc pas nécessaire de représenter explicitement la matrice

S ici.
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Matrice x®. Rappelons que x® = ffxg et que g est toujours I'identité (cf. paragraphe 2.1.2-
b). On peut donc simplifier ce calcul en x® = f!x. Ses caractéristiques matricielles sont :

— |Bgs,:| lignes et |Bog| colonnes. Notons que |Bog| est "petit" par rapport a |Bgs.tl,
d'apres I'hypothese (ii) du paragraphe 2.1.1-a

— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;

— il n'est pas possible d'étudier précisément Xﬁ dans le cas général car nous n'avons pas
d’hypothése sur f?.

Observons que :

— la matrice X est construite 3 chaque étape de construction, et cette construction ne
doit pas dépendre de ses |B.5.:| lignes;

— le produit f'x se fait en parcourant les | B, | colonnes de  ;

Matrice x°. Rappelons que x° = ¢5*xB f5. Ses caractéristiques matricielles sont :

— |Bes.| lignes et |Bps| colonnes. Notons que |Bes| est "petit" par rapport a |Bgs.t,
d'apres I'hypothese (ii) du paragraphe 2.1.1-a;

— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;

— il n'est pas possible d'étudier précisément Xi dans le cas général car nous n'avons pas
d’hypothese sur g°t.

Observons que :

— la matrice x° est construite 3 chaque étape de construction, et cette construction ne
doit pas dépendre de ses |Bs.:| lignes;

— l'ordre du produit importe, il doit étre gS’t(XBfS) car les dimensions exploitables sont
celles de f*, a savoir | Bgs| lignes et |Bes| colonnes;

aB,t XB
0 o5
modification de la matrice OPt. Ses caractéristiques matricielles sont :

Matrice 0%+, Rappelons que 95+ = ( ) En particulier, cette matrice est une

— |Ben.i|+|Bcn| lignes et |Bon.i|[+|Bor| colonnes. Notons que |Bps| est "petit" par rap-
port a |Bca,:|, d'aprés I'hypothése (ii) du paragraphe 2.1.1-a. Dit autrement, le nombre
de lignes et de colonnes ajoutées 3 I'issue de la modification de 95+ est "petit" ;

— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;
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— 8§’t+1 = 3§’t + xR + 0%. Dit autrement, le calcul de P! par modification de 95+
implique I'ajout de Xﬁ et ag valeurs explicites dans 98+ +1.
Observons que :

— calculer 9%+ revient 3 fusionner 4 matrices (cf. paragraphe 2.1.1-e), dont I'une est
une matrice nulle. En particulier, cette fusion se fait :

- par modification de la matrice en haut a gauche, 3 savoir 9%

- sans parcourir les |Bs.| lignes de 2, pour éviter une dépendance a |Bos.|>
| Bct|, et donc au nombre de cellules de la structure topologique.

aS,t XS

0o o°

modification de 9%*t. Ses caractéristiques matricielles sont :

Matrice 95!, Rappelons que 99! = ( ) En particulier, cette matrice est une

— |Bgs.t|+|Bes| lignes et |Bgs.i|+|Beos| colonnes. Notons que |Bos|"petit" d'aprés I'hy-
pothése (ii) du paragraphe 2.1.1-a. Dit autrement, le nombre de lignes et de colonnes
ajoutées 3 'issue de la modification de 95 est "petit";

— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;

— IV = 9% + x5 + 95, Dit autrement, le calcul de %t! par modification de 9%
implique I'ajout de x'x et 03 valeurs explicites dans 0%+ ;

Observons que :

— calculer 95**1 revient a fusionner 4 matrices (cf. paragraphe 2.1.1-e), dont I'une est

une matrice nulle. En particulier, cette fusion se fait :
- par modification de la matrice en haut a gauche, 3 savoir 957 ;
<

- sans parcourir les |B.s.:| lignes de x°, pour éviter une dépendance a |Bes:.
| Bos,t|, et donc au nombre de cellules de la structure topologique.

f's
fi

t
2.1.2-b). On peut donc simplifier ce calcul en fi+! = (f;) En particulier, cette matrice est

Matrice fi*!'. Rappelons que fi*! = ( > et que f est toujours l'identité (cf. paragraphe

une modification de f*. Ses caractéristiques matricielles sont :
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— |Bet| + |Bc| lignes et |Bgt| colonnes. Notons que |B¢| est "petit" par rapport a |Bet,
d'apres I'hypotheése (ii) du paragraphe 2.1.1-a. Dit autrement, le nombre de lignes ajoutées
3 I'issue de la modification de f* est "petit";

— on |'étudie comme une variation de l'identité;
— il n'est pas possible d'étudier précisément f!*! dans le cas général car nous n’'avons pas
d’hypothése sur f.
Observons que :
— pour le produit f's,
- aucune des dimensions des deux matrices n'est exploitable. Ce calcul ne peut pas
étre fait sous la forme d'un produit matriciel ;
- s représente l'inclusion de C? dans C**!. Dit autrement, seules les cellules de Bp+1
ont un antécédent par s dans B¢ ;
- ce calcul revient 3 ajouter des colonnes vides dans f!, pour chaque cellule non
survivante de Bgt+1 ;

— calculer £+ implique de fusionner 2 matrices, a savoir f's et i. Pour ce faire, on com-
mence par calculer fj (par modification de f*), puis on fusionne i en parcourant ses | B¢|
lignes.

St

-9
0 g°
modification de ¢%t. Ses caractéristiques matricielles sont :

S’tXBhS

Matrice ¢%'*!. Rappelons que ¢5*+1 = <g ) En particulier, g5**1 est une

— |Bgs.t| + |Bes| lignes et |Bgs,t| + |Bgs| colonnes. Notons que |Bgs| est "petit" par
rapport a |Bes.:|, d'aprés I'hypothése (ii) du paragraphe 2.1.1-a. Dit autrement, le nombre
de lignes et de colonnes ajoutées a I'issue de la modification de g5 est "petit";

— on |'étudie comme une variation de l'identité;

S,t+1

— il n'est pas possible d'étudier précisément g dans le cas général car nous n'avons pas

d’hypothese sur g°t.
Observons que :
— pour le produit —gS*yBhS,
- la matrice qui résulte de ce produit doit étre construite sans dépendre de ses
|Bes,t| lignes;

- la matrice qui résulte de ce produit est multipliée par —1;
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- I'ordre du produit importe et doit &tre —g>*(x®h®) car aucune des dimensions de
g°* n'est exploitable pour le produit (cf. paragraphe 2.1.1-d). Plus précisément, ce
produit se fait en parcourant les |B.s| colonnes de h*°;

— il faut fusionner 4 matrices dont |'une est nulle (cf. paragraphe 2.1.1-e). En particulier,
cette fusion se fait par modification de la matrice en haut a gauche, 3 savoir ¢°*.

2.1.4-b Processus de construction plus général.

Lorsque le processus de construction étudié est plus général, c'est-a-dire qu'il composé d’'iden-
tifications et de désidentifications, toutes les matrices doivent étre calculées. En particulier, les
matrices g* et f5* doivent &tre calculées car elles sont nécessaires aux étapes de construction
ou I'opération est une identification (que les générateurs d’homologie puissent étre calculés ou
non). Les matrices supplémentaires sont : gt+1 ptt1l fSt+1 pSEFL | 3 figure 2.11 reprend les
différents éléments manipulés dans le calcul de 4**1. Les caractéristiques des matrices connues
au début de ce calcul sont répertoriées dans 2.2. La figure 2.12 reprend les différentes formules
du calcul de 4**! et illustre les dépendances qu'il existe entre les matrices manipulées. Analysons
ces matrices.
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X
% ' yttl ' y!
L J
(C,0) « e (C“‘l, 0“‘1): > (Ct’ at)
r S

g=idl If=id ) gz+1lIft+1 h gtl Ift
h=0 o ;
_»Q(CB] aB) Q(CB,t+1’ aB,tZ+1)O Q(CB,L" aB't)D—

hS,t
hS ) ) hs,t+1 )
fsl Igs fs,t+1l Igs,t+1 FSit gS,t

r (CS, aS) (CS,t+1, aS,t+1) (CS,t' aS,t) _|

XS

XB

FIGURE 2.11 — Représentation des éléments impliqués dans le théoreme SECE dans le cas de
la désidentification lorsque les générateurs d'homologie sont calculés. Les équivalences homolo-
giques sont mises en évidence via un fond gris. En bleu, les éléments supplémentaires calculés
lorsque les générateurs d’homologie le sont.
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9St+l = [0“ x°
0 oS
hS,Hl _ [hs,t _hS,tXBhS]
0 hS
S _hS,tXB S| 6’“ B St _ S,tXBhS
FEHL = [fo ~ f ] gB+L = [ . )a(B xS = gStyBFS gStHl = HO g i

TS 0 h

_ f‘s] hm:[ht 0]

‘gs,t ‘ ‘ hSt ‘aB,t ‘

LA [ L] o] L J oo ) [ ] L ] [

FIGURE 2.12 — Graphe de dépendance des matrices utilisées dans I'application du théoréme
SECE a la désidentification, lorsque les générateurs d’homologie sont calculés. Toutes les rela-
tions ne sont pas représentées. Les matrices f = id, g = id et h = 0 ne sont pas représentées.
En bleu, les matrices supplémentaires par rapport au cas sans générateurs.
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Matrice g'*'. Rappelons que ¢!+ = (jgt Tg) et que g est toujours l'identité (cf. paragraphe
2.1.2-b). On peut donc simplifier ce calcul en gi*! = (jgt r). En particulier g/*! est une

modification de la matrice g'. Ses caractéristiques matricielles sont :

Bei+1] lignes et |Bos,t| + |Bor| colonnes. Notons que |Bpr| est "petit" par rapport
a |Bgs.t|, d'aprés I'hypothése (ii) du paragraphe 2.1.1-a. Dit autrement, le nombre de
colonnes ajoutées a I'issue de la modification de g est "petit";

— on |'étudie comme une variation de l'identité ;
— il n'est pas possible d'étudier précisément gzrl dans le cas général car nous n'avons pas
d’hypothése sur g
Observons que :
— pour le produit jg,
- aucune des dimensions des deux matrices n'est exploitable. Ce calcul ne peut pas
étre fait sous la forme d'un produit matriciel ;

- j est I'identité pour toutes les cellules survivantes de Bgi+1, et j associe a chaque
cellule non-survivante de Bot+1 la cellule survivante avec laquelle elle est identifiée;

- le produit jg* revient a dupliquer |B¢| lignes dans g'. En particulier, une ligne est
dupliquée pour chaque cellule non-survivante, celle qui représente la cellule survivante
avec laquelle elle est identifiée;;

— calculer g'*1 implique de fusionner 2 matrices (cf. paragraphe 2.1.1-e), a savoir jg' et 7.
Pour ce faire, on commence par calculer jg* (par modification de g'), puis on fusionne r.

t
Matrice h't!. Rappelons que h!T! = (% 2) et que h est toujours la matrice nulle (cf.

ht 0 En particulier, cette
O 0 - p 1

matrice est une modification de h!. Ses caractéristiques matricielles sont :

paragraphe 2.1.2-b). On peut donc simplifier ce calcul en A1 = (

— |Bgs| + |Bes.t| lignes et |Bos| + |Bos,t| colonnes. Notons que |Bgr| est "petit" par
rapport a |Bes.:|, d'apres I'hypotheése (ii) du paragraphe 2.1.1-a. Dit autrement, le nombre
de lignes et colonnes ajoutées a I'issue de la modification de h! est "petit";

— on I'étudie comme une variation de la matrice nulle;
— htA est constant. Aucune valeur explicite n'est ajoutée pour calculer ht+1.

Observons que le calcul de h'™! se résume a ajouter | B | lignes vides et | Bos| colonnes vides
dans h'.
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—hS’tXBfS
fS

modification de la matrice f%!. Ses caractéristiques matricielles sont :

St
Matrice f5tt1, Rappelons que fStt! = (f() ) En particulier, f¥**! est une

— |Bgt|+ | Bes| lignes et | Bos,o |+ | Bos| colonnes. Notons que |Bs| est "petit" par rapport
a |Bgs,t|, d'apres I'hypothése (i) du paragraphe 2.1.1-a. Dit autrement, le nombre de
lignes et colonnes ajoutées 3 I'issue de la modification de f5* est "petit";

— on |'étudie comme une variation de l'identité ;

— il n'est pas possible d'étudier précisément f5*+1 dans le cas général car nous n'avons pas
d’hypothese sur h5t.

Observons que :
— pour le produit —hSty B f5,
- la matrice qui résulte de ce produit doit étre construite sans dépendre de ses
| Bos,¢| lignes;
- la matrice qui résulte de ce produit est multipliée par —1;

- l'ordre du produit importe, il doit &tre —h%t(xB %) car aucune des dimensions
de h5t n'est exploitable pour le produit (cf. paragraphe 2.1.1-d). Plus précisément,
ce produit se fait en parcourant les | Bgs| colonnes de fS;

— il faut fusionner 4 matrices (cf. paragraphe 2.1.1-e), dont |'une est nulle. En particulier,
cette fusion se fait par modification de la matrice en haut a gauche, 3 savoir 5.

hS,t _hS,tXBhS
0 RS
modification de la matrice h5t. Ses caractéristiques matricielles sont :

Matrice h5tt1, Rappelons que A5t = ( ) En particulier, A%t est une

— |Bes.i|+ |Bosllignes et | B, |+ |Bor|colonnes. Notons que |Bps| est "petit" par rap-
port a |Bcs,:|, d'apres I'hypothése (ii) du paragraphe 2.1.1-a. Dit autrement, le nombre
de lignes et colonnes ajoutées 3 I'issue de la modification de A5 est "petit";

109



2.1. ANALYSE

— on |'étudie comme une variation de la matrice nulle;

— il n'est pas possible d’étudier précisément h>**! dans le cas général car nous n’avons pas
d’hypothese sur hSt.

Observons que :
— pour le produit —hStxBhS,
- la matrice qui résulte de ce produit doit étre construite sans dépendre de ses
| Bos,¢| lignes;
- la matrice qui résulte de ce produit est multipliée par -1;

- l'ordre du produit importe, il doit &tre —h>*(xPh®) car aucune des dimensions de
h%t n'est exploitable pour le produit (cf. paragraphe 2.1.1-d). Plus précisément, ce
produit se fait en parcourant les |Bos| colonnes de h°;

— il faut fusionner 4 matrices dont |'une est nulle (cf. paragraphe 2.1.1-e). En particulier,
cette fusion se fait par modification de la matrice en haut a gauche, 3 savoir K5 ;
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2.1.4-c Récapitulatif des prérequis d’implémentation pour la désidentification.

On constate que les calculs récurrents dans I'application du théoréme SECE a la désidenti-
fication sont les mémes que pour son application a l'identification, a savoir : le produit d’une
matrice avec une matrice ou un scalaire, et la fusion de matrices. Les prérequis concer-
nant la construction de nouvelles matrices et la modification de matrices existantes sont
également les mémes : suppression de colonnes, ajout de colonnes etc... Enfin, comme pour
I'identification, toutes les matrices sont creuses et, pour certaines, I'identité est implicite.
Ce paragraphe reprend |'ensemble des prérequis d'implémentation constatés dans le cas de la dé-
sidentification. Pour chaque prérequis, nous rappelons les matrices dont il émane. Les prérequis
propres a la désidentification sont en gras.

Remarque. Sur support numérique, les noms de matrice de ce paragraphe sont des liens hyper-
textes. lls redirigent vers I'analyse les concernant si I'on clique dessus.

Structure de donnée.

Structure-A | Représentation en matrice creuse : les valeurs nulles sont implicites. C'est le cas de la
totalité des matrices manipulées.

Structure-B | Représentation implicite de I'identité : @[z, 2] = 1 est implicite. C'est le cas de : g'*!,
ft+1 gS,t+1 fS’t+1.

Construction de matrices.

Construction-D | Construction d'une matrice qui ne dépend pas de son nombre de lignes. Cette construction
est nécessaire pour le calcul de : x, x5, x°, fSttL, ¢St pSt+L

Modification de matrices.

Modlification-D | Ajout de lignes vides dans une matrice sans dépendre de son nombre de lignes ou de son
nombre de colonnes. Cette modification est nécessaire pour le calcul de pttl.

Modification-E | Ajout de colonnes vides dans une matrice sans dépendre de son nombre de lignes
ou de son nombre de colonnes. Cette modification est nécessaire pour le calcul de :
ft+1, ht+1 :

Modification-F | Duplication d’une ligne d’'une matrice sans dépendre de son nombre de lignes ou
de son nombre de colonnes. Cette modification est nécessaire pour le calcul de : 9'*1,
9t+1 ;

Modification-G | Duplication d’une colonne d’une matrice sans dépendre de son nombre de lignes
ni de son nombre de colonnes. Cette modification est nécessaire pour le calcul de :
8t+1 :

Modification-H | Suppression de coefficients dans une matrice sans dépendre de son nombre de

lignes ou de son nombre de colonnes. Cette modification est nécessaire pour le calcul
de : 9L

Produit impliquant une matrice.

Produit-B | Produit matriciel A x B en parcourant les colonnes de B. Ce produit est nécessaire pour
le calcul de : X XB’ XS’ gS,t+1’ fS',t+1’ hS,t+1;

Produit-C | Produit d'une matrice avec un scalaire. Ce produit est nécessaire pour le calcul de : g
RSLHL §SitH1

S,t+1
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Fusion de matrices.

) . . A B . ) .
Fusion-C | Fusion de matrices A = c Dl Cette fusion est nécessaire pour le calcul de : 9B+,
8S’t+1, fS,tJrl, gS,tJrl, hS,tJrl'

Fusion-D | Fusion de matrices A = |A B| Cette fusion est nécessaire pour le calcul de : g+

A

B Cette fusion est nécessaire pour le calcul de : fi+1.

Fusion-E | Fusion de matrices A =

2.1.5 Syntheése

L'application du théoréme SECE aux opérations d'identification et de désidentification repose
essentiellement sur deux calculs : le produit matriciel et la fusion de matrice. L'implémentation
de ces deux calculs doit satisfaire des prérequis pour que le calcul de I'équivalence homologique
41 par modification de I'équivalence homologique ~! tire partie de I'hypothése (ii). En fonction
des processus de construction étudiés et des cas d'utilisation du théoréeme SECE, nous constatons
que seule une partie des matrices de 7' peut &tre maintenue afin de limiter les calculs. Nous
distinguons deux cas d'utilisation du théoréeme SECE :

— le cas ou I'on souhaite pouvoir calculer les générateurs d’homologie a n'importe quelle
étape du processus de construction ;

— le cas ou I'on peut se passer des générateurs d’homologie.
Nous distinguons trois types de processus de construction :

— ceux composés uniquement d'identifications ;

— ceux composés uniquement de désidentifications;

— ceux composés d'identifications et de désidentifications.

Les matrices qui doivent étre maintenues en fonction de ces différents cas sont répertoriées dans
le tableau 2.3. En particulier, on observe qu'il est possible de limiter le nombre de matrices
maintenues quand :

— on peut se passer des générateurs d’homologie et que le processus de construction étudié
est composé uniquement d’identifications. Dans ce cas, les matrices ft, ht, g%t et b5t ne
sont pas nécessaires ;

— le processus de construction est composé uniquement de désidentifications, que les géné-
rateurs d’homologie soient calculés ou non. Dans ce cas, les matrices g*, ht, f5t, b5t ne
sont pas nécessaires.

Enfin, nous constatons que les prérequis relevés se regroupent en plusieurs catégories :

— ceux concernant la représentation matricielle, avec par exemple la représentation impli-
cite des valeurs nulles d'une matrice;

— ceux concernant la construction de matrices, avec par exemple la construction d'une
matrice sans dépendre de son nombre de lignes ou de son nombre de colonnes;

— ceux concernant la modification de matrices, avec par exemple la suppression d'une
ligne ou d'une colonne dans une matrice sans dépendre de son nombre de lignes ou de
son nombre de colonnes;

— ceux concernant le produit matriciel, avec par exemple le produit de deux matrices A x B
en parcourant les colonnes de B
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— ceux concernant la fusion de matrices, avec notamment deux fusions prédominantes,

- dans le cas de I'identification, la modification d'une "grosse" matrice D par ajout de
A B]

¢ D

- dans le cas de la désidentification, la modification d'une "grosse" matrice A par ajout
A B

C D|

La totalité des prérequis d'implémentation s'applique aux matrices et aux opérations qui les

accompagnent. Pour les satisfaire, les structures de données utilisées pour la représentation

matricielle doivent donc étre judicieusement choisies.

3 "petites" matrices A, B, et C telles que D = [

de 3 "petites" matrices A, B, et C telles que A = [

Générateurs | Identifications | Désidentifications Matrices
T 9Bt 59,1
Non Oui Non i’ ,g@t fbat ’
at aé,t aS,t
Non Non Oui ’ : ’
ft,gs’ts
. ' at 8B’t o 7t7
Non Owusi Oui ft gt h’t fS:t gS,t St
. . at’ 8B’t, 85,t7
Oui Ous Non Ft gt Rt St gSt RSt
at aB,t as,t
Oui Non Oui ’ : ’
ftégS,tS
. ] . ot, 0%t 9t
Oui Oui Oui £t gt h’t FSit, gt pSit

TABLE 2.3 — Les matrices de 7* qu'il faut maintenir en fonction des cas d'utilisation du théo-
reme SECE et des processus de construction étudiés. La colonne "Générateurs" indique si les
générateurs d’homologie peuvent étre calculés, les colonnes "ldentifications" et "Désidentifica-
tions" indiquent si le processus de construction étudié est composé de ces opérations, et la
colonne "Matrices" indiquent les matrices qui doivent &tre maintenues.
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2.2 Matrices creuses

L'objectif de cette section est d'étudier les représentations matricielles existantes afin de
vérifier s'il en existe une pouvant satisfaire les prérequis d'implémentation du théoreme SECE
soulevés dans la section 2.1. Dans un premier temps, nous nous intéressons aux formats stan-
dards de représentation de matrices creuses. Dans un second temps, nous étudions quelques
bibliotheques logicielles proposant ces formats.

Remarque. Les prérequis d'implémentation sont récapitulés dans les paragraphes 2.1.2-c et 2.1.4-
c.

2.2.1 Formats standards

Il existe des formats standards de représentation de matrices creuses. Pour les présenter,
nous utilisons la matrice M suivante :

M 0 1 2
0 2

1 3 )
2 4
3 .

4 1 6 7

2.2.1-a Par coordonnées (COO).

Le format de représentation de matrices creuses par coordonnées [85] (COO, ou Coordinate
Format en anglais) est relativement simple : une matrice creuse est entiérement représentée par
ses valeurs non nulles, elles-mémes représentées par un triplet (i, j,v) tel que :

— ¢ correspond a la ligne de la valeur non nulle;
— j correspond a sa colonne;
— v correspond a sa valeur.

La matrice est alors représentée sous la forme de 3 tableaux :
— rows, dans lequel sont stockés les indices de lignes;
— cols, dans lequel sont stockés les indices de colonnes;
— values, dans lequel sont stockés les valeurs.

La figure 2.13 illustre la représentation de M en COO.

rows 0 1 2 1 4 4 4
cols 0 2 2 0
values 2 5 4 3 1 6 7

FIGURE 2.13 — Les 3 tableaux rows, cols et values de la représentation de M en COO.
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Remarque. Pour les besoins de ce paragraphe, nous omettons volontairement de considérer le
fait que les éléments de ces tableaux puissent étre triés ou non. En effet, les deux versions sont
acceptables pour le format COQ. Choisir I'une ou I'autre fait sens lorsque le format s’accompagne
d’'opérations telles que I'accés a un élément ou l'insertion d'un nouvel élément. L'objectif du
paragraphe étant simplement de présenter les formats, nous ne descendons pas a ce niveau de
discours, qui dépend par ailleurs des implémentations du format dans les bibliotheques logicielles,
et des besoins auxquels elles répondent.

2.2.1-b Compression de lignes (CSR).

Le format de représentation de matrices par compression de lignes (CSR, ou Compressed
Sparse Rows en anglais) reprend I'idée du format COO, en "compressant" le tableau rows, c'est-
a-dire que les indices de lignes ne sont pas tous explicitement représentés. Intuitivement, cela
consiste a considérer la matrice non plus comme un ensemble de valeurs non nulles, mais comme
un ensemble de vecteurs "lignes", eux-mémes composés de valeurs non nulles. La matrice est
représentée sous la forme de 3 tableaux :

— cols, dans lequel sont stockés les indices de colonnes des valeurs non nulles;
— values, dans lequel sont stockées les valeurs;;

— rows-first-idx, qui contient une entrée pour chaque ligne de M. La valeur de son
x-eme élément est I'indice de la premiere valeur non nulle de la ligne x dans les tableaux
cols et values. Un élément supplémentaire est ajouté a la fin de rows-first-idx,
ayant pour valeur le nombre de valeurs non nulles de M (donc la taille des tableaux cols
et values).

Soit (4,7, v) une valeur non nulle. En CSR :
— j est explicitement représenté dans cols;
— v est explicitement représenté dans values;

— 1 n'est pas explicitement représenté mais peut étre déduit. Soit x I'indice de values conte-
nant v. La valeur de i est telle que rows-first-idx[i] < z < rows-first-idx[i+1].

En CSR, la matrice peut étre lue valeur non nulle par valeur non nulle mais aussi ligne par ligne.
La figure 2.14 illustre la représentation de M en CSR.

Remarque. Observons que ce format nécessite que les tableaux cols et values soient triés par
lignes (mais une ligne n'est pas forcément triée).

Exemple. Considérons la représentation de la figure 2.14. On observe en particulier que :
— la ligne 3 ne contient aucune valeur non nulle car rows-first-idx [4] —rows-first-idx[3] =
4—-4=0;

— laligne 1 contient deux valeurs non nulles car rows-first-idx [2] —rows-first-idx[1] =
3—1 = 2. L'indice de sa premiére valeur non nulle dans cols ou values est rows-first-idx[1] =
1. Elle correspond a (1,0,3) car cols[1] = 0 et values[1] = 3

Cherchons maintenant a retrouver un indice de ligne i et de colonne j en partant d'une valeur
non nulle v. Considérons :

— |"élément de values a l'indice z = 3. On a v = 4 car values[3] = 4. L'indice de colonne
j de cette valeur non nulle est la valeur du x —eme élément de cols, c'est-a-dire cols[3]
= 2 d'ou j = 2. Enfin, l'indice de ligne est i = 2 car rows-first-idx[2] =3 < x =
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x 0 1 2 3 4 ) 6
rows-first-idx 0 1 3 4 4 7
cols 0 0 2 2 0 1
values 2 3 5 4 1 6 7

FIGURE 2.14 — Les 3 tableaux rows-first-idx, cols et values de la représentation de M en
CSR. L'élément supplémentaire de rows-first-idx est en italique. La ligne = sert simplement
d’'aide a la lecture et ne fait pas partie du format. Elle représente les indices des éléments des
tableaux.

3 < rows-first-idx[3] = 4. La valeur non nulle qui correspond a I'élément d'indice
x = 3 dans values est donc (2,2,4);

— I’élément de values a l'indice x = 6. Ona v = 7 car values[6] = 7. L'indice de colonne
est j = 2 car cols[6] = 2. Enfin, I'indice de ligne est i = 4 car rows-first-idx[4] =
4 < x =6 < rows-first-idx[5] = 7. La valeur non nulle qui correspond a I'élément
d'indice z = 6 dans values est donc (4,2, 7).

2.2.1-c  Compression de colonnes (CSC)

Le format de représentation par compression de colonnes (CSC, ou Compressed Sparse
Columns en anglais) reprend la logique du format CSR, en compressant cette fois-ci le tableau
cols. La matrice est représentée sous la forme de 3 tableaux :

— rows, dans lequel sont stockés les indices de lignes des valeurs non nulles;
— values, dans lequel sont stockées les valeurs non nulles;

— cols-first-idx, qui contient une entrée pour chaque colonne de M. La valeur de son
x-eme élément est I'indice de la premiere valeur non nulle de la colonne = dans les tableaux
rows et values. Un élément supplémentaire est ajouté a la fin de cols-first-idx, ayant
pour valeur le nombre de valeurs non nulles de M (donc la taille des tableaux rows et
values).

Soit (4,7, v) une valeur non nulle. En CSC :
— ¢ est explicitement représenté dans rows;
— v est explicitement représenté dans values;

— j n’est pas explicitement représenté mais peut étre déduit. Soit z I'indice de values conte-
nant v. La valeur de j est telle que cols-first-idx[j] <z < cols-first-idx[j+1].

En CSC, la matrice peut étre lue valeur non nulle par valeur non nulle mais aussi colonne par
colonne. La figure 2.15 illustre la représentation de M en CSC.

Remarque. Observons que ce format nécessite que les tableaux rows et values soient triés par
colonnes (mais une colonne n'est pas forcément triée).

Exemple. Considérons la représentation de la figure 2.15. On observe en particulier que :
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x 0 1 2 3 4 ) 6
cols-first-idx 0 3 4 7

rows 0 1 4 4 1

values 2 3 1 6 5 4

FIGURE 2.15 — Les 3 tableaux cols-first-idx, rows et values de la représentation de M en
CSC. L'élément supplémentaire de cols-first-idx est en italique. La ligne = sert simplement
d’'aide a la lecture et ne fait pas partie du format. Elle représente les indices des éléments des
tableaux.

— la colonne 1 ne contient qu'une valeur non nulle car cols-first-idx[2] —cols-first-idx[1]

4-3=1;

— la colonne 0 contient trois valeurs non nulles car cols-first-idx[1] —cols-first-idx[0] =
3—0 = 3. L'indice de sa premiere valeur non nulle dans rows ou values est cols-first-idx [0]

0. Elle correspond a (0,0, 2) car rows[0] = 0 et values[0] = 2.

Cherchons maintenant a retrouver un indice de ligne i et de colonne j en partant d'une valeur
non nulle v. Considérons :

— I’élément de values a l'indice x = 3. On a v = 6 car values[3] = 6. L'indice de ligne @
de cette valeur non nulle est la valeur du x — éme élément de rows, c'est-a-dire rows [3]
= 4 d'ou 7 = 4. Enfin, l'indice de colonne est j = 1 car cols-first-idx[1] =3 < x =
3 < cols-first-idx[2] = 4. La valeur non nulle qui correspond a I'élément d'indice
x = 3 dans values est donc (4,1,6);

— |’élément de values a l'indice x = 6. On av = 7 car values[6] = 7. L'indice de ligne est
1 =4 car rows[6] = 4. Enfin, l'indice de colonne est j = 2 car cols-first-idx[2] =
4 <x =06 < cols-first-idx[3] = 7. La valeur non nulle qui correspond a I'élément
d'indice z = 6 dans values est donc (4,2, 7).

2.2.1-d Compression de lignes par bloc (BSR).

Le format de représentation par blocs, avec compression de lignes (BSR, ou Block Compres-
sed Row Format en anglais), reprend la logique du format CSR a cela prés qu'il ne représente
non plus directement les valeurs non nulles, mais une décomposition de la matrice M en sous-
matrices M, , non nulles, toutes de méme taille, appelées "blocs" et ou :

— x désigne l'indice de ligne de M, , dans la décomposition de M en sous-matrices ;
— 1y désigne son indice de colonne.

La matrice M est représentée sous la forme de 3 tableaux :
— cols, dans lequel sont stockés les indices de colonnes des blocs de la décomposition ;
— values, dans lequel sont stockées les valeurs des blocs de la décomposition ;

— rows-first-idx, qui contient une entrée pour chaque ligne de la décomposition de M
en sous-matrices. La valeur de son z-eme élément est I'indice du premier bloc de la ligne
x dans les tableaux cols et values. Un élément supplémentaire est ajouté a la fin de ce
tableau, ayant pour valeur le nombre de blocs de M (donc la taille du tableau cols).
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Soit M, , un bloc non nulle. En BSR :

— y est explicitement représenté dans cols. La taille de cols correspond au nombre de blocs
non nuls;

— les valeurs de M, , sont explicitement représentées dans values. La taille de values est
un multiple de la taille de cols qui dépend de la taille des blocs choisie;

— x n'est pas explicitement représenté, mais peut étre déduit. Soit A I'indice de cols conte-
nant y. La valeur de x est telle que rows-first-idx[x] < A < rows-first-idx[x+1].

La figure 2.16b illustre la représentation de M en BSR.

Remarque. Notons que par rapport a des matrices creuses "classiques", |'optimisation se fait sur
les blocs nuls et non sur les valeurs nulles. Dit autrement, certains 0 peuvent étre représentés,
c'est par exemple le cas de M0, 1] qui est représenté dans My, dans values. De plus, si le
nombre de lignes de chaque bloc n’est pas un multiple du nombre de lignes de M, alors le bloc
est rempli par ajout de 0 "fictifs". Il en est de méme pour les colonnes. La taille de values est
donc celle de cols multipliée par le nombre de valeurs par blocs. Ce format est intéressant pour
des matrices de grandes dimensions et ou une décomposition en blocs de grande taille garantie
un nombre important de blocs nuls. Plus les valeurs non nulles sont concentrées en un méme
endroit, plus ce format est intéressant.

A 0 1 2
rows-first-idx 0 2 3
cols 0 1 1
M, M, M
ALIO A46J values 0,0 0.1 11
M o My 1 2030 0050 4000
(a) (b)

FIGURE 2.16 — La représentation de M en BSR avec une taille de bloc 2 x 2. La ligne A sert
simplement d’aide a la lecture et ne fait pas partie du format. Elle représente |'indice des éléments
de rows-first-idx et cols. (a) La décomposition. (b) Les 3 tableaux rows-first-idx,
cols et values de la représentation de M en BSR. En italique, I'élément supplémentaire de
rows—-first-idx.

Exemple. Considérons la représentation de la figure 2.16, dans laquelle la matrice M est décom-
posée en 4 blocs de taille 2 x 2. D'abord, observons que le seul bloc représenté implicitement
avec cette taille de bloc est M; . Ensuite, observons que :

— la ligne 0 de la décomposition contient 2 blocs non nuls car rows-first-idx[1] —
rows-first-idx[0] =2—-0=2;
— laligne 1 de la décomposition contient 1 bloc non nul car rows-first-idx [2] —rows-first-idx[1]
=3-2=1.
Cherchons maintenant a retrouver un indice de ligne i et de colonne j en partant d'une valeur non
nulle v. Considérons I'élément de values d'indice 6, du bloc My1. On a v = 5 car values[6]
= 5. Pour calculer j, on :
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— calcule A pour v = 5. Il y a 4 éléments par bloc, donc A =6/4 = 1;

— calcule I'indice de colonne jyy, , de la valeur 5 dans My ;1 : jpr,, =6 mod b, =6 mod 2,
ol b, désigne la largeur des blocs;

— calcule j = cols[A] * by + ja,, = 1 %240 = 2. Le produit cols[A] * b, représente le
décalage de la colonne 0 de Mj 1 par rapport a la colonne 0 de M.

Pour calculer 7, on :
— cherche z tel que rows-first-idx[x] < A = 1 < rows-first-idx[x+1]. On trouve
x=0;
— calcule I'indice de ligne iy, , de la valeur 5 dans My 1 : ip,, = (6 mod 4)/b, =2/2 =1,
ou b, désigne la hauteur des blocs;

— calcule i =z * by +ip,, = 0+ 1= 1. Le produit  * b, représente le décalage de la ligne
0 de My 1 par rapport a la ligne O de M.

La valeur non nulle correspondant a la case 6 de values est donc (1,2,5).

2.2.2 Bibliothéques logicielles

Dans ce paragraphe, nous étudions différentes bibliothéques logicielles pour la représentation
de matrices creuses, dans le but d'en trouver une avec laquelle satisfaire I'ensemble des prére-
quis d'implémentation issus des sections 2.1.2-c, 2.1.3-c et 2.1.4-c. Les bibliothéques logicielles
considérées sont :

— Eigen, développée par I'INRIA. Elle propose une implémentation des formats CSR et CSC;

— Scipy, un projet communautaire développé par des contributeurs de différentes institutions,
et financé par divers sponsors dont NumFOCUS et Tidelift. Elle propose une implémen-
tation des formats COO, CSR/CSC et BSR;

— InteIMKL, développée par Intel. Elle propose une implémentation des formats COO,
CSR/CSC et BSR;

— cuSPARSE, une partie de Cuda, développée par Nvidia. Elle propose une implémentation
des formats COO, CSR/CSC et BSR. Elle a particularité de permettre le développement
d'algorithmes sur processeur graphique Nvidia.

Remarque. Les mesures de ce paragraphe ont été prises sur une machine équipée d'un Intel
i3-8100 @3.60GHz, de 16Go de RAM a 2400MHz et d'un processeur graphique Geforce GTX
750. Pour alléger le paragraphe, nous faisons le choix de ne présenter qu'un prérequis qui pose
probléeme pour une bibliothéque logicielle donnée.

2.2.2-a Eigen.

Considérons le prérequis Modification-A, "Suppression d’une ligne d’une matrice sans dé-
pendre de son nombre de lignes ou de son nombre de colonnes". Les fonctions de modifications
de matrices creuses d'Eigen sont relativement limitées du fait des formats implémentés. Plus
précisément, si la bibliothéque offre de nombreuses fonctions de lecture pour ses matrices creuses
(dont une lecture par bloc), elle fait le choix de limiter les fonctions d’écriture a celles qui peuvent
étre implémentées de maniére efficace au vu des formats proposés. Pour autant, la suppression
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de ligne reste possible avec Eigen, de maniére détournée. Pour cela, on permute la ligne a sup-
primer sur une extrémité® de la matrice, puis on change ses dimensions en lui enlevant une
ligne.

3000 120000
2500 = 100000

@ @
S 2000 S B00OO
£ 1500 < 60000
2 1000 2 40000
2 500 & 20000
0 0
LN LN m N h m M m m N [N m N R N m M LN o m
FFFSFSFSFFSFSFS FFFFFFSFSFSS
F F FFFFFFFHFFS FF FSFFSFFFFHFS
L G - - - . S - - A . - S
(a) CSR (b) CSC

FIGURE 2.17 — Evolution du temps (en microsecondes) en fonction de n pour la suppression
d’'une ligne dans une matrice de dimension m par n, avec Eigen, pour m = 1000 et n variable
compris entre 1 et 10 000 001.

Pour tester ce fonctionnement, nous avons choisi de construire une matrice M de dimension
m par n avec m fixée a 1000 et n variable entre 1 et 10 000 001, et composée d'au plus 2 valeurs
non nulles par ligne. Pour chaque valeur de n, on supprime une ligne arbitraire, en I'occurence
la ligne 3, de M. Plus précisément, nous utilisons :

— une matrice de permutation P créée avec PermutationMatrix<Dynamic, Dynamic,
int> P(m), de dimension m par m. Elle est initialisée comme étant I'identité, puis modifiée
de sorte a ce que les lignes 3 et m — 1 de M soient interchangées;

— la fonction conservativeResize pour redimensionner M aprés la permutation, elle méme
réalisée avec un produit M = P x M.

Les temps mesurés sont illustrés sur les graphiques de la figure 2.17b. En particulier, obser-
vons qu'avec les deux formats, la complexité de la suppression de ligne est linéaire en fonction
du nombre de colonnes de M. En conclusion, le prérequis Modification-A ne peut pas étre sa-
tisfait avec Eigen, et, plus généralement, tous les prérequis d’implémentation ne sont pas
satisfaits avec Eigen.

2.2.2-b  SciPy.

A B
C D
fonction particuliérement utile pour cela : bmat. Elle permet de construire une matrice creuse a
partir de plusieurs sous-matrices. Pour la tester, nous construisons une matrice D de dimension
m par n, avec m et n fixées 3 10000. Les valeurs non nulles de D sont tirées aléatoirement,
avec une densité variable entre 0 et 1 (3 1, D est une matrice dense). Nous utilisons également
une matrice B de dimension 1 par n, une matrice C' de dimension m par 1, et une matrice A
de dimension 1 par 1. Pour A,B et C, la case a l'intersection de la ligne O et de la colonne 0
est I'unique valeur non nulle. Les temps mesurés sont illustrés sur la figure 2.18.

On observe qu’avec tous les formats, la complexité en temps est linéaire en fonction de la
densité de D. Dit autrement, le nombre de valeurs non nulles de D joue un rdle dans le temps

Considérons le prérequis Fusion-A, "Fusion de matrices D = ". Scipy propose une

9. Pour supprimer une ligne, on la permute en bas. Pour supprimer une colonne, on la permute a droite.
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FIGURE 2.18 — Evolution du temps (en microsecondes) de la fonction bmat de Scipy en fonction
de la densité de D pour une fusion de matrice du type Fusion-A.

de calcul de bmat, c'est-a-dire que cette fusion ne dépend pas uniquement des caractéristiques
des 3 matrices fusionnées A, B et C. En conséquence, tous les prérequis d’implémentation
ne sont pas satisfaits avec SciPy.

2.2.2-c InteIMKL.

Intel Math Kernel Library se décompose en plusieurs grandes parties, dont I'une est dédiée
aux matrices creuses. Son fonctionnement est particulier : c’est un "noyau" avec lequel on in-
teragit uniquement au travers des fonctions proposées. Par exemple, pour "créer" une matrice
au format COO, on utilise la fonction mk1_sparse_?_create_coo !0 en créant au préalable les
tableaux rows, cols et values que |I'on donne en paramétre 3 la fonction. La matrice est alors
connue par le noyau, et représentée dans un format "interne" au noyau. Elle peut étre utilisée en
paramétre d’autres fonctions. Parmi les fonctions proposées, aucune ne permet de fusionner des
matrices déja connues par le noyau. De plus, a notre connaissance, il n'est pas possible d'implé-
menter une surcouche qui le fasse en respectant les prérequis d'implémentation. Une fonction
avec laquelle il est possible de modifier une matrice du noyau est mkl_sparse_7_set_value.
Elle permet de changer une valeur non nulle déja existante (cf. [86], page 294). Il n'est donc
pas possible d'ajouter de nouvelles valeurs non nulles a une matrice du noyau de cette facon. En
conséquence, tous les prérequis d’implémentation ne sont pas satisfaits avec IntelMKL.

10. IntelMKL permet de choisir le type des éléments d'une matrice creuse parmi 4 types. Le point d'interrogation
dans le nom des fonctions indique qu'elle est implémentée pour chacun de ces types; il suffit de le remplacer par
le type que I'on utilise (par exemple s pour des flottants simple précision).
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2.2.2-d cuSPARSE.

Cette bibliothéque est une partie de CUDA, et sert essentiellement a I'implémentation d’al-
gorithmes paralléles sur processeur graphique NVIDIA. Son principe est sensiblement le méme
qu'IntelMKL : c’est une boite noire avec laquelle on interagit uniquement au travers des fonc-
tions proposées. Par exemple, pour créer une matrice au format COO, on utilise la fonction
cusparseCreateCoo en créant au préalable les tableaux les tableaux rows, cols et values
que I'on donne en paramétre a la fonction. La matrice est alors connue par la boite noire et est
utilisable pour d'autres calculs. Parmi les fonctions proposées, aucune ne permet de fusionner
des matrices. De plus, a notre connaissance, il n'est pas possible d'implémenter une surcouche
qui le fasse. Une fonction avec laquelle il est possible de modifier une matrice de la boite noire
est cusparseSpMatSetValues. Elle permet de modifier toutes les valeurs non nulles déja exis-
tantes, mais n'en crée pas de nouvelles. Il n'est donc pas possible d'ajouter de nouvelles valeurs
non nulles a une matrice de la boite noire de cette facon. En conséquence, tous les prérequis
d’implémentation ne sont pas satisfaits avec cuSparse.

2.2.3 Conclusion

Au bout du compte, on constate que la plupart des bibliothéques de matrices creuses sont
limitées en écriture, ce qui pose probléme notamment pour la fusion de matrices. Ces limitations
s'expliquent en partie par le fait que ces bibliothéques sont avant tout pensées pour le calcul
(produit, résolution de systémes linéaires, calcul de valeurs propres etc. . .). Elles ne se soucient
pas forcément de "I'évolution" des matrices. Aucune des bibliothéques logicielles essayées ne
satisfait I'ensemble des prérequis d'implémentation du théoréeme SECE des paragraphes 2.1.2-c,
2.1.3-c et 2.1.4-c. Par ailleurs, notons que la limitation en écriture de ces bibliothéques fait sens
car elle découle directement des formats standards de représentation de matrices. Pour cette
raison, nous avons choisi de concevoir notre propre représentation matricielle.
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2.3 Implémentation

Pour implémenter le théoréme SECE en respectant les prérequis des paragraphes 2.1.3-c et
2.1.4-c, nous avons concu et développé notre propre représentation matricielle. Elle fonctionne
de pair avec des répertoires de cellules. Cette section est composée de plusieurs sous-sections :

— en 2.3.1, nous présentons les structures de données utilisées pour la représentation matri-
cielle et les répertoires de cellules;

— en 2.3.2, nous montrons en quoi ces structures de données permettent de vérifier les
prérequis d'implémentation des paragraphes 2.1.3-c et 2.1.4-c;

— en 2.3.3, nous donnons un exemple d'utilisation de cette représentation matricielle et du
répertoire de cellules dans le cas de I'identification;

— en 2.3.4, nous présentons |'implémentation en C+4 que nous avons réalisé.

2.3.1 Structures de données

Nous présentons les structures de données utilisées pour la représentation matricielle, les
répertoires de cellules et pour la représentation de l'identification.

2.3.1-a Répertoire de cellules

Pour rappel, les complexes de chaines que nous manipulons sont systématiquement engendrés
par des structures topologiques dont les cellules forment une base des chaines. Un répertoire
de cellules est une représentation d'une telle base. Il suit son évolution au fil d'un processus de
construction. Une base évolue lorsque :

— une cellule meurt. C'est par exemple le cas si une cellule ne survit pas a une identification ;

— une cellule est créée. C'est par exemple le cas lorsqu'une cellule est éclatée au cours d'une
désidentification.

Un répertoire de cellules se décompose en plusieurs parties :

— une collection représentant la base de cellules. Nous avons choisi d'utiliser un deque pour
représenter cette collection;

— une collection représentant |I'ensemble des matrices dans lesquelles la base représentée est
le domaine et/ou le codomaine. Nous avons choisi d'utiliser une liste pour représenter
cette collection.

Soit Bx = {00,...,04} une base de cellules représentée par un répertoire composé d'un
deque Dp, et d'une liste Lp,.

Base de cellules. A chaque cellule de By est attribué un indice unique au fil du processus de
construction. Le i-eéme élément de Dp, est un triplet (isAlive, prev, next) ou :

— isAlive est un booléen indiquant I'état de la i-eme cellule. Il vaut vrai si la i-eéme cellule
est en vie, faux sinon;

— prev est un entier représentant l'indice de la cellule en vie qui précede la i-eme cellule.
Nous utilisons le symbole — pour indiquer qu’aucune cellule ne précede la i-eme cellule;

— next est un entier représentant l'indice de la cellule en vie qui suit la i-éme cellule. Nous
utilisons le symbole — pour indiquer qu'aucune cellule ne suit la i-eme cellule;
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Lorsqu'une cellule meurt, elle n"appartient plus a Bx mais elle induit toujours un élément dans
Dp,, dont le champ isAlive vaut faux. Le nombre d'éléments de Dp, ne fait qu'augmenter
au fil du processus de construction. Une cellule meurt dans deux cas :

— lorsqu’elle est non-survivante a une identification ;

— lorsqu’elle est "réduite". Soit p : (C,0) = (C’,d’) une réduction. Une cellule réduite est
une cellule qui existe dans (C, ) et n'existe pas dans (C’,d’). Par exemple, sur la figure
2.22, la cellule fo de (CB* 0B) est réduite car elle n'existe pas dans (C%f, 95%).

L'indice de la premiere cellule vivante d'une base est maintenu tout au long du processus de
construction et est représenté par un entier first.

Remarque. Pour simplifier, nous désignons les cellules par leur indice par la suite.

Ensemble des matrices. Les éléments de L, sont des pointeurs sur des matrices ayant By
pour domaine et/ou codomaine. Cette liste est utilisée pour mettre a jour les matrices concernées
lorsque Bx évolue, c'est-a-dire lorsqu’une cellule est créée ou lorsqu’une cellule meurt.

2.3.1-b Représentation matricielle

Pour rappel, les matrices que nous manipulons sont parfois étudiées comme des variations de
I'identité (cf. section 2.1). Toutes les matrices que nous manipulons se décomposent en plusieurs
parties :

— un domaine et un codomaine, chacun représenté par un répertoire de cellules (potentiel-
lement le méme);

— un booléen isldentityV ariation, valant vrai lorsqu'une matrice est étudiée comme une
variation de l'identité ;

— des coefficients.

Soit une matrice M : Bx — By ol Bx et By sont des bases représentées par des répertoires
de cellules composés respectivement d'un deque Dpg, et d'une liste Lp,, et d'un deque Dp,,
et d'une liste Lp,, .

Représentation des coefficients. Pour représenter un coefficient de M, nous utilisons un
triplet (7,4, v), ou :

— ¢ est un entier qui désigne son indice de ligne;

— j est un entier qui désigne son indice de colonne;

— v est un entier qui désigne sa valeur.

La i-eme ligne de M représente I'image de la i-€me cellule de Bx par M. La j-eme colonne de M
représente les antécédents de la j-éme cellule de By par M. Le coefficient M[i = j,i = j] =1
est ajouté a I'image ou aux antécédents d'une cellule par M si isIdentityV ariation vaut vrai
et que la i-éme cellule est vivante dans Dp, et Dp, . Les coefficients sont des maillons reliés
entre eux par un chainage double horizontal et un chainage double vertical. Les voisins du haut,
de gauche, du bas et de droite d'un maillon sont respectivement nommés top, left, bottom
et right.

Remarque. Comme nous le verrons dans le paragraphe 2.3.2-¢, la représentation matricielle peut
étre utilisée de deux facons : avec des lignes/colonnes indicées négativement ou non. Le chainage
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double entre maillons n’est nécessaire que lorsqu’on autorise des indices négatifs. Un chainage
simple est suffisant dans I'autre cas. Cela est discuté plus en détail dans le paragraphe 2.3.2-e.

Points d’entrée. L'accés au premier ou au dernier maillon d’une ligne ou d'une colonne se
fait un travers d'un point d’entrée. Nous distinguons :

— les matrices maintenues tout au long d'un processus de construction, construites au
début de celui-ci. Leurs points d'entrée sont stockés dans des deque. Lorsqu'une cellule
meurt, les lignes et/ou colonnes qui la représente sont vidées, c'est-a-dire que les maillons
sont supprimés mais il existe toujours un élément dans les deque pour ces lignes/colonnes.
Lorsqu'une cellule est créée, un élément est ajouté aux deque contenant les points d’entrée.
En particulier, notons que la construction d'une telle matrice dépend de son nombre de
points d'entrée, et la complexité en temps de I'accés a un point d'entrée est en temps
constant ;

— les matrices temporaires, construites pour le passage d'une étape de construction a la
suivante, puis détruites. Leurs points d'entrée sont stockés dans des dictionnaires.
Lorsqu'une cellule meurt, les lignes/colonnes qui la représente sont supprimées, c'est-a-
dire qu'en plus des maillons, des éléments des dictionnaires sont supprimés. Lorsqu'une
cellule est créée, aucun point d'entrée n'est créé. En particulier, notons que la construction
d'une telle matrice est en temps constant, et la complexité en temps de |'accés a un point
d'entrée est logarithmique et dépend de la taille des dictionnaires.

Remarque. Pour rappel, la complexité en temps de la suppression d'un élément dans un
dictionnaire est logarithmique en fonction de son nombre d'éléments. Comme nous le ver-
rons dans la section 2.3.2, les opérations de suppression de lignes ou de colonnes ne sont jamais
appliquées a des matrices temporaires dans notre cas.

Exemple. Soient les bases de cellules By = {0,2,3} et By = {0, 2}, et les matrices My : Bx —
Bx, maintenue, et M7 : Bx — By, temporaire. On suppose que la cellule 1 de By est morte
et que isldentityV ariation vaut vrai pour M. Les matrices My et M; sont :

My 0 2 3 M, 0 2
0 1 . -5 0
2 |. . 2 2 |. .
3 L1 . 3 1. 2

Les répertoires de cellules représentant Bx et By sont :

Dp, Lp,

'L>_\ ‘ ‘[)‘\ DB\ LBy
0 (vrai,—,2) | My - . - :
, . “ 0 (vrai,—,2) | M
1 (faux,—,—) | M :
) o 1 (faux,—,—)
2 (vrai, 0, 3) ) )
. L 2 (vrai, 0, —)
3 (vrai,2,—) : :
- first 0

first 0
Pour rappel, le symbole — indique qu'aucune cellule vivante ne précede ou ne suit la cellule

considérée. La représentation de My est illustrée sur la figure 2.19 et celle de M; est illustrée
sur la figure 2.20. Observons que :
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® ° ° °
A 4 A\ 4
® » 00,1 [« » 0,3,-5 [« L
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FIGURE 2.19 — Représentation d'une matrice M, : Bx — Bx avec Bx = {0,2,3}. Ses points
d’entrées sont stockés dans des deque.

FIGURE 2.20 — Représentation d'une matrice M; : Bx — By avec Bx = {0,2,3} et By =
{0,2}. Ses points d’entrée sont stockés dans des dictionnaires. Les labels des points d’entrée
correspondent aux clefs des dictionnaires.

— les points d'entrée de Mj sont stockés dans des deque. Notons que la cellule d'indice 1,
morte, induit un point d'entrée dans ces deque;

— les points d'entrée de M sont stockés dans des dictionnaires. Notons que seules la
ligne 3 et la colonne 2 induisent un point d'entrée dans ces dictionnaires.

Enfin, notons que M1[0,0] = 1 et M1[2,2] = 1 sont des coefficients implicites de M car :
— 1sldentityV ariation vaut vrai pour M ;

— la cellule d'indice O est vivante dans Dp, et dans Dp, ;
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— la cellule d'indice 2 est vivante dans Dp, et dans Dp,,.

2.3.1-c Représentation de I'identification

Soit un complexe de chaines (C’, &')"<N et une identification caractérisée par I = (I7)0<P=n
et ( : B — Ber. Pour représenter I'identification, nous avons choisi de ne représenter que
les ensembles de cellules composés d’au moins deux cellules. Dit autrement, toute cellule qui
n'est pas identifiée avec au moins une autre cellule n’apparait pas dans la représentation de
I'identification. Plus précisément :

— IP est représentée par un dictionnaire Sy» tel que :
- une clef est I'indice d'une p-cellule o survivante, dans la base des p-chaines, et
identifiée avec au moins une autre cellule;
- une valeur est un tableau contenant les indices des cellules non-survivantes identi-
fiées avec o.
— 1 est représentée par un dictionnaire Sy tel que :
- une clef est une dimension p dans laquelle au moins une cellule est identifiée avec
une autre;
- une valeur est Spp.
Enfin, on suppose que les parcours de S; ou des différents Syr sont déterministes, c'est-a-dire
que tant qu'ils ne sont pas modifiés, leurs éléments sont toujours parcourus dans le méme ordre.

Remarque. Selon I'implémentation du dictionnaire, les différents Sy peuvent étre plus sim-
plement vu comme des structures de donnée de type Union-Find.

0 2
1 4 0
2 3 5 1

FIGURE 2.21 — Une identification représentée par un dictionnaire Sy dont les clefs sont 0 et
2 et dont les valeurs sont, respectivement, Sjo et Sr2. Sjo est un dictionnaire dont les clefs
sont 1 et 4 et dont les valeurs sont, respectivement, un tableau de taille 2 contenant 2 et 3,
et un tableau de taille 1 contenant 5. Sj2 est un dictionnaire dont la clef est O et la valeur
est un tableau de taille 1 contenant 1. Les deux dictionnaires Sjo et Sp2 sont mis en évidence
par un fond gris.

Exemple. L'identification illustrée sur la figure 2.21 représente une identification caractérisée par
IV = {{1,2,3},{4,5}} et I? = {{0,1}}. Notons que seules les classes d'équivalence des cellules
identifiées avec au moins une autre cellule sont représentées.
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2.3.2 Parallele avec les prérequis d’implémentation relevés dans I’analyse

Nous justifions les choix de structure de données de la sous-section 2.3.1 par rapport aux pré-
requis d'implémentation relevés dans les paragraphes 2.1.2-c, 2.1.3-c et 2.1.4-c. Nous distinguons
chaque catégorie de prérequis : structure de données, construction de matrices, modification de
matrices, produit impliquant une matrice, fusion de matrices.

2.3.2-a Structure de données

Les deux seuls prérequis de cette catégorie concernent la représentation implicite de certaines
valeurs des matrices. Pour rappel, ils sont :

— Structure-A, Représentation en matrice creuse : les valeurs nulles sont implicites ;
— Structure-B, Représentation implicite de I'identité : ¢[x,x] = 1 est implicite.

Matrice creuse. Considérons le prérequis Structure-A. Les coefficients sont représentés sous
la forme de triplet (i, j,v) reliés entre eux par deux chainages doubles. Pour représenter impli-
citement les valeurs nulles d'une matrice, il suffit de ne pas créer de maillons tels que v = 0. Ce
prérequis est donc satisfait.

Identité implicite. Considérons le prérequis Structure-B. Les matrices sont munies d'un boo-
léen isldentityVariation indiquant si elles sont étudiées comme variation par rapport a l'identité.
En particulier, pour une matrice M donnée, les coefficients de la forme M|i,i] = 1 sont ajoutés
a lI'image ou aux antécédents de n'importe quelle cellule d'indice 7 a condition qu’elle soit vivante
dans le domaine et dans le codomaine de M. Ce prérequis est donc satisfait.

2.3.2-b Construction de matrices

Pour rappel, les prérequis de cette catégorie sont :
— Construction-A, Construire une matrice ;
— Construction-B, Construction d'une matrice qui ne dépend pas de son nombre de colonnes ;

— Construction-C, Construction d'une matrice qui ne dépend pas de son nombre de lignes
ni de son nombre de colonnes ;

— Construction-D, Construction d’une matrice qui ne dépend pas de son nombre de lignes ;

Construction quelconque. Considérons le prérequis Construction-A. Une construction "quel-
conque" est une construction sans contraintes. Pour satisfaire ce prérequis, proposer une mé-
thode de construction de matrices est donc suffisant. Par ailleurs, notons que pour construire
une matrice, on fournit deux répertoires de cellules représentant son domaine et son codomaine,
et I'on indique une valeur pour isldentityVariation.

Construction sans dépendre de I'une ou I'autre des dimensions. Considérons les prérequis
Construction-B et Construction-D. La contrainte est la méme dans les deux cas : construire une
matrice sans dépendre de |'une de ses dimensions. Ce prérequis est satisfait par les matrices
temporaires car leurs points d'entrée sont stockés dans des dictionnaires contenant autant
d’éléments que la matrice ne compte de lignes ou de colonnes non nulles. A sa construction,
une matrice n'a aucune ligne ou colonne non nulle. Enfin, observons que toutes les matrices
concernées par les prérequis Construction-B et Construction-D sont des matrices temporaires.
Pour rappel, il s'agit de :
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— i et r dans le calcul d'une SECE (cf. paragraphe 2.1.2-c). Ces deux matrices sont des
matrices temporaires ;

— B, % et 5 dans I'application du théoreme SECE 2 I'identification (cf. paragraphe 2.1.3-
). iB et i® sont des matrices temporaires. La matrice fS’t est une matrice maintenue.
Elle est concernée par ces prérequis car elle implique une fusion de matrices telle que |'une
des matrices est h°i8 f9t Cette derniére est une matrice temporaire et c’est 3 elle que
s'appliquent les prérequis de construction;

— x, XB, x°, f3t et g%t dans I'application du théoréeme SECE & la désidentification (cf.
paragraphe 2.1.4-c). Les matrices yx, x” et x° sont temporaires. Les matrices 57 et
g5 sont maintenues. Elles sont concernées par les prérequis de construction car elles
impliquent chacune une fusion de matrice composée respectivement de —hStyB S et
—g%txBhS, qui sont deux matrices temporaires.

Toutes les matrices concernées par les prérequis Construction-B et Construction-D sont tempo-
raires. Ces prérequis sont satisfaits par les matrices temporaires. Le prérequis est donc satisfait.

Construction sans dépendre d’aucune des dimensions. Considérons le prérequis Construction-
C. Les matrices qu'il concerne sont j et s, qui apparaissent dans le calcul d'une SECE (cf. para-
graphe 2.1.2-c). Ces deux matrices sont temporaires, mais leur construction est problématique
du fait de leur domaine et de leur codomaine : I'un et 'autre sont représentés par le méme
répertoire de cellule, mais avant et aprés une étape de construction. Dit autrement, il n'est pas
possible d'avoir dans le méme temps les deux états de ce répertoire de cellules sans qu'il soit
dupliqué, et donc sans avoir une construction qui dépend du nombre de lignes ou du nombre de
colonnes des matrices. Pour autant, nous avons vu dans |'analyse que ces matrices sont utilisées :

— dans I'application du théoréme SECE a l'identification, et plus particulierement pour le
calcul de,

- g'*1, ol s est utilisée dans deux produits —sd'rg et sg’. Or, nous avons vu qu’il est
en réalité possible de se passer de s pour ces deux calculs, en utilisant une opération
de suppression de lignes;

- f*1 o j est utilisée dans un produit f%j. Or, nous avons vu qu'il est en réalité
possible de se passer de j pour ce calcul, en utilisant des opérations de somme de
colonnes et de suppression de colonnes;

— dans I'application du théoréeme SECE a la désidentification, et plus particulierement pour
le calcul de ,

- X, ol s est utilisée pour un produit s0'*'r. Or, nous avons vu qu'il est en réalité
possible de se passer de s pour ce calcul, en utilisant une opération de suppression
de lignes;

- f*1, o s est utilisée pour un produit fis. Or, nous avons vu qu'il est en réalité

possible de se passer de s pour ce calcul, en utilisant une opération d'ajout de
colonnes vides ;

- g1 ol j est utilisé pour un produit jg'. Or, nous avons vu qu'il est en réalité
possible de se passer de j pour ce calcul, en utilisant une opération de duplication
de lignes.

Au bout du compte, on observe que pour tous les calculs dans lesquels j et s apparaissent, il
est possible de se passer des matrices en utilisant des opérations de modifications. Il n'est donc
pas nécessaire de construire ces matrices et le prérequis Construction-C peut étre ignoré du fait
des choix d’implémentation que nous avons faits.
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2.3.2-c Modification de matrices

Pour rappel, les prérequis de cette catégorie sont :

— Modification-A, Suppression d’une ligne d’une matrice sans dépendre de son nombre de
lignes ou de son nombre de colonnes ;

— Modification-B, Somme de deux colonnes dans une matrice sans dépendre de son nombre
de lignes ou de son nombre de colonnes ;

— Modification-C, Suppression d’une colonne d’'une matrice sans dépendre de son nombre
de lignes ou de son nombre de colonnes ;

— Modification-D, Ajout de lignes vides dans une matrice sans dépendre de son nombre de
lignes ou de son nombre de colonnes;

— Modification-E, Ajout de colonnes vides dans une matrice sans dépendre de son nombre
de lignes ou de son nombre de colonnes ;

— Modification-F, Duplication d’une ligne d’une matrice sans dépendre de son nombre de
lignes ou de son nombre de colonnes;

— Modification-G, Duplication d’'une colonne d’une matrice sans dépendre de son nombre
de lignes ni de son nombre de colonnes ;

— Modification-H, Suppression de coefficients dans une matrice sans dépendre de son nombre
de lignes ou de son nombre de colonnes ;

Du fait des structures de données que nous avons choisies pour la représentation matricielle, nous
pouvons considérer que les opérations de modification de ligne et de colonne sont "symétriques",
c'est-a-dire que si un prérequis est satisfait pour une certaine opération sur les lignes, alors il
est satisfait pour la méme opération sur les colonnes. En particulier, cela découle du fait que les
points d’entrée en ligne et en colonne sont représentés de la méme facon.

Suppression de lignes ou colonnes. Considérons le prérequis Modification-A. La suppression
d'une ligne d’une matrice est une opération qui fait suite a la mort d'une cellule. Elle est utilisée
sur g* et 9 pour le calcul de g'*! et 9'*1, dans I'application du théoréme SECE 2 I'identification.
Ces deux matrices sont des matrices maintenues. Soit 4 I'indice de la cellule supprimée dans sa
base. L'opération consiste a :

— accéder au premier maillon de la ligne ¢ au travers du deque contenant les points d'entrée
de la matrice considérée. L'acces est donc en temps constant;

— parcourir la ligne ¢ maillon par maillon. Pour chaque maillon (7, j,v),

- mettre a jour son voisinage de maniere cohérente, c'est-a-dire que le voisin du bas
de top devient bottom etc. ..

- supprimer (i,j,v) et passer au maillon suivant.
Observons que le nombre de lignes de la matrice dans laquelle on fait la suppression n'influe pas
sur cette opération. Le prérequis Modification-A est donc satisfait.

Remarque. Le prérequis Modification-C est satisfait par symétrie.

Somme de colonnes. Considérons le prérequis Modification-B. Les matrices concernées par
ce prérequis sont 9" et f! dans I'application du théoréme SECE 2 I'identification (cf. paragraphe
2.1.3-c). Ces deux matrices sont des matrices maintenues. Soit M la matrice dans laquelle on
somme une colonne d'indice 5’ dans une colonne d'indice j. L'opération consiste a :
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— accéder aux premiers maillons des colonnes j et ;' au travers d'un deque, donc en temps
constant;

— parcourir les colonnes j et j/ maillon par maillon. Pour chaque maillon, on effectue une
comparaison sur leur indice de ligne, en distinguant trois cas :

il existe un maillon (4, j,v) et un maillon (7, 5’,v’). Dans ce cas, il suffit de changer
la valeur de (i, 7,v) en (i, j,v+") siv+v' # 0, sinon, le supprimer en reconnectant
son voisinage de maniére cohérente (le voisin du bas de top devient bottom etc. . .);

il nexiste pas de maillon (4, j',v"). Dans ce cas il n'y a rien a faire;

il n'existe pas de maillon (i,7,v). Dans ce cas, il faut créer un maillon (i, j,v') et
I'insérer dans la colonne j en le connectant a son voisinage.

On observe que seuls les nombres de valeurs non nulles des colonnes j et ;' influent sur |'opé-
ration. Elle ne dépend ni du nombre de lignes, ni du nombre de colonnes de la matrice dans
laquelle on somme. Le prérequis Modification-B est donc satisfait.

Remarque. Il n'y a pas de prérequis concernant la somme de lignes.

Ajout de lignes ou colonnes vides. Considérons le prérequis Modification-D. Les matrices
concernées par ce prérequis sont :

N

— f* dans I'application du théoréme SECE 2 I'identification ;
— h! dans I'application du théoréme SECE 2 la désidentification.

Ces deux matrices sont des matrices maintenues. L'ajout d'une ligne vide est une opération qui
fait suite a la création d’une cellule. Cette opération consiste 2 :

— créer la nouvelle cellule dans la base concernée. Un indice lui est attribué. Par convention,
cet indice est la taille de la base;

— ajouter un nouvel élément 2 la fin ' des deque contenant les points d'entrée des matrices
dans laquelle la base est utilisée. L'insertion en fin dans un deque est une opération en
temps constant.

On constate que ni le nombre de lignes, ni le nombre de colonnes de la matrice dans laquelle on
ajoute une ligne vide n'influent sur 'opération. Le prérequis Modification-D est donc satisfait.

Remarque. Le prérequis Modification-E est satisfait par symétrie.

Duplication d’une ligne ou d’une colonne. Considérons le prérequis Modification-F. La
duplication d'une ligne est une opération qui consiste a créer une ligne vide ¢/, puis a copier
les maillons d'une ligne i dans la ligne i’. Les matrices concernées par ce prérequis sont 0 et ¢
dans I'application du théoreme SECE a la désidentification. Ces deux matrices sont des matrices
maintenues. L'ajout d'une ligne vide dans une matrice maintenue étant traité dans le paragraphe
précédent, nous nous intéressons uniquement a la copie des maillons. L'opération se fait en :

— accédant au premier maillon de la ligne ¢ au travers des deque contenant les points
d'entrée;

11. L'ajout est toujours en fin car nous faisons en sorte que |'indice attribué aux nouvelles cellules soit toujours la
taille de la base dans laquelle elles sont créées. Une autre solution consiste a attribuer, parfois, des indices négatifs
a ces cellules, auquel cas I'ajout peut étre au début. Les deux solutions sont couvertes par I'implémentation que
nous donnons car, dans un deque, |'insertion en début est en temps constant. Cela est discuté plus en détail dans
le paragraphe 2.3.2-e.
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— parcourant la ligne ¢ maillon par maillon. Pour chaque maillon (i, 7, v) ainsi parcouru, créer
le maillon (¢, j,v) en le connectant a son voisinage.

On constate que ni le nombre de lignes, ni le nombre de colonnes de la matrice dans laquelle on
duplique une ligne n’influent sur I'opération. Le prérequis Modification-F est donc satisfait.

Remarque. Le prérequis Modification-G est satisfait par symétrie.

Suppression de coefficients. Considérons le prérequis Modification-H. La matrice concernée
par ce prérequis est 9" dans I'application du théoréme SECE a la désidentification. Soit (i, j, v)
le maillon représentant le coefficient que I'on souhaite supprimer. L'opération consiste a :

— accéder au premier maillon de la ligne 7;
— parcourir la ligne i maillon par maillon jusqu'a trouver (i,7,v);

— mettre a jour le voisinage de (7, j,v) de maniére cohérente. Par exemple, le voisin du bas
de top devient bottom etc. ..

— supprimer le maillon (4, j,v).

On constate que ni le nombre de lignes, ni le nombre de colonnes de la matrice dans laquelle on
duplique une ligne n'influent sur I'opération. Le prérequis Modification-H est donc satisfait.

Remarque. La suppression peut se faire en parcourant la colonne j. L'algorithme est identique.

2.3.2-d Produit impliquant une matrice

Pour rappel, les prérequis de cette catégorie sont :
— Produit-A, Produit matriciel A X B en parcourant les lignes de A ;
— Produit-B, Produit matriciel A x B en parcourant les colonnes de B ;
— Produit-C, Produit d’'une matrice avec un scalaire ;
— Produit-D, Produit d’une matrice avec un scalaire, sans dépendre de son nombre de lignes ;

— Produit-E, Produit d’une matrice avec un scalaire, sans dépendre de son nombre de co-
lonnes ;

Produit en ne parcourant qu’une dimension. Considérons le prérequis Produit-A. Ce pré-
requis concerne :

— éventuellement la matrice 0 dans le calcul d'une SECE (cf. paragraphe 2.1.2-c);

— les matrices iB, 7%, £t g5 et K%t dans I'application du théoreme SECE 2 I'identification
(cf. paragraphe 2.1.3-c).
Dans tous ces cas, les produits A x B impliquent une matrice A temporaire et une matrice B
maintenue. De plus, le résultat de ce produit est systématiquement une matrice C' temporaire
fusionnée avec une autre matrice. L'opération consiste a :

— créer une matrice C initialement vide, et qui représente le résultat du produit. Cette
matrice est temporaire, sa construction est en temps constant ;

— accéder au premier maillon de chaque ligne de A en parcourant le dictionnaire conte-
nant les points d'entrée en ligne de A. Soit (4, j,v) un tel maillon,
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- accéder au premier maillon de la ligne j de B a partir du deque contenant les
points d'entrée (donc avec une complexité en temps constant) et parcourir cette
ligne maillon par maillon. Soit (j, k,v") un tel maillon;

> S'il existe déja un maillon (i, k,v") dans C, le modifier pour (i, k,v"” + v *v');
> Sinon, créer un maillon (i,k,v x v') et I'écrire dans C.
Observons que les paramétres qui influent sur la complexité en temps de ce produit sont le

nombre de lignes de A et les plus grands nombres de valeurs explicites dans une ligne de A et
dans une ligne de B. Le prérequis Produit-A est donc satisfait.

Remarque. Le prérequis Produit-B est satisfait par symétrie. Plus précisément, les matrices
concernées par le prérequis Produit-B sont :

— éventuellement O dans le calcul d'une SECE (cf. paragraphe 2.1.2-c);
— g% et h' dans I'application du théoréme SECE 2 I'identification (cf. paragraphe 2.1.3-c);
— x. XB. X%, g%t £t et RSt dans I'application du théoréme SECE 2 I'identification (cf.
paragraphe 2.1.4-c);
Dans tous ces cas, les produits A x B impliquent une matrice A maintenue et une matrice B
temporaire, d'ol la symétrie.

Produit d’une matrice avec un scalaire sans dépendre d’une dimension. Considérons les
prérequis Produit-C, Produit-D et Produit-E. Le produit d'une matrice avec un scalaire & non
nul consiste a :
— accéder aux premiers maillons d'une ligne au travers de la structure stockant ses points
d'entrée;
— parcourir la ligne maillon par maillon. Soit (¢, 7, v) un tel maillon. On le modifie en (i, j, v*
Q).
L'opération peut se réaliser avec un parcours de colonnes. On observe donc que seule I'une des
dimensions influe sur cette opération, les prérequis Produit-C, Produit-D et Produit-E sont donc
satisfaits.

2.3.2-e Fusion de matrices

Rappelons que toute fusion de matrice consiste a modifier une matrice existante (cf. para-
graphe 2.1.1-e). Les prérequis de cette catégorie sont :
A B] _

— Fusion-A, Fusion de matrices D = [C D

— Fusion-B, Fusion de matrices B = _A B] :
A B] .

— Fusion-C, Fusion de matrices A = c D

— Fusion-D, Fusion de matrices A = _A B] :

— Fusion-E, Fusion de matrices A = [g] :

Dans tous les cas rencontrés dans I'analyse, les matrices fusionnées sont temporaires et la matrice
modifiée est maintenue. Cette opération se décompose en deux étapes :
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1. la mise a jour des répertoires de cellules utilisées par la matrice modifiée;
2. la "connexion" des maillons des matrices fusionnées a la matrice modifiée.
Soient deux bases de cellules By = {0q,,...,04,} et Bp = {00,,...,04,}, et les matrices :
— A: By — By;
— B: By — Bp;
— C: BD — BA ;
— D BD — BD.

Considérons le prérequis Fusion-A, c'est-a-dire que A, B et C sont des matrices temporaires, et
D est une matrice maintenue. Avant la fusion, les répertoires de cellules de B4 et Bp sont :

By Dy La Bp Dp Lp

00, (vrai,—, 1) A oop (vrai, —,1) B

: B : C

g4 | (Vrai,ga—1,—)| C oqp | (vrai,qp—1,—)| D
first 0 first 0

Mise a jour des répertoires de cellules. L'étape 1 de la fusion consiste a ajouter les cellules
de B4 dans Bp, c'est-a-dire que Bp = By & Bp = {00,,...,0D,00,,...,04,}. Du coté des
répertoires de cellules, la modification de Bp revient a :

— ajouter g4 éléments dans Dp. L'indice de chaque nouvel élément (et donc de chaque
nouvelle cellule) est la taille de Dp avant son insertion ;

— mettre a jour les matrices de Lp en conséquence de maniére cohérente. Plus précisé-
ment, cela veut dire qu'on ajoute g4 points d’entrée dans les matrices maintenues, D en
I'occurrence.

Apres la mise a jour de Bp, les matrices sont telles que :
— A:BA—>BA;
— B:Bjy— Bs® Bp;
— C:By® Bp — By;
— D :B,4® Bp — By Bp.

et les répertoires de cellules sont tels que :

Bp =BA® Bp Dp Lp
o vrat, —, 1 B
Ba D Ia Op ( )
00,4 (vrai,—, 1) A . . %
Oqp (UTGZ, qD — 17 qp + 1) D
. ’ B 004y (UT‘CM:, 4D,4D + 2)
Oqa (UTCLZ, qA — 17 _) C . i
first 0
Oga (’U’I“CLi, qA — 17 _)
first 0

A lissue de I'étape 1, le répertoire de cellules représentant Bp est modifié pour toutes les
matrices |'utilisant (c'est-a-dire celles de la liste Lp de Bp). Plus précisément :

— aucun point d’entrée n’est ajouté aux matrices temporaires, donc a A, B et C;
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— @4 points d’entrée sont ajoutés aux matrices maintenues, donc D. lls pointent sur le vide.

Remarque. Il est important de noter que le fait d'attribuer comme indice aux nouvelles cellules
insérées dans une base la taille de cette base avant leur insertion est un choix qui a pour
. . . A B A B .
conséquence que les fusions de matrices A = c D et D = C D sont traitées de

maniére similaire. Plus précisément, elles consistent toutes deux a :
— insérer les nouvelles cellules en fin du deque du répertoire de cellules modifié;
— insérer les nouveaux points d'entrée en fin de deque dans les matrices concernées.

En conséquence, les lignes/colonnes d’'une matrice induites par la création d'une cellule sont

. S . . . . A B
toujours insérées en bas ou a droite, ce qui ne respecte pas la notation D = c Dl Pour
respecter la notation, on peut autoriser |'attribution d’'indices négatifs aux cellules créées. Dans
ce cas, il est possible d'insérer des lignes/colonnes en haut/a gauche ou en bas/a droite en
évitant d'avoir a ré-indexer les cellules déja existantes. Les deux solutions sont couvertes par
I'implémentation que nous donnons, et passer de |'une a I'autre n'implique aucune modification
des structures de données utilisées pour la représentation matricielle ou les répertoires de cellules.
En effet, un deque est non seulement muni d'une opération d'insertion en fin en temps constant,
mais aussi d'une insertion en début en temps constant. Notons cependant que le chainage double
des maillons n'est nécessaire que dans le cas ol I'on utilise des indices négatifs. En résumé, il
est important de faire correspondre a chaque cellule un indice unique dans une base, et que
toutes les matrices utilisant cette base respectent ces indices, mais la valeur de I'indice n’a pas
d'importance.

Connexion des maillons. Au cours de I'étape 2, les maillons des matrices A, B et C sont
dupliqués et connectés a ceux de la matrice . Rappelons qu'a ce stade, les points d'entrée
dans D correspondant aux nouvelles cellules de Bp sont déja créés et pointent sur le vide.

L'opération consiste alors a :

— parcourir les lignes de la matrice B, ligne par ligne puis maillon par maillon. Pour chaque
maillon (4, j,v) ainsi parcouru, le dupliquer et remplacer i par i/, ot i’ correspond a I'indice
de la i-éme cellule de B4 dans B4 & Bp. Ensuite, connecter (i, j,v) a ses voisins dans
D.;

— parcourir les colonnes de la matrice C, colonne par colonne puis maillon par maillon. Pour
chaque maillon (4, j,v) ainsi parcouru, le dupliquer et remplacer j par 5, ou j’ correspond
a I'indice de la j-éme cellule de B4 dans B4 & Bp. Ensuite, connecter (i,5’,v) a ses
voisins dans D.;

— parcourir les lignes ou colonnes de la matrice A, vecteur par vecteur puis maillon par
maillon. Pour chaque maillon (i, j,v) ainsi parcouru, le dupliquer et remplacer i par i’ et
j par j', ol 7/ et j’ correspondent, respectivement, aux indices de la i-¢me cellule et de la
j-eme cellule de By dans By & Bp. Ensuite, connecter (', j',v) a ses voisins dans D.

Observons qu'a aucun moment dans cet algorithme ne sont parcourus :
— les lignes ou colonnes de D;

— les maillons de D. Les seuls maillons de D auxquels on accéde se situent aux extrémités
de la matrice, et sont accessibles en temps constant via les points d’'entrée stockés dans
les deque de D.
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En conséquence, le prérequis Fusion-A est satisfait. Les autres prérequis de fusion sont satisfaits
car ils consistent a appliquer le méme algorithme, en mettant a jour des bases différentes :

— la Fusion-B, Fusion de matrices B = [A B}, est équivalente a, par exemple, la fusion

B = [61 g] Elle se réalise avec le méme algorithme mais en modifiant les bases de B ;

. . . A B L N _|A B
— la Fusion-C, Fusion de matrices A = lC D]" est équivalente 3 D = lc D]' en
modifiant les bases de A ;
— la Fusion-D, Fusion de matrices A = [A B}, est équivalente 3 A = lgl 0], en mo-

difiant les bases de A: la Fusion-E, Fusion de matrices A = Bl est équivalente a

A 0 -
A= [C 0], en modifiant les bases de A.

Remarque. Notons que |'étape 2 est dépendante de I'étape 1 : avant de connecter les maillons
des matrices fusionnées, il faut au préalable calculer B4® Bp. Dans le théoréeme SECE, certaines
fusions de matrices impliquent les mémes modifications de bases pour des matrices différentes
(par exemple, les fusions de 511 et gtt1 impliquent toutes deux de modifier Bi¢ de la méme
facon, Boe+1 = Bo @ Bet). Dans ce cas, I'étape 1 est effectuée une unique fois, en amont de
toute étape 2.
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2.3.3 Exemple d’utilisation des structures de données

Cette sous-section illustre sur un exemple les répertoires de cellules et la représentation
matricielle que nous avons concus. L'exemple choisi est une itération de |'application du théoréme
SECE a l'identification, et est illustré sur la figure 2.22. L'identification est caractérisée par :

1° = {{vo}, {v1}, {vs, v2}}
I' = {{eo}, {ea}, {es}, {ea}, {5, e1}}
I ={{fo}.{Ai}}

et ( : Bt — B telle que :

— vo¢ = vg, v1¢ = v1, V2 = v3( = v3;

— eoC = eg, e1¢ = e5( = e5, e2( = ez, €3¢ = e3, e4( = ey ;

— foC = fo, 1i( = f1.
Remarque. Pour simplifier cette sous-section, nous ne distinguons pas les dimensions des cel-
lules. En particulier, les cellules sont indicées de maniere continue. Par exemple, v3 est indicé
3 et ep est indicé 4. Par ailleurs, cet exemple est fourni avec le logiciel que nous avons déve-

loppé (présenté dans la sous-section suivante 2.3.4), dans les fichiers figure3_20.hominc et
figure3_20.cprocess.
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t t t+1 t+1
) GEDI by €LY
s €o es
— Vs
g — (o) )
%)

f= id] lg =id ft=id I l gt =id ff“I lg”l

h=0 (CB, aB) ht=0 (CB,t' aB.t) P+t (CB't+1, aB,t+1)
€
=g
—_—
)
O,

gS = OI lfS =0 gS,t+1I lfS,t+1
i5=0 % %

— D
(CS,t aS,t) (CS,t+1 aS,t+1)

FIGURE 2.22 — Application du théoréeme SECE dans le cas de l'identification. En vert, les
générateurs de (CB+1 9811 en plus par rapport 3 (CBt 951). Le passage de t at + 1 se
fait par identification de w3 avec vo et de e5 avec ey. Les cellules vg et e5 sont survivantes.

(€5,0%5)
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2.3.3-a Données de départ.

Les données de départ de I'application du théoreme SECE sont I'équivalence homologique

¢ St
S (Ct, Y é (CB, 9Bt pE (OS5, 954

et I'opération d’identification caractérisée par I et ( : Bot — Bet. La représentation de I'iden-
tification est illustrée sur la figure 2.23.

0 1
3(v3) 9(es)
2(vy) 5(e1)

FIGURE 2.23 — L'identification caractérisée par [ et ( : Bt — Bt représentée par un
dictionnaire S; dont les clefs sont 0 et 1 et dont les valeurs sont, respectivement, Sjo
et Spi. Spo est un dictionnaire dont la clef est 3 et la valeur est un tableau de taille 1
contenant 2. Sp1 est un dictionnaire dont la clef est 9 et la valeur est un tableau de taille
1 contenant 5. Les deux dictionnaires Sjo et S;1 sont mis en évidence par un fond gris.

Les répertoires de cellules des bases Bgt, Bon,: et Beos,: sont :

Bot ‘DBCt LBCt BCB,t Dp

OBt OBt
vo (vrai,—, 1) | O Vo (vrai,—, 1) | 95!
U1 (vrai,0,2) ft U1 (vrai,0,2) ft
Vg (vrai,1,3) gt Vg (vrai, 1,3) gt
U3 (vrai,2,4) U3 (vrai,2,4) ht
€o (vrai, 3,5) €o (vrai, 3,5) RSt
e1 (vrai,4,6) e1 (vrai,4,6) 5t
€9 (vrai,5,7) €9 (vrai,5,7) gt
e3 (vrai, 6,8) e3 (vrai, 6,8)
e4 (vrai,7,9) e4 (vrai,7,9)
es (vrai, 8,10) es (vrai, 8,10)
fo (vrai,9,11) fo (vrai,9,11)
fi | (vrai, 10, —) fi | (vrai, 10,—)

first 0 first 0
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Begs,e DBCS,t LBCS,t
Vg (faux,—,—) | 0t
1 (faux,—, =) | fot
Vg (faux,—,—) | ¢
U3 (vrai,—,9) hS*
€o (faux,—,—)
el (fauzx,—,—)
€9 (faux,—,—)
es3 (fauzx,—,—)
e4 (faux,—,—)
es (vrai, 3, —)
fo | (fauz,—, —)
fi | (fauz,— —)

first 3

On suppose que |'on souhaite calculer les générateurs d’homologie, toutes les matrices de ~*

doivent donc &tre maintenues. Les matrices de 7* sont : 9%, ft, ¢, ht, 9B, 5t ¢

S,t hSﬂf et

5%, En particulier, f! et ¢* sont des matrices identité et h! est une matrice nulle. Les autres
matrices sont données ci-dessous.

8t — 8B,t
Vo
U1
V2
v3
€0
€1
€2
€3
€4
€5
fo
fi

St
g
U3
€5

vg v vy V3 e e ey ez es es fo fi
-1 .
-1 1
-1
-1 1
-1 1 . .
-1 1 1 . .
L 1 -1 i
vo vi v2 vz ey er ey ez es es fo fi o
1 . . . . V3
—1 1 €5
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Vo
U1
V2
v3
€0
€1
€2
€3
€4
€5
Jo
h

U3

V3 €5
-1 B
1
1
1
1
1
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RSt vy vy wy w3 ey €1 ey e3 eq es fo N1
vo - . . ) .11 | . ]
V1 . . . . . . . e |
()] . . . . . 1 . . -1

es
fo .
fi L. . . . . . . . . . . .

Les représentations de ces matrices avec les structures de données que nous avons choisies
sont illustrées sur les figures 2.24, 2.25, 2.26, 2.27 et 2.28.
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(vo) (v1) (v2)  (v3) (e0) (e1) (e2) (e3) (e4) (es) (fo) )

Co Ty le o lol s lololeolslele]
()| ® ®
v)| ® L4
(v)| ® ®
(v3)| ® L
I . , I
~ 4,0 4,1 ~
(eg)| @ a & o> a I L)
— 4 t L —
° , 51 5,2 °
(er)| ® ER R ®
— 3  —
A
_ 6,0 6,2 ~
()| o= % 1« 9 .
— L .  —
(e3)| @ °
_ 8,1 8,3 _
(e)| ® 1 1 ®
— # —
- 9,1 |, | 93 a
(es)| ® ET 1 ®
— 3 4  —
10,4 10,5 10,6
° 4 |l 105 || 10,6 | A
o) > : :
Y A A
11,7 11,8 11,9
[ el T el T e °
@ Il =
L | 7y 7y 7y L |
EEEEEEEEENEEEE IR

FIGURE 2.24 — La représentation de 0' : Bet — Bee (identique A celle de 05 : Bos: —
Be.t). Les labels a coté des deque contenant les points d’entrée sont la pour rappeler quelle
cellule représente un indice de ligne ou de colonne.
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(vo) (v1) (v2) (v3) (eo0) (e1) (e2) (e3) (es) (es) (fo) )

[eTeTelgleTeTelelel¢[eT"]

col+] L]

L] ; L]
)| ® o 2k o
e o] 23 L]
o] B
el B
o o] B
sl | B
o L]
o] | B
o] B
w| o B
| o B

- EENEN ‘' RN ' N

FIGURE 2.25 — La représentation de f%' : Bpos: — Bgst. Les labels 3 c6té des deque
contenant les points d'entrée sont la pour rappeler quelle cellule représente un indice de ligne ou
de colonne. Les points d’entrée avec un fond rouge indiquent que la cellule qu'ils représentent
est marquée comme morte dans le répertoire de cellules auquel elle appartient. Notons que
f943,3] = 1 et f99,9] = 1 sont implicites car isIdentityV ariation vaut vrai pour ft,
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(vo) (v1) (v2) (v3) (eo0) (e1) (e2) (e3) (e4) (es) (fo) )

N I N = = = = = e = = =
| e .|
ool o .|
ool o] .|
e o] .|
| .|
e .|
N .|
oo .|
e .|
o~ o o
o7 o
ol B

o [elefelefefeJele]é[e]ele]

FIGURE 2.26 — La représentation de ¢! : Bps: — Beo.. Les labels 3 coté des deque
contenant les points d'entrée sont la pour rappeler quelle cellule représente un indice de ligne ou
de colonne. Les points d’entrée avec un fond rouge indiquent que la cellule qu'ils représentent
est marquée comme morte dans le répertoire de cellules auquel elle appartient. Notons que
g%t[3,3] = 1 et g™t[9,9] = 1 sont implicites car isIdentityV ariation vaut vrai pour g>t.
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(vo) (v1) (v2)  (v3) (e0) (e1) (e2) (e3)  (es) (es) (fo) )

e Te T e e T e 1Tt 1]
(vo)j 0,15 o ois 3 (3,18 . T

— 4 e —
)| ® vl o

— e —
()| ® > zis < > 218 A
(v3)| ® L
(eo)j 4:10 g T
(e1)| ® L
(ez)T T
(e3)j 2 T
(e))| ® L4
(‘-’5)T T
)| ® L4
()| ® °

- | [ ) | [ J | [ J | [} | [ ] | [} | [ ] | [} | [ ] | [} | [ ] | [ ] | o

FIGURE 2.27 — La représentation de h™! : Bos: — Bgs:. Les labels a coté des deque
contenant les points d'entrée sont 1a pour rappeler quelle cellule représente un indice de ligne
ou de colonne.
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(vo) (v1) (v2) (v3) (e0) (e1) (e2) (e3) (e4) (es) (fo) (029)

[efefefefefelefefefefele-]
o B
o B
N B
e o] B
B B
N B
N B
N B
- B
) o] B
o .|
w|e [o]
- N - EEENENEN - EE

FIGURE 2.28 — La représentation de 05! : Bps: — Bgs.. Les labels 3 c6té des deque
contenant les points d'entrée sont la pour rappeler quelle cellule représente un indice de ligne ou
de colonne. Les points d'entrée avec un fond rouge indiquent que la cellule qu'ils représentent
est marquée comme morte dans le répertoire de cellules auquel elle appartient.
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2.3.3-b Calcul de la SECE.

Les premiéres données calculées sont celles de la SECE

i J
(C,0) == (C',0) === (C"*',""")
r s
et plus précisément, dans I'ordre :
— le répertoire de cellules représentant B¢ ;
— les matrices temporaires ¢ et r;

— la matrice temporaire 9 et I'équivalence homologique ~.

Calcul du répertoire de cellules représentant Bc. L'objectif est de calculer Bo = {v9, €1 }.
Ce calcul consiste dans un premier temps a construire un répertoire de cellules vide, c'est-a-dire
composé d'un deque Dp, vide et d'une liste Lp, vide. Ensuite, on parcourt I au travers de
S1. et on ajoute autant d'éléments a Dy, que Sy ne compte de cellules non survivantes. Le
répertoire de cellules représentant B¢ est alors :

Be Dg,, Lp,

vy | (vrai,—,1)

e1 (vrai, 0, —)
first 0

Calcul des matrices i et . L'objectif est de calculer les matrices i et r suivantes :

T V2 €1
vo [ ]
U1
vy |—1
U3
i w9 vy wv2 w3 e e e e3 e4 e5 fo fi €o
V2 . . —1 1 . . €1 . -1
€1 . . . . . -1 . . . 1 . . €9
€3
€4
€5
fo . .
fi L. .

Dans un premier temps, ces matrices sont construites, vides. Pour rappel, ce sont deux
matrices temporaires. Etant donnés les répertoires de cellules de B et B, leur construction
se résume a :

— construire des dictionnaires vides destinés a stocker les points d'entrée;

— ajouter un pointeur sur ¢ et r dans Lpg,, et dans LBct'
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A l'issue de ces constructions, on dispose des deux matrices temporaires i et r, vides, et des
répertoires de cellules de B¢o et Bt suivants :

Ber Dp.. | Ls.
Vo (vrai,—, 1) | o
V1 (vrai,0,2) ft
vy (vrai, 1,3) gt
v3 (vrai,2,4) i
Be Dp, Lp, €0 (vrai,3,5) r
ve | (vrai,—,1) | i e1 (vrai, 4,6)
el (vrai,0,—) | r €9 (vrai,5,7)
first 0 €3 (vrai, 6, 8)
e4 (vrai,7,9)
es (vrai, 8,10)
fo (vrai,9,11)
fi | (vrai,10,—)
first 0

Dans un second temps, on parcourt I au travers de S7. Plus précisément :

— on initialise un entier K = 0. Cet entier sert a stocker |'indice d'une cellule non-survivante
dans le parcours de S;. Il représente 2 I'indice de la cellule dans B¢ ;

— on parcourt Sy, c'est-a-dire que,

- I'on parcourt Sjo. Il n'y a qu'une clef 3 contenant un tableau de taille 1, dont la
valeur est 2. On en déduit les maillons a écrire :

> (k=0,2,—1) et (k=0,3,1) dans i. lls représentent voi = v3 — vg;
> (2,k =0,—1) dans r. Il représente vor = —vy;
- I'on incrémente k a chaque cellule non-survivante parcourue. A ce stade, k est donc
égalal,;
- I'on parcourt Spi. Il n'y a qu'une clef 9 contenant un tableau de taille 1, dont la
valeur est 5. On en déduit les maillons a écrire :
> (k=1,5,—1) et (k=1,9,1) dans i. lls représentent e;i = e5 — ey ;
> (b,k=1,—1) dans r. |l représente e;r = —ey.

Les représentations matricielles de ¢ et r qu'il en résulte sont illustrées sur les figures 2.29 et
2.30.

12. Ceci n’est possible que parce que les parcours de S7, Sjo et Sp1 sont déterministes (cf. paragraphe 2.3.1-c),
c'est-a-dire que I'on accede d'abord a vs puis a e;.
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(v2) (v3) (e1) (es)
2 3 5 9
[ ] ( ] [ ] [ ]
° o 02 |, o 03 | °
(v)) 0| @ AL " ® |0
A A
A 4 A 4
a 15 [, 1,9 [, a
(1) 1| @ < "1 ® (1
A
A 4
[ J [ ] [ J [ ]
2 3 5 9

FIGURE 2.29 — La matrice temporaire ¢ : Bo — Bt. Elle représente les relations voi = v3 — vg
et e1i = e5 —ey. Elle est identique 3 la matrice i : Bos — B Les labels des points d’entrée
correspondent aux clefs des dictionnaires. Entre parentheses, les cellules que représentent
les lignes/colonnes.

(v2) (e1)
0 1
’ °
N
A~ o 20 |, ~
(v) 2| @ » ® (2
A
y
51 |, .
(e1) 5| @ T ® |5
A
) )
0 1
FIGURE 2.30 — La matrice temporaire r : Bt — Be. Elle représente les relations vor = —uvg
et e;r = —ey. Les labels des points d’entrée correspondent aux clefs des dictionnaires. Entre

parenthéses, les cellules que représentent les lignes/colonnes.
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Calcul de la matrice 0 et de I'équivalence homologique ~. L'objectif est de calculer la
matrice J : B — B¢ suivante :
8 V2 (&)

ol

Pour rappel, elle est calculée a partir du produit & = i(9%r). Dans un premier temps, on calcule
une matrice M = 9'r. Pour cela :

— on construit une matrice M temporaire, vide;
— on parcourt les points d'entrée en colonne de r,

- on parcourt chaque maillon de la colonne de clef 0 de . En I'occurrence, il n'y a qu'un
maillon (2,0, —1). On accéde au premier maillon de la colonne 2 de 9, c'est-a-dire
(5,2,1), puis :

>> on crée un maillon (5,0, —1 % 1) que I'on écrit dans M ;

I> on passe au maillon suivant de la colonne 2 de 9, c'est-a-dire (6,2, —1), puis :
> on crée un maillon (6,0, —1 % —1) que l'on écrit dans M ;
>

il n'y a plus de maillon & parcourir dans la colonne 2 de &, le calcul s'arréte
pour cette colonne;

- on parcourt chaque maillon de la colonne de clef 1 de . En I'occurrence, il n'y a qu'un
maillon (5,1, —1). On accéde au premier maillon de la colonne 5 de 9?, c'est-a-dire
(10,5,1), puis :

> on crée un maillon (10,1, —1) que I'on écrit dans M ;

> il n'y a plus de maillon & parcourir dans la colonne 5 de 9¢, le calcul s'arréte
pour cette colonne;

- tous les points d'entrée en colonne dans r ont été parcouru, le calcul de M s’arréte.

La matrice temporaire M ainsi calculée est illustrée sur la figure 2.31. Dans un deuxiéme temps,
on calcule 0 = iM. Pour cela :

— on construit une matrice 0 temporaire ;
— on parcourt les points d'entrée en ligne de 1,
- on parcourt chaque maillon de la ligne de clef 0 de 4,

> pour le maillon (0,2, —1) de 4, on parcourt la ligne 2 de M. On constate qu'il
n'y a pas de maillons sur la ligne 2 de M, on ne fait rien;

> pour le maillon (0,3,1) de 4, on parcourt la ligne 3 de M. On constate qu'il n'y
a pas de maillons sur la ligne 3 de M, on ne fait rien;

- on parcourt chaque maillon de la ligne de clef 1 de 4,

> pour le maillon (1,5, —1) de i, on parcourt la ligne 5 de M. Il n'y a qu'un maillon
(5,0, —1). On crée le maillon (1,0,—1% —1) dans 9;

> pour le maillon (1,9,1) de 4, on parcourt la ligne 9 de M. On constate qu'il n'y
a pas de maillons sur la ligne 9 de M, on ne fait rien.

- tous les points d’'entrée en ligne dans 7 on été parcouru, le calcul de M s'arréte.

La matrice temporaire 9 ainsi calculée est illustrée sur la figure 2.32. L'équivalence homologique
~ est ensuite calculée a partir de la matrice 0 et du répertoire de cellules de B¢ :
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— la réduction p est une réduction identité. Plus précisément, cela veut dire que :

- le répertoire de cellules représentant Bo5 est une copie du répertoire de cellules
représentant Bc, a l'exception de la liste L c5 qui le compose. Cette derniére est

composée de pointeurs sur f, g, h, 9%, %, g% et h¥;
- la matrice temporaire 9F est une copie de la matrice temporaire 9;

- f et g sont des matrices temporaires identités ét pour lesquelles isIdentityV ariation
vaut vrai;

- h est une matrice temporaire nulle.

— la réduction p° est calculée a partir de Bos et de 9F. Ce calcul dépend de I'algorithme
de réduction utilisé. Notons que dans tous les cas, les opérations utilisées dans ce calcul
ont une complexité limitée par la taille de Bos. A I'issue du calcul :

- un répertoire de cellule vide est créé pour représenter Bos, car Bgos est une base
vide;

- 9 et ¢° sont des matrices nulles;

- h¥ est une matrice temporaire composée d'un unique maillon (0,1,1);

Les répertoires de cellules de Bos et Bos sont :

BcB DBCB LBCB
Vg (vrai,—, 1) f i3 D i
el (vrai,0,—) g e Bes ]lfgs
h
aB gS
S hS
f 85
S
ZS first —
first 0
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(vo) (e1)
0 1
® ®
A 4
e > <
) 5| @ 5_'10 ® |5
A
Y
e > <
) 6| @ sio ® |6
r N
A 4
| 10,1 |
(fo)10| e " ® 10
A

FIGURE 2.31 — La matrice temporaire M : Bot — Bg, calculée A partir du produit M = 9%r.

Les labels des points d’'entrée correspondent aux clefs des dictionnaires. Entre parentheéses,
les cellules que représentent les lignes/colonnes.

(v2)

(e1) 1| ®

A 4

A
([ ]
RN

FIGURE 2.32 — La matrice temporaire 0 : Bc — B, calculée a partir du produit 0 = iM. Elle
est identique 3 la matrice 9% : Bos — Bgs. Les labels des points d'entrée correspondent aux
clefs des dictionnaires. Entre parenthéses, les cellules que représentent les lignes/colonnes.
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(e1)

A 4

(r2) 0| ®

/'y
[
o

1
FIGURE 2.33 — La matrice temporaire h° : Bos — Beo. Les labels des points d'entrée

correspondent aux clefs des dictionnaires. Entre parenthéses, les cellules que représentent
les lignes/colonnes.
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2.3.3-c Calcul de ~!*1.

Une fois la SECE et +y calculées, on calcule I'équivalence homologique v+, Plus précisément,
sont calculés, dans I'ordre :

— les matrices i? et i¥;
— les répertoires de cellules représentant Bos.+1 et Bpsi+1 et les matrices 95t 99t
— les matrices fitl, gttl pitl pSttl gSt+l o pSit+l.

— le répertoire de cellules représentant Boi+1

Calcul des matrices i” et i°. Pour rappel, ces matrices sont calculées 3 I'aide des formules
iB = figt et i¥ = g°(i® f5*). En particulier dans |'exemple étudié :
Z’B

=icar f=idet g =id;
— ¥ =0p_, car ¢° = 0pcn.

S

Un pointeur sur 72 et un pointeur sur i° est ajouté respectivement dans Lp_, et Lp . La

figure 2.29 illustre la matrice 2. Il n'y a rien de plus a dire sur le calcul de ces matrices.

Calcul des répertoires de cellules Bis.+1 et Bgsii1 et des matrices 051! et 99!+,

Commencons par considérer le calcul de 9P*+1 et du répertoire de cellules de Besi+1. Pour
-9B B
rappel, 9B = 0 Bt et 0Bt est une modification de 9P+*. Rappelons également

que, comme expliqué dans le paragraphe 2.3.2-¢, une fusion est une opération qui implique deux
étapes de calcul :

1. la mise a jour des répertoires de cellules utilisés par la matrice modifiée. En I'occurrence,
le répertoire de cellules mis a jour est celui de Bgp.: ;

2. la "connexion" des maillons des matrices fusionnées a ceux de la matrice modifiée. En
I'occurrence, les maillons de —9% et de iZ sont connectés 3 ceux de 5.

Mise a jour du répertoire de cellules de B-5:. Cette étape consiste a ajouter les cellules
de Bop a celles de Bop,e. Pour ce faire :
— on parcourt les éléments de Dp_ ;. Pour chacun d'eux, on insere un nouvel élément dans
Dp_,,. Du fait de la montée en dimension des cellules de Bo dans Bgs,e,
cB,t
- vy devient |'aréte eg d'indice 12 dans Bgs,e ;
- e; devient la face f2 d'indice 13 dans Bgs,:.

— on ajoute des colonnes/lignes vides pour représenter les points d'entrée de eg et fa dans
toutes les matrices de Lp_, , ;
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A l'issue de cette étape, le répertoire de cellules de Bz, qui est alors le répertoire de cellules
de BcB,t+1, est :

BcB,t+1 DBCB,H—l LBCB,H-I

o (vrai,—, 1) oB*
U1 ( ) f!
V2 ( ) g
3 ( ) !
eo (vrai,3,5) hSt
e1 (vrai,4,6) 5t

( )

( )

( )

e St

€3

9

€4
es (vrai, 8,10)
fo (vrai,9,11)
fi (vrai, 10,12)
€6 (vrai, 11,13)
fo (vrai, 12, —)

0

first

Notons que, pour I'instant, en dehors de nouvelles lignes/colonnes vides, les matrices de Lp B
cBt+1
sont inchangées (aucun nouveau maillon n'a été créé).
Connexion aux maillons de 95*. A ce stade, la matrice 95 est composée de deux
nouvelles lignes vides et de deux nouvelles colonnes vides, représentant respectivement eg et fo.
Il reste 3 connecter les maillons de —97 et de i? & ceux de 95, Pour cela :

— on parcourt les lignes de iZ, et, pour chacune d’elles, on duplique les maillons parcourus
que I'on connecte a ceux de 9P, En particulier, on met a jour les indices de lignes des
maillons dupliqués en remplacant I'indice 0 par 12 et l'indice 1 par 13;

— on parcourt les lignes de —9%, et, pour chacune d’elles, on duplique les maillons parcourus
que I'on connecte a ceux de 9P+, En particulier, on met a jour les indices de lignes et les
indices de colonnes des maillons dupliqués en remplacant I'indice 0 par 12 et I'indice 1 par
13;

La matrice qui résulte de la connexion des maillons de i® et —9F 3 ceux de 95 est illustrée
sur la figure 2.34.

Répertoire de cellules de Bs.:+1 et mise a jour de 95t.  Les opérations sont les mémes
que pour le répertoire de cellules de Bop,i+1 et 9B En 'occurrence, dans I'exemple que nous
étudions, Bys est une base vide. La matrice i¥ est vide, de méme que la matrice 9°¢. Il n'y a
donc en réalité rien a calculer.

Calcul des matrices des réductions p'™! et p>'*!. Ces matrices sont calculées 3 partir de
fusions de matrices. Notons qu'a ce stade :

— les répertoires de cellules de Bop,i+1 et Bgs,+1 sont calculés;
— le répertoire de cellules de Byt n'est pas encore modifié en Boi+1.

Pour simplifier, on ne considére le calcul que d'une seule matrice de p’ et d'une seule matrice
de p%t, en l'occurrence ¢g't! et f9t+1
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(vo) (v1) (v2) (v3) (eo) (e) (e2) (e3) (e4) (es) (fo) ) (es) (f2)

| [ ] | ® | [ ] | ® | [ ] | [ ] | [ ] | [ ] | ® | L | [ ] | [ ] | ® | [ ] I
(v)| @ [ ]
()| ® [ ]
)| ® [
(r3)| ® °
4,0 4,1 °
e)| @ 3 ) °
(e0) A
Sk 5,2 ®
e o. L e 2 °
() > .
— e —
6,0 6,2
e. [ ) g 'y ¥ )
(e2) ! >
(e3)| ® o
8,1 8,3
e, 0. /3 'y °
(e4) ry 2
I 3 —
9,1 9,3
e ®. ’ ” ¥ )
(es) % ;
10,4 10,5 10,6
[ T e T o ! ®
(fo) 1 1 1
11,7 11,8 11,9
° 7 |l 118 [g] 11, °
@) : ol
I | —
12,2 12,3
e)| ® : ’ o
(es) 1 | 1
13,5 13,9 13,12
)| % i 9 .
'y 'Y
| [ ] | [ ] | J | [ ] | [ ] | ° | [ ] | [ ] | [ ] | [ ] | [ ] | [ ] | [ ] | [ ] I

FIGURE 2.34 — La matrice maintenue 9% : Bopi1 — Bgp.isi. Les labels des points
d'entrée correspondent aux clefs des dictionnaires. En rouge, les points d’entrée et les
maillons qui ont été dupliqués et connectés. Entre parenthéses, les cellules que représentent
les lignes/colonnes.

Calcul de ¢t'. Pour rappel, cette matrice est calculée 3 partir de la formule ¢g/t! =
(—satrg sgt). Le calcul se décompose en plusieurs temps :
— le calcul de —9'r. Le calcul 0r est déja détaillé dans le paragraphe 2.3.3-b, dans le calcul

de 0. Le produit avec —1 consiste a parcourir tous les maillons de d'r et a changer leur
valeur;

— la fusion de —d%r avec g'. L'algorithme est identique a celui détaillé précédemment pour
le calcul de 9B*F1, 3 ceci prés qu’aucun répertoire de cellules n’est modifié cette fois-ci;

Pour terminer le calcul, il faut marquer les cellules vo et e; comme mortes dans le répertoire
de cellules de B.:. Cette opération est indépendante du calcul de ¢g‘*!. Elle peut &tre fait au
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moment du calcul d'une autre matrice, voir a la fin du calcul de 4**1. Le fait de marquer ces
cellules comme mortes provoque la suppression des lignes et colonnes qui les représente dans
toutes les matrices de L 5c¢, dont '™, La matrice g'*! est illustrée sur la figure 2.36.

Calcul de f5'*t!, Pour rappel, cette matrice est calculée a partir de la formule fS*+1 =
fS hSiBfS’t
0 fS,t

Le calcul se décompose en plusieurs temps :
— le calcul de B f5* puis de h¥(i® f5¢). Il s'agit du méme type de produit que celui de
0 = iM détaillé dans le paragraphe 2.3.3-b;

. A ce stade, les répertoires de cellules de By5,:+1 et de Bos,t+1 sont calculés.

— la fusion des matrices. Les répertoires de cellules de Byp,i+1 et Bos,i+1 étant déja calculés,
cette opération se résume a la connexion des maillons de h%(iZ f9t) et de f° 3 ceux de
5t L'algorithme est le méme que celui détaillé précédemment pour la connexion de
maillons dans 9 pour le calcul 9B+ ;

La matrice f5'*1! est illustrée sur la figure 2.35.
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Calcul du répertoire de cellules de Bgi+1.

Ce répertoire est calculé en modifiant celui de

Bt Les cellules e et va sont marquées comme mortes. Plus précisément :

— I'élément d'indice 2de Dp_,,, marque la mort de vy, c'est-a-dire qu'il devient ( fauz, —, —),
ct+1 )
que |'entier next de vy passe a 3 et que I'entier prev de v3 passe a 1;

— I'élément d'indice 5de Dp_,,, marque la mort de e1, c'est-a-dire qu'il devient (fauz, —, —),
que I'entier next de ey passe a 6 et que I'entier prev de eg passe a 4;

A I'issue de ces modifications, le répertoire de cellules de Boi+1 est :

B+ DBCt+1 LBCt+1
vo (vrai,—, 1) o
1 (vrai,0,3) ft
v2 (fauz,—,—) gt
U3 (vrai, 1,4) i
€o (vrai, 3,6) r
e1 (fauz,—,—)
€2 (vrai, 4,7)
es (vrat, 6, 8)
eq (vrai,7,9)
es (vrai, 8,10)
fo (vrai,9,11)
f1 (vrai, 10, —)

first 0

L'équivalence homologique v/t est calculée, les matrices temporaires sont détruites.
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(vo) (v1) (v2) (v3) (eo) (e1) (e2) (e3) (e4) (es) (fo) )

| [ ] | [ ) | [ | [ ] | [ ] | [ ] | [ J | [ ) | [ ] | [ ] | [ ] | [ J |

(uO)T > 013 » T

I ) _—
)| ® ‘= o

I 3 _—
| d 2i3 L .
(V:«x)T T
(90)T T
(el)T T
(ez)T T
(e3)T T
(e4)T T

I ! _—
(es)| ® 7i9 °
(fo)| ® °
)| @ °

I ! i
(es)| ® > 121'9 < °
()| ® °

o). KW - - [-l-| KW ol

FIGURE 2.35 — La matrice maintenue fStt1 : Besi+1 — Bes.e+1. En rouge, les points d'en-
trée supplémentaires créés par rapport a f%¢, et les maillons qui ont été dupliqués et connec-
tés. Les points d'entrée avec un fond rouge indiquent que la cellule correspondante est morte
dans le répertoire de cellules correspondant. Entre parenthéses, les cellules que représentent les
lignes/colonnes.
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(o) (v1) (v2) (v3) (eo) (e1) (e2) (e3) (e4) (es) (fo) ) (es) (f2)

[efeleleleTelelelelelelelsl]
oo B
oo 9
ofe i
A7 B
e B
o7 B
(e:)j s T
oo B
s B
oo B
e o |
o] .|
(e [elelelelelelelelelels]+]

FIGURE 2.36 — La matrice maintenue gtJrl : Bot+1 — Bgse+1. En rouge, les points d'en-
trée supplémentaires créés par rapport a ¢', et les maillons qui ont été dupliqués et connec-
tés. Les points d'entrée avec un fond rouge indiquent que la cellule correspondante est morte
dans le répertoire de cellules correspondant. Entre parenthéses, les cellules que représentent les
lignes/colonnes.
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2.3.4 Développement C++

Nous avons choisi de développer notre logiciel en utilisant la bibliothéque standard de C++
(STL). Ce paragraphe est illustré sur ce langage de programmation. L'implémentation du réper-
toire de cellules que nous avons réalisé se décompose en deux parties : les répertoires de cellules
et les matrices. L'implémentation repose en partie sur la structure de donnée deque proposée
par la STL.

2.3.4-a Deque.

La STL propose plusieurs conteneurs'3 adaptés a différents besoins. Le deque est |'un
d'eux. Le nom vient de I'anglais double-ended queue. Intuitivement, c'est une file particuliére
dans laquelle I'insertion et la suppression sont définies en téte et en queue. Plus spécifiquement,
en C++, cette structure garantie :

— l'insertion et la suppression en début, en temps constant;
— l'insertion et la suppression en fin, en temps constant;
— I'accés a un élément étant donné son indice est en temps constant.

Ces complexités sont garanties par la spécification du langage et ne dépendent pas de son
implémentation (cf. [87] page 824). Pour comprendre cette structure de donnée, nous nous
sommes intéressés a une de ses implémentations. Son principe est illustré sur la figure 2.37 et
est le suivant :

— les données sont stockées dans plusieurs tableaux de taille B;

— la structure conserve un vecteur (parfois appelé "tableau dynamique") 7" dans lequel elle
conserve un pointeur vers chacun des tableaux de taille B.

L'accés a un élément se fait par le calcul de l'indice du tableau qui le contient dans T,
en temps constant. En théorie, I'insertion et la suppression sont en temps constant, mais ces
complexités masquent une partie de leur comportement en pratique. En particulier, on distingue
3 cas d'insertions (et des cas équivalents en suppression) :

— le premier/dernier tableau de taille B a de I'espace disponible. Dans ce cas, |'insertion est
triviale;

— le premier/dernier tableau de taille B n'a plus d'espace disponible et 7" a de I'espace
disponible. Dans ce cas, il faut créer un nouveau tableau de taille B. Le temps est donc
"constant" par rapport au nombre d’éléments du deque, mais un tableau de taille B doit
étre alloué, la constante n'est donc pas exactement la méme que dans le cas de I'item
précédente ;

— le dernier tableau de taille B n'a plus d’espace disponible et T' n'a plus d'espace disponible.
Dans ce cas, il faut créer un vecteur T avec "suffisamment" d’espace pour continuer a
utiliser le deque. Ici, le temps est linéaire en fonction du nombre d'éléments de 7.

La figure 2.38 illustre les temps mesurés pour l'insertion de 5 000 000 d'entiers dans un
deque. En particulier, on observe un pic de temps a certaines étapes, qui correspond aux cas
ou la taille de T' n'est pas suffisante. Pour autant, la complexité théorique des opérations qui
accompagne cette structure de donnée en font la structure la plus adaptée a nos besoins, nous
avons donc choisi de ['utiliser.

13. Un conteneur est une structure de donnée qui permet de représenter et de manipuler une collection d'élé-
ments au travers de plusieurs fonctions : vector, list, map, etc...
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Ll ?
Téte
' N
//
Xy x6 xq
\ X3 X7
Xo X4 Xg
X1 X5 X9 ’
v

Queue

FIGURE 2.37 — Représentation d'une implémentation du deque. T est un vecteur dont certaines
cases contiennent un pointeur vers un tableau de taille B. Ces derniers contiennent les données.
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FIGURE 2.38 — Evolution du temps au fil de I'insertion de 5 000 000 d'entiers dans un deque

en C++.
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2.3.4-b Répertoires de cellules.

Tout répertoire est représenté par un deque D, composé de triplets (isAlive, previous,
next). Une cellule d'une base est représentée par son indice dans D. Plus précisément, pour
une cellule d'indice 7 :

— isAlive est un booléen qui représente le fait que la cellule d’indice ¢ soit en vie;

— previous est un entier qui représente I'indice de la premiere cellule survivante qui précéde
la cellule d'indice ¢ dans la base (si elle existe) ;

— next est un entier qui représente I'indice de la premiére cellule survivante qui suit la cellule
d’'indice i dans la base (si elle existe).

L'intérét des deux entiers previous et next est de permettre le parcours d'une base uniquement
sur ses cellules "vivantes". Nous avons vu dans le paragraphe 2.3.1-a qu'une cellule est "tuée"
dans deux cas :

— lorsqu’elle ne survit pas a une identification;
— lorsqu’elle est réduite.

Un répertoire de cellules maintient un pointeur vers chacune des matrices dans lesquelles il est
utilisé (en tant que domaine et/ou codomaine). Ces derniers sont contenus dans une list L,
qui a le comportement d’une liste chainée classique, a savoir :

— une insertion et une suppression en temps constant;

— un acces a un élément étant donné son indice en temps linéaire.

2.3.4-c Représentation d’'une matrice.

Les relations entre les cellules sont représentées sous la forme de maillons (i, j,v) ou, pour
une matrice ¢ : Bx — By :

— ¢ est I'indice de la cellule dans By ;

— j est l'indice de la cellule dans By ;

— v est ¢[i, j].
Les maillons sont liés entre eux par deux chainages doubles (un "horizontal" et un "vertical").
Si une matrice est une variation de I'identité, alors les maillons de la forme (7,7, v) ne sont pas
explicitement représentés, mais sont calculés : si la cellule d'indice 7 est vivante dans Bx et dans
By alors i est ajouté a I'image ou aux antécédents de ¢ par ¢. Chaque matrice maintient un
point d’entrée permettant d'accéder au premier et au dernier maillon de chaque ligne et colonne.
Plus précisément, on utilise :

— un dictionnaire (unordered_map) quand la matrice est temporaire. Dans ce cas, I'accés
a un point d'entrée est en temps logarithmique en fonction du nombre de points d’entrée.
Pour rappel, il y a autant de points d'entrée que la matrice ne compte de lignes ou colonnes
non nulles. La construction est en temps constant ;

— un tableau dynamique (deque) quand la matrice est maintenue. Dans ce cas, |'acces a un
point d'entrée est en temps constant. La construction est en temps linéaire en fonction du
nombre d'éléments du domaine et du codomaine de la matrice (tous les points d’entrée
sont représentés, y compris pour les lignes/colonnes nulles).
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®o By By ={a,b, c}
° °
bl |0 |- | L / T

° (0,0.2) 023) | [+ /
¢1 ___________________ e oem rmostioce
By ; 4 ° ;
0| ed—{ (00,1) ©023) | !
A, E BZ E
° (3,0,1)

By ={a,b,c,d} Bz ={a,c}

D| (=1 | (02) | (13 |@2-) Ll @ D| (-2) .(0,—) L l

FIGURE 2.39 — Représentation de deux matrices ¢y : Bx — By et ¢1 : By — By et des
répertoires de cellules de Bx, By et By. Les répertoires de cellules et les pointeurs des matrices
vers les répertoires sont mis en évidence en violet. Les booléens isAlive des répertoires sont
représentés par la coloration des cases de D : en rouge, les cellules mortes. Pour simplifier, seuls
les pointeurs vers les premiers maillons des lignes et colonnes sont représentés. L'encadré de ¢
en pointillé indique que cette matrice est temporaire.

Exemple. Soient les bases Bx = {a,b,c,d}, By = {a,b,c} et By = {a,c}, et les matrices
¢o : Bx — By et ¢; : By — By suivantes :

oo a b ¢

a 2 . 3 1 a b ¢

b { . ] a [2 . 3

c |. . . c { . }

d Ll . J

En particulier, ¢g est une matrice maintenue et ¢; est une matrice temporaire, variation de
I'identité. La figure 2.39 illustre I'implémentation du répertoire de cellule de Bx, By et By

ainsi que des matrices ¢g et ¢1. Observons que |'accés aux maillons de ¢ se fait au travers d'un
tableau dynamique, et I'accés aux maillons de ¢; se fait au travers d'un dictionnaire.
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2.4 Expérimentations

Dans un premier temps, nous présentons le processus de construction dont nous nous sommes
servis pour mener une étude expérimentale de notre implémentation. Les résultats de cette étude
sont présentés dans un second temps. Par ailleurs, notons qu'a ce jour, seule I'application du
théoreme SECE a l'identification a fait I'objet d'une étude expérimentale.

2.4.1 Processus de construction étudié : couture de deux grilles

Nous introduisons |'objet que nous utilisons pour mener |'étude expérimentale : les grilles.
Ensuite, nous présentons la séquence d'identifications qui compose le processus de construction
dans lequel elles évoluent, que nous nommons la "couture de grilles".

Remarque. L'annexe D propose une étude approfondie de ce processus de construction.

2.4.1-a Caractéristiques des grilles.

Les grilles sont des ensembles semi-cubiques généralisables a toute dimension et entiérement
définis a partir de deux variables k et e. Intuitivement, k représente la dimension d'une grille et
e permet de faire varier le nombre de cubes qui la compose.

Définition 2.4.1. Soit e € N. Une (1, ¢)-grille est un ensemble semi-cubique de dimension 1,
dans lequel :

— il 'y a e arétes et 1 + e sommets. Les arétes sont nommées a, et les sommets v,, avec
0<y<eetO<z<e;

— aydLo = vy et aydm = Uy+1,
Définition 2.4.2. Une (k,e)-grille est le produit cartésien de k (1, e)-grilles, avec k,e € N.

Nous avons choisi d'utiliser les grilles car elles permettent d'étudier facilement une grande
diversité de cas au travers de seulement 2 variables. Par exemple, on peut fixer k et faire évoluer
e pour étudier |'évolution d'une ressource de calcul (le temps, I'espace. ..) en fonction du nombre
de cubes qui compose une grille. Par ailleurs, notons qu'en pratique nous manipulons le complexe
de chaines induit par une grille et non I'ensemble semi-cubique qui la représente.

Exemple. La figure 2.40 illustre le produit cartésien a I'origine d'une (2,2)-grille et le complexe
de chaines induit par I'ensemble semi-cubique qui en résulte. En particulier, observons sur la
figure 2.40a que chaque (1, 2)-grille du produit est telle que :

— apdi,p = vy et apdi1 = v1;

— a1dy = v et ardi 1 = va.

Le bord des p-cubes découle de la définition du produit cartésien (cf. définition 1.2.12). En
particulier, on déduit de la figure 2.40b que, pour le 2-cubes (ag, ap) :

— (ap,ao)d1,0 = (aod1,0, a0) = (vo, ao) et (ap,ap)di,1 = (aodi 1, a0) = (vi,ap);

— (ap,ap)da,0 = (ag,aodi o) = (ap,vo) et (ag, ag)da1 = (ap,apd1,1) = (ag,v1).
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oo
1,0
Ao
11 Vo ap (%1 a, (%)
() V1 X o
1,0 1,1 1,0 1,1
1,0
aq
1,1
o v,
(a)
(Vo, Vo) (v, ap) (v, V1) (v, aq) (vo, 2)
< <
(ag,vp) (ap,ap) (ag,v1) (ag,ap) (ag, v2)
(v1,v0) (vi,e9) (v1,v1) (v1,a4) (v, v2)
@< ®
A A
(a,vp) (ai,a9) (ag,vy) (ai, aq) (ai, vy)
o< @< o
(v2,vp) (vy,a0)  (V2,v1) (v3,a1) (v2,v3)

(b)

FIGURE 2.40 — Le produit cartésien de deux (1,2)-grilles, a I'origine d'une (2, 2)-grille, et le
complexe de chaines induit par la (2,2)-grille. (a) Le produit cartésien. (b) Le complexe de
chaines.
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2.4.1-b Couture de deux grilles.

La couture de deux grilles est un processus de construction dans lequel on colle deux (k, e)-
grilles le long d'une (n, e)-grille, avec n < k. Pour cela, on applique une séquence d'identifications
entierement définies a partir des 3 variables k,n et e. Au total, le processus est composé de
(e + 1) étapes de construction ou :

— e étapes consistent a identifier un méme motif ;
— la premiere étape consiste a identifier le bord de I'ensemble des motifs.

Les figures 2.41 et 2.42 illustrent la premiére et la derniére étape de la couture de deux (3,2)-
grilles le long, respectivement, d'une (1, e)-grille et d'une (2, e)-grille.

(a) Etape t = 0. (b) Etape t = 3.

FIGURE 2.41 — Couture de deux (3, 2)-grilles le long d'une (1, 2)-grille. (a) La premiére étape
de construction. (b) La derniére étape de construction.

(a) Etape t = 0. (b) Etape t = 5.

FIGURE 2.42 — Couture de deux (3, 2)-grilles le long d'une (2, 2)-grille. (a) La premiére étape
de construction. (b) La derniére étape de construction.

Pour simplifier cette section, nous excluons la premiere étape (¢t = 0) de I'étude et nous
nous focalisons sur les identifications de motifs. Un motif est une partie du produit cartésien
a l'origine d'une (k,e)-grille, composée de 2" cubes. Il est construit en prenant une aréte et
un sommet de son bord dans n (1,e)-grille a I'origine d'une (k, e)-grille. Dans une couture de
grilles, I'identification de passage de ¢t a ¢t + 1 pour ¢t # 0 consiste simplement a identifier un
méme motif entre deux (k, e)-grilles distinctes.
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Définition 2.4.3. Un n-motif est une partie du produit cartésien a I'origine d'une (k, e)-grille,
composée de :

— de n arétes a, et des n sommets v, de leur bord choisis parmi les n premieéres (1,e)-
grilles pour y tel que 0 <y <e;

— de n — k sommets v choisis parmi les n — k derniéres (1, e)-grilles.
La figure 2.43 illustre des motifs pour plusieurs valeurs de n. Nous avons choisi d'utiliser ces

motifs car ils se généralisent a toute dimension et permettent de couvrir une grande diversité de
cas au travers des 2 variables n et e.

o X X e X
(a)
o——
(b)n=1 (c) n=2 (d)n=3

FIGURE 2.43 — Des motifs de différentes dimensions. (a) La partie du produit cartésien a
I'origine d'une (k,e)-grille utilisée pour calculer un motif. (b,c,d) Des motifs pour différentes
valeurs de n.
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2.4.2 Résultats expérimentaux

Nous étudions expérimentalement I'implémentation de |'application du théoreme SECE a
I'identification, en utilisant I'implémentation décrite en sous-section 2.3. Le processus de construc
tion étudié est la "couture de deux grilles". Nous distinguons le cas ou les générateurs d’"homologie
sont calculés et le cas ou ils ne le sont pas.

Remarque. L'étude expérimentale se limite pour l'instant a |'opération d'identification. L'implé-
mentation utilisée pour générer les résultats de I'ensemble de cette sous-section est disponible
a |'adresse https://gitlab.xlim.fr/hominc/HomInc. De plus, les mesures de cette sous-
section ont été prises sur une machine équipée d'un Intel Xeon Gold 5118 ©2.30GHz et de 137Go
de RAM. Rappelons que I'utilisation de la mémoire par un processus dépend essentiellement du
systéme dans lequel le processus évolue. Nous concernant, le systeme utilisé est Windows 10. En
particulier, nous mesurons la "mémoire" a I'aide de la fonction GetProcessMemoryInfo de I'en-
téte C++ Windows.h. Les valeurs présentées correspondent au champ PeakWorkingSetSize
qui fait partie du résultat de cette fonction. Ce champ représente la plus grande quantité de
mémoire physique utilisée par un processus depuis qu'il existe.

2.4.2-a Identification sans calcul des générateurs d’homologie

Pour rappel, lorsque les générateurs d’homologie ne sont pas calculés, une partie des ma-
trices de I'équivalence homologique maintenue ne sont pas calculées (cf. sous-section 2.1.5). Les
résultats théoriques sont que :

— la complexité en temps du calcul de ! dépend du nombre de cellules impactées par

I'opération de passage de t a t + 1, et de leur étoile "directe" 14.

— la complexité en espace de y!*! est égale a la complexité en espace de 7'=" 3 laquelle
s'ajoute la somme des variations en espace des étapes précédentes. La variation d'une
étape a l'autre dépend du motif identifié, et plus particulierement de son nombre de
cubes.

Nous montrons que ces résultats théoriques se confirment expérimentalement sur la couture de
grilles. Les cas étudiés sont, pour e € N :

— la couture de deux (3, e)-grilles le long d'une (2, e)-grille;
— la couture de deux (4, e)-grilles le long d'une (3, ¢)-grille;

— la couture de deux (5, e)-grilles le long d'une (4, e)-grille.

Temps. Les mesures sont en microsecondes (s.107%). Les résultats sont exprimés sur une
échelle de temps variable adaptée aux mesures observées. Les temps mesurés sont illustrés sur
les figures 2.44, 2.45 et 2.46.

Evolution du temps au fil des étapes. Intéressons-nous aux courbes d'évolution du temps
au fil des étapes. Nous observons une oscillation du temps. Ce phénomeéne est dii aux différents
cas d'insertion et de suppression du deque (cf sous-section 2.3.4). Pour autant, notons que la
tendance de la courbe est constante. Dit autrement, le temps de calcul est constant au fil
des étapes de construction. En particulier, observons que :

14. L’étoile directe d'une p-cellule est son étoile restreinte aux (p + 1)-cellules.
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— pour k et n fixées, le fait d’augmenter la valeur de e n'influe pas sur le temps de calcul
moyen. Dit autrement, le nombre de cellules des deux (k,e)-grilles, sur lesquelles
sont appliquées les identifications, n’influe pas sur le temps de calcul moyen. Ainsi,

- sur les figures 2.44a et 2.44b, on observe un temps moyen d'environ 500us pour
e=2bete=110;

- sur les figures 2.45a et 2.45b, on observe un temps moyen d'environ 1200us pour
e=10ete=35;

- sur les figures 2.46a et 2.46b, on observe un temps moyen d'environ 2100us pour
e=38ete=15.

— plus la valeur de n est grande, plus le temps de calcul moyen est élevé. En effet, nous
constatons que :

- pour n = 2, le temps moyen est d'environ 500us ;
- pour n = 3, le temps moyen est d'environ 1200us;
- pour n. =5, le temps moyen est d'environ 2100us.

Cette observation fait sens car augmenter n revient a augmenter le nombre de cellules
identifiées a chaque étape de construction. Dit autrement, étant donnée I'équivalence
homologique d'une étape ¢, le nombre de cellules identifiées lors du passage de t a
t + 1 influe sur le temps de calcul de I'équivalence homologique a t + 1.

Partage du temps de calcul entre les matrices. Intéressons nous aux graphiques de
partage du temps entre les matrices. Les données représentées sont :

— ¢, qui représente le calcul des générateurs du complexe de chaines (C,0) a partir de
|'identification ;
— gamma, qui représente le calcul de I'équivalence homologique ;

— extra, qui représente le fait de tuer les générateurs non-survivants dans les répertoires de
cellules;

— £St, gt, qui représentent respectivement le calcul de f%* et ¢t ;

— i, iB, iS et r, qui représentent respectivement le calcul de 4, i, i% et r:

— partialt, partialBt et partialSt, qui représentent respectivement le calcul de (C**1, 9%+1),
(CB,H-I’ 8B’t+1) et (CS,H—I’ 8S’t+1).

On observe sur ces graphiques que, peu importe le cas étudié :

— les données les plus coliteuses sont gamma et gt. |l n'y a pas d'interprétation particuliere de
cette observation si ce n'est que le fait que gamma soit la donnée la plus coliteuse montre
que le nombre de cellules de la grille n'influe pas sur le temps de calcul car, pour rappel,
7y est entierement définie a partir des cellules non-survivantes (cf. paragraphe 2.1.2-b);

— plus n est grand, plus le temps de calcul de gt se rapproche de celui de et représente
une part importante du temps total. Ceci fait sens car une partie de la modification de
g' demande de calculer le produit sd'rg. Or, le temps de calcul de ce produit dépend du
nombre de cellules dans I'étoile "directe" des cellules non-survivantes a |'identification de
passage de t a t + 1, et ce nombre augmente avec n.
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FIGURE 2.44 — Résultats en temps pour la couture de deux (3, e)-grilles le long d'une (2, e)-
grille. (a,c) e = 25, soit 265 302 cellules a t = 0. (b, d) e = 110, soit 21 587 722 cellules a

t=0.

171



2.4. EXPERIMENTATIONS

—— per_step
4000 — per_step 7000 -

3500 6000 4

3000

5000 1

2500

2000

1500
1000 | l | | ‘ l
L . analsalu Skt [

500 +

Temps (5.10-6)

Temps (5.10-6)

0 t + + t + 06 SObO 10600 15600 20(‘100 25600 30(500 35600 40600 45000
0 200 400 600 800 1000 Etapes
Etapes
. b) Evolution du temps au fil des étapes
a) Evolution du temps au fil des étapes (k4el10n3 (
(2) P pes ( ) (k4e35n3)

175 175 A

150 150 4

125 4

H
N
o

100 i
754 I
50 + I

25+

Temps (5.10-6)
L]
N N I
Temps (5.10-6)
-
g el 8
| I
! | | ]
| S F S
[
| |]

¢ © &

& § N % e & &

& F
ARG
Qvé pr ¢

< 19 > -
@ &

hy

&

~ - o X 2
o B $S
Q’cv(L QW(L Rl

(c) Partage du temps entre les matrices (k4e10n3) (d) Partage du temps entre les matrices (k4e35n3)

é\’b
q’&

’?),g,/{

é@‘
q“@
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FIGURE 2.46 — Résultats en temps pour la couture de deux (5, ¢)-grilles le long d'une (4, ¢)-
grille. (a,c) e = 8 soit 2 839 714 cellules a ¢t = 0. (b, d) e = 15 soit 57 258 302 cellules a ¢ = 0.
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Espace. Les mesures sont en octets. Les résultats sont exprimés sur une échelle de 0 3 137Go.
L'espace mesuré est illustré sur les figures 2.47, 2.48 et 2.49. Sur les courbes, nous observons que
I'utilisation de I'espace est constante au fil des étapes du processus de construction. En réalité,
il y a une trés légére augmentation de la consommation mémoire du processus entre la premiére
et la derniére étape de construction (moins de 1Go supplémentaire). Cette augmentation fait
sens car, a chaque étape, la quantité de données ajoutées dans ' est "petite", comparée 3 la
taille de ' en mémoire. Ces résultats traduisent le fait que le coiit en espace d'une étape t
donnée est égal au coiit de I'étape t = 0 auquel s'ajoute la somme des variations en espace des
étapes précédentes.

Remarque. Les mesures ne sont représentées que sous la forme d’évolution au fil des étapes de
construction. En particulier, nous ne présentons pas de graphiques de répartition de |'espace
entre les matrices car nos mesures représentent une quantité de mémoire physique. Or, les allo-
cations et désallocation de mémoire physique dépendent en grande partie de |'état du systéme au
moment de la mesure. Plus précisément, la stratégie utilisée par Windows 10 est "paresseuse",
c'est-a-dire que la mémoire physique attribuée a un processus lui reste attribuée tant qu'il existe
et qu’'aucun autre processus n'a besoin de mémoire physique. Ce fonctionnement permet notam-
ment d'éviter des désallocations/allocations superflues, mais rend difficilement interprétable une
prise de mesure fine de I'espace mémoire physique utilisé par un processus. Pour cette raison,
nous avons choisi de mesurer le pic mémoire du processus depuis sa création, a chaque étape.
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FIGURE 2.47 — Résultats en espace pour la couture de deux (3, e)-grilles le long d'une (2, e)-
grille. (a) e = 25, soit 265 302 cellules a t = 0. (b) e = 110, soit 21 587 722 cellules a t = 0.
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FIGURE 2.48 — Résultats en espace pour la couture de deux (4, e)-grilles le long d'une (3, e)-
grille. (a) e = 10 soit 388 962 cellules a t = 0. (b) e = 35 soit 50 823 362 cellules a t = 0.
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FIGURE 2.49 — Résultats en espace pour la couture de deux (5, e)-grilles le long d'une (4, e)-
grille. (a) e = 8 soit 2 839 714 cellules a t = 0. (b) e = 15 soit 57 258 302 cellules a ¢ = 0.
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2.4.2-b Identification avec calcul des générateurs d’homologie

Pour rappel, lorsque les générateurs d’homologie sont calculés, toutes les matrices de I'équi-
valence homologique maintenue sont calculées (cf. sous-section 2.1.5). Les résultats théoriques
sont les mémes que lorsque les générateurs d’homologie ne sont pas calculés, sauf pour le calcul
de A1 qui, dans le pire des cas, est lié au nombre de cellules de la structure topologique. Les
résultats théoriques se confirment expérimentalement sur la couture de grilles. Nous montrons
que ces résultats théoriques se confirment expérimentalement sur la couture de grilles. Les cas
étudiés sont les mémes que ceux étudiés sans calcul des générateurs d’homologie.

Remarque. La méme machine et les mémes fonctions de mesures sont utilisées dans ce para-
graphe que celles utilisées dans le paragraphe 2.4.2-a.

Temps. Les mesures sont en microsecondes (s.107%). Les résultats sont exprimés sur une
échelle de temps variable adaptée aux mesures observées. Les temps mesurés sont illustrés sur
les figures 2.51, 2.52 et 2.53.

Evolution du temps au fil des étapes. On observe que le temps moyen augmente au
fil des étapes de construction. Nous expliquons cette évolution par le calcul de hStt!. En
_hS hSiBhS’t
0 Bt ) Or, le temps
de calcul du produit et de sa fusion varient en fonction des étapes. Pour comprendre
cette variation, il faut étudier plus en détail la réduction que nous appliquons aux grilles*°.
Intuitivement, elle traduit le fait que le nombre de cellules dans I'image d'une cellule de C® par
h%iBhSt dépend de "I'endroit" ol le motif est identifié dans les deux (k,e)-grilles. La figure
2.50 illustre ce phénomene pour les sommets d'une (3,2)-grille : il y a plus ou moins d'arétes
dans I'image d'un sommet par A% selon "I'endroit" ol le sommet est choisi. Cette variation est
particulierement visible sur les graphiques d’'évolution du temps des figures 2.51a et 2.51b ou
I'on observe que le temps par étape oscille.

A

FIGURE 2.50 — L'image d'un somme d'une (3, 2)-grille par >t pour différents sommets. En
rouge, les arétes dans I'image du sommet encerclé.

effet, cette matrice est calculée 3 I'aide de la formule A5+ = (

hSiBhS’t

Partage du temps de calcul entre les matrices. Les graphiques de partage du temps
reprennent les mémes données que celles du paragraphe 2.4.2-a, auxquelles s'ajoute :

— gSt et ft qui représentent respectivement le temps de calcul de g%ft! et fiF1;

15. L’'étude de la réduction d'une grille est disponible en annexe D.2.
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— ht et hSt qui représentent respectivement le temps de calcul de Att! et RS+,

Sur ces graphiques, on observe que le calcul de hSt est largement prédominant. Cela confirme
que I'oscillation du temps par étape est dii au fait que le nombre de cellules de (CB!, 9P+!) dans
I'image d'une cellule de (CB+, 9P+) est variable en fonction des cellules considérées.
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FIGURE 2.51 — Résultats en temps pour la couture de deux (3, ¢)-grilles le long d'une (2, ¢)-
grille. Le g dans le nom des cas indique que les générateurs d’homologie peuvent étre calculés
(toutes les matrices sont maintenues). (a,c) e = 25, soit 265 302 cellules a t = 0. (b,d) e = 110,
soit 21 587 722 cellules a t = 0.
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FIGURE 2.52 — Résultats en temps pour la couture de deux (4, e)-grilles le long d’'une (3, e)-
grille. Le g dans le nom des cas indique que les générateurs d’homologie peuvent étre calculés
(toutes les matrices sont maintenues). (a,c) e = 10 soit 388 962 cellules a t = 0. (b,d) e = 35
soit 50 823 362 cellules a t = 0.
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FIGURE 2.53 — Résultats en temps pour la couture de deux (5, e)-grilles le long d'une (4, ¢)-
grille. Le g dans le nom des cas indique que les générateurs d’homologie peuvent étre calculés
(toutes les matrices sont maintenues). (a,c) e = 8 soit 2 839 714 cellules a t = 0. (b,d) e =15
soit 57 258 302 cellules a t = 0.
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Espace. Les résultats sont exprimés sur une échelle de 0 a 137Go. Les mesures sont illustrées
sur les figures 2.54, 2.55 et 2.56. Observons que I'utilisation de la mémoire augmente cette fois-
ci de maniere visible. Pour autant, la tendance reste la méme que dans le cas sans générateurs :
I'augmentation est nettement inférieure au colit en espace des données initiales, a I'étape t = 0.
Cela traduit le fait que le colit en espace d'une étape t donnée est égal au colit de I'étape t = 0
auquel s'ajoute la somme des variations en espace des étapes précédentes.
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FIGURE 2.54 — Résultats en espace pour la couture de deux (3, e)-grilles le long d'une (2, e)-
grille. Le g dans le nom des cas indique que les générateurs d’homologie peuvent étre calculés
(toutes les matrices sont maintenues). (a) e = 25, soit 265 302 cellules a ¢ = 0. (b) e = 110,
soit 21 587 722 cellules a t = 0.
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FIGURE 2.55 — Résultats en espace pour la couture de deux (4, e)-grilles le long d'une (3, e)-
grille. Le g dans le nom des cas indique que les générateurs d’homologie peuvent étre calculés
(toutes les matrices sont maintenues). (a) e = 10 soit 388 962 cellules a ¢t = 0. (b) e = 35 soit
50 823 362 cellules a ¢ = 0.
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FIGURE 2.56 — Résultats en espace pour la couture de deux (5, e)-grilles le long d'une (4, e)-
grille. Le g dans le nom des cas indique que les générateurs d’homologie peuvent étre calculés
(toutes les matrices sont maintenues). (a) e = 8 soit 2 839 714 cellules a t = 0. (b) e = 15 soit
57 258 302 cellules a t = 0.
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2.5 Conclusion et perspectives d’évolution

Conclusion. Nous utilisons le théoréme des suites exactes courtes effectives (SECE) pour
suivre, incrémentalement, I"homologie d'une structure topologique qui évolue dans un processus
de construction par application d'identifications et/ou de désidentifications. Pour ce faire, on
maintient une équivalence homologique 7! a chaque étape t de la construction de la structure
topologique. L'objectif est de calculer 4/*1, I'équivalence homologique de I'étape ¢ + 1, par
modification de ~'. Dans ce chapitre, nous présentons une analyse du calcul des différents mor-
phismes de v/*1. Ces derniers sont représentés sous forme de matrice. Pour chaque matrice, nous
mettons en évidence des prérequis d'implémentation qui doivent étre satisfaits pour optimiser le
calcul de 4T, c’est-a-dire en réutilisant au maximum les données de ~*. A I'issue de I'analyse,
nous constatons que |'implémentation repose essentiellement sur la structure de donnée utilisée
pour représenter les matrices, creuses, et de la complexité des opérations qui I'accompagne.
Nous réalisons une veille technique de quelques bibliotheques logicielles de matrices creuses.
en résulte qu'aucune bibliothéque ne peut satisfaire I'ensemble des prérequis d'implémentation,
notamment parce qu’elles sont basées sur des formats standards qui ne satisfont pas les prére-
quis. Pour cette raison, nous avons conceptualisé notre représentation matricielle. Elle fonctionne
de pair avec les répertoires de cellules, qui permettent de suivre I'évolution des cellules d'une
structure topologique dans un processus de construction. Nous proposons une implémentation
du théoreme SECE basée sur nos structures de données. Les résultats expérimentaux obtenus
avec cette implémentation confirment les résultats théoriques, et montrent que :

— lorsque les générateurs d’homologie ne sont pas calculés, le temps de calcul de v/t est
fonction du nombre de cellules impactées par I'opération de passage de t a t+1, et de leur
étoile directe. Le coiit en espace de 7! est égal au coiit de v*= auquel s’ajoute la somme
des variations en espace des étapes précédentes. La variation en espace du passage de t a
t + 1 est de I'ordre du nombre de cellules impactées par I'opération;

— lorsque les générateurs d’homologie sont calculés, le temps de calcul de 7! est lié au
nombre de cellules de la structure topologique. Plus précisément, il dépend de la réduction
p>t et de la matrice h5*. Le colit en espace est calculé de la méme facon que sans
générateurs, mais la variation entre deux étapes est plus importante a une constante preés.

Perspectives d’évolution. Dans ce chapitre, nous nous sommes essentiellement concentrés
sur I'optimisation du temps de calcul de v*! et sur I'évolution du comportement de ce calcul
dans un processus de construction.

Optimiser I'espace. En particulier, I'implémentation que nous proposons est une preuve
de concept qui nous permet d'étudier le comportement du théoréme SECE en pratique au regard
de ce a quoi nous nous attendions en théorie. Pour autant, nous pensons qu'il reste un travail a
fournir sur I'amélioration de son utilisation de |'espace : malgré une évolution du cofit en espace
conforme a nos attentes, les valeurs mesurées restent élevées et peuvent étre améliorées. Une des
pistes évoquées pour cela est d'étendre la représentation implicite de données aux complexes de
chalnes, dont certains peuvent étre vus comme une variation des complexes de chaines initiaux
du processus de construction étudié : a t = 0, (C*,9") = (CB*,9P1), il doit donc étre possible
d’éviter de représenter explicitement I'entiéreté de ces deux complexes de chaines, contrairement
a ce que nous faisons.
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Etendre I'étude expérimentale. Une autre piste d’amélioration des travaux est I'exten-
sion de I'étude expérimentale a I'opération de désidentification. En effet, nous avons vu que
I'application du théoréme SECE a I'identification et a la désidentification repose sur quasiment
les mémes prérequis d'implémentation, avec un changement mineur sur la fusion de matrice ou
la "grosse" matrice n'est plus en bas a droite mais en haut a gauche. Etudier expérimentalement
la désidentification permettrait de confirmer en pratique cette observation.

Etudier en profondeur la notion de réduction. Lorsque les générateurs d’homologie
sont calculés, le temps de calcul dépend, au pire des cas, du nombre de cellules de la structure
topologique 18, Cela est dii a la réduction p™! de I'équivalence homologique maintenue, et plus
particulierement au morphisme At qui présente deux particularités :

— il a pour domaine et pour codomaine le complexe de chaines intermédiaire (CB*,951);

— en toute généralité, pour une p-cellule donnée, la taille de la p-chaine obtenue par h°* est
au plus le nombre de p-cellules de CP.

Or, le complexe de chaines intermédiaire (CP* 95%) peut &tre réduit de différentes facons et,
selon celle choisie, la taille maximale des chaines obtenues par b5t differe. Plus cette taille est
petite, plus le théoreme SECE est performant. Etudier en profondeur la notion de réduction
permettrait d'établir I'existence d'une réduction optimale limitant la taille de la plus grande
chaine obtenue par A%, et donc d’améliorer les performances du théoréme SECE.

16. Lorsque les générateurs d’homologie sont calculés, le temps de calcul dépend en réalité de la dimension des
cellules impliquées dans I'opération de passage de t 4 t + 1 et de la réduction p**. En particulier, si I'on suppose
qu’une seule p-cellule est impliquée, le temps de calcul dépend du nombre de p-cellules du complexe de chaines
intermédiaire de I'équivalence homologique maintenue. Dans certains cas particuliers, cela peut représenter la
totalité des cellules de la structure topologique, il s'agit donc d'une fourchette haute. Cela est discuté plus en
détail dans le cas des grilles en annexe D.2
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3.1. PREAMBULE

3.1 Préambule

3.1.1 Contexte et terminologie
3.1.1-a Contexte.

Pour rappel, le contexte général des travaux présentés dans cette these est le calcul incré-
mental de I'homologie d'un objet qui évolue dans un processus de construction par application
d'une séquence d'identifications et/ou de désidentifications. Dans ce chapitre, on suppose que
cet objet est trop complexe pour é&tre manipulé par une seule unité de calcul. 1l est donc éclaté en
plusieurs morceaux, distribués sur plusieurs unités de calcul. L'objet distribué est donc représenté
implicitement au travers de sa distribution et d’une identification de reconstruction.

Exemple. La figure 3.2a illustre la distribution et I'identification de reconstruction d'un objet a
["étape ¢t d'un processus de construction.

Lorsqu'il subit une opération, le faisant passer d'une étape ¢t a une étape ¢t + 1, celle-ci est
répartie entre la distribution et I'identification de reconstruction afin de les faire correspondre a
I'objet distribué de I'étape ¢ + 1. A ce jour, nous nous sommes intéressés a la répartition d'une
identification, étudiée dans la section 3.2, et la répartition d'une désidentification reste a traiter.

Dans la section 3.3, nous présentons nos travaux concernant |'implémentation de la ré-
partition d'une identification sur laquelle nous avons travaillé avec Guillaume DAMIAND, du
laboratoire LIRIS. En effet, notre point de départ pour I'implémentation est le code lié aux tra-
vaux présentés dans [88]. On y trouve notamment la notion de carte orientée distribuée, dont
nous nous servons pour distribuer I'objet. Nous avons fragmenté I'implémentation en 3 grandes
étapes :

1. lier le code de [88] et le logiciel développé dans le cadre du Chapitre 2, en séquentiel,
avec une seule unité de calcul. Plus précisément, cela consiste a calculer I'équivalence
homologique induite par une carte orientée (cf. paragraphe 1.2.3-c), et a construire les
identifications induites par les opérations de couture! appliquées a cette derniére ;

2. étendre cela a une carte orientée distribuée, avec plusieurs unités de calcul. Les coutures
sont définies a partir de la distribution, c’est-a-dire que les identifications impliquent soit
des cellules appartenant a une méme unité de calcul, soit des cellules appartenant a des
unités de calcul différentes;

3. enfin, définir les opérations de couture non plus a partir de la distribution mais a partir de
la carte orientée distribuée, c'est-a-dire que les cellules impliquées dans les identifications
appartiennent a des unités de calcul quelconques. Dans ce cas, des calculs sont nécessaires
pour déterminer la partie des identifications qui implique de modifier la distribution, et
celle qui implique de modifier I'identification de reconstruction.

A ce jour, 'étape 2 est implémentée et reste 3 tester, |'étape 3 reste 3 implémenter.

3.1.1-b  Terminologie.

Distribution et identification de reconstruction. Distribuer un objet désigne |'action de
I'éclater en m morceaux M; et d’attribuer une unité de calcul u; a chacun d’eux, pour [ compris
entre 0 et m — 1 inclus. La distribution de l'objet est I'ensemble des couples (M, ;) ainsi
formés. L'identification de reconstruction désigne I'identification a appliquer aux morceaux de la

1. Nous utilisons le terme "couture" pour distinguer |'opération appliquée a la carte généralisée et I'identifi-
cation qu'elle induit sur I'ensemble semi-simplicial numéroté associé a la carte (cf. paragraphe 1.2.3-c).
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Uy
Identification de
reconstruction

My, i Objet distribué

S

FIGURE 3.1 — Un objet éclaté en m morceaux M;, distribués sur m unités de calcul w;, pour
[ compris entre 0 et m — 1 inclus. L'unité de calcul critique u) contient l'identification de
reconstruction.

distribution pour reconstruire I'objet distribué. Plus simplement, nous dirons que I'identification
de reconstruction est appliquée a la distribution.

Unités de calcul. Le terme "unité de calcul" désigne une entité capable de contenir des
données et d'effectuer des calculs a partir de ses données. Supposons que |'objet est distribué
sur m unités de calcul, et nommons u; la l-eme unité de calcul, pour [ compris entre 0 et m — 1
inclus. Elle contient :

— le morceau M; de I'objet distribué, représenté par une structure topologique;

— I'équivalence homologique ’ylt, contenant notamment le complexe de chaines (C’lt, 8;) induit
par M;.

On distingue une unité de calcul particuliére, uy, qui contient I'identification de reconstruction.
Au total, la distribution d'un objet implique donc m -+ 1 unités de calcul, comme l'illustre la
figure 3.1.

Remarque. Par souci de clarté, nous supposons ici que u) est une unité de calcul 3 part entiére.
Cependant, elle peut étre choisie parmi les autres unités de calcul, auquel cas la distribution
implique au total m unités de calcul.

Répartition d’une opération. Lorsqu'une opération, en I'occurrence une identification, est
appliquée a I'objet distribué pour le faire passer d'une étape ¢ a une étape t + 1, sa distribution
et I'identification de reconstruction ne lui correspondent plus. Répartir une telle identification
veut dire que I'on modifie la distribution et I'identification de reconstruction pour les faire
correspondre a |'objet distribué de I'étape ¢t + 1. La figure 3.2 illustre la répartition de deux
identifications.
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(c) Etape t + 2.

FIGURE 3.2 — La distribution d'un objet sur 2 unités de calcul ugy et uy, évoluant dans un
processus de construction en 3 étapes, le passage d'une étape a I'autre se fait en identifiant les
cellules en orange entre elles. L'identification de reconstruction est illustrée sur u), et consiste
a identifier les cellules qui ne sont pas transparentes. Enfin, notons que le passagede t a ¢t + 1

induit une modification de Mj, et que le passage de t + 1 a t + 2 alimente |'identification de
reconstruction.
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3.1.2 Objectifs et hypothéses

Le premier objectif des travaux présentés dans ce chapitre est de calculer incrémentalement
I'homologie de I'objet distribué. Pour ce faire, on applique le théoreme SECE a I'identification 2
de reconstruction. En particulier :

— il résulte de ce calcul une équivalence homologique ~!, associée a I'objet distribué de
I"étape t. Or, cet objet est supposé trop complexe pour étre manipulé par une seule unité
de calcul, il en est donc de méme 3 fortiori pour 7*;

— contrairement a 'usage que nous faisons jusque-1a du théoréme SECE, on ne souhaite
pas maintenir v* mais simplement utiliser son "petit" complexe de chaines (C'*, 95*) en
entrée d'une méthode de calcul d’homologie (FNS par exemple, cf. sous-section 1.4.1).
On suppose que ce complexe de chaines est suffisamment petit pour étre représenté sur
une unité de calcul; il représente la seule donnée de ~' explicitement représentée pour
calculer I'hnomologie de I'objet distribué. On ne calcule donc pas la totalité de I'équivalence
homologique 7. Notons que, pour I'instant, cela implique qu'il n'y a pas de correspondance
directe entre les générateurs du petit complexe de chaines et ceux des autres complexes
de chaines de 7!. La levée de cette limitation reste 3 étudier. La figure 3.3 illustre un
exemple d'application du théoréme SECE a une identification de reconstruction ;

Il découle de I'analyse de la section 2.1 que plus l'identification de reconstruction implique de
cellules, plus I'application du théoréeme SECE est coliteuse. Cela nous méne au second objectif
des travaux : minimiser |'identification de reconstruction a chaque étape. Dit autrement, lors
d’une répartition d'identifications, on cherche d'abord a modifier la distribution avant de modifier
I'identification de reconstruction. En particulier, cela implique que si deux cellules sont identifiées
dans I'identification de reconstruction, alors elles appartiennent forcément a des unités de calcul
différentes. Les hypothéses du chapitre sont répertoriées ci-dessous.

Hypotheéses.

(i) L'objet et I'équivalence homologique ' qui lui est associée sont trop complexes
pour étre manipulés par une seule unité de calcul. L'objet est éclaté en plusieurs
morceaux distribués sur plusieurs unités de calcul, chacune contenant une équi-

: t.
valence homologique ; ;

(i) Le petit complexe de chaines (O, 3?) est suffisamment petit pour &tre repré-
senté sur une unité de calcul;

(iii) Si deux cellules sont identifiées dans la reconstruction, alors elles appartiennent
forcément a des unités de calcul distinctes.

2. Pour rappel, I'application du théoréme SECE a une identification est présentée dans la sous-section 1.5.1.
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3.2. REPARTITION D'UNE IDENTIFICATION

3.2 Répartition d’une identification

Dans cette section, nous présentons un algorithme de répartition d'une identification per-
mettant de calculer la distribution et I'identification de reconstruction correspondant a un objet
distribué apres qu'une identification lui soit appliquée. Au total, cet algorithme implique 4 iden-
tifications illustrées sur la figure 3.4 :

— I'identification de reconstruction de I'objet distribué de I'étape t¢;
— I'identification appliquée a I'objet distribué pour le faire passer de I'étape t a I'étape t+1;

— l'identification appliquée a la distribution de |'étape ¢ pour obtenir celle de I'étape ¢ + 1,
calculée par I'algorithme de répartition ;

— l'identification de reconstruction de |'objet distribué de I'étape ¢t + 1, calculée par I'algo-
rithme de répartition.

Afin d'éviter une confusion entre objet distribué et distribution des étapes ¢ et ¢ 4+ 1, nous
nommons :

— A la distribution de I'étape t¢;

— B la distribution de I'étape t + 1;
— C I'objet distribué de I'étape t;

— D I'objet distribué de I'étape ¢t + 1.

Ces notations sont illustrées sur la figure 3.5. Dans un premier temps, nous présentons |'algo-
rithme de répartition d’'une identification sur les ensembles semi-simpliciaux3. Dans un second
temps, nous étudions ses implications sur les suites exactes courtes effectives (SECE) induites
par les 4 identifications.

3. L'algorithme de répartition d'une identification s'étend a tout type de structure topologique sur laquelle
est définie I'identification et qui induit un complexe de chaines, sous réserve que ses cellules respectent certaines
propriétés (cf. paragraphe 1.3.2-d).
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3.2. REPARTITION D'UNE IDENTIFICATION

Etape t

o w Uy |

M .0 ML, | Objetdistribué O°
Etape t + 1

o w T

CoMETT L MERL Objet distribué 0t*1

FIGURE 3.4 — Les 4 identifications impliquées dans la répartition d'une identification, mises en
évidence en orange.

A > C

Identification de reconstruction
de I'étape t

Identification de passage de la Identification de passage de
distribution de I'étape t a celle I'objet distribué de I'étape t a
de I'étapet + 1 I'objet distribué de I'étape t + 1.
. 4 Ident,ification de reconstruction 4
del'étapet + 1
B » D

F1GURE 3.5 — La convention de nommage que nous utilisons. En rouge, les éléments calculés
par |'algorithme.
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3.2. REPARTITION D'UNE IDENTIFICATION

3.2.1 Répartition sur les ensembles semi-simpliciaux

Pour désigner plus simplement les différentes identifications impliquées dans une répartition,
nous notons (IXY, ¢XY) I'identification appliquée & I'ensemble semi-simplicial* (KX, dX) (ou
O HEKX, di¥)) et de laquelle résulte I'ensemble semi-simplicial (K, d"). Les éléments mani-
pulés au cours de la répartition d'une identification appliquée a un ensemble semi-simplicial sont
illustrés sur la figure 3.6. Nous présentons le principe de I'algorithme et son fonctionnement,
que nous illustrons ensuite sur un exemple détaillé.

Etape t

m-—1 (IAC, (AC) —

A= =
Pt aty " (K€, d°)
=0

(IAB’(AB) (ICD’(CD)

Etape t + 1

v v
(IBDszD) D =

m—1 B = =
Pt ap) | (K?,dP)
=0

FIGURE 3.6 — Vue d'ensemble des éléments impliqués dans la répartition de l'identification
(I€P,¢“P). En rouge, les éléments calculés par I'algorithme.

4. Pour rappel, la définition de l'identification pour des ensembles semi-simpliciaux est présentée dans le
paragraphe 1.2.1-b.
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3.2. REPARTITION D'UNE IDENTIFICATION

3.2.1-a Principe

Pour illustrer le principe de I'algorithme de répartition, nous nous appuyons sur I'exemple
illustré sur la figure 3.7. Le principe s'articule autour de deux points clefs :
— la composition de (14, ¢4C) et (1€P,¢CP);

— la restriction de cette composition par unités de calcul.

-
g
-
~
o
2
o
o

)
=

N

8
“~

N

o
p—

o
o
&
=
~
/-Z\
-
g

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Pt (K€, )

(&P, dP) (KP,d%)

FIGURE 3.7 — La répartition d'une identification (I¢P, ¢“P), dans laquelle les sommets vy et v;
sont identifiés entre eux. Les simplexes identifiés dans (ICD,¢CP), (I8, ¢AB) et (IBP, (BD)
sont mis en évidence en couleur sur (K¢, d%), &} (K, di') et ®}_o(KP,dP). Les simplexes
survivants sont surlignés. Pour une identification donnée, les simplexes d'une méme classe d'équi-
valence sont de méme couleur. L'identification (I4¢, (4¢) n'est pas mise en évidence par souci
de clarté. Elle consiste a identifier v; avec vy et vy avec v3, vg et v sont survivants.

Composition de (74¢,¢A%) et (I9P ¢(CP). L'ensemble semi-simplicial (K¢,d") est re-
présenté implicitement au travers de sa distribution &) ' (K, d{') et de I'identification de
reconstruction (I4¢, ¢4Y). Dit autrement, les simplexes de (K¢, d“) sont tous des simplexes
survivants de (14, ¢4Y), et sont donc "représentés” par plusieurs simplexes dans la distribution
oy (K, dfY).

Notons [¢]“P la classe d'équivalence d'un simplexe o dans I¢P et [0]4¢ sa classe d'équiva-
lence dans T4€'. Lorsqu'on identifie deux simplexes o et ¢’ de (K¢, d“) en choisissant o comme

AC

194



3.2. REPARTITION D'UNE IDENTIFICATION

survivant, ce dernier est le seul des deux que I'on retrouve dans (K, d?). Cela veut dire que
parmi |'ensemble des simplexes de [0]4C U [0']4C, seul o se retrouve dans (K, dP). Dit autre-
ment, a I'exception de o, aucun des simplexes de [0]4€U[0/]4C ne survit jusque dans (K7, dP).
lls doivent donc tous &tre identifiés dans (I45, (45) et (IBP,¢BP); en toute généralité, le choix
de la répartition des simplexes entre ces 2 identifications est libre. Du fait de I'hypothese (iii),
nous utilisons une restriction par unité de calcul pour déterminer cette répartition, comme nous
le verrons dans le paragraphe suivant. L’ensemble [0]4€ U [0/]4C est la composition de [0]AC
induite par [0]°P = {0, 0'}. Plus généralement, la composition induite par une classe [¢/]¢"
de I€P est I'ensemble défini par :

U [O’]AC

o€lo’|¢D

Exemple. La figure 3.7 illustre la répartition d’une identification (I¢?,¢“P) dans laquelle sont
identifiés deux sommets vy et vy, et ol vy est survivant. Observons que :

— les simplexes vy et vy de (K¢, d") sont tout deux survivants dans (I4¢, ¢AC);

— ils sont "représentés" respectivement par vg et v3 et v1 et vy dans %}161(1\’[’"‘.(1;‘).

L’ensemble [vo] A U[v1]4¢ = {wo, v1, v2, v3} est la composition de [vo]4C = {vg, v3}, [v1]4C =

{v1,v2} induite par [v]“? = {wp,v1}. Seul le simplexe vy se retrouve dans (K7 dP); les
simplexes v1, v et v3 doivent donc étre identifiés soit dans (1‘4]?, ¢AB), soit dans (IBP ¢BD).

Restriction par unités de calcul. En toute généralité, la seule condition sur la répartition des
simplexes de la composition de (I4¢, (AY) et (I€P,¢“P) est que les survivants de (I¢P,¢¢P)
soient survivants dans (145, (A4B) et (IBP (BP). Pour autant, rappelons que I'un de nos ob-
jectifs est de minimiser I'identification de reconstruction a chaque étape, et que cela induit I'hy-
pothése (iii). La répartition que nous appliquons a la composition de (I4€, ¢AC) et (1€P, ¢CP)
est une restriction par unités de calcul, c'est-a-dire que I'on cherche dans la composition les
simplexes appartenant a une méme unité de calcul. Ces derniers sont identifiés entre eux dans
(IAB ¢AB) et "le reste" est identifié dans (IBP, ¢BP). Nous choisissons ® de définir les simplexes
survivants de (148, (4B) et (I8P, ¢(BP) en fonction de (I¢P,¢CP) : tous les simplexes d'une
classe d'équivalence [0]“P de TP sont survivants dans (145, ¢(4B), de méme que les simplexes
de [0]4¢ si o est le simplexe survivant de [0]“P, qui est aussi survivant dans (157, (BP).

Exemple. Sur la figure 3.7, |a restriction de [UU}A(VU[Ul}‘"w = {wp, v1, V2, v3} par unités de calcul
est telle que :

— g et v1 sont identifiés dans (I"w, C‘w) car ils appartiennent tout deux a ug. En particulier,
vo est survivant car il est le simplexe que I'on doit retrouver dans (K, d”) (de fait, il
appartient a [v9]49);

— g et v sont identifiés dans (145, (AB) car ils appartiennent tout deux a u;. En particulier,
v3 est survivant car il appartient 3 [vg]4C ;

(IBD‘ (,BD)

Le "reste", c'est-a-dire {vg, v3} est identifié dans et vy est survivant.

5. Comme nous le verrons dans le paragraphe 3.2.2-b, ce choix permet d'optimiser certains calculs.
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3.2. REPARTITION D'UNE IDENTIFICATION

3.2.1-b Fonctionnement

Nous présentons en détail le fonctionnement de I'algorithme de répartition d’une identifica-
tion (I€P ¢CP) entre (148, (AB) et (I8P, (BP), en précisant les données qu'il prend en entrée
et les calculs qu'il réalise. Les exemples que nous donnons au fil de ce paragraphe s'appuient sur
la figure 3.7.

Données de départ. L'ensemble semi-simplicial (K, d") est une donnée "virtuelle". Il est re-
présenté au travers de sa distribution ®]" ' (K7, d') sur m unités de calcul et de I'identification

de reconstruction (I4¢, ¢A¢). Comme nous I'avons vu, les données de départ de la répartition
sont :

— l'identification (I¢P,¢CP);

— la distribution @] (K}*,d{") telle que (Kj*,d{") est un ensemble semi-simplicial appar-
tenant a I'unité de calcul u; pour [ compris entre 0 et m — 1;

— l'identification de reconstruction (I, ¢AC) appliquée 2 @ﬁal(KlA, d'). Du fait de I'hy-
pothése (iii), on suppose que si deux cellules sont identifiées dans (I4¢, ¢4Y), alors elles
appartiennent a des unités de calcul distinctes.

Exemple. (I, (A€ est caractérisée® par I4¢ = {{vg,v3}, {v1,v2}}. Cela implique que :

— g et vg appartiennent a des unités de calcul distinctes, en I'occurrence ug et uq ;

— v et vy appartiennent a des unités de calcul distinctes, en I'occurrence ug et ug.

Calculs. La répartition d'une identification consiste a calculer (I45, (4B et (IBP, ¢BP). Nous

avons vu que (I45, ¢4B) peut étre décomposée en plusieurs identifications (IlAB, ¢4B), chacune
d’entre elles étant propre a une unité de calcul ;.

Exemple. (IAB (AB) est caractérisée par I48 = {{vg,v1}, {vs,v2}}. Elle peut étre décom-
posée en deux identifications ([[‘fB,Q(‘fB), propre a ug, et (I{*B,¢{*?), propre a u;. Elles sont
caractérisées par Ig? = {vg,v1} et I{'8 = {v3, v2}.

L'identification (1P, (PP) représente I'identification de reconstruction de I'étape ¢ + 1.
A ce titre, du fait de I'hypothese (iii), on suppose que si deux cellules sont identifiées dans
(IBP (BP), alors elles appartiennent 3 des unités de calcul distinctes.
[BD ¢BD

Exemple. ( ) est caractérisée par I8P = {{uvg,v3}} et vo(PP = v3(PP = vy. Cela

implique que vg et v3 appartiennent a des unités de calcul distinctes, en |'occurrence ug et u.

Le calcul de ces deux identifications se fait en partant des classes d’équivalences de T¢P.
Soit [0]“P = {09, ...,04-1} une classe d'équivalence de TP dont oy est le simplexe survivant.
La répartition de [0]“P implique 3 étapes de calcul :

1. d'abord, calculer I'union des classes d’équivalence dans I4¢ de tous les simplexes appar-
tenant & [0]“P. Notons [0]4¢ = [00]4¢ U... U [0,-1]4C I'ensemble qui en résulte;

2. ensuite, restreindre [0]4¢ aux unités de calcul. Rappelons que d'aprés I'hypothese (iii) et

pour i compris entre 0 et ¢ — 1 inclus, les simplexes de [0;]4C appartiennent tous a des
unités de calcul distinctes. Il existe donc au plus g simplexes de [¢]4¢ appartenant & une

6. Pour simplifier la notation, on ne représente que les classes d'équivalence contenant au moins deux simplexes.
De plus, pour I'ensemble de ce chapitre, nous faisons le choix de ne plus distinguer la dimension des simplexes
dans la notation.
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3.2. REPARTITION D'UNE IDENTIFICATION

méme unité de calcul. Soit X; I'ensemble des simplexes de [0]4C appartenant 3 u;. lls
sont identifiés entre eux dans (IAB, CAB), et le simplexe survivant alAB est,
AB AC
S

— s'il existe, le simplexe de X tel que o =09;

— choisi arbitrairement parmi les simplexes de X; sinon.
3. enfin, définir X = (U, (X, \ {0{*P})), ol 0{*P désigne le simplexe survivant de X;. Les
simplexes de [0]4\ X sont identifiés entre eux dans (IBP, ¢(BP). Le simplexe survivant est

o = 0g. Notons que [0]4¢\ X représente le "reste" dont nous parlions dans le paragraphe
3.2.1-a.

Toutes les classes d'équivalence de ( qui n'ont pas de rapport avec l'identification
(I€P,¢CP) se retrouvent en I'état dans (I8P, (BP), et o¢BP = o¢AC pour les simplexes o de
ces classes.

JAC ’ CAC)

Exemple. Sur la figure 3.7, I'identification (I¢P,(“P) est caractérisée par I°P = {{vg,v1}}
et v9(“P = v1¢(CP = vg. Considérons [vo]“P = {vg,v1}. Sa répartition implique 3 étapes de
calcul :

1. d'abord, le calcul de [vp]4¢ U [v1]4¢ = {vo, v1, v2,v3};
2. ensuite, la restriction de [vo]4¢ U[v1]4¢ aux unités de calcul. Observons que les simplexes
de [vo]4¢ = {wp,v3} et [v1]4¢ = {v1, vy} appartiennent tous a des unités de calcul
distinctes. Il existe donc au plus 2 simplexes de [vg]4¢ U [v1]4C appartenant & une méme
unité de calcul, un dans [v9]4¢ et I'autre dans [v;]4¢. On obtient :
— X = {vo, v1} pour ug. Ces simplexes sont identifiés dans (145, (4B) et le survivant
est vy car voCA¢ = vy ;

IAB (AB) et le survivant

— X7 = {vs, v2} pour u;. Ces simplexes sont identifiés dans (
est v3 car U;;CAC = .
3. enfin, on définit X = (Xo\ {vo})U (X7 \ {v3}). Les simplexes de ([vo]4C U [v1]4)\ X =
{vo,v3} sont identifiés entre eux dans (IPP,(BP). Le simplexe survivant est .
Toutes les classes d'équivalence de (I4¢, ¢AC) différentes de [vo]4C et [v1]4C se retrouvent en
I'état dans (I8P, (BP), et o(PP = oA pour les simplexes o de ces classes.
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3.2.1-c Exemple

Ce paragraphe est un exemple de répartition d'identification appliquée a un ensemble semi-
simplicial, couvrant I'ensemble des branches de I'algorithme. L'exemple considéré est illustré sur
la figure 3.8.

uy ]
i vy
-

(IAC (AC)E
— ;

2

Pt aty
=0
(IAB'zAB)
(ICD,{CD)

A T wil o gl wy :
v 2 § |
] L N} ! i
bl eg P b (1FD, ¢BDY !
e N N | )
Loeo ™ fa :ivé fi —fes it ;
: \ LN b !
o I |
o | v || s
L . . e

2

(KP,d} (KP,d")
=0

FIGURE 3.8 — La répartition d'une identification (ICD,CCD), dans laquelle plusieurs simplexes
sont identifiés entre eux. Les simplexes identifiés dans (I¢7,¢CP), (I4B,¢AB) et (IBP,(BP)
sont mis en évidence en couleur sur (K¢ d%), @ (K d) et @?  (KF,dP). Pour une
identification donnée, les simplexes d'une méme classe d’'équivalence sont de méme couleur. Les
simplexes survivants sont surlignés. L'identification (I4¢, (A%) n'est pas mise en évidence par
souci de clarté. Elle consiste a identifier v; avec vs, v avec vy et e; avec ey, et les simplexes
v9, V1 et e1 sont survivants.

Données de départ. La répartition @%:O(KZA, dfl) et les identifications (I4¢, ¢AC) et (1P, (CP)
sont données. Elles sont caractérisées par :

= {{v1,vs}, {va, va}, {e1,ea}} = {{v2,vs,v10}, {vo, v6}, {e5, e7}, {es, e10}}
Les simplexes survivants des classes de (I4C, ¢4Y) sont vy, vs et e1. Les simplexes survivants
des classes de (ICD, CCD) sont vg, Vg, €5 et es. Les applications (A€ et (“P en découlent.
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Calculs. Pour répartir (I¢P,¢“P), nous parcourons les classes d'équivalence de 1P et on
leur applique les 3 étapes de calcul de I'algorithme :
— considérons [v5]P = {va,v8,v10},
1. [v2]4C U [vs]4€ U [10]4Y = {2, v4, vs,v10} ;
2. la restriction de [va]AC U [v8]4¢ U [v19]4¢ par unité de calcul donne :
- Xo = {uvs,v10}. Le survivant est vg, choisi arbitrairement car vgcAC = g,
01064 = 1o et vg # va, Vi # V2;
- Xy ={wu};
- Xo = {v2};

3. X = (Xo \ {vs}) U (X1 \ {va}) U (X2 \ {v2}) = {v10}. Les simplexes de (['UQ]AC U
[0]4€ U [v10]4¢) \ X = {vg,v4,vs} sont identifiés entre eux dans (I8P ¢BP), et
V9 est survivant.

]CD = {v97U6}'

1. [vg]AC U [U6]AC = {vg,v6};

2. la restriction de [vg]4¢ U [v6]4¢ par unité de calcul donne :

— considérons [vg

- Xo = {vo};
- X1 =A{ve};
- Xo = 0.

3. X = (Xo\ {ve}) U (X1 \ {v6})U Xy = 0. Les simplexes de ([vg]4C U [v6]4C)\ X =
{vg, vg} sont identifiés entre eux dans (IPP,(BP) et vy est survivant.

— considérons [e5]¢P = {es, er},
1. [es]C€ U [er]AC = {es, er};

2. la restriction de [e5]*C U [e7]4C par unité de calcul donne :

- Xo = {er};
- X1 ={es};
- X5 =10.

3. X = (). Les simplexes de ([e5]4¢ U [e7]4¢) \ X = {es,e7} sont identifiés entre eux
dans (I8P (BP) et e5 est survivant.

— considérons [eg]“P = {es, e10},
1. [eg]*“ U [e10]9 = {es, €10}
2. la restriction de [eg]AC U [e19]4C par unité de calcul donne :
- Xo = {es, e10}. Le simplexe survivant est eg car esCAC = eg;
- X1 =0;
- Xo =10.

3. X = (X() \ {68}) UX,UX, = {610}. Il reste ([eg]AC U [elo]AC) \ X = {68}, la
répartition de [eg]“” n'induit donc pas d'identifications dans (I8P, ¢BP).
IAC

Enfin, les classes de 18D,

En particulier :
— [a]PP = [e1]4C = {e1, es} et e1¢BP = es(PP = (A9 = ey(PP = ¢y ;

— [w]PP = [01]4Y = {v1, 05} et v1 (PP = 5B = 0,¢AY = v5¢BP = 1.

non impliquées dans une répartition se retrouvent en |'état dans
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3.2.2 Implications sur les suites exactes courtes effectives

Notons SXY la SECE induite par une identification (IXY,¢(*Y). Nous avons vu que, pour
calculer I'nomologie de I'objet distribué, nous utilisons le théoreme SECE (sur SAC pour I'étape t,
sur SBP pour I'étape t+1). Les 4 identifications impliquées dans une répartition sont représentées
sous la forme de SECE. Nous étudions les implications de la répartition d'une identification sur
ces derniéres. En particulier, nous montrons que S48 et SBP se calculent par modification de
SAC et SCD La figure 3.9 illustre les 4 SECE impliquées dans la répartition de (I¢P,¢CP).
Nous commencons par rappeler en quoi une identification (1Y, ¢XY) induit SXY, et comment
SXY g'interprete par rapport a (IXY,¢XY). Ensuite, nous présentons un algorithme de calcul
de S4B et SBD 3 partir de SAC et SCP.

@?;61 (CAB, aAB) (CCD, aCD)

i j
(C4,0%) — @' (CA0f) — (€509
AC AC

r S
gAB jAB sCD jCD
jBD jBD
— _ ﬁ
(CPP,0%P) — @' (CF,07) — (CP,0")
rBD gBD

FIGURE 3.9 —Vue d'ensemble des éléments des SECE induites par les 4 identifications impliquées
dans la répartition de (197, ¢“P). En rouge, les SECE calculées a partir de S¢P et SBP.
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3.2.2-a Rapppel : une identification induit une SECE

Nous avons vu en sous-section 1.5.1 que toute identification induit une SECE. A l'inverse,
les éléments d'une telle SECE peuvent étre interprétés pour déduire I'identification dont elle
émane. En particulier, le morphisme 7 encode a lui seul la totalité des informations qui caractérise
I'identification. Soit S une SECE induite par une identification (IXY, (XY, telle que :

XY XY axvy % X axy Y Y ay
ST (CH,07T) (C+,07) (c*,0")

— —
XY XV
L'interprétation des éléments de SXY par rapport a (IXY, (XY) est :

— le complexe de chaines (CX,9%) est induit par I'ensemble semi-simplicial avant identifi-
cation ;

— le complexe de chaines (CY,9") est induit par I'ensemble semi-simplicial apres identifi-
cation ;

— le complexe de chaines (CXY 9XY) est engendré par I'ensemble des simplexes non-

survivants de (IXY ¢XY). Dit autrement, tout générateur o de (CXY,0XY") "représente"
un simplexe identifié avec au moins un autre simplexe dans (1Y, ¢XY);
— I'image de tout générateur o de (CXY,9XY) par iXY est telle que 0i*Y = o’ — o, ou,

- o et o’ appartiennent a la méme classe d'équivalence [o/]XY de (IXY,¢XY);

- 0'¢XY = o¢XY = ¢'. Dit autrement, o’ est le simplexe survivant de la classe [0/] XY

La SECE (SXY,¢XY) découle donc entierement de i*¥. Nous utilisons cette observation pour

simplifier la sous-section 3.2.2-b, en la limitant au calcul de 45 et i%P par modification de i¢?
- AC
et v,

Exemple. La figure 3.10 illustre 'identification (74¢, ¢AY) de la répartition illustrée sur la figure
3.8 et la SECE SAC qu'elle induit. Les générateurs de CAC sont vy, vs et e4. Le morphisme
i4¢ . Boac — %;LBLB(«/,x est défini par :

- 'l,'4'l‘“(j = V9 — V4,
- ’L'j)lf"l(" = V1 — Vs,
— ('iliA('v =e1 — ée4.
On en déduit les classes d'équivalence des simplexes identifiés dans (14, ¢AC) 1 [pg]A¢ =

{va,v4}, [1]AC = {v1,v5} et [es]AC = {e1, e4}. En particulier, les simplexes vy, v; et e sont
les simplexes survivants de chacune de ces classes.
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L'identification (I4¢, ¢4¢) de la figure 3.8 et la SECE qu'elle induit. En orange,

FiGure 3.10

Les simplexes survivants sont soulignés. (a) L'identification (I, ¢AY).

és.

les simplexes identifi

JAC <AC) )

(

(b) La SECE induite par
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3.2.2-b  Répartition sur les SECE

Une SECE induite par une identification est entiérement caractérisée par le morphisme i qui
la compose. Dans ce paragraphe, nous présentons |'algorithme de calcul des morphismes 45 et
iBP qui composent les SECE S4B et SBP| 3 partir des morphismes i“? et i4¢, qui composent
les SECE S¢P et SAC. Nous précisons les données que prend cet algorithme en entrée et les
calculs qu'il effectue. Au fil de ce paragraphe, nous nous appuyons sur I'exemple de la figure
3.11 qui découle de I'exemple déroulé dans le paragraphe 3.2.1-c.

(CBP,95P) Pt (€?,9)

FIGURE 3.11 — Les SECE induites par la répartition de I'identification (I¢P, ¢¢P) illustrée sur
la figure 3.8. Les générateurs de @' (C*, 9/), (CC,89) et @, (CF,dF) sont représentés
de la méme maniére que les simplexes auxquels ils sont associés. Les identifications illustrées
sur ces complexes de chaines sont respectivement (145, ¢AB) (I1€P ¢CD) et (I8P, ¢BD).

Données de départ. La SECE SAC est une donnée d’entrée. Elle induite par I'identification de
reconstruction (1€, ¢AC) et la distribution de (K, d“) en @' (K7*,d;"). En particulier, nous
nommons @}151(0;4,8;4) les complexes de chaines induits par la distribution, avec (Cl“‘,@lA)
appartenant a u;. La seconde donnée d’entrée est la SECE SCP. En particulier, rappelons que
(K€, d%) et (KP,dP) sont supposés trop complexes pour étre représentés sur une unité de
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3.2. REPARTITION D'UNE IDENTIFICATION

calcul. Il en découle que les complexes de chaines (C¢,0Y) et (CP,dP) sont trop complexes
pour &tre représentés sur une unité de calcul. Seul le morphisme i“? de S€P est explicitement
représenté, et il sert de point de départ a la répartition.

Exemple. Sur la figure 3.11, la SECE SAC est une donnée. Elle est représentée sur 4 unités de
calcul : uy, ug, uy et us. Le complexe de chaines (CC,OC) n'est pas explicitement représenté.
La SECE S¢P est la seconde donnée d’entrée. Seul i“P est représenté, sur une unité de calcul
arbitraire, et sert de point de départ a la répartition. Les morphismes i4¢ : Boac — ”“’”71B(,/.4

Y1=0

et iP . Boep — B sont définis par :

D BC(,‘D — BC(:
i*“: Boao — @] Bea 061D = vg — vg
047°C = 19 — 1y vgi¢P = vy — vg
v5i4C = v — v v10i°P = vy — v1g
eqilC = e — ey e7i®P = e5 — e
e10i°P = eg — e1p

Pour rappel, si (C,0) est un complexe de chaines induit par une structure topologique, la
notation B¢ désigne la base de (C, 0) induite par les cellules de la structure. Les morphismes
94C Boac — Bpac et ocP . Boop — Beep sont définis par :

ACD
AT - ot . BC(}'D — BC(‘D
0 : B(}A(,,‘ — B(jAC’ _(‘)CD -

€403 = v5 — 1y

—Vg — U
aCD _
e100%" = vg — v1g

Calculs. L’objectif est de calculer les morphismes i4Z et i®P qui, comme nous I'avons vu dans

le paragraphe 3.2.2-a, caractérisent entierement les SECE S48 et SBP | Intuitivement, pour cela,
I'algorithme consiste a "répartir" les générateurs de C4¢ et CP entre CAB et CBP, et 3 définir
leur image par i48 ou i®P. Dit autrement, la répartition vérifie CA¢ @ C¢P = CAB ¢ CBP.

Exemp/e. Sur la figure 311, on a B(;A(,' — {1,'4, Vs, 04}, B(j(?D = {'L‘(;s vs, V10, €7, (f]()} et B(;AB —
{'llm, 610}, Beoep = {1/‘,,1, Vs, Vg, U8, €4, 67}. On constate que Brac U Boop = Boas U Besp,
et donc, par extension, la répartition vérifie CAC ¢ D = ¢AB ¢ 0BD,

La répartition repose sur I'état que prennent les simplexes qui induisent les générateurs des
complexes de chaines dans les identifications (14¢, (AC) et (ICP,¢“P). En effet, un simplexe
peut :

— survivre 3 (I4C, ¢AC) et (I€P,¢CP);

— survivre a (1Y, ¢4Y) mais pas a (197, ¢CP)

— ne pas survivre a (149, ¢AC)
n'existe pas dans (K¢, d°).
Pour encoder ces différents états, nous utilisons deux variables = et y associées aux simplexes

de (K¢, d°) et @ ,(K;,d;"). Ces dernieres représentent leurs coordonnées dans une table de
répartition comme celle illustrée sur la figure 3.1.

ICD CCD

, auquel cas il n'est pas concerné par ( ) car il
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3.2. REPARTITION D'UNE IDENTIFICATION

70,0 | 01,0 | .-+ | Og-10
00,1 | O11 | ---| Og-1,1
O0ko | OLky | --- | Og—1,kg—1
TABLE 3.1 — Table de répartition d'une classe d'équivalence [¢]°P = {0¢0,...,04-10} de

(I1€P ¢YP). La variable k, désigne le cardinal de I'ensemble [0, ¢]4C pour tout 2 compris entre
0 et ¢ — 1 inclus.
. cD Vo CcD . .
Soit [0]%" = {00, ...04-1,0} une classe d'équivalence de I~". Sa table de répartition est
telle que :
— la premiére ligne représente [o]¢7;
— la xz-éme colonne représente [ax,o]AC pour tout x compris entre 0 et ¢ — 1 inclus.
Soit o un simplexe de (K¢, d") ou de ®2_,(K;*,di*). On le note o, ol :
— x est I'indice du simplexe 0, ¢, survivant de [0]4¢, dans [0170]013, avec 0 <z < ¢q-— 1.
Par convention, si z = 0, 0, est survivant dans (17, ¢°P);

— 1y est son indice dans [U]AC, avec 0 <y < kq_1. Par convention, si y = 0, o est survivant
dans (14¢, ¢AC).

Observons qu’avec une telle notation, les simplexes de (K“, d“) sont nécessairement de la forme
02,0, €t ceux de (KD, dD) sont de la forme ¢ . Par abus de notation, nous donnons les mémes
noms (et donc les mémes coordonnées) aux générateurs des complexes de chaines que ceux des
simplexes auxquels ils sont associés. En particulier, d"aprés I'hypotheése (iii), notons que chaque
colonne d’une table contient au plus un générateur de (C’IA,(?;“). Pour les morphismes 4 et

D la notation implique que :

— les générateurs de CYP sont induits par les simplexes non-survivants de (ICD,CCD),
c'est-a-dire de la forme o, o avec = # 0. En particulier,

.CD
02017 = 00,0 = 02,0 Vz #0

IAC CAC), c'est-

— les générateurs de CA¢ sont induits par les simplexes non-survivants de (
a-dire de la forme o, avec y # 0. En particulier,

- A
Oz,yt ¢= Oz,0 — Ox,y Vy #0

, Vg, V10} et rappelons que les classes

Exemple. Considérons la classe d'équivalence [vo]“P = { V2,
= { ; }, [L‘g} AC — {Zg} et [('l[)]_‘(

[v2
d'équivalence de ses simplexes dans I¢ sont [v5]4¢
{v10}. Les coordonnées de v9, 14, vs €t v1g sont :

— pour vy, z = 0 et y = 0, ce qui traduit le fait que vy est survivant dans (I4¢ ¢AY) et
(](?D_ <(,‘D) .
— pour vy, = 0 et y = 1, ce qui traduit le fait que vy est non-survivant dans (I4¢, ¢AC)
et donc n'existe pas dans (1¢7,¢¢P);
— pour vg, T = 1 et y = 0, ce qui traduit le fait que vg est survivant dans ([‘"‘C,Q"‘C) mais
pas dans (I¢P ¢OPY;

— pour vyg, x = 2 et y = 0, ce qui traduit le fait que vy est survivant dans (74, ¢AC)
mais pas dans (1P (D).
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}(,"l)

La table de répartition de [vy = {vg, vs,v10} est :

‘1‘3 Ug | V10

Les morphismes 45 et iBP sont calculés 3 partir des morphismes i4¢ et i“P en minimisant

les changements d'état des générateurs : autant que possible, un générateur survivant reste un
générateur survivant, et un générateur non-survivant reste un générateur non-survivant. Pour
cela, observons que la table de répartition d'une classe [U]CD de I¢P se décompose en 4 parties
illustrées sur la figure 3.12 :

— le simplexe 0, survivant dans (14, (49 et (IP,(CP), au croisement de la premiére
ligne et de la premiére colonne. Il apparait avec un coefficient 1 dans i4¢ et i“P (cf.
paragraphe 3.2.2-a si cela n'est pas évident);

[AC, ¢AC)

I¢P ¢CPY lls sont sur

AC et

— les simplexes survivants dans ( et non-survivants dans (
la premiére ligne, a I'exception de 0q . lls apparaissent avec un coefficient 1 dans i
avec un coefficient —1 dans i¢? :

— les simplexes o non-survivants dans (I4¢, (A€ identifiés avec 00,0- Ils sont sur la premiere
colonne, de la forme og . lls apparaissent dans i4C avec un coefficient —1 :

— les simplexes non-survivants dans (I4¢, ¢4¢) identifiés avec un autre simplexe que 00,0-
lls sont sur toutes les lignes et colonnes a |'exception des premiéres, de la forme o, avec
x,y # 0. lls apparaissent avec un coefficient —1 dans ¢

i4B et BD se calculent par modification de i4¢ et i“P. Pour minimiser les modifications,

il convient de choisir les survivants de (145, (45) en priorité sur la premiére ligne ou sur la

premiére colonne de la table. En effet, soit o un tel simplexe autre que 0, on observe que :

C CD

— o est identifié avec 0g et induit soit e 00,0 — 0, Soit 01" = 099 — 0 ;

— le seul simplexe a survivre a toutes les identifications est 0q . Dit autrement, oq o apparait
toujours avec un coefficient 1;

— faire survivre o dans (I45 ¢AB) induit 0iPP = ¢i4¢ ou 0iBP = 0i®P, c’est-a-dire que
I'image par iBP de o est définie sans modifications.

00,0 01,0 0g-1,0
0o,1 01,1 Og-1.1
00,k 01k, 0gq-1kg-1

FIGURE 3.12 — Les 4 parties de la table de répartition d'une classe d'équivalence [0]“P =

{00,0,--.,0¢-1,0}. En bleu, le seul générateur de la table qui survit a toutes les identifications :
00,0- En vert, les générateurs non-survivants dans (ICD7CCD) identifiés avec og0. En rouge,
les générateurs non-survivants dans (I4¢, (4Y) identifiés avec 7. En blanc, les générateurs
non-survivants dans (I4¢, ¢4 qui ne sont jamais identifiés directement avec 00,0-

Pour chaque classe d'équivalence [0]¢" de TP composée d'au moins deux simplexes, le
calcul de i48 et iBP se fait en 3 temps :

206



3.2. REPARTITION D'UNE IDENTIFICATION

1. on calcule la table de répartition de [0]“P;

2. on calcule i*P. Pour cela, on restreint la table de répartition de [0]°" aux différentes
unités de calcul w;. Pour chaque valeur de | comprise entre 0 et m — 1, il reste au plus
un élément par colonne. D'abord, on détermine un générateur survivant alAB pour [, en

choisissant, par ordre de possibilité :

AB _ )
- Gl - GO,O '
— alAB = 04,0. Plusieurs générateurs peuvent correspondre, chacun d'eux peut étre
choisi arbitrairement ;
— alAB = 0g,y. Du fait de I'hypothése (iii), au plus un seul générateur peut corres-
pondre;

— alAB = 04,y Plusieurs générateurs peuvent correspondre, chacun d'eux peut étre

choisi arbitrairement.
Ensuite, pour chaque générateur o différent de UZAB et appartenant a la restriction de la
table de répartition a w;, on distingue :

— le cas ol o est de la forme 0, . Dans ce cas, il existe 0i¢P = 00,0 — 0 que l'on
modifie en oi4B = alAB —0;

— le cas ol o est de la forme 0 ,. Dans ce cas, il existe il = 00,0 — 0 que l'on
modifie en 048 = O'ZAB —0;

— le cas ol o est de la forme o, ,. Dans ce cas, il existe oA

modifie en 0i4P = o{'P
3. on calcule iBP une fois toutes les valeurs de [ traitées. Pour ce faire, on restreint la table
de répartition aux générateurs survivants alAB précédemment définis, pour [ compris entre

0 et m — 1. Pour chaque O'ZAB différent de 09, on distingue :

= 050 — 0 que l'on
—o0.

— le cas ot 0*F est de la forme 0, 0. Dans ce cas, il existe 0% = 509 — 0{'P que
I'on modifie en oiBP = 00,0 — O'lAB :

— le cas ot 0{*P est de la forme 0y ,,. Dans ce cas, il existe 0/ 5i4¢ = 5 g — 0{'P que
I'on modifie en oiZP = 00,0 — alAB :

— le cas ou O'ZAB est de la forme 0, . Dans ce cas, il existe UZABZ'AC =030~ alAB que
I'on modifie en 0iPP = 50 — o'

Les classes d'équivalence de (I4¢,(AC) non traitées une fois toutes les classes d’'équivalence
AC" concernée par

de (I¢P,¢CP) traitées ne sont pas modifiées. Dit autrement, la partie de i

ces classes d'équivalence se retrouve en I'état dans i®P. Soit [0]4C une telle classe, oli & est le
simplexe survivant :

"AC = 5 — ¢’ avec o’ # o ;
BD

— il existe o’ € [0]4C tel que o

1;AC

— 0/i4% = ¢ — ¢’ se retrouve en |'état dans i BD

, c'est-a-dire que 0/i"" =0 — 0.

Exemple. Considérons la classe d'équivalence [va]“P de I¢P. Sa répartition se fait en trois
temps :

1. on calcule la table de répartition de [v2]“P. Celle-ci est présentée dans I'exemple qui
précéde ;
2. on calcule 4B en restreignant cette table aux différentes u; pour I compris entre 0 et 2.

On a, dans l'ordre :

vg | V10 (%)
(O

Pour chaque unité de calcul, on détermine un générateur survivant :
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— crli% = vg, que |'on choisit arbitrairement entre vy et vg car ils sont tout deux de la

forme 0,0 ;

AB _ . .

_ Ul:l _ /04,
AB __

Ensuite, on constate que seule la restriction de la table a ug est composée de plus d'un
générateur. En particulier, vy est le seul générateur de ug différent de ali% =vg. On a:

— 010iP = vy — vyp que I'on modifie en 010148 = vg — vy car vy est de la forme
02,0

3. on calcule iBP une fois toutes les valeurs de [ traitées. Pour ce faire, on restreint la table

de répartition de [v9]“P aux générateurs survivants alAB précédemment définis, pour [

compris entre 0 et 2. On obtient :

V2 | U8
Vg

Les générateurs O'ZAB différent de 09 = v2 sont :

AC BD _

— wy4, de la forme 00, y. Il existe donc v4i'~ = vy — v4 que I'on modifie en vy =

V2 — V4,

BD _

CD — yy — vg que I'on modifie en vgi =

— vg, de la forme 0, 0. Il existe donc vg?
Vg — Us§.

En appliquant ce méme algorithme aux classes d'équivalence [vg]“?, [e5]“P et [eg]P de I€P,

on arrive a :
iBD . Beep — @lrialBClB

U4iBD = V2 — V4

P @y Boa = @5 Bos vgiPP = vy — vg
01088 = vg —v1g v101PP = vy — v

elgiAB = €8 — €10 vﬁiBD = V9 — Vg

eiBP =e; — ey

67iBD — €5 — €7

En particulier, [v1]4¢ et [e1]4¢ sont des classes d'équivalence de (I4¢, ¢AY) non traitée par
I"algorithme, d'ou le fait que :

— 0434¢ = v9 — vy soit modifié en vy4i

— 64iAC = e — e4 soit modifié en €4iBD = €] — e4.

BP = vy —wy;
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3.3 Implémentation

Pour accélérer le développement, nous sommes partis du code développé dans les travaux
de [88] et du logiciel que nous avons développé dans le cadre du Chapitre 2. En particulier, nous
réutilisons les répertoires de cellules et la représentation matricielle présentées en sous-section
2.3. A ce jour, le développement du logiciel reste a terminer. En particulier, I'identification
de passage d'une étape t a une étape t + 1 est définie au niveau de la distribution de la
carte combinatoire et non de la carte combinatoire distribuée. En conséquence, une partie de
I"algorithme de répartition d’'identification est triviale : on connait directement les identifications
applicables a la distribution, et celles qui alimentent I'identification de reconstruction. Nous
présentons les objectifs de I'implémentation de I'algorithme de répartition d'une identification,
les outils que nous utilisons pour le développement et enfin I'architecture logicielle qui en découle.

Remarque. Le code source du projet est disponible a I'adresse https://gitlab.x1lim.fr/hom
inc/homincdistributed.

3.3.1 Contexte et objectifs

Contexte. Le point de départ du développement est une base de code issue des travaux de [88].
Les objectifs de ces travaux sont différents de ceux présentés dans le préambule du chapitre. En
effet, dans [88], I'objectif est de permettre |'application d'opérations sur des maillages supposés
trop complexes pour étre manipulés par une unité de calcul, et dont la topologie est représentée
par une carte orientée. Il n'est pas question de calcul d’homologie. Une contribution importante

- Vo -
. V5 . Vs
PP YA | JEPR PRSP FE PSR ES s B
(a) (b)
FicureE 3.13 — La carte orientée distribuée d'un maillage 3D composé de 4 volumes

Vo, Vi, V3, Vi Cette figure est issue des Figures 1-a et 5 de [88]. (a) Le maillage. (b) La carte
orientée fragmentée en 3 blocs distribués sur 3 unités de calcul ug, u; et us. Un label est attribué
aux brins critiques, représenté ici par une lettre minuscule.

de [88] est la définition de la notion de carte orientée distribuée. Intuitivement, une carte orientée

distribuée fragmente une carte orientée en plusieurs cartes orientées indépendantes plus petites,
appelées "blocs", et associe les différents blocs a I'aide d'un systéme de labels attribués aux brins
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critiques. Un brin critique est un brin au croisement de deux blocs. La figure 3.13 illustre une
carte orientée distribuée. Pour illustrer I'intérét de cette nouvelle notion, les auteurs étudient les
performances d'une subdivision hexaédrique adaptative. Intuitivement, elle consiste a subdiviser
une carte orientée en hexaédres de maniére plus ou moins fine par endroit, selon la géométrie
du maillage. La figure 3.14 illustre une telle subdivision. Cette subdivision s'applique a une
carte orientée distribuée ou non distribuée. Nous avons utilisé cette subdivision pour générer les

FIGURE 3.14 — Une subdivision hexaédrique adaptative d'un bloc d'une carte orientée distribuée.
Cette figure est issue de la Figure 8 de [88].

processus de construction avec lesquels nous travaillons. L'idée est la suivante : étant donnée
une carte orientée distribuée subdivisée, on "découd" les hexaedres des différents blocs que I'on
va ensuite recoudre, en définissant par la méme occasion une suite d’identifications caractérisant
un processus de construction. L'étape initiale de ce processus est |'étape qui précéde la premiéere
"couture".

Objectifs. Dans [88], I'objectif premier est de permettre la manipulation d'une carte orien-
tée trop complexe pour étre manipulée par une unité de calcul. En particulier, la subdivision
hexaedrique adaptative sert d'exemple pour introduire la notion de carte orientée distribuée.
Dans notre cadre, le code issue de [88] est utilisé pour calculer une distribution d'une carte
orientée, et I'objectif est le calcul de son homologie a3 mesure que des opérations de couture lui
sont appliquées. Pour cela, comme présenté dans le préambule de ce chapitre, on maintient la
distribution et une identification de reconstruction sur laquelle on applique le théoreme SECE.
Il en résulte une équivalence homologique trop complexe pour étre représentée sur une unité de
calcul ; seul son petit complexe de chaines est représenté et utilisé pour calculer 'homologie de
la carte orientée distribuée. Cela induit notamment I'hypothése (ii).

3.3.2 Outils

Le code que nous utilisons repose sur I'implémentation des cartes orientées proposée dans
la bibliothéque logicielle Computational Geometry Algorithms Library (CGAL), qui gére la syn-
chronisation des unités de calcul a 'aide du standard Message Passing Interface (MPI). Nous
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présentons ces deux outils, que nous avons choisi d'utiliser a notre tour pour I'implémentation
de I'algorithme de répartition d'une identification.

3.3.2-a CGAL - paquet LCC

CGAL est une bibliotheque C++ de géométrie qui regroupe un grand nombre de structures
de données et d'algorithmes. Elle est généraliste en cela qu'elle ne répond pas a un besoin
en particulier mais propose plutét un ensemble d'outils dont I'utilisateur peut se servir pour
répondre a son besoin : on y trouve par exemple des algorithmes de calcul de diagrammes de
Voronoi, des algorithmes de reconstruction de surfaces a partir de nuages de points etc ... Ainsi,
elle se décompose en plusieurs paquets regroupés dans de grandes catégories (arithmétique,
combinatoire, reconstruction etc. . .).

Nous utilisons le paquet Linear Cell Complex (LCC) de la catégorie Cell Complexes and Po-
lyhedra. Il propose notamment I'implémentation de la notion de carte orientée et des opérations
de modifications de ces derniéres, dont la "couture" et son inverse.

3.3.2-b MPI

L'une des problématiques liées au développement d'un algorithme parallele est la synchro-
nisation des unités de calcul travaillant de pair. Plusieurs réponses ont été apportées a cette
problématique en distinguant :

— les cas ou la mémoire est partagée entre les unités de calcul ;
— les cas ou la mémoire est distribuée entre les unités de calcul;

— les cas ou la mémoire est en partie partagée et en partie distribuée entre les unités de
calcul.

Le code que nous utilisons reléeve du second cas, ou la mémoire est distribuée entre les unités
de calcul. Dans ce cas, une solution pour synchroniser les unités de calcul est de les faire
communiquer au travers d'échange de messages, en respectant un protocole. Un standard a
été établi pour définir les caractéristiques de ce protocole : Message Passing Interface (MPI),
maintenu par le groupe MPI Forum [89]. Ce standard définit un ensemble de fonctionnalités
que doit garantir toute implémentation qui en reléve. Parmi les fonctions élémentaires de ce
standard, on retrouve :

— le fait que les unités de calcul (appelées processus) communiquent par échange de mes-
sages au travers d'un réseau ;

— le fait d'attribuer un groupe ainsi qu'un rang au sein de ce groupe a chaque unité de
calcul;

— plusieurs facons de faire communiquer les unités de calcul entre elles, dont :

- la communication point a point, ol une unité s'adresse a une seule autre unité au
travers de son rang;

- la communication "collective", ol une unité s'adresse a toutes les unités d'un ou
plusieurs groupes.

Il existe plusieurs bibliotheques logicielles implémentant ce standard. Dans le cadre de ces tra-
vaux, nous nous sommes servis de deux d'entre elles : OpenMPI pour Ubuntu et MSMPI pour
Windows.
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3.3. IMPLEMENTATION

3.3.3 Architecture

Dans cette sous-section, nous présentons "l'architecture" du logiciel, c'est-a-dire la maniére
dont sont réparties les données impliquées dans la répartition d'une identification entre les
différentes unités de calcul, ainsi que les messages que ces derniéres s'échangent.

Remarque. Le développement n'étant pas terminé, I'objectif de la sous-section est simplement
de faire état de I'architecture que nous utilisons a ce jour. Il est possible que celle-ci soit modifiée
dans le futur.

Données par unité de calcul. La carte orientée est distribuée sur m unités de calcul sous
la forme de "blocs", c'est-a-dire de cartes orientées indépendantes les unes des autres. Nous
nommons ces unités de calcul u; pour I compris entre 0 et m — 1. Les données que contient u;
sont :

— (B, ), le bloc de uy ;
— le complexe de chaines (C74, 9;) induit par (B, o) ;
— I"équivalence homologique *ylA associée a (CA,(?lA).

En particulier, de par la définition d'une carte orientée distribuée, les complexes de chaines
(CA,(?ZA) sont indépendants les uns des autres, c'est-a-dire que le bord de tout générateur de
(CA, 0{') appartient a (Cf*,0;'). Ces données sont illustrées sur la figure 3.15.
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lors de la répartition d'une identification, pour [ compris entre 0 et m — 1. Les cartes orientées
ne sont pas représentées. Les équivalences homologiques sont mises en évidence par un fond

gris.
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Unité de calcul critique. Comme nous I'avons vu dans la sous-section 3.3.1, on suppose
initialement que l'identification de reconstruction est vide et que celle-ci est alimentée au fil
des identifications induites par les coutures appliquées a la carte orientée. Ces mises a jour sont
effectuées par une unité de calcul qui peut-étre :

— une unité de calcul parmi celles contenant les blocs;
— une unité de calcul u) spécifiquement dédiée a cette tiche.

Nous avons choisi d'utiliser une unité de calcul critique uy, et utilisons donc au total m+1 unités
de calcul. u) contient I'identification de reconstruction de chaque étape. La représentation de
I'identification de reconstruction est particuliére car les cellules qu'elle implique appartiennent a
des unités de calcul distinctes. Nous avons choisi d'exprimer ces cellules sous la forme de couples
(PID, cellID), ou PID désigne I'identifiant [ de I'unité de calcul a laquelle appartient la cellule
celllID, qui désigne l'indice de cette derniére dans u;.

Répartition d’une identification. Lorsque la carte orientée distribuée subit une opération
de couture, elle induit une identification (I, (¢P) qui est alors répartie. En particulier, nous
avons vu dans le paragraphe 3.2.2-b que cela implique de calculer deux SECE S4B et SBP.
Plus précisément :

— la SECE S4B peut étre décomposée par unité de calcul u; en plusieurs SECE SlAB. Pour
calculer 'le, chaque w; applique le théoreme SECE sur SZAB ;

— la SECE SBP n'est jamais explicitement calculée. L'unité de calcul critique uy contient
simplement I'identification de reconstruction, stockée sous la forme de classes d'équiva-
lences, qu'elle modifie en fonction de ce que doit étre SBP. Cette identification n'est
utilisée que lorsque I'on souhaite calculer I'homologie de la carte orientée distribuée.

A ce jour, la répartition se limite a ces calculs. En particulier, pour I'instant, aucune unité
de calcul n'est chargée de définir les cellules identifiées dans les différentes SZAB ou celles qui
alimentent I'identification de reconstruction. Cela découle du fait que |'opération de couture est
définie sur la distribution de la carte orientée, et donc chaque unité de calcul sait directement
si elle est concernée par la couture ou non.

Exemple. Sur la figure 3.16, la SECE SAB est décomposée par unité de calcul en S(‘)“’), Sﬁ/’) et
S5'B Observons notamment que
— seule y& est modifiée par rapport 3 7§, et que v et 7
et qQ\ ;

sont respectivement égales 3 !

— la SECE SBP n’est jamais explicitement calculée. En revanche, u) contient I'identification
de reconstruction (I4¢, ¢4Y) qu'elle met a jour en (I8P (BD).
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3.3. IMPLEMENTATION

Calcul de I’'homologie de la carte orientée "'globale'. Pour calculer I'homologie de la carte
orientée "globale", I'unité de calcul critique u) applique le théoréeme SECE sur I'identification
de reconstruction. La problématique est la suivante : une partie des données nécessaires a
I'application du théoreme SECE est éclatée sur plusieurs unités de calcul, et certaines d'entre
elles ne peuvent pas étre manipulées par une seule unité de calcul.

Exemple. Sur la figure 3.16, si I'on applique le théoréeme SECE a I'identification de reconstruction
(14, ¢AY), on se retrouve 3 construire le gros complexe de chaines de I'équivalence homologique
7('*. Or, d'apres I'hypothese (i), ce complexe de chaines ne peut pas étre représenté sur une seule
unité de calcul.

Pour répondre a cette problématique, revenons sur ce que représente une équivalence homo-
logique. Une équivalence homologique associe 3 complexes de chaines entre eux via 2 réductions.
Ces complexes de chaines ont "la méme" homologie, c'est-a-dire qu'ils ont les mémes nombres
de Betti et les mémes coefficients de torsion, et qu'il est possible d'exprimer les générateurs des
groupes d’homologie de I'un d'eux dans la base des deux autres. En particulier, I'un de ces com-
plexes de chaines est plus petit que les deux autres. Il est la seule donnée utilisée pour calculer
I'homologie des 3 complexes de chaines (via une FNS par exemple, cf. sous-section 1.4.1).

Le théoréme SECE sert & maintenir une équivalence homologique 7! associée a une structure
topologique lorsqu’une identification lui est appliquée. En particulier, le petit complexe de chaines
de 7' est maintenu a I'aide de la formule (cf. sous-sections 1.4.3 et 1.5.1) :

_aS 1:5'
85,t+1 _ ( 0 85,1&)

Maintenir une équivalence homologique fait sens si elle est utilisée comme point de départ d'une
autre application du théoréme SECE. Or, lorsque u) applique le théoréme a I'identification de
reconstruction, I'équivalence homologique qui en résulte n'a d’autre intérét que d'étre utilisée
pour le calcul de I'homologie de la carte orientée "globale". Elle n'est plus utilisée par la suite.
Dit autrement, la seule donnée dont u) a besoin est en réalité le petit complexe de chaines de
cette équivalence homologique, qui correspond a 9%t*! dans la formule.

Exemple. Sur la figure 3.16, I'équivalence homologique ~© résulte de I'application du théoréme
SECE sur (1‘4('.@4(‘) par uy. En particulier, parmi toutes les données de v“, seul son petit
complexe de chaines est utilisé pour calculer I'homologie de la carte orientée distribuée.

Le calcul de I'homologie de la carte orientée distribuée revient donc a construire ce petit
complexe de chaines. Pour ce faire, nous procédons en 3 étapes :

1. on récupere 9%t sur uy. En effet, dans le cas distribué, cette donnée est distribuée sur
les différentes unités de calcul u; et correspond aux petits complexes de chaines des
équivalences homologiques %A- Cette étape implique des communications :

— wuy, informe les différentes u; qu'elle souhaite récupérer leur partie de 95t ;
— les différentes u; lui répondent;

2. on calcule ensuite —9°, qui correspond au petit complexe de chaines de I'équivalence
homologique ~ induite par I'identification de reconstruction (74¢ ou v%P dans notre
cas). Pour cela, on commence par calculer & = id'r, qui correspond au complexe de
chafnes "du haut" de . Notons que 9" est une donnée qui est distribuée sur les différentes
unités de calcul u; (®]",'07* ou ®";'0f dans notre cas). Pour ce calcul, on récupére
donc d'abord sur uy la partie de 9° qui représente le bord des cellules impliquées dans
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I'identification de reconstruction, puis on calcule 9 et enfin —9°. Cette étape implique
des communications dans lesquelles :

— uy, informe les différentes u; qu'elle souhaite récupérer la partie de 9 qui correspond
aux cellules impliquées dans I'identification de reconstruction;

— les différentes u; lui répondent ;

3. calculer i¥ = g% figtf5t. Notons que g* et f! sont des données distribuées sur les
différentes unités de calcul u; (@25 ou @";'7F dans notre cas). On commence
donc par calculer gt %t sur les différentes u; pour toutes les cellules impliquées dans
I'identification de reconstruction, puis on récupére ce résultat sur uy qui se charge de
terminer le calcul de i°. Cette étape implique donc des communications :

— wuy informe les différentes u; qu'elles doivent calculer ¢f £ pour les cellules impli-
quées dans |'identification de reconstruction;

— les différentes wu; lui répondent;

Messages échangés. On constate que pour construire le petit complexe de chaine a partir
duquel on calcule I'homologie de la carte orientée distribuée, des messages sont échangés entre
les unités de calcul. lls sont, dans I'ordre :

— de u), aux différentes u;. Ces messages contiennent les indices des cellules de u; impliquées
dans l'identification de reconstruction ;

— des différentes u; a u). Ces messages contiennent (915"4 et I'image des cellules du message
précédent par 9 et gt f5t.

A ce jour, ces messages sont les seuls utilisés par I'implémentation. Pour autant, |'étape 3 du
développement reste a faire (cf. paragraphe 3.1). Celle-ci implique notamment de dédier une
unité de calcul a la répartition d'une identification entre :

— ce qui peut étre identifié sur les différentes wu; ;
— ce qui alimente I'identification de reconstruction sur u.

Cette étape impliquera forcément de faire communiquer les unités le calcul.

217



3.4. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

3.4 Conclusion et perspectives

Conclusion. Nous supposons qu’une structure topologique est trop complexe pour étre mani-
pulée par une unité et est donc éclatée en plusieurs morceaux M; distribués sur plusieurs unités
de calcul u;. Elle est représentée par sa distribution, c'est-a-dire les couples (M, u;), et d'une
identification de reconstruction (14¢, (AY).

Lorsque la structure topologique distribuée subit une identification ( , sa distribu-
tion et I'identification de reconstruction ne lui correspondent plus. Nous présentons un algorithme
de répartition qui a pour but de calculer une distribution et une identification de reconstruc-
tion qui correspondent a la structure topologique aprés que (197, ¢YP) lui soit appliquée. La
répartition de (17, ¢“P) revient a calculer deux identifications :

ICD CCD)

— (I*B,¢AP), dans laquelle les cellules identifiées entre elles appartiennent aux mémes unités
de calcul. Il en résulte la distribution de la structure topologique aprés que (197, ¢¢P)
lui ait été appliquée;

— (IBP, ¢BD), dans laquelle les cellules identifiées appartiennent a des unités de calcul
distinctes. Elle correspond a I'identification de reconstruction de la structure topologique
3 partir de la distribution qui résulte de (145, ¢AB), et apres que (I€P,¢CP) lui ait été
appliquée.

Pour calculer I'homologie de la structure topologique distribuée, nous utilisons le théoréme
SECE sur la SECE induite par I'identification de reconstruction. Nous montrons qu'il est possible
de calculer les SECE S4B et SBP  induites respectivement par (145, (AB) et (I8P, ¢BP), a par-
tir des morphismes i“? et i4¢ des SECE S¢P et S4¢ | induites respectivement par (1¢7, (D)
et (IAC,CAC). Nous proposons un algorithme réalisant ce calcul basé sur la notion de table de
répartition.

Nous présentons un début d'implémentation de I'algorithme de répartition, utilisant le stan-
dard MPI pour gérer la synchronisation des unités de calcul. Nous présentons |'architecture
logicielle que nous avons choisie pour manipuler la distribution de la structure topologique et
I'identification de reconstruction. Cette derniere est maintenue par une unité de calcul critique
uy qui lui est dédiée. En particulier, u) est en charge du calcul de I'homologie de la structure
topologique "globale".

Perspectives d’évolutions. Au cours de ces travaux, nous nous sommes intéressés a la ré-
partition d'une identification. Une premiere évolution consisterait a définir un algorithme de
répartition d'une désidentification. Une fois cela fait, il resterait a étudier ces deux algorithmes
dans un processus de construction composé des deux opérations, ce qui permettrait de couvrir
la totalité des cas.

Enfin, il reste a terminer le développement du logiciel pour pouvoir proposer une étude
expérimentale dans laquelle on s’intéresserait non seulement au temps et a |'espace, mais aussi
au coiit des communications entre unités de calcul.
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4.1. PREAMBULE

4.1 Préambule

Le but de ce chapitre est d'établir des liens entre le théoreme SECE et I'homologie persis-
tante . Pour cela, nous mettons en paralléle le théoreme SECE et :

— I'homologie persistante "de base" (basée sur la notion filtration, cf. définition 1.4.2).
Nous montrons que I'application successive du théoreme SECE a I'identification induit
une filtration, et que ce n'est pas le cas de la désidentification;

— I’homologie persistante "de tours". Nous montrons que les opérations élémentaires sur
lesquelles elle repose (I'effondrement et I'inclusion), définies sur les complexes simpliciaux,
s'expriment sur les ensembles simpliciaux sous la forme d’identification, de désidentification
et de dégénérescence. De cette facon, nous établissons un cadre commun a la persistance
de tours et au théoreme SECE.

4.2 Application du théoreme SECE et filtration

Contexte. Rappelons qu'une équivalence homologique

oS

71 (C,0) & (CF,0%) S (C5,0%)
contient un complexe de chaines intermédiaire (CB, 9P) plus "gros" 2 que les deux autres, c'est-
a-dire qu'il contient plus de générateurs (cf. définition 1.4.5). Soit ~* I'équivalence homologique
~ a I'étape t d'un processus de construction. Comme nous I'avons vu dans les sous-sections 2.1.3
et 2.1.4, le calcul de (CBH1 9B+1) par application du théoreme SECE & I'identification ou
3 la désidentification implique I'ajout de nouveaux générateurs a (CBt, 95). Nous montrons3
que les applications successives du théoréme SECE :

— induisent une filtration sur les complexes de chaines intermédiaires dans le cas de I'iden-
tification ;

— n'induisent pas de filtration sur les complexes de chaines intermédiaires dans le cas de la
désidentification.

Démonstration. Présentons la notion de filtration sur des complexes de chaines [18, p.814],
définie jusqu'ici uniquement sur les complexes simpliciaux (cf. définition 1.4.2).

Définition 4.2.1. Soit (C,0) un complexe de chaines. Une filtration de complexes de chaines

est une séquence :
h=CoCCr1C...CC,=C

telle que C;0 C C'i, pour tout i compris entre 0 et n.

Soient ST une structure topologique et ST’ la structure résultant de I'application d'une
identification sur ST. Nous avons vu (cf. paragraphe 1.4.4-b) que ST n’est pas incluse dans
ST’ et que ST’ n'est pas incluse dans ST (cf. figure 1.42). Comme l'illustre la figure 4.1, il en
est de méme pour les complexes de chaines associés a ces structures topologiques. Soient (C, )
le complexe de chaines associé a ST et (C’,0') le complexe de chaines associé a ST’, on a :

1. Pour rappel, I'homologie persistante est présentée dans la sous-section 1.4.2.

2. Parfois, (CP,0P) = (C,d) a I'étape 0 d'un processus de construction, puis, 3 chaque étape, de nouveaux
générateurs lui sont ajoutés.

3. Nous remercions Mathijs WINTRAECKEN pour sa remarque lors des JGA2019, a I'origine du questionne-
ment autour de |'existence d'une filtration au niveau des complexes de chalnes intermédiaires.
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4.2. APPLICATION DU THEOREME SECE ET FILTRATION

— C ¢ ', donc (C,0) n'est pas inclus dans (C',0');
— C'9 L C', donc (C’,9") n'est pas inclus dans (C,d).

vV, U3 %1
€o €3 €o €3
Vo fD e, ey, fD Vs Vo Vs
€2 v y €s €2 €s
Uy Uy U,
(a) (C,0) (b) (C",0)

FIGURE 4.1 — Représentation graphique de deux complexes de chaines (C, 9) et (C’, 9’) associés
aux ensembles semi-simpliciaux de la figure 1.8. Selon le sens de lecture, I'un résulte d'une
identification ou d'une désidentification appliquée a I'autre. L'identification consiste a identifier
v1 avec v3, V2 avec vy et e1 avec e4. Dans le sens de I'identification, c’est-a-dire si (C”, &) succéde
a (C,0), il n'y a pas de filtration car C' Z C’. Plus précisément, e4 € C et eq ¢ C’. Dans 'autre
sens, il n'y a pas non plus de filtration car C'9 € C’. Plus précisément, f10 = —eq + €3 — 5 et
es ¢ C'.

Intéressons-nous a la séquence de complexes de chaines intermédiaires (C’B’t, 8B’t). Rappe-
lons que les formules de calcul de 9%**! dans I'application du théoreme SECE a I'identification
et a la désidentification sont, respectivement :

oBt+1 _ -8 P o+ _ OBt xP
0 oBt 0 0B

Comme dit précédemment, dans les deux cas, le calcul de (CB+1 9B4+1) implique I'ajout de
nouveaux générateurs dans (CB! 9Bt). De fait, CBt C CB!*!. Intéressons-nous aux opéra-
teurs de bord :
— dans le cas de I'identification, on constate que le bord des générateurs de C* n'est pas
modifié dans le calcul de (C**+1,9!*1) du fait de la ligne (0 8B’t). En conséquence,

CBt C OBl et CBL9BHL C OBt Dit autrement, (CP* 9B1) est inclus dans

(CB’H_I,@B"”“I), et induit une filtration ;
— dans le cas de la désidentification, le bord des générateurs de C" est modifié dans le calcul
de (C**1, 9B du fait de la ligne (8B’t XB). En conséquence, CB:toBt+1 ¢ OBt
Dit autrement, (CB! 951) n'est pas inclus dans (CP4+1 9B4+1) et n'induit pas de
filtration.
Les figures 4.2 et 4.3 illustrent ces observations sur des équivalences homologiques résultant de
I'application du théoréme SECE a une identification et a une désidentification.

Remarque. Plus généralement, toute séquence d'opération relevant du cas 1 du théoreme SECE
induit une filtration sur les complexes de chaines intermédiaires, ce qui n'est pas le cas si une
opération reléve du cas 2. En particulier, comme nous le verrons dans le paragraphe 4.3.4-3, la
dégénérescence releve du cas 1.
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4.2. APPLICATION DU THEOREME SECE ET FILTRATION

Conclusion. On constate donc que |'application du théoreme SECE a l'identification induit
une filtration au niveau des complexes de chaines intermédiaires de I'équivalence homologique
maintenue et que son application a la désidentification n'induit pas de filtration. Pour autant,
rappelons que la désidentification est I'inverse de I'identification, et peut étre traitée comme telle.
Plus précisément, cela veut dire qu'en distinguant deux sens de progression dans un processus
de construction, de t vers t + 1, le sens "normal" (ou zig), et de t 4 1 vers ¢, le sens "inverse"
(ou zag), on peut utiliser, a chaque étape, I'application du théoréme SECE a I'identification de
maniere a ce que le processus de construction induise une filtration zigzag. Ceci permet d'établir
une correspondance entre I'homologie persistante "de base" et le théoréeme SECE, et peut servir
de point de départ au transfert de résultat de I'une des méthodes a I'autre.

€o €3
oo | o[ D e
€z €s
ftI lgt
ht
V1 U3
€o €3
Vo e, e, (4 Vo f@ e e@ €y fD Vs
€z €s €z €5
(7B O v, vy  Va O
hSt pSt+1
Sit+1 St+1
gS,t l lfS,t g I lf
° ° ¢e—-——9
Vo Vs Vo Vg Vs
t t+1
(a) v (b) »'*

FIGURE 4.2 — La mise a jour d'une équivalence homologique suite a I'application du théoreme
SECE sur I'identification des générateurs en orange (extrait de la figure 1.43). En vert, les
cellules qui ont été créées dans (CB1F1 9B4+1) par rapport 3 (OB 9P1). (a) L'équivalence
homologique avant identification. (b) L'équivalence homologique apreés identification.
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/ 2 €o =3
Yo f@ fD Vs Vo e e Vs

7] 2
ft l l gt ft+1I lgt+1
ht ht+1 es
Q V1 Q V1 U3
€o €3 €o -
Vo Vs fD e fD ey Us
(=) €g €,
hSt S pSt+1
5
gtI lft gt+1I lft+1
° ° °
Vo Vo Vs
(a) (b) y**

FIGURE 4.3 — La mise a jour d'une équivalence homologique suite a I'application du théoreme
SECE a la désidentification des générateurs en orange (extrait de la figure 1.44). En vert, les
cellules qui ont été créées dans (CB1F1 9B4+1) par rapport 3 (OB 951). (a) L'équivalence
homologique avant désidentification. (b) L'équivalence homologique apres désidentification.
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4.3. HOMOLOGIE PERSISTANTE DE TOURS

4.3 Homologie persistante de tours

Les documents de référence pour cette section sont [2] et [19]. Dans ces documents, la
persistance de tours est présentée pour les complexes simpliciaux (cf. paragraphe 1.2.1-a).

4.3.1 Préambule

Le fait que I'homologie persistante "de base" repose sur la notion de filtration est une
limitation bloquante pour I'appliquer a notre cadre d'étude. En effet, comme nous I'avons vu dans
la section 4.2, il n'est pas toujours possible d’associer une filtration a une séquence quelconque
d'identifications et de désidentifications. L'homologie persistante "de tours" léve cette limitation
en utilisant deux résultats importants :

1. toute application simpliciale se décompose en une suite d'inclusions et d’effondrements
élémentaires :

2. une suite d'inclusions est une filtration et reléve de I'homologie persistante "de base".
L effondrement élémentaire peut étre "décomposé" en inclusions.

Objectifs. De ce fait, on s'interroge sur I'existence d'une éventuelle "passerelle" faisant le lien
entre |'application du théoreme SECE a I'identification et a la désidentification, et la persistance
de tours. A notre connaissance, la persistance de tours n'est définie que sur les complexes simpli-
ciaux. L'identification et la désidentification sont des opérations définies sur d'autres structures
topologiques. Pour établir un lien entre I'application du théoréeme SECE a ces opérations et la
persistance de tours, il convient donc d’abord de toutes les exprimer dans un méme cadre.

L'objectif de cette section est de poser ce cadre, puis de dégager des pistes de comparaison
pouvant servir de point de départ pour une étude plus approfondie des deux méthodes. Cette
derniére ne fait pas partie de ce document.

4.3.2 Notions préliminaires
Définition 4.3.1. Une tour de taille m est une collection de complexes simpliciaux Ky, . .. K,
et d’applications simpliciales ¢q . .. pn—1. En particulier, pour i tel que 0 < <m —1:

— une tour est monotone si toutes les applications simpliciales qui la composent sont de la
forme ¢; 1 K; — Kjy1;

— une tour est zigzag si les applications simpliciales qui la composent sont de la forme
¢ Ky = Ky ou ¢ 0 Ki < Kipq.

Définition 4.3.2. Soit X un sous-ensemble d’un complexe simplicial K. L'étoile de X, notée
StX, est I'ensemble StX = {0’ € K|Jo € X,0 C o'}. La fermeture de X, notée X, est
le complexe simplicial formé par X et I'ensemble de ses faces. Le lien de X, noté LkX, est
I'ensemble LkX = StX\ StX.

La définition 4.3.2 est illustrée sur la figure 4.4.
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12 V10 %) V10
U1 U3 Vg Vg U3 Vg
Vo Uy Vg Uy u4 Vg
Vg v, Vs L
(a) Un complexe simplicial K. (b) St{ve}
vy V10 V2 V1o
2] v Vg Vg v £
Vo Uy Vg Vo Uy Vg
Us V7 Us V7
(c) St{vs} (d) Lk{ve}

FIGURE 4.4 — L'étoile, la fermeture de I'étoile et le lien pour X = {vg}. Les simplexes concernés
par chaque notion sont mis en évidence en vert.
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4.3. HOMOLOGIE PERSISTANTE DE TOURS

Définition 4.3.3. Soient K et K' deux complexes simpliciaux. Une inclusion élémentaire
¢ : K — K’ est une application simpliciale injective telle que K' a au plus un simplexe de plus
que K.

Définition 4.3.4. Soient K et K' deux complexes simpliciaux. Un effondrement élémentaire
¢ : K — K’ est une application simpliciale surjective. Elle est injective pour tous les sommets
sauf pour un couple de sommets (u,v), qu'elle associe a un méme sommet.

Les définitions 4.3.3 et 4.3.4 sont illustrées sur les figures 4.5 et 4.6.

U2 V1o U2 V10

U1 Vg V1

Vo Vg Vo

Us v7 Us vy

FIGURE 4.5 — Une inclusion élémentaire ¢ : K — K'. Le simplexe de K’ \ K est {vs,vg,v11}-

(2 V10

VU2 V10
—

(v, v11) = Vg

Vo Uy Vg Vo Uy Vg

Us V7 Us U7

FIGURE 4.6 — Un effondrement élémentaire ¢ : K — K'. En particulier, vg¢ = v11¢ = vg.
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4.3. HOMOLOGIE PERSISTANTE DE TOURS

4.3.3 Fonctionnement

L'homologie persistante de tours est une extension de I'homologie persistante "de base",
ou les applications simpliciales étudiées ne sont pas nécessairement des inclusions. D'apres la
proposition 2.5 de [2], toute application simpliciale se décompose en une séquence d'inclusions
ou d’effondrements élémentaires. L'inclusion élémentaire releve de I'homologie persistante "de
base". L'effondrement élémentaire fait I'objet des travaux de [2]. Les auteurs distinguent deux
cas :

— le cas général des tours zigzags ;

— le cas particulier des tours monotones.

4.3.3-a Cas général : tours zigzags

Pour traiter I'effondrement élémentaire dans une tour zigzag, les auteurs de [2] proposent
d'utiliser I'opération de cone des complexes simpliciaux.

Définition 4.3.5. Soit K un complexe simplicial et X un sous-complexe de K. Le céne d’'un
sommet u € K avec X, noté u x X, est le complexe simplicial défini par :

uxX={oU{u}} VoeX

Soit un effondrement élémentaire ¢ : K — K’ associant les sommets (u,v) de K au sommet
u de K'. Considérons le complexe simplicial K défini par :

K =KU (ux St{v})

D’aprés la propriété 2.6 de [2], ce dernier est tel que :
— KC HA{;
— K CK.

Dit autrement, les complexes simpliciaux K, K’ et K sont reliés par les relations d’inclusion
i: K — Keti : K — K. En particulier, d'aprés la proposition 2.7 de [2], ¢’ induit un
isomorphisme des groupes d’homologie de K’ sur ceux de K, et les groupes d’homologie de K

peuvent &tre associés 3 ceux de K’ via la relation 4(i’)~!.
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Vg v, Vg v,
—_—
vy (V1,V4) = Vs
Uy Vs

~
~

U3

U1

Vs

FIGURE 4.7 — Un complexe simplicial K auquel est appliqué un effondrement élémentaire
¢: K — ]K’ associant les sommets (vq,v4) de K au sommet vs de K'. En bas le complexe
simplicial K = K U (vg * St{v1}) qui induit les relations d'inclusion i : K — K et i/ : K — K.
Cette figure s'inspire de la figure 1 de [2].

Exemple. Soit un complexe simplicial

K= {{vo}; {v1}, {va}, {vs}; {va}; {vo, v1}, {vo, va}, {v1, 02}, {v2, v3}, {vs, va}, {vo, v1, v2}}

et un effondrement élémentaire ¢ : K — K’ associant le couple (v1,v4) de K au sommet vy de
K’. Le complexe simplicial K’ est :

K = {{vo}, {va}, {vs}, {va}, {vo, va}, {vo, va}, {va, va}, {va, v3}, {vs, va}, {vo, v, vo}}
En particulier :
— I'étoile de vy est St{vi} = {{v1},{vo,v1},{v1,v2}, {vo,v1,v2}};
— la fermeture de St{v;} est St{vi} = St{vi} U {{vo}, {va}, {vo,v2}}.
Le complexe simplicial K = K U (vg * St{v1}) est alors :
K=KU {v1,v4}, {vo, v1,v4}, {v1,v2,v4}, {v0,v1,v2,v4}, {vo,va}, {v2,va}, {v0, V2, v4}}

On constate que K C K et K’ C K. Cet exemple est illustré sur la figure 4.7.
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4.3.3-b Cas particulier : tours monotones

Pour traiter I'effondrement élémentaire dans le cas des tours monotones, les auteurs de [2]
proposent d'utiliser un algorithme basé sur la notion d'annotations. Plus précisément, |'objectif
est de maintenir les annotations d'un complexe simplicial annoté au fil d’'inclusions et d’effon-
drements élémentaires.

Définition 4.3.6. Soit K un complexe simplicial. Notons KP ['ensemble des p-simplexes de K.
Une annotation a : KP — 73 est une affectation d’'un mot binaire a, = ca de longueur g 3
chaque p-simplexe o de KP :

— g est le rang du p-éme groupe d’homologie a coefficients dans Zo de K,

— deux p-cycles zy et z1 ont le méme mot binaire si et seulement s'ils appartiennent 3 une
méme classe d’homologie (a coefficients dans Zs ).

L’annotation d’une p-chaine c, est a., = ZUECP Ay

Remarque. La définition 4.3.6 est plus restrictive que la définition d'une annotation donnée
dans [2]. Elle condense la notion d’annotation et d'annotation valide. L'annotation du complexe
simplicial initial est une donnée d'entrée. Un algorithme de calcul d'une annotation est donné
dans [81]. De plus, dans [2], les bits des annotations sont estampillés avec une valeur entiére
qui correspond a |'étape de construction a laquelle la classe d"homologie représentée par un bit
est créée. Cette valeur entiere permet par exemple de calculer un diagramme de persistance.
L'objectif du paragraphe étant simplement de présenter la facon dont les annotations sont
maintenues au fil des opérations, nous omettons cette valeur entiére.

Inclusion élémentaire. Soit K un complexe simplicial annoté et ¢ : K — K’ une inclusion
élémentaire telle que K/ = K U {o}. Les annotations des simplexes de K’ se calculent a partir
de a9, c'est-a-dire de I'annotation du bord de o dans K. Deux cas se distinguent en fonction
de agg :

1. a,9 est nulle. Dans ce cas,

— on augmente de 1 la taille du mot binaire associé a tout p-simplexe de K. Soit
[bo, b1, ...,bg—1] le mot binaire d'un p-simplexe de K. Ce simplexe est annoté [by,
bi,...,bg—1,0] dans K';

— le simplexe o est annoté [0...0,1] dans K;

2. ay9 n'est pas nulle. Dans ce cas, on annule le u-éme bit de I'annotation de tous les
(p — 1)-simplexes, ou u désigne I'indice du dernier bit non nul de a,5. Pour ce faire :

— on ajoute ay9 a toutes les annotations des (p — 1)-simplexes dont |'annotation est
telle que b, = 1;

— on réduit de 1 la taille du mot binaire associé a tout (p — 1)-simplexe en supprimant
b,, de leur annotation.

Notons que si a,y n'est pas nulle, o n'est, par définition, pas un p-cycle (cf. définition
1.3.6). Son annotation est nulle et de la taille des annotations des p-simplexes.

Remarque. La justification de ces calculs fait I'objet de la partie 5 de [2]. Intuitivement, I'ajout
ou la suppression d'un bit des annotations des p-simplexes représente respectivement la création
ou la suppression d'une classe d’homologie du p-éme groupe.
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V1 U1
1 1

00 0Q 00 00 00

1
v, Vol 1V e Vg1 1V =—p Vg1

" 00 0 00 0
1 1
VU3 V3
(b)

FIGURE 4.8 — Mise a jour des annotations d'un complexe simplicial lors d'une inclusion élémen-
taire. En rouge, les annotations des simplexes. (a) Une inclusion élémentaire ¢ : K — K’ telle
que K"\ K = {vo,v2}. En particulier, ag,; »,30 = 1+1 = 0, donc il s'agit du cas 1 de I'inclusion
élémentaire. (b) Une inclusion élémentaire ¢/ : K/ — K” telle que K' \ K = {vg,v1,v2}. En
particulier, ajy, v, 030 = 00+ 00 + 01 = 01, donc il s'agit du cas 2 de l'inclusion élémentaire.
L'annotation de {vg,v1,v2} est vide car le rang de H? est 0.

Exemple. La figure 4.8a illustre le cas 1 de l'inclusion élémentaire car ay,, ,,39 = 0. La mise a
jour des annotations consiste donc a ajouter un bit au mot binaire de chaque 1-simplexe. En
particulier :

— I'annotation de {vg, v}, {v1,va}, {vo,v3} devient 00;

— I'annotation de {vg2,v3} devient 10;

— I'annotation de {vg,va} est 01.
La figure 4.8b illustre le cas 2 de I'inclusion élémentaire car ag, ., w19 = 01. La mise a jour
des annotations consiste donc a :
— ajouter 01 a toutes les annotations des 1-simplexes telles que by = 1. En 'occurrence,
seule I'aréte {vg, v1} est concernée, son annotation devient 01 + 01 = 00;

— on supprime b; de toutes les annotations des 1-simplexes, c'est-a-dire que |'annotation des
simplexes {vo,v1}, {v1,va}, {vo, v2} et {vo,v3} devient 0, et celle de {vy, v3} devient 1.

Effondrement élémentaire. La mise a jour des annotations d'un complexe simplicial K auquel
est appliqué un effondrement élémentaire ¢ : K — K’ se décompose en 2 étapes :

1. l'inclusion élémentaire de simplexes pour satisfaire la condition de lien;

2. le "transfert" d’annotations, qui consiste a "préparer" les annotations pour qu’elles ne
soient pas obsolétes aprés |'effondrement élémentaire ;

Condition de lien. La premiére étape consiste a insérer des simplexes dans K pour garantir
que la suppression de simplexes induite par |'effondrement ne nécessite pas de mise a jour des
annotations. Dit autrement, on fait en sorte que les annotations de K soient "prétes" pour
I'effondrement. Pour cela, on insére des simplexes dans K de maniére a ce que I'effondrement
vérifie la condition de lien.
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%1 000 U2 51 00 Uy

Vo 001 U3 Vo

FIGURE 4.9 — Un effondrement élémentaire ¢ : K — K’ tel que vp¢ = v3¢ = vg. En vert,
LEk{vo} N Lk{vs} = {v4}. En rouge, les annotations des 1-simplexes.

Définition 4.3.7. Soit u,v deux sommets d’un complexe simplicial K. lls vérifient la condition
de lien si Lk{u} N Lk{v} = Lk{u,v}. Plus généralement, un effondrement élémentaire ¢ :
K — K’ vérifie la condition de lien si le couple de sommets pour lequel il est non injectif vérifie
la condition de lien.

1 000 V> %1 000 Uy 1 00 U
00

000 vy o0
10

Vo 001 Vs Vo 110 Vs o 11 Vs

FIGURE 4.10 — L'inclusion élémentaire du 2-simplexe {vg,v3,v4} a l'issue de laquelle la condi-
tion de lien est vérifiée sur vy et vs, c'est-a-dire que Lk{vo} N Lk{vs} = Lk{vo,vs} = {va}.
En rouge, les annotations des 1-simplexes. En particulier, notons que I'annotation de {vg, v3}
devient d'abord 110 car ayy ;) + vy w3030 = 001 + 001 + 010 + 100, puis 11 car on sup-
prime des annotations des 1-simplexes les bits aux indices du dernier bit non nul de ayyq ., v,18
c'est-a-dire by.

Exemple. Considérons |'effondrement élémentaire ¢ : K — K’ illustré sur la figure 4.9, associant
les sommets vy et v3 de K au sommet vy de K'. Observons que :

— Lk{vo} N Lk{vs} = {v4};

- L]{{l‘(], l‘;;} = (/)
La condition de lien n’est donc pas vérifiée par vy et vy car Lk{vo} N Lk{vs} # Lk{vo,vs}.
Pour maintenir les annotations des simplexes de K, il faut donc commencer par insérer des
simplexes de maniere a ce que la condition de lien soit vérifiée. En |'occurrence, le seul simplexe
a insérer est {vg, vs,v4}; cette opération est une inclusion élémentaire®. Plus précisément, les

annotations sont mises a jour en fonction du cas 2 de l'inclusion élémentaire car agy, vy 010 =
010 + 100 + 001 = 111. En particulier :

4. Aucun algorithme n’est donné dans [2] pour déterminer les simplexes a insérer.
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— I'annotation de {vg,v3} devient 110 car elle est la seule dont le bit by = 1;

— le bit by est supprimé de toutes les annotations des 1-simplexes.
A l'issue de cette mise a jour, notons que :

— Lk{vo} N Lk{vs} = {v4};

— Lk{vg,vs} = {v4}.
La condition de lien est donc vérifiée car Lk{vo} N Lk{vs} = Lk{vo,vs}. Pour finir de traiter
¢, il faut ensuite procéder au transfert d'annotations.

Transfert d’annotations. Cette opération distingue deux types de simplexes : les simplexes
fuyants et les simplexes miroirs.

Définition 4.3.8. Soit un effondrement élémentaire ¢ : K — K’ non injectif pour les sommets
u et v. Un simplexe o de K est dit fuyant si |c¢| = |o| — 1. Deux simplexes o et o’ de K sont
dits miroirs s'ils ne divergent que d'un sommet, et que ces sommets sont u et v.

Le transfert d'annotation a pour but de permettre |'application de I'effondrement élémentaire
en conservant les annotations déja en place. Dit autrement, la baisse de dimension des simplexes
fuyants et la suppression d'une partie des simplexes miroirs n'entraine aucune perte d'information
homologique représentée par les annotations : elles sont "prétes" pour I'effondrement. Pour cela,
il faut que :

— les annotations des simplexes fuyants soient nulles;
— les annotations des simplexes miroirs soient les mémes.
Observons que :
— les simplexes fuyants sont tous les simplexes o de K tels que {u,v} C o;
— exactement 2 faces d'un p-simplexe fuyant sont des (p — 1)-simplexes miroirs.
Pour faire en sorte que les annotations soient "prétes" pour I'effondrement, il faut transférer les

annotations de tous les simplexes fuyants.

Définition 4.3.9. Soient un effondrement élémentaire ¢ : K — K’ associant les sommets u et
v a u, et T un p-simplexe fuyant et o sa (p — 1)-face miroir composée de u. Le transfert de
I’annotation de T consiste 3 ajouter a, 3 son annotation ainsi qu'a celles de son étoile directe®.

A l'issue du transfert des annotations de tous les simplexes fuyants, I'effondrement élémen-
taire est appliqué sur K.

Exemple. La figure 4.11 illustre le transfert d'annotations des 1-simplexes du complexe simplicial
qui résulte de I'inclusion élémentaire illustrée sur la figure 4.10. Considérons les 1-simplexes :

— {wo,v3} est le seul 1-simplexe fuyant. Son annotation Afuy,05) €St donc la seule transférée ;
— sa face miroir composée de vy est {vg}, dont les cofaces de codimension 1 sont {vg,v1},
{vo,v4}, {vo,vs3};

— l'annotation ay,, ,,) = 11 est ajoutée aux annotations de ces cofaces, c'est-a-dire que
C Ay =00+ 11 =115
C Ay ) = 01+ 11 =10;

5. Pour rappel, I'étoile directe d'un simplexe est son étoile restreinte aux p + 1-simplexes.
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%1 00 U2 %1 00 ) %1 00 Uy
00 00
00 00
00 Uy |00 =eep 11 Uy |00  mp
. 10 . 10 11 00
Vo 1 U3 Vo 00 U3 Vo

FIGURE 4.11 — Le transfert d’annotations préalable a I'application de I'effondrement élémentaire
¢. Les simplexes fuyants sont {vg, v3} et {vg, v3,v4}. En rouge, les annotations des 1-simplexes.
En vert, les 1-simplexes cofaces de codimension 1 de {vg} auxquels I'annotation de {vg, v3} est
ajoutée.

. ("{I,‘u;l,';g} = ll + ll = ()()

En particulier, notons qu'a I'issue du transfert de Afvg03) -
— le 1-simplexe fuyant {vg,v3} a une annotation nulle;
— les 1-simplexes miroirs {vg,v4} et {vs,v4} ont la méme annotation 10.

A ce stade, il ne reste plus qu'a appliquer I'effondrement élémentaire : les annotations des
simplexes sont valides, et peuvent étre utilisées comme point de départ d'une autre application
simpliciale.
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4.3.4 Cadre commun

Nous avons vu que la persistance de tours traite les applications simpliciales en les décom-
posant en deux opérations élémentaires : l'inclusion et I'effondrement. Comme nous |'avons
vu jusqu'ici, le théoréeme SECE est applicable a I'identification et a la désidentification. Nous
montrons dans le paragraphe 4.3.4-a qu'il s’'applique également a la dégénérescence. Dans le
paragraphe 4.3.4-b, nous établissons un lien entre la persistance de tours et les applications du
théoréeme SECE en montrant qu'un effondrement élémentaire appliqué a un complexe simplicial
K induit des identifications et/ou des dégénérescences sur |'ensemble simplicial (K, d, s) associé
a K. Dans le paragraphe 4.3.4-c, nous donnons un exemple de passage d'un cadre a 'autre.

4.3.4-a Application du théoreme SECE a la dégénérescence

Pour rappel, nous présentons la dégénérescence dans le paragraphe 1.2.1-c, sur les ensembles
simpliciaux. Nous montrons qu’une dégénérescence induit une SECE et entre donc dans le cadre
du théoréeme SECE.

Soit un complexe de chaines (C?, d') induit par un ensemble simplicial (K, d, s) ® dans lequel
on dégénere des simplexes de bord nul dans (K, d, s). Soit o un simplexe dégénéré, le générateur
qu'il induit dans (C?, 9*) vérifie 70* = 0. Nommons (C1, 9+1) le complexe de chaines induit
par (K,d,s) aprés dégénérescence. La SECE S,

(C,9) ér (Ct, 8 J? (Ot g+
induite par la dégénérescence est définie par :
— C est engendré par les simplexes dégénérés;
— 01 = o pour tout 0 € C';
— or = o si o est un générateur induit par un simplexe dégénéré, sinon or = O¢ pour tout
oceCt;
— 0= 0c;
— 0j = Ogt+1 si o est un générateur induit par un simplexe dégénéré, sinon oj = o pour
tout o € C*;
— os = o pour tout o € Ctt1,
L'équivalence homologique

o5

v (C,0) & (CB,0%) = (C5,05)

est calculée 3 partir de (C, ). L'équivalence homologique +**! est calculée par application du
cas 1 du théoreme SECE.

Remarque. La preuve que S est une SECE est disponible en annexe E.
Exemple. La figure 4.12 illustre une SECE induite par la dégénérescence d'une aréte ¢g. Les
morphismes 7, 7, r et s sont :

i:C—CHj:Ct=CH | r:Ct = C | s:CH = (F
€0t = € eoj =0 egr = €q

voJ = Vo vor =0 vpS = Vg

6. Pour rappel, I'association d'un complexe de chaines a un ensemble simplicial est présentée dans le paragraphe
1.3.2-b.
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eO 80
T S
q ﬁ
i j Vo
{ J
Vo

FIGURE 4.12 — Une SECE induite par la dégénérescence de eg.

4.3.4-b Cadre commun

Pour commencer, revenons sur les structures topologiques sur lesquelles sont définies chacune
des opérations :

— l'inclusion élémentaire et I'effondrement élémentaire sont définies sur les complexes sim-
pliciaux. A notre connaissance, il n’existe pas d'extension des travaux sur la persistance
de tours a d’autres structures topologiques. Rappelons que I'une des particularités des
complexes simpliciaux est d'étre entierement définis a partir de leurs sommets;

— Il'identification est définie sur diverses structures topologiques, dont les ensembles simpli-
ciaux.

Pour établir un lien entre ces opérations, il convient d’'établir un lien entre les structures topo-
logiques qu’elles impliquent. Pour cela, on utilise le fait que I'on sache construire un ensemble
simplicial (K, d, s) a partir de tout complexe simplicial K en utilisant un algorithme comme celui
présenté dans le paragraphe 1.2.1-c. En utilisant cette "conversion", on constate que :

— I'inclusion élémentaire est simulée par I'ajout d'un simplexe et I'identification de tout ou
partie de son bord avec des simplexes de (K,d, s);

— I'effondrement élémentaire est simulée par des identifications et des dégénérescences. En
effet, en toute généralité, un effondrement élémentaire implique deux types de modifica-
tions sur K,

- la fusion deux a deux de simplexes de méme dimension (les simplexes miroirs en
reprenant la terminologie utilisée dans le cas des tours monotones), qui peut étre
traitée sous la forme d'identifications;

- la disparition de certains simplexes (les simplexes fuyants), qui peut étre traitée sous
la forme de dégénérescences (cf. le paragraphe 1.2.1-c et plus particulierement la
figure 1.11).

Cela est illustré sur la figure 4.13.
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(a)
€ €o
Vo e |, U I° = {vo,v1} VoSo = €p
([ { ] — —
Nyt N1
Vo Vo
(b)

FIGURE 4.13 — Un effondrement élémentaire associant v; a vg et son équivalent sous la
forme d'une identification et d'une dégénérescence dans I'ensemble simplicial correspondant.
En particulier, notons que cet effondrement élémentaire n'a pas d'équivalent sur un ensemble
semi-simplicial du fait de la disparition de I'aréte {vg,v1}. (a) L'effondrement élémentaire. (b)
L'identification et la dégénérescence.
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4.3.4-c Exemple

La figure 4.14 illustre |'application successive de trois effondrements élémentaires (vy,v4) —
v1, (vo,v3) — vo et (vg,v1) — v sur un complexe simplicial K. A I'aide de I'algorithme présenté
dans le paragraphe 1.2.1-c, on associe un ensemble simplicial (K,d,s) a K et on étudie les
implications des effondrements élémentaires sur ce dernier. Les opérations sur (K, d, s) induites
par les effondrements élémentaires sont illustrées sur la figure 4.15.

Considérons (v1,v4) — v1. On observe que cet effondrement élémentaire n'implique que
des simplexes miroirs : {vi} et {v4}. Il peut étre simulé par I'identification caractérisée par

1= {{vr,vi}}.

Considérons (vg,v3) — vg. On observe que cet effondrement élémentaire n'implique que
des simplexes miroirs : {vp} et {vs}, {vo,v1} et {vs,v1}. L'identification étant plus atomique
que |'effondrement élémentaire, on peut simuler cet effondrement élémentaire d'au moins deux
facons :

— en identifiant vy et vs et (vg,v1) et (vs,v1) en une passe;
— en identifiant vy et v3 puis (vo,v1) et (vs,v1), comme l'illustre la figure 4.15.
Enfin, considérons (vg,v1) — vo. On observe que cet effondrement élémentaire implique :
— des simplexes miroirs, en l'occurrence {vo} et {v1}, {vo,v2} et {v1,v2}, {v1,v5} et
{vo, vs};
— des simplexes fuyants, en 'occurrence {vg, v1}, {vo, v1,v2} et {vo, v1,v5}.
On peut simuler cet effondrement élémentaire en :

— identifiant les simplexes miroirs entre eux, c'est-a-dire en appliquant |'identification carac-
térisée par I = {{vo,v1}, {(vo, v2), (v1,v2)}, {(vo,v5), (v1i,v5)}};

— en dégénérant (vg,v1), (vo,v1,v2) et (vo,v1,vs5) qui deviennent alors respectivement
(vo, v9), (vo,vo,v2) €t (vg,vo,vs5), avec

- v980 = (o, o)
- (vo,v2)s0 = (vo,v0,v2);
- (vo,vs)s0 = (vo,vo,vs).
Remarque. Le procédé présenté ici se généralise a n'importe quel effondrement élémentaire. Dit

autrement, pour simuler un effondrement élémentaire sur un ensemble simplicial, les simplexes
miroirs sont d'abord identifiés entre eux, puis les simplexes fuyants sont dégénérés.
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V1 Vg

) r
(22 Us . °
V2 Vo Vs
b [

Vo V3

(1, v4) > g

V1
Uzwvs
Vo V3

(vo,v3) = v

V1
3

(v, v1) = v

b
Vo

FIGURE 4.14 — Trois effondrements élémentaires (v1,v4) — v1, (vo,v3) — v et (v, v1) — Vo
appliqués successivement a un complexe simplicial K.
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0 0
0
o, 1) 2 \o o/
(v3, 74 2| 2
(vo, v1,v2) = (vo, v1,V5) ® Vg
=
. . 5 \:
1
Vo U3
IO = {vo, V1 }
1°={vy,v,} ... I = {(vg, v), (v1,v2)},
{(Uo, US); (1.71, US)} ooo
(vo,v0)
(vo, v, v2) (vo, v, Vs)
. 0,11 0 0,1 l
0
) (o, v2) 2 (vo, v5) ° vs
voSo = (v0, Vo)
(0, v2)50 = (v, V0, V2)
1 ={eg, .} ... (w0, 5)s0 = (Vo, VoVss )
V1
(v1,v2) Lo (v1,vs)
vz 0 0 o Vs
0
° (v, v1,v2) (Vo» V1, Vs)
/ JE—
(vo,v5) (vo, v, V2) (vo, Vo, Vs)
0,11 tCl 0,1 1 tO
1 1 0+ . T n - 5
) (o, v2) Vo (vo, vs) Vs

FIGURE 4.15 — Un équivalent des effondrements élémentaires illustrés sur la figure 4.14 sur

I'ensemble simplicial (K, d, s) associé a K.
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4.3.5 Composition d’opérations et de leur inverse

Nous avons montré qu'il existe une correspondance entre les complexes simpliciaux et les
opérations qui leur sont appliquées, a savoir |'effondrement et I'inclusion élémentaire, et les
ensembles simpliciaux. Plus précisément, sur les ensembles simpliciaux :

— l'inclusion élémentaire est simulée par |'ajout de simplexe et |'identification ;
— |'effondrement élémentaire est simulé par I'identification et la dégénérescence.

Comme nous I'avons vu, l'identification et la dégénérescence induisent une SECE. Par consé-
quent, une équivalence homologique 7= peut &tre associée au complexe simplicial Ky d'une
tour, et |'équivalence homologique 7! associée a K; peut &tre calculée par application du théo-
reme SECE a partir des applications simpliciales ¢y ... ¢; de cette méme tour. En particulier :

— une tour monotone est simulée par une séquence de dégénérescences et d'identifications;

— il en est de méme pour une tour zigzag, sous réserve de traiter les effondrements élémen-
taires "zags" comme des dégénérescences et des identifications "en sens inverse" (et non
comme des désidentifications).

Rappelons que le théoréme SECE est applicable a la désidentification, ce qui veut dire qu'une
tour zigzag peut étre simulée en ne considérant qu'un seul sens de progression :

— un effondrement élémentaire "zig" (de K; vers K;11) peut étre simulé par des dégénéres-
cences et des identifications;

— un effondrement élémentaire "zag" (de K41 vers K;) peut étre simulé par des dégénéres-
cences et des désidentifications.

Pour autant, dans cette sous-section, nous montrons que :

— nous montrons que deux SECE relevant du méme cas’ du théoréme SECE se composent.
Par exemple, deux SECE induites par deux identifications ou deux désidentifications;

— 3 notre connaissance, deux SECE relevant de cas différents du théoréme SECE ne se
composent pas. Par exemple, une SECE induite par une identification et une SECE induite
par une désidentification.

Cela veut dire qu'il est nécessaire, y compris pour la simulation avec le théoreme SECE, de
décomposer I'application successive d'un effondrement élémentaire "zig" et d’'un effondrement
élémentaire "zag" en deux opérations.

4.3.5-a Composition de deux SECE relevant du méme cas du théoréme.

Intuitivement, deux suites exactes courtes effectives qui reléevent du méme cas du théoreme
SECE représentent deux opérations allant dans le méme sens dans un processus de construction.
En I'occurrence, il peut s'agir de deux identifications, deux désidentifications, deux dégénéres-
cences voir d'une identification et d'une dégénérescence.

Définition 4.3.10. Soient deux suites exactes courtes effectives
S (C,9) _ (Ct, 8 _J (CH1 gty
r 5

et
I-r J-/
Sl: Cl 8/ Ct—l—l 8t+1 _J Ct+2 6t+2
(C0) = (O, 01 = (012,02

7. Pour rappel, les différents cas du théoreme SECE sont présentés dans le paragraphe 1.4.3-a.
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Leur composition

S (C// a//) (Ct at) (Ct+2 8t+2)

est définie par :
—'"=CaC,;
— 9" =0+0 +6 avec 6 = i's0'r ;
—i"=i+1s;
— " =r+4r;
— " =i

— s=2¢g's;

Remarque. La preuve que S” est une SECE est disponible en annexe F.

La figure 4.16 illustre les SECE d'une composition. Supposons de plus que I'on connaisse
les équivalences homologiques v et +' associées respectivement a (C, ) et (C’,0). Il est alors
possible d'en déduire I'équivalence homologique ~" associée a (C” ") par application des
lemmes de perturbation présentés dans [16]. Cela permet d’optimiser le calcul de 4" par rapport
a un calcul direct a partir de (C”,9").
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«/

(Ct’at) —]> (Ct+1,at+1) —]P (Ct+2,at+2)
S s’
i 11 r i’ 11 r
(C,0) (¢',9")

(a)
j”

(Ct, at) —( (Ct+2, at+2)
SII

i” 11 ,rII

(C”, all)
(b)

FI1GURE 4.16 — Composition de deux suites exactes courtes effectives induites par un méme cas
du théoreme SECE.
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4.3.5-b Composition de deux SECE qui reléevent de cas différents du théoréeme.

Lorsque deux SECE relévent de cas différents du théoreme SECE, il n'est, a notre connais-
sance, pas possible de les composer. La figure 4.17 illustre les deux successions possibles de
SECE relevant des cas 1 et 2 du théoreme SECE. Dans les deux configurations, nous ne savons
pas définir (C”,0") de telle sorte a ce que S” soit une SECE (c'est-a-dire qu'elle vérifie les
propriétés mentionnées dans la définition 1.4.3-a).

«/

(Ct, at) _><]_ (Ct+1, at+1) _’41_ (Ct+2, at+2)
s s’
i 11 r i 11 r
(C,0) (C',0"
(a)
J J'

(Ct’at) A (Ct+1,at+1) —l (Ct+2’at+2)

el

(¢c,0) (C',9"

)

(b)

FIGURE 4.17 — Les deux successions possibles de SECE relevant du cas 1 et du cas 2 du
théoréme. (a) Cas 1 puis cas 2. (b) Cas 2 puis cas 1.
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous étudions |'homologie persistante "de base" et "de tours" que nous
mettons en correspondance avec les applications du théoréme SECE 3 I'identification, la dési-
dentification et la dégénérescence.

Homologie persistante de base. Nous montrons que la séquence de complexes de chaines
intermédiaires d'une équivalence homologique maintenue a I'aide du théoreme SECE :

— induit une filtration dans le cas 1 du théoréme (cf. paragraphe 1.4.3-a), utilisé dans son

N

application a l'identification et la dégénérescence;
— n'induit pas une filtration dans le cas 2, utilisé dans son application a la désidentification.

Pour autant, la désidentification étant I'inverse de I'identification, nous avons vu qu'il est pos-
sible d'associer une filtration "zigzag" a toute séquence d'applications du théoréme SECE sous
réserve de considérer deux sens de progression dans le processus de construction étudié. Plus
précisément, cela revient a dire que la désidentification est traitée par application du 1 du théo-
réme sur |'identification inverse qu'elle induit. Cette filtration peut servir de donnée d'entrée
d'un algorithme d’homologie persistante; I'intérét d'un tel procédé reste a étudier.

Homologie persistante de tours. Nous établissons un lien entre le cadre de la persistance de
tours et le cadre du théoreme SECE, en montrant qu'il est possible de simuler un effondrement
élémentaire appliqué a un complexe simplicial sous la forme d'identifications et de dégénéres-
cence sur I'ensemble simplicial induit par ce dernier. En particulier, on constate qu'il existe des
limitations a certains calculs dans les deux méthodes :

— les annotations sont utilisables tant que la tour étudiée est monotone, sinon une opération
de cbne simpliciale est utilisée;

— on sait composer deux SECE relevant du méme cas du théoréme SECE mais on ne sait
pas composer deux SECE relevant de cas différents du théoréme SECE.

Perspectives d’évolution. L'objectif des travaux que nous présentons est d'établir un cadre
commun 3 |'homologie persistante et au théoreme SECE. Ce cadre peut servir de point de
départ a une étude plus approfondie consistant a transférer des résultats d'un cadre a I'autre.
Par exemple :

— peut-on éviter de maintenir la réduction p° d’'une équivalence homologique via le théoreme
SECE en utilisant la filtration induite par les complexes de chaines intermédiaires ?

— comment peut-on utiliser I'application du théoreme SECE 2 la désidentification pour si-
muler une tour zigzag ?

— les annotations peuvent-elles étre transférées aux applications du théoréme SECE ?
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Conclusion et perspectives

Les chapitres 2, 3 et 4 disposent chacun de leur propre conclusion. Nous reprenons les points
importants de chacune d'elles.

Conclusion

Pour suivre I'évolution de I'homologie d'un objet géométrique dans un processus de construc-
tion, nous utilisons le théoréme des suites exactes courtes effectives (théoreme SECE). Plus pré-
cisément, on suppose qu'une équivalence homologique v/=0 est associée a I'objet géométrique a
I'étape initiale du processus, et on la maintient a I'aide du théoréme SECE. Son petit complexe
de chaines peut étre utilisé, a chaque étape, pour calculer I'homologie de I'objet géométrique.
Nous supposons que le passage de I'étape ¢ a |'étape t + 1 du processus se fait par identification
ou par désidentification (éventuellement, par dégénérescence).

Nous analysons I'application du théoréme SECE a ces opérations et montrons que 7! peut
étre calculée par modification de 7. En particulier, plusieurs cas se distinguent :

— les cas "limités", ol seule une partie des matrices de +' est maintenue, par exemple,
lorsqu’on ne souhaite pas calculer les générateurs d’homologie et que le processus de
construction n'est composé que d'identifications;;

— le cas général, ol toutes les matrices de 7! doivent étre maintenues, par exemple, lorsqu’on
souhaite calculer les générateurs d'homologie et que le processus de construction est
composé d'au moins une identification.

Pour les cas limités, on observe que :

— le calcul de 4**! par modification de v* a une complexité en temps qui dépend du nombre
de cellules impactées par I'opération, et de leur étoile;

— le coiit en espace de ! est égal au coiit de v* auquel s'ajoute une variation fonction du
nombre de cellules impactées par I'opération. Plus généralement, le coiit en espace de ~*
est égal au colit de 4'=° auquel s’ajoute la somme des variations des étapes qui précedent
t;

Pour le cas général, on observe le méme type de résultat sauf pour le calcul de A%t qui a
une complexité en temps qui, dans le pire des cas, dépend du nombre total de cellules de la
structure topologique.

Nous mettons en évidence des prérequis que doit vérifier une implémentation du théoreme
SECE pour obtenir ces résultats en pratique. Les morphismes sont représentés sous la forme de
matrices. Les prérequis se regroupent en plusieurs catégories :

— ceux concernant la représentation matricielle. Les valeurs nulles d’'une matrice sont repré-
sentées implicitement de méme que I'identité dans certains cas;
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— ceux concernant les calculs. Cela comprend des contraintes sur la construction des ma-
trices, sur le produit matriciel, sur la fusion de matrices ou encore sur la modification de
matrices.

Apreés avoir étudié plusieurs bibliotheques logicielles dédiées a la représentation matricielle, nous
constatons que la plupart d'entre elles implémentent des formats "standards". Ces derniers ne
permettent pas de répondre a I'ensemble des prérequis d'implémentation que nous avons relevés.

Nous avons donc concu et développé notre propre représentation matricielle, qui fonctionne
de pair avec des répertoires de cellules. Un répertoire de cellules représente une base des chaines
d'un complexe de chaines de 4! depuis I'étape initiale du processus de construction. En utilisant
ces structures de données, nous avons développé une bibliothéque logicielle d"homologie effective
que nous utilisons pour étudier expérimentalement le théoreme SECE. Les résultats ainsi obtenus
valident |'analyse menée en amont.

Nous nous intéressons ensuite au suivi de I'homologie d'un objet géométrique lorsque celui-ci
est éclaté en plusieurs morceaux distribués sur plusieurs unités de calcul. Dans ce cadre, nous
proposons un algorithme permettant de répartir I'identification "appliquée" a I'objet géométrique
sur sa distribution. Le développement du logiciel implémentant cet algorithme reste a terminer.
Pour autant, nous présentons les travaux que nous avons réalisés a ce sujet, basés sur le standard
MPI.

Pour finir, nous mettons en corrélation le théoreme SECE et I'homologie persistante. Cette
derniére repose sur la notion de filtration. Nous montrons que le théoréeme SECE induit une
filtration lorsqu’il est appliqué a I'identification et que ce n’est pas le cas lorsqu'il est appliqué a
la désidentification. Nous étudions ensuite une extension de |'homologie persistante, ['homologie
persistante de tours, et montrons qu'il existe un cadre commun entre les opérations élémentaires
qu'elle traite et celles que nous traitons. En particulier, on observe que les critéres de discrimi-
nations des cas du théoréme SECE et de I'homologie persistante de tours se rejoignent sur un
point : le "sens" de progression dans le processus de construction. Plus précisément, on observe
que, dans les deux cas, les calculs peuvent étre optimisés tant que la progression est monotone.

Perspectives d’évolutions

Optimiser 'espace. Nous représentons implicitement une partie des données d'une équiva-
lence homologique
ot ps,t
¢ t ot Bt aBt St St
v (Ch0Y) & (O 07 = (C°F,077)
maintenue par application du théoreme SECE : I'identité et le morphisme nul. En particulier,
nous tirons parti du fait que (C*=0,9=0) = (CP*#=0 9B4=0) pour représenter f* et g' comme
des variations de I'identité car, 3 t = 0, p’ est une réduction identité et donc f! = g* = id. Cette

représentation implicite de I'identité pourrait étre étendue aux complexes de chaines (C?, 9%) et
(CB,t aB,t) .
, :

— d'abord, (CB,9B1) pourrait étre considéré comme une variation de (C?,9?);
— ensuite, (CBt, 9B1) et (C, 8") pourraient étre considérés comme une variation de (C*=0, 9=0).

Nous pensons qu'un tel procédé permettrait d’optimiser I'utilisation de |'espace pour la repré-
sentation de 7.
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Analyser la notion de réduction. La réduction est une notion clef du théoreme SECE puis-
qu'elle compose les équivalences homologiques manipulées. Plusieurs réductions peuvent donner
"un méme" complexe de chaines réduit. Pour autant, les morphismes qui les composent peuvent
étre tres différents d'une telle réduction a I'autre, et ceci est particulierement vrai pour le mor-
phisme h. Une facon de faire évoluer les travaux que nous présentons consiste a déterminer si
certaines réductions sont meilleures que d’autres pour les calculs qu’'implique le théoreme SECE
(cf. annexe C).

Extension de I'algorithme de répartition. Dans le cas d'un objet distribué, pour couvrir
I'ensemble des opérations traitées par le théoreme SECE, il manque a ce jour un algorithme de
répartition de désidentification. Le concevoir est une évolution qui permettrait d'étudier la ré-
partition d'opérations dans un processus de construction composé uniquement d'identifications,
uniquement de désidentifications, ou des deux opérations.

Alimenter I'étude expérimentale. L'étude expérimentale que nous proposons est basée sur
I'application du théoréme SECE a I'identification pour un objet géométrique non distribué. Nous
souhaitons I'alimenter et proposer I'étude expérimentale de |I'application du théoréme SECE 3 :

— la désidentification pour un objet non distribué. L'analyse montre que les prérequis sont
sensiblement les mémes que pour l'identification. L'objectif est d'appuyer ce résultat ex-
périmentalement ;

— l'identification (et, si possible, d'une désidentification) pour un objet distribué. L'objectif
est de valider I'algorithme de répartition.

Approfondir I'étude des tours et du théoreme SECE. Nous montrons qu'il existe des liens
entre I'homologie persistante et le théoreme SECE :

— une séquence d'opérations relevant du cas 1 du théoréeme SECE induit une filtration entre
les complexes de chaines intermédiaires de |'équivalence homologique maintenue;

— nous définissons un cadre commun aux tours et au théoreme SECE, qui repose sur le fait
que |'on sache construire un ensemble simplicial a partir d'un complexe simplicial, et que
les applications simpliciales d'une tour peuvent étre simulées sous la forme d'identifications
et de dégénérescences.

Ces liens peuvent servir de point de départ a une étude plus approfondie de I'homologie persis-
tante et du théoreme SECE, dont I'objet serait de transférer les résultats d'un cadre a I'autre
(éviter le maintien de p>*, utiliser des coefficients dans Z etc...).
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A. REDUCTION ELEMENTAIRE

A Réduction élémentaire

La définition ci-dessous est une adaptation de celle de I'annexe 6.1 de [16].

Définition A.1. Soient un complexe de chaines (C,0) et deux chaines o € CP et 7 € CPT!
tels que o apparait dans le bord de T avec un coefficient ¢ = 1. La réduction élémentaire
caractérisée par o et T est une réduction p : (C,0) = (C’, ') telle que :

— h: C — C est un morphisme nul, sauf pour ch = €1 ;
— [ :C — (' est l'identité, sauf pour
cof=(—etd+0)pt
- 7f =0¢
— g:C" — C est, pour tout A € C',
- Ag = Ad — \¢Oh
— O’ est, pour tout A € C”,
- A0 = Mo lof

ou ¢ est l'inclusion de Bcy dans Be.

Exemple. La figure 18 illustre une réduction élémentaire p : (C,9) = (C’,d') telle que :
— h: C' — C est un morphisme nul, sauf pour (ag,v2)h = (ag,a1);
— f:C — (O’ est 'identité, sauf pour
- (ag,v2) f = (—(ag,a1)0 + (ag,v2))p~' = —(vo, a1) + (ag,v1) + (vi,a1)
- (ap,a1)f = O0cr

— g : C" — C est l'inclusion de C’ dans C. |l s'agit 1a d'un cas particulier qui découle du
fait que (ag,a1) soit I'unique générateur de C’ ayant (ag, v2) dans son bord.
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A. REDUCTION ELEMENTAIRE

h
(vo, Vo) j (vo,ag)  (vo, a}) (vo,aq) .(170; a)
(ag,v1)

(ap, vo) (ag, ao) (ag, 1) <+ (ap,v2)
(v1,v0) (vuag)  (vi,v1) (v1,aq1) (v1,V2)
¢ - *

(a1, ) (a1, ap) (a1, aq) (a1, v3)
(ai,v1)

@< @< ®
(v2,v0) (va,a0)  (v2,11) (v2,a1) (v2,v2)
g T l f
(vo, Vo) (vo,ag)  (vg,a1) (vo,aq) (vo, az)
- e .

(ag, vo) (ag, ag) (ag,v1)
(v1,vg) _ (v ag)  (vq, 17}) (v1,aq) .(Up V)
(a1, v9) (a1,a0) (as,aq) (ay,v2)
(61, 171)
@< < ®
(v2,v0) (v2,a0)  (v2,v1) (v2,a1) (v2,v2)

FIGURE 18 — Une réduction élémentaire dans une (2, 2)-grille, telle que (ag, v2)h = (ap, a1).
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B. COMPOSITION DE REDUCTION

B Composition de réduction

La définition ci-dessous est une adaptation de celle de [16] page 6.

Définition B.1. Soient une réduction p : (C,0) = (C",d') et p/ : (C",0") = (C",9"). Leur
composition est une réduction p" : (C,9) = (C",9") définie par :

— W' =h+ fRg
— f"=ff
— 9" =4y

Exemple. La figure 19 illustre une composition de réductions. En particulier :
— (ag,v2)h" = (ag,a1) + (ag, ag) et (ag,v1)h” = (ag,ao);
— (ag,v2) f" = —(vo, a1) — (vo, ap) + (ag, vo) + (v1, ap) + (v1, a1) et (ap,v1) f”" = —(vo,ap)+
(ao,vo) + (v1,a0);
— g :C"” — C est 'inclusion de C” dans C'. Il s'agit d'un cas particulier qui découle du fait

que (ag,a1) soit I'unique générateur de C' ayant (ag,v2) dans son bord, et que (ag, ag)
soit I'unique générateur de C’ ayant (ag, v1) dans son bord.

C A propos de la réduction

Dans cette section, on s'intéresse aux "chemins" de réduction créés par une composition, et
I'idée de "réduction optimale" qui en découle.

Chemin de réduction. Soient une réduction élémentaire p : (C,9) = (C’, ') caractérisée
par le couple de cellules (7, 0), et une réduction élémentaire p' : (C’,0’) = (C”, ") caractérisée
par le couple de cellules (77, 0"), ot 7 et 7" sont des p-cellules et o et o’ sont des (p—1)-cellules.
Considérons leur composition p” : (C,9) = (C”,9"). Observons que :

— pour n'importe quelle cellule de (C, ), f” est I'identité sauf pour 7f” = 7/ f" = 0cn et
pour o et o’. Intéressons-nous a ces derniéres :

- dans p, on a of = (—eTd + o), ou € désigne le coefficient avec lequel o apparait
dans le bord de 7 dans (C, 9) ;

- dans p/, on a o' f' = (—er’d +0’), ol € désigne le coefficient avec lequel o’ apparait
dans le bord de 7’ dans (C', ') ;

- f" est calculée via la formule f”” = ff’. Or, f’ est I'identité pour toute cellule sauf
7' =00 et o' f' = (—er’d + o’). Les cellules pour lesquelles f” # f’ sont donc
toutes les cellules qui ont 7/ ou ¢’ dans leur image par f;

- f est I'identité pour toutes les cellules sauf 7f = 0 et of = (—e70 + o). La seule
cellule qui a 7/ dans son image par f est 7/, or 7/ f = 7/ donc 7' f" = 7/ f' = Ocn.
Deux cas sont possibles pour les cellules qui ont ¢’ dans leur image par f :

> o' € 70, dans ce cas ¢/ € of et est remplacée par o'f’, c'est-a-dire que
offf =af —o' +o'f
> o’ ¢ 70, dans ce cas seule ¢’ a ¢’ dans son image par f, en particulier o' f = o’.

Au bout du compte, on observe que selon le couple (7/,0") réduit, le calcul de f” par
composition consiste parfois a remplacer une partie de I'image de o par f;
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C. A PROPOS DE LA REDUCTION

hll
(vo, Vo) j (Vo,a9) (o, a}) (v, aq) ~ (vo, az)
(aO' vl)

(ap, vo) (ag,ag) *+— (ag,a1) <+ (ap,v2)
(v1,v0) (v ag)  (vy,v1) (v1,a1) (v1,V2)
% $< $
(a1, ) (ai,ap) (as,aq) (a1, v3)
(as,v1)

@< @< ®
(v2,v0) (va,a9)  (v2,11) (v2,a1) (v2,v2)
gll T 1 f”

(vo, Vo) ) (vo,ag)  (vo, a}) (vo,aq) ~ (vo, az)

(ap, vo)
(v1, Vo) J (vi,a0) (v, U}) (v1,a4) (v1,v2)
(a1, v9) (as,a0) (ai,aq) (a1, v72)
(ai,v1)
@< < ®
(v2,v0) (va,a9)  (v2,v1) (v2,a1) (v2,v2)

FIGURE 19 — Une réduction p” : (C,0) = (C”,9") calculée par composition de deux réductions
élémentaires p : (C,0) = (C', '), telle que (ap,v2)h = (ag,a1) (illustrée sur la figure 18) et
Pl (C,0) = (C",0"), telle que (ag, v2)h' = (ap,ap) (non illustrée).
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C. A PROPOS DE LA REDUCTION

— pour n'importe quelle cellule de (C”,9"), g” est I'identité sauf pour :
i

- I'étoile directe de o dans (C,d) en dehors de 7. Soit 7" une telle cellule, 7"¢" =
" —7"0h=1"+T;

- I'étoile directe de o’ dans (C’,9’) en dehors de 7/. Soit 7" une telle cellule, 7"7¢" =
T//g/ _ 7_/la/h// — 7_/l‘gl :|: 7_/ :

Au bout du compte, on observe que selon les couples (7,0) et (7/,0") réduits, le calcul
de ¢” par composition consiste parfois a ajouter 7 et/ou 7’ 3 I'image de I'étoile directe
de o dans (C, d) ou de I'étoile directe de ¢’ dans (C’,9');

— pour n'importe quelle cellule de (C, ), h” est nul sauf pour o et o’. Intéressons-nous a
ces dernieres :

- par définition, h est nul pour toute cellule sauf oh = er. Lorsqu’on calcule b/ =
h+ fh'g, on ajoute fh'g a toutes les cellules qui ont o’ dans leur image par f car
o’ est la seule cellule telle que o’h’ # 0. De cette facon, on construit des chemins
de réduction au fil des compositions;

- les cellules ayant ¢’ dans leur image par f sont o/, car o/f = o/, et o si 0’ € 70, car
of = (—etd + 0)¢~ L. Dit autrement, o a ¢’ dans son image par f si o’ a 7 dans
son étoile directe dans (C,0);

- le nombre de cellules ajoutées aux cellules ayant ¢’ dans leur image par f dépend de
la taille de 7/¢g car o'h/ = e7’;

- or, g = 7 — 7/0h, c'est-a-dire qu'on ajoute au minimum 7, auquel s'ajoute la
taille de 7/0h. En I'occurrence, on ajoute au plus une cellule car & est nul sauf pour
oh = eT.

Au bout du compte, on observe que selon les couples (7,0) et (7/,0') réduits, le calcul
de h” par composition consiste parfois a ajouter T a I'image de ¢’

Exemple. Considérons I'exemple de la figure 19, qui illustre la composition de deux réductions
p:(C,0) = (C',d") caractérisée par (ag, v2) et (ag,a1), et p' : (C',0') = (C”, ") caractérisée
par (ap,v1) et (ap,ap). La réduction p est illustrée sur la figure 18. Observons que :
— pour n'importe quelle cellule de (C, 9), f” est I'identité sauf pour (ag,a1)f” = (ag,a0)f” =
Oc» et pour (ag,v2) et (ag,v1). Intéressons-nous a ces derniéres :
- dans p, on a (ag,v2)f = (—(ap,a1)0+ (ag,v2)) = —((ag, v2) + (v, a1) — (ag,v1) —
(v1,a1)) + (ag, v2) = —(vo, a1) + (ap,v1) + (v1,a1);
- dans o', on a (ag,v1)f" = —((ao,v1) + (vo,a0) — (ao,vo) — (v1,0a0)) + (ao,v1) =
—(vo, ao) + (ao,vo) + (v1,a0);
- f" est calculée via la formule f” = ff’. Or, f’ est 'identité pour toute cellule sauf

((1,()‘, a())f’ — OCH et (a(), Z,,‘l)f/ = *(7,’()‘ (1,(]) + ((l(),'l/’()) + (Ul. (1()). Les cellules pour
lesquelles f” # f' sont donc toutes les cellules qui ont (ag, ap) ou (ag,v1) dans leur
image par f;

- f est I'identité pour toutes les cellules sauf pour (ag,a1)f = Ocr et (ap,v2)f =
—(vo,a1) + (ag,v1) + (v1,a1). La cellule qui a (ag,ap) dans son image par f est
(ap,ap), donc (ag,ap)f” = (ag,ap)f’ = Ocn. Deux cas sont possibles pour les
cellules qui ont (ag,v1) dans leur image par f :

> (ag,v1) € (ag,a1)d, c'est le cas ici et on a (ag,v1)f = (ag,v1) et (ag,v2)f =
—(vg,a1) + (ag,v1) + (v1,a1). Composer f et f’ revient a remplacer (ag,v1)
dans (ag,v2)f par (ag,v1)f’, on obtient (ag,vs)f” = —(vg,a1) — (vo,ap) +
((I,(J, ’l,'(J) + ('Ul, (1,0) + ('1}1, (]1).
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> (ag,v1) ¢ (ap,a1)d, ce n'est pas le cas ici.

— pour n'importe quelle cellule de (C”,9"), ¢g” est I'identité car il n'y aucune cellule dans
I'étoile directe de (ap, v2) dans (C, 9) en dehors de (ag,a1), et il n'y a aucune cellule dans
I'étoile directe de (ag,v1) par (C’,0") en dehors de (ag, ap);

— pour n'importe quelle cellule de (C, ), h” est nul sauf pour (ag, v2) et (ap, ap). Intéressons-
nous a ces dernieres :

- par définition, h est nul pour toute cellule sauf (ag,v2)h = (ap,a1);

- les cellules ayant (ag, v1) dans leur image par f sont (ag, v1) et (ag,v2) car (ap,v1) €
(ap,a1)0;

- le nombre de cellules ajoutées aux cellules ayant (agp,v;) dans leur image par f
dépend de la taille de (ag, ag)g car (ag,v1)h' = (ag,ap);

- of, (ap,a0)g = (ag,ap) ;
Au bout du compte, on ajoute donc (ag,ag) a I'image de (ag, v2) et (ap,v1), c'est-a-dire
que (ag,v2)h = (ag,a1) + (ag,ag) et (ap,v1)h = (ag,ap). En particulier, le chemin de
réduction de (ag, v2) est contient deux 2-cubes aprés composition.

Réduction optimale. On constate donc que plusieurs critéres peuvent faire varier le calcul
d'une composition de réduction, dont notamment |'étoile directe et le bord des cellules que I'on
choisit de réduire. En conséquence, nous nous interrogeons sur |'existence d'une réduction "opti-
male", c'est-a-dire d'une réduction qui minimise le nombre de valeurs explicites que contiendront
ses matrices 0, f, g, h et &, et la possibilité de la calculer en partant d'un complexe de chaines.
Cette question reste ouverte a ce jour. Nous pensons que faire le lien entre toutes les matrices
qui compose une réduction permettrait de répondre a cette question, c'est-a-dire, intuitivement,
établir un lien entre ce qui est "gagné" au niveau des opérateurs de bord, et ce qui est "perdu”
au niveau des matrices f, g et h lorsqu'on réduit. Les cas extrémes sont la réduction identité,
ou la totalité des valeurs explicites sont dans @' = 9 (car f = g = id et h = 0), et la ré-
duction dans laquelle tout est réduit, ou la totalité des valeurs explicites sont dans h et O (car

Exemple. La figure 20 illustre deux réductions p? et p? qui consiste a réduire une (1,¢)-grille

en un sommet. La réduction p? : (C4,04) = (C'4,0'4) est calculée par composition de deux
réductions élémentaires, ou :

— g est réduit avec ag;
— 29 est réduit avec —aj.

La réduction p? : (CB,08) = (C'B,0'P) est calculée par composition de deux réductions
élémentaires, ou :

— w9 est réduit avec —aq ;

— w1 est réduit avec ay.
En particulier, les matrices pAl . 0AD s oAl o pBL . 0BO 5 0B sont

hA.l ]’B.l

ap aip ap am
Vo 1 . Vo . .
vy | - v |—1 .
vo L. —1 vo L—1 —1
Notons que hi"l = 2 et que hﬁ"l = 3.
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h4 h
Vo %1 VZO Vo U1 VZO
o< > @< < o (2 < @< < " ]
Ao a, QAo aq
gA] l fA g ] l f
° °
Ul vO
(a) (b)

F1GURE 20 — Deux réductions calculées par composition de réductions élémentaires. Une fleche
rouge allant de o vers ¢’ indique que ce couple de cellules est réduit dans une réduction élé-
mentaire. (a) p? : (C4,04) = (C'4,0'4). (b) pP : (CB,07) = (C'B,9'P).
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D Processus de construction : couture de deux grilles

Cette annexe propose une étude approfondie du processus de construction ayant servi a3 mener
I'étude expérimentale de la sous-section 2.4.1. Pour rappel, une (d, e)-grille est I'ensemble semi-
cubique qui résulte du produit cartésien de d arétes subdivisées en e 1-cubes et 1 + e sommets.

D.1 Caractéristiques d’une grille

Nommons G* le nombre de cubes d'une (k, e)-grille et G’;’e le nombre de p-cubes d'une
(k,e)-grille. On a:

k
Ghe = (2e +1)¢ G];’e = (p) ePle+1)FP Vk,e,pe N0 <p<d

Démonstration. Rappelons que le cardinal d'un ensemble résultant d'un produit cartésien est le
produit des cardinaux de ces ensembles. Iy a (2e+1) cubes dans chaque (1, e)-grille faisant partie
du produit cartésien a l'origine d'une (k, e)-grille, ce qui suffit 3 démontrer G*. Démontrons
Gé”” :
— un p-cube résulte nécessairement du produit de p 1-cubes de par la définition d'une (k, e)-
grille. 'y a (;) facons de choisir ces p 1-cubes parmi les d (1, e)-grilles;

— dans chaque (1, ¢e)-grille, il y a e 1-cubes et 1 + e 0-cubes, d'ou ijfe = (ﬁ)el’(e + 1)kp,

Soit (C,0) un complexe de chaines induit par une (k,e)-grille, donc ot |Bo| = G*e.
Nommons GIZE le nombre de valeurs explicites de O et G];’Z le nombre de valeurs explicites de

oP. On a:

k
GRO=>"2pGhe  GNL =2pGEC VkepeN0<p<k
p=1

Démonstration. Pour démontrer Gi(A il suffit simplement d'analyser la définition d'un ensemble
semi-cubique (cf. définition 1.2.11). Il y est dit que pour un ensemble semi-cubique (K, d) de

dp )1§p§k

dimension k, d est tel que (d; ;)o<;<1<;<,- Il suffit de compter le nombre de valeurs que prennent

ety
— 7 prend 2 valeurs, 0 et 1;
— ¢ prend p valeurs, comprises entre 1 et k inclus.

ll'y a donc 2p (p—1)-cubes dans le bord de tout p-cube, d'ou Géz = 2pGPe et Gge en découle.

D.2 Réduction d’une grille

Algorithme. L'algorithme que nous utilisons pour réduire une grille par composition de ré-
ductions élémentaires est illustré sur la figure 21. Il sert notamment pour le calcul de p5*=0 de
I'équivalence homologique v~ de la couture de deux grilles.
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Algorithme : Réduire une (k,e)-grille.

Donnée d’entrée : une (k,e)-grille (C,0)

Donnée de sortie : une réduction p: (C,0) = (C", ')
1 p < réduction identité ;
2 pour p de k a1 inclus faire

© o N O a0 &~ W

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

24
25
26
27
28
29
30
31 fin

pattern « (v2,. ..

k— k—p k—1y .
LUP ou a, 1. ap )

T < pattern ;

reduireEnDimP < vrai ;

tant que reduireEnDimP faire

aj < |'aréte la plus a droite dans z;

y < une copie de x, dans laquelle a; est remplacée par v;, {;

Appliquer la réduction élémentaire p’ : (C’,0") = (C”,0") de x et y, et |a
composer dans p: (C,0) = (C',d") (donc (C',0") = (C",0") apres
composition);

decrement < fauzx ;

g,

tant que ¢ >= 0 et non(decrement) faire

fin

fin

ol + la g-éme composante de z;
si ¢ > 0 alors
q q :

Remplacer o} par o;_; dans z;

decrement < vrat ;
sinon

| Remplacer o dans  par al_; si o est une aréte et par v{ sinon ;

fin
q—q—1

si non(decrement) alors

fin

reduireEnDimP < y a-t-il une aréte al_; qui suit un sommet v!~! dans
pattern? ;
si reduireEnDimP alors

Remplacer aé,l dans pattern par Ué sil=r, et parv

-1,
e—1"

l
e

sinon;
Remplacer vé‘l dans pattern par a
T < pattern ;

fin

32 retourner p

FIGURE 21 — Algorithme de réduction d'une (k — e)-grille par composition de réductions élé-
mentaires (z,y), ol = est un p-cube et y un (p — 1)-cube, et pour p compris entre k et 1

inclus.
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Le principe de cet algorithme repose sur I'association d'un mot a chaque cube d'une (k,e)-
grille représentant les cubes du produit cartésien des k (1, e)-grilles dont il émane.

Exemple. Pour une (2, 2)-grille, le mot associé au 0-cube qui résulte du produit des sommets v
avec vy est (vg,v2). La figure 22 illustre la réduction d'une (2, 2)-grille.

oo
y
Qo
a
) ) U1 a; V2
31;1 X @< Q< +—Q
a;
-
oV,
(a)
h
(vo, o) (o, a0)  (vo,v1) (vo, ay) (vo, v2)
[ 2 < @< < 9
y N S S
(ag;v1)
(ao, vo) (ag, ap) * (ag,a1) 1 (ap, v7)
y 5
(v1, o) (v1,a0)  (vy,1) (v1,a4) (v1,v2)
@< s @
S S S
(a1, vo) (a1, ap) 4 (a1,a1)  +—] (a,,v2)
1 (ay,v1)
[ D 3 < < o
(v2, ) (v2,a0)  (v2,11) (v2,a4) (v2,v2)
gtlf
(o, v0) @
(b)

FIGURE 22 — Réduction p : (C,0) = (C’,9") d'une (2, 2)-grille sur un sommet. Une fleche rouge
allant de o vers ¢’ indique que ce couple de cellules est réduit dans une réduction élémentaire.
(a) La réduction illustrée sur le produit cartésien. (b) La réduction illustrée sur la (2,2)-grille.

Pour chaque dimension p d'une (k,e)-grille, en partant de p = k et jusqu'a p = 1, on
détermine un ensemble de couples (z,y) a réduire ot = est un p-cube et y un (p — 1)-cube.
De cette facon, on compose des réductions élémentaires (z,y) jusqu'a ce que tous les p-cubes
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soient réduits, puis on passe a la dimension p — 1 et ainsi de suite jusqu'a ce que la grille réduite
soit un sommet. En particulier, pour une valeur de p donnée, le premier p-cube z considéré est
(2,...,vFP ou a’;:f, e ,a’e“:ll), c'est-a-dire celui qui résulte du produit cartésien des k — p
sommets v, choisis parmi les k — p premieres (1, e)-grilles, avec p arétes a._;, choisies parmi
les p dernieres (1,e)-grilles. Le (p — 1)-cube y a exactement le méme mot que x sauf pour sa

s o . -
derniere aréte aj, qui est remplacée par v; ;.

Exemple. La figure 23 illustre les premiers p-cubes x réduits d'une (3, 2)-grille pour p de 3 a 1
inclus. En particulier :

— pour p = 3, il s'agit de (a1, a1,a1), qui est donc réduit avec (aj, a1, v2);
— pour p = 2, il s'agit de (va,a1,a1), qui est donc réduit avec (ve, a1, v2);
— pour p =1, il s'agit de (ve,v2,a1), qui est donc réduite avec (vy, v2, v2).

Considérons le 1-cube (v2, vg, ag). Il est réduit avec (ve,vp,v1) car la derniére aréte de son mot
est ag, qui est remplacé par v; pour déterminer le (p — 1)-cube avec qui il est réduit.

Pour un pattern donné, on détermine un ensemble de p-cubes a réduire en décrémentant
ses lettres en partant de la droite. Décrémenter une lettre signifie que a; devient a;_1 ou v;
devient v;_1 pour ¢ > 0. Lorsqu'une lettre d'indice ¢ ne peut pas étre décrémentée (car i = 0),
elle prend la valeur a_; si c’est une aréte ou v? si c’est un sommet, et on essaie de décrémenter
la lettre ¢ — 1.

Exemple. Pour une (3, 2)-grille, le 2-cube qui suit (v1,a1,a1) est (v1,a1,a0). Le 2-cube qui suit
("I,'l , a1, (1()) est (1)1 , aQ, (1,1) etc. ..

Le mot associé au premier p-cube réduit détermine un pattern de dimension p, c'est-a-dire
une combinaison indiquant dans quelles (1, e)-grilles sont choisis les sommets et les arétes a
I'origine des p-cubes réduits. Il existe (f)) pattern pour la dimension p.

Exemple. Pour une (3,2)-grille, le premier pattern de réduction des 2-cubes est (vo, a1, a),
qui indique que I'on va réduire tous les 2-cubes qui résulte du produit cartésien d'un sommet
avec une aréte avec une aréte, dans cet ordre. Une fois tous ces cubes réduits (le dernier étant
(vo, ap,ap)), le pattern suivant est (a1, ve,a1), qui indique que I'on va réduire tous les 2-cubes
qui résulte du produit cartésien d'une aréte avec un sommet avec une aréte, dans cet ordre
(le dernier étant (ag,vp,ap)). Enfin, le dernier pattern est (aj,ai,vp), qui indique que I'on
va réduire tous les 2-cubes qui résulte du produit cartésien d’'une aréte avec une aréte avec le
sommet v, dans cet ordre (le dernier étant (ag, ag,vo)). Observons que la derniére lettre du
pattern (a1, a1,v0) est vy car les 2-cubes comme (a1, a1, v2) sont déja réduits avec des 3-cubes,
(a1,a1,a1) en I'occurrence pour (a1, aq,ve).

Tous les p-cubes issus d'un pattern sont réduits lorsqu’il n'est plus possible de décrémenter
de lettres. Dans ce cas, on passe au pattern suivant (.22 de I'algorithme) en cherchant s'il
existe une lettre al_; qui suit une lettre v'~! dans le pattern. Puis :
— si c'est le cas, le pattern suivant est calculé en échangeant les lettres ale_1 et v!71 qui
deviennent respectivement,

. ale__ll et vl dans le pattern si [ ne correspond pas 2 I'indice de I'aréte la plus a droite

dans pattern;

. alejll et v(l) sinon. Cette conditionnelle sert a prendre en compte le fait que certains

p-cubes soient réduits avec des (p + 1)-cubes, et ne sont donc pas réduits avec des
(p — 1)-cubes. En particulier, de par la définition de z et g, on sait que ces p-cubes
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se terminent forcément par un sommet différent de vg car le p-cube y a le méme mot
que le (p + 1)-cube x sauf pour I'aréte la plus a droite a] du mot de z, qui devient
Vi
— si ce n'est pas le cas, alors on a terminé de traiter la dimension p et on passe a la dimension
p—1.
Exemple. Considérons une (3,2)-grille, on a dans I'ordre :
— les réductions élémentaires des 3-cubes (a1, a1, a1), (a1,a1,a0), (a1,a0,a1), (a1, ao,ao),
(a0, a1, a1), (ao, a1,ao), (ao,ao,ar), (ao,ao,ao);
— les réductions élémentaires des 2-cubes (v2,a1,a1), (v2,a1,a0), (v2,ag,a1), (va,ap,ap),
(v1,a1,a1), (v1,a1,a0), (v1,a0,a1), (v1,a9,ag), (vo,a1,a1), (vo, a1, ap), (vo,ap,a1), (vo, ag, ap),
(a1,v2,a1), (a1,v2,a0), (a1,v1,a1), (a1,v1,a0), (a1,v0,a1), (a1, vo, vo), (ao, v2,a1), (ao, v2, ap),

(a0, v1,a1), (a0, v1,a0), (a0, vo,a1), (ag,vo, ao), (a1, a1, vo), (a1,ao,vo), (ao,a1,vo), (ao, ag, vo).
En particulier, le passage dans la branche de la [.22 de I'algorithme se fait au moment ou :

- x = (vg, ag, ap) et pattern = (vy, a1, a1 ), qui devient alors x = pattern = (ay,v2,a1);
- x = (ag, vo, ap) et pattern = (a1, ve, a1) qui devient alors x = pattern = (ai,ay,vp);
- la boucle tant que de la 1.6 s'arréte pour = = (ag, ag, vo) et pattern = (a1, a1, vo).
— les réductions élémentaires des 1-cubes (vg,v2,a1), (v2,v2,ap), (ve,v1,a1), (ve,v1,aq),
(v2,v9,a1), (v, vo, ag), (v1,v2,a1), (v1,ve2,ap), (vi,v1,a1), (vi,v1,ap), (v1,v0,a1), (v1,v0,ag),
(vo,v2,a1), (vo,v2,an), (vo,v1,a1), (vo,v1,a0), (vo,vo, a1), (vo, vo, ao), (v2, a1, vo), (va, ag,vo),

(v1,a1,vp), (v1,a0,v0), (vo,a1,vo), (vo,ap,vo), (a1,vo,v0), (ag,vo,vo). En particulier, le
passage dans la branche de la 1.22 de I'algorithme se fait au moment ou :

- x = (vg, vo, ag) et pattern = (ve, v2, a1 ), qui devient alors x = pattern = (va, a1, vo);
- x = (vg, ag, vo) et pattern = (ve, aj, vo) qui devient alors x = pattern = (a1, vo, vo);

- la boucle tant que de la |.6 s’arréte pour x = (ag, vo, vo) et pattern = (ai, v, vo).
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®v,
Vo
Ao
Vo Qo U1 Uy v
@ @ ® X X V1
Ao
{ J
V2
Vo
p
(@)p=3
o U,
[ Vo
Ao
Vo Qo U1 a vy
@< @< X X v,
Ao
( J
Uz
Vo
k—p p
(b)p=2
v,
a, g
. gl o il v Qo
0 0 1 1 v
0« @< X 1 X v
Ao
o
v 172
o Vo
k—p p
(op=1

FIGURE 23 — Les premiers p-cubes réduits dans une (3, 2)-grille pour différentes valeurs de p.
(a) Pour p = 3, le premier cube est (ai,ai,a1). (b) Pour p = 2, (v2,a1,a1). (c) Pour p =1,
(’1}2,'1}2, al)-
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M | Nb. de lignes | Nb. de colonnes | Variation Mna

9, Gh-e Gh-e 0] 2pGhe

f Gk 1 [1] GEe—1

g 1 Ghe [1] 0

h| oo Ghe Ghe 0] | S50 ()er (1 + e)hmtmregl)
o4 1 1 [0] 0

TABLE 1 — Les caractéristiques des matrices de la réduction d'une (k,e)-grille calculée avec
I'algorithme de la figure 21.

Caractéristiques de la réduction. Soit p : (C,0) = (C’,d’) la réduction d'une (k, e)-grille
calculée avec I'algorithme précédent. Les caractéristiques de ses matrices sont répertoriées dans
le tableau 1. La colonne My indique le nombre de valeurs explicites des matrices, en supposant
que l'identification et les valeurs nulles sont représentées implicitement.

Démonstration. Nous démontrons les formules de la colonne Ma du tableau 1 a I'exception de
la formule de Oa, déja démontrée dans I'annexe D.1 :

— Oa découle du fait que toute grille se réduit sur un sommet. Le bord d'un sommet étant
nul, on a dpn = 0;

— fa associe I'ensemble des sommets de la grille au sommet qui résulte de la réduction.
Pour I'un d'entre eux, il s’agit d'une identité, d'ou fa = Glg’e —1:

— ga associe I'unique sommet qui résulte de la réduction a "lui-méme" dans la (k, e)-grille.
Il s’agit donc d'une identité, d'ou ga = 0;

— hpa se décompose en plusieurs parties :

>(e+1 / .. , . ,
. eletl) représente le nombre de valeurs explicites dans h pour la réduction d'une

2
. s SN 1
(1, e)-grille. La formule consiste a dénombrer le nombre de fois ou @ se retrouve

dans la réduction d'une (k, e)-grille;
. (pil) représente le nombre de pattern de dimension p +1;
- pour un pattern donné, la réduction d'une (1,e)-grille se retrouve dans le fait de
décrémenter une composante qui représente un sommet en partant de vey ;

- ily aeP(1+¢e)*~17P p-cubes qui peuvent étre calculés en excluant cette composante ;
- en appliquant ce raisonnement a tous les p-cubes ayant une image par h, donc de

. - . k-1 k _1—pe(e+1) .
p=0jusqu'a p =k — Linclus, on retrouve ha = 337 (7)€ (1 + )kl p% ;

Exemple. lllustrons la démonstration de ha sur la réduction d'une (3,2)-grille. Le nombre de
valeurs explicites dans h pour la réduction d'une (1,2)-grille est (2% 3)/2 = 3 car :

— wvoh = —a1 — ag et vih = —ay.

Dénombrons le nombre de fois ou la réduction d'une (1, e)-grille se retrouve dans la réduction
d'une (k,e)-grille pour p=2.1ly a (‘;) = 1 pattern de dimension 3, (a1, a1,a1), réduit sur sa
derniére composante. Il'y a 22 x (2 + 1)37172 = 4 facons de calculer des 2-cubes en bloquant
une composante et en ayant une image par h :

— (a1,a1,v2)h = —(a1,a1,a1) — (a1,a1,a9) et (a1,a1,v1)h = —(a1,a1,a9) ;

— (a1,a0,v2)h = —(a1,ap,a1) — (a1, a0, a0) et (a1, ap,v1)h = —(a, ap,ao);
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— (ag,a1,v2)h = —(ap, a1,a1) — (ag, a1, ag) et (ag,a,vi)h = —(agp,a1,ap) ;

— (ag, ap,v2)h = —(ag, ap, a1) — (ao, ao, ap) et (ag, ap,v1)h = —(ao, ap, ap).
Dénombrons le nombre de fois ot la réduction d'une (1, e)-grille se retrouve dans la réduction
d'une (k,e)-grille pourp=1.1lya (;) = 3 patterns de dimension 2, (vy,a1,a1), (a1, v2,a;) et
(a1, a1, vp). Pour chacun de ces patterns, il y a 21(2+1)371=! = 6 facons de calculer des 1-cubes

en bloquant une composante et en ayant une image par h. Considérons le pattern (ve, a1, a1),
ona:

— (v9,a1,v2)h = —(va, a1, a1 (v, a1, ap) et (vo,a1,v1)h = —(ve,a1,ap) ;
— (v2,a0,v2)h = —(va, ag,a1) — (v2, ag, ag) et (va, ag,v1)h = —(va, ag, ap) ;
— (v1,a1,v2)h = —(v1,a1,a1 (v1,a1,ap) et (vi,a1,v1)h = —(v1,a1,a9) ;
— (v1,ap,v2)h = —(v1,a0,a1) — (v1,a0,ap) et (vi,ap,v1)h = —(v1,ap,ap) ;
— (vo,a1,v2)h = —(vg, a1, a1 (vo, a1, ap) et (vo,ar,v1)h = —(vo, a1, ap) ;
— (vo, ag, v2)h = —(vo, ag, a1 (vo, ag, ap) et (vg, ag,v1)h = —(vo, ag, ag) ;

ai, v2, ag

ap, vy, U2 ai,vi,ap),

ap, U2, agp

—( ) =
—( ) —
( ) —
( ) —
( ) —
( ) =
( )
( ) —
( )h = —( )
— (0,1,1)0,1’2)17 = f(al,vo,al)
(ag, v2,v2)h = —(ap,ve,a1) —
(ap,v1,v2)h = —(ap, v1,a1) ag, V1, o
( )
( )
( )
( )
( )
( )
—( )
—( ) —

( )h = —( )i
( )h = —( )i
(a1,v0,v1)h = —(ay,v0, ao) ;
( )h = —( )
( )h = —( ao) ;
( )h = —( )i

- (CLO?/UO;/UQ)}I’ = —\ao, Vo, a1 ao, Vo, @

— (a1,v2,v2)h = —(a1,a1,vo

-
~

ai, ag,v ),
);

— (al va,v1)h ai,ag,vg) ;
— (a1, 02, 00)h = —

— (ao V2,V g)h =—

— ( )

ag, vy, v1)h =

(a )h = —(

( )h = —(

( vo)h = —(a1,ao,vo) ;

(ao,vl UQ)h —(ao, ag, vo) ;

( 1)h = —(ao,ao,vo) ;
— (ag, v, v9)h = ( Jh = —( 0)

[l en est de méme pour p = 0.

agp, ap, v

D.3 Caractéristiques d’un n-motif

Un n-motif est une partie du produit cartésien a I'origine d'une (k, e)-grille. Intuitivement,
il est construit en choisissant une aréte a; et le sommet de son bord v;+; dans les n premiéres
(1,e)-grilles du produit, et le sommet vy dans les k — n derniéres (1, e)-grilles, pour i compris
entre O et e inclus.

Exemple. La figure 24 illustre les cubes choisis pour construire un 2-motif dans une (3, 2)-grille.

Dans la couture de deux grilles, a partir de I'étape 1 de construction, les complexes de
chaines (C,0) de chaque SECE

(C,0) —= (C",0") == (C**' o)

r S
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®v,
Vo

a;

v ao

Vo Qo (41 a; ) ®v
@< < ® X X .
1

Qg a;

v 1%
Vo

FIGURE 24 — Les cubes choisis pour construire un 2-motif dans une (3, 2)-grille.

sont induits par un n-motif, les complexes de chafnes (C?, 3") sont induits par les deux grilles
avant identification, et les complexes de chaines (C**! 9'*!) sont induits par les deux grilles
aprées identification. Nommons TP le nombre de p-cubes d’un n-motif, T son nombre de cubes
(donc |B¢| =T), TX le nombre de (p — 1)-cubes dans le bord de ses p-cubes, et T le nombre
de valeurs explicites induites par le bord de ses cubes (donc dn = Th). On a:

n n i n
p p eV

Démonstration. La démonstration de TP est triviale : un p-cube du motif résulte du produit de

p arétes choisies parmi les n premiéres (1, e)-grille, d'ou TP = (;) La démonstration de 1" en
découle, car T' = Z;’:o (;) et, par application de la formule du binéme de Newton, T'= 2™. La
démonstration de Tg s'appuie sur le fait qu'un n-motif est construit en choisissant strictement
un sommet v;41 dans le bord de chaque aréte a;. Restreignons le produit cartésien a I'origine
d'un motif aux n premiéres (1,e¢)-grilles : un p-cube du motif résulte du produit de p arétes a;
avec n — p sommets v;41. Dit autrement, les (p — 1)-cubes dans le bord d'un p-cube donné sont
obtenus en remplacant une de ces arétes a; par un sommet v;41. Il y a p facons de choisir cette
aréte, et il y a (;) p-cubes, d'ott T = (;)p

Exemple. Nous illustrons la démonstration de TK sur I'exemple de la figure 24. Considérons :

— la dimension 2. Il y a (ﬁ) = 1 2-cube dans le 2-motif, (ag, ag,vo). Il y a 2 facons de choisir
un sommet parmi ses 2 arétes : (ag,v1,v9) et (v, ag,vg). D'ot T3 = (;)2 =2;

— la dimension 1. Il y a (?) = 2 l-cubes dans le 2-motif, (ag,v1,v0) et (vi,ap,vp). 'y

a 1 facon de choisir un sommet parmi la seule aréte de ces 1-cubes : (vy,v1,v9). D'ou
1 (2yq _
Th=((1=2

D.4 Réduction d’un n-motif

Un 1-motif est une aréte a; et un sommet v; 11 tels que v; 1 apparait dans le bord de q;
avec un coefficient —1. Le couple (a;,v;+1) caractérise une réduction élémentaire, et donc un
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E. LA DEGENERESCENCE INDUIT UNE SECE

1-motif se réduit sur le vide. Par extension, tout n-motif se réduit sur le vide. En particulier, il
existe une réduction dans laquelle tout chemin de réduction a au plus une taille de 1, c'est-a-dire
que le nombre de valeurs explicites de h pour cette réduction correspond au nombre de p-cubes
pour p compris entre 0 et n — 1 inclus. La figure 25 illustre ce paragraphe. Cette réduction est
p° dans toutes les équivalences homologiques

p p°

v:(C,0) & (CB,0P) = (C%,0%)

utilisées dans I'application du théoreme SECE aux identifications de la couture de deux grilles,
a partir de I'étape 1. Ses caractéristiques sont répertoriées dans le tableau 2.

(a)n=1 (b)yn=2 (c)n=3

FIGURE 25 — La réduction de n-motifs pour différentes valeurs de n, et dans laquelle tout
chemin de réduction a au plus une taille de 1.

M | Nb. de lignes | Nb. de colonnes | Variation Ma

0 T T [0] Ta

f T 0 1] 0

g 0 T [1] 0

h T T ] | Tr
o 0 0 [0] 0

TABLE 2 — Caractéristiques de la réduction d'un n-motif.

E La dégénérescence induit une SECE

Dans cette section, nous montrons que la SECE S5,

(C.0) == (C",0") == (C"*1,"*])
r s
définie dans le paragraphe 4.3.4-a est une SECE :
— (C, ) est un complexe de chafnes car 9 = 0 donc 9 = 0;

— Montrons que i est un morphisme de complexe de chaines, c'est-a-dire qu'il vérifie 9i =
ot .
10"
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- les générateurs o induits par les simplexes dégénérés engendrent C' et i = o pour
tout 0 € C;
- or, 00" = 0¢t, donc i0' = O¢ ;
- 0 =0¢ donc 0i = O¢t ;
- 0i = i0" = 0¢t, donc i est un morphisme de complexe de chaines.
— Montrons que j est un morphisme de complexe de chaines, c’est-a-dire qu'il vérifie 8] =
j8t+1 :
- si 0 est un simplexe dégénéré, alors :
> o0j = Ogt+1 donc O'jat—"_1 = 0ct+1;
> o0 = O¢t donc Uatj = Ogt+1;
> d'ou UjatJrl = Uatj = O¢pt+1;
- si o est un simplexe non dégénéré, alors :
> 0j = o et 0jO'! revient 3 envoyer sur O¢is1 les simplexes dégénérés de 00’ ;
> 00'j revient a envoyer les simplexes de 00" sur Opi+1 ;
> d'ott 050! = 005
- donc j est un morphisme de complexe de chaines.
— La démonstration de ir = id¢ est triviale car :
- C est engendré par les simplexes dégénérés;
- 01 =0 pour tout 0 € C';
- or = o pour les générateurs de C* induit par un simplexe dégénéré.
— La démonstration de sj = id¢+1 est triviale car :
- par définition, C**! est engendré par les simplexes non dégénérés;
- 0s = o pour tout o € C**1;
- 0] = o pour les générateurs de C* induit par un simplexe non dégénéré.
— Montrons que ri + js = idct. Pour cela, considérons un générateur o de C* induit par
un simplexe :
- dégénéré. Dans ce cas, ori = 0 et 0js = O¢t, donc o(ri + js) = o ;
- non dégénéré. Dans ce cas, ori = Ot et 0js = o, donc o(ri + js) = o ;

On en déduit que 7i + js = id¢t.

F La composition de deux SECE relevant du méme cas du théo-
reme SECE est une SECE

Soit

S// . (C”,aﬂ) '” , (C’t,at) J” N (Ct+2,6t+2)
r S

une SECE qui résulte de la composition de deux SECE relevant du méme cas du théoreme SECE
(cf. paragraphe 4.3.5-a)

i j
§:(C.0) == (C",0") == (", ")
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et
i1 J-v
Sl: Cl a/ Ct—‘,—l at+1 _J Ct+2 6t+2
(€)== (O™, 0" == (C"**,0"?)

Montrons que S” est une suite exacte courte effective :

— (C",9") est un complexe de chaines car

()2 = (049 +6)?
=0* 400 +05+ 00+ () + 06+ 60+ 60 + 42
=04+04+0+0+0+06+380+0+0
= 0/ (i'sd"r) + (i's0'r)0
=¢'0" 50l +4's0'r0 car 9i' = i'o'™!
=i/ (0" ' s0"r 4 s0'r0)
=0 car — 0'"'sd'r = 50'rd d'apres [16, p.10]

— 7" est un morphisme de complexe de chaines car

" =0+ +0)(i+17s)
=0i+0i's+ i+ s+ di + i's
=0i+0+0+0%s+8i+0
=i0' + 0" s + §i car Qi = i et 'V = 'L
=0 + 7’0" s + (i's0'r)i
= i0" +i'(0" s + s0'ri)
=i0" +4'(s0")
= (i +1i's)0"
=i"9t

en utilisant le fait que

O s 4 50'ri = 9 s + 50 (iden — js)
= 95 4 50" — 50'js
=0 ls + 50" — 550" s
= 50" car 8 = idgi

— 4" est un morphisme de complexes de chaines car

atj// — 8tjj/
= jj/at+2 car at] = jat""l et at+1j/ _ j/8t+1
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11,0

— 1T = idcw car

i"r" = (i +1i's)(r + jr’)
=ir+ ijr/ +i'sr+ z'/sjr/
=idc+0+0+4'sjrcarij=0et sr =0
=idc + i'idcirar car sj = ideit
=idc + idcr car i'r = idor
— iden

"1

— s§"3" =idgi+2 car

S//j// — SISjj/
= s'idois1j car 5§ = idpi

= idpoere car 8’5 = idpira

"1 /N

— "+ 478" =idee car

P4 = (o )+ 78) + 55
=ri+ri's + jrli+ jr'i's + jj's's
=ri4+0+0+4jr'i's +jj's's
= (idee — js) + j(ideen — §'s')s + jj's's car ri = (idge — js) et 1'il = (idges — §'s')
=idge — js+js — jj's's + jj's's
= ide
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