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Résumé

Nous nous sommes intéressés dans cette thése, a une théorie de perturbation de
systémes Hamiltoniens a coefficients périodiques.

Premiérement, partant de la théorie de perturbation de matrices symplectiques
introduite par Mehl et al dans [43], nous proposons une théorie de perturbation de
rang-un de systémes Hamiltoniens & coefficients périodiques. Dans cette étude, nous
montrons que la perturbation de rang-un de la solution fondamentale du systéme non
perturbé est solution de sa perturbation de rang-un et nous donnons ensuite quelques
conséquences de la stabilité forte du systéme non perturbé sur sa perturbation de
rang-un.

Deuxiémement, en utilisant cette théorie de perturbation de systémes Hamilto-
niens, nous présentons quelques applications des systémes Hamiltoniens a coefficients
périodiques, notamment en physique et en mécanique.

Mots clés : systéme Hamiltonien, matrice symplectique, perturbation, stabilité
forte.
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Abstract

In this thesis, we are interested to a theory of perturbation of Hamiltonian sys-
tems with periodic coefficients.

First, starting from the perturbation theory of symplectic matrices introduced
by Mehl et al in [43], we propose a theory of rank one perturbation of Hamiltonian
systems with periodic coefficients. In this study, it is shown that the rank one per-
turbation of the fundamental solution of the unperturbed system is solution of its
rank one perturbation and then we give some consequences of the strong stability
of unperturbed system on its rank one perturbation.

Secondly, using this theory of perturbation, we present some applications of the
Hamiltonian systems with periodic coefficients, particularly in physics and mecha-
nics.

Key words : Hamiltonian system, symplectic matrix, perturbation, strong sta-
bility.
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Table de Notations

Nous résumons ici les notations les plus courantes qui seront utilisées tout au
long de cette thése.

Typographie

1) Les notations entre guillemets correspondent a I’'emploi de termes techniques
que nous voulons faire ressortir.

2) s-e-i : Sous-espace invariant.

3) B : Fin de la preuve.

Ensembles et nombres

R Ensemble des nombres réels.

Rt Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

C Ensemble des nombres complexes.

F Ensemble des nombres réels ou complexes.

F* Ensemble des nombres réels non nuls ou complexes non nuls.

N Ensemble des entiers naturels.

N* Ensemble des entiers naturels non nuls.

I Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des nombres

réels ou complexes.

[a, b] Intervalle fermé et borné de R d’extrémités a et b.
[

[a, b[ Intervalle semi ouvert de R d’extrémités a et b.

t € R Variable temporelle.

dx

7 Dérivée de la variable x par rapport au temps.

d*x L _

iz Seconde dérivée de la variable x par rapport au temps.
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Table de Notations

Vecteurs et fonctions

Matrices

A*
AT
tr(A)
rg(A)
o(A)
| Al

1

@?:1 Aj

A>0(A<0)

Projecteurs

Transposée du vecteur x.

Transconjuguée du vecteur x si F = C et Transposée du vecteur
xsiF=R.

Vecteur de composantes ;.

Vecteur de F™ représentant "I’état instantané" du vecteur = a
I'instant t.

Produit scalaire du vecteur x par le vecteur y sur F.

Valeur absolue d’un nombre réel ou module d’'un nombre complexe.
Norme euclidienne du vecteur .

et opérateurs

Transconjuguée de la matrice A

Transposée de la matrice A.

Trace de la matrice A.

Rang de la matrice A.

Spectre de la matrice A.

Norme spectrale de la matrice A.

Matrice identitée de R™*™.

Matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont
les A;, j=1,...,n.

La matrice A est définie positive (définie négative).

P,  Projecteur associé aux valeurs propres de couleur rouge de la matrice A.
P,  Projecteur associé¢ aux valeurs propres de couleur verte de la matrice A.
Py Projecteur associé aux valeurs propres de la matrice A qui sont
a l'intérieur du cercle unité.
P;  Projecteur associé aux valeurs propres de la matrice A qui sont sur
le cercle unité.
P, Projecteur associé aux valeurs propres de la matrice A qui sont extérieur
au cercle unité.

xiii



Introduction générale

Cette thése concerne une théorie de perturbation de systémes Hamiltoniens a co-
efficients périodiques appelée perturbation de rang-un. Celle-ci est déduite & partir
de certains travaux de C. Mehl, V. Merhmann, A. C. M. Ran et L. Rodmann [43]
dans lesquels ils ont fait une étude approfondie sur la théorie de perturbations de
matrices structurées ; en particulier, sur les matrices symplectiques. Or, sachant que
les solutions fondamentales des systémes Hamiltoniens a coefficients périodiques sont
symplectiques [57], nous avons défini et étudié, dans cette thése, comme une exten-
sion des travaux de Mehl et al, la perturbation de rang-un de systémes Hamiltoniens
a coefficients périodiques. De cette étude, nous avons obtenu des propriétés et des
résultats trés enrichissants qui pourront avoir des applications intéressantes dans
I’étude des systémes différentiels, dans les domaines de la physique, de la mécanique
et des mathématiques appliquées; en particulier dans le domaine de I'ingénierie ou
une importance est donnée a la recherche de la stabilité des systémes, due a de
petites perturbations quelconques.

La théorie de perturbations, en générale, a été utilisée dés le debut du 18°™m¢
siécle par des astronomes de la mécanique céleste qui se sont intéressés a l'insolva-
bilité des équations différentielles décrivant un systéme de N corps en interaction
gravitationnelle (N > 3)[38, 46, 47]. Ainsi, de la synthétisation de cette théorie dans
les ouvrages de Laplace, Tisserant et Poincaré a la fin du 19°™ siecle |37, 48, 56],
elle a connu de nouveau développement avec ’avénement de la théorie de KAM
(Kolmogorov, Arnold et Moser) en 1954 [2, 31|. Nous avons de nos jours, une place
importante accordée a la perturbation des systémes d’équations dans tous les do-
maines des sciences pures et appliquées ; en particulier, en analyse numérique, 1’étude
de la perturbation des systémes Hamiltoniens a coefficients périodiques trouve un
grand intérét pour de nombreux mathématciens de tous les continents.

L’une des importances de la théorie de perturbations de matrices symplectiques
et de systémes Hamiltoniens & coefficients périodiques, réside dans la définition de
leur stabilité forte (voir par exemple dans [14, 17, 19, 20, 57]) :

— Pour une matrice J-symplectique W € R2V*2N (N > 1), ou J € R2VX2N egt
une matrice anti-symétrique et inversible, nous disons que W est fortement
stable §il existe € > 0 telle que toute petite perturbation W J-symplectique
de W vérifiant ||IW — W|| < ¢, reste stable;
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— Pour un systéme Hamiltonien a coefficients périodiques de la forme

JEO pix@), ter
dt <1>
X(0) = I

ot J € R?M*2N (N > 1) est anti-symétrique et inversible et ¢t — H(t) est
continue par morceaux sur [0, P] telle que :

H(t+ P)=H(t)= H'(t) e R***N ayect € Ret P > 0,

nous disons que le systéme (1) est fortement stable, s'il existe € > 0 telle que
toute perturbation Hamiltonienne de la forme
%ﬁﬁzﬁ@ijeR (2)
dt
vérifiant la condition ||H(t) — H(t)|| < e, reste stable.
Rappellons que la solution X (¢) de (1) est appelée solution fondamentale (voir [57,
p.75],[14]).

De ce fait, la maitrise d’'une perturbation quelconque de matrices symplectiques
ou de systémes Hamiltoniens a coefficients périodiques nous amenera trés certaine-
ment & une grande connaissance de leurs stabilités fortes. Cette idée nous a amené au
cas particulier de perturbations de rang-un de systémes Hamiltoniens a coefficients
périodiques qui est le sujet de cette thése. Des contributions majeures seront faites
dans le cadre de nos travaux. Nous montrerons que toute perturbation de rang-un de
la solution fondamentale du systéme Hamiltonien (1) est solution de sa perturbation
de rang-un [3, 4, 15, 16]. En plus des démonstrations théoriques, de nombreux tests
numeériques et exemples d’applications seront donnés en vue d’une confirmation des
résultats acquis.

Le premier chapitre, consacré aux généralités, nous donne quelques outils théo-
riques nécessaires ainsi que quelques propriétés de bases utiles pour la suite de
la thése. Nous rappelons quelques définitions et propriétés sur les matrices sym-
plectiques, les matrices Hamiltoniennes et les systémes Hamiltoniens a coefficients
périodiques.

Dans le second chapitre, nous proposons une théorie de perturbation de rang-un
de systemes Hamiltoniens a coefficients périodiques. Dans cette étude, nous mon-
trons dans un premier temps, que la perturbation de rang-un X (¢) de la solution
fondamentale X (¢) du systéme non perturbé (1) est solution d’un systéme perturbé
que nous appelons perturbation de rang-un de (1). Ensuite, nous nous intéressons a
la forme canonique de Jordan de la solution X (t) du systéme perturbé de rang-un.
Enfin, nous proposons une analyse de stabilité(forte) et de zone de stabilité forte
de systémes Hamiltoniens a coefficients périodiques sous de petites perturbations de
rang-un.

Le dernier chapitre est consacré a quelques applications de la théorie de pertur-
bation de rang-un des systémes Hamiltoniens & coefficients périodiques a quelques
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problémes gouvernés par certains types d’équations différentielles [5, 15].

Dans un premier temps, nous nous intéressons a quelques problémes gouvernés
par les systémes de Mathieu tels que :

— le mouvement du pendule simple avec support mobile,

— le mouvement du pendule double avec supports mobiles,

— le mouvement du pendule triple avec supports mobiles,

— le mouvement d’un ion au travers d'un analyseur quadripolaire.
Ensuite, nous accordons un intérét particulier a quelques problémes qui ne sont pas
gouvernés par les systémes de Mathieu ; a savoir :

— le mouvement du pendule double avec supports fixes,

— le mouvement d’un systéme dynamique mécanique,

— la stabilité(forte) orbitale dans le cas spécial d’un probléme de trois corps.

Enfin, nous terminons la rédaction de cette thése par une conclusion générale.




Chapitre 1

Quelques rappels sur les systémes
Hamiltoniens a coefficients
périodiques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques éléments de théories mathématiques
sur les matrices symplectiques et les systémes Hamiltoniens a coefficients pério-
diques, dont on aura besoin tout le long de cette thése. Nous rappelons également
certains résultats sur la théorie de perturbation de rang-un de matrices symplec-
tiques. Enfin, nous présentons le travail effectué dans cette thése.

Dans tout le long de cette these F, désigne ’ensemble des nombres réels ou
complexes et Iy désigne la matrice identité d’ordre N.

1.2 A propos des systémes Hamiltoniens a coeffi-
cients périodiques

1.2.1 Matrices Hamiltoniennes et matrices symplectiques

Dans cette partie, nous rappelons quelques notions importantes sur les matrices
Hamiltoniennes et les matrices symplectiques.

Soit J une matrice anti-symétrique et inversible, i.e (JT = —J) [14, 15, 17, 57].

1.2.1.1 Matrices Hamiltoniennes
Définition 1.1 [45] Soit A € F*N*2N yne matrice. A est dite J-Hamiltonienne si
(JA)" = JA.

Nous rappelons, dans la suite, une méthode de factorisation de matrices J-Hamiltoniennes.

4
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Lemme 1.1 [7] Soit k > 1 et A € F*V*2N une matrice J-Hamiltonienne de rang-k.
1) Si F =R, alors il existe une matrice U € R*N** de rang k et une matrice
diagonale X = (s1, ..., s;,) € R¥* ou s; € {£1}, j=1,....k telle que

A=UxU"J.
2) Si F = C, alors il existe une matrice U € C*N** de rang k telle que

A=UU"J.

1.2.1.2 Matrices symplectiques

Définition 1.2 Soit W € R*V*2N yne matrice. On dit que W est J-symplectique
(ou J-orthogonale) si WTJW = J.

En lieu et place du terme ” W est J-symplectique”, on dira parfois W est symplec-
tique si J est définie dans un contexte précis.

Ces types de matrices font partie d’une classe importante de matrices dites "struc-
turées" apparaissant dans plusieurs domaines de la science telles que la théorie du
controle (voir par exemple [11, 14]) et la théorie de résonance paramétrique [57|. En
théorie du controle, elles apparaissent particuliérement en théorie du controéle opti-
mal [11]; dans ce domaine, ces matrices n’ont pas de valeurs propres sur le cercle
unité ; on est donc amené a chercher les projecteurs Py, et P, sur les sous-espaces
invariants (s-e-i) associés respectivement aux valeurs propres qui sont a l'intérieur
et & lextérieur du cercle unité. Quant a la théorie de résonance paramétrique, les
valeurs propres de ces matrices sont sur le cercle unité, et dans ce cas, on est amené
a déterminer le projecteur spectral Py sur le s-e-i associé aux valeurs propres qui sont
sur ce cercle. Dans ce domaine, les matrices symplectiques sont obtenues comme so-
lutions matricielles des systémes Hamiltoniens a coefficients périodiques (voir dans
[3, 4, 14, 17, 57] par exemple).

Rappelons que la solution fondamentale évaluée a la période P d’un systéme
Hamiltonien est appelée matrice monodronique [57|. Cette matrice permet d’étudier
la stabilité(forte) des systémes Hamiltoniens en se basant sur les propriétés spectrales
de matrices symplectiques déja définies dans [3, 4, 14, 17, 20, 21, 57|. Des définitions
et propriétés utiles pour la suite de nos travaux sont résumeées ci-dessous.

1.2.1.2.1 Classification des valeurs propres de matrices symplectiques
Avant de rentrer dans le vif de ce paragraphe, il est important de noter au passage
que le spectre de toute matrice symplectique W d’ordre 2N est en général composé
de trois groupes : Ny valeurs propres intérieures au cercle unité, N, = N,y valeurs
propres extérieures au cercle unité et symétriquement placées par rapport au premier
groupe, et Ny = 2(N — Np) valeurs propres sur le cercle unité [14, 26, 27|. Les
matrices symplectiques possédent des propriétés spectrales simples et utiles que
nous rappelons dans ce qui suit.
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Théoréme 1.1 [14] Soit W € R**2N yne matrice symplectique. Alors les valeurs
propres de W, intérieures et extérieures au cercle unité sont symétriques au sens de
I’tnversion et sont de la forme

1A A 1/, 1/ si A € C avee |\ # 1;
2. X\, et si\€C avec |\ =1;
3. Netl/XsideR.

Les valeurs propres des matrices symplectiques qui sont sur le cercle unité peuvent
étre classifiées [14, 17, 26, 27|.

Pour cela, considérons la matrice :
1 ~1
&:?MW—W )

Des propriétés simples mais, importantes de cette matrice sont résumées dans la
proposition suivante (voir [14, 27|)
Proposition 1.1 1) La matrice Sy est symétrique et vérifie la condition suivante

WIS, W = S,. (1.1)

2) Si Sy est définie positive (Sy > 0) ou définie négative (Sy < 0), alors les valeurs
propres de W sont sur le cercle unité.

A partir de Sy, nous pouvons classer les valeurs propres de module 1 de W confor-
mement & la définition suivante |14, 17, 19, 57].

Définition 1.3 Soit A une valeur propre de module 1 de W. On dit que \ est de
couleur rouge (r-valeur propre) (respectivement couleur verte (v-valeur propre)) si
tout vecteur propre x associé a \ satisfait

(Sox, x) > 0 (respectivement (Syz, z) < 0).

De plus, si (Spx, x) =0, alors X est dite de couleur mélées(ou dite défective).

1.2.1.2.2 Perturbation de rang-un de matrices symplectiques
Nous commengons par une modification du lemme 7.1 de Mehl et al dans [43] :

Sauf mention contraire, en lieu et place de la notation Iy, on désignéra quel-
quefois dans ce document, la matrice identité d’ordre 2N simplement par [ s’il n’y
a pas de confusion de notation.

Soit J une matrice anti-symétrique et inversible.

Lemme 1.2 Si W et W € F2VX2N gop¢ J-symplectiques telle que

7‘g<fV\V/—VV):17
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alors il existe un vecteur u € F?N telle que

. (I +uuJ)W, siF=C
W = , (1.2)
(I +suu”J)W, siF=R

ot 51 = 1. De plus, pour tout vecteur u € R?N | la matrice W= (I +uut J)W est
J-symplectique.

Preuve .
Soient W et W € F?2V*2N deux matrices symplectiques telles que :

rg(W-w)=1

Alors, il existe deux vecteurs non nuls @ et v € F?V telle que
W:W%—fw*, oux=T,siF=Retx=x, siF=C.
1) Pour F = C, la preuve se trouve dans [43].
2) SiF=R
Comme W est J-symplectique et a4’ Ji = 0 (car J est anti-symétrique), on a
WTJW = J
e W+ ah) J(W @) =J
& (W rval) (JW + Jaw™) = J
e WIIW +oi" JIW + WhJaw” +v i Jao" = J
——— ——

=J =0
= v JW + W JiwT = 0. (1.3)

En multipliant le premier membre de (1.3) & droite par v, (1.3) devient :
v JWo+ W Jaw"v = 0,

ceci implique :

al JWu

Wtja=—v , (carv # 0
ot # 0)
~T
' w
= —v——, onw = JWu.
vl
En posant
n=—,
vTy
on obtient :
Wt Ja = —nw.
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Ceci montre que v et W7 J& sont colinéaires. Ainsi, il existe une constante
c € R* telle que : v = —cW? Ju. Donc

W = (I + caa” J) W.

Comme la matrice caua’J est J-Hamiltonienne (car (JC'IMTJ)T = Jeuu®J),
d’aprés le point 3) du lemme 2.3 de [7]|(voir annexe A, lemme A.1), il existe un
vecteur u € R?V et une constante s; = +1 telle que caa’J = s;uu’ J. Donc

W= (I + sluuTJ) W, ou 81 = =£1.
D’autre part, pour tout vecteur u € R?V, on a

WTIW =W (Ly — Juu®)J(Loy + wu® JYW
=WTIW + W' Juu” JW — W Juu" JW

v~

=0

WP Juu® Juu® JW
=0

=J, car WIJW = J.

Ainsi W est J-symplectique. B
Ce qui nous améne a la définition suivante [43] :

Définition 1.4 Soit W € F2V>*2N une matrice symplectique. On appelle perturba-
tion de rang-un de W toute matrice symplectique W de la forme :

s (I +uwu* )W, siF=C
W = : (1.4)
(I +spuu” J)W, siF=R

o 51 = £1 et u € F*V tel que u*Ju = 0.

A partir de cette définition, rappelons un théoréme proposé par Melh et al dans
[43] dans le cadre de 'étude d’une perturbation générique de rang-un.

Commencons par un rappel de quelques résultats concernant la notion d’en-
sembles génériques.

Définition 1.5 /6, 44/
1) un ensemble A C R?N est dit algébrique s’il existe un ensemble fini de poly-

nomes py(T1, ..., Tan), -, Pr(T1, ..., Tan) @ coefficients réels tel que (aq, ..., agN)T

A si et seulement si pj(ay, ..., aan) =0, Vj=1,.. k.
2) un ensemble algebrique A C R*Y est dit non trivial si A # R?V.

Comme exemple d’ensemble algébrique, nous avons

Exemple 1.1 /44 L’ensemble vide () et R*V sont des ensembles algébriques.

S
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Définition 1.6 /6, 44/ Un ensemble A C R*N non trivial est dit générique si A # ()
et R2V\ {A} est contenu dans une reunion finie d’ensembles algébriques non trivial.

De ce fait, un vecteur u € F?V sera appelé générique s’il appartient au complé-
mentaire d'un ensemble qui est contenu dans un ensemble algébrique non trivial [43,
p.16]. Le résultat suivant donne une caractérisation d’un ensemble générique.

Lemme 1.3 [}4/
Soit k € N* et Y (xq,...,z,) € F™" une matrice dont les coefficients sont des
polynomes a variables x1, ..., x,. Si

rglY (ai,...,a.)] =k, pour (ay,...,a,) € F",

alors l’ensemble
{(by,....,b,) €EF" : rg[Y (by,....0,)] >k}

est générique.

Preuve
voir dans [44]. B

Exemple 1.2 [6, 7, 12, 45/

~ C et C\ {e”} sont des ensembles génériques pour tout x € C [7].

— lensemble GL,(F) des matrices carrées d’ordre n inversibles a coefficients dans
F est un ensemble générique de F"*™ [12, p.29].

— l’ensemble des matrices carrées d’ordre n semi-simples et a coefficients dans
C est un ensemble générique [12, p.29].

— une intersection finie d’ensembles génériques est un ensemble générique [6, 45].

— st X € F™" est inversible et 2 C F" est un ensemble générique, alors XS est
un ensemble génériquel6, 7, 45].

A partir d'un vecteur générique, on peut analyser le comportement de la forme
canonique de Jordan de matrices symplectiques conformément au théoréme suivant :

Théoréme 1.2 [/3] Soit W une matrice symplectique réelle et A € C une valeur
propre de W. Supposons que W a la forme canonique de Jordan suivante :

<€B ij) ® (GB an(k)> ®---® (é Jnm(A)) ®J,

oU My > e > Ny, et J est tel que a(J) C C\ {A} ie : contient tous les blocs
de Jordan associés aux valeurs propres distinctes de \. De plus, soit u € R*Y un
vecteur générique et B = uu® JW.
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1) Si XA & {—1,1}, alors génériquement par rapport auz coefficients de u, la ma-
trice W + B a la forme canonique de Jordan

(EB Jnl(A)> & (EB jnz(A)> CERRNCe (é jnm()\)) & J,

ot J contient les blocs de Jordan de W + B associés auz valeurs propres

différentes de .

2) St Ae {+1,—1}, et :
2a) siny est paire, alors génériquement par rapport auzx coefficients de u, la
matrice W + B a la forme canonique de Jordan

l1—1 l2 Im
(@ Jmu)) @ (@ Jm()\)> -0 (@ Jnm(/\)> ®J,

ot J contient les blocs de Jordan de W + B associés aux valeurs propres
différentes de \.

2b) si my est impaire, alors ly est paire et génériquement par rapport auz co-
efficients de u, la matrice W + B a la forme canonique de Jordan

TuaV) & <é§ %(A)) ® (é Jmm) oo ( Jnmm) ®7

ot J contient les blocs de Jordan de W + B associés aux valeurs propres
différentes de \.

Preuve
La preuve se trouve dans [43, p.240-241]. &

1.2.1.2.3 Stabilité des matrices symplectiques
Soit W une matrice symplectique.

Concernant la stabilité de ces matrices, nous commencgons par la définition ci-
dessous. Sauf mention contraire, le symbole || || désigne la norme spectrale (norme

2).

Définition 1.7 W est stable si 3 C > 0 telle que : |WF|| < C, ¥V k € Z et pour
toute norme matricielle || ||.

Ainsi pour qu’'une matrice symplectique soit stable, il suffit que toutes ses puis-
sances soient bornées, ce qui implique que toutes ses valeurs propres doivent étre
sur le cercle unité et doivent étre en plus non défectives. La définition suivante
caractérise un autre type de stabilité :"la stabilité forte".
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Définition 1.8 W est fortement stable sl existe ¢ > 0 telle que toute matrice
symplectique W vérifiant |[W — W || < e est stable.

Ce concept est plus robuste que la stabilité [14]. Bien entendu, le spectre de W doit
étre simple et doit étre sur le cercle unité. Mais cela ne suffit pas a garantir ce type
de stabilité, car en plus de cette condition, il faudrait que son spectre soit formé de
valeurs propres de couleurs rouge (r-valeurs propres) et verte (g-valeurs propres) et
la quantité

B _ 0y

d0g = min { }e ‘ tel que e et e sont respectivement des r-valeurs propres et

g-valeurs propres de W'} (1.5)

ne doit pas étre proche de zéro conformément au théoréme suivant (voir [14])

Théoréme 1.3 Une matrice symplectique W € R2V*2N

seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

est fortement stable si et

1) toutes ses valeurs propres sont sur le cercle unité et son spectre est formé soit
de r-valeurs propres et/ou soit de g-valeurs propres, et les r-valeurs propres et
les g-valeurs propres doivent étre bien séparées ie : la quantité dg définie dans
(1.5) est telle que 65 > 0.

2) @ P, +P, =1 et Py =P, =0, avec

~ P, etP, les projecteurs associ€s respectivement aux valeurs propres de
couleur rouge et verte de W.
— Py et P les projecteurs associés respectivement aux valeurs propres de W
situées a l'intérieur du cercle unité et a lextérieur du cercle unité.
¢ 5. >0,5<0,5 -8, >0,
ol ST = ]P)ZSOPT et Sg = PgSOPg,
3) la suite de moyenne de matrices (S™),>o définie par :
on
S(n) i Z(WT)k—lwk—l

= 2n
k=1

converge vers une matrice constante symétrique et définie positive S() et la
quantité dg définie dans (1.5) n’est pas proche de zéro.

1.2.2 Systémes Hamiltoniens a coefficients périodiques

Un systéme linéaire Hamiltonien & coefficients P-périodiques est un systéme
différentiel de la forme :
dx(t)
dt

— Hb)z(t), t € R, (1.6)

ol t — H(t) € R2N*2N est continue par morceaux sur R telle que :

H(t+P)=H(t)=(H()", VteR.

11
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La solution fondamentale X (¢) de (1.6) vérifiant I’équation

dX (t)
T = H@)X
= (DX (1) .
X(0) = I

est J-symplectique et satisfait la relation suivante :
X(t+nP)=X(t)X"(P)# X" (P)X(t), VteRetn €N, (1.8)
voir [14, 17, 18, 21, 25, 26].
Soit la définition suivante

Définition 1.9 [1/, 19, 20, 57| La matrice symplectique X (P) obtenue en évaluant
la solution de (1.7) a la période P est appelée matrice monodronique de (1.7) et ses
valeurs propres sont appelées "multipliers"t de (1.7).

Nous allons & présent nous intéresser a la stabilité de systémes Hamiltoniens &
coefficients périodiques.

Pour la stabilité des systémes Hamiltoniens, nous avons la définition ci-dessous :
Définition 1.10 Le systéme (1.7) est stable si toutes ses solutions sont bornées.

En d’autres termes, (1.7) est stable si et seulement si tous ses "multipliers" sont sur
le cercle unité et sont simples. Mais lorsque le systéme (1.7) est soumis a de petites
perturbations Hamiltoniennes, les conditions de la définition 1.10 ne sont toujours
pas vérifiées, ce qui nous conduit encore a un autre type de stabilité : "la stabilité
forte".

Définition 1.11 Le systéme (1.7) est fortement stable s’il existe € > 0 telle que
tout systeme Hamiltonien a coefficients P-périodiques de la forme

Jfgééflzzzfiuo;((t) (1.9)
satisfaisant B
Hﬁ—HH:A‘ﬁ@—H@Mm@, (1.10)
est stable.

De ce fait, on peut noter, 'existence d'un voisinage dans lequel ce systéme peut
rester fortement stable lorsqu’il est sujet & de petites perturbations Hamiltoniennes
(voir dans |17, 27, 57]). Ceci montre I'importance de la perturbation dans 'analyse
de la stabilité forte d’'un systéme Hamiltonien a coefficients périodiques.

Le théoréme suivant montre que 1'étude de la stabilité forte de systémes Ha-
miltoniens revient & étudier la stabilité forte de sa matrice monodronique X (P)

[14, 20, 27, 57).

1. Nous conservons 'appellation anglaise "multipliers" pour plus de rigeur, car n’ayant pas de
traduction exacte en francgais
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Théoréme 1.4 Le systéeme (1.7) est fortement stable si et seulement si sa matrice
monodronique X (P) est fortement stable.

En se basant sur le critére K.G.L (Krein, Gelfand et Liidski)[17, 27, 57| et sur les
travaux de Godunov et Sadkane dans [27] puis de Dosso et al [14, 17|, nous avons
le théoréme suivant qui regroupe deux résultats sur la stabilité forte.

Théoréme 1.5 (1.7) est fortement stable si et seulement si ['une des conditions
sutvantes est vérifiée :

1) Les "multipliers"” du systéme (1.7) sont soit de couleur rouge et/ou soit de
couleur verte et ses "multipliers” de couleur rouge et de couleur verte de (1.7)
doivent étre bien séparés, ie : la quantité

ds(X(P)) =min {‘eie’“ - eiel‘ tel que €% et €' sont des "multipliers” de
couleurs distinctes de(1.7)} > 0. (1.11)

2) La suite de moyenne de matrices (S™),>o définie par

1 &

S = 3 (XT(P) X (P!

converge vers une matrice constante symétrique et définie positive S et la
quantité ds définie dans (1.11) n’est pas proche de zéro.

1.3 Travail effectué dans cette thése

Nous résumons briévement le travail effectué dans cette thése.

Dans le chapitre 2, aprés avoir adapté le lemme 1.2 aux fonctions matricielles
symplectiques de la forme :

X(t) = (I + c(tyut)d (b)) X (1), (1.12)
ot t — u(t) € R?M est une fonction vectorielle et ¢ — c(t) € {—1, +1},
nous présentons une théorie de perturbation de rang-un de systémes Hamiltoniens
a coefficients périodiques.
Dans cette étude, nous considérons un vecteur réel constant non nul u € R*V et
nous montrons, dans un premier temps, que la perturbation de rang-un

X(t) = (I +uwulJ) X(t), (o u € R et 5, = 1)

de la solution fondamentale X (¢) du systéme Hamiltonien non perturbé (1.7) est la
solution du systéme perturbé suivant :

J% = (I —wd™0)" H(t) (I —uu”J) X(t) )

X(0) = I+udlJ

13
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que nous appelons perturbation de rang-un du systéme Hamiltonien & coefficients pé-
riodiques (1.7). Ensuite, nous donnons la forme canonique de Jordan de la solution
fondamentale de la perturbation de rang-un de (1.7) en s’inspirant de 'approche
introduite dans [43]. Dans ce chapitre, nous proposons également une analyse de
stabilité forte et de zone de stabilité forte des systémes Hamiltoniens & coefficients
périodiques lorsqu’ils sont soumis a de petites perturbations de rang-un. Dans I’ana-
lyse de la stabilité forte, les parameétres du systéme Hamiltonien sont fixés et on se
sert de 'approche définie dans [14, 17, 27| pour analyser la stabilité forte du systéme
non perturbé sous de petites perturbations de rang-un, tandis que dans l'analyse de
la zone de stabilité forte, les paramétres du systéme varient et il n’est plus aisé d’uti-
liser 'approche définie dans [14, 17, 27|. Pour remédier a ce type de probléme, on
propose un algorithme d’analyse de zone de stabilité forte en s’inspirant cette fois-ci
de I'approche introduite dans [17]. En considérant la suite (S™), > de moyenne de

matrices -
1 . :
n) — TNj—1lyx77—1
st = Z(W Yt
7=1
ou W =X (P) est la solution évaluée en la période P de la perturbation de rang-un
de (1.7) et la quantité dg est définie dans (1.5). Cet algorithme proposé permet de
générer la zone de stabilité (forte) de X (P) a partir des critéres suivants : 'ensemble

des points en lesquels
1) la suite (S™), 5o diverge, est le domaine instable.
2) la suite (S™), >0 converge, est le domaine de stabilité.

3) la suite (S™), 5o converge et §s n’est pas proche de zéro, est le domaine de
stabilité forte.

Dans le dernier chapitre de cette these, nous présentons quelques applications
des systémes Hamiltoniens & coefficients périodiques en physique et en mécanique.
Nous structurons ce chapitre en deux sections. Dans la premiére section, nous ap-
pliquons la théorie de perturbation présentée dans le chapitre 2 & quelques problémes
gouvernés par les systémes de Mathieu tels que :
— l'analyse de la stabilité du mouvement des pendules simples, double et triple
avec supports mobiles ;
— et 'analyse de la stabilité du mouvement d’un ion au travers d’un analyseur
quadripolaire.
Dans la derniére section, nous appliquons également cette théorie & quelques pro-
blémes gouvernés par des systémes bien connus qui ne sont pas des systémes de
Mathieu tels que :
— l'analyse de la stabilité du mouvement du pendule double avec supports fixes;
— l'analyse de la stabilité du mouvement d’un systéme dynamique mécanique;
— l'analyse de la stabilité orbitale dans le cas spécial d’'un probléme de trois
corps.

Pour effectuer ce travail, nous nous servons de la convergence de la suite (S™), 5o
et de la quantité dg pour analyser la stabilité sous de petites perturbations de rang-

14
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un, lorsque t varie dans [0, P]. Puis nous visualisons le mouvement des valeurs
propres de la solution de ces problémes sous 'influence de la perturbation de rang-un.
Enfin, on se sert encore de I'algorithme 2.1 du chapitre 2 pour générer les différentes
zones de stabilité(forte) des problémes étudiés sous l'effet de la perturbation de rang-
un. Dans tout ce document, les exemples et tests numériques ont été élaborés sous
la version 7.9.0(R2009b) du logiciel MATLAB.
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Chapitre 2

Perturbation de rang-un de systémes
Hamiltoniens a coefficients
périodiques

2.1 Introduction

Considérons le systéeme Hamiltonien a coefficients périodiques suivant :

ax) HHX(), teR
dt , (2.1)
X(0) = I

ou
0 —I
(1)
et t — H(t) € R*V*2N est continue par morceaux sur R telle que :
H(t+P)=H(t)=(H(t)", avect € Ret P > 0;

dont la solution fondamentale (X (¢)):ecr est une fonction matricielle J-symplectique
[57]. Dans I'article [43], Mehl et al, ont proposé une théorie de perturbation de rang-
un de matrices symplectiques et ont prouvé que la perturbation de rang-un W d'une
matrice symplectique W € C*V*2N est une matrice symplectique de la forme

—~

W = (I +uu*J) W, ottu € C*N tel que u*Ju = 0. (2.2)
La définition 1.4 est une reformulation de cette définition en tenant compte du cas
réel (F = R).
Ce qui nous ameéne a proposer une théorie de perturbation de rang-un de systémes
Hamiltoniens & coefficients périodiques.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 2.2, nous étudions la théo-
rie de perturbation de rang-un de matrices symplectiques. Dans cette section, aprés
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avoir adapté certains résultats de [43] et [58] aux fonctions matricielles symplec-
tiques, nous proposons une classification des valeurs propres de matrices symplec-
tiques sous de petites perturbations de rang-un. Enfin, nous présentons une analyse
de stabilité forte de matrices symplectiques sous de petites perturbations de rang-un.
Dans la section 2.3, consacrée a une théorie de perturbation de rang-un de systémes
Hamiltoniens a coefficients périodiques, nous montrons que la perturbation de rang-
un X (t) de X (¢) est la solution de la perturbation de rang-un de I’équation (2.1).
Ensuite, nous donnons la forme canonique de Jordan de la solution fondamentale de
(2.1) sous de petites perturbations génériques de rang-un. Nous donnons également
une conséquence de la stabilité forte de (2.1) sur sa perturbation de rang-un et pro-
posons un algorithme d’analyse de zone de stabilité forte de (2.1) sous de petites
perturbations de rang-un. Enfin, dans la section 2.4, nous faisons une conclusion du
travail effectué.

2.2 Perturbation de rang-un de matrices symplec-
tiques

Soit le lemme suivant :

Lemme 2.1 Soitt € R et J € R2VN*2N yne matrice inversible et anti-symétrique.
Si W (t) et W(t) € RP*2N sont J-symplectiques telle que :

rg (W(t) - W(0)) = 1.

alors il existe une fonction vectorielle u : t — u(t) € R?N et une fonction t —
s1(t) € {—1, +1} telle que

W(t) = (I +s1(t)ut)u” () )W (t).

De plus pour toute fonction vectorielle u : t — u(t) € R*V et pour toute fonction
t — s1(t) € {—1, +1}, la fonction matricielle

—~

W(t) = I+ si(t)ut)u ) )W (t)
est J-symplectique.

Preuve

Soient ¢ € R, W(t) et W(t) € R2V>2N deux fonctions matricielles symplectiques
telle que :

rg (W(t) - W(t)) =1

Alors, il existe deux fonctions vectorielles non nulles @ : ¢ +— a(t) et v : t — v(t) €
R2V telles que
W(t) = W(t) + a(t)v” (t).
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Comme W(t) est J-symplectique et @’ (¢)Ju(t) = 0 (car J est anti-symétrique), on
a

WL JW () = J
o (W) +a™ ()" J (W) +a(t) = J
e (W) +o@)a”(t) (JW () + Ja(t)'(t) = J
e W) JW () +o)ar @) JW () + W) Ju(t)ol (t) +v(t) @ () Ju(t) vl (t) = J
T T
= v(t)al (t)JW (t) + W (t)Ju(t)v" (t) = 0.
(2.3)

En multipliant le premier membre de (2.3) a gauche par v(t), I'équation (2.3) de-
vient :

v(t)a’ () JW (t)o(t) + W) Jat)v (#)v(t) = 0,

ceci implique :

W) Ja(t) = —v(t)" (Z)TJ(;VU((%“@), (car v(t) £ 0)
it
= O e
= —ii(t)v(t),
ou l'on a pris
_ o at(w(t)
w(t) = JW(t)v(t) et n(t) = D)

Ceci montre que v(t) et WT(t)Ja(t) sont colinéaires. Ainsi il existe une fonction
t — c(t) € R* telle que v(t) = —c(t)WT(t)Ja(t). On a donc

W (t) = (I + c(t)a)al (t)J) W(t).
Comme la matrice c(t)u(t)a’ (t)J est J-Hamiltonienne

car (Je@ya)ya  (t)J)" = Jet)a)a" (t)J,

d’apres le lemme 1.1, il existe une fonction vectorielle ¢ — u(t) € R?*Y et une
fonction ¢t — s1(t) € {—1, 1} telle que

c(tya(t)a (t)J = sy (t)u(t)u’ (t)J.

Donc

W(t) = (I + si(t)u(t)u’(t)J) W(t).
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D’autre part, pour toute fonction vectorielle u : t + u(t) € R*N et pour toute
fonction ¢t — s1(t) € {—1, +1},on a

W@ IW () =WT () (Lon — s1(8) Ju)uT () (Loy + s1(H)u(t)u” () )W (L),

=W () JW (t) + s1(t) WT(t)Ju(t)uT(t)JW(t) — W) Ju(t)u® (t) JW (t)

J

~~
=0

W) Ju(t) u” (t) Ju(t) u” (£) JW (1)

=J, car WI(t)JW(t) = J.

W(t) est donc J-symplectique. B
Ainsi, on a la définition suivante :

Définition 2.1 Soit

W R —s R2VX2N
t— W(t),

une fonction matricielle J-symplectique. On appelle perturbation de rang-un de W (t)
toute fonction matricielle de la forme

W(t) = (I + si(Ou(t)a” ()W (1),
ot t > u(t) € RN est une fonction vectorielle et t — s,(t) € {—1, +1}.

Des propriétés importantes et utiles de la fonction matricielle symplectique perturbée
I + s1(t)u(t)u” (t)J sont résumées dans la proposition ci-dessous [58] :

Proposition 2.1 Soitt € R. Posons

I(t) = I+ sy(u(t)u (t)J, avect — u(t) € R ett —s s1(t) € {—1, +1}.
Alors,

1) I(t) est J-symplectique et son inverse est donnée par I — s;(t)u(t)u’ (t)J.

2) dim(ker(I1(t) — 1)) =2N —1 et 1 est une valeur propre de I(t).

Preuve
1) ona
I () JI(t) =(Ion + si(Ou(t)u” (£)) T Loy + s1()u(t)u” (t)J)

=J +s1(t) | Ju@®)u () — Ju(t)u’ (t)J

[

-~

=0

— (s1(8)2Ju(t) u” (t) Jut) u" ()] = J
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Donc I(t) est J-symplectique. D’autre part, comme

(I = si()u)u” (£)J) I(t) =I + si(t)u(t)u’ (£)J — si(t)u(t)u’ (t)J

J/

-

=0

— (s1(t))*u(t) u' (t) Ju(t) u’ (1)

et

on en déduit que I(t) est inversible et a pour inverse I — s1(t)u(t)u’ (t)J.
2) on sait que rg(I(t) — I) = rg(s()u(t)u’(t)J) =1, Vt € R.
D’aprés le théoréme du rang, nous avons :

dim (R*) = dim (ker(I(t) —I)) +rg (I(t) —I)
donc
dim (ker(I(t) — I)) = dim (R*) —rg (I(t) — I) = 2N — 1.
Ensuite pour toute fonction vectorielle t — u(t) € R*N on a :

It)u(t) = (I + si(Ou(t)u” (¢)J) ut) = w(t)+si(t) u(t)u” (t)Ju(t) = u(t), Vt € R.

Ceci montre que 1 est une valeur propre de I(t).
|

Des résultats simillaires a cette proposition ont été énoncés dans [58] pour t —
u(t) € R?N unitaire constant et t — s;(t) = —1.

Dans ce qui suit, sauf mention contraire, on considérera que la fonction vectorielle
t — u(t) € R?N est constante, de petite norme et ¢ — s1(t) = +1. Autrement dit,
on consideére la perturbation de rang-un

W(t) = (I +uu”J)W(t),

oll u est un vecteur constant de R2V,
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2.2.1 Classification des valeurs propres de matrices symplec-
tiques sous de petites perturbations de rang-un

Des méthodes d’analyse de stabilité forte de matrices symplectiques ont été pro-
posées par Krein, Gelfand et Lidskii (critéere KGL)[57] & partir de la matrice anti-
symétrique J et par Dosso et Sadkane [14, 17| & partir d’une classification des valeurs
propres d’une matrice introduite par Godunov et Sadkane [24, 25, 26, 27|.

Dans cette thése, on s’intéresse a la méthode introduite dans [14]| pour classifier
les valeurs propres de ces types de matrices sous de petites perturbations de rang-un
préservant leur structure symplectique. Pour cela, considérons la matrice symétrique
So définie par [14, 24, 25, 26, 27| :

So = (1/2) [(JW) + (JW)'] ,

ou W est une matrice symplectique.

A partir de Sy, nous avons le lemme suivant :

Lemme 2.2 Considérons la perturbation de rang-un W = (I £uu™ Y)W de W ou
u € R?N. Alors pour tout x € C*V | la forme quadratique (Sox, ) est définie par :

(Sox, ) = (Som, ) + () (2.4)
So = (1/2) (JW + (JW)T> et (x) = (1/2) ((JuuTJW + (JuuTJW)T)x,x> .

Preuve
Soit # € C?V et u € R?V. Puisque

W= (I +uu YW =W = (I + uuTJ)W (car (I £uu” )™t = I +uu’J),
So =(1/2) (JW + (JW)T)
(1/2) (J(J £ YW + (J( + uuTJ)’W)T)

~(1/2) (JW + Jud JW + (JW + JuuTJW)T)
=(1/2) (JW + Juu" JW + (JW)T £ (JuuTJ/V[v/)T)

= | (/2)IW + (JW)T) % (1/2)(Juu" JW + (Juu" JW)T)

-

=S, + (1/2)(JuuTJW + (Juu” TW)T)
= (Soz,z) = (%x,x) +(1/2) ((JuuTJW + (JuuTJW)T)x,x>
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D’ ou
(Soz, x) = <§0x,m> + p(z), avec p(z) = (1/2) ((JuuTJW + (JuuTJW)T)a:,x> :

De ce lemme, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 2.1 Soient A une valeur propre de module 1 de W et x un vecteur propre
de W associé a A. Alors \ est une valeur propre de couleur rouge (respectivement

de couleur verte) si et seulement si <§0x,x> > () (respectivement <§0x,x> <

+p(z)).
D’autre part, <Sox,a:> = tp(x) si et seulement si \ est de couleur mélée.

Preuve
Soit A une valeur propre de module 1 de W et x un vecteur propre de W associé a

A. D’aprés le lemme 2.2, on a (Syz,x) = <§0x,x> + ¢(z). Donc
a) on a (Spx,z) > 0 < <§0x,x> + () >0<s <§0x,x) > +p(x). Alors A est
de couleur rouge si et seulement si <§0x, ) > tp(x).
b) (Soz,x) <0 & <§OZE,I> tor) <0< <§0x, a:) < £p(z). Donc, on en déduit

que A est de couleur verte si et seulement si <§Oaj, x) < tp(z).

c) Enfin, (Spz,z) =0 < (%x,x) +p(z)=0< (5@,1‘) = +¢p(x). D’ou A est
de couleur mélée si et seulement si <§0x, w) = tp(x).

A partir de ce corollaire, on obtient une nouvelle caractérisation des valeurs
propres de module 1 de matrices symplectiques sous de petites perturbations de
rang-un.

Exemple 2.1 Considérons les matrices [27]

(8 ) mo-(ulhs ")

" b(t) = 2sin(4t) et a(t) = gcos(t) (0 <t<2m).
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On vérifie facilement que W (t) est J-symplectique pour tout t € [0, 27t|. La fonction
W (t) est 2m-périodique et une perturbation de rang-un de W (t) est pour tout t €
[0, 27|, donnée par :

W(t) = (I uwJ)W(t), Vt €0, 27] et u € R
Le but de cet exemple est de montrer numériquement tout d’abord que
(So(t)z, ) = <§0(t)a:, x) + ot x), 0u So(t) = (1/2) (J’W(t) + (JW(t))T)

et p(t,z) = (1/2) [(JuuTJW(t) + (JuuTJW(t))T> m,m} , (x est un vecteur propre
de W(t)) puis de vérifier numériquement les résultats du corollaire 2.1.

0.675
0.0125
0.789
0.255
les résultats sutvants :

1) Pour u = et W(t) = (I +uwu™J)W(t), YVt € [0, 27], nous avons

t a(W(t)) (So(H)z, ) (So(t)z, ) — o[t x)
—0.9167 + 0.3997: —0.0923 —0.0923
—0.9167 — 0.39977 —0.0923 —0.0923

0.25  1.4914 + 0.0000;  —4.1633 x 10717 —1.1102 x 10716
0.6705 + 0.0000i  —4.0246 x 10716 —2.2204 x 10716
—0.4445 + 0.89581 0.7600 0.7600
—0.4445 — 0.8958¢ 0.7600 0.7600

1.5 —0.6663 + 0.7457¢ —0.5967 —0.5967
—0.6663 — 0.74571 —0.5967 —0.5967
2.1016 + 0.0000i  —1.1102 x 1071° —5.5511 x 10717
—0.3797 + 0.9251¢ 0.6907 0.6907

2.25 —0.3797 — 0.9251: 0.6907 0.6907
0.4758 + 0.00002 1.3878 x 10716 7.6328 x 10717
1.8420 + 0.0000¢ 3.0531 x 1071° 9.3675 x 10717
—0.7976 + 0.60321¢ 0.1757 0.1757

3.5 —0.7976 — 0.6032¢ 0.1757 0.1757
0.5429 + 0.0000z 1.9429 x 10716 —1.2490 x 10716

—3.9776 + 0.0000; —1.7208 x 10~ —2.1094 x 10"

—0.2514 4 0.0000; ~ 5.5511 x 107 4.1633 x 10716
4.25  —0.8250 + 0.5651i —0.1594 —0.1594

—0.8250 — 0.5651: —0.1594 —0.1594

TABLE 2.1 — Vérification du lemme 2.2 et du corollaire 2.1, avec W(t) =
(1 +uu™J) W(t) pour tout t € {0.25, 1.5, 2.25, 3.5, 4.25}.
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Les résultats réportés dans la Table 2.1 montrent dans un premier temps la
vérification du corollaire 2.1 pour t € {0.25, 1.5, 2.25, 3.5, 4.25}. Ensuite, on
remarque que

(So(t)z, ) = <§O(t)a:, g:) —p(t, @), Yt e {025, 1.5, 2.25, 3.5, 4.25,

pour tout vecteur propre x de W (t) associée a \(t).

—0.2158
—0.5991
0.6583 |’
0.6583

Dans la Figure 2.1, on observe que pour le vecteur x =

(So(t)z, x) = (gg(t)x, x) —(t,x), YVt e|0, 2x].

[ (k) (@) ol

2
2

(So(t)z, x), (So(t)z,x) — @(t,

FIGURE 2.1 — Graphes de (Sp(t)z, x) et de (go(t)x, x) — o(t,x), avec W(t) =
(1 +wu™J) W(t) pour tout t € [0, 2n].

0.675
0.0125
0.789
0.255

les résultats suivants :

2) Pour u = et W(t) = (I —wJ)W(t), YVt € [0, 2], on obtient
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t a(W(t)) (So(t)z, x) (So(t)x, z) + p(t,x)
—0.9167 + 0.3997: —0.0923 —0.0923
—0.9167 — 0.3997: —0.0923 —0.0923

0.25  1.4914 4 0.0000i —4.1633 x 10717 1.0755 x 10716
0.6705 + 0.0000i  —4.0246 x 10716 —3.053 x 10716
—0.4445 + 0.8958: 0.7600 0.7600
—0.4445 — 0.8958i 0.7600 0.7600
1.5 —0.6663 + 0.7457: —0.5967 —0.5967
—0.6663 — 0.74571 —0.5967 —0.5967
2.1016 + 0.0000d  —1.1102 x 10716 —1.1102 x 10716
—0.3797 4 0.9251¢ 0.6907 0.6907
225 —0.3797 — 0.9251: 0.6907 0.6907
0.4758 + 0.0000:2 1.3878 x 10716 1.3878 x 10716
1.8420 + 0.0000¢ 3.0531 x 10716 4.4409 x 10716
—0.7976 + 0.6032: 0.1757 0.1757
3.5 —0.7976 — 0.6032¢ 0.1757 0.1757

0.5429 + 0.0000¢ 1.9429 x 10716 8.3267 x 10717
—3.9776 + 0.0000i —1.7208 x 1071 —2.2204 x 1071°

—0.2514 + 0.0000:  5.5511 x 1016 —4.1633 x 10717
4.25 —0.8250 + 0.56513 —0.1594 —0.1594
—0.8250 — 0.56511 —0.1594 —0.1594

TABLE 2.2 — Vérification du lemme 2.2 et du corollaire 2.1, avec W(t) =
(I —wu™J) W(t) pour tout t € {0.25, 1.5, 2.25, 3.5, 4.25}.

Premiérement, la Table 2.2 montre la vérification du corollaire 2.1 pour t €
{0.25, 1.5, 2.25, 3.5, 4.25}. Ensuite, elle montre que :

(So(t)z, 7) = (§O(t)x, x) 4ot x), Ve {025, 1.5, 2.25, 3.5, 4.25),

pour tout vecteur propre x de W (t) associée a A(t). Quant a la Figure 2.2 de
—0.2158

—0.5991

0.6583 | "¢

0.6583

la page 26, elle montre que pour le vecteur x =

(So(t)z, z) = (S“O(t)g;, x) v (t,x), Yt e o, 2.
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10 T T

’ < (So(t)z,z) + (So z,x +¢t1

. ang |

FIGURE 2.2 — Graphes de (So(t)z, x) et de <§0(t)x, :(:) + p(t,x), avec W(t) =
(I —wu™J) W(t) pour tout ¢ € [0, 27].

2.2.2 Conséquences de la stabilité forte de matrices symplec-
tiques sous de petites perturbations de rang-un

Dans cette section, nous étudions la stabilité forte de matrices symplectiques
sous de petites perturbations de rang-un.

Soit J une matrice anti-symétrique et inversible et W une matrice symplectique.

En se référant au lemme 2.2 et au corollaire 2.1, nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.2 Si W est fortement stable, alors il existe une constante 6 > 0 telle
que pour tout vecteur u € R*N wérifiant ||uu JW| < 4, on a (Sw,x) # tp(z),

pour tout vecteur propre x € C*V de W.

Preuve
La stabilité forte de la matrice symplectique W implique que les valeurs propres de
W sont soit de couleur rouge, ou de couleur verte, c’est a dire que pour tout vecteur

propre x € C* de W, (Spz,r) # 0. D’ot, en utilisant le corollaire 2.1, nous en
déduisons que :

(Soz,z) #0 = (gox, x) # to(x),

pour tout vecteur propre z € C2Y de W. R

Remarque 2.1 La stabilité de la perturbation de rang-un d’une matrice symplec-
tique n’entraine pas en général sa stabilité forte, mais seulement, on peut trouver un
voisinage dans lequel cette matrice reste stable lorsqu’elle est soumise a de petites
perturbations de rang-un.
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On a également la proposition suivante

Proposition 2.3 St W est fortement stable, alors il existe une constante 6 > 0 telle
que pour tout vecteur u € R*N wérifiant |juu’ JW|| < §, sa perturbation de rang-un

W = (I £ uu® J)W est stable.

Preuve
D’aprés [14, 17, 57|, on sait que W est fortement stable s’il existe 6 > 0 tel que toute

matrice symplectique W vérifiant la relation
W —W| < (2.5)

est stable. En particulier, pour W= (I £uu® J)W, on en déduit que s'il y'a stabilité
forte de W, alors il existe § > 0 tel que tout vecteur v € R?Y vérifiant ||uu® JW|| < 6,

la matrice W = (I £ uu” J)W est stable. B

2.3 Perturbation de rang-un de systémes Hamilto-
niens a coeflicients périodiques

Considérons les systémes Hamiltoniens a coefficients P-périodiques (2.1) et (2.6)
ci-dessous : _
dX(t) >
— = HEO) +EG]X(@), (2.6)
out+—— H(t) et t — E(t) sont des fonctions matricielles continues par morceaux
sur [0, P] telles que :

J

H(t+P)=H(t)=H"(t) e R®V*N ot E(t + P) = E(t) = E"(t) € R*"*N,

avect € Ret P > 0.

Dans tout le reste de ce chapitre, sauf mention contraire, J € R2V*2N st la
matrice par blocs définie par :
0 —I
(1 7)

ou 0 et I sont respectivement la matrice nulle et la matrice identité de RV*V,

Soit la définition suivante :

Définition 2.2 On appelle perturbation de rang-un de la solution fondamentale
X(t) de (2.1) toute fonction matricielle de la forme :

X(t) =T +u))X(t), Vt € R. (2.7)

On a la remarque ci-dessous :
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Remarque 2.2 Puisque la solution fondamentale (X (t))ier de (2.1) et la matrice
I +uulJ sont J-symplectiques, alors (X (t))ier est aussi J-symplectique comme le
produit de matrices symplectiques est symplectique (voir [14, chapitre 1, p.5]).

Ceci nous envoie a la proposition suivante :

Proposition 2.4 Soitt € R et (X(t))ier la solution fondamentale de (2.1). Si une

solution (X (t))ier de (2.6) est de la forme :

X(t) = (I+u)u” #)J)X (1), (2.8)

ot t — u(t) € RN est une fonction vectorielle. Alors u(t) = u est un vecteur
constant et E(t) est de la forme

Et) = (Juu Ht)" + Juu” H(t) + (wu )T H () (uu® J). (2.9)
Preuve

Raisonnons par 1'absurde et supposons que u(t) n’est pas constante.

Alors u(t)u” (t) n’est pas constante. Comme X (¢) est dérivable et u(t)u” (t) nest
pas constante, en remplagant la nouvelle expression de X (¢) dans le premier membre
de (2.6), nous avons donc :

X u uT
Jd);t(t) = J (I +u(t)u”(t)J) d);t(t) +J W] JX(t)
T (L +ulWT () T) T HOX () + T | (uf )gT(t))] TX(t)
= | (I + Ju®)u" () H(t)+J ( (tzl?T(t)) J| (I —u(t)u® (t)J) X(t)

= |H(t) + (Ju@®)uT @) H@)T + Ju®)uT )H () + (u(t)u? &) )TH@E)(ut)u? ()J)| X(t)

F(t)
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Le systéme Hamiltonien (2.6) devient alors :

de;(t) — | H®) + F@) + 60| X,
t —_——
-

ou E(t) = F(t)+G(t) n’est pas symétrique car F'(t) est symétrique et G(¢) n’est pas symé-
trique. Ceci est contradictoire car par hypothése ET (t) = E(t), ¥t € R (voir systéme (2.6)).
Le vecteur u(t) est alors constant, c’est a dire que Ju € R?V tel que u(t) = u, Vt € R.
Donc en remplagant u(t)u’ (t) par u(0)u” (0) dans I’expression de E(t), on obtient :

E(t) = (Juu Ht)T + Juu H(t) + (uu” )T H(t)(uu’ J), ¥Vt € R, avec u = u(0).
Nous avons donc le systéme (2.6) avec
E@t) = (Juu" Ht)T + JuuT H(t) + (uu” )T H(t)(uu J), Vt € R,
|

Pour simplifier notre étude, nous considérons par la suite, les perturbations de
(2.1) de la forme (2.6), avec E(t) définie par

Et) = (Juu" H(t)" + Juu” H(t) + (vu” )T H(t)(uu J), ¥Vt € R,
Avec ce type de perturbation, nous avons la proposition suivante :

Proposition 2.5 Soit v un vecteur non nul de R*N. Considérons l’équation Hamil-
tonienne perturbée de (2.1)

%t(t) = [H(t) + E(t)] X (¢), (2.10)

out — H(t) est continue par morceauz et
Et) = (Juu Ht)" + Juu” H(t) + (wu )T H () (uu® J).
Alors X (t) = (I + uu J)X(t) est une solution de (2.10).

J

Preuve B
En dérivant X (¢), on obtient
ax (1) X
=N (I ==\
J o J( +uu" J)J T o

=J(I +uwu® J)J T H(t)X(t), d’aprés (2.1)
=H(t)X(t) + Juu" H(t) X ()
=[H(t) + Juu" H(t)] X ()
=[H(t) + Juu" H(®)](I + v J) ' X (t)
[H(t) + Juu” H(®))(I — uu” J) X (¢)
[H(t) — H(t)uu" J + Juu" H(t) — Juu" H(t)uu" J] X(t)

~—  —

H(t) + (Juu" H(t))" + Juu" H(t) + (we” J)"H(t)(uu" J) | X(t)

E(t)
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On obtient alors I'équation Hamiltonienne perturbée (2.10)

dX () -

I = H) + B0 X (),

avec
E(t) = (Juu" H(t))T + JuuTH(t) + (uu J)"H (t)(uu" J).
Ceci montre que X (t) = (I +uu”J) X(t) est une solution de (2.10). W

Le systéme (2.10) peut se mettre sous la forme (2.11) définie par le corollaire
suivant :

Corollaire 2.2 Le systéme (2.10) peut se mettre sous la forme

J@ = (I—wl)NTHOI —wl))X(), t €R
dt (2.11)

X(00) = I+uulJ
Preuve
En effet, il suffit de développer (I —uu® J)T H(t)(I — uu®J) pour obtenir
(I —w NTH)I —wu’J) =H(t)+
(JTuu H(@) + JTun® H(t) + (uu IV H () (uu® J)

N J/

E(t)

Remarque 2.3 La solution X(t) du systeme perturbé (2.11) de rang-un de (2.1)
est de la forme

X(t) = (I +uulJ) X (t) (2.12)

De cette analyse, on se donne la définition ci-dessous :

Définition 2.3 On appelle perturbation de rang-un du systéme Hamiltonien a co-
efficients périodiques (2.1), toute perturbation de la forme (2.11).

Remarque 2.4 Pour ce type de perturbation, on a :
X(t+nP)=X)X"(P),VneNette|0, P (2.13)
En effet, ayant :
X({t+nP)=Xt)X"(P), YVneNettel0, P] (voir[14, 19, 20, 57))
on a
X(t+nP) = (I +uwulJ) X(t+nP)= (I +uu”J) X(t)X"(P) = X (t)X"(P),
VneNettel0, Pl
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Exemple 2.2 Considérons l’équation de Mathieu :

d?y )
=t (a+bsin(2t))y =0, (2.14)

ot a,be R ette|0,n] [26]. En posant :

/0 1 bsin(2
x01={ gy 7= (10 ) o= T,

dt

on obtient l’équation Hamiltonienne (2.15) :

dX (%)

g\
dt

— HOX(t), X(0)=1 (2.15)

ot la matrice H(t) est symétrique et w-périodiques.

Soit u € R? un vecteur aléatoire non nul de petite norme. Considérons le systéme
perturbé (2.11) de (2.15). Dans cet exemple, nous montrons numériquement que la
perturbation de rang-un de la solution fondamentale de (2.15) est solution du systéme
perturbé (2.11). Pour cela, on considére la fonction suivante :

U(t) = |X () - (D), V¢ € [0, 7]

ot X, (t) = (I +uu”J) X(t) et X (t) est la solution de (2.11).

0.8913
0.7621 } ‘
Dans la Figure 2.3 de la page suivante, on considére le vecteur aléatoire u per-
mettant de perturber le systeme (2.15) par les vecteurs u, 10 u, 1072u et 10~ 3u.
Dans cette Figure, nous constatons que toutes les figures sont telles que

e pour a="T et b =4, considérons le vecteur u = {

U(t) <5x107" vielo, 7]
Ceci montre que B B
X(t) = Xq(t), Yt e|0, 7]

i.e la perturbation de rang-un ()Nfl(t))te[Q A de la solution fondamentale (X (t)):cpo, x

de (2.15) est égale a la solution (X (t))icjo, ~ de (2.11).
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x 10 a=7 et b=4, avec u x10 ¥ a=7 et b=4, avec 10 'u
5 1.4
R W
1.2}
4 ]
1 -
P s __os8f
ES Ed
2 0.6

0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t t
x 10 a=7 et b=4, avec 10 2u x10 a=7 et b=4, avec 10 °u
W) a5l w(t)
3 4
3 -
2.5
25}
= 2 e
2 F 2
15 15}
1 1}
0.5 1 05}
0 : - 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t t
FIGURE 2.3 — Graphe de (VU(t))cpo,n pour (a, b) = (7,4) et u €

{u, 107 u, 10 2u, 1073u} (Exemple 2.2).

e pour a = 16.1916618724166685 et b = 5, on prend u = gg?gg } :
Dans cet exemple illustré par la Figure 2.4 de la page 33, on considere le vecteur
aléatoire u pour perturber le systeme (2.15) par les vecteurs u, 10~ u, 1072u et 10~ 3u.
Dans cette Figure, on remarque que toutes les figures sont telles que :

U(t) <35x 107" vielo, 7]

Ceci prouve bien que X (t) = X,(t), YVt € [0, 7).
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x10 4 a=16.1916618724166685 et b=5, avec u x10*  a=16.1916618724166685 et b=5, avec 10 u

25

T u 25 T T
[ ] | [ ]

151 151

WO
-
L
WO
-

05f

%’Ml:,“..‘..

s e 4000 Vol L L 0 L
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 4.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

45
t t
x10 ¥ a=16.1916618724166685 et b=5, avec 10 2u x10 ¥ a=16.1916618724166685 et b=5, avec 10"°u
T T T T T T T 15 T T T T T T T
c W) c W)
25} .
H
.
.
v
2t 1t
‘. .
B 5
e 3y
.
1t 05} >
) “j
0 a 0 s s e 00 ™ emy L L L L
0 05 1 45 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

FIGURE 2.4 — Graphe de (¥(t))icp, - pour (a, b) = (16.1916618724166685, 5) et
u € {u, 107 'u, 107%u, 1073u} (Exemple 2.2).

Exemple 2.3 Soit le systeme différentiel suivant(voir [57, Vol.2,P.412]) :

( d2 .
¢ dtzl + pim + [en cos(yt) + (6 cos(29t) + esin(2yt))ne] = 0

d*ny )
G2~z Ptz + [gns sin(57)] = 0

(2.16)

2

d ; 1
" dgs + panz + [(0 cos(2vt) + esin(2vt))ny + gno sin(5yt)] =0
\

Le systéme (2.16) peut se mettre sous la forme :

— +P(t)n=0 (2.17)




CHAPITRE 2. PERTURBATION DE RANG-UN DE SYSTEMES
HAMILTONIENS A COEFFICIENTS PERIODIQUES

avec
Ui
T = pl+-ecos(yt) & cos(2yt)+csin(24t)
\/E q1 0 Va1q3
E P gsin(5vt)
73 d cos(2vt)+csin(29t)  gsin(5vyt) P3
y— V41493 V4192 q3
VB3
En posant
n(t) » P(t) 0y
X<t>=<dn<t>>, Jz(% 03) et H(1) = ,
dt o 05 Iy
on obtient le systeme Hamiltonien a coefficients f/—’%—périodiques susvant :
dX(t
J% =H({t)X(t), X(0)=1Is (2.18)
ol 5
7
H(t)=H(t+~=)=H"(t
(t) = H( \/7) (t)

Pour simplifier le probléme, on prend :
7:\/?7 Q1:(J2:(J3:1a p1:47 p2:37 p3:27 a =g =g, b=10detc=0.

Soit u € R® un vecteur aléatoire non nul de petite norme. Considérons le systéme

perturbé (2.11) de (2.18). Le but de cet exemple numérique est de vérifier que la

perturbation de rang-un de la solution (X (1)),c(o 2] de (2.18) est la solution du sys-
’ 7

teme perturbé de rang-un (2.11) de (2.18). Pour vérifier ceci, considérons la fonction

sutvante :
27

Vil
ou X (t) = (I +uu”J)X(t) et X(t) est la solution de la perturbation de rang-
un (2.11) de (2.18). Les Figures des pages 35 et 36 représentent les graphes de la

U(t) = | X (1) = Xa(@)ll, ¥t € o,

2
onction V(t), pour tout t € [0, —|.
f (t), p [ \/7]
e Poure=155¢etd =1, posons :
[ 0.1767 ]
0.7047
B 0.1176
YT —05773
—0.3476
| —0.0647 |
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La Figure 2.5 est obtenue en perturbant le systeme (2.18) pour tout vecteur
aléatoire u appartenant a {u, 10~ 'u, 1072u, 1073u}. Dans cette Figure, on

observe que :
2

VT
21

pour toutes les figures. Ceci prowve que X (t) = X,(t), V't € [0, 7] i.e la per-

V() <7x1078 veelo, —=]

turbation de rang-un (X1(t))cp 27 de la solution fondamentale (X (t));cp0 27
7 * VT

de (2.18) est égale a la solution (X(1)).e)o 2] de (2.11).
P NVT

x 103 £=15.5 et 5=1, avec u x10 2  e=155et &=1, avec 10 'u
7 7
6 61 H
5 5t H
¢ 4 |
5 > g
3 31
2 2y
1 1t
0 0
0 1 2 0 1 2 3 4
t t
X 10‘13 €=15.5 et 5=1, avec 102 X 10_13 €=15.5 et =1, avec 103
7 . " " 7 i i "
6 6f
5 ST H
s | ;
g > 3
3 3t H
g
2 2
1 1
0 0
0 1 2 0 1 2 3 4
t t
FIGURE 2.5 — Graphe de (¥(t))ep, 2z) pour (,0) = (155, 1) et u €

{u, 107 u, 1072u, 1073u} (Exemple 2.3).
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e Poure=15etd = 2, considérons le vecteur aléatoire

[ 0.5514 ]
0.3818
0.0589
—0.4918
—0.5468

| —0.0767 |

Les Figures suivantes sont obtenues en perturbant le systéme (2.18) par les vec-
teurs u, 107 u, 1072w et 10~3u. Dans la Figure 2.6, nous constatons également
que toutes les figures sont telles que :

2

V7

~ ~ 2

X(t) = Xi(t), Vtelo, 7

U(t) <14x 1072 Vtelo, ==,

c’est a dire

].

x 10 e=15 et 5=2, avec u x10 e=15 et 5=2, avec 10 'u
1.4 5
1.2 1
at .
1
__ 08 =0
5 E
0.6 : ol
0.4
1t
0.2
0 0
(0] 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t t
x10 8 £=15 et 5=2, avec 10 2u x 10 12 £=15 et 5=2, avec 10 u
4 ™ 1.4
.
55 : 12|
:
3 3 1}
s
2.5
_ __os}
E >
0.6
1.5
1 04}
05 0.2
0 0
0 1 2 3 4 (0] 1 2 3 4
t t
FIGURE 2.6 — Graphe de (U(t)),ci0 2=; pour (¢, 0) = (15,2) et u €
te(o, ﬁ] ) ?

{u, 107 u, 107 %u, 1073u} (Exemple 2.3).
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2.3.1 Forme canonique de Jordan de la solution fondamentale
de (2.1) sous de petites perturbations de rang-un

A partir des perturbations de rang-un utilisant les vecteurs génériques v € RV,
nous présentons le théoréme suivant :

Théoréme 2.1 Soient t > 0, J € R2V>2N une matrice anti-symétrique et inver-
sible, (X (t))i>0 la solution fondamentale de (2.1) et A(t) € C une valeur propre de
(X (t))t=0. Supposons que X(t) a la forme canonique de Jordan suivante :

I Iy bn(t)
(@ met))) ® (@ Jmu(t))) & @ | D T M0 | ©T(0), (219)

o Ny > o0 > Ny, M R NY et J(t) est tel que o(T(t)) € C\ {A(t)} ie
contient tous les blocs de Jordan associés aux valeurs propres distinctes de A(t). De
plus, soit u € R®N un vecteur générique et B(t) = uvul JX (t).

1) Si A(t) € {—1,1}, alors génériquement par rapport auz coefficients de u, la
matrice X (t) + B(t) a la forme canonique de Jordan

I1—1 Iy i (t)
(@ Jmu(t))) - (@ Jm(A(t») @& | Ty A0 | @ T )

ot J (t) contient les blocs de Jordan de X (t)+B(t) associés aux valeurs propres

différentes de \(t).
2) Si 3ty > 0 telle que A(to) € {+1,—1}, alors

2a) si ny est pair, alors génériquement par rapport auz coefficients de u, la
matrice X (to) + B(to) a la forme canonique de Jordan

-1 m(to)
(@Jm(A ) (@Jm >@ (@ 00| 200
j=1

o J (to) contient les blocs de Jordan de X (to) + B(to) associés aux valeurs
propres différentes de \(to).

2b) siny est impair, alors ly est pair et génériquement par rapport auzx coeffi-
cients de u, la matrice X (ty) + B(to) a la forme canonique de Jordan

jm—i-l (@ jm ) & (é jn2()‘(t0))> D

lm(tg)

@ Ty At0)) | @ j(to)’
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ot J (to) contient les blocs de Jordan de X (to) + B(to) associés auz valeurs
propres différentes de A(to).

Preuve

1) Sous I'hypothése (2.19), si A(t) ¢ {—1, 1}, alors pour ¢ fixé, en appliquant
le théoréme 1.2, nous en déduisons que la matrice X (¢) + B(t) a la forme
canonique de Jordan suivante :

I1—1 Iy i (t)
(@ Jm(A(t))) 8 (@ Jm(A(t») @& | T, M0 | @ T),

ot J (t) contient les blocs de Jordan de X ()+B(t) associés aux valeurs propres
différentes de A(t).

2) S’ existe ty telle que A(tp) € {—1, 1}, nous sommes dans le cas d’'une ma-
trice symplectique constante. Donc, les parties 2a) et 2b) du théoréme 2.1 se
déduisent des parties 2a) et 2b) du théoréme 1.2.

|

2.3.2 Conséquences de la stabilité forte de systémes Hamil-
toniens a coefficients périodiques sous de petites per-
turbations de rang-un

Concernant les conséquences de la stabilité forte des systémes du type (2.1) sur
ses perturbations de rang-un, on a la proposition suivante :

Proposition 2.6 Si (2.1) est fortement stable, alors il existe une constante § > 0
telle que pour tout vecteur u € R?N wérifiant ||uu® JX (P)|| < 4,

1) (gox, x) # (), pour tout vecteur propre x € C*N de X (P), ou

So=(1/2) (UX(P) + (JX(P))T)

o(z) = (1/2) ((JuuTJ)?(P) n (JuuTJf((P))T)x,x) :

X(P) = I+ uwJ)X(P).

2) sa perturbation de rang-un X (P) = (I + uuTJ)X(P) est stable.
Preuve

1) La preuve de cette partie est analogue a celle de la proposition 2.2.

2) Elle se démontre de la méme fagon que la proposition 2.3.
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On a la proposition suivante :

Proposition 2.7 Si (2.1) est fortement stable, alors il existe € > 0 tel que tout
vecteur u € R*N wvérifiant ||[E(t)]| <€, ou

Et) = (Juu" H®)" + Juu” H(t) + (uvu” )T H(t)(uu’ J),
la perturbation de rang-un qui lui est associée est stable.

Preuve
D’aprés [57], on sait que (2.1) est fortement stable si et seulement s’il existe € > 0
tel que tout systéme Hamiltonien a coefficients P-périodiques

d);—t@ = H)X(t), teR (2.20)

J

vérifiant la condition ||H(t) — H(t)|| < € est stable. En particulier, si (2.20) est la
perturbation de rang-un de (2.1) de la forme (2.10), on aura :

IH() = H®) = [E@) < e

avec E(t) = (Juu"H(t))" + Juu"H(t) + (uu® J)T H(t)(uu’ J). Donc la stabilité
forte de (2.1) implique que : §'il existe € > 0 tel que tout vecteur u € R?*" vérifiant
|E(t)]| <€, sa perturbation de rang-un qui lui est associée est stable. B

Ainsi, nous ne pouvons pas affirmer dans I’état actuel de nos recherches, que
la stabilité de toutes perturbations de rang-un de systémes Hamiltoniens a coeffi-
cients périodiques implique la stabilité forte du systéme non perturbé, puisque nous
sommes dans un cas particulier de perturbations de systémes Hamiltonien. Cela
peut étre 'objet d’une recherche approfondie.

Exemple 2.4 Considérons [’équation (2.15) de l'exemple 2.2. Cette fois-ci, nous
étudions la stabilité forte du systéme non perturbé (2.15) sous de petites perturbations
en utilisant 'approche définie dans [17, 21].

e poura="7T et b =4, posons

[ 0.8913
| 07621 |

La Table 2.3 de la page suivante donne les différentes normes des projecteurs,
la quantité dg et une illustration de la convergence de la suite S™ (n > 0).

Dans cette Table, on considere tout vecteur u € {u, 107 u, 107%u, 10~3u}
permettant de perturber le systéme (2.15). On remarque que le systéeme (2.15)
est fortement stable et sa perturbation de rang-un (2.11) reste fortement stable
pour w € {107 u, 1072w, 1073u} puis devient instable pour tout vecteur u =
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u. Ceci garantie l'existence d’un voisinage dans lequel le systéme (2.15) peut
rester fortement stable(ou instable).

u 10~ Tu 10 2u 10 3u u=0

1S 2.2504 x 10759 4.4099 4.4819 4.4826 4.4826

5s — 1.9532 1.9469 1.9469 1.9469
tr(Po) 1 —9.4045 x 10~ 1 —4.0878 x 10~ 17 0 4.4771 x 10~ 17

IP2 — Poll2 3.7089 x 10~ 16 6.3358 x 10717 3.6395 x 10717 0 3.9781 x 10717

tr(Poo) 1 5.2459 x 1017 4.0878 x 10~ 17 0 —4.4771 x 10717

P2, — Pooll2 3.9541 x 10716 6.3358 x 1017 3.6395 x 10717 0 3.9781 x 10717
tr(Pyr) - 2 2 2 2
P2 — Py |2 - 0 0 0 0
tr(Pgy - 0 0 0 0
I — Pyl - 0 0 0 0
P + Py — Ig]| — 0 0 0 0

TABLE 2.3 — Vérification de la stabilité (forte) de (2.11) appliquée a (2.15) pour (a, b) =
(7, 4) et u € {u, 10~ u, 1072u, 1073y, 0} (Exemple 2.2).

e pour a = 16.1916618724166685 et b = 5, considérons le vecteur

[ 0.4565
“=10.0185 |

La Table suivante est obtenue en perturbant (2.15) par les vecteurs u, 10~ u, 10™%u
et 1073u. Les normes des différents projecteurs, la quantité ds et une illustra-
tion de la convergence de la suite S, (n > 0) sont également données dans
cette Table 2.4. A partir de ladite Table, on note que le systéme non perturbé

est instable et sa perturbation de rang-un est instable pour le vecteur u = 10~ 3u

et fortement stable pour tout vecteur u appartenant a {u, 10~ u, 1072u}. Ceci
montre qu’il existe un voisinage dans lequel le systéme (2.15) reste instable.

u 10 Tu 10~ 2u 10 3u u=0

1S 2.6663 12.2795 2.5314 x 1073 5.4725 x 10742 1.3161 x 10743
5s 0.2014 0.0201 0.0014 — —
tr(Po) 0 —3.4598 x 10~ 17 6.5759 x 10~ 10 1 1

P2 — Poll2 0 3.4738 x 10~ 17 1.4154 x 10~1° 2.1987 x 10~ 1.4703 x 10~ 4
tr(Poo) 0 3.4598 x 1017 —6.5759 x 10716 1 1

P2, — Pooll2 0 3.4738 x 10~ 17 1.4154 x 10~1° 2.9360 x 10~ 13 2.1469 x 10~ 13
tr(P,) 0 0 0 - -
IP2 — P2 0 4.1633 x 10~ 17 6.9389 x 10715 - -
r(Py 2 2 2 - -
P2 — Pyll2 0 4.1633 x 10717 6.9389 x 10715 — -
IPr + Py — Igll 0 0 0 — —

TABLE 2.4 — Vérification de la stabilité (forte) de (2.11) appliquée a (2.15) pour (a, b) =
(16.1916618724166685, 5) et u € {u, 10~ u, 1072u, 1073u, 0} (Exemple 2.2).

Exemple 2.5 Dans cet exemple, nous reconsidérons le systéme (2.18) de ’exemple
2.8, avec les mémes perturbations, sauf que, cette fois-ci, nous analysons la stabilité
forte de (2.18) sous des perturbations Hamiltoniennes en utilisant l’approche définie
dans [17, 21]. Les Tables 2.5 de la page 41 et 2.6 de la page 42 donnent les différentes
normes des projecteurs, la quantité os et une illustration de la convergence de la suite
S (n > 0) suivant les valeurs de €, § et .
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e Poure=15.5etd =1, posons

0.1767
0.7047
0.1176

—0.5773
—0.3476
| —0.0647 |

Pour la construction de la Table 2.5, on a considéré le vecteur aléatoire u
permettant de perturber le systeme (2.18) par les vecteurs u, 10~ u, 1072y
et 1073u. En analysant la Table 2.5, on constate que le systéme non perturbé
est fortement stable et sa perturbation de rang-un (2.11) reste fortement stable
pour tout vecteur 10~ u, 1072u et 1073u et devient instable lorsque (2.18) est
perturbé par le vecteur u. D’ou, ’existence d’un voisinage dans lequel (2.18)
reste fortement stable.

10~ Tu 10— 2w 10 5w w=0

SR
ds

u
5.4172 x 10725

4.9063 x 1073
0.0736

5.5356 x 1013
0.2264

5.5468 x 1073
0.2294

5.5469 x 1013
0.2295

tr(Po)

H]Pr + ]Pg - IG“

1
3.9127 x 10~ 16
1
2.5905 x 1016

—1.4868 x 10~ 10

3.6219 x 10~ 12
1.4868 x 10712
3.9137 x 1015
1.1102 x 1016
5.7712 x 10~ 12

6
5.7712 x 10~ 1°
0

—5.4075 x 10~ 16

9.8117 x 10716

5.1239 x 1016

1.0069 x 1071

7.7716 x 1016

2.2531 x 10~ 1°
6

2.2531 x 10~ 1°
0

—5.2772 x 10~ 16

7.7767x107 16

—8.4143 x 10716

6.8023 x 1016
1.1102 x 10716
1.7751 x 107 1®

6
1.7751 x 10~ 15
0

8.8747 x 10~ 17

2.5904 x 10~ 12

—1.9322 x 10716

2.6869 x 10715
0

2.7461 x 10~ 12

6
2.7461 x 10~ 12
0

TABLE 2.5 — Vérification de la stabilité (forte) de (2.11) appliquée a (2.18) pour (¢, 0) =
(15.5, 1) et u € {u, 10~ u, 1072u, 1073y, 0} ( Exemple 2.3).

e Pour e =15 et 6 = 2, considérons le vecteur aléatoire

0.5514
0.3818
0.0589

—0.4918

—0.5468

| —0.0767 |

La Table 2.6 de la page 42 est également obtenue en perturbant le systéme
(2.18) par tout vecteur aléatoire u appartenant ¢ {u, 10~ u, 107 2u, 1073u}.
Une lecture de cette Table montre que le systéme (2.18) est instable et sa
perturbation de rang-un reste aussi instable pour tout vecteur u appartemant a
Uensemble {u, 107 u, 107%u, 1073u}. Ceci prouve lexistence d’un voisinage
dans lequel le systeme (2.18) reste instable.
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u 10 Tu 10 %u 10 Su uw=0
1S 4.7025 x 10723 1.1111 x 10739  8.2579 x 10738  8.2334 x 10738  8.2332 x 10738
tr(Po) T T 1 1 T
IPZ — Po |2 3.6875 x 10713 5.6398 x 1073 7.1746 x 107 '*  1.5642 x 1071°  1.2992 x 10713
tr(Poo ) 1 1 1 1 1
IP2. — Poo |2 3.6208 x 1013 4.6694 x 10~ '3 1.8804 x 10~ '*  1.6215 x 10~®  3.1956 x 10~ 4

TABLE 2.6 — Vérification de la stabilité (forte) de (2.11) appliquée a (2.18) pour (¢, §) =
(15, 2) et u € {u, 10~ u, 1072u, 1073y, 0}( Exemple 2.3).

2.3.3 Une analyse de zone de stabilité forte de systémes Ha-
miltoniens a coefficients périodiques sous de petites per-
turbations de rang-un

Considérons la suite de moyennes de matrices S™ définie par

2”
S (WL W)E (voir dans [4, 14, 17, 24]),

k=1

1
) —
S = om
ou W = X(P) est la matrice monodronique du systéme Hamiltonien a coefficients
périodiques (2.1). Le calcul de la suite S™ seffectue de facon commode par la
formule de récurrence suivante :

SO =y  BO=—w (2.21)
1
gn) —— (gn=1) 4 (B—INT g(n—1)( g(n—1) B — (p=1))2 299
(S0 4 (B D)TSOD(BD)) | B = (BO) (2.22)
On sait d’aprés [14, 17, 24| que, si la suite S(™ est convergente, alors elle converge

vers une matrice constante, symétrique et strictement définie positive S vérifiant
la relation suivante :

WTsEw = g0, (2.23)

Dans ce cas, la matrice monodronique W = X (P) est dite stable [17]. Ceci implique,
par conséquent, la stabilité du systéme (2.1) ; de plus, si la quantité g définie dans
le théoréme 1.5 du chapitre 1 n’est pas proche de zéro, alors (2.1) est fortement
stable, sinon 1’équation (2.1) serait dite stable. Dans le cas contraire, si S diverge,
alors le systéme (2.1) est dit instable (voir [17, 24]).

En utilisant la suite définie par (2.21)-(2.22) et la méthode proposée dans [17],
nous proposons l’algorithme suivant permettant d’analyser la région de stabilité
(forte) des systémes Hamiltoniens & coefficients périodiques dépendant de para-
métres sous de petites perturbations de rang-un. Ainsi en prenant W = X (P),
on a:

Algorithme 2.1

Donnée : Considérons l’équation (2.1) et sa perturbation de rang-un (2.11).
Sortie : Décision sur le domaine de stabilité(forte) du systéeme (2.1)
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Etape 1 : Pour chaque parametre donné, calculer la solution W du systéme
perturbé (2.11) évaluée en la période P.

FEtape 2 : Analyse de la stabilité(forte) du systéme (2.1) pour chaque paramétre
donné.

e Calculer la suite de matrices S™, via (2.21) et (2.22), pour un certain
no (typiquement ng = 25).

i) Si S™ diverge, alors le systéme perturbé (2.11) de (2.1) est instable.

ii) Sinon si ||S™| tend approxvimativement vers une valeur constante,
alors W est stable. Calculer dans ce cas les projecteurs P, et P, sur les
sous espaces invariants associés respectivement aux valeurs propres
de couleurs rouge et verte du faisseau symétrique Sy — A\S™ (voir
[17]) o So = 5 (JW + (JW)T).

Si

a) P, +P, =1 et s n’est pas proche de zéro, alors le systéme (2.11)
est dit fortement stable.

b) P.+P, =1 et dg est proche de zéro, alors le systéme (2.11) n'est
pas fortement stable.

FEtape 3 : Analyse du domaine de stabilité(forte) du systéme (2.1) pour l’en-

semble des parametres donnés.

e L’ensemble des paramétres vérifiant i) est le domaine d’instabilité du sys-
teme perturbé (2.11) de (2.1). Ce domaine n’est pas un domaine stable du
systéme non perturbé (2.1).

o L’ensemble des paramétres vérifiant la partie a) de i) (respectivement la
partie b) de ii)) est le domaine de stabilité forte (respectivement stable) de
Uequation perturbée (2.11) de (2.1).

Nous terminons le paragraphe par deux exemples.

Sauf mention contraire, dans ces deux exemples, on considére que la partie stable
de la zone de stabilité(forte) est une zone composée de deux parties & savoir : une
stable et I'autre fortement stable.

Exemple 2.6 Dans cet exemple, nous considérons a nouveau le systéme (2.15) de
Pezemple 2.2 et sa perturbation de rang-un (2.11). Soit X (7w, a,b), (a, b € R) la
matrice monodronique de (2.15) et X (m,a,b) = (I +uu”J) X(7,a,b), (u€R? la
solution de (2.11) évaluée a la pérode Les Figures ci-dessous présentent les différentes
zones de stabilité(forte) de X (m,a,b) dans le plan des paramétres (a, b) € [0, 20] x
[0, 20]. Dans ces Figures, la couleur blanche désigne le domaine de stabilité forte,
le rouge représente le domaine instable et le bleu désigne le domaine stable.
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e pour (a, b) € [0, 20] x [0, 20|, considérons le vecteur aléatoire

[ 0.8913
| 07621 |

Les simulations numériques ont été faites en perturbant le systéme (2.15) par
tout vecteur g appartenant @ {031, 10 %u, 10~ 'u, u}. Dans la Figure 2.7, on
observe que la zone de stabilité forte de )~((7r,a,b) est composée des couleurs
blanche, rouge et de quelques points bleus lorsque g appartenant a {041, 10™2u}
et seulement des couleurs rouge et blanche lorsque g € {u, 10~ u}.

9=10"xu

FIGURE 2.7 — Zone de stabilité(forte) de X(e, 6, 7), (¢, §) € [0, 20] x [0, 20] et
g € {u, 107 u, 1072, 021} (Exemple 2.2).
e pour (a, b) € [0, 20] x [0, 20], posons

[ 0.4565
~ 00185 |
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Pour construire la Figure 2.8, nous avons perturbé le systéme (2.15) par tout
vecteur aléatoire g € {021, u, 10~ u, 1072u} . Dans cette Figure, on note éga-
lement que la zone de stabilité(forte) de X (m,a,b) est composée des couleurs
rouge, bleu et blanche lorsque dans (2.11), nous avons g € {021, 1072u} et des
couleurs rouge et blanche lorsque g € {107 u, u}.

FIGURE 2.8 — Zone de stabilité(forte) de X (e, 6, 7), (¢, 8) € [0, 20] x [0, 20] et
g € {u, 107 u, 107%u, 051} (Exemple 2.2).

Exemple 2.7 Dans cet exemple, nous analysons la zone de stabilité(forte) de l’équa-
tion (2.18) de lexemple 2.3. Pour cela, on considere un vecteur aléatoire u € RE
non nul et on applique lalgorithme 2.1 a la solution )?(\2/—’;, €,0) de (2.11)évaluée a
la pérode 2—’; pour générer les différentes zones de stabilité (forte) du systéme. Dans
cette zone, la couleur blanche désigne le domaine de stabilité forte, la couleur rouge
représente le domaine instable et la couleur bleu désigne le domaine stable.
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e Dans le plan des paramétres (e, §) € [0, 19.5] x [0, 8], posons

[ 0.1767 |
0.7047
0.1176
—0.5773
—0.3476

| —0.0647 |

La Figure 2.9 est obtenue en perturbant le systéme (2.18) pour g appartenant
{061, 1072u, 10~ u, u} . Dans un premier temps, les résultats présentés dans
cette Figure montrent que, toutes les figures sont composées des couleurs rouge,
bleu et blanche. Ensuite, on observe que, la zone de stabilité(forte) du systéme
perturbé avec g = 1072w et g = 10~ u ressemble a la zone de stabilité(forte) du
systéme non perturbé (2.18) et la zone de stabilité(forte) du systéme perturbé
avec g = u est différente de celle du systéme non perturbé (2.18).

g=u

2

NG

FIGURE 2.9 — Zone de stabilité(forte) de X (e, 0,
g € {u, 1071w, 10~2u, 061} (Exemple 2.3).

), (e, 6) € [0, 19.5] x [0, §] et

e Pour (e, ) € [0, 19.5] x [0, 8], considérons le vecteur aléatoire

[ 0.5514
0.3818
0.0589
—0.4918
—0.5468

| —0.0767
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La Figure 2.10, est obtenue en prenant dans (2.11) le vecteur g € {061, 10™u,
107 u, u}. Dans cette Figure, on observe quasiment les mémes résulats que
ceux de la Figure 2.9, sauf que, cette fois-ci, la premiére figure de Figure 2.10
ne contient aucun point stable.

21

V7

FIGURE 2.10 — Zone de stabilité(forte) de X (e, 6, —=), (¢, 6) € [0, 19.5] x [0, 8] et

g € {u, 1071w, 1072u, 061} (Exemple 2.3).

2.4 Conclusion

En utilisant la théorie de perturbation de matrices symplectiques introduite par
Mehl et al dans [43], nous avons présenté dans ce chapitre une théorie de pertur-
bation de rang-un de systémes Hamiltoniens a coefficients périodiques. Nous avons
montré, dans un premier temps, que la perturbation de rang-un de la solution fon-
damentale (X (%)):cjo,p) du systéme (2.1) est solution de sa perturbation de rang-un.
Ensuite, nous nous sommes intérressés a la forme canonique de Jordan de la solution
X (t) de (2.11). Enfin, pour terminer le chapitre, nous avons proposé une analyse de
stabilité forte et de zone de stabilité(forte) de systémes Hamiltonien sous de petites
perturbations de rang-un. Dans ’analyse de la stabilité forte, ¢ varie et les autres pa-
rameétres du systéme sont fixés et on utilise 'approche définie dans [14, 17, 21| pour
en déduire la stabilité, alors que dans I’analyse de la zone de stabilité(forte), nous
n’avons proposé qu’un algorithme permettant d’analyser cette zone lorsque (2.1) est
soumis & de petites perturbations de rang-un. Au terme de cette analyse, il ressort
que, si (2.1) est fortement stable(respectivement instable), on peut trouver au moins
un voisinage dans lequel sa perturbation de rang-un reste stable(respectivement in-

stable) [16, 57].




Chapitre 3

Application a certains types
d’équations différentielles

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions quelques applications des systémes Hamiltoniens
a coeflicients périodiques en physique et en mécanique. Le chapitre est structuré en
deux sections :

La premiére section est dédiée a quelques systémes différentiels de type Mathieu
[40]. Dans cette partie, notre analyse porte sur des perturbations de rang-un du
mouvement de pendules avec supports mobiles et celui d’un ion au travers d’un ana-
lyseur quadripolaire. Enfin, nous présentons une seconde partie consacrée a quelques
problémes bien connus qui ne sont pas gouvernés par des systémes différentiels de
type Mathieu ; ce sont : le mouvement du pendule double avec support fixe, le mou-
vement d’un systéme dynamique mécanique et la stabilité(forte) orbitale dans le cas
spécial d’un probléme de trois corps. La, nous nous intéressons encore a de petites
perturbations de rang-un de ces systémes.

Dans tout ce chapitre, sauf mention contraire, dans les zones de stabilité(forte),
les zones en couleur rouge, bleue et blanche représentent respectivement les zones
ou il y’a instabilité, stabilité et stabilité forte. Enfin, on rappelle que, les tests numé-

riques relatifs a ce chapitre ont été élaborés sous la version 7.9.0(R2009b) du logiciel
MATLAB.

3.2 Application aux systémes de Mathieu

Rappelons que toute équation de Mathieu est un cas particulier de I’équation de
Hill (voir [22, 32, 34|) de la forme

2

d°z
T [ 4+ 2q cos(2t)] z = 0, (3.1)
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ou
r,a, q € R,

et
t — a + 2q cos(2t) est continue par morceaux sur R.

Ce type d’équation a été étudié pour la premiére fois par Emile Mathieu [40] en
1868 pour le calcul des modes vibrationnels! d’une membrane elliptique.

Les systémes de Mathieu auxquels nous nous sommes confrontés dans cette sec-
tion sont les systémes différentiels de la forme [5, 15, 22, 32, 34]

4 d2
dtx; + (01 + ercos(t))xy = 0
d2
dx22 + (02 + €xcos(t))zy = 0
t , (3.2)
d?
deN + (On +encos(t))zy = 0

ou N>1,¢,0, R Vi=1,..,N etlest— o + 2q; cos(2t) sont continues par
morceaux sur R pour tout : =1, ..., V.

Ces systémes différentiels peuvent s’écrire sous la forme canonique et Hamilto-
nienne suivante :

dX(t)
dt
grace au changement de variables ci-dessous :

x(t)

J = HHX(), X(0)= Iy, (3.3)

X0=| 4 ,J:[% _OJIVN}etH(t):[Z(]j) ‘}H (3.4)
it
o () ]

$2(t)

| aan(®) |

1. un mode de vibration est fondamentalement une excitation du systéme & sa fréquence natu-
relle. Lorsque cela se produit, le systéme commence & osciller avec une trés grande amplitude.
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DIFFERENTIELLES
01 + ercos(t) 0 0 0
0 02 + €acos(t) ... 0 0
P(t) = : : : : et H(t)
0 0 <oo On—1+en—_1cos(t) 0
0 0 0 In + encos(t)

sont des fonctions matricielles continues par morceaux sur R.

Comme probléme gouverné par ces types de systémes, nous commengons par
présenter le cas du mouvement de pendules avec supports mobiles dans le plan,
soumis a de petites perturbations de rang-un [34].

3.2.1 Etude de pendules

En physique et en mécanique en particulier, un pendule est un corps solide pou-
vant osciller autour d’un axe fixe et qui, écarté de sa position d’équilibre, y retourne
en oscillant sous 'effet d’une force, par exemple la gravité. Le mot pendule donné
par Huygens, vient du latin pendere [41], qui veut dire "prendre". Il existe plusieurs
types de pendules, ayant chacun un intérét particulier. On peut citer en exemples, le
pendule expérimental de Galilé (1632), le pendule ballistique inventé par Robin en
1742, le pendule de Foucault(1851) et le pendule expérimental de Stokes (1851), etc.
Ils ont été utilisés dans un cadre expérimental ayant pour but de mettre en évidence
un phénomeéne physique ou mécanique. Ainsi les pendules furent les premiers sys-
temes physiques capables de mesurer : 'accélération due a la pesenteur g de Newton
(1659) et le temps; et furent a l'origine des premiers horloges modernes. En dehors
de cet avantage connu de 'opinion générale, on rappelle que le pendule de Foucault
a permis de mettre en évidence la rotation quotidienne de la terre, et celui dédié
a Stokes fut construit pour étudier les propriétés des fluides. Dans le paragraphe
de la premiére section de ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude de la stabilité
(forte) du mouvement de pendules dont le support est supposé mobile sous de pe-
tites perturbations de rang-un. On rappelle que, les zones de stabilité(forte) de ce
paragraphe sont construites en s’inspirant de la Figure 2 de [34] dans le but d’ana-
lyser la stabilité(forte) du mouvement de pendules sous de petites perturbations de
rang-un.

3.2.1.1 Pendule simple avec support mobile

On considére le pendule simple suivant dont le point d’attache est soumis a
un mouvement oscillatoire f(¢) d’amplitude « et de pulsation €2, défini par f(t) =
a cos(2t) [34]. On suppose que le mouvement s’éffectue avec de faibles oscillations.
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F1GURE 3.1 — Modéle du pendule simple avec support mobile.

D’aprés [34], le mouvement du pendule simple est gouverné par

d*x  cg af)?
== + k_g (1 + 7 cos(Qt)) x =0, (3.5)

2

a
ou t — 1 + —— cos(2t) est une fonction continue par morceaux sur [0, 27|, ko

est le rayon de giration du pendule autour de son point de suspension, et ¢ est la
distance entre le point de suspension et le centre du pendule.

En faisant le changement de variables 7 = Qt, 1'équation (3.5) peut s’écrire
comme une équation de Mathieu de la forme :
d*x

7z + (0 + €ecos(1)) z =0, (3.6)

ol

T — 0 4 ecos(T) est une fonction continue par morceaux sur [0, 27]; et

T = QOt, ezk—getézk?@?.

En faisant ensuite le changement de variables, donné dans (3.4) avec N = 1,
I'équation (3.6) peut se mettre sous la forme Hamiltonienne (3.3), avec

H(T,(S,e):V“SOS(T) (1)] etJ:H _01}

On remarque que 7 — H(7) est continue par morceaux sur [0, 27].

Dans la suite, on considérera que le mouvement du pendule est soumis a la
perturbation de rang-un E,(7,d, €) définie par :

E,(7,6,€) = uqul JX (7,9, €), (3.7)

ol U, = ( 8 ) et a € [0, 1]. Le mouvement du pendule devient alors :

X,(7,6,¢€) = (I +uqulJ) X(7,0,€).
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Comme X(7,d,¢€) = (] — uaufJ) X, (7,6, ¢€), en remplagant alors X (7,4, €) par son
expression dans (3.3), I’équation du mouvement du pendule sous la perturbation de
rang-un devient par la suite :

dX, (7,0 X
J% = (I —uguj J)"H(7,6,€)(I — uqul J) Xa(7, 0, ¢),
T — d
H(T76’€’a) (3.8)

X,(0,0,¢) = Ip+ugulJ

ou 7 — H(7,d,€,a) est continue par morceaux sur [0, 27].

Le mouvement des valeurs propres de la solution matricielle )Z'a(T, d,€) de (3.8)
est tracé dans la figure 3.2 pour 7 € [0, 27] et (d,¢) € {(1,0.8), (1.93, 1.93)}, avec

a € {0;0.35}. Pour ces mémes paramétres, la région de stabilité forte de X, (7,9, ¢€)
est présentée par la figure 3.3 de la page 53.

5=1 et €=0.8, avec a=0.35 5=1 et €=0.8 , avec a=0

PO B N W b~ O
PO B N W b~ O

0 0

0

1 1
OM(T) -1 -2 O(T)) OA(®) -1 -2 OA())

5=1.93 et e=1.93, avec a=0.35 5=1.93 et €=1.93, avec a=0

PO B N W b~ O
PO B N W b~ O

0] 0 1

0
OM\() -1 -1 O (D) (D) -1 -1 OM()

FIGURE 3.2 — Portrait spectral de 7 — X,(7,4,€) pour 7 € [0, 27] et (J,¢) €
{(1,0.8), (1.93, 1.93)}, avec a € {0,0.35}.
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Dans la Figure 3.2, nous observons que le comportement du portrait spectral de

X, (27,9, €) ne change pas lorsque le mouvement du pendule simple est soumis aux
petites perturbations du rang-un ci-dessus.

Quant a la Figure 3.3, elle montre qu’avec I'influence de la perturbation de rang-
un, le mouvement du pendule simple devient trés instable et devient moins instable
en absence de cette perturbation.

NSO, 34(T)

NS, 350

o
=}

[N
(=}

—
o
o

1 050

10°

0=1ete=0.8, avec a=0.35

NSO, 34(T)

1SMP@II, 34t

o
S

[N
(=}

—
o
o

10

50

10’

0=1et€=0.8, avec a=0

— ("
31)
V/\‘
JouJ
1 2 3 4
T
0=1.93 et £=1.93, avec a=0
— "l
31
J L
1 2 3 4

FIGURE 3.3 — Graphes de 7 + ||S™)(7)|| et 7+ 65(7) pour 7 € [0, 27] et (6, ¢) €
{(1,0.8), (1.93, 1.93)}, avec a € {0,0.35}.

Concernant la Figure 3.4 de la page suivante, elle représente la région de stabilité
(forte) de X,(2m,d,¢) dans le plan des parameétres (0,¢) € [0, 1.98] x [0, 2]. Dans
cette Figure, on observe une petite différence entre les deux sous-figures de cette
Figure due a la petite perturbation de rang-un décrit par le mouvement du pendule

simple.
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a=0.35 a=0

FIGURE 3.4 — Zone de stabilité ( forte) de X,(2,d,€) pour (4,€) € [0, 1.98] x [0, 2]
et a € {0,0.35}.

3.2.1.2 Pendule double avec supports mobiles

On considére deux pendules simples identiques attachés a un support commun.
Dans ce probléme, on s’intéresse au cas ou le support de chaque pendule est soumis
a un mouvement oscillatoire f(t) d’amplitude « et de pulsation €, defini par f(t) =
acos(§2t) [34].

Partie 1 : Les deux pendules simples ne sont pas couplés.

\\\\\\\\\\‘\

FIGURE 3.5 — Modé¢le du pendule double non couplé avec supports mobiles.

Comme les deux pendules sont identiques, alors d’aprés [34], 'équation diffé-
rentielle du mouvement de chaque pendule est la méme. Ainsi, ’équation du
mouvement du systéme est donnée par :
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d*xr; cg af)? .
e + W2 (1 + e cos(Qt)) r;=0,1=1,2 (3.9)
ou kg et ¢ sont définis dans le probléme 3.2.1.1.

A T’aide du changement de variable 7 = Qt et d’aprés [34], ce systéme d’équa-
tion peut se mettre encore sous la forme suivante :
d2$i
dr?

+ (0 +e€cos(r))x; =0, i =1,2 (3.10)

ol 7 — J + €cos(T) est continue par morceaux sur [0, 27| et;

ca cg

= Dets= -9
20T R

€

Enfin, en introduisant le changement de variables (3.4) avec N = 2, on obtient
le systeéme (3.3) avec

Hir. 6, ) = ( P(Téj, €) (;z ) et P(7, 0, €) = (6 + ecos(7)) I,

des fonctions matricielles continues par morceaux sur [0, 27].

Dans ce qui suit, on suppose que le mouvement du systéme est soumis a la
perturbation de rang-un suivante :

E, (7,6, €) = uqul JX (7,6, ¢), (3.11)

ou

Uy = a eta € [0, 1].

o O O =

Dans ce cas, nous remarquons que X, (7,9, €) peut s’écrire sous la forme :

X, (1,0, €) = (I + uqup J) X (7,06, €). (3.12)
En utilisant ensuite le fait que X (7,0, €) = (] — uaugJ) )A(:a(T, J, €), et en rem-
plagant X (7,4, €) dans (3.3), '’équation du mouvement du pendule double
devient :

dX, (7,0 X
J% = (I —uquy J)"H(7,6, )(I — uqu J) Xa(7,5, €),
. ( T )
ﬁ(T,&,E,(L)

X,(0,6,€) = I+ uqulJ
(3.13)
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ou 7 — H(T,0, €,a) est continue par morceaux sur [0, 27] comme produit de
fonctions continues par morceaux sur [0, 27].

La figure 3.6 représente le portrait spectral de )N(G(T, J, €) pour (0, €) € {(1,0.8),
(1.93, 1.93)} et a € {0;0.35}, avec T € [0, 27].

d=1et ¢=08aveca=035 §=1et =08 aveca=0

sqry -t 1 R(a(x)) sy -1 0 R(A(T))
§=193et ¢ =193, aveca =035 0=193et £ =193, aveca=0

4 4

¥ 5y v 2
ol ol
! T — ~ 1 ! - T e T
o ~——— o o ~——— o

I(A(T)) 1 =1 sy I(A(T) 1 =1 o)

FIGURE 3.6 — Portrait spectral de 7 +— )?a(T, d, €) pour 7 € [0, 27| et (6, €) €
{(1,0.8), (1.93, 1.93)}, avec a € {0;0.35}.

Sous l'effet de cette petite perturbation de rang-un du mouvement du pendule
double, ces figures montrent que la nature du portrait spectral de X,(7,J, ¢)
ne change pas.

Avec ces mémes parametres, on trace dans la Figure 3.7 de la page 57, la zone
de stabilité(forte) de X, (7,9, €) pour tout 7 € [0, 27]. Dans cette Figure, on
note un élargissement de la région d’instabilité lorsque la perturbation de rang-
un est prise en compte et on observe un rétrécissement de la région instable
puis un élargissement de la zone stable lorsque cette perturbation de rang-un
est négligée.
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50

[ B
2 3 4
T
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— 118"y
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1 2 3 4
T
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— 15"
51
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FIGURE 3.7 — Graphes de 7 — ||S™)(7)|| et 7 +— 65(7) pour 7 € [0, 27] et (J,¢) €
{(1,0.8), (1.93, 1.93)}, avec a € {0;0.35}.

Dans la Figure 3.8 de la page 58, on note une différence étroite entre les deux
sous-figures de cette Figure. Cette différence est due a la petite perturbation
de rang-un du systéme décrit par nos deux pendules non couplés.
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a=0.35 a=0

FIGURE 3.8 — Zone de stabilité ( forte) de X,(2, 4, €) pour (6,¢) € [0, 1.98] x [0, 2]
et a € {0;0.35}.

Partie 2 : Dans cette partie, on couple les deux pendules simples de la partie 1
par un ressort de constante de raideur k.

FIGURE 3.9 — Modéle du pendule double couplé avec supports mobiles.

D’apreés [34], le mouvement du systéme est gouverné par le systéme différentiel

suivant :

Q2
+ (Bo + C(;;Q cos(Qt)b) x =0, (3.14)
0

APz
dt?
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ou

T %—i—ﬂi —izz

1 k mk mk

x:(x >etBO: PRI S
2 mk? K2 mk2

m est la masse de chaque pendule et b est la distance entre le point de sus-
pension et le point d’attache du ressort de couplage.

En utilisant successivement les changements de variables suivantes :

Z:(Z1):($1+I2> et 7 = (U,
Z9 1 — T2

d’aprés [34], 'équation du mouvement du systéme devient alors

d2 Zi
dr?

+ (6; +€cos(1)) 2, =0, i =1,2 (3.15)

ol les 7 — §; + €; cos(T) sont continues par morceaux sur [0, 27| et

» o kb2
R T

Enfin, en utilisant le changement de variables données dans (3.4) avec N = 2,
nous remarquons que l’équation du mouvement du systéme couplé peut se
mettre sous la forme (3.3) avec

_ P(Ta 57 ¢, 6) 02
H(r,d,¢,¢e)= < 0y L )
et
d + ecos(T) 0
P(r1,6,¢,¢e) =
0 d + 2e + ecos(T)

des fonctions matricielles continues par morceaux sur [0, 27].

Eu(7,0,€, €) = uqul JX(7,0,€, €), (3.16)
ol u, est un vecteur définie dans (3.11). Dans ce cas, nous remarquons que I’équation
du mouvement est gourvernée par (3.13).

La Figure 3.10 de la page suivante présente le portrait spectral de XQ(T, d, €, e) pour
(0,6, e) € {(1, 0.8, 0.5),(1.93, 1.93, 0.5)} et a € {0;0.35}, V7 € [0, 27].
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6=1, e=0.8 et e=0.5, avec a=0.35 d=1, €=0.8 et e=0.5, avec a=0

oa@ 1 7 oa) oa@ "1 T oe)
5=1.93, €=1.93 et €=0.5, avec a=0.35 0=1.93, €=1.93 et €=0.5, avec a=0
5 —_—_—
?
0 0 1
oa@ 1 7 oo on@ "1 7 oea)

FIGURE 3.10 — Portrait spectral de 7 — )~(a(7', d, €, e) pour 7 € [0, 27| et (d,¢, €) €
{(1,0.8,0.5), (1.93, 1.93, 0.5)}, avec a € {0;0.35}.

Les sous-figures de la Figure ci-dessus montrent que la nature du portrait spectral
de X, (7,9, €) ne change pas lorsque le mouvement des pendules couplés est soumis
aux petites perturbations du rang-un ci-dessus.

Pour ce méme cas particulier, on montre le comportement de la zone de stabi-
lité(forte) de )?a(T, J,€) dans la Figure 3.11 de la page 61. Dans cette Figure, nous
constatons qu’en absence de la perturbation, la région fortement stable est plus large
que la région instable. Ce qui n’est pas le cas lorsque le systéme est soumis a l'effet
de la perturbation de rang-un.
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0=1,¢=0.8 et e=0.5, avec a=0.35 0=1, e=0.8 et e=0.5, avec a=0
— " — 118"
50 8(1)
< 10" I H V w < 10" n l/ ‘i
o) w i
g /\ A g A
D D
10’ —_—V W 10° oy
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
1 1
0=1.93, e=1.93 et e=0.5, avec a=0.35 0=1.93, e=1.93 et e=0.5, avec a=0
— ("™l — 118"l
04(1) o4(1)
e} : o)
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100 — iy 100 Ji i
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

FIGURE 3.11 — Graphes de 7 + [|[S™)(7)|| et 7 + J5(7) pour 7 € [0, 27] et
(0,¢, e) € {(1,0.8,0.5), (1.93, 1.93, 0.5)}, avec a € {0;0.35}.

Concernant la zone de stabilité (forte) de X, (27,6, €, €), nous avons la Figure 3.12
de la page suivante. En effet, dans cette figure, on note encore une différence étroite
entre les deux sous-figures de cette Figure.
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a=035ete=05 a=0ete=05

FIGURE 3.12 — Zone de stabilité ( forte) de X, (27, 6,¢, ) pour (4,¢) € [0, 1.98] x
0, 2], a € {0;0.35} et e =0.5.

3.2.1.3 Pendule triple avec supports mobiles

Ici, on considére trois pendules simples indentiques indépendantes attachés a
un support commun. Dans ce probléme, sauf mention contraire, nous limiterons
notre analyse au cas ol le support de chaque pendule est soumis & un mouvement
oscillatoire f(t) d’amplitude a et de pulsation €, defini par f(t) = o cos(Qt) [34].

Partie 1 : Les trois pendules ne sont pas couplés

AMAAVLV LA AL VALY
. :

L\
~Lﬂr‘)

FIGURE 3.13 — Modéle du pendule triple non couplé avec supports mobiles.

Etant donné que les trois pendules sont identiques, d’aprés [34], chaque pen-
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dule est gouverné par la méme équation. Ainsi, I’équation du mouvement du
systéme est alors :

d*r; cg a)? .
7 + W2 <1 - 7(:03((275)) r;=0,1=1,2,3; (3.17)

ol ko et ¢ sont definis dans la section 3.2.1.1.

Grace au changement de variable suivant 7 = Qt, cette équation différentielle
peut se mettre sous la forme suivante [34] :

d2.f13i
dr?

ou les 7 — § + e cos(7) sont continues par morceaux sur [0, 27] et

+ (0 +e€cos(T))z; =0, i =1,2,3; (3.18)

e=—etd=—5=

En faisant le changement de variables (3.4) avec N = 3, on remarque que le
mouvement du systéme est gouverné par (3.3), avec

H(r, 6, ¢) = < P(T(,)j, €) (;j ) et P(7, 6, €) = (0 + ecos(7))13

des fonctions matricielles continues par morceaux sur [0, 27].

Dans ce qui suit, on perturbe le mouvement du systéme par la matrice de rang
un suivante :

E, (7,6, €) = uqul JX (1,06, €) (3.19)

ou

0y —I
, avec a € [0, 1[etJ—<13 05 )

SO O oo O

D’aprés ce qui précéde, le mouvement du systéme peut s’écrire sous la forme :
)?a(T, J, €) = (I+uauaTJ) X(7,6, €).

Dans ce cas, I’équation du mouvement devient :

dX, (7,0 X
J% = (I —uquy J)"H(7,6, )(I — uqu J) Xa(7,5, €),
. ( T )
ﬁ(T,&,E,(L)

X,(0,6,€) = I+ uqulJ
(3.20)
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ou 7 — H(T,0, €,a) est continue par morceaux sur [0, 27] comme produit de
fonctions continues par morceaux sur [0, 27].

Les figures ci-dessous montrent respectivement le portrait spectral de X o(T, 0, €)
et la zone de stabilité (forte) de X, (7,9, €) pour 7 € [0, 27| et (J, ¢€) €
{(1,0.8), (1.93, 1.93)}, avec a € {0;0.35}.

0=1 et €=0.8, avec a=0.35 0=1 et €=0.8, avec a=0

0 0
oa@) 1 7 oe) oa@) "1 gy
0=1.93 et €=1.93, avec a=0.35 0=1.93 et €=1.93, avec a=0

0 0
oa@ -1 1 OA(T)) oa@) 1 L OA()

FIGURE 3.14 — Portrait spectral de 7 — X,(7,4, €) pour 7 € [0, 27] et (4, €) €
{(1,0.8), (1.93, 1.93)}, avec a € {0;0.35}.

Dans le portrait spectral de )N(G(T, J, €), on observe qu’avec la perturbation de
rang-un, la nature du portrait spectral de X,(7,d, €) change avec la perturba-
tion.

Sur la Figure 3.15 de la page 65, nous observons qu’en présence de la pertur-
bation de rang-un, il y’a un élargissement grossier de la région instable et un
rétrécissement de la région stable, alors qu’en absence de cette perturbation,
on note un rétrécissement de la région instable au profit d'un élargissement de
la région de stabilité forte.
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0=1 et e=0.8, avec a=0.35 0=1ete=0.8, avec a=0
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FIGURE 3.15 — Graphes de 7 + ||S™)(7)|| et 7 — Js(7) pour 7 € [0, 27] et
(0, €) € {(1,0.8), (1.93, 1.93)}, avec a € {0;0.35}.

Dans la Figure 3.16 de la page suivante, les résultats obtenus concordent avec
les observations faites sur Figure 3.8 du second probléme.
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a=0.35 a=0

FIGURE 3.16 — Zone de stabilité ( forte) de X, (27, 8, €) pour (8, €) € [0, 1.98] x [0, 2]
et a € {0;0.35}.

Partie 2 : On couple les trois pendules par deux ressorts de constante de rai-
deur identiques k.

FIGURE 3.17 — Modé¢le du pendule triple couplé avec supports mobiles.
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L’énergie cinétique de chaque pendule est de la forme :

1 K2
T; = —m(—>
&

5 Vit i=1,2,3;

17

donc I'énergie cinétique du systéme couplé est donnée par :
1 kSo o .o .o
T=T+T,+T; = 5m(?) (&7 + @5 + @3) .

L’énergie pontentielle gravitationnelle de chaque pendule est donnée par :

1 k2 &2 f
U, =-m=2 -4
" (g at?

2 .
o1 =1,2,3;
9 )ZIZ’Z,Z ) Sy

alors I’énergie pontentielle gravitationnelle du systéme couplé est donnée par :

1 k2 d*f
Ugrav:U1+U2+U3:§m?0 (Q_W> (x%—i_x%_'—xg)

bk
D’autre part, puisque I’elongation du ressort a gauche est donnée par —O(xg —
c

bk
1) et celui du ressort & droite est donnée par — (x5 — ), alors I'énergie
c

pontentielle du ressort est donnée par :

1. bk 1. bk
Uress = §k(70)2 (w2 — 21)" + (23 — 22)%] = Qk(TO)Z (2] + 223 + a3 — 22175)
bk
- k(%)z(@xs)-

Par conséquent, I'énergie potentielle totale du systéme couplé est :

1 k2 d?
U= Ugrav + Uress :_mFO ( - _f> (I% + $§ + ZL’%)

2 dt?
1, bk
+ k(=

k(= )? (27 + 225 + x5 — 22129 — 22913) -

Le Lagrangien est donné par :

1 k2, , . 1 k2 d*f
1 bk
— 5/{(70)2 (23 + 223 + 235 — 22120 — 2393) .
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Les équations de Lagrange donnent :
(o _ doc
8%1 n dt 8x1
Joc _ doc
(9:102 n dt 81’2
oc _ doc
\ 8x3 N dt 81'3
( 2 2
k2 - f bk bk k§
—m?o (g — W) T — k(7)2$1 + k(7)2$2 = m(?)%l
2 d2 bk: bk
- c
bko 2 kg 2
2 2
B o A W L IO T L, AT
ot (0= )k " = (S
( .. cg | kb c df b2
ZL’1+ %‘Fm—kg—k—gﬁ ﬂfl—mkgﬂjg = 0
. . c d?
N P (é+ 2 _ F%f) ry— My W
. kb2 C d2f kb2 .
\ l’3+< +mk k—gw)g’ﬂg—mﬁkoxg = 0

Ceci montre que le mouvement du pendule triple est gouverné par le systéme
différentiel suivant :

2 2
C;Tf + (BO ]:2 Cjﬁf@,) —0, (3.21)
ou cg kb2 kb2
= Rtmwg  TwR 0
r=| 2y | et By = —7%23 g+ % T’ffg :
T3 0 e Bt n";?;

m est la masse de chaque pendule et b est la distance entre le point de sus-
pension de chaque pendule et le point d’attache de couplage du ressort.

En remplagant f(¢) par sa nouvelle expression dans I’équation (3.21), on ob-
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tient le systéme différentiel suivant :
d*x caf)?
e + (Bo + i cos(Qt)]3> x = 0. (3.22)

Avec le changement de variables 7 = Qt, il vient, en vertu de [34], que I’équation
du movement du pendule triple est gouvernée par :

d*x
T (By + ecos(r)I3)x =0, (3.23)

ol 7 — By + ecos(7)I3 est continue par morceaux sur [0, 27] et;

1 d+e —e 0
r=\| xo |, B1 = —e 042 —e ,
3 0 —e 0+ 2e
avec
cg kb? co
) €

p— pu— t p— —_—.
er T e T R

Enfin, en introduisant le changement de variables (3.4), on obtient le systéme
(3.3) avec

_( P(1,6,¢,e) 03
H(T,d,e,e)—( 0 ]3),
et
d + e+ ecos(T) —e 0
P(r, 0, ¢, e) = —e 0 + 2e + ecos(T) —e
0 —e d + e+ ecos(T)

continues par morceaux sur [0, 27].

Nous supposons que le mouvement du systéme couplé est perturbé par une
matrice de la forme (3.19). Alors en vertu de ce qui précéde, I’équation du
mouvement du systéme couplé peut s’écrire & nouveau sous la forme (3.20).

Dans les deux premiéres Figures, les simulations numériques ont été faites avec
T € [0, 27, (4, €,e) € {(1,0.8,0.5), (1.93, 1.93, 0.5)} et a € {0;0.35}.

Comme prévu, nous pouvons visualiser respectivement, le portrait spectral de
Xo(7,0, €,€) et la région de stabilité forte du déplacement du systéme sur un
intervalle de temps 7 € [0, 27].
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d=1, £=0.8 et e=0.5, avec a=0.35 d=1, €e=0.8 et e=0.5, avec a=0

PO B N W A~ O
PO B N W A~ O

0@ 1 N ) o 1 N oam)

0=1.93, €=1.93 et e=0.5, avec a=0.35 5=1.93, €=1.93 et e=0.5, avec a=0

PO B N W A~ O
PO B N W A~ O

o 1 T o) o) 1 o)

FIGURE 3.18 — Portrait spectral de 7 +— )?a(r, J, €,¢) pour T € [0, 27| et (I, €,€) €
{(1,0.8,0.5), (1.93, 1.93, 0.5)}, avec a € {0;0.35}.

On remarque que la nature du portrait spectral de )?a(r, J, €,¢e) ne changent
pas.

Dans la Figure 3.19 de la page suivante, on observe qu’en présence de la per-
turbation de rang-un, le mouvement du systéme couplé devient trés instable
et devient moins instable en absence de toute perturbation.
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0=1,¢=0.8 et e=0.5, avec a=0.35 0=1,¢=0.8 et e=0.5, avec a=0

—
o
(3
S
[,
o
o
S

1S, 35(T)
e ——
=
1S, 35(0)
p————
¢ =

10 L | —1V R V)

0
100 } . . JJ

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
1 1
0=1.93, ¢=1.93 et e=0.5, avec a=0.35 0=1.93, ¢=1.93 et e=0.5, avec a=0
— %l 1S
50 30
OR: ORP:
e 10 e 10
% /\ % |
10 P— Y 10 (WY
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

FIGURE 3.19 — Graphes de 7 + ||S)(7)|| et 7 +— dg(7) pour 7 € [0, 27] et
(0, e,e) € {(1,0.8,0.5), (1.93, 1.93, 0.5)}, avec a € {0;0.35}.

Dans la Figure 3.20 de la page 72, on note une petite différence entre les deux
sous-figures de cette Figure.
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a=035ete=05 a=0ete =05

0 0.5 1 1.5
8

FIGURE 3.20 — Zone de stabilité ( forte) de X, (27,8, €, ) pour (4, €) € [0, 1.98] x
0, 2], a € {0;0.35} et e =0.5.

3.2.2 Mouvement d’un ion au travers d’un analyseur quadri-
polaire

L’analyseur quadripolaire est un dipositif capable d’ioniser des molécules, puis
de trier les ions ainsi produits selon la valeur du rapport masse/charge et enfin de
détecter ces ions en terme de stabilité [32]. Cet appareil a été inventé par W. Paul et
H. S. Steinwegen entre les années 1953 et 1960 au cours de leur étude sur la stabilité
de la trajectoire des ions [32|. C’est pourquoi dans cette thése, nous réutilisons ce
modele expérimental déja étudié dans plusieurs ouvrages [32] pour analyser cette
fois-ci l'effet de la perturbation de rang-un sur le mouvement d’ions.

On considére un ion de masse m et de charge électrique |Ze| qui se déplace avec
une vitesse v au travers d’un analyseur quadripolaire de potentiel
$y = U — V cos(wt). A l'intérieur de 'analyseur, 'ion subit une force f(z, y, t) =
—ZeVV(x, y, t), ou Z est le nombre de proton et e est la charge d’un proton.
On suppose que la composante du champ électrique selon 'axe Oz est nulle et la
composante z de la vitesse reste constante.
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tor
source Detet

v —(U - Vcos wt)
(U— Vcos wt)

—10y-100 "0

FIGURE 3.21 — Schéma d’un analyseur quadripollaire.

D’aprés [32], le mouvement de l'ion au travers de 'analyseur est gouverné par

d?x

i + (v —2gcos(28))x = 0
, (3.24)
d2y
Y (= 2gcos(2 -
i (or —2gcos(28)) y 0
ou
8ZelU 47eV wt
o= = 5—— et E=—.

- q —
ramw?’ ramw?

En faisant le changement de variables (3.4) avec N = 2, on obtient le systéme
Hamiltonien (3.3) avec

a — 2q cos(2€) 0
P 02
H(S) = ( ()(f) I, ) et P(&) = 0 —a + 2q cos(26)

des fonctions matricielles continues par morceaux sur [0, 7.

Dans la suite de ce probléme, on considérera que le mouvement de I’ion est soumis
a une perturbation de rang-un de la forme (3.11).

En raisonnant alors de la méme fagon que le cas du pendule double avec supports
mobiles, I’équation du mouvement de 'ion devient :

dX X
J% - (I — Uauz;J)TH<£J g, Oé)([ o Uauzj) Xa(é; q, Oé),
ﬁ@va) (3.25)

X0, q, ) = IT+uulJ
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ou & — H(E, g, ) est continue par morceaux sur [0, 7] comme produit de fonctions
continues par morceaux sur [0, 7|, et

Uy = a eta € [0, 1].

1
0
0
0

a = 0et g = 0025 avec a = 03003 a=0etq=0.025aveca=10

J(MEN o REN A
S{MEN R(ME)

FIGURE 3.22 — Portrait spectrale de £ — )~(a(§, q, a) pour £ € [0, 7] et (a, q) €
{(0, 0.025), (0.1, 0.7)}, avec a € {0, 0.3003}.

Les figures ci-dessus montrent que l'effet de cette perturbation de rang-un sur
le mouvement de l'ion au travers I'analyseur ne modifie pas le portrait spectral de
Xa(§, ¢, @).

Dans le cas particulier (o, ¢) € {(0, 0.025), (0.1, 0.7)} et a € {0;0.3003}, nous
constatons a travers la Figure 3.23 de la page 75, qu’en présence de perturbation
ou pas, les régions dans lesquelles la trajectoire de I'ion est instable sur une durée m
sont trés grandes que celle ot la trajectoire de I'ion est stable. On observe également
que pour a« = 0 et ¢ = 0.025, le mouvement est fortement stable seulement a
t = 7, lorsque I'ion est soumis a la perturbation de rang-un ; tandis qu’en absence de
cette perturbation, le déplacement de cet ion connait la présence de plusieurs points
stables. Ainsi, on peut donc confirmer que la présence des effets de la perturbation
dans ce cas particulier diminue la stabilité de la trajectoire de l'ion.
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a=0etq=0025aveca = 03003 a = 0etq=0.025aveca =0

—_— IIS I||

— 4_|5"'r.=_r'
g o f/ ff r \ C8 ol SR /
:3' il fl’ -~ .r\'r ;;
10° —— Ll 10 i
0 05 1 15 2 26 3 35 4 45 T Y TR T
a=01etq=0.7, aveca = 0.3003 @ =0.1 etq=0.7 aveca=0
— — s
o) 8l4)
i / ! g gk }l
A 172 1 /7R |
5 ' / /\1 Al ;: /-\I n
102 e—— vouoL 1E|':| vy

FIGURE 3.23 — Graphes de ¢ — ||S()(¢)]| et & +— d5(&) pour € € [0, 7] et (a,q) €
{(0, 0.025), (0.1, 0.7)}, avec a € {0;0.3003}.

Dans la Figure 3.24 de la page suivante, on trace la zone de stabilité(forte) de
Xo(m, a, q) dans le plan des paramétres (o, ¢). On note une petite différence entre
les deux sous-figures de cette Figure.
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a=0.3003 a=0

(0] 0.05 0.1 0.15 0.2 [0} 0.05 0.1 0.15 0.2
a a

FIGURE 3.24 — Zone de stabilité ( forte) de X, (r, o, ¢) pour (o, ¢) € [0, 0.2]x [0, 0.9]
et a € {0;0.3003}.

3.3 Application a d’autres types de systémes bien
connus

Dans cette section, nous nous intéressons a d’autres types de problémes qui ne
sont pas gouvernés par les systémes de Mathieu.

3.3.1 Pendule double avec supports fixes

On considére un pendule double constitué de deux masses ponctuelles m; et msy
avec une extrémité absolument rigide de longeur [y, et ’autre élastique de coefficient
de rigidité c et d’élongation statique \. Ces deux extrémités sont réliées entre elles en
my, et 'extrémité du premier pendule est réliée a son autre extrémité O, considérée
comme origine du repére (O, 17, 7) Les liaisons et les oscillations du pendule

double sont supposées parfaitement faibles.
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L+ +A
m, 04 1 2 2

-l
F i

m;

X2

))

FIGURE 3.25 — Modéle du pendule double avec supports fixes.

D’aprés [57, Vol 2, p.474-475|, 'équation du mouvement du pendule est donnée
par :

d2
_y+P(T, 67 5)y:0’ (326)
dr?
ou
_ 925)
y (g
et
k6 (14 ) + vk () + 0+ €cosT N 0+ e€cosT
v) + vke cos V——— S
¢ T 14+6+ecost 1+0+e€cosT
P(T, €, ) = ;
0 +ecosT 0 +ecosT
_\/;1+5—|—ecos7' 14+0+e€ecosT
avec l \ v
F=Ot E= 2 =2 =2 5= 2= 22,
ll mq ll l2 l2

En faisant le changement de variables (3.4) avec N = 2, on obtient le systéme
Hamiltonien & coefficients 27-périodiques (3.3) avec :

- 0y —1I _ P(Ta €, 5) 02
J_<Ig 0 )etH(T)—( 0, L

une fonction continue par morceaux sur [0, 27].

Pour simplifier le probléme, dans tout ce qui suit, on prend :

my =29, mgs =5g, I; =0.5bm, I, =1m, et 2 =1
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et on soumet le mouvement du systéme a une perturbation de rang-un de la forme
(3.11). Alors, I’équation du mouvement du systéme peut se mettre sous la forme

(3.13).

Dans ce qui suit, les simulations numériques ont été faites avec (¢,0) € {(0.05,0.5) ,
(0.2, 0.6)} et a € {0; 0.35}. Comme prévu, nous pouvons visualiser sur Figure 3.26
le portrait spectral de X,(7,€,d) dont la nature reste inchangée.

€=0.05 et =0.5, avec a=0.35 €=0.05 et 5=0.5, avec a=0
5 ~
[ .
?
0 0 1
oa@ 1 T oa) on@ "1 7 oa)
€=0.2 et 5=0.6, avec a=0.35 €=0.2 et 5=0.6, avec a=0

oa@ 1 7 pea) on@ 1 7 o))

FIGURE 3.26 — Portrait spectral de 7 — X,(7,¢,8) pour 7 € [0, 27] et (¢,0) €
{(0.05,0.5), (0.2, 0.6)}, avec a € {0, 0.35}.

Quant a la Figure 3.27 de la page 79, elle présente la zone de stabilité(forte)
de la matrice X,(7, €, ) pour tout 7 € [0, 2] et (¢,6) € {(0.05,0.5), (0.2, 0.6)},
avec a € {0, 0.35}. En effet, dans cette zone, nous constatons que sur U'intervalle de
temps 7 € [0, 27], la présence de la perturbation de rang-un favorise plus la perte
de stabilité(forte) du déplacement du pendule tandis qu’en absence de ce facteur,
on note une augmentation du taux de stabilité(forte) du mouvement du systéme.
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¢=0.05 et 6=0.5, avec a=0.35 €=0.05 et 6=0.5, avec a=0
— Is" — "
1) 50
€ 10" / ;; | l L] < 10" i
: ya 1 : l 1 |
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
T T
¢=0.2 et 3=0.6, avec a=0.35 ¢=0.2 et 3=0.6, avec a=0
— Is" — "l
50 5.0

o
=

NSO, 34(1)
5
NSC2@II, 34(t)
8U’!

—_— il

[N
o
o

JJduiid

[N
o
o

FIGURE 3.27 — Graphes de 7 + ||S™)(7)|| et 7 + Js(7) pour 7 € [0, 27] et
(€,8) € {(0.05,0.5), (0.2, 0.6)}, avec a € {0, 0.35}.

Dans la Figure 3.28 de la page suivante, on s’intérésse a la zone de stabilité(forte)

de X,(27, ¢, 8) pour (e, 6) € [0, 0.8] x [0, 0.2] et a € {0, 0.35}. Dans cette Figure,
nous notons une petite différence entre les deux sous-figures.
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FIGURE 3.28 — Zone de stabilité ( forte) de X,(27, €, &) pour (e, 6) € [0, 0.4] x
[0, 0.2] et a € {0, 0.35}.

3.3.2 Systéme dynamique mécanique

On considére un ressort vertical de constante de raideur k& au bout duquel est
accroché un solide (S) de masse m=1g pouvant coulisser sans frottement suivant
I'axe vertical (y’Oy). Ce solide est rélié a deux fils de masses négligeables; 'un est
accroché en un point quelconque O du mur et au bout de 'autre fil est attachée
une boule de masse négligeable, et protégée par deux plaques métaliques. Les deux

fils sont supposés bien tendus. On exerce sur la boule une force Fy = 114}-7;1;;—2222) de
sorte que la force de déplacement du solide soit égale a F; = %97 ou y est

le déplacement du dispositif suivant ’axe vertical, [ est la longeur qui sépare le
mur et la position initiale du solide (S) (a I’état d’équilibre), p; est une contante

positive telle que p; < 1 et t est le temps. Pour simplifier le probléme, on prendra
k=1¢e]0,1].

—~  ___iIpy cos(t)
£y — T+p1 cos(h) Y

FIGURE 3.29 — Schéma d’un systéme dynamique mécanique.
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D’aprés [22], en utilisant la seconde loi de Newton, il vient que le mouvement du
systéme est gouverné par :

d*y
— +ky=F 3.27
Mmoo + Ry 1 (3.27)
Comme m = 1g et F} = llf;f—ﬁ(s?t)y, (3.27) peut se réécrire comme une équation de
type Carson-Cambi [51] :
d?y k
— —_— =0 3.28
dt2+(1+plcos(t)>y ’ (3:28)
out — #Cos(t) est une fonction continue par morceaux sur [0, 27].

En faisant ensuite le changement de variables (3.4) avec N = 1, on obtient le
systéme Hamiltonien & coefficients 27-périodiques (3.3), avec

— 0 -1 — 1+p1kéos(t) 0
P (0 Y ey - (T ¢

est continue par morceaux sur [0, 27].

Dans ce qui suit, on perturbe le mouvement du systéme ressort-solide par la
perturbation de rang-un de la forme (3.7). Alors, en raisonnant de la méme fagon
que le premier probleme de ce chapitre, on en déduit que I’équation du mouvement
en présence de cette perturbation de rang-un devient I’équation (3.8). Une étude de
stabilité forte nous a permis d’obtenir les résultats suivants :

Les Figures 3.30 de la page 82 et 3.31 de la page 83 montrent respectivement le
mouvement des valeurs propres de X,(t, k,p;) puis les graphes de t + ||S™0)(#)]| et
t — dg(t) pour tout t € [0, 27|, (k,p1) € {(0.08,0.2), (0.25, 0.15)} et a € {0, 0.42}.
Quant a la Figure 3.32 de la page 84, elle montre la zone de stabilité(forte) de

X (27, k, p1).
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k=0.08 et p1=0.2, avec a=0.42 k=0.08 et p1=0.2, avec a=0

PO P N W A~ O
/ / / / J
PO B N W A~ O
/ / / / /

1 1
0 0 0 0

OA®) -1 ! O@®) OA®) -1 g @)

k=0.25 et p1=0.15, avec a=0.42 k=0.25 et p1=0.15, avec a=0

PO P N W A~ O
/ / / / J

PO B N W A~ O
M / / / / /

1
0 0

OM®) -1 ! D) OA®) -1 g @)

FIGURE 3.30 — Portrait spectral de t )?a(t,k,pl) pour t € [0, 27| et (k,p1) €
{(0.08,0.2), (0.25, 0.15)}, avec a € {0, 0.42}.

Ces figures montrent que l'effet de la perturbation de rang-un sur le mouvement
du systéme ne change pas la nature du portrait spectral.

Dans la Figure 3.31 de la page 83, nous constatons qu’en présence de perturba-
tion, la zone instable s’élargit et la région fortement stable rétrécit. Mais, en absence
de perturbation, on remarque que la zone fortement stable est grande que la zone
instable. De ce fait, on peut affirmer que la présence de perturbation est un facteur
provoquant plus la présence de perte de stabilité pour ¢ € [0, 27].
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ISl 34(t)

Sl 34t
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k=0.25 et p1=0.15, avec a=0.42
— 11s"
5
1 050
e \: l
10° -
0 2 3 4
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k=0.08 et p1=0.2, avec a=0

FIGURE 3.31 — Graphes de t + ||S™)(¢)|| et t > ds5(t) pour t € [0, 2] et (k,p1) €

{(0.08,0.2), (0.25, 0.15)}, avec a € {0, 0.42}.

Dans la zone de stabilité(forte) suivante, on observe une petite différence entre
les deux sous-figure de la Figure 3.32 de la page 84 a cause de la présence de la
perturbation de rang-un sur le mouvement du systéme.
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0.25 l 0.25 !
0.2 ; 0.2 ;
= 0.15 1 = 0.15 1
| |

0.1 0.1 ;
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FIGURE 3.32 — Zone de stabilité (forte) de X, (27, k,p1) pour (k,p1) € [0, 0.8] x
[0, 0.3], et a € {0, 0.42}.

3.3.3 Stabilité(forte) orbitale dans le cas spécial d’un pro-
bléme de trois corps

Ce probléme a été déja étudié par V.A. Yakubovich et V.M. Starzhinskii dans
[57, chapitre 2, Vol.2|. Dans cette section, nous analysons 'effet de la perturbation de
rang-un sur la stabilité(forte) orbitale, mais ici, on néglige dans un premier temps
tous les effets gyroscopiques. Notons que nous sommes dans un cas de systémes
instables.

Trois planétres Py, P, et P; de masse respectives M, m, et m’ décrivent dans un
plan E des éllipses d’excentricité e autour du centre de gravité O pris comme point
d’origine ; leur mouvement est périodique, de période 27, pour un choix convenable
de I’état initial. On désigne par 7, r et R les distances respectives Mm, Mm', et
mm’, et par ¥, o, et ¢ les angles respectifs formés par les différents sommets du
triangle Mmm .

m

FIGURE 3.33 — Modéle du probléme de trois corps.
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D’aprés [57, Vol2, p.477-478|, en abscence de forces gyroscopiques, I’équation du
mouvement du systéme est donnée par :

d*y
i P(r, v, €)y=0 (3.29)

- 3(1- () .

P(r, v, €) = (1+ ESOS(T)) —3A(7) 5
(1 —ecos(T))

et la fonction A(7) est une solution de I’équation
_ 7
AR =AM) = -

1 1-—
Pour simplifier notre étude, on prendra la solution A(y) = u

0<~v<0.2.

En faisant ensuite le changement de variables donnée dans (3.4) avec N = 2, on
obtient I’équation (3.3), avec

P(r, v, ¢) 0
= (00 R,

On remarque que H(7) est continue par morceaux sur [0, 27].

Dans tout ce qui suit, on perturbe encore le systéme par une perturbation de
rang-un de la forme (3.11). Dans ce cas et d’aprés ce qui précéde, on remarque que
I’équation du mouvement en présence de perturbation de rang-un est donnée par
une équation de la forme (3.13). Ainsi, nous obtenons les figures suivantes :

85



CHAPITRE 3. APPLICATION A CERTAINS TYPES D’EQUATIONS

£=0.2 et y=0.2, avec a=0.23 £=0.2 et y=0.2, avec a=0
5 5
4 4
3 3
= -
2 2
1 1
0.l 0.l
1 1
0.5 1 0.5
0.5
0 0
0 0
-0.5 -05 -0.5 -0.5
-1 -1 -1 -1
o) 0O@) C) O(MD)
£=0.025 et y=0.15, avec a=0.23 £=0.025 et y=0.15, avec a=0
5 5
4 4
3 3
= ’ =
2 2
1 | 1
0 0
1 1
0.5 0 1 0.5
.5
0 0
0 0
-0.5 -0.5 -0.5 -0.5
a1 -1 o -1
O(A(r) O(@) O(A(v) (@)

FIGURE 3.34 — Portrait spectral de 7 — X,(7,7,€) pour 7 € [0, 27] et (v,€) €
{(0.2,0.2), (0.025, 0.15)}, avec a € {0,0.23}.

Dans les différents portraits spectraux de )A(:a(T,’}/, €), on observe que la nature
du portrait spectral ne change pas en absence ou en présence de la perturbation de
rang-un.

La Figure 3.35 de la page suivante montre la zone de stabilité(forte) du mouve-
ment du systéme pour 7 € [0, 27]. En effet, dans cette Figure, on constate que pour
(v, €) € {(0.2,0.2), (0.025, 0.15)}, le mouvement du systéme est instable bien qu’il
soit soumis a I'éffet de la perturbation de rang-un ou pas.
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CHAPITRE 3. APPLICATION A CERTAINS TYPES D’EQUATIONS

DIFFERENTIELLES
v=0.2ete=02 aveca=023 =02 ete=0.2 aveca=(
m— — [Is"
8(1) 84(1)
E : AN ‘.:E / I :E S ]
0’ | 10’
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
T T
=0.025 et e=0.15, avec a=0.23 1=0.025 et e=0.15, avec a=0
— L ] —l ]
81 8(t)
B AR Y ] R C |
o 10 ) ) o 10 Ny
10" 10"
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
T T

FIGURE 3.35 — Graphes de 7+ [|S™(7)|| et 7+ d5(7) pour 7 € [0, 27] et (7,¢€) €
{(0.2,0.2), (0.025, 0.15)}, avec a € {0,0.23}.

La Figure 3.36 de la page 88 montre I'instabilité pour (v, €) € [0, 0.2] x [0, 0.2].
Ce qui est conforme a l'instar des figures de Figure 3.35.
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CHAPITRE 3. APPLICATION A CERTAINS TYPES D’EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

a=023 a=0
0.2 0.2
0.18 0.18
0.16 0.16
0.14 0.14
0.12 0.12
0.08 0.08
0.06 0.06
0.04 0.04

0.02 0.02

FIGURE 3.36 — Instabilité de )?Q(QW,% €) pour tout (v,€) € [0, 0.2] x [0, 0.2], et
a € {0,0.23}.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quelques applications de la théorie de
perturbation de rang-un a des systémes Hamiltoniens & coefficients périodiques issus
de quelques problémes de la vie courante [5, 15, 22, 32, 34]. Pour cela, nous avons
structuré le chapitre en deux parties. Dans la premiére partie, nous nous sommes
intéressés a quelques applications des systémes différentiels de type Mathieu tels
que :

— le mouvement du pendule simple avec support mobile,

— le mouvement du pendule double avec supports mobiles,

— le mouvement du pendule triple avec supports mobiles,

— le mouvement d’un ion au travers d’un analyseur quadripolaire.

Dans la seconde partie, nous avons accordé notre intérét a quelques problémes qui
ne sont pas gouvernés par les systémes de Mathieu tels que :

— le mouvement du pendule double avec supports fixes,

— le mouvement d’un systéme dynamique mécanique,

— la stabilité(forte) orbitale dans le cas spécial d’un probléme de trois corps.
Au terme de ce travail, nous constatons qu’en général, la présence de petites pertur-
bations de rang-un sur ces systémes présentés n’entraine pas de grande modifications
de leur mouvement et la nature de leur stabilité.
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Conclusion générale et perspectives

Conclusion générale :

Dans cette thése, nous avons présenté une théorie de perturbation de rang-un de
systémes Hamiltoniens & coefficients périodiques.

Dans le chapitre 1, nous avons rappelé d’abord quelques résultats classiques sur
les systémes Hamiltoniens & coefficients périodiques. Enfin, nous avons terminé ce
chapitre en donnant le travail effectué dans cette thése.

Dans le second chapitre, nous avons présenté une théorie de perturbation de rang-
un de systémes Hamiltoniens a coefficients périodiques. Aprés avoir adapté quelques
résultats des travaux de Mehl et al [43] aux matrices symplectiques de fonctions, nous
avons proposé une théorie de perturbation de rang-un de systémes Hamiltoniens a
coefficients périodiques. Dans cette étude, nous avons montré premiérement que la
perturbation de rang-un de la solution fondamentale X (¢) du systéme non perturbé
est solution de la perturbation de rang-un de ce systéme. Deuxiémement, nous avons
déterminé la forme canonique de Jordan de la solution X (t) du systéme perturbé
de rang-un a partir de la forme en bloc de Jordan de la solution fondamentale X ()
du systéeme non perturbé. Dans cette partie, nous avons utilisé des perturbations
génériques de rang-un [43, 44, 45|.

Enfin, nous avons proposé une analyse de stabilité forte et de zone de stabi-
lité(forte) de systémes Hamiltoniens & coefficients périodiques sous une perturbation
de rang-un. Dans l'analyse de stabilité forte, nous avons utilisé ’approche définie
dans [14, 17, 27] , tandis qu’avec l'analyse de zone de stabilité(forte), nous avons
proposé un algorithme inspiré de [17] pour générer une zone de stabilité (forte) de
systémes Hamiltoniens a coefficients périodiques.

Dans le dernier chapitre, nous avons proposé quelques applications des systémes
Hamiltoniens & coefficients périodiques, notamment en physique et en mécaniquel5,
15]. Le chapitre est structuré en deux parties : 'une concerne les applications des
systémes de Mathieu et 'autre celles des systémes qui ne sont pas de type Ma-
thieu. Dans la premiére partie, nous avons appliqué la perturbation de rang-un aux
équations du mouvement des pendules simples, double et triple avec supports mo-
biles, puis a celle du mouvement d’un ion au travers d’'un analyseur quadripollaire.
Dans la seconde partie, nous avons également appliqué la perturbation de rang-un
a quelques problémes gouvernés par les systémes de Hill qui ne sont pas de type
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Conclusion générale et perspectives

Mathieu : il s’agit du mouvement du pendule double avec supports fixes, celui d'un
systéme dynamique mécanique gouverné par une équation de type Carson-Cambi et
la stabilité(forte) orbitale dans le cas spécial d’un probléme de trois corps.

A Tissue de ces analyses, nous constatons que la présence de la perturbation de
rang-un sur le mouvement de ces systémes n’entraine pas de grandes modifications
de leur mouvement ainsi que leur stabilité.

Perspectives :

Comme perspectives aux travaux de cette thése, nous comptons :

1) Analyser la notion de perturbation de rang-k (k > 2) de systémes Hamiltoniens
a coefficients périodiques.

2) Chercher a controler la stabilité d’un systéme Hamiltonien & coefficients pé-
riodiques a partir des perturbations de rang-un.

3) Appliquer cette théorie de perturbation a quelques problémes d’optimisation.
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Annexe A

Sur quelques méthodes de
factorisation de matrices

Dans cette annexe, nous présentons une méthode de factorisation de matrices
Hamiltoniennes introduite par L. Batzke et al dans [7].

Lemme A.1 Soient H* = H € FN*N une matrice inversible et A € F?NX2N yne
matrice de rang-k. Si N est paire, soit aussi J € F2N*2N yne matrice anti-symétrique
et inversible.

1) SiF=C, x=%xouF =R, x=T et si A*H = HA, alors il existe une matrice
U € F2N*k de rang-k et une matrice diagonale ¥ = (s1,...,5,) € RF¥*F oq
s; € {1}, j=1,...,k telle que
A=UXUTH.
2) SiF =C, =T et A est H-symétrique, alors il existe une matrice U € C*V*k

de rang-k telle que
A=UU"H.

3) SiF =R et A est J-Hamiltonienne, alors il existe une matrice U € R2V*F de
rang k et une matrice diagonale ¥ = (sy,...,s) € R¥* on s; € {£1}, j =
1,...,k telle que

A=UxU"J.

4) SiF =C et A est J-Hamiltonienne, alors il existe une matrice U € C*N** de
rang k telle que
A=U0U"J.
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