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Chapitre 1

Introduction

Dans ce manuscrit, je donne un résumé étendu et consolidé de mes travaux depuis 1’obtention
de ma thése. J’essaie de faire ressortir les résultats d’importance que j’ai pu obtenir. C’est aussi
I’occasion de décrire mes travaux en francais (ce que je n’ai que trop rarement 1’occasion de
faire !).

Avant de me lancer dans cet exercice, je commence par brievement expliquer ce qui me pousse a
écrire ce manuscrit. Je décris mon profil scientifique puis introduis mes travaux qui sont présentés
dans les chapitres suivants.

1.1 Diriger des recherches

Depuis que j’ai commencé ma carriere dans le monde académique, mon objectif est de pouvoir
mener mes recherches en équipe. Ce qui est synonyme pour moi d’enrichissement mutuel et
permet la production de résultats de qualité. Cela a été possible pour moi dans les différents
environnements que j’ai connu : a Télécom Paristech en theése, a 'INRIA Rennes en postdoc et
enfin a I’Institut de mathématiques de Bordeaux depuis que je suis chargé de recherche au CNRS.
C’est aussi pour cela que je me suis impliqué dans 1’encadrement chaque fois que j’ai pu le faire :
enseignement, encadrements de stages et projets.

Au fil du temps, mes sujets de recherche se sont affinées. Par la méme, les questions ouvertes qui
se posent se sont accumulées, me for¢ant a délaisser des pistes pourtant prometteuses. Certaines
de ces pistes sont idéales pour débuter des travaux de these. J’ai donc cherché a les financer
depuis que je suis titularisé. Apres 3 ans de recherche de fonds intensives (et sans succes), j’ai pu
commencer fin 2020 la direction de deux theses (une sur financement de 1’école doctorale (voir
section (5.1)), et une theése en entreprise CIFRE sur du traitement vidéo dans le sport amateur, ces
deux theses étant en co-direction avec Jean-Francois Aujol) grace a une autorisation a diriger des
theses de 1’école doctorale.

J arrive donc au moment ot passer la HDR est nécessaire pour continuer de construire une équipe
autour de ces thématiques qui me passionnent. L’obtention d’un financement supplémentaire par
I’agence nationale de la recherche dédié¢ aux jeunes chercheurs (Projet ANR JCJC EFFIREG,
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ce financement est destiné a encourager la prise de responsabilité des jeunes chercheurs) est le
déclencheur final pour me lancer dans I’écriture de ce manuscrit.

1.2 Profil scientifique

Depuis mes débuts en recherche et développement en traitement du signal géophysique apres
mes études d’ingénieur jusqu’a mes travaux de recherche actuels, mes intéréts scientifiques se
sont tournés peu a peu vers 1’étude de questions principalement théoriques sur les fondements
mathématiques des problemes inverses en science des données.

Par science des données, j’entends essentiellement 1’étude de la problématique d’extraire une
information d’intérét a partir de données numériques. Au cours des mes recherches je me suis
principalement intéressé au traitement du signal et des images et y ai intégré par la suite des
problématiques d’apprentissage automatique.

1.2.1 En quelque mots

Mes themes de recherche se trouvent a la croisée de la théorie des problemes inverses et de
I’analyse harmonique et variationnelle avec des applications en traitement du signal et des images
et en apprentissage. Pour étudier la résolution des problémes inverse mal posés rencontrés, je
fais surtout appel a la théorie de la reconstruction parcimonieuse (reconstruction de modeles
de faible dimension). C’est I’appartenance de 1’inconnue a un modele de faible dimension qui
permet de garantir le succes de méthodes d’estimation malgré le caractére mal posé des problemes
considérés.

L’élément moteur de mes recherches est d’essayer de répondre aux questions suivantes sur les
méthodes de résolution de problémes inverses :

» Garantir la performance de ces méthodes
= Déterminer des méthodes optimales de résolution

= Garder en vue des applications possibles de mes travaux

1.2.2 En quelques équations

En résumé, on cherche & estimer une inconnue zq a partir de mesures
y = Azg +e (1.1

ol A est un opérateur linéaire mal posé et e est le bruit. Dans les problémes que j’ai considéré, xg a
pu étre un signal, une image, une matrice de données, une densité de probabilité, etc ... L’ opérateur
d’observation (de mesure) peut par exemple étre un sous-échantillonnage, un flou ou un opérateur
de compression. Il modélise donc une dégradation de x(, d’ ot le caractere mal posé du probleme
inverse.
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Une approche classique est de chercher une estimation sous contrainte (s.c.) de la forme
z* = argmin R(z) s.c. [|[Az —y|| <. (1.2)
x

ou on appelle R la fonction de régularisation.

En pratique, cette estimation est souvent effectuée (de manieére équivalente, pour le bon A) en
minimisant la somme de 1’attache aux données et la fonction de régularisation R

z* = argmin | Az — y||* + AR(x). (1.3)

Pour une méthode de mesure A, une fonction de régularisation R et un modele de faible dimension
3. bien choisis, on cherche des garanties de reconstruction de la forme

Hx* — .%'()H < ClHQH + ng(.%'(), Z) (1.4)

ol d(-, X)) est une distance au modele ¥ et C; et C sont des constantes. L’erreur d’estimation est
bornée par un terme de bruit plus une erreur de modélisation. On s’assure ainsi la qualité de la
méthode d’estimation : une petite erreur de modélisation et/ou un faible bruit ne produiront pas
d’artefacts trop grands dans I’estimation x*.

Un modele de faible dimension est un ensemble qui résume une notion de faible dimension :
I’inconnue a une structure particuliere qui permet de réduire le nombre de parametres a estimer
et ainsi de garantir la qualité de 1’estimation z* (si la fonction R est bien adaptée au modele).
Dans le cas de signaux, on parle de représentations parcimonieuses : dans une certaine base, le
signal peut étre décrit par un vecteur ayant peu de coordonnées non nulles. Le signal est donc la
superposition d’un petit nombre de composantes élémentaires (ex. harmoniques pour le son). Pour
les matrices, les représentations de rang faible permettent aussi de modéliser des matrices par des
sommes de composantes élémentaires. Par exemple, pour les systemes de recommandation, on
cherche a compléter une matrice quantifiant les affinités de différentes personnes pour différents
produits. L’hypothese de rang faible permet de supposer que ces matrices sont des combinaisons
de profils élémentaires.

Les questions que je me pose se résument ainsi :

» Pour quels A, R, ¥ peut-on obtenir de telles garanties ? Dans ces cas 1a, quelles sont les
“meilleures” régularisations R pour estimer zq ?

De multiples notions de “meilleure” régularisation sont possibles. Une partie de mes travaux
s’attache donc a expliciter cette notion.

Je n’ai pas explicité les dimensions, espaces et normes ci-dessus volontairement. Un de mes
objectifs est de les considérer assez généraux pour rassembler dans le méme cadre plusieurs
applications. En contrepartie, je n’essaie pas en général de pousser jusqu’a une abstraction qui ne
trouverait pas d’application réelle (le cadre le plus général que j’ai pu aborder est celui de signaux
dans le contexte d’espaces topologiques localement convexes dans le chapitre 4 qui permet de
traiter le cas de la super-résolution d’impulsions sans grille). Cette approche générale permet
d’étre une source d’inspiration pour la création d’algorithmes pratiques d’estimation performants.
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1.3 Dans ce manuscrit

Je commence par donner, dans le chapitre 2, une méthode générique pour garantir la performance
d’une fonction de régularisation pour reconstruire des ensembles de faible dimension dans les
espaces de Hilbert et I’applique a une notion généralisée de parcimonie.

Ces résultats amenent a se poser la question de la maniere de définir et choisir une régularisation
optimale étant donné un modele de faible dimension. Deux cas sont distingués. Le cas convexe
que I’on traite dans le chapitre 3 et le cas non-convexe qui est abordé dans le chapitre 4. Dans
le cas convexe, on définit une régularisation optimale comme le supremum d’une fonctionnelle,
et on étudie I’optimalité de la régularisation pour les problemes de reconstruction parcimonieuse
et de rang faible. Pour le cas non-convexe que I’on peut considérer optimal, on s’intéresse a la
géométrie de 1’optimisation sous-jacente.

Enfin je décris dans le chapitre 5, les applications en science des données que j’ai étudiées au
cours de mes recherches.

Les perspectives de chaque thématique sont discutées a la fin de chaque chapitre. J’essaie de plus
d’agrémenter le manuscrit d’un regard a posteriori sur mes travaux dans les paragraphes “Avec
du recul...” .



Chapitre 2

Reconstruction de cones de faible
dimension dans les espaces de Hilbert

Dans ce chapitre, on précise la notion de modele de faible dimension que I’on considere dans le
reste de ce manuscrit. On introduit les outils de géométrie et d’analyse que 1’on utilise pour I’étude
de la garantie de performance. On montre alors qu’il est possible de rassembler de nombreux
résultats de garantie de performance dans un méme cadre qui permet par ailleurs de donner de
nouveaux résultats.

Publications associées : [YT5, YT16, YT9]

2.1 Modele de faible dimension, garanties de performance et isomé-
tries restreintes

Considérons des observations sous-déterminées y = Azxg + e d’un signal xg € H (H est un
espace de Hilbert) par un opérateur linéaire A a valeur dans un autre espace de Hilbert F (qui est
en général de dimension finie pour les problemes pratiques de science des données). Pour espérer
estimer xg dans ce contexte mal posé, il est nécessaire de faire appel a un modele de régularité sur
Zo.

La régularité de x( peut étre définie par le fait que o € X, ou X est ’ensemble modele (de
régularité). Souvent, 3 contraint zg a étre de faible complexité : peu de coordonnées non nulles
pour les vecteurs parcimonieux, peu de valeurs singulieres non nulles pour les matrices de rang
faible, etc. On parle alors de modele de faible dimension. De nombreux autres modeles peuvent
étre utilisés pour la modélisation de problemes inverses [10, 39]. Ces modeles sont des unions de
sous-espaces. C’est a dire des ensembles homogenes (¢ - z € X pour toutt € R et z € ¥). Dans
ce chapitre, on considere le cas plus général des ensembles positivement homogenes (¢ - z € X
pour tout t > 0 et z € ). On pourra ainsi considérer des modeles aussi variés que des modeles
généralisés de parcimonie, des nuages de points (en utilisant leur "conification").

Soit R une fonction de régularisation (que 1’on choisit souvent convexe, pour pouvoir effectuer
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I’optimisation). Il a été prouvé que le programme de minimisation sous contrainte (s.c.)

min R(z) s.c. |[Az —yll2 <€ 2.1
T€H
permet de retrouver une estimation stable et robuste de zg (prenant la forme de 1’inégalité (1.4) )
pour un certain choix de A, 3 et de normes convexes R [34, 23, 49, 21, 26, 42].

Pour garantir la performance de 1’estimation, on se repose sur la propriété d’isométrie restreinte
(RIP pour “’restricted isometry property"), un outil utile pour I’analyse de la reconstruction uniforme
des éléments de Y. La RIP se définit sur I’ensemble sécant.

Définition 2.1.1 (Ensemble sécant). L’ensemble sécant du modele 3. est définit par
SX)=X-Y={z—y:2 € X,y € X}. Unesécante est un élément de I’ensemble
sécant.

On appelle S,,(X) := {z = Hyﬁ ye(X=%)\ {0}} I’ensemble sécant normalisé.

Définition 2.1.2 (Propriété d’isométrie restreinte (RIP)). L’opérateur A : H — F
a la propriété d’isométrie restreinte de constante v sur S(X) C H si pour tout

reSX):
(1 =Nl < [Az]Zz < (1 +7)l=[l3 (2.2)

ou || - || et || - || 7 sont les normes hilbertiennes associées a H et F.

On représente sur la figure 2.1 la RIP sur I’ensemble sécant.

— 1 AS(3)

S}(E) .................. Sl lr= VI
A — = llr=viey

H = —
/ ~ RIP sur (( a))

Y—-X — —

> ImA

Figure 2.1: Une caractérisation de la RIP : la RIP sur I’ensemble sécant normalisé. L’image de
cet ensemble doit étre & une distance au plus ~y de la sphere unité.

Dans de nombreux travaux, la RIP est une condition suffisante pour obtenir des garanties de
performance de (2.1). L’exemple le plus classique est le suivant [18]. Pour H = R", une
régularisation /! (R = || - ||1) et un matrices gaussienne aléatoire A de taille m x n, lorsque
m 2 Klog(n/K), la matrice A ala RIP sur ’ensemble ¥ — X des vecteurs 2K -parcimonieux et
la minimisation ¢! est stable et robuste sur les vecteur K-parcimonieux. Beaucoup de travaux
cherchent a généraliser ce résultat a d’autres modeles [9, 19] ou a améliorer la précision de
I’hypothese. Un exemple de condition suffisante classique est ¥ < v/2 — 1 ~ 0.414 [18] pour la
minimisation ¢!, Ce résultat a été amélioré par plusieurs auteurs [42, Chapter 6]. Cai et Zhang

10
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[16] ont établit que v < 1/4/2 ~ 0.707 est suffisant, ce qui est un résultat fin (dans un certain
sens) d’apres les travaux de Davies et Gribonval [30].

Lutilisation de la RIP est souvent critiquée pour son manque de finesse quantitative dans les
garanties de reconstruction : on a besoin d’'un nombre de mesures tres grand par rapport a ce qui
est suffisant en pratique. Cela est dii au fait qu’en pratique, on considere souvent un probleme
de reconstruction non-uniforme. On cherche a reconstruire un vecteur xg a partir de Azg + e.
Pour I’étude de la reconstruction uniforme, ¢’est-a-dire la reconstruction de tous les zg € >, la
RIP a gauche est une condition nécessaire pour I’estimation robuste de signaux ayant un modele
arbitraire 3 [13]. La RIP est aussi une condition suffisante pour 1’existence d’un décodeur stable
et robuste (potentiellement non-convexe). On résume ces faits sur la figure 2.2.

HI[ - ;T‘QH/H T

>
A Décodeur @ A l ;I]isg

stable & robuste

E Az — x2) || £ E
ImA ImA

Figure 2.2: Une représentation de I’équivalence entre I’existence de décodeurs stables et robustes
et la RIP. Les opérateurs satisfaisant la RIP préservent approximativement les distances entre les
éléments de X.

Cela suggere que la RIP est un bon outil pour étudier théoriquement et qualitativement la re-
construction de modeles de faible dimension. Enfin il a été montré qu’il est toujours possible de
construire des observations aléatoires avec un nombre de mesures de I’ordre de la dimensionnalité
du modele et ayant la RIP [36, 33, 48]. Il suffit de montrer que I’ensemble sécant normalisé a un
nombre de couverture (nombre de boules au sens de || - || de rayon « dont 1’union contient S,,)
qui satisfait

d
N(Sn,a) < (g) (2.3)

On peut alors construire des observations aléatoires avec m 2 dlog(C') mesures satisfaisant une
RIP avec forte probabilité.

Avec du recul... 2.1.1. Un autre défaut de la RIP est le fait qu’elle ne soit pas
homogéne. En effet la capacité d’un opérateur A de préserver I'information de
3 ne dépend pas de sa normalisation : pour tout A € R, A\A jouit des mémes
garanties de reconstruction. Cette notion de RIP s’est quand méme imposée comme
une référence dans la littérature. On aurait pu utiliser la notion de conditionnement
restreint indifférente a cette normalisation. Pour I’étude des régularisation convexes

11
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optimales, le choix du conditionnement restreint simplifie ’étude (voir le chapitre 3
pour la définition du conditionnement restreint et sa mise en ceuvre).

Le cas non-uniforme avec des mesures aléatoires gaussiennes avec des régularisations par normes
atomiques a été étudié par Chandrasekaran et coll.[26] et complété par des travaux ultérieurs [3,
47]. Il y dérive des bornes fines de reconstruction en nombre de mesures en utilisant la notion de
largeur gaussienne des cones de descente de la fonction de régularisation aux points du modeles.

L’ objectif de ce chapitre est d’obtenir des résultats similaires dans le cas uniforme via I’étude de
la propriété d’isométrie restreinte. On y retrouve d’ailleurs des objets géométriques similaires :
normes atomiques, cones de descentes, etc. que 1’on détaille dans la section suivante.

2.2 Géométrie de la reconstruction : ensembles de descente et normes
atomiques

La fonction de régularisation R est une fonction généralisée de H dans R U {400} finie sur
I’ensemble Hp := dom(R) C H. On suppose que X C Hpr N H 4 afin que pour que = € X,
R(z) < oo et Az est bien défini.

2.2.1 Ensembles de descente

Les ensembles de descente jouent un rdle fondamental pour établir une caractérisation des conditions
de reconstruction.

Définition 2.2.1 (Vecteurs de descente). Pour tout x € H, I’ensemble des vecteurs
de descente de R en x est

Tr(z) :={2€H:R(x+2) < R(x)} 2.4)

Dans le cas sans bruit, on cherche a savoir si pour tout z € 3,

{z} = argminf(Z) s.c. AT = Aux. (2.5)
TEH A

Autrement dit on cherche a garantir que x est I’'unique minimiseur de (2.5).

C’est équivalent a kerA N Tr(x) = {0} pour tout x € ¥, ot kerA := {z € Ha,Az = 0} est le
noyau de A. On définit I’ensemble des vecteurs de descente de R en X par

Tr(2) == |J Tr(). (2.6)
TEXL

On cherche donc a établir avec une hypothese RIP que

kerANTr(2) = {0}. (2.7)

12
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2.2.2 Normes atomiques

Pour obtenir un décodeur convexe on s’intéresse a une famille particuliere de fonctions convexes
: les “normes” atomiques [26] (les guillemets viennent du fait que ce ne sont pas tout le temps
des normes). Etant donné un ensemble d’atomes A C H, la “norme” atomique est construite en
utilisant I’enveloppe convexe de A.

Définition 2.2.2 (Enveloppe convexe). L’enveloppe convexe d’un ensemble A est :

conv(A) := {x = Zciai ca; € Aj¢; € R+,Zci = 1} (2.8)

(2
On définit ainsi la norme atomique.

Définition 2.2.3 (Norme atomique). La “norme” atomique induite par I’ensemble
A est définie par:

|z|| 4 :=inf{t e Ry : 2 €t-conv(A)} (2.9)
on conv(A) est la fermeture de conv(A) dans H. Cette “norme” est finie sur
E(A) =Ry -conv(A) ={t-y:teRy,yeconv(A)} C H. (2.10)

On I'étend a H en posant ||z|| 4 = +oo six ¢ E(A).

Les propriétés de || - ||.4 dépendent des atomes .4 au travers de I’ensemble convexe C := conv(.A).
La norme atomique || - || 4 est la jauge associée a I’ensemble convexe C [51]. On résume dans le
Tableau 2.3 les propriétés de ces jauges [50, 2].

De plus, £(.A) est contintiment inclus dans  si A est borné (car £(A U —A) est continiiment
inclus dans ) [11, 41]. On suppose donc .A borné.

Par abus de notation, on définit 74(z) := 7)., () et Ta(¥) = U Ta(x).

€D
Hypotheses sur C := conv(.A) Propriétés de || - || 4 dans E(A) =R, - C
Pas d’hypotheses Positive, semi-continue inférieurement et sous
linéaire
0eC Positivement homogene
0 € intC Continue
C est borné (et fermé par définition) Coercive (limg,, 400 [|2]|4 = +00)
—C=C Est une norme
Figure 2.3: Liens entre A et || - || 4 en utilisant les propriétés des jauges.

13
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Avec du recul... 2.2.1. Utiliser le terme de norme pour un objet qui n’est pas une
norme n’est pas optimal. On a utilisé le vocabulaire de la communauté a laquelle
on s’adressait. Utiliser la notion de jauge directement aurait probablement été plus
rigoureux.

2.2.3 Exemples de normes atomiques

Comme mentionné dans [26], on s’intéresse a des normes atomiques ayant des atomes d’intérét.
Ces atomes sont souvent normalisés (de norme 1). Pour régulariser dans le cadre de modeles de
mélanges, les atomes choisis sont souvent les atomes élémentaires du mélange.

= Norme ¢! : A est I’ensemble des vecteurs 1-parcimonieux normalisés.

= Norm nucléaire: A est ’ensemble des matrices de rang 1 normalisées.

= Norme /' — ¢? : Aest ’ensemble des vecteurs normalisés 1-parcimonieux en groupes.
» Jauge générée par un polytope fini: A est composé des sommets du polytope.

» Norme spectrale : 4 est I’ensemble des matrices orthogonales normalisées.

Toutes ces normes atomiques permettent de reconstruire un modele > de faible de dimension. Ces
exemples seront couverts par les garanties RIP générales que 1’on propose.

2.2.4 Dualité

La norme duale d’une norme atomique définie par

[2[% == sup [{z,u)] (2.11)
llulla=1
est
[2[% = sup[(z, a)|. (2.12)
acA

et satisfait la propriété

|13, < |lzl|l.a - ||z|% pour tout z € H.

2.2.5 Norme atomique associée a un cone

Un autre objet géométrique d’intérét est la norme atomique induite par un modele. Elle "résume"
I’interaction entre le modele et la convexité. Elle ne permet pas en général de régulariser correctement,
mais intervient dans les preuves.

Etant donné un cone > C H, la norme associée aux atomes

AZ) == 2N S8Q) (2.13)
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est la norme atomique induite par le cone . On la note

[Nz =1 llsns)- (2.14)
Cette “norme” a les propriété suivantes (Tableau 2.3).

Proposition 2.2.1 (Propriétés de la “norme” || - ||x). Ona:

1. Pour tout z € H,

zlls > [zl

2. Pourtout x € ¥,

zlls = |zl

3. || - |ls est positive, semi-continue inférieurement, sous linéaire, coercive et
positivement homogene.

4. Quand ¥ est une union de sous espace (homogéne), || - ||x. est une vrai norme

(car X = —X).

On représente sur la Figure 2.4 des normes issues de modeles k-parcimonieux X, en 3D (H = R3):
lanorme ¢! = || - ||, et la “k-support norm” || - ||,

-0.5

-0.5

(CYRIRRIR ®) |- =»

Figure 2.4: La boule unité de || - ||; (gauche) etde || - |5, (“k-support norm”) (droite).

2.2.6 Une caractérisation alternative des normes atomiques

On a montré pour nos besoins le résultat intermédiaire suivant qui est d’intérét particulier. La
borne suivante est valide pour les normes induites par des ensembles A d’atomes normalisés. Elle
permet de faire intervenir une combinaison convexe d’atomes u; et une combinaison convexe des
normes aux carrés || - [|%, dans le calcul de || - || 4. Cest cette propriété qui permet de faire le lien
entre la RIP et la norme induite par le modele dans la preuve de notre théoréme de reconstruction.
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Proposition 2.2.2. Supposons A C S(1). On définit

|||’ 4 := inf {\/Z AillwgllZ, : M € Ry, Y Ai=1u e Ry Az = ZAM}

(2.15)
Alors pour tout x € E(A), ona
][4 > lim inf{||Z] 4 : Z € t - conv(A), || — z|lx <~} (2.16)
7—04

Lorsque conv(A) est fermé on obtient ||x|| 4 = Hx||/A pour tout .

2.2.7 Les normes atomiques sont suffisante pour la régularisation convexe

On a montré que si une régularisation convexe (non pathologique) permet la reconstruction de 3,
alors il existe une norme induite par A C X (indépendante de A) qui permet la reconstruction de
3. On peut donc se limiter aux normes atomiques lorsque 1’on cherche une régularisation convexe
(ce résultat est particulierement utile dans le chapitre suivant).

Lemme 2.2.1. Soit . un cone et R une fonction propre coercive continue. Supposons
qu’il existe t > R(0) tel que I’ensemble de niveau L(R,t) = {y € H : R(y) < t}
est un ensemble convexe. Alors il existe A C X tel que :

Ta(X) C RL.TR(E) (2.17)
ou R} =Ry \ {0}.

Les cone de descente de || - || 4 étant inclus dans ceux de R, si R permet la reconstruction de X, on
a

Tr(X) NkerA = {0}, (2.18)
et on en déduit

Ta(X) nkerA = {0}. (2.19)
La norme || - || 4 permet alors la reconstruction de X. Il existe toujours une norme atomique (avec

atomes inclus dans X2) qui se comporte mieux qu’une régularisation convexe. Ce résultat se traduit
aussi en terme de constante RIP. C’est une information trés importante pour la conception de
régularisation convexe que 1’on utilise dans le chapitre suivant.

2.3 Reconstruction stable et robuste

2.3.1 Reconstruction stable

On est maintenant équipé pour donner nos théorémes de reconstruction. On donne une constante
RIP admissible vy ( R) sur X —3 qui garantit la reconstruction stable de ¥ avec R et la minimisation (2.1).
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La constante vx;(R) ne dépend que du modele X et de la fonction de régularisation R. Elle est
reliée a la géométrie du modele ¥ au travers de la norme atomique || - ||5; induite par le modele et
des vecteurs de descentes de 12 aux éléments de 3. On définit cette constante

R) = inf z 2.20
7s(R) ZeTR(E)\{O}Vz( ) (2.20)
ol yx(z) := sup yx(z,2). Selon que ¥ est une union de sous-espace (UoS pour "Union of
TEX
subspaces") ou un cone :
UoS —Re(z, z)
vo(@,2) =% (2, 2) = - - 2.21)
lelisy/lle + 2113 — ll2l13, — 2Re(z, 2)
—2R

Yo(w,2) = 18" (x,2) = Az, 2) (2.22)

Jo + 2% — 2Relz, 2)

Théoreme 2.3.1 (Condition RIP pour reconstruction stable [YTS5]). Soit 3. un cone.
Alors, pour tout A continue sur ‘H satisfaisant la RIP sur > — X avec constante
v < v2(R), on a : pour tout xy € %, |le|lr < n < € avec x* le résultat de la
minimisation (2.1),

2% = xollyy < Cx(R,7) - (n+€) (2.23)

on Cx(R,7y) < +oo.

La constante Cx, (R, y) est explicite et peut étre bornée dans les exemples classiques. On montre
dans les sections suivantes que ces constantes RIP donnent des résultats fins pour les cas classiques
et permettent de donner de nouveaux résultats pour des exemples de parcimonie généralisée.

La principe de la preuve est une généralisation du résultat RIP fin de Cai et Zhang [16] qui garantit
que v < \/1/72 sur 3 — X est suffisant pour la reconstruction stable de vecteurs parcimonieux avec
la norme ¢! et de matrices de rang faible avec la norme nucléaire. Notre théoréme retrouve donc
le résultat fin de [16] dans ces deux cas. Ce théoréme est fin car pour tout o > 0 il existe une
dimension N pour # = R, un modele de parcimonie ¥;, et une matrice A ayant une RIP avec
v > \/m +« et pour laquelle il n’y a pas de possibilité de reconstruction uniforme avec la norme
' [30].

En quelques mots, pour prouver le théoréme, on décompose I’erreur d’estimation x* — 2o comme
une combinaison linéaire d’éléments de X puis on applique la RIP pour tomber sur une borne
supérieure faisant intervenir e+7. La recherche d’une décomposition optimale de I’erreur introduit
la norme atomique induite par X.

Avec du recul... 2.3.1. Est-ce que ce théoreme est le plus fin que I’on puisse produire
pour tout 32?2 Comme on I’a vu la notion de finesse retenue pour la parcimonie est
une notion au sens d’une collection d’ensembles de faible complexité. A la lumiére
de résultats ultérieurs, cette constante n’est a priori pas fine quel que soit le modele
(Voir chapitre 3).
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2.3.2 Robustesse a ’erreur de modélisation

Il est important de pouvoir ajouter des résultats de robustesse a 1’erreur de modélisation. En effet,
en pratique le signal observé xg n’est pas exactement dans 3. Il est difficile de donner des résultats
de robustesse pour des régularisations R arbitraires. Une méthode naive serait d’inclure I’erreur de
modélisation dans le bruit d’observation mais il faudrait connaitre la distance au modele d(xg, X)
pour régler € dans la minimisation (2.1).

On donne un résultat de robustesse qui ne souffre pas de ce probleme au prix d’hypotheses
supplémentaires sur R. On commence par donner une borne sur I’erreur de reconstruction dans le
Lemme 2.3.1 puis montre dans le Théoreme 2.3.2 que cette borne implique la robustesse lorsque
R a certaines propriétés.

Le lemme 2.3.1 utilise la notion de M -norme [13]: Etant donnée une constante C, la M -norme
est définie par
| me=C-IM-|lx+| -l (2.24)

Lemme 2.3.1. Soit 3> un cone. Soit A une application linéaire continue avec la RIP
v < ys(R) sur ¥ — X. Soit n < e. Soit Cx, = Cx(R, ). Alors pour tout xy € H,
e € F, tel que |le||y < n < ¢ tout minimiseur x* de (2.1) satisfait.

|lz* —zollg < Cx-(n+e€)+ inf |a* —zp— Z/”A,Cz' (2.25)
2 €TR(X)

On voit que contrairement au Théoréme 2.3.1, I’inconnue x( n’est pas restreinte a 3.

Pour aller plus loin, on doit remplacer la borne avec la M -norme par une mesure de 1’erreur de
modélisation. On utilise la distance symétrisée

dR(.’E(], E) — inf R(x() — l’) + R(m - xo)
1)) 2

(2.26)

La robustesse est alors une conséquence directe du Lemme 2.3.1 en utilisant la bonne constante
de robustesse .

Définition 2.3.1. Une constante D € Ry U {400} est une constante de robustesse
de R pour la reconstruction de 3 a partir de mesures par A si, sous les hypothéses
du Lemme 2.3.1, on a : pour tout xg € H,

inf |a* — 29— 2/ < D -dg(xg,X).
Z,ETR(E)II 0= 2|lamox <D - dr(x0, %)

Le théoréme suivant donne une piste générale pour trouver une telle constante en supposant que
R domine la M -norme.

Théoreme 2.3.2 ([YT5]). Soit 32 un cone. Soit R positivement homogéne, positive et

convexe telle que f(x) < +o00 pour x € X. Soit A une application linéaire continue
avec RIP v < vx(R) sur ¥ — X et ) < e. Soit Cy 5 < o0 telle que pour tout
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u € H, |ullamon < Crus - f(u). Alors

* D := 2CY 5 une constante de robustesse.

» Pour tout vog € H, e € F, tel que |||y < n < € tout minimiseur z* de (2.1)
vérifie
|l* — zollg < Cx - (n+e)+ QnyM;) . df(xo, Y). (2.27)

On peut donner des constantes de robustesse dans les cas suivants :

= Soit R une jauge convexe induite par un ensemble convexe fermé contenant 0 en dimension
finie. D’apres le tableau de la figure 2.3, R est positivement homogene, positive, semi-
continue inférieurement et coercive. On peut en déduire que R admet une valeur minimum
B > 0 sur la sphere unité Sy, . (1) de | - laz,05, et ainsi que Cypry = 1/8 < oo. Ce
qui donne que D = 2C'; 5y x; est une constante de robustesse.

* Considérons R = || - ||; et ¥ = X}, I’ensemble des vecteurs K -parcimonieux en dimension
finie. Ici, || - || = || - ||2. On peut montrer que D := 21+v1trCs Vi/*;CZ est une constante de

robustesse. On a alors
|2 — zolla < Cs - (e +n) + D - dj, (w0, ). (2.28)

Dans la littérature, la distance dj., (zo, X2) est souvent notée o (z0)1 = |[zo,7<|[1 (o0 T" est
le support des plus k plus grandes amplitudes dans x), est appelée la meilleure approxima-
tion “K -term” pour la norme ¢'. La constante D est du méme ordre O(1/v/K) que dans
les résultats classiques [42].

» Soit R = || - ||« la norme nucléaire et ¥ = ¥, ’ensemble des matrices de rang au plus r. La
norme || - || = || - || es la norme de Frobenius. On peut montrer que D = gtV Ity Cr vi;sz

est une constante de robustesse. On a alors

Hx* - J}()HF <Cyg- (6 + 77) +D- dH.”*(.%'o, ZT). (2.29)

Ces résultats sont en dimension finie. En dimension infinie la robustesse est plus délicate a
obtenir. Le théoreme 2.3.2 peut étre utilisé pour obtenir la robustesse dans certains cas tels que la
parcimonie structurée par niveaux.

2.4 Application a la parcimonie structurée par niveaux

Pour illustrer les possibilités de notre théoréme, on cherche des garanties de reconstruction pour la
parcimonie structurée par niveaux. C’est une généralisation de la parcimonie classique qui permet
de mieux modéliser certains signaux tels que les images médicales.
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| Hl,Ek] | H2,2k2 | e o o | HJ,E]W | e o o

Figure 2.5: Une représentation de la parcimonie structurée en niveaux H.

2.4.1 Parcimonie structurée ...

On commence par décrire la parcimonie structurée. Dans de nombreuses applications le signal est
non seulement parcimonieux dans une base donnée (Fourier, Radon ....), mais aussi concentré
en groupes. La parcimonie structurée consiste a supposer que le signal est supporté sur un
petit nombre de groupes de coefficients [44, 5, 38]. On s’intéresse au cas des groupes sans
recouvrement.

Formellement, on considére que # dispose d’une base orthonormale (e;);en que 1’on décompose
en une collection finie G de groupes d’indices sans recouvrement, c¢’est-a-dire des sous ensembles
g C Navec |g] < ocoetgng = (0 pour g # ¢'. La restriction de z € H au groupe g est
Ty =) i g<m, e;)e;. Un support de groupe est un sous-ensemble 7' C G et larestrictionde z a T’
est notée xp 1=y geT Lg- Le support de groupe x € H, noté gsupp(x), est le plus petit ensemble
T C G tel que xp = z. La taille de ce support, notée |gsupp(z)|, est le nombre d’éléments de
gsupp(x) (qui n’est pas le nombre de coefficients non-nuls de ).

Etant donné un entier k, le modele k-parcimonieux en groupe est définit par

Y= {x € H, |gsupp(z)| < k}. (2.30)

Soit d la taille du plus grand groupe. On a le nombre de couverture de S, () suivant :
dk
N(Sa(Sh),a) < (€) 2.31)

ou C' est une constante dépendant de d.

2.4.2 ... en niveaux

Considérons J espaces orthogonaux H; C H équipés d’un modele k;-parcimonieux en groupe
Yk, comme définit en (2.30) (chacun exprimé dans une base Hilbertienne et ayant son propre
ensemble de G; groupes). Comme ces sous-espaces sont orthogonaux, il existe un isomorphisme
naturel entre leur somme directe et leur produit cartésien. Il est plus aisé de travailler avec ce
dernier. La parcimonie structurée en niveaux est associée au modele (voir aussi la figure 2.5) :

J
Si=SaweH,z=Y xj,x; €Ty, o, (2.32)
j=1

qui est identifié au produit cartésien des modeles X, X Xp, X ... X ij.

Deux exemples utiles de ce modele sont I’'imagerie médicale (IRM) et la modélisation parcimonieuse
simultanée du signal et du bruit [1, 55], [YT39]:
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= Pour I’IRM les différents niveaux sont des échelles de la transformée en ondelette. les
images IRM sont plus parcimonieuses dans les échelles fines. On peut ainsi avoir plus de
flexibilité dans la modélisation.

= La modélisation simultanée du signal et du bruit est pratique pour la séparation d’un signal
et d’un bruit de type outlier. Un signal observé y est modélis€ comme la somme de deux
composante, y = Ajx; + Asxo ol Ajxy est le signal d’intérét, x1 a son modele de
parcimonie X, , Aoxo est le bruit avec son propre modele ¥,. Ce modele est aussi i€ a la
séparation des signaux transitoire et stationnaires en audio ou a la décomposition cartoon +

texture des images [45]. Comme y = [A; Ag]z avec x = [#1, 2Z]7, on a un modele de

parcimonie structurée en deux niveaux x.

Pour la parcimonie structurée en niveaux, on a montré que :
N(Sp, ) < N(Sn(Zky, @) X .o X Np(Sp(Eg;), @)

< (©)" o x (22) =

«

ou les C; sont des constantes de I’ordre de la dimension de chaque niveau multipliées par la taille
maximale d; des groupes dans le niveau j. En enlevant les log la dimension de S,, est de I’ordre

de Zd]kj

2.4.3 Régularisations parcimonieuses structurées par niveaux convexes

Pour reconstruire le modele ¥ = ¥; X ... X X, on consideére une régularisation par norme
atomique : la norme de groupe par niveaux.

Etant donné le sous-espace 7{; associé¢ au niveaux j, S;(1) C H; sa sphere unité, G; ses groupes
et X1 j le modele 1-parcimonieux par groupe, on considere les atomes suivants pour le niveaux j :

Aj =3, Nn8;(1). (2.34)
Cette norme est associée a I’espace de dimension finie
E(A;j) = span({eiticu,eq; )

et est donnée par

]|, = > gec lzglln, @ € E(A); .

Lanorme ||| 4, est appelée norme de groupe, norme structurée ou bien norme mixte (* — (* [61].

On définit une régularisation naturelle pour la parcimonie structurée par niveaux dans H; X ... X
Hy:
Ry : (1'1, .. .xj) — w1HQZ1HA1 + ...+ ’LUJH(L'L]HAJ (2.36)

avec des poids w; > 0.
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2.4.4 Garanties de reconstruction

On considere donc un modele ¥ de parcimonie structurée en niveaux. On choisit une norme
atomique R,, pondérée définie par (2.36). On montre que yx(Ry) > % pour J = 1let

1
Ry)> — L
) 2

pour J > 2, ol Ky, := max(wj+/k;)/min(w;/k;). En particulier, pour les poids w; = 1/4/k;j,
onays(fuw) > ﬁ for J > 2.

En comparaison, Ayaz et coll.[4] ont donné un résultat de reconstruction uniforme avec la norme
¢' — 2 pour la parcimonie structurée avec une hypothese RIP. Ils ont montré qu une constante
RIP v < /2 — 1 était suffisante. Notre résultat montre qu’on peut 1’améliorer 2 \f Dans [1], le
modele parcimonie en niveaux est introduit : c’est un cas particulier de parcimonie structurée en
niveaux avec une parcimonie simple dans chaque niveau. Dans [6], Bastounis et coll., ont montré
que quand ¥ est un modele de parcimonie en niveaux R(-) = >, || - .4, = [| - [[1 (c-2-d, avec des
poids w; = 1et k2, = K7 et le rapport maximum des parcimonies dans chaque niveau), alors une
RIP avec constante v = 1/ \/ J(k1 +0.25)2 + 1) suffit pour la reconstruction. Cette constante
est améliorée par notre constante s (R,,) > 1/v/2 + J quand on choisit les poids w; = 1/1/k;.
Notre résultat étend de plus ces résultats a la parcimonie structurée en niveaux. On obtient le
théoreme suivant en utilisant les meilleurs poids pour notre expression de Vs (Ry,).

Théoréme 2.4.1 ([YTS5]). Soit ¥ un modele de parcimonie structurée en niveaux.
Soit R, la norme atomique définie par (2.36) avec les poids w; = 1/./k;. Soit
A une application linéaire continue ayant une RIP de constante v < ~x(Ry,) sur
Iensemble sécant ¥ — X. Alors pour tout v € H, e € F tels que ||e||r < ¢ et x* le
résultat de la minimisation (2.1), on a

2" =zl < Cs(Ruw, v)(lell7 + €) + D(Rw, y) - dr, (2, ¥) (2.37)

ou :

CE(Ran) < /ity et DZ(Rwa’Y) = 2(1 +

* Pour J = 1, y2(Ry) = F—

VTFACs (R, ) /VE:

* PourJ > 2, vs(Ry) = 2+J,
2v2(1 4+ T+ 7Cs(Ru, 7))-

1
V2’

Cs(Ry ’Y)S(H— VILDVIEY o Do (R,

1—vv2+J ) =

Ce résultat donne des résultats de reconstruction classique pour la minimisation ¢* et les modgles
de parcimonie. Comme 5 (R,,) > 1/v/2 + J avec J > 2,0n trouve que pour v < 1/4/2 4+ J un
nombre de mesures gaussiennes

m>0 JZ(k: di+k; log<36|G ‘))

est suffisant pour garantir la stabilité et la robustesse de la reconstruction avec R,,.
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Avec du recul... 2.4.1. Le saut entre la formule pour J = 1 et J quelconque tendrait
a faire penser que l’on devrait pouvoir améliorer notre résultat et que ’on peut

obtenir v, = HLJ

Le facteur J semble pessimiste. On I’attribue a la généralité du résultat. En prenant une matrice
d’observation structurée A, de meilleurs résultats peuvent étre obtenus. En effet, si A est diagonale

par bloc (un bloc par niveau) on a seulement besoin de vérifier la RIP de chaque bloc avec y; < %

sur J; — X;, ce qui est équivalent a la RIP avec constante v < % sur > — 3.

Pour utiliser le Théoreme 2.4.1 en dimension infinie, la régularisation R doit étre étendue en
dehors de £(X) en gardant une constante Dy;(R, ) . On peut le faire au cas par cas. Par exemple,
comme Adcock et Hansen dans [1], considérons le cadre suivant: H = ¢2(N) avec une base
(€i)i=1,4+00- Considérons ¥ un modele de parcimonie par niveaux sur (eq, .., ex). Soit R = || - ||;.
alors R est une extension de R,, sur £(X) a tout ’espace H (avec w; = 1). Dans [1], I’opérateur
A est une collection de mesures de Fourier qui ont une propriété de “strong balancing”. Cette
propriété impose || A7 Al|ooc < C” o1 || - [|oo est le max des normes ¢>° des coefficients de A7 A.
On alors, pour tout u € H, ||Aul|? = [{(u, AT Au)| < || A" Aul|oo||ullr < [JAT Alloo||ull1||ulli <
C’||ul|?. Et ainsi la M-norm est bornée par la norme ¢! : || - |ac < (1 + CVC")|ull1, ce qui
permet d’obtenir une constante de robustesse finie.

Avec du recul... 2.4.2. C’est au moment de paramétriser la fonction de régula-
risation par des poids, et de rechercher les meilleurs poids possible que ’idée de
trouver une régularisation optimale a germé (chapitre suivant). Il faut cependant
noter que définir des poids nécessite de connaitre la parcimonie du modele dans
chaque niveaux. Comme on I’a mentionné, cette parcimonie a tendance a augmenter
pour les échelles plus fines. Il ne serait donc pas difficile d’implémenter cette idée
en pratique.

2.4.5 Eléments de calcul v5(R)

Comme X est une union de sous-espaces, on a

Ry,) = inf su x,z). 2.38
B (239

vs(z,2) = —Refz,2) (2.39)

lelisy/lle + 2113 — ll2l13, — 2Re(z, 2)

(2.40)

On cherche a calculer (ou a borner inférieurement au mieux) s (R,,). Une possibilité est de
chercher intuitivement un vecteur x € ¥ qui maximise la corrélation avec —z (tel que —Re(z, z)
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est maximisé). Pour le modele de parcimonie structurée en niveaux et R, cela revient a choisir
x = —zp ou T est le support tel que zr € X et zp concentre le plus d’énergie de z. En notant

21, = Z — Z7, On montre que

Y(—zr,2) > S (2.41)

[z |13,

ert, T
En utilisant z € Tg,(X), on montre que Ry (27.) < Ry(zr), qui permet de conclure que
|27, 114/ l|27]|3, < 14 J en utilisant un contréle de | 27, ||%.

Avec du recul... 2.4.3. Des calculs ultérieurs ont montré que la borne inférieure
que l’on a obtenu est en fait la valeur recherchée (voir proposition 3.3.1 ) :

nf L (2.42)

i .
2€TR,, (X)\{0} |z, ”222 +1
llzr %,

IVE(Rw) —

2.5 Généralité du résultat

On a appliqué notre théoreme a quelques modeles de faible dimension classiques associés a des
régularisations usuelles. On obtient

» 3 = sous-espace de dimension n, R = fonction indicatrice tx; ou || - [|x.
- v72(R) = 1: cette constante RIP était déja bien connue, ex. [13].
- Nombre de mesures suffisant: m 2 n.

= 3 = vecteurs k-parcimonieux en dimension n, R = norme /!,
- vs(R) > 1/4/2. C’est la constante fine de Cai et coll.[16] .
- Nombre de mesures suffisant: m 2> klog(n).

= 3. = Matrices de rang au plus  en dimension n X n, R = norme nucléaire.
- vs(R) > 1/4/2. C’est aussi la constante fine de Cai et coll.[16] .
- Nombre de mesures suffisant: m 2 rn.

* 3 = Union finie de k& demi-droites avec cohérence p(X), R = || - [|s.

2(1—p(X2
- WE(R) Z §+2ZEE§).

- Nombre de mesures suffisant: m > log(k)/vs(R)>2.

Y. = Matrices de permutation de dimensionn X n, R = || - ||=.
2

- 12(R) > 3-

- Nombre de mesures suffisant: m = nlog(n).

De la méme maniere que pour la parcimonie structurée par niveaux, on pourrait considérer ces
modeles en dimension infinie du moment que 1’on peut étendre R en dehors de £(X) tout en
obtenant une constante de robustesse finie.
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CHAPITRE 2. RECONSTRUCTION DE CONES DE FAIBLE DIMENSION

2.6 Perspectives

Dans ce chapitre, on donne des conditions suffisantes pour la reconstruction de cones de faible
dimension. Pour certains modeles de parcimonie, on obtient des résultats fins si on cherche
une unique constante RIP suffisante pour n’importe quelle parcimonie. Ces résultats mettent un
petit frein aux travaux cherchant a améliorer les constantes RIP. Cette question reste cependant
intéressante : est-il possible d’améliorer la finesse de ces résultats ? Cette question, bien que peu
utile pour déterminer un nombre de mesures réaliste permettant de reconstruire les éléments de
., est centrale dans la recherche de régularisations convexes optimales abordée dans le chapitre
suivant.

Pour certains modeles de faible dimension, on ne dispose pas encore de garanties de reconstruction
uniforme alors que des régularisations convexes fonctionnent en pratique. Par exemple, pour la
reconstruction de tenseurs de rang faible, on peut étudier plusieurs régularisations convexes : la
norme nucléaire qui n’est pas calculable en pratique ou bien la somme des normes nucléaires des
sous matrices (que 1’on associe souvent a la notion de multi-rang). La difficulté dans ces cas la est
de pouvoir controler la norme induite par le modele X qui est un objet complexe dans le cadre des
tenseurs de rang faible.

On voit que le cadre des espaces de Hilbert (séparables dans les exemples abordés) revient a
travailler en dimension finie en prenant soin du comportement de la régularisation en dehors du
sous-espace vectoriel généré par le modele. Ce modele implique de discrétiser un domaine (ex.
temporel ou fréquentiel) o I’on considere le signal. En général, les modélisations physiques des
signaux et images font intervenir des domaines intrinseéquement continus [59]. Par exemple, la
super-résolution ol on cherche a reconstruire des impulsions de Dirac hors de la grille ne rentre
pas dans le cadre des espaces de Hilbert. Il est possible de s’y ramener grace a des métriques
a noyau [43]. On sait déja qu'un nombre de mesures de Fourier suffisant permet d’effectuer
la reconstruction en utilisant 1’équivalent de la norme ¢! dans ce contexte : la variation totale
[31, 20, 35] (voir le chapitre 3). Est-ce que des garanties RIP peuvent garantir le succes de ces
méthodes dans ce contexte ? Des travaux préliminaires non-publiés montrent que la constante RIP
du théoréme 2.3.1 ne donne pas de garanties de reconstruction. On en revient a la question de la
finesse du résultat évoqué plus haut.
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Chapitre 3

Régularisations convexes optimales
pour la reconstruction de modeles de
faible dimension

On a vu dans le chapitre précédent, qu’étant donné des conditions de reconstruction génériques
mettant en jeu une classe d’opérateurs d’observation, un modele de faible dimension particulier
(la parcimonie en niveaux) et une famille de régularisation, on pouvait chercher la meilleure ré-
gularisation possible pour ces conditions de reconstruction. Si I’on pouvait atteindre cet objectif
pour n’importe quel modele et I’ensemble des régularisations disponibles, cela voudrait dire que
lorsqu’on est confronté & un probléme inverse, on pourrait simplement se concentrer sur la mo-
délisation des données. La méthode (I’algorithme) de reconstruction a utiliser serait déterminée
directement par notre résultat (la fonction de régularisation convexe optimale).

Dans ce chapitre, on formalise cette démarche. On définit des notions de régularisation optimale
pour une mesure d’adéquation entre un modele et une régularisation. Ces notions prennent tout
leur sens pour 1’étude de régularisations convexes optimales. Ces travaux permettent notamment
de donner un sens a un concept souvent évoqué mais peu souvent définit : la convexification de
régularisations non-convexes associées a modele de faible dimension.

On commence par définir la notion d’optimalité. On étudie un exemple minimal exact puis on
donne des résultats dans les exemples classiques de modeles de faible dimension.

Publications associées : [YT12, YT13].

3.1 Mesures d’adéquation et régularisations optimales

Dans ce chapitre, on utilise le modele d’observation sans bruit
y = Axg 3.1
oll A est un opérateur linéaire d’observation, y € C™ et zg € H = R? est I'inconnue appartenant

a un modele > qui est une union de sous-espaces. On se limite donc a la dimension finie pour
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CHAPITRE 3. REGULARISATIONS CONVEXES OPTIMALES

I’étude de ce probléme. On a vu dans le chapitre 2 que, dans le cadre des espaces de Hilbert, le
comportement de la régularisation en dehors de 1’espace vectoriel £(X) induit par > de dimension
finie sert essentiellement a étudier la robustesse a 1’erreur de modélisation.

Faut-il considérer un probleme d’observation bruité ? Supposons que 1’on connaisse une régula-
risation optimale R* pour résoudre le probleme sans bruit. Considérons maintenant le probleme
bruité. Deux possibilités existent alors : une régularisation R* est aussi optimale pour ce probleme
ou il n’existe pas de régularisation optimale pour les deux problemes a la fois. Dans ce deuxieme
cas, il faudrait affaiblir les capacités de reconstruction de R pour le probléme sans bruit pour
améliorer la gestion du bruit. C’est une possibilité si 1’application considérée permet de jouer sur
le nombre de mesures (dans ces cas la on pourrait reconstruire des signaux moins parcimonieux
avec plus de bruit). C’est une piste que I’on n’explore pas dans ce chapitre. On considere la
minimisation
% .

" € arg xe?r{r:lgglc:y R(z). (3.2)
On a vu que de nombreux travaux garantissent que x* = zg pour des modeles de parcimonie et
rang faible [42]. Pour cela, on demande a I’opérateur A de vérifier certaines propriétés (comme la
propriété d’isométrie restreinte (RIP) étudiée extensivement dans le chapitre 2). On cherche donc
la "meilleure” fonction de régularisation R* pour la reconstruction exacte de xg. Idéalement, on
aimerait utiliser R = ¢y, la fonction caractéristique de ¥ (15(X) = {0}, tn(2°) = {4+00}), mais
elle est en général non-convexe et difficile a optimiser (on verra cependant dans le chapitre 4 que le
décodeur idéal associé a cette fonction de régularisation peut étre accessible pour une large classe
de modeles). Pour la parcimonie en dimension finie, le calcul du décodeur idéal est combinatoire
et NP-difficile. On cherche donc des régularisations convexes optimales. Cela ne garantit pas la
calculabilité (des décodeurs convexes sont NP-difficiles a calculer). C’est cependant une premiere
étape vers la recherche de régularisations convexes optimales calculables. On appelle C 1’ensemble
des régularisations convexes d’intérét (que I’on précise dans les sections suivantes).

D’autres classes de fonctions pourraient étre considérées, telles que les fonctions partiellement
lisses [58]. Elles interviennent quand on se pose la question suivante : Etant donné une fonction
de régularisation, quel modele de faible dimension est favorisé par la minimisation (3.2) 7 La
réponse a cette question importante a été apportée par les travaux de Vaiter et coll.. Cependant,
d’un point de vue pratique, elle ne permet pas de déterminer directement la régularisation a utiliser
étant donné un modele.

3.1.1 Mesures d’adéquation entre une régularisation et un modele

Définir la notion de meilleure régularisation dans C n’est pas immédiat. On s’est déja restreint
au cas d’observations sans bruit. Idéalement, il faudrait faire dépendre la régularisation a la fois
du modele X et du type d’observations A € A ol A est un ensemble d’opérateurs linéaires (si
I’on dispose a priori de connaissances sur A). Notre objectif serait alors de définir un mesure
d’adéquation My A entre une fonction de régularisation 2 et les parametres de ces problemes
inverses ¥, A qui détermine si R est performante. Le but serait de maximiser My a. Une telle
maximisation pourrait faire intervenir A dans la régularisation optimale R* (ex. dans [52, 53, 54],
les relaxations continues finies de la régularisation /° dépendent de A).

On propose de cherchait une fonction de régularisation plus universelle qui ne dépend pas de A.
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On cherche donc a définir une mesure d’adéquation My (R) et a effectuer sa maximisation (lorsque
c’est possible)
R* Ms(R). 33
€ arg max Mx(R) (3.3)

Dans I’exemple de la parcimonie et du rang faible, I’existence de R* est vérifiée. Une étude plus
générale des conditions sur My (R) et C pour I’existence et la potentielle unicité de ce maximum
est une direction intéressante a explorer.

Lorsque I’on étudie une fonction de régularisation R, deux types de garanties de reconstruction
sont généralement utilisées : uniformes et non uniformes.

Comme mentionné dans le chapitre 2, on peut exprimer ces conditions facilement en faisant
intervenir la notion de vecteur de descente (voir définition 2.2.1) :

» Reconstruction uniforme : Soit A une application linéaire. Alors “Pour tout zg € 3, x* =
xo” est équivalent a Tr(X) Nker M = {0}.

= Reconstruction non-uniforme : Soit A une application linéaire et ¢y € Y. Alors z* = xg
est équivalent a Tr(zo) Nker M = {0}.

On observe donc qu’une fonction de régularisation R est "bonne" si Tr(X) laisse de 1’espace
pour que le noyau ker A de A n’ai pas d’intersection (non-triviale) avec lui. En dimension n, si
il n’y a pas d’information a priori sur I’orientation de ker A 1’espace occupé par les ensemble de
descente peut étre quantifié par le volume 7r(3) N .S(1) ou S(1) est la sphére unité pour la norme
hilbertienne || - || 4.

Pour la reconstruction uniforme on définit donc

~ vol (Tr(X) N S(1))
vol(S(1)) '

MY (R) =1 (3.4)

ol le volume vol(E) d’un ensemble E est la mesure de E par rapport & la mesure uniforme sur la
sphere S(1) (c’est-a-dire la mesure de Haussdorf de 7r(3) N .S(1) de dimension n — 1).

Lorsque I’on étudie la reconstruction non-uniforme, on cherche a limiter les volumes W.

On cherche a optimiser cette probabilité pour tout xg. On propose donc la mesure d’adéquation

) = 1 - 5

En pratique, on cherche a les borner avec forte probabilité pour des mesures aléatoires (ex. des
mesures gaussiennes). Le volume w représente la probabilité qu’a un noyau de
dimension 1 d’intersecter non-trivialement 7r(xp). On peut donc faire le lien entre notre cadre
déterministe et la notion de largeur gaussienne utilisée dans la théorie de 1’acquisition compressée

et son cadre aléatoire [26, 3].

28



CHAPITRE 3. REGULARISATIONS CONVEXES OPTIMALES

Avec du recul... 3.1.1. On a étudié le cas non uniforme seulement dans notre
exemple minimal de la section suivante. La difficulté principale repose sur le fait
que le calcul des largeurs gaussiennes est difficile a étendre a des fonctions convexes
quelconques. Des travaux récents [47] pourraient faciliter ce calcul.

En dimension infinie, le volume de S(1) s’annule, ce qui rendrait les mesures précédentes inutiles.
Pour gérer ce cadre directement il faudrait donc mesurer les volumes des ensembles de descente
dans I’espace de dimension finie £(X).

On se concentre sur la maximisation de Mg . On peut donner immédiatement le lemme suivant.

Lemme 3.1.1. Soit R, Ry deux fonctions de régularisation telles que Tgr,(¥X) C
Tr, () alors ME (Ry) > ME (Ry).

La mesure d’adéquation est donc décroissante par rapport a I’inclusion des ensembles de descente.

D’apres le lemme 2.2.1, pour toute fonction convexe propre coercive continue 2, on peut trouver
une norme atomique R’ avec atomes inclus dans X telle que T/ (X) C Tr(X). Pour une fonction
convexe I’ensemble de descente a un point z est un cdne. On parle donc de cones de descente.

Sil’on définit
C = {fonctions convexes propres coercives continues } (3.6)

et
Cx, = {"normes" atomiques || - || 4 propres coercives continues : A C ¥}, (3.7)

on a le résultat suivant

Théoreme 3.1.1.

MY (R) c MY (R). 3.8
arg max My, (R) C arg max My (1) (3.8)

Si on cherche une régularisation convexe qui n’est pas trop pathologique (propre coercive continue),
on peut restreindre notre recherche de régularisation optimale a I’ensemble des normes atomiques
avec atomes inclus dans le modele. On peut noter qu’utiliser des fonctions de régularisation de C
garantie la convergence d’un algorithme primal-dual [25] pour la formulation "lagrangienne" (1.3)
de la minimisation (3.2).

Avec du recul... 3.1.2. Il semble que la technique de preuve utilisée dans le lemme 2.2.1
se généralise bien pour montrer que les normes atomiques sont aussi optimales avec
arg maxgeec MYY(R) C argmaxpec, MYY(R). Ce qui aidera a I’étude du cas
non-uniforme similairement au cas uniforme.

On commence dans la section 3.2, par étudier un exemple minimal. Lorsque H = R3, ¥ = ¥;
I’ensemble des vecteurs 1-parcimonieux. On montre que I’on peut calculer le maximum MEU (R)
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Figure 3.1: Gauche : une représentation de la surface d’intérét. Droite : paramétrisation des
angles d’un tétraedre.

et Mg Y(R) exactement. Ce calcul donne une bonne idée de la géométrie de notre probleme. On
observe que cette méthode est difficilement extensible a une dimension quelconque. Cela motive
I'introduction de mesures d’adéquation approchées et leur maximisation dans la section 3.3.

3.2 Un résultat exact sur un exemple minimal : la reconstruction 1-
parcimonieuse en 3D

On étudie le cas de la 1-parcimonie en dimension 3. C’est le cas intéressant le plus simple : il est
impossible de faire de la reconstruction uniforme de vecteurs 1-parcimonieux en dimension 2 si A
n’est pas inversible. On pose ¥ = X1 et H = R3.

Grace au théoreme 3.1.1, on a argmaxgec MY (R) = arg Maxpecy; MYE(R). On s’intéresse
plus particulierement aux normes atomiques symétriques C’21 pour simplifier les calculs qui suivent.
On peut aussi fixer une normalisation arbitraire des normes car multiplier R par un scalaire ne
change pas son adéquation avec ..

On se contentera aussi de calculer arg max gecy, Mév Y(R) méme si on n’a pas encore formellement
1
démontré que les normes atomique sont suffisante dans le cas non-uniforme.

On peut facilement caractériser Clzl- Il s’agit de I’ensemble des normes /' pondérées

Cs, i =A{ll llw : 2w = wi|z1] + walza| + ws|23], w; > 0} 3.9)
= {H . HA A= {iw;lei}i:m,wi > O,max ]u)z] = 1}. '

Pour maximiser Ag (respectivement A]EV U}, on doit calculer la surface de I’intersection de 3 cones
de descente avec la sphere unité S(1) (respectivement la surface du plus grand cone de descente
intersecté avec S(1)).

Comme on le voit sur la figure 3.1, avec les symétries on a besoin de calculer la surface de
Iintersection de 3 cones de descentes d’une norme ¢! pondérée avec la sphére unité (cette surface
est aussi I’angle solide de ces cones). Ce calcul peut étre mené exactement. On donne I’expression
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de ces surfaces dans le lemme 3.2.1. On introduit ces quantités pour simplifier les notations Pour
1

/) 75 j, on définit i = ’wi_l,ﬁij(u) = COS(CYZ']') = (1 + (Hj/Mi)Q) ? et /Bu = Hi;éj Blj

Lemme 3.2.1. Soiti € {1,2,3}, z € Re; un vecteur 1-parcimonieux et i1, jia, j13 >
0 des réels positifs. Alors,

vol (T, () N S(1)) = 4tan? (1‘1‘10@(10) (3.10)

ou
ci(w) =1+ Bis(w) + ] Bis(w)- (3.11)
j#i j#i

Avec ce lemme 3.2.1, on montre que la norme ¢! est la meilleure régularisation pour nos deux
mesures d’adéquation.

Théoreme 3.2.1 ([YT13]). Soit > = 31 ’ensemble des vecteurs 1-parcimonieux
dans R? etC’Zl ={|l'|w : [|2]|lw = w1|21| +we|z2| +ws|z3], max |w;| = 1,w; > 0}.
Alors

arg max AY(R) = arg max ANY(R) = -
s o AS(R) = arg o A2 (R) = |-

On conjecture un résultat similaire dans Cy;, et donc dans C I’ensemble des fonctions convexes
(propres coercives continues). Dans le cas d’atomes asymétriques, on aurait besoin de calculer
6 x 4 angles solides. Pour étendre ces calcul au cas général de la k-parcimonie en dimension n,
il faudrait pouvoir soit calculer les volumes des cones de descente exactement, soit manipuler les
expressions générales de ces volumes, ce qui s’est révélé étre tres difficile.

On a donc suivit une autre voie : utiliser des mesures d’adéquation approchées.

3.3 Mesures d’adéquation basées sur la RIP

Optimiser nos mesures d’adéquation idéales semble une tiche difficile. On propose de chercher
un résultat intermédiaire. On troque donc I’objectif :

Trouver une régularisation optimale pour les garanties de reconstruction exacte.