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Chapitre 1

Introduction

Dans ce manuscrit, je donne un résumé étendu et consolidé de mes travaux depuis l’obtention
de ma thèse. J’essaie de faire ressortir les résultats d’importance que j’ai pu obtenir. C’est aussi
l’occasion de décrire mes travaux en français (ce que je n’ai que trop rarement l’occasion de
faire !).

Avant de me lancer dans cet exercice, je commence par brièvement expliquer ce qui me pousse à
écrire ce manuscrit. Je décris mon profil scientifique puis introduis mes travaux qui sont présentés
dans les chapitres suivants.

1.1 Diriger des recherches

Depuis que j’ai commencé ma carrière dans le monde académique, mon objectif est de pouvoir
mener mes recherches en équipe. Ce qui est synonyme pour moi d’enrichissement mutuel et
permet la production de résultats de qualité. Cela a été possible pour moi dans les différents
environnements que j’ai connu : à Télécom Paristech en thèse, à l’INRIA Rennes en postdoc et
enfin à l’Institut de mathématiques de Bordeaux depuis que je suis chargé de recherche au CNRS.
C’est aussi pour cela que je me suis impliqué dans l’encadrement chaque fois que j’ai pu le faire :
enseignement, encadrements de stages et projets.

Au fil du temps, mes sujets de recherche se sont affinées. Par la même, les questions ouvertes qui
se posent se sont accumulées, me forçant à délaisser des pistes pourtant prometteuses. Certaines
de ces pistes sont idéales pour débuter des travaux de thèse. J’ai donc cherché à les financer
depuis que je suis titularisé. Après 3 ans de recherche de fonds intensives (et sans succès), j’ai pu
commencer fin 2020 la direction de deux thèses (une sur financement de l’école doctorale (voir
section (5.1)), et une thèse en entreprise CIFRE sur du traitement vidéo dans le sport amateur, ces
deux thèses étant en co-direction avec Jean-François Aujol) grâce à une autorisation à diriger des
thèses de l’école doctorale.

J’arrive donc au moment où passer la HDR est nécessaire pour continuer de construire une équipe
autour de ces thématiques qui me passionnent. L’obtention d’un financement supplémentaire par
l’agence nationale de la recherche dédié aux jeunes chercheurs (Projet ANR JCJC EFFIREG,
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

ce financement est destiné à encourager la prise de responsabilité des jeunes chercheurs) est le
déclencheur final pour me lancer dans l’écriture de ce manuscrit.

1.2 Profil scientifique

Depuis mes débuts en recherche et développement en traitement du signal géophysique après
mes études d’ingénieur jusqu’à mes travaux de recherche actuels, mes intérêts scientifiques se
sont tournés peu à peu vers l’étude de questions principalement théoriques sur les fondements
mathématiques des problèmes inverses en science des données.

Par science des données, j’entends essentiellement l’étude de la problématique d’extraire une
information d’intérêt à partir de données numériques. Au cours des mes recherches je me suis
principalement intéressé au traitement du signal et des images et y ai intégré par la suite des
problématiques d’apprentissage automatique.

1.2.1 En quelque mots

Mes thèmes de recherche se trouvent à la croisée de la théorie des problèmes inverses et de
l’analyse harmonique et variationnelle avec des applications en traitement du signal et des images
et en apprentissage. Pour étudier la résolution des problèmes inverse mal posés rencontrés, je
fais surtout appel à la théorie de la reconstruction parcimonieuse (reconstruction de modèles
de faible dimension). C’est l’appartenance de l’inconnue à un modèle de faible dimension qui
permet de garantir le succès de méthodes d’estimation malgré le caractère mal posé des problèmes
considérés.

L’élément moteur de mes recherches est d’essayer de répondre aux questions suivantes sur les
méthodes de résolution de problèmes inverses :

Garantir la performance de ces méthodes

Déterminer des méthodes optimales de résolution

Garder en vue des applications possibles de mes travaux

1.2.2 En quelques équations

En résumé, on cherche à estimer une inconnue x0 à partir de mesures

y = Ax0 + e (1.1)

oùA est un opérateur linéaire mal posé et e est le bruit. Dans les problèmes que j’ai considéré, x0 a
pu être un signal, une image, une matrice de données, une densité de probabilité, etc ... L’opérateur
d’observation (de mesure) peut par exemple être un sous-échantillonnage, un flou ou un opérateur
de compression. Il modélise donc une dégradation de x0, d’où le caractère mal posé du problème
inverse.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Une approche classique est de chercher une estimation sous contrainte (s.c.) de la forme

x∗ = arg min
x
R(x) s.c. ‖Ax− y‖ ≤ η. (1.2)

où on appelle R la fonction de régularisation.

En pratique, cette estimation est souvent effectuée (de manière équivalente, pour le bon λ) en
minimisant la somme de l’attache aux données et la fonction de régularisation R

x∗ = arg min
x
‖Ax− y‖2 + λR(x). (1.3)

Pour une méthode de mesureA, une fonction de régularisationR et un modèle de faible dimension
Σ bien choisis, on cherche des garanties de reconstruction de la forme

‖x∗ − x0‖ ≤ C1‖e‖+ C2d(x0,Σ) (1.4)

où d(·,Σ) est une distance au modèle Σ et C1 et C2 sont des constantes. L’erreur d’estimation est
bornée par un terme de bruit plus une erreur de modélisation. On s’assure ainsi la qualité de la
méthode d’estimation : une petite erreur de modélisation et/ou un faible bruit ne produiront pas
d’artefacts trop grands dans l’estimation x∗.

Un modèle de faible dimension est un ensemble qui résume une notion de faible dimension :
l’inconnue a une structure particulière qui permet de réduire le nombre de paramètres à estimer
et ainsi de garantir la qualité de l’estimation x∗ (si la fonction R est bien adaptée au modèle).
Dans le cas de signaux, on parle de représentations parcimonieuses : dans une certaine base, le
signal peut être décrit par un vecteur ayant peu de coordonnées non nulles. Le signal est donc la
superposition d’un petit nombre de composantes élémentaires (ex. harmoniques pour le son). Pour
les matrices, les représentations de rang faible permettent aussi de modéliser des matrices par des
sommes de composantes élémentaires. Par exemple, pour les systèmes de recommandation, on
cherche à compléter une matrice quantifiant les affinités de différentes personnes pour différents
produits. L’hypothèse de rang faible permet de supposer que ces matrices sont des combinaisons
de profils élémentaires.

Les questions que je me pose se résument ainsi :

Pour quels A, R, Σ peut-on obtenir de telles garanties ? Dans ces cas là, quelles sont les
“meilleures” régularisations R pour estimer x0 ?

De multiples notions de “meilleure” régularisation sont possibles. Une partie de mes travaux
s’attache donc à expliciter cette notion.

Je n’ai pas explicité les dimensions, espaces et normes ci-dessus volontairement. Un de mes
objectifs est de les considérer assez généraux pour rassembler dans le même cadre plusieurs
applications. En contrepartie, je n’essaie pas en général de pousser jusqu’à une abstraction qui ne
trouverait pas d’application réelle (le cadre le plus général que j’ai pu aborder est celui de signaux
dans le contexte d’espaces topologiques localement convexes dans le chapitre 4 qui permet de
traiter le cas de la super-résolution d’impulsions sans grille). Cette approche générale permet
d’être une source d’inspiration pour la création d’algorithmes pratiques d’estimation performants.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.3 Dans ce manuscrit

Je commence par donner, dans le chapitre 2, une méthode générique pour garantir la performance
d’une fonction de régularisation pour reconstruire des ensembles de faible dimension dans les
espaces de Hilbert et l’applique a une notion généralisée de parcimonie.

Ces résultats amènent à se poser la question de la manière de définir et choisir une régularisation
optimale étant donné un modèle de faible dimension. Deux cas sont distingués. Le cas convexe
que l’on traite dans le chapitre 3 et le cas non-convexe qui est abordé dans le chapitre 4. Dans
le cas convexe, on définit une régularisation optimale comme le supremum d’une fonctionnelle,
et on étudie l’optimalité de la régularisation pour les problèmes de reconstruction parcimonieuse
et de rang faible. Pour le cas non-convexe que l’on peut considérer optimal, on s’intéresse à la
géométrie de l’optimisation sous-jacente.

Enfin je décris dans le chapitre 5, les applications en science des données que j’ai étudiées au
cours de mes recherches.

Les perspectives de chaque thématique sont discutées à la fin de chaque chapitre. J’essaie de plus
d’agrémenter le manuscrit d’un regard a posteriori sur mes travaux dans les paragraphes “Avec
du recul...“ .
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Chapitre 2

Reconstruction de cônes de faible
dimension dans les espaces de Hilbert

Dans ce chapitre, on précise la notion de modèle de faible dimension que l’on considère dans le
reste de ce manuscrit. On introduit les outils de géométrie et d’analyse que l’on utilise pour l’étude
de la garantie de performance. On montre alors qu’il est possible de rassembler de nombreux
résultats de garantie de performance dans un même cadre qui permet par ailleurs de donner de
nouveaux résultats.

Publications associées : [YT5, YT16, YT9]

2.1 Modèle de faible dimension, garanties de performance et isomé-
tries restreintes

Considérons des observations sous-déterminées y = Ax0 + e d’un signal x0 ∈ H (H est un
espace de Hilbert) par un opérateur linéaire A à valeur dans un autre espace de Hilbert F (qui est
en général de dimension finie pour les problèmes pratiques de science des données). Pour espérer
estimer x0 dans ce contexte mal posé, il est nécessaire de faire appel à un modèle de régularité sur
x0.

La régularité de x0 peut être définie par le fait que x0 ∈ Σ, où Σ est l’ensemble modèle (de
régularité). Souvent, Σ contraint x0 à être de faible complexité : peu de coordonnées non nulles
pour les vecteurs parcimonieux, peu de valeurs singulières non nulles pour les matrices de rang
faible, etc. On parle alors de modèle de faible dimension. De nombreux autres modèles peuvent
être utilisés pour la modélisation de problèmes inverses [10, 39]. Ces modèles sont des unions de
sous-espaces. C’est à dire des ensembles homogènes (t · z ∈ Σ pour tout t ∈ R et z ∈ Σ). Dans
ce chapitre, on considère le cas plus général des ensembles positivement homogènes (t · z ∈ Σ
pour tout t ≥ 0 et z ∈ Σ). On pourra ainsi considérer des modèles aussi variés que des modèles
généralisés de parcimonie, des nuages de points (en utilisant leur "cônification").

Soit R une fonction de régularisation (que l’on choisit souvent convexe, pour pouvoir effectuer
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CHAPITRE 2. RECONSTRUCTION DE CÔNES DE FAIBLE DIMENSION

l’optimisation). Il a été prouvé que le programme de minimisation sous contrainte (s.c.)

min
x∈H

R(x) s.c. ‖Ax− y‖2 ≤ ε (2.1)

permet de retrouver une estimation stable et robuste de x0 (prenant la forme de l’inégalité (1.4) )
pour un certain choix de A, Σ et de normes convexes R [34, 23, 49, 21, 26, 42].

Pour garantir la performance de l’estimation, on se repose sur la propriété d’isométrie restreinte
(RIP pour ”restricted isometry property"), un outil utile pour l’analyse de la reconstruction uniforme
des éléments de Σ. La RIP se définit sur l’ensemble sécant.

Définition 2.1.1 (Ensemble sécant). L’ensemble sécant du modèle Σ est définit par
S(Σ) = Σ−Σ := {x−y : x ∈ Σ, y ∈ Σ}. Une sécante est un élément de l’ensemble
sécant.

On appelle Sn(Σ) :=
{
z = y

‖y‖H : y ∈ (Σ− Σ) \ {0}
}

l’ensemble sécant normalisé.

Définition 2.1.2 (Propriété d’isométrie restreinte (RIP)). L’opérateur A : H → F
a la propriété d’isométrie restreinte de constante γ sur S(Σ) ⊂ H si pour tout
x ∈ S(Σ) :

(1− γ)‖x‖2H ≤ ‖Ax‖2F ≤ (1 + γ)‖x‖2H (2.2)

où ‖ · ‖H et ‖ · ‖F sont les normes hilbertiennes associées àH et F .

On représente sur la figure 2.1 la RIP sur l’ensemble sécant.

RIP sur

:
:
:

Figure 2.1: Une caractérisation de la RIP : la RIP sur l’ensemble sécant normalisé. L’image de
cet ensemble doit être à une distance au plus γ de la sphère unité.

Dans de nombreux travaux, la RIP est une condition suffisante pour obtenir des garanties de
performance de (2.1). L’exemple le plus classique est le suivant [18]. Pour H = Rn, une
régularisation `1 (R = ‖ · ‖1) et un matrices gaussienne aléatoire A de taille m × n, lorsque
m & Klog(n/K), la matrice A a la RIP sur l’ensemble Σ− Σ des vecteurs 2K-parcimonieux et
la minimisation `1 est stable et robuste sur les vecteur K-parcimonieux. Beaucoup de travaux
cherchent à généraliser ce résultat à d’autres modèles [9, 19] ou à améliorer la précision de
l’hypothèse. Un exemple de condition suffisante classique est γ <

√
2 − 1 ≈ 0.414 [18] pour la

minimisation `1. Ce résultat a été amélioré par plusieurs auteurs [42, Chapter 6]. Cai et Zhang
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CHAPITRE 2. RECONSTRUCTION DE CÔNES DE FAIBLE DIMENSION

[16] ont établit que γ < 1/
√

2 ≈ 0.707 est suffisant, ce qui est un résultat fin (dans un certain
sens) d’après les travaux de Davies et Gribonval [30].

L’utilisation de la RIP est souvent critiquée pour son manque de finesse quantitative dans les
garanties de reconstruction : on a besoin d’un nombre de mesures très grand par rapport à ce qui
est suffisant en pratique. Cela est dû au fait qu’en pratique, on considère souvent un problème
de reconstruction non-uniforme. On cherche à reconstruire un vecteur x0 à partir de Ax0 + e.
Pour l’étude de la reconstruction uniforme, c’est-à-dire la reconstruction de tous les x0 ∈ Σ, la
RIP à gauche est une condition nécessaire pour l’estimation robuste de signaux ayant un modèle
arbitraire Σ [13]. La RIP est aussi une condition suffisante pour l’existence d’un décodeur stable
et robuste (potentiellement non-convexe). On résume ces faits sur la figure 2.2.

Décodeur

stable & robuste

RIP sur

Figure 2.2: Une représentation de l’équivalence entre l’existence de décodeurs stables et robustes
et la RIP. Les opérateurs satisfaisant la RIP préservent approximativement les distances entre les
éléments de Σ.

Cela suggère que la RIP est un bon outil pour étudier théoriquement et qualitativement la re-
construction de modèles de faible dimension. Enfin il a été montré qu’il est toujours possible de
construire des observations aléatoires avec un nombre de mesures de l’ordre de la dimensionnalité
du modèle et ayant la RIP [36, 33, 48]. Il suffit de montrer que l’ensemble sécant normalisé a un
nombre de couverture (nombre de boules au sens de ‖ · ‖H de rayon α dont l’union contient Sn)
qui satisfait

N(Sn, α) ≤
(
C

α

)d
(2.3)

On peut alors construire des observations aléatoires avec m & d log(C) mesures satisfaisant une
RIP avec forte probabilité.

Avec du recul... 2.1.1. Un autre défaut de la RIP est le fait qu’elle ne soit pas
homogène. En effet la capacité d’un opérateur A de préserver l’information de
Σ ne dépend pas de sa normalisation : pour tout λ ∈ R, λA jouit des mêmes
garanties de reconstruction. Cette notion de RIP s’est quand même imposée comme
une référence dans la littérature. On aurait pu utiliser la notion de conditionnement
restreint indifférente à cette normalisation. Pour l’étude des régularisation convexes
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CHAPITRE 2. RECONSTRUCTION DE CÔNES DE FAIBLE DIMENSION

optimales, le choix du conditionnement restreint simplifie l’étude (voir le chapitre 3
pour la définition du conditionnement restreint et sa mise en œuvre).

Le cas non-uniforme avec des mesures aléatoires gaussiennes avec des régularisations par normes
atomiques a été étudié par Chandrasekaran et coll.[26] et complété par des travaux ultérieurs [3,
47]. Il y dérive des bornes fines de reconstruction en nombre de mesures en utilisant la notion de
largeur gaussienne des cônes de descente de la fonction de régularisation aux points du modèles.

L’objectif de ce chapitre est d’obtenir des résultats similaires dans le cas uniforme via l’étude de
la propriété d’isométrie restreinte. On y retrouve d’ailleurs des objets géométriques similaires :
normes atomiques, cônes de descentes, etc. que l’on détaille dans la section suivante.

2.2 Géométrie de la reconstruction : ensembles de descente et normes
atomiques

La fonction de régularisation R est une fonction généralisée de H dans R ∪ {+∞} finie sur
l’ensemble HR := dom(R) ⊂ H. On suppose que Σ ⊂ HR ∩ HA afin que pour que x ∈ Σ,
R(x) <∞ et Ax est bien défini.

2.2.1 Ensembles de descente

Les ensembles de descente jouent un rôle fondamental pour établir une caractérisation des conditions
de reconstruction.

Définition 2.2.1 (Vecteurs de descente). Pour tout x ∈ H, l’ensemble des vecteurs
de descente de R en x est

TR(x) := {z ∈ H : R(x+ z) ≤ R(x)} (2.4)

Dans le cas sans bruit, on cherche à savoir si pour tout x ∈ Σ,

{x} = argmin
x̃∈HA

f(x̃) s.c. Ax̃ = Ax. (2.5)

Autrement dit on cherche à garantir que x est l’unique minimiseur de (2.5).

C’est équivalent à kerA ∩ TR(x) = {0} pour tout x ∈ Σ, où kerA := {z ∈ HA, Az = 0} est le
noyau de A. On définit l’ensemble des vecteurs de descente de R en Σ par

TR(Σ) :=
⋃
x∈Σ

TR(x). (2.6)

On cherche donc à établir avec une hypothèse RIP que

kerA ∩ TR(Σ) = {0}. (2.7)
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CHAPITRE 2. RECONSTRUCTION DE CÔNES DE FAIBLE DIMENSION

2.2.2 Normes atomiques

Pour obtenir un décodeur convexe on s’intéresse à une famille particulière de fonctions convexes
: les “normes” atomiques [26] (les guillemets viennent du fait que ce ne sont pas tout le temps
des normes). Étant donné un ensemble d’atomes A ⊂ H, la “norme” atomique est construite en
utilisant l’enveloppe convexe de A.

Définition 2.2.2 (Enveloppe convexe). L’enveloppe convexe d’un ensemble A est :

conv(A) :=

{
x =

∑
i

ciai : ai ∈ A, ci ∈ R+,
∑
i

ci = 1

}
(2.8)

On définit ainsi la norme atomique.

Définition 2.2.3 (Norme atomique). La “norme” atomique induite par l’ensemble
A est définie par:

‖x‖A := inf {t ∈ R+ : x ∈ t · conv(A)} (2.9)

où conv(A) est la fermeture de conv(A) dansH. Cette “norme” est finie sur

E(A) := R+ · conv(A) = {t · y : t ∈ R+, y ∈ conv(A)} ⊂ H. (2.10)

On l’étend àH en posant ‖x‖A = +∞ si x /∈ E(A).

Les propriétés de ‖ · ‖A dépendent des atomesA au travers de l’ensemble convexe C := conv(A).
La norme atomique ‖ · ‖A est la jauge associée à l’ensemble convexe C [51]. On résume dans le
Tableau 2.3 les propriétés de ces jauges [50, 2].

De plus, E(A) est continûment inclus dans H si A est borné (car E(A ∪ −A) est continûment
inclus dansH) [11, 41]. On suppose donc A borné.

Par abus de notation, on définit TA(x) := T‖·‖A(x) et TA(Σ) =
⋃
x∈Σ

TA(x).

Hypothèses sur C := conv(A) Propriétés de ‖ · ‖A dans E(A) = R+ · C
Pas d’hypothèses Positive, semi-continue inférieurement et sous

linéaire
0 ∈ C Positivement homogène
0 ∈ intC Continue
C est borné (et fermé par définition) Coercive ( lim‖x‖H→+∞ ‖x‖A = +∞)

−C = C Est une norme

Figure 2.3: Liens entre A et ‖ · ‖A en utilisant les propriétés des jauges.
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Avec du recul... 2.2.1. Utiliser le terme de norme pour un objet qui n’est pas une
norme n’est pas optimal. On a utilisé le vocabulaire de la communauté à laquelle
on s’adressait. Utiliser la notion de jauge directement aurait probablement été plus
rigoureux.

2.2.3 Exemples de normes atomiques

Comme mentionné dans [26], on s’intéresse à des normes atomiques ayant des atomes d’intérêt.
Ces atomes sont souvent normalisés (de norme 1). Pour régulariser dans le cadre de modèles de
mélanges, les atomes choisis sont souvent les atomes élémentaires du mélange.

Norme `1 : A est l’ensemble des vecteurs 1-parcimonieux normalisés.

Norm nucléaire: A est l’ensemble des matrices de rang 1 normalisées.

Norme `1 − `2 : A est l’ensemble des vecteurs normalisés 1-parcimonieux en groupes.

Jauge générée par un polytope fini: A est composé des sommets du polytope.

Norme spectrale : A est l’ensemble des matrices orthogonales normalisées.

Toutes ces normes atomiques permettent de reconstruire un modèle Σ de faible de dimension. Ces
exemples seront couverts par les garanties RIP générales que l’on propose.

2.2.4 Dualité

La norme duale d’une norme atomique définie par

‖x‖∗A := sup
‖u‖A=1

|〈x, u〉| (2.11)

est
‖x‖∗A = sup

a∈A
|〈x, a〉|. (2.12)

et satisfait la propriété ‖x‖2H ≤ ‖x‖A · ‖x‖∗A pour tout x ∈ H.

2.2.5 Norme atomique associée à un cône

Un autre objet géométrique d’intérêt est la norme atomique induite par un modèle. Elle "résume"
l’interaction entre le modèle et la convexité. Elle ne permet pas en général de régulariser correctement,
mais intervient dans les preuves.

Étant donné un cône Σ ⊂ H, la norme associée aux atomes

A(Σ) := Σ ∩ S(1) (2.13)
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est la norme atomique induite par le cône Σ. On la note

‖ · ‖Σ := ‖ · ‖Σ∩S(1). (2.14)

Cette “norme” a les propriété suivantes (Tableau 2.3).

Proposition 2.2.1 (Propriétés de la “norme” ‖ · ‖Σ). On a :

1. Pour tout z ∈ H, ‖z‖Σ ≥ ‖z‖H.

2. Pour tout x ∈ Σ, ‖x‖Σ = ‖x‖H.

3. ‖ · ‖Σ est positive, semi-continue inférieurement, sous linéaire, coercive et
positivement homogène.

4. Quand Σ est une union de sous espace (homogène), ‖ · ‖Σ est une vrai norme
(car Σ = −Σ).

On représente sur la Figure 2.4 des normes issues de modèles k-parcimonieux Σk en 3D (H = R3):
la norme `1 = ‖ · ‖Σ1 et la “k-support norm” ‖ · ‖Σ2 .

(a) ‖ · ‖1 (b) ‖ · ‖Σ2

Figure 2.4: La boule unité de ‖ · ‖1 (gauche) et de ‖ · ‖Σ2 (“k-support norm”) (droite).

2.2.6 Une caractérisation alternative des normes atomiques

On a montré pour nos besoins le résultat intermédiaire suivant qui est d’intérêt particulier. La
borne suivante est valide pour les normes induites par des ensemblesA d’atomes normalisés. Elle
permet de faire intervenir une combinaison convexe d’atomes ui et une combinaison convexe des
normes aux carrés ‖ · ‖2H dans le calcul de ‖ · ‖A. C’est cette propriété qui permet de faire le lien
entre la RIP et la norme induite par le modèle dans la preuve de notre théorème de reconstruction.
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Proposition 2.2.2. Supposons A ⊂ S(1). On définit

‖x‖′A := inf

{√∑
λi‖ui‖2H : λi ∈ R+,

∑
λi = 1, ui ∈ R+A, x =

∑
λiui

}
.

(2.15)
Alors pour tout x ∈ E(A), on a

‖x‖A ≥ lim
γ→0+

inf{‖x̃‖′A : x̃ ∈ t · conv(A), ‖x̃− x‖H ≤ γ}. (2.16)

Lorsque conv(A) est fermé on obtient ‖x‖A = ‖x‖′A pour tout x.

2.2.7 Les normes atomiques sont suffisante pour la régularisation convexe

On a montré que si une régularisation convexe (non pathologique) permet la reconstruction de Σ,
alors il existe une norme induite par A ⊂ Σ (indépendante de A) qui permet la reconstruction de
Σ. On peut donc se limiter aux normes atomiques lorsque l’on cherche une régularisation convexe
(ce résultat est particulièrement utile dans le chapitre suivant).

Lemme 2.2.1. Soit Σ un cône etR une fonction propre coercive continue. Supposons
qu’il existe t > R(0) tel que l’ensemble de niveau L(R, t) = {y ∈ H : R(y) ≤ t}
est un ensemble convexe. Alors il existe A ⊂ Σ tel que :

TA(Σ) ⊂ R∗+.TR(Σ) (2.17)

où R∗+ = R+ \ {0}.

Les cône de descente de ‖ · ‖A étant inclus dans ceux de R, si R permet la reconstruction de Σ, on
a

TR(Σ) ∩ kerA = {0}, (2.18)

et on en déduit
TA(Σ) ∩ kerA = {0}. (2.19)

La norme ‖ · ‖A permet alors la reconstruction de Σ. Il existe toujours une norme atomique (avec
atomes inclus dans Σ) qui se comporte mieux qu’une régularisation convexe. Ce résultat se traduit
aussi en terme de constante RIP. C’est une information très importante pour la conception de
régularisation convexe que l’on utilise dans le chapitre suivant.

2.3 Reconstruction stable et robuste

2.3.1 Reconstruction stable

On est maintenant équipé pour donner nos théorèmes de reconstruction. On donne une constante
RIP admissible γΣ(R) sur Σ−Σ qui garantit la reconstruction stable de Σ avecR et la minimisation (2.1).
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La constante γΣ(R) ne dépend que du modèle Σ et de la fonction de régularisation R. Elle est
reliée à la géométrie du modèle Σ au travers de la norme atomique ‖ · ‖Σ induite par le modèle et
des vecteurs de descentes de R aux éléments de Σ. On définit cette constante

γΣ(R) := inf
z∈TR(Σ)\{0}

γΣ(z) (2.20)

où γΣ(z) := sup
x∈Σ

γΣ(x, z). Selon que Σ est une union de sous-espace (UoS pour "Union of

subspaces") ou un cône :

γΣ(x, z) = γUoSΣ (x, z) :=
−Re〈x, z〉

‖x‖H
√
‖x+ z‖2Σ − ‖x‖2H − 2Re〈x, z〉

(2.21)

γΣ(x, z) = γconeΣ (x, z) :=
−2Re〈x, z〉

‖x+ z‖2Σ − 2Re〈x, z〉
. (2.22)

Théorème 2.3.1 (Condition RIP pour reconstruction stable [YT5]). Soit Σ un cône.
Alors, pour tout A continue sur H satisfaisant la RIP sur Σ − Σ avec constante
γ < γΣ(R), on a : pour tout x0 ∈ Σ, ‖e‖F ≤ η ≤ ε, avec x∗ le résultat de la
minimisation (2.1),

‖x∗ − x0‖H ≤ CΣ(R, γ) · (η + ε) (2.23)

où CΣ(R, γ) < +∞.

La constante CΣ(R, γ) est explicite et peut être bornée dans les exemples classiques. On montre
dans les sections suivantes que ces constantes RIP donnent des résultats fins pour les cas classiques
et permettent de donner de nouveaux résultats pour des exemples de parcimonie généralisée.

La principe de la preuve est une généralisation du résultat RIP fin de Cai et Zhang [16] qui garantit
que γ <

√
1/2 sur Σ−Σ est suffisant pour la reconstruction stable de vecteurs parcimonieux avec

la norme `1 et de matrices de rang faible avec la norme nucléaire. Notre théorème retrouve donc
le résultat fin de [16] dans ces deux cas. Ce théorème est fin car pour tout α > 0 il existe une
dimension N pour H = RN , un modèle de parcimonie Σk et une matrice A ayant une RIP avec
γ ≥

√
1/2+α et pour laquelle il n’y a pas de possibilité de reconstruction uniforme avec la norme

`1 [30].

En quelques mots, pour prouver le théorème, on décompose l’erreur d’estimation x∗− x0 comme
une combinaison linéaire d’éléments de Σ puis on applique la RIP pour tomber sur une borne
supérieure faisant intervenir ε+η. La recherche d’une décomposition optimale de l’erreur introduit
la norme atomique induite par Σ.

Avec du recul... 2.3.1. Est-ce que ce théorème est le plus fin que l’on puisse produire
pour tout Σ? Comme on l’a vu la notion de finesse retenue pour la parcimonie est
une notion au sens d’une collection d’ensembles de faible complexité. A la lumière
de résultats ultérieurs, cette constante n’est a priori pas fine quel que soit le modèle
(Voir chapitre 3).
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2.3.2 Robustesse à l’erreur de modélisation

Il est important de pouvoir ajouter des résultats de robustesse à l’erreur de modélisation. En effet,
en pratique le signal observé x0 n’est pas exactement dans Σ. Il est difficile de donner des résultats
de robustesse pour des régularisationsR arbitraires. Une méthode naïve serait d’inclure l’erreur de
modélisation dans le bruit d’observation mais il faudrait connaître la distance au modèle d(x0,Σ)
pour régler ε dans la minimisation (2.1).

On donne un résultat de robustesse qui ne souffre pas de ce problème au prix d’hypothèses
supplémentaires sur R. On commence par donner une borne sur l’erreur de reconstruction dans le
Lemme 2.3.1 puis montre dans le Théorème 2.3.2 que cette borne implique la robustesse lorsque
R a certaines propriétés.

Le lemme 2.3.1 utilise la notion de M -norme [13]: Étant donnée une constante C, la M -norme
est définie par

‖ · ‖M,C := C · ‖M · ‖F + ‖ · ‖H. (2.24)

Lemme 2.3.1. Soit Σ un cône. Soit A une application linéaire continue avec la RIP
γ < γΣ(R) sur Σ − Σ. Soit η ≤ ε. Soit CΣ = CΣ(R, γ). Alors pour tout x0 ∈ H,
e ∈ F , tel que ‖e‖H ≤ η ≤ ε, tout minimiseur x∗ de (2.1) satisfait.

‖x∗ − x0‖H ≤ CΣ · (η + ε) + inf
z′∈TR(Σ)

‖x∗ − x0 − z′‖A,CΣ
. (2.25)

On voit que contrairement au Théorème 2.3.1, l’inconnue x0 n’est pas restreinte à Σ.

Pour aller plus loin, on doit remplacer la borne avec la M -norme par une mesure de l’erreur de
modélisation. On utilise la distance symétrisée

dR(x0,Σ) = inf
x̃∈Σ

R(x0 − x̃) +R(x̃− x0)

2
(2.26)

La robustesse est alors une conséquence directe du Lemme 2.3.1 en utilisant la bonne constante
de robustesse .

Définition 2.3.1. Une constante D ∈ R+ ∪ {+∞} est une constante de robustesse
de R pour la reconstruction de Σ à partir de mesures par A si, sous les hypothèses
du Lemme 2.3.1, on a : pour tout x0 ∈ H,

inf
z′∈TR(Σ)

‖x∗ − x0 − z′‖M,CΣ
≤ D · dR(x0,Σ).

Le théorème suivant donne une piste générale pour trouver une telle constante en supposant que
R domine la M -norme.

Théorème 2.3.2 ([YT5]). Soit Σ un cône. Soit R positivement homogène, positive et
convexe telle que f(x) < +∞ pour x ∈ Σ. Soit A une application linéaire continue
avec RIP γ < γΣ(R) sur Σ − Σ et η ≤ ε. Soit Cf,M,Σ < ∞ telle que pour tout
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u ∈ H, ‖u‖M,CΣ
≤ Cf,M,Σ · f(u). Alors

D := 2Cf,M,Σ une constante de robustesse.

Pour tout x0 ∈ H, e ∈ F , tel que ‖e‖H ≤ η ≤ ε, tout minimiseur x∗ de (2.1)
vérifie

‖x∗ − x0‖H ≤ CΣ · (η + ε) + 2Cf,M,Σ · df (x0,Σ). (2.27)

On peut donner des constantes de robustesse dans les cas suivants :

Soit R une jauge convexe induite par un ensemble convexe fermé contenant 0 en dimension
finie. D’après le tableau de la figure 2.3, R est positivement homogène, positive, semi-
continue inférieurement et coercive. On peut en déduire que R admet une valeur minimum
β ≥ 0 sur la sphère unité S‖·‖M,CΣ

(1) de ‖ · ‖M,CΣ
et ainsi que Cf,M,Σ = 1/β < ∞. Ce

qui donne que D = 2Cf,M,Σ est une constante de robustesse.

Considérons R = ‖ · ‖1 et Σ = Σk l’ensemble des vecteurs K-parcimonieux en dimension
finie. Ici, ‖ · ‖H = ‖ · ‖2. On peut montrer que D := 21+

√
1+γ·CΣ√
k

est une constante de
robustesse. On a alors

‖x∗ − x0‖2 ≤ CΣ · (ε+ η) +D · d‖·‖1(x0,Σ). (2.28)

Dans la littérature, la distance d‖·‖1(x0,Σ) est souvent notée σk(x0)1 = ‖x0,T c‖1 (où T est
le support des plus k plus grandes amplitudes dans x), est appelée la meilleure approxima-
tion “K-term” pour la norme `1. La constante D est du même ordre O(1/

√
K) que dans

les résultats classiques [42].

Soit R = ‖ · ‖∗ la norme nucléaire et Σ = Σr l’ensemble des matrices de rang au plus r. La
norme ‖ · ‖H = ‖ · ‖F es la norme de Frobenius. On peut montrer que D = 21+

√
1+γ·CΣ√
r

est une constante de robustesse. On a alors

‖x∗ − x0‖F ≤ CΣ · (ε+ η) +D · d‖·‖∗(x0,Σr). (2.29)

Ces résultats sont en dimension finie. En dimension infinie la robustesse est plus délicate à
obtenir. Le théorème 2.3.2 peut être utilisé pour obtenir la robustesse dans certains cas tels que la
parcimonie structurée par niveaux.

2.4 Application à la parcimonie structurée par niveaux

Pour illustrer les possibilités de notre théorème, on cherche des garanties de reconstruction pour la
parcimonie structurée par niveaux. C’est une généralisation de la parcimonie classique qui permet
de mieux modéliser certains signaux tels que les images médicales.
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Figure 2.5: Une représentation de la parcimonie structurée en niveauxH.

2.4.1 Parcimonie structurée ...

On commence par décrire la parcimonie structurée. Dans de nombreuses applications le signal est
non seulement parcimonieux dans une base donnée (Fourier, Radon ....), mais aussi concentré
en groupes. La parcimonie structurée consiste à supposer que le signal est supporté sur un
petit nombre de groupes de coefficients [44, 5, 38]. On s’intéresse au cas des groupes sans
recouvrement.

Formellement, on considère que H dispose d’une base orthonormale (ei)i∈N que l’on décompose
en une collection finie G de groupes d’indices sans recouvrement, c’est-à-dire des sous ensembles
g ⊂ N avec |g| < ∞ et g ∩ g′ = ∅ pour g 6= g′. La restriction de x ∈ H au groupe g est
xg :=

∑
i∈g〈x, ei〉ei. Un support de groupe est un sous-ensemble T ⊂ G et la restriction de x à T

est notée xT :=
∑

g∈T xg. Le support de groupe x ∈ H, noté gsupp(x), est le plus petit ensemble
T ⊂ G tel que xT = x. La taille de ce support, notée |gsupp(x)|, est le nombre d’éléments de
gsupp(x) (qui n’est pas le nombre de coefficients non-nuls de x).

Étant donné un entier k, le modèle k-parcimonieux en groupe est définit par

Σk := {x ∈ H, |gsupp(x)| ≤ k}. (2.30)

Soit d la taille du plus grand groupe. On a le nombre de couverture de Sn(Σk) suivant :

N(Sn(Σk), α) ≤
(
C
α

)dk
(2.31)

où C est une constante dépendant de d.

2.4.2 ... en niveaux

Considérons J espaces orthogonaux Hj ⊂ H équipés d’un modèle kj-parcimonieux en groupe
Σkj comme définit en (2.30) (chacun exprimé dans une base Hilbertienne et ayant son propre
ensemble de Gj groupes). Comme ces sous-espaces sont orthogonaux, il existe un isomorphisme
naturel entre leur somme directe et leur produit cartésien. Il est plus aisé de travailler avec ce
dernier. La parcimonie structurée en niveaux est associée au modèle (voir aussi la figure 2.5) :

Σ :=

x ∈ H, x =

J∑
j=1

xj , xj ∈ Σkj

 , (2.32)

qui est identifié au produit cartésien des modèles Σk1 × Σk2 × . . .× Σkj .

Deux exemples utiles de ce modèle sont l’imagerie médicale (IRM) et la modélisation parcimonieuse
simultanée du signal et du bruit [1, 55], [YT39]:

20



CHAPITRE 2. RECONSTRUCTION DE CÔNES DE FAIBLE DIMENSION

Pour l’IRM les différents niveaux sont des échelles de la transformée en ondelette. les
images IRM sont plus parcimonieuses dans les échelles fines. On peut ainsi avoir plus de
flexibilité dans la modélisation.

La modélisation simultanée du signal et du bruit est pratique pour la séparation d’un signal
et d’un bruit de type outlier. Un signal observé y est modélisé comme la somme de deux
composante, y = A1x1 + A2x2 où A1x1 est le signal d’intérêt, x1 a son modèle de
parcimonie Σk1 , A2x2 est le bruit avec son propre modèle Σk2 . Ce modèle est aussi lié à la
séparation des signaux transitoire et stationnaires en audio ou à la décomposition cartoon +
texture des images [45]. Comme y = [A1 A2]x avec x = [xT1 , x

T
2 ]T , on a un modèle de

parcimonie structurée en deux niveaux x.

Pour la parcimonie structurée en niveaux, on a montré que :

N(Sn, α) ≤ N(Sn(Σk1 , α)× . . .×Nn(Sn(Σkj ), α)

≤
(
C1
α

)d1k1 × . . .×
(
CJ
α

)dJkJ (2.33)

où les Cj sont des constantes de l’ordre de la dimension de chaque niveau multipliées par la taille
maximale dj des groupes dans le niveau j. En enlevant les log la dimension de Sn est de l’ordre
de
∑
djkj .

2.4.3 Régularisations parcimonieuses structurées par niveaux convexes

Pour reconstruire le modèle Σ = Σ1 × . . . × ΣJ , on considère une régularisation par norme
atomique : la norme de groupe par niveaux.

Étant donné le sous-espace Hj associé au niveaux j, Sj(1) ⊂ Hj sa sphère unité, Gj ses groupes
et Σ1,j le modèle 1-parcimonieux par groupe, on considère les atomes suivants pour le niveaux j :

Aj := Σ1,j ∩ Sj(1). (2.34)

Cette norme est associée à l’espace de dimension finie

E(Aj) = span({ei}i∈∪g∈Gj )

et est donnée par

‖x‖Aj =

{∑
g∈G ‖xg‖H, x ∈ E(A);

+∞, x /∈ E(A)
(2.35)

La norme ‖x‖Aj est appelée norme de groupe, norme structurée ou bien norme mixte `1− `2 [61].

On définit une régularisation naturelle pour la parcimonie structurée par niveaux dansH1 × . . .×
HJ :

Rw : (x1, . . . xJ) 7→ w1‖x1‖A1 + . . .+ wJ‖xJ‖AJ (2.36)

avec des poids wj > 0.
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2.4.4 Garanties de reconstruction

On considère donc un modèle Σ de parcimonie structurée en niveaux. On choisit une norme
atomique Rw pondérée définie par (2.36). On montre que γΣ(Rw) ≥ 1√

2
pour J = 1 et

γΣ(Rw) ≥ 1√
2 + Jκ2

w

pour J ≥ 2, où κw := max(wj
√
kj)/min(wj

√
kj). En particulier, pour les poids wj = 1/

√
kj ,

on a γΣ(fw) ≥ 1√
2+J

for J ≥ 2.

En comparaison, Ayaz et coll.[4] ont donné un résultat de reconstruction uniforme avec la norme
`1 − `2 pour la parcimonie structurée avec une hypothèse RIP. Ils ont montré qu’une constante
RIP γ <

√
2 − 1 était suffisante. Notre résultat montre qu’on peut l’améliorer à 1√

2
. Dans [1], le

modèle parcimonie en niveaux est introduit : c’est un cas particulier de parcimonie structurée en
niveaux avec une parcimonie simple dans chaque niveau. Dans [6], Bastounis et coll., ont montré
que quand Σ est un modèle de parcimonie en niveaux R(·) =

∑
j ‖ · ‖Aj = ‖ · ‖1 (c-à-d, avec des

poids wj = 1 et κ2
w = κ2

1 et le rapport maximum des parcimonies dans chaque niveau), alors une
RIP avec constante γ = 1/

√
J(κ1 + 0.25)2 + 1) suffit pour la reconstruction. Cette constante

est améliorée par notre constante γΣ(Rw) ≥ 1/
√

2 + J quand on choisit les poids wj = 1/
√
kj .

Notre résultat étend de plus ces résultats à la parcimonie structurée en niveaux. On obtient le
théorème suivant en utilisant les meilleurs poids pour notre expression de γΣ(Rw).

Théorème 2.4.1 ([YT5]). Soit Σ un modèle de parcimonie structurée en niveaux.
Soit Rw la norme atomique définie par (2.36) avec les poids wj = 1/

√
kj . Soit

A une application linéaire continue ayant une RIP de constante γ < γΣ(Rw) sur
l’ensemble sécant Σ− Σ. Alors pour tout x ∈ H, e ∈ F tels que ‖e‖F ≤ ε, et x∗ le
résultat de la minimisation (2.1), on a

‖x∗ − x‖H ≤ CΣ(Rw, γ)(‖e‖F + ε) +DΣ(Rw, γ) · dRw(x,Σ) (2.37)

où :

Pour J = 1, γΣ(Rw) = 1√
2
, CΣ(Rw, γ) ≤ 2

√
1+γ

1−γ
√

2
et DΣ(Rw, γ) = 2(1 +

√
1 + γCΣ(Rw, γ))/

√
k.

Pour J ≥ 2, γΣ(Rw) =
√

1
2+J ,CΣ(Rw, γ) ≤ (1+

√
1+J)

√
1+γ

1−γ
√

2+J
etDΣ(Rw, γ) =

2
√

2(1 +
√

1 + γCΣ(Rw, γ)).

Ce résultat donne des résultats de reconstruction classique pour la minimisation `1 et les modèles
de parcimonie. Comme γΣ(Rw) ≥ 1/

√
2 + J avec J ≥ 2,on trouve que pour γ < 1/

√
2 + J un

nombre de mesures gaussiennes

m ≥ O

J J∑
j=1

(
kjdj + kj log

(
3e|Gj |
kj

)) .

est suffisant pour garantir la stabilité et la robustesse de la reconstruction avec Rw.
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Avec du recul... 2.4.1. Le saut entre la formule pour J = 1 et J quelconque tendrait
à faire penser que l’on devrait pouvoir améliorer notre résultat et que l’on peut

obtenir γRw =
√

1
1+J .

Le facteur J semble pessimiste. On l’attribue à la généralité du résultat. En prenant une matrice
d’observation structuréeA, de meilleurs résultats peuvent être obtenus. En effet, siA est diagonale
par bloc (un bloc par niveau) on a seulement besoin de vérifier la RIP de chaque bloc avec γj < 1√

2

sur Σj − Σj , ce qui est équivalent à la RIP avec constante γ < 1√
2

sur Σ− Σ.

Pour utiliser le Théorème 2.4.1 en dimension infinie, la régularisation R doit être étendue en
dehors de E(Σ) en gardant une constante DΣ(R, γ) . On peut le faire au cas par cas. Par exemple,
comme Adcock et Hansen dans [1], considérons le cadre suivant: H = `2(N) avec une base
(ei)i=1,+∞. Considérons Σ un modèle de parcimonie par niveaux sur (e1, .., eN ). Soit R = ‖ · ‖1.
alors R est une extension de Rw sur E(Σ) à tout l’espaceH (avec wj = 1 ). Dans [1], l’opérateur
A est une collection de mesures de Fourier qui ont une propriété de “strong balancing”. Cette
propriété impose ‖AHA‖∞ ≤ C ′ où ‖ · ‖∞ est le max des normes `∞ des coefficients de AHA.
On alors, pour tout u ∈ H, ‖Au‖22 = |〈u,AHAu〉| ≤ ‖AHAu‖∞‖u‖1 ≤ ‖AHA‖∞‖u‖1‖u‖1 ≤
C ′‖u‖21. Et ainsi la M -norm est bornée par la norme `1 : ‖ · ‖A,C ≤ (1 + C

√
C ′)‖u‖1, ce qui

permet d’obtenir une constante de robustesse finie.

Avec du recul... 2.4.2. C’est au moment de paramétriser la fonction de régula-
risation par des poids, et de rechercher les meilleurs poids possible que l’idée de
trouver une régularisation optimale à germé (chapitre suivant). Il faut cependant
noter que définir des poids nécessite de connaître la parcimonie du modèle dans
chaque niveaux. Comme on l’a mentionné, cette parcimonie à tendance à augmenter
pour les échelles plus fines. Il ne serait donc pas difficile d’implémenter cette idée
en pratique.

2.4.5 Éléments de calcul γΣ(R)

Comme Σ est une union de sous-espaces, on a

γΣ(Rw) := inf
z∈TRw (Σ)\{0}

sup
x∈Σ

γΣ(x, z). (2.38)

où

γΣ(x, z) :=
−Re〈x, z〉

‖x‖H
√
‖x+ z‖2Σ − ‖x‖2H − 2Re〈x, z〉

. (2.39)

(2.40)

On cherche à calculer (ou a borner inférieurement au mieux) γΣ(Rw). Une possibilité est de
chercher intuitivement un vecteur x ∈ Σ qui maximise la corrélation avec −z (tel que −Re〈x, z〉
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est maximisé). Pour le modèle de parcimonie structurée en niveaux et Rw cela revient à choisir
x = −zT où T est le support tel que zT ∈ Σ et zT concentre le plus d’énergie de z. En notant
zTc = z − zT , on montre que

γ(−zT , z) ≥
1√

‖zTc‖2Σ
‖zT ‖2H

+ 1

(2.41)

En utilisant z ∈ TRw(Σ), on montre que Rw(zTc) ≤ Rw(zT ), qui permet de conclure que
‖zTc‖2Σ/‖zT ‖2H ≤ 1 + J en utilisant un contrôle de ‖zTc‖2Σ.

Avec du recul... 2.4.3. Des calculs ultérieurs ont montré que la borne inférieure
que l’on a obtenu est en fait la valeur recherchée (voir proposition 3.3.1 ) :

γΣ(Rw) = inf
z∈TRw (Σ)\{0}

1√
‖zTc‖2Σ
‖zT ‖2H

+ 1

. (2.42)

2.5 Généralité du résultat

On a appliqué notre théorème à quelques modèles de faible dimension classiques associés à des
régularisations usuelles. On obtient

Σ = sous-espace de dimension n, R = fonction indicatrice ιΣ ou ‖ · ‖Σ.
- γΣ(R) = 1: cette constante RIP était déjà bien connue, ex. [13].
- Nombre de mesures suffisant: m & n.

Σ = vecteurs k-parcimonieux en dimension n, R = norme `1.
- γΣ(R) ≥ 1/

√
2. C’est la constante fine de Cai et coll.[16] .

- Nombre de mesures suffisant: m & klog(n).

Σ = Matrices de rang au plus r en dimension n× n, R = norme nucléaire.
- γΣ(R) ≥ 1/

√
2. C’est aussi la constante fine de Cai et coll.[16] .

- Nombre de mesures suffisant: m & rn.

Σ = Union finie de k demi-droites avec cohérence µ(Σ), R = ‖ · ‖Σ.
- γΣ(R) ≥ 2(1−µ(Σ))

3+2µ(Σ) .
- Nombre de mesures suffisant: m & log(k)/γΣ(R)2.

Σ = Matrices de permutation de dimension n× n, R = ‖ · ‖Σ.
- γΣ(R) ≥ 2

3 .
- Nombre de mesures suffisant: m & n log(n).

De la même manière que pour la parcimonie structurée par niveaux, on pourrait considérer ces
modèles en dimension infinie du moment que l’on peut étendre R en dehors de E(Σ) tout en
obtenant une constante de robustesse finie.
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2.6 Perspectives

Dans ce chapitre, on donne des conditions suffisantes pour la reconstruction de cônes de faible
dimension. Pour certains modèles de parcimonie, on obtient des résultats fins si on cherche
une unique constante RIP suffisante pour n’importe quelle parcimonie. Ces résultats mettent un
petit frein aux travaux cherchant à améliorer les constantes RIP. Cette question reste cependant
intéressante : est-il possible d’améliorer la finesse de ces résultats ? Cette question, bien que peu
utile pour déterminer un nombre de mesures réaliste permettant de reconstruire les éléments de
Σ, est centrale dans la recherche de régularisations convexes optimales abordée dans le chapitre
suivant.

Pour certains modèles de faible dimension, on ne dispose pas encore de garanties de reconstruction
uniforme alors que des régularisations convexes fonctionnent en pratique. Par exemple, pour la
reconstruction de tenseurs de rang faible, on peut étudier plusieurs régularisations convexes : la
norme nucléaire qui n’est pas calculable en pratique ou bien la somme des normes nucléaires des
sous matrices (que l’on associe souvent à la notion de multi-rang). La difficulté dans ces cas là est
de pouvoir contrôler la norme induite par le modèle Σ qui est un objet complexe dans le cadre des
tenseurs de rang faible.

On voit que le cadre des espaces de Hilbert (séparables dans les exemples abordés) revient à
travailler en dimension finie en prenant soin du comportement de la régularisation en dehors du
sous-espace vectoriel généré par le modèle. Ce modèle implique de discrétiser un domaine (ex.
temporel ou fréquentiel) où l’on considère le signal. En général, les modélisations physiques des
signaux et images font intervenir des domaines intrinsèquement continus [59]. Par exemple, la
super-résolution où on cherche à reconstruire des impulsions de Dirac hors de la grille ne rentre
pas dans le cadre des espaces de Hilbert. Il est possible de s’y ramener grâce à des métriques
à noyau [43]. On sait déjà qu’un nombre de mesures de Fourier suffisant permet d’effectuer
la reconstruction en utilisant l’équivalent de la norme `1 dans ce contexte : la variation totale
[31, 20, 35] (voir le chapitre 3). Est-ce que des garanties RIP peuvent garantir le succès de ces
méthodes dans ce contexte ? Des travaux préliminaires non-publiés montrent que la constante RIP
du théorème 2.3.1 ne donne pas de garanties de reconstruction. On en revient à la question de la
finesse du résultat évoqué plus haut.
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Chapitre 3

Régularisations convexes optimales
pour la reconstruction de modèles de
faible dimension

On a vu dans le chapitre précédent, qu’étant donné des conditions de reconstruction génériques
mettant en jeu une classe d’opérateurs d’observation, un modèle de faible dimension particulier
(la parcimonie en niveaux) et une famille de régularisation, on pouvait chercher la meilleure ré-
gularisation possible pour ces conditions de reconstruction. Si l’on pouvait atteindre cet objectif
pour n’importe quel modèle et l’ensemble des régularisations disponibles, cela voudrait dire que
lorsqu’on est confronté à un problème inverse, on pourrait simplement se concentrer sur la mo-
délisation des données. La méthode (l’algorithme) de reconstruction à utiliser serait déterminée
directement par notre résultat (la fonction de régularisation convexe optimale).

Dans ce chapitre, on formalise cette démarche. On définit des notions de régularisation optimale
pour une mesure d’adéquation entre un modèle et une régularisation. Ces notions prennent tout
leur sens pour l’étude de régularisations convexes optimales. Ces travaux permettent notamment
de donner un sens à un concept souvent évoqué mais peu souvent définit : la convexification de
régularisations non-convexes associées à modèle de faible dimension.

On commence par définir la notion d’optimalité. On étudie un exemple minimal exact puis on
donne des résultats dans les exemples classiques de modèles de faible dimension.

Publications associées : [YT12, YT13].

3.1 Mesures d’adéquation et régularisations optimales

Dans ce chapitre, on utilise le modèle d’observation sans bruit

y = Ax0 (3.1)

où A est un opérateur linéaire d’observation, y ∈ Cm et x0 ∈ H = Rd est l’inconnue appartenant
à un modèle Σ qui est une union de sous-espaces. On se limite donc à la dimension finie pour
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l’étude de ce problème. On a vu dans le chapitre 2 que, dans le cadre des espaces de Hilbert, le
comportement de la régularisation en dehors de l’espace vectoriel E(Σ) induit par Σ de dimension
finie sert essentiellement à étudier la robustesse à l’erreur de modélisation.

Faut-il considérer un problème d’observation bruité ? Supposons que l’on connaisse une régula-
risation optimale R∗ pour résoudre le problème sans bruit. Considérons maintenant le problème
bruité. Deux possibilités existent alors : une régularisationR∗ est aussi optimale pour ce problème
ou il n’existe pas de régularisation optimale pour les deux problèmes à la fois. Dans ce deuxième
cas, il faudrait affaiblir les capacités de reconstruction de R pour le problème sans bruit pour
améliorer la gestion du bruit. C’est une possibilité si l’application considérée permet de jouer sur
le nombre de mesures (dans ces cas là on pourrait reconstruire des signaux moins parcimonieux
avec plus de bruit). C’est une piste que l’on n’explore pas dans ce chapitre. On considère la
minimisation

x∗ ∈ arg min
x∈H:Ax=y

R(x). (3.2)

On a vu que de nombreux travaux garantissent que x∗ = x0 pour des modèles de parcimonie et
rang faible [42]. Pour cela, on demande à l’opérateur A de vérifier certaines propriétés (comme la
propriété d’isométrie restreinte (RIP) étudiée extensivement dans le chapitre 2). On cherche donc
la ”meilleure“ fonction de régularisation R∗ pour la reconstruction exacte de x0. Idéalement, on
aimerait utiliser R = ιΣ la fonction caractéristique de Σ (ιΣ(Σ) = {0}, ιΣ(Σc) = {+∞}), mais
elle est en général non-convexe et difficile à optimiser (on verra cependant dans le chapitre 4 que le
décodeur idéal associé à cette fonction de régularisation peut être accessible pour une large classe
de modèles). Pour la parcimonie en dimension finie, le calcul du décodeur idéal est combinatoire
et NP-difficile. On cherche donc des régularisations convexes optimales. Cela ne garantit pas la
calculabilité (des décodeurs convexes sont NP-difficiles à calculer). C’est cependant une première
étape vers la recherche de régularisations convexes optimales calculables. On appelle C l’ensemble
des régularisations convexes d’intérêt (que l’on précise dans les sections suivantes).

D’autres classes de fonctions pourraient être considérées, telles que les fonctions partiellement
lisses [58]. Elles interviennent quand on se pose la question suivante : Étant donné une fonction
de régularisation, quel modèle de faible dimension est favorisé par la minimisation (3.2) ? La
réponse à cette question importante a été apportée par les travaux de Vaiter et coll.. Cependant,
d’un point de vue pratique, elle ne permet pas de déterminer directement la régularisation à utiliser
étant donné un modèle.

3.1.1 Mesures d’adéquation entre une régularisation et un modèle

Définir la notion de meilleure régularisation dans C n’est pas immédiat. On s’est déjà restreint
au cas d’observations sans bruit. Idéalement, il faudrait faire dépendre la régularisation à la fois
du modèle Σ et du type d’observations A ∈ A où A est un ensemble d’opérateurs linéaires (si
l’on dispose a priori de connaissances sur A). Notre objectif serait alors de définir un mesure
d’adéquation MΣ,A entre une fonction de régularisation R et les paramètres de ces problèmes
inverses Σ,A qui détermine si R est performante. Le but serait de maximiser MΣ,A. Une telle
maximisation pourrait faire intervenir A dans la régularisation optimale R∗ (ex. dans [52, 53, 54],
les relaxations continues finies de la régularisation `0 dépendent de A).

On propose de cherchait une fonction de régularisation plus universelle qui ne dépend pas de A.
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On cherche donc à définir une mesure d’adéquationMΣ(R) et à effectuer sa maximisation (lorsque
c’est possible)

R∗ ∈ arg max
R∈C

MΣ(R). (3.3)

Dans l’exemple de la parcimonie et du rang faible, l’existence de R∗ est vérifiée. Une étude plus
générale des conditions sur MΣ(R) et C pour l’existence et la potentielle unicité de ce maximum
est une direction intéressante à explorer.

Lorsque l’on étudie une fonction de régularisation R, deux types de garanties de reconstruction
sont généralement utilisées : uniformes et non uniformes.

Comme mentionné dans le chapitre 2, on peut exprimer ces conditions facilement en faisant
intervenir la notion de vecteur de descente (voir définition 2.2.1) :

Reconstruction uniforme : Soit A une application linéaire. Alors “Pour tout x0 ∈ Σ, x∗ =
x0” est équivalent à TR(Σ) ∩ kerM = {0}.

Reconstruction non-uniforme : Soit A une application linéaire et x0 ∈ Σ. Alors x∗ = x0

est équivalent à TR(x0) ∩ kerM = {0}.

On observe donc qu’une fonction de régularisation R est "bonne" si TR(Σ) laisse de l’espace
pour que le noyau kerA de A n’ai pas d’intersection (non-triviale) avec lui. En dimension n, si
il n’y a pas d’information a priori sur l’orientation de kerA l’espace occupé par les ensemble de
descente peut être quantifié par le volume TR(Σ)∩S(1) où S(1) est la sphère unité pour la norme
hilbertienne ‖ · ‖H.

Pour la reconstruction uniforme on définit donc

MU
Σ (R) := 1− vol (TR(Σ) ∩ S(1))

vol(S(1))
. (3.4)

où le volume vol(E) d’un ensemble E est la mesure de E par rapport à la mesure uniforme sur la
sphère S(1) (c’est-à-dire la mesure de Haussdorf de TR(Σ) ∩ S(1) de dimension n− 1).

Lorsque l’on étudie la reconstruction non-uniforme, on cherche à limiter les volumes vol(TR(x0)∩S(1))
vol(S(1)) .

On cherche a optimiser cette probabilité pour tout x0. On propose donc la mesure d’adéquation

MNU
Σ (R) := 1− sup

x∈Σ

vol (TR(x) ∩ S(1))

vol(S(1))
(3.5)

En pratique, on cherche à les borner avec forte probabilité pour des mesures aléatoires (ex. des
mesures gaussiennes). Le volume vol(TR(x0)∩S(1))

vol(S(1)) représente la probabilité qu’a un noyau de
dimension 1 d’intersecter non-trivialement TR(x0). On peut donc faire le lien entre notre cadre
déterministe et la notion de largeur gaussienne utilisée dans la théorie de l’acquisition compressée
et son cadre aléatoire [26, 3].
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Avec du recul... 3.1.1. On a étudié le cas non uniforme seulement dans notre
exemple minimal de la section suivante. La difficulté principale repose sur le fait
que le calcul des largeurs gaussiennes est difficile à étendre à des fonctions convexes
quelconques. Des travaux récents [47] pourraient faciliter ce calcul.

En dimension infinie, le volume de S(1) s’annule, ce qui rendrait les mesures précédentes inutiles.
Pour gérer ce cadre directement il faudrait donc mesurer les volumes des ensembles de descente
dans l’espace de dimension finie E(Σ).

On se concentre sur la maximisation de MU
Σ . On peut donner immédiatement le lemme suivant.

Lemme 3.1.1. Soit R1, R2 deux fonctions de régularisation telles que TR1(Σ) ⊂
TR2(Σ) alors MU

Σ (R1) ≥MU
Σ (R2).

La mesure d’adéquation est donc décroissante par rapport à l’inclusion des ensembles de descente.

D’après le lemme 2.2.1, pour toute fonction convexe propre coercive continue R, on peut trouver
une norme atomique R′ avec atomes inclus dans Σ telle que TR′(Σ) ⊂ TR(Σ). Pour une fonction
convexe l’ensemble de descente à un point x est un cône. On parle donc de cônes de descente.

Si l’on définit
C = {fonctions convexes propres coercives continues} (3.6)

et
CΣ = {"normes" atomiques ‖ · ‖A propres coercives continues : A ⊂ Σ}, (3.7)

on a le résultat suivant

Théorème 3.1.1.
arg max

R∈C
MU

Σ (R) ⊂ arg max
R∈CΣ

MU
Σ (R). (3.8)

Si on cherche une régularisation convexe qui n’est pas trop pathologique (propre coercive continue),
on peut restreindre notre recherche de régularisation optimale à l’ensemble des normes atomiques
avec atomes inclus dans le modèle. On peut noter qu’utiliser des fonctions de régularisation de C
garantie la convergence d’un algorithme primal-dual [25] pour la formulation "lagrangienne" (1.3)
de la minimisation (3.2).

Avec du recul... 3.1.2. Il semble que la technique de preuve utilisée dans le lemme 2.2.1
se généralise bien pour montrer que les normes atomiques sont aussi optimales avec
arg maxR∈CM

NU
Σ (R) ⊂ arg maxR∈CΣ M

NU
Σ (R). Ce qui aidera à l’étude du cas

non-uniforme similairement au cas uniforme.

On commence dans la section 3.2, par étudier un exemple minimal. Lorsque H = R3, Σ = Σ1

l’ensemble des vecteurs 1-parcimonieux. On montre que l’on peut calculer le maximum MU
Σ (R)
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Figure 3.1: Gauche : une représentation de la surface d’intérêt. Droite : paramétrisation des
angles d’un tétraèdre.

et MNU
Σ (R) exactement. Ce calcul donne une bonne idée de la géométrie de notre problème. On

observe que cette méthode est difficilement extensible à une dimension quelconque. Cela motive
l’introduction de mesures d’adéquation approchées et leur maximisation dans la section 3.3.

3.2 Un résultat exact sur un exemple minimal : la reconstruction 1-
parcimonieuse en 3D

On étudie le cas de la 1-parcimonie en dimension 3. C’est le cas intéressant le plus simple : il est
impossible de faire de la reconstruction uniforme de vecteurs 1-parcimonieux en dimension 2 si A
n’est pas inversible. On pose Σ = Σ1 etH = R3.

Grâce au théorème 3.1.1, on a arg maxR∈CM
U
Σ (R) = arg maxR∈CΣ1

MU
Σ (R). On s’intéresse

plus particulièrement aux normes atomiques symétriques C′Σ1
pour simplifier les calculs qui suivent.

On peut aussi fixer une normalisation arbitraire des normes car multiplier R par un scalaire ne
change pas son adéquation avec Σ.

On se contentera aussi de calculer arg maxR∈C′Σ1
MNU

Σ (R) même si on n’a pas encore formellement
démontré que les normes atomique sont suffisante dans le cas non-uniforme.

On peut facilement caractériser C′Σ1
. Il s’agit de l’ensemble des normes `1 pondérées

C′Σ1
: = {‖ · ‖w : ‖z‖w = w1|z1|+ w2|z2|+ w3|z3|, wi > 0}
= {‖ · ‖A : A = {±w−1

i ei}i=1,3, wi > 0,max |wi| = 1}.
(3.9)

Pour maximiser AUΣ (respectivement ANUΣ ), on doit calculer la surface de l’intersection de 3 cônes
de descente avec la sphère unité S(1) (respectivement la surface du plus grand cône de descente
intersecté avec S(1)).

Comme on le voit sur la figure 3.1, avec les symétries on a besoin de calculer la surface de
l’intersection de 3 cônes de descentes d’une norme `1 pondérée avec la sphère unité (cette surface
est aussi l’angle solide de ces cônes). Ce calcul peut être mené exactement. On donne l’expression
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de ces surfaces dans le lemme 3.2.1. On introduit ces quantités pour simplifier les notations Pour

i 6= j, on définit µi = w−1
i ,βij(µ) = cos(αij) =

(
1 + (µj/µi)

2
)− 1

2 et βii =
∏
i 6=j βij .

Lemme 3.2.1. Soit i ∈ {1, 2, 3}, x ∈ Rei un vecteur 1-parcimonieux et µ1, µ2, µ3 >
0 des réels positifs. Alors,

vol
(
T‖·‖w(x) ∩ S(1)

)
= 4 tan−1

(
1

1 + ci(µ)

)
(3.10)

où
ci(µ) = 1 +

∑
j 6=i

βij(µ) +
∏
j 6=i

βij(µ). (3.11)

Avec ce lemme 3.2.1, on montre que la norme `1 est la meilleure régularisation pour nos deux
mesures d’adéquation.

Théorème 3.2.1 ([YT13]). Soit Σ = Σ1 l’ensemble des vecteurs 1-parcimonieux
dansR3 et C′Σ1

= {‖·‖w : ‖z‖w = w1|z1|+w2|z2|+w3|z3|,max |wi| = 1, wi > 0}.
Alors

arg max
R∈C′Σ1

AUΣ(R) = arg max
R∈C′Σ1

ANUΣ (R) = ‖ · ‖1

On conjecture un résultat similaire dans CΣ1 et donc dans C l’ensemble des fonctions convexes
(propres coercives continues). Dans le cas d’atomes asymétriques, on aurait besoin de calculer
6 × 4 angles solides. Pour étendre ces calcul au cas général de la k-parcimonie en dimension n,
il faudrait pouvoir soit calculer les volumes des cônes de descente exactement, soit manipuler les
expressions générales de ces volumes, ce qui s’est révélé être très difficile.

On a donc suivit une autre voie : utiliser des mesures d’adéquation approchées.

3.3 Mesures d’adéquation basées sur la RIP

Optimiser nos mesures d’adéquation idéales semble une tâche difficile. On propose de chercher
un résultat intermédiaire. On troque donc l’objectif :

Trouver une régularisation optimale pour les garanties de reconstruction exacte.

par

Trouver une régularisation optimale pour les garanties RIP de reconstruction exacte.
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Comme mentionné et montré extensivement dans le chapitre 2, la RIP est une condition suffisante
de succès de nombreuses régularisations convexes. C’est aussi une condition nécessaire pour
l’existence de décodeurs avec garantie de performance (potentiellement non-convexes).

On peut définir la constante d’isométrie restreinte d’une matrice ainsi :

Définition 3.3.1 (Constante RIP). Dans un espace de Hilbert H, soit Σ une union
de sous-espaces. Soit A une application linéaire, on définit la constante d’isométrie
restreinte (constante RIP) de A par

γ(A) := inf
x∈S(Σ)

∣∣∣∣‖Ax‖2H‖x‖2H
− 1

∣∣∣∣ . (3.12)

On rappelle que S(Σ) = Σ− Σ est l’ensemble sécant (voir définition 2.1.1).

On a obtenu avec le théorème 2.3.1 une constante γsuffΣ (R) qui donne une condition suffisante
de reconstruction de Σ pour une régularisation R donnée. On peut définir théoriquement une
constante RIP fine

γsharpΣ (R) := inf
A:kerA∩TR(Σ) 6={0}

γ(A). (3.13)

C’est la meilleure constante RIP des opérateurs d’observation qui ne permettent pas la reconstruc-
tion du modèle. On a donc le théorème immédiat suivant

Théorème 3.3.1 (Reconstruction exacte avec RIP fine). Soit Σ une union de sous-
espaces. Alors, pour tout A satisfaisant la RIP sur Σ − Σ avec constante γ <
γsharpΣ (R), on a : pour tout x0 ∈ Σ, avec x∗ le résultat de la minimisation (3.2),

x∗ = x0. (3.14)

Une fonction de régularisation optimale au sens des garanties RIP de reconstruction est une
fonction

R∗ ∈ arg max
R∈C

γsharpΣ (R). (3.15)

Ainsi R∗ est la fonction convexe de C qui demande la condition RIP la plus faible sur l’opérateur
d’observation A. On remarque aussi immédiatement que γsharpΣ (R) a la même propriété de
décroissance par rapport à l’inclusion des cônes de descente. Malheureusement le côté non
explicite de sa formulation rend aussi difficile sa maximisation. On se tourne donc vers son ap-
proximation par notre constante suffisante.

On considère aussi une mesure basée sur une condition nécessaire inspirée de [30].

γnecΣ (R) := inf
z∈TR(Σ)\{0}

γ(I −Πz). (3.16)

L’opérateur Πz est la projection orthogonale sur span(z). Il s’agit donc de la meilleure constante
d’opérateurs élémentaires d’observation (les opérateur les mieux "conditionnés" avec des noyaux
de dimension 1 qui peuvent cependant potentiellement ne pas permettre la reconstruction uniforme).
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On a la relation
γsuffΣ (R) ≤ γsharpΣ (R) ≤ γnecΣ (R). (3.17)

Une question ouverte est de savoir si l’inégalité de droite est en fait une égalité.

Dans la suite on donne des résultats d’optimalité pour les membres de gauche et de droite de cette
inégalité.

Dans ces deux cas, on préfère s’intéresser de manière équivalente à la notion de conditionnement
restreint qui ne dépend pas de la normalisation de A.

Définition 3.3.2 (Conditionnement restreint).

β(A) :=
supx∈(Σ−Σ)∩S(1) ‖Ax‖2H
infx∈(Σ−Σ)∩S(1) ‖Ax‖2H

. (3.18)

On peut montrer que la constante RIP γ(A) est croissante par rapport à β(A) car à une renormalisation
de A près ces notions sont équivalentes avec

βΣ(R) :=
1 + γΣ(R)

1− γΣ(R)
. (3.19)

Dans les sections suivantes, on donne des résultats d’optimalité pour la k-parcimonie en dimension
n. On montre que la norme `1 maximise ces notions d’optimalités.

3.3.1 Mesure d’adéquation basée sur des conditions RIP nécessaires

Comme on l’a vu, on peut se baser sur le conditionnement restreint ("restricted conditioning"
(RC)) pour mesurer l’adéquation entre R et Σ. On s’intéresse à la mesure

MRC,nec
Σ (R) := βΣ(R) = inf

z∈TR(Σ)\{0}
β(I −Πz). (3.20)

On suppose Σ = Σk et H = Rn. On a donc Σ− Σ = Σ2k avec k ≥ 1 et n ≥ 3 (on rappelle que
pour n < 3 la reconstruction uniforme n’est pas possible lorsque A n’est pas inversible).

Pour montrer l’optimalité de la norme `1, on utilise la caractérisation suivante de MRC,nec
Σ (R).

Lemme 3.3.1. Soit Σ = Σk etH = Rn. Alors

MRC,nec
Σ (R) =

1

1− infz∈TR(Σ)\{0} supx∈(Σ−Σ)∩S(1)
〈x,z〉2
‖z‖2H

. (3.21)

Le théorème 3.1.1 est valide pour MRC,nec
Σ (R). Il est donc suffisant de calculer

arg max
R∈CΣ

MRC,nec
Σ (R) = arg min

R∈CΣ
sup

z∈TR(Σ)\{0}

‖zT c2 ‖
2
2

‖zT2‖22
= arg min

R∈C
BΣ(R) (3.22)
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où T2 est une notation pour un support contenant les 2k plus grandes amplitudes dans z, c’est-à-
dire que pour tout i ∈ T2, j ∈ T c2 , on a |zi| ≥ |zj |.

Étudier la quantité BΣ(R) := sup
z∈TR(Σ)\{0}

‖zTc2 ‖
2
2

‖zT2
‖22

pour R ∈ C permet de conclure. On se place

dans le cas où il est possible de faire de la reconstruction parcimonieuse avec des opérateurs sous-
déterminés n ≥ 2k.

Théorème 3.3.2 ([YT13, YT22]). Soit Σ = Σk, H = Rn. On suppose n ≥ 2k.
Alors quelque soit λ > 0,

λ‖ · ‖1 ∈ arg max
R∈C

ARIP,necΣ (R) (3.23)

Pour prouver ce théorème, on montre que BΣ(R) ≥ BΣ(‖ · ‖1) en utilisant expression exacte de
BΣ(‖ · ‖1) que l’on peut déduire de [30].

On a montré l’unicité dans le cas des normes `1 à poids.

3.3.2 Mesure d’adéquation basée sur des conditions RIP suffisantes

On utilise la constante RIP suffisante γsuffΣ (R) donnée dans le chapitre 2. On peut la caractériser
par la proposition suivante.

Proposition 3.3.1. Soit Σ = Σk. on a

γsuffΣ (R) =
1√

sup
z∈TR(Σ)\{0}

‖zTc‖2Σ
‖zT ‖22

+ 1 (3.24)

où T est un support de k plus grandes amplitudes dans z et ‖ · ‖Σ est la norme
atomique induite par Σ (voir section 2.2.2).

On utilise

MRIP,suff
Σ (R) := γsuffΣ (R). (3.25)

Similairement à la Proposition 3.3.1, on a

arg max
R∈CΣ

MRIP,suff
Σ (R) = arg min

R∈CΣ
sup

z∈TR(Σ)\{0}

‖zT c‖2Σ
‖zT ‖22

= arg min
R∈CΣ

DΣ(R) (3.26)

où DΣ(R) := sup
z∈TR(Σ)\{0}

‖zTc‖2Σ
‖zT ‖22

. L’étude de DΣ(R) pour R ∈ C permet de conclure.
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Théorème 3.3.3 ([YT13, YT22]). Soit Σ = Σk, H = Rn. On suppose n ≥ 2k.
Alors quelque soit λ > 0

λ‖ · ‖1 ∈ arg max
R∈C

MRIP,suff
Σ (R). (3.27)

La démonstration suit le même principe que pour le cas nécessaire et l’unicité est obtenue pour les
normes `1 à poids.

3.3.3 Remarques

Ces deux résultats d’optimalité confirment ce que l’on sait déjà de manière empirique depuis de
nombreuses années. La norme `1 est la “meilleure” régularisation convexe qui permet de faire de
la reconstruction parcimonieuse. On a montré ce résultat pour la dimension 3. Pour le cas général,
on a montré que la norme `1 est la fonction de régularisation qui permet d’avoir les meilleures
garanties RIP de reconstruction (dans l’état de nos connaissances actuelles).

On remarque une similitude entre les quantités fondamentales DΣ(R) et BΣ(R) à optimiser pour
le cas suffisant et le cas nécessaire. On peut donc conjecturer que les expressions approchées de
la mesure d’adéquation basée sur la RIP ne sont pas très éloignée de la RIP idéale.

Une limite de ces résultats réside dans leur preuve. Elle n’est pas constructive. On a exhibé la
meilleure fonction (la norme ‖ · ‖1) puis montré qu’elle était optimale. Ce n’est pas une preuve
généralisable à n’importe quel modèle.

On peut montrer de la même manière que la norme nucléaire est optimale pour la reconstruction
de matrices de rang faibles pour ces deux mesures (preprint à venir [YT22]).

3.4 Perspectives

Ces travaux introduisent un formalisme pour l’étude des régularisations convexes optimales. De
nombreuses questions restent ouvertes. On peut bien sûr commencer par s’intéresser aux modèles
de rang faible et de parcimonie généralisée.

Cependant, la difficulté de cette problématique est qu’elle nécessite des résultats fins à toutes les
étapes pour que le résultat final ait du sens. On peut donc s’intéresser à la finesse des encadrements
des constantes RIP. On passe par une approche analytique pour démontrer l’optimalité de la norme
`1. Est-il possible d’en avoir une preuve plus géométrique (reposant par exemple sur les symétries
et les invariances du problème) ?

On n’a pas mené d’étude théorique des mesures d’adéquation. En toute généralité, on peut se poser
la question des hypothèses qui garantissent l’existence et l’unicité d’une fonction de régularisation
optimale.

Enfin, et c’est peut-être la piste la plus intéressante (mais pas indépendante des autres), est-il
possible de répliquer ces résultats avec des preuves constructive. En effet, confronté à un problème
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inverse avec modèle de faible dimension, on ne connaît pas a priori la régularisation convexe
optimale. Cette question se résume à trouver les atomes inclus dans le modèle qui correspondent
à la norme atomique optimale (ce que l’on a fait en dimension 3).
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Chapitre 4

Géométrie des méthodes non-convexes
de reconstruction de modèles de faible
dimension

On a montré dans le chapitre 2 que l’on pouvait donner des garanties de reconstruction étant
donné un modèle de faible dimension. Il vient naturellement la question de la fonction de régula-
risation qui a les meilleures garanties. Si on cherche une régularisation convexe optimale, on peut
construire des mesures d’adéquation que l’on s’efforce d’optimiser (chapitre 3).

Si il n’y a pas de contrainte, la fonction optimale est non-convexe et explicite. Le problème
est donc de pouvoir optimiser la fonction objectif correspondante en pratique. Dans ce chapitre,
on étudie la géométrie de la minimisation pour une classe générique de modèles. Elle permet de
considérer dans un même cadre des problèmes aussi différents que la reconstruction de matrices de
rang faible, la super-résolution d’impulsions sans grille et l’estimation de mélanges de gaussiennes.

Publications associées : [YT4, YT3, YT23, YT11].

4.1 Au delà des espaces de Hilbert : un cadre générique pour l’étude
des problème inverses

Pour pouvoir gérer les exemples mentionnés, on doit d’abord définir un espace plus général dans
lequel travailler (les espaces de Hilbert ne conviennent pas a priori pour gérer des distributions de
Dirac ou des mesures sur Rd). A partir de m mesures bruitées y ∈ Cm définies par une projection
sur des fonctions (αl)1≤l≤m (ex. des mesures de Fourier) :

yl = 〈x0, αl〉+ el (4.1)

où e = (el)1≤l≤m est un bruit additif d’énergie finie, on cherche à estimer x0. On peut utiliser ce
modèle général pour les problèmes d’imagerie en traitement du son et des images. Typiquement,
la forme linéaire x → 〈x, αl〉 modélise la réponse du l-ième capteur à un signal x. Soit D un
espace contenant les fonctions utilisées pour mesurer x0 (ex. un espace de Banach de fonctions
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lisses en dimension infinie où un ensemble de vecteurs en dimension finie). Les mesures décrites
par l’équation (4.1) ont du sens (sont bien définies) pour tout x0 vivant dans l’espace dual D∗
de D. Le produit 〈·, ·〉 est alors le produit (crochet) de dualité entre D∗ et D.

On considère ici queD∗ est un espace vectoriel topologique localement convexe avec une topologie
faible-* (on rappelle dans la Section 4.2 les outils utiles à notre étude). On peut donc résumer la
processus de mesure par

y = Ax0 + e, (4.2)

où A est un opérateur linéaire continu pour la topologie faible-* de D∗ dans Cm définit, pour
l = 1, . . . ,m, par

(Ax0)l := 〈x0, αl〉. (4.3)

On retombe donc sur l’équation de mesure que l’on retrouve dans les autres chapitres.

La procédure de reconstruction
x∗ ∈ argmin

x∈Σ
‖Ax− y‖22 (4.4)

permet d’estimer x0 à partir du moment où A vérifie une propriété d’isométrie restreinte sur
l’ensemble sécant Σ− Σ [13]. On appelle cette méthode le décodeur idéal.

Dans les applications d’imagerie, on cherche en général à garantir que x∗ est proche de x0 à une
précision donnée. On suppose que l’on peut mesurer l’erreur d’estimation, dans un espace de
Hilbert (H, ‖ · ‖H) tel que Σ ⊂ H (on pourrait se contenter d’un espace métrique, mais tous nos
exemples vérifient cette hypothèse).

On se place donc dans un contexte où le nombre m de mesures (déterministes où aléatoires)
garantit une estimation stable de x0, en vérifiant une propriété d’isométrie restreinte [13]. On
garantit donc

‖x∗ − x0‖2H ≤ C‖e‖22, (4.5)

où C est une constante indépendante de e et de x0 ∈ Σ.

Le décodeur (4.4) n’est pas convexe en général et difficile à optimiser a priori. On a exploré la
voie convexe dans les chapitres précédents. Les méthodes convexes sont très performantes pour les
modèles de parcimonie classique mais rencontrent des problèmes de mise à l’échelle dans d’autres
exemples tels que la super-résolution d’impulsions de diracs sans grille. On a aussi vu qu’il n’était
pas facile de trouver la régularisation optimale étant donné un modèle de faible dimension.

On prend ici une approche différente : effectuer directement la minimisation (4.4) avec une simple
initialisation suivie d’un algorithme de descente dans un espace de paramètres. Cette approche a
été proposée pour la reconstruction de matrices de rang faible [62, 8], la déconvolution aveugle [46,
17] et la reconstruction de phase [60].

On propose un cadre unifié qui suit la même idée. On considère un problème inverse où le modèle
de faible dimension peut être paramétré dans Rd et on propose une étude générale dans l’espace
des paramètres.

La première remarque qui vient à l’esprit lorsque l’on décrit ces méthodes est "Comment cela
peut-il marcher ? On est dans un contexte NP difficile !". L’explication se trouve dans le fait
que l’on étudie une sous-classe de problèmes en réalité beaucoup plus faciles que ce qu’il n’y
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paraît : l’opérateur A a un “conditionnement“ (adaptable avec le nombre de mesures) qui permet
de fournir une initialisation intéressante et de contrôler la géométrie de la fonction à minimiser.

Avec du recul... 4.1.1. L’origine de ces travaux a été l’étude de ces méthodes non-
convexes pour l’estimation d’impulsions sans grille. On ne présente ici que la théorie
générale, qui donne des résultats un peu moins fins pour la super-résolution sans-
grille, mais permet de traiter le cas des modèles de mélanges de gaussiennes.

4.1.1 Paramétrisation du modèle Σ

Soit Σ ⊂ D∗ une union de sous-espaces et x0 ∈ Σ. On considère les problèmes inverses où le
modèle de faible dimension peut être décrit par une paramétrisation (possiblement contrainte) de
Rd.

Définition 4.1.1 (Paramétrisation de Σ). Une paramétrisation de Σ est une fonction
φ : Rd → D∗ telle que Σ ⊂ φ(Rd) = {φ(θ) : θ ∈ Rd}.

On étudie le problème d’optimisation (4.4) dans l’espace des paramètres.

Définition 4.1.2 (Minimum local). Le paramètre θ ∈ Rd est un minimum local de
g : Rd → R si il existe ε > 0 tel que pour tout θ′ ∈ Rd tel que ‖θ − θ′‖2 ≤ ε, on a
g(θ) ≤ g(θ′).

On définit l’image réciproque de Σ dans l’espace des paramètres

Θ := φ−1(Σ); (4.6)

et la fonction paramétrée

g(θ) := ‖Aφ(θ)− y‖22. (4.7)

On va donc chercher à minimiser

θ∗ ∈ arg min
θ∈Θ
‖Aφ(θ)− y‖22. (4.8)

Comme on étudie les algorithmes de descente dans Rd, on suppose que Θ est un ouvert de Rd.
Cela garantit que le gradient de g est 0 à θ∗ même si Θ  Rd. On a aussi que φ(θ∗) est un
minimiseur de (4.4).

Le modèle que l’on vient de décrire permet de traiter les situations suivantes, que l’on détaillera
dans la section 4.3.

Matrices de rang faible positives semi-définies (PSD). On a D = D∗ = Rp×p, d = p × r,
φ(Z) = ZZT (Θ est identifié avec l’ensemble des matrices p× r, Σ = Σr, l’ensemble des
matrices de rang inférieur à r), voir la section 4.3.1.
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Estimation parcimonieuse sans grille. On a queD est l’espace C2
b (Rp) des fonctions bornées

différentiables deux fois sur Rp avec des dérivées bornées. D∗ contient l’espace des distri-
butions à support compact sur Rp d’ordre inférieur à 2. d = k(p+1), φ(a, t) =

∑k
i=1 aiδti ,

Σ = Σk,ε est l’ensemble des sommes de k impulsions ε-séparées, voir la section 4.3.2.

Modélisation par mélange de gaussiennes à partir de données compressées. On a que D est
l’espace C2

b (Rp). D∗ contient l’ensemble des mesures signées Rp, d = k(p(p+1)
2 + p + 1),

φ(w, t,Γ) =
∑k

i=1wiµti,Γi où µt,Γi est la mesure de probabilité gaussienne de moyenne t
et de covariance Γi. l’ensemble Σ = Σk,ε,ρ,P est l’ensemble des mélange de k gaussiennes
ε-séparées (avec la métrique appropriée) avec des covariances bornées par (ρ, P ). voir la
section 4.3.3 .

L’importante propriété que l’on demandera à φ est une différentiabilité faible (voir la section 4.2)
pour calculer une direction de descente. On fera aussi appel à un comportement Lipschitz local
autour du minimum global et des propriétés de bornitude des dérivées.

On remarque que φ n’est pas injective en général. La différentielle de φ peut donc avoir un noyau
non trivial. On a donc eu besoin d’adapter les preuves de convergence traditionnelles à ce contexte
générique (voir la Section 4.2.4).

4.1.2 Bassins d’attraction et algorithmes de descente

Pour effectuer la minimisation (4.8), on considère la descente de gradient à pas fixe τ

θn+1 = θn − τ∇g(θn) (4.9)

où θ0 ∈ Rd est l’initialisation. Le choix de cette méthode est essentiellement fait pour simplifier
l’analyse mais toute méthode de descente pourrait bénéficier des idées que l’on expose dans ce qui
suit.

Comme seulement l’estimation x∗ ∈ Σ nous intéresse, on propose la définition suivante de bassin
d’attraction car on travaille dans des conditions où la minimisation de g donne les garanties de
reconstruction (4.5).

Définition 4.1.3 (Bassin d’attraction). On dit qu’un ensemble Λ ⊂ Rd est un g-
bassin d’attraction de θ∗ ∈ Λ si il existe τ0 > 0 tel que si θ0 ∈ Λ alors la séquence
g(θn) avec θn définit par (4.9) converge vers g(θ∗) pour tout τ ≤ τ0.

D’après les résultats classiques d’optimisation (voir par exemple [29]), un ouvert Λ contenant θ∗

est un g-bassin d’attraction du minimiseur global θ∗ si

g est différentiable à gradient Lipschitz ;

g est convexe sur Λ ;

pour tout n, θn ∈ Λ.
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Pour gérer l’indétermination de la paramétrisation, on montre dans notre résultat principal que la
convexité n’est nécessaire que dans certaines directions entre le point courant et le minimiseur le
plus proche (de paramétrisation équivalente).

4.1.3 Travaux connexes

Dans ce chapitre, on unifie des résultats sur les algorithmes de descente pour l’optimisation
non-convexe en dimension finie et infinie pour les problèmes inverses avec modèles de faibles
dimension tels que la reconstruction de matrices de rang faible, la reconstruction de phase et la
déconvolution (dont les propriétés communes ont été soulignées par [27]) et la super-résolution
d’impulsion de diracs sans grille [YT4]. On choisit le point de vue de l’optimisation dans l’espace
des paramètre pour garder la méthode la plus simple possible. Une autre approche est de définir
l’algorithme de descente directement sur la variété Σ ⊂ D∗ [12] ou même sur une version avec
un “lifting”de D∗ [28]. La principale difficulté est de définir le gradient sur la variété car l’espace
tangent de Σ peut ne pas appartenir à l’espace ambiant "naturel". Par exemple, pour la reconstruc-
tion de diracs, l’espace tangent contient les distributions d’ordre 1 qui ne sont pas des mesures.

On définit un cadre minimal en partant du processus de mesure qui permet d’étudier la minimisation
non-convexe (4.4). Ces structures minimales pour les problèmes inverses régularisés dans les
espaces de Banach ont été mentionnées dans le cas de l’estimation d’impulsions sans grille [35]
et ont été étudiées précisément dans [57]. Comme on ne nécessite pas de métrique particulière
pour le processus d’estimation (seulement pour la garantie de performance) dans D∗, on peut
donner notre résultat avec la topologie faible-* de D∗ et la norme utilisée pour mesurer l’erreur
dans Σ.

4.1.4 Dans ce chapitre

On donne une vision unifiée des méthodes non-convexes pour la résolution de problèmes inverses
avec modèle de faible dimension que l’on rencontre fréquemment en science des données en
dimension finie et infinie. Pour des modèles de faible dimension qui peuvent être paramétrés
de manière lisse dans Rd:

On donne un cadre minimal où on peut décrire la descente de gradient dans l’espace des
paramètres.

On étudie les bassins d’attraction du minimum global et on montre comment leur taille
peut être reliée au nombre de mesure avec des hypothèses de régularité sur la fonction de
paramétrisation. Ces résultats sont résumés par le théorème 4.2.1 et son corollaire 4.2.1 (que
l’on utilise dans nos exemples).

On applique ce cadre général aux exemples des matrices de rang faible, de la super-résolution
de diracs et des modèles de mélange de gaussiennes

On aborde le sujet de l’initialisation par méthodes de projection et on discute de leur difficulté
d’implémentation en pratique.
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4.2 Bassins d’attraction explicites des minimiseurs globaux

Dans cette section, on précise le cadre théorique dans lequel on se place pour montrer nos résultats.
On donne ensuite des conditions qui permettent de donner un contrôle explicite des bassins d’attraction
des minimiseurs de (4.8).

4.2.1 Définitions

Dans tous nos exemples, D est un espace de Banach

Définition 4.2.1. Soit xn ∈ D∗. La séquence (xn)n converge vers x ∈ D∗ pour la
topologie faible-* si pour tout α ∈ D,

〈xn, α〉 → 〈x, α〉. (4.10)

On écrit alors xn
∗
⇀ x.

Par construction de D∗ et de sa topologie faible-* , l’opérateur A définit par (4.3) une application
linéaire continue pour la topologie faible-* sur D∗, ce qui implique que pour toute suite (xn)n
telle que xn

∗
⇀ x, Axn → Ax.

Dans nos exemples, les objets considérés ne sont pas tous différentiables au sens de Fréchet. On
utilise donc la notion de différentiabilité de Gateaux faible-* [37], qui est basée sur les dérivées
directionnelles.

Définition 4.2.2 (Différentielle, dérivée directionnelle). Dans D∗, une application
φ : Rd → D∗ est Gateaux différentiable pour la topologie faible-* à θ si il existe une
application linéaire Lθ(φ) : Rd → D∗ telle que pour tout v ∈ Rd,

φ(θ + hv)− φ(θ)

h

∗
⇀
h→0

Lθ(φ)v. (4.11)

On définit ∂vφ(θ) = Lθ(φ)v, et ∂φ(θ)
∂θi

la dérivée dans la direction du i-ème vecteur
de la base canonique de Rd.

Dans la suite on supposera que φ est deux fois Gateaux différentiable pour la topologie faible-* ,
c’est-à-dire φ est Gateaux différentiable et pour tout v, ∂vφ est Gateaux différentiable. On n’aura
pas besoins de continuité faible-* dans notre analyse.

On résume dans la figure 4.1 les objets et structures que l’on utilise dans cet article.

4.2.2 Gradient et Hessienne de la fonction objectif

On calcule le gradient et la hessienne de g dans les deux propositions suivantes.
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Figure 4.1: Un résumé des objets et structure de ce chapitre. L’union de sous-espaces Σ est un
modèle de faible dimension paramétrisé par Θ. Les mesures y = Ax0 peuvent être projetée dans
D à des fins d’initialisation (la projection idéale z est décrite dans la section 4.4).

Proposition 4.2.1. Soit A une application linéaire continue faible-* deD∗ dans Cm
et φ une fonction Gateaux différentiable faible-* . Alors pour tout θ ∈ Rd, g est
Gateaux différentiable en θ et

∂g(θ)

∂θi
= 2Re〈A∂φ(θ)

∂θi
, Aφ(θ)− y〉 (4.12)

Dans la suite on note∇g(θ) =
(
∂g(θ)
∂θi

)
1≤i≤d

le gradient de Gateaux.

Proposition 4.2.2. Soit A une application linéaire continue faible-* deD∗ dans Cm
et φ une fonction Gateaux différentiable faible-* . Alors pour tout θ ∈ Rd, g est deux
fois Gateaux différentiable en θ et

Hi,j :=
∂2g(θ)

∂θi∂θj
= Gi,j + Fi,j (4.13)

où

Gi,j := 2Re〈A∂φ(θ)

∂θi
, A

∂φ(θ)

∂θj
〉 (4.14)

et

Fi,j := 2Re〈A∂
2φ(θ)

∂θi∂θj
, Aφ(θ)− y〉. (4.15)

On remarque que la hessienne est composée de deux termes : un terme d’orthogonalité entre les
dérivée partielles de φ (G) et un terme de bruit (F ).

4.2.3 Ensembles sécants généralisés et la RIP

On donne un lemme utile pour faire le lien entre la propriété d’isométrie restreinte et la Hessienne.

On utilise la définition 2.1.1 d’ensemble sécant et la généralise dans la définition suivante.
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Définition 4.2.3 (Ensemble sécant généralisé). Supposons φ Gateaux différentiable
faible-* . Une sécante généralisée est soit une sécante, soit une dérivée directionnelle
∂vφ(θ) avec φ(θ) ∈ Σ. L’ensemble sécant généralisé S(Σ) est l’ensemble des
sécantes généralisées.

Dans le contexte des variétés, l’ensemble sécant généralisé est lié avec l’espace tangent de la
variété Σ : ce dernier contient les dérivée directionnelles de φ (un vecteur tangent est une limite
de sécantes).

On suppose l’existence d’un espace de Hilbert (H, ‖ · ‖H) tel que Σ ⊂ H. On a besoin de
l’hypothèse suivante.

Hypothèse 4.2.1. Pour tout x ∈ S(Σ) tel que x = ∂vφ(θ), on a que ‖φ(θ+|hn|v)−φ(θ)
|hn| ‖H

converge pour tout |hn| → 0 vers une limite qui ne dépend pas de la suite réelle hn.
Cette limite est notée ‖∂vφ(θ)‖H.

Avec cette hypothèse on peut étendre ‖ · ‖H à S(Σ).

Bien que triviale en dimension finie, cette hypothèse doit être considérée avec attention en dimension
infinie.

Avec du recul... 4.2.1. On aurait aimé pouvoir utiliser une notion de continuité
faible-* de ‖ · ‖H qui semblerait plus naturelle au lieu de cette notion restreinte.
Dans nos exemples en dimension infinie, la question reste ouverte de savoir si c’est
possible.

Grâce à l’hypothèse 4.2.1, on peut étendre la propriété d’isométrie restreinte (définition 2.2) à
S(Σ) qui contient les dérivées directionnelles de φ.

Lemme 4.2.1 (RIP sur l’ensemble sécant généralisé). Supposons que A a la RIP sur
Σ − Σ avec constante γ et φ est Gateaux différentiable faible-* . Supposons que A
est continue faible-* . Supposons que ‖ · ‖H vérifie l’hypothèse 4.2.1. Soit ν ∈ S(Σ)
alors

(1− γ) ‖ν‖2H ≤ ‖Aν‖
2
2 ≤ (1 + γ) ‖ν‖2H . (4.16)

4.2.4 Indétermination de la paramétrisation

La fonction φ n’est pas injective en général, ce qui donne une indétermination de la paramétrisation.
On a alors des complications théoriques quand les ensembles de paramètres équivalents{

θ̃ : φ(θ̃) = φ(θ)
}

(4.17)

ne sont pas un ensemble de points isolés. Alors qu’un bassin d’attraction existe, g peut même ne
pas être localement convexe [27] (ex. la reconstruction de matrices de rang faible).
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Pour gérer cette indétermination, on étudie la hessienne de g dans les directions u utiles à la preuve
de convergence de la descente de gradient. Pour cela, on introduit les notations suivantes. Soit θ∗

un minimiseur de g sur Θ. On définit

d(θ, θ∗) := min
θ̃∈Θ

φ(θ̃)=φ(θ∗)

‖θ̃ − θ‖2 , and p(θ, θ∗) := argmin
θ̃∈Θ

φ(θ̃)=φ(θ∗)

‖θ̃ − θ‖2 ⊂ Θ. (4.18)

On étudie les bassins d’attraction de la forme

Λβ := {θ ∈ Θ : d(θ, θ∗) < β}. (4.19)

On remarque que φ−1({φ(θ∗)}) est un sous-ensemble fermé de Θ lorsque φ est continue faible-* ,
ce qui permet de définir d(θ, θ∗) comme un minimum. En effet, d(θ, θ∗) est la distance entre
l’ensemble fermé φ−1({φ(θ∗)}) et p(θ, θ∗) est la fonction de projection de θ sur φ−1({φ(θ∗)}). La
fonction d(·, ·) n’est pas une vraie mesure de distance. En pratique, dans nos exemples l’ensemble
p(θ, θ∗) est composé d’un unique élément dans le bassin d’attraction.

4.2.5 Contrôle de la hessienne avec la propriété d’isométrie restreinte

On commence par donner un contrôle de la hessienne de g près du minimiseur θ∗ de (4.8).

Lemme 4.2.2. Supposons que A est continue faible-* et a la RIP de constante γ sur
S(Σ). Supposons φ est deux fois Gateaux différentiable faible-* . Supposons que
‖ · ‖H vérifie l’hypothèse 4.2.1. Soit θ∗ un minimiseur de g sur Θ. Soit Λ ⊂ Rd un
ensemble tel que pour tout θ ∈ Λ, on a φ(θ) − φ(θ∗) ∈ S(Σ). Soit θ ∈ Λ et H la
hessienne de g au point θ.

Pour tout u ∈ Rd, on a

uTHu ≥ 2(1− γ)‖∂uφ(θ)‖2H − 2‖A∂2
uφ(θ)‖2(

√
1 + γ‖φ(θ)− φ(θ∗)‖H + ‖e‖2)

(4.20)
uTHu ≤ 2‖A∂uφ(θ)‖22 +2‖A∂2

uφ(θ)‖2(
√

1 + γ‖φ(θ)−φ(θ∗)‖H+‖e‖2) (4.21)

Il est possible de contrôler la hessienne de g sur un ensemble Λ dans les directions u intéressantes
pour la garantie de convergence avec le lemme 4.2.2. On propose le théorème général suivant pour
déterminer qu’un ensemble Λβ (définit dans la section 4.2.4) est un g-bassin d’attraction.

Théorème 4.2.1 ([YT23]). Soit A une application linéaire continue faible-* de D∗
dans Cm. Supposons A a la RIP sur S(Σ) avec constante γ et φ est continue
faible-* et deux fois Gateaux différentiable faible-* . Supposons que ‖ · ‖H vérifie
l’hypothèse 4.2.1. Soit θ∗ un minimiseur de g sur Θ. Supposons qu’il existe β > 0
tel que

1. θ ∈ Λ2β implique φ(θ) ∈ Σ (stabilité locale du bassin dans le modèle);
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2. il existe une constante Cφ,θ∗ > 0 telle que

∀θ ∈ Λ2β, ‖φ(θ)− φ(θ∗)‖H ≤ Cφ,θ∗d(θ, θ∗); (4.22)

3. les dérivées premières de Aφ sont bornées uniformément sur φ−1(θ∗):

M1 := sup
θ∈φ−1(θ∗)

sup
u:‖u‖2=1

‖A∂uφ(θ)‖2 < +∞; (4.23)

4. les dérivées secondes de Aφ sont bornées uniformément sur Λ2β:

M2 := sup
θ∈Λ2β

sup
u,v:‖u‖2=1,‖v‖2=1

‖A∂v∂uφ(θ)‖2 < +∞; (4.24)

5. pour tout θ ∈ Λβ , il existe θ̃ ∈ p(θ, θ∗) tel que

∀z ∈ [θ, θ̃],
(1− γ)‖∂θ̃−θφ(z)‖2H√

1 + γ‖A∂2
θ̃−θφ(z)‖2

≥ Cφ,θ∗β +
1√

1 + γ
‖e‖2. (4.25)

Alors Λβ est un g-bassin d’attraction de θ∗.

Pour montrer ce théorème, on utilise le lemme 4.2.2 pour montrer la convexité dans les bonnes
directions. On utilise les contrôles sur les dérivées pour vérifier le caractère Lipschitz du gradient.
On peut alors montrer la stabilité des itérées en utilisant un argument de cocoercivité, puis montrer
la convergence des g(θn).

Ce théorème donne des propriétés de régularité et de contrôle des dérivées de φ dont on a besoin
pour s’assurer de la convergence. Le bassin d’attraction n’est pas complètement explicite dans
ce cas. On donne le corollaire suivant qui donne une expression plus explicite quand p(θ, θ∗) est
composé d’un unique élément quand θ est dans le bassin, ce qui est le cas dans tous nos exemples.

Corollaire 4.2.1. Sous les hypothèses du théorème 4.2.1, soit β1 > 0 tel que

1. pour tout θ ∈ Λ2β1 , il existe un unique θ̃ ∈ p(θ, θ∗);

2. pour tout θ ∈ Λ2β1 , φ(θ) ∈ Σ (stabilité locale du bassin dans le modèle);

3. il existe une constante Cφ,θ∗ > 0 telle que

∀θ ∈ Λ2β1 , ‖φ(θ)− φ(θ∗)‖H ≤ Cφ,θ∗d(θ, θ∗); (4.26)

4. les dérivées premières de Aφ sont bornées uniformément sur φ−1(θ∗):

M1 := sup
θ∈φ−1(θ∗)

sup
u;‖u‖2=1

‖A∂uφ(θ)‖2 < +∞; (4.27)
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5. les dérivées secondes de Aφ sont bornées uniformément sur Λ2β1:

M1 := sup
θ∈Λ2β1

sup
u,v;‖u‖2=1,‖v‖2=1

‖A∂v∂uφ(θ)‖2 < +∞; (4.28)

6. alors on a

β2 :=
(1− γ)

Cφ,θ∗
√

1 + γ
inf

θ∈Λβ1

inf
z∈[θ,θ̃]

(
‖∂θ̃−θφ(z)‖2H
‖A∂2

θ̃−θφ(z)‖2

)
− 1

Cφ,θ∗
√

1 + γ
‖e‖2 > 0.

(4.29)
et Λmin(β1,β2) est un g-bassin d’attraction de θ∗.

Cette technique d’étude des bassins d’attraction donne des résultats quand on peut garantir

inf
θ∈Λβ1

inf
z∈[θ,θ̃]

(
‖∂θ̃−θφ(z)‖2H
‖A∂2

θ̃−θφ(z)‖2

)
> 0 où θ̃ ∈ p(θ, θ∗) est unique. (4.30)

On le vérifie dans tous nos exemples. Dans l’exemple de la reconstruction de matrices de rang
faible, on contrôle les dérivées dans les directions utiles u = θ̃− θ. Pour les diracs et l’estimation
de mélanges de gaussiennes, la Hessienne peut être bornée uniformément dans toute les directions.

Les hypothèses de régularité sont sur Λ2β1 au lieu de Λβ1 . C’est un argument technique pour
garantir la stabilité des itérées dans Λβ1 dans un théorème général. On pourrait le réduire à une
hypothèse sur Λβ1+η avec η petit en réduisant le pas de descente. Dans nos exemples (diracs et
gaussiennes), on pourrait le réduire à Λβ1 en utilisant une preuve de convergence spécifique.

Avec du recul... 4.2.2. On n’aurait pas cette petite perte si on pouvait utiliser
des argument de dualité pour la preuve. Comme on n’a la convexité que dans
certaines directions et localement, cela n’est pas possible, a part si on pouvait
étendre une fonction convexe définie sur un sous-ensemble à une fonction convexe
sur tout l’ensemble.

En présence de bruit, une hypothèse de bruit faible (liées avec les plus petites “amplitudes” dans
φ(θ∗)) garantie la non négativité de la hessienne avec le lemme 4.2.2. On présente les résultats
sans bruit par soucis de clarté dans la section suivante

D’après l’expression de la taille du bassin d’attraction β2, on observe un comportement général :
lorsque la constante RIP décroît (le nombre de mesures augmente), la taille du bassin augmente
(possiblement non strictement). Dans les espaces de Hilbert, il a été montré de manière générale
qu’il existe des opérateurs ayant la RIP γ avec forte probabilité avec la relation m = O( d

γ2 ) [48]
(en négligeant les termes en logarithme). On a des relations similaires dans les exemples que l’on
traite. Cela permet d’expliciter le rôle de m dans l’expression du bassin au besoin.

Finalement, on donne le corollaire suivant qui donne des garanties d’estimation des itérées de la
descente de gradient.
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Corollaire 4.2.2. Sous les hypothèses du Théorème 4.2.1, soit θn les itérées d’une
descente de gradient à pas constant telle que g(θn)→ g(θ∗). Alors

‖φ(θn)− x0‖2H ≤
4

1− γ
‖e‖22 +O

(
1

n

)
. (4.31)

4.3 Applications

Dans cette section, on applique notre résultat général à trois exemples. On explique les liens avec
les résultats existants et comment il permet d’en donner de nouveaux. Bien que sous-optimal pour
l’étude des problème non-convexes en général, on est capable de donner de nouveaux résultats
pour des exemples où une telle étude n’existait pas. Par souci de clarté, on se place dans le cas
sans bruit ‖e‖2 = 0.

4.3.1 Reconstruction de matrices de rang faible

On peut donner des bassins d’attraction explicites des minimiseurs globaux dans l’exemple de la
reconstruction de matrices PSD de rang faible. Des résultats plus forts étudiant tous les points
critiques de la fonction g permettent d’obtenir des résultats de convergence globale d’algorithmes
stochastiques (voir [27] pour une revue exhaustive). Le cadre est le suivant :

On mesure les matrices avec des projections sur Rm, c’est-à-dire D = D∗ = Rp×p, le
produit de dualité est le produit scalaire associé à la norme de Frobenius qui définit aussi la
structure de Hilbert : ‖ · ‖2H = ‖ · ‖2F . Le produit scalaire associé est 〈X,Y 〉F = tr(XTY ).

L’ensemble des matrices PSD de rang au plus r est Σ = Σr = {ZZT : Z ∈ Rp×r}.

On peut simplement paramétriser Σ par φ(θ) = φ(Z) = ZZT où on a identifié le paramètre
d-dimensionnel θ ∈ Rd (d = pr) comme une matrice Z ∈ Rp×r .

La théorie de l’acquisition compressée (ex. [22]) permet de montrer qu’une application A
aléatoire de loi bien choisie a la RIP de constante γ avec forte probabilité si m ≥ O( pr

γ2 ) et
donc que φ(θ∗) = x0 (we set x0 = Z0Z

T
0 ).

Dans ce cas la minimisation (4.8) s’écrit

min
Z∈Rp×r

‖A(ZZT )− y‖22. (4.32)

On appelle souvent cette minimisation la méthode de Burer-Monteiro [15].

Pour appliquer notre résultat on a juste besoin de calculer les dérivées directionnelles dans une
direction U ∈ Rp×r. On a:

∂Uφ(Z) = UZT + ZUT

∂2
Uφ(Z) = 2UUT .

(4.33)
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On voit que la dérivée ∂Uφ(Z) est 0 pour des directions U non triviales. C’est l’élément qui donne
le plus de complications dans l’étude de ce cas. Pour donner un bassin d’attraction de θ∗ = Z0,
il est montré dans la littérature que les directions intéressante pour étudier la hessienne sont les
solutions d’un problème de Procrustes orthogonal. Il suffit de regarder les direction U ∈ Rp×r
qu’on peut écrireU = Z ′H0−Z0 avec unZ ′ arbitraire et avecH0 = arg minH∈O(r) ‖Z ′H−Z0‖2F
pour garantir le succès de la descente de gradient [27] (O(r) est le groupe orthogonal). Cette idée
peut être utilisée dans notre cadre général. Dans notre cas, on utilise les directions U = Z0H0−Z
où H0 = arg minH∈O(r) ‖Z0H − Z‖2F pour Z ∈ Λβ . On ne peut pas s’attendre à la convexité
locale de g [27] mais une propriété de convexité dans ces directions particulières permet d’utiliser
le corollaire 4.2.1.

Théorème 4.3.1 ([YT23]). Soit A une application linéaire sur Rp×p avec la RIP sur
Σ2r avec constante γ. Supposons e = 0 et soit Z0 un minimiseur global de (4.32)
de rang r. Soit βLR := 1

8
(1−γ)(σmin(Z0))2

(1+γ)σmax(Z0) . Alors ΛβLR := {Z : infH∈O(r) ‖ZH −
Z0‖F < βLR} est un g-bassin d’attraction de Z0.

On retrouve un résultat similaire à [56] : la taille des bassins dépend de la plus petite valeur
singulière de φ(θ∗). Cette taille a aussi une dépendance explicite au nombre de mesures au travers
de la constante RIP. Notre résultat ajoute une dépendance au conditionnement de Z0. En retour on
ne demande la RIP que sur Σ2r au lieu de Σ6r.

L’algorithme de descente pour la reconstruction de matrices de rang faible appelé “Procrustes
flow” dans la littérature utilise le gradient pour le cas où le gradient est obtenu à partir d ’une
matrice de mesure symétrique. Dans ce cas

∂Ug(Z) = 2Re〈A(UZT + ZUT ), Aφ(Z)− y〉 = 4Re〈AUZT , Aφ(Z)− y〉 (4.34)

Notre analyse utilise la vraie valeur du gradient pour tout opérateur A.

4.3.2 Estimation d’impulsions sans grille

L’estimation d’impulsions sans grille est centrale en traitement du signal [31, 20, 35, 32, 14]. Elle
permet aussi de résoudre des problèmes d’apprentissage tels que la classification compressée [YT2].
Nos travaux initiaux d’étude des bassins d’attraction ont été effectués dans ce cadre. On peut
largement déduire les résultats de [YT3] de [YT23] (résumés dans cette section).

Les signaux parcimonieux sans grille à support dans Rp sont mesurés par des projections
deux fois différentiables avec des dérivées bornées (mesures de Fourier pondérées) αl ∈
C2
b (Rp) = D. L’espace D∗ contient l’ensemble des distributions à support compact d’ordre
≤ 2 sur Rp.

Pour le modèle de faible dimension, on considère Σ = Σk,ε := {
∑k

i=1 aiδti : ‖ti − tj‖2 >
ε, ti ∈ B2(R)}, où B2(R) := {t ∈ Rp : ‖t‖2 < R}. C’est un sous-ensemble des mesures
signées finies sur Rp.
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La fonction de paramétrisation est définie pour les paramètres θ = (a1, . . . , ak, t1, . . . , tk) ∈
Rk(p+1) où a = (a1, . . . , ak) sont les amplitudes et t = (t1, . . . , tk) sont les k positions dans
Rp. On a alors φ(θ) =

∑k
i=1 aiδti . Toute paramétrisation est équivalente à une permutation

des positions près.

Dans ce cas la minimisation (4.8) doit être effectuée sur l’ensemble contraint

Θk,ε =
{

(a1, . . . , ak, t1, . . . , tk) ∈ Rk(p+1) : ‖ti − tj‖2 > ε, ti ∈ B2(R)
}
. (4.35)

En se plaçant dans les hypothèses du théorème 4.2.1, on garantit que les itérées de la
descente de gradient restent dans cet ensemble.

La structure de Hilbert sur D∗ est induite par une métrique à noyau définie sur l’espace
des mesures signées finies sur Rd et est étendue aux distributions d’ordre 2 d’intérêt. Ces
métriques prennent la forme suivante sur les diracs :∥∥∥∥∥∑

i

aiδti

∥∥∥∥∥
2

H

=

∥∥∥∥∥∑
i

aiδti

∥∥∥∥∥
2

K

:=

∫
K(t, s)

(∑
i

ai dδti(t)

)∑
j

aj dδtj (s)


=
∑
i

aiajK(ti − tj)
(4.36)

où K(t, s) ∝ e−
‖t−s‖22

2σ2 est un noyau gaussien de variance σ2 qui définit la précision à
laquelle on mesure des distances entre éléments de Σ. On peut montrer que l’hypothèse 4.2.1
est vérifiée.

On peut considérer des mesures A de Fourier déterministes uniformes (filtre passe bas) ou
des mesures compressées aléatoires. Il a été montré qu’elles ont une RIP de constante γ
par rapport à ‖ · ‖H si m = O(k

2d
γ2 (log(k))2 log(kd/ε)) (mesures de Fourier de fréquences

gaussiennes aléatoires ) ou m = O( 1
εd

) (mesures de Fourier régulières).

On écrit la minimisation (4.8) pour l’estimation d’impulsions sans grille

min
a1,..,ak∈R;t1,..,tk∈B2(R);∀i 6=j,‖ti−tj‖2>ε

∥∥∥∥∥A
(

k∑
i=1

aiδti

)
− y

∥∥∥∥∥
2

2

. (4.37)

Les dérivées de φ sont données par ∂uφ(a, t) =
∑

i viδti + ai∂wiδti où u = (v, w) (v est la
direction de la dérivée par rapport à l’amplitude et w est la direction de la dérivée par rapport à la
position) et ∂wiδti est la dérivée directionnelle d’un dirac au sens des distributions : pour α ∈ D,
〈∂wiδti , α〉 = −∂wiα(ti).

Dans notre cadre général, le cas des diracs est le plus complexe car les éléments de S(Σ) ne
sont pas dans l’espace des mesures signées finies que l’on considère naturellement. On doit donc
étendre ‖ · ‖H à S(Σ) qui sont des distributions d’ordre 1. Pour cela, on utilise le caractère lisse
du noyau gaussien et le fait que S(Σ) agit sur un domaine borné.

En utilisant un noyau gaussien, on obtient des propriétés qui permettent d’expliciter les bassins
d’attraction. Il vérifie les hypothèses suivantes.
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Hypothèse 4.3.1. Un noyau K vérifie cette hypothèse si

K ∈ C2(Rd × Rd).

K est symétrique, invariant par translation, c’est à dire qu’on peut écrire
K(t1, t2) = ρ(‖t1 − t2‖2) où ρ ∈ C2(R).

K(t, t) = ρ(0) = 1 = maxt∈Rd,s∈Rd |K(t, s)|, ρ′(0) = 0, et ρ′′(0) < 0.

il existe une constante cK telle que 0 < cK ≤ ε
2 et ρ(t) ≤ 1 − |ρ

′′(0)|
2 t2 pour

t ∈ [0, cK ] .

il existe une constante µK telle que, pour deux dipôles ε-séparés, on a 〈ν1, ν2〉h ≤
µK‖ν1‖K‖ν2‖K (cohérence mutuelle).

D’après [YT2], pour ε = 1, en prenant K0(t, s) = e−(t−s)2/(2σ2
k) avec σ2

k = 1
2.4log(2k−1)+24 , on a

l’hypothèse 4.3.1 vérifiée avec µK0 = 3
4(k−1) . Dans [20], le noyau de Féjer est utilisé pour étudier

un échantillonnage régulier déterministe des fréquences. Pour une fréquence maximale de 2/ε sur
le tore, avec ε = 0.01, on vérifie numériquement que µh ≈ 0.003.

On donne la version du théorème obtenue dans nos travaux initiaux sur la super-résolution qui est
un peu plus fins que d’appliquer le corollaire 4.2.1.

Théorème 4.3.2 ([YT4]). Supposons A a la RIP de constante γ sur S(Σk, ε
2
) pour

la norme ‖ · ‖K et K vérifie l’hypothèse 4.3.1.

Soit θ∗ = (a1, . . . , ak, t1, . . . , tk) ∈ Θk,ε le résultat de la minimisation (4.37) tel
que 0 < |a1| ≤ |a2|... ≤ |ak|. Alors Λβspikes := {θ : ‖θ − θ∗‖2 < βspikes} est un
g-bassin d’attraction de θ∗ avec

βspikes := min

(
cK ,
|a1|
2
, C1C2

)
(4.38)

oùC1 = (1−γ)(1−(k−1)µ)

(d+1)
√

1+γ
√

1+(k−1)µ
etC2 = min(1,|a1|2|ρ′′(0)|/4)

max(|ak|
√
mDA,R,

√
1+γ
√
|ρ′′(0)|)

√
1+2|ρ′′(0)|‖a∗‖22

et DA,R est une borne supérieure des dérivées secondes de Aφ(θ).

On obtient donc une expression explicite d’un bassin d’attraction en fonction des paramètres du
problème. Le point le plus remarquable est qu’on peut effectuer une descente de gradient sans
contrainte de séparation lorsque l’on est assez proche de la solution ce qui permet de justifier le
succès des méthodes gloutonnes continues telles que “continuous orthogonal matching pursuit”
[YT14] où une descente sur les paramètres est effectuée après l’ajout de chaque atome.

Si on pouvait garantir que nos itérées sont dans Σk,ε, on pourrait se limiter à une hypothèse RIP
sur S(Σk,ε) au lieu de S(Σk, ε

2
). Cela nous a poussé à proposer l’algorithme de gradient projeté

(voir section 5.2).
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On observe une dépendance de la taille du bassin d’attraction au rapport |ak||a1| de l’amplitude la plus
grande sur l’amplitude la plus petite dans θ∗ (un "conditionnement" dépendant du signal). On a
montré qu’asymptotiquement quand |ak||a1| est grand, cette dépendance est nécessaire.

4.3.3 Estimation de mélanges de gaussiennes à partir de mesures compressées

Les modèles de mélange de gaussiennes peuvent être utilisés pour modéliser des problèmes de
déconvolution aveugle ou même des problèmes de débruitage d’images par patches (voir section 5.1).
On peut de plus estimer des mélanges de gaussiennes à partir de mesures compressées pour
effectuer de l’apprentissage statistique compressé. Considérons une base de donnée x1, . . . , xn ∈
Rp que l’on représente par la mesure de probabilité empirique x = 1

n

∑n
i=1 δxi . Soit A un

opérateur de mesure de Fourier aléatoire. Pour m < np, on obtient une version compressée
y = Ax où y est appelé un “sketch” de la base de donnée. Il a été montré que les paramètres
d’un mélange de gaussiennes (GMM) peuvent être estimés par la minimisation (4.4) avec la
conception appropriée de A [YT14, YT2]. Des garanties de reconstruction on été données dans
le cadre d’une matrice de covariance PSD fixe Γ. Des résultats pratiques ont été obtenus pour
des covariances diagonales variables en utilisant une heuristique basée sur “orthogonal matching
pursuit” [YT14]. Dans cette méthode gloutonne, une descente de gradient sans contrainte est
utilisée dans les itérations pour affiner la solution. On donne une expression explicite d’un bassin
d’attraction dans le cas de la covariance fixe et on discute de la manière d’étendre ces résultats à
des covariances variables.

Les mélanges de gaussiennes sur Rd sont mesurés par des projection sur des fonctions
bornées (mesures de Fourier) αl ∈ Cb(Rp) = D. On a donc que D∗ contient l’ensemble des
mesures signées finies sur Rp.

Le modèle de faible dimension est un sous-ensemble des mesures signées finies surRp défini
par Σ = Σk,ε,Γ := {

∑k
i=1 aiµti : ‖ti− tj‖Γ > ε, ti ∈ B2(R)}, où dµti(t) = e−

1
2
‖t−ti‖2Γ dt,

‖u‖2Γ = utΓ−1u et Γ est la matrice de covariance fixe.

La fonction de paramétrisation est définie pour θ = (a1, . . . , ak, t1, . . . , tk) ∈ Rk(p+1)

par φ(θ) =
∑k

i=1 aiµti (a = (a1, . . . , an) est un vecteur d’amplitudes, t = (t1, . . . , tn)
définit les moyennes). Comme pour les diracs, les paramétrisations sont équivalentes à une
permutation des moyennes près.

La minimisation (4.8) est effectuée sur l’espace contraint Θk,ε ⊂ R(k+1)d.

La structure de Hilbert est induite par une norme a noyau ‖·‖H := ‖·‖K définie sur l’espace
des mesures signées finiesRd où le noyau est une fonction gaussienne de covariance propor-
tionnelle à Γ qui définit la précision à laquelle on mesure les distances entre éléments de Σ.
L’hypothèse 4.2.1 découle du fait que les dérivées directionnelles des mesures gaussiennes
sont des mesures signées finies (on les obtient en dérivant leur densité C∞).

Avec des mesures de Fourier aléatoires avec des fréquences gaussiennes, la RIP de constante
γ par rapport à ‖·‖K est vérifiée lorsque ε ≥ O(

√
d(1 + log(k))) etm = O(k

2d
γ2 polylog(k, d))

[YT2].
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Pour l’estimation de GMM, la minimisation (4.8) s’écrit

min
a1,..,ak∈R;t1,..,tk∈B2(R);∀i 6=j,‖ti−tj‖Γ>ε

∥∥∥∥∥A
(

k∑
i=1

aiµti

)
− y

∥∥∥∥∥
2

2

. (4.39)

Les dérivées de φ sont ∂uφ(a, t) =
∑

i viµti + ai∂wiµti où u = (v, w) (v est la direction de la
dérivée par rapport aux amplitudes et w est la direction de la dérivée par rapport aux moyennes).
Comme µti a une densité lisse ses dérivées directionnelles ∂wiµti au sens des distributions sont
aussi des mesures signées finies de densité

t→ −wTi Γ−1(t− ti)e−
1
2
‖t−ti‖2Γ . (4.40)

On est donc dans un cadre un peu plus simple que pour les diracs car la métrique à noyau est bien
définie.

On a besoin d’un ingrédient supplémentaire pour donner un bassin d’attraction de θ∗. On peut
montrer que l’hypothèse suivante est vérifiée pour un noyau bien choisi [YT2] (il faut prendre une
variance assez petite par rapport à la séparation).

Hypothèse 4.3.2. Le noyau K suit cette hypothèse si

‖µti‖K = 1.

Il existe une constante cK telle que pour toutes moyennes (ti)
k
i=1 qui vérifient :

pour i 6= j, ‖ti−tj‖Γ > ε, on a ‖
∑

i viµti+ai∂wiµti‖2K ≥ (1−cK)
∑

i ‖viµti+
ai∂wiµti‖2K .

Dans le cas sans bruit, on obtient le bassin d’attraction suivant.

Théorème 4.3.3 ([YT23]). Supposons queA est un opérateur de mesures de Fourier
avec la RIP γ sur S(Σk, ε

2
,Γ). Supposons K est un noyau gaussien de covariance

proportionnelle à Γ qui respecte l’hypothèse 4.3.2. Supposons e = 0. Soit θ∗ =
(a1, . . . , ak, t1, . . . , tk) ∈ Θk,ε un solution du problème (4.39) telle que 0 < |a1| ≤
|a2|... ≤ |ak|. Soit

βGMM = min

(
ε
√
λmin(Γ)

8
,
|a1|
2
,

(1− γ)(1− cK) min(1, dK |a1|2)

8Cφ,θ∗
√

1 + γ(
√

1 + γ
√

1 + ck
√
DK + 2|ak|D′A,K)

)
(4.41)

où λmin(Γ) est la plus petite valeur propre de Γ, cK , dK et DK sont des constantes
qui dépendent du noyau K, DA,K est une constante explicite qui dépend de K et A
et Cφ,θ∗ > 0. On suppose de plus que pour tout i, ‖ti‖2 ≤ R− 2βGMM .

Alors ΛβGMM
:= {θ : ‖θ − θ∗‖2 < βGMM} est un g-bassin d’attraction de θ∗.

Avec le théorème 4.3.3, on peut contrôler la positivité de la hessienne dans un voisinage explicite
de θ∗. L’hypothèse sur la norme des ti est technique pour s’assurer de la stabilité des itérées.
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Ce n’est pas une hypothèse très forte en pratique car βGMM est petit par rapport à R. On
pourrait s’en passer complètement avec une preuve dédiée de convergence. On remarque le même
comportement de la taille du bassin d’attraction par rapport aux paramètres du problème. Elle
augmente avec le nombre de mesures (constante RIP) et diminue avec le plus petit poids dans x.

Questions ouvertes pour l’extension aux cas des covariances variables avec une contrainte
de rang faible En pratique, on doit estimer les covariances. On peut des fois faire une appro-
ximation de rang faible (ex. pour le débruitage d’image). On peut par exemple définir le modèle
suivant. On utilise les paramètres θ = (a1, . . . , ak, t1, . . . , tk, Z1, . . . , Zk) où les Zi sont des
matrices d× r utilisées pour modéliser les covariances Γi = ZiZ

T
i + ρI . On a alors

Σk,ε,r,ρ,P :=
{ k∑
i=1

aiµti,Γi : ai ∈ R, ‖ti − tj‖2 > ε, ti ∈ B2(R), ρ < λj(Γi) < P,

rank(Γi − ρI) ≤ r
} (4.42)

où µti,Γi est la mesure gaussienne de moyenne ti et de covariance Γi. Il n’existe pas encore de
garanties de reconstruction dans ce cas plus général. Pour cela il faudrait montrer l’existence d’une
application linéaire avec une RIP sur S(Σk,ε,r,ρ,P ).

Pour la super-résolution d’impulsion, on peut utiliser une descente par blocs. On pourrait donc
suivre cette voie pour les covariances variables. Il faudrait alors regarder les blocs de la hessienne
pour chaque covariance (et sa paramétrisation Zi) [7].

La dérivée directionnelle de aiµti,ZiZTi +ρI dans la direction (v, w,W ) a pour densité

∑
i

(vi − aiwTΓ−1
i (t− ti) + ai

1

2
(t− ti)TΓ−1

i (ZiW
T
i +WiZ

T
i )Γ−1

i (t− ti))e
− 1

2
‖t−ti‖2

ZiZ
T
i

+ρI .

(4.43)

Trouver une borne inférieure de la norme à noyau est très technique. Pour cela, il faudrait gérer
l’indétermination du côté rang faible à la manière de la section 4.3.1. On donne le lemme suivant
qui est une première étape pour un bassin d’attraction explicite dans le cas de covariance variable
avec modélisation de rang faible. Si la précision du noyau est assez bonne on peut donner une
borne de cette norme dans le cas des covariances diagonales.

Lemme 4.3.1. SoitK un noyau gaussien avec covariance 1
λI . Supposons Γ ∈ Rp×p

est une matrice diagonale positive définie. Soit ∂Wµt,Γ la dérivée directionnelle de
µt,Γ par rapport à Γ dans la direction W telle que ‖W‖F = 1. Alors il existe L > 0
tel que si λ ≥ L, on a

‖∂Wµt,Γ‖2K ≥ Dλ,Γ (4.44)

où Dλ,Γ > 0 est une constante λ qui ne dépend que de Γ.
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Avec du recul... 4.3.1. La démonstration de ce lemme était la plus longue des
démonstrations des travaux de ce chapitre ! Obtenir un résultat complet pour les
covariances variables avec modélisation de rang faible est donc un défi certain !

4.4 D’une initialisation par projection idéale à une initialisation par
projection en pratique : le défi des méthodes non-convexes de
reconstruction de modèles de faible dimension ?

Une approche courante pour l’initialisation de ces méthodes est l’initialisation par des techniques
de projection. Une telle initialisation n’est plus vraiment d’intérêt pratique pour la reconstruction
de matrices de rang faible car la convergence globale d’algorithmes stochastiques de descente a
été prouvée dans ce cas là. Cependant, elle est encore nécessaire pour d’autres modèles tels que
les sommes de diracs, les mélanges de gaussiennes et la reconstruction de phase.

Trouver une technique d’initialisation pratique est essentiellement un problème de conception
d’heuristiques au cas par cas. On étudie la méthode de projection dans le cas sans bruit y = Ax0.

En dimension finie, les techniques de projection reposent sur le fait que la propriété d’isométrie
restreinte de A implique ‖(AHA − I)x0‖22 ≤ γ (où AH est l’adjoint de A). Dans notre cadre
général l’adjoint de A ne projette pas dansD∗, mais dansD. On formalise cette idée de projection
dans notre contexte.

Définition 4.4.1 (Projection idéale). Soit y = Ax0 ∈ Cm, on définit la projection
idéale z ∈ D par

z :=
m∑
l=1

ylαl. (4.45)

On a le lemme immédiat suivant (conséquence directe de la RIP)

Lemme 4.4.1. Supposons A a la RIP avec constante γ. Soit z ∈ D la projection
idéale pour les mesures y = Ax0. Alors

(1− γ)‖x0‖2H ≤ 〈x0, z〉 ≤ (1 + γ)‖x0‖2H. (4.46)

Ce lemme 4.4.1 montre que la projection idéale préserve (et localise) l’énergie de x0 (à une
constante RIP près). Quand le nombre de mesures croît, il peut être arbitrairement proche de
l’optimum global (au travers du produit de dualité). Le défi est d’extraire les paramètres initiaux
θinit de z.

Pour la reconstruction de phase [60], on utilise des techniques d’initialisation spectrale consistant
à prendre les principales composantes d’une matrice construite à partir d’une combinaison linéaire
des projections idéales des mesures individuelles.

Pour la super-résolution, on a proposé une heuristique basée sur un échantillonnage sur une grille
de la projection idéale suivie d’une réduction de dimension (voir section 5.2). Des éléments
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qualitatifs indiquent qu’un pas de grille suffisamment fin (de l’ordre de la séparation minimale
ε) permet d’initialiser dans le bassin d’attraction. Une alternative est d’ajouter des diracs avec
une méthode gloutonne sans-garantie de convergence dans le cas des diracs pour le moment (on
dispose de quelques résultats pour d’autres modèles [40]).

Pour l’estimation de mélanges de gaussiennes il est possible d’imaginer une heuristique basée sur
un grille pour l’initialisation, mais c’est une question ouverte de trouver une méthode qui évite la
malédiction de la dimension et qui améliore les méthodes gloutonnes [YT14].

4.5 Perspectives

On a donné un résultat général qui permet l’étude des bassins d’attractions des méthodes non-
convexes de reconstruction de modèles de faible dimension. On a appliqué ce résultat à différents
exemples de problème inverses.

Les questions suivantes restent ouvertes.

La RIP est un outil qualitatif utile, mais ne permet pas de donner des résultats quantitatifs.
Est-ce qu’on peut répliquer les idées évoquées dans ce chapitre au cadre non-uniforme qui
donne souvent des résultats plus quantitatifs?

Cela ouvre bien sûr des questions sur la finesse de ces résultats en général. Dans le cas des
diracs et des mélanges de gaussiennes, la taille des bassins d’attractions dépend du ratio des
amplitudes extrémale ce qui est une condition nécessaire. Dans le cas des matrices de rang
faible, les résultats de la littérature ne dépendent pas ce ratio. Quelle hypothèse permettrait
de se défaire de cette dépendance ?

Maintenant que l’on comprend bien la géométrie des bassins d’attraction, la difficulté se
déporte sur l’initialisation. On peut donner facilement des résultats pour la projection idéale.
Est-ce que l’on peut faire de même pour les méthodes spectrales ? Est-il possible d’initialiser
en général dans le bassin d’attraction en évitant la malédiction de la dimension ? Est-il
possible de donner une preuve complète de convergence d’une méthode non convexe pour
la super-résolution et l’estimation de mélanges de gaussiennes?
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Chapitre 5

Applications en science des données

Dans ce chapitre je décris les applications en science des données que j’étudie ou ai étudié. Ces
travaux sont soit des applications, soit une inspiration des problématiques théoriques des chapitres
précédents.

Les sections 5.1, 5.2 et 5.3 sont des travaux postérieurs à ma thèse. J’évoque aussi dans les sections
5.4 et 5.5 mes travaux de thèse et même antérieur en tant qu’ingénieur de recherche.

5.1 Apprentissage statistique compressé

On cherche ici à effectuer une tâche d’apprentissage (ex. classification, analyse en composante
principale (ACP)) à partir d’une version compressée des données dont on dispose. L’objectif final
étant d’effectuer l’apprentissage de manière efficace sur de très grandes bases de données. Nous
avons montré qu’il était possible d’effectuer cette compression pratiquement pour certaines tâches
(estimation des centres de la classification K-means) puis théoriquement (classification, ACP) en
utilisant des moments empiriques aléatoires des données ("sketches") pour la compression. C’est
la première fois que de telles garanties théoriques sont données pour le cas de la classification
(ma participation dans la démonstration de ces résultats a été à borner les nombres de couverture
de l’ensemble sécant qui sont nécessaires dans l’obtention de la RIP dans le cas des sommes de
diracs.)

Par exemple, on peut effectuer une classification K-means en résolvant un problème de recons-
truction de sommes de K diracs à partir d’observations linéaires (les sketches) de la distribution
empirique des données. Ces sommes de K diracs forment un modèle de faible dimension Σ. La
procédure d’apprentissage compressé est la suivante pour effectuer une classification K-means sur
des données (xr)r:

1. Compresser ces données en utilisant des moments de Fourier aléatoires :

y =

(∑
r

e−j〈ωl,xr〉

)
l=1,m

(5.1)
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où ωl sont des vecteurs de fréquences dont la distribution est bien choisie.

2. Estimer une somme π =
∑

l=1,K alδl de diracs à partir de y en utilisant la minimisation (4.8)
(approchée par une heuristique) où A est construit en utilisant les fonctions de Fourier
αl(t) = e−j〈ωl,t〉.

3. Les centres des classes sont les emplacements des diracs estimés.

Cela revient donc à résoudre un problème de super-résolution de sommes d’impulsions de Dirac
à partir d’observations de Fourier aléatoires. Nous avons montré qu’il est possible de donner des
garanties de performance pour la méthode de décodage idéale donnée par la minimisation (4.8).
Dans le cadre de la classification, la taille m des données compressées y dépend du nombre de
classes dans les données (nombre de paramètres à estimer) mais pas de la taille de la base de
données originale. Un point très important de la théorie développée est que les observations de
Fourier aléatoires ont une propriété d’isométrie restreinte (RIP).

Dans le cadre du débruitage bayésien d’images avec modèles de mélange de gaussiennes (GMM),
les travaux de Hui Shi (dont je suis le directeur de thèse) montrent que l’on peut appliquer
pratiquement la méthode de sketching à de grandes bases de données de patches ("imagettes") tout
en gardant la possibilité d’estimer des GMM permettant de débruiter des images. Dans ce cas, on
implémente pratiquement un modèle de gaussiennes avec covariances de rang faible et on adapte
en conséquence l’heuristique continuous OMP. On observe aussi que le sketching fonctionne dans
le cas où l’hypothèse de séparation des moyennes n’est pas respectée (on débruite des patches à
moyenne nulle) .

On montre sur la figure 5.1 la comparaison d’un débruitage utilisant un modèle de GMM issu de
la méthode classique EM (Expectation - Maximization) et un débruitage issu d’un modèle estimé
à partir d’un sketch compressant la base de données de patches d’un facteur 250.

Publications associées : [YT14, YT2, YT1, YT10].
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24.6/.439 32.8/.848 32.8/.851

24.6/.534 30.9/.831 30.8/.828

24.6/.555 30.5/.822 30.3/.819

24.6/.490 30.9/.865 30.4/.865

24.6/.578 29.9/0.864 29.2/.856

24.6/.564 29.7/.895 29.5/896

24.6/.568 29.7/.788 30.0/787

(a) (b) (c) (d)

Figure 5.1: Débruitage d’images avec des sketchs: (a) original, (b) image bruitée, (c) résultat avec
EM, (d) résultat avec le sketching avec PSNR/SSIM. On obtient des performances similaires à EM
en estimant le modèle GMM à partir de la base de données compressée.
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5.2 Estimation rapide d’impulsions sans grille

On a montré pratiquement que des observations de fréquences de Fourier aléatoires permettent
de mieux reconstruire des sommes de diracs que des observations régulières de basses fréquences
(que l’on trouve dans la littérature de la super-résolution d’impulsions de diracs).

Dans le chapitre 4, on a montré que la taille des bassins d’attraction pour cette application dépend
fortement de la séparation minimale entre les impulsions. Cette remarque mène naturellement à
étudier un algorithme de gradient projeté pour ce problème :

θn+1 = PΘk,ε(θn − τn∇g(θn)) (5.2)

où PΘk,ε est une projection sur la contrainte de séparation.

On a proposé une heuristique pour effectuer cette projection ainsi qu’une méthode d’initialisation
utilisant une projection des mesures sur une grille permettant d’améliorer les temps de calculs
d’heuristiques basées sur OMP dans des applications d’imagerie 2d. Les résultats de la figure 5.2,
ont été obtenus 6 fois plus rapidement qu’avec COMP (continuous OMP).

Publications associées : [YT4, YT3, YT11].
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Figure 5.2: Résultat pour 100 impulsions 2d. Gauche : Projection des mesures sur une grilles.
Droite : Initialisation et résultat du gradient projeté.

5.3 Reconstruction de phase

Dans une collaboration avec Antoine Deleforge, on étudie un problème de reconstruction de phase
avec modèle d’amplitude. Ce problème à un rôle important dans les questions de séparation de
sources audios. Il se formule comme un problème non convexe et a des liens étroits avec les
problèmes classiques de reconstruction de phase. Nous avons comparé plusieurs méthodes de
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résolution de ce problème et montré pratiquement qu’un “lifting” du problème en programme
semi-défini positif est la méthode la plus efficace comparée aux méthodes existantes.

Publication associée : [YT15].

5.4 Régularisation pour la super-résolution multi-images

La super-résolution (SR) multi-images consiste à produire une image de haute résolution (HR)
d’une scène à partir de plusieurs acquisitions de basse résolution. L’objet principal de mes travaux
de thèse [YT41] a été de déterminer avec quelle force il est nécessaire de régulariser pour résoudre
le problème inverse de la super-résolution multi-images dans des contextes de bruits d’énergie
finie et de données aberrantes (outliers). En effet, la nécessité même de régulariser n’était pas
remise en question dans la littérature. Or, dans le cadre de la super-résolution multi-images, il est
souvent possible d’augmenter la quantité de données acquises et donc la quantité d’information
disponible pour retrouver l’image HR, rendant la nécessité de la régularisation peu évidente dans
certains cas.

On a montré que lorsque le nombre d’images acquises augmente, le problème inverse de SR par
minimisation `2 devient parfaitement conditionné avec grande probabilité. Lorsque le problème
est contaminé par un bruit d’énergie finie, la vitesse de convergence de l’estimateur peut alors
être calculée grâce à l’étude asymptotique du conditionnement du problème. Ces résultats on
permis de déterminer des paramètres pratiques d’acquisition d’images en vue d’effectuer
une super-résolution à grande gamme dynamique (HDR-SR) sans régularisation.

(a) Image BR (b) Résultat HDR-SR

Figure 5.3: Résultat de HDR-SR sans régularisation. (a) Image BR, (b) Résultat de HDR-SR.

On a de plus déterminé (en utilisant la théorie de la reconstruction parcimonieuse [24]) dans quels
cas l’interpolation SR par minimisation de la norme `1 permet une reconstruction parfaite lorsque
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celle-ci est contaminée par du bruit de type outliers (e est un bruit parcimonieux, de faible “norme”
`0 et d’énergie arbitraire). On a montré que si le ratio d’images contaminées sur le nombre
d’images total est inférieur à une constante, alors cette interpolation donne une reconstruction
parfaite.

Avec du recul... 5.4.1. C’est à ce moment là que j’ai rencontré la théorie de la
reconstruction parcimonieuse qui est resté le fil conducteur de mes recherche !

On s’est ensuite posé la question suivante: est-ce qu’ajouter une hypothèse de parcimonie sur
x0 augmente le nombre d’images pour lequel l’interpolation SR `1 donne une reconstruction
parfaite? Le résultat le plus important à ce sujet est le suivant : la régularisation par variation totale
n’augmente pas la robustesse de la SR en général. En effet, si les données aberrantes recouvrent
des sauts de l’image (zones où le gradient est non nul), la variation totale ne peut augmenter le
nombre de pixels contaminé auquel la SR est robuste. En revanche, si les données aberrantes ne
recouvrent pas les sauts du signal, on a déterminé des conditions pour lesquelles l’interpolation
SR avec régularisation par variation totale est plus robuste à ces outliers, ainsi que le paramètre de
régularisation λ permettant cette robustesse.

Publications associées : [YT18, YT17, YT7, YT24, YT6]

5.5 Géophysique

Avant d’effectuer ma thèse, j’ai travaillé comme chercheur en traitement du signal géophysique
pour l’entreprise CGGVeritas. Mes travaux lors de cette période ont donné lieu à plusieurs méthodes
de débruitage et de détection de la structure des données géophysiques.

Publications associées : [YT8, YT19, YT20]

5.6 Perspectives

Les perspectives applicatives immédiates de mes travaux sont surtout dans la continuité des résultats
en traitement des images à l’aide de l’apprentissage compressé et dans le domaine de la super-
résolution d’impulsions. Dans ces deux cas, on a donné des preuves de concepts à consolider. Il
faut démontrer la robustesse de ces méthodes, étendre à des dimensions supérieures les résultats,
ce qui suppose l’optimisation des algorithmes en jeu.

D’autres opportunités applicatives sont possibles en imagerie médicale, où l’étude de régularisa-
tion pour nouveaux modèles pourrait être d’un grand intérêt. Spécifiquement, lorsque différents
modes d’acquisition sont utilisés, ce qui peut être imagé diffère selon les modes. On se retrouve
donc avec une problématique d’intersection de modèles différents.

L’apprentissage par réseaux de neurones profond est devenu incontournable. Ces méthodes peuvent
être utilisées pour apprendre des fonctions de régularisation adaptées à une base de données. Les
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justifications des méthodes utilisées ne sont pas toujours concordante avec la théorie de la re-
construction des modèles de faibles dimension. Il serait donc intéressant de faire le lien entre les
travaux présentés dans ce manuscrit et ces méthodes récentes de régularisation.
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