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RESUME

Une premiere contribution de cette thése concerne une combinaison d’une loi de
commande en temps fini (pour 1'efficacité) avec la passivité (pour garantir la robustesse,
par exemple, face a une mauvaise identification des parametres du modele), dans le
cas d’'un systeme EDO du deuxieme ordre. Cette loi de commande est utilisée pour le
contrdle d'un haut-parleur dans une application d’absorbeur électroacoustique. Ensuite,
une méthode numérique passive résolvant un probleme de raideur intrinseque chez
des systemes EDO stabilisés en temps fini est proposée. Finalement, une deuxieme
application au contrdle d’une corde non linéaire par suivi de trajectoire en temps fini
est proposée.

Une deuxieme contribution concerne le contrdle en temps fini de systemes hybrides
sous la forme d'une EDP hyperbolique couplée a une EDO. Deux cas de systémes
vibratoires concrets sont développés : un tom (instrument de percussion augmenté
par rétroaction sur un haut-parleur), et un chariot avec cable pesant (modele pour le
mouvement 2D dans une grue de construction ou un pont roulant). Un observateur-
régulateur pour cas du tom est construit par une approche modale et est implémenté
sur un prototype pour une évaluation expérimentale. Une stabilisation en temps fini
du modéle 2D de la grue a été obtenue en mettant a profit un théoréme existant sur le
controle en temps fini a la frontiére d’une EDP hyperbolique.

ABSTRACT

Finite-time control of hybrid vibratory systems coupling PDEs to ODEs: the cases of the
tom-tom drum and the overhead crane

The first contribution of this PhD thesis consists of the combination of a finite-time
control law (for efficiency) with passivity (in order to guarantee robustness against,
for example, a bad identification of the model parameters), for the case of a second
order ODE. This control law is used to control a loudspeaker in order to achieve an
electroacoustic absorber. Next, a passive numerical method is proposed that is able
to cope with the intrinsic stiffness present in ODEs controlled in finite-time. Finally,
a second application concerning the control of a nonlinear string using finite-time
tracking control is proposed.

The second contribution is concerned with the finite-time control of hybrid systems
coupling a hyperbolic PDE to an ODE. Two specific cases of vibratory systems are
developed: a tom-tom drum (percussion instrument that has been augmented by a
feedback on a loudspeaker) and a moving platform to which a heavy cable is attached
(a model for the 2D movement present in a construction or overhead crane). An
observer-regulator is designed for the tom-tom drum using a modal approach, that is
implemented on a prototype for an experimental assessment. A finite-time stabilization
of the 2D crane model is achieved based on an existing theorem for the finite-time
boundary control of a hyperbolic PDE.
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— Chewbacca dans Le réveil de la force (La guerre des étoiles) de George Lucas (2015)

Ech héiren eppes

— D’'Maus Ketti dans D’Maus Ketti d’Auguste Liesch (1936)

Noe valle d’ch toch d'n sjeun oet, este dat huurs

— dans Nuits du recueil Zal iech uuch ins get vertélle... de Pol Brounts (1986)

Ma qué? ... Ma qué sé passe-t-il maintenant ? ... Cette brouit bizarre! ... Diavolo! ...
Jé mé demande ... Ouné pistoné ? ... Ouné soupapé? ...

— Arturo Cartoffoli dans L’affaire Tournesol (Tintin) d’'Hergé (1956)

Wie erkliren wir das ?

— Priorin Jadwiga dans Der Teufel vom Chiemsee d’Ina May (2017)

Meten is weten
(Mesurer, ¢’est savoir)



Ein Buchfink und ein Biicherwurm
bestiegen einen Aussichtsturm
und hofften, nich zu scheitern,
durch freien Blick ins weite Land
den angelesenen Wissensstand
erheblich zu erweitern.

Nach dem gelungenen Versuch
verfassten sie ein schlaues Buch,
das von dem Thema handelt,

wie sich aus ganz verschied ner Sicht,
nach Standort, Perspektive, Licht,

der Horizont verwandelt.

Da staunten alle Leseratten,
die davon keine Ahnung hatten.

— Giunter Nehm
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SITUATION DU SUJET

Cette these s’inscrit dans des recherches menées dans un projet ANR sur le controle
en temps fini et a eu lieu dans le Laboratoire des Sciences et Technologies de la Musique
et du Son (Section 1.1).

Le contenu de cette these s’articule en deux parties (Section 1.2). Elle apporte d’abord
une contribution concernant une combinaison d’une loi de commande en temps fini
(pour l'efficacité) avec la passivité (pour garantir la robustesse face a, par exemple, une
mauvaise estimation des parametres du modele), dans le cas d'un systéeme EDO du
deuxiéme ordre. Cette loi de commande est utilisée pour le controle d'un haut-parleur
dans une application d’absorbeur électroacoustique. Ensuite, une méthode numérique
passive résolvant un probléeme de raideur intrinseque chez des systemes EDO stabilisés
en temps fini est proposée et une deuxiéme application au controle actif d'une corde
non linéaire par suivi de trajectoire en temps fini est proposée.

Dans un deuxieme temps, cette these s’intéresse au développement de lois de
commande en temps fini pour le cas de deux systéemes hybrides (EDP-EDO) vibratoires
concrets, le tom et le cable pesant, o1 le contrdleur du tom sera également implémenté
sur un prototype pour une évaluation expérimentale.

TABLE DES MATIERES

1.1 Contexte . . . . . . . .. 3
1.1.1  Projet ANR sur le contrdle en temps fini . . .. ... ....... 3
1.1.2 Laboratoire des Sciences et Technologies de la Musique et du Son 4
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1.2.1  Vers un contrdle passif en temps fini d'un systeme EDO dans le
formalisme des Systemes Hamiltoniens a Ports . . . . ... ... 4
1.2.2 Contrdle en temps fini d'un systéeme hybride EDP-EDO . . . . . 4

1.1 CONTEXTE
1.1.1 Projet ANR sur le contrdle en temps fini

Cette these a été financée par le projet ANR Finite450S (« Finite time control and
estimation for systems of systems » '). Le programme de ce projet ANR s’inspire du
fait que notre société contient de plus en plus de systémes interconnectés (systems of
systems) qui communiquent entre eux et qui ont besoin d’étre contrdlés en garantissant
de la robustesse et la prise en compte de contraintes de temps, pour des raisons de
sécurité ou de productivité. Des exemples comme des systémes embarqués dans des
outils de ménage, d’industrie ou de transport et des robots de service ou médicaux
sont mentionnés.

Les systemes interconnectés peuvent étre de natures différentes et contenir des
modeles dynamiques et logiques. Dans le projet ANR, on se focalise sur quatre types
de modeles dynamiques spécifiques :

— des équations aux dérivées ordinaires (EDO, dynamiques a variables localisées)

— des équations aux dérivées partielles (EDP, dynamiques a variables spatialement
distribuées)

1. Projet sur la commande et estimation en temps fini pour les systemes de systemes, porté par Wilfrid
Perruquetti de 1’'Ecole Centrale de Lille, https://anr.fr/Projet-ANR-15-CE23-0007.
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— des inclusions différentielles (permettant des dynamiques non uniques, corres-
pondant a des sauts dans la dynamique)

— des systemes a retard (prenant en compte des latences de communication).

1.1.2 Laboratoire des Sciences et Technologies de la Musique et du Son

Le Laboratoire des Sciences et Technologies de la Musique (UMR STMS ?) est hébergé
a I'Ircam (Institut de recherche et de coordination acoustique/musique3) a Paris.
Cette these a été effectuée au sein de I'équipe S3AM (Systémes et signaux sonores :
Audio/acoustique, instruments 4), qui s'intéresse a ’étude de systémes multiphysiques
comme les instruments de musique, et développe des modéles physiques, des méthodes
de simulation numérique et des algorithmes de controle.

1.2 CONTRIBUTIONS DE CETTE THESE

Apreés une introduction du sujet de cette thése et de son contexte dans la Partie I et
des rappels concernant les outils utilisés dans la Partie I, les contributions de cette
these sont les suivantes.

1.2.1  Vers un controle passif en temps fini d’un systéme EDO dans le formalisme des Systémes
Hamiltoniens a Ports

Dans un premier temps, cette these s’'intéresse a une réinterprétation de lois de
commande en temps fini existantes pour des EDOs dans le formalisme des Systemes
Hamiltoniens a Ports (SHP), dans le but d’ajouter la propriété de passivité. Si la
commande en temps fini permet d’atteindre une cible de maniere efficace, la passivité
garantira en plus une robustesse dans le cas, par exemple, d'une mauvaise identification
des parametres du modele. La passivité d'une loi de commande en temps fini pour
un systeme EDO du deuxiéme ordre est obtenue, qui est appliquée au controle d'un
haut-parleur électrodynamique fonctionnant comme absorbeur.

Ensuite, une méthode numérique passive est proposée, qui réalise une linéarisation
locale autour du point cible, ot le systeme EDO controlé en temps fini est infiniment
raide (lois non linéaires qui sont non Lipschitz continues a 1’origine). Cette méthode
numérique offrira en effet une solution au probleme de chattering (oscillations numé-
riques) rencontré lors d"une implémentation expérimentale de la loi passive en temps
fini pour I'EDO du deuxiéme dans le cadre du controle de tom mentionné ci-dessous.

Finalement, une application au contréle d'une corde non linéaire par suivi de
trajectoire par une loi de commande en temps fini (non passif) est étudiée.

Une perspective de ce travail serait de généraliser ce résultat au cas du controle
passif en temps fini d'une EDO d’ordre n quelconque, permettant de controler des
systémes appartenant a la classe des systemes physiques plats.

Cette contribution est détaillée dans la Partie I11.

1.2.2  Controle en temps fini d'un systéme hybride EDP-EDO

Dans un deuxiéme temps, on s’intéresse au contrdle en temps fini de systémes
hybrides constitués d"une partie EDP couplée a une partie EDO. Deux applications
a des systemes vibratoires concrets sont traitées (Fig. 1.1) : un tom (instrument de
percussion augmenté par rétroaction sur un haut-parleur), et un chariot avec céable
pesant (modele pour le mouvement 2D dans une grue de construction ou un pont

2. https://www.stms-lab.fr
3. https://www.ircam.fr
4. https://www.stms-1lab.fr/team/systemes-et-signaux-sonores-audioacoustique-instruments
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roulant). Ces deux systémes vibratoires sont traités avec des approches spécifiques
distinctes, décrites ci-dessous.

EDO : haut-parleur

|

approche modale > approche EDP
& implémentation expérimentale

(a) Le tom (b) Le cable pesant

FIGURE 1.1 — Deux systemes hybrides EDP-EDO considérés

1.2.2.1 Letom

MODELISATION Dans cette application acoustique, le systeme est un instrument de
percussion qui consiste d’'une membrane (EDP) couplée a un haut-parleur (EDO) a
travers d'une cavité. D’abord, une projection modale avec troncature est appliquée a
cette dynamique hybride afin d’obtenir une dynamique & N modes (EDO pure), qui
est considérée par la suite.

CONTROLE  On veut construire une loi de commande en temps fini pour le courant
du haut-parleur qui a pour but de modifier le comportement vibratoire de la membrane
supérieure du tom.

Dans un premier temps, la loi de commande est nourrie par une mesure de la
pression dans la cavité et d’une mesure du mouvement de la membrane supérieure. A
partir de ces quantités, la loi de commande réalise un suivi de trajectoire qui est censé
rapprocher le comportement vibratoire de (quelques modes de) la membrane vers un
comportement cible. Ainsi, des fréquences et/ou amortissements de certains modes
pourront étre modifiés et, avec eux, le son produit par l'instrument lorsqu’il est frappé
par un musicien.

Dans un deuxiéme temps, un observateur temps-fini est ajouté dans la boucle de
contrdle, ce qui permet de supprimer le capteur de déplacement de la membrane, une
mesure qui serait difficilement réalisable en pratique.

Certains aspects pratiques de la loi de commande proposée sont mentionnés : le
phénomene de spillover introduit par la troncature modale du modele de membrane,
et des effets numériques (chattering) attendus dus a la raideur de la loi en temps fini.
Le probléme de chattering sera traité par la suite par la méthode numérique avec une
linéarisation locale déraidissante mentionnée dans la premiere partie.

IDENTIFICATION En vue d’une implémentation expérimentale de la loi de com-
mande, une identification des parametres physiques du systeme considéré est effectuée.
Il s’agit de la mise en pratique de méthodes standard pour l'estimation de parametres
supposés constants dans le temps et dans 1’espace.

EVALUATION EXPERIMENTALE DU CONTROLEUR Un dispositif expérimental est
développé, incorporant un microcontrdleur adapté au contrdle actif d’instruments de
musique (le Coala, qui sera introduit plus bas), et un systeme de frappe reproductible.
D’abord, des problemes de raideur numérique dans le calcul du microcontréleur sont
résolus. Ensuite, on montre que 1'on est capable de modifier des fréquences dans
la vibration de la membrane supérieure, mais qu’il reste un écart significatif avec le

5
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modele, ce qui souligne la nécessité d’affiner le modele utilisé dans le contrdleur.

Cette contribution est détaillée dans la Partie IV.

1.2.2.2 Le cdble pesant

Dans cette application, un cable flexible (EDP) portant une masse est attaché a une
plateforme qui exécute une translation horizontale (EDO) et qui est contrdlée en force.
Cette dynamique peut étre trouvée dans une grue de construction ou un pont roulant.

On souhaite stabiliser la dynamique du systéme hybride EDP-EDO en temps fini,
cette fois-ci sans procéder a une projection modale. On met a profit un théoreme
existant (sur le contrdle en temps fini a la frontiere d'une EDP hyperbolique) pour
concevoir la loi de commande qui produit la force a appliquer a la plateforme pour
stabiliser le systeme hybride complet.

Le calcul de la loi de commande et la simulation de la dynamique en boucle fermée
sont effectués en appliquant des méthodes de simulation récentes.

Pour une implémentation plus réaliste de la loi de commande, il serait nécessaire
d’ajouter un observateur en temps fini qui se base sur une mesure a 'extrémité supé-
rieure du cable. De plus, un mouvement 3D au lieu de 2D pourrait étre considéré.

Cette contribution est détaillée dans la Partie V.
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Une partie de cette these se situe dans le domaine du contrdle actif d'instruments de
musique, qui consiste a ajouter une boucle de contrdle artificielle a un instrument de
musique acoustique, dans le but d’en influencer la vibration.

Dans le présent chapitre, nous donnons des informations générales concernant la
topologie considérée, le but du controle, et les composants typiquement utilisés pour
son implémentation. De la bibliographie plus spécifique pour les cas considérés sera
mentionnée dans les chapitres correspondants (Section 8.1 pour la corde et Sous-section
9.1.2 pour la membrane).
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2.1 TOPOLOGIE

Nous énumérons ici plusieurs cas olt un instrument de musique acoustique est
joué. On peut discerner plusieurs topologies selon la présence d'un étre humain et
d’un contréle. Finalement, la topologie hybride qui est considérée dans cette théese, est
présentée.

2.1.1  Topologie 1 : musicien humain non controlé

Avant tout, un instrument de musique peut étre considéré comme un systeme
dynamique (Fig. 2.1). Le musicien applique une action sur l'instrument, qui est 'entrée
au systeme. Suite a cette entrée, ’état interne de l'instrument (le systéme) change selon
les lois physiques qui le régissent. Ensuite, le son résultant que génere l'instrument
peut étre vu comme un signal de sortie quittant le systéme.

Dans la Figure 2.1(a), on évoque 'exemple d"un pianiste qui appuie sur une touche
du piano. La force qu’il exerce se traduit par la mécanique interne en un mouvement
d’un marteau qui vient frapper une corde. La corde se met a vibrer, une vibration
qui se transmet sur la table d’harmonie et se propage ensuite dans 1’air. Le musicien
fait abstraction de la physique interne de l'instrument et se ’'approprie véritablement
comme un systéme entrée-sortie. Sans réfléchir a ce qui se passe physiquement a
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I'intérieur de l'instrument, il observe qu’une certaine force appliquée sur une touche se
traduit en un certain son. S’il appuie ensuite plus ou moins fort sur une autre touche,
le son produit sera différent en conséquence.

(a) Exemple concret : le piano

entrée : systeme : sortie :
action du musicien | instrument son
(b) Schéma-bloc

FIGURE 2.1 — Topologie 1 : Musicien humain non contro6lé

2.1.2 Topologie 2 : musicien humain controlé

Dans la Topologie 1, nous avons négligé le fait qu'un musicien expérimenté incorpore
de maniére naturelle une certaine forme de contrdle dans son jeu (2.2). Un exemple
est un violoniste qui frotte une corde avec ’archet qu’il tient dans sa main droite, et
raccourcit la corde en question avec la main gauche, ce qui influence la fréquence
du son obtenu. Pendant qu’il joue, il écoute le son. Si le son ne correspond pas a
I'intention sonore du musicien, il peut I'influencer : déplacer la main gauche pour
rectifier I'intonation, ajouter du vibrato, modifier la pression ou la position de 1’archet,
etc.

Cette boucle de contrdle de type rétroaction est représentée dans la Figure 2.2(b).
On y voit que l'oreille du musicien agit comme un capteur avec lequel le musicien
s’informe du signal de sortie du systeme. Dans son cerveau, il compare le son écouté
avec son attente sonore (correspondant a son intention, potentiellement en fonction
d’une partition écrite qu’il exécute). En fonction de 1'écart entre ces deux signaux, le
musicien va adapter 1'action qu’il applique sur I'instrument en temps réel dans le but
d’approcher le son obtenu de la cible sonore.

2.1.3 Topologie 3 : musicien non humain non controlé

On peut imaginer des dispositifs ot I’'on se passe completement du musicien. Des
instruments autonomes (ne contenant pas de controle mais fonctionnant en boucle
ouverte) existent depuis longtemps, appelés parfois des automates musicaux. Pensons
p-ex. a la boite 8 musique, 'horloge musicale, le piano mécanique reproducteur, I'orgue
de barbarie ou 1'orgue de foire.

Dans la Figure 2.3(a), le cas d’un carillon autonome est schématisé. Un tambour
métallique exécute une rotation grace a un moteur électrique. Le tambour contient un
maillage de trous dans lesquels des petites barres métalliques (« picots ») peuvent étre
placées, représentant la musique a jouer. Pendant la rotation, les barres passent sous un
mécanisme qui est relié aux cloches dans la tour et les actionne selon les instructions
regues.
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(a) Exemple concret : le violon

9

référence : +r\ déviation | controleur : entrée : systéme : sortie :
attente sonore —¥ musicien action du musicien instrument son
capteur :
oreille
(b) Schéma-bloc

FIGURE 2.2 — Topologie 2 : Musicien humain controlé

Cette topologie, montrée Figure 2.3(b), correspond tout a fait a celle de la Figure
2.1(b) sans boucle de rétro-action, a la seule différence que le musicien a été remplacé
par un actionneur mécanique.

(a) Exemple concret : le carillon autonome

entrée : systéme : sortie :
actionneur instrument son

(b) Schéma-bloc

FIGURE 2.3 — Topologie 3 : Musicien non humain non contrélé

On remarque qu’une telle topologie n’a qu’une expressivité limitée. Il s’agit sou-
vent de machines exécutant de maniere automatique une représentation limitée de
la musique, méme si 'on a développé des manieres d’incorporer un certain degré
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d’expressivité *. De plus, il n’est pas possible de rectifier I'influence de facteurs externes
comme la température sur le son, ce qui sera le cas pour la Topologie 4.

2.1.4 Topologie 4 : musicien non humain controlé

11 est également possible d’ajouter une boucle de controle artificielle dans un dispositif
jouant automatiquement d’un instrument de musique. De ce fait, il sera possible de
rectifier le résultat sonore vers une cible prédéfinie, ce qui n’est pas le cas pour la
Topologie 3 en boucle ouverte.

L’exemple du contrdle de la fréquence d’une flGite a coulisse est illustré Figure 2.4(a).
Chez cet instrument, la position de la coulisse détermine la fréquence du son produit.
Ici, un microphone mesure le son produit. Si la fréquence de jeu ne correspond pas
exactement a la fréquence souhaitée, le contrdleur donne une instruction au moteur
pour rectifier la position de la coulisse en temps réel.

La topologie correspondante est représentée dans le schéma-bloc 2.4(b). Il est pareil
au schéma-bloc 2.2, a la différence que toutes les fonctions du musicien humain ont été
remplacées par une machine.

11 existe plusieurs exemples d’instruments robotisés > comme le piano automatique
avec contrdle du volume [106] et la fliite a coulisse robotisée [278, 279, 283] (dispositif
tres similaire au cas traité ci-dessus). Des robots humanoides jouant d’un instrument
de musique a corde, a vent, de percussion, ou le piano ont aussi été développés (MPR
pour Musical Performance Robot, [50, 127, 232]).

2.1.5 Topologie hybride : deux boucles de rétroaction

Dans le cas du contréle actif du tom développé dans cette these, nous considérons
une topologie hybride avec un musicien et un contrdleur artificiel agissant sur un
méme instrument de musique. L'exemple de la Figure 2.5(a) reprend le violoniste qui
joue maintenant d’un violon augmenté : un contréleur agit sur la table d’harmonie a
I'aide d'un capteur et un actionneur piézoélectriques (voir Section 2.3) dans le but d’en
influencer les vibrations. On remarque qu’il s’agit donc d"une combinaison de deux
boucles de rétroaction : on combine une premiere boucle de rétroaction humaine et
une deuxiéme boucle de rétroaction artificielle, agissant toutes les deux sur un méme
instrument de musique (Fig. 2.5(b)).

On peut s’intéresser a plusieurs aspects de cette topologie. Nous nous focalisons
dans le présent travail sur le tom explicitement sur le développement de la boucle
de controle artificielle en fonction de I'acoustique de l'instrument sous considération
et le but du controle recherché. Des questions portant par exemple sur l'expressivité

1. D’une part, on a cherché a augmenter les capacités de la représentation de la musique. Pour le cas
de carillons et orgues autonomes dont la musique est représentée sur un cylindre, on peut citer le travail
de « tonotechnie » de Joseph Engramelle datant du 18°™¢ siecle, ou1 il est déja question d’articulation et
d’ornementations [80, 248].

D’autre part, on peut quand méme ajouter une action d’un musicien pour influencer le jeu, méme si la
majorité de la production du son reste confiée a une machine. Une personne pourrait faire varier la vitesse
a laquelle une carte perforée passe dans une orgue de barbarie manuelle et influencer ainsi le tempo, par
exemple. Un piano mécanique reproducteur utilise également une carte perforée pour reproduire une piece
par un actionnement mécanique ou pneumatique des touches. Plusieurs variantes de ce principe ont vu le
jour dés le 19°™¢ siécle (dont le célébre Pianola aux Etats-Unis et le Pleyela développé par Gustave Lyon da la
maison Pleyel a Paris [158] pour lequel ils ont entre autres enregistré Igor Stravinsky, avant que ce dernier
ne se soit intéressé aux gramophones [32]). Chez ces instruments, il était possible d’influencer la vitesse et
la dynamique manuellement pendant I’exécution automatique d’une piece. Un autre exemple est le piano
mécanique reproducteur allemand Welte Mignon utilisé entre autres par Maurice Ravel et qui permettait
déja une reproduction plus fidele des caractéristiques de jeu du musicien comme le tempo, la dynamique
et l'articulation grace a un mécanisme plus complexe [148]. On note qu'il existe des systémes plus récents
comme le Disklavier de la marque Yamaha utilisant des bobines, capables de réaliser une reproduction fidele
du jeu expressif du musicien [96].

2. Si le robot joue d'un instrument de musique sans avoir besoin d'un musicien humain, il existe
cependant des cas d’interaction entre un musicien humain jouant d’un instrument de musique et un robot
autonome jouant d'un autre ou du méme instrument de musique, comme p.ex. [18, 189, 255-258].
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roleur
00‘2'

soufflerie
-

(a) Exemple concret : la fltite & coulisse automatisée

11

référence: + déviation entrée : systéme : sortie :
O controleur = .
attente sonore — actionneur instrument son
capteur

(b) Schéma-bloc

FIGURE 2.4 — Topologie 4 : Musicien non humain contro6lé

du musicien lors d’une interaction homme-machine [150, 151, 246, 256] ou une étude
perceptive des sons produits ne sont pas abordées ici.

2.2 BUT DU CONTROLE ACTIF D'INSTRUMENTS DE MUSIQUE

Nous discutons maintenant plus en détail 'utilité de la topologie hybride introduite
dans la section précédente. Le fait d’ajouter une boucle de contrdle (souvent électro-
nique) a un instrument de musique acoustique avait été imaginé a la fin du dernier
millénaire [34-36]. Pour insister sur le fait qu'une boucle de contrdle artificielle soit
ajoutée, permettant d’influencer le son produit par l'instrument pendant qu’il est joué
[27], on parle souvent de « controle actif d'instruments de musique » 3. On parle parfois
aussi d’« instruments de musique augmentés » ou encore « hybrides ». De plus, dans
certains cas, une communication entre 1'instrument de musique et d’autres appareils
est prévu et on parle d’« instruments de musique intelligents (smart instruments) » [245].

Le controle actif d’instruments de musique est un cas spécifique du contrdle actif de
vibration [78, 90]. Contrairement & beaucoup de cas d’étude en industrie ou en transport
ou encore le casque anti-bruit, ot1 'on cherche souvent a réduire des vibrations qui
sont sources de perte de temps ou provoquent des nuisances sonores et dégradations
mécaniques, dans le cas du contrdle actif de vibration d’instruments de musique, on
ne cherche souvent pas a atténuer le son, mais plutdt a changer ses caractéristiques.

En regardant les cas d’étude du contrdle actif de vibration d’instrument de musique,
on peut discerner trois types d’applications, mentionnés ci-dessous.

2.2.1  Modification du son d’un instrument de musique

La plupart des applications de contrdle actif d’instruments de musique visent a
influencer le son produit a des fins artistiques. On peut par exemple changer des
fréquences et amortissements respectifs du son produit (« controle modal », [92, 201]) :
par exemple pour des cordes couplées a une table d’harmonie [22] ou pour un tube
de clarinette [164]. Un exemple plus développé serait le fait de faire sonner un violon
comme s’il était produit en un autre type de bois (qui cotite éventuellement plus

3. On souligne que cette terminologie n’a pas de lien avec le concept de contrdle passif qui sera discuté
dans la Sous-section 6.2.3 dans le cadre de la théorie de contrdle. Il s’agit de deux notions séparées, et non
pas de deux cas contraires d'une méme notion.
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(a) Exemple concret : le violon augmenté
capteury :
oreille
référence; : +m_deV1at10n2 controleur; : entrée; :
attente sonore; musicien action du musicien
systeme : sortie :
instrument son
référence, : + _ déviatiomg R entrée; :
O controdleury .
attente sonore, — actionneur
capteur;

(b) Schéma-bloc

FIGURE 2.5 — Topologie 5 : Topologie hybride avec deux boucles de rétroaction agissant sur le
méme instrument de musique

cher, [104]), voire une transition continue entre deux types de bois pendant le jeu du
musicien. D’autres applications ajoutent des effets comme la réverbération ou une
modulation d’amplitude (p.ex. [190] dans le cas de la cymbale).

On trouve des applications dans toutes les familles d’instruments : les bois (p.ex.
le tube de clarinette [163, 164]), les cuivres (p.ex. des sourdines actives de trompette
et trombone [11, 55, 56, 163]), les cordes (p.ex. la corde de guitare [28], le chevalet
du violon [44, 45], le violoncelle [95]), les percussions (p.ex. la grosse caisse [149], la
conga [249], la lame de xylophone [44, 46], la cymbale [190], la plaque métallique
d’un gong d’opéra chinois [121-123]), et autres (p.ex. le piano [160]). Des prototypes
expérimentaux de mesure sont parfois utilisés en concert (p.ex. [149]4 et [206]). Il existe
aussi quelques produits commercialisés comme le Sensus Smart Guitar (MIND Music
Labs) [245] et le Smart Acoustic Guitar (HyVibe ).

Le contréle actif d’instruments de musique permet ainsi d’élargir la palette sonore
de l'instrument, et ceci en préservant ’ergonomie de I'instrument et I'expressivité du

4. « Gran Cassa and the interactive instrument Feed-Drum », Centro Ricerche Musicali, Rome, https:
//www.youtube.com/watch?v=chhxK_RhZIk, https://www.youtube.com/watch?v=G41JGAYsgsg.
5. Smart Acoustic Guitar, HyVibe, Paris, https://www.hyvibeguitar.com/.
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musicien. D’autres formes de musique utilisant de '’électronique nécessitent souvent
d’autres ergonomies (codage sur ordinateur, interfaces graphiques, capteurs tactiles,
capteurs de mouvement, etc. [94, 199, 238]) et connaissent d’autres formes d’expressivité.
On peut aussi mentionner l'existence de la musique mixte (remontant aux années ‘60,
[19]), ou des haut-parleurs diffusent des sons en temps différé ou réel autour de
I'instrument acoustique. Dans cette configuration, il y a une certaine séparation spatiale
entre l'instrument acoustique et les haut-parleurs, tandis que dans le cas du controle
actif d’un instrument de musique comme décrit ci-dessus, on agit directement sur la
vibration de l'instrument de musique, donc il y a une source sonore unique.

2.2.2  Suppression d'un phénomene indésirable dans un instrument de musique

Quelques cas ont été décrits, ot 'on cherche a supprimer des phénomenes indési-
rables. Dans [95, 177], on se sert d'un contréle actif pour atténuer la « note du loup »
(« wolf tone ») du violoncelle, qui est une résonance par sympathie parasitaire de la
table d’harmonie. Dans [163], on arrive a pallier un probléeme de mauvaise jouabilité
de certaines notes sur le trombone quand on utilise une sourdine droite insérée dans le
pavillon (straight mute).

2.2.3 FEtude de la physique d’un instrument de musique

Dans le cas décrit dans [23], on propose le controle actif comme méthode expérimen-
tale pour étudier des phénomenes physiques vibratoires en détail. On s’intéresse en
particulier a ’étude de l'interaction entre les cordes de la guitare et la table d’harmonie.

2.3 ARCHITECTURE DE LA BOUCLE DE CONTROLE ET COMPOSANTS UTILISES

L’architecture typique d"une boucle de controle rencontrée dans le controle actif d'un
instrument de musique est schématisée dans la Figure 2.6. Avec un capteur, I'état actuel
de l'instrument de musique est mesuré. Cette mesure s’exprime comme une tension
électrique analogique qui entre dans le contrbleur en passant par un convertisseur
analogique-numérique (CAN). Un microcontrdleur (uC) effectue ensuite des calculs
selon un algorithme de contrdle préalablement développé et programmé dessus. Le
résultat numérique de ces calculs passe par un convertisseur numérique-analogique
(CNA) de sorte qu'une instruction sous forme d’une tension électrique analogique est
délivrée a l'actionneur qui agira sur I'instrument de musique.

controleur

CAN— pC —CNA

mesure
UOTOTLIISUL

i instrument I
de musique
capteur actionneur

FIGURE 2.6 — Représentation schématique des composants utilisés dans I'implémentation d'une
boucle de contrdle. (CAN : convertisseur analogique-numérique; nC : microcontro-
leur; CNA : convertisseur numérique—analogique.)

Dans la présente section, des informations générales concernant les capteurs, contro-
leurs et actionneurs sont données. Le choix détaillé des composants a utiliser dépendra
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de I'application spécifique considérée, comme p.ex. le cas du tom qui sera implémenté
dans le Chapitre 10.

2.3.1  Capteurs

Le contrdleur a besoin de capteurs pour étre informé de 1'état du systeme a controler.
Ces capteurs se fondent sur des principes physiques permettant de traduire une
quantité comme une pression ou un déplacement en une tension électrique : on les
appelle des « transducteurs ». Un nombre de capteurs que 1’on peut utiliser en controle
actif d’instruments de musique sont mentionnés ci-dessus (Fig. 2.7).

) 8 —.

(a) Microphone (b) Capteur piézoélectrique

laser
masse de test

T

(c) Accélérometre (d’apres [219]) (d) Capteur laser

FIGURE 2.7 — Quelques capteurs typiques utilisés en contrdle actif d'instruments de musique

(a) Microphone — Un microphone transforme une pression acoustique en une tension
électrique. Il existe plusieurs types de microphones [219, §§10.1-10.8], dont le microphone
dynamique qui fonctionne selon le principe inverse du haut-parleur (détaillé ci-dessous),
le microphone piézoélectrique, le microphone a électret, ou le microphone a condensateur ot
I'onde sonore incidente fait varier la distance entre deux armatures d'un condensateur.
Le choix du type de microphone dépend de l'application visée : il faut entre autres
considérer sa taille et sa directivité.

(b) Capteur piézoélectrique — Un capteur piézoélectrique est doté d’un matériau cris-
tallin présentant le phénomene piézoélectrique direct : lorsqu’il est déformé (suite
aux vibrations de I'objet auquel il est attaché), il génere une tension électrique pro-
portionnelle. On retrouve ce phénomene par exemple chez le quartz, et chez des
piézocéramiques (PZT pour titano-zirconates de plomb, d’aprés LZT pour lead zirconate
titanate) ou encore des polymeres (PVDF pour polyfluorure de vinylidéne). Pour plus de
détails, voir [44, §1.3.2 et les références s’y trouvant].

(c) Accéléromeétre — L'accélérometre [219, §10.14] est un petit objet a coller sur la surface
d’une structure vibrante. A l'intérieur se trouve une masse de test sur un support
piézoélectrique. L'accélérometre vibre avec la structure vibrante, et grace a I'élément
piézoélectrique, on peut mesurer la force (et donc I'accélération) subie. Par intégration
temporelle, on obtient la vitesse puis le déplacement en le point de la structure vibrante
considéré. Il faut étre conscient que le fait d’ajouter une masse sur une structure puisse
en influencer le mode de vibration.
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(d) Capteur laser — Un laser (originellement de Light Amplification by Stimulated Emission
of Radiation) génere un faisceau de lumiere monochromatique et directionnelle. Il est
reflété sur la surface en mouvement et permet d’en déduire la hauteur dans le temps
en un point. L'avantage de ce systéme est qu’il n'y a pas de contact entre le capteur et
I'instrument de musique.

Il existe aussi des techniques plus avancées de vibrométrie laser basées sur l'effet
Doppler. On peut ainsi mesurer la vibration d’un objet sur un maillage spatial de
points, permettant de visualiser les modes de vibration (voir [75], appliqué p.ex. a
des mesures de vibration du violon dans [101]). Cependant, il s’agit ici surtout d"une
méthode de mesure expérimentale, plutét qu'un capteur a utiliser dans une application
pratique de controle actif d’instrument de musique.

2.3.2  Controleur

2.3.2.1  Algorithme de controle

Dans une grande partie des applications décrites, on a implémenté un régula-
teur linéaire tel que le régulateur Proportionnel (p.ex. [149]), ou le régulateur PID
(Proportionnel-Intégral-Dérivé) (p.ex. [27, 35]), éventuellement avec 1'ajout d'un terme
anticipateur (feedforward) (p.ex. [213]). Si nécessaire, il est également possible d'utiliser
un contrdleur non linéaire (p.ex. [25]).

Certaines applications integrent également un observateur pour reconstruire des
grandeurs physiques non mesurées, comme un observateur linéaire de Luenberger
(p-ex. [23, 123]). Parfois, il est nécessaire d’utiliser un observateur non linéaire (p.ex.
[282]).

Dans le cas du tom présenté dans les Chapitres 9-10, un contrdle composé d'un
observateur en temps fini (non linéaire) et un controleur en temps fini (non linéaire)
sera développé.

2.3.2.2  Microcontroleur

L’algorithme de controle est implémenté sur un microcontréleur, qui peut étre vu
comme un ordinateur embarqué avec des entrées et sorties, de la mémoire et un
processeur, permettant des calculs en temps réel. Pour atteindre ce but, une petite
latence de calcul est nécessaire [159], mais aussi une cadence réguliére entre deux
temps d’échantillonnage.

En outre de I'importance d'une fréquence d’échantillonnage élevée pour la stabilité
numérique des algorithmes de controle discrétisés, le retard numérique a une influence
sur la perception du son. Des tests sur le retour de musique dans les oreilles de 1’au-
diteur ont notamment montré une détection de délais de 42ms, pouvant déscendre a
1.4ms, par I’homme [145]. Ces tests suggerent le besoin d’avoir une période d’échan-
tillonnage inférieure a la milliseconde [161]. Quelques exemples de microcontrdleurs
de petite latence utilisés dans des applications audio sont donnés dans [159, 161, 170].

LE COALA Dans le cas du tom implémenté Chapitre 10, nous utiliserons le Coala ®
(Fig. 2.8), un microcontréleur congu a I'Ircam [191] pour le contrdle modal d’instruments
de musique avec une tres petite latence, de 1’ordre de 50-100 ys selon la complexité du
calcul, mais pouvant déscendre & environ 20 ys dans certains cas décrits dans [21].
Ce controleur a été utilisé en recherche pour contréler une table d’harmonie couplée
a des cordes [21, 22], un tube de clarinette [164], le gong d’opéra chinois xiaoluo
[121-123] et une plaque métallique rectangulaire [65]. Il a également été utilisé dans
des compositions comme 7 Waiting — 4 réveries de Nicolas Mondon (2015) pour violon

6. Le nom est inspiré du fait que le controleur s’attache & un instrument de musique comme un coala a
un arbre.
7. Base de documentation sur la musique contemporaine, Ircam, Paris, http://brahms.ircam.fr/.
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FIGURE 2.8 — Le Coala, un contréleur temps-réel

augmenté®, Notturno sulle corde vuote de Francesco Filidei (2016) pour quatuor a
cordes augmenté avec 4 Coalas?, Hauteurs de Tomés Bordalejo (2016) pour guitare
augmentée avec un Coala bleu (version 2) '°, Inside-out de Carmine-Emanuele Cella
(2017) pour piano et 3 percussionnistes ot1 3 Coalas agissent sur une grosse caisse, un
gong et une plaque tonnerre '*. Actuellement, un successeur de ce microcontrdleur est
commercialisé par HyVibe 2.

Plus de détails techniques concernant 1'utilisation du Coala seront donnés dans le
Chapitre 10.

2.3.3 Actionneurs

Les actionneurs servent a transmettre des instructions du contréleur au systéme consi-
déré. A cet effet, ils traduisent une tension électrique en une autre quantité physique
comme une pression ou une force. Comme les capteurs, il s’agit donc de transducteurs,
mais cette fois-ci fonctionnant selon des principes inverses. Deux actionneurs typiques
que l'on peut utiliser en controle actif d’instruments de musique sont mentionnés
ci-dessous (Fig. 2.9).

(a) Haut-parleur (b) Actionneur piézoélectrique

FIGURE 2.9 — Quelques actionneurs typiques utilisés en contrdle actif d’instruments de musique

(a) Haut-parleur — Le type de haut-parleur le plus commun est le haut-parleur dy-
namigue. 11 comporte une bobine plongée dans un champ magnétique d’un aimant.
Lorsque la bobine est parcourue par un courant électrique, une force de Laplace
est générée qui cause un mouvement de la membrane attachée a une suspension

8. Vidéo : Ircam, Paris, https://medias.ircam.fr/xf34410.
9. Vidéo : Images d'une ceuvre n° 20, Philippe Langlois & Véronique Caye, Ircam, Paris, https://medias.
ircam.fr/x589030.
10. Vidéo : Ircam, Paris, https://medias.ircam.fr/xe959cf.
11. Vidéo : Ircam, Paris, https://medias.ircam.fr/xcé6dcde.
12. HyVibe, Paris, https://www.hyvibe.audio/.
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mobile. Il s’agit donc d"un transducteur électro-magnéto-mécano-acoustique dont le
fonctionnement sera détaillé dans les Chapitres 9-10.

Un haut-parleur peut étre utilisé pour générer du son qui interagira avec du son
généré par l'instrument de musique (cf. casque anti-bruit). Il est aussi possible de
démunir le HP de sa membrane et de coller I'équipage mobile restant sur une structure
(p-ex., une table d’harmonie d"un violon) qui sera par conséquent mise en vibration,
faisant office de membrane.

(b) Actionneur piézoélectrique — 11 s’agit ici du phénomene piézoélectrique indirect,
I'inverse de ce qui se passe pour le capteur piézoélectrique : ici, le fait d’appliquer une
tension variable engendre une déformation du cristal et par la suite de la structure
de l'instrument de musique a laquelle l’actionneur est collé. Un avantage de ce type
d’actionneur est sa possibilité d’appliquer une action répartie sur la structure vibrante
[44, §1.3.2]. Des informations sur la localisation optimale de cet actionneur peuvent
étre trouvées dans [70].

A travers I’exemple de ces deux actionneurs, on remarque que le contrdleur peut agir
de deux fagons sur un instrument de musique [44]. Dans le cas du controle acoustique, le
contrdle agit sur un fluide. Un exemple est l'utilisation d’un haut-parleur afin de créer
de l'interférence destructive dans l'air pour annuler du son. Dans le cas de controle
structurel, le contrdle agit directement sur un solide, par exemple en utilisant des
actionneurs piézoélectriques collés sur un instrument, ou encore le haut-parleur sans
membrane.
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RAPPEL EN THEORIE DU CONTROLE

Dans ce chapitre, des notions élémentaires de la théorie du contrdle sont rappelées.
Ces notions sont préliminaires pour la compréhension du formalisme des Systémes
Hamiltoniens a Ports (Chapitre 4) et des lois de commande en temps fini (Chapitre 5),
et seront utilisées dans la suite de la these.
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3.1 INTRODUCTION

La théorie du controle étudie comment on peut développer un contréleur qui influence
I’évolution d’un systéme dynamique donné afin d’obtenir un comportement cible. Un
exemple simplificateur est montré dans la Figure 3.1. On y a affaire a un avion qui est
un systeme dynamique : son état (ici : position) peut varier dans le temps. Avant tout,
on peut développer un modéle mathématique qui prédit le comportement de 1’avion
suite a une entrée de commande donnée par le pilote humain. Dans un deuxieme
temps, on peut développer un pilote automatique qui agit comme un controleur sur le
systeme : il a des capteurs pour se renseigner de 1’état actuel du systeme, il effectue
des calculs selon une loi de commande préalablement congue dans le but de rapprocher
le systeme contrélé d’un comportement cible, et a cette fin, il donne des instructions
a des actionneurs agissant sur le systéme contrdlé. Dans 1'exemple, des capteurs dans
l'avion détectent la position de I'avion dans le ciel. Admettons que 'on ait demandé au
pilote automatique de piloter ’avion tout droit. Des qu’il détecte que ’avion dévie de
sa trajectoire de référence (p.ex. a cause d'un vent variable), il donne automatiquement
une instruction a des actionneurs hydrauliques dans les ailes qui adapteront la position
des volets afin de rectifier la position de 1’avion.

On retrouve de telles boucles de commande partout : d'une régulation basique
de température dans l'industrie alimentaire ou un bras robotique de soudage de
carrosserie de voiture, a des systemes de controle plus haut-niveau comme chez des
robots et transports autonomes.

Certains notions élémentaires de la théorie du controle sont mentionnées dans le
présent chapitre.

— MoDELISATION — Un modeéle est une représentation mathématique du comporte-
ment du systéme sous considération. En fonction de la complexité du systeme,
on peut avoir affaire a un modele linéaire, non linéaire, contenant des délais,
de dimension possiblement tres large, a constantes localisées ou distribuées, etc.
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systéme : avion

capteur : position
S —

actionneur : volets

contrdleur :
pilote automatique

A

FIGURE 3.1 — Un avion controlé par le pilote automatique

Ayant construit un modele, on peut prédire le comportement du systeme suite a
I'application d’une entrée.

— SIMULATION — Souvent, le calcul analytique de 1’évolution du modele n’est pas
possible. On a alors besoin de méthodes de simulation pour pouvoir la calculer
numériquement.

— ConTROLE — Etant donné la complexité du modele (représentant le systéme
considéré) et d'une cible définie par l'application (stabilisation vers un point
d’équilibre constant, suivi d’une trajectoire, ...), il existe plusieurs méthodes
de conception d’une loi de commande. On regarde avant tout la notion de la
stabilité du systeme contr6lé, mais aussi des potentielles propriétés additionnelles
comme la passivité et des différentes formes de robustesse. De plus, il existe des
observateurs qui permettent de reconstruire des informations que I'on ne peut
mesurer directement.

— IDENTIFICATION — Si la loi de commande utilise explicitement un modele du sys-
téme contrdlé, on a besoin de méthodes d’identification qui permettent d’estimer
les valeurs des parametres physiques y figurant.

A défaut d’une citation spécifique, les principes élémentaires mentionnés ci-dessous
sont empruntés d’ouvrages de référence tels que [124, 128, 178, 277]. Le lecteur est
invité a s’y rendre pour plus de détails formels et plus d’exemples.

3.2 MODELISATION
3.2.1  Classes de systemes dynamiques

Il existe plusieurs classes de systéemes dynamiques. Dans le présent chapitre, on
considere le cas des systémes a constantes localisées, c’est-a-dire, des systémes repré-
sentés par des équations aux dérivées ordinaires (EDOs). Un systeme peut étre linéaire
ou non linéaire. On modélise des systémes a temps continu, mais il existe aussi des
systemes a temps discret (intrinsequement, ou apres discrétisation temporelle d'un
modele a temps continu).

En outre de I'entrée et de la sortie du systeme, on peut définir son état (Fig. 3.2).

entrée u | systeme sortie y
_ N . 4>
(état x)

FIGURE 3.2 — Systeme entrée-sortie avec état interne

Définition 3.1 (Etat d"un systéme dynamique). L'état x(T) d'un systéme dynamique a un
instant T est l'information dont il faut disposer, en outre des entrées u(t > T), afin de pouvoir
déterminer de maniere unique sa future trajectoire.
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L’état représente en quelque sorte des effets de mémoire du systeme. Dans le cas
d’un systéme mécanique, les positions et vitesses de ses composantes constituent 1'état :
il faut les connaitre afin de déterminer la réaction du systéeme a une force d’entrée.

Il est possible de formuler le modeéle d’un systeme dans I'espace des états. On parlera
alors d’une représentation d’état, que nous explicitons maintenant.

3.2.1.1  Systeme linéaire

TEMPS CONTINU
Définition 3.2 (Représentation d’état d'un systéme linéaire a temps continu). Un
systeme linéaire a temps continu peut s’écrire sous la forme
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
avec
o l'état x(t) € X C R" (I'espace d’état)
Uentrée u(t) € U C RP (I'espace des commandes)

la sortie y(t) € Y C RY (I'espace des sorties)
o la matrice d’état A € R"*"
o g matrice de commande B € R"*F
o [a matrice d’observation C € R1*"
o la matrice d’action directe D € R7*P,
Ici, les matrices de systeme (A, B, C, D) sont constantes mais plus généralement,

elles pourraient dépendre du temps ou d’un autre parametre (systéme linéaire non
invariant dans le temps ou LPV (linear parameter-varying)).

EXEMPLE : LE SYSTEME MASSE-AMORTISSEUR-RESSORT LINEAIRE On considere
le systéme mécanique représenté Figure 3.3. Si I'on dénote la position verticale de la
masse par x, on peut écrire le bilan des forces

mi(t) + cx(t) + kx(t) = fexe(t)

avec la masse m, 'amortissement ¢, la raideur k, et la force extérieure fext(f) appliquée
sur la masse.

f ext

=

//////////////

FIGURE 3.3 — Systéeme masse-amortisseur-ressort linéaire

Choisissant position et vitesse de la masse comme état :
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on obtient la représentation d’état de la Définition 3.2 :

[xl(t)] _ [ 0o 1 ] [xl(t)
(1) —k L] [x()

ou lentrée u(t) = foxi(t).
Sil'on a par exemple un capteur de position de la masse, la deuxieme équation
devient

y(t) = {1 o} [xl(t)l.

+ u(t),

m

XQ(t

TEMPS DISCRET Chez un systéme a temps discret, on n’a plus affaire a une dyna-
mique décrite par une EDO comme dans la Définition 3.2, mais a une dynamique
décrite par une équation de récurrence entre le temps k et le temps k + 1, espacés de la
période (ici constante) T [s].

Définition 3.3 (Représentation d’état d'un systéme linéaire a temps discret). Un systeme
linéaire a temps discret peut s’écrire sous la forme

Xp+1 = Axy + Buy
{ Yx = Cxy + Duy
avec
o ['état xj € X C R (I'espace d’état)
o lentrée up € U C RP (I'espace des commandes)
o la sortie yx € Y C IR7 (I'espace des sorties)
la matrice d’état A € R™*"

o la matrice de commande B € R"*?

la matrice d’observation C € R9*"

o [a matrice d’action directe D € RT*P.

Ici, les matrices de systéeme (A, B,C, D) sont a nouveau supposées constantes.

3.2.1.2  Systéme non linéaire

TEMPS CONTINU

Définition 3.4 (Systeme non linéaire a temps continu). Un systéme non linéaire a temps
continu peut s’écrire sous la forme

{?'C(f) = f(x(t),u(t))

y(t) = g (x(t),u(t))

avec

o l'état x(f) € X C R" (l'espace d’état)

e lentrée u(t) € U C R? (I'espace des commandes)
e la sortie y(t) € Y C RY (I'espace des sorties)

e f(-,-) et g(-,-) deux fonctions non linéaires (mais ne dépendant ici pas du temps
ou d’un autre parametre externe).
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TEMPS DISCRET

Définition 3.5 (Systéme non linéaire a temps discret). Un systeéme non linéaire a temps
discret peut s’écrire sous la forme

{xk+1 = f (2, ui)
Yi = § (xk, k)
avec
o l'état xp € X C R" ('espace d’état)
e l'entrée u; € U C RP ('espace des commandes)
e la sortie yr € Y C RY ('espace des sorties)

o f(-,-) et g(-,-) deux fonctions non linéaires (mais ne dépendant ici pas du temps
ou d’un autre parametre externe).

3.2.2  Stabilité d’un point d’équilibre

3.2.2.1  Définition

Etant donné un modele de systéme, on peut étudier sa stabilité a un point d’équilibre
appelé souvent 0 (aprés un changement de coordonnées, si besoin).
On note le systeme dynamique

% = F(x) (3.1)

pouvant représenter soit

x = f(x,0)
dans le cas du systéme non controlé, soit
x=f (x/u)

dans le cas du systeme contr6lé par une loi de commande u (a concevoir). Le flot
®;(x(0)) représente la trajectoire que suit le systeme dynamique (3.1) & partir d’un état
initial x(0). On peut définir les propriétés de stabilité suivantes.

Définition 3.6 (Notions de stabilité d'un systéeme non linéaire [276]). Le point d’équilibre
0 d’un systeme dynamique (3.1) sur un ouvert M C R" est

o stable si pour tout voisinage U de 0 il existe un voisinage Uy de 0 t.q. pour tout x dans
Uy, ®¢(x) est défini et appartient a U pour tout t > 0 (I'état reste proche du point
d’équilibre, Fig. 3.4(a));

e asymptotiquement stable s’il est stable et s'il existe un voisinage U de 0 ayant la
propriété suivante : pour tout x dans U, ®¢(x) tend vers 0, lorsque t — oo (I'état
converge vers le point d’équilibre qui est un point attractif, Fig. 3.4(b));

e instable s’il n’est pas stable.
Ces propriétés de stabilité peuvent étre valables localement (dans une zone autour du
point d’équilibre) ou globalement (dans tout 1’espace d’état X').
3.2.2.2 Lemmes de stabilité

On mentionne quelques lemmes pouvant étre utilisés pour prouver la stabilité d'un
point d’équilibre pour un systeme donné.
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(a) Point d’équilibre stable (b) Point d’équilibre attractif

FIGURE 3.4 — Point d’équilibre stable et point d’équilibre attractif (dessins d’apres [276])

SYSTEME LINEAIRE On considere le cas d'un systeme linéaire
x = F(x) = Ax. (3.2)

Lemme 3.1 (Stabilité asymptotique d"un systéme linéaire [276]). Soit A dans (3.2) une
matrice réelle carrée de taille n avec des valeurs propres distinctes Aq, ..., A
Si toutes les valeurs propres sont a partie réelle strictement négative,

9{2()\]) <0 V],
le systeme dynamique (3.2) est asymptotiquement stable.

SYSTEME NON LINEAIRE On prend

*=F(x) = f(x,0) (33)
et suppose que le champ de vecteurs f(-,-) € CL.
Définition 3.7 (Fonction de Lyapunov [276]). On définit une fonction de Lyapunov comme
une fonction V.de M C R" — R, V € C!, si
o V est définie positive (V(x) > 0 saufen x = 0 ot V(0) = 0)

o la dérivée directionnelle V dans la direction du champ f est semi-définie positive :
V=VV(x)- f(x) <0.

Lemme 3.2 (Stabilité asymptotique d’un systéme non linéaire [276]). S’il existe une
fonction de Lyapunov V pour le champ de vecteurs f au voisinage du point d’équilibre 0, alors
0 est stable.

Sien plus, V < 0, il s’agit d’une stabilité asymptotique.

Pour un systéme donné, il n’est pas toujours facile de trouver une fonction de
Lyapunov, mais dans le cas de systéemes physiques, on peut souvent s’inspirer de la
fonction d’énergie du systéme (cf. aussi le Hamiltonien dans le Chapitre 4.)

Lemme 3.3 (Stabilité asymptotique d’un systéme non linéaire : Théoréme de LaSalle
[276]). Soient F le champ de vecteurs de (3.3) sur un ouvert M C R" et V une fonction
différentiable C' & dérivées continues d'un ouvert U de M dans [0, +oo] telle que

o Vst propre ({x € U | V(x) < R} est compact pour tout R > 0, ce qui est le cas lorsque
V est définie sur R" et que V(x) — +oo quand ||x|| — +o0)
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o la dérivée directionnelle de V dans la direction du champ F est négative :
V(x) <0.

Si I est le plus grand sous-ensemble de {x, V (x) = 0} qui soit invariant par le flot de (3.3),
alors toute trajectoire du systeme (3.3) est bornée et attirée par 1 au sens oii, pour tout x dans
M,ona

Dy(x) —— I
t—+4co0

(c’est-a-dire

dist(¢¢(x),I) —— 0).

t—s+oo

Ce lemme peut étre utilisé pour obtenir la stabilité asymptotique dans certains cas
ot 'on a que V < 0, ce qui ne permet pas d’utiliser le Lemme 3.2.

Dans le cas d'un systeme linéaire, une fonction de Lyapunov quadratique peut étre
définie, qui est de la forme [276]

V(x) = xTPx,
avec la matrice P = PT > 0 étant la solution de 1’équation de Lyapunov
ATP+PA+Q =0,

avec Q = QT > 0 une matrice au choix.

3.3 SIMULATION

Dans certains cas simples, une solution analytique de la trajectoire ®;(xp) peut étre
obtenue, comme, pour le systeme linéaire,

t
x(t) = ety —i—/ AT By(1) dr.
0

En général, pour une loi de commande u(x(t)) non linéaire ou un systéeme non
linéaire, la trajectoire du systeme doit étre calculée numériquement.

3.4 CONTROLE

On peut utiliser les lemmes mentionnés ci-dessus pour concevoir des contrdleurs
stabilisant un point d’équilibre d"un systeme (non) linéaire donné asymptotiquement.
Dans ce cas, on considere le champ de vecteurs

x = F(x) = f(x,u(x(t))),

ou u(x(t)) est la loi de commande obtenue.

Dans la présente section, on spécifie seulement les concepts de commandabilité
et observabilité d'un systéme linéaire, apres avoir mentionné la transformation de
similarité dont on a besoin.

3.4.1 Transformation de similarité

Etant donné un systéme linéaire

2

A | x=Aix+ Bju
y = Cix,
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on peut obtenir une équivalence avec un deuxiéme systéme linéaire d’état { = Px,
la matrice P correspondant a un changement de coordonnées inversible, et de sortie

C=y,

N &= A+ Bu
5, &
{g: G7,

si les matrices des systémes satisfont

A, = PA, P!
B, = PB;
C, =C P

On parle d’une transformation de similarité entre les systemes 31 et 2.

3.4.2 Commandabilité

3.4.2.1 Définition

Définition 3.8 (Commandabilité d’un systeme linéaire [276]). Un systéme linéaire est
commandable si pour tout couple de vecteurs (x4, x,) de R", il existe un temps T fini et une
commande u définie sur [0, T| tels que, lorsque I'on applique la commande u, la solution x(t)
du systeme partant de x(0) = x4 vérifie x(T) = x,.

3.4.2.2 Critére de Kalman de commandabilité

Lemme 3.4 (Critere de Kalman de commandabilité). Si la matrice de commandabilité
C=|B AB ... A'HB}
est de rang n alors le systeme (« le pair (A, B) ») est commandable.

3.4.2.3 Forme canonique commandable

Si un pair (A, B) est commandable, il existe une transformation de similarité avec la
matrice de transformation P t.q.

A. = PAP"!, B.=PB,

avec A et B. de la forme

0 1 0 . 0 0 o]
0 0 1 . 0 0

0

AC = 7 BC = 7

. . .o 1 0

0
0 0 .o 0 1

|—4n —Ap—1 . . —ap —daq] o

ol1 les coefficients a; correspondent au polyndme caractéristique de A,
xa(s) =det(sI — A) =s" +a;s" 1 +... +ay.

On appelle cette forme la forme canonique commandable, ou la forme compagnon
commandable.
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Plus spécifiquement [276],

L
pa LA
LAnfl
avec
2o o . . .0 1)c

3.4.2.4 Régulateur par placement de pdles

Pour un systéme linéaire commandable, on peut définir un bouclage d’état linéaire

u(t) = —Kx(t), (34)

ol la matrice K peut étre définie de sorte a placer les modes propres de la matrice
A — BK de la boucle fermée,

x = (A — BK)x,
arbitrairement, influencant les fréquences et amortissements de la dynamique du

systeme [3].

3.4.3 Observabilité

Selon l'application envisagée, il peut étre cher ou difficile d'utiliser des capteurs
pour chaque variable d’état qui est utilisée dans la loi de commande congue. Pour cette
raison, on peut parfois remplacer un certain capteur par un observateur d’état qui
reconstitue la partie de I’état non mesurée a partir de la mesure, si 1’on a la propriété
d’observabilité.
3.4.3.1 Définition
Définition 3.9 (Observabilité d'un systeme linéaire [276]). Un systéme linéaire est obser-
vable si pour tout vecteur x; de R", il existe un temps T fini et une commande u définie sur
[0, T tels que, si x(0) = x; et que 'on applique u, alors la connaissance de la trajectoire de y
sur l'intervalle de temps [0, T| permet de déterminer x

3.4.3.2 Critere de Kalman d’observabilité

Lemme 3.5 (Critere de Kalman d’observabilité). Si la matrice d’observabilité

Cc

o2l €A

car!
est de rang n alors le systeme (« le pair (A, C) ») est observable.

3.4.3.3 Forme canonique observable

Si un pair (A, C) est observable, il existe une transformation de similarité avec la
matrice de transformation P t.q.

Ap =P 'AP, C,=CP,
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avec Ag et Cy de la forme

00 . . 0 —a,]
o . . 0 —Aau_1
0
Ay = , Co:[o 0 0 1
1 0 —ap
L 1 —a |

oll les coefficients a; correspondent au polynéme caractéristique de A,

xa(s) =det(sI — A) =s" +a;s" 1 +... +ay,.

On appelle cette forme la forme canonique observable, ou la forme compagnon
observable.
Plus spécifiquement [276],

avec

Pé[H AH ... A" H
0

H=0"1
0
1

3.4.3.4 Observateur par placement de poles

Si le systeme est observable, il est possible de construire un observateur asymptotique
linéaire appelé observateur de Luenberger, qui sera mentionné dans la Sous-section
9.4.2 (Eq. (9-33)). Ici, comme pour le régulateur (3.4), on peut aussi utiliser un placement
de poles pour imposer la dynamique de 'observateur.

Il se trouve que les notions de commandabilité et d’observabilité sont duales. De

plus,

pour un systéme linéaire et une loi de commande linéaire, on peut concevoir le

contrdleur et 1’observateur séparément puisque 1'on a une propriété de superposition.
Dans le cas général d’un systéme non linéaire, ceci n’est plus le cas.

344

Remarques

A partir de la stabilité asymptotique (Déf. 3.6) d’un point d’équilibre (stationnaire)
0, on peut définir des lois de commande stabilisant un systéme donné vers un
point d’équilibre. Il est aussi possible de définir la stabilité autour d"une trajectoire
de référence, et des lois de commande sont congues dans le but de stabiliser un
systeme donné vers une telle trajectoire de référence. On parle dans ce cas d'un
suivi de trajectoire (tracking).

Dans le Chapitre 5, une notion de stabilité plus forte que la stabilité asymptotique
sera considérée : la stabilité en temps fini.

Si des lois de commande peuvent étre développées a partir de modeles pour un
systeme physique donné, elles ont pour but d’étre appliquées au vrai systeme
physique. En outre de la stabilit¢é du modéle contr6lé, on peut étudier des
propriétés de robustesse du contrdleur pour améliorer son comportement en
pratique.

Il existe plusieurs types de robustesse, dont la robustesse en présence de perturba-
tions extérieures dans le systeme et de bruits de mesure dans les capteurs utilisés,
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la présence potentielle de régimes ou comportements du systéme pas (suffisam-
ment) pris en compte par le modele, une mauvaise identification des parametres
physiques du systeme dont on a besoin pour calculer la loi de commande, etc.
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SYSTEMES HAMILTONIENS A PORTS

Dans ce chapitre, le formalisme des Systémes Hamiltoniens a Ports (SHP) est in-
troduit. C’est une maniere de modéliser un systeme physique basé sur ses échanges
énergétiques (Section 4.1). Dans ce formalisme, a partir du modele, on peut définir
des méthodes de simulation stables (Section 4.2) et des méthodes de controle robustes
(Section 4.3).
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4.1 MODELE

Le formalisme des Systemes Hamiltoniens a Ports (SHP) a été développé a partir
des années ‘9o [155] et connait a ce jour une bibliographie riche. Dans ce chapitre,
seulement les éléments utilisés dans la thése sont mentionnés. Pour plus d’informations
concernant entre autres les fondamentaux mathématiques rigoureux et les applications
diverses, se référer a [204, 284] et les références y figurant.

Dans ce formalisme, la modélisation se fonde sur une vision énergétique du systéeme
physique. Dans un systéeme physique, trois types de transfert d’énergie peuvent avoir
lieu : des composants internes du systeme peuvent stocker de 1’énergie, dissiper de
I'énergie, et participer a des échanges d’énergie avec des composants extérieurs au sys-
téme considéré, a travers des ports. Le modele prend ce bilan d’énergie explicitement en
compte dans sa structure. Aussi, il est possible de coupler plusieurs systemes physiques,
pouvant appartenir a des domaines physiques différents (systemes multiphysiques :
mécanique, électr(on)ique, thermique, chimique, etc.) *.

Une formulation classique d’un modele SHP est introduite ci-dessous, pour le cas
d’un état de dimension finie puis de dimension infinie. On remarquera dans les
définitions ci-dessus que 1’on obtient une sorte de représentation d’état comme dans la
Section 3.2, mais qui est plus structurée (structure physique). La formulation permet
également d’utiliser une écriture similaire pour les cas d'un systéme (non) linéaire et
de dimension (in)finie.

4.1.1  Modéle de dimension finie

Définition 4.1 (SHP de dimension finie). Une formulation classique d'un Systéme Hamilto-
nien a Ports (SHP) en dimension finie n > 1, d’état x € R", est

{x = (J-R)VH(x) + Gu
(4.1)

y = GTVH(x),

1. Cf. aussi les bond graphs [93], un formalisme plus ancien se basant également sur les transferts d’énergie
d’un systeme physique
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pour laguelle :
(i) u € RY est l'entrée de dimension g > 1,

(i) y € RY est la sortie associée a 'entrée (différente de la sortie mesurée yy,),

(iii) H(x) > 0 est la fonction hamiltonienne qui fournit I'énergie totale E stockée dans le
systéme en fonction de son état,

(iv) ] = —]J7 est une matrice antisymétrique (n X n) exprimant les échanges entre les
composants stockants,

(v) R = RT > 0 est une matrice symétrique (n x n) dont la positivité traduit la dissipation,

(vi) G est une matrice (n x q).
Les matrices peuvent dépendre de I'état x, de l'entrée u ou de parametres constants ou variant
dans le temps.

REMARQUE 1 La propriété fondamentale d'un SHP est de vérifier un bilan de
puissance : la nullité de

dE
B £ E""Pdissip_Pext

ol la variation d’énergie est

dE
o Ty
T VH(x)Tx,

la puissance dissipée
Pyissip = VH(x)TRV H(x) > 0

est positive d’apres (v) et la puissance extérieure est
Pext = yTu.

En effet, d’apres (4.1),

B=VH(x)TJVH(x)+ VH(x)TGu —yTu = 0.

= 0 d’apres (iv) yTu

REMARQUE 2 Dans la Définition 4.1, il s’agit de la formulation classique (input-state-
output) d’'un SHP [285]. Des variantes de cette formulation, et une formulation plus
générale (algébro-différentielle) sont définies dans [285].

EXEMPLE D'UN SYSTEME LINEAIRE Nous considérons le modele dun systeme
masse-ressort-amortisseur linéaire (Figure 4.1) dont la dynamique obéit 'EDO

mx + cx + kx = foxt,

avec
x la position verticale de la masse [m]
m  la masse [kg]
c le coefficient d’amortissement {% = %}
k la constante de raideur {% = k—zg}
S
fext la force extérieure {N =k sz} ,

avec des conditions initiales en position et vitesse. (Dans ce modele, l'influence de la
pesanteur n’est pas considérée.)

Dans ce systeme, la masse et le ressort échangent de 1’énergie; I'amortisseur en
dissipe. La force extérieure apporte de 1'énergie au systeme ¢ travers le port "(force sur
la masse, vitesse de la masse)".
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f ext

=
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FIGURE 4.1 — Systéme masse-ressort-amortisseur

Pour l'écriture du modele SHP, on définit 1’état comme

=)=

ott p est la quantité de mouvement : p = mx [kg2].
Le systeme étant linéaire, on a un Hamiltonien quadratique

1 1
H(x) = —kx* + —p?, 2
(x) = Ska®+ o p (4-2)
qui représente 1’énergie du systeme en fonction de son état x(f). Il est constitué de
I'énergie potentielle du ressort qui est allongé et comprimé, et 1’énergie cinétique de la
masse qui est en mouvement.
On calcule que le gradient du Hamiltonien vaut

o) = oxH(x)| _ |kx
o= o) =[]

m

Le modele SHP s’écrit finalement comme

% 0 1 00 kxq 0

%o -1 0 0 ¢ Ly, 1 43)
kx1

v=lo o] |
mx2

Dans la premiere équation matricielle, la premiere équation représente 1'égalité des
vitesses et la deuxieme équation représente 1'égalité des forces. L'écriture satisfait
les conditions de la Définition 4.1 avec notamment la matrice R qui est semi-définie
positive puisque ses valeurs propres sont {0, ¢ > 0}.

Nous observons que si nous contrélons la masse en force (u £ fext), la sortie
¥y = Lx; = x est la vitesse de la masse, la variable conjuguée dans le sens que leur
produit

kg - m?
uy = feth |: gs3m = W:|

représente la puissance externe apportée au systéme. Cette sortie a un autre sens que la
sortie Ymes qui correspond a la mesure, en fonction des capteurs utilisés (cf. I’exemple
du masse-ressort-amortisseur dans la Sous-section 3.2.1.1, ott 'on a en plus pris un
autre état).
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EXEMPLE D'UN SYSTEME NON LINEAIRE Un cas d’un systéme non linéaire sera
considéré dans la Section 6.1.2. Il s’agit d"un systeme masse-ressort-amortisseur avec
un ressort raidissant. La forme SHP du modéle sera la méme que le modele (4.3),
mais dans lequel I’expression pour I'énergie potentielle du ressort qui apparait dans le
Hamiltonien ne sera plus quadratique.

4.1.2  Modeéle de dimension infinie

Définition 4.2 (SHP de dimension infinie). Une formulation classique d’un Systéme Ha-
miltonien a Ports (SHP) d’état x de dimension infinie est [71, 108]

(4-4)

ox = (J — R)oH(x) + Gu
y =G 0 H(x)

pour laguelle
— Xest I'espace des états énergétiques,
— u et y sont I'entrée et sa sortie associée,
— un produit scalaire (-, -)x et norme ||-||x sont définis,

— la fonction Hamiltonienne est définie comme

H(x) £ S llxl%,

N =

— l'opérateur 0y est la dérivée variationnelle [251],

— l'opérateur J est formellement anti-auto-adjoint (skew-symmetric) et ['opérateur R est
non-négatif symétrique, par rapport au produit scalaire,

— G est un opérateur et G* son opérateur adjoint.

Définition 4.3 (Opérateur anti-auto-adjoint (skew-symmetric) [251]). Un opérateur J est
anti-auto-adjoint si

(Jv1,02) = —(v1, T02).

avec (-, -) le produit scalaire défini sur la géométrie du systeme considéré.

EXEMPLE D'UN SYSTEME LINEAIRE Un modeéle linéaire pour la vibration transverse
w(z,t) d’une corde est considérée (Fig. 4.2) [110, 111]. I s’agit de 'EDP

onw(z, t) + porw(z, t) — dzw(z, t) = u(z, t).

Ici, u(z,t) représente une force linéique distribuée définie sur (z,t) € QO x RT, Q =
[0,1] et u est un coefficient représentant de ’amortissement visqueux. La corde est fixée
aux extrémités (condition de Dirichlet) et a une position et vitesse données comme
conditions initiales.

w(z,t)

FIGURE 4.2 — Corde
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Pour l’écriture du SHP, on définit I’état comme

v q(z,t)| o [dzw(zt)
p(z,t) drw(z, t)
Le systeme étant linéaire, le Hamiltonien a un intégrande quadratique, qui est intégré
sur le domaine spatial () de la corde :

H(x(z,t)) = %/Q [pz(z, t) +4%(z, t)} dz.

Les densités d’énergie quadratiques correspondent aux densités d’énergie potentielle
et cinétique d’un point élémentaire de la corde. Dans ce cas, la dérivée variationnelle
correspond a [251]

5eH(x(z, 1)) = L‘?Z] _ m .
P

Le modele SHP s’écrit comme
0¢q _ 0 odz| |0 0 9| 0 u
otp dz 0] 0 u P 1

. (4-5)
v=lo 1 [q
p

Cette écriture satisfait les conditions de la Définition 4.2. Nous démontrons ici que
I'opérateur

0 o
J= :
est formellement anti-auto-adjoint. Soient deux vecteurs d’état

xi(z, 1) £ [0]1] (z,t)
p1

xH(Z/t) £ [QZ] (Z/t)/
p2

zéro aux bords. Il faut prouver que

(T x1, xm) = —(xp, Txm) (4.6)

avec

(21, x11) 2/01 [‘71 P1] [‘121 dz.

p2

Le membre gauche de (4.6) vaut

1 1
(T x1, x1) =/ {azpl aqu] [‘h] dz =/ [0zp1 - g2 + 9291 - p2] dz
0 P2 0
et le membre droit

1
(%1, Tx) = /0 (91 - 9zp2 + p1 - 0242] dz.
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Par une intégration par parties, on a que

1 z=1 z=1 1
/0 azp1~qzdz:/ . qzdm=mfor—/ . Pld‘72:_/0 p1-0zq2 dz
zZ= z=

et, pareillement, que

1 1
/Oazch-pzdz:—/o 0241 - p2 dz,

ce qui prouve I'Equation (4.6).

Finalement, puisque le SHP (4.5) est contr6lé par une force u(z,t), la sortie duale
est y = p(z,t) = diw(z,t), la vitesse, de sorte que [uydz = [ u(zt)diw(zt)dz
représente la puissance externe apportée au systeme.

EXEMPLE D'UN SYSTEME NON LINEAIRE L'exemple d'une corde avec une non-
linéarité due a une modulation de tension sera traité dans le Chapitre 8.

4.2 METHODE DE SIMULATION

Etant donné un modéle SHP, contrdlé ou non, on peut calculer son évolution tem-
porelle par une méthode numérique. Dans le cas d’un SHP de dimension infinie, on
applique d’abord une discrétisation spatiale [204, Section 5] afin d’obtenir un SHP de
dimension finie pour la simulation.

La méthode numérique sert a simuler la trajectoire du systeme en temps discret : il
s’agit de calculer l'état x(k + 1) étant donné 1’état x(k). En fonction du modele et de la
commande, on a affaire a un calcul explicite ou implicite.

Pour une méthode de simulation passive (stable), on veut discrétiser les équations
du systéme en préservant le bilan de puissance : on remplace la dérivée temporelle x
par %, et le gradient VH(x) par le gradient discret VIiH (x,dx) [82, 119, 241]. Dans
le cas d’'un Hamiltonien a variables séparées (H(x) = Y_!' H;(x;)), le gradient discret
V7H(x, §x) est défini par les composants

Hi(xi+5§;2*Hi(xi) sidx; #0

[VIH(x, 6x)); =
H{(xl-) si 59(1' =0.

CALCUL EXPLICITE Dans le cas d'un systéme bouclé linéaire, il existe une méthode
explicite [241] pour le calcul de la différence d’état dx(k) = x(k + 1) — x(k). On
peut écrire le Hamiltonien comme la forme quadratique H(x) = 1/2xTWx, avec
W = WT 0. Avec le gradient discret V?H (x(k), dx(k)) = W (x(k) + dx(k)/2), et la

notation M £ (J — R)W, on peut retrouver l'expression suivante pour dx :
Sx = (I, — 6t/2- M) ™' (Mxy + Gyuy)st.

CALCUL IMPLICITE Dans le cas plus général, on obtient un systéme implicite (non
linéaire) en x(k 4 1) apres discrétisation, qu’il faut résoudre itérativement, par exemple
par la méthode de Newton-Raphson [266].

4.3 METHODES DE CONTROLE

11 existe plusieurs méthodes de controle a partir d’une structure SHP, a la fois pour
des SHP de dimension finie [181] et infinie [204, Sections 4.1-4.3]. Ici, nous mentionnons
deux méthodes pour le cas des SHP de dimension finie [179, 180, 182].
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4.3.1 Remodelage d’énergie

Le Hamiltonien H(x) du systéme non contrdlé est une fonction de Lyapunov qui a
un minimum a un point d’équilibre. La méthode de contrdle par remodelage d’énergie
[179] consiste a construire un nouveau Hamiltonien H;(x) qui a un minimum & un
autre point d’équilibre vers lequel on veut controler le systéme (comme illustré dans la

Figure 4.3).

Théoréme 4.1 (Condition de correspondance pour le contrdle par remodelage d’énergie
[179]). Considérons un SHP en boucle ouverte de forme (4.1) avec un Hamiltonien H(x) > 0.
Pour obtenir un SHP en boucle fermée avec un Hamiltonien Hy(x) > 0, la commande utilisée
doit satisfaire la condition de correspondance

VH,(x)Tx = —yTu, (4.7)
oit Hy(x) & Hy(x) — H(x) = 0, sous I'hypotheése que
RV H,(x) =0.

La preuve est basée sur les bilans de puissance du systéme en boucle ouverte et en boucle
fermée [179].

FIGURE 4.3 — Principe de la méthode de contrdle par remodelage d’énergie

4.3.2 IDA-PBC

La méthode IDA-PBC (Interconnection and Damping Assignment Passivity-Based Control,
[182]) consiste & associer le remodelage d’énergie (H;(x)) a un changement des matrices
d’interconnexion (J;) et de dissipation (Ry). Le systéme (4.1) est ainsi remplacé par le
systéme cible

x = (J; — Ry)VHy(x) (4-8)
par l'action du controle.
La méthode IDA-PBC répond a deux besoins :

— certains systémes ne peuvent étre controlés avec un remodelage d’énergie seul, par
exemple lorsqu’il y a un transfert infini d’énergie au point d’équilibre (dissipation
obstacle, cf. [269]),

— on veut améliorer la performance du contrdle.
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Nous définissons les différences H,(x) comme avant, et J, £ Ji—1T], R, £ R; — R.
L'entrée qui effectue ceci peut étre obtenue par la condition de correspondance suivante.

Théoreme 4.2 (Condition de correspondance pour I'IDA-PBC [182]). Considérons un
SHP en boucle ouverte de forme (4.1) avec un Hamiltonien H(x) > O et matrices J et R. Par
Uaction du contréle, nous voulons obtenir un SHP (4.8) avec un Hamiltonien Hy(x) > 0 et
matrices J; et Ry. Les Hamiltoniens et matrices doivent satisfaire la condition de correspondance

_gL(]a —R;)VH(x) = gl [(J +Ja) = (R+ Ja)] VHa(x),

oit gt est un annihilateur & gauche au choix (qui satisfait g*g = 0). La commande correspon-
dante est

u=(g7g)"'g" [(Ja — Ra) VHy(x) — (] - R)VH(x)].

Cette condition de correspondance suit de I'égalité entre les équations dynamiques du systeme
en boucle ouverte et en boucle fermée.

En fonction des éléments imposés dans cette équation, on a affaire a une méthode de
résolution différente. La référence [182] offre plus d’informations a ce sujet et propose
une version plus générale de la condition de correspondance.
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Dans ce chapitre, le contrdle en temps fini est introduit. Dans la Section 5.1, on définit
la stabilité en temps fini et explique pourquoi cette propriété peut étre utile. La Section
5.2 est consacrée aux lois de commande (non linéaires) pour la stabilisation en temps
fini d’EDOs, tandis que le cas des EDPs est mentionné dans la Section 5.3. Finalement,
en Section 5.4, on mentionne des informations supplémentaires concernant le contrdle
non asymptotique dont le contrdle en temps fini fait partie.
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5.1 INTRODUCTION

Le controle en temps fini concerne le fait d’atteindre un état d’équilibre en un temps
fini, et non pas asymptotiquement, comme c’est souvent le cas avec des méthodes de
controle plus standard. La question du contrdle en temps fini d’une EDO a été posée
pour la premiere fois en 1966 par Roxin [221] puis en 1986 par Haimo [103], mais la
recherche sur le temps fini s'intensifie des les années 2000 [39]. Dans la présente section,
on commence par un exemple introductif pour illustrer la stabilité en temps fini, avant
d’en donner la définition mathématique et 1'utilité.

5.1.1  Exemple introductif

On considere le systeme X(f) = u(t) avec un état initial xo > 0. On veut concevoir la
loi de commande u pour que l'état x(t) atteigne 0 en un temps fini T. Nous comparons
trois différentes lois de commande dont les trajectoires résultantes respectives sont
montrées dans la Figure 5.1 et dont les détails sont listés dans le Tableau 5.1.

Il s’agit des trois lois de commande suivantes.

1) REGULATEUR P Une commande « P » (proportionnelle, [10]) génére une trajectoire
exponentiellement décroissante, qui n’atteint 0 jamais exactement mais s’en approche
éternellement (stabilité asymptotique).

2) CONTROLE « TOUT OU RIEN » (« bang-bang ») La commande appliquée égale
une constante Ue; multipliée par le signe de I'état. La trajectoire est alors une droite
décroissante. En x(t) = 0, on applique l'entrée u(t) = 0. En réalité, a cause de la pente
(vitesse) non nulle au moment ou x(t) = 0, I’état deviendra légerement négatif. Le
contrdle repoussera 1’état vers zéro mais il dépassera a nouveau dans le domaine positif,
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ey g

FIGURE 5.1 — Trajectoires du systeme x(t) = u(t) pour différentes lois de controle

Tableau 5.1 — Détails des trois lois de commande. Calculs pour le cas x(t) > 0.

controle commande trajectoire T
régulateur P u(t) = —Kx(t) x(t) = xpe Kt )
bang-bang  u(t) = —sign(x())Ucst x(t) = xp — Uestt sz)st

1-a
temps fini u(t) = —sign(x(t))|x(t)|*, « €]0,1[ x(t) = xp - /1 — ;gf;t 91(07&

et ainsi de suite... Ceci résulte en un mouvement de zig-zag (chattering, [147]) qui est
indésiré dans une application réelle.

3) CONTROLE EN TEMPS FINI Nous voulons donc obtenir une trajectoire qui arrive
en 0 avec une pente nulle. Il se trouve que c’est par exemple le cas avec la loi

u(t) = —sign(x(t))|x(t)|* = —[x(1)]", « €]0,1].

Nous observons que cette loi est non linéaire, contient une puissance fractionnaire
et est non Lipschitz continue a l’origine [103]. On verra dans la suite que la condition
a € 10,1 correspond a une condition d’homogénéité, qui garantit la stabilité en temps
fini. Pour le cas &« = 0, on retrouve une loi de commande discontinue de type bang-bang,
et pour le cas &« = 1, une trajectoire asymptotique.

Dans la suite de la présente section, apres la définition formelle de la stabilité en
temps fini, nous montrons comment de telles commandes peuvent étre construites.
Nous mentionnons ici déja qu’il n’y a pas unicité de la loi en temps fini.

5.1.2 Définition

Définition 5.1 (Stabilité en temps fini de 'origine [39]). Soit un systeme % = f(x). Soit
@ (xg) I"évolution de I'état dans le temps étant donné un état initial xo a (t = 0).
L'origine dudit systéme est stable en temps fini sur un voisinage ouvert U C R" si

1. (Convergence en temps fini) Il existe une fonction T : U\ {0} — R™ telle que pour tout
xg € U\ {0}, I'évolution ®¢(xg) est définie et unique sur [0, T(xp)] et

li D =0.
t*}]ﬂr{}(o) ! (xO)

On appelle T(-) la fonction de temps d’établissement (settling time) du systeme.
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2. (Stabilité au sens de Lyapunov) Il existe une fonction 6 € K telle que pour tout xg € U,
| P (x0)|| < 8(||x0|) pour tout t > 0.

Si U = R", on appelle le systéme globalement stable en temps fini. Si seulement Ila
propriété (1) est satisfaite, I'origine est dite attractive en temps fini.

On voit que la propriété de stabilité en temps fini est plus stricte que la stabilité
asymptotique au sens de Lyapunov (cf. la Définition 3.6).

5.1.3 Avantages et inconvénients du controle en temps fini

Voici quelques remarques sur le controle en temps fini, avec lequel une cible (point
d’équilibre ou trajectoire de référence) peut étre atteinte dans un temps fini.

5.1.3.1 Avantages

— Le controdle en temps fini est utile pour des applications avec des contraints de
temps.

— 1Ily a certains résultats qui montrent que le controle en temps fini a des propriétés
de robustesse supérieures par rapport a d’autres types de controle comme le
contrdle asymptotique et exponentielle (p.ex. dans [39] concernant le rejet de
perturbations).

5.1.3.2 Inconvénients

— Il n’y a souvent pas d’expression analytique pour le temps d’établissement T
(mais parfois on a une borne supérieure). De ce fait, la méthode de conception
d’un contréleur pour un T donné par une application n’est pas toujours évidente.

— Le systéme controlé en temps fini n’est pas Lipschitz continu a 1’état cible. De ce
fait, le systeme devient de plus en plus raide lorsque 1’état se rapproche du point
d’équilibre. Cette propriété peut mener a des difficultés numériques lors d’une
simulation ou implémentation sur un microcontrdleur (voir plus bas).

5.2 CONTROLE EN TEMPS FINI D’EQUATIONS AUX DERIVEES ORDINAIRES

Dans la présente section, on énonce des méthodes de construction de lois de com-
mande en temps fini pour des EDOs (Sous-section 5.2.1), et on donne quelques exemples
de lois de commande ainsi obtenues (Sous-section 5.2.2).

5.2.1 Méthodes de construction de lois de commande

Etant donné la définition de la stabilité en temps fini, nous plusieurs méthodes de
conception de lois en temps fini pour un systeme EDO donné ont été développées.

5.2.1.1 Fonctions de Lyapunov strictes

Si l’on peut trouver une commande u(x, t) et une fonction de Lyapunov de contrdle
V(x(t), u(t)) associée, qui satisfasse

V(x(t),u(t)) < —k[V(x(t),u(t)]", (5.1)

avec k > 0, « € ]0,1], alors cette loi stabilise le systtme en temps fini [12, 39, 40]. La
difficulté est qu’il n’est pas toujours facile de trouver une telle fonction de Lyapunov.
Des exemples de lois construites avec cette méthode sont [117, 120, 267, 270].

11 existe aussi un théoréme inverse : chaque systéme stabilisé en temps fini admet
une fonction de Lyapunov stricte.
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5.2.1.2 Homogénéité
On définit d’abord la notion d’homogénéité dont on a besoin.

Définition 5.2 (Homogénéité d'une fonction et d'un champ de vecteurs [112]). Soient
A > 0 un nombre réel strictement positif et r un vecteur de n poids r; > 0 strictement positifs.
Soit l'opérateur de dilatation A, tel que

Apx = { Alix; }T
— Une fonction f(x) : R" — R est homogene si I'on peut I'écrire comme
f(Arx) = A f(x).
— Un champ de vecteurs f(x) : R" — R" est homogene si I'on peut I'écrire comme
f(Arx) = AYAcf(x). (5-2)
L'exposant v € R s’appelle le degré d"homogénéité.

Remarque 1 — Le degré d’homogénéité v est fixé a un facteur multiplicatif strictement
positif pres, puisque 'on peut multiplier les composants du vecteur de poids r par un
méme facteur multiplicatif.

Remarque 2 — Dans [196, Section 3.1], on utilise une définition alternative d’homo-
généité « généralisée », qui est équivalente a la Définition 5.2 et sera utilisée dans la
Sous-sous-section 11.6.2.1. Cette définition est la suivante.

Définition 5.3 (Homogénéité généralisée d"une fonction et d’un champ de vecteurs
[196, Déf. 3.6]).

— Une fonction f(x) : R" — R est d-homogene si I'on peut I'écrire comme
f(d(s)x) =e”f(x), VxeR"\{0},VsecR.
— Un champ de vecteurs f(x) : R" — R" est homogene si I'on peut I'écrire comme
fd(s)x) =e"d(s)f(x), VxeR"\{0},VseR.
Ici, d(s) est une dilatation [196, Déf. 3.1] comme la dilatation uniforme
di(s) 2 eI,
ou la dilatation pondérée
dy(s) £ diag (e"®,€'?%,...,e"%), r; > 0.

Remarque 3 — Si un systéme non linéaire est homogene, certaines propriétés locales
peuvent devenir globales [12, 196].

La propriété d’homogénéité est utilisée pour la construction de lois de commande
selon le lemme suivant.

Lemme 5.1 (Stabilité en temps fini d’un systéeme homogene a degré d’homogénéité
strictement négatif [12, 216]). Si un systeme EDO est asymptotiquement stable, et homogene
a degré d’homogénéité strictement négatif, alors le systeme est aussi stable en temps fini.

Si l’on peut construire une commande u(t) qui rend le champ de vecteurs

x(t) = f(x(t),u(t))

homogene d'un degré d’homogénéité v strictement négatif, la stabilité asymptotique
est donc une condition suffisante pour la stabilité en temps fini. (On note que 1'on peut
parfois aussi construire une approximation homogene autour du point de I'équilibre
pour obtenir une stabilisation en temps fini locale [8].)
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5.2.1.3 Fonctions de Lyapunov implicites

Cette méthode n’est pas précisée ici. Se référer a [197, 198].

5.2.2  Quelques lois de commande pour des EDOs

5.2.2.1 Loi additive pour un intégrateur d’ordre n

INTEGRATEUR SIMPLE Considérons l'intégrateur simple

2(t) = u(t) (5:3)

avec l’état x € R. La stabilité en temps fini de 1'origine peut étre obtenue avec la loi de
commande décrite dans le lemme suivant.

Lemme 5.2 (Contrdle en temps fini de l'intégrateur simple). L'origine 0 est un point
d’équilibre stable en temps fini pour l'intégrateur simple (5.3) contrdlé par la loi de commande

u(t) = k| x(t)]* (5.4

avec w € |0,1[, k > O et

[x(£)]" £ sign(x(t)) |x(1)|".

La loi de commande définie par (5.4) est illustrée dans la Figure 5.2 pour différentes
valeurs du parametre a. On note a nouveau que pour la limite « — 1, on retrouve un
contrdleur linéaire u(t) = —kx(t), et pour la limite « — 0, on retrouve un contrdleur
discontinu u(t) = —ksign (x(t)).

Dans I’Annexe B, des regles de calcul pour les crochets figurant dans cette loi sont
énoncées.

Démonstration. L'intégrateur simple (5.3) controlé par la loi de commande (5.4) corres-
pond au systéeme en boucle fermée

(t) = —k[x(t)]" (55)
On définit la fonction de Lyapunov *
2

V(x(t) £ 5 0.

On calcule que

V(x(t) = 9y V (x(£)2(£) = x(#) - (=k[(x(£))]%)
= —k[xT' [(x()]" = —klx()|**! <0,
puisque k > 0. D’apres la 1°™ méthode de Lyapunov (cf. Lemme 3.2), 'origine est un
point d’équilibre asymptotiquement stable du systeme (5.5).

On montre que le champ de vecteurs f(x) du systéme en boucle fermée (5.5) est
homogene. La condition (5.2) se traduit en

—k[Ax(t)]* = =AYATk|x(¢)]* avec A > 0,711 >0
—kA® x ()] = —kAYT [ x(t)]"
v=(ax—1)r.

Pour un choix du vecteur de poids

=1

1. On pourrait aussi utiliser la fonction de Lyapunov V(x) = |x|.
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on obtient un degré d’homogénéité

a—1
P

Vv =

Ce degré d’homogénéité est strictement négatif pour des valeurs du parametre « €

10,1[.
En utilisant le Lemme 5.1, on conclut que l'origine est un point d’équilibre stable en
temps fini du systeme (5.5). O
1 ‘
0.5+ | -
= 0 N |
: N N
—05 | \ /(:3/% i
S B
a=0 S
-1 | } | N
-1 —0.5 0 0.5 1
x(t)

FIGURE 5.2 — Loi de commande (5.4) avec parametres k = 1 et différentes valeurs de «

Expression analytique pour la trajectoire et le temps d’établissement Dans le
cas de l'intégrateur simple (5.3) contrdlé par la loi de commande (5.4), il est possible
d’obtenir une expression analytique pour la trajectoire du systéeme bouclé (5.5), ainsi
qu’une expression analytique pour le temps d’établissement T(xg).

Calcul de la trajectoire a partir d’une condition initiale xy = x(0).

—Pour xp > 0,x(t) > 0, ona que |x(f)]* = x(t)* et on obtient

#(f) = —kx(£)®
/:(t)x(t)"‘ dx(t) = —/Otk dt

0
x(t)

1—a
MO el

x(t) = 1’(/x(l)*”‘ — (1 — a)kt.
La trajectoire atteint zéro quand le radical vaut zéro, c’est-a-dire, pour un temps

1—«a
X0

t:m.

On l'appelle le temps d’établissement T (xg) (ici dans le cas xg > 0).
—Pour xp =0, on a x(t) = 0 avec un temps d’établissement T(xp) = 0.
—Pour xp < 0,x(t) <0, ona que [x(t)]* = — |x(t)|" et on obtient
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1-a
Dans ce cas, le temps d’établissement vaut T(xg) = Wi—a)
— En conclusion, on obtient la trajectoire
sign (x0) Vo[t — (1—wkt  sit< T(x)
x(t) = (56)
0 sit>T(xp),
avec le temps d’établissement
x|
T = . .
(x0) = a) (5.7)

L’évolution temporelle des trajectoires de la boucle fermée (5.5) selon I'Equation (5.6)
est affichée dans la Figure 5.3, pour deux conditions initiales et différentes paires de
parametres de contrdle (k,a). Les temps d’établissement correspondants calculés avec
I’Eq. (5.7) sont montrées dans le Tableau 5.2.

3
2\ N
1 ]
= 25 (1,2)
0r —————————— *——o—o
(L3) (1,3)
—1F /// |
) ¢ \ \ \ \ \
0 1 2 3 4 5 6
t

FIGURE 5.3 — Trajectoires de la boucle fermée (5.5) d’apres I’Equation (5.6) pour conditions
initiales xg € {3, —2} et différentes paires de parametres de controle (k, «) indiquées
sur la Figure. Les points indiquent les états initiaux et les moments ot1 un état
atteint zéro.

L'influence de 1'état initial x( et des parametres de contrdle (k,a) sur le temps
d’établissement T(x() selon 'Eq. (5.7) est montrée graphiquement dans la Figure 5.4.
Dans le cas de l'intégrateur simple, pour une application avec un état initial xy connu
et un temps d’établissement désiré, on est capable de concevoir les parametres de la
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Tableau 5.2 — Temps d’établissement correspondant aux trajectoires de la Figure 5.3.

X0 k « T(xp)
3 1 3 3.464
301 2 3.222

-2 1 3 2.828

-2 2 i 1.414

loi de commande (k, «). Dans le cas d’autres lois de commande en temps fini, on ne
dispose pas d’une relation analytique entre les parametres de controle et le temps
d’établissement, donc il faut utiliser des méthodes de simulation pour choisir leurs
valeurs.
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FIGURE 5.4 — Influence de 1’état initial x( et des parametres de contrdle (k,«) sur le temps
d’établissement T(xg)

INTEGRATEUR DOUBLE Aprés l'intégrateur simple, considérons maintenant 1'inté-
grateur double

{xl(t) = x
Xz(t) =u

avec l'état x(t) = [xl (t) xZ(t)} T € R2. La stabilité en temps fini de l'origine peut étre

(5.8)

obtenue avec la loi de commande décrite dans le lemme suivant.
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Lemme 5.3 (Contrdle en temps fini de l'intégrateur double [39]). L'origine 0 est un point
d’équilibre stable en temps fini pour 'intégrateur double (5.8) contrdlé par la loi de commande

u(t) = ki Ln (175 koL (t)]* (59)
avec a € |0, 1] et kqy,ky > 0.
Démonstration. La preuve repose sur la fonction de Lyapunov [31]

_ 2

®, 2 X
V(x) =k 5 ESIEEES 72 > 0. (5.10)

On calcule que
V(x) =V, V(x)Tx
= ki [11]7F 0+ 1 <—k1 [x117% — k Lxﬂ“)

= —k2|x2\”‘+1 j 0.

T
Cette expression vaut 0 pour tout x = [xl 0} donc elle est semi-définie négative. La
stabilité asymptotique du double intégrateur contr6lé par la loi de commande (5.9) est

obtenue d’apres le Lemme de LaSalle (3.3) : V(x) =0 = =0 = % =0 (5:8;
X1 = 0.

Par construction, la loi de commande (5.9) rend le double intégrateur en boucle
fermée (5.8) homogene. La condition (5.2) se traduit en

A2 oy A xy
—kp A1) E — k[ AT220] A2 (_kl 2117 — kp szl”‘) ,
donc
Ty =V + 1
r - v+r
5= 2
o =V ~+ 19.

Ce systéme est sous-déterminé. Pour un choix du vecteur de poids

— |1 2—u
’ b 2}’

on obtient un degré d’homogénéité

a—1
Pt

vV =

Ce degré d’homogénéité est strictement négatif pour des valeurs du parametre « €
10,1[.

Dans le cas d'un degré d’homogénéité strictement négatif, le systeme en boucle
fermée asymptotiquement stable est aussi stable en temps fini (Lemme 5.1). O

Remarques

— Une version alternative de la loi de commande avait été proposée dans [103] :

u(t) = —ki[x1()1° — ka[x2()1%,

avec B > 5%, tandis que dans la loi de commande ci-dessus [39], B = 7% .
- La loi de commande (5.9) est un cas spécifique de la loi de Bhat & Bernstein (5.13)
pour le cas n général mentionnée ci-dessous.
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— Il existe d’autres fonctions de Lyapunov pour le double intégrateur (5.8)-(5.8).
On peut citer la fonction de Lyapunov stricte [275, Théoréme 3.4]

2—u
2

2
X
V(x) =k |x1|ﬁ+72+€Lxﬂﬁ-

Il existe un g > 0 tel que Ve € |0, o],

atl
2

V< —cle)VT,

avec c(e) > 0.
Dans [183], on introduit une fonction de Lyapunov locale ad hoc de la forme

2—u
2

> ,
2 X 4
V(x) =k 1|7« + 72 + K1x1 2| x| 4 K1K2 |27 [ 229 sign(x1 ) x2[x2 |

[14
+ 2K1K2K3x‘;’x2|x2|7 + K1K2K3K4x?x2, (5.11)

avec x; des constantes positives satisfaisant certaines inégalités.
— Une autre loi de commande pour le double intégrateur a été présentée par Bhat &
Bernstein dans [38]. Elle a été développée en utilisant la théorie des modes glissants.
Loi:

o

2—u

u(x) = —[x]" - {xl ) i o sz]z“w

Fonction de Lyapunov candidate :

(S8}

2—u = r
V — 3—ua
(x) X1+ gl

3—ua

1 -
z_alxz]Z “) X2+

1
SR Lxﬂz_"‘ +s (x1 +

avec r et s positifs.
INTEGRATEUR D'ORDRE 71

Les lois de commande additifs pour le simple et double intégrateur peuvent étre
généralisées de la maniere suivante.

e Une approche par continuité [40]

Théoreme 5.1 (Controle en temps fini d'un intégrateur d’ordre n (Bhat & Bernstein
[40]). Soient ky, ..., ky tels que le polyndme s™ + kns" 1 + ... 4 kos + ky est Hurwitz, et soit
le systeme

X =%
' (5.12)
Xn—1 = Xn

Xn = Uu.

Il existe un € € )0, 1] tel que, pour tout « € |1 — ¢, 1], l'origine est globalement stabilisée en
temps fini pour le systeme (5.12) controlé par

u=xu(x1,...,%0) = =k |x1|" — ... —kn|xn | (5.13)

oit les wq, . .., oy satisfont

avec a1 = 1let oy = a.
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L’inconvénient de ce résultat est, contrairement au cas du simple et double intégrateur
étudiés ci-dessus, que I'on ne connait pas de fonction de Lyapunov et que 1'on ne
connait pas la borne inférieure de l'intervalle pour a. Dans la thése d’Emmanuel
Moulay [173], on conjecture que la plus petite valeur pour a serait %, mais ce n’est pas
prouvé 2.

5.2.2.2  D’autres lois de commande

Pour un intégrateur d’ordre 7, on a aussi d’autres approches, différentes de la loi de
commande additive mentionnée ci-dessus.

e Une approche géométrique de Praly [200]

o Des méthodes récursives de Hong [116] et d’Andréa-Novel, Coron & Perruquetti
[275] qui permettent d’obtenir des lois de commande et des fonctions de Lyapunov
pour un systeme d’ordre n de fagon itérative supposant qu'un sous-systeme d’ordre
n — 1 est controlé en temps fini avec une loi de commande et une fonction de Lyapunov
connues.

e Une méthode utilisant des inégalités matricielles de Zimenko, Polyakov, Efimov
& Perruquetti [271].

5.3 CONTROLE EN TEMPS FINI D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Le contrdle en temps fini d’EDPs est un sujet de recherche actif. On peut mentionner
des résultats comme [6, 81, 162, 195] et le cas de [69] qui sera utilisé dans le Chapitre
11.

5.4 AUTRES TYPES DE COMMANDE NON-ASYMPTOTIQUE

La stabilité en temps fini (finite-time stability) décrite dans ce chapitre est une forme
de stabilité non asymptotique, ot le temps d’établissement dépend de 1’état initial. 11
existe d’autres variantes de stabilité non asymptotique, comme la stabilité en temps fixe
(fixed-time stability, [193]), ol il existe une borne supérieure sur le temps d’établissement,
pour n'importe quel état initial, et la stabilité en temps préscrit (prescribed-time stability,
[234]), une stabilité a temps fixe ot la borne supérieure sur le temps d’établissement
peut étre imposée par construction.

On mentionne aussi qu’en temps discret, il existe le dead beat control, qui réalise une
stabilisation en temps fini quand la matrice d’état en boucle fermée est nilpotente :
pour le cas d’un systéme linéaire xy 1 = Axy + Buy avec uy, = —Kxy, si

I :(A-BK)" =0 =— xn=(A—BK)"x =0.

2. Je remercie Emmanuel Bernuau pour une discussion concernant ces lois de commande en temps fini.
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CONTROLE PASSIF EN TEMPS FINI DU DOUBLE INTEGRATEUR

AVEC UNE APPLICATION A UN HAUT-PARLEUR COMME
ABSORBEUR ELECTROACOUSTIQUE

Ce chapitre est concerné avec l'interprétation d’un double intégrateur controlé en
temps fini comme un Systéme Hamiltonien & Ports (SHP) dans le but d’obtenir une
version passive de la loi de commande, permettant de garantir de la robustesse contre
une mauvaise estimation des parametres physiques du modéle. Dans la Section 6.1,
le modele SHP d’un systéme masse-ressort-amortisseur (non) linéaire est donné. A
partir de cet exemple d’un systeme EDO du deuxiéme ordre qui sera contrdlé en
temps fini, on montre comment obtenir une version passive de cette loi de commande
(Section 6.2). Dans la Section 6.3, la loi passive sera utilisée pour controler la position
d’un haut-parleur dans une application d’absorbeur électroacoustique. Une perspective
serait d’essayer de généraliser la loi de commande passive en temps fini au cas d'un
systéme d’ordre n quelconque (Section 6.4).

Ce chapitre reprend les informations des articles [W4] et [W5].
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6.1 MODELE SHP D'UN SYSTEME MASSE-RESSORT-AMORTISSEUR
6.1.1 Modele linéaire

6.1.1.1 EDO et représentation d’état

Considérons un oscillateur mécanique linéaire amorti (masse-amortisseur-ressort) de
masse m, d’amortissement ¢ et de raideur k, excité par une force extérieure f. ¢ (Figure
6.1). Cet oscillateur est décrit par 1’équation différentielle ordinaire

mE + cxX + kx = foxt

ol la position de la masse est repérée par rapport a I'équilibre (x = 0 au repos).
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Ce systéme d’entrée u = f,,; admet la représentation d’état suivante :

HiEA

T
dans laquelle l’état x = {xl xz} est défini par x; = x (position), x, £ p = mx

u, (61)

X2

(quantité de mouvement) et initialisé par x(0) = xg € R2.

fext
X
m . — I
k c
L=

7777777777/777
117777777
//////////////

FIGURE 6.1 — Systéme masse-ressort-amortisseur

En fonction des capteurs a disposition, nous définissons la sortie mesurée

Ymes = Cx. (6.2)

6.1.1.2 Modele SHP

Dans l'oscillateur considéré ici, on a une échange d’énergie entre la masse et le
ressort, une dissipation d’énergie a travers I’amortissement, et I’apport d'une énergie
externe a travers le port formé par la force extérieure qui travaille selon la vitesse
produite par le systéme.

Son énergie est composée de I'énergie potentielle du ressort (kx?/2) et de I'énergie
inertielle de la masse (p?/(2m)). Le Hamiltonien est donc donné par

1 1
H(x) = Ekx% + %x%. (6.3)

Comme montrée dans la Sous-section 4.1.1, a partir de I'équation dynamique (6.1) et
suivant la Définition 4.1, nous obtenons le modele sous forme SHP :

% 0 1 00 kx 0
= - +
X -1 0 0 ¢ Lo 1 6
kx1
v=1lo 1] |"
mx2

On peut remarquer que V H(x) isole les lois constitutives des composants stockants,
que la premiere ligne décrit 1’égalité des vitesses pour la masse et du ressort, et que la
seconde exprime un bilan de forces : ces deux lignes expriment en fait une connexion
rigide entre les composants.

La matrice J représente 1'échange d’énergie entre le ressort et la masse, et la matrice
R représente la dissipation d’énergie par ’amortisseur.

On remarque également que l'on ne peut choisir la signification physique de la
sortie du modele SHP : elle est impliquée par le choix de I'entrée. L'entrée étant
la force extérieure, la sortie doit étre la vitesse de son point de contact pour que
leur produit exprime la puissance apportée au systeme par ce point de contact (port
d’interconnexion).
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6.1.2 Modele non linéaire

Le formalisme des SHP nous permet de faire une extension immédiate du contrdle a
un systéme non linéaire. Nous considérons le cas d’'un ressort raidissant, avec la loi
constitutive

F, = kLsinh (%) )

avec L I'élongation critique.
Cet oscillateur peut étre modélisé comme un SHP de forme (6.4), avec les mémes
matrices | et R que dans le cas du ressort linéaire, mais avec le Hamiltonien

H(x) = kL? [cosh (%) - 1} + ﬁx%

6.2 LOI DE COMMANDE PASSIVE EN TEMPS FINI

Dans la présente section, on applique deux méthodes de commande différentes dans
le but de stabiliser 1'oscillateur passif linéaire sur un état d’équilibre cible qui sont
examinées, comparées, puis associées.

La premiere approche repose sur le formalisme des Systémes Hamiltoniens a Ports
(systémes passifs admettant un bilan de puissance équilibré) et une méthode de controle
s’appuyant sur la passivité, par remodelage d’énergie et réallocation d’amortissement
(méthode dite IDA-PBC, Sous-section 6.2.1). Cette méthode s’appuie sur une fonction
de Lyapunov, qui correspond a une énergie physique naturelle du systéme.

La seconde approche repose sur une représentation d’état standard du systeme et
une méthode de contr6le non linéaire, permettant d’atteindre un point d’équilibre
en un temps fini (Sous-section 6.2.2), propriété utile pour des applications avec des
contraintes de temps. Cette méthode s’appuie sur une analyse par fonction de Lyapunov
homogene.

Dans la Sous-section 6.2.3 on montre alors que cette méthode de contrdle en temps
fini admet une reformulation passive de type SHP, a partir de la fonction de Lyapunov
et une interprétation comme un contréle IDA-PBC.

Enfin, dans la Sous-section 6.2.4 on effectue une simulation du systéme original
((non) linéaire) et du systéme bouclé (non linéaire).

6.2.1  Commande asymptotique par remodelage d’énergie et réallocation d’amortissement
(IDA-PBC)

Le formalisme des SHP nous permet de construire des lois de commande basées sur
I'énergie. Dans cet article, le but est de contrdler le systéme vers 1’origine et vers un
autre point d’équilibre non nul

x* 2 [xif O}T.

Nous appliquons deux méthodes : le remodelage d’énergie (Sous-sous-section 6.2.1.1)
et 'IDA-PBC (Sous-sous-section 6.2.1.2).

6.2.1.1 Remodelage d’énergie

Le Hamiltonien H(x) (Eq. 6.1) a un minimum au point d’équilibre {0 0} T Crest
une fonction de Lyapunov du systéme sans controle, pour lequel I'état évolue vers ce
point d’équilibre.

La méthode par remodelage d’énergie consiste a construire un nouveau Hamiltonien
H;(x) qui a un minimum & un autre point d’équilibre vers lequel on veut contrdler le
systéme.
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Ici, nous définissons un Hamiltonien cible d’équilibre x* = {xT 0]

1 2, 1 o
Hd(x) = E(k‘l‘K)(Xl —XT) ‘l‘ﬂXz"’K/ (65)
avec K > 0 une raideur positive au choix. La constante x est choisie pour assurer la
positivité de H,. Les calculs conduisent a

k(k + K)

T

La condition de correspondance de la Sous-section 4.3.1 et le modéle en SHP (6.4)
conduisent a la loi de commande

u=—K(x; —x7) +kxj.

Ainsi, cette méthode génere des lois a partir d"une énergie cible, qui conduit ici a un
simple régulateur proportionnel.

6.2.1.2 IDA-PBC

La méthode IDA-PBC (Interconnection and Damping Assignment Passivity-Based Control,
[182]) consiste & associer le remodelage d’énergie (H;(x)) a un changement des matrices
d’interconnexion (J;) et de dissipation (R;). Le systéeme d’origine ¥ = (] — R)VH(x)
est remplacé par le systéme cible

x = (Js— Rq)VHy(x) (6.6)

par l'action du contrdle. L'entrée qui effectue ceci peut étre obtenue par la condition de
correspondance de la Sous-section 6.2.1.2.

Nous imposons le Hamiltonien Hy(x) (Eq. 6.5) et calculons les conditions sur les
matrices J, et R, (supposées constantes), issues de la condition de correspondance et
du fait que J, = —J] et R, = R} = 0.

Nous obtenons les matrices

]a_[o o]’ R,
0 0

avec D > 0, et la commande

0 0
0 D

7

u=—Kux; + (k+K)xj — D%.

On a affaire a la commande obtenue précédemment par le remodelage d’énergie
a laquelle est ajoutée une injection d’amortissement D; ou encore a un régulateur
proportionnel-différentiel.

6.2.2  Commande en temps fini

Dans la sous-section précédente, nous avons introduit un contréle linéaire (de type
PID), pour lequel le systéme connait une évolution exponentielle dans le temps. L'état
se rapproche donc en permanence de I'état cible. Dans la présente section, nous voulons
appliquer un contrdle en temps fini, ot I'état atteint I'état cible dans un temps fini.

On utilisera la loi de commande en temps fini pour le double intégrateur suivante
(cf. la Sous-sous-section 5.2.2.1).

Lemme 6.1 (Contrdle en temps fini du double intégrateur [39]). La commande

v=—ki|z1]7F —ko|22]*
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avec k1 > 0, kp > 0 et a € ]0,1] rend I'origine du double intégrateur

1 =12
Zp =10

globalement stable en temps fini. Nous avons utilisé la notation |x]* = sign(x)|x|*.

Afin de pouvoir utiliser cette commande, nous transformons le systéme masse-
ressort-amortisseur (6.1) en un double intégrateur, a I'aide du lemme de Brunovsky:.

Lemme 6.2 (Forme normale de Brunovsky [52, 124, 208]). Soit un systeme linéaire en
représentation d'état

x = Ax + Bu,

avec A € R™", B € R™™1, qui est commandable, ¢’est-a-dire qui a une matrice de commanda-
bilité
C2|B AB ... A"'B
de rang n.
1l existe un changement d’état z = Tx (T inversible) et une entrée v satisfaisant le change-
ment u = Ez 4 Fv (F inversible) tels que les équations du systéme dans les nouvelles variables

(z,v) s’écrivent sous la forme de q chaines d'intégrateurs d’ordre p; > 1, Z?:1 pi =ndela
forme suivante :

T
z= [21’1 212 --- Zlpy - Zq'Pq ’

avec
zij =2zjjy1 pourl <j<p;—1,
Zjp; = U pourl <i<gqg.

Le systeme (6.1) est commandable. Le lemme de Brunovsky nous permet de trouver
le changement d’état entre z et x :

Z1 — Tx— 1 0 X1
Z2 0 % X2

et le bouclage
21

u:Ez—i—Fv:[k c} +m-o.

23

Apres le changement d’état inverse, on trouve la commande
c A X214
= k —_— - (k 2-a k \\ —‘ ) . 6‘
w= ko + —xp —m (ki a7 ke | o (6.7)

Le systeme (6.1), contrdlé en temps fini vers 1’origine par (6.7), s’écrit comme

. X9
=
Xp = —m (kl Lxﬂ g +ky \‘%"D‘) ‘ (68)

Apres un changement d’état, on obtient la commande suivante pour la régulation en

. . . T
un point stationnaire non nul x* = {xif 0] :

u:kxl—i-%xz—m(kl Lx1 — X175 + ks {%V)
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6.2.3 Obtention d’une loi passive en temps fini

6.2.3.1 Interprétation comme SHP

Afin d’obtenir une version passive de la loi de commande en temps fini, le systeme
bouclé est réinterprété comme un SHP.
Avec un Hamiltonien défini comme suit :

2—«
2

2 1
Hy(x) £ mk i 4 —x5 -0,
4(x) £ mkq |x1] 5 x5 >

par analogie avec la fonction de Lyapunov (5.10), le systéme controlé (6.8) peut étre
réécrit comme un SHP

% = (Ja — Rq) VHy(x)

_ (|0 1_10 0 mky [ x,] 7% (6.9)
1 0] [0 mky|2*! 5 '

La matrice R; dépend de I'état x et est singuliére en x, = 0. Elle est semi-définie
positive car ses valeurs propres 0 et mky ‘% “1sont positives.

6.2.3.2 Lien avec la méthode IDA-PBC

Nous souhaitons réinterpréter le controle en temps fini sous la forme d’un asser-
vissement de type IDA-PBC. D’aprés le calcul de ses quantités caractéristiques (cf. la
Sous-section 4.3.2), le systeme d’asservissement n’est pas passif : R, n’est pas semi-
définie positive et H,(x) n’est pas borné inférieurement. Nous proposons de modifier
le systeme d’asservissement de sorte qu’il réalise toujours un controle en temps fini et
soit passif (SHP). Ce systeme est obtenu pour le systeme cible suivant :

s |0 0 ¥>c
d — _ 7 7
0 mky|2[* 4y
2—a 2 B , 1,
Hd(x)émkl 7 |X1*XT|2’”‘+§(X1*XT) +%X2, ‘B>k

La commande pour ce controle passif en temps fini est

u=kx; — B(x —xf)+c;n7xz—m(k1 Lxl—xﬂﬁ + ko {%V)

L’'intérét de cette version passive de la loi de commande en temps fini réside dans
sa robustesse dans le cas d"une mauvaise estimation de parametres. Dans le cas de la
loi non passive, les termes £kx; et Lcxp/m ne s’annuleraient pas exactement, menant
a la présence des différences (kphysiquex1 — kidentifieX1) etc., ce qui pourrait causer une
perte de performance du contréleur voire une instabilité. En ajoutant les termes Bx; et
Yx2/m, avec B > k et v > ¢, on réalise une marge de robustesse.

REMARQUE On rappelle que le double intégrateur contr6lé en temps fini par la loi
du Lemme 6.1 s’écrit

X2

m
By = —m (k1 151757 + Ky {%V‘) ‘ (6.10)

X1 =

La stabilité en temps fini avait été prouvée dans le Chapitre 5 en utilisant le Lemme 5.1 :
la loi rend le systéme asymptotiquement stable et (par construction) homogeéne d"un
degré d’homogénéité strictement négatif, donc le systéme est aussi stable en temps fini.
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Dans le cas du double intégrateur controlé par la loi de commande passive en temps
fini,

i =22
m
X = —px1 — %xz —m (k1 | x1] % 4 ky {%““) , (6.11)

I'homogénéité est brisée a cause de la présence des termes —px; et —y/mx; dans le
champ de vecteurs. Toutefois, la stabilité en temps fini est préservée puisque ces termes
aident a converger plus vite vers zéro que dans le cas du systéme non passif (6.10) qui
était déja stable en temps fini, donc (6.11) est aussi stable en temps fini.

6.2.4 Simulation

6.2.4.1 Méthode numérique

La simulation du systeme bouclée est effectuée par la méthode du gradient discret
mentionnée dans la Section 4.2.

Apreés la discrétisation en substituant ‘fs—’; et V/H(x,éx) dans les équations du sys-
téme, nous obtenons un systeme de deux équations soit explicites soit implicites (non
linéaires) en x1(k + 1) et xp(k + 1). Dans ce deuxiéme cas, a chaque pas temporel, ce
systéme est résolu itérativement par la méthode de Newton-Raphson (tolérance 10717,
max. 10° itérations).

6.2.4.2 Systeme linéaire

Nous simulons le systeme masse-amortisseur-ressort avec m = 1kg, c = 1k—sg, k= 3%.
Pour une lecture facile, nous omettrons les unités ici. Nous calculons I’évolution de
I’état initial {_1 _1} T vers l’origine sans contrdle, avec injection d’amortissement
(u = —Dx/m, D = 3), avec un contr6le en temps fini (k; =1, kp =2, « = 0,6) et avec
un contrdle passif en temps fini (k; =1, ko =2, 2« = 0,6, = 6, v = 2). Ensuite le
méme état initial est contrdlé vers 1’état {3 0} T par remodelage d’énergie (K = 2), le
contrdle IDA-PBC (K = 2, D = 4), le contrdle en temps fini (k1 =1, kp =2, « = 0,6) et
le controdle passif en temps fini (k1 =1, ko =2, 4 =0,6, =6, v =2).

Les simulations pour le controle (passif) en temps fini sont effectuées par calcul
implicite (6t = 10~3). Les autres simulations sont effectuées par calcul explicite.

L’évolution de l'état est montrée dans les Figures 6.2-6.3. Pour le cas du controle vers
le point {3 0} T, I'évolution de l'erreur logarithmique de la position par rapport a la
position cible est montrée dans la Figure 6.4. Sans contréle, le systéme est en régime
pseudo-périodique, ce qui se traduit par un comportement oscillatoire. Avec une injec-
tion d’amortissement, I’état évolue selon une exponentielle, donc I’erreur logarithmique
est une droite décroissante. Le controle (passif) en temps fini est caractérisé par une
décroissance de l'erreur qui tend théoriquement vers —co, mais qui est bornée par la
précision numérique dans ces simulations.

6.2.4.3 Systéme non linéaire

On répéte la conception des différentes lois de commande pour le cas du systeme
masse-ressort-amortisseur avec un ressort raidissant.

REMODELAGE D'ENERGIE Nous définissons le Hamiltonien

_ 2 Xp —xj 1 5,
H; = (K+k)L* cosh I +x+ 52 (6.12)
Les valeurs de « et K sont choisies telles que le Hamiltonien du contréleur H, soit

définie positive.
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FIGURE 6.2 — Contr6le du systéme linéaire : évolution de la position dans le temps. Trajectoires
vers |'origine sans controle (- - - - ), avec injection d’amortissement (———), en temps
fini ( ) et avec la méthode passive en temps fini ( ). Trajectoires vers [3 0]
avec le contréle par remodelage d’énergie (---- ), 'IDA-PBC (———), le controle
en temps fini ( ) et avec le contrdle passif en temps fini ( )-

5.0
z / o \\
E 254 )7 BN
) [P SN L
= o NN \
-2.5 1
T T T
0 2 4
x1 [m]

FIGURE 6.3 — Controéle du systeme linéaire : évolution dans I'espace des états. Méme légende que

la Figure 6.2.
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FIGURE 6.4 — Controle du systéme linéaire : évolution de l'erreur de position dans le temps,
correspondant au controle vers 3 par remodelage d’énergie (---- ), 'IDA-PBC
(=—=—), le controle en temps fini ( ) et le controle passif en temps fini ( )-
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De la condition de compatibilité (Théoreme 4.1), nous obtenons

_ *
u:—M+Mme£%%l+Mﬁm%%

IDA-PBC  Nous imposons le Hamiltonien Hy (Eq. 6.12) dans le Théoréeme 4.2 et
obtenons les mémes matrices J, et R, que dans le cas linéaire, ce qui correspond
a la superposition d’une injection d’amortissement et de la commande obtenue par
remodelage d’énergie :

X1 — X

u:—m+mmmm—ff+umm%—pﬂ

o
CONTROLE EN TEMPS FINI D’apres les mémes calculs que dans le cas linéaire, la
commande pour le contrdle en temps fini est

— kLsinh 2L 4+ Sy, — % *21¢
ukasmhL —I—mxz m(kl |x1] —|—k2{m-‘ )
Le systéme bouclé est égal au systeme (6.8).

CONTROLE PASSIF EN TEMPS FINI De fagcon analogue au cas du systeme linéaire
(Sous-section 6.2.3), nous construisons la commande
*
X1 — X c—7

U= kLsinh% —,BLsinhT + —,

—m(kl Lxl—xﬂﬁ + ko {%—‘lx), avecy > ¢, B > k.

SIMULATION Nous simulons le systéme masse-ressort-amortisseur avec m = 1kg,
k . 3- £ .
c= 1?g, et un ressort raidissant avec k = 3% et L = Im. Nous calculons I’évolution

de 1'état initial {_1 _1} T vers l'origine sans controle, avec injection d’amortissement
(D = 3), avec le controle en temps fini (k1 = 1, ko = 2, « = 0,6) et avec le contrdle passif
en temps fini (ky = 1,kp = 2,0 = 0,6, B = 6, v = 2). Ensuite le méme état initial est
controlé vers 1'état [3 0} ! avec le remodelage d’énergie (K = 58), 'IDA-PBC (K = 58,
D = 20), le contrdle en temps fini (k; = 1, k = 2, « = 0,6) et le contrdle passif en
temps fini (k; =1,k =2,04 =06, =6,7=2).

Toutes les simulations sont effectuées par calcul implicite (5t = 1073).

L’évolution de I’état est montrée dans les Figures 6.5-6.6. Pour le cas du controle vers

I
I'état cible [3 0} , 'évolution de l'erreur logarithmique de la position est montrée
dans la Figure 6.7. De nouveau, dans le cas du contréle (passif) en temps fini, I’erreur

tend théoriquement vers —oo mais elle est bornée par la précision numérique dans ces
simulations.

63 APPLICATION AU CONTROLE D'UN HAUT-PARLEUR COMME ABSORBEUR ELEC-
TROACOUSTIQUE

Dans la présente section, une collaboration avec Tristan Lebrun est décrite. Il
s’agit d’appliquer la loi de commande passive en temps fini pour un systeme masse-
amortisseur-ressort a un haut-parleur qui sera commandé dans une application d’ab-
sorption actif du son. Le contrdle du haut-parleur est basé sur une mesure de la vitesse
et de la pression acoustique a la membrane et permettrait d’apres une simulation une
absorption du son efficace en basse-fréquence.

Le texte est repris de [W5].
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FIGURE 6.5 — Contréle du systéme non linéaire : évolution de la position dans le temps. Méme
légende que la Figure 6.2.
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FIGURE 6.6 — Contréle du systéme non linéaire : évolution dans I'espace des états. Méme légende
que la Figure 6.2.

0 l‘n‘:‘:‘:ﬁ;""\‘l\l’\\‘”l':"l(\l‘l‘u\’”\\l
_ '-l.\:gflilll:::il:“f‘:ﬂ‘l
3 NSRBI
= -100 - AN '
I AN
= AN
2 -200 - AN
> N\
Q e
-300 -
T 1 ' I
t[s]

FIGURE 6.7 — Contr6le du systéme linéaire : évolution de 'erreur de position dans le temps, corres-
pondant au controle vers 3. Méme légende que la Figure 6.4. La ligne décroissante
sature pour des raisons numériques.
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6.3.1 Contexte

Des absorbeurs acoustiques passives ne sont pas efficaces pour des fréquences
basses en raison de la largeur de matériau nécessaire a ces longueurs d’onde. C’est la
raison pour laquelle des haut-parleurs commandés ont été utilisée comme absorbeurs
acoustiques en pour des basses fréquences.

Une approche possible consiste en la commande des caractéristiques du haut-parleur
dans le but de les faire correspondre a I'impédance acoustique caractéristique de 1air
dans le tube. Dans ce cas, le systéme se comporte comme une ligne de transmission
acoustique [42] et absorbe le son.

Plus spécifiquement, un absorbeur actif utilisant un haut-parleur commandé en
courant, se basant sur un retour d’état a partir de la pression ou la vitesse a été proposé
dans [212]. Il était capable de fournir une absorption sur une large plage fréquentielle.

Dans la présente contribution, le méme modele et principe de correspondance
d’impédance que dans [212] sont utilisés. Une loi de commande non linéaire (passive
en temps fini, Sous-section 6.2.3) est appliqué au modele, et son efficacité est évaluée
par une simulation numérique.

6.3.2  Modele électroacoustique

Le modele consiste d"un tube dans lequel des ondes planes se propagent (Sous-
sous-section 6.3.2.1) couplé a un haut-parleur électrodynamique contrdlé en courant
(Sous-sous-section 6.3.2.2).

6.3.2.1  Modele de propagation d’ondes planes dans un tube

On considere un tube semi-infini avec un haut-parleur monté a z = 0, dont la
membrane est modélisé comme un piston plan (Fig. 6.8, cf. le modele de Thiele & Small
qui sera introduit dans la Sous-sous-section 9.3.1.3 et dans la Sous-section 10.1.3). Une
propagation en ondes planes est supposée, de sorte que le champ de pression peut étre
décomposé en des ondes progressives p* (t —z/c) et p~ (t +z/c), ou c est la vitesse du
son. A z = 0, la vitesse des particules de 'air égale celle du piston plan, ce qui donne
la relation suivante entre le champ de pression pac(t) a z = 0 et la vélocité du piston

plan &(t) :
pac(t) = 2p™ (t) = pe §(1), (6.13)

ol p est la densité massique volumétrique de 1'air.

pH(t—z/c)

N £(t)
o «— —
P~ (t+z/c)
b
l
0 z

FIGURE 6.8 — Propagation d’ondes planes dans un tube semi-infini. Un piston plan a z = 0
représente le modele de haut-parleur. [Figure de Tristan Lebrun]

6.3.2.2  Modele de haut-parleur commandé en courant

MODELE PHYSIQUE Le haut-parleur est monté dans une enceinte. Selon le modele
de Thiele & Small, sa membrane est représentée comme un piston plan qui est un
oscillateur mécanique de déplacement {(t) et de quantité de mouvement p(t) =
Mmné (t), ot M, est la masse en mouvement. L’oscillateur est excité par la force de
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Lorentz Bl i(t) et la force due a la pression acoustique Sqpac(t), de sorte que sa
dynamique est représentée par la balance des forces :

K &(t) + Rm &(t) + () + Bl i(t) = Sapac(t), (6.14)

ott Ky [N/m]) est la raideur associée avec la suspension et I’enceinte, Ry, [Ns/m]) est
le coefficient d’amortissement mécanique, Bl [N/A]) le facteur de couplage électro-
mécanique, et i le courant électrique (entrée du systéme). Puisque le haut-parleur est
commandé en courant, le comportement électrique du haut-parleur (résistance R. [Q]
et induction L. [H] de la bobine) ne doit pas étre pris en compte.

MODELE sHP  Le modeéle de haut-parleur de I'Eq. (6.14) peut étre reformulé comme
un SHP avec la fonction Hamiltonienne
Km&® ¥

2 + 2Mp’

H(E,p) = (6.15)

représentant la somme des énergies potentielle et cinétique. Définissant I'état et I'entrée
du systeme par

x(t) 2 ¢(t) : déplacement / u(t) 2 i(t) : courant électrique ,
p(t) : qté. de mvt. Pac(t) : pression acoustique

le SHP s’écrit

0 1| [0 0
X = - V’H(X)-I—[Gi G,,} u,
-1 0] [0 Rm —
——— T G
{S}: 4 (6.16)
GT
y= G;E VH(x),
——
GT

T T
avec J antisymétrique, R semi-défini positive, G; = {0 7}31} et Gy = {0 S d} . Les
sorties sont définies comme les quantités énergétiques duales

y(t) = [ e(t) : tension de la force contre-électromotrice 1

Uac(t) : vitesse acoustique

6.3.3 Conception de la loi de commande

Dans la présente sous-section, un contrdleur est congu qui fournit le courant d’entrée
i*(t) étant donné

1. un mouvement de membrane cible (&*(t),¢*(t)) et

2. la mesure de la pression acoustique pac(t) et la vitesse ¢(t) a la membrane du
haut-parleur.

La vitesse cible de la membrane peut étre déduite de la mesure de la pression selon

. )
*(t) = Paclt) 6.1
&) = B (6.17)
de sorte que I'impédance acoustique a la membrane égale 'impédance acoustique
caractéristique pc.
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6.3.3.1 Loi de commande en temps fini

Le modele du haut-parleur est un systeme du deuxiéme ordre de la forme d'un
masse-ressort-amortisseur linéaire. Par identification avec la loi de commande en temps
fini du double intégrateur (Lemme 6.1), on trouve la loi de commande en temps fini

L Sapac(t) = Kn(t) = R (£) + Mu (b [6(5) = 8(0)]7F +1ka [E(5) — E()]")
(1) = = : (6.18)

6.3.3.2 Loi de commande passive en temps fini

PRINCIPE Le but de l'utilisation de la loi de commande passive en temps fini est de
garantir
1. la convergence vers la dynamique cible ¢*(t) et

2. la stabilité dans le cas d’'une mauvaise estimation des parametres physiques du
systéme.

Dans ce but, on exige que le contrdleur ait la structure SHP suivante :

{C} : { Xe = (]c — Rc) VHC(XC) + G.u, (6.19)

yC - GJVH(XC),

avec J. anti-symétrique et R, semi-positive définie. Une interconnexion préservant la
puissance (power-preserving interconnection, cf. [180]) de {C} avec {S} est obtenue par
(cf. Fig. 6.9)

[i(t)] _ [o 1] le(t)]l (6.20)
u(t) 1 0] yc(t)

permettant d’écrire le systéme en boucle fermée comme le SHP

N _ q ] -GGl [ R 0o ) {V?—L(x) e } ,
{8 + C} . Xc G.G] Je 022 R VHc(xc) 0251 (6 21)
' o VH(x) '
Vac = {Gp O]Xz] V’Hc(xc):| .

Dans la suite, on utilise les mémes états pour le systéme et le controleur : x = x.

Pac (t) Uac(t)
s
i) )
2N \/

—1

CHeam

Ye (t)

FIGURE 6.9 — Schéma-bloc de l'architecture de contrdle proposée. [Figure de Tristan Lebrun]

Ensuite, on modifie 1'énergie totale Hs.c(x) du systeme bouclé ainsi que les matrices
d’interconnexion dans (6.21), ce qui correspond a la méthode de commande IDA-PBC
([182], cf. la Sous-section 6.2.1).

Le controleur {C} est alors congu suivant les étapes suivantes.

1. On choisit une énergie Hs1(x) > 0 par le systétme en boucle fermé qui ait un
minimum a un état cible x*, pour que I'état converge vers cet état cible x*.
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2. On en déduit I'énergie du contréleur selon
He(x) = Hsre(x) — H(x) > 0.

3. La loi de commande est fournie par la deuxiéme ligne de I'Eq. (6.19) :
ye = GIVH(x).

APPLICATION A LA LOI DE COMMANDE PROPOSEE L'énergie de la boucle fermée

est choisie comme
2 — a+1
2

6|7 +

Mpnky 1 —p*
Hs1c(q,p) = Mmky m-2 ‘p P

Rm a+1| Mp

(6.22)
R S e

Cette énergie a un minimum a ¢ = ¢* et p = p*, donc on peut 'utiliser pour concevoir
le controleur permettant de contrdler 1’état du systéme bouclé {S + C} vers les cibles
(¢*,p*). L'énergie du controleur est déduite en soustrayant (6.15) de (6.22), ce qui
donne

2—« L2 Mpky 1 |p—p*|¢T

= — 2—u
é _ax\2 v k2 1 2 Km .o
L ARy v Gt D By v it O

ol f > K et v > 1 garantissent que H.(¢, p) est inférieurement bornée. Finalement,
en imposant la structure SHP

1
x= (100120 VH(x)+ | B u
0 0/ |00 Ry
{C}: Je K. ¢ (6.24)
Ye = [% %}‘] VH(XC)/
hag—/

la sortie du controleur s’écrit

= L Muky (6= 8775+ Mk | P2
y::—Bl mK1 m K2 M

k(P ) + - ).

! p
| -t g

m (6.25)

m

Cette loi de commande (6.25) est une version passive de la loi (6.18), quelles que soient
les valeurs des parametres de contrdle § > Ky et v > 1.

6.3.4 Simulation numérique

Cette simulation a été effectuée par Tristan Lebrun.

Deux lois de commande différentes sont utilisées dans le but d’atténuer une excitation
en pression p,c(t) en forme de chirp allant de 20Hz a 300Hz a des niveaux sonores de
94dB et 106dB.

Loi 1 :1aloi de commande passive en temps fini proposée (6.25). Laloiest
évaluée en simulant le systeéme en boucle fermée {S + C} en utilisant la méthode
numérique du gradient discret [82, 241].
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Loi 2 : proposée dans [212]. Cette loi se base sur la modification des propriétés
électromécaniques du haut-parleur, et prend la forme d’une fonction de transfert
entre la pression acoustique mesurée et le courant électrique :

_ 8406 —sMm(1—pt) — R — "2(1 — 1)
Mm K
Bl (ysq +pc+ y@)

I*(s) P(s), (6.26)

ott P(s) et I*(s) sont les transformées de Laplace de respectivement pac(t) et
i*(t), et u € [0,1] est un parametre de controle qui modifie la largeur de bande
de l’absorption.

Des simulations sont effectuées prenant la pression acoustique totale pac(t) comme
entrée et donnant le courant électrique généré par une loi de commande donnée
ainsi que la vélocité de la membrane comme sorties. Ensuite, la pression reflétée a la
membrane est calculée comme

b (f) = M ‘ (6:27)

On a utilisé les parametres de contrdle k; = 750000, ko = 50, « = 0.8, f = 1.1Ky,,
v =11, p = 0.15 et les mémes parametres du modele de haut-parleur que ceux dans
[212]. La fréquence d’échantillonnage de la simulation est f; = 44100Hz.

La simulation dans le domaine temporel de la pression reflétée p~ (f) a la membrane
du haut-parleur pour une entrée p,c(t) & 94dB est montrée Figure 6.10. L'amplitude
réduite de la pression reflétée p~ (t) comparée a la pression totale p,c(t) montre une
absorption du son efficace pour les deux lois de commande.
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FIGURE 6.10 — Simulations dans le domaine temporel de la pression reflétée p~(t) a la membrane
du haut-parleur pour une entrée pac(t) a 94dB, pour les deux lois de commande.

L'efficacité d’absorption est aussi évaluée dans le domaine fréquentiel en calculant le
coefficient d’absorption comme une fonction de la fréquence, qui est définie comme

wv)zl—lzg)mz (6.28)

Z(f) +pc

ou Z(f) = P(f)/V(f), et P(f) et V(f) sont respectivement les transformées de Fourier
du signal de pression pac(t) et du signal de vitesse ¢(t).

Le coefficient a(f) est montré Figure 6.11. On note que la Loi 2 obtient sa meilleure
absorption du son (« trés proche de 1) autour de la fréquence de résonance du haut-
parleur (84Hz). La Loi 1 proposée est particulierement efficace a des fréquences plus
basses que la fréquence de résonance, et a une largeur de bande un peu plus grande.
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FIGURE 6.11 — Coefficient d’absorption en fonction de la fréquence pour les deux lois de com-
mande et pour des pressions d’entrée a 94dB et 106dB. La Loi 1 (non linéaire)
a été appliquée a deux nivaux sonores de pression d’entrée, tandis que la Loi 2
(linéaire) ne dépend pas de I'amplitude de la pression d’entrée.

On note au passage que la boucle fermée consistant du modele linéaire du haut-
parleur (6.16) et du contrdleur non linéaire (6.25) est non linéaire. Pour cette raison,
son comportement varie avec I’amplitude de la pression d’entrée, comme c’est visible
sur la Figure 6.11 pour pac(t) aux niveaux sonores de 94dB et 106dB.

6.4 PERSPECTIVES

Dans ce chapitre, on a montré comment établir une loi de commande passive en
temps fini pour un systéme physique du deuxiéme ordre, ot la passivité sert a obtenir
une robustesse contre une mauvaise estimation des parameétres.

On pourrait essayer de généraliser cette approche au controle passif en temps fini
d’EDOs d’ordre n quelconque. Ce résultat pourrait étre combiné avec une approche
par platitude afin de pouvoir controler la classe des systemes physiques plats en temps
fini.

La difficulté pour le cas des ordres supérieurs a 2 consiste en le fait qu’il faut
étre capable de réécrire le systeme controlé en temps fini (p.ex. avec l'une des lois
mentionnés dans la Sous-section 5.2.2) comme un SHP.

De plus, si I’'on arrive a réécrire un systeme d’ordre n comme un SHP, on peut aussi
généraliser la méthode numérique par le gradient discret avec une linéarisation locale
déraidissante qui a été mentionnée pour l'ordre 1 en Sous-section 7.2.2.



METHODES DE SIMULATION POUR DES EDOS STABILISEES EN
TEMPS FINI RAIDES

Ce chapitre mentionne les méthodes existantes pour la simulation numérique d'une
EDO stabilisée en temps fini, qui est nécessairement infiniment raide a 1'origine (Section
7.1). Ensuite, on propose une méthode de simulation avec une linéarisation locale autour
de l'origine pour des buts d’implémentation sur un microcontrdleur, et qui peut aussi
étre incorporée dans la méthode de simulation d’un Systéme Hamiltonien a Ports par
le gradient discret (Section 7.2).
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7.1 METHODES EXISTANTES

Comme illustrée dans le Chapitre 5, un systéme EDO stabilisé en temps fini est
nécessairement non Lipschitz continue au point d’équilibre (I'origine) [103, 174]. Le
champ de vecteurs y devient infiniment raide, ce qui peut poser des problemes nu-
mériques lors d'une simulation ou implémentation sur de la loi de commande sur un
microcontroleur.

La question de la simulation numérique d’un systeme EDO stabilisé en temps fini
n’a pas obtenu beaucoup d’attention jusqu’a récemment. Apres 1'étude de 'utilisation
des méthodes d’Euler explicite et implicite (Sous-section 77.1.1), une méthode de dis-
crétisation a été développé pour des systemes homogenes, qui préserve la stabilité en
temps fini en utilisant une transformation basée sur I’homogénéité (Sous-section 7.1.2).

7.1.1  Méthode de simulation d’Euler explicite/implicite

En 2016-2017, Efimov, Polyakov, Levant et Perruquetti [76, 77] ont étudié 1'utilisation
des méthodes de discrétisation d’Euler explicite/implicite pour la simulation d'un sys-
teme EDO stabilisé en temps fini. Ils ont montrés que des approximations acceptables
de la solution vers une petite région autour de l'origine peuvent étre obtenues par
la méthode d’Euler explicite, qui s’améliorent si le pas temporel devient plus petit.
La méthode d’Euler implicite permet d’atteindre l'origine, mais nécessite un calcul
implicite (itératif).

EXEMPLE A titre illustratif, le double intégrateur contrdlé en temps fini,

{Xl = X2
i = —ki[x1]7F — k[ x)]%,

71



72

METHODES DE SIMULATION POUR DES EDOS STABILISEES EN TEMPS FINI RAIDES

avec &« = 0,6 et k1 = kp = 1, est simulé par la méthode d’Euler explicite, ce qui donne
la relation explicite

Xl(k+ 1) — Xl(k)

5 = xo(k)
xo(k + 1(5)1%_ 20 1 (0775 — kel (0)]%,

et par la méthode d’Euler implicite, ce qui donne la relation implicite

xl(k—i- 1) — xl(k)

51 = xz(k-i-l)
il 1(5)15_ x(k) —ky [ x1(k+1)]2°% — ka2 (k + 1)1

Le résultat pour 6t = 10~3s est montré Figure 7.1, ott la relation implicite de la
méthode d’Euler implicite a été résolue par la méthode de Newton-Raphson (erreur
d’itération de 107°).

—— Euler explicite
0.2 1

—— Euler implicite

gradient discret
0.0

—0.2 1

—0.4 1

20log|zy — 0|

—0.6

—0.8 = Euler explicite
—— Euler implicite

—1.0 4 —— gradient discret

30

o
&

71.2 71.() 7(‘).8 7(‘).6 7(‘).4 7(‘).2 ()Y() 0 5 1‘(J 1‘5 2‘(J
T t
FIGURE 7.1 — Simulation d"un double intégrateur controlé en temps fini par les méthodes d’Euler
explicite et implicite (a titre indicatif, on voit aussi une solution par la méthode du
gradient discret standard).

7.1.2  Meéthode de simulation préservant la stabilité en temps fini

En 2019, Polyakov, Efimov et Brogliato [196] ont établi une méthode de simulation
dédiée pour un systéme bouclé homogene, permettant de préserver la stabilité en
temps fini lors de la discrétisation.

Plus précisément, ils utilisent ’homogénéité du systéeme considéré pour définir une
transformation d’état non linéaire vers un nouvel état dans lequel ils peuvent garantir
que la discrétisation par la méthode d’Euler implicite (calcul itératif) préserve la stabilité
en temps fini. Par la transformation d’état inverse, on obtient ainsi la simulation de la
trajectoire dans les coordonnées d’origine.

EXEMPLE Plus de détails concernant l'utilisation de cette méthode seront donnés
dans la Sous-sous-section 11.6.2.1, ol elle est appliquée a la simulation du double
intégrateur, dont le résultat de la simulation est montrée Figure 7.2 pour le cas « = 1/2
et 5t = 10~%. Contrairement a la figure précédente, ici, on obtient en effet une simulation
qui atteint zéro en un temps fini.

7.2 METHODE AVEC UNE LINEARISATION LOCALE

Le fait que les lois de commande en temps fini soient trés raides autour de 1’origine,
’expression non linéaire |x]%, « € ]0,1], n"étant pas Lipschitz continue a x = 0, peut
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- e —— Polyakov et al. : ¢
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log|¢| ou log|¢|

FIGURE 7.2 — Simulation d"un double intégrateur contrdlé en temps fini par la méthode préservant
la stabilité en temps fini (a titre indicatif, on voit aussi une solution par un solveur
numérique standard odeint)

poser des problémes lors d"une implémentation numérique. Dans la Sous-section 7.2.1,
on propose de remplacer I'expression non linéaire par une loi linéaire dans une petite
zone arbitraire autour de l'origine. Dans la Sous-section 7.2.2, on mentionne que 1'on
peut incorporer cette méthode dans la méthode du gradient discret dans le formalisme
des SHPs.

7.2.1 Linéarisation locale et ln méthode d’Euler explicite

On se place dans I’exemple du systéme masse-ressort-amortisseur (6.1), controlée
par la loi de commande

a Xp & c
w=m | ki |0]2% ko | 2] |k + S, (7.1)
N——— \_m m
(NL1) (NVLZ)

qui contient deux contributions non linéaires (non Lipschitz continues), (NL1) et (NL2).
On propose de définir des zones autour de I'origine,

x1 € Dy = |—01,01]
x

2 eDy=]-0,0n,
m

de taille 20; arbitraire (petite), dans lesquelles les expressions non linéaires sont rem-
placées par des interpolations linéaires, comme indiqué dans la Figure 7.3, enlevant la
partie la plus raide du champ de vecteurs du systeme (voire infiniment raide a 0).
Cette méthode de simulation « déraidissante » ne préserve pas la propriété de stabilité
en temps fini. Elle remplace une loi de commande en temps fini, comme (7.1), par une
loi de commande « quasi temps-fini » : le systéme convergera en temps fini vers une
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FIGURE 7.3 — Approximation linéaire des non-linéarités autour de l'origine dans la loi de com-
mande en temps fini (7.1).

(petite) zone autour de l’origine, puis continuera a converger asymptotiquement vers
'origine.

EXEMPLE Le systéeme masse-ressort-amortisseur (6.1) avec m = 1,¢c =1, k = 3,
controlé par la loi (7.1) avec &« = 0,6, k1 =1, kp = 2 est simulée pour plusieurs tailles
d’intervalle ¢ £ 07 £ o, (Fig. 7.4). On remarque que l'erreur logarithmique suit une
courbe de stabilisation en temps fini (qui terminerait par une pente infinie en théorie
lorsque l'origine est atteinte), et s’en détache a un moment d’autant plus tard que o est

petit.
~100 - -
-200 4
=) 10712
300410143
8 1n=16
g E 10
a0 -4004 2
2 E
= " 10
' _s00 10
=600 4
lb 1’1 ll2 1‘3 14 ll5

FIGURE 7.4 — Simulation d’un systéme masse-ressort-amortisseur contrélé en temps fini par
la méthode avec linéarisation locale autour de l'origine pour plusieurs tailles
d’intervalle o

IMPLEMENTATION EXPERIMENTALE Dans la Sous-section 10.3.1, lors d"une implé-
mentation sur un microcontréleur d’une loi de commande en temps fini pareille avec
un calcul par la méthode d’Euler explicite dans le contexte du controdle actif du tom,
la méthode numérique avec linéarisation locale autour de l'origine a été utilisée avec
succes pour enlever un phénomene numérique de chattering.
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7.2.2  Perspective : linéarisation locale et la méthode du gradient discret

La méthode de simulation utilisant une linéarisation locale pour enlever la zone
problématique raide, introduite dans la sous-section précédente, peut étre interprétée
dans le formalisme des SHPs. On montre ici pour le cas d’un simple intégrateur controlé
en temps fini que 'on peut incorporer la linéarisation locale dans la méthode de

simulation numérique par le gradient discret en agissant sur la fonction hamiltonienne.

Une perspective® serait d’étendre cet exemple & une méthode de simulation par
gradient discret déraidissante pour le cas général d'une loi de commande d’un systéme
EDO d’ordre n quelconque.

EXEMPLE Systéme : intégrateur simple contr6lé en temps fini
x=u=—|x]%a€c]01]

Forme SHP du modele :

*¥=(0-1)VH(x)

avec
1
H — a+1
(1) =
H'(x) = [x]*

Il faut limiter H” (x) qui atteint une valeur +oco en x = 0. On propose de saturer
H"(x) a I'intersection avec la fonction constante K (dont la valeur est a choisir). Les
points d’intersection sont

* A & ﬁ
X K — E

donc

K si |x| < xj

HY(x) £ ] < %

a|x|*~1  sinon.
Cette fonction est dessinée Figure 7.5.
Pour H'(x), ¢a donne

Kx si|x| < xg

(1>

! .
Hy (x) Kxg +x* — xg* six > xg

* ® * . *
—Kxg — [x|* +x® six < —xk

Kx si|x| < xg
[x]* + (Kxg — x§*)sgn(x) sinon.

Cette fonction est dessinée Figure 7.6.
Pour H(x), ca donne

Kx? si x| < xg

Hg(x) =
k(@) Kxt — i L K2 o a xyatl g
(Kxg — x@)x + 3 — 2X¢ + 257 (x%) sinon.

Cette fonction est dessinée Figure 7.7.

1. L'extension au cas 2D se fait immédiatement avec la loi de commande du double intégrateur (5.9)
pour laquelle on a une fonction de Lyapunov qui peut étre utilisée comme fonction hamiltonienne, comme
montré dans la Sous-section 6.2.3, mais pour des dimensions plus larges, il n’est pas clair si une écriture d'un
systéme contr6lé sous forme SHP est possible (cf. les lois de commande en haute dimension mentionnées
dans la Sous-section 5.2.2).
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H(x)

FIGURE 7.5 — Méthode de simulation par gradient discret déraidissante, le cas de l'intégrateur
simple : HY(x) avec « — 0 (ligne pointillée), « = 0,5 (ligne pleine), « — 1 (ligne
tiretée)

FIGURE 7.6 — Méthode de simulation par gradient discret déraidissante, le cas de I'intégrateur
simple : Hy(x) avec « — 0 (ligne pointillée), « = 0,5 (ligne pleine), « — 1 (ligne
tiretée)

FIGURE 7.7 — Méthode de simulation par gradient discret déraidissante, le cas de I'intégrateur
simple : Hg(x) avec &« — 0 (ligne pointillée), « = 0,5 (ligne pleine), « — 1 (ligne
tiretée)



CONTROLE ACTIF D’UNE CORDE NON LINEAIRE PAR UN SUIVI
DE TRAJECTOIRE EN TEMPS FINI

Dans ce chapitre, on s’intéresse a une application de contrdle actif d"une corde (Sec-
tion 8.1). Dans la Section 8.2, le modele de la corde non linéaire considéré est introduit,
qui présente un glissement fréquentiel. Dans la section 8.3, on montre comment on
peut commander ce systéme en temps fini vers une trajectoire cible, correspondant a
un systéme hypothétique ayant d’autres parametres physiques (amortissement i ou
facteur & de I'importance de la contribution non linéaire). Une simulation du cas out
le glissement fréquentiel est supprimé dans un mode de la corde est montrée dans la
Section 8.4. La perspective de ce travail serait une étude de la passivité du contrdleur
de suivi de trajectoire en temps fini (Section 8.5).

Ce chapitre vise a énoncer de maniére sommaire les étapes de la démarche suivie. Une version
plus complete de cette contribution sera publiée sous la forme de I'article [WS§].

TABLE DES MATIERES

8.1 Contexte . . . ... ... . ... 75
8.1.1 Contrdle actif dunecorde . . . . . .. ... ... ... ... ... 75
8.1.2 Contrdle actif d'une corde musicale . . . .. ... ... ...... 76
82 Modele . . . ... .. 76
821 ModeleEDP . . ... .. ... ... .. 76
8.2.2 Reformulation commeun SHP . . ... ... ............ 77
8.2.3 Projection modale et réduction d’ordre . . . . ... ... ... .. 77
8.3 Commande en temps fini vers un comportement cible . ... ... ... 78
83.1 Butducontrdle . ... ... ... .. ... 78
8.3.2 Obtention delaloi de commande . ... ... ... ........ 78

8.4 Simulation d’une suppression du glissement fréquentiel dans un mode 79
8.5 Perspective : vers une commande passive en temps fini par suivi de
trajectoire . . . . . ... 80

8.1 CONTEXTE

On s’intéresse au développement d'un contrdleur de la corde non linéaire dans le
contexte du contrdle actif d’instruments de musique.

8.1.1  Controle actif d'une corde

Il existe une quantité considérable de résultats concernant la suppression de vibration
de la corde, utilisant des modéles linéaires ou des modeles pouvant inclure plusieurs
types de non-linéarités. La corde peut étre actionnée aux limites ou dans son domaine,
parfois en prenant en compte des interactions avec des systémes dynamiques de type
EDO couplés a la corde. Une grande variété de méthodes de conception de contrdle a
été appliquée, et les résultats ont été validés en simulation et expérimentalement.

En particulier, le contrdle par suivi de trajectoire a été utilisé dans [175, 224] ol une
commande a la frontiere d"une corde a été congue pouvant faire suivre une position
de référence par une masse attachée a la corde. Dans des applications concernant des
cordes se déplacant horizontalement, un suivi de vélocité a aussi été utilisé [268].
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8.1.2  Controle actif d’'une corde musicale

Dans un contexte musical, le but du contrdle actif et d’influencer la vibration de
cordes présentes dans des instruments tels le violon, le piano, la guitare, etc. qui sont
produites d’une variété de matériaux comme le nylon et le métal. Des capteurs de
déplacement de corde peuvent étre électromagnétiques [184], piézoélectriques [88] ou
optiques (par exemple [144, 259]). Pour actionner une corde, on peut utiliser un principe
électromagnétique (par exemple avec I'EBow [107] qui est produit commercialement, ou
l'alternative [26], dans le cas d"une corde métallique, ou l'utilisation d"un aimant attaché
a une corde non magnétique [259]), ou encore un actionneur piézoélectrique[74].

Concernant le contrdle d"une corde isolée, les résultats suivants ont été rapportés.
Dans [29], les principes d'un contrdle PID d'une corde ont été discutées, utilisant
un capteur et un actionneur colocalisés, et permettant de modifier la fréquence de
résonance et ’amortissement. Plusieurs dispositifs expérimentaux pour le controle
de la corde ont été développés. Dans [28], une corde de guitare métallique d'une
longueur de 24cm accordée a 248Hz a été amortie utilisant un capteur optique et un
actionneur électromécanique [26]. Dans [62], les cinq premiers modes d'une corde de
guitare ont été amorties utilisant un retour d’état & partir d"'une mesure du déplacement
de la corde par un laser, et avec un actionneur électromagnétique. Finalement, dans
[74], le dispositif consistait d’une corde de guitare métallique de 50cm accordée a
220Hz, un capteur de déplacement optique et un actionneur piézoélectrique a une
extrémité de la corde. Basé sur des concepts de commande d’ondes progressives, un
amortissement actif est obtenu, et des non-linéarités peuvent étre injectées, menant a
des effets timbraux.

Le controle actif d’autres parties d’instruments couplées a la corde vibrante est aussi
possible, comme le chevalet d'un violon [44] ou la table d’harmonie d"un monochorde,
guitare acoustique ou violoncelle [20]. Dans [160], la construction d'un piano avec
controle actif est décrite, avec un capteur piézoélectrique sur la table d’harmonie, et
des électro-aimants au-dessus des 88 unités d’actionneurs de corde. Il est possible
d’obtenir un son perpétuel (infinite sustain), un crescendo sur une note, et plusieurs
effets timbraux. Finalement, un systéme de controle embarqué utilisant plusieurs
capteurs et actionneurs peut étre trouvé dans quelques instruments commercialement
disponibles comme le Sensus Smart Guitar (MIND Music Labs) [245] et le Smart Acoustic
Guitar (HyVibe ).

8.2 MODELE
Le modele EDP de la corde non linéaire (Sous-section 8.2.1) est réécrite comme
un SHP (Sous-section 8.2.2), et projeté sur une base modale (Sous-section 8.2.3). En

imposant ici une forme spécifique a 'entrée 1 du systéme, une réduction d’ordre exacte
est obtenue.

8.2.1 Modele EDP

Un modele de Kirchoff adimensionné pour la vibration transverse d’une corde non
linéaire est considéré ([130, 223], Fig. 8.1) :

O (z,t) + pdrw(z, t) — <1+£ [ /Q (3.w(z, 1)) dzD dw(z,t) = u(z,t), (8.1

avec u la force distribuée définie sur (z,t) € Q x R™, Q = [0,1], s un coefficient positif
représentant I’amortissement visqueux et ¢ représentant l'importance relative de la
non-linéarité due a la variation de tension exprimée par l'intégrale [ (d,w(z, £)? dz.

1. Smart Acoustic Guitar, HyVibe, Paris, https://www.hyvibeguitar.com/.


https://www.hyvibeguitar.com/

8.2 MODELE

0 1

F1GURE 8.1 — Modele de corde non linéaire

La corde est fixée aux deux extrémités et initialement au repos (conditions a la frontiere
de Dirichlet) :

0 Vte RT
u(z,t =0)=0 oiu(z,t =0) =0 Vz € Q.

8.2.2  Reformulation comme un SHP

Comme montré dans [111], la corde non linéaire (8.1) peut étre réécrite sous la forme
d’un SHP de dimension infinie d’état

x(zt) 2 lq(z,t)] _ [azw(z,t)] ’
p(zt) orw(z,t)

et avec une fonction hamiltonienne non quadratique

H(x(z,t)) = %/Q [pz(z,t) + T(q(z,t))qz(z,t)} dz, (8.2)
ou

T(@) =1+4¢| /Q (q(z,1))? dz] .

On retrouve le SHP suivant :
ag| _ (o a] [o ol [ax
orp 0: 0 0 u SpH
o H
=0 1| "7"].

L'entrée u(z, t) étant la force distribuée appliquée a la corde, on obtient que la sortie
associée y(z,t) = 0sw(z, t) est sa vitesse transverse. L'expression [, u(z, t)y(z,t) dz
représente ainsi la puissance externe instantanée transférée a la corde.

0
u
1

+

(8:3)

8.2.3  Projection modale et réduction d’ordre

Ce modele SHP est projeté sur les modes propres de la corde fixée aux deux extrémi-
tés :

em(z) = V2sin(mmz), m>0

et une réduction d’ordre exacte a K modes est effectuée :

w(z,t) &~ §1 em (2) Wi (1).
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D’apres un calcul précisé dans [111], on obtient 1’état

x(zt) =~ [Bzel(z) o 0zek(2) O1xk ] [ W(t)

2 PdT X ,
Ol><K €1(Z) e EK(Z) atw(i’) (Z) (t)

et le Hamiltonien
HX(1) = 3 XT(HLX (),
avec
D%  Okxx

Okxk Oxxk

Ly = , N =

7

lD%( (14 eXT(HNX(t)) Oxxx
Ok xk Ixxx
D% = ndiag(1,2%,...,K?).

Le modele SHP du systéme projeté (de dimension finie) s’écrit

dX_<
dt —Ixxx Oxkxk
Y = GTVH(X),

Okxk  Ikxk Oxxk Okxk

) VH(X) + GU

Okxk MlIkxk (8.4)

.
avec G = [leK lek} :

HYPOTHESE SUR L'ENTREE Nous considérons ici le cas ot la loi de commande
u(z,t) du systeme de dimension finie ne contient seulement des contributions selon les
K premiers modes ey, (z), par exemple de la forme

K

u(z,t) = Z em(z)U(t). (8.5)

m=1

REDUCTION D'ORDRE EXACTE Sous cette hypothése sur I'entrée, une réduction
d’ordre exacte est obtenue dans le modele (8.4).

8.3 COMMANDE EN TEMPS FINI VERS UN COMPORTEMENT CIBLE
8.3.1  But du controle

L'architecture de controle considéré est schématisé dans la Figure 8.2.

On définit une dynamique cible {S*} d’une corde non linéaire avec des parametres
cibles (1*,€*). Si I’on applique une entrée donnée v a ce systéme cible, une trajectoire
de référence cible est générée.

On veut controleur un systéme physique {S} ayant des parametres (y, ¢) de sorte
qu’il suit la trajectoire de référence cible pour une méme entrée v, comme s’il avait les
parametres physiques (¢*, €*) du systeme cible {S*}.

A ce but, un controdleur {C} est congue, effectuant un suivi de trajectoire en temps
fini.

HYPOTHESE SUR LES CAPTEURS On suppose ici que I’état entier de la corde non
linéaire {S} est connu.

8.3.2  Obtention de la loi de commande

Le modele SHP projeté (8.4) du systéme considéré {S} contient K oscillateurs non
linéaires couplés, ayant chacun un état

[W’”(t)] , 1<m<K
Wi ()
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0 u
O S
w v S* >
C
(a) Systeme en boucle fermée {S&C} (b) Dynamique cible {S*}

FIGURE 8.2 — Architecture du contrdleur de suivi de trajectoire

Pareillement, le systéme cible {S*} peut étre représenté par le modele SHP projeté
(8.4) et contient K oscillateurs non linéaires couplés, ayant chacun un état

*
Wm(t) , 1<m<K
Wi (t)

Ici, I’évolution des oscillateurs (W}, W) peut étre calculée numériquement pour une

entrée donnée v.
On définit une erreur

er(t) £ Wi(t) — WL (t),

pour le L*™¢ mode (au choix). Si I'on est capable d’imposer une dynamique en temps
fini pour cette erreur :

d [EL(t)] _ [ éL(t) , (8:6)
dt e (#) —l leL(t)]Z % — I [eL(t)]"

avec a € ]0,1[ et Iy,Io > 0, on aura que le L®™ mode du systéme considéré {S} est
controlé en temps fini vers le L*™® mode du systéme cible {S*} :

en temps fini

Wi(t) — — Wr(h)
WL(f) en tml; fini Wf(t)

En utilisant I'architecture de la Figure 8.2 et le modele SHP projeté pour le systeme
controlé {S} et le systeme cible {S*}, on peut calculer la loi de commande modale
U(t) réalisant la dynamique de l'erreur 8.6.

Ensuite, d’apres (8.5), on peut remonter a la loi de commande u(z, t). Pour ’hypo-
thése sur I’éntrée (8.5) utilisée ici, il se trouve que 'on peut seulement contrdler un
mode a la fois.

84 SIMULATION D'UNE SUPPRESSION DU GLISSEMENT FREQUENTIEL DANS UN
MODE

SYSTEME NON CONTROLE Le cas d’une corde non linéaire (8.5) a deux modes est
simulé. Le systéme {S} est caractérisé par les parametres (y = 1,¢ = 9,74), et le
systeme cible {S*} par les parametres (¢* = 1,¢* = 0). Une simulation de I’évolution
des deux systémes a partir d’une condition initiale

w0y =1, W) =0 W) =1 W) =-1,

obtenue avec la méthode d’Euler explicite a un pas temporel de 5t = 103 est montrée
Figure 8.3. On observe un glissement fréquentiel tres prononcé : au début de la
simulation, la fréquence des deux modes est nettement plus élevée que sa valeur du
régime linéaire qu’elle atteindra a des amplitudes plus petites.
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t

FIGURE 8.3 — Simulation du systéme {S} non controlé et du systeme cible {S*}

SYSTEME CONTROLE La loi de commande en temps fini basée sur l'erreur e;(t) est
calculée et appliquée au systeme {S}. Puisque 1’on simule la trajectoire de référence
d’un systeme cible {S*} avec ¢* = 0, 'application de la loi de commande au systeme
{8} devrait faire disparaitre le glissement fréquentiel dans le premier mode.

La simulation de 1'évolution temporelle est montrée Figure 8.4, pour des parametres
de contrdle & = 0.6, k; = 8, kp = 1,5, ot 'on voit le suivi de trajectoire pour le
premier mode. En représentation fréquentielle (Fig. 8.5), on voit qu’il n’y a plus de
glissement fréquentiel dans le premier mode pour le cas contrdlé. Les simulations
montrent également l'effet de la commande sur le deuxieme mode, une influence que
I'on ne peut éviter (systeme couplé et hypothése sur la loi de commande (8.5)).

85 PERSPECTIVE : VERS UNE COMMANDE PASSIVE EN TEMPS FINI PAR SUIVI DE
TRAJECTOIRE

A travers I’exemple montré ci-dessus, nous avons illustré que 1'on peut utiliser une
loi de commande en temps fini pour contréler un systéme dynamique vibratoire vers
une dynamique cible.

Comme dans la Sous-section 6.2.3, on peut s’intéresser a une étude de la passivité
de telles lois de commande, en les réinterprétant comme un controle IDA-PBC.

Le lien entre un suivi de trajectoire et I'IDA-PBC a été considéré dans le passé [89,
134]. La trajectoire cible y est une fonction temporelle f(t) prescrite, p.ex. une lévitation
magnétique qui laisse une masse métallique suivre un sinus dans le temps, et non pas
une trajectoire produite par un systéme physique cible (simulé).
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t

FIGURE 8.4 — Simulation du systeme {S} controlé et du systeme cible {S*}. Un suivi de trajectoire
est réalisé pour le mode Wy (t).

sans controle avec controle

25 50 75 100

25 50 75 100 25 50 75 100

FIGURE 8.5 — Comparaison des spectres des deux modes du systeme {S} pour le cas sans et
avec contrdle. Le glissement fréquentiel est enlevé dans le mode 1 par I’action du
controdle.
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CONTROLE ACTIF DU TOM : MODELE ET CONTROLE MODAL

Ce chapitre est consacré au développement du contrdle actif d"un tom, qui est pourvu
d’un haut-parleur. Le contrdle a pour but de modifier des fréquences des modes de
vibration de la membrane supérieure de l'instrument lorsqu’elle est frappée par le
musicien.

Dans un premier temps, 'acoustique des membranophones avec un couplage
membrane—cavité est récapitulée, avec une attention particuliére a l'influence de la pré-
sence de la cavité sur les fréquences des modes propres axisymétriques de la membrane
circulaire.

Ensuite, un modele physique pour le tom est établi, incorporant le couplage membrane-
cavité-haut-parleur. Ce modele hybride couplant une EDP & une EDO est réinterprété
comme un Systéme Hamiltonien a Ports (SHP), adimensionné, et une projection modale
et réduction d’ordre sont effectuées, menant a un modele EDO pur.

Finalement, un observateur-régulateur est développé, fournissant une loi de com-
mande en courant pour le haut-parleur. D’abord, le régulateur en temps-fini est déve-
loppé sous I'’hypothese de disposer d’une mesure de la pression dans la cavité et d'une
mesure de la vibration de la membrane supérieure. Ensuite, un observateur temps-fini
est construit afin d’estimer la vibration de la membrane supérieure pour laquelle nous
ne disposons pas de capteur direct. Le fonctionnement de 1'observateur-régulateur
est illustré en simulation, et des remarques envers une implémentation pratique sont
données.

Des parties de ce chapitre reprennent les informations des articles [IW6] et [W7].
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9.1 CONTEXTE

Le travail décrit concerne le contréle actif d’un tom, un exemple d’un instrument
de percussion de type membranophone caractérisé par un couplage membrane—cavité.
Dans la présente section, le tom est introduit comme membre de la famille des mem-
branophones (Sous-section 9.1.1). Ensuite, des résultats existants sur le controle actif
de membranophones sont énoncés dans la Sous-section 9.1.2, avant de préciser dans la
Sous-section 9.1.3 la cible du contrdle de tom visé dans le présent chapitre.

9.1.1 Membranophones

II existe une grande variété d’instruments de percussion, dont une partie peut
étre qualifiée de « membranophones », c’est-a-dire, des instruments dont le son est
essentiellement produit par une membrane. Quelques exemples sont montrés dans
la Figure 9.1. Parmi les membranophones, on s’intéresse ici particulierement aux
instruments ayant une membrane, frappée par le musicien, qui est couplée & un fiit ou
une cavité contant un volume d’air. La présence de cette cavité améliore le rendement
de rayonnement de I'instrument [60, Chapitre 14], et influence ’harmonicité des modes
de vibration de la membrane, comme précisé dans la Sous-section 9.2.2 ci-dessous.

Les membranophones peuvent étre catégorisés [143, 252, 253] selon la fagon de
laquelle la membrane est excitée : en frappant la membrane directement par une
mailloche ou la main (p.ex. le tom), en tirant une corde ' attachée a la membrane (p.ex.
le gubguba indien), en frottant la peau (p.ex. le bodhrdn irlandais), par sympathie au
chant (p.ex. le kazoo), etc. De plus, on peut distinguer une variété de formes de ftit,
comme un fit cylindrique (p.ex. le tom), conique (p.ex. le timbal brésilien), en forme de
chaudron (p.ex. les timbales d’orchestre), en forme de sablier (le tama ou « tambour
parlant » africain).

LE TOM Le tom (tom-tom drum) (Fig. 9.1(a)) est un instrument a membrane directe-
ment frappée. Il est constitué d’une paroi cylindrique avec une membrane supérieure
(batter head) qui est excitée par le musicien et une membrane inférieure (resonant head)
qui résonne par sympathie.

Le son du tom est caractérisé comme étant « sans hauteur déterminée » ou encore
ayant « une hauteur moins bien définie » [233]. Il se trouve dans une position ambigué
entre des instruments a hauteur bien définie comme la timbale (Fig. 9.1(e)) et des
instruments sans hauteur comme la grosse caisse (Fig. 9.1(b)).

Il existe différentes tailles de tom. Dans un dispositif standard de batterie, on retrouve
typiquement un tom basse (floor tom ou low tom) qui est plus grand, accordé plus bas
et a des pattes, ainsi que deux toms plus petits, souvent montés sur la grosse caisse.
Il existe également un dispositif comportant plusieurs toms de tailles différentes qui
peuvent étre portés par un musicien de fanfare les jouant en défilant. Finalement, on
peut mentionner 'existence du rototom, un tom sans cavité.

9.1.2 Controle actif de membranophones

Plusieurs cas de controle actif d’instruments de percussion avec un couplage membrane-
cavité ont été reporté. Dans [213], on a controlé quatre modes d'une peau de tambour
utilisant quatre accélérometres sur la membrane comme capteurs et quatre haut-
parleurs agissant sur la cavité comme actionneurs. Un controleur PID s’est avéré
instable en pratique, et il a été remplacé par un controleur anticipateur (feedforward).
Une grosse caisse [149] a été contr6lée par un retour d’état négatif, utilisant un capteur
piézocéramique attaché au bord pour mesurer la déflexion de la membrane, et un
seul haut-parleur comme actionneur. On a attaché un microphone de contact a une

1. On peut argumenter qu’il s’agit ici plutdt d'un chordophone, comme le cas du banjo.
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(a) Tom (b) Grosse caisse (c) Caisse claire

W

(d) Conga e) Timbale

FIGURE 9.1 — Quelques exemples d’instruments de percussion de type membranophone couplant
une membrane a une cavité. [Dessins reproduits d’apres [30, 165]]

membrane de conga [249] en guise de capteur et mis un haut-parleur dans la cavité
comme actionneur, permettant d’altérer la réponse en fréquence de 'instrument. Un
retour d’état a partir d’un capteur piézoélectrique placé sur la membrane supérieure
d’un tom [100] a été appliqué a la membrane inférieure en utilisant un actionneur
électromagnétique. Un microphone dynamique agissant comme capteur a été placé a
I'intérieur d'un actionneur électromagnétique attaché a la membrane inférieure d’une
grosse caisse dans [206]. Récemment, une caisse claire [261] a été contr6lé par un cap-
teur optique sur la membrane supérieure, et en utilisant plusieurs actionneurs : deux
transducteurs tactiles sur la membrane supérieure, et un haut-parleur supplémentaire
monté sur un support a l'intérieur de la cavité.

9.1.3 Controle actif de tom visé

Le projet décrit consiste a appliquer un controle a un tom, dont la membrane
inférieure est remplacée par une planche en bois dans laquelle un haut-parleur est
monté, cf. la Fig. 9.2). Une boucle de controle est congue, qui mesure la pression a
lI'intérieur de la cavité et calcule une loi de commande pour le courant* du haut-parleur.

2. Dans le chapitre 10 suivant, une loi de commande pour la tension électrique sera implémentée.
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Le but est de modifier la pression qui agit sur 'EDP de la membrane supérieure sur
laquelle frappe le musicien, en influengant ainsi ses modes axisymétriques de vibration,
en en changeant par exemple une (des) fréquence(s) ou amortissement(s).

FIGURE 9.2 — Systeme constitué d’un tom avec un haut-parleur

9.2 ACOUSTIQUE DES MEMBRANOPHONES

Dans cette section, on rappelle la théorie de la vibration d"une membrane circulaire
seule attachée au bord (Sous-section 9.2.1) et montre 'influence du couplage de cette
membrane a une cavité (Sous-section 9.2.1), en vue de la modélisation du dispositif
de tom considéré (Fig. 9.2) dans la Section 9.3. Finalement, quelques déviations de
la théorie sont mentionnées dans la Sous-section 9.2.3, en vue de l'identification des
parametres physiques du dispositif qui sera précisée dans le chapitre suivant.

9.2.1 Vibration d'une membrane circulaire

DERIVATION DE L’EDP  On commence par 'étude de la vibration transverse d'une
membrane circulaire dans le vide attachée au bord (reprise d’apres [129, §4.2]-[99]). On
suppose une membrane mince de densité massique surfacique o [kg/m?], qui subit
une tension uniforme (force linéique T [N/m)]), et effectue de petits déplacements
transverses y(x,z,t), x et z étant les deux coordonnées cartésiennes.

On considére une aire élémentaire dS = dxdz (Fig. 9.3). La force linéique T agit sur
les bords de l'aire, ce qui se traduit selon une approximation de premier ordre en une
force transverse composée des contributions : celle de la force Tdz,

2
Tdz [ay — a—y } ~ Ta—dedz, (9.1)
OX |,y qr  OX|y ox
et celle de la force Tdx,
2
Tdx {ay _ % ] ~ Ta—zdxdz. (9.2)
9Z|,, 4, 97|, 0z
L’aire a une masse ¢dS et une accélération transverse g%, de sorte que le bilan des

forces dans la direction transverse peut étre écrit comme

a2y aZy aZy
r{ —Z — — c—2 .
<a > + aZZ> dxdz Uatz dxdz
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€z
Tdx

z4+dz|---- /iﬁ

| e x

FIGURE 9.3 — Aire élémentaire de la membrane exécutant un déplacement transverse [figure
d’apres [129, §4.2]]

Avec la vitesse des ondes dans la membrane

T
c=1/—
o
et I'opérateur Laplacien A = % + %, on retrouve I'équation des ondes 2D :
1 0%y
Ay =S54 (9:3)

SOLUTION DE L'EDP  Pour simuler la vibration d’'une membrane circulaire de rayon
a (Fig. 9.4), on considere I'EDP (9.3), exprimée en coordonnées polaires, avec

2 19 1 92

A=+ = .
a2 T rar T 2o ©-4)
La membrane est attachée au bord, ce qui se traduit par la condition
y(r=a,0,t) = 0. (9.5)
y(r,0,t)
PN
& 0 a’r

FIGURE 9.4 — Membrane circulaire attachée au bord

L’EDP est résolue par la méthode de séparation des variables. On pose
y(r,60,t) = R(r)O(0)T(t),
dont la substitution dans I’'EDP (9.3) donne
R' 1R 10" 171",

RYV'RTve —at © o)

ott R" = dR(r)/dr etc. La partie gauche de 1'Eq. (9.6) dépend de r et 0, et la partie
droite de t. C’est la raison pour laquelle on peut les mettre égales a une constante C,
dont il s’avere qu'une valeur négative

CL )2
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meéne a une fonction temporelle périodique
T(t) = Cy cos Act + Cy sin Act, (9.7)

d’apres la partie droite de (9.6).
De la méme maniere, la partie gauche peut aussi se séparer en une partie dépendant
de r et une partie dépendant de 0 :

R// R/ @/I
25 N 242 Y A
r R+rR+r)\ o D.

Supposant a nouveau une fonction périodique pour ©, puisque y(r,0 = 2m,t) =
y(r,8 =0,t), on obtient que

D2 n?
correspond a

O(0) = C3cosnb + Cysinnb. (9-8)
Finalement, il reste encore

2R + 1R + (AZrZ — nz) R=0

— ()\r)2

d?R  , dR
aonz TV aar
appelée 'équation différentielle de Bessel [2, Chapitre g]. Cette ODE du deuxiéme ordre
admet deux solutions : la fonction de Bessel3 de premiere espece d’ordre n, [, (Aumr),
et la fonction de Neumann (appelée encore la fonction de Bessel de deuxieme espece)
d’ordre 1, Y;;(Aym7). La fonction de Neumann atteint une valeur infinie en r = 0. Cette
singularité n’ayant pas de sens dans une membrane circulaire 4, seules les contributions
des fonctions de Bessel de premiére espéce sont retenues dans la solution :

Ryum (7’) =Jn (/\nm”)r (9-9)

ot la condition a la frontiere (9.5) détermine la valeur des A,,;; qui peuvent étre calculés
en fonction des zéros A, de la fonction de Bessel en question,

Jn (/\nma) =0,

numérotés m = 1,..., 400, et que 1’on peut calculer numériquement ou retrouver dans
des tableaux (cf. le Tableau C.1 de I’Annexe C).

En somme, combinant les contributions (9.7)-(9.8)-(9.9), la solution de (9.3)-(9.5)
s’écrit comme une décomposition modale

) + (/\zrz —nz) R =0,

400 +o0
y(r,0,t) = Z Z Jn(Anm?) [C3 cos n0 + C4 sinnf] [Cq cos Act + Cp sin Act],
n=0m=1
o1 les coefficients C; dépendent des conditions initiales considérées.
On peut aussi grouper les modes propres par deux en écrivant [60, Chapitre 3]

—+o0 —+o00
y(r,6,t) = Z 2 Jn(Aumt) cos n8 (Apum cos Wpmt + Bum sin wymt)
m=1 HZO_’_/

é‘I{nm (Vre)

—+o00
+ Y Ju(Aumr) sinn (A cos Wyt + By sin wpmt)
n=_1"———
é"I"rnm("/e)

3. Voir la Sous-section C.1.1 de I’Annexe C pour plus d’informations.
4. Par contre, les fonctions de Neumann sont présentes dans le cas d'une membrane annulaire, comme
p-ex. chez le tambour annulaire [97].
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Ici, on a nommé les modes propres spatiaux

Yo (7,0) £ Ju(Aum?) cos nf
Yo (7,0) 2 Tu(Appr) sinne,

et on dénote P (1) = T (Aum?).

FORME DES MODES PROPRES Un nombre de modes propres ¥, (r,0) sont dessinés
dans la Figure 9.5. On voit que les modes avec n = 0 sont axisymétriques (par rapport
a l'axe perpendiculaire au plan de la membrane au repos y = 0, a r = 0), et que les
modes avec 1 > 0 (entier) ne le sont pas.

02 12 22

FIGURE 9.5 — Quelques modes propres ¥, (r,0) de la membrane circulaire attachée au bord. On
les dénote par nm, comme indiqué sous les figures.

En regardant l'intersection des modes propres ¥, (r,0) avec le plan y = 0, on
retrouve ce que l'on appelle des cercles nodaux et lignes nodales (Fig. 9.6). Ce sont des
lieux géométriques immobiles : leur position transverse reste a y = 0 au cours de la
vibration de la membrane selon le mode concerné.

ONNSE
QOOE

FIGURE 9.6 — Cercles nodaux et lignes nodales pour quelques modes propres nm de la membrane
circulaire attachée au bord. A comparer avec la Figure 9.5.
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Tableau 9.1 — Ratio des fréquences propres de quelques modes propres de la membrane circulaire
attachée au bord

fo fi1 =159fn  fo1 =2.14fn
for=230f fi2 =292fo1  far = 3.50f01
fos =3.60fo1  fi3 =4.23fo1  f23 =4.83fn

Il s’avere qu'un mode propre ¥, (r,6) a m cercles nodales et n lignes nodaux, ot
m ne peut étre zéro puisqu’il y a toujours au moins le cercle nodal a r = 4, oul la
membrane est attachée.

— FREQUENCES DES MODES PROPRES Comme montré ci-dessus, la forme spatiale
des composantes de la vibration de la membrane circulaire est décrite par des fonctions
de Bessel [ (Aumt). Par identification, on a que les pulsations wy, = Aumc, ou les
fréquences [129, Chapitre 4] :

Anmc€
fom = ;Z . (9.10)

Un calcul direct nous montre que le rapport des fréquences propres (Tableau 9.1)
est indépendant du rayon a de la membrane circulaire. Cependant, contrairement a la
corde linéaire p.ex., ici, les fréquences partielles ne forment pas de série harmonique,
ol les fréquences seraient des multiples entiers de la fréquence fondamentale fp;. On
étudiera dans la Sous-section 9.2.2 I'influence de la charge d’air et d"un couplage avec
une cavité sur les fréquences propres.

En faisant varier la tension T (Fig. 9.7) ou le rayon a (Fig. 9.8), on peut faire évoluer
les fréquences propres de la membrane circulaire (calculées avec (9.10)), maintenant
toujours les rapports indiqués dans le Tableau 9.1.

800 777
600/ /

400 ¥ 7

frm [Hz]

200

| | | | | |
800 400 600 800 1000 1200 1400
T [N/m]

FIGURE 9.7 — Evolution des premiéres fréquences propres de la membrane circulaire en fonction
de la tension de membrane T. (Constantes physiques utilisées : 2 = 0.162m, ¢ =
0.267kg/m?.)

— REMARQUES 1. Modes axisymétriques — Les modes axisymétriques, c’est-a-dire
symétriques par rapport a I’axe passant par le milieu de la membrane et perpendiculaire
au champ au repos de la membrane (Fig. 9.4), correspondent au cas ou1 la position
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FIGURE 9.8 — Evolution des premiéres fréquences propres de la membrane circulaire en fonction
du rayon de la membrane a. (Constantes physiques utilisées : T = 420N /m, 0 =
0.267kg/m?.)

transverse y n’a pas de dépendance en . Dans ce cas, le Laplacien (9.4) s’écrit sans
le terme en 9%/96? et on ne retrouve pas de contribution @(6) dans la solution. Les
modes axisymétriques sont nommés Om (cf. les Figs. 9.5-9.6).

2. Charge d’air — Dans les dérivations ci-dessus, on a considéré une membrane dans le
vide. Un modele pour l'influence d"une charge d’air, exercant une pression distribuée
sur la membrane, est développé dans [87, Chapitre 18]. L’effet de la charge d’air varie
avec la fréquence. En basse-fréquence, elle a pour effet d’augmenter les fréquences,
et dés ca. 500Hz, son influence est négligeable. (Des références d’études concernant
I'influence du rayonnement sur I’harmonicité chez des instruments concrets comme la
timbale ou le tabla seront données plus bas.)

En basse-fréquence, on peut approximer la charge d’air comme si elle correspondait
a la masse d'un disque d’air du rayon de la membrane et d’une épaisseur de [87,
Chapitre 18]

8a
Er 0,85a.

C’est la raison pour laquelle, dans le modele présenté en Section 9.3, nous utiliserons
I'approximation grossiére consistant a considérer une influence de la charge d’air
indépendamment de la fréquence sous la forme d'un terme s’ajoutant a la densité
massique de la membrane ¢ (dans le vide) :

Om 20+ 0,85a04ir (charge d’un c6té de la membrane)

om 2 042- 0,85a04ir (charge des deux cotés de la membrane),

avec p,ir la densité massique volumétrique de 1'air.

3. Amortissement — On peut ajouter un amortissement fluide dans 'EDP (9.3), qui
devient
0%y
ot?
avec p [kg/m?s] un coefficient de frottement fluide. Procédant de la méme maniére
que ci-dessus, on obtient ’équation

Iy

Ay — §,

+u

T" + uT + A**T = 0.
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La présence du terme uT’ a deux effets.

1. T(t) est maintenant exponentiellement amorti par et

2. La fréquence w = Ac devient wy; = /w — (%)2

On remarque dans [129, Chapitre 4] qu’en réalité, les coefficients y /2 sont fonction
de la fréquence. Il y a des pertes associées avec la déflexion de la membrane qui
augmentent avec la fréquence, et des pertes associées avec la radiation du son qui
décroissent avec la fréquence. Souvent, l'effet net est que les modes haute-fréquence
sont amortis plus vite que les modes basse-fréquence.

Dans ce chapitre, I'influence de ce type d’amortissement sur les fréquences propres
de la membrane a été négligée. On considere seulement 1'influence sur les fréquences
due au couplage avec une cavité, comme étudiée dans la sous-section suivante.

9.2.2 Vibration d’une membrane circulaire couplée a une cavité

DERIVATION DE L'EDP La membrane circulaire attachée au bord est couplée a une
cavité de volume V) au repos comme montré Figure 9.9.

y(r,0,t)

FIGURE 9.9 — Membrane circulaire attachée au bord, couplée a une cavité

A cause du couplage entre la membrane et la cavité, une pression nette non nulle
peut agir sur la membrane pendant sa vibration. Selon la loi des gaz parfaits et en
supposant que le gaz dans la cavité n’a pas de dynamique (discuté plus en détail dans
la Section 9.3), cette pression nette Ap(t) est le résultat instantané du changement net
du volume AV(t) de la cavité. On peut distinguer deux cas, selon le fait si un mode
(non) axisymétrique est excité (Fig. 9.10).

Pour le cas d"un mode non axisymétrique, le changement de volume net est toujours
nul. De ce fait, la pression nette appliquée sur la membrane par la cavité est aussi
nulle. On retrouve donc I'EDP de la membrane seule (9.3), et les modes propres non
axisymétriques du cas avec cavité, nommés Dy (r,0), n > 0, sont égaux aux modes
propres non axisymétriques du cas sans cavité, nommés ¥, (r, 9), n>0:

Dy (1,0) = Yum(r,0) = Ju(Aumr)cosnd,  n >0,
{Cﬁnm(r,(?) =¥um(r,0) = Ju(Aumr) sinnd, n>0,
avec les conditions au bord
P (@) = Pum(a) = Ju(Anma) = 0.
Pour le cas des modes axisymétrigues, ot le changement de volume net n’est pas nul,
on peut procéder de la maniére suivante. D’apres [99] et en suivant un développement

comme ci-dessus, on peut formuler 1’équation des ondes avec une source de pression
Ap(t) comme

82
TAy(r,t) + Ap(t) = aﬁy(r, t).
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(a) Mode axisymétrique (b) Mode non axisymétrique

FIGURE 9.10 — Changement de volume de cavité suite a la vibration de la membrane

Selon la loi des gaz parfaits (cf. (9.14) ci-dessous), on peut calculer la pression nette
Ap(t) comme

Po
A AV (t
pt) = -7y AV(),
ol py est la pression atmosphérique, 7y I'indice adiabatique, et AV (¢) le changement de
volume, hachuré dans la Fig. 9.10(a), qui peut étre calculé comme

AV(t) = /Sy(r,t) as(r).

En somme, on obtient 'EDP suivante :

2

9 TPo
2
Eay(r,t) — gaylrt) = 00 [ y(r,nas (). (911)
On rappelle que o peut étre remplacé par o, si l’on veut prendre en compte l'influence
de la charge d’air, comme indiqué ci-dessus.

— SOLUTION DE L'EDP  Dans [171], il est démontré que I’Equation (9.11), admet des
solutions axisymétriques

Do (7, 9) Pom(7) = Uo(Amr) — Jo(Ama)] .

Par construction, la condition aux limites en r = a est satisfaite. En substituant ces
fonctions propres dans I’'EDP (9.11), on obtient que les A, satisfont la condition
implicite > [171]

Mo Jo(Aa) = = 7 Jo(Aa), (9.12)
\v/
£B
dans laquelle la grandeur sans dimension B peut étre interprétée comme le rapport
entre la force de rappel appliquée par l'air dans la cavité et la tension de la membrane

[129].

REMARQUE On souligne que dans ce modele, la vibration du bord du fiit® et la
vibration de l'air dans le ftit ne sont pas prises en compte (Fig. 9.11).

5. Dans les simulations ci-dessous, les solutions de cette équation implicite sont obtenues par un
algorithme numérique utilisant un développement en série de Chebyshev [48].

6. Une mesure des modes du fiit est effectuée dans [220] pour le cas d"une caisse claire, par interférométrie
holographique.
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modes de membrane

x X X

modes de cavité

AV
PAN

modes de ftit

FIGURE 9.11 — Vibration prise en compte dans le modele de la membrane couplée a une cavité
[Dessin d’apres [207]]

— FORME DES MODES PROPRES Les trois premiers modes propres g, (r,6) de
la membrane circulaire couplée a une cavité sont dessinés dans la Figure 9.12. On
remarque que leur forme est similaire aux modes propres ¥, (7,6) de la membrane
sans cavité, et que l'influence de la cavité est la plus grande pour la fréquence la plus
basse.
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FIGURE 9.12 — Comparaison des formes spatiales des premiers modes axisymétrique de la mem-
brane circulaire avec et sans couplage a un volume Vj. (Valeurs physiques utilisées :
a=1m,B =11)
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— FREQUENCES DES MODES PROPRES Sur la Figure 9.13, on montre 1’évolution
des fréquences des modes axisymétriques de la membrane circulaire couplée a une
cavité en fonction du volume Vj. On observe que les fréquences montent pour un petit
volume, et que la plage d’influence est la plus grande en basse-fréquence. En regardant
la condition (9.12), on peut quantifier ce comportement.

— Pour un volume Vy — 400, la condition devient Jo(A;,4) = 0, donc on retrouve
les modes propres axisymétriques du cas de la membrane sans cavité. Si le
volume est grand devant le changement de volume induit par le mouvement de
la membrane, la pression nette agissant sur la membrane sera petite.

— Pour un volume Vj — 0 (dans la limite que c’est géométriquement possible), la
condition devient J;(A,a) = 0, donc les fréquences des modes axisymétriques
@om (1) se rapprochent des fréquences des modes non axisymétriques @, =

Yoy = ]2()\7717’)'
B[]
+00 64 32 16 8 4 3.65

600 — T T T
\_ o

\\ —— Pom
400 L

frm [Hz]

200 -

|
0 0.05 0.10 0.15 0.20
Vo [m®]

FIGURE 9.13 — Evolution des fréquences des modes axisymétriques d’une membrane circulaire
couplée a une cavité de volume V; variable. (Constantes physiques utilisées :
a=0.162m, o = 0.267kg/m2, T = 420N /m.)

Pour un volume Vj bien choisi, on peut rendre les modes ®,,1, n > 0, harmoniques,
ce qui est fait chez la timbale (timpani ou kettledrum)7 pour obtenir une sensation de
hauteur tonale [60, 129]. De plus, sur la Figure 9.14, on voit que 'on peut faire varier
les fréquences des modes axisymétriques Py, tellement, qu’ils croisent les fréquences
des modes non axisymétriques @y, n > 0 (non influencées par le volume), changeant
ainsi l'ordre fréquentiel des modes.

L’évolution des fréquences des modes en fonction du rayon a de la membrane est
montrée Figure 9.15.

— Pour un rayon a — 0, la condition (9.12) devient Jo(Aya) = 0.

7. On ne détaille pas ici d’autres phénomenes physiques intervenant lors de ce couplage entre l'air de la
cavité, la membrane en vibration, et I'air autour de I'instrument lors du rayonnement, qui peuvent contribuer
a rapprocher cette série de fréquences d'un rapport 2f : 3f : 4f : 5f par rapport a une fondamentale f
absente [24, 60, 129]. En plus, on mentionne dans [60, Chapitre 14] que la note percue a la fréquence 2f, et
non pas celle de la fondamentale f absente (ambiguité d’octave).

Pour une étude plus détaillée de la timbale, regarder [66, 91] utilisant des fonctions de Green, et [209]
utilisant des éléments finis.
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B[]
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FIGURE 9.14 — Evolution des fréquences des modes axisymétriques d’une membrane circulaire
couplée a une cavité de volume V; variable. Superposition des fréquences des
modes non axisymétriques. (Constantes physiques utilisées : 2 = 0.162m, ¢ =
0.267kg/m?, T = 420N /m.)

— Pour un rayon a — +o9o, la condition devient J(Aa) = 0. Les fréquences des
modes axisymétriques ¢, (r) se rapprochent des fréquences des modes non
axisymétriques @2, (1) = Yo (r) = Jo(Amr).

Plus la surface S = 7a? de la membrane est grande pour un méme volume Vp, plus
le changement relatif de volume (et donc de pression) suite au mouvement de la
membrane peut étre grand. Ici, des croisements de fréquence sont également possibles.

En revanche, si I'on modifie a et V; en méme temps de sorte que le rapport a*/Vj
reste constant, B reste constant dans la condition (9.12) et on ne modifie pas les
fréquences des modes axisymétriques ¢y, tandis que les fréquences des modes non
axisymétriques @u,, n > 0 varient avec a (et ne sont pas influencées par Vp) [129,
Chapitre 4].

Dans la Figure 9.16, on voit I'influence d'un changement de tension de la membrane
sur les fréquences propres. Comme pour un changement de volume Vj) ou de rayon g, la
condition (9.12) peut se rapprocher de Jo(Ama) = 0 ou Jo(Ana) = 0, et des croisements
de fréquence sont possibles.

9.2.3 Déviations du modele pour la vibration transverse d'une membrane circulaire attachée
au bord couplée a une cavité

On peut identifier plusieurs déviations du modéle pour la vibration transverse d'une
membrane circulaire attachée au bord couplée a une cavité spécifié ci-dessus, que
I'on peut rencontrer chez un vrai instrument de percussion : l'influence d’une densité
massique surfacique inhomogene, d’une tension inhomogene, et d’'une modulation de
tension suite a une excitation forte.

— DENSITE MASSIQUE SURFACIQUE INHOMOGENE Si un nombre d’instruments
utilise une membrane a densité massique surfacique homogene, comme le tom et
la caisse claire, la densité massique surfacique peut varier considérablement d’un
point de la membrane a un autre chez des instruments comme le tabla (Fig. 9.1(f)) et
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FIGURE 9.15 — Evolution des fréquences des modes (non) axisymétriques d’une membrane cir-
culaire couplée a une cavité, pour un changement du rayon de la membrane.
(Constantes physiques utilisées : ¢ = 0.267kg/m?, T = 420N /m, V = 0.0195m3.)
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FIGURE 9.16 — Evolution des fréquences des modes (non) axisymétriques d’une membrane cir-
culaire couplée a une cavité, pour un changement de la tension. (Constantes
physiques utilisées : a = 0.162m, ¢ = 0.267kg/m?, V = 0.0195m3.)
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mridanga indiens, ou encore chez le pat wain birman, suite a la méthode de production
(application de pate). On peut s’en servir pour accorder® les modes basse-fréquence
selon une série harmonique [15, 157, 226, 227].

— TENSION INHOMOGENE Un cercle est la forme géométrique se prétant le mieux
a obtenir une tension homogene dans le domaine de la membrane, contrairement a
d’autres formes comme un carré ou rectangle.

Toutefois, certains mécanismes d’accordage des instruments de musique impliquent
une tension qui sera intrinséquement légeérement non homogene. Pour le cas du tom
(schématisé dans la Fig. 10.15), on utilise 6 vis d’accordage. Méme si 1’on accorde ces
vis de sorte a ce qu’elles fournissent toutes une méme tension dans leur environne-
ment direct, une baisse de tension s’installe naturellement entre deux vis. Un modele
mathématique ad hoc pour ce phénomene [226] est illustré Figure 9.17.

Distribution de tension :
T(7,8) = doTo + [d(7) — do] b(6) Ty,

avec rayon 7 € [0,1], angle fe [0,27], Ty =
2700N/m,dy =1,dy =1/3,9 = n/16,N =
6,80 = By = 1,By = By = By = 1/2,B; =

Bs =0et
P
& H

d(7)

(§—27tn/N)?
2q2 .

N
b(0) = ;} Bye

0.0
[1}1] 0.2

0.1 —0.2

FIGURE 9.17 — Modele mathématique ad hoc pour une distribution de tension dans une mem-
brane de tom circulaire de rayon a = 0.1778 : cas d’étude avec un désaccordage
extréme [226]

La tension inhomogene se manifeste sous la forme de dédoublements de pics (peak
doublings ou mode splitting) : un pair de modes non axisymétriques

Yum(r,0) = Jn(Aumt) cos nb
‘i’nm(r,()) = Ju(Apmr) sinnb,

ayant théoriquement la méme fréquence, obtiennent des fréquences légerement diffé-
rentes, ce qui mene a des battements [263]-[60, Chapitre 14].

Avec le modele de tom décrit de la Figure 9.17, on obtient des écarts allant jusqu’a
21,4Hz en simulation [226], et on observe en effet des écarts de 2 4 28Hz dans la mesure
expérimentale chez un tom décrite dans [263].

En outre de l'influence sur la fréquence, I'inhomogénéité de la tension peut déformer
les lignes et cercles nodaux (p.ex. [7], et observé utilisant un type d’interférométrie
dans [263]). Deux cas sont montrés Fig. 9.18.

- MODULATION DE TENSION (GLISSEMENT FREQUENTIEL) Lorsqu'une membrane
est frappée considérablement fort de sorte & obtenir des déplacements transverses plus
importants, on peut obtenir un glissement fréquentiel (pitch glide) [217]-[210, §2.2.7]-
[243]. Chez ce phénomene non linéaire, la tension est augmentée, ce qui résulte en des
fréquences modales plus élevées en début de vibration, qui décroissent ensuite jusqu’a
retrouver leurs valeurs constantes correspondantes au régime linéaire (que ’on pourrait
obtenir directement sans glissement fréquentiel dans le cas avec une excitation moins

8. Comme déja mentionné, il y a une influence aditionnelle du rayonnement sur I’harmonicité de la
vibration de la membrane, par exemple chez le tabla [242] et le mridanga [37].
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T inhomogene

21 T inhomogene ‘

FIGURE 9.18 — Possibles déformations de cercles et lignes modaux sous l'influence d"une tension
inhomogene

11

forte). Ce phénomene serait plus facilement réalisable dans le cas d"'une membrane
accordée a une faible tension, ot1 'on a besoin de relativement moins de force pour
augmenter la tension de la membrane [210, §2.2.7].

Pour le cas d'un tom de 32 — 33cm de diametre, une augmentation de fréquence de
8 —10% (plus qu'un demi-ton) a été mentionnée dans [43, 214]. Dans [73], on mentionne
méme un glissement fréquentiel de 20Hz (presque 4 demi-tons) en basse-fréquence
en frappant fort sur un tom. On mentionne que pour cet instrument, perceptivement,
ce phénomene pourrait étre partiellement masqué par la présence de beaucoup de
composants haute-fréquence (a fort impact) dont la fréquence est beaucoup moins
influencée par un changement de tension. Dans [53, 86], le cas d'une grosse caisse est
considéré, o1 I'on mentionne des changements de fréquence de 6 — 10% en la frappant
fort (ca. 3,5Hz ou un ton, dans le cas d"un déplacement transverse typique de 6mm).

9.3 MODELE

Dans cette section, un modele physique pour le dispositif montré dans la Figure
9.2 est développé (Sous-section 9.3.1) a partir du modeéle de membrane couplée a une
cavité mentionné dans la Section précédente. Le modele physique obtenu sera ensuite
réécrit sous la forme d’un Systéme Hamiltonien a Ports (Sous-section 9.3.2). Apres un
adimensionnement (Sous-section 9.3.3), 'ordre du modele a dimension infinie est réduit
a N modes de vibration grace a une projection modale (Sous-section 9.3.4). Finalement,
une représentation alternative en espace d’état est donnée dans la Sous-section 9.3.5
ainsi qu'une simulation de la dynamique non contr6lé du modele.

9.3.1 Modele physique

9.3.1.1 Configuration

Le modele est schématisé dans la Figure 9.19 dont les variables seront introduites
ci-dessous. Nous observons le couplage membrane-cavité-haut-parleur.

9.3.1.2 Hypotheses

Lors de l'établissement des équations du modéle physique, un certain nombre
d’hypotheses simplificatrices sont faites. Bien que ces hypotheses limitent la capacité
du modele d’étre représentatif du comportement physique détaillé du systeme, le
modele résultant est considéré en premier lieu comme « modele de contrdle » utilisée
pour la conception d"une loi de commande 9.

9. Apres une évaluation de I'implémentation expérimentale de la loi de commande basée sur le présent
modele physique, ce qui sera fait dans le Chapitre 10, on pourrait décider d’adapter le modele physique
ainsi que le la loi de commande et de refaire un test expérimental.
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FIGURE 9.19 — Modéle du systeme

Les hypotheses prises dans 1'établissement du modele physique sont les suivantes.
1 — MEMBRANE

(Hza) La membrane exécute de petites déplacements transverses et sa tension est
uniforme.

(H1b) La vibration transverse de la membrane ne contient que des modes axisymé-
triques *°.

(H1c) Le rayonnement du son produit par la membrane dans 1'air de la piéce dans
laquelle se trouve l'instrument est modélisé approximativement en ajoutant 0,85a0,i, a
la densité massique surfacique de la membrane [129], 2 étant le rayon de la membrane
et pair la densité massique volumétrique de 1'air.

2 — CAVITE

(H2a) La pression a l'intérieur de la cavité est uniforme (modéle a parametres concentrés
sans propagation).

(Hzb) L’air a l'intérieur de la cavité se comporte comme un gaz idéal subissant une
compression adiabatique.

(Hzc) Au repos, la pression a l'intérieur de la cavité égale la pression atmosphérique a
I'extérieur. Ceci est réalisé automatiquement par des petits trous présents dans la paroi
cylindrique **.

3 — HAUT-PARLEUR

(H3a) Le haut-parleur est modélisé comme un piston plan.
(H3b) Le haut-parleur fonctionne au-dessus de sa fréquence de résonance.

10. Des modes avec des lignes nodales ne sont pas considérées dans le modeéle parce qu’il n’y a pas
d’influence nette de la cavité comme mentionné ci-dessus : de par leur symétrie par rapport au plan au repos
de la membrane, a tout moment, un méme volume monte et descend du plan au repos. Cette hypothese
signifie en pratique que le musicien frappe la membrane au milieu, n’excitant que les modes axisymétriques.

11. Ce trou fonctionne comme la trompe d’Eustache dans 1'oreille humaine [84, Chapitre 3]. On argumente
dans [60, Chapitre 14] chez I'exemple de la timbale qu’un tel trou (vent hole) n'a pas d’effet sur I'acoustique de
I'instrument vu sa petite dimension devant les longueurs d’onde des fréquences d’intérét, la timbale n’ayant
peu d’énergie au-dessus de 1kHz (34cm). On peut supposer que c’est aussi le cas pour le tom. Toujours chez
la timbale, des expériences comparant les cas avec trou ouvert et bouché par du caoutchouc ont démontré
que le trou n’a trés peu voire pas d’influence acoustique [218].
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9.3.1.3 Modele physique

Le modele physique du systeme sous les hypothéses énoncées ci-dessus est mainte-
nant établi. Il consistera de trois parties : la membrane (EDP) et le haut-parleur (EDO),
qui sont couplés a travers la cavité (relation statique), comme illustré Figure 9.19.

1. MEMBRANE Sous les hypotheses (H1a)-(H1b), on peut formuler 1'équation des
ondes avec une source de pression comme [99]

92 0
TAym(r,t) + pe(t) = Uma?ym(”r t) + ngm(f’, t), (9.13)

ou A= % + %% en coordonnées polaires, ym(r,t) est le déplacement transverse de
la membrane [m], T est la tension [N/m], om = 0 + 0,85ap,;, est la densité massique
surfacique équivalente [kg/m?] correspondant a (Hxc), i est un coefficient de frotte-
ment fluide 12 [kg/m?s]| et p. est la pression nette [Pa] appliquée sur la membrane. La
vitesse d’onde dans la membrane est c = /T /0m.

La condition a la frontiére de I'EDP (9.13) correspondant a une membrane attachée
au bord r = a est

Ym(a, t) = 0.

La condition initiale représentant un coup avec une baguette '3 est

)
a—];(r,o) — VI,

d’amplitude Vj [%} , I(r) étant une fonction lisse variant entre une valeur 1 a r = 0 et
0ar>eg etdylafonction é de Diraca t = 0.

2. caviTE Les hypotheses (Hza)-(Hzb) correspondent a une valeur constante de
pV7, avec p la pression totale, V le volume total et 7y I'indice adiabatique de 1’air ™. En
dérivant cette relation,

d(pV") =V dp+9V7 lpdVv =0,

dp  dV

PV
et, en approximant les différentielles par des différences et en utilisant les quantités
acoustiques p. et V¢, qui sont les déviations de la pression et le volume par rapport

aux valeurs p et Vj au repos,
A
Pe=P—Po
Ve 2V -V,
on obtient la relation approximative (d’ordre 1)

1%
% - 7; (9.14)

Il y a deux contributions au changement de volume V;, qui sont hachurées dans
la Figure 9.19. Le volume change a cause du mouvement transverse de la membrane

12. Dissipation qui ne dépend pas de la fréquence. Une dissipation qui dépend de la fréquence est
n % Ym(r, t) qui est p.ex. prise en compte dans le modele de timbale de [91, 209] etc.

13. Pour une discussion plus précise sur le contact entre mailloche et membrane dans le cas de la timbale,
regarder [61, 209].

14. L'indice adiabatique du gaz parfait, ou coefficient de Laplace, est définie comme le rapport y = Cp/Cy
entre les capacités thermiques isobare et isochore. Pour I'air, qui contient surtout les gaz diatomiques diazote
N, et dioxygene O,, on utilise une valeur de 1,4 a une température de 20°C.
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supérieure et a cause de la position de la membrane du haut-parleur, qui est modélisé
par un piston plan de position verticale /| et de surface effective S;. Ainsi,

Velt) = [ ym(r,1) dS(r) = si0(0), 915)

avec dS(r) = 2mtrdr, v € [0,a]. Apres substitution de (9.15) dans (9.14), on obtient
pelt) = <75 | [Lm(r,00350) - 5110 (0:16)
0 L/S

3. HAUT-PARLEUR D’apres I’'Hypothese du piston plan (H3a), le haut-parleur est
modélisé comme un disque rigide de surface effective S;. La balance des forces sur ce
disque correspond a

mlzl(t) + lel(f) + k]fl(f) = —Slpc(t) + Blil(t). (9.17)

Le membre gauche de cette expression représente les forces d’un systéme masse-
amortisseur-ressort standard avec une masse 7], un amortissement ¢ et une raideur k
équivalents. La pression dans la cavité applique une force —S;p.(t) sur le haut-parleur
(force de réaction correspondant a p. qui est la pression des parois sur le gaz). Le
courant 7j(t) est commandé. Elle induit une force de Laplace Bli|(t), avec B le champ
magnétique [T] et ] [m] la longueur de la bobine du haut-parleur & l'intérieur du champ
magnétique. Plus d’informations concernant ce modele > a parametres concentrées de
Thiele & Small [230, 231, 239, 240] seront données dans la Section 10.1.3 du chapitre
prochain.

9.3.2 Modele SHP : modele hybride

MODELE HYBRIDE (EDP—EDO) En combinaisant les Equations (9.13)-(9.16)-(9.17),
on obtient un modele hybride (EDP-EDO) :

92 d
TAYm(r,t) + pe(t) = OmzaYm(r,t) + pzym(r,t)

pelt) = 22 { [ ym(r,0daS() = 5111
mb(t) + ali(t) + kb (t) = =Sipe(t) + Bliy(t),

dont les variables et constantes physiques sont récapitulées dans le Tableau 9.2.

On propose de réécrire ce modele sous la forme d'un Systéeme Hamiltonien a
Ports (SHP) hybride, combinant des états de dimension infinie (EDP) et des états de
dimension finie (EDO). A cette fin, les éléments de la Définition 4.2 (Sous-section 4.1.2)
sont énoncés, avant de formuler le modeéle SHP.

9.3.2.1 Etat

Soit Q £ (0,a). On définit I'état comme

tm (7, £)
em(r, t)
Ve(t) |-
m(t)
RG]

contenant les variables définies dans le Tableau 9.3

(1>

15. Pour plus d'informations sur les différents phénomenes non linéaires présents dans les haut-parleurs
et comment les inclure dans un modele a parametres localisés de type Thiele & Small, voir [125, 131, 141,
205]-[83, et les références y figurant]. Il existe aussi des modeles de haut-parleur EDP prenant en compte la
dépendance spatiale du mouvement de la membrane (p.ex. [202] pour le cas d"un modéle non linéaire).
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Tableau 9.2 — Liste des variables et constantes physiques du modéle de tom
Variables indépendantes

r [m]  coordonnée radiale de la membrane supérieure

t [s] temps

Variables dépendantes

Ym(r,t) [m]  déplacement transversal de la membrane

pe(t) {%} pression incrémentale dans la cavité

m

4(t) [m]  position verticale du haut-parleur
if(t) [A]  courant du haut-parleur

Constantes
T [g} tension dans la membrane supérieure
Om [rl;—g} densité surfacique de la membrane supérieure équi- oy = 0 + 0,85ap0,ir

valente
c [2]  vitesse d’onde dans la membrane supérieure c= %
a [m]  rayon de la membrane supérieure
S [m?]  surface de la membrane supérieure S = na?
0% [-]  indice adiabatique de l'air
Po [%} pression initiale dans la cavité
Vo [m3]  volume initiale de la cavité
Sy [m?]  surface du haut-parleur (piston plan)
m [kg] masse du haut-parleur
a [k?g} amortissement du haut-parleur
N .
k [E} raideur du haut-parleur
Bl [%W facteur de la force de Laplace
Tableau 9.3 — Liste des états du modele de tom
Variables d’état
Tt (7, £) [%} quantité de mouvement surfacique de la membrane 7y, = Umag—?‘
supérieure

em(r, t) [— déformation de la membrane supérieure e&m = VYm = ag—;“

]
Ve(t) [m3] volume incrémental de la cavité

m(t) [kg%] quantité de mouvement de la membrane du haut- m = m
parleur

4(t) [m]  position verticale de la membrane du haut-parleur

L'espace d’état est I'espace de Hilbert
X £ H}(Q,R;27tr dr) x HY(Q, R;27tr dr) x R3,
muni du produit scalaire (x, y)x qui est défini a partir du Hamiltonien, comme introduit
ci-dessous.
9.3.2.2 Energie

La fonction hamiltonienne #(x(t)) du systéme représente son énergie en fonction
de l'état x(t). Cette énergie est la somme des 5 contributions suivantes.
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— L’énergie cinétique de la membrane :

1y nrzn
Em,c —_— E S ads(;’).

— L’énergie élastique de la membrane :

1
Eme =5 /S Te2 dS(r).

— L’énergie de compression adiabatique de l'air dans la cavité : a partir de E. =
Jo €(=pc) dV¢ et en utilisant la relation (9.14), on obtient

2 2
YpoVo (Ve Ey (Ve
E. = - = :
c 2 (v0> 2 \W) ' (9-18)

avec Eg = vpoVh.

Remarque — Interprétation de I'énergie de compression comme un Hamiltonien « décalé »
(en fonction d'un variable de déviation) L'énergie de compression du gaz dans la
cavité peut étre interprétée d’une autre maniere. L'énergie de compression d'un
gaz a volume V peut aussi étre obtenue comme

A%
Egaz = EgaZ,O (V0> ’

par rapport a 'énergie au repos Ega, 0 = %povo. Prenant cette énergie comme
hamiltonien H(V) en fonction du volume V = V; + V., on peut définir un
hamiltonien « décalé »*® H(V.) en fonction de la déviation de volume V. par
rapport au volume au repos Vy comme

- dH
HW) + <+

H(Ve) = H(V) - -

A
V=V,

Ve Ve
= Egazo ( 1+ VO — |Egazo + Egaz,O(1 - ')’)VO

Ve Ve
<1+V> —1—(1—"}/)

:EaZO 7
gas 0 Vo

Son approximation quadratique, de laquelle la loi linéarisée gouvernant la pres-
sion découle, est donnée par le développement limité en série binomiale a 1’ordre
2:

2+ 0(x3).

(1+x)”‘:1+zxx+a(“2771)

On obtient
- Ve ) (VN e
H(Ve) = Egazo |1+ (1 Wt (Vo -1 7

0 (%Y

=E gaz,0 > VO

. C .
Substituant Eg,; 0, et sachant que y = é et R = Cp — Cy, on obtient

2

16. Shifted Hamiltonian, [167, Eq. 7].
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comme 'expression de I'Eq. (9.18).

La dérivée de 'énergie E. par rapport au variable d’état V., dont on aura besoin
plus bas, est

dE.  po,, (9.14)
av, - TV T P

— L’énergie cinétique du haut-parleur :

1
e = Zinf
— L’énergie élastique du ressort du haut-parleur :
1
Ee = k(.
Le 2 141
9.3.2.3 Produit scalaire et fonction hamiltonienne

On définit le produit scalaire

@ "
(xry>xA[[x1(r) xz(r)} Lm B;r)} dS(r)+{x3 Xy x5} Leg i;; (9.19)

avec

1 Ep 1
m 0

Avec ce produit scalaire, la fonction hamiltonienne

1
H(x) = 5 (x,2)x = Emc+ Eme+Ec+Ejc+Eje

correspond a l’énergie totale du systeme.

9.3.2.4 Dérivée de la fonction hamiltonienne

Nous avons affaire a un PHS mixte qui combine une partie de dimension finie et une
partie de dimension infinie. De ce fait, on peut définir la dérivée D,H (x) qui contient
a la fois des dérivées variationnelles, pour les variables d’état de dimension infinie, et
des gradients, pour les variables d’état de dimension finie :

DyH(x) = lM] = Lx.

On remarque que

m E T
Lx=[F Te | fve=—-p) 7t kb,
qui représente respectivement la vitesse de la membrane, la projection radiale de la
force de tension de la membrane (pour des petits déplacements), la densité d’énergie
de la cavité (= — la pression dans la cavité), la vitesse du haut-parleur et la force
élastique sur le haut-parleur.
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9.3.2.5 Modele SHP
On obtient le modele SHP
oix = (J — R)DyH(x) + Gu
y =G 6 H(x)

ol la premiére équation correspond a

T 0 div|-1| 0o o pw ololo o om 0
€m Ta
9 grad 0 0 0 0 0|0]|0 © Te 0
Em - 0
3 || = [s-dS 0 -5 0o |— ] o0 ololo o Ve |+ o1
m 0ol s | o -1 0 0l0|q O o B
1
0 ol ol 1 o 0 ololo o " 0

et la deuxieme a
y= BIY,. (9.21)

Dans la premiere équation, 1 représente I'opérateur unitaire. L'opérateur (matrice)
R = diag(1>0,0,0,c,>0,0) est semi-définie positive. L'opérateur J a comme domaine

D(J) = Hy(grad) x H(div) x R?,

ol grad = % et div = (% + %) dans des coordonnées polaires, en prenant en compte

la Hypothese (H1b) qui implique qu’il n'y a pas de variation dans la direction angulaire.
Par une intégration par parties, on prouve que l'opérateur J est formellement anti-
auto-adjoint (Lemme C.1 de I’Annexe C).

La deuxieéme équation du modele SHP, (9.21), représente la force électromotrice. Ainsi,
le produit entre entrée 7] et sortie u; représente la puissance électrique apportée au
haut-parleur du systeme. Cette deuxiéme équation ne sera pas considérée explicitement
dans la suite des développements.

9.3.3 Modele SHP : adimensionnement du modele hybride

Nous procédons ensuite a une mise a 1'échelle du modele SHP (9.20)-(9.21). Ce
procédé consiste a remplacer chaque variable (in)dépendante v par sa version adimen-
sionnée 7 selon

V-0
52— (9.22)

Oref

Ici, vg est une valeur qui sert a déplacer le zéro (vy = 0 dans la suite) et v, est une
valeur de référence a préciser. Puisque les grandeurs v, vy et v,ef ont la méme unité
physique, @ est une grandeur sans dimension.

On commence par substituer les variables par (9.22) dans le modele (9.20)-(9.21) et par
appliquer la régle de dérivation en chaine. Ensuite, on obtient des relations algébriques
entre les valeurs de référence v,.¢. Finalement, on peut choisir un certain nombre de
valeurs de référence au choix et les autres valeurs de référence en découlent*”. Pour
les valeurs de références au choix, on prend souvent des grandeurs caractéristiques du
probléme physique sous considération (p.ex. une distance [m] d’un objet, etc.) 8.

Ici, la mise a I’échelle du modele SHP est effectuée afin de réduire le nombre de
constantes physiques présentes dans la suite des calculs '9. Des groupes adimensionnées

17. Pour plus d’infos sur l’analyse dimensionnelle et le nombre de groupes adimensionnées, voir le
Théoreme de Buckingham-Pi ([41, 265, 272] avec de nombreux exemples).

18. Dans [138], la procédure de mise a 1’échelle est appliquée a plusieurs EDOs et EDPs typiques.

19. Dans d’autres contextes, une remise a 1’échelle peut aussi remédier a des problemes numériques
présents quand les différentes variables du modeéle ont des ordres de grandeurs tres différents. Apreés une
mise a 1’échelle, on peut les faire varier toutes dans 'intervalle [0, 1] par exemple [138].
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apparaitront, que I'on peut soit donner la valeur 1 par un choix judicieux des valeurs
de référence, soit renommer par une lettre.

Apres un calcul qui est explicité dans la Section C.2.2 en Annexe, on obtient le
modele SHP adimensionné suivant :

tm 0 (2+1) | a1 | 0 0 g ofojo o Ttm 0
9 | 2 0 0 0 0 00|00 © Em 0
5 Ve | = & f5-dS 0 —B — |0 0ojojo o0 Ve |+ o] 1

7'r1 0 0 B 0 —p 0 0fl0|¢ © i 1

A 0 0 0 B2 0 0 0]0]0 O A 0

(9-23)

ot dS = 277 d7, # € Q) = [0, 1] et les formules d’adimensionnement sont données dans
le Tableau 9.4.

Tableau 9.4 — Adimensionnement des variables et constantes

m_ T i_¢ 5_ S
ﬁmzinm émzi‘gm chﬁ
a1y /omrpoVo a=ty/ypoVoT—1 0
vV mrpoVo Vi rpoVo 7PV
T i __acq _ pa
=l giad —
! c(aBl)~1y/mypoVo 4 cmy €0m
_a® [ apo _aS [ apo _a |k
= i Pi=" oy | P=cym
5 P 5 Y s
Pe=p, Jm="7" Pn=¢n
z,= An=al, f=uf

9.3.4 Modele SHP de dimension finie : projection modale et réduction d’ordre

9.3.4.1 Choix de la base modale

Nous procédons a une projection modale du modele SHP sur une base modale
orthonormale au choix. Le résultat sera tronqué a N modes et ainsi, une réduction
d’ordre approximative est obtenue, remplagant le modele hybride EDP-EDO par un
modele purement EDO, qui sera utilisé plus tard pour la conception de la loi de
commande.

Pour effectuer la projection modale d’une variable 3(F, f) sur une fonction de la base
w(7), le produit scalaire suivant est défini, en version adimensionnée comme

(0,0, B(P)p 2 [ 97, D7) S =27 | o, B dr,

ot en version redimensionnée comme

a
(o(r, 1), (r))p 2 alz [ o)1) 4 = 27727/0 or, ya(r)rdr.
(Ici, @(r) indique une fonction de la base modale (encore a définir), et @ sa version
adimensionnée.)

Une possibilité serait de construire une base modale composée des modes propres
axisymétriques de la membrane circulaire encastrée au bord (cf. la Sous-section 9.2.1),
grace au lemme suivant.
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Lemme 9.1. Les fonctions

_ A 1 }
1) S ————Jo(Aur) ¢,
() 2 bl
avec Ay t.q. Jo(Ana) = 0, forment une base orthonormale.
Démonstration. En Sous-section C.2.3 de 1’Annexe C. O

Nous choisissons d’utiliser une base modale composée des modes propres axisy-
métriques de la membrane circulaire encastrée au bord couplée a une cavité (cf. la
Sous-section 9.2.2), selon le lemme suivant.

Lemme 9.2. Les fonctions

{q-)n(r) 2 1o - Io()\nﬂ)]},

Wn

avec Ay qui satisfait (9.12) et les poids

+x+2

a*Ad o a2A2 11
wy = Ana|Jo(Ana)l 2”(832 4B "B 8)'

forment une base orthonormale.

Démonstration. En Sous-section C.2.3 de I’Annexe C. O

On souligne que pour les A, satisfaisant la condition (9.12) qui sont utilisés dans le
Lemme 9.2, on a que Jo(A,a) # 0, contrairement au cas de la membrane seule (Lemme

9.1).

ADIMENSIONNEMENT DE LA BASE MODALE On prend @if £ 1, de sorte que

@(7) = @(¥). La base modale s’écrit alors
i 1 . i
{300 = o o0 - (A1
Wn
et la condition implicite des fréquences (9.12) devient
AiJo(An) = =BJa(An). (9:24)

9.3.4.2 Projection modale du SHP et troncation @ N modes

PROCEDURE La projection modale correspond a

+o0
Ym(r,t) = ; Pn(r)za(t),

ou les fonctions spatiales ¢, (r) de la base modale sont définies dans le Lemme 9.2 et ot
les évolutions temporelles z, () sont inconnues et seront obtenues par une simulation
du modeéle.

Une troncature a N modes est effectuée :

N
Ym(r,t) = ; Pn(r)zn(t).

On note que les modes des ordres les plus bas sont les plus importants pour le son
produit [129]. De plus, ce sont ces modes qui sont le plus influencés par la cavité [171],
comme illustré dans la Figure 9.12.

Alternativement, en variables adimensionnées, on note

-~ N ~
}7m(7/f) ~ ; n(f)fn(t)~

-
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SHP PROJETE ET TRONQUE  Apres les calculs détaillés en Sous-section C.2.3, un SHP
de dimension finie (EDO pure) est obtenu. Pour N = 2 modes, par exemple, il s’écrit
de la fagon suivante :

41 0 0 5 0 0 0 o
% 0 0 % 0 0 0
. Cea -3 0 0 0 Ry Aisigny| 0 0
o= 0% 0 0 A Aasigny| 0 0
V. 0 — KB‘@“] Aisign, — KB\/)?IHZ Assign, 0 —B1 0
i 0 0 0 0 B 0 —B
L7 ] L0 0 0 0 0 B2 0 |
(0 o o o o]0 o]
00 0 0/]0]|0 O
00 & o1]o0]0 o0
K
—lo o o £ |oflo of]x
K
00 0 0 /|0]|0 O
00 0 0]0]|¢ O
0o 0o 0o o |0|0 o
) o : .
272 XT11 2 i . . ~
K )Llﬁ 7%X1,1X1/251gn151gn20 00|00 O Z 0
— g 2
2 AqA . . 302X =
—%ﬁmgmlmgnz KZ)L%% 0 o0|o0j0 0 % 0
2 .5 .
" 0 0 @000 0 | e (0] oLy
0 0 0 |00 0| [az] |0
0 0 0 0 ]1]0 0| |V]| |o
0 0 0 0|0|1 0 i 1
0 0 o ofo|o 1[[4] |of

ot sign; = sign (Jo(A;)) et
2 ay/T(ypoVo) ™!

14 32
a AN A 1,2
XI,z—\/4éz—zB+4+B

. A }‘?_ﬁ+1+1
ML=\ g2 T2 T4 B

Ce SHP tronqué contient 2N + 3 équations, pour un nombre de modes axisymétriques
de la membrane N au choix : 2N équations pour les N modes de la membrane, une
équation pour la cavité, et 2 équations pour le haut-parleur.

Les SHP projetés pour les cas N = 1 et N = 3 sont également explicités dans la
Sous-section C.2.3.

9.3.5 Représentation d’état

La (2N + 1)™¢ ligne du modele SHP tronqué (9.25) représente la version projetée

. 1. . N max < . TN e o

= 2pe® = 3 Y Kisign (lo(1) 2() + B (D (9:26)
Y i=1 Xl,z 2

de I'équation statique de la cavité (9.16). Cette relation algébrique est instantanée, et,

du point de vue de 'automatique, redondante. Elle peut étre enlevée du SHP (9.25)

qui peut alors étre réécrit comme une représentation en espace d’état classique

(9-27)

X = Ax+ Bu
y = Cx.
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Dans cette écriture, I'état x € R?N*2 correspond a 1’état utilisé dans (9.25) mais dont la
variable du volume V, (reliée a la pression fic) a été enlevée. Cet état ne contient alors
plus que des véritables degrés de liberté. L'entrée du systeme u(f) est le courant du
haut-parleur i(f), et la sortie du systéme y(f) est la mesure physique de la pression

dans la cavité p.(f).
Pour le cas N = 2, la forme (9.27) correspond a

0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 2
i} 2 A1, signysign N
20X m? 52 11p signysigny _ _B _m 3
- A AqAgsigny sign: ¢ 0 0 Aqsign 2
133, B, ! B A2 Bz?ﬂl?ﬂz 12T T %2
Ay signgsigny ZXIIZ 'mz i2 _ P e i 9:%
B XLiXI2 732)” lKIZ)LlAZs]gnlﬁlgﬂz ?\ )(12 n )(,2 A5 0 ¢ 0 By "Bxr, psigny i
K/ s 8 i
b1 BX[ 1 Aqsigny —B1 Bx \qugnz 0 0 - ,‘52, B Z’]
0 0 0 0 Py 0
0
0
+[° i
0
1
0
Z
Z
Kfa/\ . KT s - 1 ale
sign =—Azsign, 0 0 0 ~%
y= [W’BX 18180 Y By, 2818, 78, 17
<2
il
L 4

ott I'abréviation sign, = sign (Jo (1;)) est utilisée. Les cas N = 1 et N = 3 sont
explicités dans la Sous-section C.2.4.

Par la suite, la représentation (9.27) sera utilisée pour la conception de la loi de
commande.

SIMULATION 1 Dans le présent chapitre, la simulation du modele de tom (9.27) est
revisitée a plusieurs reprises, avec un état initial zéro a I'exception des vitesses modales
0;Z; = —0.001, et avec B = 5.54, x = 0.171, v = 1.4, « = 1.33, 1 = 0.768, B = 0.353,
¢ =0.0923, ¢ = 0.1 comme parametres physiques du modéle. L'évolution temporelle
du modele est simulée en utilisant une méthode numérique standard (Adams/BDF
avec détection automatique de raideur numérique et commutation [113], avec un pas
temporel Af = 0.001).

Une premiére simulation concerne le cas du modeéle a N = 2 modes sans controle
(Fig. 9.20). On remarque que la simulation du déplacement de la membrane a son
milieu,

§(F = 0,F) = Jo(0)Z1(F) + Jo(0)22(F),

contient trois fréquences : les deux fréquences correspondant aux deux modes de
membrane axisymétriques modélisés, et une petite contribution basse-fréquence qui
est la fréquence de résonance du haut-parleur, qui oscille librement par sympathie a
travers le couplage membrane—cavité-haut-parleur.

L’évolution de I’état entier du SHP est montrée Figure 9.21. Ici, la variable V., ne
faisant pas partie de la reformulation (9.27) qui a été simulée, est calculée avec la
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FIGURE 9.20 — Simulation du systeme non contr6l¢, avec N = 2 modes : évolution du déplacement
au milieu de la membrane (0, f) et son contenu fréquentiel.

relation statique (9.26). Dans la méme figure, on voit aussi 1’évolution temporelle du
Hamiltonien du systéme discrétisé, calculé comme

AEM) =2 2 oz on W @ 0 AR

i 1] 14 ]
ot la matrice W est définie par 'Equation (C.25) en Annexe C. Au début de la
simulation, une énergie initiale est apportée au systéme sous la forme des conditions
initiales représentant un coup de mailloche. Ensuite, au cours de la vibration de
I'instrument, cette énergie est dissipée dans la membrane supérieure (i) et dans
I'amortisseur (équivalent) du haut-parleur (c}), ce qui correspond a un Hamiltonien
décroissant.

9.4 CONTROLE MODAL

Un observateur-régulateur est développé qui a pour but de changer des fréquences
(et/ou amortissements) des premiers N modes axisymétriques de la membrane (Z;),
utilisant le modele tronqué a N modes (9.25). D’abord, le régulateur temps-fini est
congu sous I'hypothese que tout 1'état est connu (Sous-section 9.4.1), et ensuite, ’obser-
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FIGURE 9.21 — Simulation du systéme non contrdlé, avec N = 2 modes : évolution de I’état entier
et du Hamiltonien.
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vateur temps fini est ajouté (Sous-section 9.4.2). Finalement, dans la Sous-section 9.4.3,
quelques remarques envers une implémentation pratique sont données.

9.4.1 Réqulateur en temps fini

Dans cette sous-section, une loi de commande pour le courant du haut-parleur
i est développée, supposant la connaissance de la pression f. dans la cavité et les
évolutions temporelles Z; des N premiers modes. En changeant la position verticale du
haut-parleur, le volume et donc la pression de la cavité sont changés. Cette pression agit
sur la membrane supérieure du tom, influengant ainsi son comportement vibratoire.
Ce dispositif est schématisé dans la Figure 9.22.

controleur

FIGURE 9.22 — Disposition du controleur : mesure de la pression dans la cavité p.(t) et évolutions
temporelles des modes de la membrane z;(t) comme entrée, et courant du haut-
parleur 7)(f) comme sortie.

La conception de la loi de commande basée sur le modele projeté a N modes (9.27)
consiste en trois étapes : un placement de poéles sur la membrane, l'utilisation du
couplage entre les trois sous-systeémes, et un contréle de position du haut-parleur en
temps fini.

9.4.1.1 Etape 1 : Controle de la membrane par un placement de poles

Les premieres 2N équations du modele (9.25) représentent le sous-systeme de la
membrane : N modes axisymétriques soumis a une pression uniforme fi. que 'on
consideére ici comme une entrée intermédiaire (méme si on ne la contréle pas directe-
ment). On peut réécrire ce sous-systéme comme un systéme linéaire contrdlé par la
pression

)

= Am {1 + Bupe(D), (9-28)

ST
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oll les matrices A, et By, sont spécifiées dans dans la Section C.3.1 de I’Annexe C pour

les cas N =1,2,3. Pour le cas N = 2, ce systéme s’écrit

~ [ O 0 ] ~
. “ 0 o 1| [*
22 oo 22
7 = X AMA
dt 8521 /\% Xlllll %X vl SlgnlslgHZ 75 0 8521
i A X -5
oz %X&X?ngnlslgn 2 _Az Xlzlzz 0 _é_ i
0
+ 0 P (9-29)
Pc 19.29
'W\C/B;Il Aisigny
— 772/5;0;,2 Apsign,

On montre également dans la Sous-section C.3.1 que le systeme (9.28) est comman-
dable. Il est alors possible de définir une loi de commande

zi(#)
" K . d_ . :
Pe) = = 1 [Kia2i(]) + ki 2 () | = —K f——1, 930)
i=1 :
L2,
qui réalise un placement de poéles, de sorte a obtenir le systeme bouclé
zi(F) zi(F)
d b = (A Bl | (931

ot le vecteur K contient les constantes k; , et k; , qui sont choisies de telle maniere a
obtenir des fréquences et amortissements désirés pour la dynamique des N modes en

boucle fermée.

Notons que dans le vrai systéme du tom, on n’est pas capable de piloter la pression
P directement. On utilisera la « commande » (9.30) comme valeur désirée dans la suite
(indiquée avec un astérisque) : le but est maintenant de faire en sorte que la pression
dans la cavité p. est contrdlée vers la pression cible f% (9.30).

9.4.1.2  Etape 2 : Couplage statique entre les sous-systemes

La (2N + 1)™¢ ligne du modele (9.25) nous donne une relation statique entre les
évolutions temporelles Z;(f) des premiers N modes de la membrane, la pression p.(f)
dans la cavité et la position ¢(f) du haut-parleur (Eq (9.26)) :

1 Vmax
7 Z XI,z

ﬁlfl( F).

S Risign (Jo(4)) 5(D) +

wz
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£

— Si l’on substitue des mesures des Z"(f) ("m" pour "mesuré") et de la pression
P2 () dans cette relation statique, on obtient une mesure (implicite) de la position
du haut-parleur :

L) = 40 (6).

(Une mesure directe de la position du haut-parleur par un capteur de position
dans l'instrument serait difficile & implémenter.)

— Si l’on substitue des mesures des zZ(f) et la pression cible p¥(f) (9.30), on obtient
une référence pour la position du haut-parleur :

h() = (D).
De cette maniére, une erreur de pression
pe(f) —pe(f)
est réécrite comme une erreur de position
i (F) — 6 (5),
qui sera utilisée pour la conception d'un contrdle de position de la membrane du
haut-parleur en temps fini dans I'étape suivante.

9.4.1.3 Etape 3 : Controle en temps fini du haut-parleur vers une dynamique cible

I a été montré dans la Sous-section 6.2.3 comment une loi de commande en temps
fini pour un double intégrateur peut étre utilisée pour formuler une loi de commande
passive pour le courant d'un haut-parleur dans le but de controler sa position /" (f)
vers une position cible ¢} (f) dans un temps fini.

L’avant-derniere équation du modele (9.25) représente I'ODE du haut-parleur (9.17)
(adimensionnée) et peut étre réécrite comme

b+ Boly = _%ﬁc + 1.

Par identification, on trouve que la loi de commande passive en temps fini correspon-
dante est la suivante :

= ¢ d- - ~ - /d- d -
h= T B+ T R (1) K (dfqn - dfgl*)
1 7. | 7m Vi % m d Vis *
—5 |k =47 + ks dtg dfgl , (9.32)
avec des parametres de contrdle ky,ky > 0, & € |0,1[, k3 > B2, kg > ﬁ Les signaux

£(F) et £5 (F) définis dans 1'Etape 2 sont substitués dans cette loi de commande. (Une
dérivation numérique est nécessaire pour calculer les dérivées temporelles de ces
signaux.)

STABILITE DE LA STRUCTURE EN CASCADE En appliquant la loi de commande
(9.32), la pression cible 7 (f) dans la cavité peut étre obtenue, réalisant le controle
par placement de poles de la membrane supérieure. Cette structure du régulateur est
montrée dans la Figure 9.23.

Le systeme global peut étre considéré au sens d’une perturbation singuliere. La
membrane contr6lée par la pression (9.31) peut étre interprétée comme un sous-systéme
lent, stabilisé exponentiellement, tandis que le haut-parleur peut étre interprété comme
un sous-systeéme vite, controlé en temps fini par le courant électrique du haut-parleur.
Le systeme global est alors stabilisé exponentiellement selon le Théoréme de Tikhonov
(cf. par exemple [262, Théoreme A.11]).
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Placement
de poles

excitation
l Kia kip l

* : * . Zi, 0tZ;
Pression de| P¢ | Relation |4 + Régulateur | 11 | Modele du v

référence statique -C temps-fini systéeme Capteurs Tl

C
(9:30) (9-26) (9:32) (9-27)

4% (9.26) Relation
9:2 statique

[

retour d’état vite (temps-fini)

référence de pression lente (asymptotique)

FIGURE 9.23 — Structure du régulateur. Les équations correspondantes sont indiquées.

SIMULATION 1 (CONTINUEE) La loi de commande (9.32) avec les parametres
ky = ko =10, ks = 2By, ks = 20/ Ba, @ = 0.9 est appliquée au systeme avec N = 2
modes. Il est supposé que I'état entier est connu. Le but du contrdle était d’obtenir un
ratio de fréquences de f, : fi = 2 : 1 pour les deux modes de membrane, correspondant
aux parametres de controle ki, = 0.3, ko, = —0.7, k1, = kyp = 0. Les changements de
fréquence sont observés dans la simulation (Fig. 9.24).

1072 104

D)

0

=

|FFT(

FIGURE 9.24 — Simulation du systéeme a N = 2 modes contrdlé. Le spectre pour le cas sans
controle (cf. Fig. 9.20) est indiqué en gris pour comparaison.

SIMULATION 2 Un deuxiéme cas est simulé, avec activation de la loi de commande
apres un temps f = 15. Ici, seulement un mode a été considéré. Contrairement aux
autres simulations dans ce chapitre, la méthode numérique du gradient discret (cf.
Section 4.2) a été utilisée, avec un pas temporel 6f = 0.01.
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Parametres du modele : état initial zéro sauf d;Z; = —1, B = 5.54, A1 = 3.08,
x=0171, vy = 14, « = 1.33, By = 0.768, B = 0.353, { = 0.0923, { = 0.1. Parametres
de controle : k; = 0.1,k = 0.0005,& = 0.8,k; = 10,kp = 10,k3 = 2B, kg = 20/ 2.

L’évolution temporelle correspondante de 'état est montrée Figure 9.25 ainsi que
le périodogramme de Z; pour les cas (non) contrélé. La simulation confirme que le
contrdleur est capable de modifier la fréquence du mode Z;. On observe a nouveau
que le pic basse-fréquence de résonance du haut-parleur est présent dans le cas non
controlé.

—05

1) [-]

wq

DSP(

—— non contrdlé - - - controlé

-7 | | | |
1076 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

fl=]

FIGURE 9.25 — Simulation du modele & N = 1 mode avec activation du contrdleur a f = 15. (DSP :
densité spectrale de puissance)

9.4.2 Observateur en temps fini

PRINCIPE La loi de commande (9.32) utilise les mesures de la pression dans la
cavité fi. et des déplacements modaux Z; de la membrane. La mesure de la pression
pc dans la cavité est facile a obtenir avec un microphone. Une mesure de la partie
temporelle Z; de la vibration transversale de la membrane, en utilisant un capteur
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optique, piézoélectrique ou autre semble étre plus difficile *°. C’est la raison pour
laquelle nous proposons de développer un observateur qui reconstruit les Z; a partir
de 'unique mesure de la pression fi. et en utilisant le modele tronqué & N modes
(9.25), qui est observable (cf. la Sous-section C.3.2 de I’Annexe C). Cette disposition est
schématisée dans la Figure 9.26, et précisée dans la Figure 9.27.
controdleur
t) ¢——
FIGURE 9.26 — Disposition du contrdleur : mesure de la pression dans la cavité p.(t) comme
entrée et courant du haut-parleur 7 (t) comme sortie.
Placement
de poles
excitation
lki,a/ki,b
Pression de pe Relation Zl* + Régulateur i | Modele du Pc Observateur
référence statique a temps-fini systéme Capteur temps-fini
(9-30) P (9-26) (9:32) (9-27) (9-36)
4
Relation
statique
(9.26)

FIGURE 9.27 — Structure de I'observateur-régulateur. Les équations correspondantes sont indi-
quées.

9.4.2.1 L’observateur en temps fini

Pour un systéme linéaire comme 9.27, un observateur linéaire standard est ’observa-
teur de Luenberger [276] :

%= A%+ Bu+ L(y — C%), (9.33)

ol I'estimation de I’état £ converge vers le vrai état x (inconnu) en copiant la dynamique
du systeme de base et en corrigeant 1’erreur entre la sortie mesurée du systéme y et la
sortie estimée C£. La matrice de poids L est choisie en effectuant un compromis entre
la vitesse de convergence et la robustesse de 1'observateur contre du bruit de mesure.

Dans la présente contribution, nous avons opté pour l'utilisation d’un observateur en
temps fini (non linéaire), qui est présenté dans le lemme suivant.

Lemme 9.3 (Observateur temps-fini [188]). Soit un systéeme non linéaire

x=1n(xu)
y=hx)

20. Il faudrait vérifier si la présence d’un capteur de contact ne perturbe pas trop la vibration de
la membrane, et en plus, on souhaite exciter et mesurer au milieu de la membrane. Une imagerie par
vibrométrie laser 3D [33, 236] pourrait nous fournir les Z;, mais est difficile a mettre en pratique sur ce

prototype.

(9:34)
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avec x € R", u € R™, qui est localement observable et suppose I'existence d'une transformation
de coordonnées locale qui transforme le systéme en sa forme canonique observable

z :A°z+f<y,u,u,...,u(’))

y=Cz
avec
_ﬂl 1 0 ]
ar 0
A= ¢ oo, CO:[1 0 ... o},
an—1
a4, 0 0 ... 0

et un nouvel état z € R". Alors, il existe un nombre € € [1 = { tel que le systéme
hy ly—c°2]%
2=A2+ f(y,uu,... u")+ : (9:35)

hy |y — c°8]%

avec les parametres 0; = i — (i — 1), 0 € |1 — ¢, 1] et gains h; tels que la matrice

[~ 1 0 ... 0]
“h, 01 ... 0
—hyq 0 0 ... 1
| —h, 0 0 ... 0]

est Hurwitz 2, est un observateur en temps fini du systéme (9.34).

Dans le cas du systeme linéaire (9.27), on a que f(y,u,1,...,u") = Bu. On exprime
maintenant ’observateur temps-fini (9.35) dans les coordonnées d’origine du systeme
linéaire (9.27).

Lemme 9.4 (Transformation vers les coordonnées d’origine). L’observateur temps-fini
(9-35) défini dans le Lemme 9.3 est exprimé dans les coordonnées d’origine comme

h |y — c£]™
&= A%+ Bu+ PQ : . (9.36)
hn ly — C£] &

Cette formule contient deux matrices de transformation d’état :

Pz[H AH ... AHH},
ol
0
H=0"1
0
1

21. Une matrice dont les valeurs propres ont toutes une partie réelle strictement négative.
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est la derniére colonne de l'inverse de la matrice d’observabilité
C
CA
O p—

CAn—l

du systeme linéaire (9.27), et

0 0 1
Q=10 -7 0
1 0 0

Démonstration. On peut transformer le systeme d’origine (9.27) d’état x en un systéme
d’état z utilisé dans le Lemme 9.3 par deux transformations de similarité ** :

i=Ax+Bu (1) [E=A¢+Bu ) [2=A°2+Bu

— —
y=Cx P |y=Cl? Q |y=C°z

(1) La transformation de similarité exprimée par la matrice P définie dans I'énoncé

du lemme permet d’effectuer un changement d’état x = P¢ menant a une écriture sous
la forme canonique observable suivante [276] :

{§=A1§+Blu 037
9.37
1
y:C‘:/
avec
00 . . 0 —a, |
0 0 —Aay_1
0 1

A1:P71AP: . . . . )

0 .10 —a
01—611_

ol le polyndme caractéristique de A est

xa(s) =det(sI — A) =s, +ays" 1 ... +ay
et

B' =P 'B,

c'=cp=[o 0 .. 0 1]

(2) Le systeme (9.37) d’état ¢ est sous une forme canonique observable, différente de
la forme canonique observable alternative utilisée dans le Lemme 9.3 a une permutation
pres, exprimée par une deuxiéme transformation de similarité § = Qz, ot Q est la
matrice de permutation définie dans I'énoncé du lemme.

22. (cf. la Sous-section 3.4.1)
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On peut appliquer les transformations inverses Q! puis P~! sur l'observateur
temps-fini (9.35) du Lemme 9.3 d’état z afin de pouvoir I'exprimer dans 1’état d’origine
X

B= A2+ Bu+ (p |y :Coﬂe,-

(@) = (e'a'e) (Q'¢) + (Q'B') ut ||y~ (ClQi) (e 18)]"
= A1E+ B+ Q [n |y _:Clg—‘gi

(P1%) = (P714P) (P12) + (PB) ut Q@ i [y - (CP} 1)

& = A2+ Bu+PQ |p; Ly_cﬂ@i ,

ce qui correspond a I’Eq. (9.36). O

On peut remarquer que l'application de I'observateur temps-fini a un systeme linéaire
(9.27) revient a une structure similaire a 1’observateur linéaire classique de Luenberger
(9.33), mais ot le terme de correction L(y — C®) a été remplacé par une expression non
linéaire. C’est cette expression non linéaire qui garantit la convergence en temps fini de
'observateur, au lieu d"une convergence asymptotique.

SIMULATION 1 (CONTINUEE) Le contréleur de la simulation précédente est reconsi-
déré, ou1 I’état présent dans la loi de commande est maintenant observé a partir de la
mesure de pression dans la cavité . Les parametres de I'observateur sont 6 = 0.95 et

.. he| =135 7375 208125 319 250.875 7875

Comme montré dans la Fig. 9.28, apres une transitoire initiale & cause de la convergence
de I'observateur, on obtient les mémes fréquences f; et f, que dans la simulation de la
Figure 9.24 (sans observateur).

9.4.3 Vers une implémentation pratique

La présentation du controéleur combinant un observateur temps-fini et un régulateur
temps-fini est conclue par deux réflexions en vue de I'implémentation dans le chapitre
prochain : le chattering et le spillover.

9.4.3.1 Chattering

Comme mentionné dans le Chapitre 5, les lois de commande non linéaires sont
nécessairement non Lipschitz continues quand la cible est atteinte. Cette raideur peut
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1072
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(0
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IFFT(
=

FIGURE 9.28 — Simulation du systéme a N = 2 modes contrdlé par 1'observateur-régulateur.
L'observation de j7(0,f) est dessinée en gris.

poser des problemes numériques lors d'un calcul sur un micro-contréleur, ce qui sera
en effet observé dans I'implémentation rapportée dans le Chapitre 10. Une possible
solution pratique est d’utiliser la méthode localement déraidissante introduite en Sous-
section 7.2.1 : il s’agit de remplacer a la fois 1’observateur temps-fini et le régulateur
temps fini par des expressions linéaires dans une petite zone autour de la cible, évitant
la zone la plus raide qui pose des problemes numériques.

Cette méthode numérique sera utilisée avec succes chez I'implémentation expérimen-
tale du controleur-régulateur du tom dans le chapitre suivant.

9.4.3.2 Spillover

Dans notre approche modale, un observateur-régulateur a été développé basé sur
un modele a N modes (au choix). La loi de commande résultante sera appliquée au
systéeme physique contenant théoriquement une infinité de modes. De ce fait, deux
types de spillover peuvent avoir lieu.

— Spillover de commande : la loi de commande peut exciter des modes d’ordre
supérieur, ce qui pourrait mener a une instabilité.

— Spillover d’observation : la mesure de la sortie du systeme contient des contri-
butions de modes d’ordre supérieur, ce qui influence le fonctionnement de
I'observateur.

On mentionne deux réponses que 1’on peut apporter a ces phénomenes, basées sur
une approche linéaire locale.

— Spillover de commande : il faut prouver que I'énergie des modes non-contro6lés
(d’ordres élevés) est bornée [17].

— Spillover d’observation : on peut ajouter un filtre passe-bas apres la mesure (indiqué
dans la Figure 9.29) [16]. De cette maniére, seulement les basses fréquences correspon-
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dant aux N premiers modes considérés dans 1’observateur—régulateur seront prises en
compte et réinjectées dans le systéme.

Une étude plus détaillée des effets de spillover (dont aussi des phénomenes non
linéaires) et de leur influence sur l'aspect temps-fini du systeme en boucle fermée n’est
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pas effectuée ici.

Placement
de poles
lki,a/ki,b
Pression de | P¢ Relation
référence statique
(9-30) (9.26)

o+

excitation

FPB
Régulateur | i1 | Modele de Capteur |7 Y Observateur | £, 9¢Z;
temps-fini systeme P o temps-fini
(9:32) (9:27) (9:36)

Relation

statique
(9.26)

FIGURE 9.29 — Structure de 1'observateur-régulateur avec filtre passe-bas (FPB) pour réduire le
spillover d’observation. Les équations correspondantes sont indiquées.

SIMULATION 1 (CONTINUEE) L’observateur-régulateur, précédemment simulé en
se basant sur les N = 2 premiers modes, est maintenant appliquée au modele (9.27)
avec les 7 premiers modes, introduisant alors des effets de spillover a cause de la
présence de plusieurs modes haute-fréquence. Le modéle a des conditions initiales
nulles sauf 9;Z; = —0.001 pour tous les 7 modes.

Le résultat est comparé au cas sans controle dans la Figure 9.30. Dans cet exemple,
les effets de spillover n’ont pas provoqué d’instabilité du systéeme en boucle fermée.
Néanmoins, le filtre passe-bas mentionné pourrait toujours étre ajouté a la boucle
de commande afin de réduire une détérioration de 1’action de contrdle a cause de la
présence de modes haute-fréquence non modélisés. Dans ce cas, il faut faire attention
au retard de groupe du filtre, qui pourrait aussi causer une instabilité du systeme
bouclé.

9.5 CONCLUSION

Apreés une récapitulation de I'influence d’"une cavité couplée a une membrane circu-
laire encastrée au bord sur les modes propres de vibration de cette derniére, un modéle
physique pour un tom muni d"un haut-parleur a été développé. Il s’agit d'un modeéle
hybride (EDP-EDO) qui a été réinterprété comme un Systéme Hamiltonien a Ports
(SHP).

Le modele a dimension infinie a été adimensionné et projeté sur une base modale
constituée des modes propres de la membrane circulaire encastrée au bord couplée a
une membrane, dans le but d’effectuer une réduction d’ordre, menant a un modele
purement EDO.

Basé sur ce modele, un contrdleur contenant un observateur temps-fini et un régula-
teur temps-fini a été développé, dont le but est de modifier les fréquences de N modes
de vibration axisymétriques de la membrane de tom, utilisant seulement une mesure
de la pression dans la cavité. Quelques aspects concernant I'implémentation pratique
ont été évoqués.
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FIGURE 9.30 — Simulation du systéme a 7 modes sans controle (gris) et controle par 1'observateur—
régulateur considérant seulement les premiers 2 modes.



LE TOM : IMPLEMENTATION EXPERIMENTALE

Le controleur développé dans le chapitre précédent est implémenté sur un prototype
expérimental. D’abord, les parametres physiques du modeéle figurant dans la loi de
commande sont identifiés a partir de mesures sur le systéme physique dans la Section
10.1. Ensuite, le capteur et I'actionneur sont sélectionnés, le contrdleur est implémenté
sur un microcontrdleur, et un systeme de frappe reproductible est monté (Section 10.2).
Finalement, l'influence du contrdleur sur le systéeme physique est mesurée dans la
Section 10.3 et une conclusion est donnée dans la Section 10.4.
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10.1 IDENTIFICATION

Dans cette section, les parametres physiques du systeme sous considération (Tableau
10.1) sont identifiés. Ces parametres apparaissent dans 1’expression de 1'observateur-
régulateur, qui sera implémenté plus tard.

10.1.1 Montage

Le tom *, montré Figure 9.2 dans le chapitre précédent, est maintenant dépourvu de
ses deux membranes, de sorte a isoler la paroi cylindrique. Le cylindre est monté sur
un support en bois dans lequel un haut-parleur basse-fréquence est placé a la position
de la face inférieure du cylindre. Le support en bois est fermé de tous les cotés, faisant
office d’enceinte du haut-parleur. Ce montage est montré dans la Figure 10.1.

La membrane du tom ne sera ajoutée qu’en Sous-Section 10.1.4, aprés avoir identifié
les parametres géométriques de la cavité et du haut-parleur.

1. Modele : tom 1309T, Pearl drums, Japon, https://pearldrum.com.

129


https://pearldrum.com

130 LE TOM : IMPLEMENTATION EXPERIMENTALE

(a) Vue de dessus

cylindre du tom

enceinte

(b) Vue de face (c) Schéma de la vue de face

FIGURE 10.1 — Montage du tom et du haut-parleur dans une enceinte



10.1 IDENTIFICATION

Tableau 10.1 — Liste des parametres physiques a identifier

membrane a  rayon [m]

o densité massique [kg/m?]

T  tension [N/m]

i coefficient de frottement [1/s]
cavité Vo  volume au repos [m?]
haut-parleur | m; masse équivalente [kg]

¢y amortissement équivalent [kg/s]

k;  raideur équivalente [N/m]

Bl facteur de la force de Laplace [T -m = N/A]

R résistance électrique (9]

L  inductance électrique [H]

S| surface équivalente [m?]

10.1.2 Cavité

10.1.2.1  Volume Vj

Le volume Vj de la cavité au repos est composé d'une contribution cylindrique
du tom et un petit volume supplémentaire en haut de la membrane du haut-parleur
(Fig. 10.2). Avec un métre-ruban, on mesure que l'intérieur du cylindre a un diametre
deyl = 31,3cm et une hauteur hey = 22,7cm. La forme de la contribution de volume
du haut-parleur peut étre approximée par un céne de diametre dgne = 31,3cm et de
hauteur /gne = 8cm. On calcule que

dC}’l 2 7T dc@ne 2
Vo = chl + Veone =70 o hcyl + 3 2 hcone
= 0,0175m> + 0,00205m?,

donc

Vo = 0,0195m° |,

10.1.3 Haut-parleur

Un haut-parleur? de type caisson de basses (subwoofer) d’'un diametre nominal
extérieur de 320mm est utilisé. Nous procédons a l'identification expérimentale des
parametres du modele Thiele & Small linéaire, qui peuvent différer des données
constructeur en fonction de la production, du montage spécifique, et d’effets de
vieillissement.

10.1.3.1 Modéle de Thiele & Small linéaire

Une représentation schématique de la structure d'un haut-parleur électrodynamique
est donnée dans la Figure 10.3. Comme mentionné avant, il s’agit d’un convertisseur
électro-magnéto-mécano-acoustique. Une tension électrique alternée est appliquée

2. Modele : AXX 1212, Raveland, Etats-Unis. Les données constructeur sont données en Section D.4 de
I’Annexe D.
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intérieur du fat

cyl

dessus du haut-parleur

! enceinte !

FIGURE 10.2 — Volume de la cavité : contributions cylindrique et conique

aux bornes du haut-parleur, suite a quoi un courant parcourt le circuit électrique
contenant une bobine placée sur un équipage mobile. La bobine se trouve dans le champ
magnétique d’un aimant permanent, ce qui induit une force de Laplace agissant sur
I’équipage mobile. L'équipage mobile étant attaché & un systéme mécanique contenant
une suspension (spider) et la membrane, le tout est mis en vibration. Finalement,
une onde sonore est créée, qui se propage dans l’air. En modulant 'amplitude et la

fréquence de la tension électrique appliquée, on peut ainsi générer du son de parole,
de la musique, etc.

~ membrane
/

aimant permanent —

'"bobine
FIGURE 10.3 — Structure d’un haut-parleur électrodynamique
Comme mentionné dans la Sous-section 9.3.1, on considére le modele linéaire de

Thiele & Small [230, 231, 239, 240], qui néglige notamment la dépendance spatiale
du mouvement de la membrane, en la remplagant par un piston plan de position
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verticale notée (ici) x|(t). On peut écrire le bilan des forces sur la membrane, comme
dans I"Equation (9.17) (mais sans influence d"une cavité ici),

mx + % + kix; = Bli, (10.1)

complété par le bilan des tensions dans le circuit électrique équivalent,
. d. )
v = Rij + Lall + Blx, (10.2)

oll v est la tension appliquée aux bornes du haut-parleur, et R et L respectivement la
résistance et l'inductance du circuit électrique.

11 existe plusieurs méthodes d’identification du modele de Thiele & Small. Pour le
modele linéaire, comme ci-dessus, on a des méthodes dans le domaine temporel [133]
et dans le domaine fréquentiel [132]. Pour le cas de l'identification de parametres non
linéaires, se référer a [47, 51, 142] et autres. De plus, des caractéristiques du haut-parleur
peuvent varier en fonction de la température [136], d’out I'intérét de développer des
méthodes d’identification en ligne (online) [186] capables de suivre leur évolution, pour
une utilisation dans des algorithmes de contréle de haut-parleur raffinés.

Ici, une méthode linéaire dans le domaine fréquentiel standard (offline) est appliquée.

10.1.3.2 Méthode fréquentielle d'identification des parameétres linéaires de Thiele & Small

Dénotant les transformations de Laplace comme

o (t) < V(s)
i(t) <> I(s)
x(t) & X(s),

avec s = jw = j(27tf) la variable de Laplace, a la fréquence f, la transformation des
Equations (10.1)-(10.2) s’écrit comme

(m152 + s+ kl) X(s) = BII(s)

V(s) = (R+ Ls)I(s) + BLsX(s).

On peut donc définir les fonctions de transfert suivantes :

X(s) Bl
H = =
x/1(5) I(s) ms*+cs+k
V(s) B212g
H - = Ls+R
v/i1(s) I(s)  ms?+as+k thet
X(s) Bl
H = = '
xv(8) = G5y = B 1 (Ls 7 R) (ms® T s 1+ )

On peut effectuer une mesure ot1 I'on applique au haut-parleur une tension sinusoi-
dale dont la fréquence augmente dans le temps (chirp ou sweep) :

u)(t) = Acos(2mtf(t) - t),

ot A [V] est une amplitude choisie et f(t) [Hz] une fréquence augmentant p.ex.
linéairement ou logarithmiquement dans la plage fréquentielle d’intérét. Ainsi, on
excite le systéme a ces fréquences, en mesurant le courant ij(t) et le déplacement x;(t)
correspondants.

A partir de ces mesures, on peut estimer les paramétres linéaires du modele de
Thiele & Small par un ajustement de courbe des fonctions de transfert Hyx,;, Hy,;
et Hx,y théoriques aux versions calculées a partir des mesures, selon une procédure
spécifiée ci-dessous.
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vy (t

carte %
ordinateur d’acqui- 1 N

sition 10

capteur
laser
}I x(t)
\/\/\/ capteur de

carte son amplifi- courant

cateur

FIGURE 10.4 — Dispositif d’identification du haut-parleur : schéma

10.1.3.3 Dispositif de mesure

On utilise un banc de mesure qui avait été développé dans [142] par Tristan Lebrun
(Figures 10.4-10.5, Tableau 10.2). Un fichier son contenant un sweep logarithmique
entre 0,1Hz et 2000Hz pendant 10s (avec fade in et fade out), fournit, aprés amplification,
le signal de tension appliquée. Le courant est mesuré avec un capteur de courant, et le
déplacement du milieu de la membrane avec un capteur laser. On mentionne que le
script d’acquisition de données fourni [142] compense un délai connu du capteur laser,
afin d’aligner les mesures correctement dans le temps.

Tableau 10.2 — Dispositif d’identification du haut-parleur : liste des instruments

Amplificateur de puissance | Newtons4th Ltd LPAos
Capteur de courant | Newtonsgth Ltd HFoo3
Capteur laser | Keyence LK-Hos0
Carte d’acquisition | National Instruments 9234

Les mesures pour (v, i}, x1) ainsi obtenues sont montrés dans la Figure 10.6. On y
observe l'effet passe-bas de la carte son en basse-fréquence, o1 I'amplitude est plus
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FIGURE 10.5 — Dispositif d'identification du haut-parleur : le capteur laser monté au-dessus de la
membrane du haut-parleur

petite, et la résonance électrique au moment que le courant devient temporairement
plus petit.

10.1.3.4 ldentification des parametres de Thiele & Small (my, ¢}, ky, Bl, R, L)

Les fonctions de transfert des mesures sont calculés avec la FFT et montrées Figures
10.7-10.8.

On applique ensuite la procédure d’estimation des parametres par d’ajustement de
courbe utilisée dans la thése de Tristan Lebrun [142].

1. FREQUENCE DE RESONANCE MECANIQUE A la fréquence de résonance méca-
nique fy, la fonction de transfert Hy,; est maximale, et la phase passe par 0. On trouve
une fréquence de fy = 35,425Hz (Fig. 10.9). La pulsation correspondante est

k
wo = 27Tf0 = ;11

2. AJUSTEMENT DE COURBE A LA FONCTION DE TRANSFERT Hy,; On réécrit les
fonctions de transfert comme
Hy 1(s) = X(s) Bl a A
A/ I(s) ms?+cos+k  s?+20wes + wj

V(s) B21%s A T CAs
H = = +LS+R:R 1+_S+_ ’
v/i(s) I(s) ms? +cs + k 27 s2 4+ 2wos + w%
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FIGURE 10.6 — Mesures pour l'identification des parametres du haut-parleur



[V(s)/1(s)]|

£(V(s)/1(s))

1072 |X(s)/V(s)]

Z(X(s)/V(s))

80

10.1 IDENTIFICATION

T

60

40

T

T

20

50

|
100

150
[ [Hz]

|
200

|
250 300

1.0

|
100

150
f [Hz]

(@) Hyy1

|
200

|
250 300

0.8

0.6

0.4 |

0.2

0.0

o
o

T
100

I
150
f [H7]

\
200

I
250 300

[S B
T

J L

|
100

150
f [tz

(b) Hx,v

|
200

|
250 300

FIGURE 10.7 — Fonctions de transfert calculées a partir des signaux mesurés : Hy ,; et Hy /v

137



138 LE TOM : IMPLEMENTATION EXPERIMENTALE

1072

[ X(s)/1(s)]

| | |
0 50 100 150 200 250 300

} £ (1]

T
— 2
> ok
<
N _x|

2

. ‘ | ; MWM
0 50 100 150 200 250 300
f [Hz]
(a) Hx/1

F1GURE 10.8 — Fonctions de transfert calculées a partir des signaux mesurés : Hy |



10.1 IDENTIFICATION

100 :

80 - |
=
~
@
N

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
f [Hz]

2t |
§/ |
O ‘
> :
N |

2t :

| | | : | | | | | |

0 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
f [He]

FIGURE 10.9 — Détermination de la fréquence de résonance fy du haut-parleur

ol ’'on a défini les variables réduites

a=Bl
m
{= 1
N 2\/k1ﬂ11
R =R
L
T, :27TE
Bl
D= T

On effectue maintenant un ajustement de courbe a la fonction de transfert Hy,; sur la
plage fréquentielle [0,500|Hz, par une méthode numérique des moindres carrés non
linéaire 3 4 et en précisant que les parametres recherchés (A, {) sont positifs. On obtient
ainsi une premiere estimation

( Am,g(l)) '

3. AJUSTEMENT DE COURBE A LA FONCTION DE TRANSFERT Hy;;;  De la méme
fagon, on effectue un ajustement de courbe a la fonction de transfert Hy;/;, en utilisant
les estimations préalables

(AU),é(l)) .

3. «Trust Region Reflective » [49]
4. On note que dans [142], on a utilisé un algorithme de minimisation d"une fonction de cotit, pondérant
les fréquences de maniere logarithmique.
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Des estimations

sont obtenues.

4. AJUSTEMENT DE COURBE CONJOINT AUX FONCTIONS DE TRANSFERT Hy , ET
Hy /1 On procede a un ajustement de courbe conjoint aux deux fonctions de transfert
Hyx /1 et Hy /g, en utilisant les premiéres estimations des Etapes 2-3,

(A0,200, 80,50, p0),

comme valeurs initiales de 1’algorithme. Le résultat de ce dernier ajustement de courbe
est montré Fig. 10.10.

80

——— mesures
- - - ajustement de courbe

[V(s)/1(s)]

f [He]

FIGURE 10.10 — Ajustement de courbe obtenu : le cas de Hy //(s)

Dans I'Etape 4, on obtient une mise a jour des estimations des parameétres, ce qui
donne les valeurs suivantes :

R =5,520)
L = Rt, = 4,37mH
Bl=CR=174T -m
C
= R— =157
nmy A 5 g
C

aq= 2€WORZ = 4,87%

k; = 7,80kN.

VERIFICATION En Sous-section D.1.1, une comparaison de ces valeurs avec les
données constructeur est donnée.

10.1.3.5 Surface équivalente

La surface équivalente S; du haut-parleur peut étre définie a partir d’un rayon g
entre le point milieu et la moitié de la suspension au bord (Fig. 10.11).

On mesure avec un metre-ruban que le diametre effectif du haut-parleur vaut
d) = 2a) = 25,6cm, ce qui correspond & une surface équivalente de

S, = 0,0515m? |
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—
P

FIGURE 10.11 — Définition de la surface équivalente S; du haut-parleur décrit comme un piston
plan

VERIFICATION Cette valeur correspond a la valeur de 0,05147m? indiquée dans les
données constructeur (cf. Section D.4).

10.1.4 Membrane

A présent, la membrane est montée sur la paroi cylindrique tu tom. 1l s’agit d’une
membrane de la marque Remo> de diameétre nominal de 13", ou un rayon nominal de
16,51cm.

10.1.4.1 Rayon effectif a

Le détail de la configuration au bord est montrée dans la Figure 10.12. Un bord
métallique est baissée a 1’aide de 6 vis d’accordage (dont les écrous sont attachés a la
paroi extérieure du ftit, comme on peut le voir dans la vue de dessus dans la Figure
10.1a). De ce fait, l'intérieur de la paroi cylindrique en bois détermine le rayon effectif
de la partie vibrante de la membrane. On mesure avec un metre-ruban que ce diametre
effectif vaut 32,4cm, ce qui correspond a un rayon effectif de

(o= T6em)

10.1.4.2 Densité massique o

Jadis, des peaux d’animaux étaient utilisées pour fabriquer des membranes, comme
des peaux de chevre [33] et de veau ou d’autres animaux® chez la timbale. Aujourd’hui,
beaucoup de membranes sont fabriquées en Mylar®7, qui offre des caractéristiques
plus homogeénes, est moins sensible aux changements d’humidité et de température, et
a une plus grande résistance en traction [33, 60]. Dans [60], on indique que sa densité
massique surfacique est dans l'ordre de grandeur de 0,1kg/m?.

5. Remo Inc,, Etats-Unis, www. remo . com

6. Dans [105], on mentionne aussi des références a 1'utilisation de peaux d’ane, cheval, chien, mouton et
loup. De plus, une référence du 17eéme siecle [235] propose d’étaler de 'ail et de 1’eau-de-vie sur la peau,
que l'on laisse ensuite sécher au soleil ou a co6té d'un feu, ce qui améliorerait le son (mais pas I'odeur [105]).

7. Le polyester polythéréphtalate d'éthyléne, (C,,HgO,),
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\ membrane
@

G

(b) Schéma

FIGURE 10.12 — Détail de la condition aux limites de la membrane. La membrane circulaire est
posée sur le bord en bois du ftit. Un anneau en métal (1) est attaché & la membrane,

qui est descendu par 1’action d’un deuxiéme anneau (2) dont la position verticale
est imposée par les 6 vis d’accordage (3).
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La membrane utilisée, a diametre nominal 13” = 33,0cm, a une épaisseur « 10-mil »,
c’est-a-dire 10-1/1000 - 17 = 0,254mm(?®). Plus de données constructeur ne sont pas
disponibles.

FIGURE 10.13 — Membrane du tom

Nous observons que la membrane plastique est attachée a un bord en métal. De
plus, méme s’il n’y avait pas de bord en métal, le rayon effectif 2 de la membrane
encastrée est plus petite, comme expliqué ci-dessus. Afin de déterminer la densité
massique surfacique ¢ de la membrane, on est donc obligé de d’en découper une partie

(rectangulaire, Fig. 10.14a). Cette partie mesure 19,5cm x 25,0cm et pése 13,00g (Fig.

10.14b). Ceci correspond a une densité massique surfacique de

o =0267°8 |
m

VERIFICATION Dans [209], la méme procédure est appliquée a une membrane de
timbale et une densité massique surfacique de 0,262kg/m? est obtenue.

10.1.4.3 Tension T

La tension que subit la membrane dépend de la position des six vis d’accordage

(dont on en peut voir une sur la Figure 10.12(a)). Dans la littérature, on mentionne p.ex.

les cas de valeurs entre 1000 et 2800N /m pour le cas d'un tom [226] et entre 3100 et
3770N/m pour le cas d"une timbale [209]. On rappelle également que la non-uniformité
spatiale de la tension de la membrane aura un dédoublement des fréquences des modes
non axisymétriques comme conséquence (cf. Sous-section 9.2.3).

On commence par 'accordage de la membrane, avant d’appliquer deux méthodes
d’identification de tension.

ACCORDAGE DE LA MEMBRANE Nous proposons d’utiliser ici un accordage de
membrane a faible tension, supposant que les fréquences de premiers modes seront
plus facilement a influencer par le contrdleur dans ce cas que dans le cas d'une
membrane avec une plus haute tension. Afin d’obtenir une tension la plus homogene

8. Avec un pied a coulisse, nous mesurons une épaisseur de o,78mm pour 4 membranes, soit 0,195mm
pour une membrane.
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(a) Mesure de la piece (b) Pesage de la piece

FIGURE 10.14 — Piéce de membrane rectangulaire

possible, pour correspondre le mieux au modele développé dans le chapitre précédent,
la méthode d’accordage suivante est proposée (indiquée dans les Figures 10.15-10.16 et
le Tableau 10.3, similaire a [211]).

1. Accord — Une des six vis est ajustée.

2. Impact — On frappe la membrane dans l'environnement de la vis ajustée a une
distance d’environ r = a/2, avec un marteau d'impact (mesurant la force F(t) [N]),
et on mesure le son (pression extérieure pe(t) [Pal).

3. Analyse — La partie du son en oscillation libre est isolée (des que le signal de force
F(t) est redevenu zéro). Deux exemples d'un paire de mesures® (F(t), pe(t))
sont montrés dans la Figure 10.17, ot 'on remarque dans le cas de la Figure
10.17(a) des battements dans le son, causés par des modes dédoublés. Ensuite,
une analyse fréquentielle de cette partie est effectuée par la méthode FFT. On
regarde dans le spectre (p.ex. Fig. 10.18 plus bas), ott 'on observe notamment
plusieurs pics proches aux alentours de 100Hz d’un premier mode *°. On décide
de se baser sur ces pics et d’essayer de les rapprocher le plus possible les uns des
autres, sachant que ’annulation des dédoublements de pics est en effet utilisé en
pratique pour accorder une peau (clearing the drumhead, [60, Chapitre 14]-[211]).
Dans ce but, la procédure est répétée pour la méme vis. Ensuite, on passe a une
autre vis, et ceci non pas dans I’ordre circulaire (vis 1-2-3-4-5-6), mais selon un
ordre « en étoile » (vis 1-4-2-5-3-6, par exemple).

Apres quelques essais, on voit que 1’on est en effet capable de rapprocher les pics de
ce premier mode (dans la limite de la résolution de la FFT '*). Toutefois, il s’avere que
ce n'est pas une tache facile pour une personne inexpérimentée en la question : il n’est

9. Dans ces mesures, 'amplitude de la pression pe (t) n’est pas importante puisqu’on s’intéresse seulement
a son contenu fréquentiel. Cette amplitude sera différente selon I'amplitude de la force de frappe appliquée
et selon la distance entre le microphone et le point d’impact pour la mesure donnée. Pour cette raison, la
mesure peut étre multipliée par une constante au choix (voire normalisée). Quand une mesure n’est pas
représentée dans son unité physique, mais qu'un facteur multiplicatif arbitraire a été omis, on I'indique par
~ sur l'axe verticale dans le présent chapitre.

10. On verra plus bas qu'il ne s’agit pas du premier mode 01 de membrane, mais du mode 11!

11. Il existe des méthodes haute-résolution, nous permettant d’obtenir une meilleure résolution que la
FFT. On peut par exemple mentionner des méthodes fréquentielles par interpolation et ajustement de courbe
(p-ex. [237] appliquée au cas de la timbale), des méthodes temporelles basées sur des propriétés d’invariance
de sous-espaces (telles ESPRIT [13, 222], qui sera utilisée plus bas) ou encore le Snail [109], complétant la FFT
par une interpolation et une démodulation de phase.
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FIGURE 10.15 — Dispositif d’accordage de la membrane : schéma et principe
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FIGURE 10.16 — Dispositif d’accordage de la membrane : marteau d’impact et microphone

Tableau 10.3 — Dispositif d’accordage de la membrane : liste des instruments

Microphone | Bruel & Kjeer 4190
Conditionneur de microphone | Nexus 2690
Marteau d'impact | Dytran 5800SL
Amplificateur de marteau d’impact | MMF M32

Carte d’acquisition | National Instruments 9234

pas clair a priori sur quel mode se baser, et également quelle vis utiliser pour rectifier le
contenu fréquentiel. En plus, on a aussi essayé de caler des pics a une autre fréquence,
ce qui a désaccordé le premier pic. C’est la raison pour laquelle on a choisi de raccorder
le premier pic le mieux possible avec la FFT, ce qui n’a pas pu enlever les battements
a tous les endroits de la membrane, et de garder cet accordage pour 1’ensemble des
mesures a suivre. Une étude plus approfondie de méthodes d’accordage [210, Chapitre
3], et un échange avec un musicien professionnel pourraient permettre d’obtenir un
meilleur accordage, avec une pression plus uniforme.

Pour I'accordage final, les spectres obtenus pour des frappes au milieu et a plusieurs
endroits a une distance r ~ a/2 sont montrés Figure 10.18, dans le but de discerner
quels modes sont axisymétriques et lesquels ne le sont pas. Dans la Figure (a), on
observe notamment une petite contribution de la fréquence de résonance du haut-
parleur & 42Hz. En ce qui concerne la membrane, méme s’il y a des différences claires
entre les Figures (a) et (b), il est difficile de formuler une conclusion sur ce point. Est-ce
que le pic & 100Hz lors de la frappe au milieu de la membrane est le mode 017? >
Quel autre pic correspond véritablement & un mode, et lequel ? On visualisera pour
la deuxieme méthode d’estimation les figures de Chladni, pour clarifier ce contenu
fréquentiel.

Etant donné cet accordage, il faut appliquer une méthode d’estimation de tension de
la membrane. En regardant dans la littérature, on apprend qu’il n’est pas facile de la
déterminer expérimentalement. Dans [58, 60], on propose deux méthodes *3 classiques
pour l'identification de la tension T [N/m] supposée uniforme d’'une membrane

A ce point, on s’est contenté d’utiliser la méthode FFT. Pour une étude plus détaillée de 1'accordage,
dans le but d’obtenir une distribution de tension plus homogene dans la membrane, une telle méthode
d’analyse devrait étre utilisée.

12. Non : on verra que c’est le mode 11, plus prononcé dans la Figure (b), mais qui est aussi excité en
frappant au milieu, a cause de la non-uniformité/non-symétrie de la tension dans la membrane.

13. On peut noter qu'une troisieme méthode est proposée dans [7], ol1 la tension est estimée d’apres les
contributions des moments exercés par les vis d’accordage, mesurés par une clé dynamométrique. Toutefois,
on y remarque que cette méthode est encore moins précise que la méthode mécanique avec le poids ajouté,
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FIGURE 10.17 — Dispositif d’accordage de la membrane : mesures de force et son obtenues a deux
endroits de la membrane pendant la procédure d’accordage
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FIGURE 10.18 — Dispositif d’accordage de la membrane : spectres de mesures de la pression
au-dessus de plusieurs endroits de la membrane (représentées dans des couleurs
différentes), pour la membrane a son accordage final
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circulaire : une méthode mécanique se basant sur la déflexion statique d’un poids
mis sur la membrane, qui est moins précise, et une méthode basée sur le contenu
fréquentiel du son, qui est plus précise. Ces deux méthodes sont maintenant appliquées
au tom.

1. METHODE MECANIQUE : DEPLACEMENT TRANSVERSE STATIQUE DE LA MEM-
BRANE SOUMISE A UNE MASSE Cette méthode d’identification de la tension T se
base sur le déplacement transverse statique de la membrane lorsqu'un poids est mis
dessus. Dans [58, 172], on explique que ce déplacement transverse 7 de la membrane
circulaire de rayon a soumise a une force de gravité F = Mg causé par un cylindre de
base de rayon b et de poids M en son centre peut étre approximé comme

NMgl a

§(b) ~ > n . (10.3)

Ici, on suppose que b < a pour se rapprocher d’une force ponctuelle, et un régime
linéaire, ce qui implique un déplacement # limité, et qui selon [58] correspond a

1/ Mg \?
2(2nTb> <L

ce qui limite le poids de M que I’on peut utiliser. (Dans le cas non linéaire, la tension
dépendrait du déplacement : la tension linéaire serait multipliée par un facteur

2
4]
2 \ or

d’apres [58]).

Il y est encore mentionné qu’en outre de la limite sur le poids de M, une précision
sur la mesure du déplacement transverse d’au moins égale a 0,Imm est nécessaire pour
le un cas concret d’une timbale, ce qui est possible mais long et cotiteux a réaliser.

Dans [220], cette méthode est appliquée a une caisse claire. Pour plus de précision,
on y répete la mesure pour plusieurs masses incrémentant de 20g, et on effectue une
extrapolation pour en déduire la tension a une déflexion nulle.

Pour mesurer le déplacement 77, on peut procéder de la maniére suivante. On connait
la hauteur du poids qui est un solide indéformable. Si I’'on mesure consécutivement la
position verticale de la membrane au repos et ensuite la position verticale du dessus
du poids une fois posé au milieu de la membrane, on peut en déduire le déplacement
vertical net de la membrane suite a I'action du poids. Toutefois, la petite plage dans
laquelle le capteur laser peut mesurer une position verticale ne permet pas de faire ces
deux mesures de position verticale sans devoir déplacer le laser. C’est la raison pour
laquelle nous proposons une procédure alternative, moins précise, qui est la suivante
(Figures 10.19-10.20 et Tableau 10.4).

1. Le poids se trouve initialement en dehors de la plage du capteur laser avant
d’étre descendu vers la membrane.

2. Le poids est tenu dans les mains de sorte a toucher la membrane sans pour autant
la baisser.

3. Le poids est laché et la position verticale au milieu de la membrane se stabilise a
une certaine hauteur.

L’évolution de la position verticale du dessus du poids dans le temps est affichée
Figure 10.21, dans laquelle ces trois phases sont indiquées. On peut en déduire gra-
phiquement que le milieu de la membrane a subi un déplacement vertical # d’environ
2,71mm.

dont on verra qu’elle n’est pas trés précise. C’est la raison pour laquelle cette derniere méthode ne sera pas
implémentée.
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Capteur Capteur Capteur
laser laser laser

(1) ) €)

FIGURE 10.19 — Dispositif d’identification de la tension de la membrane (méthode mécanique) :

schéma

FIGURE 10.20 — Dispositif d’identification de la tension de la membrane (méthode mécanique) :
le laser et le poids sur la membrane

Tableau 10.4 — Dispositif d’identification de la tension de la membrane (méthode mécanique) :
liste des instruments

Capteur laser | Keyence LK-Hoso
Carte d’acquisition | National Instruments 9234

De l’Equation (10.3), avec une masse M = 0,94847kg, g = 9,81m/ s2, a = 0,162m,
b = 0,0265m (rayon d'un cercle ayant le méme aire que le rectangle du poids utilisé),

on calcule une tension

T =932,6N/m.
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2,71mm

FIGURE 10.21 — Mesure de la hauteur du dessus du poids dans le temps

Toutefois, vu la précision limitée de la méthode et de notre implémentation, on ne
retiendra pas cette valeur, dont on verra chez la 2™¢ Méthode (acoustique) qu’il s’agit
d’une surestimation.

2. METHODE ACOUSTIQUE : ANALYSE DU SIGNAL DE PRESSION  Une deuxiéme
méthode d’estimation de la tension de la membrane, décrite dans [58], effectue un
ajustement des fréquences théoriques de la membrane circulaire de tension inconnue
(sans cavité et avec une charge d’air) a un enregistrement du son produit par la
membrane. Cette méthode devrait étre plus précise que la 1'* Méthode (mécanique).

Pour pouvoir appliquer cette méthode, il faut d’abord étre capable d’identifier
clairement les fréquences des premiers modes de vibration de la membrane, ce qui
n’est pas évident (cf. la discussion de la Figure 10.18). Pour cette raison, nous proposons
de réaliser des figures de Chladni, afin de compléter cette information '4.

Des figures de Chladni'> sont obtenus quand on met une substance granulaire
comme du sel ou du sable sur une structure vibrante que I'on met en vibration a une
fréquence précise. Quand la fréquence d’excitation correspond a une fréquence d'un
mode propre de la structure, la structure vibre selon ce mode, et les grains s’accumulent
sur les courbes nodales correspondantes (cercles et lignes pour le cas de la membrane
circulaire) qui restent stationnaires pendant la vibration. Ainsi, en excitant la structure
aux fréquences des pics du spectre précédemment obtenu, on peut visualiser la forme
modale correspondante et étre stir de quel mode il s’agit.

Des figures de Chladni ont été obtenu avec succes chez la timbale [85, 218], le tabla
[203], le tambour sur cadre [264], et le tom (membrane supérieure d'un tom a deux
membranes dans [210, Annexe B]).

Dans 1’'expérience décrite ici, du sel mélangé avec des paillettes bleues a été utilisé.

La poudre est distribuée de maniere uniforme sur la membrane. Ensuite, la membrane
est mise en vibration a l'aide du haut-parleur interne (Figure 10.22 et Tableau 10.5)
ou d’un pot vibrant monté au-dessus de la membrane (Figures 10.23-10.24 et Tableau
10.6).

Comme le haut-parleur, le pot vibrant (shaker) contient une bobine dans le champ
magnétique d’'un aimant permanent. En y appliquant une tension sinusoidale, un

14. Des méthodes alternatives sont p.ex. I'utilisation d"un microphone pour scanner la surface et 1’affichage
des figures de Lissajous composées par cette mesure en fonction de I'excitation de la membrane [7], ou
encore l'interférométrie [263].

15. Dans son livre de 1787 [63, 64], des figures « de Chladni » de plaques, barres et membranes sont
dessinées.
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FIGURE 10.22 — Dispositif pour les figures de Chladni (excitation par le haut-parleur interne) :
schéma.

courant sinusoidal parcoure la bobine, créant une force de Laplace sinusoidale, causant
le mouvement périodique d’un baton, qui peut étre utilisé pour mettre en vibration la
membrane, cf. la Figure 10.25.

On suppose que le contact avec le baton du pot vibrant et la présence des graines
n’ont pas une grande influence sur les modes de vibration de la membrane a I’étude.
On a aussi vérifié que la membrane du tom soit a I’horizontale. De plus, on aurait
pu avoir ajouté un amortissement artificiel '® contre la paroi extérieure du tom, pour
minimiser une éventuelle influence de ses modes de vibration sur ceux de la membrane
supérieure (Cf. Fig. 9.11).

Les figures de Chladni en basse-fréquence ainsi obtenues sont montrés dans les
Figures 10.26 (mode 11), 10.27 (mode 21) et 10.28 (mode 20). Quelques modes a des
fréquences plus élevées sont montrés en Sous-section D.1.2.

16. Dans [220], on utilise des sacs avec du sable chez une caisse claire pendant des mesures sur sa
membrane supérieure.

Tableau 10.5 — Dispositif pour les figures de Chladni (excitation par le haut-parleur interne) :
liste des instruments

Générateur basse-fréquence | TTi TG2o00
Amplificateur | Newtons4th Ltd LPAos
Haut-parleur | Raveland AXX 1212
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FIGURE 10.23 — Dispositif pour les figures de Chladni (excitation par un pot vibrant externe) :

amplifi-
cateur

pot vibrant

schéma.
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Tableau 10.6 — Dispositif pour les figures de Chladni (excitation par un pot vibrant externe) :
liste des instruments

Générateur basse-fréquence | TTi TG2ooo

Amplificateur | ILP Electronics US1 Power slave

Pot vibrant | Bruel & Kjeer 4810

FIGURE 10.24 — Dispositif pour les figures de Chladni (excitation par un pot vibrant externe) : le
pot vibrant et la membrane vibrant selon le mode 21.

FIGURE 10.25 — Fonctionnement du pot vibrant. (A.P. : aimant permanent).

Premierement, sil’on a observé clairement les modes 11, 21 et 02, on n’a pas retrouvé
la figure de Chladni du mode 01, qui consisterait seulement en le cercle nodal extérieur,
qui est présent chez tous les modes 7.

17. On calculera plus bas dans la Figure 10.29 qu'ici, a cause du choix de la tension de la membrane suite
a son accordage, un croisement des fréquences des modes 01 et 11 a eu lieu, le mode 01 étant a une fréquence
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(a) Forme théorique (b) f = 105Hz

(e) f =132Hz (f) f = 132Hz (bis)

FIGURE 10.26 — Figures de Chladni du mode 11. La fréquence d’excitation est indiquée.
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(a) Forme théorique (b) f = 146Hz

(0) f = 158Hz

FIGURE 10.27 — Figures de Chladni du mode 21. La fréquence d’excitation est indiquée.
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(a) Forme théorique (b) f =201Hz

(0) f = 210Hz (d) f = 219Hz

FIGURE 10.28 — Figures de Chladni du mode 02. La fréquence d’excitation est indiquée.
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Deuxiémement, on constate que les figures de Chladni obtenues dévient de la forme
théorique *® a cause de la non-uniformité de la tension de la membrane. On pourrait
en fait essayer de modifier la position des vis d’accordage dans le but d’obtenir des
figures de Chladni plus symétriques, mais on décide de ne pas le faire ici.

ESTIMATION DE LA TENSION Une fois les fréquences des premiers modes connues,
on peut suivre la méthode d’estimation décrite dans [58], qui néglige 'influence sur
la fréquence de la cavité (qui est pourtant importante en basse-fréquence, donc on ne
considere pas les modes fy,, pour l'identification dans la suite) et du couplage de la
membrane avec 'air extérieur. La procédure se décline comme suivant.

— On considere un mode propre a fréquence f,;, dans l'intervalle [0, 1]kHz.
— On estime la célérité des ondes de flexion comme

Wnm
7
Anm

Ccr (wnm) =

ol Ay satisfait [, (Ayma) = 0.

— On obtient une estimation de la tension T d’apres 1’équation de dispersion
(couplage entre onde élastique et acoustique [209], supposant une célérité des
ondes de flexion cr inférieure a la célérité des ondes acoustiques dans l'air c;) :

20a4;
T=c2(w) |0+ F;alr =1
“VEw " ad

avec p,ir la densité de 'air et o la densité massique surfacique de la membrane.
(On note que pour des hautes fréquences, la célérité des ondes de flexion cp(w)
se rapproche de la célérité des ondes de flexion transverses dans le vide, ¢y =

vT/0o)

Finalement, on prend la moyenne des estimations de tension pour les modes considérés,
sauf ceux qui sont axisymétriques (fo,). Dans [58], cette méthode est appliquée au cas
d’une timbale et par comparaison a un modele numérique [209], on voit que l'erreur
sur l'estimation est de 4%.

En appliquant la méthode aux plages fréquentielles des modes 11 et 21 obtenues
par les figures de Chladni, on obtient les estimations listées dans le Tableau 10.7. En
moyennant leurs estimations, on obtient une estimation de la tension de

335,6N/m. (10.4)

VERIFICATION La tension de la membrane vient d’étre estimée avec la 2me mé-
thode (acoustique), qui utilise une modélisation plus raffinée pour le rayonnement,
contrairement a la relation constante dans notre modele :

om = 0+ 0,85ap,. (10.5)

En méme temps, l'influence de la cavité sur les fréquences axisymétriques fo,, n'a pas
été prise en compte, qui correspondent aux solutions de la condition implicite (9.12).

Pour cette raison, méme si l’estimation (10.4) vise a se rapprocher au mieux de la
réalité physique, nous proposons de remplacer cette estimation par un ajustement ad
hoc des fréquences de notre modele aux fréquences des figures de Chladni, sachant
que la valeur de la tension estimée sera utilisée dans I'implémentation du contréleur
basé sur ce modele (simplifié).

plus élevée et le mode 11 devenant la fréquence fondamentale. De plus, il semble que dans nos observations,
le mode 01 était masqué par le mode 21 qui a une fréquence proche et que 1'on a observé clairement.

18. Les figures de Chladni en basse-fréquence obtenues en [210, Annexe B] pour le tom sont plus
symétriques, donc un meilleur accord a tension plus uniforme y a été obtenu. De plus, il se trouve que le
mode 01 y a la fréquence la plus basse, ce qui n’est pas le cas chez nous ici (a détailler plus bas).
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Tableau 10.7 — Estimation de la tension avec la 2°™¢ méthode d’apres les fréquences des figures

de Chladni

nm | fum [Hz] | Apma [=] | ce(fum) [m/s] | T [N/m]

11 101 3,832 26,8 265,44
132 35,1 453,6

21 146 5,136 28,9 287,1
158 31,3 336,3

02 | 201 5,520 37,1 464,1
219 40,4 551,1

Comme dans le chapitre précédent, on peut tracer I'évolution des modes 01, 02, 11 et
21 en fonction de la tension T (utilisant ici I'expression pour oy (10.5), Fig. 10.29) et on
compare ces fréquences aux plages de fréquences des figures de Chladni. La meilleure
correspondance est obtenue pour la valeur

T:420N .
m

Cette valeur est retenue comme estimation de la tension T supposée constante de la
membrane.

On voit dans la Figure 10.29 qu’a cette faible tension, un croisement de fréquences a
eu liey, et la fréquence du mode 01 (premier mode axisymétrique) est devenue plus
élevée que celle du mode 11. De plus, la fréquence du mode 01 est proche de la plage
du mode 21, donc le mode 01 peut avoir été masqué par ce dernier mode, d’ot1 le fait
que nous l’avons pas observé expérimentalement.

De ce dernier fait, on propose d’étudier pour I'implémentation de la loi de commande
ci-dessous sa capacité de déplacer la fréquence du deuxiéme mode axisymétrique 02,
qui, quant a lui, a été observé clairement expérimentalement.

10.1.4.4 Coefficient de frottement u

METHODE HR ESPRIT Dans notre modele, le coefficient de frottement u [1/s] corres-
pond a la décroissance exponentielle du signal ym (7,t) dans le temps, qui ne dépend
pas de la fréquence. Ce coefficient a été identifié de plusieurs maniéres dans le passé.
Dans [59] par exemple, pour le cas d’une barre de xylophone, on excite la structure,
coupe l'excitation, et étudie le temps de décroissance du son 9.

Ici, nous proposons d’utiliser la méthode d’analyse haute résolution (HR) ESPRIT
(Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques, [13, 222]). Dans
ce contexte, le signal a analyser y(t) est modélisé comme un mélange de sinusoides ex-
ponentiellement amorties (EDS pour Exponentially Damped Sinusoids). Dans un premier
temps, on 1’écrit comme

N t
y(t) =) apz),
p=1

19. (avec la méthode matrix pencil [139], qui est liée a la méthode haute-résolution que nous utiliserons
ci-dessous)
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FIGURE 10.29 — Identification de la tension de la membrane T : ajustement des fréquences du
modele (affichées en gris en fonction de la tension inconnue T) aux plages de
fréquences des figures de Chladni (zones jaunes).

o, = apej ?» est une amplitude complexe sous forme polaire contenant I'amplitude a;,
et la phase ¢, et z, = % el fr un pole complexe contenant le facteur d’amortissement
Jp et la fréquence f,. La transformation inverse est

6p = In(|zp])
fo = 5= ()
ap = |ap]

Pp = 4(“;7)-

Apres substitution, on obtient alors

N
y(t) _ Z apeé‘ptej(Zprt-&-gop).
p=1

Dans le cas d’un signal réel y(t), on a un nombre pair de poles avec & chaque fois

L

op = 5p+1
fo=—fm=f
Pp = —Pp+1 £ @,

de sorte & pouvoir recombiner les contributions complexes deux a deux :

— sl
ap =p+1 =5
0

A

apeéptej(2ﬂfpt+(ﬁp) + ap+1e5p+1fej(2ﬂfp+1f+(Pp+1)
@rft+e) 4 p—i@nft+g)

2
= ae® cos(27tft + @),

el
= qe®t
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ce qui est une contribution réelle. Le modele de signal EDS peut donc se réécrire
comme

g€’ cos(2mfot + @y).

[Tz

y(t) =
1

9

Pour un nombre (pair) de pdles N donné, la méthode ESPRIT permet d’estimer les
parametres (ag, 9y, f5, ¢4), en séparant des contributions désirées et perturbatrices dans
le signal y(t), et en utilisant des propriétés d’invariance de rotation dans ces sous-
espaces (pour plus de détails, voir [13, 140]). On peut choisir le nombre de poles N
manuellement, mais il existe aussi des méthodes d’estimation du nombre de poles
optimal pour représenter le signal donné y(t) par un modele EDS, [13, Sec. IV.3-IV.4],
comme la méthode ESTER (ESTimation ERror, [14]).

Afin d’avoir une estimation correcte pour le coefficient y (qui ait un sens physique)
en utilisant la méthode ESPRIT 2°, il faut que le signal y(t) couvre le régime linéaire
de vibration. C’est la raison pour laquelle nous isolons ce régime dans les signaux de
mesure, avant de procéder a l'estimation méme du parametre.

1. ISOLATION DU REGIME LINEAIRE Lorsque l'on frappe sur la membrane du tom,
on peut distinguer plusieurs régimes, comme schématisé dans la Figure 10.30. Pendant
la frappe, la force F(t) est non nulle, et la membrane (pression pe(t)) se trouve en
régime forcé. Des que la frappe est terminée, la force est nulle, et la membrane est en
régime d’oscillation libre. Dans 1’analyse décrite dans les Figures 10.15 et suivantes pour
I'accordage, seulement le régime d’oscillation libre avait été considéré pour calculer le
spectre du son obtenu.

Toutefois, le régime libre se décompose en une potentielle partie en régime non
linéaire (glissement fréquentiel, lorsque 1'on a frappé suffisamment fort) suivi par le
régime linéaire. On souhaite ici isoler seulement ce régime linéaire dans les sons que
'on utilisera pour I'estimation du parametre pr. On commence par prendre cing sons de
frappe de I'expérience précédemment décrite (Fig. 10.31). On regarde les représentations
fréquentielles (« HR-ogramme » s [137], calculés avec la méthode ESPRIT-ESTER, dont
un exemple est montré Fig. 10.32). En regardant les contributions fréquentielles entre
100 et 250Hz, on observe un glissement fréquentiel : les fréquences sont plus élevées
au début, et baissent vers leurs valeurs du régime linéaire. On mesure I'amplitude a la
fin du glissement fréquentiel sur le signal temporel. Cette procédure est répétée pour
les 5 sons, et I'amplitude minimale des 5 est prise comme amplitude apres laquelle on
est en régime linéaire (sélection indiquée en rouge dans la Figure 10.31).

2. ESTIMATION DU PARAMETRE y# On peut maintenant appliquer la méthode
ESPRIT aux 5 mesures du son pe(t) en régime linéaire. On propose de se focaliser sur
la contribution du mode 02. On augmente manuellement le nombre de pdles N du
modele EDS, jusqu’a 'apparition d'un mode a une fréquence au-dessus de 200Hz.

Pour I'exemple montré dans la Figure 10.33, on monte jusqu’a 8 poles, et on obtient
quatre contributions dans le modeéle EDS dont les fréquences et amortissements sont
listées dans le Tableau 10.8. On voit sur le graphe qu’il y a une bonne correspondance
entre le signal d’origine et son approximation par un modele EDS a 8 poles.

En appliquant la procédure aux 5 sons, on obtient les estimations

(—1,6680935; —1,5783776; —1,493121; —1,375677; —1,238403) [1/s]

pour le coefficient d’amortissement 6 du mode 02. En prenant la moyenne, on obtient
une valeur de § = —1,4707%, donc on utilisera dans le modeéle du tom un coefficient

1
p= 14707

20. Dans la suite, on utilise une implémentation des algorithmes ESPRIT et ESTER de la boite a outils
DESAM (Décomposition en Eléments Sonores et Applications Musicales, [137]).
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FIGURE 10.30 — Représentation schématique des régimes dans le son d"un coup sur la membrane
du tom
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FIGURE 10.31 — Sélection du régime linéaire dans cing sons de frappe : signaux temporels (le
régime linéaire étant indiqué en rouge)
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FIGURE 10.32 — Sélection du régime linéaire dans cinq sons de frappe : HR-ogramme d’un des

cinq signaux
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FIGURE 10.33 - Approximation d’un signal pe(t) par un modele EDS a 4 paires de poles par la

méthode ESPRIT
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Tableau 10.8 — Approximation par un modele EDS a 4 paires de poles du signal de la Figure
10.33 : fréquences et amortissements

f,, [Hz] 5q [1/s]
101,0621 | -0,48282

101,3171 | -2,702996
154,9807 | -2,946332
202,4544 | -1,375677

10.1.5 Conclusion

En résumé, les parametres physiques du modele identifiés dans la présente section
sont listés dans le Tableau 10.9.

Tableau 10.9 — Liste des parametres physiques identifiés

membrane a  rayon 0,162 m
o densité massique 0,267 kg/m3
T  tension 420 N/m
U coefficient de frottement 1,4707 1/s
cavité W volume au repos 0,0195 m?3
haut-parleur | m; masse équivalente 0,157 kg
¢y amortissement équivalent 4,87 kg/s
ki raideur équivalente 780 kN/m
Bl  facteur de la force de Laplace 174 T-m
R résistance électrique 552 QO
L inductance électrique 4,37 mH
S)  surface équivalente 0,0515 m?
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10.2 DISPOSITIF DE CONTROLE

Dans la présente section, le dispositif de controle est préparé, qui implémentera
'observateur régulateur (9.36)-(9.32). Dans la Sous-section 10.2.1, on spécifie les compo-
sants utilisés et précise comment le Coala a été programmé. Le dispositif expérimental
complet, incorporant une acquisition de données, est précisé dans la Sous-section 10.2.2.
Dans la Sous-section 10.2.3, un systéme de frappe reproductible est développé et testé.

10.2.1  Composants

Le dispositif de controle est montré dans la Figure 10.34. Il suit I'architecture typique
spécifiée dans la Figure 2.6. On détaille les composants utilisés : le capteur (microphone),
le microcontrdleur (Coala) et I’actionneur (haut-parleur).

10.2.1.1  Capteur : microphone

La loi de commande a besoin d"une mesure de la pression dans la cavité. A cet effet,
un microphone Bruel & Kjeer 4939 est utilisé, ayant des caractéristiques adaptées aux
forts niveaux sonores pouvant apparaitre a I'intérieur du tom.

Le microphone est introduit dans la cavité a travers 'un des deux trous latéraux
dans la paroi (Fig. 10.35).

10.2.1.2 Actionneur : haut-parleur

Le haut-parleur interne décrit ci-dessus est utilisé comme actionneur du systeme. Il
est commandé en tension (et non pas en courant). La loi de commande sortant du Coala
passe par un amplificateur de puissance qui multiplie I’amplitude de la tension par un
gain 10, avant de I'appliquer aux bornes du haut-parleur (cf. Fig. 10.35).

La loi de commande (9.32) a été développée pour un haut-parleur contrdlé en courant.
Or, dans le dispositif décrit, il est controlé en tension. D’aprées 1'Equation (10.2) du
modele de Thiele & Small, on a une relation

v = Rij + L% + BZZI
entre le courant ij et la tension v). Le courant désiré d’apres la loi de commande
pourrait étre vu comme une valeur cible, pour un asservissement par la tension, ce
qui ajouterait une troisieme boucle dans la topologie du contrdleur (cf. schéma-bloc
9.27). Toutefois, puisque le Coala permet seulement un calcul a une entrée et une sortie
(SISO pour Single Input — Single Output), on propose de négliger le terme Ldi;/d¢ :

o1(t) ~ Riy(t) + Bl (t). (10.6)

Cette approximation peut étre faite en basse-fréquence puisque le temps caractéristique
de la partie électrique du haut-parleur ('inductance L étant petite) est plus petit
que celui de la partie mécanique. On suppose alors que la dynamique électrique est
immeédiate, et on néglige la pente Ls a la droite de la fréquence de résonance dans la
fonction de transfert Hy /I(s) (Fig. 10.7(a)).

10.2.1.3 Microcontroleur : le Coala

Le controleur (observateur (9.36) — régulateur (9.32), avec les constantes physiques
identifiées dans la section précédente) est implémenté dans le Coala [191], qui a déja
été introduit dans la Section 2.3.2. Les deux premiers modes axisymétriques (Z, Z2)
seront pris en compte dans le controleur.
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FIGURE 10.34 — Dispositif de controle utilisant un microphone comme capteur, le Coala pour
implémenter 'algorithme de contrdle, et le haut-parleur comme actionneur
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FIGURE 10.35 — Dispositif de controle : microphone dans la cavité comme capteur de pression.
(Dans cette photo, un autre modele de microphone est monté a titre indicatif.)

ARCHITECTURE L'intérieur du Coala était montrée Fig. 2.8. Il contient un ordinateur
a carte unique, le BeagleBone *', sur lequel tourne un systéme d’opération Linux avec
des extensions temps-réel Xenomai** (comme c’est aussi le cas chez le microcontroleur
pour le traitement audio présenté dans [161]).

PROGRAMMATION Le Coala peut étre programmsé en utilisant le logiciel Max MSP,
ou par du code C++. Nous utilisons la deuxieme option. Le programme exécuté par le
Coala est structuré dans un nombre de fichiers contenant des fonctions a une entrée et
une sortie, qui pourront étre activées séparément ou superposées pendant que le Coala
est actif.

On implémente 'observateur-régulateur comme une fonction

out = control(in),

oll in représente la mesure venant du convertisseur analogique-numérique (la mesure
de la pression venant du microphone), et out le résultat numérique allant a convertis-
seur numérique-analogique (I'instruction qui est envoyée au haut-parleur). A chaque
temps d’échantillonnage, une mesure in est obtenue, un calcul de la loi de commande
est effectué, et l'instruction résultante out sort du Coala.

L'Equation (9.36) de 1'observateur est discrétisée temporellement par la méthode
d’Euler explicite :

I Ly(t) — C2(1)]"
x(t) = A%(t) + Bu(t) + PQ :

o Ly (t) — C(8)]™

devient

I Ly(t) - C2(H1™
R(t+Ts) = #(t) + Ts - | A%(t) + Bu(t) + PQ : , (10.7)

I [y () — C2(1)]"

ou T; est la période d’échantillonnage, y(t) est la mesure (in) et les variables #(t)
et u(t) (représentant la commande en courant 7)(¢)) ont été sauvegardées au temps
d’échantillonnage précédent.

Ensuite, la loi de commande en courant i;(t 4+ Ts) (9.32) est calculée. (Elle nécessite
la connaissance de la vitesse instantanée de la membrane du haut-parleur /. Cette

21. https://beagleboard.org/
22. http://xenomai.org/
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vitesse n’est pas mesurée mais provient de 1’observateur temps-fini (10.7).) Finalement,
la commande en tension u;(t 4 Ts) (out) est calculée d’apres I’Eq. (10.6).

On précise que les formules de 1'observateur-régulateur (9.36)-(9.32) avaient été ex-
primées dans le Chapitre 9 pour des variables adimensionnées. Pour l'implémentation
pratique, un redimensionnement des amplitudes des signaux et du temps a été effectué.

Les parametres de l'observateur utilisés sont 8 = 0,86 et

[lﬁ h6:| = [6 17.5 30 33.0625 22.125 8.125}

(obtenus apres des tests dans le but de concilier rapidité de convergence et robustesse
au bruit). Les parametres du régulateur sont & = 0,9, k; = kp = 0,3, k3 = 22, kg = 2/3%.

Pendant la programmation de la fonction control, il faut apporter une attention
particuliere au fait d’allouer de la mémoire pour stocker des variables intermédiaires 3,
ce qui ne peut se faire en temps réel. De plus, les calculs non linéaires présents dans
les expressions de 1’observateur-régulateur (9.36)-(9.32) étant un peu plus lents que
les calculs linéaires précédemment implémentés sur le Coala (cf. [22] et d’autres cas
mentionnés dans la Sous-section 2.3.2), une période d’échantillonnage de Ts = 100us
(plus grande que d’habitude) sera utilisée partout. Ceci correspond a une fréquence
d’échantillonnage de f; = 10kHz (plus grand d’un facteur dix [79] par rapport aux
fréquences d’intérét du contrdleur, notamment le mode 02 vers 200Hz).

La fonction control est programmée sur un ordinateur qui communique avec le
Coala a travers une connexion sans fil depuis un terminal. Apres compilation, le Coala
est prét a effectuer le calcul défini en temps réel.

UTILISATION Une fois la programmation et la compilation terminées, 1'utilisation
du Coala en temps réel se fait depuis une page web de 'ordinateur (Fig. 10.36). Nous
nous en servons pour démarrer ou arréter la boucle de controle temps-réel, pour faire
varier un gain multiplicatif a la sortie (pour des raisons de débogage), et pour activer
si besoin la sauvegarde des variables internes du Coala (aprés l'arrét de la boucle
temps-réel, pour des raisons de monitorage ou débogage ).

10.2.2 Dispositif expérimental complet

A partir du dispositif de controle précisé dans la sous-section précédente (Fig.
10.34), on construit le dispositif expérimental complet qui incorpore des possibilités
d’acquisition de données (schématisé dans la Figure 10.37)

Comme mentionné, le Coala permet d’exporter des variables internes comme un
fichier text : ’évolution de ses variables d’entrée in (mesure de la pression p.(t)) et de
sortie out (loi de commande v (t) divisé par 10), ainsi que 1’évolution de 1'observateur
d’état %(t).

En plus, un microphone a été placé proche du milieu de la membrane (Fig. 10.38),
qui sera utilisé pour évaluer l'effet du controle sur le son du tom. La mesure de la
pression de ce microphone, pe(t), ainsi que celle du microphone dans la cavité utilisé
comme capteur de la boucle de controle, p.(t) et la tension électrique v|(t) appliquée
au haut-parleur sont acquises.

Dans la section prochaine, le développement d'un systéme de frappe reproductible
est détaillé. Ensuite, le dispositif expérimental complet est installé dans la chambre
anéchoique de I'Ircam (Figure 10.39 - Tableau 10.10) pour effectuer les tests décrits dans
la Section 10.3. La chambre anéchoique a la forme d’un pavé droit de volume utilisable
de 5.7 x 4.3 x 4.2m? avec les parois couvertes de prismes triangulaires de néopréene et
fournit un niveau sonore de fond d’environ 18.5 dB SPL (A) [54].

23. Ou la sauvegarde de variables pour les exporter apres I'exécution de la boucle temps-réel pour des
raisons de monitorage ou débogage.
24. Un fichier text est créé, qui peut étre lu et affiché par un script PyrTHON.
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COALA2.1.01
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chirp start 80 Hz

chirp end 2000 Hz

FIGURE 10.36 — Commande a distance de la boucle temps-réel du Coala depuis une page web

Tableau 10.10 — Dispositif expérimental complet en chambre anéchoique : liste des instruments

Carte d’acquisition | National Instruments 9234
Microphone au-dessus de la cavité | Bruel & Kjeer 4191
Microphone dans la cavité | Bruel & Kjeer 4393
Conditionneur des microphones | Nexus 2690
Microcontroleur | Coala (vi) « Alto »

Amplificateur du haut-parleur | Newtons4th Ltd LPAos

Haut-parleur | Raveland AXX 1212

10.2.3 Systeme de frappe reproductible

Le tom sera excité par un coup de baguette au milieu de la membrane. Afin de
pouvoir comparer le cas sans contrdle avec le cas avec contrdle, il est indispensable de
maitriser la force et le point d'impact le mieux possible afin de garantir la reproductibi-
lité. En effet, si 'on frappe manuellement & plusieurs reprises, il y a des variations de
force et de point d’impact, ce qui influencera le degré d’excitation des différents modes
de la membrane et le degré de présence d’éventuels phénomenes non linéaires.

Afin de pouvoir mieux contrdler les conditions initiales, nous proposons une excita-
tion par un support de baguette >> montré Figure 10.40. Ce support a été adapté du
support de mailloche développé dans la these de Marguerite Jossic [121, Fig. 2.15] pour
exciter un gong. Pour pouvoir l'utiliser avec la baguette 2°, une piéce d’ajustement de
diametre a été fabriquée en impression 3D (cf. la Sous-section D.2.2 en annexe).

25. On peut mentionner un actionneur piézoélectrique ou un marteau de piano (p.ex. [192] pour le cas
d’un banjo) comme maniéres alternatives d’excitation.

26. La baguette pése un peu plus lourd que la mailloche, mais son centre de gravité est plus loin de son
extrémité touchant la membrane.
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FIGURE 10.38 — Microphone au-dessus de la membrane qui sera utilisé pour évaluer l'effet du
contrdle au point milieu de la membrane, en outre du microphone dans la cavité
utilisé comme capteur dans la boucle de controle.

amplificateur du haut-parleur

microphone dessus

affichage

communication
avec le Coala

acquisition

conditionneur

des microphones

mécanisme de frappe

microphone dedans

FIGURE 10.39 — Dispositif expérimental complet : installation en chambre anéchoique
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FIGURE 10.40 — Support-baguette monté dans le dispositif expérimental dans le but d’obtenir une
frappe reproductible au milieu de la membrane
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FIGURE 10.41 — Systéme de frappe reproductible

La maniere de frappe utilisée est schématisée dans la Figure 10.41 et consiste des
étapes suivantes. Tout d’abord, le pied de support du systéeme de frappe est positionné
de telle maniere a ce que la baguette se trouve au repos au milieu de la membrane.

1. LACHAGE — La baguette est tenue par un doigt de la main contre une butée
préalablement fixée & un angle au choix et a donc une certaine énergie potentielle
due a la gravité. En retirant tres vite le doigt, la baguette tombe.

2. IMPACT - La baguette réalise un impact sur le milieu de la membrane, I'excitant,
et rebondit.

3. RATTRAPAGE — On rattrape la baguette montante avec le méme doigt pour éviter
qu’elle ne redescende une deuxiéme fois.

En cas d’échec, on obtient deux ou plus de rebonds, et on est obligé de réessayer.
L’efficacité de ce systeme est évaluée en donnant 5 coups de la maniere décrite

ci-dessus, puis en donnant 5 coups avec une baguette tenue dans la main, en essayant

de viser le milieu de la membrane et de frapper avec une méme force a chaque fois.
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Sur la Figure 10.42, on voit les débuts des mesures de la pression dans la cavité pe du
tom, ol1 le temps commence au début de la frappe. On voit que les signaux temporels
successifs pour le cas avec le support-baguette sont a peine distinguables, ce qui
indique une bonne reproductibilité des conditions initiales. En revanche, les signaux
temporels successifs pour le cas manuel connaissent une plus grande variabilité. Sur
la méme Figure, la densité spectrale de puissance [260] de ces signaux (de durée 1,8s)
est indiquée, a titre indicatif. On y voit aussi qu’il y a moins de différences entre les 5
signaux pour le cas du support-baguette.
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FIGURE 10.42 — Efficacité du support-baguette. Condition non anéchoique.
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10.3 EVALUATION DU CONTROLE

On utilise le dispositif expérimental complet décrit dans la section précédente, excité
avec le systeme de frappe reproductible. Deux tests sont effectués : une évaluation du
calcul numérique du controleur non linéaire (Sous-section 10.3.1) et une évaluation de
la possibilité de changer la fréquence des premiers deux modes axisymétriques de la
membrane par le controleur (Sous-section 10.3.2).

10.3.1 Meéthode numérique régularisant

Le contréleur-observateur avec un calcul par la méthode d’Euler explicite est activé
et un coup est donné avec le support-baguette. L'évolution des variables internes du
Coala est montrée Figure 10.43.

On observe (et entend) un bruit haute-fréquence qui persiste, méme quand la pression
dans la cavité a été atténuée beaucoup. On suppose que c’est dii a cause de la raideur
des lois non linéaires en temps fini. C’est la raison pour laquelle on implémente une
linéarisation locale autour de 0 des expressions non linéaires (cf. la Sous-section 7.2.1)
pour un intervalle de 'argument de [~10~°,10°] pour l'observateur et [-1072,1073]
pour le régulateur. Avec cette adaptation, le bruit haut-fréquence est enlevé (Fig. 10.44,
et une comparaison Fig. 10.45 o1 'on voit le chattering pour le cas sans linéarisation
locale).
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FIGURE 10.43 — Evaluation de la méthode numérique : variables internes du Coala (mesure de
pression en vert, état de I’'observateur en bleu, loi de commande en courant puis
en tension en rouge) pour un calcul par la méthode d’Euler explicite. Condition
non anéchoique.
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FIGURE 10.44 — Evaluation de la méthode numérique : variables internes du Coala (mesure de
pression en vert, état de I’'observateur en bleu, loi de commande en courant puis
en tension en rouge) pour un calcul par la méthode d’Euler explicite avec une
linéarisation locale autour de I'origine. Condition non anéchoique.
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10.3.2 Changement de fréquence

Finalement, on évalue si le contrdleur proposé permet en effet de modifier des
fréquences de vibration de la membrane supérieure. Les deux premiers modes axi-
symétriques (Z; et Zp, correspondant aux modes 01 et 02) sont pris en compte dans
I'implémentation sur le Coala.

10.3.2.1 Influence de la propagation dans le fiit sur la stabilité

Dans un premier temps, plusieurs placements de poles visant a modifier 1égere-
ment la fréquence du deuxiéme mode avaient été calculés, mais il s’est avéré que
I'implémentation sur le Coala menait dans certains cas a une instabilité du contrdle. En
méme temps, il a été possible d’obtenir un controle stable avec le Coala pour certains
parametres de placement de poles, pour lesquels le modéle numérique était instable.
Inspiré par cette observation, on a supposé que la non-prise en compte (dans le modele
utilisé dans le controleur) de la propagation dans le ft entre le haut-parleur et la
membrane supérieure en était la cause principale. En effet, un petit test mentionné
en Sous-section D.3.1 illustre qu’il existe un déphasage entre le haut-parleur et la
membrane supérieure qui dépend de la fréquence (longueur d’onde).

A cause de cette observation que le modele est insuffisamment détaillé pour per-
mettre une utilisation correcte des parametres du placement de pdles, on a choisi de
procéder a une série de mesures variant dans le Coala ces parametres, sans pour autant
vérifier par le modele du tom a quelle cible fréquentielle pour les modes 01 et 02 ils
correspondraient.

10.3.2.2 Changement de fréquence observé

Pour les cas de parametres de placement de pdles donnant lieu a un controle stable
suite a une frappe au milieu de la membrane par le systéme de frappe reproductible,
on a mesuré la pression pe au dessus du point milieu dans le but de comparer le son
obtenu au son obtenu sans contrdle, dont les analyses sont discutées ici.

SIGNAL TEMPOREL Dans la Figure 10.46, on voit le début de I'évolution temporelle
de signaux de pression extérieure pe pour deux ensembles de parametres de placement
de poles, et pour le cas sans contrdle. Comme montré précédemment, le systeme de
frappe reproductible permet d’obtenir des résultats trés similaires quand on répete
une méme expérience. En comparant les trois cas affichés, on peut conclure que
le controleur a une influence nette sur 1’évolution temporelle de la vibration de la
membrane supérieure.

DENSITE SPECTRALE DE PUISSANCE En comparant la densité spectrale de puis-
sance pour un nombre de mesures de la pression p. avec des parametres de placement
de poles différents, on peut voir si le contenu fréquentiel des signaux est influencé (Fig.
10.47). Le cas sans controle est affiché en bleu marin, et il connait un pic en dessous
de 50Hz, correspondant a la fréquence de résonance du haut-parleur. En comparant
les cas avec controle avec le cas sans contrdle, on voit que des pics comme celui a
100Hz (mode non axisymétrique 11) ne sont pas du tout impactés par le controle. A
d’autres endroits, comme dans les régions des modes axisymétriques 01 et 02 visés par
le controle, mais aussi ailleurs, des décalages de fréquences sont observés (cf. la Figure
10.48 qui se focalise sur la plage fréquentielle visée par le contrdleur).

HR-OGRAMME A partir des Figures 10.47-10.48, on peut sélectionner des mesures
pour lesquelles un changement de fréquence net a été observé, et calculer leur HR-
ogramme (spectrogramme a haute résolution, cf. ci-dessus) pour évaluer I'évolution
temporelle des fréquences.
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FIGURE 10.46 — Comparaison des signaux de pression extérieure p. pour deux ensembles de
parametres de placement de poles, et le cas sans controle. Chaque mesure est
répétée 3 fois. Condition non anéchoique.

Un exemple est montré Figure 10.49, ot1 'on regarde la densité spectrale de puissance
et le HR-ogramme en détail autour de 150Hz (mode 01). La méthode HR y a identifié
deux modes a fréquences proches. Dans le cas sans controle, ces fréquences ne sont pas
stables et les modes sont atténués assez vite. Dans le cas des deux controleurs montrés,
les contributions des modes durent plus longtemps. Chez le premier controleur, une
baisse des deux fréquences de ca. 1Hz est obtenue, et les nouvelles fréquences restent
stables dans le temps. Chez le deuxiéme contréleur, une hausse de ca. 1Hz par rapport
au cas sans contrdle est obtenue, et les nouvelles fréquences varient dans le temps.
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CHAMBRE ANECHOIQUE Ces mesures sont répétées en chambre anéchoique. Sur
les densités spectrales de puissance (Figures 10.50-10.51), on obtient un résultat pareil.
Toutefois, ici, il semble que des pics comme celui a 100Hz, qui ne changeait pas dans
les Figures 10.47-10.48, semblent aussi pouvoir étre déplacés.

Les HR-ogrammes de deux cas contrdlés sont montrés Figures 10.52-10.53.
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10.4 CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Apres une identification des parametres physiques du tom augmenté et une im-
plémentation de la loi de commande en temps fini sur le Coala (avec la méthode
numérique déraidissante), des tests ont été effectués pour évaluer la performance quant
a un changement ciblé des deux premiers modes axisymétriques de la membrane
supérieure de l'instrument.

Il s’est avéré que le modéle utilisé par le controleur ne correspond pas trés bien avec
la réalité. Nous supposons que c’est en premier lieu dii a la non-prise en compte de la
propagation du son dans la cavité, entre le haut-parleur et la membrane supérieure,
qui a une influence importante sur la performance et la stabilité du systeme controlé.

Pour cette raison, il faudrait affiner le modéle utilisé par le contréleur afin de mieux
prendre en compte la réalité physique.

— En premier lieu, il faut prendre en compte la propagation des ondes sonores dans
la cavité (Fig. 10.54), voire d’autres effets comme des réflexions internes ou des
modes de cavité ou de parois, si une analyse acoustique plus détaillée montre
que ces contributions sont importantes pour le controleur.

>
P

I

FIGURE 10.54 — Propagation des ondes sonores a l'intérieur de la cavité

— On pourrait aussi regarder 1’accordage de la membrane plus en détail, dans le
but d’obtenir une distribution de tension plus homogene, faisant correspondre
le systeme mieux avec son modele a tension supposée constante. En plus, on
pourrait accorder le tom a une tension plus élevée, pour laquelle les modes de la
membrane seraient plus espacés en fréquence et le mode 01 serait a la fréquence
la plus basse (pas de croisement de mode comme c’était le cas ci-dessus); mais il
est possible que un changement des fréquences a une haute tension de membrane
soit plus difficilement réalisable par le controleur.

— Finalement, on pourrait affiner le modéle encore plus en prenant aussi en compte
I'influence du rayonnement sur les fréquences de la membrane, en outre de celle
de la cavité que nous avons prise en compte dans le modele actuel.
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CONTROLE EN TEMPS FINI D’UN SYSTEME HYBRIDE
(EDP-EDO) : LE CAS DU CABLE PESANT






LE CABLE PESANT

Dans ce chapitre, le mouvement 2D d'un céble pesant flexible est considéré, que
I'on peut retrouver dans un pont roulant ou une grue de construction. Il est modélisé
par un systeme hybride EDP-EDO, dont la partie EDO décrit le mouvement d’une
plateforme et 'EDP décrit le mouvement d’un cable attaché a la plateforme. Il s’agit
d’une équation des ondes avec une tension variable en fonction de I’abscisse curviligne
le long du cable.

Ce systeme hybride EDP-EDO est stabilisé en temps fini par une loi de commande
non linéaire obtenue & partir d’un résultat pour la stabilisation de systemes hyperbo-
liques quasi linéaires 2 x 2 [69]. Son application au probleme décrit nécessite plusieurs
changements de variables, une transformation d’intégrale de Voltera de type backstep-
ping, et la stabilisation en temps-fini d"un systeme ODE du deuxiéme ordre décrivant la
dynamique d'une variable bien choisie. Ainsi, ce résultat généralise la stabilisation du
cas avec une tension constante le long du cable qui est considéré dans [280] au cas d"une
tension affine dans l’abscisse curviligne le long du cable. La simulation du systeme
controlé nécessite la solution numérique d’équations de noyaux de transformation
et de la dynamique temps-fini, ce qui est fait en utilisant des méthodes numériques
récentes [9, 196].

Une grande partie de ce chapitre a été reprise de [W9].
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LE CABLE PESANT

11.1 CONTEXTE : STABILISATION DE SYSTEMES HYBRIDES EDP—EDO

La stabilisation de systemes hybrides EDP-EDO a attiré I’attention de la communauté
du contrdle depuis plusieurs décennies. On peut mentionner des applications comme
le controle d'un disque rotatif auquel est attachée une poutre, sans amortissement
naturel [68] ainsi que le cas d’une poutre rotative attachée a une inertie en translation
[156], une fltte a coulisse [278], des systémes électriques comme un convertisseur de
puissance commuté avec une ligne de transmission [72] ou un convertisseur statique
de puissance de type Modulateur de Largeur d'Impulsion courant continu — courant
continu de type buck (hacheur série), couplé a une barre avec diffusion de chaleur [4,
5], le mouvement turbulent d’un fluide et le flux de trafic [244], et la grue en prenant
en compte la flexibilité du cable, comme développé ci-dessous.

11.2 INTRODUCTION

11.2.1  Mouvement 2D

Nous nous intéressons au mouvement planaire d'une plateforme motorisée pouvant
exécuter une translation horizontale, a laquelle est attaché un cable tenant une masse.
On peut supposer que ce mouvement a lieu dans une grue de construction (fower crane)
ou un pont roulant (overhead crane) quand le rail sur lequel se déplace la plateforme
n’exécute pas de rotation ou translation, respectivement, comme illustré dans la Figure
11.1. De plus, dans la suite, nous supposons que le cable a une longueur fixe. Ceci
implique que des variations de la hauteur de la masse transportée sont uniquement
dues a des variations de courbure du cable, et non pas a des éventuelles actions d"une
poulie.

]

LX

)

N

N

LX

LX

(a) Grue de construction (b) Pont roulant

FIGURE 11.1 — Mouvement planaire considéré

11.2.2  Modele hybride 2D du cible pesant

Dans [281], les auteurs ont dérivé et étudié un modele pour la dynamique d’une
plateforme motorisée de masse M pouvant exécuter une translation horizontale le
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long d’un rail horizontal (schématisé Fig. 11.2). Un cable flexible et non extensible
de longueur ¢/ = 1m est attaché a la plateforme & son extrémité supérieure et & une
masse de charge m a son extrémité inférieure. En supposant de petits déplacements
transversaux et angulaires et en négligeant I'accélération de la masse de charge, ils
obtiennent le systéme suivant :

yir(s,£) — (d(s)ys(s, 1)) = 0, (11.1)
ys(0,t) =0 (11.2)
y(1, ) = Xp(t) (11.3)
V(¢
%o (1) = ALd(s)s(5,D]or) + 0, (11.9)
avec
d(s) = gs+ % (11.5)
a (m+p)g
A= Md(1) (11.6)
M
0 Xp v
1 l
' 0
y l s
e
0——e m
FIGURE 11.2 — Schéma du modele de grue
Les conditions initiales sont
y(s.0) = y°(s)
ye(s,0) = y'(s) (12)
Xp(0) = Xp ‘
Xp(0) = Xp.

Dans ce modele, s dénote I'abscisse curviligne (longueur d’arc) le long du cable, avec
s = 0 a son extrémité inférieure et s = 1 a son extrémité supérieure, y = y(s, t) est le
déplacement horizontal d"un point du cable a l'abscisse curviligne s au moment ¢, X,
est 'abscisse de la plateforme, p la densité linéique de masse du cable et V la force
appliquée a la plateforme. Les dérivées partielles sont notées comme vy = 9%y/ot?,
Yss = 0%y /0s?, etc., et Xp = d?Xp/df%.

La corde subit une tension affine d(s) (Eq. 11.5) composée d’une contribution
constante ng due a la masse de charge m et une contribution linéaire gs due a la masse
du corde. On mentionne que dans [280], les auteurs ont supposé que m > p - ¢, et donc
gm/p > gs pour s € |0,1[ ce qui implique que la fonction d(s) ~ % £ d est constante.
Dans la présente contribution, nous retournons au probleme originel sans cette approxi-
mation, de sorte que la tension d(s) est donnée par son expression affine (11.5). En parti-
culier, on simulera dans la Section 11.6 le cas avec m = 2kg, p = 2kg/m, g = 9.81m/ s2,
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c’est-a-dire un cable qui est lourd devant le poids déplacé, ce qui correspond a une
contribution linéaire importante dans 1’expression d(s), comme montré Figure 11.3.

20

15

FIGURE 11.3 — Contribution linéaire importante dans d(s) pour le cas avec m = 2kg,p =
2kg/m2,g =9.81m/s2.

En appliquant la loi de commande intermédiaire suivante :
V(t) = M-U(t) — (m+p)gh(t), avec 0(t) £ ys(1,1), (11.8)

ot la déviation angulaire 6(t) du cable par rapport a 1’axe verticale, au point s = 1
(c’est-a-dire, au point de connexion avec la plateforme), est supposée mesurée (cf. Fig.
11.2), le systéme suivant est obtenu :

yer — (d(s)ys)s =0 (s,t) €]0,1[x]0, 4 oo (11.9)
ys(0,8) =0 £ €10, 4 oof (11.10)

y(1,1) = Xp(t) t €10, + oo (11.11)

Xp(t) = U(t), t €10,4 ool. (11.12)

avec les conditions initiales (11.7).

REMARQUE 1 — SYSTEME HYBRIDE (EDP-EDO) On voit que le modéle (11.9)—(11.12)
est un systeme hybride (EDP-EDO) : la dynamique de la corde est décrite par une EDP
couplée a une EDO décrivant la dynamique de la plateforme. Le systéme global est
controlé par l'entrée U, 'accélération imposée a la plateforme.

On mentionne que le controleur en temps fini pour ce systeme sera développé selon
une autre approche que celle suivie pour le systeme hybride du tom dans le Chapitre 9.
En effet, dans le présent chapitre, une stabilisation du systéme sera obtenue en agissant
directement sur I’'EDP, sans la projeter sur une base modale comme c’était le cas chez
le tom.

REMARQUE 2 — CABLE OU CORDE? Pour la modélisation de la grue de construction,
du pont roulant et d’autres appareils similaires, on utilise souvent une approche a
constantes localisées ol le cable est représenté par un pendule rigide [1, 115]. Au
contraire, dans une approche a constantes distribuées, on prend en compte la flexibilité
du cable en le modélisant par une EDP.
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Dans le modele adopté ci-dessus, nous avons choisi de modéliser le cdble par une
EDP de corde’. La raison de ce choix est que le modele EDP de la corde contient
seulement une dérivée spatiale d’ordre 2, tandis que le modele EDP d’un céble, p.ex.

oYt — §MYss + Elyssss = 0,

avec des conditions aux limites et initiales, et ot E [Pa] est le module de Young et
I [m*] le moment d’inertie quadratique [118, 247], contient une dérivée spatiale d’ordre
4. A notre connaissance, il n’existe a ce jour pas de résultat sur la stabilisation en temps
fini d’une telle EDP du 4°™€ ordre, qui serait similaire au théoréme sur la stabilisation
en temps fini d’une EDP du 2°™¢ ordre [69], que nous appliquerons dans la suite (cf. le
Théoreme 11.1 ci-dessous).

11.2.3 But du contréle

On souhaite construire une loi de commande pour U(t) qui déplace le systeme
plateforme—cable (11.9)—(11.12) d’"une position au repos

(Xp(0) =cst. #0, Xp(0) =0, y(s,0) =0, y(s,0)=0)
a une autre position au repos

(Xp(fp) =0, Xp(tp) =0, y(S, tF) =0, yt(S, tF) = 0) ,

et ceci dans un temps fini fp. (Par convention, on définit que 1’origine de 1’abscisse de
Xp se trouve a la position cible désirée : Xp(tg) = cst.o, = 0.)

Ce but de controle est schématisé dans la Figure 11.4(a)-(b). On ne veut pas avoir un
état final ol la plateforme s’arréte, possiblement en temps fini, a un endroit différent
de la position 0 (Fig. 11.4(c)), avec un céble qui se stabilise soit en temps fini, soit
asymptotiquement. Un autre état final non désiré est le cas de la Fig. 11.4(d), ot la
plateforme se stabilise bien en temps fini a la position 0, mais le cable n’est stabilisé
qu’asymptotiquement.

(a) Etat initial (b) Etat final désiré

/
\‘

o

| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | ) |
| | | |
| | | |
| | | |
| | [ |
| | | |
(c) Etat final non désiré (d) Etat final non désiré

FIGURE 11.4 — But du controle

1. Cf. aussi les Chapitres 4-8 dans lequels 'EDP de corde linéaire ou avec une tension non linéaire est
considérée.
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RESULTATS DE CONTROLE EXISTANTS POUR LE MODELE 2D DU CABLE PESANT
Une stabilisation asymptotique (mais non pas exponentielle) du systeme (11.1)-(11.4) a
été établie dans [281], tandis qu’une stabilisation exponentielle a ensuite été obtenue
dans [274] en utilisant la structure en cascade du systéme et une approche par backs-
tepping (cf. [135] concernant cette approche). Un résultat similaire a été obtenu pour
le systeme (11.9)-(11.12) avec une tension constante et des conditions limites de type
Dirichlet dans [169]. La dynamique de la masse de charge a été prise en compte dans
[166].

L’approche par backstepping est un outil puissant pour la conception de contréleurs
stabilisants dans le contexte de systemes de dimension finie (cf. p.ex. [228]), mais la
structure en cascade de systemes mécaniques flexibles couplant un EDO et EDP est
aussi une propriété utile, comme c’est la cas du modele 2D de la grue avec un cable
flexible. On peut aussi mentionner [68], ol les auteurs proposent une classe de lois de
commande non linéaires a la frontiere stabilisant asymptotiquement un disque rotatif
auquel est attachée une poutre, sans amortissement naturel. Notons également que
dans [273], la stabilisation asymptotique du modéle 2D de la grue avec une longueur
de cable variable a été considérée.

Dans [274], le systeme (11.9)-(11.12) a été considéré, avec une tension constante
(redimensionnée a 1). On y propose le retour d’état linéaire

U(t) = =K ya (1,8) + kye (1, £)] — p |:Xp(t) + K ys(1,6) + ky(1, t))} , (11.13)

avec k, K > 0 et u > K/2 des constantes arbitraires, et prouve que le system (11.9)-
(11.13) est exponentiellement stable.

Dans [280], le méme systeéme a tension constante a été stabilisé en temps fini par le
retour d’état non linéaire

L) = —yar(L8) — [ye(L6) +ys(1, )] {y(l») + [lwien dg} R

1% JAN

avec 0 <y < 1,11 > 52 et |x]"1 = sign(x)|x|".

REMARQUE Pour plus de résultats concernant le controle de la grue de construction,
du pont roulant et d’autres appareils similaires, consulter [1, 115] et les références s’y

trouvant.

11.2.4 Stabilisation en temps fini de systemes hyperboliques 2 x 2

Certains systemes hyperboliques avec des conditions aux limites transparentes (non
reflétantes, cf. la Sous-section 11.4.1 plus bas) admettent des solutions qui atteignent
I'état d’équilibre en temps fini. Une telle propriété, appelée stabilité en temps fini dans
[6, 187] ou super-stabilité dans [229] a été discutée pour la premiere fois dans [152]
pour le cas de I'équation des ondes. L'extension d"une telle propriété a I'équation des
ondes sur un réseau a été étudiée dans [6, 229]. Il s’avere que la stabilité en temps
fini est aussi valable pour des systémes hyperboliques quasi linéaires du premier
ordre unidimensionnels diagonaux et sans termes source [146, 187]. L'incorporation
de termes source dans de tels systemes méne a une perte de la propriété de stabilité
en temps fini si les conditions aux limites sont transparentes, mais la stabilisation
reste toujours rapide [102]. Cependant, dans le cas linéaire, 1'utilisation d’une loi de
rétroaction a la frontiére basée sur une transformation de type backstepping permet de
retrouver la stabilité en temps fini pour des systemes hyperboliques avec des termes
source [69].
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11.2.5 Stabilité en temps fini d’un systéme d’évolution abstrait

11.2.5.1  Systeme EDO

La stabilité en temps fini d"un systéme d’évolution EDO

est définie comme suit.

Définition 11.1 (Stabilité en temps fini d'un systéme d’évolution EDO [39]). Soit
® =®(x,t), x €V, t € Ry, leflot associé a un systeme d’évolution EDO dans une espace de
dimension finie V.C R", avec x = 0 un ponit d'équilibre, c’est-a-dire, ®(0,t) = 0 pour tout
te Ry,

On dit que le flot (®(x,t)) est globalement stable en temps fini

(x,t)eVxR4

— il existe une fonction non décroissante T : (0, 4+00) — (0, +00) appelée la fonction
de temps d’établissement telle que ®(x,t) = 0 pour tout x € V \ {0} et tout
t > T(||x||v) (convergence en temps fini);

— et si le point d’équilibre x = 0 est stable au sens de Lyapunov?, c’est-a-dire, pour tout
e > 0, il existe un 6 > 0 tel que

Ixlly < 6= @By <e VE>0.

REMARQUE — STABILITE EN TEMPS FINI DU DOUBLE INTEGRATEUR

Lemme 11.1 (Stabilité en temps fini du double intégrateur). L'EDO du 2™ ordre
¥ =[] = [x]™,

équivalente au systeme du premier ordre

X1 = Xp
Xp = —[x2]" = [x1]",

(x1 £ x,xp £ %), est stable en temps fini pour 0 < vo < et vy >
1%
(Le cas vq > zfvz
[12,39].)

1%
2721/2 :
par Bhat & Bernstein

Vo 2y 2 P . -
7, @ été prouvé par Haimo [103] et le cas vy =

11.2.5.2 Systeme hybride EDP-EDO

La stabilité en temps fini d’un systéme d’évolution hybride EDP-EDO dépendant
d’une variable spatiale z € [0,1] et une variable temporelle t € R peut étre définie
comme suit.

Définition 11.2 (Stabilité en temps fini d'un systéme d’évolution hybride EDP-EDO).

Soit ® = ®(x,z,t), x € H,z € [0,1], t € Ry, le flot associé a un systeme d’évolution dans

une espace de Hilbert H. On suppose que ® satisfait la propriété de semi-groupe [57, 71, 185] :

®(D(x,z,5),2,t) = ®(x,z,t +5) pour tout x € H, tout z € [0,1], et tout t,s € Ry ; et que

x = 0 est un point d'équilibre, c’est-a-dire, ®(0,z,t) = 0 pour tout z € [0,1] et t € R

On dit que le flot (®(x,z,t)) (v2t)eHx[0,1] xR, €St globalement stable en temps fini

— il existe une fonction non décroissante T : (0, 4+00) — (0, 4+00) appelée la fonction
de temps d’établissement telle que ®(x,z,t) = 0 pour tout x € H \ {0}, pour tout

z € [0,1] et tout t > T(||x||g) (convergence en temps fini);
— et si le point d’équilibre x = 0 est stable au sens de Lyapunov, c’est-a-dire, pour tout
e > 0, il existe un 6 > 0 tel que
|lx[|lg <6 =|®x,zt)|g<e Vzel0,1],t>0.
2. (cf. Déf. 3.6)
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11.2.6  Structure du présent chapitre

La conception de la loi de commande U(t) a la frontiere stabilisant le systeme
hybride EDP-EDO (11.9)-(11.12) avec une tension affine en temps fini se déroulera de
la facon suivante.

Afin de pouvoir utiliser I’approche développée dans [69, Proposition 3.1] pour des
systemes hyperboliques quasi linéaires 2 x 2 découplés, deux changements de variables
doivent étre effectués permettant de réécrire le systeme d’origine (11.9)-(11.12) sous la
forme appropriée (Section 11.3).

Dans un premier temps (Section 11.4), la stabilisation en temps fini de 'EDP seule
sera considérée. Les notions de systéme cible, transformation de type backstepping et le
calcul de noyaux de transformation sont détaillées, permettant finalement I'expression
de la loi de commande a la frontiére de [69].

Ensuite, dans la Section 11.5, la stabilisation du systeme hybride entier (EDP-EDO,
c’est-a-dire cable a tension affine & plateforme) est considérée. Basée sur les résultats
de la section précédente pour I'EDP, une loi de commande pour 1’accélération U(t)
imposée a la plateforme est construite dont on prouve qu’elle stabilise le systeme
hybride entier en temps fini.

Une simulation illustrant la stabilisation en temps fini d’un cable pesant est montrée
dans la Section 11.6, utilisant des méthodes numériques récentes [9, 196] pour la
résolution numérique des noyaux de transformation et pour la simulation d’une
dynamique ODE en temps fini, avant de conclure dans la Section 11.7.

11.3 OBTENTION DE LA FORME D’'UN SYSTEME QUASI HYPERBOLIQUE 2 X 2

Deux transformations sont définies, qui permettent de réécrire 1’équation hyperbo-
lique du deuxiéme ordre (11.9) avec conditions aux limites (11.10)-(11.11) et conditions
initiales (11.7) comme un systéme hyperbolique quasi linéaire découplé 2 x 2, la forme
nécessaire pour pouvoir appliquer le Théoreme 11.1, comme montré dans la Section
11.4.

11.3.1 Premiere transformation
Suivant [154], une premiére transformation z(x, t) = y(s, t) est définie, oit
1 /5 _ 1 Y
x(s)== [ dlo)do==In(1+Ls) >0 11.1
()= [ 4@ do=Zin(1+55) (11.15)

et
]z/ldfl(cr) da:11n<1+£) >0
0 g m ’

de sorte que x(0) = 0 et x(1) = 1. Avec cette transformation, I'EDP (11.9) peut étre
réécrite comme

Ztt(xl t) - Az(x)zxx(x/ t) = O/ (11'16)
ou
Mx) = ——, dlx) 2 d(s(x)) = S e (11.17)
Jy/d(x) P
avec les conditions aux limites
Zx(o, t) — O
z(1,t) = Xp(t) (11.18)

Xp(t) =U(t),
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Xp(t) étant la position de la plateforme et Xp(t) = U(t) son accélération, et les
conditions initiales

z(x,0) = 2%(x) = y°(s) 11.1
z1(x,0) =z (x) = y'(s). (11.19)

11.3.2 Deuxiéme transformation

L’Equation (11.16) est ensuite réécrite comme un systéme de deux EDPs du premier
ordre. En notant que (9y — Ady) (9 + Ady)z = —AAzy = (9t + Ady) (9t — Ady)z, il peut
étre démontré que les fonctions

S(x, 1) £ z¢(x,t) + A(x)zy(x, t)
D(x,t) = z¢(x,t) — A(x)zx(x, )

(invariants de Riemann) satisfont le systeme

Se(x, 1) = M(x)Sx(x,1) = —2(S(x, 1) — D(x,1)) (11.20)
Di(x,t) + A(x)Dy(x,t) = —/\léx) (S(x,t) — D(x,t)). (11.21)
En mettant
_1
e e e
on obtient le systeme
wi(x 1) = [‘AO(’” Afx)] wy(x,1) + ”Z") ‘Aﬂ w(x, ) (1123
avec les conditions aux limites
u(0,t) = v(0,1), (11.24)
équivalente a la condition aux limites originelle y,(0,¢) =0, et
o(1,t) = W(t), (11.25)

W(t) étant une loi de commande qui est reliée a la commande physique originelle

U(t) = Xp(t) et I'angle 8(t) = ys(1,t) selon

W(t) = V(1) (p(0) + a)o(0))

(avec Xp(t) = fot Xp(T) d).
Ce systeme est sous la forme requise pour I'application de la transformation de type
backstepping qui sera définie plus bas (avec g = 1).

11.4 STABILISATION EN TEMPS FINI DE L’EDP

Dans la présente section, nous ne considérons temporairement que la partie EDP
(cable) du modele hybride, qui a été réécrite sous la forme (11.22), comme schématisé
dans la Figure 11.5. Nous étudions l'application d’un résultat de stabilisation en temps
fini de ce type d’EDP utilisant une loi de commande a la frontiére [69], méme si, dans
I'application décrite, nous ne pouvons pas agir directement a ce point de suspension du
céble a la plateforme. Dans la section suivante, on exposera comment utiliser ce résultat
pour construire une loi de commande U(t) agissant sur la plateforme, stabilisant le
systéeme hybride complet (plateforme & céble).
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EDO (plateforme)

20 —— U(t)

EDP (cable)

FIGURE 11.5 — Représentation schématique de I'EDP comme sous-systéme du systéme hybride
EDP-EDO

11.4.1 Systeme cible

Dans [69], la stabilisation en temps fini du systéme hyperbolique quasi linéaire
découplé 2 x 2 suivant est considéré :

wi(x,t) = Z(x)wy(x,t) + C(x)w(x, t)

_|—&a(x) 0 w.(x 0 c(x) w(x (11.26)
_l 0 ] aw 01 .
u(0,t) = qu(0,t) (11.27)
v(1,t) = W(t), (11.28)

ou

w(xt) = [u(x, t)] ,
t

v(x, 1)

x € [0,1], > 0, c1(x) et c(x) sont des fonctions C°([0,1]), &1(x) et e3(x) sont des
fonctions C'([0,1]) strictement positives, et g # 0 (ici3).

Le systeme (11.23) avec conditions aux limites (11.24)-(11.25) est de la forme du
systéme (11.26) avec conditions aux limites (11.27)-(11.28) si 'on prend

e1(x) = e2(x) = A(x) Vx € [0,1]
c(x) = )\’éx) =—c1(x) Vxe€[0,1]

qg=1

Dans la Sous-section suivante 11.4.2, une transformation d’état de type backstepping
sera définie, entre les variables d’état d’origine

w(x, t) = [u(x,t)]

v(x,t)

3. Le cas g = 0 est également traité dans [69, §3.5].
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et des variables d’état cibles

satisfaisant la dynamique cible

Yi(x,t) = L(x)yx(x, t) (11.29)

avec les conditions aux limites

«(0,£) = 4B(0,t)
p(1,t) =0,

g # 0, et une condition initiale (x,0) = o € L?([0,1]).

(11.30)

REMARQUE — STABILITE EN TEMPS FINI DE CE SYSTEME DE TYPE ADVECTION
Cette dynamique cible est stabilisée en temps fini grace a la condition aux limites
transparente B(1,t) = 0, comme cela a déja été mentionné dans la Sous-section 11.2.4.
En effet, I'Equation (11.29) représente un systéme de deux EDPs de type advection :

ar(x, 1) = —A(x)ay(x, 1) (11.31)
Bi(x,t) =  A(x)Bx(x,t). (11.32)

Chacune de ces EDPs peut représenter la translation 1D a une vitesse FA(x) d'un
produit dans un canal d’eau (ou d’une information dans un canal de communication,
comme schématisée dans la Figure 11.6). En particulier, ici, une information entre le
systeme sous la forme (1, t). L'information est translatée dans la coordonnée § pour x
de 1 — 0. Ensuite, on a la deuxiéme condition aux limites a(0,t) = gB(0,t), a la suite
de quoi I'information est translatée dans la coordonnée « pour x de 0 — 1. Finalement,
l'information quitte le domaine x € [0,1] a «(1,t). De ce fait, si a partir d’'un moment
donné, on peut maintenir 5(1,t) a 0, aprés un temps fini qui vaut

T=2 1—1 d
- /o)t(x) Y

le temps d’effectuer un retour puis un aller, « et § auront atteint 0.

cf.
ﬂ transparente

B(1,t) B(0,t) = a(0,¢) a(l,t)

translation
dans un canal

FIGURE 11.6 — Schéma du systeme de deux EDPs de type advection

Ce comportement est visible dans la Figure 11.7, o1 'on voit 1’évolution temporelle
du systéme (11.29) pour les conditions initiales

a(x,0) =1+x
B(x,0)=1—x,
les conditions aux limites

«(0,t) = B(0,t)
ﬁ(l,t) =0,
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et avec la vitesse A(x) qui a été définie dans la Sous-section 11.3.1.
(Cette simulation a été obtenue par le schéma numérique amont-aval, que 1'on
utilisera dans la Section 11.6.2, au lieu de la méthode analytique des caractéristiques.)

2.0 -1
1.5 | ot ]/
1.0

0.5

0.0
0.00

0.00

0.75 0.50
0.75

1.00 100 t

FIGURE 11.7 — Evolution temporelle d’un systéme de type advection avec condition aux limites
transparente : tout devient zéro

11.4.2 Transformation de coordonnées de type backstepping

Dans la présente sous-section, la transformation de type backstepping entre le systeme
(11.23) de base et le systéme cible (11.29) est définie.

Définition 11.3 (Transformation de type backstepping [69]). Une transformation de type
backstepping est définie entre les variables d’état d’origine w(x, t) et des variables d’état cibles
v(x,t) comme I'équation intégrale de Volterra

X
100 t) =wx ) - [ Kxow(e, ) ¢ (1133
et la transformation inverse comme
X
w(v,) = () + [ Lix 8@ de, (1134
avec des noyaux directs
KMM KuZ]
KOO = |y | 0

et des noyaux inverses

Lax  pap

L(x,[;’) = [Lﬁ“ BB

] (x,8)-
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Lemme 11.2 (Condition sur les noyaux [69]). Par calcul direct, on démontre que les noyaux
directs K satisfont un systeme de type Goursat4 constitué de deux systemes EDP 2 x 2
hyperboliques du premier ordre :

e1 ()K" +e1(5)Kg" = —€1(§K™ — ca(§)K™
e1(0)KY —e2(O)KE" = e5(5)K"™ — 1 (K™ (11.35)
e2 ()K" — &1 (D)KI" = (K™ + oK™ >
e2(X)KY” +e2(§)KE” = —e5(§)K™ + 1 (§)K™
avec des conditions aux limites
uu _ 82(0) uo
K*(x,0) = sl(O)K (x,0)
uv _ €1 (x)
K= S+ am
an _ Cz(x)
K = =0 + e
Vo _ q€1(0) ou
K% (x,0) = e2(0) K (x,0)

sur le domaine triangulaire T = {(x,¢) | 0 < ¢ < x < 1} (dessiné Fig. 11.8).
On démontre que les noyaux indirects L satisfont un systéeme de type Goursat similaire de
4 x 4 EDPs hyperboliques du premier ordre :

(11.36)

avec des conditions aux limites

L (x,0) = ;821((00)) L*(x,0)
L% (x, x) = 81(351(4:22(;()
L (x, x) = —81(;)2(:22(3{)
LPP(x,0) = qg?(((?))Lﬁ“(x,O)

sur le méme domaine triangulaire.

Notons qu’il est aussi possible de déterminer les noyaux inverses L a partir de la
connaissance des noyaux directs K [9] :

L(x, &) =K(x, &)+ /; K(x,0)L(c,¢) do. (11.37)

11.4.3 Calcul des noyaux de transformation

Pour le cas des coefficients €;(x) et c;(x) présents dans les systemes de type Goursat
((11.35), (11.36)) constants, donc indépendants des coordonnées x et ¢, une solution

4. Comme mentionné dans [69], on propose le terme « probleme de Goursat généralisé » p.ex. dans [114].

Le probleme de Goursat remonte a ses travaux sur des EDPs il y a plus d"un siecle [98].
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FIGURE 11.8 — Domaine triangulaire 7

analytique des noyaux a été obtenue dans [250]. Cette solution contient des fonctions
de Bessel modifiées de premiere espéce ainsi que la fonction de Marcum Q généralisée
du premier ordre>.

Pour le cas général a coefficients ¢;(x) et ¢;(x) non constants®, des méthodes numé-
riques pour la résolution des systemes de Goursat ont été développées [9]. On définit
une grille de discrétisation uniforme dans le domaine triangulaire 7 pour des pas
Ax et A donnés (comme illustré dans la Fig. 11.9). Ensuite, les parties gauches des
équations de Goursat (11.35) et (11.36), qui contiennent des dérivées par rapport a x et
¢ des noyaux inconnus, sont approximées par des dérivées directionnelles. On a par
exemple [9, d’apres ’Appendice F.2] :

e1(x) K" +e1(§) K"

RGCIOREIG)
T o(x0)

ot 0(x,{) > 0 est une longueur de pas choisie et

(K™ (x,§) = K™ (x — o(x, §)v1(x,§), & — o(x,§)va2(x, 8))],

U(X,C)I Ul(X,C) — 1 81(x) ,

va(x, &) e2(x) +e2(¢) Ler(@)

c’est-a-dire, les composants d'un vecteur d’unité selon la direction de la courbe carac-
téristique. Ces approximations sont ensuite exprimées en interpolant des valeurs des
noyaux inconnus des points de la grille voisins. On obtient ainsi un systéme linéaire
d’équations a résoudre pour retrouver les valeurs des noyaux dans tous les points de
la grille de discrétisation.

5. La fonction de Marcum Q généralisée du premier ordre est définie comme

1 s () +00 +oo xnyn+m
Ql(\/},\/y)zlfyex/o e VIp(2,/5xy) ds = e~ 1Y 20 EOW

avec Iy(-) la fonction de Bessel modifiée de premiere espece d’ordre o. Elle a été définie par J.I. Marcum
dans le cadre de ses recherches sur la communication radar et est aussi utilisée en statistique [153, 250, et les
références qui s’y trouvent].

6. Dans la littérature, il existe plusieurs méthodes « quasi-analytiques » qui sont utilisées pour résoudre
des systemes (non linéaires) d’EDPs (p.ex. [126]). Les solutions recherchées sont décomposées d'une certaine
maniere et substituées dans les équations, ce que meéne a des conditions sur les composantes de la décom-
position. Dans certains cas, on peut reconnaitre une structure dans les composantes de la décomposition
(développement en série des fonctions sin, cos, exp, etc.) et obtenir une forme analytique de la solution. Des
essais ont été faits pour le systéme de Goursat (11.35), mais sa complexité semble ne pas permettre d’obtenir
une solution analytique.
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AG

Ax

FIGURE 11.9 — Domaine triangulaire 7 avec grille de discrétisation uniforme

11.4.4 Loi de commande a la frontiére de I'EDP

Utilisant la transformation de type backstepping développée ci-dessus, on peut expri-

mer une loi de commande a la frontiere de 'EDP permettant de la stabiliser en temps
fini.
Théoreme 11.1 (Controle en temps fini d'un systéeme (11.26) [69]). Le systeme d’origine
(11.26), avec ses conditions aux limites et conditions initiales, est transformé en le systeme cible
(11.29) a dynamique stable en temps fini, avec ses conditions aux limites et conditions initiales,
par la transformation de type backstepping (11.33) avec des noyaux satisfaisant le systéme
(11.35) et en appliquant la loi de commande a la frontiére

1 1
W = [ KL 0u(e ) de+ [ K(1,8)0(E 1 de. (1139
Une stabilisation de 'EDP (11.26) en temps fini est alors obtenue, avec un temps d’établisse-
ment
r 1
T:/ {—l—]d. 11.
T lm@ e (39

Ici, £1(x) et ex(x) sont les vitesses de translation respectives dans le systeme d’ad-
vection dans les coordonnées («, B) (cf. I’exemple en simulation dans la Sous-section

11.4.1).
11.5 STABILISATION EN TEMPS FINI DU SYSTEME HYBRIDE EDP—EDO

Retournant a la Figure 11.5, on conclut de la Sous-section 11.4.4 que 1'on est capable
de stabiliser I'EDP (le cable) sous 'hypothéese de pouvoir controler le cable au bord
par la loi de commande W(t) exprimée par ’Equation (11.38). Or, dans le systeme
complet hybride (EDP-EDO) décrit par les Equations (11.9)-(11.12), complétées par les
conditions aux limites et initiales, et schématisé dans la Fig. 11.10, on ne controle pas
la condition aux limites v(1,t) = W(t) de 'EDP, mais 'accélération X, = U(t) de la
plateforme. De plus, dans ce cas, la condition a la frontiere transparente (1,¢) = 0,
nécessaire dans le systeme cible (11.30) pour garantir la stabilité en temps fini de la
partie EDP, n’est pas nécessairement satisfaite.

Dans la présente section, notre but est de concevoir une loi de commande pour
'accélération U(t) de la plateforme de telle maniere a garantir qu’a la fois f(1,¢) =0 et
une variable auxiliaire ¢(t) deviennent zero apres un temps fini dont la valeur dépend
des conditions initiales. Ensuite, du fait de la condition a la frontiére transparente
B(1,t) = 0 et par construction de la variable auxiliaire ¢(t), a la fois le systeme cible
v(x,t) (cable) et la position de la plateforme X, (t) deviennent zéro aprés un temps
fini additionnel. En somme, le systeme hybride global (11.9)-(11.12) avec les conditions
aux limites et initiales sera ainsi stabilisé en un temps fini.
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EDO (plateforme)

—— U(t)

EDP (cable)

FIGURE 11.10 — Représentation schématique du systeme hybride EDP-EDO

11.5.1 Conception de la loi de commande

Nous procédons a la conception d’une loi de commande U(t) stabilisant le systeme
hybride (plateforme & cable a tension affine). Elle sera exprimée dans les coordonnées

(Xp(t), alxt), B(x1)).
Le but sera d’obtenir une condition a la frontiére de I'EDP transparente
B(L) =0

apres un certain temps, grace a l'utilisation d"une variable auxiliaire ¢ astucieusement
définie, comme nous développons ci-dessus.

11.5.1.1 Définition de la variable auxiliaire ¢

On calcule que

Xp zzt(l i’)

T
-|

1 1} 1t+/ 1 1 L(1,8)y(¢,t)d¢

= a1+ + [ (108 +190,0) 2l
+(L*(1,8) + 1P(1,)) B(&1)] d&. (11.40)

A ce point, nous définissons la quantité auxiliaire

() é

)+ / a(x,t) + b(x)B(x, )] dx, (11.41)
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ot les fonctions a(x) et b(x) sont a définir par la suite. Dans ce cas, on calcule que

. 2 !
¢(t) = pr(t) —I—/O [aa; + bB] dx
2 . 1
= e+ /O [—atay + bAB,] dx
__ 2 —a(xX)A(x)a(x X)A(x)B(x, )]}
— A(l)xp(t)ﬂ (A (x)a(x, t) + b(x)AM(x)B(x,t)] o
* /ol[(ﬂ/\)x“ — (bA)xpl dx, (11.42)

utilisant une intégration par parties sur la derniere ligne. Remplacant X;, dans (11.42)
par son expression de I’Equation (11.40), on obtient

@) = a(1,t) + B(1, ) + [—ara + bAB]L_,

T

H(L(1,x) + LPP(1,x) — (bA)x)/%] dx. (11.43)

Maintenant, on définit les fonctions a(x) et b(x) comme
a(x) = /\(1x) (ﬂo B /Ox (Ltm(Lg) +Ll30¢(1,§)> dg) (11.44)
b(x) = /\(1x) <b0 + /Ox (Lﬂéﬁ(l,g) +Lﬁ5(1,§)) dC) , (11.45)

avec les constantes ag, by qui sont toujours a définir. Ainsi, on a que
L(1,x) + LP*(1,x) + (aA)y = 0 = L*¥(1,x) 4 LPP(1,x) — (bA)y,
ce qui implique que (11.43) devient
¢ =1 = (@) W)]a(1, )+ [1+ (bA)(1)]B(1, ) + (a0 — bo)a(0, ¢)
pour «(0,t) = B(0,t), (§ = 1). On fixe encore
g =by 21+ /01 (L"“"(l, &)+ Lﬁ“(l,g)) d, (11.46)
et donc
1—(aA)(1) =0 =ag — bo.
Finalement, on obtient que
¢(t) = [1+ (bA)(1)]B(1L, 1)
= [1 +bo + /01 [L*%(1,x) + LPP(1,x)] dx} B(1,1)
= pp(Lt) (11.47)
avec

1
pE2+ /0 (L"“"(l,x) + LP*(1,%) + L% (1,x) + Lﬁﬁ(l,x)) dx. (11.48)

L’Equation (11.47) fournit une relation directe entre la vitesse ¢(t) de la variable
auxiliaire et la condition a la frontiere de I'EDP fB(1,t). Pour les développements
ultérieurs, il est important d’avoir que le facteur  # 0 : on aura alors que

¢(t) =0 = B(L,t) =0. (11.49)

La non-nullité du facteur multiplicatif u est garantie par le lemme suivant.
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Lemme 11.3. Les noyaux inverses L(x, ) satisfont
L(x,0) =LPF(x,5) >0 VY(x8)eT
LP(x,0) =LP"(x,8) 20 VY(x0) €T,

ce qui implique par (11.48) que p > 2 et ne peut donc étre 0.

Démonstration. La preuve est donnée en Sous-section E.1.1 de I’Annexe E. O

11.5.1.2 Obtention de la loi de commande U (t)

La loi de commande de la plateforme X, = U() peut étre concue de maniere a
imposer la dynamique en temps fini du Lemme 11.1 a la variable auxiliaire ¢(f) :

¢(t) + L9 + [9(H)]" =0, (11.50)

O<m <l > ZK—ZVZ, ce qui suivant la Définition pour ¢(t) (11.41) correspond a une
loi de commande

U(e) = Xp(t) = ~ Y2 M (a(x)ase(x, £) + b(x)Bus(x, 1)) dx

1 1%)
+ {j(l)Xp(t) + /0 (a(x)as(x,t) 4 b(x)Bi(x,1)) dx-‘
2 1 121
- {A(l)Xp(t) + /0 (a(x)a(x,t) +b(x)B(x, 1)) dx-‘ ] : (11.51)
Nous prouvons dans la sous-section suivante que le systéeme hybride (plateforme &

céble a tension affine) sera stabilisé en temps fini en appliquant cette loi de commande
de type rétroaction sur la plateforme. Nous procédons d’abord dans les variables

(o(t), (%),

et retournons ensuite aux variables d’origine
(Xp(t), y(s,t)).
11.5.2 Preuve de stabilité en temps fini du systéme hybride

Nous prouvons ici la stabilité en temps fini du systeéme hybride (11.9)-(11.12) contrdlé
par la loi de commande (11.51). La preuve repose sur le fait que la loi stabilise ¢(t)
et ¢(t) a 0 dans un temps fini Ty. Des ce moment, la condition B(1,t) = 0 (11.49),
et le systeme cible d’EDPs de type advection (11.29) se stabilise dans un temps fini
supplémentaire Tj, comme mentionné dans les Sous-sections 11.2.4 et 11.4.1. A ce
moment, puisque ¢(t), a(x,t) et B(x,t) sont a zéro, de la définition de ¢(t) (Eq. 11.41)
suit que X, (t) est aussi stabilisé a 0.

En conclusion, aprés un temps fini T = Ty + Ty, on a que

Xp(t>T)=0, a(x,t>T)=0, B(x,t>T=0),
ou, en exécutant les transformations inverses vers 1'écriture originale du modele,
Xp(t>T)=0, y(s,t>T)=0.

Théoreme 11.2. Le systéme (11.9)-(11.12) contrdlé par la loi de commande (11.51) est stabilisé
en temps fini : AT | X,(t > T) =0 A y(s € [0,1,t > T) =0.
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Démonstration. Par construction (11.50), ¢(t) est zéro dans un temps fini Ty. Pour
t> Tponaaussi ¢(f) =0, et par (11.49), f(1,t) = 0.

Pour t > Ty, y(x,t) satisfait le systeme d’EDPs cible (11.29) avec «(0,t) = B(0,t)
et B(0,t) = 0. Regardant les caractéristiques [152] pour une condition aux limites
transparente, on en déduit que y(x,t) = 0 pour tout x € [0,1] et t > Ty + Tp.

Ainsi, puisque ¢(t), a(x,t) et B(x,t) sont a zéro pour t > T + Ty, de la définition
pour ¢(t) (Eq. (11.41)) suit que Xp(t) = 0 également.

Finalement, de

_ 1 zi(x, 1) — A(x)zx(x, t)
VA@) |zi(x, t) + A(x)zx(x, ) ’

(11.22), ot w(x,t) = 0 a cause de la transformation (11.34), on conclut que z(x,t) =
zy(x,t) = 0 pour t > T + Ty. Combiné avec le fait que

w(x, t)

Z(]., t) (1125) y(l, t) (11;1) Xp(t) _ 0,
on a que z(x,t) = 0 pour tout x € [0,1] et t > T} + Tp.
En conclusion, apres avoir appliqué la transformation inverse de (11.15) afin de
retourner dans la variable originale y(s, t), la stabilité en temps fini du systéme d’origine
(11.9)-(11.12) est obtenue pour le temps d’établissement

TETy+T;. (11.52)
O

REMARQUE 1 — REMARQUE TECHNIQUE Une preuve plus formelle de la stabilité
du systéeme hybride controlé par la loi de commande (11.51) intégrant la régularité et
le caractere bien posé du probleme est fournie en Sous-section E.1.2 de I’Annexe E.

REMARQUE 2 — TEMPS D'ETABLISSEMENT Il n’existe pas d’expression analytique
pour le temps d’établissement T (11.52). Si l'on peut calculer T; de la formule (11.39)
avec €1(x) = e2(x) = A(x), il n’existe a notre connaissance pas de formule analytique
pour le temps Ty de la dynamique de ¢(t) du Lemme 11.1.

REMARQUE 3 — PAS DE STABILITE EN TEMPS FIXE La fonction de temps d’établis-
sement (comme introduite dans la Définition 11.2) correspondante a la stabilitation
en temps fini du systéme (11.16)-(11.18) commandée par la loi (11.51) obtenue par le
Théoreme E.2 est composée de deux contributions : une premiére contribution corres-
pondant a la stabilisation en temps fini de la variable ¢ (décrite par (11.50), avec un
temps d’établissement dont la valeur dépend des parametres de commande v; et 1p), et
une deuxiéme contribution correspondant a la stabilisation en temps fini des variables
B et a (décrites par (11.29)-(11.30), avec un temps d’établissement de 2 fol A1 (x) dx
d’apres (11.39)). La valeur de cette deuxiéme contribution ne dépend seulement des
parametres physiques du systeme (c.f. (11.17)). C’est la raison pour laquelle nous ne
pouvons pas obtenir de stabilisation en temps fixe [193] du systéme hybride EDP-EDO.

11.6 SIMULATION

En guise d’illustration numérique, le systéme (11.9)-(11.12) contrdlé par la loi de
commande (11.51) est simulé. Les parametres physiques suivants sont utilisés :

m=2kg, p=2kg/m, g¢g=98Im/s?%

ce qui correspond au cas d'une contribution linéaire importante dans la tension du
cable (cf. Fig. 11.3).

On commence par le calcul numérique des noyaux de transformation (Sous-section
11.6.1), avant de pouvoir simuler 1'évolution temporelle du systeme contrdlé (Sous-
section 11.6.2).

211



212

LE CABLE PESANT

11.6.1  Calcul numérique des noyaux de transformation

Les noyaux directs K sont calculés en résolvant le systeme (11.35) numériquement
[0]7, ot le domaine T est discrétisé avec Ax = A¢ = 0.005. Connaissant les noyaux
directs K, les noyaux inverses L sont calculés d’apres 1’équation (11.37) 8,

Les noyaux ainsi obtenus sont montrés Figures 11.11-11.12, olt les conditions aux
limites et les gains de controleur sont indiqués. En particulier, les gains de controle
utilisés dans la loi de commande (11.51) provenant de 1’évaluation des noyaux L a la
frontiere (x = 1,{), sont montrés en détail sur la Figure 11.13.

7
il

S
N\

7

N\

0.15 1
0.10

X
0.05 4

05
¢

FIGURE 11.11 — Noyaux directs K. Les bords dessinés en rouge indiquent les conditions aux
limites a (x,0) et (x, x) du systeme de Goursat (11.35). Les bords dessinés en vert
correspondent a des gains de contrdle évalués a (1, ) et utilisés dans la loi de
commande (11.38).

11.6.2  Simulation de I'évolution temporelle du systéme controlé

Une fois les noyaux de transformation connus, 1’évolution temporelle du systeme
(11.9)-(11.12) controlé par la loi de commande (11.51) peut étre simulée. Afin de
simplifier le calcul?, nous effectuerons la simulation dans un premier temps dans les
coordonnées

(Xp(t), alx,t), PB(xt)).

Ensuite, les transformations de coordonnées inverses seront appliquées, de sorte a
obtenir 1’évolution temporelle du systeme dans les coordonnées d’origine

(Xp(t)/ y(s)) .

7. Un code MATLAB de 'algorithme est fourni avec le livre.

8. Une implémentation MATLAB a gentiment été mise a disposition par Henrik Anfinsen.

9. Il se trouve que I'EDP (11.29) de type advection permet une résolution numérique par la méthode
amont-aval, comme montré ci-dessous. Au contraire, une simulation de I'EDP dans les coordonnées d’origine
nécessiterait une projection (et troncature) sur une base modale. Pour le cas d’une tension constante, les
modes propres pour y(s, t) sont de la forme 9;(s) = A;sin(w;s) + B; cos(w;s) [280] et pour le cas de la
tension affine, il s’agit des modes propres ¢;(c(s)) = A;iJo(c(s)) + B;Yo(c(s)) avec Jo(-) la fonction de Bessel
de premier espece d’ordre 0 et Yy (-) la fonction de Neumann-Bessel de deuxieme espece d’ordre 0 [281].
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0.15

0.10 |

FIGURE 11.12 — Noyaux inverses L. Les bords dessinés en rouge indiquent les conditions aux
limites a (x,0) et (x, x) du systeme de Goursat (11.36). Les bords dessinés en vert
correspondent a des gains de contrdle évalués a (1,¢) et utilisés dans la loi de
commande (11.51) ainsi que dans les Equations (11.41) et (11.48).

0.15 ‘ ‘
L*(1,8) = LPP(1,¢

~— —

0.13

0.11

0.09

0‘07 | | |
o

¢

FIGURE 11.13 — Gains de controle L(1,¢) utilisés dans la loi de commande (11.51) et dans les
Equaﬁons (11.41) et (11.48).
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CONDITIONS INITIALES On considere le cas de conditions initiales nulles, sauf
Xp(0) = 0.5 m, c’est-a-dire que le systeme est initialement au repos avec la plateforme
qui se trouve a une position non nulle, comme représenté sur la Figure 11.4(a).

11.6.2.1  Fovolution temporelle de la variable auxiliaire ¢(t)

L’évolution temporelle de la variable ¢(t) qui suit une dynamique stable en temps
fini (11.50) est simulée par une méthode numérique proposée dans [196] qui préserve
la stabilité en temps fini apres discrétisation temporelle. La méthode suppose que le
champ de vecteurs F du systéme a simuler est d-homogene [196, Déf. 3.6]'°, ce qui
correspond a prendre v; = ZZZVZ dans (11.50). Une transformation de coordonnées
non linéaire est donnée, qui permet d’obtenir une représentation alternative en temps
continu

Z:F(Z)r

qui admet un schéma de discrétisation implicite préservant la stabilité en temps
fini en temps discret. Apres la transformation de coordonnées inverse, le schéma de
discrétisation implicite préservant la stabilité en temps fini peut étre exprimé dans les
coordonnées d’origine.

La dynamique (11.50) est réécrite comme

3Lt ()
a Lo o1 - g1n] L ”

Nous vérifions que les conditions de [196, Theoreme 4.1] sont satisfaites. On a que le
champ de vecteurs F(x), avec

X
x 2|7
X2

est uniformément continu sur la sphére d’unité, d-homogene de degré d’homogénéité
vg = —1 pour la dilatation pondérée

ens 0
d =
(S) [ 0 e725‘|

ol

et F(—x) = —F(x). Soit G; = diag(ry,72) le générateur de la dilatation d(s) et soit la
matrice P £ I satisfaisant PG, + G P - 0.
Finalement, il est exigé que la condition

- - I, — Gg)zzTP z
zTET(z)PE(z) [(ZZTPé)dz + 12] F (|z|) <0 (11.54)

soit satisfaite pour tout z € R?\{0}, ot E = I et ||z|| = v/2TPz, ce qui selon [196,

Thm. 3.8]-[194, Thm. 4] garantit 1’existence d’une fonction de Lyapunov quadratique
V(z) = zTPz = ||z]|| pour le systeme défini comme

. (12 - Gd) zzTP z A F

10. (reprise dans la Définition 5.3 dans le Chapitre 5)
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ce qui est la version transformée du systeme d’origine x = F(x) en utilisant la transfor-
mation de coordonnées non linéaire qui sera explicitée ci-dessous dans les Equations
(11.58)-(11.59).

La condition (11.54) se simplifie a

z|® z1z0 oz |z | oz |z ]
- | T — | T < 0. 11.56
rzy+1z5 Lz z z z z
2 200z D=l L=l lz|| LIzl (11.56)

On observe que l'inégalité stricte (11.56) n’est pas satisfaite pour z, = 0, puisque
I'expression du coté gauche vaut alors 0. On remarque que pour z; = 0 = Zp, (11.55) se
réduit a

I ——
0] [ I[sign(z1)17 2]

ce qui implique que z; = Z; = 0. Alors, la stabilité asymptotique de I'origine de
(11.55) est obtenue par le théoréme d’invariance de LaSalle ™' si ’on prouve l'inégalité
stricte (11.56) pour le cas z; # 0. De plus, il suffit de considérer la négativité stricte de
I'expression entre crochets, ce qui est fait dans le lemme suivant.

Lemme 11.4. Soient v, € |0,1] et 1| = 52

= 3% €10,1[. Alors on a pour tout

avec x1 € Ret xp € R*, que

141 V2
Xz[ﬂ_vl] _Vﬂ ]<O,
Ll LIl L]l ]

Démonstration. Soit

flz) 2 22 [WW-WH LR xR,

=l
On commence par noter que

ZZ 1+1/2

T <0
&4l

f(OrZZ) =

pour zz # 0. On peut donc supposer que 'on a également que z; # 0. Soit

—|Nnla =
Y u 2]

Alors yq,y2 €] —1,0[U]0,1[, |ly]| = 1 et f(z) = gly) = y2 (]/1 _ L‘/ﬂvl _ Lyﬂvz)‘ De
llyll = 1, on déduit que

Y2 = im.
II faut considérer quatre cas :
(i) y1 €10,1[ ety, = M;
(ii) y; €10,1[ et yo = 7\/@;
(iif) y; €] —1,0[ety, = MI.

11. (cf. Lemme 3.3)
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(lV) n S ] - 1,0[ etyz = —m

Dans le cas (i), on a que ¢(y) < 0, pour y; — |y1]"* < 0. Dans le cas (iv), on a aussi
que g(y) < 0, pour

y1— 1™ = 21" = =yl = [ya[") + [y2[*2 > 0.
On définit h(s) = —s+ st — (1 — 52)%2 pour s € ]0,1]. Alors dans le cas (ii), on a que

g(y) = /1 —yih(y1),

pendant que dans le cas (iii), on a que

2
gy) =\/1-u (—Iyll + Iy = (1-12) 2) = /1= y3h(y)-

Dong, il reste a prouver que /(s) < 0 pour s €]0, 1[. Définissant o £ s*1 €]0, 1], on note
que

1%

1 2 2
h(s) <0 < —0"1 +0< <1—(7V1>

11 1\ 7 1
<:>U(1—U”1 ><<1+UV1) (1—0”1)
2
2 1 _1\n 1 1
= o2 (1 —o" ) < (1 + 0"’1> (1 —o" ) . (11.57)

Mais pour ¢ €]0,1[, on a que

v2
2

2

1_7\" 1 1
<1—¢7"1 l) Pcl-on T <1—0"
(puisque 2/v, >2et1/v3 > 1) et
2 1
o2 <l<l4o01,
ce qui implique que l'inégalité (11.57) est satisfaite. O

On peut maintenant appliquer [196, Théoreme 4.1] au champ de vecteurs bidimen-
sionnelle (11.53), et définir une transformation de coordonnées non linéaire entre 1'état
d’origine

et un nouvel état
z
z=|"1
Z2

z=®(x) = [|x][4d (— In|x]|q) x, (11.58)

avec transformation inverse

x =@ z) = d(Infz]) - (11.50)
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Ici, la « norme » canonique homogene [196, Eq. 3.4] est définie comme
xl[a = e

ol sy € R satisfait

ld(—sy)x| = 1. (11.60)
Plus explicitement, (11.58) correspond a

T x .

e | st (x1,x2) # (0,0)
[zll ) letrx
22 0 .

sinon,
10

oll sy est la solution de la condition implicite (11.60)

_ 22-1))sx _ sy
e 1-vy xz +e 1-vy x2 =1
1 2
qui est résolue numériquement [168] a chaque instant temporel de la simulation.
Finalement, le schéma numérique implicite s’écrit comme
z(t+ At) — z(t)
At
dans les coordonnées transformées z, avec

En utilisant cette méthode, 1’évolution temporelle de la variable auxiliaire ¢(t) avec
des parametres de controle v, = %, v = % est simulée pour un pas temporel At = 0.01
(Fig. 11.14). En regardant l'erreur logarithmique, on observe qu’elle est stabilisée en un
temps fini de Ty ~ 4.23 s.

= F(z(t+ At)),

11.6.2.2  Simulation temporelle de a(x,t) et B(x, t)

Les deux EDPs du premier ordre pour B(x,t), (11.32), et pour a(x,t), (11.31) sont
résolues numériquement par un schéma du premier ordre amont-aval [225]. Des
discrétisations spatiale (Ax = 0.05) et temporelle (At = 0.01) équidistantes sont
choisies, respectant la condition CFL de stabilité max(A(x)) g < 1.

A chaque instant t de la simulation, les étapes suivantes sont exécutées. D’abord,
la condition a la frontiere B(1,t) est évaluée de I'Eq. (11.47) connaissant la valeur de
¢(t), et avec y = 2.379 qui a été calculé numériquement de (11.48) par la méthode des
trapezes sur le maillage spatial. Ensuite, le schéma numérique du premier ordre aval

At
B(x,t) = B(x,t — At) + A(x)ﬂ (B(x+ Ax, t — At) — B(x,t — At))
translate I'information dans la coordonnée 8 pour x allant de 1 a 0 sur le maillage
spatial. Ensuite, la condition a la frontiere a(0,t) = (0, t) est évaluée. Finalement, le
schéma numérique du premier ordre amont

w(x,t) = a(x,t— At) — A(x)% (a(x,t— M) — a(x — Ax, E— AF))

translate I'information dans la coordonnée a pour x allant de 0 a 1 sur le maillage
spatial.

L’évolution temporelle de B(x, ) et a(x,t) obtenue est montrée Figures 11.15-11.16.
On observe que ces variables sont stabilisées en un temps fini dont la valeur peut étre
vérifiée par l'expression (c.f. (11.39))

'l 1 m /gl
Tl_T0+2./O mdx—To+21/&(e2—1)~4.76s.
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FIGURE 11.14 - Simulation de 1’évolution temporelle de la variable auxiliaire ¢(t) et (t).
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0.05

-0.05

-0.10

-0.15

-0.20 :

—log|B(1,1)]| o

-~ 1og|B(0,£)| = logla(0, 1) .

----logla(1,1t)| P

_30 | | | | ll lJ
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FIGURE 11.15 - Simulation de l’évolution temporelle de B(x, t) et a(x,t), affichée pour x = 0 et
x=1
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FIGURE 11.16 — Simulation de 1’évolution temporelle de B(x, t) et a(x, t), affichée pour tout x
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11.6.2.3  Simulation de I'évolution temporelle de la position de la plateforme X, (t)

A chaque temps discret t, ¢(t), a(x,t) et B(x,t) sont connues sur le maillage de la
variable x. La valeur numérique correspondante de la position de la plateforme X (t)
est calculée de la définition pour ¢(t), (11.41), o1 I'intégrale est calculé numériquement

par la méthode des trapezes sur le maillage spatial. L'évolution temporelle de X, (t)
ainsi obtenue est montrée Figure 11.17.

0.6 T T

—Xp(t) =y(L,1)
0.5 ---y(0,1) .
0.4

0.3

0.2 -

0.0

— log| X, (t)|= logly(1, )] ‘
-~ logly(0, 1| \
|

| | \ L

0 1 2 3 4 5 6

FIGURE 11.17 — Simulation de I'évolution temporelle de la position de la plateforme X, (t) et la
position du cable y(s,t) as=0ets=1.
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11.6.2.4 Simulation de I'évolution temporelle de la position du cable y(s, t)

Etant donné les valeurs des variables («(x,t),8(x,t)), on peut effectuer les trans-
formations inverses afin d’exprimer le mouvement du cable dans les coordonnées

d’origine y(s,t) :
® (x i‘) (11.34) (U (x t) (11.22) 1 D(x, i‘)
gl o| A(x) [ S(x,t)

inai -d :
MU, 21, 8) 155 2(x,1) Eh (s, ),
neaire

Pour l'intégration numérique de zy(x,t) a un temps donné t, on prend la valeur
z(1,t) = Xp(t) afin de garantir la condition de compatibilité (11.11). L'intégration
spatiale est ensuite évaluée numériquement par la méthode des trapezes pour x allant

de 1 a 0 sur le maillage spatial.
L'évolution temporelle de la position du cable y(s, t) = z(x, t) obtenue est montrée

Figures 11.17-11.18.
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FIGURE 11.18 - Simulation de 1’évolution temporelle de la position du cable z(x, t) = y(s, f).
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En conclusion, le systéme hybride consistant de la plateforme (X, (t)) et du cable
(y(s,t)) a été stabilisé a I'origine dans un temps fini, dans ce cas d’une valeur de
Th = 4.76 s. Un apercu de la simulation du mouvement du systeme hybride dans
I'espace est affiché Figure 11.19.

—_————@ - — — — - ___q' -

position verticale [m]

| | | | | | |
-0 00 01 02 03 04 05 06

position horizontale [m]

FIGURE 11.19 — Aper¢u du mouvement du systéeme dans 1'espace. Le maillage spatial dans la
coordonnée s(x) curviligne le long du céble est représenté par des points. La
position du cable est affichée pour un nombre de temps équidistant et sa couleur
varie du rouge au pourpre puis au bleu pendant le mouvement.

11.7 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

11.7.1  Conclusions

Une loi de commande stabilisant un modeéle planaire hybride décrivant un cable a
tension affine attaché a une plateforme a été développée. Cette loi de commande se
base sur un résultat existant sur le contrdle en temps fini de systemes 2 x 2 d’EDPs
hyperboliques quasi linéaires, qui nécessite le calcul de noyaux définis par un systéme
d’EDPs de type Goursat. Des méthodes numériques de résolution récentes sont utilisées
pour le calcul des noyaux et pour la simulation de la stabilisation du modele 2D de
cable pesant en un temps fini.
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11.7.2 Perspectives

Le calcul de la loi de commande U(t) (11.51) proposée nécessite la connaissance
de la position y(s,t) sur toute la longueur du cable. Pour une implémentation plus
réaliste, on aurait besoin d'un observateur d’état [9] qui se base sur une mesure de la
position y(1,t) et de I'angle 6(¢) en haut du cable.

De plus, on pourrait étendre les résultats au cas d'une longueur de cable variable (cf.
[273]) ou & un modele 3D représentant une grue de construction ou un pont roulant,
incorporant une rotation ou translation du rail sur lequel se translate la plateforme
(comme indiqué dans la Sous-section 11.2.1).
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12.1 CONCLUSION

12.1.1  Vers un contrble passif en temps fini d'un systéeme EDO dans le formalisme des
Systemes Hamiltoniens a Ports

Le cas du controle en temps fini d’un double intégrateur a été étudié dans le
formalisme des Systemes Hamiltoniens a Ports. A partir d’une réinterprétation du
systeme bouclé comme une commande dite IDA-PBC (qui change l’énergie et la
dynamique du systéme), il est possible d’obtenir une reformulation passive de la loi
de commande en temps fini. Cette passivité peut apporter de la robustesse, face a,
par exemple, une mauvaise identification des parametres physiques du systeme. La
démarche suivie repose sur le fait que la loi de commande en temps fini utilisée a une
fonction de Lyapunov qui peut servir de fonction hamiltonienne dans le formalisme
des SHP.

La loi de commande passive en temps fini a été appliquée a la commande d'un
haut-parleur comme absorbeur électroacoustique, et a la commande d’une corde non
linéaire. Toutefois, dans le cas d"un suivi de trajectoire en temps fini, la propriété de
passivité n’a pas encore été obtenue.

Finalement, une méthode numérique implémentant une linéarisation localement
déraidissante a 1’origine, ot les lois de commande sont intrinsequement non Lipschitz
continues, a été proposée. Si cette méthode ne préserve pas la propriété de la stabi-
lisation en temps fini, elle permet de résoudre des probléemes comme le chattering
pouvant se manifester lors d'une implémentation numérique, ce qui a été montré
expérimentalement. Il serait aussi possible d’incorporer cette méthode numérique dans
la méthode de simulation par le gradient discret, mais ceci nécessiterait, comme pour
le cas de la généralisation de la loi de commande passive en temps fini, d’étre capable
de formuler le systeme en boucle fermée comme un SHP.
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12.1.2  Controle en temps fini d’un systeme hybride EDP-EDO : le cas du tom

Un controleur-observateur a été développé, capable de piloter un haut-parleur dans
un tom dans le but de modifier des fréquences dans la vibration de la membrane
supérieure de l'instrument. Le contrdleur se base sur une projection modale d'un
modele physique négligeant notamment la propagation du son dans la cavité, entre le
haut-parleur et la membrane supérieure du tom.

Une implémentation sur un prototype expérimentale a montré que le controleur est
en effet capable de modifier des fréquences de la vibration de la membrane supérieure,
mais qu'il existe un écart significatif entre le modele et les mesures. L'utilisation de la
méthode de simulation localement déraidissante a permise d’enlever dans la pratique
un probléme de chattering a cause de la raideur des lois de commande utilisées.

La préservation de la stabilité en associant un controleur en temps fini et un observa-
teur en temps fini avec un modeéle modal tronqué n’a pas été étudiée, ni la passivité de
'observateur.

12.1.3 Controle en temps fini d’un systéeme hybride EDP-EDO : le cas du cdble pesant

Basé sur un théoreme portant sur la commande a la frontiere d"une EDP hyperbolique
en temps fini, une loi de commande pour la force appliquée a une plateforme a laquelle
est attachée un cable a été développée. L'expression de la loi de commande nécessite une
intégration numérique d'une expression contenant des noyaux d’une transformation
de type backstepping préalablement calculés numériquement. Aussi, il est supposé que
l'état entier est connu, et seulement le mouvement 2D du systéme a été considéré.

12.2 PERSPECTIVES

12.2.1  Vers un contrdle passif en temps fini d'un systeme EDO dans le formalisme des
Systemes Hamiltoniens a Ports

Une généralisation de cette contribution consisterait en (i) 'obtention de la propriété
de passivité pour un systeme EDO du deuxiéme ordre contr6lé par un suivi de trajectoire
en temps fini, et (ii) une généralisation de la méthode de commande passive en temps
fini (vers un point d’équilibre stable ou une trajectoire) au cas d’un systéeme physique
plat d’ordre n. Si 1’on est capable d’obtenir la stabilisation passive en temps fini pour
ces systemes EDO, on peut aussi généraliser la méthode de simulation localement
déraidissante incorporée dans la méthode du gradient discret, dont la forme dépendrait
de la forme de la loi de commande passive obtenue.

Le probléme pratique pour obtenir ces généralisations par l’approche suivie dans le
formalisme des SHP est que 1'on doit étre capable de reformuler un systéme donné en
boucle fermée commandé par une loi de commande en temps fini comme un SHP. Des
essais de réécriture de systémes commandés par les lois en temps fini pour des ordres
supérieurs a 2 (p.ex. de Bhat & Bernstein, de Hong, ou de d’Andréa-Novel-Coron-
Perruquetti) en essayant d’utiliser des fonctions de Lyapunov données comme fonction
hamiltonienne ou en essayant de construire une fonction hamiltonienne soi-méme
n’ont pas abouti a une structure SHP.

S’il s’avere qu’il n’est pas possible de retrouver une structure SHP, il faudrait appro-
cher la généralisation d"une autre maniere.

12.2.2  Contréle en temps fini d’un systeme hybride EDP-EDO : le cas du tom

Si l'on veut améliorer la performance du contréleur pour la loi de commande
proposée (observateur-régulateur en temps fini, capteur de pression dans la cavité et
haut-parleur comme actionneur), il semble étre primordial de prendre en compte la
propagation dans le fGit dans le modeéle utilisé dans le contrdleur.
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De plus, il faudrait regarder plus en détail ’accordage du tom afin d’obtenir une
distribution de tension plus homogene dans la membrane supérieure.

Finalement, si 'on veut aussi étre capable d’influencer des modes de vibration de
la membrane supérieure non axisymétriques, il faudrait considérer d’ajouter d’autres
actionneurs comme une capsule piézoélectrique sur la membrane, éloignée de son
centre.

Une étude de la propriété de stabilité en temps fini du systéme avec l'architecture
de commande proposée basée sur une approche modale peut étre faite. A cause des
expressions non linéaires dans I'observateur-régulateur, on ne peut utiliser la propriété
de superposition dans I'analyse, qui serait valide dans le cas d’un systéme bouclé
linéaire. De plus, du fait de I'approche modale, I'influence de spillover doit étre prise
en compte dans I'analyse. Concernant 1’étude de la passivité, si ’'on utilise l'approche
dans le formalisme des SHP, il faut commencer par une reformulation passive de
I'observateur, ce qui n’a pas été faite ici.

12.2.3 Controle en temps fini d’un systéeme hybride EDP-EDO : le cas du cdble pesant

Pour approcher cette contribution plus d’une implémentation expérimentale, il
faudrait ajouter un observateur d’état en temps fini au modele, basé sur p.ex. la mesure
de I’angle en haut du céble.

De plus, le résultat pourrait étre généralisé au cas d’'un mouvement 3D (une ro-
tation supplémentaire dans le cas d’une grue de construction, ou une translation
supplémentaire dans le cas d’un pont roulant).
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BASES DE MATHEMATIQUES

Cette annexe regroupe quelques not(at)ions basiques mathématiques.

TABLE DES MATIERES
A1 Algebre . . . ... 231
A2 Analyse. ... ... ... 231
A3 Equations aux dérivées partielles . . . . .. ... .............. 232

A.1 ALGEBRE

R : ensemble des nombres réels.

R* : ensemble des nombres réels positifs (0 inclus).

R\{0} ensemble des nombres réels sans 0.

R*\{0} : ensemble des nombres réels sans 0.

C : ensemble des nombres complexes.

Une matrice antisymétrique A satisfait AT = —A. Sa diagonale est zéro.

Une matrice symétrique A € R"*" est définie positive (A > 0) si la forme quadratique
xTAx > 0 pour tout vecteur x € Rj.

Une matrice symétrique A € R"*" est semi-définie positive (A > 0) si la forme
quadratique xTAx > 0 pour tout vecteur x € R".

Une fonction réelle f(x) € C(D) est (semi-)définie positive sur un domaine D C R"
contenant l'origine si f(0) = 0 et f(x) > 0 (f(x) > 0) pour tout x € D\ {0}.

Une fonction réelle f(x) € C'(D) est (semi-)définie négative sur un domaine D C R”
contenant 1'origine si —f(x) y est (semi-)définie positive.

Matrice zéro de dimension # :

0 0 0
O, = |o 0
0 0 0

Matrice d’unité de dimension 7 :

1 0 0
I, = o 0
0 0 1

Matrice diagonale :

a
diag(a,b,c) = |0
0

o o O
a o O

A.2 ANALYSE

FONCTIONS REMARQUABLES
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BASES DE MATHEMATIQUES

Fonction de Heaviside (échelon, Fig. A.1) :

0 ift<0
1 ift>0.

H(t) =

-t
F1GURE A.1 — Fonction de Heaviside

Une fonction continue « : [0,a] — [0, +oo[ appartient a la classe de fonctions de
comparaison K [128] si elle est strictement croissante et «(0) = 0. Si a = +oo et
a(r) — 400 pour r — 400, elle appartient a la classe Koo.

DISTRIBUTIONS

La distribution de Dirac 6(t) (ou, par abus de langage, la fonction ¢ de Dirac) peut
étre vue comme une fonction nulle dans tout R sauf une valeur infinie en 0. Elle
satisfait la condition

/+Oo(5(t) dt = 1.

—00

CLASSES DE REGULARITE

Une fonction réelle f(x) appartient a la classe des fonctions de carré sommable L*(D)
sur un domaine D C R si I'intégrale

Ifl2 2/ [ 1o dx

existe et vaut un nombre fini. Cette condition permet un nombre fini de discontinuités
dans la fonction f(x).

Une fonction réelle f(x) appartient a la classe des fonctions C(D) sur un domaine
D C Rsi elle y est continue.

Une fonction réelle f(x) appartient a la classe des fonctions C!(D) sur un domaine
D C R si elle y est continue, une fois dérivable, et sa dérivée df(x)/dx est continue.

Une fonction réelle f(x) : D(C R) — R est Lipschitz continue s'il existe une constante
réelle et positive L, telle que, pour tout x1,x, € D,

If(x2) = f(x1)] < Llxg — x1].

Cette notion forte signifie qu'il existe un maximum (fini) pour la pente que peut avoir
la fonction f dans son domaine D.

A.3 EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
ORDRE D'UNE EDP

L’ordre d'une EDP est 1’'ordre de la dérivée partielle la plus élevée présente dans
I’EDP.



A.3 EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

QUELQUES EDPS
Il existe beaucoup de types d’EDPs, dont quelques exemples standard sont mentionnés
ici [135], ou1 t est la variable de temps et x la variable d’espace. On note que, contraire-
ment aux EDOs, il n’existe pas de méthodes d’analyse ou de commande générales; il
faut les étudier au cas par cas.

EDPs du premier ordre
Un EDP contenant une 0; et une dy représente un modele de transport ou une ligne a
retard.

EDPs du second ordre

— Une EDP contenant une 0; et une dyy est une EDP parabolique, modélisant p.ex.
un systeme de réaction-advection-diffusion.

— Une EDP contenant une dy et une dyyx est une EDP hyperbolique, modélisant
p-ex. la propagation des ondes.

— Une EDP contenant une dy et une dyyyy peut représenter le modele d’une poutre.

— Une EDP contenant une dy, et ne contenant pas de dérivée temporelle est une EDP

elliptique, pouvant représenter p.ex. la solution a 1’état d’équilibre de I'équation
de chaleur.
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CROCHETS

Des regles de calcul pour les crochets | x]* £ sign(x)|x|* sont obtenues directement

de la définition. Nous en mentionnons quelques-unes ici.

]! =x
=" = )"
1 -
Tx]« =[]
[x]*" =271 n e N\{0}

|x]?" = sign(x) - x*"

[kx]® = [K]%[x]"
[[x1°1F = [x1*

[e[x]%7° = sign(kx) [k[P|x|*F = |K]P[x]*F
k2141 = [K|F|x|*F

[kl x[*1F = [K]P|x|*F

Jelx| [P = [k|P|x|*

Jx|*x]P = |x|* P
Jx[*[x]P = [x]*+F
[2]%[x1F = |x|**P

el = alx)e !
S =l
/|x|”‘ dx = ﬁ{x}”“ +C

/Lx}“ dx = ﬁ|x|l+“ +C
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CONTROLE ACTIF DU TOM : MODELE ET CONTROLE MODAL

Ce chapitre contient les détails des calculs correspondant au Chapitre 9.

TABLE DES MATIERES

c.1  Acoustique des membranophones . . . . ... ... ... ... ... ... 237
c.1.1 Fonctions de Bessel et propriétés . . . . .. ............. 237
c2 Modele . . . .. 239
c.2.1  Modele SHP : modele hybride . . . ... ... ........... 239
c.2.2 Modele SHP : adimensionnement du modele hybride . . .. .. 241

c.2.3 Modele SHP de dimension finie : projection modale et réduction
dordre . . . . ... 245
c.2.4 Représentationd’état. . .. ... ... ... ... ... ... ... 266
c3 Controlemodal . ... ... .. .. 270
c3.1 Régulateurentempsfini . ... ... ... ... ... .. .. ... 270
c3.2 Observateurentempsfini . . ... ... ............... 273

C.1 ACOUSTIQUE DES MEMBRANOPHONES

C.1.1

C.1.1.1

Fonctions de Bessel et propriétés

Définition

Comme mentionné dans le Chapitre 9, les fonctions de Bessel de premiére espece
d’ordre m € IN,

]m(z),

sont une solution de I’'EDO de Bessel [2]

Z2

dy

2

> +zﬂ+(z2—m2)yzo.

dz dz

On peut les exprimer comme la série [2]

1

1\" (722>k
Im(Z)—(zz) LAt k1)

ou comme l'intégrale [2]

Jm(z)

<%Z>m T a2
:\/W/O cos(z cos 6) sin”" 6 d6.

Quelques fonctions de Bessel de premiére espéece sont montrées Figure C.1. Elles ont
une infinité de zéros [2], dont les premiéres valeurs numériques sont répertoriées dans
le Tableau C.1.

c.1.1.2 Propriétés

Les propriétés suivantes sont répertoriées dans [2, 171, 215].
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1.0
0.5
0
~05 :
| | |
—20 ~10 0 10 20
4

F1Gure C.1 — Graphe des premieres fonctions de Bessel de premiére espece

Tableau C.1 — Premiers zéros des premiéres fonctions de Bessel de premiére espece [254]

fonction zéros
Jo(2) 2405 5520 8.654 11.792 14.931
J1(z) 3.832 7016 10.174 13.324 16.471
J2(2) 5136 8417 11.620 14.796 17.960
J3(2) 6.380 9.761 13.015 16.224 19.409
Ju(2) 7.588 11.065 14.373 17.616 20.827

VALEUR EN O Enz =0, 0naque Jy(0) =1 et J(0) = 0 pour tout k entier > 0 (cf.
Fig. C.1).

RELATION ENTRE TROIS FONCTIONS DE BESSEL CONSECUTIVES

(D) + i1 (2) = 2 (2) )

avec en particulier :

Jolz) + 1a(2) = 211 (2) C2)

(On remarque que dans le cas d’'une membrane couplée a une cavité, développé
dans le Chapitre 9, on a aussi la relation (9.12) entre Jo(z) et J2(z).)

DERIVEES
%]0(2) =—J1(2) (©3)
d 1
E]m(z) = ) Umfl(z) - ]m+1(z)]
donc
Lh) =3 o(2) ~ h(e)] )

INTEGRALES (La constante d’intégration est représentée par C.)

[#h(z) dz=z(z) +C (C5)



C.2 MODELE

21 dz = h@)Ho() ~ Jo(x)Ha ()] + € o)

out H,(z) est la fonction de Struve [215, p. 7] définie comme [2, Chapitre 12]

2%
1 \V! (—1)k (%z)
H(z) = <Zz> kgor(kJr DT (k+v+3)
Propriété [2, p. 497] :
Jak+1(2
7 Z 2% + 1 (©7)
2 2 [ 2

[#hBe) dz = [Be) + )] +C (C8)

220 d2= % [BE) - lna@nen(2)] + €

donc

) 275
[ dz =3 [F@) - h(@)RE)] +C (Co)

ou encore, apres substitution de J»(z) selon 'Eq. (C.2),

[2@) dz = [2R(2) + 23 (2) ~2(@)h(z)] +C (C10)
[ Aotaz)lo(B2) de = 7 lwh(az)olf) ~ Bl@)h ()] +C ()
J D@ (Be) dz = 57 (B (@2)lo(B) — alo(az) 1 (B2)] + (C12)
[#h(2) dz =z 21(2) ~ zh(2)] + € (C13)

C.2 MODELE
c.2.1  Modéle SHP : modéle hybride

Lemme C.1. L'opérateur J du modele SHP (9.20) est formellement anti-auto-adjoint.
Démonstration. D’apres la définition [251], il faut prouver que

<a/ jb> = _<ja, b>/ (C14)
avec le produit scalaire
b3

d8+|:113 ay a5} by
bs
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et des vecteurs d’état

ay(r,t) bi(r, 1)
ax(r,t) by(r, 1)
a(rt) = | az(t) |, blrt)=1 b3(t) |,
a(t) ba(t)
| as(t) | | bs(t) |
a(r=a,t) =0, by(r=a,1t)=0, bi(r=at)=0, by(r=a,t)=0
et

0 div. -1 0 0
grad 0 o0 0 0

J=|[¢-dS 0 0 =5
0 5 0 -1
i 0 o0 1 0 ]
On calcule que
[ div(by) — bs |
grad (by)
Jb = f8b1d8—51b4 ’
Sib3 — bs
L b4 -

avec grad = % et div = % + % On a alors que

(a, Jb)

fla w [E

arb1

1 0 1 19
:277/ ap || =+=)br—0b3 rdr+27T/ ay—Dby rdr
0 ar r 0 “or

1
+ a3 [27‘[/ by rdr — Slb4:| +ay [Slb3 — b5] + asby,
0

[sb1dS — Siby
dS + |:El3 as 615] Slbg - b5
by

et

—(Ja,b)

——Zn/lb i—i-l a —a rdr—27r/1b 3a rdr
- o Yl\or )" o Zort
-1
—b3 |:27'[/ alrdr—Slaq—b4[51a3—115]—b5a4.
0

Par une intégration par parties (L.P.), on calcule que

1 ] r=1 LP r=1
/0 a2§b1 dr—/rzo aprd(by) —M— /r:O byd(ayr)

1 1
:—/ by r%-i-az dr:—/ b1%+@ rdr
0 or 0 ar r
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et

1 1
/ bzial rdr = — / al% + by rdr.
Jo “or Jo or T

On peut sortir a3 et b3 des intégrales, puisqu’ils ne dépendent pas de r. En identifiant
les termes respectifs, on obtient (C.14). O

c.2.2 Modele SHP : adimensionnement du modele hybride

Nous divisons toutes les variables par des références et dénotons les variables
adimensionnées par un tilde :

N
o= —,
Oref

oll les variables de références v, seront choisis ci-dessus dans un but de remplacer un
maximum de groupes adimensionnées par la valeur 1, facilitant 1’écriture du modele
dans les calculs subséquents.

c.2.2.1  Choix préliminaire de quelques références
A ce point, on définit déja les références
r -
F=-eQ=[0,1]
a
et

c
—t.
a

1
I

REMARQUE OnaqueS = mta? et § = 71, ou encore S = a28. De ce fait, I'intégration
sur le domaine de la membrane s’écrira [ - dS = a? [ - dS, ou encore [ - (27r)dr =

a? f01~ (27t7)d7.

c.2.2.2  Adimensionnement formel

Ici, nous adimensionnons tout par des références arbitraires et calculons ce que
devient le SHP. Apres, un choix judicieux pour les références pourra étre fait.

* ADIMENSIONNEMENT DE L'ETAT Soit
Xi

ref
X

%=

avec x; un composant de 1’état x et xlr»ef

vecteur de variables de références est

une référence a déterminer ultérieurement. Le

£ T
xref — [ﬂfﬁf giﬁf Vcref ﬂfef lfef] .

DERIVEE DE L'ETAT
dx - a |: 1 1 1 1 1 :| dx

7T ref ref ref ref ref
dt T em W me 0| dt

* ADIMENSIONNEMENT DU HAMILTONIEN On définit un Hamiltonien H (%) qui
correspond & H(x) adimensionné en le divisant par une référence (a déterminer) E(r)ef ]
et en substituant les variables d’état adimensionnées ¥ :

diviser par Ef®

H(x) []] état adimensionné H(f) []] H(f) [7]
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On obtient

1yp mo 1
H(x) = mds+ T mdS + 5 Ov2 —1+§k1€12
my

2Js om 2

Sz

- H(x) 1E¢ 2454 L Exef 2
H(x) = Eaef 2Eref/ m 8+ E(r)ef/ dS

1 Eref . 1 Eref ~2 1 Egef .
+ EErerC + EEref T + 2Eref 1’

ou

Eref A aZ(nﬁf)z
1 Om
Eref A ZT( ref)Z

Eref A ’)/po(vref)

Vo
1
EZEf A a(nfef)z

ref A k ( eref)
le tout en [J].

DERIVEE VARTATIONNELLE DU HAMILTONIEN  Avec ce Hamiltonien H (%) corres-
pond une dérivée variationnelle (cf. [251])

[ a2 ( ref)z 7
B ~] amEref 7Tm
Dl(ﬁ'm)H ZT( ref) _
~ Em
Pa(en) e
~ ref)2
Dy(myH Wi
~ 150
| D5y H k(652
E(r]ef 1 ]

®* SHP ADIMENSIONNE On substitue les références dans les 5 équations du SHP

9.21.
(1)
dmtm T . d 1 TTm
dt—le(TSm)"ch—T<ar+r> €m+Pc ]Ja
df[m_Tref 0 1\ . a 1 ap
ET— <ar+ >£m e etfe T o T

~ 1 Eref 1 B Eref B Eref .
anm 2 re(f) ref <a~ + ) DZH B g refO ref 3H o ﬁ roef 2D1H
df a?c mrreteret \ ofF c et e ac (rreet)
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(2)

= = H
2 1
df  a%c erefrret oF
(3)
dVC _ dymds g, 44 d4,
dt s dt dt
(7 3 f ref
dV. _ @ Ty . s 45T %
df S com Vref cmy VCrEf
7 ref ref
C].VC - a EO dS aSl EO D H
d'{ Sc Vrefn—ref c Vcrefn—lref 4
(4)
drr a
=1 = —S1pc — *7'(1 k16, + Bli
dt m
d7 as Eref ac Eref a Eref aBl i ref
"1 "0 ppg_ Xl T pg-_2_70 p.@
dfi =~ ¢ ref1/ref 3 c ref\2 4 c refgref 50+ — ref ll
Ve () T4 1
()
d¢; . dg;
dt dt
df, a E¥ .
ﬁ = E grefn.ref D4H
1 1
Ainsi, on obtient un SHP formellement adimensionné :
Ttm
€
alm
ar | Ve | =
|
h
r Eref 1 Eref Py 1 Eref T 2 ﬁe‘fZ ~ A
“kar  Emaw () im0 0| [ 7
1 B o 2T(eleh)2
azf srefnref oF 0 0 0 f 0 Fel f €m
as,  E® 100 (VE)” v
aS, EX® acy EJ° Ef® o) -
0 0 Tl ,Tlrefovcref - Tl (nlr%f)z _% H{G?K{EF my EXEF T
et k(4%
| 0 0 0 %clrefgifef 0 )L g O
0
0
+| 0 | (Cais)
aBl i{ef
c nfo
0

On remarque la symétrie dans 'opérateur J — R (écrit ici comme une seule matrice).

On vérifie que chaque composant non nul dans ce SHP est sans dimension physique

(=D
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c.2.2.3 Choix des références

BUT On peut proposer deux buts pour l’adimensionnement :
— mettre un maximum de coefficients a 1 dans le gradient du Hamiltonien
— mettre un maximum de coefficients a 1 dans les opérateurs J et R.

Apres dénombrement du nombre de degrés de liberté et comparaison au nombre de
variables de référence (5 pour l'état, E5°f et ilref), on constate que 1’on ne peut obtenir
les deux buts a la fois. Nous choisissons de mettre tous les coefficients dans DzH (%) a

1, et donc
~ ~ 27
DxH(i)z[fzm Em Vo 7 41] . (C.16)

On obtient ainsi 5 conditions. Une 6me consiste a mettre un 1 devant i}, et il reste
encore une 7me condition a choisir.

CHOIX RETENU Apres quelques essais, nous proposons la démarche suivante.
Il se trouve que le fait de choisir J(1,3) = 1 (ou un autre coefficient des opérateurs

N

J ou R) meéne a un systeme d’équations surdéterminé sans solution. Pour cette

raison, nous choisissons VCref £V, et alors E(rff £ vpoVp d’apres la condition sur D3 H.

Finalement, nous obtenons les références
fa

E” = vpoVo
f A

Ve =2V,

et &\ /miypoVo

gref A TPo VO
1 kl

=

JAN
et 2

ref A
e

Q- Q|-
<
=
(=)
=

O ref O
2Bl T 4B mypoVo.

. AN
Zfef L
On remarque que le Hamiltonien s’écrit alors comme

~ 1 = 1 = 1. 1 1-
H(%) = 5 /S A% dS + 5 /ngnds + EVCZ + Eﬁlz + Qélz- (C.1y)



c.2.2.4 SHP adimensionné

C.2 MODELE

En substituant les définitions des variables de références dans le SHP (C.15), on

obtient le SHP
Ttm
g
d |
ai | Ve | T
|
0
_ , .
~ o (3+1) -2/
9 0 0
5 3
am”‘go J5-dS 0 0
S, Y
I N
0 0 0

_aS [ po
c mVy
_aq

cmy

c\/ m

ol

o

B

_ O O O

)

Introduisant des noms pour les groupes adimensionnels qui restent dans le SHP, on

a finalement

o — (%+
" 2 0 0
q Fm oF
G| V| = |afs dS 0 0
i 0 0 B
L4
I 0 0

avec

0 0
B 0
- —p
pa 0

o = O O O

c.2.3 Modele SHP de dimension finie : projection modale et réduction d’ordre

c.2.3.1  Choix de la base modale

Lemme C.2. Les fonctions

{imir) - me},
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avec Ay t.q. Jo(Awa) = 0, forment une base orthonormale.

Démonstration. En utilisant le produit scalaire (-, -)p, on vérifie par un calcul que les
propriétés d’orthogonalité et normalisation sont satisfaites.

(1) Orthogonalité : (P, Py)p =0, p # q

1 1
< WIO(APr), m]o()‘q”) >p

27 a
= I o) s ) /0 Jo(Apr)Jo(Agr) v dr
(Ca1) 2 AprJ1(Apr)Jo(Agr) — Agr]o(Apr)J1(Agr) -
a?J1(Apa)J1(Aqa) Ap—AF r=0

=0
puisque Jo(Apa) =0 = Jo(Aga).

(2) Normalisation : ((h, u)p = || ? = 1

1 1
(TR TR,

= 7(112]1/ ]0 (Apr) rdr
2 r=a
= T o ) () A0
(C3) 27 ()\nr)z ’ ) r=a
T 2R (Aa)Al { y (B + i (/W))LO

= P U+ T ()

=1

Lemme C.3. Les fonctions

{oulr) = o thar) = o},

avec Ay qui satisfait (9.12) et le poids

a4)\4 a2A2 1 1
Wy = Ana|Jo(Ana)l 8B2 ~ 4B +§+§ ,

forment une base orthonormale.
Démonstration. En utilisant le produit scalaire (-, -) p, on vérifie par un calcul que les
propriétés d’orthogonalité et normalisation sont satisfaites.

(1) Orthogonalité

azw

N

<(PP"Pl7>
Uo( r) = Jo(Apa)] [Jo(Aqr) — Jo(Aga)] 7 dr

a

o\\:‘

Jo(dy) [fo(Agr) = Jo(Aga)] 7 dr —Jo(Apa) [ [o(Aqr) = Jo(Aqa)] 7 dr

éll é12
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L = }é}/ri;“ Jo(Aqr) = Jo(Aqa)] d [Apr]i(Apr)]
LP. /\1 [[(]o(Aqr) T (Apr)] / AprJ1(Apr)d [Jo(Aqr) — JolAga)]
p
c3 1

= A—z)\p)\q /Ou rTi(Apr) J1(Agr) dr

) A r=a
2 )Aq l/\z - 5 (A1 (Apr)Jo(Agr) — /\Ph()‘qr)fo(/\l”r))]

r=0

- M” [AgJ1(Apa)Jo(Aqa) — ApJ1(Aga) Jo(Apa)]

(On se rappelle que Jo(A;a) # 0 ici.)
et

r=a 2
L =—J(A /: o(Agr) = Jo(Aga)] (r>

= —fo(Ap“)/ 2] ()‘q )/\qdr
— _7]0(/\;751 Aq/ J1(Agr)r*dr

:—%ﬁ”/hmomnawo

€13 Jo(Apa) (
- 22

Aqr) [2]1(/\q”) - ()‘q”)]O(/\qr)HZg

2
= o) 11 (Ag) + 5 Jo(Apa) Jo(Aga)
q

Nous substituons les propriétés
2
o 1(Aia) = Jo(Aia) = Ja(Aia) - (cf. Eq. (C.2)) (C.18)
1
et

2/\2
—— ]0()\ a) = Jo(Aja) (condition sur les fréquences (9.12)) (C.19)

dans les expressions pour I; et I, pour ainsi transformer toutes les J1(-) en Jo(-), que
I'on factorise ensuite. Plus précisément, en combinant (C.18) et (C.19), on a que

2/\2
aimmm=< B)h@@ (C20)
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h+1Dh
. )\%ﬂ A aZ)\%
- mh(/\q“) Jo(Apa) — B ——Jo(Apa)
)\ aZ/\Z
_ Ai”)@]o( ,,a) []0( q) — Bq]()(/\qa)]
a4A2
+ 2B ](APQ)IO(AQQ)

2.2 41242 2.2 412012 2
= fo(Apa)]o(/\qu)Aqa B aApAg A g TaA Ay —Ag)

(A2 —A2)2B
=0

(2) Normalisation

2 a
(@0 9u)e = s [ Uo(dur) = Jo(Aua)]?
a2w2 / ]0 (Apr)rdr =2]Jo(Ay a)/ ]o(Anr)rdr—{—]g()\na) /Oﬂrdr
2K, 2K, £K3
avec

K = Al ./77 R (Ar) (Anr)d(Anr)

r=a

@ L[ (o + )|

2
= % (](%(/\na) + ]12()”1”))
2]0 r=a

%na) /,:O Jo(Aur) (Aur)d(Anr)

() _2]05\#61) [(/\nr)h(/\nr)}:zg

Ky = —

:—%thmmW>

2
= S8 (Ana)
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Donc
L 2 [a? , ) 2a
(@n, Pu)p = 2wl {211 (Ana) +a”Jo(Ana) — /\771]0()\11{1)]1 (/\na)]
2 2 2
= | SR + i) (Joha) — 0 )
. 2
L o | SR 0) — () ()|

C19) 21 [a® , a*hAz
) [2]1()\1111)4‘ B”]o()\nﬂ)

a’A2

2 [1
= o |30 + )|

2
(C20) 270 B(Ana) 1a’A7 . a?A2 N a’A2
w2’ OV 2 4 B B
27 , ro |1 2a%A2 ot 1
= 2 Jo(Ana)a" Ay [8 (1 T g o an T3
2m o, b [a*AY a2A2 1 1
= a1 e — T T 5t

Avec (¢n, pn)p = 1 correspond la valeur

4r4 232
A a*A a‘A\ 1 1
wy = A |Jo(Ana)] \/27'( < 8an — 4B” + B + 8)' (C.21)

c.2.3.2  Projection modale du SHP et troncation & N modes

TRAVAUX PRELIMINAIRES La partie de dimension infinie du SHP adimensionné
9.23 est isolée :

d Ttm 0 (% + %) —al Tm
di,? E€m | = % 0 0 E€m |/
Vc L4 fS‘ . dS 0 0 Vc

que nous dénotons dans la présente sous-section comme

dx 5
i Jx.
(Nous n’indiquons donc pas explicitement ici qu’il s’agit seulement de la sous-partie
(1:3) x (1:3) du SHP total 5 x 5).

Afin de pouvoir projeter 7m (7, f), nous le faisons apparaitre dans 1’état #. On peut
calculer que

¢ Y dm _  dfm

Tim = et df ~tdr
1 Om
S 2
avec
T
w2a o1

TPoVo
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et donc
ftm Kdgi“
£= lem | = [k
V. V.

PROJECTION DE L'ETAT La projection correspond a

+o00 N
t) = ; Pn(r)za(t) ~ ; @n(r)zn(t)

avec Ym(r,t)[m] la position de la membrane, $,[—] les fonctions de la base modale (a
spécifier plus bas) et z,[m]| les évolutions temporelles correspondantes.

On adimensionne la formule de la projection en définissant les références addition-
nelles

g — Jm aYm

Tyt T

P (Pn A(Pn

(pn_qoref_T

s — “n s Zn

Z”_Zref_ a
et obtient

7) (C.22)

‘Sn
‘

LRI

Dénotons par F(f) un vecteur N x 1 contenant les évolutions temporelles Z,(f),n €
[1,N] (a simuler) et par E(f) un vecteur N x 1 contenant les fonctions de la base
modale @, (7),n € [1, N] (connues). Nous pouvons alors écrire

%
dfjm 3 .

K o «E® o |F®
Mm | — | OET(F) dE()

K gf K57 0 0 | =
2 0 S I A

(Par abus de notation, ¥ représente ici I’approximation des composantes 1 : 3 de 1’état
adimensionné %.) Par exemple, pour N = 2,

Z
1 Wm . - oo | 2
K=ar 0 0 Kp1 K@y O Z x (§10:21 + $10;22)
& Ofm | — = = ~ _ = - =~
X = |k gf - K87<p1 K87<p2 0 0 0 ale = |K (87<p121~+ ang;zZz)
Vc 0 0 8‘5722 Ve
L Ve

PROJECTION DU HAMILTONIEN Gréice a 'adimensionnement, le Hamiltonien
contient des formes quadratiques sans constantes physiques (facteurs '1”) (C.17) :

T (% 1 ~2 3 1 ~2 5 1 ~2 1 -2 1~2
H(x) = E/S’ﬂmd8+ §[§€md8+ EVC + E7-[1 + Eél
et on considere ici la partie 1 : 3, c’est-a-dire,

H1:3_7/~2d8+ / 2dS + V2
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On a que
~ 1
H1:3 = 2/5x12x12 d8+
1 (1o s =T m zg
=2 ) Z] (D)@ (1.2)x (12) (F) P(12) x (1:2) (F) Z1:2(F) (277dF) + 5
— J2WZ
ou
W2 [Wm 0 ]
0 W
avec

~ 1. -
W1:2=/0 <I)(1:2)><(1:2)<D-(rl:2)><(1:2)(27777d’7)

~ ~2
Ws =1 (: <1>3,3) .

Ensuite, on calcule Wj.,, en utilisant les propriétés des fonctions de Bessel listées

ci-dessus. On montre ici le cas N = 2.

W12—27T/ <I>12x<12)<f>2 2)x(12)7d?
1
0 Kafgﬁl
- 0 07> l 0 0 K1 Ko sdF
K1 0 kdrp1 K0zPy 0 0
0 Kgﬁz 0
(0:1)* % ¢19rg2 0 0
— o2 %#¢10:P2  (9:¢2)* 0 0 | g7
0 0 (§1)* §102
0 0 0 §152  (§2)?

Nous calculons les éléments de la matrice étant donné que (Lemme 9.2)

§i = wil [Jo(AiF) — Jo(A7)]

07 i = —;h
On calcule donc
o 271K? / 2 7dF =k —/ [Jo(AnF) — ]0(5\,1)]2 77 = «2.

La derniére étape suit de la normalisation (cf. Lemme 9.2) :

2 a 2 oo s
(Pn,u)e = 2z [, UoGhar) = Jo(haa)* rdr = 25 [ [Jo(A)

F) = Jo(An)]* 7d?

253
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27K?

1 o 1 ~ 5 5 5
'27TK2/0 ¢ip; FdF = wiw; /0 Uo(AiF) = Jo(A))] [Jo(Aj7) — Jo(Aj)] 7d7 =0

La derniere étape suit de I'orthogonalité (cf. Lemme 9.2).

Voo 2mkPAR o,
o2m<2/0 (97¢;)? 77 = 2 : /0 J2(A;7) 7d7
2mk2 =l
= [ RGH And(i)
w; 7=0

2 2

C9) 2;”.‘2 [(;\i?)z {]%(7\,-?) - 10(7\1'7)]2(;\1'7)}]

Kzfz y B .
_ ”w;z (R = o) a(A)]

1

2

A , (C.23)

N
ALi=\'3p2 " 2B "4 B

LA ﬁ_ﬁ+1+l
ML=\ g2 T2 T4 B

On peut aussi écrire

1
2702 /0 (35¢1)2 77 AN :

L 1
3 <4Bz—23+4+3>—3 3 1
— 252 21— .
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1
° 27‘[K2/ af(ﬁiaffq:)j 7d7
0
27‘[1(2}\1';\]'
N wiwj

12) 27TK2AGA 7 ~ oo oo =
e wiw; ! [;\12 i = [Ai1 (A7) Jo (A7) — Ai]O()‘ir)h(/\jr)]]

2ﬁK2}\i;\j 1 [;\
 ww; ;\12—;\]2

.20 2 27\1‘7\‘ 1 ~ ;\i ;\2 ~ ~ ~ }\ }\2 ~ ~
(oo T 247 - ;\}?_ [/\jz ( - Bl> Jo(Ai)Jo(Aj) — /\i?] (1 ) Jo(Aj)Jo (A )]

wiwj

K22

= ————Jo(A)Jo(A))

Bw,-w]-

‘a
N
w»
aq
=}
—
=
—
>1
v
S—
»
=
aq
=}
—
=
—
SN—
SN—

i - -
A4 A2 1 2 /\}t i 1 2
\/4éz—zé+4+3 B TATE

(C.24)

On souligne que dans ce cas (base modale {((7)} pour la membrane encastrée au
bord couplée a une cavité), les termes non diagonaux

1
27‘(1(2/ a;gﬁ,’af(f)j Fd7

ne sont pas nuls, puisque Jo(4;) # 0, ol1 les A; sont les solutions de la condition
implicite (9.24). Au contraire, pour la base modale correspondant & la membrane seule,

) = ————Jo(Aui) b,
V7tJi(An)

Ji(
avec la condition Jy(A,) = 0, on aurait

1 ~ ~ ~ o~ ~ ~
77/0 (07 (95pj)7d 7Tw2)\i/\j/o J1(AiF) J1 (A7) 7dF

= 2mw’Aikj o5 T R () — Ao (ir) ()]
i ]
o N G — Ao (i) ()
}112_;\]2 FI1\A )]0\ iJO\/Vi )1\
=0

Dans ce cas, il existe une relation d’orthogonalité entre les dérivées spatiales des
fonctions de la base modale. De ce fait, la matrice W sera diagonale pour la base

modale {1/?(17) }, et seulement diagonale par blocs pour la base modale {$(7)}.
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GRADIENT DU HAMILTONIEN On a que
D1:3H1:3(f1:3) = WZ(E)

INVERSE DE W Dans la suite, on aura besoin de I'inverse de la matrice W, que nous
calculons analytiquement pour les cas N = 2. En substituant des valeurs typiques
pour les constantes physiques du tom, on vérifie numériquement que la matrice W
est définie positive, ce qui signifie que I'énergie est bien posée et que la matrice est
inversible.

Pour le cas N = 1, on obtient une matrice diagonale :

ZAZX”] 010
- 1 Xty
W= 0o |x2]o0
0 0
donc
1 Xn
o K2A2X111 00
Wo=1 "0 |40
K
0 0|1

Pour les cas N > 1, on a affaire a une matrice diagonale par blocs de la forme

Alo
o|D |’

que l’on inverse par bloc :

A|O
O |D

En particulier, pour le cas N = 2, ceci correspond a

W e

—1
Al O

O |D!

W=

[ Kz;\%% _%2;\1;\ sign(]o(jt)gzjcilg/;(]o(;\Q)) 0 olo]
_%;\1;\2Sign(}ﬁ(xl))Sign(b(ZZ)) 2/\2an 0O 010
W _ X11X12 Xlz
0 k> 0
0 0 x2
L 0 0 0|1 ]
(C.25)

dont on calcule que 'inverse est

i X%,M%I,z Xll)clz 518'“(]0 A1) )Slgn( ) 0 010 1
A7 (X%I,{X%I,Z*B%) B Ak (X111X112 %
xraxi2 sign(Jo(A1) )sign(Jo(A2)) XXl
x2B Ao (12 12 1 232(42 42 1 0 040
Wfl _ 1 2<X11,1X11,2 32 K 2(7&1/17(11/2*3*2)
0 0 L0
K

1

0 0 0 =
L 0 0 0 0|1}
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PROJECTION DES OPERATEURS J, R ET G

Formule générale

Y- (7-R)z+on
L x2=®F)TZ(F)
éT%—? =(J-R)®'Z+3Ga
70 = .

a—?:cf)(jfﬁ)cf)TZ+d> i

|l Z et i1 ne dépendent pas de 7

1[&=T L 1[5 »5T . 1[5 5aT 5
fﬂ {qxb }(1:(21\1),:) (2m7)d? aj _ fU [cqu) ](1:(21\1),:) (2mF)d? fo [q)ch ](1:(21\1),:) (@nr)dr 7
ééq ot {éjciﬁ] 67”2&9]
(2N+1,:) (2N+1,:) (2N+1,:)
W Ly 2y,
17% -
P 2n7)dF
I Jo [ ](11:(21\1) )( ) ] Gi
[d)] (2N+1,)
o
lz=wlvAa
W9 = (V- ) W VA + G
oZ v-lomr-1 _ w1y, -1 Wl G
5= W VW —W 'V,W VH+W UG (C.26)
27 2R 8¢

On rappelle qu’ici, x représente temporairement seulement la partie 1: (2N + 1) de
I’état. De ce fait, G est zéro, I'entrée 7 agissant sur la partie EDO du SHP, qui n’est pas
concernée par la projection.

Projection de l'opérateur J

0 Kai(ﬁl 0- _
0 x3:¢ 0 (5 + l) — =
xdrgy 0 FT 0 0 kP1 kP
= ~ =T _ _ N
TP = KPq 0 0 % 0 0 Ka;gl_)l Kaf(pz 0
o2 0 0l a8 0 oL O 0 1
| 0 0 1]
i 0 Kaf(ﬁl 0- _
J = 9 ~
0 KB; :2 0 K (W + %) aF(Pl K (W + %) 87(P2 0 0 -
= K(ﬁl 0 0 0 0 Kaf/(ﬁl Kaf(;g 0
k92 0 0 L 0 0 XK fg (T)ldS XK fS‘ gﬁzds 0
L 0 0 1]
[ 0 0 e K% (0541 - 07 2) 0 |
0 0 K% (071 - 97 §2) K%(072)? 0
= |k (% %) *#P1 Ky (% %) P2 0 —aKxy
Kz(ﬁz (% %) afgﬁl Kzgﬁz (% %) 87(7)2 0 0 —0(1((?2
i ax [ §1dS ak [ §2dS 0
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175 75T s
- Jo [<I>J~¢I> ]~(1:(2N)’:) (27t7)d7
el
L (2N+1,:)
[ ) 0 0 K2(9:41)* k(971 - 9r2)
0 0 K2(9:¢1-9:¢2)  K2(9742)?
_ | = (3 1\ 4 = (9 1), 5
- o K291 (ﬁ 7) HP1 K (y + 7) I P2 0 0
K%y (% %) *P1  K>Go (% + %) 97 §2 0 0
| 0 0 ax [¢ §1dS ax [5 §pdS

On calcule les expressions* de la matrice V.

= ———LJo(A) (€.27)

ou encore

~ makAio(A) T =
BAilJo(Ai) [/ 7Txu,i Bx1,i

o7
Ca A [A - 5 J1(AiF)
~2 |3 Ui - (i) + 1
€2 A (Ao, < - Ai s .
=23 o)~ )] + 5 o)+ (1)
1
A2
= —a’i]o(/\i) (C.28)
1 ) Az
. 27‘[/ K2 (0:¢;)” 77 = 2711(2—’2 J2(A;7) 7d7
wi 0
MR
(C23) 2xzﬁ—ﬁ+i+%
I A T T R
i 2T 4T B
2
= KZ’}lZZXIZLZ
AT

1. Partout dans les calculs, une expression avec i et j (€ IN) sous-entend que i # j. L'expression avec j = i
est calculée séparément; on ne la retrouve pas (forcément) en prenant le cas j = i dans la formule pour j # i!
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A
@)
N

=
=
N
w»
—
aq
|}
—
=
—
>a1
\_/
SN—

i

BZUZ'
2m2axA? [ =1
= " B, Jo(As) [2]7_0
i o
B, Jo(As)
1 ,_7/709 1 -
027'(/ K2 @i <87+7> 95 ; 7dF
5 A2 1 B » -
i / o (i) — Jo(A:)] Jo(Ai7) 77
32
= 2 [ [ B e ) [ i)
- D) 2 =1 - . . 5 7=1 - - ~
(©8UCS) ;; [ /r:0 T3 (A7) (AF)d(AiF) = Jo(As) /: Jo(A:F) <m>d<u>]
27K (Aif)? /o5 - 25 = 5 5T (35171
=25 |55 (BAn )| -0 (AR
27K

(C20) 2mK% (A2 | 5 o1 A2 AN L, . A2, A2
w? [2 Jo(Ae) + A 1 28 Tam Jo(A) 2 Jo(A:) B
32 32 4 16 12
- A4 ; AS M-
2% 12 i i i i
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Ou encore (cf. Eq. (C.23))
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Finalement, on obtient
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SHP projeté

En injectant les expressions obtenues pour j. R, W dans la formule de projection
(C.26), et en considérant a nouveau ’état entier, on trouve apres quelques multiplica-

S v © O O

o O © O O

0
0
0
0
0_
0 O
0 0
0 O
0 0

o Mmoo o o
o o o o o

tions la forme SHP projeté a N modes.
Dans la suite, sign (Jo (A;)) sera noté comme sign;.
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C.2.4 Représentation d’état

Pour réécrire le SHP sous la représentation d’état standard, on calcule d’abord le
produit (J — R)W de sorte a obtenir (pour N = 2)

0 0 1 0 0 0 0
B 0 0 0 1 0 0 o |2 0
) X 13, signgsign NI k) 0
R 11y signysigny _ 0 Ay si 0 0
%z Ty R ¢ KBy, “15EM az| o
A | = | A4y signgsign X N H
7 |0:2 ArAp signgsigny 2112 -~ N oz |+ ol i
a | %% 52 S Xrs -i3 bl 0 ¢ \BXIZ/\Zslg‘nz 0 0 i
V. v 0
< 0 0 Kfa Alslgn-] ’éf Aysigny 0 —B1 0 <
a X1,2 ! 1
A 0 0 0 0 B & kg 0
0 0 0 0 0 B2 0

On substitue ensuite la relation statique de la cavité :

dVe — x/mma s dz;  xy/ma

dz .

i~ Brs Assign (Jo(Ar)) == & Bris /\ZSIgn(fo(/\z))cT;—ﬁlﬂl,
qui, puisque

L 1dh

1 — ﬁZ df ’
s’écrit comme

dve  xy/mas dz;  xymas | L dzm B dh

i Brix 1sign (Jo(M)) Bxis 2sign (Jo(A2)) By T’
et apres intégration,

- KTt VLT <. Py

Ve=-— Aqsign A Assign A2)) 2o — =4].

c By ! gn (Jo(A1)) Z1 Bris 2 gn (Jo(A2)) 22 5"

La représentation d’état x = Ax + Bu ainsi obtenue est montrée pour les cas N =
1,2,3 ci-dessous.
La sortie (mesure) y est la pression dans la cavité (cas N = 2) :

Yy=pc= Ve
K/t s N K/ 5 B1
= Aqsign A)) 2+ Assign A2)) 2o + E,
Y By, 158 (Jo(A1)) 21 T By, 2 (Jo(A2)) 22 75,0
donc y = Cx s’écrit comme
R
Z
. 5 . z iZ
y= [7"3‘)([;")\151@ (Jo(A1)) ’YB\QZ Agsign (Jo(A2)) 0 0 0 ’Y,g*ﬂ t;
F22
ﬁl
L b
Représentation d’état pour N =1
% - 0 1 0 XFO % 0
d 8;21 /\ZA - BZX )\2 Y g; KBX”/\lslgnl 8;21 + 0 7
- 5 == N 1
d 7~T1 —B1 B‘XF Aysign; 0 —C —Bo— 7 7~fl 1
b 0 0 B 0 b 0
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C.3 CONTROLE MODAL
c.3.1 Régulateur en temps fini

c.3.1.1 Sous-systeme de la membrane controlée en pression

Nous isolons les 2N premieres équations du SHP. La matrice W est diagonale pour
le cas N = 1 ou diagonale par blocs pour N > 2 et le seul couplage avec la partie

«cavité » est a travers I'élément Jon on-+1. Nous considérons V. (ou encore p.) comme

une entrée (au lieu d'un état), ce qui donne, pour N =1,

- 1 -
ST B Waaoa | y
z = 1 z 1:2) x (1:2 5 Ve § s 3
dt 9721 =2 2 721 ®BX11 Asign (]0()\1))
i 1 232 X
10 P K°AL N 0 % 0
- 1 4 / 5 Ve § o 3
2 2 0 «2| (9 whysign (Jo(A1))
~ 32 X 1 + N B 5 Pe-
TN, ¢| (921 ~ By ;115181 (]O( 1))
—/—/
A B
De la méme maniere, le cas N = 2 est calculé comme suivant :
5 0 0 5 0 5 0
d | 5 0 0 Tl s 5 0 o
di Wiayx (14 + P WiV,
@ loz| (-3 o =5 o | e T ey hsign | 7
a;iz L 0 — Klz 0 — K%_ 8;22 ng;?z Azsignz
2 -
r A 252 X111 2 My ;
0 KLZ 0 kA% & -5 Tiixrz S8 Sign 0
1 i3 a2
— 0 0 0 2 - % x?igz sign, sign, K222 );’ZJ 0
_ 1 0 _< 0 o 12
x2 x2 2
0 Y 0 o 0 0 K
- <2 <2 0 0 0
0
0 o~
Pe
+ <. _Frc
Ry Msigny ( % )
A= Nasign,
0 0 0
2 0
0 0 o 1||° 0
. X . Zn -
32 X111 AjAy  signgsigny _ + 7 .
N X3y Xiixrz B ¢ 921 _%Alslgm e
P 2 _ Cox
x;\} 22 signy signy -x2 ’;1%7122 0 —¢| Loz - %/\Z&gnz
A . B
Modele pour N =1
d |z | 0 . 1 2|, 0 _
df las | | 32X _ > VL O
9521 M 7 ¢l 921 By A1signg

W3,3 VC

.1.<_
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Modele pour N =2

) 0 0 1 0],
Z1 21
~ 0 0 0 1 N
d Zn _ s 22
= || = 2X1 1 Ak o ; .
dt a;Zl )\1 XI[I: P)(Ii)(?ZSIgnlslgHZ _g 0 E);zl
0:% 1 AA 240, 0;Z
R Pt U A
0
+ 0 p
N
— BT )\151gr11
'y;\c/l;m}\ﬁIgnZ
Modele pour N =3
Z
)
d |z _
dt 19,z
E);Zz
0323
[ 0 0 0 1 0 0] . -
0 0 0 0 A
0 0 0 0 0 2
o Z3
2X111 15 5, signgsign, 1y y_signgsigng
)‘ X11 BA A X11X12 B/\ A3 X11X13 ¢ 0 0 8;21
173 3_sign;sign 2?(112 17,7, Sign,sign, _ 25
A2, B -3 3 AR EER 0 —¢ 0| |9
173 3 sign;sign 15 3 sign,sign 2)(,,3 _ 81723
_BAlA xr,i?ass Az/\ 7(12)(133 A3 )(,3 0 0 C-
0
0
0
+ NG Pe
— %BxiT )\151gr11
o
~ %Briz A251gn2
Ve
— By A3s1gn3_

c.3.1.2 Commandabilité

On prouve que le sous-systeme de la membrane controlée par la pression est com-
mandable. Pour cela, il faut prouver que la matrice de commandabilité C est de rang

pleine. On montre les cas N = 1 et 2.

Cas N =1 (ici sans dissipation)
Matrice de commandabilité :

cs _ 0 — e Aasign (Jo(M))
N [B AB} o NGO ~
" yxBxia AlSIgn (]O(Al» 0
Vi 5 o < fo1
= _7A /\ )
YkBX11 isign (Jo(41)) 10

On a que rang(C) = 2 donc le systéme est commandable.
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Dans la derniére expression, la premiére matrice est de rang 2 :

{0 -1 ... ...}#k~[—1 g ... ]
Pareillement, la deuxiéme matrice est de rang 2 :
{0 -1 ... ...}#k-[q g ... ]

La matrice entiere est donc de rang 4 : les deux vecteurs des deux matrices ne peuvent
étre les mémes (pour tout ¢) vu que A1 # Aj.
On a que rang(C) = 4 donc le systéme est commandable.

c.3.2 Observateur en temps fini

c.3.2.1  Observabilité

On considere le cas N = 2 (Eq. (C.29)). Il faut prouver que la matrice d’observabilité

C
CA
CA?
CA3
CA*
| CAS

est de rang plein :
rang(O) = 6.

Pour le calcul, on note :
cs [nyTl T, 0 0 0 fy%}

ou T; 2 Y7 Asign,, et

~ Bxui
) 0 1 0 0 0 |
0 0 0 1 0 0
Al U U, -¢ 0 0 —%Tl
Uiz U 0 —-¢ 0 f%Tz
2
~BikTy BTy 0 0 —{ —pp— 4
L 0 0 0 0 B 0o |
avec
X%Il T
Ulé—;xz — — A2
1?&1 BzX%l !
Uy 2 AiA; sign (Jo(Aq)) sign (Jo(A2))
B X11X12
v - ) .
2T A1Agsign (Jo(A1)) sign (Jo(A2))

2 2
2 X T ~
u, £ —A3%2 232
2 BZ 2
X12 XTp2
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Un calcul analytique meéne a une forme longue dont les premiers termes sont montrés
sur la page suivante. Un logiciel analytique confirme que cette expression est de rang
6 (A et Ay étant différents), de méme qu’un logiciel numérique lorsque les valeurs
physiques utilisées dans la Simulation 1 dans le Chapitre 9 sont substituées. On peut
donc conclure que le systeme est observable et que I'on peut concevoir un observateur.
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(G +1d) 5+ (Fx +41) 3] 4
%+t + 2o+ dr) L1l —
0

[
o

L
Tg

[9— %+ 1+ I+ L] tgh—
_m\bm\
gl
0

[(2+ 1 -m)u+ani]w
Tl 5—
Tk
0

(¢ —“n) e+ (2 + ) z]
Il g—
ok
0

(s —Y3) a +andtr—]
[(3d — ) & +Tni]
0
1574

[@ndi — ('nd — d3) o]
[(2d —<n) &L+ i) w
0
Tk

=0






LE TOM : IMPLEMENTATION EXPERIMENTALE

Ce chapitre contient quelques informations supplémentaires concernant I'implémen-
tation expérimentale du controleur modal du tom dans le Chapitre 10.
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D.1 IDENTIFICATION
D.1.1 Haut-parleur

VERIFICATION DE L'IDENTIFICATION DES PARAMETRES A titre indicatif, nous
souhaitons comparer les valeurs que nous avons identifiées (pour une configuration
du haut-parleur dans une enceinte de volume V. = 7050 - 46,3cm® — ca. 2238cm?® =
0,160m?) avec les valeurs constructeur données (pour une autre enceinte de 0,038m?).
A cet effet, nous corrigeons I'influence de I'enceinte qui consiste en les deux points
suivants.

1. L'air déplacé agit comme une raideur supplémentaire [176]
F
ke = —.
T Ax
La force F, = Ap-S; (S; étant la surface du piston plan, Ap par rapport a la
pression atmosphérique pg) appliquée sur la membrane comprime 1'air dans
I'enceinte et fait descendre la membrane d’une distance Ax. Ce changement
de hauteur de membrane correspond a un changement de volume de AV par
rapport au volume V, au repos de I'enceinte. Si nous supposons un processus
adiabatique, nous avons la relation
Ap| _, |aV
Po Ve’
ou 7y est 'indice adiabatique (1,4 pour l'air). Il en suit que
2Po
ke = ’)’dee

Avec S; = 0.0515m?, po = 103525Pa et V, = 0,160m3, ceci correspond & une
valeur k, = 2351N/m.
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2. L'ajout de la raideur k,, qui consiste a remplacer la raideur k par une raideur équi-
valente keq £ k + k. dans les équations de Thiele & Small, induit un changement
de fréquence :

avec k = k,/k le rapport des deux contributions de raideur.

Ainsi, une fréquence f. = 35,425Hz identifiée sur le haut-parleur monté dans une
enceinte correspondrait a une fréquence de f = 27,22Hz pour un haut-parleur
bafflé mais sans enceinte.

La comparaison est donnée dans le Tableau D.1, ou l'erreur relative est calculée
comme

|Va1euridentif. — valeuryey, |

Crel —
re valeur,¢

Tableau D.1 — Comparaison entre les valeurs identifiées du haut-parleur et les valeurs construc-

teur.
‘ IDENTIF. CORR. REF. CORR. exres [%]
fo [Hz] | 35425 31,05 35
(monté ?)
R [Q] \ 5,52 3,2 \ 72,5
[mH] | 4,37
?
Bl [Tm] | 174 | 18,653 | 6,7
m gl ‘ 157 ‘ 188 ‘ 16,5
¢ Ikg/sl| 487 | 868 439

k [N/m]| 7800 5449 9088
(monté?) 7

Les valeurs de référence proviennent des données constructeur de la Section D.4.
Pour faire les conversions a partir des parametres de Thiele & Small « petit signal » y
figurant, on utilise

2
o ¢S, N
21tf0 ) Vas

avec les données de l'air p = 1,20kg/ m3, c = 343m/s, Vs = 41,2 -103m?>

27 fomR,
Bl = |—5—
QES

27 fom
Cc = R =
" Qums
po L pc*S3
Cms  Vas

D.1.2 Membrane

Des figures de Chladni en haute-fréquence sont montrées Figure D.1.
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(a) f = 263Hz

(e) f = 375Hz

(h) f = 737Hz (i) f = 742Hz

() f = 792Hz (k) f = 798Hz

F1GURE D.1 - Figures de Chladni de quelques modes plus élevés. La fréquence d’excitation est
indiquée.



282 LE TOM : IMPLEMENTATION EXPERIMENTALE

D.2 DISPOSITIF DE CONTROLE
D.2.1  Composants

D.2.1.1  Microcontréleur : le Coala

CABLAGE Le cablage du Coala permettant d’utiliser les connecteurs Ext in et
Ext out est montré Figure D.2.

F1Gure D.2 — Cablage du Coala

D.2.2  Systeme de frappe reproductible

Le plan de la piece d’ajustement de diametre est montré Figure D.3 et son impression
3D Figure D.4. Le support-baguette monté (encore sans pied de support et butée) est
montré Figure D.5.
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F1Gure D.3 — Conception de la piéce d’ajustement de diametre

F1GUure D.5 — Montage du support-baguette
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D.3 EVALUATION DU CONTROLE
D.3.1 Changement de fréquence

DEPHASAGE DANS LA CAVITE Pour avoir une indication du déphasage entre le
mouvement de la membrane du haut-parleur et le son propagé au niveau de la mem-
brane supérieure du tom, on applique une tension en forme de sweep logarithmique
d’une durée de 100s allant de 0,1Hz a 10kHz et mesure le son en un point a l'intérieur
de la cavité et en un point au-dessus du milieu de la membrane supérieure du tom
(Figures 10.38-D.6 et Tableau D.2).

Tableau D.2 — Dispositif concernant le déphasage dans la cavité : liste des instruments

Microphone dans la cavité | Bruel & Kjeer 4939
Microphone au-dessus de la membrane | Bruel & Kjeer 4191
Conditionneur des microphones | Nexus 2690
Amplificateur du haut-parleur | Newtonssth Ltd LPAos

Générateur basse-fréquence | TTi TG2ooo

Carte d’acquisition | National Instruments 9234

Les signaux mesurés sont affichés Figure D.7. Dénotant leurs transformées de Laplace
comme
u(t) < V(s)
pe(t) < Pe(s)
Pe(t) < Pe(s),

on définit les fonctions de transfert

Pc(s) ot Pe(s)
V(s) Vi(s)’

qui sont montrées Figure D.8.

On voit que la phase de la fonction de transfert P.(s)/V(s) varie beaucoup dans la
plage d’intérét du contrdleur [0,300]Hz. On peut donc s’attendre a des déphasages
entre la membrane du haut-parleur et la membrane supérieure du tom en fonction de
la fréquence, voire des influences de modes du volume et de la paroi du fat, le tout
n’étant pas pris en compte par le modele utilisé pour le développement de la loi de
commande.
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F1Gure D.6 — Dispositif concernant le déphasage dans la cavité : schéma
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F1GURE D.7 — Mesures concernant le déphasage dans la cavité : signaux mesurés
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FIGURE D.8 — Mesures concernant le déphasage dans la cavité : fonctions de transfert
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D.4 DONNEES CONSTRUCTEUR

CARTE D'ACQUISITION

National instruments 9234

DATASHEET

NI 9234

4 Al, +5 V, 24 Bit, 51.2 kS/s/ch Simultaneous, AC/DC Coupling, IEPE
AC Coupling

¢ Software-selectable AC/DC coupling (AC coupled at
0.5 Hz)

*  Software-selectable IEPE signal conditioning
with AC coupling (2 mA)

e -40°Cto 70 °C operating, 5 g vibration, 50 g shock

e 24-bit resolution

e Anti-aliasing filters

¢ 102 dB dynamic range

¢ Smart TEDS sensor compatibility

The NI 9234 is a four-channel dynamic signal acquisition module for making high-accuracy
measurements from IEPE sensors. The NI 9234 delivers 102 dB of dynamic range and
incorporates Integrated Electronics Piezoelectric (IEPE) signal conditioning at 2 mA constant
current for accelerometers and microphones. The four input channels simultaneously acquire
at rates up to 51.2 kS/s. In addition, the module includes built-in anti-aliasing filters that
automatically adjust to your sampling rate. Compatible with a single-module USB carrier and
NI CompactDAQ and CompactRIO hardware, the NI 9234 is ideal for a wide variety of
mobile or portable applications such as industrial machine condition monitoring and in-vehicle
noise, vibration, and harshness testing.

NATIONAL
INSTRUMENTS'
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HAUT-PARLEUR

Raveland AXX 1212 |1

AVELAND

AXX 1010/1212/1515

Car-HiFi Subwoofer Chassis

- silver coated cone - silver die cast basket

- silver push terminals - kapton voice coil former

- double magnet - 30 mm high excursion foam
- double spider surround

- lin. excursion +/- 9 mm - designed for small cabinets

Geh&usevorschldge / recommended enclosures:

AXX 1010 AXX 1212 AXX 1515
Bassreflex: volume 20 |, Bassreflex: volume 38 I, Bassreflex: volume 65 |,
Port: 1 x BR 8136 X + BR 8136 XT Port: 2 x BR 8136 X + BR 8136 XT Port: 2 x BR 8146 X + BR 8146 XT

[ 6cmx 15cm ] [ 6cmx 15 cm ] [ 9cmx 15cm 1

T TPy L@

Oy
|| |
has i
* =
»
«
7 =
- = » =
2, - " " . 2 LN " E
oz )

wn o - ' - " B .....
Forr €2 23 6 e F a:: 25zand i K13 wIC s 3T

o o g i WEYS

EREX]

BT iRTARFA A

Technische Daten und Parameter / technical data and parameter

Typ / type: AXX 1010 AXX 1212 AXX 1515
Nom. Impedanz Ohm / nom. impedance ohms: 4 4 4
Aussendurchmesser / overall diameter mm. 270 320 390
Einbaudurchmesser / mounting diameter mm: 236 286 354
Re Ohm / RDC ohms: 3.2 3.2 3.2
Resnanzfrequenz / resonce frequency Fs Hz 36 35 34
Mech. Dampfung / mech. damping Qms: 4.65 4.76 4.35
Elekt. Dampfung / elect. damping Qes: 0.37 0.38 0.34
Gesamt Dampfung / total damping Qfs: 0.34 0.35 0.32
Aquivalentvolumen / equivalent volume VAS L: 21.8 41.2 88
Membranflache / cone area cm2: 333 515 804
Schalldruck / sound pressure level SPL dB: 88 90 93
Belastbarkeit Watt R.M.S. / power handling watts R.M.S. 200 220 300
Belastbarkeit Watt max. / power handling watts max. 500 600 800

=RAVELAND =

Distribution: speaker trade, Neuenhofer Str. 42-44, 42657 Solingen, Germany, Tel: + 49 - 02 12 - 38226-0, Fax: + 49 - 02 12 - 38226-40, Internet: www.raveland.de

1. Ce modele semble ne plus étre produit. Les données constructeur ont été obtenues de l'entreprise
Speaker Trade, Solingen, Allemagne.



AMPLIFICATEUR DU HAUT-PARLEUR
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Newtonsgth Ltd LPAos Amplificateur de puissance

Laboratory power amplifier LPA05

AN4AL LPA05 ::

Laboratory Power Amplifier

ouTPUT

a0vA ma

.

Features:

DC and AC wide bandwidth

Switch selectable coupling options:
AC, AC+DC or AC with reduced DC

Fixed x10 Gain

Switch selectable bandwidth

High slew rate

Isolated BNC or 4mm output sockets

+ 40V peak
3A rms / 5A peak
(LPAOSA resistive load)

+ 16V peak
5A rms / 8A peak
(LPAOSB resistive load)

Isolated from ground to prevent earth
loops

Robust metal enclosure

LPAOSA & LPAO5B provide wide bandwidth signal amplification at up to 8A peak,
extending the range of industrial and laboratory applications into which the LPA

series can be used.

LPAO5: High frequency, high current testing of very low impedance loads,
follow guidance in user manual if DUT impedance is below 5 ohms

-Also in the LPA range -

LPAO1: High frequency, testing of low impedance loads at up to 1Apk

e.g. wound components

LPA400: High voltage, high frequency testing and calibration
Driving high voltage actuators (e.g. piezo) up to + 400V

N\

Newtons4th Ltd

Newtons4th Ltd

1 Bede Island Road
Leicester

LE2 7EA, UK

Tel +44 116 2301066

Fax +44 116 2301061

e-mail office@newtons4th.com
Website www.newtons4th.com
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The LPA range of power amplifiers from N4L are robust and reliable for use in a variety
of industrial and laboratory applications. Designed originally for use with the PSM* range
Phase Sensitive Multimeters, they can also be used anywhere where there is a need to
boost a signal either in voltage or current.
They combine dc accuracy with wide bandwidth to faithfully reproduce complex
waveforms, driving loads that may be capacitive, inductive or resistive.

Optionally, the dc component can be eliminated with ac coupling, or can be reduced with
ac+(dc) coupling. To limit high frequency noise, the input bandwidth can be reduced
with a linear phase, 2" order, low pass filter for low frequency applications.

Specifications:
Parameter LPAO5SA LPAO5SB
Max Output Voltage 80V pk-pk (28Vrms) | 32V pk-pk (12Vrms)
Max ac output current 3Arms 5A rms oo e e
(>100Hz) 5A pk 8A pk A/losApk sams | +-4ovpk | +-20vpk
Max dc output current 2A 4A
Input connector isolated BNC
Input impedance 10kQ
Peak input voltage! +4V | +2V
Input common mode range +40V
Input offset voltage 5mV (max)
1mV (typ)
Input coupling ac, ac+dc, ac+(dc)
AC coupling filter —3dB 16Hz
(dc) gain factor 0.1
Low B/W filter attenuation 40 dB/decade . =
Low B/W filter type linear phase
Gain x10 e
Slew rate 120 V/us
Output connector isolated BNC + 4mm safety connectors ce
Output power 90 VA [ 60 VA s
Operating temperature range 0-40°C - -
Size 30 x 15 x25 cm
Weight 6 kg (approx) All specifications at 23°c +/- 5°¢

Power source

90-265V 45-63Hz

These specifications are quoted in good faith but

Power consumption

150 VA

Ltd reserves the right to amend any
specification at any time without notice

! The input voltages should be limited to ensure that the output does not exceed the permitted limits.

* The PSM range includes the PSM1700, PSM1735, PSM2200 and PSM2201 that
incorporate gain/phase analysis, LCR meter, phase angle voltmeter, wideband true rms
meter, Power analyser, harmonic analyser and more.

The LPA range is designed & manufactured in the UK by Newtons4th Ltd.
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SONDE DE COURANT

‘ Newtonsgth Ltd HFoo3 Sonde de courant

Newtons4th Ltd

@\N 4L e
High Frequency Current Shunts for the PPA Series
HF003 to HF500

fONAL  200A CURRENT SHUNT

HF200

HF003 / HF006 / HF020

fON4L  100A CURRENT SHUNT

HF100

HF500

The HF series shunts provide an accurate current sensing solution for many wideband power
measurement applications up to 500Arms.

Utilising an innovative design unique to N4L that exhibits exceptionally low parasitic inductance,
each shunt will maintain its specified resistance over a frequency range from DC to 1MHz without
exhibiting the phase shift that is normally associated with high current resistive shunts.

While the HF series was primarily designed for use with the PPA series power analyzers from
N4L that provide exceptional wideband accuracy, dynamic range and common mode rejection,
the HF series can be used as a precise current sensing device for other equipment.

Model | Nominal Phase Error Continuous | PPA typical* | Input
Resistance Current min Current | Connector

HF500 | 0.2mQ + 0.1% | 0.1° / kHz 500Arms 0.5Arms M16 bolt/lug

HF200 | 0.5mQ £+ 0.1% | 0.1° / kHz 200Arms 0.2Arms M10 bolt

HF100  1mQ + 0.1% 0.05° / kHz 100Arms 0.1Arms HD binding post
HF020 | 10mQ + 0.1% 0.01° / kHz 20Arms 10mArms 4mm socket

HF006 | 100mQ =+ 0.1% | 0.001° / kHz | 6Arms 1mArms 4mm socket
HF003 | 470mQ + 0.1% | 0.0001° / kHz | 3Arms 0.2mArms 4mm socket
Permitted Crest Factor: 10 (e.g. repetitive peak current for HF100 is 1000Apk)
Maximum peak current: Single peak current with < 100uS duration is 2 x Apk
(e.g. single peak current for HF100 is 2000Apk < 100uS)
Nominal inductance: < 1nH
Minimum current*: Based on use with a PPA analyzer ext. input and CF of < 3
Output connector: Safety BNC - Non isolated with non inverted polarity

(Output is at line potential therefore safety BNC to BNC
leads must be used for instrument connection)
Protection rating: 600V Cat II

Newtons4th Ltd 30 Loughborough Rd Mountsorrel  Loughborough LE12 7AT UK Tel +44 (0)116 2301066
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CAPTEUR LASER

‘ Keyence LK-Hos0 Capteur laser

Fiche technique FKEYENCE

LK-HO50

Téte de capteur, type a spot

ce

| SPECIFICATIONS

Modéle LK-H050
Type de montage Réflexion diffuse
Distance de référence 50 mm
Plage de mesure +10 mm’!
Source de lumiére Type Laser rouge & semi-conducteur
Longueur d'onde 655nm
Source lumineuse Classe laser CEI 60825-1: Classe 3R
Source de lumiére Emission 4.8mW
Diamétre de spot (a la distance standard) 050 pm
Linéarité 40,02 % de la pleine échelle (Pleine échelle = 20 mm)?
Répétabilite 0,025 pm®
Cadence d'échantillonnage 2,55/5/10/20/50/100/200/500/1000 pis (9 étapes réglables)
Caractéristiques de température 0,01 % de la pleine échelle/°C (Pleine échelle = 20 mm)
Résistance  I'environnement Indice de protection 1P67
Lumiére ambiante Lampe a incandescence ou fluorescence: 10,000 lux max.
Température ambiante De 0 a +50 °C*
Humidité relative 35 4 85 % HR (Sans condensation)
Résistance aux vibrations De 10 4 55 Hz, Double amplitude de 1,5 mm, 2 heures dans chacune des directions X, Y et Z
Matériau Aluminium coulé sous pression
Poids Environ 260 g

“! Plage de mesure lorsque le cycle d'échantillonnage est de 20 ps ou plus.

2 Cette valeur est obtenue lorsque Ia cible standard KEYENCE (piéce blanche diffusante ou piéce pourvue d'une surface métallique réfiéchissante uniquement pour le LK-HOOB/LK-HO08W) est mesurée avec le
mode de mesure normal.

3 Cette valeur est obtenue lorsque Ia cible standard KEYENCE (piéce blanche diffusante ou piéce pourvue d'une surface métallique réfléchissante uniquement pour le LK-HO0B/LK-H008W) est mesurée 4 la
distance de référence, le nombre de mesures utilisées pour calculer la moyenne étant fixé a 16384. La valeur entre parenthéses est un e x emple type de mesure dont le nombre de mesures utilisées pour
calculer la moyenne est fixé a 65536 et le cycle d'échantillonnage a 200 ps.

" Lorsque la température ambiante est supérieure ou égale 4 40 °C, réalisez un montage sur plaque métallique avant utilisation.
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Dytran 5800SL Impulse hammer ‘

D.4 DONNEES CONSTRUCTEUR

Model Number Doc No
PERFORMANCE SPECIFICATION PS5800SL
| | DYNAPULSE"™ IMPULSE HAMMERS | | Reve.eon s toainr
Fm Model Sensitvity (mviLb) | RangelLbs. Force) _|Max Force (Lbs. Force) | Oper. Temp(F)
v
- IMPULSE HAMMERS
- EXCELLENT LINEARITY Prease, refer the
Supplied Accessories:
17025)
[ ENGLISH 1 [ sl | he nder. Weight - 3.5 Grams.
PHYSICAL
weight o5 o 55 gams  [Notes:
(Connector Micro 03z 0% ) 1 as Dyiran LIVM power uns.
| Sensing Element Mode Compression Compression D ‘supply L ified here.
impact Tip Material 00 Series — To do so wit immediatey deiroy the bt C amlfer.
Hardnoss, Nom = Re Lz Re
Diameter o1 in 752000508 mm
PERFORMANCE
[sensitviy, = 10% 00 mVLoF 75 mN
Range [0 s Force o W
Maximum Force 70 Lbs. Force 05 W
inearity [T | %Fulscae =1 % Full Scale
[Resonant Frequency, Nom 0 e % Kz
Stffness. 5 ] twn [0 ] wm
(Operating Temperature 010 +150 F 005 K
ELeCTRICAL
(Output Votage F.5 E: v ) v
[Output Impecance, Max a a
| Compliance Valtage Range [1] voc voc I
|Supply Curent Range (1] mA mA -
[Discharge Time Constant, Nom 3 sec 3 sec
i ] v
[ o
4
i
Rt 12759081 b e o
IT NUEROED .
B DL RN

CONDITIONNEUR DU MARTEAU D'IMPACT

Metra Mess- und Frequenztechnik M32 Conditioning module ‘

Manfred Weber

Metra Mess- und Frequenztechnik in Radebeul e.K.

D-01445 Radebeul MeiRner Str. 58 Internet: www.MMF.de
Tel. +49-351-836 2191 Fax +49-351-836 2940 Email: Info@MMF.de

AN

Instruction Manual
IEPE Conditioning Module M32
Application

The IEPE Conditioning Module M32 is a signal conditioner for transducers with IEPE compatible output. It
provides the necessary power supply for the electronic circuit of the sensor. The unit features 3 gain ranges
and a plug-in low pass filter. The M32 can be used as a front end for PC based data acquisition systems. It
can be combined with the IEPE Supply Module M28. The M32 is suited for both benchtop applications and
DIN rail attachment in switch cabinets. The wide supply voltage range of the M32 allows power supply from
external batteries, from the available mains plug adapter or from an industrial 24 VDC supply.

What is IEPE?

IEPE is a well-established standard for the output of piezoelectric transducers and microphones. It stands for
"Integrated Electronics Piezo Electric". Other brand names for the same principle are ICP*, Isotron®, Delta-
tron®, Piezotron® etc. The integrated circuit of the sensor transforms the charge signal of the piezo-ceramic
sensing element, with its very high impedance and high EMI sensitivity, into a voltage signal with low im-
pedance.

A special feature of the IEPE electronics is that power supply and measuring signal are transmitted via the
same cable. So, an IEPE transducer requires, like a transducer with charge output, only one single-ended
shielded cable.
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Technical Data

Input / output:

Output circuit:
Dynamic range:
Constant current source:
IEPE sensor indicator:
Gain ranges:

Output noise:

Frequency range (- 3 dB):

Low pass filter:
Power supply:
Case:

Included accessories:
Optional accessories:

Operating temperature:
Weight:

Dimensions (W x H x D):

Sensor indicator LED —

DIN 45323 socket for
mains plug adapter;

4 mm banana sockets
for power supply by
neigbouring module

Power supply LED~|

LE TOM : IMPLEMENTATION EXPERIMENTALE

BNC sockets

DC coupled; impedance approx. 100 Q

+10V

3.8 .. 5.6 mA, compliance voltage >24 V

Bicolor LED; off = open input; yellow = 1 .. 24 V = OK; red = shorted
1/10/100 = 1 % typically; + 2 % maximum

<1 mVu,s with 30 kHz low pass

0.1 Hz .. 30 kHz (depending on lowpass module)

Plug-in module FB2-...; Butterworth; 4" order; attenuation > 70 dB/decade
available frequencies (-3 dB): FB2-0.1/0,3/1/3/5/10/30 kHz

Us=5..26 VDC; <200 mA; insulated from signal path;
via DIN 45323 circular power connector (positive terminal at tip)
or two banana plugs

Aluminum, connected to negative terminal of power supply
2 screw-in banana plugs for power supply connection with other modules

PS500: mains plug adapter for 100 .. 240 VAC; 12 VDC / 500 mA
sufficient for one unit M32
PS1000: mains plug adapter for 100 .. 240 VAC; 12 VDC / 1000 mA

sufficient for up to 3 units M32
M28+32DIN: 35 mm DIN rail adapter
-10 .. 55 - C; 95 % relative humidity; no condensation
170 g
56 mm x 59 mm x 44 mm

Input socket

Power supf
for next mo:

Gain switch

Output socket
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POT VIBRANT

Bruel & Kjeer 4810 petit pot vibrant

PRODUC

Mini-shaker Type 4810

Uses

¢ Accelerometer calibration

e Vibration testing of small objects

¢ Mechanical impedance and mobility measurements
¢ Experimental modal analysis

Features

* Force rating 10 N (2.25 Ibf) sine peak

Frequency range DC to 18 kHz

First axial resonance above 18 kHz

Max. displacement 4 mm (0.16 in) peak-to-peak

Max. bare table acceleration 550 m/s2

Rugged construction

Optimized performance using Power Amplifier Type 2718

140087

Description The suspension system consists of radial flexure springs that
Mini-shaker Type 4810 is of the electrodynamic type with a restrict the moving element to almost perfectly rectilinear
permanent field magnet. It is well-suited as the force generator motion. Laminated flexure springs provide a high degree of
in general vibration tests, mechanical impedance and mobility damping to minimise distortion due to flexure resonances.
measurements, and experimental modal analysis where only
smaller force levels are required. It can also be used in the ~The object to be vibrated is attached to the table by means of a
calibration of vibration transducers, both to determine their 10~32 UNF screw, the thread size commonly used for mounting
sensitivity, by comparison with a standard accelerometer, as accelerometers. Performance limits defined by the maximum
well as their frequency response, up to 18 kHz. displacement (4 mm), maximum force (10 N or 7 N depending
on frequency), and the first axial resonance of the moving
element (above 18 kHz), are shown in Fig. 1.

Fig. 1 Sine performance curves for Type 4810 1000 ] 100 T T
m/s? | 550 m/s? (56 g) Bare Table ‘
130 ~ I 383 m/s? (39 g).
1z 2
5 13 <
K IS &F 196 m/s? (20 g) Payload 33 grams
2 TR 137 m/s? (14 g)
g £
A &8
€100 10| &
R & 5
8 1s5|8E 49 m/s (5 g) Payload 186 gram:
¢ ] © 34 m/s? (3.5 g)
< -
]2
0] 1
10Hz 20 50 100 200 500Hz 1kHz 2 5 10kHz 20
Frequency
140095

. . R\
Briel & Kjeer =&~
1
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AMPLIFICATEUR DU POT VIBRANT

ILP Electronics US1 Power slave

MICROPHONES

Bruel & Kjeer 4939 microphone 1/4"

Bruel & Kjeer 4190 microphone 1/2"

Bruel & Kjeer 4191 microphone 1/2"

|

Free-field 1/4" Microphone
Type 4939

Type 419

Bruel & Kjer Calibration Chart Jeor Calibration Chart
Serlal No: 2988935 Serial No: 2992779
Open-circuit Sensitivity*, Sy: ~47.1 o8 re 1v/Pa Open-circuit Sensitivity*, So:

Equivalent to 4.42 mvipa Equivalent to

Uncertainty, 95 % confidence leves 03 8 Uncertainty, 95 % confidence level
Capacitance: 61 pF Capacitance
Valid At: Valid At:

Temperature 2 °c Temperature:

Ambient Static Pressure kPa Ambient Static Pressure:

Relative Humidity | Relative Humidity

Frequency Hz Frequer

- o 0o,
Polarization Voitage, external Polarization Voltage, external

Free-field 1/2" Microphone
0

-26.1 dBre 1V/Pa
49.4 mva

02 d8

156 pF

2 o
101.3 kPa
50 %

2512 Hz
200 V

Type 4191

Bruel & Kjaer Calibration Chart
Serial No 3024530
Open-circuit Sensitivity*, S:

Equivalent to

Uncertainty, 95 % confidence level
Capacitance:
Valid At:

Temperature

Ambient Static Pressure
Relative Humidty

Polarization Voltage, extemal

Free-field 1/2" Microphone

-37.8 dBre 1vPa
12.9 mviPa

02 d8

18.7 pF

a8 o
1013 kPa
50 =

2512 Hz
20 V
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CONDITIONNEUR DES MICROPHONES

NEXUS 2690 conditionneur

Fig.2.1

Front panel of
NEXUS
Conditioning
Amplifier showing
the Amplifier Set-up
menu
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Chapter 6

6.1

Charge Input

Connector: TNC (TNC to 10-32 UNF adaptor JP-0162 included)
Grounding: Single-ended or floating

MAX. INPUT

Differential Charge: 10nC (peak); Type 2692-C/D: 100nC (peak)
Common Mode Voltage: 4.2V (peak)

At gain >0.316 mV/pC (—10dB gain with 1 nF transducer capacitance)

INPUT PROTECTION

Differential Charge: <300nC (peak)

Common Mode Voltage: <15V (peak)

Common Mode Rejection Ratio: >50dB (typical)

(50 to 60Hz with 1nF transducer capacitance)

Amplifier Gain: 0.1 mV/pC to 10 V/pC (-20 to +80dB gain with 1 nF
transducer capacity); Type 2692-C/D: 0.01 mV/pC to 10V/pC (-40
to +80dB gain with 1 nF transducer capacity)

TRANSDUCER SENSITIVITY RANGE
107" to 105 C/MU
(MU = mechanical units: m/sz; g, N, Ib., Pa)

CALIBRATED OUTPUT

Selectable in 10dB steps. 100dB attenuator range, 1075 to
107 VIMU; Type 2692-C/D: Selectable in 10dB steps. 120dB
attenuator range, 10 to 107 V/MU

+1% for 0°C < T, < +40°C and +2% for —10°C<T,<+55°C

Frequency range from 5xf; to 0.2xf,

fi = lower freq. limit: 0.1, 1.0 or 10Hz

f, = upper freq. limit: 0.1, 1, 3, 10, 30 or 100 kHz

FREQUENCY RANGE (-10%)

Acceleration: 0.1Hz to 100 kHz (transducer cable length <10 m)
Velocity (optional): 1.0Hz to 10kHz

Displacement (optional): 1.0Hz to 1kHz

LOW-PASS FILTER (-10%)
0.1, 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100kHz, attenuation slope 40 dB/decade

HIGH-PASS FILTER (-10%)

Acceleration: 0.1, 1.0 or 10Hz; Type 2692-C/D: 0.1, 1 or 20 Hz
Velocity (optional): 1.0 or 10Hz

Displacement (optional): 1.0 or 10Hz

Specifications

Specifications — Types 2690 to 2693

INHERENT NOISE (2Hz to 22.4 kHz)

<5fC referred to input, —10°C <Ta<+40°C

<10fC referred to input, 40°C <Ta<+55°C

(Amplifier sensitivity (>20dB) with 1nF transducer capacitance)

HARMONIC DISTORTION AND NOISE (2Hz to 22.4kHz, Q;,
<2nC peak, Vo, <3.16 V peak):

<0.003% for amplifier gain <0.1V/pC

(<40dB gain with 1nF transducer capacitance)

ENVIRONMENTAL SUSCEPTIBILITY (referred to input)
Magnetic Field: <0.2fC/(A/m)

Electromagnetic Field: <20fC/(V/m) or <4 fC/V
Vibration (10 to 500 Hz): <30 fC/(rn/s2)

MOUNTED RESONANCE TESTINGA

EP Patent 715.722, US Patent 5.753.793

Mounted resonance testing of the accelerometer and cable
interconnection, controllable from front panel and RS—232 interface

TEST TONE OSCILLATOR

®=1000rad/s (159.2Hz), sinusoidal

Test Level: 1mV to 10V (£1%). Controllable from front panel and
RS-232 interface

Reference Tone: 1V (RMS), (+1%), 159.2Hz

Rise Time: >7.5V/us (100 kHz bandwidth)

CHANNEL TO CHANNEL PHASE-MATCH

2.1° = 0.1°x (f/f;) from f, to 20 xf,

0.1° from 20 xf, to 0.1 xf,

(f/f,)° from 0.1(f,) to f,

fi: lower freq. limit: 10Hz

fu: upper freq. limit: 0.1, 1, 3, 10, 30 or 100 kHz

OPTIONAL FILTERS

Integration: Single and double

Type 2692-C: Single and double integration filters included
Type 2692-D: Single and double integration filters optional

Microphone Input

Connector: 7-pin LEMO

Grounding: Outer shield grounded to chassis
Input Impedance: 1MQ||300pF (AC coupled)
Max. Input: 31.6V (peak)

Input Protection: <50V (peak)

a. Briiel & Kjeer patent
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Amplifier Gain: —20 to +60dB (80dB with reduced specs.)

TRANSDUCER SENSITIVITY RANGE
107"2 to 103 V/MU
(MU = mechanical units: Pa, mm)

CALIBRATED OUTPUT

Selectable in 10 dB steps. 100 dB attenuator range, 1075 t0 107 VIMU
(+0.1dB for 0°C < T, < +40°C and +0.2dB for —10°C <T, <+55°C
Frequency range from 5xfj to 0.2xf,

fi = lower freq. limit: 0.1 or 20 Hz

fu = upper freq. limit: 0.1, 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100kHz)

POLARIZATION VOLTAGE (+0.5V or +0.25%)
0 or 200V (all channels simultaneously selected, short-circuit
protected)

PREAMPLIFIER SUPPLY
Fixed +14V, £40V or controlled automatically in accordance with
input range (short-circuit protected)

FREQUENCY RANGE (-1dB)
0.1Hz to 100kHz (gain <60dB) (complies with IEC 1260 Class 0
and ANSI S1.11 Type 0-AA for f; = 0.1Hz and f, = 100kHz)

HIGH-PASS FILTER (-1dB)
0.1Hz, attenuation slope 40 dB/decade or 20 Hz, attenuation slope
80 dB/decade

LOW-PASS FILTER (-1dB)
0.1, 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100 kHz, attenuation slope 40 dB/decade

A-WEIGHTING FILTER
Complies with IEC651 Type 0

INHERENT NOISE (referred to input, gain >20dB)
<2pV A-weighted

HARMONIC DISTORTION AND NOISE (2Hz to 22.4kHz, V;,
<20V peak, Vo, <3.16V peak)
<0.003% for amplifier gain <40dB

ENVIRONMENTAL SUSCEPTIBILITY (referred to input)
Magnetic Field: <0.2 pV/(A/m)

Electromagnetic Field: <10 uV/(V/m) or <10 uV/V
Vibration (10 to 500 Hz): <2;|V/(m/sz)

CHARGE INJECTION CALIBRATIONE:

Verification of the entire measurement set-up including the
microphone, preamplifier and connecting cable. Controllable from
front panel and RS-232 interface

Reference Tone: 1V (RMS) £1%, 1kHz

OVERLOAD DETECTION

Microphone preamplifier overload detection with respect to cable
length (3 to 1000 meter)

Rise Time: >7.5V/us (100 kHz bandwidth)

CHANNEL TO CHANNEL PHASE-MATCH:
5.1° — 0.1°x (f/f)) from f, to 50xf (f;=0.1Hz)
2.1° — 0.1° x (f/fy) from f; to 20 xf, (f=20Hz)
0.1° from 50 xf; to 0.1xf, (fj = 0.1Hz)

0.1° from 20 xf; to 0.1xf, (fj = 20Hz)

(fff,)° from 0.1(f) to f,

b. Briel & Kjeer patent
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where:
fu = upper frequency limit: 0.1, 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100 kHz

OPTIONAL FILTERS
A-, B-, C- and D-weighting (one module)
(Complies with IEC651 Type 0)

Intensity Input

Specifications as for microphone input, except when using the
“Intensity” filter

Connector: 7-pin LEMO (two connectors on two input modules —
adaptor required)

CHANNEL TO CHANNEL PHASE-MATCH AND FREQUENCY
RESPONSE (with “Intensity” filter (20 Hz HP/22.4 kHz LP, 40 dB/
decade))

Complies with IEC 1043 standard Class 1 and ANSIS1.12-1995
Class 1, with Briiel & Kjeer sound intensity probes

(Conditions: output sensitivity for the two channels must be equal
Transducer sensitivity must be equal within 0.5dB)

DeltaTron® Input

Connector: BNT
Grounding: Single-ended or floating
Input Impedance: 1MQ| 100 pF (AC coupled)

MAX. INPUT
Differential Voltage: <31.6V (peak)
Common Mode Voltage: 4.2V (peak)

INPUT PROTECTION

Differential Voltage: <50V (peak)

Common Mode Voltage: <15V (peak)

Common Mode Rejection Ratio: 50dB (50 to 60 Hz) (typical)
Amplifier Gain: —20 to +60dB gain (80dB with reduced specs.)

TRANSDUCER SENSITIVITY RANGE
107"2 to 10°V/MU
(MU = mechanical units: m/s2, m/s, g, N, Ib., Pa)

CALIBRATED OUTPUT

Selectable in 10 dB steps. 100 dB attenuator range, 10760 107 VIMU
(+0.1dB for 0°C < T, < +40°C and +0.2dB for —10°C <T,<+55°C
Frequency range from 5xf| to 0.2xf,

f, = lower frequency limit: 0.1, 1.0 or 10Hz

fu = upper frequency limit: 0.1, 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100kHz)
Constant Current Supply (£15%): +4 mA or +10mA with a +28V
voltage source

Tacho Probe Supply: +8V DC at BNT inner shield (short-circuit
protected)

FREQUENCY RANGE (-10%)
0.1Hz to 100kHz (gain <60dB) attenuation slope 40dB

HIGH-PASS FILTER (-10%)
0.1Hz or 1.0Hz (with attenuation slope 40dB) or 10 Hz (with
attenuation slope 60 dB/decade)

LOW-PASS FILTER (-10%)
0.1, 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100kHz

INHERENT NOISE (referred to input, gain >20dB):
<2.4pV A-weighted
<3.3uV lin. 2Hz to 22.4kHz
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HARMONIC DISTORTION AND NOISE (2Hz to 22.4kHz, V;,
<20V peak, Vy,s <3.16V peak)

<0.003% for amplifier gain <40dB

Rise Time: >7.5V/us (100 kHz bandwidth)

ENVIRONMENTAL SUSCEPTIBILITY (referred to input)
Magnetic Field: <0.2 uV/(A/m)

Electromagnetic Field: <3 uV/(V/m) or <3 uV/V
Vibration (10 to 500 Hz): <2 uV/(m/s?)

OVERLOAD DETECTION
Preamplifier overload detection with respect to cable length (3 to
1000 meter)

CHANNEL TO CHANNEL PHASE-MATCH

5.1° = 0.1°x (f/f) from f, to 50, (f=0.1 or 1Hz)
2.1° = 0.1°x (/) from f to 20 x| (f;=10Hz)

0.1° from 50 xf| to 0.1 xf, for fj = 0.1, 1Hz

0.1° from 20 xf, to 0.1xf, for f, = 10Hz

(f/f,)° from 0.1(f,) to f,

where:

fu: upper freq. limit: 1, 3, 10, 22.4, 30 or 100kHz
Reference Tone: 1V (RMS) +1% (0.1dB), 1kHz

OPTIONAL FILTERS

A-, B-, C- and D-weighting (one module)
(complies with IEC 651 Type 0)

Integration: Single and double (one module)
Other filters available upon request

General Specifications
Power Supply

INTERNAL BATTERY (not included)

Nickel-Metal Hydride rechargeable battery supporting SMBus and
on-battery charge level meter. Provides typically 15 hours of
continuous use with a single channel and 4 hours with four channels
without backlighting and without optional filters. With backlighting on,
and with optional filters, battery provides typically 3 hours of
continuous use. If NEXUS is not used for more than a month, please
remove the battery to prevent discharging. Charging time is
approximately 4 hours

EXTERNAL DC POWER INPUT
Complies with ISO 76371 (12V) and 7637-2 (24V)
Input Range: 10 to 33VDC

MAINS SUPPLY
Supported via supplied Mains Adaptor ZG-0429 (included),
90-264VAC, 40-65Hz

Digital Control Interface

SERIAL INTERFACE

Conforms to EIA/TIA-574 (RS-232)

Baud rate: 2400, 4800, 9600

Parity: None

Data Bits: 8

Stop Bits: 1

Handshake: X-on/X-off

“Plug and play” interface coupling

Communication Speed for a Baud Rate of 9600: Transmission
time for one command of 5 characters is ~ 4ms

Transmission time for one command of 5 characters and to receive
an echo after each character is ~ 8ms

CHAPTER 6
Specifications 43

Execution time for one command is 100ms to several seconds.
Time to configure a complete 4-channel NEXUS using short form
set-up with approx. 600 characters requires transmission time of 2
to 3s (4 to 6s with echo after each character)

Execution time in NEXUS is from 40 to 60s

For set-ups with over 1000 characters, the transmission time will be
increased by at least 30s due to delay in emptying receiver buffer
Response time after requesting a status of one load: <0.5s
Response time after requesting a peak meter reading: <0.5s

Display Interface

DISPLAY
64 x 128 pixel graphical display with back-lighting on/off

OVERLOAD DETECTION

On both common-mode and differential signals applied before filters
LED overload indication at the front panel and overload indication
via RS-232 control interface

Peak Meter

Dynamic Range: —30 to +10dBV (peak)
Resolution: 1dB

Analogue Output

Connector: BNC

Grounding: Single-ended or floating

Output Impedance: 50 Q//500 pF

Max. Output (differential voltage): 3.16V peak (6.32V peak to
peak); Type 2692-C/D: 10V peak (20V peak to peak)

Max. DC Offset: +25mV, typically <2mV

OUTPUT PROTECTION

Differential Voltage: <50V (peak)

Common Mode Voltage: <15 (peak)

Common Mode Rejection: >50dB (50 to 60 Hz) for Common Mode
Voltage <2V peak (voltage injected into instrument)

OUTPUT DRIVE CAPACITY:

100m of cable length (100 pF/m) to 20 kHz

1000 m of cable length (100 pF/m) to 2kHz
Channel Separation: Better than —100dB at 1kHz

Dimensions and Weight

Height: 90 mm (3.5")

Width: 144 mm (5.7")

Depth: 230mm (9.1")

Weight: Approx. 3kg (6.61b.), for a 4-channel unit including battery

Note: All values are typical at 25°C (77°F), unless measurement
uncertainty is specified. All uncertainty values are specified at 2c
(that is, expanded uncertainty using a coverage factor of 2)

Calibration

NEXUS amplifiers are supplied with a Manufacturer’s Certificate of
Conformance. An initial calibration can be supplied as an option. The
calibration services in the table below are based on one channel.
There is an extra charge for each additional channel:
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GBF (GENERATEUR DE BASSES FREQUENCES)

| TTi TG2000 20MHz DDS function generator |

e S

ENTER
ENENER 72000 20MHz DDS FUNGTION GENERATOR G T o ey

- o =

STATUS 4 5 6 kdzusmV
- () ) = -
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ESCAPE 0 . +~  mHzs % <
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VCAIN TRIG/GATE IN AUX OUT MAIN oUT °

ON
TIL/ b 500/
& OMOS 6000

0.001Hz to 10MHZz or 20MHz frequency range, 6 digits or TmHz setting resolution.
1ppm stability and better than 10 ppm absolute accuracy for one year.

Sine, square, triangle, positive pulse and negative pulse waveforms.

Low distortion, high spectral purity sine waves.

Internal sweep, linear or logarithmic, full range phase continuous, adjustable marker.
Modulations modes of gated, AM, FSK and tone switching; built-in trigger generator.
5mV to 20V pk-pk output from 50 Q) or 600 Q; plus multi function auxiliary output.

FEMOTE MAN TRIG
®

o e i e e

1

-

vVvVvyVvVvyyvyy
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D.5 DANS LES COULISSES

F1GURE D.g — Détail de la figure de Chladni a 275Hz

F1GURE D.10 — Figure de Chladni a 792Hz
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F1GURE D.11 — Chambre anéchoique
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Q
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F1GURE D.12 — Son et lumiere

uTILITY

SET
TOZERO

AUTO
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MENU




LE CABLE PESANT

Dans cette annexe, des preuves techniques de l'article [W9] sont reprises.

TABLE DES MATIERES
E.1  Stabilisation en temps fini du systeme hybride EDP-EDO . . ... ... 303
E.1.1  Conception de la loi de commande . .. ... .. ......... 303
E.1.2 Preuve de stabilité en temps fini du systéme hybride . . . . . . . 306

E.1 STABILISATION EN TEMPS FINI DU SYSTEME HYBRIDE EDP—EDO
E.1.1  Conception de la loi de commande

Lemme E.1. Les noyaux L satisfont

L*(x,&) = LPP(x,&) >0 V(x,8) €T,
Lt’lﬁ(x,g) = L‘le(xlg) >0 V(x,¢)eT,

et donc pu > 2.
Démonstration. On rappelle que &1(x) = e2(x) = A(x) et que ¢1(x) = —c2(x) = —)‘lgx).
Soient C; > 0 et C, > 0 définis par
AMx) = _ =: Ce” &%,
8M »¢]
sl
Alors, le systeme de Goursat satisfait par les noyaux L s’écrit (voir [69])
A(x)LA% 1L A (FVLAx  — A 1w Al('x) Lﬁtx T E
(L +A(G)LE" = —A'(S) T M (x8)eT, (E.1)
!
MO AL = v A woeT, @2
!
MO AL = v A wher, @y
/
MO AL = v - wneT, B9
avec les conditions aux limites
L*(x,0) = L*(x,0), 0<x<1, (E.5)
A’(x) C2
«p = - = <x< .
L*(x, x) YOI % 0<x<1, (E.6)
LP(x,x) = %, 0<x<1, (E.7)
LPP(x,0) = LP*(x,0), 0<x<T1. (E.8)

L'existence et I'unicité de la solution (L%, L*F, LF%, LPF) € [CO(T)]* ont déja été établies
dans [69, Théoreme A.1]. Cependant, les affirmations du Lemme E.1 doivent encore
étre justifiées.
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On introduit le systeme 2 X 2 suivant :

AX)fe+AEfe = “NEOf+nx)g (%8 €T, (E.9)
Mx)gx—A()ge =  NEOf+nx)f, (%8 €T, (E.10)

avec les conditions aux limites
f(x/()) = g(x/ 0)/ 0 S X S 1/ (E.II)
glx,x) = C, 0<x<1, (E.12)

o C:=Cy/4 >0etpu(x) = —A(x)/2 > 0 pour x € [0,1]. Si 'on prouve l'existence
d’une solution (f,g) de (E.g)-(E.12) dans [C%(7)]?, alors en mettant L** = LAP := f,
L% = LP* .= g, on obtient une solution de (E.1)-(E.8) dans [C?(7)]*. L'unicité d"une
telle solution réduit 1’étude du systeme (E.1)-(E.8) a celle du systeme (E.9)-(E.12). De
ce fait, le Lemme E.1 est une conséquence directe du Lemme suivant.

Lemme E.2. Soient C >0, A € C1([0,1]) et 4 € C°([0,1]) avec A(x) > 0et u(x) > 0 pour
tout x € [0,1]. Alors il existe une solution unique (f,g) € [CO(T,Ry)]? de (E.9)-(E.12), oit
]RJr == [0, + OO)

Preuve du Lemme E.2. On exprime d’abord (f,g) comme un point fixe d"une application
de [CY(T, R4 )]? vers soi-méme. Ensuite, réduisant le domaine (x, ¢) & un « trapézoide »,
on prouve que cette application est une contraction. Le domaine total 7 est couvert en
itérant la construction ci-dessus.

Le systéme caractéristique pour (E.9) s’écrit

dx
E - )‘(x)/
g _
dz p
& = M@ztulxg
avec les conditions aux limites x(0) = xp, {(0) = 0, et z(0) = g(x0,0).
Soit A(x) := [y /\%S) Alors on obtient facilement

x(s) = A7 (A(x0) +35), E(5) = ATH(s)
et
f(x(s),8(5)) = 2(5)
= el (g(xom + [ el VN (x(0) g(x(0), 8(0)) da) .

Puisque s = A(&), xg = A~ (A(x) — A(&)), on a que x(¢) = A~ (A(x) — A(E) + ),
(o) =A"1(0) et
f(,8) = e BINAT @D (oA (A(x) — A@)),0)

+/ efO VAT AT AT (A (x) = AE) +0))g (AT (A(x) = A@) +0), A (o)) do| .
(E.13)

Pareillement, le systeme caractéristique pour (E.10) s’écrit

dx

E = )\(x),
g _

dz

T = NEz+rf,
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avec les conditions aux limites x(0) = xq, £(0) = xg, et z(0) = C.
On obtient facilement

x(s) = AN (A(x0) +5), &(s) = AT (A(x0) —s)

de sorte que

et

Il en suit que

g g =eh A'(A'l(A<x)5A@"))d"<c+

/OA(X)EA(é) = Jen (Afl(A(x)er/\(f,) 4)) dTV (A_l (A(X) + A(¢) + U))

2

x f (Al (A(’C);A@) +a) AT <A<x);A(§) —a)) dcr). (E.14)

Remplagant dans (E.14) f par son expression dans (E.13), on arrive a g = I'(g), ou

AX)—A(9)

I(g)(x,¢&) = Jo PN (A (A0 ) do <C+

/A(X)ZA(@ SR (a1 (A0 1)) d”cy (Al (A(’C)JFA@) + a))
0

A()+A(E)
—f, 2
xe~ Jo

*)

TN A Y0)) do —
“A(”d{ﬂAlﬁﬂﬁ)

AX)+AQ)
2

-7 eﬁ]’c /\I(Afl(f))dTy(Afl<20 + K))

x ¢(A7Y(20 + 1), A7 (x)) dx} da). (E.15)

Pour 0 < ¢ <&y <1, soient

Tere, = {(x8) €T; Aler) < Alx) —A(G) < Ale2)},
Ee ey = CO<7;1/82']R+>'

Soit ¢ €]0,1[. En notant que la restriction de I'(g) a 7y, dépend seulement de la
restriction de g a 7p,, on peut définir une application ¢ € Ey. — I'(g) € Eg et trouver
une constante K = K(||ptll p=(0,1), 1A [lL=(0,1) [ All L= (0,1)) > O de sorte que

Alx)—A
IT(s1) ~ (@)l <K sup 2By e

(x8) 676,2

KA(e
< 2( )||81 — 82ll1=(75,)-

Pour ¢ > 0 assez petit, on a que KA(g)/2 < 1, de sorte que 'application ¢ € Eg, —
I'(g) € Ep, est une contraction, et a donc un point fixe unique d’apres le Théoreme du
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point fixe pour une contraction. En utilisant (E.13), ceci méne a une solution unique
(f,g) € E%,s' En procédant de la méme maniere (en utilisant les valeurs de g sur la
courbe caractéristique A(x) — A({) = A(e) calculée dans 1'étape précédente), on peut
étendre g et f sur les trapézoides T;2e, T2e 3¢, etc. Finalement, les fonctions g et f
sont définies sur le domaine entier 7 et elles prennent des valeurs non négatives. Les
preuves des Lemmes E.2 et E.1 sont complétées ainsi. O

REMARQUE En fait, il suit de (E.13) et (E.14) que f et g prennent des valeurs stricte-
ment positives 7. La méme chose est valable pour L** = LPf et L*F = A%,

E.1.2 Preuve de stabilité en temps fini du systéme hybride

On prouve qu’avec la loi de commande (11.51), la plateforme et le cable avec une
tension affine sont stabilisés en un temps fini. On établit d’abord la stabilité temps-fini
du systeme dans les nouvelles variables (1, ¢), et ensuite, on retourne aux variables
d’origine (z, Xp). Soit H := [L2(0,1)]? x R?> muni de la norme

1
I(a, B, 9°, ") 31 := /O [w(x)? + B(x)*] dx + [¢°* + 9" %

v2
2—1p"

Théoreme E.1. Soient v1,vp € Ravec 0 < vp < let vy >
(11.50), avec les conditions aux frontieres

x(0,t) = B(0,t), B(Lt)=p"¢(t), (E.16)

est bien posé et globalement stable en temps fini dans I'espace de Hilbert H. Plus précisé-
ment, il existe une fonction non décroissante Ty : (0, 4+00) — (0, +0c0) telle que pour tous
(a0, 8%, ¢°, @') € H, la solution de (11.29), (11.50), (E.16) et (a(-,0), B(+,0), 9(0), ¢(0)) =
(a0, B0, 0, 1) satisfait

a(x,t) = B(x,t) =0,  vxe[0,1],vt>Ti([[(«"B%¢% ¢ )u),  (E1p)
p(t) =0,  Vt>Ty(]|(a B ¢% ¢") ). (E.18)

Démonstration. On utilise la structure en cascade du systeme EDP-EDO, en commen-
cant par la partie EDO. Le probleme de Cauchy

¢(t) + )" + [@t)]? = 0, te€][0,T], (E.19)
(9(0),9(0)) = (¢%¢"), (E-20)

admet des solutions ¢ € C2([0, T]) pour un certain temps T > 0 (possiblement petit)
d’apres le Théoreme de Peano. La solution est en fait unique en temps positifs, définie
sur [0, T] pour tout T > 0, et une stabilité globale en temps fini est obtenu pour le
systéme (11.50) (voir [12, 39, 103]). Soit Ty : (0, +c0) — (0,+0o0) une fonction non
décroissante telle que

o(t) =0 si t > To(|l(¢" "))

N 1
ot [[(¢% ")l = (I9°* + |9'[*)2.
Ensuite, on couple la partie EDO a la partie EDP. On considere le systeme

Alors le systéme (11.29),

Bt = A(x)Bx,  x€]0,1], t >0, (E.21)
B(LE) =u"¢(t), t>0, (E.22)
B(x,0)=p%x), x€]0,1]. (E.23)

Suivant [67, Définition 2.1 p. 25], pour des T > 0, g° € L?(0,1) et ¢ € H'(0, T)
donnés, on dit qu'une solution du probléme de Cauchy (E.21)-(E.23) est une fonction



E.1 STABILISATION EN TEMPS FINI DU SYSTEME HYBRIDE EDP—EDO

B € C%([0,T],L%(0,1)) telle que, pour tout T € [0, T] et pour tout 7 € C'([0,1] x [0,7])
tel que #7(0,t) = 0 pour tout t € [0, T|, on a

_ /OT ./(;1(’7t — (An7)x)Bdxdt — /\(yl) /OTn(Lt)(p(t) dt

! 0
+ [ nem)Be) = (x 0B (0)] dx = 0.

Alors, suivant de pres [67, Théoréme 2.4 p. 27], il peut étre prouvé qu’il existe une solu-
tion unique B € C°([0, T], L?(0,1)) du systéme de Cauchy (E.21)-(E.23). De plus, notant
A(x) = Cre~%* (c.f. (11.17)), on obtient facilement, par la méthode des caractéristiques,
que B est donné par

E.24)
1. Cox_oCp . Cpy _ ,Cox ( 4
H 14’(t+ec1c§ ) Slt>—ec152 :

. Cr_ ,Cox
.B(X t) = { IBO (C%ln(gczx +C1C2t)) sit < chézz !

En particulier, puisque ¢(t) = 0 pour t > To(||(¢°, ¢!)||), on déduit que B(x,t) = 0
Cr _ ,Cox
pour x € [0,1] et t > Ty(||(¢°, ¢V)||) + ¢ %:1522 .
On note aussi que B a une trace B(0,) € L?(0, T) pour tout T > 0, qui est donnée
par

B (&I +CiGt) sit< el
.B(Or t) = 1 .2 1—¢©2 p eC;—zl
Z 4’<f+ C1C2) sit=2 oG
Pareillement, il peut étre prouvé que pour tout a® € L2(0,1), il existe pour tout T > 0
une solution unique & € C°([0, T], L?(0,1)) du probléeme de Cauchy

ar = —A(x)ay, x€]0,1], >0, (E.25)
«(0,t) = B(0,1), t>0, (E.26)
a(x,0) = a%(x), x €]0,1[. (E.27)

De plus, elle est donnée par

0 ( 1 1 ( sz _ C C t)) : t eCfol
14 nie 1C2 s1t < ’
a(x, t) = { © 12

eC2¥ 1 . eC2¥ 1
ﬁ (O’t - C1Cy sit 2 C1CG )

(E.28)

Puisque «(0,t) = B(0,t) = 0pourt > Ty 0, ¢! +8C2_1,ondéduit uea(x,t) =0
q p 9’9 oo q
pour x € [0,1] et t > To(||(¢°, ")) + ECZ'ET# Alors

p(t)=0, pour t>Ty(]|(a’, B ¢° "))
2¢¢2 —2
=Tl (0% M) + "=
a(x, t) = B(x,t) =0, pour t > T1(||(¢x0,/30, goo, (p1)||H) etx €[0,1].

En utilisant la stabilité de I'origine en R? pour (11.50) et les formules (E.24), (E.28),
on en déduit la stabilité de 1'origine en H pour le systéme (11.29), (11.50) et (E.16), qui
est alors stable en temps fini (d’apres la Définition 11.2). O

Le Théoreme E.1 prouve la stabilité en temps fini du systéme hybride EDP-EDO
dans les coordonnées (X, (), a(x,t), B(x,t)). On retourne maintenant aux coordonnées
d’origine (Xp(t),z(x, t) = y(s,1)).
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On introduit I'espace

H o= {(%z0%0Y € H3(0,1) x H'(0,1) x R x R;
22(0) =0, 2°(1) = Q°,
up’(1) = Q' —a(1)A(1)a’(1) +b(1)A(1)8°(1)

A1)
+ /()1[(a)t)xoc0 — (M) dx

20 40 x 40
avec [ 1 (x) := [ 0] (x) _/0 K(x,¢) L}O] (¢)d¢ Vvxel0,1]

p° v
0 zl(x) — A(x)2%(x
) M e 1 [FeoawAe]
v Ax) zH(x) 4+ A(x)29(x)
muni de la norme [|(z°,2!, 0% Q1) |3, := HZOH%Q(OJ) + HzlﬂH1 01) + 10012 + |QY2

On peut maintenant formuler le résultat de stabilité.

Théoreme E.2. Le systeme (11.16)-(11.18) avec la loi de commande (11.51), contenant les
exposants v1,v; € Ravec 0 < vp < letv; > ZK—ZVZ et a(x) et b(x) définies par (11.44)-
(11.45)-(11.46), est bien posé et globalement stable en temps fini dans I'espace de Hilbert H. Plus
précisément, il existe une fonction non décroissante T : (0, +00) — (0, +00) telle que pour tous
(2,2',0° Q) € H, lasolution de (11.16)-(11.18), (11.51) et (z(-,0),z(+,0), Xp(0), Xp(0)) =
(29,21, Q0,Q) satisfait

z(x,t) =0, Vx €[0,1],V (||(z z1, Q0 Ql)||H) (E.29)
Xp(t) =0, VE>T(|(z°2",Q% Q%) (E-30)
Démonstration. Soient u®, 0%, a0, ,80 €EH 1( 1) comme dans la définition de 1'espace H.

On note que #°(0) = ,BO(O) pour z2(0) = 0. Soient
¢ = Q04 [ [a)a(x) + 0] d, (E31)

9l = uﬁo( )- (E.32)
On déduit du Théoreme E.1 Iexistence et I'unicité d’une solution (a, B, ¢) sur R de

(11.29), (11.50), (E.16), et («(-,0),B(-,0), ¢, ) = (0(0, [30, (po, (pl), et que cette solution
satisfait (E.17)-(E.18). On sait aussi du Théoréme E.1 que &, 8 € C°([0, T], L?(0,1)) et
que ¢ € C%([0,T]) pour tout T > 0.

Ici, les données initiales are plus réguliéres, et de ce fait, il est supposé que les
trajectoires sont plus régulieres.

Hyrornise 1. &, B € C°([0, T], H(0,1)) N C°([0, 1], H' (0, T)) pour tout T > 0.

En effet, en utilisant les propriétés g € H'(0,1), ¢ € C([0,T]) € H'(0, T), la condition

de compatibilité (E.32) et la formule (E.24), on déduit que g € C°([0, T], H'(0,1)) N

C%([0,1], H'(0, T)). En particulier, B(0,-) € H'(0, T). De la méme facon, en utilisant les

propriétés a® € H'(0,1), B(0,-) € H'(0, T), la condition de compatibilité a®(0) = °(0)

et la formule (E.28), on conclut que « € C°([0, T], H'(0,1)) N C°([0,1], H'(0, T)).
Ensuite, on définit respectivement X,(t) comme

xp(0) = Y50 (00~ [ lataten) + o(pt ] ax) (E:33)
(x,t) comme
[utwn] :
w(x, t) = L}(x,t)] = 'y(x,t)+/0 L(x,&)v(¢,t)dg (E.34)
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(avec 1(x,1) = [a(x,t) B(x,t)] ) et [D(x,t) S(x, )]  comme

= mw(x, t). (E.35)

11 est clair que 1’on a aussi que

D(x,t)
S(x,t)

u,v,D,S € C°([0,T], H*(0,1)) nC°([0,1], H*(0,T)) VT > 0. (E.36)

De plus, puisque v satisfait (11.29), on obtient que w satisfait (11.23) et que les fonctions
D, S satisfont le systéme (11.20)-(11.21). On peut maintenant définir la fonction z(x, t).

Hyrornisk 2. Tour tout T > 0, il existe une fonction unique z € C°([0, T], H2(0,1)) N
C%([0,1], H2(0,T)) du systeme

2 = (x,t) €]0,1[x]0, T|, (E.37)
- Sz_TD, (x,1) €]0,1[x]0, T], (E.38)
z(1,0) = 2°(1) = X,(0). (E.39)

En effet, en mettant f := (S+ D)/2 et g := (S — D)/(2A), on note que la condition de
Schwarz fy = g; est satisfaite, puisque, d’apres (11.20)-(11.21),

:St_Dt :Asx"‘Dx

8t 21 27

+0 = fr.
En méme temps, la condition de compatibilité z0(1) = X, (0) est satisfaite, pour

x5(0) = L3 (9= [ lan)a) + b)) dx ) = 00 =200,

ot l'on a utilisé (E.33), (E-31) et la propriété z°(1) = QO de la définition de H. Il en
suit qu'il existe une solution unique z = z(x, t) du systeme (E.37)-(E.39) qui est donnée
explicitement par

z(x,t) = Xp(0) + /Otf(l,s) ds + /1xg(s,t) ds
X t
=20(1) +/1 <(s,0)ds —i—/o f(x,s)ds. (E.40)
Combiné avec (E.36), ceci donne
z € C([o, T], H*(0,1)) N CY([0, T}, H'(0,1)) N C°([0, 1], H*(0, T)). (E.41)

On suppose que z(x,0) = z%(x) pour tout x € [0,1]. En effet, on a d’aprés (E.40),
(E.35), et quelques conditions de la définition de H que pour tout x € [0, 1]

z(x,0) = 20(1)+/1xg(s,0) ds

¥ S(s,0) — D(s,0)
_ 20(1)+/1 TR

1
= 20+ | 57

_ zo(l)—i—/lng(s) ds
20(x).

(0°(s) —u®(s))ds
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On suppose aussi que
z(1,t) = Xp(t) Vit > 0. (E-42)
En effet, on peut déduire de (E.40) et (E.35) que

2(1,8) = /Otf(l,s)ds +X,(0) = /Ot w ds + X, (0)

_ Mz(l) /O*(u(l,s) +0(1,5)) ds + X, (0)
de sorte que (E.34)

A1)

Zt(l,t) = 5

(u(1,t) +0(1,t))

VA ! (g, t)
=5 (a(lff)+ﬁ(1,t)+/0 [1 1} L(1,¢) lﬁ(é‘,t)] dé)-

En méme temps, (E.33) donne (11.41) et donc (11.42). En utilisant (11.44)-(11.45), on
obtient

+ (—ao + /01 (L““(l, &)+ Lﬁ"‘(l, C))d<§> a(1,t)
1 =1
+ (bo + /0 (L*(1,&) + LPP(1, é))dé) B(1,t)
=u—1

- /01[(L"‘“(1, x) + LP*(1, x))a(x, t) + (LY (1, x) + LPP(1,x)) B(x, t)]dx.

Combiné avec (E.22), ceci donne
. Al
%) = 5 (a4 g1

¥ /01[(L"“"(1,x) LA (L, x0))a(x, £) + (L*B(1, %) + LPB(1, %)) B(x, 1)] dx>
= Zt(l, l’).

En intégrant par rapport a t et en utilisant X, (0) = z(1) = z(1,0), on obtient (E.42).
Vérifions que z est une solution du systeme (11.16)-(11.19).
Remplagant z; et z, par leur expression en fonction de S,D et utilisant (11.20)-(11.21),
on obtient

2
Zpt — A Zyy =

St+Di o, (Sx—Dy ,S—D\ _
2 A( 21 N ) =0

Pour les conditions aux limites (11.18), on a que z(1,t) = X, (t) (par construction de
z), et que

2e(0,1) = S 2 A_(g 08 _ Vz}i‘(%o)) (0(0,) — u(0,1)
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Pour les conditions initiales (11.19), on a que z(-,0) = Z0 (par construction de z) et que

zt(x,0) = 5(x,0) —; D(x,0) = );(x) (u(x,0) +v(x,0))

Ax)

(u0(x) +°(x)) = z1(x) Vx € [0,1].

N

Etudions la dynamique de Xp. On écrit U(t) := Xp(t) pour t € Ry

Hyroraise 3. U € L2(0,T) pour tout T > 0.

On déduit de (11.50) et (E.33) que
ue) = Xp()

_ % (gb(t)— /O ' laass + b dx>

AL (o w_ [
= Y5 (1o01% + o1 — [ lawy+ bpu]dx ).
Puisque ¢ € C?([0,T]), les deux premiers termes de la derniére équation appartiennent
aCY%([0,T]), et donc a L2(0, T). Il reste a prouver que l'application t — fol [aay + bBy] dx

appartient a L%(0,T) pour tout T > 0. En utilisant (E.21) et (E.25) et ensuite une
intégration par parties, on obtient

1 1
/0 [aoctt + bﬁtt} dx = /0 [ﬂ(—)\lxxt> + b)\,th] dx
= ./Ol[(a/\)xzxt — (bA)xB] dx + [—ara; + bABS.

En remplagant dans la derniére intégrale les termes a; et B¢ par —Aay et ABy, respecti-
vement, et en intégrant par parties & nouveau, on obtient

/0' laap + bBy] dx — /O U[((aA)xA) et + ((BA)xA)of] dx
— [(aA)xAa + (DA)ABLS 4 [—ada; + bAB)S.  (E.a3)

(On note que (ad)y = —L*(1,x) — LP*(1,x) et (bA)y = L*F(1,x) + LPP(1,x).) Tl est
clair que les premiers termes de la partie droite de (E.43) sont dans C°([0, T]) (et alors
dans L?(0,T)), pour &, B € C°([0,T], H'(0,1)). En méme temps, en utilisant (11.50),
(E.22) et (E.26), on obtient que

[—ada; +bABS = —a(D)A(D)ar(1,t) +b()A1)p 1 ¢(t)
= —a(D)AD)a (1, ) + bMAD)p ()] + [o(£)]"2).
Puisque ¢ € C2([0, T]) et a € C°([0,1], H'(0, T)) (et donc a;(1,-) € L?(0,T)), on déduit
que l'application t — [—ada; + b)\ﬁt](l) appartient aussi a L2(0, T) pour tout T > 0.

L'Hypothese 3 est alors prouvée.
Regardons les conditions initiales pour X;,. D’apres (E.20), (E.31) et (E.33), on a que

Xp(0) = Az(l) ((PO— /01 [a(x)a’(x) +b(x>ﬁ°<x>]dx) =

En méme temps, (E.33) donne (11.41) et (11.42). Prenant ¢ = 0 et utilisant (E.22), on
obtient

1p(1,0) = ¢(0) = —==Xp(0) — a(1)A(1)a’(1) + b(1)A(1)p°(1)

+ /01[(11/\)”0 — (bA):pY] dx.
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Par comparaison a la condition

2
AL)

up’(1) = Q' —a(1)A(1)a’(1) +b(1)A(1)B(1) + /01[(01?\)#60 — (bA)xp°] dx,

présente dans la définition de 7, on déduit que X, (0) = Q.
En utilisant I'Hypothése 2, on voit que I'unicité de (z, Xp) suit de celle de («, B, ).
On sait que a(x,t) = B(x,t) = ¢(t) = 0 pour x € [0,1] et t > Ty (|| (a°, 8%, ¢°, ") || 1)-

On déduit de (E.33) que Xp(t) = 0 pour > Ty (|| (a2, 8%, ¢°, ¢1) || ).
Finalement, de (E.34) et (E.35), on déduit que

u(x,t) = v(x,t) = D(x,t) = S(x,t) =0, Vx € [0,1],Vt > Ty (]| (a% B% ¢°, ¢V) || 1r).
Il en suit que
zi(x,t) =z (x,t) =0, Vx € [0,1], Vt > Ty (]| (a% B°, ¢°, o) 1r)-
Puisque z(1,t) = Xp(t) = 0 pour t > Ty (|| (a%, % ¢°, ¢1)||5), on peut conclure que
z(x,t) =0, Vx€[01], ¥t > Ti(|(«®, 8% ¢°, ¢")1)-
On peut prendre
T(R) := sup{Ta([|(a®, B% ¢°, @")[l1n); II(z°,2",Q2%, Q1) [l3 < R}.

Il reste a prouver la stabilité de 1'origine de H pour le systéme (11.16)-(11.18) et
(11.51). Suppose que ||(z%,z1,00,Q1)||3 est petite, et (au moins) plus petite que 1.
Alors [|(a, 8%, ¢%, ¢!) || est petite, est d’apres le Théoreme E.1, ¢(t) et ¢(t) restent
petites. On sait que z(-,t), Xp(t), a(-,t), B(-,t), et ¢(t) disparaissant pour t > T(1). En
utilisant (E.24) et (E.28), on voit que [|B(+, 1)[[ 10,1y et [[a(-, )| 1(1) Testent petites. En
utilisant (E.33) et (11.42), on déduit que X; () et Xp () restent petites aussi. Clairement,
IDC )l o,y €t ISC £) [l 0,1y Testent petites aussi d’apres (E.34)-(E.35). Pour cette
raison, [|z¢(+, £)[| ;1 (o,1) reste petite, d’aprés (E.37). En utilisant (E.38) et (E.42), on déduit
que |[z(+,£)[| 2 (0,1) Teste petite.

Le systeme (11.16)-(11.18)-(11.51) est donc globalement stable en temps fini d’apres

la Définition 11.2.
O
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