
HAL Id: tel-03726679
https://theses.hal.science/tel-03726679

Submitted on 18 Jul 2022

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Groupe fondamental de Morse stable
Florian Bertuol

To cite this version:
Florian Bertuol. Groupe fondamental de Morse stable. Variables complexes [math.CV]. Université
Paul Sabatier - Toulouse III, 2022. Français. �NNT : 2022TOU30073�. �tel-03726679�

https://theses.hal.science/tel-03726679
https://hal.archives-ouvertes.fr
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Introduction

La théorie de Morse consiste à obtenir des informations sur la topologie
d’une variété M à travers l’étude de la dynamique d’une fonction f : M Ñ R.
Une première façon d’obtenir ces informations consiste à analyser le type d’ho-
motopie des sous-niveaux Mďa “ tx P M ; f pxq ď au d’une telle fonction : il
reste le même le long des intervalles ne contenant pas de valeurs critiques, mais
change lorsque l’intervalle contient une valeur critique f pcq P ra, bs, c P Critp f q.
Précisément, on fixe une métrique Riemannienne g, on note ϕ le flot du champ
de vecteur ´gradg f , et on pose

Wu
pcq “ tx P M ; lim

tÑ´8
ϕt
pxq “ cu

la variété instable du point critique c. Alors Mďb et Mďa YWupcq ont le même
type d’homotopie (voir Milnor, [21]). Comme M est compacte et que les sous-
niveaux sont initialement vides, la donnée des variétés instables Wupcq est équi-
valente à celle de la topologie de M. Un point de vue ultérieur consiste à penser
ces mêmes variétés instables Wupcq comme aux ensembles de trajectoires de
gradient

Wu
pcq »Mpc,∅q “ tγ P C8ps ´8, 0s, Mq ; lim

tÑ´8
γptq “ c, γ1 “ ´gradg f ˝ γu,

l’identification étant explicitement donnée par l’application d’évaluation en le
bas des trajectoires

ev` : Mpc,∅q ÝÑ Wupcq
γ ÞÝÑ γp0q .

Ce point de vue suggère une compactification naturelle des variétés instables,
obtenue en rajoutant les trajectoires limites au sens de la distance de Hausdorff
des trajectoires lisses considérées jusqu’alors. Ces limites sont décrites à l’aide
des ensembles de trajectoires de gradient

Mpb, aq “
"

γ P C8ps ´8,`8rq ; limtÑ´8 γptq “ b
limtÑ`8 γptq “ a , γ1 “ ´gradg f ˝ γ

*

{R,

11
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où le quotient est donné par l’action du temps T ¨γ “ γp¨`Tq, et elles consistent
en les trajectoires brisées le long de points critiques intermédiaires (voir F. La-
tour, [14]) :

Mpc,∅q “ \kPN,pciqiďkPCritp f qkMpc, c1q ˆMpc1, c2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMpck,∅q. (1)

Ces espaces de trajectoires héritent alors de structures de variétés compactes à
faces, homéomorphes à des boules fermées, et qui encodent cette-fois ci directe-
ment la topologie de la variété au sens où les applications d’évaluation en le bas
des trajectoires généralisées ev` : Mpc,∅q Ñ M sont les applications d’attache-
ment d’une structure de CW-complexe sur M. On obtient directement à partir
de cette structure de nouvelles interprétations des invariants topologiques clas-
siques de M, issues d’un point de vue purement dynamique :

• l’homologie singulière H˚pM ; Zq de M peut être obtenue comme l’ho-
mologie H˚pM, f , gq du complexe de Morse

‘cPCritnp f qZrcs
B
ÝÑ ‘cPCritn´1p f qZrcs

B
ÝÑ . . . BÝÑ ‘cPCrit0p f qZrcs,

où la différentielle B est définie par

Bpbq “
ÿ

aPCritk´1p f q

#Mpb, aq

pour b P Critkp f q (Mpb, aq est un espace discret, compact, et orienté, et
la notation #Mpb, aq désigne le nombre de trajectoires orientées positive-
ment moins le nombre de trajectoires orientées négativement),

• lorsque la fonction f ne possède qu’un unique minimum, le groupe fon-
damental π1pM ; ‹q de M admet la présentation

π1pM, f , g ; ‹q “ xMpb,∅q, b P Crit1p f q|BMpc,∅q, c P Crit2p f qy,

où BMpc,∅q est le mot formé par les variétés instables issues de points
critiques d’indice 1 présentes dans le bord de la compactification de la
variété instable Mpc,∅q. Le chapitre 2 a pour but de détailler cette pré-
sentation pour une fonction de Morse quelconque, notamment celles qui
possèdent plusieurs minima. On se contentera pour cette introduction de
détailler trois points :

• les générateurs sont les segments Mpb,∅q, i.e. les compactifications
des variétés instables des points critiques d’indice 1, en particulier ils
sont en bijection avec Crit1p f q ;

• les relations s’obtiennent à partir du bord S1 » BMpc,∅q des com-
pactifications des variétés instables des points critiques d’indice 2 ;
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• l’isomorphisme entre π1pM ; ‹q et π1pM, f , g ; ‹q s’établit à l’aide du
flot (laisser couler un lacet topologique par le flot donne un lacet
de Morse, laisser couler un disque par le flot donne une relation de
Morse).

On peut chercher à étendre ces interprétations dans des cadres plus généraux
que celui d’une fonction de Morse sur une variété fermée. Il existe par exemple
des généralisations de l’homologie de Morse pour une classe plus large de va-
riétés (à bord [15], à coins [10]) ou de fonctions (fonctions de Morse-Bott [2]),
mais l’exemple le plus célèbre provient sans doute de l’application de ces idées
à la géométrie symplectique dans les travaux de Floer [9], qui remplace M
par l’espace ΩpMq des lacets d’une variété symplectique, la fonction de Morse
f : M Ñ R par une fonctionnelle d’action AH : ΩpMq Ñ R dépendant d’un
Hamiltonien H : M Ñ R, les points critiques par les solutions périodiques de
cet hamiltonien, et les trajectoires de gradient par les solutions d’une équation
aux dérivées partielles elliptiques.

Dans ce manuscrit, le cadre qui va nous intéresser est celui de la classe
des fonctions de Morse stable, ou fonctions génératrices quadratiques à l’infini
(f.g.q.i.), qui sont des fonctions de Morse F : MˆRN Ñ R, où N P N, vérifiant
comme leur nom l’indique une condition de quadraticité à l’infini. L’étude de
cette classe est motivée par plusieurs aspects. On en donne deux :

• Géométrie symplectique : les f.g.q.i engendrent des sous-variétés Lagran-
giennes de la variété symplectique pT˚M, dλq, étendant l’idée de base qui
est qu’une fonction de Morse engendre comme telle sous-variété le graphe
Γ f de l’application d f : M Ñ T˚M. De telles fonctions apparaissent dans
les travaux de M. Chaperon [7], et sont utilisées par F. Laudenbach et J.-C.
Sikorav dans [16] où elles leur permettent de prouver la forme suivante
de la conjecture d’Arnold :

Théorème 0.1 (F. Laudenbach, J.-C. Sikorav [16]). Soit 0M Ă T˚M la section
nulle, et soit pΦtqtPr0,1s une isotopie Hamiltonienne générique. Alors

#
´

Φ1
p0Mq X 0M

¯

ě sMorsepMq,

où

sMorsepMq “ min
!

#CritpFq ; N ě 0, F : MˆRN
Ñ R f.g.q.i.

)

.

• Algèbre homologique : le complexe de Morse se généralise tel quel au
cadre Morse stable. En effet, comme les seuls espaces de modules em-
ployés pour le définir sont ceux de la forme Mpb, aq, i.e. reliant deux
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points critiques, les trajectoires en jeu restent bornées (« d’énergie finie
») et admettent une compactification similaire à (1). Dans son article [8],
M. Damian montre de plus que les fonctions de Morse stable jouissent de
meilleurs propriétés homologiques que les fonctions de Morse, à travers
le résultat que tout complexe simplement équivalent à un complexe de
Morse peut en fait être réalisé comme un complexe de Morse stable.

Le même article établit que les fonctions Morse et Morse stable diffèrent si-
gnificativement pour ce qui est de leur nombre de points critiques. Il y est en
effet montré le résultat suivant, où MorsepMq désigne le nombre minimal de
points critiques d’une fonction de Morse f : M Ñ R :

Théorème 0.2 (M. Damian [8]). Il existe des variétés fermées M telles que

MorsepMq ą sMorsepMq.

En particulier, la différence vient essentiellement des points critiques d’in-
dice 1, et ceux-ci ne suffisent donc plus à engendrer le groupe fondamental
en général. Dans [3], J.-F. Barraud résout ce problème de générateurs dans le
cadre Floer, en utilisant pour cela des espaces de modules de trajectoires inter-
rompues jouant le rôle des variétés instables de la présentation initiale, tout en
possédant des propriétés idoines. Les espaces de modules analogues que l’on
propose dans le cadre Morse stable, sur lequel on se fixe désormais, sont ceux
constitués des trajectoires interrompues sur M ˆRN` Ă M ˆRN` ˆRN´ , où
N “ N` ` N´ :

Mpc,`q “
"

γ P C8ps ´8, 0s, MˆRNq ;
limtÑ´8 γptq “ c
γp0q P MˆRN` , γ1 “ ´gradgF ˝ γ

*

.

Ces « variétés instables » se compactifient alors à la manière de (1), et les
composantes connexes de ces espaces pour les points critiques d’indice norma-
lisé (voir la définition 3.4) 1 seront les générateurs du groupe fondamental de
Morse stable, au sens où le groupe

LpM, F, g ; ‹q “ xP, P composante connexe de Mpb,`q, b P Crit1pFq|∅y

s’évalue surjectivement sur le groupe fondamental de la variété.

Théorème 0.3. Il existe un morphisme surjectif

ev : LpM, F, g ; ‹q Ñ π1pM ; ‹q.

Les espaces Mpc,`q pour c d’indice normalisé supérieur à 1 ne fournissent
en revanche pas directement les relations : il existe par exemple une fonction de
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Morse stable F sur S1 ayant seulement deux points critiques d’indices norma-
lisés 1 et 0, mais dont le groupe LpM, F, g ; ‹q possède deux générateurs. Il est
important de déterminer ces relations intrinsèquement, i.e. comme étant pure-
ment issues de la dynamique du gradient de F, afin de répondre à des questions
d’injectivité entre groupes fondamentaux, comme en apparaissent par exemple
dans la discussion suivant le théorème 1.2. de J.-F. Barraud et L.S. Suárez dans
[4]. Le problème de l’invariance de la présentation reste lui aussi en suspens,
le flot n’étant plus un outil adapté pour établir une correspondance entre lacets
topologiques et lacets de Morse stable étant donné que laisser couler par le flot
revient la plupart du temps à envoyer à l’infini.

Ce manuscrit donne une présentation complète du groupe fondamental de
Morse stable π1pM, F, g ; ‹q, pour laquelle les relations dépendent uniquement
d’espaces de modules issus de la dynamique de ´gradgF. L’idée fondamentale
consiste à réinterpréter l’application de descente Θ qui à un lacet topologique
γ associe un lacet de Morse Θpγq en laissant couler γ par le flot comme don-
née par les composantes de bord d’un espace de modules Mpγ,∅q. Ce point
de vue permet de définir l’application de descente dans le cadre Morse stable
via les espaces de modules Mpγ,`q, mais elle n’héritera pas de toutes les pro-
priétés qu’elle vérifiait dans le cadre Morse. Les deux premiers types de re-
lations que l’on propose servent à récupérer ces propriétés : pour p`, `1, `2q P

LpM, F, g ; ‹q3, on demande à ce que

Θp`q „ `

et
Θp`1 ¨ `2q „ Θp`1q ¨Θp`2q.

On considèrera aussi un troisième type de relations, similaires à celles qui exis-
taient pour le groupe fondamental de Morse, au sens où l’on déclare triviaux
des lacets de Morse stable ` obtenus à partir d’applications δ : S1 Ñ M2

‚pc,`q
pour c P Critp f q et M2

‚pc,`q un certain espace de modules. Pour de tels lacets,
on demande à ce que

` „ 1.

En notant R l’ensemble de ces relations, on obtient la présentation du groupe
fondamental de Morse

π1pM, F, g ; ‹q “ xP, P composante connexe de Mpb,`q, b P Crit1pFq|Ry,

appellation justifiée par le résultat suivant.

Théorème 0.4. Le morphisme ev du théorème 0.3 induit un isomorphisme

ev : π1pM, F, g ; ‹q Ñ π1pM ; ‹q.
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La structure du manuscrit est la suivante. Le chapitre 1 introduit les espaces
de modules nécessaires à la définition du groupe fondamental de Morse et au
morphisme de descente. Le chapitre 2 détaille la présentation du groupe fon-
damental de Morse et la réinterprétation du morphisme de descente en terme
d’espaces de modules. Le chapitre 3 introduit les nouveaux espaces de modules
en vue d’étendre le groupe fondamental au cadre Morse stable. Le chapitre 4
donne les générateurs du groupe fondamental de Morse stable, la définition du
morphisme de descente, explicite les relations du groupe fondamental de Morse
stable, et montre enfin que la présentation proposée est isomorphe au groupe
fondamental usuel de la variété.



Première partie

Groupe fondamental de Morse
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Chapitre 1

Espaces de modules en théorie de
Morse

On présente dans ce chapitre les différents espaces de modules, des varié-
tés dont les points sont des trajectoires de gradient lisses ou brisées. Ces es-
paces permettront de définir les différents objets liés au groupe fondamental de
Morse : générateurs, relations et morphismes. Les objets (variétés, fonctions...)
seront implicitement supposés lisses. On commence par de brèves notions de
théorie de Morse.

1.1 Théorie de Morse

Soit M une variété de dimension n, et f : M Ñ R une fonction. Un point
c P M est dit critique pour f si d fc “ 0. On note Critp f q l’ensemble des points
critiques de f .

Définition 1.1. Soit f : M Ñ R.
• Un point critique c P Critp f q est dit non dégénéré s’il existe des coordon-

nées pour lesquelles on a

det
ˆ

B2 f
BxiBxj pcq

˙

‰ 0.

• La fonction f est dite de Morse si tous ses points critiques sont non dégé-
nérés.

Les fonctions de Morse sont génériques, ce qui peut se voir en reformulant la
définition précédente comme une condition de transversalité. Étant donné que
la transversalité jouera un rôle important dans ce manuscrit, on en rappelle la
définition ainsi que quelques résultats.

19
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Définition 1.2. Soit F : M Ñ S et G : N Ñ S deux applications. On dit que F est
transverse à G, et on note F&G, lorsque

@px, yq P Mˆ N, Fpxq “ Gpyqp“: zq ùñ dFxpTx Mq ` dGypTyNq “ TzS.

Proposition 1.1. Soit F : M Ñ S et G : N Ñ S deux applications. On suppose que
F&G. Alors

M ˆ
F,S,G

N “ tpx, yq P Mˆ N ; Fpxq “ Gpyqu

est une sous-variété de Mˆ N de codimension dim S.

Définition 1.3. Soit pX, τq un espace topologique. Un ensemble A Ă X est dit
générique, ou résiduel au sens de Baire, s’il contient une intersection dénom-
brable d’ouverts denses.

Théorème 1.1 (Théorème de transversalité, M. Hirsch [12]). Soit M, N et S des
variétés, et soit G : N Ñ S une application. L’ensemble

tF P C8pM, Sq ; F&Gu Ă C8pM, Sq

est générique. Si M est compacte, cet ensemble est un ouvert dense.

Le résultat reliant théorie de Morse et transversalité évoqué précédemment
est le suivant.

Proposition 1.2. 1. Une fonction f : M Ñ R est de Morse si et seulement si

d f &0T˚M,

où 0T˚M : M Ñ T˚M est la section nulle du fibré cotangent de M,
2. Les fonctions de Morse sont génériques dans C8pM, Rq.

Le lemme classique qui suit permet de définir l’indice des points critiques
d’une fonction de Morse.

Lemme 1.1 (Lemme de Morse). Soit f : M Ñ R une fonction de Morse et c P
Critp f q. Il existe des coordonnées centrées en c dans lesquelles f se lit

f px1, . . . , xnq “ f pcq `
1
2
p´x2

1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ x2
k ` x2

k`1 ` ¨ ¨ ¨ ` x2
nq.

On appelle carte de Morse de telles coordonnées. L’entier k est indépendant du choix de
carte de Morse. On note k “ indpcq et Critjp f q “ tc P Critp f q ; indpcq “ ju.

Corollaire 1.1. Soit M une variété compacte et f : M Ñ R une fonction de Morse.
Alors l’ensemble Critp f q est fini.

Définition 1.4. Soit f : M Ñ R une fonction de Morse. Une métrique Rieman-
nienne g : M Ñ T˚Mb T˚M est dite adaptée à f s’il existe des cartes de Morse
pϕc, Ucq au voisinage de chaque point critique c P Critp f q telles que g soit plate
dans ces cartes, i.e. telles que les applications ϕc : pUc, gq Ñ pϕcpUcq, x¨, ¨ystq

soient des isométries.
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1.2 Espaces de modules

On suppose à présent que M est fermée et connexe. Soit f : M Ñ R une fonc-
tion de Morse, et g une métrique adaptée à f . On note X “ ´gradg f l’opposé
du gradient de f , et

ϕ :
RˆM ÝÑ M
pt, xq ÞÝÑ ϕtpxq

le flot de générateur infinitésimal X.

Si γ : I Ñ M est une fonction définie sur un intervalle I Ă R qui admet des
limites en inf I et sup I, on notera respectivement γp´q et γp`q ces limites.

À des points critiques pa, bq P Critp f q2, peut associer les espaces de trajec-
toires de gradient semi-infinies

Mpb,∅q “
 

γ P C8ps ´8, 0s, Mq ; γp´q “ b, γ1 “ X ˝ γ
(

et
Mp∅, aq “ tγ P C8pr0,`8r, Mq ; γp`q “ a, γ1 “ X ˝ γu.

On munit ces espaces de structures de variétés en les rendant respectivement
difféomorphes à la variété instable de b

Wu
pbq “ tx P M ; lim

tÑ´8
ϕt
pxq “ bu

et à la variété stable de a

Ws
paq “ tx P M ; lim

tÑ`8
ϕt
pxq “ au

via les plongements donnés par les applications d’évaluations

Ev` : Mpb,∅q ÝÑ M
γ ÞÝÑ γp`q

et Ev´ : Mp∅, aq ÝÑ M
γ ÞÝÑ γp´q

.

Ce sont des boules ouvertes de dimensions respectives ind pbq et n´ ind paq. Des
exemples de telles trajectoires sont donnés pour la fonction hauteur px, y, zq ÞÑ z
restreinte à la sphère tordue rS Ă R3 dans la figure 1.1.

Définition 1.5. On dit que le couple p f , gq vérifie la propriété de Morse-Smale
lorsque :

@pa, bq P Critp f q2, pEv` : Mpb,∅q Ñ Mq&pEv´ : Mp∅, aq Ñ Mq.
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b

a

b

a

FIGURE 1.1 – Une trajectoire de Mpb,∅q et une trajectoire Mp∅, aq.

Cette condition équivaut à demander que Wupbq&Wspaq pour tout couple de
points critiques pa, bq. Le résultat suivant est originellement dû à S. Smale [26],
et la preuve que l’on évoque dans la section 1.9 est due à M. Schwarz [25].

Théorème 1.2 (S. Smale [26]). Soit f une fonction de Morse fixée. L’ensemble des mé-
triques g adaptées à f telles que p f , gq vérifie la propriété de Morse-Smale est générique.

À un couple de points critiques pa, bq P Critp f q2, on peut ensuite associer le
produit fibré des espaces Mpb,∅q et Mp∅, aq par Ev` et Ev´ au-dessus de M :
on note symboliquement

b
Ev

“ ˆ
Ev`,M,Ev´

et on pose
M‚pb, aq “Mpb,∅q b

Ev
Mp∅, aq,

i.e.
M‚pb, aq “ tpγ´, γ`q PMpb,∅q ˆMp∅, aq ; γ´p`q “ γ`p´qu .

Si le couple p f , gq vérifie la propriété de Morse-Smale, cet espace est alors une
variété, de dimension indpbq ` n´ indpaq ´ n “ indpbq ´ indpaq. On identifiera
par la suite M‚pb, aq à l’ensemble de trajectoires de gradient infinies et paramé-
trées

 

γ P C8ps ´8,`8r, Mq ; γp´q “ b, γp`q “ a, γ1 “ X ˝ γ
(

via γ ÞÑ pγ|s´8,0s, γ|r0,`8rq, ou bien à l’intersection

Wu
pbq XWs

paq

via x ÞÑ pϕ‚pxq|s´8,0s, ϕ‚pxq|r0,`8rq. Lorsque b ‰ a, M‚pb, aq admet une action
libre et propre de R, donnée par T ¨ γ “ γp¨ ` Tq. On note alors

Mpb, aq “M‚pb, aq{R.



1.2. ESPACES DE MODULES 23

Les éléments de cet espace sont des trajectoires de gradient infinies et non para-
métrées. On fera l’abus d’identifier une trajectoire non paramétrée rγs PMpb, aq
à un de ses représentants γ. L’espace Mpb, aq est une variété de dimension
indpbq ´ indpaq ´ 1, difféomorphe à

pWu
pbq XWs

paqq {R

via l’application (correctement définie)

Mpb, aq ÝÑ pWupbq XWspaqq {R
γ ÞÝÑ rγp0qs ,

ou encore à
Wu
pbq XWs

paq X f´1
ppq

où p Ps f paq, f pbqr est une valeur régulière de f , via l’application

Mpb, aq ÝÑ Wupbq XWspaq X f´1ppq
γ ÞÝÑ γpTq ,

T étant donné implicitement par l’équation f pγpTqq “ p. La figure 1.2 présente
des trajectoires de ces espaces, toujours pour la fonction hauteur sur la sphère
tordue.

b

a

b

a

c c

FIGURE 1.2 – Une trajectoire de Mpb, cq et une trajectoire Mpb, aq.

Remarque 1.1. 1. Pour c P Critp f q, l’espace M‚pc, cq » Wupcq XWspcq est le
singleton tγ P C8ps ´8,`8r, Mq, γ ” cu.

2. La notation M‚pb, aq provient de l’interprétation suivante : une trajectoire
γ P M‚pb, aq peut être vue comme la trajectoire non paramétrée sous-
jacente rγs P Mpb, aq munie d’un point marqué ‚ P Imprγsq :“ Impγq, via
le plongement

M‚pb, aq ÝÑ Mpb, aq ˆM
γ ÞÝÑ prγs, γp0qq .
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3. On doit nécessairement avoir indpbq ą indpaq pour que l’espace Mpb, aq
soit non vide.

Dans la suite de ce chapitre, les symboles r et q désigneront soit un point
critique de f , soit ∅. On suppose momentanément que pr, qq ‰ p∅,∅q lorsque
les deux symboles sont utilisés simultanément, l’espace Mp∅,∅q et sa compac-
tification n’étant traités qu’à partir de la section 1.6.

1.3 Orientation des espaces de modules

Les espaces Mpc,∅q sont orientables, et un choix d’orientations oriente na-
turellement les espaces Mpb, aq. On détaille ce procédé dans le paragraphe sui-
vant.

Les variétés Mpc,∅q sont contractiles, donc orientables, et l’orientation d’un
espace tangent TγMpc,∅q en un point γ suffit à spécifier l’orientation choisie.
Fixer une orientation sur l’espace Mpc,∅q est donc équivalent à fixer orienta-
tion sur l’espace tangent TcWupcq au vu de l’isomorphisme

TcWu
pcq » Tγc

´
Mpc,∅q,

où l’on note γc
˘ P C8pR˘, Mq les trajectoires semi-infinies constantes égales à

c. Cela induit ensuite une co-orientation 1 de Ev´ : Mp∅, cq Ñ M, au vu de
l’isomorphisme

Tγc
´
Mpc,∅q ‘ Tγc

`
Mp∅, cq » TcWs

pcq ‘ TcWu
pcq “ TcM.

L’orientation de Mpb, aq se construit en deux étapes. Premièrement, on peut
orienter l’espace de modules M‚pb, aq » WupbqXWspaq en utilisant le fait géné-
ral qu’une intersection transverse entre une sous-variété orientée et une sous-
variété co-orientée est elle-même naturellement orientée via l’isomorphisme
entre fibrés vectoriels

νpWs
paq, Mq|WupbqXWspaq ‘ TpWu

pbq XWs
paqq

» νpWu
pbq XWs

paq, Ws
paqq ‘ TpWu

pbq XWs
paqq

» TWu
pbq|WupbqXWspaq.

Deuxièmement, la description de l’espace tangent d’une variété quotient et la
transversalité entre Wupbq et Wspaq fournissent un isomorphisme

Trxs ppW
u
pbq XWs

paqq {Rq » pTxWu
pbq X TxWs

paqq {TxpR ¨ xq

1. Une co-orientation d’un plongement F : U Ñ V est une orientation du fibré normal de
FpUq dans V, νpFpUq, Vq.
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où R ¨ x est l’orbite de x sous l’action de R, i.e. l’image de la trajectoire γ “ φ‚pxq,
ce qui permet l’identification TxpR ¨ xq “ R ¨ Xx. Finalement, on oriente Mpb, aq
avec l’isomorphisme

R ¨ Xx ‘ TγMpb, aq » TγM‚pb, aq,

où R ¨ Xx est orienté en décrétant que Xx en est une base directe.

On fixe dans la suite de ce chapitre des orientations des espaces Mpc,∅q.

1.4 Compactification des espaces de modules

Le point remarquable à propos des espaces de modules est qu’il est possible
de les compactifier en les imbriquant les uns aux autres, et que ces compacti-
fications sont en plus dotées d’une structure de variété à faces respectant ces
différentes inclusions. On commence par rappeler brièvement les définitions et
les résultats qui nous seront utiles sur les variétés à coins et à faces, notamment
ceux sur les produits fibrés au-dessus de variétés lisses, avant de décrire la com-
pactification en elle-même. Les preuves de ces résultats peuvent être trouvées
dans l’annexe A.

Aparté sur les variétés à coins et à faces

Une variété à coins P de dimension n se définit comme une variété lisse à
cela près qu’on remplace dans les définitions « ouverts de Rn » par

« ouverts de Rn
k :“ Rn´k

ˆ r0,`8rk, 0 ď k ď n ».

La profondeur dpxq d’un point x P P est le nombre de coordonnées nulles de
ϕpxq pour une carte ϕ, et la k-strate BkP est l’ensemble des points de profondeur
k. Une face est l’adhérence d’une composante de la 1-strate, et une variété à
coins est dite à faces si tout point x P P appartient à exactement dpxq faces. Si
F : P Ñ M est une fonction définie sur une variété à coins, on note BkF “ F|BkP
sa restriction à la k-strate de P.

Là où les variétés à bord ne sont pas stables par produits, les variétés à coins
admettent même des produits fibrés au-dessus de variétés lisses, lorsque les
applications vérifient la condition de transversalité suivante.

Définition 1.6. Soient Pn et Qm des variétés à coins, N une variété lisse, F : P Ñ
M et G : Q Ñ M deux applications lisses. On dit que F est transverse à G, et on
note F&G, si

@i P t0, . . . , nu, @j P t0, mu, BiF&B jG.
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Proposition 1.3. Soient P, Q des variétés à coins (resp. à faces), N une variété lisse,
F : P Ñ N et G : Q Ñ N. Si F&G, alors

P ˆ
F,N,H

Q “ tpx, yq P PˆQ ; Fpxq “ Gpyqu

est une sous-variété à coins (resp. à faces) de PˆQ de codimension dim M, vérifiant

B
k
ˆ

P ˆ
F,N,G

Q
˙

“
ď

i`j“k

˜

B
iP ˆ
BiF,N,B jG

B
jQ

¸

.

On a précisé la notion de variété à faces, car elle est celle qui permet de
généraliser la notion d’application collier d’une variété à bord (i.e. la donnée
d’un plongement G : BM ˆ r0, ηrÑ M vérifiant que G|BMˆt0u est l’inclusion)
tout en tenant compte de la combinatoire des différentes strates.

Définition 1.7. Soit P une variété à faces, de faces Fi, i P I. Pour I Ă I, on note
FI “ XiPI Fi. Un jeu d’applications colliers sur P est la donnée de plongements 2

GI : F̊I ˆ r0, ηrIÑ P

pour chaque I Ă I, vérifiant les conditions suivantes :

1. GIpx, p0qiPIq “ x,

2. Si J Ă I et si pλiqiPI P r0, ηrI est tel que λi “ 0 si et seulement si i P J, alors
GIpx, pλiqiPIq P F̊J .

Le second point de la définition précédente laisse espérer une compatibilité
entre applications colliers associées à deux jeux d’indices J Ă I. La proposition
suivante réalise un telle compatibilité :

Proposition 1.4 (L. Qin [24]). Soit P une variété à faces. Il existe un jeu d’applications
colliers sur P vérifiant les conditions de compatibilité suivantes : si J Ă I et si pλiqiPI P

r0, ηrI est tel que λi ą 0 lorsque i R J, alors

GIpx, pλiqiPIq “ GJpGIpx, prλiqiPIq, pλjqjPJq, où rλi “

"

0 si i P J
λi sinon .

2. Les intersections de faces d’une variété à faces sont elles-mêmes des variétés à faces, et on
note ici F̊I “ B

0FI .
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Description de la compactification

Définition 1.8. Soit pa, bq P Critp f q2. On définit les relations 3 ą et ľ par :
1. « b ľ a » “ « Mpb, aq ‰ ∅ »,
2. « b ą a » “ « b ľ a^ b ‰ a ».

On convient que les assertions b ľ ∅, b ą ∅,∅ ľ a et ∅ ą a sont vraies.

Définition 1.9. Une suite critique I est un pk` 2q-uplet

I “ pr, c1, . . . , ck, qq P pCritp f q Y t∅uq ˆCritp f qk ˆ pCritp f q Y t∅uq ,

k P N, tel que
• r ą c0,
• @i P t1, . . . , k´ 1u, ci ą ci`1,
• ck ą q.

Si I “ pr, . . . , qq est une suite critique de f , on note |I| “ k, et

MI “Mpr, c1q ˆ

k´1
ź

i“1

Mpci, ci`1q ˆMpck, qq.

On note finalement
Mpr, qq “

ğ

I

MI ,

où l’union est prise sur toutes les suites critiques I “ pr, c1, . . . , ck, qq. La figure
1.3 présente deux trajectoires de ces espaces, toujours pour la fonction hauteur
sur la sphère tordue.

b

a

c

b

a

c

FIGURE 1.3 – Une trajectoire de Mpb, aq et une trajectoire Mpb,∅q.

Le résultat suivant décrit en quel sens Mpr, qq est une « bonne » compactifi-
cation de Mpr, qq :

3. Ce ne sont pas des relations d’ordre.
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Théorème 1.3 (F. Latour [14], L. Qin [23]). Les ensembles Mpr, qq peuvent être
munis de structures de variétés compactes à faces vérifiant les points suivants :

1. La k-strate de Mpr, qq est donnée par BkMpr, qq “
Ů

|I|“k MI ,

2. Pour tout c P Critp f q, les applications Mpr, cq ˆMpc, qq Ñ Mpr, qq sont des
plongements,

3. L’évaluation Ev` : Mpr, qq Ñ M définie par Ev`pγ0, . . . , γkq “ γkp`q est
lisse,

4. L’évaluation Ev´ : Mpr, qq Ñ M définie par Ev´pγ0, . . . , γkq “ γ0p´q est
lisse,

5. En tant que variétés orientées,
(a) @pa, bq P Critp f q2, B1Mpb, aq “

Ů

cp´1qindpbq´indpcqMpb, cq ˆMpc, aq,

(b) @b P Critp f q, B1Mpb,∅q “
Ů

c Mpb, cq ˆMpc,∅q,
où l’orientation à gauche est l’orientation induite sur le bord et l’orientation à
droite est l’orientation produit.

Démonstration. On détaille comment munir les espaces Mpb, aq d’une struc-
ture de variétés à faces vérifiant les points du théorème, la manière de pro-
céder pour les espaces Mpb,∅q et Mp∅, aq étant analogue. On peut supposer
pour simplifier la rédaction que la fonction de Morse est étagée, i.e. la fonction
c P Critp f q ÞÑ f pcq P R est injective. On regarde les niveaux réguliers autour de
chaque point critique, i.e. les

M˘
i “ f´1

p f pciq ˘ εq, avec b :“ c0 ą ¨ ¨ ¨ ą ci ą ¨ ¨ ¨ ą ck “: a,

où ε est choisi suffisamment petit. On note Su
i “ Wupciq X M´

i , Ss
i “ Wspciq X

M`
i , les sphères instables et stables de ci, et on considère les espaces de trajec-

toires de la forme :

1. Mpci, M´
i q “

 

γ PMpci,∅q ; γp`q P M´
i

(

» Su
i ,

2. MpM`
i , ciq “

 

γ PMp∅, ciq ; γp´q P M`
i

(

» Ss
i ,

3. MpM`
i , M´

i q “ Ui Y Bi, avec

Ui “

"

γ P C8pr0, Ls, Mq ; L ą 0, γp´q P M`
i

γp`q P M´
i

, γ1 “ X ˝ γ

*

et
Bi “MpM`

i , ciq ˆMpci, M´
i q,

4. MpM´
i , M`

i´1q “

"

γ P C8pr0, Ls, Mq ; L ą 0,
γp´q P M´

i
γp`q P M`

i´1
, γ1 “ X ˝ γ

*

.
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On peut montrer (voir par exemple les lemmes préparatoires de la section 5 de
[23]) que les espaces MpM`

i , M´
i q sont des variétés à bord 4, de bord

BMpM`
i , M´

i q “ Bi “MpM`
i , ciq ˆMpci, M´

i q,

et que les espaces MpM´
i , M`

i´1q sont des variétés lisses, qui sont difféomorphes
au graphe de l’application M´

i Ñ M`
i´1 induite par le flot. De même, on peut

montrer que les applications d’évaluations sont des difféomorphismes une fois
restreintes aux points intérieurs des différents espaces, i.e. les applications

• Ev` : MpM`
i , M´

i qzBMpM`
i , M´

i q Ñ M´
i zS

u
i ,

• Ev´ : MpM`
i , M´

i qzBMpM`
i , M´

i q Ñ M`
i zS

s
i ,

• Ev´ : MpM´
i , M`

i´1q Ñ M´
i et

• Ev` : MpM´
i , M`

i´1q Ñ M`
i´1

sont des difféomorphismes. Ensuite, comme Mpb, aq s’identifie au produit fi-
bré 5

Mpb, M´
0 q b

Ev
MpM´

0 , M`
1 q b

Ev
MpM`

1 , M´
1 q b

Ev
¨ ¨ ¨ b

Ev
MpM´

k´1, M`
k q b

Ev
MpM`

k , aq,

il suffit d’établir la transversalité entre les différentes évaluations pour obtenir
la structure voulue. Pour la 0-strate, i.e. l’intérieur, comme toutes les flèches Ev´
sont des difféomorphismes, sauf potentiellement Ev´ : MpM`

k , aq Ñ M`
k , elles

seront transverses si et seulement si
´

ĄEv` : Mpb, M´
0 q Ñ M`

k

¯

&
`

Ev´ : MpM`
k , aq Ñ M`

k

˘

,

où l’on a noté
ĄEv` “ Ev´1

´ ˝ Ev` ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ Ev´1
´ ˝ Ev`

loooooooooooooooooomoooooooooooooooooon

k`1 fois

.

Cette condition équivaut à la transversalité entre les traces de Wupbq et Wspaq
dans le niveau M`

k , autrement dit à la propriété de Morse-Smale pour les points
critiques b et a. Pour la j-strate, on obtient des produit fibrés de la forme

Mpb, M´
0 q b

Ev
MpM´

0 , M`
1 q b

Ev
MpM`

1 , c1q
looooooooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooooooon

Π1

ˆMpc1, M´
1 q b

Ev
¨ ¨ ¨ b

Ev
MpM`

k , aq
...

4. Donc à faces.
5. Les produits fibrés se font toujours entre deux applications Ev` et Ev´, mais le but com-

mun à ces couples d’applications n’est plus M mais seulement un niveau M˘
i . On garde quand

même la notation b
Ev

pour plus de concision.
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où j facteurs MpM`
i , M´

i q sont remplacés par MpM`
i , ciq ˆMpci, M´

i q. Ce pro-
duit fibré s’exprime donc comme le produit de j produits fibrés Π1, . . . , Πj de
la forme préalablement étudiée, et la propriété de Morse-Smale pour tous les
couples de points critiques extrémaux qui y apparaissent permet de conclure.
Les quatre premiers points de l’énoncé découlent directement de cette descrip-
tion, et on renvoie à la preuve du théorème 3.6 de [23] pour le cinquième point.

Remarque 1.2. 1. Cette preuve fait apparaître des produits fibrés de variétés
à coins au-dessus de variétés lisses, et des trajectoires de longueurs finies,
même si les espaces de modules rencontrés jusqu’ici ne sont composés que
de trajectoires de longueurs infinies ou semi-infinies.

2. Les applications Ev` : Mpb,∅q Ñ Wupbq et Ev´ : Mp∅, aq Ñ Wspaq sont
des difféomorphismes, mais les applications Ev` : Mpb,∅q Ñ Wupbq et
Ev´ : Mp∅, aq Ñ Wspaq sont en général seulement surjectives.

Propriétés additionnelles des jeux d’applications colliers

On peut chercher à refléter la nature combinatoire et géométrique des es-
paces de modules compactifiés dans les jeux d’applications colliers, jusque-là
définis pour une variété à faces quelconque. Premièrement, si l’on note ci, i P I,
les points critiques de f , et

Fi “Mpr, ciq ˆMpci, qq “Mpr, ciq ˆMpci, qq

les faces de Mpr, qq, alors en identifiant une suite critique I “ pr, ci1 , . . . , cik , qq
avec l’ensemble d’indices I “ ti1, . . . , iku, on obtient que

FI “ XiPI Fi “

k
ź

i“0

Mpci, ci`1q et F̊I “

k
ź

i“0

Mpci, ci`1q “MI .

Les applications colliers associées à Mpr, qq seront donc de la forme

GI : MI ˆ r0, ηrIÑMpr, qq,

et on souhaite alors établir une compatibilité entre les applications colliers et
les plongements Mpr, cq ˆMpc, qq Ñ Mpr, qq. Deuxièmement, une trajectoire
est dans la face Fi si et seulement si elle se brise sur le point critique ci, i.e. si
et seulement si elle passe une infinité de temps dans la carte de Morse fixée
de ci. On souhaite alors relier le temps passé par la trajectoire dans la carte de
Morse des points critiques aux paramètres de r0, ηrI des applications colliers.
La proposition suivante assure que l’on peut garantir de telles propriétés :
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Proposition 1.5 (L. Qin [24], K. Wehrheim [28]). Il existe des jeux d’applications
colliers

´

GI : MI ˆ r0, ηrIÑMpr, qq
¯

IĂI

qui vérifient à la fois les conditions de compatibilité de la proposition 1.4 et les conditions
suivantes :

1. Pour toutes suites critiques I1 “ pr, c1, . . . , cl´1, clq et I2 “ pcl, cl`1, . . . , qq, si
l’on note I la suite critique pr, . . . , cl, . . . , qq, alors on a que pour tout pγ1, γ2q P

MI1 ˆMI2 et pour tout ppλiqiPI1 , pλiqiPI2q P r0, ηrI1ˆr0, ηrI2 ,

GI
`

pγ1, γ2q,
`

pλiqiPI1 , 0, pλiqiPI2

˘˘

“
`

GI1pγ1, pλiqiPI1q, GI2pγ2, pλiqiPI2q
˘

,

2. La trajectoire GIpx, pλiqiPIq passe un temps 6 ti “ ´ lnpλiq dans la carte de Morse
fixée de ci.

De telles applications sont dites applications colliers associatives géométriques, ou col-
lages.

La notation classique

GI : MI ˆ r0, ηrI ÝÑ Mpr, qq
ppγ0, . . . , γkq, pλ1, . . . , λkqq ÞÝÑ γ0 #λ1γ1 #λ2 . . . #λk γk

,

permet de présenter de manière plus compacte les conditions de compatibilité
que vérifient les collages. On obtient par exemple les égalités

`

γ0 #λ1γ1
˘

#λ2γ2 “ γ0 #λ1

`

γ1 #λ2γ2
˘

“ γ0 #λ1γ1 #λ2γ2,

où l’on fait la remarque que la seconde égalité n’est pas une définition, contrai-
rement aux cas plus communs d’associativité.

1.5 Topologie et espaces de modules

Soit b P Critp f q. Les espaces Mpb,∅q sont contractiles car toute trajectoire
brisée ou non se rétracte sur la trajectoire constante γb

´ P Mpb,∅q, mais on a
plus précisément que :

Théorème 1.4 (F. Latour [14]). L’espace Mpb,∅q est homéomorphe à B
indpbq.

La compactification Mpb,∅q de la boule ouverte Mpb,∅q résulte donc en
une boule fermée. Le résultat fondamental reliant la théorie de Morse à la topo-
logie de la variété est le suivant.

6. Avec la convention ´ lnp0q “ `8.
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Théorème 1.5 (F. Latour [14]). Les applications Ev` : BMpb,∅q Ñ M sont les
applications d’attachement d’une structure de CW-complexe sur M.

Comme le groupe fondamental d’un CW-complexe dépend uniquement de
ses 1-cellules et de ses 2-cellules, on en déduit le principe :

Principe 1.1. Il existe une présentation de π1pM ; ‹q dont les générateurs dépendent
des espaces de modules Mpb,∅q avec ind pbq “ 1 et les relations dépendent des espaces
de modules Mpc,∅q avec ind pcq “ 2.

On détaille dans le chapitre 2 la présentation évoquée ci-dessus. L’objectif
du chapitre 4 sera de généraliser cette présentation au cadre Morse stable, où la
première difficulté sera que la variété n’est plus compacte (ce sera l’espace total
d’un fibré vectoriel trivial E Ñ M) et que le théorème 1.5 n’est alors plus vérifié.

1.6 Espaces de modules sans conditions

On considère l’espace de trajectoires de gradient de longueurs finies stricte-
ment positives

Mp∅,∅q “
 

γ P C8pr0, Ls, Mq ; L ą 0, γ1 “ X ˝ γ
(

.

C’est une variété de dimension n` 1, difféomorphe à MˆR˚` via

MˆR˚` ÝÑ Mp∅,∅q
px, Lq ÞÝÑ ϕ‚pxq|r0,Ls

.

Cet espace va se compactifier de la même manière que les espaces de modules
précédents, i.e. via l’ajout des trajectoires brisées, à ceci près que sa 1-strate com-
portera une composante de plus correspondant aux trajectoires de longueur
nulle. Plus précisément, on note

Mp∅,∅q “
˜

ğ

I

MI

¸

ğ

tγ P C8pt0u, Mq ; γ1 “ X ˝ γu,

où l’union est prise sur toutes les suites critiques 7 I “ p∅, c1, . . . , ck,∅q. L’en-
semble de droite dans l’union disjointe est canoniquement difféomorphe à M,
où l’on voit les points comme des trajectoires de gradient sur l’intervalle t0u.

Théorème 1.6 (L. Qin [23], K. Wehrheim [28]). L’ensemble Mp∅,∅q peut être muni
d’une structure de variété à faces vérifiant les points suivants :

7. On autorise à présent pc0, ck`1q “ p∅,∅q dans la définition d’une suite critique, en décré-
tant les assertions ∅ ľ ∅ et ∅ ą ∅ comme vraies.
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1. Mp∅,∅q est une variété compacte à faces dont la k-strate est donnée par

B
kMp∅,∅q “

"

\|I|“1MI \ tγ P C8pt0u, Mq ; γ1 “ X ˝ γu si k “ 1
\|I|“kMI sinon ,

2. Les applications Mp∅, cq ˆMpc,∅q ÑMp∅,∅q sont des plongements,

3. L’évaluation Ev` : Mp∅,∅q Ñ M définie par Ev`pγ0, . . . , γkq “ γkp`q est
lisse,

4. L’évaluation Ev´ : Mp∅,∅q Ñ M définie par Ev´pγ0, . . . , γkq “ γ0p´q est
lisse,

5. On note γc
L P C8pr0, Ls, Mq la trajectoire constante égale c de longueur L et

γc
˘ P C8pR˘, Mq les trajectoires semi-infinies constantes égales à c. Alors :

γc
L ÝÑ

LÑ`8
pγc
`, γc

´q PMp∅, cq ˆMpc,∅q.

Démonstration. On reprend l’ensemble des notations de la preuve du théorème
1.3, et on définit à présent les ensembles

Mpiq “ f´1
ps f pci`1q, f pci´1qrq,

Wu
i “ Wupciq X Mpiq puis Ws

i “ Wspciq X Mpiq ainsi que les espaces de trajec-
toires

1. Mpci, Mpiqq “ tγ PMpci,∅q ; γp`q P Mpiqu » Wu
i ,

2. MpMpiq, ciq “ tγ PMp∅, ciq ; γp´q P Mpiqu » Ws
i ,

3. MpM`
i , Mpiqq “ Ui Y Bi, avec

Ui “
 

px`, xq P M`
i ˆMpiq ; Dt Ps ´8,`8r tq x “ ϕt

px`q
(

et
Bi “MpM`

i , ciq ˆMpci, Mpiqq » Ss
i ˆWu

i ,

4. MpMpiq, M´
i q “ U1

i Y B1i, avec

U1
i “

 

px, x´q P Mpiq ˆM´
i ; Dt Ps ´8,`8r tq x “ ϕt

px´q
(

et
B1i “MpMpiq, ciq ˆMpci, M´

i q » Ws
i ˆ Su

i ,
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5. MpMpiq, Mpiqq “ U2
i Y B2i Y Ci, avec

U2
i “

"

γ PMp∅,∅q ; γp´q P Mpiq
γp`q P Mpiq

*

,

B2i “MpMpiq, ciq ˆMpci, Mpiqq

et
Ci “ tγ P C8pt0u, Mq ; γp˘q P Mpiqu » Mpiq.

Lemme 1.2. Les espaces MpM`
i , Mpiqq,MpMpiq, M´

i q et MpMpiq, Mpiqq sont des
variétés à bord, de bord respectifs Bi, B1i et B2i Y Ci. Les applications

Ev´ : MpM`
i , MpiqqzBMpM`

i , Mpiqq ÝÑ MpiqzWu
i

px`, xq ÞÝÑ x

et

Ev` : MpMpiq, M´
i qzBMpMpiq, M´

i q ÝÑ MpiqzWs
i

px, x´q ÞÝÑ x

sont des difféomorphismes, et les applications

Ev˘ : MpMpiq, MpiqqzBMpMpiq, Mpiqq ÝÑ Mpiq
γ ÞÝÑ γp˘q

sont des submersions.

Démonstration du lemme 1.2. Le fait que les intérieurs de ces espaces soient des
variétés est clair, en considérant par exemple pour MpM`

i , Mpiqq le difféomor-
phisme

MpiqzWu
i ÝÑ MpM`

i , MpiqqzBMpM`
i , Mpiqq

x ÞÝÑ pϕtxpxq, xq
,

où x ÞÑ tx est la fonction donnée implicitement par f pϕtxpxqq “ f pci ` εq. Il
reste alors à paramétrer un voisinage du bord de ces espaces par un plon-
gement défini sur une variété à bord. On se place dans une carte de Morse
Vi Ă B

indpciq
ε ˆ B

n´indpciq
ε , où l’on identifie Wu

i » B
indpciq
ε ˆ t0un´indpciq, Su

i »

Sindpciq
ε ˆ t0un´indpciq, Ws

i » t0uindpciq ˆ B
n´indpciq
ε et Ss

i » t0uindpciq ˆ Sn´indpciq
ε .

Alors les applications

Q`i :
r0, ηrˆSs

i ˆWu
i ÝÑ MpM`

i , Mpiqq
pt, y, xq ÞÝÑ

´

tx, pt2||x||2 ` 1q
1
2 y, x, tpt2||x||2 ` 1q

1
2 y
¯
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et

Q´i :
r0, ηrˆWs

i ˆ Su
i ÝÑ MpMpiq, M´

i q

pt, y, xq ÞÝÑ

´

tpt2||x||2 ` 1q
1
2 x, y, pt2||x||2 ` 1q

1
2 x, ty

¯

sont des plongements. La preuve de cette affirmation est l’objet du lemme 5.2
de L. Qin [23].

Pour le troisième espace MpMpiq, Mpiqq, on considère en se plaçant à nou-
veau dans une carte de Morse le plongement

Qi : r0, 1s ˆWs
i ˆWu

i ÝÑ RˆMpiq ˆMpiq
pt, y, xq ÞÝÑ pt, tx, y, x, tyq

dont l’image s’identifie à celle de l’injection

Ii :
MpMpiq, Mpiqq ÝÑ RˆMpiq ˆMpiq

γ ÞÝÑ pe´Lpγq, γp´q, γp`qq

où

Lpγq “
"

L si γ P C8pr0, Ls, Mq
`8 sinon .

Remarquons que la composante de bord t0u ˆWs
i ˆWu

i est envoyée sur B2i tan-
dis que la composante de bord t1u ˆWs

i ˆWu
i est envoyée sur Ci.

On voit à travers ces différentes paramétrisations que les évaluations véri-
fient les propriétés de l’énoncé, montrant ainsi le lemme 1.2.

On définit ensuite

Mpi, jq :“ pEv´ ˆ Ev` : Mp∅,∅q Ñ MˆMq´1
pMpiq ˆMpjqq,

0 ď i ď j ď k, que l’on identifie aux produits fibrés suivants :

Mpi, jq “MpMpiq, Mpiqq si i “ j,

Mpi, jq “MpMpiq, M´
i q b

Ev
MpM´

i , M`
i`1q b

Ev
MpM`

i`1, M´
i`1q b

Ev
¨ ¨ ¨

¨ ¨ ¨ b
Ev

MpM´
j´1, M`

j q b
Ev

MpM`
j , Mpjqq si i ă j.

Ces produits fibrés sont des variétés, ce qui est garanti à la manière de la preuve
du théorème 1.3 par la propriété de Morse-Smale. Remarquons que

Mpi, jq XMpi1, j1q ‰ ∅ðñ |i1 ´ i| ď 1^ |j1 ´ j| ď 1.

Dans ce cas, il faut vérifier que les structures différentielles induites par les iden-
tifications précédentes coïncident. On montre que c’est le cas pour des couples
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de la forme pi, jq “ pi, iq et pi1, j1q “ pi, i` 1q, les autres cas se traitant de manière
similaire. L’espace

Mpi, iq XMpi, i` 1q

s’identifie soit à un sous-espace

Mpi, i ; i, i` 1q ĂMpMpiq, Mpiqq

lorsqu’il est vu comme un sous-espace de Mpi, iq, soit à un sous-espace

Mpi, i` 1 ; i, iq ĂMpMpiq, M´
i q b

Ev
MpM`

i`1, Mpi` 1qq

lorsqu’il est vu comme un sous-espace de Mpi, i` 1q. En notant

M`
pjq “ f´1

ps f pcjq, f pcj´1qrq et M´
pjq “ f´1

ps f pcj`1q, f pcjqrq,

on a que
IipMpi, i ; i, i` 1qq Ă RˆMpiq ˆM´

piq

et
Mpi, i` 1 ; i, iq Ă Mpiq ˆM´

i ˆM`
i`1 ˆM`

pi` 1q.

On définit alors

ξ :
RˆMpiq ˆM´piq ÝÑ Mpiq ˆM´

i ˆM`
i`1 ˆM`pi` 1q

pτ, x, yq ÞÝÑ px, ψ´i pyq, ψ`i pyq, yq
,

où ψ´i est l’application de M´piq dans M´
i induite par le flot et ψ`i celle de M´piq

dans M`
i`1 (voir [5]), et

ζ :
Mpiq ˆM´

i ˆM`
i`1 ˆM`pi` 1q ÝÑ RˆMpiq ˆM´piq

px, x´, y`, yq ÞÝÑ pe´Lpx,yq, x, yq
,

où Lpx, yq “ suptl P R ; f pϕ´lpyqq ă f pxqu est une extension de la fonction L
précédemment introduite au sens où Lpγp´q, γp`qq “ Lpγq. L’application

Mpiq ˆM`pi` 1q ÝÑ R

px, yq ÞÝÑ e´Lpx,yq

est lisse, donc les applications ξ et ζ sont lisses et vérifient

pζ ˝ ξq|Mpi,i ; i,i`1q “ id et pξ ˝ ζq|Mpi,i`1 ; i,iq “ id,

ce qui montre finalement la compatibilité entre les deux structures différen-
tielles sur Mpi, iq XMpi, i` 1q.
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1.7 Espaces de modules avec un point marqué

On note
M‚pr, qq “Mpr,∅q b

Ev
Mp∅, qq.

On va montrer que ces espaces sont des variétés, qui admettent les compactifi-
cations

M‚pr, qq “Mpr,∅q b
Ev

Mp∅, qq

qui en font comme pour les espaces de modules précédents des variétés com-
pactes à faces.

Proposition 1.6. Soit p f , gq un couple vérifiant la propriété de Morse-Smale. Les es-
paces de modules M‚pr, qq sont des variétés compactes à faces.

Démonstration. La compacité découle de celle des espaces Mpr,∅q et Mp∅, qq
et de la continuité des application d’évaluation. Le fait que ces espaces soient
des variétés à faces découle de la transversalité des applications

Ev` : Mpr,∅q Ñ M et Ev´ : Mp∅, qq Ñ M.

Montrons qu’elle est en effet réalisée.
1. Si pr, qq “ pb, aq P Critp f q2 : la transversalité entre

B
iEv` : Mpb, c1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMpci,∅q

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

Ă\|I|“iMI

Ñ M

et
B

jEv´ : Mp∅, ci`1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMpci`j, ci`j`1q
loooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooon

Ă\|J|“jMJ

Ñ M

revient à la transversalité entre les applications Ev` : Mpci,∅q Ñ M et
Ev´ : Mp∅, ci`1q Ñ M, i.e. à la propriété de Morse-Smale.

2. Si pr, qq “ pb,∅q, b ou pr, qq “ p∅, aq, pa, b P Critp f q2q : les nouveaux cas à
examiner sont la transversalité entre

B
iEv` : \|I|“iMI Ñ M et B0Ev´ : Mp∅,∅q Ñ M,

et la transversalité entre

B
iEv` : \|I|“iMI Ñ M et B1Ev´ : tγ P C8pt0u, Mq ; γ1 “ X ˝ γu Ñ M.

Les applications Ev´ : Mp∅,∅q Ñ M et Ev´ : tγ P C8pt0u, Mq ; γ1 “
X ˝ γu Ñ M étant des submersions, ces transversalités sont garanties.
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3. Si pr, qq “ p∅,∅q : les nouveaux cas à examiner sont la transversalité entre

B
0Ev` : Mp∅,∅q Ñ M et B0Ev´ : Mp∅,∅q Ñ M,

celle entre

B
0Ev` : Mp∅,∅q Ñ M et B1Ev´ : tγ P C8pt0u, Mq ; γ1 “ X ˝ γu Ñ M,

et celle entre

B
1Ev` : tγ P C8pt0u, Mq ; γ1 “ X ˝ γu Ñ M

et
B

1Ev´ : tγ P C8pt0u, Mq ; γ1 “ X ˝ γu Ñ M.

Comme chacune de ces applications est une submersion, ces transversali-
tés sont à nouveau garanties automatiquement.

On a dimM‚pr, qq “ dimMpr, qq ` 1. Ces espaces sont munis d’une nou-
velle application d’évaluation :

Définition 1.10. On note Ev‚ : M‚pr, qq Ñ M l’application lisse donnée par

Ev‚ “ Ev` ˝ p1 ˝ i “ Ev´ ˝ p2 ˝ i,

où
i : M‚pr, qq ÑMpr,∅q ˆMp∅, qq

est l’inclusion et

p1 : Mpr,∅q ˆMp∅, qq ÑMpr,∅q et p2 : Mpr,∅q ˆMp∅, qq ÑMp∅, qq

sont les projections canoniques.

Remarque 1.3. La structure de produit fibré de l’espace M‚pb, aq induit la des-
cription de la compactification de M‚pb, aq telle qu’établie par L. Qin dans son
théorème 3.5 [23] (où M‚pb, aq et M‚pb, aq sont notés respectivement Wpb, aq et
Wpb, aq). En effet, si l’on appelle suite critique avec un point marqué les pk` 3q-
uplets

I‚ “ pb “ c0, c1, . . . , ck, ck`1 “ a ; sq P Critp f qk`2
ˆ t0, . . . , ku

tels que

• @i P t0, . . . , kuztsu, ci ą ci`1,
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• cs ľ cs`1,

et si l’on note

MI‚ “

s´1
ź

i“0

Mpci, ci`1q ˆM‚pcs, cs`1q ˆ

k
ź

i“s`1

Mpci, ci`1q,

alors la k-strate de M‚pb, aq est donnée par

B
kM‚pb, aq

“
ď

i`j“k

B
iMpb,∅q b

Ev
B

jMp∅, aq

“
ď

i`j“k

\|I|“iMI b
Ev
\|J|“jMJ

“
ğ

|I|`|J|“k

Mpb, c0q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMpci,∅q b
Ev

Mp∅, ci`1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMpci`j, ci`j`1q

“
ğ

|I|`|J|“k

Mpb, c0q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆM‚pci, ci`1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMpci`j, ci`j`1q

“
ğ

|I‚|“k

MI‚ ,

où l’union est prise sur toutes les suites critiques avec un point marqué de lon-
gueur k.

1.8 Espaces de modules hybrides

Soit deux couples p f , gq et p f 1, g1q de fonctions de Morse et de métriques
adaptées. On notera Mp f ,gqpr, qq ou Mp f 1,g1qpr1, q1q pour préciser à quel couple
se réfère l’espace de modules considéré.

Définition 1.11. On dit du quadruplet p f , g, f 1, g1q qu’il vérifie la propriété de
Morse-Smale hybride si p f , gq et p f 1, g1q vérifient la propriété de Morse-Smale,
et si tout couple de points critiques pb, a1q P Critp f q ˆCritp f 1q vérifie que

pEv` : Mp f ,gqpb,∅q Ñ Mq&pEv´ : Mp f 1,g1qp∅, a1q Ñ Mq.

Cette condition équivaut aux intersections transverses Wu
p f ,gqpbq&Ws

p f ,gqpaq,
Wu
p f 1,g1qpb

1q&Ws
p f 1,g1qpa

1q et Wu
p f ,gqpbq&Ws

p f 1,g1qpa
1q pour tout couple de points cri-

tiques. La preuve du résultat suivant est reportée à la section 1.9.
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Théorème 1.7. Soit p f , f 1q un couple de fonctions de Morse. L’ensemble des couples
de métriques adaptées pg, g1q telles que p f , g, f 1, g1q vérifie la propriété de Morse-Smale
hybride est générique.

Pour r P Critp f q Y t∅u et q1 P Critp f 1q Y t∅u, on note

M1
p f ,g, f 1,g1qpr, q1q “Mp f ,gqpr,∅q b

Ev
Mp f 1,g1qp∅, q1q

et sa compactification

M1
p f ,g, f 1,g1qpr, q1q “Mp f ,gqpr,∅q b

Ev
Mp f 1,g1qp∅, q1q.

La figure 1.4 présente une trajectoire élément d’un tel espace de modules, où
la variété M est la sphère S2 Ă R3, le premier couple p f , gq est donné par la
fonction hauteur px, y, zq ÞÑ z et la métrique induite, et le second couple p f 1, g1q
est donné par la fonction largeur px, y, zq ÞÑ y et la métrique induite. La partie
de la trajectoire qui correspond au premier couple est colorée en bleu, tandis
que la partie correspondant au second couple est colorée en rouge.

a1

a

b1

b

FIGURE 1.4 – Une trajectoire de M1pb, a1q.

Proposition 1.7. Soit p f , g, f 1, g1q un quadruplet qui vérifie la propriété de Morse-
Smale hybride. Les espaces de modules hybrides sont des variétés compactes à faces.

Démonstration. Le seul point nouveau à examiner par rapport à la proposition
1.6 est la transversalité entre

B
iEv` : Mp f ,gqpb, c1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMp f ,gqpci,∅q Ñ M

et
B

jEv´ : Mp f 1,g1qp∅, c1i`1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMp f 1,g1qpc
1
i`j, c1i`j`1q Ñ M,
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qui revient à la transversalité entre les applications Ev` : Mp f ,gqpci,∅q Ñ M et
Ev´ : Mp f 1,g1qp∅, c1i`1q et qui est donc garantie par la propriété de Morse-Smale
hybride du quadruplet p f , g, f 1, g1q.

En terme de dimensions, on a
• dimM1

p f ,g, f 1,g1qpb, a1q “ ind pbq ´ ind pa1q,

• dimM1
p f ,g, f 1,g1qpb,∅q “ ind pbq ` 1,

• dimM1
p f ,g, f 1,g1qp∅, a1q “ n´ ind pa1q ` 1,

• dimM1
p f ,g, f 1,g1qp∅,∅q “ n` 2.

1.9 Généricité

Les résultats de structure vont tous découler de l’application du lemme de
transversalité à paramètres (voir l’annexe B) dans le cadre décrit ensuite. Les
détails techniques des constructions présentées sont l’objet de l’annexe A de
[25] de M. Schwarz.

On fixe une fonction de Morse f : M Ñ R, des points critiques pa, bq P
Critp f q2, et on note

Ppb,∅q “ tγ P W1,2
ps ´8, 0s, Mq ; γp´q “ bu,

Pp∅, aq “ tγ P W1,2
pr0,`8r, Mq ; γp`q “ au,

Pp∅,∅q “ tγ P W1,2
pr0, Ls, Mq ; L ą 0u

et

Ppb, aq “
"

γ P W1,2
ps ´8,`8r, Mq ; γp´q “ b

γp`q “ a

*

où les espaces de Sobolev sont définis par rapport à une métrique arbitraire
fixée sur M. Ce sont des variétés Hilbertiennes, dont l’espace tangent en γ
s’identifie à W1,2pγ˚TMq. Pour un des espaces Ppr, qq précédent, on note

Lpr, qq “ \γPPpr,qqL
2
pγ˚TMq.

La projection canonique Lpr, qq Ñ Ppr, qq est un fibré Banachique. En notant
G l’ensemble des métriques Riemanniennes sur M et en fixant une fonction de
Morse f : M Ñ R, on définit la famille de sections paramétrée par G :

F f :
G ˆPpr, qq ÝÑ Lpr, qq
pg, γq ÞÝÑ γ1 ` gradg f ˝ γ

.

Le théorème suivant affirme que F f vérifie les hypothèses du lemme de trans-
versalité à paramètres.
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Théorème 1.8 (M. Schwarz [25]). On a :

1. Pour toute métrique Riemannienne g, la section F f
g est Fredholm.

2. L’application F f : G ˆPpr, qq Ñ Lpr, qq est transverse à 0Lpr,qq.

3. Les solutions γ de F f pg, γq “ 0 sont C8 et sont les trajectoires de ´gradg f .

Comme les couples pr, qq sont en nombre fini, l’intersection

Σ f
“ Xpr,qqΣ

f
pr,qq Ă G

des ensembles génériques donnés par le lemme de transversalité à paramètres
reste générique. La transversalité de F f pg, ‚q avec la section nulle et la condition
de Morse-Smale telle qu’on l’a énoncé en terme d’intersections transverses entre
variétés stables et instables sont équivalentes, voir par exemple la proposition
5.8 de M. Hutchings [13]. Ceci montre alors que

g P Σ f
ðñ p f , gq vérifie la propriété de Morse-Smale,

et prouve le théorème 1.2.

Le paragraphe précédent entraîne aussi que les espaces

ĂMpr, qq :“ pF f
q
´1
p0Lpr,qqq

sont des variétés Banachiques. Considérons alors pour deux fonctions de Morse
f et f 1 les applications

Ev` :
ĂMpr,∅q ÝÑ M
pg, γq ÞÝÑ γp`q

et Ev´ :
ĂMp∅, q1q ÝÑ M
pg1, γ1q ÞÝÑ γ1p´q

.

Le lemme suivant affirme que ces applications sont des submersions (même en
se restreignant à des variations de métriques à support imposé, hypothèse qui
sera utile pour prouver ultérieurement la proposition 3.4) et a comme premier
corollaire d’établir leur transversalité, qui se reformule comme celle entre

ĂMpr,∅q ˆ ĂMp∅, q1q ÝÑ M2

pg, γ, g1, γ1q ÞÝÑ pγp`q, γ1p´qq

et ∆ “ tpx, xq P M2 ; x P Mu Ă M2.

Lemme 1.3. Soit pg, γq P ĂMpr,∅q. Soit p “ γpt0q et soit U Ă M un voisinage de p.
On note TgGU “ t 9g P TgG ; x R U ùñ 9gx “ 0u et pG : ĂMpr,∅q Ñ G la projection
canonique. Alors pdEv`qpg,γq : dpG

´1
pg,γqpTgGUq Ñ Tγp`qM est surjective.
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Démonstration. Soit g‚ :s ´ ε, εrÑ G une famille de métriques vérifiant g0 “ g et
g‚|EzU ” g. Soit t`0 “ suptt P R ; γptq P Uu. On note p` “ γpt`0 q, q “ γp`q “
γpLq, puis H0, H1 et H2 des voisinages de p, p` et q dans leurs niveaux respectifs.
Le flot de ´gradgs

f induit un difféomorphisme

ϕs
10 :

H0 ÝÑ H1
x ÞÝÑ ϕtps,xqpxq

.

On note aussi ϕ21 : H1ˆsL´ ε1, L` εrÑ E la restriction du flot à un voisinage de
pp`, Lq (quitte à travailler sur γ˚TE et à renormaliser, on se ramène de pt0, t`0 , Lq
à p0, 1, Lq), qui induit un difféomorphisme sur Impϕ21q. Soit à présent

p 9h2, 9τ2q P TqE “ TqH2 ‘R ¨ γ1.

On note
p 9h1, 9τ1q “ pdϕ21q

´1
p 9h2, 9τ2q P Tp`E “ Tp`H1 ‘R ¨ γ1.

Il nous faut fabriquer une famille g‚ telle que

ϕs
02px, tq “ ϕ21pϕ

s
10pxq, t´ tps, xqq

vérifie

Bϕs
20
Bs

p0, Lq “ p 9h2, 9τ2q

ðñ dH1 ϕ21

ˆ

Bϕs
10
Bs

p0q
˙

´
Bϕ21

Bt
¨
Btps, 0q
Bs

p0q “ p 9h2, 9τ2q

ðñ

ˆ

Bϕs
10
Bs

p0q,
Btps, 0q
Bs

p0q
˙

“ p 9h1,´ 9τ1q.

Construisons de manière équivalente une famille de pseudo-gradients indui-
sant cette condition. Soit θ :st, t`rÑ R une fonction bosse telle que

şt`
t θpτqdτ “

1. On pose Xs “ s ¨ θ ¨ 9h1 ` p1` s ¨ 9τ1q
B
Bτ , dont le flot ψs

10 est donné par

ψs
10ph, tq “

ˆ

s ¨
ż t

0
θptqdt ¨ 9h1,

ż t

0
p1` s 9τ1qdt

˙

.

Alors ϕs
10p‚q “ ψs

10p‚, tps, ‚qq vérifie

ϕs
10pxq “

˜

s ¨ 9h1,
ż tps,xq

0
p1` s 9τ1qdt

looooooooomooooooooon

“1

¸

,
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où l’on obtient d’une part que Bϕs
10
Bs p0q “

9h1 et d’autre part que

ż tps,xq

0
p1` s 9τ1qdt “ 1 ùñ tps, xq “

1
1` s 9τ1

ùñ
Btps, 0q
Bs

p0q “
´ 9τ1

p1` 0 ¨ 9τ1q
2 “ ´

9τ1.

Le lemme de transversalité à paramètres fournit un ensemble générique

Σp f , f 1q
pr,q1q Ă G2,

et l’ensemble des couples pr, q1q étant à nouveau en nombre fini, l’intersection

Σp f , f 1q
“ Xpr,q1qΣ

p f , f 1q
pr,q1q X

´

Σ f
ˆ G

¯

X

´

G ˆ Σ f 1
¯

Ă G2

est un ensemble générique vérifiant que

pg, g1q P Σp f , f 1q
ðñ p f , g, f 1, g1q vérifie la propriété de Morse-Smale hybride,

ce qui prouve le théorème 1.7.



Chapitre 2

Groupe fondamental de Morse

Dans ce chapitre, on définit le groupe fondamental de Morse d’une variété
fermée M en tant que présentation de groupe associée à la donnée d’un couple
p f , gq vérifiant la propriété de Morse-Smale. On développe un point de vue et un
vocabulaire similaires à ceux que l’on prendra pour définir le groupe fondamen-
tal de Morse stable. On montre l’invariance de cette présentation par rapport
aux données de deux manières différentes : l’une en exhibant un isomorphisme
avec le groupe fondamental usuel de la variété (le morphisme d’évaluation),
l’autre en construisant un isomorphisme entre deux présentations associées à
des données compatibles (le morphisme de descente).

2.1 Baser le groupe fondamental

Soit p P M. On considère la propriété suivante sur p :

Le point p est une valeur régulière de Ev´ : Mp∅,∅q Ñ M. (2.1)

C’est une propriété générique, qui revient à demander que p P YcPCrit0p f qWspcq.
On note ensuite

Mpp,∅q “ pEv´ : Mp∅,∅q Ñ Mq´1
ppq

“ tγ PMp∅,∅q ; γp´q “ pqu.

Lorsque p vérifie la condition (2.1), Mpp,∅q est donc une variété à faces de
dimension 1. C’est en fait un segment, dont les sommets sont la trajectoire γp

constante égale à p et la trajectoire brisée pβp, αpq P Mpp, cq ˆMpc,∅q, où c P
Crit0p f q est le point tel que p P Wspcq. On note Mpp,∅q` le segment muni de
l’orientation telle que le sommet p soit le départ.

45
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2.2 Générateurs

On fixe f : M Ñ R une fonction de Morse et g une métrique adaptée à
f . On suppose que le couple p f , gq vérifie la propriété de Morse-Smale (voir la
définition 1.5) et on fixe un point ‹ vérifiant la condition (2.1).

Si G est un ensemble et R Ă FG (le groupe libre engendré par G), on note
xG|Ry “ FG{R le groupe de générateurs G et de relations R, où R est la clôture
normale de R dans FG .

Définition 2.1. 1. Un pas de Morse P est la donnée d’un espace de modules
orienté Mpr,∅q, avec r P Crit1p f q ou r “ ‹. On détaillera l’écriture d’un
pas de Morse de deux manières :
(a) soit en écrivant P “ Mpr,∅qε “ bε, où ε P t´,`u précise si l’orienta-

tion considérée est celle fixée initialement ou l’orientation opposée,
(b) soit en écrivant P “ pβ´, α´, β`, α`q, où pβ´, α´q P B

1Mpr,∅q est
la trajectoire orientée négativement pour l’orientation induite sur le
bord et pβ`, α`q P B

1Mpr,∅q la trajectoire orientée positivement,
avec la convention que β´ “ α´ “ γ‹ lorsque 1 P “Mp‹,∅q`.

On note P l’ensemble des pas de Morse.
2. Deux pas de Morse P1 “ pβ1

´, α1
´, β1

`, α1
`q et P2 “ pβ2

´, α2
´, β2

`, α2
`q sont dits

consécutifs 2 si α1
` “ α2

´. Un chemin de Morse est un mot formé de pas de
Morse consécutifs.

3. Un lacet de Morse libre ` “
śk

i“1 Pi “ P1 ¨ ¨ ¨ Pk est un chemin de Morse
tel que P1 soit consécutif à Pk. On note L leur ensemble.

4. Si ` “
śk

i“1 Pi est un lacet de Morse, on note ` “
śk

i“1 Pk`1´i le lacet de
Morse formé par les pas de Morse munis des orientations opposées.

5. Un lacet de Morse basé en ‹ est un lacet de Morse dont le premier pas P1

est Mp‹,∅q`. On note L‹ leur ensemble.
6. Une relation de Morse du premier type est un mot de la forme P ¨ P. On

note R1 leur ensemble.
7. Le groupe

LpM, f , g ; ‹q “ xL‹|pP1
¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ Pk

qpP1
¨ ¨ ¨p` ¨ ¨ ¨ Pk

q
´1, ` P R1y,

où p̈ signifie que les lettres n’apparaissent pas dans le mot, est appelé
groupe des lacets de Morse. Ses éléments sont les lacets de Morse basés

1. C’est le seul pas de Morse dont l’un des bords ne se décrit pas comme un couple de
trajectoires.

2. De manière équivalente, si Ev`pβ1
`q “ Ev`pβ2

´q.
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en ‹ (car on a égalité entre l’inverse formel P´1 et le pas P), dans lesquels
on peut simplifier deux pas de Morse qui apparaissent consécutivement
avec leurs orientations opposées.

La figure 2.1 présente un pas de Morse Mpb,∅q avec b P Crit1p f q, vu comme

“

Mpb,∅q

a

b a1

b

FIGURE 2.1 – Pas de Morse par un point critique b P Crit1p f q.

un espace à un paramètre de trajectoires issues de b (on doit « éclater » la figure
étant donné que les trajectoires se recouvrent les unes les autres). La figure 2.2
présente un pas de Morse Mp‹,∅q, vu comme un espace à un paramètre de

‹

a

“

Mp‹,∅q
‹

FIGURE 2.2 – Pas de Morse par le point base ‹.

trajectoires issues de ‹. Enfin, la figure 2.3 présente un lacet de Morse basé en ‹.

‹

b0

b1
b2b3

a0 a1

a2a3

FIGURE 2.3 – Lacet de Morse.
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Remarque 2.1. Le seul pas consécutif à P “ Mpp,∅q´ est P “ Mpp,∅q`. Un
lacet ` P LpM, f , g ; ‹q admettra ainsi toujours une écriture ` “

śk
i“1 Pi dans

laquelle les seuls pas Mp‹,∅q˘ sont P1 “ Mp‹,∅q` et Pk “ Mp‹,∅q´. Si l’on
suppose de plus que ‹ “ a0 P Crit0p f q, on peut en plus omettre les pas Mp‹,∅q˘
en décrétant qu’un pas P “ pβ´, α´, β`, α`q est basé en ‹ si α´ P Mpa0,∅q,
ou de manière équivalente Ev`pβ´q “ a0. On va faire cette hypothèse, qui
nous permet alors de ne travailler qu’avec des pas Mpb,∅q et allègera la rédac-
tion de ce chapitre. On remarquera systématiquement chaque moment où des
pas du type Mpp,∅q seraient naturellement apparus. L’équivalent des espaces
Mpp,∅q dans le cadre de Morse stable ne permettra pas cette simplification,
et comme les fonctions de Morse sont des fonctions de Morse stable, le lecteur
pourra trouver une description du groupe fondamental de Morse sans ces sim-
plifications comme un cas particulier du groupe fondamental de Morse stable
dans le chapitre 4.

2.3 Morphisme d’évaluation

Un pas P P P muni d’une paramétrisation γP : r´1, 1s Ñ P respectant son
orientation induit une application rγP : r´1, 1s Ñ M définie par rγP “ Ev` ˝ γP.
On définit à partir de ces applications un morphisme

Ev :
LpM, f , g ; ‹q ÝÑ π1pM ; ‹q
` “ P1 ¨ ¨ ¨ Pk ÞÝÑ rrγP1 ¨ . . . ¨ rγPks

,

où ¨ désigne la concaténation de chemins, dit morphisme d’évaluation. Ce mor-
phisme ne dépend pas des précédents choix de paramétrisations. Le résultat qui
justifie l’appellation de « générateurs du groupe fondamental de Morse » est le
théorème suivant :

Théorème 2.1. Le morphisme Ev : LpM, f , g ; ‹q Ñ π1pM ; ‹q est surjectif.

La preuve classique du résultat précédent consiste à laisser couler un la-
cet topologique le long du flot jusqu’à ce qu’il soit compris dans une union de
voisinages tubulaires des variétés instables des points critiques d’indice 1, puis
ensuite à le rétracter à l’aide des projections de ces voisinages tubulaires. On
propose une preuve différente, qui utilise le collage et la topologie des espaces
de modules Mp∅, aq. Notons que ces preuves sont propres au cadre Morse, et
ne se transmettront pas au cadre Morse stable.

Démonstration. Le fait que Ev soit un morphisme est clair, car EvpPq “ EvpPq,
où la seconde barre désigne γ ÞÑ pγ : t ÞÑ γp1´ tqq. Seule la surjectivité est à
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prouver, i.e. il nous faut montrer que tout lacet est homotope à un lacet égal à
l’évaluation d’un lacet de Morse.

Soit rγs P π1pM ; ‹q. On peut supposer que γ : pS1, 1q Ñ pM, ‹q est lisse et
que pour tout c P Critp f q, γ& pEv´ : Mp∅, cq Ñ Mq (i.e. le lacet intersecte trans-
versalement chaque variété stable Wspcq). La dimension attendue de ces inter-
sections vaut 1` n ´ indpcq ´ n “ 1´ indpcq, autrement dit le lacet intersecte
seulement des variétés stables de points critiques d’indices 0 et 1, et seulement
en un nombre fini de points pour ces dernières. Ces intersections viennent de
plus avec des signes, induits par les co-orientations fixées des variétés stables.
Notons θ1 ă ¨ ¨ ¨ ă θk P r0, 2πrĂ R{2πZ “ S1 ces points, θi correspondant à l’in-
tersection du lacet avec la variété stable de bi P Crit1p f q (avec potentiellement
répétition des bi), et εi P t´,`u les signes de ces intersections.

L’application γ envoie l’intervalle sθi, θi`1r dans la variété stable de ai P

Crit0p f q (avec potentiellement répétition des ai), tandis que s0, θ1rYsθk, 2πr est
envoyé dans la variété stable de a0 “ ‹. On note γi la restriction de γ à rθi, θi`1s,
1 ď i ď k ´ 1, γ0 la restriction à r0, θ1s Y rθk, 2πs, pβi

´, βi
`q les paramétrisations

des trajectoires des bords des Mpbi,∅q munis de leurs orientations fixées, et
τi P Mp∅, biq la paramétrisation de la trajectoire vérifiant ev´pτiq “ γpθiq. Le
chemin γ “ γ0 ‚ ¨ ¨ ¨ ‚ γk est homotope au chemin

γ0 ‚ τ1 ‚ B1 ‚ τ1 ‚ γ1 ‚ ¨ ¨ ¨ ‚ γk´1 ‚ τk ‚ Bk ‚ τk,

avec
Bi “ βi

´εi
‚ βi

´εi
‚ βi

εi
‚ βi

εi
.

La figure 2.4 représente une intersection positive (on y précise l’orientation du
lacet et celle de la variété instable du point critique) ainsi que les différents
types de chemins intervenant dans cette description. Les trajectoires pτi, βi

´q P

βi
´ βi

`

ai´1

ai

bi

γi
γpθiq

γi´1 τi

FIGURE 2.4 – Intersection positive d’un lacet et d’une variété stable.

Mp∅, biq ˆMpbi, aεiq, avec aεi “ ai´1 si εi “ ` et ai si εi “ ´, peuvent être
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lissées en des trajectoires ξ i
´ “ τi #λβi

´ P Mp∅, aεiq, et de même pour les tra-
jectoires pτi, βi

`q P Mp∅, biq ˆMpbi, a´εiq qui peuvent être lissées en des tra-
jectoires ξ i

` “ τi #λβi
` PMp∅, a´εiq. Les chemins γi peuvent eux être perturbés

près de leurs extrémités en des chemins rγi de sorte à ce qu’ils restent tracés dans
la variété stable de ai et que l’on ait toujours rγip`q “ ξ i`1

´ p´q, etc. On obtient
finalement une homotopie du chemin γ avec le chemin

Ăγ0 ‚ ξ1
´ε1
‚ β1

´ε1
‚ β1

ε1
‚ ξ1

ε1
‚ ¨ ¨ ¨ ‚Ćγk´1 ‚ ξk

´εk
‚ βk

´εk
‚ βk

εk
‚ ξk

εk
,

et comme à présent les chemins ξ i
εi
‚ rγi ‚ ξ i`1

´εi`1
sont des lacets inclus dans la

variété stable de aεi , ils se rétractent pour obtenir une dernière homotopie entre
le chemin précédent et

β1
´ε1
‚ β1

ε1
‚ ¨ ¨ ¨ ‚ βk

´εk
‚ βk

εk
“ Ev

`

Mpb1,∅qε1 ¨ ¨ ¨Mpbk,∅qεk
˘

.

Corollaire 2.1 (Inégalité homotopique de Morse). Soit µ1pMq le nombre minimal
de générateurs d’une présentation de π1pM ; ‹q. Alors

#Crit1p f q ě µ1pMq.

Démonstration. On considère le graphe 3 connexe 4 de sommets Crit0p f q, avec
une arête orientée allant du sommet a´ au sommet a` si et seulement si il existe
un pas de Morse P “ pβ´, α´, β`, α`q avec Ev`pβ´q “ a´ et Ev`pβ`q “ a`.
Pour un sommet c, on fixe un chemin reliant ‹ à c, i.e. un mot sc “ P1 ¨ ¨ ¨ Pk

formé de pas de Morse consécutifs où P1 “ pβ1
´, α1

´, β1
`, α1

`q vérifie Ev`pβ1
´q “ ‹

et Pk “ pβk
´, αk

´, βk
`, αk

`q vérifie Ev`pβk
`q “ c. On définit alors le morphisme

ϕ :
xP |R1y ÝÑ LpM, f , g ; ‹q

P “ pβ´, β`q ÞÝÑ sev`pβ´q ¨ P ¨ sev`pβ`q
,

qui est surjectif car ϕp`q “ `. Comme

xP |R1y » xMpb,∅q˘, indpbq “ 1|Mpb,∅q`Mpb,∅q´y
» xMpb,∅q`, indpbq “ 1|∅y

est le groupe libre à #Crit1p f q générateurs, on obtient l’inégalité voulue en consi-
dérant le morphisme surjectif Ev ˝ ϕ : xP |R1y Ñ π1pM ; ‹q.

3. C’est la description du 1-squelette de la structure de CW-complexe du théorème 1.5.
4. Sinon on aurait deux points critiques d’indice 0 non homologues au sens de l’homologie

de Morse, ce qui contredirait que H0pM, f , gq “ H0pM, Zq “ Z comme M est supposée connexe.
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Remarque 2.2. Si l’on note

MorsepMq “ min t#Critp f q ; f : M Ñ R est de Morseu

le nombre de Morse de M et

MorseipMq “ min t#Critip f q ; f : M Ñ R est de Morseu

le i-ème nombre de Morse de M, on obtient par conséquent que

MorsepMq ě Morse1pMq ě µ1.

2.4 Relations

Une variété à coins compacte de dimension n induit un graphe 5 dont les
sommets sont donnés par les points de sa n-strate et les arêtes par les segments
de sa pn ´ 1q-strate. D’après le théorème 1.4, le graphe induit par la variété à
faces Mpc,∅q avec ind pcq “ 2 est cyclique. L’orientation fixée sur Mpc,∅q in-
duit une orientation de ce graphe cyclique. Détaillons à quoi correspondent les
sommets et arêtes de ce graphe.

Arêtes. Comme Mpc, dq est vide dès que indpcq ď indpdq, on a que

B
1Mpc,∅q “ \|I|“1MI

“ \dPCrit0p f qYCrit1p f qMpc, dq ˆMpd,∅q
“ E0 \ E1,

où

• E0 “ \aPCrit0p f qMpc, aq ˆMpa,∅q,

• E1 “ \bPCrit1p f qMpc, bq ˆMpb,∅q.

On distingue donc deux types d’arêtes : ce sont soit les composantes E0, soit
les composantes E1. Comme dimMpc, bq “ 2´ 1´ 1 “ 0, Mpc, bq est discret,
et comme Mpb,∅q est connexe, une arête de E1 est de la forme tγu ˆMpb,∅q,
avec γ P Mpc, bq (ici, Mpb,∅q est donc un pas de Morse, voir le paragraphe
suivant).

5. En prenant soin de retirer les composantes de la pn´ 1q-strate difféomorphes à S1.
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Sommets. On a ensuite que

B
2Mpc,∅q “ \|I|“2MI

“ \bPCrit1p f q,aPCrit0p f qMpc, bq ˆMpb, aq ˆMpa,∅q
“ V .

Les sommets sont donc tous du même type, un triplet de trajectoires dans un
certain Mpc, bq ˆMpb, aq ˆMpa,∅q.

Explorer une composante de bord. Un sommet est donc une trajectoire qui
présente deux types de singularités : une singularité « haute » (ici la brisure sur
le premier point critique intermédiaire) et une singularité « basse » (ici la brisure
sur le second point critique intermédiaire). On distinguera alors les arêtes «
hautes », celles qui joignent deux singularités hautes tout en préservant une
singularité basse (ici celles de type E0), et les arêtes « basses », celles qui joignent
deux singularités basses tout en préservant une singularité haute (ici celles de
types E1). Les arêtes basses correspondent précisément aux arêtes qui induisent
des pas de Morse. Chaque sommet étant alors extrémité d’une arête haute et
d’une arête basse, parcourir le graphe cyclique induit par le bord de l’espace
de modules consiste à alterner entre arête haute et arête basse. Le fait que la
singularité basse soit préservée par les arêtes hautes entraîne que les pas de
Morse induits par les arêtes basses sont consécutifs, et concaténer les pas de
Morse induits par les arêtes basses résulte donc en la formation d’un lacet de
Morse libre. Ce procédé, dénommé « marche du crocodile » dans [3], restera
valable pour tous les cas de figures similaires que l’on rencontrera au cours de
ce manuscrit (voir les propositions 2.3, 4.1, 4.2 et 4.4).

La figure 2.5 présente une arête basse, et la figure 2.6 présente une arête

“

a

b a1

b

c

E1

c

FIGURE 2.5 – Arête basse.
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“
E0

a

b1
c

a

b b1
b

c

FIGURE 2.6 – Arête haute.

haute.
Même si ce n’est pas nécessaire pour construire le lacet de Morse stable qui

nous intéresse, la proposition suivante indique en détail la manière dont sont re-
liés arêtes et sommets dans le cas des espaces de modules Mpc,∅q, c P Crit2p f q.

Proposition 2.1. Le graphe cyclique induit par le bord d’un espace Mpc,∅q a comme
combinatoire celle d’un cycle du graphe

V

E0

��

E1

EE

alternant entre arête haute (au-dessus de la démarcation en pointillé) et arête basse (en-
dessous de la démarcation en pointillé).

Démonstration. Soit v “ pγ, β, αq P Mpc, bq ˆMpb, aq ˆMpa,∅q un sommet.
Comme pγ, βq P B1Mpc, aq, qui est une variété à faces compacte de dimension
1, on en déduit que pγ, βq est un sommet d’une arête re0 Ă B

0Mpc, aq “Mpc, aq.
Puis, comme pβ, αq P B1Mpb,∅q, qui est aussi une variété à faces compacte de
dimension 1, on en déduit que pβ, αq est un sommet de l’arête re1 “ Mpb,∅q.
Finalement, pγ, β, αq est à la fois un sommet de e0 “ re0 ˆ tαu P E0 et de e1 “

tγu ˆ re1 P E1.

On associe alors à un espace Mpc,∅qε un lacet de Morse libre en concaténant
les pas induits par les arêtes basses. Plus précisément :

1. On fixe une arête e1 P E1, puis on forme la suite finie ordonnée e1, e2, . . . , e2k
des arêtes du graphe cyclique qui respecte l’orientation héritée de celle de
Mpc,∅qε.

2. L’arête e2i´1, 1 ď i ď k, est du type E1 et donc de la forme tγiu ˆMpbi,∅q.
On note εi P t´,`u l’orientation du point tγiu PMpc, biq.
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3. On pose ` “
śk

i“1 Mpbi,∅qεi .

Proposition 2.2. Le mot ` ainsi formé est un lacet de Morse libre. On dira que ` est
tracé sous c.

Démonstration. Le seul point à prouver est que les pas soient bien consécutifs.
La formule d’orientation dans le théorème 1.3 affirme que l’orientation du bord
B1Mpc,∅q coïncide avec l’orientation produit : celle d’une arête tγiuˆMpbi,∅q
du type E1 vaut donc bien le produit de l’orientation εi de la trajectoire γi avec
celle fixée de l’espace Mpbi,∅q, ce qui correspond à notre notation Mpbi,∅qεi .
On conclut en remarquant que l’application Ev` : Mpc,∅q Ñ M est constante
le long des arêtes du type E0.

La figure 2.7 présente une configuration possible.

b0

b1b2b3

a0 a1

a2a3

c

FIGURE 2.7 – Lacet tracé sous c P Crit2p f q.

Définition 2.2. 1. On appelle relation de Morse du second type un lacet de
Morse ` tel qu’il existe un point critique c avec indpcq “ 2 tel que ` soit
tracé sous c. On note R2 leur ensemble.

2. Le groupe

π1pM, f , g ; ‹q “
A

L‹ |pP1
¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ Pk

qpP1
¨ ¨ ¨p` ¨ ¨ ¨ Pk

q
´1, ` P R1 YR2

E

est appelé groupe fondamental de Morse. Ses éléments sont donc les la-
cets de Morse basés en ‹, dans lesquels on peut simplifier deux pas qui
apparaissent consécutivement avec leurs orientations opposées ou lacets
qui sont tracés sous des points critiques d’indice 2.



2.5. INVARIANCE A POSTERIORI ET ISOMORPHISME D’ÉVALUATION 55

2.5 Invariance a posteriori du groupe fondamental
de Morse, isomorphisme d’évaluation

L’énoncé suivant justifie l’appellation de groupe fondamental de Morse. On
en déduit l’invariance du groupe fondamental de Morse par rapport à la fonc-
tion f et à la métrique g fixées.

Théorème 2.2. Le morphisme Ev : LpM, f , g ; ‹q Ñ π1pM ; ‹q passe au quotient et
induit un isomorphisme Ev : π1pM, f , g ; ‹q Ñ π1pM ; ‹q.

Démonstration. Le fait que Ev passe au quotient est clair, car si ` P BpMpc,∅qq,
alors Ev` : Mpc,∅q Ñ M est une application continue définie sur un disque
fermé et vérifiant rEv`|B1Mpc,∅q : B1Mpc,∅q » S1 Ñ Ms “ Evp`q. Le lacet non
basé ` est donc homotopiquement trivial. Il nous faut ainsi seulement prouver
que si un lacet de Morse est homotopiquement trivial, alors il est dans la ferme-
ture normale des relations de Morse.

Soit ` “
śk

i“1 Pi un lacet de Morse homotopiquement trivial (i.e. Evp`q “ 1),
et soit D : D Ñ M une application dont la restriction au bord BD » S1 soit
une paramétrisation de la concaténation des Pi. On peut supposer que D est
lisse et que, quitte à perturber D le long de D̊, D&pEv´ : Mp∅, cq Ñ Mq pour
tout c P Critp f q (i.e. le disque intersecte transversalement chaque variété stable
Wspcq). On obtient alors une stratification de D donnée par

D “ YaPCrit0p f qD
´1
pWs

paqq
ď

YbPCrit1p f qD
´1
pWs

pbqq
ď

YcPCrit2p f qD
´1
pWs

pcqq.

On va décrire deux opérations sur un tel disque stratifié qui résultent en l’ob-
tention d’un nouveau disque stratifié présentant respectivement un sommet
(ici, un point de YcPCrit2p f qD´1pWspcqq) ou une arête (ici, une composante de
YbPCrit1p f qD´1pWspbqq) de moins, et dont le bord est un lacet de Morse équi-
valent (i.e. égal dans le groupe fondamental de Morse) au lacet de Morse bor-
dant le disque initial.

1. Retirer un sommet : pour un point x P YcPCrit2p f qD´1pWspcqq, on trace un
segment reliant x au bord du disque et on considère le disque D̃ obtenu à
partir de D en retirant un voisinage de ce segment (voir la figure 2.8). En
choisissant convenablement ce voisinage, on peut supposer que la strati-
fication initiale induit une stratification de D̃, et que le bord de D̃ inter-
secte transversalement et dans le même ordre les mêmes variétés stables
de points critiques d’indice 1 que le bord de D, à l’insertion près d’un mot
de la forme m ¨ r ¨m´1, où r “ b˘1 ¨ ¨ ¨ b

˘
l est une relation de Morse du se-

cond type. La preuve du théorème 2.1 montrait comment modifier un tel
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D

V

D̃ “ DzV

b1
b2 b3

b4

b´ b`

FIGURE 2.8 – Retirer un sommet de la stratification.

lacet topologique afin d’obtenir le lacet de Morse correspondant : on ré-
itère cette modification au voisinage du bord de D̃ (de sorte à ce que ça ne
modifie pas la stratification) et on obtient l’opération voulue.

2. Retirer une arête : si on rencontre successivement les extrémités d’une
même arête en parcourant le bord de D, alors le disque que l’on obtient en
retirant un voisinage de la cellule (composante de YaPCrit0p f qD´1pWspaqq)
correspondante est à nouveau stratifié avec une arête de moins, et on le
modifie à nouveau au voisinage de son bord pour que ce dernier soit un
lacet de Morse égal au précédent à l’insertion près d’une relation de Morse
du premier type P ¨ P (voir la figure 2.9). ).

D

D̃ “ DzV

V

b´

b`

FIGURE 2.9 – Retirer une arête de la stratification.

On conclut la preuve comme suit : le nombre de sommets de la stratification
étant fini, on applique la première opération jusqu’à les avoir tous retirés. En-
suite, on retire successivement les arêtes concernées par la seconde opération
(il en existe toujours au moins une, sans quoi deux arêtes différentes se croise-
raient) jusqu’à obtenir un disque stratifié ne présentant qu’une cellule, dont le
bord vaut alors 1 dans π1pM, f , g ; ‹q.

En guise d’exemple, on va déterminer le groupe des lacets de Morse et le
groupe fondamental de Morse du tore penché rT Ă R.
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2.6 Calcul du groupe fondamental de Morse du tore
penché

On considère le tore penché, i.e. le tore

T2
“ tpcospθq, cospφqp2` sinpθqq, sinpφqp2` sinpθqqq P R3 ; pθ, φq P r0, 2πr2u

muni de la restriction de la projection orthogonale sur la droite de vecteur di-
recteur p1, 0, 1q, notée h. On représente sur la figure 2.10 les trajectoires de gra-
dient de h pour la métrique induite g sur un domaine fondamental. La fonc-

c b1

b2a

FIGURE 2.10 – Champ de vecteurs de la fonction hauteur sur le tore penché.

tion h est de Morse, elle possède quatre points critiques ‹ “ a, b1, b2 et c, avec
indpcq “ 2, indpb1q “ indpb2q “ 1 et indpaq “ 0, et le couple ph, gq vérifie la
propriété de Morse-Smale. La figure 2.11 précise les orientations que l’on se fixe
sur les espaces Mpr,∅q. Comme la fonction h n’a qu’un minimum, n’importe

b2c ab1
`

FIGURE 2.11 – Les orientations fixées des espaces de modules Mpr,∅q.

quel mot en les pas sera un lacet de Morse basé en le point ‹. On a donc que

LpT2, h, g ; ‹q “ xP |R1y “ xb˘i |b
`
i b´i y » xb

`
1 , b`2 |∅y » Z ˚Z,

le groupe libre à deux générateurs. Calculons à présent les relations de Morse,
ce qui revient dans cet exemple à déterminer un lacet ` tracé sous c. La figure
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2.12 illustre le parcours du bord de cet espace de modules, en partant de l’arête
tγu ˆMpb1,∅q où γ P Mpc, b1q est la trajectoire orientée positivement. On ré-
cupère le mot b`1 b`2 b´1 b´2 “ rb

`
1 , b`2 s, et on a donc que

π1pT
2, h, g ; ‹q “ xP |R1 YR2y » xb`1 , b`2 |rb

`
1 , b`2 sy » Z2,

où l’on retrouve bien le groupe fondamental classique du tore π1pT ; ‹q. No-
tons au passage que le corollaire 2.1 oblige une fonction de Morse à avoir au
moins deux points critiques d’indice 1, et donc la fonction hauteur du tore pen-
ché réalise avec ses quatre points critiques le nombre de Morse du tore (i.e. le
nombre minimal de points critiques que doit posséder une fonction de Morse
définie sur la variété).

Mpb1,∅q´
ÐÝ

ÝÑ
Mpb2,∅q´
ÝÑ

Ó

ÐÝ

Ó Mpb2,∅q`

ÝÑ
Mpb1,∅q`
ÝÑ

FIGURE 2.12 – Parcours du bord de Mpc,∅q`.
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2.7 Invariance a priori du groupe fondamental de
Morse, isomorphisme de descente

On détaille ici comment obtenir l’invariance a priori du groupe fondamental
de Morse, en ce qu’on va construire un isomorphisme dit de descente

Φ : π1pM, f , g ; ‹q Ñ π1pM, f 1, g1 ‹1q.

pour un quadruplet p f , g, f 1, g1q vérifiant la propriété de Morse-Smale hybride
(voir la définition 1.11). Ce morphisme sera défini à l’aide des espaces de mo-
dules hybrides

M1
p f ,g, f 1,g1qpb,∅q

définis dans la section 1.8. Pour simplifier les notations, on notera au cours de
cette section

• M1 au lieu de M1
p f ,g, f 1,g1q,

• M au lieu de Mp f ,gq,
• M1 au lieu de Mp f 1,g1q.

La dimension attendue des espaces M1pb, a1q est de

indpbq ` n´ indpa1q ´ n “ indpbq ´ indpa1q,

tandis que celle des espaces M1pb,∅q est de

indpbq ` n` 1´ n “ indpbq ` 1.

Dans le cas où indpbq “ 1, la dimension de ce dernier espace vaut 2, et son
bord est homéomorphe à un cercle 6. Ainsi, comme auparavant, la graphe induit
par sa 1-strate (arêtes) et sa 2-strate (sommets) sera cyclique. Détaillons à quoi
correspondent les arêtes et les sommets de ce graphe.

Arêtes. Comme M1pb, dq est vide dès que indpdq ą indpbq, on a en identifiant
tγ P C8pt0u, Mq ; γ1 “ X ˝ γu et M que

B
1M1pb,∅q “

ˆ

B
1Mpb,∅q b

Ev
B

0M1p∅,∅q
˙

\

ˆ

B
0Mpb,∅q b

Ev
B

1M1p∅,∅q
˙

“

ˆ

\|I|“1MI b
Ev

M1p∅,∅q
˙

\

ˆ

Mpb,∅q b
Ev

´

\|J|“1M1
J \M

¯

˙

“ E0 \ E 10 \ E 11 \ Edeg,

où

6. C’est a priori seulement une union disjointe de cercles, mais comme la surface M1pb,∅q
est contractile (sur le couple pγb

´, bq où γb
´ est la trajectoire γb

´ constante égale à b) alors elle est
homéomorphe à un disque.
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• E0 “ \aPCrit0p f qMpb, aq ˆM1pa,∅q,

• E 10 “ \a1PCrit0p f 1qM1pb, a1q ˆM1pa1,∅q,

• E 11 “ \b1PCrit1p f 1qM1pb, b1q ˆM1pb1,∅q,
• Edeg “Mpb,∅q b

Ev
M.

Les arêtes se répartissent donc en quatre types. Comme dimM1pb, b1q “ 1´ 1 “
0, une arête de E 11 est de la forme tγu ˆM1pb1,∅q avec γ P M1pb, b1q. Il n’y a
qu’une arête de type Edeg, difféomorphe à Mpb,∅q via

idˆ Ev` :
Mpb,∅q ÝÑ Mpb,∅q b

Ev
M

γ ÞÝÑ pγ, ev`pγqq
.

En notant Mpb,∅q “ pβ´, α´, β`, α`q, les arêtes de type E0 correspondent aux
pas 7 M1pEv`pβ˘q,∅q comme introduits à la section 2.1.

Sommets. On a ensuite que

B
2M1pb,∅q “

ˆ

B
0Mpb,∅q b

Ev
B

2M1p∅,∅q
˙

\

ˆ

B
1Mpb,∅q b

Ev
B

1M1p∅,∅q
˙

“

ˆ

Mpb,∅q b
Ev
\|J|“2M1

J

˙

\

ˆ

\|I|“1MI b
Ev

´

\|J|“1M1
J \M

¯

˙

“ V0 \ V 11 \ Vdeg,

où

• V0 “ \aPCrit0p f q,a1PCrit0p f 1qMpb, aq ˆM1pa, a1q ˆM1pa1,∅q,

• V 11 “ \b1PCrit1p f 1q,a1PCrit0p f 1qM1pb, b1q ˆM1pb1, a1q ˆMpa1,∅q,
• Vdeg “ \aPCrit0p f qMpb, aq ˆMpa,∅q b

Ev
M.

On distingue ainsi trois types de sommets. Comme M1pa, a1q et M1pa1,∅q ne
contiennent tous deux qu’une unique trajectoire, il y a exactement deux som-
mets de type V0. On compte enfin deux sommets de type Vdeg, qui sont les ex-
trémités de l’unique segment Edeg.

Ces sommets présentent à nouveau une singularité « haute » et une sin-
gularité « basse » : pour ceux de type V0 et V 11, ces singularités correspondent

7. Notons que les points Ev`pβ˘q n’appartiennent a priori pas à Crit0p f 1q, ce qui est un obs-
tacle à l’utilisation de ces pas au vu de nos définitions des générateurs du groupe fondamental
de Morse. On a choisi de contourner leur utilisation au cours de ce chapitre, mais ce point sera
traité dans le cadre Morse stable lors de la section 4.2.
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aux deux brisures sur des points critiques, mais les sommets de type Vdeg ont
comme singularité haute une brisure en un point critique et comme singularité
basse une trajectoire définie sur un singleton et non plus sur un intervalle plus
général. Les arêtes « hautes » seront ainsi celles de type E 10 (voir la figure 2.13)

“
b10 b11

a1

b

b10

a1

b11

b

E 10

FIGURE 2.13 – Arête haute de type E 10.

et Edeg (voir la figure 2.14), tandis que les arêtes « basses » seront celles de type

“

Edeg

a

b a1

b

a a1

FIGURE 2.14 – Arête haute de type Edeg.

E0 (voir la figure 2.15) et E 11 (voir la figure 2.16).

“

aE 10

a1

b

b
a

a1

FIGURE 2.15 – Arête basse de type E0.

Là encore, même si ce n’est pas nécessaire pour construire le lacet de Morse
final, on donne en détail la manière dont arêtes et sommets sont reliés dans ces
nouveaux graphes.
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“

a10

b1 a11

b1E 11

b
b

a10 a11

FIGURE 2.16 – Arête basse de type E 11.

Proposition 2.3. Le graphe cyclique induit par le bord d’un espace M1pb,∅q a comme
combinatoire celle d’un cycle du graphe

Vdeg

Edeg

��

ff

E0

::
V0

E 10
�� zz

E 10
$$

V 11

E 10
		

E 11

JJ

alternant entre arête haute (au-dessus de la démarcation en pointillés) et arête basse
(en-dessous de la démarcation en pointillé), et contenant une arête de type Edeg.

Démonstration. Comme

B
1E0

“\aPCrit0p f qMpb, aq ˆ B1M1pa,∅q
“\aPCrit0p f qMpb, aq ˆ B0Mpa,∅q b

Ev
B

1M1p∅,∅q

“\aPCrit0p f qMpb, aq ˆMpa,∅q b
Ev

´

\|J|“1M1
J \M

¯

“\aPCrit0p f qMpb, aq ˆMpa,∅q b
Ev

´

\PCrit0p f 1qM1
p∅, a1q ˆM1

pa1,∅q \M
¯

“V0 Y Vdeg,
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puis

B
1E 10

“\a1PCrit0p f 1q B
1M1pb, a1q ˆM1

pa1,∅q

“\a1PCrit0p f 1q

ˆ

B1Mpb,∅q b
Ev
B0M1p∅, a1q \ B0Mpb,∅q b

Ev
B1M1p∅, a1q

˙

ˆM1pa1,∅q

“\a1PCrit0p f 1q

ˆ

\|I|“1MI b
Ev

M1p∅, a1q \Mpb,∅q b
Ev
\|J|“1M1

J

˙

ˆM1pa1,∅q

“V0 Y V 11,

qu’ensuite

B
1E 11

“\b1PCrit1p f 1qM1
pb, b1q ˆ B1M1pb1,∅q

“\b1PCrit1p f 1qM1
pb, b1q ˆ\|J|“1M1 J

“\b1PCrit1p f 1qM1
pb, b1q ˆ\a1,indpa1q“0Mpb1, a1q ˆMpa1,∅q

“V 11
et qu’enfin

B
1Edeg

“B
1Mpb,∅q b

Ev
M

“\|I|“1 MI b
Ev

M

“\aPCrit0p f qMpb, aq ˆMpa,∅q b
Ev

M

“Vdeg,

il suffit de remarquer qu’une arête de E0 a nécessairement un sommet de type
V0 et un sommet de type Vdeg pour obtenir le graphe abstrait de l’énoncé. Il
reste à voir que deux arêtes consécutives ne peuvent pas être du même type.
On montre que ça ne peut pas être le cas en raisonnant sur le type du sommet
commun aux deux arêtes.

1. Si le sommet est de type V0 : on note

pβ, pγ, γ1q, α1q PMpb, aq ˆM1
pa, a1q ˆM1

pa1,∅q

ce sommet. S’il est l’extrémité d’une arête trβuˆM1pra,∅q de type E0, alors
nécessairement rβ “ β puis ra “ a. Réciproquement, il est l’extrémité de
l’arête tβu ˆM1pa,∅q. Ainsi, la seconde arête d’extrémité ce sommet est
de type E 10.
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2. Si le sommet est de type V 11 : on note

ppγ, γ1q, β1, α1q PM1
pb, b1q ˆM1

pb1, a1q ˆM1
pa1,∅q

ce sommet. S’il est l’extrémité d’une arête tprγ, rγ1qu ˆM1prb1,∅q de type E1,
alors nécessairement prγ, rγ1q “ pγ, γ1q puis rb1 “ b1. Réciproquement, il est
l’extrémité de l’arête tpγ, γ1qu ˆMpb1,∅q. Ainsi, la seconde arête d’extré-
mité ce sommet est de type E 10.

3. Si le sommet est de type Vdeg : on note

pβ, α, αp`qq PMpb, aq ˆMpa,∅q b
Ev

M

ce sommet. Alors il est à la fois extrémité de l’unique arête de type Edeg et
de l’arête tβu ˆM1pa,∅q de type E0.

À un pas de Morse P “ Mpb,∅qε pour les données p f , gq, on associe alors
un chemin de Morse pour les données p f 1, g1q en concaténant les pas induits par
les arêtes basses. Plus précisément :

1. On considère l’arête dégénérée e´2 “ Mpb,∅qdeg orientée de sorte à ce
que le difféomorphisme Mpb,∅qε Ñ e´2 renverse l’orientation ε, et on la
complète en la suite finie ordonnée e´2, e´1, e0, e1, . . . , e2k´1, e2k, e2k`1 des
arêtes orientées du graphe cyclique.

2. L’arête e2i´1, 1 ď i ď k, est du type E 11 et donc de la forme tγiuˆM1pb1i,∅q.
On note εi P t´,`u l’orientation telle que le difféomorphisme

M1pb1i,∅qεi ÝÑ e2i´1
β ÞÝÑ pγi, βq

respecte l’orientation.

3. On pose ΦpPq “
śk

i“1 M1pb1i,∅qεi .
La figure 2.17 présente une configuration possible, où l’on remarque que le

chemin de Morse stable obtenu est bien celui en laissant couler le chemin induit
par Mpb,∅q par le flot.

Notre choix de ne pas utiliser le pas Mp‹,∅q nous impose ici une légère
modification : on note ‹1 P Crit0p f 1q le point tel que 8 limtÑ`8 ϕtp‹q “ ‹1. Le
lacet de Morse que l’on obtient pour les données p f 1, g1q est alors basé en ‹1.
L’utilisation des pas Mp‹,∅q˘ aurait permis de continuer à baser le groupe
fondamental en ‹, étant donné que la première et la dernière arête de type E0
que l’on rencontre sont respectivement Mp‹,∅q` et Mp‹,∅q´.

8. Il faut pour cela faire l’hypothèse générique que ‹ vérifie la condition (2.1) : c’est le cas
comme c’est un point critique d’indice 0.
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b

a0 a1

a10 a11 a12

b10 b11

FIGURE 2.17 – Parcours du bord de M1pb,∅q.

Proposition 2.4. Le morphisme de descente

Φ :
LpM, f , g ; ‹q ÝÑ LpM, f 1, g1 ; ‹1q
` “ P1 ¨ ¨ ¨ Pk ÞÝÑ ΦpP1q ¨ ¨ ¨ΦpPkq

est bien défini.

Démonstration. Le fait que les pas soient bien consécutifs découle à nouveau du
choix cohérent des orientations et du fait que l’application Ev` : M1pb,∅q Ñ M
soit constante le long des arêtes de type E 10.

On a en fait mieux :

Théorème 2.3. Le morphisme de descente Φ : LpM, f , g ; ‹q Ñ LpM, f 1, g1 ; ‹1q
passe au quotient et induit un isomorphisme Φ : π1pM, f , g ; ‹q Ñ π1pM, f 1, g1 ; ‹1q.

Démonstration. La preuve que le morphisme passe au quotient se base sur une
construction analogue à celle du théorème 2.2 : l’application d’évaluation sur un
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disque Mpc,∅q induisant une relation ` est homotope à une application dont
l’image est l’union de l’évaluation de ce disque et des évaluations des trajec-
toires des M1pbi,∅q, où les Pi “Mpbi,∅q sont les lettres de `. Cette dernière ap-
plication est à son tour homotope à une application dont l’image est un disque
de la forme YjEv`pM1pbj,∅qq, et on conclut par une récurrence similaire.

Comme le morphisme de descente préserve la classe d’homotopie du lacet
Evp`q, ce qui revient à la commutativité du diagramme suivant 9

π1pM, f , g ; ‹q Φ //

Ev
��

π1pM, f 1, g1 ; ‹1q

Ev
��

π1pM ; ‹q
ψ

// π1pM ; ‹1q

où les deux flèches verticales et la flèche du bas sont des isomorphismes, on en
déduit que le morphisme de descente est un isomorphisme.

2.8 Isomorphisme entre groupes fondamentaux de
Morse de tores penchés

On considère en plus du tore penché pT2, hq de la section 2.6 un second tore
penché, le même tore T2 Ă R3 mais muni cette fois-ci de la restriction de la pro-
jection sur la droite de vecteur directeur p1, 0,´1q, notée rh. On représente sur
la figure 2.18 les trajectoires de gradient de h et de rh pour la métrique induite
g sur un domaine fondamental. Les fonctions h et rh sont de Morse et le qua-

c b1

b2a

c1 b11

b12a1

FIGURE 2.18 – Champs de vecteurs sur les tores penchés.

druplet ph, g,rh, gq vérifie la propriété de Morse-Smale hybride. La figure 2.19

9. L’application ψ est la conjugaison par un chemin arbitraire reliant ‹1 à ‹.
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précise les orientations fixées pour les espaces M1pr1,∅q, celles sur les espaces
Mpr,∅q restant celles de la figure 2.11. On a déterminé dans la section 2.6 que

b12c1 a1b11
`

FIGURE 2.19 – Les orientations fixées des espaces de modules M1pr1,∅q.

LpT, h, g ; ‹q » xb`1 , b`2 |∅y et π1pT, h, g ; ‹q » xb`1 , b`2 |rb
`
1 , b`2 sy. On obtient par

un calcul similaire que

LpT,rh, g ; ‹1q » xpb11q
`, pb12q

`
|∅y

et
π1pT,rh, g ; ‹1q » xpb11q

`, pb12q
`
|rpb11q

`, pb12q
`
sy.

Pour calculer le morphisme Φ : π1pT, h, g ; ‹q Ñ π1pT,rh, g ; ‹1q, il suffit donc
de déterminer Φpb`1 q et Φpb`2 q. Les figures 2.20 et 2.21 illustrent les parcours
des bords des espaces de modules correspondants, où l’on récupère les mots
Φpb`1 q “ pb

1
2q
´pb11q

`pb12q
´ et Φpb`2 q “ pb

1
2q
`. On vérifie comme attendu que

Φprb`1 , b`2 sq “ pb
1
2q
´
rpb11q

`, pb12q
`
spb12q

`
P R1

1 YR1
2,

et l’isomorphisme de descente Φ : Zb`1 ‘Zb`2 Ñ Zpb11q
` ‘Zpb12q

` est donné
par

Φ “

ˆ

1 0
´2 1

˙

.
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Mpb1,∅q`
ÝÑ ÝÑ

Ó

ÐÝ
M1pb12,∅q`
ÐÝ

ÝÑ
M1pb12,∅q`
ÝÑ

ÐÝ

Ó

M1pb11,∅q´ Ó

FIGURE 2.20 – Parcours du bord de M1pb1,∅q`.
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Mpb2,∅q`
ÝÑ ÝÑ

Ó

ÐÝ
M1pb12,∅q´
ÐÝ

Ó

FIGURE 2.21 – Parcours du bord de M1pb2,∅q`.
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Deuxième partie

Groupe fondamental de Morse
stable

71





Chapitre 3

Espaces de modules en théorie de
Morse stable

On présente dans ce chapitre les espaces de modules que l’on utilisera afin
de généraliser le groupe fondamental de Morse au cadre Morse stable.

3.1 Théorie de Morse stable

Soit M une variété fermée connexe, et E “ M ˆ RN “ M ˆ RN´ ˆ RN`

l’espace total du fibré trivial E Ñ M. On note E´ “ MˆRN´ ˆ t0uN` et E` “
Mˆ t0uN´ ˆRN` , des sous-fibrés de E vérifiant E “ E´ ‘ E`.

Définition 3.1. Une fonction f : M ˆRN Ñ R est quadratique à l’infini s’il
existe une forme quadratique q, définie positive sur RN` et définie négative sur
RN´ , telle que f pp, uq “ 1

2 qpuq hors d’un compact de E.

Définition 3.2. Une fonction de Morse stable f : E Ñ R est une fonction de
Morse quadratique à l’infini.

Définition 3.3. Une métrique Riemannienne g est dite adaptée à f s’il existe des
cartes de Morse pϕc, Ucq au voisinage de chaque point critique c P CritpFq telles
que g soit plate dans ces cartes, et si elle est standard à l’infini, i.e. il existe une
métrique Riemannienne g1 sur M telle que g “ g1‘ x¨, ¨yst hors d’un compact de
E.

Proposition 3.1. Toute fonction de Morse stable admet une métrique adaptée.

Démonstration. Soient pφc, Ucq des cartes de Morse fixées de chaque point cri-
tique c P Critp f q, et K un compact de E en dehors duquel f est quadratique. On
note F “ Kz Yc Uc et V un voisinage de F tel que V XCritp f q “ ∅. On considère

73
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une partition de l’unité ψi subordonnée au recouvrement pYcUcq Y pEzKq Y V,
et on définit

g “
ÿ

c
ψc ¨ φ

˚
c px¨, ¨ystq ` ψ8 ¨

`

g1 ‘ x¨, ¨yst
˘

` ψ0 ¨ g2,

où g1 est une métrique Riemannienne sur M et g2 une métrique Riemannienne
sur la variété ouverte V. Par convexité, g est une métrique Riemannienne. En
réduisant les Uc et K pour qu’ils n’intersectent plus V, g vérifie alors les condi-
tions de la définition.

Proposition 3.2. Soit f une fonction de Morse stable et g une métrique adaptée à f .
Alors le flot ϕ de´gradg f est complet. De plus, pour tout x P E, soit limtÑ`8 ϕtpxq P
Critp f q, soit ϕ‚pxq|r0,`8r sort de tout compact de E (idem avec ´8).

Démonstration. Si le flot n’est pas complet, alors d’après le théorème d’explosion
en temps fini il sort de tout compact de E. Son flot coïncidera donc à partir d’un
certain moment avec celui de

´gradg f “ 0‘ grad
x¨,¨yq “ p0,

B

Bu1 , . . . ,
B

Bun´
q,

qui est complet car donné explicitement par

ψpt, p, u1, . . . , unq “ pp, u1et, . . . , un´et, un´`1e´t, . . . , une´t
q,

et c’est donc une contradiction. Supposons à présent qu’une trajectoire γ “

ϕ‚pxq ne tende vers aucun point critique en `8 (le raisonnement est identique
pour´8). Elle possède alors un dernier temps d’entrée dans une carte de Morse
t0, en dehors desquelles il existe ε ą 0 tel que ||grad f || ě ε. Alors,

f ˝ γptq ´ f ˝ γpt0q “

ż t

t0

dp f ˝ γq

“

ż t

t0

d f p´grad f qds

“

ż t

t0

´||grad f ||2ds

ď

ż t

t0

p´ε2
qds

“ ε2
pt0 ´ tq ÝÑ

tÑ`8
´8,

ce qui est entraîne que γ sorte de tout compact de E sans quoi f pγq serait borné.
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Définition 3.4. On note |c| “ ind pcq ´N´ l’indice normalisé d’un point critique
c P Critp f q.

Le terme de « normalisé » s’explique par la remarque suivante : étant don-
nées une fonction de Morse f : M Ñ R et une forme quadratique q : RN Ñ R,
la fonction F “ f ‘ q : M ˆRN Ñ R (qu’on peut rendre quadratique à l’in-
fini à l’aide une petite perturbation au voisinage de l’infini sans créer de nou-
veau point critique) a les mêmes points critiques que f , et l’indice normalisé de
px, 0q P CritpFq est l’indice classique du point critique x P Critp f q. Désormais,
Critjp f q désignera l’ensemble des points critiques d’indice normalisé j de f .

3.2 Espaces de modules

Soit f : E Ñ R une fonction de Morse stable et g une métrique adaptée à f .
On note X “ ´gradg f l’opposé du gradient de f ,

ϕ :
RˆM ÝÑ M
pt, xq ÞÝÑ ϕtpxq

le flot de générateur infinitésimal X. À des points critiques pa, bq P Critp f q2, on
peut associer les espaces suivants de trajectoire de gradient semi-infinies

Mpb,`q “ tγ PMpb,∅q ; γp`q P E`u

“ pEv` : Mpb,∅q Ñ Eq´1
pE`q

et

Mp´, aq “ tγ PMp∅, aq ; γp´q P E´u

“ pEv´ : Mp∅, aq Ñ Eq´1
pE´q.

On considèrera aussi l’espace de trajectoires de gradient de longueurs finies

Mp´,`q “ tγ PMp∅,∅q ; γp´q P E´, γp` P E`qu

“ pEv´ ˆ Ev` : Mp∅,∅q Ñ E2
q
´1
pE´ ˆ E`q.

Enfin, en notant Ep “ π´1ppq la fibre au-dessus d’un point p P M, on considè-
rera les espaces de trajectoires de longueurs finies

Mpp´,`q “ tγ PMp∅,∅q ; γp´q P E´p , γp`q P E`u

“ pEv´ ˆ Ev` : Mp∅,∅q Ñ E2
q
´1
pE´p ˆ E`q,
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Mp´, p`q “ tγ PMp∅,∅q ; γp´q P E´, γp`q P E`p u

“ pEv´ ˆ Ev` : Mp∅,∅q Ñ E2
q
´1
pE´ ˆ E`p q,

et les espaces de trajectoires de gradient semi-infinies

Mpb, p`q “ tγ PMpb,∅q ; γp`q P E`p qu

“ pEv` : Mpb,∅q Ñ Eq´1
pE`p q,

Mpp´, aq “ tγ PMp∅, aq ; γp´q P E´p u

“ pEv´ : Mp∅, aq Ñ Eq´1
pE´p q.

La figure 3.1 présente des exemples de trajectoires de ces espaces de mo-

MˆRN`

MˆRN´

b
MˆRN`

MˆRN´

p

FIGURE 3.1 – Une trajectoire de Mpb,`q et une trajectoire de Mpp´,`q.

dules.
Chacun des espaces précédent est muni de quatre applications d’évalua-

tions : les deux évaluations dans l’espace total Ev˘ données par Ev˘pγq “ γp˘q,
et les évaluations dans la base ev˘ données par ev˘ “ π ˝ Ev˘, i.e. ev˘pγq “
pπ ˝ γqp˘q.

Dans la suite de ce chapitre, le symbole r désignera soit un point critique,
soit p´ pour p un point de M, soit ´, tandis que le symbole q désignera soit un
point critique, soit p` pour p un point de M, soit `.

Définition 3.5. Soit p f , gq un couple de données. On note

Ap f , gq “ tev`pγq ; γ PMpa,`q, a P Crit0p f qu.

L’ensemble Ap f , gq apparaîtra naturellement lors de l’étude des strates des
espaces de modules dans le cadre Morse stable, voir le début la section 4.2.
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Définition 3.6. On dit que le couple p f , gq vérifie la propriété de Morse-Smale
stable si :

• @pa, bq P Critp f q2,

• pEv` : Mpb,∅q Ñ Eq&pEv´ : Mp∅, aq Ñ Eq,

• pEv` : Mpb,∅q Ñ Eq&E`,

• pEv´ : Mp∅, aq Ñ Eq&E´,

• pEv´ ˆ Ev` : Mp∅,∅q Ñ E2q&pE´ ˆ E`q,

• @p P t‹u YAp f , gq,

Les fibres E˘p “ tpu ˆRN˘ sont régulières, (3.1)

au sens où

• E˘p &pEv˘ : Mp´,`q Ñ Eq,

• E´p &pEv´ : Mp´, aq Ñ Eq,

• E`p &pEv` : Mpb,`q Ñ Eq.

La condition (3.1) étend la condition (2.1) que l’on avait rencontrée dans le
cadre Morse, et garantira la structure de variétés à faces des espaces Mpp´,`q,
etc. , pour les points p de t‹uYAp f , gq. La preuve du résultat suivant est repor-
tée à la section 3.5.

Théorème 3.1. Soit f une fonction de Morse stable fixée. L’ensemble des métriques g
adaptées à f telles que p f , gq vérifie la propriété de Morse-Smale stable est générique.

Les dimensions de ces variétés sont données par

• dimMpb,`q “ |b|,

• dimMp´, aq “ n´ |a|,

• dimMp´,`q “ n` 1,

• dimMpp´,`q “ dimMp´, p`q “ 1,

• dimMpp´, aq “ ´|a|,

• dimMpb, p`q “ |b| ´ n.

3.3 Compactification des espaces de modules

On peut à nouveau compactifier ces espaces de modules, et ces compactifi-
cations peuvent toujours être munies de structure de variétés à faces jouissant
de bonnes propriétés.
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Définition 3.7. Soit pa, bq P Critp f q2. On étend les relations ą et ľ par :

1. « b ľ ` » “ « b ą ` » :“ « Mpb,`q ‰ ∅ »,

2. « ´ ľ a » “ « ´ ą a » :“ « Mp´, aq ‰ ∅ ».

On convient que ´ ľ ` et ´ ą `.

Définition 3.8. Une suite critique I “ pc0, c1, . . . , ck`1q est un pk` 2q-uplet, élé-
ment de l’ensemble

´

Critp f q Y t´uYMp f ,gq

¯

ˆCritp f qk ˆ
´

Critp f q Y t`uYMp f ,gq

¯

,

où k P N, tel que pc0, ck`1q R Mp f ,gq ˆ Mp f ,gq et tel que pour tout i P t0, . . . , ku,
ci ą ci`1.

Pour une suite critique I “ pc0, c1, . . . , ck`1q, on note toujours |I| “ k, et

MI “

k
ź

i“0

Mpci, ci`1q.

On note finalement

Mpr, qq “

˜

ğ

I

MI

¸

ğ

Ar,q,

où l’union est prise sur toutes les suites critiques de la forme I “ pr, c1, . . . , ck, qq,
et où

Ar,q “

$

&

%

M si pr, qq “ p´,`q
tpu si pr, qq “ pp´,`q ou pr, qq “ p´, p`q
∅ sinon

.

Ci-dessus, on interprète l’ensemble M comme l’ensemble des trajectoires de
gradient tγ P C8pt0u, Eq ; γp˘q P M, γ1 “ X ˝ γu sur l’intervalle t0u, et de
même on interprète tpu comme tγ P C8pt0u, Eq ; γp˘q “ p, γ1 “ X ˝ γu. La
figure 3.2 présente un exemple de trajectoire de ces espaces de modules.

Théorème 3.2. Les ensembles Mpr, qq peuvent être munis de structures de variétés
compactes à faces vérifiant les point suivants :

1. la k-strate de BkMpr, qq est donnée par
`

\|I|“kMI
˘

\ Ak
r,q, où

Ak
r,q “

$

’

’

&

’

’

%

M si k “ 1, pr, qq “ p´,`q
M si k “ 1, pr, qq “ pp´,`q
tpu si k “ 1, pr, qq “ p´, p`q
∅ sinon

,
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MˆRN`

MˆRN´

c

FIGURE 3.2 – Une trajectoire de Mp´,`q.

2. Les applications Mpr, cq ˆMpc, qq ÑMpr, qq sont des plongements,

3. L’évaluation Ev` : Mpr, qq Ñ M définie par Ev`pγ0, . . . , γkq “ γkp`q est
lisse,

4. L’évaluation Ev´ : Mpr, qq Ñ M définie par Ev´pγ0, . . . , γkq “ γ0p´q est
lisse.

Démonstration. Commençons par montrer la compactité de ces espaces. On ré-
itère mot pour mot la preuve du théorème 1.3 dans le cadre Morse stable, ajou-
tant les trajectoires brisées aux espaces de modules Mpb, aq,Mpb,∅q,Mp∅, aq
et Mp∅,∅q pour en faire des variétés à faces, mais pas nécessairement com-
pactes : seuls les espaces de modules de la forme Mpb, aq le sont a priori. Notons
|Mpb,∅q (resp. |Mp∅, aq, |Mp∅,∅q) les espaces qui étaient désignés par Mpb,∅q

(resp. Mp∅, aq,Mp∅,∅q) dans le chapitre 1 pour souligner ce point. La com-
pacité des espaces de modules de l’énoncé découle de la quadraticité à l’infini :
on détaille l’argument pour l’espace Mpb,`q, les autres se traitant de manière
similaire. On fixe une suite pγnqnPN de trajectoires de Mpb,`q. On peut alors ex-
traire de la suite pEv`pγnqqnPN une suite convergente pEv`pγφpnqqqnPN, sans quoi
on aurait l’existence d’un n0 P N pour lequel la trajectoire γn0 “ pγ

1
n0

, . . . , γk
n0
q

vérifierait γk
n0
ptq “ pκ1, 0, κ2e´tq pour tout t ă 0 et κ1 P M, κ2 P RN` , i.e. la trajec-

toire γk
n0

coïnciderait avec une ligne de gradient de ´q sur E` en temps négatif,
et le fait qu’alors γk

n0
p´q R Critp f q serait une contradiction. On note pγnqnPN au

lieu de pγφpnqqnPN la suite extraite de trajectoires, puis l “ limnÑ`8 Ev`pγnq et
c1, . . . , ck les points critiques dans f´1ps f plq, f pbqrq ordonnés de sorte à ce que
f pbq ą f pc1q ą ¨ ¨ ¨ ą f pckq ą f plq. Pour n P N assez grand et ε ą 0 assez petit,
les évaluations de γn dans les niveaux Li “ f´1p f pciq ` εq sont bien définies (ce
sont des hypersurfaces transverses au flot). En utilisant à nouveau la quadrati-
cité à l’infini, on extrait successivement des suites de trajectoires telles que les
suites pEvLipγnqqnPN convergent vers des xi P E, qui sont tous éléments d’une
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trajectoire commune γ8 PMpb,`q, limite d’une suite extraite de la suite initiale
pγnqnPN.

Les structures de variétés à faces découlent quant à elles des descriptions
suivantes :

• Mpb,`q “ pEv` : |Mpb,∅q Ñ Eq´1pE`q,

• Mp´, aq “ pEv´ : |Mp∅, aq Ñ Eq´1pE`q,

• Mp´,`q “ pEv´ ˆ Ev` : |Mp∅,∅q Ñ E2q´1pE´ ˆ E`q,

• Mpp´,`q “ pEv´ ˆ Ev` : |Mp∅,∅q Ñ E2q´1pE´p ˆ E`q,

• Mp´, p`q “ pEv´ ˆ Ev` : |Mp∅,∅q Ñ E2q´1pE´ ˆ E`p q,

• Mpp´, aq “ pEv´ : |Mp∅, aq Ñ Eq´1pE´p q,

• Mpb, p`q “ pEv` : |Mpb,∅q Ñ Eq´1pE`p q,

La propriété de Morse-Smale stable entraîne la transversalité nécessaire pour
faire des espaces précédent des variétés à coins. En effet, en énumérant les dif-
férents types de strates en jeu, on constate que :

1. la condition

pB
kEv` : Mpb, c1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMpck,∅q

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

Ă\|I|“kMI“Bk |Mpb,∅q

Ñ Eq&E`

est équivalente à ce que pEv` : Mpck,∅q Ñ Eq&E`,

2. la condition

pB
kEv´ : Mp∅, c1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMpck, aq

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

Ă\|I|“kMI“Bk |Mp∅,aq

Ñ Eq&E´

est équivalente à ce que pEv´ : Mp∅, c1q Ñ E2q&E´,

3. la condition

pB
k
pEv´ ˆ Ev`q : Mp∅, c1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆMpck,∅q

loooooooooooooooomoooooooooooooooon

Ă\|I|“kMI“Bk |Mp∅,∅q

Ñ Eq&pE´ ˆ E`q

est équivalente à ce que

pEv´ : Mp∅, c1q Ñ Eq&E´ et pEv` : Mpck,∅q Ñ Eq&E`,
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4. la condition

pB
0
pEv´ ˆ Ev`q : Mp∅,∅q

loooomoooon

“B0 |Mp∅,∅q

Ñ E2
q&pE´ ˆ E`q

apparaît précisément dans la condition de Morse-Smale stable,

5. la condition

pB
1
pEv´ ˆ Ev`q : Ă B1

|Mp∅,∅q
looooooomooooooon

M Ñ E2
q&pE´ ˆ E`q

est automatique car correspondant à p∆ : E Ñ E2q&pE´ ˆ E`q,

6. les conditions portant sur les strates des espaces de modules encore non
traités Mpp´,`q,Mp´, p`q,Mpp´, aq et Mpb, p`q se traitent de la même
manière que les conditions précédentes, un point p vérifiant la condition
(3.1) remplissant précisément les conditions de transversalité requises.

Remarque 3.1. Les espaces de modules Mpp´,`q ne sont plus formés d’un seul
segment comme dans le cadre Morse, mais sont des unions finies de segments.
Les bords de ces segments sont soit des couples de trajectoires éléments d’un
produit Mpp´, aq ˆMpa,`q, pour lesquels on a forcément que ´|a| ě 0 et |a| ě
0, i.e. 1 |a| “ 0, soit la trajectoire constante γp : t0u Ñ E, γp0q “ p. On notera
Mpp´,`q`deg le segment contenant cette trajectoire constante, orientée de sorte
que γp soit son bord négatif.

3.4 Espaces de modules à rebonds

Les preuves des résultats énoncés dans cette section sont à nouveau repor-
tées à la section 3.5.

Espaces de modules avec un point marqué

Soit p f , gq un couple vérifiant la propriété de Morse-Smale. On définit

M‚pr, qq “ |Mpr,∅q b
Ev

|Mp∅, qq.

1. On obtient de même que les points critiques b intervenant dans le bord des segments
Mp´, pq vérifient |b| “ n.
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Ces espaces sont compacts à la manière de la preuve du théorème 3.2, et ce sont
des variétés à faces à la manière de la preuve de la proposition 1.6. On identifiera
ces espaces avec leurs images par les plongements

M‚pr, qq ÝÑ Mpr, qq ˆ E
pγ´, γ`q ÞÝÑ pγ, xq

,

où γ P Mpr, qq est la trajectoire sous-jacente (non paramétrée si pr, qq “ pb, aq,
paramétrée sinon) et x “ γ´p`q “ γ`p´q P Impγq. Les espaces M‚pr, qq sont
munis des applications d’évaluation suivantes :

Définition 3.9. On note Ev‚ : M‚pr, qq Ñ E l’application lisse donnée par

Ev‚ “ Ev` ˝ p1 ˝ i “ Ev´ ˝ p2 ˝ i,

où
i : M‚pr, qq Ñ |Mpr,∅q ˆ |Mp∅, qq

est l’inclusion et

p1 : Mpr,∅q ˆ |Mp∅, qq Ñ |Mpr,∅q et p2 : |Mpr,∅q ˆ |Mp∅, qq Ñ |Mp∅, qq

sont les projections canoniques. On note ev‚ “ π ˝ Ev‚.

Espaces de modules à rebonds polyfides

On s’intéresse aux espaces de trajectoires qui vont faire intervenir plusieurs
jeux de données 2 p fi : MˆRNi

Ñ R, giq0ďiďj, à la manière des espaces de mo-
dules hybrides de la section 1.8. La condition, qui était alors que les trajectoires
pour deux jeux de données consécutifs devaient arriver et repartir du même
point p P M, est adaptée en demandant à ce que les trajectoires de deux jeux
de données consécutifs arrivent sur et repartent d’une fibre Ep pour le même
point p P M. On note que le chemin obtenu en concaténant les projections de
ces trajectoires sur M est continu. Lorsque la fonction f est répétée plusieurs
fois dans ce jeu de données, on souhaiterait pouvoir utiliser la même métrique
g à chaque facteur correspondant, mais il n’est en général pas possible d’assurer
la généricité pour de telles configurations.

Posons
b
ev

“ ˆ
ev‚,M,ev´

2. On remarque que l’on autorise les fonctions fi à avoir différentes puissances RNi
“ RNi

` ˆ

RNi
´ dans leurs sources.
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et étendons l’application ev‚ aux espaces de modules sans point marqué en
décrétant alors ev‚ “ ev`. Fixons des couples p fi, giq0ďiďj de fonctions de Morse
stable et de métriques adaptées. On pose

Mj
$pr, qq “M‚p f0,g0qpr,`qb

ev

ˆ

b
ev

j´1

k“1
M‚p fk,gkq

p´,`q
˙

b
ev
M‚p f j,gjq

p´, qq.

La figure 3.3 présente un exemple de trajectoire de ces espaces de modules :

MˆRN`

MˆRN´

c

FIGURE 3.3 – Une trajectoire de M1
$p´,`q.

la partie de la trajectoire correspondant aux premières données étant colorée en
bleu, la partie correspondant aux secondes données en rouge, et le point marqué
sur chaque trajectoire étant figuré par un carré.

Théorème 3.3. Soit p fiq0ďiďj des fonctions de Morse stable fixées. L’ensemble des mé-
triques adaptées pgiq0ďiďj telles que les espaces de modules à rebonds polyfides rattachés
aux données p fi, giq0ďiďj soient des variétés à faces compactes est générique.

On dira toujours à propos de données p fi, giq0ďiďj génériques au sens du
théorème précédent qu’elles vérifient la propriété de Morse-Smale.

Une sous-variété des espaces Mj
$pr, qq, celle constituée des trajectoires dont

chaque point marqué coïncide avec l’arrivée de la trajectoire qui lui est atta-
chée, nous servira à définir l’analogue du morphisme de descente dans le cadre
Morse stable.

Corollaire 3.1. Soit p fiq0ďiďj des fonctions de Morse stable fixées. L’ensemble des mé-
triques adaptées pgiq0ďiďj telles que les espaces de modules

Mjpr, qq “ tpγ0, x0, . . . , γj, xjq PM
j
$pr, qq ; @0 ď i ď j, xi “ γip`qu

rattachés aux données p fi, giq0ďiďj soient des variétés à faces compactes est générique.
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Remarque 3.2. L’espace Mjpr, qq peut s’exprimer comme un produit fibré d’es-
paces de modules sans point marqué à travers le difféomorphisme

Mjpr, qq »Mp f0,g0qpr,`qb
ev

ˆ

b
ev

j´1

k“1
Mp fk,gkq

p´,`q
˙

b
ev
Mp f j,gjq

p´, qq.

On privilégiera ce point de vue lorsqu’on le rencontrera.

Espace de modules à rebonds polyfides pour des données répétées : un cas
particulier

On verra lors de la dernière section de ce chapitre que les espaces de mo-
dules à rebonds polyfides pour des données répétées p f , gq0ďiďj ne sont pas né-
cessairement génériquement des variétés à faces. Ceci sera quand même vérifié
pour le cas particulier r “ b P Critp f q, q “ ` et j “ 2 :

Proposition 3.3. Soit f une fonction de Morse stable fixée, et soit b P Critp f q. L’en-
semble des métriques adaptées g telles que les espaces

M2
$pb,`q “M‚p f ,gqpb,`qb

ev
M‚p f ,gqp´,`qb

ev
M‚p f ,gqp´,`q

soient des variétés à faces compactes est générique.

Espaces de modules à rebonds

On définit finalement les espaces topologiques compacts

Mj
‚pr, qq “Mj

$pr, qq{ „,

où ppγ0, x0q, . . . , pγj, xjqq „ ppβ0, y0q, . . . , pβ j, yjqq si et seulement si

@i P t0, . . . , ju, tx P Impγiq ; f pxq ě f pxjqu “ ty P Impβiq ; f pyq ě f pyjqu.

Autrement dit, deux éléments sont identifiés dans cet espace si et seulement
si pour tout i P t0, . . . , ju, les trajectoires γi et βi coïncident au-dessus de leurs
points marqués xi et yi, qui sont de fait égaux.

Remarque 3.3. La restriction de la projection

Mj
$pr, qq ÑMj

‚pr, qq{ „

à Mjpr, qq est bijective.
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3.5 Généricité

On reprend les notations de la section 1.9. On considèrera en plus des es-
paces de chemins précédents les espaces de chemins avec un point marqué

P‚pr, qq “ tpγ, xq P Ppr, qq ˆR ; x P Impγqu

et L‚pr, qq Ñ P‚pr, qq les fibrés correspondants. On note de la même manière
ĄM‚pr, qq “ pF f q´1p0L‚pr,qqq. En appliquant le lemme 1.3, on obtient que les es-
paces

ĄM‚pb,`q “ pEv` : ĂMpb,∅q Ñ Eq´1
pE`q,

ĄM‚p´, aq “ pEv´ : ĂMp∅, aq Ñ Eq´1
pE´q,

et
ĄM‚p´,`q “ pEv´ ˆ Ev` : ĂMp∅,∅q Ñ E2

q
´1
pE´ ˆ E`q

sont des variétés, puis que les espaces

ĄMjpr, qq “ E´1
p∆j
q

en sont à leur tour, où E : ĄM‚pr,`q ˆ
´

ˆ
j´1
k“1

ĄM‚p´,`q
¯

ˆ ĄM‚p´, qq Ñ M2j est
donnée par

Epg0, γ0, x0 . . . , gj, γj, xjq “
`

ev`pγ0q, ev´pγ1q, ev`pγ1q, . . . , ev`pγj´1, ev´pγjq
˘

est transverse à ∆j “ tpx1, x1, x2, x2, . . . , xj, xjq P M2j ; xi P Mu Ă M2j. Le lemme
de transversalité à paramètres fournit un ensemble générique

Σ
p fiq0ďiďj
pr,qq ,

et l’ensemble des couples pr, qq étant fini, l’ensemble défini par récurrence finie
sur j comme l’intersection

Σp fiq0ďiďj “ Xpr,qqΣ
p fiq0ďiďj
pr,qq Xˆ

j
k“0

¨

˝G ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Σp fiq0ďiďj,i‰k
looooomooooon

k-ième position

ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ G

˛

‚Ă G j`1

est un ensemble générique vérifiant

pgiq0ďiďj P Σp fiq0ďiďj ðñ p fi, giq0ďiďj vérifie la propriété de Morse-Smale,

prouvant les théorèmes 3.1 et 3.3.
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Lorsque fi “ f pour tout i P t0, . . . , ju, on pourrait souhaiter utiliser une
même métrique générique g pour chacun des facteurs du produit, ce que ne
garantit pas le résultat précédent. En fait, si l’on note

ĂN jpr, qq Ă ĄM‚pr,`qˆ
´

ˆ
j´1
k“1

ĄM‚p´,`q
¯

ˆ ĄM‚p´, qq

le sous-ensemble dont les éléments vérifient g0 “ ¨ ¨ ¨ “ gj, alors l’application
E|

ĂN jpr,qq
décrite auparavant n’est plus nécessairement transverse à ∆j. La raison

est que les trajectoires pγ0, . . . , γjq telles que

pg, γ0, x0, . . . , g, γj, xjq P E|´1
ĂN jpr,qq

p∆j
q

peuvent s’intersecter 3, et qu’alors le choix d’un (unique) vecteur tangent 9g ne
peux pas se faire de sorte à perturber indépendamment l’image de la différen-
tielle de E|

ĂN jpr,qq
dans chaque facteur de l’arrivée. On a cependant comme an-

noncé par la proposition 3.3 les exceptions suivantes :

Proposition 3.4. Soit b P Critp f q. Les applications

E|
ĄN 1pr,qq

: ĄN 1pr, qq Ñ M2

sont transverses à ∆1, et l’application

E|
ĄN 2pb,`q

: ĄN 2pb,`q Ñ M4

est transverse à ∆2.

Démonstration. Il faut montrer que les trajectoires γ0, γ1 telles que

pg, γ0, x0, g, γ1, x1q P

˜

1
ź

i“0

F f

¸´1

p0q

et que les trajectoires γ0, γ1, γ2 telles que

pg, γ0, x0, g, γ1, x1, g, γ2, x2q P

˜

2
ź

i“0

F f

¸´1

p0q

sont « suffisamment injectives », au sens où l’on peut appliquer le lemme 1.3
sur des ouverts disjoints de sorte à fabriquer un vecteur tangent 9g qui perturbe
indépendamment suffisamment d’applications d’évaluations ev˘.

3. Donc en tant que trajectoires de gradient, être confondues le long d’intervalles.
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• Pour ĄN 1pr, qq : il suffit qu’un des deux facteurs à l’arrivée soit une sub-
mersion, et c’est ce que montre le lemme 1.3.

• Pour ĄN 2pb, aq, a P Critp f q : il existe τ0 ăă 0 et τ2 ąą 0, ainsi que des voisi-
nages U0 de γ0pτ0q et U2 de γ2pτ2q tels que U0X Impγ1q “ U0X Impγ2q “ ∅
et U2X Impγ0q “ U2X Impγ1q “ ∅. On peut alors construire une métrique
tangente convenable 9g dans TgGU0YU2 .

• Pour ĄN 2pb,`q : il existe τ0 ăă 0 et un voisinage U de γ0pτ0q tel que
U X Impγ1q “ U X Impγ2q “ ∅. Ensuite, soit γ0 et γ1 n’ont pas de point
commun (auquel cas la trajectoire pγ0, γ1q est injective), soit elles sont res-
trictions d’une même trajectoire de gradient à deux intervalles I0 et I1.
Comme nécessairement inf I1 ą ´8 “ inf I0, il existe τ1 P R et un voi-
sinage V de γ1pτ1q tel que U X V “ ∅. On peut alors construire une
métrique tangente convenable 9g dans TgGU0YU1 en choisissant successi-
vement la perturbation dans U1 puis dans U0 (ce qui laisse bien invariante
la différentielle de ev` en γ1).

Le lemme de transversalité à paramètres s’applique alors à ces configura-
tions, prouvant la proposition 3.3.
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Chapitre 4

Groupe fondamental de Morse
stable

On définit ici le groupe fondamental de Morse stable et on montre l’inva-
riance du groupe ainsi défini par rapport aux données fixées.

4.1 Générateurs

On fixe un point ‹ P M et des données p f , gq vérifiant la propriété de Morse-
Smale stable (i.e. pour lesquelles tous les espaces de modules en jeu seront cou-
pés transversalement, voir la section 3.5). On donne à présent une suite de défi-
nitions qui aboutit à la définition du groupe des lacets de Morse stable.

Définition 4.1. 1. Un pas de Morse stable p f , g, ‹q est la donnée d’une com-
posante connexe orientée d’un espace de modules Mpr,`q, où r P Crit1p f q
ou r “ p´ avec 1 p P t‹u YAp f , gq. On détaillera l’écriture d’un pas de
Morse par

P “ pβ´, α´, β`, α`q,

où pβ´, α´q P B
1Mpr,`q est le sommet orienté négativement et pβ`, α`q P

B1Mpr,`q le sommet orienté positivement, avec la convention que β´ “
α´ “ γp lorsque 2 P “ Mpp´,`q`deg. On note P l’ensemble des pas de
Morse stable.

2. Deux pas de Morse stable P1 “ pβ1
´, α1

´, β1
`, α1

`q et P2 “ pβ2
´, α2

´, β2
`, α2

`q

sont dits consécutifs si α1
` “ α2

´. Un chemin de Morse stable est un mot
formé de pas de Morse stables consécutifs.

1. On rappelle que Ap f , gq “ tev`pγq ; γ PMpa,`q, a P Crit0p f qu.
2. C’est la seule composante dont l’un des bords ne se décrit pas comme un couple de tra-

jectoires, voir la remarque 3.1.
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3. Un lacet de Morse stable ` “
śk

i“1 Pi “ P1 ¨ ¨ ¨ Pk est un chemin de Morse
stable tel que P1 soit consécutif à Pk. On note L leur ensemble.

4. Si ` “
śk

i“1 Pi est un lacet de Morse stable, on note ` “
śk

i“1 Pk`1´i le lacet
de Morse stable formé des pas de Morse stable munis des orientations
opposées.

5. Un lacet de Morse stable basé en ‹ P M est un lacet de Morse dont le
premier pas P1 est Mp‹´,`q`deg. On note L‹ leur ensemble.

6. Une relation préliminaire est un mot de la forme P ¨ P. On note R leur
ensemble.

7. Le groupe

LpM, f , g ; ‹q “ xL‹|pP1
¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ Pk

qpP1
¨ ¨ ¨p` ¨ ¨ ¨ Pk

q
´1, ` P Ry,

où p̈ signifie que les lettres n’apparaissent pas dans le mot, est appelé
groupe des lacets de Morse stable. Ses éléments sont les lacets de Morse
stable basés en ‹ dans lesquels on peut simplifier deux pas de Morse stable
qui apparaissent consécutivement avec leurs orientations opposées.

La figure 4.1 présente les trois différents types de pas de Morse stable. Une

b

a a1
p

a a1 a
p

FIGURE 4.1 – Pas de Morse stable en b P Crit1p f q et p P M (standard et dégé-
néré).

trajectoire touchant un trait noir est à comprendre comme arrivant sur E` ou
partant de E´, et sur la fibre E`p ou E´p si p y est écrit. Comme les trajectoires ne
se recouvrent pas comme dans le cadre Morse, les figures« éclatées » que nous
avions utilisées ne sont ici pas nécessaires pour représenter ces espaces comme
des familles à un paramètre de trajectoires.

On note νprq le nombre de composantes connexes de l’espace Mpr,`q. On
justifiera l’appellation « générateurs du groupe fondamental de Morse stable »
lors du corollaire 4.1, où l’on montre la surjectivité du morphisme d’évaluation

ev : LpM, f , g ; ‹q Ñ π1pM ; ‹q

défini par ev “ π˚ ˝ Ev, où Ev : LpM, f , g ; ‹q Ñ π1pE ; ‹q est définie à la
section 2.3 et où π˚ est l’application induite par π : E Ñ M au niveau des
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groupes fondamentaux. La preuve de la surjectivité de ce morphisme dans le
cadre Morse (c’est le théorème 2.1) reposait sur la contractibilité des espaces
Mp∅, aq. Or, c’est une propriété que ne vérifient pas a priori leurs analogues
Mp´, aq.

4.2 Morphisme de descente

Le but de cette section est de détailler l’obtention d’un morphisme

Ψ : LpM, f , g ; ‹q Ñ LpM, f 1, g1 ; ‹1q,

dit morphisme de descente. Contrairement à son analogue dans le cadre Morse
(défini à la section 2.7), on ne peut pas omettre les pas de type Mpp´,`q comme
il avait alors été possible de le faire. On utilisera les espaces de modules à re-
bonds M1pr, qq rattachés aux données p f , g, f 1, g1q (définis à la section 3.4), que
l’on suppose générique au sens de la proposition 3.1. On utilisera pour alléger
les notations

• M1 au lieu de M1
p f ,g, f 1,g1q,

• M au lieu de Mp f ,gq,

• M1 au lieu de Mp f 1,g1q.

Par commodité, on appellera aussi pas de Morse stable les composantes orien-
tées des espaces de modules Mpp´,`q avec p qui vérifie la condition (3.1) et
pas nécessairement dans t‹u YAp f , gq, en se souvenant qu’on ne les a pas pris
en compte dans nos générateurs.

Détaillons l’écriture d’un espace M1pa,`q avec |a| “ 0. Comme Mpa,`q “
Mpa,`q est de dimension 0, et consiste donc en une union finie de trajectoires,
on a que

M1pa,`q “Mpa,`qb
ev
M1p´,`q “

ď

γPMpa,`q

tγu ˆM1ppev`pγqq´,`q,

où apparaissent les points de Ap f , gq. Comme dimM1p´,`q “ dim M ` 1,
effectuer le produit fibré d’un espace de modules de dimension m avec l’es-
pace M1p´,`q au-dessus de M résulte en l’obtention d’un espace de dimension
m` 1. La dimension d’un espace M1pb,`q avec b P Critp f q vaudra donc |b| ` 1
et celle d’un espace M1pp´,`q avec p vérifiant la condition (3.1) vaut 2. L’étude
qui suit détaillant les strates de ces espaces est semblable à celle de la section 2.7,
la nouveauté étant la contribution des nouveaux termes de bord décrits dans le
théorème 3.2.
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Image d’un pas de Morse stable de type Mpb,`q, |b| “ 1

Lorsque |b| “ 1, le bord de l’espace M1pb,`q est formé d’une union de
cercles. Le graphe induit par sa 1-strate (arêtes) et sa 2-strate (sommets) est
une union de graphes cycliques, et la donnée d’un pas de Morse stable cor-
respond au choix et à l’orientation de l’un de ces graphes. Détaillons les arêtes
et sommets en jeu. On rappelle que l’on voit les ensembles M et tpu comme les
espaces de trajectoires sur un singleton tγ P C8pt0u, Eq ; γp˘q P M, γ1 “ X ˝ γu
et tγ P C8pt0u, Eq ; γp˘q “ p, γ1 “ X ˝ γu.

Arêtes. En ne tenant pas compte des espaces de modules qui deviennent vides
lorsque leurs dimensions deviennent négatives, on obtient :

B
1M1pb,`q “

ˆ

B
1Mpb,`qb

ev
B

0M1p´,`q
˙

\

ˆ

B
0Mpb,`qb

ev
B

1M1p´,`q
˙

“

ˆ

\|I|“1MI b
ev
M1p´,`q

˙

\

ˆ

Mpb,`qb
ev

`

\|I|“1M1
I \M

˘

˙

“E0 \ E 10 \ E 11 \ Edeg,

où
• E0 “ \aPCrit0p f q

`

Mpb, aq ˆYγPMpa,`qtγu ˆM1ppev`pγqq´,`q
˘

,

• E 10 “ \aPCrit0p f 1qM1pb, a1q ˆM1pa1,`q,

• E 11 “ \b1PCrit1p f 1qM1pb, b1q ˆM1pb1,`q,
• Edeg “Mpb,`qb

ev
M.

Comme dimMpb, aq “ 0, les arêtes du type E0 correspondent aux composantes
des Mppev`pγqq´,`q, donc aux pas de Morse stable en les points de Ap f , gq.
Les arêtes du type E 11 correspondent aux composantes des M1pb1,`q, i.e. aux pas
de Morse stable en le points critiques d’indice (normalisé) 1 de f 1. Ensuite, les
arêtes du type Edeg sont en correspondance avec les composantes de Mpb,`q,
i.e. les pas de Morse stable en b, via le difféomorphisme

idˆ ev` :
Mpb,`q ÝÑ Mpb,`qb

ev
M

γ ÞÝÑ pγ, ev`pγqq
.

En particulier, on a au plus une arête de type Edeg dans chacune des compo-
santes du graphe étant donné que la restriction de la projection

M1pb,`q ĂMpb,`qˆMp´,`q ÑMpb,`q

envoie une composante connexe du bord de M1pb,`q dans une composante
connexe de Mpb,`q.
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Sommets. On a ensuite que

B
2M1pb,`q “

ˆ

B
0Mpb,`qb

ev
B

2M1p´,`q
˙

\

ˆ

B
1Mpb,`qb

ev
B

1M1p´,`q
˙

“

ˆ

Mpb,`qb
ev
\|I|“2M1

I

˙

\

ˆ

\|I|“1MI b
ev

`

\|I|“1M1
I \M

˘

˙

“V0 \ V 11 \ Vdeg,

où
• V0 “ \aPCrit0p f q,a1PCrit0p f 1qMpb, aq ˆM1pa, a1q ˆM1pa1,`q,

• V 11 “ \b1PCrit1p f 1q,a1PCrit0p f 1qM1pb, b1q ˆM1pb1, a1q ˆM1pa1,`q,
• Vdeg “ \aPCrit0p f qMpb, aq ˆMpa,`qb

ev
M.

On distingue ainsi trois types de sommets.

Les singularités hautes et basses ainsi que les arêtes hautes et basses sont
donc les mêmes que lors de la proposition 2.3, la seule nouveauté ici étant l’in-
tervention des pas de type Mpp,`q induits par les arêtes E0 autres que les pas
Mpp,`qdeg.

Proposition 4.1. Les graphes cycliques induits par le bord d’un espace M1pb,`q ont
comme combinatoire celle d’un cycle du graphe

Vdeg

Edeg

��

ff

E0

::
V0

E0

GG

E 10
�� zz

E 10
$$

V 11

E 10
		

E 11

JJ

alternant entre arête haute (au-dessus de la démarcation en pointillés) et arête basse
(en-dessous de la démarcation en pointillés) et contenant une arête de type Edeg.

Démonstration. La preuve consiste à nouveau, à la manière de celle de la propo-
sition 2.1, à lister les paires d’arêtes pouvant être issues d’un sommet fixé.

La figure 4.2 illustre le parcours d’un tel cycle, ainsi qu’une arête de chaque
type. Les trajectoires correspondant aux premières données y sont colorées en
bleu, tandis que celles correspondant aux secondes données y sont colorées en
rouge. À nouveau, on n’a pas besoin d’éclater les figures pour les représenter
comme des familles à un paramètre.

À un pas de Morse stable P en un point critique b P Crit1p f q pour les données
p f , gq, on peut alors associer un chemin de Morse stable pour les données p f 1, g1q
en concaténant les pas induits par les arêtes basses. Plus précisément :
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Edeg E0 E 10

E1

E 10E0
E 10

E0

Vdeg

V0

V 11

V 11

V0V0

V0

Vdeg

FIGURE 4.2 – Parcours d’une composante de bord de M1pb,`q.

1. On considère l’arête dégénérée e1 “ Pdeg, et on la complète en la suite finie
ordonnée e1, e2, . . . , e2k`1 des arêtes du graphe cyclique qu’elle induit.

2. L’arête e2i, 1 ď i ď k, est soit du type E0 et donc de la forme tβu ˆ tαu ˆ
Pi, Pi Ă M1pp´,`q, soit du type E 11 et donc de la forme tγu ˆ Pi, Pi Ă

Mpb1,`q.

3. On définit ΦpPq “
śk

i“1 Pk´i (les pas sont listés dans le sens contraire,
avec leurs orientations opposées).



4.2. MORPHISME DE DESCENTE 95

Image d’un pas de Morse stable de type Mpp´,`q, p P t‹u YAp f , gq

On a ensuite pour les espaces M1pp´,`q la description suivante :

Arêtes. D’abord,

B
1M1pp´,`q “

ˆ

B
1Mpp´,`qb

ev
B

0M1p´,`q
˙

\

ˆ

B
0Mpp´,`qb

ev
B

1M1p´,`q
˙

“

ˆ

`

\|I|“1MI \ tpu
˘

b
ev
M1p´,`q

˙

\

ˆ

Mpp´,`qb
ev

`

\|I|“1M1
I \M

˘

˙

“E0 \ E 10 \ E 11 \ Ep \ Edeg,

où

• E0 “ \aPCrit0p f q
`

Mpp´, aq ˆYγPMpa,`qtγu ˆM1ppev`pγqq´,`q
˘

,

• E 10 “ \a1PCrit0p f 1qM1pp´, a1q ˆM1pa1,`q,

• E 11 “ \b1PCrit1p f 1qM1pp´, b1q ˆM1pb1,`q,

• Ep “ tpu ˆM1pp´,`q,

• Edeg “Mpp´,`qb
ev

M.

Les arêtes de type E0 et E 11 correspondent à nouveau aux pas de Morse stable en
les points de Ap f , gq et les points critiques d’indice normalisé 1 de f 1. Les arêtes
du type Ep correspondent quant à elles aux pas de Morse stable en p pour les
données p f 1, g1q, là où les arêtes de type Edeg correspondent aux pas de Morse
stable en le point p pour p f , gq. On notera edeg l’arête de type Edeg donnée par
Mpp,`qdeg b

ev
M.

Sommets. On a ensuite que

B
2M1pp´,`q “

ˆ

B
0Mpp´,`qb

ev
B

2M1p´,`q
˙

\

ˆ

B
1Mpp´,`qb

ev
B

1M1p´,`q
˙

“

ˆ

Mpp´,`qb
ev
\|I|“2M1

I

˙

\

ˆ

`

\|I|“1MI \ tpu
˘

b
ev

`

\|I|“1M1
I \M

˘

˙

“V0 \ V 11 \ Vp \ Vdeg \ Vpdeg,

où

• V0 “ \aPCrit0p f q,a1PCrit0p f 1qMpp´, aq ˆM1pa, a1q ˆM1pa1,`q,

• V 11 “ \b1PCrit1p f 1q,a1PCrit0p f 1qM1pp´, b1q ˆM1pb1, a1q ˆM1pa1,`q,

• Vp “ tpu ˆM1pp´, a1q ˆM1pa1,`q,
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• Vdeg “ \aPCrit0p f qMpp´, aq ˆMpa,`qb
ev

M,

• Vpdeg “ tpub
ev

M.

La nouvelle singularité haute rencontrée ici consiste en des trajectoires défi-
nies sur un singleton et non plus sur un intervalle plus général. Cette singularité
est présente uniquement sur la composante de bord de M1pp´,`q qui contient
l’arête dégénérée edeg. Les arêtes hautes sont celles de type Edeg et E 10, tandis les
arêtes basses sont celles de type Ep, E0 et E 11. À nouveau, même si ce n’est pas
nécessaire pour définir le lacet de Morse stable final, la proposition suivante
précise quels sommets sont reliés par quelles arêtes.

Proposition 4.2. Les graphes cycliques induits par le bord d’un espace M1pp´,`q
ont comme combinatoire :

1. si la composante ne contient pas l’arête edeg : ce sont les cycles du graphe

Vdeg

Edeg

��

ff

E0

::
V0

E0

GG

E 10
�� zz

E 10
$$

V 11

E 10
		

E 11

JJ

alternant entre arête haute (au-dessus de la démarcation en pointillés) et arête
basse (en-dessous de la démarcation en pointillés) et contenant une arête de type
Edeg.

2. si la composante contient l’arête edeg : ce sont les cycles du graphe

Vp
��

E 10

����

E 10

��

Ep

KK aa

Ep

<<
Vpdeg
}}

Edeg

!!

Vdeg
aa

E0

??
V0

E0

GG

E 10
�� ��

E 10
��

V 11

E 10
		

E 11

JJ

alternant entre arête haute (au-dessus de la démarcation en pointillés) et arête
basse (en-dessous de la démarcation en pointillés) et contenant une arête de type
Edeg (en l’occurrence l’arête edeg).
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Démonstration. La preuve qui consiste à lister l’ensemble des configurations
possibles reste identique à celles des propositions similaires.

À un pas de Morse stable P en un point p P M, pour les données p f , gq,
on peut alors associer un chemin de Morse stable pour les données p f 1, g1q en
concaténant les pas induits par les arêtes basses. Plus précisément :

1. Si P ‰ Mpp´,`qdeg, on est dans le premier cas de la proposition précé-
dente et l’on procède comme pour les espaces Mpb,`q,

2. Si P “Mpp´,`qdeg, on est dans le second cas de la proposition précédente
et l’on procède comme suit :

(a) On considère l’arête dégénérée e1 du point 2 de la proposition pré-
cédente, et on la complète en la suite finie ordonnée e1, e2, . . . , ek des
arêtes du graphe cyclique qu’elle induit.

(b) Les arêtes paires e2i, i ě 1, sont du type E0, E 11 ou Ep. On note Pi le
pas de Morse stable correspondant.

(c) On définit ΦpPq “
ś

i Pk´i (les pas sont à nouveau listés dans le sens
contraire, avec leurs orientations opposées).

Définition du morphisme de descente

À ce stade, on a défini pour deux jeux de données p f , gqet p f 1, g1q une appli-
cation Φ qui :

1. à un pas de Morse stable P Ă Mpb,`q, |b1| “ 1, pour p f , gq, associe un
chemin de Morse stable pour p f 1, g1q en des points critiques b1, |b1| “ 1, ou
en des points de Ap f , gq,

2. à un pas de Morse stable P Ă Mpp,`q pour p f , gq, associe un chemin de
Morse stable pour p f 1, g1q en des points critiques b1, |b1| “ 1, en des points
de Ap f , gq, ou en p lorsque P “Mpp´,`q˘deg est un pas dégénéré.

Soit P1 . . . Pk un lacet de Morse stable pour p f , gq. Alors ` “ ΦpP1q . . . ΦpPkq est
un lacet de Morse stable pour p f 1, g1q, avec l’inconvénient de contenir des pas à
travers les points t‹uYAp f , gq que l’on ne considère a priori pas comme des gé-
nérateurs de notre groupe LpM, f 1, g1 ; ‹1q. On règle ce problème en plusieurs
temps. D’abord, comme le seul pas consécutif à Mpp´,`q´deg est Mpp´,`q`deg
(voir la remarque 3.1), alors quitte à simplifier ces occurrences dans ` on peut
supposer qu’il contient comme pas dégénérés uniquement ses premier et der-
nier pas M1p‹´,`q˘deg. Ensuite, en réitérant la construction de Φ mais pour les
jeux de données répétées p f 1, g1q et p f 1, g1q, et en l’appliquant à chacune des
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lettres des chemins de Morse stable ΦpPiq “ Pi
1 . . . Pi

ki
, on obtient un lacet de

Morse stable

ΨpPq “
k
ź

i“1

ki
ź

j“1

ΦpPi
j q

basé en ‹ et dont les pas de type Mpp´,`q vérifient p P t‹u YAp f 1, g1q, étant
donné que les seuls pas Mpp´,`q qui entraînent la présence de pas de type
M1pp´,`q sont les pas Mpp´,`qdeg (ceci montre que le point base ‹ joue un
rôle distingué, nous incitant à baser le groupe fondamental à l’arrivée en ce
même point). On montre ainsi :

Proposition 4.3. Pour des données p f , g, f 1, g1q génériques, le morphisme de descente

Ψ : LpM, f , g ; ‹q Ñ LpM, f 1, g1 ; ‹q

est bien défini.

On obtient consécutivement à partir de la proposition 4.3 les deux corollaires
suivants :

Corollaire 4.1. Le morphisme ev : LpM, f , g ; ‹q Ñ π1pM ; ‹q est surjectif.

Démonstration. La remarque fondamentale est que le diagramme

LpM, f ,1 g1 ; ‹q

ev ((

Ψ // LpM, f , g ; ‹q

evvv
π1pM ; ‹q

commute, i.e. le morphisme de descente Ψ ne change pas la classe d’homoto-
pie de l’évaluation d’un lacet de Morse stable : même si l’espace de modules
M1pb,`q n’est pas un disque et qu’on ne peut donc pas y lire directement l’ho-
motopie cherchée, on peut former à partir des trajectoires qu’il utilise un disque
permettant de réaliser cette homotopie dans M. La description de ce disque est
l’objet de la fin de la section 2 de [3], où la configuration géométrique sous-
jacente y est illustrée dans la figure 14.

En choisissant comme f 1 une fonction de Morse, le théorème 2.1 affirme que
la flèche de gauche est surjective. C’est donc aussi le cas de la flèche de droite.

Corollaire 4.2 (Inégalité homotopique de Morse stable). Soit M une variétée fer-
mée, f : MˆRN Ñ R une fonction de Morse stable et g une métrique adaptée à f . On
note µ1pMq le nombre minimal de générateurs d’une présentation de π1pM ; ‹q. Alors

ÿ

bPCrit1p f q

νpbq `
ÿ

pPAp f ,gq

νppq ` νp‹q ě µ1pMq,
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où νprq désigne ici le nombre de composantes connexes de Mp f ,gqpr,`q.

Démonstration. En fixant un chemin de Morse stable sα basé en ‹ pour chaque
extrémité pβ, αq de pas de Morse stable 3, on définit un morphisme

ϕ : xP |Ry ÝÑ LpM, f , g ; ‹q
P “ pβ´, α´, β`, α`q ÞÝÑ sα´ ¨ P ¨ sα`

,

surjectif comme ϕp`q “ `. Comme xP |Ry est le groupe libre à
ř

b,|b|“1 νpbq `
ř

pPAp f ,gq νppq ` νp‹q générateurs, on obtient la formule via le morphisme sur-
jectif ev ˝ ϕ : xP |Ry Ñ π1pM ; ‹q.

La notion de multiplicité est donc une manière de corriger le problème sou-
levé par le théorème 0.2 de M. Damian. Notons qu’il est possible de générer le
groupe fondamental de Morse stable sans utiliser les pas utilisant les points de
Ap f , gq (c’est par exemple ce qui est fait dans [3]), ce que nous n’avons pas fait
ici étant donné que l’on aura besoin de ces pas au moment de définir les rela-
tions, mais qu’on peut donc supprimer le terme correspondant dans la formule,
En revanche, on ne se débarrasse pas de la multiplicité du point base.

4.3 Application de descente

Les constructions utilisées lors de la définition de Φ et Ψ lors de la section
précédente se généralisent au niveau de chemins génériques γ : r0, 1s Ñ M, de
classe C1 par morceaux.

Soit γ : r0, 1s Ñ M un chemin transverse à ev´ : Mp´,`q Ñ M. On note

Mpγ,`q “r0, 1s ˆ
γ,M,ev´

Mp´,`q

“tpt, uq P r0, 1s ˆMp´,`q, γptq “ ev´puqu,

et

Mpγ, aq “r0, 1s ˆ
γ,M,ev´

Mp´, aq

“tpt, uq P r0, 1s ˆMp´, aq, γptq “ ev´puqu.

Si γ est lisse, l’espace Mpγ,`q est une variété compacte à faces de dimension 2,
dont on détaille la nature des strates ci-dessous.

3. Si un tel chemin n’existe pas, alors le pas P n’intervient pas dans la description de
LpM, f , g ; ‹q et on peut poser ϕpPq “ 1 tout en conservant la surjectivité.
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Arêtes.

B
1Mpγ,`q “

ˆ

B
1
r0, 1s ˆ

γ,M,ev´
B

0Mp´,`q
˙

\

ˆ

B
0
r0, 1s ˆ

γ,M,ev´
B

1Mp´,`q
˙

“

ˆ

t0, 1u ˆ
γ,M,ev´

Mp´,`q
˙

\

ˆ

s0, 1r ˆ
γ,M,ev´

`

\|I|“1MI \M
˘

˙

“ Eγp0q \ Eγp1q \ E0 \ E1 \ Eγ,

où
• Eγp˘q “Mpγp0q´,`qYMpγp1q´,`q,
• E0 “ \aPCrit0p f qMpγ, aq ˆMpa,`q,
• E1 “ \bPCrit1p f qMpγ, bq ˆMpb,`q,
• Eγ “s0, 1r ˆ

γ,M,id
M.

Il n’y a qu’une arête de type Eγ, que l’on note γ.

Sommets.

B
2Mpγ,`q “

ˆ

B
1
r0, 1s ˆ

γ,M,ev´
B

1Mp´,`q
˙

\

ˆ

B
0
r0, 1s ˆ

γ,M,ev´
B

2Mp´,`q
˙

“

ˆ

t0, 1u ˆ
γ,M,ev´

p\I“1MI \Mq
˙

\

ˆ

s0, 1r ˆ
γ,M,ev´

\|I|“2 MI

˙

“ V0
γp0q \ V0

γp1q \ Vγp0q \ Vγp1q \ V1,0,

où
• V0

γp˘q “ \aPCrit0p f q
`

Mpγp0q´, aq YMpγp1q´, aq
˘

ˆMpa,`q,

• Vγp˘q “

ˆ

t0u ˆ
γ,M,id

M
˙

Y

ˆ

t1u ˆ
γ,M,id

M
˙

,

• V1,0 “ \bPCrit1p f q,aPCrit0p f qMpγ, bq ˆMpb, aq ˆMpa,`q.
Dans cette configuration, les seules singularités hautes pour une trajectoire

élément d’un sommet que nous n’avons pas déjà rencontré sont celles consistant
à « démarrer d’une extrémité de γ ». Ainsi, les arêtes hautes seront ici celles de
type E0 et Eγ, tandis que les arêtes basses, induisant des pas de Morse stable
soit en des points critiques b P Crit1p f q, soit en tγp0q, γp1qu Ă M, seront celles
de type E1, Eγp´q et Eγp`q.

Si γ est seulement lisse par morceaux (et continue), en notant γ1, . . . , γn, les
parties lisses 4 de γ, et p´i , p`i les extrémités de γi, on a (en remarquant que

4. On dit dans ce cas que γ&ev´ si et seulement si pour tout 1 ď i ď n, γi&ev´.
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p`i “ p´i`1) :

Mpγ,`q “

˜

n
ď

i“1

Mpγi,`q

¸

{ „

où„ identifie point par point Mppp`i q
´,`q et Mppp´i`1q

´,`q pour 1 ď i ă n. Le
bord topologique de cet espace est alors

BMpγ,`q “

˜

n
ď

i“1

BMpγi,`q

¸

{ „

et est encore une variété de dimension 1 lisse par morceaux.

Proposition 4.4. Le graphe cyclique induit par la composante de bord de Mpγ,`q qui
contient l’arête γ a comme combinatoire celle d’un cycle du graphe

Vγp˘q

Eγ

��

cc

Eγp˘q

99

V0
γp˘q

Eγp˘q

OO

||

E0

!!

V1,0

E0

��

E1

II

alternant entre arête haute (au-dessus des démarcations en pointillés) et arête basse
(en-dessous des démarcations en pointillés) et contenant une arête de type Eγ (en l’oc-
currence l’arête γ).

On peut alors définir comme lors de la section 4.2 le chemin de Morse stable
Θpγq constitué (de l’opposé) des pas de Morse stable consécutifs induit par le
graphe précédent. Lorsque tγp0q, γp1qu Ć t‹u YAp f , gq, le mot Θpγq utilise des
pas qui ne sont pas pris en compte dans notre présentation du groupe des lacets
de Morse stable. En revanche, lorsque tγp0q, γp1qu Ă t‹uYAp f , gq, par exemple
lorsque γ est la concaténation de chemins evpPqev` ˝ γP : r0, 1s Ñ M pour
γP : r0, 1s Ñ P une paramétrisation de P, on ne rencontre pas ce problème.
En particulier, en choisissant comme γ des chemins aux extrémités dans t‹u Y
Ap f , gq, on définit ainsi une application

Θ : tγ : pr0, 1s, 0, 1q Ñ pM, t‹u YAp f , gqq ; γ&ev´u Ñ
"

chemins de Morse
stable pour p f , gq

*

,

et en choisissant comme γ des lacets basés en ‹, on définit une application

Θ : tγ : pS1, 1q Ñ pM, ‹q ; γ&ev´u Ñ LpM, f , g ; ‹q.
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On sera par la suite en mesure d’établir l’égalité 5

ΘpevpPqq “ ΦpPq,

que l’on souhaite donner dès à présent afin d’insister sur la nature purement
dynamique des relations que l’on va proposer dans la section 4.4 (les ΦpPq étant
définis à partir d’espaces de modules n’utilisant pas de chemins annexes γ.

Remarque 4.1. On peut recopier le paragraphe qui précède en échangeant dé-
part et arrivée des espaces de modules, ainsi que les rôles de´ et`, et on obtient
alors une étude similaire pour l’espace de modules

Mp´, γq “Mp´,`q ˆ
ev`,M,γ

r0, 1s.

Cela revient à faire la même construction pour la fonction ´ f . Le chemin de
Morse stable (pour ´ f ) qu’on obtient alors est une suite d’arêtes Mp´, qq avec
q P Critnp f q ou q “ p` avec p P tγp0q, γp1qu et sera noté Θ̂pγq pour le distinguer
de Θpγq (qu’on notera également Θ̌pγq par symétrie). On parlera dans ce cas d’«
application de montée ».

4.4 Relations

Récupérer seulement les lacets qui sont tracés sous des points critiques c P
Crit2p f q (voir la proposition 2.2) ne suffit plus à engendrer les relations comme
dans le cas du groupe fondamental de Morse. L’exemple suivant illustre ce pro-
blème :

Exemple 4.1. La figure 4.3 représente le champ de gradient d’une fonction de
Morse stable f : S1 ˆR2 Ñ R, qui résulte de la perturbation du gradient d’une
fonction h` q avec h : S1 Ñ R la fonction hauteur et q : R2 Ñ R une forme qua-
dratique de signature 1. Les deux morceaux de surfaces représentent une partie
de la variété instable du point critique b, avec |b| “ ind pbq ´ 1 “ 1, et une partie
de la variété stable du point critique a, avec |a| “ ind paq ´ 1 “ 0. On compte
quatre trajectoires de b à a, dont trois correspondent aux trois points d’inter-
section apparents entre les deux morceaux de surfaces. Le groupe des lacets de
Morse stable associé à ces données possède donc au moins deux générateurs,
les deux pas en le point critique b : l’ensemble de relations ne saurait être vide
si l’on souhaite retrouver que π1pS1 ; ‹q “ Z.

5. Le lemme 4.1 commence par exemple par montrer que ΘpevpPqq ne dépend pas du choix
de la paramétrisation.
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b a

S1

Rk`

Rk´

Wspaq

Wupbq

FIGURE 4.3 – Une fonction de Morse stable sur S1.

On formalise la notion de « partie basse » dans la définition suivante 6 :

Définition 4.2. Soit Mp¨ ¨ ¨ ,`q un espace de modules dont le dernier terme
dans son écriture en produit fibré est Mp´,`q. On dit qu’un chemin continu
δ : r0, 1s Ñ BMp¨ ¨ ¨ ,`q est tracé au-dessus d’un chemin de Morse stable ` “
śk

i“1 Pi s’il existe une partition de r0, 1s en sous intervalles sur lesquels δ est
alternativement et dans l’ordre

• un chemin dans un espace Mp¨ ¨ ¨ , aq ˆMpa,`q avec a P Crit0p f q (en par-
ticulier, δ est constant sur le facteur Mpa,`q qui est de dimension 0),

• une paramétrisation de t˚u ˆ Pi, 1 ď i ď k (où ˚ est une trajectoire d’un
espace de modules Mp¨ ¨ ¨ , bq ou Mp¨ ¨ ¨ , p`q en fonction du type du pas).

Le chemin ` est dit partie basse de δ.

Lorsque Mp¨ ¨ ¨ ,`q “Mpγ,`q, on distingue un certain type de pas :

Définition 4.3. Un lacet de Morse stable est tracé en-dessous d’un lacet topolo-
gique γ : S1 Ñ M s’il est la partie basse d’un lacet δ : S1 ÑMpγ,`q tel que l’ap-
plication π1 ˝ δ : S1 Ñ S1 soit de degré 1, où π1 : Mpγ,`q Ă S1ˆMp´,`q Ñ S1

est la restriction de la projection sur le premier facteur.

Exemple 4.2. Le lacet de Morse stable Θ̌pγq est tracé en-dessous de γ, mais il
peut en exister d’autres.

Si ` est chemin de Morse stable, on notera abusivement Θp`q au lieu de
Θpevp`qq, où evp`q : r0, 1s Ñ M est le chemin C1 par morceaux défini à paramé-
trisation près induit par ` (ceci ne dépend pas du choix de la paramétrisation,
comme va le montrer le lemme 4.1).

6. On rappelle que les espaces de modules à rebonds Mjpr, qq sont l’objet de la section 3.4.
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Définition 4.4. On prend comme relations de Morse stable les relations des trois
types suivants :

1. pour ` P LpM, f , g ; ‹q :
` “ Θp`q,

2. pour ` P LpM, f , g ; ‹q et `1, `2 des mots tels que ` “ `1 ¨ `2 :

Θp`1 ¨ `2q “ Θp`1q ¨Θp`2q,

3. pour tout lacet de Morse stable ρ qui est partie basse d’un lacet

δ : S1
Ñ BM2pc,`q

où c P Critnp f q et pour tout chemin de Morse stable w du point base au
départ de ρ :

wρw´1
“ 1.

On note R l’ensemble des relations de Morse stable.

Remarque 4.2. • Les relations du type 2 sont a priori non triviales, comme
l’illustre la figure 4.4. Elle représente à sa gauche les composantes de bord
des espaces Mpγ1,`q et Mpγ2,`q et à sa droite celles de l’espace Mpγ1 ¨

γ2,`q, comme des graphes au-dessus des paramètres de γ1 et γ2. Les
arêtes basses sont dessinées verticalement (puisqu’elles sont associées au
même point sur γi). Parmi elles, les arêtes associées à ‹ sont dessinées en
noir. Le lacet de Morse stable Θpγ1q ¨Θpγ2q est celui constitué des pas de
Morse stable rencontrés le long du chemin en pointillé sur la partie de
gauche, tandis que le lacet de Morse stable Θpγ1 ¨ γ2q est celui constitué
des pas de Morse stable rencontrés le long du chemin en pointillé sur la
figure de droite. Ces deux lacets diffèrent d’un lacet de Morse stable cor-
respondant au cercle central, a priori non trivial.

• Les relations sont dans le noyau du morphisme ev : LpM, f , g ; ‹q Ñ
π1pM ; ‹q, i.e. sont homotopiquement triviales : la raison est la même que
celle évoquée dans la preuve du corollaire 4.1, à savoir que les trajectoires
des différents espaces de modules permettent de réaliser des disques le
long desquels réaliser les homotopies voulues.

On est alors en mesure de définir le groupe fondamental de Morse stable.

Définition 4.5. Le groupe

π1pM, f , g ; ‹q “
A

L‹ |pP1
¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ Pk

qpP1
¨ ¨ ¨p` ¨ ¨ ¨ Pk

q
´1, ` P R

E

est appelé groupe fondamental de Morse stable.
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γ1 γ2

‹
‚

‚

‚

‹
‚

‚

‚

‹
‚

‚

‚

γ1 γ2

‹
‚

‚

‚

‹
‚

‚

‚

‹
‚

‚

‚

FIGURE 4.4 – Θpγ1q ¨Θpγ2q versus Θpγ1 ¨ γ2q.

L’appellation groupe fondamental de Morse stable est justifiée par le théo-
rème suivant, établissant au passage l’invariance de la présentation en par rap-
port aux données.

Théorème 4.1. L’application ev : π1pM, f , g ; ‹q Ñ π1pM ; ‹q est un isomor-
phisme.

La fin de cette section consiste à prouver ce théorème. On commence par
établir quelques propriétés de Θ au niveau des lacets topologiques.

Application de descente et lacets topologiques

Lemme 4.1 (Reparamétrage). Soit γ : r0, 1s Ñ M un lacet basé lisse par morceaux
dans M. Soit τ : r0, 1s Ñ r0, 1s une application lisse par morceaux telle que τp0q “ 0
et τp1q “ 1 et γ1 “ γ ˝ τ. Alors, pour un choix générique de γ et τ, Θpγq et Θpγ1q
sont égaux à élimination des pas consécutifs opposés près.

Démonstration. Les chemins Θpγq et Θpγ1q sont tracés sous γ et ont les mêmes
extrémités. Ils sont en particulier tracés sur la même composante connexe de
BMpγ,`q qui est homéomorphe à S1. Comme les deux évitent γ (voir la section
4.3), on en déduit qu’ils sont homotopes, et donc équivalents modulo élimina-
tion des pas opposés consécutifs.

Lemme 4.2. Soit τ, α : r0, 1s Ñ r0, 1s des applications lisses par morceaux, sans
valeurs singulières communes, envoyant 0 sur 0 et 1 sur 1. On suppose que 0 et 1 sont
des points réguliers de τ. Alors il existe des applications lisses par morceaux α̃ : r0, 1s Ñ
r0, 1s et φ : r0, 1s Ñ r0, 1s envoyant 0 sur 0 et 1 sur 1 qui rendent le diagramme suivant
commutatif :

r0, 1s

φ

%%
//

α̃ $$

τ˚r0, 1s

τ˚α
��

τ̃ // r0, 1s

α
��

r0, 1s τ // r0, 1s

(4.1)



106 CHAPITRE 4. GROUPE FONDAMENTAL DE MORSE STABLE

α

τ

τ˚α

FIGURE 4.5 – Une composante de τ˚α se projette avec degré 1 sur α.

Démonstration. Comme τ et α n’ont pas de valeurs critiques communes, τ˚α est
une variété lisse par morceaux de dimension 1 qui se projette proprement sur
r0, 1s. Au voisinage des extrémités, τ est un difféomorphisme, donc τ˚α et α ont
les mêmes fibres. On en déduit qu’au dessus d’un voisinage r0, εq de 0, toutes
les composantes de τ˚α ont leur deux bords au-dessus de ε sauf une qui a un
bord au-dessus de 0. La même chose est valable au-dessus de 1. La composante
connexe reliant 0 à 1 est difféomorphe à r0, 1s, et son inclusion dans τ˚r0, 1s rend
le diagramme (4.1) commutatif. Il est bien lisse par morceaux puisqu’il est lisse
en dehors des préimages des singularités de α et de τ.

Si γ est un chemin tracé au-dessus d’un chemin de Morse stable σ1 ¨ ¨ ¨ σk, on
peut appliquer Θ à chaque pas de sa partie basse séparément. On obtient un
chemin de Morse stable noté

Θ˚pγq “ Θpσ1q ¨ ¨ ¨Θpσkq,

qui en général n’est pas le même que Θpγq (voir la figure 4.4). Remarquons que
si γ1 et γ2 sont deux chemins composables tracés au dessus de lacets de Morse
stable, on a Θ˚pγ1q ¨Θ˚pγ2q “ Θ˚pγ1 ¨ γ2q, et que Θ˚pγ´1

1 q “ pΘ˚pγ1qq
´1.

Lemme 4.3. Soit γ : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ M une famille de lacets basés telle que γλ&ev´
pour tout λ P r0, 1s. Soit Alors Θ̌pγ0q “ Θ̌pγ1q.

Démonstration. C’est un corollaire du lemme A.1 de l’annexe A : l’hypothèse en-
traîne que les espaces de modules Mpγλ,`q sont isotopes. Comme l’espace des
chemins de Morse stable est discret, on en déduit que Θ̌pγλq est indépendant de
λ et par suite l’énoncé.

Lemme 4.4. Soit γ : r0, 1sˆ r0, 1s Ñ M une famille de lacets basés telle que Mp´, γλq

soit coupé transversalement pour tout λ P r0, 1s. Soit `0 et `1 des lacets de Morse stable
tracés respectivement sous γ0 et γ1. Alors `0 “ `1 dans π1pM, f , g ; ‹q.

Démonstration. D’après l’hypothèse de transversalité, les composantes de bord
de Mp´, γλq qui permettent de définir Θ̂pγλq (voir la remarque 4.1) pour diffé-
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rents λ sont toutes difféomorphes. On peut donc choisir une partition fixe

r0, 1s “
2N`1
ď

i“1

rti, ti`1s

et des paramétrisations γ̂λ : r0, 1s Ñ BMp´, γλq de ces composantes de bord
auxquelles on a retiré l’arête γλ (voir la section 4.3) vérifiant :

• pour k “ 2i : γ̂λ|rt2i ,t2i`1s
paramètre une arête basse, i.e. est une composante

d’un espace de la forme Mp´, aiq ˆMpai, γλq avec |ai| “ n, qui relie une
trajectoire brisée

pωi, ψi, χi,λq PMp´, aiq ˆMpai, biq ˆMpbi, γλq

avec |bi| “ n´ 1 ou bi “ ‹
˘, à une autre trajectoire

pωi, ψ1i, χi`1,λq PMp´, aiq ˆMpai, bi`1q ˆMpbi`1, γλq

du même type :

pωi, ψi, χi,λq oo
γ̂λ

rt2i,t2i`1s
// pωi, ψ1i, χi`1,λq

• pour k “ 2i ´ 1 : Γ̂|rt2i´1,t2is
paramètre une arête haute, i.e. est une compo-

sante d’un espace de la forme Mp´, biq ˆMpbi, γλq avec |bi| “ n´ 1, ou
Mp´, ‹`q, qui relie une trajectoire brisée

pωi´1, ψ1i´1, χi,λq PMp´, ai´1q ˆMpai´1, biq ˆMpbi, γλq

à une trajectoire

pωi, ψ1i, χi,λq PMp´, aiq ˆMpai, biq ˆMpbi, γλq

du même type (lorsque bi “ ‹
˘, on convient que Mp‹´, γλq est le single-

ton formé de la trajectoire constante en ‹) :

pωi´1, ψ1i´1, χi,λq oo
γ̂λ

rt2i´1,t2is
// pωi, ψi, χi,λq

Les deux lacets de Morse stable `0 et `1 étant tracés sous γ0 et γ1, ils sont
parties basses de deux lacets γ̌0 : r0, 1s ÑMpγ0,`q et γ̌1 : r0, 1s ÑMpγ1,`q.

On considère les deux applications d’évaluations

r0, 1s
γ̌0
ÝÑMp´,`q

ev´
ÝÝÑ r0, 1s
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et
r0, 1s

γ̂0
ÝÑ BMp´,`q

ev`
ÝÝÑ r0, 1s.

Le lemme 4.2 fournit alors des applications α̃0 et φ0 de degré 1 qui rendent
le diagramme suivant commutatif

r0, 1s
φ0 //

α̃0

��

r0, 1s

γ̌0
��

BMp´,`q

ev´
��

r0, 1s
γ̂0 // BMp´,`q

ev` // r0, 1s

Comme φ0 est de degré 1, `0 est égale à la partie basse `10 de γ̌0 ˝ φ0 modulo
élimination de pas opposés consécutifs. On remplace `0 par `10.

On répète le procédé précédent pour γ1.

On note α̃ “ α̃0 ¨ α̃1
´1 la concaténation des chemins α̃0 et pα̃1q

´1, qui résulte
donc en un lacet α̃ : S1 Ñ r0, 1s. On note aussi γ̌ la concaténation de γ̌0 ¨ pγ̌1q

´1

et ` “ `0 ¨ `
´1
1 . On a ` “ Θpγ̌q dans π1pM, f , g ; ‹q. De plus, comme τε “ ev` ˝ γ̂ε

et αε “ ev´ ˝ γ̌ε n’ont pas de valeur singulière commune, ε “ 0, 1, les ti sont des
valeurs régulières de α̃.

Fixons un entier pair k “ 2i P t1, . . . , Nu. L’ensemble

α̃´1
pt2iq “ tsi,1, . . . , si,2Niu

est constitué d’un nombre pair de valeurs,rangées dans l’ordre croissant d’ap-
parition, qui sont régulières pour l’application ev´ : Mpγ0,`q Ñ r0, 1s si si,j ă

1
2

et ev´ : Mpγ1,`q Ñ r0, 1s si si,j ą
1
2 . En particulier, γ̌psi,jq P Mp´, xi,jq ˆ

Mpxi,j,`q est une configuration brisée en xi,j P Crit0p f q. De plus, si si,j ă
1
2 ,

(resp. si,j ą
1
2 ) alors ev`pχ0

i q “ ev´pγ̌psi,jqq (resp. ev`pχ1
i q “ ev´pγ̌psi,jqq). Ces

deux trajectoires définissent donc un élément

ui,j PM1
pbi, xi,jq ˆMpxi,j,`q. (4.2)

On regroupe alors les ui,j par paires pour former des chemins Λi,j obtenus
en remontant u2j´1 et en redescendant u2j :

Λi,j “ pui,2j´1q
´1
¨ ui,2j.

Plus formellement, on regarde Λi,j comme un chemin dans M1
‚pbi,`q obtenu en

déplaçant le point marqué le long des trajectoires fixes ui,j et ui,j`1.
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bi

ai

bi`1

Mp´, γq

Mpγ,`qΛi,1
Λi`1,1

Λi`1,2 γ

FIGURE 4.6 – Découpage d’une perturbation en relations.

Par ailleurs, pour chaque i, on considère la décomposition de γ̌ suivant la
partition fournie par les si,j (auxquels on ajoute si,0 “ 0 et si,2Ni`1 “ 1) : on note

µi,j “ γ̌|rsi,2j ,si,2j`1s
et λi,j “ γ̌|rsi,2j´1,si,2js

.

En d’autres termes, les µi,j et λi,j sont les composantes de γ̌ le long desquelles α̃
est inférieure ou supérieure à t2i. Alors

γ̌ “ µi,0 ¨ λi,1 ¨ µi,1 ¨ ¨ ¨λi,Ni ¨ µi,Ni .

γ0

γ1

ai
bi bi`1

ui`1,2j1´1

ui`1,2j1

ui,2j
ui,2j`1

χi,0

χi,1
χi`1,0

χi`1,1

ψi ψ1i

FIGURE 4.7 – Le lacet Θ˚pρq est une relation.

On considère alors le chemin γ̌i dans lequel on remplace les λi,j par Λi,j :

γ̌i “ µi,0 ¨Λi,1 ¨ µi,1 ¨ ¨ ¨Λi,Ni ¨ µi,Ni .
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On rappelle qu’on suppose que γ̌ est tracé au dessus d’un chemin de Morse
stable. Comme les si,j sont tous dans des pas hauts de γ̌, les µi,j et λi,j sont encore
tracés au-dessus de chemins de Morse stable. Le lacet γ̌i pour sa part contient,
en plus de pas de Morse stable, les Λi,j qui n’en sont pas. Toutefois, d’après (4.2),
ΘpΛi,jq est bien un chemin de Morse stable. On notera donc toujours Θ˚pγ̌iq le
chemin obtenu en appliquant Θ morceau par morceau à la partie basse de γ̌i :

Θ˚pγ̌iq “ Θ˚pµi,0q ¨ΘpΛi,1q ¨Θ˚pµi,1q ¨ ¨ ¨ΘpΛi,Niq ¨Θ˚pµi,Niq.

Notre but est de montrer que ` “ Θ˚pγ̌iq dans π1pM, f , g ; ‹q.
On procède par récurrence descendante, qu’on initialise en remarquant que

γ̌N “ γ̌, et comme la partie basse de γ̌ ne contient que des pas de Morse stable,
les relations 2 assurent que ` “ Θ˚pγ̌Nq dans π1pM, f , g ; ‹q.

On suppose donc qu’on a montré que ` “ Θ˚pγ̌i`1q. On applique la même
décomposition que ci-dessus associée à ti`1 aux chemins λi,j : on note λ1i,j le
chemin dans lequel on a remplacé toutes les parties qui dépassent ti`1 par les
chemins Λi`1,j1 correspondants. On obtient

γ̌i`1 “ µi,0 ¨ λ
1
i,1 ¨ µi,1 ¨ ¨ ¨λ

1
i,Ni
¨ µi,Ni .

On montre maintenant, toujours par récurrence descendante, qu’on peut rem-
placer chaque λ1i,j par Λi,j sans changer l’image par Θ˚. Soit

w “ µi,0 ¨ λ
1
i,1 ¨ ¨ ¨ µi,Ni´1

et considérons
ρ “ Λi,Ni ¨ pλ

1
i,Ni
q
´1.

En lui appliquant Θ morceaux par morceaux, on obtient le chemin

Θ˚pρq “ ΘpΛi,Niq ¨ pΘ˚pλ
1
i,Ni
qq
´1.

Or toutes les trajectoires de Θpλ1i,Ni
q ou de ΘpΛi,Niq se relèvent continûment en

des trajectoires partant de ai qui est un point d’indice n : en effet, pour s ă 1
2

(resp. s ą 1
2 ) on a ev`pγ̂0pα̃psqqq “ ev´pγ̌psqq (resp. ev`pγ̂0pα̃psqqq “ ev´pγ̌psqq).

Sur une composante ξ de λ1i,j privé des Λi,j1 , on a α̃psq P rt2i, t2i`2s. Pour t P
rt2i`1, t2i`2s, ev`pγ̂0ptqq est constant égal à ev`pγ̂0pt2i`1qq (en fait, les γ̂0ptq sont
toutes des trajectoires brisées en bi pour lesquelles la trajectoire issue de bi est
indépendante de t). Soit π : rt2i, t2i`2s Ñ rt2i, t2i`1s la projection qui écrase
rt2i`1, t2i`2s sur tt2i`1u. Alors ev`pγ̂0pπ ˝ α̃psqqq “ ev´pγ̌psqq. Les configurations
γ̌0pπ ˝ α̃psqq (resp. γ̌1pπ ˝ α̃psqq) suivies de γ̌psq forment donc des trajectoires de
M1pai,`q. C’est encore vrai pour s “ 1

2 . La composante ξ se relève ainsi en un
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chemin continu dans M1pai,`q. En rajoutant un point marqué à l’extrémité de
la trajectoires, on les voit comme des trajectoires de M1

‚pai,`q. Le bord de ce
chemin est formé de configurations de la forme pψi, ui,jq ou pψ1i, ui`1,jq.

Par ailleurs, les Λi,j1 et Λi`1,j1 auxquelles on accole les trajectoires ψi et ψ1i
relient ces configurations entre elles dans M1

‚pai,`q.
On a ainsi exprimé ρ comme un lacet dans M1

‚pai,`q. On en déduit que
Θ˚pρq “ 1 dans π1pM, f , g ; ‹q.

En appliquant également Θ morceaux par morceaux à γi`1, on obtient dans
π1pM, f , g ; ‹q :

Θ˚pγ̌i`1q “ Θ˚pwq ¨Θ˚pλ1i,Ni
qΘ˚pµi,Niq

“ Θ˚pwq ¨Θ˚pΛi,NiqΘ˚pµi,Niq.

En recommençant ce calcul pour chaque λ1i,j, on parvient à remplacer chaque
λ1i,j par Λi,j, et on obtient finalement :

` “ Θ˚pγ̌i`1q “ Θ˚pγ̌iq.

Ainsi, ` “ Θ˚pγ̌0q. Comme γ̌0 est constitué de trajectoires qui partent toutes du
point ‹, elles sont toutes reliées à un même point d’indice n et donc Θ ‹ pγ̌0q est
une relation dans π1pM, f , g ; ‹q. On obtient donc finalement que

` “ 1.

Invariance de la présentation

On se donne maintenant un disque D : D Ñ M, dont on suppose que le
rayon r0, 1s est envoyé sur le point base. On définit alors

MpD,`q “ D ˆ
D,M,ev´

Mp´,`q,

que l’on regarde regarde fibré au-dessus de r0, 1s par les différents rayons du
disque :

MpD,`q “
ğ

RPr0,1s

MpγR,`q,

où γR “ D|RD. On utilise le lemme B.1 de l’annexe B afin d’imposer de bonnes
propriétés génériques à l’espace MpD,`q et à ses strates :

Corollaire 4.3. Pour un choix générique de D,
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• l’espace MpD,`q est une variété lisse à coins de dimension 3,

• l’application ρ̌ : MpD,`q Ñ r0, 1s (induite par la projection MpD,`q Ñ D

puis la projection radiale D Ñ r0, 1s) est une fonction de Morse,

• les applications ρ̌ : MpD, cq Ñ r0, 1s, c P Critp f q, sont des fonctions de Morse,

• l’application ρ̂ : Mp´, Dq Ñ r0, 1s est une fonction de Morse,

• les applications ρ̂ : Mpc, Dq Ñ r0, 1s, c P Critp f q, sont des fonctions de Morse.

On appelle rayon critique bas un R P r0, 1s valeur critique d’une des applica-
tions ρ̌ de l’énoncé précédent, et rayon critique haut un R P r0, 1s valeur critique
d’une des applications ρ̂ de l’énoncé précédent.

Corollaire 4.4. Pour un choix générique de D, les rayons critiques hauts et bas sont
distincts.

Dans la suite D est choisi de façon à satisfaire toutes les conditions de géné-
ricité des corollaires ci-dessus.

Lemme 4.5. Soit rR0, R1s Ă r0, 1s un intervalle qui ne contient pas de rayon critique
bas. Alors ΘpγR0q “ ΘpγR1q.

Démonstration. L’hypothèse entraîne que la famille γ : rR0, R1s ˆ r0, 1s Ñ M est
telle que MpγR`τ,`q est coupé transversalement pour tout R0 ă t ă R1, c’est
donc une application du lemme 4.3.

Lemme 4.6. Soit R un rayon critique bas. Il existe ε ą 0 tel que ΘpγR`εq est égal à
ΘpγR´εq dans π1pM, f , g ; ‹q.

Démonstration. Comme R est un rayon critique, bas il n’est pas un rayon cri-
tique haut. Par généricité ouverte, il existe un voisinage de ε ą 0 tel que les
espaces Mp´, γR`τq soient coupés transversalement pour ´ε ă τ ă ε. D’après
le lemme 4.4, ΘpγR`εq “ ΘpγR´εq.

On est finalement en mesure de prouver le théorème 4.1.

Preuve du théorème 4.1. Le corollaire 4.1 montrait déjà la surjectivité du mor-
phisme ev : LpM, f , g ; ‹q Ñ π1pM ; ‹q. Montrons-en l’injectivité.

Soit w P ker ev. Il existe un disque D qui est bordé par γ “ evpwq. On peut
le choisir générique au sens des corollaires précédents. L’intervalle

r0, 1s “ r0, R0, R1, . . . , Rn, 1s
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est partitionné par les rayons critiques et bas et haut. D’après les lemmes 4.5 et
4.6 appliqués successivement,

Θpγq “ Θpγ1q “ ΘpγRn`εq “ ΘpγRn´εq “ ΘpγRn´1`εq “ ¨ ¨ ¨ “ Θpγ0q

est égal dans π1pM, f , g ; ‹q à l’image par Θ du lacet constant au centre du
disque, c’est-à-dire au lacet constant. On en déduit ainsi que

w “ 1 P π1pM, f , g ; ‹q,

et donc que ev : π1pM, f , g ; ‹q Ñ π1pM ; ‹q est injectif.
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Annexe A

Géométrie différentielle sur les
variétés à coins

Dans cette annexe, on montre les résultats que l’on a utilisés portant sur les
variétés à coins et à faces. Quelques remarques et exemples permettent d’illus-
trer la différence entre ces variétés et celles simplement lisses ou à bord. Les
preuves des premiers résultats peuvent être trouvées dans [5] et [17].

A.1 Préliminaires

Définition A.1. Une variété à coins P de dimension n est une variété lisse dans
laquelle on remplace dans les définitions

« ouverts de Rn » par « ouverts de Rn
k :“ Rn´k

ˆ r0,`8rk, 0 ď k ď n ».

Le fait que l’on choisisse de modeler ces espaces sur les Rn
k plutôt que uni-

quement sur Rn
n “ r0,`8rn permet de continuer à parler de cartes ϕ : U Ñ Rn

k
centrées en x P P, i.e. telles que ϕpxq “ 0. Ceci est dû au fait qu’un difféomor-
phisme entre variétés à coins envoie la k-strate dans la k-strate, et considérer
l’ensemble des Rn

k dont l’origine est de profondeur k résout le problème. On
peut d’ailleurs définir la profondeur d’un point p P P comme l’unique entier
dpxq “ k tel qu’il existe une carte ϕ : U Ñ Rn

k centrée en x, ce qui correspond
bien au nombre de zéros nécessaires à l’écriture de ϕpxq et donc à la définition
initiale. On rappelle que la k-strate est l’ensemble des points de profondeur k,
BkP “ tx P P ; dpxq “ ku. La figure A.1 donne deux exemples de variétés à
coins, le carré r0, 1s2 et la larme L, où la 0-strate correspond à la partie grisée, la
1-strate correspond aux arêtes, tandis que la 2-strate correspond aux sommets.
On notera P̊ “ B0P les points intérieurs à P et BP “ Ykě1B

kP les points sur le
bord de P.

115
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FIGURE A.1 – Le carré et la larme.

Une application f : P Ñ Q entre variétés à coins est dite lisse en x P P
s’il existe des cartes ϕ : U Ñ ϕpUq et ψ : V Ñ ψpVq, des ouverts U Ą ϕpUq
et V Ą V et une fonction pf : U Ñ V lisse en ϕpxq prolongeant ψ ˝ f ˝ ϕ´1 :
ϕpUq Ñ ψpVq. Les notions usuelles de fibré tangent, fibré cotangent, immersion,
submersion, plongement, etc. s’étendent comme dans le cas des variétés à bord,
où l’on commence par faire en sorte que l’espace tangent en un point x P P soit
toujours l’ensemble des dérivations sur les germes de fonctions lisses au point
x :

TxP “ tXx : C8p pPq Ñ R ; Xxp f ¨ gq “ Xxp f q ¨ gpxq ` f pxq ¨ Xxpgqu.

Les germes d’applications n’étant pas affectées par la strate, on a TpP » Rn quel
que soit x. Le choix d’une carte ϕ induit toujours celui d’une base p B

Bxi x
q1ďiďn.

On voit facilement que les variétés à coins sont stables par produit (contrai-
rement aux variétés à bord), et que la k-strate d’une variété à coins de dimension
n est une variété lisse de dimension n´ k. Une sous-famille de variétés à coins,
les variétés à faces, permet d’obtenir des résultats plus forts.

Définition A.2. Une face est l’adhérence d’une composante connexe de la 1-
strate.

Par exemple, le carré de la figure A.1 possède quatre faces toutes difféo-
morphes au segment r0, 1s, tandis que la larme de cette même figure ne com-
porte qu’une face, qui est seulement homéomorphe au cercle S1.

Définition A.3. Une variété à coins P est dite à faces si tout point x P P appar-
tient à exactement dpxq faces.

Le carré est une variété à faces, alors que la larme n’est qu’une variété à coins
étant donné que l’unique élément de sa 2-strate n’appartient qu’à une seule face.

Proposition A.1. Les faces d’une variétés à faces sont des variétés à faces.

La proposition précédente donne par exemple du sens aux formules
ş

∆ dω “
ş

B∆ ω rencontrées en étudiant la cohomologie de de Rham : le simplexe ∆ est une
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variété à faces, les faces qui constituent son bord sont des simplexes et donc en-
core des variétés à faces, et l’intégrale

ş

B∆ ω est à comprendre comme la somme
de l’intégrale de ω sur chacune de ces faces.

Un ensemble S Ă Q est une sous-variété à coins de la variété à coins Q si c’est
l’image ipPq d’un plongement i : P Ñ Q, avec P une variété à coins. Certaines
sous-variétés à coins possèdent des strates qui se comportent correctement vis-
à-vis des strates de la variété ambiante.

Définition A.4. Une sous-variété nette S de codimension s d’une variété à coins
P de dimension n est un ensemble vérifiant les conditions suivantes :

1. @k ą n´ s, BkPX S “ ∅,
2. pour tout point x P S, il existe une carte pϕ, Uq de P centrée en x telle que

ϕpU X Sq “ ϕpUq XRn´s
dpxq.

Proposition A.2. Une sous-variété nette S d’une variété à coins P est une variété à
coins, qui vérifie BkS “ BkPX S. Si P est à faces, alors S l’est aussi.

Contrairement aux variétés à bord, les variétés à coins admettent des pro-
duits et des produits fibrés au-dessus de variétés lisses, sous réserve que les
flèches vérifient une condition de transversalité.

Proposition A.3. Soit P et Q deux variétés à coins. Alors P ˆ Q est une variété à
coins. De plus,

B
k
pPˆQq “

ď

i`j“k

B
iPˆ B jQ.

Si P et Q sont à faces, PˆQ l’est aussi.

Définition A.5. Deux applications f : P Ñ S et g : Q Ñ S, où P et Q sont des
variétés à coins et S est une variété lisse, sont dites transverses si :

@px, y, zq P PˆQˆ S, f pxq “ gpyq “ z ùñ d fxpTxB
dpxqPq ` dgypTyB

dpyqQq “ TzS.

Autrement dit,
f &g ðñ @pi, jq P N2, Bi f & B jQ.

Proposition A.4. Soient f : P Ñ S et g : Q Ñ S deux applications transverses. Le
produit fibré

P ˆ
f ,S,g

Q “ tpx, yq P PˆQ ; f pxq “ gpyqu

est une sous-variété nette de codimension s de PˆQ, qui vérifie

B
k

˜

P ˆ
f ,S,g

Q

¸

“
ď

i`j“k

˜

B
iP ˆ

f ,S,g
B

jQ

¸

.

Si P et Q sont à faces, P ˆ
f ,S,g

Q l’est aussi.
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Démonstration. Il suffit de reformuler la transversalité des applications f et g en
celle des applications

f ˆ g : PˆQ ÝÑ S2

px, yq ÞÝÑ p f pxq, gpyqq et ∆ : S ÝÑ S2

z ÞÝÑ pz, zq

pour se retrouver dans le formalisme du lemme 3.4 de [5].

Notons finalement qu’on a l’identification suivante au niveau des espaces
tangents :

T

˜

P ˆ
f ,S,g

Q

¸

» TP ˆ
d f ,TS,dg

TQ.

A.2 Extension de résultats lisses au cadre à coins

En adaptant quelques définitions aux variétés à coins, on est en mesure de
généraliser des résultats classiques de géométrie différentielle portant sur les
variétés lisses.

Définition A.6. Soit P une variété à coins et M une variété lisse. Une applica-
tion f : P Ñ M est dite submersion si pour tout entier k, Bk f “ f |BkP est une
submersion (au sens lisse).

On parlera de submersion faible pour l’ancienne définition. Une submersion
est une submersion faible, car TxB

kP Ă TxP et donc Tf pxqM “ d f pTxB
kPq Ă

d f pTxPq. En revanche, il existe des submersions faibles qui ne sont pas des
submersions, comme la projection p2 : R2

1 Ñ R donnée par px, yq ÞÑ y, où
B1p2 : B1R2

1 “ R Ñ R est alors donnée par x ÞÑ 0. Remarquons que, si
f : P Ñ M est une submersion, alors les strates BkP de P sont vides dès que
k ą n´m. Le théorème du rang constant pour les submersions est toujours vrai
dans ce cadre :

Proposition A.5 (Théorème du rang constant pour les submersions sur les va-
riétés à coins). Soit P une variété à coins, M une variété lisse et f : P Ñ M une
submersion. Pour tout x P P, il existe des coordonnées pϕ, Uq centrées en x et pψ, Vq
centrées en f pxq telles que dans ces coordonnées,

f px1, . . . , xm, xm`1, . . . , xnq “ px1, . . . , xmq.

Démonstration. L’énoncé étant local, on peut considérer que P “ Rn
k , k ď n´m,

M “ Rm, x “ 0 P Rk
n et f pxq “ 0 P Rm. D’après l’hypothèse,

B
k f : Rn´k

ˆ t0uk
Ñ Rm
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est une submersion. On peut supposer que p B fi
Bxj pxqq1ďi,jďm est de rang m. Alors

ϕ : px1, . . . , xnq ÞÑ p f1pxq, . . . , fmpxq, xm`1, . . . , xnq est une carte « à coins » de P,
et le théorème du rang classique appliqué à

px1, . . . , xmq ÞÑ p f1pxq, . . . , fmpxqq

permet de conclure.

Les résultats découlant du théorème du rang ont donc une chance d’être
étendus dans le cadre à coins. C’est le cas du théorème d’Ehresmann.

Définition A.7. Une application f : P Ñ M est une fibration localement triviale
si pour tout y P M, il existe un voisinage U de p vérifiant les deux conditions :

1. Il existe un difféomorphisme Φ : f´1pUq Ñ U ˆ f´1ppq,

2. Le diagramme suivant commute :

f´1pUq

f ##

Φ // U ˆ f´1ppq

prUyy
U

.

Proposition A.6 (Théorème d’Ehresmann pour les variétés à coins). Soit P une
variété à coins compacte et π : P Ñ M une submersion surjective. Alors π est une
fibration localement triviale.

Démonstration. Comme l’énoncé est local, il suffit de montrer le résultat pour
M “ Rm. On le montre pour M “ R, le cas général étant analogue. Soit t P R.
Pour tout p P π´1ptq, il existe d’après le théorème du rang des coordonnées
pϕp, Upq au voisinage de p et des coordonnées pψp, Vpq au voisinage de t telles
que dans ces coordonnées, πpx1, . . . , xnq “ x1. On extrait un sous-recouvrement
fini de π´1ptq dans YpUp, que l’on note Ym

i“1Ui. Les champs de vecteurs Xi dé-
finis sur Ui par Xi “

B

Bx1 , 1 ď i ď m, vérifient

dπppXiq “
B

Bx1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t
“ fiptq

B

Bt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t
,

où p P Ui et fi :s ´ 1, 1rÑ R est une fonction lisse ne s’annulant pas. Les champs
de vecteurs Xi sont tangents aux strates de Ui, ce qui est équivalent à dire que P
n’a pas de n-strate, et ceci est garanti comme BkP ‰ ∅ entraîne que k ď dim P´
dims ´ 1, 1r“ n ´ 1. On introduit ensuite les champs de vecteurs Yi “

1
f˝π ¨ Xi
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ainsi qu’une partition de l’unité ρi subordonnée au recouvrement Ym
i“1Upi . Le

champ de vecteur Y “
řm

i“1 ρiYi vérifie alors

dπppYq “
m
ÿ

i“1

ρippqdπppYiq “

m
ÿ

i“1

ρippq
1

fiptq
fiptq

B

Bt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t
“

˜

m
ÿ

i“1

ρippq

¸

B

Bt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t
“
B

Bt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t
.

Comme Y est tangent aux strates de M, et que M est compacte, le flot de Y est
complet. Ce flot se restreint alors en un difféomorphisme

ϕ :st´ ε, t` εrˆπ´1
ptq Ñ π´1

pst´ ε, t` εrq

vérifiant π ˝ ϕps, xq “ s.

Le lemme suivant donne l’invariance d’une famille de produits fibrés sans
singularité , au sens où les applications qui les définissent restent toujours trans-
verses :

Lemme A.1. Soit ft : P Ñ M et gt : Q Ñ M deux familles d’applications, où P et Q
sont des variétés à coins compactes et M une variété lisse, t Ps ´ 1, 1r. On suppose que
pour tout t, ft et gt sont transverses. Alors pour tout t, on a que

P ˆ
ft,M,gt

Q » P ˆ
f0,M,g0

Q.

Démonstration. On note rf et rg les applications données par rf pt, xq “ pt, ftpxqq et
rgpt, yq “ pt, gtpyqq. Soit pt, zq Ps ´ 1, 1rˆM, x P BiP et y P B jQ tels que ftpxq “
gtpyq “ z, et s ‘ u P R‘ TzM “ Tpt,zq ps ´ 1, 1rˆMq. On choisit deux vecteurs
tangents v P TxB

iP et w P TyB
jQ tels que pd ftqxpvq ` pdgtqypwq “ u, dont l’exis-

tence est assurée par l’hypothèse de transversalité entre ft et gt. On a alors
d rfpt,xqps, vq ` drgpt,yqp0, wq “ s‘ pd ftqxpvq ` 0‘ pdgtqypwq “ s‘ u, ce qui montre
la transversalité de rf et rg. Le produit fibré

S “ ps ´ 1, 1rˆPq ˆ
rf ,s´1,1rˆM,rg

ps ´ 1, 1rˆQq

est alors une variété à coins. La projection π : S Ñs ´ 1, 1r sur le premier ou
le second facteur s ´ 1, 1r (les deux applications coïncident) s’y restreint en une
fonction lisse. Montrons que cette projection est une submersion, i.e. que pour
tout point p “ pt, x, t, yq P S (on note dppq “ k, dpxq “ i et dpyq “ j), on
a dπppTpB

kSq “ R. Comme la différentielle de la projection est donnée par
dπpps, u, s, vq “ s, cela revient à montrer qu’il existe des vecteurs tangents u P
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TxB
iP et v P TyB

jQ tels que ps, u, s, vq P TpB
kS. Or, ce dernier espace tangent se

décrit comme

TpB
kS “ TppB

kpps ´ 1, 1rˆPq ˆ
rf ,s´1,1rˆM,rg

ps ´ 1, 1rˆQqqqTpB
k

“ Tpt,xqBi ps ´ 1, 1rˆPq ˆ
d rfpt,xq,R‘Tz M,drgpt,yq

Tpt,yqB j ps ´ 1, 1rˆQq

“
`

R‘ TxB
iP
˘

ˆ
d rfpt,xq,R‘Tz M,drgpt,yq

`

R‘ TyB
jQ

˘

“ tps, u, s, vq ; sB f‚pxq
Bt ` d ftpuq “ sBg‚pyq

Bt ` dgtpvqu
“ tps, u, s, vq ; d ftpuq ´ dgtpvq “ srBg‚pyq

Bt ´
B f‚pxq
Bt su,

et l’hypothèse de transversalité permet le choix de tels vecteurs u et v. On peut
alors appliquer le théorème d’Erhesmann à π, qui est donc une fibration locale-
ment triviale de fibre

π´1
ptq “ tpt, x, t, yq Ps ´ 1, 1rˆPˆs´ 1, 1rˆQ ; ftpxq “ gtpyqu » P ˆ

ft,M,gt
Q,

ce qui montre l’énoncé.

On en déduit le corollaire suivant pour les fonctions h : P Ñ R dont aucune
restriction Bkh : BkP Ñ R ne présente de point critique :

Corollaire A.1. Soit h : P Ñ R une fonction telle que @k P N, CritpBkhq “ ∅. Alors
les niveaux h´1ptq sont tous difféomorphes.

Démonstration. La condition sur h : P Ñ R entraîne sa transversalité à tout
point ttu Ă R. En considérant la famille de fonction ft : t˚u Ñ R, ftp˚q “ t, on
obtient d’après le lemme A.1 que les produits fibrés

P ˆ
h,M, ft

t˚u “ tpx, ˚q P Pˆ t˚u ; hpxq “ ftp˚qu » h´1
ptq

sont tous difféomorphes.
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Annexe B

Résultats de transversalité

B.1 Lemme de transversalité à paramètres

Théorème B.1 (Sard-Smale). Soit E et F des variétés Banachiques spéarables. Soit
f : E Ñ F une application Fredholm de régularité Cl avec l ě maxp1, indp f q ` 1q.
Alors l’ensemble des valeurs régulières de f est générique. En particulier, pour un y P F
générique, l’ensemble f´1pyq est une sous-variété de E de dimension ind p f q.

Définition B.1. Soit M une variété Banachique et E ÑM un fibré Banachique
de fibre F . Une section s : M Ñ E est dite Fredholm d’indice r si il existe une
trivialisation locale

 `

Uα, φα : EUα
Ñ Uα ˆF

˘(

αPI telle que pour tout α, l’appli-
cation

p ˝ φα ˝ s : Uα Ñ F
soit une application Fredholm d’indice r.

Corollaire B.1 (Lemme de transversalité à paramètres). Soit E Ñ M un fibré
Banachique de fibre F , et soit s : G ˆM Ñ E une application telle que pour tout
g P G on ait sg “ spg, ¨q soit une section Fredholm lisse d’indice ind psq. On suppose
que s est transverse à 0E . Alors pour un ensemble générique Σ Ă G, les sections sg
sont transverses à 0E . En particulier, pour un ensemble générique Σ Ă G, les ensembles
s´1

g p0E q sont des sous-variétés de M de dimension ind psq.

Démonstration. On considère une connexion ∇ quelconque. Comme on a dans
la décomposition canonique T0xE “ TxM‘ Ex que

dspg,xqpu, vq “ dGspg,xqpuq ` dMspg,xqpvq “ 0‘ dGspg,xqpuq ` v‘∇vsg,

les hypothèses entraînent que pour tout pg, xq tel que psgqx “ 0, l’application
∇sg : v ÞÑ ∇vsg est Fredholm et p ˝ dspg,xq : pu, vq ÞÑ dGspg,xqpuq `∇vsg est
surjective. Comme s&0E , Z “ s´1p0E q est une sous-variété de G ˆM. Montrons
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que la restriction de la projection π : Z Ñ G est une application Fredholm. Pour
pg, xq P Z , on a d’une part

Tpg,xqZ “ ds´1
pg,xqpT0E q “ tpu, vq P TgG ‘ TxM ; dGspg,xqpuq `∇vsg “ 0u,

et d’autre part dπpg,xqpu, vq “ u, donc

ker dπpg,xq “ tp0, vq P TgG ‘ TxM ; ∇vsg “ 0u » ker∇sg.

Ensuite, comme

Im dπpg,xq “ tu P TgG ; Dv P TxM tq dGspg,xqpuq “ ∇vsgu,

l’application dGspg,xq : TgG Ñ Ex induit un morphisme injectif

coker dπpg,xq “ TgG{Im dπpg,xq Ñ Ex{Im∇sg “ coker∇sg.

Ce morphisme est de plus surjectif : comme tout élément w de Ex s’écrit w “

dGspg,xqpuq `∇vsg pour un certain couple pu, vq, un tel u vérifie

dGspg,xqrus “ rdGspg,xqpuqs “ rdGspg,xqpuq `∇vsgs “ rws

Ainsi, π est Fredholm d’indice le même indice que les ∇sg. Comme ses valeurs
régulières Σ Ă Z correspondent aux g tel que sg soit transverse à E , on conclut
en appliquant le théorème B.1.

B.2 Un lemme de généricité

Lemme B.1. Soit X, Y, Λ des variétés avec dim Λ “ 1, et soit Z Ă Y une sous-variété.
On note F “ C8pX, Yq et FΛ “ C8pΛ,F q. Alors l’ensemble des p fλqλPΛ P FΛ tels
que e : pλ, xq ÞÑ fλpxq soit transverse à Z et que πΛ|e´1pZq : e´1pZq Ñ Λ soit une
fonction de Morse est générique.

Démonstration. On note

Φ : FΛ ˆΛˆ X ÝÑ Y
pp fλqλPΛ, λ, xq ÞÝÑ fλpxq

.

Cette application est une submersion, en particulier elle est transverse à Z. On
note :M la variété Φ´1pZq. On note ensuite π : HompTX, TY{TZq Ñ X ˆ Z le
fibré de fibre π´1px, zq “ HompTxX, TzY{TzZq, e : :M Ñ X ˆ Z l’application
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donnée par e pp fλqλPΛ, λ, xq “ px, fλpxqq, q : TY|Z Ñ TY{TZ la projection cano-
nique, et

Ψ :
:M ÝÑ e˚π

pp fλqλPΛ, λ, xq ÞÝÑ q ˝ pd fλqx

une section du fibré e˚π. On note Σk Ă HompTX, TY{TZq la sous variété de
fibre Σk

px,zq “ tL : TxX Ñ TzY{TzZ ; L est de corang ku. En appliquant le lemme
de transversalité à paramètres à l’application Φ et à la sous-variété Z, puis à
l’application Ψ et aux sous-variétés Σk, on obtient un ensemble générique ĂFΛ

tel que, pour tout p fλqλPΛ P ĂFΛ, Φp fλqλPΛ
:“ Φpp fλqλPΛ

, ‚q soit transverse à Z et
Ψp fλqλPΛ

:“ Ψ pp fλqλPΛ, ‚q soit transverse à Σk pour tout k. Fixons p fλqλPΛ
P ĂFΛ.

On note 9M “ Φ´1
p fλqλPΛ

pZq, puis 9Φ, 9Ψ, 9πΛ et 9πX les restrictions des applications

sous-entendues à 9M. Remarquons que

dim 9Ψ´1
pΣk
q

“dim 9M` dim Σk
´ dim e˚π

“dim 9M` pdim Y´ dim Z´ kq ¨ pdim X ` kq ´ dim X ¨ pdim Y´ dim Zq
“p1´ kq ¨ pdim X ` dim Z´ dim Y` 1

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

“dim 9Mě0

`kq,

donc dim 9Ψ´1pΣkq ă 0 et ainsi 9Ψ´1pΣkq “ ∅ dès que k ą 1. Comme pour tout
w P 9M on a que 9ΦpπΛpwq, πXpwqq P Z Ă Y, on aura alors que

B 9Φ
Bλ

¨ d 9πΛp‚q ` dX 9Φ ˝ d 9πXp‚q P HompT 9M, TZq Ă HompT 9M, TYq.

Soit w “ pλ, xq P Critp 9πΛq. Remarquons que, comme

Tw 9M “

#

p 9λ, 9xq P Rˆ TxX ;
B 9Φ
Bλ

¨ 9λ` dX 9Φp 9xq P TfλpxqZ

+

,

on ne peut pas avoir que B 9Φ
Bλ P ImpdX 9Φq ` TfλpzqZ, sans quoi il existerait un

9x P TxX et un 9z P TfλpxqZ tel que B 9Φ
Bλ ¨ 1` dX 9Φp 9xq “ 9z, d’où 9w “ p1, 9xq P Tw 9M, et

1 “ pd 9πλqwp 9wq serait alors une contradiction. Donc B 9Φ
Bλ R ImpdX 9Φq ` TfλpzqZ, et

comme 9Φ&Z et qu’alors

R ¨
B 9Φ
Bλ

loomoon

:“D

`

´

ImpdX 9Φq ` TfλpxqZ
¯

looooooooooooomooooooooooooon

:“H

“ TfλpxqY,
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cette somme est directe : D‘ H “ TfλpxqY. En différenciant à l’ordre supérieur,
on obtient en omettant les termes en pd 9πΛqw “ 0 que

B 9Φ
Bλ

¨ d2 9πλp‚, ‚q ` d2
X

9Φpd 9πXp‚q, d 9πXp‚qq ` dX 9Φ ˝ d2 9πXp‚, ‚q P BilpT 9M, TZq

Ă BilpT 9M, TYq.

En considérant l’application BilpT 9M, TYq Ñ BilpT 9M, Dq induite par la projec-
tion TfλpxqY “ D‘ H r

Ñ D, on obtient que

d2 9πλp‚, ‚q ` r ˝ d2
X

9Φpd 9πXp‚q, d 9πp‚qq “ 0 P BilpT 9M, Dq.

La non dégénérescence de w revient donc à celle de la forme bilinéaire

r ˝ d2
X

9Φpd 9πXp‚q, d 9πXp‚qq P BilpT 9M, Dq.

Soit α P HompT 9M, Dq. On utilise le fait que 9Ψ&Σ1, i.e.

Impd 9Ψq ` Tq˝pd fλqx
Σ1
“ HompTX, TY{TZq.

Comme w P Critp 9πΛq, on a vu que Tw 9M ne contient que des vecteurs de la
forme p0, 9xq, et s’identifie ainsi à un sous-espace de TxX via l’application s “
d 9πX. En considérant cette application, et à nouveau la projection r : TY{TZ »

D‘ H Ñ D, on obtient une application surjective

σ “ r ˝ s : HompTX, TY{TZq Ñ HompT 9M, Dq.

Or, comme

TvΣ1
“ t 9v P HompTX, TY{TZq ; 9vpker pvqq Ă Impvqu,

l’image de Tq˝pd fλqx
Σ1 par σ est réduite à la forme bilinéaire nulle étant donné

qu’ici Impvq “ ImpdX 9Φq Ă H Ă ker t. Ainsi, il existe 9w P Tw 9M tel que σ ˝

d 9Ψp 9wq “ α. Finalement, remarquons que 9Ψ “ dX 9Φp‚q, puis en omettant à nou-
veau les termes en pd 9πΛqw “ 0 que d 9Ψ “ d2

Xp‚, d 9πXq, et qu’alors

σ ˝ d 9Ψp 9wq “ σ ˝ pd2 9Φpd 9πXp 9wq, ‚qq “ r ˝ pd2 9Φpd 9πXp 9wq, d 9πXp‚qqq

est une forme non dégénérée.
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