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Biais du survivant : biais de sélection consis-
tant a surévaluer les chances de succes d'une
initiative en concentrant l'attention sur les su-
jets ayant réussi mais qui sont des exceptions
statistiques plutot que des cas représentatifs.






Remerciements

Bonjour lecteur. Comme tu peux le constater, cette section "remerciements" est par-
ticulierement touffue. Afin que tu puisses t'y retrouver, elle a été découpée en sections,
qui te permettront de localiser le passage qui t'intéresse (et de te raccrocher au plus
vite au fil de la soutenance). Attention, certaines personnes sont mentionnées plusieurs
fois dans des passages différents! Et ne fais pas trop cas de 1'ordre d’apparition des
uns et des autres, celui-ci est plus le résultat des fluctuations de ma mémoire que d'une
quelconque volonté.

1 Comment j'ai aimé les maths

Cette premiere section fait la part belle a tous ceux que j’ai pu croiser dans le monde
mathématique ces derniéres années, que ce soit comme camarades étudiants, collegues
enseignants ou enseignants-chercheurs, et bien-stir les amis de galere.

1.1  Aux membres du jury

Comme il se doit, je ne peux commencer ces remerciements sans m’adresser d"abord
aux membres du jury présents aujourd’hui (ici ou a distance). D’abord un tres grand
merci a Djalil et Pierre-André d’avoir accepté de rapporter ma these, et de I'avoir fait
avec tant de bienveillance. Merci pour vos remarques nombreuses et constructives, et
bravo d’étre venu a bout de ces 150 pages parfois un peu verbeuses, je 'avoue. C’est
en partie grace a vous que j'appréhende cette soutenance avec confiance et sérénité. Un
grand merci également a Clémentine et Nathaél, qui m’ont fait I’'honneur d’accepter
de faire partie de mon jury. Vous apportez a celui-ci une diversité que j'apprécie beau-
coup. Je remercie également Olivier d’avoir accepté 'invitation, ainsi que pour 1’année
de travail écoulée. Tu m’as aidé a sortir de ma zone de confort mathématique ("confort",
c’est peut-étre un bien grand mot), ce qui n’était pas gagné! Chapeau, et merci. Enfin, je
ne peux pas oublier mes directeurs. Merci Patrick d’avoir accepté d’encadrer ma these.
Les événements ont fait que nous n’avons pas pu travailler autant ensemble que prévu,
mais ta présence et ton écoute m’ont toujours accompagné durant ces quatre années. Je
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te remercie également pour ta participation a ma formation. Tu fais partie de ces ensei-
gnants qui m’ont fait entrevoir la richesse et la diversité des mathématiques, en toute
humilité et en toute simplicité. Le mot de la fin (de cette section!) va naturellement
pour Aldéric. Merci d’avoir tenu pendant ces quatre années, parfois difficiles, toujours
intenses. La thése est une aventure humaine complexe, avec ses hauts tres hauts et ses
bas tres bas, et bien malin celui qui pourrait en prédire les péripéties. Je suis heureux et
fier d’étre ici aujourd’hui pour pouvoir dire qu’on y est arrivé. Je pense que nous avons
tous deux beaucoup appris, mathématiquement et humainement, et je garderai tou-
jours ce bagage avec moi, quels que soient les chemins que je serai amené a emprunter.
Pax melior est quam iustissimum bellum.

1.2 Alajeunesse

Que ceux qui ne figurent pas dans cette section n’en prennent pas ombrage, mais
il faut bien mettre la barre de la jeunesse quelque-part. En I’occurrence, ce sera une
jeunesse symbolique, la jeunesse qui rame, mais aussi celle qui espere.

A mes collégues et amis doctorants

C’est probablement une platitude terrible que de dire que la theése n’est pas une
aventure en solitaire, et que rien n’aurait été possible sans mes compagnons de galere.
Une platitude peut-étre, mais cela reste vrai néanmoins, et il me faut leur dire a quel
point leur soutien m’a été précieux pendant ces quatre années.

Ma premieére pensée va naturellement a mes cobureaux de I'INSA, anciens et pré-
sents. D’abord Jessica, on s’est suivis de prés, du début idyllique du stage a la fin tour-
mentée de la these. Peu de choses a priori auraient laissé penser que nous parcourrions
tout ce chemin ensemble, et je suis trés heureux de t’avoir eue a mes coté. Merci d’avoir
partagé les joies et les peines, les moments forts comme les petites choses du quoti-
dien. Je te souhaite de trouver ta place dans ton nouveau monde, mais je ne doute pas
que tu y brilleras de nouveau! A Morgane, dont le covid nous aura injustement privée,
merci d’avoir su rester I'ilot de sanité dans ce monde de plus en plus flou. Ton sens des
réalités m’aura probablement permis plus d'une fois de garder les pieds sur la berge,
quand la sombre écume appelait de sa voix sonore. Sans compter sur les connaissances
de Python que tu m’as aidé a acquérir, tu m’as mis le pied a l'étrier, et pour ¢a je te
remercie. Un petit coucou a Raphaél aussi, pour ses questions de géométrie toujours
bienvenues et jamais idiotes! ]’espére que vous aussi trouvez vos marques dans votre
nouvelle vie. Spaciba levgueniia! J'ai été tres content de partager cette année et demie
avec toi dans le bureau, entre cours de russe, astuces de maths 2 et gateaux divers et
variés, je te souhaite bon courage pour la derniére année, en espérant que nos chemins
se croisent a nouveau! Petit coucou a Thibault, avec qui j’ai pu partager aussi un petit
bout d’aventure, et qui... jouit... d"un beau cadre de vie (il eut fallu que j'osasse). Franck,
merci pour la fraicheur que tu as apportée au bureau par ton bref passage! ]'espéere que
le Maroc est a la hauteur de tes espérances et que la fin de thése se passera pour le
mieux. Enfin Alban, je continue a croire que tu es une de mes plus belles réussites de
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ces dernieres années. Je te remercie de m’avoir bien aidé avec Python, et pour toutes
les conversations qu’on a pu avoir depuis trois ans. Je ne sais pas si je retrouverai un
collegue comme toi, je te souhaite de réussir a mener a bien tes projets. Et si jamais,
la fonction publique francaise t’attend les bras ouverts (pour l'instant)! Je finis par un
dernier petit coucou a Cyriel, si tu tombes sur ces lignes, je pense a nos interminables
discussions, heureusement que nous ne sommes pas restés trop longtemps au méme
endroit... Bonne continuation, ot que tu sois!

Mon regard se tourne maintenant vers le couloir d’en face. Merci Julie et lain pour
les apéros, raclettes et autres aprems crépes. Et bon courage pour la fin, je pense que
vous tenez le bon bout, et n’oubliez jamais, le pire est toujours devant vous! Bon cou-
rage a Nathanaél aussi, I'aventure ne fait que commencer, mais tu seras bien entouré.
Un petit coucou aussi a Josué, tu geres, gros respect! And a wave to Armando, hope
everything goes well. Et il ne faudrait pas oublier nos collegues du bout du couloir.
Merci Thibault pour ces quelques années de pauses café et de discussions parfois in-
tenses, toujours intéressantes, et un coucou a Hippolyte, toujours trop rare a la pause!
Merci aussi a Mahmoud pour les discussions sans fin, on est d’accord sur rien mais tou-
jours préts a en parler, j'aime ¢a. Je n’oublie bien-stir pas ceux qui nous ont quittésil y a
longtemps déja, Maria, Léo, Valentin, Willy, Firas, Anouar, vous avez tous laissé votre
empreinte d'une fagcon ou d’une autre, et je suis heureux d’avoir pu marcher dedans a
mon tour. ]'espére que vous allez bien chacun ot1 que vous soyez.

Et parce qu’il n'y a probablement pas plus galérien que I’ATER, je remercie Julie
pour son passage éclair mais mémorable au GMM, pour les biéres, les soirées jeux et
les restos vegans! Un petit coucou a Joe aussi, j'espere que ton post-doc se passe bien.
Et bien entendu je n’oublie pas Alexandre, compagnon de galere jusque dans les cours
de maths 2, tu es lancé vers la soutenance, ne lache rien!

Mais il n’y a pas que 'INSA a I'IMT, et je ne peux pas oublier mes collegues de la
fac. Les premiers auxquels je pense sont naturellement les anciens, ceux de I'age d’or,
du temps de I'équipe ESP, du temps d’avant le Covid et du temps ot la fin de la these
était encore loin... Merci a 1’'équipe de choc des ESP, Maylis (et ¢a, c’est important!),
Valentin, Kiki (Monsieur le Directeur de 1'UT4), William (mon grand-frere de these, bien
plus baléze que moi), merci de m’avoir intégré et mis le pied a 1’étrier. Je n’aurais pas
pu réver de meilleur accueil. Un petit coucou a Hugo en passant, et méme a Antoine,
nous ne nous sommes jamais rencontrés, mais ta photo trone éternellement sur le petit
placard électrique du bureau 201. Le roi est mort, vive le roi! Et évidemment, a la fois
un ancien mais toujours actuel, je n’oublie pas ce cher Fabien. Un espéce d’énergumene
comme toi, je ne pense pas en revoir de sitot, merci pour tes blagues bien pourries et ta
gloutonnerie proverbiale, je me dis que mon propre cas n’est peut-étre pas désespéré,
en fin de compte;) Et bien-siir on n’oublie pas notre cher président, le plus ESP des MIP,
Baptiste Fedele en personne! Je suis content que les événements t’aient ramené aupres
de nous, on aura passé du sacrément bon temps. A toi et Maylis (et Jade, qui malgré ses
nombreuses qualités n’a pas celle d’étre ESP), j'espére que je me serai montré digne du
séminaire étudiant. Il a survécu au covid, il a survécu a des exposés incompréhensibles,
a des gofiters bien trop chers pour ce que c’est (toute mon inimitié va a ce sujet au
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CNRS, je vous regarde mal), longue vie a lui!

Et tant qu’on parle des vieux, on n’oubliera les collegues MIP et Picard. D’abord
Jojo, dont I'engagement et la ténacité n’ont cessé de m’impressionner, et Alexis, j'ai
été tres heureux de partager 1'organisation du séminaire avec toi. Ca me géne de te
compter dans les vieilles, mais merci Michele, juste d’exister, et d’étre venue dynamiter
les frontiéres des équipes pour créer un groupe soudé et ouvert. Si tu arrétes les maths,
tu pourras te reconvertir dans 1’animation et I'organisation. J'espere d’ailleurs que ta
soutenance sera a la hauteur de tes attentes;) Idem, merci a I'inénarrable Anthony, pour
étre ce que tu es, en toute décomplexion. Mes salutations au doyen Florian et a JM,
respect pour vous étre accrochés vaille que vaille. Respect aussi a Dr Domi, tu as le feu
sacré, et ¢a c’est beau. Je n’oublie pas non plus Sonny, mais j'y reviendrai...

On avance un peu dans le temps maintenant, pour se tourner vers les vieux un peu
moins vieux. A commencer par mes cobureaux de I'IMT, Maxime (j'espére que tout va
bien pour toi), Gabriel (la premiére fois que je t'ai entendu parler de copules, j’ai ri, et me
voila en train d’en mettre dans ma these...) et Gach (gros respect aussi pour la décision
difficile mais courageuse que tu as sue prendre), on était peut-étre pas le bureau le
plus vivant, mais j’ai pour ma part beaucoup aimé ces moments en votre compagnie!
Toujours dans le méme couloir, je n’oublie pas Eva (mais j'y reviendrai aussi!), et en bas
Trang et Camille. Vous faites des stats, mais je vous aime bien quand-méme!

Toujours dans les vieux moins vieux, un petit coucou a Frangois et a Mathias, merci
pour les discussions a batons rompus et respect pour avoir tenu jusqu’au bout. Et les
Picards aussi ont des vieux moins vieux, comme Dimitri et Elena, je vous souhaite le
meilleur!

On peut maintenant terminer notre voyage vers le présent avec les petits jeunes.
Vous verrez, pour citer Fabien, quand vous aurez mon age, tout le monde vous paraitra
jeune. Pour ne pas casser le rythme, on va commencer par les colléegues probabilistes et
statisticiens. Les plus vieux parmi les jeunes, Sofiane, Jens, Jordan, Clément et Medhi,
vous formez une reléve aussi hétéroclite qu’intéressante! Je garde une petite place spé-
ciale pour Laetitia, merci pour tout ce temps passé a discuter, a se remonter le moral et
a parler citron et chocolat. Et gros respect pour ton engagement envers les doctorants,
et les autres en général. J’ai été honoré de te cdtoyer pendant trois ans. Vous tous avez
réussi a maintenir le fil de la vie dans un couloir orphelin, et c’est déja beaucoup.

Les EDP et nos amis fondas ne sont pas en reste concernant la jeunesse. D’abord Co-
rentin, j'ai été treés heureux d’organiser a tes cotés le séminaire étudiant. Il est en train de
changer, et c’est normal, place au sang neuf! Merci pour ¢a a Viviana et Javier, d’avoir
accepté de s’occuper de ce vieux et noble bébé. Merci aussi a Paola, Perla, Louis pour
les bonnes soirées, vous formez aussi une super équipe! Bon courage enfin a Iréne, So-
lene, William, que j’ai pu cotoyer avec plaisir, de pres ou de loin, pendant ces dernieres
années.

Enfin, c’est avec une pointe de nostalgie que je m’adresse a tous les "petits nou-
veaux', maintenant plus si nouveaux que ¢a. Il n'y a finalement pas si long depuis
I’époque o j’étais a votre place, mais le temps fait son ceuvre, encore plus durant ce
sacerdoce qu’est la these, et vous voila maintenant bien loin de moi. Ou suis-je loin
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de vous? Cela n’a guere plus d’importance. Bon courage a vous tous, quels que soient
VOs parcours ou vos projets. J’ai apprécié rencontrer certains d’entre vous, souvent re-
gretté de ne pas avoir pu mieux vous connaitre. Mais il faut savoir dire au revoir, et
jespere que vous serez la génération qui verra la situation de la recherche publique
enfin s’améliorer. Elle n’en prend pas le chemin, et nombreux sont ses adversaires, qui
sacrifieraient les statuts des uns pour de bien futiles raisons. Ne soyez pas d’aveugles
gardiens du temple, mais n’arrétez jamais de vous battre pour ce qui en vaut le coup.
Que l'intérét commun soit votre boussole, et la foi en I’humanité votre vaisseau. Perdez
I'un des deux, et les abimes vous tendront les bras. Hasta siempre!

A tous ceux que j’ai croisés sur le chemin de la connaissance

On l'oublie souvent, mais le doctorat n’est jamais que ’aboutissement, et pas tou-
jours la partie la plus agréable, d"un parcours bien plus long. Et celui-ci est, plus encore
que la theése, un chemin collectif. Je voudrais donc remercier ici ceux qui m’ont accom-
pagné depuis 2012, année de notre premier pas dans la cour des grands.

Et que I'on me pardonne de commencer par les plus chers & mon cceur, I'équipe
de la premiere heure, les vrais, les meilleurs. Ce sont bien vous, Charlie (et Morgan!),
Maxime, Youlie, Rémy (et Cécile!), Rémi, Hacheuh (et Méli!) et Marie Denat (et Vilius!).
Merci infiniment pour ce chemin parcouru tous ensemble depuis les premieres heures
et toujours aujourd’hui. Il y aurait probablement trop a dire pour étre exhaustif, mais
je dois mentionner les réveillons, la Corse, les expériences culinaires, les fétes d’anni-
versaire et tant d’autres choses... Vous comptez aujourd’hui beaucoup pour moi, et je
n’aurais probablement pas pu réver meilleure équipe pour les dix derniéres années.
Nos chemins maintenant on pris des tournures différentes, mais pour moi vous étes
toujours la. Merci <3.

Je pense aussi a ceux qui nous ont quittés en route, surtout Quentin et Laurent.
J'espere que vos chemins n’ont pas été trop tortueux, et que vous allez bien!

Et comment ne pas évoquer le temps béni de la licence sans penser a Neige. Une
scientifique exceptionnelle, retenez bien son nom (il est assez inhabituel, ¢ca ne devrait
pas étre trop difficile). Un parcours sans faute, une curiosité sans limites, 1’envie d’ap-
prendre et de transmettre chevillée au corps, autant de qualités qui forcent le respect
et 'admiration. J'ai été trés heureux de partager ces premieres années avec toi, et je
n’ai aucun doute que tu réussiras au-dela de toutes les espérances! Je repense encore
a notre exposé sur les orages, ou a cette nuit des chercheurs mémorable. Et merci pour
I'appart;)

Enfin, la licence n’aurait pas été la méme sans tous les camarades des parcours spé-
ciaux. Un deuxieme coucou a Eva, j’ai vraiment apprécié toutes ces années a tes cotés,
de la licence a la these, j’espére que tu trouves ton bonheur a Paris (méme si ¢a semble
antinomique). Et bien-stir tous les autres, mais le temps est passé et je crains ne pas me
souvenir de la moitié d’entre vous moitié moins que je le souhaiterais, et me contenterai
donc ici d"un salut collectif! Chacun de vous a contribué a rendre ce parcours vivant, et
a nous mener la ot nous sommes aujourd hui.

-V —



REMERCIEMENTS

Un coucou également a 1’'équipe du M1, et merci pour tous les moments partagés!
Mais je voulais surtout faire un saut dans le futur pour arriver a 'année de l'agreg.
Charniere pour beaucoup d’entre nous, c’est probablement celle ot le travail d’équipe
aura réalisé son plein potentiel. Et je ne pourrais faire 1’affront d’oublier ces camarades
de galere. Mes premiere pensées vont aux vrais du M2, Mathilde (et Bruno!), Gazo,
Cassagnes, Willetts, Sophie et Sandra, méme si on est partis sur des bases un peu com-
pliquées, je suis heureux d’avoir appris a vous connaitre, et je vous remercie de conti-
nuer a faire vivre ce lien, malgré mon manque d’assiduité. Merci aussi pour les heures
de travail intense, et une pensée particuliere pour le petit ventilateur de Mathilde, alors
que nous nous obstinions a la bibliotheque jusqu’au dernier jour! Je n’oublie pas Ro-
main, Enzo et un deuxiéme coucou a Gach. Les autres collegues de ’agreg ne sont pas
en reste, Quentin, Simon et Paul (au plaisir de se recroiser autour d’un accordéon!),
vous m’avez apporté une facon différente de faire des maths que je n’oublierai pas. Un
merci tout particulier a Antoine (et Adé!) également, pour tous tes conseils et les soirées
jeux parfois interminables ;) Un coucou a la bande de Mathilde N., Baptiste, Loic et Ben-
jamin, j'espere que ¢a va, ou que vous soyez ! Coucou également a Nicolas, aux Benoits,
a Manon et Maxence, David, Logan, Spider (cette soirée au Borriquito...), Simon, Na-
thanaél, Gabriel, Stella, Elodie, Sandrine, Renan, Théo, Ibrahim, Antoine, et j'en oublie
peut-étre quelques uns. C’est du beau travail qu’on a fait collectivement cette année-la,
je ne l'oublierai pas de sitot.

Le voyage dans le temps est presque fini, et j’adresse maintenant un salut plein de
respect a mes camarades du M2RI. Si 'agrégation est, malgré le concours, 'année de
I'entraide et du travail de groupe, 'esprit de compétition plane malheureusement bien
plus sur le M2RI. En attendant des temps meilleurs, j’ai beaucoup apprécié cette année
a vos cOtés, et j'espere que vous avez tous trouvé votre voie!

Enfin, je termine par une petite mention a toutes les personnes que j’ai pu rencontrer
a droite a gauche, au cours de conférences ou autres écoles d’été. Il serait impossible
de tous les nommer, mais je peux mentionner Lucile et ses éléphants, Emeline et ses
poissons, Thomas, Armand et la marche du kouign-amann, Baptiste, Michel, Zoé (et
pas Agathe), Apolline et ses fantdmes, Brenda, Alexandre Legrand (lui-méme), et tous
les autres. Vous formez une belle communauté, et j’ai passé de tres bons moments, tant
scientifiquement qu’humainement, avec vous. Merci pour ¢a, et a tous je vous souhaite
le meilleur!

1.3 A la moins-jeunesse

"A la vieillesse", c’était pas terrible, javoue. "A l'expérience"”, c’est mieux, mais je
serais bien en peine de distribuer les bons points dans ce domaine. On reste factuel, en
n’oubliant pas que ce n’était aprés tout qu’une jeunesse symbolique.

A nos amis enseignants et enseignants-chercheurs de 'IMT
La tache est vaste, mais je souhaite remercier les enseignants et enseignants-chercheurs

de I'IMT qui m’ont accompagné, a des degrés divers, pendant ces quelques années.
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Pour simplifier les choses, je procéderai par regroupements géographiques et tempo-
rels.

Au lieu d’avancer dans le temps, nous allons reculer, en commencant par les membres
du département GMM de I'INSA. Merci a Laure pour ces quelques années d’enseigne-
ment en commun, toujours rapide et efficace (et une autre grand-sceur plus baleze que
moi). Merci a Juliette d’apporter un peu de sang neuf au département, et rendez-vous
aux prochaines élections! Merci a Charles pour les conseils et ’expérience dont il nous
fait profiter chaque jour, a nous les jeunes pleins de naiveté et d’espoir. Un grand merci
a Anthony "Tonton" Réveillac pour avoir pris soin de moi depuis le premier jour (lit-
téralement) et jusqu’a aujourd’hui. Méme si tu nous a quittés pour le CSH, je ne t'ou-
blierai pas. Merci Jean-Paul de m’avoir fourni, méme si nous ne nous sommes pas vrai-
ment connus, un bon réservoir d’anecdotes intéressantes. Un grand merci a Jean-Yves,
d’abord d’avoir assuré la direction du département avec brio, et surtout d’avoir été dis-
ponible pendant ces trois ans. Ton oreille attentive m’a été d'une grande aide quand la
pandémie rendait nos vies de plus en plus difficiles, et ton humanité mérite d’étre, par
tous, saluée. Un deuxieme coucou a Olivier, merci encore pour cette année de travail
constructive et tres intéressante, et pour ta participation aux mots croisés. Merci aussi a
Mélisande pour sa bonne humeur constante, et pour les chocolats (ga reste entre nous,
bien-str).

Permettez que je passe a la ligne pour remercier un tandem mythique du GMM :
Cathy et Fred. D’abord merci, et chapeau a Cathy pour sa co-gestion du département.
Tu es souvent parmi les derniers fidéles une fois 1'été arrivé, et parmi les premiers le
matin venu, toujours la pour commencer ma journée avec une petite pause, toujours la
pour déplorer le manque de respect pour les cables HDMI, et toujours compréhensive
a l’égard des doctorants. C’est aussi grace a toi si, logistiquement parlant, tout s’est
déroulé pour moi comme sur des roulettes. Merci, et bravo. Et ensuite Fred. Fred... Je
ne pourrai pas mieux faire ici que te citer toi-méme : merci d’étre ce que tu es. Méme
si parfois tu me fatigues, je ne peux pas imaginer le département sans toi. J'ai été tres
content de travailler avec toi et partager tous ces repas, a discuter de choses et d’autres,
surtout d’autres (parfois au grand dam d’Olivier), reste comme ¢a. Et passe ta HDR.

Merci a Florent, d’avoir maintenu ’ambiance aux afterworks GMM, et d’étre tou-
jours 1a pour discuter avec "les jeunes”, comme tu fais la concession de les appeler toi-
méme. Merci a David pour les discussions toujours intéressantes, et pour 1'intérét que
tu portes a la pédagogie. Parlant de pédagogie, un immense merci (oui, immense) a
I’équipe des PRAG (dont Laure, méme si elle est déja passée!). Merci a Sandrine de
m’avoir fait confiance deés le début et de m’avoir mis le pied a I'étrier. J’ai énormément
appris avec toi, tu as grandement contribué a faire de moi 'enseignant que je pense
étre devenu. Et merci aussi pour ton inspiration en matiere de rangement du bureau!
Merci a Loic pour tous les conseils et la participation a la bonne ambiance des soirées,
et surtout merci de jouer le role du méchant flic aupres des étudiants, ga m’a bien aidé
al'occasion;) Merci a Gégé pour ton soutien dans ces derniéres année, particulierement
I’ATER, ou le cours de maths 2 a pu passer de fagon relativement indolore malgré la
grosse charge qu'’il représente. Et merci pour ton rire qui, méme si tu ne le sais pas, m’a
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fait par moments beaucoup de bien. Enfin, un grand merci a Adeline, pour avoir cru en
moi des le début et avoir toujours trouvé les mots pour me remotiver. Je suis admira-
tif de ta ténacité et de ton engagement pour faire de I'enseignement supérieur un lieu
destiné a tous, quels que soient les parcours. Ton engagement m’a beaucoup inspiré ces
derniéres années, et ton dynamisme pédagogique m’a poussé sans cesse a remettre sur
le métier mon ouvrage. Je pars la téte pleine d’idées et d’idéaux, et c’est probablement
une des plus belles choses que j’ai acquises durant la théses. Enfin, un grand merci col-
lectif pour 'aide que vous m’avez apportée lors des concours de PRAG. Vos conseils
précieux et avisés m’accompagneront longtemps, et j'espere que bientot nos routes se
rencontreront de nouveau.

Je reprends le fil de notre parcours. Merci a Pierre C. pour cette jeunesse que tu
apportes aussi, a ta maniere, au département. Ca fait du bien d’avoir avec nous quel-
qu’un qui vit et pense un peu différemment. Un grand merci a Lorick et Sandrine, pour
leur générosité et leur attention. C’est aussi grace a vous que j'ai pu garder les pieds
sur terre et la téte hors de 1’eau pendant ces quelques années. Merci pour les cours de
sabre, évidemment, pour les innombrables conseils, et parfois le réconfort, que vous
m’avez si gentiment prodigués. Vous étes la preuve que méme si les choses se passent
parfois mal, en faisant ce qu’il faut la chance peut tourner. C’est une legon dont je me
rappelle souvent, et que je ferais bien de ne pas oublier. Encore un treés grand merci a
vous deux. Merci Robin pour les conseils que tu as pu apporter sur la fin de ma these
et pour l'intérét que tu portes a mon parcours. J'apprécie toujours discuter avec toi, tu
apportes un point de vue auquel je pense rarement et qui est toujours enrichissant.

Quatre personnes particulierement importantes arrivent, et méritent amplement
leur paragraphe dédié. D’abord un grand merci a Olivier M., pour beaucoup de choses.
Pour la confiance que tu m’accordes et le sens de la justice qui t'anime, qui résonne
avec mes propres convictions et les enrichit toujours. Merci pour ta connaissance des
textes et les conseils que tu es toujours prompt a fournir, dans la plus grande modestie
vis-a-vis de tes propres connaissances. Merci enfin pour les inénarrables discussions
du midi, toujours variées et enrichissantes, et pour étre prét a me suivre méme sur les
pentes les plus glissantes. Le GMM est, je crois, trés chanceux de t’avoir dans ses murs,
et je garderai ton engagement en mémoire au moment de faire mes premieres armes
dans la vaste et impitoyable arene politique (au sens a la fois noble et large du terme).

Je ne pouvais pas ne pas dédier un passage a Romain. Un immense merci pour
avoir toujours été la. Dans les temps calmes comme au coeur des tempétes, tu es resté
a mes cotés pour m’empécher de couler. Merci pour tout ce temps passé ensemble, a la
Maison Blanche, a la Cave Po, en promenade ou en soirée. Merci a toi et a Laurent pour
les apres-midis et soirée jeux, et pour m’avoir poussé a reprendre du service dans le
jeu vidéo. Merci pour toutes les discussions, tous les conseils et le soutien que tu m’as
prodigués. Tu es pour moi presque le grand-frére que je n’ai pas, et sans toi la theése se
serait passée bien autrement. Merci du fond du cceur, et bon courage. Je te souhaite que
tout aille bien, tu le mérites amplement.

Ta cobureau n’est pas en reste. Un grand merci & Aude pour la gentillesse dont tu
as toujours fait preuve a mon égard. A toi comme moi la période récente n’a pas fait
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de cadeaux, et ton courage et ton obstination m’ont servi de modeles. Toujours préte
a rendre service, toujours encourageante et compréhensive, j'ai été trés heureux de te
cOtoyer pendant ces quelques années. Je te souhaite de trouver la paix apres tout ¢a, tu
le mérites aussi.

Enfin, un trés grand merci a Violaine. Ton engagement est exemplaire, et je compte
bien le reprendre et 1'exporter, dans mon humble mesure, ott que j'aille. Ta bataille
(votre bataille) acharnée pour que les femmes se fassent une place bien méritée en
sciences, tes interventions aupres des jeunes pour leur faire aimer les maths, tout ca est
si important, j’espére pouvoir le porter au mieux a mon tour. Merci également pour la
confiance que tu me témoignes et pour tous les conseils, tant dans mon enseignement
au quotidien que pour les concours de PRAG. Toujours disponible et toujours perti-
nente, je crois pouvoir dire que je suis honoré d’avoir pu travailler a tes cotés. Merci, et
bravo.

On arrive a la fin du tunnel. Merci Stéphane pour ta gentillesse et ta dévotion exem-
plaire a 'égard des étudiants. Et merci aussi, de fagon plus étonnante, de m’avoir fait
réaliser que 1’enseignant n’est pas infaillible, qu’il est aussi sensible et émotionnelle-
ment investi. Ton parcours force le respect, et nourrit mon propre engagement, merci.
Merci aussi a Philippe pour les conversations toujours intéressantes et pour le point
de vue extérieur que tu apportes, qui enrichit toujours la discussion. Un grand merci
a Béatrice, pour ta gentillesse et ta disponibilité, et pour avoir assumé pendant 6 ans
(!) la direction du département. J’ai beaucoup apprécié pouvoir bénéficier de ton expé-
rience (et disons-le, de ta sagesse) pendant ces quatre années. Et merci pour toutes les
cerises! Tant qu’on parle de la direction, merci a Pascal, qui a dignement repris le fau-
teuil du directeur. Merci pour ton dynamisme, ta disponibilité également et ton désir
de permettre a chacun de s’exprimer, de participer a la discussion et aux décisions du
département. Bon courage pour le reste de ton mandat! Merci a Kévin d’avoir été pré-
sent en salle café aux pics de mon addiction, et bon courage pour la suite. Merci aussi
a Jérome, pour ta gentillesse a mon égard, les nombreux conseils que tu m’as donnés et
ton assiduité a suivre mon parcours. Merci aussi pour le point de vue que tu apportes
lors de nos discussions, souvent différent mais non moins pertinent. Il a contribué a en-
richir ma propre perception des choses, ce qui n’allait pas de soi! Pour ¢a, merci aussi a
Jean-Yves P. et Frédéric C., avec qui les discussions ne manquent jamais d’intérét.

Enfin, je termine ce tour des enseignants/enseignants-chercheurs par un CR, dé-
solé, mais merci Pierre. Tu es souvent le seul a m’accompagner dans mes errances
méridiennes, ca fait plaisir. Merci pour ton dynamisme et la bonne ambiance que tu
contribues a créer, j’espere sincérement que nos routes se croiseront de nouveau!

Permettez-moi de passer maintenant a nos collegues de I'IMT. 1l serait illusoire de
vouloir tous les citer, mais j’ai pu, en dix an passés dans ces murs, faire nombre de
rencontres marquantes.

Je voudrais d’abord remercier ceux qui ont eu l'immense honneur, voir le pres-
tige, de m’avoir en cours. Merci d’abord a l'équipe enseignante du M2RI, Anthony
(qui est déja passé!), Fabrice et Thierry, Frangois, Gersende, Manon et Patrick (qui est
déja passé aussi), vos cours aussi divers qu’intéressants m’ont conforté dans mon choix
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de parcours, tant du point de vue recherche qu’enseignement. Une mention spéciale a
Clément et Sébastien, pour la confiance que vous m’avez accordée et l'aide que vous
m’avez apportée, j’ai beaucoup aimé ces quelques mois. Désolé de vous avoir trahi en
retour, sans rancune! Un grand merci également a Pierre Bousquet, pour le temps qu’il
m’a accordé et la qualité de son enseignement. Merci également a Francis de m’avoir
fait réaliser que, parfois, on ne peut pas tout faire, et merci a Radu de m’avoir fait voir
qu’étre un bon chercheur ne fait pas tout.

Un grand merci un peu spécial a I'équipe du M2 agreg, ce n’est pas 1'année la plus
drole, et vous avez réussi a nous porter jusqu’au concours. Un grand merci et chapeau
bas a Stéphane Lamy, toujours présent et a I’écoute, d’avoir porté cette année. Bon cou-
rage a Fanny et Corentin, qui doivent commencer a étre rodés! Merci a I'ensemble de
I'équipe enseignante, en vrac Fanny, Thierry, Emily, Pierre, Franck, Franck, Philippe,
Frangois, Vincent (Feufeu), et j’en oublie peut-étre. Merci du temps que vous accordez
a cette formation, lors de laquelle j’ai beaucoup appris. Merci également a tous les doc-
torants qui y ont donné des colles, certains dont je n’ai malheureusement jamais su le
nom.

Enfin, je remercie les enseignants que j’ai pu croiser dans les premieres années. C’est
vous qui avez fait le mathématicien que je suis aujourd’hui, merci. Une mention parti-
culiére pour Jean-Marc Bouclet, le premier enseignants de mathématiques que j’ai ren-
contré dans le supérieur, qui est pour beaucoup dans mon choix d’orientation, pour
Patrick L., qui m’a ouvert aux maths appliquées avec passion, et pour Judith V. et Pa-
trick M. pour leur gentillesse et leur disponibilité.

Les premiéeres années ont été 1’occasion, grace aux parcours spéciaux, de plonger
trés vite dans le grand bain de la recherche. Pour ¢a, je remercie particuliérement Jasmin
et Xavier, Francesco, Anne-Charline et Marc, qui m’ont mis le pied a I’étrier et m’ont
transmis un peu de leur passion pour les belles maths. Un merci spécial a Xavier, grace
a qui j’ai pu partir quatre mois au Canada, probablement une des expériences les plus
enrichissantes de ces années-la. Et a ce titre, un grand merci a Anthony Quas de m’avoir
accueilli a Victoria, et un coucou a Dan et Joseph, qui se sont occupés de moi au jour le
jour. Thanks guys!

J’en profite pour adresser un salut amical a nos collegues des autres disciplines, a
qui je doit mon gofit pour les mathématiques dans tous leurs états, que j’ai eu le plaisir
d’écouter en premiére année (il y a 10 ans déja!). Merci Jesse, de m’avoir fait confiance,
merci Florence, pour les meilleurs cours de méca de la fac, merci Sophie, pour le pot
de fin de semestre, merci Benoit, qui m’a permis de trouver ma voie, merci Jean-Paul
B. pour les cours de C hauts en couleur, et tous les autres dont je peine, apres tout ce
temps, a me rappeler. Vous m’avez donné une ouverture d’esprit scientifique que je
m’efforcerai toujours de conserver et de transmettre.

Enfin, il y a les collégues simplement croisés au détour d’un couloir, autour d’une
pause café ou le temps d'un séminaire. Merci Pierre P., de t'occuper sans relache du
café du 1R1 et pour les séances de musique, merci a tous les chefs d’équipes, qui font
un boulot monstre mais nécessaire, merci a I'équipe de direction, de faire tourner cette
grosse machine malgré les tensions et les individualités... particulieres, et merci enfin
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aux responsables de séminaires, qui maintiennent une vie scientifique de haut niveau
a I'IMT. Je suis fier de dire que j’y étais, et d’avoir contribué, a ma modeste échelle, a
cette animation.

En parlant d’animation et de coordination, je ne peux pas passer a coté des person-
nels de soutien, sans qui la grosse machine resterait a 1’arrét.

Aux personnels de soutien, qui portent bien leur nom

C’est naturellement que je me tourne en premier vers les deux meilleures secré-
taires (subjectivement) de 'INSA. Un tres tres tres grand merci a Sandrine, toujours
dispo, toujours de bon conseil, toujours a 1’écoute et préte a aider les jeunes comme les
moins jeunes. Que ce soit pour un stylo, pour passer le temps ou faire passer le blues,
c’est toujours avec plaisir que je descends te voir. Merci pour tout ¢ca. Merci aussi a
Marlene, pour sa disponibilité et son efficacité, pour sa magie d’ADE et sa gestion des
listes d’étudiants. A vous deux, vous étes ’épine dorsale du GMM, sur laquelle tout
le monde se repose, consciemment ou pas. Merci beaucoup. Un petit coucou a Brigitte,
qui a repris du mieux qu’elle pouvait la place de Marléne quelques temps, et a Mo-
nique, qui nous regarde de loin depuis sa retraite bien méritée. Merci aussi aux autres
secrétaires, notamment Sylvie R. et Laurence D., dont l'efficacité et la gentillesse m’ont
accompagné pendant quatre ans avec plaisir. Un grand merci enfin a toutes ces petites
mains de 1'ombre, secrétaires pédagogiques ou administratives, agents d’entretien ou
de restauration, service technique ou informatique, qui font de 'IINSA une maison ac-
cueillante et confortable.

La grosse machine n’est pas en reste. Merci a toutes les secrétaires et gestionnaires,
qui nous rendent la vie bien plus facile, et qui sont toujours la pour aider les nouveaux
arrivants a trouver leurs reperes. Merci au service informatique, pour le travail tita-
nesque qu’ils abattent chaque année, et bon courage plus particulierement a Pierre, qui
essaye patiemment et obstinément de faire changer les pratiques. Merci aussi a Domi-
nique et Nathalie (Domi et Nath entre nous, mais je ne devrais pas vous le dire...), pour
leur gestion terriblement efficace de la bibliothéque, leur gentillesse et leur disponibi-
lité. On vous doit probablement une partie de notre réussite a I'agreg, et ce n’est pas peu
dire! Merci enfin a toutes les petites mains de I'ombre, toujours présentes et discretes,
sans qui, entre autres, les toilettes seraient bien plus sales (et rien que ¢a, imaginez...).

Mais la fac, ce sont aussi les secrétaires pédagogiques, et a ce titre je voulais adres-
ser un immense merci a Sylvie Crabos. Pardon pour les autres, mais on vous a élue
(officieusement) meilleure secrétaire de la FSI, et haut la main. Merci pour votre dispo-
nibilité, vos conseils toujours avisés et votre gentillesse proverbiale. C’est grace a vous
que I'année de I'agreg s’est passée sans le moindre tracas administratif. C’est sans me
tromper que je vous remercie pour tout ¢a de la part de toute la promo, nous ne vous
oublierons pas. Merci aussi a Emilie, qui a fait de son mieux pour gérer toujours plus
d’étudiants de licence, chapeau.

Et comme l’administration ne s’arréte pas avec la thése, un grand merci a Agnes Re-
quis, grace a qui les démarches administratives des doctorants sont comme une prome-
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nade de santé sous une pluie battante (je ne peux pas dire que ce soit agréable non plus,
mais c’est toujours mieux que le parcours du combattant habituel). Un immense merci
a Marie-Hélene également, pour son dévouement aupres des doctorants, son écoute et
ses conseils. Si je suis ici aujourd’hui, c’est un peu grace a toi, merci beaucoup.

2 Parce qu’il n’y a pas que le travail dans la vie

S’il n’est pas peu dire que 'université et les mathématiques m’ont pris un peu de
temps dernierement, il serait heureusement faux de dire que ¢’ont été mes seuls centres
d’intérét. Et pour ca je remercie tous ceux qui m’ont permis de changer d’air pendant
ces quatre (parfois longues) années.

2.1 A mes amis musiciens, a la culture avec un gros Q

Les premiers auxquels je souhaite m’adresser sont mes amis musiciens de I’Enhar-
monie. Merci & tous pour le temps passé en répétition, en concert, le temps du travail
et le temps du plaisir. Cette bouffée d’air hebdomadaire a été salutaire, malgré le carac-
tere pas toujours facile de notre chef... Merci d’abord aux altos, Anne-Flore, Marielle,
Matthieu, et aux anciens Sarah (bientdt de retour ?) et Julien. En toute objectivité, on est
le meilleur pupitre de 1’orchestre. Un merci tout particulier au comité des fétes, Capu
et Florian, dont I’arrivée récente a fait souffler un nouveau vent de convivialité sur 1’or-
chestre. Et bien-stir un grand merci a ’ensemble des musiciens qui font vivre cette belle
formation : Caro, Caca (toujours la dans nos cceurs!), Leslie, Maryse, Aurélie, Chalu
(et Ainhoa!), Agneés, Hélene, Aurélie, Manu, Laurence, Fleur, Romain, Estelle, Pierre,
Sébastien, Adrian, Michel, et tous nos amis souffleurs! Et, évidemment, merci a Serge
notre chef de prendre autant de son temps pour nous faire travailler et a Seb pour sa
patience et ses conseils toujours avisés.

Bien-stir, il n'y a pas que ’Enharmonie, et je salue de loin nos amis de 'OUT. Trop
nombreux pour étre tous cités (et ¢a fait trop longtemps que je n’y suis plus...), jai passé
avec vous aussi des années formidables. Un petit coucou aux vrais des vrais, avec qui
I'aventure continue toujours, Dada (j'espere que la maman et le bébé vont bien!), Mimi
et Manu, j’ai de la chance d’étre entouré d’autant de musiciens de qualité et motivés
pour avancer tous ensemble. Un coucou également aux musiciens des divers ensembles
au sein desquels j’ai pu intervenir ces derniers temps. Je n’oublie évidemment pas mes
anciens collegues de 1'orchestre de Tournefeuille, toujours au top, ainsi que tous mes
enseignants de FM et d’alto, qui m’ont donné le gotit du travail musical et le niveau
pour y prendre beaucoup de plaisir (en particulier Caroline, merci).

Je voudrais terminer cette partie musicale par deux personnes dont la présence a été
trés importante ces derniers temps. D’abord Chalu, méme si on ne se voit plus beau-
coup (d’ailleurs, je ne te vois pas dans la salle!), merci d’étre toujours partant pour faire
la féte et passer du bon temps. Je me souviens de 'EVG a Budapest, du petit week-end
irlandais dans les montagnes, bien-stir du golden (half-)mile, autant de bons souve-
nirs qui continuent de me porter dans les temps difficiles. Et ensuite Hu (anonymat

—xil —



garanti!), merci d’étre toujours présente, soit a Toulouse soit au bout du fil depuis Mar-
seille. Merci d’ailleurs de m’y avoir accueilli et de m’avoir fait découvrir ses merveilles,
la Bonne Mere (wallah merci a elle), le cours Ju et bien-stir 'OM et le Vélodrome! C’est
un privilege d’avoir une amie sur laquelle je peux compter a toute heure du jour ou de
la nuit, merci d’étre la. En bande organisée, personne peut nous canaliser !

Savez-vous ce qui se cache au 71 rue du Taur, au fond d"un couloir sombre et pas
bien large, derriére une porte en bois sans charme et au bas d'un escalier humide? Une
cave, bien-stir, mais pas n'importe laquelle. Une cave o1, comme dirait Hugo, se mélent
le grotesque et le sublime : la Cave Poésie. J'ai eu la chance d’y servir bénévolement
sans relache depuis deux ans maintenant, et je tenais a remercier chaleureusement toute
I’équipe pour sa bienveillance et la confiance qu’elle m’accorde. Un grand merci a Yann,
Jean-Noél, Gisele, Clémentine, Lou, Benjamin et Mathilde de faire vivre ce lieu et de
nous permettre de venir y passer du bon temps. Et un coucou a ceux qui ne sont plus
la mais qu’on n’oublie pas, Aoife (tu nous manques), Lola, Paulin, Alexis, Hugo et
Pauline, merci a tous pour votre gentillesse et votre confiance. Avec la musique, la cave
était (paradoxalement) mon deuxiéme bol d’air, et j'espere vous revenir tres vite!

Et, il ne faut pas les oublier, un petit mot a tous les artistes, intermittents du spec-
tacle, musiciens titulaires, troupes amateures, qui ont connu avec la pandémie une pé-
riode extrémement difficile. Merci a eux d’avoir continué, et de continuer, a nous faire
vibrer, pleurer, rire, voir le monde sous un nouveau jour et réaliser que, méme si on est
bien peu de choses, la vie vaut la peine d’étre endurée.

Enfin, j’aimerais adresser un petit mot a Toulouse Haidong Gumdo. C’est peut-étre
pas de la "culture" en soi, mais c’est un art martial, donc quelque part... Merci a notre
kwanjang Lorick et notre kyobeom Noémie, ainsi qu’a tous les su-ryeon-saeng du Baeg-
Ho Dohjang, avec qui j’ai pu exercer mon corps et mon esprit dans les meilleures condi-
tions. De blessure en rédaction, je n’ai pas pu étre présent récemment, mais j'espéere
pourvoir vous revenir d’ici peu!

2.2 Arintime

Nous nous acheminons tranquillement vers la fin de ces remerciements. Dans cette
pénultiéme section, je voudrais remercier tous ceux qui, dans la vie de tous les jours,
en-dehors du travail ou des loisirs, m’ont apporté leur soutien.

Je vais commencer par toute I’équipe médicale qui m’a suivi pendant ces années.
Merci a Nicolas, pour séances de rééducation et de papotages sans fin. Merci au Dr Bous-
quet, pour son suivi attentif et ses conseils toujours avisés et merci aux Drs Dethieux et
Sibaud, pour m’avoir parfois porté a bout de bras jusqu’a la fin de cette aventure. La
vie est une chose bien étrange et imprévisible, insatiable et qui sans cesse demande de
remettre son ouvrage sur le métier. On ne va alors guere loin avec un mauvais métier,
merci a vous de m’avoir aidé a concevoir et renforcer le mien. Pour ¢a, merci aussi a
Romain, qui a fait beaucoup et mérite bien cette deuxieme dédicace.

De fagon plus anecdotique, merci a toi, 'inconnu, qui sur internet publie ce meme
ou cette vidéo de chat. Internet est une culture formidable au foisonnement exception-

— xiii -



REMERCIEMENTS

nel, n'en déplaise aux tenants élitistes d"une culture embourgeoisée. ]'ai pu découvrir,
au gré de pérégrinations sans but mais souvent salutaires, un nombre de domaines hal-
lucinant, m’intéresser a 1'histoire médiévale, a 1’art préhistorique, au Titanic, aux arts
plastiques, a la philosophie arabe ou a la chimie culinaire, le cul vissé a ma chaise sans
bouger de chez moi. Sans ironie, on vit une époque formidable. Par le truchement d’in-
ternet, je remercie (a titre posthume) Arnold Bax et Alfred Schnittke d’avoir composé
la BO de ma vie ces derniéres années.

Enfin, je voudrais adresser un mot a ma famille. Merci a mes parents de m’avoir fait
(déja, parce que je ne serais clairement pas la sinon), d’avoir cru en moi et de m’avoir
toujours poussé et conseillé au cours de ces années. Merci d’avoir subvenu incondition-
nellement a mes besoins durant tout ce temps, je mesure la chance que j’ai eue. Je ne
le dis pas souvent, mais je vous aime fort tous les deux. Merci aussi a la petite, d’étre
si différente de moi, et si proche a la fois. Comme dirait Dom dans Fast and Furious,
rien n’est plus important que la famille, et je crois qu’on en a tous pris conscience ré-
cemment. Merci a Grisou aussi, toujours la et jamais avare de consolation (bien que de
plus en plus bavarde avec 1’age). Merci a Dadie et Papoum, qui ont toujours suivi avec
le plus grand intérét mon parcours et ont toujours été fiers de moi. Vous vous estimez
peut-étre chanceux d’avoir de tels petits-enfants, mais ces derniers sont encore plus
fiers de leurs grands-parents. Je mesure la aussi la chance que fut la mienne toutes ces
années. Merci a mon parrain et ma marraine, toujours fiers de moi et attentifs, j'espéere
pouvoir bientdt monter féter ¢a avec vous! Enfin je remercie ma famille au sens plus
large, en Bretagne, a Gradignan, et partout en France, vous avez tous contribué a faire
la personne que je suis, et nous avons partagé tant de bons souvenirs que je ne saurais
ici tous les mentionner. J'espere en vivre encore beaucoup. Merci a tous!

2.3 A I'avenir

Ainsi se terminent ces remerciements. De facon générale, je remercie toutes celles
et ceux qui m’ont aidé a avancer pour arriver la aujourd’hui. Le milieu de I'enseigne-
ment supérieur est de la recherche est précieux, mais fragile. L’absence de gestion hu-
maine le rend sensible aux individualités problématiques, sa parfois faible politisation
I’expose a de nombreuses attaques avec de faibles défenses, et I'élitisme et "l’excel-
lence" gangrénent 1’enseignement. Concept mobilisateur s’il en est, qui peut étre contre
I'excellence ? Quand celle-ci se mue, de la joyeuse émulation, en une concurrence aux
financements, un élitisme envers les étudiants, et en indicateurs chiffrés tous moins
pertinents les uns que les autres, tout le monde devrait I'étre. C’est la méme bataille
que celle contre la méritocratie, point completement aveugle aux déterminants sociaux
pourtant... déterminants. Je quitte aujourd’hui le supérieur (ou pas, qui sait), mais j’es-
pére sincerement que, en jouant collectif, le milieu sortira de I'impasse dans lequel il se
trouve. Que la recherche publique frangaise ne finisse pas définitivement au rayon des
souvenirs.
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Chapitre

Introduction générale

E BUT de ce chapitre introductif est de présenter le cadre mathématique dans lequel
L s’inscrivent les résultats présentés dans les chapitres suivants. Ce travail se place
a l'interface de I’analyse fonctionnelle, des probabilités et de la statistique. Il traite plus
particuliérement des inégalités fonctionnelles (Poincaré, Sobolev logarithmiques, etc.)
et des estimations spectrales des opérateurs de diffusion, et de l'application de cer-
taines de ces notions a l’analyse de sensibilité. Le but de cette thése est d’appliquer,
suite a la série de travaux récents de Michel Bonnefont et Aldéric Joulin, des techniques
d’entrelacements a ces différents problemes, et de fournir un exemple applicatif concret
autour de certains aspects numériques. Nous rappellerons donc dans un premier temps
la définition des opérateurs de diffusion, avant d’introduire les inégalités fonctionnelles
d’intérét pour la suite du travail et enfin les techniques d’entrelacement telles que pré-
sentées par Bonnefont et Joulin dans leurs articles sur le sujet.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

1.1 Opérateurs de diffusion

1.1.1 Aspects historiques

Les considérations autour des opérateurs de diffusion prennent leur source, comme
c’est le cas de nombreux opérateurs différentiels, dans la physique. Le point de départ
estl’introduction de ’équation de la chaleur par Joseph Fourier en 1822 [40], suivie de la
mise en évidence du mouvement brownien par Robert Brown en 1827. Le phénomene
de diffusion n’est pas encore compris, mais le formalisme introduit par Fourier incitera
Adolf Fick a présenter sa célebre loi des 1855 [37] :

o€ _ V- (pDVC) =0,

ot

pour décrire le mouvement de particules de masse volumique p de concentration mo-
laire C avec coefficient de diffusion D. Cette loi sera confirmée et raffinée par James
Clark Maxwell [61] et Jozef Stefan [82], afin de prendre en compte 'effet de gradients
de charge ou de pression.

I1 faudra néanmoins attendre le début du vingtieme siecle pour que le lien avec le
mouvement brownien soit compris, avec Albert Einstein en 1905 [32], puis Marian Smo-
luchowski en 1906 [85]. Les outils mathématiques manquent encore néanmoins dans le
traitement de ces problemes, malgré les définitions successives de Louis Bachelier en
1901 [4], Einstein en 1905 [32] ou Paul Langevin en 1908 [57]. Ces premiers tatonnement
théoriques permettront néanmoins des avancées spectaculaires en physique des parti-
cules, avec notamment Jean Perrin en 1909 [70], qui obtiendra le prix Nobel en 1923
pour sa confirmation empirique de ’hypothese atomiste de la matiere.

Le formalisme mathématique permettant enfin 1’étude de tels processus sera intro-
duit par Norbert Wiener en 1923, qui donnera le premier une description de la mesure
du méme nom et une définition de 1'intégrale brownienne [89]. Son caractere martin-
gale et sa caractérisation en terme de variation quadratique seront établis par Paul Lévy,
a partir de 1933 [60], et I’étude précise des équations différentielles stochastiques sera
enfin rendue possible en 1944 avec I'introduction par Kiyoshi Itd du calcul stochastique.
La théorie a depuis connu de nombreux développements, comme l'intégrale de Strato-
novich, ou le calcul de Malliavin et 1'intégrale de Skorokhod (voir par exemple [68] a ce
sujet).

En parallele des avancées autour des processus de diffusion, les idées de Max Planck
amenent Louis de Broglie a proposer en 1924 les équations qui poseront les fondements
de la dualité onde-corpuscule de la lumiére [28]. A sa suite, Erwin Schrodinger établira
en 1926 1'équation qui porte son nom sur la densité de la probabilité de présence de
particules soumises a une force issue d"un potentiel V [78] :

oY 2
zhg(t,x) = —%A‘I’(t,x) + V(x)¥(t, x).
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1.1. OPERATEURS DE DIFFUSION

Cette équation ouvre par ailleurs la voie aux interprétations probabilistes de la méca-
nique quantique (popularisées un peu improprement par 1’expérience de pensée du
chat de Schrodinger). L'étude de telles équations poussera Richard Feynman et Mark
Kac a proposer leur célebre formule en 1949 (d’abord proposée de fagon formelle par
Feynman dans le cas complexe, puis formulée rigoureusement par Kac dans le cas réel),
qui relie la solution d’équations aux dérivées partielles (incluant celle de Schrodinger)
a l'espérance de fonctionnelles de certains processus de diffusion [53].

Cette these ne s’intéresse pas du tout aux tribulations physiciennes autour de ces
théories, mais plutot a I’étude mathématique des opérateurs de diffusion sous plusieurs
aspects, ainsi qu’a celle des semi-groupes de Feynman-Kac. Le but de cette introduction
est de donner le contexte mathématique et les outils nécessaires a la compréhension du
travail effectué. La présente section se concentre sur les opérateurs, semi-groupes et
processus de diffusion, la deuxieme est dédiée aux inégalités fonctionnelles d’intérét
avant de terminer par les relations d’entrelacement, le point de départ technique des
résultats obtenus.

1.1.2 Cadre formel

Nombres réels et algébre linéaire Dans toute cette thése, nous nous focaliserons sur
des espaces vectoriels réels. Le corps des nombres réels sera noté R, et RY désignera,
pour d un entier positif non nul, le produit cartésien usuel de d copies de R. Les entiers
naturels seront désignés par N, les entiers relatifs par Z. On notera de méme N et
Z% les multi-indices de taille d a valeurs entieres. Si a est un multi-indice, on notera
|| sa norme 1 (la somme des valeurs absolues de ses composantes). Si K est 1'un des
ensembles ci-dessus, K*, K. et K_ désigneront respectivement les éléments non nuls,
positifs (ou nuls) ou négatifs (ou nuls) de K.

Si E et F sont deux espaces vectoriels réels, L(E, F) désignera I'ensemble des ap-
plications linéaires de E vers F. Si E = F = R, cet espace est représenté par M (R),
’ensemble des matrices d x d a coefficients réels. On notera GL;(R) le sous-groupe des
matrices inversibles de M (R).

Si u et M sont respectivement un vecteur de R et une matrice de M, (R), on notera
Mu le produit matrice-vecteur classique, u” et M7 les transposés de u et M. Pour une
norme || - || sur R, on notera de méme la norme subordonnée sur M4(R). Si N est une
autre matrice de M, (R), on notera (M, N)ps le produit scalaire de Hilbert-Schmidt
entre M et N (la somme des éléments du produit terme a terme de M et N), et || - ||gs la
norme associée.

Si M € M,;(R) est une matrice symétrique, on notera respectivement p4 (M) et
p— (M) sa plus grande et plus petite valeur propre (en valeur absolue). Cette définition
peut s’étendre a des matrices non symétriques dont le spectre est complexe, mais on ne
rencontrera pas cette situation dans la suite.

Enfin, pour M et N deux matrices symétriques, on dira que M > N si M — N est
semi-définie positive. Cet ordre n’est pas total, et n’est valable que pour deux matrices
symétriques. la définition reste valide si M et N sont deux opérateurs auto-adjoints.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

D’autres structures algébriques pourront étre introduites au besoin.

Espaces mesurables Sauf mention contraire, on considérera tout au long de cette
thése 1’espace euclidien (R?,|-|), d € N¥, ot | - | désigne la norme euclidienne stan-
dard.

On notera (e, ..., e;) la base canonique de R¥ et x - y le produit scalaire euclidien
classique :

Xy =x1y1 4+ XgYa

On considérera dans la suite la tribu borélienne de R¥ notée B(R¥), et I’on notera dx
la mesure de Lebesgue sur cette tribu. Sauf précision contraire, 1’expression "presque
partout” renverra a cette derniere.

Espaces fonctionnels On notera C°(R,R) I'espace des fonctions continues de R“
dans R. Une fonction f € C°(R%, R) est (L-)lipschitzienne s'il existe L € R une constante
telle que :

Vx,y € R, |f(x) — f(y)| < L|x—yl.

On notera C¥(R%,R), k € N*, I'espace des fonctions k fois continuement différen-
tiables. Si f € Cl(Rd, R), on notera V f son gradient : pour x € RY,

Vf(x) = @uf(x),...,04f (x))".

SiF : R? — RY est un champ de vecteurs de classe C', on notera Jac,F sa matrice
jacobienne au point x € RY, définie par :

JacyF = (9;Fj(x))i j=1,..4-

Cette convention induit, pour F, G deux champs de vecteurs de classe C 1 1a formule de
composition suivante : pour x € R,

Jacy(F o G) = Jac,GJacgy)F.

Si f € C?(RY,R), on notera respectivement V2 f et Af sa matrice hessienne et son lapla-
cien, définis pour tout x € R? par :

d
V2f(x) = (3f(x)) et 8 (x) = (VA () = Lo/ ().

ij=1,...,d

Ces derniers objets pourront étre également considérés au sens des distributions le cas
échéant.

On notera enfin C*®(R%,R) l’espace des fonctions infiniment différentiables dont
les dérivées successives sont toutes continues. On considérera également les espaces
CK(RY,R) et Ck (R, R) de fonctions de classe C* respectivement & support compact et
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1.1. OPERATEURS DE DIFFUSION

strictement positives. On considérera sur ces espaces des fonctions bornées au sens de

la norme du sup || - ||«, définie pour une fonction f par:
Ifllee = sup [ (x)].
xeR4

Pour terminer, si y est une mesure sur B(R?), on définit I'espace L¥(u), p € [1,),
des fonctions f mesurables (définies presque partout) vérifiant :

/Rd F17 dp < +oo.

On munit L” () de la norme || - ||, définie par :

it = ([ ivan) "

Dans le cas particulier ot1 p = 2, 'espace L?(jt) est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire

{f,8) = /Rdfgdu-

Si f est une fonction de L?(u) telle que sa différentielle (au sens des distributions) est
elle-méme une fonction de carré intégrable, on dira que f est dans 1'espace de Sobolev
H'(u). C’est également un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(.8 = (£,8) + [, VF-Vadn

et de norme associée || - |[1,). On notera div, la divergence dans L?(p), I'adjoint de

V :pour f € H'(u) et G un champ de vecteurs dont les coordonnées sont dans H* (i),
ona:

/Vf-Gdy:/ Fdiv,Gdy.
R4 R4

Enfin, pour p = oo, on définit L® () I'espace des fonctions essentiellement bornées,
muni de la norme || - || (étendue aux fonctions définies presque partout via le supre-
mum essentiel). On parlera volontiers de bornitude pour désigner le caractere borné
d’une fonction.

Définition des opérateurs

Comme mentionné ci-dessus, les équations de diffusion ont émergé dans le cadre
de la physique des particules, pour décrire I’évolution de la densité de présence de ces
derniéres dans un milieu. Le plus souvent, en sus des collisions inter-particulaires, le
systeme peut étre soumis a des forces extérieures (type gravitation, magnétisme, etc.),
traduites par un potentiel extérieur. Les opérateurs que nous introduisons seront tous

-5-—



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

basés sur ce modele, et il peut étre bon, pour fixer les idées, de garder en téte I'exemple
d’un potentiel gravitationnel attractif.

Considérons donc une fonction V : RY — R de classe C2. Nous supposerons uni-
quement dans un premier temps que e~ est intégrable sur R? par rapport & la mesure
de Lebesgue. Des hypotheéses additionnelles plus ou moins techniques pourront se ra-
jouter au fur et a mesure.

Définition 1.1.1 (Mesure de Boltzmann-Gibbs). On définit la mesure de Boltzmann asso-
ciée a V (ou mesure de Gibbs) par :

ax) = g
Au( x) - ZV X,
ou Zy :/ e VW dx.
R4
Le cas particulier de la mesure gaussienne vy, définie pour V(x) = |x|>/2, est de

premiere importance, pour laquelle toutes les propriétés exposées ultérieurement sont
vérifiées, et avec des constantes explicites. Tout au long de ce chapitre, des apartés "Et
la gaussienne dans tout ¢a?" signaleront des points d’arréts ou la propriété en cours
sera envisagée du point de vue de la mesure gaussienne.

Par hypothese sur V, u est une mesure de probabilité, absolument continue par rap-
port a la mesure de Lebesgue. Par ailleurs, la constante de normalisation Zy est appelée
"fonction de partition", et posséde de nombreux liens avec la physique statistique et la
thermodynamique. Le potentiel V joue a ce titre le role du hamiltonien de la physique
statistique (consulter a ce sujet le vieux mais non moins pertinent ouvrage de Landau
et Lifschitz [56]).

Les propriétés de cette mesure peuvent étre appréhendées selon de nombreux as-
pects différents (existence d’une inégalité de Poincaré, plongements de Sobolev, struc-
ture hilbertienne de L?(u), etc.) et leur étude a donné lieu au développement de nom-
breux outils. L'un deux, qui nous intéressera plus particuliéerement dans cette premiere
section, est le générateur associé a y. Cet opérateur apparait trés naturellement dans
les calculs d’intégrales, et porte donc beaucoup des propriétés de u précitées. Considé-
rons a titre d’exemple la formule d’intégration par parties. Pour f, g € C2°(R%, R), cette
formule s’écrit, pour la mesure de Lebesgue :

[, V5 Vgydr = = [ fx)ag(x) dx
(f et g étant a support compact et I'intégrale sur tout I'espace, les termes de bord n’ap-

paraissent pas). En prenant en compte la densité de y par rapport a la mesure de Le-
besgue, on obtient la nouvelle formule d’intégration par parties :

| VI Ve dn() = = [ f(x)(Ag(x) = VV(x) - Vg(x)) dp(x).
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1.1. OPERATEURS DE DIFFUSION

Ainsi, I'opérateur A — VV - V joue pour u le role du laplacien pour la mesure de Le-
besgue. Il sera systématiquement noté L (avec de légeres variations si plusieurs poten-
tiels différents interviennent). Ces deux opérateurs sont des cas particuliers d’opéra-
teurs de diffusion, au sens suivant.

Définition 1.1.2 (Opérateur de diffusion). Un opérateur différentiel d’ordre deux D est
dit de diffusion s’il existe une application A = (“ij)i,j:l,...,d sur R? a valeurs dans les
matrices symétriques semi-définies positives et un champ de vecteurs b = (b;)i—1 . 4
sur R tels que pour f € C*(RY,R), x € R,

d

d
Df(x) =Y a,'j(x)afj (x) 4+ Y bi(x)dif (x).

ij=1 i=1

La matrice A est appelée matrice de diffusion, le vecteur b la dérive. Dans le cas du
laplacien,ona A = I;etb =0,et A = I;, b = —VV pour L. On peut également réécrire
un opérateur de diffusion D sous la forme condensée :

D = divﬂ oV.

Cette écriture sera plus amplement détaillée dans un chapitre ultérieur. Sauf mention
contraire, les définitions et propriétés présentées dans cette section peuvent étre, ainsi
que les preuves afférentes, retrouvées dans la monographie de référence de Dominique
Bakry, Ivan Gentil et Michel Ledoux [8] (chapitre 3).

La définition de L et la formule d’intégration par parties amenent a quelques pro-
priétés immédiates, mais non moins importantes.

Proposition 1.1.3 (Propriétés de L). Considérons I'opérateur L défini sur les fonctions C®(R%, R).
Alors :

1. L est symétrique;
2. L est semi-défini négatif, et ne s’annule que pour les fonctions constantes;

3. L vérifie la propriété de diffusion (ou de changement de variable) : pour ¢ : R — R une
fonction de classe C* et f € C*°(R,R),ona

Lo(f) = ¢'(HLf + " (HIVSP

La deuxieme assertion est le point de départ de 1’étude spectrale de L. En effet, cette
propriété garantit que o(—L), le spectre de —L, est contenu dans R. Une question
importante est de connaitre sa structure : admet-il un trou spectral (écart strictement
positif entre les deux premieres valeurs propres) ? Est-il discret? continu? Ces considé-
rations seront plus amplement traitées dans les chapitres suivants, et dans la section
dédiée a 'inégalité de Poincaré.

Notons que les fonctions constantes sont (hormis la fonction nulle) exclues a priori
de C=(R%,R). Nous verrons dans la suite comment étendre le domaine de L de sorte
a inclure ces dernieres. On comprend néanmoins schématiquement que, L étant un
opérateur différentiel, il s’Tannule pour les fonctions constantes.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

La forme quadratique f — — / ] fLf du sera parfois appelée forme de Dirichlet asso-
R

ciée a L, et notée £. Notons que la formule d’intégration par parties énoncée ci-dessus
implique que £ ne dépend de V qu’a travers y, et donc plusieurs opérateurs L différents
peuvent admettre la méme forme de Dirichlet. C’est pourquoi on considérera en géné-
ral L comme une donnée du probleme et £ comme un sous-produit de cet opérateur, et
non l'inverse.

Domaines de définition

Comme mentionné précédemment, les constantes ne font pas a priori partie des
fonctions pour lesquelles 'opérateur L a été défini. Néanmoins, dans la mesure ol ces
fonctions seraient intégrables contre la mesure y, on peut leur appliquer 1'opérateur
comme a la limite L2 d’une suite de fonctions C®°(R“, R) (et obtenir ainsi, par conti-
nuité, la valeur 0). Les constantes ne sont pas les seules fonctions pour lesquelles un tel
prolongement est permis. Bien que, comme souvent, travailler sur ’espace C®(R“, R)
s’avere fort commode dun point de vue calculatoire, il est intéressant de déterminer
le plus grand domaine possible pour les opérateurs. A ce titre, on définit la norme sui-
vante.

Définition 1.1.4. Soit f € C®(R“,R), on note :

1/2

£l == (113 + IL£3)

Cette norme est bien définie sur C=°(R“, R), et c’est bien une vraie norme. On définit
alors le domaine de L comme suit.

Définition 1.1.5. On définit D(L) comme l'adhérence de C°(R?, R) dans L?(u) pour la
norme || - ||r.

En d’autre termes, toute fonction f € D(L) peut étre vue comme la limite au sens
de la norme || - || d’une suite de fonctions de C®(R?, R). Ce choix de norme assure de
plus que D(L) C L?(u), et permet entre autres de prendre en compte les constantes.
L'opérateur L est donc naturellement étendu a ce domaine (et on le notera toujours L).
Si V est assez régulier (ce qui sera le cas dans la suite), alors il n’y est plus symétrique,
mais essentiellement auto-adjoint, la propriété de symétrie étant vérifiée sur C°(R% R),
qui est un sous-espace dense de D(L) (en lien avec la notion d’hypo-ellipticité, voir
[8] §1.15.6). La plupart des résultats seront présentés sur D(L), mais les calculs sur
C=(RY,R), pour alléger les preuves.

On peut également s’intéresser au domaine D (&) de la forme de Dirichlet £. 1l
ne coincide pas avec celui de L, mais peut étre de méme obtenu par complétion de
c (Rd, R) pour une certaine norme. La norme naturelle est ici, vue la définition de &,
la norme de H'(y) (qui permet d’inclure les fonctions dont le carré du gradient est
intégrable). Finalement, D(&) correspond a I'adhérence de C*(R% R) dans H' (i), et
coincide donc avec I'espace de Sobolev H} ().
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1.1. OPERATEURS DE DIFFUSION

Semi-groupe et processus de diffusion

L'opérateur L est un opérateur différentiel du second ordre. De plus, la proposition
précédente implique que —L est un opérateur elliptique. Il peut donc étre naturel de
s’intéresser a I’équation d’évolution associée (surtout dans la perspective d"un lien avec
la physique), I'équation parabolique suivante :

u(0,) = f. ®)

On peut considérer que la condition initiale est suffisamment réguliere (au moins de
classe C?) et bornée. On ne traitera pas (ou peu) des considérations liées a ce type
d’équations aux dérivées partielles, le lecteur intéressé trouvera ces informations dans
la monographie de référence de Lawrence Evans [34] (chapitre 7). De méme que 'opé-
rateur L est I’analogue du laplacien pour la mesure y, cette équation est analogue a
I’équation de la chaleur o;u = Au (on l'appellera parfois elle-méme "équation de la cha-
leur"). En particulier, de nombreuses propriétés de cette équation se transposent a (E).
La plupart d’entre elles s’entendent plus simplement en termes de flot, ou semi-groupe.

{atu(t,x) = Lu(t,x), t>0,xeR’

Définition 1.1.6. L'application qui a une condition initiale f associe la trajectoire u so-
lution de (E) est appelée flot de I'équation (E).

Le flot peut étre percu comme une action de groupe de (R, +) sur 'espace X des

fonctions de RY dans R :
p: XxR — X

(f,t) — u(t,-).

Plus précisément, on considere 1’action du semi-groupe (R, +) sur 'espace X. En par-
ticulier, la propriété d’action de groupe implique la relation de composition de flots
suivante :

o((f 1),s) = o(f,t +5),
relation parfois nommée directement propriété de semi-groupe de ¢. Cela suggere la pré-

sentation usuelle des semi-groupes comme suit.

Définition 1.1.7 (Semi-groupe). On note (P;);>¢ la famille d’opérateurs définis, pour f
suffisamment réguliére, par :

Pif(x)=u(t,x), t>0,x¢€ RY,
ou u est la solution du probleme (E). C’est un semi-groupe de Markov au sens suivant :
1. Py = id (condition initiale),
2. pour tous s, t € R4, Py o Py = Py (semi-groupe),

3. si f est positive, P;f 1'est aussi pour tout ¢ (positivité),

4. pour toutt € Ry, P;1 = 1 (conservation de la masse).

—9_



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

Notons que la mention "de Markov" s’applique uniquement au dernier point. Cette
propriété n’est pas immédiate, et renvoie a la non-explosion des processus de diffusion.
On rencontre parfois la notation P; = !l héritée de la théorie de Hille-Yosida. Cette
derniere fait clairement apparaitre la propriété de semi-groupe et peut s’avérer fort utile
pour écrire certains résultats, par exemple faisant intervenir la formule de Duhamel.
Néanmoins, I’écriture exponentielle pourrait amener certaines confusions, et nous n’en
ferons que tres peu usage par la suite. Elle justifie toutefois la terminologie de générateur
de Markov, qui s’applique a I'opérateur L et que nous utiliserons, elle, beaucoup.

Un tel semi-groupe est parfois appelé semi-groupe de contraction. En effet, s’il peut
étre, au contraire du générateur, pertinent de poser la question de la régularité de
I'image par le semi-groupe en fonction de celle de la donnée initiale (plutot que celle
du domaine de définition), cette information est souvent difficilement accessible. En re-
vanche, on peut facilement voir que pour toute fonction f continue bornée, pour tout
t>0,

1Pt flleo < I flleo-

Ainsi, pour tout t > 0, P; est une contraction sur L* (). Une facon simple de visuali-
ser cette propriété (et d’autres) est d’introduire le processus de diffusion associé a (P;)>o.
C’est un type de processus stochastiques basés sur le mouvement brownien qui pré-
sente d’étroits liens avec L et (P;);>0. Tous les processus (et variables aléatoires) pré-
sents dans ce manuscrit sont définis sur un espace probabilisé (), A, P).

Définition 1.1.8 (Processus de diffusion). On consideére, pour x € R, (X¥);>¢ la solu-
tion de I’équation différentielle stochastique suivante :

dXF = 2dB, — VV(X¥)dt, X§=x P-ps., (EDS)

ott (B;)s>0 désigne le mouvement brownien standard sur R?. Un tel processus est ap-
pelé processus de diffusion associé a L.

Ce processus est mesurable pour la filtration brownienne (F;)¢>¢ (la plus petite fil-
tration qui rende mesurable le mouvement brownien). Les considérations d’existence
et d'unicité seront abordées dans un second temps. La proposition suivante, sous ré-
serve de bonne définition des objets impliqués, donne la représentation probabiliste du
semi-groupe.

Proposition 1.1.9. Soit f € CO(Rd, R) une fonction bornée. Alors pour tous t > 0, x € RY,
P.f(x) = E[f(X{)],
oit E désigne I'espérance par rapport a P.

La propriété de contraction suit immédiatement de cette représentation (sous ré-
serve qu’elle soit bien définie en tout temps). En effet, si f est une fonction continue
bornée, alors pour tous t > 0, x € RY,

[Pef ()] = [E[f (XD < E[f (XD < (I flleos
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1.1. OPERATEURS DE DIFFUSION

d’ot1 la contraction.

Outre ses liens avec le semi-groupe, le processus (X;):>o (la condition initiale n’ap-
paraitra que lorsque la situation le nécessitera) possede en soi des propriétés intéres-
santes. La premiere est que, a I'instar du mouvement brownien, c’est un processus de
Markov homogene : pour tous ¢ > s > 0, pour toute fonction f € C°(RY,R) bornée,

E[f(Xe) | Fs] = E[f(X¢) | Xs],

et pour tout x € RY,
E[f(Xi) | Xs = x] = E[f(Xi—s) [ Xo = x].

Cette propriété indique que la loi du processus a l'instant ¢ sachant tout le passé
jusqu’a l'instant s ne dépend que de la valeur du processus a l'instant s. L’homogénéité
assure que cette loi ne dépend en fait que de 1’écart temporel t — s et de la valeur initiale
du processus. L'ensemble des processus abordés satisferont a ces deux conditions. En
outre, il peut étre intéressant de s’interroger sur le comportement en temps long de
ce type de processus. Cette question donne lieu a la notion de mesure invariante, qui
permet d’établir le lien définitif entre y, L, (P;)>0 et (X;)s>o0.

Mesure invariante

La notion de mesure invariante est absolument centrale, tant dans 1’étude des pro-
cessus de Markov que celle des opérateurs de diffusion.

Proposition-définition 1.1.10. Soient y, L, (P;);>0 et (X;)i>0 tels que définis ci-dessus.
On dit que p est invariante pour L, (Py);>0 et (X;)¢>0 dans la mesure ot :

1. pour toute fonction f € D(L), /d Lfdu=0;
R

2. pour toute fonction f continue bornée, / P fdu= / , fdu;
R R
3. si X; suit la loi p pour un certain s > 0, alors X; suit la loi y pour tout ¢ > s.

La terminologie "invariance" est héritée du dernier point. Cette acception est d’ailleurs
facile a comprendre : si la loi du processus atteint y, alors le passage du temps laissera
invariante cette distribution.

Notons que l'existence et 1'unicité de la mesure invariante ne vont pas de soi. Dans
le présent contexte, 1'existence est assurée par la construction des différents objets, et
"unicité est obtenue simplement en raisonnant par 1’absurde, grace a la forme des me-
sures de Boltzmann-Gibbs.

On rencontre parfois la terminologie de "mesure stationnaire", avec le méme sens
que "mesure invariante". Nous ne ’emploierons pas ici, car il pourrait préter a confu-
sion avec un autre concept, celui de mesure ergodique, qui elle décrit la convergence du
semi-groupe (ou du processus) en temps long.
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Définition 1.1.11 (Mesure ergodique). Une mesure 7 sur B(RY) est dite L?-ergodique
pour (P;)> si pour toute fonction f continue bornée,

— 0.
LZ(TL’) t——+o0

HPtf—/Rdfdn

De méme, 7t est ergodique pour (X;);>o si pour tout état initial X, (aléatoire ou non),
toute fonction continue bornée f,

E[F(X) | Xl 2 [ fom

La terminologie "ergodique" est héritée de la théorie des systemes dynamiques.
Dans le présent contexte, I’existence d"une mesure ergodique indique que le processus
parcourt l'espace de sorte que, au bout d"un temps assez long, chaque région de l'es-
pace a été occupée selon un taux correspondant a sa masse pour la mesure ergodique.
Le parcours de I'espace est toujours aléatoire, mais "ordonné" en temps long. Cela peut
étre rapproché, dans une certaine mesure, du théoréme ergodique de Birkhoff [15].

Les cas les plus intéressants correspondent & une coincidence entre mesure ergo-
dique et mesure invariante. Une telle coincidence ne va pas de soi, mais des critéres
simples existent et seront abordés, parmi d’autres hypotheses, ci-apres.

Avant d’aborder les différentes hypotheses et criteres auxquels nous nous référe-
rons dans la suite, nous proposons un autre point de vue sur tous les objet introduits.
Dans une perspective plus descriptive, on peut supposer donné le processus (X¢)¢>o,
par exemple comme réalisation d"un systeme physique. La connaissance des proprié-
tés du processus est alors de premiere importance pour 1’étude du phénomene afférent.
La plupart du temps, les états du systéme ne sont connus qu’a travers des observables
(comme la température, le volume, 1’entropie, etc.), soit des fonctions f(X;) du proces-
sus. L'étude du semi-groupe est justifiée des lors que I’on réalise un grand nombre des
ces observations et que, au lieu de leur valeur précise, on s’intéresse a leur moyenne.
La connaissance des propriétés du semi-groupe permet alors de comprendre (voire
prédire) 1’évolution des observables d’intérét. Finalement, le générateur intervient ici
comme l'opérateur régissant la dynamique du semi-groupe, et donc son évolution d"un
point de vue infinitésimal. De ce point de vue-1a, la mesure invariante n’est plus 1'ob-
jet d’étude donné a priori, contrairement au contexte de ce travail, mais une propriété
afférente du processus étudié.

Et la gaussienne dans tout ca? Le cas gaussien posséde une particularité qui justifie
en partie I'intérét qui lui est porté : le semi-groupe est explicite.

Proposition 1.1.12 (Mehler). Soit f une fonction continue bornée. Alors pour tout t > 0,

x € RY,
Pf(x) = [ f(ve ! +yvi—e ) dvay)
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On vérifie immédiatement que J;P; = LP;. Cette formule permet de plus d’établir
simplement la plupart des propriété de contraction et de continuité du semi-groupe,
sans faire appel au processus de diffusion sous-jacent. La propriété d’ergodicité est
également immédiate, et les hypotheses de régularité sur f apparaissent clairement.
Notons que ce cas est exceptionnel, la plupart des semi-groupes n’admettent pas de
telle représentation explicite. Cela justifie également que ce semi-groupe porte un nom
spécifique : le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. C’est également le nom donné a ’opé-
rateur (noté souvent Loy) et au processus de diffusion associés. A Tinstar du semi-
groupe, ce dernier est lui-méme explicite. En effet, par variation de la constante, on
montre facilement que le processus d’Ornstein-Uhlenbeck admet la représentation sui-
vante, pour toust > 0, x € R?:

t
Y= lx 4 \ﬁ/ e~ (=94,
0

Comme cela sera développé dans le chapitre suivant, l'intégrale ci-dessus est une mar-
tingale, et par définition de I'intégrale brownienne, c’est une variable aléatoire de loi
gaussienne. Ses moments se calculent aisément :

t
E[X}] = e 'x + V2E [/ e(ts)st] =e'x,
0

sa matrice de covariance est, comme celle du mouvement brownien, multiple de I'iden-
tité. On a, par exemple pour la premieére composante :

t
Var((X)1) = 2 / e 25 gs = 1 — g2,
0

Ainsi, pour tout t > 0 et tout x € R?, X7 suit une loi gaussienne Ny(e~*x, (1 — e~ 2)I;).
De cette formule découlent la plupart des propriétés du processus : la bonne défini-
tion de I’équation, 1'ergodicité, la représentation du semi-groupe, etc. Notons que cette
présentation permet la mise en ceuvre d’approximations numériques facilitées.

Les points de calcul stochastique nécessaires a la compréhension de ces différents
points seront abordés dans le chapitre suivant. Dans la suite, on s’intéressera a la théorie
de Bakry-Emery, qui a servi de terreau fertile au présent travail et a de nombreux autres.

1.1.3 La théorie de Bakry-Emery

Cette théorie, d’essence géométrique et énoncée originellement dans un cadre rie-
mannien par Dominique Bakry et Michel Emery en 1985 [10], se base sur l'introduction
de deux opérateurs : le carré du champ T et le carré du champ itéré T',. Ce dernier est si
important dans 1’établissement du critére de Bakry-Emery qu'il est parfois appelé "cri-
tere I';". Nous introduirons donc dans un premier temps ces deux opérateurs, avant
d’énoncer le critere dans la plus grande généralité. Le cas euclidien avec mesure de
Boltzmann-Gibbs, qui nous intéresse plus particulierement, sera développé en suivant.

Une présentation générale de la théorie pourra étre trouvée dans [8], partie L.
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Présentation générale

Dans cette premiere section, nous considérons un opérateur de diffusion général
L = div o V. Cet opérateur peut étre défini sur un espace (topologique) mesuré assez
général, moyennant une structure différentielle. On peut penser a L de la forme de la
Définition 1.1.2 pour fixer les idées, mais cet opérateur peut trés bien étre défini sur une
variété différentielle assez réguliére (comme la sphere) ou méme, via des opérateurs
aux différences, sur des espaces discrets.

On consideére donc ici un espace topologique mesuré (X, B(X), i), muni d"une struc-
ture différentielle, dont la différentielle sera toujours notée V. La forme de 'opérateur
L implique en particulier qu’il est symétrique sur C®(X, R).

Définition 1.1.13 (Carré du champ). Soient f, g € C*(X, R). On définit le carré du champ
associé¢ a L par:
1
I(f.8) = 5[L(fg) — fLg — gLf].

De méme, le carré du champ itéré est donné par :

N |

L2(f,g) = 5 [LT(f, ) ~ T(f,Lg) ~ T(Lf,g)]

Ces deux opérateurs sont obtenus, en quelque sorte, par des identités de polarisa-
tion. On notera souvent dans la suite, pour f € C*(X,R),

L(f) = T(f,f) = 5L0P) - fL,
et
L2(f) = Ta(f, f) = 3L0(f) ~ T(f,Lf).

Le domaine de définition de ces opérateurs peut, a l'instar de celui de L, étre étendu
a un sous-domaine de D(L). Cela ne sera pas discuté dans le cas général, mais nous y
reviendrons dans le cas euclidien. Notons également que cette construction peut s’itérer
en définissant une suite d’opérateurs (I',),>0 par récurrence. Certains résultats ont été
obtenus dans cette direction, mais elle ne sera pas développée ici.

Ces deux opérateurs permettent d’écrire finalement la condition de courbure-dimension,
qui donne naissance au critére éponyme.

Définition 1.1.14 (Condition de courbure-dimension). L'opérateur L satisfait la condi-
tion de courbure-dimension CD(p,n), pour p € Retn € [1,00), si pour toute fonction
f € C*(X,R), on a l'inégalité suivante :

L2(f) > pT(f) + - (Lf)

On dira que L vérifie la condition de courbure CD(p, ), p € R, si pour toute fonction
feC?(X,R),
I2(f) = pL(f).
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La terminologie de "courbure dimension" est héritée du contexte riemannien, ot L
est I'opérateur de Laplace-Beltrami. Dans ce cadre, le critére est satisfait dés que le ten-
seur de Ricci est uniformément minoré par p et n est supérieur a la dimension de la
variété. On parle alors de variété a courbure minorée, et ce terme a notamment servi
a généraliser le concept a des espaces métriques mesurés, privés de structure différen-
tielle.

Comme il sera développé ultérieurement, cette condition est reliée a de nombreuses
propriétés du générateur L, notamment aux différentes inégalités fonctionnelles qu’il
peut satisfaire. La section suivante traite du cas euclidien, et permettra d’établir les pre-
miers criteres intéressants dans notre situation, notamment sur I’existence des solutions
aux équations différentielles stochastiques.

Le cas de l’espace euclidien

Nous revenons a présent au cas X = R?, du(x) x e V¥dxetL = A — VV - V. Dans
ce cas, les deux opérateurs carrés du champ se réécrivent assez simplement.

Proposition 1.1.15 (Carré du champ euclidien). Soient f,g € C®°(R¢,R). On a alors
[(f,.g) =Vf-Vg T(f)=IVfP

et
Ta(f,8) = (V?f,V?8)us + Vf-V?VVg, Ta(f) = |V?flis + VS V?VVF.

Il apparait que I et I'; sont des opérateurs d’ordre respectif 1 et 2. En fait, I (resp. I'2)
mesure le défaut de dérivation (le fait de satisfaire la formule de Leibnitz) de L (resp.
de LI).

La condition de courbure-dimension CD(p, ) se réécrit alors :

IV s + V- V2VVf 2 pl VAP + (L)

Notons que, dans ce contexte, le tenseur de Ricci est constant égal a 0. La condition de
courbure ne peut plus alors s’entendre de ce point de vue-la, mais est a comprendre en
lien avec le potentiel. En effet, la condition CD(p, o) s’écrit en particulier :

IV2flfls + V- V2VVf > oV,
et on établit alors facilement la proposition suivante.

Proposition 1.1.16 (Condition CD(p, c0)). L'opérateur L satisfait CD(p,o0), p € R, si et
seulement si V2V > ely.

L'inégalité V2V > pl; est a comprendre uniformément sur RY, soit VZV(x) > ply
pour tout x € R

Dans le cas ot p est (strictement) positif, cela revient a la convexité (uniforme) du
potentiel. Dans le cas général (0 € R), le critere indique que le potentiel ne doit pas
étre "trop concave". Avant de traiter des inégalités fonctionnelles liées a la courbure-
dimension, la section suivante établit les principales hypotheses techniques qui seront
utilisées dans la suite, en lien avec L, le semi-groupe ou le potentiel.
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Et la gaussienne dans tout ca? Le cas gaussien est souvent considéré comme le cas
"de référence" pour la courbure dimension. En effet, on a ici V2V = I, donc <, satis-
fait la condition CD(1, o). Comme cela sera développé ultérieurement, la plupart des
propriétés de y; découleront de ce fait directement et les estimations fournies seront,
exceptionnellement, optimales.

1.1.4 Hypothéses techniques

Consciencieusement éludées tout au long de cette introduction, nous établissons
ci-dessous les hypotheses techniques nécessaires pour la suite du travail.

La premiere est que la mesure d’intérét y est une mesure de probabilité. Cela im-
plique nécessairement que e~ € L!(dx).

Une des propriétés importantes utilisées précédemment est la complétude de 1’espace
pour T au sens suivant : il existe une suite de fonctions (x,)x>0 C C*(R% R) telle que
Xn — 1simplementet'(x,) < 1/n pourtoutn € N*. Cette hypothese est satisfaite

n—+0o0
pour R?, mais nécessite d’étre mentionnée pour des espaces moins usuels. C’est elle en
particulier qui permet de compléter le domaine de L et d’inclure les constantes.

Les hypotheses sur le semi-groupe peuvent étre reliées a celles sur le processus.
En effet, la Proposition 1.1.9 assure que, pour (X})¢>o et (P);>0 tels que définis précé-
demment, on a P;f(x) = E[f(X})], sous réserve de 1'unicité de la solution de (E). On
considérera donc cette hypothése pour la suite.

Cette écriture n’est néanmoins valide que si le processus lui-méme existe en tout
temps. En effet, les processus de diffusion existent a priori uniquement jusqu’a un
temps d’explosion T,, qui a priori n’est pas toujours égal a 'infini. Il en est de méme
pour les équations différentielles ordinaires, mais le temps d’explosion est ici une va-
riable aléatoire (c’est méme un temps d’arrét associé a (Ft)t>0). Cette question est en
général tres difficile, mais une réponse simple est apportée par le critére de courbure
dimension. En effet, elle est équivalente a I'hypothese de préservation de la masse
(P:1 = 1), et dans ce cadre, Bakry a apporté la réponse suivante en 1986 [5].

Proposition 1.1.17 (Non-explosion). Soient (P;);>o et (X7)i>o définis comme précédem-
ment. S’il existe p € R tel que L satisfait CD(p, o0), alors le processus n’explose pas.

Cette propriété remarquablement synthétique permet de passer outre les criteres
nécessitant de la régularité sur les coefficients de I’équation (EDS) ou les critéres basés
sur des fonctions de Lyapunov.

La derniere propriété a vérifier est I'ergodicité, qui assure la convergence en temps
long du semi-groupe (comme du processus). Elle peut étre simplement comprise a par-
tir du générateur, en particulier de sa décomposition spectrale. En effet, de méme que
les matrices symétriques peuvent étre décomposées en base orthonormée, les opéra-
teurs de diffusion admettent une décomposition par projecteurs spectraux : pour tout
feD(L),ona:

+o00
Lf= / AdP,f,
0
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ol l'opposé de L est considéré pour avoir un spectre dans R (voir [8], chapitre 3).
L'opérateur Py représente la projection orthogonale dans L?(u) de f sur 'espace ca-
ractéristique associé a A. Le semi-groupe hérite de cette décomposition, via la formule
suivante :

P — /+w —Mdp
tf = e "dP)f.
0

Il est des lors plus aisé de comprendre le comportement en temps long de (P;);>o. En
effet, passer a la limite dans 1’égalité ci-dessus donne :

lim Pif = Eo(f),

t—-+o0

étant donné que e~ — 0 dés que A # 0. Toutes ces limites et identités sont a com-
prendre dans L?(u). Ainsi, P;f converge vers la projection de f sur le sous-espace des
fonctions qui annulent L. Il a déja été établi que les fonctions constantes appartiennent
a ce sous-espace. Or, I'intégrale de f contre y correspond exactement a la projection or-
thogonale de f sur le sous-espace des fonctions constantes. Des lors on dégage le critere
d’ergodicité suivant : le semi-groupe est ergodique des que Lf = 0 implique que f est
constante. Dans ce cas-1a, par unicité, la mesure invariante est également ergodique.

Résumons les hypotheses obtenues :
(H1) ¢V € L!(dx) (mesure de probabilité);
(H2) complétude pour I';
(H3) unicité de la solution de (E);
(H4) CD(p, ), p € R (non-explosion/conservation de la masse);
(H5) Lf = 0implique que f est constante (ergodicité).

Sauf mention contraire, toutes ces hypothéses seront considérées implicitement comme
valides dans la suite. Elles pourront étre affinées ou renforcées au besoin, auquel cas la
nouvelle hypothése sera clairement indiquée.

Dans la partie suivante, nous décrivons les principales inégalités fonctionnelles qui
seront étudiées par la suite, et la derniere partie est dédiée a la présentation des relations
d’entrelacement et des résultats principaux de la these. Encore une fois, sauf mention
contraire, les objets u, L, (P;)¢>0 et (X;)s>0 seront toujours ceux introduits au début de
cette partie.

1.2 Inégalités fonctionnelles

Le but premier de cette these était I’application des techniques d’entrelacement a
I’étude de certaines inégalités fonctionnelles. Cette étude constitue un large pan de
’analyse fonctionnelle, et a depuis longtemps été une thématique tres forte a Toulouse,
notamment depuis la fin des années 80 autour de Dominique Bakry et Michel Ledoux.
La durée de la these ne suffit pas a explorer l'intégralité du domaine, c’est pourquoi
nous nous concentrerons sur deux grandes familles d’'inégalités : les inégalités de Poin-
caré et de Sobolev logarithmique. Elles sont présentées dans la suite, puis reliées a la
condition de courbure-dimension introduite ci-dessus. Les travaux originaux de cette
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thése seront présentés en fin de chapitre, aussi 'ensemble des résultats énoncés ci-apres
seront clairement référencés dans la littérature.

1.2.1 Inégalité de Poincaré

Probablement la plus connue des inégalités abordées, I'inégalité de Poincaré a été
introduite par Henri Poincaré en 1890 dans un article dédié aux équations aux déri-
vées partielles de la physique mathématique [72]. Abondamment développée depuis
lors, elle est devenue un outil proéminent en analyse des équations aux dérivées par-
tielles, mais aussi en analyse spectrale. En effet, elle posséde un lien trés fort avec le
spectre des opérateurs intervenant dans les équations concernées. Généralement for-
mulée dans des espaces de Sobolev sur des domaines de R?, nous nous concentrerons
sur une version légerement différente, mais plus adaptée aux problématiques proba-
bilistes. Une présentation détaillée de la question, ainsi que les preuves des résultats
énoncés ci-dessous peuvent étre trouvés dans [8], chapitre 4.

Généralités
L’idée générale de cette inégalité est de controler la variance d"une fonction par un
terme d’énergie, classiquement la norme L? de son gradient, a travers une constante qui

dépend uniquement de la mesure. On rappelle donc d’abord la définition de la variance
d’une fonction, avant de présenter 1'inégalité.

Définition 1.2.1 (Variance). Soit f € L?(u). On définit sa variance comme son moment
centré d’ordre deux :

Var(f) = [ <f—/Rdfdu)2dﬂ=/Rdf2du— (/Rdfdu>2-

L’'inégalité de Poincaré s’énonce comme suit.

Définition 1.2.2 (Inégalité de Poincaré). La mesure y satisfait une inégalité de Poincaré
de constante ¢ > 0, notée IP(c), si pour toute fonction f € D(E),

Var, (f) gc/Rd IV 2.

La plus petite constante pour laquelle cette inégalité est vérifiée est fréquemment nom-
mée "constante de Poincaré", notée cp(j).

Notons que I'espace des fonctions test considérées est important. En effet, la valeur
de la constante optimale peut dépendre du choix de cet espace, qu’il est donc bon de
fixer. Il est choisi ici pour donner un sens aux deux termes de l'inégalité, le second
étant égal a la forme de Dirichlet £ définie en début de chapitre, et pour permettre les
intégrations par parties.

Comme indiqué ci-dessus, l'inégalité de Poincaré a un lien tres fort avec les inéga-
lités de trou spectral. On dit que 'opérateur —L admet un trou spectral s’il existe ¢ > 0
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tel que pour toute valeur propre A € o(—L) non nulle, [Ag — A| > ¢. La premieére va-
leur propre Ay de —L est connue, et vaut toujours 0, les fonctions constantes étant les
fonctions propres associées. Le trou spectral indique donc que 0 n’est pas un point d’ac-
cumulation du spectre.

Proposition 1.2.3 (Trou spectral). L'opérateur —L admet un trou spectral d’ordre1/c,c > 0,
si et seulement si y satisfait une IP(c).

La preuve de ce résultat ne présente pas de difficultés particuliéres, en s’appuyant
sur la décomposition spectrale introduite plus tot.

Cette équivalence amene a parfois appeler directement 'inégalité de Poincaré "in-
égalité de trou spectral”. C’est en particulier un point tres important de 1’étude spectrale
de L, comme cela sera mis en avant dans les chapitres suivants.

Notons que cette propriété ne dit rien sur le reste du spectre. A ce titre, deux exemples
extrémes illustrent des situations tres différentes :

¢ le cas gaussien : le spectre de Loy est discret (aucune des valeurs propres n’est
un point d’accumulation, et la décomposition spectrale fournit une "vraie" base
hilbertienne de L?(u));

e le cas exponentiel : si y(dx) o e~1*ldx, alors y satisfait une IP(4), et L possede
donc bien un trou spectral, mais le reste de son spectre est continu (on montre
que o(—L) = {0} U[1/4, +c0)), toutes les autres valeurs propres sont des points
d’accumulation.

Ces différents comportements seront plus précisément étudiés dans le chapitre dédié
(voir également [8], §4.1 et §4.4).

La seconde propriété en lien fort avec 1'inégalité de Poincaré est 1’ergodicité. En
effet, I'inégalité de Poincaré assure la décroissance exponentielle de la norme L? du
semi-groupe.

Proposition 1.2.4. La mesure y satisfait une IP(c), ¢ > 0, si et seulement si, pour toute
fonction f € L*(u), pour tout t > 0,

2
= Var,(P;f) < e 2/Var,(f).
2

|pis = [ Fa

Cette preuve repose sur un argument tres classique lié a 1'utilisation du lemme de
Gronwall.

Au regard des liens étroits entre 1'inégalité de Poincaré et les propriétés de L, il est
souvent pertinent de connaitre la valeur de la constante optimale cp(y). Malheureu-
sement, cette derniere est trés rarement accessible explicitement. Certaines propriétés
permettent néanmoins d’en faire des estimations, parfois optimales.

Estimation de la constante de Poincaré

Une des propriétés que l'inégalité de Poincaré a le bon goftit de satisfaire, et qui faci-
lite grandement 1’estimation de la constante éponyme, est la propriété de tensorisation.
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Proposition 1.2.5 (Stabilité par produit). Soient vy et v, deux mesures de probabilité telles
que vy satisfait une IP(cq) et vy satisfait une IP(cp). Alors la mesure produit v = 11 ® v
satisfait une IP(max(cq, ¢2)).

Cette propriété est rendue possible par la structure de mesure produit, qui permet
l"utilisation du théoreme de Fubini.

Cette borne n’est pas optimale en général, mais elle permet de déduire la propriété
de tensorisation : si u satisfait une IP(c), alors pour tout entier n € N*, u®" satisfait
une IP(c). Cette propriété n’est peut-étre pas souvent applicable, mais a I'intérét d’ex-
hiber un comportement adimensionnel de la constante de Poincaré. La valeur de cp(p)
peut en effet, au vu des propriétés énoncées ci-dessus, poser probleme si elle venait a
exploser quand la dimension devient trop grande.

La stabilité de 'inégalité est avantageusement utilisée couplée avec des méthodes
d’estimation de la constante de Poincaré en petite dimension (un ou deux). Ces mé-
thodes seront abordées dans le dernier chapitre, consacrée aux aspects numériques de
cette inégalité.

Des criteres existent néanmoins en dimension quelconque pour obtenir des estima-
tions sur cp(y) hors du cadre produit. Nous traiterons ici de deux d’entre eux, parmi
les plus répandus : le critere de courbure-dimension et les fonctions de Lyapunov.

Proposition 1.2.6 (Critere de courbure-dimension I). Si y satisfait CD(p, c0) pour p > 0,
alors elle satisfait aussi une IP(1/p).

La preuve de cet énoncé fait intervenir une des conséquences les plus importantes
de la condition CD(p, ) : la borne exponentielle sur le gradient du semi-groupe.

Lemme 1.2.7. Supposons que y satisfait CD(p, o). Alors pour toute fonction f € C°(R¥,R),
pour tout t > 0,
VP f| < e P'Pi(|VF]).

La preuve de ce résultat est assez technique, et nous renvoyons le lecteur a [8], §3.3.6,
pour une démonstration précise. On utilisera plus souvent le corollaire suivant, qui
résulte de I'application de I'inégalité de Jensen au lemme ci-dessus.

Corollaire 1.2.8. Sous les mémes hypotheses que le lemme précédent, on a pour tout t > 0,
[VPf[2 < e 'Pi(| V).

Les estimations sur le gradient du semi-groupe rendues permises par la condition
CD(p, o) permettent d’obtenir facilement une inégalité de Poincaré, mais elles néces-
sitent I'hypothese de convexité du potentiel pour étre établies (la nécessité de cette hy-
pothese apparaitra clairement dans le cadre des relations d’entrelacement). Une des
fagons de passer outre cette contrainte est de travailler avec des fonctions de Lyapunov.

Définition 1.2.9 (Fonction de Lyapunov). Une fonction W : RY — [1, 4+0) de classe C?
est une fonction de Lyapunov s'il existe deux constantes 6,b > 0 et un rayon R > 0 tels
que:

LW < —6W + bl r)-
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1.2. INEGALITES FONCTIONNELLES

Proposition 1.2.10 (Bakry, Barthe, Cattiaux, Guillin "08). S’il existe une fonction de Lyapu-
nov W telle que définie ci-dessus et telle que g (o r) satisfait une 1P(cr), alors y satisfait une

inégalité de Poincaré de constante (1 + bcg).

Nous renvoyons le lecteur a [7] pour la preuve. Notons que l'inégalité de Poin-
caré sur la boule est liée, comme nous le verrons plus tard, a un probleme aux valeurs
propres avec conditions aux bords de Neumann. Ce type de résultats est trés puissant
pour démontrer qu'une mesure satisfait une inégalité de Poincaré, mais des estimations
quantitatives de la constantes sont parfois difficiles a déduire. Néanmoins, il permet
d’établir des criteres simples et qualitatifs reliés directement au potentiel V.

Corollaire 1.2.11. Supposons que V satisfait a I'une de ces deux conditions :

1. il existe « > 0 et R > O tels que, pour |x| > R,
(x,VV(x)) > a|x|;

2. ilexistea € (0,1),c > Oet R > 0 tels que, pour |x| > R,
alVV|? = AV >c.

Alors le résultat précédent s’applique.

Ce type de critere est essentiellement qualitatif, et il est difficile de savoir si les
constantes obtenues sont optimales. Il permet néanmoins d’établir 'existence d"une in-
égalité de Poincaré en s’intéressant uniquement au potentiel et en relachant I'hypothese
de convexité de la condition CD(p, ). A titre indicatif, les fonctions de Lyapunov qui
vérifient les conditions sont (entre autres) de la forme e”*l pour la premiere et ¢7V*
pour la seconde.

Et la gaussienne dans tout ca? Le cas gaussien est particulier a double titre. D'une
part le trou spectral est connu explicitement, avec les fonctions propres, et donc la
constante de Poincaré aussi, et d’autre part 'estimation donnée par Bakry-Emery est
optimale.

En effet, comme il sera développé dans le chapitre dédié a I'analyse spectrale, le
spectre de Loy est discret et connu : 0(—Loy;) = N. Le trou spectral est donc égal a 1 et
’espace propre associé est de dimension d. Il est décrit explicitement, engendré par les
formes coordonnées g; : x — x;, i € [1,d]. Le calcul est direct, pour tout x € RY :

—Lougi(x) =-0 +x- e = X; = gi(x).

Il s’ensuit que cp(y;) = 1. Comme indiqué dans la section précédente, la borne donnée
par le critere de courbure-dimension est égale a 1, ce qui coincide avec I'optimal. Ce
cas de figure est exceptionnel, et contribue a ce que 1'on désigne souvent comme le
"miracle gaussien". Notons que la propriété de tensorisation s’applique également a
cette situation. En effet, la mesure gaussienne v, est le produit de d mesures y; pour

-21-



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

lesquelles on montre de méme que cp(y1) = 1. L'estimation donnée par tensorisation
est ici optimale.

Les estimations du Lemme 1.2.7 se déduisent aussi facilement dans ce cas, elles sont
une conséquence de la formule de Mehler. En effet, pour f € C*®(R%,R),ona:

VRif(x) = [V (flxe +yvT=e ) duy)
= e‘t/l;d Vf(xe_t +ym) dva(y),

et le lemme suit en prenant la norme de chaque terme par inégalité triangulaire. L'éga-
lité ci-dessus peut parfois s’écrire VP;f = e 'P;(Vf), ce qui est un évident abus de
notation (& comprendre comme une action coordonnée par coordonnée de P; sur les
d;f, voir le chapitre suivant), mais met en évidence une relation de commutation entre
le gradient et le semi-groupe. Ce type de relation est appelée "entrelacement” entre V
et P, et fera I'objet de la derniere partie de cette introduction.

Outre les techniques précitées ou les cas explicites, comme indiqué plus haut, des
criteres spécifiques existent en dimension 1, dus a la structure particuliere de la droite
réelle (comme le critere de Muckenhoupt), et seront évoqués dans le dernier chapitre.
Nous terminons cette section sur 1'inégalité de Poincaré par une amélioration de celle-
ci : I'inégalité de Brascamp-Lieb [23].

Inégalité de Brascamp-Lieb

Proposition-définition 1.2.12. Si V est strictement convexe (i.e. V2V > 0), alors u sa-
tisfait une inégalité de Brascamp-Lieb : pour tout fonction f € C*(R% R),

Var, (f) < /d V- (V*V) IV fdu.
R
On peut aisément déduire de cette inégalité 1'inégalité de Poincaré sous la condition
CD(p, o).

En effet, si VV > pl;, p > 0, alors (V2V) ! est toujours symétrique définie positive
et vérifie, pour toute fonction f,

1
Vf(VV)TIVf < !;\Vflz-
L’inégalité de Brascamp-Lieb devient alors :

Var(f) < o [V P

ce qui est exactement IP(1/p). L'établissement de cette inégalité fait appel a des rai-
sonnements que nous ne détaillerons pas ici. Elle donne accés des améliorations des
résultats obtenus a partir de 'inégalité de Poincaré, comme il sera discuté plus tard.
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Notons néanmoins que, dans le cas gaussien, les inégalités de Poincaré et Brascamp-
Lieb coincident.

De nombreux raffinements de 1'inégalité de Poincaré existent (super-Poincaré, Poin-
caré a poids, etc.) mais ne seront pas abordés ici. La suite de cette partie traite d’une
autre propriété, de nature assez différente : I'inégalité de Sobolev logarithmique.

1.2.2 Inégalité de Sobolev logarithmique

D’abord introduites dans le contexte de la théorie de l'information par Adriaan
Stam en 1959 [81] puis conceptualisées par Leonard Gross en 1975 [42], les inégalités de
Sobolev logarithmiques (ISL) ont depuis été abondamment utilisées en analyse infinie-
dimensionnelle. Initialement pensées pour établir des propriétés des semi-groupes (au-
tour notamment des travaux de Nelsen [67], Faris [35] ou Federbush [36]), on a depuis
retrouvé leurs traces dans de nombreux domaines (y compris en topologie algébrique,
pour la preuve de la conjecture de Poincaré [69]). Comme son nom le laisse penser,
elle présente des liens avec les plongements de Sobolev, mais aussi avec 1'inégalité de
Poincaré ou la condition de courbure-dimension. Comme pour le paragraphe précé-
dent, nous commencerons par une présentation générale de l'inégalité, avant donner
des criteres d’établissement et de discuter enfin des liens entre inégalités de Sobolev
logarithmiques et de Poincaré. Le lecteur avide de science pourra consulter en [8], cha-
pitre 5 pour tout complément d’information et pour les preuves des résultats énoncés
ci-apres.

Généralités

Les inégalités de Sobolev classiques font apparaitre, a l'instar des inégalités de Hol-
der, des exposants conjugués reliés entre eux par la dimension de 1’espace sous-jacent.
Le but des inégalités de Sobolev logarithmiques est de s’affranchir de cette dépendance.
Elles restent de méme nature que les inégalités classiques (controle d’une fonctionnelle
par une énergie), mais font intervenir une notion d’entropie.

Définition 1.2.13 (Entropie). Soit f : R? — R’ une fonction assez réguliére. On définit
son entropie par le "moment centré logarithmique" suivant :

Ent, (f) = Adflogfdﬂ—AddeIOg </Rdfdy>-

La régularité minimale pour donner un sens a 'entropie est de supposer que f €
L' () et /d fllog fldu < +o0. L'espace de telles fonctions est parfois noté Llog L(u).
R

L’idée de 'inégalité de Sobolev logarithmique est donc de controler ’entropie d'une
fonction par la norme L? de son gradient, via une constante qui ne dépend que de y.
Elle s’énonce comme suit [42].
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Définition 1.2.14 (Inégalité de Sobolev logarithmique). La mesure u satisfait une in-
éqalité de Sobolev logarithmique de constante ¢ > 0, notée ISL(c), si pour toute fonction

feDE),
Ent,(/) <c [ [VfPdn

La plus petite constante pour laquelle cette inégalité est vérifiée est fréquemment nom-
mée "constante de Sobolev logarithmique", notée csy (u).

L'espace de fonctions test est également important. Ici, I'hypothese f € D(E) assure
que les deux termes a la fois sont bien définis et permet aussi les intégrations par parties.

Sil'inégalité de Poincaré était fortement liée au trou spectral de L, 'inégalité de So-
bolev logarithmique peut se comprendre en termes d’information. En effet, si on sup-
pose que f : RY — R est la densité par rapport & y d’une mesure de probabilité v,
alors 'entropie devient :

Ent,(f) = /Rdflogfdy = Dxr(v||p),

ott Dy (v| i) est la divergence de Kullback-Leibler entre y et v. De méme, si on définit
lI'information de Fisher entre y et v par :

VAP
ol = [T,
i = [,
alors 'inégalité ISL(c) devient :
c
De(vlw) < S1v]n).

C’est sous cette forme qu’elle est le plus utilisée en théorie de I'information, une des
premiéres situations ou elle est apparue.

De facon analogue a I'inégalité de Poincaré, I'ISL nous renseigne sur l'ergodicité du
semi-groupe.

Proposition 1.2.15. La mesure p satisfait une ISL(c), ¢ > 0, si et seulement si pour toute
fonction f € L' () d’entropie finie,

Ent, (P:f) < e */“Ent, (f).

La preuve est analogue a celle de la Proposition 1.2.4, elle repose sur la dérivation en
temps du terme de gauche et 1'utilisation du lemme de Gronwall. De nature similaire
a son pendant pour l'inégalité de Poincaré, l'une ou l'autre de ces propriété peut étre
utilisée en fonction de la régularité de la condition initiale f. Notons que la régularité L2
exigée dans la Proposition 1.2.4 est plus restrictive que celle de la proposition ci-dessus
qui est dong, de fait, plus puissante.

L’entropie est, a I'instar de la divergence de Kullback-Leibler, une mesure de dissi-
milarité entre lois de probabilités, et permet donc via la proposition ci-dessus d’établir
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une vitesse exponentielle dans des convergences en loi. A ce titre, le théoréme d’Otto-
Villani décrit une relation entre 'inégalité de Sobolev logarithmique et la distance de
Wasserstein 2. Couplé a la proposition précédente, ce résultat permet d’établir un lien
treés fort entre I'ISL et le transport optimal.

Mentionnons enfin que, dans leur contexte d’introduction par Gross, les inégalités
de Sobolev logarithmiques ont été utilisées pour établir 1'hypercontractivité du semi-
groupe, qui améliore la contraction décrite plus haut. Cette propriété indique non seule-
ment que (P;);>0 est en fait une contraction sur L?(y), p > 1, mais de plus qu’il amé-
liore la régularité de la fonction de départ : si f € LP(u), alors des que t > 0, on peut
trouver q(t) > p tel que P;f € L1!)(u). Dans le méme esprit que la régularisation du
semi-groupe de la chaleur, 'hypercontractivité garantit une régularisation dans L? de
la condition initiale.

De nombreux autres résultats font appel a 1'inégalité de Sobolev logarithmique, il
est impossible de tous les citer ici. Le lecteur intéressé pour consulter avantageusement
[2]. Néanmoins, toutes ces propriétés sont reliées a la constante optimale cgy (), qu'il
est important, sinon de connaitre explicitement, au moins de savoir estimer.

Estimation de la constante de Sobolev logarithmique

Comme cela a été mentionné, la constante optimale de 1'inégalité de Sobolev lo-
garithmique a le bon gotlit de bien se comporter quand la dimension augmente. Le
théoréme de Fubini permet d’établir, comme pour 1'inégalité de Poincaré, le résultat
suivant.

Proposition 1.2.16 (Stabilité par produit). Soient vy et v, deux mesures de probabilité telles
que vy satisfait une ISL(cq) et v, satisfait une ISL(cy). Alors la mesure produit v = 11 @ 1
satisfait une ISL(max(c,¢2)).

Cette propriété implique donc que si y satisfait une ISL(c), ¢ > 0, alors pour tout
n € N*, u®" satisfait également une ISL(c). Bien qu’inapplicable en-dehors du contexte
des mesures produits, ce critére oriente néanmoins les recherches vers une comporte-
ment adimensionnel de la constante optimale. Ce point sera plus amplement discuté
dans le chapitre suivant.

Pour des mesures plus générales, il existe de nombreuses techniques d’estimation
de csr (p). Nous allons ici nous concentrer sur deux d’entre elles : le critéere de courbure-
dimension et la méthode perturbative de Holley-Stroock.

Proposition 1.2.17 (Critere de courbure-dimension II). Si u satisfait CD(p, o0) pour p >
0, alors elle satisfait aussi une ISL(2/p).

La preuve utilise, a I'instar de celle de la Proposition 1.2.6, les estimations sur le
gradient du semi-groupe du Lemme 1.2.7. Sa structure est tres similaire a celle que I’'on
rencontrera dans le chapitre suivant dans le chapitre suivant, dans le cadre duquel on
pourra d’ailleurs retrouver ce résultat.

Comme précédemment, le critere de courbure-dimension permet d’établir facile-
ment une estimation de la constante optimale, bien que celle-ci ne soit en générale pas
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optimale. Mais encore une fois, I'hypothése de convexité exigée sur le potentiel est as-
sez restrictive. Elle peut toutefois étre relachée si y est une perturbation bornée d’une
mesure qui elle-méme satisfait une ISL : c’est le critere de Holley-Stroock (dont une
version assez similaire existe pour I'inégalité de Poincaré).

Proposition 1.2.18 (Holley, Stroock [46]). S'il existe @ : RY — R une fonction continue
bornée et une mesure de probabilité v telle que du o e®dv et v satisfait une ISL(c), ¢ > 0, alors
u satisfait une ISL de constante ce?(suP(®)~inf(®)),

Ce critere peut naturellement se combiner au précédent et se comprendre unique-
ment au niveau du potentiel : s'il existe une fonction uniformément convexe U avec
V2U > ply, p > 0 et une fonction bornée @ telles que V = U + ®, alors u satisfait une
ISL de constante ¢2(suP(®)~nf(®)) /5 Notons que le 2 dans I'expression précédente peut
étre omis sous certaines conditions, voir [8] §5.1.2. La valeur de la constante obtenue
dépend en tout cas fortement de ®, et en fonction du comportement dimensionnel de
cette derniere, la borne exponentielle peut étre loin de 1’optimal. Le chapitre suivant
sera dédié a une exploration plus profonde de ces considérations.

Et la gaussienne dans tout ¢ga? Comme pour l'inégalité de Poincaré, le miracle gaus-
sien se produit pour I'ISL. En effet, la mesure v, satisfait une ISL(2), et la borne donnée
par le critere de courbure-dimension est donc optimale. Plusieurs approches permettent
d’établir ce résultat, la plus simple étant d’identifier les fonctions extrémales en dimen-
sion 1 (celles qui saturent I'inégalité) et d"utiliser la tensorisation.

Si les fonctions linéaires saturaient 1'inégalité de Poincaré, ce sont ici les exponen-
tielles de fonctions linéaires x +— ¢** qui réalisent 1’égalité. En effet, pour f(x) = ", un
calcul direct montre que :

Ent,, (f?) = 2a26*"

et
112 _ 2,247

[ () = a2,
ce qui, combiné & l’estimation de Bakry-Emery cs; (1) < 2, établit 'égalité. Le résultat
en dimension quelconque suit par tensorisation.

De nombreuses autres techniques d’établissement des ISL existent, et certaines se-

ront développées plus avant dans le chapitre suivant. Un des intéréts de 1'inégalité de
Sobolev logarithmique est son lien avec 1'inégalité de Poincaré introduite plus tot.

Lien avec I'inégalité de Poincaré

Il a déja été mentionné que l'inégalité de Sobolev logarithmique est "plus forte" que
celle de Poincaré. Plus précisément, elle implique cette derniere selon les modalités
suivantes.

Proposition 1.2.19. Si y satisfait une ISL(c), ¢ > 0, alors y satisfait également une IP(c/2).
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La démonstration consiste a appliquer I'ISL a la fonction (1 + &f)?, pour f € D(£),
couplée a un développement limité du logarithme.

L’'inégalité de Sobolev logarithmique est en fait "strictement" plus forte que 1'inéga-
lité de Poincaré dans le sens ou toutes les mesures qui satisfont I'inégalité de Poincaré
ne satisfont pas d'ISL. L'exemple le plus connu est celui de la loi de Laplace (ou double
exponentielle). Sa densité par rapport a la mesure de Lebesgue est égale a e~ x| /2, et
elle satisfait une IP(4). Néanmoins, elle ne satisfait pas d’ISL. Ce point peut étre mon-
tré élégamment via la concentration de la mesure, voir par exemple [59].

Notons que ces deux inégalités sont des cas particuliers de ®-entropies (voir par
exemple [8], §7.6), qui permettent par exemple d’interpoler entre Poincaré et Sobolev
via les inégalités de Latata-Oleszkiewicz [58].

Les inégalités présentées sont également étroitement liées a des propriétés d’inté-
grabilité exponentielle, et sont donc des outils de choix dans 1’étude de la concentration
de la mesure. Elles permettent de plus d’établir des plongements des espaces de Sobo-
lev dans certains espaces L*, ainsi que de préciser la structure des espaces de fonctions
lipschitziennes. Ces propriétés, en lien également avec I'inégalité de Sobolev, sont pré-
sentées en détail dans [8], sections 4.4, 5.4 et 6.6., et méritent le coup d’ceil.

Nous terminons cette introduction par un exposé du contexte dans lequel s’inscrit
cette these, ainsi qu'une présentation des principaux résultats obtenus.

1.3 Contexte de la thése et présentation des résultats

Dans cette derniére section, nous introduisons les techniques d’entrelacements dont
le développement fut a l'origine de la présente these. Apres les considérations générales
sur ces relations, un bref état de 1’art est dressé et les résultats originaux sont énoncés,
ainsi que le plan des chapitres a venir.

1.3.1 Relations d’entrelacement
Définition générale

Le nom de "relation d’entrelacement” renvoie a une réalité assez floue et protéi-
forme. L'idée générale est I'étude des relations de commutation entre opérateurs, qui
peuvent étre de natures assez différentes.

Définition 1.3.1 (Entrelacement). Deux opérateurs D;, D, vérifient une relation d’entre-
lacement s’il existe un troisiéme opérateur A tel que pour toute fonction f idoine :

AD; f = DyAf.

La nature des opérateurs peut étre d’'une grande diversité, aucun de ceux-ci n’est
par exemple a priori un opérateur différentiel. En pratique, les opérateurs Dy et D,
peuvent étre donnés, et A permet d’établir une correspondance entre les deux, ou en-
core D et A étre prescrits et la relation donne alors des informations sur D; a partir de
D, si celui-ci présente une forme intéressante.
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Diverses relations de ce genre ont été établies et étudiées au cours du temps, dans de
nombreux domaines, et il n’est ni possible ni pertinent d’en faire la liste, encore moins
de s’intéresser a toutes (995 résultats sur arXiv math pour le mot-clé "intertwining").
Un type particulier a déja été rencontré dans ces pages :lecasout A = V, et D1 = Py, le
semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck. On a vu dans ce contexte que VP, f = e 'P,(Vf),
ce qui, a un abus de notation pres, est exactement une relation d’entrelacement entre P;
et e7'P; via V. Cette expression peut également s’entendre au niveau du générateur :
on aura alors VLoyf = (Lou — I;)Vf, moyennant aussi un abus de notations. Ces
deux relations sont équivalentes et leur généralisation donne lieu a la famille d’entrela-
cements qui nous intéressera dans la suite.

Définition 1.3.2 (Entrelacement gradient-générateur). Soit L un générateur markovien.
On dit qu'il existe une relation d’entrelacement gradient-générateur pour L s’il existe un
opérateur L tel que pour toute fonction f assez réguliére :

VLf = L(VS).

De méme, si (P;)¢>0 est un semi-groupe markovien, on dit qu'il existe une relation d’en-
trelacement gradient-semi-groupe s'il existe un autre semi-groupe (P;);>o tel que pour
toute fonction f assez réguliére et pour toutt > 0:

VP f = P,(VF).

C’est a la lumiere de cette derniere identité que 1’on peut comprendre le mieux la
terminologie d’entrelacement. En effet, cette derniere est héritée de la théorie des re-
présentations, ol un opérateur d’entrelacement permet de passer d"une représentation
d’un groupe donné a une autre (et de les conjuguer si I’entrelacement est un isomor-
phisme). Ici, on considére des représentations du semi-groupe (R, +), d'une part sur
I'espace vectoriel des fonctions continues (f — P;), d’autre part sur celui des champs
de vecteurs continus (t — P;). On passe de 'une a 'autre via V, qui est bien linéaire.
Les relations d’entrelacement sont dong, a ce titre, de vraies relations d’entrelacement
de représentation de (semi-)groupes.

En-dehors du cas spécifique de la dimension 1, sur lequel nous reviendrons, les opé-
rateurs P et £ agissent en général sur des objets différents des semi-groupe et opérateur
d’origine. A cette fin, on définit les opérateurs et semi-groupes diagonaux, qui agissent
sur les champs de vecteurs, dans un formalisme similaire a celui de [3].

Définition 1.3.3. Soit F € C*(R% R?) un champ de vecteurs. On définit le générateur
diagonal L par :
LF = (LF)jcp,a-

De méme le semi-groupe diagonal (P;)>o, si F est de surcroit a support compact :
PiF = (PiF)icpyd)-

—-28 —



1.3. CONTEXTE DE LA THESE ET PRESENTATION DES RESULTATS

Les domaines de définition de ces opérateurs sont analogues a leurs pendants agis-
sant sur des champs scalaires, de méme les normes induites, construites par produit
tensoriel de la norme || - ||L. Une fagon parfois intéressante de voir ces opérateurs est de
les représenter sous forme matricielle :

auquel cas l'action de £ sur les champs de vecteurs peut se voir comme un produit
matriciel (dont la forme implique la terminologie de "diagonal"). Le semi-groupe se
comprend alors comme 'exponentielle P; = exp(t£), dans un sens analogue a l'expo-
nentielle matricielle classique. Ces notations nous permettent d’écrire I'entrelacement
gaussien sans abus.

Proposition 1.3.4 (Entrelacement gaussien). Pour toute fonction f € D(L),
V8iouf = (Lou — 1) Vf,
et pour tout t > 0, avec Py le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck,
VPif = e 'Py(Vf).

On retrouve immédiatement les estimations du Lemme 1.2.7. L'enjeu est alors de
parvenir a généraliser cette relation a d’autres mesures, y compris quand le semi-groupe
n’est pas explicite. La forme de l'entrelacement n’est alors plus aussi simple, le semi-
groupe d’intérét est de nature assez différente, et nécessite I'introduction des opérateurs
de Schrodinger Feynman-Kac.

Définition 1.3.5. Soit M : R? — M, (R) une application mesurable. Pour F € C*(R“,R9),
on définit 1'opérateur de Schrodinger associé a L et M par :

LME = LF — MF,

ot MF est le produit matrice-vecteur classique. Le semi-groupe associé (PM);>o est
appelé semi-groupe de Feynman-Kac et est défini comme le flot de ’équation 9;u = LMu.

Il est important de remarquer que, a priori, les opérateurs LM et PM ne sont pas
markoviens. En effet, si 1 désigne le champ de vecteurs constant égal a 1, on a £LM1 =
—M1 # 0 (sauf si 1 € ker M(x) pour tout x € R?, ce qui est faux en général), et donc
a priori PM1 # 1 pour t > 0. C’est visible dans le cas gaussien : Egul =—-1#0et
e Pyl = 71 # 1. On dit alors que (PM) > est sous-markovien. Les propriété de semi-
groupe et de continuité continuent néanmoins d’étre vérifiées. En particulier, ce cadre
permet d’écrire les relations d’entrelacements pour des générateurs non gaussiens.
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Proposition 1.3.6 (Entrelacement général). Soit f € D(L),ona:
VLf = LVVVf

et pour tout t > 0 :
VP, f = PYVVY.

Notons que la deuxieme égalité est en réalité une conséquence directe de la pre-
miere et de la définition des semi-groupes de Feynman-Kac, et n’apporte en soi aucune
information. Ce type de formule est bien étudié depuis longtemps en géométrie dif-
férentielle et en physique mathématique, et peut étre relié au laplacien de Hodge et
a la formule de Bochner-Lichnerowicz-Weitzenbock en géométrie riemannienne (voir
par exemple [21]) ou aux laplaciens de Witten en mécanique statistique (voir [44]). Des
travaux récents d’Elworthy et Li reprennent également ce principe, voir par exemple
[33]. Notons que la "version originale" de 1’équation de Schrodinger fait intervenir des
fonctions a valeurs scalaires, pour lesquelles une écriture simple est disponible.

Proposition 1.3.7. Soit m : RY — R une application mesurable et f € C®°(R?,R). Alors
le flot (P}")i>o de I'équation 9, = Lu — mu pour u(0,-) = f est donnés pour tous t > 0 et
x € RY, par la représentation :

P'f(x) = E [f(X)e™ lomX],

oit (X} )0 est le processus de diffusion introduit au début.

Un des premiers enjeux des chapitres a venir est de discuter une extension de cette
représentation a des situations plus générales. Un de ses principaux intéréts, couplée
aux relations d’entrelacement, est de fournir une étape intermédiaire dans les estima-
tions du Lemme 1.2.7, pour laisser notamment place & d’éventuelles améliorations. A ce
titre, un dernier outil mérite d’étre introduit ici : la h-transformation, ou transformation
de Doob (voir [8], section 1.15).

Définition 1.3.8 (Transformation de Doob). Soit & : R? — R une fonction assez ré-
guliere. On définit la h-transformée (ou transformée de Doob) de L, pour toute fonction

feD(L),
1
L.f = EL(hf )-
De méme, le semi-groupe associé <Pt,h)t20 s’écrit, pour t > 0,

Pof = 1 Pi(f).

Comme cela sera abordé dans la suite, I'intérét de cette transformation est double :
d’une part, insérée dans la preuve du Lemme 1.2.7, elle permet d’améliorer la borne
obtenue, et d’autre part elle facilite les changements de mesure qui, au niveau des pro-
cessus, permettent d’obtenir des informations.

-30-



1.3. CONTEXTE DE LA THESE ET PRESENTATION DES RESULTATS

D’une certaine facon, la transformation de Doob peut étre vue comme une rela-
tion d’entrelacement : si on note 7, 'opérateur de multiplication par h, alors la h-
transformation peut se réécrire :

Tth = L(Thf).
En ce sens, L, peut étre considéré comme le conjugué de L par 1’action de groupe mul-
tiplicatif de C% (R%,R) : i — T,. Notons que, en général, le générateur obtenu n’est pas
markovien, mais un bon choix de fonction & peut néanmoins amener a des résultats
intéressants.

La section suivante propose un survol des résultats récents impliquant les outils
présentés ci-dessus, avant de clore 'introduction par une présentation des résultats
obtenus lors de la these.

Etat de 'art

Cas discret Des relations d’entrelacements ont été établies dans le cadre des proces-
sus de naissance et de mort discrets. La plupart des définitions se transposent a ce cas
discret, via des opérateurs aux différences.

Dans ce contexte, des relations de commutation ont été démontrées des 2013 par
D. Chafai et A. Joulin pour les processus de naissance et de mort, et une condition de
courbure exprimée en terme de distance de Wasserstein a permis d’obtenir une borne
sur la constante optimale de Poincaré et des inégalités de ®-entropie pour ces proces-
sus. De plus, les semi-groupes de Feynman-Kac ont été définis et utilisés pour obtenir
des propriétés de contraction sur le semi-groupe de Markov associé. Des résultats ont
également été obtenus autour de certaines files d’attente, voir [25].

Dans un cadre analogue, B. Cloez et C. Delplancke ont utilisé ces mémes outils
appliqués a la méthode de Chen-Stein, pour obtenir des vitesses de convergence en
temps long pour de nombreux processus discrets (files d’attente, Galton-Watson, etc.).
Ces résultats sont basés sur les travaux antérieurs de Chen et Barbour autour de la
méthode de Stein, travaux qui laissent percevoir une ouverture analogue dans le cadre
des diffusions (voir [26]).

Cas des diffusions C’est néanmoins dans le cadre des diffusions que le plus de tra-
vaux ont été menés. Les premiers résultats en dimension 1 par M. Bonnefont et A. Jou-
lin ont pu mettre en évidence le lien entre relation d’entrelacement et transformation de
Doob et ont permis a ce titre de retrouver et d’améliorer certains résultats, notamment
autour du trou spectral ou des inégalités de Sobolev logarithmiques et Brascamp-Lieb
[18]. En particulier, des estimations semblables au Lemme 1.2.7 ont été redémontrées
simplement a partir des semi-groupes de Feynman-Kac, comme il sera développé dans
le chapitre suivant.

Plus récemment, ces résultats ont pu étre utilisés, toujours en dimension 1, pour al-
ler au-dela des estimations de trou spectral. En considérant la caractérisation de Courant-
Fisher pour les valeurs propres et des transformations de Doob bien choisies, les au-
teurs ont obtenu des encadrements sur les valeurs propres des opérateurs de diffusions,
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ainsi que des estimations sur les écarts entre deux valeurs propres consécutives [17].
Une généralisation de cette méthode en dimension supérieure est discuté en chapitre
deux.

Notons que ces résultats en dimension 1 peuvent également trouver écho en di-
mension plus grande, par exemple pour des potentiels a symétrie sphériques (tels que
V = V(] -|)), ot I'on peut se ramener a une étude unidimensionnelle [20], ou encore
dans le cas des mesures produits.

L’étude en dimension supérieure de ces relations a également apporté des résultats
variés, tant autour des inégalités de covariance, Poincaré ou Brascamp-Lieb [3], que
de l’étude spectrale des opérateurs de diffusion [19]. Dans ce cas, la transformation
de Doob peut prendre deux aspects différents : une transformation scalaire telle que
présentée dans la Définition 1.3.8, ou une transformation matricielle, donnant lieu & un
gradient a poids. Ces relations de commutation spécifiques ne seront pas traitées ici
mais, a titre indicatif, des résultats semblables au suivant peuvent étre obtenus.

Proposition 1.3.9 (Arnaudon, Bonnefont, Joulin [3]). Soit A : R — GL4(R) une applica-
tion différentiable telle que LA~ est symétrique (compris comme L appliqué a A~ élément par
élément). Si V2V — (LA™Y A > ply, p € R, alors il existe un semi-groupe de Feynman-Kac
(Qt,4)¢>0 tel que pour toute fonction f € C*(R%,R),

AVPif = Q1 a(AVf).

Nous verrons dans le chapitre suivant que de tels résultats sont de nature assez
différente de 1’application de la transformation de Doob au semi-groupe de Feynman-
Kac introduit précédemment. En particulier, les propriétés du commutant de A peuvent
avoir une influence sur les théoréemes de représentation disponibles.

Les travaux menés dans le cadre de cette these se situent entiérement dans le cadre
des processus de diffusion. Les principaux résultats ainsi qu'un plan d’ensemble de la
thése sont présentés dans la section suivante, qui clot cette introduction.

1.3.2 Présentation de quelques résultats et plan de la thése

Le but de cette these est d’appliquer les relations d’entrelacement introduites ci-
dessus aux différents objets mentionnés en introduction, et plus spécifiquement a 1’ana-
lyse spectrale et aux inégalités de Sobolev logarithmiques. Les résultats seront présen-
tés en trois chapitres. Le premier traite des inégalités de Sobolev logarithmiques, le
second de I'analyse spectrale, et le dernier s’intéresse spécifiquement aux aspects nu-
mériques du trou spectral en petite dimension.

Inégalités de Sobolev logarithmiques

Ce premier chapitre se base sur [83], article publié en 2021 dans Electronic Journal of
Probability. Le but de ce travail était d’établir un nouveau critere et une nouvelle esti-
mation de la constante optimale des inégalités de Sobolev logarithmiques, dans l'idée
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de dépasser le critére de courbure-dimension de la Proposition 1.2.17. A cette fin, on
introduit dans la formule du semi-groupe un processus perturbé par I'entremise du
théoreme de Girsanov, qui permet de compenser le manque de convexité du potentiel.
Le premier résultat obtenu dans ce sens est un théoreme de représentation des semi-
groupes de Feynman-Kac qui peut s’énoncer comme suit.

Théoreme. Soit a une fonction réelle assez réguliere. 1l existe deux processus stochastiques
réels (Xiq)r>0 et (Riq)i=0 et un processus stochastique a valeurs matricielles (JX*)i>o (qui
dépendent également tous de (X;)s>0) tels que pour toute fonction f réquliere, on a pour tout
t>0:
- 2
PYV (V) = E[Rea)i*V f(X1a)],

oit (PY V)50 est le semi-groupe de Feynman-Kac de la Proposition 1.3.6.

Ces processus seront explicités par la suite. Ce résultat (intermédiaire mais déja
intéressant en soi) permet d’introduire un degré de liberté a travers une fonction de
perturbation. On en déduit une nouvelle borne "perturbée" x, sur V2V, similaire a celle
présente dans la condition de courbure-dimension, qui donne lieu au nouveau critere
ci-dessous.

Théoreme. Soit a une fonction réelle assez réguliere telle que x, > 0, alors y satisfait une
inégalité de Sobolev logarithmique avec cr (i) < Ca/Ka, pour une certaine constante C, > 0
qui ne dépend que de a.

L’'introduction de la fonction de perturbation permet de compenser le manque de
convexité du potentiel. Un exemple simple d’application peut étre trouvé avec le po-
tentiel quadrique : V = | - |*/4. La hessienne de ce potentiel s’annule en 0, et sort donc
du cadre d’application du critére de Bakry-Emery du fait de ce seul point. Le compor-
tement de la constante optimale n’est a ce jour pas connu, en particulier concernant
sa dépendance en la dimension. Le critere ci-dessus permet néanmoins d’établir une
borne sur cette constante qui ne dépend pas de la dimension.

Un autre exemple est traité, ainsi que la restriction de I'inégalité aux fonctions mo-
notones, cas dans lequel la constante obtenue peut étre améliorée.

Analyse spectrale

Le chapitre suivant est basé sur un travail en cours de rédaction, en collaboration
avec M. Bonnefont et A. Joulin, qui a pour but d’établir des estimations fines sur les
valeurs propres des opérateurs de diffusion. Un résultat récent d’Emanuel Milman [63]
établit que la comparaison des hessiennes présente dans le critére de Bakry-Emery in-
duit une comparaison des spectres des opérateurs impliqués. Plus précisément, en uti-
lisant des outils de transport optimal, il montre que les valeurs propres d"un opérateur
qui satisfait une condition CD(p, o), pour p > 0, se comparent a celle d'un générateur
d’Ornstein-Uhlenbeck, qui sont explicites.

L’idée est alors de retrouver ce résultat en travaillant directement sur le générateur.
A cette fin, une structure algébrique est déployée pour définir une nouvelle relation
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d’entrelacement : I'entrelacement de Riesz. De nature légerement différente de celle
présentée dans cette introduction, elle fait intervenir les transformation de Riesz, qui
sont des isométries de L2. Ces dernieres permettent d’estimer les valeurs propre d"un
opérateur de diffusion L tel que défini ci-dessus par dérivations successives. On obtient
ainsi le résultat suivant.

Théoréme. Supposons que V2V > pl; pour un certain p > 0. Il existe une suite croissante
d’entiers (a,) >0 telle que pour tous k,n € N tels que a, < k < a,41,

Ak(—=L) > (n+1)p.

Ce résultat n’est pas en 'état aussi précis que celui de Milman, mais 1’approche
utilisée est plus constructive, et laisse a priori de nombreux degrés d’améliorations.

La dimension des espaces propres associés est également discutée, en relation no-
tamment avec les travaux récents de Bo’az Klartag [54] sur le sujet. On discute dans une
derniere partie de 'optimalité de ce résultat, ainsi que d’éléments sur I'estimation de la
suite d’entiers sus-mentionnée.

Aspects numériques de I'inégalité de Poincaré

Le dernier chapitre est basé sur un travail en cours de rédaction en collaboration
avec Aldéric Joulin et Olivier Roustant. Commencé sous forme d'un projet étudiant
donné a I'INSA Toulouse, il vise a développer des outils d’analyse de sensibilité hors
du contexte classique d’indépendance. Ce domaine des statistique s’intéresse a 1'in-
fluence des variables d’entrées sur la sortie d’un systéeme, représenté le plus souvent
par une fonction, ces dernieres étant supposées (pour diverses raisons) aléatoires. Cette
influence peut étre déterminée par plusieurs indices de sensibilité, dont ceux de Sobol’
et ceux basés sur la dérivée de la fonction du systeme (DGSM). L'intérét de ces deux
familles est qu’elles sont liées par la constante de Poincaré des différentes lois en jeu.

Le contexte classique d’étude de ces problémes est le cas d’entrées mutuellement
indépendantes. Il permet entre autres de se ramener a 1’étude de lois (et donc d’'inéga-
lités de Poincaré) unidimensionnelles. Les calculs numériques des différents indices
et des constantes de Poincaré sont donc possibles par différences finies. Ce cadre est
néanmoins éloigné (la plupart du temps) de la réalité, et 1’objectif de ce travail était de
s’en affranchir. Pour permettre les approximations numériques des inégalités de Poin-
caré, I'hypothese d’indépendance a été relachée en supposant que les variables sont
regroupées par paires de variables dépendantes, et que ces paires sont elles-mémes
mutuellement indépendantes. On se ramene ainsi au calcul de constantes de Poincaré
bidimensionnelles. On discute dans ce contexte de la conjecture suivante, largement
validée par I'expérience.

Conjecture. Soit y la loi d’un couple de variable aléatoires (X,Y) de covariance Cov(X,Y) =
0(x,y) = 0. Alors cp(p) croit avec o(x y).

Notons que cette conjecture est un théoréme dans le cas gaussien, comme il sera
démontré grace a la théorie de Barky-Emery.
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Ce chapitre présente donc d’abord les bases d’analyse de sensibilité, puis la mé-
thode développée et les outils utilisés (essentiellement la bibliothéque FEniCS pour Py-
thon et le mailleur éléments finis GMSH) pour identifier de telles constantes de Poin-
caré. Cette méthode est ensuite testée sur I'exemple d'un modéle de crue simplifié,
déja utilisé dans le cas de variables indépendantes. Les performances numériques sont
également discutées, tant d'un point de vue du temps de calcul que dans la perspec-
tive d’un contexte de parcimonie. Les différents aspects de la méthode sont amplement
illustrés, et je me ferai un plaisir de transmettre les codes sur simple demande, dans
l’attente d"une mise a disposition publique en ligne.

—-35—



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

—-36 —



Chapitre

Représentation des semi-groupes de
Feynman-Kac, application aux
inégalités de Sobolev logarithmiques

ANS CE DEUXIEME CHAPITRE, nous nous intéressons a la version semi-groupe des
relations d’entrelacement. Bien qu’équivalente a la version générateur, les deux
s’utilisent parfois dans des cadres différents. Le but est ici de les appliquer a des semi-
groupes bien choisis afin d’adapter des estimations similaires a celles du Lemme 1.2.7
ou a la preuve de la Proposition 1.2.17 dans des situations plus complexes.

Le point central dans ces preuves sera l'introduction d"une représentation proba-
biliste des semi-groupes de Feynman-Kac introduits en Définition 1.3.5, couplés avec
une transformation de Doob bien choisie, qui fournissent de nouvelles estimations sur
les gradients des semi-groupes. Ces résultats de portée assez générale sont exposés en
premiére partie, apres quelques rappels de calcul stochastique.

La seconde partie est consacrée a 1’application de ces résultats aux inégalités de
Sobolev logarithmiques, introduites dans la Définition 1.2.14. Ce chapitre est largement
basé sur l’article [83].

Sauf mention contraire, les objets V, p, L, (P;)¢>0 et (X})>0 seront ceux introduits
dans le chapitre précédent.
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2.1 Représentation des semi-groupes de Feynman-Kac

Le but de I'article [83] était de fournir un nouveau critere pour garantir 1'existence
d’une inégalité de Sobolev logarithmique et estimer la constante optimale. L'idée gé-
nérale était alors, en utilisant relations d’entrelacement et transformations de Doob,
de démontrer dans un cadre plus général des estimations sur le gradient des semi-
groupes, de méme nature que celles du Lemme 1.2.7, permettant de généraliser le cri-
téere de courbure-dimension (Proposition 1.2.17). Deux éléments sont alors nécessaires a
l'établissement de ces estimations : la représentation probabiliste des semi-groupes de
Feynman-Kac, qui permet I'introduction d"une fonction de perturbation via le théoreme
de Girsanov, et une notion adéquate de courbure, qui généralise celle de Bakry-Emery.

Nous commencerons cette section par des rappels de calcul stochastique, suivis
d’une heuristique unidimensionnelle, qui permettra d’établir un lien avec Bakry-Emery
a moindre frais techniques, puis énoncerons et prouverons le théoreme de représenta-
tion, avant d’établir les estimations de gradient attendues.

2.1.1 Eléments de calcul stochastique

Le théoreme de représentation au coeur de ce chapitre est basé sur le théoréme de
Girsanov, qui sera rappelé en temps utile. On notera dans la suite (B;)>( le mouvement
brownien standard sur R?, dont on pourra trouver une description par exemple dans
[73] (ainsi que de nombreuses informations complémentaires). Il permet de définir les
équations différentielles stochastiques mentionnées dans 1'introduction :

dYt = f(Yt)dt + g(Yt)dBt,

avec f et ¢ des fonctions de classe C!. La notation différentielle ci-dessus ne traduit pas
la dérivation, mais est un raccourci commode pour la formulation intégrale :

Y, :Yo—l—/otf(Ys)ds—i—/Otg(Ys)st.
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Le principal outil de calcul stochastique nécessaire pour la suite est la formule
d’Ito [50], qui s’énonce dans ce contexte comme suit.

Proposition 2.1.1 (It6 pour les équations différentielles stochastiques). Soient f € C?(R%,R)
et (Yi)t=0 la solution de I'équation différentielle stochastique :

dYt = O'(Yt)dBt + b(Yt)dt,

avec o € C*(R%,R) et b € C'(R?,R?). Alors :
aF(Y) = o(¥)VF (%) -dBy + | so(YPAF(X) + VA(X) -b(Y:) | .

Il existe de nombreux variantes et sous-cas de 1’équation ci-dessus. Le plus courant
est de considérer une fonction ¢ a valeurs dans les matrices symétriques définies po-
sitives. Dans la suite, nous prendrons plutot, comme décrit au début, o = V2 (pour
éviter le 1/2 dans la formule d'Itd) et b = —VV. On retrouve alors I'équation (EDS) :

dX; = V2dB; — VV(X;),
et on obtient la formule synthétique suivante :

df(X:) = V2Vf(X;) - dBy + Lf(X;)dt.

Cette derniére formule sera la plus utilisée dans la suite. Rappelons également que
les hypotheses techniques considérées (plus particulierement (H4)), assurent que le pro-
cessus solution de (EDS) existe en tout temps.

2.1.2 Heuristique scalaire

Cette heuristique correspond en fait au contexte initial dans lequel Mark Kac a établi
sa célebre formule [53] (inspirée par 1’étude des opérateurs de Schrodinger par Richard
Feynman). Parfois énoncée dans le cadre des équations différentielles rétrogrades ("ba-
ckward" en anglais, avec une fleche du temps inversée, cadre qui ne nous intéresse pas
ici), elle s’énonce simplement pour des équations antérogrades ("forward" en anglais).

Proposition 2.1.2 (Formule de Feynman-Kac). On considere l'opérateur de Schrodinger
L = L — U, oix U est un potentiel multiplicatif scalaire assez régulier. On définit u comme la
solution de dyu = Lu, avec condition initiale u(0,-) = f continue bornée. Alors pour tous
t>0,xeRY,

u(t,x) =E [f(Xf)e’ I U(Xg)ds} .

Démonstration. La preuve repose sur la formule d’Itd pour les diffusions, couplée a 1'in-
tégration par parties pour les processus et aux équations de Kolmogorov pour les semi-
groupes. Plus précisément, si on note

Ar = exp (— /Ot U(X§)ds> ,
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on cherche a montrer que P:f := E[f(X})A;] satisfait 9;P;f = P;Lf. Cela se fait en
utilisant la formule d’Ito.

En effet, on a d'une part dA; = —U(X})Adt, et d’autre part la formule pour les
diffusions :

df(X¥) = V2V f(X}) - dB + LF(X{)dt.

Comme U est régulier, A; est un processus a variations bornées, il s’ensuit :

d(f(XF)Ar) = df (X{) A+ f(XF)d A
= V2ANVF(X}) - dB; + (LF(XF) — U(XP) f(XF)) At
= V2AVF(XF) -dB; + LF(XF) A,

et en prenant l’espérance :

t t t
P.f—E U V2AN f(XY) - dBy + / I:f(X;‘)Asds] —E [/ I:f(X;‘)Asds] ,
0 0 0
entendu que l'intégrale brownienne est nulle. Cela donne donc :

oiP:f = E[Lf(X})As] = PiLf.
>

Ainsi, la solution de 9;u = Lu est bien donnée, pour t

0 thRd,par
u(t,x):E[f(Xx e~ hoU ]
[ |

Avec la notation des semi-groupes de Feynman-Kac introduite en Définition 1.3.5,
cela s’écrit pour toutt > 0:

P f = E [f(Xi)e™ b O],

la notation P; étant réservée aux semi-groupes a valeurs vectorielles.

Notons que ce semi-groupe admet une interprétation intéressante en termes de pro-
cessus tués (ou absorbés), dans le cas out U est une fonction positive (présentée par
exemple dans [18]). Considérons une variable aléatoire ¢ de loi exponentielle de para-
metre 1 indépendante de (X;)¢>o et définissons :

¢ = 1nf{t>0 / ds>s}

On peut définir (X;);>¢ le processus tué au temps &, avec cimetiére d, comme
X = Xily<gy + 01 gy.
Alors pour toute fonction f réguliere a support compact et t > 0, on a l'identité
Ptuf = E[f(X})].
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En effet, f étant a support compact, on a pour tout t > 0,
E[f(X:)] = E[f (X)) 1<),

t
et {t <&} = {/ U(Xs)ds < e}, soit en conditionnant par (F;);> la filtration natu-
0
relle de (X;)s>o,

E[f(X:)1y<s] = E :f(Xt)l{fO’u(Xs)dsge}}

—E :f(Xt)P <s > /Ot U(X;)ds \ E)]
= E[f(Xp)e™ b U] — PiIF.

Une telle interprétation n’est malheureusement pas disponible dans le cadre des rela-
tions d’entrelacement introduites en Proposition 1.3.6. Elle subsiste néanmoins dans le
cas de la dimension 1.

Dans ce cas particulier, les relations d’entrelacement sont explicites.

Proposition 2.1.3 (Entrelacement en dimension 1). Pour toute fonction f € C®(R,R),
pour tout t > 0,

(Pif) =P} (f").

La preuve est immédiate en calculant la dérivée du générateur. On retrouve dans
ce cas immédiatement les estimations du Lemme 1.2.7. En effet, si V/ > p > 0, on a

t
/ V" (X;)ds > pt, et donc
0

(Buf)| < e PBy(1f).

L'étape intermédiaire de 1’écriture explicite de (P;f)’ est néanmoins importante. Comme
cela a été largement discuté dans [18], elle permet d’apporter des améliorations au cri-
tere de courbure-dimension en fournissant des estimations de gradient dans des cas o1
I'hypothese de convexité est relachée. L'enjeu de la représentation dans le cas général
est alors double : comprendre la structure des semi-groupes de Feynman-Kac généraux
et permettre une amélioration du critere de courbure-dimension, via une approche per-
turbative.

2.1.3 Régularité du processus et flot tangent

L'utilisation de la formule d’Itd dans la preuve du théoreme précédent est un outil
fort commode quand la forme de l'intégrande est connue, mais il existe un autre outil,
plus spécifiquement adapté aux entrelacements avec le gradient : le flot tangent.

Définition 2.1.4. On appelle flot tangent a L (ou a (P¢)¢>) le flot sur R de 1’équation
o = (L —V?V)u. (2.1)
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Notons que la solution de cette équation est a valeurs vectorielles. La terminologie
de flot tangent vient de la relation d’entrelacement de la Proposition 1.3.6 :

VL = VY.

Dans un cadre riemannien, cela correspond non plus a une action de R, sur I’ensemble
des trajectoires sur la variété, mais bien a une action sur les applications du fibré tan-
gent, d’ou I'appellation.

Comme nous 1'avons vu ci-dessus, le flot tangent s’exprime facilement en dimen-
sion 1, dans la mesure ou gradients et fonctions sont essentiellement de la méme na-
ture. Ce n’est plus le cas en dimension supérieure, out 'exponentielle de la formule de
Feynman-Kac laisse place & un processus matriciel.

Théoréme 2.1.5. Il existe un processus (JX)i>o continu a valeurs matricielles tel que pour tous
champ de vecteurs F € C®°(RY,R%), t > 0,

PYVE = E[JXF(Xy))-

Démonstration. On consideére la condition initiale x € R? pour (X});>0. Lidée de preuve
est semblable a la précédente. Il faut néanmoins identifier ici le processus en jeu. Une
approche naive consiste a dériver I'équation différentielle stochastique satisfaite par
(X{)t>0, en écrivant

t
X¥ = x + V2B, —/ VV(XY)ds.
0

On a dong, pour tout t > 0,
t
Jac, XF = I — / Jac, XF V2V (X}) ds.
0

On définit alors (JX);>o comme la solution de 1'équation différentielle ordinaire :
dJf* = —J{ V2V (Xy)dt, 2.2)
avec la condition initiale ]8( = I; (indépendante de (X{)t=0)- On pose alors, pour t > 0,
PiF = E[J{F(X1)],

et le but est de montrer que o/P,F = 75t£V2VF . Pour cela, dans le méme esprit que la
preuve précédente, on se ramene a l'utilisation de la formule d’It6. Elle s’écrit pour le
champ de vecteurs F :

dF(X;) = V/2Jacy FdB; + LF(X;) dt,

o, pour rappel, £ désigne le générateur diagonal associé a (X¢);>o. De plus, le proces-
sus (JX)s>0 ainsi défini posseéde des trajectoires continues a variations bornées (d’apres
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les hypotheses sur V, voir par exemple [73] V.7). La formule d’Itdc donne alors

d(J{F(Xy)) = dJiF(Xe) + ] dF(X;)

= —JXVAV(X)F(Xi)dt + V2] }Jacy, FdB; + JX LF(X;) dt

= V2]XJacy FdB; + JX LV VF(X;) dt.
L'espérance de l'intégrale brownienne ci-dessus est nulle, et on a donc

P = E[JXLYVE(X,)] = P(LYVE),
Par unicité, il s’ensuit : . )
Py VE = PiF = E[JFF(X))].
n

Plusieurs remarques s'imposent a la suite de cette preuve. La premiére concerne
I"unicité de la solution du flot tangent. Celle-ci est relativement facile a établir : consi-
dérons deux solutions uq et uy de (2.1) issues de la méme condition initiale. Si on note,
t>0,

g(t) = llua(t, ) —ua(t, )3,

alors

LYY (ur(t, ) — ualt, ), ur(t,-) — ua(t,-))
(L(ur(t,-) — ua(t, ), ur(t, ) — ua(t, )
—2(V2V (uy(t,-) —ua(t, ), ur(t,-) — uz(t,-)).

g(t) =2
=2

L'opérateur L est, a l'instar de L, semi-défini négatif, donc le premier produit scalaire ci-
dessus est négatif. De méme, par hypothese il existe p € R (pas nécessairement positif)
tel que pour tout x € RY, V2V (x) > pl;, ona donc:

g'(t) <0—20(ui(t,-) —ua(t,-),ua(t,-) —ua(t,-)) = —208(t).
Le lemme de Gronwall assure alors que pour tout t > 0,
g(t) <g(0)e " =0,

car g(0) = |ju1(0,-) — u2(0,-)||5 = 0 par hypothese sur la condition initiale. Comme on
le voit, I'hypothese sur V assure non seulement la non-explosion du processus (Xt)t=>0,
mais ici également 1'unicité de la solution a I’équation du flot tangent. C’est un point
technique vite établi, mais qui a le mérite d’apporter une certaine sérénité méthodolo-
gique.

La deuxieme remarque est naturellement la comparaison avec le cas unidimension-
nel. Ici, le processus (J);>0 joue le role de 'exponentielle de la Proposition 2.1.2, I'équa-
tion satisfaite par (A;);>0 est de méme nature que (2.2). Malheureusement, 1’écriture
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exponentielle n’est que rarement accessible dans le cas général : elle ne I'est que si pour
tous x,y € RY, les matrices V2V (x) et V2V (y) commutent.

Deux cas particuliers qui satisfont cette condition méritent d’étre mentionnés : le cas
ot V2V est constante (le potentiel est polynomial de degré au plus deux) et le cas des
mesures produit. En effet, si y = py1 ® - - - @ py, il existe Vi, ..., V; d potentiels tels que

V(x) = iVi(xi), x € R%,

1
et la hessienne de V est alors diagonale : pour x € RY,
V2V (x) = diag(V"(x1),..., V" (x4)).

Dans ce cas, le flot tangent se réécrit comme une collection de formules de Feynman-
Kac unidimensionnelles : pour i € [1,d],

('PtVZVF)i = |:g7 jot Vvi//(Xi:)dsFi<Xt)] .

C’est en particulier de ce cas que releve la gaussienne. Cette écriture permet de retrou-
ver I'entrelacement gaussien : pour toute fonction f assez réguliere,

PYV(Vf) = PH(VF) = E [ WVF(X0)| = e PV,
Mais il est possible d’aller plus loin, en retrouvant a partir de la condition CD(p, o) les
estimations du Lemme 1.2.7.

Proposition 2.1.6 (Critere de courbure-dimension III). Supposons que V2V > pl,, pour
p > 0. Alors pour toute fonction f assez réguliere, pour tout t > 0,

[VPif| < e PPi(|Vf]).

La preuve a le bon gofit, une fois les objets proprement introduits, de présenter une
technicité relativement faible. Elle introduit néanmoins un concept fondamental pour
la suite : les estimations spectrales du processus tangent.

Lemme 2.1.7. Supposons que V>V > ply, pour p > 0. Alors pour tout t > 0,
EN3 < e,

Démonstration. Quitte & transposer, on peut s'intéresser a (JX)T (cela ne change pas les
valeurs propres et facilite les calculs). Il s’agit donc de montrer que, pour tous y € R,
t>0,
T X (1X\T ~2pt|,,2
v EUR) y < eyl
Une fois encore, hors de Gronwall point de salut. On pose donc :
gt =y" U5y,
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Alors g est dérivableetona:
§(t) = -2 [FVAV(X) ().
L'hypothese V2V > pl; donne alors :

g'(t) < =2py" JX(J5) Ty = —208(t),

et du lemme de Gronwall il suit, pour tout t > 0,

g(t) < e 'g(0) =e ' |yf?,

ce qu’il fallait démontrer. [

Ce lemme est la pierre angulaire de la démonstration de la proposition précédente,
et I'esprit de sa preuve sera central dans l'établissement des nouvelles estimations du
gradient des semi-groupes.

Proposition 2.1.6. On commence par écrire la forme explicite du gradient du semi-groupe:
pourt > 0,

VPif =PV V(VS) = E[X V(X))

On a, par l'inégalité de Jensen,

1/2
VR < BV AN = B | (T 0 RV A0)
Les estimations du Lemme 2.1.7 donnent alors :
VP f| < e PE[|[Vf(Xe)|] = e P Pi(|VS]),

qui est I'inégalité attendue. n

Notons que 'hypothese de positivité sur p n’est pas utilisée dans les preuves ci-
dessus. On peut effectivement s’en affranchir par ce biais-la, mais ces résultats sont en
pratique utilisés pour décrire la décroissance du gradient du semi-groupe. A cette fin,
I'hypothese de positivité sur p n’est plus superflue.

Cette proposition n’est malheureusement pas applicable en I’état si1’on relache 1'hy-
pothese de convexité sur V. Un moyen d’y pallier, celui développé dans [83], consiste
a perturber la matrice JX de sorte & compenser localement le manque de convexité du
potentiel. Cette méthode est détaillée dans la section suivante, avec quelques points de
calcul stochastique nécessaires.
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2.1.4 Approche perturbative

L’idée de cette derniére section est d’introduire la fonction de perturbation qui per-
mettra de généraliser les estimations spectrales de [X(JX)T. L'intérét de la représen-
tation des semi-groupes de Feynman-Kac est de rendre possible, via le théoreme de
Girsanov et les h-transformations, l'introduction de nombreux degrés de libertés dans
I’'amélioration des inégalités.

D’un point de vue probabiliste, h-transformation et théoréeme de Girsanov sont deux
faces d’'une méme pieéce. On parlera d’ailleurs volontiers de "perturbation" dans ces
deux cas. Nous commencons donc par introduire un processus perturbé et les objets
stochastiques afférents.

Définition 2.1.8. Soit a € C?°(RY, R). On définit (X;,);>0 comme la solution de 1'équa-
tion différentielle stochastique :

dX;, = V2dB; — VV,(Xy,) dt,
ou V, = V +log(a?).

Ce choix de processus et de potentiel n’est pas arbitraire. Si I’'on se souvient de la
Définition 1.3.8, la mesure invariante du générateur transformé Lj, est explicite : si h est
positive et y-intégrable, alors la mesure y; = hyu est invariante : pour f suffisamment
réguliere,

1
[ Lafdu = [ L hdn= [ L(nf)dp=o.
R4 RY N R
Le potentiel associé a cette mesure est V — log(h), le choix fait dans la définition précé-
dente correspond donc a h = 1/42, choix qui sera justifié par les calculs ultérieurs.

On notera dans ce contexte y, la mesure et L, le générateur associés a V;. Le calcul

direct donne donc :
Va

L,=L-2—-V.
a
De plus, la plupart des propriétés sympathiques de L se transmettent a L.

Lemme 2.1.9. La mesure y, est invariante pour L,. De plus, L, est symétrique sur C*(R%,R)
et semi-défini négatif.

Démonstration. La preuve est directe. Pour l'invariance, considérons f € C2°(R¢,R). On
a:

Va 1 1 Va
/RdLufdyu - /Rd <Lf—2a-Vf) ey = /Rdea—zdy—Z/Rd7-Vfdyu.
La formule d’intégration par parties classique donne pour le premier terme :
1 1 Va Va
/Rdea—zdy - —/Rde-v <a2> du —2/Rde-a—3dy _2/Rde-7dya,
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et donc
/ Laf d‘]/la — 0.
Rd
De méme, si f, g € C*(R,R),

Va
/Rdeagdya - /Rdegdya —Z/Rdf7.ngya.

la formule d’intégration par parties donne alors, pour le premier terme :
1 2
o L8 At = /Rdeg;zdu = —/Rd V (f/a) - Vgdy

Va
:—/ Vf-ngyaH/ Y8 edu,
R4 R 4

Soit apres simplification :

/Rdeagdya = _/Rd Vf-Vgdu,.
Il suit alors que L, est symétrique et, prenant f = g, semi-défini négatif. n

La preuve ci-dessus fait apparaitre une forme de Dirichlet £,, tout a fait analogue
a celle du cas classique. On procédera donc, comme précédemment, a la complétion
de CZ(R% R) en deux domaines D(L,) et D(&,, ). Notons néanmoins que la mesure yi,
n’est pas supposée, a priori, finie. Pour s’assurer néanmoins de l'existence du processus
(Xtq)t>0, on considérera que les hypothese (H2) a (H5) mentionnées en introduction
sont satisfaites.

Ainsi, on notera (P;,);>0 le semi-groupe associé a L,, également ergodique dans
L?(p,) et invariant pour cette mesure. Ce semi-groupe admet également une représen-
tation probabiliste, a l'instar de (P;);>0 : pour f assez réguliere et t > 0,

Prof = E[f(Xt,a)]-

Le lien entre (P¢)¢>0 et (P 4)s>0 est au cceur du théoréme de représentation énoncé dans
[83]. L'introduction des processus permet de travailler directement sur ces derniers, et
un résultat important du calcul stochastique porte justement sur les changements de
processus : le théoreme de Girsanov.

Proposition 2.1.10 (Girsanov pour le mouvement brownien). Soient (H;);>o un processus
(Ft)e=0-adapté a valeurs vectorielles et (Y;)>o défini par :

t
Yt = Bt —/ HSdS.
0

Si on définit la mesure de probabilité Q par :

t t
4Q = exp (/ HS-st—l/ |HS\2ds>,
7 0 2 Jo

dP
pour tout t > 0, alors l'exponentielle ci-dessus est une (F)¢>o-martingale et (Y})¢>o est un
mouvement brownien sous la loi Q.
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La preuve de ce résultat peut étre trouvée dans [73], chapitre IV. L’hypothese de
bornitude sur (H;)¢>o peut étre assouplie avec les criteres de Novikov ou Kamazaki
(voir également [73]), mais sera conservée dans la suite.

Le passage du processus (X¢)¢>0 & (Xt4)i>0 peut alors s’effectuer par I'entremise du
théoreme de Girsanov.

Lemme 2.1.11. Soit a € CT(R% R) telle que |Va|/a est bornée. Alors pour toute fonction
feCP(RY,R), toust >0,x € RY:

Pif(x) = E[f(X{)] = E[R{,f(X7,)],

oit (R}, )t>0 est une (F)s>o-martingale définie par :

X Q(X;{,a) _/tl‘aa X >
Ri, = (%) exp T (Xs,a) ds), t>0.

Démonstration. La preuve commence par la définition d’une martingale exponentielle
ad hoc, qui servira ensuite dans 'application du théoreme de Girsanov. Pour alléger les
notations, la condition initiale sera omise par la suite.

On commence par appliquer la formule d'It6 a log(a (X)) :

t t
loga(Xta) = loga + V2 / V(loga(Xsa)) - dBs + / L. (log a)(Xs.) ds.
0 0

Le calcul du terme de droite donne, en passant a ’exponentielle :

a();t,a) exp <_ /Ot Lot . 0) ds)

a

= exp (\/E/Ot %(Xs,a) -dBs — /t

0

Va

a

2
(Xs,0) ds) .

Le terme de gauche est R;, défini précédemment, et on pose :

dQ,
dP

= Ry,

Fi

D’apres la proposition précédente, (R;,)s>0 est donc une (F;);>o-martingale et (B;);>o
défini par :

t
Bt = Bt — \/E/O %(Xs,a) dS,

est un mouvement brownien sous la loi Q,. De plus, le processus (X;,):>0 est solution
de I'équation :
dX;, = V2dB; — VV(Xy,) dt,

donc la loi de X;, sous Q, coincide avec celle de X; sous P. En particulier, pour toute
fonction f € C*®(R%,R),

Pif = E[f(X1)] = E[Rtaf (Xta)],

ce qui termine la preuve. |
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Notons que, tel le théoréme de Girsanov, ce résultat peut s’appliquer a des fonction-
nelles de la trajectoire. Plus précisément, pour ¢t > 0, si F : C°([0,#],R) — R est une
fonctionnelle assez réguliere, alors :

E[F<X[0,t])] = E[Rt,aF(X[O,t],u)]z

ot X = (X5,0 < s < t)et Xpya = (X500 < 5 < #). Cette généralisation reste
valable si F est a valeurs vectorielles, et sera largement utilisée par la suite.

Ce lemme permet d’exprimer les semi-groupes de Feynman-Kac d’intérét en fonc-
tion du processus perturbé, qui introduira un degré de liberté supplémentaire dans les
estimations nécessaires a l’établissement de l'inégalité de Sobolev logarithmique.

Théoréme 2.1.12. Soient f € C°(R%,R) eta € CP(RY, R) telle que |Va|/a est bornée. Alors
pour toust > 0, x € RY,
2 X
PY Y (V) (x) = B[R V(X))

oit (R}, )>0 est la (Fy)>o-martingale définie précédemment et (]tX,f)tZO est solution de I'équa-
tion : . i
{ ajfs = -5 vrv(xz)d, >0

X
=1

Démonstration. La preuve est presque immédiate. Dans un souci de lisibilité, on ne fera
pas apparaitre la condition initiale. On a d’abord, par le Théoreme 2.1.5,

PYV(VF) = EJXV(X:)).

De plus, quitte a remplacer (X;);>o par (Xtq)i>0, on définit :

t
%=1, —/ 15 V2V (X, ) ds.
0

Notons que la modification ne porte que sur le processus, le potentiel en jeu ne change
pas. On a alors, par le Lemme 2.1.11,

E[JfVf(X)] = E[Reaf{"Vf(Xea)],
ce qui est le résultat annoncé. |

La section suivante est consacrée a 1’application des principes présentés ci-dessus a
I’établissement d"un critere pour I'inégalité de Sobolev logarithmique, telle que présen-
tée dans [83].

2.2 Inégalité de Sobolev logarithmique

Cette section reprend le plan de la deuxieme partie de [83] : le critére pour 1'inéga-
lité de Sobolev logarithmique est d’abord énoncé et prouvé, assorti d"une bréve discus-
sion sur les améliorations possibles et la comparaison avec le critere de Holley-Stroock;
suivent une restriction de ce critere aux fonctions monotones (inspirée par [62]) et I'ap-
plication a deux exemples.
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2.21 Critere général

Ce critere se base d'une part sur la bornitude de la fonction de perturbation, et
d’autre part sur une courbure perturbée, qui généralise la courbure de Bakry-Emery,
induite par la hessienne du potentiel.

L’idée de ce résultat est inspiré par un travail récent de Feng-Yu Wang sur les varié-
tés riemanniennes a bord [87].

Théoréme 2.2.1. Soit a € C¥(R?,R). On définit la courbure perturbée :

K, = inf {Zp_(VZV(x)) —aL(a—l)(x)}.

x€R?
Sia, a~' et |Va| sont bornés et x, > 0, alors pour toute fonction f € C°(R,R),

4flalleolla”leo

Ent”(fz) < X

2
1V dp

La terminologie de "courbure perturbée" est héritée du contexte riemannien dans
lequel a été énoncé le critere de Bakry-Emery pour la premiére fois (en lien avec la
courbure de Ricci). Il s’agit ici d"une borne sur la courbure qui peut, dans le cas de
mesures sur des variétés différentes de RY, s’exprimer en fonction du tenseur de Ricci
(voir par exemple [10] ou [87]).

Démonstration. Le déroulé de la preuve est tres similaire a celui de la Proposition 1.2.17.
On considére dans un premier temps f € C°(R¥, R) une fonction positive. I'ergodicité
et I'invariance pour y de (P;);>o donnent :

+oo
Ent, (f /d/ (P flog Pyf) dtdy = — // L[P, f] log P, dt d.
R

Par intégration par parties suivie de la relation d’entrelacement classique, on a :

Enty(f):/Rd/Jroo WIf:f]f'zd dt = /Rd/+oo f)‘ dt dy.

Le travail d’estimation se concentre sur le numérateur du terme ci-dessus. Plus précisé-
ment, afin de simplifier le terme P; f au dénominateur, on se repose sur des estimations
spectrales rendues possibles par 1'utilisation du théoreme de Girsanov. En effet, les hy-
potheses sur a assurent que le Théoreme 2.1.12 s’applique, eton a :

V(VF) = E[Rua) 5V (Xea)],

ce qui se réécrit
PYV(V ) = 2B [RUZEVAF (X REZVF (Xea) |
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L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne donc, avec le Lemme 2.1.11,

Py Vf)‘ < 4E “Rl/z X /F(Xea)

B (Rar (0
= 4B [V\/F(X00) T Rua(5) 'V F(X00) | Pf.

Cela implique, dans I’entropie :

Ent,(f) < 4/Rd /O“OE [V\/?(Xt,a)T(]f‘“)TRt,a]t av\ff(xt,a)} dt du.

Pour retrouver le terme d’énergie de 1'inégalité, on reprend 'idée de la preuve de la Pro-
position 1.2.17, en s’intéressant a I’analyse spectrale de ], tX”Rt,a (J#*)T. On définit donc :

1 (tL,a
¢ = JXexp (—2/0 (Xs,0) ds) ,

a

qui est solution de :

s = —J° ( V(Xea) — %aL( )(xt,a)1d> dt.

En effet, on a d"une part :
dJfe = — [ V2V (Xy0) dt,

et d’autre part :

1 [t Lsa 1L 1 [t Lsa
d |:eXp <—2/0 T(Xs,a) dS>:| = —Ei(th) eXp( 2/0 T(Xs/a) dS> dt.

De plus, L,(a)/a = —aL(a~!), ce qui donne la formule attendue. Comme
a(Xta
]tXHRt,a<]t a)T = El( t>)] (]t) 7

on s'intéresse plus particuliére aux estimations spectrales pour J#(J¢)T.

Ainsi, on pose ¢(t) = yTJ#(J8)Ty, pour y € R?. Par symétrie de V2V, on a :
do(t) =y dJf (1) y +y T @]y
1
=~y (VEV(Xe0) = oL (i)l ) (1) Ty
1 T
= (VY () = oL )Xl ) ()Tl
= ") (2VPV(Xe0) — al(a ) (Xea) ) )Tyt

<~y JEUD) Ty dt = —xaq(t) dt,
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par définition de x,. Ainsi, ¢(t) < e *'¢(0) pour tout t > 0, et donc :
y ROy < eyl
On applique alors l'inégalité ci-dessus a y = 4/ ag}((;)” v v/ f(X¢.q) pour obtenir :
< Kot ’ X ; 2
By (1) <4 |, [ e B |V x0 P dt

qui se réécrit :

Ent, (f) §4/0+ooe—1cut/ —Pta< IV FI? ) dy dt.

Sachant que dy,/dy =1/ a2, la bornitude de a entraine :

—+o00
Ent, (f) §4HaHoo/0 e*Kaf/Rd Pr (aV V) dpa dt

Linvariance de P;, pour y, et 'hypothése sur x, donnent :

() < 2120 [ 09 /R dp

On utilise finalement la bornitude de a1

4llallolla o
By () < 4=l [ (g e,

Ka
et la preuve se conclut en remplagant f par f2. |

Remarque. Dans les termes introduits par les auteurs de [3], la matrice de perturbation
considérée ici est A = al;. Pour prendre en compte au mieux la géométrie de V2V, une
extension naturelle de ce résultat serait la généralisation aux perturbations non homo-
thétiques, par exemple de la forme A = diag(ay,...,a,), 0t ay,...,a; € Cf(Rd, R) sont
des fonctions distinctes. Ce résultat n’est malheureusement pas accessible pour 1'ins-
tant avec les techniques développées ici, en raison de probléemes de commutation entre
la matrice résultante R; 4 et le processus tangent, malgré de nombreux efforts poussés
dans cette direction. En particulier, cela nécessiterait une généralisation du théoréme
de représentation et des estimations spectrales afférentes.

Remarque (Critere de Holley-Stroock). L'approche perturbative développée ici peut
étre comparée a celle de Holley-Stroock (présentée pour la premiere fois dans [46] au-
tour du modeéle d’Ising). Pour rappel, si v est une mesure de probabilité satisfaisant une
inégalité de Sobolev logarithmique et ® : RY — R une fonction continue bornée, alors
du « e®dv satisfait aussi une telle inégalité avec en sus

crsi(i) < e @ergr(v),
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ot os¢(®) = sup(P) — inf(P). Comme cela a déja été évoqué, le comportement de
osc(P) en la dimension de I'espace peut étre problématique. Par exemple, pour ®(x) =
Y4 ¢(x;), onaosc(®) = d-osc(g). Dans ce cas, la borne donnée par ce critere est d’au-
tant moins intéressante que la dimension grandit ce qui, dans le cadre d’applications a
la physique des particules ou aux statistiques, peut s’avérer facheux. En conformation
avec le présent contexte, on choisit ici ® = log(a?) pour a € C(R% R) une fonction
bornée. L'inégalité des constantes optimales devient :

e

cusi(u) < llalllla™ Ieerst(pa),

de sorte que la méthode de Holley-Stroock se réduit a montrer que p, satisfait une
inégalité de Sobolev logarithmique. Cela est assuré a peu de frais des que y, vérifie une
inégalité de courbure-dimension, soit ici :

inf {p_ (V2Vi(x))} > 0.

Cette condition peut se réécrire directement en fonction de a et V' :

inf {p (V2V + %V2a - asza(Va)T) } > 0.

R4

Cela doit étre comparé a I’hypothése sur x,, qui peut étre reformulée :

A 2
inf {p_(VZV) +22 _VV.Va-— 2|Va|2} > 0.
R a a

Ces deux expressions ne se comparent pas vraiment, mais la seconde semble plus ac-
cessible, comme nous le verrons dans la section dédiée aux exemples.

Comme cela a déja été abordé dans l'introduction, 1'espace des fonctions test consi-
dérées est important. Les résultats sont ici présentés et prouvés sur C2°(R¢, R) en utili-
sant la densité dans D(&). Mais la considération d'un espace différent peut amener a
un raffinement de la constante optimale. C’est ’objet de la section suivante, consacrée
aux fonctions monotones.

2.2.2 Fonctions monotones

Outre le fait qu’il n’existe pas de définition canonique des fonctions monotones en
dimension supérieure a un, le choix de la restriction a ce domaine en particulier peut
sembler incongru. Il est inspiré par I'article de Miclo [62], ot il établit en dimension un
que la constante de Sobolev logarithmique est atteinte sur I’espace des fonction mono-
tones (en d’autres termes, il existe des fonctions monotones pour lesquelles I'inégalité
de Sobolev logarithmique est une égalité). Il n’est au demeurant pas possible d’obtenir
un résultat analogue en dimension quelconque (du fait de la multiplicité des notions
de monotonie dans ce cadre), mais I’étude de cette restriction apporte une précision
intéressante au résultat précédent.

Notons que cette définition est de nature différente de celle de fonctions 2-monotones
telle que présentée dans le dernier chapitre.
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Définition 2.2.2. Une fonction mesurable f : R? — R est monotone (dans toutes les
directions) si pour touti =1,...,d, et pour tous (x1,...,Xi_1,Xi41,...,X4) € R fixés,
la fonction partielle f; : x; — f(x1,...,x;) est monotone.

En particulier, si f est différentiable, alors elle est monotone si et seulement si 9; f
est de signe constant sur R pour tout i.

On se concentrera dans la suite sur des fonctions f dont toutes les fonctions par-
tielles f; sont croissantes (resp. décroissantes). Dans de tels cas, on dira que f est elle-
méme croissante (resp. décroissante).

Les estimations a la base du résultat de cette section viennent (en partie) d"un article
de Bakry et Michel [9], en 'honneur desquels la condition suivante a été nommée.

Définition 2.2.3 (Condition (BM)). Une fonction a € C°(RY, R) satisfait la condition de
Bakry-Michel (abrégé (BM)) si :

1. pour touti,j € [1,d],i #j, a%jVa <0;

2. pour touti € [1,d], 2?21 al.zjva est majoré.

La nouvelle estimation de crs;(¢) pour les fonctions monotones repose en grande
partie sur le résultat suivant, qui établit une relation d’ordre entre (P;);>0 et (Pt,)¢>0.

Proposition 2.2.4. Soient f € CP(RY,R) et a € CT(R?, R) deux fonctions croissantes. Si a
satisfait la condition (BM), alors pour tout t > 0 :

Pi.f <Pif.

Cette proposition est basée sur un lemme dt a Bakry et Michel dans [9], initialement
utilisé dans le contexte des inégalités FKG sur R (voir par exemple [39]).

Lemme 2.2.5. Soit M : R — M (R) une application mesurable telle que M;; < 0 pour tous
i # jet Z;lzl M;; est majoré pour tout i. Soit F un champ de vecteurs régulier sur R%. Alors
toutes les composantes de PMF sont positives dés que le sont toutes celles de F.

Le lecteur intéressé par la preuve pourra consulter [9]. Ce résultat nous permet de
prouver la Proposition 2.2.4.

Démonstration. Les techniques développées ici sont tres classiques. Soient t > 0 fixé et
f € C(R% R) une fonction croissante. On définit, pour s € [0, ],

Y(s) = Ps(Prsaf).

On a ¥(0) = Pi,f et ¥(f) = P;f, donc la preuve se réduit a démontrer que ¥ est
croissante. Pour tout s € [0,t],ona:

15FI(S) = PS[(L - La)Ptfs,af],
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qui peut se réécrire :
\P/(5> =DPs [Vaa : VPt—s,uf] =P [Vaa : ,Ptvjs‘,/aa(vf> .

Comme f est croissante, toutes les composantes de V f sont positives, et comme a vé-

2
rifie la condition (BM), le Lemme 2.2.5 assure que toutes les composantes P, S‘:;‘ (V)
sont également positives. De plus, a est positive et croissante, donc

Va, PYVa(VF) > 0.

a t—s,a

Ainsi, par positivité de P (voir la Définition 1.1.7), ¥/(s) > 0 et la preuve est achevée.
[

Remarque. En dimension d = 1, la forme particuliere du semi-groupe de Feynman-

2 PR . .« 17 .
Kac (Ptva Y4) >0 entraine que la Proposition 2.2.4 reste vraie sil’on suppose uniquement
que a est positive et 4 et f sont croissantes.

La Proposition 2.2.4 nous permet d’adapter la preuve du Théoréme 2.2.1 et d’obtenir
une nouvelle estimation de crg;(p). De plus, la preuve permet de prendre en compte
des fonctions de perturbation non bornées.

Théoréme 2.2.6. Soit a € C(R?, R) une fonction croissante telle que |Va|/a est borné. On
définit une nouvelle courbure perturbée :

%, = inf {p,(VZV(x)) —aL(a—l)(x)}.

x€RA

Si a satisfait la condition (BM) et &, > 0, alors pour toute fonction f € CT(R?,R) croissante,

2
Ent,(2) < = [ VP d.

Démonstration. Soit f € C(R?, R) une fonction croissante. La preuve débute comme
celle de la Proposition 1.2.17 ou du Théoréme 2.2.1. L'entropie s’écrit :

o | PV?V 2
Enty(f):/Rd/OJr W&ltdy,

avec la représentation :

PYV (V) = 2B [Rea SV F(Xea)/F(Xea) |

car |Va|/a est borné. Le Théoreme 2.1.12 et 'inégalité de Cauchy-Schwartz donnent
ici:

Pt,af

PYV(VA)| < 4[ROV V/F (X)) B (Xea)]
< 4E RV /F(Xe) P Pif,
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en utilisant la Proposition 2.2.4. L'entropie vérifie donc :

Ent,(f <4/ / [V VF(X0a) T R ()T F(X30)] dt dp.

t
Ji = t ‘exp <_/0 Laa(Xsu) ds)

et le raisonnement spectral développé dans la preuve du Théoréme 2.2.1 conduit ici a :

On définit ici

Ent, (f) < 4./Rd /0+0°e—2katE [WW\/]?(XWHZ] dt du.

Ainsi, par invariance de (P;;):>0 pour g,

+o0 N
Ent,(f) < 4/ e’z"“t/ P;, (uZ\V\/ﬂz) dy, dt
0
oo
:4/ ¢~ 2t / IV /FI? dy dt = / V/FP du,
0

et on conclut la preuve en remplagant f par f2. n

On remarque que la nouvelle constante ne fait pas intervenir la norme de la fonction
de perturbation, pas plus que la démonstration. A ce titre, ce résultat permet de consi-
dérer des perturbations non bornées; c’est attendu dans la mesure ot les fonctions test
en jeu sont uniquement supposées croissantes (et positives), mais non nécessairement
bornées ou a support compact.

On constate également que la courbure &, differe de celle présente dans le Théo-
reme 2.2.1 par le facteur 2 devant la hessienne. Cela est dii a la fagon dont I'inégalité de
Cauchy-Schwarz est utilisée ici, en tirant parti de la comparaison donnée par la Propo-
sition 2.2.4.

2.2.3 Exemples

Dans cette derniere section, nous illustrons le Théoreme 2.2.1 sur deux exemples,
lI'idée étant principalement d’obtenir des résultats asymptotiques en la dimension. La
forme particuliére des perturbations introduites (scalaires) rend la méthode particu-
lierement adaptée aux potentiels dont la hessienne admet beaucoup de symétries, par
exemple les potentiels radiaux. Les exemples qui suivent seront donc de ce type, et plus
particulierement des potentiels de Subbotin ou des doubles puits. Notons que des ré-
sultats analogues ont été récemment obtenus, avec des techniques différentes et pour
des mesures radiales a support compact, par Cattiaux, Guillin et Wu [24].
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Potentiels de Subbotin

La premiere classe d’exemples d’intérét est celle des potentiels de Subbotin [84].
Cela correspond ici a V(x) = |x|*/a pour & > 2, condition qui assure que V est au
moins deux fois différentiable, mais que le critére de Bakry-Emery ne s’applique pas
(voir la preuve et remarque subséquentes). La premiere étape du traitement du pro-
bleme consiste a calculer la hessienne du potentiel ainsi que sa plus petite valeur propre.

Lemme 2.2.7. Soit a € C$°(R%,R). Alors pour tout x € RY,
0_(2V2V(x) —aL(a 1) (x)I;) = 2|x|* % —aL(a ') (x).
Démonstration. On a d’abord, pour tout x € RY fixeé,
V2V (x) = (a —2)|x|* *xx + |x|* 21,

Ainsi, Ty := 2V?V(x) — aL(a~')(x)I; (vu comme un élément de £(R%)), s’écrit comme
somme d’un opérateur de rang 1 (projection sur Rx) et d'un opérateur de rang plein
(multiple de l'identité), dont x est vecteur propre. Comme T, est symétrique, les vec-
teurs propres sont tous orthogonaux, et on peut écrire R? = Rx @ (Rx)~. Soient A une
valeur propre non nulle de Ty et y un vecteur propre associé. Alors :

* soity € Rx, doncy = Bx pour B € R*, etona alors:

Ay = Tyy = 2B(a — 2)|x|*2x + 2B|x|*2x — BaL(a 1) (x)x,

ce qui donne :
A=2(a—1)|x|*%—aL(a 1) (x);

e soity € (Rx)*, auquel cas :
Ay = Tey =2|x* 7y —aL(a ™) (x)y,

ce qui donne :
A =2|x[*?—aL(a 1) (x).

Ainsi, pour tout x € R?, comme a > 2,
p-(2V?V(x)) —aL(a ") (x) = p—(Tx) = 2[x[*? —aL(a"")(x).
[ |

Dans la suite, le cas particulier « = 4 (potentiel quadrique) est traité. En effet, les
calculs deviennent rapidement inaccessibles pour des valeurs de a générales, d’autant
plus que I'on cherche a déterminer explicitement la dépendance de la constante trouvée
en d et en a. Le critére de Bakry-Emery ne s’applique clairement pas a ce cas-1a, étant
donné que p_ (V2V(x)) s’annule pour x = 0.
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Théoréme 2.2.8. Soit u(dx) « exp(—|x|*/4)dx. Il existe une constante universelle c > 0
telle que pour toute fonction f € C°(R%,R), ona:

Ent(f%) <c [ | IV/Pdp.
En particulier, ¢ ne dépend pas de la dimension d.

On déduit de la preuve que c = 8¢+/3 est une telle constante, dont la valeur dépend
néanmoins grandement de la méthode employée.

Démonstration. La premiére interrogation quant a I’application du Théoréme 2.2.1 porte
sur le choix de la fonction de perturbation 4. En pratique, a doit compenser (localement)
le manque de convexité de V (ici aux points ott V2V (x) < 0, soit x = 0). Un premier
choix se porte sur la fonction

a(x) = exp (%arctan(]x|2)) , x€R%

En effet, I’arc tangente est équivalente a l'identité en 0 (point de non-convexité de V)
et est constante a l'infini (de sorte que a est bien bornée). De plus, la fonction carré
est uniformément convexe sur RY, ce qui entraine que la hessienne de a est définie po-
sitive au voisinage de 1'origine. Finalement, 1’exponentielle assure que a est positive et
facilite quelque peu les calculs. Notons que ce choix de fonction de perturbation est mo-
tivé par des résultats analogues sur le trou spectral, dans les preuves desquels le choix
d’une fonction de perturbation proche de la non-intégrabilité fournit des estimations
intéressantes sur les constantes optimales (voir par exemple [18, 3]).

L’étape suivante consiste a calculer explicitement x,. Avec notre définition de 4, il
vient :

At M- 4) x* L IxP

M) = A T T

x € RY,

et il faut donc minimiser en x € R¥ :

d+ |x[*(d — 4) |x|* 2 x?
—¢ —¢ ,
(14 [x]*)2 T |x[* 7 (T4 |x[*)?

2|x|* +¢

que l'on réécrit, en posant t = |x|?,

. d+t>(d —4) t2 ,
"“‘%25(2”5 Aror  Tre Sarer)

L'optimisation des polynomes, et a fortiori des fractions rationnelles, se fait rare-
ment sans douleurs, en particulier quand on cherche a suivre les valeurs des différents
parametres (ici € et d). Pour simplifier, on se rameéne au cas ot le minimum est atteint
ent = 0, ce qui revient a montrer que, pour tout t > 0,

2t —e(d+ 1) + 41> —e(d +5)t +2— & > 0.
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Notons g la fonction ci-dessus. Il vient immédiatement que ¢ < V/2 est une condi-
tion nécessaire, mais pas suffisante, pour assurer la positivité de g. Pour simplifier les
choses, on peut supposer que g” est positive. C’est vrai des que

8
= V3([d+1)

1
Considérons donc ¢ < ——————. Avec ce choix, sachant que d > 1, on a alors pour
V3(d+1)
toutt > 0: 5
t t 1
g(t) > 2t — B a8,

3v3 V3 6
On vérifie alors aisément que le terme de droite est positif, et donc g également, sur R .

On prend alors x, = &d, et le Théoreme 2.2.1 donne la borne suivante :

48571/4
<
crsi(p) < o

1
avec e < ——— (qui implique bien ¢ < v/2). Finalement, cette borne est minimisée
V3(d+1) P
pour & € (O, m} pour obtenir :
4/3(d+1
cusi() < 2FD) prraiiaen)

La borne ci-dessus est uniformément majorée pour d € N*, et on choisit alors ¢ = 8¢1/3
comme constante universelle du théoréme. n

Remarque. Cette preuve met en lumiére les points les plus importants dans 1’applica-
tion du Théoreme 2.2.1. En effet, le choix de la fonction de perturbation (ou famille de
fonctions) a est central. Mais le point le plus important, et technique, est probablement
le calcul explicite de x,, dans la mesure ol tous les parametres doivent étre suivis avec
attention.

A une constante numérique pres, la borne sur ¢ dans la preuve ci-dessus est opti-
male (avec cette méthode d’optimisation). En effet, le probleme revient a montrer que
la fonction g définie sur R par

g(t) =2t —e(d+ 1)+ 42 —e(d +5)t+2— ¢, t>0,

est positive. Si on suppose que ¢ est d’ordre (d + 1)~" pour un certain r € (0,1), alors
pour d grand, pour tout t > 0 fixé,

g(t) ~ 2t4 o dl—]’t3 +4t2 o dl—?’t + 2 _ d—Zi’.
Sionprend t =3/ d=7 il vient alors :

162 9 1
d4(1*f)+ — 75 —1<0

g(3/(d T 1)r) ~ 42(1-r) 22r
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quand d croit, suite a quoi le minimum de ¢ — ed + tg(t) ne peut étre atteint en t = 0.

Il est difficile de savoir sila borne trouvée est proche de 1’optimal (en ce qui concerne
la dépendance en la dimension). On peut néanmoins conjecturer, en se basant sur les
résultats de [20], que crg;(y) est d’ordre (au mieux) 1/ V/d. En effet, les auteurs de cet
article montrent que le trou spectral pour la distribution quadrique est d’ordre v/d, et
donc que la constante de Poincaré pour cette mesure est d’ordre exactement 1/+/d (et
donc que crs;(p) ne peut pas étre d’ordre d~" pour r > 1/2, voir la Proposition 1.2.19).
Dés lors il apparait incertain que la procédure d’optimisation utilisée permette d’at-
teindre 'optimal. De meilleures techniques de minimisation constitueraient une amé-
lioration notable dans le cadre de l'utilisation du Théoréme 2.2.1 pour 1’obtention de
constantes explicites.

Remarque. La méthode de Holley-Stroock telle que développée dans la section précé-
dente donne ici, apres des calculs guere plus plaisants, a une conclusion comparable.
Les constantes en jeu ne sont néanmoins pas explicites et la méthode laisse moins de
degrés liberté que celle présentée dans ce chapitre.

Double puits

L’exemple suivant est une perturbation du précédent, bien connu de nos amis phy-
siciens : le potentiel & double puits. On pose V(x) = |x|*/4 — B|x|?/2, ot B > 0 décritla
taille de la région concave. Ce potentiel est convexe a 1'infini, mais sa matrice hessienne
est définie négative au voisinage de 1'origine, le critere de Bakry-Emery ne s’applique
donc pas. Néanmoins, on pourrait raisonnablement s’attendre a retrouver un compor-
tement similaire a celui observé dans le Théoréme 2.2.8 quand p est petit.

La hessienne de V est, comme dans le cas précédent, calculable explicitement, ce
qui conduit au résultat suivant.

Lemme 2.2.9. Soit a € CP(RY,R). Alors pour tout x € R,
o_(2V2V(x) —aL(a V) (x)I;) = 2|x|> — 28 —aL(a 1) (x).
Démonstration. La preuve est identique a celle du Lemme 2.2.7. n

Théoreme 2.2.10. Soit u(dx) o« exp(—|x|*/4 + B|x|>/2)dx, B € (0,1/2). II existe une
constante universelle cg > 0 telle que, pour toute fonction f € CP(RY,R),ona:

Ent, (/) < ¢ [, IVfPdp.

Ici aussi, cg ne dépend pas de la dimension.

De la preuve on déduit que ¢g = 1%—3/3 fait I’affaire, et I’explosion quand g — 1/2 est
un artefact de calcul qui ne porte a priori pas d’information qualitativement pertinente
(lié a la méthode utilisée pour estimer x, du Théoréme 2.2.1).

—-60 -



2.2. INEGALITE DE SOBOLEV LOGARITHMIQUE

Démonstration. Cette preuve est tres analogue a la précédente. En particulier, on prend
de méme pour tout x € R¥:

a(x) = exp (% arctan(\x\z)) ,

ce qui donne, pour t = |x|?,

204 —
Ka:}r>1(f)<2t—2ﬁ+£d+t(d 4) ! 2t )

— 5 —&(t— —¢€

(1+12)2 (t=Piip (1+1£2)2
En suivant la méme procédure, on cherche a montrer que le minimum vaut ed — 2,
atteint en t = 0. Cela revient a montrer que, pour tout t > 0,

gt) =2t —e(d+ 1) + (4+B)* —e(d+5)t+2— &>+ B >0,

adjoint de la condition ¢ > 2/d, pour assurer la positivité de «,.

La premiére condition nécessaire a intervenir est ¢ < /B + 2. De plus, en regard
de la preuve et de la remarque précédentes, on attend de & qu'il soit d’ordre ﬁ. Pour
simplifier les calculs, on considére ¢ = dzﬁ‘ Avecles conditions e > 2B/dete < (/B +2,
cela implique que B ne doit pas excéder d/d 4 1 pour tout d, ce qui revient (pour obtenir
une borne uniforme en la dimension) a § < 1/2. Pour résumer, nous avons

1
t 0< —.
€ e _ﬁ<2

T d+1

Sous ces hypotheses, la fonction g peut étre minorée comme suit :

g(t) >2t* — 263 +4 — 2t + 148, t>0.

Le terme de droite est positif sur R, ce choix de € entraine donc :
2d

= ———2B.

=g

Ainsi, d’apres le Théoreme 2.2.1,
4(d+1) n
< — 7 p2(d+l
1) = 5t~ p) - 2p°
Cette constante peut étre bornée uniformément en d € N¥, ce qui donne bien ¢ =
de
1-2p

comme constante universelle. [ |

Remarque. On rappelle que la restriction sur 8 est un artefact de calcul, et que de plus

cg — +oo. Il n’en reste pas moins que le comportement dimensionnel est le méme
B3

que cezlui observé pour la distribution quadrique dans le Théoreme 2.2.8. Encore une

fois, les techniques d’optimisation utilisées sont probablement loin de I'optimal, ce qui

illustre le fait qu'une part importante de l’application du Théoréme 2.2.1 réside dans

l'identification et la mise en ceuvre de méthodes de minimisation adaptées.

Remarque. Comme dans le cas précédent, la méthode de Holley-Stroock conduit a des
résultats analogues, bien que les calculs soient bien plus complexes, en particulier si
'on souhaite suivre avec précision la dépendance en B.
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2.3 Perspectives

Outre l'aspect optimisation, dont on a déja mentionné qu’il améliorerait la portée du
résultat s’il était plus développé, les inégalités de Sobolev logarithmiques sont connues
pour leur relation avec les inégalités de concentration. Brievement, une mesure y satis-
fait une inégalité de concentration a vitesse « s’il existe une constante ¢ > 0 telle que
pour toute fonction F : R? — R lipschitzienne, pour toute médiane m de F et pour tout
r>0,

P(F(X) >m+r) <e /e, X~ up.

Cette propriété, de nature en fait tres géométrique, décrit la fagon dont y concentre
la masse dans 1’espace. Elle a trait en dimension 1 a la queue des distributions. L'en-
jeu des inégalités de concentration est de déterminer la fonction a optimale, celle qui
donnera la meilleure décroissance en r a I'infini. Plusieurs cas particuliers ont été étu-
diés, notamment la concentration exponentielle (¢ = | - |), mais c’est la concentration
gaussienne (¢ = | - |?) qui est la plus recherchée. L'argument de Herbst présenté en
introduction indique que toute mesure qui satisfait une inégalité de Sobolev logarith-
mique satisfait également une inégalité de concentration gaussienne. Explorer les liens
entre ce domaine et les résultats présentés ici constituerait alors certainement un travail
intéressant. Pour plus d’informations sur les inégalités de concentration, la monogra-
phie de Michel Ledoux [59] reste une référence, et les liens évoqués sont aussi présentés
dans [8].

Une autre famille d’inégalités présente un fort lien avec les techniques évoquées
ici : les inégalités de covariance. Ce nom assez générique désigne le fait de pouvoir
controler la covariance de deux fonctions par deux termes distincts qui les séparent.
Autrement dit, trouver deux fonctionnelles F et G telles que pour toutes fonctions f, g :
R? — R assez régulieres et X ~ i, on a

Cov(f(X),8(X)) < F(f)G(g)-

Ces fonctionnelles peuvent étre de nature assez diverses, voir par exemple [3, 16]. Dans
l'article [3], les auteurs utilisent des techniques de Feynman-Kac pour obtenir de telles
inégalités, techniques qui pourraient étre revues a la lumiére des présents travaux.
De plus, les inégalités de covariance sont liées a de trées nombreuses autres inégalités,
comme la conjecture de corrélation gaussienne [12] ou les inégalités de concentration
[16], et constituent en elles-mémes un sujet d’étude intéressant.

Enfin, une approche numérique s’inspirant de celle développée en fin de these pour-
rait étre instructive, bien qu’applicable essentiellement en petite dimension. Cela reste
néanmoins pertinent dans certaines situations, notamment en statistiques, comme le
suggere le dernier chapitre pour les inégalités de Poincaré.
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Chapitre

Une approche algébrique et
géométrique a 1'étude spectrale des
générateurs

ANS CE TROISIEME CHAPITRE, réalisé en collaboration avec A. Joulin et M. Bonne-

font (et objet d"un travail en cours de rédaction), on approfondit la réflexion sur

I’analyse spectrale de I'opérateur L amorcée dans l'introduction (voir par exemple la
Proposition 1.2.3). Plus précisément, on forme I'observation suivante.

Etant donné un potentiel V, la condition de courbure-dimension revient & compa-
rer la hessienne de V avec la matrice identité. Or, la matrice identité est elle-méme la
hessienne du potentiel gaussien (x — |x|?/2), la condition précitée peut donc étre vue
comme une comparaison des potentiels via les hessiennes. On sait de plus que le spectre
de I'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck est discret, et on peut montrer que, sous la condi-
tion de courbure dimension, le spectre de L 1’est aussi. Partant, il est raisonnable de se
demander si la comparaison des potentiels peut se transposer aux spectres respectifs.

En d’autres termes, si L satisfait CD(p, o) pour p > 0, peut-on obtenir une inégalité
sur les valeurs propres du type :

Ax(=L) > pAx(=Lou),

pour toutk € N?

La pertinence de cette question tient dans le fait que le terme de droite de I'inégalité
précédente est toujours explicite. En effet, parmi les nombreuses manifestations du mi-
racle gaussien, il apparait que le spectre de Loy est explicite et peut-étre completement
décrit, multiplicités comprises. Il est alors naturel de se demander si ces informations
peuvent étre préservées via la comparaison des potentiels.

Cette question peut étre posée dans un contexte plus général, ot I'on compare un
opérateur de diffusion sur une variété riemannienne quelconque a la loi gaussienne sur
I'espace euclidien. C’est en ces termes qu'Emanuel Milman a énoncé la question dans
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[63]. A priori fausse en toute généralité (I’auteur donne comme contre-exemple dans ce
sens celui de la d-sphere normalisée), il parvient a y répondre par l’affirmative dans le
cas euclidien. Il obtient le résultat suivant.

Théoréme (Milman "18). Supposons que V2V > ply pour un certain p > 0. Alors pour tout
k>1,
}\k(—L) > p/\k(—Lou).

Sommairement, sa preuve utilise le théoréme de contraction de Caffarelli pour éta-
blir que la condition de courbure-dimension induit une contraction de 'espace sous-
jacent vers 1’espace euclidien muni de la mesure gaussienne. Le coefficient de contrac-
tion est donné explicitement en fonction de la courbure et permet de conclure a la
contraction du spectre. Notons que ce résultat ne dit rien sur la multiplicité des valeurs
propres.

Une question analogue, laissée ouverte par le résultat de Milman, porte sur 1’estima-
tion de I’écart entre deux valeurs propres successives. Plus précisément, sous la méme
hypothese de convexité uniforme, si A et A’ sont deux valeurs propres successives dis-
tinctes, que peut-on dire de la différence | — A’|? Cette question a été étudiée par Mi-
chel Bonnefont et Aldéric Joulin dans [19] pour les deux premieres valeurs propres
(pour lesquelles les espaces propres sont descriptibles explicitement) et dans [17] dans
le cas de la dimension un, en se basant sur un article de Jon Johnsen [52] (qui sert de
base au présent travail).

Ce chapitre a pour but de donner des éléments de réponse aux deux questions pré-
citées par des moyens plus analytiques en travaillant directement sur I'opérateur L (et
sans passer par des considérations de transport optimal). Les principaux outils mis en
place a cette fin sont une structure algébrique en lien avec la dérivée extérieure et la
caractérisation de Courant-Fischer des valeurs propres. Ces outils d’analyse spectrale,
ainsi que le cas gaussien, sont rappelés en premiere partie de chapitre. La structure algé-
brique est introduite en suivant, avant de clore par les estimations spectrales d’intérét.

Il est important de mentionner que les résultats obtenus dans ce cadre sont partiels,
et ne permettent pas, en 1’état, de retrouver le résultat de Milman. Il est néanmoins
probable que les outils développés permettent d’y arriver par une analyse plus fine.
A titre indicatif, le résultat principal de ce chapitre (qui sera développé et prouvé en
derniere section) peut se présenter comme suit.

Théoréme. Supposons que V2V > pl; pour un certain p > 0. Il existe une suite croissante
d’entiers (ay)>o telle que pour tous k,n € N tels que a, < k < a,41,

Ak(—=L) > (n+1)p.

La suite (a,),>0 décrit la vitesse de croissance a l'infini des valeurs propres, et est
liée a la dimension des espaces propres associés. Plus précisément, les valeurs propres
croissent par paliers (liés a la multiplicité), et la suite (a,,),>0 vise & estimer leur taille.

Comme il sera discuté en fin de chapitre, le point d’achoppement de la méthode
réside dans une estimation fine de cette suite.
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3.1 Eléments d’analyse spectrale

Le but de cette section est double. D’abord rappeler des éléments d’analyse structu-
relle du spectre (définition de valeur propre, spectres discret et essentiel, caractérisation
de Courant-Fischer), ensuite exhiber un cas particulier ot tous ces concepts sont illus-
trés explicitement.

Dans toute la suite, on notera (-, -) le produit scalaire dans L2 sans préciser la mesure
de référence si cette derniere est clairement identifiée.

3.1.1 Décomposition du spectre

Si la notion de valeur et espace propres est rarement ambigué en dimension finie,
il en est autrement en dimension infinie. La définition classique du spectre en analyse
fonctionnelle fait intervenir la notion de résolvante, et c’est celle que nous utiliserons
ici. Les définitions seront données pour I'opérateur —L, mais peuvent s’étendre a des
opérateurs sur des espaces de Banach trés généraux.

Définition 3.1.1 (Spectre). On appelle ensemble résolvant de —L, noté p(—L), I'ensemble
des nombres complexes A tels que la résolvante

Ry = (Aid+1L)™?

est continue. On définit alors le spectre de —L comme le complémentaire du résolvant :
o(~L) = C\p(-L).

Il suit immédiatement du caractere défini positif de —L que o(—L) C (Ry).
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Cette définition coincide avec les notions classiques de valeurs propres en dimen-
sion finie, ot la résolvante R existe et est continue dés que det(Aid + L) # 0. Le théo-
reme fondamental de 1’algebre implique alors que le spectre est discret et fini. Une
telle alternative n’est pas vraie en dimension infinie, o1 toutes les applications linéaires
ne sont pas continues. En particulier, la propriété fondamentale qui définit les valeurs
propres en dimension finie n’est plus satisfaite pour tout le spectre. Il convient donc
d’expliciter la partie du spectre qui correspond aux valeurs propres en dimension infi-
nie, qu’on nomme spectre ponctuel.

Définition 3.1.2 (Spectre ponctuel). On appelle spectre ponctuel de —L, noté o,(—L),
I’ensemble des A € o(—L) tels que Aid + L n’est pas injectif.

Si A € 0,(—L) est une valeur propre, il suit qu’il existe une fonction f € L?(y) non
identiquement nulle telle que, y-presque stirement,

~Lf = Af.

C’est en ce sens que 'on désigne comme valeurs propres les valeurs du spectre ponctuel.
Une telle fonction f est appelée fonction propre associée a A. Le sous-espace vectoriel
de L?(u) engendré par ces fonctions propres est appelé espace propre associé a la valeur
propre A, que 'on notera E,. On désigne par multiplicité de la valeur propre A la dimen-
sion de cet espace, qui peut étre infinie (mais toujours bien définie dans le présent cadre
hilbertien).

Comme l'espace sous-jacent a —L est hilbertien, et si ce dernier est auto-adjoint (ce
qui est le cas ici), ces espaces propres sont de plus orthogonaux. En effet, considérant
A A€ op(—L) nonnulles et f € Ey, g € Ey, il vient

(f.8) = H-Lfg) = 1 —Le) = S0

Il suit que soit A = A/, soit (f, g) = 0, ce qui établit que deux espaces propres distincts
sont orthogonaux.

En dimension finie, 1’étude spectrale des opérateurs est souvent motivée par la
réduction des endomorphismes. En effet, 'espace peut étre présenté comme somme
directe de sous-espaces propres, ce qui induit une décomposition dans une base de
vecteurs propres adaptée au travail avec cet endomorphisme. Le but en dimension in-
finie est, dans une certaine mesure, assez similaire. Deux différences fondamentales
changent néanmoins radicalement le cadre de cette étude : le nombre a priori infini
d’espaces propres et la dimension infinie de ces derniers. D’aucun arguerait qu’on ne
serait guere avancé d’avoir décomposé un espace de dimension infinie en somme d’es-
paces de dimension encore infinie. D’autant plus si ces espaces sont indexés par une
famille continue d’indices (au sens de la puissance du continu). Cette remarque pousse
a distinguer, parmi les valeurs propres du spectre ponctuel, celles qui sont isolées et de
multiplicité finies. Le sous-ensemble du spectre ainsi défini se nomme, a propos, spectre
discret.
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Définition 3.1.3 (Spectre discret). On appelle spectre discret de —L, noté 0y;5.(—L), l'en-
semble des valeurs propres A € 0,(—L) qui vérifient les deux propriétés suivantes :

* Aestisolée dans o(—L) (pour la topologie induite par R),

* l'espace propre E, est de dimension finie.

On a donc la chaine d’inclusions (strictes a priori) suivante :
0aisc(—L) C op(—L) C o(-L).

Les valeurs propres isolées de multiplicité finie sont a priori les objets les plus proches
des valeurs propres en dimension finie, ce qui justifie en soi leur étude. Etant donné
qu’elles ne constituent a priori pas I'intégralité du spectre, on définit le spectre essentiel
de —L comme le complémentaire de 0y;s.(—L) dans o(—L). L'objet d’étude principal
de ce chapitre sera le spectre discret de —L, on s’intéressera donc a la décomposition
suivante :

0(—L) = 04i5c(—L) U 0pss(—L).

A la lumiére de cette décomposition, on peut affiner la décomposition spectrale donnée
en introduction (apreés la Proposition 1.1.17). Toute fonction f € L?(u) s’écrit

f= Y Pf+ AP, f.

)‘Egdisc(_L) /\EUSSS(_L)

De nombreux autres sous-ensembles du spectre existent, donnant lieu a d’autres
décompositions, en lien avec d’autres propriétés des valeurs propres (spectre résiduel,
spectre continu, etc.). Le choix de cette décomposition n’est néanmoins pas arbitraire,
et est motivé par le cas particulier annoncé en introduction : le générateur d’Ornstein-
Uhlenbeck. Non content d’étre relié a la mesure préférée des probabilistes et statisti-
ciens, cet opérateur a le bon gotit d’avoir un spectre essentiel vide : son spectre est
uniquement constitué de valeurs propres isolées de multiplicité finie. La question po-
sée en introduction peut alors étre complétée : sous I'hypothese CD(p, ), le spectre
de —L est-il complétement discret? Et si oui, les valeurs propres et espaces propres
peuvent-ils étre reliés a ceux du générateur d’Ornstein-Uhlenbeck ?

Avant de tenter de répondre a cette question, la section suivante s’attelle a une des-
cription exhaustive du spectre de I'opérateur —Loy;, avant de présenter quelques tech-
niques d’estimation reliées a la caractérisation de Courant-Fischer des valeurs propres.

3.1.2 Cas du générateur d’Ornstein-Uhlenbeck

La diversité pléthorique des opérateurs de diffusion oblige a envisager de nom-
breuses structures différentes pour le spectre : complétement discret, a contrario com-
pléetement essentiel, ou avec une composante discrete et une composante essentielle
toutes deux non vides. Cette section s’intéresse au générateur d’Ornstein-Uhlenbeck,
qui présente un spectre completement discret. D’autres exemples seront évoqués en fin
de section, pour lesquels le spectre essentiel n’est pas vide.
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On rappelle que le générateur d’Ornstein-Uhlenbeck est défini, pour f € C*(R% R),
x € RY,

Louf(x) = Af(x) —x-Vf(x),

et qu’il admet la mesure gaussienne centrée réduite y; comme unique loi invariante. On
scinde 1’étude du spectre de cet opérateur en deux : d’abord une étude en dimension
un, puis la généralisation en dimension quelconque.

Cas de la dimension un

Bien que peu intéressant quant aux propriétés asymptotiques de la grande dimen-
sion, le cas des fonctions d"une variable réelle permet d’établir facilement des résultats
généralisables en dimension supérieure sous une forme simple a écrire et a comprendre.
On rappelle en préambule la définition des polyndomes d'Hermite en dimension un.

Définition 3.1.4 (Polyndmes d’Hermite). Soit n € N. Le n-iéme polynéme d'Hermite

sur R est défini, pour tout x € R, par :

d?’l
H?Z (x) = <—1)n€x2/2ﬁeix2/2.

Ces polyndmes ont tres tot présenté un exemple de famille de fonctions orthogo-
nales dans L%(v1), et on a pour tous m,n € N :

<Hn, Hm> - n!énm.

On considérera donc préférentiellement dans la suite la famille de polynémes ortho-
normale (h,),en définie, pour tout n € N, par :

hy(x) = Hy(x).

N

Outre l'orthonormalité, cette famille possede d’intéressantes propriétés relatives a la
dérivation, qui s’averent fort utiles dans I’étude de —Loy;. En effet, pour tout n € N et
x € R, on a d’une part :

h,(x) = xhy(x) — Vi + 1h,11(x),
et d’autre part, par la formule de Leibnitz,

X T () n
vn+1 ! n+1
ce qui donne la seconde formule pour h,

W, (x) = v/nhy,_1(x).

Ces deux formules permettent un premier pas dans la description de o(—Loy).

hui1(x) =

hnfl(x)/
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Proposition 3.1.5. Pour tout n € N, le polynoéme h,, est une fonction propre de —Loy; associée
a la valeur propre n.

La preuve de ce résultat est un calcul direct de —Loy;h, pour tout n € N, en utilisant
les formules ci-dessus.

La premiére conséquence a la fois immédiate et importante de ce résultat est 1'inclu-
sion N C 03, (—Loy ). Mais on peut en réalité aller plus loin. En effet, la famille des poly-
nomes d’Hermite (/1,),en forme une base hilbertienne de L?(y1). Cela peut se montrer,
par exemple, en remarquant qu’une fonction orthogonale a tous les monomes est nulle
presque stirement. Cela entraine donc immédiatement que chaque espace propre est de
dimension un, ainsi que la décomposition

L (7)) = P Vect(hy).

neN

Il suit également que —Lpy; nadmet pas d’autre valeur propre que les entiers. Dans
le cas contraire, toute fonction propre associée serait orthogonale a tous les polynomes
d’Hermite (voir la remarque suivant la Définition 3.1.2), et donc serait presque stire-
ment nulle. On a donc la double inclusion qui assure que 0,(—Loy) = N.

Enfin, cette décomposition implique que toute fonction f € L?(vy1) est compleéte-
ment décrite par les projecteurs sur les espaces engendrés par les polynomes d Her-
mite :

f = Z <f/hn>hnr
neN
ce qui induit, en vertu de la décomposition spectrale rappelée ci-dessus, que 0ss(—Lou)
@. 1l s’ensuit la description suivante du spectre de —Loy;.

Théoreme 3.1.6. Le spectre de —Loy est discret et égal a N. Toutes les valeurs propres sont de
multiplicité 1 et une base hilbertienne de vecteurs propres associés est donnée par les polyndmes
d’Hermite (hy)nen-

Une description aussi exhaustive du spectre est en général inaccessible, en-dehors
de certains cas tres spécifiques. Le superlatif "miracle gaussien" n’est pas usurpé pour
qualifier ce résultat, qui justifie les tentatives de comparaison telles que décrites en in-
troduction. De plus, le caractére tensoriel de la mesure gaussienne en dimension quel-
conque permet une transposition aisée de cette structure, qui fait I'objet de la section
suivante.

Dimension quelconque

La plupart des calculs techniques ont été effectués dans la section précédente, celle-
ci consistera essentiellement a exploiter la structure tensorielle de la mesure gaussienne
pour décrire le spectre de —Loy en dimension quelconque. A cette fin, on rappelle les
notations des fonctions partielles introduites dans le chapitre précédent.

—69 —



CHAPITRE 3. UNE APPROCHE ALGEBRIQUE ET GEOMETRIQUE A L'ETUDE SPECTRALE
DES GENERATEURS

Définition 3.1.7. Soit f € L?(vy,). Pouri € [1,d] et (x1,..., % 1,Xi41,..., %) € R¥1
fixé, on définit la fonction partielle f; : R — R par
filxi) = f(x),
pour x; € R.
On notera —Lpyy 1 'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck unidimensionnel de la section

précédente. Avec la définition précédente, on a la décomposition suivante de —Loy; :
pour toute fonction f € L2(y,;) et tout x € RY,

d
—Louf(x) = —Y_ Louafi(xi).
i=1

Elle découle directement de la définition de —Loy; :
d

—Louf(x) = = Y [0 f(x) + x;0:f (x)].

i=1
Une conséquence de cette écriture est que, multiplicité exceptée, on a I’égalité des spectres

0(—Lou) = o(—Loyz). Plus précisément, on a la description suivante des valeurs
propres.
Proposition 3.1.8. Le spectre de —Loy est discret, et o(—Loy) = N. De plus, pour tout
n €N,
d—1
dim(E,) = < n+ n>,

et une base de E,, est donnée par les polyndmes d’Hermite d-dimensionnels de degré n.

La derniére assertion de la proposition ci-dessus nécessite préalablement une des-
cription des polyndmes en question. On rappelle qu'un polyndme homogene de degré
n € N a d indéterminées s’écrit comme une somme de mondmes de la forme

N Xg
M, = X3' - X1,
ot & € N, avec |«| = n. On peut définir une action de ’ensemble des polynomes

homogenes de degré n a d indéterminées sur la famille 1 = (h,),en de polyndomes
d’Hermite de la fagon suivante.

Définition 3.1.9 (Polynomes d"Hermite multidimensionnels). Soient n € N et a € N¢
tel que |a| = n. On définit M, le mondme homogene de degré n a d indéterminées :

My = XM X

Le polyndme d’Hermite de degré n a d variables associé a M, est donné par 'action des
monodmes homogenes sur la familles des polyndmes d"Hermite unidimensionnels /1 =
(hn)nen au sens suivant : pour tout x € RY,

d
Ma(h)(x) = [ 1o, (x).

i=1

On notera (/)0 la famille de polyndmes ainsi définie.
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Cette structure en variables séparées fait écho a celle de la loi gaussienne elle-méme
et du générateur —Loy;. En particulier, les polynomes multidimensionnels ainsi définis
sont des fonctions propres pour cet opérateur. De plus, le théoreme de Fubini permet,
via les fonctions partielles, de se ramener a la dimension un pour montrer que la famille
(hy)n>0 forme une base hilbertienne de L2(7,).

Proposition 3.1.10. La famille (fi,),>0 forme une base hilbertienne de L?(v4) de vecteurs
propres pour —Loy.

Ce résultat permettra, par un raisonnement similaire a celui de la dimension un, de
prouver la Proposition 3.1.8.

Démonstration. Cette proposition est en deux parties, on commence par montrer que
(n)n>0 est une famille orthonormale compléte de L?(7,). I’ orthonormalité est essen-
tiellement un jeu d’écriture utilisant la propriété analogue en dimension un. Soient
&, B € N¥ deux multi-indices quelconques. On a avec le théoréme de Fubini, par dé-
finition de 4,

d

d
(Mo (0), M) = [ Tk () ] I, ()t

i=1

d
=TT [ o g, () ()
i—1 /R
d
= Hfsﬂéiﬂi'
i=1

par orthonormalité de /,, et hg, dans L?(71). Il s’ensuit donc :

(Mq(h), Mp(h)) = dup,
et donc 'orthonormalité de (/1) ,>0. La complétude vient elle aussi de la propriété ana-
logue en dimension un. Soit f € L2(v,) telle que, pour tout « € N9, (M, (h), f) = 0. La
preuve peut se faire par récurrence descendante. Pour tout « € N¥, on a par le théoréme
de Fubini :

d
0= /Rd My (h)fdy = /Rhm(xl)/Rd1gha,(xi)f(x)d'yd_1(x2,,__,xd)d%(xl).

Cette égalité est vraie quelle que soit la valeur de a; € N, donc l'intégrale de droite
(contre 7y;_1) est nulle pour presque tout x; € R. On peut réitérer I'opération avec x»,

x3, etc., et il s’ensuit par récurrence que f(x) = 0 presque partout. La famille (%,),>0
forme donc bien une base hilbertienne de L2 (7).
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Reste a montrer que ce sont des fonctions propres pour —Loy;. En utilisant la décom-
position en opérateurs unidimensionnels rappelée ci-dessus, on a pour tout & € N :

d d
—LouMu(h)(x) = X%—Lou,l < 1%;(%‘)) (xi)
i= j= i
d d
= le —Lou,1(he, ) (xi) Hha, (%))
/ 7
d d
= Z“zhm(xi)l—[htx](x])
i=1 =1
j#i
i d d
= Z%“lnh%(xl) = (Z;oq) M, (h)(x)
i= j= i=

On en déduit donc que M, (h) est une fonction propre de —Loy; associée a la valeur

d
propre ) ;4 &;.
n

Ce résultat permet de donner la preuve de la Proposition 3.1.8, qui décrit complete-
ment le spectre de —Loy;.

Proposition 3.1.8. Comme dans le cas du Théoreme 3.1.6, la décomposition spectrale de
L?(v,) implique que 0,ss(—Loy) = @, et donc que o(—Loy) = N.

La complétude du systeme (/1) >0 implique de méme que I'espace propre E,, asso-
cié a la valeur propre n € N est engendré par 1’ensemble des polyndmes de la forme
M, (h) ot |a| = n. Ainsi, la dimension de E, est égale au nombre de polyndmes ho-
mogenes de degré n a d indéterminées, ou encore au nombre de multi-indices « € N*
tels que a1 + - - - + &y = n. Un dénombrement élégant de cet ensemble peut étre réalisé
avec un codage par étoiles et barres. On représente un tel multi-indice par une suite de
n étoiles et d — 1 barres, toutes indiscernables, ot les étoiles sont groupées d paquets,
chacun séparé du suivant et du précédent par une barre, et dont le i-eme comprend «;
étoiles :

——— | N ~—~—
a1 (1%} &g

Il'y a bien bijection entre ces codes et les multi-indices d’intérét. Ces codes sont faciles a
dénombrer : il y en a autant que de permutations de ces n +d — 1 éléments ((n +d —1)!),
divisé par le nombre de permutations des étoiles (n!) et le nombre de permutations des
barres ((d — 1)!), car les étoiles et les barres sont indiscernables. Il en résulte que

dim(E,) = W - (d+Z_1>’

ce qui est la formule attendue. |
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Remarque. La technique de dénombrement par les étoiles et les barres valait bien la
démonstration !

Les deux propositions précédentes donnent une description exhaustive de o(—Loy;)-
Comme mentionné plus haut, les cas aussi explicites sont tres rares, et il est en pra-
tique tres difficile d’avoir acces a la description des fonctions propres. Dans ce qui suit,
on se concentrera sur deux points principaux : d’une part une estimation des valeurs
propres et d’autre part une estimation de la dimension des espaces propres. Certains
cas, comme la dimension des premiers espaces propres, sont explicites, bien que les
fonctions propres ne le soient pas. Ces cas font I’objet de techniques particulieres, no-
tamment dues a Klartag [54] et reprises dans [14].

Avant de développer les outils spécifiques liés a ce probléeme, on rappelle deux
points importants qui constituent le point de départ de la réflexion. Dans tout ce qui
suit, on revient a I'opérateur de diffusion L général.

3.1.3 Trou spectral et caractérisation de Courant-Fischer

Les estimations spectrales auxquelles nous nous intéressons ici portent essentielle-
ment sur les valeurs propres isolées de multiplicité finie de —L, soit son spectre discret.
Les questions qui se posent sont, dans 1’ordre : 'opérateur —L admet-il des valeurs
propres isolées de multiplicité finie? Le spectre essentiel est-il vide? Peut-on estimer
les valeurs propres? Dans cette section sont explorés trois outils qui répondent chacun
en partie a ces questions et servent de point d’ancrage pour le développement suivant.

Trou spectral

On a déja vu dans l'introduction un premier résultat d’analyse spectrale. Dans la
Proposition 1.2.3, il a été établi que 'inégalité de Poincaré est équivalente a 1’existence
d’un trou spectral. Outre une premiere description de la structure du spectre, cela in-
dique que 0 est une valeur propre isolée dans le spectre. De plus, les deux hypotheses
(H2) et (H5) assurent que Eo(—L) ~ R, et donc que 0 est de multiplicité finie.

I s’ensuit que l'inégalité de Poincaré implique que le spectre discret de —L est non
vide, et que 0 € 05 (—L). Cela ne préfigure rien sur le reste du spectre, comme il sera
montré dans les deux exemples suivants.

Exemple (Le cas gaussien). Il n’est nul besoin d’aller bien loin pour trouver un pre-
mier exemple simple. Dans le cas de la gaussienne, les résultats vus en introduction
permettent d’établir un trou spectral de taille 1 pour la gaussienne. Cela suffit a affir-
mer que 0 € 0y;5.(—Loy). Mais comme cela a été vu, on peut obtenir une description
exhaustive du spectre, qui va bien au-dela de la premiere valeur propre, information
qui n’est pas disponible avec la seule inégalité de Poincaré.

Exemple (Le cas exponentiel unidimensionnel). Bien qu’en-dehors des hypotheéses tech-
niques formulées en introduction, le générateur associé a la loi de Laplace y; pré-
sente un cas tres particulier de description du spectre. Pour rappel, cette mesure admet
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x — e~ 1 /2 comme densité par rapport a la mesure de Lebesgue sur R (dont le poten-
tiel peut étre remplacé par une version réguliere de la norme a l'origine avec le méme
comportement asymptotique), de générateur donné, pour f € L?(u.) et x € R, par :

Lf(x) = f"(x) — sign(x) f'(x).

On peut facilement voir que cette mesure satisfait une inégalité de Poincaré IP(4), et
par conséquent admet un trou spectral de largeur 1/4. On a donc bien 0 € oys(—L).
Mais A = 1/4 n’est pas une valeur propre, et constitue la base du spectre essentiel. On
peut le voir en considérant, pour A > 1/4, une solution sur R de 1’équation différen-
tielle ordinaire :

f,/_f/+/\f:0/

donnée par la forme générale :
f(x) =e*/? [A cos (x\/m) + Bsin (x\/él)\i—lﬂ ,

pour tout x € Ry, avec A,B € R fixés. Sauf dans le cas particulier A = B = 0, une
fonction de ce type n’est pas de carré intégrable contre la mesure exponentielle. On en
déduit que le probleme aux valeurs propres n’admet pas de solution non triviale, et
donc que A > 1/4 ne peut étre valeur propre. Il s’ensuit donc que 0y;5.(—L) est réduit
a0.

On remarque de plus que ce phénomene n’est pas lié a la régularité du potentiel en
0, mais bien a sa croissance linéaire a l'infini.

On voit, a la lumiere de ces exemples, que I'inégalité de Poincaré permet unique-
ment de montrer que le spectre discret n’est pas vide. Elle ne dit rien sur d’autres éven-
tuelles valeurs propres ou sur le spectre essentiel. Pour décrire ce dernier, de nom-
breuses techniques existent, nous nous concentrerons sur 1'une d’entre elles liée & une
condition de Lyapunov.

Spectre essentiel

La caractérisation abordée dans le paragraphe suivant permettra de fournir des es-
timations assez fines des valeurs propres isolées. En revanche, elle ne permet d’accéder
qu’a la base du spectre essentiel. Des caractérisations plus adaptée existent néanmoins,
et on peut citer par exemple le critére de Weyl (voir [76], chapitre XIII), qui s’énonce
comme suit.

Proposition 3.1.11 (Weyl). Un réel A € R appartient i 0.ss(—L) si et seulement s'il existe
une suite orthonormale non nulle (fy)nen telle que

HETOO ILfu = Afull2 = 0.
Une telle suite est parfois appelée suite singuliere.
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Ce résultat peut étre utilisé pour montrer que le spectre essentiel de 1’opérateur
d’Ornstein-Uhlenbeck est vide. Dans un cadre différent, il permet également de mon-
trer que le spectre discret du laplacien sur L?(dx) est vide.

On ne prouvera pas ce résultat, mentionné a titre indicatif. Dans 'idée de se concen-
trer d’avantage sur le spectre discret, on s’intéressera d’avantage aux criteres suivants,
qui permettent d’établir simplement la vacuité du spectre essentiel.

Proposition 3.1.12. Si

lim —AW(x)+%|VW(x)]2 = 400,

|x‘~>+oo
alors le spectre de —L est discret (i.e. 0ps5(—L) = D).

La preuve de ce résultat est un peu trop longue pour étre mentionnée ici, mais
pourra étre consultée dans [8] (§4.10). L'idée de la preuve est de montrer, en définissant
les opérateurs de Persson, que le bas du spectre essentiel est la limite d"une suite diver-
geant vers l'infini. Une conséquence intéressante de ce critere est qu’il permet d’établir
que, pour V(x) = |x|* V'opérateur —L admet un spectre discret dés que & > 1 (pour
a = 1, on a déja vu que le spectre discret est réduit & {0}, résultat qui se transpose a
I'identique en dimension supérieure).

Le second critére permet de mettre en relation I'inégalité de Sobolev logarithmique
vue au chapitre précédent et le spectre essentiel.

Proposition 3.1.13. Supposons que y satisfait une ISL(c), ¢ > 0. Alors 0ess(—L) = @.

Ce résultat est dti a Wang [86], établi dans le cadre plus général des inégalités de
F-Sobolev. Notons que le premier critere peut étre retrouvé comme un corollaire de
ce dernier résultat. Il permet en outre d’établir que, dans notre contexte particulier, la
condition CD(p, o) implique la vacuité du spectre essentiel. Notons enfin qu’en géné-
ral, cette dernieére n’est pas suffisante pour assurer que ss(—L) = @, et nécessite en
réalité une condition CD(p,n), n < +oo, en lien avec une inégalité de Sobolev.

Nous concluons finalement cette section introductive a I’analyse spectrale par la
caractérisation de Courant-Fischer pour les valeurs propres.
Caractérisation de Courant-Fischer

Ce résultat bien connu d’analyse spectrale se base sur un principe de min-max (ou
max-min) pour les quotients de Rayleigh associés a —L. On rappelle que dans tout ce
qui suit, I'opérateur —L est (essentiellement) auto-adjoint et semi-défini positif.

Définition 3.1.14 (Quotient de Rayleigh). Soit f € L?(x) non identiquement nulle. On
définit le quotient de Rayleigh associé a f par :

ey = I D

R /Rd frdp
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Cette notion, héritée de la physique des systémes vibratoires [74], est intimement
liée aux valeurs propres de —L. En effet, si f est une fonction propre associée a la valeur
propre A, il vient immédiatement que R(f) = A. Ce quotient mesure, d’une certaine
facon, le "défaut de propreté" d"une fonction donnée.

En général, les fonctions propres ne sont pas connues, d’autant plus dans un contexte
d’estimation du spectre. Le quotient de Rayleigh seul ne permet donc pas d’estimer
efficacement les valeurs propres. A cette fin, on utilise la caractérisation de Courant-
Fischer, qui fournit une approche variationnelle de 1’estimation de ces derniéres (voir
[38, 27] pour 'aspect historique, et par exemple [76] pour une présentation moderne).

Proposition 3.1.15 (Courant-Fischer). Soit n € N. La n-iéme valeur propre de —L, notée
Au(—L), satisfait :

A(—=L) = inf  sup{R(f), f € Vect(y1,...,¢¥n)}.
1 Pu€L2 (1)

Le sup et le inf peuvent étre permutés pour obtenir la formulation duale :

A (=L) = sup inf{R(f), f L 1,..., P01}
P11 EL2 (1)

Notons enfin que si —L n’admet que N valeurs propres, la caractérisation reste vraie pour tout
n € N, avec Ay (—L) = inf 0pss(—L) pour tout n > N.

Dans la suite, nous considérerons uniquement la seconde formulation. En effet, la
condition CD(p, o0) implique que le spectre est discret et donc que la caractérisation de
Courant-Fischer permet une description exhaustive de ce dernier. De plus, la décom-
position spectrale déja mentionnée rend la seconde écriture d’autant plus pertinente
qu’une structure en sous-espaces orthogonaux est donnée par les espaces propres.

On remarque par ailleurs que cette structure permet de raffiner la caractérisation. En
effet, on peut montrer que le supremum de la seconde écriture est en fait atteint quand
les fonctions ¢y, ..., ,_1 sont les n — 1 premieres fonctions propres. Cette observation
ne permet en général pas une estimation plus précise des valeurs propres, mais s’avere
trés pertinente dans la recherche des multiplicités.

Maintenant les principales base d’analyse spectrales posées, le développement sui-
vant consistera en deux parties : d’abord 1'établissement d"une structure algébrique et
I'introduction d"une nouvelle relation d’entrelacement, puis les estimations spectrales
proprement dites.

3.2 Contexte algébrique

L’idée centrale dans l’estimation des valeurs propres a 'aide de la caractérisation
de Courant-Fischer est de faire apparaitre une relation d’entrelacement bien choisie en
dérivant de fagcon adéquate a l'intérieur des quotients de Rayleigh. Un premiere dériva-
tion fait apparaitre le gradient des fonctions, une deuxieéme la hessienne, mais toute dé-
rivation ultérieure nécessite la définition d’un objet de dimension supérieure. Le cadre
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de vie algébrique naturel de tels objets est 1’algebre tensorielle, dont les principes de
base sont rappelés dans la premiére partie de la section. Les opérateurs de diffusion sur
cette algebre sont ensuite décrits, avant I'introduction d"une nouvelle famille d’opéra-
teurs qui permet 1’écriture de la relation d’entrelacement précitée.

3.2.1 Algebre tensorielle

Les définitions de cette partie pourront étre trouvées dans tout cours de master
d’algebre générale, dont de tres bons sont disponibles sur internet, tant en anglais qu’en
francais. La page Wikipédia sur le sujet pourra étre avantageusement consultée sans
vergogne.

Les espaces vectoriels seront tous définis sur R, mais la plupart des notions peuvent
étre étendues a des corps variés (y compris de caractéristique non nulle).

Définition 3.2.1. Soit V un R-espace vectoriel. Pour tout n > 0, on note T"(V) = yen
la n-ieme puissance tensorielle de V. L'algebre tensorielle sur V, notée T*(V), est 1’algebre
graduée définie par :
T*(V) = @ (V).
n>0

Par convention, T°(V) = R.

Dans la suite, on s’intéressera au cas euclidien V = R?. Pour une fonction f R —
T"(RY), on peut écrire :

d
f= L foili® ®e,
i1,0sin=1
oit chaque f;, ...;, est une fonction a valeurs réelles et (¢;)?_; désigne la base canonique
de RY. Cette écriture permet de décrire simplement la régularité de telles fonctions.
On dira ainsi qu'une fonction f : RY — T"(R?) définie comme ci-dessus est de classe
C", pour r € N, si chacune des fonctions f;,...;, est elle-méme de classe C’. Il s’ensuit
naturellement la définition suivante de différentielle, proche dans un certain sens de la
dérivée extérieure.

Définition 3.2.2. Pour toutn > 0 et f € C' (R4, T"(R?)), on définit la dérivée tensorielle
de f par:

d
df = ), Kfi-ia®e @ Qe

e k=1

On a alors df € CO(RY, T"*1(R?)). On définit de méme la dérivée r-iéme de f, pour
* r _ ’ N r

r € N*,comme d")f =do---od f (sous 'hypothese que f est de classe C").

r

Pour n = 0, on retrouve le gradient et la hessienne de f respectivement pour r = 1

etr = 2. Pour n = 1 (quand f est un champ de vecteurs), df peut étre identifié a la
jacobienne de f (a transposition pres selon la convention choisie pour 'écriture de cette
derniere).
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L’espace des fonctions a valeurs dans T"(R?) peut étre muni d’un produit scalaire
compatible avec des estimations spectrales. Pour f,g : RY — T"(R%), on définit le
produit scalaire de Hilbert-Schmidt suivant :

d
<flg>71 = Z Ré ﬁlr"‘irlgill“‘indy’

i1,eip=1

ainsi que L2(R?, T"(R¥)) I'espace L? associé (dans un souci de concision, on ne fera
apparaitre la mesure y que dans L?(u), pour les fonctions a valeurs réelles). La norme
induite est notée || - ||,,. Pour n = 0, le produit ci-dessus correspond au produit scalaire
classique des fonctions L.

Dans la suite, on considérera la différentielle de fonctions L?, soit au sens des distri-
butions. De plus, on définit la suite suivante :

d

I2(R%R) & 12(R%RY) — - — L(RY, T"(RY)) & 2R, T (RY)) —

ott d,, désigne la dérivée tensorielle (a I'ordre 1) des fonctions a valeurs dans T" (R9).

Enfin, on note dj; 'opérateur de divergence, défini comme l'adjoint de d, dans
L2(R%, T*(R%)) : pour toutes fonctions f € L*(R%, T*(R%)) et ¢ € L*(R?, T"+1(R?)),
ona

(f, dnghn = (duf, &)n+1-

Cet opérateur est explicite, et un calcul direct donne la formule suivante pour d}; : pour
toute fonction ¢ € L?(RY, T"+1(R?)),

d d
d*g_ Z Z E)k+akV gkzl |6 @R

11,...,in=1 =

Dans le casn = O et V = 0 (cas de la mesure de Lebesgue), on retrouve la définition
classique de la divergence des champs de vecteurs.

Ces définitions ressemblent a celles de l'algébre extérieure et de la dérivée exté-
rieure. Mais le cadre tensoriel n’admet pas les symétries de cette derniere, et on prendra
garde a ne pas confondre les deux différentielles. De méme, la suite introduite ci-dessus
n’est pas une suite exacte, et a fortiori pas un complexe de cochaines (comme c’est le
cas avec le complexe de De Rham, par exemple). La relative absence de structure per-
met néanmoins d’itérer la différentielle autant de fois que nécessaire sur des espaces
"arbitrairement gros" (alors que toute algébre extérieure de puissance strictement supé-
rieur a la dimension de 1'espace sous-jacent est triviale). Ce point sera particulierement
important dans la recherche des multiplicités des valeurs propres.
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3.2.2 Opérateurs de diffusion et Schrodinger sur ’algébre tensorielle et
estimations préliminaires

Le formalisme introduit ci-dessus permet d’étendre la définition de L aux fonctions
a valeurs tensorielles. Cette définition découle de celle de Johnsen dans [52] et d’autres
extensions de ces opérateurs aux champs de vecteurs, voir a ce titre le chapitre précé-
dent et les référence afférentes. Les questions de domaines ayant été amplement discu-
tées en introduction, on se restreindra ici aux fonctions infiniment dérivables.

Définition 3.2.3. Soient n € N et f € C®(R?, T"(R?)). On définit 'opérateur L, par :

d
Lnf = Z Lfl'llmlineil Q- Qe

i1eesin=1
En utilisant dy, on peut réécrire L comme suit :
—Lf = —-Af+doV -dof.
L'opérateur £ du chapitre précédent correspond icia £, et Ly = L.

Remarque. Cette définition rend compte de 1’action "diagonale" de L, telle que décrite
en introduction (voir la Définition 1.3.3) et dans le chapitre précédent. En effet, la suite
d’opérateurs (L, ),>0 admet la description récursive suivante : pour toutn > 1, £, =
La._1® 1.

Plus généralement, et suivant la démarche de [52], chaque opérateur £, peut étre
exprimé en fonction de d,, et dj;. On retrouve de plus une relation d’entrelacement si-
milaire a celle de la Proposition 1.3.6, pour laquelle un nouvel opérateur multiplicatif
basé sur la hessienne de V est défini.

Proposition 3.2.4. Pour tout n € N,
—Ly=djody et (—Lup1+ VoV, = (du o ) jim(d,),

oit V2V est un opérateur multiplicatif défini sur les fonctions i valeurs dans T (R?) par

d
V%H—lvf = Z (V2Vf*,i2,~--,in+1)il ey @ D€,

i1,eeesipr1=1

et

d
f*riZn--/in+1 = Z —fjri2/-~-/in+1 €j,
=1

pour tous iy, - - - ,ins1 € [1,d] fixés et toute fonction f : R — T"+1(R?).

Cette écriture peut faire penser aux laplaciens de Witten définis sur les formes diffé-
rentielles, tels que décrits par exemple dans [52]. Les objets sont néanmoins ici de nature
différente, étant définis a partir la dérivée tensorielle et non la dérivée extérieure.
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Démonstration. La preuve consiste en un calcul direct. Pour le premier point, on consi-
dere f € C*(R?, T"(R?)). Par définition de d,,, on a:

d d
dyod,f= ) [Z(_ak + 0k V) (dnf)kiy,.in | €, @ - Re;,
i1,..,in=1 [k=1
d d
= 2 [Z(_ak + akv)akﬁlz--vin eil ® o ® eln
i1,..,0n=1 [ k=1
d

= Y [-Afi, i +doV-dofi,. i)eq @ Qe

i],...,in:1

d
= E Lfﬁ,...,i,,ei] O ein - _Enf

ifein=1

De méme pour le second point, on considére F € Im(d,,). Il existe alors f € C*(R?, T"(R))
telle que F = d, f. Par conséquent, il vient :

andZP = andZOdnf: —dnoﬁnf
d
=— ), %lfi ia®e @ e,

kit prin=1
d
=— Y (Lidofi,,.i, — VPVdofi, i ke ®ey @ ey,

.....
ki1, in=1

en utilisant I’entrelacement général (voir la Proposition 1.3.6). L'argument de la somme
peut étre scindé en deux, et on a d'une part, car £, est diagonal,

d

— Z (ﬁldofil,...,iﬂ)kek Ke, - Qe
ki1, in=1

ki1,...in=1

= _En—H (dnf)

D’autre part, par définition de d,,,

d
Yo (VPVdofi, i ke ®e, @ ® e,
K irpin=1
d
= Y VV(duf)ui ik @, @ - e,

ki1, in=1

= Vi V(duf).
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Finalement,
dyodjF = —(Lyy1 + V2, V)F,

ce qui termine la preuve. u

La restriction a Im(d, ) dans la deuxiéme identité met en avant la relation d’entrela-
cement, que cette proposition permet d’écrire de fagcon synthétique :

dn(=Ly) = du(d}ody) = (dyod})dy = (—Lyy1 + V21 V)dy
Notons que cette propriété implique directement la symétrie de £,, pour tout n € N.

Maintenant que les opérateurs ont été clairement définis, de premieres estimations
spectrales sur —L, et V2,V peuvent étre établies. Celles-ci sont principalement des
conséquences des propriétés des opérateurs sous-jacents —L et V2V

Proposition 3.2.5. Soit n € N. Supposons que —L est semi-défini positif et V>V > pl pour
un certain p > 0. Alors — L,y est semi-défini positif et V2,V > pI "1 (quec I 'identité
de L(T"1(R?))).

Démonstration. Ces deux points suivent directement de la définition de (-, -),. Soit f €
C®(RY, T"(R)), on a

d

(“Laf fru = Z o Yiisfieat = X (L finei)o = 0

,Zn—l Z],...,inil

car —L est semi-défini positif. L’estimation sur V2
F € C®(RY, T"1(RY)),

41V revient a montrer que, pour tout

(Vi1 VE Fhui1 = pllFll7 1.

Toujours par définition de (-, '>n+1/ ona:

<v%+1 VP’ F>n+1 = / VZ VF* 2,00 /ln+1) Fil/-~~/in+1 d‘u

1]/ /Zn+]

d
= / Z VzVP*,iz,...,in+1)il Fil,...,in_H d]’l

2,0 inr1=1
_ 2
- Z d V VP* A2+ /1;1+1’F* 12,.. /ln+l>1d]/l

00,00 1 R

n+1=
2
Z p Z / * 12 1n+1 | d]’l/
i, i 1=1
par hypothese sur V2V. De plus,
2 d 2
|F*,i2,-~,in+1 | = Z (FilliZ/-“rin+]) ’
=1
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et donc
2 )2
P Z / *12, lnt1 d]/l P Z / 11,82/l 41 d.u pHFHn—H/
i i1 =1 1,eesinp1=1
ce qui acheve la preuve. |

Pour aller plus loin dans les estimations spectrales, il est nécessaire de revenir aux
quotients de Rayleigh. Les relations d’entrelacement définies plus haut, adjointes de
la propriété précédente, le permettent. Elles nécessitent néanmoins 1'introduction de la
différentielle dans le numérateur, ce qui ne peut pas étre fait "gratuitement". Pour pal-
lier a cette défaillance, on introduit une nouvelle famille d’opérateurs différentiels qui
ont le bon gotit d’étre des isométries pour le produit scalaire en jeu : les transformations
de Riesz.

3.2.3 Transformations de Riesz

On supposera dans tout ce qui suit que —L est semi-défini positif et que y satisfait
CD(p, ). Sous cette derniére hypothese, le spectre de —L est discret (voir la Proposi-
tion 3.1.13), et sera noté {A;(—L) };>¢. De plus, on peut trouver une base hilbertienne de
L%(u) de vecteurs propre (g;)i>o telle que, pour toute fonction f € L2(u),

f= ;(f/gi>ogi~
Ainsi, pour f € D(—L),
—Lf = 2/\ L)(f,&i)ogi-

i>0

Notons que les valeurs propres sont comptées avec répétitions (on peut avoir A;(—L) =

Aj(=L) pour i # j).
Pour a« € R, on peut définir les puissances —L comme suit :

L)*f =} Ai(=L)*(f, hi)oh,
i>0
sous 1'hypothése que Y ;-0 Ai(—L)*(f,h;)? converge. En particulier, comme —L est
semi-défini négatif, cette formule permet de définir (—L)!/? et (—L)~!/2 sur les fonc-
tions centrées. Ces définitions se transposent naturellement a 1’opérateur tensoriel — L,
pour toutn > 1.

Ces puissances d’opérateur permettent de définir les transformations de Riesz men-
tionnées plus haut. Cette définition est inspirée des travaux de Bakry sur la question
(voir [6] et ses précédents articles sur le sujet), bien que le contexte euclidien tensoriel ici
présent soit assez différent (en particulier, on ne parlera pas de formes différentielles).

Dans tout ce qui suit, on désignera par "centrée" toute fonction f : RY — T"(R¥)
telle que

/Rdfd]/l = OT”(Rd)’

ol Opn (gey est le tenseur nul.
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Définition 3.2.6. Soient n € N et f € C®(R?, T"(R")) centrée. On définit la transformée
de Riesz de f par :
Unf =du(—Ly) 2.

Comme cela apparaitra clairement dans la suite, ces transformations apparaissent
assez naturellement dans le calcul de certains quotients de Rayleigh. Comme annoncé,
ces transformations sont des isométries.

Proposition 3.2.7. Pour tout n € N, U, : L>(RY, T"(R%)) — L2(R?, T"+1(R?)) est une
isométrie.

Démonstration. Soient f,g € L?(RY, T"(R%)) deux fonctions centrées. On prouve que

(Unf, Ung)ni1 = (f,&)n-

Les propriétés de d,, et dj; donnent :

(Unf,Ung)n1 = (dn(=L) V2 f,dn(=L0)V28) 11
= <(_£n)71/2frdfzdn(_ﬁn)il/zgﬂ
—~—

_Ln
= ((=La) V2, (—Ln)"?8)n
= (f,&)n
par symétrie —L,, (et donc de (—ﬁn)l/z). [ |

La définition des transformations de Riesz et la relation d’entrelacement de la Pro-
position 3.2.4 laissent attendre 1’existence d’une relation similaire pour ces derniéres.
Elle est établie par la proposition suivante, qui servira de pierre angulaire a la prochaine
section.

Proposition 3.2.8. Pour tout n € N, on a la relation d’entrelacement suivante :
Un(—Ly) = (—Luy1 + V%HV)Un,
attendu que toutes les compositions sont bien définies.

Démonstration. Soit n € N fixé. Par définition de la mesure invariante, toute fonction
de l'image de — L, est centrée, le terme de gauche est donc bien défini sur tout D(—L,,)
(qui est isomorphe a D(—L)“"). Le terme de droite, en revanche, n’existe que pour les
fonctions centrées de ce dernier domaine. Ainsi, sous I’hypothéese que ces restrictions
sont respectées, ona:

un(_ﬁn) = dn<_£n)71/2<_£n>
= dn(_ﬁn)(_ﬁn)_l/z
= (=Lyy1+ ViHV)dn(—ﬁn)’”z = (=Lys1+ Vi VU,
en utilisant I’entrelacement de la Proposition 3.2.4. n
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Comme nous le verrons dans la partie suivante, le fait que les transformations de
Riesz sont des isométries permet de faire apparaitre "gratuitement" les relations d’en-
trelacement dans les quotients de Rayleigh (ce qui est impossible avec la seule différen-
tielle). Cette propriété justifie I'intérét de la précédente relation d’entrelacement et rend
possible les estimations spectrales annoncées en introduction.

3.3 Estimations spectrales pour —L

Peut-étre encore plus que le résultat en lui-méme, la technique mise en ceuvre pré-
sente un fort intérét. De nature assez générale, elle permet, moyennant de fines esti-
mations sur la dimension de certains noyaux, d’obtenir des bornes optimales sur les
valeurs propres de —L. On illustre en particulier cette optimalité dans le cas gaussien,
ot l'on retrouve les résultats présentés en premiere partie du chapitre.

Dans toute cette section, on suppose que —L est semi-défini positif et V2V > pl,
pour un certain p > 0. Cela implique que le spectre de —L est discret et positif, et sera
toujours noté {A;(—L) };>o (avec répétitions). On notera enfin, pour tout n € N¥,

ky := dim ker(—L, oU,_10---olUp).

Au besoin, on pourra également noter kg = dim ker(—L) (égal & 1 dans notre contexte).

3.3.1 Reésultat principal

Sans plus attendre, le résultat obtenu s’énonce comme suit.

Théoréme 3.3.1. Sous I'hypothese V2V > pl; pour p > 0, on a pour tout r € N*,
A(—=L) > (n+1)p,
oitn € N vérifie Y1 ki <r < Yk,

Sa preuve nécessite 1'utilisation de la quasi-totalité des résultats avancés dans la
section précédente. En particulier, la Proposition 3.2.4 y joue un réle prépondérant. Il
faut donc vérifier que les restrictions décrites dans la preuve de cette derniere sont
respectées, ce qui est 1’objet du lemme suivant.

Lemme 3.3.2. Soient n € N* et h € L2(u). Alors h € ker(—L, oU,_10---oly)* si et

seulement si /d Uy—q10---olphdu = 0.
R

Démonstration. Soith € L?(u).
* Supposons d’abord que h € ker(—L, olU, 10+ 0ly)*. Notons d’abord que

dZ/{n_1 o---olUphdy = 0équivauta:
<Z/{n71 O« OZ/{Oh,C>n - 0
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pour tout tenseur constant C € T"(R?). De plus, si C € T"(RY), alors U o - - - o
Uy C eker(—L,oly_10---oly). En effet, comme chaque U; est une isométrie,
Ur = U et donc

1
—Lyoly_q10--olUpolUyo---oUy C=—-L,C=0.
Finalement, comme & € ker(—L, oU,_10---0 UO)L,

0 = <h’u6(0”'o :1(71C>0 = <Z/{Vl—1o"'ou0hlc>n/

soit /Rdun_lo---ouohdy =0.

¢ Supposons a présent que /d Uy_10---olUphdy = 0.Soit g € ker(—L, ol 0
R

-+~ olUp). L'hypothese sur h assure que (—L,) (U, _1 0 - - - oUph) est bien défini.
Comme chaque U; est une isométrie,

(h,8)o = Un—10---olUgh,U,_10---0Upg)n
= <_£n o (_»Cn)_l oUly_q0---olUph,Uy,_10--- 0U0g>n

<(_£n)71 oUy_10---olph,—Lyoly_q0--- OUog>n
-0

=0,

par symétrie de L. La fonction g est quelconque, donc h € ker(—L, oUy,_1 0
.. 0 UO)L.
|

Ce résultat technique nous permet de passer a la preuve du Théoreme 3.3.1.

Théoreme 3.3.1. On montre en fait le résultat suivant, dont le théoréme qui nous inté-
resse découle immédiatement :

Vn € N, Ay 1(—L) > (n+1)p. (%)

Tout d’abord, pour n = 0, 'hypothése V2V > pl,, implique via le critere de Bakry-
Emery (voir la Proposition 1.2.6) que —L satisfait une IP(1/p), et donc que A;(—L) > p
(voir la Proposition 1.2.3).

Soit donc n € N*. Pour rappel, on s’intéresse a des quotients de Rayleigh de la
forme

/Rdh(—L)hdy

2
/Rdhdy
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Soit h € D(—L) une fonction centrée telle que i € N}_; ker(—LyolUy_10---olly)*.On
souhaite montrer dans un premier temps que :

n+1
/Rd W(—L)hdp = Uyo---oUh, (—Lus1)Uno---oUph) i1+ 3 R, (+%)
k=1

avec

Ry = (Up_10---olUoh, ViVUj_q 0 - olUph)y.

Le probleme d’estimation sera alors séparé en deux, et on pourra utiliser la Proposi-
tion 3.2.5 pour éliminer le premier terme et estimer la somme des restes. On procede
par récurrence sur k < n.

Initialisation : Comme F est centrée, Uph existe et, d’apres la Proposition 3.2.8,

[ Lo = (h, Lo = Uoh, Uo(~Lh))s
= <Z/[0h, (—ﬁl + V%V)Zxﬁ)h)l = <Z/{Qh, (—ﬁl)UOhh + Rj.

Hérédité : Supposons que, pour un certain k € [1,n],

: k
/Rd h(—L)hdp = Uy 0 - - oUoh, (—Ly)ly_y 0 - - o Uoh) + Y R;.
j=1
Comme 1 < k < n, le Lemme 3.3.2 implique que /duk,l o---olphdy = 0.On en
JR

déduit que Uy (Uy_1 o - - - o Uph) est bien défini et la relation d’entrelacement de la Pro-
position 3.2.8 pour Uy donne, par isométrie :

k
(U0 oloh, (—Li)Ug_q10---oUoh)+ Y _R;
=1

K
= Uy oU_q 0---oUoh, Uy o (—Li)Ug_10---oUoh)is1+ ) R;
=i

k
= <Uk o---olph, (_£k+1 + V%_HV)Z/[]( o--- ouol’l>k+1 + ZR]'
=
k+1
= <Z/{k o---olph, (_Ek-i-l)uk o--- Ou0h>k+1 + 2 R]',
=1

ce qui établit (xx). Les propositions 3.2.5 et 3.2.7 impliquent alors, pour k € [1,n + 1],
Ry = (Ug_10---oloh, ViVU_q0---olUoh);
> pllUer 0o UohlE = p [ W ap.
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La positivité de —L,,11 et (x%) induisent donc :

n+1
/Rd h(—L)h d]/l = <L{n [ OuOh, (—£n+1)un SR ou0h>n+1 + Z Rk
k=1
n+1 n+1

>0+ Y R > Zp/ hzdy:(n+1)p/ rm
k=1 k=1 /R RY

Finalement, on obtient la borne inférieure pour le quotient de Rayleigh R(h) :
R(h) = (n+1)p,

uniformément en h.

Pour relier cette borne a la caractérisation de Courant-Fischer, il faut identifier un
ensemble de fonctions auquel la fonction & est orthogonale. Cela donnera I'indice de la
valeur propre associée et renseignera sur sa multiplicité. On rappelle que h € (;_; ker(—Ly o
Up_10-+-olp)t et est centrée (et donc orthogonale aux fonctions constantes). Si on

ke h
pose By = Uiy ({fl]}l’:l> U {1}, ou {f!},, est une base orthonormée de ker(—L; o
Ui q0---0 Up) et 1 désigne la fonction constante réelle égale a 1, alors BB, constitue une
telle famille. Le théoréme de Courant-Fischer donne alors :

s, (~L) > inf R(f) > (+ D,
feB,
et comme |B,| = Y ki + 1, I'inégalité (x) est prouvée.

L’assertion du théoréme suit aisément. Rappelons que les valeurs propres de —L
sont classées par ordre croissant. Soit r € N*, il existe n € N tel que :

n n+1
Yoki+1<r<) ki+1
i=1 i=1

(avec Y0, ki = 0). Ainsi, (x) implique que A,(—L) > Ayt e1(=L) > (n+1)p, etla

n

condition sur r se réécrit ) I 1 k; < r < lell ki, ce qui clot la démonstration. [ |

Afin de retrouver précisément le résultat de Milman, il est nécessaire d’estimer la
valeur des k;. La principale difficulté réside dans le fait que les transformations de Riesz
ne sont "pas assez explicites" pour permettre une détermination aisée des images réci-
proques en jeu. Il est néanmoins possible d’effectuer des estimations dans le cas général
pour les premieres itérations de la méthode.

Proposition 3.3.3. On a, en toute généralité, ko = 1 et k1 = d.

Démonstration. La valeur de ko vient des hypotheses techniques formulées sur —L, sous
lesquelles le noyau de —L est réduit aux seules fonctions constantes (hypothese (H5)).
Il s’ensuit que ker(—L) ~ R, et donc que ko = 1.
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L'estimation de k; est moins directe. Considérons f € ker(—L; oUp). Alors f est
centrée (pour étre dans le domaine de U)) et

Lillof = 0.

L’hypothese (H5) assure alors que Upf = C € RY. Comme les transformation de Riesz
sont des isométries, elles sont en particulier inversibles, et on a alors f = U5 C (1’absence
de terme constant étant dii au caractere centré de f). Ainsi, la fonction f est complete-
ment donnée par le vecteur C € R?. Plus précisément, on a

do(—L)"V2f =C,

soit pour tout x € RY,
(—L)"Y2f(x) = (C,x)o + D,

avec b € R. Or, par définition de (—L)*, ona (—L)!/2b = 0, et donc, pour tout x € R¥,
fx) = (=L)"2({C,x)o) + ¢,

avec ¢’ € R le centrage de f. Cette constante est complétement déterminée également
par la donnée de C, de sorte que ker(—L1 o Uy) ~ R%. Il vient donc que k; = d. |

Dans le Théoréme 3.3.1, cela donne :
* Ay(—L) =0pourn =0,
* Ay(—L) > p pour tout n € [1,d],
* Ay(—L) > 2p pourtoutn >d+1.

Cette conclusion est en accord avec d’autres résultats sur le sujet, par exemple le
travail Klartag [54], ot 'auteur établit que la dimension de I’espace propre associé a la
premiére valeur propre non nulle (ici E), ) est de dimension égale au plus a celle de I’es-
pace sous-jacent (ici RY). Son cadre de travail est I’opérateur de Laplace avec conditions
de Neumann en lien avec la mesure uniforme sur des corps convexes, transposable a
l'opérateur —L traité ici pour une mesure de Boltzmann-Gibbs sur 'espace tout entier
(tel que décrit par exemple dans [14]). Sa preuve, trés élégante, permet d’estimer par
en-dessous cette dimension en étudiant l'injectivité d’applications linéaires bien choi-
sies. Un théoréme de structure de cet espace peut en étre déduis dans certains cas, que
le Théoreme 3.3.1 ne permet pas de retrouver. Ce résultat ne s’applique néanmoins qu’a
ce dernier espace propre, l’article précité traitant principalement de 1'inégalité de Poin-
caré (et donc de la premiere valeur propre non nulle).

On conclue ce chapitre sur un retour au cas gaussien. Comme cela a été amplement
détaillé plus haut, ce cas est complétement explicite, et I’'on connait a la fois les valeurs
propres et la structure (et dimension) des espaces propres. Le miracle gaussien va jus-
qu’a permettre le calcul explicite des noyaux en jeu et de leur dimension, ce qui montre
au passage le caractere optimal du Théoreme 3.3.1.
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3.3.2 Optimalité dans le cas gaussien

Pour alléger I'écriture, on notera encore L le générateur du semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck (en dimension d), invariant par rapport a la mesure gaussienne y;. De méme
ses versions tensorielles seront toujours notées L, pour n € N. On sait de la premiere
partie que c(—L) = N, et que pour tout n € N, l'espace propre E,(—L) associé a la
valeur propre 1 est de dimension (* ilfn), engendré par les polyndmes d’Hermite :

E,(—L) = Vect (Ma(h)f“ €N’ Ja| = ”) '

Cette description explicite donne acces a la décomposition spectrale de —L abordée
plus t6t, qui permet de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 3.3.4. Pour tout n € N, ker(—L, oU,_10---oly) = E,(—L). Ainsi

k, = dimE, (—L) — <d -l ”).

n
Démonstration. La preuve est en deux étapes, qui visent a I'identification de ker(—L,, o
Uy—10---olUpy). On montre d’abord que les seuls polyndmes de degré k < n dans ce
noyau sont les (combinaisons linéaires des) polyndmes d"Hermite de degré n, et ensuite
que les seules fonctions de ce noyau sont des polyndmes.

Etape 1. Remarquons d’abord que si F € Ej(—L,), alors d,F € Ey_1(—Ly41). Clest

une conséquence directe de la Proposition 3.2.4 : avec V2,V = If”“, ona

AdWF = dy(—Ln)F = —Lys1(dyF) + duF,

ce qui se réécrit :
—Ly+1(dyF) = (A —1)d,F.

De plus, d’apres la Proposition 3.2.8, cette assertion reste vraie en remplagant d,, par U,.
Rappelons enfin que U, F n’est bien défini que pour F centrée. Cette derniére condition
implique qu’iln’y a pas de polyndme non trivial de degré strictement inférieur a n dans
ker(—L,olUy,_10--oly).

En effet, soit f une fonction polynomiale de degré k, avec k < n. Par définition de
L, Lf est une fonction polynomiale de degré k, de méme que (—L)~'/2f, sous I'hy-
pothése que f est centrée. Ainsi, Uyf est une fonction polynomiale de degré k — 1 a
valeurs vectorielles, dont les coefficients dominants ne dépendent que de ceux de f.
Dans I'hypothese ol toutes les conditions de centrage sont vérifiées, Uy_1 0 --- o Upf
est de méme un tenseur constant dont les coefficients non triviaux ne dépendent que
des coefficients dominants de f. La condition [p,Uy_1 0 - - oUyfdu = 0 implique donc
que Ui_10---olUpf est le tenseur nul. Ainsi, tous les coefficients dominants de f sont
nuls, et f est donc en fait une fonction polynomiale de degré k — 1. Un récurrence des-
cendante directe implique alors que f est en fait constante, et la condition de centrage
Jre fdu = 0 permet de conclure que f est nulle. Ainsi, il n’y a pas de polynéme non
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trivial de degré strictement inférieur a n dans le domaine de U, _1 o - - - o Uy (et a fortiori
dans le noyau d’intérét).

Soit maintenant M, (k) un polynéme d’Hermite de degré n. Etant une fonction
propre, toutes les conditions de centrage précédentes sont satisfaites (en vertu de 1’ob-
servation faite en tout début de preuve). De plus, étant donné que M, (h) est une fonc-
tion polynomiale de degré n, il suit que U, o - - - o Uph est une fonction polynomiale
constante (non triviale), et donc que —L,U,_1 o - - - oUph est le tenseur nul. Ainsi, on en
déduit que M, (h) € ker(—L, oUy_10---olUpy). De méme, si f est une combinaison li-
néaire de polyndmes d’'Hermite de degré n, on a encore f € ker(—L, oly,_10---olp).
Cela établit le premier point.

Etape 2. Soit maintenant f € L?(u) une fonction non triviale. La décomposition spec-

trale donne :
f= Z Y. faM

k=0 yeN*
|a|=k

ol la seconde somme porte sur tous les polynomes d’Hermite de degré fixé, et f, =
(f, Ma(R))o. Ainsi,

—Lyoly_q0---olpf = Z Z fac n—lo"'OUOMac(h)-
=0 ucENd
|a|=k
D’apres I'étape 1, cette somme n’est bien définie que si f, = 0 pour tout &« € N tel
que |a| < n (on retrouve les conditions d’orthogonalité successives pour f). De plus,
feker(—L,olUy_10---0lp) sietseulementsi:

Z Yo a2 (el =+ 1)V (|a) = n) fadyq . .. doMa(h) = 0.
k=n+1yeN¢
|a|=k
Or, toujours d’apres 1'observation préliminaire, la famille (d,—1...doMa(h)),cne est
|a| =k
orthogonale. L'identité précédente implique donc que f, = 0 pour tout « € N tel que
|a| > n+ 1. Comme f est non triviale, elle s’écrit donc comme une combinaison linéaire
de polyndmes d'Hermite de degré n.

On en déduit donc que ker(—L, oUy,_10---oly) = E,(—L). L'égalité des dimen-
sions suit directement. |

Il vient alors que I'inégalité dans le Théoreme 3.3.1 est en fait une égalité, ce qui per-
met d’avancer que ce résultat est optimal. Cette affirmation est néanmoins a nuancer.
En effet, le caractere complétement explicite des objets dans le cadre gaussien permet
de retrouver exactement les bonnes dimensions d’espaces propres et les estimations op-
timales sur les valeurs propres, mais reste spécifique a ce cadre précis. Dans la plupart
des cas, les fonctions propres ne sont pas connues et une observation telle que celle faite
en ouverture de la preuve précédente n’est pas accessible.
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3.3.3 Perspectives

En pratique, l'utilisation du Théoreme 3.3.1 est couplée a 'estimation de la suite
(ki)i>o- La difficulté réside dans la compréhension de I’action des transformations de
Riesz, en particulier dans leur action sur la structure hilbertienne héritée de la décom-
position spectrale. Ces estimations dépassent le cadre de ce chapitre, et les tentatives
dans cette direction (dans le cas général) n'ont pour l'instant malheureusement pas
donné de résultats concluants.

Une suite enrichissante de ce travail serait donc par exemple d’aller plus loin dans la
description des espaces propres, la connaissance de leur structure permettant d’avancer
dans l’estimation de la suite (k;);>o, ainsi que dans celle des multiplicités et des valeurs
propres elles-mémes.

Bien que peu explicites au regard du cas gaussien, d’autres exemples pourraient étre
traités (dans l'esprit de la fin du chapitre précédent), pour essayer de décrire 1’action des
transformations de Riesz dans certains cas. La recherche de situations dans lesquelles
ces dernieres sont plus explicites pourrait également constituer un pas intéressant dans
cette direction.

Enfin, Milman propose un grand nombre de conjectures dans sont article initial,
dont plusieurs sont encore ouvertes. En particulier quand 1’espace sous-jacent n’est
plus l'espace euclidien R?. Une extension du présent travail consisterait a une traduc-
tion des résultats dans un cadre plus général, par exemple le cadre riemannien, dans
lequel la structure algébrique introduite serait un atout indéniable. Notons que les re-
lations d’entrelacement classiques décrites dans les chapitres précédent ont déja fait
l’objet d’une telle généralisation, voir par exemple le travail de Baptiste Huguet sur la
question [47], et que les transformations de Riesz avaient déja été étudiées par Bakry
dans ce contexte.
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Chapitre

Aspects numériques des inégalités de
Poincaré et application a I’analyse de
sensibilité

E DERNIER CHAPITRE revient sur 1'inégalité de Poincaré en tant que telle. Son but
C est d’explorer les liens entre cette derniere et ’analyse de sensibilité, dans le cadre
d’une application a I'’hydrographie (en petite dimension). Une méthode de calcul nu-
mérique de la constante de Poincaré est également développée et implémentée.

Ce travail (aujourd’hui en cours de rédaction) a été effectué en collaboration avec
Aldéric Joulin et Olivier Roustant, sur la base d"un projet étudiant donné a 1'INSA Tou-
louse. Il fait suite a I'article de Barthe, Iooss et Roustant [13] qui traitait de ce probléme
en dimension un. Le présent chapitre aborde la question de la dimension deux, qui
avait été explorée dans le cadre de ce projet par deux étudiants de mathématiques ap-
pliquées de I'INSA, Jérome Deveaux et Landry Duguet [31]. Les constantes de Poincaré
sont obtenues via la résolution par éléments finis d’un probléme aux valeurs propres
faisant intervenir le trou spectral. Il n’est pas discuté d’extensions de cette technique
aux dimensions supérieures, les éléments finis étant intrinsequement liés a la petite
dimension. On peut néanmoins mentionner un travail récent de Pillaud-Vivien, Bach,
Lelievre, Rudi et Stolz [71], qui estime par Monte-Carlo cette constante en dimension
quelconque. Cette approche statistique est cependant un peu moins pertinente en petite
dimension, ot les éléments finis permettent une meilleure précision.

Le chapitre sera découpé comme suit. Le probleme physique est présenté dans une
premiére partie introductive, suivie d'un rappel sur 1’analyse de sensibilité et les liens
avec l'inégalité de Poincaré. Les aspects numériques liés et les résultats obtenus font
l'objet de la derniere section.
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4.1 Contexte général

411 Modele physique

Le probleme d’origine est proposé par Rocquigny [29], repris par Iooss [48], et enfin
par Iooss et Lemaitre dans [49]. Il consiste & modéliser le cotit d’entretien d'une digue au
bord d’une riviere, dont le cours peut varier et dont les crues occasionnent un surcotit
d’entretien. Le flot de la riviere est modélisé par une simplification des équations de
Barré de Saint-Venant 1D [11]. La hauteur & de I’eau est donnée par ces équations, en
fonction de la vitesse d’écoulement g, par 1’équation :

2
O1(0) + 32 (1) +ghdsh = 31, (SV)

ou g représente l'intensité de la pesanteur (supposée constante en temps et en espace) et
K; est le coefficient de Strickler, qui permet d’exprimer la quantité de mouvement trans-
mise par le fluide a la paroi de la riviere. Ce dernier dépend de nombreux parametres,
comme le matériau de la paroi, sa rugosité, la végétation, etc. Il est en général évalué
empiriquement.

Le domaine de résolution fait intervenir divers parametres, dont les longueur et
largeur du trongon de riviére étudié, ainsi que les cotes amont et aval du trongon (qui
donnent le dénivelé parcouru et donc l'inclination). Ces parametres se retrouvent dans
la formulation simplifiée ci-dessous.

La principale grandeur d’intérét dérivée de cette équation est la hauteur maximale
de I’eau sur une période de temps donnée (ici une année), notée H, qui s’exprime ainsi
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en fonction de la vitesse d’écoulement maximale Q :

0.6

Q

ou B désigne la largeur de la riviere (supposée elle aussi constante), L la longueur du
trongon de riviere (et donc aussi la longueur de la digue), supposé rectiligne, et Z,, et
Zy les cotes (altitudes par rapport a un niveau de référence, souvent la mer) respective-
ment en amont et aval du trongon de riviéere (la différence Z,, — Z, est donc le dénivelé
parcouru par la riviére). La hauteur de crue maximale S sur une année est donc égale
au niveau maximal de la riviére additionné de la cote aval, auquel sont soustraits la
hauteur de la berge C; et la hauteur de la digue Hy, soit :

H =

S=H+Z,—H; —Cy.

Dans le cadre d’applications industrielles, en plus de la hauteur de crue maximale, on
s’intéresse au cotit annuel de la digue. Celui-ci peut s’exprimer par :

1
C =140+ [0.2 108 (1 - e*1000/54)} 1520 + 55 max(Hy, 8).
Ce cofit (exprimé en millions d’euros) comporte trois termes. Le premier correspond au
cotit de remise en état de la digue suivant une crue, le second a la maintenance annuelle
de la digue en I'absence de crue, et le dernier au cofit initial de construction de la digue.

Les trois grandeurs d’intérét (H, S et C) peuvent étre obtenues directement a partir
des mesures des différents parametres du modele. Malheureusement, la plupart de ces
observables ne peuvent étre connues avec précision, et présentent souvent des fluctua-
tions. Pour cette raison, il est commode de les modéliser par des variables aléatoires,
dont les différentes lois sont présentées ci-dessous.

Variable Grandeur mesurée Loi

Q vitesse d’écoulement maximale | Gum(1013,558) (restreinte a [500, 3000])
K; coefficient de Strickler N (30,64) (restreinte a [15, +o0|)
Zm cote amont 7T (49,50,51)

Zy cote aval 7T (49,50,51)

L longueur du trongon T (4990, 5000, 5010)

B largeur du trongon T (295,300, 305)

H, hauteur de la digue U7,9)

Cy hauteur de la berge T (55,55.5,56)

TABLE 4.1 — Variables du probléme

- 05—



CHAPITRE 4. ASPECTS NUMERIQUES DES INEGALITES DE POINCARE ET APPLICATION
A L”ANALYSE DE SENSIBILITE

La notation Gum(a,b), pour a € R, b € R*,, désigne la loi de Gumbel de parametres
a et b, dont la densité est donnée, pour tout x € R, par :

0= Low - (52 )]

et de fonction de répartition :

X—a

F(x) =exp (—e_'T> .

De méme que pour la gaussienne, le parametre a est un parametre de localisation, et
b un parametre d’échelle. De méme également, on appellera loi de Gumbel standard la
loi Gum(0,1). Notons néanmoins qu'il n’est pas possible d’obtenir une loi de Gumbel
standard par centrage/réduction comme on le ferait pour la gaussienne. Ce choix est
classique dans la modélisation des valeurs extrémes d’une série statistique, voir par
exemple l'article initial de Gumbel [43].

La notation 7 (a,¢,b), aveca < ¢ < b, désigne la loi triangulaire sur l'intervalle [a, D]
de mode ¢, dont la densité est donnée, pour tout x € R, par :

—a b _
f(x) = (Z,Z_(;(C_)wl[a,cmx) T (bf(a)(f_)mlwm-

Son nom vient du graphe de cette densité, qui représente un triangle dont la base est le
segment [a, b] et dont le sommet est situé au-dessus de c. On consideére en général la loi
7(0,1/2,1) comme la loi triangulaire standard.

Les parametres présentés rendent compte des ordres de grandeur rencontrés dans
les applications : une altitude de 50m environ par rapport au niveau de la mer (ce qui
correspond assez bien a l'altitude a laquelle les cours d’eau présentent une typologie
en accord avec les hypotheses), un trongon de 5km de long pour 300m de large et une
digue de 8m de hauteur. A titre indicatif, cela correspond a la typologie de la Garonne
un peu avant Bordeaux.

En pratique, la dépendance de S et C en tous les parametres du modele est, bien
qu’explicite, difficile a appréhender. Les entrées étant aléatoires, on cherche en pratique
a identifier dans un premier temps les plus influentes d’entre elles. En d’autres termes,
on souhaite estimer comment l'incertitude sur une entrée donnée se traduit sur la sor-
tie. C’est 'objet d’étude de I'analyse de sensibilité, qui permet de définir cette notion
d’influence et de la quantifier via des indices de sensibilité. Ces techniques seront plus
amplement détaillées dans la section suivante.

Mentionnons enfin que, dans la plupart des travaux cités précédemment, les diffé-
rentes grandeurs en jeu dans le modele sont considérées indépendantes. Cela simplifie
radicalement 1’analyse de sensibilité, et permet de se ramener a des composantes unidi-
mensionnelles, qui ont fait I'objet de ’étude dans [13]. Cette hypothese peut néanmoins
sembler particuliérement forte dans le contexte d"un probléme concret. Un des buts de
cette partie est d’étudier le cas ol les variables ne sont plus supposées indépendantes,
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mais corrélées deux a deux (selon des couplages qui seront précisés ultérieurement).
La section suivante s’intéresse a une fagon de modéliser la dépendance d"un couple de
variable aléatoire : la copule.

4.1.2 Modélisation probabiliste
Formalisme fonctionnel

Il existe plusieurs fagcons de décrire la loi d'un couple de variables aléatoires dé-
pendantes. La copule, introduite par Sklar en 1959 [79], permet de séparer I'étude de
la structure de dépendance entre les variables de celle des marges. Les définitions qui
suivent pourront étre retrouvées dans 1'ouvrage de référence de Nelsen [66].

Les copules se définissent au niveau des fonctions de répartition, et nécessitent donc
une définition de ces fonctions en dimension deux. Plusieurs approches existent pour
étendre le concept (intrinsequement unidimensionnel) de fonction de répartition a la
dimension supérieure, mais un cadre adapté ici pour les décrire est celui des fonctions
2-croissantes.

Définition 4.1.1 (Fonction 2-croissante). Soient I; et I, deux intervalles de R. Une fonc-
tion H : [; x I, — R est dite 2-croissante si pour tous (x1,x2), (y1,¥2) € I X I, avec
x1 <xpety; <y ona:

H(x1,y1) + H(x2,y2) — H(x1,y2) — H(x2,y1) > 0.

Notons que cette définition differe par nature de celle des fonctions croissantes
adoptée dans le chapitre 1. Il existe en particulier des fonctions 2-croissantes qui ne
sont pas croissantes dans toutes les directions, et réciproquement (voir [66] §2.1). Les
fonctions de répartition bivariées sont des cas particuliers de fonctions 2-croissantes. En
effet, cette notion de croissance est plus adaptée a la définition probabiliste d"une fonc-
tion de répartition, qui calcule la masse de certains ensemble sous une loi de probabilité
donnée.

Définition 4.1.2 (Fonction de répartition jointe). Une fonction de répartition jointe H
est une fonction 2-croissante définie sur R? telle que pour tout (x1,1) € R? fixé :

Am Hx,y) = lim H(x,y1) =0,
et

x/ylLHlmH(x,y) =1
Les marges de H, notées F et G, s’obtiennent par passage a la limite : pour (x,y) € R?,
on pose :

F(x) = lim H(x,z) et G(y) = lim G(zy).

z—+00 z—+00
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On retrouve comme conséquence immédiate de la définition qu'une fonction de
répartition jointe est monotone en chacune des variables, ce qui entraine la continuité
presque partout de telles fonctions, et a valeurs dans [0, 1]. De plus, les marges ainsi
définies sont bien des fonctions de répartition.

Une copule est un cas particulier de fonction de répartition jointe ot le domaine
considéré est le carré unité [0, 1]2.

Définition 4.1.3 (Copule). Une fonction C : [0,1]2 — [0, 1] est une copule si elle vérifie
les trois conditions suivantes :

1. C est 2-croissante,

2. C estenracinée : pour tous x,y € [0,1] :
C(x,0) =C(0,y) =0,
3. pour tous x,y € [0,1] :
C(x,1) =x et C(Ly) =y.

Comme nous le verrons tout a 1'heure avec le théoreme de Sklar, une copule décrit
la structure de dépendance entre deux variables aléatoires de loi uniforme sur [0, 1].
De plus, la propriété de 2-croissance implique, a l'instar de la monotonie sur R, une
certaine régularité sur les copules. En particulier, les copules sont dérivables presque
partout parallelement aux axes (voir [66] Théoreme 2.2.7).

L’analogie avec les fonctions de répartition jointes se comprend a la lumiere du
théoréme de Sklar [79], qui permet de faire le lien entre copule et lois marginales.

Théoréme 4.1.4 (Sklar). Soit H : R? — [0, 1] une fonction de répartition jointe avec marges
F et G. Alors il existe une copule C telle que pour tout (x,y) € R?:

H(x,y) = C(F(x), G(y))-

De plus, C est unique si F et G sont continues.
Réciproquement, si F et G sont deux fonctions de répartition et C une copule, alors H définie
pour (x,y) € R? par
H(x,y) = C(F(x), G(y))

est une fonction de répartition jointe.

On renvoie a [66], Théoréme 2.3.3, pour la preuve. Ce résultat établit une correspon-
dance bijective entre les structures de dépendance et les copules : a marges prescrites,
toute loi jointe peut étre exprimée en fonction d’une unique copule. Notons que dans
le cas o1 les marges ne sont pas continues, la copule est déterminée de fagon univoque
uniquement sur Im(F) x Im(G).

Cette bijectivité permet de considérer le cas inverse : si la loi jointe et les marges
sont prescrites, comment peut-on retrouver la copule en jeu? Cela peut se comprendre
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simplement en terme d’inverse généralisé des fonctions de répartition. Si F : R — [0, 1]
est une fonction de répartition, on définit son inverse généralisé F~! sur [0, 1] par :

F'(u) =inf{x € R : F(x) > u}.

Si F est obtenue par intégration d"une densité de probabilité, I'inverse généralisé coin-
cide avec le "vrai" inverse sur le support de cette densité. Pour la copule, cela se traduit
par le résultat suivant.

Proposition 4.1.5. Soit H une fonction de répartition jointe de marges F et G. On pose, pour
(u,v) € [0,1],
C(u,v) = H(F ' (u),G"'(v)).

Alors on a, pour tout (x,y) € R?,

H(x,y) = C(F(x), G(y))-

Cette proposition énonce que les copules sont compatibles avec les changements de
variables qui interviennent lors des changements de loi. Notons que C ainsi posée n’est
pas toujours une copule : elle peut n’étre pas définie sur tout le carré [0, 1]? (certains au-
teurs parlent alors de sous-copule). C’est néanmoins le cas des que F et G sont continues,
ce qui sera le cas dans les applications qui vont suivre.

Cas des variables aléatoires

Les définitions ci-dessus sont posées en-dehors d"un véritable contexte probabiliste.
Ces concepts coincident néanmoins avec les définitions usuelles des fonctions de répar-
tition. En particulier, la fonction de répartition jointe d"un couple de variables aléatoires
réelles (X, Y), notée F(x v, peut étre définie, pour tout (x,y) € R?, par:

Fxy)(xy) =P(X<x,Y <y).

Cette fonction est bien 2-croissante, et on a en fait par calcul direct, pour tous x; < x,
ety <y,

Fixy)(x1,y1) + Fxy) (x2,2) = Fxy) (x1,12) = Fixy) (x2,91)
=P(X € [x1,x2], Y € [y1,12]) > 0.

On comprend des lors pourquoi la notion de 2-croissance est plus adaptée que la crois-
sance directionnelle a la définition des fonctions de répartition bidimensionnelles. On
retrouve également la loi des marges par passage a la limite. Par exemple pour X, on a
pour tout x € R:

lim Fixy)(x,y) = lim P(X<x,Y<y)=P(X<xY€eR)=P(X<x)=Fx(x).

y—+oo y——+o
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Enfin, dansle cas o1 X et Y sont deux lois a densité par rapport a la mesure de Lebesgue,
dériver la fonction de répartition jointe permet de retrouver la densité du couple. En
effet, on a pour tout (x,y) € R?, par le théoreme de Fubini-Tonelli,

Y X
Foon(ey) =PX <x Y <y) = [ [ fuon(s,tdsat

et donc d’une part :

y x y
dxFixy)(x,y) = /_oo Ox (/_mf(x,y)(slf)ds> dt = /_Oof(x,y)(x,t)dt,

et d’autre part :

y
a?c,yF(X,Y)(x/y) =dy </_Oo f(X,Y)(xrt)dt) = f(x,y)(x/y)-

Cette derniere observation permet d’exprimer aisément la densité jointe en fonction
de la copule obtenue via le théoreme de Sklar.

Proposition 4.1.6. Soit H une fonction de répartition jointe de marges continues F et G et de
copule C. Soit (X,Y) le vecteur aléatoire de fonction de répartition jointe H. Sa densité f(x v)

est donnée, pour tout (x,y) € R?, par :

foxn) (6 y) = 83, C(F(x), G(y)) fx (x) fr (1)-

Démonstration. Ce résultat s’obtient directement en calculant la dérivée croisée dans
I'expression du Théoréme 4.1.4. |

C’est cette derniere forme qui sera la plus utile pour travailler avec les densités
jointes. A ce titre, la copule permet de séparer au sein de la densité la partie liée pure-
ment aux marges (produit des densités) de la partie liée a la structure de dépendance.
Dans cette optique, il peut étre intéressant d’écrire ce résultat dans le cas ot les deux
marges suivent la loi uniforme [0, 1]. On a, pour tout (x,y) € [0,1]%,

foxw (x,y) = 95,C(x,y).

Cette expression est parfois elle-méme appelée densité de la copule C. Ainsi, la structure
de dépendance peut étre completement comprise dans le cas ot les marges suivent
des lois uniformes. Le passage a des marges générales peut se faire simplement par
inversion de la fonction de répartition (qui permet le passage de toute mesure a densité
par rapport a la mesure de Lebesgue a la mesure uniforme sur [0, 1]). De ce point de
vue, on a bien séparé les problémes relevant de la dépendance de ceux liés aux marges.

Avant de pousser plus loin I’étude de ces objets et leur lien avec le probleme initial,
on présente quelques exemples de copules classiques, dont celle qui sera utilisée dans
la suite du développement : la copule gaussienne.
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Exemples de copules

Copule produit Le premier exemple dont on pourrait légitimement se préoccuper est
celui de la copule produit, qui correspond au cas d'une loi produit. En effet, si H est
une fonction de répartition jointe dont les marges F et G sont indépendantes, on a :

C(F(x),G(y)) = H(x,y) = P(X <x,Y <y) = P(X < x)P(Y <y) = F(x)F(y).
La copule est donc définie ici, pour tout (u,v) € [0,1]?, par:

C(u,v) = uv.

Copule de Gumbel Un autre exemple (moins trivial, mais non moins utilisé) de co-
pule classique est la copule de Gumbel (a ne pas confondre avec la loi du méme nom).
Elle est donnée, pour (u,v) € [0,1]% et 0 € [0, 1], par :

Co(u,v) =u+0v—1+(1—u)(1—ov)e tlosli—u)logl=o),

Elle est souvent associée a la loi exponentielle bivariée de Gumbel (toujours a ne pas
confondre avec la loi de Gumbel tout court), qui correspond a deux marges exponen-
tielles et dont la copule est celle donnée ci-dessus, et dont la fonction de répartition
jointe peut s’écrire comme suit, pour (x,y)R? :

Hy(x,y) = (1 —eF—e Y+ e_(x+y+9xy)> 1Ir, (X)1r, ().

Copules archimédiennes Il est important de noter que la copule de Gumbel est une
variation d'un cas particulier d'une famille de copules tres utilisées : les copules archi-
médiennes. Une telle copule est définie, pour (u,v) € [0,1]?, par:

C(u,v) = o V(@(,0) + ¢(v,0),0),

ot f € O est un parametre, et ¢ : [0,1] x ® — Ry est une fonction continue, strictement
décroissante et convexe en sa premiere variable telle que ¢(1,-) = 0, pour laquelle on
définit :

ol (t,0) = @71 (£,0)1)g 400 (1).

On obtient une variante de la copule de Gumbel, dite "copule de survie", basée non
sur une fonction de répartition F mais sur une fonction de survie 1 — F, avec ¢(t,0) =
log(1 —flogt).

L’'intérét de ces copules réside dans le parametre 6, qui décrit 1'intensité de la cor-
rélation entre les variables. C’est également le cas pour la copule classique de Gumbel
ci-dessus, o1 I’on retrouve par exemple la copule produit pour 6 = 0.

La derniere copule de ces exemples présente aussi ce type de parametres : la copule
gaussienne.
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Copule gaussienne Le principal exemple qui servira dans la suite du travail est la
copule gaussienne. Elle n’est néanmoins pas completement explicite, et nécessite un
peu de mise en place préalable. On rappelle qu'un vecteur aléatoire (X, Y) est gaussien
si pour tout (&, B) € R?, la variable réelle aX + BY est gaussienne.

Un vecteur gaussien est, a l'instar de la variable homonyme, caractérisé par ses deux
premiers moments. Si (X, Y) est un vecteurs gaussien, son espérance est définie comme
le vecteur y = (E[X], E[Y]), et sa covariance comme la matrice :

_( Var(X) Cov(X,Y)

- \Cov(X,Y) Var(Y) )’

On note alors (X,Y) ~ Nz(u,T). L'inégalité de Cauchy-Schwarz implique qu’une ma-
trice de covariance est toujours symétrique semi-définie positive. Quitte a renormaliser

chaque marge par son écart-type respectif, on peut toujours se ramener a un vecteur
dont la matrice de covariance s’écrit :

_ (1 p
rP_(P 1)’

ottp € [—1,1] estle coefficient de corrélation entre X et Y. Pour des raisons de symétrie,
on considérera dans la suite des vecteurs dont la corrélation est positive. Un vecteur
gaussien de loi V> (u, T') admet pour densité, pour tout x € R?,

fx) = 5 exp | =36 =) T x =g

siI est inversible (soit p # 1). On parlera de vecteur centré si y = 0, et réduit siT = Ip.
Dans ce cas, la densité est le produit de deux densités gaussiennes centrées réduites uni-
dimensionnelles. On s’intéressera plus spécifiquement au cas ot y = O et I' = I';, pour
un certain p € [0,1], car c’est dans ce cadre que sont définies les copules gaussiennes.
On a donc, dans ce cas-13, pour tout (x,y) € R?,

folx,y) = 27_[\/1_7p2exp [—M(XZ + 1 _pry)} .

On notera dans la suite @, la fonction de répartition jointe associée a cette derniere den-
sité, et ® la fonction de répartition de laloi N'(0, 1). Ces deux fonctions nous permettent
de définir la copule gaussienne, qui ne s’exprime pas explicitement.

Définition 4.1.7 (Copule gaussienne). La copule gaussienne est définie, pour p € [0,1]
et tout (u,v) € [0,1]?, par:

Co(u,v) = @p(D (), @ ().

La densité d'un vecteur aléatoire (X, Y) de copule C et de marges F et G continues
peut s’écrire semi-explicitement : pour tout (x,y) € R,
1 1 211 2 | p-1 2
= ————(p*[® I(F 3
foxn(w) =~ xp| = 5y (197 (F@)* + @7 G

— 2007 (F(x) @71 (G(y) ) | Fx (3) fr ().
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On retrouve bien 'expression de la densité d"un vecteur gaussien centré de covariance
I, si les marges sont deux gaussiennes centrées réduites.

On comprend de méme l'influence du parametre p, qui mesure le "degré de dépen-
dance" des marges. En particulier, on obtient de nouveau la copule produit pour p = 0.
Le cas p = 1 est intéressant. En effet, la matrice I'; est singuliére et aucune des fonctions
ci-dessus n’est donc bien définie. On peut néanmoins donner un sens au vecteur aléa-
toire (X,Y) dans ce cas, si les marges sont toutes deux gaussiennes centrées réduites.
En effet, le coefficient de corrélation s’exprime directement comme :

p =Cov(X,Y).
Le cas p = 1 correspond donc au cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz :
COV(X,Y) =1= ox0y,

ce qui implique que X et Y sont colinéaires. Comme ces deux variables sont centrées
réduites, on a en fait X = Y. Dans le cas ol les marges sont gaussiennes, le vecteur
"dégénere" en une unique variable aléatoire gaussienne portée par la diagonale x = y
du plan. Ce cas limite se comprend également au vu des lignes de niveau de la densité
pour différentes valeurs de p, comme il sera indiqué dans la derniere section. Notons
enfin que cette analyse ne tient plus si une des marges n’est pas gaussienne.

Tous les outils ont été introduits pour permettre la suite du travail. Avant de pro-
céder a des rappels sur I’analyse de sensibilité, revenons a la description du probléeme
physique de départ.

Retour au probleme physique

La premiére direction prise pour s’affranchir de I’hypothése d’indépendance pré-
sente dans les précédents travaux consiste a supposer que les variables sont dépen-
dantes par paires. Si I’on reprend les grandeurs présentées dans le tableau en premiére
partie, il est raisonnable d’apparier certaines variables entre elles. Ainsi, on considéere
les distributions suivantes :

Couple | Parametre p
(Q/ KS) 05

(Zm, Zy) 0.3
(L,B) 0.3

TABLE 4.2 — Couples du probleme

(tous les couples ci-contre sont liés par des copules gaussiennes C, dont le paramétre
est précisé, avec les marges indiquées précédemment). A titre indicatif, on donne le
graphe de deux densités proches de celles impliquées dans le modele.
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(a) marges Gum(0,1) et N'(0,1), p = 0.5 (b) marges 7(0,1/2,1), p = 0.3

FIGURE 4.1 — Deux copules gaussiennes, marges prescrites et p fixé

Le but de la suite de ce travail est de déterminer lesquels de ces trois couples sont les
plus influents dans les sorties du modeéle (ici S et C). La définition méme de "influent”
recouvre plusieurs réalités, et nécessite a fortiori des outils précis pour étre mesurée.
C’est 1'objet de I’analyse de sensibilité, dont la section suivante rappelle les principes
de base et les outils nécessaires dans la présente situation.

Notons que les variables H; et C, n"apparaissent pas ici et sont considérées comme
indépendantes des autres (I'incertitude sur la hauteur de la digue étant un parametre
d’ordre industriel indépendant de 1’environnement, et la hauteur de la berge étant
supposée indépendante du niveau de la riviére). Nous éluderons donc ces grandeurs
dans l'analyse, pour lesquelles les techniques unidimensionnelles développées dans
[13] s’appliquent directement.

4.2 Analyse de sensibilité

4.21 Principes de base

L’idée de départ de ’analyse de sensibilité est la suivante. Etant donnée une entrée
d-dimensionnelle X = (Xj,..., X;), on cherche a décrire une sortie Y = f(X) donnée
par une fonction f : R? — R assez réguliére (parfois désignée comme modele, ou code de
calcul). En pratique, plusieurs obstacles s’opposent a cette description, par exemple la
complexité de la fonction (qui peut n’étre que partiellement, voire pas du tout, explicite,
ou dont I'évaluation peut étre cotiteuse) ou le nombre de variables (qui peut atteindre
plusieurs milliers, voire plus, dans des systemes complexes). Il peut étre donc commode
de considérer les variables d’entrée comme aléatoires et d’étudier d’un point de vue
statistique leur influence sur la sortie.

De nombreux indicateurs existent pour quantifier cette influence, dont Iooss fait
par exemple une revue dans [48]. Nous nous concentrerons ici sur deux d’entre eux :
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les indices de Sobol” (basés sur la décomposition de la variance), et les indices DGSM
(Derivative-based Global Sensitivity Measures). Ce sont toutes deux des familles d’in-
dices globaux, qui font intervenir des grandeurs globales pour f (la variance dans un
cas, I'intégrale du gradient sur tout I'espace dans l’autre).

Ces deux indices seront détaillés en suivant, mais on rappelle au préalable la décom-
position de Hoeffding-Sobol’, qui permet de d’écrire de fagon plus simple le probléme
de sensibilité. Cette formule, au cceur de I’ANOVA (ANalysis Of VAriance), permet de
décomposer la variance de la sortie en regroupant les entrées de fagon a segmenter le
probleme. Initialement introduite par Hoeffding dans [45], elle est reformulée par So-
bol” en 1990 (en russe) et présentée dans l’article en anglais de Saltelli et Sobol’ [77] en
1995.

Dans un souci de simplicité, cette décomposition est énoncée dans le cadre de va-
riables mutuellement indépendantes. Elle se généralise a notre contexte en considérant
que chaque variable X; est a valeurs dans R?, et représente un couple de variables dé-
pendantes.

Proposition 4.2.1 (Décomposition de Hoeffding-Sobol’). La sortie f(X) admet la décom-
position suivante :

J
f(x):f0+;fi(xi)+ Yo fii(Xu X)) A+ fia (X, Xa),

1<i<j<d
oit fo est une constante E[f1(X1)|X;] = 0 pour tous I C [1,d] et ] C L.

Pour I = {iy,...,ix} C [1,d], onanoté X; = (X;,,..., X;,) et f1 = fi,,.i,- La condi-
tion de centrage de l'espérance conditionnelle correspond a une condition d’orthogo-
nalité dans L?(u) (avec u la loi de X) sur les termes successifs de la décomposition. Elle
permet d’en déduire une décomposition de la variance :

Var(f(X)) = Y. Var(fi(Xy)),

IC[L,d]

qui sera fondamentale dans I’établissement de la premiere famille d'indices de sensibi-
lité abordée dans la section suivante. Remarquons néanmoins que la somme ci-dessus
comprend 24 termes distincts, ce que peut s’avérer problématique lorsque le nombre de
variables d’entrée augmente.
Notons enfin que cette décomposition peut s’écrire par récurrence en termes d’es-

pérances conditionnelles, suivant un principe d’inclusion-exclusion :

» on pose fy = E[f(X)],

* pouri € [1,d],

fi(Xi) = E[f(X)|Xi] = fo,

* pour tout I C [1,d],

fi(X1) = E[f(X)]X1] = ) fi(X)).

JGI
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Cette derniére écriture fait clairement I'orthogonalité décrite précédemment. Les fonc-
tions partielles f; peuvent également étre définies de cette fagon dans le cas de variables
dépendantes, ce que nous ferons pour la suite. Notons que ces fonctions dépendent a
la fois du modele de départ f et de la loi de X.

La décomposition de la variance obtenue est au cceur de la construction des indices
de Sobol’, qui sont décrits dans la section suivante. Les indices DGSM sont abordés
ensuite, et leur lien avec les précédents est discuté en fin de section.

4.2.2 Indices globaux et liens avec I'inégalité de Poincaré

On s’intéresse dans cette section a deux grandes catégories d’indices de sensibilité
globaux : les indices de Sobol’ et les indices DGSM. Leur présentation est faite de fagon
claire et succinte dans [55], ot de nombreuses références additionnelles pourront étre
trouvées.

La premiere famille d’indices a été introduite par Sobol” dans 1’article en russe sus-
mentionné puis présentée dans [77]. Ils reposent sur la décomposition de la variance
donnée précédemment.

Définition 4.2.2 (Indices de Sobol’). On pose D = Var(f(X)) la variance totale du mo-
dele. Pour tout I C [1,d], on définit la variance partielle D; = Var(f;(Xy)). L'indice de
Sobol” associé a 1'ensemble d’indices I est défini par :

_ D

Si D

L’indice de Sobol” représente la part de variance expliquée part les variables de I
dans la variance totale. Cette famille d’indices est exhaustive, dans le sens ot

Y, Si=1

IC[Ld]

Définition 4.2.3 (Indices de Sobol’ totaux). Pour tout I C [1,d], on définit la variance

totale d’interaction D] =Y D;. L'indice de Sobol’ total associé a I est défini par :
Bl

S[ = Dr,
D

Cette famille représente représente la part de variance expliquée par un ensemble
d’indices en prenant en compte toutes les interaction avec les autres indices. C’est cette
derniére que nous utiliserons dans notre contexte de variables dépendantes. Plusieurs
techniques existent pour calculer empiriquement ces indices, notamment des estima-
tions par Monte-Carlo. Nous reviendrons sur ces derniéres en fin de chapitre, en appli-
cation au probléme introduit précédemment.

Remarque. Les définitions données ci-dessus sont évidemment valables dans le cas o1
I = i est un singleton, auquel cas on notera S; := Sy;, et ST := S{Ti}. Notons que, dans ce
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cas-1a, on peut définir la fonction d’interaction totale de la variable X;, pour i € [1,d],

par :
fEX) =Y fi(Xp),

I>i

qui permet d’exprimer l'indice ST comme

T
or _ Var(f1 (%))
1 D :
Ces indices sont néanmoins moins adaptés au contexte de variables dépendantes, et ne
seront donc pas utilisés par la suite.

Ces indices sont bien globaux, et sont établis dans l'idée que plus une variable est in-
fluente, plus elle contribuera a la variance totale du modele (dans le sens ot de grandes
variations sur cette grandeur conduiront a de grandes variations sur la sortie). On peut
alors définir un seuil sur les indices de Sobol” au-dela duquel un ensemble de variables
est considéré comme influent, ot1 en-deca duquel on le considérera comme négligeable.
Comme il sera détaillé en fin de chapitre, ces indices peuvent s’approcher par Monte-
Carlo, via notamment la technique de "pick-and-freeze".

Une autre approche, dans le cas ou f est différentiable, consiste a observer que si
la dérivée partielle du modele par rapport a une variable donnée admet des valeurs
élevées, on peut attendre que de grandes variations de cette variable conduise a de
grandes variations sur la sortie. Proposés par Sobol” et Gershman [80], ils ont été large-
ment étudiés depuis (voir [55]), et présentent des liens intéressants avec 1'inégalité de
Poincaré.

Définition 4.2.4 (Indices DGSM). Supposons que f est différentiable et que pour tout
i € [1,d], 9;f(X) € L2(Q). On définit alors I'indice DGSM associé a i € [1,d] par :

Vi = E [(alf(X))z] .

A Vinstar des indices de Sobol’, ces derniers peuvent également étre calculés par
Monte-Carlo. Dans les cas ol la fonction f n’est pas (ou pas assez) explicite, et ol le
gradient n’est pas directement accessible, il peut étre nécessaire de passer d’abord par
une approximation de ce dernier. Ces points seront également discutés a la fin du cha-
pitre, ainsi qu'une comparaison qualitative entre les deux familles d’indices.

Dans la plupart des cas, les liens entre ces différents indices sont présentés dans le
cas de variables indépendantes. Mais, dans le modele présenté ci-dessus, les variables
sont deux a deux dépendantes (selon la structure de dépendance présentée dans la sec-
tion précédente). Les définitions données nécessitent donc une adaptation pour étre uti-
lisables dans cette situation. Essentiellement, pour I C [1,d], on définit 'indice DGSM
suivant :

iel

v = E lzazf(X)z
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Cette transposition est une extension des indices totaux (comme présentés pour les
indices de Sobol) aux indices DGSM. De méme on étend la définition de fonction d’in-
teraction totale a une classe d'indices I C [1,d] :

X)) =Y f(X)).

/B

On a alors DI = Var(f/ (X)), par orthogonalité des fonctions de la décomposition.
Notons que, par définition des fonctions partielles, on a également

D] = D — Var (E[f(X)|X-1]),

ot —I désigne le complémentaire de I dans [1,d]. Dans la suite, on considérera des
ensembles d’indices I a deux éléments, qui représentent les paires de variables dépen-
dantes.

Si I'on compare les grandeurs en jeu dans les différentes familles d’indices, on ne
mangquera pas d’observer qu’ils correspondent aux deux membres d'une inégalité de
Poincaré. Cette inégalité permet en effet de les relier entre elles, selon les modalités de
la proposition suivante. Dans tout ce qui suit, on notera y la loi de X et y1 la loi de X;
pour I C [1,4].

Proposition 4.2.5. Soit I C [1,d] tel que, pour tout | C [1,d] avec IN] = @, X; est
indépendant de X;. Supposons que f € H'(u) et que yy satisfait une IP(c;). On a alors

D; < cyvy.

Démonstration. L'hypothese sur I signifie que les variables de X; sont indépendantes de
toutes les autres. Ainsi, si on note y_r la loi jointe de toutes ces autres variables, notées
X_j,onapy = pur® pu_y. Onadong, par orthogonalité des fonctions partielles, et d"apres
le théoreme de Fubini-Tonelli, pour toute fonction g € H 1 () centrée :

Var(g(X)) = /R L g(x)Pdu(x)
= 2
 Jre-n (/RI 8(x) dW(xI)) dp—1(x-1)-
Par hypothese sur yp, si on note V = (9;);cy, ona:

ghdur(x1) < c1 /Rm |Vig(x)Pdpr(x1),

R/

et donc
Var(g0)) < [, (e1 [, 19180t ) s x-0)

=cr [, IVig()Pau(x).
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Enfin, par construction de f{, on a V;f = Vf[. En effet, f(x) ne dépend de x; qu'a
travers f/ (x), et on a donc, pour ¢ = f/,

DI = Var(f{ (X)) < ¢ [ | [Viff (x)Pdp(x) = 1 [ | 1V1£(0)Pdu(x) = e
n

Ce dernier résultat permet de proposer une méthode de majoration des indices de
Sobol” par les DGSM, via la constante de Poincaré des composantes indépendantes des
marges. Il n’est néanmoins pas possible de déterminer 'optimalité de la borne obte-
nue en général, mais elle permet tout de méme de détecter les variables les moins in-
fluentes, comme cela sera illustré en fin de chapitre. Malheureusement, comme cela a
déja été mentionné, les constantes de Poincaré ne sont en pratique pas connues explici-
tement. Dans le cadre du modeéle décrit ci-dessus, on ne peut pas non plus utiliser les
estimations asymptotiques en la dimension de I'espace. On peut néanmoins réduire la
complexité en se ramenant a des lois standard, via un changement d’échelle.

Proposition 4.2.6 (Changement d’échelle). Soit I C [1,d] telle que la loi de X est para-
métrée par deux grandeurs my et sy, notée yuy = L(my,sy). Supposons également que sy est
inversible et que s; ' (X; — my) suit la loi standard ji; = L£(0,1). Supposons enfin que fi;
satisfait une IP(Cy). Alors il existe une constante C = C(my, sp) telle que :

D? < CE]V[.

Démonstration. Notons X; = sfl(XI — my). Par commodité, on notera X = (X;, X_j),
bien que les indices de I ne soient pas toujours successifs. Les transformations affines
ne changent pas structure de dépendance de X;. En effet, la composition d"une fonction
de répartition par ces transformations reste une fonction de répartition, donc quitte a
remplacer les fonctions de répartition des marges de départ par les versions changées
d’échelle, I'expression de la corrélation ne change pas. On a donc, pour toute fonction

g€ H (p): )
E[g(X)] =E [g(mI —|—S[X[,X,1)] .

Ainsi, si on note pour toute fonction ¢ € H'(u) la translatée §(x;,x_;) = g(m; +
SiX1,X—_1), on a bien :
Var[g(X)] = Var[§(X, X_1)]-

Pour g = f{, onadonc:
Var(f[ (X)] = Var[f (X1, X_1)].
L’inégalité de Poincaré appliquée a la nouvelle mesure ji donne alors la relation :
D] = Var[f] (X1, X_1)]
< /Rd—m <51 /Rm IVifi (21, x1)|2dﬁ1(f1)> dp—p(x-1)

= /I;H‘ (/R, |V1f1(f1,x_1)|2d;11(321)> dp—(x-1).
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Finalement, en appliquant le changement de variable inverse, on a :

/Rm IV ifi(%n,x_p) Pdiig (%) = /Rm

<o (o0 [ IV ufi e ) P (x),

Vifi(xrn,x_1) sTsi Vo fi(xr, x_1)dug(xr)

ott p (sy) désigne la plus grande valeur propre (en module) de s;. On a donc 1’estima-
tion :

DIT < 51P+(51)2/R

1] (/RI \V1f1<xl,x1)|2dy1(x1)> du_j(x_p) = C~IP+(SI)21/I,

et on peut prendre C = p.(sy). |

En pratique, s; est une matrice diagonale dont les coefficients correspondent aux
changements d’échelle nécessaires a appliquer a chaque marge pour obtenir la version
"réduite". Notons cependant que cette quantité ne correspond pas toujours a la variance
de la loi (c’est le cas par exemple de la loi de Gumbel, dont les parametres ne corres-
pondent respectivement ni a ’espérance ni a la variance). Comme nous le verrons dans
la partie suivante, ce résultat est néanmoins tres utile pour réduire la complexité du
probléme.

Remarque. Dans le cas des lois restreintes a un intervalle, le changement d’échelle s’ap-
plique également aux bornes de l'intervalle. Ainsi, a la loi unidimensionnelle £(m,s)
restreinte a l'intervalle Z = [a,b] on fera correspondre la loi £(0, 1) restreinte a 'inter-

valle
7 _ [a—m b—m].

7

S S

Dans le cas d’une loi multidimensionnelle restreinte & un pavé de R, on appliquera
ce changement a chaque intervalle coordonnée par coordonnée en fonction des para-
metres des marges.

Notons que la preuve précédente peut étre légerement modifiée dans le cas ot s; =
diag(s;, i € I), pour obtenir le résultat plus fin suivant.

Corollaire 4.2.7. Sous les hypotheses de la proposition précédente, s'il existe (s;)ic; C R tels
que s; = diag(s;,i € I), alors :
D{ S ¢ I ZS%VI‘.

i€l
Démonstration. La modification intervient au moment de majorer ss; par p. (s 1)21‘ 1,
ou 'on remarque que pour tout x; € R

Vifi(xnx—1) s{siVifi(xp,x_p) = Y s70if (xp, x_1)%.

icl

La fin de la preuve est inchanggée. |
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Notons que, dans le cas ou1 les coefficients de normalisation sont trés grands, cette
borne peut étre tres loin de 1’optimal. L'utilisation de ce changement d’échelle se justifie
néanmoins dans un cadre numérique : le calcul de la constante de Poincaré avant nor-
malisation s’avere tres difficile, notamment en raison de la taille des domaines d’étude.
Il est donc en pratique plus intéressant de procéder a la renormalisation, qui donne par
ailleurs des résultats proches de 1’optimal dans certains cas (voir la fin du chapitre).

On termine cette introduction a I'analyse de sensibilité par I'énoncé d"une formule
de calcul des variances totales présentée par M. Jansen dans [51], bien utile dans les
applications numériques. Elle est connue en anglais sous le nom de "pick-and-freeze",
que I'on pourrait malhabilement traduire en francais par "fixer et regénérer".

Proposition 4.2.8 (Pick-and-freeze). Soient I C [1,d] et Z; une copie indépendante de X;.
On aalors :

1
DI = 5 Var (fF(Xp, X_1) — f(Z,X_1)).
Démonstration. La preuve est un calcul direct. On a, par définition de la covariance,

Var (f (X1, X-1) — f(Z1,X-1)) = Var(f(X;, X-1)) + Var(f(Z1, X-1))
— ZCOV(f(X[, X_I),f(ZI,X_I)).

Les deux termes de variance ci-dessus sont égaux (car X; et Z; ont la méme loi) a la
variance totale D. Le terme de covariance s’écrit :

Cov(f (X1, X-1), f(Z1,X-1)) = E[f (X1, X-1) f(Z1, X-1)] — E[f (X1, X-D)]E[f (Z1, X-1)].

De méme, le produit des deux termes de droite est égal a E[f(X)]?. Pour utiliser 1'indé-

pendance de Xj et Zj, on peut conditionner par X_; dans l'espérance du produit :

ELf (X1, X-1)f(Z1, X)) = E[E[f(X0, X-1)f(Z1, X-1) | X1
= E[ELF (X0, X)X E[f(Z1, X)) |X 1]

Le deux espérances conditionnelles sont égales, toujours car X; et Z; ont méme loi.
Ainsi, sionnote Y = E[f(X)|X_;],ona:

E[Y] = E[E[f(X)[X_1]] = E[f(X)],

et
E[f(X1, X_1)f(Z1, X_1)] = E[Y?].
Ainsi,
Cov(f(X1, X_1), f(Z1,X_1)) = E[Y?] — E[Y]? = Var(Y).
Finalement,
Var (f(X;,X_1) — f(Z;,X_1)) = 2D — 2Var(Y) = 2D},
ce qui termine la preuve. n
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On comprend bien alors, a la lumiere de la preuve, 'expression "pick-and-freeze" :
un sous-ensemble de variables est choisi ("pick") et regénéré indépendamment, les
autres sont fixées ("freeze"), et sont utilisées pour conditionner. Le principal atout de
cette formule est de permettre d’exprimer les indices de Sobol” non en termes de va-
riances conditionnelles, mais en termes de variances classiques, faciles a estimer par
Monte-Carlo.

Cette facilité d’estimation peut sembler invalider la méthode d’estimation via les
indices DGSM et l'inégalité de Poincaré. Mais les estimateurs en jeu dans la méthode
pick-and-freeze nécessitent deux échantillons indépendants de la loi de X, alors que
I'estimation des DGSM par Monte-Carlo n’en nécessite qu'un seul (voir la définition
des estimateurs en toute fin de chapitre). Les deux estimateurs demandent le méme
nombre d’appels a la fonction f, ce qui rend les indices DGSM préférables en situation
de parcimonie, par exemple quand les échantillons sont obtenus suite a une expérience
physique ou numérique cotiteuse.

Dans la partie suivante, on présente une méthode numérique de calcul de ces constantes
en petite dimension, basée sur des techniques d’éléments finis. La méthode est dans la
droite ligne de l'article de Barthe, Iooss et Roustant en dimension 1 [13], qui sert d’in-
troduction a ces techniques.

4.3 Aspects numériques de I'inégalité de Poincaré

4.3.1 Principe général

On rappelle la définition de 1'inégalité de Poincaré (cf Définition 1.2.2). On consi-
dere ici y une mesure de Boltzmann-Gibbs sur R associée a un potentiel V et & un
générateur L. L'inégalité s’énonce comme suit.

Définition 4.3.1 (Inégalité de Poincaré). La mesure y satisfait une inégalité de Poincaré
de constante ¢ > 0, notée IP(c), si pour toute fonction f assez réguliére,

Var, (f) < c/Rd IV f2du.

Dans tout ce qui suit, on considérera des fonctions de régularité au moins H 1. Cet
espace permet de définir correctement les problémes variationnels sans restreindre trop
l’espace des fonctions test (par rapport a L2(p)).

On rappelle que cette inégalité est, via sa constante optimale, reliée a un probléme
aux valeurs propres. Dans toute la suite, on supposera que 1'opérateur L est semi-défini
négatif. Si y satisfait une inégalité de Poincaré, elle admet un trou spectral (Proposi-
tion 1.2.3), on peut donc chercher alors le plus petit A € R} tel que :

3f € H'(u), —Lf = Af.

Notons que I'hypothese de trou spectral n’est pas suffisante pour garantir I’existence de
fonctions propres (voir le Chapitre 3). Nous supposerons donc dans la suite que cette
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condition est satisfaite (c’est par exemple le cas quand le spectre de —L est discret),
ce qui sera vérifié dans les applications ultérieures. Ce probleme peut alors se réécrire
sous la forme :

Ju € H'(p) : Yo € H' (y), (Vu, Vo) = AMu,v).

En effet, supposons que u € H'(u) est solution du probléeme précédent. Alors une
intégration par parties dans le terme de gauche donne

Yo € H' (i), (—Lu,v) = (Au,v),
soit
Vo € H' (i), (—Lu — Au,v) =0,
et donc
—Lu—-Au=0 pu-ps.,
ce qui équivaut bien au probleme de départ. Il est commode dans ce cadre de définir

les opérateurs (bi-)linéaires en jeu.

Définition 4.3.2 (Formulation faible). On définit les formes bilinéaires a : H'(u) x
H'(u) — Retl: H'(u) x H'(4) — R, pour tous u,v € H'(u), par

a(u,v) = (Vu, Vo) + (u,v), et l(u,v) = (u,0v).
On s’intéresse alors au probleme suivant :
Ju € H'(u) : Yo € H (), a(u,v) = (A +1)1(u,v).

Notons que, dans le cas ou1 y est supportée sur un domaine borné () (assez régulier),
on supposera des conditions de Neumann sur le bord du domaine : pour tout x € 0(),

Vf(x)-7i(x) =0,

ol #(x) représente la normale au bord au point x. Cette hypothese permet d’éliminer
les termes de bord dans I'intégration par parties précédente. Cette équivalence est alors
analogue a celle présentée dans [13] en dimension 1. Mentionnons enfin que d’autres
conditions aux bords (Dirichlet, Robin, etc.) ne garantissent pas que Ao(—L) = 0, et ne
correspondent donc pas en ce sens au présent contexte.

Cette formulation possede alors un avantage majeur : elle permet de résoudre le
probléme aux valeurs propres par des méthodes d’éléments finis. Cette méthode se
base sur le principe suivant :

1. mailler le domaine () par un nombre fini d’éléments eux-mémes finis,

2. construire un espace de fonctions test v et un espace de fonctions candidates u,
tous deux de dimension finie,

3. calculer a et [ sur ces espaces,

4. résoudre le probleme aux valeurs propres.
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Le gain réside ici dans le fait de se ramener a un probléme en dimension finie, qui
peut étre traité matriciellement, comme il sera détaillé dans la section suivante. Il est
néanmoins a noter que chacune de ces étapes est non-triviale. L'outil utilisé pour cette
résolution est FEniCS!, une interface regroupant des outils de résolution numérique
des EDP, du maillage a la résolution. Nous reviendrons en détails dessus dans la suite.
Avant cela, présentons rapidement les résultats obtenus précédemment en dimension
1.

A parte I : sur dimension 1

L’étude en dimension 1 fait I’objet du travail de Barthe, Iooss et Roustant [13], dont
ce travail est la continuation. Leur article s’intéresse aux inégalités de Poincaré sur des
intervalles (et donc sous des conditions au bord de Neumann). Une des premieres ap-
plications de leurs résultat réside dans I'étude des lois présentées plus tot dans le pro-
bleme de sensibilité. En effet, les lois de Gumbel et la loi gaussienne sont tronquées, et
il est alors pertinent d’essayer d’estimer la constante de Poincaré de ces nouvelles me-
sures. Notons que 1'étude unidimensionnelle est pertinente dés que les variables sont
supposées indépendantes.

Certains résultats exacts sont obtenus, notamment pour la gaussienne, en restriction
a certains intervalles. A titre d’exemple, la valeur de la constante de Poincaré est retrou-
vée explicitement en restriction a des intervalles de la forme [rl.(n), 7’1(1)1]' ou rf") désigne
la i-iéme racine du polyndme d’'Hermite de degré n sur R (voir le chapitre précédent).
La restriction a un intervalle [a, b] générale est discutée, mais la valeur n’est pas expli-
cite. Notons enfin que les fonctions qui saturent cette inégalité (qui réalisent 1'égalité)
sont également identifiées.

Afin d’obtenir des résultats explicites sur les constantes du probleme (lorsqu’elles
ne sont pas connues analytiquement), une méthode par éléments finis est proposée. Le
principe en est assez simple : réduire un probléme de dimension infinie (sur H'(u))
a un probleme de dimension finie. Pour cela, l'intervalle d’intérét I est découpé en N
sous-intervalles disjoints de méme taille (I,)Y_; (avec un pas & = |I|/N), sur chacun
desquels on définit une fonction g,. Sur l'intervalle I = [0, 1], ces fonctions sont définies

par:

gn(x) = (% +1- n) 15, ,(x) + (—% +1 +n> 1, (x).

Chaque g, est une fonction "chapeau" continue, croissante sur I,,_; et décroissante sur
I, nulle partout ailleurs et égale a 1 en nh. Cette définition s’adapte par translation a
tout intervalle compact. On note :

G = Vect(gn,n=1,...,N),

qui est un espace de dimension finie. On peut alors résoudre numériquement le pro-
bleme aux valeurs propres sur cet espace, dont la solution converge quand i — 0 vers
la solution du probleme initial. Tous les détails de cette démarche sont donnés dans la

1. https ://fenicsproject.org/
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section suivante. Cette méthode permet alors aux auteurs d’obtenir de nouvelles esti-
mations de la constante de Poincaré, a savoir :

e 10i 7(—-1,1/2,1) : cp(p) ~ 0.173,

* 10oi V(0,1) sur [—1.87, +oo[ : cp(p) =~ 0.892,

e loi Gum(0,1) sur [—0.92,3.56] : cp(u) ~ 1.021.
Ces grandeurs ont été calculées pour des loi standards sur des intervalles renormalisés,
en utilisant 'analogue de la Proposition 4.2.6 en dimension 1.

Le but de la suite de cette section est de présenter la version 2D de cette approche,

en rentrant un peu plus dans le détail des méthodes numériques.

4.3.2 Généralités sur les éléments finis en dimension deux

Les définitions et propriétés générales de cette section peuvent étre retrouvées dans
I'ouvrage de référence d’Allaire [1], §6.3. La premiere porte sur le domaine d’étude la
définition de maillage. On considérera ici des maillages triangulaires, de loin les plus
classiques.

La plupart des concepts sont présentés sur des ouverts polyédriques. Ce sont des
ouverts bornés dont le bord est constitué d"un nombre fini de segments tels que 1'in-
tersection deux segments distincts est soit I'ensemble vide soit réduit a une extrémité
commune.

Définition 4.3.3 (Maillage). Soit (2 un ouvert connexe polyédrique de R2. Un maillage
triangulaire de () est un ensemble 7j, de triangles non plats (appelés cellules) du plan
(Ki)!, tels que :
1. pourtouti € [1,n], K; C QetQ =" K;
2.sii #j,KiN K; est soit vide, soit réduit a un sommet commun, soit a une aréte
commune entiere.

On appelle finesse du maillage le réel h = max;_; _, diam(K;) et taille du maillage I’entier

[Tl := n.

Pour mailler des domaines non polyédriques du plan, on commence par construire
une approximation affine par morceaux du bord telle que le nouveau domaine ainsi
délimité est un ouvert polyédrique. Cette approximation du bord est possible dés que
ce dernier est assez régulier. On parlera alors par abus de langage de maillage triangulaire
de Q).

Une fois le maillage défini, il est nécessaire de définir I’espace des fonctions test en
relation a ce dernier. On utilise ici la méthode des éléments finis de Lagrange d’ordre 1.
Comme son nom le laisse penser, elle repose sur des polyndomes de degré 1. On notera
donc dans la suite R;[x7, x2] I’espace vectoriel des fonctions polynomiales de degré au
plus un a deux variables.

Définition 4.3.4. Soit () un ouvert borné de R? et 7;, un maillage triangulaire de Q). On
définit 'espace des fonctions test de Lagrange d’ordre 1 comme

Vi, = {U € Co(ﬁ) : VK € 7;,,ZJ|K € Rl[xl,xz]}.
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On appelle nombre de degrés de liberté de la méthode le nombre de sommets (ou nceuds)
de 7}, noté ny;.

On appelle enfin degrés de liberté d'une fonction v € V), 'ensemble des valeurs possibles
pour v aux nceuds du maillage.

Pour une triangulation donnée 7}, il n’est pas difficile de voir que 1'espace V), est
toujours de dimension finie. En effet, chaque fonction est completement décrite par au
plus 3|7}1| mondmes (3 par cellule, car dim(Rq[x1,x2]) = 3). Ainsi, il existe une base
(¢i)i" de V telle que pour tous 7, j € [1,ny4],

i(tj) = dij,

ot (t;)4_, désigne I'ensemble des sommets de 7;,. Toute fonction v € V), se décompose
alors comme :

14
v=) u(t)gi

i=

[y

Il s’ensuit alors que V;, est un sous-espace de dimension finie de H!(Q)) (Voir [1] Lemme 6.3.3
et Proposition 6.3.7 pour plus de détails). En pratique, les fonctions (¢;); sont 1'équi-
valent bidimensionnel des fonctions chapeaux évoquées precedemment Ici, chaque
fonction ¢; est une petite pyramide dont le sommet est ¢;, les arétes les cotés des tri-
angles dont t; est un sommet et dont la base est constituée de la troisieme aréte des
triangles précités (et qui est nulle partout ailleurs, voir [1] p.181).

On peut alors réécrire le probleme variationnel tel que présenté dans la Défini-
tion 4.3.2. On cherche alors u;, € V), de la forme

4]

up =Y _up(ti) @i,
i=

et le test contre toute fonction v;, € V), se réduit a un test contre toutes les fonctions de
base. On a alors la formulation suivante :

14 g

Vi € [1,n4], Zuh a(gj, i) = (A+1) Zuh (@), ;)
=

Pour faire bien voir 'aspect fini-dimensionnel du nouveau probléeme, on définit la
matrice de rigidité K, comme :

K= (a(gi 9))) 1y
et la matrice de masse M, par :
My, = (1o, 4’]'));}?1:1/

toutes deux symétriques (et dont les noms viennent de la mécanique des structures).
Si on note enfin U), = (uh(tj))?ill le vecteur des degrés de liberté de uy, le probleme se
réécrit :

Kply = (A + 1) MUy,
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On est donc ramené a un probleme aux valeurs propres dit généralisé (de par la pré-
sence de M) qui porte sur des matrices en dimension ;. Notons que cette mise en
ceuvre peut étre appliquée a des formes bilinéaires a et [ tout a fait générales.

En pratique, un tel probléme n’est pas résolu directement. Néanmoins, dans le cas
ot la matrice de masse est définie positive, on peut calculer sa décomposition de Cho-
lesky M;, = LhLZ;, et en posant I%h = Lh_llChL;T et U, = LZU;,, on se rameéne au
probléme aux valeurs propres classique :

Rl = (A +1) T

La matrice K, est toujours symétrique, on peut donc calculer sa décomposition en base
orthonormée, ce qui donne A et le U, correspondant. La solution au probleme de départ
est alors retrouvée en inversant le changement de variable. Les preuves de convergence
lorsque h devient petit font appel a de nombreuses notions annexes qui ne seront pas
traitées ici, mais pourront étre trouvées en détails dans [1], §6.3.2.

Avant de poursuivre I'étude, plusieurs remarques peuvent étre soulevées. D'une
part, les fonctions de base ont un support petit devant la taille du domaine dés que le
maillage est assez fin. Il en résulte que, en pratique, les matrices Kj, et M, sont creuses.
Des techniques numériques spécifiques existent pour traiter ces cas, ce qui peut parfois
accélérer la résolution (voir [1], §13.1). Les erreurs numériques peuvent néanmoins po-
ser probleme lors du calcul de la décomposition de Cholesky de M, (non définie pour
une matrice singuliére). Cela peut étre corrigé au besoin par 1’adjonction d'un petite
perturbation dans M, qui 'empéche d’étre singuliere.

Le maillage lui-méme peut poser des problemes de régularité. En effet, les éléments
de base de la décomposition en éléments finis dégénerent si un triangle du maillage
est plat (cas ol un sommet se situe au milieu d"une aréte). Bien que ce cas soit exclu
de fait de la définition de maillage, la déformation d’'un maillage déja existant peut
amener a de telles situations. Plus précisément, on peut définir les fonctions de V), sur
des éléments triangulaires de référence, puis les transporter sur le maillage réel via un
difféomorphisme. Un triangle plat dans le maillage réel se traduit alors par un chan-
gement de variable non inversible, et donc une dégénérescence de la fonction de base
associée a cet élément. Il faut donc s’assurer de la régularité du maillage, comme cela
sera développé dans la suite.

Enfin, le choix du domaine a mailler est sujet a discussions. La deuxieme loi indi-
quée en Table 4.1 n’est pas a support compact, et il faut alors décider d"un moyen de
tronquer son domaine, de sorte a rendre possible la résolution par éléments finis. En
lien avec le caractere creux des matrices de rigidité et de masse, une méthode est pro-
posée qui permet également de traiter des problemes de régularité rencontrés quand
les densités s’annulent sur le bord du domaine.

Dans les sections suivantes, nous présentons l’application de tous ces principes au
probleme de départ. La résolution est séparée en trois parties : d’abord une présentation
du choix du domaine et du maillage, ensuite une validation de la méthode sur un cas
explicite, enfin I'implémentation.

-117 -



CHAPITRE 4. ASPECTS NUMERIQUES DES INEGALITES DE POINCARE ET APPLICATION
A L’ANALYSE DE SENSIBILITE

4.3.3 Domaine et maillage
Régions de prédiction

Pour illustrer le raisonnement, les concepts seront d’abord exprimés pour le cas
d'un vecteur (Xj, X;) gaussien centré réduit de matrice de covariance Iy, pour p €
[0,1]. Une premiere approche pour réduire le domaine d’analyse a un ouvert borné est
de tronquer a une valeur fixée arbitrairement, et ce coordonnée par coordonnée.

Définition 4.3.5. On appelle troncature locale de niveau a de la loi y la restriction de y au
carré [—a,a)?.

Pour la loi gaussienne par exemple, dans le cas indépendant, on obtient les histo-
grammes de densité ci-apres.
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-0.75
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-2.0 -15 -1.0 -0.5 00 0.5 10 15 2.0 -1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 050 075 100

@a=2 b)ya=1

FIGURE 4.2 — Densité d'un vecteur gaussien indépendant centré réduit restreint a
2
[~a,4]

Une couleur plus claire indique une plus haute valeur de la densité.

On observe alors que la densité est nulle (ou presque) sur une partie importante du
domaine dans le premier cas. Cela s’explique par la concentration de la loi gaussienne
autour de l'origine. La valeur de la densité intervenant dans le calcul de K, et My, des
valeurs trop faibles risqueraient d’aggraver les problemes liés a la dégénérescence des
ces matrices. Une solution serait alors de restreindre a un carré plus petit, comme dans
le second cas. Si cette solution peut sembler pertinente dans ce cas précis (vis-a-vis de
la valeur de la densité), elle n’est malheureusement pas tres robuste. Par exemple pour
deux variables corrélées, on obtient pour les mémes valeurs de a :
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FIGURE 4.3 — Densité d'un vecteur gaussien de covariance 0.5 centré réduit restreint a
2
[~a,a]

Le phénoméne précédemment décrit s’est aggravé, et la seconde restriction est in-
suffisante pour y pallier completement. Ce probleme devient de plus en plus important
quand p se rapproche de 1, quand la masse se concentre sur la diagonale du plan. Il
est donc préférable de trouver une méthode de restriction qui s’adapte a la forme de
la densité et donne un degré de liberté moins arbitraire qu'une simple troncature par
coordonnées. On introduit a cette fin les régions de prédiction.

Définition 4.3.6 (Région de prédiction). Une région de prédiction de niveau w €10, 1] pour
le vecteur aléatoire (X, X») est une région du plan D, telle que :

P((Xl,Xz) S D,X) = Q.

Notons que cette définition differe de celle d"une région de confiance, qui serait basée
sur un échantillon du vecteur aléatoire et non sur la densité a priori. Peu d’hypotheses
géométriques sont requises dans la précédente définition, bien qu’il existe certaines
régions de prédiction particuliéres : celles données par les lignes de niveau de la densité
jointe. S'il existe, pour une région de prédiction D, donnée pour le vecteur aléatoire
(X1, X2), une ligne de niveau { f(x, x,) = c} telle que 0D, = {f(x, x,) = c}, on appellera
cette derniere une ligne de prédiction de niveau «.

Ces lignes sont bien connues pour la loi gaussienne, elles sont données par des
ellipses.

Proposition 4.3.7. Soit X = (X3, X») un vecteur gaussien centré de matrice de covariance

I, = <; (1)> , 0 € [0,1]. Soit & €]0, 1[ un niveau de prédiction fixé et q(«) le quantile de la

loi x*(2) associé. On définit la région de prédiction D, dont le bord est donné par I'ellipse :
Ev={(x,y) € R*: x* +y* — 20xy = (1 p*)q(a) }.

Alors on a bien P(X € D) = a.
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Démonstration. Comme X est un vecteur N> (0,T), le vecteur 1“;1/ 2X suit la loi N5 0,1),
donc d’apres le théoreme de Cochran \Tfjl/ 2X|? ~ x2(2). Ainsi, si on note g(a) le quan-
tile du chi-deux a deux degrés de libertés de niveau «, on a :

P(XTI’;1X <g(a)) = a.

L'inverse de I', est donnée par :

et I'équation X"T; X < g(«) se réécrit alors :

Xt (L F)x-awa- <o

La matrice Fp* est symétrique définie positive, I’équation ci-dessus définit donc un
domaine D, fermé dont le bord est une ellipse d’équation :

¥ 4y =20y = (1 - p*)q(a).

Les directions propres de F‘gl sont les droites d’équation x = y et x = —y, qui portent
donc les demi-axes de ’ellipse. En prenant x = y dans 1’équation ci-dessus, on obtient

x== 1#q(oc), ce qui donne une longueur pour le demi grand axe de /(1 + p)q(«).

De méme, pour x = —y, on obtient une longueur du demi petit axe égalea /(1 — p)q(«).
L'ensemble E, est donc bien une ellipse caractérisée ci-dessus délimitant une région D,
telle que

P(Xe€D,) =ua

Toujours dans le cas gaussien, ces ellipses peuvent étre paramétrées assez simple-
ment :

=
Il

q(z’x) (v/1+pcost—/1—psint) reo2n]
10 (/T pcost+ /T—psint)

On représente ci-dessous deux de ces ellipses au niveau &« = 0.9 pour deux valeurs de
p différentes.

=
I
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Ligne de prédiction 0.9 de la densité Ligne de prédiction 0.9 de la densité

@p=05 (b)p =09

FIGURE 4.4 - Lignes de prédiction de niveau 0.9

On observe bien la concentration autour de la diagonale pour de grandes valeurs
de p, ce qui encourage 'utilisation de telles régions de prédiction en lieu et place des
troncatures. Notons que les limites en p — 0 et p — 1 permettent de retrouver dans un
premier cas l'expression d’un disque (la densité d"un vecteur gaussien centré indépen-
dant étant invariante par rotation) et dans un second cas 1'équation de la droite y = x,
correspondant au cas dégénéré évoqué plus tot.

Afin de généraliser ces régions de prédiction, il est nécessaire de pouvoir passez du
vecteur gaussien précédent a un vecteur aux marges prescrites et de copule gaussienne.
Considérons le cas d'un vecteur X = (X3, X) de copule gaussienne de covariance p et
de marges données par les fonctions de répartitions F; et F, (de dérivée respective f; et
f2). On rappelle que la densité jointe de X s’écrit :

1 1
() = s ew| =~y
— 2007 (F (x1)) 0 (Ba(x2)) ) | fi (1) fa(2),

(P[0 (R (x1))? + @7 (Ba(x2))]

ou ® désigne la fonction de répartition de la loi A (0, 1). Pour une telle loi de X donnée,
on connait toujours une transformation qui permet de se ramener a un vecteur gaussien
(et donc en préservant la copule). C’est 1’objet du lemme suivant.

Lemme 4.3.8. Soit X le vecteur défini précédemment et Y = (Y1,Ya) un vecteur gaussien
centré de covariance p. On définit la transformation :

¥: R? — R?
(x,y) = (Flo®(x),Flo®@(y))

Alors X et ¥(Y) ont la méme loi.
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Cette transformation se rencontre parfois dans la littérature sous le nom de transfor-
mation de Nataf [65], et constitue un outil classique de changement de variable marginal
entre deux lois de probabilité.

Démonstration. La preuve est directe. Considérons g : R> — R une fonction continue
bornée. Pour alléger les calculs, on notera :

c(x,y) = ﬂl_ipZ exp [—M(Pz(xz +y°) = 2pxy) |,

et f; la densité de la loi A/(0,1). La densité de Y est donc donnée, pour tout (y1,2) €
R?, par:

Fr(y1,y2) = c(y1,v2) fo (1) fe (ya)-
On calcule alors E[g(¥(Y))] :

E[g(¥ ()] = [ (¥ (1,v2))e(v1,v2) o) fo (v2)dyndya

On effectue alors le changement de variable (x1,x2) = ¥ (y1,y2). Les hypothéses sur les
lois en jeu assurent que ¥ est un C! difféomorphisme de I'intérieur du support de la loi
de X dans R? d’inverse donné par :

Yl (xy,x0) = (qfl(ﬂ(X1)),®71(F2(x2))>

et de jacobien :

Fj(x1) 0 fi(x) 0
P o &~1(Fy(x1)) F(x2) _ | feo® ! (Fi(x)) )
2 (X2 2(X2
0 P o1 (B (1)) 0 fo o & (B (x))

Le changement de variable donne donc :

Elg(¥(Y))] = /Rzg(xlfXz)C(‘I’_l(xlrxz))fc(®_1(Pl(xl)))fc(¢_l(Fz(x2)))><

" f1(x1) f2(x2)
fo(@~(Fi(x1))) fo (@1 (Fa(x2)))

= /Rz8(x1,xz)C(‘Ffl(xl,Xz))fl(x1)f2(xz)dx1dxz
= /Rzg(xllxz)fx(xllxz)dxﬁxz,

d’apres la formule de fx rappelée ci-dessus. On a donc bien 1'égalité en loi entre X et
D(Y). [

dxlde

Un corollaire direct de cette proposition est un résultat de transport, qui permet
de déformer une région de prédiction gaussienne vers une région de prédiction pour
n’importe quel couple de variables aléatoires a copule gaussienne.
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Corollaire 4.3.9. Soit X un vecteur aléatoire de copule gaussienne de covariance p et Y le
vecteur gaussien défini précédemment. Soit  €)0,1[ et D, une région de prédiction de niveau
a pour Y (telle que définie dans la Proposition 4.3.7). Alors ¥ (D,) est une région de prédiction
de niveau « pour X.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, X et ¥(Y) ont méme loi et ¥ est un difféo-
morphisme, donc

a=P(YeD,) =P¥(Y) € ¥(Dy)) =P(X € ¥(Dys)),
ce qui clot la preuve. n

A titre d’exemple, on compare les régions de prédiction a niveau fixé obtenues
pour la loi N>(0,T,) et le couple X = (X3, X;) de mémes copule et covariance, ol
X1 ~N(0,1) et X, ~ Gum(0,1). La fonction de répartition de la loi de Gumbel centrée
réduite est donnée par x — exp(—e *). La fonction ¥ dans ce cas-la est donc donnée
par:

¥(x1,x2) = (x1, — log(— log(®(x2)).
On obtient, pour un niveau 0.9 fixé et deux covariances différentes, les régions sui-
vantes.

4+ === Vecteur gaussien
—— Couple gaussien/Gumbel

4+ === Vecteur gaussien
—— Couple gaussien/Gumbel

@p=05 (b)p =09

FIGURE 4.5 — Régions de prédiction de niveau & = 0.9

Avant de détailler les points relatifs au maillage, notons que cette approche par
régions de prédiction est également valable pour les lois a support compact. En effet,
le calcul numérique de la densité jointe peut poser probléme au voisinage du bord du
domaine. Si Xj est a support dans un intervalle [a, ]|, alors on a exactement F;(a) =
0 et F1(b) = 1, ce qui entraine que ® o F; n’est pas définie en ces points (sauf a lui
donner une valeur infinie). Afin de pallier a ce probleme, il peut étre nécessaire de
laisser une marge entre le bord du domaine réel et le bord du domaine de travail. La
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méthode par région de prédiction a I’avantage de proposer un nouveau domaine qui
prend en compte la corrélation des marges et dont le bord est assez régulier (car image
d’une ellipse par un C!-difféomorphisme). A titre d’exemple, le régions de prédiction
de niveau & = 0.95 pour un couple de lois triangulaires standard de copule gaussienne
pour différentes valeurs de p sont présentées ci-dessous.

1.0

0.8

0.6

0.4 4

0.2

0.0 1

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

FIGURE 4.6 — Régions de prédiction de niveau 0.95 pour différentes valeurs de p (lois
triangulaires)

La forme des régions de prédiction ci-dessus differe beaucoup de celle du support
de la loi, qui reste le carré [0, 1]?. La méthode proposée permet donc méme dans le cas
de lois a support compact de réduire drastiquement la taille du domaine étudié, et donc
une concentration efficace dans les régions du plan ou1 la densité charge le plus.

Maintenant que les domaines d’étude ont été définis, il est nécessaire de mailler ces
derniers pour continuer.

Maillage

Dans toute cette partie, les concepts seront illustrés sur un vecteur de marges gaus-
sienne et Gumbel standards, de copule gaussienne avec covariance p = 0.5, sans res-
triction a priori de la loi a un domaine compact particulier.

FEniCS comprend la plupart des outils permettant de résoudre un probleme par
éléments finis du début a la fin. Malheureusement, le mailleur qu’il propose n’est pas
trés performant lorsque les domaines de travail ont des formes complexes. La premiere
approche développée pour traiter la région de prédiction d"un vecteur non gaussien fut
de mailler une ellipse (donnée comme région de prédiction d'un vecteur gaussien), puis
de déformer le maillage obtenu via le difféomorphisme ¥ introduit précédemment. Il
en résulte alors un maillage le la région de prédiction d’intérét. A titre d’illustration,
voila le résultat obtenu pour le couple gaussien/Gumbel illustré précédemment.
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FIGURE 4.7 — Maillage des régions de prédiction de niveauax = 0.9, p = 0.5

Si le premier maillage semble correct, on observe de fortes déformations dans le
second. Comme cela a déja été abordé, les éléments résultants peuvent poser des pro-
blemes de définition des fonctions de base des éléments finis et donc de résolution

numérique sur ce domaine.

Choix a donc été fait de se tourner vers un autre mailleur, bien connu des mécani-
ciens? : GMSH. Logiciel libre de maillage par éléments finis, GMSH s’intégre tres bien
dans un environnement FEniCS pour mailler des domaines complexes. L'algorithme
utilisé est dit "Frontal-Delaunay", basé sur la triangulation de Delaunay [30] et 1’algo-
rithme de Bowyer-Watson [22, 88], tel qu’introduit par Rebay dans [75].

Ce mailleur peut prendre en entrée I'équation paramétrée du bord et une grandeur
représentant la taille des éléments. Il procéde ensuite d’abord a un maillage 1D du bord,
avant de mailler l'intérieur. La taille des éléments est choisie en étudiant la stabilité du
résultat obtenu en fonction de ce parametre, comme cela sera abordé plus tard.

Nous ne rentrerons pas plus dans le détail des algorithmes de triangulation, et don-
nerons seulement, toujours a titre d’illustration, les deux maillages des domaines pré-
cédents avec le nouveau mailleur. La taille des éléments est prise a 0.1, pour & = 0.9 et

p=0.1

2. un grand merci a Morgane et Robin!
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(a) Vecteur gaussien (b) Vecteur gaussien/Gumbel

FIGURE 4.8 — Maillage GMSH des régions de prédiction

Dans les deux cas, le maillage obtenu est bien plus régulier. Cette régularité peut
s’observer de fagon plus précise sur le conditionnement des matrices, et plus particu-
lierement celui de la matrice de rigidité. A cette fin, on trace ci-dessous le conditionne-
ment de cette derniere, pour & = 0.9 et p = 0.5 fixés, en fonction du nombre de sommets
du maillage (en échelle semi-logarithmique).

o] * maillage FEniCS - - * W
. .
maillage GMSH . . . . P
10%0 *
-
107 »
*
é gk hf *
E 10% *
L +*
3 -
S 10%% 4 - e L * b i
b=l - P
E -
© 107 4 #‘#
Y . *
20 4
= : .
L *
10161 &
*
T T T T T
0 500 1000 1500 2000

Nembre de sommets

FIGURE 4.9 — Conditionnement de la matrice de rigidité en fonction des éléments

On observe dans les deux cas que plus le nombre d’éléments est grand, plus le
conditionnement est élevé. C’est un résultat attendu, car un domaine maillé finement
donnera une matrice de rigidité plus grande, et donc potentiellement plus creuse que
pour un maillage plus grossier. Néanmoins, le conditionnement est bien plus important
pour le maillage FEniCS que pour le maillage GMSH, et de plusieurs ordres de gran-
deurs. L'intuition visuelle est donc confirmée par I'expérience, ce qui valide 1'utilisation
de ce dernier.

-126 -



4.3. ASPECTS NUMERIQUES DE L'INEGALITE DE POINCARE

On ne peut malheureusement pas se contenter d"un maillage grossier, le condition-
nement de la matrice de rigidité n’étant pas un objectif en soi. En effet, on attend comme
cela a déja été mentionné que le résultat obtenu par éléments finis converge quand la
finesse du maillage tend vers 0. Il est donc a priori nécessaire de trouver un équilibre
entre la taille du maillage et la précision attendue. Mais si I'”augmentation du nombre
de sommets complexifie la résolution, il en va de méme avec le parametre a. En effet, ce
dernier détermine la taille de la région d’intérét, et 'approximation tendra a étre d’au-
tant meilleure que « est proche de 1. Les expériences numériques montrent que, dans
le présent contexte, la valeur seuil & = 0.75 ne semble pas pouvoir étre dépassée sans
entrainer un défaut de l’algorithme de résolution. On trace ci-dessous, pour différentes
valeurs de « et p = 0.5, la valeur calculée du trou spectral en fonction de la taille du
maillage.
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(a)a =0.65 (b) « = 0.75 (c)a=0.8

FIGURE 4.10 — Valeur du trou spectral en fonction de la taille du maillage

On observe bien dans les deux premiers cas une décroissance qui semble se stabi-
liser. Ce n’est pas le cas pour a = 0.8, o la taille du domaine empéche de mettre en
ceuvre un maillage trop fin et d’observer une convergence. La valeur « = 0.75 semble
représenter le meilleur compromis entre la taille du domaine et la finesse permise
pour le maillage. Pour le confirmer, on peut tracer une courbe similaire en poussant
le maillage plus loin.

$

H
H [1
i

o 1000 2000 3000 4000
Nombre de sommets

FIGURE 4.11 - Valeur du trou spectral en fonction de la taille du maillage, x = 0.75

Ce second graphe conforte la convergence observée précédemment. Ce type de
graphe permet d’établir un seuil au-dela duquel la valeur calculée de la constante de
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Poincaré n’évolue pratiquement plus, seuil qui pourra étre utilisé dans les calculs pra-
tiques.

Cette démarche, opérée ici sur le cas du couple gaussien/Gumbel standard (non res-
treint a priori) peut étre répétée pour tous les cas a traiter selon cette méthode. Notons
que des cas différents peuvent donner un niveau « maximal et un seuil de convergence
trés différents. A titre de comparaison, on donne ci-dessous trois graphes de conver-
gence pour trois valeurs de a différentes dans le cadre du couple gaussien/Gumbel
évoqué en 4.3.5.
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FIGURE 4.12 - Valeur du trou spectral en fonction de la taille du maillage

On observe dans les trois cas une stabilisation autour de 2500 sommets, pour des
valeurs de « proches de 1. La troncature sur la loi borne le domaine de travail et rend
possible les calculs pour des valeurs élevées de a. Le dernier graphique montre une
certaine instabilité pour les maillages les plus grossiers, qui se corrige quand le nombre
de mailles est assez important.

Notons ici une double décroissance du trou spectral calculé : en a a taille du maillage
fixée et en la taille du maillage a « fixé. Les deux sont attendues, du fait de la formu-
lation de Courant-Fischer des valeurs propres : augmenter « ou la taille du maillage
revient a calculer un infimum sur un espace plus gros, ce qui résulte en une moindre
valeur du trou spectral.

Avant de la mettre en ceuvre sur les données du probleme de sensibilité, il faut
néanmoins valider les résultats obtenus par 1’algorithme. Pour ce faire, on se base sur
un cas explicite : le vecteur gaussien.

4.3.4 Validation de la méthode

La valeur théorique des constantes de Poincaré recherchées est la plupart du temps
inconnue. Il est donc difficile de savoir si la valeur vers laquelle converge l’algorithme
est proche de la réalité. Il existe néanmoins une famille de lois pour lesquelles la valeur
optimale de cette constante est connue, qui vont nous permettre de vérifier les résultats :
les vecteurs gaussiens.

1

Proposition 4.3.10. Soit v, = N2(0,T,) pour un certain p € [0,1[. Alors A1(7,) = o
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Démonstration. Ce résultat repose sur la théorie de Bakry-Emery telle que présentée
dans les chapitres précédents. On rappelle que la densité de 7, est donnée par :

S v B S Ov S I
fp(x,y)—znﬂ@qo A=) X TV 20w

soit f,(x,y) o e="(¥¥) avec V,(x,y) = 2(11_&)(362 +y? — 2oxy). La hessienne de

V, est donnée par I’;l, et ses valeurs propres sont o et = p. D’apres la Proposi-
1
tion 1.2.6, ona donc A (7y,) > o Pour avoir I'égalité, il suffit d’exhiber une fonction

propre du générateur —L, associé. Ce générateur est défini, pour une fonction f assez
réguliere, par :

—L,f = —Af+VV, - Vf,

soit, en remplagant V,, par son expression,

“Lofa9) = <Ay + 1 (§T0Y)  VF), (o) e R

Dans le cas indépendant, les fonctions propres associées a A; sont les polyndmes de
degré 1, et vues les directions propres de la matrice de covariance, la fonction (x,y) —
x + y est un bon candidat. En effet, on a

_ L 1 X—py\
Ly(x+y) = A(x+y)+1_p2 (y—px) V(x+y)

- (x —py +y — px)
=gty —p

1-p
= (x+y)1_p2 =

1+p(x+y).

Ainsi, I'inégalité ci-dessus est saturée pour cette fonction, ce qui implique que le trou
|

spectral est exactement égal a T

Le principal intérét de cet exemple est qu’il fournit une infinité de cas pour valider le
résultat sur différentes valeurs de p. On représente ci-dessous deux graphes en fonction
de p, le premier de l'erreur relatif sur la méthode, le second du nombre de degrés de
liberté du maillage (a titre indicatif). On a pris @ = 0.95.
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FIGURE 4.13 — Erreur relative de la méthode

La taille des éléments et le niveau de prédiction étant fixés pour tous les calculs, on
observe une diminution du nombre de degrés de liberté lorsque p augmente. Cela se
traduit par une augmentation de l'erreur relative, sans que I'on puisse dire si celle-ci est
imputable a la valeur de la corrélation ou uniquement a la diminution du nombre de
sommets du maillage. Pour séparer ces deux problémes, il peu paraitre plus judicieux
de se concentrer sur une ou deux valeurs de p (par exemple 0.3 et 0.5, celles présentes
dans le modele), et d’observer I’erreur obtenue en fonction de « et du nombre de degrés
de liberté. Les résultats sont donnés dans les deux tableaux suivants.

. M 500 | 1700 | 6600 | 18000 . M 500 | 1700 | 6600 | 18000
0.9 29.8% | 29.7% | 29.6% | 29.6% 0.9 30.1% | 30.0% | 29.9% | 29.9%
095 | 16.3% | 16.3% | 162% | 16.2% 095 | 16.5% | 16.4% | 16.4% | 16.4%
099 | 4.36% | 4.34% | 4.33% | 4.33% 099 | 4.40% | 4.37% | 4.37% | 4.36%

(@p=03 (b)p =05

TABLE 4.3 — Erreur relative de la méthode pour le vecteur gaussien en fonction des
parameétres du modéle

On observe d’abord que, toutes choses égales par ailleurs, l'erreur relative est tres
légérement plus importante dans le cas p = 0.5. Ces différences se retrouvent pour
toutes les valeurs de « et n . Elles sont néanmoins relativement faibles en regard de
la valeur de l'erreur. On observe également que, dans les deux cas, 'erreur diminue
sensiblement lorsque n4 augmente (bien que la différence soit, encore une fois, assez
minime). Ainsi, la valeur de la corrélation et le nombre de degrés de liberté du maillage
participent conjointement, mais dans une faible mesure, a la variation de l'erreur nu-
mérique.

Les différences les plus notables dans la valeur de l’erreur sont néanmoins celles
observées pour différentes valeurs de a. Ainsi, une augmentation de 1’ordre de 10% sur
« entraine une division de 'erreur par un facteur au mois 6. On veillera ainsi, dans la
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mise en ceuvre de la méthode, a privilégier les valeurs de « les plus faibles, quitte a
opter pour des maillages un peu plus grossiers.

A parte II : approche analytique de la constante de Poincaré

Avant d’appliquer la méthode d’éléments finis développée ci-dessus au probléme
d’analyse de sensibilité, on présente un résultat intermédiaire qui vise a établir une
estimation analytique de la constante de Poincaré d’un couple de variables aléatoires
en fonction de leur corrélation. On se place dans le cadre de la section précédente, avec
X un vecteur aléatoire de copule gaussienne de covariance p de marges F; et F>, et Y un
vecteur gaussien centré de covariance I'y. On note Sx le support de la loi de X et Sx son
intérieur.

On définit alors deux fonctions G et G; : pour tout t € R,

Gi(t) =®d 1oF(t) et Gyt) =D loF(t).

Ces deux fonctions interviennent dans le changement de marges tel que décrit dans le
Lemme 4.3.8. Plus précisément, la fonction de transport inverse ¥ ! s’exprime, pour
tout (x1,xp) € Sx, par:

¥ (x1,%2) = (Gi(x), Ga(x2)).

La précision de l'intérieur du support assure que la fonction ¥ définie plus haut est
bien un difféomorphisme. Sous ces hypotheses, entendu que toutes les fonctions de
répartition en jeu sont continues, ¥ induit en fait un C!-difféomorphisme global de R?
dans Sx. On obtient alors le résultat suivant.

Théoreme 4.3.11. Sous les hypotheses ci-dessus, on a pour tout p € [0,1] :

cp(X) < (1+p) szzp){max(l, 1)},

oit I et 11 sont deux fonctions réelles données, pour tout (x,y) € R?, par :

2 2
I(x) = Wls;X(x,y), I(y) = W%Xw.

Notons que I et II ne dépendent pas de p. De plus, la définition de I et II est don-
née a l'intérieur du support de la loi de X, et arbitrairement fixée a 0 en-dehors (ot le
numérateur et le dénominateur sont tous deux nuls).

Démonstration. Ce résultat repose essentiellement sur ’application du Lemme 4.3.8 : les
couples X et ¥(Y) ont méme loi. Il s’ensuit que pour toute fonction f : R> — R assez
réguliére, on a:

Var(f(X)) = Var(f o ¥(Y)).
Ainsi, I'inégalité de Poincaré pour la gaussienne (qui découle de la Proposition 4.3.10)
donne :

Var(f(X)) < (1+p)E[|[V(f o ¥)(Y)?].
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Le gradient de la fonction ci-dessus est donné par :
V(fo¥)=Jac(¥)VfoVY,
dont il suit :
E[|V(f o ¥)(Y)]?] = E[lJac(¥)(Y) V(¥ (Y)) ).

Pour se ramener a une inégalité de Poincaré pour X, on doit le faire apparaitre dans le
membre de droite ci-dessus. En utilisant le Lemme 4.3.8 de nouveau, on a :

E[[Jac(¥) (V) VF(¥(Y))I?] = E[[Jac(¥) (¥~ (X)) VF(X) ]

E
E[Vf(X) Tac(¥) (¥ (X)) Tac(¥) (¥ (X)) VF(X)].

Comme vu dans la preuve du lemme sus-mentionné, le jacobien de ¥ est diagonal, et
on a alors :

T _ 2 _ g f& f
Jac(¥) Jac(¥) = Jac(¥)” = diag (oG (hoGiM)2 )
1 2

et donc par définition de ¥~ :

ac(¥)? 0¥ = diag (606 (feoGa)®
Jac(¥)? o ¥ dg< sol e )

On a ainsi pour presque tout X :

Jac(¥)*(¥7(X))

Il
VR
—~
—~
SHY
=

N—

I~

=
o

3

S~—
N~

et conséquemment :
VI(X) ac(¥)* (¥~ (X)) VF(X) < max(I(Xy), 11(X2)) |V f(X)[?
< supmax (I, I1)|Vf(X) %
R2
Cela donne pour la variance :

Var(f(X)) < (1+p) sup max(I, IDE[|V f(X)[?],

et on a ainsi I’estimation annoncée :

cp(X) < (1+ p)supmax(I,II).
R2
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Le comportement en p de la borne obtenue dépend uniquement du choix de la co-
pule. Notons néanmoins que les fonctions I et II dépendent également de ce choix,
mais pas de la valeur de la corrélation. On a alors pour le trou spectral :

0

X)

M (X) > mn

4

—_
=

ot A1(X) désigne par abus de notation la premiére valeur propre non nulle de 1'opé-
rateur de diffusion associé a la loi de X et C(X) = supg. max(I, II)~!. La dépendance
en p semble alors completement encodée par la copule, indépendamment du choix des
marges, et la décroissance en ce parametre est cohérente avec les expériences numé-
riques. Notons enfin que cette borne est optimale : si les deux marges sont gaussiennes,
les deux fonctions I et II sont constantes égales a 1, et on retrouve la valeur du trou
spectral indiquée dans la Proposition 4.3.10.

On peut également revenir sur la conjecture énoncée a la fin de I'introduction. Si on

pose ¢(y1,¥2) = y1 + y2 pour (y1,y2) € R?, on a d'une part :
Var(g(Y)) = Var(Y7) + Var(Y2) +2Cov(Yy, Y2) =2(1+p),

et d’autre part :
E[[Vg(Y)[’] = E[2] =2

E
Le trou spectral gaussien implique que cp(Y) < (1 + p), et le calcul précédent donne :
Var(g(Y)) =2(1+p) = (1+p)E[[Vg(Y) .

L'inégalité IP(1 + p) est donc saturée par g, et on en déduit donc que cp(Y) = 1+ p.
Notons que l'on peut retrouver ce résultat par tensorisation dans le cas indépendant
(voir la Proposition 1.2.5).

On ne peut malheureusement pas étre aussi affirmatif dans le cas général, bien que
la décroissance de la borne du Théoreme 4.3.11 et le comportement en p observé numé-
riquement dans la partie précédente soient en faveur de la conjecture.

Le principal écueil de ce résultat est la valeur de la constante C(X). Elle n’est bien-
sr pas explicite, et son estimation est difficile a obtenir. Dans le cas d"un couple gaus-
sien/Gumbel, les expériences numériques sont en accord avec la borne résultante, bien
que cette derniere (obtenue également numériquement et de fagon assez sommaire) soit
loin de l'optimal. C’est d’autant plus vrai dans le cas particulier p = 0 (marges indé-
pendantes), ott I’on sait déja par tensorisation (voir la Proposition 1.2.5) que A1(X) > 1.
La borne donnée dans ce cas-la par le théoréme précédent est malheureusement bien
plus faible (de ’ordre de 10~2), de sorte que l’estimation n’apporte ici pas d’information
supplémentaire.

Dans le cas de marges a support compact (par exemple pour les couples de lois
triangulaires), il n’est pas évident que les fonctions I et II soient bornées. Si elles ne le
sont pas, la constante C(X) est nulle, et la borne obtenue sur le trou spectral est alors
triviale. Une fagon d’assurer la bornitude de I et II est de demander que la densité
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de chaque marge soit uniformément minorée par une constante strictement positive
sur Sx (ce qui est par exemple le cas pour les lois uniformes, mais pas pour les lois
triangulaires).

On peut discuter a ce titre du cas de deux marges uniformes sur [0,1]. Les deux
fonctions I et II coincident, et on a pour tout x € [0,1]:

I(x) = fo(®7'(x))*.

et donc

supmax(I, 1) = sup fo(® (x))>.
R? x€[01]

Ce supremum est atteint pour ®!(x) = 0 (soit x = 1/2) et vaut 1/27. On a ainsi
C(X) = 27, et la borne du théoreme devient, pour tout p € [0,1]:

M) > 2
1+p

Pour p = 0, on sait par tensorisation que Aq(X) > % (voir par exemple [31] ou [8]
§4.5.2). La borne obtenue par le Théoréme 4.3.11 est donc plus proche de I'optimal que
dans le cas de la loi de Gumbel, mais n’apporte malheureusement pas d’information
nouvelle. Ce cas est jusqu’a maintenant le seul, avec celui des marges gaussiennes, pour
lequel toutes les grandeurs en jeu sont connues et peuvent étre comparées avec préci-
sion.

Comprendre le comportement de I et II de facon fine serait d"un grand intérét dans
l"utilisation du Théoreéme 4.3.11, notamment pour fournir des estimations utiles dans la
validation de la méthode présentée dans ce chapitre.

4.3.5 Implémentation

La méthode développée ci-dessus permet d’effectuer le réglage de 1’algorithme pour
les couples présents dans le probleme de sensibilité. Les résultats de trou spectral obte-
nus sont présentés dans le tableau ci-dessous, avec la valeur de chaque parametre. Les
marges sont ramenées a leurs parametres standards.

Marges Covariance p | Niveau a | Degrés de liberté | Trou spectral
Gumbel/Gaussienne 0.5 0.995 4829 0.67
Triangulaires 0.3 0.995 10178 18.1

TABLE 4.4 — Valeur approchée du trou spectral pour les couples du modele

- 558’ 558
le second au carré [0,1]%. Le temps d’exécution est de 139.5s pour le premier couple et
de 181.0s pour le second.

. . o . 15 513 1987
Le premier couple est restreint a priori au domaine | — g’ +oo| X , €
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Il reste maintenant a calculer la constante de normalisation présente dans la Pro-
position 4.2.6. Pour cela, il faut identifier les transformations en jeu qui permettent de
ramener chacun des cas au cas standard.

Dans la suite, on notera X = (X1, X, X3, X4, X5, X6) = (Q,Ks,Zy, Zy, L, B). Les
hypotheses formulée précédemment indiquent que, pour I = {1,2}, I' = {3,4} et
I" = {5,6}, les couples X;, X et X» sont mutuellement indépendants. On est donc
bien dans le cadre d’application des Propositions 4.2.5 et 4.2.6.

Couple (Q, Ks)

Les marges initiales de X; = (Q, K;) sont respectivement Gumi (1013, 558) et N'(30, 64).
La transformation de changement d’échelle se fait donc via les grandeurs :

Lo (1013) (558 0
=1\ 30 I'=\o 8)’

avec le changement de domaine évoqué plus haut. Ainsi, dans ce cas comme dans les
suivants, la matrice sy entre dans le cadre d’application du Corollaire 4.2.7. De plus, la
Proposition 1.2.3 permet d’estimer la constante de Poincaré c; du couple standard en
fonction du trou spectral approché. On en déduit donc :

1
DI < W(55821/1 + 8%13).

Couple (Z,,, Zy)

Les marges initiales de X = (Z,,, Z,) sont toutes deux 7 (49, 50,51). La fonction de
répartition F, ., de la loi triangulaire 7 (a, ¢, b) est de plus donnée par 1’expression :

0 six <a
2
o (b—a)(c—a) -
Pu,c,b(x) - (b_x)Z
S S <
1 G—a)(b—0) sic<x<b
1 six > b.

Sic = (a+b)/2, on en déduit que };__; ~ T(0,1/2,1). La transformation de change-

ment d’échelle se fait donc via les grandeurs :

49 20
mp = 49 et sy = 0 2)

Ainsi, on a p4(sp) = 2 (ici, il n’y a pas de différence entre la Proposition 4.2.6 et le
Corollaire 4.2.7). On en déduit donc d’apres le trou spectral ci-dessus :

2

T
<2y,
Dr < 157V
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Couple (L, B)

Ce cas est trés similaire au précédent, bien que les deux marges de X;» = (L, B) ne
présentent pas les mémes parametres. La premiere suit la loi 7 (4990, 5000, 5010), et la
seconde la loi 77(295,300, 305). La transformation de changement d’échelle se fait donc

via les grandeurs :
m_4990 ets—200
"7\ 295 "~ \o 5/
On en déduit donc, d’apres le Corollaire 4.2.6 et le trou spectral ci-dessus :
20° 5°
I < Vs + V.
Pir= 151" 151"

Calcul des indices

La derniere étape de I'implémentation consiste a calculer les indices DGSM et la
variance totale afin d’obtenir des bornes explicites. Dans le cadre de ce modele sim-
plifié, il est également possible de calculer les indices de Sobol” totaux. Les deux cas
s’obtiennent par Monte-Carlo, avec des techniques néanmoins légérement différentes.

Les indices DGSM nécessitent le calcul du carré des dérivées partielles de la fonction
d’intérét, puis une estimation de l'intégrale de ces derniers. Cette estimation peut se
faire par Monte-Carlo, et le calcul des dérivées partielles par différences finies selon la
procédure ci-dessous. Par exemple pour l'indice v; associé a X; pour une fonction f :

1. on génere un échantillon XM, .., X" de copies indépendantes de X;

2. en chaque point X!}, on calcule le quotient :

o e xP, L x Uy — F(x)
Lif = ’
€
ot ¢ est choisi assez petit. Si f est dérivable, ona Af ;f v a1f(X);

3. on considere alors 1’estimateur de Monte-Carlo :
1 n
N € 2
Vl—*y_‘,( 1,if) .
n
i=1
Pour ¢ assez petit, c’est un estimateur consistant sans biais de v;.

Cette procédure doit étre répétée pour chacun des indices a calculer. Chaque réalisation
de 71 nécessite 2n appels de la fonction f (pour le calcul de chaque A{ ;f). Dans un cadre
ou la fonction est cofiteuse, ou résulte d'une expérience physique, ces appels peuvent
étre limités en nombre. Pour cela, on considérera des valeurs relativement faibles de n,
pour observer la performance de la borne obtenue en contexte de parcimonie.

Le calcul des indices de Sobol” fait appel a des variance partielles. Ces derniéeres
sont obtenues empiriquement a partir de l'estimateur de Sobol’-Jansen [51], tel que
présenté par exemple dans [41], qui se base sur la formule "pick-and-freeze" (voir la
Proposition 4.2.8). La procédure est alors la suivante, pour une fonction f et un sous-
ensemble d’indices I C [1,d] :
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1. on génere un échantillon XV, ..., X(") de copies indépendantes du vecteur aléa-
toire d'intérét;

2. on génere indépendamment Zgl), ceey Zg") des copies indépendantes de Xj;

3. on consideére 'estimateur de Monte-Carlo :

56X s (o)

i=1

AT
D; =

C’est un estimateur consistant sans biais de DIT :ona, par définition de Zj, E[f (X, X_1) —
f(Z;,X_1)] = 0. Cet estimateur est de plus asymptotiquement efficace (au sens des esti-
mateurs sans biais : sa variance est asymptotiquement minimale parmi les estimateurs
sans biais de la méme quantité). On observe enfin la propriété remarquable que DIT =0
presque stirement dés que DI = 0 (autrement dit, I'estimateur est exact des que les
variables ne sont pas influentes). Ces propriétés peuvent étre retrouvées, entre autres,
dans [41].

Le calcul de cet estimateur demande également 21 appels a la fonction f, ce qui peut
poser les mémes questions de parcimonie que pour l'estimateur des indices DGSM.
Notons néanmoins que le calcul de 7; n"utilise qu'un seul échantillon de X, quand ce-
lui de D; nécessite de regénérer une copie indépendante d’une partie de 1’échantillon.
Cela peut poser probleme dans certaines situations (par exemple quand les variables
sont issues d"un systeme physique), ot1 I'on pourra préférer I’estimation via les indices
DGSM (bien que ces derniers soient en eux-mémes plus difficiles a interpréter que les
indices de Sobol’). En effet, dans les situations pratiques, I’échantillon est obtenu avant
le calcul des estimateur et indépendamment de ceux-ci. Avec les méthodes décrites
ci-dessus, on disposera donc de moitié moins de variables pour l’estimation des in-
dices de Sobol” que pour celle des indices DGSM ce qui, si I’échantillon de départ n’est
pas assez grand, peut poser des problémes de stabilité des estimateurs (une taille trop
faible d’échantillon ne garantit par exemple pas la normalité asymptotique du TCL ou
la convergence presque stire de la loi des grands nombres).

Afin d’évaluer uniquement la performance de ces derniers, on estimera les indices
de Sobol” avec de grands échantillons, de sorte a pouvoir considérer la valeur obtenue
comme une valeur exacte. De méme pour le calcul de la variance totale D, qui se fait
via l'estimateur sans biais classique.

Le graphe ci-dessous représente les bornes obtenues via les indices DGSM, en re-
gard des indices de Sobol” pour la fonction C du modele. Les bornes pour H; et C,
sont obtenues par le méme procédé, mais via des constantes de Poincaré unidimen-
sionnelles. Les tailles d’échantillons sont précisées dans chaque cas.
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FIGURE 4.14 - Bornes sur les indices de Sobol” pour la fonction C

Les résultats sont bons pour les couples de lois triangulaires ((Z,,, Z,) et (L, B)) ainsi
que pour Cj, : la borne obtenue est proche de la valeur réelle des indices, surtout pour
Cp et (L, B). En particulier, I'estimation via DGSM permet de retrouver les variables peu
influentes C;, et (L, B) mises en évidence par le calcul des indices de Sobol’. Les résultats
pour (Q,Ks) et Hy donnent des bornes supérieures a 1, qui sont donc inexploitables
pour des indices de sensibilité (qui sont par construction inférieurs a 1). Ce défaut est
lié a la régularité de la fonction C, et en particulier au caractére hautement non linéaire
en les différentes variables, particulierement marqué sur la variable Hj.

Dans le cas de la fonction S, les résultats sont toujours bons pour les lois triangu-
laires, et meilleurs pour la variable Hj,. On observe en réalité que, sur les plages de
valeurs concernées, la fonction S est, du fait de certaines des valeurs extrémes en jeu,
presque linéaire en chacune des variables (sauf K; et, dans une moindre mesure, Q).
Par ailleurs, les résultats observés en lien avec Q peuvent également étre expliqués en
partie par le caractere "extréme" de la loi de Gumbel. Cette derniére est en effet utilisée
ici pour décrire les valeurs extrémes d'un phénomene (le débit de la riviere), et la plage
de valeurs considérée peut expliquer la valeur de la borne obtenue apres normalisation.
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FIGURE 4.15 — Bornes sur les indices de Sobol” pour la fonction S

On peut également souligner que, couple (Q, K;) excepté, la borne obtenue rend
compte du méme ordre d’'importance des couples de variables que les indices de Sobol’
(Hy, puis (Zy, Zim), Cp et (L, B)).

4.3.6 Conclusion et perspectives

La méthode proposée a permis, moyennant certains réglages, d’obtenir de nouvelles
bornes sur les indices de Sobol” via les indices DGSM. Des estimations avec de petites
tailles d’échantillons ont montré des conclusions pertinentes et exploitables, dans les li-
mites permises par le modele. Si les techniques utilisées peuvent difficilement s’étendre
en dimension supérieure (méme avec des moyens matériels plus importants), elles per-
mettent de dépasser le cadre des variables indépendantes en considérant des couples de
variables liées, tout en proposant une implémentation assez simple et facile a paramé-
trer. A cette fin, les codes R et Python peuvent étre obtenus sur demande, en attendant
la publication sur une plateforme idoine. Les temps de calcul sont également trés rai-
sonnables, y compris pour un ordinateur peu puissant, a 1'instar de celui sur lequel ces
lignes sont écrites.

Le comportement de 1’algorithme dans le cas du couple (Q, K;) pourrait néanmoins
étre questionnés dans de futurs développements. Le lien entre le caractere "extréme" de
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la loi de Gumbel et les valeurs obtenues semble lié ici aux constantes de normalisation
et ne renseigne pas beaucoup sur la stabilité de I’algorithme dans ces cas précis. Notons
cependant que le calcul direct (sans normalisation préalable) a été essayé pour (Q, Ks),
sans résultats probants (les valeurs extrémes des marges semblant en effet affecter for-
tement la performance de 1’algorithme).

D’autres pistes de maillage pour la résolution par éléments finis pourraient égale-
ment étre explorées, notamment en prenant en compte les valeurs mémes de la densité.
En effet, la valeur de la densité est rarement homogene, méme sur une région de prédic-
tion fixée, et il pourrait étre alors pertinent de s’intéresser a des maillages qui rendent
compte de cette hétérogénéité. De tels maillages pourraient par exemple reposer sur la
génération d'un échantillon de la loi d’intérét, dans la mesure ot cette opération n’est
pas elle-méme trop cotiteuse. Un réflexion pourrait aussi étre conduite autour des va-
leurs de conditionnement obtenues pour les matrices de rigidité.

Un approfondissement des résultats théoriques pourrait renforcer la méthode utili-
sée ici, par exemple une compréhension plus fine des grandeurs en jeu dans le Théo-
réeme 4.3.11. S’il semble que les constantes obtenues sont loin de 1’optimal dans le cas
de variables indépendantes (le seul o1 des valeurs suffisamment précises, voire exactes,
sont connues), la question reste ouverte pour des couples non indépendants. On pour-
rait également s’intéresser a la méthode de preuve en elle-méme, au sein de laquelle la
1(Xy) 0

0 II(X2
serait intéressant de réussir a élargir la palette d’exemples d’applications, par exemple
en incluant un algorithme d’approximation de la constante C(X).

Pour conclure, la méthode présentée ici peut étre appliquée a d’autres choix de fonc-
tions (un peu dans l'esprit de [55]), par exemple les fonctions de Morris [64], qui pour-
raient mettre en lumiere l'influence de la fonction sur les bornes obtenues de facon
peut-étre plus claire que le modele de crue.

borne uniforme utilisée sur la matrice ( )> pourrait étre discutée. Enfin, il
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RESUME

Cette these s’inscrit dans une série de travaux menés par Aldéric Joulin, Michel Bon-
nefont et leurs collaborateurs, dont le but est d’appliquer des relations d’entrelacement
pour obtenir des informations sur certains générateurs de Markov. Le présent travail
traite de trois propriétés plus spécifiquement : les inégalités de Poincaré, de Sobolev lo-
garithmiques et les estimations spectrales. Les deux inégalités ci-dessus sont des outils
classiques d’analyse infini-dimensionnelle, qui présentent des liens intéressants avec
les générateurs sus-mentionnés et les propriétés de la mesure de Boltzmann-Gibbs as-
sociée.

Le premier chapitre propose une approche basée sur les semi-groupes de Feynman-
Kac pour déduire de nouvelles estimations en relation avec 1'inégalité de Sobolev loga-
rithmique. Les résultats sont obtenus en utilisant le lien entre générateurs et processus
stochastiques, via les semi-groupes de Feynman-Kac.

Le deuxieme chapitre pousse la réflexion amorcée par 'inégalité de Poincaré sur
I'estimation des valeurs propres desdits générateurs en proposant une vision algé-
brique pour I’estimation de ces dernieres. Ce travail fait écho a un article récent d’Ema-
nuel Milman sur le sujet, oti une approche par transport optimal était privilégiée. Les
multiplicités associées sont également discutées, en lien notamment avec de récents
travaux de Franck Barthe et Boaz Klartag.

Enfin, le dernier chapitre traite d"une application des inégalités de Poincaré a ’ana-
lyse de sensibilité, ot ces dernieres sont utilisées pour faire un lien entre deux familles
d’indices de sensibilité. Une méthode d’estimation en lien avec cette inégalité en di-
mension deux est proposée, basée sur des techniques d’éléments finis.

ABSTRACT

This thesis is part of a series of works carried out by Aldéric Joulin, Michel Bon-
nefont et alius, which aims at using intertwining relations to infer properties of some
Markov generators. The present work deals specifically with three properties : Poin-
caré inequalities, logarithmic Sobolev inequalities and spectral estimates. Both above
inequalities are widely use tools in infinite-dimensional analysis, that relate to the latter
generators and underlying Boltzmann-Gibbs invariant distribution. In the first chapter,
a method based on Feynman-Kac semigroups is proposed to infer new estimates, in
relation to the logarithmic Sobolev inequality. The connexion between generators and
stochastic processes is explored via a representation theorem for Feynman-Kac semi-
groups.

In the second chapter, an algebraic approach to the estimation of eigenvalues of
the aforementioned generators is discussed. This work echoes a related recent article
by Emanuel Milman, in which he used optimal transport results in this very purpose.
Multiplicities are addressed as well, in relation to the recent work of Franck Barthe and
Boaz Klartag.

In the last chapter, the relation between Poincaré inequalities and sensitivity ana-
lysis is investigated, particularly in order to compare two types of sensitivity indices.
An estimation method related to this inequality is developed in dimension two, using
finite elements methods.



