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RÉSUMÉ

Un système mécanique non linéaire est dit non régulier lorsque ses champs de vitesses ou
d’accélérations présentent des discontinuités. Tout système mécanique dont des composants
subissent des frottements ou des impacts appartient à cette catégorie. Ces systèmes sont très
présents dans des domaines industriels clés tels que la production d’énergie et les transports.
Leur conception pose un défi particulier aux ingénieurs en raison d’un verrou scientifique ma-
jeur : il n’existe pas de cadre théorique unifié permettant de caractériser la réponse vibratoire
de ces systèmes.

Par conséquent, les configurations visant à éviter les phénomènes non linéaires ont longtemps
été privilégiées, souvent au détriment de la performance ou de l’empreinte environnementale.
Dans plusieurs domaines, ces compromis ne sont désormais plus acceptables et soulèvent
de nouveaux enjeux de conception. Ce contexte a motivé ces dernières années la mise en
place de stratégies numériques visant à prédire au mieux les phénomènes de résonance de
systèmes mécaniques non réguliers. Ces stratégies sont aujourd’hui utilisées pour discriminer
différentes configurations en fonction de leur réponse vibratoire non linéaire. Cette discrimi-
nation est effectuée a posteriori, en fin de cycle de conception, ce qui implique nécessairement
un allongement de celui-ci.

Cette thèse est consacrée au développement de nouveaux outils pour prendre en compte
des phénomènes vibratoires non linéaires en amont dans le cycle de conception. Un cycle
de conception repose généralement sur une procédure d’optimisation itérative. L’intégration
des stratégies prédictives dans cette procédure requiert, d’une part, des algorithmes d’opti-
misation adaptés à des simulations prédictives coûteuses, dont les quantités d’intérêts sont
potentiellement discontinues, et d’autre part, des critères de conception relatifs aux phéno-
mènes non linéaires.

D’un point de vue mathématique, les dérivées des quantités d’intérêt issues des stratégies nu-
mériques prédictives sont généralement inaccessibles. Ces stratégies sont ainsi modélisées par
des boîtes noires, c’est-à-dire des processus dont seules les entrées et sorties sont accessibles.
Le cadre mathématique considéré est celui des méthodes d’optimisation sans dérivées et de
boîtes noires. D’un point de vue industriel, compte tenu de la variété de systèmes mécaniques
non réguliers, la détermination de critères de conception requiert de cibler une application
spécifique. L’interface de contact aube/carter dans les compresseurs de turbomachines est
considérée. Le cadre industriel choisi est celui de la reconception d’aubes afin d’améliorer
leur robustesse aux interactions de contact.
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Le projet doctoral revêt un caractère multidisciplinaire et comporte quatre contributions.
La première contribution, en mathématiques appliquées, est un algorithme d’optimisation de
boîtes noires générique permettant de trouver des solutions éloignées des discontinuités des
quantités d’intérêt. Pour certains systèmes non réguliers, ces discontinuités peuvent en effet
révéler des zones de résonances non linéaires critiques d’un point de vue de la conception.

Les autres contributions, en génie mécanique, sont relatives au processus de reconception
d’aubes proposé dans cette thèse, qui repose sur une procédure d’optimisation itérative. La
deuxième contribution est un outil de modélisation d’aubes industrielles haute-fidélité, requis
en entrée de la procédure d’optimisation. La troisième contribution est la reconception de
trois géométries d’aubes ouvertes de la NASA, issues des rotors 37, 35 et 67. Une quantité
substitut de la robustesse au contact d’une aube, moins coûteuse qu’une stratégie numérique
prédictive, est utilisée dans la procédure d’optimisation : la consommation de jeu. Les aubes
optimisées obtenues présentent des gains significatifs en matière de réponse aux interactions
de contact. Enfin, la quatrième contribution est la détermination de critères de conception
relatifs aux interactions aube/carter. D’une part, une prise de recul sur la pertinence de la
consommation de jeu comme substitut est proposée, en fonction du type d’aube et de la
richesse du comportement dynamique. D’autre part, des tendances géométriques sont déga-
gées à partir des aubes optimisées obtenues. Les aubes de compresseur présentant la meilleure
robustesse aux interactions de contact présentent généralement une forte flèche axiale arrière
et une inclinaison tangentielle avant.

Mots-clés : optimisation sans dérivées, optimisation de boîtes noires, optimisation discon-
tinue, recherche directe sur maillage adaptatif, compresseur, contacts aube/carter, reconcep-
tion, rétro-ingénierie.
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ABSTRACT

A nonlinear mechanical system is said to be nonsmooth when discontinuities occur in its
velocity or acceleration field. All mechanical systems undergoing contact or friction between
components are nonsmooth. These systems are very common in crucial engineering domains
such as the power, automotive and aerospace industries. The design of nonsmooth mechan-
ical systems is constrained due to a major roadblock for designers: there exists no unified
theoretical framework to characterize the vibration response of these systems.

Nonlinear vibration phenomena that may arise in nonsmooth mechanical systems have long
been avoided, often by means of design solutions increasing the system’s environmental foot-
print. Accounting for more stringent environmental regulations and a very competitive global
market, such compromise is no longer acceptable. This is the reason why, over the past few
years, several numerical methods have been developed to characterize the vibration response
of nonsmooth mechanical systems. These methods are currently used to discriminate design
solutions with respect to their nonlinear vibration responses at the end of the design cycle,
which unavoidably yields a costlier design process.

The focus of this Ph.D. thesis is the development of new tools to account for nonlinear vi-
bration phenomena in the early stages of the design cycle. As this cycle usually relies on
an iterative optimization process, two elements are required to integrate predictive numer-
ical methods in this process. First, optimization algorithms are needed, dedicated to time
consuming numerical simulations, which may involve discontinuous quantities of interest.
Second, design criteria related to nonlinear phenomena are required.

From a mathematical standpoint, the derivatives of the quantities of interest computed by
predictive numerical methods are often nonexistent or difficult to estimate. As a conse-
quence, these numerical methods can be considered as blackboxes: only input and output
of the simulations are available. The mathematical framework of derivative-free and black-
box optimization methods is thus considered in this thesis. From an industrial standpoint,
as there exists a variety of nonsmooth mechanical systems, a specific application should be
targeted to identify design criteria. The chosen industrial framework is the redesign of com-
pressor blades in order to increase their robustness to blade-tip/casing contact interactions.

As the research project is at the interface of applied mathematics and mechanical engineering,
the four resulting contributions belong to both fields. The first contribution is a blackbox opti-
mization algorithm able to find solutions away from discontinuities of the quantity of interest.
For some nonsmooth systems, discontinuities may betray unsafe nonlinear resonances, which
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should be avoided. The following contributions, in the field of mechanical engineering, relate
to the blade redesign process proposed in this thesis. The second contribution is a modelling
tool required to model industrial blades at the beginning of the redesign process. The third
contribution is the redesign of the NASA blades rotor 37, rotor 35 and rotor 67. Blades are
optimized with respect to a surrogate quantity of the blade robustness, cheaper to compute
than predictive numerical methods: the clearance consumption. Significant improvements
with respect to the contact robustness are observed for the optimized blades. Finally, the
fourth contribution is the identification of design criteria related to blade-tip/casing contact
interactions. One the one hand, new insights on the relevance of the clearance consumption
as a surrogate are provided and discussed, depending on the blade type and the complexity
of the blade dynamics. On the other hand, geometrical trends are deduced from optimized
blades geometries: the best robustness with respect to contact interactions is observed for
blades featuring a backward axial sweep and a positive tangential lean.

Keywords: derivative-free optimization, blackbox optimization, discontinuous optimiza-
tion, mesh adaptive direct search, compressor, blade-tip/casing contacts, redesign, reverse
engineering.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

1.1 Contexte

Les systèmes mécaniques présentant des interfaces non linéaires (comme, par exemple, des
interfaces de contact ou frottantes entre différents composants d’un assemblage) sont très
courants dans de nombreux domaines industriels parmi lesquels les transports (automo-
bile [166], aérien [103] et ferroviaire [44]) et la production d’électricité [88]. Ce type d’interface
se trouve notamment dans les dispositifs de refroidissement des centrales nucléaires [175], au
niveau des disques de freins automobiles [166], entre les composants d’un compresseur de
moteur d’avion [189] et, plus généralement, dans tout type de joint mécanique (boulonné,
bride. . .) [52, 193]. Du point de vue de leur conception, la présence de frottements ou de
contacts au niveau des interfaces de ces systèmes pose un défi particulier aux ingénieurs.
En effet, les champs de vitesses et d’accélérations de ces systèmes sont discontinus — on
parle alors de système mécanique non régulier — et il n’existe pas de cadre théorique unifié
permettant de caractériser leur réponse vibratoire.

Longtemps, les phénomènes vibratoires préjudiciables ont pu être évités par les concepteurs
en faisant un compromis sur la performance ou le rendement du système mécanique. Cepen-
dant, dans un contexte global de plus en plus concurrentiel et avec l’application de normes
environnementales plus strictes, de tels compromis deviennent inacceptables et imposent aux
ingénieurs de maîtriser ces phénomènes et de repenser les cycles de conception. C’est dans ce
contexte qu’ont été développées depuis plusieurs années des méthodes d’analyse, liées à une
multitude de programmes de recherche et en lien étroit avec des applications industrielles
stratégiques, pour tenter de prédire au mieux les conditions de résonance de systèmes méca-
niques non réguliers. Le haut degré de maturité atteint par ces stratégies numériques permet
aujourd’hui leur utilisation en fin de cycle de conception où elles permettent de discriminer
a posteriori différentes configurations en fonction de leur réponse vibratoire non linéaire.

La discrimination a posteriori de plusieurs configurations d’un système mécanique non ré-
gulier implique cependant un surcoût important en ce qui concerne le temps de conception.
Outre le fait que plusieurs configurations doivent être envisagées, la caractérisation méca-
nique de chaque configuration peut aussi être coûteuse en fonction du type d’interface non
linéaire à analyser. C’est ce qui motive, dans le cadre de ce projet de recherche doctorale,
de développer de nouveaux outils pour prendre en compte des phénomènes vibratoires non
linéaires plus en amont dans la conception de systèmes mécaniques non réguliers, dès la phase
de préconception.



2

Un cycle de conception repose généralement sur une procédure d’optimisation itérative dont
une représentation est donnée sur la figure 1.1. L’intégration de stratégies numériques pré-
dictives de phénomènes non linéaires dans cette procédure d’optimisation itérative requiert :

— des algorithmes d’optimisation adaptés aux particularités des simulations prédictives
considérées, en matière de coût de calcul et de régularité des quantités d’intérêt,

— des critères de conception relatifs aux phénomènes non linéaires, permettant d’assurer
le respect des normes et certifications.

Les cadres d’études relatifs à ces deux aspects sont précisés dans les sections suivantes.

1.2 Cadre mathématique

Les stratégies numériques prédictives de phénomènes non linéaires reposent généralement sur
des simulations numériques complexes [115, 189], impliquant des quantités d’intérêt non dif-
férentiables. L’accès aux dérivées des quantités d’intérêt est alors impossible. Même lorsque
les dérivées existent, il est parfois difficile de les extraire en sortie de simulation, en raison de
la densité des codes de calcul et de l’imbrication de plusieurs simulations de natures variées,
possiblement multiphysiques et impliquant éventuellement des codes propriétaires fermés ou
confidentiels. Dans ce contexte, l’obtention des dérivées peut représenter un effort incompa-
tible avec les exigences de conception industrielles. Pour ces raisons, les stratégies numériques
prédictives de phénomènes non linéaires peuvent être modélisées mathématiquement par des
boîtes noires [20, 62], c’est-à-dire des processus clos dont seules les entrées et sorties sont
considérées.

Un problème d’optimisation peut être formulé sans perte de généralité comme la minimisa-
tion d’une fonction objectif sous respect d’un ensemble de contraintes. Lorsque la fonction
objectif et les contraintes sont fournies par une boîte noire, il s’agit d’un problème d’optimi-
sation de boîtes noires. Ce type de problème pose de nombreux défis. Le fait que les dérivées
ne soient pas connues représente un défi en soi, puisque le gradient donne la direction de

configuration optimiséeconfiguration initiale

procédure
d’optimisation

Figure 1.1 Procédure d’optimisation haut-niveau.
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plus forte augmentation d’une fonction, une information inestimable d’un point de vue de
l’optimisation. Les méthodes d’optimisation classiques basées sur le gradient, efficaces, ne
sont ainsi pas adaptées. Un deuxième défi est lié au coût d’évaluation de la boîte noire.
En effet, les stratégies prédictives évoquées peuvent être très coûteuses en temps de calcul ;
elles impliquent par exemple plusieurs résolutions d’un modèle éléments finis pour différents
paramètres tels que la fréquence d’excitation du système.

Par conséquent, la réalisation de multiples simulations relatives à différentes configurations
du système n’est pas envisageable : le nombre d’évaluations de la boîte noire doit impéra-
tivement être limité. Enfin, la complexité des phénomènes prédits peut induire la présence
de discontinuités, de plusieurs minima locaux ou même de configurations pour lesquelles la
simulation échoue. Ces éléments sont autant de défis supplémentaires à prendre en compte
lors de l’optimisation.

La résolution de problèmes d’optimisation de boîtes noires requiert des algorithmes d’optimi-
sation non intrusifs qui n’utilisent que les entrées et sorties de la boîte noire. Deux domaines
de l’optimisation sont dédiés au développement de tels algorithmes : l’optimisation sans déri-
vées et l’optimisation de boîtes noires. L’optimisation sans dérivées est définie comme l’étude
mathématique d’algorithmes n’utilisant pas les dérivées [20, p. 5]. Toutefois, celles-ci peuvent
exister même si elles ne sont pas connues de l’utilisateur. Elles peuvent alors être estimées au
cours de l’optimisation pour guider celle-ci. Dans le cas de l’optimisation de boîtes noires [20,
p. 6] en revanche, rien n’assure que les dérivées existent. Par conséquent, les algorithmes
associés ne s’appuient pas sur celles-ci. Le cadre mathématique considéré dans cette thèse est
celui des méthodes d’optimisation sans dérivées et de boîtes noires.

1.3 Cadre industriel

Du point de vue industriel, trois principaux types d’interfaces non linéaires peuvent être
distingués :

— les interfaces de frottement caractérisées par des vitesses relatives faibles, telles que les
joints boulonnés [32, 52] ou les joints de bride [93, 193] ;

— les interfaces de frottement à vitesses relatives élevées, comme les disques de freins
automobiles [165] ;

— les interfaces de contact, souvent caractérisées par des vitesses relatives très élevées,
comme dans les turbomachines [40].

Pour chacun de ces types d’interfaces, de nombreuses études ont été menées sur les plans
théorique, numérique et expérimental pour lever les verrous scientifiques associés à la ca-
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ractérisation des systèmes mécaniques non réguliers. Expérimentalement, plusieurs équipes
de recherche se sont notamment intéressées à l’estimation des pressions de contact et à la
caractérisation des raideurs tangentielles dans différents types de joints [73, 172]. Du point
de vue numérique, des enjeux majeurs sont à relever en lien avec des aspects de modélisation
et de méthodes de résolution. Concernant la modélisation, la prise en compte des interfaces
non linéaires par les méthodes de synthèse modale — très fréquemment utilisées dans l’in-
dustrie pour analyser efficacement des systèmes de très grande dimension — a été l’objet de
nombreux travaux récents [105, 161]. Le développement de nouvelles méthodes de synthèse
modale, surtout liées aux modèles réduits paramétriques, a également été proposé dans le
but de développer des jumeaux numériques de systèmes mécaniques avec des non-linéarités
localisées [184, 186]. Pour ce qui est des méthodes de résolution, l’accent a été mis sur le
développement de stratégies multiéchelles pour la prise en compte de phénomènes multi-
physiques [14, 74, 91] et la gestion d’incertitudes [76] (comme au niveau de la rugosité des
interfaces de contact par exemple).

En l’absence de cadre théorique unifié, et compte tenu de la grande variété de systèmes
mécaniques non réguliers, il n’est pas envisageable de proposer une procédure de conception
générique. Par ailleurs, il est remarquable que la quasi-totalité des travaux de recherche
portant sur la modélisation de systèmes mécaniques avec interfaces non linéaires soit focalisée
sur des interfaces où les vitesses relatives entre les composants sont très faibles. Le cas des
interfaces de contact avec des vitesses relatives élevées reste rarement étudié du point de vue
de la conception. Pour cette raison, le présent travail est appliqué à un système mécanique
non régulier comportant une interface de contact avec des vitesses relatives très élevées entre
les composants : l’interface aube/carter de compresseurs de turbomachines. La conception des
aubes de compresseurs de moteurs d’avion (ou de turbines de production d’électricité) est au
cœur des travaux présentés dans cette thèse. En raison de la complexité géométrique d’une
aube de compresseur, les développements effectués s’appuient sur des géométries ouvertes
d’aubes développées par la NASA [151, 181]. Autrement dit, c’est par l’intermédiaire de la
reconception de ces aubes qu’est envisagée la possibilité de définir des critères de conception
pertinents pour assurer une plus grande robustesse des aubes de compresseurs aux contacts
aube/carter.

1.4 Objectifs

Les objectifs de la thèse sont :

1 le développement d’un algorithme d’optimisation générique dédié aux systèmes non
réguliers ;
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2 le développement d’un outil de modélisation d’aubes industrielles, nécessaire pour en-
visager leur reconception ;

3 la reconception de plusieurs aubes industrielles afin d’améliorer leur robustesse aux
interactions de contact qui peuvent survenir entre les aubes et le carter ;

4 la détermination de critères de conception pertinents par :

a. la validation de la pertinence de la consommation de jeu comme quantité d’opti-
misation au sein de la reconception,

b. la détermination de premières tendances géométriques sur les aubes optimisées.

Étant donné le caractère multidisciplinaire de la thèse, la pertinence de ces différents objectifs
est discutée dans les chapitres correspondants.

1.5 Organisation de la thèse

La thèse est constituée de six chapitres. Le chapitre 1 présente le contexte, délimite le cadre
d’études et définit les objectifs. Le chapitre 2 est dédié à l’algorithme d’optimisation déve-
loppé. Dans le chapitre 3, l’application industrielle est introduite et ses enjeux sont discutés.
Le chapitre 4 est consacré à un outil de modélisation d’aubes industrielles, requis pour le
processus de reconception proposé. Le chapitre 5 présente la mise en œuvre du processus de
reconception sur des aubes industrielles et l’identification de critères de conception. Enfin, le
chapitre 6 présente les conclusions et perspectives des travaux réalisés.

En raison du caractère multidisciplinaire de la thèse, il a été choisi de présenter la revue de
littérature en plusieurs parties, selon les thématiques abordées : une revue dédiée à l’opti-
misation est présentée dans le chapitre 2, une revue dédiée à l’application industrielle est
donnée dans le chapitre 3 et une revue dédiée à la modélisation d’aubes est présentée dans le
chapitre 4. Par ailleurs, afin d’assurer l’homogénéité des notations tout au long du document,
les vecteurs et matrices sont notés en gras, selon la convention usuelle en génie mécanique.
Lors de l’utilisation de coordonnées de points dans l’espace, les coordonnées sont séparées par
une virgule en gras entourée d’espaces : « , » en cas d’ambiguïté avec le séparateur décimal.
Enfin, les encarts gris sont utilisés pour décrire des aspects techniques spécifiques.

1.6 Contributions et publications

En lien avec les objectifs, les travaux de recherche effectués dans le cadre du projet doctoral
ont conduit à quatre contributions originales. La contribution 1 est relative aux mathéma-
tiques appliquées et les contributions 2 , 3 et 4 au génie mécanique.
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Contributions

1 un algorithme d’optimisation de boîtes noires permettant de trouver des solutions
éloignées des discontinuités des sorties de la boîte noire (chapitre 2) ;

2 un outil de modélisation d’aubes industrielles, focalisé sur des considérations
structurelles (chapitre 4) ;

3 une preuve de concept pour la reconception d’aubes industrielles afin d’améliorer
leur réponse dynamique à des interactions structurelles non linéaires (chapitre 5) ;

4 des critères et tendances de conception relatifs aux interactions structurelles non
linéaires (chapitre 5).

Ces contributions ont conduit aux publications suivantes :

1. article de revue accepté dans SIAM Journal On Optimization : « Escaping unknown
discontinuous regions in blackbox optimization », C. Audet, A. Batailly et S. Kojtych
(contribution 1 ) ;

2. article de revue soumis sur l’outil de modélisation et sa validation sur les aubes rotor 37
et rotor 67 : « Two-way blade modeling method for the structural redesign of compressor
blades », S. Kojtych, C. Audet et A. Batailly (contribution 2 ) ;

3. article recommandé pour publication dans le Journal of Engineering for Gas Turbines
and Power, issu d’un acte de conférence soumis pour la conférence ASME Turbo Expo
2022 : « Methodology for the redesign of compressor blades undergoing nonlinear struc-
tural interactions : application to blade-tip/casing contacts », S. Kojtych, F. Nyssen,
C. Audet et A. Batailly (contributions 3 et 4 ).
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CHAPITRE 2 CONTRIBUTION À L’OPTIMISATION DE BOÎTES
NOIRES DISCONTINUES

Une des difficultés majeures pour la conception de systèmes non réguliers est la possible co-
existence de solutions stables d’amplitudes différentes. Un léger changement des conditions
opératoires peut induire un changement d’une solution à une autre, c’est-à-dire une bifurca-
tion [160] du système. Ces bifurcations peuvent induire des changements importants de la
réponse dynamique du système. Par exemple, dans le cas de systèmes soumis à des inter-
actions de type contact, des zones de solutions coexistantes sont observées au voisinage de
résonances non linéaires caractérisées par de hautes amplitudes de vibrations.

Au voisinage des résonances non linéaires, l’amplitude de la réponse d’un système non ré-
gulier est donc discontinue, ce qui se traduit par la présence d’une zone de discontinuités
sur sa surface de réponse. Bien que le système étudié soit déterministe, la position de cette
zone de discontinuités est a priori inconnue, car il n’existe pas de cadre théorique unifié per-
mettant de prédire les fréquences de résonance non linéaires. Il s’agit d’un défi majeur pour
la conception sécuritaire de systèmes non réguliers, qui constitue la motivation principale
des développements présentés dans ce chapitre. Pour des raisons de sécurité, une solution
éloignée des zones de discontinuité est ainsi requise.

Du point de vue mathématique, le problème de conception évoqué précédemment est modélisé
par un problème d’optimisation de boîtes noires contraint de la forme :

min
x∈X

f(x)

sujet à c(x) ≤ 0

et d(x) ≤ 0,

(2.1)

où :

— X ⊆ Rn est le domaine des variables et n la dimension du problème ;

— x ∈ X est le vecteur des variables ;

— c : X → Rm avec R = R ∪ {∞} contient m fonctions cj(x), j ∈ {1, ...,m} modélisant
les contraintes c(x) ≤ 0 satisfaites dans le domaine réalisable Ω = {x ∈ X, c(x) ≤ 0} ;

— f : X → R est la fonction objectif, également notée c0(x) selon le contexte ;

— d : X → R est une fonction modélisant la contrainte additionnelle d(x) ≤ 0 assurant
que x est loin des discontinuités de certaines sorties de la boîte noire d’indice(s) j ∈ J ,
où J ⊆ {0, 1, ...,m} est choisi par l’utilisateur.
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Dans un contexte d’optimisation de boîtes noires, il est possible que certaines évaluations
de la boîte noire échouent. Pour modéliser ces évaluations échouées, il est considéré que les
sorties f et c renvoient l’infini dans ce cas, d’où la présence de l’ensemble R.

L’objectif de ce chapitre est de présenter un algorithme visant à résoudre le problème (2.1)
et basé sur l’algorithme de recherche directe sur maillage adaptatif Mads (de l’anglais Mesh
Adaptive Direct Search) [17]. La contribution originale du chapitre est rappelée dans l’encart ;
les travaux réalisés ont conduit à un article accepté pour publication dans SIAM Journal On
Optimization 1.

Contribution
Un algorithme d’optimisation de boîtes noires permettant de trouver
des solutions éloignées des discontinuités des sorties de la boîte noire.

Une revue de littérature relative au problème (2.1) et la modélisation choisie sont présentées
dans la section 2.1. Des fondements algorithmiques relatifs à l’algorithme Mads sont introduits
dans la section 2.2. L’algorithme proposé, nommé DiscoMads, est présenté dans la section 2.3.
Sa convergence est analysée dans la section 2.4 afin d’établir des conditions d’optimalité sur
les solutions renvoyées par l’algorithme. Des résultats numériques relatifs à des problèmes
analytiques et d’ingénierie sont ensuite présentés dans la section 2.5. Pour un des problèmes
d’ingénierie, un usage original de DiscoMads est présenté, visant à trouver des solutions
loin des zones de contraintes cachées, c’est-à-dire des zones de l’espace des variables dans
lesquelles l’évaluation de la boîte noire échoue. Enfin, un bilan est donné dans la section 2.6
et les perspectives d’utilisation de DiscoMads sont discutées.

2.1 Contexte et modélisation

Généralement, les processus industriels de conception de systèmes non linéaires complexes
sont confidentiels et non publiés. De plus, la prise en compte des phénomènes non linéaires
dans ces processus est un enjeu de recherche récent. Par conséquent, il n’existe pas de méthode
de référence pour résoudre le problème (2.1) dans un contexte industriel. Les caractéristiques
du problème sont détaillées dans la section 2.1.1. Des méthodes de boîte noire et d’optimisa-
tion sans dérivées sont présentées dans la section 2.1.2 puis des stratégies d’optimisation de
fonctions discontinues sont introduites dans la section 2.1.3. À la suite de ces éléments biblio-
graphiques, une modélisation plus explicite du problème (2.1) est fournie dans la section 2.1.4
et une approche de résolution est dégagée dans la section 2.1.5.

1. « Escaping unknown discontinuous regions in blackbox optimization », C. Audet, A. Batailly et S.
Kojtych



9

2.1.1 Caractérisation du problème

Le problème de conception (2.1) peut être abordé comme un problème d’optimisation robuste,
où la variabilité de la fonction objectif et des contraintes doit être minimisée, ou comme un
problème de boîte noire. En raison des coûts de calcul associés aux outils de simulation non
linéaires et au besoin de méthodes non invasives, le cadre d’optimisation de boîtes noires est
privilégié.

Une difficulté importante du problème (2.1) est le traitement de la contrainte d(x) ≤ 0. En
effet, comme la position des discontinuités dans X n’est pas connue analytiquement, la valeur
de d en un point X ne peut être calculée à partir d’une seule évaluation de la boîte noire.
En théorie, la contrainte d(x) ≤ 0 requiert un nombre infini d’évaluations pour être jugée
satisfaite en un point ; il s’agit d’une contrainte infinie et le problème (2.1) est dit semi-infini.
Les contraintes infinies sont rencontrées dans certains champs de l’optimisation robuste, tels
que l’optimisation fiabiliste (reliability-based design optimization en anglais) [131] où une
solution acceptable doit respecter une probabilité de défaillance limite. Les méthodes de
résolution employées dans ce contexte reposent sur une approximation de cette probabilité.
À la connaissance de l’auteure, le traitement de contraintes infinies en optimisation de boîtes
noires est limité aux problèmes de minmax, par exemple avec une méthode d’approximations
extérieures successives [126].

Le problème (2.1) relève également du domaine de l’optimisation discontinue. Des problèmes
d’optimisation discontinus sont présents dans des contextes très variés, tels que : l’analyse de
phénomènes de dynamiques non linéaires transitoires aérodynamiques [85] ou structurels [51,
128], comme les problèmes de crash, le traitement de signaux [96, 152, 173], d’images [152]
ou de nuages de points 3D [68] pour la détection de défauts notamment, les problèmes de
contrôle et de réseaux [46] et la résolution d’équations aux dérivées partielles discontinues [96,
173].

2.1.2 Optimisation sans dérivées et de boîtes noires

Deux catégories de méthodes d’optimisation sans dérivées et de boîtes noires peuvent être
considérées [20] : les méthodes heuristiques et les méthodes possédant une analyse de conver-
gence. Les méthodes heuristiques n’offrent aucune garantie d’optimalité sur la solution ren-
voyée par l’algorithme, c’est-à-dire qu’elles ne reposent pas sur un critère d’arrêt prouvé
mathématiquement. Pour les autres méthodes en revanche, une analyse de convergence ga-
rantit en général que, quel que soit le point de départ choisi pour débuter l’optimisation,
l’algorithme converge vers un point qui satisfait des conditions nécessaires d’optimalité, sous
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réserve que certaines hypothèses sur la fonction objectif et les contraintes soient respectées
(notamment concernant la différentiabilité des fonctions). Cette convergence est toutefois
théorique, car elle suppose en général un nombre infini d’itérations de l’algorithme.

Quelques méthodes heuristiques sont brièvement présentées (section 2.1.2.1), puis deux fa-
milles de méthodes possédant une analyse de convergence sont présentées : les méthodes
basées sur des modèles (section 2.1.2.2), et les méthodes de recherche directe (section 2.1.2.3).

2.1.2.1 Méthodes heuristiques

De par leur compréhension relativement aisée et leur facilité d’implémentation, les méthodes
heuristiques sont populaires dans un contexte industriel [51, 164, 191]. Une revue de leur uti-
lisation en mécanique des structures a par exemple été publiée [86]. Il existe une multitude
de méthodes heuristiques. Certaines méthodes, comme Nelder-Mead [134] ou Tabou [80],
visent à explorer localement le domaine des variables, tandis que d’autres s’appuient sur une
exploration globale du domaine, comme les stratégies évolutionnaires. Parmi les stratégies
évolutionnaires, les algorithmes génétiques, introduits en 1975 [87], font partie des heuris-
tiques les plus connues et les plus utilisées en ingénierie [51, 56, 57, 164]. Les caractéristiques
de ces algorithmes sont brièvement décrites.

Les algorithmes génétiques s’inspirent des principes de l’évolution naturelle. À partir d’indi-
vidus bien choisis, c’est-à-dire de points présentant des valeurs de f faibles, des règles imitant
la théorie de l’évolution sont appliquées pour produire de nouveaux points. Ces nouveaux
points sont censés bénéficier des qualités de leurs « parents » et sont considérés comme de
bons candidats où évaluer la boîte noire. Les algorithmes génétiques ont l’avantage d’explorer
globalement le domaine des variables et tentent ainsi de détecter plusieurs minima locaux.
De plus, ils ne nécessitent pas d’avoir un point de départ respectant les contraintes pour lan-
cer l’optimisation et sont adaptés aux fonctions bruitées [119]. Néanmoins, les algorithmes
génétiques requièrent un grand nombre d’évaluations de la boîte noire pour les problèmes de
grande taille, ce qui peut poser problème pour des boîtes noires coûteuses en temps de calcul.
De plus, la prise en compte des contraintes c(x) ≤ 0 telles qu’énoncées dans le problème (2.1)
est délicate : elles sont en général agrégées à la fonction objectif par méthode de pénalité
pour se ramener à un problème sans contraintes.

Un inconvénient majeur des méthodes heuristiques est qu’elles ne garantissent pas la conver-
gence vers un minimum local, même pour des fonctions simples. Du point de vue strict de
l’analyse de convergence, les algorithmes génétiques ne présentent par exemple pas de condi-
tions d’optimalité plus fortes qu’une recherche aléatoire sur l’ensemble du domaine [20].
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2.1.2.2 Méthodes basées sur des modèles

Dans le contexte de l’optimisation sans dérivées, les dérivées de la fonction objectif et des
fonctions modélisant les contraintes sont supposées inaccessibles. Toutefois, il est possible que
celles-ci existent. Les dérivées étant un outil extrêmement précieux pour guider l’optimisation,
il est alors judicieux de chercher à les estimer. Pour cela, un modèle local de la fonction objectif
peut être construit en utilisant uniquement les valeurs connues de la fonction au voisinage
d’un point d’intérêt. L’idée est d’utiliser des modèles différentiables, typiquement linéaires
ou quadratiques [61, 62] dont le gradient peut servir à guider l’optimisation. Les méthodes
basées sur des modèles, itératives, exploitent les informations des modèles construits à chaque
itération afin de trouver un point prometteur, dit point candidat, où évaluer la boîte noire.
Le but est de trouver un point ayant une valeur de fonction objectif plus faible que le meilleur
point connu jusqu’alors, appelé solution courante.

Deux types de méthodes peuvent être distinguées : les méthodes de descente et les méthodes
de régions de confiance. Les méthodes de descente [20, 71] calculent le gradient du modèle et
l’utilisent pour estimer une direction de descente de la véritable fonction objectif. Cette direc-
tion de descente sert à effectuer une recherche linéaire visant à trouver un point candidat. Les
méthodes de descente sont classiquement employées dans le cas de fonctions différentiables.
Les méthodes de région de confiance [20] consistent quant à elles à minimiser le modèle sur un
domaine contraint, appelé région de confiance, dont la taille est mise à jour à chaque itération.
Le point obtenu par minimisation est choisi comme point candidat. Le bon fonctionnement
des méthodes de région de confiance repose sur l’hypothèse que les sorties de la boîte noire
sont régulières, bien que les dérivées ne soient pas accessibles. L’utilisation de modèles est
toutefois pertinente même dans le cas de fonctions non différentiables, en particulier si leur
calcul est peu coûteux : un modèle fournit à l’algorithme d’optimisation une information
supplémentaire sur le problème, même si la fonction d’intérêt est mal approximée.

2.1.2.3 Méthodes de recherche directe directionnelle

Les méthodes de recherche directe directionnelle sont des méthodes itératives qui reposent
uniquement sur les valeurs des sorties de la boîte noire pour guider l’optimisation. Elles ne
requièrent pas d’approximation des dérivées et sont ainsi particulièrement bien adaptées aux
problèmes de boîtes noires non lisses. À partir d’un point de départ x0, ces méthodes génèrent
à chaque itération un ensemble fini de points candidats où évaluer la boîte noire, dans le but
de trouver une nouvelle solution courante. Les points candidats sont générés autour de la
solution courante par une sonde locale s’appuyant sur des directions de sonde. L’évolution
des méthodes de recherche directe [20] est brièvement décrite par trois algorithmes principaux.
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Recherche par coordonnées. L’algorithme de recherche par coordonnées (abrégé Cs de
l’anglais Coordinate Search) est souvent considéré comme l’un des premiers algorithmes de
recherche directe ; il a été mis au point en 1952 [77]. Comme son nom l’indique, cet algo-
rithme utilise uniquement les directions de coordonnées pour déterminer les points candidats.
Les résultats de convergence associés à cet algorithme sont riches dans le cas de fonctions
différentiables, mais relativement limités dans le cas non différentiable en raison de la fixité
des directions de sonde.

Recherche par motifs. Une évolution de l’algorithme de recherche par coordonnées est
l’algorithme de recherche par motifs (abrégé GPS de l’anglais Generalized Pattern Search)
proposé en 1997 [178]. Avec cet algorithme, les directions de sonde ne sont plus restreintes
aux directions de coordonnées, mais sont sélectionnées à chaque itération parmi un ensemble
de bases positives 2 [20, Def. 6.3]. Des résultats de convergence plus forts que Cs sont ainsi
obtenus et sont valides pour les directions de sonde contenues dans l’ensemble.

De plus, GPS peut évaluer la boîte noire ailleurs qu’aux points proposés par la sonde :
chaque itération comporte une étape de recherche globale, flexible, en plus de l’étape de
sonde. Lors de l’étape de recherche globale, un nombre fini de points peut être évalué selon
les choix de l’utilisateur, qui peut par exemple intégrer sa connaissance du problème au
sein de l’algorithme d’optimisation. Cette étape permet également de diversifier l’exploration
du domaine des variables et peut permettre à l’algorithme d’échapper à l’attraction d’un
minimum local.

Recherche sur maillage adaptatif. Dans la continuité de GPS, l’algorithme de recherche
directe sur maillage adaptatif Mads [17] a permis de renforcer encore les résultats de conver-
gence en recherche directe. Dans ce cas, les directions de sonde sont choisies dans un ensemble
dense, ce qui permet d’assurer la convergence théorique vers un minimum local pour une
fonction objectif qui soit seulement Lipschitz 3 et non plus forcément différentiable. Comme
pour GPS, des méthodes heuristiques peuvent être judicieusement intégrées dans la phase
de recherche globale pour permettre une meilleure exploration du domaine. Il est également
possible de bénéficier de certains avantages des méthodes basées sur des modèles : la prise
en compte de modèles quadratiques est possible dans Mads [61] et permet généralement
d’augmenter grandement l’efficacité de l’algorithme.

De nombreuses améliorations et extensions de l’algorithme Mads ont été proposées ces quinze

2. Un exemple de base positive dans R2 est donné par {e1, e2,−e1,−e2} où ei est un vecteur unitaire.
3. Une fonction g : Rn → R est dite Lipschitz sur X ⊆ Rn s’il existe un scalaire L > 0 tel que |f(y) −

f(x)| ≤ L ‖y − x‖ pour tout (x,y) ∈ X.
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dernières années. Des développements majeurs ont été effectués sur le choix des directions
de sonde afin de réduire le nombre d’évaluations (OrthoMads [2]) par rapport à l’algorithme
d’origine. De nouvelles stratégies ont été mises en place pour la gestion des contraintes pour
gérer les points de départ non réalisables [18] ou les contraintes d’égalité [26]. Concernant
la gestion des variables, des développements spécifiques ont permis d’intégrer les variables
de catégories discrètes [1] et de mieux gérer les variables périodiques [22]. De plus, une mise
à l’échelle dynamique des variables [27] a été développée, permettant d’explorer plus effi-
cacement le domaine des variables. Une autre part importante des développements réalisés
concerne l’adaptation de Mads pour des problèmes de grandes dimensions, par exemple par
le biais d’un algorithme parallèle asynchrone (PSD-Mads [25]) ou de procédures statistiques
de sélection des variables d’influence (STATS-Mads [3]). Mads a également été adapté pour
l’optimisation de boîtes noires stochastiques (StoMads [24]) ou la résolution de problèmes
comportant plusieurs objectifs (BiMads [28], Multi-Mads [29], DMulti-Mads [47]). Concernant
spécifiquement les boîtes noires discontinues, une analyse de convergence supplémentaire a
été proposée [183], ainsi qu’un algorithme permettant de gérer les boîtes noires bruitées carac-
térisées par des discontinuités stochastiques (RobustMads [21]). Ces derniers développements
ne permettent toutefois pas d’obtenir une solution éloignée des discontinuités.

L’algorithme Mads a par ailleurs été utilisé dans des domaines d’ingénierie très variés [8].
Cette utilisation diversifiée est favorisée par l’existence d’une implémentation en libre accès
de Mads : le logiciel NOMAD [112]. Ce logiciel, implémenté en C++, inclut également les
algorithmes Cs et GPS et contient de nombreuses fonctionnalités associées au traitement
des contraintes et des variables. La résolution d’un problème de boîte noire avec un optimiseur
tel que NOMAD est schématisée sur la figure 2.1.

procédure d’optimisation

solution
optimisée x′

optimiseur

boîte noire
f(x)

c(x)
x

solution
initiale x0

Figure 2.1 Résolution d’un problème d’optimisation de boîte noire.
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2.1.3 Optimisation de fonctions discontinues

Les méthodes d’optimisation basées sur le gradient sont par nature peu adaptées à l’op-
timisation de fonctions discontinues. Les méthodes sans dérivées et de boîtes noires sont
généralement privilégiées [125] et adaptées pour les problèmes discontinus. Pour des pro-
blèmes industriels, des heuristiques peuvent être utilisées [46, 51] pour tenter de trouver une
solution globale sur le domaine des variables. Parmi les méthodes reposant sur une analyse
de convergence, des conditions d’optimalité ont été énoncées dans le cas de fonctions discon-
tinues pour l’algorithme de recherche directe Mads [183] et pour des méthodes de régions de
confiance [122]. Certaines méthodes, hybrides, combinent des heuristiques à des méthodes de
recherche directe [125] afin de tirer profit des différentes approches.

Pour s’affranchir des discontinuités, une stratégie courante consiste à construire des modèles
substituts continus de la fonction objectif et des contraintes. La définition 2.1.1 d’un substitut,
issue d’un ouvrage de référence [20], est volontairement vague : dans le cadre de l’optimisation
discontinue, le modèle substitut vise généralement à représenter au mieux la fonction ciblée.
Il peut s’agir par exemple d’interpolation, d’approximations ou des modèles quadratiques
évoqués précédemment. Le problème d’optimisation peut être résolu en faisant uniquement
appel au problème substitut, construit préalablement, ou en évaluant tour à tour les vraies
fonctions et le modèle substitut [51], qui peut être mis à jour dynamiquement. Une approche
de pénalisation a par exemple été proposée, pour laquelle une série d’approximations conti-
nues remplace la fonction objectif discontinue [48]. Toutefois, aucune des approches évoquées
ne permet de contrôler l’éloignement aux discontinuités des solutions obtenues.

Définition 2.1.1 (Substituts). Le problème :

min
x∈X⊆Rn

{f̃(x) : c̃(x) ≤ 0}

est dit substitut du problème minx∈X⊆Rn{f(x) : c(x) ≤ 0} si f̃ : X → R et c̃ : X → Rm

partagent des similitudes avec f et c mais sont usuellement plus rapides à évaluer. Les
fonctions f̃ et c̃ sont des fonctions substituts des fonctions f et c.

Plusieurs traitements numériques jugés pertinents pour la résolution de problèmes avec dis-
continuités sont présentés dans cette section. Des modèles substituts (section 2.1.3.1), des
critères de détection de discontinuités (section 2.1.3.2) et des méthodes permettant de lo-
caliser ces discontinuités dans le domaine des variables (section 2.1.3.3) sont discutés. Ces
traitements sont applicables à la fonction objectif et aux contraintes. Ils requièrent un jeu
de données, c’est-à-dire un ensemble {xi, g(xi)} comportant un nombre fini de points où
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une fonction d’intérêt g a été évaluée. Ces traitements numériques sont issus de domaines
de recherche variés et peuvent par ailleurs excéder le cadre de l’optimisation de fonctions
discontinues déterministes.

2.1.3.1 Modèles substituts

La construction d’un modèle vise à déterminer une fonction g̃ qui représente au mieux le
jeu de données discrètes {xi, g(xi)} [68]. Des modèles globaux sur l’ensemble du domaine
des variables peuvent être construits. Ces modèles sont très sensibles à la base de fonctions
d’approximation choisie ; en présence de discontinuités, des oscillations indésirables dues au
phénomène de Gibbs peuvent survenir si une base de fonctions lisses est considérée. Pour cor-
riger ce problème, une solution consiste à enrichir la base avec des fonctions discontinues [158],
mais cela requiert une connaissance a priori des quantités du problème. Des approximations
de Padé-Legendre [7] ou Padé-Tchebychev [173] s’appuyant sur une base de fonctions ration-
nelles permettent de mieux représenter les quantités discontinues. Il est toutefois nécessaire
de contrôler la précision des modèles obtenus, ce qui requiert de localiser précisément les
discontinuités dans le domaine des variables. Le phénomène de Gibbs peut également être
mitigé par des modèles de krigeage, couplés à une localisation précise des discontinuités pour
contrôler l’échantillonnage des points et éviter les oscillations indésirables [46, 51].

Dans le cadre de l’optimisation discontinue, des modèles substituts locaux sont plus commu-
nément utilisés. Le caractère local peut être assuré par une base de fonctions d’approximations
à portée locale, telles que les fonctions de base radiale [96] ou des noyaux à échelle variable
(variably scaled kernel en anglais) [46, 68, 152]. Un choix judicieux de paramètres est requis
pour assurer la qualité du modèle ; la prise en compte de la position des discontinuités dans le
domaine des variables permet d’améliorer leur fiabilité [68]. Le caractère local peut aussi être
obtenu en partitionnant le domaine des variables en sous-domaines sur lesquels la fonction à
approximer est continue, puis en construisant des modèles continus sur ces sous-domaines [7,
13, 51, 128, 158]. La qualité des modèles construits repose sur la bonne superposition des
frontières des sous-domaines aux discontinuités. Par conséquent, la localisation de ces dis-
continuités joue un rôle crucial.

2.1.3.2 Critères de détection

Pour un jeu de données discrètes, les discontinuités ne peuvent être distinguées numérique-
ment des zones de fort accroissement. Le terme de discontinuités faibles est utilisé dans la
littérature pour désigner à la fois les discontinuités et les zones de fort accroissement [158]. À
partir d’un jeu de données {xi, g(xi)}, plusieurs critères sont utilisés dans la littérature pour
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détecter les discontinuités faibles de g. Ils sont généralement basés sur :

— les valeurs de g. Une première approche consiste à discriminer les sauts de g entre
deux points proches par un seuil limite ε ; les sauts excédant ce seuil sont considérés
comme des discontinuités. La fonction g est ε-continue s’il n’existe pas de saut dé-
passant le seuil ε [122]. Cette détection est hautement dépendante de la valeur de ε,
souvent fixée manuellement, qui requiert une bonne connaissance des données ou une
normalisation [51]. D’autres approches s’appuient sur une répartition des points selon
les valeurs de g en différentes classes, obtenues par un algorithme de classification tel
que l’algorithme des K-moyennes [128] ou en découpant manuellement la plage de va-
leurs de sorties [68]. Dans ce cas, un jeu de données couvrant globalement le domaine
des variables est requis. Les différentes approches mentionnées ne caractérisent pas ex-
plicitement la proximité entre deux points, qui intervient pourtant dans le critère de
détection.

— le taux d’accroissement de g entre deux points. Les discontinuités faibles sont alors
explicitement détectées par deux paramètres : un taux d’accroissement limite et un
paramètre de voisinage indiquant si deux points sont proches [46, 85]. Les méthodes
basées sur ce critère assument ainsi la détection de zones de fort accroissement en plus
des discontinuités et offrent une caractérisation explicite de la proximité entre deux
points. L’accès à deux paramètres permet une grande flexibilité dans la détection de
discontinuités.

— les coefficients de fonctions d’approximations, construites à partir du jeu de données [13,
96, 152, 173]. Ce critère exploite les oscillations indésirables dues au phénomène de
Gibbs au voisinage des discontinuités : ces oscillations sont reflétées par les valeurs des
coefficients d’approximation.

2.1.3.3 Méthodes de localisation

La localisation des discontinuités désigne l’identification des zones du domaine des variables
où se situent les discontinuités faibles, caractérisées par un des critères de détection précé-
dents.

Les méthodes de localisation de discontinuités incluent nécessairement un mécanisme d’échan-
tillonnage des points dans le domaine des variables pour construire ou enrichir le jeu de don-
nées. Plutôt qu’un échantillonnage sur une grille régulière nécessitant un grand nombre de
points, les plans d’expérience sont privilégiés pour limiter le nombre d’évaluations [7, 128].
Un échantillonnage adaptatif peut également être considéré pour échantillonner au mieux
les fonctions au voisinage des discontinuités [81, 85]. Les techniques de grille creuses (sparse
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grids en anglais) sont en particulier bien adaptées aux problèmes de grande dimension [46,
92, 192]. Des améliorations de ces techniques pour le cas spécifique de fonctions discontinues
ont par ailleurs été proposées [192]. Pour certaines méthodes de localisation, un étiquetage
des points échantillonnés est également requis. Cet étiquetage peut par exemple être réalisé
par l’algorithme des K-moyennes [128] ou le plus souvent par des machines à vecteur de
support [7, 51, 68, 81].

Les résultats de la localisation peuvent être fournis à l’utilisateur sous différentes formes.
Dans la forme la plus simple, il s’agit d’un étiquetage des points échantillonnés selon leur
appartenance ou non à la zone de discontinuités faibles [152]. Un grand nombre de points
est alors requis pour localiser précisément la discontinuité. Les méthodes d’annihilation po-
lynomiale [13, 92] renvoient quant à elles une fonction estimant l’amplitude des sauts en
tout point du domaine des variables. Un grand nombre de points est également nécessaire
pour une localisation précise. Certaines méthodes plus sophistiquées visent à obtenir une
expression paramétrée de la position des discontinuités dans le domaine des variables. Cette
représentation peut être explicite et fournie sous forme de spline en 2D [122] ou de fonction
paramétrée obtenue par inférence bayésienne dans un contexte probabiliste [12, 158]. Une
caractérisation implicite de la position des discontinuités peut également être fournie, corres-
pondant par exemple aux courbes de niveau d’une fonction [146], ou à un hyperplan obtenu
par des méthodes de classification [68, 81, 128].

2.1.4 Modélisation proposée

La résolution du problème (2.1) requiert une caractérisation numérique des discontinuités
faibles. Une zone de discontinuités faibles D (abrégée zone de discontinuités) est introduite
et caractérisée par un taux de variation limite τ > 0 sur une boule ouverte de rayon rd ≥ 0,
appelé rayon de détection :

D = {y ∈ X : ∃j ∈ J, ∃z ∈ X ∩Brd(y), |cj(y)− cj(z)| > τ ‖y − z‖}, (2.2)

où ‖•‖ désigne la norme euclidienne et Brd(y) est la boule ouverte de rayon rd centrée en y.
Dans le cas où les fonctions sont différentiables par morceaux, soit L la constante de Lipschitz
de toutes les sorties d’indices j ∈ J , si τ > L et si un point y ∈ D (avec un point z satisfaisant
l’inégalité pour y), alors il existe une discontinuité entre y et z pour une des sorties d’indice
j ∈ J . Dans les autres cas, D contient également des zones sans discontinuités, mais dans
lesquelles au moins une des sorties d’indice j ∈ J subit un fort accroissement. Par conséquent,
des zones de discontinuités faibles de pleine dimension dans X peuvent être caractérisées avec
la modélisation proposée. Un exemple de zone D entourant une unique discontinuité ( )
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est présenté sur la figure 2.2 pour un problème (2.1) à deux dimensions.

X
Ω

D

re

x∗
R

x∗

Figure 2.2 Exemple de domaines relatifs au problème (2.4) avec n = 2 et une disconti-
nuité ( ) : zones D ( ) et M ( ∪ ), domaine réalisable idéal Ω̂ ( ) et domaine non
Ω-réalisable ( ). Solution optimale x∗ et solution x∗R du problème avec contrainte d(x) ≤ 0
relaxée.

Comme la zone D est définie par les deux paramètres rd et τ fixés par l’utilisateur, la position
exacte des discontinuités dans la zone est inconnue. Afin d’obtenir des solutions éloignées des
discontinuités, une marge de sécurité M englobant D est introduite et définie par un rayon
re > 0 fixé par l’utilisateur :

M = X ∩ (∪x∈DBre(x)). (2.3)

La marge de sécurité M contient les points qui doivent être exclus lors de la résolution du
problème (2.1) ; le paramètre re est nommé rayon d’exclusion.

Finalement, le problème d’optimisation (2.1) est modélisé de la façon suivante :

min
x∈Ω̂

f(x), (2.4)

où Ω̂ = Ω \M est le domaine réalisable idéal. En cas d’ambigüité, le terme Ω-réalisable est
utilisé pour caractériser le domaine où les contraintes c(x) ≤ 0 sont satisfaites. Les pro-
blèmes (2.4) et (2.1) sont équivalents si la contrainte additionnelle satisfait d(x) ≤ 0 ⇐⇒
x /∈ M . Un exemple d’agencement des différentes zones et domaines est visible sur la fi-
gure 2.2. La solution du problème (2.4) est représentée par le point x∗ ∈ Ω̂ tandis que le
point Ω-réalisable x∗R est la solution du problème de minimisation de f sur Ω.
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2.1.5 Conclusion partielle

La difficulté majeure du problème (2.1) est le traitement de la contrainte infinie d(x) ≤ 0.
Sur base de la littérature, il est envisagé de construire un modèle local, non pas de f et c,
mais directement de la fonction d. L’idée est de localiser les discontinuités en cours d’opti-
misation, de façon à améliorer le modèle de d et ainsi guider l’algorithme vers des solutions
situées loin de la zone de discontinuités D. Pour le critère de détection de discontinuités, un
taux d’accroissement limite et un paramètre de voisinage sont utilisés pour leur flexibilité.
Compte tenu du contexte d’optimisation de boîtes noires, le nombre d’évaluations dédiées
à la localisation des discontinuités doit être limité : une localisation locale est privilégiée.
L’algorithme de recherche directe Mads, qui repose sur une exploration locale du domaine X,
semble suffisamment flexible pour incorporer un mécanisme de localisation des discontinuités
faibles, désigné plus simplement comme mécanisme de révélation.

2.2 Fondements algorithmiques

Cette section vise à présenter en détail l’algorithme de recherche sur maillage adaptatif Mads.
Pour faciliter la présentation, et fournir une première illustration algorithmique des méthodes
de recherche directe, la recherche par coordonnées est d’abord présentée (section 2.2.1). L’al-
gorithme Mads est ensuite détaillé pour la résolution de problèmes sans contraintes (sec-
tion 2.2.2) et avec contraintes (section 2.2.3).

2.2.1 Recherche par coordonnées

La recherche par coordonnées est présentée sur un exemple en deux dimensions, puis l’algo-
rithme complet est donné et les résultats de convergence principaux sont rappelés.

Exemple

Un problème de minimisation sans contraintes d’une fonction de n = 2 variables est consi-
déré : minx∈R2 f(x). Les premières étapes de l’algorithme Cs sur ce problème sont illustrées
sur la figure 2.3.

Au début de l’itération 0, un point initial x0 où f a été évaluée est connu. Une étape de
sonde commence : l’algorithme génère 2n = 4 points de sonde situés dans les directions de
coordonnées ±ei, i ∈ {1, 2} autour de x0, sur un maillage régulier de pas δ0. Le point x0 est
le centre de sonde et les directions de coordonnées sont les directions de sonde. Le point de
sonde t1 est d’abord évalué (figure 2.3a), et la valeur de f en t1 est comparée à la valeur de f
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(a) début de l’itération 0 : sonde
centrée en x0

δ0

x0t1

t2

t3

e1

e2

(b) fin de l’itération 0 : succès

x0

δ1 = δ0

x1

e1

e2

(c) début de l’itération 1 : sonde
centrée en x1

x0

δ2 < δ1

x2

t4

t5

t6

e1

e2

(d) fin de l’itération 1 : échec,
début de l’itération 2 : sonde

centrée en x2 = x1

Figure 2.3 Exemple de déroulement de Cs : point non évalué ( ), point évalué ( ), centre de
sonde ( ).

en x0, la solution courante. Ici, f(t1) ≥ f(x0) : la solution courante, encerclée sur la figure,
demeure x0. L’itération 0 est poursuivie en évaluant le point t2, au nord de x0. Comme
f(t2) ≥ f(x0), x0 reste la solution courante à ce stade. L’algorithme continue en évaluant
t3 (figure 2.3b). Cette fois, f(t3) < f(x0) : le point t3 est meilleur que la solution courante.
L’itération 0 est qualifiée de succès, tout comme l’itéré x0. La solution courante est mise à
jour pour la prochaine itération : x1 = t3.

À l’itération 1, la solution courante x1 est utilisée comme centre de sonde (figure 2.3c). Les
points non évalués dans les directions de coordonnées sont évalués sur un maillage de pas
δ1 = δ0 et leurs valeurs de f comparées avec f(x1). Cette fois, aucun des points de sonde
n’est meilleur que x1, l’itération 1 est qualifiée d’échec, tout comme l’itéré x1. La solution
courante est inchangée : x2 = x1 et la taille de maillage est réduite pour l’itération 2 : δ2 < δ1

(figure 2.3d). L’itération 2 commence sur ce maillage plus fin avec x2 comme centre de sonde.
Les itérations se poursuivent jusqu’à ce qu’une taille de maillage minimale soit atteinte.
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Algorithme

L’algorithme de recherche par coordonnées est résumé sur la figure 2.4 dans le cas d’un
problème de dimension n. Lors de l’étape de sonde, 2n directions de sonde sont considérées.
Toutefois, l’itération peut être stoppée dès qu’un point meilleur que la solution courante est
évalué, comme c’est le cas dans l’exemple de la figure 2.3. Cette stratégie, dite opportuniste,
vise à préserver le budget d’évaluations, c’est-à-dire le nombre maximal autorisé d’évaluations
de la boîte noire.

Recherche par coordonnées
• initialisation : définir un pas de maillage initial δ0 > 0, un point de départ
x0 ∈ Rn, un critère d’arrêt εstop ≥ 0 et initialiser le compteur d’itérations k ← 0 ;
• sonde locale : générer l’ensemble des points de sonde P k := {xk ± δk ei, i =

1, ..., n} et évaluer f aux points de sonde,
— si f(t) < f(xk) pour t ∈ P k, le point t est meilleur que l’itéré courant xk,

l’itération est un succès : xk+1 ← t et δk+1 ← δk,
— sinon l’itération est un échec : xk+1 ← xk et δk+1 ← δk

2 ,
— si δk+1 ≥ εstop, retourner à sonde locale, sinon arrêter l’algorithme.

Figure 2.4 Algorithme de recherche par coordonnées.

Résultats de convergence

Les résultats de convergence associés à Cs font appel à la notion de dérivée directionnelle,
dont la définition est rappelée ci-dessous.

Définition 2.2.1 (Dérivée directionnelle). La dérivée directionnelle d’une fonction
f : Rn → R dans la direction p ∈ Rn est définie par :

f ′(x;p) := lim
t→0+

f(x+ tp)− f(x)
t

quand la limite existe.

Contrairement au gradient, qui n’est défini que pour une fonction différentiable, la dérivée di-
rectionnelle peut exister pour une fonction non différentiable, comme c’est le cas par exemple
pour la fonction f(x) = |x| en x = 0. Le théorème 2.2.1 fournit une condition d’optimalité
sur la solution renvoyée par Cs pour un nombre infini d’itérations.
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Théorème 2.2.1. Soit f : Rn → R une fonction C 0 dont les ensembles de niveau 4sont
bornés et soit {xk} la séquence d’itérés produits par Cs pour εstop = 0. Soit x̂ un point
d’accumulation des échecs de {xk}, si f ′(x̂;p) existe pour une direction p ∈ {±ei, i =
1, ..., n}, alors f ′(x̂;p) ≥ 0. De plus, si f ∈ C 1 alors x̂ est un point stationnaire :
∇f(x̂) = 0.

Ce théorème ne caractérise la dérivée directionnelle au point d’accumulation que pour les
2n directions de coordonnées. Il est possible que l’algorithme converge en un point où des
directions de descente existent, mais ne correspondent pas aux directions de coordonnées ;
l’algorithme reste alors bloqué en ce point [20, exemple 3.3]. Par ailleurs, la recherche par
coordonnées présentée ne permet pas de traiter les problèmes avec contraintes.

2.2.2 Recherche sur maillage adaptatif sans contraintes

L’algorithme Mads peut être vu comme une version très sophistiquée de Cs dans le cas de
problèmes sans contraintes. Pour Mads, tous les points évalués par l’algorithme à l’itération k
doivent appartenir à un maillage de pas δk, défini formellement ci-après 5.

Définition 2.2.2 (Maillage). Le maillage de pas δk > 0, généré par un ensemble de
directions D ∈ Rn×2n et centré autour de la solution courante xk ∈ Rn, est défini par :

Mk := {xk + δkDy : y ∈ N2n},

avec D = [I − I] et I ∈ Rn×n la matrice identité.

Deux améliorations majeures sont présentes dans Mads par rapport à Cs :

(1) les directions de sonde sont plus diversifiées, ce qui conduit à des résultats de conver-
gence [17] plus forts qu’avec Cs. Ces résultats sont rendus possible par l’ajout d’un para-
mètre de sonde ∆k, différent du pas du maillage δk, défini tel que δk = min{∆k, (∆k)2}
à chaque itération.

(2) une exploration plus globale du domaine des variables est possible : une étape de re-
cherche globale, héritée de l’algorithme GPS [178], et l’augmentation possible de ∆k

en cas de succès permettent de diversifier l’exploration du domaine des variables et
éventuellement d’échapper à l’attraction d’un minimum local.

4. L’ensemble de niveau l d’un fonction f : Rn → R est défini par {x ∈ Rn : f(x) ≤ l}.
5. Une définition simplifiée est énoncée ici en considérant un ensemble de directions D usuel.
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Déroulement d’une itération

Tout comme Cs, le but d’une itération k de Mads est de trouver un point avec une meilleure
valeur de f que la solution courante xk. Chaque itération comporte une étape de recherche
globale, flexible et optionnelle, suivie d’une étape de sonde locale, définie rigoureusement.
Durant l’étape de recherche globale, la boîte noire peut être évaluée en un nombre fini de
points Sk ⊆Mk fournis par l’utilisateur.

Si l’étape de recherche globale échoue (aucun point évalué n’est meilleur que la solution
courante), l’étape de sonde est effectuée pour évaluer des points autour du centre de sonde
xk. L’ensemble des points de sonde P k (de l’anglais poll), défini plus en détail dans l’encart
ci-dessous, contient des points à distance au plus ∆k de xk en norme infinie.

Si les deux étapes échouent à trouver un meilleur point, alors l’itération est un échec. Les
paramètres δk et ∆k sont réduits [17]. Sinon, l’itération est un succès, et ces paramètres sont
augmentés ou gardés constants, de façon à ce que le maillage à l’itération k + 1 ne soit pas
plus fin que le maillage à l’itération k. Le meilleur point évalué est utilisé comme nouvel
itéré xk+1. Pendant une itération, si un point de Sk ou P k s’avère meilleur que la solution
courante, alors l’itération peut s’arrêter de manière opportuniste.

Directions de sonde
Une limitation de Cs est due au nombre fini de directions de sonde : une suite d’échecs
conduit à une réduction du pas δk, le maillage devient infiniment fin, mais les directions
de sonde restent les mêmes. Dans Mads, au contraire, les directions de sonde sont
choisies dans un ensemble de plus en plus grand à mesure que l’algorithme converge.
Ceci est possible grâce au paramètre de sonde ∆k, distinct du pas de maillage δk.
Le paramètre de sonde ∆k permet de définir un cadre de sonde noté Ek, centré en xk :

Ek := {x ∈Mk :
∥∥∥x− xk∥∥∥

∞
≤ ∆k}. (2.5)

Les points de sonde sont choisis dans le cadre de sonde Ek à partir d’un ensemble
générateur positif [20, définition 6.1] de directions Dk

∆ ; l’ensemble P k des points de
sonde est donné par :

P k := {xk + δkd : d ∈ Dk
∆}. (2.6)

Les ensembles Ek et P k sont illustrés sur la figure 2.5 ; les points du maillage Mk sont
matérialisés par les intersections des lignes fines. Le cadre de sonde Ek est l’ensemble
des points de Mk situés à l’intérieur du domaine délimité par les traits plus épais.
Lors des échecs, le pas de maillage δk est réduit plus agressivement que la taille du
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cadre de sonde donnée par ∆k. Ainsi, lors d’une suite d’échecs, le nombre de directions
de sonde contenues dans le cadre de sonde est de plus en plus important.

δk ∆k

xk

p1

p2

p3

Figure 2.5 Maillage Mk ( ), cadre de sonde Ek ( ) et points de sonde P k =
{p1,p2,p3} ( ) générés autour du centre de sonde ( ).

Algorithme

L’algorithme Mads possède une certaine flexibilité dans le choix des paramètres algorith-
miques, tels que les règles de mise à jour utilisées si l’itération est un échec ou un succès. Un
algorithme Mads usuel pour les problèmes sans contraintes est résumé sur la figure 2.6, avec
une stratégie opportuniste. Les critères d’arrêt les plus courants sont une taille de maillage
minimale et un budget d’évaluations.

Résultats de convergence

Les résultats de convergence de l’algorithme reposent uniquement sur l’étape de sonde et
sont basés sur des outils mathématiques issus du calcul non lisse de Clarke [58]. Ces résultats
exploitent le fait que les directions de sonde normalisées deviennent denses dans la sphère
unité à mesure que le nombre d’itérations augmente [17]. Ceci permet d’établir des résultats
de convergence plus forts que Cs. La définition d’un sous-ensemble dense est rappelée.

Définition 2.2.3 (Sous-ensemble dense). Un ensemble S est un sous-ensemble dense
de A si S ⊆ A, et pour tout point x ∈ A et tout seuil de distance δ > 0, il existe un
point y ∈ S tel que ‖x− y‖ < δ.
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Mads pour problèmes sans contraintes
• initialisation : définir ∆0 > 0 le paramètre de sonde, x0 un point de départ et

initialiser le compteur d’itérations k ← 0 ;
• préparation de l’itération : calculer le pas du maillage δk =

min{∆k, (∆k)2} ;
• recherche globale : évaluer la boîte noire aux points définis par l’utilisateur
Sk ⊂Mk (Sk = ∅ est autorisé). Si un point t ∈ Sk est tel que f(t) < f(xk), aller
à mise à jour ;
• sonde locale : générer l’ensemble des points de sonde P k selon (2.6). Si un

point t ∈ P k est tel que f(t) < f(xk), aller directement à mise à jour ;
• mise à jour

— si f(t) < f(xk) pour t ∈ Sk ∪ P k, l’itération est un succès : xk+1 ← t et
∆k+1 ← 2∆k,

— sinon l’itération est un échec : xk+1 ← xk et ∆k+1 ← ∆k

2 ,
— si aucun critère d’arrêt n’est satisfait, k ← k+1 et retourner à préparation

de l’itération.

Figure 2.6 Un algorithme Mads pour les problèmes sans contraintes.

Les conditions d’optimalité énoncées pour Mads dans la littérature [17, 18] réfèrent à des
problèmes contraints. Par conséquent, ces conditions sont présentées en partie dans la section
suivante.

2.2.3 Recherche sur maillage adaptatif avec contraintes

L’algorithme Mads permet de résoudre des problèmes avec contraintes de la forme :

min
x∈X

f(x)

sujet à c(x) ≤ 0,
(2.7)

où X ⊆ Rn. Une distinction est requise entre les différents types de contraintes [111]. Les
contraintes non relaxables doivent toujours être satisfaites, sans quoi les valeurs d’autres
sorties de la boîte noire peuvent ne plus avoir de sens. Par exemple, une longueur négative
peut faire échouer d’autres calculs dans la boîte noire. Les contraintes non relaxables défi-
nissent ainsi le domaine des variables X. À l’inverse, les contraintes relaxables conservent
un sens même lorsqu’elles sont violées ; elles sont contenues dans le vecteur de contraintes
c(x) : Rn → Rm et définissent le domaine réalisable Ω = {x ∈ X, c(x) ≤ 0}. Lorsqu’un point
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x respecte toutes les contraintes, il est réalisable, sinon il est non réalisable.

Deux approches permettent de résoudre le problème contraint (2.7) dans Mads : la barrière
extrême [17], qui rejette tous les points non réalisables, et la barrière progressive [18], qui
utilise un seuil de rejet sur la violation des contraintes, progressivement réduit à mesure
que l’algorithme se déploie. Les contraintes non relaxables sont traitées avec l’approche de
barrière extrême, tandis que les contraintes relaxables peuvent être traitées avec les deux
approches. Comme l’algorithme développé dans ce chapitre requiert l’usage de la barrière
progressive pour au moins une contrainte, plus de détails sur cette approche sont fournis.

Violation des contraintes et relation de dominance

Avec l’approche de barrière progressive, la violation par un point x des contraintes est quan-
tifiée grâce à la fonction d’agrégation des contraintes h(x) : Rn → R [78], définie par :

h(x) =


m∑
j=1

(max(cj(x), 0))2 si x ∈ X,

∞ sinon.
(2.8)

La fonction h est toujours positive. Si h(x) = 0, alors le point est réalisable, car il respecte
toutes les contraintes relaxables et non relaxables (x ∈ Ω). Autrement, si 0 < h(x) < ∞, x
respecte les contraintes non relaxables, mais pas toutes les contraintes relaxables (x ∈ X \Ω).
Finalement si h(x) =∞, le point x viole au moins une contrainte non relaxable.

La connaissance des valeurs de f et de h permet de définir un ordonnancement des points
via la notion de dominance [20, définition 12.2].

Définition 2.2.4 (Dominance en optimisation sous contraintes).
— Un point réalisable x ∈ Ω domine y ∈ Ω, noté x ≺f y, si h(x) = h(y) = 0 et

f(x) < f(y).
— Un point non réalisable x ∈ X \Ω domine y ∈ X \Ω, noté x ≺h y, si f(x) ≤ f(y)

et h(x) ≤ h(y) avec au moins une inégalité stricte.
— Un point x d’un ensemble quelconque S ⊆ X est non dominé s’il n’existe pas de

point y ∈ S qui domine x.

La relation de dominance n’est pas définie entre un point réalisable et un point non réalisable,
car ce type de comparaison n’est pas utilisé dans l’algorithme. Sur la figure 2.7, des points
évalués dans Rn sont représentés dans le plan (h, f) : il existe deux points réalisables tels que
h = 0 et huit points non réalisables avec des valeurs de h strictement positives. Cinq points
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sont non dominés ( ) et cinq sont dominés ( )

xk
F

hkmax

0

xk
I

h

f

Figure 2.7 Points non dominés ( ) et dominés ( ), solution courante réalisable xkF ∈ Fk et
solution courante non réalisable non dominée xkI ∈ IK dans le plan (h, f).

Déroulement d’une itération

Au début de l’itération k, deux ensembles de solutions courantes sont construits. L’ensemble
Fk des solutions courantes réalisables non dominées à l’itération k est défini par :

Fk = arg min
x∈V k

{f(x) : h(x) = 0}, (2.9)

où V k est la cache, c’est-à-dire l’ensemble des points où la boîte noire a déjà été évaluée en
début d’itération k. L’ensemble Ik des solutions courantes non réalisables non dominées à
l’itération k est défini par :

Ik = arg min
x∈Uk

{f(x) : 0 < h(x) < hkmax}, (2.10)

où Uk est l’ensemble des points non réalisables non dominés au début de l’itération k et hkmax

le seuil de rejet de la barrière à l’itération k. Sur la figure 2.7, Fk = {xkF} et Ik = {xkI }.

Le but de l’itération consiste à évaluer un point x ∈ V k+1 meilleur que la solution courante
réalisable ou non réalisable. Une étape de recherche globale peut être effectuée, puis l’étape
de sonde commence. Différentes règles de décision sont appliquées pour le choix du centre
de sonde [18]. En particulier si Fk et Ik sont non vides, la sonde est effectuée à l’itération k
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autour d’une solution courante réalisable xkF ∈ Fk et d’une solution courante non réalisable
xkI ∈ Ik. Trois types d’itérations sont distingués et illustrés sur la figure 2.8 :

(a) l’itération est dominante si un point x dominant la solution courante réalisable ou non
réalisable a été évalué. Dans ce cas, le point (h(x), f(x)) appartient à la demi-droite
{(0, f) : f < f(xkF)} ou à la zone colorée sur la figure 2.8a ;

(b) l’itération est améliorante si elle n’est pas dominante et si un point x non réalisable
ayant une meilleure valeur de h que la solution courante non réalisable a été évalué
(figure 2.8b) ;

(c) l’itération est un échec dans tous les autres cas (figure 2.8c).

0

xk
F

xk
I

h

f

(a) itération dominante
∆k+1 ≥ ∆k

hk+1
max = h(xkI )

xk
I

xk
F

0
h

f

(b) itération améliorante
∆k+1 = ∆k

hk+1
max < h(xkI )

0

xk
I

xk
F

h

f

(c) itération à échec
∆k+1 < ∆k

hk+1
max = h(xkI )

Figure 2.8 Types d’itérations selon la position (zones ( ) et ( )) dans le plan (h,f) du
meilleur point évalué lors de l’itération et règles de mise à jour correspondantes. Adaptée
de [17].

Selon le type d’itération, le paramètre de sonde ∆k et le seuil de rejet de la barrière hkmax
sont mis à jour selon des règles spécifiques [17], résumées sur la figure 2.8. En particulier,
lors d’une itération améliorante, le seuil de la barrière est réduit pour favoriser la recherche
de solutions réalisables. Un choix usuel de mise à jour est donné par :


∆k+1 = 2∆k si l’itération est dominante,

∆k+1 = ∆k si l’itération est améliorante,

∆k+1 = ∆k

2 sinon.

(2.11)
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Le seuil de rejet de la barrière hkmax est mis à jour selon les règles suivantes :
h

k+1
max < h(xkI ) si l’itération est améliorante,

hk+1
max = h(xkI ) sinon.

(2.12)

Algorithme

Un algorithme Mads avec la barrière progressive est résumé sur la figure 2.9 avec les choix
de paramètres expliqués dans les paragraphes précédents ; une stratégie opportuniste est
employée.

Mads avec barrière progressive pour problèmes avec contraintes
• initialisation : définir ∆0 > 0 le paramètre de sonde, un point de départ x0

vérifiant h(x0) < ∞ et initialiser le seuil de rejet de la barrière h0
max ← ∞ et le

compteur d’itérations k ← 0 ;
• préparation de l’itération : calculer le pas du maillage δk = min{∆k, (∆k)2}

et choisir les solutions courantes xkF ∈ Fk et xkI ∈ Ik selon les équations (2.9)
et (2.10) ;
• recherche globale : évaluer f et h aux points Sk ⊂Mk définis par l’utilisa-

teur (Sk = ∅ est autorisé). Si un point x ∈ Sk est dominant ou améliorant, aller
à mise à jour ;
• sonde locale : générer l’ensemble des points de sonde P k [18] et évaluer f et
h. Si un point x ∈ P k est dominant ou améliorant, aller à mise à jour ;
• mise à jour

— en fonction du type d’itération, mettre à jour ∆k+1 et hk+1
max selon les équa-

tions (2.11) et (2.12),
— si aucun critère d’arrêt n’est satisfait, incrémenter k ← k+ 1 et retourner à

préparation de l’itération.

Figure 2.9 Un algorithme Mads avec barrière progressive pour les problèmes avec contraintes.

Résultats de convergence

Deux hypothèses sont considérées pour l’analyse de convergence de Mads [18]. L’hypothèse 1
est relative au point de départ x0 tandis que l’hypothèse 2 est relative aux bornes. L’hy-
pothèse 2 est nécessaire car les points générés par l’algorithme peuvent appartenir à un
ensemble non borné. Toutefois dans le cas où X, défini par des contraintes non relaxables,
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est borné, alors l’hypothèse 2 découle directement de l’hypothèse 1. L’hypothèse 2 est par
ailleurs raisonnable, car les variables sont bornées dans la grande majorité des problèmes
d’ingénierie.

Hypothèse 1. Il existe un point de départ x0 fourni par l’utilisateur, possiblement non
réalisable, mais tel que x0 ∈ X et f(x0), h(x0) sont des valeurs finies.

Hypothèse 2. Tous les points générés lors du déroulement de l’algorithme appartiennent à
un ensemble borné.

Sous respect des hypothèses 1 et 2, la première étape de l’analyse de convergence de Mads
consiste à montrer que le maillage devient infiniment fin lorsqu’un nombre infini d’itérations
est considéré [20, théorème 8.1]. Il est ensuite possible de montrer l’existence d’au moins une
sous-suite raffinante {xk}k∈K convergeant vers un point raffinant x̂. Les définitions requises,
adaptées d’un ouvrage de référence [20], sont retranscrites ci-dessous.

Définition 2.2.5 (Optimiseur local du maillage). Le point xk est appelé optimiseur
local du maillage si, et seulement si, l’étape de recherche et l’étape de sonde autour de
xk ont échoué à l’itération k.

Définition 2.2.6 (Sous-suite raffinante, point raffinant et direction raffinante). Une
sous-suite convergente d’optimiseurs locaux {xk}k∈K (où K est un ensemble infini d’in-
dices) est dite raffinante si, et seulement si, limk∈K δ

k = 0. La limite d’une sous-
suite raffinante est appelée son point raffinant. Étant donné une sous-suite raffinante
{xk}k∈K et son point raffinant x̂, une direction p est dite raffinante si, et seulement si,
il existe un sous-ensemble infini L ⊆ K avec des directions de sonde pk ∈ Dk

∆ (introduit
à l’équation (2.6)) telles que xk + δkpk ∈ X et limk∈L

pk

‖pk‖ = p
‖p‖ .

Une hiérarchie des conditions d’optimalité au point x̂ est énoncée pour Mads avec la barrière
progressive [18], en fonction de la régularité des sorties de la boîte noire. Ces conditions
d’optimalité font appel à la dérivée directionnelle généralisée, également appelée dérivée de
Clarke [58], qui peut être considérée comme une généralisation de la dérivée directionnelle
dans un contexte non lisse.

Définition 2.2.7 (Dérivée de Clarke). Soit f : Rn → R une fonction Lipschitz près
de x ∈ Rn. La dérivée de Clarke de f en x dans la direction p ∈ Rn est définie par :

f ◦(x;p) := lim sup
y→x, t→0+

f(y + tp)− f(y)
t

.
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L’analyse de convergence fait également appel à la notion de cône hypertangent [90] :

Définition 2.2.8 (Cône hypertangent). Un vecteur p ∈ Rn est dit hypertangent à un
ensemble Ω ⊂ Rn en un point x ∈ Ω si, et seulement si, il existe un scalaire ε > 0 tel
que :

y + tw ∈ Ω pour tout y ∈ Bε(x) ∩ Ω, w ∈ Bε(p) et 0 < t < ε.

L’ensemble des vecteurs hypertangents à Ω en x est appelé le cône hypertangent à Ω
en x et est noté TH

Ω (x).

Les principaux résultats de convergence sont donnés par le théorème 2.2.2 dans le cas d’une
sous-suite raffinante réalisable et par le théorème 2.2.3 dans le cas d’une sous-suite raffi-
nante non réalisable. Lorsque des hypothèses supplémentaires sur la régularité des fonc-
tions f et h sont considérées, des résultats de convergence supplémentaires [18] impliquant
d’autres types de cônes tangents démontrent la convergence en un point stationnaire de
Karush–Kuhn–Tucker (abrégé KKT) dans le cône de Bouligand 6 [17].

Théorème 2.2.2. Sous respect des hypothèses 1 et 2, soit {xk}k∈K une sous-suite
raffinante générée par Mads telle que xk ∈ Ω et convergeant vers un point raffinant
x̂ ∈ Ω̂ près duquel f est Lipschitz, si p ∈ TH

Ω (x̂) est une direction raffinante pour x̂,
alors :

f ◦(x̂;p) ≥ 0.

De plus, si l’ensemble des directions raffinantes pour x̂ est dense dans TH
Ω (x̂) 6= ∅,

alors x̂ est un point stationnaire de Clarke 7pour le problème (2.7).

Théorème 2.2.3. Sous respect des hypothèses 1 et 2, soit {xk}k∈K une sous-suite
raffinante générée par Mads telle que xk ∈ X \ Ω convergeant vers un point raffinant
x̂ ∈ X près duquel h est Lipschitz, si p ∈ TH

X (x̂) est une direction raffinante pour x̂,
alors :

h◦(x̂;p) ≥ 0.

De plus, si l’ensemble des directions raffinantes pour x̂ est dense dans TH
X (x̂) 6= ∅,

6. Un tel point satisfait f ′(x;p) ≥ 0 pour toutes les directions p dans le cône de Bouligand.
7. Un tel point satisfait f◦(x̂;p) = 0 pour tout p ∈ Ω.
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alors x̂ est un point stationnaire de Clarke pour :

min
x∈X

h(x).

2.3 Algorithme proposé

L’algorithme proposé permet de résoudre le problème d’optimisation de boîtes noires (2.4)
en révélant en cours d’optimisation la zone de discontinuités D afin de formuler explicite-
ment des contraintes visant s’en éloigner. Plus précisément, l’algorithme construit une série
d’approximations intérieures de la zone M , enrichies à mesure que l’algorithme se déploie.
L’algorithme est nommé DiscoMads car il est fondé sur l’algorithme Mads et peut trouver une
solution loin des zones de Discontinuités faibles. Quand le paramètre rd est nul, la zone de
discontinuités D est vide et le comportement de l’algorithme est identique à celui de Mads.

Par rapport à Mads, DiscoMads inclut deux mécanismes algorithmiques clés : un mécanisme
de révélation des discontinuités faibles, utilisé après chaque évaluation, et un mécanisme
d’exclusion des zones révélées, pour guider l’algorithme loin de la zone D. Pour faciliter
la compréhension de ces mécanismes, ceux-ci sont d’abord présentés avec la recherche par
coordonnées sur un exemple à deux dimensions, dans la section 2.3.1. Les mécanismes sont
ensuite détaillés dans les sections 2.3.2 et 2.3.3. Un nouveau type d’itération détaillé dans la
section 2.3.4 est également ajouté par rapport à Mads ainsi qu’une sonde spécifique, décrite
dans la section 2.3.5.

2.3.1 Illustration sur un exemple

Le problème de minimisation minx∈R2 f(x) traité dans la section 2.2.1 est considéré, auquel
la contrainte d’éloignement des discontinuités est ajoutée. Les premières itérations de Cs,
enrichi des deux mécanismes clés, sont illustrées sur la figure 2.10. Les paramètres rd, τ et re
du problème (2.4) doivent être fournis par l’utilisateur.

L’algorithme débute au point x0, puis le point t1 est évalué par la sonde locale de Cs.
Afin de vérifier si l’évaluation de t1 a permis de révéler une discontinuité, le mécanisme de
révélation est utilisé. La boule de rayon rd centrée en t1 (grisée sur la figure 2.10a) est utilisée
comme zone de détection. Pour chaque point précédemment évalué situé dans cette boule,
le taux d’accroissement de la fonction f entre t1 et ce point est calculé et comparé au taux
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Figure 2.10 Mécanismes algorithmiques principaux de DiscoMads illustrés avec Cs. Centre
de sonde ( ), point évalué ( ), point non évalué ( ), point révélateur ( ), autre point non
réalisable ( ), boule de rayon rd ( ), boule de rayon re ( ).

d’accroissement limite τ . Ici, le seul point précédemment évalué dans la boule est x0. Le taux
d’accroissement de f entre les points t1 et x0 n’excède pas τ , par conséquent l’algorithme Cs
se poursuit comme dans la section 2.2.1. Après chaque nouvelle évaluation, le mécanisme de
révélation est utilisé. Aucune discontinuité n’est révélée en début d’exécution et l’algorithme
se poursuit jusqu’à l’état correspondant à la figure 2.10b. Le point t6 est alors évalué et le
mécanisme de révélation est utilisé entre t6 et les points x0,x1 et t5 précédemment évalués
situés dans la boule de rayon rd centrée en t6. Le taux d’accroissement de f entre x1 et t6

est supérieur à τ , une discontinuité est donc révélée. Les points x1 et t6 sont appelés points
révélateurs, ils appartiennent nécessairement à D. L’itération est révélatrice et les évaluations
sont stoppées pour cette itération. Le mécanisme d’exclusion est enclenché pour exclure les
solutions trop proches de la discontinuité révélée : les points situés dans les boules de rayons
re centrées autour de x1 et t6 sont désormais considérés comme non réalisables (figure 2.10c).
La prochaine itération débute avec une nouvelle solution courante, par exemple x2 = t2, le
point ayant la plus faible valeur de f parmi les points réalisables restants.

2.3.2 Mécanisme de révélation des discontinuités

Le mécanisme de révélation s’applique aux sorties cj, j ∈ J , appelées sorties révélatrices, et
requiert deux paramètres : le rayon de détection rd ≥ 0 et le taux d’accroissement limite
τ > 0. Le mécanisme est utilisé après chaque évaluation réussie de la boîte noire en un point
y ∈ X. Pour chaque point z 6= y précédemment évalué tel que z ∈ Brd(y) ∪ X, le taux
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d’accroissement τj(y, z) de chaque sortie révélatrice j ∈ J est calculé :

τj(y, z) = |cj(y)− cj(z)|
‖y − z‖

. (2.13)

Chaque valeur τj(y, z) est comparée au taux d’accroissement limite τ . Si τj(y, z) > τ , alors
une discontinuité faible est révélée pour la sortie j par les points y et z, identifiés comme
points révélateurs.

Définition 2.3.1 (Point révélateur). Un point y ∈ V k est dit révélateur pour la sortie
j ∈ J de la boîte noire si y ∈ X et s’il existe un point z ∈ V k ∩X ∩Brd(y) tel que :

|cj(y)− cj(z)| > τ ‖y − z‖ .

La paire de points (y, z) est dite révélatrice.

Soit Dk l’ensemble des points révélateurs en début d’itération k, toutes sorties révélatrices
confondues :

Dk =
{
y ∈ V k ∩X : ∃z ∈ V k ∩X ∩Brd(y),∃j ∈ J, |cj(y)− cj(z)| > τ ‖y − z‖

}
. (2.14)

Cet ensemble de points révélateurs est construit à partir de la cache V k en début d’itération k.
À mesure que de nouveaux points révélateurs sont détectés, de nouvelles informations enri-
chissent la définition de l’ensemble Dk. Comme les points révélateurs indiquent la présence
de zones de fort accroissement, Dk ⊆ D, où D est la zone de discontinuités faibles définie à
l’équation (2.2).

2.3.3 Mécanisme d’exclusion des zones révélées

Le mécanisme d’exclusion vise à guider DiscoMads vers une solution éloignée d’une distance
re de D et donc de l’ensemble de points révélateurs Dk. Considérant les informations connues
en début d’itération k, une solution x du problème (2.4) qui vérifie la contrainte d(x) ≤ 0
satisfait nécessairement à partir de cette itération, pour tout y ∈ Dk :

‖x− y‖ ≥ re ⇐⇒ re − ‖x− y‖ ≤ 0 ⇐⇒ re − dist(x, Dk) ≤ 0, (2.15)

où dist(x, Dk) = inf
y∈Dk

(‖x− y‖) est la distance entre x et l’ensemble Dk. Étant donné cette

observation, une fonction dk(x) : X → R est définie pour quantifier l’éloignement d’un point
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x aux points révélateurs contenus dans Dk à l’itération k :

dk(x) =

1− dist(x,Dk)
re

si Dk ∩Bre(x) 6= ∅,

0 sinon.
(2.16)

S’il n’existe pas de points révélateurs dans Bre(x) à l’itération k, alors dk(x) = 0, le point
x n’est pas jugé proche d’une discontinuité à ce stade. En revanche, s’il existe un point
révélateur de Dk dans Bre(x), alors x est dans la marge M et doit être pénalisé : dk(x) > 0.
Le terme re au dénominateur permet de normer dk tel que 0 ≤ dk(x) ≤ 1. À noter que seul
le point y ∈ Dk ∩Bre(x) le plus proche de x intervient dans le calcul de dk(x).

Contrairement aux contraintes c(x) ≤ 0, qui sont indépendantes de k, la contrainte dk(x) ≤ 0
dépend de k car Dk peut être enrichi à chaque itération. Par conséquent, le problème traité
par DiscoMads peut changer en fonction de l’itération k. Le problème traité par DiscoMads à
l’itération k peut s’écrire sous la forme :

min
x∈Ωk

f(x), (2.17)

avec Ωk = {x ∈ X : c(x) ≤ 0, dk(x) ≤ 0} le domaine réalisable à l’itération k. La contrainte
dk(x) ≤ 0 est une contrainte a priori [111] : il est possible de vérifier si la contrainte est
satisfaite en un point x sans évaluation de la boîte noire. Cette contrainte est également
relaxable et quantifiable ; elle est traitée avec l’approche de barrière progressive développée
pour Mads (voir section 2.2.3). La prise en compte de dk requiert une nouvelle définition
dépendante de k de la fonction d’agrégation des contraintes par rapport à Mads. Dans le
cadre de DiscoMads, la fonction d’agrégation des contraintes à l’itération k, hk : Rn → R,
est définie par :

hk(x) =


m∑
j=1

max(cj(x), 0)2 + max(dk(x), 0)2 si x ∈ X,

∞ sinon.
(2.18)

La relation de dominance dans DiscoMads est ainsi basée sur les valeurs de f et hk (la
fonction h est remplacée par hk dans la définition 2.2.4). Par conséquent, certains ensembles
sont redéfinis par rapport à Mads :

— Uk l’ensemble des points non réalisables et non dominés en début d’itération k ;

— Ik l’ensemble des solutions courantes non réalisables non dominées en début d’itéra-
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tion k :
Ik = arg min

x∈Uk
{f(x) : 0 < hk(x) < hkmax}; (2.19)

— F k l’ensemble des solutions courantes réalisables en début d’itération k :

F k = arg min
x∈V k

{f(x) : hk(x) = 0}. (2.20)

Les ensembles F k et Ik sont utilisés pour le choix du centre de sonde selon les mêmes règles
que pour Mads.

2.3.4 Itération révélatrice

Si aucun point révélateur n’est détecté à l’itération k, alors DiscoMads se comporte comme
Mads et Dk+1 = Dk. En revanche, après l’évaluation d’un point y à l’itération k, si au moins
un nouveau point révélateur z 6∈ Dk est détecté, alors une information supplémentaire sur la
zone défavorable D est révélée. Pour prendre en compte cette information, un nouveau type
d’itération, nommée révélatrice, est introduit dans DiscoMads en plus des types d’itérations
usuels de Mads.

Mise à jour de l’ensemble de points révélateurs et de la cache. Les évaluations à
l’itération k sont stoppées de manière opportuniste après l’évaluation de z car il n’est pas
judicieux de continuer à évaluer des points dans la zone de discontinuités faibles révélée. Soit
R l’ensemble des nouveaux points révélateurs, l’ensemble des points révélateurs Dk+1 est mis
à jour pour préparer la prochaine itération :

Dk+1 ← Dk ∪R. (2.21)

Soit Y l’ensemble des points évalués à l’itération k, la cache en début d’itération k + 1 est
également mise à jour :

V k+1 ← V k ∪ Y. (2.22)

Mise à jour des contraintes. Les fonctions dk+1 et hk+1 doivent ensuite être calculées
pour tous les points de la cache V k+1∩X à partir des équations (2.16) et (2.18). En pratique,
seuls les points de la cache situés à distance inférieure à re d’un des nouveaux points révé-
lateurs de R sont concernés par la mise à jour. Dans un contexte d’optimisation de boîtes
noires, le temps de calcul requis par le mécanisme de révélation et la mise à jour éventuelle
des contraintes est supposé faible devant le temps d’une évaluation. Quel que soit le type
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d’itération, Dk ⊆ Dk+1 ; par conséquent, la valeur de la fonction dk ne peut pas décroître
d’une itération à l’autre. Pour tout x dans X, l’équation suivante est donc satisfaite :

dk+1(x) ≥ dk(x) =⇒ hk+1(x) ≥ hk(x). (2.23)

L’ensemble Uk+1 des points non réalisables non dominés à l’itération k+1 est calculé à partir
des valeurs hk+1 ; il peut donc différer de Uk. Toutefois, Uk+1 est non vide car il contient au
moins un point révélateur détecté à l’itération k (R 6= ∅).

Mise à jour du seuil de rejet de la barrière progressive. D’après l’équation (2.23),
il est possible qu’après calcul de hk+1, tous les points de V k+1 excèdent le seuil de rejet de la
barrière progressive hkmax. Cette situation est problématique, car l’ensemble F k+1 peut être
vide à la suite d’une mise à jour de dk. Pour continuer l’algorithme à l’itération k + 1, il est
donc essentiel de s’assurer que l’ensemble Ik+1 est non vide. Par conséquent, le seuil hk+1

max

doit être judicieusement choisi afin de conserver au moins un point sous ce seuil.

Soit N(k, hlim) le nombre de points non réalisables non dominés à l’itération k dont la valeur
de h est inférieure à un seuil hlim > 0 :

N(k, hlim) = #
{
x ∈ Uk : h(x) ≤ hlim

}
, (2.24)

où # désigne la cardinalité de l’ensemble. Soit x ∈ Uk+1 6= ∅ l’unique point non réalisable
non dominé tel que :

N(k + 1, h(x)) =

min
(
N(k, hkmax),#{Uk+1}

)
si N(k, hkmax) 6= 0,

#
{
Uk+1

}
sinon.

(2.25)

Comme Uk+1 6= ∅, alors N(k+ 1, h(x)) > 0. Le seuil de rejet de la barrière hk+1
max à l’itération

k + 1 est fixé tel que :
hk+1
max = hk(x). (2.26)

Ce seuil est choisi de façon à conserver si possible le même nombre de points non réalisables
non dominés sous le seuil de barrière après la détection d’un point révélateur.

À la fin de l’itération révélatrice, les pas du maillage et de la sonde pour l’itération suivante
sont choisis comme suit :

δk+1 = δk et ∆k+1 = ∆k. (2.27)
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2.3.5 Sonde révélatrice de discontinuités

L’étape de sonde de Mads est enrichie pour la résolution du problème (2.4). En effet, à mesure
que DiscoMads converge vers une solution prometteuse à la suite d’itérations ayant mené à des
échecs, le paramètre de sonde ∆k diminue. Lorsque ∆k < rd +re, la sonde de Mads ne permet
plus de détecter des points révélateurs à une distance suffisante des solutions courantes pour
satisfaire les résultats de convergence décrits dans la section 2.4. Par conséquent, une sonde
additionnelle, dite sonde révélatrice, est définie si rd > 0. Dans le cas où rd = 0, la zone
proscrite D est vide et il n’y aucun point à révéler.

Soit Ck un ensemble contenant la ou les meilleures solutions courantes et défini comme suit :

Ck =

{xF} où xF ∈ F k si F k 6= ∅,

{xI} où xI ∈ Ik sinon.
(2.28)

L’ensemble de points P k
+ ⊂ Mk de la sonde révélatrice à l’itération k contient nalea ≥ 1

point(s) candidat(s) généré(s) aléatoirement dans la boule de rayon rs > rd + re centrée en
un point de xc ∈ Ck, puis arrondi(s) sur le maillage Mk. Lors du déroulement de DiscoMads,
à chaque étape de sonde, les points de P k

+ sont évalués avec une stratégie opportuniste avant
les points P k de la sonde usuelle de Mads [18].

2.3.6 Algorithme

L’algorithme DiscoMads est présenté sur la figure 2.11. Les sorties c(x) de la boîte noire
relatives à des contraintes relaxables (y compris les contraintes révélatrices) peuvent être
traitées sans restriction avec une approche de barrière progressive ou de barrière extrême.
Toutefois, un point x violant des contraintes de barrière extrême (x /∈ X) est rejeté par
l’algorithme et traité de la même façon que dans Mads [17] (ce traitement n’est pas détaillé
sur la figure 2.11 afin de ne pas en alourdir la lecture). Un tel point x ne peut donc pas être
révélateur de discontinuités.
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DiscoMads : révélation et exclusion des zones de discontinuité
• initialisation (étant donné un point initial x0 ∈ X tel que f(x0) < ∞ et
h(x0) <∞) :
— définir les paramètres du problème (2.1) rd ≥ 0, τ > 0, re > 0 et J ⊆
{0, 1, ...,m},

— définir les paramètres de la sonde révélatrice nalea et rs > re + rd,
— définir les paramètres usuels de Mads et la cache initiale V 0 ← {x0},
— initialiser l’ensemble de points révélateurs D0 = ∅ et le compteur d’itération

k ← 0 ;
• préparation de l’itération :

— générer un ensemble Sk ⊂ Mk de points définis par l’utilisateur pour la
phase de recherche (Sk = ∅ est autorisé),

— générer l’ensemble P k
+ des points de sonde révélatrice (section 2.3.5) et l’en-

semble P k des points de la sonde usuelle de Mads [18],
— préparer la cache V k+1 ← V k ;

• évaluation des points : pour chaque point x ∈ Sk ∪ P k
+ ∪ P k évalué avec

succès, si x ∈ X :
— calculer dk(x) selon l’équation (2.16) et hk(x) selon l’équation (2.18),
— mettre à jour la cache V k+1 ← V k+1 ∪ {x},
— utiliser le mécanisme de révélation (section 2.3.2) avec la cache V k+1 pour

les sorties d’indices J ,
— si un nouveau point révélateur est détecté, alors l’itération est révélatrice,

aller directement à la mise à jour,
— si x est dominant ou améliorant, l’itération peut s’arrêter de manière op-

portuniste ; aller à la mise à jour ;
• mise à jour :

— si l’itération est révélatrice, préparer l’ensemble Dk+1 de points révélateurs
pour l’itération suivante selon l’équation (2.21) ; pour tous les points v ∈
V k+1, mettre à jour dk+1(v) et hk+1(v) selon les équations (2.16) et (2.18) ;
mettre à jour le seuil de rejet de la barrière hk+1

max selon l’équation (2.26) et
les paramètres de maillage δk+1 et de sonde ∆k+1 selon l’équation (2.27),

— sinon, mettre à jour le paramètre de sonde comme dans Mads (équa-
tion (2.11)) et le seuil de barrière (équation (2.12) en remplaçant h par
hk) et mettre à jour Dk+1 ← Dk,

— si aucun critère d’arrêt n’est satisfait, k ← k+1 et retourner à préparation
de l’itération.

Figure 2.11 Un algorithme DiscoMads pour révéler et exclure les zones de discontinuités.
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2.4 Analyse de convergence

L’analyse de convergence de DiscoMads vise à fournir des conditions d’optimalité sur la solu-
tion renvoyée par l’algorithme en considérant un nombre infini d’itérations. Les hypothèses et
propriétés requises à l’analyse sont introduites dans la section 2.4.1. L’analyse proposée suit
les mêmes étapes que l’analyse de convergence de Mads [17, 18]. Sous respect de certaines
hypothèses, il est d’abord montré dans la section 2.4.2 que le maillage devient infiniment
fin pour un nombre infini d’itérations. Ceci permet de montrer que l’algorithme produit une
suite de points convergeant vers un point x̂. Selon la position de la suite et du point x̂ dans
X, des conditions locales d’optimalité sont énoncées dans la section 2.4.3. La contribution
originale de l’analyse réside dans le théorème 2.4.6 qui couvre le cas où x̂ appartient à la
marge M .

2.4.1 Préliminaires

Hypothèses

Les sorties de la boîte noire sont générées par des fonctions déterministes de Rn dans R. Le
point de départ x0 peut être dans la marge M , mais il doit satisfaire l’hypothèse 1 requise
par la barrière progressive. La zone de discontinuités étant inconnue en début d’optimisation
(D0 = ∅), les quantités h0(x0) et h(x0) sont égales et l’hypothèse 1 assure donc que h0(x0)
possède une valeur finie. De manière générale, pour tout point x ∈ X et pour toute itération k,
si h(x) est borné alors hk(x) est borné car dk(x) ≤ 1 d’après l’équation (2.16).

L’hypothèse 2 héritée de Mads qui impose que les solutions produites par l’algorithme appar-
tiennent à un ensemble borné est également requise. Enfin, une hypothèse sur la continuité
des sorties de la boîte noire est nécessaire à l’analyse de convergence. Une définition enrichie
de la continuité par morceaux d’une fonction est introduite pour énoncer l’hypothèse 3.

Définition 2.4.1 (Fonction continue par morceaux). La fonction f : Rn → R est dite
continue par morceaux s’il existe un ensemble fini d’indices I ⊆ N et un ensemble fini
d’ouverts {Xi}i∈I vérifiant :


Xi ∩Xj = ∅ ∀i ∈ I,∀j ∈ I, j 6= i,

∪i∈IX i = X,

f |Xi ∈ C 0 ∀i ∈ I,
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et si, pour tout y ∈ X, il existe i ∈ I tel que :

y ∈ X i et f |Xi∪{y} ∈ C 0,

où X désigne l’adhérence 8de X et f |A la restriction de f à un ensemble A.

Hypothèse 3. Les sorties de la boîte noire sont continues par morceaux sur X.

Propriétés

Une expression explicite de la contrainte d’éloignement aux discontinuités du problème (2.1)
est donnée sous la même forme que la contrainte dk(x) ≤ 0 du problème (2.17) résolu par
DiscoMads à chaque itération. La fonction d : X → R indiquant si un point x appartient à
la marge M est définie par :

d(x) =

1− dist(x,D)
re

si D ∩Bre(x) 6= ∅,

0 sinon.
(2.29)

Il s’ensuit que 0 ≤ d(x) ≤ 1 et x ∈ M ⇐⇒ d(x) > 0. La fonction d’agrégation des
contraintes associée ĥ : Rn → R est définie par :

ĥ(x) =


m∑
j=1

max(cj(x), 0)2 + max(d(x), 0)2 si x ∈ X,

∞ sinon.
(2.30)

Ainsi, x ∈ Ω̂ ⇐⇒ ĥ(x) = 0.

Une propriété de continuité sur les fonctions d et ĥ et les fonctions associées dk et hk à l’ité-
ration k est d’abord démontrée, puis la suite {dk} quand k tend vers l’infini est caractérisée.

Propriété 2.4.1 (Continuité de d, ĥ, dk et hk).
i) d est continue sur X et ĥ est continue sur Ω ;
ii) dk est continue sur X et hk est continue sur Ω pour tout k ∈ N.

Démonstration. i) Si D est vide, alors d est constante donc continue d’après l’équa-
tion (2.29). Si D est non vide, alors dist(x, D) est bien définie et la distance d’un point

8. L’adhérence d’un ensemble A est le plus petit ensemble fermé contenant A.
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à un ensemble est continue sur Rn. Donc d est continue sur X ⊆ Rn. Pour x ∈ Ω,
ĥ(x) = max(d(x), 0)2, le maximum de deux fonctions continues, donc ĥ est continue
sur Ω. ii) La preuve est identique à la partie i) en remplaçant D par Dk, d par dk et
ĥ par hk.

Propriété 2.4.2 (Caractérisation de la suite {dk(x)}k∈N). Soit un point x ∈ X, la
suite {dk(x)}k∈N admet une limite finie quand k tend vers l’infini.

Démonstration. Soit un point x ∈ X. Si Dk est vide pour tout k, alors dk(x) = 0 et la
suite {dk(x)}k∈N est convergente. Sinon, il existe un rang k suffisamment grand tel que
Dk est non vide. Soit k ≥ k, par construction la cache à l’itération k+1 contient la cache
à l’itération k : V k ⊆ V k+1. Par conséquent Dk ⊆ Dk+1 et dist(x, Dk+1) ≤ dist(x, Dk) ;
ainsi dk+1(x) ≥ dk(x). La suite {dk(x)}k∈N est monotone croissante à partir du rang k
et bornée supérieurement par 1 par définition de dk. Ainsi, la suite {dk(x)}k∈N admet
une limite finie.

Enfin, une autre caractérisation d’un sous-ensemble dense existe sera utile pour l’analyse.
Elle est donnée ici sous la forme d’une propriété.

Propriété 2.4.3 (Sous-ensemble dense). Si S est un sous-ensemble dense de A, alors
pour tout x ∈ A il existe une suite {yl}l∈N d’éléments de S qui converge vers x.

2.4.2 Maillage infiniment fin

La première étape de l’analyse consiste à montrer que le maillage devient infiniment fin
lorsqu’un nombre infini d’itérations est considéré (théorème 2.4.1). La preuve est très similaire
à celle de Mads mais doit prendre en compte la sonde révélatrice.

Théorème 2.4.1. La suite {δk} de paramètres de maillage générés par DiscoMads sur
un problème vérifiant les hypothèses 1 et 2 satisfait :

lim inf
k→∞

δk = lim inf
k→∞

∆k = 0.
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Démonstration. La démonstration est faite par l’absurde ; on suppose qu’il existe une
borne inférieure δmin sur la taille de maillage telle que 0 < δmin ≤ δk pour tout k ≥ 0.
D’après l’hypothèse 2, tous les itérés appartiennent à un ensemble borné, en considérant
la fermeture de cet ensemble, il s’ensuit que tous les itérés appartiennent à un ensemble
compact. Par ailleurs, il est montré ([16, proposition 3.4] ou [20, proposition 7.4]) 9que
tous les itérés générés par DiscoMads appartiennent à un maillage de taille δm. Or,
l’intersection d’un compact et d’un maillage est finie. Il y a donc seulement un nombre
fini nit ∈ N d’itérés générés par l’algorithme et l’un d’entre eux, noté x, doit donc être
visité un nombre infini de fois.
Par conséquent, il existe un rang k ∈ N au-delà duquel tous les itérés dans Brd(x) ont
été générés par la sonde révélatrice. Ainsi, pour les évaluations k ≥ k, l’évaluation de x
ne peut mener à une itération révélatrice. Le point x peut donc être visité un nombre
infini de fois seulement s’il y a un nombre infini d’échecs (car dans ce cas x reste le centre
de sonde). D’après les règles de mise à jour de Mads (algorithme 2.9), cela implique que
la taille de maillage est réduite un nombre infini de fois, ce qui contredit l’hypothèse
d’une borne inférieure δmin sur la taille de maillage. Il en découle : lim inf

k→∞
δk = 0. Enfin,

comme δk = min(∆k, (∆k)2), il s’ensuit que lim inf
k→∞

∆k = 0.

2.4.3 Analyse du point raffinant

Sous respect des hypothèses 1 et 2 et en utilisant le théorème 2.4.1, il est montré qu’il existe
au moins une sous-suite raffinante {xk}k∈K convergeant vers un point raffinant x̂ (preuve
identique à celle de GPS [16, théorème 3.6]). En fonction de la position de la sous-suite
raffinante et du point raffinant dans X, différentes conditions d’optimalité sont obtenues. Les
cas couverts par l’analyse de convergence sont résumés dans le tableau 2.1.

Pour les cas où la suite raffinante n’appartient pas à la marge M , les résultats de conver-
gence de Mads sont préservés avec des preuves similaires, car hk = ĥ = h hors de la marge
M . Les théorèmes 2.4.2 et 2.4.3 couvrant ces cas sont présentées respectivement dans les
sections 2.4.3.1 et 2.4.3.2. La sonde révélatrice n’est pas exploitée dans les preuves.

Pour les cas relatifs à la marge M , seule la quantité hk peut être calculée à chaque itération.
Pour énoncer un résultat de convergence portant sur ĥ, la sonde révélatrice et l’hypothèse 3
sont alors requises. La prise en compte de ces deux éléments permet d’obtenir une condition
d’optimalité (théorème 2.4.6) plus forte que celles de Mads. Le théorème 2.4.6 peut égale-

9. Ces propositions concernent l’algorithme GPS et sont valables pour Mads et DiscoMads.
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Tableau 2.1 Cas couverts par l’analyse de convergence de DiscoMads.

cas
couvert par

hypothèses
requises

résultat sur
{xk}k∈K x̂

Ω̂ Ω̂ théorème 2.4.2 1, 2 f

Ω̂ section 2.4.3.2 (premières lignes) 1, 2 ĥ

théorème 2.4.3 1, 2 ĥ
X \M

théorème 2.4.6 1, 2, 3 ĥX \M

M
théorème 2.4.3 1, 2 ĥ

théorème 2.4.6 1, 2, 3 ĥ

Ω̂ section 2.4.3.2 (premières lignes) 1, 2 ĥ

X \M théorème 2.4.6 1, 2, 3 ĥM

M théorème 2.4.6 1, 2, 3 ĥ

ment être appliqué aux sous-suites raffinantes contenues dans X \M . Il est présenté dans la
section 2.4.3.3 et constitue la contribution originale liée à DiscoMads en matière d’analyse de
convergence.

2.4.3.1 Sous-suite réalisable : résultat sur f fondé sur Mads

Le résultat énoncé dans cette section est similaire au théorème 3.3 de l’article fondateur de
Mads [17] ; la preuve ne repose pas sur la sonde révélatrice de DiscoMads.

Théorème 2.4.2. Sous respect des hypothèses 1 et 2, soit {xk}k∈K une sous-suite
raffinante générée par DiscoMads telle que xk ∈ Ω̂ et convergeant vers un point raffinant
x̂ ∈ Ω̂ près duquel f est Lipschitz, si p ∈ TH

Ω̂ (x̂) est une direction raffinante pour x̂,
alors :

f ◦(x̂;p) ≥ 0.

De plus, si l’ensemble des directions raffinantes pour x̂ est dense dans TH
Ω̂ (x̂) 6= ∅,

alors x̂ est un point stationnaire de Clarke pour le problème (2.4).

Démonstration. Comme les points {xk}k∈K sont contenus dans Ω̂, alors dk(xk) = 0
et hk(xk) = 0 pour tout k ∈ K car dk ne peut être modifiée par la connaissance de
nouveaux points révélateurs. Par conséquent, le théorème 2.2.2 relatif à Mads s’applique
pour cette sous-suite raffinante et le théorème 2.4.2 est immédiatement démontré.

Il est à noter que si toutes les sorties de la boîtes noires sont révélatrices (J = {0, 1, ...,m}),
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alors si x̂ ∈ Ω̂, la fonction f est nécessairement Lipschitz près de x̂ par définition de Ω̂.

2.4.3.2 Sous-suite non réalisable : résultat sur ĥ fondé sur Mads

La fonction ĥ à la limite x̂ d’une sous-suite raffinante non réalisable est étudiée. Dans le cas
où ĥ(x̂) = 0, alors x̂ est un minimum global de ĥ sur X et donc le domaine réalisable Ω̂ est
non vide. Sinon, x̂ satisfait certaines conditions nécessaires pour être un minimum local de
ĥ. Le théorème 2.4.3 couvre le cas où la sous-suite raffinante appartient à X \M .

Théorème 2.4.3. Sous respect des hypothèses 1 et 2, soit {xk}k∈K une sous-suite
raffinante de points xk ∈ X \M convergeant vers un point raffinant x̂ ∈ X près duquel
ĥ est Lipschitz. Si p ∈ TH

X (x̂) est une direction raffinante pour x̂, alors :

ĥ◦(x̂;p) ≥ 0.

De plus, si l’ensemble des directions raffinantes pour x̂ est dense dans TH
X (x̂) 6= ∅,

alors x̂ est un point stationnaire de Clarke pour :

min
x∈X

ĥ(x). (2.31)

Démonstration. Pour tous les itérés de la sous-suite raffinante {xk}k∈K , dk(xk) = 0
par définition de dk (équation (2.16)). La contribution de dk est donc nulle dans le
calcul de hk(xk) et donc hk(xk) = ĥ(xk) = h(xk). Le théorème 2.2.3 relatif à Mads est
alors valide et le théorème 2.4.3 en découle immédiatement.

2.4.3.3 Sous-suite non réalisable : résultat sur ĥ s’appuyant sur la sonde révé-
latrice

Avec des hypothèses additionnelles et en utilisant la sonde révélatrice, un résultat de conver-
gence plus fort sur ĥ est énoncé dans le théorème 2.4.6. Pour faciliter sa démonstration, le
lemme 2.4.4 est d’abord énoncé et prouve que la sonde révélatrice génère un sous-ensemble
dense de points au voisinage du point raffinant x̂.

Lemme 2.4.4. Sous respect des hypothèses 1 et 2, si x̂ est le point raffinant d’une sous-
suite raffinante {xk}k∈K, alors la sonde révélatrice génère un sous-ensemble dense de
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points candidats dans Brs(x̂).

Démonstration. Soit y appartenant à la boule ouverte Brs(x̂) et ε1 > 0 ; il suffit de
montrer que la sonde révélatrice autour d’un itéré xk génère un point zk ∈ Bε1(y).
Soit ε = min

(
rs−‖y−x̂‖

2 , ε1
)
une quantité strictement positive.

Comme {xk}k∈K est une sous-suite raffinante, par définition limk∈K δ
k = 0. Par consé-

quent, il existe un pas de maillage δ′ > 0 vérifiant :

arrondi (u) ∈ Bε(y) ∀u ∈ Bε/2(y),∀δ < δ′, (2.32)

où arrondi (u) est l’arrondi de u sur le maillage de pas δ.
Il existe un nombre d’itérations k suffisamment grand tel que δk < δ′ et xk ∈ Bε(x̂)
pour tout k ∈ K tel que k ≥ k. Ainsi, pour tout k ∈ K vérifiant k ≥ k et pour
v ∈ Bε(y), l’équation suivante est satisfaite :

∥∥∥v − xk∥∥∥ ≤ ‖v − y‖︸ ︷︷ ︸
<ε

+ ‖y − x̂‖︸ ︷︷ ︸
≤rs−2ε

par définition de ε

+
∥∥∥x̂− xk∥∥∥︸ ︷︷ ︸

<ε

< rs. (2.33)

Par conséquent, Bε(y) ⊂ Brs(xk). La probabilité que la sonde révélatrice autour de
xk génère un point aléatoire (avant arrondi) dans Bε/2(y) est donné par la constante
strictement positive :

vol(Bε/2(y))
vol(Brs(xk))

> 0, (2.34)

où vol(•) désigne le volume. Par conséquent, il existe un indice k ∈ K pour lequel un
point aléatoire uk généré par la sonde révélatrice autour de xk appartient à Bε/2(y).
De l’équation (2.32), le point candidat zk = arrondi (uk) appartient nécessairement à
Bε(uk). Or ε < ε1 par définition, donc Bε(y) est incluse dans Bε1(y). Il existe donc un
point candidat zk ∈ Bε1(y).

Le lemme 2.4.5 établit ensuite un lien entre hk et ĥ grâce à la sonde révélatrice. La quantité
∆r = rs − re − rd > 0 est introduite.

Lemme 2.4.5. Sous respect des hypothèses 1, 2 et 3 et soit une sous-suite raffinante
{xk}k∈K générée par DiscoMads convergeant en un point raffinant x̂ ∈ X, si y ∈
X ∩B∆r(x̂) alors :

lim
k→∞

hk(y) = ĥ(y).
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Démonstration. Soit y un point tel que y ∈ X ∩B∆r(x̂). Trois cas peuvent survenir :
i) y ∈ D, ii) y ∈ M \D et iii) y ∈ X \M . Si rd = 0, alors D = M = ∅ et seul le cas
iii) est possible.

i) Soit y ∈ D, alors il existe au moins une sortie de la boîte noire cj, j ∈ J et un
point z ∈ X ∩ Brd(y) satisfaisant |cj(y)−cj(z)|

‖y−z‖ > τ . D’après l’hypothèse 3, cj est
continue par morceaux sur X, donc il existe un ouvert Xy ⊆ X tel que y ∈ Xy

et cj continue sur Xy ∪ {y}. D’après le lemme 2.4.4, un sous-ensemble dense
S de points candidats est généré par la sonde révélatrice dans Brs(x̂). Comme
Xy ∩ Brs(x̂) est un ensemble ouvert non vide de Brs(x̂), alors S ∩Xy est dense
dans Xy ∩Brs(x̂). D’après la propriété 2.4.3 sur les sous-ensembles denses, il est
alors possible de construire une suite de points {yk}k∈L ∈ S ∩ Xy convergeant
vers y :

lim
k∈L

yk = y, (2.35)

où L ⊆ K.
D’après l’hypothèse 3, il existe également un ouvert Xz ⊆ X tel que z ∈ Xz

et cj est continue sur Xz ∪ {z}. De plus ‖x̂− y‖ < ∆r et ‖z − y‖ < rd, donc
z ∈ Brs(x̂). Comme l’ensemble S est dense sur Brs(x̂), il est possible de construire
une suite de points {zk}k∈L′ ∈ S ∩Xz convergeant vers z :

lim
k∈L′

zk = z, (2.36)

où L′ ⊆ L.
Par continuité de cj sur Xy et Xz, l’équation suivante est satisfaite :

lim
k∈L′
|cj(yk)− cj(zk)|
‖yk − zk‖

= |cj(y)− cj(z)|
‖y − z‖

> τ. (2.37)

Par conséquent, il existe un rang k ∈ L′ à partir duquel la paire de points (yk, zk)
est révélatrice pour la sortie cj. Ceci implique que dk(yk) = 1 pour un rang k ∈ L′

suffisamment grand.
D’après la propriété 2.4.1, dk est continue sur X, donc :

lim
k∈L′

dk(yk) = lim
k∈L′

dk(y). (2.38)

Puisque la suite {dk(y)}k∈N possède une limite finie (propriété 2.4.2), toute sous-



48

suite tend vers la même limite :

lim
k∈L′

dk(y) = lim
k→∞

dk(y). (2.39)

D’après les équations (2.38) et (2.39), il s’ensuit que limk→∞ d
k(y) =

limk∈L′ d
k(yk) = 1 = d(y).

ii) Soit y ∈ M \D, alors il existe un point z ∈ D tel que dist(y, D) = ‖y − z‖ et
‖y − z‖ < re. Comme z ∈ D, il existe nécessairement un point z′ de X ∪Brd(z)
et une sortie cj de la boîte noire telle que la paire de points (z, z′) est révélatrice
pour cj. Comme les inégalités suivantes sont satisfaites :

‖x̂− z‖ ≤ ‖x̂− y‖︸ ︷︷ ︸
<∆r

+ ‖y − z‖︸ ︷︷ ︸
<re

< rs et ‖x̂− z′‖ ≤ ‖x̂− z‖︸ ︷︷ ︸
<∆r+re

+ ‖z − z′‖︸ ︷︷ ︸
<rd

< rs,

(2.40)
alors z et z′ appartiennent à Brs(x̂). Par conséquent, il est possible de construire
des suites de points {zk}k∈L⊆K et {z′k}k∈L′⊆L convergeant respectivement vers z
et z′, de la même façon que pour le cas i). Il existe un rang k ∈ L′ suffisamment
grand tel que la paire de points (zk, z′k) est révélatrice pour la sortie cj. Pour un
tel rang, Dk est donc non vide et la distance dist(y, Dk) est bien définie. Comme
Dk ⊂ D et zk ∈ Dk, l’équation suivante est vérifiée pour tout k ∈ L′ :

dist(y, D) ≤ dist(y, Dk) ≤
∥∥∥y − zk∥∥∥ . (2.41)

La distance d’un point à un ensemble étant continue, la limite de cette inégalité
peut être considérée :

dist(y, D) ≤ lim
k∈L′

dist(y, Dk) ≤ lim
k∈L′

∥∥∥y − zk∥∥∥︸ ︷︷ ︸
‖y−z‖=dist(y,D)

. (2.42)

Il en résulte que limk∈L′ dist(y, Dk) = dist(y, D). Par conséquent par définition
de d et dk :

lim
k∈L′

dk(y) = d(y). (2.43)

D’après la propriété 2.4.2, {dk}k∈N est une suite convergente. Toute sous-suite
d’une suite convergente tend vers la même limite, donc :

lim
k→∞

dk(y) = d(y). (2.44)
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iii) Soit y ∈ X \ M , alors d(y) = 0. Or, pour tout rang k et pour tout x ∈ X,
0 ≤ dk(x) ≤ d(x), donc dk(y) = 0. Par conséquent, limk→∞ d

k(y) = d(y).

Dans tous les cas, limk→∞ d
k(y) = d(y). Or hk(y) = ∑m

j=1 max(cj(y), 0)2 +
max(dk(y), 0)2, par conséquent :

lim
k→∞

hk(y) =
m∑
j=1

max(cj(y), 0)2 + max(d(y), 0)2 = ĥ(y). (2.45)

Finalement, le théorème 2.4.6 couvre le cas d’une sous-suite raffinante appartenant à M . Ce
théorème nécessite que ĥ soit continue par morceaux près de x̂. Si x ∈ Ω cette hypothèse
est immédiatement vérifiée d’après la propriété 2.4.1. Le théorème établit la convergence
de DiscoMads en un minimum local de ĥ sur X ; cette condition d’optimalité est plus forte
que celles obtenues pour Mads, mettant en jeu un point stationnaire de KKT dans le cône
de Bouligand [18]. Cette condition d’optimalité plus forte est obtenue en tirant profit de la
sonde révélatrice et de l’hypothèse 3 de continuité par morceaux. Pour faciliter la lecture de
la preuve, un schéma est fourni sur la figure 2.12.

Théorème 2.4.6. Sous respect des hypothèses 1,2,3, soit {xk}k∈K une sous-suite raf-
finante générée par DiscoMads convergeant vers x̂ ∈ X près duquel ĥ est continue par
morceaux, alors x̂ est un minimum local de ĥ sur X.

Démonstration. Soit {xk}k∈K une sous-suite raffinante convergeant vers x̂ ∈ X. La
démonstration est faite par l’absurde ; on suppose que x̂ n’est pas un minimum local
de ĥ sur X. Il existe donc z près de x̂ tel que z ∈ B∆r(x̂) ∩X et :

ĥ(x̂) > ĥ(z). (2.46)

Comme ĥ est continue par morceaux près de x̂, d’après la définition 2.4.1, il existe deux
ensembles ouverts Xx̂ et Xz tels que : x̂ ∈ X x̂, z ∈ Xz et ĥ continue sur {x̂} ∪X x̂ et
sur {z}∪Xz. Les points x̂ et z ( ) et les morceaux Xx̂ et Xz ( ) sont représentés sur
la figure 2.12.
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X ∩Brs(x̂)

∆r

Xx̂

ε

Xz

ε

x̂

z

Figure 2.12 Illustration de la preuve du théorème 2.4.6 : morceaux Xx̂ et Xz ( ),
suites de points {xk}k∈L et {zk}k∈L′ ( ) convergeant respectivement vers x̂ et z ( ).
Bε(x̂) ∩Xx̂ et Bε(z) ∩Xz ( ).

De par la continuité par morceaux de ĥ et d’après l’équation (2.46), il existe un couple
ε > 0 et δ > 0 tels que :

ĥ(a) > ĥ(b) + δ ∀a ∈ Bε(x̂) ∩Xx̂,∀b ∈ Bε(z) ∩Xz. (2.47)

Comme {xk}k∈K converge vers x̂, d’après le lemme 2.4.4, un ensemble dense S de
points est généré par la sonde révélatrice dans Brs(x̂). Puisque l’ensemble Xx̂ ∩Brs(x̂)
est un ensemble ouvert non vide inclus dans Brs(x̂), une infinité de points sont générés
par l’algorithme dans Xx̂. D’après la propriété 2.4.3 sur les sous-ensembles denses, il
existe une sous-suite raffinante {xk}k∈L dans S ∩Xx̂ convergeant vers x̂ :

lim
k∈L

xk = x̂. (2.48)

Comme z ∈ (B∆r(x̂) ∩ X) ⊂ (Brs(x̂) ∩ X), il est possible de construire de la même
façon une suite de points {zk}k∈L′⊆L dans S ∩Xz convergeant vers z :

lim
k∈L′

zk = z. (2.49)

Les suites {xk}k∈L et {zk}k∈L′⊆L sont visibles ( ) sur la figure 2.12.
Il existe un rang k suffisamment grand tel que xk ∈ Bε(x̂)∩Xx̂, zk ∈ Bε(z)∩Xz ( ).
En appliquant le lemme 2.4.5 et par définition de la limite, les inégalités suivantes sont
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satisfaites :

ĥ(xk)− δ

2 < hk(xk) < ĥ(xk) + δ

2 , (2.50)

ĥ(zk)− δ

2 < hk(zk) < ĥ(zk) + δ

2 . (2.51)

Pour un tel rang k, il s’ensuit :

hk(xk) > ĥ(xk)− δ

2 d’après l’inégalité (2.50),

> ĥ(zk) + δ − δ

2 d’après l’inégalité (2.47),

= ĥ(zk) + δ

2
> hk(zk) d’après l’inégalité (2.51).

Ainsi, hk(xk) > hk(zk), donc xk n’est pas un optimiseur local du maillage à l’itéra-
tion k, ce qui contredit le fait que xk ∈ {xk}k∈L est une sous-suite raffinante. Par
conséquent, x̂ est un minimum local de ĥ sur X.

2.5 Résultats numériques

DiscoMads est implémenté avec NOMAD 3.9.1 [112], l’implémentation ouverte de Mads. Le
choix des paramètres relatifs à NOMAD et de ceux spécifiques à DiscoMads est décrit dans
la section 2.5.1. Le comportement de DiscoMads est d’abord validé dans la section 2.5.2
sur dix problèmes en deux dimensions dont les expressions de la fonction objectif et des
contraintes sont connues analytiquement. Les performances et la flexibilité de l’algorithme
sont ensuite validées sur deux problèmes de conception de systèmes non linéaires issus de
la littérature. Ces problèmes, faisant appel à une simulation numérique pour calculer la
fonction objectif et les contraintes, sont représentatifs de problèmes d’optimisation de boîtes
noires. La conception d’un treillis à deux barres est considérée dans la section 2.5.3, puis
l’optimisation d’un processus de production de styrène est considérée dans la section 2.5.4.
Pour ce dernier problème, DiscoMads est utilisé pour trouver des solutions loin des zones de
contraintes cachées. À la connaissance de l’auteure, ce type de problème n’a jamais été traité
dans la littérature.
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2.5.1 Choix de paramètres

Paramètres de NOMAD

Sauf mention contraire, les paramètres par défaut de NOMAD sont utilisés. En particulier,
les critères d’arrêt sont un budget d’évaluations et une taille de maillage minimale δmin. Le
premier critère atteint arrête l’exécution de l’algorithme. Le maillage anisotropique [27] est
désactivé pour faciliter le calcul des distances avec DiscoMads. Les modèles quadratiques [61],
utilisés par défaut dans NOMAD, sont considérés peu appropriés pour la représentation de
fonctions discontinues et sont donc désactivés. Pour l’étape de recherche globale, seule la
recherche spéculative [17], utilisée par défaut dans NOMAD 3.9.1, est utilisée. Il s’agit d’une
recherche exécutée après une itération dominante ou améliorante visant à évaluer un unique
point dans la direction de recherche correspondant au précédent succès. La stratégie oppor-
tuniste est employée pour l’étape de recherche globale et l’étape de sonde.

Paramètres spécifiques à DiscoMads

DiscoMads requiert cinq paramètres : les paramètres rd, τ et re, relatifs à la définition du
problème (2.1), et les paramètres rs et nalea, relatifs à la sonde révélatrice. Les paramètres rd,
τ et re sont considérés avec différents statuts. Les quantités rd et τ caractérisent numérique-
ment la zone D de discontinuités faibles et résultent de choix de modélisation. Ils sont fixés
par l’utilisateur à partir de sa connaissance de la dynamique du système, comme pour les
méthodes visant à détecter les discontinuités [46, 51]. Un exemple de valeurs de rd et τ est
donné pour chaque problème présenté dans cette section. De plus, quelques recommandations
sur le choix de ces valeurs sont fournies, considérant une unique sortie révélatrice cj :

— dans le cas où une solution éloignée des discontinuités est recherchée, si une estimation
de la constante de Lipschitz est connue, alors celle-ci peut être utilisée comme valeur
de τ . Une valeur de rd suffisamment grande permet alors une détection plus rapide
des points révélateurs lors d’une exécution de Mads. Si une approximation ∆cj de
l’amplitude des « sauts » relatifs aux discontinuités est connue, alors τ peut être choisi
comme ∆cj

rd
. Dans les autres cas, l’utilisateur doit avoir une connaissance des amplitudes

de cj. Une valeur par défaut peut alors être choisie pour rd (par exemple rd = 1 quand
les variables xi, i ∈ {1, ..., n} sont normalisées entre 0 et 100) et τ peut être choisi
comme la variation maximale sécuritaire autorisée sur cj considérant une variation de
rd sur x ;

— dans le cas où une solution éloignée des zones de fort accroissement est recherchée, rd et
τ découlent directement du choix de l’utilisateur pour caractériser un fort accroissement.
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Le paramètre re définissant la marge peut au contraire être vu comme un paramètre d’ajus-
tement pour obtenir une solution éloignée de la zone D, en particulier quand le budget
d’évaluations est limité. Dans ce cas, il est possible que la zone D ne soit pas approximée
suffisamment précisément. L’influence de re est analysée pour les problèmes analytiques.

Enfin, concernant la sonde révélatrice, l’analyse de convergence impose uniquement pour le
rayon de sonde que rs > re + rd et que le nombre de points aléatoires générés nalea soit
strictement supérieur à zéro. Pour tous les tests numériques, le rayon rs est arbitrairement
fixé à 1,01(re + rd) et le nombre de points nalea à n, la dimension du problème.

2.5.2 Problèmes analytiques

Dix problèmes analytiques à deux dimensions de la forme du problème (2.4) sont formulés afin
de valider le comportement de l’algorithme. Les résultats d’un de ces problèmes sont détaillés
dans cette section et les résultats sur l’ensemble des problèmes se trouvent en annexe A.1.
L’intérêt de ces problèmes en deux dimensions est de pouvoir représenter graphiquement les
différentes zones et le comportement de l’algorithme. Bien que les discontinuités faibles soient
caractérisées par deux paramètres, localement, la frontière de la zone D est en général limitée
par un seul des deux paramètres rd ou τ . Pour cette raison, il peut être difficile d’obtenir
une expression analytique de la frontière, même pour les problèmes de faible dimension. La
frontière de D est parfois approximée dans les graphiques présentés, en particulier aux abords
des frontières de X.

Résultats d’une instance typique

Le problème suivant à deux dimensions et une contrainte est considéré :

min
x∈X

f(x)

sujet à c(x) ≤ 0

et d(x) ≤ 0,

(2.52)

où x = (x1, x2), X = [−10; 10] × [−10; 10] et les sorties de la boîte noire sont les deux
fonctions analytiques f et c présentées sur la figure 2.13. Les deux sorties sont révélatrices
pour DiscoMads et la contrainte c(x) ≤ 0 est traitée avec la barrière progressive. La zone
de discontinuités faibles D est définie par les paramètres rd = 0,25 et τ = 0,3. Le rayon
d’exclusion définissant la marge M est fixé à re = 0,25. La figure 2.14a représente la position
des discontinuités ( ) de f et c dans X et les différents domaines.
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Figure 2.13 Fonctions analytiques discontinues.

Une instance du problème (2.52) est résolue avec DiscoMads à partir du point de départ
Ω-réalisable x0 = (−5,−5). Le budget est fixé à 2 000 évaluations et la taille minimale de
maillage à 10−9. L’algorithme est stoppé après 1 140 évaluations car la taille de maillage
minimale est atteinte, ce qui est cohérent avec le fait que l’algorithme converge. La solution
renvoyée par DiscoMads, notée x′, est visible ( ) sur la figure 2.14a. Elle se trouve hors de
la zone de discontinuités D ( ) comme attendu, mais à l’intérieur de la marge M ( ∪
). Ceci ne contredit pas les résultats de convergence qui s’appuient sur un nombre infini

d’itérations. Pour cette instance, sur 299 itérations, 152 sont des itérations révélatrices. Les
points évalués dans X = [−4; 4]× [−4; 4] durant le déploiement de DiscoMads sont présentés
sur la figure 2.14b. Les zones exclues par les points révélateurs sont délimitées par des cercles
de rayon re. La localisation de ces cercles sur la margeM montre que l’algorithme est capable
de révéler la zone D et de s’en éloigner.

Soit {xkc}k∈K la suite de solutions courantes réalisables où xkc ∈ F k (défini à l’équation (2.20))
et K est l’ensemble des indices des itérations pour lesquels F k est non vide. La figure 2.15
présente la suite de valeurs {f(xkc)}k∈K , en fonction du nombre d’évaluations pour plus de
lisibilité. Contrairement au comportement usuel de l’algorithme Mads, la courbe de conver-
gence {f(xkc)}k∈K n’est pas décroissante. En effet, dans le cas de DiscoMads, une itération
révélatrice conduit à une mise à jour de la fonction dk des points de la cache et la solution
courante peut devenir non réalisable.
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Figure 2.14 Exécution de DiscoMads sur le problème (2.52) comportant des discontinui-
tés ( ). Zones D ( ) et M ( ∪ ), domaine réalisable idéal Ω̂ ( ) et domaine non
Ω-réalisable ( ).
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Figure 2.15 Valeurs de f pour la solution courante réalisable xkc à l’itération k pour les
200 premières évaluations. Évaluations ayant conduit à une itération révélatrice modifiant la
réalisabilité de xkc ( ).

Validation pour différentes graines aléatoires

L’exécution précédente a été réalisée pour une graine aléatoire fixée, conditionnant les di-
rections aléatoires générées lors de la sonde révélatrice. Afin de valider la robustesse de
l’algorithme, il est nécessaire de répéter les exécutions pour différentes graines aléatoires.
Pour chacun des dix problèmes analytiques, 100 exécutions de DiscoMads avec 100 graines
aléatoires distinctes sont réalisées avec les mêmes paramètres que pour la section précédente.
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Les résultats relatifs au problème (2.52) sont présentés sur la figure 2.16a. Les solutions ren-
voyées par DiscoMads ( ) sont toutes situées à proximité de la solution optimale du problème
x∗ ( ), loin de la zone de discontinuités D. Les solutions semblent réparties sur une même
ligne horizontale. Ceci est dû au fait que les lignes de niveau de la fonction objectif sont
des droites de la forme x2 = constante. Les distances des solutions à la discontinuité la plus
proche sont calculées et présentées sous forme d’histogramme sur la figure 2.16b. Toutes les
solutions sont situées dans la marge M ( ∪ ) et la majorité est proche de la frontière
avec le domaine Ω̂. L’algorithme semble donc robuste par rapport au caractère aléatoire de
la sonde révélatrice pour le problème (2.52).
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Figure 2.16 Caractéristiques des solutions renvoyées par DiscoMads pour 100 exécutions sur
le problème (2.52) avec 100 graines aléatoires.

Pour les autres problèmes analytiques, les résultats sont présentés en annexe A.1.1. Pour
toutes les exécutions, les solutions obtenues sont hors de la zone D et proches de la frontière
du domaine Ω̂. La robustesse de l’algorithme vis-à-vis du caractère aléatoire de la sonde
révélatrice est donc validée pour ces cas tests analytiques.

Influence du paramètre re

D’après les résultats de la figure 2.16a et de l’annexe A.1.1, les solutions sont généralement
situées à la frontière de la marge M et du domaine Ω̂. Le paramètre re peut être ajusté
par l’utilisateur pour obtenir des solutions éloignées de la zone de discontinuités D. Afin
d’illustrer la flexibilité du choix de re, 100 instances de chaque problème analytique ont été
résolues avec 100 rayons d’exclusion re distincts, variant de 0,001 à 0,5. Les autres paramètres
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sont ceux utilisés en début de section ; une seule graine aléatoire est utilisée pour toutes les
instances.

Pour le problème (2.52), les distances des solutions à la discontinuité la plus proche sont
présentées sur la figure 2.17 en fonction de re. Une tendance générale peut être observée :
à mesure que re augmente, la distance de la solution à la discontinuité la plus proche tend
également à augmenter. Les solutions obtenues sont généralement proches de la frontière de
M ( ). Les écarts plus importants entre certains points et la frontière de la marge sont
dus à un arrêt prématuré de l’algorithme, qui peut survenir après une itération révélatrice
ayant remis en cause la réalisabilité de certains points évalués. Les mêmes observations sont
faites pour les autres tests analytiques dont les résultats sont donnés en annexe A.1.2.

rd

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
0

0,2

0,4

0,6

re

d
is

ta
n

ce
à
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Figure 2.17 Distance à la discontinuité la plus proche des solutions obtenues ( ) en fonction
du rayon d’exclusion re. Distances aux frontières de D ( ) et de la marge M ( ).

2.5.3 Application en génie mécanique : problème de flambement

La conception d’un treillis à deux barres est considérée et conduit à la résolution d’un pro-
blème d’optimisation à deux variables avec une seule discontinuité. Ce problème simplifié
est représentatif de problèmes de stabilité, rencontrés par exemple lors de simulations de
crash [51]. Le problème a par ailleurs été utilisé à plusieurs reprises dans la littérature comme
problème test pour des méthodes de détection de discontinuités [51, 128].

Présentation du système et de la simulation

Le treillis, présenté sur la figure 2.18a, est modélisé par deux barres identiques, de module
de Young E, de section A au repos et de longueur à vide l0. Les barres sont contraintes par
des liaisons pivot au bâti aux points a et b et par une liaison pivot entre elles au point c.
Au repos, le point c a pour coordonnées (b,h). Les paramètres sont fixés tels que b = 1 m,
h = 0,5 m et les barres sont en aluminium de module de Young E = 70 000 MPa. Une force
( ) de norme F est appliqué vers le bas au point c et entraîne une compression des deux
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barres, voire un flambement de la structure, pouvant conduire à la destruction de celle-ci.
Par conséquent, la norme v du déplacement vertical du point c ( ) est discontinue par
rapport à F et à A. La norme v ( ) est présentée sur la figure 2.18b en fonction des quantités
Ā et F̄ obtenues par normalisation entre 0 et 100 des bornes réelles : A ∈ [50; 300] mm2 et
F ∈ [5; 10] kN.
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Figure 2.18 Caractéristiques du treillis à deux barres.

Le déplacement du point c résulte d’un calcul quasi statique ; l’équation de l’équilibre non
linéaire du système peut s’écrire sous la forme g(v) = 0. Cette équation est résolue itérati-
vement par la méthode de Newton-Rapshon. La simulation est implémentée dans une boîte
noire disponible en libre accès 10. Le temps de calcul de v pour un couple de valeurs (A,F )
donné est d’environ 0,5 ms 11.

Précisions sur le calcul de v
Sous l’hypothèse des petites déformations et d’un chargement statique, la mise en
équation de l’équilibre énergétique du système [64, section 1.1] conduit à l’équation
d’équilibre non linéaire :

g(v) = F − Fint = 0, (2.53)

où Fint est l’énergie interne du système donnée par :

Fint = −AE
l0

2 (h− v)(
√
b2 + (h− v)2 − l0). (2.54)

Pour la résolution de cette équation avec la méthode de Newton-Raphson, une erreur

10. https://gitlab.lava.polymtl.ca/depots_publics/codes/blackbox_buckling
11. sur une machine comportant 8 processeurs Intel Core i7-8700T CPU, 2.40GHz.

https://gitlab.lava.polymtl.ca/depots_publics/codes/blackbox_buckling
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absolue sur v de 10−2 mm est utilisée comme critère d’arrêt. Dans le cas où la méthode
n’a pas convergé, la simulation renvoie une erreur. L’équation d’équilibre (2.53) étant
non linéaire, pour certaines valeurs de F plusieurs solutions v existent, stables ou non.
Le point de départ de la méthode de Newton est judicieusement choisi afin de toujours
renvoyer une solution stable. Cette solution est obtenue en supposant que la force est
appliquée progressivement de 0 à la valeur F souhaitée.

Problème d’optimisation

Le problème de conception du treillis à deux barres est posé comme un problème de mi-
nimisation de masse (2.55) pour un cas de charge donné ; les variables sont Ā et F̄ . Pour
éviter le phénomène de flambement, une contrainte c(Ā, F̄ ) ≤ 0 limite le déplacement v à
vmax = 200 mm et la solution recherchée doit être loin des discontinuités de cette contrainte
pour des raisons de sécurité. La formulation du problème est donnée par :

min
(Ā,F̄ )∈X

f(Ā, F̄ )

sujet à c(Ā, F̄ ) ≤ 0

et d(Ā, F̄ ) ≤ 0,

(2.55)

avec X = {(Ā, F̄ ) : 0 ≤ Ā ≤ 100, 0 ≤ F̄ ≤ 100}, f(Ā, F̄ ) = Ā et c(Ā, F̄ ) = v(Ā, F̄ )−vmax. La
contrainte d(Ā, F̄ ) ≤ 0 est la contrainte d’éloignement aux discontinuités du problème (2.1).
Sur la figure 2.18b, la position de la discontinuité, estimée numériquement, est tracée ( )
dans le domaine des variables sur le plan inférieur. La solution x∗R du problème (2.55) avec
la contrainte d(Ā, F̄ ) ≤ 0 relaxée est également représentée.

Pour résoudre le problème (2.55) avec DiscoMads, la fonction c est choisie comme unique
sortie révélatrice et la contrainte associée est traitée avec la barrière progressive. La zone de
discontinuités D est définie par rd = 5 et τ = 0, 02. Le rayon d’exclusion re est fixé à 10.
Le budget d’évaluations est fixé à 2 000 évaluations et la taille de maillage minimale à 10−9.
Deux points de départ sont considérés : un point Ω-réalisable x0

A = (80, 80) décrivant une
configuration sans flambement (c(x) ≤ 0) et un point non Ω-réalisable x0

B = (0, 100). Le
point x0

B correspondant à une configuration qui n’est pas réaliste et est uniquement utilisé
pour valider le comportement de l’algorithme dans ce cas. Chaque instance du problème est
résolue pour 100 graines aléatoires différentes.
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Résultats

Pour les 100 exécutions à partir du point de départ x0
A, l’algorithme est arrêté en atteignant

la taille minimale de maillage, fixée à 10−9, avant d’avoir épuisé le budget d’évaluations.
Les solutions renvoyées par DiscoMads ( ) sont présentées sur la figure 2.19a avec la solution
optimale x∗ ( ) du problème (2.55) et la solution x∗R ( ) du problème avec la contrainte
d(x) ≤ 0 relaxée. Les solutions renvoyées par DiscoMads sont très localisées et proches de x∗,
ce qui témoigne à nouveau de la robustesse de l’algorithme par rapport au caractère aléatoire
de la sonde révélatrice. Les solutions sont situées dans la marge M , mais loin de la zone de
discontinuités D. Ce comportement est attendu compte tenu du budget d’évaluations et de la
topologie relativement simple du problème qui facilite la détection précise de la zone D. D’un
point de vue mécanique, les solutions obtenues représentent des configurations sécuritaires,
car de petites variations des paramètres autour de ces points n’engendrent pas de risques de
flambement.

Les valeurs de fonction objectif des solutions obtenues sont présentées sur la figure 2.19b ( ),
en comparaison avec les valeurs optimales f(x∗) ( ) et f(x∗R) ( ). Comme attendu, les
valeurs de f des solutions obtenues sont plus élevées que la valeur f(x∗R) de la solution du
problème sans prise en compte des discontinuités.
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Figure 2.19 Caractéristiques des solutions renvoyées par DiscoMads pour 100 exécutions sur
le problème (2.55) à partir du point de départ Ω-réalisable x0

A = (80, 80).

Les résultats obtenus à partir du point de départ x0
B non Ω-réalisable sont très similaires et

présentées en annexe A.2. Les solutions obtenues sont très proches de la solution optimale
x∗, ce qui démontre la robustesse de l’algorithme sur ce problème avec un point de départ
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non Ω-réalisable.

Finalement, l’influence du budget d’évaluations sur la qualité des solutions renvoyées par
DiscoMads est analysée. Un histogramme représentant la distance de chaque solution à la
discontinuité est présenté sur la figure 2.20, pour des budgets de 100, 200 et 2 000 évaluations
avec le point de départ x0

A. Pour le budget de 100 évaluations (figure 2.20a), la distance à
la discontinuité des solutions varie fortement. Certaines solutions sont même dans la zone D
( ) ; DiscoMads n’a donc pas pu révéler la discontinuité précisément avec le budget fourni.
Avec le budget de 200 évaluations (figure 2.20b), les solutions obtenues sont moins dispersées
dans la marge et pour le budget de 2 000 évaluations (figure 2.20c), toutes les solutions se
situent loin de la zone de discontinuités D et proches de la frontière du domaine réalisable
idéal Ω̂ ( ). Ceci s’explique par le fait qu’un budget d’évaluations augmenté conduit à un
échantillonnage plus intensif des points avec la sonde révélatrice et donc une localisation plus
précise de la discontinuité.
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Figure 2.20 Histogramme des distances à la discontinuité des solutions obtenues pour diffé-
rents budgets d’évaluations en partant du point Ω-réalisable x0

A = (80, 80).

2.5.4 Application en génie chimique : production de styrène

Un processus chimique de fabrication de styrène est optimisé afin de minimiser les coûts
de production, tout en respectant des contraintes industrielles et environnementales [15]. Le
problème d’optimisation considéré, appelé styrene, a été étudié à plusieurs reprises [15, 19,
23, 82] et constitue aujourd’hui un cas test en optimisation de boîtes noires.
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Présentation du problème

Le processus de fabrication est simulé par une boîte noire disponible en libre accès 12 [15]
qui met en œuvre différentes méthodes numériques (Newton, Runge-Kutta...). Le temps
d’évaluation de la boîte noire en un point est d’environ 600 ms 13. Le problème d’optimisation
considéré comporte 8 variables normalisées entre 0 et 100 et 11 contraintes : 7 contraintes
relaxables et quantifiables et 4 contraintes binaires.

Le problème styrene est notoire pour la présence de contraintes cachées [111] : pour cer-
tains points x, la simulation échoue et les sorties de la boîte noire ne peuvent être calculées
correctement, même si x est Ω-réalisable. Cela est par exemple dû à des erreurs au sein des
solveurs numériques. Lors d’exécutions de Mads sur ce problème, environ 20% des évaluations
de la boîte noire violent des contraintes cachées d’après un article publié [82]. L’algorithme
Mads, capable de gérer les échecs d’évaluations de la boîte noire, a été employé avec succès
dans le cas de styrene. Cependant, la solution renvoyée par Mads peut être proche de points
violant des contraintes cachées.

Mise en œuvre de DiscoMads

L’algorithme DiscoMads est appliqué sur le problème styrene pour obtenir une solution
éloignée de zones défavorables où des contraintes cachées sont violées. Pour ce faire, la boîte
noire est légèrement modifiée afin de renvoyer une valeur artificiellement élevée (1020) de la
fonction objectif et des contraintes relaxables lorsqu’une contrainte cachée est violée. Un point
violant une contrainte cachée est ainsi considéré comme appartenant à X et la violation de
contraintes cachées conduit à des discontinuités de la fonction objectif pouvant être révélées
par DiscoMads.

Afin de caractériser la qualité d’une solution x, un indicateur H(x, σ) est introduit et corres-
pond au nombre de points violant des contraintes cachées sur 1 000 points générés aléatoire-
ment dans X ∩Bσ(x). Au moment de la réalisation des tests numériques, une des meilleures
solutions réalisables du problème styrene est le point réalisable xs décrit dans le tableau 2.2
et vérifiant f(xs) = −33 709 000. Comme H(xs, 15) = 435, ce point est proche d’au moins
435 points violant des contraintes cachées.

Le point xs est utilisé comme point de départ et l’algorithme est exécuté 100 fois avec 100
graines aléatoires différentes. La fonction objectif est la seule sortie révélatrice considérée, le
mécanisme de révélation est régi par les paramètres rd = 5 et τ = 1015 et le rayon d’exclusion

12. https://github.com/bbopt/styrene
13. sur une machine comportant 8 processeurs Intel Core i7-8700T CPU, 2.40GHz.

https://github.com/bbopt/styrene
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est fixé à re = 10. Les autres paramètres sont basés sur les précédentes publications relatives
à styrene. En particulier, le budget est fixé à 1 000 évaluations et la taille de maillage
minimale à 10−7. Les contraintes binaires sont traitées avec l’approche de barrière extrême
et les contraintes relaxables avec la barrière progressive.

Tableau 2.2 Point xs décrivant une des meilleures solutions connues au problème styrene.

xs (100 , 87, 82280202 , 95, 36797348 , 0 , 0 , 49,04338841 , 42,41599794 , 41,01732603)
f(xs) −33 709 000

Résultats

Pour toutes les exécutions, l’algorithme est stoppé en atteignant la taille de maillage mini-
male. L’algorithme est capable de renvoyer une solution Ω-réalisable pour toutes les exécu-
tions. La valeur de f de chaque solution est représentée sur la figure 2.21 avec la valeur f(xs).
Les solutions renvoyées par DiscoMads ( ) possèdent des valeurs de f similaires et sont peu
sensibles à la génération aléatoire des points de la sonde révélatrice pour ce problème. De
plus, ces valeurs sont plus élevées que f(xs) ( ) : comme attendu, l’algorithme s’éloigne du
point de départ xs, près duquel des contraintes cachées sont révélées en cours d’optimisation.

1 20 40 60 80 100

−3,34

−3,29

·107

f(xs)

numéro de la solution renvoyée

f
(x

)

Figure 2.21 Valeur de f des solutions renvoyées par DiscoMads ( ).

Pour chaque solution x′ renvoyée par DiscoMads, l’indicateur de violation des contraintes
cachées H(x′, σ) est calculé pour deux rayons σ distincts et la distribution des valeurs de H
est présentée sur la figure 2.22. Lorsque σ = re+rd = 15 (figure 2.22a), la plupart des solutions
ont une valeurH(x′, σ) inférieure à 400, mais la dispersion des valeurs est importante. Dans ce



64

cas, l’indicateurH(x, re+rd) permet de vérifier s’il existe des points deD à distance inférieure
à re + rd de la solution renvoyée. Cet indicateur est sévère, car la plupart des solutions
renvoyées par DiscoMads se situent dans la zone M \ D d’après les résultats numériques
précédents. Par conséquent, il est difficile de tirer des conclusions sur la performance de
l’algorithme à partir de cet unique indicateur. Lorsque σ = rd = 5 (figure 2.22b), les valeurs
de H(x′, 5) sont globalement faibles et inférieures à H(xs, 5) = 120, ce qui indique que peu
de points violant des contraintes cachées ont été détectés dans les boules de rayon σ = 5
autour des solutions x′. L’algorithme DiscoMads a donc permis d’obtenir pour ce problème
à 8 variables des solutions éloignées des zones de violation des contraintes cachées.
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Figure 2.22 Histogramme des valeurs de H(x′, σ) pour les solutions x′ renvoyées par Disco-
Mads.

2.6 Conclusion

Bilan. L’algorithme DiscoMads proposé dans ce chapitre permet de résoudre des problèmes
contraints d’optimisation de boîtes noires où la solution doit être éloignée des zones de dis-
continuités faibles. L’algorithme est fondé sur Mads et repose sur un mécanisme de révélation
des discontinuités et un mécanisme d’exclusion des zones révélées. À mesure que l’algorithme
se déploie, ces deux mécanismes permettent ainsi de construire des approximations inté-
rieures successives de la marge de sécurité M et orientent la recherche de solutions loin des
discontinuités.

Les résultats de convergence de Mads sont préservés et des conditions d’optimalité plus fortes
sont obtenues en utilisant la sonde révélatrice, sous respect d’une hypothèse de continuité
par morceaux des sorties de la boîte noire. L’algorithme est validé sur une série de problèmes
analytiques et les résultats numériques obtenus sur deux problèmes d’ingénierie démontrent
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sa pertinence pour la conception de systèmes non réguliers. Une utilisation différente de
l’algorithme est par ailleurs illustrée sur un de ces problèmes pour trouver une solution loin
des zones de contraintes cachées.

Futurs développements. Afin de favoriser l’utilisation de l’algorithme dans un contexte
d’ingénierie, il serait approprié de proposer des valeurs par défaut des paramètres de Disco-
Mads. Ceci est en particulier pertinent lorsqu’une solution loin des zones de contraintes ca-
chées est recherchée. De plus, une comparaison de DiscoMads avec des méthodes heuristiques
fréquemment utilisées en ingénierie, comme les algorithmes génétiques, serait pertinente pour
compléter l’analyse des performances de l’algorithme. Cette comparaison nécessiterait des dé-
veloppements spécifiques au sein de ces méthodes pour y inclure les mécanismes de révélation
et d’exclusion des discontinuités faibles.

De futurs développements peuvent viser à étendre le champ d’application de DiscoMads en
relaxant certaines hypothèses. La normalisation des variables, nécessaire pour assurer la per-
tinence du mécanisme de révélation, pourrait être évitée en adaptant la fonctionnalité de
maillage anisotropique [27] de Mads ou en utilisant des zones de détection mises à l’échelle.
Un taux de variation limite distinct pourrait également être considéré pour chaque sortie de
la boîte noire, mais nécessiterait une analyse de convergence plus complexe.

Une autre direction de recherche consisterait à améliorer l’efficacité numérique de l’algo-
rithme. D’une part, une mise à l’échelle de la contrainte d’éloignement aux discontinuités
par rapport aux autres contraintes est envisagée. D’autre part, l’utilisation d’une sonde plus
sophistiquée ou d’un indice de fiabilité inspiré de l’optimisation fiabiliste [98], permettant
d’arrêter prématurément l’algorithme, peut être considérée. De plus, l’utilisation de substi-
tuts appropriés pourrait accélérer la convergence de l’algorithme.
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CHAPITRE 3 PROBLÈME DE VIBRATIONS D’AUBES DE MOTEURS
D’AVION

Souvent présentée comme la dernière frontière en conception mécanique, la prise en compte
d’interfaces frottantes ou de contact constitue un défi d’envergure pour les ingénieurs. Ce
défi est notamment lié au fait que les interactions structurelles sur les interfaces non linéaires
induisent une dépendance des fréquences propres des différents composants vis-à-vis du niveau
d’énergie dans le système. De ce fait, des analyses modales linéaires ne permettent plus de
prédire les conditions d’interaction potentielles.

Les phénomènes vibratoires préjudiciables inhérents aux interfaces non linéaires, longtemps
évités, doivent désormais être pris en compte dans la conception dans plusieurs secteurs
industriels. Dans l’industrie aéronautique par exemple, de nouvelles régulations environne-
mentales ont motivé la mise en place de plusieurs programmes de recherche visant à minimiser
les émissions polluantes des moteurs d’avion. Outre le développement de nouveaux matériaux
plus légers, une augmentation significative du rendement d’un moteur peut être obtenue en
réduisant les jeux entre les aubes et le carter. Cette réduction permet de limiter les pertes
aérodynamiques, mais favorise inexorablement les contacts entre les aubes et le carter [89].

Des contacts répétés peuvent engendrer de la fatigue polycyclique [149] ou des phénomènes
divergents [127], qui conduisent à une augmentation des amplitudes de vibration et des
contraintes dans l’aube. À long terme, ceci peut conduire à des phénomènes de fissuration,
voire à des pertes d’aubes [127]. Cette situation est à éviter à tout prix car elle engendre
des opérations de maintenance très coûteuses et soulève d’évidents enjeux de sécurité, pri-
mordiaux dans le domaine du transport aérien [31]. La maîtrise des phénomènes vibratoires
inhérents à l’interface de contact aube/carter est ainsi stratégique pour les constructeurs de
moteurs d’avion.

L’objectif du chapitre est (1) de mettre en évidence l’intérêt d’intégrer des stratégies numé-
riques prédictives relatives aux contacts aube/carter dans un cycle de conception d’aubes, (2)
de préciser le contexte de conception associé et (3) de proposer un processus de reconception
visant à identifier des critères de conception pertinents.

Dans la section 3.1, la recherche de configurations visant à éviter des phénomènes vibratoires
non linéaires préjudiciables à la durée de vie d’une aube est formulée comme un problème
d’optimisation. Un problème simplifié — sans variation possible de la géométrie de l’aube
— est considéré et résolu avec DiscoMads. Les configurations obtenues sont analysées d’un
point de vue mécanique dans la section 3.2 pour mettre en évidence les gains significatifs
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observés en termes de niveaux de contraintes mécaniques. Afin de cerner les verrous scienti-
fiques inhérents au développement d’aubes robustes au contact et les enjeux de redéfinition
des cycles de conception des aubes, la section 3.3 présente un état de l’art des interactions
aube/carter. À partir des conclusions tirées de l’application de DiscoMads et de la mise en
contexte bibliographique, la section 3.4 présente le processus de reconception proposé pour
résoudre une extension du problème d’optimisation, visant cette fois à modifier la géométrie
de l’aube.

3.1 Problème simplifié et application de DiscoMads

Un problème d’optimisation simplifié relatif aux vibrations résultant de contact aube/carter
est considéré. Des éléments de contexte sont donnés dans la section 3.1.1. Une quantité d’in-
térêt, relative à la robustesse au contact d’une aube par rapport aux interactions aube/carter,
est ensuite présentée dans la section 3.1.2. Le problème d’optimisation simplifié est formelle-
ment décrit dans la section 3.1.3 et résolu avec DiscoMads ; les résultats obtenus sont présentés
en dernière section 3.1.4.

3.1.1 Contexte

Dans le contexte de conception actuel, les contacts entre les parties fixes et tournantes sont
considérés comme des phénomènes attendus en configuration non accidentelle. Leur prise en
compte en amont dans le cycle de conception est cruciale, car ils peuvent avoir un impact
négatif sur la durée de vie des composants [33, 127].

Plusieurs interfaces de contact entre parties fixes et mobiles existent au sein d’une turboma-
chine et sont représentées sur la figure 3.1. Dans le cadre de ce travail, l’emphase est mise sur
l’interface de contact entre le sommet des aubes et le carter, schématisée sur la figure 3.2. La
maîtrise des interactions de contact à cette interface est un enjeu clé pour les concepteurs,
compte tenu de son influence majeure sur le rendement de la turbomachine.

3.1.2 Quantité d’intérêt

De récentes études [40, 149] ont montré que des déplacements radiaux importants en bout
d’aube sont préjudiciables pour la durée de vie de l’aube. Dans cette section, le déplacement
radial en bout d’aube à la suite d’une interaction de contact est utilisé comme indicateur de
la robustesse au contact. L’influence de deux paramètres de fonctionnement est considérée :
la vitesse de rotation de l’aube ω et le jeu s entre l’aube et le carter, supposé uniforme sur le
sommet d’aube. Le déplacement radial est prédit via une stratégie numérique existante [115]



68

sou
fflan

te
com

pres
seur

turb
ine

Figure 3.1 Interfaces de contact au sein d’une turbomachine et étages ( ) de la turbomachine.
Adaptée de [59].

Figure 3.2 Interface aube/carter : aube de turbomachine ( ), carter environnant ( ) et jeux
aube/carter ( ).

à partir d’un modèle éléments finis industriel d’une aube de compresseur basse pression [35].
Pour une configuration (s, ω) donnée, 20 rotations de l’aube à vitesse constante ω sont simu-
lées. Le déplacement radial maximal v(s, ω) du nœud en sommet d’aube au bord d’attaque
(c.-à-d. en amont du flux) sur ces 20 tours est retenu. Chaque simulation nécessite environ
1 min 40 s de calcul sur un seul processeur standard 1.

Afin de diminuer le coût de calcul des tests réalisés avec DiscoMads, une surface de réponse
du déplacement v(s, ω) est calculée. Soient s0 un jeu nominal typique pour une aube de

1. Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2698 v4, 2.20GHz
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compresseur et ω0 la vitesse de rotation nominale de l’aube, s varie de 0,8s0 à 6,5s0 et
ω de 0,85ω0 à 1,15ω0. Le déplacement v(s, ω) est calculé pour 45 000 configurations (s, ω)
dans ces plages. La surface de réponse est calculée par interpolation linéaire barycentrique
sur une triangulation de Delaunay des configurations (s, ω). À l’aide de cette surface, le
temps de calcul d’un déplacement v(s, ω), essentiellement dû au temps de chargement de
l’interpolation, est réduit à 0,25 s sur un processeur standard.

La surface de réponse calculée est présentée sur la figure 3.3 en fonction du jeu et de la vitesse
normalisées entre 0 et 100, notés respectivement s̄ et ω̄. Les déplacements sont normalisés
entre 0 et 1 pour des raisons de confidentialité. D’importantes variations du déplacement en
fonction de la vitesse et du jeu sont visibles. En effet, sur certaines plages de vitesses ( ), de
grandes amplitudes de vibration sont visibles ( ). Les configurations optimales, en revanche,
doivent conduire à de faibles déplacements ( ), et correspondre à un jeu faible afin de limiter
les pertes aérodynamiques. En raison de la nature intrinsèquement non linéaire du système
étudié, ces configurations optimales peuvent être très proches de configurations dangereuses.
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v
it

es
se

d
e

ro
ta

ti
on

n
or

m
al

is
ée
ω̄

[-
]

0

0,25

0,5

0,75

1

Figure 3.3 Déplacement maximal radial au bord d’attaque calculé par interpolation des ré-
sultats obtenus pour 45 000 configurations (s̄,ω̄). Déplacement normalisé. Plages de vitesses
d’intérêt ( ).

Bien que la surface présentée permette d’obtenir une quantification précise de la réponse
vibratoire de l’aube, elle nécessite des coûts de calcul très élevés : 52 jours sont nécessaires
pour effectuer l’ensemble des simulations si les calculs ne sont pas parallélisés. De plus, seule
l’influence de deux paramètres de fonctionnement est quantifiée. En pratique, une quantifica-
tion précise globale de la réponse de l’aube pour tous les paramètres de conception, incluant
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des paramètres relatifs à la géométrie de l’ aube, n’est pas envisageable. La réponse ne peut
être simulée que pour un nombre restreint de configurations. L’utilisation de méthodes d’op-
timisation de boîtes noires est ainsi requise pour identifier des configurations avantageuses à
moindre coût.

3.1.3 Problème d’optimisation

Le problème d’optimisation traité vise à minimiser le jeu aube/carter s̄ pour une plage
de vitesses fixée. Le déplacement vibratoire de l’aube en fonction du jeu et de la vitesse
normalisée est abusivement noté v(s̄, ω̄). Pour prendre en compte les contraintes structurelles,
ce déplacement est limité à vmax, qui correspond à un déplacement normalisé de 0,37 sur la
figure 3.3. La configuration recherchée doit de plus être sécuritaire et éloignée des zones de
discontinuités et de fort accroissement. Sur une plage de vitesses d’intérêt [ω̄min; ω̄max] ⊆
[0, 100], le problème est finalement formulé :

min
(s̄,ω̄)∈X

f(s̄, ω̄) = s̄

sujet à c(s̄, ω̄) ≤ 0

et d(s̄, ω̄) ≤ 0,

(3.1)

avec X = {(s̄, ω̄) : 0 ≤ s̄ ≤ 100, ω̄min ≤ ω̄ ≤ ω̄max}, c(s̄, ω̄) = v(s̄, ω̄)− vmax et d(s̄, ω̄) ≤ 0 est
la contrainte d’éloignement aux discontinuités faibles de c.

L’algorithme DiscoMads est utilisé pour résoudre quatre instances du problème (3.1) sur
deux plages distinctes de vitesses d’intérêt, visibles sur la figure 3.3. Pour chaque plage, une
configuration de départ Ω̂-réalisable et une configuration non Ω-réalisable sont considérées.
Les quatre instances du problème sont décrites dans le tableau 3.1. La zone de discontinuités
faibles D est définie par les paramètres rd = 1 et τ = 0,4 et le rayon d’exclusion est fixé à
re = 1. Seule la sortie c est révélatrice et la contrainte c(s̄, ω̄) ≤ 0 est traitée avec la barrière
progressive. nalea = 2 points candidats sont générés à chaque sonde révélatrice. Le budget est
fixé à 2 000 évaluations et la taille minimale de maillage à 10−9. Les autres paramètres sont
fixés comme décrits dans la section 2.5.1. Pour chaque instance, le problème est résolu avec
une seule graine aléatoire.

3.1.4 Résultats

Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 3.4 dans le plan (s̄, ω̄). La configuration
optimale ( ) déterminée graphiquement et la configuration renvoyée par DiscoMads ( ) sont
représentées, ainsi que les autres configurations évaluées lors de l’exécution. Les zones ex-
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Tableau 3.1 Instances du problème (3.1) de vibrations d’aubes traitées avec DiscoMads.

instance A B C D
plage de vitesses [ω̄min; ω̄max] [22; 28] [22; 28] [75; 83] [75; 83]

configuration de départ x0 = (s̄, ω̄) (40, 25) (5, 25) (90, 80) (25, 76)
réalisabilité de la configuration de départ x0 x0 ∈ Ω̂ x0 /∈ Ω x0 ∈ Ω̂ x0 /∈ Ω

clues ( ) par des configurations révélatrices ( ) sont des cercles, dilatés verticalement en
raison de l’échelle utilisée.
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Figure 3.4 Exécutions de DiscoMads sur les instances du problème (3.1) : configuration op-
timale ( ), configuration renvoyée par DiscoMads ( ), configurations révélatrices ( ), autres
configurations non Ωk-réalisables ( ), configurations Ωk-réalisables ( ) après la dernière itéra-
tion k.
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Pour toutes les instances, la configuration obtenue avec DiscoMads est proche de la configu-
ration optimale et loin de la zone dangereuse de fortes variations ( ), comme attendu. Ce
comportement est observé y compris lorsque la configuration de départ x0 ne respecte pas la
contrainte de déplacement c(s̄, ω̄) ≤ 0 (instances B et D). Pour ces deux cas, le problème est
plus difficile à résoudre, car l’algorithme doit à la fois se diriger vers le domaine réalisable Ω
et s’éloigner de la zone de discontinuités D.

Pour toutes les instances, l’algorithme est stoppé avant d’atteindre le budget d’évaluations,
car la taille de maillage minimale est atteinte. Pour l’instance 3, la plus coûteuse, 1 278
évaluations sont effectuées. Si cette instance avait été résolue en faisant appel à la simulation
originelle plutôt qu’a l’interpolation construite dans la section 3.1.2, le coût de calcul associé
serait d’environ 16 heures. Ce coût est faible par rapport au temps requis pour construire la
surface de réponse de la figure 3.3 (2 jours environ sur 20 processeurs en parallèle). Ce constat
reste valide même lorsque le budget maximal d’évaluations est atteint, ce qui représente
environ 25 heures de calcul. Par conséquent, l’utilisation de DiscoMads permet de résoudre
plus efficacement le problème (3.1). Les résultats présentés ici démontrent la pertinence et
l’applicabilité de DiscoMads dans un contexte industriel pour la résolution d’un problème
d’optimisation simplifié restreint à deux paramètres de fonctionnement. Cependant, la mise
en œuvre de DiscoMads dans un contexte de conception plus réaliste d’aubes robustes aux
interactions de contact nécessite de prendre en compte de nombreux défis liés à la prédiction
de telles interactions.

3.2 Analyse mécanique et généralisation du cadre d’études

Afin de maximiser la durée de vie des aubes, le niveau des contraintes mécaniques dans
l’aube doit rester inférieur à une fraction de la limite d’élasticité du matériau de l’aube. À
titre illustratif, une analyse des contraintes mécaniques est réalisée pour une des configu-
rations initiales précédentes, x0 = (5, 25), pour laquelle de grandes amplitudes vibratoires
sont prédites (voir figure 3.4b). Les contraintes dans l’aube sont calculées au pas de temps
pour lequel le bord d’attaque atteint un déplacement radial maximal, sur les 20 tours de
rotation simulés. Le champ de contraintes normalisé est présenté sur la figure 3.5a, la valeur
1 ( ) correspond à la limite d’élasticité du matériau. Dans certaines zones localisées sur le
bord d’attaque, les contraintes subies atteignent jusqu’à 1,6 fois la limite d’élasticité. Cette
configuration n’est donc pas acceptable d’un point de vue structurel.

La même analyse des contraintes mécaniques est réalisée pour les configurations x′A et x′C,
solutions des instances A et C du problème (3.1) produites par DiscoMads, et deux configu-
rations voisines yA et yC. Ces dernières sont choisies à distance re dans le plan (s̄, ω̄) des
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configurations x′A et x′C respectivement, dans la direction de la discontinuité la plus proche.
Les champs de contraintes pour ces quatre configurations sont représentés sur la figure 3.5,
les configurations exactes sont précisées dans la légende. Les contraintes mécaniques subies
sont bien en deçà de la limite d’élasticité, les zones de plus fortes contraintes sont pour la
plupart localisées près du bord d’attaque. Les contraintes pour les configurations yA et yC
sont légèrement plus élevées que celles des configurations renvoyées x′A et x′C mais restent
tout à fait acceptables par rapport à la limite d’élasticité. Les configurations produites par
DiscoMads sont donc pertinentes en matière d’ingénierie, y compris pour de petites variations
des paramètres de fonctionnement.

(a) x0 = (5, 25) (b) x′A '
(12, 8 , 28)

(c) x′C '
(57, 9 , 83)

(d) yA '
(12, 5 , 27)

(e) yC '
(54, 5 , 82)
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0,5

0,75
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Figure 3.5 Champs de contraintes normalisés dans l’aube pour une configuration critique x0,
les configurations x′A, x′C renvoyées par DiscoMads et des configurations voisines yA et yC.

Bilan

Pour le problème d’optimisation simplifié (3.1) où le choix de la vitesse de rotation et du jeu
aube/carter est très peu restreint, les configurations situées loin des zones de fort déplacement
sont sécuritaires d’un point de vue mécanique. Un changement de configuration permet ainsi
une diminution significative des amplitudes de déplacement à la suite d’une interaction de
contact et souligne le potentiel d’amélioration des aubes.

Dans le cas d’un problème de conception plus réaliste, le choix du jeu est lié à de nombreuses
considérations, notamment aérodynamiques, et la vitesse ne peut être variée aussi librement.
Par conséquent, afin d’améliorer la robustesse au contact des aubes, il est nécessaire de
modifier d’autres paramètres au sein du processus de conception, tels que les paramètres
géométriques. Ceci implique des changements dans les processus de conceptions actuels, liés
aux enjeux et spécificités des interactions de contact aube/carter.
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3.3 Interactions aube/carter : état de l’art

La revue de littérature qui suit est centrée sur l’interface de contact aube/carter, dont les
caractéristiques sont décrites dans la section 3.3.1. Les défis de conception associés et les pra-
tiques industrielles pour mitiger les contacts aube/carter sont présentés en section 3.3.2. Pour
soutenir ces pratiques, le développement de stratégies prédictives sophistiquées, présentes
dans la section 3.3.3 est requis. La maturité atteinte par ces stratégies permet aujourd’hui
d’envisager des évolutions du cycle de conception des aubes, décrites dans la section 3.3.4.

3.3.1 Caractéristiques de l’interface

Contrairement aux autres types d’interfaces de contact, les interfaces aube/carter se mani-
festent à tous les étages de la turbomachine. L’interface aube/carter est caractérisée par des
vitesses relatives élevées, pouvant atteindre 500 m·s−1 et combine à la fois des non-régularités
dues au contact et des non-linéarités géométriques telles que de grandes déformations [69],
notamment pour des aubes de soufflante ou de turbine plus allongées. De plus, cette inter-
face est le siège de phénomènes multiphysiques, intrinsèquement couplés. Les aubes subissent
à la fois des chargements aérodynamiques [10], parfois instables [75], et des vibrations non
linéaires engendrées par les contacts. Tout contact entre les composants engendre aussi in-
évitablement un certain niveau d’usure [124] de l’aube et du revêtement abradable déposé
sur le carter, modifiant les conditions de contact. Enfin, les températures de fonctionnement
extrêmes, notamment en turbine, et l’échauffement causé par des contacts répétés imposent
de considérer les effets thermiques [4, 127, 137] sur la dynamique de l’ensemble.

Trois causes majeures d’interactions aube/carter peuvent être distinguées :

— les interactions modales : elles peuvent survenir entre les modes de la roue aubagée
et ceux du carter, et sont causées par des échanges d’énergie dus à la flexibilité des
composants. Elles surviennent essentiellement en soufflante et en compresseur haute
pression et peuvent être extrêmement destructrices ; elles auraient causé l’accident du
3 novembre 1973 au Nouveau-Mexique [133]. Les premières études relatives aux inter-
actions modales datent de la fin des années 90 [159] et les conditions nécessaires à leur
apparition sont rappelées dans une thèse plus récente [113].

— lesmouvements de précession de l’arbre de la turbomachine : la flexibilité de l’arbre
de rotation peut entraîner un orbitage de celui-ci et ainsi engendrer des contacts [132].
Ce phénomène survient en particulier en soufflante et peut également entraîner des
contacts aux interfaces arbre/palier (voir figure 3.1). Ces contacts peuvent subvenir
sous différentes formes [89]. La configuration la plus destructrice est le phénomène de
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dry whip : l’arbre en mouvement de précession inverse entre en contact avec le carter
et le frottement rend le phénomène instable [156] ;

— les interactions frottantes (rubbing en anglais) : elles peuvent survenir suite aux
contacts répétés d’une seule aube avec le carter, en particulier en compresseur basse
pression [180], haute pression [33] et en turbine [137]. Une condition nécessaire à l’ap-
parition de ces interactions est la coïncidence de la fréquence propre de l’aube avec
un régime moteur (un multiple de la fréquence d’excitation). Ces interactions sont in-
timement liées à la réponse vibratoire de l’aube et à l’évolution du jeu aube/carter
causée par l’usure de l’abradable [123]. Les contacts répétés engendrent également un
échauffement localisé, influant directement la dynamique de l’aube [137].

Le cadre d’études est restreint à l’analyse des interactions frottantes. Inévitables, celles-ci
sont les plus courantes et peuvent se manifester à tous les étages de la turbomachine.

3.3.2 Défis de conception et pratiques industrielles

La conception d’aubes robustes au contact, en réponse à des enjeux industriels majeurs,
est aujourd’hui encore un problème ouvert. En effet, il n’existe pas à l’heure actuelle de
critères de conception établis permettant d’assurer la robustesse des aubes au contact.La
recherche de tels critères est freinée par un verrou scientifique majeur : le manque de cadre
théorique unifié pour la caractérisation des phénomènes non réguliers tels que les interactions
de contact (section 3.3.2.1). La prédiction des fréquences de résonance dans ce contexte est
difficile et les phénomènes de résonance en fonctionnement ne peuvent être totalement évités.
Par conséquent, pour résoudre ce problème, les pratiques industrielles se sont axées autour
de deux aspects : (1) le développement de matériaux abradables, déposés sur le carter et
destinés à amortir les contacts (section 3.3.2.2), et (2) la prédiction de la réponse vibratoire
des aubes à des événements de contact par des stratégies numériques prédictives, afin de
mieux comprendre les phénomènes physiques associés (section 3.3.2.3).

3.3.2.1 Défi de caractérisation théorique

Afin d’éviter les fortes amplitudes de vibrations des aubes, un principe générique en industrie
consiste à éviter l’excitation des modes propres et les phénomènes de résonance résultants en
ajustant la plage de fonctionnement. Pour cela, il est nécessaire de caractériser très précisé-
ment les fréquences de résonance du système.

Dans un contexte linéaire, l’analyse modale permet de déterminer précisément les fréquences
propres et donc de prédire les éventuelles interactions avec des sources d’excitation. Elle
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permet notamment de tracer un diagramme de Campbell, tel que présenté sur la figure 3.6.
Sur une plage donnée de vitesses de rotation ω ∈ [ωmin;ωmax], les fréquences iω, i ∈ N des
régimes moteurs, notés rmi, et les fréquences propres de l’aube sont tracées en fonction de
ω. Seuls les régimes moteurs pairs et les fréquences du premier mode de flexion (1F) et
du premier mode de torsion (1T) sont représentés sur la figure. Les fréquences propres sont
habituellement normalisées par rapport à la fréquence du premier mode propre, calculée pour
ω = 0 rad·s−1. Les vitesses d’interaction linéaires correspondent aux intersections entre les
régimes moteurs et les fréquences propres. Ce sont des vitesses critiques pour lesquelles une
interaction de frottement peut survenir. Toutefois, il ne s’agit que d’une condition nécessaire
et non suffisante à l’apparition d’une telle interaction. L’intersection du premier mode de
flexion avec le régime moteur rm6, notée 1F/rm6 est mise en évidence sur la figure ( ) et
prédite à la vitesse ω1F/rm6 ( ).
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Figure 3.6 Diagramme de Campbell. Fréquences propres normalisées ( ) et régimes mo-
teurs pairs ( ). Vitesse d’interaction linéaire ( ).

Dans un contexte non linéaire, les fréquences de résonance dépendent du niveau d’énergie
dans le système et ne coïncident pas forcément avec les fréquences propres calculées par
analyse modale. La théorie des modes non linéaires, introduite dans les années 60 [155],
peut être vue comme une généralisation de l’analyse modale. Elle a fait l’objet de nombreux
développements [99] visant notamment à étendre son champ d’application aux systèmes non
conservatifs [101, 162, 182]. À l’heure actuelle, l’analyse modale non linéaire est un outil
mature pour la caractérisation de systèmes non linéaires, mais elle reste encore peu utilisée
dans un contexte industriel en raison de coûts de calcul importants. Elle n’est, de plus, pas
adaptée aux systèmes non réguliers.

Un cadre théorique pour l’analyse modale non régulière a récemment été proposé [110, 176],
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mais la prise en compte des non-régularités rend le calcul des modes non linéaires très coûteux.
Ce calcul est de plus effectué dans un cadre très spécifique (pas de contact collant, pas
de frottement, restriction à des solutions périodiques) et il nécessite de fixer a priori le
nombre d’impacts par période d’excitation. La phénoménologie observée sur les systèmes
traités — le plus souvent à 1, 2 ou 3 degrés de liberté — est particulièrement complexe
et pas nécessairement représentative de phénomènes survenant sur des modèles de grande
dimension. Pour ces raisons, l’analyse modale non régulière reste encore confinée au cadre de
la recherche fondamentale.

3.3.2.2 Matériaux abradables et recherche expérimentale

Les zones de résonances ne pouvant être absolument prédites et évitées sur toute la plage
de fonctionnement, une stratégie couramment employée consiste à diminuer la sévérité des
contacts via l’ajout d’un revêtement abradable sur la surface interne du carter [35]. Ce re-
vêtement joue le rôle d’un matériau sacrificiel. Cette pratique a motivé le développement de
bancs de recherche expérimentaux depuis 1975, à la fois pour tester de nouveaux matériaux
abradables [163] et pour investiguer les phénomènes d’usure [50], dans un contexte ou les
contacts étaient encore considérés comme accidentels.

Depuis les années 2000, à mesure que les contacts ont été considérés comme normaux en
fonctionnement, les recherches expérimentales se sont concentrées sur l’étude des vibrations
des aubes et des interactions chimiques complexes liées à l’abradable. Ces recherches visent
notamment à caractériser les efforts de contacts [67] ou de nouveaux matériaux plus lé-
gers [137]. Le développement de multiples matériaux abradables, nécessitant des analyses
des interactions de contact à chaque étage de la turbomachine, a motivé le développement
de bancs d’essai de plus en plus proches des conditions opératoires. À titre d’exemple, Al-
stom a développé en 2007 un banc d’essai monoaube modulable permettant de tester des
aubes industrielles [150]. La collaboration entre General Electric et l’université de l’Ohio
a conduit entre 2002 et 2010 au développement d’un banc [139-141] imitant les conditions
opératoires en termes de vitesse de rotation et de contact. Ce banc a notamment permis
la création d’une base de données dédiée aux interactions de frottement. Une collaboration
récente entre l’Université de Dresde et Rolls-Royce a conduit à la mise en place d’un banc au-
torisant de multiples impacts par rotation, en conditions opératoires [135]. Plus récemment,
un banc d’essai visant à obtenir une meilleure compréhension des interactions frottantes sur
plusieurs aubes avec des conditions mécaniques réalistes a été mis au point par Safran Aero
Boosters [138], en collaboration avec l’Université de Liège.

Afin de bénéficier de résultats les plus réalistes possibles, la tendance actuelle est au dévelop-
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pement de bancs à échelle 1 : 1 modélisant des roues aubagées complètes [11, 109, 127]. La
mise en place de tels systèmes expérimentaux est aujourd’hui encore un défi, à la fois pour
reproduire les conditions de fonctionnement extrêmes et pour modéliser plusieurs étages de
roues aubagées. De plus, en raison du coût des bancs d’essai expérimentaux (environ 10
millions d’euros pour le projet PHARE 2 [11]) et de la durée des tests, des simulations nu-
mériques complémentaires sont indispensables. Par ailleurs, les phénomènes d’usure ne sont
pas encore pleinement compris et sont intimement liés à la dynamique vibratoire de l’aube,
car ils modifient les efforts de contact à l’interface. La modélisation de l’usure de l’abradable
est ainsi particulièrement délicate [167], et par là même son intégration dans des simulations
numériques de contacts aube/carter [45]. Les recherches expérimentales liées à l’abradable
sont ainsi indissociables de la mise en place de stratégies numériques prédictives de la dyna-
mique vibratoire de l’aube. Ceci est d’autant plus important que des ruptures d’aubes ont
été observées expérimentalement, y compris en présence de revêtements abradables [127].

3.3.2.3 Dynamique vibratoire

Dans les processus de conception actuels, une discrimination des aubes est réalisée à partir
des résultats de simulations éléments finis prédictives de la réponse au contact. Cette dis-
crimination n’est réalisée qu’a posteriori, après un processus de conception centré sur les
performances aérodynamiques, qui tend le plus souvent à réduire les jeux aube/carter. De
récentes recommandations de conception relatives aux performances aérodynamiques ont en
effet mis en avant des formes d’aubes réduisant les jeux à mesure qu’elles vibrent [75]. Or, des
considérations opposées ont récemment été mises en évidence dans la littérature pour mitiger
les interactions de contact [40, 149]. La considération a posteriori des aspects structuraux
non linéaires allonge donc considérablement le processus de conception et motive la prise en
compte de ces aspects en amont.

De récents progrès ont été réalisés dans ce sens, par exemple en utilisant des critères existants
liés aux considérations structurelles [39] comme contraintes d’un problème d’optimisation des
performances au contact [40]. À la suite de ces travaux, un cadre d’optimisation automati-
sée [108] a été proposé pour améliorer la robustesse au contact d’aubes académiques.

3.3.3 Stratégies numériques prédictives

Le cadre numérique relatif aux simulations d’interactions de contact aube/carter dépend for-
tement du type d’interaction considéré. Dans le cas des interactions frottantes, les simulations

2. Plateforme macHines tournantes pour la mAîtrise des Risques Environnementaux.
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mettent en jeu une seule aube en rotation, le plus souvent à vitesse constante, dans un carter
rigide ou flexible. Une modélisation très précise de l’interface aube/carter est requise [114],
ainsi que la prise en compte de l’usure du revêtement abradable au cours du temps. Par
conséquent, les simulations sont généralement réalisées sur des modèles éléments finis indus-
triels. Les simulations visent alors à résoudre un problème de dynamique transitoire décrit
par une équation du mouvement de la forme :

Mq̈(t) + Cq̇(t) + Kq(t) + fc(q(t), q̇(t)) = fext(t), (3.2)

où q(t) ∈ Rnddl est le vecteur contenant les déplacements des nddl degrés de liberté (abrégés
ddl) du modèle à l’instant t ; M, C et K sont respectivement les matrices de taille nddl×nddl
de masse, amortissement et rigidité du modèle éléments finis, fc ∈ Rnddl est le vecteur des
efforts de contact et fext ∈ Rnddl celui des efforts externes. Ce dernier contient notamment
les efforts dus à l’excitation.

Dans ce contexte, la prédiction des interactions de contact soulève plusieurs défis quant à
la modélisation (section 3.3.3.1), la gestion du contact (section 3.3.3.2) et la résolution de
l’équation du mouvement (section 3.3.3.3). La maîtrise de ces trois aspects a permis la mise
au point de stratégies numériques prédictives précises, présentées dans la section 3.3.3.4.

3.3.3.1 Modélisation

Des modèles éléments finis très fidèles à plusieurs millions de degrés de liberté [145] sont requis
pour la prédiction de la réponse vibratoire d’une roue aubagée et la représentation de l’inter-
face de contact. Ces modèles ont un coût de calcul prohibitif [154] et imposent l’utilisation de
méthodes de synthèse modale avancées [89] pour réduire la taille du système (3.2) à résoudre.
En particulier, la robustesse numérique des modèles réduits de type Craig-Bampton [63] a
été mise en évidence pour la représentation d’événements non réguliers localisés tels que le
contact [34]. La recherche de fidélité conduit également à prendre en compte dans ces modèles
réduits les effets centrifuges [171].

Étant donné les multiples phénomènes physiques à l’interface aube/carter, les modèles ac-
tuels visent de plus à prendre en compte l’usure de l’abradable dans fc [114, 124, 189], ainsi
que les chargements aérodynamiques, même de façon simplifiée [127], et les effets thermomé-
caniques [5, 36] dans fext.
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3.3.3.2 Gestion du contact

La résolution de l’équation (3.2) nécessite de prédire les efforts de contact fc à l’interface.
La gestion numérique de contacts unilatéraux est encore aujourd’hui un champ de recherche
très actif [177]. Elle requiert la connaissance des jeux aube/carter, calculés à partir de la
distance des nœuds du modèle éléments finis à la surface de contact. Ce type de calcul, bien
que coûteux, est bien maîtrisé dans les procédures industrielles [190].

Le calcul des efforts de contact est également requis ; de multiples algorithmes ont été dé-
veloppés dans ce but [89]. Les méthodes de pénalité sont couramment utilisées [123, 190] :
l’effort fc est alors modélisé comme la force de réaction d’un ressort fictif comprimé dès lors
qu’il y a pénétration dans la matière. En fonction de la pénétration, une loi de contact permet
de calculer l’effort fc à partir de la raideur du ressort, appelé aussi facteur de pénalité. Dans
le cas d’une loi bilinéaire, la raideur est constante et l’effort est donc proportionnel à la pé-
nétration. Une régularisation de la loi de contact par le biais d’une raideur polynomiale peut
également être considérée pour supprimer la non différentiabilité entre états de contact et
de non-contact. Dans tous les cas, un choix judicieux du facteur de pénalité est requis pour
minimiser les pénétrations résiduelles dans la matière et assurer un bon conditionnement
numérique du problème.

Pour palier à cet inconvénient, les méthodes s’appuyant sur des multiplicateurs de Lagrange
sont également utilisées [54] et se basent sur une contrainte de non-pénétration. Les conditions
de Hertz-Signorini-Moreau 3 de la mécanique du contact sont utilisées [190] pour lier cette
contrainte aux efforts de réaction fc engendrés par le contact à tout instant. Ceci conduit
cependant à des discontinuités des champs de vitesse et d’accélération. Le calcul des efforts
de contact a ainsi un impact significatif sur la prédiction des phénomènes et des vitesses
d’interaction.

3.3.3.3 Paradigme de résolution

La résolution de l’équation du mouvement (3.2) est envisageable dans le domaine temporel
ou dans le domaine fréquentiel.

Intégration temporelle. Plusieurs aspects motivent l’utilisation de méthodes d’intégra-
tion temporelles directes. D’une part, elles permettent de simuler la phase de régime tran-
sitoire, qui correspond à la naissance des interactions de contact. De grandes amplitudes
vibratoires, voire des phénomènes divergents liés aux interactions de contact, ont en effet été

3. Ces conditions correspondent aux conditions de Karush–Kuhn–Tucker en optimisation.
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observés lors de cette phase [127]. D’autre part, leur facilité d’implémentation autorise une
gestion précise du contact. De multiples confrontations des résultats numériques avec des
données expérimentales ont par ailleurs été réalisées, pour différents étages de la turboma-
chine [5, 33, 137]. Les solutions obtenues par intégration temporelle sont ainsi considérées
comme solutions de référence dans l’industrie pour les analyses quantitatives prédictives.

Les coûts de calculs associés à l’intégration temporelle sont toutefois importants. Dans le
cadre des systèmes non réguliers, l’équation du mouvement (3.2) peut être raide et un pe-
tit pas de temps est alors nécessaire pour assurer la convergence des méthodes. Pour une
vitesse d’excitation fixée, lorsque l’amortissement est faible, le temps de simulation du ré-
gime transitoire est alors particulièrement long. De plus, comme la solution calculée dépend
de conditions initiales telles que la vitesse d’excitation, de multiples simulations sur une
large plage de vitesses sont requises pour quantifier adéquatement la réponse du système. La
réalisation, via des méthodes d’intégration temporelle, d’études paramétriques et d’analyses
qualitatives, telles qu’une étude de la stabilité des solutions de l’équation (3.2), est ainsi
particulièrement coûteuse.

Méthodes fréquentielles. Les méthodes fréquentielles, pouvant prédire des solutions pé-
riodiques, voire quasi périodiques, sans calculer le régime transitoire, offrent a priori des
coûts de résolution plus faibles que l’intégration temporelle. L’étude facilitée de la stabilité
des solutions a également motivé leur développement pour la prédiction des vibrations non
linéaires dans les turbomachines, en particulier pour l’interface arbre/palier [185]. Parmi ces
méthodes, celle de l’équilibrage harmonique, qui consiste à décomposer le vecteur q des ddl
sur une base harmonique, a fait l’objet de multiples développements. Ces développements
impliquent notamment la prise en compte de multiples harmoniques [145], de régimes quasi
périodiques [84, 142] ou d’autres bases de décomposition que celle de Fourier [95].

Bien que la méthode de l’équilibrage harmonique soit à l’origine dédiée aux systèmes régu-
liers [143], des développements ont été proposés pour la prise en compte de non-régularités
spécifiques (linéaires par morceaux) [102] ou d’interfaces frottantes [104]. Très récemment,
une adaptation de la méthode spécifiquement pour l’interface non régulière aube/carter a été
proposée [60]. Le traitement de non-régularités requiert en effet des développements ad hoc,
la base de décomposition de Fourier n’étant pas adaptée à la représentation de quantités dis-
continues. Par ailleurs, les coûts de calcul augmentent de façon exponentielle avec le nombre
de ddl non linéaires considérés.

Les deux approches sont ainsi complémentaires : l’intégration temporelle, considérée comme
solution de référence quantitative dans l’industrie, renseigne sur le régime transitoire, tandis
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que les méthodes fréquentielles sont bien adaptées pour la réalisation d’analyses qualitatives.

3.3.3.4 Outils ad hoc

En raison de l’absence de cadre théorique relatif à la caractérisation des interactions aube/carter
et des défis de simulations évoqués, la mise en place de stratégies prédictives impose le dé-
veloppement d’outils ad hoc, dépassant le cadre des logiciels commerciaux [115]. Ces outils
numériques résultent souvent de collaborations entre des compagnies et des universités, par
exemple entre Rolls-Royce et l’Imperial College de Londres [189] ou entre Polytechnique
Montréal et Safran [115]. De tels outils permettent actuellement de prédire précisément com-
ment les aubes répondent au contact aube/carte, mais ne permettent pas encore d’expliquer
l’origine de ces contacts, c’est-à-dire de caractériser a priori les interactions.

Stratégie prédictive considérée. Les simulations de contact réalisées dans le cadre du
projet s’appuient sur une stratégie numérique existante [115], permettant de simuler les in-
teractions de contact d’une aube seule avec le carter. Cette stratégie a été validée expérimen-
talement à différents étages de la turbomachine : compresseur basse pression [5, 35], haute
pression [33] et turbine [137].

Un seul secteur de la roue aubagée peut être modélisé, ou une roue aubagée complète [38].
Pour chaque secteur, un modèle réduit de type Craig-Bampton [114] est construit pour dimi-
nuer le coût de calcul des simulations. Pour construire ce modèle, nf nœuds frontière utilisés
pour la gestion du contact sont choisis en sommet d’aube, et η degrés de liberté modaux sont
considérés. Des détails sur la base de réduction sont donnés dans l’encart. Le raidissement
centrifuge peut être directement intégré dans le modèle réduit [171].

Pour une vitesse de rotation ω donnée, une simulation en intégration temporelle est réalisée à
partir de conditions initiales nulles [115]. La gestion du contact est basée sur des multiplica-
teurs de Lagrange [54]. Le carter est supposé parfaitement circulaire en début de simulation
puis progressivement déformé pour initier le contact. Le carter peut être considéré rigide [35]
ou flexible [37], nu ou recouvert d’un revêtement d’abradable. L’usure de l’abradable est régie
par une loi de déformation plastique [114]. Les phénomènes thermomécaniques peuvent de
plus être pris en compte dans la simulation [5, 36].

Base de réduction de Craig-Bampton
La base de réduction modale considérée contient des modes statiques et des modes
encastrés. Un mode statique est la déformée statique de l’aube obtenue en imposant un
déplacement unitaire sur chaque degré de liberté d’un nœud frontière, tous les autres
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degrés de liberté de l’aube étant encastrés. La base contient donc 3×nf modes statiques.
Un mode encastré correspond à la déformée modale d’un des η premiers modes libres
de l’aube lorsque les nœuds frontière et le pied d’aube sont encastrés. La base contient
donc η modes encastrés. Plus η est grand, plus la base est représentative du modèle
complet.

3.3.4 Évolution des cycles de conception et de reconception des aubes de tur-
bomachines

Le contexte de collaboration entre l’industrie et les laboratoires de recherche, qui a permis la
mise en place de stratégies numériques prédictives pour les interactions aube/carter, a aussi
permis le développement de telles stratégies pour d’autres interfaces non linéaires, telles que
les interfaces frottantes en pied d’aube [103]. Pour chacune de ces interfaces, le degré de
maturité atteint par les stratégies prédictives permet d’envisager leur intégration en amont
dans les cycles de conception d’aubes. Une telle évolution des cycles de conception ambitionne
notamment de rééquilibrer l’importance des considérations structurelles et aérodynamiques.

Outre la conception, des enjeux importants peuvent se poser dans le cadre de procédures de
reconception. En effet, la non-prise en compte d’interactions structurelles dans les cycles de
conception des aubes peut avoir pour effet de réduire leur durée de vie à un point tel que des
procédures de reconception s’avèrent parfois nécessaires. Leur impact économique est très
important, par exemple lorsque des centrales doivent être arrêtées [88]. Lorsque la reconcep-
tion est motivée par la présence de phénomènes structuraux non linéaires préjudiciables, la
reconception de plusieurs formes d’aubes est requise. Les stratégies numériques prédictives
permettent alors, dans le meilleur des cas, une discrimination relative des aubes en fonction
de leur robustesse aux interactions étudiées.

Sur la base des outils actuels, le moyen le plus efficace de dégager des tendances de conception
pour des aubes robustes aux interactions de contact est d’envisager la reconception d’aubes
en prenant en compte ces interactions. L’intégration de stratégies numériques prédictives
dans un processus de reconception itératif est d’abord présentée (section 3.3.4.1), suivie des
défis et verrous scientifiques associés (section 3.3.4.2).

3.3.4.1 Processus itératif

L’intégration de stratégies numériques prédictives dans le cycle de reconception d’aubes de
turbomachines permet d’envisager des gains économiques et de performances considérables.
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Un processus de reconception incorporant des stratégies numériques prédictives est schéma-
tisé sur la figure 3.7. Ce processus itératif repose sur trois piliers essentiels :

une procédure de rétro-ingénierie, qui permet de paramétrer des aubes industrielles
avec un haut niveau de fidélité, tout en s’appuyant sur des paramètres géométriques
intuitifs ayant une influence sur la réponse au contact de l’aube ;

une procédure d’optimisation itérative, supervisée par un optimiseur, qui vise à amélio-
rer les performances en un nombre réduit de simulations numériques, potentiellement
coûteuses. L’optimiseur est non intrusif vis-à-vis des simulations considérées. Il peut
prendre en compte certaines exigences liées à la présence de non-différentiabilités dans
le problème d’optimisation traité, comme l’éloignement à des discontinuités semblables
à celles présentées dans la section 3.1. Idéalement, il peut résoudre des problèmes mul-
tiobjectifs ;

des simulations numériques qui reposent sur des stratégies numériques prédictives fi-
dèles, multiphysiques (thermique, aérodynamique. . .), voire même multi non linéaires
pour la prise en compte simultanée de plusieurs interfaces non linéaires [70]. À partir de
quantités d’intérêt obtenues en sortie des stratégies prédictives, la fonction objectif et
les contraintes du problème d’optimisation sont judicieusement formulées en fonction
du phénomène non linéaire à maîtriser.

procédure d’optimisation

simulation numérique

paramètres x′

optimisés

quantités
d’intérêt

aube
d’entrée

optimiseur

stratégies
prédictives

calcul de
f(x) et c(x)

procédure
de rétro

-ingénierie paramètres x0

initiaux

Figure 3.7 Processus de reconception d’aubes intégrant des stratégies numériques prédictives.

3.3.4.2 Défis et verrous scientifiques

Pour chacun des trois piliers du processus de reconception présenté sur la figure 3.7, des défis
et des verrous scientifiques doivent encore être levés.
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En ce qui concerne la procédure de rétro-ingénierie, il n’existe pas à la connaissance
de l’auteure de procédure publiée reposant sur une paramétrisation dédiée aux phénomènes
structuraux. Par ailleurs, des enjeux de confidentialité freinent souvent la publication de
travaux dans ce domaine. Il y a donc un besoin important d’outils ouverts développés en
dehors d’un contexte industriel et dédiés aux interactions structurelles.

Au niveau de la procédure d’optimisation, d’une part les stratégies prédictives ont un
coût de calcul important, et d’autre part l’existence des dérivées de la fonction objectif et
des contraintes n’est pas garantie, en raison de la non-régularité du système considéré. Même
lorsque les dérivées existent, l’implémentation des stratégies prédictives au sein d’outils ad
hoc dédiés rend difficile leur extraction. Par conséquent, les simulations numériques utili-
sées dans le processus de reconception peuvent être vues comme des boîtes noires. Outre ce
contexte d’optimisation de boîtes noires où la non-disponibilité des dérivées est un défi en
soi, le développement d’algorithmes d’optimisation spécifiques appuyés par une analyse de
convergence représente un défi théorique d’envergure. Pour cette raison, l’algorithme Disco-
Mads a été développé dans le cadre de ce projet de recherche et présenté au chapitre 2. Cet
algorithme représente une contribution originale visant à mieux outiller les concepteurs de
systèmes mécaniques non réguliers.

Relativement aux simulations numériques, les défis majeurs sont relatifs à l’implémenta-
tion haute performance dans un environnement industriel. En effet, les stratégies numériques
prédictives reposent sur des algorithmes complexes et parfois très sensibles du point de vue
numérique. Ainsi, l’implémentation de certaines méthodes numériques, telles que la méthode
de l’équilibrage harmonique, reste limitée à des codes de recherche pointus et n’est pas dis-
ponible dans les logiciels commerciaux. Ces aspects sont d’autant plus critiques que plusieurs
questions de recherche actuelles s’articulent autour de la prise en compte de la variabilité de
certains paramètres de conception dans un cadre d’étude stochastique requérant de multiples
simulations. Cette variabilité est notamment due aux tolérances de fabrication [53], aux im-
perfections matériau [42], ou encore aux incertitudes sur les conditions opératoires, comme la
vitesse de rotation. La compréhension des interactions non linéaires dans un contexte de roue
aubagée désaccordée [136] représente également un enjeu de recherche récent nécessitant de
nombreuses simulations.

En plus des défis évoqués, un verrou scientifique majeur concerne l’absence de critères de
conception établis — condition nécessaire à la formulation de fonctions objectifs et contraintes —
pour garantir la robustesse d’une aube à certains types d’interactions. Par exemple, dans le
contexte des interactions aube/carter, il est possible de discriminer a posteriori plusieurs
aubes [40] en se focalisant sur des quantités d’intérêt essentielles parmi lesquelles : les ampli-
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tudes maximales de vibration sur une plage de vitesse donnée, les niveaux d’usure maximaux
dans le revêtement abradable, ou encore les niveaux de contraintes dans l’aube. Cependant,
bénéficier d’un processus itératif de reconception implique la formulation d’une fonction ob-
jectif et de contraintes d’optimisation pertinentes qui ne peuvent pas simplement être la
concaténation de toutes ces quantités d’intérêt.

Pour résoudre ce problème, deux stratégies peuvent être considérées :

(A) la recherche de quantités d’intérêt pertinentes, en envisageant de tirer profit de
l’expérience acquise par l’analyse des résultats des stratégies numériques prédictives sur
un grand nombre d’aubes. Il s’agit alors de déterminer un nombre limité de quantités
d’intérêt permettant de caractériser le plus fidèlement possible la robustesse d’une aube
aux interactions étudiées. Ces quantités d’intérêt peuvent alors être utilisées comme
fonction objectif ou comme contraintes.

(B) la définition de fonctions objectif et contraintes substituts pour permettre des
gains importants en efficacité numérique de la procédure d’optimisation. Pour un type
d’interaction donné, il s’agit de définir des quantités d’intérêt spécifiques issues de
simulations substituts, c.-à-d. des simulations moins coûteuses que celles effectuées avec
les stratégies prédictives. Ces quantités d’intérêt spécifiques sont directement utilisables
comme fonctions objectif substitut et/ou contraintes substitut (voir définition 2.1.1).

3.4 Solution proposée

Dans le cadre de ce projet de recherche, un processus de reconception d’aubes robustes
aux interactions de contact est proposé. Le cadre d’études est restreint aux interactions de
contact aube/carter et les considérations aérodynamiques ne sont pas prises en compte. Les
développements sont réalisés dans un contexte d’optimisation de boîtes noires. Le processus
proposé est présenté dans la section 3.4.1. Afin de faciliter la lecture des chapitres suivants,
des graphiques permettant l’analyse de quantités d’intérêt issues de la stratégie prédictive
considérée sont présentés dans la section 3.4.2.

3.4.1 Processus de reconception

Le processus de reconception proposé est présenté sur la figure 3.8. Il vise à modifier la géomé-
trie d’une aube dans le but d’améliorer sa robustesse aux interactions de contact aube/carter.
L’ensemble du processus satisfait à des exigences en matière d’automatisation, de coût de
calcul et de robustesse.

À partir d’une aube d’entrée, une procédure de rétro-ingénierie permet d’identifier des para-
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Figure 3.8 Processus de reconception proposé.

mètres représentant la géométrie de l’aube. Ces paramètres servent de point de départ pour
une procédure d’optimisation itérative.

Concernant la procédure d’optimisation, deux problèmes d’optimisation peuvent être consi-
dérés : un problème principal et un problème substitut. Dans le cas du problème principal
(A), les performances de l’aube sont quantifiées par une stratégie prédictive potentiellement
coûteuse, qui constitue une boîte noire. Cette formulation peut ainsi être utilisée pour la
recherche de quantités d’intérêt issues des stratégies prédictives. Dans le cas du problème
substitut (B), les performances sont évaluées à partir d’une simulation substitut caractéri-
sant spécifiquement la robustesse aux interactions de contact. Dans le cadre de ce projet,
ces deux problèmes sont considérés exclusivement. L’optimiseur choisi est le logiciel NO-
MAD [112], qui donne accès à l’algorithme de recherche directe Mads [17]. Cet algorithme a
déjà été utilisé avec succès pour la reconception d’aubes académiques [108]. À court terme,
ce cadre permet d’envisager l’intégration de DiscoMads dans la procédure d’optimisation.

Concernant les simulations numériques, la stratégie prédictive s’appuie sur une stratégie de
simulation déjà publiée [115], présentée dans la section 3.3.3.4. Les simulations substituts
reposent quant à elles sur le calcul de la consommation de jeu d’une aube, une quantité dont
les liens avec la robustesse au contact ont récemment été mis en évidence [39, 149].
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3.4.2 Analyse de quantités d’intérêt issues de la stratégie prédictive

Plusieurs graphiques permettant d’analyser les quantités d’intérêt issues de la stratégie pré-
dictive sont présentés. Ces graphiques sont tracés à partir des résultats de simulations ef-
fectuées sur une aube d’un rotor ouvert de la NASA : rotor 37 4 [151]. Les paramètres de
simulation détaillés sont donnés en annexe F.1. Pour chaque vitesse de rotation ω consi-
dérée, 200 tours sont simulés. La sortie de chaque simulation est un signal contenant les
déplacements des nœuds frontière en sommet d’aube en fonction du temps.

3.4.2.1 Graphiques d’intérêt pour une seule vitesse de rotation

Pour une simulation à vitesse constante ω, les déplacements des nœuds frontière peuvent
être analysés dans le domaine temporel, de manière directe, ou dans le domaine fréquentiel,
par calcul d’un spectre. Le nœud en sommet d’aube au bord d’attaque est noté BA. Le
déplacement radial du BA en fonction du temps est présenté sur la figure 3.9a avec le carter
progressivement déformé, comportant ici deux lobes sur sa circonférence. Le régime transitoire
est repérable par son aspect non stabilisé, de 0 à 0,07 s environ ; de grandes amplitudes de
vibration sont atteintes durant cette phase. Le déplacement prédit sur les derniers tours de
rotation, en régime permanent, est utilisé pour calculer le spectre présenté sur la figure 3.9b.

3.4.2.2 Graphiques d’intérêt sur une plage de vitesses

L’analyse des résultats de plusieurs simulations sur une plage de vitesse ω ∈ [ωmin;ωmax]
est possible via une courbe de réponse en fréquence (abrégée CRF) représentant l’amplitude
maximale atteinte en régime permanent en fonction de la vitesse ω. La figure 3.10a présente
la CRF obtenue par calcul de la norme infinie du déplacement radial dr,BA du BA en régime
permanent sur le dernier tour de rotation. Un point ( ) sur la courbe correspond au résultat
d’une simulation. Ce type de graphique permet d’observer la réponse aux conditions simulées
par rapport aux résonances linéaires prédites aux vitesses d’interaction linéaires. La vitesse
d’interaction linéaire ω1F/4 ( ) est par exemple visible sur la figure, où ω1F est la pulsation
propre du premier mode de flexion.

Afin de visualiser le contenu fréquentiel du signal en fonction de la vitesse d’excitation ω,
une carte d’interactions peut être tracée par juxtaposition des spectres calculés pour chaque
valeur de ω dans la plage. Une telle carte est présentée sur la figure 3.10b avec une échelle
de couleur logarithmique : les amplitudes négligeables (< 10−5 mm) sont représentées en

4. modèle de l’aube librement accessible sur internet :https://lava-wiki.meca.polymtl.ca/public/
modeles/rotor_37/accueil

https://lava-wiki.meca.polymtl.ca/public/modeles/rotor_37/accueil
https://lava-wiki.meca.polymtl.ca/public/modeles/rotor_37/accueil
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Figure 3.9 Exemples de graphiques d’intérêt pour une vitesse d’excitation ω.

noir tandis que les amplitudes maximales sur la plage sont représentées en blanc. Plusieurs
régimes moteurs rmi, i ∈ N sont représentés ( ) ainsi que les fréquences des modes propres
visibles ( ), correspondant ici au premier mode de flexion (1F) et au premier mode de
torsion (1T). Les amplitudes de vibration principales sont réparties sur les régimes moteurs
rm4 et rm8. En particulier, le pic d’amplitude est atteint pour des fréquences proches de celle
du premier mode propre et pour une vitesse de rotation d’environ 1430 rad·s−1.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, l’utilisation de DiscoMads sur un problème d’optimisation simplifié relatif
aux vibrations d’aubes de moteurs d’avions illustre le fort potentiel d’amélioration des aubes
à des interactions structurelles non linéaires. Suite à ce constat, une revue de littérature
portant sur les interactions de contact aube/carter expose les verrous scientifiques associés
au développement d’aubes robustes au contact. Elle met en évidence la nécessité de redéfinir
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Figure 3.10 Exemples de graphiques d’intérêt sur une plage de vitesses d’excitation
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les cycles de conception pour y inclure des stratégies numériques prédictives de phénomènes
structuraux non linéaires dès les phases de pré-conception. En conséquence, un processus
de reconception d’aubes est proposé pour résoudre un problème d’optimisation plus réaliste
consistant à modifier la géométrie des aubes. Les contributions relatives à ce processus sont
détaillées dans les chapitres suivants.
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CHAPITRE 4 OUTIL DE MODÉLISATION D’AUBES

L’obtention de paramètres représentant fidèlement une aube existante est primordiale pour
envisager la reconception d’aubes réalistes et dégager à moyen terme des tendances de concep-
tion applicables dans un contexte industriel. Au sein du processus de reconception proposé
sur la figure 3.8, la procédure de rétro-ingénierie joue donc un rôle crucial. De plus, dans la
procédure d’optimisation, la génération de modèles CAO et de maillages éléments finis est
requise avant chaque simulation numérique. Le processus de reconception proposé requiert
ainsi deux phases de modélisation : une phase de rétro-ingénierie et une phase de généra-
tion d’aube. Ces deux phases reposent sur une paramétrisation des aubes qui constitue le fil
conducteur du processus de reconception.

Le développement d’un outil de modélisation comportant les phases de rétro-ingénierie et
de génération d’aube ainsi qu’une paramétrisation adaptée pose plusieurs défis. Le premier
d’entre eux est la haute fidélité requise des modèles paramétrés obtenus par rétro-ingénierie
puisque les simulations numériques au sein desquelles ils seront utilisés peuvent être nu-
mériquement très sensibles. De plus, la phase de génération doit être particulièrement ro-
buste vis-à-vis des paramètres d’entrée pour éviter que les simulations échouent. À ces défis
s’ajoutent des enjeux de confidentialité : les géométries d’aubes industrielles et les paramètres
de conception associés sont en général hautement confidentiels. Dans ce contexte, les outils
existants ont été développés par des industriels et ne peuvent pas être diffusés ni utilisés pour
des activités de recherche académique.

L’objectif du chapitre est de présenter un outil de modélisation adapté au processus proposé
de reconception d’aubes robustes aux interactions de contact. Cet outil inclut une paramé-
trisation d’aubes de compresseur adaptée à l’étude des phénomènes structuraux, une phase
de rétro-ingénierie et une phase de génération de modèle CAO paramétré et de maillage élé-
ments finis. L’outil est parfaitement compatible avec le processus de reconception envisagé.
De plus, bien que ce processus soit lié à la robustesse aux interactions de contact, l’outil de
modélisation développé a une portée plus large, pour la reconception d’aubes en général. La
contribution du chapitre est résumée dans l’encart et les travaux réalisés ont conduit à un
article de revue soumis 1.

1. « Two-way blade modeling method for the structural redesign of compressor blades », S. Kojtych, C.
Audet et A. Batailly
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Contribution
Un outil de modélisation d’aubes industrielles,
focalisé sur des considérations structurelles.

Une revue de littérature des outils de modélisation dans un contexte de reconception est
présentée dans la section 4.1. La méthodologie de modélisation sur laquelle repose l’outil
proposé est présentée dans la section 4.2. La validation de l’outil couvre les sections 4.3 et 4.4
et sa polyvalence est illustrée dans la section 4.5. Un bilan des développements est finalement
donné dans la section 4.6.

4.1 Revue de littérature : outils de modélisation dans un contexte de reconcep-
tion

Dans la section 4.1.1, des éléments de contexte sont donnés sur les différentes étapes d’un
processus de reconception d’aube. Les enjeux et prérequis associés à la paramétrisation uti-
lisée dans le processus sont présentés dans la section 4.1.2. Des méthodes de rétro-ingénierie
sont ensuite présentées dans la section 4.1.3 et constituent le point central de cette revue. La
validation des outils de modélisation dans la littérature est abordée dans la section 4.1.4. À
la suite de la présentation des éléments bibliographiques, les caractéristiques requises pour
un outil de modélisation utilisé dans un processus de reconception sont présentées dans la
section 4.1.5.

4.1.1 Contexte de reconception

La reconception d’une aube peut résulter de multiples facteurs tels que des changements de
régulation, l’évolution du marché [179], des problèmes de performances [121] ou une réduction
inhabituelle de la durée de vie de l’aube [88], voire un bris, dans le pire des cas. Quel que soit
le contexte, un processus de reconception d’aube générique s’articule autour de trois étapes :

1 la rétro-ingénierie, qui vise à obtenir un modèle paramétré de l’aube d’entrée, fournie
par exemple sous la forme d’un nuage de points ou d’un modèle CAO ;

2 la mise à jour, qui consiste à modifier les paramètres du modèle en vue d’améliorer
ses performances. Elle peut être effectuée empiriquement à partir des résultats de pré-
cédentes études ou de l’expertise des concepteurs [40, 88, 179]. Elle peut aussi être
effectuée via une procédure d’optimisation itérative faisant appel à des simulations
successives, comme c’est le cas pour le processus de reconception proposé (figure 3.8).
Des solutions non conventionnelles du domaine des variables peuvent ainsi être obte-
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nues. Pour des optimisations centrées sur les aspects aérodynamiques, des approches
adjointes nécessitant les dérivées de forme par rapport aux paramètres géométriques
sont souvent employées [6], tout comme des algorithmes génétiques [144]. Récemment,
des optimisations structurelles ont été effectuées avec une méthode d’optimisation de
boîtes noires dédiée à des simulations coûteuses pour lesquelles les dérivées des quantités
d’intérêt sont difficilement accessibles [108] ;

3 l’analyse de l’aube mise à jour, à partir de simulations numériques [40, 121] ou de
tests expérimentaux en conditions opératoires [88, 179]. Cette étape est souvent le lieu
d’analyse de phénomènes qui ne sont pas explicitement pris en compte lors de l’étape de
mise à jour [40, 179]. Une vérification des performances peut également être requise pour
valider la pertinence de modifications empiriques [88, 121], ou lorsque les modifications
sont issues d’une mise à jour itérative impliquant des simulations substituts [108, 144].
Ce dernier point est en particulier pertinent pour le processus de reconception proposé.

Ces trois étapes sont intrinsèquement liées par la paramétrisation choisie pour décrire une
aube.

4.1.2 Paramétrisation

La paramétrisation désigne l’ensemble des paramètres et relations géométriques associées
utilisés pour décrire la forme de l’aube. Des critères orientant le choix d’une paramétrisation
sont présentés, suivis d’une brève synthèse des types de paramétrisations.

Critères de choix. Selon l’étape du processus de reconception, la paramétrisation joue
un rôle différent. Les paramètres sont utilisés à la fois pour : (1) décrire l’aube d’entrée à
l’étape de rétro-ingénierie, (2) modifier l’aube lors de l’étape de mise à jour et (3) garantir la
conformité des aubes obtenues en matière d’ingénierie à l’étape d’analyse. La paramétrisation
doit ainsi satisfaire des exigences relatives à chaque étape :

— rétro-ingénierie : la paramétrisation choisie doit être suffisamment polyvalente pour
représenter précisément l’aube d’entrée ;

— mise à jour : la paramétrisation doit permettre de générer des formes d’aubes variées
à partir d’un faible nombre de paramètres [147]. En effet, dans le cas d’une procédure
d’optimisation itérative, seuls quelques paramètres sont sélectionnés comme variables
d’optimisation pour des raisons de coût de calcul. Les variables d’optimisation peuvent
aussi être des quantités d’intérêt spécifiques, telles que des quantités aérodynamiques.
Dans ce cas, la paramétrisation choisie doit permettre d’obtenir aisément des relations
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de mappage entre ces quantités d’intérêt et les paramètres [117]. D’un point de vue
des performances, la paramétrisation doit permettre la génération de modèles CAO et
de maillages avec un faible coût numérique, en particulier dans le cas d’une procédure
d’optimisation itérative. Enfin, dépendamment de l’optimiseur considéré, les dérivées
de forme par rapport aux paramètres peuvent être requises [6], comme dans le cas de
l’optimisation avec solveur adjoint [116, 187, 188] ;

— analyse : les paramètres doivent avoir un sens intuitif pour être aisément manipulables
par les concepteurs et faciliter leur interprétation. De plus, des contraintes géométriques
issues de considérations d’ingénierie doivent être facilement imposables aux paramètres.
En particulier, les courbes et surfaces générées doivent satisfaire certaines conditions de
régularité [6]. Ce point est notamment requis pour éviter des phénomènes de séparation
de flux dus à des discontinuités de courbure [100].

Le degré des exigences imposées à chaque étape est hautement dépendant du contexte de la
reconception ; l’emphase peut par exemple être mise sur la recherche de représentativité à
l’étape de rétro-ingénierie et/ou l’exploration de géométries variées lors de l’étape de mise à
jour.

Principes de paramétrisation. Les paramétrisations d’aubes peuvent être divisées en
deux grandes familles : les paramétrisations par déformation et les paramétrisations construc-
tives. Dans le cas des paramétrisations par déformation [174, 188], les paramètres représentent
des perturbations par rapport à un modèle CAO ou un maillage d’origine. Il est souvent dif-
ficile dans le cas de ces méthodes de prendre en compte des contraintes géométriques [6], ce
qui peut conduire à des géométries non réalisables au sein de la procédure d’optimisation.
Dans le cas des méthodes constructives [6, 108], les paramètres permettent la génération d’un
modèle à partir de zéro. Ces méthodes sont bien adaptées à la prise en compte de contraintes
géométriques et sont très utilisées dans le cadre de l’optimisation d’aubes [6, 108, 148]. Une
paramétrisation constructive est donc privilégiée dans le cadre du processus de reconception
proposé.

Dans le cas d’une paramétrisation constructive, une aube est généralement définie par un
certain nombre de sections, résultant des intersections de l’aube avec des surfaces réparties
sur sa hauteur. Des surfaces coniques sont couramment utilisées afin de suivre le trajet des
lignes de courant [65]. À titre illustratif, la figure 4.1 présente une aube du rotor 37 [151] de la
NASA, nommée par la suite aube rotor 37, définie ici par trois sections. Une paramétrisation
complète définit l’empilement des sections, c’est-à-dire leurs positions les unes par rapport
aux autres, ainsi que la forme de chaque section développée, appelée profil. Ce type de
paramétrisation est directement issue des considérations aérodynamiques longtemps utilisées
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pour la conception des aubes : la forme des profils joue en effet un rôle prépondérant dans
la création du différentiel de pression. Les termes usuels désignant différentes parties d’un
profil sont illustrés sur la figure 4.2 sur le profil en pied d’aube rotor 37 ; ω indique le sens de
rotation.

Figure 4.1 Aube rotor 37 décrite par trois sections en pied, à mi-hauteur et en sommet d’aube.
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Figure 4.2 Terminologie relative à un profil d’aube de compresseur, illustrée sur le profil en
pied d’aube rotor 37.

Paramétrisations constructives. Une grande variété de paramétrisations constructives
d’aubes existe dans la littérature ; une vingtaine d’entre elles ont été récemment listées [6].
Concernant les profils, les paramétrisations les plus récentes reposent sur des courbes de type
NURBS [144, 153, 168] ou B-splines [30, 94, 117, 147]. Ces courbes sont aisément accessibles
dans les logiciels de CAO et permettent de satisfaire les exigences de régularité imposées. De
plus, elles facilitent la mise à disposition des dérivées de formes [6], qui peuvent être requises
dans la procédure d’optimisation. Pour paramétrer ces courbes, des paramètres purement ma-
thématiques ou des paramètres physiques peuvent être utilisés. L’utilisation de paramètres
mathématiques, tels que les points de contrôle des courbes [117] ou des distributions d’épais-
seur [6], permet un contrôle très fin de la géométrie, mais peut conduire à des modèles à
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grand nombre de paramètres. L’utilisation de paramètres physiques explicites, tels que des
longueurs ou des angles dont l’influence est plus globale, conduit en général à des modèles
comportant moins de paramètres, bien adaptés à une procédure d’optimisation [108]. Par
conséquent et en raison de leur sens intuitif, des paramètres physiques sont privilégiés pour
le processus de reconception proposé.

Concernant l’empilement des sections, l’inclinaison et la flèche sont deux paramètres couram-
ment utilisés [43, 75, 149] pour décrire le positionnement d’une section selon deux directions
orthogonales. Plusieurs définitions de la flèche et de l’inclinaison coexistent dans la litté-
rature [149, Fig. 15], en fonction des directions choisies. Lorsque l’axe de rotation et l’axe
tangentiel du repère de la turbomachine sont choisis comme directions, les termes de flèche
axiale et d’inclinaison tangentielle sont utilisés. C’est la convention adoptée pour la paramé-
trisation proposée, dont les paramètres d’empilement sont détaillés dans la section 4.2.1.2.
Une autre convention courante est d’utiliser la corde du profil pour définir la flèche, et une
direction perpendiculaire à la corde pour définir l’inclinaison, alors qualifiée de diédrale.

L’influence prépondérante de la flèche et de l’inclinaison sur le rendement a été mise en
évidence dans de récentes études [94, 120, 169, 170]. Ces paramètres permettent de plus de
modifier la forme de l’aube avec un nombre réduit de quantités significatives. L’influence
du vrillage, décrivant la rotation des profils les uns par rapport aux autres, a également
été étudiée [157] d’un point de vue aérodynamique. Le développement de paramétrisations
constructives est en effet presque exclusivement lié à l’optimisation des performances aérody-
namiques. Une seule paramétrisation développée pour des optimisations structurelles sur des
aubes académiques, modélisées par des sections planes, a été recensée dans la littérature [108].

4.1.3 Rétro-ingénierie

Le terme rétro-ingénierie (reverse engineering en anglais) est défini génériquement comme un
processus visant à analyser un objet existant dans le but de le copier [83, p. 553]. Pour une
aube, ce terme désigne généralement l’obtention d’un modèle CAO à partir d’un nuage de
points représentant l’aube [117, 168]. Pour certains auteurs, la rétro-ingénierie englobe égale-
ment la déduction des intentions du concepteur de l’aube [41, 129], c’est-à-dire l’identification
de certains paramètres de conception clés. Dans cette section, le terme rétro-ingénierie en-
globe ces différents aspects et est défini comme l’obtention d’un modèle CAO paramétré à
partir de données d’entrées décrivant la géométrie d’une aube.

La section 4.1.3.1 présente les différents contextes dans lesquels une rétro-ingénierie peut être
requise. La section 4.1.3.2 détaille les entrées possibles d’une rétro-ingénierie et les modèles
paramétrés obtenus en sortie. L’obtention de ces modèles paramétrés est réalisée via des
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méthodes d’identification de paramètres, décrites dans la section 4.1.3.3.

4.1.3.1 Contexte

La rétro-ingénierie est requise dans trois situations principales :

a. il n’existe pas de modèle CAO de l’aube ;

b. il existe un modèle CAO mais celui-ci ne correspond plus à l’aube, ou il y a une incer-
titude sur la fidélité du modèle ;

c. il existe un modèle CAO fidèle mais ses paramètres sont inaccessibles ou ne sont pas
adaptés à l’usage souhaité.

Ces situations peuvent se produire à différentes étapes du cycle de vie d’une aube. Lors de
la fabrication, certaines opérations de réusinage peuvent être nécessaires pour enlever les
bavures. Il est alors indispensable d’obtenir un modèle de l’aube comportant ces bavures, qui
sont difficilement prévisibles [66] (situation a.). Lors de l’inspection et de la vérification de
la qualité [55], la rétro-ingénierie permet de s’assurer que l’aube est bien dans les intervalles
de tolérance exigés par le cahier des charges. Dans ce cas, il est non seulement nécessaire de
modéliser la géométrie de l’aube, mais aussi d’extraire les quantités en lien avec le cahier des
charges (situations b. et c.). Lors d’opérations de réparation, la rétro-ingénierie est indispen-
sable pour modéliser l’aube en service, usée ou abîmée [41, 153] (situations b. voire c.). Enfin,
lors de la reconception, il se peut qu’il n’existe même pas de modèle CAO de l’aube en service
(situation a.), par exemple dans le cas de vieux équipements ou lorsque les équipements en
service appartiennent à un autre fabriquant [49]. Plus souvent, le constructeur possède un
modèle paramétré de l’aube, dont les paramètres ne sont pas nécessairement pertinents pour
la reconception envisagée [195] (situation c.). Ce modèle n’est en général pas accessible au
public pour des raisons de confidentialité. Dans un contexte de recherche académique, seuls
des modèles CAO d’aubes ouvertes sont alors disponibles.

4.1.3.2 Entrées et sorties

Les possibles entrées d’une rétro-ingénierie mentionnées dans la littérature sont :

(E1) systématiquement, un nuage de points, représentant la surface externe de l’aube. Ce
nuage est en général obtenu par des mesures expérimentales, typiquement avec un
laser [106]. Il peut également être issu d’un maillage [168] ou de l’échantillonnage d’un
modèle CAO. Plus rarement, dans le cas d’aubes de turbines creuses typiquement, des
mesures tomographiques complémentaires permettent de représenter les cavités [41]. Le
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nuage de points est généralement divisé en plusieurs sections, réparties sur la hauteur
d’aube ;

(E2) des courbes paramétrées décrivant approximativement l’allure de chaque section. Ces
courbes, dites courbes modèles, sont requises par la plupart des méthodes d’identifi-
cation de paramètres, bien que rarement mentionnées comme des entrées en tant que
telles. Les paramètres de ces courbes peuvent être obtenus empiriquement [6, 117] à
partir de l’expérience du concepteur, ou à partir d’un modèle CAO nominal [66, 107,
153] ;

(E3) des résultats issus de simulations numériques, dans de rares cas. Très récemment, des
méthodes incluant en entrée les résultats de simulations CFD (de l’anglais Computa-
tional Fluid Dynamics) en plus des nuages de points de l’aube ont été proposées [194].

En sortie de rétro-ingénierie, un modèle CAO est obtenu. Les courbes et surfaces constituant
ce modèle sont nécessairement paramétrées, bien que les paramètres ne soient pas toujours
explicites et accessibles pour l’utilisateur. C’est par exemple le cas pour les modèles obtenus
à partir de méthodes de rétro-ingénierie implémentées dans des logiciels CAO. Trois types
de modèles paramétrés, de complexité croissante, sont distingués :

(M1) un modèle CAO dont les paramètres sont soit inaccessibles à l’utilisateur [41], soit
purement mathématiques [144, 153, 168]. Ce type de modèle est courant lorsque la rétro-
ingénierie vise uniquement à obtenir un modèle CAO fidèle de l’aube, sans exigences
particulières relatives aux choix des paramètres ;

(M2) un modèle CAO s’appuyant sur des paramètres mathématiques, mais auxquels s’ajoutent
des quantités physiques identifiées a posteriori, telles que l’inclinaison de l’aube ou
sa flèche. La connaissance de ces quantités vise souvent à retrouver les intentions de
conception originelles. Ceci peut être fait pour calculer une CAO lissée, insensible aux
erreurs de mesures sur les entrées [130], ou pour analyser des tendances de conception
sur plusieurs aubes [97]. Toutefois, les quantités physiques identifiées ne permettent pas
nécessairement une mise à jour dynamique du modèle CAO paramétré ;

(M3) un modèle CAO pouvant aisément être mis à jour à partir de paramètres physiques.
Ce type de modèle est particulièrement pertinent dans un contexte de reconception et
peut inclure des paramètres d’ingénierie spécifiques à l’application considérée, tels que
des paramètres aérodynamiques. Ces paramètres aérodynamiques peuvent par exemple
être calculés à partir de paramètres géométriques via une règle de conception simplifiée
qui facilite ainsi la mise à jour du modèle [117]. Plus récemment, dans le cadre d’op-
timisations structurelles, un modèle paramétré d’aube académique a été proposé, pour
lequel les paramètres des profils sont obtenus par une méthode d’identification validée
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avec un haut niveau de fidélité [108]. Le besoin de modèles paramétrés compatibles
avec différentes étapes du processus de conception a par ailleurs été souligné pour la
fabrication de rouets, impliquant des modèles CAO, CFD et de fabrication assistée par
ordinateur [195]. À la connaissance de l’auteure, il n’existe pas de modèle paramétré
complet d’aube industrielle dédié à la reconception d’aubes robustes aux interactions
de contact.

4.1.3.3 Méthodes d’identification

L’identification des valeurs pertinentes de paramètres du modèle de sortie en fonction des
données d’entrée constitue le cœur de la rétro-ingénierie. Cette identification se traduit en
général par la résolution d’un problème d’optimisation, parfois nommé blade matching pro-
blem [6] en anglais. Ce problème est très souvent résolu à l’échelle des profils, pour identifier
des courbes paramétrées (curve fitting en anglais) [9, 108, 194]. De récents travaux [6] pro-
posent par ailleurs de résoudre le problème directement à l’échelle des surfaces (surface fitting
en anglais).

Dans sa forme la plus simple, le problème d’identification est résolu sans contraintes, généra-
lement lorsqu’un modèle de type (M1) est souhaité en sortie. Pour résoudre ce problème, de
nombreuses méthodes ont été proposées ces trente dernières années [153] et sont disponibles
dans la plupart des logiciels CAO commerciaux, sous la forme d’outils d’interpolation ou de
lissage. Peu de détails sur l’implémentation de ces méthodes sont toutefois fournis pour des
raisons de propriété industrielle, ce qui freine les développements associés dans un contexte
de recherche académique. De récents efforts visent à mettre à disposition ces méthodes via
des codes en libre accès [168].

Dans un contexte industriel, les surfaces constituant le modèle CAO doivent satisfaire un
certain nombre de contraintes géométriques, notamment de régularité. Un problème d’iden-
tification contraint doit alors être résolu (constrained fitting en anglais) [6, 117, 118, 144].
Étant donné la variété de contextes de rétro-ingénierie d’aube, la littérature liée aux méthodes
d’identification est très hétérogène. Bien que la classification proposée ne puisse couvrir tous
les cas de figure, trois grands types de méthodes ont été identifiés :

— les méthodes de recalage (registration en anglais), qui requièrent des courbes modèles
des profils en entrée [41] (E2) en plus d’un nuage de points (E1). Pour chaque profil, le
recalage consiste à appliquer une transformation géométrique à la courbe modèle pour
la faire coïncider au mieux à un profil cible, issu du nuage de points d’entrée. Le but des
méthodes de recalage est de trouver une transformation rigide 2 ou affine qui minimise

2. Une transformation rigide est une transformation géométrique qui préserve la distance euclidienne et



100

les écarts entre la courbe modèle et le profil cible. Plusieurs critères [118] sont requis
pour le bon fonctionnement d’une méthode de recalage, incluant un prétraitement du
nuage de point d’entrée pour le séparer en différents profils (opération de segmentation
en anglais), triés selon un ordre de parcours. Un échantillonnage uniforme des points est
également requis, ce qui n’est pas toujours possible en pratique : pour certains processus
de fabrication, l’état de surface au bord d’attaque et au bord de fuite ne permet par
exemple pas d’acquérir des mesures à ces endroits [66] ;

— les méthodes de recalage non rigides. Ces méthodes impliquent généralement une étape
de recalage permettant d’obtenir une courbe paramétrée proche du profil cible, suivie
d’une étape de déformation de cette courbe pour l’ajuster finement au profil cible. Cette
déformation est le plus souvent réalisée par déformation libre (Free Form Deformation
en anglais) [66, 116, 153], une méthode qui consiste à déplacer les points de contrôle
des courbes. Des contraintes peuvent être intégrées dans l’étape de déformation pour
préserver les propriétés du profil cible [66]. Ces méthodes ne requièrent pas de tri du
nuage de points d’entrée et ont l’avantage d’être insensibles aux bruits et erreurs de
mesure. De plus, il n’est pas requis que les courbes modèles fournies en entrée soient
proches des profils cibles. Ces méthodes ont été utilisées avec succès dans le cas de
nuages de points incomplets [66] ;

— des méthodes sans recalage, incluant uniquement une déformation des courbes mo-
dèles [6, 108]. Le problème d’identification est résolu itérativement. À chaque itération,
les paires de points les plus proches entre le profil cible et la courbe modèle sont d’abord
repérées, puis une fonction objectif quantifiant les écarts au sein de chaque paire est
calculée. Ces méthodes sont particulièrement flexibles et aisées à implémenter.

Enfin, plusieurs travaux de rétro-ingénierie évoquent des méthodes d’identification qui s’ap-
parentent à un des trois types précédents, tout en utilisant certains paramètres de concep-
tion clés pour améliorer le modèle paramétré obtenu. Par exemple, une méthode permettant
d’identifier la flèche et l’inclinaison de l’aube a été proposée [129] et s’appuie sur des prin-
cipes de conception usuels relatifs à ces quantités pour corriger la position des sections et ainsi
s’affranchir des erreurs de mesures [130]. Plus récemment, des résultats de simulation CFD
ont été utilisés lors de la résolution du problème d’identification afin d’obtenir un modèle
paramétré plus réaliste [194].

peut s’exprimer comme une combinaison de translations, rotations et/ou symétries.
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4.1.4 Validation

La validation d’un outil de modélisation peut inclure : (1) la validation de la fidélité des
phases de génération et rétro-ingénierie et (2) la validation de la pertinence de ces phases au
sein du processus de reconception.

Fidélité

La notion de fidélité est hautement dépendante du contexte de reconception [168]. Lors-
qu’une copie digitale d’une aube existante est requise, de faibles écarts géométriques entre
l’aube d’entrée et le modèle CAO obtenu par rétro-ingénierie sont recherchés, caractérisant
une bonne fidélité géométrique. Lorsque la rétro-ingénierie d’une aube abîmée est considérée
en revanche, la recherche d’une haute fidélité géométrique n’est pas souhaitable en raison
des écarts entre l’aube et le modèle CAO nominal. Dans ce cas, de faibles écarts sur cer-
tains paramètres de conception clés sont recherchés. Il peut s’agir de paramètres liés à la loi
d’empilement de l’aube [130] ou de paramètres d’ingénierie, comme les fréquences propres.
Ce type de fidélité étant peu traité dans la littérature, le terme de fidélité d’ingénierie est
choisi pour la désigner.

Quel que soit le type de fidélité considéré, la validation de la fidélité des aubes obtenues par
rétro-ingénierie est assez peu documentée. Dans certains cas, lorsqu’un modèle approximatif
est recherché, cette validation est même absente [144]. Plus généralement, une validation de
la fidélité géométrique est proposée. Elle s’appuie sur des critères géométriques permettant
de quantifier les similitudes entre les modèles CAO de l’aube d’entrée et de l’aube paramétrée
obtenue par rétro-ingénierie, à l’échelle globale [6, 168, 195] ou à l’échelle des profils [66, 117,
153]. Ces critères géométriques sont généralement calculés par des logiciels commerciaux et
leur expression analytique est rarement donnée. Enfin, de récents travaux [41] ont souligné
l’importance de critères de validation allant au-delà des considérations géométriques, tels que
des propriétés aérodynamiques, structurelles ou liées à la fabrication. Ces critères, permettant
de valider la fidélité d’ingénierie, sont à l’heure actuelle très rarement utilisés [49].

Pertinence

Un outil de modélisation pertinent doit permettre de générer des formes améliorées lors de
l’étape de mise à jour. Si la phase de rétro-ingénierie renvoie un modèle paramétré avec des
paramètres physiques, une vérification au cas par cas de l’influence de ces paramètres sur les
phénomènes d’intérêt peut être effectuée. Il peut s’agir par exemple de vérifier la capacité
des paramètres à modifier le flux [9] ou la qualité d’un processus d’usinage [195]. Par ailleurs,
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une grande robustesse de la phase de génération est requise, pour générer sans erreurs de
multiples modèles au sein de la procédure d’optimisation. Très peu de travaux s’attachent
cependant à démontrer cette robustesse sur des cas de reconceptions concrets [66, 195].

4.1.5 Bilan

Étant donné le contexte de reconception et les enjeux mis en évidence en matière de para-
métrisation, rétro-ingénierie et validation, un outil de modélisation adapté à un processus de
reconception d’aube doit satisfaire plusieurs critères. Ces critères sont formellement définis
ci-après pour la suite du document :

fidélité : l’aube d’entrée et l’aube paramétrée obtenue par rétro-ingénierie ont des compor-
tements mécaniques similaires, ce qui requiert non seulement une similitude des modèles
CAO mais aussi des propriétés dynamiques ;

résolution : un changement mineur de paramètres est reflété par un changement de géomé-
trie sur le modèle CAO, et inversement ;

robustesse : le modèle CAO et le maillage éléments finis sont générés sans erreurs pour une
large plage de paramètres ;

interprétabilité : les paramètres ont une signification géométrique ou d’ingénierie intuitive ;

polyvalence : la paramétrisation est conforme aux standards du domaine, tels que les
contraintes de régularité des surfaces, et compatible avec la procédure d’optimisation ;

efficacité numérique : le temps d’exécution des phases de rétro-ingénierie et de génération
est faible devant celui des simulations effectuées lors de l’étape de mise à jour.

4.2 Méthodologie de modélisation

La méthodologie de modélisation proposée, comprenant une paramétrisation et des phases
de génération et rétro-ingénierie, est implémentée dans un outil numérique. La présentation
de la méthodologie dans cette section s’appuie sur la structure de l’outil, constitué de trois
modules :

— GEN : un module de génération de modèle CAO à partir des paramètres d’une aube ;

— MAI : un module de génération de maillage éléments finis à partir d’un modèle CAO ;

— RET : un module de rétro-ingénierie identifiant les paramètres d’une aube à partir d’un
modèle CAO.

La position de ces modules au sein du processus de reconception proposé est schématisée sur
la figure 4.3. L’outil proposé tient compte des exigences de robustesse, d’efficacité numérique
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et d’automatisation relatives à ce processus. De plus, afin d’assurer la portabilité de l’outil
dans des environnements académique et industriel, celui-ci est écrit en langage Python 3 et
les modèles CAO et maillages éléments finis sont générés avec le logiciel ouvert Salome 3.

procédure d’optimisation

boîte noire

substitut

paramètres x′

optimisés

quantités
d’intérêt

quantités
d’intérêt

optimiseur

stratégies
prédictives

calcul de
f(x) et c(x) GENMAI

simulation
calcul de
f̃(x) et c̃(x) GENMAI

procédure
de rétro

-ingénierie

RET GEN
aube

d’entrée
paramètres x0

initiaux

Figure 4.3 Modules de modélisation ( ) au sein du processus de reconception proposé.

La paramétrisation proposée est présentée dans la section 4.2.1, la phase de génération dans
la section 4.2.2 (modules GEN et MAI) et la phase de rétro-ingénierie dans la section 4.2.3
(module RET).

4.2.1 Paramétrisation

La paramétrisation décrit les intersections de l’aube avec nsec surfaces coniques. Ces inter-
sections sont appelées par la suite sections coniques. Lorsque la surface conique est en fait
un cylindre, le terme section cylindrique est préféré. Une aube est modélisée par nsec sections
réparties sur sa hauteur et numérotées par l’indice i ∈ {1, ..., nsec} du pied au sommet d’aube.
Une section développée est appelée profil. Chaque section est définie par des paramètres de
section, répartis en deux types : les paramètres d’empilement et les paramètres de profil. Les
paramètres d’empilement contrôlent la position de la section et la définition de la surface
conique associée. Les paramètres de profil décrivent la forme du profil. Les paramètres des
nsec sections constituent les paramètres de l’aube.

Différents repères sont introduits dans la section 4.2.1.1 pour définir les paramètres de l’aube.
Les paramètres d’empilement sont définis dans la section 4.2.1.2 et les paramètres de profil

3. https://www.salome-platform.org/

https://www.salome-platform.org/
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dans la section 4.2.1.3. L’ensemble des paramètres de section est résumé dans le tableau 4.1.

4.2.1.1 Notations

Soit ti un point de référence de la section i, choisi de la même manière pour chaque section
(par exemple, le centre de gravité du profil dans un repère donné). En trois dimensions, un
repère cartésien est noté R• = (o•, ex,•, ey,•, ez,•), où o• est l’origine du repère, e indique
un vecteur unitaire, et les coordonnées d’un point m dans ce repère sont notées m|R• =
(mx,•,my,•,mz,•). Un repère cylindrique de même origine et d’axe longitudinal ez,• est défini
et noté par R′• = (o•, er,•, eθ,•, ez,•). Les coordonnées de m dans R′• sont notées m|R′• =
(mr,•,mθ,•,mz,•) ; l’angle mθ,• est défini positif dans le sens trigonométrique par rapport à
ex,• dans le plan (o•, ex,•, ey,•). Les repères tridimensionnels, présentés sur la figure 4.4 pour
nsec = 3, sont les suivants :

repère d’aube Ra(t) défini par rapport à un point arbitraire t de l’aube, tel que l’aube
tourne dans le sens positif autour de l’axe (oa, ez,a), le flux circule dans la direction
ez,a, et t appartient à l’axe (oa, ex,a). Pour alléger les notations, ce repère est parfois
noté Ra. Sur la figure, t = t1 ;

repères Rci des surfaces porteuses des sections i ∈ {1, ..., nsec} définis tels que oci ap-
partient à l’axe de rotation, ez,ci = ±ez,a et ex,ci = ex,a. Pour une surface conique,
oci est à l’origine du cône porteur et ez,ci dans le sens d’ouverture du cône. La surface
conique est dite positive si ez,ci = ez,a (section 1 ( )), et négative si ez,ci = −ez,a
(section 3 ( )). Pour une surface cylindrique (section 2 ( )), et soit un point arbitraire
ki de la surface, oci est choisi tel que kix,ci = 0 et ez,ci = ez,a. Sur la figure, k2 = t2.

ez,a

ey,a

ex,a

ez,c1

ey,c1

ex,c1
ez,c3

ex,c3
ey,c3

ez,c2

ey,c2

ex,c2

t1

t2

t3

oaoc1 oc2

oc3

RaRc1 Rc2

Rc3

Figure 4.4 Repères de l’aube Ra(t) tel que t = t1 et repères des surfaces porteuses : Rc1

(section conique positive ( )), Rc2 (section cylindrique ( )) et Rc3 (section conique négative
( )).
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En deux dimensions, un repère cartésien est noté P• = (o•, eu,•, ev,•) et le repère polaire
associé P ′• = (o•, er,•, eθ,•), tel que l’angle mθ,• est défini positif dans le sens trigonométrique
par rapport à eu,•. Les repères bidimensionnels utilisés sont les suivants :

repères Pdi des surfaces développées des sections i ∈ {1, ..., nsec} (figure 4.5). Pour une
surface conique, l’obtention de la développée est telle que oci a pour image odi et
un point de la section m|Rci

satisfaisant m|y,ci = 0 a pour image un point sur l’axe
(odi , eu,di). Pour une surface cylindrique de rayon ri, le point p|R′

ci
= (ri, 0, 0), a pour

image odi et le point m|Rci
a pour image un point sur l’axe (odi , eu,di) ;

e
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e
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e
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eu,d1

ev,d1

od1

(a) surface conique positive

eu,d2

ev,d2

od2

(b) surface cylindrique

eu,d3

ev,d3

od3

(c) surface conique négative

Figure 4.5 Repères Rci des coniques et repères Pdi de leurs développées respectives pour les
trois types de sections.

repère des profils Pp (figure 4.6) commun à toutes les sections i ∈ {1, ..., nsec} tel que
pour chaque profil, le point ai|Pp au bord d’attaque est à l’origine du repère, le point
bi|Pp au bord de fuite satisfait bv,p = 0 et l’extrados est côté ev,p. Les points ai|Pp et
bi|Pp sont définis précisément dans la section 4.2.1.3.
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eu,p

ev,p

op=ai

t1

t2 t3

b1

b2b3

Figure 4.6 Repère des profils Pp.

Tableau 4.1 Paramètres de section.

type nom symbole
rayon ri

angle d’inclinaison ∆θi

flèche axiale ∆zi

conicité γi
empilement

angle de calage λi

abscisse du point d’aspiration siu,p
ordonnée du point d’aspiration siv,p
abscisse du point de pression piu,p
corde ci

épaisseur ei

grand rayon de l’ellipse supérieure riBA+

grand rayon de l’ellipse inférieure riBA−

rayon du cercle riBF
angle d’entrée φiBA
angle de cale supérieur au bord d’attaque ψiBA+

angle de cale inférieur au bord d’attaque ψiBA−

angle de sortie φiBF
angle de cale supérieur au bord de fuite ψiBF+

profil

angle de cale inférieur au bord de fuite ψiBF−

4.2.1.2 Paramètres d’empilement

La position et l’orientation d’une section i ∈ {1, ..., nsec} dans Ra est entièrement déterminé
par cinq paramètres d’empilement, résumés dans le tableau 4.1 et illustrés sur la figure 4.7.
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ez,aey,a

ex,a

ez,ci ey,ci

ti|R′
a

t1|R′
a

∆θi

γi

ev,di

eu,di = ex,ci

ti|Pdi

λi

∆zi

ri

Figure 4.7 Paramètres d’empilement d’une section. Repère de l’aube R′a(t) tel que t = t1.

Trois paramètres définissent la ligne d’empilement :

le rayon ri, défini dans le repère cylindrique R′a par :

ri = tir,a; (4.1)

l’angle d’inclinaison ∆θi, défini comme la rotation de la section autour du vecteur ez,a
par rapport à la section en pied d’aube (t1θ,a = 0 sur la figure) :

∆θi = tiθ,a − t1θ,a. (4.2)

L’angle d’inclinaison est positif dans le sens de rotation de l’aube ;

la flèche axiale ∆zi, définie dans le repère Ra comme la translation de la section dans la
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direction ez,a par rapport au pied d’aube (t1z,a = 0 sur la figure) :

∆zi = tiz,a − t1z,a. (4.3)

La flèche axiale est positive dans la direction du flux.

Ces trois paramètres ne dépendent pas du choix du point t déterminant le repère Ra(t) :
par définition de Ra(t), le rayon ri est indépendant de t et les quantités ∆θi et ∆zi sont
des variations relatives. L’influence des paramètres ∆θi et ∆zi sur la géométrie de l’aube est
illustrée sur la figure 4.8.

eH,a
eI,a

e G
,a

(a) angle d’inclinaison ∆θi
eH,a

eI,a

e G
,a

(b) flèche axiale ∆zi

Figure 4.8 Influence de la flèche axiale et de l’angle d’inclinaison sur la forme de l’aube.

Les deux paramètres d’empilement restants définissent la surface porteuse et l’orientation de
la section i sur celle-ci :

la conicité γi, définie comme l’angle entre l’axe ez,a et une droite génératrice de la surface
porteuse de vecteur directeur gi restreinte au demi-plan {m ∈ R3 : my,a = 0,mx,a ≥ 0} :

γi = êz,a, gi ∈
]
−π2 ,

π

2

[
; (4.4)

l’angle de calage λi, qui contrôle l’orientation de la corde du profil sur la surface porteuse
par rapport à l’axe de rotation de la turbomachine. L’orientation de la corde est donnée
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γi = 0
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(b) section cylindrique

γi < 0

oa

ez,a

ex,a
gi

(c) section conique négative

Figure 4.9 Conicité γi de la surface porteuse selon le type de section. Génératrice de la surface
porteuse ( ).

par le vecteur unitaire :

wi =
bi|Pdi

− ai|Pdi∥∥∥bi|Pdi
− ai|Pdi

∥∥∥ . (4.5)

L’angle de calage λi ∈
[
0, π2

[
est finalement défini par :

λi =


(vi,wi)
∧

pour une section conique positive,

(−vi,wi)
∧

pour une section conique négative,

(eu,di ,wi)
∧

pour une section cylindrique,

(4.6)

où vi = ti|Pdi
/
∥∥∥ti|Pdi

∥∥∥ est un vecteur directeur de la génératrice pour une surface
conique. Les angles de calage sont illustrés sur la figure 4.10 selon le type de section.
Par définition, l’angle λi est indépendant du point t choisi pour définir le repère Ra(t).
Son influence sur la forme de l’aube est visible sur la figure 4.11. Le vrillage de l’aube
désigne la variation d’angle de calage du pied au sommet d’aube.
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Figure 4.10 Angle de calage λi selon le type de section.
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Figure 4.11 Influence de l’angle de calage λi sur le vrillage de l’aube.

4.2.1.3 Paramètres de profil

La modélisation du profil d’une section i ∈ {1, ..., nsec}, inspirée d’une précédente publi-
cation [107, 108], est constituée de sept courbes représentées sur la figure 4.12. Au bord
d’attaque, deux morceaux d’ellipses distincts 1 , 2 permettent de représenter des formes
indépendantes sur l’intrados et l’extrados. Le bord de fuite, supposé de petite taille, est dé-
crit par un unique arc de cercle 3 . L’intrados et l’extrados sont chacun modélisés par deux
splines cubiques ( 4 , 5 , 6 , 7 ). Le point d’aspiration si, respectivement de pression pi,
est défini comme le point de rencontre des splines sur l’extrados, respectivement sur l’intra-
dos. Le point de jonction des ellipses est noté ai et le point du cercle au bord de fuite le plus
éloigné de ai est noté bi.

Afin de restreindre le nombre de paramètres utilisés pour tracer ces courbes dans Pp, des
hypothèses sur la forme du profil sont imposées : le profil est une courbe G 1 4, les tangentes
aux points si et pi sont horizontales et le petit rayon des ellipses vaut la moitié de leur grand
rayon. Le positionnement du profil dans Pp est imposé en fixant le point ai à l’origine. Afin
d’améliorer la paramétrisation, une nouvelle hypothèse est considérée dans le cadre de ce
travail : le centre du cercle au bord de fuite appartient à l’axe des abscisses. L’orientation du
profil sur la surface porteuse est ainsi définie uniquement par l’angle de calage λi et découplé
des paramètres de profil.

4. Cette notation est discutée en annexe C et traduit ici le fait que la direction de la tangente à la courbe
est continue en tout point de la courbe.
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Figure 4.12 Représentation des paramètres de profil suivant la nomenclature du tableau 4.1.

La paramétrisation proposée pour les profils est basée sur 14 paramètres listés dans le ta-
bleau 4.1 et illustrés sur la figure 4.12 ; les angles sont non orientés et positifs tels que
représentés. Les paramètres sont indépendants du point t choisi pour définir le repère Ra(t),
le positionnement d’un profil dans Pp ne dépendant pas de ce point.

Positionnement par rapport aux travaux précédents

Cette paramétrisation des profils diffère des précédents travaux [108] sur deux aspects :
(1) la corde du profil est horizontale dans Pp ; le paramètre de corde tangentielle est
donc supprimé et (2) plutôt qu’un angle de cale (wedge angle en anglais) symétrique
au bord de fuite, deux angles sont utilisés afin de découpler les formes des splines de
l’intrados et de l’extrados. Il a en effet été observé dans le cadre de ce travail qu’un
angle de cale symétrique pouvait conduire à des oscillations indésirables d’une des
splines reliées au cercle au bord de fuite.
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4.2.2 Génération d’aube (modules GEN et MAI)

L’objectif des modules GEN et MAI est de générer le modèle CAO d’une aube et son maillage
à partir des paramètres de l’aube. En fonction des paramètres de profil, les profils sont
construits et discrétisés (section 4.2.2.1). Les nuages de points produits sont positionnés les
uns par rapport aux autres à l’aide des paramètres d’empilement (section 4.2.2.2). Enfin,
la CAO et le maillage de l’aube sont générés avec Salome (sections 4.2.2.3 et 4.2.2.4). Ces
étapes sont illustrées à partir des paramètres d’aube donnés en annexe D.1 décrivant trois
sections de l’aube rotor 37. Ces paramètres ont été obtenus avec la phase de rétro-ingénierie
décrite dans la section 4.2.3.

4.2.2.1 Construction des profils

Le profil de chaque section i ∈ {1, ..., nsec} est dessiné dans le repère Pp à partir des para-
mètres de profil. Le contour de chaque profil est discrétisé avec une longueur d’échantillonnage
de ci/1200, où ci est la corde du profil. Cette longueur est suffisamment faible pour permettre
une discrétisation fidèle du profil. Pour l’exemple présenté, chaque section est ainsi définie
par un nuage d’environ 2500 points et représentée sur la figure 4.13. Enfin, les cordonnées
ti|Pp des points de référence dans Pp sont calculées à partir des nuages de points. Le point
ti|Pp est choisi comme le barycentre du nuage de points de la section i dans Pp.

eu,p

ev,p

op

t1

(a) pied d’aube

eu,p

ev,p

op

t2

(b) mi-hauteur

eu,p

ev,p

op

t3

(c) sommet d’aube

Figure 4.13 Tracé dans Pp des profils de l’aube rotor 37 paramétrée à trois sections.

4.2.2.2 Empilement des sections

Les nuages de points de chaque section sont projetés du repère des profils Pp vers le repère
d’aube Ra(t1). Trois changements de repères successifs, schématisés sur la figure 4.14, sont
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effectués. Les équations associées sont données en annexe B. Ces équations requièrent des
paramètres de passage ( ) calculés à partir des paramètres d’empilement de chaque section.

3

2

1

nuage de points

paramètres de profil

ri, γi, λi

ri, γi,∆θi, λi

ann.
B1

ann.
B2

ann.
B3

Ra

• γi
• ki|Ra

Rci

• γi si cône
• ri si cylindre

Pdi

• ni|Pdi

• ni|Pp

•⁄�(eu,di ,wi)

Pp

Figure 4.14 Étapes de l’empilement d’une section i dans le module GEN par changements de
repères. Paramètres de passage ( ).

Détermination des paramètres de passage

À l’étape 1 , les coordonnées d’un point arbitraire ni de la section dans Pp et Pdi

sont requises, ainsi que l’orientation de la corde du profil wi (équation (4.5)). Le point
ni est choisi tel que ni = ti : les coordonnées ti|Pp sont connues et les coordonnées
ti|Pdi

peuvent être obtenues immédiatement à partir des paramètres d’empilement. Les
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quantités requises dans le cas d’une section conique sont ainsi données par :

tiu,di = ri

sin |γi| cos(− sgn(γi)∆θi sin |γi|), (4.7)

tiv,di = ri

sin |γi| sin(− sgn(γi)∆θi sin |γi|), (4.8)

(eu,di ,wi)
∧

=

− sgn(γi)∆θi sin |γi|+ λi pour une section conique positive,

− sgn(γi)∆θi sin |γi|+ λi + π pour une conique négative,
(4.9)

où sgn(•) désigne la fonction signe. Dans le cas d’une section cylindrique, les quantités
requises sont :


ti
u,di = 0,

ti
v,di = −ri∆θi,

(eu,di ,wi)
∧

= λi.

(4.10)

Les équations précédentes sont démontrées en annexe B.4.
À l’étape 2 , la conicité γi est requise pour une sections conique et le rayon ri pour une
section cylindrique. Enfin, à l’étape 3 les coordonnées ki|R′a d’un point de la surface
porteuse sont requises. Or, le point ti|R′a = (ri,∆θi,∆zi) appartient nécessairement à
la surface porteuse. Comme la surface porteuse est une surface de révolution autour de
l’axe ez,a, le point ki est choisi plus simplement tel que :

ki|R′a = (ri, 0,∆zi). (4.11)

4.2.2.3 Génération du modèle CAO

Le modèle CAO est généré avec Salome dans le repèreRa(t1) à partir des nuages de points des
différentes sections, selon une méthodologie inspirée d’un outil précédemment publié [148].
Pour chaque section, les points de l’extrados sont interpolés par une spline cubique, tout
comme les points de l’intrados. Les deux splines sont ensuite découpées en leur milieu ; le
contour de chaque section est ainsi décrit par quatre splines (de couleurs différentes sur la
figure 4.15a). En fonction de leur position relative sur chaque section, les morceaux de splines
sont répartis en quatre groupes.

Pour chaque groupe, une des faces latérales de l’aube est générée par une approximation
surfacique de type spline. Le degré de la surface, variant de 2 à 5, est sélectionné auto-
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matiquement par Salome pour respecter une tolérance prescrite. Quatre faces latérales sont
ainsi générées, décrivant l’extrados et l’intrados de l’aube sur toute sa hauteur (figure 4.15b).
L’utilisation de quatre faces facilite la génération du maillage par la suite.

Les faces latérales sont « cousues » afin d’obtenir une surface latérale unique. Cette opération
nécessite de fournir une tolérance sous laquelle deux arêtes sont considérées comme coïnci-
dentes. L’estimation d’une telle tolérance est délicate, car les quatre faces ont été générées par
des approximations différentes. Pour assurer la robustesse de l’opération pour différentes géo-
métries, une tolérance adaptative est introduite par rapport à la méthodologie d’origine [148].
Une tolérance initiale ∆z/200 est fixée, où ∆z est l’encombrement de l’aube selon la direction
ez,a. Si l’opération de couture échoue, la tolérance est doublée et une nouvelle tentative est
effectuée, pour un maximum de quatre tentatives. La génération des faces en pied et sommet
d’aube est réalisée par simple remplissage des cavités. L’ensemble des faces est groupé pour
former une coque fermée, elle-même transformée en un volume. Le résultat final est présenté
sur la figure 4.15c.

(a) contours des
sections

(b) faces latérales (c) volume fermé

Figure 4.15 Étapes de construction de la CAO (module GEN).

Remarques sur la régularité de la CAO générée
Les paramétrisations récentes d’aubes destinées à des analyses CFD imposent une ré-
gularité G 2 de la surface latérale de l’aube (notion discutée en annexe C). Bien que la
paramétrisation proposée soit avant tout dédiée à des études structurelles, une étude
de la régularité de la CAO obtenue renseigne sur son utilisation éventuelle dans le
cadre d’analyses aérodynamiques. Les paragraphes suivants montrent que la surface
latérale de la CAO obtenue est de classe G 2, mais que seule une régularité G 1 est
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garantie pour la courbe paramétrée analytique décrivant un profil dans Pp et notée
m(t) = (mu,p(t),mv,p(t)) avec mu,p(t),mv,p(t) : T ⊆ R → R. Cette limitation n’est
pas problématique dans le contexte de l’outil développé, car elle ne restreint pas la
régularité de la CAO finale.

Profil G 1 dans Pp. Les sept courbes constituant un profil sont de classe C n, la
régularité de m(t) est donc conditionnée par la régularité aux points de jonction des
courbes. Les tangentes sont conservées aux points de jonction impliquant des splines
et au point ai car les ellipses partagent le même axe. La courbe m(t) est donc G 1.
Cependant, elle n’est pas G 2 car la direction du vecteur des dérivées secondesm(2)(t) =
(m(2)

u,p(t),m(2)
v,p(t)) n’est pas conservée aux points si et pi. Il est possible de conserver

la direction de courbure en utilisant des splines de degré 5. Cette paramétrisation a
été testée, mais n’a pas permis d’obtenir une aussi bonne représentation des profils
cibles qu’avec la paramétrisation initiale. En effet, imposer la continuité de la courbure
contraint fortement les formes que la paramétrisation peut générer. Par conséquent, le
choix a été fait de garantir uniquement la continuité G 1.

Surface latérale G 2 de la CAO. Les quatre faces qui composent la surface étant
des surfaces splines, la régularité de la surface complète est imposée par la régularité
des jonctions entre les faces. Cette régularité est directement liée à la régularité des
courbes décrivant le contour de chaque section. Pour une section donnée, les deux
splines utilisées sur l’intrados (respectivement l’extrados) sont issues d’une même spline,
coupée en deux ; la régularité est donc conservée au point de jonction. Au bord d’attaque
et au bord de fuite, il est également possible de montrer que la direction de courbure est
conservée dans Pp et la projection du contour de la section sur des coniques n’altère pas
cette propriété. Par conséquent, si le profil dans Pp est suffisamment discrétisé, alors
les splines de l’intrados et de l’extrados interpolant le nuage de point correspondant
dans Ra sont de classe G 2. Le contour de chaque profil dans Salome est donc de classe
G 2 et la surface latérale de la CAO est G 2.

4.2.2.4 Génération du maillage éléments finis

Une discrétisation en nh éléments des quatre arêtes parcourant la hauteur de l’aube est
imposée. Pour des raisons de simplicité, la même discrétisation est imposée sur les huit arêtes
décrivant le contour des faces en pied et en sommet d’aube. Les faces latérales sont maillées
avec des quadrangles, directement déterminés par la discrétisation des arêtes adjacentes. La
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face en pied d’aube est maillée avec des triangles dont l’aire est limitée par un critère relatif à
la hauteur d’aube, afin d’assurer une discrétisation suffisante de la face. Le maillage de cette
face est ensuite projeté sur la face en sommet d’aube. Étant donné les hypothèses de maillages
précédentes, les éléments tridimensionnels sont des pentaèdres. Des éléments quadratiques
sont choisis. Si des éléments de mauvaise qualité sont présents dans le maillage, une erreur
est renvoyée par le module MAI. Ainsi, les simulations numériques subséquentes du processus
de la figure 4.3 ne sont pas effectuées pour ce maillage.

Le maillage final généré pour nh = 38 comporte pour l’exemple traité 6 384 éléments au total
et est visible sur la figure 4.16. D’après les études de convergences préliminaires présentées
en annexe E, cette valeur de nh est jugée suffisante pour assurer la convergence du maillage
pour les analyses dynamiques réalisées par la suite (voir section 4.3.2.1).

Figure 4.16 Maillage de l’aube rotor 37 paramétrée à trois sections (module MAI).

4.2.3 Retro-ingénierie d’aube (module RET)

L’objectif du module RET est d’identifier les paramètres décrivant une aube d’entrée fournie
sous forme de modèle CAO et désignée comme CAO d’entrée par la suite. La CAO d’en-
trée est fournie en millimètres dans un repère RCAO tel que l’aube tourne autour de l’axe
(oCAO, ez,CAO) dans un sens connu avec un positionnement radial correct, le flux circulant
dans la direction ez,CAO.

Pour positionner l’aube dans le repère Ra(t), le point t est choisi comme le point de l’aube
ayant la plus petite coordonnée selon ez,CAO 5. Si plusieurs points vérifient cette condition,
celui de plus faible rayon est choisi. Les coordonnées de l’aube dans Ra(t) sont obtenues
par translation et rotation par rapport à l’axe (oCAO, ez,CAO), de façon à ce que le point t

5. Le point t diffère du point t1 considéré dans le module GEN (section 4.2.2), qui n’est pas connu a priori.
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appartienne à l’axe (oa, ex,a). Si l’aube tourne en sens indirect dans RCAO, une symétrie de
l’aube par rapport au plan (oCAO, ex,CAO, ez,CAO) est également effectuée.

À partir de l’aube positionnée dans Ra, les étapes de la phase de rétro-ingénierie sont : (1)
le calcul des intersections entre l’aube et les nsec surfaces porteuses, (2) la détermination des
paramètres d’empilement et (3) l’identification des paramètres de profil de chaque section
par la résolution d’un problème d’optimisation. Ces étapes sont illustrées à partir de la CAO
d’entrée rotor 37 et nsec = 3 sections sont considérées. Pour cette CAO, le point t est situé au
bord d’attaque en pied d’aube. L’aube positionnée dans Ra(t) est visible sur la figure 4.17.

t

oa
ez,a

ex,a

ey,a

Figure 4.17 CAO d’entrée rotor 37 positionnée dans le repère Ra(t).

4.2.3.1 Intersection de l’aube avec les surfaces porteuses

Soit la surface porteuse de la section i ∈ {1, ..., nsec} de conicité γi dont une génératrice est
présentée sur la figure 4.18 dans le plan (oa, ez,a, er,a). Les coordonnées d’un pointm de cette
surface vérifient :

mr,a = mz,a tan(γi) + li, (4.12)

où li > 0 est le rayon de la surface dans le plan (oa, er,a, eθ,a). La connaissance des quantités
γi et li est suffisante pour construire la surface porteuse de la section i.

Une répartition linéaire des surfaces porteuses du pied au sommet d’aube est imposée et se
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Figure 4.18 Génératrice ( ) d’une surface porteuse dans le plan (oa, ez,a, er,a).

traduit par les équations suivantes, pour tout i ∈ {1, ..., nsec} :

γi = γ1 + (γnsec − γ1) i− 1
nsec − 1 , (4.13)

li = l1 + (lnsec − l1) i− 1
nsec − 1 . (4.14)

Par conséquent, la connaissance des paramètres γ1, l1, γnsec et lnsec des surfaces extrêmes est
suffisante pour générer toutes les surfaces porteuses. Ces paramètres sont déterminés via une
procédure semi-automatique : à partir d’un maillage non structuré généré automatiquement
dans Salome, l’utilisateur sélectionne plusieurs nœuds sur les faces en pied et en sommet
d’aube. Pour les deux faces, les paramètres de la surface porteuse passant au mieux par
les points sélectionnés sont obtenus par régression linéaire à partir de l’équation (4.12). Les
paramètres sont ajustés par l’utilisateur de façon à limiter la perte de matière en sommet et
pied d’aube. Les paramètres γ1, l1, γnsec , lnsec sont ainsi déterminés 6 et l’intersection de l’aube
avec les nsec surfaces porteuses est calculée (voir figure 4.19). Les contours des sections ainsi
obtenues sont finement discrétisés et stockés sous la forme de nsec nuages de points.

Figure 4.19 Intersections de la CAO d’entrée de l’aube rotor 37 avec nsec = 3 surfaces por-
teuses.

6. Ces paramètres sont stockés pour une CAO d’entrée donnée et sont valables quel que soit le nombre
de sections choisi pour la rétro-ingénierie.
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4.2.3.2 Détermination des paramètres d’empilement

Parmi les paramètres d’empilement listés dans le tableau 4.1, seul la conicité γi de chaque
section i ∈ {1, ..., nsec} est connue à ce stade par l’équation (4.13). La détermination des
autres paramètres requiert les coordonnées du point ti|Ra de chaque section. Pour rester
homogène avec la phase de génération d’aubes (figure 4.14) et limiter les erreurs numériques,
ti doit être identifié dans le repère des profils Pp.

Le nuage de points de chaque section est projeté du repère Ra au repère Pp par trois chan-
gements de repères successifs, correspondant aux étapes 1 à 3 sur la figure 4.20. Le point
ti|Pp est ensuite calculé et projeté de Pp à Ra lors des étapes 4 à 6 sur la figure. Les
coordonnées intermédiaires ti|Pdi

sont utilisés pour calculer l’angle de calage λi à partir de
l’équation (4.6). La connaissance des coordonnées ti|Ra de toutes les sections permet en-
fin de déduire les paramètres ri,∆θi et ∆zi à partir des équations (4.1), (4.2) et (4.3). Les
paramètres de passage requis pour les différents changements de repère sont détaillés dans
l’encart.

Détermination des paramètres de passage

ai

bi

co
rd
e

Pdi

ai

bi

co
rd
e

PdiFigure 4.21 Identification des points ai au
bord d’attaque et bi au bord de fuite dans
le repère Pdi . Ligne moyenne ( ).

À l’étape 1 , comme tous les points de la
surface vérifient l’équation (4.12), le point
ki|Ra est choisi tel que (kir,a, kiθ,a, kiz,a) =
(li, 0, 0). À l’étape 2 , dans le cas d’une
section cylindrique, le rayon ri du cy-
lindre est donné par le paramètre li. En-
fin, à l’étape 3 , le point ni est choisi
tel que ni = ai. L’obtention des coordon-
nées ai|Pp est immédiate (ai est à l’ori-
gine du repère) ; seules les coordonnées
ai|Pdi

restent à déterminer. Le point ai

est choisi dans Pdi comme le point du
profil le plus proche possible de la ligne
moyenne du profil, côté bord d’attaque
(voir figure 4.21). La ligne moyenne est estimée par une approximation polynomiale
de degré 5 du nuage de points de la section dans Pdi . Le point bi au bord de fuite est
également requis pour calculer le vecteur wi (équation (4.5)) définissant l’orientation
de la corde du profil dans Pdi . Il est choisi comme le point du profil le plus éloigné du
point ai, en cohérence avec la paramétrisation des profils (figure 4.12).
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Figure 4.20 Étapes de détermination des paramètres d’empilement d’une section i dans le
module RET par changements de repères. Paramètres de passage ( ).

4.2.3.3 Identification des paramètres de profil

Soit le nuage de point d’une section i dans le repère Pp et N i sa discrétisation à environ 200
points, appelée profil cible. Le profil cible N1 de la section en pied d’aube rotor 37 ( ) est
présenté sur la figure 4.22. Les paramètres de profil (définis dans la section 4.2.1.3) décrivant
ce profil cible sont obtenus en résolvant le problème d’optimisation suivant :

min e(x)

sujet à : l ≤ x ≤ u,
(4.15)

où x ∈ R14 est le vecteur de paramètres de profil, l,u ∈ R14 sont des bornes et e(x) est une
fonction d’erreur entre le profil cible et le profil paramétré défini par x. La fonction objectif,



122

inspirée de précédents travaux [107], est définie par :

e(x) = 0,9d̄(x) + 0,1|δp(x)|, (4.16)

où d̄(x) est la distance moyenne entre les points du profil cible N i et du profil paramétré et
δp(x) leur différence relative de périmètre. Plus la valeur de la fonction objectif est faible,
plus le profil paramétré approche fidèlement le profil cible.

eu,p

ev,p

op

Figure 4.22 Profil cible ( ) et profil paramétré ( ) de la section en pied d’aube rotor 37.

Bien que la fonction objectif soit différentiable pour tout x tel que δp(x) 6= 0, l’expres-
sion du gradient n’est pas connue analytiquement sans effort supplémentaire en raison de la
discrétisation des profils. Par conséquent, le problème (4.15) est traité comme un problème
d’optimisation sans dérivées et résolu avec le logiciel NOMAD [112] reposant sur l’algorithme
Mads [17]. Un vecteur de paramètres initiaux x0 est requis.

Détermination d’un profil initial et des bornes. Les paramètres x0 décrivant le profil
initial sont calculés à partir des coordonnées des points du profil cible N i (voir tableau 4.2 et
figure 4.23). Pour améliorer la robustesse, toutes les valeurs sont fonction du profil cible, tout
comme les bornes du problème d’optimisation, données dans le même tableau. Les valeurs
optimales des coordonnées du point d’aspiration (siu,p,siv,p) et de la corde axiale ci sont calcu-
lées directement à partir du profil cible. Par conséquent, ces paramètres sont gardés constants
lors de la résolution du problème (4.15), dont la dimension est réduite à 11. L’épaisseur ei est
initialisée avec l’épaisseur du profil à ±0,05ci de l’abscisse du point d’aspiration et les rayons
riBA+ , riBA− des ellipses au bord d’attaque et riBF du cercle au bord de fuite sont initialisés par
des fractions de l’épaisseur. Les angles d’entrée φiBA et de sortie φiBF sont initialisés grâce à la
ligne moyenne du profil, estimée par une approximation polynomiale de degré 5 des points de
N i (voir figure 4.23b). La fonction d’approximation, notée gi : [0, biu,p]→ R, prend en entrée
une abscisse et retourne l’ordonnée du point correspondant sur la ligne moyenne. Enfin, les
angles de calage au bord d’attaque sont initialisés par l’angle entre l’axe des abscisses et la
droite (op, si), et les angles de calage au bord de fuite par l’angle entre l’axe des abscisses et
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la droite (si, bi).

Tableau 4.2 Valeurs initiales des paramètres et bornes pour le problème d’identification de
profil (4.15). Les valeurs sans indication d’unités sont dans l’unité du profil cible N i.

paramètre valeur dans x0 borne inf. l borne sup.u
siu,p mu,p : m ∈ arg maxm∈N imv,p — —
siv,p maxm∈N imv,p — —
piu,p ci/2 0 ci

ci maxm∈N imu,p — —
ei siv,p −minm∈N i{mv,p : |mu,p − su,p| < 0,05ci} ci/100 ci/2

riBA+ ei/5 ei/50 ei

riBA− ei/10 ei/50 ei

riBF ei/10 ei/100 ei

φiBA arctan(gi′(0)) 0◦ 90◦

ψiBA+ arctan(siv,p/siu,p) 0◦ 89◦

ψiBA− ψiBA+ 0◦ 89◦

φiBF arctan(−g′i(biu,p)) 0◦ 90◦

ψiBF+ arctan(siv,p/(ci − siu,p)) 0◦ 89◦

ψiBF− ψiBF+ 0◦ 89◦

Résolution du problème d’identification. Le problème (4.15) est résolu avec les pa-
ramètres par défaut de NOMAD. Un budget de 1 500 évaluations de la fonction e(x) est
alloué. Le profil obtenu pour la section en pied d’aube rotor 37 est visible sur la figure 4.22
( ). Le graphique de convergence de l’algorithme est présenté sur la figure 4.24 et montre la
diminution de la fonction objectif e en fonction du nombre d’évaluations. Une convergence
asymptotique est observée. La convergence asymptotique de l’algorithme est vérifiée pour 17
profils de l’aube rotor 37 : 1 500 évaluations sont considérées suffisantes pour permettre à
l’algorithme de converger vers de faibles valeurs d’erreurs, discutées dans la section 4.3.1.2.

4.2.4 Remarque

À partir d’un ensemble A de paramètres d’aube, l’exécution des modules GEN puis RET produit
un ensemble de paramètres B. L’ensemble B peut différer légèrement de l’ensemble A en
raison de trois éléments :

— l’intersection de l’aube avec les surfaces porteuses (section 4.2.3.2) induit un décalage
des sections de l’ensemble B par rapport à l’ensemble A ;
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(a) coordonnées du point d’aspiration (siu,p, siv,p), corde ci et épaisseur ei
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(b) angles d’entrée φiBA, de sortie φiBF et de calage ψiBA+ et ψiBF+

Figure 4.23 Détermination du profil initial à partir du profil cible N i ( ) et de la ligne
moyenne ( ).

— l’identification des paramètres de profil d’une section i dépend du point ai considéré au
bord d’attaque (encart page 120). Si ce point est différent du point d’intersection des
ellipses au bord d’attaque pour l’ensemble A, les paramètres de profil identifiés seront
différents ;

— rien n’assure l’unicité des paramètres de profil identifiés pour une section donnée (le
problème (4.15) peut avoir plusieurs solutions optimales).

D’un point de vue mathématique, l’application qui permet de passer des paramètres d’une
aube à un modèle CAO n’est ainsi pas bijective. Ceci est courant pour les méthodes de
rétro-ingénierie, qui visent avant tout à obtenir un modèle CAO paramétré haute-fidélité.

4.3 Validation de la fidélité sur les aubes rotor 37 et rotor 67

La validation de la fidélité est réalisée par comparaison d’une aube d’entrée avec l’aube
paramétrée correspondante obtenue par application successive des modules RET et GEN. Des
critères de comparaison géométriques (section 4.3.1) et des critères relatifs à la dynamique
de l’aube (section 4.3.2) sont considérés. La validation est effectuée sur deux aubes ouvertes
de la NASA : l’aube rotor 37 [151] issue d’un étage de compresseur transsonique, et une aube
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Figure 4.24 Courbe de convergence de Mads pour le problème (4.15) d’identification des
paramètres de profil de la section en pied d’aube rotor 37.

issue du rotor 67 [181], un étage de soufflante. Les modèles CAO de ces aubes sont librement
accessibles sur internet 7.

Les critères de comparaison sont analysés en fonction du nombre de sections nsec considéré
dans RET. Ce paramètre est supposé avoir un fort impact sur la conception : un nombre de
sections suffisant est essentiel pour représenter la courbure de l’aube. Les autres paramètres
du module RET, tels que ceux relatifs à la discrétisation des nuages de points ou à la formula-
tion du problème d’identification des profils, sont issus de précédents travaux ou déterminés
empiriquement. Pour faciliter la comparaison des aubes paramétrées, les valeurs de nsec sont
choisies par dichotomie : nsec ∈ {2, 3, 5, 9, 17}.

4.3.1 Critères géométriques

La figure 4.25 présente les modèles CAO des aubes paramétrées rotor 37 et rotor 67, abré-
gées CAO paramétrées, avec nsec ∈ {2, 3}. Au moins trois sections semblent requises pour
représenter précisément la courbure de l’aube, en particulier pour rotor 67. Les CAO para-
métrées avec nsec ≥ 3 sont visuellement indiscernables les unes des autres. Deux critères de
comparaison géométriques sont considérés : un critère à l’échelle de l’aube basé sur le volume
de la CAO (section 4.3.1.1) et un critère plus local, à l’échelle des profils (section 4.3.1.2).

4.3.1.1 Volume de l’aube

Le volume de la CAO d’entrée, noté V e, est scindé en deux composantes, présentées sur la
figure 4.26 : le volume central V e

c ( ) entre les surfaces porteuses en pied et sommet, et le
volume perdu V e

per ( ) au-delà de ces surfaces. La proportion de volume perdu par rapport

7. https://lava-wiki.meca.polymtl.ca/public/modeles/accueil

https://lava-wiki.meca.polymtl.ca/public/modeles/accueil


126

(a) rotor 37, nsec = 2 (b) rotor 37, nsec = 3 (c) rotor 67, nsec = 2 (d) rotor 67, nsec = 3

Figure 4.25 CAO d’entrée ( ) et CAO paramétrées ( ) pour les aubes rotor 37 et rotor 67.

au volume total est définie par :

∆V e
per = −

V e
per

V e × 100 [%], (4.17)

et la variation de volume sur la partie centrale entre une CAO paramétrée et la CAO d’entrée
est donnée par :

∆Vc = V − V e
c

V e
c
× 100 [%], (4.18)

où V est le volume de la CAO paramétrée.

Figure 4.26 Partition du volume V e de la CAO d’entrée : volume perdu V e
per ( ) (exagéré

pour une meilleure visibilité) et volume central V e
c ( ).

Les variations de volume sont présentées dans le tableau 4.3. La proportion de volume perdu
∆V e

per est très faible pour l’aube rotor 37 et elle n’a pu être calculée pour l’aube rotor 67
car les surfaces coniques sont trop proches des faces en sommet et pied d’aube ; elle est donc
jugée négligeable. La perte de matière en sommet et pied d’aube, inhérente à la méthodologie
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proposée, est ainsi négligeable par rapport au volume de la CAO d’entrée.

Les variations de volume central V e
c sont dépendantes du nombre de sections pour les deux

aubes. Pour nsec = 2, les variations négatives indiquent que le volume de la CAO paramétrée
est plus faible que celui de la CAO d’entrée. En effet dans ce cas, la surface latérale de l’aube
est générée par une interpolation linéaire qui ne permet pas de représenter la courbure de
l’aube. L’ajout de sections (de 3 à 5) permet de mieux représenter la courbure : la variation
de volume central pour nsec = 5 est seulement de −0,1% pour l’aube rotor 67 et 0,79% pour
l’aube rotor 37. Au-delà de 5 sections, la quantité ∆V e

c reste faible, mais fluctue en fonction
de nsec. Ceci est probablement lié à un cumul des erreurs locales sur les sections ajoutées,
dont les profils ne sont pas parfaitement approximés.

Tableau 4.3 Variations du volume des CAO paramétrées des aubes rotor 37 et rotor 67.

∆Vc [%]
aube ∆V e

per [%]
nsec = 2 nsec = 3 nsec = 5 nsec = 9 nsec = 17

rotor 37 0,12 -0,5 1,04 0,79 0,96 0,81
rotor 67 négligeable -10,04 -0,1 -0,1 -0,8 0,25

4.3.1.2 Profils des sections

La similitude entre un profil paramétré défini par un vecteur de paramètres x et un profil
cible N i est quantifiée par la fonction d’erreur e(x) (équation (4.16)). D’après de précédents
travaux basés sur des sections planes [107, p. 35], un profil paramétré est considéré fidèle
au profil cible si e(x) ≤ 0,05 mm. Ce critère reste valide dans le cadre de ce travail, car les
profils traités ont le même ordre de grandeur que dans les précédents travaux. L’utilisation
de surfaces coniques induit nécessairement une déformation des sections lors du passage des
repères Ra à Pp. Il s’agit donc de vérifier si la paramétrisation proposée dans cette thèse
vérifie le critère de fidélité pour des profils issus de sections coniques.

Pour les aubes rotor 37 et rotor 67, les dix-sept profils paramétrés obtenus satisfont tous
e(x) ≤ 0,05 mm. En raison de ces valeurs, les profils paramétrés issus de sections coniques
sont considérés bien représentés, ce qui témoigne de la fidélité de la procédure pour des
profils de formes variées. Cette fidélité se traduit graphiquement par la bonne superposition
des profils paramétrés aux profils cibles, illustrée pour six profils paramétrés sur la figure 4.27.
Une valeur d’erreur e(x) faible n’exclut toutefois pas la présence de faibles écarts très localisés
entre le profil cible N i et le profil paramétré, discutés dans l’encart.
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(d) rotor 67, mi-hauteur : e(x) ' 0,021 mm
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(e) rotor 37, pied : e(x) ' 0,022 mm
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(f) rotor 67, pied : e(x) ' 0,037 mm

Figure 4.27 Profils cibles ( ) et profils paramétrés ( ) de trois sections des aubes rotor 37 et
rotor 67.

Erreurs localisées sur les profils paramétrés
Des écarts très faibles sont visibles au bord d’attaque pour les aubes rotor 37 paramé-
trées (figure 4.28). L’algorithme d’optimisation utilisé pour l’identification des para-
mètres du profil (section 4.2.3.3) ayant bien convergé pour ce cas, ces écarts indiquent
une limite de la paramétrisation à représenter la courbure du profil au bord d’attaque.

ap

ci/100

Figure 4.28 Écart au bord d’attaque entre le profil cible ( ) et le profil paramétré ( )
de la section en sommet d’aube rotor 37. Profil i avant discrétisation ( ).

Ceci peut être expliqué par deux aspects. D’une part, le petit rayon des ellipses au bord
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d’attaque est contraint à valoir la moitié du grand rayon (figure 4.12). Cette contrainte
restreint fortement la variété de formes que la paramétrisation peut engendrer. D’autre
part, le placement du profil cible dans le repère des profils Pp joue un rôle crucial sur
l’identification des paramètres. En effet le tracé d’un profil paramétré dans Pp est tel
que l’origine du repère est le point de jonction ai des ellipses au bord d’attaque. Le
point ai est choisi dans Pdi (section 4.2.3.2) : un mauvais choix de point ai|Pdi

peut ainsi
entraîner des difficultés d’identification. Afin d’éviter ce problème, une procédure de
sélection manuelle du point ai|Pdi

est implémentée en plus de la procédure automatique
décrite dans la section 4.2.3.2.

4.3.1.3 Conclusion partielle

Les CAO paramétrées des aubes rotor 37 et rotor 67 avec au moins trois sections sont vi-
suellement indiscernables de la CAO d’entrée. À l’échelle globale, les critères basés sur le
volume sont très satisfaisants. En particulier, la perte de matière en sommet et pied d’aube
est considérée comme négligeable. À l’échelle des profils, la paramétrisation proposée est va-
lidée pour des profils issus de sections coniques ; les ordres de grandeur des erreurs observées
sont très faibles. Les résultats obtenus attestent de la haute fidélité géométrique des aubes
paramétrées obtenues.

4.3.2 Critères dynamiques

La réponse vibratoire d’une aube en contact avec le carter est intrinsèquement non linéaire
et particulièrement riche. Cette richesse se traduit notamment par la possible coexistence de
plusieurs solutions d’amplitudes très différentes à une vitesse de rotation donnée. Dans ce
contexte, la faible variation d’un paramètre (forme de l’aube, jeux aube/carter, conditions
limites...) peut avoir une influence significative sur l’amplitude de vibration prédite numéri-
quement [108, 149]. Il est donc essentiel que l’aube paramétrée soit la plus fidèle possible à
l’aube d’entrée en matière de comportement dynamique.

Trois critères de comparaison dynamiques sont considérés : (1) un critère portant sur les
fréquences propres (section 4.3.2.1), (2) un critère basé sur la consommation de jeu (sec-
tion 4.3.2.2) et (3) un critère portant sur la comparaison qualitative des réponses vibratoires
prédites des aubes à des interactions de contact (section 4.3.2.3).

Le calcul de ces critères requiert des maillages éléments finis des aubes d’entrées et des
aubes paramétrées. Les maillages des aubes paramétrées sont obtenus avec le module MAI.
Une étude de convergence en nombre d’éléments, présentée en annexe E, est réalisée pour les
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aubes paramétrées rotor 37 et rotor 67 à nsec = 5 sections. En raison de la similitude des CAO
paramétrées avec différentes valeurs de nsec, l’analyse de convergence est considérée valable
pour tous les modèles traités dans cette section. Pour les deux rotors, le nombre d’éléments
nh sur la hauteur d’aube est fixé à 38, ce qui conduit à des maillages à 6 384 éléments pour
les aubes rotor 37 et 6 232 éléments pour les aubes rotor 67. Comme les maillages éléments
finis ont une grande influence sur les critères dynamiques, les aubes d’entrée sont maillées
manuellement avec le module MAI. Ainsi, tous les maillages relatifs à un rotor possèdent le
même nombre de nœuds et la même topologie.

4.3.2.1 Fréquences propres

Une bonne représentation des fréquences propres est essentielle pour la prédiction des vitesses
critiques d’interaction. L’erreur relative sur la pe fréquence propre d’une aube paramétrée par
rapport à l’aube d’entrée est définie par :

∆fp =
|fp − f ep |

f ep
× 100 [%], (4.19)

où f ep (respectivement fp) est la pe fréquence propre de l’aube d’entrée (respectivement pa-
ramétrée). Les erreurs sur les fréquences propres sont calculées pour les dix premiers modes
propres, l’influence des modes plus élevés est supposée négligeable sur la dynamique des
aubes étudiées. Pour les aubes rotor 37 et rotor 67, le premier mode propre est un mode de
flexion susceptible d’engendrer des interactions aubes/carter ; une erreur inférieure à 1% sur
la première fréquence propre est donc ciblée.

La figure 4.29 présente les erreurs sur les fréquences propres des aubes paramétrées par
rapport aux aubes d’entrée rotor 37 et rotor 67. Pour les aubes paramétrées avec nsec ≥ 3, un
excellent accord est observé sur les fréquences propres. Les erreurs diminuent pour la plupart
des fréquences lorsque nsec est augmenté à cinq sections. Pour nsec ∈ {9, 17}, les erreurs
restent faibles, mais sont légèrement plus élevées que pour nsec = 5 pour les deux aubes. Ce
comportement est probablement causé par l’accumulation d’erreurs sur les profils, expliqué
dans la section 4.3.1.2. Les erreurs les plus faibles sont obtenues pour les aubes paramétrées à
cinq sections : toutes les erreurs calculées sont inférieures à 2% pour rotor 37 et 1% pour rotor
67. En particulier, l’erreur sur la première fréquence propre est seulement de 0,6% pour rotor
37 et 0,08% pour rotor 67. Ces erreurs sont du même ordre de grandeur que celles observées
lors d’études de convergence du maillage en modifiant légèrement le nombre d’éléments.
La méthodologie de modélisation proposée permet d’assurer une excellente fidélité sur les
fréquences propres des aubes paramétrées obtenues. De plus, les erreurs sur les fréquences
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propres sont cohérentes avec les variations de volumes observées dans le tableau 4.3 : les
erreurs les plus faibles sur les fréquences propres sont observées pour les variations de volume
les plus faibles.

2 3 5 9 17

0

2

4

1

nsec

∆
f p

[%
]

(a) aubes rotor 37

2 3 5 9 17
nsec

(b) aubes rotor 67

Figure 4.29 Erreurs sur les fréquences propres des aubes paramétrées par rapport à l’aube
d’entrée : ∆f1 ( ), ∆f2 ( ), ∆f3 ( ), ∆f4 ( ), ∆f5 ( ), ∆f6 ( ), ∆f7
( ), ∆f8 ( ), ∆f9 ( ), ∆f10 ( ).

4.3.2.2 Consommation de jeu

La consommation de jeu représente la variation du jeu aube/carter lorsqu’une aube vibre
selon un de ses modes propres [39]. Cette quantité a récemment été mise en évidence comme
un indicateur de la robustesse au contact de l’aube [39, 108, 149]. La consommation de jeu est
définie pour un mode fixé et pour un nœud en sommet d’aube. Dans cette section, le premier
mode de flexion (1F), et le nœud au bord d’attaque en sommet d’aube (BA) sont considérés.
La consommation de jeu correspondante est notée cBA,1F. Le calcul de consommation de jeu
est expliqué en détail dans la section 5.1.2.1.

Le critère considéré dans cette section est l’erreur relative ∆c sur la consommation de jeu
cBA,1F d’une aube paramétrée par rapport à celle de l’aube d’entrée ceBA,1F, définie par :

∆c =
cBA,1F − ceBA,1F

ceBA,1F
× 100 [%]. (4.20)

Les erreurs sur la consommation de jeu obtenues pour les aubes rotor 37 et rotor 67 sont
présentées dans le tableau 4.4. L’accord entre l’aube d’entrée et les aubes paramétrées est
excellent pour les modèles nsec ≥ 3. En particulier, les erreurs les plus faibles sont observées
pour les modèles nsec = 5 pour les deux aubes. Par ailleurs, l’évolution des erreurs en fonction
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de nsec est cohérente avec les évolutions du volume observées dans le tableau 4.3.

Tableau 4.4 Erreurs sur la consommation de jeu au BA pour le premier mode de flexion des
aubes paramétrées par rapport à l’aube d’entrée.

∆c [%]
aube

nsec = 2 nsec = 3 nsec = 5 nsec = 9 nsec = 17
rotor 37 6,23 0,24 -0,09 -0,14 0,27
rotor 67 -22,08 -1,03 -0,94 -0,94 -3,72

4.3.2.3 Réponse vibratoire à un scénario de contact

La stratégie numérique [115] présentée dans la section 3.3.3.4 est utilisée pour prédire la
réponse vibratoire des aubes rotor 37 et rotor 67 à un scénario de contact sur une large
plage de vitesses de rotation ω. Les paramètres de simulation spécifiques à cette campagne
sont listés en annexe F. Huit nœuds frontière uniformément répartis en sommet d’aube sont
considérés pour la gestion du contact dans les modèles réduits utilisés pour les simulations.
Ces nœuds sont les mêmes pour toutes les aubes relatives à un rotor. L’aube d’entrée est
comparée avec les aubes paramétrées avec nsec ∈ {3, 5, 9}.

Rotor 37. À partir du vecteur de déplacement radial dr,BA du BA sur les 40 derniers tours
de rotation simulés, les cartes d’interactions de l’aube d’entrée et des aubes paramétrées
sont calculées et présentées sur la figure 4.30. La même échelle de couleurs logarithmique est
utilisée pour toutes les cartes. La comparaison de ces cartes permet de mettre en évidence la
grande similarité du contenu fréquentiel de la réponse des aubes sur l’ensemble de la plage de
vitesses, quelle que soit la valeur de nsec. Les amplitudes maximales atteintes sont proches sur
toutes les cartes. Le fait que les fréquences propres des aubes paramétrées soient légèrement
supérieures à celles de l’aube d’entrée se traduit logiquement par un léger décalage des vitesses
d’interaction et donc un glissement des zones de plus grandes amplitudes vers de plus grandes
vitesses de rotation.

Afin de souligner l’accord observé sur la prédiction du pic d’amplitude, les courbes de réponse
en fréquence des aubes sont superposées sur la figure 4.31. Ces CRF sont obtenues par calcul
de la norme infinie du vecteur dr,BA. Il y a globalement un excellent accord entre les différentes
CRF calculées. Le fait que les CRF des trois aubes paramétrées se superposent presque
parfaitement démontre notamment la très grande robustesse de l’outil de modélisation par
rapport à la variation du paramètre nsec. Cela indique aussi que les légers écarts observés
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(c) aube paramétrée avec nsec = 5
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(d) aube paramétrée avec nsec = 9

Figure 4.30 Cartes d’interactions des aubes rotor 37 d’entrée et paramétrées à 3, 5 et 9
sections.

entre l’aube d’entrée et les aubes paramétrées sont très vraisemblablement inhérents à la
paramétrisation des sections et à ses limites (voir encart p.128).

Enfin, afin de confirmer les très faibles écarts entre la CRF de l’aube d’entrée et les CRF des
aubes paramétrées, les réponses temporelles en régime permanent des aubes sont représentées
sur la figure 4.32 pour deux vitesses de rotation : ω = 1320 rad·s−1 et ω = 1350 rad·s−1. Les
signaux sont très similaires ; les différences observées pour une vitesse de rotation donnée sont
majoritairement dues au glissement des interactions engendré par les légères modifications
de fréquences propres des aubes paramétrées par rapport à l’aube d’entrée.

Rotor 67. Les cartes d’interactions relatives aux aubes rotor 67 d’entrée et paramétrées
sont présentées sur la figure 4.33. Malgré un comportement dynamique riche, les cartes ob-
tenues sont très similaires. Les fréquences propres des aubes paramétrées étant légèrement
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Figure 4.31 CRF des aubes rotor 37 d’entrée ( ) et paramétrées à 3 ( ), 5 ( ) et 9 ( ) sections.

0,936 0,939

−0,5

0,5

temps [s]

d
r,

B
A

[m
m

]

(a) ω = 1320 rad·s−1

0,927 0,930

temps [s]
(b) ω = 1350 rad·s−1

Figure 4.32 Déplacement radial du BA en régime permanent pour l’aube rotor 37 d’entrée
( ) et paramétrée à 5 sections ( ). Carter ( ).

plus élevées que celles de l’aube d’entrée, un décalage des zones de forte amplitude vers des
vitesses de rotation plus grandes est également visible.

Les CRF des différentes aubes sont présentées sur la figure 4.34. Sur les plages fréquentielles où
les solutions prédites sont parfaitement périodiques, comme de 1200 à 1300 rad·s−1, l’accord
entre les différentes CRF est excellent. Le léger glissement des zones de fortes amplitudes vers
des zones de plus grandes vitesses de rotation est à nouveau visible, notamment au voisinage
de 1350 rad·s−1. Sur les autres plages fréquentielles, les nuages de points diffus révèlent la
présence de solutions coexistantes d’amplitudes très différentes, par exemple autour de 1100
rad·s−1. La localisation similaire de ces plages pour les deux CRF atteste de la fidélité des
aubes paramétrées en matière de comportement dynamique.
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(c) aube paramétrée avec nsec = 5
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Figure 4.33 Cartes d’interactions des aubes rotor 67 d’entrée et paramétrées à 3, 5 et 9
sections.
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Figure 4.34 CRF des aubes rotor 67 d’entrée ( ) et paramétrées à 3 ( ), 5 ( ) et 9 ( ) sections.
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4.3.3 Bilan

Les CAO paramétrés avec nsec ≥ 3 des aubes rotor 37 et rotor 67 sont visuellement indis-
tinguables de la CAO d’entrée. Un très bon accord sur les critères géométriques est obtenu
avec ces mêmes CAO paramétrées. Concernant les critères dynamiques, les aubes paramé-
trées avec nsec ∈ {3, 5, 9} démontrent une excellente fidélité. Les erreurs sur les dix premières
fréquences propres pour ces aubes sont inférieures à 2%, et les erreurs sur la consommation
de jeu au BA pour le mode 1F sont inférieures à 1, 03%, ce qui atteste de la fidélité de ces
aubes dans un contexte de dynamique linéaire. De plus, la similitude des cartes d’interactions
et des CRF démontre qualitativement la fidélité de ces aubes sur le plan de la dynamique
non linéaire. La perte de matière en pied et sommet d’aube due à la rétro-ingénierie et les
faibles erreurs de représentation locales du bord d’attaque observées dans la section 4.3.1.2
ont une influence négligeable sur le comportement dynamique des aubes paramétrées.

Tous critères confondus, les meilleurs résultats sont obtenus avec les aubes paramétrées à 5
sections qui semblent présenter un bon compromis entre représentation précise de la cour-
bure et non-cumul des erreurs. Par ailleurs, la similitude des critères obtenus pour différents
nombres de sections atteste de la robustesse de l’outil développé par rapport à nsec.

4.4 Validation de la robustesse et de l’efficacité numérique

Étant donné leur utilisation avant chaque simulation au sein du processus de reconception
proposé (figure 4.3), une grande robustesse des modules GEN et MAI est exigée vis-à-vis des
paramètres d’entrée pour limiter au maximum le nombre de simulations échouées. Cette
robustesse est démontrée dans la section 4.4.1. L’efficacité numérique des modules GEN et
MAI est également requise pour limiter le coût de la procédure d’optimisation, et à moindre
mesure celle du module RET. Un aperçu des temps de calcul est donné dans la section 4.4.2.

4.4.1 Robustesse

La robustesse du module GEN par rapport à nsec a été démontrée dans la section 4.3 en
générant des modèles allant jusqu’à nsec = 17 pour les aubes rotor 37 et rotor 67. De plus,
la génération de modèles liés à l’aube rotor 67, plus vrillée que l’aube rotor 37, témoigne de
la robustesse de l’outil par rapport aux paramètres de l’aube. Pour compléter cette analyse,
la robustesse est ici validée par rapport aux variations des paramètres d’empilement sur la
hauteur d’aube.

La figure 4.35 présente quatre aubes paramétrées à cinq sections. Les paramètres de profil
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sont identiques pour toutes les sections et correspondent à la section à mi-hauteur de l’aube
rotor 37 paramétrée à cinq sections. Les rayons ri des cinq sections sont également ceux de
l’aube rotor 37 paramétrée à cinq sections. Pour chacune des quatre aubes, un des paramètres
d’empilement restants est varié linéairement du pied au sommet. Pour l’aube (a), la conicité
γi varie de −π/2 à π/2 ; au-delà, la CAO est générée, mais certaines surfaces sont intersectées.
Pour l’aube (b), l’angle d’inclinaison ∆θi varie de 0 à 2

3π et pour l’aube (c), la flèche ∆zi

varie de 0 à 5 fois la hauteur de l’aube. Enfin, une variation de l’angle de calage λi de 0 à
π/2 — bornes limites pour des aubes de compresseur — est illustrée avec l’aube (d). Ces
plages de variations correspondent aux limites pour lesquelles le module GEN a été testé et
ne sont en aucun cas admissibles dans un processus de reconception. Les CAO paramétrées
ont été obtenues sans erreurs ni surcoût de calcul, ce qui témoigne d’une grande robustesse
du module GEN.

(a) variation de γi (b) variation de ∆θi (c) variation de ∆zi (d) variation de λi

Figure 4.35 CAO paramétrées générées avec des variations linéaires extrêmes des paramètres
d’empilement du pied au sommet d’aube.

4.4.2 Temps de calcul

Le temps de calcul des différents modules est calculé 8 pour les modèles paramétrés à nsec =
{2, 3, 5, 9, 17} sections relatifs à l’aube rotor 37. La figure 4.36a indique le temps d’exécution
des modules GEN et MAI en fonction du nombre de sections. La majorité du temps d’exécution
est due au module GEN. L’opération la plus coûteuse est la génération du modèle CAO dans
Salome, qui requiert plus de temps lorsque le nombre de sections augmente. Toutefois, la durée
d’exécution du module GEN n’excède pas 13,5 secondes pour le modèle à 5 sections qui présente
la meilleure fidélité. Au sein du processus de reconception proposé (figure 4.3), le temps de

8. sur une machine comportant 8 processeurs Intel Core i7-8700T CPU, 2.40GHz.
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calcul de la consommation de jeu, utilisée comme simulation substitut, est d’environ 30 sec.
Au regard de ce temps de calcul, la durée d’exécution du module GEN est jugée acceptable.
La consommation de jeu étant une quantité relativement peu coûteuse à calculer, ce constat
reste a priori valide pour de futures simulations prédictives.

La figure 4.36b présente la durée d’exécution du module RET à partir de l’aube d’entrée rotor
37. Près de 98% des durées indiquées sont dédiées à la résolution du problème d’identification
des profils : environ 5 minutes sont nécessaires par profil pour un budget de 1500 évalua-
tions de la fonction objectif. Ce coût est acceptable dans le cadre d’études considéré, car la
rétro-ingénierie n’est effectuée qu’une fois par aube et son coût est faible devant celui de la
procédure d’optimisation qui requiert plusieurs heures.
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Figure 4.36 Durées d’exécution des modules GEN, MAI et RET pour les aubes rotor 37 para-
métrées avec nsec ∈ {2, 3, 5, 9, 17} sections.

4.5 Complément sur la polyvalence

L’outil de modélisation développé repose sur une paramétrisation dédiée aux aubes de com-
presseur, relativement peu bombées. Toutefois, afin d’éprouver la polyvalence de l’outil, la
rétro-ingénierie d’une aube de turbine est effectuée à titre de démonstration. Bien que la
CAO d’entrée 9 soit creuse, seul un modèle CAO paramétré décrivant l’enveloppe extérieure
de l’aube est recherché. Les modules RET et GEN sont successivement appliqués. Le but est
d’estimer la fidélité de la CAO paramétrée obtenue. Seules des modifications mineures de
la méthodologie de modélisation sont requises pour pouvoir l’appliquer sur des aubes de
turbines.

9. librement accessible en ligne :https://grabcad.com/library/turbine-blade--4

https://grabcad.com/library/turbine-blade--4
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Adaptations de la méthodologie de modélisation pour des aubes de turbines
L’application du module RET sur une aube de turbine conduit à un positionnement
des profils dans Pp avec l’extrados orienté vers le bas. Pour permettre l’identification
correcte des paramètres de profil, décrite dans la section 4.2.3.2, l’extrados doit être
positionné vers le haut dans Pp. Par conséquent, dans le module RET, une symétrie des
profils par rapport à l’axe (op, eu,p) est réalisée au moment du passage des repères Pdi à
Pp. De plus, pour plus de précision, le point ai|Pdi

au bord d’attaque et le point bi|Pdi
au

bord de fuite, requis pour ce passage, sont déterminés manuellement. La transformation
inverse, de Pp à Pdi , est modifiée en conséquence dans le module GEN.

La CAO d’entrée et la CAO paramétrée à cinq sections sont présentées sur la figure 4.37a.
Visuellement, l’accord entre les modèles CAO est très bon. De plus, les profils paramétrés
sont représentatifs des profils cible, comme en atteste le profil paramétré présenté sur la
figure 4.37b obtenu pour la section en milieu d’aube. Ceci démontre la grande variété de
formes pouvant être représentées par la paramétrisation proposée. La comparaison des aubes
d’entrée et paramétrée est ici limitée à la comparaison des enveloppes extérieures des modèles
CAO : les autres critères de validation ne sont pas applicables à des aubes creuses et les
interactions de contact liées aux aubes de turbine dépassent le cadre du projet de recherche.

(a) CAO d’entrée
( ) et CAO

paramétrée ( )

eu,p

ev,p

op

(b) profil cible ( ) et profil paramétré ( ) pour la
section à mi-hauteur : e(x) = 0,096 mm

Figure 4.37 Rétro-ingénierie à 5 sections d’une aube de turbine.
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4.6 Conclusion

L’outil de modélisation présenté dans ce chapitre, basé sur une paramétrisation dédiée aux
aubes de compresseur, permet d’effectuer les phases de rétro-ingénierie et de génération
d’aubes indispensables au processus de reconception proposé sur la figure 4.3. La phase
de rétro-ingénierie constitue la contribution majeure de cet outil. Une validation complète de
la fidélité des aubes paramétrées est effectuée, pour les aubes rotor 37 et rotor 67, dont les
géométries sont très différentes. Une excellente fidélité est démontrée pour les deux aubes,
tant en termes de géométrie que de comportement dynamique.

De plus, la génération avec succès d’une variété d’aubes aux paramètres différents témoigne du
haut niveau de robustesse de l’outil. Les temps de calcul observés pour les différents modules
sont également compatibles avec le processus de reconception. L’outil développé répond à
toutes les exigences relatives au processus de reconception considéré. Son applicabilité est
pleinement démontrée pour les reconceptions d’aubes industrielles effectuées dans le prochain
chapitre.
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CHAPITRE 5 RECONCEPTION D’AUBES INDUSTRIELLES

En plus de la procédure de rétro-ingénierie, le processus de reconception proposé sur la
figure 4.3 repose sur deux piliers : des simulations numériques permettant d’évaluer la ro-
bustesse au contact de l’aube et une procédure d’optimisation visant à l’améliorer. Deux
problèmes d’optimisation peuvent être résolus : le problème principal, impliquant des straté-
gies numériques prédictives, ou le problème substitut, mettant en jeu une simulation moins
coûteuse. Dans ce chapitre, le problème substitut est résolu en utilisant la consommation de
jeu comme simulation substitut. Cette quantité, relative à un nœud et un mode propre, a été
identifiée dans la littérature [39] comme une quantité pertinente pour discriminer des aubes
en fonction de leur robustesse au contact.

L’objectif de ce chapitre est à la fois de (1) mettre en œuvre le processus de reconception
proposé sur des aubes industrielles et (2) explorer plus avant la pertinence de la consom-
mation de jeu comme simulation substitut pour différents types d’aubes. La reconception
de trois géométries d’aubes ouvertes de la NASA est considérée : les aubes rotor 35 et ro-
tor 37 [151], issues de différents étages d’un même compresseur transsonique, et l’aube de
soufflante rotor 67 [181]. À la connaissance de l’auteure, l’aube rotor 67 a été très peu étudiée
dans le contexte des interactions de contact aube/carter [59] et l’aube rotor 35 n’a jamais été
étudiée dans ce contexte. Les contributions relatives au présent chapitre sont résumées dans
l’encart. Les travaux réalisés ont conduit à un article recommandé pour publication dans le
Journal of Engineering for Gas Turbines and Power, issu d’un acte de conférence soumis
pour la conférence ASME Turbo Expo 2022 1.

Contributions
— une preuve de concept pour la reconception d’aubes industrielles afin d’amélio-

rer leur réponse dynamique à des interactions structurelles non linéaires ;

— des critères de conception relatifs aux interactions structurelles non linéaires.

La méthodologie de reconception, incluant une présentation détaillée du calcul de consomma-
tion de jeu, est présentée dans la section 5.1. Les sections 5.2, 5.3 et 5.4 sont respectivement
consacrées à la reconception des aubes rotor 37, rotor 35 et rotor 67. Pour ces reconceptions,
la consommation de jeu en un nœud pour un mode est minimisée. Des reconceptions avancées
impliquant les consommations de jeu en plusieurs nœuds et pour plusieurs modes sont ensuite

1. « Methodology for the redesign of compressor blades undergoing nonlinear structural interactions :
application to blade-tip/casing contacts », S. Kojtych, F. Nyssen, C. Audet et A. Batailly
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présentées dans la section 5.5. Pour toutes les reconceptions, les valeurs de consommation
de jeu sont analysées, ainsi que l’influence des modifications de consommation de jeu sur la
réponse dynamique des aubes au contact. À partir de l’ensemble des reconceptions effectuées,
de premières tendances sur la géométrie des aubes obtenues sont finalement présentées dans
la section 5.6 et un bilan est donné dans la section 5.7.

5.1 Méthodologie

La modélisation de l’aube initiale, requise pour démarrer la procédure d’optimisation de la
figure 4.3, est décrite dans la section 5.1.1. La simulation substitut, un calcul de consommation
de jeu, est expliquée en détail dans la section 5.1.2 et la procédure d’optimisation est décrite
dans la dernière section 5.1.3.

5.1.1 Modélisation de l’aube initiale

À partir du modèle CAO d’une aube d’entrée, la procédure de rétro-ingénierie est utilisée
pour obtenir un modèle paramétré. L’aube associée à ces paramètres est notée par la suite
aube initiale. D’après les résultats de validation du précédent chapitre (section 4.3), pour
rotor 37 et rotor 67, le modèle à 5 sections est le plus fidèle. Par conséquent, ce modèle est
choisi pour générer l’aube initiale. Le même choix est fait pour rotor 35 ; la haute fidélité du
modèle obtenu est attestée en annexe G.

L’aube initiale est maillée avec le module MAI ; les nombres de nœuds et d’éléments du maillage
éléments finis pour chaque rotor sont donnés dans le tableau 5.1. Concernant le choix du
matériau, pour rotor 37 et rotor 35, les rapports de la NASA mentionnent l’utilisation d’un
alliage à base de nickel 18-Ni 200-maraging [151]. Les propriétés mécaniques d’un tel alliage,
issues de précédentes publications [60, 149], sont considérées. Pour rotor 67, le matériau du
rotor n’est pas précisé dans le rapport technique d’origine [181]. En accord avec de précédentes
publications [59], les propriétés d’un alliage à base de titane TA6V de grade 5, un matériau
typiquement utilisé pour les soufflantes, sont considérées. Les caractéristiques données dans
le tableau 5.1 sont utilisées pour toutes les aubes relatives au même rotor générées au sein
de la procédure d’optimisation.

5.1.2 Simulation substitut : consommation de jeu

La simulation substitut est basée sur un calcul de consommation de jeu décrit dans la sec-
tion 5.1.2.1. La pertinence de la consommation de jeu comme indicateur de la robustesse au
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Tableau 5.1 Caractéristiques des maillages éléments finis pour les différents rotors.

aube rotor 37 rotor 35 rotor 67
nombre de nœuds 20 784 20 975 20 393
nombre d’éléments 6 384 6 460 6 232

module de Young [GPa] 180 180 108
masse volumique [kg·m−3] 8 000 8 000 4 400
coefficient de Poisson [-] 0,34 0,34 0,30

contact est discutée dans la section 5.1.2.2 et des spécificités d’implémentation sont présentées
dans la section 5.1.2.3.

5.1.2.1 Définition

La consommation de jeu [39] quantifie la variation du jeu aube/carter en un nœud en sommet
d’aube lorsque l’aube vibre selon un de ses modes propres. Elle est ainsi définie pour un
nœud v et un mode p et notée cv,p. Une consommation de jeu positive indique que le jeu
a été consommé, c’est-à-dire réduit, alors qu’une consommation de jeu négative indique une
augmentation du jeu.

Un calcul de consommation de jeu, linéaire ou non, peut être effectué à partir du maillage
éléments finis à nddl degrés de liberté d’une aube dans le repère Ra. Une représentation
schématique de certaines quantités calculées est donnée sur la figure 5.1. Les étapes de calcul
sont les suivantes :

1 obtention par analyse modale du mode φp sous la forme d’un vecteur contenant les
déplacements des nddl degrés de liberté ;

2 normalisation du mode de façon à ce que le déplacement du BA selon l’axe (oa, ey,a)
soit égal à une valeur t fixée. Le mode normalisé est noté φ̄p ;

3 calcul de champs de déplacement modulé :

(a) non linéaire,

a. calcul statique pour obtenir le champ des efforts f p correspondant aux dépla-
cements modaux :

f p = Kφ̄p, (5.1)

où K est la matrice de raideur de l’aube,

b. modulation des efforts pour un ensemble fini de paramètres δ ∈ Dδ ⊂ [−1; 1]
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pour simuler différentes amplitudes de déformation :

f p,δ = δf p, (5.2)

c. calcul pour tout δ ∈ Dδ du champ de déplacement modulé qp,δ de taille nddl
par une analyse statique non linéaire :

qp,δ = K−1f p,δ; (5.3)

(b) linéaire : obtention directe des champs de déplacement modulés qp,δ pour un en-
semble fini de paramètres δ ∈ Dδ ⊂ [−1; 1] à partir du mode normalisé :

qp,δ = δφ̄p; (5.4)

4 calcul du rayon vp,δr,a du nœud vp,δ sur la déformée modulée :

vp,δr,a =
√

(vp,δx,a)2 + (vp,δy,a)2; (5.5)

où les coordonnées cartésiennes vp,δx,a et vp,δy,a sont déduites du champ de déplacement qp,δ ;

5 calcul de la consommation de jeu pour chaque valeur de δ ∈ Dδ :

cv,p,δ = vp,δr,a − vp,0r,a , (5.6)

où vp,0r,a correspond au rayon du nœud v de l’aube au repos ;

6 calcul de la consommation de jeu maximale sur les valeurs de δ :

cv,p = max
δ∈Dδ

cv,p,δ. (5.7)

À l’étape 5 , il est possible de tracer une courbe de consommation de jeu présentant la
quantité cv,p,δ en fonction de δ. À titre d’exemple, la courbe de consommation de jeu au BA
pour le mode 1F est tracée sur la figure 5.2 pour l’aube rotor 37 initiale. Les calculs ont été
réalisés pour δ = 1 et δ = −1 et la consommation de jeu est nulle en δ = 0 par définition.
Une courbe entièrement située sous l’axe des abscisses indique que lorsque l’aube vibre selon
le mode p, elle s’écarte du carter. Cette configuration est recherchée du point de vue des
interactions de contact. Par conséquent, la valeur de consommation de jeu maximale cv,p
(équation (5.7)) présente un grand intérêt dans la procédure d’optimisation.
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Figure 5.1 Rayons dans Ra du nœud v sur l’aube au repos ( ) et du nœud correspondant
vp,δ sur la déformée du mode p modulée par δ ( ). Carter ( ) et disque ( ).
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Figure 5.2 Courbe de consommation de jeu cBA,1F,δ pour δ ∈ {−1, 0, 1} pour l’aube initiale
rotor 37 dans le cas d’un carter conique et d’un calcul linéaire.

5.1.2.2 Pertinence

La consommation de jeu a été identifiée comme une quantité d’intérêt dans le cadre de la
reconception d’aubes de compresseur haute pression [40] et utilisée pour proposer deux nou-
velles géométries d’aubes. Pour des raisons de confidentialité, il est seulement précisé que cette
quantité est significativement diminuée sur les deux aubes proposées, dont la robustesse aux
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interactions de contact est meilleure que l’aube initiale. Des résultats complémentaires à ce
travail [39], focalisés sur la consommation de jeu, mettent en évidence la pertinence de cette
quantité pour discriminer des aubes robustes ou non aux interactions de contact. En effet,
des consommations de jeu plus faibles sur un ou plusieurs modes semblent correspondre à des
amplitudes de réponse plus faibles lorsque l’aube est soumise à des interactions de contact. À
la suite de ces travaux, une procédure d’optimisation d’aubes académiques consistant à mi-
nimiser la consommation de jeu 2 a permis d’obtenir des aubes plus robustes aux interactions
de contact [108]. Plusieurs variations géométriques de l’aube rotor 37 ont par ailleurs été
comparées numériquement en matière de robustesse au contact ; un des critères de compa-
raison utilisés est la consommation de jeu2, au même titre que le niveau de contraintes dans
l’aube [149]. Il est montré que les aubes présentant les plus fortes diminutions de consomma-
tion de jeu par rapport à l’aube initiale présentent les amplitudes de réponse les plus faibles
en ce qui concerne le déplacement radial et tangentiel.

D’après les travaux évoqués, la consommation de jeu apparaît comme une quantité liée à la
robustesse au contact des aubes. Par ailleurs, elle est relativement peu coûteuse à calculer,
car elle ne nécessite, dans le cas d’un calcul linéaire, qu’une analyse modale de l’aube. Pour
ces raisons, dans le contexte de la reconception d’aubes, la consommation de jeu semble
être une alternative pertinente à des simulations prédictives des interactions de contact,
potentiellement coûteuses.

Lors d’optimisations visant à minimiser la consommation de jeu au BA sur le premier mode
de flexion [108], des réductions significatives de cette quantité sont observées sur les aubes
optimisées et la réponse à une interaction de flexion ciblée est réduite. Toutefois, des ampli-
tudes plus élevées relatives à une interaction de torsion apparaissent pour certaines aubes
optimisées et sont probablement liées à la dégradation des consommations de jeu sur le
premier mode de torsion. Concernant la comparaison de variations géométriques de l’aube
rotor 37 [149], les améliorations de consommation de jeu les plus fortes sont observées pour le
premier mode de torsion sur les aubes modifiées, bien que des améliorations de la réponse à
une interaction de flexion soient obtenues. Ces deux travaux soulignent qu’une amélioration
de la robustesse au contact de l’aube peut nécessiter la prise en compte de la consommation
de jeu sur plusieurs modes.

5.1.2.3 Implémentation

À l’étape 3 du calcul de consommation de jeu, un calcul linéaire ou non linéaire peut être
effectué. Le calcul non linéaire, plus précis, est également le plus coûteux. Pour une faible

2. Plus précisément, le jeu dynamique, valant −cv,p,δ, est maximisé dans cette publication.
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valeur de t (utilisée pour la normalisation du mode à l’étape 2 ), les courbes de consommation
de jeu linéaires ou non linéaires se superposent d’après de précédents travaux [39, 108]. Pour
des valeurs de t plus importantes, il a été observé que les courbes de consommations de jeu
linéaires surestiment généralement la consommation de jeu, mais suivent la même tendance
que les courbes non linéaires. La consommation de jeu étant utilisée uniquement comme
simulation substitut dans le processus de reconception proposé, une haute précision n’est
donc pas requise. Par conséquent, dans cette thèse, seuls des calculs de consommation de jeu
linéaires sont effectués pour des raisons de simplicité et de temps de calcul. Une valeur de
t adéquate, inférieure à 5% de la hauteur d’aube, est fixée pour chaque modèle d’aube afin
d’assurer la validité des calculs. L’analyse modale requise à l’étape 1 est effectuée avec le
logiciel libre Code Aster 3 et les autres étapes de calcul sont implémentées en langage Python
3.

Dans le cas d’un carter parfaitement cylindrique, la consommation du jeu pour chaque va-
leur δ est correctement calculée avec l’équation (5.6). En pratique toutefois, les carters sont
usuellement coniques. L’équation (5.6) est alors corrigée pour inclure le déplacement axial
du nœud v. Cette correction est explicitée dans l’encart gris ci-dessous. Dans cette thèse, un
carter conique est considéré et l’équation (5.8) est systématiquement utilisée. Dans ce cas,
les valeurs cv,p,−1 et cv,p,1 en valeurs absolues peuvent être différentes, comme c’est le cas sur
la figure 5.2. Pour un calcul linéaire, la consommation de jeu maximale (équation (5.7)) est
généralement atteinte en δ = 1 ou δ = −1 dans le cas d’un carter conique. Par conséquent,
afin de limiter les temps de calcul, seules deux valeurs de δ sont considérées : Dδ = {−1, 1}.

Prise en compte de la conicité du carter
Un schéma représentant une configuration avec un carter conique est présenté sur la
figure 5.3. La pente du carter dans le plan (oa, er,a, ez,a) peut être estimée en calculant
une droite (D) passant au mieux par le sommet d’aube. Un point m de (D) satisfait
l’équation mr,a = αmz,a + β, où α et β sont des constantes. Une approximation de la
consommation de jeu est alors donnée par l’équation suivante :

cv,p,δ = vp,δr,a − (vp,0r,a + ∆r), (5.8)

où ∆r = α(vp,δz,a − vp,0z,a).

3. https://www.code-aster.org/

https://www.code-aster.org/
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Figure 5.3 Calcul de la quantité cv,p,δ dans le cas d’un carter conique.

5.1.3 Procédure d’optimisation

La procédure d’optimisation est utilisée pour résoudre le problème substitut (figure 4.3). Le
choix de variables d’optimisation est discuté dans la section 5.1.3.1. La formulation exacte
du problème substitut est donnée dans la section 5.1.3.2 et sa résolution est expliquée dans
la section 5.1.3.3.

5.1.3.1 Choix de variables d’optimisation

Les variables d’optimisation sont des paramètres de l’aube (définis dans le tableau 4.1) pou-
vant être modifiés lors de la procédure d’optimisation. Le processus de reconception proposé
permet a priori d’utiliser n’importe quel paramètre de l’aube comme variable d’optimisation.
Toutefois, pour limiter le coût numérique de la procédure, un nombre réduit de variables est
considéré. Afin de préserver au maximum les propriétés aérodynamiques, les profils de l’aube
initiale sont conservés : les paramètres de profil sont donc fixés. Par ailleurs, les paramètres
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d’empilement, qui agissent sur la forme tridimensionnelle de l’aube, ont une influence si-
gnificative sur la réponse aux interactions de contact aube/carter [108, 149]. En particulier,
l’influence de la flèche axiale et de l’angle d’inclinaison a été soulignée [149]. Ces paramètres
sont donc choisis comme variables d’optimisation.

Plus précisément, la flèche axiale et l’angle d’inclinaison des sections en milieu et en sommet
d’aube sont autorisés à varier : le vecteur x est ainsi défini tel que x = {∆z3,∆θ3,∆z5,∆θ5}.
Les quantités ∆z2,∆θ2,∆z4,∆θ4 sont calculées par une interpolation quadratique de la flèche
axiale et de l’angle d’inclinaison aux sections 1 (paramètres nuls par définition), 3 et 5.
À partir d’un vecteur de variables x ∈ R4, l’ensemble des paramètres de l’aube y ∈ R95

(19 paramètres de section × 5 sections) peut être obtenu par une fonction de mappage
m : R4 → R95 tel que y = m(x).

Détails sur l’interpolation
L’interpolation est utilisée pour éviter, au cours de la procédure d’optimisation, la gé-
nération de géométries irréalistes pour lesquelles les paramètres d’empilement oscillent
sur la hauteur d’aube. La prise en compte de cette interpolation pour l’aube initiale
n’engendre qu’une différence très faible de la consommation de jeu, jugée acceptable :
0,06% pour les aubes rotor 37 et rotor 35 et 1,17% pour l’aube rotor 67. Par ailleurs,
pour chaque rotor, les CRF de l’aube initiale avec et sans interpolation sont très simi-
laires sur la plage de vitesses considérée pour chaque reconception (voir annexe H.1).

5.1.3.2 Formulation du problème substitut

Une formulation générique du problème d’optimisation substitut de dimension n = 4 est
donnée par :

min
x

f̃(x)

sujet à c̃(x) ≤ 0

l ≤ x ≤ u,

(5.9)

où c̃(x) ∈ Rm est un vecteur de contraintes et l, u ∈ R4 sont des vecteurs de bornes
définissant le domaine des variables. Le calcul de f̃(x) requiert un calcul de consommation
de jeu relatif à l’aube de paramètres y = m(x). La fonction objectif exacte est précisée par la
suite pour chaque instance du problème (5.9). Des contraintes peuvent être prises en compte
via le vecteur c̃, par exemple pour garantir une certaine ressemblance des profils sur toute
la hauteur d’aube, dans le cas où des paramètres de profils sont utilisés comme variables
d’optimisation [107]. Pour toutes les instances traitées, seules des contraintes de bornes sont
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considérées (m = 0) afin d’explorer au maximum le domaine des variables.

5.1.3.3 Résolution

Le gradient de la consommation de jeu par rapport aux variables d’optimisation n’est pas
connu analytiquement et ne peut être facilement estimé. De plus, la durée d’une simula-
tion substitut complète (incluant la génération du modèle CAO, du maillage et le calcul de
consommation de jeu) est d’environ 30 s 4. La consommation de jeu étant une quantité relati-
vement peu coûteuse à calculer, les temps de calcul attendus pour des simulations substituts
plus sophistiquées sont plus élevés. Par conséquent, le problème substitut (5.9) est considéré
comme un problème d’optimisation de boîtes noires.

Le problème (5.9) est résolu avec l’algorithme d’optimisation de boîtes noires Mads [17],
spécifiquement conçu pour la résolution de problèmes de boîtes noires soumis à des contraintes
d’inégalité et impliquant des simulations coûteuses. Il peut de plus gérer les évaluations
échouées qui surviennent par exemple en cas d’erreur sur la génération du modèle CAO ou
du maillage. L’implémentation de Mads dans le logiciel NOMAD v.3.9.1 est utilisée avec les
paramètres par défaut. Un budget de 400 évaluations de la fonction objectif est autorisé par
instance du problème (5.9). Pour toutes les instances résolues, la convergence asymptotique
est observée avec ce budget. La consommation de jeu étant une quantité continue par rapport
aux variables d’optimisation considérées, l’algorithme DiscoMads (chapitre 2) n’est pas utilisé
pour les instances traitées. Son intégration dans la procédure d’optimisation est discutée en
conclusion de cette thèse.

5.2 Aube rotor 37

Le rotor 37 est le troisième étage d’un compresseur axial transsonique conçu par la NASA
en 1978 [151]. Dans de précédents travaux [60] relatifs à une aube de ce rotor, de fortes
amplitudes de vibration ont été observées pour des vitesses de rotation proches de la vitesse
d’interaction linéaire du premier mode de flexion avec le quatrième régime moteur. La recon-
ception effectuée dans cette section vise à diminuer les amplitudes de vibration relatives à
cette interaction. Pour ce faire, l’aube initiale est optimisée par rapport à sa consommation
de jeu au BA, à partir des observations faites dans la littérature.

La dynamique de l’aube initiale est analysée dans la section 5.2.1. Deux instances du pro-
blème d’optimisation (5.9) sont formulées et résolues dans la section 5.2.2. Enfin, la réponse
vibratoire des aubes optimisées à des interactions de contact est analysée dans la section 5.3.3.

4. sur une machine comportant 8 processeurs Intel Core i7-8700T CPU, 2.40GHz.
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5.2.1 Analyse dynamique de l’aube initiale

Les deux premiers modes propres sont, dans cet ordre, le premier mode de flexion (1F)
et le premier mode de torsion (1T). Des simulations basées sur la stratégie d’intégration
temporelle [115] présentée dans la section 3.3.3.4 sont réalisées sur une large plage de vitesses
ω ∈ [1250; 1550] rad·s−1 bordant l’interaction d’intérêt. Une simulation est réalisée tous les
0,5 rad·s−1. Pour chaque simulation, en partant de conditions initiales nulles, 200 tours sont
simulés à vitesse constante ω en vue d’atteindre un régime permanent. Les simulations sont
effectuées sur un modèle réduit de type Craig-Bampton [63] comportant η = 10 degrés de
liberté modaux et nf = 8 nœuds frontière, uniformément répartis sur le sommet d’aube.
Les effets centrifuges ne sont pas pris en compte dans le cadre de la preuve de concept
réalisée dans cette thèse. Leur prise en compte ultérieure ne soulève toutefois pas d’enjeux de
simulation particuliers. Concernant le scénario de contact, un carter rigide nu est considéré.
Cylindrique en début de simulation, le carter est progressivement ovalisé en deux lobes de
contact privilégiés. Les paramètres issus d’une précédente publication [60] sont utilisés. En
particulier, le jeu aube/carter au repos est de 5 × 10−4 m. L’ensemble des paramètres de
simulation est résumé en annexe F.1.

Sur la plage de vitesses d’intérêt, les déplacements les plus importants surviennent au BA.
De plus, étant donné le scénario de contact choisi, les contacts sont initiés en ce nœud. Par
conséquent, les résultats issus de simulations de contact présentés ci-après s’appuient sur les
déplacements prédits au BA.

Courbe de réponse en fréquence

À partir du vecteur dBA du déplacement au BA sur chaque instant du dernier tour de rotation,
une CRF est calculée et présentée sur la figure 5.4. Le déplacement du BA renseigne sur le
niveau de contraintes dans l’aube.

La vitesse d’interaction linéaire ( ) est prédite à ω1F
4 . En raison des contacts répétés

l’aube subit un raidissement, dit raidissement au contact, qui induit une augmentation des
fréquences propres et donc un décalage des vitesses d’interaction. Par conséquent, le pic de
résonance non linéaire est observé pour une vitesse de rotation ( ) plus élevée que la vitesse
d’interaction linéaire. Une autre interaction est visible sur la plage de vitesses considérée, vers
1530 rad·s−1. Les amplitudes de vibration associées sont toutefois bien moins importantes,
justifiant a posteriori l’étude spécifique de l’interaction du mode 1F avec le quatrième régime
moteur.

Les amplitudes de vibration prédites sur la plage sont très importantes et attestent de la
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sévérité du scénario de contact considéré pour l’aube rotor 37. Sur certaines plages de vitesses,
les amplitudes de vibration sont telles que l’hypothèse de petites déformations inhérente à
l’utilisation de modèles éléments finis linéaires n’est plus respectée. Ainsi, les solutions à plus
hautes amplitudes de vibration – localisées sur des plages de vitesses très étroites – n’ont
pas de sens physique puisqu’elles induisent un endommagement de l’aube (plastification,
fissuration ou rupture) qui n’est pas pris en compte dans son modèle numérique. Physiques
ou non, ces solutions représentent donc un risque réel pour l’intégrité structurelle de l’aube.

Dans le contexte de l’étude menée, l’analyse est focalisée sur une comparaison relative des
niveaux de vibration des aubes initiales et optimisées pour dégager des tendances globales
sur le comportement vibratoire d’une aube en contact. La possible présence de solutions non
physiques n’est donc pas considérée comme problématique.
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Figure 5.4 CRF de l’aube initiale rotor 37 ( ). Vitesse d’interaction linéaire ( ) et vitesse
de la résonance non linéaire prédite ( ).

Contributions modales

Pour chaque vitesse ω, les contributions modales [79] sont calculées à chaque instant sur le
dernier tour de rotation simulé. Pour chaque mode, la norme infinie des contributions sur
tous ces instants est ensuite calculée. Cette quantité est finalement normalisée sur l’ensemble
des modes : la valeur 1 correspond au mode ayant la contribution relative la plus importante
pour la vitesse ω. La juxtaposition des contributions relatives normalisées calculées pour
plusieurs valeurs de ω sur la plage permet de tracer la carte présentée sur la figure 5.5.

Pour chaque vitesse de rotation ω, les contributions modales relatives des dix premiers modes
propres p sont colorées du blanc au noir. Les zones sombres permettent ainsi d’identifier
les modes contribuant le plus à la dynamique sur la plage considérée. Sur toute la plage,
la contribution du mode 1F à la réponse est dominante. La seule autre contribution non
négligeable est liée au mode 1T, sur des plages de vitesses restreintes, comme autour de
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ω = 1325 rad·s−1.
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Figure 5.5 Contributions modales relatives normalisées de l’aube initiale rotor 37.

5.2.2 Optimisation

Deux instances du problème d’optimisation (5.9) sont considérées et listées dans le ta-
bleau 5.2. Pour l’instance 37-BA-1F, la fonction objectif est la consommation de jeu au
BA pour le mode 1F, comme c’est le cas pour de précédents travaux [108]. Pour l’instance
37-BA-1T, la fonction objectif est la consommation de jeu au BA pour le mode 1T. D’après
la figure 5.5, il s’agit en effet du seul autre mode ayant une contribution non négligeable à la
dynamique de l’aube initiale sur la plage considérée. Pour tous les calculs de consommation
de jeu, les modes sont normalisées par un déplacement tangentiel au BA de t = 2 mm (voir
étape 5 du calcul de consommation de jeu).

Pour les deux instances, seules de faibles variations de géométries sont autorisées compte
tenu des bornes choisies. Par conséquent, l’ordre des modes de l’aube initiale (1F puis 1T)
est supposé conservé pour toutes les aubes générées lors des optimisations. Cet ordre est
vérifié pour les aubes optimisées obtenues, nommées aube 37-BA-1F et aube 37-BA-1T. Les
modèles CAO de ces aubes sont présentés sur la figure 5.6.

Tableau 5.2 Instances d’optimisation pour rotor 37.

instance fonction objectif f̃
bornes

∆z3, ∆z5 ∆θ3, ∆θ5

37-BA-1F cBA,1F [−2 mm; 2 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]
37-BA-1T cBA,1T [−2 mm; 2 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]
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Figure 5.6 Modèles CAO des aubes rotor 37 optimisées ( ) et initiale ( ).

Variations de consommation de jeu

La variation relative ∆cv,p de consommation de jeu au nœud v pour le mode p d’une aube
optimisée par rapport à l’aube initiale est définie par :

∆cv,p =
c′v,p − cv,p

cv,p
× 100 [%], (5.10)

où cv,p est la consommation de jeu associée à l’aube initiale et c′v,p celle de l’aube optimisée.
Pour les deux instances, des améliorations significatives de la fonction objectif sont obtenues
avec le budget d’évaluation alloué : pour l’aube 37-BA-1F, ∆cBA,1F = −98% et pour l’aube
37-BA-1T, ∆cBA,1T = −91%.

Pour l’aube initiale et les aubes optimisées, les huit nœuds frontière uniformément distribués
sur le sommet d’aube sont numérotés de 1 à 8 du BA au BF. Les variations relatives de
consommation de jeu en chacun de ces nœuds v pour les deux premiers modes propres sont
calculées et présentées dans le tableau 5.3. Les valeurs de -100% à 100% sont colorées du
bleu au rouge et les valeurs excédant 100% sont colorées en rouge également. Toutefois, il
a été observé que certaines valeurs très importantes étaient causées par des consommations
de jeu proches de zéro pour l’aube initiale. Par conséquent, les cellules correspondantes sont
représentées sur fond blanc. Les cellules bleues indiquent des améliorations importantes de
la consommation de jeu et les valeurs relatives aux deux fonctions objectif considérées sont
indiquées par des cercles blancs.
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Tableau 5.3 Variations de consommation de jeu pour les aubes rotor 37 optimisées.

aube nœud v ∆cv,1F [%] ∆cv,1T [%]

37-BA-1F

1 -98 -55

2 -84 -45

3 -85 -17

4 -78 2203

5 -66 -79

6 -74 -77

7 -61 -59

8 -68 -66

37-BA-1T

1 -48 -91

2 -66 -75

3 -72 -43

4 -86 2850

5 -95 -81

6 -94 -87

7 -86 -85

8 -96 -92

Bien que les fonctions objectif soient des consommations de jeu localisées impliquant un seul
nœud et mode, les consommations de jeu sont significativement améliorées pour l’ensemble
des nœuds frontière. Par exemple, pour l’aube 37-BA-1F, optimiser la quantité cBA,1F conduit
à des améliorations importantes de la quantité cv,1F pour tous les nœuds frontière v, et de
la quantité cv,1T pour la plupart des nœuds. Pour l’aube 37-BA-1T, un constat similaire est
fait : optimiser la quantité cBA,1T conduit à des améliorations sur tous les nœuds frontière
pour les deux premiers modes.

Valeurs de consommation de jeu

Afin de comparer les ordres de grandeur des consommations de jeu entre les différents modes,
les quantités cv,1F et cv,1T sont présentées sur la figure 5.7 en fonction du nœud v pour les
aubes optimisées et pour l’aube initiale. Les consommations de jeu utilisées comme fonction
objectif sont encerclées pour les aubes optimisées. Les ordres de grandeur des consommations
de jeu sont similaires pour les deux modes.

Bilan

La courbe de réponse en fréquence et la carte de contributions modales de l’aube initiale
mettent en avant le fait que sa dynamique est dominée par son premier mode de flexion
sur la plage de vitesses d’intérêt. De plus, l’optimisation de la consommation de jeu au BA
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Figure 5.7 Consommations de jeu aux nœuds frontière pour les deux premiers modes pour
l’aube initiale ( ) et les aubes optimisées 37-BA-1F ( ) et 37-BA-1T ( ).

conduit à des améliorations globales des consommations de jeu sur tout le sommet d’aube
pour les deux premiers modes propres. Dans ce contexte, une fonction objectif très localisée,
limitée à une des quantités cBA,1F ou cBA,1T, semble bien adaptée pour la reconception de
l’aube rotor 37. Ce constat est en accord avec de précédentes observations [39, 108].

5.2.3 Analyse dynamique des aubes optimisées

Des simulations de contact sont réalisées pour les aubes optimisées avec la même stratégie
numérique que pour l’aube initiale (section 5.2.1). À l’exception des aubes, tous les paramètres
de simulation demeurent identiques. L’analyse dynamique des aubes optimisées se limite aux
résultats obtenus par la stratégie numérique d’intégration temporelle considérée.

Les CRF des aubes optimisées sont superposées à celle de l’aube initiale sur la figure 5.8. Pour
permettre l’observation des interactions, une plage de vitesses étendue ω ∈ [1150; 1550] rad·s−1

est considérée. La vitesse d’interaction linéaire pour les aubes optimisées ( ), à ω′1F
4 , dif-

fère de celle de l’aube initiale ( ) car les fréquences propres des aubes sont différentes. Un
décalage de la fréquence de résonance non linéaire est observé en conséquence. La résonance
non linéaire prédite pour l’aube initiale ( ) est décalée pour les aubes optimisées ( ).

L’amplitude de vibration relative au pic, d’environ 20 mm pour l’aube initiale, est réduite
de manière très significative à environ 5 mm pour l’aube 37-BA-1F et 9 mm pour l’aube
37-BA-1T. Sur toute la plage, une diminution significative des amplitudes de vibration est
observée. Bien qu’une analyse plus approfondie soit requise pour pleinement comprendre le
phénomène, les autres interactions prédites pour l’aube initiale — comme l’augmentation des
amplitudes pour ω ≥ 1500 rad·s−1 — semblent disparaître pour les aubes optimisées.
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(a) aube 37-BA-1F
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(b) aube 37-BA-1T

Figure 5.8 CRF des aubes rotor 37 initiale ( ) et optimisées ( ). Vitesses d’interaction li-
néaires ( ) ( ) et vitesses des résonances non linéaires prédites ( ) ( ).

5.2.4 Conclusion partielle

Le processus de reconception proposé permet d’améliorer significativement la réponse vibra-
toire de l’aube rotor 37 à des interactions de contact. De plus, les résultats obtenus sont
en accord avec de précédentes publications [39] et confirment que la consommation de jeu
peut être une quantité d’optimisation pertinente pour la reconception d’aubes robustes aux
interactions de contact.

5.3 Aube rotor 35

Le rotor 35 de la NASA [151] correspond au premier étage du même compresseur transsonique
que rotor 37. Les aubes de ces deux rotors ont des géométries très proches et possèdent en
outre le même allongement (rapport de la hauteur d’aube sur la corde moyenne des profils).
Par conséquent, la reconception de l’aube rotor 35 effectuée vise à diminuer les amplitudes
relatives à la même interaction que pour rotor 37, soit l’interaction entre le mode 1F et le
quatrième régime moteur.
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La dynamique de l’aube initiale est analysée dans la section 5.3.1 et trois instances du pro-
blème d’optimisation (5.9) sont considérées dans la section 5.3.2. Les amplitudes vibratoires
de réponse à des interactions de contact des aubes optimisées sont analysées dans la sec-
tion 5.3.3.

5.3.1 Analyse dynamique de l’aube initiale

Les trois premiers modes propres sont, dans cet ordre, le premier mode de flexion (1F), le
premier mode de torsion (1T) et le deuxième mode de flexion (2F). L’interaction d’intérêt
abrégée 1F/rm4 est prédite linéairement à ω1F

4 ' 1252 rad·s−1. Des simulations prédictives de
contact sont conduites sur la plage de vitesses ω ∈ [1150; 1550] rad·s−1 englobant l’interaction
d’intérêt. La même stratégie numérique et les mêmes paramètres de simulation que pour
rotor 37 (voir annexe F.1) sont utilisés.

CRF

La CRF est tracée à partir du déplacement dBA du BA sur le dernier tour de rotation et
présentée sur la figure 5.9. En raison du phénomène de raidissement au contact, le pic de
résonance non linéaire relatif à l’interaction 1F/rm4 est décalé vers de plus grandes vitesses
( ) par rapport à la vitesse d’interaction linéaire ω1F

4 .

Un pic d’amplitude du même ordre de grandeur est également observé autour de 1500 rad·s−1.
D’après le diagramme de Campbell, une interaction entre le mode 1T et le dixième régime
moteur, abrégée 1T/rm10, est prédite à ω1T

10 ' 1483 rad·s−1. L’analyse du contenu fréquentiel
de la réponse permet effectivement d’associer le pic d’amplitude à l’interaction 1T/rm10. Les
interactions 1F/rm4 et 1T/rm10 sont prédites avec des amplitudes de vibration importantes.
Bien que ces amplitudes ne soient pas cohérentes avec l’hypothèse de petites déformations
du modèle éléments finis, elles attestent de la sévérité des contacts et soulignent la nécessité
de reconcevoir l’aube rotor 35.

Contributions modales

La carte de contributions modales de l’aube initiale est tracée sur la figure 5.10. Sur la plage
de vitesses d’intérêt, la contribution du mode 1F à la réponse vibratoire est dominante, sauf
entre ω = 1460 rad·s−1 et ω = 1495 rad·s−1 environ, où la contribution du mode 1T est
prédominante. Cette contribution confirme l’implication du mode 1T à la dynamique sur
cette plage. Par ailleurs, une contribution non négligeable du mode 2F est observée autour
de ω = 1190 rad·s−1.
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Figure 5.9 CRF de l’aube initiale rotor 35 ( ). Vitesses d’interaction linéaires ( ) et vitesse
de la résonance non linéaire prédite pour l’interaction 1F/rm4 ( ).
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Figure 5.10 Contributions modales relatives normalisées de l’aube initiale rotor 35.

5.3.2 Optimisation

D’après l’analyse de l’aube initiale, les trois premiers modes propres sont jugés influents sur
la dynamique de l’aube sur la plage de vitesses d’intérêt. La consommation de jeu au BA pour
chacun de ces modes est utilisée comme fonction objectif du problème d’optimisation (5.9).
Trois instances du problème sont ainsi formulées et résumées dans le tableau 5.4. Tous les
calculs de consommation de jeu sont réalisés à partir des modes normalisés par un déplace-
ment tangentiel au BA de t = 2 mm. Les bornes d’optimisation choisies sont les mêmes que
pour l’aube rotor 37 en raison de la ressemblance entre les deux rotors. Les aubes optimisées
sont nommées d’après chaque instance et les modèles CAO correspondants sont visibles sur la
figure 5.11. L’ordre des modes (1F, 1T puis 2F) est vérifié pour ces aubes et supposé inchangé
pour tous les modèles générés lors des optimisations.
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Tableau 5.4 Instances d’optimisation pour rotor 35.

instance fonction objectif f̃
bornes

∆z3, ∆z5 ∆θ3, ∆θ5

35-BA-1F cBA,1F [−2 mm; 2 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]
35-BA-1T cBA,1T [−2 mm; 2 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]
35-BA-2F cBA,2F [−2 mm; 2 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]
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(a) aube 35-BA-1F
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(b) aube 35-BA-1T
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(c) aube 35-BA-2F

Figure 5.11 Modèles CAO des aubes rotor 35 optimisées ( ) et initiale ( ).

Variations de consommation de jeu

Les variations relatives de consommation de jeu des aubes optimisées par rapport à l’aube
initiale (équation (5.10)) sont calculées pour les huit nœuds frontière sur le sommet d’aube,
pour les trois premiers modes propres. Les résultats sont présentés dans le tableau 5.5. Pour
les variations de fonctions objectif, cerclées en blanc, une diminution significative est visible
pour les trois instances et témoigne du bon fonctionnement de la procédure d’optimisation.
Les consommations de jeu sont diminuées pour les trois premiers modes propres pour presque
tous les nœuds, bien que les fonctions objectif utilisées soient très localisées. Toutefois, des
augmentations localisées de consommation de jeu sont également visibles. Pour l’aube 35-BA-
1F par exemple, des dégradations sont visibles sur les modes 1T et 2F qui ne sont pas ciblés
par la fonction objectif. Pour l’aube 35-BA-1T, une dégradation est même visible au nœud 4
sur le mode 1T ciblé par la fonction objectif. Enfin, les cellules rosées, dominantes pour l’aube
35-BA-2F, montrent que les diminutions observées pour cette aube sont globalement moins
importantes que pour les autres instances. Tous nœuds et modes confondus, les diminutions
les plus fortes semblent obtenues pour l’aube 35-BA-1F.
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Tableau 5.5 Variations de consommation de jeu pour les aubes rotor 35 optimisées.

aube nœud v ∆cv,1F [%] ∆cv,1T [%] ∆cv,2F [%]

35-BA-1F

1 -98 -53 105

2 -90 -40 51

3 -79 -4 -5

4 -68 76 -53

5 -71 -91 -35

6 -66 -74 -55

7 -60 -62 -81

8 -65 -65 -59

35-BA-1T

1 -55 -84 190

2 -69 -70 114

3 -86 -31 38

4 -94 106 -21

5 -98 -67 -2

6 -90 -95 -25

7 -81 -80 -54

8 -86 -83 -26

35-BA-2F

1 -27 -15 -99

2 -28 -10 -79

3 -28 6 -54

4 -26 -30 -31

5 -28 -64 -34

6 -28 -49 -20

7 -27 -45 -7

8 -30 -46 -2

Valeurs de consommation de jeu

Les valeurs de consommations de jeu en tous les nœuds frontière pour les trois premiers modes
sont présentées sur la figure 5.12 pour l’aube initiale et les aubes optimisées. Les valeurs de
fonctions objectif sont encerclées pour les aubes optimisées.

Les graphiques permettent de constater que les valeurs positives ∆c4,1T calculées dans le
tableau 5.5 pour les aubes 35-BA-1F et 35-BA-1T (respectivement de 76% et 106%) ont un
impact mineur, car la valeur c4,1T est très faible pour l’aube initiale. En revanche, les valeurs
positives de ∆cBA,2F calculées pour les aubes 35-BA-1F et 35-BA-1T (respectivement de 105%
et 190%) sont liées à des augmentations de la quantité cBA,2F importantes en valeur absolue,
visibles sur la figure 5.12c. Pour de faibles valeurs de consommation de jeu, le caractère relatif
de la quantité ∆cv,p implique d’analyser avec prudence les résultats du tableau 5.5, car une
faible augmentation de consommation de jeu peut se traduire par une forte augmentation
relative. Il est donc pertinent de considérer à la fois le tableau 5.5 et la figure 5.12 lors de
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l’analyse de la dynamique des aubes optimisées.
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Figure 5.12 Consommations de jeu aux nœuds frontière pour les trois premiers modes pour
l’aube initiale ( ) et les aubes optimisées 35-BA-1F ( ), 35-BA-1T ( ) et 35-BA-2F
( ).

5.3.3 Analyse dynamique des aubes optimisées

La même simulation de contact que pour l’aube initiale est effectuée pour les trois aubes
optimisées. Étant donné les variations de fréquences propres des aubes optimisées, la plage de
vitesses est étendue à ω ∈ [1050; 1550] afin de visualiser correctement les amplitudes relatives
à l’interaction 1T/rm10. Les CRF obtenues sont présentées sur la figure 5.13, superposées à
celle de l’aube initiale. Globalement, sur toute la plage de vitesses d’intérêt, les amplitudes de
vibration des aubes optimisées sont significativement réduites par rapport à l’aube initiale.
Toutefois, la diminution des amplitudes est moins marquée pour l’aube 35-BA-2F. Ceci est
cohérent avec le fait que les consommations de jeu sur le premier et deuxième mode propre
sont plus élevées pour l’aube 35-BA-2F que pour les aubes 35-BA-1F et 35-BA-1T d’après
la figure 5.12.

En raison d’une diminution des fréquences propres des aubes optimisées par rapport à l’aube
initiale, l’interaction linéaire 1F/rm4 est décalée vers de plus faibles vitesses et prédite à ω′1F

4 .
Les amplitudes du pic de résonance non linéaire prédit ( ) sont significativement réduites
par rapport à l’aube initiale. De plus, l’augmentation brutale de la pente de la CRF associée
au pic de résonance non linéaire sur l’aube initiale, vers 1380 rad·s−1, n’est pas visible pour
les aubes optimisées. Enfin, l’interaction 1T/rm10, prédite linéairement à ω′1T

10 pour les aubes
optimisées, a presque entièrement disparu pour les aubes 35-BA-1F et 35-BA-1T. Pour cette
interaction en particulier, des amplitudes équivalentes sont prédites pour les deux aubes, bien
que seule la consommation de jeu sur le mode 1F ait été minimisée pour l’aube 35-BA-1F.
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(a) aube 35-BA-1F
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(b) aube 35-BA-1T
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(c) aube 35-BA-2F

Figure 5.13 CRF des aubes rotor 35 initiale ( ) et optimisées ( ). Vitesses d’interaction
linéaires ( ) ( ) et vitesse de la résonance non linéaire prédite ( ) pour l’interaction
1F/rm4.

5.3.4 Conclusion partielle

La reconception de l’aube rotor 35 permet d’obtenir des aubes dont les amplitudes de ré-
ponses à des interactions de contact sont significativement réduites. La pertinence de la
consommation de jeu au BA sur un seul mode comme quantité d’optimisation est de nou-
veau soulignée. Les résultats numériques obtenus montrent de plus que les amplitudes de
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réponse sont réduites pour des interactions impliquant d’autres modes.

5.4 Aube rotor 67

Grâce à la polyvalence du processus de reconception proposé, la pertinence de la consomma-
tion de jeu comme quantité d’optimisation peut être investiguée pour d’autres types d’aubes,
comme les aubes de soufflante. Contrairement aux aubes de compresseurs haute pression [40]
ou aux aubes de compresseur transsoniques telles que rotor 37, les aubes de soufflante sont
significativement plus flexibles et possèdent alors des fréquences propres plus basses. Par
conséquent, leur réponse dynamique à des interactions de contact peut être particulièrement
complexe.

L’aube étudiée dans cette section est issue du rotor 67 de la NASA conçu en 1979. Ce rotor
constitue le premier étage à 22 aubes d’une soufflante à deux étages [181]. Utilisé dans les
années 90 comme cas de validation standard pour des méthodes de dynamique des fluides, il
a été récemment étudié dans le cadre des interactions de contact aube/carter [59].

La vitesse nominale de l’aube rotor 67 est ω = 1680 rad·s−1. Parmi les vitesses d’intérêt sous
cette vitesse nominale, la vitesse correspondant à l’intersection entre le mode 1F et le second
régime moteur a récemment été mise en évidence comme vitesse critique dans le contexte des
interactions de contact aube/carter [59]. De ce fait, une large plage de vitesses de rotation
ω ∈ [900; 1780] rad·s−1 est considérée, incluant à la fois la vitesse critique ω1F/2 et la vitesse
nominale.

5.4.1 Analyse dynamique de l’aube initiale

Les trois premiers modes propres de l’aube sont, dans cet ordre, les modes 1F, 2F et 1T.
Les interactions de contact aube/carter sont simulées avec la stratégie numérique utilisée
dans la section 5.3.1, à raison d’une simulation tous les 1 rad·s−1 sur la plage de vitesses
d’intérêt. Les simulations sont effectuées sur un modèle réduit comportant η = 10 degrés
de liberté modaux et nf = 8 nœuds frontière uniformément répartis en sommet d’aube. Le
même scénario de contact que pour les aubes rotor 37 et 35 est utilisé, à l’exception du jeu
aube/carter au repos, fixé à 4× 10−4 m d’après le rapport technique de la NASA [181]. Les
paramètres de simulation sont résumés en annexe F.2. Sur toute la plage de vitesses d’intérêt,
les amplitudes les plus élevées sont observées au BA ; les résultats relatifs à ce nœud sont
donc considérés dans cette section.
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CRF

La CRF de l’aube initiale est présentée sur la figure 5.14 ; des motifs vibratoires très sophis-
tiqués sont visibles. En particulier, les plages de vitesses où des nuages de points sont visibles
— par exemple pour ω ∈ [1400; 1500] rad·s−1 — peuvent indiquer que les solutions calculées
ne sont pas périodiques ou possèdent une période qui ne correspond pas à une révolution
de l’aube [59]. Par ailleurs, il n’est pas possible de distinguer clairement une résonance non
linéaire liée spécifiquement au mode 1F.
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Figure 5.14 CRF de l’aube initiale pour rotor 67 ( ). Vitesse d’interaction linéaire ( ).

Contributions modales

Les contributions modales relatives normalisées sont calculées sur le dernier tour de rotation
et présentées sur la figure 5.15. Plusieurs modes propres, allant jusqu’au septième mode,
contribuent de façon non négligeable à la dynamique de l’aube. Ceci souligne la complexité de
la réponse dynamique de l’aube rotor 67. Bien que le premier mode (1F) soit majoritairement
dominant, il existe des plages de vitesses sur lesquelles sa contribution disparaît au profit
d’autres modes. Ce phénomène est visible pour le deuxième mode (2F) pour ω ' 1580 rad·s−1

et pour le troisième mode (1T) pour ω ' 900 rad·s−1 et ω ' 1350 rad·s−1. Sur toute la plage de
vitesses d’intérêt, la dynamique de l’aube est majoritairement dominée par les trois premiers
modes propres.

Les observations faites sur la CRF et la carte de contributions modales soulignent la dy-
namique vibratoire à la fois riche et complexe de l’aube rotor 67. Sa reconception en vue
d’améliorer sa robustesse aux interactions de contact aube/carter représente ainsi un défi
d’envergure.
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Figure 5.15 Contributions modales relatives normalisées de l’aube initiale rotor 67.

5.4.2 Optimisation

Trois instances du problème d’optimisation (5.9) sont formulées et présentées dans le ta-
bleau 5.6. Les consommations de jeu au BA pour les trois premiers modes, les plus influents,
sont respectivement considérées comme fonctions objectif. Lors d’un calcul de consommation
de jeu, un déplacement tangentiel t de 4 mm au BA est utilisé pour normaliser les déformées
modales (étape 2 du calcul de consommation de jeu).

L’aube rotor 67 étant environ deux fois plus longue que les aubes rotor 35 et rotor 37, les
bornes d’optimisation relatives à la flèche axiale sont augmentées par rapport aux reconcep-
tions précédentes. L’ordre des trois premiers modes (1F, 2F puis 1T) est supposé inchangé
pour tous les modèles générés pendant les optimisations. Les aubes optimisées sont nommées
67-BA-1F, 67-BA-2F et 67-BA-1T ; les modèles CAO sont présentés sur la figure 5.16.

Tableau 5.6 Instances d’optimisation pour rotor 67.

instance fonction objectif f̃
bornes

∆z3, ∆z5 ∆θ3, ∆θ5

67-BA-1F cBA,1F [−3 mm; 3 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]
67-BA-2F cBA,2F [−3 mm; 3 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]
67-BA-1T cBA,1T [−3 mm; 3 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]

Variations de consommation de jeu

Les variations relatives de consommation de jeu aux nœuds frontière pour les trois premiers
modes propres sont données dans le tableau 5.7. Pour chaque instance, la quantité optimisée
est améliorée significativement : ∆cBA,1F = −73% pour l’aube 67-BA-1F, ∆cBA,2F = −98%
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Figure 5.16 Modèles CAO des aubes rotor 67 optimisées ( ) et initiale ( ).

pour l’aube 67-BA-2F et ∆cBA,1T = −38% pour l’aube 67-BA-1T. Cependant, les nombreuses
cellules roses dans le tableau indiquent que les optimisations de consommation de jeu en un
seul nœud et pour un seul mode amènent des résultats mitigés. Dans le meilleur cas, pour
l’aube 67-BA-2F par exemple, la consommation de jeu est significativement améliorée en tous
les nœuds frontière, mais seulement pour le mode ciblé par la fonction objectif : 2F. Quant
à l’aube 67-BA-1F, l’optimisation de la consommation de jeu au BA conduit seulement à
une diminution mineure de la consommation de jeu au BF pour le mode 1F de −19 %. Pour
l’aube 67-BA-1T, l’optimisation de la consommation de jeu au BA pour le mode 1T entraîne
même une dégradation des consommations de jeu en milieu de corde. De manière générale,
pour rotor 67, optimiser la consommation de jeu pour un seul mode conduit seulement à des
améliorations très localisées, voire à des détériorations en certains nœuds pour le même mode
ou pour d’autres modes.

Valeurs de consommation de jeu

Les consommations de jeu pour les trois premiers modes et pour tous les nœuds frontière
sont présentées sur la figure 5.17 pour l’aube initiale et les aubes optimisées. La valeur de la
fonction objectif est encerclée pour chaque aube optimisée.

La consommation de jeu au BA pour le mode 1F est très faible par rapport aux aubes
rotor 37 et rotor 35. Les valeurs de consommation de jeu pour le mode 1F (figure 5.17a) de
l’aube initiale et des aubes optimisées 67-BA-1F et 67-BA-2F sont par ailleurs très proches
et l’allure des courbes est semblable. Les graphiques révèlent également que les valeurs de
consommation de jeu pour le mode 2F sont très élevées pour l’aube initiale (figure 5.17b).
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Tableau 5.7 Variations de consommation de jeu pour les aubes rotor 67 optimisées.

aube nœud v ∆cv,1F [%] ∆cv,2F [%] ∆cv,1T [%]

67-BA-1F

1 -73 -52 3

2 -36 -45 10

3 -40 -55 70

4 -26 -46 -15

5 -26 -53 -11

6 -21 -49 -10

7 -18 -47 -10

8 -19 -58 -10

67-BA-2F

1 45 -98 -20

2 -87 -77 -12

3 -84 -94 49

4 -57 -76 -68

5 -55 -87 -60

6 -40 -77 -48

7 -33 -73 -45

8 -34 -91 -53

67-BA-1T

1 233 -3 -38

2 -2 -56 -11

3 3 -29 136

4 -76 -68 -46

5 -84 -52 -74

6 -75 -73 -83

7 -60 -84 -71

8 -61 -54 -85

Par conséquent, les diminutions relatives ∆cv,2F observées dans le tableau 5.7 correspondent
à des diminutions significatives de consommation de jeu. De la même façon, comme la valeur
c3,1T est relativement faible pour l’aube initiale (figure 5.17c), les valeurs positives ∆c3,1T

calculées pour les aubes optimisées ne correspondent en fait qu’à de faibles augmentations
de la consommation de jeu en valeur absolue.

5.4.3 Analyse dynamique des aubes optimisées

Des simulations de contact sont effectuées sur les aubes optimisées avec les mêmes paramètres
de simulation que pour l’aube initiale. Les CRF calculées à partir du déplacement du BA sur
le dernier tour de rotation sont présentées sur la figure 5.18. Pour toutes les aubes optimisées,
la variation de la première fréquence propre est faible par rapport à celle de l’aube initiale.
Par conséquent, la résonance linéaire prédite à ω′1F

2 ( ) pour les aubes optimisées est proche
de celle de l’aube initiale à ω1F

2 ' 1020 rad·s−1 ( ).
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Figure 5.17 Consommations de jeu aux nœuds frontière pour les trois premiers modes pour
l’aube initiale ( ) et les aubes optimisées 67-BA-1F ( ), 67-BA-2F ( ) et 67-BA-1T
( ).

Pour les aubes 67-BA-1F et 67-BA-2F, une augmentation des amplitudes de vibration par
rapport à l’aube initiale est visible pour presque toutes les vitesses de la plage d’intérêt. Bien
que les consommations de jeu pour le mode 1F de ces deux aubes soient très proches de celles
de l’aube initiale, les CRF obtenues, très différentes, témoignent de la grande sensibilité des
phénomènes vibratoires liés aux interactions de contact. Le fait que les aubes optimisées pré-
sentent des amplitudes de vibration plus importantes peut être expliqué par les améliorations
minimales de consommation de jeu par rapport à l’aube initiale qui présentait déjà de faibles
consommations de jeu sur le mode 1F.

Pour l’aube 67-BA-1T, l’amplitude maximale atteinte sur la plage, pour ω ' 1240 rad·s−1,
est beaucoup plus élevée que pour les aubes 67-BA-1F et 67-BA-2F. L’analyse du contenu
fréquentiel des déplacements révèle que ce pic est associé à l’interaction 1F/rm2. L’augmenta-
tion des amplitudes pourrait s’expliquer par la détérioration significative de la consommation
de jeu au BA pour le mode 1F pour cette aube (voir figure 5.17a). Sur le reste de la plage,
les amplitudes pour l’aube 67-BA-1T sont comparables à celles de l’aube initiale.
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(a) aube 67-BA-1F
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Figure 5.18 CRF des aubes rotor 67 optimisées ( ) et initiale ( ). Vitesses d’interaction
linéaires ( ) ( ).

5.4.4 Conclusion partielle

Pour l’aube rotor 67, la minimisation de la consommation de jeu en un mode et un nœud
ne permet pas de réduire les amplitudes du pic de résonance associé à l’interaction d’intérêt.
Deux hypothèses peuvent expliquer ce phénomène :
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— contrairement aux aubes rotor 37 et 35, la consommation de jeu de l’aube rotor 67
initiale au BA sur le mode 1F est déjà très faible 5. Toute tentative de minimiser cette
quantité ne permet d’obtenir que de faibles améliorations sans gains significatifs en
matière de robustesse au contact. Au sens de la consommation de jeu, les résultats
obtenus indiquent que l’aube initiale est proche d’une configuration optimale ;

— les optimisations relatives à rotor 67 conduisent à des diminutions très localisées de la
consommation de jeu, concentrées sur un mode et un nœud, tandis que des diminutions
plus globales sont observées dans le cas de rotor 37 et rotor 35. Or, la dynamique de
l’aube initiale rotor 67 sur la plage de vitesses d’intérêt implique un plus grand nombre
de modes que pour les aubes rotor 37 et rotor 35. Il est ainsi possible que des modes
dont la consommation a été dégradée jouent un rôle significatif dans la dynamique de
l’aube.

Les résultats de reconception liés à rotor 67 soulignent le fait que la pertinence d’une consom-
mation de jeu très localisée comme quantité d’optimisation substitut est hautement dépen-
dante de la géométrie et de la dynamique de l’aube initiale.

5.5 Reconceptions avancées

La minimisation de la consommation de jeu en un nœud et pour un seul mode a permis
de réduire significativement les amplitudes de réponse des aubes rotor 37 et rotor 35. Dans
cette section, il est proposé d’enrichir la définition de la fonction objectif en incluant les
consommations de jeu soit en plusieurs nœuds, soit pour plusieurs modes. Il est arbitrairement
choisi de reconcevoir l’aube rotor 37 en considérant plusieurs nœuds (section 5.5.1) et l’aube
rotor 35 en considérant plusieurs modes (section 5.5.2).

5.5.1 Prise en compte de plusieurs nœuds : application à rotor 37

Dans un premier temps, il est envisagé de modifier le nœud où est optimisée la valeur de la
consommation de jeu. Le BF, qui, comme le BA, a l’avantage de pouvoir être identifié de
manière univoque sur toutes les aubes générées pendant l’optimisation, est considéré. Deux
instances du problème d’optimisation (5.9) relatives à la consommation de jeu au BF pour
les modes 1F et 1T sont formulées dans le tableau 5.8. Dans un second temps, la fonction
objectif est enrichie de façon à minimiser le maximum de la consommation de jeu au BA et
au BF simultanément, ce qui aboutit à la formulation de deux instances supplémentaires du
problème d’optimisation (5.9).

5. Une comparaison rigoureuse des consommations de jeu est effectuée en considérant un même déplace-
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Tableau 5.8 Instances d’optimisation supplémentaires pour rotor 37.

instance fonction objectif f̃
bornes

∆z3, ∆z5 ∆θ3, ∆θ5

37-BF-1F cBF,1F [−2 mm; 2 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]
37-BF-1T cBF,1T [−2 mm; 2 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]

37-max(BA,BF)-1F max (cBA,1F, cBF,1F) [−2 mm; 2 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]
37-max(BA,BF)-1T max (cBA,1T, cBF,1T) [−2 mm; 2 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]

Minimisation de consommation de jeu au BF

Il est remarqué que les aubes optimisées 37-BF-1F et 37-BF-1T obtenues sont parfaitement
identiques à l’aube 37-BA-1T décrite dans la section 5.2.2. L’optimisation conduite est tou-
tefois bien différente pour chaque instance, comme l’attestent les graphiques de convergence
présentés sur la figure 5.19. La convergence étant rapidement atteinte, seules les 80 premières
évaluations sont représentées. Par ailleurs, il est vérifié que les valeurs de variables proposées
par l’algorithme d’optimisation à chaque évaluation sont effectivement distinctes pour les
différentes instances. Ceci confirme que le déroulement de l’algorithme est différent, bien que
les solutions obtenues soient identiques.
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Figure 5.19 Courbes de convergence pour les instances 37-BA-1T, 37-BF-1F et 37-BF-1T.

D’un point de vue mathématique, l’obtention de solutions identiques indique que la solu-
tion trouvée est probablement un minimum local commun aux différentes fonctions objectif
considérées. Autrement dit, pour rotor 37, une aube satisfaisante au regard de sa consom-
mation de jeu au BA pour le mode 1T est également une aube satisfaisante au regard de

ment tangentiel t pour la normalisation des modes.
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sa consommation de jeu au BF pour les modes 1F et 1T. Ce comportement peut être dû
aux bornes d’optimisation relativement serrées, ce qui restreint probablement le nombre de
minima locaux — c’est-à-dire de solutions satisfaisantes — présents dans le domaine des
variables.

L’obtention de solutions identiques est également cohérente avec les observations de la sec-
tion 5.2.3 : pour rotor 37, la minimisation d’une consommation de jeu très localisée pour
le mode 1F ou 1T conduit à des améliorations sur tous les nœuds pour les deux premiers
modes. Bien qu’il ne soit pas possible de tirer de conclusion générale étant donné le faible
nombre de tests réalisés, la minimisation de consommation de jeu au BA ou au BF pour un
mode semble donner des résultats équivalents pour l’aube rotor 37.

Minimisation de consommation de jeu maximale entre BA et BF

Pour l’instance 37-max(BA,BF)-1F, une analyse fine du déroulement de l’optimisation révèle
que sur 400 évaluations, la consommation de jeu maximale entre le BA et le BF est atteinte
au BA pour 129 évaluations et au BF pour 271 évaluations. L’aube obtenue diffère des aubes
37-BA-1F et 37-BF-1F. Pour l’instance 37-max(BA,BF)-1T, la fonction objectif vaut cBA,1T
pour 392 évaluations et cBF,1T pour 8 évaluations. Dans ce contexte, il n’est pas surprenant
que l’algorithme converge vers la même solution que pour l’instance 37-BA-1T : l’aube 37-
max(BA,BF)-1T est identique à l’aube 37-BA-1T.

Les variations de consommations de jeu pour les instances relatives au mode 1F sont ras-
semblées dans le tableau 5.9 à des fins de comparaison. Les consommations de jeu sont
significativement diminuées pour l’aube 37-max(BA,BF)-1F par rapport à l’aube initiale.
Les diminutions observées aux différents nœuds pour les deux modes suivent globalement les
mêmes tendances que pour les aubes 37-BA-1F et 37-BF-1F.

Afin de mieux visualiser ces tendances, les consommations de jeu cv,1F et cv,1T sont tracées
en fonction du nœud frontière v sur la figure 5.20 pour les trois instances et pour l’aube
initiale. La valeur de la fonction objectif atteinte pour chaque instance est encerclée (elle
est égale au BA et au BF pour l’aube 37-max(BA,BF)-1F). La fonction objectif de l’aube
37-max(BA,BF)-1F est supérieure à celles des aubes 37-BA-1F et 37-BF-1F. Ce résultat est
prévisible mathématiquement, considérant que toutes ces instances ont bien convergé, en
raison de l’utilisation du maximum dans la fonction objectif pour l’instance 37-max(BA,BF)-
1F.

En revanche, il est intéressant de constater que pour les deux modes considérés et pour chaque
nœud v, la consommation de jeu de l’aube 37-max(BA,BF)-1F est plus faible que la pire
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Tableau 5.9 Variations de consommation de jeu pour les aubes rotor 37 optimisées.

aube nœud v ∆cv,1F [%] ∆cv,1T [%]

37-BA-1F

1 -98 -55

2 -84 -45

3 -85 -17

4 -78 2203

5 -66 -79

6 -74 -77

7 -61 -59

8 -68 -66

37-BF-1F

1 -48 -91

2 -51 -82

3 -72 -42

4 -86 2857

5 -95 -81

6 -94 -87

7 -98 -97

8 -96 -92

37-max(BA,BF)-1F

1 -82 -76

2 -83 -69

3 -98 -44

4 -90 1828

5 -77 -95

6 -85 -90

7 -82 -84

8 -79 -81

consommation parmi celles des aubes 37-BA-1F et 37-BF-1F. Pour certaines consommations
de jeu, comme c3,1F, la valeur relative à l’aube 37-max(BA,BF)-1F est même plus faible que
celle des autres aubes. La prise en compte de la consommation de jeu au BA et au BF dans la
fonction objectif permet de s’affranchir du caractère local de l’optimisation en un seul nœud.
L’aube 37-max(BA,BF)-1F présente une consommation de jeu plus uniforme sur le sommet
d’aube, du fait de la continuité de la matière en sommet d’aube.

La CRF de l’aube 37-max(BA,BF)-1F est présentée sur la figure 5.21. Les amplitudes relatives
à l’interaction d’intérêt 1F/rm4 sont fortement diminuées par rapport à l’aube initiale. Les
résultats obtenus pour cette aube sont de plus aussi bons que ceux obtenus pour les aubes
37-BA-1F et 37-BF-1T (égale à l’aube 37-BA-1T) d’après les CRF de la figure 5.8.
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Figure 5.20 Consommations de jeu aux nœuds frontière pour les deux premiers modes pour
les aubes 37-BA-1F ( ), 37-BF-1F ( ), 37-max(BA,BF)-1F ( ) et initiale ( ).
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Figure 5.21 CRF des aubes rotor 37 optimisée 37-max(BA,BF)-1F ( ) et initiale ( ).

5.5.2 Prise en compte de plusieurs modes : application à rotor 35

Il est proposé dans cette section d’inclure les consommations de jeu relatives à plusieurs modes
dans la fonction objectif. Deux instances supplémentaires du problème d’optimisation (5.9)
sont présentées dans le tableau 5.10, afin de tenir compte de la consommation de jeu au BA
respectivement pour les deux et trois premiers modes propres.

Pour l’instance 35-BA-max(1F,1T), entre les deux premiers modes propres, la consommation
de jeu au BA est maximale pour le mode 1F pour 3 évaluations et pour le mode 1T pour
397 évaluations. La fonction objectif correspond donc à la quantité cBA,1T pour la plupart
des évaluations. Les valeurs des variables d’optimisation de l’aube 35-BA-max(1F,1T) sont
identiques à celle de l’aube 35-BA-1T, à l’exception de la variable ∆θ3. Pour l’instance 35-
BA-max(1F,1T,2F), la fonction objectif correspond à cBA,1T pour 288 évaluations et à cBA,2F
pour 101 évaluations (11 évaluations ont échoué). L’aube 35-BA-max(1F,1T,2T) est distincte
des aubes obtenues avec les instances précédentes. La convergence de l’algorithme d’optimisa-
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Tableau 5.10 Instances d’optimisation supplémentaires pour rotor 35.

instance fonction objectif f̃
bornes

∆z3, ∆z5 ∆θ3, ∆θ5

35-BA-max(1F,1T) max (cBA,1F, cBA,1T) [−2 mm; 2 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]
35-BA-max(1F,1T,2F) max (cBA,1F, cBA,1T, cBA,2F) [−2 mm; 2 mm] [−1, 5◦; 1, 5◦]

tion semble atteinte en environ 250 évaluations pour l’aube 35-BA-max(1F,1T,2F), alors que
moins de 100 évaluations semblent nécessaires pour toutes les autres instances relatives à ro-
tor 35. En effet, l’alternance de quantités cBA,1T et cBA,2F dans la fonction objectif s’apparente
à résoudre un problème d’optimisation biobjectif, a priori plus difficile à résoudre.

Variations de consommation de jeu

Les variations de consommation de jeu pour les deux instances supplémentaires sont données
dans le tableau 5.11. Pour l’aube 35-BA-max(1F,1T), l’allure du tableau est très similaire
à celle du tableau 5.5 obtenu pour l’aube 35-BA-1F. Pour l’aube 35-BA-max(1F,1T,2F), la
consommation de jeu relative au mode 2F est diminuée pour tous les nœuds sauf au BA, où
elle reste stable.

Tableau 5.11 Variations de consommation de jeu des aubes rotor 35 optimisées.

aube nœud v ∆cv,1F [%] ∆cv,1T [%] ∆cv,2F [%]

35-BA-max(1F,1T)

1 -59 -82 182

2 -73 -69 108

3 -89 -32 34

4 -91 94 -24

5 -96 -71 -5

6 -88 -93 -28

7 -79 -79 -56

8 -85 -82 -29

35-BA-max(1F,1T,2F)

1 -71 -39 1

2 -67 -32 -32

3 -60 -13 -69

4 -52 -32 -97

5 -56 -76 -90

6 -52 -59 -94

7 -48 -53 -75

8 -51 -57 -89
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Valeurs de consommation de jeu

Les consommations de jeu en chaque nœud frontière v pour les trois premiers modes sont
présentées sur la figure 5.22. À des fins de lisibilité, les consommations relatives à l’aube 35-
BA-max(1F,1T) sont omises ; celles-ci se superposent presque exactement à celles de l’aube
35-BA-1T.

Pour le mode 2F (figure 5.22c), la consommation de jeu au BA de l’aube 35-BA-max(1F,1T,2F)
est équivalente à celle de l’aube initiale, mais plus élevée que celle de l’aube 35-BA-2F, pour
laquelle la fonction objectif inclut uniquement le mode 2F. Bien que la fonction objectif cible
uniquement la consommation de jeu au BA, de faibles valeurs cv,2F sont obtenues pour les
nœuds 3 à 8 et les consommations de jeu pour le mode 2F pour tous les nœuds v sont signi-
ficativement réduites par rapport aux aubes 35-BA-1F et 35-BA-1T. Pour les modes 1F et
1T (figures 5.22a et 5.22b), les consommations de jeu de l’aube 35-BA-max(1F,1T,2F) sont
plus élevées que celles de l’aube optimisée spécifiquement par rapport au mode 1F ou 1T.
Toutefois, pour chaque nœud et mode considéré, la consommation de jeu pour l’aube 35-BA-
max(1F,1T,2F) est plus faible que celle de la plus mauvaise des aubes 35-BA-1F, 35-BA-1T
et 35-BA-2F. Ce résultat est notable étant donné que seule la consommation de jeu au BA
est prise en compte dans la fonction objectif. La prise en compte de plusieurs modes par un
maximum dans la fonction objectif tend à uniformiser les valeurs de consommation de jeu
sur ces modes pour le nœud considéré.
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Figure 5.22 Consommations de jeu aux nœuds frontière pour les trois premiers modes pour
les aubes 35-BA-1F ( ), 35-BA-1T ( ), 35-BA-2F ( ), 35-BA-max(1F,1T,2F) ( )
et initiale ( ).
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Analyse dynamique des aubes optimisées

Les CRF des aubes 35-BA-max(1F,1T) et 35-BA-max(1F,1T,2F) sont superposées à celle de
l’aube initiale sur la figure 5.23. La CRF de l’aube 35-BA-1F, qui présente les plus faibles
amplitudes parmi les aubes optimisées obtenues, est également présentée en arrière-plan.
Les amplitudes de réponse des aubes optimisées sont globalement plus faibles que celles de
l’aube initiale sur la plage de vitesses considérée. En particulier, les amplitudes relatives à
l’interaction d’intérêt 1F/rm4 sont significativement réduites et les amplitudes relatives à
l’interaction 1T/rm10 semblent également réduites.

Concernant l’interaction 1T/rm10, une pente importante est observée sur la CRF de l’aube
35-BA-max(1F,1T,2F), comme pour l’aube initiale, alors que la pente pour l’aube 35-BA-
max(1F,1T) semble plus faible. Cette observation est cohérente avec les valeurs de consomma-
tion de jeu sur le mode 1T pour l’aube 35-BA-max(1F,1T), significativement plus faibles que
celles de l’aube 35-BA-max(1F,1T,2F), en particulier au BA. Enfin, par rapport aux aubes
optimisées selon un seul mode (voir CRF figure 5.13), les instances 35-BA-max(1F,1T) et
35-BA-max(1F,1T,2F) présentent des amplitudes de réponse similaires.

Conclusion partielle

Concernant la prise en compte de plusieurs nœuds dans la fonction objectif, la minimisation
de consommation de jeu au BA ou au BF pour le mode 1F pour rotor 37 a permis d’obtenir
des aubes dont les amplitudes de réponse sont similaires. Pour ces aubes, les diminutions de
consommations de jeu sont plus importantes au nœud considéré dans la fonction objectif.
La minimisation du maximum de consommation de jeu au BA et au BF pour le mode 1F a
au contraire conduit à une uniformisation de la consommation de jeu en sommet de l’aube
optimisée. Les amplitudes de réponse de cette aube sont également réduites par rapport à
l’aube initiale. Alors que le scénario de contact utilisé pour les simulations favorise l’initiation
du contact au BA, il semble pertinent dans un contexte industriel d’inclure le BA et le BF
dans le calcul de la fonction objectif pour assurer la diminution des consommations de jeu
sur tout le sommet d’aube.

Lorsque la fonction objectif est le maximum de consommation sur plusieurs modes, les ré-
sultats obtenus sur rotor 35 montrent que les consommations de jeu sont réduites sur le
mode 2F, ayant la consommation de jeu la plus élevée. Or, ce mode ne semble pas influer la
dynamique de l’aube sur la plage de vitesses d’intérêt. Ainsi, considérer un maximum peut
réduire la consommation de jeu sur un mode sans impact notable sur la CRF. De plus, les
diminutions de consommations de jeu pour les autres modes sont généralement plus faibles
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Figure 5.23 CRF des aubes rotor 35 optimisées supplémentaires ( ), de l’aube 35-BA-1F ( )
et de l’aube initiale ( ).

que celles obtenues pour des aubes optimisées par rapport à un seul mode. Il se peut que
les diminutions de consommation de jeu sur les modes contribuant à la dynamique ne soient
alors pas suffisantes pour impliquer une réduction des amplitudes de vibration. Enfin, par
rapport à une optimisation sur un seul mode, la prise en compte de plusieurs modes peut
impliquer un coût numérique supplémentaire, lorsque la fonction objectif cible un mode dif-
férent à chaque évaluation. Par conséquent, au-delà d’un certain nombre de modes np pris en
compte dans la fonction objectif, il est plus avantageux de réaliser np optimisations sur un
seul mode. Ainsi, il ne semble pas pertinent de considérer plusieurs modes dans la fonction
objectif, contrairement aux propositions faites dans la littérature [108, 149].

5.6 Analyse des tendances géométriques

Il est proposé dans cette section d’analyser les formes des aubes optimisées afin de mettre
en évidence d’éventuelles tendances géométriques pour les reconceptions considérées. La ter-
minologie employée pour décrire la forme d’une aube est présentée dans la section 5.6.1 et
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les aubes initiales sont analysées dans la section 5.6.2. Les aubes optimisées sont ensuite
analysées dans la section 5.6.3 et les tendances géométriques dégagées sont résumées dans la
section 5.6.4.

5.6.1 Terminologie

Des termes spécifiques sont utilisés pour désigner la forme d’une aube, selon l’évolution de la
flèche et de l’inclinaison sur la hauteur d’aube [75, 149]. Ces termes dépendent des directions
utilisées pour définir la flèche et l’inclinaison de l’aube. Dans le cadre de la paramétrisation
proposée, une flèche axiale ∆zi selon l’axe de la turbomachine ez,a et un angle d’inclinaison
tangentiel ∆θi selon eθ,a sont considérés pour chaque section i. Considérant l’évolution de ces
paramètres selon le rayon ri, quelques formes courantes sont présentées sur la figure 5.24. La
direction d’écoulement du flux, de l’amont vers l’aval, est rappelée sur les graphiques ainsi
que le sens de rotation de l’aube. Lorsque la flèche axiale est orientée vers l’aval (∆zi > 0),
c’est-à-dire vers l’arrière de l’aube, sur toute la hauteur d’aube (figure 5.24a), elle est alors
qualifiée de flèche arrière globale (full backward sweep en anglais). À l’inverse, une flèche
axiale orientée vers l’amont(∆zi < 0) sur toute la hauteur d’aube est dénommée flèche avant
globale (full forward sweep en anglais). Plus généralement, la flèche change de direction sur
la hauteur d’aube (figure 5.24b). Le terme de flèche arrière réfère à une aube avec une flèche
vers l’amont sur sa partie inférieure et vers l’aval sur sa partie supérieure. Une terminologie
similaire est utilisée pour décrire l’évolution de l’inclinaison sur la hauteur d’aube. Lorsque
l’inclinaison tangentielle est dans le sens de rotation de la turbomachine (∆θi > 0) sur toute
la hauteur d’aube, le terme d’inclinaison avant globale est par exemple employé (figure 5.24c).
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Figure 5.24 Terminologie associée aux formes d’aubes.
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5.6.2 Aubes initiales

Pour les aubes initiales rotor 37, rotor 35 et rotor 67, les valeurs de flèche axiale et d’angle
d’inclinaison des 5 sections sont représentées sur la figure 5.25 en fonction du rayon ri. Les
valeurs observées sont très proches pour les aubes rotor 37 et rotor 35, les géométries des
deux aubes étant très similaires. Ces deux aubes présentent une flèche arrière globale et une
légère inclinaison arrière globale. L’évolution de la flèche et de l’inclinaison sur la hauteur
d’aube est très différente pour rotor 67 : la flèche axiale s’apparente à une flèche arrière et
l’inclinaison est globalement vers l’avant. Une telle évolution ne peut pas être obtenue pour
les aubes optimisées en raison de l’interpolation sur les sections, qui contraint la flèche et
l’angle d’inclinaison des sections 2 et 4 (voir section 5.1.3.1).
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Figure 5.25 Flèche axiale ∆zi et angle d’inclinaison ∆θi pour les aubes initiales rotor 37,
rotor 35 et rotor 67.

5.6.3 Aubes optimisées

Aube rotor 37

Pour l’ensemble des instances relatives à rotor 37 (tableaux 5.2 et 5.8), trois aubes optimisées
distinctes ont été obtenues. Une instance supplémentaire nommée 37-BA-max(1F,1T) visant
à optimiser la consommation de jeu maximale au BA sur les modes 1F et et 1T, permet



183

d’obtenir une quatrième aube dont la CRF est très similaire à celles présentées dans la
section 5.2.3. La flèche et l’inclinaison des quatre aubes optimisées sont présentées sur la
figure 5.26 avec des teintes de bleu distinctes. Les valeurs relatives à l’aube initiale ( ) sont
présentées en arrière-plan.
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Figure 5.26 Flèche axiale ∆zi et angle d’inclinaison ∆θi pour les aubes optimisées 37-BA-1F
( ), 37-BA-1T ( ), 37-BF-1F ( ), 37-BA-max(1F,1T) ( ) et initiale ( ) rotor 37.

Les aubes 37-BA-1F, 37-BA-1T et 37-BA-max(1F,1T) possèdent une forte flèche arrière qui
n’est plus globale comme sur l’aube initiale. Ceci est cohérent avec de précédentes observa-
tions montrant que des aubes à forte flèche arrière présentent des consommations de jeu plus
faibles [108]. Par ailleurs, les aubes rotor 37 optimisées présentent toutes des améliorations si-
gnificatives de la robustesse au contact, ce qui va dans le sens de précédents travaux montrant
la robustesse au contact d’aubes avec une forte flèche arrière [149]. Il est remarquable que la
procédure d’optimisation proposée permette de retrouver des géométries d’intérêt étudiées
dans la littérature.

Concernant l’angle d’inclinaison, toutes les aubes présentent une inclinaison avant (les valeurs
obtenues pour certaines aubes sont identiques). Ceci est également cohérent avec les légères
diminutions des déplacements radiaux observées pour des aubes inclinées vers l’avant par
rapport à une géométrie initiale [149].

Aube rotor 35

Les cinq instances relatives à l’aube rotor 35 (tableaux 5.4 et 5.10) ont permis d’obtenir cinq
aubes distinctes, dont la flèche axiale et l’angle d’inclinaison sont présentés sur la figure 5.27.
Comme pour rotor 37, plusieurs des aubes optimisées possèdent une forte flèche arrière.
Toutefois, l’aube 35-BA-2F ( ) présente une tendance opposée avec une flèche avant. Il est
intéressant de remarquer que les consommations de jeu de cette aube (figure 5.12) sont moins
bonnes que celles des autres aubes rotor 35 optimisées. Les amplitudes de réponse de l’aube
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35-BA-2F (figure 5.13) sont également légèrement plus élevées que celles des autres aubes.
Concernant l’angle d’inclinaison, toutes les aubes présentent une forte inclinaison avant.
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Figure 5.27 Flèche axiale ∆zi et angle d’inclinaison ∆θi pour les aubes optimisées 35-BA-1F
( ), 35-BA-1T ( ), 35-BA-2F ( ), 35-BA-max(1F,1T) ( ), 35-BA-max(1F,1T,2F)
( ) et initiale ( ) rotor 35.

Aube rotor 67

Par résolution des instances relatives à l’aube rotor 67 (tableau 5.6), trois aubes optimisées
distinctes ont été obtenues. La flèche axiale et l’angle d’inclinaison de ces trois aubes sont
présentés sur la figure 5.28. Une forte inclinaison avant est visible pour toutes les aubes
optimisées. L’aube 67-BA-1T ( ) présente une flèche arrière marquée. Pour cette aube, une
forte détérioration de consommation de jeu au BA sur le mode 1F a été observée (tableau 5.7),
ainsi qu’une forte augmentation des amplitudes liées à l’interaction 1F/rm4 par rapport à
l’aube initiale (figure 5.18c). Ainsi, contrairement aux observations faites dans la littérature
sur des aubes de compresseur [39, 108, 149] et aux résultats pour les aubes optimisées rotor 37
et rotor 35, une forte flèche arrière ne semble pas améliorer la robustesse au contact par
rapport à l’aube initiale rotor 67. Les deux autres aubes ( ) ( ) présentent respectivement
une flèche avant globale et une flèche arrière globale. Bien que les formes obtenues aient permis
d’améliorer les valeurs des consommations de jeu, aucune des formes n’a permis de diminuer
les amplitudes de réponses relatives à l’interaction 1F/rm2.

5.6.4 Conclusion partielle

La plupart des aubes optimisées obtenues par minimisation de la consommation de jeu pos-
sèdent une inclinaison avant globale et une flèche arrière. Ces formes sont cohérentes avec les
observations faites dans la littérature sur l’aube rotor 37 [149]. Ces formes correspondent de
plus à des aubes plus robustes aux interactions de contact, dans le cas des aubes rotor 37 et
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Figure 5.28 Flèche axiale ∆zi et angle d’inclinaison ∆θi pour les aubes optimisées 67-BA-
1F ( ), 67-BA-2F ( ), 67-BA-1T ( ) et initiale ( ) rotor 67.

rotor 35, ce qui également cohérent avec la littérature [149]. Pour l’aube rotor 67 toutefois,
aucune des formes obtenues n’a permis d’améliorer la robustesse aux interactions de contact.

Les tendances géométriques identifiées doivent être considérées avec précaution en raison
du faible nombre de reconceptions réalisées. Par ailleurs, l’interpolation quadratique de la
flèche axiale et de l’angle d’inclinaison sur la hauteur d’aube restreint fortement les formes
possibles et conduit naturellement à des évolutions paraboliques sur la hauteur d’aube. Enfin,
les valeurs des variables de plusieurs aubes optimisées correspondent aux bornes du problème
d’optimisation. Il pourrait être intéressant d’élargir le domaine des variables en relaxant la
contrainte d’interpolation et en élargissant les bornes.

5.7 Conclusion

Bilan. Le processus de reconception proposé est utilisé pour améliorer la robustesse au
contact de trois aubes industrielles, en minimisant la consommation de jeu en un nœud et
un mode. D’excellents résultats sont obtenus pour les aubes rotor 37 et rotor 35 : pour
une interaction de contact ciblée, l’amplitude de réponse des aubes est significativement
réduite. Des diminutions globales de consommation de jeu, sur l’ensemble des nœuds et
modes d’intérêt, sont observées sur les aubes optimisées. En revanche, la reconception de
l’aube rotor 67 n’a pas permis de réduire les amplitudes de réponse par rapport à l’aube
initiale. D’une part, les consommations de jeu de l’aube initiale sont déjà très faibles sur le
mode 1F d’intérêt. D’autre part, seules des diminutions de consommation de jeu localisées
sont observées pour les aubes optimisées. Or, en raison de la flexibilité de l’aube, plusieurs
modes participent à la dynamique de l’aube sur la plage de vitesses d’intérêt. Les résultats
obtenus permettent une prise de recul sur la pertinence de la consommation de jeu comme
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substitut de la robustesse au contact d’une aube, dépendamment de la géométrie de l’aube et
de la richesse de la dynamique sur la plage de vitesses d’intérêt. Des reconceptions avancées
effectuées sur les aubes rotor 37 et rotor 35 montrent l’intérêt de prendre en compte la
consommation de jeu en plusieurs nœuds, tandis que la prise en compte de plusieurs modes
semble moins pertinente. L’ensemble des reconceptions effectuées a par ailleurs permis de
dégager certaines tendances géométriques : les aubes de compresseur avec une flèche arrière
semblent en particulier présenter une meilleure robustesse au contact.

Perspectives. Le processus de reconception proposé, très flexible, présente un fort potentiel
d’applicabilité. Une utilisation immédiate consisterait à vérifier les tendances géométriques
obtenues sur un plus grand nombre de cas, notamment en élargissant le domaine des variables.
Compte tenu de la pertinence de la consommation de jeu comme substitut, il serait intéressant
d’observer l’influence des paramètres de l’aube sur cette quantité en réalisant une étude
paramétrique. Une telle étude peut être réalisée avec le processus proposé, en modifiant les
paramètres de l’optimiseur pour effectuer brutalement un grand nombre d’évaluations.

De plus, le processus est pleinement compatible avec la prise en compte de contraintes is-
sues de considérations industrielles, visant par exemple à limiter la variation des fréquences
propres. Dans ce cas, l’ajout d’un outil de suivi de modes propres, un incrément mineur,
permettrait de s’assurer de l’ordonnancement des modes pour les aubes générées lors de
l’optimisation. Enfin, la polyvalence du processus permet d’envisager l’exploration d’autres
critères substitut relatifs à la robustesse au contact.
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CHAPITRE 6 CONCLUSION GÉNÉRALE ET PERSPECTIVES

6.1 Synthèse des travaux

Les travaux de recherche présentés dans cette thèse ont conduit à trois publications, men-
tionnées dans la section 1.6. Quatre contributions principales relatives à l’optimisation de
systèmes non réguliers sont issues de ce projet doctoral, en mathématiques appliquées (contri-
bution 1 ) et en génie mécanique (contributions 2 , 3 et 4 ).

Contribution en mathématiques appliquées

La contribution en mathématiques appliquées est :

1 un algorithme d’optimisation de boîtes noires permettant de trouver des
solutions éloignées des zones de discontinuités faibles de la fonction objectif et des
contraintes, dont la position dans le domaine des variables n’est pas connue a priori.

Les zones de discontinuités faibles peuvent notamment trahir la présence de résonances non
linéaires à éviter à tout prix lors de la conception. L’algorithme proposé, nommé DiscoMads,
est basé sur l’algorithme de recherche directe Mads [17]. À mesure que l’algorithme se déploie,
une série d’approximations intérieures des zones de discontinuités est construite grâce à deux
mécanismes clés : un mécanisme de révélation de discontinuité et un mécanisme d’exclusion
des zones révélées.

Les résultats de convergence de Mads sont préservés et des conditions d’optimalité supplémen-
taires plus fortes sont obtenues en tirant profit des mécanismes algorithmiques de DiscoMads.
Le comportement de l’algorithme est validé sur des problèmes analytiques et ses performances
sont illustrées sur trois applications liées à la conception de systèmes non linéaires. Pour tous
les problèmes numériques, DiscoMads permet d’obtenir une solution éloignée des zones de
discontinuités. La flexibilité offerte par les paramètres de l’algorithme permet notamment
de trouver des solutions loin des zones de contraintes cachées dans le cas du problème sty-
rene [15], un cas test en optimisation de boîtes noires.

Contributions en génie mécanique

Un problème optimisation simplifié de vibrations d’aubes de moteurs d’avion faisant inter-
venir deux paramètres de fonctionnement sans modifier la géométrie des aubes en cours
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d’optimisation est considéré. L’algorithme DiscoMads est appliqué avec succès sur ce pro-
blème : les aubes optimisées présentent des gains significatifs en matière de robustesse aux
interactions de contact aube/carter. Ceci démontre, d’une part, l’applicabilité de DiscoMads
sur des problèmes industriels, et souligne, d’autre part, le potentiel d’amélioration des aubes
en matière de robustesse au contact.

Un processus de reconception visant à améliorer la robustesse d’aubes de moteurs d’avion
aux interactions de contact aube/carter est proposé. Ce processus repose sur trois piliers :
une procédure de rétro-ingénierie permettant de modéliser des aubes industrielles, une procé-
dure d’optimisation et des simulations numériques. Lors de l’optimisation, un substitut peu
coûteux, la consommation de jeu, est utilisé pour estimer la robustesse des aubes au contact.

Les contributions en génie mécanique liées au processus proposé sont :

2 un outil de modélisation reposant sur une paramétrisation dédiée aux aubes de
compresseurs qui permet la rétro-ingénierie d’aubes industrielles et la génération des
modèles CAO et de maillages éléments finis.

Un validation complète de l’outil est effectuée sur les aubes NASA rotor 37 [151] et
rotor 67 [181] et souligne la haute fidélité des modèles paramétrés obtenus, aussi bien
sur le plan de la géométrie que sur celui du comportement dynamique. L’outil est
pleinement compatible avec le processus de reconception proposé d’un point de vue
des performances et de l’efficacité numérique et son applicabilité est démontrée sur les
reconceptions d’aubes effectuées ;

3 une preuve de concept pour la reconception d’aubes industrielles afin
d’améliorer leur réponse dynamique à des interactions structurelles non linéaires.

La reconception des aubes rotor 37, rotor 35 et rotor 67 est effectuée en utilisant
la consommation de jeu des aubes en un nœud et un mode comme substitut de la
robustesse au contact. D’excellents résultats sont obtenus pour les aubes rotor 35 [151]
et rotor 37 : la réponse au contact des aubes optimisées est significativement réduite
par rapport aux aubes initiales. En revanche pour l’aube rotor 67, la reconception ne
permet pas d’améliorer la robustesse au contact de l’aube. Ceci est probablement dû au
fait que la consommation de jeu de l’aube initiale est déjà très faible, et à l’intrication
de plusieurs modes dans la dynamique de l’aube sur la plage de vitesses d’intérêt ;

4 des critères de conception relatifs aux interactions structurelles non linéaires.
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Ces critères sont fournis par :

a. un nouvel éclairage sur la pertinence de la consommation de jeu comme quantité
substitut, en fonction du type d’aube et de la richesse du comportement dyna-
mique. La pertinence de la consommation de jeu en un nœud et pour un mode
est soulignée dans le cas d’aubes de compresseurs. De plus, des reconceptions
avancées visant à optimiser la consommation de jeu en plusieurs nœuds et sur
plusieurs modes mettent en évidence l’intérêt de considérer la consommation de
jeu maximale sur plusieurs nœuds lors de l’optimisation.

b. des tendances géométriques mises en évidence à partir des reconceptions effec-
tuées : les aubes de compresseur avec une forte flèche arrière et une inclinaison
avant semblent présenter une meilleure robustesse aux interactions de contact.

Outils et modèles libres

Pour tous les développements réalisés dans cette thèse, une attention particulière a été portée
à l’utilisation d’outils numériques libres. L’algorithme DiscoMads a été développé dans le
logiciel libre NOMAD v.3 [112]. Le processus de reconception est implémenté en langage
Python 3. L’outil de modélisation fait appel à la plateforme libre de pré- et post-traitement
Salome 1 et les calculs de consommation de jeu sont effectués avec le code ouvert Code Aster 2.

Des modèles ouverts ont également été privilégiés. La boîte noire styrene utilisée pour
les tests numériques avec DiscoMads est librement accessible 3 et une nouvelle boîte noire
relative à un problème de flambement à deux dimensions a été rendue disponible 4. De plus,
les modèles d’aubes en entrée du processus de reconception sont des modèles ouverts de la
NASA, librement accessibles en ligne 5.

6.2 Perspectives

Algorithme d’optimisation

La flexibilité des paramètres algorithmiques permet d’envisager l’utilisation de DiscoMads
dans différents contextes, pour trouver des solutions loin des zones de discontinuités, de fort
accroissement ou de contraintes cachées. D’un point de vue mathématique, l’algorithme est
une preuve de concept pour le traitement de certaines contraintes infinies en optimisation de

1. https://www.salome-platform.org/
2. https://www.code-aster.org/
3. https://github.com/bbopt/styrene
4. https://gitlab.lava.polymtl.ca/depots_publics/codes/blackbox_buckling
5. https://lava-wiki.meca.polymtl.ca/public/modeles/accueil

https://www.salome-platform.org/
https://www.code-aster.org/
https://github.com/bbopt/styrene
https://gitlab.lava.polymtl.ca/depots_publics/codes/blackbox_buckling
https://lava-wiki.meca.polymtl.ca/public/modeles/accueil
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boîtes noires. Il pourrait être généralisé à d’autres zones à éviter ou à d’autres méthodes de
recherche directe.

D’un point de vue d’ingénierie, DiscoMads renforce les possibilités d’utiliser des méthodes
de boîtes noires pour la conception de systèmes subissant de fortes variations des quantités
d’intérêt ou des discontinuités. Pour certains systèmes non réguliers, les discontinuités ré-
vèlent en effet des zones critiques d’un point de vue de la conception, telles que des zones de
résonance ou des bifurcations, par exemple dans le domaine de l’analyse de crash. DiscoMads
permet alors non seulement de s’éloigner de ces zones critiques, mais aussi de retourner des
informations sur la position des discontinuités dans le domaine des variables. Il serait intéres-
sant d’exploiter ces informations, par exemple en fournissant une approximation analytique
de la position des discontinuités, afin d’offrir une meilleure compréhension de la dynamique
sous-jacente du système.

Enfin, concernant spécifiquement les interactions de contact aube/carter, l’utilisation de Dis-
coMads au sein du processus de reconception envisagé, pourrait permettre de trouver des
configurations pertinentes prenant en compte les discontinuités des quantités d’intérêt.

Processus de reconception d’aubes robustes aux interactions de contact

Le processus de reconception d’aubes proposé représente une preuve de concept pour la
reconception d’aubes robustes aux interactions de contact. Sa modularité permet d’envisager
plusieurs axes de développement. Concernant l’outil de modélisation, la modification de la
paramétrisation pour prendre en compte des contraintes supplémentaires sur la régularité
du profil est envisagée. Quant à la procédure d’optimisation, l’objectif à moyen terme est
de pouvoir utiliser DiscoMads ou Mads indifféremment, afin d’effectuer des reconceptions
impliquant des quantités d’intérêt discontinues. L’intégration de DiscoMads dans l’optimiseur
est immédiate en termes d’implémentation, mais suscite des questions de modélisation. Des
tests préliminaires seraient notamment requis pour déterminer les paramètres de détection
et d’éloignement aux discontinuités, ainsi que la normalisation des variables pour assurer la
pertinence de la détection.

Dans cette thèse, deux stratégies ont été mentionnées pour déterminer des critères de concep-
tion pour garantir la robustesse au contact des aubes : A) la recherche de quantités d’intérêt
pertinentes et B) la définition de substituts. Alors que la seconde stratégie a été explorée par
la résolution d’un problème substitut, un axe de développement majeur serait de prendre en
compte la stratégie A), c’est-à-dire de faire appel à une boîte noire incluant des stratégies
numériques prédictives. Cette stratégie requiert en particulier l’intégration d’une réduction
de modèle dans la boîte noire et d’une procédure de suivi des formes modales. Parmi les
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quantités d’intérêt disponible en sortie de simulation, la contrainte maximale dans l’aube à
un instant donné pourrait par exemple être considérée. À terme, l’utilisation conjointe de
la boîte noire reposant sur des stratégies prédictives et du substitut est visée. L’algorithme
Mads permet de tirer pleinement profit de la disponibilité d’un substitut peu coûteux pour
guider l’optimisation.

Enfin, la flexibilité du processus proposé permet également d’envisager l’utilisation d’autres
stratégies numériques prédictives que la stratégie d’intégration temporelle utilisée dans cette
thèse. Des stratégies basées sur un paradigme fréquentiel, tel que la méthode de l’équili-
brage harmonique, pourraient par exemple être utilisées comme substituts afin de fournir
rapidement un aperçu qualitatif de la réponse au contact des aubes.
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ANNEXE A RÉSULTATS NUMÉRIQUES SUPPLÉMENTAIRES
RELATIFS À DISCOMADS

A.1 Problèmes analytiques

Dix problèmes analytiques sont formulés, de la forme :

min
x∈Ω

f(x)

sujet à d(x) ≤ 0,
(A.1)

où x = (x1, x2) et le domaine réalisable est défini par rapport à une unique contrainte c :
Ω = {x ∈ X, c(x) ≤ 0} avec X = [−10; 10] × [−10; 10]. Pour chaque problème, la fonction
objectif f est choisie dans le tableau A.1 et la contrainte c dans le tableau A.2 pour les pro-
blèmes contraints. Les fonctions objectif et les contraintes sont représentées graphiquement
sur les figures A.1 et A.2. Pour tous les problèmes, la fonction objectif et la contrainte c sont
révélatrices pour DiscoMads et les paramètres utilisés sont rd = 0,25, τ = 0,3 et re = 0,25.
Le point de départ est x0 = (−5,−5) ∈ Ω.

Tableau A.1 Fonctions objectif analytiques et solution x∗ du problème de minimisation de f
sur X = [−10; 10]× [−10; 10].

id. description expression x∗ f(x∗)
f1 parabole f1(x) = (x1 − 1,5)2 + (x2 − 0,47)2 + 73,3 (1,5 , 0,47) 73,3

f2
discontinuité
rectiligne

f2(x) =

−0,025x2 + 3 si x2 < |x1|,
0,04x2 sinon

(0 , 0) 0

f3
discontinuité

courbe
f3(x) =

−0,025x2 + 3 si ‖x− ωf‖ > 12,
0,04x2 sinon,

avec ωf = (0 , 10)
(0 , − 2) −0,08
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Figure A.1 Représentation graphique des fonctions objectifs analytiques sur le domaine X =
[−10; 10]× [−10; 10].

Tableau A.2 Fonctions analytiques modélisant des contraintes.

id. description expression
c1 plan c1(x) = 0,2x1

c2 marche c2(x) =

2 si x1 > 0,
−0,1 sinon

c3 discontinuité courbe
c3(x) =

2 si ‖x− ωc‖ > rc,

−0,1 sinon,
avec ωc = (14 , 3) et rc = 13
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Figure A.2 Représentation graphique des fonctions analytiques modélisant des contraintes
sur le domaine [−10; 10]× [−10; 10].

A.1.1 Solutions renvoyées par DiscoMads pour 100 graines aléatoires distinctes

Pour chaque problème analytique, DiscoMads est lancé 100 fois avec 100 graines aléatoires
différentes avec les paramètres décrits dans la section 2.5.2. Les résultats sont présentés sur
les figures A.3, A.4 et A.5 relatives aux trois fonctions objectives f1, f2 et f3.
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Figure A.3 Solutions renvoyées par DiscoMads ( ) pour 100 graines aléatoires différentes et
solution optimale ( ) pour les problèmes avec f = f1 et une contrainte c(x) ≤ 0.
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Figure A.4 Solutions renvoyées par DiscoMads ( ) pour 100 graines aléatoires différentes et
solution optimale ( ) pour les problèmes avec f = f2, sans et avec contrainte c(x) ≤ 0.
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Figure A.5 Solutions renvoyées par DiscoMads ( ) pour 100 graines aléatoires différentes et
solution optimale ( ) pour les problèmes avec f = f3, sans et avec contrainte c(x) ≤ 0.

A.1.2 Influence de re sur la distance à la discontinuité de la solution

Pour chaque problème analytique, DiscoMads est lancé pour 100 rayons d’exclusions re dis-
tincts variant de 0,001 à 0,5. Les autres paramètres sont ceux de la section 2.5.2. Les résultats
sont présentés sur les figures A.6, A.7 et A.8.
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à
la

d
is

co
n
ti

n
u
it

é
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Figure A.6 Distance à la discontinuité la plus proche des solutions obtenues ( ) pour les
problèmes avec f = f1 avec une contrainte c(x) ≤ 0 en fonction du rayon d’exclusion re.
Distances aux frontières de D ( ) et de la marge M ( ).
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Figure A.7 Distance à la discontinuité la plus proche des solutions obtenues ( ) pour les
problèmes avec f = f2 sans et avec une contrainte c(x) ≤ 0 en fonction du rayon d’exclusion
re. Distances aux frontières de D ( ) et de la marge M ( ).
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Figure A.8 Distance à la discontinuité la plus proche des solutions obtenues ( ) pour les
problèmes avec f = f3 sans et avec une contrainte c(x) ≤ 0 en fonction du rayon d’exclusion
re. Distances aux frontières de D ( ) et de la marge M ( ).
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A.2 Problème de flambement

Les résultats obtenus pour 100 exécutions de DiscoMads avec 100 graines aléatoires distinctes
pour le problème de flambement à partir du point Ω-réalisable x0

B = (0, 100) sont présentés
sur la figure A.9.
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numéro de la solution renvoyée

f
(x

)
[-

]

(b) valeur de f pour chaque solution renvoyée par
DiscoMads ( )

Figure A.9 Caractéristiques des solutions renvoyées par DiscoMads pour 100 exécutions sur
le problème (2.55) à partir du point de départ non Ω-réalisable x0

B = (0, 100).
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ANNEXE B CHANGEMENTS DE REPÈRES RELATIFS À L’OUTIL DE
MODÉLISATION ET DÉMONSTRATIONS SUPPLÉMENTAIRES

Plusieurs repères sont définis dans la section 4.2.1.1 pour l’outil de modélisation d’aube. Pour
rappel, les repères tridimensionnels utilisés sont :
— Ra le repère de l’aube ;
— Rci les repères des surfaces porteuses de chaque section i ∈ {1, ..., nsec} ;

et les repères plans sont :
— Pdi les repères des développées des surfaces porteuses de chaque section i ∈ {1, ..., nsec} ;
— Pp le repère des profils, commun à toutes les sections.

Les équations de changements de repères sont décrites pour une section arbitraire i ∈
{1, ..., nsec}. Tous les angles sont supposés en radians dans les équations.

B.1 Passage entre le repère d’aube Ra et le repère Rci d’une surface porteuse

Le positionnement relatif des repères Rci et Ra dépend du type de section, comme illustré sur
la figure 4.4. Les équations de passage sont détaillées en coordonnées cylindriques (repères
R′a et R′ci) pour une écriture plus compacte. La transformation géométrique requiert un
paramètre de passage : un point ki de la surface porteuse i dont les coordonnées dans R′a
sont notées ki|R′a = (kr,a, kθ,a, kz,a).

B.1.1 Section conique

Le point ki est supposé différent du point odi à l’origine du cône sur lequel repose la surface
porteuse. Les équations de passage en coordonnées cylindriques d’un point m quelconque
sont données par :


mr,ci = mr,a

mθ,ci = sgn(γi)mθ,a

mz,ci = sgn(γi)(mz,a − ociz,a)

⇐⇒


mr,a = mr,ci

mθ,a = sgn(γi)mθ,ci

mz,a = sgn(γi)mz,ci + ociz,a,

(B.1)

où la coordonnée ociz,a de l’origine du cône est donnée par :

ociz,b =
−kir,a

tan(γi) + kiz,a, ∀γi 6= 0. (B.2)
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Démonstration. La relation (B.2) est d’abord démontrée. La figure B.1 présente dans
le demi-plan {m ∈ R3 : mθ,a = 0,mr,a > 0} une génératrice de la surface porteuse pour
une section conique positive et conique négative. D’après la figure B.1, on a :

l = |kiz,a − ociz,a| =
kir,a

tan(|γi|) . (B.3)

•oci

•k
i

l

γi > 0
oa ez,a

er,a

•oci

•k
i

l

γi < 0
oa ez,a

er,a

(a) section conique positive (b) section conique négative

Figure B.1 Génératrices ( ) des surfaces porteuses coniques dans le demi-plan {m ∈
R3 : mθ,a = 0,mr,a > 0}.

Dans le cas d’une section conique positive, γi > 0 et kiz,a − ociz,a > 0. Par conséquent,
de (B.3), on a :

ociz,a =
−kir,a

tan(γi) + kiz,a ∀γi > 0. (B.4)

Dans le cas d’une section conique négative, γi < 0 et kiz,a − ociz,a < 0. On a donc :

ociz,a =
−kir,a

tan(γi) + kiz,a ∀γi < 0. (B.5)

La relation (B.2) est démontrée pour tout γi 6= 0.
Pour une section i conique positive, le repère Rci est une translation du repère Ra

selon l’axe ez,a (voir figure 4.4). Les équations de passage en coordonnées cylindriques
pour γi > 0 sont donc :


mr,ci = mra

mθ,ci = mθ,a pour γi > 0

mz,ci = mz,a − ociz,a.

(B.6)
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Pour une section conique négative, le repère Rci est une translation du repère Ra(t)
selon l’axe ez,a suivi d’une rotation de π radians autour de l’axe ex,ci . Les équations
de passage en coordonnées cylindriques pour γi < 0 sont donc :


mr,ci = mra

mθ,ci = −mθ,a

mz,ci = −mz,a + ociz,a.

(B.7)

Les équations (B.1) sont obtenues par agrégation des équations (B.6) et (B.7).

B.1.2 Section cylindrique

Pour un point m quelconque, les équations de changement de repère sont :

mr,ci = mr,a

mθ,ci = mθ,a

mz,ci = mz,a − kiz,a

⇐⇒


mr,a = mr,ci

mθ,a = mθ,ci

mz,a = mz,ci + kiz,a.

(B.8)

Démonstration. Pour une section i cylindrique, le repère Rci est obtenu par translation
du repère Ra selon l’axe ez,a (voir figure 4.4). L’origine oci du repère Rci est choisie
arbitrairement telle que kiz,ci = 0. Il en découle directement les équations (B.8).

B.2 Passage entre un point de la surface porteuse dans le repère Rci et son
image sur la surface développée dans le repère Pdi

La transformation décrivant le développement de la surface porteuse de Rci à Pdi et le
positionnement relatif de ces deux repères dépend du type de section (voir figure 4.5). La
transformation n’est valide que pour les points appartenant à la surface ; des domaines de
définition sont donc introduits selon le type de surface.

Les paramètres de passage requis sont la conicité de la surface γi dans le cas d’une section
conique et le rayon du cylindre ri dans le cas d’une section cylindrique.
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B.2.1 Section conique

Soit α = |γi| le demi-angle au sommet de la surface porteuse conique de la section i. La
surface porteuse dans R′ci , visible sur la figure B.2, est définie par l’ensemble de points :

DR′
ci

= {m|R′
ci

: mz,ci ≥ 0,mθ,ci ∈ [−π; π[,mr,ci = mz,ci tanα}. (B.9)

Le cône est développé dans le plan (oci , ex,ci , ey,ci) et le repère P ′di est utilisé pour repérer un
point sur la surface développée. Le développement du cône est tel qu’un point de la surface
conique dans R′ci contenu dans le demi-plan {m ∈ R3 : my,ci = 0,mz,ci ≥ 0} a pour image
un point sur l’axe (odi , eu,di) dans Pdi . L’ensemble des points de la développée est défini dans
le repère P ′di par :

DP ′
di

= {m|P ′
di

: mr,di ≥ 0,mθ,di ∈ [−π sinα; π sinα[}. (B.10)

ex,ci= eu,di

ev,di

ez,ci

ey,ci

oci = odi

m|R′
ci

m|R′
di

mr,ci

l2

l2

α

l1

mr,di

Figure B.2 Surface conique dans le repère R′ci et sa développée dans Pdi , point m|R′ci sur la
surface conique et son image m|P ′

di
sur la développée.

Soit m|R′
ci
∈ DR′

ci
un point de la surface conique et m|P ′

di
∈ DP ′

di
son image sur la surface
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développée. La transformation f : DR′
ci
→ DP ′

di
est donnée par les équations suivantes :

mr,di = mr,ci

sin(α)

mθ,di = −mθ,ci sin(α),
(B.11)

et la transformation inverse f−1 : DP ′
di
→ DR′

ci
par les équations :


mr,ci = mr,di sin(α)

mθ,ci = −mθ,di

sin(α)

mz,ci = mr,di cos(α).

(B.12)

Démonstration. Comme illustré sur la figure B.2, le développement du cône conserve
la distance du point m à l’origine. Par conséquent :

mr,ci

sin(α) = l1 = mr,di . (B.13)

Par ailleurs, la relation suivante est vraie :

mz,ci = mr,di cos(α). (B.14)

Les longueurs d’arcs dans la direction eθ,ci sur la conique et selon −eθ,di sur la déve-
loppée sont identiques. On en déduit l’équation suivante :

−mr,cimθ,ci = mr,dimθ,di

⇐⇒ mθ,ci = −
mθ,di

sin(α) de l’équation (B.13). (B.15)

L’équation (B.12) est démontrée par les équations (B.13) (B.14) et (B.15) et l’équa-
tion (B.11) en découle directement.

B.2.2 Section cylindrique

La surface porteuse cylindrique de la section i, de rayon ri 6= 0, est présentée sur la figure
B.3. Elle est définie dans R′ci par l’ensemble de points suivant :

DR′
ci

= {m|R′
ci

: mr,ci = ri,mθ,ci ∈ [−π; π[,mz,ci ∈ R}. (B.16)
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L’origine du repère Pdi est définie par odi |Rci
= (ri, 0, 0). Le cylindre est développé dans

le plan (odi |Rci
, ey,ci , ez,ci) et le repère Pdi est utilisé pour repérer un point sur la surface

développée. Le développement du cylindre est tel qu’un point de la surface cylindrique dans
Rci contenu dans le demi-plan {m ∈ R3 : my,ci = 0,mx,ci > 0} a pour image un point sur
l’axe (odi , eu,di) dans Pdi . La surface développée est décrite par l’ensemble de points suivant :

DPdi
= {m|Pdi

: mu,di ∈ R,mv,di ∈ [−riπ; riπ[}. (B.17)

ez,ciey,ci

ex,ci

oci

ri

l

m|R
ci

m|R
di eu,di

ev,diodi

Figure B.3 Surface cylindrique dans R′ci et sa développée dans Pdi , pointm|R′ci sur la surface
cylindrique et son image m|Pdi

sur la développée.

Soit m|R′
ci
∈ DR′

ci
un point de la surface conique et m|Pdi

∈ DPdi
le point correspondant

sur la surface développée. La transformation f : DR′
ci
→ DPdi

est donnée par les équations
suivantes : mu,di = mz,ci

mv,di = −mr,cimθ,ci .
(B.18)

Démonstration. Soient les coordonnées m|R′
ci
supposées connues. Comme illustré sur

la figure B.3, les vecteurs ez,ci et eu,di sont identiques. Par conservation des distances,
la coordonnée mv,di est égale à la longueur d’arc sur le cylindre, au signe près, soit
mv,di = l = −mr,cimθ,ci . La relation (B.18) est ainsi démontrée.
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La transformation inverse f−1 : DPdi
→ DR′

ci
est définie par :


mr,ci = ri

mθ,ci = −mv,di

ri

mz,ci = mu,di .

(B.19)

Démonstration. Soient les coordonnées m|Pdi
supposées connues ; m appartient à la

surface porteuse donc mr,ci = ri. Les deux autres relations découlent directement des
équations (B.18).

B.3 Passage entre le repère d’une développée Pdi et le repère des profils Pp

Le passage entre les repères Pdi et Pp est une transformation linéaire sans déformation du
profil, composée d’une rotation autour de op et d’une translation (voir figures 4.5 et 4.6).

Les paramètres de passage requis sont les coordonnées ni|Pp et ni|Pdi
d’un point ni de la

section dans les deux repères, ainsi que l’angle (eu,di ,wi)
∧

, où wi est la corde du profil définie
à l’équation (4.5). Pour faciliter l’expression de la transformation sous forme matricielle,
les coordonnées homogènes +m|P• = (mu,•,mv,•, 1) sont utilisées dans cette section. Des
matrices de translation et rotation élémentaires sont définies dans la première sous-section
avant de présenter la transformation complète dans la deuxième sous-section.

B.3.1 Transformations linéaires élémentaires

Soient deux repères plans P1 = (o1, eu,1, ev,1) et P2 = (o2, eu,2, ev,2).

Translation. Le repère P2 est supposé translaté par rapport à P1 d’un vecteur t = o2|P1 .
Les coordonnées homogènes dem dans les deux repères sont liées par la matrice de translation
T1

2=T(t), notée T(t) :

+m|P2 = T1
2

+m|P1 , avec T1
2 = T(t) =


1 0 −tu,1
0 1 −tv,1
0 0 1

 . (B.20)

La transformation inverse est donnée par la relation +m|P1 = T(−t)+m|P2 .
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Rotation. Le repère P2 est supposé tourné par rapport à l’origine d’un angle ψ = (eu,1, eu,2)
∧

par rapport à P1. Dans ce cas, les coordonnées homogènes de m dans les deux repères sont
liées par la matrice de rotation R1

2, notée R(ψ) :

+m|P2 = R1
2

+m|P1 , avec R1
2 = R(ψ) =


cos(ψ) sin(ψ) 0

− sin(ψ) cos(ψ) 0

0 0 1

 . (B.21)

La transformation inverse est donnée par la relation +m|P1 = R(−ψ)+m|P2 .

B.3.2 Transformation composée

La transformation des coordonnées +m|Pp aux coordonnées +m|Pdi
est donnée par :

+m|Pdi
= T(ti)R(ψi)+m|Pp , (B.22)

où ψi = (wi, eu,di)
∧

et ti est déduit de +ti = R(ψi)+ni|Pp − +ni|Pdi
.

La transformation inverse des coordonnées +m|Pdi
aux coordonnées +m|Pp est donnée par :

+m|Pp = R(−ψi)T(−ti)+m|Pdi
. (B.23)

eu,di

ev,di

odi
ni

ai

bi

eu,ψi

ev,ψi

eu,p

ev,p

ψi
ti

Figure B.4 Passage des repères Pdi à Pp via le repère intermédiaire Pψi .

Démonstration. Les repères Pp et Pdi sont présentés avec un profil quelconque sur la
figure B.4. Un repère plan intermédiaire Pψi est introduit et correspond à la rotation de
Pp d’un angle ψi = −(eu,di ,wi)
∧

, oùwi est défini à l’équation (4.5) et donne l’orientation
de la corde du profil dans Pdi . Ainsi, la transformation de Pp à Pdi se décompose en
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deux changements de repères élémentaires : une rotation de Pp à Pψi suivie d’une
translation de Pψi à Pdi .
La transformation des coordonnées +m|Pp aux coordonnées +m|Pψi est décrite par :

+m|Pψi = R(ψi)+m|Pp . (B.24)

Le repère Pdi est translaté par rapport à Pψi d’un vecteur ti = odi|Pψi , comme le montre
la figure B.4. La transformation des coordonnées +m|Pψi aux coordonnées +m|Pdi

peut
ainsi s’écrire :

+m|Pdi
= T(ti)+m|Pψi . (B.25)

où ti reste à déterminer. Par définition, ti = odi |Pψi = odi |Pψi −odi |Pdi
. Tous les points

de la section subissent la même translation, par conséquent ti = (tu, tv) peut être
calculé à partir de +ni|Pp et +ni|Pdi

:

(tu, tv, 0) = +ni|Pψi −
+ni|Pdi

= R(ψi)+ni|Pp − +ni|Pdi
de (B.25). (B.26)

Finalement, l’équation (B.22) découle directement des équations (B.24) et (B.25). Les
matrices inverses des transformations linéaires élémentaires étant connues, la transfor-
mation inverse (B.23) est immédiatement démontrée.

Dans le cas où ni = ai comme dans le module RET (voir section 4.2.3.2), la relation (B.23)
se simplifie en :

+m|Pp = R(ψi)T(ai|Pdi
)+m|Pdi

. (B.27)

B.4 Démonstrations supplémentaires

Lors de la phase de génération d’aube (module GEN), le point ti|Pdi
doit être calculé à partir

des paramètres d’empilement. Les équations associées sont données selon le type de section.
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B.4.1 Section conique

Pour une section conique, les coordonnées du point ti|Pdi
en fonction des paramètres d’em-

pilement sont données par :

tiu,di = ri

sin |γi| cos(− sgn(γi)∆θi sin |γi|), (4.7)

tiv,di = ri

sin |γi| sin(− sgn(γi)∆θi sin |γi|) (4.8)

et l’angle de la corde wi dans Pdi par :

(eu,di ,wi)
∧

=

− sgn(γi)∆θi sin |γi|+ λi pour une section conique positive,

− sgn(γi)∆θi sin |γi|+ λi + π pour une conique négative.
(4.9)

Démonstration. Les paramètres d’empilement sont liés aux coordonnées de ti dansRa ;
ti|Pdi

est donc exprimé en fonction de ti|Ra :

tiu,di = tir,di cos(tiθ,di)

=
tir,ci

sin |γi| cos(−tiθ,ci sin |γi|) de (B.11)

=
tir,ai

sin |γi| cos(− sgn(γi)tiθ,a sin |γi|) de (B.1)

= ri

sin |γi| cos(− sgn(γi)∆θi sin |γi|) par définition de ri (4.1) et ∆θi (4.2),

et :

tiv,di = tir,di sin(tiθ,di)

=
tir,ci

sin |γi| sin(−tiθ,ci sin |γi|) de (B.11)

=
tir,ai

sin |γi| sin(− sgn(γi)tiθ,a sin |γi|) de (B.1)

= ri

sin |γi| sin(− sgn(γi)∆θi sin |γi|) par définition de ri (4.1) et ∆θi (4.2)

Concernant le calcul de l’angle de la corde (eu,di ,wi)
∧

, soit vi = ti|Pdi
/
∥∥∥ti|Pdi

∥∥∥ (défini
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à la page 109), l’équation suivante est satisfaite :

(eu,di ,wi)
∧

= (eu,di ,vi)
∧

+ (vi,wi)
∧

. (B.28)

D’une part, le terme (eu,di ,vi)
∧

peut être exprimé en fonction des paramètres d’empi-
lement tel que ;

(eu,di ,vi)
∧

= tiθ,di par définition de tiθ,di
= − sgn(γi)tiθ,a sin |γi| de (B.11) et (B.1) (B.29)

= − sgn(γi)∆θi sin |γi| par définition de ∆θi (4.2).

D’autre part, par définition de l’angle de calage λi (4.6), le terme (vi,wi)
∧

est donné
par :

(vi,wi)
∧

=

λ
i pour une conique positive,

λi + π pour une conique négative.
(B.30)

Par conséquent, de (B.28), (B.29) et (B.30), la relation (4.9) est démontrée.

B.4.2 Section cylindrique

Pour une section cylindrique, les coordonnées du point ti|Pdi
et l’angle de la corde (eu,di ,wi)
∧

sont donnés en fonction des paramètres d’empilement par :

ti
u,di = 0

ti
v,di = −ri∆θi

(eu,di ,wi)
∧

= λi.

(4.10)

Démonstration. La coordonnée ti
u,di est donnée par :

tiu,di = tiz,ci de (B.18)

= tiz,a − kiz,a de (B.8).

Pour la procédure de génération d’aube GEN, ki est choisi tel que ki|R′a = (ri, 0,∆zi)
d’après l’équation (4.11). Par conséquent, ti

u,di = ∆zi −∆zi = 0.
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La coordonnée ti
v,di est donnée par :

tiu,vi = −tir,citiθ,ci de (B.18)

= −tir,atiθ,a de (B.8)

= −ri∆θi par définition de ri (4.1) et ∆θi (4.2).

Enfin, par définition de l’angle de calage à l’équation (4.6), on a directement
(eu,di ,wi)
∧

= λi.
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ANNEXE C REMARQUES SUR LA NOTION DE CONTINUITÉ
GÉOMÉTRIQUE

Dans la littérature relative aux paramétrisations d’aubes et aux outils de modélisation, la
continuité G n est fréquemment invoquée pour caractériser la régularité des courbes et sur-
faces. La continuité G n peut être vue comme un équivalent de la régularité C n dans le cas de
courbes ou surfaces décrites par morceaux par des équations paramétriques. Dans la littéra-
ture, les termes « continuité de la pente » et « continuité de la courbure » sont généralement
employés pour décrire respectivement la continuité G 1 et G 2 [6]. Toutefois, aucune défini-
tion formelle de la continuité G n n’a été trouvée dans la littérature portant sur les outils de
modélisation. Cette annexe vise à fournir quelques clés de compréhension sur la notion de
continuité G n et sa pertinence. La continuité G n est uniquement discutée ici dans le cas de
courbes de R2.

C.1 Problématique

Une courbe dans R2 est considérée. Les coordonnées d’un point m de la courbe peuvent
être définies par des fonctions paramétrées mu(t),mv(t) : T ⊆ R → R. Dans cette section,
le vecteur m(t) = (mu(t),mv(t)) est appelé paramétrage de la courbe, t est le paramètre
et mu(t) et mv(t) sont les fonctions de coordonnées. Si les fonctions de coordonnées sont de
classe C n, le paramétrage est dit de classe C n. En général, une courbe peut être séparée
en plusieurs morceaux sur lesquels des paramétrages usuels (spline, cercle, ellipse...) peuvent
être utilisés.

Une courbe lisse A de R2 est considérée et décrite par deux paramétrages m1(t1) et m2(t2)
se rejoignant en un point y. Les fonctions de coordonnées sont supposées de classe C 1. Bien
que la courbe A soit lisse, il est possible que les dérivées des fonctions de coordonnées dem1

et m2 au point y soient différentes en raison des paramétrages choisis [72, exemple 3.1].

La notion de continuité C n n’est ainsi pas adaptée pour décrire la régularité d’une courbe
représentée par plusieurs paramétrages. C’est pour cette raison que la notion de continuité
géométrique G n est utilisée dans la littérature pour décrire la régularité de courbes définies
par plusieurs paramétrages [6].
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C.2 Définition issue de la littérature

La définition la plus précise de la notion de continuité géométrique G n trouvée dans la
littérature date de 1988 [72, définition 3.1]. Elle est retranscrite ci-dessous ; les notations sont
adaptées et le cadre est limité aux courbes dans R2.

Définition C.2.1 (Continuité géométrique G n de courbes paramétrées dans R2).
Soient m1 et m2 deux paramétrages de classe C n d’une courbe A de R2 se rejoi-
gnant en un point y ∈ R2. La continuité G n est vérifiée au point y ∈ R2 s’il existe
un paramétrage m̃1 équivalent à m1 tel que m̃1 et m2 se rejoignent en y avec une
continuité C n.

Certains termes, tels que « paramétrage » et « équivalent » ne sont pas rigoureusement définis
et la définition ne caractérise la continuité G n qu’au point de jonction y. Il semble toutefois
raisonnable de considérer que la continuité G n est vérifiée partout ailleurs qu’au point y car
les paramétrages sont de classe C n. En d’autres termes, la définition indique que si la courbe
A est suffisamment régulière, il existe un paramétrage de cette courbe de même régularité.

C.3 Interprétation géométrique

Une interprétation plus géométrique de la continuité G n est proposée. Soit mi(n) le vecteur
contenant les dérivées ne des fonctions de coordonnées par rapport à ti, la continuité G n est
vérifiée au point y si les directions des vecteurs m1(n) et m2(n) sont colinéaires au point y.
Dans le cas d’une courbe A de classe C 1, cela traduit le fait que la direction du vecteur
normal (ou tangent) à la courbe A est continue au point y, quels que soient les paramétrages
considérés.
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ANNEXE D PARAMÈTRES D’AUBE

D.1 Aube rotor 37 paramétrée à 3 sections

paramètre section 1 section 2 section 3
ri 182,235 215,563 248,570

∆θi 0,000 −0,070 −0,189
∆zi 0,000 0,647 1,079
γi 12,600 −1,320 −15,240
λi 38,725 50,564 60,518
siu,p 31,752 33,544 40,040
siv,p 6,754 3,884 2,505
piu,p 34,981 37,749 45,928
ci 57,003 56,285 56,336
ei 4,555 3,076 1,774

riBA+ 0,875 0,606 0,292
riBA− 0,352 0,287 0,251
riBF 0,225 0,226 0,061
φiBA 4,622 0,209 0,603
ψiBA+ 12,474 8,138 4,094
ψiBA− 1,974 0,010 0,000
φiBF 19,944 8,438 18,089
ψiBF+ 9,967 10,195 0,000
ψiBF− 8,180 1,436 14,317

Tableau D.1 Paramètres de l’aube rotor 37 paramétrée à 3 sections.
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ANNEXE E ÉTUDE DE CONVERGENCE DES MAILLAGES ÉLÉMENTS
FINIS

Des maillages éléments finis comportant nh ∈ [6; 60] éléments sur la hauteur d’aube sont
générés. Pour chacune des dix premières fréquences propres, les erreurs relatives de fréquences
entre deux maillages correspondant à des valeurs consécutives de nh sont calculées.
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Figure E.1 Étude de convergence du maillage sur les dix premières fréquences propres pour
l’aube rotor 37 paramétrée à 5 sections. f1 ( ), f2 ( ), f3 ( ), f4 ( ), f5 ( ),
f6 ( ), f7 ( ), f8 ( ), f9 ( ), f10 ( ).
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Figure E.2 Étude de convergence du maillage sur les dix premières fréquences propres pour
l’aube rotor 67 paramétrée à 5 sections. f1 ( ), f2 ( ), f3 ( ), f4 ( ), f5 ( ),
f6 ( ), f7 ( ), f8 ( ), f9 ( ), f10 ( ).
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ANNEXE F PARAMÈTRES DE LA STRATÉGIE NUMÉRIQUE
PRÉDICTIVE

Les simulations de contact effectuées dans le cadre de ce travail sont réalisées avec une stra-
tégie numérique existante basée sur l’intégration temporelle [35]. Les paramètres des modèles
relatifs aux aubes rotor 37 et rotor 35 sont donnés dans le tableau F.1 et les paramètres des
modèles relatifs à l’aube rotor 67 sont donnés dans le tableau F.2.

F.1 Aubes rotor 37 et rotor 35

pas de temps [s] 5× 10−8

nombre de tours 200schéma d’intégration
plage de vitesses d’intérêt [rad·s−1] [1250; 1550] (rotor 37)

[1150; 1550] (rotor 35)
nombre de lobes du carter 2

facteur définissant la largeur angulaire des lobes 0,15
hauteur de lobe [m] 6,25× 10−4

jeu [m] 5× 10−4
scénario de contact

coefficient de frottement 0,15
nombre de modes encastrés η 10
nombre de nœuds frontière nf 8modèle réduit

amortissement modal pour les 3 premiers modes 0,001
amortissement modal pour les autres modes 0,005

effets centrifuges non pris en compte

Tableau F.1 Paramètres des simulations de contact pour les aubes rotor 37 et rotor 35.
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F.2 Aube rotor 67

pas de temps [s] 5× 10−8

nombre de tours 200schéma d’intégration
plage de vitesses d’intérêt [rad·s−1] [900; 1780]

nombre de lobes du carter 2
facteur définissant la largeur angulaire des lobes 0,15

hauteur de lobe [m] 5,25× 10−4

jeu [m] 4× 10−4
scénario de contact

coefficient de frottement 0,15
nombre de modes encastrés η 10
nombre de nœuds frontière nf 8modèle réduit

amortissement modal pour les 3 premiers modes 0,001
amortissement modal pour les autres modes 0,005

effets centrifuges non pris en compte

Tableau F.2 Paramètres des simulations de contact pour les aubes rotor 67.
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ANNEXE G MODÉLISATION DE L’AUBE ROTOR 35

La procédure de rétro-ingénierie présentée dans la section 4.2.3 est appliquée à la CAO d’en-
trée rotor 35. Le modèle CAO paramétré à 5 sections obtenu est présenté sur la figure G.1,
superposé à la CAO d’entrée. Les deux modèles CAO sont visuellement indiscernables. Afin
de vérifier la fidélité du modèle paramétré, les critères de comparaison géométriques et dy-
namiques introduits dans la section 4.3 sont détaillés ci-après.

Figure G.1 CAO d’entrée ( ) et CAO paramétrée à 5 sections ( ) pour l’aube rotor 35.

G.1 Critères géométriques

La proportion de volume perdu ∆V e
per sur la CAO d’entrée (équation (4.17)) et la variation

du volume central ∆Vc (équation (4.18)) sont données dans le tableau G.1. Le volume perdu
en pied et sommet d’aube est négligeable, tandis que la faible variation de la quantité ∆Vc
atteste de la bonne représentation de la courbure de l’aube avec 5 sections.

Tableau G.1 Variations du volume de la CAO paramétrée à 5 sections rotor 35.

∆V e
per [%] ∆Vc [%]
-0,04 0,5

L’erreur sur les profils, définie à l’équation (4.16), est inférieure à 0,022 pour les 5 profils
paramétrés. Cette valeur est inférieure au seuil de validation de 0,05 considéré dans la section
4.3.1.2.
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G.2 Critères dynamiques

Les erreurs sur les dix premières fréquences propres (équation (4.19)) sont présentées dans le
tableau G.2. Les erreurs sont très faibles ; en particulier, l’erreur sur la fréquence du premier
mode propre est bien inférieure à la limite cible de 1%.

Tableau G.2 Erreurs sur les fréquences propres de l’aube paramétrée à 5 sections par rapport
à l’aube d’entrée rotor 35.

∆f1 ∆f2 ∆f3 ∆f4 ∆f5 ∆f6 ∆f7 ∆f8 ∆f9 ∆f10

0,36 0,28 0,74 0,14 0,68 0,37 -0,17 0,52 0,07 0,16

L’erreur sur la consommation de jeu ∆c (équation (4.20)) du nœud au BA pour le premier
mode de flexion est de -0,12%, ce qui atteste d’une très bonne fidélité du modèle paramétré.
Par ailleurs, les CRF de l’aube d’entrée et de l’aube paramétrée sont calculées comme dans la
section 4.3.2.3 et superposées sur la figure G.2. L’accord entre les deux courbes est excellent.
À titre illustratif, les cartes d’interactions des deux aubes sont présentées sur la figure G.3.
Un très bon accord est également observé.
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Figure G.2 CRF des aubes rotor 35 d’entrée ( ) et paramétrée à 5 sections ( ).

Au vu de l’excellent accord obtenu, tant sur les critères géométriques que dynamiques, la
haute fidélité du modèle paramétré à 5 sections est attestée. Ce modèle est donc choisi comme
aube initiale pour démarrer l’optimisation lors du processus de reconception (figure 3.8) de
l’aube rotor 35.
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Figure G.3 Cartes d’interactions des aubes rotor 35 d’entrée et paramétrée à 5 sections.



243

ANNEXE H DÉTAILS RELATIFS À LA LA PROCÉDURE
D’OPTIMISATION

H.1 Influence de l’interpolation de la flèche axiale et de l’angle d’inclinaison

Les CRF des aubes initiales rotor 37, rotor 35 et rotor 67 sans ( ) et avec ( ) interpolation
quadratique de la flèche axiale et de l’angle d’inclinaison des sections sur la hauteur d’aube
sont présentées sur la figure H.1.
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(c) aube rotor 67

Figure H.1 CRF des aubes initiales rotor 37, rotor 35 et rotor 67 sans ( ) et avec ( ) inter-
polation quadratique de la flèche axiale et de l’angle d’inclinaison sur la hauteur d’aube.
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