N

N
N

HAL

open science

Controlabilité d’équations aux dérivées partielles non
linéaire

Mégane Bournissou

» To cite this version:

Mégane Bournissou. Controélabilité d’équations aux dérivées partielles non linéaire. Equations
aux dérivées partielles [math.AP]. Ecole normale supérieure de Rennes, 2022. Frangais. NNT:

2022ENSR0032 . tel-03765871

HAL Id: tel-03765871
https://theses.hal.science/tel-03765871
Submitted on 31 Aug 2022

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-03765871
https://hal.archives-ouvertes.fr

DOCTORAT ecole

BRETAGNE normale

LOIRE fMATHSTIC rennes superieure

THESE DE DOCTORAT DE

Rapporteurs avant soutenance :

Mario SIGALOTT! Directeur de Recherche INRIA, Sorbonne Université
Marius TUCSNAK Professeur des Universités, Université de Bordeaux

Composition du Jury :

Président : Sylvain ERVEDOZA  Directeur de Recherche CNRS, Université de Bordeaux
Rapporteurs : Mario SIGALOTTI Directeur de Recherche INRIA, Sorbonne Université

Marius TUCSNAK Professeur des Universités, Université de Bordeaux
Examinateurs : Jean-Michel CORON  Professeur Emérite, Sorbonne Université

Hoai-Minh NGUYEN  Professeur des Universités, Sorbonne Université

Dir. de thése : Karine BEAUCHARD  Professeur des Universités, Ecgle Normale Supérieure de Rennes
Co-enc. de these :  Fréderic MARBACH  Chargé de Recherche CNRS, Ecole Normale Supérieure de Rennes






REMERCIEMENTS

Je voudrais commencer ce manuscrit par rendre compte de ce qu’il doit & Karine
Beauchard et Frédéric Marbach, qui ont été des directeurs de these d’exception. Frédé-
ric, merci pour ta disponibilité, ta bienveillance et pour m’avoir fourni de nombreuses
intuitions qui m’ont permis de mieux comprendre mes propres mathématiques. Ka-
rine, merci pour ton implication, la confiance que tu m’as accordée, autant pour les
enseignements que la recherche et tes nombreux encouragements. Toute ’attention que
vous avez portée a mon travail, tous les conseils et les enseignements que vous avez su
me transmettre avec une grande patience et bonne humeur m’ont permis de grandir
en tant que mathématicienne d’une maniere que je n’aurais pas cru possible. La force
que je retire de ces années a vos cOtés me suivra pour trés longtemps. Pour cela et
pour bien d’autres choses, je ne pourrais assez exprimer ma gratitude.

Je remercie grandement Mario Sigalotti et Marius Tucsnak d’avoir accepté de rap-
porter ma theése. Je leur suis tres reconnaissante du temps consacré a la lecture de mes
travaux. Je remercie aussi Jean-Michel Coron, Hoai-Minh Nguyen et Sylvain Ervedoza
d’avoir accepté de faire partie de mon jury. C’est un honneur et un privilege de pré-
senter ma these devant vous tous.

Au début de I'histoire se trouvent certains de mes professeurs de classes prépa-
ratoires dont ’enseignement continue a résonner bien des années apres. Je remercie
tout particuliérement Violaine Ebrard, Philippe Lonlas, Francoise Menant et Frédéric
Normandin qui, au-dela de m’avoir fourni des exemples a suivre en matiére de pédago-
gie, ont su me guider avec une si grande bienveillance au début de mon chemin post-bac.

Je suis tres reconnaissante d’avoir pu faire ma theése et mon service d’enseigne-
ment dans de si bonnes conditions a ’ENS Rennes. Je tiens a remercier toute ’équipe
du département de mathématiques pour avoir rendu ses trois années si agréables. En
particulier, je remercie vivement Frangois Bolley, Rémi Carles, Nicolas Crouseilles, Ar-
naud Debussche, Erwan Faou, Baptiste Huguet, Jérémy Le Borgne et Salim Rostam.
Je tiens aussi a remercier chaleureusement Thibaut Deheuvels pour son soutien et ses
précieux conseils lors de ma scolarité a ’ENS.

Venir travailler au bureau tous les jours était un plaisir grace a ceux qui me c6-
toyaient au quotidien. Un grand merci a mes co-bureaux, Grégoire a 'ENS, Quentin
et Jérémy a la fac (meilleur trinéme de colles!). La bonne ambiance permanente, ’en-
traide et les rires qui ont pu résonner dans ces deux bureaux ont été précieux. Je
remercie aussi les autres doctorants (et ex-doctorants) dont j’ai pu croiser la route et
apprécier la compagnie : Alice (& charge de revanche pour le badminton!), Camille
(merci pour ta gentillesse et ta bienveillance), Paul, Antoine (pour nos discussions
enrichissantes sur le monde de la recherche), Fabrice, Francois L., Josselin, Maxime,
Marie, Enguerrand, Titouan,... et tous les autres! Merci a certains de mes camarades
de promo qui m’ont suivi pendant longtemps. En particulier, je remercie Mériadec
pour sa bonne humeur, Emeline pour son soutien, Adrian pour sa joie de vivre (et ses
fonctions propres!), Lucile pour ces moments de patisserie mémorables et son appui a
tous les niveaux et Juliette pour toutes ses aventures sportives et son soutien au cours
de ses derniéres années. Un grand merci aussi a Kévin, dont j’ai pris la suite et qui m’a
soutenu tout au long de cette theése, répondant patiemment a toutes les questions que
je pouvais me poser. Nos aventures en conférence sont toujours remplies de fous rires
mémorables. J’ai de la chance de te compter maintenant comme ami et collaborateur.



Au-dela du champ universitaire, je suis remplie de reconnaissance pour toutes ces
amitiés qui me portent depuis des années et qui m’offrent des bouffées d’air frais au
moment ol j’en ai besoin. Marion, merci pour ton amitié lors de mon arrivée a Rennes,
qui fut d’une grande aide et pour m’avoir fait croiser la route d’Emma et Neil. Pierre-
Emmanuel, merci pour ta présence et tes mots qui font toujours du bien. Emma et
Neil, pouvoir faire un bout de chemin avec vous (dans votre parcours scolaire mais
aussi en dehors!) est un privileége et une joie, j’espére que cela durera longtemps. Votre
bonne humeur est si communicative (merci pour les sushis, les parties de switch et le
requiem, épique !). Noémie, depuis le collége, malgré nos routes qui ont pris des chemins
différents, tu restes toujours un point de repeére dans ma vie, un soutien inébranlable
peu importe le temps qui s’écoule. Nos discussions sont toujours de celles qui ne s’ou-
blient pas et desquelles je sors grandie et inspirée. Ton intelligence, ta générosité et
ta gentillesse sont des modeles pour moi. Marie, je ne saurais te remercier assez pour
m’avoir fait découvrir ce monde extraordinaire derriere les vagues. Je souhaite que
nos aventures rocambolesques si joyeuses ne s’arrétent jamais. Ces moments la et nos
discussions m’apprennent tant et je t’en remercie.

Je voudrais remercier vivement ’ensemble du bureau 232 - Thomas, Rémi, Pierre
(Maitre INTEX!) et Frangois - pour m’avoir si promptement adoptée en derniére an-
née de these. Tous ces moments passés a rire ensemble sur des débats improbables ou
a jouer et toutes ses discussions remplies d’une bienveillance folle me furent si précieux.

Louis, pendant notre colocation, tu as vécu de tres pres cette aventure que fut ma
these. Je dois te remercier pour tout le soutien que tu as pu m’apporter au quotidien.
Au travers de tous ces moments partagés avec toi (un immense merci pour ’escalade!)
et de toutes nos discussions si enrichissantes, tu m’as apporté beaucoup de confiance
en moi, que je garderais pour longtemps trés précieusement.

Benjamin et Mathieu, cette these vous doit beaucoup. L’attention et le soin que
vous m’avez porté depuis mon arrivée a Rennes m’ont été tellement précieux. Merci
pour tous ces moments partagés, votre bienveillance et votre écoute, qui m’ont tant
fait grandir. Je vous dois beaucoup plus que je ne pourrais ’écrire ici.

Jérémy, nos histoires s’emmeélent depuis si longtemps. Ta présence a mes cotes pour
affronter de si nombreux obstacles, par dela I'incommensurable joie qu’elle me procure,
m’a aussi aidé & me surpasser et a réaliser des objectifs que je n’aurais pas cru possible.
Depuis ces TP de SI (un exemple de moments épiques parmi tant d’autres...) il y a dix
ans, tu as pris part a tous mes accomplissements, m’apportant un soutien sans faille
pour les petites comme les grandes choses. Le merci que je te dois dépasse largement
ce que je pourrais jamais exprimer par des mots.

Thomas, merci d’avoir complétement chamboulé ma vie. Ta si grande attention a
mon égard me permet de mieux respirer au quotidien. Je m’émerveille chaque jour de
ta présence a mes coOtés, qui rend tout beaucoup plus simple. Tu remplis ma vie de joie
et tu m’aides a accéder a cette sérénité qui m’échappe parfois. C’est bien trop pour
qu’un simple merci suffise.

Enfin, ce manuscrit doit tout (et encore plus) a ma famille qui m’a été indispen-
sable pendant ses longues études. Cela serait impossible de les remercier a leur juste
valeur. Malgré tout, Mamie Yvette, merci pour ton soutien infaillible; Maman, pour
ton dévouement indéfectible; Papa, pour tes mots qui guérissent et Grande soeur,
merci d’étre mon pilier.



TABLE DES MATIERES

Introduction

I Controlabilité des systemes non linéaires : état de Part

1 Controlabilité des systémes non linéaires en dimension finie
1.1 Controlabilité locale en temps petit . . . . . . ... ... ... ...
1.2 Notations sur les crochets de Lie . . . . . . ... ... ... .......
1.3 Role des crochets de Lie pour la contrélabilité . . . . .. ... ... ...
1.4 Des conditions suffisantes et conditions nécessaires connues de STLC . .
1.5 Utilisation des crochets de Lie en dimension infinie . . . . . .. ... ..

2 Sur I’équation de Schrodinger bilinéaire
2.1 Introduction aux équations de Schrédinger . . . . . . . ..o
2.2 L’équation de Schrédinger en dimension finie . . . . . ... .. ... ..
2.3 Un premier résultat négatif de controlabilité . . . . . .. ... ... ...
2.4 Controlabilité locale en temps petit . . . . . . .. .. .. ... ... ...
2.5 Controlabilité approchée . . . . . . . . ... o oL

II Principaux résultats de la these

3 Problématique de la theése
3.1 Présentation de la problématique . . . . . . ... ... 0L L.
3.2 Résolution sur un modele jouet . . . . . . ... oL
3.3 Systeme de contrdle considéré dans la these . . . . . .. ..o L.

4 Obstructions quadratiques pour I’équation de Schrodinger
4.1 Commentaires bibliographiques . . . . . . . . . ... ... ... .. ...
4.2 Résultat principal de [43] . . . ... ... o
4.3 Stratégie de preuve . . . . ...
4.4 Perspectives et problemes ouverts . . . . ... ..o o0

5 Résultat positif de controlabilité malgré une dérive pour I’équation
de Schrodinger
5.1 Commentaires bibliographiques . . . . . . . . .. ... ... ... ...
5.2 Résultat principal de [44] . . . ... ... oo o
5.3 Méthode lorsque le systeme linéarisé perd un nombre fini de directions .
5.4  Application du théoreme boite noire a I’équation de Schrédinger
5.5  Perspectives et problemes ouverts . . . . . . ... ... ...

6 Controlabilité en projection de ’équation de Schrodinger avec esti-
mations simultanées
6.1 Résultat principal de [42] . . . .. .. ... o o
6.2 Caractere bien posé de I’équation de Schrédinger en fonction des condi-
tions de bords sur 1 . . . ... Lo oL
6.3 Stratégie de preuve . . . . . ...
6.4 Perspectives et problemes ouverts . . . . . . ... ... L.

51

52
53
54
57

63



TABLE DES MATIERES

7 Perspective méthodologique

IIT Démonstration des résultats obtenus

8 Quadratic behaviors of the bilinear 1D Schrédinger equation
8.1 A finite-dimensional counterpart . . . . . . ... ... ... ...
8.2  Well-posedness of the Schrodinger equation . . . . . . ... ... ....
8.3 Error estimates on the expansion of the solution . . .. ... ... ...
8.4 Coercivity of the quadratic term . . . . . .. .. ... ... .. .....
8.5 Proof of the obstructions caused by quadratic integer drifts . . . . . . .
8.6 [Existence of p satisfying (H1)x-(H2)gpy - o o o o o 0 oo oo oo oL

9 Small-time local controllability of the bilinear 1D Schrédinger equa-
tion, despite a quadratic drift, thanks to a cubic term
9.1 Method of ‘control variations’ . . . . . . .. ... .. oL
9.2 Toy-models in finite dimension . . . . . . . . ... ... ... .. ....
9.3 Well-posedness and controllability in projection of the Schrodinger equa-
150
9.4 Error estimates on the expansion of the solution . . .. ... ... ...
9.5 Motions in the lost directions . . . . . .. ... ... oL,
9.6 Existence of a function u satisfying all the hypotheses . . . . . .. ...

10 Local controllability of the bilinear 1D Schrodinger equation with

69

simultaneous estimates 137
10.1 Well-posedness of the Schrodinger equation . . . . . . ... ... .... 137
10.2 Solvability of a moment problem with simultaneous estimates . . . . . . 141
10.3 Nonlinear control in projection with simultaneous estimates . . . . . . . 151
10.4 Linear control with simultaneous estimates with [75] . . . ... ... .. 158
Bibliography 165



INTRODUCTION

L’évolution de nombreux systémes physiques peut étre représentée par une loi ma-
thématique, donnée soit par une équation différentielle, soit par une équation aux déri-
vées partielles, lorsque le nombre d’inconnues a représenter est infini. On a acces a de
telles lois par exemple pour représenter le mouvement d’une balle en chute libre ou la
position d’un satellite autour de la Terre. Les systemes cités ne sont soumis qu’a des
forces sur lesquelles il nous est impossible d’agir (comme la force gravitationnelle) : on
se positionne alors dans un role d’observateur.

La théorie du controéle intervient lorsque 'on change de paradigme et que l'on
se considére plutdét comme ayant un contréle sur le systeme étudié. En effet, dans de
nombreux contextes, les ingénieurs disposent de moyens d’action sur les systemes qu’ils
observent. Par exemple, concernant le pilotage d’une voiture, I’état du systéeme est sa
position, sur laquelle on peut agir en tournant le volant, en accélérant ou en freinant.

On peut vouloir atteindre une multitude d’objectifs sur un systeéme de controle.
Dans cette thése, on s’intéresse uniquement & la notion de controlabilité en temps
petit : en agissant de maniere adéquate sur le systéme, peut-on ’amener d’un état A
a un état B en un temps arbitrairement court ?

En théorie du contrdle, beaucoup de travaux s’intéressent a 1’étude de modeles ou
le contrdle intervient comme un terme additif (au bord ou localisé). C’est le cas par
exemple pour modéliser la température d’une piece sur laquelle on influe en allumant
ou en éteignant une source de chaleur localisée.

Pour des processus qui voient changer leurs caractéristiques physiques en présence
du controle, comme cela peut étre le cas en physique quantique, en biomédecine, pour
des réactions en chaines chimiques ou nucléaires, on peut plutot utiliser des modeles
bilinéaires. Ces systemes seront les objets d’étude de ce manuscrit, et plus particulie-
rement, I’équation de Schrédinger bilinéaire.

Ce manuscrit se base sur la série de trois travaux [42], [43] et [44]. Il se divise en
trois grandes parties.

La premiére partie présente des conditions suffisantes et des conditions nécessaires
a la controlabilité locale pour des systemes de dimension finie, énoncées en termes de
crochets de Lie, le but étant de comprendre en quel sens certaines de ces conditions
sont extensibles dans un cadre de dimension infinie. Les travaux sur lesquels se base ce
manuscrit portent sur ’équation de Schridinger bilinéaire, on rappelle donc également
dans cette partie les résultats déja connus sur une cette équation.

La deuxieme partie expose les différents résultats obtenus pendant cette theése sur
I’équation de Schridinger. Plus précisément, on y présente le cadre fonctionnel permet-
tant d’observer n’importe quelle dérive quadratique entiére, qui empéche la contrdla-
bilité en temps petit pour des controles petits dans des espaces réguliers. On y décrit
également le résultat positif de contrélabilité obtenu pour des controles petits dans des
espaces moins réguliers, malgré la présence d’une dérive, en étudiant le développement
a l'ordre 3 de la solution. Enfin, on y énonce un nouveau résultat de controlabilité en
projection avec des estimations simultanées sur le controle dans des normes faibles, qui
est nécessaire pour établir le résultat positif de controlabilité. Dans cette partie, les
stratégies des preuves sont données.

La troisieme partie est consacrée aux preuves complétes des résultats exposés en
deuxiéme partie.






PREMIERE PARTIE

Controélabilité des systemes non
linéaires : état de ’art




L’objectif de la these est de généraliser certaines conditions suffisantes et conditions
nécessaires de controlabilité connues en dimension finie a I’équation de Schrodinger bi-
linéaire en dimension infinie.

Le but de cette partie est donc double.

— Dans un premier temps, il s’agit de présenter 1’aspect géométriqgue du controle
d’équations différentielles et les conditions de contrélabilité qui en découlent. Ceci
est fait dans le Chapitre 1.

— Dans un second temps, le Chapitre 2 est dédié au rappel de certains résultats de
contrélabilité déja connus pour 1'équation de Schridinger bilinéaire en dimension
infinie.

10



CHAPITRE 1

CONTROLABILITE DES SYSTEMES
NON LINEAIRES EN DIMENSION FINIE

L’étude de la controlabilité a une histoire longue, qui a commencé par les systemes
linéaires en dimension finie. Le premier résultat non linéaire, toujours en dimension
finie, stipule que si le systéeme linéarisé en un point d’équilibre est contrélable alors le
systéme non linéaire I'est localement. Par la suite, de nombreux développements ont eu
lieu. Dans ce chapitre, on s’intéresse aux résultats de contrélabilité abordés d’un point
de vue géométrique : le systeme dynamique est pensé au travers de la donnée d’une
famille de champs de vecteurs sur une variété ; ainsi, I'information sur sa contrélabilité
est contenue dans les crochets de Lie de ces champs de vecteurs. Bien entendu, ce
récapitulatif ne sera pas exhaustif et le lecteur pourra se référer a [59, 88] dont les
résultats sont en grande partie tirés.

1.1 Contrélabilité locale en temps petit

Soient m,m € N*. On s’intéresse a I’étude de la controlabilité (dans un sens a
définir) pour les trois classes de systémes suivantes.

— Les systémes non linéaires de la forme,

= f(x,u), (1.1)

ou a linstant ¢, z = x(t) € R™ représente 1’état du systeme, u = u(t) € R™ le
controle et f est un champ de vecteurs régulier sur un ouvert de R™ x R™.

— Les systeémes affines de la forme,

& = fo(z) + u(t) fi(x), (1.2)

ou fo, f1 sont deux champs de vecteurs réguliers sur un ouvert de R™. Les systéemes
affines forment une sous-classe importante des systémes non linéaires dont ’étude
est pertinente, a la fois pour les applications (car il est fréquent que les controles
soient des forces intervenant de maniére affine dans la dynamique), mais aussi
d’un point de vue de I’étude mathématique. En effet, d’une part, la dynamique
d’un systéme non linéaire (1.1) peut étre approchée par celle d’un systéme affine
grace au développement de Taylor suivant : f(z,u) ~ fo(x) +ufi(z)+O(u?) avec
fo(x) :== f(x,0) et fi(x) := duf(x,0), valable pour des contrdles petits. D’autre
part, n’importe quel systéme non linéaire peut se mettre sous une forme affine
apres une transformation de type intégrateur.

— Les systemes sans dérive de la forme,
d

B =Y wilt) filw), (13)
i=1

avec (f;)i=1,..a des champs de vecteurs réguliers sur un ouvert de R". Ces sys-

temes forment aussi une sous-classe des systémes non linéaires.
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Conditions de STLC en dimension finie

Remarque 1.1.1. L’existence et 'unicité de solutions continues pour des systémes
non linéaires (1.1) avec f € C1(R™xR™) et des controles L™ se montrent en appliquant
un théoreme de point fixe & la formulation intégrale (voir [125, Théoréme 54]). Ainsi,
dans toute la suite, de maniére implicite, on manipulera des trajectoires bien définies,
soit en restreignant l'intervalle de temps, soit en prenant des contrdles suffisamment
petits pour éviter des phénomenes d’explosion. Si besoin, on notera z(t; u, xp) la
solution de (1.1) au temps t associée a la condition initiale z(0) = zg et au controle u
pour garder une trace de telles dépendances.

Pour les systémes non linéaires (1.1), on s’intéresse a la notion suivante de contrd-
labilité locale en temps petit. L’adaptation de cette définition aux systemes (1.2) et
(1.3) est immédiate et donc laissée au lecteur. Bien siir, de nombreuses définitions
différentes de controélabilité peuvent étre étudiées mais ne seront pas discutées ici.

Définition 1.1.2. Soit (z¢,ue) € R™ X R™ tel que f(z,,ue) = 0. Soit (Er,| || z,) une
famille d’espaces vectoriels normés de fonctions définies sur [0,7] pour 7' > 0. On dit
que le systéme (1.1) est E-localement controlable en temps petit (E-STLC) autour de
(e, ue) si pour tout temps final 7' > 0, pour toute précision sur le contréle n > 0, il
existe 6 > 0 tel que pour tout (zg,z¢) € (R")? avec |zg — x| + |7y — 2| < 4, il existe
une trajectoire (z,u) du systéme (1.1) définie sur [0,7] avec u € Er et satisfaisant

lu —ueller, <m, x(0) =x0, et a(T)=uzy.
Souvent, on travaillera autour de (z¢,ue) = (0,0) qui ne sera alors pas mentionné.
Cette notion de controlabilité met en valeur I’hypothese de petitesse imposée sur
le contréle. Historiquement, la définition utilisée est liée a des controles arbitrairement
petits en norme L* ou L?. On pourrait croire que, dans un contexte de dimension
finie, pour des dynamiques régulieres, la notion de STLC ne dépend pas de 'hypotheése
de petitesse imposée sur le controle. Cependant, des travaux de Beauchard et Marbach

[22, 23] ont mis en lumiere I'importance du cadre fonctionnel sur le contrdle quant &
la validité des résultats de controélabilité, a la fois en dimension finie et infinie.

A ce jour, on ne connait pas de condition nécessaire et suffisante de E-STLC. Ce-
pendant, de nombreuses conditions partielles sont connues, certaines faisant intervenir
les crochets de Lie des champs de vecteurs de la dynamique. Le but de la suite est de
dresser une liste, non exhaustive, de telles conditions.

1.2 Notations sur les crochets de Lie

Tout d’abord, rappelons la définition du crochet de Lie de deux champs de vecteurs.

Définition 1.2.1. Soit ©Q un ouvert non vide de R™. Soient X,Y deux champs de
vecteurs C*(Q,R"). Le crochet de Lie de X et Y est le nouveau champ de vecteurs

[X,Y] € CY(,R™) défini par,
Ve eQ, [X,Y](z)=Y'(2)X(z) - X'(2)Y ().

Proposition 1.2.2. Pour X,Y et Z des champs de vecteurs C*(Q,R"™), on dispose de
lidentité de Jacobi suivante,

(X, [V, Z]|+ Y, [Z,X]]+ [Z,[X,Y]] = 0. (1.4)

Définition 1.2.3. Soient €2 un ouvert non vide de R" et X,Y deux champs de vecteurs
C>(Q,R™). On définit par récurrence,

ad}(Y)=Y et VkeN, adi'(V)=[X,ad% (V)]

12



Conditions de STLC en dimension finie

Définition 1.2.4. Soient ) un ouvert non vide de R" et F une famille de champs de
vecteurs de classe C* sur Q. On note Lie(F) 'algebre de Lie engendrée par les champs
de vecteurs de F, i.e. le plus petit sous-espace vectoriel E de C*°(2,R™) tel que

FCE e (XeE, YeFE = [X,Y]€E).

1.3 Role des crochets de Lie pour la controlabilité

L’importance des crochets de Lie quant a ’étude de la controlabilité a été soulignée
pour la premiere fois dans les travaux de Robert Hermann [82], Tadashi Nagano [112]
et Claude Lobry [101]. Des explications sur ce lien sont données dans cette partie.

» Les crochets de Lie quantifient un défaut de commutativité. L’étude de
la contrélabilité est intrinsequement liée au calcul de la valeur finale d'une EDO ou
EDP. Malheureusement, en ’absence de commutativité, il est souvent difficile d’obte-
nir des formules explicites. Cependant, plusieurs développements pour des équations
différentielles non autonomes existent et font intervenir des crochets de Lie pour pallier
le manque de commutativité, comme par exemple le développement de Magnus ou le
produit infini de Sussmann (voir [16] pour une syntheése sur ces développements).

» Les crochets de Lie correspondent & des mouvements naturels dans la plu-
part des dynamiques. Pour des systémes sans dérive (1.3) (avec d = 2 pour sim-
plifier), on sait naturellement bouger dans les directions £ f1(0) (resp. +f2(0)) avec des
contrdles arbitrairement petits en prenant (uq(t),u2(t)) = (1,0) (resp. (u1(t),u2(t)) =
(0,7)). Cependant, on peut aussi se déplacer dans les directions +[f1, f2](0). En effet,
si on considere les controles définis par,

uy(t) m 0 —m 0
= 1 e) + 1 e,2¢) T 1 ,3¢) T 1 e,4€)»

alors, la solution de (1.3), partant de zéro, vaut au temps 4¢,
z(4¢) = mme?[f1, f2](0) + o(¢?)  quand e — 0.

Ce mouvement est illustré sur la Figure 1.1. En itérant ce processus, pour de tels sys-
temes, on peut bouger dans les directions de n’importe quel crochet de Lie itéré de fi
et fo pris en 0.

(u1,u2)=(—n1,0)

(u1,u2)=(0,—n2)
(Illjlg,):(“*)]l)

z(e)
x(4e) = mnae®[f1, f2)(0)
(

0 uy,u2)=(n1,0)

FIGURE 1.1 — Mouvement selon £[f1, f2](0) pour les systémes sans dérive (1.3)
Pour les systémes affines (1.2), la situation n’est pas aussi simple. Certes, on sait

toujours bouger selon +f1(0) et +f,(0) mais pas selon —fp(0) : on ne peut pas ‘recu-
ler’. Néanmoins, certains mouvements sont quand méme réalisables. En considérant le
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controle u(t) = —nly o)+l o), la solution de (1.2), partant de 0, vaut au temps 2e,

z(2¢) = ne?[fo, 1](0) + o(¢?) quand & — 0. (1.5)

On peut donc bouger selon *[fy, f1](0) (voir Figure 1.2). A Pinverse, certains mouve-
ments sont impossibles a réaliser. En effet, pour le systéme de contrdle suivant,

i1 =u et @y=ux} (1.6)
toute trajectoire a sa deuxieme composante croissante. Or, on peut calculer
[f1, [fo, f1)(0) = =(0,2)"  avec  fo(z) = (0,21)" et fi(z) = (1,0)". (L.7)

Ainsi, toute solution peut bouger dans la direction —[f1,[fo, f1]](0) mais pas selon

+[f1, [fo, f1]1(0).
z(e)

x(2¢) ~ ne?[fo, £1)(0)

FIGURE 1.2 — Mouvement selon +[fy, f1](0) pour les systemes affines (1.2)

» Toute I’information concernant la STLC d’un systéme est contenue dans
I’évaluation des crochets de Lie en 0. Tout d’abord, notons que les criteres de
controlabilité que 'on recherche doivent étre invariants par difféomorphisme car la
Définition 1.1.2 est.

Considérons donc un systeme affine (1.2) et ¢ : R — R™ un difféomorphisme
régulier. Alors, le nouvel état y := ¢(x) est solution de ¢ = go(y) + u(t)g1(y) avec

9i(y) == (¢ fi)(y) == dd(¢ ™" (9)).[fs(¢ " (y))] pourie {0,1}.

De plus, le méme calcul montre que [go,91] = é«([fo, f1]), donc que [go, g1](0) =
do(0)[fo, f1](0) et de méme pour n’importe quel crochet itéré. Ainsi, pour deux sys-
temes difféomorphes, I’information contenue dans I’évaluation des champs de vecteurs
en zéro est la méme.

Plus surprenant, Kerner a montré la réciproque dans [91] lorsque les champs de
vecteurs sont analytiques. Supposons que deux systemes & = fo(z) + ufi(z) et y =
90(y) + ugi1(y) soient tels qu'il existe une matrice L inversible satisfaisant [go, g1](0) =
L[fo, f1](0) et de méme pour n’importe quel crochet itéré. Alors, il existe un difféo-
morphisme local ¢ : R — R™ avec ¢(0) = 0 tel que pour tout u € L™ et t assez petit
y(t; u, 0) = ¢(x(t; u, 0)).

Ainsi, la E-STLC d’un systéme affine (1.2) ne dépend que de I’évaluation en 0 des
crochets itérés des champs de vecteurs fy et fi.

1.4 Des conditions suffisantes et conditions nécessaires
connues de STLC

1.4.1 La condition de rang de P’algebre de Lie

La premiere condition nécessaire de STLC énoncée en matiére de crochets de Lie
est due a Hermann [82] et Nagano [112] (voir aussi [127] par Sussmann).
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Théoréme 1.4.1. Soit f un champ de vecteurs analytique sur €2 un ouvert non vide
de R™ x R™ et soit (xe,ue) € Q. Si le systéme non linéaire (1.1) est L>°-STLC autour
de (xe,ue) alors la condition de rang de l'algébre de Lie (LARC) est vérifiée :

A(xe,ue) == {g(we); g € Lie (W(-,ue),a € Nm>} =R". (1.8)

ou®

d
Remarque 1.4.2. Lorsque f(z,u) = fo(z)+ > u;i(t) fi(z), I'algebre de Lie en (z, ue)

=1

A(xeaue) = {g(xe)v g€ Lie (vafla" '7fd)}'

Contre-exemple 1.4.3. LARC (1.8) n’est plus nécessaire si le champ de vecteurs
n’est pas analytique. En effet, le systéme & = ue™ Y/ u? 1,0 est L>°-STLC alors que
l’algebre de Lie en (0,0) est donnée par A(0,0) = {0}.

est donnée par

Exemple 1.4.4. Pour le systeme affine suivant
T =u et Io=2uxq,

LARC (1.8) n’est pas vérifiée car A(0,0) = Vect(e1) et donc le systéme n’est pas L>-
STLC. En fait, pour tout controle, la solution évolue dans une sous-variété stricte de
R? donnée par {(z1,72) € R?%; xo = 23},

Le phénomene de 'Exemple 1.4.4 est générique : quand LARC (1.8) n’est pas
vérifiée, I’état vit dans une sous-variété stricte de R™. Ce résultat est un corollaire du
théoréeme de Frobenius (voir [87, Théoréme 4] ou [136, Théoréeme 2.20]).

Théoréme 1.4.5. Soient Q0 un ouvert non vide de R™ et fy, fi € C*(22,R™). Suppo-
sons qu’il existe un entier k € {1,...,n} tel que

Vo € Q, Vect (h(x); h € Lie(fo, f1)) est de dimension k.

Alors, Uensemble des états atteignables partant de n’importe quel xqg € € avec des
controles L™ du systéme affine (1.2) est contenu dans une sous-variété de Q de di-
mension k.

En pratique, on considére donc toujours que LARC est vérifiée quitte a restreindre
I’étude du systeme a une sous-variété.

En général, LARC n’est pas une condition suffisante & la STLC comme le montre
le contre-exemple suivant.

Contre-exemple 1.4.6. Reprenons l'exemple (1.6). D’apres le calcul des crochets
de Lie (1.7), LARC (1.8) est vérifiée. Pourtant, le systéme n’est pas L>*°-STLC : la
deuxieéme coordonnée est une fonction croissante et donc, par exemple partant de
(0,0), le demi-plan inférieur {(z1,72) € R?%; x5 < 0} n’est pas atteignable.

Cependant, LARC est une condition suffisante de STLC pour les systémes linéaires
a coefficients constants (voir [59, Page 134]).

Proposition 1.4.7. Pour un systéme linéaire © = Az + Bu avec A € M,(R) et
B € My m(R), LARC (1.8) est équivalente a la condition de Kalman suivante

Vect(A'Bu; uw € R™, i€ {0,...,n—1}) =R™ (1.9)

Ainsi, le systéme est L°-STLC si et seulement si LARC (1.8) ou la condition de
Kalman (1.9) est vérifiée.
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Remarque 1.4.8. Lorsque LARC (1.8) ou la condition de Kalman (1.9) est vérifiée,
le systéme linéaire © = Az + Bu est méme C!'-STLC pour tout m € N (voir [22,
Théoréme 1]).

Pour les systémes sans dérive (1.3), LARC est aussi une condition suffisante a la
STLC, comme l'ont prouvé indépendamment Rashevski dans [121] et Chow dans [56].

Théoréme 1.4.9. Soit Q un ouvert non vide de R™. Soient f1,...,fq € C®(Q2,R™).
Lorsque A(0,0) = {g(0); g € Lie(f1,...,fa)} = R", le systéme sans dérive (1.3) est
L>*-STLC.

La méme preuve [56, 121] permet de récupérer de la contrélabilité globale pour les
systémes sans dérive.

Théoréme 1.4.10. Soit ) un ouvert connexe non vide de R™. Soient fi,...,fq €
C>®(Q2,R™). On suppose que pour tout = € Q, A(x,0) = {g(x); g € Lie(f1,...,fa)} =
R™. Alors, le systéme sans dérive (1.3) est globalement contrélable en tout temps : pour
tous T > 0 et (zo,z¢) € Q2, il existe u € L>=((0,T),R™) tel que la solution de (1.3)
avec x(0) = xq soit définie sur [0,T] et vérifie x(T) = xy.

Exemple 1.4.11. [61, Exemple 2] Le mouvement d’une poussette peut étre représenté
par (z1,22) € R?, les coordonnées du point au milieu entre les deux roues arriére et par
x3 € R, angle donnant l'orientation de la poussette (voir Figure 1.3). On considére que

I’on ne peut agir que sur les deux roues avant ; leurs directions sont notées (u1,u2) € R?.
Alors, (1,2, x3) est solution d’un systeme sans dérive (1.3) avec

fl(x) - (COS($3)7 SiH(.’IJg), O)W et fg(l‘) = <07 07 l)tr'
Ainsi, pour tout = € R3, les vecteurs fi(z), fa(z) et [f1, f2](z) engendrent R? car

[f1, f2](x) = (sin(x3), — cos(z3),0)".

D’apres les Théoremes 1.4.9 et 1.4.10, le systeme est globalement contrdlable en tout
temps et également L°°-STLC.

FIGURE 1.3 — Mouvement d’une poussette

Comme LARC est une condition nécessaire et suffisante pour les systémes sans
dérive, & partir de maintenant, on s’intéresse uniquement aux systémes affines (1.2).
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1.4.2 Condition d’ordre 1

Une méthode répandue pour étudier la STLC autour d’un point d’équilibre consiste
a s’intéresser au systeme linéarisé autour de ce point. En effet, le théoreme d’inversion
locale semble indiquer que lorsque le systéme linéarisé est controlable alors le systeme
non linéaire ’est localement. Ceci est systématique en dimension finie, comme énoncé
ci-dessous (voir [59, Théoréme 3.8]). En dimension infinie, cette intuition est parfois
plus compliquée & mettre en oeuvre a cause notamment de phénomeénes de ‘pertes de
régularité’ mais a néanmoins été utilisée de nombreuses fois.

Théoréme 1.4.12. Soit x. € R™ tel que fo(xze) = 0. On suppose que
Vect (adf, (fi)(ze); k€N)=R" (1.10)

Alors le systéme affine (1.2) est CI*-STLC autour de (x.,0) pour tout m € N.

Remarque 1.4.13. Le Théoreme 1.4.12 est une reformulation de la condition de
Kalman et du test linéaire. En effet, on peut montrer pour tout k € N, 'existence de
Y € C*°(R™,R™) s’annulant en x. telle que

adf, (f1)(@) = (dfo(xe))* fr(ze) + (@),

Ainsi, la condition (1.10) peut s’écrire
Veet ((dfo(ze))* fi(we); k€ N) =R™ (1.11)

On reconnait la condition de Kalman énoncée pour le systéme linéarisé de (1.2) autour
de (x¢,0) donné par

y=Ay+uB avec A:=dfp(xz.) et B:= fi(ze).

Ainsi, le Théoreme 1.4.12 peut se lire de la fagon suivante : si le systeme linéarisé
autour de (x.,0) est contrdlable, alors le systéme non linéaire est C*-STLC autour de
(z¢,0) pour tout m € N.

Exemple 1.4.14. [61, Exemple 1] Considérons un pendule inversé avec un fil sans
masse, de longueur [ et avec une masse m a son extrémité, posé sur un chariot de masse
M en mouvement. La force appliquée sur le chariot est notée u. L’état du systeme est
donné par (z1, 29,3, 24) € R représentant respectivement le déplacement latéral du
chariot, ’angle du pendule, la vitesse du chariot et la vitesse angulaire du pendule
(voir Figure 1.4). La dynamique de ce systéme peut étre décrite par un systéme affine
(1.2) avec

T3 0
Ty 0
fo (.T) = mlz3 sin xo —mg sin z cos z2 et fi (gj) = 1
M+msin? zo M+msin? zo
7mlzi sin zg cos zo+(M+m)gsin zo _ cos @22
(M+msin? z3)l (M+msin? z2)l

On peut calculer que det(B, AB, A2B, A3B) = —MgTQZA‘ # 0 avec

0 0 1 0 0
0 0 01 0
A:dfo(O) = 0 _% 00 et B:fl(O) = ﬁ
M+m
0 ( ]\—Zl K 00 _MLZ

Ainsi, la condition (1.11) (ou de maniere équivalente la condition (1.10)) est vérifiée et
par le Théoreme 1.4.12, le systeme du pendule inversé est C7"*-STLC pour tout m € N.
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x1 U

FIGURE 1.4 — Pendule inversé sur un chariot en mouvement

Cependant, si le systeme linéarisé autour d’un point d’équilibre n’est pas contro-
lable, le comportement du systéme non linéaire n’est pas prévisible.

Exemple 1.4.15. Pour les deux systeémes affines & = u? et & = u?, le systéme linéarisé
autour de zéro n’est pas contrdlable. Cependant, le premier systeme n’est pas L°°-STLC
tandis que le second l’est.

Ainsi, lorsque le systéeme linéarisé n’est pas controlable, il faut poursuivre le déve-
loppement de la solution et étudier le comportement des termes d’ordre supérieur.

1.4.3 Conditions d’ordre supérieur

Définition 1.4.16. Soient fj et f1 deux champs de vecteurs C*°(R™, R™). Pour k € N*,
on note Sk le sous-espace vectoriel de R™ engendré par les crochets de Lie itérés de fy
et f1, contenant au plus k fois fi, évalués en 0.

En utilisant I'identité de Jacobi (1.4), S; peut étre décrit par
S = Vect(ad’}o(fl)(O); k€ N).

Ainsi, d’apres la Remarque 1.4.13, S1 décrit les directions contrdlables par le systéme
linéarisé en zéro. Lorsque la condition (1.10) d’ordre 1 n’est pas vérifiée, c’est-a-dire
lorsque &1 & R™, I’étude de la controlabilité se poursuit par I’analyse de Sa, décrivant
certaines propriétés des approximations quadratiques, puis de Ss, etc.

Exemple 1.4.17. Soit m € N*, m > 2. Considérons le systeme affine suivant,
1 =u et dg=uzal".
On calcule alors que
Vk=1,...,m—1, Sk =Vect(e;) et Vk>m, S, = Vect(er,es),

oll (e1,ez) désigne la base canonique de R%. Ainsi, la condition (1.10) d’ordre 1 n’est
pas vérifiée. De plus, ce systeme est L>°-STLC si et seulement si m est impair.

Cet exemple motive la condition suffisante de STLC suivante, conjecturée par
Hermes puis prouvée par Sussmann dans [128] pour les systéemes affines.

Théoreéme 1.4.18. Si la condition suivante est vérifiée
Vk e N*, S?F c s*L (1.12)

alors le systéeme (1.2) est L>°-STLC.
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La condition d’Hermes-Sussmann (1.12) ne requiert pas que les crochets contenant
un nombre pair de fois le champ de vecteurs f; s’annulent en zéro, mais seulement qu’ils
puissent étre écrits comme des combinaisons linéaires de crochets contenant moins de
fois f1. Moralement, cette condition indique que les crochets d’ordre pairs (en f1) sont
‘mauvais’ (car associés a un signe) et doivent étre compensés par des crochets impairs
d’ordre inférieur qui eux sont ‘bons’. L’Exemple 1.4.17 montre que les crochets itérés
évalués en 0 donnés par ad’f; (fo)(0) € Sy, sont liés aux intégrales fOT uy (t)™dt qui sont
signées exactement lorsque m est pair.

Pour savoir si la condition d’Hermes-Sussmann (1.12) était aussi nécessaire, Suss-
mann s’est intéressé au cas ou la condition suivante n’était pas remplie,

Sy C 8. (1.13)

Cette condition est violée pour la premiére fois (c’est-a-dire avec un crochet contenant
le moins de fy possible) lorsque [fi,[f1, fo]](0) € Si. L’Exemple 1.4.17 avec m = 2
indique que dans ce cas le systéme n’est pas localement contrélable. Sussmann énonce
alors dans [128, Proposition 6.3] la premiere condition d’obstruction quadratique sui-
vante.

Théoréme 1.4.19. Si fy et fi sont des champs de vecteurs analytiques sur R™ avec
fo(0) =0 et tels que

[f1, [f1, fol)(0) & i, (1.14)
alors, le systéme (1.2) n’est pas L>°-STLC.

Remarque 1.4.20. Dans la preuve originelle, Sussmann ne souligne pas 'importance
de I'hypothese de petitesse sur le controle pour la validité de ce résultat. Plus tard,
Beauchard et Marbach ont montré dans [22] que cette obstruction quadratique (1.14)
permettait de nier la W~1>°-STLC. De plus, les auteurs montrent que I’hypothése
d’analyticité sur les champs de vecteurs n’est pas nécessaire : il suffit que fq soit C? et
f1 de classe C2.

Le Théoreme 1.4.19 indique que le crochet quadratique [f1,[f1, fo]](0) est ‘mau-
vais’ : s’il ne peut étre écrit comme combinaison linéaire de crochets impliquant au
plus une fois fi, alors il empéche la contrélabilité du systeme. L’Exemple 1.4.17 avec
m = 2 illustre qu’'un tel crochet est lié a la fonctionnelle fOT up(t)2dt, une quantité
toujours positive qui, dans une asymptotique de temps petit et controles petits (dans
une norme a préciser), domine tous les autres termes et donc empéche la controlabilité.

Lorsque [f1,[f1, f0]](0) € S1, la deuxiéme violation de (1.13), a priori donnée par
[f1,[fo, [fo, f1]]](0) & S1 ne peut jamais avoir lieu par la formule de Jacobi (1.4). Ainsi,
la deuxiéme violation de (1.13) a lieu lorsque

Wa(0) = [f1,ad}, (f1)](0) £ Si. (1.15)

Néanmoins, Sussmann illustre sur I’exemple suivant que ce crochet quadratique Was
a un comportement différent : pour avoir de la STLC, il n’est pas neutralisé par un
crochet d’ordre inférieur mais par un crochet d’ordre trois.

Contre-exemple 1.4.21. Considérons le systeme de contrdle suivant,
iy =wu, do=x1 et i3=a5+ai (1.16)
En posant fo(z) = (0,71, 23 + 23)!" et fi(z) = (1,0,0)", on obtient,
S1 = Vect(e1,e2), [f1,[fo, f1]](0) =0 et [fl,ad?’o(fl)}(O) = 2e3.

Ainsi la condition d’Hermes (1.13) n’est pas vérifiée a cause de la violation (1.15).
Pourtant, Sussmann a prouvé dans [128, Pages 711-712] que ce systéme était L>°-
STLC.
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Le Contre-exemple 1.4.21 a conduit a la condition suffisante S(6) de contrdlabilité
dans [129] (voir aussi [59, Théoreme 3.29] ou [88, Théoreme 3.6)).

Théoréme 1.4.22. Supposons qu’il existe § € [0,1] tel que chaque crochet de Lie
contenant fo un nombre impair | de fois et f1 un nombre pair k de fois est une com-
binaison linéaire de crochets contenant k; fois f1 et l; fois fo avec 0l; + k; < 0l + k.
Alors, le systéme (1.2) est L*°-STLC.

Dans un certain sens, cette condition indique comment les ‘mauvais crochets’
doivent étre compensés par de ‘bons crochets’ (d’ordre supérieur) pour permettre la
STLC.

En fait, cette étude des crochets de Sy peut étre approfondie en tenant compte
du cadre fonctionnel imposé sur le controle. Plus précisément, Beauchard et Marbach
ont montré dans [22] que lorsque la condition (1.13) n’est pas vérifiée, les crochets
contenant deux fois f; ne peuvent pas étre compensés lorsque les contriles sont petits
dans des espaces réguliers. Cela n’entre pas en contradiction avec la condition suffisante
S(0) de Sussmann : a U'inverse pour des controles seulement petits en norme L, ces
‘mauvais’ crochets peuvent étre neutralisés par des crochets d’ordre supérieur.

Théoréme 1.4.23. Soient fo, f1 € C°(R™,R") avec fy(0) = 0. S’il existe k € N* tel
que

lad%(f1), adf, (1)](0) € S, (1.17)

alors le systeme affine (1.2) n’est pas W2k=3>°_STLC.

Remarque 1.4.24. Plus précisément, Beauchard et Marbach montrent dans [22] que
si k € N* est le plus petit entier vérifiant (1.17), alors pour une classe de systémes ‘bien
préparés’, pour tout T° > 0 suffisamment petit et pour tout controéle suffisamment petit
en norme W?2k=3:% 13 solution du systeéme affine (1.2) vérifie, pour tout ¢ € [0, T],

(1P a(t) ~ GPa(t), (14 —P) (fadh ()0t (1)]0))) 2 € [ttt

ot P désigne la projection orthogonale sur Sy et G € C™®(S;,Sit) avec G(0) = 0 et
G'(0) = 0.

Remarque 1.4.25. On peut alors raffiner le résultat de STLC pour I'exemple histo-
rique de Sussmann (1.16). La violation de la condition (1.13) implique que le systéme
n’est pas WH®-STLC par le Théoréme 1.4.23. De plus, on peut améliorer le résultat
de controlabilité de Sussmann et montrer que le systéme est méme H!-STLC (voir
Section 3.2).

Ceci conclut I’étude des crochets de Sy. Concernant ’étude de Ss;, pour un m € N*,
on peut mentionner le résultat de Stefani dans [126] qui généralise la condition de
Sussmann (1.14) en indiquant des crochets d’ordre m qui doivent étre compensés par

des crochets d’ordre inférieur pour permettre la STLC.

Théoréme 1.4.26. Soient fy et fi deux champs de vecteurs analytiques sur R™ avec
f0(0) = 0. S’il existe m € N* tel que

ad?"(f0)(0) & Sam—1, (1.18)

alors le systeme (1.2) n’est pas L>°-STLC.
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1.5 Utilisation des crochets de Lie en dimension infinie

1.5.1 Difficulté pour définir les crochets de Lie

Lorsque l'on essaie d’étendre ces conditions de contrélabilité a des systémes de
dimension infinie, de nombreuses difficultés apparaissent. En particulier, la manipula-
tion des crochets de Lie devient beaucoup plus compliquée comme le montre I’exemple
suivant qui provient de [60].

Considérons I’équation de transport a vitesse constante en domaine borné, controlée
au bord a gauche, donnée par

Oy + 0zy =0, (t,z)€0,T] %[0, L],
{ y(t,0) = u(t), tel0,T]. (1.19)

D’abord, comme le controle n’est pas interne, il est plus difficile de mettre ce systeme
sous la forme (1.2). Cependant, on peut quand méme tenter de bouger de maniére
formelle dans la direction ‘[fy, f1]” en utilisant le processus explicité dans (1. o) ie. en
considérant la famille de controles uc(t) = —l;c(c) + lig(c 2¢) Pour € € (0, L. Alors,
en utilisant la méthode des caractéristiques, la solution de (1.19) associée au controle
ue et a la condition initiale yg = 0 est donnée par

y(257 (E) = ]I:JcE(O,s) - ]1966(6,25) + O']le(QE,L)'

Ainsi, en comparaison avec (1.5), on a

y(257 )

lim
o2

e—0t

= +OO7
L2(0,L)

ce qui ne permet pas de définir [fp, f1] ici. On peut néanmoins essayer de donner un
sens plus faible a ce crochet. Pour ce faire, par intégrations par parties, on montre que
pour tout ¢ € C%([0, L]),

3 [ o= 5 (-0 + [ [0 - depdsaz) — -60),

Ainsi, on pourrait dire que pour notre systéme de contrdle [fo, f1] := 0 ou &y repré-
sente la masse de Dirac en zéro. Cependant, comme un tel crochet n’appartient pas a
'espace dans lequel on travaille, ici L?(0, L), il est dur de concevoir comment utiliser
un tel objet a bon escient.

De maniere générale, la manipulation des crochets de Lie est donc plus complexe
en dimension infinie. Néanmoins, dans certains cas particuliers, comme par exemple
pour I’équation de Schrodinger, il est quand méme possible de leur donner un sens
rigoureux.

1.5.2 Les crochets de Lie peuvent néanmoins donner des intuitions

Bien que les crochets de Lie soient souvent mal définis en dimension infinie, ils
peuvent parfois donner des intuitions, rendues correctes avec d’autres arguments a
posteriori.

Considérons par exemple le systéme donné par

i0p)(t, ) = —aiw(t,:v) + 22(t, ) —u(t)zy(t,z), (t,z) € (0,T) x R.

Cette équation de Schrodinger est un systéme de controle bilinéaire pour lequel I’état
est la fonction d’onde 9 et le contrdle scalaire est donné par w : [0,7] — R. L’étude
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de tels systémes sera détaillée dans le Chapitre 2. Cet exemple particulier provient de
[106] (voir aussi [14, Page 49]).

A un niveau complétement formel, ce systéme peut se mettre sous la forme d’un
systéme affine (1.2) de dimension infinie avec

foW) == =" + 2% et fi() = x9. (1.20)

Ainsi, en calculant de maniere formelle les crochets de Lie itérés de fy et fi, que 'on
peut voir ici comme des commutateurs d’opérateurs, on obtient,

Wk EN, adf(f)(¥) =4"z) et adPFT(f1)(p) = 22,
1, [fo, Al () = 20,

tandis que tous les autres crochets non indiqués s’annulent. Ainsi, I'algébre de Lie en
un point 3 est donnée par

Veet(fo(v), f1(¥), [fo, f1l(¥), [f1, [fo, Al](¥)) = Vect(y, 4, xp, =" + 2%3h).

Ainsi, par le Théoreme 1.4.5, on s’attend a ce que I'espace des états atteignables soit
de dimension 4. Bien siir, on ne peut pas appliquer directement le Théoréme 1.4.5 : les
opérateurs fp et fi ne sont méme pas bien définis. Cependant, Mirrahimi et Rouchon
ont montré dans [106] que pour tout état initial 1)y dans la sphére unité de L?(0,1),
I’espace atteignable partant de g

{Y(T); T >0, u:(0,T) — R, 1 solution de (1.20) telle que ¥(0) = 1o}

était effectivement contenu dans une sous-variété de la sphére unité de L? de dimension
4. Ainsi, 'intuition donnée par les crochets de Lie se révele correcte.
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CHAPITRE 2

SUR L’EQUATION DE SCHRODINGER
BILINEAIRE

Ce chapitre propose une courte introduction a la controlabilité d’un systéme affine
de dimension infinie : 'équation de Schridinger bilinéaire. Ce récapitulatif sera loin
d’étre exhaustif et le lecteur pourra consulter avec profit les références [14, 27, 95, 108]
dont les résultats sont en grande partie tirés.

2.1 Introduction aux équations de Schrodinger

2.1.1 Controlabilité linéaire

La controlabilité des équations de Schrodinger avec des contrdles aux bords ou lo-
calisés agissant linéairement sur 1’état est étudiée depuis longtemps.

Lorsque D’application entrée-sortie de ces équations est linéaire, la question de
contrdlabilité peut étre transformée en une inégalité d’observabilité par une méthode
de dualité, la “Hilbert Uniqueness Method” due & Jacques-Louis Lions (voir [99]).
De telles inégalités d’observabilité sont alors démontrées de différentes manieres : par
des méthodes de multiplicateurs (voir [76] par Fabre, [102, 103] par Machtyngier, [92]
par Lasiecka et Triggiani), avec de ’analyse microlocale (voir [98] par Lebeau, [49]
par Burq), avec des estimations de Carleman (voir [93, 94] par Lasiecka, Triggiani et
Zhang, [10] par Baudouin et Puel), avec de la théorie des nombres (voir [120, 132] par
Ramdani, Takahashi, Tenenbaum et Tucsnak).

Pour plus de détails sur de tels problemes de contrdlabilité, ainsi que pour des
résultats sur des équations de Schrodinger non linéaires, le lecteur pourra se référer
aux articles de synthese de Zuazua [138] et Laurent [96].

2.1.2 Controlabilité bilinéaire

Ayant en vue des applications comme la manipulation de liens chimiques de cer-
taines molécules ou la construction de portes quantiques logiques pour l'ordinateur
quantique, les modeles ou le contrdle apparait comme un terme additif ne sont pas
satisfaisants. Ces systémes, qui voient changer leurs caractéristiques physiques en pré-
sence du contrdle sont plutot modélisés par des équations bilinéaires par rapport au
couple (état, controle). On se focalise donc dans la suite sur ce type d’équation.

L’état d’une particule quantique évoluant sur une variété riemannienne €} de R"
et soumise a un champ électrique extérieur peut étre décrit par une fonction d’onde
1. Pour un sous-domaine w de 2, la probabilité que la particule quantique se trouve
au temps ¢ dans w est donnée par [ [1(t, x)|?dz. Aprés un changement d’échelle pour
faire disparaitre les constantes physiques, 1’évolution de la fonction d’onde v est régie
par 1"équation de Schrodinger suivante,

it 7) = (A + V@)t 0) +uOu(a)b(te), (o) €RLxQ  (2)
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ou A désigne l'opérateur de Laplace-Beltrami sur §2, V' correspond a un potentiel dé-
crivant I'état du systeme en I’absence de champ électrique, u : R} — R représente
I’amplitude scalaire du champ électrique et p : 2 — R décrit la répartition spatiale de
ce champ.

De maniere générale, on peut considérer des modeles donnés sous la forme abstraite,

i% = Ho + u(t)H1. (2.2)

L’état ¢ évolue alors au sein d’un espace de Hilbert complexe H et Hy, H; sont des
opérateurs auto-adjoints sur H. Le modele de référence (2.1) correspond au choix
d’opérateurs Hy = —A + V et H; = u. Cependant, dans certaines situations phy-
siques, l'opérateur Hy n’est pas forcément défini comme la somme d’un Laplacien et
d’un potentiel, comme c’est le cas par exemple pour décrire le comportement d’ions
piégés par des potentiels harmoniques (voir [31, 74, 97] concernant le modele d’Eberly
et Law). Cette forme abstraite (2.2) permet donc de traiter des problémes plus géné-
raux que (2.1).

L’équation de Schrodinger (2.1) ou (2.2) est dite bilinéaire car 'application entrée-
sortie du systeme, qui a un contrdle associe la valeur finale de la solution, 'est. Cette
non linéarité est une difficulté principale de I’étude de cette équation.

Une question naturelle pour ces équations est celle de la contrélabilité : en choi-
sissant un champ électrique adéquat, peut-on faire passer la particule de son état
fondamental (avec 1’énergie la plus basse) a un état d’excitation donné en un temps
imposé? Le but de ce chapitre est de présenter les différentes réponses qui existent
pour de telles problématiques.

2.2 L’équation de Schrodinger en dimension finie

Lorsque I’espace de Hilbert H est de dimension finie n, la controlabilité de I’équation
de Schrodinger (2.2) est complétement comprise. Des critéres généraux de controlabilité
basés sur des crochets de Lie peuvent étre trouvés dans [48, 130]. Plus particuliérement,
Albertini et D’Alessandro ont montré dans [5, Théoréme 4] (voir aussi [68, Théoréme
3.4.7)) la condition nécessaire et suffisante de controlabilité globale suivante.

Théoréme 2.2.1. Soient H un espace de Hilbert de dimensionn et A, B deux matrices
anti-hermitiennes de taille n x n. Le systétme X = AX + u(t)BX est globalement
contréolable si et seulement si l'algébre de Lie engendrée par A et B est isomorphe
(conjuguée) a
— su(n), lalgébre de Lie des maltrices anti-hermitiennes de trace nulle si n est
impair (avec ou sans ild),

— su(n) ou sp(n/2), lalgébre de Lie des matrices de su(n) vérifiant XJ X" = J

P B R T R
avec = —Id% 0 St N est pair.

Des résultats plus spécifiques, en particulier concernant des notions plus faibles de
contrdlabilité, sont donnés dans [5, 6, 119, 135]. Des approches basées sur des tech-
niques de Lyapunov [107] ou sur la théorie du controle optimal [2, 87] sont également
utilisées pour étudier de tels systémes.

De nombreux travaux s’intéressent aussi a 1’étude du transfert d’une population

de particules quantiques d’un état d’excitation a un autre a ’aide d’un laser. Ces
problémes sont analysés grace a des techniques géométriques dans [1, 38, 89, 119].
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L’étude du temps minimal de ce transfert est faite pour des controles non bornés dans
[1], bornés dans [41] et pour des systémes ou le terme de dérive disparait apres un
changement adéquat de coordonnées dans [35, 38, 37].

2.3 Un premier résultat négatif de controlabilité

Pendant longtemps, les équations bilinéaires en dimension infinie ont été considé-
rées non contrélables a cause du résultat négatif de Ball, Marsden et Slemrod [7].

Théoréme 2.3.1. Soient X un espace de Banach de dimension infinie, A générant
un CY-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X et B : X — X un opérateur
linéaire borné. Pour tout wy € X et p € Li .((0,+00),R), l'unique solution du systéme

w(t) = Aw(t) + p(t)B(w(t)) avec w(0) = wo (2.3)

est notée w(t; p, wo). Alors, pour tout wy € X, 'ensemble des états atteignables depuis
wo, défini par,

R(wo) := {w(t; p, wo); t >0, pe Li,.((0,400),R), 7> 1},

est contenu dans une union dénombrable de sous-ensembles compacts de X et, en
particulier, est d’intérieur vide dans X.

Ainsi, arbitrairement proche (pour la topologie de X) de tout état atteignable, il
existe des cibles que 1’on ne pourra pas atteindre. Dans un cadre hilbertien, la preuve
de ce résultat peut étre trouvée dans [7] ou [59, Théoreme 9.4]. Le cas des controles
dans L{.((0,+00),R) a été traité par la suite dans [47] par Boussaid, Caponigro et
Chambrion.

Pour I’équation de Schrédinger, A = i02 et B = p. Turinici dans [134] déduit du
Théoréme 2.3.1 que si 'opérateur de multiplication par u préserve ’espace sur lequel
on raisonne, alors on ne peut pas avoir contrdlabilité dans cet espace.

Théoréme 2.3.2. Soit n € {1,2,3}. Considérons le systéme suivant,

iO(t,x) = —AY(t,z) —u(t)u(x)(t, z), (t,z) € (0,+00) x Q, (2.4)
¢(t,$) =Y (t,fL‘) S (O,+OO) x 012, ’

ot Q0 est un ouvert non vide de R™ et u € W2°(Q,R"). Alors, le systéme (2.4) n’est
pas contrélable dans H? N H}(2,C) avec des contréles dans LI, .(R4,R) pour r > 1.
Plus précisément, pour tout 1o € SN H? N H}(Q,C) (ou S désigne la sphére unité de
L?(2,C)), l’ensemble des états atteignables partant de 1y,

R(wO) = {¢(T, u, %); T>0,ue Lfoc((ovT)7 R)? r> 1}
est de complémentaire dense dans SN H? N H(Q,C).

L’adaptation du Théoreme 2.3.1 aux équations de Schrodinger non linéaires a été
faite par Illner, Lange et Teismann dans [84].

Fort de ces résultats de non-controlabilité, plusieurs possibilités peuvent étre envi-
sagées pour poursuivre I’étude de ces systemes.

> Une premiere approche consiste a changer la notion de contrélabilité étudiée. Ainsi,
de nombreux résultats sur la contrélabilité approchée ont été prouvés grace a des
techniques mathématiques tres différentes comme on le verra en Section 2.5. On peut
aussi étudier la controlabilité exacte a une trajectoire comme cela a été fait dans les
travaux [4] de Alabau-Boussouira, Cannarsa et Urbani.
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> Une deuxiéme approche consiste a étudier la controlabilité exacte dans un cadre
fonctionnel différent. 11 faut bien voir que les Théoremes 2.3.1 et 2.3.2 ne constituent
pas des obstructions a la contrélabilité dans des espaces fonctionnels différents. En
effet, le résultat négatif du Théoréeme 2.3.1 affirme que lorsque 'opérateur B est borné
sur X, proche de toute cible (en norme X ) se trouvent des cibles que ’on ne pourra pas
atteindre. Cependant, cela n’empéche pas I'espace des cibles atteignables de contenir
une boule pour une norme plus fine, a condition que I'opérateur de contrdle B ne soit
pas continu pour cette nouvelle topologie. Ainsi, des résultats de controlabilité exacte
pour l'équation de Schrodinger ont été démontrés et sont rappelés dans la section
suivante.

2.4 Controlabilité locale en temps petit

2.4.1 En dimension 1

Dans cette section, on s’intéresse a 1’équation de Schrédinger suivante,

iOp(t, x) = =020 (t, x) — u(t)u(x)Y(t, ), (t,x) € (0,T) x (0,1),
Y(t,0) = (¢, 1) =0, t e (0,7), (2.5)
(0, ) = v, ze (0,1

Pour cette équation, ’obtention de nombreux résultats est facilitée par le calcul expli-
cite des valeurs propres et vecteurs propres du Laplacien, donnés par,

VieN*, N\ = (jm)? et ;= V2sin(j7).

Pour tout j € N*, la fonction ;(t, ) := ¢;(x)e~*¢ est une solution du systéme libre
(avec u = 0). Lorsque j = 1, la fonction v est appelée I'état fondamental.

On peut remarquer que le domaine du Laplacien-Dirichlet, donné par D(—A) =
H (20) (0,1) = H>N H}(0,1), est préservé par I'opérateur de multiplication par u. Ainsi,
on ne peut pas espérer obtenir un résultat de contrélabilité dans un tel espace a cause
du Théoreme 2.3.1. Néanmoins, a cause des conditions de bord, ce n’est pas le cas pour
I'espace défini par
3
2

H{)(0,1) := D(=AZ) = {p € H*((0,1),C); 0(0) = p(1) = ¢"(0) = ¢"(1) = 0}

Donc, on peut espérer avoir de la contrélabilité dans H (30) bien que ’espace des cibles
atteignables soit d’intérieur vide pour la topologie de H, (20). En revanche, le fait que
l'opérateur de multiplication ne préserve pas l'espace H, ?0) induit une difficulté pour
montrer le caractére bien posé du probléeme de Cauchy. Dans [12], Beauchard traite
cette perte de régularité dans le cas particulier ou pu(z) = = grace a une variante du
théoréme de Nash-Moser. Par la suite, Beauchard et Laurent ont simplifié cet argument
en mettant en lumiere dans [19] un phénomeéne de régularisation, qui leur a permis alors
de montrer le caractére bien posé de I’équation de Schrodinger (2.5).

Théoréme 2.4.1. Soient T > 0, u € H3((0,1),R), 1o € H(?’O)(O, 1) etu € L*((0,T),R).
11 existe une unique solution faible de (2.5) i.e. une fonction ¢ € C°(]0,T), HE’O)) telle
que 1’égalité suivante ait lieu dans H(?’O) (0,1) pour tout t € [0,T],

P(t) = e Mty + 4 /t e_iA(t_T)u(T)uijj(T)dT.
0

Il est important de noter que lorsque p/(0) = p/(1) = 0, le cadre fonctionnel n’est
plus (¢ € H(?’O),u € L?) mais (¢ € H(50) = D(—A2),u € L?) et ainsi de suite. Dans
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Particle [42], on explicite, en fonction des conditions de bord sur p, ce choiz du ‘bon’
cadre fonctionnel, c’est-a-dire un cadre pour lequel 'opérateur de multiplication par
n’est pas continu afin de ne pas tomber sous le coup du résultat de non-contrélabilité
du Théoreme 2.3.1 mais dans lequel on a quand méme le caractére bien posé de I’équa-
tion de Schrodinger (2.5).

Fort de ce résultat, en étudiant la contrdlabilité du systeéme linéarisé via la résolu-
tion d’un probleme de moments puis en appliquant le théoréme d’inversion locale, les
auteurs ont montré dans [19] le résultat de controlabilité locale en temps petit suivant.

Théoréme 2.4.2. Supposons que pi est dans H3((0,1),R) et vérifie
c

= (2.6)

il existe ¢ > 0 telle que Vj € N*,  (up1, ;) >
Alors, le systeme (2.5) est L2-STLC autour de l’état fondamental : pour tout T > 0,
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout (¢o,¢f) € SN H(?’O)((O, 1),C) avec

2091 (0) s, + Iy — 1 (), < 0, i existe w € L(0.), R) avee |l 2o < <
tel que la solution de (2.5) associée a la condition initiale 1(0) = 1o vérifie Y(T) = 1y.

Par la suite, Morancey et Nersesyan ont utilisé cette stratégie pour obtenir un
résultat de contrélabilité locale pour une équation de Schrodinger avec un terme de po-
larisabilité [110] ou pour un nombre fini d’équations de Schrédinger avec un contrdle
(voir [109]) et avec un potentiel arbitraire (voir [111]). Un tel résultat a aussi permis
de montrer de la controlabilité globale dans [110, 111] en le couplant a un résultat de
controlabilité approchée ; de donner une construction explicite de controle amenant la
solution de (2.5) aussi proche que possible d’un état final donné dans [69]; ou encore
de récupérer de la controlabilité globale en projection pour un nombre fini d’équations
de Schrodinger dans [70]. Ce résultat a également été étendu aux équations de Schro-
dinger non linéaires dans [18, 19, 73].

L’hypothese (2.6) est valable pour des u € H3((0,1),R) génériques et joue un role
fondamental pour la contrélabilité en temps petit. La contrélabilité locale en temps long
a été prouvée dans [25] sous une hypotheése plus faible : p/(0) &+ /(1) # 0. Cette hy-
potheése n’est méme pas nécessaire : Beauchard montre dans [12] que le systeme (2.5)
avec u(x) = x est controlable autour de ’état fondamental en temps long pour des
cibles H (70) avec des controles Hi. Ce résultat requiert l'utilisation d’outils différents,
notamment la méthode du retour de Coron (voir [59, Chapitres 6 et 8]).

Naturellement, on peut se demander ce qu’il se passe lorsque la condition (2.6) n’est
pas vérifiée, en particulier lorsque 'un des coefficients (up1, ;) s’annule. Le résultat
suivant a été prouvé par Beauchard et Morancey dans [25].

Théoréme 2.4.3. Soient K € N* et € H3((0,1),R) tels que

(e, k) =0 et Ag = (u?p1,0K) # 0. (2.7)

Alors, l’équation de Schrodinger (2.5) n’est pas L2-STLC : il existe Ty > 0 tel que pour
tout T € (0,Tg), il existe € > 0 tel que pour tout u € L*((0,T),R) avec ||ul|2¢01) < €,
la solution de (2.5) associée a la condition initiale ¥ (0) = p1 vérifie

Vo >0, o(T)# <\/ 1— 6201 + isign(AK)(SgaK) e~ T,

La preuve de ce résultat repose sur I’étude d’un systeme auxiliaire et I’obtention
d’une inégalité de coercivité faisant intervenir la norme H~! du contréle.
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Les auteurs font remarquer dans [25] que la condition Ax # 0 est indispensable
a leur argument. Dans le cas ou Ax = 0, il faut poursuivre le développement de la
solution pour étudier la présence ou l'absence d’obstructions quadratiques liées a des
crochets d’ordre supérieur. Ceci fait ’'objet de mes papiers [43, 44].

Remarque 2.4.4. Formellement, I’équation de Schrodinger (2.5) peut se mettre sous
la forme d’un systéme affine (1.2) avec fo(v)) := )" et f1(v)) := pap. Ainsi, en calculant
formellement les crochets de Lie, on obtient

ad} (f1)(p1) = per et [f1,[f1, fol] (o1) = 2ip" 1.

Donc, en reprenant les notations de la Définition 1.4.16, la premiére condition de (2.7)
traduit le fait que la direction @i n’appartient pas a 51 ; quant a la deuxieme condition,
elle signifie alors que [fi,[f1, fo]] (p1) & Si. Ainsi, le Théoreme 2.4.3 peut étre vu
comme une extension en dimension infinie de la condition nécessaire de controlabilité
de Sussmann rappelée dans le Théoreme 1.4.19.

2.4.2 En dimension n > 1

Concernant ’étude de ’équation de Schrodinger (2.1) sur un domaine 2 de R”
avec n > 1, de nouvelles difficultés interviennent. Le test linéaire utilisé pour prouver
le Théoreme 2.4.2 est mis en défaut : le probleme de moments associé a la contrdla-
bilité du systeme linéarisé n’est pas résoluble car les valeurs propres du Laplacien en
dimension supérieure ne vérifient pas une condition de gap appropriée (voir [90]).

Cependant, en utilisant des techniques similaires a celles utilisées pour prouver le
Théoreme 2.4.2, des résultats de contrélabilité globale en temps infini ont été mon-
trés en dimension 1 dans [115] et en dimension quelconque dans [116]. Les auteurs
montrent également dans [115] que la contrélabilité exacte en temps petit en dimension
quelconque n’est pas possible avec des controles VVIE)C1 . En utilisant la méthode BKW,
dans [30], les auteurs donnent une autre obstruction a la controlabilité en temps petit
de I’équation de Schrodinger.

L’étude de ’équation des ondes effectuée par Beauchard dans [15] corrobore le ré-
sultat négatif de [115] car cette équation peut étre vue comme un modeéle jouet pour
I’équation de Schrodinger en dimension 2 et semble indiquer qu’un temps minimal pour
la contrélabilité exacte s’impose quel que soit .

Lorsque l'on rajoute plus de structure, ces difficultés peuvent étre contournées.
Par exemple pour un systéeme 2D Schrédinger-Poisson avec un controle u = u(t, x),
Beauchard et Laurent ont montré dans [21] la contrélabilité exacte localement autour
d’une fonction propre du Laplacien. Toujours pour un controle u = u(t, z), Puel montre
dans [118] la controlabilité exacte de I'équation de Schrodinger au voisinage d’une
fonction propre du Laplacien correspondant & une valeur propre simple, posée sur un
domaine régulier en dimension n < 3.

2.5 Controlabilité approchée

Concernant la controlabilité approchée des systémes bilinéaires de dimension infi-
nie, plusieurs stratégies ont été utilisées.

2.5.1 Approximations de Galerkin

Comme la controlabilité des équations de Schrodinger (2.2) est trés bien connue
en dimension finie (voir Section 2.2), pour attaquer cette question dans un cadre de
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dimension infinie, une stratégie naturelle consiste a discrétiser 'EDP ou & considérer
ses approximations de Galerkin pour obtenir un systeme de dimension finie d, puis
d’essayer de passer le résultat de controlabilité du Théoreme 2.2.1 a la limite quand d
tend vers 'infini.

Cette stratégie a d’abord été mise en place dans [3, 124] pour étudier la contrélabi-
lité d’équations dissipatives. Cela a été fait pour la premiere fois pour une équation de
Schrodinger (2.1) en dimension quelconque par Chambrion, Mason, Sigalotti et Boscain
dans [54] ou les auteurs montrent sous des hypothéses appropriées sur V' et u, la contro-
labilité approchée dans L? avec des controles constants par morceaux. Les hypothéses
furent par la suite raffinées dans [33]. Des résultats similaires ont été prouvés avec des
normes de Sobolev plus réguliéres dans [47] et pour une équation avec un terme de
polarisabilité dans [46]. En s’appuyant sur une approximation de dimension finie pour
laquelle on peut construire des controles explicites, la contrélabilité approchée d’un sys-
téme de Schrodinger modélisant un ion piégé est montrée de la méme maniére dans [74].

La controlabilité simultanée de plusieurs équations a été prouvée dans L? (voir [33])
et dans des espaces de Sobolev plus réguliers (voir [34, 45]). En utilisant la méme ap-
proche, les auteurs de [50] montrent aussi la contrélabilité exacte en projection pour
une équation de Schrodinger avec plusieurs controles.

Pour plus de détails et de références concernant ces techniques géométriques, le
lecteur pourra se référer a larticle de synthese [36]. Le caractére générique des diverses
conditions de controlabilité approchée évoquées est discuté dans [55].

Cependant, le passage de la dimension finie a la dimension infinie peut étre com-
pliqué : Mirrahimi et Rouchon établissent dans [106] 1’absence de contrélabilité d’un
systéme de dimension infinie alors que Fu, Schirmer et Solomon ont montré dans [79]
grace au Théoreme 2.2.1 que toutes ses approximations de Galerkin sont contrélables.

2.5.2 Fonctions de Lyapunov

Une autre possibilité pour montrer des résultats de contrélabilité approchée consiste
a identifier une fonction de Lyapunov qui mesure la distance a la cible a atteindre et
qui décroit en choisissant un contréle sous la forme d’une loi de rétroaction, puis a
utiliser le principe d’invariance de LaSalle.

Cette méthode a d’abord été utilisée pour montrer la stabilisation approchée des
états propres pour une équation de Schrodinger (2.1) en dimension quelconque par
Mirrahimi dans [105], sous des hypothéses améliorées par Beauchard et Mirrahimi
dans [24] en dimension 1 avec V' = 0 et u(x) = z. Nersesyan construit dans [113]
une fonction de Lyapunov adaptée au cadre H? en toute dimension ce qui permet de
montrer un résultat de controlabilité approchée dans L? avec des controles réguliers et
de prouver la stabilisation semi-globale faible dans H? de 'état fondamental dans [26].

La construction de cette fonction de Lyapunov a ensuite été étendue par Nersesyan
dans [114] pour montrer la controlabilité approchée de 'état fondamental dans H*~¢
avec des hypotheses génériques sur (V, ) en dimension quelconque. Combiné avec le
résultat de controlabilité exacte énoncé dans le Théoréme 2.4.2 et le caractere réversible
de I’équation de Schrédinger, les auteurs montrent la contrélabilité globale dans H+¢ en
dimension 1. Morancey et Nersesyan ont aussi développé cette stratégie pour prouver la
controlabilité globale d’une équation de Schrodinger avec un terme de polarisabilité dans
[110] ou d’un nombre fini d’équations de Schrédinger avec un controéle dans [109, 111].
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2.5.3 Controle adiabatique

Le théoréme adiabatique peut également étre utilisé pour montrer des résultats de
contrélabilité approchée. De maniére formelle, ce résultat indique qu'un systeme quan-
tique est a peu pres maintenu dans son état propre si la perturbation qui agit sur lui
est suffisamment lente.

Pour une utilisation de cette théorie, on peut par exemple citer [32] qui donne la
controlabilité approchée en temps fini de deux modeles en utilisant des caractéristiques
spécifiques de leurs équations lorsque les valeurs propres se croisent ; [39] ou les auteurs
prouvent de la controlabilité approchée pour une équation de Schrédinger bilinéaire avec
deux controles. Cette étude est poursuivie dans le cas de plus de deuz contréles dans
[40]. Le théoréme adiabatique a aussi été utilisé pour permuter les fonctions propres
d’une équation de Schrodinger au moyen de processus cycliques lents dans [71]; pour
prouver la controlabilité approchée dans L? d’une équation de Schrédinger posée sur
un domaine variable ; ou encore pour prouver la contrélabilité approchée d’un systeme
a deux niveaux décrit par une équation de Schrodinger dans [122].

2.5.4 Autres méthodes

On peut aussi mentionner la théorie du contrile optimal développée dans [9, 86] (et
dans [8] pour un modeéle de Hartree Fock) et analysée numériquement dans [11], qui
donne d’autres moyens de récupérer de la contrdlabilité approchée en dimension infinie.

Dans [72], la contrélabilité approchée entre une paire d’états propres en temps petit
est montrée pour la premiere fois pour une équation de Schrodinger non linéaire, posée
sur le tore en dimension quelconque.

Dans [67], Coron, Xiang et Zhang étudient la controlabilité approchée globale en

temps petit d’'une équation de Schrédinger avec une non linéarité cubique et deux
contrdles a I'aide de techniques d’approximations semi-classiques.

30



DEUXIEME PARTIE

Principaux résultats de la these
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CHAPITRE 3

PROBLEMATIQUE DE LA THESE

3.1 Présentation de la problématique

Pour les systémes de controle de dimension finie, des conditions nécessaires et des
conditions suffisantes a la E-STLC sont déja connues (voir Chapitre 1). Cependant,
historiquement, la recherche des ‘bons’ et des ‘mauvais’ crochets de Lie se cantonne
au cas ou les contrdles sont petits en norme L. Or, si on admet que toute solution
d’une EDO se développe comme une somme de crochets de Lie évalués en 0 contre
une fonctionnelle homogene par rapport au controle (voir [16] pour des résultats précis
sur de tels développements), on comprend que 'identification du terme dominant, qui
pilotera la STLC, dépend bien sfir du comportement des crochets de Lie mais aussi de
I’espace dans lequel le contrdle est petit.

Question 3.1.1. Dans quelle mesure le choix du cadre fonctionnel sur le controle
impacte la validité des conditions de STLC déja connues en dimension finie ?

De plus, les outils développés par exemple pour prouver la condition suffisante
S(0) de Sussmann semblent inhérents & la dimension finie. En effet, ’approche est, par
essence, basée sur 1'utilisation des crochets de Lie, qui sont difficilement manipulables
en dimension infinie (voir Section 1.5).

Question 3.1.2. Est-ce que certains phénomeénes encodés par la condition suffisante
S(0) de Sussmann persistent en dimension infinie ?

Une étape intermédiaire pour répondre a cette question consiste a développer une
nouvelle stratégie de preuve pour cette condition en dimension finie avec des outils
plus facilement extensibles a la dimension infinie par la suite.

3.2 Reésolution sur un modele jouet

On peut apporter des éléments de réponse a ces questions en étudiant de nouveau
, :
I’exemple suivant,

.fl = u,
Ty =1, (3.1)
i3 = 2%+ 3.

Cet exemple a été introduit par Sussmann pour montrer que la condition suffisante
d’Hermes-Sussmann (1.12) n’est pas nécessaire : le systéme est L>°-STLC bien que

Sy > [f1,ad§0(f1)](0) =23 & & = Vect(ep,ea). (3.2)

Premiére idée. La violation (3.2) de la condition d’Hermes-Sussmann nous indique
la présence d’un terme quadratique signé dans le développement de la solution. Néan-
moins, ce terme domine et pilote la solution non linéaire seulement lorsque les controles
sont petits dans des espaces plus réguliers que L°°. On obtient alors le résultat de non
controlabilité suivant.
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Proposition 3.2.1. Le systéme (3.1) n'est pas WH°-STLC : il existe A, T* > 0 tels
que pour tout T € (0,T*), il existe ¢ > 0 tel que pour tout u € WhH(0,T) avec
[wllw000,m) < €, la solution de (3.1) vérifie,

T
z3(T; u, 0) > A/ us(t)2dt > 0. (3.3)
0

Ce résultat peut étre déduit des travaux de Beauchard et Marbach (voir [22] ou le
Théoréeme 1.4.23 avec k = 3). Par souci de clarté, on rappelle ici la preuve.

On introduit pour 7' > 0 et u € LY(0,T), la famille (u,)en des primitives itérées
de u, définie par récurrence par,

t
up:=u et VYneN, uppi(t) ::/ up(7)dr, te€0,T]. (3.4)
0

Démonstration de la Proposition 3.2.1. La troisiéme coordonnée de (3.1) peut s’écrire
comme

23(T; u, 0) = / " (t)2dt + /0 Ly (3.5)

0

Ainsi, pour v € WH*(0,T), deux intégrations par parties montrent que

w5, 0) = [ (4w OpatePde > (1~ W limon) [ P, (30

ce qui donne le résultat. O

Stratégie 3.2.2. Cet exemple permet de dégager une stratégie de preuve pour observer
des dérives quadratiques empéchant la contrélabilité dans des espaces réguliers.

1. On développe la solution le long de la direction perdue pour identifier les termes
dominants. Ici, cette étape est immédiate avec (3.5).

2. On identifie dans quel régime sur les contrdles le reste cubique est absorbé par
le terme quadratique. Ici, les intégrations par parties permettent d’identifier que
c’est le cas lorsque ||u/]| > est petit.

3. On montre que le terme quadratique possede une coercivité quantifiée par une
norme H ™" du controle. Ici, encore une fois, comme le terme quadratique a une
expression simple, cette étape est immédiate.

4. On montre que cette coercivité se propage au non linéaire comme dans (3.6).

Deuziéme idée. Pour prouver un résultat de STLC lorsque la condition d’Hermes-
Sussmann n’est pas vérifiée, Kawski développe une stratégie dans [88].

— On prouve d’abord que les directions perdues au linéaire sont des ‘vecteurs tan-
gents’ en utilisant des contrdles oscillants.

— Puis, on déduit la STLC grace a un processus itératif qui utilise des intervalles
de temps arbitrairement petits.

A cause du coiit de la controlabilité, la deuxiéme étape ne semble pas adaptée
a la dimension infinie. Ainsi, on utilise plutdt le théoréme de point fixre de Brouwer
pour récupérer la STLC dans l'esprit de [59, Chapitre 8]. Comme 1’utilisation de ce
résultat requiert de la continuité, on développe un nouveau concept de ‘vecteur tangent’
plus adapté & cette nouvelle stratégie. Cette méthode est mise en place sur (3.1) pour
améliorer le résultat de STLC originel de Sussmann.

Proposition 3.2.3. Le systéme (3.1) est H'-STLC.
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Démonstration. Etape 1 : Bouger le long de la direction perdue grice & des controles
oscillants. Soit T > 0. Considérons pour b € R*, le controle défini sur [0, 7] par

up(t) :== sign(b)|b|23?¢” < ) avec ¢ € C°(0,1) t. q. /01 #'(0)3d0 = 1.

1b] 7

En substituant cette expression dans (3.5) puis en faisant le changement de variable

5 25 ARk
dt + / sign(0)b %o [ — || at
0 |b| 25

1 1
o [N soran s B [ oy = 3
—b/o & (0)%d0 + [b) /0¢(0) o= b+ O(p%).

t= |b\%0, on obtient que

6|5 .
z3(T; up, 0) :/0 [Sign(b)b’%éf)/( t4>

||25

De plus, comme u; est supportée sur (0, |b\24*5) C (0,7) pour b suffisamment petit, on
a
2(T; up, 0) = bes + O(|b|3). (3.7)

Par ailleurs, en utilisant la forme explicite du controle, on peut remarquer que

1 (_ 4
ooy < 16 ooy bl TH2) . p e [1, 400, (3.8)

La famille de controles (up)per est donc arbitrairement petite dans Hg (0, T)) (mais pas
dans W1°°(0,T)). De plus, Papplication b € R* + u, € H(0,T) peut étre étendue
continiment en zéro avec ug = 0.

Etape 2 : Récupérer la STLC grace au théoréeme des valeurs intermédiaires. D’abord,
comme le systéme linéarisé autour de zéro de (3.1) est controlable sur Vect(eq, es), par
test linéaire, le systeme (3.1) est localement contrélable en projection sur Vect(ey, e2) :
pour tous T' > 0, Ty € (0,7), il existe dp > 0 et une fonction I' : B(0,d9) x B(0,dp) N
Vect(e1,e2) — H}(0,T) de classe C! avec I'(0,0) = 0 tels que pour tout (zg,zy) €
B(0,60) x B(0,00) N Vect(e1, e2), la solution de (3.1) vérifie

(z1(T5 T(zo,25), 20), 22(T; Lo, 28), w0)) = ((Tf,€1), (T),€2))-

A partir de cette controlabilité sur les ‘composantes linéaires’ et le mouvement le long
de la direction perdue réalisé a I’Etape 1, on peut récupérer la STLC. Soient T',n > 0.
Soit 2y € R? tel que |zy| < 6 := %. Pour b € R, on considére le controle défini par

vy := uplycpor) + U'((T; w, 0),27)Lieirom,

ot (up)per est la famille de contréles construite & I'Etape 1.

Taille du contréle. D’aprés Pestimation (3.8) de I'Etape 1, on a [usll 172 0,7y < m pour
b suffisamment petit. De plus, comme T' est C', il existe C' > 0 telle que pour b
suffisamment petit,

I (T wp, 0),2f)|[ gy ror) < Cla(Ts up, 0)| + Clay| < Clb| + Clay[ <n. (3.9)

Cible atteinte. Par construction de I', on sait déja que pour tout b € R,

(x1(2T; vy, 0), 22(2T; vy, 0)) = ((xy,e1), (xf,e2))-

Il reste alors & montrer l'existence d'un b € R tel que z3(27; v, 0) = (xf,e3) en
appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires & la fonction suivante

G R - R

b — b—x3(2T; vp, 0)+ (x5, e3).

xf
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La continuité de G, provient de celle de b +— up, de I' et de la continuité de la
solution par rapport au controle. Pour montrer que G, stabilise un intervalle, comme
la troisieme coordonnée de (3.1) n’a pas de terme linéaire, on montre grace a 'inégalité
de Gronwall ou en calculant explicitement la solution qu’il existe C' > 0 telle que,

Vb eR, [x3(2T; vy, 0) — z3(T; w, 0)] < C (’JJ(T; up, 0)% + Hva%%T,ZT)) :

Ainsi, par construction (3.8) de la famille (up)per et avec 'estimation (3.9) sur vy, on
a
|23(2T; vy, 0) — b| < CJb|5 + Clas[2.

Soit p > 0 tel que C’p% < % et quitte & réduire § > 0, on peut supposer que C62+6 < g.
Alors,

W (=p,p); |Gy ()] < CIBIE + Clag? + |ug| < Cp¥ + C2 46 < p.
Ceci conclut la preuve. O

Remarque 3.2.4. Cet exemple permet de dégager une stratégie de preuve, qui est
‘compatible avec la dimension infinie’ pour montrer des résultats de controlabilité mal-
gré des termes quadratiques signés.

1. On développe la solution le long de la direction perdue £. On identifie dans quel
régime sur le controle le terme cubique peut dominer le terme quadratique.

2. On utilise la prédominance du terme cubique pour construire une famille (up)per
de contrdles, arbitrairement petits dans le bon espace, telle que

z(T; wp, 0) = bE + O(]b|'™) quand b — 0, pour un € > 0.

3. On montre la contrélabilité en projection du systéme non linéaire sur I’espace des
cibles atteignables au linéaire.

4. On déduit la STLC en appliquant le théoréme de point fixze de Brouwer.

L’étude de (3.1) mene a la problématique suivante qui est résolue dans les travaux
[42, 43, 44] sur lesquels se base cette these.

Question 3.2.5. Peut-on trouver un systeme affine de dimension infinie pour lequel
— il n’y a pas STLC dans des espaces réguliers a cause de phénomeénes de dérives
entieres,

— mais il y a STLC dans des espaces moins réguliers, grace au terme cubique et ce
malgré la présence d’une dérive ?

3.3 Systéeme de controle considéré dans la these

Dans cette these, on s’intéresse au systeme de contréle suivant,

{ iaﬂ/J(tﬁ) = —a%¢(t,$) - u(t),u(a:)y)(t,x), (tvx) € (OvT) X (O’ 1)7 (3 10)
P(t,0) =(t, 1) =0, te (0,7). '

Cette équation décrit 1’évolution d’une particule quantique coincée dans un puits de
potentiel infini et soumise & un champ électrique dont 'amplitude est notée u(t). Le
moment dipolaire p : (0,1) — R décrit I'interaction entre le champ électrique et la
particule. Cette équation est un systeme de controle bilinéaire ou I'état du systeme
est la fonction d’onde ¢ et u : (0,7) — R est un contrdle scalaire. Les résultats de
controlabilité déja connus pour cette équation ont été rappelés dans le Chapitre 2.
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3.3.1 Cadre fonctionnel

En espace. A chaque instant ¢, la quantité [4(t, -)|? représente une densité de proba-
bilité. Ainsi, pour la variable d’espace, on travaille dans I’espace de Lebesgue L?(0,1)
équipé du produit scalaire hermitien suivant,

1
(r.9)= [ f@gl@da. Vg€ 10.1),
On note S la spheére unité de L2(0,1).

L’équation de Schrédinger peut étre mise sous la forme abstraite suivante,

4

iS(0) = A() — u(t)BY (),

ou l'opérateur B est donné par la multiplication par u et A est défini par

2 1 d*p
D(A) := H*(0,1) N Hy(0,1), Ap:= -

L’étude de cette équation est facilitée par la connaissance des valeurs propres et vec-
teurs propres de A, donnés par

VieN*, N\ = (im)? et ;= V2sin(j7).
La famille (p;);jen+ forme une base hilbertienne de L?(0,1). On introduit également
Vi€ N* ot x) = ;(x)e ™ (t,x) € R x [0,1].
Pour tout j € N*, la fonction v; est une solution de I’équation libre (i.e. avec u = 0)

associée a la condition initiale 1;(0) = ¢;. Lorsque j = 1, la fonction 1 est appelée
I’état fondamental. On définit aussi les espaces fonctionnels liés & A, indexés par s > 0,

par,
1

2

(Z 15° (. 5) ) :

En temps. Pour tout k € N, on considere H* ((0,T),R), I’espace de Sobolev usuel
et HE(0,T) I'adhérence de C°(0,T), I’ensemble des fonctions régulieres & support
compact sur (0,7), pour la topologie de H* ((0,T),R). Par I'inégalité de Poincaré,
HE(0,T) peut étre équipé de la norme

v 1/2
ull g0,y = </0 ul)(t) dt) :

Pour k£ € N*, on définit également une norme de Sobolev négative pour tout u €
L*(0,T) par,

Hiy(0,1) :== D(42),  eluy

{0y (0.1) * = [l ({, ¥5)) FEN*

lwll g+ 0,y = lur (D)) + Nkl L2 0,1)5 (3.11)

ou on rappelle que (u,)nen désigne la famille des primitives de u définie par (3.4).

2\ 3
) . (3.12)

Lemme 3.3.1. Soit T' > 0. Il n’existe pas de constante C > 0 telle que,

o2 (22))

—+00

Vu € L*(0,7),  |ur(D)| + Jur|lr2o,m) < C (Z
j=1
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Démonstration. Soit T > 0. Considérons la suite de fonctions (u™),en+ de L2(0,T)
définie pour tout n € N* et t € [0, 7] par,

w*(t) ==nlyp_1 y(t) et donc uy(t)=n (t —-T+ i) Lip_1 py(t). (3.13)

Dans un premier temps, on obtient que,

1
ul|| 2 = —
1wt 2 0,7) e

De plus, pour tout n € N*, les coefficients de Fourier de u™ sont donnés par

Vj e N*, <u", \/zsin (J;>> = j:n [cos (jw (1 - Tln>) — (_1)3} )

Les développements de Taylor a l'ordre 1 puis a l'ordre 2 du cosinus (le terme d’ordre
1 s’annulant) conduisent & l’existence d’une constante C' = C(T) > 0 telle que, pour

tout (n,j) € (N*)2,
‘<u”, %sin (];)> <u”, \/?sin <‘Y;>>‘ < C%.

En interpolant ces deux estimations, on obtient l'existence d’une constante C' =

C(T) > 0 telle que
1
5 . N
<u", \/Tsin (];)> <C (i>4
Finalement, on obtient que
2 +oo
<oy

o Zan (35)) < (5 ) 819

Ainsi, si 'inégalité (3.12) était vraie, les estimations (3.14) et (3.15) sur la suite
(u™)pen+ définie par (3.13) conduiraient &,

VneN*, ui(T)=1 et (3.14)

<(C et

+0o0

D

j=1

[~

N

1 C
VneN, 1+4-—< =,
\/Sn n%

ce qui n’est pas possible lorsque [n — +o0]. O

Remarque 3.3.2. Ainsi, la norme H~1(0,T) définie par (3.11) ne correspond pas a la
norme usuelle définie par dualité. Cependant, la notation || - | g—» est utilisée dans ce
manuscrit car ces quantités apparaissent naturellement dans les dynamiques linéaires
et non linéaires de I’équation de Schrodinger. De plus, cela permet d’homogénéiser
écriture des estimations sur le controle en norme || || x (o 1y pour des k entiers positifs
et négatifs.

3.3.2 Notion de controlabilité utilisée

Dans toute la suite, on considére la notion suivante de contrélabilité qui, comme
la Définition 1.1.2, met en valeur I’hypothese de petitesse sur le controle.

Définition 3.3.3. Soient X un espace vectoriel normé de fonctions a valeurs complexes
définies sur [0, 1] et (E7, || - ||g,) une famille d’espaces vectoriels normés de fonctions
a valeurs réelles définies sur [0,7] pour T' > 0. Le systeme (3.10) est dit E-localement
controlable en temps petit (E-STLC) autour de ’état fondamental avec des cibles dans
X si pour tout T' > 0, pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout v,y dans
SN X avec ||t —1(0)||x < 6 et |1y — 1 (T)|x <, il existe u € L2(0,T) N Er avec
|ul|z, < € tel que la solution v de (3.10) associée a la condition initiale 1(0) = 1,
vérifie Y(T') = 1)y.
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Le but de mes travaux [42, 43, 44] est d’exhiber deux familles d’espaces (Ef )10
et (E;)r>o pour lesquelles I'équation de Schrodinger n’est pas E~-STLC mais est
néanmoins ET-STLC, en étudiant le développement de la solution autour de 1'état
fondamental. Le résultat d’obstruction fait ’objet de [43] et est présenté dans le Cha-
pitre 4. Le résultat de controlabilité en temps petit est donné dans [44] et décrit dans
le Chapitre 5. Enfin, le résultat de contrdlabilité en projection avec des estimations
simultanées sur le controle dans des normes faibles qui est central pour la preuve du
résultat positif de [44] est contenu dans [42] et présenté dans le Chapitre 6.

39






CHAPITRE 4

OBSTRUCTIONS QUADRATIQUES
POUR L’EQUATION DE SCHRODINGER

4.1 Commentaires bibliographiques

Beauchard et Marbach ont montré dans [22], pour des systémes de controle de di-
mension finie, que lorsque le systéme linéarisé n’est pas contrélable, 'alternative est la
suivante : soit I’état est contraint a vivre dans une variété a un terme de reste cubique
pres; soit le terme quadratique fait dériver la solution par rapport a cette variété ce
qui empéche la controlabilité. Cette dérive a lieu le long d’un crochet de Lie explicite
de longueur (2n + 1), est quantifiée par la norme H ™" du contrdle et est valable pour
des contréles petits en norme W?2"=3° pour un certain n € N* (voir Théoréme 1.4.23).

Pour des équations aux dérivées partielles, ce genre d’obstructions quadratiques a
déja été observé sur I’équation de Schrodinger [25, 58], de Burgers [104], sur une classe
d’équations paraboliques non linéaires [23], pour I’équation de Korteweg-de Vries [63] et
le systeme du bac d’eau [64]. Tous ces résultats reposent sur 'obtention d’une inégalité
de coercivité sur la solution similaire & (3.3), impliquant une norme H~* du controle.

— Dans [58], Coron considére une particule quantique dans un puits de potentiel
qui se déplace le long d'une droite. L’auteur nie la contrélabilité simultanée de
la fonction d’onde de la particule, la vitesse et la position du puits de potentiel
pour des contrdles petits en norme L? en montrant une inégalité de coercivité
faisant intervenir la norme H ! du controle. Par la suite, Beauchard et Moran-
cey utilisent une inégalité similaire pour nier la L*°-STLC pour une particule
quantique dans un puits de potentiel fixe lorsque seulement la fonction d’onde
est controlée.

— Dans [104], Marbach considére une équation de Burgers. Dans son cas, la forme du
terme quadratique ne permet pas de montrer de maniére directe son caractere
signé. Un changement d’échelle en temps est alors effectué afin d’obtenir une
nouvelle équation avec une viscosité petite. Cela permet de faire le développement
asymptotique du terme quadratique par rapport a ce parametre, d’obtenir la
propriété de coercivité recherchée qui fait intervenir la norme H~%/4 du controle
et de mnier la L?-STLC. C’est la premiére fois qu'une obstruction quadratique
quantifiée par une norme de Sobolev non entiére est observée.

— Dans [23], Beauchard et Marbach montrent, pour des équations paraboliques avec
des non linéarités particulieres, des inégalités de coercivité faisant intervenir la
norme H ™% du controle avec s > 0 entier ou non.

— Pour I'équation de KdV, posée sur un domaine de longueur critique et avec
contréle au bord, Coron, Koenig et Nguyen prouvent une inégalité faisant inter-
venir la norme H~2/% du controle, empéchant la H'-STLC. La preuve repose sur
la caractérisation des contréles amenant la solution du systéme linéarisé de zéro
a zéro grace au théoreme de Paler-Wiener.

— Enfin, pour un systéme de bac d’eau modélisé par des équations de Saint- Venant,
Coron, Koenig et Nguyen montrent que le terme d’ordre 2 posseéde une propriété
de coercivité H™! ce qui permet de nier la controlabilité pour des controles petits
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en norme C° pour des temps grands. Ainsi, contrairement aux résultats précé-
dents, 'asymptotique temps petit n’est pas utilisée pour montrer le caractere
signé du terme quadratique.

Dans ce contexte, 'objectif de [43] est double.

Objectif 4.1.1. Beauchard et Marbach soulignent dans [22] que I’hypothese de peti-
tesse optimale sur le controle pour observer la premiere dérive des systémes affines est
celle liée & I’espace W1, Ainsi, le premier objectif de [43] est d’améliorer le résultat
de [25] et de montrer que la premiére dérive permet de nier la W~1>°-STLC.

Objectif 4.1.2. Le deuxieme objectif est de faire I’étude systématique de toutes les
dérives entiéres. Dans [43], on donne un jeu d’hypothéses sur p pour lequel on observe
une dérive quantifiée par une norme H " du controle, ce qui permet de nier la H?"3-
STLC pour tout n € N*.

Une telle étude en dimension infinie a seulement été menée sur des équations pa-
raboliques dans [23]. Cependant, les auteurs montrent que la n-iéme dérive permet de
nier la H*"*2.STLC tandis que la norme optimale en dimension finie est celle don-
née par I'espace W2"~3 (au sens ou il existe des systémes de dimension finie qui ne
sont pas W2"=3°.STLC a cause de cette dérive mais qui sont W?2"~+*_STLC). Pour
I’équation de Schrédinger, on récupere 1'exposant optimal de régularité sur les controles
pour observer les dérives entieres.

4.2 Résultat principal de [43]

Soit n € N*. Commencons par énoncer les hypothéses sur le moment dipolaire
u qui permettent d’observer la n-iéme dérive pour I’équation de Schrodinger (3.10).
On considére p au moins dans H3((0,1),R), pour assurer le caractére bien posé de
Iéquation de Schrodinger (3.10) et qui vérifie les deux conditions suivantes.

(H1)k Il existe K € N* tel que (e, px) = 0.
(H2)K,n La suite (Cj = (M@la ¢j><:U’SOK7 cpj>)jgN* vérifie

400
> 5"ejl < oo, (4.1)
j=1
AP ;— P 12()\ _M() ()‘K_Aj)pil(Aj—)\l)pilcj:0, (4.2)
Vpe{l,...,n—1},
n - A+ A . .
= ' Z ( 1K> Ak = X)" 1 = A)" e #0. (4.3)

De maniére heuristique, ’hypothese (H1)k signifie que la direction pg est perdue
au niveau linéaire et (H2)k n que le terme quadratique dominant est [|u,||3,. Ainsi,
dans une asymptotique de contrdles petits (dans une norme a préciser) pour laquelle
le reste cubique est négligeable devant la dérive, le terme dominant de la solution %
de Schrodinger (3.10) le long de la direction perdue est donné par

T
(T, pre 7Ty ~ A"/ uy, (t)2dt.
0

Pour faire le lien entre les hypotheses (4.2)-(4.3) et les conditions connues en dimen-
sion finie énoncées en termes de crochets de Lie, on peut montrer le résultat suivant.
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Proposition 4.2.1. Soit p € N*. Si pu est dans H?(0,1) telle que p®"*tY(0) =

pP (1) = 0 pour tout n = 0,...,p — 2 (sans conditions de bords lorsque p = 1)

alors

(=pr
2

ot les crochets de Lie sont bien définis et sont des commutateurs d’opérateurs.

Af = ([ad%y (1), ad (1) 01, @) (4.4)

Démonstration. Pour simplifier, la preuve est présentée seulement pour p = 1 et 2. La
preuve pour p € N* quelconque est similaire.

Cas p = 1. Soit u € H?(0,1). D’abord, pour tout a,b € N*, on a

(>\a - /\b)(lwa, ‘Pb> = (M@aa ()‘a Id _A)‘Pb> = _<a’d}4(:u’)90a7 S0b>7 (45)

car A est auto-adjoint sur D(A) et ¢y, pp, sont dans D(A) lorsque p est H?(0,1).
Ainsi, en utilisant 'expression (4.3), que (¢;);jen+ est une base hilbertienne et I’anti-
symétrie de Popérateur adli(x) sur D(A), on obtient

—+o00 +o00
2A% = > _(Aj — M), 03) (0, 05) + (N — Ak ) (et 05) (nerc, ©;)
j=1 Jj=1
+o00 ) +00 )
= (ady(u)er, o5) (e, 05) + > (uer, o) (ady (1) ek, 5)
j=1 j=1

= (ad}y ()1, pox) + (per, ady (o) = ([, adl (1)]e1, o).

Cas p = 2. Soit u € H*(0,1) telle que x/(0) = p/(1) = 0. On montre d’abord, en
utilisant (4.5), que pour tout a,b € N*,

(Aa = A)*(1a, o) = (ad)y (11)a, (A — A Id)ipp) = (ad% (1) a, 1),

car ¢y et ada(p)p, sont dans D(A). A partir de cette égalité, la preuve de (4.4) se
traite comme dans le cas p = 1. O

Ainsi, formellement (ou de maniere rigoureuse lorsque les hypotheses de la Propo-
sition 4.2.1 sont vérifiées), les conditions (4.2) et (4.3) peuvent s’écrire comme

Vpe{l...,n—1}, (fady (), ad’y (1)1, x) = 0
([ad’y (1), ad4 ()] o1, 0xc) # 0.

On retrouve I’hypothese algébrique énoncée par Beauchard et Marbach dans [22] sous
laquelle le terme quadratique provoque une dérive empéchant la W?2"~3-STLC pour
les systemes affines (1.2).

On peut alors énoncer le résultat principal de [43].

Théoréme 4.2.2. Soit (n, K) € (N*)2. Supposons que p vérifie (H1)g-(H2)k n. Si
n > 2 (resp. n = 1), alors l’équation de Schrodinger (3.10) n'est pas H*"~3-STLC
(resp. W—L>_STLC).

Plus précisément, il existe C' > 0 telle que pour tout A € (0, lﬁ—%), il existe T* > 0

tel que pour tout T € (0,T*), il existe n > 0 tel que pour tout uw € H**~3(0,T) (resp.
u e L*0,7T)) avec lull r2n—s30,7y < (resp. ||uillpeo,ry < 1), la solution v de (3.10)
avec la condition initiale 1(0) = @1 vérifie

—sign(A%)S(W(T), pre” ™M) > AllunlZ2oz) — ClW = )Mz (4.6)
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Remarque 4.2.3. Sous les hypotheses (H1)k-(H2)k n, les cibles suivantes ne peuvent
pas étre atteintes par la solution de 1’équation de Schrédinger (3.10), pour tout 6 > 0
suffisamment petit,

s = (\/ 1—02¢p +1 sign(A?()(SgoK> e~ MT,

En effet, comme la famille (¢;)jen+ est orthonormale, on a

Vo€ (0.1), s — r(Dlay = (VI— 02— 1)+ < 26
Ainsi, s'il existe u tel que ¢ (T) = 15 alors, I'inégalité de coercivité (4.6) implique que,
3§ > Aljug|32 — 206%,
ce qui est faux pour des ¢ suffisamment petits.

Exemple 4.2.4. Pour p(z) = z — 1, on peut calculer que (up1,p1) = 0 et A} = 1.
Donc p vérifie (H1)1-(H2)1,1 et le Théoreme 4.2.2 s’applique. Ainsi, pour le résultat
négatif de STLC de Coron dans [58], pour une particule quantique dans un puits de
potentiel qui bouge le long d’une droite, le contréle n’a pas besoin d’étre petit dans
L> mais seulement dans W5,

4.3 Stratégie de preuve

Dans cette section, on présente une esquisse de preuve du Théoréme 4.2.2. La preuve
complete se trouve dans le Chapitre 8. La preuve repose sur ’étude du développement
de la solution de I’équation de Schrodinger (3.10) autour de I’état fondamental jusqu’a
I'ordre deux. Formellement, on peut considérer

— le terme d’ordre 1, noté ¥, qui est solution du systéme linéarisé donné par,
10y = —02U — u(t)u(x)ir,
U(t,0) = ¥(t,1) =0, (4.7)
U(0,z) =0,

— et le terme d’ordre 2, noté &, qui est solution de

106 = —02¢ — u(t)u(x)V,
£(t,0) =¢&(t,1) =0, (4.8)
£(0,x2) =0.
On étudie alors le développement ¥ =~ 11 + ¥ + £ de la maniére suivante.
1. On montre que lorsque p vérifie (H1)k, la direction ¢ est perdue au linéaire.

2. On prouve que le terme quadratique se comporte principalement comme ||'U/nH%2
sous I’hypothese (H2)K n.

3. On prouve que le terme quadratique domine le développement et pilote le com-
portement de la solution non linéaire. Pour ce faire, on quantifie de maniere fine,
le reste cubique du développement.

4.3.1 Etape 1 : étude du terme linéaire

On résout explicitement (4.7) grace a la formule de Duhamel pour obtenir que,
+o0 t )
vte0,T], W(t)=1i) <<W1, ©;) / u(T)e%WM)TdT) W5 (). (4.9)
j=1 0

Ainsi, lorsque (H1)k est vérifiée, la direction ¢ est perdue au sens ou,

(¥(t),pr) =0, tel0,T]. (4.10)
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4.3.2 Etape 2 : étude du terme quadratique

La deuxieme étape consiste a montrer que le long de la direction perdue au linéaire,
le terme quadratique possede une propriété de coercivité quantifiée par la norme H "
du contréle lorsque 'on suppose (H2)k n.

Etape 2.1. En utilisant la forme explicite du terme linéaire (4.9) et en résolvant (4.8),
on obtient que le terme quadratique peut se mettre sous la forme

(€(T), pree=™NTy = /0 ) /0 L u(Ph(t, Ty drdt, (4.11)

ou h est un noyau explicite.

Etape 2.2. La clé pour faire apparaitre la coercivité de cette forme quadratique est la
régularité de h qui permet de faire des intégrations par parties pour obtenir

A n T 4
(E(T), pre™™Ty = =i 3 Ab, /0 (1) iR —A)(T) gy
p=1

T n
+/ un(t)/ wn (T)ORORR(t, 7)drdt + O (Zup(T)|2+THun|y§2(0T)), (4.12)
0 3

t
0 =
ott la notation O fait référence a une asymptotique (7', [|u1| o< (o,r)) — 0.

Etape 2.3. Ainsi, & condition que l'on puisse négliger les termes de bords, le terme
quadratique dominant est donné par |jup||2, ou p est I'indice du premier coefficient A%,
qui ne s’annule pas. Donc, lorsque I’on suppose (H2)k n, on obtient

SET), pre™T) = Qulun) + O | 3 [up(T)* + Tlunl720m) | » (4.13)

p=1

ou @), est la forme quadratique réelle donnée par

Qn(s) = — AT /0 " S0 cos(e — M) (t — T)dt + /0 L /0 ()OO R(t, 7)) drdt.

Etape 2.4. En étudiant la forme quadratique Q,,, on montre la propriété de coercivité
attendue : il existe T* > 0 tel que pour tout T € (0,7*) et u, € L*(0,T),

A% /OT wuy, (t)2dt. (4.14)

— sign( A7) Qn(un) > ]

Etape 2.5. Tl reste & montrer que les termes de bords (u,(T))p=1.. . peuvent étre
négligés devant la dérive [|uy,||?,. En montrant que le systéme linéarisé peut au moins
bouger dans n directions distinctes, on obtient que,

> lup(D)| = O (VTllunll 200y + lullFzgo,y + 18 = ) (Dl z20)) - (4:15)

p=1
Conclusion. Les estimations (4.13) et (4.15) conduisent alors &

S(ET), ey = Qulun) + O (Tlhull3 + ur[32 + (0 — o2)(D)[3:) . (4.16)

ou (), est une forme quadratique avec une ‘bonne’ propriété de coercivité.
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4.3.3 Etape 3 : estimation d’erreur sur le reste du développement

Pour montrer que la dérive domine dans le développement de la solution, il faut que
le reste du développement soit négligeable devant [u,|%,. Or, les estimations d’erreur
classiques faisant intervenir la norme L? du contréle ne permettent pas de faire cela.

Etape 3.1. Ceci motive Pintroduction d’un nouveau systéme, proche de I’équation
de Schrodinger (dans un sens a préciser) pour lequel une quantification du reste du
développement de la solution fait intervenir plutot la norme L? de la primitive du
controle. Ce nouvel état, noté 15, est défini par,

U(t,x) = P(t,z)e ™ O (¢ 2) € [0,T] x [0, 1], (4.17)
qui est solution du nouveau systeme

104 = —029 — iy () (20 ()0t + 1" (2)0) + ur (824 ()¢,

Y(t,0) = (¢, 1) = 0, (4.18)

$(0,2) = p1(x).

En introduisant ¥ (resp. €), le terme d’ordre 1 (resp. le terme d’ordre 2) dans le

développement de 1), on montre ’estimation d’erreur suivante,
(eI —py —F = (D), pxc) = O (hur o) - (4.19)

Cette estimation est réalisée pour des controles L? petits en norme W1, Le
facteur de phase est présent pour faciliter le retour a I’équation de Schrédinger (voir
'Etape 3.2). Il est important de noter que Beauchard et Morancey ont déja montré
dans [25, Proposition 3] une estimation d’erreur similaire mais dans une asymptotique
de controles petits en norme L?. Comme notre but est de nier la W~1>°-STLC pour
la premiere dérive, il est nécessaire de travailler dans cette asymptotique plus fine,
ce qui pose de nouvelles difficultés. En effet, I’étude du systeme auxiliaire (4.18) est
compliquée a cause de la perte de régularité induite par le terme azzZ. Des estimations
sur ce systeme sont néanmoins obtenues grace a des estimations d’énergie.

Etape 3.2. Comme ’équation de Schrodinger (3.10) et le systéme auxiliaire (4.18) ne
different que d’un facteur de phase (voir (4.17)), on déduit de I'estimation (4.19) sur
le systéme auxiliaire I'estimation suivante sur ’équation de Schrédinger,

(¥ =1 = U= )(T), 1) = O ([[wlf}2 + [ur (7)) . (4.20)

Le terme de bord ui(7") est géré grace a l'estimation (4.15). Il reste alors a montrer
qu’un tel reste cubique peut étre négligeable devant la dérive en ||un\|%2 Ceci est fait
grace aux inégalités de Gagliardo-Nirenberg qui donnent l'existence d’une constante
C > 0 telle que pour tout T > 0 et pour tout u € H>"~3(0,T),

leall32 0,y < € (1@l 2oy + T2l 207y ) Numl 320,09

Cette inégalité indique dans quelle asymptotique sur le controle la dérive domine tous
les termes du développement.

Concluston. Finalement, on obtient l'existence de C,T; > 0 tels que pour tout T' €
(0,Ty), il existe 71 > 0 tel que pour tout u € H?"3(0,T) avec [wa | oo 0,7y < s

(Y =1 =¥ = &)(T), oK)
< O ([T + [u® e + T2 Jul| 2] JunllFz + (6 = w0)(D)F:) . (4.21)
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4.3.4 Preuve du Théoréme 4.2.2

En regroupant ’étude des différents termes (4.10), (4.16) et (4.21) du développe-
ment de la solution, on obtient 'existence de C, T} > 0 tels que pour tout 7" € (0,77),
il existe 71 > 0 tel que pour tout u € H**=3(0,T) avec w1l oo 0,1y < M1,

S@T), e ™) = Qu(un)|
<O (|7 + WP 2 + T2 ul o] llunlF + (@ = 0)(D)]32) -

Posons A € (0, ATHK‘), T = min(Tl,% - %)7 T € (0,T%) et n := min(%—‘é%' -
%, (—lg}é' - %) T%"=3). Alors, pour tout u € H*"~3(0,T) avec ||ul| g2n—s( ) < 1, on

obtient
o —iM T\ ’A?{’ . 2 . 2
WD), e ) = Qulun)| < (FE —A) llunlFe + Cllw = o)D)

La coercivité de @, donnée par (4.14) permet alors de conclure.

4.4 Perspectives et probléemes ouverts

4.4.1 Optimalité du cadre fonctionnel dans le Théoreme 4.2.2

En étudiant le développement a 'ordre 3 de la solution de I’équation de Schrédin-
ger (3.10) dans le cadre du résultat positif de controlabilité (voir Chapitre 5), on a
observé que le terme cubique se comporte comme [y w1 (t)2us(t)dt (voir (5.12)). Ainsi,
Uestimation du reste cubique (4.20) n’est pas optimale.

Probléme ouvert 4.4.1. Lorsque p vérifie (H1)k-(H2)k n, peut-on prouver l’exis-
tence d’une constante C' > 0 telle que, dans une asymptotique (T, ||u1| =) — 0,

(=1 =¥ =)(T), )| < C ‘/{)TU1(t)2\uQ(t)!dt ? (4.22)

Ainsi, Pestimation (4.22) permettrait d’améliorer le Théoréme 4.2.2, par exemple
en niant la W2%°-STLC au lieu de la H3-STLC lorsque p vérifie (H1)k-(H2)k 3 grace
a I'inégalité suivante.

Lemme 4.4.2. Il existe C > 0 telle que pour tout T > 0 et u € W2>(0,T),

T
‘/0 wn (62 us ()] dt

_ 55
< C ([l + 7710 [[usl| 20,7y sl 320,19

Démonstration. Dans un premier temps, l'inégalité de Holder implique que

T
|/0 ()2 g (£) | dt

2
< HU1||L10/3(07T)||U2||L5/2(0,T)-
En utilisant les deux inégalités de Gagliardo-Nirenberg suivantes,

1 4 11
w2l zsr2 0,7y < CH“””iw(o,T)||“3||22(0,T) + CT w0 Jusl L2(0,7),
2 3 s
el roraomy < Cllw’ I Ee o sl E2o, 7y + CT 0 sl L20m),

on obtient le résultat. O
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4.4.2 Conditions de bords de Neumann

Une autre perspective pourrait étre de considérer ’équation de Schrodinger munie
de conditions de bords de Neumann, donnée par

{ iat¢(t7x) = —3§¢(t,$) - u(t)ﬂ($)¢(tax)a (tvx) € (O>T) X (07 1)7 (4 23)
Bub(t,0) = Byab(t, 1) = 0, t e (0,7). '

Encore une fois, ’étude de ce systéme est facilitée par la connaissance des éléments
propres du Laplacien-Neumann qui sont donnés par,

1, sik=1,
V2cos(knm-), sik#1.

Le caracteére bien posé de I’équation (4.23) et la controlabilité du systéme linéarisé
autour de I’état fondamental (g, u = 0) se traitent exactement comme dans le cas
Dirichlet. En particulier, dans le méme esprit que [19, Théorémes 1 et 4] (voir aussi le
Théoréme 2.4.2), on peut montrer le résultat suivant de contrélabilité locale.

VEeN, M= (kn)? et ¢ := {

Théoréme 4.4.3. Supposons que i est dans H?((0,1),R) et vérifie
c

il existe ¢ > 0 tell Vk e N Dp) > ———.

il ewiste ¢ elle que , (,u,cpk>_1+k2

Alors, le systéme (4.23) est L?-STLC autour de l’état fondamental.
Probléme ouvert 4.4.4. Lorsqu’il existe un entier K € N tel que {u, px) = 0, peut-

on trouver un jeu d’hypothéses sur u permettant d’observer n’importe quelle dérive
entiére pour l’équation (4.23) ¢

De nombreuses difficultés apparaissent lorsque 1'on essaie d’appliquer la stratégie
présentée dans la Section 4.3 dans ce cas. Tout d’abord, le noyau quadratique qui
apparait dans (4.11) n’est plus suffisamment régulier pour effectuer les intégrations par
parties permettant de faire apparaitre la propriété de coercivité comme dans (4.12).
De plus, I'utilisation du systéme auxiliaire (voir la Section 4.3.3) pour estimer le reste
cubique est compromise : les conditions de bords de Neumann sont transformées en
des conditions de Robin dynamiques, ce qui complique la manipulation de ce systeme.

4.4.3 Autres types de dérives

Les travaux de Marbach [104] puis de Beauchard et Marbach [23] et de Coron,
Koenig et Nguyen [63] ont mis en lumiere l'existence de dérives quadratiques fraction-
naires, c’est-a-dire quantifiées par des normes H ~* du contrdle avec s > 0 non entier.
Pour les équations paraboliques, dans [23], le terme quadratique se met sous la forme,

/0 ") /0 "Rt — T)drdt,

ce qui permet de relier ’étude de son signe au comportement en hautes fréquences
de la transformée de Fourier de h. Dans notre cas (voir (4.11)), le noyau n’apparait
pas sous la forme h(t — 7) ce qui ne permet pas de reproduire ce schéma de preuve.
Cette difficulté apparait aussi dans [104] que l'auteur résout en utilisant la théorie des
opérateurs intégraux faiblement singuliers (voir par exemple [133, 137]) qui fournit des
critéres de coercivité quantifiée par une norme de Sobolev non entiere.

Lemme 4.4.5. Soit L une fonction continue définie sur {(t,s) € (0,1)% t # s}. On
suppose qu’il existe k >0 et § € (%, 1] tels que,

IL(t,s)| < k|t — |2,
1
,8) — ,8)| < K|t — —37%7‘5, pour t—t| < =t — s,
L(t Lt s)| < klt —'|%|t 5

1
,8) — , 8 ) < K|s—s —S_%_(s, pour s—s| < =|t—s|.
L(t L(t,s)| < 19)t 5
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Alors, il existe une constante C(0) > 0 indépendante de L telle que,

VU € L*(0,1),  [(LU,U)| < kC@OUI3-1/1(0.1)-

Probléme ouvert 4.4.6. Peut-on observer des dérives fractionnaires sur l’équation
de Schrodinger (3.10) 2
4.4.4 Obstructions quadratiques pour un systéme de réaction-diffusion

La méthode employée pour faire I’étude systématique des dérives entieres sur I’équa-
tion de Schrodinger peut étre reproduite pour d’autres équations. Par exemple, consi-
dérons un systeme de réaction-diffusion de la forme

8ty1(t7x) yl(t CIZ) - yQ( ) + f(yQ(t, .CE)), (tvxg € EOaT) X (077‘-;7

Owya(t, x) — dO%ya(t, x) = u(t)x(z), (t,z) € (0,T) x (0,7),
y(t,0) = y(t,7) = 0, i e (0,7), (4.24)
(va) - yo(l‘), T e (Oaﬂ-)>

ot d € (0,+00), x € L2(0,7) et f € C3(R,R) telle que
Vy2 €R, f(y2) = ays +y3g(y2), avec a€R*et ge C'(R;R).

Lorsque v/d € Q, le systéme linéarisé autour de (0,0) perd une infinité de directions.
On peut alors se demander si les termes quadratiques empéchent la contrdlabilité du
systéme non linéaire (4.24) lorsque les controles sont petits dans des espaces réguliers.

Conjecture 4.4.7. Soit n € N*. Supposons qu'il existe (k, j) € (N*)? tels que k* = dj2

.....

Iénoncé). Alors le systéme (4.24) n’est pas localement contrélable a zéro en temps
petit : il existe C > 0, T* € (0,1), n* € (0,1) tels que pour tout T € (0,7*), pour tout

€ (0,n%), pour toute condition initiale (yo,0), pour tout contrdle u € H**=3(0,T)
(u € L>(0,T) si n = 1) avec |[ul|gzn-s0,) < 1 (avec ||u1|pecor) < nsin =1), la

solution de (4.24) vérifie
T
0
avec

(0. . 1 (i %) _
U= ay <1> sin(km-) + a; <_(11d)k2> sin(jm) et (aka a-dp) = 0.

La preuve d’un tel résultat fait 'objet d’un travail en cours avec Kévin Le Balc’h.

49






CHAPITRE 5

RESULTAT POSITIF DE
CONTROLABILITE MALGRE UNE
DERIVE POUR L'EQUATION DE
SCHRODINGER

Objectif 5.0.1. Lorsqu’il existe K € N* tel que le moment dipolaire y vérifie
(o1, ox) =0, A=Ak =0 et A #0,

par le Théoréme 4.2.2 de [43], ’équation de Schrédinger n’est pas H3-STLC. Le but de
[44] est de montrer que cette obstruction est présente uniquement pour des controles
petits dans H? et que I'on peut récupérer de la STLC dans un espace plus gros sous
les mémes hypotheses sur p.

Ainsi, en rassemblant les résultats des papiers [43, 44], la Question 3.2.5 sera résolue.

5.1 Commentaires bibliographiques

Le but est de réaliser ’Objectif 5.0.1 avec la stratégie de ‘power series expansion’
présentée dans [59, Chapitre 8] en dimension finie.

Cette stratégie est utilisée pour la premiere fois en dimension infinie dans [62] pour
prouver la STLC d’une équation de Korteweg-de Vries. Auparavant, Rosier a étudié
dans [123] la controlabilité de cette équation posée sur un intervalle (0, L) avec des
conditions de Dirichlet et un controle agissant sur la dérivée de la solution en x = L.
Rosier prouve que lorsque L n’appartient pas & un ensemble N de valeurs critiques, le
systeéme linéarisé autour de zéro est controlable et donc grace a un théoreme de point
fixe que le systéme non linéaire I’est localement. Lorsque L € N, Rosier montre que le
systeéme linéarisé n’est pas contrélable a cause de I'existence d’un espace de dimension
finie M de cibles non atteignables.

— Pour des longueurs critiques telles que M est de dimension 1, Coron et Crépeau
récupérent dans [62] la contrdlabilité en temps petit en étudiant le développement
de la solution jusqu’a 1’ordre trois, le terme d’ordre deux s’annulant.

— Dans [51], Cerpa utilise la méme approche pour traiter d’autres longueurs cri-
tiques. Dans son cas, M est de dimension 2 et un développement a 1’ordre deux
suffit pour récupérer de la contrélabilité mais seulement en temps long.

— Ensuite, Cerpa et Crépeau prouvent dans [53] la controlabilité en temps long
pour n’importe quelle longueur critique en combinant les méthodes de [51, 62].

Pour plus de précisions sur ces résultats, le lecteur pourra également se référer a ’ar-
ticle de synthese [52] de Cerpa.

Cette méthode a également été utilisée pour I’équation de Schréodinger.
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Résultat positif de controlabilité malgré une dérive pour Schrodinger

— Dans [13, 17], les auteurs montrent la contrdlabilité d’une particule quantique
dans un puits de potentiel de longueur variable en dimension 1. La preuve repose
sur un argument de compacité qui nécessite la controlabilité locale autour de tra-
jectoires périodiques, obtenue par test linéaire ou en étudiant le développement
de la solution a I’ordre deuz lorsque le systeme linéarisé perd une direction.

— Dans [25], les auteurs utilisent aussi un développement & 1’ordre deuz pour ré-

cupérer la controlabilité en temps long avec des contrdles L? de 'équation de
Schrodinger (3.10).

De plus, pour une équation parabolique avec une non linéarité bien choisie, Beau-
chard et Marbach montrent dans [23] que le terme quadratique aide a récupérer une
infinité de directions perdues au linéaire. A ce jour, ce phénoméne a seulement été
observé sur ce type d’équations.

Enfin, cette stratégie sert aussi & montrer des résultats de stabilisation (voir par
exemple [57, 65, 66]).

Ainsi, & notre connaissance, [44] contient le premier résultat de contrélabilité en
temps petit, réalisé grace a un développement de la solution a 1’ordre trois, malgré la
présence d’un terme quadratique signé.

5.2 Résultat principal de [44]

Commencgons par donner un jeu d’hypotheses sur le moment dipolaire p permettant
de récupérer la STLC malgré une dérive quantifiée par la norme H 3 du controle.

(H,eg) La fonction p est dans H1((0,1),R) avec les conditions de bords suivantes

(0) = (1) = u®(0) = (1) = 0. (5.1
(Hyin) I existe K € N* — {1} et ¢ > 0 tels que
(1, oK) =0, (5.2)

. « c
Vi e N —{K}, [(ue1,95)] = —.

7
(Hquaa) Les coefficients quadratiques (par rapport a p) (A%.),—1 23 définis par (4.3)
vérifient,

Al =0, (5.4)
A3 =0,
A3 #0.

(Heup) Le coefficient cubique (par rapport & p) suivant est non nul,

+o0o
Cr =Y (A = Aj) (o1, 05) (1 0xc, @)
j=1
+oo
= (N = Ar) (g, o) (WPe1, 05) # 0. (5.7)
j=1

Remarque 5.2.1. Lorsque p vérifie (H,eg), des intégrations par parties et le lemme
de Riemann-Lebesgue permettent de montrer que

= 7:62;7 ((—1)j+qu(5)(1) — u(5)(0)> +H0+oo <317> . (5.8)

Ainsi, les séries considérées dans (5.4), (5.5), (5.6) et (5.7) convergent absolument.

VC] S N*a <:U'QOCI790]'>
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Remarque 5.2.2. D’apres la Proposition 4.2.1 et en montrant un résultat similaire
pour le coefficient cubique, les hypotheses (Hquad) €t (Heub) peuvent s’écrire formel-
lement comme

Vp € {1,2}, (fady (1), ad% ()1, 0x) = 0, ([ad? (), ad% ()] 1, k) # 0,
et (fad} (), [adi(n), add ()1, i) # O-
Donc, en admettant que sous (Hyy, ), U'espace des directions atteignables par le systéme

linéarisé est donné par Sy = Vect(yp;; Vj € N* — {K}), les hypotheses (Hjin)-(Hquad)-
(Heyp) impliquent que

Sy > [ad%(n),ad? (1)](¢1)  est combinaison linéaire de
crochets de Sy et de [adl(p), [adY (1), ad’ (1)]](¢1) € Ss.

Finalement, (Hiin)-(Hquad)-(Hcub) correspondent donc a supposer que la condition
S(0) de Sussmann (voir Théoréeme 1.4.22) est vérifiée pour le systéme de dimension
infinie (3.10).

Ainsi, les hypotheses (Hjin)-(Hquad )-(Heub) impliquent que, dans une asymptotique
de controles petits (dans un sens a définir), le long de la direction perdue, la solution
1 de I’équation de Schrédinger se comporte comme

. T T

(W(T), prce= Ty ~ —i A3 / us(D)2dt + iCx / w(®us(t)dt.  (5.9)
0 0

On a affaire a une compétition cubique/quadratique qui est gagnée par le terme cubique

lorsque les contréles sont petits dans des espaces peu réguliers, ce qui donne lieu au

résultat de contrdlabilité suivant qui est le résultat principal de l'article [44].

Théoréme 5.2.3. Soit pu vérifiant (Hyeg)-(Hiin)-(Hquad)-(Heup ). Alors, U'équation de

Schrédinger (3.10) est H3-STLC avec des cibles atteintes dans H(lol).

La preuve complete de ce théoréme se trouve dans le Chapitre 9.

5.3 Meéthode lorsque le systeme linéarisé perd un nombre
fini de directions

Avant de s’intéresser a l’équation de Schrodinger (3.10), la premiere partie de
[44] est dévouée a I’élaboration d’une approche systématique pour récupérer la STLC
lorsque le systéme linéarisé est contrélable ‘4 codimension finie prés’, ¢’est-a-dire qu’il
existe un espace M de dimension finie de cibles non atteignables. En substance, on
montre que les ingrédients suivants suffisent & prouver un résultat de controlabilité.

Ingrédient 1 : Identifier le cadre fonctionnel pour le caractére bien posé. Etant donné
un systeme & = f(x,u) ou I'état * = x(t) peut vivre dans un espace de dimension
finie ou infinie, on trouve d’abord un espace X de Banach et une famille (E7, || - || g,)
d’espaces de Banach de fonctions définies sur [0, 7] tels que

VYT >0, Vxge X, VYuc€Erp, (T u, xp) € X.

Ingrédient 2 : Bouger contintiment le long des directions perdues au linéaire. Comme
expliqué dans le Chapitre 3, dans notre approche, les mouvements selon les directions
perdues doivent étre réalisés avec une certaine continuité afin de permettre d’appliquer
le théoréeme de point fixe de Brouwer par la suite. Plus précisément, il s’agit de trouver
une base de M de vecteurs E-contintiment approchables en temps petit au sens suivant.
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Définition 5.3.1. Un vecteur £ € X est dit E-continiiment approchable en temps
petit s’il existe une fonction continue Z : [0,400) — X avec Z(0) = £ telle que pour
tout T' > 0, il existe C, p,s > 0 et une fonction continue b € (—p, p) — up € Ep tels
que

e (—pop), Ile(Ts w, 0) = BE(D)|y < OB avee [lugllp, < CP°. (5.10)

Pour réaliser de tels mouvements, on peut utiliser des contrdles oscillants qui per-
mettent de se placer dans un régime ou le terme cubique domine le quadratique. Puis,
on se sert d’un tel terme non signé pour bouger dans la direction souhaitée.

Remarque 5.3.2. En dimension finie, la définition utilisée est plutot la suivante (voir
[77, 78, 88]) : £ € X est un vecteur tangent d’ordre m s’il existe une famille (ur)r=
de controles telle que z(T'; ur, 0) =T™E+ o(T™) lorsque T' — 0. Notre définition est
différente car elle autorise des constantes dans (5.10) qui explosent lorsque 7' — 0.

Ingrédient 3 : Controlabilité en projection pour le systéme non linéaire. En appliquant
le théoreme d’inversion locale a 'application qui, a un contrdle, associe la projection
de I’état final sur H, ’espace des directions controlables au linéaire, on montre que le
systéme non linéaire atteint en projection n’importe quelle cible de H assez petite.

Conclusion. En combinant les mouvements selon M et H avec le théoréme de point
fixe de Brouwer, on récupere la controdlabilité locale du systéme non linéaire.

Cela conduit au théoreme ‘boite noire’ suivant qui donne un jeu d’hypotheses sur
un systeme de contrdle permettant d’obtenir un résultat de STLC lorsque le systeme
linéarisé perd un nombre fini de directions.

Théoréme 5.3.3. On suppose que pour tous Th,To > 0, pour tout (u,v) € Eq, X Ep,,
la concaténation de deux controles définie par uffv := ulg )y + v(- — T1) Ny 741
est dans Ery 1, et vérifie [|u#v|pr o, < |ullpy, + [VlEs,- On suppose de plus que
les hypotheéses suivantes sont satisfaites.

(A1) Pour tout T > 0, lapplication Fr : X x Er — X est de classe C? au voisinage
de (0,0) avec Fr(0,0) =0.

A2) Pour tout x € X, lapplication T € R* — dFr(0,0).(x,0) peut étre étendue
J’_
contintiment en zéro par dFy(0,0).(z,0) = x.

(A3) Pour tous T1,T> >0, x € X et (u,v) € Ep, X Ep,,
Fr+1, (2, u#v) = Fr,(Fr, (z,u),v).

(A4) L’espace H := Im dFr(0,0).(0,-) ne dépend pas du temps, est fermé et de codi-
mension finie.

(A5) Il existe M un supplémentaire de H qui admet une base de vecteurs E-contindment
approchables en temps petit.

Alors, pour tout T > 0, lapplication Fr est localement surjective depuis zéro : pour
tout n > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout xy € X avec ||xf||x < 9, il existe uw € Er
avec ||ul|g, < n tel que Fr(0,u) = ;.

5.4 Application du théoreme boite noire a I’équation de
Schrodinger

Le but de cette section est d’utiliser le Théoréme 5.3.3 pour prouver le Théo-
reme 5.2.3.
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5.4.1 Caractére bien posé de I’équation

Lorsque p vérifie les conditions de bords (5.1), le cadre fonctionnel pour le caractere
bien posé de 'équation de Schrodinger (3.10) est (u € HE, ) € H(O)) d’apres [42,
Théoreme 2.1] (voir Chapitre 6). Ainsi, dans notre cas X = H(lol) et Ep = H3(0,T).

5.4.2 Développement de la solution autour de 1’état fondamental

Pour montrer que I’on peut bouger selon les directions perdues au linéaire au sens
de la Définition 5.3.1, on cherche d’abord a quantifier le développement (5.9). Pour
ce faire, on étudie le développement de la solution de I’équation de Schrodinger (3.10)
autour de I’état fondamental jusqu’a 1’ordre trois. Formellement, on peut considérer

— le terme d’ordre 1, noté ¥, solution de (4.7),
— le terme d’ordre 2, noté &, solution de (4.8),

— et le terme d’ordre 3, noté (, solution de

i0,C = —02¢ — u(t)u(2)E,
¢(t,0) = (¢, ) =0, (5.11)
¢(0,z) = 0.

On veut alors récupérer diverses informations sur le développement ¢ ~ 1 + W+ £ 4.
1. On montre que la direction ¢x est perdue pour le terme linéaire ¥ sous (Hyy).

2. On prouve que le terme quadratique le long de ¢k se comporte comme f(;‘r us(t)2dt
lorsque ’on suppose (Hquad)-

3. On prouve que le terme cubique le long de ¢ i se comporte comme fOT u (t)2ug (t)dt
lorsque 'on suppose (Heyp).

4. Enfin, on montre que tous les autres termes du développement sont négligeables
devant le terme cubique.

Les objectifs 1. et 2. sont réalisés exactement comme dans [43] (voir Section 4.3) et
donc ne sont pas discutés de nouveau ici. L’objectif 3, tres similaire au 2, se traite en
résolvant explicitement (5.11) avec les expressions explicites de ¥ et & pour obtenir,
lorsque u1(T') = 0, que

T t ~
) (@) =i [ (0 [ (o) Rt )dra
+i /0 Tul(t) /0 t uy (7)2k2,, (¢, 7)drdt
—/OTul(t) /Ot wn () /OT w ()RS (1,7, s)dsdrdt, (5.12)

ou (%iub)i:1’273 sont des noyaux explicites. Dans une asymptotique de temps petit, le
troisieme terme est négligeable devant les deux autres; le premier se comporte princi-
palement comme ik, (0,0) fOT u1(t)?ug(t)dt et le deuxieme similairement.

Comme dans la Section 4.3.3, en passant par I’étude du systéme auxiliaire (4.18),
on montre 'estimation d’erreur suivante sur le développement,

I = 1 = ¥ — € = Cllpmqomizom = © (lmaliom + (D)), (5.13)

ou la notation O réfeére ici a une asymptotique (7' ||ul| g2(0,1)) — 0.
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Ainsi, lorsque u1(T) = 0, le comportement de la solution le long de la direction
perdue est donné par

kouw. i (£, 7)dTdt

Ul(t)z /Ot (75} (T)

T t ~
i [ w) [ o)l rydrdt+ 0 (Jusla + unlif + ) (5:1)

() vy =i [

0

5.4.3 Bouger selon les directions perdues

Comme la solution de Schrédinger est complexe, pour utiliser le Théoreme 5.3.3,
on doit montrer que la solution peut bouger selon les deux directions (réelles) px et
1w perdues au linéaire.

Etape 1. Bouger continiment selon i@ . Dans un premier temps, on prouve l’existence
d’une application continue b € R + wy, € HZ(0,2T) telle que

1275w, @1) = a(2T) = ibypse (2T a < CPBI2 et [l g < CIJr. (5.15)

On réalise ce mouvement en deux étapes.
— D’abord, on initie le mouvement selon ipg grace a des controles oscillants.

— Puis, on corrige de maniére exacte les autres composantes.

Etape 1.1. Mouvement selon ipk . En utilisant le terme cubique dans le développement
(5.14), on construit une application b € R — w, € HZ(0,T) continue telle que, pour b
suffisamment petit,

(T up, 1), e (T)) —ib| < CIBITE avee [[upl o,y < ClbI7T. (5.16)

Cette famille de controles est donnée par

up(t) = sign(b) || ™ (!b\t4 ) avec ¢ € C°(0,1) t. q. /1 ¢"(0)2¢ (0)df = Ci
a1 0 K
(5.17)

Cependant, a la fin de cette étape, I'erreur le long des directions ‘linéaires’ (¢;) jens—{x}
est potentiellement ‘grande’.

Etape 1.2. Correction des autres composantes. Dans un deuxieme temps, on corrige
donc ces composantes en utilisant la controlabilité exacte en projection sur H =
Vect(¢;; j € N* — {K}) obtenue par test linéaire. Ainsi, on obtient I'existence d’un
controle v, € H3(T,2T) tel que

PY(2T; vy, 1) = Pun(2T) avee |lvpll gz(ror) < I9(T5 s, 1) =1 (D)llgy s (5.18)

ou P désigne la projection orthogonale sur H. Comme la solution vérifie déja (5.16) au
temps 7', pour montrer (5.15), il reste alors & montrer que

(2T wy, 1), i (2T)) = ((T; wy, 1), vxc (T))] < CJbl 52, (5.19)

en notant wy, := upl(o 7y + vp1(27). La preuve de cette estimation est le coeur de [44]
et requiert certaines technicités.

— Dans un premier temps, il s’agit d’estimer le terme de gauche de (5.19) par
rapport a 'action du controle sur [T, 27]. Comme le terme linéaire disparait le
long de ¢k, on s’attend a obtenir une estimation quadratique du type

[ 2T; wy, ©1), ¥k (2T)) — (G(T; wp, o1), ¥ (T)] < Cllvsl| 7227
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Cependant, une telle estimation combinée a I’estimation (5.18) sur v, ne permet
pas de montrer (5.19). Ainsi, en utilisant 'analyse (5.14) du comportement de la
solution le long de la direction perdue, on montre plutot que,

[((2T), Y (2T)) — (H(T), ¥x (T))]
= O(HWBH%z(o,zT) + w2 0.0m w2l 1 0 21) + 1wt 171027

a2y o 21 027y + ol oe oy o 32 2y )+ (5.20)

— Néanmoins, si on utilise (5.20) avec I'estimation (5.18) sur v, dans H2, on perd
toute la précision gagnée dans (5.20). Ainsi, dans un deuxiéme temps, on montre
que 'application du théoreme d’inversion locale peut étre raffinée pour obtenir
des estimations simultanées du controle v, dans des normes faibles,

ool n (1 21y < CHlY(Ts wp, 1) — 1/J1(T)HH55;+7(0,1), m=-3,...,2. (5.21)

La preuve d’un tel résultat n’est pas immédiate et fait 'objet de [42] qui sera
discuté dans le Chapitre 6.

Ainsi, en estimant la valeur finale ¢(T; up, 1) & la fin de ’Etape 1.1, en utilisant les

estimations (5.21) sur vy, des estimations sur u; provenant de sa construction (5.17)
et (5.20), on montre (5.19) ce qui conclut la preuve de (5.15).

Etape 2. Bouger continiment selon ¢x . Dans un second temps, on montre existence
d’une application continue b € R — v}, € Hg(O, T) telle que, pour b suffisamment petit,

AT v, 1) = wn(T) = bk (Dl gy < CIbJ5E et [log]lgz < Clolar. (5.22)

Contrairement & I'Etape 1, ce mouvement n’est pas réalisé en étudiant le développe-
ment de la solution. En fait, (5.22) découle directement de 'Etape 1 en exploitant un
phénomene de rotation dans le plan complexe en ’absence de contréle. Plus précisé-
ment, en considérant la famille de controles (wy)per construite a I’Etape 1, on montre
que, pour (o, [3) assez petit,

[wBT; watt0p ry#ws, 91) = ¥ (3T) — (BF AT Lia)y(3T))| ,
(0)

< Cl(a,B)5.
AiHSi, pour tout T € (0, m) et b € R, en prenant 6 = —m et
a = —pcos(2(Ax — A1)T), on obtient bien une famille (vp)per vérifiant (5.22).

Remarque 5.4.1. Cette construction s’inspire de [83, Théoréme 6] ou Hermes et
Kawski montrent que si V(0) est un vecteur tangent de & = fo(x) + ufi(z) pour un
certain crochet de Lie V' de fy et fi alors [fo, V](0) est aussi un vecteur tangent.

Conclusion. Ainsi, on vérifie que I"équation de Schrodinger (3.10) satisfait toutes les
hypotheses du Théoréme 5.3.3 ce qui permet de prouver le Théoreme 5.2.3.

5.5 Perspectives et problemes ouverts

5.5.1 Gérer différents types de compétition

Pour I'équation de Schrodinger, si on se place dans le cadre de la deuxiéme dérive,
c’est-a-dire qu’a la place de (Hgyuad), on suppose seulement que
(Hquaa) Ak =0 et A% £ 0,
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le terme quadratique dominant est fOT ua(t)?dt et permet de nier la H'-STLC d’aprés
[43, Théoréeme 1.3] (voir aussi le Théoreme 4.2.2). Récupérer un résultat positif comme
le Théoréme 5.2.3 dans ce cas semble compliqué car le terme cubique en fOT uq (t)?us(t)dt
ne peut pas absorber simultanément ce terme quadratique et le reste quartique donné
par (5.13) d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante,

2
/OTul(t)2u2(t)dt g/OTug(t)2dt/oTu1(t)4dt.

Probléme ouvert 5.5.1. Lorsque p vérifie (th)—(ﬁquad)—(chb), Uéquation de Schro-
dinger est-elle L>-STLC ?

Une meilleure estimation du reste que (5.13) est sans doute nécessaire pour traiter
cette question.

Une autre perspective serait d’illustrer a 'aide du Théoréme 5.3.3 une compétition
autre que quadratique/cubique, comme par exemple entre un terme d’ordre 4 et un
d’ordre 5. Cependant, cela demanderait de poursuivre le développement de I’équation
de Schrodinger encore plus loin, ce qui peut étre limité par la technicité calculatoire
que cela requiert.

5.5.2 Gérer plusieurs/une infinité de directions perdues

Lorsque p vérifie (Hyy ), seule une direction (complexe) est perdue au linéaire. Si &
la place, on suppose seulement que

(Hin) p®(1) £ u®)(0) # 0,
dans [25, Théoréme 1.5] (en adaptant le cadre fonctionnel), les auteurs montrent qu’un
nombre fini de directions sont perdues au linéaire, qui sont récupérées en temps long,
a l'aide des termes d’ordre supérieur. On peut alors se demander si le Théoreme 5.3.3
permet de rattraper la controlabilité en temps petit dans ce cadre.

Probléme ouvert 5.5.2. Lorsque p vérifie (Hy,), Iéquation de Schridinger (3.10)
est-elle H2-STLC ?

Pour le systeme de réaction-diffusion (4.24) présenté dans la Section 4.4.4, lorsque
d € Q, une infinité de directions sont perdues au linéaire. Pour des controles petits
dans des espaces réguliers, le terme quadratique induit une dérive qui empéche la
contrdlabilité. Pour récupérer a I'inverse un résultat de contrélabilité pour des controles
petits dans des espaces plus faibles grace au Théoreme 5.3.3, il faudrait étre capable
de supprimer I’hypothese de codimension finie sur H, l'espace des cibles atteignables
au linéaire.

Probléme ouvert 5.5.3. Peut-on généraliser le Théoreme 5.3.3 lorsque ’espace des
cibles atteignables au linéaire n’est pas de codimension finie ¢ En particulier, quelles hy-
pothéses faudrait-il mettre dans (A5) sur la famille infinie de vecteurs E-continiment
approchables en temps petit ?

5.5.3 Controélabilité de I’équation de KdV

L’étude de I’équation de KdV donnée ci-dessous, a aussi été menée en étudiant
les termes quadratique et cubique du développement de la solution autour d’un état
d’équilibre,

Yt + Yo + Yzzz + YYz = 0, (t7 l‘) € [07 T] X [07 L],

y(t,0) =y(t,L) =0, t € 0,7, (5.23)
Yz (t, L) = u(t), t €10,T].

o8



Résultat positif de controlabilité malgré une dérive pour Schrodinger

Plus précisément, Coron et Crépeau ont montré dans [62] que, pour une longueur
critique du domaine pour laquelle le systéme linéarisé n’est pas contrélable, I’équation
de KAV (5.23) est L2-STLC.

Théoréme 5.5.4. Soient k € N*, L = 2kmw et T > 0. Alors, il existe r > 0 tel que
pour tout (yo,yr) € L*(0,L)? avec Iyollz20,)y < 7 et lyrllzzo,0) < 7, il eviste une
trajectoire

(y,u) € C([0,T], L*(0, L)) N L3((0,T), H'(0, L)) x L*(0,T)
de (5.23) telle que y(0,-) =yo et y(T,-) = yr.

Rosier avait indiqué dans [123] que lorsque L = 2k, le systéme linéarisé autour
de zéro est contrdolable a ‘codimension 1 pres’ : seule la direction 1 — cos est perdue
au linéaire. Ainsi, pour récupérer la STLC du systéme non linéaire, Coron et Crépeau
montrent dans [62, Proposition 8] que le terme cubique du développement de la so-
lution permet de bouger dans les directions +(1 — cos) en ne bougeant ni au niveau
linéaire ni au niveau quadratique. Plus précisément, les auteurs montrent 1’existence
de (ut,vy,ws) € L2(0,T)3 tels que si (o, B+,7+) sont solutions de

Qty + Aty + QAtpgy = 0’
as(t,0) = ax(t,L) =0, (5.24)
Ozix(t, L) =uy(t),

de
Biy+ Biy + Bigye =0,
ﬁix(tv L) = Ui(t)v
et de
T+t + =" + Vtzzz = 07
Vi(tv 0) = 7i<t7 L) =0, (526)
’Yiz(tv L) = w:t(t)’
alors

ayr(T,z) =0, BL(T,x)=0 et ~vL(T,z)==+(1— cos(z)).

En utilisant de plus la controlabilité exacte du systéme linéarisé sur Vect(1 — cos)™,
Coron et Crépeau construisent alors dans [62, Lemme 12] une famille de controles
(u2).er2(0,1) telle que pour tout 2 € L?(0, L) suffisamment petit,

4
1y(T; uzs 0) = 2llL2 00y < O3

Un théoreme de point fixe permet alors de conclure quant a la controlabilité de 1’équa-
tion de KdV.

Ce résultat s’inscrit dans le cadre de lapproche systématique pour récupérer de la
STLC lorsque le systéme linéarisé perd un nombre fini de directions, développée dans la
Section 5.3. Ainsi, on peut revisiter la preuve originelle de [62] et voir le Théoréme 5.5.4
comme une conséquence du Théoreme 5.3.3. Pour cela, pour T' > 0 fixe et L = 2k,
on considere 'application entrée-sortie donnée par

Fr:L*0,L) x L*(0,T) — L*0,L) x L*(0,L)
(Yo, u) — (Yo, y(T5 u, yo)),

ou y est la solution de (5.23) associée a la condition initiale y(0) = yo.
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(A1)

D’apreés [62, Proposition 14], pour tous yo € L?(0,L) et u € L?(0,T), il existe
une unique solution y € C([0, T, L?(0, L)) N L?((0,T), H*(0, L)) de (5.23). Ainsi,
la fonction Fr est bien définie. De plus, Fr est de classe C'' au voisinage de (0, 0)
et sa différentielle en (0,0) est donnée par

dF7(0,0).(20,v) = (20, 2),

ou z est solution de I’équation de KdV linéarisée autour de (0,0) donnée par,

2t + 2y + Zgzz = 0, (t,z) € [0,T] x [0, L],

A4,0)=2(t, L) =0, tel0,T),

2ot L) = v(8), te0,T], (5.27)
2(0,2) = zo(z), x € [0, L].

La preuve du caractére C? de Fr est laissée au lecteur.
La continuité sur [0,77] des solutions de (5.27) implique que pour tout zp €
L?(0, L), l'application T' + dF7(0,0).(z0,0) est continfiment prolongeable en
T = 0 par dFy(0,0).(20,0) = 2.
L’unicité des solutions de 1’équation (5.23) permet de montrer que pour tout
yo € L?(0, L), pour tout (u,v) € L?(0,T1) x L?*(0,T3),

y(Th + T; udtv, yo) = y(Tz; v, y(T1; u, yo))-

D’apres [123, Remarque 3.7], lorsque la longueur du domaine est de la forme
L = 2k, Pespace des cibles atteignables par le systeme linéarisé (5.27) est

L
H = {y € L*(0,L); / y(x)(1 — cos(z))dx = 0} .
0
L’espace H ne dépend pas du temps final 7', est fermé et de codimension 1 dans
L2(0, L).

En considérant la famille de controles donnée par

1 2
(ub i= [b]3 usigns + [b]3 Usignp + |b|wSignb)beR’

ott ut, vy, wr € L2(0,T) sont construits dans (5.24), (5.25) et (5.26), estimation
d’erreur du [62, Lemme 12] implique I’existence d’une constante C' > 0 telle que
pour b suffisamment petit,

4
1y(T; up, 0) = b(1 = cos)|l 120,y < CIb]3,

c’est-a-dire, avec notre terminologie, que 1 — cos est L?-continfiment approchable
en temps petit.

Ainsi, le Théoréme 5.3.3 s’applique et permet de retrouver le Théoreme 5.5.4.

Plus tard, dans [51, 53], la méthode de Coron et Crépeau a été utilisée pour traiter le
cas de n’importe quelle longueur critique et obtenir le résultat suivant de controlabilité
en temps long.

Théoréme 5.5.5. Pour toute longueur critique

2 2
Lex - {/Mll kD) (N*y},

il existe T* > 0 tel que pour tout T > T*, il existe r > 0 tel que pour tout (yo,yr) €
L2(0,L)* avec |lyoll 20,0y <7 €t [lyrllr2(,0) <7, il existe une trajectoire

(y,u) € C([0,T], L*(0, L)) N L3((0,T), H(0, L)) x L*(0,T)

de (5.23) telle que y(0,-) = yo et y(T,-) = yr.
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Probléme ouvert 5.5.6. Pour tout L € N, I"équation de (5.23) est-elle L*-STLC ?

Le cas L € {2km; k € N*} est traité par le Théoreme 5.5.4. L'utilisation du Théo-
reme 5.3.3 pour traiter les autres cas est un probléme ouvert.
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CHAPITRE 6

CONTROLABILITE EN PROJECTION
DE L’EQUATION DE SCHRODINGER
AVEC ESTIMATIONS SIMULTANEES

6.1 Résultat principal de [42]

On a vu dans le Chapitre 5 que le résultat positif de controlabilité malgré une dé-
rive de [44] nécessite 'obtention d’un résultat de contrélabilité en projection avec des
estimations simultanées sur le controle dans des normes faibles. Cela fait 1'objet de [42].

Objectif 6.1.1. Depuis [19, Théoréme 1] (voir aussi Théoréme 2.4.2), on sait que sous
la condition (2.6) sur les coefficients ((uep1, ¢;))jen+, 'équation de Schrodinger est HE-
STLC autour de I'état fondamental avec des cibles H (2:)+3 pour tout k£ € N. Cependant,
I'opérateur de controle (o, ¢) — u construit dans [19] dépend de k. L’objectif de [42]
est alors double.

1. Premieérement, on veut construire un opérateur de contréle commun pour une
gamme de régularités donnée sur les cibles/controles afin d’obtenir des estima-
tions simultanées.

2. Deuxiemement, on cherche a montrer un résultat en projection lorsqu’une hypo-
these de type (2.6) est vérifiée seulement sur un sous-ensemble de N*.

L2(0
Si J C N*, on définit H; := Vectc (¢;; j € J) O et on introduit 1a projection
orthogonale sur H; pour le produit scalaire de L?(0,1) donnée par

Pop =1 —> (0,000, ¥ €L*0,1).

i¢J

Le résultat principal de [42] s’énonce alors de la maniére suivante.

Théoréme 6.1.2. Soient (p,k) € N? avec p > k, J C N* et p € H>PtR+3((0,1),R)
avec ptD(0) = @D (1) =0 pour n =0,...,p— 1 et telle que

il existe une constante ¢ > 0 telle que  Vj € J, |(up1, ;)| > (6.1)

C
j2p+3

Alors, 'équation de Schrodinger (3.10) est STLC en projection autour de l’état fonda-

mental avec des controles Hj" et des cibles 1’“-[(20()1)+m)Jr3 pour tout m € {0,...,k} avec

le méme opérateur de controle.

Plus précisément, pour tous temps initial Ty > 0 et final T > Ty, il existe C,6 > 0 et
une application de classe C* donnée par T : Qp, x Qp — HE((To, T),R) avec

Qr, :={Yoe SN H(zo()PJrk)Jr?); 4o — 11 (TO)HH(20<§7+’€)+3 < 0}, (6.2)

= {0y € Hy VHGE™ ™ oy =Py (D) [ pensa <81 (63)
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tels que I'(¢1(Tp), ¥1(T)) = 0 et pour tout (¢o,vf) € Qqy X Qp, la solution de (3.10)
sur [To, T avec le controle u :=T'(1o,1)f) et la condition initiale (Ty) = 1o vérifie

Py ((T)) = 4y,

avec les conditions de bords suivantes sur le contrile,
ug(T) = ... =up1(T) =0, (6.4)

0t (Up)nen désigne les primitives itérées de u définies par (3.4) et avec les estimations
suivantes pour tout m = —(k +1),...,k,

[ull zge (1, 1) < (Wo —1(To)ll a(p4m+s + [y = Pytr (T )\|H(2(§§>+m>+3> . (6.5)

La preuve compléte de ce théoréme se trouve dans le Chapitre 10.

Remarque 6.1.3. Si J contient un sous-ensemble infini de 2N et un de 2N + 1, alors
pour tout p dans H*#+3(0,1) avec p(?*+t1)(0) = p@»*D(1) =0 pour n =0,...,p — 1,
I’hypothése (6.1) est équivalente a

pPPD0) £ pP (1) £0 et Ve, (w1, ;) #£0,
car, par intégrations par parties et grace au lemme de Riemann-Lebesgue, on a,

_ (=D)P2(2p+2) i+1, (2p+1) (2p+1) 1
(1, p5) = TR ((—1)j PP (L) = P (0)) t . 0 <]2p+3> :

6.2 Caractere bien posé de I’équation de Schrodinger en
fonction des conditions de bords sur u

Dans un premier temps, il s’agit de comprendre comment les conditions de bords
¥ne{0,....p—1}, p®t(0) = (1) =0, (6.6)

influent sur le cadre fonctionnel dans lequel ’équation de Schrodinger (3 10) est bien
posée. En particulier, on montre qu’alors, ’équation est bien posée dans H? (0) 3 avec des
contrdles L?. La principale difficulté provient du fait que l'opérateur de multiplication

p — up ne préserve pas l’espace H (2 p)+3 Ainsi, on doit d’abord montrer le phénomene

de régularisation suivant.

Proposition 6.2.1. Soit (p,k) € N2. Il existe une fonction croissante C : Ry — R%
telle que pour tout T >0 et f € HE((0,T), H**+3 H?g’;rl((), 1)), la fonction G : t —

fy e= AT f(r)dr appartient a C*((0,T], H(2§)+3(O, 1)) avec l’estimation suivante

HG||C’“([O,T]7H(2(§°)+3) S CHf”Hk((O,T),H2P+3ﬂH(Qé’)+1)‘

En appliquant le théoréeme de point fixe de Banach & la formulation intégrale de
I’équation (3.10), on obtient le caractére bien posé pour le probléme de Cauchy

iatw(ta w) = —3;%1/1(75» {/C) - u(t)ﬂ(x)w(t7 37) - f(t, x)v (tv {/C) € (07 T) X (07 1)7
P(t,0) =(t, 1) =0, te(0,7), (6.7)
(0, ) = Yo(x), z € (0,1)
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Théoréme 6.2.2. Soient T > 0, (p, k) € N2, u € H>PtR+3((0,1),R) vérifiant (6.6),
e HE(0,T),R), o € Hygt*43(0,1) et f € HE(0,T), H#+* 0 H(0,1)). Alors,

il existe une unique solution faible au probléme de Cauchy (6.7), ¢’est-a-dire une fonc-

tion ¢ € C*([0,T), H(2p)+3(0 1)) avec Y(T) € H(20(§3+k)+3(0, 1) telle que l’égalité suivante

att lieu dans H(o) pour tout t € [0,T],

wl1) = e+ [ A () + F(7) dr
0

De plus, pour tout R > 0, il existe C = C(T,u, R) > 0 telle que si ||uHH(1)6 < R, la
solution vérifie

||1/1(T)\|H(20()p+k>+37 ||1/1||ck([o,T],Hf(§7)+3) <C <||1/’0||H(20(§7+k>+3 + ||f||Hk((o,T),H2p+3mH(2(§’)“)> :

6.3 Stratégie de preuve

La preuve du Théoreme 6.1.2 repose sur deux étapes.

1. D’abord, les estimations simultanées (6.5) sur le controle sont obtenues au niveau
linéaire, grace a un nouveau résultat sur les problémes de moments trigonomé-
triques.

2. Puis, ces estimations sont transportées au niveau non linéaire grace au théoréme
d’inversion locale, avec des estimations d’erreur entre les dynamiques non linéaire
et linéaire.

Etape 1 : Nouveau résultat sur les moments trigonométriques. Depuis les travaux de
Haraux [81], la solvabilité d’un probléme de moments trigonométriques dans HE (0, T)
sous une hypothese de gap asymptotique sur les fréquences est connue pour tout k£ € N.
Néanmoins, la preuve fournit une construction de 'opérateur de moments qui dépend
de la régularité des données. Ainsi, on propose une nouvelle construction commune
pour une gamme de régularité donnée.

Pour une suite croissante w = (w;)jen avec wg = 0, on définit, pour tout m € N,
B2 (N, C) = {(dj)jen € (N, C); do € R et [|d|[2m := Z (350 + ") j\ < +oo}.

On prouve alors le résultat suivant.

Théoréme 6.3.1. Soient T > 0, k € N* et (w;)jen une suite positive et strictement
croissante telle que wg = 0 et qui vérifie

il existe e >0, Ng € N et ¢ > 0 tels que Vj > Ny, wjy1 —w; > ¢j°.

Alors, il existe une constante C > 0 et une application linéaire ML : hZ¥ +(N,C) —
HE((0,T),R) telle que pour tout d = (d;)jen € h2F.(N,C), le controle u := M;‘g( ) €
H(])“((O,T), R) vérifie le probléme de moments

T .
/ u(t)e™itdt = dj, Vj €N,
0

avec les conditions de bords (6.4) et les estimations simultanées suivantes

lullzp o) < Clldllnzning, Ym=—(k+1),...,0,.... k.
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La preuve de ce théoreme repose sur la construction d’une solution vérifiant ‘pres-
que’ le probléme de moments pour les hautes fréquences, tandis que les conditions de
bords et le probléeme de moments pour un nombre fini de basses fréquences sont gérés
grace a des résultats déja établis sur les problémes de moments trigonométriques.

Etape 2 : Estimations simultanées au niveau linéaire. Comme la solution du systéme
linéarisé (4.7) est donnée par (4.9), I'égalité P, W(T') = vy pour une cible ¢y € H; est
équivalente au probleme de moments suivant,

/T u(t)el()\]—/h)tdt _ <77bf7 ¢] (T)> — <¢07 90]> V] cJ (68)
0 {1, ;) ’

Ainsi, du Théoreme 6.3.1, on déduit le résultat suivant de contrdlabilité du systéeme
linéarisé avec estimations simultanées.

Proposition 6.3.2. [l existe C' > 0 telle que pour tout iy € H(20()p+k)+3 et Py €

H(z()()17+k)+3 NH;,, il existe un controle u € H(’)“(O,T) tel que V(T'; u, 1) = Yy, avec les
conditions de bords (6.4) et les estimations simultanées

[ll gm0,y < C'll(%0, wf>||H(25f+m>+st(zg+m>+s , Vm=—(k+1),....k.  (6.9)

Remarque 6.3.3. Notons que ce théoréeme peut également découler des travaux de
Ervedoza et Zuazua dans [75]. Pour des systémes linéaires réversibles en temps, les
auteurs montrent que ’on peut construire un opérateur de contréle commun pour
différentes régularités sur les cibles. L’application d’un tel résultat au systeme linéarisé
de Schrodinger n’est pas directe et est présentée aussi dans [42]. Cependant, le résultat
de [75] est valable uniquement lorsque 'on travaille avec un équilibre stationnaire. Pour
Schrédinger, lorsque 1’on travaille autour de I’état fondamental 11, on peut s’y ramener
par un changement de phase. Par contre, si on veut travailler autour de trajectoires
plus compliquées, comme une combinaison linéaire d’états propres, I'utilisation de [75]
semble compromise. Ainsi, le Théoréme 6.3.1 est intéressant car permet de gérer ces
cas-la.

FEtape 3 : Estimations au niveau non linéaire. Les estimations (6.9) au niveau linéaire
sont propagées alors en estimant finement la différence entre le systeme non linéaire et
son linéarisé. Plus particulierement, on montre I'existence de C > 0 telle que,

[O(T5 w, tho) = o (T) = Y(T; u, tho — ¢1)||H(20(;n+m)+3xH(2(§f+m>+3
< Cllullgm (llvbo — <P1HH(2§+M+3 +llullgs), me{=(k+1),....k}. (6.10)
De plus, le contrdle non linéaire permettant d’atteindre la cible ¥ partant de ¥y

est construit dans la preuve du théoreme d’inversion locale comme le point fixe de
I’application

(o, 1) = L3 [W(T; u, o) — W(T; u, o — 1) — (o, ¥y)],

ou Lr correspond a lapplication entrée-sortie du systéme linéarisé (8.24). Ainsi, les
estimations (6.10) permettent de récupérer les estimations simultanées au non linéaire
ce qui montre le Théoréme 6.1.2.

6.4 Perspectives et problemes ouverts

Le Théoréme 6.1.2 donne un résultat de contrélabilité en projection avec un opéra-
teur de controle commun pour une certaine gamme de régularité pour des conditions
initiales et des cibles proches de l’état fondamental.
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Probléme ouvert 6.4.1. Le Théoréme 06.1.2 est-il toujours valide si on travaille
autour de n’importe quelle trajectoire ¢

Cette question est liée a la solvabilité du probléme de moments (6.8) qui donne la
controlabilité du systeéme linéarisé.

— Si on linéarise autour d'un autre état propre i.e. autour de la trajectoire (¢, u =
0) pour un p € N*, le probleme de moments devient

/T u(t)ei V=) g — (W, 15 (T)) — (o, ¥5) vjeJ
0 i(11pp, ©5) ’

Quitte a réarranger les fréquences (A\j — Ap)jen+ pour que la suite soit positive et
strictement croissante, on peut toujours appliquer le résultat de moments donné
par le Théoreme 6.3.1 puis récupérer un résultat similaire au Théoréme 6.1.2.

— Si on linéarise autour d’une somme finie d’états propres, c’est-a-dire autour de la
trajectoire (¢, + ...+ 1y, ,u = 0) pour (p1,...,ps) € (N*)?, on est alors conduit
a résoudre le probléme de moments suivant

n T
S s s) | w0 Nl = (g s () — (), Vi€

Une possibilité serait de voir cela comme la résolution simultanée de n problemes
de moments. Le lecteur pourra alors se référer a [109] dans lequel une telle étude
a déja été menée.

— Dans [20], Beauchard et Laurent montrent la contrélabilité de I’équation de
Schrédinger avec un potentiel V' pour des hautes fréquences autour de n’importe
quelle trajectoire. La controlabilité de toutes les fréquences est un probleme ou-
vert.
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CHAPITRE 7

PERSPECTIVE METHODOLOGIQUE

Au travers de 1'étude de 1’équation de Schrodinger dans les travaux [42, 43, 44],
on a développé une approche systématique pour étudier la contrélabilité en temps petit
d’un systéme de contréle de dimension finie ou infinie, lorsque le systeme linéarisé perd
un nombre fini de directions. Le but de ce chapitre est de résumer les différentes étapes
de cette méthode en vue de 'appliquer a d’autres équations.

En substance, cette méthode consiste a étudier les termes d’ordre deux et trois du
développement de la solution et a rechercher le seuil sur I’hypotheése de petitesse sur
les contréles qui sépare un régime ou le quadratique domine et un autre ou le cubique
domine. Dans le premier régime, le caractére signé du terme quadratique permet de
nier la STLC pour le systéme non linéaire. Dans le second régime, a I’aide de contréles
oscillants, le terme cubique permet de récupérer la STLC perdue au linéaire.

Pour expliquer cette méthode, on considere un systeme de contréle écrit formelle-
ment comme & = f(x,u) avec f(0,0) =0, ou I'état z = x(t) peut vivre dans un espace
de Hilbert de dimension finie ou infinie.

1. Considérer le systéme linéarisé autour de zéro iy, = 0, f(0,0)xy, + 0y f(0,0)u.

2. Calculer H T'espace des cibles atteignables pour le systeme linéarisé et vérifier
qu’il est de codimension finie n.

3. Considérer les systemes quadratique Zquad = 92.f(0,0)Tquad + Q(u, Z1in) (o1 Q est
une forme quadratique) et cubique Zcup = 02 f(0,0)zcup + C(U, Tiin, Tquad) (00 C
est une forme homogene de degré 3).

4. Si on peut trouver une famille d’espaces (E )70 et un vecteur £ ¢ H tel que
le terme quadratique domine le terme cubique le long de la direction £ dans une
asymptotique (7, Hu||E;) — 0 alors

> montrer que (Zquad,§) est une forme quadratique par rapport au contrdle,
possédant une propriété de coercivité quantifiée par une norme H~" du
controdle ;

> montrer que le reste cubique (z — Ziin — Tquad, §) est négligeable devant la
dérive [Ju,|/3. dans une asymptotique (7', HuHE;) — 0;

> propager la coercivité au systeme non linéaire pour exhiber une gamme de
mouvements impossibles & réaliser par la solution et ainsi nier la E~-STLC.

5. Si on peut trouver une famille d’espaces (E;)T>0 et une base (&;)i=1,..n d'un
supplémentaire M de H telles que pour tout ¢« = 1,...,n, le terme cubique
domine le terme quadratique le long de la direction £ dans une asymptotique
(T, HuHE;) — 0 alors
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> a T fixé, pour tout i € {1,...,n}, construire une application
beR—u; € E;E continue et trouver un nombre s; > 0 tels que

(T uj, 0) =&+ O(p|"*)  avec lupl z+ = O(b*) ;

> en déduire 'existence d’une application z € M — u, € Eif continue et
d’un nombre s > 0 tels que

o(T; uz, 0) = 2+ O(|[2]'F*)  avee luz]| s = O(ll2II") 5

> montrer en appliquant le théoreme d’inversion locale, la controlabilité
locale en temps petit en projection sur ‘H du systéme non linéaire ;
> déduire la ET-STLC en appliquant le théoréme de point fixe de Brouwer.
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TROISIEME PARTIE

Démonstration des résultats
obtenus
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CHAPITRE 8

QUADRATIC BEHAVIORS OF THE
BILINEAR 1D SCHRODINGER
EQUATION

In this chapter, we give the proof of the result presented in the Chapter 4, taken
from the article [43].

Outline of the chapter. The main ideas of this paper are presented on a toy-
model in finite dimension in Section 8.1. Then, we recall the well-posedness of the
Schrédinger equation in Section 8.2. In Section 8.3, error estimates on the expansion
of the solution are given. The coercivity of the second-order term of the expansion is
studied in Section 8.4. Finally, Theorem 4.2.2 is proved in Section 8.5.

8.1 A finite-dimensional counterpart

Let p € N* and Hy, H; € M,(R) symmetric matrices. Consider Schrédinger control
systems of the form
iX'(t) = HoX () — u(t)H1 X (1), (8.1)

where the state is X () € CP and the control is u(t) € R. We write (¢1,...,¢p) for
an orthonormal basis of eigenvectors of Hy, (A1,...,A,) for its eigenvalues and denote
by X1(t) := pre~ ™t We take X (0) = ¢ as initial data for (8.1). In this section, the
commutator of Hy and H; is denoted by [Hy, H1] := HoHy — H1Hy and (-,-) denotes
the classical hermitian scalar product on CP.

Theorem 8.1.1. Assume that there exists K € {1,...,p} such that Hy and H; satisfy

(Hip1,0x) =0 and ay = ([Hi, [Ho, H1]] o1, pk) # 0. (8.2)

Then the system (8.1) is not W~1>°-STLC: there exists C > 0 such that for all

1
a € (0, ‘agl), there exists T > 0 such that for all ' € (0,7™*), there exists n > 0 such

that for all u € L*(0,T) with [lu1||ze(o) < 7, the solution X of (8.1) with initial
condition X (0) = ¢ satisfies

—sign(aj) (X (T), prce”™T) > allur||F20,7) — CIX = X0)(T)]1*. (8.3)

Remark 8.1.2. This result is contained in [22, Theorem 3] where the authors gave Lie
brackets along which the quadratic order induces a drift, denying STLC of the nonlin-
ear system. However, the proof is still done here in the easier setting of Schrédinger
ODEs as it provides a guideline to study obstructions for the Schrédinger PDE (3.10).
Moreover, a new tool, introduced in [16], called the Magnus expansion in the interac-
tion picture, could also be used to prove this result. However, this tool seems to be not
suitable for an infinite-dimensional framework, thus is not discussed here.

Theorem 8.1.1 relies on the power series expansion of the solution of (8.1) around
the trajectory (Xj,u = 0). The first and second-order terms of the expansion are
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respectively solutions of,

’LX}/ = HoXL - U(t)Hle, with XL(O) = O, (84)
and Xy =HoXg—u(t)H1 X, with Xq(0) =0. (8.5)

We prove that the solution of the linearized system misses the K-th direction and
that the second-order term is, up to some negligible terms, a quadratic form, with a
coercivity quantified by the H~!'-norm of the control. We also prove estimates on the
cubic remainder of the expansion to show that the quadratic term enables to deny
STLC for the nonlinear equation.

8.1.1 Error estimates on the expansion of the solution

The goal of this section is to give a rigorous meaning to the following expansion
X~ X1+ X+ Xg. (8.6)
In this section, we consider the following asymptotic.

Definition 8.1.3. Given two scalar quantities A(7,u) and B(T, u), we write A(T,u) =
O (B(T,w)) if there exists C, T* > 0 such that for any 7' € (0,7*), there exists n > 0
such that for all u € L'(0,T) with |lu1 | ze (o) < 1, we have |A(T, u)| < C|B(T,u)|.

Thus, the notation O refers to the convergence [|u1 || (o) — 0 but with controls
w in LY(0,T) to ensure the well-posedness of (8.1) and all the equations considered.
Moreover, this convergence holds uniformly with respect to the final time on a small
time interval [0, T].

Error estimates on an auxiliary system. We need sharp error estimates to prove
that the cubic remainder of the expansion (8.6) can be neglected in front of the drift
|u1]|25. Therefore, classical error estimates involving the L?-norm of the control u are
not enough. One can compute estimates involving rather the L?-norm of the time-
primitive u; of the control by introducing the new state

X(t) := e Hm® x(4), (8.7)

Such an idea was introduced in [58] and later used in [25] for the Schrodinger equation.
This strategy can also be found in [22] to study the quadratic behavior of differential
systems, or in [16] to give refined error estimates for various expansions of scalar-input
affine control systems. The new state X solves the following ODE;, called the auxiliary
system,

= (i (1)

X'(t) = —ie~H1a® foiHin® X (1) = —; Z ad’}h (Ho)X (t). (8.8)

Remark 8.1.4. Taking || - || a sub-multiplicative norm on M, (R), one gets

uy (t)*
k!

(2lur (8)] || HL )"

vt € [0,T7, x ,

adfy, (Ho)

< || Hol

proving the absolute convergence of the series given in (8.8). The second equality of
(8.8) is obtained showing that the matrices on both sides satisfy the following Cauchy
problem

M'(t) = —iu(t)ady, (M (t)) with M (0) = Hy,

giving that e~ 1) Feturlt) = exp(—iuy (t) adp, ) Ho.
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By the Duhamel formula, the solution of the auxiliary system (8.8) satisfies

o X (—iug (7)E ~
X(t)=X1(t) —i /0 o—iHo(t=7) Zwad’;h(Ho)X(r)dT. (8.9)
k=1 ’

The first-order term X 1, and the second-order term )Z'Q of the expansion of X around
the trajectory (X1,u = 0) are given by, for all ¢ € [0, T,

Xp(t) = — /0 t e~ 1=y (1) ad};, (Ho) X1 (7)dr, (8.10)
Xq(t) = /0 L) [y () adjy, (Ho) X1 (7) + ”“;T)Q adyy, (Ho) X1 (7)]dr. (8.11)

Proposition 8.1.5. The following error estimates on the expansion of the auziliary
system (8.8) hold

sup [[(X = X1)(1) = O (Il 20 ) (8.12)
t€[0,T7]
sup [[(X = X1 = X))l = O (Jut2200m) ) - (8.13)
te[0,7
sup [|(X — X1 = X1, = X)) = O (Il 307y - (8.14)

t€[0,T]

Proof. Bound on the solution. Taking the scalar product of (8.1) with X and then the
imaginary part of the corresponding equality, one gets

d
@HX@)H2 =0 and thus vVt e [0, 7], [ X(H) = lleall-

Thus, as H; is symmetric and u is real-valued, the definition (8.7) of the auxiliary
system entails that, for all ¢t € [0, T, | X (¢)]| = |[¢1]|-

Proof of (8.12). With (8.9) and the boundness of X, one directly has,

I = X)) = | [0 ur (r)) X (r)ar

= O (lullzom)-
Proof of (8.13). Putting together (8.9) and (8.10), one gets
~ ~ o ~
(X — X1 — X)) =— / e~ o=y (1) ad}y, (Ho) (X — X1)(7)dr
0

—i [t 5 DR o () X (r)dr
k=2 ’

= O (Il X = Xuloo + lfur[2 1 X loo ) -

Thus, the boundness of X and estimate (8.12) on X — X lead to (8.13).

Proof of (8.14). The proof is similar using equations (8.9)-(8.11) and estimates (8.12)-
(8.13). 0

Error estimates on the Schréodinger equation (8.1).

Proposition 8.1.6. The following error estimates on the expansion of the Schrédinger
equation (8.1) hold

(X = X0) (D) = O (JJurfl 2 + |ua (7)),
I(X = X1 = X2) (D)) = O (|l |32 + [ (D)),
(X = X1 = Xz = Xo) (1) = O (Jluallfs + ua (1))
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Proof. As the proofs of the three estimates are similar, we only prove here the second
one. Identifying the expansions of the initial and auxiliary systems in (8.7), one gets,

X(T) = X (T) + iut (T)H X1 (T). (8.15)
Thus, the relations (8.7) and (8.15) lead to,

(X — X1 — Xp) (D) < [P TN(X — Xy — Xp)(D)]|
+ (D — D)X ()| + (e ) — 1 — i Hyuy (T)) X1 (T))]).

The first term of the right-hand side is estimated by [lui]|2. using estimate (8.13).
Doing an expansion of the exponential, the last term is estimated by |u;(T)|? and the
second term is estimated by || X (T)|||u1(T)|. Finally, looking at (8.10), the norm of
X1 (T) is estimated by [Ju1| 1. O

To end the estimate of the cubic remainder of the expansion of the Schrédinger
equation (8.1), it only remains to show that the boundary term u;(7") can be neglected.
This can be done by noticing that such a term appears in the dynamic of the linearized
System.

Proposition 8.1.7. If Hy and H; satisfy a} # 0, then the solution X of (8.1) with
ingtial condition X (0) = ¢1 satisfies

(7)) = O (VT sl 207 + (X = X0)(D]]) - (8.16)

Proof. Notice that the assumption a}, # 0 on Hp and Hp entails the existence of
Jj € {1,...,p} such that (Hip1,¢j) # 0 . Set such j. Solving (8.4), straightforward
computations give,

(X = X2) (1), pe™™7) = i(Hign, 05) /0 D ()t 20T gy
+ O ([I(X = X1 = X)) -

Yet, if j # 1, doing one integration by parts and using Cauchy-Schwarz inequality, one
gets

T .
/ u(t) N MED) gt = uy (T) + O(VT || p20.1)-
0

This also holds if j = 1. Therefore, using Proposition 8.1.6 to estimate (X — X; —
Xr)(T), one gets

(7)) = O (VT [tz + 3 + [ur (T) 2 + [[(X = X1)(D)]]) -

By definition of the notation O, those estimates are done under the asymptotic ||u1|| g
going to zero. Thus, such estimate entails (8.16). O

Corollary 8.1.8. If Hy and H; satisfy a}- # 0, the following error estimate holds on
the expansion of the solution of (8.1),

I(X = X1 = Xz = Xo) (1) = © (Juallfs + (X = X0)(D)[?). (8.17)
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8.1.2 Study of the quadratic term

The goal of this section is to prove that the second-order term of the expansion
(8.6) has a coercivity property. First, notice that the solution of the linearized system
(8.4) is given by,

P t ) )
=iy ( (Higro) [ a@e®7dr) g™ 1e 1), (519
= 0
Therefore, plugging this expression into the second-order system (8.5), one has

(Xq(T), pxce™™T)

p T t .
— =t Higip) [ ult) [ u(r)es TN g,
= 0 0

The coercivity quantified by the H~!-norm of the control u is revealed by integrations
by parts as follows,

H(XQ(T), pre”™T) = Q(w)

+ui (T Z [Ho, Hile1, @) (Hiek, ;) /OT u(7) cos[(Aj — A1) (7 = T)]dr,

where Q is a quadratic form on L?(0,T) given by,

al T

Qu1) == —TK ; ui (t)? COS[()\K—M)(t—T)]dHZ([HoaH1]<P1790j><[H07H1]90j7<PK>

T t
x /0 ul(t)/o wr(r)sin (A (1 — ) + Axc(t — T) + M (T — 7)) drdt.  (8.19)

Using Proposition 8.1.7 to neglect the boundary term u1(7T") and Cauchy-Schwarz in-
equality, one gets,

HXQ(T), pxe™™7T) = Qur) + O (Tl |2 + |(X = X)(D)?) . (8:20)

Moreover, as stated below, the quadratic form () has a coercivity quantified by the
H~'-norm of the control u.

Lemma 8.1.9. There exists T* > 0 such that for every T € (0,T*) and u; € L?(0,T),

— sign(ak)Q( | K|/ t)2dt.

Proof. Assume that a}- > 0 (the case a} < 0 is similar). Let T € (0,T*) with T* to
be determined and u; € L?(0,T).
Upper negative bound on the first term of Q. If T* < m, as cosine is decreasing
on [0, §], one gets,

1 T T

—%K ui (t)2 cos[(A — M) (t — T)]dt < _T i (t)2dt. (8.21)
0 0

Estimate of the second term of Q. If we denote by

p

Ck = >_|{[Ho, Hile1, ¢;){[Ho, Hilpj, )|,
j=1
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by Cauchy-Schwarz inequality, the absolute value of the second term in (8.19) is
bounded by,

T Gl T
C}(T/ up (t)2dt < ?K/ wy (t)2dt, (8.22)
0
if we choose T™ < 801 ,as Ck # 0 by (8.2).

Conclusion. Putting together (8.21), (8.22) with the definition of @ (8.19), the proof

follows with

1 1
T*::m, if K=1 and T":=min |aK|; T

8C} 8Ck 3(Ak — A1)

), if K # 1.
O

8.1.3 Proof of the first quadratic obstruction for Schrodinger ODEs

First, using the explicit form of X given in (8.18), when (Hip1,¢x) = 0, one
notices that the K-th direction is lost at the linear level because,

(XL(T),px) = 0.

Thus, using the work on the quadratic term (8.20) and the estimate on the cubic
remainder (8.17), one has

X (1), prce™™T) = H(XQ(T), pree™7T) + O ([(X = X1 = Xz, = Xo)(T)])
= Q(ur) + O (Tl |2 + 35 + 1(X = X2)(T)IP) .

Expanding the notation O (see Definition 8.1.3), this means that there exists C,T; > 0
such that for all T € (0,7}), there exists 71 > 0 such that for all u € L'(0,T) with
|1 oo (0,7) < M1, one has,

(X (D), oxce™T) = Qun)| < C (Tl + s | + (X = X)(D)|?).

Let a € (0, laK‘) T* := min(T1, ‘16% 5¢), T € (0,7%) and 7 := min(ny, |1}<| — 36)-
Then, for all u € L'(0,T) with [lu1|[e (o) < 7, one has,

\wxwm%eWﬁ—mmﬂsogtm)mﬁﬁmwx—xmnw

Together with the coercivity of @) given in Lemma 8.1.9, this concludes the proof of
Theorem 8.1.1.

8.2 Well-posedness of the Schrodinger equation

In this section, we recall the result about the well-posedness of the following Cauchy
problem, given in [19, Proposition 2] and later extended in [42],

0t x) = ~920(t,2) — u(p(@)(t,z) - f(t2), (ta) e (0,T)x (0,1),
$(t,0) = ¥t 1) =0, te (0,7),
(0,2) = ol(a), e (0,1).

(8.23)
Proposition 8.2.1. Let T > 0, u € H3((0,1),R), 9o € Hgo)(o, 1), f€ L*(0,T),H3nN
H}) andu € L2((0,T),R). There exists a unique weak solution of (8.23) i.e a function
¥ € C°([o, 77, H(?’O)) such that the following equality holds in H(?)o) (0,1),
. t
Ut = Mo +i [ D (w(r)pi(n) + f(0))dr, ¢ e (0.T)
0
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Moreover, for every R > 0, there exists C' = C(T, i, R) > 0 such that if ||ul| 20 r) < R
then this weak solution satisfies

[¥lloqoryimy o) < € (1ol ) + Wl mnmgony ) -

(0)
If f =0, then
1Yl 20,1) = llollz2(0,1), V€10, T].

Therefore, from now on, we will always work with controls u at least in L?(0,T') and
with p at least in H3(0, 1) to ensure the well-posedness of all the equations considered.
We will also always take ¢; as the initial condition of (3.10). Besides, as highlighted

n [42], the solution of (8.23) and more precisely its regularity, relies strongly on the
control and the dipolar moment. However, for sake of simplicity, in the following, we
will not mention this dependency.

8.3 Error estimates on the expansion of the solution

8.3.1 Formal expansion of the solution

The main tool to prove Theorem 4.2.2 is the power series expansion of the solution
of the Schrodinger equation (3.10) around the ground state. By Proposition 8.2.1, for
u € L?(0,T) and p € H3(0,1), one may consider,

— the first-order term, ¥ € C°([0,T], H, (30)), solution of the linearized equation given
by,

( )"bh

z&t\I/ = —82\11 — ( )
=0, (8.24)

U(t,0)=w(1)
W(0,z) =0,

which can be explicitly computed as,
t .
- ZZ = (o [ ueSrar)us, teoT, (329
0

— and the second-order term, ¢ € C°([0,T], H E”O)), which is the solution of,

101§ = =076 —u(t)p(x) Y,
g(ta O) = g(tv 1) =0, (826)
£(0,2) =0.

The proof of Theorem 4.2.2 is in two steps.

— First, we understand in which way the following expansion holds rigorously:

Y+ +E.

— Then, we prove that the quadratic term entails a drift, quantified by the H ~"-
norm of the control, preventing H?*3-STLC when n > 2 and W—1>*-STLC
when n = 1, for the nonlinear system.

First, we specify the smallness assumption on the controls that we use in all the
following.

Definition 8.3.1. Given two scalar quantities A(T,u) and B(T,u), we write A(T,u) =
O (B(T,w)) if there exists C,T* > 0 such that for any T € (0,7*), there exists n > 0
such that for all u € L?(0,T) with |lu1 | ze (o) < 1, we have |A(T, u)| < C|B(T,u)|.

As in Definition 8.1.3, this notation refers to the convergence ||u1l[e(r) — 0
uniformly with respect to the final time. However, to ensure the well-posedness of the
Schrédinger equation (3.10), one asks for the controls u to be at least in L?(0,7) and
not just in L'(0,T) as in finite dimension.
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8.3.2 The auxiliary system

As discussed in Section 8.1.1, to prove that the behavior of the nonlinear solution
is driven by the quadratic term of the expansion, one needs to compute sharp error
estimates, not quantified with respect to the control v but with respect to the time-
primitive uy of the control. This is done again by the means of an auxiliary system: if
1 is a solution of the Schrodinger (3.10), we consider a new state ¥ given by,

Ot ) i= Pt z)e ™ OrE) (¢ 1) e [0,T] x [0,1], (8.27)
which is a weak solution of

100 = =02 — iua (8) (241 (2)Dat) + 1" (2))) + wa ()21 ()0,

P(t,0) = (¢, 1) =0, (8.28)

»(0,2) = p1(x).
The well-posedness of this equation is stated below as in [25, Proposition 2].

Proposition 8.3.2. Let T > 0, u € H3((0,1),R), u3 € H*((0,T),R) with u1(0) = 0.
There exists a unique weak solution 1 € C°([0,T], H3> N HE(0,1)) of (8.28). Moreover,
for every R > 0, there exists C' = C(T, pu, R) > 0 such that, if [u1|lgr 1) < R, then
this weak solution satisfies

||1Z||CO([0,T],H3QH3(0,1)) =C.

Remark 8.3.3. Because of the term 9,9 in (8.28), it does not seem possible to use
a fixed-point theorem to prove directly the well-posedness of (8.28) when wuy is in
L?((0,T),R). Thus, up to now, the solution of (8.28) is only understood through its
link (8.27) with the Schrédinger equation (3.10). Thus, the regularity and the bound
on 1; stated in Proposition 8.3.2 follow from Proposition 8.2.1 and therefore hold under
assumptions on u} and not just on u;.

Furthermore, when u; is in H'((0,T),R), 1) is a weak solution of (8.28) in the sense
that the following equality holds in H}(0,1) for every t € [0, 7],

T = 1(0) — [ A (wa(r) (20 + ) T + s (7))

Notice that the right-hand side of the equality is indeed in H}(0,1) thanks to the
smoothing effect stated below in Lemma 8.3.4, which was highlighted in [19] and later
used in [42].

Moreover, when u; is in C*([0,7],R), ¥ and thus ¢ are in C*([0, 7], L2(0,1)) and
the first equation of (8.28) is satisfied in L2(0,1) at every time.

Lemma 8.3.4. There exists a non-decreasing function C' : Ry — R% such that for
all T > 0 and f in L?((0,T), H'(0,1)), the function G : t + [5 e~ At=7) f(r)dr is in
CO((0, 7], HA(0, 1)) with

Gl coqo.ry,m20.0)) < COMNS N 2(0,7),110,1))-

Now, we want to study the expansion around the ground state of the solution {pv of
the auxiliary system (8.28).

First-order term. Linearizing (8.27), the first-order term U of the expansion of ¥ is
given by

U(t,z) = V(t,z) —iur (t)pu(z)i(t, ©), (8.29)
where W is the solution of (8.24). Thus, ¥ is in C°([0,T], H®> N H}) and is a weak

solution of _ _
W0 = =050 — duy (t) (20 Dypr + ")

U(t,0) = W(t, 1) =0, (8.30)

U(0,z) =0.
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Second-order term. Doing an expansion of order 2 of (8.27), the second-order term 3
is given by,

= , = uy (t)?

§(t,w) = &(t, @) — iwn (@)W (t @) + == p(@) i (L, 2), (8.31)

where ¢ is the solution of (8.26). Notice that ¢ is in C°([0,T], H? N H}) and is a weak
solution of,

10, = =02 — i () (21 0,V + W) + un (8)21 %,
£(t.0) = &(t.1) =0, .
5(0 z) = 0.

Proposition 8.3.5. The first and second-order terms of the expansion Oflz satisfy
H‘T’”Loo((o,T),Hg(o,l)) = O (lurllz2)  and HEHLOO((U,T),B(OJ)) =0 (HU1||%2) . (8.33)

Proof. First, solving (8.30), the following equality holds in H}(0,1),

U(t) = — /O t e ATy (7) (200 + ") 1 (T)dr, € [0,T).

As the function 7 — w1 (7) (204'0, + 1) 1 (7) isin L2((0,T), H'(0,1)), by Lemma 8.3.4,
one gets the existence of C = C(T') > 0 such that

1l coor.m2) < C(Dllur (26'0z + 1) Y1l 201y, 1y < CD) s 0,y lall 20,1

using the algebra structure of H3(0,1). As the constant is non-decreasing with respect
to the final time, one gets the first estimate of (8.33). Moreover, solving (8.32), one
gets

£(t) = - / ) (g (7) (2400, + ") B(r) + tun (72 (7)), e (0,7

Therefore, using the triangular inequality together with the fact that for all s € R, 4%
is an isometry from L?(0,1) to L?(0,1), one gets,
~ t ~
”f(t)HLZ(OJ) < /0 (’“1(7)"’ (210, + ") ‘I’(T)HLQ(OJ) + |U1(7')’2HM/21/11(7')HL2(0,1)) dr
< el sl ll .0 19Nl poe o,y 1y + 1l o 1720, 101 | e (0,7, 22)

Thus, the estimate on ¥ enables to conclude the proof of (8.33). O

8.3.3 Energy estimates on the auxiliary system

One of our goals is to prove that the first obstruction occurs assuming only that
|ui||ze is small. Hence, we seek to prove estimates on ¢ not assuming the boundness
of uy in H'(0,T) as required in Proposition 8.3.2.

Lemma 8.3.6. For every T' > 0, u € H*((0,1),R) and u; € H*((0,T),R), the solution
¥ of the auxiliary system (8.28) satisfies

vt € [0,T], (¥t L2 = 1- (8.34)

This result follows directly from the definition of the auxiliary system (8.27) and
the conservation of the L2-norm of the solution of the Schrédinger equation (3.10)
given in Proposition 8.2.1.
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Proposition 8.3.7. For every u € H3((0,1),R), the solution i of the auxiliary system
(8.28) satisfies

1% — Y1ll o (0,7),22(0.1)) = O (||U1HL2(0,T)> : (8.35)

Proof. The estimate is computed first for regular controls so that the equation (8.28)
holds in L?(0,1) at every time (see Remark 8.3.3) and then deduced by density. Denote
by R := 1 — 1. Looking at (8.28), R is the solution of

iR = —02R — iuy (t) (208, + 1) R — iy (t) (2040 + ") 1 4 u (8)2%,  (8.36)

with Dirichlet boundary conditions and initial condition R(0,) = 0. Let t € [0,T7].
The proof consists in taking the L2-scalar product of (8.36) with R, integrating over
[0, t] and taking the imaginary part. First, notice that

3 (i (@) Rrdr) = 5 [ ZIRO B ndr = SIROI . (337

Moreover, as for every 7 € [0, 7], E(T) is in H}(0,1), one integration by parts gives,

3 (— /0 "2 R, R(T»dT) -3 ( /O t Ha;EE(T)H%g(O’l)dT> —0. (339

Besides, as the operator 24/0, + " is skew-Hermitian on HE (0, 1) and uy is real-valued,

3 (z /0 L ()20, + ) (), R(T))dr) ~0. (8.39)

Moreover, using Young and Cauchy-Schwarz inequalities, for all u € C([0, T],R) such
that |Juy||pe <1,

[ (o) @u0,+ ) in () + (7). R ar

1 1 ~ t
< Slhaale + 5 (12000 + 1 Yorl oo + 02D roy) [ IR Fadr. (540

Thus, using the equation (8.36) together with estimates (8.37)-(8.40) and (8.34) on 1),
one gets the existence of C'= C(p) > 0 such that, for all u such that ||ui||re~ <1,

~ to_
IR Z20.0) < Cllualfz + C/O IR(T)1I72 0,1,

Therefore, Gronwall’s Lemma leads to (8.35), as the definition of O means that we
work in the asymptotic ||uy|[ze small (see Definition 8.3.1). O

8.3.4 Error estimates for the auxiliary system

Proposition 8.3.8. For every u € H3((0,1),R) and p € N*, the following scalar error
estimates hold

("1 D) —apy — W)(T), pp) = O (HU1||%2(0,T)) ; (8.41)
(e Mr () —ypy — W — E)(T),p) = O (HUIH?iZ(o,T)) : (8.42)
Proof. Proof of (8.41). Solving (8.28) and (8.30), the following equality holds in H}(0, 1),
(¢ — 1 — U)(T)

= /OT e AT (u1(t) (200 + ") (¥ — ) (1) + iul(t)Qu’ZJ(tD dt. (8.43)
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Thus, (e™DH () —opy — O)(T), pp) = I1 + I, where

T . ~ ;
I = / ur()(e™ AT 20y + 1) (¢ — 1) (8), e Py )dt,
0
T . ~ .
I = —i/ ul(t)2<€_ZA(T_t),u/21[)(t),e_lul(T)H@p>dt'
0

Using Cauchy-Schwarz’s inequality, that €% . L2 — L? is an isometry and estimate
(8.34) on 1, one gets

T . - .
| 2] S/O ()2l TP () g2 le T Ty | adt < |17 e llun | 7.

Moreover, using that the operator 2u/0, + " is skew-Hermitian on H and Cauchy-
Schwarz inequality, one gets

T ~ . .
1] = ‘/0 ur (1)((@ = )(0) (200, + )TV D a

< Nullpa Y = Wullpoe oy, p2) 1 (200 + 1) [ AT D e D 1|1 e 0.7y, 12)

=0 (VT|wl3:),
using estimate (8.35) on ¢ — ¢ and because, for all time ¢ € [0, 77,

(200 + i) [EAT D e D] 2 < Bl e PPy |

= 3l gslle ™ D (@], — iua (TN py) |12 = O(1), (8.44)

using that €% : H}(0,1) — HJ(0,1) is an isometry and recalling that we work with
||u1]| e small and thus bounded by definition of O.

Proof of (8.42). Solving (8.28), (8.30) and (8.32), one gets (™ (¢) — py — U —
E(T), pp) = J1 + Ja, where

T ) ~ ~ .
Tim = [T @0, + ) (= = D)0, D),
0
T i ~ .
Jaim =i [ un (e AT n)(0), e D).
0

As before, using (8.35) to estimate ¥ — 1, one gets,
ol < 1 oot 12216 — e oy, = © (Junla) (8.45)
Moreover, as the operator 2i'0,, + " is skew-Hermitian on H}, J; is given by

T ~ ~ ; 1
Ji= /0 ur (0)(( — b1 — O)(t), (20D, + p") [ AT DDy Ty

Recalling the computation of 1;— P — v given in (8.43), one can write J; = Jy 1+ J12
with

Jii = —/OTul(t) /Otul(r)x

(™A (2400, + ") (& — ) (7), (200, + )[4 e 1 D ) drt,

T t . - . .
Tio = —i / wr (t) / (1) HACD 2 0(7), (24, + ) [EAT—D et iy 1\ drdt.
0 0
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Using Cauchy-Schwarz inequality in L2(0, 1), estimate (8.34) on ¢ and estimate (8.44),
one gets

2l = O (Il oy lwallFeo 19l ooy 22000 ) = © (VT luall3e) - (8.46)

Besides, for all (¢,7) € [0,T], using Cauchy-Schwarz inequality and estimate (8.44),
one gets

[ (£ (1) (€740 (2400, + 1) (& = 1) (7), (200 + ) [ AT e Dy )
= O (Jus )l (D@ = )Tl g0)) € L0, T) x (0,7)),

as up is in L2(0,T) and (¢ — ¢) is in CO([0,T], H*> N H}(0,1)). Thus, one can apply
Fubini’s theorem to write Ji 1 as

T ~
AJZ—L () (26 By + 1) (0 — 00)(7), F(7))dr

T . . .
with  F(r) := / AUy () (20 0y + ) [ AT D e Dk 14t

t=T1

As in estimate (8.44), for all time ¢, HeiA(T—t)e_ml(T)“gopHH(QO) = O(1). Thus, the

function uy (-) (2 Oy +p") [ AT e 1 (D Tis in L2((0,T), H'). So, by Lemma 8.3.4,
Fis in C°([0,T), H}) with

1PNl oo,y < Cllun (2005 + ") [T et Oh ]| 1200y 11y = O ([Jua|2) -
(8.47)
Therefore, using Cauchy-Schwarz inequality and that 2u'd, + p” is skew-Hermitian,
(8.35) and (8.47) lead to

< Cllw | ||¥ - U1ll Lo (0,1),02) 1 Nl Lo (0,1, 112y = O (ﬁﬂul”?iQ) . (8.48)

Estimates (8.45), (8.46) and (8.48) conclude the proof of (8.42). O

|J11

8.3.5 Error estimates for the Schrodinger equation

Now, from the estimates on the auxiliary system, one can deduce estimates for the
Schrédinger equation.

Proposition 8.3.9. For every p € H3((0,1),R) and p € N*, the following error
estimates hold

1% = 1l oo (0,1),22(0,1)) = O ([[uallpz + ur (T))]) s
(@ =1 = O)T), ) = O (3 + [ (7)) ,
(¥ =1 =T =(T), ) = O (Jluallfz + [ (D)) .
Proof. As the proofs of the three estimates are similar, we give here only the proof of

the last estimate. Using the links (8.27), (8.29) and (8.31) between the several systems,
we have,

iul (T . ul(T)2 2
(0= = W= €)(T) = (¥ — 1 — quy(T) + o2y (T)
+ (M — 1 — g (T) ) B (T) + (™1 W = 1)E(T) 4 €1 D) — opy = T = E)(T).
We conclude as in the proof of Proposition 8.1.6: doing an expansion of e®1(T)# the
p-th coordinate of the first term (resp. second and third term) can be estimated by
lur (T)[? (resp. by ui(T)[*||¥| 2 and by |u1(T)]||€]|2). Then, using (8.33) to estimate
U(T) and £(T) and (8.42) to estimate the last term, one concludes the proof. O
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To end the error estimate of the cubic remainder, one needs to be able to neglect
the boundary term w; (7). As in Proposition 8.1.7, it can be done by noticing that such
a term arises in the dynamic of the linearized system. The proof is exactly the same
with the L%(0,1)-scalar product instead of the CP-one and with u instead of H; and
thus is left to the reader.

Proposition 8.3.10. If u satisfies (4.3), then the solution ¥ of (3.10) with initial
condition ¥(0) = p1 satisfies
ur(T) = O (VT ||l 20m) + 1@ = 1) (D) 2200y - (8.49)

Corollary 8.3.11. For every u € H3((0,1),R) satisfying (4.3) and p € N*, the follow-
ing error estimates hold

(=1 = U)(T),0p) = O (HU1H2L2(0,T) + ([ — ¢1)(T)H%2(0,1)) ; (8.50)
(=1 =¥ =&)(T),p) = O (HU1||?£2(0,T) +[I(v - ¢1)(T)Hi2(o,1)) : (8.51)

8.4 Coercivity of the quadratic term

Most objects defined in this section have a dependency with respect to the final time
T, the index K of the lost direction and the index n of the obstruction considered. To
lighten the notations, we will only mention the dependency with respect to n. The goal
of this section is to prove that, under (H2)g ,, in an appropriate sense, the quadratic
term has the following drift

SE(T), pre” ™M) ~ — Tf(”“n”%?(o,T)'

Plugging the explicit form (8.25) of the first-order term ¥ into the second-order system
(8.26), computations lead to

T t
—iaTy U u(T )dT .
(E(T), pre=™MT) = /O (t) /0 (1)h(t, 7)drdt, (8.52)

where the quadratic kernel h is given by, for all (t,7) € [0, T)?,

—+00

h(t, 7)== > (e, o) {ppr, pj)e M ETFA =0T T=n], (8.53)
j=1

Thanks to the assumption (4.1) on ju, the kernel h is bounded in C2?"(R?, C). This
regularity is the key to perform integrations by parts to reveal coercive drifts, quantified
by any integer negative Sobolev norm.

Proposition 8.4.1. Let n € N and H € C?"(R?,C). There exists a quadratic form
Qn on C?" such that for all T >0 and v € L'(0,T),

T t
/O u(t) /0 w(r)H(t,7)drdt
n_o LT
- Z/o up (1) (;Z(&f‘lag_lﬂ(t,t)) - afag—lﬂ(t,t)> dt
p=1

t
0
+ Qn(ul(T)u . 7un(T)776Lv s 7’77?71)7

T
+ /O () / (YO ODH (1, 7)drdt

where, for allp=10...n — 1, we denote by v, = fOT un (T)ONOLH (T, T)drT.
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Proof. This result is proved by induction on m € {0,...,n}. The equality is clear for
m = 0 with the convention that the sum is empty and taking Qo = 0. Assume it holds
for m € {0,...,n — 1}. Integrations by parts show that

T t T
/ (1) / o (TP O H (£, 7)dtdT = —tup 11 (T) / Ui (7)OT OV (T, 7)dr
0 0 0
2 T T
+um+21( >81”a§” (T,T)+/ U1 (1) (;i(é)}"a;"}[(t,t))—8T+18’2"H(t,t)> dt
0

+ /0 e (1 /0 i (OO (1, 7t
The conclusion of the induction follows after noticing that, doing once again integra-
tions by parts,
Vi=0,...,m—1, 3" =1 (T H(T,T) —~" .
O

With the expression (8.53) of h and the definition (4.3) of the coefficients A%, one
computes that,

1d
2dt
Therefore, applying Proposition 8.4.1 to (8.52), under hypothesis (H2)g, on p, one
gets

vpe{l,...,n}, (@78 h(t,t)) — OPOEh(t,t) = —iAf e AT,

n 2

S(E(T), pxce™™T) = Qulun) + O (Z Jup(T)[* +

T
/ wn (T)OPOR (T, 7)dr
p=1 0

I

(8.54)
where Q,, is the following quadratic form defined by, for s in L%(0,7),

t

Qn(s) = —AZ. /0 st cos[Oge — A1)t — T)ldt + /0 L) /0 s(7)kn(t, T)drdt, (8.55)

and where the real quadratic kernel k,, is given by,

+oo
kn(t, ) i= (1" (A — A)"™ (A = A)" (s, ) (spr, )
=1
xsin(Ag(t=T)+ X\j(t—t) + (T —71)). (8.56)

The following lemma states the coercivity of the quadratic form @,,.

Lemma 8.4.2. Assuming (4.1) and (4.3) on p, there exists 7" > 0 such that for every
T € (0,T*) and s € L*(0,T),

An| T
— sign(A%)Qn(s) > |4K’ /0 s(1)2dt.

Proof. The proof is the same as the proof of Lemma 8.1.9 with

AT . 1AK] m :
T = fK=1 d T := ; fK#£1
i i an min 108 30w =) ) i #1,
where the constant C7 bounds the kernel £,, and is given by
+oo
Cht =Y 1Ak = )™ (A5 — M) ™ (e, 05) (e, 05)]| -
j=1
Notice that C} is finite by (4.1) and non-vanishing by (4.3). O
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As in Proposition 8.3.10, the boundary terms (u,(T))p=1,...» arising in (8.54) can
be neglected. To that end, we prove first that the linearized system can move in at
least n directions.

Lemma 8.4.3. Under (H2)g ,, there exists at least n values of j in N* such that
c; # 0, where the sequence (c;)jen+ is defined in (H2)g .

Proof. Assume by contradiction that there exists at most n — 1 values of j in N* such
that ¢; # 0. Let denote by (c¢j,)i=1,..n—1 such values. Then, for all p € {1,...,n},

AL+ A _
A = (—1)P~ ! Z < L K> vi 1ij where v := (Ag —Aj)(Aj—A1). (8.57)
Our goal is to prove that in that case, if we defined for all p = 1,...,n — 1, 0}, :=
> Vj;, - - - Vj;,» one has,

1<i1<...<ip<n—1
n—1

—Afe =) o ALY, (8.58)
p=1

which leads to an absurdity thanks to (4.2) and (4.3) and thus concludes the proof.
Plugging (8.57) into the right-hand side of (8.58), one gets,

n—1 n—1

n— n Al + )\K n—mp—
ZJPAK b= ! Z ( ) Cji; (Z( 1)p‘7p“g P 1) .
p=1

p=1

Yet, Vieta’s formulas give that, for all z € R,
(x—vj)...(x—v;_,) = "lJrZ oz 1P,

Using this formula for x = vj, for every i € {1,...,n — 1}, one gets,

n—1

n— ) )‘1 + Ak n— n
St = 0 52 (- 2 g - e
p:

using once again (8.57), which concludes the proof of (8.58) and thus the proof. [

Proposition 8.4.4. Under (H1)k-(H2)k n, the solution ¢ of (3.10) with initial data
©1 satisfies,

n

S (1)) = O (VT 2oy + a0z + 168 — 0) (@) 220

p=1

Proof. By Lemma 8.4.3, there exists J C N* of cardinal n such that for all j € J,
¢; # 0. Besides, thanks to (H1)g, J € N* — {1, K'}. Using the explicit form of ¥
(8.25), one gets, for j € J,

) T 4
(¥ = 01)(T), pje™™) = ilpr, @) /0 u(t)ef M=) gy
(el XD 5

Jj€J
Yet, as j # 1, doing n integrations by parts and using Cauchy-Schwarz inequality, one
gets

[ a0 D = 3 iy M) () + OWT a2,

0 pil
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Using (8.50) to estimate the linear remainder ¢ — ¢ — ¥ (as J is finite), writing
U = (up(T))p=t1..o and V = ((=i[A; = M])* ") (jp)es x{1...n}» the equation (8.59)
can be written as

VU = O (VT |lun|l 2 + l[urllFz + (% = 0)(T)l|2)
The invertibility of the Vandermonde matrix V concludes the proof. ]

Therefore, in (8.54), neglecting the boundary terms (u,(T"))p=1,... » thanks to Propo-

9o

sition 8.4.4 and neglecting the other boundary terms thanks to Cauchy-Schwarz in-
equality and the boundness of h, one gets,

SET) pre™™T) = Qulun) + O (Tlunl3a + fun]lb2 + 16— e)(D]3:) . (8.60)

where @, is the quadratic form (8.55), which is coercive as stated in Lemma 8.4.2.

8.5 Proof of the obstructions caused by quadratic integer
drifts

From now on, we assume that (H1)x-(H2)g ,, hold and we work in the asymptotic
w small in W1 if n = 1 and small in H**=3 if n > 2. The proof of Theorem 4.2.2
consists in describing the behavior of each term of the expansion of the solution. Under
(H1) g, recalling the explicit computation of ¥ given in (8.25), we have

(U(T), pre™T) = 0.

Thus, the study of the quadratic term given by (8.60) and estimate (8.51) of the cubic
remainder entail

S((T), prce™™T) = SET), prce™ Ty + O (¢ = Y1 = ¥ = €)(T), 9x))
= Qulun) + O (TllunllFz + llur[f2 + | = $1)(T)72) . (8:61)

thanks to Definition 8.3.1 of O.
First obstruction. When n = 1, one directly gets that

ST, prce™™T) = Qu(w)| = O (T + [t [ p2) lJua1Fz + (w0 = 1) (D)]fF2)

As in Section 8.1.3, expanding the notation of O, this leads to the existence of C > 0

such that for all A € (0, %), there exists 7% > 0 such that for all 7' € (0,7), there
exists 1 > 0 such that for all u € L*(0,T) with [Juy|z(0.1) < 7,

. Al
[SW(T) pre™T) = Qu(w)| < (’f’ - A) leallZ + €l = w1) (D).

This inequality, together with the coercivity of @)1 given in Lemma 8.4.2, concludes
the proof of Theorem 4.2.2 for n = 1.

Second obstruction and the following. When n > 2, it remains to prove that the cubic
term ||lu1]|3, can be, in a good functional setting, neglected in front of the drift [|u,[%..
This is done thanks to Gagliardo-Nirenberg inequalities [117, Theorem p.125].

Lemma 8.5.1. Let n € N,n > 2. There exists C' > 0 such that for all 7" > 0 and
v E H3("_1)(O,T), we have,

0" D202y < Cl* " Pz [0llE2z) + CT 0 Vol )-
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Applying this inequality to u,, we have

luall32 0.y < € (1@l 2oy + T2l 2029 ) tm 132 0,1

So, this Gagliardo-Nirenberg inequality, together with (8.61) gives,

SWD), pre™™T) = Qulun)|
= O ([T + 1t g2 + T2 jull 2] unls + 11 = ¥2) (D))

As before, expanding the notation of O, it means that there exists C,77 > 0 such
that for all T € (0,7T), there exists 1 > 0 such that for all u € H?**=3(0,T) with

w1l Lo 0,7y < M,

ST, pre™™T) = Qulun)|
< C (|7 + [ g2 + T2 ful| 2] unlF2 + 1% = w1)(D)32)

Let A € (O,%), T* = min(Tl,% - %), T € (0,7*) and 7 := min(n, lg%' -

%, (% - %) T?"=3). Then, for all u € H*"~3(0,T) with |[u| g20-3(0,1) < 7, one has

. An
ST o) = Qun)] < (5L = ) Juala + €l = o D

This inequality, together with the coercivity of @, given in Lemma 8.4.2 concludes the
proof of Theorem 4.2.2 for n > 2.

Remark 8.5.2. Notice that for n > 2, the smallness assumption on the control de-
pends on the final time 7', which is not the case for n = 1. Such a phenomenon already
appears in finite dimension (see [22, Section 2.4.4] for example).

8.6 Existence of u satisfying (H1)x-(H2) g,
To complete the work on Theorem 4.2.2, the goal of this appendix is to prove the
existence of a function u satisfying all the hypotheses required in Theorem 4.2.2.

Theorem 8.6.1. For all K € N*, K > 2 and n € N*, there exists p € Cg°(0,1)
satisfying (H1)x-(H2) g 5.

Notice that in all this section, the coefficients (A% ),en+ given in (4.2) and (4.3)
are seen as quadratic forms with respect to p.
8.6.1 Strategy of the proof

The existence of p € C2°(0,1) satisfying (H1)x-(H2)g ,, can be brought down to
three steps.

— First, instead of working with the series given in (4.2) and (4.3), we prove that the
coefficients (A%),en+ can be namely written as a sum of L?(0, 1)-scalar products
of two derivatives of p against 1.

— Then, putting together the terms of the same order, we prove that the quadratic
forms AI;{ can be written as

12
A?((M) ~ <M(2p 2 01, PK)-

— Therefore, one can construct oscillating functions p such that

({rr, ), Al (), - ARe()) & (0,0,....,0,+1).

The negligible terms are dealt with a Brouwer fixed-point theorem.
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8.6.2 Computations on Lie brackets

In this appendix, we work with p in C2°(0,1) to ensure that all the Lie brackets
considered are well defined and also to not worry about boundary terms when perform-
ing integrations by parts. However, the following results hold with weaker regularity
and fewer boundary conditions on .

Proposition 8.6.2. For all p € N*, the quadratic form AL, defined in (4.2) can be
written as

~ —1)p~t _
vne Cr0.0), A = Tl a0l e). (862)
Proof. First, one can prove by induction on ¢ in N that for all a,b € N*,
(Aa = M) {1pa; o) = (—1)U(ad (1) Pas ¥b)- (8.63)

Indeed, it holds for ¢ = 0 by definition of ad (). Moreover, as the functions @; are
the eigenvectors of A which is a symmetric operator, the heredity follows after noticing
that

(ad™ (1) fas p6) = (A = Ao 1d) ad (1)pa, 06) = —(Na — M) (ad%y (12) a, ).
Therefore, from (4.2) and (8.63), one deduces that 2A4%. is given by

(—1V_1§%(M‘—AD”)K”—Aﬁp_%H—(—1VF1§§QM"—A1V_WAK“—Aﬂp%
j=1 7=l

+oo Too
=" (ad’) (w1, 05) (adl  (1)erk, e + 3 (adl  (1)e1, ;) (ad’ (1) ek, ©5)
= =1

= (ad? ()1, ady " (m)ex) + (ad ' (1)1, ady ()¢ ),
which gives (8.62) using the symmetry/skew-symmetry of the operators ad% (). O

Proposition 8.6.3. For all p € N*, there exists a constant C > 0 and Q, a quadratic
form such that for all p € C°(0,1),

—1)2 .
Afe(p) = <’u(2p Y e1,0K) + Qp(p)  with  |Qp(n)| < CH/J’H%-IQP—Q(OJ)' (8.64)
Proof. Let € C(0,1).

Step 1: Computations of the Lie brackets (ad’y (i))pen- First, one can prove by induction
on p € N that

P
Vi e C(0,1]), ady(u)f = apu ) k), (8.65)
k=0
where the coefficients (a})g—o,. , are defined by induction by a) := 1 and for all
p € N7,
a8+1 = —ab, azi} = —2ab and Vk=1,...,p, aZH = —ah —2af_;. (8.66)

Indeed, (8.65) holds for p = 0 by definition of ad% (u). Moreover, if (8.65) is true for
some p € N*, then

p p
_ (2) _
() f = (Ao ) = — o (1 1) P 4 3 aguler 0 et
k=0 k=0
p p
_ _ Z ai'u@p—k—i—?)f(k) _9 Z QZM(Qp_k+1)f(k+1),
k=0 k=0
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Quadratic behaviors of the bilinear 1D Schrodinger equation

using Leibniz formula. And the heredity holds after a shift of indexes in the second
sum by definition (8.66) of the (af)k=o,.. ,- Moreover, one can also prove by induction
that for all p € N,

S (=1)Faf = 1. (8.67)
k=0

Indeed, it is true for p = 0 by definition of a). Moreover, if (8.67) is true for some
p € N*, then

p+1 p

k p+1 +1 k +1
Z( DY) =ap" - Z(—D (af + 204 _1) + (-1)P"a £+1
k=0 k=1

— o = (1—af) +2(1 — (~1)aD) + (~1PHlaltl =1,
using the definition (8.66) of the coefficients (af)x=o,.., and the equation (8.67) for p.

Step 2: Semi-explicit formula for the Lie brackets ([adiﬁl(p),adi(u)])pew. Using the
explicit formula (8.65) and Leibniz formula, one can compute that

1
[ad?y ™ (), ad?y ()] £ = pzi > ( ) TlapEpmEeR) Ermnthm) gl

kOnOmO
p p—1

- Z Z Z ( )Oék()ép 1M(2p_k),u(2p_2_n+k_m)f(n+m). (8.68)

k=0 n=0 m=0

Many terms in these sums can be neglected. Indeed, for all a,b € N, for all f €
C*°([0,1]), there exists C' > 0 such that

(W Ou®, )] < Cllul? agn,- (8.69)

As for all (n,m) # (0,0), LM%J < 2p—2, thanks to (8.69), every term of the two
sums linked to some (k,n,m) such that (n,m) # (0,0) can be bounded by ||1|%2,—2-
Therefore, one gets the existence of C' > 0 such that

‘<[adﬁ_1(u),adi( }901790K> Zo‘k ! af(uPP=2R) R o) )
N Z Pl L () 2=2) ¢K>‘ < Ol 3op-2- (8.70)

Moreover, every remaining scalar product in (8.70) can be written as i(u@p_l)zapl, VK)
up to some negligible terms, as stated by the following estimates,

9 _1\2
(2R PG ) — (—1)FFL D 1 1) < Ol

These estimates are proved by integrations by parts and using (8.69). Therefore, one
gets the existence of C' > 0 such that

‘ <[ad§fl(ﬂ)» adﬁ(#)} P1, 80K>

Vk=—p,...,p—1,

P
_ 12
- ( 0 Z DM ap ™ —af! Z<—1>k+1az) (D701, 01)| < Cllul3p-2.
k=0

(8.71)

Using (8.67) and that of, = (—1)? by the first equality of (8.66), one gets that

aOZ k—i—l p 1 -1 Z k-‘rl P _ 2( 1)}7—1’
which concludes the proof of (8.64) using (8.62). O
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8.6.3 Proof of the existence of y satisfying (H1)x-(H2)x,
To prove Theorem 8.6.1, one can show the following result.

Theorem 8.6.4. Let K € N*, K > 2 and T € (0,1) such that sin(K7z) = 0. There
exists § > 0 such that for every n € N*, for every J* (resp. J~) open interval of
(T, + 0) (resp. (T — 0,T)), there exists u; (resp. p,) in C°(0,1) supported on J+
(resp. J7) such that

(BEer, o) = A (ps) = ... = A (u) =0 and A% () = £1.

Proof. As ¢1 > 0on (0,1), by definition of Z and by continuity, there exists 6 > 0 such
that p1px > 0 on (Z,7T +0) and p19x < 0 on (T — 6,7) (or conversely, but it works
the same). Let us prove the statement by induction on n.

Initialization. Let J* be an open interval of (Z,T + &). One can construct pf # 0
supported on J7¥ such that (uf 1, oK) = 0. Moreover, looking at (8.62), Ak (uf) =
()% p1,0K) > 0 and thus after rescaling satisfies Ak (1) = 1. One can construct
py similarly.

Heredity. Assume that the statement of Theorem 8.6.4 holds for 1,...,n and we prove
it for n+1. Let J* (resp. J~) open interval of (Z,T +d) (resp. (T —d,T)). There exists
(If)i:07,,_7n open intervals of J*, two by two disjoints. By induction, for alli = 1,...,n,
there exists ,ul-i supported on IZi such that

(nFer,ox) = Ak (i) = ... = A" (uFf) =0 and  Ai(pf) =+1.  (8.72)

If needed, we denote by p; = 0 for all i = 1,...,n. Moreover, one can also choose 1
supported on Igt such that

(tow1, o) = 1. (8.73)

We prove that F : pu — ((up1, prc), Ak (1), - .., A% () is onto and thereby prove the
heredity.

Step 1: Surjectivity of the first n+1-components of F. Let a = (ag, a1, ...,a,) € R*™L
As o and (uf)i=1, ., have all disjoint supports and satisfy respectively (8.73) and

(8.72), the function
fla = aopo + >/ Jai(a) | &),
i=1

where the coefficients (a;)i=1, .. are defined by o (a) := a1 and

p—1 )
Vpe{2,....,n}, opla):=a,— ag/ﬂ?{(#o) _ Z ‘Ozi(a)]Ap}{ (Iujlgn(az(a))) 7
i=1
is supported on U;‘:(]Iii and satisfies
F(ﬂa) = (a()a a1y ..., 0n, A?(+1(/la))- (874)

Besides, the last component of F'(fi,) can be estimated as
A (fta) = O (ad, lal, - lanl) (8.75)

Moreover, one can check that a + F(fi,) is continuous on R"*1. Indeed, by induction
on p € {1,...,n}, the functions a — oyp(a) are continuous and thus the functions
sign(ay(+)) are locally constant.

Step 2: Surjectivity of the last component of F. Let a € R*. Define,

Sy la|?71 x — x(a)
fule) 1= et o ().
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where g is in C2°(0,1) such that fol g (y)2dy = 1 and z(a) is defined by z(a) =
2+ 1m0+ 2 luc, where 2% are in J* — U I such that ¢ (z7) > 0 (and pr(z7) <
0). First, i, is supported on (z~ —a,2”) if a < 0 and (z*, 2" + a) if @ > 0. Thus, for
a small enough, the support of fi, is in J* — Ug”zofii. Then, for example when a > 0,
a change of variables and a Taylor expansion with respect to a give,

=(2n—1))2 1 T gy (2ot 2 d
, = - x x)dz
(D onon) = oo [0 ) pi@)ex(e)
a 1
- =z (2n—1) 2 T +a T + ay)d
— a+O(jal)".
Moreover, for all k =0,...,2n — 2, similarly, one gets
~(k) |2 ’a‘4n 2t )2 3
5120 = oot oo / ") (y)2dy = O(|af?).

Hence, by Proposition 8.6.3 giving a semi-explicit formula for the quadratic forms
(AL )pen+, one gets
F(fia) = (0,...,0,a) + O(la?). (8.76)

Moreover, the previous computations prove the continuity of a — F'(fi,) on R*. Besides,
by (8.76), F(fi,) — 0 when a — 0 so the map can be extended continuously at 0.

Step 3: F is onto by Brouwer. By Step 1 and Step 2, and more precisely with (8.74)-
(8.76), there exists § > 0 such that, for all a € R**2 — {0} such that |a| < §, one gets
the existence of C' > 0 such that

|F (Ma) - (CLO, ... 7an+1)’ S C ‘a07 e ey an-‘rl‘s
with g = flag,....an + ﬁan+rA}§“(ﬂa)' (8.77)

Let p > 0 such that Cp* < § and 2 € R"™2 such that |z| < £. Then, the map
Gy:a—a—F(ug) +x

maps the ball B(0,p) to itself and is continuous. Therefore, Brouwer’s fixed-point

theorem entails the existence of a such that F'(u,) = x. This holds for every z such that

|z| < £. Thus, taking 2 = (0,...,0, 4) one gets the existence of u* such that F( ) =
; . 1 —

(0,...,0,4). Hence, the function 4, | := m;ﬁ satisfies F(ut,,) = (0,...,0,1).

O

The function p,, ,, is constructed similarly. And this ends the proof.
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CHAPITRE 9

SMALL-TIME LOCAL
CONTROLLABILITY OF THE BILINEAR
1D SCHRODINGER EQUATION,
DESPITE A QUADRATIC DRIFT,
THANKS TO A CUBIC TERM

In this chapter, we give the proof of the results presented in the Chapter 5, taken
from the article [44].

Outline of the chapter. First, a systematic approach to recover STLC when the
linearized system misses a finite number of directions is described in Section 9.1 and
presented on a few toy-models in finite dimension in Section 9.2. Before applying this
method to the Schrédinger equation, in Section 9.3, we recall its well-posedness and
the controllability result in projection of [42]. Then, the power series expansion of the
Schrédinger equation is computed in Section 9.4. Finally, Section 9.5 is dedicated to
the proof of Theorem 5.2.3.

9.1 Method of ‘control variations’

Under (Hjiy,), the linearized system around the ground state of the Schrodinger
equation (3.10) is not controllable: it misses one complex direction g . This situation
is called ‘controllability up to (real) codimension two’ The goal of this section is to
propose a systematic approach to deal with these situations, which is different from
the one for ODEs and better adapted to PDEs. For finite dimensional systems, the
classical approach used by Kawski [88, Theorem 2.4] consists in,

— proving that any direction lost at the linear level is a ‘tangent vector’ thanks to
high-order control variations,
— and deducing the STLC of the nonlinear system thanks to a time-iterative process
that uses arbitrary small-time intervals.
For PDEs, using arbitrary small-time intervals is not comfortable, because of the
control-cost explosion when the time goes to zero. Therefore, in our new approach,
Kawski’s time-iteration process is replaced by a Brouwer fixed-point argument. This
is why our new notion of ‘tangent vector’ contains a continuity property.

9.1.1 Main result

To encompass finite and infinite dimensional systems, STLC is discussed in terms
of the surjectivity of the end-point map. Let us state first the functional setting. Let X
be a Banach space over R. Let (E7r, || - ||g,) be a family of Banach spaces of functions
defined on [0, 7] for T' > 0. Assume that for all 77,75 > 0, for all w € Eq, and v € Ep,,
the concatenation of the two functions u#wv defined by

utv = ul )y +v(- — T1) 1, 7 41) (9.1)

95



STLC of the Schrodinger equation, despite a quadratic drift, thanks to a cubic term

is in B 47, with moreover the following estimate:
lu#vllBr, o, < uller, +l0llEg,- (9:2)

For example, for any positive integer k, the Sobolev space Hé“(O, T') satisfies this prop-
erty whereas the Sobolev space H¥(0,T) doesn’t. Finally, let (Fr)rso be a family of
functions from X x Ep to X for T' > 0. Later, in all our applications, Fp will denote
the end-point of a control system.

First, let us make precise the new definition of ‘tangent vector’ used in this paper.

Definition 9.1.1. A vector £ € X is called a small-time F-continuously approximately
reachable vector if there exists a continuous map = : [0, +00) — X with Z(0) = £ such
that for all ' > 0, there exists C, p, s > 0 and a continuous map b € (—p, p) — up € Ep
such that,

e (=pop), I1Fr (0.uw) — BE(T)|x < CI™*  with [ugllz, < CBP. (9.3)

The family (up)per (resp. the map E) is called the control variations (resp. the vector
variations) associated with &.

Remark 9.1.2. Let us stress that, for finite-dimensional system, in [88], Kawski (see
also the work of Frankowska [77, 78]) introduced rather the following definition: a
vector £ is said to be an m-th order tangent vector if there exists a family of controls
(ur)7r>0 such that

Fr(0,ur) =T"¢+o(T™) when T — 0. (9.4)

Our Definition 9.1.1 is different: the final time and the amplitude of the target are un-
related. This allows constants in (9.3) badly quantified with respect to the final time
T, which is not possible in (9.4). Hence, being a small-time E-continuously approxi-
mately reachable vector is a weaker property than being a tangent vector. Also, for
this reason, the dependency of the constants with respect to the final time will not
be tracked in this paper. For the Schrodinger equation (3.10), the lost directions at
the linear level are approximately reachable vectors, but it seems more complicated to
prove that they are tangent vectors.

Our systematic approach is formalized in the following statement.

Theorem 9.1.3. Assume the following hypotheses hold.

(A1) For all T > 0, Fr: X x Er — X is of class C? on a neighborhood of (0,0) with
Fr(0,0) = 0.

(A2) For all x € X, the map T' € Ry — dFr(0,0).(z,0) € X can be continuously
extended at zero with dFy(0,0).(z,0) = =.

(Az) For all 71,75 > 0, for all z € X, for all u € Eq, and v € Ep,,
Fr+1, (2, u#tv) = Fpr, (Fry (x,u),v) . (9.5)

(A4) The space H := RandFr(0,0).(0,-) doesn’t depend on time, is closed and of
finite codimension n.

(As) There exists M a supplementary of H that admits a basis (&;)i=1,...., of small-time
FE-continuously approximately reachable vectors.

Then, for all T > 0, Fr is locally onto from zero: for all n > 0, there exists § > 0 such
that for all zy € X with ||zf||x < J, there exists u € Er with ||ul|g, < n such that

Fr(0,u) =xy.
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Remark 9.1.4. If in addition of (A;) — (As), we assume that
(Ag) for all T > 0 and u € Ep, u(T — -) is in Ep with

Fr(Fr(0,u),u(T —-)) =0,

then, for all T' > 0, Fr is locally onto: for all n > 0, there exists § > 0 such that for all
(zo,zf) € X% with ||zo||x + ||lzf]|x < 9, there exists u € Er with ||u| g, < n such that

Fr(zo,u) = xy.

Indeed, let (wo,2y) € X* with [lzollx + |lzf[lx < é. By Theorem 9.1.3, there exists
u,v € E7 such that Fr(0,u) = xo and F7(0,v) = xy. Then, using successively (A3)
and (Ag), one has

For(zo, w(T — -)#v) = Fr(Fr(zo,u(T —-)),v) = Fr(0,v) = zy.

Remark 9.1.5. The C?-regularity of Fr in (A;) is for convenience. In the proof of
Theorem 9.1.3, one needs the following estimates: for all 7" > 0 and R > 0, there exists
C > 0 such that for all (z,u) € X x Ep with ||z||x + ||ul|g, < R,

|Fr(e,u) = Fr(0,u) = Fr(,0)|x < Clle|x|uls, (96)
| Fr(z,u) = dFr(0,0).(z,w)| x < C (215 + llulE, ) (9.7)

Both estimates follow from Taylor formulas when Fr is of class C?.

Remark 9.1.6. When Fp denotes the end-point map of a control system,

— (Ay) is linked to the well-posedness of the system: for controls in E7 and initial
data in X, the end-point of the solution must take values in X;

— (A2) means that the solutions of the linearized system are continuous with respect
to time;

— (Aj3) is related to the semigroup property of the equation;
— (A4) means that the linearized system is ‘controllable up to finite codimension’;

— (As) means that the directions lost at the linear level can be recovered using
‘high-order control variations’;

— and (Ag) is linked to the time reversibility of the equation.

9.1.2 Proof of Theorem 9.1.3

The first tool is the local surjectivity of the nonlinear map Fr up to finite codi-
mension.

Proposition 9.1.7. Assume (A1), (A3) and (Ag). Let T > 0 and N a supplementary
of H. Denote by P the projection on H parallely to N'. Then, Fr is locally onto in pro-
jection on H: there exists §y,C > 0 and a C*-map T'r : Bx(0,680) x (Bx(0,50) N H) —
Er with T'r(0,0) = 0 such that for all (xo,xf) € Bx(0,00) x (Bx(0,d0) NH),

P[Fr (zo,I'r(wo, zf))] = xf, (9.8)
with the size estimate
ITr (w0, zp)l Br < C ([[zollx + llzgllx) - (9.9)
The proof follows from applying the inverse mapping theorem to the C''-map

XXET — X xH

(z, u) = (z,P[Fr(z,u)]). (9.10)

Then, we prove that every direction spanned by approximately reachable vectors can
be recovered using high-order control variations.
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Proposition 9.1.8. Under the assumptions of Theorem 9.1.3, there exists T* > 0 such
that for all T € (0,T*) and n > 0, there exists My a supplementary of H, C,s,p >0
and a continuous map z € Mp N Bx(0, p) — u, € Ep such that,

Vz € MrNBx(0,p), | Fr(0,u,)—z|y <ClzllX*  with |uslgy <5 (9.11)

Proof. Let T > 0 and n > 0. Let 0 = Ty < --- < 1T;, = T be a subdivision of
[0,T]. By (As), there exists C,p,s > 0 and for all i = 1,...,n, two continuous maps
Ei: [0,4+00) - X with Z;(0) = & and b € (—p,p) — ué € Er,_71, , such that for all
b € (_P, p)7

| Frieny (0uh) = =T = Tio) | < Ol with [} |y, s,

i—1

< C|b*. (9.12)
For all ¢ = (¢1,...,¢,) € R" with ||¢]| < p and k € {1,...,n}, we define

uf&k = uil#ué# e #ulék € Er,.
We prove by induction on k& € {1,...,n} the existence of C' > 0 such that for all
lell < e,

< Cle|t*. (9.13)

Hka Z cidFr,—1,(0,0).(Zi(T; — Ti-1),0)
X

The initialization with k = 1 follows from the definition of the family (u})per in (9.12)
and that dFy(0,0).(-,0) = Idx by (A2). Let us prove the heredity: assume that (9.13)
holds for some k € {1,...,n}. First, by (As), one has,

k1 5
I (0, uf ) =TT T (‘FTk (O,Uf ) uk+1) '

) TCk41
Thus, together with the inequality (9.6), one gets,

k+1) 0 uk+1

7‘FTk+17Tk( Y Ck+1) ‘FTk+1 Tk (-F.T;C H

< C||Fp, (0,u") | x b, HET,CHka < Cllefllersal® (9-14)

Ck+1 —

H‘FTk+1 (0, uf

thanks to (9.13) and the size estimate in (9.12). Moreover, by Definition 9.1.1,
|11, (0, ul ) = 1By (Thrn — To)llx < Clegga |, (9.15)
Besides, using the Taylor expansion (9.7), one gets,

k

K
H‘FTk-o-l—Tk(‘FTk(Ovuf )70) - d‘FTk-H_Tk(O?O)‘(‘FTk(O?uZ% )70)HX

k
< O||Fr (0,wf )% < Clef?. (9.16)
Moreover, using the induction hypothesis (9.13), one has
#k:
Hd‘FTkH*Tk(QO)'(ka (Oauc )70)

k

=Y cdFr -1, (0,0). (AF 7, -7,(0,0)-(Ei(T; = Tr-1),0),0) | < Clef*. (9.17)
i=1

Besides, differentiating (9.5), one gets that for all 77,75 > 0 and = € X,

dFr,(0,0).(dFr1,(0,0).(x,0),0) = dFr +1,(0,0).(x,0).
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Thus, (9.16) and (9.17) lead to

k

k —_ S

|0 (P (0., 0) = Y- cidFry 2,00, 0). (Bi(Ty = Ti-1),0) | < Cllel]*.
=1

(9.18)
Then, estimates (9.14), (9.15) and (9.18) lead to (9.13) for k 4+ 1 and this concludes
the induction.

Conclusion. The following map is continuous and doesn’t vanish at zero,
(t1yeeestny 1, ..oy tn) = det [Pag[dF (0,0).(21(£1),0)], . . ., Pm[dFr, (0,0).(2n (), 0)]],

where Py := Id —P denotes the projection on M, defined in (A5), parallely to H.
Thus, there exists T* > 0 such that for all T € [0,7*), (Pm[dFr—1,(0,0).(Z(T; —
Ti-1),0)])i=1,....n is a basis of M. As M is a supplementary of H, one deduces that
M defined as

My = Span(dFr_1,(0,0). (E(T; — Ti-1),0), i =1,...,n),

is also a supplementary of H. Thus, by (9.13), the proof is concluded with

n
w, =l ., forall 2= ¢dFr_7,(0,0). (5i(T; — Ti-1),0) € Mr.
i=1
Notice that the continuity of the map z + u, stems from the ones of b — uf,. O

Finally, one can prove Theorem 9.1.3: the ‘high-order control variations’ constructed
in Proposition 9.1.8 and the local surjectivity of Fr up to finite codimension given in
Proposition 9.1.7 are enough to gain back the controllability lost at the linear level.

Remark 9.1.9. It is enough to prove the conclusion of Theorem 9.1.3 for sufficiently
small final times 7" € (0,7™). Indeed, for T' > T*, taking T; > 0 such that T'—T; < T*,
one has

Vu € Er—1,, Fr(0,001)#u) = Fr-7,(Fr,(0,0),u) = Fr_1,(0,u),
using (A1) and (As). Thus, the result in small time entails the result in large time.

Proof of Theorem 9.1.3. Let T' > 0 the final time, 77 € (0,7") an intermediate time
and 7 > 0 the accuracy on the control. Define § := min(do, 5&) where dg (resp. C) is
defined by Proposition 9.1.7 (resp. (9.9)). Let z¢ in X with |z¢|x <.

Step 1: Steering 0 almost to xy. Let Mr, the supplementary of H given in Proposi-
tion 9.1.8. The goal of this step is to construct a n-parameters family (v,).c Mo, such
that, for every z € My, small enough, one has

PFT(O,Uz) = PLL’f, (919)
1P, Fr(0,0.) = 2|l x < Cllz|X7 + ClPay|%,  withy >0, (920)
vzl <, (9.21)

where Pp, := Id —P denotes the projection on My, parallely to H. By Proposi-
tion 9.1.8, there exists C, p, s > 0 and a continuous map Z — uz from Mg, N Bx(0, p)
to B, such that,

VZe Mz, NBx(0.0), |Fr (0.uz) = Zlx < CIEIKT  with  lus]ey, < 3. (9:22)

Denote by (ezﬂl)i:l,m’n a basis of Myp,. Then, the following map is continuous and
non-vanishing at zero,

t > det (Pr[dFi(0,0).(ef*, 0], ..., Py [dF3(0,0) (], 0)]) .
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Thus, for T' small enough, P, [dFr_1,(0,0).(-,0)] is invertible from Mp, to My, with
a continuous inverse by the open mapping principle. Hence, there exists a linear con-
tinuous map h from M, to M, such that,

Vz e Mg, Pr[dFr_7,(0,0).(h(2),0)] = 2. (9.23)
Finally, for all z € M7, N Bx (0, p), we define
Vy 1= uh #FT Ti (]:T1 (0 uh(z)) PIL‘f) (9.24)

where I'r_7, : Bx(0,dp) x (Bx(0,d9) NH) is constructed in Proposition 9.1.7 with
the supplementary My, and the family (uz)zem,, is constructed in (9.22). Besides, as
F1,(0,up(z)) — 0 when 2z goes to 0, for p small enough, || Fr; (0, up))|lx < do and v,
n (9.24) is well-defined.

Size estimate. Using (9.2), for all z € M7, N Bx(0,p), v, is in Ep with

IN

Izl < llungoller, + |Pr—, (Fri (0, uncz), Pay)|

Ep_m,

g +C (HJ:Tl (0, up())llx + HPfoX) < g +2C5 <,

IN

using the size estimates (9.22) on uy(;) and (9.9) on I'r—ry. This proves (9.21).

Target almost reached. Moreover, using (As), one has,

Fr(0,v:) = Fr-n (le (0, up(zy)s Pr—my (Fry (0, up(zy)s Pﬂ?f)) : (9.25)

Therefore, by definition (9.8) of I'r_7y, (9.19) is already satisfied. To prove (9.20), one
can use (9.25) together with the inequality (9.6) to get

1P Fr(0,0:) = 2l < [Py [From, (0.Tr—a, (Fri (0,un(),Pap) ]|
+[Pri [Fron (7r.0. ). 0) = 2]
+ CHFT—T1 (]:Tl (Ovuh(z))7 ow)|’ET—T1 H’FTI (Ovuh(z))HX‘ (926)

Yet, using the estimates (9.9) on I'r—7y, (9.22) on Fry (0,up(.)) and the continuity of
h, the last term of the right-hand side of (9.26) is estimated by C||z||> + C||Pz¢||>.
Using the Taylor expansion (9.7), the estimate (9.22), the construction (9.23) and the
continuity of h, the second term of the right-hand side of (9.26) is estimated by

P73 [dFr—73(0,0).(Fr (0, un(z) ), 0) = 2] x 1P (0, upge)) |1 < Oz ). (9.27)

Moreover, by definition of H in (Ay4), P7, [dF7—7,(0,0).(0, 'r—p, (F7,(0,u,), Pxs))] =
0. Thus, using again the Taylor expansion (9.7), the first term of the right-hand side
of (9.26) is estimated by

CITrr (Fry (0,u2), Pap) 3 < C ([121% + [Pyl?) (9.28)
using estimate (9.9) on I'r_p, and (9.22). Therefore, (9.26), (9.27) and (9.28) lead to
(9.20).

Step 2: Steering 0 to xy. Thanks to (9.19) and (9.21), to conclude the proof, it remains
to prove the existence of z € My, N Bx(0, p) such that Py, F7r(0,v,) = P, xs. To that
end, we apply the Brouwer fixed-point theorem to the function

Mz, N Bx(0,p) — Mrn

Gy, :
7 z +—— z—Pp[Fr(0,v.)] + Pp [zy].
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First, notice that by continuity of Fr, of I'r_71,, of h and of Z +— uz, the map z — v,
defined in (9.24) is continuous from M, to Er. Thus, G, is continuous. It remains
to prove that it stabilizes a ball. Let p’ € (0, p) such that Cp/? < % and reduce § such

that C6%24 6 < %/ where C'is given in (9.20). Then, using estimate (9.20), one has for
all z € Mp, N Bx(0,p),

G (2)llx < CllzlX™ + ClIPagll% + IPasllx < Cp™7 4+ Co* +6 < .

Thus, one can apply Brouwer fixed-point theorem to G, to conclude the proof. [

9.2 Toy-models in finite dimension

The goal of this section is to illustrate the method presented in Section 9.1 on
examples in finite dimension. For the sake of simplicity, we only explain how to prove
that the directions lost at the linear level are small-time E-continuously approximately
reachable vectors. The verification of the other assumptions of Theorem 9.1.3 is left to
the reader. In this section, for all n € N*, (e;)i=1,...» denotes the canonical basis of R".

9.2.1 A first toy-model: not all lost directions can be recovered

Consider the following control-affine polynomial system

{ = (9.29)

iy = 2% + 3.

The reachable space of the linearized system around (0,0) is given by H = Span(e;)
and a supplementary by M = Span(es). However, es is not a small-time W~1°-
continuously approximately reachable vector because

T T T

22(T; u, 0) :/ ul(t)zdt—i—/ u (£)3dt > (1—Ty\u\|w,1,oo)/ GE()dt > 0
0 0 0

for T and ||ul|j7—1, small enough. This system illustrates Sussman’s necessary condi-

tion [128] on [[fo, f1], f1] (0) for L>°-STLC.

9.2.2 Sussman example: a quadratic/cubic competition

The following classical example illustrates that a cubic term can be used to domi-
nate a quadratic drift and restore STLC,

i:l = u,
j?g =1, (930)
T3 = x% + x:f’

For this system, H = Span(ej, ez) and M = Span(es).

First, (9.30) is not W1*°-STLC. Indeed, considering a trajectory such that z1(7) =
x2(T) = 0, two integrations by parts give,

/ Lt = —2 /0 " () (1) u(t)dt = /0 " ()2 (bt

0

Thus, provided that [|ullyy1.00 01y < %,

25(T: u, 0) :/OTUQ(t)Q(1+u’(t))dt > ;/OTUQ(t)th.
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Hence, it is impossible to reach states of the form (0,0, —d) with § > 0.

However, ez is a small-time L°°-continuously approximately reachable vector. In-
deed, in this asymptotic, one can use the cubic term to absorb the quadratic term along
the lost direction using oscillating controls defined, for b € R*, by, for all ¢ € [0, T],

up(t) :== sign(b)|b|ﬁ¢” <|b|tQ ) with ¢ € C2°(0,1) s. t. /1 #'(0)3d6 = 1.
T 0

Indeed, performing the change of variables t = |b|%9, one gets

i . ¢ \12 b/ T , ¢ \1°
wa(Ts wp, 0) = [ [sign®bl o (o || der [ {stenpl e (< )| b

0 bl1t 0 |b|iT

12

| |11
1 1 12
_ |b\ﬁ/0 ¢(0)2d0+sign(b)|b|/0 #(0)%d0 = b+ O(|p| ).

Moreover, along the ‘linear components’; as u, is supported on (0, ]b|127) C (0,T) for b
small enough, one directly has

(z1(T5 wp, 0), 22(T; up, 0)) = (ur(T),ua2(T)) = (0,0).

Besides, one has the following estimates on the controls,

1-2k

vk eN,  [[ul? e < 169 | Lo bl T

Hence, this family of controls (up)per+ is arbitrary small in L>°(0,7") (but not in
W1°°(0,T)). Moreover, this estimate (with k = 0) also gives that the map b > u,
from R* to L*>°(0,T") can be extended continuously at zero with ug = 0. Therefore, e3
is a small-time L°°-continuously approximately reachable vector and by Theorem 9.1.3,
(9.30) is L*°-STLC. Notice that this was already known thanks to the Susmann S(0)
condition [128].

9.2.3 A polynomial toy-model for the Schrodinger PDE

The next polynomial control system is designed to be a toy-model for the Schrédinger
equation (3.10) as explained later in Remark 9.2.1,

i‘l = u,

Tg = 11,

.’ig = T2, (931)
Ty = x§ + m%xg,

:t5 = Z4.

For this example, H = Span(ey, e2,e3) and M = Span(eq, e5). Moreover, solving ex-
plicitly (9.31), the fourth and fifth components are given by,

24(T; u, 0) = /0 " a2t + /0 () 2us (bt (9.32)
T T
25(T: u, 0) = /O (T — t)us(t)2dt + /O (T — t)ua (£)2us (1) dt. (9.33)

First, using Cauchy-Schwarz and Gagliardo-Nirenberg inequalities [117], one gets the
existence of C' > 0 such that for all u € H3(0,T)

< CH“lH%?(o,T) <C (||u(3)||L2(0,T) + T_3||U”L2(O,T)> HUSH%?(O,T)'

T
/ wn (£)2us () dt
0

102



STLC of the Schrodinger equation, despite a quadratic drift, thanks to a cubic term

Thus, the quadratic term prevails on the cubic term in (9.32) (and (9.33)) when controls
are small in H3. This allows to deny H3-STLC for (9.31). Nonetheless, let us prove
that (9.31) is H2-STLC.

Step 1: eq is a small-time Hg—contz’nuously approzimately reachable vector with vector
variations Z4(T) = e4 + Tes. Heuristically, for a final time T fixed, looking at (9.32)
and (9.33), the cubic terms of x4 and x5 have the same size. Thus, it seems better to
use the vector variations Z4(7") = e4 + T'es instead of Z4(T") = ey.

As before, in the asymptotic of controls small in Hg, one can use the cubic term
to absorb the quadratic term along the lost direction using oscillating controls of the
form, for all b € R*,

up(t) = sign(b)]b[ﬁ(ﬁ(?’) ( t4 > with ¢ € C2°(0,1) s. t. /1 ¢"(0)%¢'(0)do = 1.
a 0

||t
(9.34)
Indeed, substituting these controls into (9.32) and (9.33) and performing the change

of variables t = \b\ﬁe, one gets
42 1 2
ea(T5 . 0) = i [ o(0)2d0 +,
0
a2 1 4 2 . a1 1 \2 4t
o5(T; s, 0) = 3 [ (T = #%0)6(0)%a0 + b — sign() % [ 00" (0% (0)a0,
0 0

Moreover, as w;, is supported on (0, |b\ﬁ) C (0,T) for b small enough, one directly has,
(@1(T5 wp, 0), w2(T; wp, 0), 23(T; up, 0)) = (ua(T), ua(T), u3(T)) = (0,0,0).

Besides, for all b € R*,

1
g |l 20,1y < 116711220, DI (9.35)

Thus, the family (up)per is arbitrary small in H3(0,7) and the map b — u; from R*
to H2(0,T) can be continuously extended at zero with uy = 0. This concludes Step 1.

Step 2: Constructing the second approximately reachable vector from the first one.
Hermes and Kawski proved in [83, Theorem 6] that for affine-control systems of the
form & = fo(x) + ufi(zx), if for some Lie bracket V' of fy and f1, V(0) is a tangent
vector in the sense of (9.4), then [fo, V](0) is also a tangent vector.

Using the same construction, we prove that es is also a small-time HZ-continuously
approximately reachable vector with vector variations Z5(7") = e5. Denote by (up)per
the control variations associated with ey, constructed at Step 1. We are going to prove
that, for all (b, c¢) € R? small enough,

2(3T; w0 ry#uc, 0) = (b+ c)(ea + Tes) + 2Tbes + O(||(b, c)||'F31).  (9.36)

Thus, taking for all « € R, b = 57 and ¢ = —b, this proves the existence of a family of
controls (vq)aer such that, when a goes to zero,

(3T; v, 0) = aes + O(la'"*41)  with  [|[vall g2(0.) < Clal7T,

using (9.35). This will conclude Step 2. To prove (9.36), notice first that by definition
of (up)per, one has

2(T; up, 0) = bleq + Tes) + O(|b 1), (9.37)
Then, using the semi-group property of (9.31), one has

z(2T; up#0(0, 7] 0) = (T} Op,17> z(T; up, 0)). (9.38)
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Moreover, computing explicitly the solution, one gets a constant C' > 0 such that,
Vp = (p1,...,ps) €R5, HJJ(T; Oo,77, ) — P — Tp4e5H <C|pl|* (9.39)
Thus, (9.37), (9.38) and (9.39) lead to
2(2T; w#01y, 0) = b(ea + Tes) + Thes + O(|b|'+1). (9.40)
Then, once again, using the semi-group property,
z(3T; up#Ojo r#fue, 0) = (T ue, (215 wp#0p,7y, 0))- (9.41)
Besides, using Grownall Lemma, one gets the existence of a constant C' > 0 such that
for all HUHHg(O,T) < 1land |p|| <1,
|2(T; w, p) = 2(T; Oy, p) = 2(T; w, 0)| < Cllullgz o Ipl- (9.42)

Thus, (9.41) and (9.42) lead to

|2(3T; wp#0p 1 #ue, 0) — x(T; ue, 0) — (T O 1y, (2T w0017, 0))]]
1
< Cllucll gz |=(2T5 up#0jo,71, 0)|| < Clefa[b], (9.43)

using the size estimates (9.35) on (uc)cer and (9.40) on z(275 up#0j. 7, 0). Besides,
using the estimates (9.39) and (9.40),

(T; 07y, 2(2T; w0, 0)) = b(es + Tes) + 2Tbes + O([p ). (9.44)
Using the definition of the family (uc)cer, (9.43) and (9.44) lead to (9.36).

Remark 9.2.1. The system (9.31) can be seen as a polynomial toy-model for the
Schrodinger PDE (3.10) in the following way. For both systems, the linearized system
is controllable ‘up to codimension 2’ the leading quadratic (resp. cubic) term of the
solution along the first lost direction is given by fOT u3(t)?dt (resp. by fOT uy (t)?us(t)dt)
and the second lost direction is more or less the ‘integration’ of the first one.

9.2.4 A bilinear toy-model for Schrodinger

Let p € N* and Hy, H; € M,(R) symmetric matrices. Consider Schrédinger control
systems of the form

iX'(t) = HoX (t) — u(t)H X (t), (9.45)
where the state is X (¢) € CP and the control is u(t) € R. We write (¢1,...,¢p) for an
orthonormal basis of eigenvectors of Hy and (A1,...,\,) for its eigenvalues. We also

denote by X;(t) := pje” it for all j € {1,...,p}. In this section, the commutator of
Hy and H; is denoted by [Ho, Hi] :== HoHy — H1Hj and (-,-) denotes the classical
hermitian scalar product on CP.

Remark 9.2.2. For Schrédinger ODEs (9.45), we work around the trajectory (X, u =
0). The work done in Section 9.1 can still be used by performing the change of function
X(t) == X(t)e™? — @1 to work around (0,0). Thus, in this setting, a vector £ € RP
is called a small-time E-continuously approximately reachable vector if there exists a
continuous map = : [0, +00) — RP with Z(0) = & such that for all T > 0, there exists
C,p,s >0 and a continuous map b € (—p, p) — u, € Ep such that for all b € (—p, p),

IX(T5 wp, 1) = Xo(T) = bE(T)|| < Ol with  [|up|p,, < CJBI*.

The topology on the state is not specified as all norms are equivalent in finite dimension.
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The linear test

The linearized system of (9.45) around the trajectory (Xi,u = 0) is given by
’LX/L = H()XL - u(t)Hle. (946)

By the Duhamel formula, the solution of (9.46) with X (0) = 0 can be written as
p T '
X (1) =iy (<Hm, o) [ u(t)e“j*l)tdt) X,(T). (9.47)
=1 0

Thus, the reachable space of the linearized system (9.46) is given by
H := Spanc (X;(T) for j € {1,...,p} such that (Hip1,p;) #0),

as the equality X (7)) = X is brought down to solving a finite polynomial moment
problem when the coefficients (Hi¢1, ;) don’t vanish. To simplify, we assume that,
(ﬁhn) there exists an integer K € {2,...,p} such that

<H1<P17<PK> =0 and vj € {L'--vp}_{K}? <H1()017()0j> %0 (948)

As the solution of the Schrodinger ODE (9.45) is complex-valued, it means that H is
of codimension 2 and a supplementary is given by M = Spang(¢x, i¢K).

Quadratic and cubic behaviors

To prove that i@ and pi are approximately reachable vectors, we need to study
the behavior of the solution of (9.45) along the lost directions. Unlike for the previous
polynomial toy-models, here the computations of the first terms of the expansion of
(9.45) are quite heavy. It can be lightened by introducing the new state

X(t) := e”Hm® x(4), (9.49)

which solves the following ODE, called the auxiliary system,
400 k _
X'(t) = _ie—iHlul(t)HoeiHlul(t)X(t) — Z M ad’}h(Ho)X(t). (9.50)

Thus, working with X , it is easier to quantify the expansion of the solution with respect
to the primitives of the control and not with respect to the control u. This idea was
introduced in [58] and later used in [25, 43] for the Schrodinger equation. It was also
used in finite dimension in [22] to study the quadratic behavior of differential systems,
or in [16] to give refined error estimates for various expansions of scalar-input affine
control systems.

By the Duhamel formula, the solution of the auxiliary system (9.50) with X (0) = ¢,
satisfies

t X (=i (1 =
X(t) = X1 (t) —i /0 e (=) 3 (;f))k ad¥; (Ho)X (1)dr. (9.51)
k=1 :

Then, the linear term X, the quadratic term )~(Q and the cubic term X¢ of the
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expansion of X around the trajectory (X1, u = 0) are given by,

Xp(t) = — /O t e~ HoU=")ayy (1) ad};, (Ho) X1 (7)dr, (9.52)
o) = [0 (i (o) + 5 (02005
(9.53)
Kott) = [ 0D ( = us(r) ady, (Ho) Xa(r)
iu1(7)2 2 > U1(7)3 3
+ ady, (Ho)X1(r) + = adHl(Ho)Xl(T))dT. (9.54)

First-order term. Using (9.52), the linear term along the lost direction is given by

~ T )
(XL(T), oM7) = (A = \)(Hin, o) / un (£)e! g = 0, (9.55)
0
under (ﬁhn). The K-th direction is lost at the first order for the auxiliary system.

Second-order term. Substituting the explicit form (9.52) of X, into (9.53), the quadratic
term along the lost direction is given by,

~ T A
<XQ(T)> PKE ZAlT) ZAK / Uy (t)2ez()\K—>\1)(t—T)dt
0

+/ wy (t / (7)k(t, 7)drdt, (9.56)

where
i ! S AL+ A
Al = =g oy, (Hohr o) = 3 (3 = 2575 ) (Fon. ) Higr ).
j=1
p
=3 (A = A\ = M) (Hipr, 95) (Hipx, ) etPi (T=DFAx =D+ (T=m))

7=1

(9.57)

To identify the leading quadratic term, one can compute integrations by parts to get,
for all n € N*, the existence of a quadratic form Q,, on C?" such that

_ . |
(X(T), pxe™™T) = —i § : Am / U (1) 26T gy
0

+/ un(t / (P)OP 100 (¢, 7)drdt + Qn (ua(T), . .., un(T), ab, .., "),
(9.58)

where, for all m = 2,... n,
T A
o / ()OO VR (T, 7,
0

e A+ A — m—
Bi=> (>\ - 12K> Ak = A)™ NN = M) Y Huer, @) (Hipk, 95).-
j=1

To see more details about this kind of computations, the reader can for example refer
to [23, Section 3.3] or [43, Sections 2.2 and 5|. The leading quadratic term is given by
the first coefficient flm to not vanish. From now on, we assume that

(Hquad) A = A%( =0 and A3 £ 0.
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This choice is explained later in Remark 9.2.3. Then, using (9.58) for n = 3 and
Cauchy-Schwarz inequality, under (Hquad), one gets that

(Xo(D), oxce™T)| = O (|lus|F2r) + lu2(T)P + us(D)F) . (9.59)

Thus, provided that the boundary terms can be neglected, the leading quadratic term
of the expansion along the lost direction is f(;f uz(t)2dt.

Third-order term. Substituting the explicit forms (9.52) and (9.53) of X, and X¢ into
(9.54), the cubic term along the lost direction is given by,

(Xo(T), pree=MT) = 5

+/0Tu1(t)2 /Otul(T)le(t,T)det+/Tu1(t) /Otul(T)2B2(t,7-)det
+/ ua (¢ /u1 )/OTU1<3)iL3(t,T,S)deTdt,

T .
£l (Holor, orc) [ un(t)e! oDy
0

where the cubic kernels are given by

. P
~ 1
ha(t,7) = 5 3 (N = M) {Hher, @) (adiy, (Ho)erc, ) R (TR (=0 (T=r)),
Jj=1
(9.60)
- P
7 ? ) - (T— —T
ha(t,7) 1= 5 3_ (ke = X)) (Hagic, 95) (ady, (Ho)pr, ) el TN ENT0E T,
j=1
(9.61)
p p
3(t,7: ) ZZ Ak = A (A1 = Aa) O = Ag) (Haor, @n) (Haon, ) (H1 0, 05)
% AR (t=T)+ ,\ (7' t)+>\1( —8)+An(s—7)) (9.62)

For the Schrodinger PDE (3.10), computing formally the Lie bracket, one gets that
ad® () = 0 for all ¢. Thus, to have a toy-model fitting the PDE, from now on we
assume that

(ad%;, (Ho)w1, px) = 0. (9.63)

Then, the cubic term along the lost direction behaves as

Ko ere™T) = [ un®? [ wa(rnt,r)dras

+/ w(t / (7)2ha(t, )drdt + O(ur[2s .y (9.64)

The last cubic term is neglected in front of the other two in an asymptotic of small-time,
and thus, is seen as a small pollution.

Error estimate on the expansion. With a similar proof as in [43, Proposition 2.5], one
can compute the following error estimate,

I(X = X1 = X1 — Xg = Xe) (D)l = O|lur | 1ao,1)- (9.65)

Remark 9.2.3 (About assumption (Hyuaq)). When (9.63) holds, the equality (9.64)
gives that in an asymptotic of small-time, the leading cubic term is fOT uq (t)2ug(t)dt.

— 1If, instead of (Hyuaq), We assume that Ak # 0, by (9.56), the leading quadratic
term is fo up(t)2dt. Thus, for controls small in W~ the quadratic term pre-

vails on the cubic term and (9.45) is not W1, Thus, one must at least assume
that A}, =
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— 1If, instead of (Hquaq), We assume that Al = 0 and A% # 0, then (9.58) with
n = 2 gives that the leading quadratic term is fOT ug(t)2dt. However, the cubic
term can’t absorb simultaneously such a quadratic term and the quartic term as
by Cauchy-Schwarz inequality, one has

< /OT ug (t)2dt /OT uy (t)4dt.

2

T
/ uy (t)?ug (t)dt
0

To overcome this issue, one could try to prove a sharper error estimate than
(9.65). Instead of doing this, we assume (Hguaq) so that the leading quadratic
term is given by fOT u3(t)?dt. This time, the cubic term can handle simultaneously

such a quadratic term and the terms of order higher than four.

The vector v is a small-time Hg—continuously approximately reachable
vector

Working in two stages as for the polynomial toy-models (9.30) and (9.31), we prove
that i@x is a small-time HZ-continuously approximately reachable vector associated
with vector variations =(T") = iX g (T).

— First, the computations of Section 9.2.4 entail the existence of a family of oscil-
lating controls (up)per arbitrary small in H2(0,T) such that

(X(T; up, ¢1), X (T)) = ib+ O(|b|*T31)  when b — 0. (9.66)
— Then, we make sure that
IPX(T; up, 1) — X1(T)| = O(Jb|"+a7), (9.67)
where we recall that P denotes the orthogonal projection on .

Step 1: Using oscillating controls along the lost direction. Define, for b € R*,

1
Cr’
(9.68)

with Cx = ﬁl((),()) — iLQ(0,0) where hy and ho are defined in (9.60) and (9.61). To

ensure that ¢ exists, one must assume that

(Hewn) Ck # 0.

First, the same estimate as (9.35) gives that the controls are arbitrary small in H?

and the map b — wup can be extended continuously from R to Hg(O,T ). Moreover,

substituting these controls into (9.55), (9.59), (9.64) and (9.65), the same computations

as for (9.31) lead to

t . ! /! 2 1/
) with ¢ € C(0,1) s. t. / & (0)%4/ (6)d6
41 0

| |41

wp(t) = sign(b) |p| 776" (

~ , 1 0, R
(T s, r).pie™T) =b [ 6" (007 [ 6" (02)hr (01701, b/ 02)d02d0)
0 0

1 01 ,n . A o

b 9700 [ 602 hal(blF0n, o 02)dbdty + O(p ).
0 0
Performing the expansion of the kernels hi and hy when b goes to zero, one has
~ ) . 1 .
(X(T; wp, 1), e M7y = iCKb/ ¢"(0)2¢/ (8)doe' 1= 2)T L O(|p|'Far),
0

which gives (9.66) by construction of ¢ as X (T') = X (T') when u1(T) = 0 (see (9.49)).

Step 2: Correcting the linear components. Unlike for the previous polynomial toy-
models, it is not straightforward to make sure that (9.67) holds. Thus, in a second time,
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the linear components of the solution are corrected using the STLC result in projection
given in Proposition 9.1.7. This gives the existence of a control v, € HZ (T, 2T) such that
the solution of (9.45) on [T, 27T associated to the control v, and the initial condition
X(T; up, ¢1) at time T' satisfies

PX(2T) = X;(2T) with ||vaHg(T,2T) < C\X(T; up, 1) — X1(T)|. (9.69)

Then, (9.67) is verified (for the final time 27"). However, one needs to check that (9.66)
which holds at time T thanks to Step 1, still holds at time 27 and has not been
destroyed by the linear correction. Thus, one needs to check that

(X (2T), Xk (2T)) — (X(T), X (T))| = O(Jp|"+31). (9.70)

Evolution of the solution along the lost direction. First, we prove that under (ﬁhn),
one has,
(X (2T), Xk (2T)) — (X (T), Xk (T))| < Cllvell 21 (107 (9.71)

To that end, first notice that, using (9.47), under (Hjy,), one has,
vt e[0,T], (X(1), Xk(t)) = (X = Xu = Xp)(t), Xk (1))
Besides, looking at (9.45) and (9.46), X — X; — X, is the solution of
i(X — X1 — X1) = Ho(X — X1 — X1) — u(t)Hi (X — X3).

Thus, the Duhamel formula gives that the left-hand side of (9.71) is estimated by

/TQT wp(t)(H1 (X — X1)(t), o )e A0 qy

< C||Ub||L1(T,2T)t S[;llgT] (X =X (9.72)
S

)

Moreover, writing the Duhamel formula for the equation satisfied by X — X1, one gets
similarly that

sup |[[(X = X1)(@)[| < Cllvpllzr(rory sup [ X (2] (9.73)
te[T,2T) te[T,27)

Besides, taking the scalar product of (9.45) with X and then the imaginary part of
the corresponding equality, one gets that the norm of X is preserved. Thus, putting
together all these estimates, one gets (9.71).

Estimate on the end-point of the solution at time T'. Thus, to prove (9.70), using (9.69)
and (9.71), it is enough to prove that

IX(T; wp, 1) — X1(T)|% = O(Jb|+a1), (9.74)

that is, we need to estimate the error on the linear part of the solution when using
the oscillating controls (9.68). Notice that by the Duhamel formula, as in (9.73), a
straightforward estimate is given by

11
[ X(T5 up, 1) = X2 (T)[| < CllullLro,r) = O([b]T),

by definition (9.68) of the family (up)per. However, this is not enough to prove (9.74).
One can compute a sharper estimate by writing instead that

[ X(T5 wp, 1) = Xa ()| < 1 X2(T5 wp, o1)|| + (X = X1 = Xp)(T5 up, 1)l (9.75)
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Moreover, using the estimate given in [43, Proposition 2.6], one has
26
(X = X1 = X£)(T; up, 1) < CllualZ297) = O(IbI3), (9.76)

using (9.68). Moreover, looking at the explicit computations given in (9.47), the linear
part is estimated by

T .
IX0(T5 w, p1)] < C max /0 up(t)e’ AT g (9.77)
Besides, for every j = 2,...,p, performing three integrations by parts as uj(T) =

uz(T) = ug(T) = 0, one has

T .
/ up ()P~ AET) gy = O(b|1) (9.78)
0

T ‘
= o= [ sty
0

using (9.68). This also holds for j = 1 because in this case, the left hand-side is equal
to uy(T') = 0. Therefore, (9.75), (9.76), (9.77), (9.78) lead to

I1X(T; up, ¢1) — X1(T)| = O(Jb] 1),

which gives (9.74) concluding Step 2.

The vector ¢f is a small-time Hj-continuously approximately reachable
vector

As for the polynomial toy-model (9.31), the second approximately reachable vector
is built from the first one in a way inspired by the work [83, Theorem 6]. To that end,
denote by (up)per the control variations associated with ipg constructed above. The
goal is to prove that for every b, ¢ € R small enough,

X (3T w#0)o.1#uc, 1) = X1(3T)
+ (ice2 Ok AT L ib) X i (3T) + O(|(b, )| Tar).  (9.79)

Thus, for all T € (0,%), taklng C = —m and b = —CCOS(Q()\K —
A1)T), this provides a family of controls (vy)acr such that when « goes to zero,

1 . 1
X(3T; va, ¢1) = X1(3T) + aXk (3T) + O(ja|'*11)  with [[vallg20,37) < Clalir.

This will give that @k is a small-time HZ-continuously approximately reachable vector
associated with vector variations Z(7') = Xk (7). So, it remains to prove (9.79). First,
by construction of the family (up)per, one has

X (T wp, 1) = Xa(T) +ibXx(T) + O(b'*31)  with up | 2007y < CJB|Tr.
Then, on [T, 277, no control is activated, so,
X Q2T; w# 01, ¢1) = e M X(T; wy, @1) = X1(2T) + ibX 5 (2T) + O(Jp| '+ 7).
Moreover, using the semi-group property of the equation, one has

X (3T up#0p, #uc, 1) = X(T5 uc, X(2T5 wp#0p,1), #1))- (9.80)

Besides, using Gronwall Lemma, one proves the existence of C' > 0 such that for all
>0, p € R with ||p|| < 1 and u € HZ(0,T) with H“HH& <1,

IX(T5 u, Xi(7) +p) = X(T5 u, pr)e” M7 — e HTp|| < Olfull g2y o]l (9:81)
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The proof is left to the reader but one can refer to Proposition 9.3.4 for a similar pr?of
for the Schrédinger PDE. Taking u = u., 7 = 2T and p, = ibXx(2T) + O(Jb|'T11),
one gets that ||uc g20,7) /sl = O(|c|T11|b\) Moreover, by construction of (u.),

X(T; we, 1) = X1(T) + icXw(T) + O(|e| +37).
Thus, using (9.81), (9.80) becomes
X(3T; w0 r#ue, ¢1) = X1(3T) + ieX g (T)e > MT 1 ib X (3T) + O(|b, ¢ +37),

which concludes the proof of (9.79).

Conclusion.

Finally, using Theorem 9.1.3, one gets the following result.

Theorem 9.2.4. Let Hy and H; satisfying (I:Ihn), (I:Iquad), (9.63), and (I:Iwb). Then,
the Schrodinger ODE (9.45) is HZ-STLC around the ground state: for all T > 0, for
all n > 0, there exists ¢ > 0 such that for every Xy € CP with || X; — X (T)| < 6,
there exists u € HZ((0,T),R) with ||uHH02(0’T) < n such that the solution X of (9.45)
satisfies

X(T; u, ¢1) = Xjy.

Towards the Schrédinger PDE

Let us state here the main difficulties we are going to face for the Schrédinger PDE
(3.10) compared to the ODE (9.45).

— In Section 9.4, the computations of the expansion of the solution will be quite
similar. The only difference is that the kernels will be defined as function series.
Thus, the regularity and boundness of such kernels needed to perform integrations
by parts will not be straightforward but will stem from (Hyeg).

— The main difficulty for the PDE will be to prove that igg is a H3-continuously
approximately reachable vector (the second approximately reachable vector will
be deduced from the first with the same proof). Using the same oscillating con-
trols as for the ODE, we will have similarly that

(W(T; wp, 1), ¥ (T)) = ib+ O(|b|*1). (9.82)

Then, contrary to the finite dimensional case, we will need to correct an infinite
number of linear directions. This will also be done using the STLC in projection
on H to get the existence of v, € H3(T,2T) such that

Py(2T) = 41 (2T).

The core of the paper is to prove that such a linear correction didn’t destroy the
work in (9.82). This is done using two ingredients.

— The STLC result in projection provides an estimate, (9.69) in finite dimen-
sion, on the linear control by the data to be reached. For the Schrédinger
PDE, the classical estimate giving that the L?-norm of the control is esti-
mated by the data to be controlled in the H, g’o)—norm is not sharp enough.
The whole work of [42] has consisted in establishing sharper (and simulta-
neous) estimates on the control to make this step work.

— Also, in finite dimension, the evolution of the solution along the lost dimen-
sion (9.71) is estimated by the L'-norm of the linear control. Once again,
this will not be sharp enough for the Schrédinger PDE. That is why in
Section 9.4.6, we quantify more precisely the evolution of the solution along
the lost direction.
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9.3 Well-posedness and controllability in projection of
the Schrodinger equation

9.3.1 Well-posedness of the Schrédinger equation

In this section, we recall the result given in [42, Theorem 2.1] about the existence
and uniqueness of the solution of the following Cauchy problem, stressing the link
between the regularity of the solution and the boundary conditions on the dipolar
moment g,

O (t,x) = —020(t,x) — u(t)p(x)Y(t,z) — f(t,z), (t,z)€ (0,T)x (0,1),
Y(t,0) =(t, 1) =0, te(0,7),
Y(0,z) = vo(z), z € (0,1).

(9.83)

Theorem 9.3.1. Let T > 0, (p,k) € N2, p € H?P+HR+3((0,1),R) with p®+1)(0) =
pPr(1)y =0 foralln =0,...,p—1,u € HE((0,T),R), 1o € H(z()()’)+k)+3(0,1) and
f € HE((0,T), H?>*+3 N H?é’)ﬂ(() 1)). There exists a unique solution of (9.83), that
is a function 1) € C’k([O,T],H?(%%(O 1)) with (T') in H(O(f“‘f)*?’(o 1) such that the
following equality holds in H, (é)) for every t € [0,T]:

w(t) = o i [ A (ulr)pp(r) + 5() dr
0

Moreover, for every R > 0, there exists C' = C(T', 1, R) > 0 such that if ||“HH§(0,T) < R,
then this solution satisfies

9T rsirsss 1Wlonqomazzes) < € (ol gassrss + Loy s ) -

We will sometimes write ¢(+; u, %) to denote the solution of (3.10) associated with
control u and initial data 1y when we will need to keep track of such a dependency.

Remark 9.3.2. Notice that when p satisfies (H,eg), the multiplication operators

N (9.84)

¢ = €%, acR, (9.85)

maps continuously H ( ) and H' N H? 0) into H' N H (50) but does not map continuously
HT 0) into H/ (0)° Moreover, the operator

o = 20 4, (9.86)

maps continuously H' N H, (50) into HS N H 5’0) and the operator

e = 1, (9.87)

maps continuously H' N H (50) into H' N H (50). Indeed, for (9.84), Leibniz formula gives
forn=20,1,2,

(2n) _ - (2k) (2n—2k) (2k+1) (2n—2k-1)
D oL P T o )
Thus, if ¢ € H(70)’ for all n = 0,1,2, (up)®™ vanishes at = 0,1 because for all

ke {0,...,n}, 228 does and for all k € {0,...,n—1}, u®*+1) does. This gives the
continuity of (9.84). Notice that one can’t go higher as for (j1¢)(©®, in the sum, the term
p®) ' doesn’t vanish at 0 and 1. The other continuities are proved the same. These

continuities will be the key to prove the well-posedness of the equations considered in
the following (see Remark 9.3.3, Sections 9.4.2 and 9.4.3).
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Remark 9.3.3. Thanks to Remark 9.3.2 on (9.84), from Theorem 9.3.1 with p = k =
2, one deduces that, when p satisfies (Hyeg), for every v € H(lol), ¢ € C*([0,T7, H(70))

and u,v € HOQ(O, T), the Schrodinger equation

0p(t, x) = =030 (t, x) — u(t)u(x)y —v(t)u(x)o, (t,z) € (0,T) % (0,1),
¥(t,0) = 7/}<t7 1) =0, t e (O,T),
»(0,2) = Yo (z), x € (0,1).

admits a unique solution ¢ € C?([0, T, H(70) (0,1)) with (T') in H(lol) (0,1). Moreover,

for every R > 0, there exists C' = C(T,u, R) > 0 such that if [jul| gz ) < R, this
solution satisfies

WMy, W lezom.az,) < € <|W0||H(101) + HUHHg(o,T)||¢>Hc2([o,T],H<70>)) . (9:88)

This will be the regularity on the solutions used in all this paper.

9.3.2 Dependency of the solution with respect to the initial condition

From the well-posedness result given in Theorem 9.3.1, one can deduce the follow-
ing result about the dependency of the solution of (3.10) with respect to the initial
condition.

Proposition 9.3.4. Let T' > 0, p satisfying (Hreg), 0 € H(lol)(O, 1) and 7 € R. For

all R > 0, there exists C = C(T,u, R) > 0 such that for all u € HZ(0,T) with
”UHHg(o,T) < R, one has

[6(T; u, h1(7) + o) — (T u, @1)e M7 — e_iATonH(lol) < CH“HH&(O,T)H@%HH(%)-

Proof. Define, for all t € [0,T], A(t) := ¥(t; u, ¥i(7) + o) — P(t; u, (pl)efih-r _
e~ "y, Notice that A is the solution of,

iOA = —02A — u(t)p(z) A — u(t) p(z)e "y,
with Dirichlet conditions and A(0,-) = 0. Therefore, Remark 9.3.3 gives the existence
of C' > 0 such that

1Ay < Cllullmgom e Yolleqora,) = Cllullmz o, 1ol -

O]

9.3.3 Controllability in projection by the linear test with simultane-
ous estimates

In this section, we recall the local controllability result in projection by the linear
test given in [42] as it will be useful in this paper. To that end, we introduce the
following notations: if J C N*, we define the space H; := Spanc (¢, j € J) and the
orthogonal projection on H; given by P,(1)) =1 — 3= (¢, i) p; for all ¢ in L2(0,1).

J¢J

Theorem 9.3.5. Let (p,k) € N? with p > k and J C N*. Assume that p is in
H2PtR43((0,1),R) with p®*+t)(0) = p@*+1)(1) = 0 for all n = 0,...,p — 1 and
satisfies

. , c
there exists a constant ¢ > 0 such that for all j € J, |[(up1, ;)| > =t (9.89)

Then, the Schrodinger equation (3.10) is STLC in projection around the ground state
with controls in Hy*(Tp,T") and targets in H(Q()(§7+m)+3 for every m € {0,...,k} with

the same control map.
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More precisely, for all initial time Ty > 0 and final time T' > T, there exists C', § > 0
and a C'-map Lryr: Qpy X Qp — Hé“((Tg,T), R) where

={voesN H(o(fprk)ﬂ 1Yo = ¥1(To)ll 20++3 < 6},

Qr —{wfeHmH(o;’*’“ 75 i = Py (T | gagearea < 8},

such that I'ry 7(11(To), ¥1(T)) = 0 and for every (io,1f) € Qr, x Qp, the solution
of (3.10) on [Ty, T] with control u := I'yy 7(30o, %) and initial condition vy at t = Tj
satisfies

P, (¥(T)) = ¥y, (9.90)

with the following boundary conditions on the control
UQ(T) =...= Uk—i—l(T) = 0, (991)

where here (up)nen denotes the iterated primitives of u vanishing at Tp. Besides, for
all min {—(k +1),...,k}, the following estimates hold

g ey < € (oo =1 (To)l ygemsss + oy = Put (Dl g ) (992

9.4 Error estimates on the expansion of the solution

The goal of this section is to compute the power series expansion of the solution
¥ of the Schrodinger equation (3.10) up to order 3 with a sharp error estimate, as it
is the key to prove Theorem 5.2.3. In all this section, if not mentioned, we will work
with controls u at least in HZ(0,T) and with a dipolar moment y satisfying (Hyeg).

9.4.1 Formal expansion of the solution

Formally, expanding the solution of (3.10) around the trajectory (¢1,u = 0),

— the first-order term W of the expansion of ¢ is solution of,

M(fb‘)% (tv IL’),

10,0 = —02W — uf(t)
=0, (9.93)

U(t,0) = W(t1)
v (0,z) =0,

which can be explicitly computed as,
3 .
- zz ( pones) [ umeE® Ay, te0. T (09

— The second-order term £ of the expansion of 1 is solution of,

10, = _ao%{ —u(t)p(2)¥(t, ),
£(t,0) =¢&(t,1) =0, (9.95)
5(07 .’E) =0,

— and the third-order term ( of the expansion of ¢ is solution of,

i0,C = —02¢ — u()u(2)E(t, @),
¢(t,0) = ((t,1) = 0, (9.96)
C(O, x) = 0.
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The goal of this section is to quantify in which way the following expansion holds
rigorously
v +U4+E4C. (9.97)

Such expansion will be studied under the following asymptotic.

Definition 9.4.1. Given two scalar quantities A(T,u) and B(T,u), we will write
A(T,u) = O (B(T,u)) if there exists C,T* > 0 such that for any 7" € (0,7*), there
exists 7 > 0 such that for all u € H3(0,T) with HuHHg(&T) < n, we have |A(T,u)| <
C|B(T,u)|.

Thus, the notation O refers to the convergence [[ul[;72(9,ry) — 0 and holds uniformly
with respect to the final time on a small time interval [0, 77]. All estimates will be com-
puted under this asymptotic as the goal stated in Theorem 5.2.3 is to prove HZ-STLC.

But first, before computing any estimate, we state a well-posedness result about
all the equations considered, which directly stems from Remark 9.3.3.

Proposition 9.4.2. Let u satisfying (Hyeg) and u in H3((0,T),R). Then, there exists
a unique solution 1 (resp. ¥, & and ¢) of (3.10) (resp. (9.93), (9.95) and (9.96))
belonging to C*([0,T], H(70) (0,1)) with p(T') (resp. ¥(T'), £&(T') and ¢(T)) in H(lol) (0,1).
Moreover, the following estimate holds,

1lle2ory.m7,) = © 1) (9.98)

9.4.2 An auxiliary system

Our goal is to prove that when p satisfies (5.2), (Hquada) and (Heup), the leading
term of the solution v of the Schrodinger equation (3.10) along the lost direction is the
cubic term f(;[ uy (t)2uz(t)dt in the asymptotic given in Definition 9.4.1. Thus, we seek
to prove that such a cubic term can absorb both the quadratic term and the terms
of order higher than four. Therefore, classical error estimates on the expansion (9.97)
involving the L?-norm of the control u are not sharp enough because can’t be absorbed
by such a cubic term. As in Section 9.2.4, one can compute sharper estimates, involving
rather the L?-norm of the time primitive u; of the control u by introducing the new
state

O(t, ) = P(t, x)e ™ OrE) (¢ 1) e [0,T] x [0,1]. (9.99)

This new state satisfies the following equation, called the auxiliary system

i) = =03 — dun (8) (24 ()0t + ' (2)) + wa ()21 ()9,

¢(t7 O) = i(ta 1) =0, (9.100)

7/}(07 l‘) = P1-

Proposition 9.4.3. Let u satisfying (Hreg) and uy in HZ((0,T),R). There ezists a
unique solution ¥ of (9.100) in C2([0,T],H" N H(E’o))7 which satisfies

192 o,m,mmms, ) = © (1) (9.101)
Moreover, the following equality holds in H(50) (0,1) for every t € [0,T],

D(t) =i (t) — /0 ' mid(-T) (ul(T) (200, + ") U (7) +m1(7)2u%(7)) dr. (9.102)

To prove (9.102), we need to recall the following smoothing effect first proved in
[19] and then generalized in [42].
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Proposition 9.4.4. Let (p,k) € N2. There exists a non-decreasing function C :
[0, +00) — (0,400) such that for all T > 0 and for all f € HE((0,T), H*+3 N
H(Q(f’)H(O, 1)), the function G : t — f(f e~ A=) £(7)dr belongs to C*([0,T7, H(2(§’)+3(0, 1))
with the following estimate,

HGIICk([O,T],H(Qgg) < C||f|yH,€((07T>7H2p+3mH(Q&+1). (9.103)

Remark 9.4.5. Because of the term az{ﬁ in (9.100), up to now, the well-posedness of
the auxiliary system is only understood through its link (9.99) with the Schrédinger
equation and is not proved directly using for example a fixed-point argument on the
formulation (9.100). However, one needs to be very careful: the multiplication by the
exponential factor in (9.99) preserves the regularity but not the boundary conditions
of ¢. More precisely, the continuity of the operators given in Remark 9.3.2 is the key
to know which boundary conditions can be deduced for the auxiliary system from the
Schrédinger equation and which can’t.

Proof of Proposition 9.4.3. Regularity. First, by Proposition 9.4.2, under these hy-
potheses, the solution v of the Schrodinger equation (3.10) is C2([0,T], H (70)). Thus,

from the continuity given in Remark 9.3.2 on (9.85), the function ¢ defined by (9.99)
is C*([0,T), H N Hf,). Moreover, (9.101) follows from (9.98).

FEquation. For this regularity, the Schrodinger equation (3.10) is satisfied in H (50) for all
t € [0,7). Thus, computations prove that (9.100) holds in H® N HE)’O) for all t € [0,T]
using Remark 9.3.2 with (9.86) and (9.87).

Uniqueness. For every function ¢ satisfying the first equation of (9.100) in H> N H (3’0)
for all t € [0, T], an energy estimate proves that its L?-norm is preserved. This implies
the uniqueness of solutions in C%([0, 7], H' N H 5’0)) (see [43, Propositions 4.6 and 4.7]
for more details on such an energy estimate).

Weak formulation. Denote by v the right-hand side of (9.102). The continuity of (9.86)
andA(9.87) stated in Remark 9.3.2 imply that the functions integrated in the definition
of ¢ belong to HZ((0,T), H® N H(SO)). Thus, the smoothing effect stated in Propo-
sition 9.4.4 with (p,k) = (1,2) entails that 1) belongs to C’Q([O,T],H?O)). Moreover,
computations proves that ¢ satisfies (9.100) for every ¢ € [0,7] in H5 N H3, . Thus,

(0)
the uniqueness allows to prove (9.102). O

9.4.3 Computation of the expansion of the auxiliary system

One can compute by hand the expansion of the solution 1; of the auxiliary system
(9.100) around the ground state, up to order 3.
First-order term. The linearized system of (9.100) around the trajectory (¢1,u = 0) is
given by
10,V = —@%\IJ — U (t) (2,[1,/&,;1[)1 + ,u”¢1) R

U(t,0) = W(t,1) =0, (9.104)

¥(0,2) = 0.
Linearizing (9.99), U is also given by,
U(t) = W(t) —dur(t)upr(t), te0,T], (9.105)

where U is the solution of (9.93). Recall that by Proposition 9.4.2, ¥ belongs to
C%([o, 17, H(70))' Thus, the continuity of (9.84) given in Remark 9.3.2 and (9.105) entail
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that ¥ belongs to C?([0, T}, H7ﬂH(50)). As before, using Proposition 9.4.4 with (p, k) =
(1,0), the following equality holds in H, (50) (0,1) for every t € [0,T],

t

V(1) = — / eIy () (24 Dty () + 1" (7)) dr, (9.106)
0

and moreover, the following estimate holds

”‘I’||00([0,T],H(50)(0,1)) =0 (HU1||L2(0,T)) . (9.107)

Moreover, the solution of (9.104) can be computed explicitly as

—+00

\Tf@):Z((Aj—Al)wsol,so» /0 tm(ﬂe“Wl)TdT) $i(t), te€[0,T].  (9.108)

j=1

Second-order term. The second-order term of the expansion of (9.100) around the
ground state is the solution of

100§ = =028 — iy (1) (2 00V + 1" ¥) + ua (£)2 4y,
£(t,0) =¢&(¢,1) =0, (9.109)
£(0,z) = 0.

Identifying the second order terms in (9.99), E can also be given by,

b , = u (1)
2

&) = £(t) — tun (DB () + 2y (1), (9.110)

Thus, from the regularity of ¢ given in Proposition 9.4.2, of ¥ and the continuities
given in Remark 9.3.2, ¢ is in C?([0,T],H" N H (50)) Moreover, the following equality

holds in H(50) (0,1) for every t € [0,T],

£t) = — / ' emiA=n) ua(7) (200, (7) + p" B (7)) + i ()2 ()| A7 (9.111)

0

As all the integrated terms belongs to H (30)7 by Remark 9.3.2, the triangular inequality

together with the fact that for every s € R, e*¥4

is an isometry from H (30) to H 50)’ gives
that

€l o) = © (It heogumag ) + ) = 0 (JualiZ) - 0.112)

(0(0:1

using (9.107). Besides, substituting the explicit form of ¥ given in (9.108) into (9.111),
the solution can be explicitly computed as

__Zz( Wrs) [ et vy

+:z°j ([ w10 [ a6 s )ards ) 561, (9.113)

where, for all j € N*,| the quadratic kernel Equad,j is given by

“+oo
Kquad 5 (7, 8) = 3 (A1 = M) (An = Xj) (o1, @) (spn, ;) (Ga - AITHOR=A09) = (9 114)

n=1

Thanks to Remark 5.2.1, all the quadratic kernels Equad,j defined in (9.114) are bounded
in C*(R?,C). This regularity is the key to perform integrations by parts and reveal a
coercivity quantified by the H ~3-norm of the control, as stated in the following result.
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Lemma 9.4.6. If the control u € L?(0,T) is such that us(T) = u3(T) = 0, then, for
all j € N*,
- 3 T ‘
(E(T), v,(T)) = —z’ZAg?/ wy ()21 =ty
p=1 0

T t ~
+ / us(t) / ws(1)O? D Teuaa s (t, 7)drdt.  (9.115)
0 0

Proof. Let j € N*. Thanks to (9.160), the computations given in (9.113) give directly

T ) T t -~
E(T), $5(T)) = —iA! /O i (£)2e =Mt gy 4 /0 wn (t) /O wr (1) kquad j (¢, 7)drdt.

Besides, for all m € N and H in C?(R?,C), if u,,11(T) = 0, integrations by parts lead
to

/0 (1) /0 o () (2, 7) et = /0 " e (1) (;jt(H(t,t)) _ BlH(t,t)> dt

T t
+/ um+1(t)/ Um+1<T)6182H(t,T)det.
0 0

Therefore, (9.115) is deduced applying this equality successively for (m = 1,H =

kquad,j) and (m = 2, H = 0102kquad,j) and also noticing that

1d

—2ap—27 —1Ap—27, . oy
Vp = 2,3, 2dt (a{) ag kquad,j<t7t)> —af 85 kquad,j(t,t):—zAge (Aj =)t

O

In particular, under (Hquad), the quadratic term, along the lost direction, is given by
(E(T), i (1)) = —iA% / g ()2 O gy
0

T t ~
+ / us(t) / s (7)O2 huact i (£, T)drdt. (9.116)
0 0

Thus, in an asymptotic of small time, the leading quadratic term along the lost direc-
tion of the expansion is given by f(;[ u3(t)2dt.

Third-order term. The third-order term of the expansion of (9.100) around the ground
state is the solution of

i0,( = ~03C — i (1) (2u’8x§ + u”é‘) + uy (£)2 20,

C(t,0) =C(t,1) =0, (9.117)

¢(0,z) = 0.

As before, thanks to (9.99), the cubic term can also be given by

C(t):C(t)_iul(t)ﬂg(t)'i‘114(202M2\T}(t)+i2“g)3/~03¢1(t), tel0,T].  (9.118)

Thus, the cubic term ¢ belongs to C2([0,T], H'NH (50)). Moreover, the following equality

holds in H(50) (0,1) for every t € [0,T],

() =— /Ot e A=) [u1 (1) (2;/8355(7) + ;/’E(T)) + iu1(7)2u'2\f/(7')} dr, (9.119)
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and the following estimate holds, using the triangular inequality
Ilicoqory.mz, 0.1)) = © (HU1||?£2(0,T)) : (9.120)

Using the explicit computations of ¥ and £ given in (9.108) and (9.113), one gets that
the third-order term is given by

= Jio (z /OT ul(t)Q/Ot ul(T)Ecub](t T)drdt+i /OT uy (t) /Ot Ul(T)chub](t F)drdt
j=1

_ /OT uy (t) /Ot u1(T) /OT ul(s)Ak:'gub’j(t,T, s)dsdrdt)%-(T), (9.121)

where the cubic kernels are given by

+oo
kéub i (8:7) 7= D0 (A1 = Aa) ot on) (1 om, o)l A Gn )7, (9-122)

n=1
~ +m .
ki (6 7) = 3 (A = M) (201, @n) (1pn, )X A Bn =07, (9.123)

n=1
and

—+00 400

gubj t Ty 5 Z Z )‘1 )‘p)(Ap_)‘j)

p=1n=1

X (o1, ©n) (1Pn, Pp) (Pp, ©;

k
>ei[()‘j_Ap)t‘f'()\p_)\n)T‘*‘()\n—/\l)S}‘ (9‘124)
Thanks to Remark 5.2.1, the kernels k: ub,j and k2

kernel kcub j

entails that the leading cubic term is fOT u? (t)ug(t)dt as k:f:ubj( T) ~ %éub7j(0, 0) at first
order and as the third term of (9.121) is a higher order cubic term.

are bounded in C?(R?,C) and the
is bounded in C''(R?,C). Formally, in an asymptotic of small time, (9.121)

cub,j

9.4.4 Sharp error estimates for the auxiliary system

The goal of this section is to compute sharp error estimates on the expansion of
the auxiliary system.

Proposition 9.4.7. If u satisfies (Hyeg), then the following error estimates on the
expansion of the auxiliary system hold,

16 =1 = ¥l o)., 017 = © (lrlFory) (9.125)
1 — 1 — ¥ — & = |l (om).22(0.1)) = O (”ulniQ(O,T)) - (9.126)

Proof. Proof of the linear remainder. We have seen in Proposition 9.4.3, that the
following equality holds in H (50) for all t € [0,T1,

(Y — 1) (t) = — /Ot el (UI(T)(QM/am + WNO(T) + i (1) 120 (T ))

where, every term under this integral belongs to H®> N H (30). Thus, the triangular in-
equality and the isometry of €% from H ?O) to H 5’0) give,

Hl/f T/’1||Loo ((0,7),H) = (HU1”L1|W”L<>O ((0,7),H{, )+ Hu1||L2H1/’HLoo (0,T), H<0))>

= O (Jluallr2), (9.127)
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using estimate (9.102) on zZ Notice that, by Cauchy-Schwarz inequality, we indeed
have |lui||pr = O(JJui]|z2) as the definition of O given in Definition 9.4.1 means we
work in small time.

Proof of (9.125). Using (9.102) and (9.106), the following equality holds in H(‘r’o) for all
t €[0,T,

(=1 —T)(t) = — /Ot e A=) <u1(T) (2000 + ") (% — 1) (1) + Z'Ul(T)ZMa?Z(T)) dr.

Once again, every term under the integral belongs to H® ﬂH(?’O) thanks to Remark 9.3.2,
so the triangular inequality gives,

[ =1 =V oz = O (uallpllYy — Y1l poe s + HU1”%2||1/’||L00H2 = O(|’U1H%2)a
(0) (0) (0)

using the estimates (9.127) on the linear remainder and (9.102) on 9.

Proof of cubic remainder. As before, the following equality holds in H (50),

(=1 — T —€E)(t) =
— [ () 20D, + 1) (@ = = ) + (G - )(0)

0

And thus, using the triangular inequality, estimates (9.127) and (9.125), one gets

19 =1 =8 = &l = O (allial = 1 = Ty + ol = Loy )

= O(|lu]|72)- (9.128)
Proof of (9.126). Finally, the following equality holds in H (50),

A () (240 + ") (§— v~ T - E)(7)

+ i ()20 (P — = )(7) )dr.

(v~ & E-O) = [

0

And thus, similarly, using (9.125) and (9.128), one gets (9.126). O

In a nutshell, when (Hyeg), (Hiin), (Hquada) and (Heup) are satisfied, for the expansion
of the auxiliary system along the lost direction,

— by (9.116), the leading quadratic term is given by fOT ug(t)2dt,
— by (9.121), the leading cubic term is given by f(;f uy (t)2ug(t)dt,

— and by (9.126), among every term of order higher than four, the leading term is
given by (f(;[ uq (t)2dt)?.

Therefore, in the asymptotic of controls small in H?, along the lost direction, the
cubic term prevails on the linear term (because it vanishes) but also on the quadratic
term and on the terms of order higher or equal than four. This is why, in the next
proposition, along the lost direction, we only keep the dominant cubic term and all
other terms are seen as (small) pollution, the bigger pollution being given by the
quadratic term.

Let us stress that, in another asymptotic on controls, for example, in the asymptotic
of controls small in H3, this does not hold anymore: Gagliardo-Nirenberg inequalities
prove that the quadratic term prevails on the cubic term (and on the higher-order
terms), and thus one can deny H3-STLC using such a quadratic term as done in [43].
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Corollary 9.4.8. Let u satisfying (Hyeg), (Hiin), (Hquad)- Let u € HZ(0,T) be a control
such that ua(T") = ug(T) = 0. Then, the solution ) of the auxiliary system (9.100)
associated to the initial condition ¢ satisfies

~ T t ~
) (D) =i [ (@) [ ()R el ) ara

T t -
=i [ ) [ Rt mdrdt = 0 (Juslag + lunliom) - (9129)

where we recall that %gub

5 and k2 5 are respectively defined by (9.122) and (9.123).

cub,

Proof. The computations (9.108), (9.116), (9.121) and the error estimate (9.126) give
that the right-hand side of (9.129) is estimated by

O (Ilus 3200y + s s o,y + Iurllfzory) -

Besides, for every control u such that ua(7T") = us3(T") = 0, integrations by parts and
then Cauchy-Schwarz inequality prove that

2
T
lurllz> = (/0 U’(t)%(t)dt) < Ol 17200 lusl 207y = Ollusliz o)

as we work in the asymptotic of controls small in HZ (see Definition 9.4.1). O

9.4.5 Sharp error estimates for the Schrodinger equation

From the expansion of the auxiliary system, one can deduce sharp error estimates
on the expansion of the solution of the Schrédinger equation (3.10).

Proposition 9.4.9. Let pu satisfying (Hyeg). Then,

19 = 1 = ¥l e o1y 2201 = © (Il 3200y + [a (M), (9.130)
[ =1 = ¥ =& =l (o iz o,y = © (lllaor + (DY) . (9.131)

Proof. The proof of (9.130) and (9.131) are very similar. Thus, we only prove (9.131).
Using all the links (9.99), (9.105), (9.110) and (9.118) between the expansions of the
Schréodinger equation and of the auxiliary system, one gets

(=1 =¥ == Q) (T) = e DM —ihy = U — £ = )(T) + ("1 — 1)((T)

+ (eim(T),u 1 iul(T)u)é(T) + (eiul(T)'u’ —1-— iul(T)M — U1(2T)2,U/2){IV](T)
_ wi(T)* 5  w(T)?

5 M 6

(M H 1~ juy (T W8)in (T).

The first term is estimated by [|u1||7, thanks to the estimate (9.126) on the auxiliary
system. Doing an expansion of eiulfT)“, the second term (r~esp. the third, fourth and
fifth term) is estimated by [uy (T)[|C(T)l| 2 (resp. [ur(T)P[IE(T) 2, [ua (T)P19(T)]| 2
and |u1(T)|?). Then, estimates (9.107), (9.112) and (9.120) on ¥, & and ¢ together
with Young inequalities lead to (9.131). O

To conclude on the error estimate of the expansion of the Schrédinger equation,

one needs to estimate the boundary term u; (7). This can be done for specific motions
of the solution.
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Lemma 9.4.10. For every u in H3(0,T) such that the solution of (3.10) satisfies

(O(T; u, p1), 1) = (P1(T), 1), (9.132)

then, the following estimate holds

(1)) = O (|lwa 320,19 ) - (9.133)

Proof. Thanks to the explicit computation of ¥ given in (9.94), one gets

(W(T), 1) = (1 (T), 1) +ie™™ T (ur, o1)un(T) + O (|| (@ = 1 = ©) (T) | 2(0,1))

As (up1,01) # 0 by (5.3), assumption (9.132) together with the estimate (9.130) of
the quadratic remainder lead to

ui(T) = O (Il |32z + lun (D)) -

By definition of O (see Definition 9.4.1), we work with controls arbitrary small in Hg,
thus, such estimate entails (9.133). O

Corollary 9.4.11. Let p satisfying (Hyeg). Then, for every control u € HZ(0,T) such
that the solution of (3.10) satisfies (9.132), the following estimate holds,

1Y — b1 =V =& = Cll oo 0.1),02(0,1)) = O (Hu1||%2(O,T)) : (9.134)

9.4.6 The non overlapping principle

Sometimes, it is quite useful to use non overlapping controls as already seen in
Section 9.2. Moreover, if v (resp. w) is a control defined on (0,71) (resp. on (0,7%)), it
would be every convenient to have

Y(T + Tz v#tw, 1) = Y(T1; v, ¢1) + (T2 w, @1),

where recall that the concatenation of two controls is defined in (9.1). However, it is
not the case. That is why, in the following section, we estimate precisely the evolution
of the solution along the lost direction, to then use it in Section 9.5 for non overlapping
controls.

For the quadratic term

Proposition 9.4.12. Let 0 < Ty < Ty. If p satisfies (5.4) and (5.5), then for all
control u in HZ(0,T%) such that ui(T1) = ua(Th) = uz(T1) = uz(T2) = u3z(Ty) = 0, the
solution of (9.95) satisfies

[(§(To; u, »1), Y (T2)) — (§(T1; u, ¢1), YK (T1))]
=0 (HU3|’%2(0,T2) + ur (To)|Juzl| L1 o,m) + |U1(T2)|2) . (9.135)

Proof. Using the link with the auxiliary system (9.110) and the explicit form of T
given in (9.108), one has, for every T € [0, T3],

(6, 91e(1) = (€0 e (T) = wa(T) [ (O (1

. (75} (T)2
2

(%1, prc)e P AT
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where the quadratic kernel kquaq,7 is given by,

+o0
kquad, (1) = D (An = A1) (101, on) (Hepic, el On A AR=AIT], (9.136)

n=1

Thus, if the control satisfies u1(T1) = 0, then,

(E(T2), ¥ (T2)) — (E(T1), i (Th)) = (€(Th), ¥ (T2)) — (€(Th), ¥ (Th))

Ty U T 2
+u(Ty) /0 w1 (ko (Dt — LI

iAk=M)T>.
2

(o1, K )e
The first term of the right-hand side is estimated by O(||ug]|%. © Tz)) using the explicit

computation of £ given in (9.116). The second term of the right-hand side is naturally
estimated by O(|ui(T2)|[[u1llz1(0,m)) as the kernel is bounded. However, such an esti-
mate will not be sharp enough to use in the sequel of this paper (and more precisely in
the proof of Proposition 9.5.2. Thus, one can compute a shaper estimate by performing
one integration by parts in the integral. This gives that the second term is estimated
by O(|u1(T2)|||luzllz1(0,7)) noticing that k(.4 7, is still bounded thanks to Remark
5.2.1. O

For the cubic term
Proposition 9.4.13. Let 0 < Ty < Ty. For every control u in HZ(0,T%) such that
ua(T1) = ua(T2) = 0, the solution of (9.117) satisfies

(C(T2), e (T2)) = (C(T1), ¥ (T0)]
=0 (”Uluil(o,Tg) + 2 1y oy 1w ll 1 0,2) + ||u2HL°°(T1,T2)HUIH%Q(O,TQ)) - (9.137)

Proof. Using the explicit form of ¢ given in (9.121), one has,
= e 2 2 [* 71
(CT) e(12)) = €T b)) =1 [ (@ [ ()t 7
1

™ ! 272 3
i [ S [ (Rt ndrdt+ O (s o)
1

as the kernel %gub’ 5 defined in (9.124) is bounded in C°(R3,C). The first term of the
right-hand side is bounded by ||u; ||%2(T1 ) w10, as Eéub,K is also bounded. More-
over, it would seem natural to estimate the second term by ||u1HL1(T17T2)Hu1||%2(07T2).
However, as before, it would not provide an estimate sharp enough to use in the sequel

of the work. One can compute a sharper estimate by performing one integration by
parts to get that the second term of the right-hand side is bounded by,

To - Ty t ~
/ ua (B (8)2R2 g (8 )t + [ ua(t) / s ()20 K2 e (£, 7)dtd T
T Ty 0

= O (Jluall ocry oy lul3201,))
as the kernel %gubK defined in (9.123) is bounded in C'(R?, C). O

Proposition 9.4.14. Let 0 < Ty < Ty. For every control v in HZ(0,T%) such that
ui(T1) = uo(T1) = ua(Te) = 0, the solution of (9.96) satisfies

[(C(T2), ¥rc (T2)) — (C(Th), ¥ (Th))| = 0(||U1H?il(o,T2) +unll ey ) w2 o,m)

+ [luall Lo (21 1) 01 [ F2 o ) + [ua (T2) a7 20,7, + !ul(Tz)!?’)- (9.138)
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Proof. Using the link with the auxiliary system (9.118) and the explicit computations
of ¥ and £ given in (9.113) and (9.121), one gets, for all T' € [0, T3],

~ T
(C(T), ¥x(T)) = (C(T), ¥r(T)) + iua (T) /0 un () ke 7 (t)dt

. T t 5 u (T)* (T 3
4wl (T) /0 wn (8) /O uy (1)K (t, 7)drdt — /0 uy (1)K, (1)t
up(T)3 o
—1 1(6 ) <:u3§01190K>el()\K Al)T?
where the cubic kernels are given by,
T .
Keub,r (t) = —i Z 201, 0n) (1on, Q) / uy (t) 2l On A A=A T g
0
+00 400
ko r(tT) =) (A1 — — M) (1p1, ©n) (1Pn, 0p) (1Pp, PK)
p=1n=1
ei[(Ap_An)t""()\n_)\l)T‘f‘()\K_/\p)T}’
+00 )
kb () = = > (A = A1) (11, @) (1Pepn, @i e [An A A =A)T],
n=1

So, if the control satisfies u;(71) = 0, one gets

((T2), ¥r (T2)) = (C(T0), ¥ (Th)) = ({(T), ¥ (T2)) — (C(Th), ¥ (Th))

Ts T t
+iui (Ty) /0 iy (8)2 Kb 7, (1)t + i (T) /0 wr (t) /0 wy (1)K 1, (1 7)drdt

u 2 T U 3
- 1(;—12) /0 ()kcusz( )dt_i 1(2_’2)

<M3@17 @K>61(AK*/\1)T2‘

From the estimate on the auxiliary system (9.137) and the boundness of the kernels,
one deduces (9.138). O

From the behaviors of the quadratic and cubic terms given in (9.135) and (9.138),
the error estimate (9.134) and the estimate (9.133) on the boundary term w;(7}), one
can deduce the following estimate.

Theorem 9.4.15. Let 0 < T} < T5 and p satisfying (5.2), (5.4)-(5.5). For every control
w in H?(0,Ty) such that ui(T1) = ua(T1) = uz(T1) = ua(T1) = uz(Te) = uz(Ty) = 0, if
the solution of (3.10) satisfies the specific motion (9.132), then, one has

[W(T2) b (T2)) — (T, ore(T0))] = O sz 3o 75y + 2207y szl 220,22

+ Hul”%l(O,Tg) + ||U1H%2(T1,T2)HU1||L1(0,T2) + HU2||L<><>(T1,T2)HU1H%2(0,T2)>‘

9.5 Motions in the lost directions

9.5.1 Motions in the lost directions +ipx

As for the bilinear toy-model (9.45), the motions in the +ipx directions are done
in two steps.

— First, we initiate the motion along +ipx by noticing that when p satisfies (Hyy ),
(Hquaa) and (Heyp), along i@k, the solution is mainly driven by the cubic term
fOT u1 (t)?ua(t)dt which enables us to move in both + and —ipg directions. This
work is done in Proposition 9.5.1. At this end of this first step, along the other
directions (¢;)jen+— (K}, the error is possibly ‘big’ (in a sense to precise).
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— Then, this error is corrected using the local controllability in projection result
given in Theorem 9.3.5. However, one needs to make sure that such ‘linear’
motions don’t induce a too large error along i@ and preserve the work done in
the first step. This is done in Proposition 9.5.2.

Proposition 9.5.1. For all T > 0, there exists C,p > 0 and a continuous map
be (—p,p)— up € HZ(0,T) such that,

Vb (=p.p), [(O(T: up, 1), ¥xc(T)) —ib| < ClpFar. (9.139)
Moreover, for all p € [1,+00] and k € Z, k > —3, there exists C' > 0 such that,
Wb e (=p,p),  llusllwrsory < ClITT 43, (9.140)
and for all € € (0, %), there exists C > 0 such that for all b € (—p, p),

|O(Ts up, 1) — @ZJI(T)”H(QOT;”(OJ) < C|b‘ﬁ(10_4m_46), Ym=-3,...,2. (9.141)

Proof. Let T > 0 and p € (0, T%). For all b € R*, we define the control wu; by,

: t
T () = s (L)
b|ar
1 1
where ¢ € C2°(0,1) such that / ¢"(0)%¢'(0)df = oo (9.142)

0 K
where Ck is defined in (5.7). Notice that for all b € (—p,p), up is supported on
(0.]b]7) € (0,7).
Size of the control. Let p € [1,400] and k € Z, k > —3. Recall that, if k is negative,
we still write u®) to denote | the |k|-th primitive of u. For k > 0, by Poincaré’s
inequality, there exists C' > 0 such that |up|yre < C’Hu,()k)HLp. For k < 0, it holds by
definition (3.11) of the negative norms. Thus, by definition (9.142) and performing the
change of variables t = ]b[ﬁﬁ, one has, for all b € (—p,p), b # 0,

H p
P <C ol p| 2z (T—4k) 4(3+F) t d
s By o < R Pl (R |
’ 0 ’b|41
A (p(7—
< C\|¢(3+k)||7£p(071)|b|41(P(7 4k)+4)

Continuity of the map b + uy. The continuity from R* to HZ(0,T) directly stems
from the dominated convergence theorem. Moreover, the size estimate (9.140) with
k = p = 2 gives the existence of C > 0 such that,

1
Vb€ (=p,p), b#0, |lwpllmzo,r) < Clbl3.

Thus, the map b — up can be continuously extended at zero with ug = 0.
Ezpansion of the solution. As u(T) = 0, by (9.99), the end-point of ¥ and 1 are the

same. Thus, it suffices to prove (9.139) with 1 instead of 1. Moreover, Corollary 9.4.8
gives the following expansion of order 3 of the auxiliary system, when b goes to zero,

O o, o)D) 1 [ a0 [ a (Rt

0

T t -
i [ wn®) [ (R el rdrde] < Cpl¥, (914
0 0
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as by (9.140), one has the following estimates:
lusll72 < CpJ3 and flua}, < CJpl5.

Then, substituting the explicit form of the control (9.142) and performing the change
of variables (¢,7) = (]b[ﬁﬁl, |b\%02), the two integral terms of (9.143) are given by

1
ssian@) ([ 607 [ 6 Ok, (501, 502000501
// " 4 4
+ / o"(6 / 8" (02)° R0, 1 (D61, D] 62) 20 ).

Expanding the kernels when b goes to zero, as they are both bounded in C'(R?,C),
one gets that (9.143) can be written as

~ 42
(T, 1), (D)) = (R, e (0,0) — R (0,0)) [ 67020/ 0)d8] < O .
Moreover, looking at the definition of Ck, %gub’ x and %fub7 i given respectively in (5.7),

(9.122) and (9.123), one can notice that %éub7K(O7O> — EgubyK(O,O) = Ck. Thus, the
previous equality leads to (9.139) by choice of ¢ given in (9.142).

Size of the end-point. Using the explicit form of ¥ given in (9.94), one gets,

|(T) — ¢1(T)||H(2$+7 <

T .
<<:u‘g01730]>/ Ub(t)ez()‘j—/\l)(t—T)dt>
’ h2m+7(N*)

+||(¢—¢1—\I/)(T)HH<2$+7, me{=3,...,2} (9.144)

Yet, for all 7 € N*, j > 2 and k € Z with k > —3, by integrations by parts (integrating
u when k < 0 or differentiating v when k£ > 0), one gets,

T .
/ ub(t)ez()\jf)\l)tdt < C|A] - A1’7k|b|ﬁ(1174k)’
0

B ‘()\j - Al)fk/o ) (1)t

(9.145)
using estimates (9.140) with p = 1. This also holds for j = 1 as u;(T) = 0. By
interpolation, such estimates hold for all j € N* and k € [—3, 3] with a uniform constant
with respect to k. Let € € (0,3/4) and m € {-3,...,2}. Taking k = e+m+3 € [-3,3]
n (9.145), summing over j € N* and using Remark 5.2.1 to estimate the coefficients
((usp1, ©j)) jen=, one gets

1/2
T .
H<</~L§01,g0j>/0 ub(t)ez()\j/\l)(tT)dt> (Z 1+45) |b‘4*11(1074m745).

(9.146)
Moreover, [42, Proposition 4.5] gives the existence of C' > 0 such that for all m =
-3,...,2,

h2m+7(N )

1% =1 =)D gz < Cllew oy vl zom) < Cloir0=4m), (9.147)

using (9.140) to estimate the size of the controls. Then, (9.144), (9.146) and (9.147)
lead to (9.141). O

Proposition 9.5.2. The vector iy is a small-time HZ-continuously approzimately
reachable vector associated with vector variations Z(T) = ity (T). More precisely, for
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all T > 0, there exists C,p > 0 and a continuous map b € (—p,p) — wy, € HZ(0,T)
such that,

. 1
Ve (<) (TS wh, ¢1) = 91(T) = ibrc(T) s o) < O3, (9.145)
with the following size estimate on the family of controls,
1
lws | 17207y < C1bJ3T. (9.149)

Proof. Definition of the controls. Let 0 < T7 < T. To move along the +ipg directions,
we use non overlapping controls. More precisely, we define, for all b € R,

Wy 1= ub]l[O,Tl] + Ub]l[ThT}v (9.150)

where (up)per is the family of controls defined on [0, T3] constructed in Proposition 9.5.1
and

vp =Ty 7 (V(T1; we, 1), 91(T)),
where I'ry 7 is the control operator constructed in Theorem 9.3.5 with J = N* — {K}
and (p, k) = (2,2).
Size of the controls. Because we use non overlapping controls, for all b € R,

1
lwsll 20,7y = Nusll 20,0y + ool 2z 1y < CIOIAT + Nlosll g2 (7, 1) (9.151)

using the size estimate (9.140) on the family (up)per with p = k = 2. On [T7, T, using
the linear estimates (9.92) on I'r, 7 and the estimates (9.141) on the end-point of the
solution at time 77, for all € € (0, %), one gets the existence of C' > 0, such that for all
b small enough and for all m € {-3,...,2},

1 (10—4m—
ool zy,m) < CllE(T: wp, p1) = a(T) | gams o) < C|p|ar(10=4m=4) (9,152

Taking € < %, estimate (9.152) with m = 2 and (9.151) imply (9.149).
Motion along ik . By construction of I'ry 7 (see (9.90)), we already know that

P(T; wy, ¢1) = 1(T) = P ((T) + bk (T))

where P denotes the orthogonal projection on Spanc (¢;, j € N* — {K}). Thus, to
prove (9.148), it only remains to prove that

1
[(O(T5 wy, 1), Yr(T)) — ib] < CJp|'F52. (9.153)
By definition of (up)per, one already has that

[((T1; w, @1), i (Th)) — ib] < CJb| it

Thus, it remains to prove that the linear correction used on the time interval [T7, 7]
didn’t destroy such an estimate, and more precisely, to prove that

(T wy, 1), Ui (T)) — (b(Th; wy, 1), Vi (Th))] < Clb] 5.

By Theorem 9.4.15, the left-hand side is estimated by

O(llwsll32 0.7 + w1 1320 1y w2l 0.7y

+ [will7romy + loll72ey 2wl o) + HWHLOO(Tl,T)leH%%o,T))- (9.154)
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Thus, it remains to prove that the estimates (9.140) on (up)per and (9.152) on (vp)per
are sharp enough so that the previous quantity can be neglected in front of ]b|1+8%.
For example, using these estimates in H 3, one has

42 44 8¢ 42
lhwsl32(0.ry = Nusll3zgomy + losllian my < C (1B + b33 < Cpf,
for b small enough, choosing € < i. Similarly, one gets,

26 28 _ 8¢ 17 18 _ de
w320, w2l 2o,y < C ([bI3E + (b5 ) (Jb[5F + [pl 31 5F)
4 12¢

JonlFaory < € (bI5 + o555 )

28 _ 8¢ 15 14 _ 4de
lorllZ 2yl 2oy < CIBIST—3 (|B]3F + [bl 157 ) .

Choosing ¢ < 2—14, for b small enough, every term can be neglected in front of \b[”é. In
(9.154), it only remains to estimate ||1)2HL°°(T1,T)Hw1H%2(D7T)- As (9.152) provides only
estimates of (vp)per in L2-spaces, one needs to use a Gagliardo-Nirenberg inequality
(see [117, Theorem p.125]) to estimate ||va| o (7, 7). More precisely, there exists C' > 0
such that

1/2 1/2
vall ey < Cllorll gy o2l oty oy + Cllvallzer .

Thus, thanks to (9.152), vy in W2 is estimated by
16 _de
[val oo (zy 1) < C[b]a1 41

And, finally, one has

4e

16 _ 4e 26 21 _ 4e
||U2HL<>O(T17T)||w1||%2(O,T) < C‘b’éﬂ 41 (|b|41 + |b|41 41)

which is also neglected in front of ]blué . This concludes the proof of (9.148).

Continuity of b — wyp. The map b — wp of Proposition 9.5.1 is continuous from R
to H?(0,T}). Besides, the continuity of b + v}, from R to HZ(Ty,T) stems from the
regularity of I'r, 7 (see Theorem 9.3.5) and of the solution of the Schrédinger equation

with respect to the control (see (9.88)). This gives the continuity of the map b — wy
constructed in (9.150). O

Remark 9.5.3. The sharp estimates (9.152) on the control operator I'ry 7 of [43]
together with the sharp estimate (9.154) on the evolution of the solution along the lost
direction are the key to prove the motions along the first lost direction i@ .

9.5.2 Motions in the lost directions g

As for the toy-models (9.31) and (9.45), the second approximately reachable vector
can be deduced from the first one using a proof inspired by [83, Theorem 6]. The
following statement and its proof are very similar to the one done in finite dimension
in Section 9.2.4. One only needs to be careful about the functional setting.

Proposition 9.5.4. The vector ¢k is a small-time HE-continuously approzimately
reachable vector associated with vector variations Z(T') = Y (T). More precisely, there
exists T* > 0 such that for all T € (0,T*), there exists C,p > 0 and a continuous map
be (—p,p) v, € H3(0,T) such that,

1
Vo € (=p,p),  1W(Ts5 v, 1) = 1(T) = bre (D)l 11 0,1) < Clp|**s,  (9.155)
with the following size estimate on the family of controls,

1
ool 20,7y < C'16J3T. (9.156)
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Proof. Denote by (up)per the control variations associated with i¢x constructed in
Proposition 9.5.2. The goal is to prove the existence of C' > 0 such that for all (a, 8) €
R? small enough,

|0 BT: wattO ry#tus, ¢1) = 0a(3T) = (BT i)y (31)||
(0)

< Cl(a, B)|"F52. (9.157)

Thus, for all T € (0, m) and b € R, taking f = — ol and a =

—Bcos(2(Ax — A1)T"), this proves the existence of a family (vp)per satisfying (9.155)
and (9.156). So, it remains to prove (9.157). First, by definition of (up)per in Proposi-
tion 9.5.2, there exists C' > 0 and p > 0 such that for all « € (—p, p),

. 1 . 1
[(T; e, @1) = 1(T) =it (T) | g < Claf™™ % with [[ua|| 20,1 < Clalr.

(9.158)
Then, on [T, 2T, no control is activated, so ¥)(2T) = e AT+ (T) and (9.158) becomes

|0 @T; wattOp 1y, 1) — v (2T) —iav(2T) | ,, < Clal™* 5. (9.159)
(0)

Then, using the semi-group property of the Schréodinger equation, one has,

V(3T ua#O0pm#us, 1) = (T ug, Y(2T; ua#O0p1): 1))

Together with the estimate of Proposition 9.3.4 about the dependency of the solutions
of the Schrodinger equation with respect to initial condition, one has

Hw(?)T; uaF#0#ug, ©1) —U(T; ug, @1)6_”12T—6_MT(¢(2T; ua#0, ¢1)

—menﬂ@%scwmmmmwwmx%#a¢n—wmnm%-
Using estimates (9.149) on (ug) and (9.159) on ¥(2T; ua#0, 1) —¥1(27T), the right-
hand side of the previous inequality is estimated by C|3 \ﬁ |ae|. Then, using once again
the estimate (9.159) on ¥(27T"; ua#0, ¢1) — ¥1(27) and the definition of (ug)s given
by (9.148), one has,

[T wattOp ry#tus, 1) = 1(3T) — B (T)e™ ™2 —iayyc(3T)| .,
(0)

< C||7 |a] + Clal*Fs,

which gives (9.157) and this concludes the proof. O

9.5.3 Proof of Theorem 5.2.3: The H;—STLC of the Schrédinger
equation

The goal of this section is to prove Theorem 5.2.3 using the systematic approach
developed in Section 9.1. More precisely, we apply Theorem 9.1.3 with Er := HZ(0,T)
forall T >0, X := H(lol)(o, 1) and

-FT : (T/JO,U) — ,l/}(T7 u, w0)7

where 1) is the solution of the Schrodinger equation (3.10) with ¢(0) = . Let us now
check that the assumptions of Theorem 9.1.3 hold in this setting (with the adaptation
discussed in Remark 9.2.2).
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(A1) By [42, Proposition 4.2], it is known that when p satisfies (Hyeg), the end-point
map is C' around (¢1,0). The C?-regularity is proved similarly, and thus, the
proof is left to the reader.

(A2) By [42, Proposition 4.2], the differential at (1, 0) is given by dFr(¢1,0).(¥o,v) =
U(T), where ¥ is the solution of the linearized system

iy = —02V — v(t)u(z)1(t, o),
U(t,0)=¥(t,1) =0,
\I/(O, .’L') = ‘I/().

Thus, for all ¥y € H(lol), T — dFr(p1,0).(¥g,0) = e~*T ¥y is continuous on R
and dFo(¢1,0).(Po,0) = Vo.

(A3) By the uniqueness result stated in Theorem 9.3.1, one can check that, for all

Ty, T5 > 0, ¢ € H(lol), u € H3(0,Ty) and v € H3(0, T»),

w(TI +T27 U#U, w()) :1/}<T27 v, w(Th u, ¢0))

(A4) By [42, Proposition 4.3], when p satisfies (Hy ), the reachable set of the linearized
system around the ground state is given by

H = Spanc (¢;(T); jeN"—{K}).

This space doesn’t depend on T, is closed and is of codimension 2 in L?(0,1).

(As) By Propositions 9.5.2 and 9.5.4, when p satisfies (Hiin), (Hquad) and (Heyp), both
ipr and @y are small-time HZ-continuously approximately reachable vectors.

By Theorem 9.1.3, when the function y satisfies (Hreg), (Hiin), (Hquaa) and (Heup),
the Schrodinger equation (3.10) is H3-STLC around the ground state with targets in
H{ (0, 1).

9.6 Existence of a function y satisfying all the hypotheses

To complete the work on Theorem 5.2.3, the goal of this appendix is to prove the
existence of a function p satisfying all the hypotheses required in Theorem 5.2.3.

Remark 9.6.1. In this appendix, the coefficients (A%.),=123 and Ck respectively
defined in (5.4), (5.5), (5.6) and (5.7) are seen as quadratic or cubic forms with respect
to u. Moreover, the definition given in terms of series can be tricky to use. Thus, we
use instead the expressions in terms of Lie brackets given in Remark 5.2.2. Computing
the Lie brackets, one gets that for all p satisfying (Hyeg), the quadratic (resp. cubic)
forms Ak and Ck are given by

A () = (1?1, 0k)  and  Cx(p) = —4{u 1" o1, px). (9.160)

The similar expression of A%{ is quite heavy. Computing the associated Lie bracket
and then ‘symmetrizing’ the associated quadratic form (see [43, Proposition A.3] for
more details), one gets the existence of a constant C' > 0 such that for all u satisfying
(Hyeg), one has

2
A% (1) = (1P 01, 01)| < Ol 0,0y

[43, Proposition A.3] also provides a similar approximate expression of A%, but it will
not be useful.

Theorem 9.6.2. Let K € N*, K > 2. There exists p satisfying (Hreg), (Hiin), (Hquad)
and (Heyp)-
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Remark 9.6.3. To prove Theorem 9.6.2, it is enough to prove the existence of a
function u € H*((0,1),R) N H§(0,1) satisfying (5.2), (5.4), (5.5), (5.6), (5.7) and

supp p C [0,1), (9.161)
1®)(0) # 0, (9.162)
Vi e N —{K}, (upr, @5 # 0. (9.163)

Indeed, when the boundary conditions (5.1) hold, thanks to (5.8) of Remark 5.2.1,
assumption (5.3) is equivalent to

p0) £ 4@ (1) £0  and  VjeN* = {K}, (up1, ;) #0.

The proof of Theorem 9.6.2 is in four steps.

— First, using Baire theorem to deal with the infinite number of non-vanishing
conditions, one can find a function pyef satisfying (5.2), (5.7), (9.162) and (9.163).
Notice that only the non-vanishing condition (5.6) is not treated at this stage
as the strategy of the two following steps, relying on oscillating functions, would
destroy this condition.

— Then, using some analyticity and the isolated zeros theorem, one constructs fiyef
a perturbation of per satisfying (5.4) while conserving all the previous properties
already satisfied by piret-

— Similarly, one constructs then fif a perturbation of fief satisfying (5.5) while
conserving all the previous properties satisfied by fiyet.

— Finally, using the construction of a quadratic basis, from i, one constructs a
new function satisfying (5.6) in addition to the previous conditions.

Proof of Theorem 9.6.2. Let K € N*, K > 2 and T € (0,1) such that px () = 0. As
w1 > 0 on (0,1) and ¢/ (T) > 0, one may assume the existence of § > 0 such that
v1er > 0 on (7,7 + 9) and p19ox < 0 on (T — 6,7). Let n € (0,7 — §) such that
p1pr # 0 on (0,7).

Step 1: Ezistence of p in H'' N H(0,1) supported on [0,n) and satisfying (5.2), (5.7),
(9.162) and (9.163). In this step, we work with the H'!(0, 1)-topology. Denote by

£ = {u e H''((0,1),R); p=0on B, 1} and p satisfies (5.2)} N H§(0,1),
U:={ue€é&; psatisfies (5.7),(9.162) and (9.163)} .

The goal of Step 1 is to prove that U/ is not empty. As £ is not empty, it suffices to
prove that U is dense in £. Moreover, denoting by

Ci={ues& Cx(p) #0}, Vi={pe& u ()0}
and  Uj = {p € &; (up1, ;) # 0},

The space U is the intersection of the open subsets V, C and U; for all j € N* — {K}.
Thus, as £ is a complete space (because closed in H!'!'), by Baire theorem, to prove
that ¢ is dense in &, it suffices to prove that V, C and U; for all j € N* — {K} are
dense in £. The density of V is clear. Let j € N* — {K}.

U; is dense in €. Let p* in € such that (u*y1, ;) = 0 and let € > 0. As the linear
forms p — (1, o) and p— (up1, ;) are linearly independent (for j # K), one can
find v € C°(0, 3) such that (vp1, ¢x) = 0 and (ve1, ¢;) # 0. Then p. = p* + T is
in U with ||pe — p*|| g <e.

C is dense in €. Let p* in € such that Cx(pu*) = 0 and let ¢ > 0. By a similar
construction than the one given in [43, Theorem A.4], one can find v € C°(0, %)
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such that (vp1,¢x) = 0 and Cg(v) # 0. Then, by (9.160), ¢ — Cr(p* + ﬁy) is
a polynomial of degree 3 vanishing at zero. Thus, there exists €* > 0 such that this
polynomial doesn’t vanish on (0,¢*). Hence, for all € € (0, €%), p. = p* + mpv isinC
with ||pe — p*|| g < e.

Step 2: Existence of p in HY' N Hy satisfying (5.2), (5.4), (5.7), (9.161), (9.162) and
(9.163). Let pirer in H'' N H§ constructed at Step 1, supported on [0,7) and satisfying
(5.2), (5.7), (9.162) and (9.163). The goal of this step is to prove that if s doesn’t
already satisfy (5.4) (we assume that Ak (uef) < 0, the case Ak (puref) > 0 is similar),
then one can construct a perturbation of p.es satisfying (5.4) while conserving the
properties already satisfied by pf. To that end, one can consider the following ‘basis’
functions.

— Let pp in C° (§+ d, HTM) such that (uop1, ¢x) = 1.

— Let J~ and J* two open intervals of respectively (Z — 6, ) and (7, T + §). For
all e > 0 and A # 0, we define

B e[| z =~ 2(})
He (@) = \/|<p1(x(/\))90K($(/\))‘ g( ¢

where g € C2°(0,1) such that fol d(y)?dy = 1 and z(A\) := 2t 1 s + 27 1o
where 2* are in J* (thus, sign(px (z%)) = £1). Notice that p.  is supported on
(x7,27 +e)U (2,27 +¢) and thus on J~ U J* for ¢ small enough. Formally,
fe, is constructed so that A}((ME,)\) ~ A\

), 0.1,  (9.164)

We consider perturbations of s of the following form,

Vex i= fref + fe )y — (He @1, K)o, € >0, A F#0. (9.165)

Notice that all the functions have disjoint supports (see Figure 9.1) so that the quadratic
and cubic forms can be seen as additive. Moreover, by construction, for all € > 0 and
A # 0, v,y already satisfies (5.2), (9.161) and (9.162).

Href He, X He, X 1o
. I e I ‘ I I |
1 T — T u T T 1
0 n z—0 J z Jjt+ z+0 14748 1

Figure 9.1 — The supports of the functions used in Step 2 are depicted.

Step 2.1: For all € small enough, there exists A(¢) > 0 such that v, y( satisfies (5.4).
The goal is to construct a one-parameter family of functions such that the following
quantity vanishes,

Q(e, A) i= A (ven) = Afe(puret) + AR (e ) + (pexpr, i) A (10)- (9.166)

Regularity of Q. Looking at (9.164), one could fear some lack of regularity for ) with
respect to . However, as A} (jirer) < 0, one only needs to study @ on (R*% )% Moreover,
substituting the expression (9.164) and performing the change of variables z = ey+a™T,
one has, for all e > 0 and A > 0,

(Herp1, PK) = \/8)\ /: +59 (w —€x+> e1(x)pk(x)dx

o1(xt)or(at) Jot
N & N .
=¢ 301($+)90K($+)/0 g)e1(ey + )k (ey + 27 )dy. (9.167)
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Thus, the map (e, X) — (ue A1, pK) is analytic on (R%.)?. Similarly, using the compu-
tation of Ak given in (9.160), one gets, for all € > 0 and A > 0,

A

1@ or@h) /01 g () p1(ey + 2 M) pr ey + 2 T)dy. (9.168)

A}((NE,A) =

Hence, the map (e, \) — Ak (pc,\) is also analytic on (R%)?. Thus, Q is analytic on
(R})%.

For e small enough, Q(e,-) can take both signs. Doing a Taylor expansion with respect
to € of (9.168), one gets the existence of C' > 0 such that for all ¢ > 0 and A > 0,

Ak (o) = A < Oe. (9.169)

Thus, (9.166), (9.167) and (9.169) lead to the existence of C' > 0 such that for all
€ (0,1) and A > 0,
1Q(e,\) — Afe(piret) — Al < Oe. (9.170)

Thus, there exists €* > 0 such that for all € € (0,&%),

Q (5,—14}((2““*)) <0 and @Q (57_?”4%1%1?)) > 0.

For ¢ small enough, Q(e,-) is increasing. Differentiating (9.167) and (9.168) with re-
spect to A and performing again an expansion with respect to ¢ in the spirit of (9.169),
one gets the existence of C' > 0 such that for all e > 0 and A > 0, [0,\Q(g, A) — 1| < Ce.
Thus, for € > 0 small enough, 9,Q(e, ) is positive.

Conclusion. Applying the intermediate value theorem, one gets for all ¢ € (0,&*) the

1

existence of A = A(e) € (—A}{(Q/"Lref), —SAKéu"ef)> such that Q(e,A(¢)) = 0, meaning
that v, \(c) defined in (9.165) satisfies (5.4) by definition (9.166) of Q.

Step 2.2: The map € — A(e) is continuous. As for all £ € (0,e*), Q(e,A\(¢)) = 0,
recalling the definition (9.166) of @, one has

Ae) = Ae) — A (pen(e)) — Ak (ttret) — (e 2(e) 01, 01 ) Afe (110) =2 A(€) H (€) — A (firet)-

Using (9.167) and (9.168), H is analytic on (0,e*) with |H(g)| < Ce for all € € (0,&%).
Thus, for all € and ¢¢ in (0, %),

[A(e) = Aleo)| < CelA(e) = Aleo)| + [AMeo)[[H (e) — H (o).

Reducing €* if needed, the continuity of € — A(g) on (0,&*) stems from the one of H.

Step 2.8: The map € — \(€) is analytic. Let gy € (0,&*). By construction, Q(eg, A(eg)) =
0. Besides, in Step 2.1, we proved that 0 \Q(co, A(g0)) > 0 and that @ is analytic on
(0,*) x R%.. Hence, by the implicit function theorem, there exists an open neighbor-
hood V of ey, an open neighborhood W of A(ep) and an analytic function A : V — W
such that

(eeV, AeWand Q(g,\) =0) < (e€Vand A= A(e))

As e — A(e) is continuous, locally A = A and thus, ¢ — A(e) is analytic on (0,e*).

Step 2.4: There exists € such that v, y.) satisfies (9.163) and (5.7). By a similar com-
putation than the one in (9.167), one gets, for all j € N*, e > 0 and A > 0,

: ) /1 9(y)e1(ey+aT)pjley+a7)dy

_ 3/2
v y¥il — s P4 + € _—
(verp1, 95) = (et 1, ©5) \/ P ;

— (Hepp1, 01 ) (HoP1, ©j)-
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STLC of the Schrodinger equation, despite a quadratic drift, thanks to a cubic term

As (g,A) = (e p1, ¢k ) is analytic on (R%)? (see Step 2.1) and e — A(e) is analytic
n (0,e*) (see Step 2.3), for all j € N* — {K}, the map ¢ = (v \(o)p1, ;) is analytic
n (0,e*). It can also be extended by continuity at zero with the value (uefe1,¢;) # 0

by construction of fie. Similarly, using (9.160), € = Ck (v z(¢)) is analytic on (0,&*)

and can be extended continuously at zero with the value Ck(uper) # 0. Thus, the

functions (& = (Vo \(e)1, ¥5)) jen=—{x} and € — Ck (v 5(¢)) are analytic and non-zero
n (0,e*). Hence, by the isolated zeros theorem, there exists € € (0,&*), such that for
all j € N* —{K}, (Ve ze)1, 95) # 0 and Cr (Ve z(e)) # 0, meaning that v, () satisfies

(5.7) and (9.163).

Step 3: Existence of p in HYY — H§ satisfying (5.2), (5.4), (5.5), (5.7), (9.161), (9.162)

and (9.163). The proof of Step 3 is quite similar to the one of Step 2. Let fiyof con-

structed at Step 2 satisfying (5.2), (5.4), (5.7), (9.161), (9.162) and (9.163). As in

Step 2, the goal is to prove that if fi,os doesn’t already satisfy (5.5) (we assume that

A3 (firef) < 0), then one can construct a perturbation of fies satisfying (5.5) while

conserving the properties already satisfied by fiet. Let J+ and It (resp. J~ and I 7)

open disjoint intervals of (T —4,Z) —J~ (resp. (Z,T+3)—J ). In this step, we consider

the following new ‘basis’ functions.
— Let fip in Cg° (1+‘”+5, ) such that {(fiop1, or) = 1 and Ak (fio
(n

— By [43 Theorem A.4], there exists i in CS°(IF) such that
Aj (M1) +1.

— For all e > 0 and A # 0, we define

o) = etz ¢ (2,

where g € C2°(0,1) such that fo g (y)2dy =1and z(\) := 2710 + 2~ Lx<o,
where 2% are in JE. Notice that for & small enough, the support of fi. y is in
J-uJt. Formally, this time, fi. ) is constructed so that A%(ﬂa)\) ~ A\

In this step, we consider perturbations of fi,ef of the form,

A~ A A~ A A A £,
Den i= fleet + fex — (flepnp1, 9x) o + /| AR (flen) |1 | A)), e>0, A#0.

Once again, we made sure that all the functions considered have disjoint supports (see
Figure 9.2) so that the quadratic and cubic forms can be seen as additive.

)=
il: la(pK> =0 and

/"1«*[ Hq /A’u*i He, X He, X /A/L‘i f My | //Il(‘l /7'(]

1
T T T
Jj- T jt J It TH6 14746 1

Figure 9.2 — The supports of the functions used in Step 3 are depicted.

Moreover, by construction, for all (¢, \) € R% x R*, 0. ) already satisfies (5.2), (5.4),

(9.161) and (9.162). Then, define

Qe,A) 1= A% () = A% (fires) + A% (f1zn) + (et 01) 2 A% ()
—sign(AL (fie
+ AL (e )| A% (py ARy (g 171

The end of Step 3 is exactly the same as the one of Step 2.
— Applying the intermediate value theorem to Q(s, -), one proves the existence of
a continuous map & — A(g) such that for all & small enough, Q(e, A(¢)) = 0 and
thus, 7. \(.) satisfies (5.5). Notice that because of the last term in (9.171), one
could fear some lack of regularity of Q However, as A — A}((ﬂgy ) is continuous
on R* with a computation similar to (9.168), sign(A} (fic,»)) is locally constant
around A = — A% (fiyer).
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STLC of the Schrodinger equation, despite a quadratic drift, thanks to a cubic term

— Then, one uses the implicit function theorem to get that e — A(e) is analytic
and thus, with the isolated zeros theorem, to get the existence of an € such that
e \(e) satisfies (5.7) and (9.163).

Step 4: Existence of ju in H'* N H satisfying (5.2), (5.4), (5.5), (5.6), (5.7), (9.161),
(9.162) and (9.163) . Let fief constructed at Step 3 satisfying (5.2), (5.4), (5.5), (5.7),
(9.161), (9.162) and (9.163). Assume that A3-(firer) = 0, otherwise fio already satisfies
(5.6). Let J~ and JT two open disjoint intervals of respectively (T—9, T)—(J_Uj_UI_)
and (Z,T+6) — (J*T UJTUTIT). By [43, Theorem A.4], there exists v in C2°(J*) such
that
(vo1,0K) = Ak (v) = A%(v) =0 and A% (v)=1.

Define for all € € R, v := [igef + €v. By construction, for all € € R*, v, satisfies (5.2),
(5.4), (5.5), (5.6), (9.161) and (9.162) because the functions have disjoint supports.
Moreover, the maps € — Cg(v:) and € — (v:¢1, ;) for all j € N* — {K} are polyno-
mial, so analytic and non-vanishing at zero by construction of fief. So, by the isolated
zeros theorem, there exists ¢ € R* such that v, satisfies (5.7) and (9.163). O
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CHAPITRE 10

LOCAL CONTROLLABILITY OF THE
BILINEAR 1D SCHRODINGER
EQUATION WITH SIMULTANEOUS
ESTIMATES

In this chapter, we give the proof of the results presented in the Chapter 6, taken
from the article [42].

Outline of the chapter. First, we study the well-posedness of the Schrodinger
equation and more precisely the regularity of the solutions with respect to the boundary
conditions on the dipolar moment p in Section 10.1. In Section 10.2, we present a new
result about the solvability of trigonometric moment problems in high regularity spaces
with simultaneous estimates. This new moment result allows in Subsection 10.3.1 to
build a linear control operator, for the linearized system around the ground state, with
simultaneous estimates in various control/data spaces. Then, in Subsection 10.3.3, we
prove that the iterations of the inverse mapping theorem propagate these estimates to
the nonlinear control operator of (3.10) which gives Theorem 6.1.2.

10.1 Well-posedness of the Schrodinger equation

This section is dedicated to the well-posedness of the following Cauchy problem,

iaﬂﬂ(t,iﬁ) = _8g%¢(tv .’17) - U(t)ﬂ(xW(ta I’) - f(tvx)7 (t .’17) S (OaT) X (Ov 1)a

P(t,0) =(t, 1) =0, t

1/)(01 1’) = wo(fﬁ% x

(10.1)

Our goal is to underline the link between the regularity of the solutions and the bound-
ary conditions on the dipolar moment u by proving the following statement.

Theorem 10.1.1. Let T > 0, (p, k) € N2, u € H>P+R)+3((0,1),R) with p®**t1(0) =
per(1) = 0foralln =0,...,p—1, u € H5((0,T),R), v € Higl ™%(0,1) and f €
HE((0,T), H2p+3|’1H(2§’)+1((), 1)). There exists a unique weak solution of the Schrodinger
equation (10.1), that is a function ¢ € C*([0,T], H2X">(0,1)) such that the following

(0)
equality holds in H (2[f’)+3 for every t € [0, T,

wlt) = ey i [ D (uryup(r) + (7))
0

Moreover, for every R > 0, there exists C = C(T, u, R) > 0 such that if ||uHHéC < R,
then this solution satisfies,

WHck([O,T],H(Qg)%) <C ("¢O’Hféf+k)+3 + Hf|Hk((0,T),H2p+3r1H(2(§’)+l)) : (10.2)
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Local controllability of the Schrodinger equation with simultaneous estimates

We will sometimes write ¥(-; u, 1) to denote the solution of (10.1) associated
with control v and initial data 1y when we will need to keep track of the dependency
with respect to these parameters. For p = 0, no boundary conditions are needed on
. The proof of Theorem 10.1.1 is inspired by [19, Propositions 2 and 5|, where the
authors dealt with the cases (p =0,k =0) and (p =0,k = 1).

Remark 10.1.2. Let T, p, k, 4, u, ¥o and f as in Theorem 10.1.1. As both the control
and the source term vanish at the final time, the solution ¢ € C¥([0,T], H 20H3) of

(0)
(10.1) satisfies the following equality in H, (25’)+3 0,1),

i0fp(T) = AMy(T).

Therefore,
H(T) € HXPTR+3(, 1),

(0)
. 2(p+k)+3 .
However, in general, for some ¢ € [0,7), ¥ (t) does not belong to H g (0,1) if

u(t) # 0. Moreover, from (10.2), one deduces that for every R > 0, there exists
C = C(T, u, R) > 0 such that if Hu||H§(07T) < R, then

9Dl enes < C (Ioblsirirss + Loz ) (103)

10.1.1 Smoothing effect

The main difficulties to prove this well-posedness result are that, for a given 7 in

[0,T], f(7) is not assumed to belong to H (2(%+3 and moreover, the operator ¢ — u is

not bounded from H2§’+3 to H2(§7+3 because 1(2P1t1) does not vanish at z = 0, 1.
Therefore, the proof of Theorem 10.1.1 stems from the regularity of the function

t— fg AT f(1)dr in the spatial space H (25’)+3 even when f does not take values in such

2p+1

space. In the following proposition, for p = —1, we will write H?PT3 N H, ) to denote
only the space H' to homogenize with the notation when p € N.
Proposition 10.1.3. Let p = —1 or p € N. There exists a non-decreasing function

C : Ry — R% such that for all T > 0 and for all f € L*((0,T), H**3 N H(2(§7)+1(0, 1)),
the function G : t — fg e~ A=) £()dr belongs to CO([0,T], H2T3(0,1)) with the

(0)
following estimate,
”GHCO([O’T},H(?&M) < C(T)HfHLQ((07TLH2P+3OH(2(§7)+1)' (10-4)

Proof. Let T > 0 and f € L*((0,T), H**3 0 H{Z*). Let ¢ € [0,T]. By definition of

the function G and of the norm H (2(%+3, one seeks to estimate,

—+o00

GOz = |3 ([ 70, o ™ar)

Jj=1

- (/Ot<f(7—)’ st>ei)\deT>j€N*

Yet, for almost every 7 € (0,7T), f(7) belongs to H**3NH (QO%H. Therefore, performing
(2p + 3)-integrations by parts, we get, for all j € N*,

100 = s (1025 1) - 0225(7,0))

1
" G’

2p+3
H)

h2p+3

O f (1), V2 cos(jm)),
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Local controllability of the Schrodinger equation with simultaneous estimates

(with a minus added on each term if p = —1). Thus, there exists a constant C' > 0,
not depending on time, such that

t .

z0€{0,1}

JEN* 12

+C H (/0t<8§p+3f(7'), ﬂcos(jw-))ei)‘ﬂm') (10.5)

JEN* 12

Using the Cauchy-Schwarz inequality (in time) and then the orthonormality of the
family (v/2cos(jm))jen in L2(0,1), the square of the last term of the right-hand side
of (10.5) is estimated by

“+o00

>

J=1

2

[ 127 5(r), VB cos(m))emar
0

2
dr,
L2

“+oo
<3t [ o2 s VBeosn [ ar < 1 [ o405
=1 70 ’
giving that

H (/ (@23 (r), V2 cos(jm))e N7 dr

< VI FllL2((0,0), 12043 (10.6)

JEN* 12

Moreover, the sum in the right-hand side of (10.5) is estimated using an Ingham
inequality (see for example [19, Appendix B, Corollary 4]) which gives the existence
of a non-decreasing function C' : t — C(t) > 0 such that, for zy =0, 1,

t .
H(/ 2 (ra)eVdr) | <COI o)y (100
0

l2

JEN*

Therefore, (10.5)-(10.7) together with the fact that H2P+3(0, 1) is continuously embed-
ded in C?*+2([0,1]) give

HG(t)HH(ﬁH < CONFl L2 ((0,6),Fr20+3)

with a non-decreasing function ¢ — C(t) > 0. This bound shows that G(t) belongs
to H(2(§7)+3(O, 1) for every t € [0,7T] and that the map t — G(t) € H(%D)Jrg is continuous
at t = 0 (as C(t) is uniformly bounded when ¢t — 0 and || f[|z2((0,0),m20+3) — 0 when
t — 0 thanks to the dominated convergence theorem). The continuity of G at any time

t € (0, T] can be proved similarly. O

The previous lemma stated the continuity of ¢ — fot "7 f(1)dr. From this, we can
deduce, for all k& € N*, the C*-regularity of such a function.

Proposition 10.1.4. Let (p,k) € N? or p = —1. There exists a non-decreasing func-
tion C : Ry — R* such that for all T > 0 and for all f € H((0,7), H**3 N
H(zé’)H(O, 1)), the function G : t = [ e~ AC=7) f(1)dT belongs to C*([0, T, H(Qg’)+3(0, 1))
with the following estimate,

HG”CIC([()7T]7H(2(§7)+3) < C”fHHk((o’T),H2p+30H(2(§?)+1)' (10-8)

Proof. Let f € HE((0,T), H**+3n H(Q(%H). We will rather work with G written under
the form

G(t) = /O ATy, te [0,T].
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Local controllability of the Schrodinger equation with simultaneous estimates

Step 1: Classical regularity. As f is in H*((0,T), H (25’)+2), the classical theory on semi-
groups gives that G is in C*([0, T, H(Q(f’)+2). Moreover, because f(0) = ... = fk=1(0) =
0, the derivatives, for the H (2(%+2—topology, are given by,

¢
Vn=0,....k G®™()= / e=IAT O (1 )7, t e [0,T]. (10.9)
0

Step 2: Higher regularity in space. We prove that G is in C™([0,T], H ?&H) by induc-

tion on n € {0,...k}. The initialization (n = 0) is proved in Proposition 10.1.3. Let

n € {0,...k — 1} and assume that G is in C”([O,T],H(zgrg). First, as f("*1 is in

L2((0,T), H*+3 0 H{E™) (as n+ 1 < k), Proposition 10.1.3 and (10.9) give directly

that G+Y) is in C’O([O,T],H(ZO%JF?’). Then, for ¢ € [0,T], with (10.9), one can write,

GM(t 4 h) — GM(t)

t+h
— G () = % / e AT M (L 4 h— 7)dr
t

. /t iAr (f(n)(t +h—1)—f™Mit-7) FoOtD (g T)) dr. (10.10)
0 h

By Proposition 10.1.3, the H, (20’3+3—norm of the second term of the right-hand side of
(10.10) is bounded by

TARIC +I:L) - FtD)

o

L2((0,T),H?2p+3 mH(Qg’)“)

which goes to zero as h goes to zero, because f(™ is in H'((0,7), H**3 N H(Qé’)ﬂ).

Besides, as f(")(O) = 0, using successively a change of variables, that e %4 is an
isometry from H(2(§7)+3 to H(QO%H, Proposition 10.1.3 and Cauchy-Schwarz inequality,
2p+3_

one gets the following upper bound for the H (0) -horm of the first term of the right-
hand side of (10.10),

|

ciA(t+h)

. /Oh e=ids (f() () — f(n)(o))dSHH2p+3

(0)

My = fn)(o
<qm4f 0 - 190
L2((0,T),H2p+3meg)+1)
_ Clzh) / atf(n) (T)d’]’ -
0 LZ((o,T),H2p+3mH(§)+ )

< ci(h) || 2™

2 1y
LQ((O,T),H2P+3OH(§’)+ )

This bound goes to zero when h goes to zero as the function h — c¢j(h) given in
= 0 by the

o o s ) . . (n)
Proposition 10.1.3 is non-decreasing and }1112% H@tf ‘ L2((0,h),H2P+3ﬂH(2(§’)+1)

dominated convergence theorem. And this concludes the proof. O

10.1.2 Proof of Theorem 10.1.1, the well-posedness of the Schrédinger
equation

Let p, v, f and u satisfying the hypotheses of Theorem 10.1.1. We consider the
map

F oo CR0TLHZF(0,1) — CH(0,T), HZ(0,1))
= &,

140



Local controllability of the Schrodinger equation with simultaneous estimates

where
E(t) = e hyy + i /0 t e AT (w(r) (7)) + f(7)) dr, te[0,T].

Then, ® is a weak solution of (10.1) if and only if ¢ is a fixed-point of F.

F is well-defined. For ¢ € Ck([O,T],H(ZO%H) and 7 € [0,7], by Leibniz formula
and the algebra structure of H?*3 the map 7 + wu(7)u(r) + f(7) belongs to

HE((0,T), H>*+3 N H(Q(%H). Thus, by Proposition 10.1.4, the function & = F(¢) is

in C*([0, T, Hi™).

F is a contraction. Let 1,7 in Cc*k([o,T], H(2(§))+3). Again, by Proposition 10.1.4 and the

algebra structure of H2P*3(0,1), we get, for all ¢ € [0, T],
1F(¥)(t) - F(l@)(t)HHf(gH < C(T)|[ull e | all rzoallvp = Bllor oy, mzvesy-  (10.11)

Equation (10.11) proves that if ||u|| g+ is small enough, F' is a contraction and thus by

the Banach fixed-point theorem, admits a unique fixed-point v in C*([0,T], H (259)+3).

Computing a similar estimate, by Proposition 10.1.4, we get that this fixed point
satisfies

||¢||ck([o,T],H(2(§>>+3) < (T, M)(||¢0||H(20()p+k)+3 + ||u||Hk(07T)|‘1’Z)Hck([0,TLH(2(§7)+3)
+ HfHH’C((O7T)7H2;)+3HH(2(§J)+1)>.

Therefore, for u € HE(0,T) such that C(T, Wllullgrory < 1/2, we get (10.2). If u in
B (o,r)(0, R) is not small enough in HE, one can consider a subdivision 0 = Ty <
... <Ty =T such that for all i € {0,...,N — 1}, [[ullgr,7,,,) is small enough to
apply the previous argument on [T;,T;+1]. Notice that as the constant T +— C(7T) is
non-decreasing, N only depends on R so that the constant in (10.2) does only depend
on T, n and R, as claimed in Theorem 10.1.1.

10.2 Solvability of a moment problem with simultaneous
estimates

The goal of this section is the proof of a new result about trigonometric moment
problems. More precisely, the aim is to prove the solvability of a moment problem
in high-regularity spaces, with simultaneous estimates on the operator solving the
moment problem. This will enable to build a control map for the linearized system
with estimates in various control/data spaces in Section 10.3.1.

10.2.1 Assumptions on the frequencies
Let us first introduce the space
[7(N,C) := {(dj)jen € I*(N,C); do € R}.

Given an increasing sequence w = (wj);jen of [0,+00) with wy = 0, we define, for all
m € N,

BN, C) = {(d;)jen € (N, C); +ZOO \(5]-,0 +w) djf < +oo},
=0
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endowed with the norm

)

oo 2
1l[zm = J > ‘(53‘,0 +win) d
=0

where d;0 denotes the Kronecker delta, that is, if j = 0, ;0 = 1 and for all j € N*,
d;0 = 0. Moreover, we will say that a sequence (w;);en satisfies an asymptotic gap if

wjs1 —wj — +oo  when j — 400, (10.12)
and satisfies a polynomial asymptotic gap if
there exists a > 0, Ny € N and ¢ > 0 s.t. for all j > Ny, wji1 —wj > ¢j*  (10.13)

If not mentioned, for all j € Z, j < 0, we denote by w; := —w_; for the frequencies
and d;j := d_; for a sequence (d;);eN € him,, for some m > 0.

10.2.2 Main result

The goal of this section is to prove the following new result about trigonometric
moment problems.

Theorem 10.2.1. Let T'> 0, k € N* and (wj) en an increasing sequence of [0, +00)
such that wg = 0 and satisfying (10.13). There exists a constant C' > 0 and a continuous
linear map M7} : h2" (N,C) — HE((0,T),R) with closed range in H§((0,7),R) such
that for every d = (d;)jen € h2%.(N,C), the control u := Mj(d) € H((0,T),R)
satisfies the moment problem

T )
/ u(t)e™itdt = dj, Vj €N, (10.14)
0
with the boundary conditions

us(T) = us(T) = ... = g1 (T) = 0, (10.15)

(where we recall, (uy),en+ denotes the iterated primitives of u vanishing at zero) and
the following size estimates,

lull o,y < Clldllnzmngy, Ym=—(k+1),...,0,... k. (10.16)

Remark 10.2.2. Notice that, for all n € N,

w1 (T) = / IO

0 n!

Thus, the conditions (10.15) can be seen as polynomial constraints on the control.
Notice that one can’t add the boundary condition u;(7") = 0 to (10.15) as the term
u1(T) is given by the first moment (see (10.14) with j = 0).

The boundary conditions (10.15) will allow to ease the propagation of the linear
estimates (10.16) to the nonlinear dynamics (see in the following Proposition 10.3.4
where those boundary conditions are useful to quantify the error between the nonlinear
and the linearized dynamics).

The proof of Theorem 10.2.1 is based on the construction of an almost solution of
the moment problem for high frequencies (see Proposition 10.2.6), while the moment
problem for a finite number of frequencies and the polynomial constraints are dealt with
using classical results on trigonometric moment problems (see Proposition 10.2.10).
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Local controllability of the Schrodinger equation with simultaneous estimates

10.2.3 Solvability of a moment problem in L?(0,7) with polynomial
constraints

First, following some known results about trigonometric moment problems, one
can prove the solvability in high-regularity spaces of such problems but without si-
multaneous estimates. This can be deduced from the solvability of a moment problem
in L2(0,T) with polynomial constraints, which is therefore the starting point of this
section. The results presented in this subsection are a generalization of the work [19,
Appendix B]. Therein, the full proofs are left to the reader.

First, one can state that under an asymptotic gap condition, the family of complex
exponentials, with an added finite number of polynomials, has a biorthogonal family.

Lemma 10.2.3. Let T" > 0 and (wj);en an increasing sequence of [0, +o00) such that
wo = 0 and satisfying (10.12).Then, for all n € N*, the family ©,, := {t%; ¢ =1,...n}U
{e™it; j € Z} is minimal in L?(0,7) and thus admits a biorthogonal family.

From this result and the work of Haraux [81], one can state the solvability of
trigonometric moment problems in L?(0,7) with a finite number of constraints on
polynomial moments.

Theorem 10.2.4. Let T'> 0, n € N* and (wj) en an increasing sequence of [0, +00)
such that wg = 0 and satisfying (10.12). There exists a constant C' > 0 and a continuous
linear map £ : R™ x I2(N,C) — L?((0,T),R) with

Ran £l = { Z c;eit 4 Zc_qt (c—q)g=1,..n €ER",(¢j)jen € lz(N,C)}

j=—00
such that for every sequence d = ((d—q)g=1,...n, (dj)jen) € R™ x I2(N,C), the control
u = LE(d) € L*((0,T),R) satisfies the moment problem
T 4 T
Vi €N, / u(t)eitdt =d; and Vg=1,...,n, / tu(t)dt = d_q,
0 0

and the following size estimate

400 1/2
lull 220,y < C ( > |dj!2) :

j=—n

Then, we deduce, for any integer k, the solvability of such moment problems in
HE(0,T) with only an estimate in the most regular space.

Theorem 10.2.5. Let 7' > 0, (n,k) € (N*)? and (wj)jen an increasing sequence of
[0,4+00) such that wy = 0 and satisfying (10.12). There exists a constant C' > 0 and a
continuous linear map ET R™ x h% (N,C) — H}((0,T),R) with

Ran £L = { Z cj it 4 Zc_qt (c—q)g=1,..n € R",(¢j)jen € ha]fr(N,C)}

j=—00

such that for every sequence d = ((d—q)g=1,....n, (dj)jen) € R™ x hZ.(N,C), the control
u:= LF(d) € HE((0,T),R) satisfies the moment problem

. T
Vi EeN, / u(t)estdt =d; and Vg=1,...,n, / thu(t)dt = d_g,
0 0

and the following size estimate

- 1/2
Hu||Hk(O,T) <C (—i ‘(5j70 + wf) djf) )

j=-n
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Proof. To ease the computations, we start by explaining the proof for £k = 1. Let
d = ((d—g)g=1,..n, (dj)jen) € R™ x hZ .(N,C). Let denote by

vi=L] ((_qd_(q_1)>q1,...,n+1 ’ (_iwjdj]ljeN*)jEN) ’

where LI is constructed in Theorem 10.2.4. Then, define for all t € [0,T], u(t) =
fg v(7)dr. First, by construction of v, one has

T
0 :/0 v(t)dt = u(T).

Then, by construction of v and performing integrations by parts (with no boundary
terms), one has,

T . T '
VjeN*, —iw;d; :/0 v(t)e™itdt = _Z'wj/o u(t)eitd,

T T
vq = 17 RN + 17 _qd—(q—l) - /0 ’U(t)tth = —Q/O u(t)tq_ldt

Thus, u satisfies both the moment problem and the polynomial constraints. Moreover,
by the Poincaré inequality and the continuity of £!, one has,

1/2
o0
lull 0,y < Cllvliz20rm) < C ( > (850 +Wj)dj\2) :

j=—n

This concludes the proof of Theorem 10.2.5 for £ = 1. The proof for any k € N*
follows similarly with Z{ := By, o LL o A;, where L] is defined in Theorem 10.2.4,
Ai : R" x h2.(N,C) — RFF™ x [2(N,C) and By, : L*((0,T),R) — H*((0,T),R) are
respectively given by

A ((d—q)qzl,...,m (dj)jeN)

(=1)*q! Nk
= d—q-i-k]lqe{h...,k-i-n} ’ (_ij) dj ]IJEN* . )
(((q - k)! q=1,...k+n ( )JGN

and

t(f — k-1
Bi(v) == (t |—>/0 (t(k_)l)!U(T)dT> . (10.17)

10.2.4 Solvability of a moment problem in H}(0,T) with various esti-
mates

Notice that Theorem 10.2.5 provides operators [,Nf : ((d=q)g=1,...n, (dj)jen) € R™x
hfffr(N,C) — u € HE((0,T),R) solving the moment problem which depend on F,
preventing from having estimates on u, for a given sequence (d;), simultaneously in
various Sobolev spaces. Therefore, the goal of this subsection is to prove that one can
indeed solve trigonometric moment problems in H¥(0,T) with simultaneous estimates
on the control. First, we state the result for a finite number of moments.

Proposition 10.2.6. Let T > 0, (n,k,N) € N* x N? and (wj)jen an increasing

sequence of [0,+00) such that wy = 0 and satisfying (10.12). There exists a constant

Cn > 0 and a continuous linear map E{X’T : R" x R x CN=1 — HE((0,T),R) with
NT .

Ran Ly;>" given by

n
q=1

lil<N
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such that for d = ((d—q)q=1,...n, (dj)j=0,..N—1) i R" X R X CN=1, the control u =
E{}[’T(d) € HE((0,T),R) satisfies the moment problem

T ) T )
Vji=0,...,N—1, / u(t)e™itdt = d; and Vj > N, / u(t)e™itdt =0,
0 0

T
qul,...,n,/ thu(t)dt = d_g,
0

and the size estimates

N-1

1/2
[ull gm0,y < Cn ('Z (350 + ) djf) . Ym=0,... .k (10.18)

j=—n

Proof. The proof follows with

LT ((dg)qmt,.ons (dj)j=0,.N—1) = LE (d=g)q=1,...n> (djLj=0,. N—1)jeN)

where Ef is defined in Theorem 10.2.5, using the equivalence of norms in finite dimen-
sion. U

It remains to deal with the high frequencies. To that end, we will assume from now
on that the sequence of frequencies satisfies (10.13), a polynomial asymptotic gap. In
other words, the goal is to prove that the map

L:uw (/OT u(t)ei”jtdt>

admits a continuous-right inverse P : hi’fr(N,C) — HE((0,T),R) which is continu-
ous from hZ"(N,C) to Hy*((0,T),R) for all m = 0,..., k. Usually, a continuous right
inverse of L i.e. an operator solving the moment problem is sought under the form
P(d) = 32 d;&; where {£7,j € Z} is the biorthogonal family of {e™i j € Z}. To con-
clude, one would need to be able to estimate such biorthogonal family simultaneously
in all the Sobolev spaces H*(0,T), for m =0, ..., k.

jEN

Such strategies have already been used. Explicit computations of the biorthogo-
nal family with good estimates have, for example, been used: in [131] to prove upper
bounds for the control cost in the case of systems governed by the Schrédinger or the
heat equation, in [100] to study the cost of the control in the case of a minimal time
for the one-dimensional heat equation or in [28] to characterize the null controllabil-
ity of a system of n parabolic equations in cylindrical domains. Sharp estimates for
biorthogonal families of exponential functions without gap conditions have been given
in [80] and used to prove new results on the cost of the boundary null controllability
of parabolic systems. A new block resolution technique, together with sharp estimates
on the biorthogonal family, has also been used in [29] to characterize the minimal null
control time for abstract linear control problems.

However, here we choose to not compute the biorthogonal family. As the exponen-
tials are "almost orthogonal" for high frequencies, the main idea is to rather seek a
solution of the moment problem under the form

+oo
Pl)(t) = Y die™i'x(t), (10.19)
j=—00
where x a weight function which allows to improve the decay of the coefficients

((e™i°x, ei“P'>)j 2p at high frequencies. As such an operator P will no longer exactly
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solve the moment problem, the right inverse of L will be constructed as an iteration of
(10.19), quantifying the error term. Besides, the explicit form of P will allow to easily
estimate it in various spaces. Notice that the use of a weight function is also a strategy
used by Ingham in the work on non-harmonic Fourier series [85].

To implement such a strategy, we start by introducing the operator giving the
moment problem for high frequencies and the operator which will almost be its right-
inverse.

Lemma 10.2.7. Define, for all m € N and N € N*|

1 HP((0,T),R) — h2(N,C)
T tw;t
u (fo u(t)e™i dt)j}N,
and
P R2MN,C) = HP((0,T),R)
dj)jzn = 2 di&j,

l71>N
where for all j € Z, j < 0, d; := d_; and for all t € [0,T] &(t) := x(t) with
X € C((0,T),R) such that [ x(t)dt = 1. Then, for all m € N and N € N*, L% and
Py are linear continuous applications.

Proof. Let m € N and N € N*. First, the continuity of L%} is deduced from the fact
that for all w € HJ*(0,T), by integrations by parts, one has

“+o00

>

i=N

T
o [ utveral Z! )] < O™ gy

as the family (e™i") ¢z is a Riesz basis. Secondly, the continuity of PJ! stems from the
fact that for all (d;);>n in hZ7:(N,C), by the algebra structure of Hg"(0,T), one gets

Y dig

li1=N

k —iw;j-
D> widje™

lj|=N

<C sup H(w’?d‘)
k=0,..m I\ 7 T =N

as the family (e™7");cz is a Riesz basis. The reader can for example refer to [19,
Proposition 19] for the results on Riesz basis used in this proof. ]

< Il sup

=0,...,m

Hm L2(0,T)

,<C|(ra)

\J\>N

With these notations, our goal is to prove that, for NV large enough, the application
L has a common continuous right inverse for all m =0, ..., k. To that end, we start
by quantifying in which way Py is almost the right-inverse of L.

Lemma 10.2.8. Let £ € N*. For all ¢ > 0, there exists N1 € N* such that for all
N > Ny, forallm=0,...,k, forall d € hfjj:([N, +o00) NN, C),

LN o P (d) = dllnzm (v, 4+00)rN,c) < Elldlnzm (3, +00)nN,C)-

Proof. Let m € {0,...,k} and N > min(Np+ 1,2) where Ny is defined in the assump-
tion (10.13). Notice that, performing integrations by parts (with no boundary terms as
x has a compact support), for all o € N*, there exists a constant C' = C(x(®),T) > 0
such that, for all j,k € N,

T T
/0 E(f)e™itdt =1 and /0 £ (t)entde
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The coefficient o will be chosen later as large as needed. Using this remark, together
with the following equality for all p € N, p > N,

( % o PN / PN ’LLJthdt d + Z d / gj ’Lw;ntdt

l71>N, j#p

we get, using Cauchy-Schwarz inequality,

ILE o PR(d) — 2 = S w27 3 4 / &(t) ’”Ptdt‘
" p>N li|=N, j#p
2m
< CHd”h2m Z Z 2m’ _ ‘2&
p=N 2N ) w] w
Ji#p

Yet, by the triangular inequality, for all (j,p) € N*, j # p,

. <C ( + ) :

W™ wj — wp| > Wi wj — wp 2™ Jwj — wp|

Thus, as the sequence (wj)jen+ is bounded by below by wy, it is sufficient to prove

that for 8 large enough, the series 3 _; | m converges to get that choosing « large
b J—%p

enough, for all € > 0, there exists N7 > 0 such that for all N > Ny, forallm =0,...,k,

2m

Z Z 2m 2c < &
‘WJ wp|

p>N J>N
J#p

which will conclude the proof. Yet, using (10.13), for all j,p > N, j # p,

oy = apl 2 min (/@ — 0y1) (s — ) (g1 = w5) (wp — )
> c(j = 1) (p— 1)

And thus, for all 8 > %, the series Y. e indeed converges. O

P |wj—w
By iterating the error estimate given in Lemma 10.2.8, we deduce a common con-

tinuous right-inverse for L%}, the operator solving the moment problem.

Lemma 10.2.9. Let k € N*. There exists N1 € N* such that for all N > Ny, L
admits the same linear continuous right inverse for all m = 0, ..., k. More precisely,
for all N > Nj, there exists an operator My such that for all m =0,...,k, My : d €
h2(IN, +00) NN, C) — My (d) € Hy"((0,T),R) is continuous and satisfies

N o My = Idpzm (N +o00)N,C) -

Proof. By Lemma 10.2.8 with ¢ = %, there exists N7 > 0 such that for all N > Ny, for
allm=20,...,k, we have,

IL3 o PR(d) — dllzs < slldlhzy, W € B2 (10.21)

N =

Let N > N; and m € {0,...,k}. In the following proof, for the sake of clarity, we will
forget all the exponents m on the name of the applications, that recall the spaces in
which we work. First, if we define ¥ := Ly o Py — Id, a proof by induction gives that

n
Lyo Y (—1)PPyoXP =Id+(-1)"S"™, VneN. (10.22)
p=0
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Yet, X is a linear and continuous application from hi“}n to hi”; with its operator norm

satisfying [|3[[p2m pom < 1/2 by (10.21). Thus, the series }°,(—1)P Py o ¥? absolutely

W,

converges in L.(h2", H*((0,T),R)). Therefore, passing to the limits [n — +oc] in the

w,r?

equality (10.22), we get,

+o0
LyoMy=1d with My :=) (~1)"PyoXP,
p=0
which is continuous from h2% to H§"((0,T),R) for all m =0,... k. O

Now, from Lemma 10.2.9, one can prove the solvability of a moment problem with
simultaneous estimates on the control for high frequencies.

Proposition 10.2.10. Let T > 0, k € N and (wj)jen an increasing sequence of
[0,+00) such that wy = 0 and satisfying (10.13). There exists an integer Ny € N*
such that for N > Ny, there exist a constant C > 0 and a continuous linear map
LT h2E(N,C) — HE((0,T),R) with

Ran Eth’T = { Z Cje_iwj'XQ (cj)jen € hi’i«(N,C)}
l7|=N

such that for every sequence d = (dj)jen € hi’fr(N,C), the control u := EIJI\;’T(d) €
HE((0,T),R) satisfies the moment problem

T .
/ u(t)e™itdt = dj, Vj > N, (10.23)
0

and the following estimates

400 9 1/2
lulgmory <C [ X |wids| | . ¥m=0,....k (10.24)
j=N

Proof. Let k € N and T > 0. Let N1 € N defined in Lemma 10.2.9 and N > N;j. The
proof follows with ﬁfl\;’T := My where My is defined in Lemma 10.2.9. Indeed, for all
de hfffr(N, C), as Ly oMy = Id, the function u := My(d) € H((0,T),R) satisfies the
moment problem (10.23). And the estimates (10.24) hold by continuity of My from
h2m(N,C) to H§*((0,T),R), for every m =0,... k. O

Now, from Proposition 10.2.6 dealing with the low frequencies and Proposition 10.2.10
dealing with the high frequencies, one can prove the main result.

Theorem 10.2.11. Let 7' > 0, kK € N, n € N* and (wj);jen an increasing sequence of
[0, 4+00) such that wp = 0 and satisfying (10.13). There exists a constant C' > 0 and
a continuous linear map £{ : R™ x h2F.(N,C) — H{((0,T),R) with closed range in
HE(0,T) such that for every sequence d = ((d—q)g=1,..n, (dj)jen) € R x hf}]fT(N,C),
the control u := LI (d) € HE((0,T),R) satisfies the moment problem

T A T
Vj € N, / u(t)e™itdt =d; and Vg=1,...,n, / tfu(t)dt =d_,,  (10.25)
0 0

with the following size estimates,

400 1/2
HuHHm(O,T) <C (Z ’((5]'70 + w;n) dj‘2> , Vm=0,...,k. (10.26)

j=-n

148



Local controllability of the Schrodinger equation with simultaneous estimates

Proof. Let T > 0, k € N, n € N*. Let ((d—q)g=1,...n: (dj)jen) € R™ x hZ5 (N, C). The
proof follows with
U= E% ((d=g)g=1,....n, (d;j) jen)
= EIJX’T((d i)jeN) +£1f ((d—q)q 1,5 (df)j=0,.. . N—1), (10.27)

with N > Ny given in Proposition 10.2.10 and where, for all ¢ = 1,...,n and j =
0,....,N—1,

~ T _ T '
dogimdog— [ O @)Od and dji=d; — [ L) (@)@ de

Indeed, by linearity and by construction of the operators [,}]XC’T and Eﬁf’T (given respec-
tively in Propositions 10.2.10 and 10.2.6), the control u satisfies the moment problem
(10.25). Furthermore, by (10.18) and (10.24), there exists a constant C' > 0 such that
forallm =0,...,k,

(- <CZ e H e Z |50 +w™) (4 — 45| (10.28)

j=-n

Besides, using Cauchy-Schwarz inequality and the size estimate (10.24) on Eth’T (for
m =0), we get, forall j =0,...,N—1and m=0,...,k,

|d|—| [ e et < VTIEET @)l

oo 1/2 oo 1/2
<C (Z Ide) <C ( > 1850 +ij)dj\2> :
j=N

j=—n

as the injection h2Z"(N,C) C [2(N,C) is continuous. The same estimates can be proved
on (d_g)g=1...n. Together with (10.28), this gives (10.26).
Let us check now that the range of Ez is closed in Hé“((O, T),R). First, by construction
(10.27),

Ran £ = Ran [Zfl\;’T @ Ran EIJ}[’T, VN > Ny,

as Ran Eth’TﬁRan EfX’T = {0}. Moreover, the range of Ef;/’T given in Proposition 10.2.6
is finite-dimensional, thus it remains to prove that Ran Eﬁ;’T is closed in HEY(0,T) for

N large enough. To that end, it suffices to prove the existence of Cy,Co > 0 such that
for all (¢j);>n € ha’f,,([N, +00) NN, C),

> ej(e7 iy

JjzN

< Oallellnze, (v ooyrny- (10.29)
L2(0,T)

Chlellnze, (3, 400)N) <

Notice that the right inequality of (10.29) is proved in Lemma 10.2.7.
Proof of (10.29) for k = 0. First, one has

I

dt = Z’C]‘Q/ x(t)%dt

j>N
+> > c]cp/ e'@r=wilty (1)2dt.  (10.30)

j>N p=N
P#j

Zcezwjx

j>N
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Then, using the same trick as (10.20) and Cauchy-Schwarz inequality, for any o € N*,
the last term of (10.30) can be bounded by,

C\C Y ot = <c||c\|ig( 3

J=N =N SN v Wi —w [wj = wp|?
P#j P#]
||XHL2 0,7)
< 0D, Il (10.31)

for N large enough, as the series ;| m converges for a large enough using
’ J
(10.13). Then, (10.30) and (10.31) entail the left inequality of (10.29) for k = 0.

Proof of (10.29) for k € N*. First, using the left inequality of (10.29) for & = 0, one
gets the existence of C'y > 0 such that

CrllellZ <

k., —iwj-
S wheye oy

jzN

(10.32)

L2(0,T)

Moreover, by Leibniz formula, the right-hand side of (10.32) is given by

—zw] k) _k_l k i \Po—twje o (k—p)
ZCJ Z » (—iw;)Pe X

izN p=0 L2(0,1)
and thus, is bounded by, using the triangular inequality,
Z Cj (eilex)(k) + C Z Z w‘?cjeizwj'x(kfp)
j>N L2(0,T) p=0||j=N L2(0,7)
I e @0®| 4O el gy (1033)
Jj=N L2(0,T) p=0 ’

using the right inequality of (10.29) for k = 0 (with x*~?) instead of x). Thus, (10.32)
and (10.33) lead to

k—1
3 1
Crllelz, < |32 ejem ) ® +C Y el -
j>N L2(0,T) p=0¥N

By (10.13), wy — 400 when N goes to infinity. Thus, for N large enough, this entails
the left inequality of (10.29). O

Finally, from Theorem 10.2.11, one can deduce the proof of Theorem 10.2.1 giv-
ing the solvability of moment problem with estimates on the function, some of its
derivatives but also some of its primitives.

Proof of Theorem 10.2.1. Let (d;);en in h2F "-(N, C). The operator MT is given by,

d.
M%((dj)jeN) D<k+1)°£2k+1 ﬁﬂjeN*
(—iw;)o*
“j JEN

+Li ((quo)qzl,..‘,k ) (dodj:o)jeN) )

where EQTk 11 and E{ are defined in Theorem 10.2.11 and D®**1 is the differential

(k+1)

operator u — u , as explained below.
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Step 1. Solving the moment problem except for the first moment. Indeed, if we denote
by

4 )

— jEN* .
(_ij)k+1 jEN

Then, performing k£ 4 1 integrations by parts, as f has vanishing boundary terms, we
get,

vi=f* D e gk, ) with f:=rcL (

T . T .
Vj e N*, / w(f)eitdt = (—iw;)F+! / F)eitdt = d;, (10.34)
0 0
by construction of f. However, for j = 0, we get
T
/ o(t)dt = fF(T) =0, (10.35)
0
and therefore, the first moment needs to be corrected in a second time. Moreover, by
construction, we have the boundary conditions (10.15) on v and from estimates (10.26)

on f, if we denote by u(™ = u_,, when m < 0, we deduce for all m = —(k+1),..., k,

ollfrm = o™ g2 = [ FEHH™]) 2

(—iwy) T )

Step 2. Correcting the first component. If we denote by

<C

< Clldlyzn ). (10.36)

2kt tEm)

w = E% ((quo)q:17.”’k , (dodj:o)jeN) S H(’)‘“(O, T),

then by construction, together with (10.34)-(10.35), the control u := v+w in H§(0,T)
solves the moment problem (10.14). Moreover, by construction, w solves the polynomial
moment

T
/ thw(t)dt =Ty, Vq=1,... k.
0

Thus, by integration by parts, as wi(T') = dy, we get the boundary conditions (10.15)
on w. Then, by linearity, (10.15) holds for u. Moreover, by construction, w satisfies the
size estimates

[w|lgm < Crldo|, ¥m=0,...,k. (10.37)
Thus, Cauchy-Schwarz inequality entails that

”meLQ(O,T) < TmeHLQ(O,T) < TmCT’d()’, Ym=1,...,k+1. (10.38)

Finally, estimates (10.36) on v and estimates (10.37)-(10.38) on w gives all the estimates
(10.16) on wu. O

10.3 Nonlinear control in projection with simultaneous
estimates

The goal of this section is the proof of Theorem 6.1.2. It relies on the controllability
of the linearized system with simultaneous estimates, given in Subsection 10.3.1. These
estimates are then propagated to the nonlinear system through the iterations of the
inverse mapping theorem thanks to estimates on the linear approximation of the end-
point map given in Subsection 10.3.2. In this section, if ¢ is in S, Tsy the tangent
space at 1 of & and I, the orthogonal projection on T'st, are respectively given by

Tsp:={¢ € L*(0,1); R(&,¥) =0} and II,(€) ==& — R(E Y)o.
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10.3.1 (C'— regularity of the end-point map
Let T > 0. We consider the end-point map ©p defined by,

2(p+k)+3 E © 2(p+k)+3 2(p+k)+3
SN Hyyl xHE 2% SnHy x [Tsyn (1) N1, 0 Higy 4 (10.39)

(o, w) = (o, Ty (py 0Py [B(T)))
where 1 is the solution of

Z.atw(tv x) = _8g¢(t7 x) - U(t)ﬂ(ﬂf)@b(t» fL‘), (tv :L‘) S (O’ T) X (Oa 1)7
P(t,0) = (¢, 1) =0, te (0,7),
(0, 2) = o(x), z € (0,1).

Remark 10.3.1. To prove Theorem 6.1.2, we want estimates (6.5) on the control with
respect to the final state but also to the initial data, that is why the initial data is
added as an argument of the end-point map ©p. Moreover, in the definition of O, the
end-point of the solution is composed with P; as we investigate exact controllability
in projection. It is also composed with Il (7 as only the imaginary part of the first
component of the solution can be controlled (we gain back the real part of the first
component as the solution lives in the L?(0, 1)-sphere S).

The C'-regularity of this end-point map is given in the following proposition.

Proposition 10.3.2. Let u € H*®P+tR+3((0,1),R) with p?+Y(0) = @2+ (1) = 0

for allm = 0,...,p — 1. The map O defined in (10.39) is C'. Moreover, for every

Yo, u) in PR+ 0,1) x HE(0,T), the differential at (o, u) is given by, for all
(0) 0

(Wo,v) € H M+ (0,1) < HE(0,T),

dO7 (o, u). (Yo, v) = (Lo, Ty, () o Py [¥(T)]),
where U is the solution of the linearized system around (u,¥(-; u, 1)) given by

09(t,x) = =05 (t,x) — u(t)u(x)U(t,z) — v(t)u(@)P(t; u, o),
U(t,0) = U(t,1) =0, (10.40)
(0, z) = Wy

Notice that ©7 is well-defined thanks to Remark 10.1.2. The proof of Proposi-
tion 10.3.2 is the same as [19, Propositions 3 and 6] using Theorem 10.1.1 (and Re-
mark 10.1.2) instead of their well-posedness result and thus is left to the reader.

In the following proposition, we state that one can build a right inverse of dO7(¢1,0)
which is continuous simultaneously in several spaces, meaning that one can control the
linearized equation of (3.10) around the ground state with various estimates on the
control.

Proposition 10.3.3. Let p in H>PTH+3((0,1),R) with p®*+D(0) = p+D(1) =0
for all n = 0,...,p — 1 and satisfying (6.1). There exists a closed subspace E of
HE((0,T),R) such that the linear map

dO7(¢1,0) : [Tse1 N H(20()p+k)+3] x E

= [Tsior 0 Hig? %) o [Ty (1) 0 H, 0 Hg )

is a continuous isomorphism such that there exists a constant Cr > 0 such that for all

Yo in Tspr OH?O()p+k)+3 and ¥y in Tsyn (T) NH, OH(2()()p+k)+3, the control u € HE(0,T)

defined by (Yo, u) := dOr(p1,0) 1 (Yo, 1) satisfies the following boundary conditions

us(T) = ... = sy (T) = 0 (10.41)
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and the following size estimates for allm = —(k+1),...,k,
llul| gm < C H('(,ZJO,¢f)HH<2(§>IJ+m)+3(O,1)XH<20()I7+m)+3(071) . (10.42)

The proof follows from the solvability of a trigonometric moment problem with
simultaneous estimates given in Theorem 10.2.1.

Proof. Surjectivity of dO7(¢1,0). By Proposition 10.3.2, for all u € HE(0,T) and
vo € Higy ™7(0,1),
dG)T(SOl,O)-(%,U) = (¢07 P, [\P(T)])v

where W is the solution of the linearized system (10.40) around (0,%7) and can be
computed as

“+o0o +oo T ]
wﬂ=2wmmwm+62@mwﬁéMWM”%@w@» (10.43)
j=1 j=1

Let (1o, ¥7) € [Tsor N Higy ™ x [Ty (T) nH, N Higl 4], The equality P,W(T) =

1y is then equivalent to the trigonometric moment problem
/T u(t)ei()\jf)q)tdt _ <¢f’ w](T)> - <¢0; ()OJ>
0 i(up1s pj)

Let denote by dj_i(vo,vy) = 0 if j & J. Applying Theorem 10.2.1 with (w; :=

Aj+1 — A1)jen which satisfies the polynomial asymptotic gap (10.13), the control

u = M7} [d(1,1b¢)] satisfies the moment problem (10.44) after a shift in the indexes,
meaning that

= dj—1(Yo,¥y), VjEJL (10.44)

dO1(1,0). (0, M, [d(t0,5)]) = (o, %y)- (10.45)
We define

E:= {Mj(d); d=(dj)jen € h3",, 5, -(N,C) with dj 1 =0 Vj ¢ J},
which is closed in H}(0,T) by Theorem 10.2.1. Then, dO(¢1,0) is onto from [Tis¢q N

H ™M) x B to [Tser 0 Higy ™) x [Tsyn(T) 0 H, 0 Hg ™+, Besides, The-

orem 10.2.1 also gives that the control defined by u = M} [d(v, ;)] satisfies the
boundary conditions (10.41) and gives the existence of a constant Cr > 0 (not de-

pending on g nor on 1y) such that,
lull gm < C|ld||p2mnc)y, Ym=—(k+1),... k.
Yet, as the function pu satisfies the hypothesis (6.1), we get for allm = —(k+1),...,k,
[ullzm < C (g, ¥5(T)) = (o 25l p2mm+acsc)

< C (I8 lgapemrsoery + Wl apemrsag )

Injectivity of dOr1(p1,0). Let (1o, u) € [Tsp1 OH(20()p+k)+3] x F such that the differential
satisfies dO7 (1, 0).(v0, u) = (0,0). First, by definition of E, there exists d = (d;)jen €
h3F (N, C) with d;—; = 0 for all j ¢ J such that u = MZ(d). Thus, by definition

Aj+1—A1,m
of M} in Theorem 10.2.1 and by (10.44), u satisfies the following moment problem,

T .
/ w(t)dN NG = 0 = d;_y, Ve .
0
Thus, d =0 and u = 0. O
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10.3.2 Error estimates between the nonlinear and linearized dynam-
ics
The proof of Theorem 6.1.2 relies on the inverse mapping theorem: the control

steering the solution of the Schrodinger equation (3.10) from ¥y to ¥ is constructed
as the fixed point of the map

@ : (vo,u) = (o,u) — dOr(p1,0) 1 [O7 (o, u) — (Yo, Uy)].

Notice that such function can be rewritten as,

o (¢07 U) - (8017 0)
= —dOr1(1,0)"". [O7 (¢, u) — dO7 (1, 0).(¢ho — p1,u) — (Yo, ¥y)].
Therefore, estimates on the nonlinear control map (¥, ¥¢) — u are closely linked to

estimates on the linear approximation of the end-point map O, given in the following
proposition.

Proposition 10.3.4. Let T > 0, (p,k) € N? with p > k, p € H>@H0)+3(0 1)
with p®+(0) = pC*(1) = 0 for alln = 0,...,p— 1, u € HE0,T) and vy €

H(QO()erkHS(O, 1). For every R > 0, there exists a constant C = C(T, u, R) > 0 such that

if lull gro,ry < R and uz(T) = ... = up1(T) = 0, then the following estimates hold
107 (to, u) = O1(p1,0) = dO7(p1,0).(Yo — 1, “)||H(2(§§’+’">+3xH(2(§)f'+m>+3

< Cllulamoy (0 = o1l sirss + Nellsiory ) V= =(k + 1),
(10.46)

Remark 10.3.5. The assumption p > k appears here to make sure that all the spaces
Hy) (0,1) involved are positive Sobolev spaces.

To prove Proposition 10.3.4, we first show estimates on the solution of the Schrédinger
equation in regular spaces.

Proposition 10.3.6. Let T > 0, (p, k) € N2, € H*PtR)43((0,1), R) with x2"+D(0) =
pPr (1) =0 foralln =0,...,p—1, u € H§((0,T),R) and ¢y € H(()()]3+k)+3(0’1)
Then, if v = (+; u, th),

¥ — 1 € CF((0, T, Hiy™(0,1)) 0 H¥((0,T), Higi™ (0, 1))

Moreover, for all R > 0, there exists a constant C = C(T,u,R) > 0 such that if
[ull o,y < R then for alln =0,... K,

107 (& = 1)l enqoyazpssy < C (190 = all agwmrss + lulln ), (10,47
and

H(?Hl (s 101)‘

2((0,1), ) <C (Hwo - 901‘|H(20(§9+k)+3 + HuHHk) : (10.48)

Proof. Let p in H2P+tR)43((0,1),R) with p?*t)(0) = pCr+D(1) = 0 for all n =
0,...,p — 1 and 1y in H(20(§0+k)+3(0,1). Let R > 0 and u € HE(0,T) such that
|l grory < R. First, as ¢ is the solution of (3.10), ¥ — 41 is the solution of the

following Cauchy problem

10 (Y — 1) = =07 (v — 1) — u(t)u(x)y
(¥ =91) (t,0) = (¥ —¢1) (,1) = 0, (10.49)
(¢ - 1/}1) (07 ) 1/10 — ¥1.
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By Theorem 10.1.1, ¢ — 1)1, is in Ck([O,T},H(25+3(O, 1)) and there exists a constant

C = C(T, u, R) > 0 such that for all n =0,...,k,
H@b - ¢1||C”([07T],H(2(§’)+3(0,1)) <C <||7/’0 - 901||H(20(§J+n)+3(071) + HUHH"> )

using that 1 is bounded in C*([0, T], H**3 N H(ZSJ)H). To get (10.48), we differentiate

(10.49) in a distribution sense, using Leibniz formula, to get
G0yt (4 — ) = ADf (¢ — ) uz < ) M=), (10.50)

Yet, as ¢ — ¢ and ¢ belong to C’k([O,T],H(ZéD)H(O, 1)), u is in HE(0,T) and the

space H (%’)H is stable by multiplication by u, the right-hand side of (10.50) belongs to
L2((0,T), Hyg ™ (0,1)), giving that

O+ (1 — 1) € LX((0.T), B (0,1)),

with the following estimate,

1051 (3 — 1) Iz om, HH

k
< Hat 1/’ - wl) HL2((0,T),H(2(§’>+3) + CHMHHQPH HuHHkkuck([oj]ﬂ(?oﬁ)“)
< (o= e1llapesrsa + iz )

as ¢ is bounded in C¥([0, T], Hg"*(0,1)) and using (10.47) with n = k. O

Now, we can prove Proposition 10.3.4.

Proof of Proposition 10.53.4. By Proposition 10.3.2,

O1 (¢, u) — Or(p1,0) — dOT(01,0).(Y0 — 1,u) = (0, (Y — 1 — ¥)(T)),

where ¢ := ¥(-; u, 1) and VU is the solution of the linearized system (10.40) around
(0,71). Then, ¢ — 1)1 — ¥ is the solution of the following Cauchy problem

0y — 1 — W) = =03 (¢ — 1 — ¥) —u(t)pu(x) (¥ — 1),
(¥ =1 = ¥)(t,0) = (1/) Y1 = W)(t,1) =0, (10.51)
(¥ =1 = ¥)(0,-) =

Let R > 0 and u € HE(0,T) such that ||ul|gx < R and uz(T) = ... = upy1(T) = 0.

Step 1: m € {0,...,k}. Estimates (10.3) on ¢ — ¢ — ¥ and (10.47) on ¢ — 9y give
C > 0 such that

16 = 1 = W) apemrss < C (oo = @1larmsss + lllam )

Therefore, one gets (10.46) for all m € {0,...,k} by inclusion of spaces.

Step 2: m € {—(k+1),...,—1}. For the sake of simplicity, we will only treat the worst
case m = —(k + 1). The general case for any m € {—(k+1),...,—1} can be proved
exactly the same. First, notice that, solving explicitly (10.51), the quadratic remainder
is given by

T
w—wl—mmzz’/o u(t)e AT 1 (4 — py) ()t
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To estimate (¢ — 1 — ¥)(T') with respect to uy1, one can compute k+ 1 integrations
by parts in time to get, using Leibniz formula,

(Y =1 = UNT) = qur (T)p (Y — 1) (T)
k1

T ,
+ (_1)k+12~/0 uk+1(t)671A(T7t) Z

n=0

(":Zl)ut) (101 (6 — ) (8)] .

First, by definition (3.11) of the H~(**1) (0, T)-norm and using (10.47) as H2" is

0)
included in H ?é;’_[k+1])+3

e (T (9 = 1) (Tl gacp-tesanss < Nullgr-cesn (1Yo = @llgzpees + [lullz2)-

Besides, by Proposition 10.3.6 and as the space H(2p)+ is invariant by multiplica-

tion by u, for almost every ¢t € (0,7), p(¢p — 1) (t) is in H(%U)H and so the term

(A [pOf 1" (4 — 1) (B)] i in Higd " For all n = 0,...k, €% is an isometry

from Hfé)p W o H(O()p n)+l (as 2(p—n)+1 > 0 because p > k) and thus the triangular
inequality directly gives,

H/ w1 (t)e AT “Zk: (k:;1> (FA)" [pof T (4 — hr) ( dt‘

n=0

2(p—n)+1
(0)

T k
<C /0 e (O] 10EF177 (0 = ) (0)
n=0

< Clluwsall (o = @1ll agss + lullie ).

using Cauchy-Schwarz inequality in time and estimates (10.47)-(10.48) on ¢ — .

By inclusion of spaces, such bound still holds when we take the H2P~+1)+3 norm

of the left hand-side. For the term n = k + 1, for a.e. t € (0,T), p (¢ — 1) (t) is in
2p+1 . _ 2(p—[k+1])+1

H2p+3ﬁH(é3+. , 50 ARF1 (u (¢ — wl)? is in H2(® [k+1])+3ﬂH(O(§D DT Asp—[k+1] >

—1, Proposition 10.1.3 gives the existence of a constant C' > 0 such that

H/ w1 (8)e AT AR (1 (9 — ) ( dt‘

2(p [E+1])+3

< CHuk’-i-lHLQHM (w - wl) ||CO([07T]7H21)+30H(25)>+1)
< Cllurnallze (o = @1l gapis + s )
using the algebra structure of H2P+3 and estimate (10.47) on ¥ — 1. O
g g

10.3.3 Proof of Theorem 6.1.2: STLC with simultaneous estimates
on the control

Let p > k and g in H2®TR43(0,1) with px@*tD(0) = pC+D(1) = 0 for all
n=0,...,p—1 and satisfying (6.1). By continuity of the solution of the Schrédinger
equation (3.10) with respect to the control (see Theorem 10.1.1), there exists R > 0

such that for all u in B (Hg(O,T)) and Yo € SN H(20(jp+k)+3(0, 1),

R(H(T; u, o), 91(T)) >0

Let 7 > 0 such that for all vy in S 0 H ™ %(0,1) with [y — 1)l gzoes <.

we have,

Ry, 1(T)) >0

156



Local controllability of the Schrodinger equation with simultaneous estimates

Finally, let R € (0, R).

Step 1: Apply the inverse mapping theorem. By Propositions 10.3.2 and 10.3.3, the end-
point map O is C' on Banach spaces with a bijective differential at (¢1,0). Therefore,
by the inverse mapping theorem (see for example [19, Subsection 2.3] for more details),
there exists 6 € (0,7) and a C'-map T': Qy x Qr — Br(H}(0,T)) (where Qg and Qp
are respectively defined by (6.2) and (6.3)) such that for every (¥, ¥s) € Qy x Qr,

Iy, ()P [0(T; T(Wo, V), Wo)] = Iy, (1) [P y].

The real part of the solution along 1 (7T’) is also controlled as, by choice of R and 7,
one has

P, [(T)] = Ty, 7y [Pyt ()] + /1 = [Ty, oy Patd(T)] [ 2 1 (T)
= Ty, ) [W5] + /1 = [Ty, ) (9] |2 91 (T) = ¥y

Step 2: Gaining the simultaneous estimates and boundary conditions on the nonlin-
ear control. To prove that the estimates (6.5), true at the linear level (see Proposi-
tion 10.3.3), propagate to the nonlinear system, one must look inside the proof of the
inverse mapping theorem. Let (¥, W) in o x Qp. At Step 1, the inverse mapping
theorem gave the existence of (g, u) € Qo x Br(HE(0,T)) such that

O1 (Yo, u) = (Yo, Ps(T; u, o)) = (Yo, ¥y).

This antecedent is constructed as the fixed point of the application @y, ¢ PE Qo %
BR(Hg(OvT)) - Q0 X BR(H(’]C(()?T)) given by

Dy, ;) (0, u) = (o, u) — dOT(p1,0) " [@T(wo,u) - (‘I’o,Hlpl(T)‘Iff)} -

Thus (¢, u) is given by

(w(]vu) - (@170) - _dGT(QOhO)_l‘
[@T(l/}(),u) - d@T((pl,O).(wQ - <p1,u) - (\I’(), H¢1(T)\I/f)] . (10.52)
Step 2.1: Boundary conditions on the control. The linear control map is constructed in
Proposition 10.3.3 so that any control defined as (¢, u) := dO7(1,0) " (19,9 5) satis-

fies the boundary conditions (6.4). Thus from (10.52), one deduces that the nonlinear
control also satisfies (6.4).

Step 2.2: Simultaneous estimates on the control. Equation (10.52) together with Propo-
sition 10.3.3 give the existence of a constant C' = C(T) > 0 such that, for all
m=—(k+1),...,k,

(b0, u) — (01,0) ||H(2(§)p+m)+3ngﬂ

< C||@r(to,u) — dOr(01,0).(6o — p1,u) — (Yo, Ty, (10 )| (s
(0)

Moreover, Proposition 10.3.4 gives C = C(T, u, R) > 0 such that, for all m = —(k +
1),...,k,

197 (¥0,u) — Or(p1,0) — dOT(p1,0).(Y0 — 1, U)|!H(2(§§;+m>+st(20()p+m)+3

< Clullm (I = el agwnes + 1l ).
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Therefore, by the triangular inequality, one gets,

I(60,1) = (01,00 stmrs, e < Clullizn (160 = o1l ginoes + 1l
+ C[Wo — o1, Wy — Pﬂ/’l( )‘|H(2()p+m)+3xH(2<§a+m>+3-
0 0

Therefore, if § > 0 and R > 0 are small enough so that, for example,

1
(I = alzpwmsgy + e ) < 5.
one deduces that, as ¥y = 1y by construction, for all m = —(k+1),...,k,

HUHH’" < CH¢O — ¥1, ‘ij - PJ¢1(T)|’H(2(§z+m)+3><H(2()p+m)+3.
0 0

10.4 Linear control with simultaneous estimates with [75]

The goal of this section is to give another proof of Proposition 10.3.3, relying on
the ideas of [75] instead of the moment result given in Theorem 10.2.1.

10.4.1 Building smooth controls for smooth data

In [75], Ervedoza and Zuazua developed a method to construct a control map that
preserves the regularity of the data to be controlled for time-reversible linear systems.
However, to use such a result in our case, we need to modify slightly the result of [75]
as we want to deal with control in projection and not exact controllability. From [75],
we can deduce the following result.

Theorem 10.4.1. Let X, U two Hilbert spaces, H a closed subspace of X, P the
orthogonal projection on H, (eAt)teR a strongly continuous group on X with generator
A:D(A) C X - X and B in £(U, X_1) an admissible operator in the sense of [75,
Definition 1.1]. Assume that Po A = A o P and that the system

2= Az + Bu (10.53)

is exactly controllable in projection in some time 7™ in H: for all zg € H, there exists
a control u € L2((0,T*),U) such that the solution of (10.53) with the initial condition
zo and control u satisfies

Pz(T*) = 0. (10.54)
Let T'>T*, § > 0 such that T'— 2§ > T*, s € N and € C*(R) such that n(t) = 0 if
t & (0,T) and n(t) =1if ¢t € [§,T — 0]. Let denote by V the following linear map

YV : DA YNH — H((0,7),0)
20 = (V:t—nt)B*Y (1)),
where, for all zp € D(A®) N H, Y is the solution of the adjoint system
—y =A%y, te]0,T], (10.55)

with initial datum Y (T") = Y7, where Y7 € X is the unique minimizer of the functional
J given by

= 2 [ n0IB" Ot + (a0, w0

where y is the solution of (10.55) with initial datum y(7") = yr. Then, there exists
a constant C' = C(s,T,n) > 0 such that for every zg € D(A®) N H, the solution of
(10.53) with control V := V(zp) and initial condition zo belongs to C*(]0,7],X) and
satisfies the requirement (10.54) with

T dt
/0 ”V(t)HQU@ < Cllzol% and Vm € (0,s), [IVIlzno,r).0) < Clizollpamy- (10.56)
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Proof. This proposition is a consequence of the work [75] noticing that, as PoA = AoP,
for every zy € H and every control u € L((0,7T),U)

Pz(:; u, 20) = y(s u, 20), (10.57)
where z is the solution of (10.53) and y is the solution of
y' = Ay +Po Bu. (10.58)

Therefore, we apply [75] to the system (10.58) working on the Hilbert space H endowed
with the scalar product of X, with the operators defined by D(ﬁ) =D(A)NH, A=A
which still generates a strongly continuous group and B = Po B still an admissible op-
erator. From (10.57), the exact controllability in projection of (10.53) entails the exact
controllability of (10.58). Therefore, [75, Proposition 1.3, Theorem 1.4 and Corollary
1.5] give the existence of a linear continuous map V : D(A%) — Hg((0,T),U) with the
size estimates (10.56) such that for every zp € D(A%) = D(A%) N H, y(-; V(z0), 20)
belongs to C*([0,T], H) with y(T; V(z0), 20) = 0 and thus Pz(T; V(zp), z0) = 0 by
(10.57). O

10.4.2 Proof of Proposition 10.3.3 with [75]

The goal of this subsection is to apply Theorem 10.4.1 to the linearized Schrodinger
equation. To that end, we first state that with a change of global phase, one can work
with a stationary equilibrium rather than around the ground state.

Remark 10.4.2. By Proposition 10.3.2, for u € HY(0,T) and v € Hz(p+k)+3(0, 1),

(0)
dO1(1,0).(tho, u) = (Y0, P;¥(T)),

where W is the solution of the linearized system around the ground state,

0V (t, ) = 03V (t, ) —u(t)u(z)Pi(t, x), (t,x) € (0,T) x (0,1),
W(t,0)=U(t,1) =0, te (0,7), (10.59)
(0, z) = th, z e (0,1).

To work with a stationary equilibrium, one can perform the change of function ¥ (¢, r) =
W(t, z)e "Mt to work instead with

Eatlfl(t, x) = (=05 — M 1d) (t,x) — u(t) () (),
U(1,0) = ¥(t,1) = 0, (10.60)
\I/(O, l’) = ¢0.

Such solutions will be denoted \Tl(, u, o). To prove Proposition 10.3.3, it is then
equivalent to prove that there exists a constant Cr > 0 such that for all (¢, ) in

[Tse1 N H(20()p+k)+3] X [Tsp1 NH; N H(Qéerng], there exists u € HE(0,T) (constructed

as a linear function of 1y and 1) such that PJ(IVI(T; u, 1) = 1y with the boundary
conditions (10.41) and the estimates (10.42).

Remark 10.4.3. The key point to prove Proposition 10.3.3 from [75] is Remark 10.4.2
as the work [75] asks to work around a stationary equilibrium. Therefore, it seems like
such a strategy would not hold when linearizing around a more complicated trajectory
than (¢1,u = 0). For example, when linearizing the Schrédinger equation (3.10) around
a linear combination of trajectories v;, for j € N*, it would not be straightforward
anymore to find a good change of variables allowing us to work equivalently with a
stationary equilibrium. That is why in Subsection 10.3.1, we gave another proof of
Proposition 10.3.3, relying on the solvability of a moment problem with simultaneous
estimates, giving a strategy that could maybe work when linearizing around other
trajectories, if needed. Notice that both strategy rely on the use of a weight function:
X in Section 10.2.4 (see (10.19)) and 7 in Section 10.4.2 (see Theorem 10.4.1).
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To apply Theorem 10.4.1, we must check that (10.60) is controllable in projection

in an appropriate functional setting. This is done by solving a trigonometric moment
problem.
Proposition 10.4.4. Let T > 0 and p in H**73((0,1),R) satisfying (6.1). The linear
equation (10.60) is exactly controllable in projection in H(2§3+3(0, 1)NTsey in time T':
for all 1y € 1‘1(230)+3(07 1) N Tse1, there exists a control u € L*((0,T),R) such that the
solution U of (10.60) associated with u satisfies

PJ\I'(TE u, 77[)0) =0.

Proof. Let v € H(Qg)”(o, 1) N Tis¢1. Solving explicitly (10.60), one gets

N +oo . +o0 T .
U(T) =D (Yo, pjye Mg, i3 ((uwl,m/o U(t)e‘z(%—kl)(T—ﬂdt) ©j.
j=1 j=1

Therefore, the equality P J\I'(T ) = 01is equivalent to the following trigonometric moment
problem
T , A
/ u(t)ez(Aj—Al)tdt — _M =:d;_1, vj cJ
0 (e, @5)

Yet, assumption (6.1) on p together with the fact that 1y belongs to H(2£+3(0, 1)

entails that the sequence (djljcs)jen is in I2(N,C) (as vy belongs to Ts¢1). Thus,
the solvability of a trigonometric moment problem in L?(0,7) given for example in
Theorem 10.2.4 concludes the proof. O

Then, we can apply Theorem 10.4.1 to our system.
Lemma 10.4.5. Let T > 0 and g in H2PT9)43((0, 1), R) with (21D (0) = pr+1(1) =
0 for all n = 0,...,p — 1 and satisfying (6.1). There exists a linear map £ : Tsp; N
H; N H(Q()(f+k)+3(0, 1) — HE((0,T),R) and a constant C' > 0 such that for all g in
Tsp1 NH; N H(QO(erkHS(O, 1), if u := L(¢g), then, the solution ¥ of (10.60) associated
with u satisfies

PJ\II(T7 u, TPO - <¢07301>901) = 07

the control u satisfies the boundary conditions
w (T) = up(T) = ... = upr (T) = 0, (10.61)
and the following size estimates

||u||Hm < C ||¢0 - Wo» 901>901||H2(P+m)+3(0 1)’ Vm = _(k + 1)7 ceey k. (1062)
(0) ’

Proof. First, notice that the equation (10.60) can be put into the abstract setting

Y _ AT - Bu
dt

with

Ap=(A—=X1d)p, D(A):= H(2(§’)+5(0, 1)C X = Hf&”(o, 1) N Tser,

Bu=ux 1, B:R— H(2(1)9)+1(0, 1)

The operator A generates a strongly continuous group on X. Let ¢g € H;NH (20()7’ +h)+3

and Yoo =: C(¢po) in H; N H(2(§3)+4k+5 (0,1) the solution of the elliptic equation,

(—iA)F oo = o — (Yo, p1)1  With (oo, 1) = 0.
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Let T* € (0,7), 6 > 0 such that T — 2§ > T* and 1 : R — [0,1] in C?***1(R) such
that n(t) = 0if t € (0,7) and n(t) = 1 if t € [0, — 6]. As the system (10.60)
is admissible by Proposition 10.1.3 and exactly controllable in projection in time 7T

by Proposition 10.4.4, by Theorem 10.4.1, there exists a constant C' > 0 and a con-

trol V = V(¢0) in HZF1((0,7),R) N L2((0,T), %) (with V a linear map) such that
the solution W(-; V, 1go) of (10.60) belongs to C2++1([0, T, H(Q(%%(O, 1)) and satisfies
P Ji(T; V., 1oo) = 0 with the following estimates on the control,

T dt
t)? s < : 10.
/0 V( ) n(t) = C|’w00HH(2(§1)+3(071)7 ( 0 63)
IVllzrn < Clldonllacrmrvs gy Y =1, 26 + 1. (10.64)

Then, if u := Y (k+1) o Hé“(O,T), by uniqueness, one has \fl(, u, o — (o, p1)p1) =
(“)f“i('; V, o) and thus,

P,U(T; u, vo — (Yo, p1)¢p1) = (—iA)FTIP,¥(T) = 0.

By construction, u satisfies the boundary conditions (10.61) and the size estimates
(10.62) on u are deduced from (10.63)-(10.64) as

Vm=0,...,2k+1, H@bOOHH?O(;HM)JrB(O,l) = [|¢o — (%o, <P1><P1\\H<2(5§)+m—(k+1>)+3(071)~

Therefore, the proof is concluded with £ := D*+1) oV o C where DD . V
y(kt1), O

As stated in Lemma 10.4.5, the change of variables done in Remark 10.4.2 to work
around a stationary equilibrium entails that we miss the first coordinate. However,
we can correct it in a second time using a moment problem and thus prove Proposi-
tion 10.3.3.

Proof of Proposition 10.5.5. We use the strategy of Remark 10.4.2, first for ¢y = 0
and then, by the time-reversibility of the system, for any target ¢y € H,.

Step 1: Proof for 1y = 0. More precisely, we prove that there exists a linear operator U
such that f0~r all ¥y in Tsp1 NH; N H(Qo()p+k)+3(0, 1), the control U := U(g) € HE(0,T)
satisfies P, W(T; U, 1) = 0 with the size estimates (10.42) (with ¢y = 0) and to

prepare Step 2, solving the polynomial moment problem
T
/ U ()t =0, Ym=1,...,k (10.65)
0

By linearity,

{IVJ(T7 U+, wO) = \i(T, u, <¢07S01>901) + {IVJ(T7 v, wO - <w07901>901)'

Yet, by Lemma 10.4.5, we have P;U(T; L(v), v — (o, o1)p1) = 0 and £(1g) satis-
fies the estimates (10.62) and the polynomial moment problem (10.65) thanks to the
boundary conditions (10.61). Therefore, to prove Step 1, it is enough to prove the
existence of u € HF(0,T) such that Py (T; u, (1ho, p1)@1) = 0 with the size estimates
(10.42) and the polynomial moment problem (10.65). Besides, solving explicitly (10.60)
with initial condition (i, v1)¢1, we get

~ Too T .
U(T; u, (Yo,01)¢1) = (Yo, 1)1+ Y <<M<P1790j>/0 U(t)@l()‘j)‘l)(Tt)dt> ©j-
=1
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Local controllability of the Schrodinger equation with simultaneous estimates

Thus, the equality P J(IVJ(T) = 0 is equivalent to the trigonometric moment problem

T . .
/u(t)ez(’\j_’\l)tdtzm, Vje J (10.66)
0 (e, ¢5)

By Theorem 10.2.4, for the sequence

= ( (i o en) .
d(¥o) := <<( D k!i<ﬂs@1,s01>5q’k>q1,...,2k’(0)]€N ) ’

the control w := LI (d(19)) in L?(0,T) solves the following moment problem,

T .
/ w(t)e!N Mt =0, V) e N¥, (10.67)
0
T
/ ()t = (—1E R POPY 5 ey o, (10.68)
0 (1, 1)
with the size estimate,
¢0» P1
ol 2oy < €| 2222 |
i(pe1, @1)

Let denote by u the k-th primitive of w with vanishing terms at ¢t = 0,

t ot e tp—1
u(t) = / / / .. / w(tk)dtkdtk,1 ..o.dty, Vte [0, T],
0 JO 0 0

meaning that u solves u¥) = w with (™ (0) = 0 for all m = 0,...k — 1.

Equations (10.67) for j = 1 and (10.68) for ¢ = 1,...k — 1 entail that «(™(T") = 0 for
allm =0,...k — 1. Therefore, u € HY(0,T) and using Poincaré inequality repeatedly,
one gets the existence of C' > 0 such that for all m = —(k +1),...,k,

[ullzm o) < Cllull e,y = Cllwllzz20,7) < Cl{Yo, ¢1)l,

giving the size estimates (10.42) as we deal with only one moment. Then, performing
integrations by parts as u has vanishing boundary terms, one can use (10.68) for ¢ = k
and (10.67) for all j > 2 to prove that u satisfies the moment problem (10.66). Finally,
one can use (10.68) for ¢ = k+1,...,2k to get (10.65).

Therefore, Step 1 is concluded with
U .= Bkoﬁgod—l—ﬁ,

where By, is the operator primitiving k times, given in (10.17).

Step 2: Proof for any target. Let (1o, f) in [Tsp1 ﬂH(QO()erng] X [Tsp1NH, ﬂH(zo()p+k)+3].
By Step 1, there exists U := U <wf - PJe_i‘ZTw()) € HE(0,T) (where U is constructed
at Step 1) such that

P,U(T; U, 3y — Pye=iATq) = 0,
with the polynomial moment (10.65) and the size estimates (10.42) on U. Then, if we
denote by %Zo = E(T; U, Jf — PJe*iZng) and V := U(T — -), by uniqueness,

U(t; V, o) = U(T — t; U, %y — Pye—idTyy),

and so, N
PyU(T; V, 4o) =1y — Pye Ty
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Local controllability of the Schrodinger equation with simultaneous estimates

And, finally, the solution associated with initial condition 1y and control V' is given by
U(t; V, ) = e A (1/10 - 1;0) +W(t; V, o),
and thus, as % is in Hf— by construction,

P,U(T; v, o) = ;.

Besides, estimates (10.42) hold for U and so for V' by translation. Moreover, the poly-
nomial moments of U given in (10.65) entails the boundary conditions (10.41) on V'
because, for all m =1,...,k,

Vi (T) = /OT (T;L!t)mV(t)dt — OT %U(t}dt — 0.

Therefore, the proof of Proposition 10.3.3 holds with
dO7(¢1,0) " (Yo, ¥yp) == Tp o U (deei’\lT - PJe_igTi/)o) ;

where 7p : U — U(T — ) is the translation operator. O
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Contr6labilité d’équations aux dérivées partielles non linéaires

Mot clés : Théorie du contrdle, équations aux dérivées partielles, contrélabilité exacte, controle

bilinéaire, équation de Schrédinger, développement de la solution

Résumé : Cette thése est consacrée au
contréle de I'’équation de Schrddinger sur un
intervalle borné, avec des conditions de bord
de Dirichlet et un contréle agissant de maniéere
bilinéaire. On étudie sa contrélabilité autour de
I'état fondamental lorsque le systéeme linéarisé
n’est pas contrélable. Plus précisément, on se
demande de quelle facon les termes quadra-
tiques et cubiques du développement de la
solution peuvent aider ou non a récupérer la
contrélabilité perdue au linéaire.

D’abord, pour tout n € N* on formule
des hypothéses sous lesquelles le terme qua-
dratique induit une dérive pour la dynamique
non linéaire, quantifiée par la norme H~" du
contréle, empéchant la contrélabilité locale en

temps petit (STLC) pour des contrbles pe-
tits en norme H?"~3. Ensuite, on montre au
contraire que, pour des contrbles petits dans
des espaces moins réguliers, le terme cubique
permet de récupérer la contrdlabilité perdue
au linéaire, malgré la dérive. La preuve s’ins-
pire de la méthode de Sussmann pour prouver
la condition suffisante S(#) de STLC pour les
équations différentielles. Cependant, on utilise
une stratégie globale différente s’appuyant sur
un nouveau concept de vecteur tangent, plus
adapté au cadre de la dimension infinie. Cela
nécessite d’établir un résultat de STLC en pro-
jection avec des estimations simultanées du
contréle dans des normes faibles, ce qui fait
I'objet d’'une troisieme partie.

Controllability of nonlinear partial differential equations

Keywords: Control theory, partial differential equations, exact controllability, bilinear control,

Schrédinger equation, power series expansion

Abstract: This thesis is devoted to the control
of the Schrédinger equation, on a bounded in-
terval, with Dirichlet boundary conditions and
bilinear control. We study its controllability
around the ground state when the linearized
system is not controllable. More precisely, we
study to what extent the quadratic and cubic
terms of the expansion of the solution can help
to recover the directions lost at the linear level.

First, for any n € N*, we formulate as-
sumptions under which the quadratic term in-
duces a drift in the nonlinear dynamics, quan-
tified by the H~"-norm of the control, prevent-
ing small-time local controllability (STLC) for

controls small in the H?"~3-norm. In a second
part, we prove on the contrary that for controls
small in less regular spaces, the cubic term
enables us to recover the controllability lost at
the linear level, despite the drift. The proof is
inspired by Sussmann’s method to show the
sufficiency of the S(6) condition for STLC in
finite dimension. However, it uses a different
global strategy relying on a new concept of
tangent vector, better adapted to an infinite-
dimensional framework. This requires to es-
tablish a STLC in projection result, with simul-
taneous estimates of weak norms of the con-
trol, which is done in a third part.
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