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INTRODUCTION

L’évolution de nombreux systèmes physiques peut être représentée par une loi ma-
thématique, donnée soit par une équation différentielle, soit par une équation aux déri-
vées partielles, lorsque le nombre d’inconnues à représenter est infini. On a accès à de
telles lois par exemple pour représenter le mouvement d’une balle en chute libre ou la
position d’un satellite autour de la Terre. Les systèmes cités ne sont soumis qu’à des
forces sur lesquelles il nous est impossible d’agir (comme la force gravitationnelle) : on
se positionne alors dans un rôle d’observateur.

La théorie du contrôle intervient lorsque l’on change de paradigme et que l’on
se considère plutôt comme ayant un contrôle sur le système étudié. En effet, dans de
nombreux contextes, les ingénieurs disposent de moyens d’action sur les systèmes qu’ils
observent. Par exemple, concernant le pilotage d’une voiture, l’état du système est sa
position, sur laquelle on peut agir en tournant le volant, en accélérant ou en freinant.

On peut vouloir atteindre une multitude d’objectifs sur un système de contrôle.
Dans cette thèse, on s’intéresse uniquement à la notion de contrôlabilité en temps
petit : en agissant de manière adéquate sur le système, peut-on l’amener d’un état A
à un état B en un temps arbitrairement court ?

En théorie du contrôle, beaucoup de travaux s’intéressent à l’étude de modèles où
le contrôle intervient comme un terme additif (au bord ou localisé). C’est le cas par
exemple pour modéliser la température d’une pièce sur laquelle on influe en allumant
ou en éteignant une source de chaleur localisée.

Pour des processus qui voient changer leurs caractéristiques physiques en présence
du contrôle, comme cela peut être le cas en physique quantique, en biomédecine, pour
des réactions en chaînes chimiques ou nucléaires, on peut plutôt utiliser des modèles
bilinéaires. Ces systèmes seront les objets d’étude de ce manuscrit, et plus particuliè-
rement, l’équation de Schrödinger bilinéaire.

Ce manuscrit se base sur la série de trois travaux [42], [43] et [44]. Il se divise en
trois grandes parties.

La première partie présente des conditions suffisantes et des conditions nécessaires
à la contrôlabilité locale pour des systèmes de dimension finie, énoncées en termes de
crochets de Lie, le but étant de comprendre en quel sens certaines de ces conditions
sont extensibles dans un cadre de dimension infinie. Les travaux sur lesquels se base ce
manuscrit portent sur l’équation de Schrödinger bilinéaire, on rappelle donc également
dans cette partie les résultats déjà connus sur une cette équation.

La deuxième partie expose les différents résultats obtenus pendant cette thèse sur
l’équation de Schrödinger. Plus précisément, on y présente le cadre fonctionnel permet-
tant d’observer n’importe quelle dérive quadratique entière, qui empêche la contrôla-
bilité en temps petit pour des contrôles petits dans des espaces réguliers. On y décrit
également le résultat positif de contrôlabilité obtenu pour des contrôles petits dans des
espaces moins réguliers, malgré la présence d’une dérive, en étudiant le développement
à l’ordre 3 de la solution. Enfin, on y énonce un nouveau résultat de contrôlabilité en
projection avec des estimations simultanées sur le contrôle dans des normes faibles, qui
est nécessaire pour établir le résultat positif de contrôlabilité. Dans cette partie, les
stratégies des preuves sont données.

La troisième partie est consacrée aux preuves complètes des résultats exposés en
deuxième partie.
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Première partie

Contrôlabilité des systèmes non
linéaires : état de l’art
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L’objectif de la thèse est de généraliser certaines conditions suffisantes et conditions
nécessaires de contrôlabilité connues en dimension finie à l’équation de Schrödinger bi-
linéaire en dimension infinie.

Le but de cette partie est donc double.
— Dans un premier temps, il s’agit de présenter l’aspect géométrique du contrôle

d’équations différentielles et les conditions de contrôlabilité qui en découlent. Ceci
est fait dans le Chapitre 1.

— Dans un second temps, le Chapitre 2 est dédié au rappel de certains résultats de
contrôlabilité déjà connus pour l’équation de Schrödinger bilinéaire en dimension
infinie.
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Chapitre 1

CONTRÔLABILITÉ DES SYSTÈMES
NON LINÉAIRES EN DIMENSION FINIE

L’étude de la contrôlabilité a une histoire longue, qui a commencé par les systèmes
linéaires en dimension finie. Le premier résultat non linéaire, toujours en dimension
finie, stipule que si le système linéarisé en un point d’équilibre est contrôlable alors le
système non linéaire l’est localement. Par la suite, de nombreux développements ont eu
lieu. Dans ce chapitre, on s’intéresse aux résultats de contrôlabilité abordés d’un point
de vue géométrique : le système dynamique est pensé au travers de la donnée d’une
famille de champs de vecteurs sur une variété ; ainsi, l’information sur sa contrôlabilité
est contenue dans les crochets de Lie de ces champs de vecteurs. Bien entendu, ce
récapitulatif ne sera pas exhaustif et le lecteur pourra se référer à [59, 88] dont les
résultats sont en grande partie tirés.

1.1 Contrôlabilité locale en temps petit

Soient n,m ∈ N∗. On s’intéresse à l’étude de la contrôlabilité (dans un sens à
définir) pour les trois classes de systèmes suivantes.

— Les systèmes non linéaires de la forme,

ẋ = f(x, u), (1.1)

où à l’instant t, x = x(t) ∈ Rn représente l’état du système, u = u(t) ∈ Rm le
contrôle et f est un champ de vecteurs régulier sur un ouvert de Rn × Rm.

— Les systèmes affines de la forme,

ẋ = f0(x) + u(t)f1(x), (1.2)

où f0, f1 sont deux champs de vecteurs réguliers sur un ouvert de Rn. Les systèmes
affines forment une sous-classe importante des systèmes non linéaires dont l’étude
est pertinente, à la fois pour les applications (car il est fréquent que les contrôles
soient des forces intervenant de manière affine dans la dynamique), mais aussi
d’un point de vue de l’étude mathématique. En effet, d’une part, la dynamique
d’un système non linéaire (1.1) peut être approchée par celle d’un système affine
grâce au développement de Taylor suivant : f(x, u) ≈ f0(x)+uf1(x)+O(u2) avec
f0(x) := f(x, 0) et f1(x) := ∂uf(x, 0), valable pour des contrôles petits. D’autre
part, n’importe quel système non linéaire peut se mettre sous une forme affine
après une transformation de type intégrateur.

— Les systèmes sans dérive de la forme,

ẋ =
d∑
i=1

ui(t)fi(x), (1.3)

avec (fi)i=1,...,d des champs de vecteurs réguliers sur un ouvert de Rn. Ces sys-
tèmes forment aussi une sous-classe des systèmes non linéaires.
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Conditions de STLC en dimension finie

Remarque 1.1.1. L’existence et l’unicité de solutions continues pour des systèmes
non linéaires (1.1) avec f ∈ C1(Rn×Rm) et des contrôles L∞ se montrent en appliquant
un théorème de point fixe à la formulation intégrale (voir [125, Théorème 54]). Ainsi,
dans toute la suite, de manière implicite, on manipulera des trajectoires bien définies,
soit en restreignant l’intervalle de temps, soit en prenant des contrôles suffisamment
petits pour éviter des phénomènes d’explosion. Si besoin, on notera x(t; u, x0) la
solution de (1.1) au temps t associée à la condition initiale x(0) = x0 et au contrôle u
pour garder une trace de telles dépendances.

Pour les systèmes non linéaires (1.1), on s’intéresse à la notion suivante de contrô-
labilité locale en temps petit. L’adaptation de cette définition aux systèmes (1.2) et
(1.3) est immédiate et donc laissée au lecteur. Bien sûr, de nombreuses définitions
différentes de contrôlabilité peuvent être étudiées mais ne seront pas discutées ici.

Définition 1.1.2. Soit (xe, ue) ∈ Rn×Rm tel que f(xe, ue) = 0. Soit (ET , ‖ · ‖ET ) une
famille d’espaces vectoriels normés de fonctions définies sur [0, T ] pour T > 0. On dit
que le système (1.1) est E-localement contrôlable en temps petit (E-STLC) autour de
(xe, ue) si pour tout temps final T > 0, pour toute précision sur le contrôle η > 0, il
existe δ > 0 tel que pour tout (x0, xf ) ∈ (Rn)2 avec |x0 − xe|+ |xf − xe| < δ, il existe
une trajectoire (x, u) du système (1.1) définie sur [0, T ] avec u ∈ ET et satisfaisant

‖u− ue‖ET < η, x(0) = x0, et x(T ) = xf .

Souvent, on travaillera autour de (xe, ue) = (0, 0) qui ne sera alors pas mentionné.

Cette notion de contrôlabilité met en valeur l’hypothèse de petitesse imposée sur
le contrôle. Historiquement, la définition utilisée est liée à des contrôles arbitrairement
petits en norme L∞ ou L2. On pourrait croire que, dans un contexte de dimension
finie, pour des dynamiques régulières, la notion de STLC ne dépend pas de l’hypothèse
de petitesse imposée sur le contrôle. Cependant, des travaux de Beauchard et Marbach
[22, 23] ont mis en lumière l’importance du cadre fonctionnel sur le contrôle quant à
la validité des résultats de contrôlabilité, à la fois en dimension finie et infinie.

À ce jour, on ne connaît pas de condition nécessaire et suffisante de E-STLC. Ce-
pendant, de nombreuses conditions partielles sont connues, certaines faisant intervenir
les crochets de Lie des champs de vecteurs de la dynamique. Le but de la suite est de
dresser une liste, non exhaustive, de telles conditions.

1.2 Notations sur les crochets de Lie
Tout d’abord, rappelons la définition du crochet de Lie de deux champs de vecteurs.

Définition 1.2.1. Soit Ω un ouvert non vide de Rn. Soient X,Y deux champs de
vecteurs C1(Ω,Rn). Le crochet de Lie de X et Y est le nouveau champ de vecteurs
[X,Y ] ∈ C0(Ω,Rn) défini par,

∀x ∈ Ω, [X,Y ](x) = Y ′(x)X(x)−X ′(x)Y (x).

Proposition 1.2.2. Pour X,Y et Z des champs de vecteurs C2(Ω,Rn), on dispose de
l’identité de Jacobi suivante,

[X, [Y,Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0. (1.4)

Définition 1.2.3. Soient Ω un ouvert non vide de Rn et X,Y deux champs de vecteurs
C∞(Ω,Rn). On définit par récurrence,

ad0
X(Y ) = Y et ∀k ∈ N, adk+1

X (Y ) = [X, adkX(Y )].

12
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Définition 1.2.4. Soient Ω un ouvert non vide de Rn et F une famille de champs de
vecteurs de classe C∞ sur Ω. On note Lie(F) l’algèbre de Lie engendrée par les champs
de vecteurs de F , i.e. le plus petit sous-espace vectoriel E de C∞(Ω,Rn) tel que

F ⊂ E et (X ∈ E, Y ∈ E ⇒ [X,Y ] ∈ E) .

1.3 Rôle des crochets de Lie pour la contrôlabilité
L’importance des crochets de Lie quant à l’étude de la contrôlabilité a été soulignée

pour la première fois dans les travaux de Robert Hermann [82], Tadashi Nagano [112]
et Claude Lobry [101]. Des explications sur ce lien sont données dans cette partie.

I Les crochets de Lie quantifient un défaut de commutativité. L’étude de
la contrôlabilité est intrinsèquement liée au calcul de la valeur finale d’une EDO ou
EDP. Malheureusement, en l’absence de commutativité, il est souvent difficile d’obte-
nir des formules explicites. Cependant, plusieurs développements pour des équations
différentielles non autonomes existent et font intervenir des crochets de Lie pour pallier
le manque de commutativité, comme par exemple le développement de Magnus ou le
produit infini de Sussmann (voir [16] pour une synthèse sur ces développements).

I Les crochets de Lie correspondent à des mouvements naturels dans la plu-
part des dynamiques. Pour des systèmes sans dérive (1.3) (avec d = 2 pour sim-
plifier), on sait naturellement bouger dans les directions ±f1(0) (resp. ±f2(0)) avec des
contrôles arbitrairement petits en prenant (u1(t), u2(t)) = (η, 0) (resp. (u1(t), u2(t)) =
(0, η)). Cependant, on peut aussi se déplacer dans les directions ±[f1, f2](0). En effet,
si on considère les contrôles définis par,(

u1(t)
u2(t)

)
=
(
η1
0

)
1l(0,ε) +

(
0
η2

)
1l(ε,2ε) +

(
−η1

0

)
1l(2ε,3ε) +

(
0
−η2

)
1l(3ε,4ε),

alors, la solution de (1.3), partant de zéro, vaut au temps 4ε,

x(4ε) = η1η2ε
2[f1, f2](0) + o(ε2) quand ε→ 0.

Ce mouvement est illustré sur la Figure 1.1. En itérant ce processus, pour de tels sys-
tèmes, on peut bouger dans les directions de n’importe quel crochet de Lie itéré de f1
et f2 pris en 0.

•
0

x(ε)

x(2ε)x(3ε)

x(4ε) ≈ η1η2ε2[f1, f2](0)
•

(u1,u2)=(η1,0)

(u1,u2)=(0,−η2)

(u1,u2)=(−η1,0)

(u1,u2)=(0,−η2)

Figure 1.1 – Mouvement selon ±[f1, f2](0) pour les systèmes sans dérive (1.3)

Pour les systèmes affines (1.2), la situation n’est pas aussi simple. Certes, on sait
toujours bouger selon ±f1(0) et +f0(0) mais pas selon −f0(0) : on ne peut pas ‘recu-
ler’. Néanmoins, certains mouvements sont quand même réalisables. En considérant le
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contrôle u(t) = −η1l(0,ε) + η1l(ε,2ε), la solution de (1.2), partant de 0, vaut au temps 2ε,

x(2ε) = ηε2[f0, f1](0) + o(ε2) quand ε→ 0. (1.5)

On peut donc bouger selon ±[f0, f1](0) (voir Figure 1.2). À l’inverse, certains mouve-
ments sont impossibles à réaliser. En effet, pour le système de contrôle suivant,

ẋ1 = u et ẋ2 = x2
1, (1.6)

toute trajectoire a sa deuxième composante croissante. Or, on peut calculer

[f1, [f0, f1]](0) = −(0, 2)tr avec f0(x) = (0, x2
1)tr et f1(x) = (1, 0)tr. (1.7)

Ainsi, toute solution peut bouger dans la direction −[f1, [f0, f1]](0) mais pas selon
+[f1, [f0, f1]](0).

•
0

x(ε)

•
x(2ε) ≈ ηε2[f0, f1](0)

u=η

u=−η

Figure 1.2 – Mouvement selon ±[f0, f1](0) pour les systèmes affines (1.2)

I Toute l’information concernant la STLC d’un système est contenue dans
l’évaluation des crochets de Lie en 0. Tout d’abord, notons que les critères de
contrôlabilité que l’on recherche doivent être invariants par difféomorphisme car la
Définition 1.1.2 l’est.

Considérons donc un système affine (1.2) et φ : Rn → Rn un difféomorphisme
régulier. Alors, le nouvel état y := φ(x) est solution de ẏ = g0(y) + u(t)g1(y) avec

gi(y) := (φ∗fi)(y) := dφ(φ−1(y)).[fi(φ−1(y))] pour i ∈ {0, 1}.

De plus, le même calcul montre que [g0, g1] = φ∗([f0, f1]), donc que [g0, g1](0) =
dφ(0)[f0, f1](0) et de même pour n’importe quel crochet itéré. Ainsi, pour deux sys-
tèmes difféomorphes, l’information contenue dans l’évaluation des champs de vecteurs
en zéro est la même.

Plus surprenant, Kerner a montré la réciproque dans [91] lorsque les champs de
vecteurs sont analytiques. Supposons que deux systèmes ẋ = f0(x) + uf1(x) et ẏ =
g0(y) + ug1(y) soient tels qu’il existe une matrice L inversible satisfaisant [g0, g1](0) =
L[f0, f1](0) et de même pour n’importe quel crochet itéré. Alors, il existe un difféo-
morphisme local φ : Rn → Rn avec φ(0) = 0 tel que pour tout u ∈ L∞ et t assez petit
y(t; u, 0) = φ(x(t; u, 0)).

Ainsi, la E-STLC d’un système affine (1.2) ne dépend que de l’évaluation en 0 des
crochets itérés des champs de vecteurs f0 et f1.

1.4 Des conditions suffisantes et conditions nécessaires
connues de STLC

1.4.1 La condition de rang de l’algèbre de Lie

La première condition nécessaire de STLC énoncée en matière de crochets de Lie
est due à Hermann [82] et Nagano [112] (voir aussi [127] par Sussmann).
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Théorème 1.4.1. Soit f un champ de vecteurs analytique sur Ω un ouvert non vide
de Rn × Rm et soit (xe, ue) ∈ Ω. Si le système non linéaire (1.1) est L∞-STLC autour
de (xe, ue) alors la condition de rang de l’algèbre de Lie (LARC) est vérifiée :

A(xe, ue) :=
{
g(xe); g ∈ Lie

(
∂|α|f
∂uα

(·, ue), α ∈ Nm

)}
= Rn. (1.8)

Remarque 1.4.2. Lorsque f(x, u) = f0(x)+
d∑
i=1

ui(t)fi(x), l’algèbre de Lie en (xe, ue)
est donnée par

A(xe, ue) = {g(xe); g ∈ Lie (f0, f1, . . . , fd)} .

Contre-exemple 1.4.3. LARC (1.8) n’est plus nécessaire si le champ de vecteurs
n’est pas analytique. En effet, le système ẋ = ue−1/u21lu6=0 est L∞-STLC alors que
l’algèbre de Lie en (0, 0) est donnée par A(0, 0) = {0}.

Exemple 1.4.4. Pour le système affine suivant

ẋ1 = u et ẋ2 = 2ux1,

LARC (1.8) n’est pas vérifiée car A(0, 0) = Vect(e1) et donc le système n’est pas L∞-
STLC. En fait, pour tout contrôle, la solution évolue dans une sous-variété stricte de
R2 donnée par {(x1, x2) ∈ R2; x2 = x2

1}.

Le phénomène de l’Exemple 1.4.4 est générique : quand LARC (1.8) n’est pas
vérifiée, l’état vit dans une sous-variété stricte de Rn. Ce résultat est un corollaire du
théorème de Frobenius (voir [87, Théorème 4] ou [136, Théorème 2.20]).

Théorème 1.4.5. Soient Ω un ouvert non vide de Rn et f0, f1 ∈ C∞(Ω,Rn). Suppo-
sons qu’il existe un entier k ∈ {1, . . . , n} tel que

∀x ∈ Ω, Vect (h(x); h ∈ Lie(f0, f1)) est de dimension k.

Alors, l’ensemble des états atteignables partant de n’importe quel x0 ∈ Ω avec des
contrôles L∞ du système affine (1.2) est contenu dans une sous-variété de Ω de di-
mension k.

En pratique, on considère donc toujours que LARC est vérifiée quitte à restreindre
l’étude du système à une sous-variété.

En général, LARC n’est pas une condition suffisante à la STLC comme le montre
le contre-exemple suivant.

Contre-exemple 1.4.6. Reprenons l’exemple (1.6). D’après le calcul des crochets
de Lie (1.7), LARC (1.8) est vérifiée. Pourtant, le système n’est pas L∞-STLC : la
deuxième coordonnée est une fonction croissante et donc, par exemple partant de
(0, 0), le demi-plan inférieur {(x1, x2) ∈ R2; x2 < 0} n’est pas atteignable.

Cependant, LARC est une condition suffisante de STLC pour les systèmes linéaires
à coefficients constants (voir [59, Page 134]).

Proposition 1.4.7. Pour un système linéaire ẋ = Ax + Bu avec A ∈ Mn(R) et
B ∈Mn,m(R), LARC (1.8) est équivalente à la condition de Kalman suivante

Vect(AiBu; u ∈ Rm, i ∈ {0, . . . , n− 1}) = Rn. (1.9)

Ainsi, le système est L∞-STLC si et seulement si LARC (1.8) ou la condition de
Kalman (1.9) est vérifiée.
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Remarque 1.4.8. Lorsque LARC (1.8) ou la condition de Kalman (1.9) est vérifiée,
le système linéaire ẋ = Ax + Bu est même Cmc -STLC pour tout m ∈ N (voir [22,
Théorème 1]).

Pour les systèmes sans dérive (1.3), LARC est aussi une condition suffisante à la
STLC, comme l’ont prouvé indépendamment Rashevski dans [121] et Chow dans [56].

Théorème 1.4.9. Soit Ω un ouvert non vide de Rn. Soient f1, . . . , fd ∈ C∞(Ω,Rn).
Lorsque A(0, 0) = {g(0); g ∈ Lie (f1, . . . , fd)} = Rn, le système sans dérive (1.3) est
L∞-STLC.

La même preuve [56, 121] permet de récupérer de la contrôlabilité globale pour les
systèmes sans dérive.

Théorème 1.4.10. Soit Ω un ouvert connexe non vide de Rn. Soient f1, . . . , fd ∈
C∞(Ω,Rn). On suppose que pour tout x ∈ Ω, A(x, 0) = {g(x); g ∈ Lie (f1, . . . , fd)} =
Rn. Alors, le système sans dérive (1.3) est globalement contrôlable en tout temps : pour
tous T > 0 et (x0, xf ) ∈ Ω2, il existe u ∈ L∞((0, T ),Rm) tel que la solution de (1.3)
avec x(0) = x0 soit définie sur [0, T ] et vérifie x(T ) = xf .

Exemple 1.4.11. [61, Exemple 2] Le mouvement d’une poussette peut être représenté
par (x1, x2) ∈ R2, les coordonnées du point au milieu entre les deux roues arrière et par
x3 ∈ R, l’angle donnant l’orientation de la poussette (voir Figure 1.3). On considère que
l’on ne peut agir que sur les deux roues avant ; leurs directions sont notées (u1, u2) ∈ R2.
Alors, (x1, x2, x3) est solution d’un système sans dérive (1.3) avec

f1(x) = (cos(x3), sin(x3), 0)tr et f2(x) = (0, 0, 1)tr.

Ainsi, pour tout x ∈ R3, les vecteurs f1(x), f2(x) et [f1, f2](x) engendrent R3 car

[f1, f2](x) = (sin(x3),− cos(x3), 0)tr.

D’après les Théorèmes 1.4.9 et 1.4.10, le système est globalement contrôlable en tout
temps et également L∞-STLC.

•
x3

x2

x1

Figure 1.3 – Mouvement d’une poussette

Comme LARC est une condition nécessaire et suffisante pour les systèmes sans
dérive, à partir de maintenant, on s’intéresse uniquement aux systèmes affines (1.2).
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1.4.2 Condition d’ordre 1

Une méthode répandue pour étudier la STLC autour d’un point d’équilibre consiste
à s’intéresser au système linéarisé autour de ce point. En effet, le théorème d’inversion
locale semble indiquer que lorsque le système linéarisé est contrôlable alors le système
non linéaire l’est localement. Ceci est systématique en dimension finie, comme énoncé
ci-dessous (voir [59, Théorème 3.8]). En dimension infinie, cette intuition est parfois
plus compliquée à mettre en oeuvre à cause notamment de phénomènes de ‘pertes de
régularité’ mais a néanmoins été utilisée de nombreuses fois.

Théorème 1.4.12. Soit xe ∈ Rn tel que f0(xe) = 0. On suppose que

Vect
(
adkf0(f1)(xe); k ∈ N

)
= Rn. (1.10)

Alors le système affine (1.2) est Cmc -STLC autour de (xe, 0) pour tout m ∈ N.

Remarque 1.4.13. Le Théorème 1.4.12 est une reformulation de la condition de
Kalman et du test linéaire. En effet, on peut montrer pour tout k ∈ N, l’existence de
ψk ∈ C∞(Rn,Rn) s’annulant en xe telle que

adkf0(f1)(x) = (df0(xe))kf1(xe) + ψk(x).

Ainsi, la condition (1.10) peut s’écrire

Vect
(
(df0(xe))kf1(xe); k ∈ N

)
= Rn. (1.11)

On reconnaît la condition de Kalman énoncée pour le système linéarisé de (1.2) autour
de (xe, 0) donné par

ẏ = Ay + uB avec A := df0(xe) et B := f1(xe).

Ainsi, le Théorème 1.4.12 peut se lire de la façon suivante : si le système linéarisé
autour de (xe, 0) est contrôlable, alors le système non linéaire est Cmc -STLC autour de
(xe, 0) pour tout m ∈ N.

Exemple 1.4.14. [61, Exemple 1] Considérons un pendule inversé avec un fil sans
masse, de longueur l et avec une massem à son extrémité, posé sur un chariot de masse
M en mouvement. La force appliquée sur le chariot est notée u. L’état du système est
donné par (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 représentant respectivement le déplacement latéral du
chariot, l’angle du pendule, la vitesse du chariot et la vitesse angulaire du pendule
(voir Figure 1.4). La dynamique de ce système peut être décrite par un système affine
(1.2) avec

f0(x) =


x3
x4

mlx2
4 sinx2−mg sinx2 cosx2

M+m sin2 x2
−mlx2

4 sinx2 cosx2+(M+m)g sinx2
(M+m sin2 x2)l

 et f1(x) =


0
0
1

M+m sin2 x2
− cosx2

(M+m sin2 x2)l

 .

On peut calculer que det(B,AB,A2B,A3B) = − g2

M4l4 6= 0 avec

A = df0(0) =


0 0 1 0
0 0 0 1
0 −mg

M 0 0
0 (M+m)g

Ml 0 0

 et B = f1(0) =


0
0
1
M
− 1
Ml

 .
Ainsi, la condition (1.11) (ou de manière équivalente la condition (1.10)) est vérifiée et
par le Théorème 1.4.12, le système du pendule inversé est Cmc -STLC pour tout m ∈ N.
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•mx2

l

M
ux1

Figure 1.4 – Pendule inversé sur un chariot en mouvement

Cependant, si le système linéarisé autour d’un point d’équilibre n’est pas contrô-
lable, le comportement du système non linéaire n’est pas prévisible.

Exemple 1.4.15. Pour les deux systèmes affines ẋ = u2 et ẋ = u3, le système linéarisé
autour de zéro n’est pas contrôlable. Cependant, le premier système n’est pas L∞-STLC
tandis que le second l’est.

Ainsi, lorsque le système linéarisé n’est pas contrôlable, il faut poursuivre le déve-
loppement de la solution et étudier le comportement des termes d’ordre supérieur.

1.4.3 Conditions d’ordre supérieur

Définition 1.4.16. Soient f0 et f1 deux champs de vecteurs C∞(Rn,Rn). Pour k ∈ N∗,
on note Sk le sous-espace vectoriel de Rn engendré par les crochets de Lie itérés de f0
et f1, contenant au plus k fois f1, évalués en 0.

En utilisant l’identité de Jacobi (1.4), S1 peut être décrit par

S1 = Vect(adkf0(f1)(0); k ∈ N).

Ainsi, d’après la Remarque 1.4.13, S1 décrit les directions contrôlables par le système
linéarisé en zéro. Lorsque la condition (1.10) d’ordre 1 n’est pas vérifiée, c’est-à-dire
lorsque S1  Rn, l’étude de la contrôlabilité se poursuit par l’analyse de S2, décrivant
certaines propriétés des approximations quadratiques, puis de S3, etc.

Exemple 1.4.17. Soit m ∈ N∗, m ≥ 2. Considérons le système affine suivant,

ẋ1 = u et ẋ2 = xm1 .

On calcule alors que

∀k = 1, . . . ,m− 1, Sk = Vect(e1) et ∀k ≥ m, Sk = Vect(e1, e2),

où (e1, e2) désigne la base canonique de R2. Ainsi, la condition (1.10) d’ordre 1 n’est
pas vérifiée. De plus, ce système est L∞-STLC si et seulement si m est impair.

Cet exemple motive la condition suffisante de STLC suivante, conjecturée par
Hermes puis prouvée par Sussmann dans [128] pour les systèmes affines.

Théorème 1.4.18. Si la condition suivante est vérifiée

∀k ∈ N∗, S2k ⊆ S2k−1, (1.12)

alors le système (1.2) est L∞-STLC.
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La condition d’Hermes-Sussmann (1.12) ne requiert pas que les crochets contenant
un nombre pair de fois le champ de vecteurs f1 s’annulent en zéro, mais seulement qu’ils
puissent être écrits comme des combinaisons linéaires de crochets contenant moins de
fois f1. Moralement, cette condition indique que les crochets d’ordre pairs (en f1) sont
‘mauvais’ (car associés à un signe) et doivent être compensés par des crochets impairs
d’ordre inférieur qui eux sont ‘bons’. L’Exemple 1.4.17 montre que les crochets itérés
évalués en 0 donnés par admf1(f0)(0) ∈ Sm sont liés aux intégrales

∫ T
0 u1(t)mdt qui sont

signées exactement lorsque m est pair.

Pour savoir si la condition d’Hermes-Sussmann (1.12) était aussi nécessaire, Suss-
mann s’est intéressé au cas où la condition suivante n’était pas remplie,

S2 ⊆ S1. (1.13)

Cette condition est violée pour la première fois (c’est-à-dire avec un crochet contenant
le moins de f0 possible) lorsque [f1, [f1, f0]](0) 6∈ S1. L’Exemple 1.4.17 avec m = 2
indique que dans ce cas le système n’est pas localement contrôlable. Sussmann énonce
alors dans [128, Proposition 6.3] la première condition d’obstruction quadratique sui-
vante.

Théorème 1.4.19. Si f0 et f1 sont des champs de vecteurs analytiques sur Rn avec
f0(0) = 0 et tels que

[f1, [f1, f0]](0) 6∈ S1, (1.14)
alors, le système (1.2) n’est pas L∞-STLC.

Remarque 1.4.20. Dans la preuve originelle, Sussmann ne souligne pas l’importance
de l’hypothèse de petitesse sur le contrôle pour la validité de ce résultat. Plus tard,
Beauchard et Marbach ont montré dans [22] que cette obstruction quadratique (1.14)
permettait de nier la W−1,∞-STLC. De plus, les auteurs montrent que l’hypothèse
d’analyticité sur les champs de vecteurs n’est pas nécessaire : il suffit que f0 soit C3 et
f1 de classe C2.

Le Théorème 1.4.19 indique que le crochet quadratique [f1, [f1, f0]](0) est ‘mau-
vais’ : s’il ne peut être écrit comme combinaison linéaire de crochets impliquant au
plus une fois f1, alors il empêche la contrôlabilité du système. L’Exemple 1.4.17 avec
m = 2 illustre qu’un tel crochet est lié à la fonctionnelle

∫ T
0 u1(t)2dt, une quantité

toujours positive qui, dans une asymptotique de temps petit et contrôles petits (dans
une norme à préciser), domine tous les autres termes et donc empêche la contrôlabilité.

Lorsque [f1, [f1, f0]](0) ∈ S1, la deuxième violation de (1.13), a priori donnée par
[f1, [f0, [f0, f1]]](0) 6∈ S1 ne peut jamais avoir lieu par la formule de Jacobi (1.4). Ainsi,
la deuxième violation de (1.13) a lieu lorsque

W2(0) := [f1, ad3
f0(f1)](0) 6∈ S1. (1.15)

Néanmoins, Sussmann illustre sur l’exemple suivant que ce crochet quadratique W2
a un comportement différent : pour avoir de la STLC, il n’est pas neutralisé par un
crochet d’ordre inférieur mais par un crochet d’ordre trois.

Contre-exemple 1.4.21. Considérons le système de contrôle suivant,

ẋ1 = u, ẋ2 = x1 et ẋ3 = x3
1 + x2

2. (1.16)

En posant f0(x) = (0, x1, x3
1 + x2

2)tr et f1(x) = (1, 0, 0)tr, on obtient,

S1 = Vect(e1, e2), [f1, [f0, f1]](0) = 0 et [f1, ad3
f0(f1)](0) = 2e3.

Ainsi la condition d’Hermes (1.13) n’est pas vérifiée à cause de la violation (1.15).
Pourtant, Sussmann a prouvé dans [128, Pages 711-712] que ce système était L∞-
STLC.
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Le Contre-exemple 1.4.21 a conduit à la condition suffisante S(θ) de contrôlabilité
dans [129] (voir aussi [59, Théorème 3.29] ou [88, Théorème 3.6]).

Théorème 1.4.22. Supposons qu’il existe θ ∈ [0, 1] tel que chaque crochet de Lie
contenant f0 un nombre impair l de fois et f1 un nombre pair k de fois est une com-
binaison linéaire de crochets contenant ki fois f1 et li fois f0 avec θli + ki < θl + k.
Alors, le système (1.2) est L∞-STLC.

Dans un certain sens, cette condition indique comment les ‘mauvais crochets’
doivent être compensés par de ‘bons crochets’ (d’ordre supérieur) pour permettre la
STLC.

En fait, cette étude des crochets de S2 peut être approfondie en tenant compte
du cadre fonctionnel imposé sur le contrôle. Plus précisément, Beauchard et Marbach
ont montré dans [22] que lorsque la condition (1.13) n’est pas vérifiée, les crochets
contenant deux fois f1 ne peuvent pas être compensés lorsque les contrôles sont petits
dans des espaces réguliers. Cela n’entre pas en contradiction avec la condition suffisante
S(θ) de Sussmann : à l’inverse pour des contrôles seulement petits en norme L∞, ces
‘mauvais’ crochets peuvent être neutralisés par des crochets d’ordre supérieur.

Théorème 1.4.23. Soient f0, f1 ∈ C∞(Rn,Rn) avec f0(0) = 0. S’il existe k ∈ N∗ tel
que

[adk−1
f0

(f1), adkf0(f1)](0) 6∈ S1, (1.17)

alors le système affine (1.2) n’est pas W 2k−3,∞-STLC.

Remarque 1.4.24. Plus précisément, Beauchard et Marbach montrent dans [22] que
si k ∈ N∗ est le plus petit entier vérifiant (1.17), alors pour une classe de systèmes ‘bien
préparés’, pour tout T > 0 suffisamment petit et pour tout contrôle suffisamment petit
en norme W 2k−3,∞, la solution du système affine (1.2) vérifie, pour tout t ∈ [0, T ],

−
〈

(Id−P)x(t)−G(Px(t)), (Id−P)
(
[adk−1

f0
(f1), adkf0(f1)](0)

)〉
≥ C

∫ T

0
uk(t)2dt,

où P désigne la projection orthogonale sur S1 et G ∈ C∞(S1,S⊥1 ) avec G(0) = 0 et
G′(0) = 0.

Remarque 1.4.25. On peut alors raffiner le résultat de STLC pour l’exemple histo-
rique de Sussmann (1.16). La violation de la condition (1.13) implique que le système
n’est pas W 1,∞-STLC par le Théorème 1.4.23. De plus, on peut améliorer le résultat
de contrôlabilité de Sussmann et montrer que le système est même H1-STLC (voir
Section 3.2).

Ceci conclut l’étude des crochets de S2. Concernant l’étude de S2m pour unm ∈ N∗,
on peut mentionner le résultat de Stefani dans [126] qui généralise la condition de
Sussmann (1.14) en indiquant des crochets d’ordre m qui doivent être compensés par
des crochets d’ordre inférieur pour permettre la STLC.

Théorème 1.4.26. Soient f0 et f1 deux champs de vecteurs analytiques sur Rn avec
f0(0) = 0. S’il existe m ∈ N∗ tel que

ad2m
f1 (f0)(0) 6∈ S2m−1, (1.18)

alors le système (1.2) n’est pas L∞-STLC.
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1.5 Utilisation des crochets de Lie en dimension infinie

1.5.1 Difficulté pour définir les crochets de Lie

Lorsque l’on essaie d’étendre ces conditions de contrôlabilité à des systèmes de
dimension infinie, de nombreuses difficultés apparaissent. En particulier, la manipula-
tion des crochets de Lie devient beaucoup plus compliquée comme le montre l’exemple
suivant qui provient de [60].

Considérons l’équation de transport à vitesse constante en domaine borné, contrôlée
au bord à gauche, donnée par{

∂ty + ∂xy = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L],
y(t, 0) = u(t), t ∈ [0, T ]. (1.19)

D’abord, comme le contrôle n’est pas interne, il est plus difficile de mettre ce système
sous la forme (1.2). Cependant, on peut quand même tenter de bouger de manière
formelle dans la direction ‘[f0, f1]’ en utilisant le processus explicité dans (1.5), i.e. en
considérant la famille de contrôles uε(t) = −1lt∈(0,ε) + 1lt∈(ε,2ε) pour ε ∈ (0, T2 ). Alors,
en utilisant la méthode des caractéristiques, la solution de (1.19) associée au contrôle
uε et à la condition initiale y0 = 0 est donnée par

y(2ε, x) = 1lx∈(0,ε) − 1lx∈(ε,2ε) + 0.1lx∈(2ε,L).

Ainsi, en comparaison avec (1.5), on a

lim
ε→0+

∥∥∥∥y(2ε, ·)
ε2

∥∥∥∥
L2(0,L)

= +∞,

ce qui ne permet pas de définir [f0, f1] ici. On peut néanmoins essayer de donner un
sens plus faible à ce crochet. Pour ce faire, par intégrations par parties, on montre que
pour tout φ ∈ C2([0, L]),

1
ε2

∫ L

0
φ(x)y(2ε, x)dx = 1

ε2

(
−ε2φ′(0) +

∫ ε

0

∫ x+ε

x
(φ′(0)− φ′(s))dsdx

)
−→
ε→0+

−φ′(0).

Ainsi, on pourrait dire que pour notre système de contrôle [f0, f1] := δ′0 où δ0 repré-
sente la masse de Dirac en zéro. Cependant, comme un tel crochet n’appartient pas à
l’espace dans lequel on travaille, ici L2(0, L), il est dur de concevoir comment utiliser
un tel objet à bon escient.

De manière générale, la manipulation des crochets de Lie est donc plus complexe
en dimension infinie. Néanmoins, dans certains cas particuliers, comme par exemple
pour l’équation de Schrödinger, il est quand même possible de leur donner un sens
rigoureux.

1.5.2 Les crochets de Lie peuvent néanmoins donner des intuitions

Bien que les crochets de Lie soient souvent mal définis en dimension infinie, ils
peuvent parfois donner des intuitions, rendues correctes avec d’autres arguments a
posteriori.

Considérons par exemple le système donné par

i∂tψ(t, x) = −∂2
xψ(t, x) + x2ψ(t, x)− u(t)xψ(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× R.

Cette équation de Schrödinger est un système de contrôle bilinéaire pour lequel l’état
est la fonction d’onde ψ et le contrôle scalaire est donné par u : [0, T ] → R. L’étude
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de tels systèmes sera détaillée dans le Chapitre 2. Cet exemple particulier provient de
[106] (voir aussi [14, Page 49]).

À un niveau complètement formel, ce système peut se mettre sous la forme d’un
système affine (1.2) de dimension infinie avec

f0(ψ) := −ψ′′ + x2ψ et f1(ψ) := xψ. (1.20)

Ainsi, en calculant de manière formelle les crochets de Lie itérés de f0 et f1, que l’on
peut voir ici comme des commutateurs d’opérateurs, on obtient,

∀k ∈ N, ad2k
f0 (f1)(ψ) = 4kxψ et ad2k+1

f0
(f1)(ψ) = 22k+1ψ′,

[f1, [f0, f1]](ψ) = 2ψ,

tandis que tous les autres crochets non indiqués s’annulent. Ainsi, l’algèbre de Lie en
un point ψ est donnée par

Vect(f0(ψ), f1(ψ), [f0, f1](ψ), [f1, [f0, f1]](ψ)) = Vect(ψ,ψ′, xψ,−ψ′′ + x2ψ).

Ainsi, par le Théorème 1.4.5, on s’attend à ce que l’espace des états atteignables soit
de dimension 4. Bien sûr, on ne peut pas appliquer directement le Théorème 1.4.5 : les
opérateurs f0 et f1 ne sont même pas bien définis. Cependant, Mirrahimi et Rouchon
ont montré dans [106] que pour tout état initial ψ0 dans la sphère unité de L2(0, 1),
l’espace atteignable partant de ψ0

{ψ(T ); T > 0, u : (0, T )→ R, ψ solution de (1.20) telle que ψ(0) = ψ0}

était effectivement contenu dans une sous-variété de la sphère unité de L2 de dimension
4. Ainsi, l’intuition donnée par les crochets de Lie se révèle correcte.
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Chapitre 2

SUR L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER
BILINÉAIRE

Ce chapitre propose une courte introduction à la contrôlabilité d’un système affine
de dimension infinie : l’équation de Schrödinger bilinéaire. Ce récapitulatif sera loin
d’être exhaustif et le lecteur pourra consulter avec profit les références [14, 27, 95, 108]
dont les résultats sont en grande partie tirés.

2.1 Introduction aux équations de Schrödinger

2.1.1 Contrôlabilité linéaire

La contrôlabilité des équations de Schrödinger avec des contrôles aux bords ou lo-
calisés agissant linéairement sur l’état est étudiée depuis longtemps.

Lorsque l’application entrée-sortie de ces équations est linéaire, la question de
contrôlabilité peut être transformée en une inégalité d’observabilité par une méthode
de dualité, la “Hilbert Uniqueness Method” due à Jacques-Louis Lions (voir [99]).
De telles inégalités d’observabilité sont alors démontrées de différentes manières : par
des méthodes de multiplicateurs (voir [76] par Fabre, [102, 103] par Machtyngier, [92]
par Lasiecka et Triggiani), avec de l’analyse microlocale (voir [98] par Lebeau, [49]
par Burq), avec des estimations de Carleman (voir [93, 94] par Lasiecka, Triggiani et
Zhang, [10] par Baudouin et Puel), avec de la théorie des nombres (voir [120, 132] par
Ramdani, Takahashi, Tenenbaum et Tucsnak).

Pour plus de détails sur de tels problèmes de contrôlabilité, ainsi que pour des
résultats sur des équations de Schrödinger non linéaires, le lecteur pourra se référer
aux articles de synthèse de Zuazua [138] et Laurent [96].

2.1.2 Contrôlabilité bilinéaire

Ayant en vue des applications comme la manipulation de liens chimiques de cer-
taines molécules ou la construction de portes quantiques logiques pour l’ordinateur
quantique, les modèles où le contrôle apparaît comme un terme additif ne sont pas
satisfaisants. Ces systèmes, qui voient changer leurs caractéristiques physiques en pré-
sence du contrôle sont plutôt modélisés par des équations bilinéaires par rapport au
couple (état, contrôle). On se focalise donc dans la suite sur ce type d’équation.

L’état d’une particule quantique évoluant sur une variété riemannienne Ω de Rn

et soumise à un champ électrique extérieur peut être décrit par une fonction d’onde
ψ. Pour un sous-domaine ω de Ω, la probabilité que la particule quantique se trouve
au temps t dans ω est donnée par

∫
ω |ψ(t, x)|2dx. Après un changement d’échelle pour

faire disparaître les constantes physiques, l’évolution de la fonction d’onde ψ est régie
par l’équation de Schrödinger suivante,

i∂tψ(t, x) = (−∆ + V (x))ψ(t, x) + u(t)µ(x)ψ(t, x), (t, x) ∈ R∗+ × Ω, (2.1)
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Sur l’équation de Schrödinger bilinéaire

où ∆ désigne l’opérateur de Laplace-Beltrami sur Ω, V correspond à un potentiel dé-
crivant l’état du système en l’absence de champ électrique, u : R∗+ → R représente
l’amplitude scalaire du champ électrique et µ : Ω→ R décrit la répartition spatiale de
ce champ.

De manière générale, on peut considérer des modèles donnés sous la forme abstraite,

i
dψ

dt
= H0ψ + u(t)H1ψ. (2.2)

L’état ψ évolue alors au sein d’un espace de Hilbert complexe H et H0, H1 sont des
opérateurs auto-adjoints sur H. Le modèle de référence (2.1) correspond au choix
d’opérateurs H0 = −∆ + V et H1 = µ. Cependant, dans certaines situations phy-
siques, l’opérateur H0 n’est pas forcément défini comme la somme d’un Laplacien et
d’un potentiel, comme c’est le cas par exemple pour décrire le comportement d’ions
piégés par des potentiels harmoniques (voir [31, 74, 97] concernant le modèle d’Eberly
et Law). Cette forme abstraite (2.2) permet donc de traiter des problèmes plus géné-
raux que (2.1).

L’équation de Schrödinger (2.1) ou (2.2) est dite bilinéaire car l’application entrée-
sortie du système, qui à un contrôle associe la valeur finale de la solution, l’est. Cette
non linéarité est une difficulté principale de l’étude de cette équation.

Une question naturelle pour ces équations est celle de la contrôlabilité : en choi-
sissant un champ électrique adéquat, peut-on faire passer la particule de son état
fondamental (avec l’énergie la plus basse) à un état d’excitation donné en un temps
imposé ? Le but de ce chapitre est de présenter les différentes réponses qui existent
pour de telles problématiques.

2.2 L’équation de Schrödinger en dimension finie
Lorsque l’espace de HilbertH est de dimension finie n, la contrôlabilité de l’équation

de Schrödinger (2.2) est complètement comprise. Des critères généraux de contrôlabilité
basés sur des crochets de Lie peuvent être trouvés dans [48, 130]. Plus particulièrement,
Albertini et D’Alessandro ont montré dans [5, Théorème 4] (voir aussi [68, Théorème
3.4.7]) la condition nécessaire et suffisante de contrôlabilité globale suivante.

Théorème 2.2.1. Soient H un espace de Hilbert de dimension n et A,B deux matrices
anti-hermitiennes de taille n × n. Le système Ẋ = AX + u(t)BX est globalement
contrôlable si et seulement si l’algèbre de Lie engendrée par A et B est isomorphe
(conjuguée) à
— su(n), l’algèbre de Lie des matrices anti-hermitiennes de trace nulle si n est

impair (avec ou sans i Id),
— su(n) ou sp(n/2), l’algèbre de Lie des matrices de su(n) vérifiant XJXtr = J

avec J =
(

0 Idn
2

− Idn
2

0

)
si n est pair.

Des résultats plus spécifiques, en particulier concernant des notions plus faibles de
contrôlabilité, sont donnés dans [5, 6, 119, 135]. Des approches basées sur des tech-
niques de Lyapunov [107] ou sur la théorie du contrôle optimal [2, 87] sont également
utilisées pour étudier de tels systèmes.

De nombreux travaux s’intéressent aussi à l’étude du transfert d’une population
de particules quantiques d’un état d’excitation à un autre à l’aide d’un laser. Ces
problèmes sont analysés grâce à des techniques géométriques dans [1, 38, 89, 119].
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L’étude du temps minimal de ce transfert est faite pour des contrôles non bornés dans
[1], bornés dans [41] et pour des systèmes où le terme de dérive disparaît après un
changement adéquat de coordonnées dans [35, 38, 37].

2.3 Un premier résultat négatif de contrôlabilité
Pendant longtemps, les équations bilinéaires en dimension infinie ont été considé-

rées non contrôlables à cause du résultat négatif de Ball, Marsden et Slemrod [7].

Théorème 2.3.1. Soient X un espace de Banach de dimension infinie, A générant
un C0-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X et B : X → X un opérateur
linéaire borné. Pour tout w0 ∈ X et p ∈ L1

loc((0,+∞),R), l’unique solution du système

ẇ(t) = Aw(t) + p(t)B(w(t)) avec w(0) = w0 (2.3)

est notée w(t; p, w0). Alors, pour tout w0 ∈ X, l’ensemble des états atteignables depuis
w0, défini par,

R(w0) := {w(t; p, w0); t ≥ 0, p ∈ Lrloc((0,+∞),R), r > 1},

est contenu dans une union dénombrable de sous-ensembles compacts de X et, en
particulier, est d’intérieur vide dans X.

Ainsi, arbitrairement proche (pour la topologie de X) de tout état atteignable, il
existe des cibles que l’on ne pourra pas atteindre. Dans un cadre hilbertien, la preuve
de ce résultat peut être trouvée dans [7] ou [59, Théorème 9.4]. Le cas des contrôles
dans L1

loc((0,+∞),R) a été traité par la suite dans [47] par Boussaid, Caponigro et
Chambrion.

Pour l’équation de Schrödinger, A = i∂2
x et B = µ. Turinici dans [134] déduit du

Théorème 2.3.1 que si l’opérateur de multiplication par µ préserve l’espace sur lequel
on raisonne, alors on ne peut pas avoir contrôlabilité dans cet espace.

Théorème 2.3.2. Soit n ∈ {1, 2, 3}. Considérons le système suivant,{
i∂tψ(t, x) = −∆ψ(t, x)− u(t)µ(x)ψ(t, x), (t, x) ∈ (0,+∞)× Ω,
ψ(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0,+∞)× ∂Ω, (2.4)

où Ω est un ouvert non vide de Rn et µ ∈ W 2,∞(Ω,Rn). Alors, le système (2.4) n’est
pas contrôlable dans H2 ∩ H1

0 (Ω,C) avec des contrôles dans Lrloc(R+,R) pour r > 1.
Plus précisément, pour tout ψ0 ∈ S ∩H2 ∩H1

0 (Ω,C) (où S désigne la sphère unité de
L2(Ω,C)), l’ensemble des états atteignables partant de ψ0,

R(ψ0) := {ψ(T ; u, ψ0); T > 0, u ∈ Lrloc((0, T ),R), r > 1}

est de complémentaire dense dans S ∩H2 ∩H1
0 (Ω,C).

L’adaptation du Théorème 2.3.1 aux équations de Schrödinger non linéaires a été
faite par Illner, Lange et Teismann dans [84].

Fort de ces résultats de non-contrôlabilité, plusieurs possibilités peuvent être envi-
sagées pour poursuivre l’étude de ces systèmes.

. Une première approche consiste à changer la notion de contrôlabilité étudiée. Ainsi,
de nombreux résultats sur la contrôlabilité approchée ont été prouvés grâce à des
techniques mathématiques très différentes comme on le verra en Section 2.5. On peut
aussi étudier la contrôlabilité exacte à une trajectoire comme cela a été fait dans les
travaux [4] de Alabau-Boussouira, Cannarsa et Urbani.
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. Une deuxième approche consiste à étudier la contrôlabilité exacte dans un cadre
fonctionnel différent. Il faut bien voir que les Théorèmes 2.3.1 et 2.3.2 ne constituent
pas des obstructions à la contrôlabilité dans des espaces fonctionnels différents. En
effet, le résultat négatif du Théorème 2.3.1 affirme que lorsque l’opérateur B est borné
sur X, proche de toute cible (en norme X) se trouvent des cibles que l’on ne pourra pas
atteindre. Cependant, cela n’empêche pas l’espace des cibles atteignables de contenir
une boule pour une norme plus fine, à condition que l’opérateur de contrôle B ne soit
pas continu pour cette nouvelle topologie. Ainsi, des résultats de contrôlabilité exacte
pour l’équation de Schrödinger ont été démontrés et sont rappelés dans la section
suivante.

2.4 Contrôlabilité locale en temps petit

2.4.1 En dimension 1

Dans cette section, on s’intéresse à l’équation de Schrödinger suivante,
i∂tψ(t, x) = −∂2

xψ(t, x)− u(t)µ(x)ψ(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),
ψ(t, 0) = ψ(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
ψ(0, x) = ψ0, x ∈ (0, 1).

(2.5)

Pour cette équation, l’obtention de nombreux résultats est facilitée par le calcul expli-
cite des valeurs propres et vecteurs propres du Laplacien, donnés par,

∀j ∈ N∗, λj := (jπ)2 et ϕj :=
√

2 sin(jπ·).

Pour tout j ∈ N∗, la fonction ψj(t, x) := ϕj(x)e−iλjt est une solution du système libre
(avec u = 0). Lorsque j = 1, la fonction ψ1 est appelée l’état fondamental.

On peut remarquer que le domaine du Laplacien-Dirichlet, donné par D(−∆) =
H2

(0)(0, 1) = H2 ∩H1
0 (0, 1), est préservé par l’opérateur de multiplication par µ. Ainsi,

on ne peut pas espérer obtenir un résultat de contrôlabilité dans un tel espace à cause
du Théorème 2.3.1. Néanmoins, à cause des conditions de bord, ce n’est pas le cas pour
l’espace défini par

H3
(0)(0, 1) := D(−∆

3
2 ) = {ϕ ∈ H3((0, 1),C); ϕ(0) = ϕ(1) = ϕ′′(0) = ϕ′′(1) = 0}.

Donc, on peut espérer avoir de la contrôlabilité dans H3
(0) bien que l’espace des cibles

atteignables soit d’intérieur vide pour la topologie de H2
(0). En revanche, le fait que

l’opérateur de multiplication ne préserve pas l’espace H3
(0) induit une difficulté pour

montrer le caractère bien posé du problème de Cauchy. Dans [12], Beauchard traite
cette perte de régularité dans le cas particulier où µ(x) = x grâce à une variante du
théorème de Nash-Moser. Par la suite, Beauchard et Laurent ont simplifié cet argument
en mettant en lumière dans [19] un phénomène de régularisation, qui leur a permis alors
de montrer le caractère bien posé de l’équation de Schrödinger (2.5).

Théorème 2.4.1. Soient T > 0, µ ∈ H3((0, 1),R), ψ0 ∈ H3
(0)(0, 1) et u ∈ L2((0, T ),R).

Il existe une unique solution faible de (2.5) i.e. une fonction ψ ∈ C0([0, T ], H3
(0)) telle

que l’égalité suivante ait lieu dans H3
(0)(0, 1) pour tout t ∈ [0, T ],

ψ(t) = e−iAtψ0 + i

∫ t

0
e−iA(t−τ)u(τ)µψ(τ)dτ.

Il est important de noter que lorsque µ′(0) = µ′(1) = 0, le cadre fonctionnel n’est
plus (ψ ∈ H3

(0), u ∈ L2) mais (ψ ∈ H5
(0) = D(−∆

5
2 ), u ∈ L2) et ainsi de suite. Dans
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l’article [42], on explicite, en fonction des conditions de bord sur µ, ce choix du ‘bon’
cadre fonctionnel, c’est-à-dire un cadre pour lequel l’opérateur de multiplication par µ
n’est pas continu afin de ne pas tomber sous le coup du résultat de non-contrôlabilité
du Théorème 2.3.1 mais dans lequel on a quand même le caractère bien posé de l’équa-
tion de Schrödinger (2.5).

Fort de ce résultat, en étudiant la contrôlabilité du système linéarisé via la résolu-
tion d’un problème de moments puis en appliquant le théorème d’inversion locale, les
auteurs ont montré dans [19] le résultat de contrôlabilité locale en temps petit suivant.

Théorème 2.4.2. Supposons que µ est dans H3((0, 1),R) et vérifie

il existe c > 0 telle que ∀j ∈ N∗, 〈µϕ1, ϕj〉 ≥
c

j3 . (2.6)

Alors, le système (2.5) est L2-STLC autour de l’état fondamental : pour tout T > 0,
pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout (ψ0, ψf ) ∈ S ∩ H3

(0)((0, 1),C) avec
‖ψ0−ψ1(0)‖H3

(0)
+‖ψf −ψ1(T )‖H3

(0)
< δ, il existe u ∈ L2((0, T ),R) avec ‖u‖L2(0,T ) < ε

tel que la solution de (2.5) associée à la condition initiale ψ(0) = ψ0 vérifie ψ(T ) = ψf .

Par la suite, Morancey et Nersesyan ont utilisé cette stratégie pour obtenir un
résultat de contrôlabilité locale pour une équation de Schrödinger avec un terme de po-
larisabilité [110] ou pour un nombre fini d’équations de Schrödinger avec un contrôle
(voir [109]) et avec un potentiel arbitraire (voir [111]). Un tel résultat a aussi permis
de montrer de la contrôlabilité globale dans [110, 111] en le couplant à un résultat de
contrôlabilité approchée ; de donner une construction explicite de contrôle amenant la
solution de (2.5) aussi proche que possible d’un état final donné dans [69] ; ou encore
de récupérer de la contrôlabilité globale en projection pour un nombre fini d’équations
de Schrödinger dans [70]. Ce résultat a également été étendu aux équations de Schrö-
dinger non linéaires dans [18, 19, 73].

L’hypothèse (2.6) est valable pour des µ ∈ H3((0, 1),R) génériques et joue un rôle
fondamental pour la contrôlabilité en temps petit. La contrôlabilité locale en temps long
a été prouvée dans [25] sous une hypothèse plus faible : µ′(0) ± µ′(1) 6= 0. Cette hy-
pothèse n’est même pas nécessaire : Beauchard montre dans [12] que le système (2.5)
avec µ(x) = x est contrôlable autour de l’état fondamental en temps long pour des
cibles H7

(0) avec des contrôles H1
0 . Ce résultat requiert l’utilisation d’outils différents,

notamment la méthode du retour de Coron (voir [59, Chapitres 6 et 8]).

Naturellement, on peut se demander ce qu’il se passe lorsque la condition (2.6) n’est
pas vérifiée, en particulier lorsque l’un des coefficients 〈µϕ1, ϕj〉 s’annule. Le résultat
suivant a été prouvé par Beauchard et Morancey dans [25].

Théorème 2.4.3. Soient K ∈ N∗ et µ ∈ H3((0, 1),R) tels que

〈µϕ1, ϕK〉 = 0 et AK := 〈µ′2ϕ1, ϕK〉 6= 0. (2.7)

Alors, l’équation de Schrödinger (2.5) n’est pas L2-STLC : il existe T ∗K > 0 tel que pour
tout T ∈ (0, T ∗K), il existe ε > 0 tel que pour tout u ∈ L2((0, T ),R) avec ‖u‖L2(0,T ) < ε,
la solution de (2.5) associée à la condition initiale ψ(0) = ϕ1 vérifie

∀δ > 0, ψ(T ) 6=
(√

1− δ2ϕ1 + i sign(AK)δϕK
)
e−iλ1T .

La preuve de ce résultat repose sur l’étude d’un système auxiliaire et l’obtention
d’une inégalité de coercivité faisant intervenir la norme H−1 du contrôle.
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Les auteurs font remarquer dans [25] que la condition AK 6= 0 est indispensable
à leur argument. Dans le cas où AK = 0, il faut poursuivre le développement de la
solution pour étudier la présence ou l’absence d’obstructions quadratiques liées à des
crochets d’ordre supérieur. Ceci fait l’objet de mes papiers [43, 44].

Remarque 2.4.4. Formellement, l’équation de Schrödinger (2.5) peut se mettre sous
la forme d’un système affine (1.2) avec f0(ψ) := iψ′′ et f1(ψ) := µψ. Ainsi, en calculant
formellement les crochets de Lie, on obtient

ad0
f0(f1)(ϕ1) = µϕ1 et [f1, [f1, f0]] (ϕ1) = 2iµ′2ϕ1.

Donc, en reprenant les notations de la Définition 1.4.16, la première condition de (2.7)
traduit le fait que la direction ϕK n’appartient pas à S1 ; quant à la deuxième condition,
elle signifie alors que [f1, [f1, f0]] (ϕ1) 6∈ S1. Ainsi, le Théorème 2.4.3 peut être vu
comme une extension en dimension infinie de la condition nécessaire de contrôlabilité
de Sussmann rappelée dans le Théorème 1.4.19.

2.4.2 En dimension n > 1
Concernant l’étude de l’équation de Schrödinger (2.1) sur un domaine Ω de Rn

avec n > 1, de nouvelles difficultés interviennent. Le test linéaire utilisé pour prouver
le Théorème 2.4.2 est mis en défaut : le problème de moments associé à la contrôla-
bilité du système linéarisé n’est pas résoluble car les valeurs propres du Laplacien en
dimension supérieure ne vérifient pas une condition de gap appropriée (voir [90]).

Cependant, en utilisant des techniques similaires à celles utilisées pour prouver le
Théorème 2.4.2, des résultats de contrôlabilité globale en temps infini ont été mon-
trés en dimension 1 dans [115] et en dimension quelconque dans [116]. Les auteurs
montrent également dans [115] que la contrôlabilité exacte en temps petit en dimension
quelconque n’est pas possible avec des contrôles W 1,1

loc . En utilisant la méthode BKW,
dans [30], les auteurs donnent une autre obstruction à la contrôlabilité en temps petit
de l’équation de Schrödinger.

L’étude de l’équation des ondes effectuée par Beauchard dans [15] corrobore le ré-
sultat négatif de [115] car cette équation peut être vue comme un modèle jouet pour
l’équation de Schrödinger en dimension 2 et semble indiquer qu’un temps minimal pour
la contrôlabilité exacte s’impose quel que soit µ.

Lorsque l’on rajoute plus de structure, ces difficultés peuvent être contournées.
Par exemple pour un système 2D Schrödinger-Poisson avec un contrôle u = u(t, x),
Beauchard et Laurent ont montré dans [21] la contrôlabilité exacte localement autour
d’une fonction propre du Laplacien. Toujours pour un contrôle u = u(t, x), Puel montre
dans [118] la contrôlabilité exacte de l’équation de Schrödinger au voisinage d’une
fonction propre du Laplacien correspondant à une valeur propre simple, posée sur un
domaine régulier en dimension n ≤ 3.

2.5 Contrôlabilité approchée
Concernant la contrôlabilité approchée des systèmes bilinéaires de dimension infi-

nie, plusieurs stratégies ont été utilisées.

2.5.1 Approximations de Galerkin

Comme la contrôlabilité des équations de Schrödinger (2.2) est très bien connue
en dimension finie (voir Section 2.2), pour attaquer cette question dans un cadre de
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dimension infinie, une stratégie naturelle consiste à discrétiser l’EDP ou à considérer
ses approximations de Galerkin pour obtenir un système de dimension finie d, puis
d’essayer de passer le résultat de contrôlabilité du Théorème 2.2.1 à la limite quand d
tend vers l’infini.

Cette stratégie a d’abord été mise en place dans [3, 124] pour étudier la contrôlabi-
lité d’équations dissipatives. Cela a été fait pour la première fois pour une équation de
Schrödinger (2.1) en dimension quelconque par Chambrion, Mason, Sigalotti et Boscain
dans [54] où les auteurs montrent sous des hypothèses appropriées sur V et µ, la contrô-
labilité approchée dans L2 avec des contrôles constants par morceaux. Les hypothèses
furent par la suite raffinées dans [33]. Des résultats similaires ont été prouvés avec des
normes de Sobolev plus régulières dans [47] et pour une équation avec un terme de
polarisabilité dans [46]. En s’appuyant sur une approximation de dimension finie pour
laquelle on peut construire des contrôles explicites, la contrôlabilité approchée d’un sys-
tème de Schrödinger modélisant un ion piégé est montrée de la même manière dans [74].

La contrôlabilité simultanée de plusieurs équations a été prouvée dans L2 (voir [33])
et dans des espaces de Sobolev plus réguliers (voir [34, 45]). En utilisant la même ap-
proche, les auteurs de [50] montrent aussi la contrôlabilité exacte en projection pour
une équation de Schrödinger avec plusieurs contrôles.

Pour plus de détails et de références concernant ces techniques géométriques, le
lecteur pourra se référer à l’article de synthèse [36]. Le caractère générique des diverses
conditions de contrôlabilité approchée évoquées est discuté dans [55].

Cependant, le passage de la dimension finie à la dimension infinie peut être com-
pliqué : Mirrahimi et Rouchon établissent dans [106] l’absence de contrôlabilité d’un
système de dimension infinie alors que Fu, Schirmer et Solomon ont montré dans [79]
grâce au Théorème 2.2.1 que toutes ses approximations de Galerkin sont contrôlables.

2.5.2 Fonctions de Lyapunov

Une autre possibilité pour montrer des résultats de contrôlabilité approchée consiste
à identifier une fonction de Lyapunov qui mesure la distance à la cible à atteindre et
qui décroît en choisissant un contrôle sous la forme d’une loi de rétroaction, puis à
utiliser le principe d’invariance de LaSalle.

Cette méthode a d’abord été utilisée pour montrer la stabilisation approchée des
états propres pour une équation de Schrödinger (2.1) en dimension quelconque par
Mirrahimi dans [105], sous des hypothèses améliorées par Beauchard et Mirrahimi
dans [24] en dimension 1 avec V = 0 et µ(x) = x. Nersesyan construit dans [113]
une fonction de Lyapunov adaptée au cadre H2 en toute dimension ce qui permet de
montrer un résultat de contrôlabilité approchée dans L2 avec des contrôles réguliers et
de prouver la stabilisation semi-globale faible dans H2 de l’état fondamental dans [26].

La construction de cette fonction de Lyapunov a ensuite été étendue par Nersesyan
dans [114] pour montrer la contrôlabilité approchée de l’état fondamental dans Hs−ε

avec des hypothèses génériques sur (V, µ) en dimension quelconque. Combiné avec le
résultat de contrôlabilité exacte énoncé dans le Théorème 2.4.2 et le caractère réversible
de l’équation de Schrödinger, les auteurs montrent la contrôlabilité globale dansH5+ε en
dimension 1. Morancey et Nersesyan ont aussi développé cette stratégie pour prouver la
contrôlabilité globale d’une équation de Schrödinger avec un terme de polarisabilité dans
[110] ou d’un nombre fini d’équations de Schrödinger avec un contrôle dans [109, 111].
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2.5.3 Contrôle adiabatique

Le théorème adiabatique peut également être utilisé pour montrer des résultats de
contrôlabilité approchée. De manière formelle, ce résultat indique qu’un système quan-
tique est à peu près maintenu dans son état propre si la perturbation qui agit sur lui
est suffisamment lente.

Pour une utilisation de cette théorie, on peut par exemple citer [32] qui donne la
contrôlabilité approchée en temps fini de deux modèles en utilisant des caractéristiques
spécifiques de leurs équations lorsque les valeurs propres se croisent ; [39] où les auteurs
prouvent de la contrôlabilité approchée pour une équation de Schrödinger bilinéaire avec
deux contrôles. Cette étude est poursuivie dans le cas de plus de deux contrôles dans
[40]. Le théorème adiabatique a aussi été utilisé pour permuter les fonctions propres
d’une équation de Schrödinger au moyen de processus cycliques lents dans [71] ; pour
prouver la contrôlabilité approchée dans L2 d’une équation de Schrödinger posée sur
un domaine variable ; ou encore pour prouver la contrôlabilité approchée d’un système
à deux niveaux décrit par une équation de Schrödinger dans [122].

2.5.4 Autres méthodes

On peut aussi mentionner la théorie du contrôle optimal développée dans [9, 86] (et
dans [8] pour un modèle de Hartree Fock) et analysée numériquement dans [11], qui
donne d’autres moyens de récupérer de la contrôlabilité approchée en dimension infinie.

Dans [72], la contrôlabilité approchée entre une paire d’états propres en temps petit
est montrée pour la première fois pour une équation de Schrödinger non linéaire, posée
sur le tore en dimension quelconque.

Dans [67], Coron, Xiang et Zhang étudient la contrôlabilité approchée globale en
temps petit d’une équation de Schrödinger avec une non linéarité cubique et deux
contrôles à l’aide de techniques d’approximations semi-classiques.
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Chapitre 3

PROBLÉMATIQUE DE LA THÈSE

3.1 Présentation de la problématique
Pour les systèmes de contrôle de dimension finie, des conditions nécessaires et des

conditions suffisantes à la E-STLC sont déjà connues (voir Chapitre 1). Cependant,
historiquement, la recherche des ‘bons’ et des ‘mauvais’ crochets de Lie se cantonne
au cas où les contrôles sont petits en norme L∞. Or, si on admet que toute solution
d’une EDO se développe comme une somme de crochets de Lie évalués en 0 contre
une fonctionnelle homogène par rapport au contrôle (voir [16] pour des résultats précis
sur de tels développements), on comprend que l’identification du terme dominant, qui
pilotera la STLC, dépend bien sûr du comportement des crochets de Lie mais aussi de
l’espace dans lequel le contrôle est petit.

Question 3.1.1. Dans quelle mesure le choix du cadre fonctionnel sur le contrôle
impacte la validité des conditions de STLC déjà connues en dimension finie ?

De plus, les outils développés par exemple pour prouver la condition suffisante
S(θ) de Sussmann semblent inhérents à la dimension finie. En effet, l’approche est, par
essence, basée sur l’utilisation des crochets de Lie, qui sont difficilement manipulables
en dimension infinie (voir Section 1.5).

Question 3.1.2. Est-ce que certains phénomènes encodés par la condition suffisante
S(θ) de Sussmann persistent en dimension infinie ?

Une étape intermédiaire pour répondre à cette question consiste à développer une
nouvelle stratégie de preuve pour cette condition en dimension finie avec des outils
plus facilement extensibles à la dimension infinie par la suite.

3.2 Résolution sur un modèle jouet
On peut apporter des éléments de réponse à ces questions en étudiant de nouveau

l’exemple suivant, 
ẋ1 = u,
ẋ2 = x1,
ẋ3 = x2

2 + x3
1.

(3.1)

Cet exemple a été introduit par Sussmann pour montrer que la condition suffisante
d’Hermes-Sussmann (1.12) n’est pas nécessaire : le système est L∞-STLC bien que

S2 3 [f1, ad3
f0(f1)](0) = 2e3 6∈ S1 = Vect(e1, e2). (3.2)

Première idée. La violation (3.2) de la condition d’Hermes-Sussmann nous indique
la présence d’un terme quadratique signé dans le développement de la solution. Néan-
moins, ce terme domine et pilote la solution non linéaire seulement lorsque les contrôles
sont petits dans des espaces plus réguliers que L∞. On obtient alors le résultat de non
contrôlabilité suivant.
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Proposition 3.2.1. Le système (3.1) n’est pas W 1,∞-STLC : il existe A, T ∗ > 0 tels
que pour tout T ∈ (0, T ∗), il existe ε > 0 tel que pour tout u ∈ W 1,∞(0, T ) avec
‖u‖W 1,∞(0,T ) < ε, la solution de (3.1) vérifie,

x3(T ; u, 0) ≥ A
∫ T

0
u2(t)2dt > 0. (3.3)

Ce résultat peut être déduit des travaux de Beauchard et Marbach (voir [22] ou le
Théorème 1.4.23 avec k = 3). Par souci de clarté, on rappelle ici la preuve.

On introduit pour T > 0 et u ∈ L1(0, T ), la famille (un)n∈N des primitives itérées
de u, définie par récurrence par,

u0 := u et ∀n ∈ N, un+1(t) :=
∫ t

0
un(τ)dτ, t ∈ [0, T ]. (3.4)

Démonstration de la Proposition 3.2.1. La troisième coordonnée de (3.1) peut s’écrire
comme

x3(T ; u, 0) =
∫ T

0
u2(t)2dt+

∫ T

0
u1(t)3dt. (3.5)

Ainsi, pour u ∈W 1,∞(0, T ), deux intégrations par parties montrent que

x3(T ; u, 0) =
∫ T

0
(1 + u′(t))u2(t)2dt ≥

(
1− ‖u′‖L∞(0,T )

) ∫ T

0
u2(t)2dt, (3.6)

ce qui donne le résultat.

Stratégie 3.2.2. Cet exemple permet de dégager une stratégie de preuve pour observer
des dérives quadratiques empêchant la contrôlabilité dans des espaces réguliers.

1. On développe la solution le long de la direction perdue pour identifier les termes
dominants. Ici, cette étape est immédiate avec (3.5).

2. On identifie dans quel régime sur les contrôles le reste cubique est absorbé par
le terme quadratique. Ici, les intégrations par parties permettent d’identifier que
c’est le cas lorsque ‖u′‖L∞ est petit.

3. On montre que le terme quadratique possède une coercivité quantifiée par une
norme H−n du contrôle. Ici, encore une fois, comme le terme quadratique a une
expression simple, cette étape est immédiate.

4. On montre que cette coercivité se propage au non linéaire comme dans (3.6).

Deuxième idée. Pour prouver un résultat de STLC lorsque la condition d’Hermes-
Sussmann n’est pas vérifiée, Kawski développe une stratégie dans [88].

— On prouve d’abord que les directions perdues au linéaire sont des ‘vecteurs tan-
gents’ en utilisant des contrôles oscillants.

— Puis, on déduit la STLC grâce à un processus itératif qui utilise des intervalles
de temps arbitrairement petits.

À cause du coût de la contrôlabilité, la deuxième étape ne semble pas adaptée
à la dimension infinie. Ainsi, on utilise plutôt le théorème de point fixe de Brouwer
pour récupérer la STLC dans l’esprit de [59, Chapitre 8]. Comme l’utilisation de ce
résultat requiert de la continuité, on développe un nouveau concept de ‘vecteur tangent’
plus adapté à cette nouvelle stratégie. Cette méthode est mise en place sur (3.1) pour
améliorer le résultat de STLC originel de Sussmann.

Proposition 3.2.3. Le système (3.1) est H1-STLC.
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Démonstration. Étape 1 : Bouger le long de la direction perdue grâce à des contrôles
oscillants. Soit T > 0. Considérons pour b ∈ R∗, le contrôle défini sur [0, T ] par

ub(t) := sign(b)|b| 3
25φ′′

(
t

|b| 4
25

)
avec φ ∈ C∞c (0, 1) t. q.

∫ 1

0
φ′(θ)3dθ = 1.

En substituant cette expression dans (3.5) puis en faisant le changement de variable
t = |b| 4

25 θ, on obtient que

x3(T ; ub, 0) =
∫ |b| 4

25

0

[
sign(b)|b| 7

25φ′
(

t

|b| 4
25

)]3

dt+
∫ |b| 4

25

0

[
sign(b)|b| 11

25φ

(
t

|b| 4
25

)]2

dt

= b

∫ 1

0
φ′(θ)3dθ + |b| 26

25

∫ 1

0
φ(θ)2dθ = b+O(|b| 26

25 ).

De plus, comme ub est supportée sur (0, |b| 4
25 ) ⊂ (0, T ) pour b suffisamment petit, on

a
x(T ; ub, 0) = be3 +O(|b| 26

25 ). (3.7)

Par ailleurs, en utilisant la forme explicite du contrôle, on peut remarquer que

‖u′b‖Lp(0,T ) ≤ ‖φ(3)‖Lp(0,1)|b|
1

25

(
−1+ 4

p

)
, ∀p ∈ [1,+∞]. (3.8)

La famille de contrôles (ub)b∈R est donc arbitrairement petite dans H1
0 (0, T ) (mais pas

dans W 1,∞(0, T )). De plus, l’application b ∈ R∗ 7→ ub ∈ H1
0 (0, T ) peut être étendue

continûment en zéro avec u0 = 0.

Étape 2 : Récupérer la STLC grâce au théorème des valeurs intermédiaires. D’abord,
comme le système linéarisé autour de zéro de (3.1) est contrôlable sur Vect(e1, e2), par
test linéaire, le système (3.1) est localement contrôlable en projection sur Vect(e1, e2) :
pour tous T > 0, T0 ∈ (0, T ), il existe δ0 > 0 et une fonction Γ : B(0, δ0)× B(0, δ0) ∩
Vect(e1, e2) → H1

0 (0, T ) de classe C1 avec Γ(0, 0) = 0 tels que pour tout (x0, xf ) ∈
B(0, δ0)×B(0, δ0) ∩Vect(e1, e2), la solution de (3.1) vérifie

(x1(T ; Γ(x0, xf ), x0), x2(T ; Γ(x0, xf ), x0)) = (〈xf , e1〉, 〈xf , e2〉) .

À partir de cette contrôlabilité sur les ‘composantes linéaires’ et le mouvement le long
de la direction perdue réalisé à l’Étape 1, on peut récupérer la STLC. Soient T, η > 0.
Soit xf ∈ R3 tel que |xf | < δ := η

2 . Pour b ∈ R, on considère le contrôle défini par

vb := ub1lt∈[0,T ] + Γ(x(T ; ub, 0), xf )1lt∈[T,2T ],

où (ub)b∈R est la famille de contrôles construite à l’Étape 1.

Taille du contrôle. D’après l’estimation (3.8) de l’Étape 1, on a ‖ub‖H1
0 (0,T ) < η pour

b suffisamment petit. De plus, comme Γ est C1, il existe C > 0 telle que pour b
suffisamment petit,

‖Γ(x(T ; ub, 0), xf )‖H1
0 (T,2T ) ≤ C|x(T ; ub, 0)|+ C|xf | ≤ C|b|+ C|xf | ≤ η. (3.9)

Cible atteinte. Par construction de Γ, on sait déjà que pour tout b ∈ R,

(x1(2T ; vb, 0), x2(2T ; vb, 0)) = (〈xf , e1〉, 〈xf , e2〉) .

Il reste alors à montrer l’existence d’un b ∈ R tel que x3(2T ; vb, 0) = 〈xf , e3〉 en
appliquant le théorème des valeurs intermédiaires à la fonction suivante

Gxf : R → R
b 7→ b− x3(2T ; vb, 0) + 〈xf , e3〉.
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La continuité de Gxf provient de celle de b 7→ ub, de Γ et de la continuité de la
solution par rapport au contrôle. Pour montrer que Gxf stabilise un intervalle, comme
la troisième coordonnée de (3.1) n’a pas de terme linéaire, on montre grâce à l’inégalité
de Gronwall ou en calculant explicitement la solution qu’il existe C > 0 telle que,

∀b ∈ R, |x3(2T ; vb, 0)− x3(T ; ub, 0)| ≤ C
(
|x(T ; ub, 0)|2 + ‖vb‖2L2(T,2T )

)
.

Ainsi, par construction (3.8) de la famille (ub)b∈R et avec l’estimation (3.9) sur vb, on
a

|x3(2T ; vb, 0)− b| ≤ C|b| 26
25 + C|xf |2.

Soit ρ > 0 tel que Cρ
1

25 < 1
2 et quitte à réduire δ > 0, on peut supposer que Cδ2+δ < ρ

2 .
Alors,

∀b ∈ (−ρ, ρ), |Gxf (b)| ≤ C|b| 26
25 + C|xf |2 + |xf | ≤ Cρ

26
25 + Cδ2 + δ < ρ.

Ceci conclut la preuve.

Remarque 3.2.4. Cet exemple permet de dégager une stratégie de preuve, qui est
‘compatible avec la dimension infinie’ pour montrer des résultats de contrôlabilité mal-
gré des termes quadratiques signés.

1. On développe la solution le long de la direction perdue ξ. On identifie dans quel
régime sur le contrôle le terme cubique peut dominer le terme quadratique.

2. On utilise la prédominance du terme cubique pour construire une famille (ub)b∈R

de contrôles, arbitrairement petits dans le bon espace, telle que

x(T ; ub, 0) = bξ +O(|b|1+ε) quand b→ 0, pour un ε > 0.

3. On montre la contrôlabilité en projection du système non linéaire sur l’espace des
cibles atteignables au linéaire.

4. On déduit la STLC en appliquant le théorème de point fixe de Brouwer.

L’étude de (3.1) mène à la problématique suivante qui est résolue dans les travaux
[42, 43, 44] sur lesquels se base cette thèse.

Question 3.2.5. Peut-on trouver un système affine de dimension infinie pour lequel
— il n’y a pas STLC dans des espaces réguliers à cause de phénomènes de dérives

entières,
— mais il y a STLC dans des espaces moins réguliers, grâce au terme cubique et ce

malgré la présence d’une dérive ?

3.3 Système de contrôle considéré dans la thèse

Dans cette thèse, on s’intéresse au système de contrôle suivant,{
i∂tψ(t, x) = −∂2

xψ(t, x)− u(t)µ(x)ψ(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),
ψ(t, 0) = ψ(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ). (3.10)

Cette équation décrit l’évolution d’une particule quantique coincée dans un puits de
potentiel infini et soumise à un champ électrique dont l’amplitude est notée u(t). Le
moment dipolaire µ : (0, 1) → R décrit l’interaction entre le champ électrique et la
particule. Cette équation est un système de contrôle bilinéaire où l’état du système
est la fonction d’onde ψ et u : (0, T ) → R est un contrôle scalaire. Les résultats de
contrôlabilité déjà connus pour cette équation ont été rappelés dans le Chapitre 2.
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3.3.1 Cadre fonctionnel

En espace. À chaque instant t, la quantité |ψ(t, ·)|2 représente une densité de proba-
bilité. Ainsi, pour la variable d’espace, on travaille dans l’espace de Lebesgue L2(0, 1)
équipé du produit scalaire hermitien suivant,

〈f, g〉 =
∫ 1

0
f(x)g(x)dx, ∀f, g ∈ L2(0, 1).

On note S la sphère unité de L2(0, 1).

L’équation de Schrödinger peut être mise sous la forme abstraite suivante,

i
dψ

dt
(t) = Aψ(t)− u(t)Bψ(t),

où l’opérateur B est donné par la multiplication par µ et A est défini par

D(A) := H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1), Aϕ := −d

2ϕ

dx2 .

L’étude de cette équation est facilitée par la connaissance des valeurs propres et vec-
teurs propres de A, donnés par

∀j ∈ N∗, λj := (jπ)2 et ϕj :=
√

2 sin(jπ·).

La famille (ϕj)j∈N∗ forme une base hilbertienne de L2(0, 1). On introduit également

∀j ∈ N∗, ψj(t, x) := ϕj(x)e−iλjt, (t, x) ∈ R× [0, 1].

Pour tout j ∈ N∗, la fonction ψj est une solution de l’équation libre (i.e. avec u = 0)
associée à la condition initiale ψj(0) = ϕj . Lorsque j = 1, la fonction ψ1 est appelée
l’état fondamental. On définit aussi les espaces fonctionnels liés à A, indexés par s > 0,
par,

Hs
(0)(0, 1) := D(A

s
2 ), ‖ϕ‖Hs

(0)(0,1) := ‖ (〈ϕ,ϕj〉)j∈N∗ ‖hs =

+∞∑
j=1
|js〈ϕ,ϕj〉|2

 1
2

.

En temps. Pour tout k ∈ N, on considère Hk ((0, T ),R), l’espace de Sobolev usuel
et Hk

0 (0, T ) l’adhérence de C∞c (0, T ), l’ensemble des fonctions régulières à support
compact sur (0, T ), pour la topologie de Hk ((0, T ),R). Par l’inégalité de Poincaré,
Hk

0 (0, T ) peut être équipé de la norme

‖u‖Hk
0 (0,T ) :=

(∫ T

0
u(k)(t)2dt

)1/2

.

Pour k ∈ N∗, on définit également une norme de Sobolev négative pour tout u ∈
L2(0, T ) par,

‖u‖H−k(0,T ) := |u1(T )|+ ‖uk‖L2(0,T ), (3.11)

où on rappelle que (un)n∈N désigne la famille des primitives de u définie par (3.4).

Lemme 3.3.1. Soit T > 0. Il n’existe pas de constante C > 0 telle que,

∀u ∈ L2(0, T ), |u1(T )|+ ‖u1‖L2(0,T ) ≤ C
+∞∑
j=1

∣∣∣∣∣1j
〈
u,

√
2
T

sin
(
jπ·
T

)〉∣∣∣∣∣
2
 1

2

. (3.12)
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Démonstration. Soit T > 0. Considérons la suite de fonctions (un)n∈N∗ de L2(0, T )
définie pour tout n ∈ N∗ et t ∈ [0, T ] par,

un(t) := n1l[T− 1
n
,T ](t) et donc un1 (t) = n

(
t− T + 1

n

)
1l[T− 1

n
,T ](t). (3.13)

Dans un premier temps, on obtient que,

∀n ∈ N∗, un1 (T ) = 1 et ‖un1‖L2(0,T ) = 1√
3n
. (3.14)

De plus, pour tout n ∈ N∗, les coefficients de Fourier de un sont donnés par

∀j ∈ N∗,

〈
un,

√
2
T

sin
(
jπ·
T

)〉
=
√

2Tn
jπ

[
cos

(
jπ

(
1− 1

Tn

))
− (−1)j

]
.

Les développements de Taylor à l’ordre 1 puis à l’ordre 2 du cosinus (le terme d’ordre
1 s’annulant) conduisent à l’existence d’une constante C = C(T ) > 0 telle que, pour
tout (n, j) ∈ (N∗)2,∣∣∣∣∣

〈
un,

√
2
T

sin
(
jπ·
T

)〉∣∣∣∣∣ ≤ C et
∣∣∣∣∣
〈
un,

√
2
T

sin
(
jπ·
T

)〉∣∣∣∣∣ ≤ C jn.
En interpolant ces deux estimations, on obtient l’existence d’une constante C =
C(T ) > 0 telle que ∣∣∣∣∣

〈
un,

√
2
T

sin
(
jπ·
T

)〉∣∣∣∣∣ ≤ C
(
j

n

) 1
4
.

Finalement, on obtient que
+∞∑
j=1

∣∣∣∣∣1j
〈
un,

√
2
T

sin
(
jπ·
T

)〉∣∣∣∣∣
2

≤ C
+∞∑
j=1

1
j

3
2

 1
n

1
2
. (3.15)

Ainsi, si l’inégalité (3.12) était vraie, les estimations (3.14) et (3.15) sur la suite
(un)n∈N∗ définie par (3.13) conduiraient à,

∀n ∈ N∗, 1 + 1√
3n
≤ C

n
1
4
,

ce qui n’est pas possible lorsque [n→ +∞].

Remarque 3.3.2. Ainsi, la norme H−1(0, T ) définie par (3.11) ne correspond pas à la
norme usuelle définie par dualité. Cependant, la notation ‖ · ‖H−k est utilisée dans ce
manuscrit car ces quantités apparaissent naturellement dans les dynamiques linéaires
et non linéaires de l’équation de Schrödinger. De plus, cela permet d’homogénéiser
l’écriture des estimations sur le contrôle en norme ‖·‖Hk(0,T ) pour des k entiers positifs
et négatifs.

3.3.2 Notion de contrôlabilité utilisée

Dans toute la suite, on considère la notion suivante de contrôlabilité qui, comme
la Définition 1.1.2, met en valeur l’hypothèse de petitesse sur le contrôle.

Définition 3.3.3. SoientX un espace vectoriel normé de fonctions à valeurs complexes
définies sur [0, 1] et (ET , ‖ · ‖ET ) une famille d’espaces vectoriels normés de fonctions
à valeurs réelles définies sur [0, T ] pour T > 0. Le système (3.10) est dit E-localement
contrôlable en temps petit (E-STLC) autour de l’état fondamental avec des cibles dans
X si pour tout T > 0, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout ψ∗, ψf dans
S ∩X avec ‖ψ∗ −ψ1(0)‖X < δ et ‖ψf −ψ1(T )‖X < δ, il existe u ∈ L2(0, T )∩ET avec
‖u‖ET < ε tel que la solution ψ de (3.10) associée à la condition initiale ψ(0) = ψ∗
vérifie ψ(T ) = ψf .
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Le but de mes travaux [42, 43, 44] est d’exhiber deux familles d’espaces (E+
T )T>0

et (E−T )T>0 pour lesquelles l’équation de Schrödinger n’est pas E−-STLC mais est
néanmoins E+-STLC, en étudiant le développement de la solution autour de l’état
fondamental. Le résultat d’obstruction fait l’objet de [43] et est présenté dans le Cha-
pitre 4. Le résultat de contrôlabilité en temps petit est donné dans [44] et décrit dans
le Chapitre 5. Enfin, le résultat de contrôlabilité en projection avec des estimations
simultanées sur le contrôle dans des normes faibles qui est central pour la preuve du
résultat positif de [44] est contenu dans [42] et présenté dans le Chapitre 6.
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Chapitre 4

OBSTRUCTIONS QUADRATIQUES
POUR L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER

4.1 Commentaires bibliographiques

Beauchard et Marbach ont montré dans [22], pour des systèmes de contrôle de di-
mension finie, que lorsque le système linéarisé n’est pas contrôlable, l’alternative est la
suivante : soit l’état est contraint à vivre dans une variété à un terme de reste cubique
près ; soit le terme quadratique fait dériver la solution par rapport à cette variété ce
qui empêche la contrôlabilité. Cette dérive a lieu le long d’un crochet de Lie explicite
de longueur (2n+ 1), est quantifiée par la norme H−n du contrôle et est valable pour
des contrôles petits en norme W 2n−3,∞ pour un certain n ∈ N∗ (voir Théorème 1.4.23).

Pour des équations aux dérivées partielles, ce genre d’obstructions quadratiques a
déjà été observé sur l’équation de Schrödinger [25, 58], de Burgers [104], sur une classe
d’équations paraboliques non linéaires [23], pour l’équation de Korteweg-de Vries [63] et
le système du bac d’eau [64]. Tous ces résultats reposent sur l’obtention d’une inégalité
de coercivité sur la solution similaire à (3.3), impliquant une norme H−s du contrôle.
— Dans [58], Coron considère une particule quantique dans un puits de potentiel

qui se déplace le long d’une droite. L’auteur nie la contrôlabilité simultanée de
la fonction d’onde de la particule, la vitesse et la position du puits de potentiel
pour des contrôles petits en norme L2 en montrant une inégalité de coercivité
faisant intervenir la norme H−1 du contrôle. Par la suite, Beauchard et Moran-
cey utilisent une inégalité similaire pour nier la L∞-STLC pour une particule
quantique dans un puits de potentiel fixe lorsque seulement la fonction d’onde
est contrôlée.

— Dans [104], Marbach considère une équation de Burgers. Dans son cas, la forme du
terme quadratique ne permet pas de montrer de manière directe son caractère
signé. Un changement d’échelle en temps est alors effectué afin d’obtenir une
nouvelle équation avec une viscosité petite. Cela permet de faire le développement
asymptotique du terme quadratique par rapport à ce paramètre, d’obtenir la
propriété de coercivité recherchée qui fait intervenir la norme H−5/4 du contrôle
et de nier la L2-STLC. C’est la première fois qu’une obstruction quadratique
quantifiée par une norme de Sobolev non entière est observée.

— Dans [23], Beauchard et Marbach montrent, pour des équations paraboliques avec
des non linéarités particulières, des inégalités de coercivité faisant intervenir la
norme H−s du contrôle avec s > 0 entier ou non.

— Pour l’équation de KdV, posée sur un domaine de longueur critique et avec
contrôle au bord, Coron, Koenig et Nguyen prouvent une inégalité faisant inter-
venir la norme H−2/3 du contrôle, empêchant la H1-STLC. La preuve repose sur
la caractérisation des contrôles amenant la solution du système linéarisé de zéro
à zéro grâce au théorème de Paler-Wiener.

— Enfin, pour un système de bac d’eau modélisé par des équations de Saint-Venant,
Coron, Koenig et Nguyen montrent que le terme d’ordre 2 possède une propriété
de coercivité H−1 ce qui permet de nier la contrôlabilité pour des contrôles petits

41



Obstructions quadratiques pour l’équation de Schrödinger

en norme C0 pour des temps grands. Ainsi, contrairement aux résultats précé-
dents, l’asymptotique temps petit n’est pas utilisée pour montrer le caractère
signé du terme quadratique.

Dans ce contexte, l’objectif de [43] est double.

Objectif 4.1.1. Beauchard et Marbach soulignent dans [22] que l’hypothèse de peti-
tesse optimale sur le contrôle pour observer la première dérive des systèmes affines est
celle liée à l’espace W−1,∞. Ainsi, le premier objectif de [43] est d’améliorer le résultat
de [25] et de montrer que la première dérive permet de nier la W−1,∞-STLC.

Objectif 4.1.2. Le deuxième objectif est de faire l’étude systématique de toutes les
dérives entières. Dans [43], on donne un jeu d’hypothèses sur µ pour lequel on observe
une dérive quantifiée par une norme H−n du contrôle, ce qui permet de nier la H2n−3-
STLC pour tout n ∈ N∗.

Une telle étude en dimension infinie a seulement été menée sur des équations pa-
raboliques dans [23]. Cependant, les auteurs montrent que la n-ième dérive permet de
nier la H2n+2-STLC tandis que la norme optimale en dimension finie est celle don-
née par l’espace W 2n−3,∞ (au sens où il existe des systèmes de dimension finie qui ne
sont pas W 2n−3,∞-STLC à cause de cette dérive mais qui sont W 2n−4,∞-STLC). Pour
l’équation de Schrödinger, on récupère l’exposant optimal de régularité sur les contrôles
pour observer les dérives entières.

4.2 Résultat principal de [43]

Soit n ∈ N∗. Commençons par énoncer les hypothèses sur le moment dipolaire
µ qui permettent d’observer la n-ième dérive pour l’équation de Schrödinger (3.10).
On considère µ au moins dans H3((0, 1),R), pour assurer le caractère bien posé de
l’équation de Schrödinger (3.10) et qui vérifie les deux conditions suivantes.

(H1)K Il existe K ∈ N∗ tel que 〈µϕ1, ϕK〉 = 0.
(H2)K,n La suite (cj := 〈µϕ1, ϕj〉〈µϕK , ϕj〉)j∈N∗ vérifie

+∞∑
j=1

j4n|cj | < +∞, (4.1)

ApK := (−1)p−1
+∞∑
j=1

(
λj −

λ1 + λK
2

)
(λK − λj)p−1(λj − λ1)p−1cj = 0, (4.2)

∀p ∈ {1, . . . , n− 1},

AnK := (−1)n−1
+∞∑
j=1

(
λj −

λ1 + λK
2

)
(λK − λj)n−1(λj − λ1)n−1cj 6= 0. (4.3)

De manière heuristique, l’hypothèse (H1)K signifie que la direction ϕK est perdue
au niveau linéaire et (H2)K,n que le terme quadratique dominant est ‖un‖2L2 . Ainsi,
dans une asymptotique de contrôles petits (dans une norme à préciser) pour laquelle
le reste cubique est négligeable devant la dérive, le terme dominant de la solution ψ
de Schrödinger (3.10) le long de la direction perdue est donné par

=〈ψ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 ≈ −AnK
∫ T

0
un(t)2dt.

Pour faire le lien entre les hypothèses (4.2)-(4.3) et les conditions connues en dimen-
sion finie énoncées en termes de crochets de Lie, on peut montrer le résultat suivant.
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Proposition 4.2.1. Soit p ∈ N∗. Si µ est dans H2p(0, 1) telle que µ(2n+1)(0) =
µ(2n+1)(1) = 0 pour tout n = 0, . . . , p − 2 (sans conditions de bords lorsque p = 1)
alors

ApK = (−1)p−1

2 〈[adp−1
A (µ), adpA(µ)]ϕ1, ϕK〉, (4.4)

où les crochets de Lie sont bien définis et sont des commutateurs d’opérateurs.

Démonstration. Pour simplifier, la preuve est présentée seulement pour p = 1 et 2. La
preuve pour p ∈ N∗ quelconque est similaire.
Cas p = 1. Soit µ ∈ H2(0, 1). D’abord, pour tout a, b ∈ N∗, on a

(λa − λb)〈µϕa, ϕb〉 = 〈µϕa, (λa Id−A)ϕb〉 = −〈ad1
A(µ)ϕa, ϕb〉, (4.5)

car A est auto-adjoint sur D(A) et ϕb, µϕa sont dans D(A) lorsque µ est H2(0, 1).
Ainsi, en utilisant l’expression (4.3), que (ϕj)j∈N∗ est une base hilbertienne et l’anti-
symétrie de l’opérateur ad1

A(µ) sur D(A), on obtient

2A1
K =

+∞∑
j=1

(λj − λ1)〈µϕ1, ϕj〉〈µϕK , ϕj〉+
+∞∑
j=1

(λj − λK)〈µϕ1, ϕj〉〈µϕK , ϕj〉

=
+∞∑
j=1
〈ad1

A(µ)ϕ1, ϕj〉〈µϕK , ϕj〉+
+∞∑
j=1
〈µϕ1, ϕj〉〈ad1

A(µ)ϕK , ϕj〉

= 〈ad1
A(µ)ϕ1, µϕK〉+ 〈µϕ1, ad1

A(µ)ϕK〉 = 〈[µ, ad1
A(µ)]ϕ1, ϕK〉.

Cas p = 2. Soit µ ∈ H4(0, 1) telle que µ′(0) = µ′(1) = 0. On montre d’abord, en
utilisant (4.5), que pour tout a, b ∈ N∗,

(λa − λb)2〈µϕa, ϕb〉 = 〈ad1
A(µ)ϕa, (A− λa Id)ϕb〉 = 〈ad2

A(µ)ϕa, ϕb〉,

car ϕb et adA(µ)ϕa sont dans D(A). À partir de cette égalité, la preuve de (4.4) se
traite comme dans le cas p = 1.

Ainsi, formellement (ou de manière rigoureuse lorsque les hypothèses de la Propo-
sition 4.2.1 sont vérifiées), les conditions (4.2) et (4.3) peuvent s’écrire comme

∀p ∈ {1, . . . , n− 1}, 〈[adp−1
A (µ), adpA(µ)]ϕ1, ϕK〉 = 0

〈[adn−1
A (µ), adnA(µ)]ϕ1, ϕK〉 6= 0.

On retrouve l’hypothèse algébrique énoncée par Beauchard et Marbach dans [22] sous
laquelle le terme quadratique provoque une dérive empêchant la W 2n−3-STLC pour
les systèmes affines (1.2).

On peut alors énoncer le résultat principal de [43].

Théorème 4.2.2. Soit (n,K) ∈ (N∗)2. Supposons que µ vérifie (H1)K-(H2)K,n. Si
n ≥ 2 (resp. n = 1), alors l’équation de Schrödinger (3.10) n’est pas H2n−3-STLC
(resp. W−1,∞-STLC).

Plus précisément, il existe C > 0 telle que pour tout A ∈ (0, |A
n
K |
4 ), il existe T ∗ > 0

tel que pour tout T ∈ (0, T ∗), il existe η > 0 tel que pour tout u ∈ H2n−3(0, T ) (resp.
u ∈ L2(0, T )) avec ‖u‖H2n−3(0,T ) ≤ η (resp. ‖u1‖L∞(0,T ) ≤ η), la solution ψ de (3.10)
avec la condition initiale ψ(0) = ϕ1 vérifie

− sign(AnK)=〈ψ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 ≥ A‖un‖2L2(0,T ) − C‖(ψ − ψ1)(T )‖2L2(0,1). (4.6)
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Remarque 4.2.3. Sous les hypothèses (H1)K-(H2)K,n, les cibles suivantes ne peuvent
pas être atteintes par la solution de l’équation de Schrödinger (3.10), pour tout δ > 0
suffisamment petit,

ψδ =
(√

1− δ2ϕ1 + i sign(AnK)δϕK
)
e−iλ1T .

En effet, comme la famille (ϕj)j∈N∗ est orthonormale, on a

∀δ ∈ (0, 1), ‖ψδ − ψ1(T )‖2L2(0,1) =
(√

1− δ2 − 1
)2

+ δ2 ≤ 2δ2.

Ainsi, s’il existe u tel que ψ(T ) = ψδ alors, l’inégalité de coercivité (4.6) implique que,

−δ ≥ A‖un‖2L2 − 2Cδ2,

ce qui est faux pour des δ suffisamment petits.

Exemple 4.2.4. Pour µ(x) = x − 1
2 , on peut calculer que 〈µϕ1, ϕ1〉 = 0 et A1

1 = 1.
Donc µ vérifie (H1)1-(H2)1,1 et le Théorème 4.2.2 s’applique. Ainsi, pour le résultat
négatif de STLC de Coron dans [58], pour une particule quantique dans un puits de
potentiel qui bouge le long d’une droite, le contrôle n’a pas besoin d’être petit dans
L∞ mais seulement dans W−1,∞.

4.3 Stratégie de preuve
Dans cette section, on présente une esquisse de preuve du Théorème 4.2.2. La preuve

complète se trouve dans le Chapitre 8. La preuve repose sur l’étude du développement
de la solution de l’équation de Schrödinger (3.10) autour de l’état fondamental jusqu’à
l’ordre deux. Formellement, on peut considérer

— le terme d’ordre 1, noté Ψ, qui est solution du système linéarisé donné par,
i∂tΨ = −∂2

xΨ− u(t)µ(x)ψ1,
Ψ(t, 0) = Ψ(t, 1) = 0,
Ψ(0, x) = 0,

(4.7)

— et le terme d’ordre 2, noté ξ, qui est solution de
i∂tξ = −∂2

xξ − u(t)µ(x)Ψ,
ξ(t, 0) = ξ(t, 1) = 0,
ξ(0, x) = 0.

(4.8)

On étudie alors le développement ψ ≈ ψ1 + Ψ + ξ de la manière suivante.
1. On montre que lorsque µ vérifie (H1)K, la direction ϕK est perdue au linéaire.
2. On prouve que le terme quadratique se comporte principalement comme ‖un‖2L2

sous l’hypothèse (H2)K,n.
3. On prouve que le terme quadratique domine le développement et pilote le com-

portement de la solution non linéaire. Pour ce faire, on quantifie de manière fine,
le reste cubique du développement.

4.3.1 Étape 1 : étude du terme linéaire

On résout explicitement (4.7) grâce à la formule de Duhamel pour obtenir que,

∀t ∈ [0, T ], Ψ(t) = i
+∞∑
j=1

(
〈µϕ1, ϕj〉

∫ t

0
u(τ)ei(λj−λ1)τdτ

)
ψj(t). (4.9)

Ainsi, lorsque (H1)K est vérifiée, la direction ϕK est perdue au sens où,

〈Ψ(t), ϕK〉 = 0, t ∈ [0, T ]. (4.10)
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4.3.2 Étape 2 : étude du terme quadratique

La deuxième étape consiste à montrer que le long de la direction perdue au linéaire,
le terme quadratique possède une propriété de coercivité quantifiée par la norme H−n
du contrôle lorsque l’on suppose (H2)K,n.

Étape 2.1. En utilisant la forme explicite du terme linéaire (4.9) et en résolvant (4.8),
on obtient que le terme quadratique peut se mettre sous la forme

〈ξ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 =
∫ T

0
u(t)

∫ t

0
u(τ)h(t, τ)dτdt, (4.11)

où h est un noyau explicite.

Étape 2.2. La clé pour faire apparaître la coercivité de cette forme quadratique est la
régularité de h qui permet de faire des intégrations par parties pour obtenir

〈ξ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = −i
n∑
p=1

ApK

∫ T

0
up(t)2ei(λK−λ1)(t−T )dt

+
∫ T

0
un(t)

∫ t

0
un(τ)∂n1 ∂n2 h(t, τ)dτdt+O

 n∑
p=1
|up(T )|2 + T‖un‖2L2(0,T )

 , (4.12)

où la notation O fait référence à une asymptotique (T, ‖u1‖L∞(0,T ))→ 0.

Étape 2.3. Ainsi, à condition que l’on puisse négliger les termes de bords, le terme
quadratique dominant est donné par ‖up‖2L2 où p est l’indice du premier coefficient ApK
qui ne s’annule pas. Donc, lorsque l’on suppose (H2)K,n, on obtient

=〈ξ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = Qn(un) +O
 n∑
p=1
|up(T )|2 + T‖un‖2L2(0,T )

 , (4.13)

où Qn est la forme quadratique réelle donnée par

Qn(s) := −AnK
∫ T

0
s(t)2 cos(λK − λ1)(t− T )dt+

∫ T

0
s(t)

∫ t

0
s(τ)=(∂n1 ∂n2 h(t, τ))dτdt.

Étape 2.4. En étudiant la forme quadratique Qn, on montre la propriété de coercivité
attendue : il existe T ∗ > 0 tel que pour tout T ∈ (0, T ∗) et un ∈ L2(0, T ),

− sign(AnK)Qn(un) ≥ |A
n
K |
4

∫ T

0
un(t)2dt. (4.14)

Étape 2.5. Il reste à montrer que les termes de bords (up(T ))p=1,...,n peuvent être
négligés devant la dérive ‖un‖2L2 . En montrant que le système linéarisé peut au moins
bouger dans n directions distinctes, on obtient que,

n∑
p=1
|up(T )| = O

(√
T‖un‖L2(0,T ) + ‖u1‖2L2(0,T ) + ‖(ψ − ψ1)(T )‖L2(0,1)

)
. (4.15)

Conclusion. Les estimations (4.13) et (4.15) conduisent alors à

=〈ξ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = Qn(un) +O
(
T‖un‖2L2 + ‖u1‖2L2 + ‖(ψ − ψ1)(T )‖2L2

)
, (4.16)

où Qn est une forme quadratique avec une ‘bonne’ propriété de coercivité.
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4.3.3 Étape 3 : estimation d’erreur sur le reste du développement

Pour montrer que la dérive domine dans le développement de la solution, il faut que
le reste du développement soit négligeable devant ‖un‖2L2 . Or, les estimations d’erreur
classiques faisant intervenir la norme L2 du contrôle ne permettent pas de faire cela.

Étape 3.1. Ceci motive l’introduction d’un nouveau système, proche de l’équation
de Schrödinger (dans un sens à préciser) pour lequel une quantification du reste du
développement de la solution fait intervenir plutôt la norme L2 de la primitive du
contrôle. Ce nouvel état, noté ψ̃, est défini par,

ψ̃(t, x) := ψ(t, x)e−iu1(t)µ(x), (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1], (4.17)

qui est solution du nouveau système
i∂tψ̃ = −∂2

xψ̃ − iu1(t)(2µ′(x)∂xψ̃ + µ′′(x)ψ̃) + u1(t)2µ′(x)2ψ̃,

ψ̃(t, 0) = ψ̃(t, 1) = 0,
ψ̃(0, x) = ϕ1(x).

(4.18)

En introduisant Ψ̃ (resp. ξ̃), le terme d’ordre 1 (resp. le terme d’ordre 2) dans le
développement de ψ̃, on montre l’estimation d’erreur suivante,

〈eiu1(T )µ(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃− ξ̃)(T ), ϕK〉 = O
(
‖u1‖3L2(0,T )

)
. (4.19)

Cette estimation est réalisée pour des contrôles L2 petits en norme W−1,∞. Le
facteur de phase est présent pour faciliter le retour à l’équation de Schrödinger (voir
l’Étape 3.2). Il est important de noter que Beauchard et Morancey ont déjà montré
dans [25, Proposition 3] une estimation d’erreur similaire mais dans une asymptotique
de contrôles petits en norme L2. Comme notre but est de nier la W−1,∞-STLC pour
la première dérive, il est nécessaire de travailler dans cette asymptotique plus fine,
ce qui pose de nouvelles difficultés. En effet, l’étude du système auxiliaire (4.18) est
compliquée à cause de la perte de régularité induite par le terme ∂xψ̃. Des estimations
sur ce système sont néanmoins obtenues grâce à des estimations d’énergie.

Étape 3.2. Comme l’équation de Schrödinger (3.10) et le système auxiliaire (4.18) ne
diffèrent que d’un facteur de phase (voir (4.17)), on déduit de l’estimation (4.19) sur
le système auxiliaire l’estimation suivante sur l’équation de Schrödinger,

〈(ψ − ψ1 −Ψ− ξ)(T ), ϕK〉 = O
(
‖u1‖3L2 + |u1(T )|3

)
. (4.20)

Le terme de bord u1(T ) est géré grâce à l’estimation (4.15). Il reste alors à montrer
qu’un tel reste cubique peut être négligeable devant la dérive en ‖un‖2L2 . Ceci est fait
grâce aux inégalités de Gagliardo-Nirenberg qui donnent l’existence d’une constante
C > 0 telle que pour tout T > 0 et pour tout u ∈ H2n−3(0, T ),

‖u1‖3L2(0,T ) ≤ C
(
‖u(2n−3)‖L2(0,T ) + T−2n+3‖u‖L2(0,T )

)
‖un‖2L2(0,T ).

Cette inégalité indique dans quelle asymptotique sur le contrôle la dérive domine tous
les termes du développement.

Conclusion. Finalement, on obtient l’existence de C, T1 > 0 tels que pour tout T ∈
(0, T1), il existe η1 > 0 tel que pour tout u ∈ H2n−3(0, T ) avec ‖u1‖L∞(0,T ) < η1,

|〈(ψ − ψ1 −Ψ− ξ)(T ), ϕK〉|
≤ C

([
T + ‖u(2n−3)‖L2 + T−2n+3‖u‖L2

]
‖un‖2L2 + ‖(ψ − ψ1)(T )‖2L2

)
. (4.21)
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4.3.4 Preuve du Théorème 4.2.2

En regroupant l’étude des différents termes (4.10), (4.16) et (4.21) du développe-
ment de la solution, on obtient l’existence de C, T1 > 0 tels que pour tout T ∈ (0, T1),
il existe η1 > 0 tel que pour tout u ∈ H2n−3(0, T ) avec ‖u1‖L∞(0,T ) < η1,

∣∣∣=〈ψ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 −Qn(un)
∣∣∣

≤ C
([
T + ‖u(2n−3)‖L2 + T−2n+3‖u‖L2

]
‖un‖2L2 + ‖(ψ − ψ1)(T )‖2L2

)
.

Posons A ∈ (0, |A
n
K |
4 ), T ∗ := min(T1,

|AnK |
12C − A

3C ), T ∈ (0, T ∗) et η := min(η1,
|AnK |
12C −

A
3C ,

( |AnK |
12C − A

3C

)
T 2n−3). Alors, pour tout u ∈ H2n−3(0, T ) avec ‖u‖H2n−3(0,T ) < η, on

obtient∣∣∣=〈ψ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 −Qn(un)
∣∣∣ ≤ ( |AnK |4 −A

)
‖un‖2L2 + C‖(ψ − ψ1)(T )‖2L2 .

La coercivité de Qn donnée par (4.14) permet alors de conclure.

4.4 Perspectives et problèmes ouverts

4.4.1 Optimalité du cadre fonctionnel dans le Théorème 4.2.2

En étudiant le développement à l’ordre 3 de la solution de l’équation de Schrödin-
ger (3.10) dans le cadre du résultat positif de contrôlabilité (voir Chapitre 5), on a
observé que le terme cubique se comporte comme

∫ T
0 u1(t)2u2(t)dt (voir (5.12)). Ainsi,

l’estimation du reste cubique (4.20) n’est pas optimale.

Problème ouvert 4.4.1. Lorsque µ vérifie (H1)K-(H2)K,n, peut-on prouver l’exis-
tence d’une constante C > 0 telle que, dans une asymptotique (T, ‖u1‖L∞)→ 0,

|〈(ψ − ψ1 −Ψ− ξ)(T ), ϕK〉| ≤ C
∣∣∣∣∣
∫ T

0
u1(t)2|u2(t)|dt

∣∣∣∣∣ ? (4.22)

Ainsi, l’estimation (4.22) permettrait d’améliorer le Théorème 4.2.2, par exemple
en niant laW 2,∞-STLC au lieu de la H3-STLC lorsque µ vérifie (H1)K-(H2)K,3 grâce
à l’inégalité suivante.

Lemme 4.4.2. Il existe C > 0 telle que pour tout T > 0 et u ∈W 2,∞(0, T ),∣∣∣∣∣
∫ T

0
u1(t)2|u2(t)|dt

∣∣∣∣∣ ≤ C (‖u′′‖L∞(0,T ) + T−
55
10 ‖u3‖L2(0,T )

)
‖u3‖2L2(0,T ).

Démonstration. Dans un premier temps, l’inégalité de Hölder implique que∣∣∣∣∣
∫ T

0
u1(t)2|u2(t)|dt

∣∣∣∣∣ ≤ ‖u1‖2L10/3(0,T )‖u2‖L5/2(0,T ).

En utilisant les deux inégalités de Gagliardo-Nirenberg suivantes,

‖u2‖L5/2(0,T ) ≤ C‖u′′‖
1
5
L∞(0,T )‖u3‖

4
5
L2(0,T ) + CT−

11
10 ‖u3‖L2(0,T ),

‖u1‖L10/3(0,T ) ≤ C‖u′′‖
2
5
L∞(0,T )‖u3‖

3
5
L2(0,T ) + CT−

22
10 ‖u3‖L2(0,T ),

on obtient le résultat.
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4.4.2 Conditions de bords de Neumann

Une autre perspective pourrait être de considérer l’équation de Schrödinger munie
de conditions de bords de Neumann, donnée par{

i∂tψ(t, x) = −∂2
xψ(t, x)− u(t)µ(x)ψ(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),

∂xψ(t, 0) = ∂xψ(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ). (4.23)

Encore une fois, l’étude de ce système est facilitée par la connaissance des éléments
propres du Laplacien-Neumann qui sont donnés par,

∀k ∈ N, λ̂k := (kπ)2 et ϕ̂k :=
{

1, si k = 1,√
2 cos(kπ·), si k 6= 1.

Le caractère bien posé de l’équation (4.23) et la contrôlabilité du système linéarisé
autour de l’état fondamental (ϕ̂0, u ≡ 0) se traitent exactement comme dans le cas
Dirichlet. En particulier, dans le même esprit que [19, Théorèmes 1 et 4] (voir aussi le
Théorème 2.4.2), on peut montrer le résultat suivant de contrôlabilité locale.
Théorème 4.4.3. Supposons que µ est dans H2((0, 1),R) et vérifie

il existe c > 0 telle que ∀k ∈ N, 〈µ, ϕ̂k〉 ≥
c

1 + k2 .

Alors, le système (4.23) est L2-STLC autour de l’état fondamental.
Problème ouvert 4.4.4. Lorsqu’il existe un entier K ∈ N tel que 〈µ, ϕ̂K〉 = 0, peut-
on trouver un jeu d’hypothèses sur µ permettant d’observer n’importe quelle dérive
entière pour l’équation (4.23) ?

De nombreuses difficultés apparaissent lorsque l’on essaie d’appliquer la stratégie
présentée dans la Section 4.3 dans ce cas. Tout d’abord, le noyau quadratique qui
apparaît dans (4.11) n’est plus suffisamment régulier pour effectuer les intégrations par
parties permettant de faire apparaître la propriété de coercivité comme dans (4.12).
De plus, l’utilisation du système auxiliaire (voir la Section 4.3.3) pour estimer le reste
cubique est compromise : les conditions de bords de Neumann sont transformées en
des conditions de Robin dynamiques, ce qui complique la manipulation de ce système.

4.4.3 Autres types de dérives

Les travaux de Marbach [104] puis de Beauchard et Marbach [23] et de Coron,
Koenig et Nguyen [63] ont mis en lumière l’existence de dérives quadratiques fraction-
naires, c’est-à-dire quantifiées par des normes H−s du contrôle avec s > 0 non entier.
Pour les équations paraboliques, dans [23], le terme quadratique se met sous la forme,∫ T

0
u(t)

∫ t

0
u(τ)h(t− τ)dτdt,

ce qui permet de relier l’étude de son signe au comportement en hautes fréquences
de la transformée de Fourier de h. Dans notre cas (voir (4.11)), le noyau n’apparaît
pas sous la forme h(t − τ) ce qui ne permet pas de reproduire ce schéma de preuve.
Cette difficulté apparaît aussi dans [104] que l’auteur résout en utilisant la théorie des
opérateurs intégraux faiblement singuliers (voir par exemple [133, 137]) qui fournit des
critères de coercivité quantifiée par une norme de Sobolev non entière.
Lemme 4.4.5. Soit L une fonction continue définie sur {(t, s) ∈ (0, 1)2; t 6= s}. On
suppose qu’il existe κ > 0 et δ ∈ (1

2 , 1] tels que,

|L(t, s)| ≤ κ|t− s|− 1
2 ,

|L(t, s)− L(t′, s)| ≤ κ|t− t′|δ|t− s|− 1
2−δ, pour |t− t′| ≤ 1

2 |t− s|,

|L(t, s)− L(t, s′)| ≤ κ|s− s′|δ|t− s|− 1
2−δ, pour |s− s′| ≤ 1

2 |t− s|.
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Alors, il existe une constante C(δ) > 0 indépendante de L telle que,

∀U ∈ L2(0, 1), |〈LU,U〉| ≤ κC(δ)‖U‖2H−1/4(0,1).

Problème ouvert 4.4.6. Peut-on observer des dérives fractionnaires sur l’équation
de Schrödinger (3.10) ?

4.4.4 Obstructions quadratiques pour un système de réaction-diffusion

La méthode employée pour faire l’étude systématique des dérives entières sur l’équa-
tion de Schrödinger peut être reproduite pour d’autres équations. Par exemple, consi-
dérons un système de réaction-diffusion de la forme

∂ty1(t, x)− ∂2
xy1(t, x) = y2(t, x) + f(y2(t, x)), (t, x) ∈ (0, T )× (0, π),

∂ty2(t, x)− d∂2
xy2(t, x) = u(t)χ(x), (t, x) ∈ (0, T )× (0, π),

y(t, 0) = y(t, π) = 0, t ∈ (0, T ),
y(0, x) = y0(x), x ∈ (0, π),

(4.24)

où d ∈ (0,+∞), χ ∈ L2(0, π) et f ∈ C3(R,R) telle que

∀y2 ∈ R, f(y2) = ay2
2 + y3

2g(y2), avec a ∈ R∗ et g ∈ C1(R; R).

Lorsque
√
d ∈ Q, le système linéarisé autour de (0, 0) perd une infinité de directions.

On peut alors se demander si les termes quadratiques empêchent la contrôlabilité du
système non linéaire (4.24) lorsque les contrôles sont petits dans des espaces réguliers.

Conjecture 4.4.7. Soit n ∈ N∗. Supposons qu’il existe (k, j) ∈ (N∗)2 tels que k2 = dj2

et que χ vérifie un jeu certain d’hypothèses (Hχ,n) (non explicité ici pour alléger
l’énoncé). Alors le système (4.24) n’est pas localement contrôlable à zéro en temps
petit : il existe C > 0, T ∗ ∈ (0, 1), η∗ ∈ (0, 1) tels que pour tout T ∈ (0, T ∗), pour tout
η ∈ (0, η∗), pour toute condition initiale (y0, 0), pour tout contrôle u ∈ H2n−3(0, T )
(u ∈ L∞(0, T ) si n = 1) avec ‖u‖H2n−3(0,T ) < η (avec ‖u1‖L∞(0,T ) < η si n = 1), la
solution de (4.24) vérifie

〈y(T, ·), ψ〉 ≥ C
∫ T

0
un(t)2dt,

avec

ψ := ak

(
0
1

)
sin(kπ·) + aj

(
1

− 1
(1−d)k2

)
sin(jπ·) et

(
akχk −

ajχj
(1− d)j2

)
= 0.

La preuve d’un tel résultat fait l’objet d’un travail en cours avec Kévin Le Balc’h.
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Chapitre 5

RÉSULTAT POSITIF DE
CONTRÔLABILITÉ MALGRÉ UNE

DÉRIVE POUR L’ÉQUATION DE
SCHRÖDINGER

Objectif 5.0.1. Lorsqu’il existe K ∈ N∗ tel que le moment dipolaire µ vérifie

〈µϕ1, ϕK〉 = 0, A1
K = A2

K = 0 et A3
K 6= 0,

par le Théorème 4.2.2 de [43], l’équation de Schrödinger n’est pas H3-STLC. Le but de
[44] est de montrer que cette obstruction est présente uniquement pour des contrôles
petits dans H3 et que l’on peut récupérer de la STLC dans un espace plus gros sous
les mêmes hypothèses sur µ.

Ainsi, en rassemblant les résultats des papiers [43, 44], la Question 3.2.5 sera résolue.

5.1 Commentaires bibliographiques

Le but est de réaliser l’Objectif 5.0.1 avec la stratégie de ‘power series expansion’
présentée dans [59, Chapitre 8] en dimension finie.

Cette stratégie est utilisée pour la première fois en dimension infinie dans [62] pour
prouver la STLC d’une équation de Korteweg-de Vries. Auparavant, Rosier a étudié
dans [123] la contrôlabilité de cette équation posée sur un intervalle (0, L) avec des
conditions de Dirichlet et un contrôle agissant sur la dérivée de la solution en x = L.
Rosier prouve que lorsque L n’appartient pas à un ensemble N de valeurs critiques, le
système linéarisé autour de zéro est contrôlable et donc grâce à un théorème de point
fixe que le système non linéaire l’est localement. Lorsque L ∈ N , Rosier montre que le
système linéarisé n’est pas contrôlable à cause de l’existence d’un espace de dimension
finieM de cibles non atteignables.

— Pour des longueurs critiques telles queM est de dimension 1, Coron et Crépeau
récupèrent dans [62] la contrôlabilité en temps petit en étudiant le développement
de la solution jusqu’à l’ordre trois, le terme d’ordre deux s’annulant.

— Dans [51], Cerpa utilise la même approche pour traiter d’autres longueurs cri-
tiques. Dans son cas,M est de dimension 2 et un développement à l’ordre deux
suffit pour récupérer de la contrôlabilité mais seulement en temps long.

— Ensuite, Cerpa et Crépeau prouvent dans [53] la contrôlabilité en temps long
pour n’importe quelle longueur critique en combinant les méthodes de [51, 62].

Pour plus de précisions sur ces résultats, le lecteur pourra également se référer à l’ar-
ticle de synthèse [52] de Cerpa.

Cette méthode a également été utilisée pour l’équation de Schrödinger.
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— Dans [13, 17], les auteurs montrent la contrôlabilité d’une particule quantique
dans un puits de potentiel de longueur variable en dimension 1. La preuve repose
sur un argument de compacité qui nécessite la contrôlabilité locale autour de tra-
jectoires périodiques, obtenue par test linéaire ou en étudiant le développement
de la solution à l’ordre deux lorsque le système linéarisé perd une direction.

— Dans [25], les auteurs utilisent aussi un développement à l’ordre deux pour ré-
cupérer la contrôlabilité en temps long avec des contrôles L2 de l’équation de
Schrödinger (3.10).

De plus, pour une équation parabolique avec une non linéarité bien choisie, Beau-
chard et Marbach montrent dans [23] que le terme quadratique aide à récupérer une
infinité de directions perdues au linéaire. À ce jour, ce phénomène a seulement été
observé sur ce type d’équations.

Enfin, cette stratégie sert aussi à montrer des résultats de stabilisation (voir par
exemple [57, 65, 66]).

Ainsi, à notre connaissance, [44] contient le premier résultat de contrôlabilité en
temps petit, réalisé grâce à un développement de la solution à l’ordre trois, malgré la
présence d’un terme quadratique signé.

5.2 Résultat principal de [44]
Commençons par donner un jeu d’hypothèses sur le moment dipolaire µ permettant

de récupérer la STLC malgré une dérive quantifiée par la norme H−3 du contrôle.
(Hreg) La fonction µ est dans H11((0, 1),R) avec les conditions de bords suivantes

µ′(0) = µ′(1) = µ(3)(0) = µ(3)(1) = 0. (5.1)

(Hlin) Il existe K ∈ N∗ − {1} et c > 0 tels que

〈µϕ1, ϕK〉 = 0, (5.2)

∀j ∈ N∗ − {K}, |〈µϕ1, ϕj〉| ≥
c

j7 . (5.3)

(Hquad) Les coefficients quadratiques (par rapport à µ) (ApK)p=1,2,3 définis par (4.3)
vérifient,

A1
K = 0, (5.4)

A2
K = 0, (5.5)

A3
K 6= 0. (5.6)

(Hcub) Le coefficient cubique (par rapport à µ) suivant est non nul,

CK :=
+∞∑
j=1

(λ1 − λj) 〈µϕ1, ϕj〉〈µ′2ϕK , ϕj〉

−
+∞∑
j=1

(λj − λK) 〈µϕj , ϕK〉〈µ′2ϕ1, ϕj〉 6= 0. (5.7)

Remarque 5.2.1. Lorsque µ vérifie (Hreg), des intégrations par parties et le lemme
de Riemann-Lebesgue permettent de montrer que

∀q ∈ N∗, 〈µϕq, ϕj〉 = 12q
π6j7

(
(−1)j+qµ(5)(1)− µ(5)(0)

)
+ o
j→+∞

( 1
j7

)
. (5.8)

Ainsi, les séries considérées dans (5.4), (5.5), (5.6) et (5.7) convergent absolument.
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Remarque 5.2.2. D’après la Proposition 4.2.1 et en montrant un résultat similaire
pour le coefficient cubique, les hypothèses (Hquad) et (Hcub) peuvent s’écrire formel-
lement comme

∀p ∈ {1, 2}, 〈[adp−1
A (µ), adpA(µ)]ϕ1, ϕK〉 = 0, 〈[ad2

A(µ), ad3
A(µ)]ϕ1, ϕK〉 6= 0,

et 〈[ad1
A(µ), [ad1

A(µ), ad0
A(µ)]]ϕ1, ϕK〉 6= 0.

Donc, en admettant que sous (Hlin), l’espace des directions atteignables par le système
linéarisé est donné par S1 = Vect(ϕj ; ∀j ∈ N∗ − {K}), les hypothèses (Hlin)-(Hquad)-
(Hcub) impliquent que

S2 3 [ad2
A(µ), ad3

A(µ)](ϕ1) est combinaison linéaire de
crochets de S1 et de [ad1

A(µ), [ad1
A(µ), ad0

A(µ)]](ϕ1) ∈ S3.

Finalement, (Hlin)-(Hquad)-(Hcub) correspondent donc à supposer que la condition
S(θ) de Sussmann (voir Théorème 1.4.22) est vérifiée pour le système de dimension
infinie (3.10).

Ainsi, les hypothèses (Hlin)-(Hquad)-(Hcub) impliquent que, dans une asymptotique
de contrôles petits (dans un sens à définir), le long de la direction perdue, la solution
ψ de l’équation de Schrödinger se comporte comme

〈ψ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 ≈ −iA3
K

∫ T

0
u3(t)2dt+ iCK

∫ T

0
u1(t)2u2(t)dt. (5.9)

On a affaire à une compétition cubique/quadratique qui est gagnée par le terme cubique
lorsque les contrôles sont petits dans des espaces peu réguliers, ce qui donne lieu au
résultat de contrôlabilité suivant qui est le résultat principal de l’article [44].

Théorème 5.2.3. Soit µ vérifiant (Hreg)-(Hlin)-(Hquad)-(Hcub). Alors, l’équation de
Schrödinger (3.10) est H2

0 -STLC avec des cibles atteintes dans H11
(0).

La preuve complète de ce théorème se trouve dans le Chapitre 9.

5.3 Méthode lorsque le système linéarisé perd un nombre
fini de directions

Avant de s’intéresser à l’équation de Schrödinger (3.10), la première partie de
[44] est dévouée à l’élaboration d’une approche systématique pour récupérer la STLC
lorsque le système linéarisé est contrôlable ‘à codimension finie près’, c’est-à-dire qu’il
existe un espace M de dimension finie de cibles non atteignables. En substance, on
montre que les ingrédients suivants suffisent à prouver un résultat de contrôlabilité.
Ingrédient 1 : Identifier le cadre fonctionnel pour le caractère bien posé. Étant donné
un système ẋ = f(x, u) où l’état x = x(t) peut vivre dans un espace de dimension
finie ou infinie, on trouve d’abord un espace X de Banach et une famille (ET , ‖ · ‖ET )
d’espaces de Banach de fonctions définies sur [0, T ] tels que

∀T > 0, ∀x0 ∈ X, ∀u ∈ ET , x(T ; u, x0) ∈ X.

Ingrédient 2 : Bouger continûment le long des directions perdues au linéaire. Comme
expliqué dans le Chapitre 3, dans notre approche, les mouvements selon les directions
perdues doivent être réalisés avec une certaine continuité afin de permettre d’appliquer
le théorème de point fixe de Brouwer par la suite. Plus précisément, il s’agit de trouver
une base deM de vecteurs E-continûment approchables en temps petit au sens suivant.
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Définition 5.3.1. Un vecteur ξ ∈ X est dit E-continûment approchable en temps
petit s’il existe une fonction continue Ξ : [0,+∞) → X avec Ξ(0) = ξ telle que pour
tout T > 0, il existe C, ρ, s > 0 et une fonction continue b ∈ (−ρ, ρ) 7→ ub ∈ ET tels
que

∀b ∈ (−ρ, ρ), ‖x(T ; ub, 0)− bΞ(T )‖X ≤ C|b|1+s avec ‖ub‖ET ≤ C|b|s. (5.10)

Pour réaliser de tels mouvements, on peut utiliser des contrôles oscillants qui per-
mettent de se placer dans un régime où le terme cubique domine le quadratique. Puis,
on se sert d’un tel terme non signé pour bouger dans la direction souhaitée.

Remarque 5.3.2. En dimension finie, la définition utilisée est plutôt la suivante (voir
[77, 78, 88]) : ξ ∈ X est un vecteur tangent d’ordre m s’il existe une famille (uT )T>0
de contrôles telle que x(T ; uT , 0) = Tmξ+ o(Tm) lorsque T → 0. Notre définition est
différente car elle autorise des constantes dans (5.10) qui explosent lorsque T → 0.

Ingrédient 3 : Contrôlabilité en projection pour le système non linéaire. En appliquant
le théorème d’inversion locale à l’application qui, à un contrôle, associe la projection
de l’état final sur H, l’espace des directions contrôlables au linéaire, on montre que le
système non linéaire atteint en projection n’importe quelle cible de H assez petite.
Conclusion. En combinant les mouvements selon M et H avec le théorème de point
fixe de Brouwer, on récupère la contrôlabilité locale du système non linéaire.

Cela conduit au théorème ‘boîte noire’ suivant qui donne un jeu d’hypothèses sur
un système de contrôle permettant d’obtenir un résultat de STLC lorsque le système
linéarisé perd un nombre fini de directions.

Théorème 5.3.3. On suppose que pour tous T1, T2 > 0, pour tout (u, v) ∈ ET1 ×ET2,
la concaténation de deux contrôles définie par u#v := u1l(0,T1) + v(· − T1)1l(T1,T1+T2)
est dans ET1+T2 et vérifie ‖u#v‖ET1+T2

≤ ‖u‖ET1
+ ‖v‖ET2

. On suppose de plus que
les hypothèses suivantes sont satisfaites.
(A1) Pour tout T > 0, l’application FT : X × ET → X est de classe C2 au voisinage

de (0, 0) avec FT (0, 0) = 0.
(A2) Pour tout x ∈ X, l’application T ∈ R∗+ 7→ dFT (0, 0).(x, 0) peut être étendue

continûment en zéro par dF0(0, 0).(x, 0) = x.
(A3) Pour tous T1, T2 > 0, x ∈ X et (u, v) ∈ ET1 × ET2,

FT1+T2(x, u#v) = FT2(FT1(x, u), v).

(A4) L’espace H := Im dFT (0, 0).(0, ·) ne dépend pas du temps, est fermé et de codi-
mension finie.

(A5) Il existeM un supplémentaire de H qui admet une base de vecteurs E-continûment
approchables en temps petit.

Alors, pour tout T > 0, l’application FT est localement surjective depuis zéro : pour
tout η > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout xf ∈ X avec ‖xf‖X < δ, il existe u ∈ ET
avec ‖u‖ET < η tel que FT (0, u) = xf .

5.4 Application du théorème boîte noire à l’équation de
Schrödinger

Le but de cette section est d’utiliser le Théorème 5.3.3 pour prouver le Théo-
rème 5.2.3.
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5.4.1 Caractère bien posé de l’équation

Lorsque µ vérifie les conditions de bords (5.1), le cadre fonctionnel pour le caractère
bien posé de l’équation de Schrödinger (3.10) est (u ∈ H2

0 , ψ ∈ H11
(0)) d’après [42,

Théorème 2.1] (voir Chapitre 6). Ainsi, dans notre cas X = H11
(0) et ET = H2

0 (0, T ).

5.4.2 Développement de la solution autour de l’état fondamental

Pour montrer que l’on peut bouger selon les directions perdues au linéaire au sens
de la Définition 5.3.1, on cherche d’abord à quantifier le développement (5.9). Pour
ce faire, on étudie le développement de la solution de l’équation de Schrödinger (3.10)
autour de l’état fondamental jusqu’à l’ordre trois. Formellement, on peut considérer
— le terme d’ordre 1, noté Ψ, solution de (4.7),
— le terme d’ordre 2, noté ξ, solution de (4.8),
— et le terme d’ordre 3, noté ζ, solution de

i∂tζ = −∂2
xζ − u(t)µ(x)ξ,

ζ(t, 0) = ζ(t, 1) = 0,
ζ(0, x) = 0.

(5.11)

On veut alors récupérer diverses informations sur le développement ψ ≈ ψ1 +Ψ+ξ+ζ.
1. On montre que la direction ϕK est perdue pour le terme linéaire Ψ sous (Hlin).
2. On prouve que le terme quadratique le long de ϕK se comporte comme

∫ T
0 u3(t)2dt

lorsque l’on suppose (Hquad).

3. On prouve que le terme cubique le long de ϕK se comporte comme
∫ T

0 u1(t)2u2(t)dt
lorsque l’on suppose (Hcub).

4. Enfin, on montre que tous les autres termes du développement sont négligeables
devant le terme cubique.

Les objectifs 1. et 2. sont réalisés exactement comme dans [43] (voir Section 4.3) et
donc ne sont pas discutés de nouveau ici. L’objectif 3, très similaire au 2, se traite en
résolvant explicitement (5.11) avec les expressions explicites de Ψ et ξ pour obtenir,
lorsque u1(T ) = 0, que

〈ζ(T ), ψK(T )〉 = i

∫ T

0
u1(t)2

∫ t

0
u1(τ)k̃1

cub(t, τ)dτdt

+ i

∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)2k̃2

cub(t, τ)dτdt

−
∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)

∫ τ

0
u1(s)k̃3

cub(t, τ, s)dsdτdt, (5.12)

où (k̃icub)i=1,2,3 sont des noyaux explicites. Dans une asymptotique de temps petit, le
troisième terme est négligeable devant les deux autres ; le premier se comporte princi-
palement comme ik̃1

cub(0, 0)
∫ T

0 u1(t)2u2(t)dt et le deuxième similairement.

Comme dans la Section 4.3.3, en passant par l’étude du système auxiliaire (4.18),
on montre l’estimation d’erreur suivante sur le développement,

‖ψ − ψ1 −Ψ− ξ − ζ‖L∞((0,T ),L2(0,1)) = O
(
‖u1‖4L2(0,T ) + |u1(T )|4

)
, (5.13)

où la notation O réfère ici à une asymptotique (T, ‖u‖H2(0,T ))→ 0.
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Ainsi, lorsque u1(T ) = 0, le comportement de la solution le long de la direction
perdue est donné par

〈ψ(T ), ψK(T )〉 = i

∫ T

0
u1(t)2

∫ t

0
u1(τ)k̃1

cub,K(t, τ)dτdt

+ i

∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)2k̃2

cub,K(t, τ)dτdt+O
(
‖u3‖2L2 + ‖u1‖3L1 + ‖u1‖4L2

)
. (5.14)

5.4.3 Bouger selon les directions perdues

Comme la solution de Schrödinger est complexe, pour utiliser le Théorème 5.3.3,
on doit montrer que la solution peut bouger selon les deux directions (réelles) ϕK et
iϕK perdues au linéaire.

Étape 1. Bouger continûment selon iϕK . Dans un premier temps, on prouve l’existence
d’une application continue b ∈ R 7→ wb ∈ H2

0 (0, 2T ) telle que

‖ψ(2T ; wb, ϕ1)− ψ1(2T )− ibψK(2T )‖H11
(0)
≤ C|b| 83

82 et ‖wb‖H2
0
≤ C|b| 1

41 . (5.15)

On réalise ce mouvement en deux étapes.
— D’abord, on initie le mouvement selon iϕK grâce à des contrôles oscillants.
— Puis, on corrige de manière exacte les autres composantes.

Étape 1.1. Mouvement selon iϕK . En utilisant le terme cubique dans le développement
(5.14), on construit une application b ∈ R 7→ ub ∈ H2

0 (0, T ) continue telle que, pour b
suffisamment petit,

|〈ψ(T ; ub, ϕ1), ψK(T )〉 − ib| ≤ C|b| 42
41 avec ‖ub‖H2

0 (0,T ) ≤ C|b|
1

41 . (5.16)

Cette famille de contrôles est donnée par

ub(t) := sign(b)|b| 7
41φ(3)

(
t

|b| 4
41

)
avec φ ∈ C∞c (0, 1) t. q.

∫ 1

0
φ′′(θ)2φ′(θ)dθ = 1

CK
.

(5.17)
Cependant, à la fin de cette étape, l’erreur le long des directions ‘linéaires’ (ϕj)j∈N∗−{K}
est potentiellement ‘grande’.

Étape 1.2. Correction des autres composantes. Dans un deuxième temps, on corrige
donc ces composantes en utilisant la contrôlabilité exacte en projection sur H =
Vect(ϕj ; j ∈ N∗ − {K}) obtenue par test linéaire. Ainsi, on obtient l’existence d’un
contrôle vb ∈ H2

0 (T, 2T ) tel que

Pψ(2T ; vb, ϕ1) = Pψ1(2T ) avec ‖vb‖H2
0 (T,2T ) ≤ ‖ψ(T ; ub, ϕ1)−ψ1(T )‖H11

(0)
, (5.18)

où P désigne la projection orthogonale sur H. Comme la solution vérifie déjà (5.16) au
temps T , pour montrer (5.15), il reste alors à montrer que

|〈ψ(2T ; wb, ϕ1), ψK(2T )〉 − 〈ψ(T ; wb, ϕ1), ψK(T )〉| ≤ C|b| 83
82 , (5.19)

en notant wb := ub1l(0,T ) + vb1l(T,2T ). La preuve de cette estimation est le coeur de [44]
et requiert certaines technicités.

— Dans un premier temps, il s’agit d’estimer le terme de gauche de (5.19) par
rapport à l’action du contrôle sur [T, 2T ]. Comme le terme linéaire disparaît le
long de ϕK , on s’attend à obtenir une estimation quadratique du type

|〈ψ(2T ; wb, ϕ1), ψK(2T )〉 − 〈ψ(T ; wb, ϕ1), ψK(T )〉| ≤ C‖vb‖2L2(T,2T ).
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Cependant, une telle estimation combinée à l’estimation (5.18) sur vb ne permet
pas de montrer (5.19). Ainsi, en utilisant l’analyse (5.14) du comportement de la
solution le long de la direction perdue, on montre plutôt que,

|〈ψ(2T ), ψK(2T )〉 − 〈ψ(T ), ψK(T )〉|
= O

(
‖w3‖2L2(0,2T ) + ‖w1‖2L2(0,2T )‖w2‖L1(0,2T ) + ‖w1‖3L1(0,2T )

+ ‖v1‖2L2(T,2T )‖w1‖L1(0,2T ) + ‖v2‖L∞(T,2T )‖w1‖2L2(0,2T )

)
. (5.20)

— Néanmoins, si on utilise (5.20) avec l’estimation (5.18) sur vb dans H2, on perd
toute la précision gagnée dans (5.20). Ainsi, dans un deuxième temps, on montre
que l’application du théorème d’inversion locale peut être raffinée pour obtenir
des estimations simultanées du contrôle vb dans des normes faibles,

‖vb‖Hm
0 (T,2T ) ≤ C ‖ψ(T ; ub, ϕ1)− ψ1(T )‖H2m+7

(0) (0,1) , m = −3, . . . , 2. (5.21)

La preuve d’un tel résultat n’est pas immédiate et fait l’objet de [42] qui sera
discuté dans le Chapitre 6.

Ainsi, en estimant la valeur finale ψ(T ; ub, ϕ1) à la fin de l’Étape 1.1, en utilisant les
estimations (5.21) sur vb, des estimations sur ub provenant de sa construction (5.17)
et (5.20), on montre (5.19) ce qui conclut la preuve de (5.15).

Étape 2. Bouger continûment selon ϕK . Dans un second temps, on montre l’existence
d’une application continue b ∈ R 7→ vb ∈ H2

0 (0, T ) telle que, pour b suffisamment petit,

‖ψ(T ; vb, ϕ1)− ψ1(T )− bψK(T )‖H11
(0)
≤ C|b| 83

82 et ‖vb‖H2
0
≤ C|b| 1

41 . (5.22)

Contrairement à l’Étape 1, ce mouvement n’est pas réalisé en étudiant le développe-
ment de la solution. En fait, (5.22) découle directement de l’Étape 1 en exploitant un
phénomène de rotation dans le plan complexe en l’absence de contrôle. Plus précisé-
ment, en considérant la famille de contrôles (wb)b∈R construite à l’Étape 1, on montre
que, pour (α, β) assez petit,∥∥∥ψ(3T ; wα#0[0,T ]#wβ, ϕ1)− ψ1(3T )− (iβe2i(λK−λ1)T + iα)ψK(3T )

∥∥∥
H11

(0)

≤ C|(α, β)| 83
82 .

Ainsi, pour tout T ∈
(
0, π

2(λK−λ1)

)
et b ∈ R, en prenant β = − b

sin(2(λK−λ1)T ) et
α = −β cos(2(λK − λ1)T ), on obtient bien une famille (vb)b∈R vérifiant (5.22).

Remarque 5.4.1. Cette construction s’inspire de [83, Théorème 6] où Hermes et
Kawski montrent que si V (0) est un vecteur tangent de ẋ = f0(x) + uf1(x) pour un
certain crochet de Lie V de f0 et f1 alors [f0, V ](0) est aussi un vecteur tangent.

Conclusion. Ainsi, on vérifie que l’équation de Schrödinger (3.10) satisfait toutes les
hypothèses du Théorème 5.3.3 ce qui permet de prouver le Théorème 5.2.3.

5.5 Perspectives et problèmes ouverts

5.5.1 Gérer différents types de compétition

Pour l’équation de Schrödinger, si on se place dans le cadre de la deuxième dérive,
c’est-à-dire qu’à la place de (Hquad), on suppose seulement que

(H̃quad) A1
K = 0 et A2

K 6= 0,
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le terme quadratique dominant est
∫ T

0 u2(t)2dt et permet de nier la H1-STLC d’après
[43, Théorème 1.3] (voir aussi le Théorème 4.2.2). Récupérer un résultat positif comme
le Théorème 5.2.3 dans ce cas semble compliqué car le terme cubique en

∫ T
0 u1(t)2u2(t)dt

ne peut pas absorber simultanément ce terme quadratique et le reste quartique donné
par (5.13) d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz suivante,∣∣∣∣∣

∫ T

0
u1(t)2u2(t)dt

∣∣∣∣∣
2

≤
∫ T

0
u2(t)2dt

∫ T

0
u1(t)4dt.

Problème ouvert 5.5.1. Lorsque µ vérifie (Hlin)-(H̃quad)-(Hcub), l’équation de Schrö-
dinger est-elle L2-STLC ?

Une meilleure estimation du reste que (5.13) est sans doute nécessaire pour traiter
cette question.

Une autre perspective serait d’illustrer à l’aide du Théorème 5.3.3 une compétition
autre que quadratique/cubique, comme par exemple entre un terme d’ordre 4 et un
d’ordre 5. Cependant, cela demanderait de poursuivre le développement de l’équation
de Schrödinger encore plus loin, ce qui peut être limité par la technicité calculatoire
que cela requiert.

5.5.2 Gérer plusieurs/une infinité de directions perdues

Lorsque µ vérifie (Hlin), seule une direction (complexe) est perdue au linéaire. Si à
la place, on suppose seulement que

(H̃lin) µ(5)(1)± µ(5)(0) 6= 0,
dans [25, Théorème 1.5] (en adaptant le cadre fonctionnel), les auteurs montrent qu’un
nombre fini de directions sont perdues au linéaire, qui sont récupérées en temps long,
à l’aide des termes d’ordre supérieur. On peut alors se demander si le Théorème 5.3.3
permet de rattraper la contrôlabilité en temps petit dans ce cadre.

Problème ouvert 5.5.2. Lorsque µ vérifie (H̃lin), l’équation de Schrödinger (3.10)
est-elle H2

0 -STLC ?

Pour le système de réaction-diffusion (4.24) présenté dans la Section 4.4.4, lorsque
d ∈ Q, une infinité de directions sont perdues au linéaire. Pour des contrôles petits
dans des espaces réguliers, le terme quadratique induit une dérive qui empêche la
contrôlabilité. Pour récupérer à l’inverse un résultat de contrôlabilité pour des contrôles
petits dans des espaces plus faibles grâce au Théorème 5.3.3, il faudrait être capable
de supprimer l’hypothèse de codimension finie sur H, l’espace des cibles atteignables
au linéaire.

Problème ouvert 5.5.3. Peut-on généraliser le Théorème 5.3.3 lorsque l’espace des
cibles atteignables au linéaire n’est pas de codimension finie ? En particulier, quelles hy-
pothèses faudrait-il mettre dans (A5) sur la famille infinie de vecteurs E-continûment
approchables en temps petit ?

5.5.3 Contrôlabilité de l’équation de KdV

L’étude de l’équation de KdV donnée ci-dessous, a aussi été menée en étudiant
les termes quadratique et cubique du développement de la solution autour d’un état
d’équilibre, 

yt + yx + yxxx + yyx = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L],
y(t, 0) = y(t, L) = 0, t ∈ [0, T ],
yx(t, L) = u(t), t ∈ [0, T ].

(5.23)
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Plus précisément, Coron et Crépeau ont montré dans [62] que, pour une longueur
critique du domaine pour laquelle le système linéarisé n’est pas contrôlable, l’équation
de KdV (5.23) est L2-STLC.

Théorème 5.5.4. Soient k ∈ N∗, L = 2kπ et T > 0. Alors, il existe r > 0 tel que
pour tout (y0, yT ) ∈ L2(0, L)2 avec ‖y0‖L2(0,L) < r et ‖yT ‖L2(0,L) < r, il existe une
trajectoire

(y, u) ∈ C([0, T ], L2(0, L)) ∩ L2((0, T ), H1(0, L))× L2(0, T )

de (5.23) telle que y(0, ·) = y0 et y(T, ·) = yT .

Rosier avait indiqué dans [123] que lorsque L = 2kπ, le système linéarisé autour
de zéro est contrôlable à ‘codimension 1 près’ : seule la direction 1 − cos est perdue
au linéaire. Ainsi, pour récupérer la STLC du système non linéaire, Coron et Crépeau
montrent dans [62, Proposition 8] que le terme cubique du développement de la so-
lution permet de bouger dans les directions ±(1 − cos) en ne bougeant ni au niveau
linéaire ni au niveau quadratique. Plus précisément, les auteurs montrent l’existence
de (u±, v±, w±) ∈ L2(0, T )3 tels que si (α±, β±, γ±) sont solutions de

α±t + α±x + α±xxx = 0,
α±(t, 0) = α±(t, L) = 0,
α±x(t, L) = u±(t),

(5.24)

de 
β±t + β±x + β±xxx = 0,
β±(t, 0) = β±(t, L) = 0,
β±x(t, L) = v±(t),

(5.25)

et de 
γ±t + γ±x + γ±xxx = 0,
γ±(t, 0) = γ±(t, L) = 0,
γ±x(t, L) = w±(t),

(5.26)

alors
α±(T, x) = 0, β±(T, x) = 0 et γ±(T, x) = ±(1− cos(x)).

En utilisant de plus la contrôlabilité exacte du système linéarisé sur Vect(1 − cos)⊥,
Coron et Crépeau construisent alors dans [62, Lemme 12] une famille de contrôles
(uz)z∈L2(0,L) telle que pour tout z ∈ L2(0, L) suffisamment petit,

‖y(T ; uz, 0)− z‖L2(0,1) ≤ C‖z‖
4
3 .

Un théorème de point fixe permet alors de conclure quant à la contrôlabilité de l’équa-
tion de KdV.

Ce résultat s’inscrit dans le cadre de l’approche systématique pour récupérer de la
STLC lorsque le système linéarisé perd un nombre fini de directions, développée dans la
Section 5.3. Ainsi, on peut revisiter la preuve originelle de [62] et voir le Théorème 5.5.4
comme une conséquence du Théorème 5.3.3. Pour cela, pour T > 0 fixe et L = 2kπ,
on considère l’application entrée-sortie donnée par

FT : L2(0, L)× L2(0, T ) −→ L2(0, L)× L2(0, L)
(y0, u) 7−→ (y0, y(T ; u, y0)),

où y est la solution de (5.23) associée à la condition initiale y(0) = y0.
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(A1) D’après [62, Proposition 14], pour tous y0 ∈ L2(0, L) et u ∈ L2(0, T ), il existe
une unique solution y ∈ C([0, T ], L2(0, L))∩L2((0, T ), H1(0, L)) de (5.23). Ainsi,
la fonction FT est bien définie. De plus, FT est de classe C1 au voisinage de (0, 0)
et sa différentielle en (0, 0) est donnée par

dFT (0, 0).(z0, v) = (z0, z),

où z est solution de l’équation de KdV linéarisée autour de (0, 0) donnée par,
zt + zx + zxxx = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× [0, L],
z(t, 0) = z(t, L) = 0, t ∈ [0, T ],
zx(t, L) = v(t), t ∈ [0, T ],
z(0, x) = z0(x), x ∈ [0, L].

(5.27)

La preuve du caractère C2 de FT est laissée au lecteur.
(A2) La continuité sur [0, T ] des solutions de (5.27) implique que pour tout z0 ∈

L2(0, L), l’application T 7→ dFT (0, 0).(z0, 0) est continûment prolongeable en
T = 0 par dF0(0, 0).(z0, 0) = z0.

(A3) L’unicité des solutions de l’équation (5.23) permet de montrer que pour tout
y0 ∈ L2(0, L), pour tout (u, v) ∈ L2(0, T1)× L2(0, T2),

y(T1 + T2; u#v, y0) = y(T2; v, y(T1; u, y0)).

(A4) D’après [123, Remarque 3.7], lorsque la longueur du domaine est de la forme
L = 2kπ, l’espace des cibles atteignables par le système linéarisé (5.27) est

H :=
{
y ∈ L2(0, L);

∫ L

0
y(x)(1− cos(x))dx = 0

}
.

L’espace H ne dépend pas du temps final T , est fermé et de codimension 1 dans
L2(0, L).

(A5) En considérant la famille de contrôles donnée par(
ub := |b| 13usign b + |b| 23 vsign b + |b|wsign b

)
b∈R

,

où u±, v±, w± ∈ L2(0, T ) sont construits dans (5.24), (5.25) et (5.26), l’estimation
d’erreur du [62, Lemme 12] implique l’existence d’une constante C > 0 telle que
pour b suffisamment petit,

‖y(T ; ub, 0)− b(1− cos)‖L2(0,L) ≤ C|b|
4
3 ,

c’est-à-dire, avec notre terminologie, que 1−cos est L2-continûment approchable
en temps petit.

Ainsi, le Théorème 5.3.3 s’applique et permet de retrouver le Théorème 5.5.4.

Plus tard, dans [51, 53], la méthode de Coron et Crépeau a été utilisée pour traiter le
cas de n’importe quelle longueur critique et obtenir le résultat suivant de contrôlabilité
en temps long.

Théorème 5.5.5. Pour toute longueur critique

L ∈ N :=

2π

√
k2 + kl + l2

3 ; (k, l) ∈ (N∗)2

 ,
il existe T ∗ > 0 tel que pour tout T > T ∗, il existe r > 0 tel que pour tout (y0, yT ) ∈
L2(0, L)2 avec ‖y0‖L2(0,L) < r et ‖yT ‖L2(0,L) < r, il existe une trajectoire

(y, u) ∈ C([0, T ], L2(0, L)) ∩ L2((0, T ), H1(0, L))× L2(0, T )

de (5.23) telle que y(0, ·) = y0 et y(T, ·) = yT .
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Problème ouvert 5.5.6. Pour tout L ∈ N , l’équation de (5.23) est-elle L2-STLC ?

Le cas L ∈ {2kπ; k ∈ N∗} est traité par le Théorème 5.5.4. L’utilisation du Théo-
rème 5.3.3 pour traiter les autres cas est un problème ouvert.
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Chapitre 6

CONTRÔLABILITÉ EN PROJECTION
DE L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER
AVEC ESTIMATIONS SIMULTANÉES

6.1 Résultat principal de [42]

On a vu dans le Chapitre 5 que le résultat positif de contrôlabilité malgré une dé-
rive de [44] nécessite l’obtention d’un résultat de contrôlabilité en projection avec des
estimations simultanées sur le contrôle dans des normes faibles. Cela fait l’objet de [42].

Objectif 6.1.1. Depuis [19, Théorème 1] (voir aussi Théorème 2.4.2), on sait que sous
la condition (2.6) sur les coefficients (〈µϕ1, ϕj〉)j∈N∗ , l’équation de Schrödinger est Hk

0 -
STLC autour de l’état fondamental avec des cibles H2k+3

(0) pour tout k ∈ N. Cependant,
l’opérateur de contrôle (ψ0, ψf ) 7→ u construit dans [19] dépend de k. L’objectif de [42]
est alors double.

1. Premièrement, on veut construire un opérateur de contrôle commun pour une
gamme de régularités donnée sur les cibles/contrôles afin d’obtenir des estima-
tions simultanées.

2. Deuxièmement, on cherche à montrer un résultat en projection lorsqu’une hypo-
thèse de type (2.6) est vérifiée seulement sur un sous-ensemble de N∗.

Si J ⊂ N∗, on définit HJ := VectC (ϕj ; j ∈ J)L
2(0,1) et on introduit la projection

orthogonale sur HJ pour le produit scalaire de L2(0, 1) donnée par

PJψ = ψ −
∑
j 6∈J
〈ψ,ϕj〉ϕj , ψ ∈ L2(0, 1).

Le résultat principal de [42] s’énonce alors de la manière suivante.

Théorème 6.1.2. Soient (p, k) ∈ N2 avec p ≥ k, J ⊂ N∗ et µ ∈ H2(p+k)+3((0, 1),R)
avec µ(2n+1)(0) = µ(2n+1)(1) = 0 pour n = 0, . . . , p− 1 et telle que

il existe une constante c > 0 telle que ∀j ∈ J, |〈µϕ1, ϕj〉| ≥
c

j2p+3 . (6.1)

Alors, l’équation de Schrödinger (3.10) est STLC en projection autour de l’état fonda-
mental avec des contrôles Hm

0 et des cibles H2(p+m)+3
(0) pour tout m ∈ {0, . . . , k} avec

le même opérateur de contrôle.

Plus précisément, pour tous temps initial T0 ≥ 0 et final T > T0, il existe C, δ > 0 et
une application de classe C1 donnée par Γ : ΩT0 × ΩT → Hk

0 ((T0, T ),R) avec

ΩT0 := {ψ0 ∈ S ∩H2(p+k)+3
(0) ; ‖ψ0 − ψ1(T0)‖

H
2(p+k)+3
(0)

< δ}, (6.2)

ΩT := {ψf ∈ HJ ∩H2(p+k)+3
(0) ; ‖ψf − PJ (ψ1(T )) ‖

H
2(p+k)+3
(0)

< δ}, (6.3)
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tels que Γ(ψ1(T0), ψ1(T )) = 0 et pour tout (ψ0, ψf ) ∈ ΩT0 × ΩT , la solution de (3.10)
sur [T0, T ] avec le contrôle u := Γ(ψ0, ψf ) et la condition initiale ψ(T0) = ψ0 vérifie

PJ (ψ(T )) = ψf ,

avec les conditions de bords suivantes sur le contrôle,

u2(T ) = . . . = uk+1(T ) = 0, (6.4)

où (un)n∈N désigne les primitives itérées de u définies par (3.4) et avec les estimations
suivantes pour tout m = −(k + 1), . . . , k,

‖u‖Hm
0 (T0,T ) ≤ C

(
‖ψ0 − ψ1(T0)‖

H
2(p+m)+3
(0)

+ ‖ψf − PJψ1(T )‖
H

2(p+m)+3
(0)

)
. (6.5)

La preuve complète de ce théorème se trouve dans le Chapitre 10.

Remarque 6.1.3. Si J contient un sous-ensemble infini de 2N et un de 2N + 1, alors
pour tout µ dans H2p+3(0, 1) avec µ(2n+1)(0) = µ(2n+1)(1) = 0 pour n = 0, . . . , p − 1,
l’hypothèse (6.1) est équivalente à

µ(2p+1)(0)± µ(2p+1)(1) 6= 0 et ∀j ∈ J, 〈µϕ1, ϕj〉 6= 0,

car, par intégrations par parties et grâce au lemme de Riemann-Lebesgue, on a,

〈µϕ1, ϕj〉 = (−1)p2(2p+ 2)
π2p+2j2p+3

(
(−1)j+1µ(2p+1)(1)− µ(2p+1)(0)

)
+ o
j→+∞

( 1
j2p+3

)
.

6.2 Caractère bien posé de l’équation de Schrödinger en
fonction des conditions de bords sur µ

Dans un premier temps, il s’agit de comprendre comment les conditions de bords

∀n ∈ {0, . . . , p− 1}, µ(2n+1)(0) = µ(2n+1)(1) = 0, (6.6)

influent sur le cadre fonctionnel dans lequel l’équation de Schrödinger (3.10) est bien
posée. En particulier, on montre qu’alors, l’équation est bien posée dansH2p+3

(0) avec des
contrôles L2. La principale difficulté provient du fait que l’opérateur de multiplication
ϕ 7→ µϕ ne préserve pas l’espace H2p+3

(0) . Ainsi, on doit d’abord montrer le phénomène
de régularisation suivant.

Proposition 6.2.1. Soit (p, k) ∈ N2. Il existe une fonction croissante C : R+ → R∗+
telle que pour tout T ≥ 0 et f ∈ Hk

0 ((0, T ), H2p+3 ∩H2p+1
(0) (0, 1)), la fonction G : t 7→∫ t

0 e
−iA(t−τ)f(τ)dτ appartient à Ck([0, T ], H2p+3

(0) (0, 1)) avec l’estimation suivante

‖G‖
Ck([0,T ],H2p+3

(0) ) ≤ C‖f‖Hk((0,T ),H2p+3∩H2p+1
(0) ).

En appliquant le théorème de point fixe de Banach à la formulation intégrale de
l’équation (3.10), on obtient le caractère bien posé pour le problème de Cauchy

i∂tψ(t, x) = −∂2
xψ(t, x)− u(t)µ(x)ψ(t, x)− f(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),

ψ(t, 0) = ψ(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
ψ(0, x) = ψ0(x), x ∈ (0, 1).

(6.7)
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Théorème 6.2.2. Soient T > 0, (p, k) ∈ N2, µ ∈ H2(p+k)+3((0, 1),R) vérifiant (6.6),
u ∈ Hk

0 ((0, T ),R), ψ0 ∈ H2(p+k)+3
(0) (0, 1) et f ∈ Hk

0 ((0, T ), H2p+3 ∩H2p+1
(0) (0, 1)). Alors,

il existe une unique solution faible au problème de Cauchy (6.7), c’est-à-dire une fonc-
tion ψ ∈ Ck([0, T ], H2p+3

(0) (0, 1)) avec ψ(T ) ∈ H2(p+k)+3
(0) (0, 1) telle que l’égalité suivante

ait lieu dans H2p+3
(0) pour tout t ∈ [0, T ],

ψ(t) = e−iAtψ0 + i

∫ t

0
e−iA(t−τ) (u(τ)µψ(τ) + f(τ)) dτ.

De plus, pour tout R > 0, il existe C = C(T, µ,R) > 0 telle que si ‖u‖Hk
0
< R, la

solution vérifie

‖ψ(T )‖
H

2(p+k)+3
(0)

, ‖ψ‖
Ck([0,T ],H2p+3

(0) ) ≤ C
(
‖ψ0‖H2(p+k)+3

(0)
+ ‖f‖

Hk((0,T ),H2p+3∩H2p+1
(0) )

)
.

6.3 Stratégie de preuve

La preuve du Théorème 6.1.2 repose sur deux étapes.
1. D’abord, les estimations simultanées (6.5) sur le contrôle sont obtenues au niveau

linéaire, grâce à un nouveau résultat sur les problèmes de moments trigonomé-
triques.

2. Puis, ces estimations sont transportées au niveau non linéaire grâce au théorème
d’inversion locale, avec des estimations d’erreur entre les dynamiques non linéaire
et linéaire.

Étape 1 : Nouveau résultat sur les moments trigonométriques. Depuis les travaux de
Haraux [81], la solvabilité d’un problème de moments trigonométriques dans Hk

0 (0, T )
sous une hypothèse de gap asymptotique sur les fréquences est connue pour tout k ∈ N.
Néanmoins, la preuve fournit une construction de l’opérateur de moments qui dépend
de la régularité des données. Ainsi, on propose une nouvelle construction commune
pour une gamme de régularité donnée.

Pour une suite croissante ω = (ωj)j∈N avec ω0 = 0, on définit, pour tout m ∈ N,

h2m
ω,r(N,C) :=

{
(dj)j∈N ∈ l2(N,C); d0 ∈ R et ‖d‖2h2m

ω
:=

+∞∑
j=0

∣∣∣(δj,0 + ωmj

)
dj
∣∣∣2 < +∞

}
.

On prouve alors le résultat suivant.

Théorème 6.3.1. Soient T > 0, k ∈ N∗ et (ωj)j∈N une suite positive et strictement
croissante telle que ω0 = 0 et qui vérifie

il existe ε > 0, N0 ∈ N et c > 0 tels que ∀j ≥ N0, ωj+1 − ωj ≥ cjε.

Alors, il existe une constante C > 0 et une application linéaire MT
k : h2k

ω,r(N,C) →
Hk

0 ((0, T ),R) telle que pour tout d = (dj)j∈N ∈ h2k
ω,r(N,C), le contrôle u := MT

k (d) ∈
Hk

0 ((0, T ),R) vérifie le problème de moments∫ T

0
u(t)eiωjtdt = dj , ∀j ∈ N,

avec les conditions de bords (6.4) et les estimations simultanées suivantes

‖u‖Hm
0 (0,T ) ≤ C‖d‖h2m

ω (N,C), ∀m = −(k + 1), . . . , 0, . . . , k.
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La preuve de ce théorème repose sur la construction d’une solution vérifiant ‘pres-
que’ le problème de moments pour les hautes fréquences, tandis que les conditions de
bords et le problème de moments pour un nombre fini de basses fréquences sont gérés
grâce à des résultats déjà établis sur les problèmes de moments trigonométriques.

Étape 2 : Estimations simultanées au niveau linéaire. Comme la solution du système
linéarisé (4.7) est donnée par (4.9), l’égalité PJΨ(T ) = ψf pour une cible ψf ∈ HJ est
équivalente au problème de moments suivant,∫ T

0
u(t)ei(λj−λ1)tdt = 〈ψf , ψj(T )〉 − 〈ψ0, ϕj〉

i〈µϕ1, ϕj〉
, ∀j ∈ J. (6.8)

Ainsi, du Théorème 6.3.1, on déduit le résultat suivant de contrôlabilité du système
linéarisé avec estimations simultanées.

Proposition 6.3.2. Il existe C > 0 telle que pour tout ψ0 ∈ H
2(p+k)+3
(0) et ψf ∈

H
2(p+k)+3
(0) ∩HJ, il existe un contrôle u ∈ Hk

0 (0, T ) tel que Ψ(T ; u, ψ0) = ψf , avec les
conditions de bords (6.4) et les estimations simultanées

‖u‖Hm
0 (0,T ) ≤ C ‖(ψ0, ψf )‖

H
2(p+m)+3
(0) ×H2(p+m)+3

(0)
, ∀m = −(k + 1), . . . , k. (6.9)

Remarque 6.3.3. Notons que ce théorème peut également découler des travaux de
Ervedoza et Zuazua dans [75]. Pour des systèmes linéaires réversibles en temps, les
auteurs montrent que l’on peut construire un opérateur de contrôle commun pour
différentes régularités sur les cibles. L’application d’un tel résultat au système linéarisé
de Schrödinger n’est pas directe et est présentée aussi dans [42]. Cependant, le résultat
de [75] est valable uniquement lorsque l’on travaille avec un équilibre stationnaire. Pour
Schrödinger, lorsque l’on travaille autour de l’état fondamental ψ1, on peut s’y ramener
par un changement de phase. Par contre, si on veut travailler autour de trajectoires
plus compliquées, comme une combinaison linéaire d’états propres, l’utilisation de [75]
semble compromise. Ainsi, le Théorème 6.3.1 est intéressant car permet de gérer ces
cas-là.

Étape 3 : Estimations au niveau non linéaire. Les estimations (6.9) au niveau linéaire
sont propagées alors en estimant finement la différence entre le système non linéaire et
son linéarisé. Plus particulièrement, on montre l’existence de C > 0 telle que,

‖ψ(T ; u, ψ0)− ψ1(T )−Ψ(T ; u, ψ0 − ψ1)‖
H

2(p+m)+3
(0) ×H2(p+m)+3

(0)

≤ C‖u‖Hm(‖ψ0 − ϕ1‖H2(p+k)+3
(0)

+ ‖u‖Hk
0
), m ∈ {−(k + 1), . . . , k}. (6.10)

De plus, le contrôle non linéaire permettant d’atteindre la cible Ψf partant de Ψ0
est construit dans la preuve du théorème d’inversion locale comme le point fixe de
l’application

(ψ0, u) 7→ L−1
T [ψ(T ; u, ψ0)−Ψ(T ; u, ψ0 − ψ1)− (Ψ0,Ψf )] ,

où LT correspond à l’application entrée-sortie du système linéarisé (8.24). Ainsi, les
estimations (6.10) permettent de récupérer les estimations simultanées au non linéaire
ce qui montre le Théorème 6.1.2.

6.4 Perspectives et problèmes ouverts
Le Théorème 6.1.2 donne un résultat de contrôlabilité en projection avec un opéra-

teur de contrôle commun pour une certaine gamme de régularité pour des conditions
initiales et des cibles proches de l’état fondamental.
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Problème ouvert 6.4.1. Le Théorème 6.1.2 est-il toujours valide si on travaille
autour de n’importe quelle trajectoire ?

Cette question est liée à la solvabilité du problème de moments (6.8) qui donne la
contrôlabilité du système linéarisé.

— Si on linéarise autour d’un autre état propre i.e. autour de la trajectoire (ψp, u ≡
0) pour un p ∈ N∗, le problème de moments devient∫ T

0
u(t)ei(λj−λp)tdt = 〈ψf , ψj(T )〉 − 〈ψ0, ϕj〉

i〈µϕp, ϕj〉
, ∀j ∈ J.

Quitte à réarranger les fréquences (λj −λp)j∈N∗ pour que la suite soit positive et
strictement croissante, on peut toujours appliquer le résultat de moments donné
par le Théorème 6.3.1 puis récupérer un résultat similaire au Théorème 6.1.2.

— Si on linéarise autour d’une somme finie d’états propres, c’est-à-dire autour de la
trajectoire (ψp1 + . . .+ ψpn , u ≡ 0) pour (p1, . . . , pn) ∈ (N∗)d, on est alors conduit
à résoudre le problème de moments suivant

i
n∑
k=1
〈µϕpk , ϕj〉

∫ T

0
u(t)ei(λj−λpk )tdt = 〈ψf , ψj(T )〉 − 〈ψ0, ϕj〉, ∀j ∈ J.

Une possibilité serait de voir cela comme la résolution simultanée de n problèmes
de moments. Le lecteur pourra alors se référer à [109] dans lequel une telle étude
a déjà été menée.

— Dans [20], Beauchard et Laurent montrent la contrôlabilité de l’équation de
Schrödinger avec un potentiel V pour des hautes fréquences autour de n’importe
quelle trajectoire. La contrôlabilité de toutes les fréquences est un problème ou-
vert.
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Chapitre 7

PERSPECTIVE MÉTHODOLOGIQUE

Au travers de l’étude de l’équation de Schrödinger dans les travaux [42, 43, 44],
on a développé une approche systématique pour étudier la contrôlabilité en temps petit
d’un système de contrôle de dimension finie ou infinie, lorsque le système linéarisé perd
un nombre fini de directions. Le but de ce chapitre est de résumer les différentes étapes
de cette méthode en vue de l’appliquer à d’autres équations.

En substance, cette méthode consiste à étudier les termes d’ordre deux et trois du
développement de la solution et à rechercher le seuil sur l’hypothèse de petitesse sur
les contrôles qui sépare un régime où le quadratique domine et un autre où le cubique
domine. Dans le premier régime, le caractère signé du terme quadratique permet de
nier la STLC pour le système non linéaire. Dans le second régime, à l’aide de contrôles
oscillants, le terme cubique permet de récupérer la STLC perdue au linéaire.

Pour expliquer cette méthode, on considère un système de contrôle écrit formelle-
ment comme ẋ = f(x, u) avec f(0, 0) = 0, où l’état x = x(t) peut vivre dans un espace
de Hilbert de dimension finie ou infinie.

1. Considérer le système linéarisé autour de zéro ẋlin = ∂xf(0, 0)xlin + ∂uf(0, 0)u.

2. Calculer H l’espace des cibles atteignables pour le système linéarisé et vérifier
qu’il est de codimension finie n.

3. Considérer les systèmes quadratique ẋquad = ∂xf(0, 0)xquad +Q(u, xlin) (où Q est
une forme quadratique) et cubique ẋcub = ∂xf(0, 0)xcub +C(u, xlin, xquad) (où C
est une forme homogène de degré 3).

4. Si on peut trouver une famille d’espaces (E−T )T>0 et un vecteur ξ 6∈ H tel que
le terme quadratique domine le terme cubique le long de la direction ξ dans une
asymptotique (T, ‖u‖E−T )→ 0 alors

. montrer que 〈xquad, ξ〉 est une forme quadratique par rapport au contrôle,
possédant une propriété de coercivité quantifiée par une norme H−n du
contrôle ;
. montrer que le reste cubique 〈x− xlin − xquad, ξ〉 est négligeable devant la
dérive ‖un‖2L2 dans une asymptotique (T, ‖u‖E−T )→ 0 ;
. propager la coercivité au système non linéaire pour exhiber une gamme de
mouvements impossibles à réaliser par la solution et ainsi nier la E−-STLC.

5. Si on peut trouver une famille d’espaces (E+
T )T>0 et une base (ξi)i=1,...,n d’un

supplémentaire M de H telles que pour tout i = 1, . . . , n, le terme cubique
domine le terme quadratique le long de la direction ξ dans une asymptotique
(T, ‖u‖E+

T
)→ 0 alors
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. à T fixé, pour tout i ∈ {1, . . . , n}, construire une application
b ∈ R 7→ uib ∈ E+

T continue et trouver un nombre si > 0 tels que

x(T ; uib, 0) = bξi +O(|b|1+si) avec ‖uib‖E+
T

= O(|b|si) ;

. en déduire l’existence d’une application z ∈M 7→ uz ∈ E+
T continue et

d’un nombre s > 0 tels que

x(T ; uz, 0) = z +O(‖z‖1+s) avec ‖uz‖E+
T

= O(‖z‖s) ;

. montrer en appliquant le théorème d’inversion locale, la contrôlabilité
locale en temps petit en projection sur H du système non linéaire ;
. déduire la E+-STLC en appliquant le théorème de point fixe de Brouwer.
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Troisième partie

Démonstration des résultats
obtenus
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Chapitre 8

QUADRATIC BEHAVIORS OF THE
BILINEAR 1D SCHRÖDINGER

EQUATION

In this chapter, we give the proof of the result presented in the Chapter 4, taken
from the article [43].

Outline of the chapter. The main ideas of this paper are presented on a toy-
model in finite dimension in Section 8.1. Then, we recall the well-posedness of the
Schrödinger equation in Section 8.2. In Section 8.3, error estimates on the expansion
of the solution are given. The coercivity of the second-order term of the expansion is
studied in Section 8.4. Finally, Theorem 4.2.2 is proved in Section 8.5.

8.1 A finite-dimensional counterpart

Let p ∈ N∗ and H0, H1 ∈Mp(R) symmetric matrices. Consider Schrödinger control
systems of the form

iX ′(t) = H0X(t)− u(t)H1X(t), (8.1)

where the state is X(t) ∈ Cp and the control is u(t) ∈ R. We write (ϕ1, . . . , ϕp) for
an orthonormal basis of eigenvectors of H0, (λ1, . . . , λp) for its eigenvalues and denote
by X1(t) := ϕ1e−iλ1t. We take X(0) = ϕ1 as initial data for (8.1). In this section, the
commutator of H0 and H1 is denoted by [H0, H1] := H0H1 −H1H0 and 〈·, ·〉 denotes
the classical hermitian scalar product on Cp.

Theorem 8.1.1. Assume that there exists K ∈ {1, . . . , p} such that H0 and H1 satisfy

〈H1ϕ1, ϕK〉 = 0 and a1
K := 〈[H1, [H0, H1]]ϕ1, ϕK〉 6= 0. (8.2)

Then the system (8.1) is not W−1,∞-STLC: there exists C > 0 such that for all
a ∈ (0, |a

1
K |
8 ), there exists T ∗ > 0 such that for all T ∈ (0, T ∗), there exists η > 0 such

that for all u ∈ L1(0, T ) with ‖u1‖L∞(0,T ) < η, the solution X of (8.1) with initial
condition X(0) = ϕ1 satisfies

− sign(a1
K)=〈X(T ), ϕKe−iλ1T 〉 ≥ a‖u1‖2L2(0,T ) − C‖(X −X1)(T )‖2. (8.3)

Remark 8.1.2. This result is contained in [22, Theorem 3] where the authors gave Lie
brackets along which the quadratic order induces a drift, denying STLC of the nonlin-
ear system. However, the proof is still done here in the easier setting of Schrödinger
ODEs as it provides a guideline to study obstructions for the Schrödinger PDE (3.10).
Moreover, a new tool, introduced in [16], called the Magnus expansion in the interac-
tion picture, could also be used to prove this result. However, this tool seems to be not
suitable for an infinite-dimensional framework, thus is not discussed here.

Theorem 8.1.1 relies on the power series expansion of the solution of (8.1) around
the trajectory (X1, u ≡ 0). The first and second-order terms of the expansion are
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respectively solutions of,

iX ′L = H0XL − u(t)H1X1, with XL(0) = 0, (8.4)
and iX ′Q = H0XQ − u(t)H1XL, with XQ(0) = 0. (8.5)

We prove that the solution of the linearized system misses the K-th direction and
that the second-order term is, up to some negligible terms, a quadratic form, with a
coercivity quantified by the H−1-norm of the control. We also prove estimates on the
cubic remainder of the expansion to show that the quadratic term enables to deny
STLC for the nonlinear equation.

8.1.1 Error estimates on the expansion of the solution

The goal of this section is to give a rigorous meaning to the following expansion

X ≈ X1 +XL +XQ. (8.6)

In this section, we consider the following asymptotic.

Definition 8.1.3. Given two scalar quantities A(T, u) and B(T, u), we write A(T, u) =
O (B(T, u)) if there exists C, T ∗ > 0 such that for any T ∈ (0, T ∗), there exists η > 0
such that for all u ∈ L1(0, T ) with ‖u1‖L∞(0,T ) < η, we have |A(T, u)| ≤ C|B(T, u)|.

Thus, the notation O refers to the convergence ‖u1‖L∞(0,T ) → 0 but with controls
u in L1(0, T ) to ensure the well-posedness of (8.1) and all the equations considered.
Moreover, this convergence holds uniformly with respect to the final time on a small
time interval [0, T ∗].

Error estimates on an auxiliary system. We need sharp error estimates to prove
that the cubic remainder of the expansion (8.6) can be neglected in front of the drift
‖u1‖2L2 . Therefore, classical error estimates involving the L2-norm of the control u are
not enough. One can compute estimates involving rather the L2-norm of the time-
primitive u1 of the control by introducing the new state

X̃(t) := e−iH1u1(t)X(t). (8.7)

Such an idea was introduced in [58] and later used in [25] for the Schrödinger equation.
This strategy can also be found in [22] to study the quadratic behavior of differential
systems, or in [16] to give refined error estimates for various expansions of scalar-input
affine control systems. The new state X̃ solves the following ODE, called the auxiliary
system,

X̃ ′(t) = −ie−iH1u1(t)H0e
iH1u1(t)X̃(t) = −i

+∞∑
k=0

(−iu1(t))k

k! adkH1(H0)X̃(t). (8.8)

Remark 8.1.4. Taking ‖ · ‖ a sub-multiplicative norm onMp(R), one gets

∀t ∈ [0, T ],
∥∥∥∥∥u1(t)k

k! adkH1(H0)
∥∥∥∥∥ ≤ ‖H0‖

(2|u1(t)| ‖H1‖)k
k! ,

proving the absolute convergence of the series given in (8.8). The second equality of
(8.8) is obtained showing that the matrices on both sides satisfy the following Cauchy
problem

M ′(t) = −iu(t) adH1(M(t)) with M(0) = H0,

giving that e−iH1u1(t)H0eiH1u1(t) = exp(−iu1(t) adH1)H0.
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By the Duhamel formula, the solution of the auxiliary system (8.8) satisfies

X̃(t) = X1(t)− i
∫ t

0
e−iH0(t−τ)

+∞∑
k=1

(−iu1(τ))k

k! adkH1(H0)X̃(τ)dτ. (8.9)

The first-order term X̃L and the second-order term X̃Q of the expansion of X̃ around
the trajectory (X1, u ≡ 0) are given by, for all t ∈ [0, T ],

X̃L(t) = −
∫ t

0
e−iH0(t−τ)u1(τ) ad1

H1(H0)X1(τ)dτ, (8.10)

X̃Q(t) =
∫ t

0
e−iH0(t−τ)[− u1(τ) ad1

H1(H0)X̃L(τ) + iu1(τ)2

2 ad2
H1(H0)X1(τ)

]
dτ. (8.11)

Proposition 8.1.5. The following error estimates on the expansion of the auxiliary
system (8.8) hold

sup
t∈[0,T ]

‖(X̃ −X1)(t)‖ = O
(
‖u1‖L1(0,T )

)
, (8.12)

sup
t∈[0,T ]

‖(X̃ −X1 − X̃L)(t)‖ = O
(
‖u1‖2L2(0,T )

)
, (8.13)

sup
t∈[0,T ]

‖(X̃ −X1 − X̃L − X̃Q)(t)‖ = O
(
‖u1‖3L3(0,T )

)
. (8.14)

Proof. Bound on the solution. Taking the scalar product of (8.1) with X and then the
imaginary part of the corresponding equality, one gets

d

dt
‖X(t)‖2 = 0 and thus ∀t ∈ [0, T ], ‖X(t)‖ = ‖ϕ1‖.

Thus, as H1 is symmetric and u is real-valued, the definition (8.7) of the auxiliary
system entails that, for all t ∈ [0, T ], ‖X̃(t)‖ = ‖ϕ1‖.
Proof of (8.12). With (8.9) and the boundness of X̃, one directly has,

‖(X̃ −X1)(t)‖ =
∥∥∥∥∫ t

0
e−iH0(t−τ)O(|u1(τ)|)X̃(τ)dτ

∥∥∥∥ = O
(
‖u1‖L1(0,T )

)
.

Proof of (8.13). Putting together (8.9) and (8.10), one gets

(X̃ −X1 − X̃L)(t) = −
∫ t

0
e−iH0(t−τ)u1(τ) ad1

H1(H0)(X̃ −X1)(τ)dτ

− i
∫ t

0
e−iH0(t−τ)

+∞∑
k=2

(−iu1(τ))k

k! adkH1(H0)X̃(τ)dτ

= O
(
‖u1‖L1‖X̃ −X1‖∞ + ‖u1‖2L2‖X̃‖∞

)
.

Thus, the boundness of X̃ and estimate (8.12) on X̃ −X1 lead to (8.13).
Proof of (8.14). The proof is similar using equations (8.9)-(8.11) and estimates (8.12)-
(8.13).

Error estimates on the Schrödinger equation (8.1).

Proposition 8.1.6. The following error estimates on the expansion of the Schrödinger
equation (8.1) hold

‖(X −X1) (T )‖ = O (‖u1‖L1 + |u1(T )|) ,
‖(X −X1 −XL) (T )‖ = O

(
‖u1‖2L2 + |u1(T )|2

)
,

‖(X −X1 −XL −XQ) (T )‖ = O
(
‖u1‖3L3 + |u1(T )|3

)
.
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Proof. As the proofs of the three estimates are similar, we only prove here the second
one. Identifying the expansions of the initial and auxiliary systems in (8.7), one gets,

XL(T ) = X̃L(T ) + iu1(T )H1X1(T ). (8.15)

Thus, the relations (8.7) and (8.15) lead to,

‖(X −X1 −XL) (T )‖ ≤ ‖eiH1u1(T )(X̃ −X1 − X̃L)(T )‖
+ ‖(eiH1u1(T ) − 1)X̃L(T )‖+ ‖(eiH1u1(T ) − 1− iH1u1(T ))X1(T )‖.

The first term of the right-hand side is estimated by ‖u1‖2L2 using estimate (8.13).
Doing an expansion of the exponential, the last term is estimated by |u1(T )|2 and the
second term is estimated by ‖X̃L(T )‖|u1(T )|. Finally, looking at (8.10), the norm of
X̃L(T ) is estimated by ‖u1‖L1 .

To end the estimate of the cubic remainder of the expansion of the Schrödinger
equation (8.1), it only remains to show that the boundary term u1(T ) can be neglected.
This can be done by noticing that such a term appears in the dynamic of the linearized
system.

Proposition 8.1.7. If H0 and H1 satisfy a1
K 6= 0, then the solution X of (8.1) with

initial condition X(0) = ϕ1 satisfies

|u1(T )| = O
(√

T‖u1‖L2(0,T ) + ‖(X −X1)(T )‖
)
. (8.16)

Proof. Notice that the assumption a1
K 6= 0 on H0 and H1 entails the existence of

j ∈ {1, . . . , p} such that 〈H1ϕ1, ϕj〉 6= 0 . Set such j. Solving (8.4), straightforward
computations give,

〈(X −X1) (T ), ϕje−iλ1T 〉 = i〈H1ϕ1, ϕj〉
∫ T

0
u(t)ei(λj−λ1)(t−T )dt

+O (‖(X −X1 −XL)(T )‖) .

Yet, if j 6= 1, doing one integration by parts and using Cauchy-Schwarz inequality, one
gets ∫ T

0
u(t)ei(λj−λ1)(t−T )dt = u1(T ) +O(

√
T‖u1‖L2(0,T )).

This also holds if j = 1. Therefore, using Proposition 8.1.6 to estimate (X − X1 −
XL)(T ), one gets

|u1(T )| = O
(√

T‖u1‖L2 + ‖u1‖2L2 + |u1(T )|2 + ‖(X −X1)(T )‖
)
.

By definition of the notation O, those estimates are done under the asymptotic ‖u1‖L∞
going to zero. Thus, such estimate entails (8.16).

Corollary 8.1.8. If H0 and H1 satisfy a1
K 6= 0, the following error estimate holds on

the expansion of the solution of (8.1),

‖(X −X1 −XL −XQ) (T )‖ = O
(
‖u1‖3L3 + ‖(X −X1)(T )‖3

)
. (8.17)
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8.1.2 Study of the quadratic term

The goal of this section is to prove that the second-order term of the expansion
(8.6) has a coercivity property. First, notice that the solution of the linearized system
(8.4) is given by,

XL(t) = i
p∑
j=1

(
〈H1ϕ1, ϕj〉

∫ t

0
u(τ)ei(λj−λ1)τdτ

)
ϕje
−iλjt, t ∈ (0, T ). (8.18)

Therefore, plugging this expression into the second-order system (8.5), one has

〈XQ(T ), ϕKe−iλ1T 〉

= −
p∑
j=1
〈H1ϕ1, ϕj〉〈H1ϕK , ϕj〉

∫ T

0
u(t)

∫ t

0
u(τ)ei(λj(τ−t)+λK(t−T )+λ1(T−τ))dτdt.

The coercivity quantified by the H−1-norm of the control u is revealed by integrations
by parts as follows,

=〈XQ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = Q(u1)

+ u1(T )
p∑
j=1
〈[H0, H1]ϕ1, ϕj〉〈H1ϕK , ϕj〉

∫ T

0
u1(τ) cos[(λj − λ1)(τ − T )]dτ,

where Q is a quadratic form on L2(0, T ) given by,

Q(u1) := −a
1
K

2

∫ T

0
u1(t)2 cos[(λK−λ1)(t−T )]dt+

p∑
j=1
〈[H0, H1]ϕ1, ϕj〉〈[H0, H1]ϕj , ϕK〉

×
∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ) sin (λj(τ − t) + λK(t− T ) + λ1(T − τ)) dτdt. (8.19)

Using Proposition 8.1.7 to neglect the boundary term u1(T ) and Cauchy-Schwarz in-
equality, one gets,

=〈XQ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = Q(u1) +O
(
T‖u1‖2L2 + ‖(X −X1)(T )‖2

)
. (8.20)

Moreover, as stated below, the quadratic form Q has a coercivity quantified by the
H−1-norm of the control u.

Lemma 8.1.9. There exists T ∗ > 0 such that for every T ∈ (0, T ∗) and u1 ∈ L2(0, T ),

− sign(a1
K)Q(u1) ≥ |a

1
K |
8

∫ T

0
u1(t)2dt.

Proof. Assume that a1
K > 0 (the case a1

K < 0 is similar). Let T ∈ (0, T ∗) with T ∗ to
be determined and u1 ∈ L2(0, T ).
Upper negative bound on the first term of Q. If T ∗ ≤ π

3(λK−λ1) , as cosine is decreasing
on [0, π3 ], one gets,

−a
1
K

2

∫ T

0
u1(t)2 cos[(λK − λ1)(t− T )]dt ≤ −a

1
K

4

∫ T

0
u1(t)2dt. (8.21)

Estimate of the second term of Q. If we denote by

C1
K :=

p∑
j=1
|〈[H0, H1]ϕ1, ϕj〉〈[H0, H1]ϕj , ϕK〉| ,
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by Cauchy-Schwarz inequality, the absolute value of the second term in (8.19) is
bounded by,

C1
KT

∫ T

0
u1(t)2dt ≤ a1

K

8

∫ T

0
u1(t)2dt, (8.22)

if we choose T ∗ ≤ a1
K

8C1
K
, as C1

K 6= 0 by (8.2).
Conclusion. Putting together (8.21), (8.22) with the definition of Q (8.19), the proof
follows with

T ∗ := |a
1
1|

8C1
1
, if K = 1 and T ∗ := min

(
|a1
K |

8C1
K

; π

3(λK − λ1)

)
, if K 6= 1.

8.1.3 Proof of the first quadratic obstruction for Schrödinger ODEs

First, using the explicit form of XL given in (8.18), when 〈H1ϕ1, ϕK〉 = 0, one
notices that the K-th direction is lost at the linear level because,

〈XL(T ), ϕK〉 = 0.

Thus, using the work on the quadratic term (8.20) and the estimate on the cubic
remainder (8.17), one has

=〈X(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = =〈XQ(T ), ϕKe−iλ1T 〉+O (‖(X −X1 −XL −XQ)(T )‖)
= Q(u1) +O

(
T‖u1‖2L2 + ‖u1‖3L3 + ‖(X −X1)(T )‖2

)
.

Expanding the notation O (see Definition 8.1.3), this means that there exists C, T1 > 0
such that for all T ∈ (0, T1), there exists η1 > 0 such that for all u ∈ L1(0, T ) with
‖u1‖L∞(0,T ) < η1, one has,∣∣∣=〈X(T ), ϕKe−iλ1T 〉 −Q(u1)

∣∣∣ ≤ C (T‖u1‖2L2 + ‖u1‖3L3 + ‖(X −X1)(T )‖2
)
.

Let a ∈ (0, |a
1
K |
8 ), T ∗ := min(T1,

|a1
K |

16C − a
2C ), T ∈ (0, T ∗) and η := min(η1,

|a1
K |

16C − a
2C ).

Then, for all u ∈ L1(0, T ) with ‖u1‖L∞(0,T ) < η, one has,

∣∣∣=〈X(T ), ϕKe−iλ1T 〉 −Q(u1)
∣∣∣ ≤ ( |a1

K |
8 − a

)
‖u1‖2L2 + C‖(X −X1)(T )‖2.

Together with the coercivity of Q given in Lemma 8.1.9, this concludes the proof of
Theorem 8.1.1.

8.2 Well-posedness of the Schrödinger equation
In this section, we recall the result about the well-posedness of the following Cauchy

problem, given in [19, Proposition 2] and later extended in [42],
i∂tψ(t, x) = −∂2

xψ(t, x)− u(t)µ(x)ψ(t, x)− f(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),
ψ(t, 0) = ψ(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
ψ(0, x) = ψ0(x), x ∈ (0, 1).

(8.23)

Proposition 8.2.1. Let T > 0, µ ∈ H3((0, 1),R), ψ0 ∈ H3
(0)(0, 1), f ∈ L2((0, T ), H3∩

H1
0 ) and u ∈ L2((0, T ),R). There exists a unique weak solution of (8.23) i.e a function

ψ ∈ C0([0, T ], H3
(0)) such that the following equality holds in H3

(0)(0, 1),

ψ(t) = e−iAtψ0 + i

∫ t

0
e−iA(t−τ)

(
u(τ)µψ(τ) + f(τ)

)
dτ, t ∈ [0, T ].
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Moreover, for every R > 0, there exists C = C(T, µ,R) > 0 such that if ‖u‖L2(0,T ) < R
then this weak solution satisfies

‖ψ‖C0([0,T ],H3
(0)(0,1)) ≤ C

(
‖ψ0‖H3

(0)(0,1) + ‖f‖L2((0,T ),H3∩H1
0 (0,1))

)
.

If f ≡ 0, then
‖ψ(t)‖L2(0,1) = ‖ψ0‖L2(0,1), ∀t ∈ [0, T ].

Therefore, from now on, we will always work with controls u at least in L2(0, T ) and
with µ at least in H3(0, 1) to ensure the well-posedness of all the equations considered.
We will also always take ϕ1 as the initial condition of (3.10). Besides, as highlighted
in [42], the solution of (8.23) and more precisely its regularity, relies strongly on the
control and the dipolar moment. However, for sake of simplicity, in the following, we
will not mention this dependency.

8.3 Error estimates on the expansion of the solution

8.3.1 Formal expansion of the solution

The main tool to prove Theorem 4.2.2 is the power series expansion of the solution
of the Schrödinger equation (3.10) around the ground state. By Proposition 8.2.1, for
u ∈ L2(0, T ) and µ ∈ H3(0, 1), one may consider,

— the first-order term, Ψ ∈ C0([0, T ], H3
(0)), solution of the linearized equation given

by, 
i∂tΨ = −∂2

xΨ− u(t)µ(x)ψ1,
Ψ(t, 0) = Ψ(t, 1) = 0,
Ψ(0, x) = 0,

(8.24)

which can be explicitly computed as,

Ψ(t) = i
+∞∑
j=1

(
〈µϕ1, ϕj〉

∫ t

0
u(τ)ei(λj−λ1)τdτ

)
ψj(t), t ∈ [0, T ], (8.25)

— and the second-order term, ξ ∈ C0([0, T ], H3
(0)), which is the solution of,

i∂tξ = −∂2
xξ − u(t)µ(x)Ψ,

ξ(t, 0) = ξ(t, 1) = 0,
ξ(0, x) = 0.

(8.26)

The proof of Theorem 4.2.2 is in two steps.
— First, we understand in which way the following expansion holds rigorously:

ψ ≈ ψ1 + Ψ + ξ.

— Then, we prove that the quadratic term entails a drift, quantified by the H−n-
norm of the control, preventing H2n−3-STLC when n ≥ 2 and W−1,∞-STLC
when n = 1, for the nonlinear system.

First, we specify the smallness assumption on the controls that we use in all the
following.

Definition 8.3.1. Given two scalar quantities A(T, u) and B(T, u), we write A(T, u) =
O (B(T, u)) if there exists C, T ∗ > 0 such that for any T ∈ (0, T ∗), there exists η > 0
such that for all u ∈ L2(0, T ) with ‖u1‖L∞(0,T ) < η, we have |A(T, u)| ≤ C|B(T, u)|.

As in Definition 8.1.3, this notation refers to the convergence ‖u1‖L∞(0,T ) → 0
uniformly with respect to the final time. However, to ensure the well-posedness of the
Schrödinger equation (3.10), one asks for the controls u to be at least in L2(0, T ) and
not just in L1(0, T ) as in finite dimension.
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8.3.2 The auxiliary system

As discussed in Section 8.1.1, to prove that the behavior of the nonlinear solution
is driven by the quadratic term of the expansion, one needs to compute sharp error
estimates, not quantified with respect to the control u but with respect to the time-
primitive u1 of the control. This is done again by the means of an auxiliary system: if
ψ is a solution of the Schrödinger (3.10), we consider a new state ψ̃ given by,

ψ̃(t, x) := ψ(t, x)e−iu1(t)µ(x), (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1], (8.27)

which is a weak solution of
i∂tψ̃ = −∂2

xψ̃ − iu1(t)(2µ′(x)∂xψ̃ + µ′′(x)ψ̃) + u1(t)2µ′(x)2ψ̃,

ψ̃(t, 0) = ψ̃(t, 1) = 0,
ψ̃(0, x) = ϕ1(x).

(8.28)

The well-posedness of this equation is stated below as in [25, Proposition 2].

Proposition 8.3.2. Let T > 0, µ ∈ H3((0, 1),R), u1 ∈ H1((0, T ),R) with u1(0) = 0.
There exists a unique weak solution ψ̃ ∈ C0([0, T ], H3 ∩H1

0 (0, 1)) of (8.28). Moreover,
for every R > 0, there exists C = C(T, µ,R) > 0 such that, if ‖u1‖H1(0,T ) < R, then
this weak solution satisfies

‖ψ̃‖C0([0,T ],H3∩H1
0 (0,1)) ≤ C.

Remark 8.3.3. Because of the term ∂xψ̃ in (8.28), it does not seem possible to use
a fixed-point theorem to prove directly the well-posedness of (8.28) when u1 is in
L2((0, T ),R). Thus, up to now, the solution of (8.28) is only understood through its
link (8.27) with the Schrödinger equation (3.10). Thus, the regularity and the bound
on ψ̃ stated in Proposition 8.3.2 follow from Proposition 8.2.1 and therefore hold under
assumptions on u′1 and not just on u1.

Furthermore, when u1 is in H1((0, T ),R), ψ̃ is a weak solution of (8.28) in the sense
that the following equality holds in H1

0 (0, 1) for every t ∈ [0, T ],

ψ̃(t) = ψ1(t)−
∫ t

0
e−iA(t−τ)

(
u1(τ)

(
2µ′∂x + µ′′

)
ψ̃(τ) + iu1(τ)2µ′2ψ̃(τ)

)
dτ.

Notice that the right-hand side of the equality is indeed in H1
0 (0, 1) thanks to the

smoothing effect stated below in Lemma 8.3.4, which was highlighted in [19] and later
used in [42].

Moreover, when u1 is in C1([0, T ],R), ψ and thus ψ̃ are in C1([0, T ], L2(0, 1)) and
the first equation of (8.28) is satisfied in L2(0, 1) at every time.

Lemma 8.3.4. There exists a non-decreasing function C : R+ → R∗+ such that for
all T ≥ 0 and f in L2((0, T ), H1(0, 1)), the function G : t 7→ ∫ t

0 e
−iA(t−τ)f(τ)dτ is in

C0([0, T ], H1
0 (0, 1)) with

‖G‖C0([0,T ],H1
0 (0,1)) ≤ C(T )‖f‖L2((0,T ),H1(0,1)).

Now, we want to study the expansion around the ground state of the solution ψ̃ of
the auxiliary system (8.28).
First-order term. Linearizing (8.27), the first-order term Ψ̃ of the expansion of ψ̃ is
given by

Ψ̃(t, x) = Ψ(t, x)− iu1(t)µ(x)ψ1(t, x), (8.29)
where Ψ is the solution of (8.24). Thus, Ψ̃ is in C0([0, T ], H3 ∩ H1

0 ) and is a weak
solution of 

i∂tΨ̃ = −∂2
xΨ̃− iu1(t) (2µ′∂xψ1 + µ′′ψ1) ,

Ψ̃(t, 0) = Ψ̃(t, 1) = 0,
Ψ̃(0, x) = 0.

(8.30)
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Second-order term. Doing an expansion of order 2 of (8.27), the second-order term ξ̃
is given by,

ξ̃(t, x) = ξ(t, x)− iu1(t)µ(x)Ψ̃(t, x) + u1(t)2

2 µ(x)2ψ1(t, x), (8.31)

where ξ is the solution of (8.26). Notice that ξ̃ is in C0([0, T ], H3 ∩H1
0 ) and is a weak

solution of, 
i∂tξ̃ = −∂2

xξ̃ − iu1(t)(2µ′∂xΨ̃ + µ′′Ψ̃) + u1(t)2µ′2ψ1,

ξ̃(t, 0) = ξ̃(t, 1) = 0,
ξ̃(0, x) = 0.

(8.32)

Proposition 8.3.5. The first and second-order terms of the expansion of ψ̃ satisfy

‖Ψ̃‖L∞((0,T ),H1
0 (0,1)) = O (‖u1‖L2) and ‖ξ̃‖L∞((0,T ),L2(0,1)) = O

(
‖u1‖2L2

)
. (8.33)

Proof. First, solving (8.30), the following equality holds in H1
0 (0, 1),

Ψ̃(t) = −
∫ t

0
e−iA(t−τ)u1(τ)

(
2µ′∂x + µ′′

)
ψ1(τ)dτ, t ∈ [0, T ].

As the function τ 7→ u1(τ) (2µ′∂x + µ′′)ψ1(τ) is in L2((0, T ), H1(0, 1)), by Lemma 8.3.4,
one gets the existence of C = C(T ) > 0 such that

‖Ψ̃‖C0([0,T ],H1
0 ) ≤ C(T )‖u1

(
2µ′∂x + µ′′

)
ψ1‖L2((0,T ),H1) ≤ C(T )‖µ‖H3(0,1)‖u1‖L2(0,T ),

using the algebra structure of H3(0, 1). As the constant is non-decreasing with respect
to the final time, one gets the first estimate of (8.33). Moreover, solving (8.32), one
gets

ξ̃(t) = −
∫ t

0
e−iA(t−τ)

(
u1(τ)

(
2µ′∂x + µ′′

)
Ψ̃(τ) + iu1(τ)2µ′2ψ1(τ)

)
dτ, t ∈ [0, T ].

Therefore, using the triangular inequality together with the fact that for all s ∈ R, eiAs
is an isometry from L2(0, 1) to L2(0, 1), one gets,

‖ξ̃(t)‖L2(0,1) ≤
∫ t

0

(
|u1(τ)|‖ (2µ′∂x + µ′′

)
Ψ̃(τ)‖L2(0,1) + |u1(τ)|2‖µ′2ψ1(τ)‖L2(0,1)

)
dτ

≤ ‖µ‖H3‖u1‖L1(0,T )‖Ψ̃‖L∞((0,T ),H1
0 ) + ‖µ′2‖L∞‖u1‖2L2(0,T )‖ψ1‖L∞((0,T ),L2).

Thus, the estimate on Ψ̃ enables to conclude the proof of (8.33).

8.3.3 Energy estimates on the auxiliary system

One of our goals is to prove that the first obstruction occurs assuming only that
‖u1‖L∞ is small. Hence, we seek to prove estimates on ψ̃ not assuming the boundness
of u1 in H1(0, T ) as required in Proposition 8.3.2.

Lemma 8.3.6. For every T > 0, µ ∈ H3((0, 1),R) and u1 ∈ H1((0, T ),R), the solution
ψ̃ of the auxiliary system (8.28) satisfies

∀t ∈ [0, T ], ‖ψ̃(t)‖L2(0,1) = 1. (8.34)

This result follows directly from the definition of the auxiliary system (8.27) and
the conservation of the L2-norm of the solution of the Schrödinger equation (3.10)
given in Proposition 8.2.1.
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Proposition 8.3.7. For every µ ∈ H3((0, 1),R), the solution ψ̃ of the auxiliary system
(8.28) satisfies

‖ψ̃ − ψ1‖L∞((0,T ),L2(0,1)) = O
(
‖u1‖L2(0,T )

)
. (8.35)

Proof. The estimate is computed first for regular controls so that the equation (8.28)
holds in L2(0, 1) at every time (see Remark 8.3.3) and then deduced by density. Denote
by R̃ := ψ̃ − ψ1. Looking at (8.28), R̃ is the solution of

i∂tR̃ = −∂2
xR̃− iu1(t)

(
2µ′∂x + µ′′

)
R̃− iu1(t)

(
2µ′∂x + µ′′

)
ψ1 + u1(t)2µ′2ψ̃, (8.36)

with Dirichlet boundary conditions and initial condition R̃(0, ·) = 0. Let t ∈ [0, T ].
The proof consists in taking the L2-scalar product of (8.36) with R̃, integrating over
[0, t] and taking the imaginary part. First, notice that

=
(
i

∫ t

0
〈∂tR̃(τ), R̃(τ)〉dτ

)
= 1

2

∫ t

0

d

dt
‖R̃(τ)‖2L2(0,1)dτ = 1

2‖R̃(t)‖2L2(0,1). (8.37)

Moreover, as for every τ ∈ [0, T ], R̃(τ) is in H1
0 (0, 1), one integration by parts gives,

=
(
−
∫ t

0
〈∂2
xR̃(τ), R̃(τ)〉dτ

)
= =

(∫ t

0
‖∂xR̃(τ)‖2L2(0,1)dτ

)
= 0. (8.38)

Besides, as the operator 2µ′∂x+µ′′ is skew-Hermitian on H1
0 (0, 1) and u1 is real-valued,

=
(
i

∫ t

0
u1(τ)〈(2µ′∂x + µ′′

)
R̃(τ), R̃(τ)〉dτ

)
= 0. (8.39)

Moreover, using Young and Cauchy-Schwarz inequalities, for all u ∈ C1([0, T ],R) such
that ‖u1‖L∞ ≤ 1,∣∣∣∣∫ t

0
〈−iu1(τ)

(
2µ′∂x + µ′′

)
ψ1(τ) + u1(τ)2µ′2ψ̃(τ), R̃(τ)〉dτ

∣∣∣∣
≤ 1

2‖u1‖2L2 + 1
2
(
‖(2µ′∂x + µ′′)ψ1‖2L∞(L2) + ‖µ′2ψ̃‖2L∞(L2)

) ∫ t

0
‖R̃(τ)‖2L2dτ. (8.40)

Thus, using the equation (8.36) together with estimates (8.37)-(8.40) and (8.34) on ψ̃,
one gets the existence of C = C(µ) > 0 such that, for all u such that ‖u1‖L∞ ≤ 1,

‖R̃(t)‖2L2(0,1) ≤ C‖u1‖2L2 + C

∫ t

0
‖R̃(τ)‖2L2(0,1)dτ.

Therefore, Gronwall’s Lemma leads to (8.35), as the definition of O means that we
work in the asymptotic ‖u1‖L∞ small (see Definition 8.3.1).

8.3.4 Error estimates for the auxiliary system

Proposition 8.3.8. For every µ ∈ H3((0, 1),R) and p ∈ N∗, the following scalar error
estimates hold

〈eiu1(T )µ(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃)(T ), ϕp〉 = O
(
‖u1‖2L2(0,T )

)
, (8.41)

〈eiu1(T )µ(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃− ξ̃)(T ), ϕp〉 = O
(
‖u1‖3L2(0,T )

)
. (8.42)

Proof. Proof of (8.41). Solving (8.28) and (8.30), the following equality holds inH1
0 (0, 1),

(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃)(T )

= −
∫ T

0
e−iA(T−t)

(
u1(t)

(
2µ′∂x + µ′′

)
(ψ̃ − ψ1)(t) + iu1(t)2µ′2ψ̃(t)

)
dt. (8.43)
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Thus, 〈eiu1(T )µ(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃)(T ), ϕp〉 = I1 + I2, where

I1 := −
∫ T

0
u1(t)〈e−iA(T−t)(2µ′∂x + µ′′)(ψ̃ − ψ1)(t), e−iu1(T )µϕp〉dt,

I2 := −i
∫ T

0
u1(t)2〈e−iA(T−t)µ′2ψ̃(t), e−iu1(T )µϕp〉dt.

Using Cauchy-Schwarz’s inequality, that eiAs : L2 → L2 is an isometry and estimate
(8.34) on ψ̃, one gets

|I2| ≤
∫ T

0
u1(t)2‖e−iA(T−t)µ′2ψ̃(t)‖L2‖e−iu1(T )µϕp‖L2dt ≤ ‖µ′‖2L∞‖u1‖2L2 .

Moreover, using that the operator 2µ′∂x + µ′′ is skew-Hermitian on H1
0 and Cauchy-

Schwarz inequality, one gets

|I1| =
∣∣∣∣∣
∫ T

0
u1(t)〈(ψ̃ − ψ1)(t), (2µ′∂x + µ′′)[eiA(T−t)e−iu1(T )µϕp]〉dt

∣∣∣∣∣
≤ ‖u1‖L1‖ψ̃ − ψ1‖L∞((0,T ),L2)‖(2µ′∂x + µ′′)[eiA(T−t)e−iu1(T )µϕp]‖L∞((0,T ),L2)

= O
(√

T‖u1‖2L2

)
,

using estimate (8.35) on ψ̃ − ψ and because, for all time t ∈ [0, T ],

‖(2µ′∂x + µ′′)[eiA(T−t)e−iu1(T )µϕp]‖L2 ≤ 3‖µ‖H3‖e−iu1(T )µϕp‖H1
0

= 3‖µ‖H3‖e−iu1(T )µ
(
ϕ′p − iu1(T )µ′ϕp

)
‖L2 = O(1), (8.44)

using that eiAs : H1
0 (0, 1) → H1

0 (0, 1) is an isometry and recalling that we work with
‖u1‖L∞ small and thus bounded by definition of O.
Proof of (8.42). Solving (8.28), (8.30) and (8.32), one gets 〈eiu1(T )µ(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃ −
ξ̃)(T ), ϕp〉 = J1 + J2, where

J1 := −
∫ T

0
u1(t)〈e−iA(T−t) (2µ′∂x + µ′′

)
(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃)(t), e−iu1(T )µϕp〉dt,

J2 := −i
∫ T

0
u1(t)2〈e−iA(T−t)µ′2(ψ̃ − ψ1)(t), e−iu1(T )µϕp〉dt.

As before, using (8.35) to estimate ψ̃ − ψ1, one gets,

|J2| ≤ ‖µ′‖2L∞‖u1‖2L2‖ψ̃ − ψ1‖L∞((0,T ),L2) = O
(
‖u1‖3L2

)
. (8.45)

Moreover, as the operator 2µ′∂x + µ′′ is skew-Hermitian on H1
0 , J1 is given by

J1 =
∫ T

0
u1(t)〈(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃)(t), (2µ′∂x + µ′′)[eiA(T−t)e−iu1(T )µϕp]〉dt.

Recalling the computation of ψ̃−ψ1− Ψ̃ given in (8.43), one can write J1 = J1,1 +J1,2
with

J1,1 := −
∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)×

〈e−iA(t−τ) (2µ′∂x + µ′′
)

(ψ̃ − ψ1)(τ), (2µ′∂x + µ′′)[eiA(T−t)e−iu1(T )µϕp]〉dτdt,

J1,2 := −i
∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)2〈e−iA(t−τ)µ′2ψ̃(τ), (2µ′∂x + µ′′)[eiA(T−t)e−iu1(T )µϕp]〉dτdt.
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Using Cauchy-Schwarz inequality in L2(0, 1), estimate (8.34) on ψ̃ and estimate (8.44),
one gets

|J1,2| = O
(
‖u1‖L1(0,T )‖u1‖2L2(0,T )‖ψ̃‖L∞((0,T ),L2(0,1))

)
= O

(√
T‖u1‖3L2

)
. (8.46)

Besides, for all (t, τ) ∈ [0, T ], using Cauchy-Schwarz inequality and estimate (8.44),
one gets∣∣∣u1(t)u1(τ)〈e−iA(t−τ) (2µ′∂x + µ′′

)
(ψ̃ − ψ1)(τ), (2µ′∂x + µ′′)[eiA(T−t)e−iu1(T )µϕp]〉

∣∣∣
= O

(
|u1(t)||u1(τ)|‖(ψ̃ − ψ1)(τ)‖H1

0 (0,1)

)
∈ L1((0, T )× (0, T )),

as u1 is in L2(0, T ) and (ψ̃ − ψ1) is in C0([0, T ], H3 ∩H1
0 (0, 1)). Thus, one can apply

Fubini’s theorem to write J1,1 as

J1,1 = −
∫ T

τ=0
u1(τ)〈(2µ′∂x + µ′′

)
(ψ̃ − ψ1)(τ), F (τ)〉dτ

with F (τ) :=
∫ T

t=τ
eiA(t−τ)u1(t)(2µ′∂x + µ′′)[eiA(T−t)e−iu1(T )µϕp]dt.

As in estimate (8.44), for all time t, ‖eiA(T−t)e−iu1(T )µϕp‖H2
(0)

= O (1) . Thus, the
function u1(·)(2µ′∂x+µ′′)[eiA(T−·)e−iu1(T )µϕp] is in L2((0, T ), H1). So, by Lemma 8.3.4,
F is in C0([0, T ], H1

0 ) with

‖F‖C0([0,T ],H1
0 ) ≤ C‖u1(2µ′∂x + µ′′)[eiA(T−t)e−iu1(T )µϕp]‖L2((0,T ),H1) = O (‖u1‖L2) .

(8.47)
Therefore, using Cauchy-Schwarz inequality and that 2µ′∂x + µ′′ is skew-Hermitian,
(8.35) and (8.47) lead to

|J1,1| ≤ C‖u1‖L1‖ψ̃ − ψ1‖L∞((0,T ),L2)‖F‖L∞((0,T ),H1
0 ) = O

(√
T‖u1‖3L2

)
. (8.48)

Estimates (8.45), (8.46) and (8.48) conclude the proof of (8.42).

8.3.5 Error estimates for the Schrödinger equation

Now, from the estimates on the auxiliary system, one can deduce estimates for the
Schrödinger equation.

Proposition 8.3.9. For every µ ∈ H3((0, 1),R) and p ∈ N∗, the following error
estimates hold

‖ψ − ψ1‖L∞((0,T ),L2(0,1)) = O (‖u1‖L2 + |u1(T )|) ,
〈(ψ − ψ1 −Ψ)(T ), ϕp〉 = O

(
‖u1‖2L2 + |u1(T )|2

)
,

〈(ψ − ψ1 −Ψ− ξ)(T ), ϕp〉 = O
(
‖u1‖3L2 + |u1(T )|3

)
.

Proof. As the proofs of the three estimates are similar, we give here only the proof of
the last estimate. Using the links (8.27), (8.29) and (8.31) between the several systems,
we have,

(ψ − ψ1 −Ψ− ξ)(T ) = (eiu1(T )µ − 1− iu1(T ) + u1(T )2

2 µ2)ψ1(T )

+ (eiu1(T )µ − 1− iu1(T )µ)Ψ̃(T ) + (eiu1(T )µ − 1)ξ̃(T ) + eiu1(T )µ(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃− ξ̃)(T ).

We conclude as in the proof of Proposition 8.1.6: doing an expansion of eiu1(T )µ, the
p-th coordinate of the first term (resp. second and third term) can be estimated by
|u1(T )|3 (resp. by |u1(T )|2‖Ψ̃‖L2 and by |u1(T )|‖ξ̃‖L2). Then, using (8.33) to estimate
Ψ̃(T ) and ξ̃(T ) and (8.42) to estimate the last term, one concludes the proof.
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To end the error estimate of the cubic remainder, one needs to be able to neglect
the boundary term u1(T ). As in Proposition 8.1.7, it can be done by noticing that such
a term arises in the dynamic of the linearized system. The proof is exactly the same
with the L2(0, 1)-scalar product instead of the Cp-one and with µ instead of H1 and
thus is left to the reader.

Proposition 8.3.10. If µ satisfies (4.3), then the solution ψ of (3.10) with initial
condition ψ(0) = ϕ1 satisfies

u1(T ) = O
(√

T‖u1‖L2(0,T ) + ‖(ψ − ψ1)(T )‖L2(0,1)
)
. (8.49)

Corollary 8.3.11. For every µ ∈ H3((0, 1),R) satisfying (4.3) and p ∈ N∗, the follow-
ing error estimates hold

〈(ψ − ψ1 −Ψ)(T ), ϕp〉 = O
(
‖u1‖2L2(0,T ) + ‖(ψ − ψ1)(T )‖2L2(0,1)

)
, (8.50)

〈(ψ − ψ1 −Ψ− ξ)(T ), ϕp〉 = O
(
‖u1‖3L2(0,T ) + ‖(ψ − ψ1)(T )‖3L2(0,1)

)
. (8.51)

8.4 Coercivity of the quadratic term
Most objects defined in this section have a dependency with respect to the final time

T , the index K of the lost direction and the index n of the obstruction considered. To
lighten the notations, we will only mention the dependency with respect to n. The goal
of this section is to prove that, under (H2)K,n, in an appropriate sense, the quadratic
term has the following drift

=〈ξ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 ≈ −AnK‖un‖2L2(0,T ).

Plugging the explicit form (8.25) of the first-order term Ψ into the second-order system
(8.26), computations lead to

〈ξ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 =
∫ T

0
u(t)

∫ t

0
u(τ)h(t, τ)dτdt, (8.52)

where the quadratic kernel h is given by, for all (t, τ) ∈ [0, T ]2,

h(t, τ) := −
+∞∑
j=1
〈µϕK , ϕj〉〈µϕ1, ϕj〉ei[λK(t−T )+λj(τ−t)+λ1(T−τ)]. (8.53)

Thanks to the assumption (4.1) on µ, the kernel h is bounded in C2n(R2,C). This
regularity is the key to perform integrations by parts to reveal coercive drifts, quantified
by any integer negative Sobolev norm.

Proposition 8.4.1. Let n ∈ N and H ∈ C2n(R2,C). There exists a quadratic form
Q̃n on C2n such that for all T > 0 and u ∈ L1(0, T ),∫ T

0
u(t)

∫ t

0
u(τ)H(t, τ)dτdt

=
n∑
p=1

∫ T

0
up(t)2

(1
2
d

dt
(∂p−1

1 ∂p−1
2 H(t, t))− ∂p1∂p−1

2 H(t, t)
)
dt

+
∫ T

0
un(t)

∫ t

0
un(τ)∂n1 ∂n2H(t, τ)dτdt

+ Q̃n(u1(T ), . . . , un(T ), γn0 , . . . , γnn−1),

where, for all p = 0 . . . n− 1, we denote by γnp :=
∫ T

0 un(τ)∂p1∂n2H(T, τ)dτ.
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Proof. This result is proved by induction on m ∈ {0, . . . , n}. The equality is clear for
m = 0 with the convention that the sum is empty and taking Q̃0 = 0. Assume it holds
for m ∈ {0, . . . , n− 1}. Integrations by parts show that∫ T

0
um(t)

∫ t

0
um(τ)∂m1 ∂m2 H(t, τ)dtdτ = −um+1(T )

∫ T

0
um+1(τ)∂m1 ∂m+1

2 H(T, τ)dτ

+
u2
m+1(T )

2 ∂m1 ∂
m
2 H(T, T ) +

∫ T

0
um+1(t)2

(1
2
d

dt
(∂m1 ∂m2 H(t, t))− ∂m+1

1 ∂m2 H(t, t)
)
dt

+
∫ T

0
um+1(t)

∫ t

0
um+1(τ)∂m+1

1 ∂m+1
2 H(t, τ)dτdt.

The conclusion of the induction follows after noticing that, doing once again integra-
tions by parts,

∀i = 0, . . . ,m− 1, γmi = um+1(T )∂i1∂m2 H(T, T )− γm+1
i .

With the expression (8.53) of h and the definition (4.3) of the coefficients ApK , one
computes that,

∀p ∈ {1, . . . , n}, 1
2
d

dt
(∂p−1

1 ∂p−1
2 h(t, t))− ∂p1∂p−1

2 h(t, t) = −iApKei(λK−λ1)(t−T ).

Therefore, applying Proposition 8.4.1 to (8.52), under hypothesis (H2)K,n on µ, one
gets

=〈ξ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = Qn(un) +O
 n∑
p=1
|up(T )|2 +

∣∣∣∣∣
∫ T

0
un(τ)∂p1∂n2 h(T, τ)dτ

∣∣∣∣∣
2
 ,
(8.54)

where Qn is the following quadratic form defined by, for s in L2(0, T ),

Qn(s) := −AnK
∫ T

0
s(t)2 cos[(λK − λ1)(t− T )]dt+

∫ T

0
s(t)

∫ t

0
s(τ)kn(t, τ)dτdt, (8.55)

and where the real quadratic kernel kn is given by,

kn(t, τ) := (−1)n+1
+∞∑
j=1

(λK − λj)n (λj − λ1)n 〈µϕK , ϕj〉〈µϕ1, ϕj〉

× sin (λK(t− T ) + λj(τ − t) + λ1(T − τ)) . (8.56)

The following lemma states the coercivity of the quadratic form Qn.

Lemma 8.4.2. Assuming (4.1) and (4.3) on µ, there exists T ∗ > 0 such that for every
T ∈ (0, T ∗) and s ∈ L2(0, T ),

− sign(AnK)Qn(s) ≥ |A
n
K |
4

∫ T

0
s(t)2dt.

Proof. The proof is the same as the proof of Lemma 8.1.9 with

T ∗ := |A
n
1 |

4Cn1
, if K = 1 and T ∗ := min

(
|AnK |
4CnK

; π

3(λK − λ1)

)
, if K 6= 1,

where the constant CnK bounds the kernel kn and is given by

CnK :=
+∞∑
j=1
|(λK − λj)n(λj − λ1)n〈µϕ1, ϕj〉〈µϕK , ϕj〉| .

Notice that CnK is finite by (4.1) and non-vanishing by (4.3).

86



Quadratic behaviors of the bilinear 1D Schrödinger equation

As in Proposition 8.3.10, the boundary terms (up(T ))p=1,...,n arising in (8.54) can
be neglected. To that end, we prove first that the linearized system can move in at
least n directions.

Lemma 8.4.3. Under (H2)K,n, there exists at least n values of j in N∗ such that
cj 6= 0, where the sequence (cj)j∈N∗ is defined in (H2)K,n.

Proof. Assume by contradiction that there exists at most n− 1 values of j in N∗ such
that cj 6= 0. Let denote by (cji)i=1,...n−1 such values. Then, for all p ∈ {1, . . . , n},

ApK = (−1)p−1
n−1∑
i=1

(
λji −

λ1 + λK
2

)
vp−1
ji

cji , where vj := (λK−λj)(λj−λ1). (8.57)

Our goal is to prove that in that case, if we defined for all p = 1, . . . , n − 1, σp :=∑
1≤i1<...<ip≤n−1

vji1 . . . vjip , one has,

−AnK =
n−1∑
p=1

σpA
n−p
K , (8.58)

which leads to an absurdity thanks to (4.2) and (4.3) and thus concludes the proof.
Plugging (8.57) into the right-hand side of (8.58), one gets,

n−1∑
p=1

σpA
n−p
K = (−1)n−1

n−1∑
i=1

(
λji −

λ1 + λK
2

)
cji

n−1∑
p=1

(−1)pσpvn−p−1
ji

 .
Yet, Vieta’s formulas give that, for all x ∈ R,

(x− vj1) . . . (x− vjn−1) = xn−1 +
n−1∑
p=1

(−1)pσpxn−1−p.

Using this formula for x = vji for every i ∈ {1, . . . , n− 1}, one gets,

n−1∑
p=1

σpA
n−p
K = (−1)n−1

n−1∑
i=1

(
λji −

λ1 + λK
2

)
cji(−vn−1

ji
) = −AnK ,

using once again (8.57), which concludes the proof of (8.58) and thus the proof.

Proposition 8.4.4. Under (H1)K-(H2)K,n, the solution ψ of (3.10) with initial data
ϕ1 satisfies,

n∑
p=1
|up(T )| = O

(√
T‖un‖L2(0,T ) + ‖u1‖2L2(0,T ) + ‖(ψ − ψ1)(T )‖L2(0,1)

)
.

Proof. By Lemma 8.4.3, there exists J ⊂ N∗ of cardinal n such that for all j ∈ J ,
cj 6= 0. Besides, thanks to (H1)K , J ⊂ N∗ − {1,K}. Using the explicit form of Ψ
(8.25), one gets, for j ∈ J ,

〈(ψ − ψ1)(T ), ϕje−iλ1T 〉 = i〈µϕ1, ϕj〉
∫ T

0
u(t)ei(λj−λ1)(t−T )dt

+O
(

sup
j∈J
|〈(ψ − ψ1 −Ψ)(T ), ϕj〉|

)
. (8.59)

Yet, as j 6= 1, doing n integrations by parts and using Cauchy-Schwarz inequality, one
gets ∫ T

0
u(t)ei(λj−λ1)(t−T )dt =

n∑
p=1

(−i[λj − λ1])p−1 up(T ) +O(
√
T‖un‖L2).
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Using (8.50) to estimate the linear remainder ψ − ψ1 − Ψ (as J is finite), writing
U := (up(T ))p=1...n and V := ((−i[λj − λ1])p−1)(j,p)∈J ×{1,...,n}, the equation (8.59)
can be written as

V U = O
(√

T‖un‖L2 + ‖u1‖2L2 + ‖(ψ − ψ1)(T )‖L2

)
.

The invertibility of the Vandermonde matrix V concludes the proof.

Therefore, in (8.54), neglecting the boundary terms (up(T ))p=1,...,n thanks to Propo-
sition 8.4.4 and neglecting the other boundary terms thanks to Cauchy-Schwarz in-
equality and the boundness of h, one gets,

=〈ξ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = Qn(un) +O
(
T‖un‖2L2 + ‖u1‖4L2 + ‖(ψ − ψ1)(T )‖2L2

)
, (8.60)

where Qn is the quadratic form (8.55), which is coercive as stated in Lemma 8.4.2.

8.5 Proof of the obstructions caused by quadratic integer
drifts

From now on, we assume that (H1)K-(H2)K,n hold and we work in the asymptotic
u small in W−1,∞ if n = 1 and small in H2n−3 if n ≥ 2. The proof of Theorem 4.2.2
consists in describing the behavior of each term of the expansion of the solution. Under
(H1)K , recalling the explicit computation of Ψ given in (8.25), we have

〈Ψ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = 0.

Thus, the study of the quadratic term given by (8.60) and estimate (8.51) of the cubic
remainder entail

=〈ψ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = =〈ξ(T ), ϕKe−iλ1T 〉+O (〈(ψ − ψ1 −Ψ− ξ)(T ), ϕK〉)
= Qn(un) +O

(
T‖un‖2L2 + ‖u1‖3L2 + ‖(ψ − ψ1)(T )‖2L2

)
, (8.61)

thanks to Definition 8.3.1 of O.
First obstruction. When n = 1, one directly gets that∣∣∣=〈ψ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 −Q1(u1)

∣∣∣ = O
(
(T + ‖u1‖L∞) ‖u1‖2L2 + ‖(ψ − ψ1)(T )‖2L2

)
.

As in Section 8.1.3, expanding the notation of O, this leads to the existence of C > 0
such that for all A ∈ (0, |A

1
K |
4 ), there exists T ∗ > 0 such that for all T ∈ (0, T ∗), there

exists η > 0 such that for all u ∈ L2(0, T ) with ‖u1‖L∞(0,T ) < η,

∣∣∣=〈ψ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 −Q1(u1)
∣∣∣ ≤ ( |A1

K |
4 −A

)
‖u1‖2L2 + C‖(ψ − ψ1)(T )‖2L2 .

This inequality, together with the coercivity of Q1 given in Lemma 8.4.2, concludes
the proof of Theorem 4.2.2 for n = 1.

Second obstruction and the following. When n ≥ 2, it remains to prove that the cubic
term ‖u1‖3L2 can be, in a good functional setting, neglected in front of the drift ‖un‖2L2 .
This is done thanks to Gagliardo-Nirenberg inequalities [117, Theorem p.125].

Lemma 8.5.1. Let n ∈ N, n ≥ 2. There exists C > 0 such that for all T > 0 and
v ∈ H3(n−1)(0, T ), we have,

‖v(n−1)‖3L2(0,T ) ≤ C‖v3(n−1)‖L2(0,T )‖v‖2L2(0,T ) + CT−3(n−1)‖v‖3L2(0,T ).
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Applying this inequality to un, we have

‖u1‖3L2(0,T ) ≤ C
(
‖u(2n−3)‖L2(0,T ) + T−2n+3‖u‖L2(0,T )

)
‖un‖2L2(0,T ).

So, this Gagliardo-Nirenberg inequality, together with (8.61) gives,∣∣∣=〈ψ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 −Qn(un)
∣∣∣

= O
([
T + ‖u(2n−3)‖L2 + T−2n+3‖u‖L2

]
‖un‖2L2 + ‖(ψ − ψ1)(T )‖2L2

)
.

As before, expanding the notation of O, it means that there exists C, T1 > 0 such
that for all T ∈ (0, T1), there exists η1 > 0 such that for all u ∈ H2n−3(0, T ) with
‖u1‖L∞(0,T ) < η1,∣∣∣=〈ψ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 −Qn(un)

∣∣∣
≤ C

([
T + ‖u(2n−3)‖L2 + T−2n+3‖u‖L2

]
‖un‖2L2 + ‖(ψ − ψ1)(T )‖2L2

)
.

Let A ∈ (0, |A
n
K |
4 ), T ∗ := min(T1,

|AnK |
12C − A

3C ), T ∈ (0, T ∗) and η := min(η1,
|AnK |
12C −

A
3C ,

( |AnK |
12C − A

3C

)
T 2n−3). Then, for all u ∈ H2n−3(0, T ) with ‖u‖H2n−3(0,T ) < η, one has

∣∣∣=〈ψ(T ), ϕKe−iλ1T 〉 −Qn(un)
∣∣∣ ≤ ( |AnK |4 −A

)
‖un‖2L2 + C‖(ψ − ψ1)(T )‖2L2 .

This inequality, together with the coercivity of Qn given in Lemma 8.4.2 concludes the
proof of Theorem 4.2.2 for n ≥ 2.

Remark 8.5.2. Notice that for n ≥ 2, the smallness assumption on the control de-
pends on the final time T , which is not the case for n = 1. Such a phenomenon already
appears in finite dimension (see [22, Section 2.4.4] for example).

8.6 Existence of µ satisfying (H1)K-(H2)K,n
To complete the work on Theorem 4.2.2, the goal of this appendix is to prove the

existence of a function µ satisfying all the hypotheses required in Theorem 4.2.2.

Theorem 8.6.1. For all K ∈ N∗, K ≥ 2 and n ∈ N∗, there exists µ ∈ C∞c (0, 1)
satisfying (H1)K-(H2)K,n.

Notice that in all this section, the coefficients (ApK)p∈N∗ given in (4.2) and (4.3)
are seen as quadratic forms with respect to µ.

8.6.1 Strategy of the proof

The existence of µ ∈ C∞c (0, 1) satisfying (H1)K-(H2)K,n can be brought down to
three steps.
— First, instead of working with the series given in (4.2) and (4.3), we prove that the

coefficients (ApK)p∈N∗ can be namely written as a sum of L2(0, 1)-scalar products
of two derivatives of µ against ϕ1ϕK .

— Then, putting together the terms of the same order, we prove that the quadratic
forms ApK can be written as

ApK(µ) ≈ 〈µ(2p−1)2
ϕ1, ϕK〉.

— Therefore, one can construct oscillating functions µ such that(
〈µϕ1, ϕK〉, A1

K(µ), . . . , AnK(µ)
)
≈ (0, 0, . . . , 0,±1) .

The negligible terms are dealt with a Brouwer fixed-point theorem.
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8.6.2 Computations on Lie brackets

In this appendix, we work with µ in C∞c (0, 1) to ensure that all the Lie brackets
considered are well defined and also to not worry about boundary terms when perform-
ing integrations by parts. However, the following results hold with weaker regularity
and fewer boundary conditions on µ.

Proposition 8.6.2. For all p ∈ N∗, the quadratic form ApK defined in (4.2) can be
written as

∀µ ∈ C∞c (0, 1), ApK(µ) = (−1)p−1

2 〈[adp−1
A (µ), adpA(µ)]ϕ1, ϕK〉. (8.62)

Proof. First, one can prove by induction on q in N that for all a, b ∈ N∗,

(λa − λb)q〈µϕa, ϕb〉 = (−1)q〈adqA(µ)ϕa, ϕb〉. (8.63)

Indeed, it holds for q = 0 by definition of ad0
A(µ). Moreover, as the functions ϕj are

the eigenvectors of A which is a symmetric operator, the heredity follows after noticing
that

〈adq+1
A (µ)ϕa, ϕb〉 = 〈(A− λa Id) adqA(µ)ϕa, ϕb〉 = −(λa − λb)〈adqA(µ)ϕa, ϕb〉.

Therefore, from (4.2) and (8.63), one deduces that 2ApK is given by

(−1)p−1
+∞∑
j=1

(λj − λ1)p(λK − λj)p−1cj − (−1)p−1
+∞∑
j=1

(λj − λ1)p−1(λK − λj)pcj

=
+∞∑
j=1
〈adpA(µ)ϕ1, ϕj〉〈adp−1

A (µ)ϕK , ϕj〉+
+∞∑
j=1
〈adp−1

A (µ)ϕ1, ϕj〉〈adpA(µ)ϕK , ϕj〉

= 〈adpA(µ)ϕ1, adp−1
A (µ)ϕK〉+ 〈adp−1

A (µ)ϕ1, adpA(µ)ϕK〉,

which gives (8.62) using the symmetry/skew-symmetry of the operators adkA(µ).

Proposition 8.6.3. For all p ∈ N∗, there exists a constant C > 0 and Qp a quadratic
form such that for all µ ∈ C∞c (0, 1),

ApK(µ) = 〈µ(2p−1)2
ϕ1, ϕK〉+Qp(µ) with |Qp(µ)| ≤ C‖µ‖2H2p−2(0,1). (8.64)

Proof. Let µ ∈ C∞c (0, 1).

Step 1: Computations of the Lie brackets (adpA(µ))p∈N. First, one can prove by induction
on p ∈ N that

∀f ∈ C∞([0, 1]), adpA(µ)f =
p∑

k=0
αpkµ

(2p−k)f (k), (8.65)

where the coefficients (αpk)k=0,...,p are defined by induction by α0
0 := 1 and for all

p ∈ N∗,

αp+1
0 := −αp0, αp+1

p+1 := −2αpp and ∀k = 1, . . . , p, αp+1
k := −αpk−2αpk−1. (8.66)

Indeed, (8.65) holds for p = 0 by definition of ad0
A(µ). Moreover, if (8.65) is true for

some p ∈ N∗, then

adp+1
A (µ)f = [A, adpA(µ)]f = −

p∑
k=0

αpk

(
µ(2p−k)f (k)

)(2)
+

p∑
k=0

αpkµ
(2p−k)f (k+2)

= −
p∑

k=0
αpkµ

(2p−k+2)f (k) − 2
p∑

k=0
αpkµ

(2p−k+1)f (k+1),
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using Leibniz formula. And the heredity holds after a shift of indexes in the second
sum by definition (8.66) of the (αpk)k=0,...,p. Moreover, one can also prove by induction
that for all p ∈ N,

p∑
k=0

(−1)kαpk = 1. (8.67)

Indeed, it is true for p = 0 by definition of α0
0. Moreover, if (8.67) is true for some

p ∈ N∗, then
p+1∑
k=0

(−1)kαp+1
k = αp+1

0 −
p∑

k=1
(−1)k(αpk + 2αpk−1) + (−1)p+1αp+1

p+1

= αp+1
0 − (1− αp0) + 2(1− (−1)pαpp) + (−1)p+1αp+1

p+1 = 1,

using the definition (8.66) of the coefficients (αpk)k=0,...,p and the equation (8.67) for p.

Step 2: Semi-explicit formula for the Lie brackets ([adp−1
A (µ), adpA(µ)])p∈N∗ . Using the

explicit formula (8.65) and Leibniz formula, one can compute that

[
adp−1

A (µ), adpA(µ)
]
f =

p−1∑
k=0

p∑
n=0

k∑
m=0

(
k

m

)
αp−1
k αpnµ

(2p−2−k)µ(2p−n+k−m)f (n+m)

−
p∑

k=0

p−1∑
n=0

k∑
m=0

(
k

m

)
αpkα

p−1
n µ(2p−k)µ(2p−2−n+k−m)f (n+m). (8.68)

Many terms in these sums can be neglected. Indeed, for all a, b ∈ N, for all f ∈
C∞([0, 1]), there exists C > 0 such that∣∣∣〈µ(a)µ(b), f〉

∣∣∣ ≤ C‖µ‖2
Hb

a+b
2 c
. (8.69)

As for all (n,m) 6= (0, 0), b4p−2−n−m
2 c ≤ 2p−2, thanks to (8.69), every term of the two

sums linked to some (k, n,m) such that (n,m) 6= (0, 0) can be bounded by ‖µ‖2H2p−2 .
Therefore, one gets the existence of C > 0 such that

∣∣∣ 〈[adp−1
A (µ), adpA(µ)

]
ϕ1, ϕK

〉
−

p−1∑
k=0

αp−1
k αp0〈µ(2p−2−k)µ(2p+k)ϕ1, ϕK〉

+
p∑

k=0
αpkα

p−1
0 〈µ(2p−k)µ(2p−2+k)ϕ1, ϕK〉

∣∣∣ ≤ C‖µ‖2H2p−2 . (8.70)

Moreover, every remaining scalar product in (8.70) can be written as ±〈µ(2p−1)2
ϕ1, ϕK〉

up to some negligible terms, as stated by the following estimates,

∀k = −p, . . . , p−1,
∣∣∣〈µ(2p−2−k)µ(2p+k)ϕ1, ϕK〉 − (−1)k+1〈µ(2p−1)2

ϕ1, ϕK〉
∣∣∣ ≤ C‖µ‖2H2p−2 .

These estimates are proved by integrations by parts and using (8.69). Therefore, one
gets the existence of C > 0 such that∣∣∣ 〈[adp−1

A (µ), adpA(µ)
]
ϕ1, ϕK

〉
−
αp0 p−1∑

k=0
(−1)k+1αp−1

k − αp−1
0

p∑
k=0

(−1)k+1αpk

 〈µ(2p−1)2
ϕ1, ϕK〉

∣∣∣ ≤ C‖µ‖2H2p−2 .

(8.71)

Using (8.67) and that αp0 = (−1)p by the first equality of (8.66), one gets that

αp0

p−1∑
k=0

(−1)k+1αp−1
k − αp−1

0

p∑
k=0

(−1)k+1αpk = 2(−1)p−1,

which concludes the proof of (8.64) using (8.62).
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8.6.3 Proof of the existence of µ satisfying (H1)K-(H2)K,n
To prove Theorem 8.6.1, one can show the following result.

Theorem 8.6.4. Let K ∈ N∗, K ≥ 2 and x ∈ (0, 1) such that sin(Kπx) = 0. There
exists δ > 0 such that for every n ∈ N∗, for every J+ (resp. J−) open interval of
(x, x + δ) (resp. (x − δ, x)), there exists µ+

n (resp. µ−n ) in C∞c (0, 1) supported on J+

(resp. J−) such that

〈µ±nϕ1, ϕK〉 = A1
K(µ±n ) = . . . = An−1

K (µ±n ) = 0 and AnK(µ±n ) = ±1.

Proof. As ϕ1 > 0 on (0, 1), by definition of x and by continuity, there exists δ > 0 such
that ϕ1ϕK > 0 on (x, x + δ) and ϕ1ϕK < 0 on (x − δ, x) (or conversely, but it works
the same). Let us prove the statement by induction on n.

Initialization. Let J+ be an open interval of (x, x + δ). One can construct µ+
1 6= 0

supported on J+ such that 〈µ+
1 ϕ1, ϕK〉 = 0. Moreover, looking at (8.62), A1

K(µ+
1 ) =

〈(µ+
1 )′2ϕ1, ϕK〉 > 0 and thus after rescaling satisfies A1

K(µ+
1 ) = 1. One can construct

µ−1 similarly.

Heredity. Assume that the statement of Theorem 8.6.4 holds for 1, . . . , n and we prove
it for n+ 1. Let J+ (resp. J−) open interval of (x, x+ δ) (resp. (x− δ, x)). There exists
(I±i )i=0,...,n open intervals of J±, two by two disjoints. By induction, for all i = 1, . . . , n,
there exists µ±i supported on I±i such that

〈µ±i ϕ1, ϕK〉 = A1
K(µ±i ) = . . . = Ai−1

K (µ±i ) = 0 and AiK(µ±i ) = ±1. (8.72)

If needed, we denote by µ0
i ≡ 0 for all i = 1, . . . , n. Moreover, one can also choose µ0

supported on I±0 such that
〈µ0ϕ1, ϕK〉 = 1. (8.73)

We prove that F : µ 7→ (〈µϕ1, ϕK〉, A1
K(µ), . . . , An+1

K (µ)) is onto and thereby prove the
heredity.

Step 1: Surjectivity of the first n+1-components of F . Let a = (a0, a1, . . . , an) ∈ Rn+1.
As µ0 and (µ±i )i=1,...,n have all disjoint supports and satisfy respectively (8.73) and
(8.72), the function

µ̂a := a0µ0 +
n∑
i=1

√
|αi(a)|µsign(αi(a))

i ,

where the coefficients (αi)i=1,...,n are defined by α1(a) := a1 and

∀p ∈ {2, . . . , n}, αp(a) := ap − a2
0A

p
K(µ0)−

p−1∑
i=1
|αi(a)|ApK

(
µ

sign(αi(a))
i

)
,

is supported on ∪ni=0I
±
i and satisfies

F (µ̂a) = (a0, a1, . . . , an, A
n+1
K (µ̂a)). (8.74)

Besides, the last component of F (µ̂a) can be estimated as

An+1
K (µ̂a) = O

(
a2

0, |a1|, . . . , |an|
)
. (8.75)

Moreover, one can check that a 7→ F (µ̂a) is continuous on Rn+1. Indeed, by induction
on p ∈ {1, . . . , n}, the functions a 7→ αp(a) are continuous and thus the functions
sign(αp(·)) are locally constant.

Step 2: Surjectivity of the last component of F . Let a ∈ R∗. Define,

µ̃a(x) := |a|2n−1√
|ϕ1(x(a))ϕK(x(a))| g

(
x− x(a)
|a|

)
,
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where g is in C∞c (0, 1) such that
∫ 1

0 g
(2n−1)(y)2dy = 1 and x(a) is defined by x(a) =

x+1la>0 +x−1la<0, where x± are in J±−∪ni=0I
±
i such that ϕK(x+) > 0 (and ϕK(x−) <

0). First, µ̃a is supported on (x− − a, x−) if a < 0 and (x+, x+ + a) if a > 0. Thus, for
a small enough, the support of µ̃a is in J± − ∪ni=0I

±
i . Then, for example when a > 0,

a change of variables and a Taylor expansion with respect to a give,

〈(µ̃(2n−1)
a )2ϕ1, ϕK〉 = 1

ϕ1(x+)ϕK(x+)

∫ x++a

x+
g(2n−1)

(
x− x+

a

)2

ϕ1(x)ϕK(x)dx

= a

ϕ1(x+)ϕK(x+)

∫ 1

0
g(2n−1)(y)2ϕ1(x+ + ay)ϕK(x+ + ay)dy

= a+O(|a|)3.

Moreover, for all k = 0, . . . , 2n− 2, similarly, one gets

‖µ̃(k)
a ‖2L2(0,1) = |a|4n−2k−1

|ϕ1(x(a))ϕK(x(a))|

∫ 1

0
g(k)(y)2dy = O(|a|3).

Hence, by Proposition 8.6.3 giving a semi-explicit formula for the quadratic forms
(ApK)p∈N∗ , one gets

F (µ̃a) = (0, . . . , 0, a) +O(|a|3). (8.76)

Moreover, the previous computations prove the continuity of a 7→ F (µ̃a) on R∗. Besides,
by (8.76), F (µ̃a)→ 0 when a→ 0 so the map can be extended continuously at 0.

Step 3: F is onto by Brouwer. By Step 1 and Step 2, and more precisely with (8.74)-
(8.76), there exists δ > 0 such that, for all a ∈ Rn+2 − {0} such that |a| < δ, one gets
the existence of C > 0 such that

|F (µa)− (a0, . . . , an+1)| ≤ C |a0, . . . , an+1|3

with µa := µ̂a0,...,an + µ̃an+1−An+1
K (µ̂a). (8.77)

Let ρ > 0 such that Cρ2 < 1
2 and x ∈ Rn+2 such that |x| < ρ

2 . Then, the map

Gx : a 7→ a− F (µa) + x

maps the ball B(0, ρ) to itself and is continuous. Therefore, Brouwer’s fixed-point
theorem entails the existence of a such that F (µa) = x. This holds for every x such that
|x| < ρ

2 . Thus, taking x = (0, . . . , 0, ρ4), one gets the existence of µ+ such that F (µ+) =
(0, . . . , 0, ρ4). Hence, the function µ+

n+1 := 1√
ρ/4
µ+ satisfies F (µ+

n+1) = (0, . . . , 0, 1).

The function µ−n+1 is constructed similarly. And this ends the proof.
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Chapitre 9

SMALL-TIME LOCAL
CONTROLLABILITY OF THE BILINEAR

1D SCHRÖDINGER EQUATION,
DESPITE A QUADRATIC DRIFT,

THANKS TO A CUBIC TERM

In this chapter, we give the proof of the results presented in the Chapter 5, taken
from the article [44].

Outline of the chapter. First, a systematic approach to recover STLC when the
linearized system misses a finite number of directions is described in Section 9.1 and
presented on a few toy-models in finite dimension in Section 9.2. Before applying this
method to the Schrödinger equation, in Section 9.3, we recall its well-posedness and
the controllability result in projection of [42]. Then, the power series expansion of the
Schrödinger equation is computed in Section 9.4. Finally, Section 9.5 is dedicated to
the proof of Theorem 5.2.3.

9.1 Method of ‘control variations’
Under (Hlin), the linearized system around the ground state of the Schrödinger

equation (3.10) is not controllable: it misses one complex direction ϕK . This situation
is called ‘controllability up to (real) codimension two’. The goal of this section is to
propose a systematic approach to deal with these situations, which is different from
the one for ODEs and better adapted to PDEs. For finite dimensional systems, the
classical approach used by Kawski [88, Theorem 2.4] consists in,

— proving that any direction lost at the linear level is a ‘tangent vector’ thanks to
high-order control variations,

— and deducing the STLC of the nonlinear system thanks to a time-iterative process
that uses arbitrary small-time intervals.

For PDEs, using arbitrary small-time intervals is not comfortable, because of the
control-cost explosion when the time goes to zero. Therefore, in our new approach,
Kawski’s time-iteration process is replaced by a Brouwer fixed-point argument. This
is why our new notion of ‘tangent vector’ contains a continuity property.

9.1.1 Main result

To encompass finite and infinite dimensional systems, STLC is discussed in terms
of the surjectivity of the end-point map. Let us state first the functional setting. Let X
be a Banach space over R. Let (ET , ‖ · ‖ET ) be a family of Banach spaces of functions
defined on [0, T ] for T > 0. Assume that for all T1, T2 > 0, for all u ∈ ET1 and v ∈ ET2 ,
the concatenation of the two functions u#v defined by

u#v := u1l(0,T1) + v(· − T1)1l(T1,T1+T2) (9.1)
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is in ET1+T2 with moreover the following estimate:

‖u#v‖ET1+T2
≤ ‖u‖ET1

+ ‖v‖ET2
. (9.2)

For example, for any positive integer k, the Sobolev space Hk
0 (0, T ) satisfies this prop-

erty whereas the Sobolev space Hk(0, T ) doesn’t. Finally, let (FT )T>0 be a family of
functions from X × ET to X for T > 0. Later, in all our applications, FT will denote
the end-point of a control system.
First, let us make precise the new definition of ‘tangent vector’ used in this paper.

Definition 9.1.1. A vector ξ ∈ X is called a small-time E-continuously approximately
reachable vector if there exists a continuous map Ξ : [0,+∞)→ X with Ξ(0) = ξ such
that for all T > 0, there exists C, ρ, s > 0 and a continuous map b ∈ (−ρ, ρ) 7→ ub ∈ ET
such that,

∀b ∈ (−ρ, ρ), ‖FT (0, ub)− bΞ(T )‖X ≤ C|b|1+s with ‖ub‖ET ≤ C|b|s. (9.3)

The family (ub)b∈R (resp. the map Ξ) is called the control variations (resp. the vector
variations) associated with ξ.

Remark 9.1.2. Let us stress that, for finite-dimensional system, in [88], Kawski (see
also the work of Frankowska [77, 78]) introduced rather the following definition: a
vector ξ is said to be an m-th order tangent vector if there exists a family of controls
(uT )T>0 such that

FT (0, uT ) = Tmξ + o(Tm) when T → 0. (9.4)

Our Definition 9.1.1 is different: the final time and the amplitude of the target are un-
related. This allows constants in (9.3) badly quantified with respect to the final time
T , which is not possible in (9.4). Hence, being a small-time E-continuously approxi-
mately reachable vector is a weaker property than being a tangent vector. Also, for
this reason, the dependency of the constants with respect to the final time will not
be tracked in this paper. For the Schrödinger equation (3.10), the lost directions at
the linear level are approximately reachable vectors, but it seems more complicated to
prove that they are tangent vectors.

Our systematic approach is formalized in the following statement.

Theorem 9.1.3. Assume the following hypotheses hold.
(A1) For all T > 0, FT : X ×ET → X is of class C2 on a neighborhood of (0, 0) with

FT (0, 0) = 0.
(A2) For all x ∈ X, the map T ∈ R+ 7→ dFT (0, 0).(x, 0) ∈ X can be continuously

extended at zero with dF0(0, 0).(x, 0) = x.
(A3) For all T1, T2 > 0, for all x ∈ X, for all u ∈ ET1 and v ∈ ET2 ,

FT1+T2 (x, u#v) = FT2 (FT1 (x, u) , v) . (9.5)

(A4) The space H := Ran dFT (0, 0).(0, ·) doesn’t depend on time, is closed and of
finite codimension n.

(A5) There existsM a supplementary ofH that admits a basis (ξi)i=1,...,n of small-time
E-continuously approximately reachable vectors.

Then, for all T > 0, FT is locally onto from zero: for all η > 0, there exists δ > 0 such
that for all xf ∈ X with ‖xf‖X < δ, there exists u ∈ ET with ‖u‖ET < η such that

FT (0, u) = xf .
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Remark 9.1.4. If in addition of (A1)− (A5), we assume that
(A6) for all T > 0 and u ∈ ET , u(T − ·) is in ET with

FT (FT (0, u), u(T − ·)) = 0,

then, for all T > 0, FT is locally onto: for all η > 0, there exists δ > 0 such that for all
(x0, xf ) ∈ X2 with ‖x0‖X + ‖xf‖X < δ, there exists u ∈ ET with ‖u‖ET < η such that

FT (x0, u) = xf .

Indeed, let (x0, xf ) ∈ X2 with ‖x0‖X + ‖xf‖X < δ. By Theorem 9.1.3, there exists
u, v ∈ ET such that FT (0, u) = x0 and FT (0, v) = xf . Then, using successively (A3)
and (A6), one has

F2T (x0, u(T − ·)#v) = FT (FT (x0, u(T − ·)), v) = FT (0, v) = xf .

Remark 9.1.5. The C2-regularity of FT in (A1) is for convenience. In the proof of
Theorem 9.1.3, one needs the following estimates: for all T > 0 and R > 0, there exists
C > 0 such that for all (x, u) ∈ X × ET with ‖x‖X + ‖u‖ET < R,

‖FT (x, u)−FT (0, u)−FT (x, 0)‖X ≤ C‖x‖X‖u‖ET , (9.6)

‖FT (x, u)− dFT (0, 0).(x, u)‖X ≤ C
(
‖x‖2X + ‖u‖2ET

)
. (9.7)

Both estimates follow from Taylor formulas when FT is of class C2.

Remark 9.1.6. When FT denotes the end-point map of a control system,
— (A1) is linked to the well-posedness of the system: for controls in ET and initial

data in X, the end-point of the solution must take values in X;
— (A2) means that the solutions of the linearized system are continuous with respect

to time;
— (A3) is related to the semigroup property of the equation;
— (A4) means that the linearized system is ‘controllable up to finite codimension’;
— (A5) means that the directions lost at the linear level can be recovered using

‘high-order control variations’;
— and (A6) is linked to the time reversibility of the equation.

9.1.2 Proof of Theorem 9.1.3

The first tool is the local surjectivity of the nonlinear map FT up to finite codi-
mension.

Proposition 9.1.7. Assume (A1), (A3) and (A4). Let T > 0 and N a supplementary
of H. Denote by P the projection on H parallely to N . Then, FT is locally onto in pro-
jection on H: there exists δ0, C > 0 and a C1-map ΓT : BX(0, δ0)× (BX(0, δ0) ∩H)→
ET with ΓT (0, 0) = 0 such that for all (x0, xf ) ∈ BX(0, δ0)× (BX(0, δ0) ∩H),

P[FT (x0,ΓT (x0, xf ))] = xf , (9.8)

with the size estimate

‖ΓT (x0, xf )‖ET ≤ C (‖x0‖X + ‖xf‖X) . (9.9)

The proof follows from applying the inverse mapping theorem to the C1-map

X × ET → X ×H
(x, u) 7→ (x,P[FT (x, u)]) . (9.10)

Then, we prove that every direction spanned by approximately reachable vectors can
be recovered using high-order control variations.
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Proposition 9.1.8. Under the assumptions of Theorem 9.1.3, there exists T ∗ > 0 such
that for all T ∈ (0, T ∗) and η > 0, there exists MT a supplementary of H, C, s, ρ > 0
and a continuous map z ∈MT ∩BX(0, ρ) 7→ uz ∈ ET such that,

∀z ∈MT ∩BX(0, ρ), ‖FT (0, uz)− z‖X ≤ C‖z‖1+s
X with ‖uz‖ET ≤ η. (9.11)

Proof. Let T > 0 and η > 0. Let 0 = T0 < · · · < Tn = T be a subdivision of
[0, T ]. By (A5), there exists C, ρ, s > 0 and for all i = 1, . . . , n, two continuous maps
Ξi : [0,+∞) → X with Ξi(0) = ξi and b ∈ (−ρ, ρ) 7→ uib ∈ ETi−Ti−1 such that for all
b ∈ (−ρ, ρ),∥∥∥FTi−Ti−1

(
0, uib

)
− bΞi(Ti − Ti−1)

∥∥∥
X
≤ C|b|1+s with ‖uib‖ETi−Ti−1

≤ C|b|s. (9.12)

For all c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn with ‖c‖ < ρ and k ∈ {1, . . . , n}, we define

u#k

c := u1
c1#u2

c2# . . .#ukck ∈ ETk .

We prove by induction on k ∈ {1, . . . , n} the existence of C > 0 such that for all
‖c‖ < ρ,∥∥∥∥∥FTk(0, u#k

c )−
k∑
i=1

cidFTk−Ti(0, 0).(Ξi(Ti − Ti−1), 0)
∥∥∥∥∥
X

≤ C‖c‖1+s. (9.13)

The initialization with k = 1 follows from the definition of the family (u1
b)b∈R in (9.12)

and that dF0(0, 0).(·, 0) = IdX by (A2). Let us prove the heredity: assume that (9.13)
holds for some k ∈ {1, . . . , n}. First, by (A3), one has,

FTk+1(0, u#k+1
c ) = FTk+1−Tk

(
FTk(0, u#k

c ), uk+1
ck+1

)
.

Thus, together with the inequality (9.6), one gets,∥∥∥FTk+1(0, u#k+1
c )−FTk+1−Tk(0, uk+1

ck+1)−FTk+1−Tk(FTk(0, u#k

c ), 0)
∥∥∥
X

≤ C‖FTk(0, u#k

c )‖X‖uk+1
ck+1‖ETk+1−Tk

≤ C‖c‖|ck+1|s, (9.14)

thanks to (9.13) and the size estimate in (9.12). Moreover, by Definition 9.1.1,

‖FTk+1−Tk(0, uk+1
ck+1)− ck+1Ξk+1(Tk+1 − Tk)‖X ≤ C|ck+1|1+s. (9.15)

Besides, using the Taylor expansion (9.7), one gets,∥∥∥FTk+1−Tk(FTk(0, u#k

c ), 0)− dFTk+1−Tk(0, 0).(FTk(0, u#k

c ), 0)
∥∥∥
X

≤ C‖FTk(0, u#k

c )‖2X ≤ C‖c‖2. (9.16)

Moreover, using the induction hypothesis (9.13), one has

∥∥∥dFTk+1−Tk(0, 0).(FTk(0, u#k

c ), 0)

−
k∑
i=1

cidFTk+1−Tk(0, 0). (dFTk−Ti(0, 0).(Ξi(Ti − Ti−1), 0), 0)
∥∥∥
X
≤ C‖c‖1+s. (9.17)

Besides, differentiating (9.5), one gets that for all T1, T2 > 0 and x ∈ X,

dFT1(0, 0).(dFT2(0, 0).(x, 0), 0) = dFT1+T2(0, 0).(x, 0).
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Thus, (9.16) and (9.17) lead to

∥∥∥FTk+1−Tk(FTk(0, u#k

c ), 0)−
k∑
i=1

cidFTk+1−Ti(0, 0). (Ξi(Ti − Ti−1), 0)
∥∥∥
X
≤ C‖c‖1+s.

(9.18)
Then, estimates (9.14), (9.15) and (9.18) lead to (9.13) for k + 1 and this concludes
the induction.
Conclusion. The following map is continuous and doesn’t vanish at zero,

(t1, . . . , tn, t̂1, . . . , t̂n) 7→ det
[
PM[dFt1(0, 0).(Ξ1(t̂1), 0)], . . . ,PM[dFtn(0, 0).(Ξn(t̂n), 0)]

]
,

where PM := Id−P denotes the projection on M, defined in (A5), parallely to H.
Thus, there exists T ∗ > 0 such that for all T ∈ [0, T ∗), (PM[dFT−Ti(0, 0).(Ξi(Ti −
Ti−1), 0)])i=1,...,n is a basis of M. As M is a supplementary of H, one deduces that
MT defined as

MT := Span(dFT−Ti(0, 0). (Ξi(Ti − Ti−1), 0) , i = 1, . . . , n),

is also a supplementary of H. Thus, by (9.13), the proof is concluded with

uz := u#n

c1,...,cn , for all z =
n∑
i=1

cidFT−Ti(0, 0). (Ξi(Ti − Ti−1), 0) ∈MT .

Notice that the continuity of the map z 7→ uz stems from the ones of b 7→ uib.

Finally, one can prove Theorem 9.1.3: the ‘high-order control variations’ constructed
in Proposition 9.1.8 and the local surjectivity of FT up to finite codimension given in
Proposition 9.1.7 are enough to gain back the controllability lost at the linear level.

Remark 9.1.9. It is enough to prove the conclusion of Theorem 9.1.3 for sufficiently
small final times T ∈ (0, T ∗). Indeed, for T > T ∗, taking Ti > 0 such that T −Ti < T ∗,
one has

∀u ∈ ET−Ti , FT (0, 0[0,Ti]#u) = FT−Ti(FTi(0, 0), u) = FT−Ti(0, u),

using (A1) and (A3). Thus, the result in small time entails the result in large time.

Proof of Theorem 9.1.3. Let T > 0 the final time, T1 ∈ (0, T ) an intermediate time
and η > 0 the accuracy on the control. Define δ := min(δ0,

η
4C ) where δ0 (resp. C) is

defined by Proposition 9.1.7 (resp. (9.9)). Let xf in X with ‖xf‖X < δ.
Step 1: Steering 0 almost to xf . Let MT1 the supplementary of H given in Proposi-
tion 9.1.8. The goal of this step is to construct a n-parameters family (vz)z∈MT1

such
that, for every z ∈MT1 small enough, one has

PFT (0, vz) = Pxf , (9.19)
‖PT1FT (0, vz)− z‖X ≤ C‖z‖

1+γ
X + C‖Pxf‖2X , with γ > 0, (9.20)

‖vz‖ET ≤ η, (9.21)

where PT1 := Id−P denotes the projection on MT1 parallely to H. By Proposi-
tion 9.1.8, there exists C, ρ, s > 0 and a continuous map z̃ 7→ uz̃ fromMT1 ∩BX(0, ρ)
to ET1 such that,

∀z̃ ∈MT1 ∩BX(0, ρ), ‖FT1 (0, uz̃)− z̃‖X ≤ C‖z̃‖1+s
X with ‖uz̃‖ET1

≤ η

2 . (9.22)

Denote by (eT1
i )i=1,...,n a basis of MT1 . Then, the following map is continuous and

non-vanishing at zero,

t 7→ det
(
PT1 [dFt(0, 0).(eT1

1 , 0)], . . . ,PT1 [dFt(0, 0).(eT1
n , 0)]

)
.
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Thus, for T small enough, PT1 [dFT−T1(0, 0).(·, 0)] is invertible fromMT1 toMT1 with
a continuous inverse by the open mapping principle. Hence, there exists a linear con-
tinuous map h fromMT1 toMT1 such that,

∀z ∈MT1 , PT1 [dFT−T1(0, 0).(h(z), 0)] = z. (9.23)

Finally, for all z ∈MT1 ∩BX(0, ρ), we define

vz := uh(z)#ΓT−T1(FT1(0, uh(z)),Pxf ), (9.24)

where ΓT−T1 : BX(0, δ0) × (BX(0, δ0) ∩H) is constructed in Proposition 9.1.7 with
the supplementaryMT1 and the family (uz̃)z̃∈MT1

is constructed in (9.22). Besides, as
FT1(0, uh(z)) → 0 when z goes to 0, for ρ small enough, ‖FT1(0, uh(z))‖X < δ0 and vz
in (9.24) is well-defined.
Size estimate. Using (9.2), for all z ∈MT1 ∩BX(0, ρ), vz is in ET with

‖vz‖ET ≤ ‖uh(z)‖ET1
+
∥∥∥ΓT−T1(FT1(0, uh(z)),Pxf )

∥∥∥
ET−T1

≤ η

2 + C
(
‖FT1(0, uh(z))‖X + ‖Pxf‖X

)
≤ η

2 + 2Cδ ≤ η,

using the size estimates (9.22) on uh(z) and (9.9) on ΓT−T1 . This proves (9.21).
Target almost reached. Moreover, using (A3), one has,

FT (0, vz) = FT−T1

(
FT1(0, uh(z)),ΓT−T1(FT1(0, uh(z)),Pxf )

)
. (9.25)

Therefore, by definition (9.8) of ΓT−T1 , (9.19) is already satisfied. To prove (9.20), one
can use (9.25) together with the inequality (9.6) to get

‖PT1FT (0, vz)− z‖X ≤
∥∥∥PT1

[
FT−T1

(
0,ΓT−T1(FT1(0, uh(z)),Pxf )

)]∥∥∥
X

+
∥∥∥PT1

[
FT−T1

(
FT1(0, uh(z)), 0

)
− z

]∥∥∥
X

+ C‖ΓT−T1(FT1(0, uh(z)),Pxf )‖ET−T1
‖FT1(0, uh(z))‖X . (9.26)

Yet, using the estimates (9.9) on ΓT−T1 , (9.22) on FT1(0, uh(z)) and the continuity of
h, the last term of the right-hand side of (9.26) is estimated by C‖z‖2 + C‖Pxf‖2.
Using the Taylor expansion (9.7), the estimate (9.22), the construction (9.23) and the
continuity of h, the second term of the right-hand side of (9.26) is estimated by

‖PT1 [dFT−T1(0, 0).(FT1(0, uh(z)), 0)−z]‖X+‖FT1(0, uh(z))‖2X ≤ C‖z‖1+min(1,s). (9.27)

Moreover, by definition of H in (A4), PT1 [dFT−T1(0, 0).(0,ΓT−T1(FT1(0, uz),Pxf ))] =
0. Thus, using again the Taylor expansion (9.7), the first term of the right-hand side
of (9.26) is estimated by

C ‖ΓT−T1(FT1(0, uz),Pxf )‖2X ≤ C
(
‖z‖2 + ‖Pxf‖2

)
, (9.28)

using estimate (9.9) on ΓT−T1 and (9.22). Therefore, (9.26), (9.27) and (9.28) lead to
(9.20).

Step 2: Steering 0 to xf . Thanks to (9.19) and (9.21), to conclude the proof, it remains
to prove the existence of z ∈MT1 ∩BX(0, ρ) such that PT1FT (0, vz) = PT1xf . To that
end, we apply the Brouwer fixed-point theorem to the function

Gxf :
∣∣∣∣∣ MT1 ∩BX(0, ρ) −→ MT1

z 7−→ z − PT1 [FT (0, vz)] + PT1 [xf ].
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First, notice that by continuity of FT , of ΓT−T1 , of h and of z̃ 7→ uz̃, the map z 7→ vz
defined in (9.24) is continuous fromMT1 to ET . Thus, Gxf is continuous. It remains
to prove that it stabilizes a ball. Let ρ′ ∈ (0, ρ) such that Cρ′γ < 1

2 and reduce δ such
that Cδ2 + δ < ρ′

2 where C is given in (9.20). Then, using estimate (9.20), one has for
all z ∈MT1 ∩BX(0, ρ′),

‖Gxf (z)‖X ≤ C‖z‖1+γ
X + C‖Pxf‖2X + ‖Pxf‖X ≤ Cρ′1+γ + Cδ2 + δ ≤ ρ′.

Thus, one can apply Brouwer fixed-point theorem to Gxf to conclude the proof.

9.2 Toy-models in finite dimension

The goal of this section is to illustrate the method presented in Section 9.1 on
examples in finite dimension. For the sake of simplicity, we only explain how to prove
that the directions lost at the linear level are small-time E-continuously approximately
reachable vectors. The verification of the other assumptions of Theorem 9.1.3 is left to
the reader. In this section, for all n ∈ N∗, (ei)i=1,...,n denotes the canonical basis of Rn.

9.2.1 A first toy-model: not all lost directions can be recovered

Consider the following control-affine polynomial system{
ẋ1 = u,
ẋ2 = x2

1 + x3
1.

(9.29)

The reachable space of the linearized system around (0, 0) is given by H = Span(e1)
and a supplementary by M = Span(e2). However, e2 is not a small-time W−1,∞-
continuously approximately reachable vector because

x2(T ; u, 0) =
∫ T

0
u1(t)2dt+

∫ T

0
u1(t)3dt ≥ (1− T‖u‖W−1,∞)

∫ T

0
u2

1(t)dt > 0

for T and ‖u‖W−1,∞ small enough. This system illustrates Sussman’s necessary condi-
tion [128] on [[f0, f1], f1] (0) for L∞-STLC.

9.2.2 Sussman example: a quadratic/cubic competition

The following classical example illustrates that a cubic term can be used to domi-
nate a quadratic drift and restore STLC,

ẋ1 = u,
ẋ2 = x1,
ẋ3 = x2

2 + x3
1.

(9.30)

For this system, H = Span(e1, e2) andM = Span(e3).

First, (9.30) is notW 1,∞-STLC. Indeed, considering a trajectory such that x1(T ) =
x2(T ) = 0, two integrations by parts give,∫ T

0
u1(t)3dt = −2

∫ T

0
u2(t)u1(t)u(t)dt =

∫ T

0
u2(t)2u′(t)dt.

Thus, provided that ‖u‖W 1,∞(0,T ) ≤ 1
2 ,

x3(T ; u, 0) =
∫ T

0
u2(t)2(1 + u′(t))dt ≥ 1

2

∫ T

0
u2(t)2dt.
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Hence, it is impossible to reach states of the form (0, 0,−δ) with δ > 0.

However, e3 is a small-time L∞-continuously approximately reachable vector. In-
deed, in this asymptotic, one can use the cubic term to absorb the quadratic term along
the lost direction using oscillating controls defined, for b ∈ R∗, by, for all t ∈ [0, T ],

ub(t) := sign(b)|b| 1
11φ′′

(
t

|b| 2
11

)
with φ ∈ C∞c (0, 1) s. t.

∫ 1

0
φ′(θ)3dθ = 1.

Indeed, performing the change of variables t = |b| 2
11 θ, one gets

x3(T ; ub, 0) =
∫ |b| 2

11

0

[
sign(b)|b| 5

11φ

(
t

|b| 2
11

)]2

dt+
∫ |b| 2

11

0

[
sign(b)|b| 3

11φ′
(

t

|b| 2
11

)]3

dt

= |b| 12
11

∫ 1

0
φ(θ)2dθ + sign(b)|b|

∫ 1

0
φ′(θ)3dθ = b+O(|b| 12

11 ).

Moreover, along the ‘linear components’, as ub is supported on (0, |b| 2
11 ) ⊂ (0, T ) for b

small enough, one directly has

(x1(T ; ub, 0), x2(T ; ub, 0)) = (u1(T ), u2(T )) = (0, 0).

Besides, one has the following estimates on the controls,

∀k ∈ N, ‖u(k)
b ‖L∞(0,T ) ≤ ‖φ(2+k)‖L∞(0,1)|b|

1−2k
11 .

Hence, this family of controls (ub)b∈R∗ is arbitrary small in L∞(0, T ) (but not in
W 1,∞(0, T )). Moreover, this estimate (with k = 0) also gives that the map b 7→ ub
from R∗ to L∞(0, T ) can be extended continuously at zero with u0 = 0. Therefore, e3
is a small-time L∞-continuously approximately reachable vector and by Theorem 9.1.3,
(9.30) is L∞-STLC. Notice that this was already known thanks to the Susmann S(θ)
condition [128].

9.2.3 A polynomial toy-model for the Schrödinger PDE

The next polynomial control system is designed to be a toy-model for the Schrödinger
equation (3.10) as explained later in Remark 9.2.1,

ẋ1 = u,
ẋ2 = x1,
ẋ3 = x2,
ẋ4 = x2

3 + x2
1x2,

ẋ5 = x4.

(9.31)

For this example, H = Span(e1, e2, e3) and M = Span(e4, e5). Moreover, solving ex-
plicitly (9.31), the fourth and fifth components are given by,

x4(T ; u, 0) =
∫ T

0
u3(t)2dt+

∫ T

0
u1(t)2u2(t)dt, (9.32)

x5(T ; u, 0) =
∫ T

0
(T − t)u3(t)2dt+

∫ T

0
(T − t)u1(t)2u2(t)dt. (9.33)

First, using Cauchy-Schwarz and Gagliardo-Nirenberg inequalities [117], one gets the
existence of C > 0 such that for all u ∈ H3(0, T )∣∣∣∣∣
∫ T

0
u1(t)2u2(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤ C‖u1‖3L2(0,T ) ≤ C
(
‖u(3)‖L2(0,T ) + T−3‖u‖L2(0,T )

)
‖u3‖2L2(0,T ).
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Thus, the quadratic term prevails on the cubic term in (9.32) (and (9.33)) when controls
are small in H3. This allows to deny H3-STLC for (9.31). Nonetheless, let us prove
that (9.31) is H2

0 -STLC.
Step 1: e4 is a small-time H2

0 -continuously approximately reachable vector with vector
variations Ξ4(T ) = e4 + Te5. Heuristically, for a final time T fixed, looking at (9.32)
and (9.33), the cubic terms of x4 and x5 have the same size. Thus, it seems better to
use the vector variations Ξ4(T ) = e4 + Te5 instead of Ξ4(T ) = e4.

As before, in the asymptotic of controls small in H2
0 , one can use the cubic term

to absorb the quadratic term along the lost direction using oscillating controls of the
form, for all b ∈ R∗,

ub(t) = sign(b)|b| 7
41φ(3)

(
t

|b| 4
41

)
with φ ∈ C∞c (0, 1) s. t.

∫ 1

0
φ′′(θ)2φ′(θ)dθ = 1.

(9.34)
Indeed, substituting these controls into (9.32) and (9.33) and performing the change
of variables t = |b| 4

41 θ, one gets

x4(T ; ub, 0) = |b| 42
41

∫ 1

0
φ(θ)2dθ + b,

x5(T ; ub, 0) = |b| 42
41

∫ 1

0
(T − |b| 4

41 θ)φ(θ)2dθ + Tb− sign(b)|b| 45
41

∫ 1

0
θφ′′(θ)2φ′(θ)dθ.

Moreover, as ub is supported on (0, |b| 4
41 ) ⊂ (0, T ) for b small enough, one directly has,

(x1(T ; ub, 0), x2(T ; ub, 0), x3(T ; ub, 0)) = (u1(T ), u2(T ), u3(T )) = (0, 0, 0).

Besides, for all b ∈ R∗,

‖u′′b‖L2(0,T ) ≤ ‖φ(5)‖L2(0,1)|b|
1

41 . (9.35)

Thus, the family (ub)b∈R is arbitrary small in H2
0 (0, T ) and the map b 7→ ub from R∗

to H2
0 (0, T ) can be continuously extended at zero with u0 = 0. This concludes Step 1.

Step 2: Constructing the second approximately reachable vector from the first one.
Hermes and Kawski proved in [83, Theorem 6] that for affine-control systems of the
form ẋ = f0(x) + uf1(x), if for some Lie bracket V of f0 and f1, V (0) is a tangent
vector in the sense of (9.4), then [f0, V ](0) is also a tangent vector.

Using the same construction, we prove that e5 is also a small-time H2
0 -continuously

approximately reachable vector with vector variations Ξ5(T ) = e5. Denote by (ub)b∈R

the control variations associated with e4, constructed at Step 1. We are going to prove
that, for all (b, c) ∈ R2 small enough,

x(3T ; ub#0[0,T ]#uc, 0) = (b+ c)(e4 + Te5) + 2Tbe5 +O(‖(b, c)‖1+ 1
41 ). (9.36)

Thus, taking for all α ∈ R, b = α
2T and c = −b, this proves the existence of a family of

controls (vα)α∈R such that, when α goes to zero,

x(3T ; vα, 0) = αe5 +O(|α|1+ 1
41 ) with ‖vα‖H2

0 (0,T ) ≤ C|α|
1

41 ,

using (9.35). This will conclude Step 2. To prove (9.36), notice first that by definition
of (ub)b∈R, one has

x(T ; ub, 0) = b(e4 + Te5) +O(|b|1+ 1
41 ). (9.37)

Then, using the semi-group property of (9.31), one has

x(2T ; ub#0[0,T ], 0) = x(T ; 0[0,T ], x(T ; ub, 0)). (9.38)
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Moreover, computing explicitly the solution, one gets a constant C > 0 such that,

∀p = (p1, . . . , p5) ∈ R5,
∥∥∥x(T ; 0[0,T ], p)− p− Tp4e5

∥∥∥ ≤ C‖p‖2. (9.39)

Thus, (9.37), (9.38) and (9.39) lead to

x(2T ; ub#0[0,T ], 0) = b(e4 + Te5) + Tbe5 +O(|b|1+ 1
41 ). (9.40)

Then, once again, using the semi-group property,

x(3T ; ub#0[0,T ]#uc, 0) = x(T ; uc, x(2T ; ub#0[0,T ], 0)). (9.41)

Besides, using Grownall Lemma, one gets the existence of a constant C > 0 such that
for all ‖u‖H2

0 (0,T ) < 1 and ‖p‖ < 1,∥∥∥x(T ; u, p)− x(T ; 0[0,T ], p)− x(T ; u, 0)
∥∥∥ ≤ C‖u‖H2

0 (0,T )‖p‖. (9.42)

Thus, (9.41) and (9.42) lead to

‖x(3T ; ub#0[0,T ]#uc, 0)− x(T ; uc, 0)− x(T ; 0[0,T ], x(2T ; ub#0[0,T ], 0))‖
≤ C‖uc‖H2

0
‖x(2T ; ub#0[0,T ], 0)‖ ≤ C|c| 1

41 |b|, (9.43)

using the size estimates (9.35) on (uc)c∈R and (9.40) on x(2T ; ub#0[0,T ], 0). Besides,
using the estimates (9.39) and (9.40),

x(T ; 0[0,T ], x(2T ; ub#0, 0)) = b(e4 + Te5) + 2Tbe5 +O(|b|1+ 1
41 ). (9.44)

Using the definition of the family (uc)c∈R, (9.43) and (9.44) lead to (9.36).

Remark 9.2.1. The system (9.31) can be seen as a polynomial toy-model for the
Schrödinger PDE (3.10) in the following way. For both systems, the linearized system
is controllable ‘up to codimension 2’, the leading quadratic (resp. cubic) term of the
solution along the first lost direction is given by

∫ T
0 u3(t)2dt (resp. by

∫ T
0 u1(t)2u2(t)dt)

and the second lost direction is more or less the ‘integration’ of the first one.

9.2.4 A bilinear toy-model for Schrödinger

Let p ∈ N∗ and H0, H1 ∈Mp(R) symmetric matrices. Consider Schrödinger control
systems of the form

iX ′(t) = H0X(t)− u(t)H1X(t), (9.45)

where the state is X(t) ∈ Cp and the control is u(t) ∈ R. We write (ϕ1, . . . , ϕp) for an
orthonormal basis of eigenvectors of H0 and (λ1, . . . , λp) for its eigenvalues. We also
denote by Xj(t) := ϕje

−iλjt for all j ∈ {1, . . . , p}. In this section, the commutator of
H0 and H1 is denoted by [H0, H1] := H0H1 − H1H0 and 〈·, ·〉 denotes the classical
hermitian scalar product on Cp.

Remark 9.2.2. For Schrödinger ODEs (9.45), we work around the trajectory (X1, u ≡
0). The work done in Section 9.1 can still be used by performing the change of function
X̂(t) := X(t)eiλ1t − ϕ1 to work around (0, 0). Thus, in this setting, a vector ξ ∈ Rp

is called a small-time E-continuously approximately reachable vector if there exists a
continuous map Ξ : [0,+∞) → Rp with Ξ(0) = ξ such that for all T > 0, there exists
C, ρ, s > 0 and a continuous map b ∈ (−ρ, ρ) 7→ ub ∈ ET such that for all b ∈ (−ρ, ρ),

‖X(T ; ub, ϕ1)−X1(T )− bΞ(T )‖ ≤ C|b|1+s with ‖ub‖ET ≤ C|b|s.

The topology on the state is not specified as all norms are equivalent in finite dimension.

104



STLC of the Schrödinger equation, despite a quadratic drift, thanks to a cubic term

The linear test

The linearized system of (9.45) around the trajectory (X1, u ≡ 0) is given by

iX ′L = H0XL − u(t)H1X1. (9.46)

By the Duhamel formula, the solution of (9.46) with XL(0) = 0 can be written as

XL(T ) = i
p∑
j=1

(
〈H1ϕ1, ϕj〉

∫ T

0
u(t)ei(λj−λ1)tdt

)
Xj(T ). (9.47)

Thus, the reachable space of the linearized system (9.46) is given by

H := SpanC (Xj(T ) for j ∈ {1, . . . , p} such that 〈H1ϕ1, ϕj〉 6= 0) ,

as the equality XL(T ) = Xf is brought down to solving a finite polynomial moment
problem when the coefficients 〈H1ϕ1, ϕj〉 don’t vanish. To simplify, we assume that,
(Ĥlin) there exists an integer K ∈ {2, . . . , p} such that

〈H1ϕ1, ϕK〉 = 0 and ∀j ∈ {1, . . . , p} − {K}, 〈H1ϕ1, ϕj〉 6= 0. (9.48)

As the solution of the Schrödinger ODE (9.45) is complex-valued, it means that H is
of codimension 2 and a supplementary is given byM = SpanR(ϕK , iϕK).

Quadratic and cubic behaviors

To prove that iϕK and ϕK are approximately reachable vectors, we need to study
the behavior of the solution of (9.45) along the lost directions. Unlike for the previous
polynomial toy-models, here the computations of the first terms of the expansion of
(9.45) are quite heavy. It can be lightened by introducing the new state

X̃(t) := e−iH1u1(t)X(t), (9.49)

which solves the following ODE, called the auxiliary system,

X̃ ′(t) = −ie−iH1u1(t)H0e
iH1u1(t)X̃(t) = −i

+∞∑
k=0

(−iu1(t))k

k! adkH1(H0)X̃(t). (9.50)

Thus, working with X̃, it is easier to quantify the expansion of the solution with respect
to the primitives of the control and not with respect to the control u. This idea was
introduced in [58] and later used in [25, 43] for the Schrödinger equation. It was also
used in finite dimension in [22] to study the quadratic behavior of differential systems,
or in [16] to give refined error estimates for various expansions of scalar-input affine
control systems.

By the Duhamel formula, the solution of the auxiliary system (9.50) with X̃(0) = ϕ1
satisfies

X̃(t) = X1(t)− i
∫ t

0
e−iH0(t−τ)

+∞∑
k=1

(−iu1(τ))k

k! adkH1(H0)X̃(τ)dτ. (9.51)

Then, the linear term X̃L, the quadratic term X̃Q and the cubic term X̃C of the
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expansion of X̃ around the trajectory (X1, u ≡ 0) are given by,

X̃L(t) = −
∫ t

0
e−iH0(t−τ)u1(τ) ad1

H1(H0)X1(τ)dτ, (9.52)

X̃Q(t) =
∫ t

0
e−iH0(t−τ)

(
−u1(τ) ad1

H1(H0)X̃L(τ) + iu1(τ)2

2 ad2
H1(H0)X1(τ)

)
dτ,

(9.53)

X̃C(t) =
∫ t

0
e−iH0(t−τ)

(
− u1(τ) ad1

H1(H0)X̃Q(τ)

+ iu1(τ)2

2 ad2
H1(H0)X̃L(τ) + u1(τ)3

6 ad3
H1(H0)X1(τ)

)
dτ. (9.54)

First-order term. Using (9.52), the linear term along the lost direction is given by

〈X̃L(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = (λK − λ1)〈H1ϕ1, ϕK〉
∫ T

0
u1(t)ei(λK−λ1)(t−T )dt = 0, (9.55)

under (Ĥlin). The K-th direction is lost at the first order for the auxiliary system.
Second-order term. Substituting the explicit form (9.52) of X̃L into (9.53), the quadratic
term along the lost direction is given by,

〈X̃Q(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = −iÂ1
K

∫ T

0
u1(t)2ei(λK−λ1)(t−T )dt

+
∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)k̂(t, τ)dτdt, (9.56)

where

Â1
K := −1

2〈ad2
H1(H0)ϕ1, ϕK〉 =

p∑
j=1

(
λj −

λ1 + λK
2

)
〈H1ϕ1, ϕj〉〈H1ϕK , ϕj〉,

k̂(t, τ) :=
p∑
j=1

(λ1 − λj)(λj − λK)〈H1ϕ1, ϕj〉〈H1ϕK , ϕj〉ei(λj(τ−t)+λK(t−T )+λ1(T−τ)).

(9.57)

To identify the leading quadratic term, one can compute integrations by parts to get,
for all n ∈ N∗, the existence of a quadratic form Qn on C2n such that

〈X̃Q(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = −i
n∑

m=1
ÂmK

∫ T

0
um(t)2ei(λK−λ1)(t−T )dt

+
∫ T

0
un(t)

∫ t

0
un(τ)∂n−1

1 ∂n−1
2 k̂(t, τ)dτdt+Qn (u2(T ), . . . , un(T ), αn2 , . . . , αnn) ,

(9.58)

where, for all m = 2, . . . , n,

αnm :=
∫ T

0
un(τ)∂m1 ∂n−1

2 k̂(T, τ)dτ,

ÂmK :=
p∑
j=1

(
λj −

λ1 + λK
2

)
(λK − λj)m−1(λj − λ1)m−1〈H1ϕ1, ϕj〉〈H1ϕK , ϕj〉.

To see more details about this kind of computations, the reader can for example refer
to [23, Section 3.3] or [43, Sections 2.2 and 5]. The leading quadratic term is given by
the first coefficient ÂmK to not vanish. From now on, we assume that
(Ĥquad) Â1

K = Â2
K = 0 and Â3

K 6= 0.
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This choice is explained later in Remark 9.2.3. Then, using (9.58) for n = 3 and
Cauchy-Schwarz inequality, under (Ĥquad), one gets that∣∣∣〈X̃Q(T ), ϕKe−iλ1T 〉

∣∣∣ = O
(
‖u3‖2L2(0,T ) + |u2(T )|2 + |u3(T )|2

)
. (9.59)

Thus, provided that the boundary terms can be neglected, the leading quadratic term
of the expansion along the lost direction is

∫ T
0 u3(t)2dt.

Third-order term. Substituting the explicit forms (9.52) and (9.53) of X̃L and X̃Q into
(9.54), the cubic term along the lost direction is given by,

〈X̃C(T ), ϕKe−iλ1T 〉 = 1
6〈ad3

H1(H0)ϕ1, ϕK〉
∫ T

0
u1(t)3ei(λK−λ1)(t−T )dt

+
∫ T

0
u1(t)2

∫ t

0
u1(τ)ĥ1(t, τ)dτdt+

∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)2ĥ2(t, τ)dτdt

+
∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)

∫ τ

0
u1(s)ĥ3(t, τ, s)dsdτdt,

where the cubic kernels are given by

ĥ1(t, τ) := i

2

p∑
j=1

(λj − λ1)〈H1ϕ1, ϕj〉〈ad2
H1(H0)ϕK , ϕj〉ei(λK(t−T )+λj(τ−t)+λ1(T−τ)),

(9.60)

ĥ2(t, τ) := i

2

p∑
j=1

(λK − λj)〈H1ϕK , ϕj〉〈ad2
H1(H0)ϕ1, ϕj〉ei(λK(t−T )+λj(τ−t)+λ1(T−τ)),

(9.61)

ĥ3(t, τ, s) :=
p∑
j=1

p∑
n=1

(λK − λj)(λ1 − λn)(λn − λj)〈H1ϕ1, ϕn〉〈H1ϕn, ϕj〉〈H1ϕK , ϕj〉

× ei(λK(t−T )+λj(τ−t)+λ1(T−s)+λn(s−τ)). (9.62)

For the Schrödinger PDE (3.10), computing formally the Lie bracket, one gets that
ad3

A(µ)ϕ = 0 for all ϕ. Thus, to have a toy-model fitting the PDE, from now on we
assume that

〈ad3
H1(H0)ϕ1, ϕK〉 = 0. (9.63)

Then, the cubic term along the lost direction behaves as

〈X̃C(T ), ϕKe−iλ1T 〉 =
∫ T

0
u1(t)2

∫ t

0
u1(τ)ĥ1(t, τ)dτdt

+
∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)2ĥ2(t, τ)dτdt+O(‖u1‖3L1(0,T )). (9.64)

The last cubic term is neglected in front of the other two in an asymptotic of small-time,
and thus, is seen as a small pollution.
Error estimate on the expansion. With a similar proof as in [43, Proposition 2.5], one
can compute the following error estimate,

‖(X̃ −X1 − X̃L − X̃Q − X̃C)(T )‖ = O(‖u1‖4L4(0,T )). (9.65)

Remark 9.2.3 (About assumption (Ĥquad)). When (9.63) holds, the equality (9.64)
gives that in an asymptotic of small-time, the leading cubic term is

∫ T
0 u1(t)2u2(t)dt.

— If, instead of (Ĥquad), we assume that Â1
K 6= 0, by (9.56), the leading quadratic

term is
∫ T

0 u1(t)2dt. Thus, for controls small in W−1,∞, the quadratic term pre-
vails on the cubic term and (9.45) is not W−1,∞. Thus, one must at least assume
that Â1

K = 0.
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— If, instead of (Ĥquad), we assume that Â1
K = 0 and Â2

K 6= 0, then (9.58) with
n = 2 gives that the leading quadratic term is

∫ T
0 u2(t)2dt. However, the cubic

term can’t absorb simultaneously such a quadratic term and the quartic term as
by Cauchy-Schwarz inequality, one has∣∣∣∣∣

∫ T

0
u1(t)2u2(t)dt

∣∣∣∣∣
2

≤
∫ T

0
u2(t)2dt

∫ T

0
u1(t)4dt.

To overcome this issue, one could try to prove a sharper error estimate than
(9.65). Instead of doing this, we assume (Ĥquad) so that the leading quadratic
term is given by

∫ T
0 u3(t)2dt. This time, the cubic term can handle simultaneously

such a quadratic term and the terms of order higher than four.

The vector iϕK is a small-time H2
0 -continuously approximately reachable

vector

Working in two stages as for the polynomial toy-models (9.30) and (9.31), we prove
that iϕK is a small-time H2

0 -continuously approximately reachable vector associated
with vector variations Ξ(T ) = iXK(T ).

— First, the computations of Section 9.2.4 entail the existence of a family of oscil-
lating controls (ub)b∈R arbitrary small in H2

0 (0, T ) such that

〈X(T ; ub, ϕ1), XK(T )〉 = ib+O(|b|1+ 1
41 ) when b→ 0. (9.66)

— Then, we make sure that

‖PX(T ; ub, ϕ1)−X1(T )‖ = O(|b|1+ 1
41 ), (9.67)

where we recall that P denotes the orthogonal projection on H.

Step 1: Using oscillating controls along the lost direction. Define, for b ∈ R∗,

ub(t) = sign(b)|b| 7
41φ(3)

(
t

|b| 4
41

)
with φ ∈ C∞c (0, 1) s. t.

∫ 1

0
φ′′(θ)2φ′(θ)dθ = 1

ĈK
,

(9.68)
with ĈK := ĥ1(0, 0) − ĥ2(0, 0) where ĥ1 and ĥ2 are defined in (9.60) and (9.61). To
ensure that φ exists, one must assume that
(Ĥcub) ĈK 6= 0.
First, the same estimate as (9.35) gives that the controls are arbitrary small in H2

0
and the map b 7→ ub can be extended continuously from R to H2

0 (0, T ). Moreover,
substituting these controls into (9.55), (9.59), (9.64) and (9.65), the same computations
as for (9.31) lead to

〈X̃(T ; ub, ϕ1), ϕKe−iλ1T 〉 = b

∫ 1

0
φ′′(θ1)2

∫ θ1

0
φ′′(θ2)ĥ1(|b| 4

41 θ1, |b|
4

41 θ2)dθ2dθ1

+ b

∫ 1

0
φ′′(θ1)

∫ θ1

0
φ′′(θ2)2ĥ2(|b| 4

41 θ1, |b|
4

41 θ2)dθ2dθ1 +O(|b|1+ 1
41 ).

Performing the expansion of the kernels ĥ1 and ĥ2 when b goes to zero, one has

〈X̃(T ; ub, ϕ1), ϕKe−iλ1T 〉 = iĈKb

∫ 1

0
φ′′(θ)2φ′(θ)dθei(λ1−λK)T +O(|b|1+ 1

41 ),

which gives (9.66) by construction of φ as X̃(T ) = X(T ) when u1(T ) = 0 (see (9.49)).

Step 2: Correcting the linear components. Unlike for the previous polynomial toy-
models, it is not straightforward to make sure that (9.67) holds. Thus, in a second time,
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the linear components of the solution are corrected using the STLC result in projection
given in Proposition 9.1.7. This gives the existence of a control vb ∈ H2

0 (T, 2T ) such that
the solution of (9.45) on [T, 2T ] associated to the control vb and the initial condition
X(T ; ub, ϕ1) at time T satisfies

PX(2T ) = X1(2T ) with ‖vb‖H2
0 (T,2T ) ≤ C‖X(T ; ub, ϕ1)−X1(T )‖. (9.69)

Then, (9.67) is verified (for the final time 2T ). However, one needs to check that (9.66)
which holds at time T thanks to Step 1, still holds at time 2T and has not been
destroyed by the linear correction. Thus, one needs to check that

|〈X(2T ), XK(2T )〉 − 〈X(T ), XK(T )〉| = O(|b|1+ 1
41 ). (9.70)

Evolution of the solution along the lost direction. First, we prove that under (Ĥlin),
one has,

|〈X(2T ), XK(2T )〉 − 〈X(T ), XK(T )〉| ≤ C‖vb‖2L1(T,2T ). (9.71)

To that end, first notice that, using (9.47), under (Ĥlin), one has,

∀t ∈ [0, T ], 〈X(t), XK(t)〉 = 〈(X −X1 −XL)(t), XK(t)〉.

Besides, looking at (9.45) and (9.46), X −X1 −XL is the solution of

i(X −X1 −XL)′ = H0(X −X1 −XL)− u(t)H1(X −X1).

Thus, the Duhamel formula gives that the left-hand side of (9.71) is estimated by∣∣∣∣∣
∫ 2T

T
vb(t)〈H1(X −X1)(t), ϕK〉e−iλK(2T−t)dt

∣∣∣∣∣
≤ C‖vb‖L1(T,2T ) sup

t∈[T,2T ]
‖(X −X1)(t)‖. (9.72)

Moreover, writing the Duhamel formula for the equation satisfied by X −X1, one gets
similarly that

sup
t∈[T,2T ]

‖(X −X1)(t)‖ ≤ C‖vb‖L1(T,2T ) sup
t∈[T,2T ]

‖X(t)‖. (9.73)

Besides, taking the scalar product of (9.45) with X and then the imaginary part of
the corresponding equality, one gets that the norm of X is preserved. Thus, putting
together all these estimates, one gets (9.71).
Estimate on the end-point of the solution at time T . Thus, to prove (9.70), using (9.69)
and (9.71), it is enough to prove that

‖X(T ; ub, ϕ1)−X1(T )‖2 = O(|b|1+ 1
41 ), (9.74)

that is, we need to estimate the error on the linear part of the solution when using
the oscillating controls (9.68). Notice that by the Duhamel formula, as in (9.73), a
straightforward estimate is given by

‖X(T ; ub, ϕ1)−X1(T )‖ ≤ C‖ub‖L1(0,T ) = O(|b| 11
41 ),

by definition (9.68) of the family (ub)b∈R. However, this is not enough to prove (9.74).
One can compute a sharper estimate by writing instead that

‖X(T ; ub, ϕ1)−X1(T )‖ ≤ ‖XL(T ; ub, ϕ1)‖+ ‖(X −X1 −XL)(T ; ub, ϕ1)‖. (9.75)
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Moreover, using the estimate given in [43, Proposition 2.6], one has

‖(X −X1 −XL)(T ; ub, ϕ1)‖ ≤ C‖u1‖2L2(0,T ) = O(|b| 26
41 ), (9.76)

using (9.68). Moreover, looking at the explicit computations given in (9.47), the linear
part is estimated by

‖XL(T ; ub, ϕ1)‖ ≤ C max
j=1,...,p

∣∣∣∣∣
∫ T

0
ub(t)ei(λj−λ1)(t−T )dt

∣∣∣∣∣ . (9.77)

Besides, for every j = 2, . . . , p, performing three integrations by parts as u1(T ) =
u2(T ) = u3(T ) = 0, one has∣∣∣∣∣
∫ T

0
ub(t)ei(λj−λ1)(t−T )dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣(λj − λ1)3

∫ T

0
u3(t)ei(λj−λ1)(t−T )dt

∣∣∣∣∣ = O(|b| 23
41 ) (9.78)

using (9.68). This also holds for j = 1 because in this case, the left hand-side is equal
to u1(T ) = 0. Therefore, (9.75), (9.76), (9.77), (9.78) lead to

‖X(T ; ub, ϕ1)−X1(T )‖ = O(|b| 23
41 ),

which gives (9.74) concluding Step 2.

The vector ϕK is a small-time H2
0 -continuously approximately reachable

vector

As for the polynomial toy-model (9.31), the second approximately reachable vector
is built from the first one in a way inspired by the work [83, Theorem 6]. To that end,
denote by (ub)b∈R the control variations associated with iϕK constructed above. The
goal is to prove that for every b, c ∈ R small enough,

X(3T ; ub#0[0,T ]#uc, ϕ1) = X1(3T )

+ (ice2i(λK−λ1)T + ib)XK(3T ) +O(|(b, c)|1+ 1
41 ). (9.79)

Thus, for all T ∈
(
0, π

2(λK−λ1)

)
, taking c = − α

sin(2(λK−λ1)T ) and b = −c cos(2(λK −
λ1)T ), this provides a family of controls (vα)α∈R such that when α goes to zero,

X(3T ; vα, ϕ1) = X1(3T ) + αXK(3T ) +O(|α|1+ 1
41 ) with ‖vα‖H2

0 (0,3T ) ≤ C|α|
1

41 .

This will give that ϕK is a small-time H2
0 -continuously approximately reachable vector

associated with vector variations Ξ(T ) = XK(T ). So, it remains to prove (9.79). First,
by construction of the family (ub)b∈R, one has

X(T ; ub, ϕ1) = X1(T ) + ibXK(T ) +O(|b|1+ 1
41 ) with ‖ub‖H2

0 (0,T ) ≤ C|b|
1

41 .

Then, on [T, 2T ], no control is activated, so,

X(2T ; ub#0[0,T ], ϕ1) = e−iH0TX(T ; ub, ϕ1) = X1(2T ) + ibXK(2T ) +O(|b|1+ 1
41 ).

Moreover, using the semi-group property of the equation, one has

X(3T ; ub#0[0,T ]#uc, ϕ1) = X(T ; uc, X(2T ; ub#0[0,T ], ϕ1)). (9.80)

Besides, using Gronwall Lemma, one proves the existence of C > 0 such that for all
τ > 0, p ∈ R5 with ‖p‖ < 1 and u ∈ H2

0 (0, T ) with ‖u‖H2
0
< 1,

‖X(T ; u, X1(τ) + p)−X(T ; u, ϕ1)e−iλ1τ − e−iH0T p‖ ≤ C‖u‖H2(0,T )‖p‖. (9.81)
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The proof is left to the reader but one can refer to Proposition 9.3.4 for a similar proof
for the Schrödinger PDE. Taking u = uc, τ = 2T and pb = ibXK(2T ) + O(|b|1+ 1

41 ),
one gets that ‖uc‖H2(0,T )‖pb‖ = O(|c| 1

41 |b|). Moreover, by construction of (uc),

X(T ; uc, ϕ1) = X1(T ) + icXK(T ) +O(|c|1+ 1
41 ).

Thus, using (9.81), (9.80) becomes

X(3T ; ub#0[0,T ]#uc, ϕ1) = X1(3T ) + icXK(T )e−2iλ1T + ibXK(3T ) +O(|b, c|1+ 1
41 ),

which concludes the proof of (9.79).

Conclusion.

Finally, using Theorem 9.1.3, one gets the following result.

Theorem 9.2.4. Let H0 and H1 satisfying (Ĥlin), (Ĥquad), (9.63), and (Ĥcub). Then,
the Schrödinger ODE (9.45) is H2

0 -STLC around the ground state: for all T > 0, for
all η > 0, there exists δ > 0 such that for every Xf ∈ Cp with ‖Xf − X1(T )‖ < δ,
there exists u ∈ H2

0 ((0, T ),R) with ‖u‖H2
0 (0,T ) < η such that the solution X of (9.45)

satisfies
X(T ; u, ϕ1) = Xf .

Towards the Schrödinger PDE

Let us state here the main difficulties we are going to face for the Schrödinger PDE
(3.10) compared to the ODE (9.45).

— In Section 9.4, the computations of the expansion of the solution will be quite
similar. The only difference is that the kernels will be defined as function series.
Thus, the regularity and boundness of such kernels needed to perform integrations
by parts will not be straightforward but will stem from (Hreg).

— The main difficulty for the PDE will be to prove that iϕK is a H2
0 -continuously

approximately reachable vector (the second approximately reachable vector will
be deduced from the first with the same proof). Using the same oscillating con-
trols as for the ODE, we will have similarly that

〈ψ(T ; ub, ϕ1), ψK(T )〉 = ib+O(|b|1+ 1
41 ). (9.82)

Then, contrary to the finite dimensional case, we will need to correct an infinite
number of linear directions. This will also be done using the STLC in projection
on H to get the existence of vb ∈ H2

0 (T, 2T ) such that

Pψ(2T ) = ψ1(2T ).

The core of the paper is to prove that such a linear correction didn’t destroy the
work in (9.82). This is done using two ingredients.
— The STLC result in projection provides an estimate, (9.69) in finite dimen-

sion, on the linear control by the data to be reached. For the Schrödinger
PDE, the classical estimate giving that the L2-norm of the control is esti-
mated by the data to be controlled in the H3

(0)-norm is not sharp enough.
The whole work of [42] has consisted in establishing sharper (and simulta-
neous) estimates on the control to make this step work.

— Also, in finite dimension, the evolution of the solution along the lost dimen-
sion (9.71) is estimated by the L1-norm of the linear control. Once again,
this will not be sharp enough for the Schrödinger PDE. That is why in
Section 9.4.6, we quantify more precisely the evolution of the solution along
the lost direction.
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9.3 Well-posedness and controllability in projection of
the Schrödinger equation

9.3.1 Well-posedness of the Schrödinger equation

In this section, we recall the result given in [42, Theorem 2.1] about the existence
and uniqueness of the solution of the following Cauchy problem, stressing the link
between the regularity of the solution and the boundary conditions on the dipolar
moment µ,

i∂tψ(t, x) = −∂2
xψ(t, x)− u(t)µ(x)ψ(t, x)− f(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),

ψ(t, 0) = ψ(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
ψ(0, x) = ψ0(x), x ∈ (0, 1).

(9.83)

Theorem 9.3.1. Let T > 0, (p, k) ∈ N2, µ ∈ H2(p+k)+3((0, 1),R) with µ(2n+1)(0) =
µ(2n+1)(1) = 0 for all n = 0, . . . , p − 1 , u ∈ Hk

0 ((0, T ),R), ψ0 ∈ H2(p+k)+3
(0) (0, 1) and

f ∈ Hk
0 ((0, T ), H2p+3 ∩ H2p+1

(0) (0, 1)). There exists a unique solution of (9.83), that
is a function ψ ∈ Ck([0, T ], H2p+3

(0) (0, 1)) with ψ(T ) in H
2(p+k)+3
(0) (0, 1) such that the

following equality holds in H2p+3
(0) for every t ∈ [0, T ]:

ψ(t) = e−iAtψ0 + i

∫ t

0
e−iA(t−τ) (u(τ)µψ(τ) + f(τ)) dτ.

Moreover, for every R > 0, there exists C = C(T, µ,R) > 0 such that if ‖u‖Hk
0 (0,T ) < R,

then this solution satisfies

‖ψ(T )‖
H

2(p+k)+3
(0)

, ‖ψ‖
Ck([0,T ],H2p+3

(0) ) ≤ C
(
‖ψ0‖H2(p+k)+3

(0)
+ ‖f‖

Hk((0,T ),H2p+3∩H2p+1
(0) )

)
.

We will sometimes write ψ(·; u, ψ0) to denote the solution of (3.10) associated with
control u and initial data ψ0 when we will need to keep track of such a dependency.

Remark 9.3.2. Notice that when µ satisfies (Hreg), the multiplication operators

ϕ 7→ µϕ, (9.84)
ϕ 7→ eiαµϕ, α ∈ R, (9.85)

maps continuously H7
(0) and H

7 ∩H5
(0) into H

7 ∩H5
(0) but does not map continuously

H7
(0) into H7

(0). Moreover, the operator

ϕ 7→ 2µ′ϕ′ + µ′′ϕ, (9.86)

maps continuously H7 ∩H5
(0) into H6 ∩H3

(0) and the operator

ϕ 7→ µ′2ϕ, (9.87)

maps continuously H7 ∩H5
(0) into H

7 ∩H5
(0). Indeed, for (9.84), Leibniz formula gives

for n = 0, 1, 2,

(µϕ)(2n) =
n∑
k=0

(
2n
2k

)
µ(2k)ϕ(2n−2k) +

n−1∑
k=0

(
2n

2k + 1

)
µ(2k+1)ϕ(2n−2k−1).

Thus, if ϕ ∈ H7
(0), for all n = 0, 1, 2, (µϕ)(2n) vanishes at x = 0, 1 because for all

k ∈ {0, . . . , n}, ϕ(2n−2k) does and for all k ∈ {0, . . . , n−1}, µ(2k+1) does. This gives the
continuity of (9.84). Notice that one can’t go higher as for (µϕ)(6), in the sum, the term
µ(5)ϕ′ doesn’t vanish at 0 and 1. The other continuities are proved the same. These
continuities will be the key to prove the well-posedness of the equations considered in
the following (see Remark 9.3.3, Sections 9.4.2 and 9.4.3).
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Remark 9.3.3. Thanks to Remark 9.3.2 on (9.84), from Theorem 9.3.1 with p = k =
2, one deduces that, when µ satisfies (Hreg), for every ψ0 ∈ H11

(0), φ ∈ C2([0, T ], H7
(0))

and u, v ∈ H2
0 (0, T ), the Schrödinger equation

i∂tψ(t, x) = −∂2
xψ(t, x)− u(t)µ(x)ψ − v(t)µ(x)φ, (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),

ψ(t, 0) = ψ(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
ψ(0, x) = ψ0(x), x ∈ (0, 1).

admits a unique solution ψ ∈ C2([0, T ], H7
(0)(0, 1)) with ψ(T ) in H11

(0)(0, 1). Moreover,
for every R > 0, there exists C = C(T, µ,R) > 0 such that if ‖u‖H2

0 (0,T ) < R, this
solution satisfies

‖ψ(T )‖H11
(0)
, ‖ψ‖C2([0,T ],H7

(0)) ≤ C
(
‖ψ0‖H11

(0)
+ ‖v‖H2

0 (0,T )‖φ‖C2([0,T ],H7
(0))

)
. (9.88)

This will be the regularity on the solutions used in all this paper.

9.3.2 Dependency of the solution with respect to the initial condition

From the well-posedness result given in Theorem 9.3.1, one can deduce the follow-
ing result about the dependency of the solution of (3.10) with respect to the initial
condition.

Proposition 9.3.4. Let T > 0, µ satisfying (Hreg), ψ0 ∈ H11
(0)(0, 1) and τ ∈ R. For

all R > 0, there exists C = C(T, µ,R) > 0 such that for all u ∈ H2
0 (0, T ) with

‖u‖H2
0 (0,T ) < R, one has

‖ψ(T ; u, ψ1(τ) + ψ0)− ψ(T ; u, ϕ1)e−iλ1τ − e−iATψ0‖H11
(0)
≤ C‖u‖H2

0 (0,T )‖ψ0‖H11
(0)
.

Proof. Define, for all t ∈ [0, T ], Λ(t) := ψ(t; u, ψ1(τ) + ψ0) − ψ(t; u, ϕ1)e−iλ1τ −
e−iAtψ0. Notice that Λ is the solution of,

i∂tΛ = −∂2
xΛ− u(t)µ(x)Λ− u(t)µ(x)e−iAtψ0,

with Dirichlet conditions and Λ(0, ·) = 0. Therefore, Remark 9.3.3 gives the existence
of C > 0 such that

‖Λ(T )‖H11
(0)
≤ C‖u‖H2

0 (0,T )‖e−iAtψ0‖C2([0,T ],H7
(0)) = C‖u‖H2

0 (0,T )‖ψ0‖H11
(0)
.

9.3.3 Controllability in projection by the linear test with simultane-
ous estimates

In this section, we recall the local controllability result in projection by the linear
test given in [42] as it will be useful in this paper. To that end, we introduce the
following notations: if J ⊂ N∗, we define the space HJ := SpanC (ϕj , j ∈ J) and the
orthogonal projection on HJ given by PJ(ψ) = ψ − ∑

j 6∈J
〈ψ,ϕj〉ϕj for all ψ in L2(0, 1).

Theorem 9.3.5. Let (p, k) ∈ N2 with p ≥ k and J ⊂ N∗. Assume that µ is in
H2(p+k)+3((0, 1),R) with µ(2n+1)(0) = µ(2n+1)(1) = 0 for all n = 0, . . . , p − 1 and
satisfies

there exists a constant c > 0 such that for all j ∈ J, |〈µϕ1, ϕj〉| ≥
c

j2p+3 . (9.89)

Then, the Schrödinger equation (3.10) is STLC in projection around the ground state
with controls in Hm

0 (T0, T ) and targets in H
2(p+m)+3
(0) for every m ∈ {0, . . . , k} with

the same control map.
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More precisely, for all initial time T0 ≥ 0 and final time T > T0, there exists C, δ > 0
and a C1-map ΓT0,T : ΩT0 × ΩT → Hk

0 ((T0, T ),R) where

ΩT0 := {ψ0 ∈ S ∩H2(p+k)+3
(0) ; ‖ψ0 − ψ1(T0)‖

H
2(p+k)+3
(0)

< δ},

ΩT := {ψf ∈ HJ ∩H2(p+k)+3
(0) ; ‖ψf − PJ (ψ1(T )) ‖

H
2(p+k)+3
(0)

< δ},

such that ΓT0,T (ψ1(T0), ψ1(T )) = 0 and for every (ψ0, ψf ) ∈ ΩT0 × ΩT , the solution
of (3.10) on [T0, T ] with control u := ΓT0,T (ψ0, ψf ) and initial condition ψ0 at t = T0
satisfies

PJ (ψ(T )) = ψf , (9.90)

with the following boundary conditions on the control

u2(T ) = . . . = uk+1(T ) = 0, (9.91)

where here (un)n∈N denotes the iterated primitives of u vanishing at T0. Besides, for
all m in {−(k + 1), . . . , k}, the following estimates hold

‖u‖Hm
0 (T0,T ) ≤ C

(
‖ψ0 − ψ1(T0)‖

H
2(p+m)+3
(0)

+ ‖ψf − PJψ1(T )‖
H

2(p+m)+3
(0)

)
. (9.92)

9.4 Error estimates on the expansion of the solution

The goal of this section is to compute the power series expansion of the solution
ψ of the Schrödinger equation (3.10) up to order 3 with a sharp error estimate, as it
is the key to prove Theorem 5.2.3. In all this section, if not mentioned, we will work
with controls u at least in H2

0 (0, T ) and with a dipolar moment µ satisfying (Hreg).

9.4.1 Formal expansion of the solution

Formally, expanding the solution of (3.10) around the trajectory (ψ1, u ≡ 0),
— the first-order term Ψ of the expansion of ψ is solution of,

i∂tΨ = −∂2
xΨ− u(t)µ(x)ψ1(t, x),

Ψ(t, 0) = Ψ(t, 1) = 0,
Ψ(0, x) = 0,

(9.93)

which can be explicitly computed as,

Ψ(t) = i
+∞∑
j=1

(
〈µϕ1, ϕj〉

∫ t

0
u(τ)ei(λj−λ1)τdτ

)
ψj(t), t ∈ [0, T ]. (9.94)

— The second-order term ξ of the expansion of ψ is solution of,
i∂tξ = −∂2

xξ − u(t)µ(x)Ψ(t, x),
ξ(t, 0) = ξ(t, 1) = 0,
ξ(0, x) = 0,

(9.95)

— and the third-order term ζ of the expansion of ψ is solution of,
i∂tζ = −∂2

xζ − u(t)µ(x)ξ(t, x),
ζ(t, 0) = ζ(t, 1) = 0,
ζ(0, x) = 0.

(9.96)
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The goal of this section is to quantify in which way the following expansion holds
rigorously

ψ ≈ ψ1 + Ψ + ξ + ζ. (9.97)

Such expansion will be studied under the following asymptotic.

Definition 9.4.1. Given two scalar quantities A(T, u) and B(T, u), we will write
A(T, u) = O (B(T, u)) if there exists C, T ∗ > 0 such that for any T ∈ (0, T ∗), there
exists η > 0 such that for all u ∈ H2

0 (0, T ) with ‖u‖H2
0 (0,T ) < η, we have |A(T, u)| ≤

C|B(T, u)|.

Thus, the notation O refers to the convergence ‖u‖H2
0 (0,T ) → 0 and holds uniformly

with respect to the final time on a small time interval [0, T ∗]. All estimates will be com-
puted under this asymptotic as the goal stated in Theorem 5.2.3 is to prove H2

0 -STLC.

But first, before computing any estimate, we state a well-posedness result about
all the equations considered, which directly stems from Remark 9.3.3.

Proposition 9.4.2. Let µ satisfying (Hreg) and u in H2
0 ((0, T ),R). Then, there exists

a unique solution ψ (resp. Ψ, ξ and ζ) of (3.10) (resp. (9.93), (9.95) and (9.96))
belonging to C2([0, T ], H7

(0)(0, 1)) with ψ(T ) (resp. Ψ(T ), ξ(T ) and ζ(T )) in H11
(0)(0, 1).

Moreover, the following estimate holds,

‖ψ‖C2([0,T ],H7
(0)) = O (1) . (9.98)

9.4.2 An auxiliary system

Our goal is to prove that when µ satisfies (5.2), (Hquad) and (Hcub), the leading
term of the solution ψ of the Schrödinger equation (3.10) along the lost direction is the
cubic term

∫ T
0 u1(t)2u2(t)dt in the asymptotic given in Definition 9.4.1. Thus, we seek

to prove that such a cubic term can absorb both the quadratic term and the terms
of order higher than four. Therefore, classical error estimates on the expansion (9.97)
involving the L2-norm of the control u are not sharp enough because can’t be absorbed
by such a cubic term. As in Section 9.2.4, one can compute sharper estimates, involving
rather the L2-norm of the time primitive u1 of the control u by introducing the new
state

ψ̃(t, x) := ψ(t, x)e−iu1(t)µ(x), (t, x) ∈ [0, T ]× [0, 1]. (9.99)

This new state satisfies the following equation, called the auxiliary system
i∂tψ̃ = −∂2

xψ̃ − iu1(t)(2µ′(x)∂xψ̃ + µ′′(x)ψ̃) + u1(t)2µ′(x)2ψ̃,

ψ̃(t, 0) = ψ̃(t, 1) = 0,
ψ̃(0, x) = ϕ1.

(9.100)

Proposition 9.4.3. Let µ satisfying (Hreg) and u1 in H3
0 ((0, T ),R). There exists a

unique solution ψ̃ of (9.100) in C2([0, T ], H7 ∩H5
(0)), which satisfies

‖ψ̃‖C2([0,T ],H7∩H5
(0)) = O (1) . (9.101)

Moreover, the following equality holds in H5
(0)(0, 1) for every t ∈ [0, T ],

ψ̃(t) = ψ1(t)−
∫ t

0
e−iA(t−τ)

(
u1(τ)

(
2µ′∂x + µ′′

)
ψ̃(τ) + iu1(τ)2µ′2ψ̃(τ)

)
dτ. (9.102)

To prove (9.102), we need to recall the following smoothing effect first proved in
[19] and then generalized in [42].
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Proposition 9.4.4. Let (p, k) ∈ N2. There exists a non-decreasing function C :
[0,+∞) → (0,+∞) such that for all T ≥ 0 and for all f ∈ Hk

0 ((0, T ), H2p+3 ∩
H2p+1

(0) (0, 1)), the function G : t 7→ ∫ t
0 e
−iA(t−τ)f(τ)dτ belongs to Ck([0, T ], H2p+3

(0) (0, 1))
with the following estimate,

‖G‖
Ck([0,T ],H2p+3

(0) ) ≤ C‖f‖Hk((0,T ),H2p+3∩H2p+1
(0) ). (9.103)

Remark 9.4.5. Because of the term ∂xψ̃ in (9.100), up to now, the well-posedness of
the auxiliary system is only understood through its link (9.99) with the Schrödinger
equation and is not proved directly using for example a fixed-point argument on the
formulation (9.100). However, one needs to be very careful: the multiplication by the
exponential factor in (9.99) preserves the regularity but not the boundary conditions
of ψ. More precisely, the continuity of the operators given in Remark 9.3.2 is the key
to know which boundary conditions can be deduced for the auxiliary system from the
Schrödinger equation and which can’t.

Proof of Proposition 9.4.3. Regularity. First, by Proposition 9.4.2, under these hy-
potheses, the solution ψ of the Schrödinger equation (3.10) is C2([0, T ], H7

(0)). Thus,
from the continuity given in Remark 9.3.2 on (9.85), the function ψ̃ defined by (9.99)
is C2([0, T ], H7 ∩H5

(0)). Moreover, (9.101) follows from (9.98).

Equation. For this regularity, the Schrödinger equation (3.10) is satisfied in H5
(0) for all

t ∈ [0, T ]. Thus, computations prove that (9.100) holds in H5 ∩H3
(0) for all t ∈ [0, T ]

using Remark 9.3.2 with (9.86) and (9.87).

Uniqueness. For every function ψ̃ satisfying the first equation of (9.100) in H5 ∩H3
(0)

for all t ∈ [0, T ], an energy estimate proves that its L2-norm is preserved. This implies
the uniqueness of solutions in C2([0, T ], H7 ∩H5

(0)) (see [43, Propositions 4.6 and 4.7]
for more details on such an energy estimate).

Weak formulation. Denote by ψ̂ the right-hand side of (9.102). The continuity of (9.86)
and (9.87) stated in Remark 9.3.2 imply that the functions integrated in the definition
of ψ̂ belong to H2

0 ((0, T ), H5 ∩ H3
(0)). Thus, the smoothing effect stated in Propo-

sition 9.4.4 with (p, k) = (1, 2) entails that ψ̂ belongs to C2([0, T ], H5
(0)). Moreover,

computations proves that ψ̂ satisfies (9.100) for every t ∈ [0, T ] in H5 ∩ H3
(0). Thus,

the uniqueness allows to prove (9.102).

9.4.3 Computation of the expansion of the auxiliary system

One can compute by hand the expansion of the solution ψ̃ of the auxiliary system
(9.100) around the ground state, up to order 3.
First-order term. The linearized system of (9.100) around the trajectory (ψ1, u = 0) is
given by 

i∂tΨ̃ = −∂2
xΨ̃− iu1(t) (2µ′∂xψ1 + µ′′ψ1) ,

Ψ̃(t, 0) = Ψ̃(t, 1) = 0,
Ψ̃(0, x) = 0.

(9.104)

Linearizing (9.99), Ψ̃ is also given by,

Ψ̃(t) = Ψ(t)− iu1(t)µψ1(t), t ∈ [0, T ], (9.105)

where Ψ is the solution of (9.93). Recall that by Proposition 9.4.2, Ψ belongs to
C2([0, T ], H7

(0)). Thus, the continuity of (9.84) given in Remark 9.3.2 and (9.105) entail
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that Ψ̃ belongs to C2([0, T ], H7∩H5
(0)). As before, using Proposition 9.4.4 with (p, k) =

(1, 0), the following equality holds in H5
(0)(0, 1) for every t ∈ [0, T ],

Ψ̃(t) = −
∫ t

0
e−iA(t−τ)u1(τ)

(
2µ′∂xψ1(τ) + µ′′ψ1(τ)

)
dτ, (9.106)

and moreover, the following estimate holds

‖Ψ̃‖C0([0,T ],H5
(0)(0,1)) = O

(
‖u1‖L2(0,T )

)
. (9.107)

Moreover, the solution of (9.104) can be computed explicitly as

Ψ̃(t) =
+∞∑
j=1

(
(λj − λ1) 〈µϕ1, ϕj〉

∫ t

0
u1(τ)ei(λj−λ1)τdτ

)
ψj(t), t ∈ [0, T ]. (9.108)

Second-order term. The second-order term of the expansion of (9.100) around the
ground state is the solution of

i∂tξ̃ = −∂2
xξ̃ − iu1(t)(2µ′∂xΨ̃ + µ′′Ψ̃) + u1(t)2µ′2ψ1,

ξ̃(t, 0) = ξ̃(t, 1) = 0,
ξ̃(0, x) = 0.

(9.109)

Identifying the second order terms in (9.99), ξ̃ can also be given by,

ξ̃(t) = ξ(t)− iu1(t)µΨ̃(t) + u1(t)2

2 µ2ψ1(t). (9.110)

Thus, from the regularity of ξ given in Proposition 9.4.2, of Ψ̃ and the continuities
given in Remark 9.3.2, ξ is in C2([0, T ], H7 ∩ H5

(0)). Moreover, the following equality
holds in H5

(0)(0, 1) for every t ∈ [0, T ],

ξ̃(t) = −
∫ t

0
e−iA(t−τ)

[
u1(τ)

(
2µ′∂xΨ̃(τ) + µ′′Ψ̃(τ)

)
+ iu1(τ)2µ′2ψ1(τ)

]
dτ. (9.111)

As all the integrated terms belongs to H3
(0), by Remark 9.3.2, the triangular inequality

together with the fact that for every s ∈ R, eisA is an isometry from H3
(0) to H

3
(0), gives

that

‖ξ̃‖C0([0,T ],H3
(0)(0,1)) = O

(
‖u1‖L1‖Ψ̃‖C0([0,T ],H4

(0)) + ‖u1‖2L2

)
= O

(
‖u1‖2L2

)
, (9.112)

using (9.107). Besides, substituting the explicit form of Ψ̃ given in (9.108) into (9.111),
the solution can be explicitly computed as

ξ̃(t) = −i
+∞∑
j=1

(
〈µ′2ϕ1, ϕj〉

∫ t

0
u1(τ)2ei(λj−λ1)τdτ

)
ψj(t)

+
+∞∑
j=1

(∫ t

0
u1(τ)

∫ τ

0
u1(s)k̃quad,j(τ, s)dτds

)
ψj(t), (9.113)

where, for all j ∈ N∗, the quadratic kernel k̃quad,j is given by

k̃quad,j(τ, s) :=
+∞∑
n=1

(λ1 − λn)(λn − λj)〈µϕ1, ϕn〉〈µϕn, ϕj〉ei((λj−λn)τ+(λn−λ1)s). (9.114)

Thanks to Remark 5.2.1, all the quadratic kernels k̃quad,j defined in (9.114) are bounded
in C4(R2,C). This regularity is the key to perform integrations by parts and reveal a
coercivity quantified by the H−3-norm of the control, as stated in the following result.
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Lemma 9.4.6. If the control u ∈ L2(0, T ) is such that u2(T ) = u3(T ) = 0, then, for
all j ∈ N∗,

〈ξ̃(T ), ψj(T )〉 = −i
3∑
p=1

Apj

∫ T

0
up(t)2ei(λj−λ1)tdt

+
∫ T

0
u3(t)

∫ t

0
u3(τ)∂2

1∂
2
2 k̃quad,j(t, τ)dτdt. (9.115)

Proof. Let j ∈ N∗. Thanks to (9.160), the computations given in (9.113) give directly

〈ξ̃(T ), ψj(T )〉 = −iA1
j

∫ T

0
u1(t)2ei(λj−λ1)tdt+

∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)k̃quad,j(t, τ)dτdt.

Besides, for all m ∈ N and H in C2(R2,C), if um+1(T ) = 0, integrations by parts lead
to ∫ T

0
um(t)

∫ t

0
um(τ)H(t, τ)dτdt =

∫ T

0
um+1(t)2

(1
2
d

dt
(H(t, t))− ∂1H(t, t)

)
dt

+
∫ T

0
um+1(t)

∫ t

0
um+1(τ)∂1∂2H(t, τ)dτdt.

Therefore, (9.115) is deduced applying this equality successively for (m = 1, H =
k̃quad,j) and (m = 2, H = ∂1∂2k̃quad,j) and also noticing that

∀p = 2, 3, 1
2
d

dt

(
∂p−2

1 ∂p−2
2 k̃quad,j(t, t)

)
− ∂p−1

1 ∂p−2
2 k̃quad,j(t, t) = −iApjei(λj−λ1)t.

In particular, under (Hquad), the quadratic term, along the lost direction, is given by

〈ξ̃(T ), ψK(T )〉 = −iA3
K

∫ T

0
u3(t)2ei(λK−λ1)tdt

+
∫ T

0
u3(t)

∫ t

0
u3(τ)∂2

1∂
2
2 k̃quad,K(t, τ)dτdt. (9.116)

Thus, in an asymptotic of small time, the leading quadratic term along the lost direc-
tion of the expansion is given by

∫ T
0 u3(t)2dt.

Third-order term. The third-order term of the expansion of (9.100) around the ground
state is the solution of

i∂tζ̃ = −∂2
xζ̃ − iu1(t)

(
2µ′∂xξ̃ + µ′′ξ̃

)
+ u1(t)2µ′2Ψ,

ζ̃(t, 0) = ζ̃(t, 1) = 0,
ζ̃(0, x) = 0.

(9.117)

As before, thanks to (9.99), the cubic term can also be given by

ζ̃(t) = ζ(t)− iu1(t)µξ̃(t) + u1(t)2

2 µ2Ψ̃(t) + i
u1(t)3

6 µ3ψ1(t), t ∈ [0, T ]. (9.118)

Thus, the cubic term ζ̃ belongs to C2([0, T ], H7∩H5
(0)). Moreover, the following equality

holds in H5
(0)(0, 1) for every t ∈ [0, T ],

ξ̃(t) = −
∫ t

0
e−iA(t−τ)

[
u1(τ)

(
2µ′∂xξ̃(τ) + µ′′ξ̃(τ)

)
+ iu1(τ)2µ′2Ψ̃(τ)

]
dτ, (9.119)

118



STLC of the Schrödinger equation, despite a quadratic drift, thanks to a cubic term

and the following estimate holds, using the triangular inequality

‖ζ̃‖C0([0,T ],H1
(0)(0,1)) = O

(
‖u1‖3L2(0,T )

)
. (9.120)

Using the explicit computations of Ψ̃ and ξ̃ given in (9.108) and (9.113), one gets that
the third-order term is given by

ζ̃(T ) =
+∞∑
j=1

(
i

∫ T

0
u1(t)2

∫ t

0
u1(τ)k̃1

cub,j(t, τ)dτdt+i
∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)2k̃2

cub,j(t, τ)dτdt

−
∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)

∫ τ

0
u1(s)k̃3

cub,j(t, τ, s)dsdτdt
)
ψj(T ), (9.121)

where the cubic kernels are given by

k̃1
cub,j(t, τ) :=

+∞∑
n=1

(λ1 − λn)〈µϕ1, ϕn〉〈µ′2ϕn, ϕj〉ei[(λj−λn)t+(λn−λ1)τ ], (9.122)

k̃2
cub,j(t, τ) :=

+∞∑
n=1

(λn − λj)〈µ′2ϕ1, ϕn〉〈µϕn, ϕj〉ei[(λj−λn)t+(λn−λ1)τ ], (9.123)

and

k̃3
cub,j(t, τ, s) :=

+∞∑
p=1

+∞∑
n=1

(λ1 − λn)(λn − λp)(λp − λj)

× 〈µϕ1, ϕn〉〈µϕn, ϕp〉〈µϕp, ϕj〉ei[(λj−λp)t+(λp−λn)τ+(λn−λ1)s]. (9.124)

Thanks to Remark 5.2.1, the kernels k̃1
cub,j and k̃2

cub,j are bounded in C2(R2,C) and the
kernel k̃3

cub,j is bounded in C1(R2,C). Formally, in an asymptotic of small time, (9.121)
entails that the leading cubic term is

∫ T
0 u2

1(t)u2(t)dt as k̃icub,j(t, τ) ≈ k̃icub,j(0, 0) at first
order and as the third term of (9.121) is a higher order cubic term.

9.4.4 Sharp error estimates for the auxiliary system

The goal of this section is to compute sharp error estimates on the expansion of
the auxiliary system.

Proposition 9.4.7. If µ satisfies (Hreg), then the following error estimates on the
expansion of the auxiliary system hold,

‖ψ̃ − ψ1 − Ψ̃‖L∞((0,T ),H2
(0)(0,1)) = O

(
‖u1‖2L2(0,T )

)
, (9.125)

‖ψ̃ − ψ1 − Ψ̃− ξ̃ − ζ̃‖L∞((0,T ),L2(0,1)) = O
(
‖u1‖4L2(0,T )

)
. (9.126)

Proof. Proof of the linear remainder. We have seen in Proposition 9.4.3, that the
following equality holds in H5

(0) for all t ∈ [0, T ],

(
ψ̃ − ψ1

)
(t) = −

∫ t

0
e−iA(t−τ)

(
u1(τ)(2µ′∂x + µ′′)ψ̃(τ) + iu1(τ)2µ′2ψ̃(τ)

)
dτ,

where, every term under this integral belongs to H5 ∩ H3
(0). Thus, the triangular in-

equality and the isometry of eiAs from H3
(0) to H3

(0) give,

‖ψ̃ − ψ1‖L∞((0,T ),H3
(0)) = O

(
‖u1‖L1‖ψ̃‖L∞((0,T ),H4

(0)) + ‖u1‖2L2‖ψ̃‖L∞((0,T ),H3
(0))

)
= O (‖u1‖L2) , (9.127)
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using estimate (9.102) on ψ̃. Notice that, by Cauchy-Schwarz inequality, we indeed
have ‖u1‖L1 = O(‖u1‖L2) as the definition of O given in Definition 9.4.1 means we
work in small time.
Proof of (9.125). Using (9.102) and (9.106), the following equality holds in H5

(0) for all
t ∈ [0, T ],

(ψ̃−ψ1−Ψ̃)(t) = −
∫ t

0
e−iA(t−τ)

(
u1(τ)

(
2µ′∂x + µ′′

)
(ψ̃ − ψ1)(τ) + iu1(τ)2µ′2ψ̃(τ)

)
dτ.

Once again, every term under the integral belongs to H5∩H3
(0) thanks to Remark 9.3.2,

so the triangular inequality gives,

‖ψ̃ − ψ1 − Ψ̃‖L∞H2
(0)

= O
(
‖u1‖L1‖ψ̃ − ψ1‖L∞H3

(0)
+ ‖u1‖2L2‖ψ̃‖L∞H2

(0)

)
= O(‖u1‖2L2),

using the estimates (9.127) on the linear remainder and (9.102) on ψ̃.
Proof of cubic remainder. As before, the following equality holds in H5

(0),

(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃− ξ̃)(t) =

−
∫ t

0
e−iA(t−τ)

(
u1(τ)

(
2µ′∂x + µ′′

)
(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃)(τ) + iu1(τ)2µ′2(ψ̃ − ψ1)(τ)

)
dτ.

And thus, using the triangular inequality, estimates (9.127) and (9.125), one gets

‖ψ̃ − ψ1 − Ψ̃− ξ̃‖L∞H1
(0)

= O
(
‖u1‖L1‖ψ̃ − ψ1 − Ψ̃‖L∞H2

(0)
+ ‖u1‖2L2‖ψ̃ − ψ1‖L∞H1

(0)

)
= O(‖u1‖3L2). (9.128)

Proof of (9.126). Finally, the following equality holds in H5
(0),

(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃− ξ̃ − ζ̃)(t) = −
∫ t

0
e−iA(t−τ)

(
u1(τ)

(
2µ′∂x + µ′′

)
(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃− ξ̃)(τ)

+ iu1(τ)2µ′2(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃)(τ)
)
dτ.

And thus, similarly, using (9.125) and (9.128), one gets (9.126).

In a nutshell, when (Hreg), (Hlin), (Hquad) and (Hcub) are satisfied, for the expansion
of the auxiliary system along the lost direction,

— by (9.116), the leading quadratic term is given by
∫ T

0 u3(t)2dt,

— by (9.121), the leading cubic term is given by
∫ T
0 u1(t)2u2(t)dt,

— and by (9.126), among every term of order higher than four, the leading term is
given by (

∫ T
0 u1(t)2dt)2.

Therefore, in the asymptotic of controls small in H2, along the lost direction, the
cubic term prevails on the linear term (because it vanishes) but also on the quadratic
term and on the terms of order higher or equal than four. This is why, in the next
proposition, along the lost direction, we only keep the dominant cubic term and all
other terms are seen as (small) pollution, the bigger pollution being given by the
quadratic term.

Let us stress that, in another asymptotic on controls, for example, in the asymptotic
of controls small in H3, this does not hold anymore: Gagliardo-Nirenberg inequalities
prove that the quadratic term prevails on the cubic term (and on the higher-order
terms), and thus one can deny H3-STLC using such a quadratic term as done in [43].
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Corollary 9.4.8. Let µ satisfying (Hreg), (Hlin), (Hquad). Let u ∈ H2
0 (0, T ) be a control

such that u2(T ) = u3(T ) = 0. Then, the solution ψ̃ of the auxiliary system (9.100)
associated to the initial condition ϕ1 satisfies

〈ψ̃(T ), ψK(T )〉 − i
∫ T

0
u1(t)2

∫ t

0
u1(τ)k̃1

cub,K(t, τ)dτdt

− i
∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)2k̃2

cub,K(t, τ)dτdt = O
(
‖u3‖2L2(0,T ) + ‖u1‖3L1(0,T )

)
, (9.129)

where we recall that k̃1
cub,K and k̃2

cub,K are respectively defined by (9.122) and (9.123).

Proof. The computations (9.108), (9.116), (9.121) and the error estimate (9.126) give
that the right-hand side of (9.129) is estimated by

O
(
‖u3‖2L2(0,T ) + ‖u1‖3L1(0,T ) + ‖u1‖4L2(0,T )

)
.

Besides, for every control u such that u2(T ) = u3(T ) = 0, integrations by parts and
then Cauchy-Schwarz inequality prove that

‖u1‖4L2 =
(∫ T

0
u′(t)u3(t)dt

)2

≤ C‖u′‖2L2(0,T )‖u3‖2L2(0,T ) = O(‖u3‖2L2(0,T )),

as we work in the asymptotic of controls small in H2
0 (see Definition 9.4.1).

9.4.5 Sharp error estimates for the Schrödinger equation

From the expansion of the auxiliary system, one can deduce sharp error estimates
on the expansion of the solution of the Schrödinger equation (3.10).

Proposition 9.4.9. Let µ satisfying (Hreg). Then,

‖ψ − ψ1 −Ψ‖L∞((0,T ),L2(0,1)) = O
(
‖u1‖2L2(0,T ) + |u1(T )|2

)
, (9.130)

‖ψ − ψ1 −Ψ− ξ − ζ‖L∞((0,T ),L2(0,1)) = O
(
‖u1‖4L2(0,T ) + |u1(T )|4

)
. (9.131)

Proof. The proof of (9.130) and (9.131) are very similar. Thus, we only prove (9.131).
Using all the links (9.99), (9.105), (9.110) and (9.118) between the expansions of the
Schrödinger equation and of the auxiliary system, one gets

(ψ − ψ1 −Ψ− ξ − ζ) (T ) = eiu1(T )µ(ψ̃ − ψ1 − Ψ̃− ξ̃ − ζ̃)(T ) + (eiu1(T )µ − 1)ζ̃(T )

+ (eiu1(T )µ − 1− iu1(T )µ)ξ̃(T ) + (eiu1(T )µ − 1− iu1(T )µ− u1(T )2

2 µ2)Ψ̃(T )

+ (eiu1(T )µ − 1− iu1(T )µ− u1(T )2

2 µ2 − iu1(T )3

6 µ3)ψ1(T ).

The first term is estimated by ‖u1‖4L2 thanks to the estimate (9.126) on the auxiliary
system. Doing an expansion of eiu1(T )µ, the second term (resp. the third, fourth and
fifth term) is estimated by |u1(T )|‖ζ̃(T )‖L2 (resp. |u1(T )|2‖ξ̃(T )‖L2 , |u1(T )|3‖Ψ̃(T )‖L2

and |u1(T )|2). Then, estimates (9.107), (9.112) and (9.120) on Ψ̃, ξ̃ and ζ̃ together
with Young inequalities lead to (9.131).

To conclude on the error estimate of the expansion of the Schrödinger equation,
one needs to estimate the boundary term u1(T ). This can be done for specific motions
of the solution.
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Lemma 9.4.10. For every u in H2
0 (0, T ) such that the solution of (3.10) satisfies

〈ψ(T ; u, ϕ1), ϕ1〉 = 〈ψ1(T ), ϕ1〉, (9.132)

then, the following estimate holds

|u1(T )| = O
(
‖u1‖2L2(0,T )

)
. (9.133)

Proof. Thanks to the explicit computation of Ψ given in (9.94), one gets

〈ψ(T ), ϕ1〉 = 〈ψ1(T ), ϕ1〉+ ie−iλ1T 〈µϕ1, ϕ1〉u1(T ) +O
(
‖ (ψ − ψ1 −Ψ) (T )‖L2(0,1)

)
As 〈µϕ1, ϕ1〉 6= 0 by (5.3), assumption (9.132) together with the estimate (9.130) of
the quadratic remainder lead to

u1(T ) = O
(
‖u1‖2L2(0,T ) + |u1(T )|2

)
.

By definition of O (see Definition 9.4.1), we work with controls arbitrary small in H2
0 ,

thus, such estimate entails (9.133).

Corollary 9.4.11. Let µ satisfying (Hreg). Then, for every control u ∈ H2
0 (0, T ) such

that the solution of (3.10) satisfies (9.132), the following estimate holds,

‖ψ − ψ1 −Ψ− ξ − ζ‖L∞((0,T ),L2(0,1)) = O
(
‖u1‖4L2(0,T )

)
. (9.134)

9.4.6 The non overlapping principle

Sometimes, it is quite useful to use non overlapping controls as already seen in
Section 9.2. Moreover, if v (resp. w) is a control defined on (0, T1) (resp. on (0, T2)), it
would be every convenient to have

ψ(T1 + T2; v#w, ϕ1) = ψ(T1; v, ϕ1) + ψ(T2; w, ϕ1),

where recall that the concatenation of two controls is defined in (9.1). However, it is
not the case. That is why, in the following section, we estimate precisely the evolution
of the solution along the lost direction, to then use it in Section 9.5 for non overlapping
controls.

For the quadratic term

Proposition 9.4.12. Let 0 < T1 < T2. If µ satisfies (5.4) and (5.5), then for all
control u in H2

0 (0, T2) such that u1(T1) = u2(T1) = u3(T1) = u2(T2) = u3(T2) = 0, the
solution of (9.95) satisfies

|〈ξ(T2; u, ϕ1), ψK(T2)〉 − 〈ξ(T1; u, ϕ1), ψK(T1)〉|
= O

(
‖u3‖2L2(0,T2) + |u1(T2)|‖u2‖L1(0,T2) + |u1(T2)|2

)
. (9.135)

Proof. Using the link with the auxiliary system (9.110) and the explicit form of Ψ̃
given in (9.108), one has, for every T ∈ [0, T2],

〈ξ(T ), ψK(T )〉 = 〈ξ̃(T ), ψK(T )〉 − u1(T )
∫ T

0
u1(t)kquad,T (t)dt

− u1(T )2

2 〈µ2ϕ1, ϕK〉ei(λK−λ1)T ,
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where the quadratic kernel kquad,T is given by,

kquad,T (t) =
+∞∑
n=1

(λn − λ1)〈µϕ1, ϕn〉〈µϕK , ϕn〉ei[(λn−λ1)t+(λK−λj)T ]. (9.136)

Thus, if the control satisfies u1(T1) = 0, then,

〈ξ(T2), ψK(T2)〉 − 〈ξ(T1), ψK(T1)〉 = 〈ξ̃(T2), ψK(T2)〉 − 〈ξ̃(T1), ψK(T1)〉

+ u1(T2)
∫ T2

0
u1(t)kquad,T2(t)dt− u1(T2)2

2 〈µ2ϕ1, ϕK〉ei(λK−λ1)T2 .

The first term of the right-hand side is estimated by O(‖u3‖2L2(0,T2)) using the explicit
computation of ξ̃ given in (9.116). The second term of the right-hand side is naturally
estimated by O(|u1(T2)|‖u1‖L1(0,T2)) as the kernel is bounded. However, such an esti-
mate will not be sharp enough to use in the sequel of this paper (and more precisely in
the proof of Proposition 9.5.2. Thus, one can compute a shaper estimate by performing
one integration by parts in the integral. This gives that the second term is estimated
by O(|u1(T2)|‖u2‖L1(0,T2)) noticing that k′quad,T2

is still bounded thanks to Remark
5.2.1.

For the cubic term

Proposition 9.4.13. Let 0 < T1 < T2. For every control u in H2
0 (0, T2) such that

u2(T1) = u2(T2) = 0, the solution of (9.117) satisfies∣∣∣〈ζ̃(T2), ψK(T2)〉 − 〈ζ̃(T1), ψK(T1)〉
∣∣∣

= O
(
‖u1‖3L1(0,T2) + ‖u1‖2L2(T1,T2)‖u1‖L1(0,T2) + ‖u2‖L∞(T1,T2)‖u1‖2L2(0,T2)

)
. (9.137)

Proof. Using the explicit form of ζ̃ given in (9.121), one has,

〈ζ̃(T2), ψK(T2)〉 − 〈ζ̃(T1), ψK(T1)〉 = i

∫ T2

T1
u1(t)2

∫ t

0
u1(τ)k̃1

cub,K(t, τ)dτdt

+ i

∫ T2

T1
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)2k̃2

cub,K(t, τ)dτdt+O
(
‖u1‖3L1(0,T2)

)
,

as the kernel k̃3
cub,K defined in (9.124) is bounded in C0(R3,C). The first term of the

right-hand side is bounded by ‖u1‖2L2(T1,T2)‖u1‖L1(0,T2) as k̃1
cub,K is also bounded. More-

over, it would seem natural to estimate the second term by ‖u1‖L1(T1,T2)‖u1‖2L2(0,T2).
However, as before, it would not provide an estimate sharp enough to use in the sequel
of the work. One can compute a sharper estimate by performing one integration by
parts to get that the second term of the right-hand side is bounded by,∣∣∣∣∣
∫ T2

T1
u2(t)u1(t)2k̃2

cub,K(t, t)dt+
∫ T2

T1
u2(t)

∫ t

0
u1(τ)2∂1k̃

2
cub,K(t, τ)dtdτ

∣∣∣∣∣
= O

(
‖u2‖L∞(T1,T2)‖u1‖2L2(0,T2)

)
,

as the kernel k̃2
cub,K defined in (9.123) is bounded in C1(R2,C).

Proposition 9.4.14. Let 0 < T1 < T2. For every control u in H2
0 (0, T2) such that

u1(T1) = u2(T1) = u2(T2) = 0, the solution of (9.96) satisfies

|〈ζ(T2), ψK(T2)〉 − 〈ζ(T1), ψK(T1)〉| = O
(
‖u1‖3L1(0,T2) + ‖u1‖2L2(T1,T2)‖u1‖L1(0,T2)

+ ‖u2‖L∞(T1,T2)‖u1‖2L2(0,T2) + |u1(T2)|‖u1‖2L2(0,T2) + |u1(T2)|3
)
. (9.138)
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Proof. Using the link with the auxiliary system (9.118) and the explicit computations
of Ψ̃ and ξ̃ given in (9.113) and (9.121), one gets, for all T ∈ [0, T2],

〈ζ(T ), ψK(T )〉 = 〈ζ̃(T ), ψK(T )〉+ iu1(T )
∫ T

0
u1(t)2k1

cub,T (t)dt

+ iu1(T )
∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)k2

cub,T (t, τ)dτdt− u1(T )2

2

∫ T

0
u1(t)k3

cub,T (t)dt

− iu1(T )3

6 〈µ3ϕ1, ϕK〉ei(λK−λ1)T ,

where the cubic kernels are given by,

k1
cub,T (t) := −i

+∞∑
n=1
〈µ′2ϕ1, ϕn〉〈µϕn, ϕK〉

∫ T

0
u1(t)2ei[(λn−λ1)t+(λK−λn)T ]dt,

k2
cub,T (t, τ) :=

+∞∑
p=1

+∞∑
n=1

(λ1 − λn)(λn − λp)〈µϕ1, ϕn〉〈µϕn, ϕp〉〈µϕp, ϕK〉

× ei[(λp−λn)t+(λn−λ1)τ+(λK−λp)T ],

k3
cub,T (t) := −

+∞∑
n=1

(λn − λ1)〈µϕ1, ϕn〉〈µ2ϕn, ϕK〉ei[(λn−λ1)t+(λK−λn)T ].

So, if the control satisfies u1(T1) = 0, one gets

〈ζ(T2), ψK(T2)〉 − 〈ζ(T1), ψK(T1)〉 = 〈ζ̃(T2), ψK(T2)〉 − 〈ζ̃(T1), ψK(T1)〉

+ iu1(T2)
∫ T2

0
u1(t)2k1

cub,T2(t)dt+ iu1(T2)
∫ T2

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)k2

cub,T2(t, τ)dτdt

− u1(T2)2

2

∫ T2

0
u1(t)k3

cub,T2(t)dt− iu1(T2)3

6 〈µ3ϕ1, ϕK〉ei(λK−λ1)T2 .

From the estimate on the auxiliary system (9.137) and the boundness of the kernels,
one deduces (9.138).

From the behaviors of the quadratic and cubic terms given in (9.135) and (9.138),
the error estimate (9.134) and the estimate (9.133) on the boundary term u1(T1), one
can deduce the following estimate.

Theorem 9.4.15. Let 0 < T1 < T2 and µ satisfying (5.2), (5.4)-(5.5). For every control
u in H2(0, T2) such that u1(T1) = u2(T1) = u3(T1) = u2(T1) = u2(T2) = u3(T2) = 0, if
the solution of (3.10) satisfies the specific motion (9.132), then, one has

|〈ψ(T2), ψK(T2)〉 − 〈ψ(T1), ψK(T1)〉| = O
(
‖u3‖2L2(0,T2) + ‖u1‖2L2(0,T2)‖u2‖L1(0,T2)

+ ‖u1‖3L1(0,T2) + ‖u1‖2L2(T1,T2)‖u1‖L1(0,T2) + ‖u2‖L∞(T1,T2)‖u1‖2L2(0,T2)

)
.

9.5 Motions in the lost directions

9.5.1 Motions in the lost directions ±iϕK
As for the bilinear toy-model (9.45), the motions in the ±iϕK directions are done

in two steps.
— First, we initiate the motion along ±iϕK by noticing that when µ satisfies (Hlin),

(Hquad) and (Hcub), along iϕK , the solution is mainly driven by the cubic term∫ T
0 u1(t)2u2(t)dt which enables us to move in both + and −iϕK directions. This
work is done in Proposition 9.5.1. At this end of this first step, along the other
directions (ϕj)j∈N∗− {K}, the error is possibly ‘big’ (in a sense to precise).
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— Then, this error is corrected using the local controllability in projection result
given in Theorem 9.3.5. However, one needs to make sure that such ‘linear’
motions don’t induce a too large error along iϕK and preserve the work done in
the first step. This is done in Proposition 9.5.2.

Proposition 9.5.1. For all T > 0, there exists C, ρ > 0 and a continuous map
b ∈ (−ρ, ρ) 7→ ub ∈ H2

0 (0, T ) such that,

∀b ∈ (−ρ, ρ), |〈ψ(T ; ub, ϕ1), ψK(T )〉 − ib| ≤ C|b|1+ 1
41 . (9.139)

Moreover, for all p ∈ [1,+∞] and k ∈ Z, k ≥ −3, there exists C > 0 such that,

∀b ∈ (−ρ, ρ), ‖ub‖Wk,p(0,T ) ≤ C|b|
1

41 (7−4k+ 4
p

)
, (9.140)

and for all ε ∈ (0, 3
4), there exists C > 0 such that for all b ∈ (−ρ, ρ),

‖ψ(T ; ub, ϕ1)− ψ1(T )‖H2m+7
(0) (0,1) ≤ C|b|

1
41 (10−4m−4ε), ∀m = −3, . . . , 2. (9.141)

Proof. Let T > 0 and ρ ∈ (0, T
41
4 ). For all b ∈ R∗, we define the control ub by,

∀t ∈ [0, T ], ub(t) := sign(b)|b| 7
41φ(3)

(
t

|b| 4
41

)

where φ ∈ C∞c (0, 1) such that
∫ 1

0
φ′′(θ)2φ′(θ)dθ = 1

CK
, (9.142)

where CK is defined in (5.7). Notice that for all b ∈ (−ρ, ρ), ub is supported on
(0, |b| 4

41 ) ⊂ (0, T ).
Size of the control. Let p ∈ [1,+∞] and k ∈ Z, k ≥ −3. Recall that, if k is negative,
we still write u(k) to denote u|k| the |k|-th primitive of u. For k > 0, by Poincaré’s
inequality, there exists C > 0 such that ‖ub‖Wk,p ≤ C‖u(k)

b ‖Lp . For k < 0, it holds by
definition (3.11) of the negative norms. Thus, by definition (9.142) and performing the
change of variables t = |b| 4

41 θ, one has, for all b ∈ (−ρ, ρ), b 6= 0,

‖ub‖pWk,p(0,T ) ≤ C
∫ |b| 4

41

0

∣∣∣∣∣|b| 1
41 (7−4k)φ(3+k)

(
t

|b| 4
41

)∣∣∣∣∣
p

dt

≤ C‖φ(3+k)‖pLp(0,1)|b|
1

41 (p(7−4k)+4).

Continuity of the map b 7→ ub. The continuity from R∗ to H2
0 (0, T ) directly stems

from the dominated convergence theorem. Moreover, the size estimate (9.140) with
k = p = 2 gives the existence of C > 0 such that,

∀b ∈ (−ρ, ρ), b 6= 0, ‖ub‖H2
0 (0,T ) ≤ C|b|

1
41 .

Thus, the map b 7→ ub can be continuously extended at zero with u0 = 0.
Expansion of the solution. As u1(T ) = 0, by (9.99), the end-point of ψ and ψ̃ are the
same. Thus, it suffices to prove (9.139) with ψ̃ instead of ψ. Moreover, Corollary 9.4.8
gives the following expansion of order 3 of the auxiliary system, when b goes to zero,

∣∣∣〈ψ̃(T ; ub, ϕ1), ψK(T )〉 − i
∫ T

0
u1(t)2

∫ t

0
u1(τ)k̃1

cub,K(t, τ)dτdt

− i
∫ T

0
u1(t)

∫ t

0
u1(τ)2k̃2

cub,K(t, τ)dτdt
∣∣∣ ≤ C|b| 42

41 , (9.143)
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as by (9.140), one has the following estimates:

‖u3‖2L2 ≤ C|b|
42
41 and ‖u1‖3L1 ≤ C|b|

45
41 .

Then, substituting the explicit form of the control (9.142) and performing the change
of variables (t, τ) = (|b| 4

41 θ1, |b|
4

41 θ2), the two integral terms of (9.143) are given by

i sign(b)|b|
( ∫ 1

0
φ′′(θ1)2

∫ θ1

0
φ′′(θ2)k̃1

cub,K(|b| 4
41 θ1, |b|

4
41 θ2)dθ2θ1

+
∫ 1

0
φ′′(θ1)

∫ θ1

0
φ′′(θ2)2k̃2

cub,K(|b| 4
41 θ1, |b|

4
41 θ2)dθ2θ1

)
.

Expanding the kernels when b goes to zero, as they are both bounded in C1(R2,C),
one gets that (9.143) can be written as∣∣∣∣〈ψ̃(T ; ub, ϕ1), ψK(T )〉 − ib(k̃1

cub,K(0, 0)− k̃2
cub,K(0, 0))

∫ 1

0
φ′′(θ)2φ′(θ)dθ

∣∣∣∣ ≤ C|b| 42
41 .

Moreover, looking at the definition of CK , k̃1
cub,K and k̃2

cub,K given respectively in (5.7),
(9.122) and (9.123), one can notice that k̃1

cub,K(0, 0) − k̃2
cub,K(0, 0) = CK . Thus, the

previous equality leads to (9.139) by choice of φ given in (9.142).
Size of the end-point. Using the explicit form of Ψ given in (9.94), one gets,

‖ψ(T )− ψ1(T )‖H2m+7
(0)

≤
∥∥∥∥∥
(
〈µϕ1, ϕj〉

∫ T

0
ub(t)ei(λj−λ1)(t−T )dt

)∥∥∥∥∥
h2m+7(N∗)

+ ‖(ψ − ψ1 −Ψ)(T )‖H2m+7
(0)

, m ∈ {−3, . . . , 2} (9.144)

Yet, for all j ∈ N∗, j ≥ 2 and k ∈ Z with k ≥ −3, by integrations by parts (integrating
u when k < 0 or differentiating u when k ≥ 0), one gets,∣∣∣∣∣
∫ T

0
ub(t)ei(λj−λ1)tdt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣(λj − λ1)−k

∫ T

0
u

(k)
b (t)ei(λj−λ1)tdt

∣∣∣∣∣ ≤ C|λj−λ1|−k|b|
1

41 (11−4k),

(9.145)
using estimates (9.140) with p = 1. This also holds for j = 1 as u1(T ) = 0. By
interpolation, such estimates hold for all j ∈ N∗ and k ∈ [−3, 3] with a uniform constant
with respect to k. Let ε ∈ (0, 3/4) and m ∈ {−3, . . . , 2}. Taking k = ε+m+ 1

4 ∈ [−3, 3]
in (9.145), summing over j ∈ N∗ and using Remark 5.2.1 to estimate the coefficients
(〈µϕ1, ϕj〉)j∈N∗ , one gets

∥∥∥∥∥
(
〈µϕ1, ϕj〉

∫ T

0
ub(t)ei(λj−λ1)(t−T )dt

)∥∥∥∥∥
h2m+7(N∗)

≤ C
+∞∑
j=1

1
j1+4ε

1/2

|b| 1
41 (10−4m−4ε).

(9.146)
Moreover, [42, Proposition 4.5] gives the existence of C > 0 such that for all m =
−3, . . . , 2,

‖(ψ − ψ1 −Ψ)(T )‖H2m+7
(0)

≤ C‖ub‖Hm(0,T )‖ub‖H2(0,T ) ≤ C|b|
1

41 (10−4m), (9.147)

using (9.140) to estimate the size of the controls. Then, (9.144), (9.146) and (9.147)
lead to (9.141).

Proposition 9.5.2. The vector iϕK is a small-time H2
0 -continuously approximately

reachable vector associated with vector variations Ξ(T ) = iψK(T ). More precisely, for
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all T > 0, there exists C, ρ > 0 and a continuous map b ∈ (−ρ, ρ) 7→ wb ∈ H2
0 (0, T )

such that,

∀b ∈ (−ρ, ρ), ‖ψ(T ; wb, ϕ1)− ψ1(T )− ibψK(T )‖H11
(0)(0,1) ≤ C|b|1+ 1

82 , (9.148)

with the following size estimate on the family of controls,

‖wb‖H2
0 (0,T ) ≤ C|b|

1
41 . (9.149)

Proof. Definition of the controls. Let 0 < T1 < T . To move along the ±iϕK directions,
we use non overlapping controls. More precisely, we define, for all b ∈ R,

wb := ub1l[0,T1] + vb1l[T1,T ], (9.150)

where (ub)b∈R is the family of controls defined on [0, T1] constructed in Proposition 9.5.1
and

vb := ΓT1,T (ψ(T1; ub, ϕ1), ψ1(T )) ,

where ΓT1,T is the control operator constructed in Theorem 9.3.5 with J = N∗ − {K}
and (p, k) = (2, 2).
Size of the controls. Because we use non overlapping controls, for all b ∈ R,

‖wb‖H2
0 (0,T ) = ‖ub‖H2

0 (0,T1) + ‖vb‖H2
0 (T1,T ) ≤ C|b|

1
41 + ‖vb‖H2

0 (T1,T ), (9.151)

using the size estimate (9.140) on the family (ub)b∈R with p = k = 2. On [T1, T ], using
the linear estimates (9.92) on ΓT1,T and the estimates (9.141) on the end-point of the
solution at time T1, for all ε ∈ (0, 3

4), one gets the existence of C > 0, such that for all
b small enough and for all m ∈ {−3, . . . , 2},

‖vb‖Hm
0 (T1,T ) ≤ C ‖ψ(T1; ub, ϕ1)− ψ1(T1)‖H2m+7

(0) (0,1) ≤ C|b|
1

41 (10−4m−4ε). (9.152)

Taking ε < 1
4 , estimate (9.152) with m = 2 and (9.151) imply (9.149).

Motion along iϕK . By construction of ΓT1,T (see (9.90)), we already know that

Pψ(T ; wb, ϕ1) = ψ1(T ) = P (ψ1(T ) + ibψK(T )) ,

where P denotes the orthogonal projection on SpanC (ϕj , j ∈ N∗ − {K}). Thus, to
prove (9.148), it only remains to prove that

|〈ψ(T ; wb, ϕ1), ψK(T )〉 − ib| ≤ C|b|1+ 1
82 . (9.153)

By definition of (ub)b∈R, one already has that

|〈ψ(T1; ub, ϕ1), ψK(T1)〉 − ib| ≤ C|b|1+ 1
41 .

Thus, it remains to prove that the linear correction used on the time interval [T1, T ]
didn’t destroy such an estimate, and more precisely, to prove that

|〈ψ(T ; wb, ϕ1), ψK(T )〉 − 〈ψ(T1; wb, ϕ1), ψK(T1)〉| ≤ C|b|1+ 1
82 .

By Theorem 9.4.15, the left-hand side is estimated by

O
(
‖w3‖2L2(0,T ) + ‖w1‖2L2(0,T )‖w2‖L1(0,T )

+ ‖w1‖3L1(0,T ) + ‖v1‖2L2(T1,T )‖w1‖L1(0,T ) + ‖v2‖L∞(T1,T )‖w1‖2L2(0,T )

)
. (9.154)
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Thus, it remains to prove that the estimates (9.140) on (ub)b∈R and (9.152) on (vb)b∈R

are sharp enough so that the previous quantity can be neglected in front of |b|1+ 1
82 .

For example, using these estimates in H−3, one has

‖w3‖2L2(0,T ) = ‖u3‖2L2(0,T1) + ‖v3‖2L2(T1,T ) ≤ C
(
|b| 42

41 + |b| 44
41−

8ε
41
)
≤ C|b| 42

41 ,

for b small enough, choosing ε < 1
4 . Similarly, one gets,

‖w1‖2L2(0,T )‖w2‖L2(0,T ) ≤ C
(
|b| 26

41 + |b| 28
41−

8ε
41
) (
|b| 17

41 + |b| 18
41−

4ε
41
)
,

‖w1‖3L1(0,T ) ≤ C
(
|b| 45

41 + |b| 42
41−

12ε
41
)
,

‖v1‖2L2(T1,T )‖w1‖L1(0,T ) ≤ C|b|
28
41−

8ε
41
(
|b| 15

41 + |b| 14
41−

4ε
41
)
.

Choosing ε < 1
24 , for b small enough, every term can be neglected in front of |b|1+ 1

82 . In
(9.154), it only remains to estimate ‖v2‖L∞(T1,T )‖w1‖2L2(0,T ). As (9.152) provides only
estimates of (vb)b∈R in L2-spaces, one needs to use a Gagliardo-Nirenberg inequality
(see [117, Theorem p.125]) to estimate ‖v2‖L∞(T1,T ). More precisely, there exists C > 0
such that

‖v2‖L∞(T1,T ) ≤ C‖v1‖1/2L2(T1,T )‖v2‖1/2L2(T1,T ) + C‖v2‖L2(T1,T ).

Thus, thanks to (9.152), vb in W−2,∞ is estimated by

‖v2‖L∞(T1,T ) ≤ C|b|
16
41−

4ε
41 .

And, finally, one has

‖v2‖L∞(T1,T )‖w1‖2L2(0,T ) ≤ C|b|
16
41−

4ε
41
(
|b| 26

41 + |b| 21
41−

4ε
41
)

which is also neglected in front of |b|1+ 1
82 . This concludes the proof of (9.148).

Continuity of b 7→ wb. The map b 7→ ub of Proposition 9.5.1 is continuous from R
to H2(0, T1). Besides, the continuity of b 7→ vb from R to H2

0 (T1, T ) stems from the
regularity of ΓT1,T (see Theorem 9.3.5) and of the solution of the Schrödinger equation
with respect to the control (see (9.88)). This gives the continuity of the map b 7→ wb
constructed in (9.150).

Remark 9.5.3. The sharp estimates (9.152) on the control operator ΓT1,T of [43]
together with the sharp estimate (9.154) on the evolution of the solution along the lost
direction are the key to prove the motions along the first lost direction iϕK .

9.5.2 Motions in the lost directions ±ϕK
As for the toy-models (9.31) and (9.45), the second approximately reachable vector

can be deduced from the first one using a proof inspired by [83, Theorem 6]. The
following statement and its proof are very similar to the one done in finite dimension
in Section 9.2.4. One only needs to be careful about the functional setting.

Proposition 9.5.4. The vector ϕK is a small-time H2
0 -continuously approximately

reachable vector associated with vector variations Ξ(T ) = ψK(T ). More precisely, there
exists T ∗ > 0 such that for all T ∈ (0, T ∗), there exists C, ρ > 0 and a continuous map
b ∈ (−ρ, ρ) 7→ vb ∈ H2

0 (0, T ) such that,

∀b ∈ (−ρ, ρ), ‖ψ(T ; vb, ϕ1)− ψ1(T )− bψK(T )‖H11
(0)(0,1) ≤ C|b|1+ 1

82 , (9.155)

with the following size estimate on the family of controls,

‖vb‖H2
0 (0,T ) ≤ C|b|

1
41 . (9.156)
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Proof. Denote by (ub)b∈R the control variations associated with iϕK constructed in
Proposition 9.5.2. The goal is to prove the existence of C > 0 such that for all (α, β) ∈
R2 small enough,∥∥∥ψ(3T ; uα#0[0,T ]#uβ, ϕ1)− ψ1(3T )− (iβe2i(λK−λ1)T + iα)ψK(3T )

∥∥∥
H11

(0)

≤ C|(α, β)|1+ 1
82 . (9.157)

Thus, for all T ∈
(
0, π

2(λK−λ1)

)
and b ∈ R, taking β = − b

sin(2(λK−λ1)T ) and α =
−β cos(2(λK − λ1)T ), this proves the existence of a family (vb)b∈R satisfying (9.155)
and (9.156). So, it remains to prove (9.157). First, by definition of (ub)b∈R in Proposi-
tion 9.5.2, there exists C > 0 and ρ > 0 such that for all α ∈ (−ρ, ρ),

‖ψ(T ; uα, ϕ1)− ψ1(T )− iαψK(T )‖H11
(0)
≤ C|α|1+ 1

82 with ‖uα‖H2
0 (0,T ) ≤ C|α|

1
41 .

(9.158)
Then, on [T, 2T ], no control is activated, so ψ(2T ) = e−iATψ(T ) and (9.158) becomes∥∥∥ψ(2T ; uα#0[0,T ], ϕ1)− ψ1(2T )− iαψK(2T )

∥∥∥
H11

(0)
≤ C|α|1+ 1

82 . (9.159)

Then, using the semi-group property of the Schrödinger equation, one has,

ψ(3T ; uα#0[0,T ]#uβ, ϕ1) = ψ(T ; uβ, ψ(2T ; uα#0[0,T ], ϕ1)).

Together with the estimate of Proposition 9.3.4 about the dependency of the solutions
of the Schrödinger equation with respect to initial condition, one has∥∥∥ψ(3T ; uα#0#uβ, ϕ1)− ψ(T ; uβ, ϕ1)e−iλ12T − e−iAT

(
ψ(2T ; uα#0, ϕ1)

− ψ1(2T )
)∥∥∥

H11
(0)

≤ C‖uβ‖H2
0 (0,T ) ‖ψ(2T ; uα#0, ϕ1)− ψ1(2T )‖H11

(0)
.

Using estimates (9.149) on (uβ) and (9.159) on ψ(2T ; uα#0, ϕ1)−ψ1(2T ), the right-
hand side of the previous inequality is estimated by C|β| 1

41 |α|. Then, using once again
the estimate (9.159) on ψ(2T ; uα#0, ϕ1) − ψ1(2T ) and the definition of (uβ)β given
by (9.148), one has,∥∥∥ψ(3T ; uα#0[0,T ]#uβ, ϕ1)− ψ1(3T )− iβψK(T )e−iλ12T − iαψK(3T )

∥∥∥
H11

(0)

≤ C|β| 1
41 |α|+ C|α|1+ 1

82 ,

which gives (9.157) and this concludes the proof.

9.5.3 Proof of Theorem 5.2.3: The H2
0−STLC of the Schrödinger

equation

The goal of this section is to prove Theorem 5.2.3 using the systematic approach
developed in Section 9.1. More precisely, we apply Theorem 9.1.3 with ET := H2

0 (0, T )
for all T > 0, X := H11

(0)(0, 1) and

FT : (ψ0, u) 7→ ψ(T ; u, ψ0),

where ψ is the solution of the Schrödinger equation (3.10) with ψ(0) = ψ0. Let us now
check that the assumptions of Theorem 9.1.3 hold in this setting (with the adaptation
discussed in Remark 9.2.2).
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(A1) By [42, Proposition 4.2], it is known that when µ satisfies (Hreg), the end-point
map is C1 around (ϕ1, 0). The C2-regularity is proved similarly, and thus, the
proof is left to the reader.

(A2) By [42, Proposition 4.2], the differential at (ϕ1, 0) is given by dFT (ϕ1, 0).(Ψ0, v) =
Ψ(T ), where Ψ is the solution of the linearized system

i∂tΨ = −∂2
xΨ− v(t)µ(x)ψ1(t, x),

Ψ(t, 0) = Ψ(t, 1) = 0,
Ψ(0, x) = Ψ0.

Thus, for all Ψ0 ∈ H11
(0), T 7→ dFT (ϕ1, 0).(Ψ0, 0) = e−iATΨ0 is continuous on R

and dF0(ϕ1, 0).(Ψ0, 0) = Ψ0.
(A3) By the uniqueness result stated in Theorem 9.3.1, one can check that, for all

T1, T2 > 0, ψ0 ∈ H11
(0), u ∈ H2

0 (0, T1) and v ∈ H2
0 (0, T2),

ψ(T1 + T2; u#v, ψ0) = ψ(T2; v, ψ(T1; u, ψ0)).

(A4) By [42, Proposition 4.3], when µ satisfies (Hlin), the reachable set of the linearized
system around the ground state is given by

H = SpanC (ψj(T ); j ∈ N∗ − {K}) .

This space doesn’t depend on T , is closed and is of codimension 2 in L2(0, 1).
(A5) By Propositions 9.5.2 and 9.5.4, when µ satisfies (Hlin), (Hquad) and (Hcub), both

iϕK and ϕK are small-time H2
0 -continuously approximately reachable vectors.

By Theorem 9.1.3, when the function µ satisfies (Hreg), (Hlin), (Hquad) and (Hcub),
the Schrödinger equation (3.10) is H2

0 -STLC around the ground state with targets in
H11

(0)(0, 1).

9.6 Existence of a function µ satisfying all the hypotheses
To complete the work on Theorem 5.2.3, the goal of this appendix is to prove the

existence of a function µ satisfying all the hypotheses required in Theorem 5.2.3.

Remark 9.6.1. In this appendix, the coefficients (ApK)p=1,2,3 and CK respectively
defined in (5.4), (5.5), (5.6) and (5.7) are seen as quadratic or cubic forms with respect
to µ. Moreover, the definition given in terms of series can be tricky to use. Thus, we
use instead the expressions in terms of Lie brackets given in Remark 5.2.2. Computing
the Lie brackets, one gets that for all µ satisfying (Hreg), the quadratic (resp. cubic)
forms A1

K and CK are given by

A1
K(µ) = 〈µ′2ϕ1, ϕK〉 and CK(µ) = −4〈µ′2µ′′ϕ1, ϕK〉. (9.160)

The similar expression of A2
K is quite heavy. Computing the associated Lie bracket

and then ‘symmetrizing’ the associated quadratic form (see [43, Proposition A.3] for
more details), one gets the existence of a constant C > 0 such that for all µ satisfying
(Hreg), one has

|A2
K(µ)− 〈µ(3)2

ϕ1, ϕK〉| ≤ C‖µ‖2H2(0,1).

[43, Proposition A.3] also provides a similar approximate expression of A3
K , but it will

not be useful.

Theorem 9.6.2. Let K ∈ N∗, K ≥ 2. There exists µ satisfying (Hreg), (Hlin), (Hquad)
and (Hcub).
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Remark 9.6.3. To prove Theorem 9.6.2, it is enough to prove the existence of a
function µ ∈ H11((0, 1),R) ∩H4

0 (0, 1) satisfying (5.2), (5.4), (5.5), (5.6), (5.7) and

suppµ ⊂ [0, 1), (9.161)
µ(5)(0) 6= 0, (9.162)
∀j ∈ N∗ − {K}, 〈µϕ1, ϕj〉 6= 0. (9.163)

Indeed, when the boundary conditions (5.1) hold, thanks to (5.8) of Remark 5.2.1,
assumption (5.3) is equivalent to

µ(5)(0)± µ(5)(1) 6= 0 and ∀j ∈ N∗ − {K}, 〈µϕ1, ϕj〉 6= 0.

The proof of Theorem 9.6.2 is in four steps.
— First, using Baire theorem to deal with the infinite number of non-vanishing

conditions, one can find a function µref satisfying (5.2), (5.7), (9.162) and (9.163).
Notice that only the non-vanishing condition (5.6) is not treated at this stage
as the strategy of the two following steps, relying on oscillating functions, would
destroy this condition.

— Then, using some analyticity and the isolated zeros theorem, one constructs µ̂ref
a perturbation of µref satisfying (5.4) while conserving all the previous properties
already satisfied by µref .

— Similarly, one constructs then µ̃ref a perturbation of µ̂ref satisfying (5.5) while
conserving all the previous properties satisfied by µ̂ref .

— Finally, using the construction of a quadratic basis, from µ̃ref , one constructs a
new function satisfying (5.6) in addition to the previous conditions.

Proof of Theorem 9.6.2. Let K ∈ N∗, K ≥ 2 and x ∈ (0, 1) such that ϕK(x) = 0. As
ϕ1 > 0 on (0, 1) and ϕ′K(x) > 0, one may assume the existence of δ > 0 such that
ϕ1ϕK > 0 on (x, x + δ) and ϕ1ϕK < 0 on (x − δ, x). Let η ∈ (0, x − δ) such that
ϕ1ϕK 6= 0 on (0, η).
Step 1: Existence of µ in H11 ∩H4

0 (0, 1) supported on [0, η) and satisfying (5.2), (5.7),
(9.162) and (9.163). In this step, we work with the H11(0, 1)-topology. Denote by

E :=
{
µ ∈ H11((0, 1),R); µ ≡ 0 on

[
η

2 , 1
]
and µ satisfies (5.2)

}
∩H4

0 (0, 1),

U := {µ ∈ E ; µ satisfies (5.7), (9.162) and (9.163)} .

The goal of Step 1 is to prove that U is not empty. As E is not empty, it suffices to
prove that U is dense in E . Moreover, denoting by

C := {µ ∈ E ; CK(µ) 6= 0} , V :=
{
µ ∈ E ; µ(5)(0) 6= 0

}
and Uj := {µ ∈ E ; 〈µϕ1, ϕj〉 6= 0} ,

The space U is the intersection of the open subsets V, C and Uj for all j ∈ N∗ − {K}.
Thus, as E is a complete space (because closed in H11), by Baire theorem, to prove
that U is dense in E , it suffices to prove that V, C and Uj for all j ∈ N∗ − {K} are
dense in E . The density of V is clear. Let j ∈ N∗ − {K}.
Uj is dense in E. Let µ∗ in E such that 〈µ∗ϕ1, ϕj〉 = 0 and let ε > 0. As the linear
forms µ 7→ 〈µϕ1, ϕK〉 and µ 7→ 〈µϕ1, ϕj〉 are linearly independent (for j 6= K), one can
find ν ∈ C∞c (0, η2 ) such that 〈νϕ1, ϕK〉 = 0 and 〈νϕ1, ϕj〉 6= 0. Then µε := µ∗+ ε

‖ν‖ν is
in Uj with ‖µε − µ∗‖H11 < ε.
C is dense in E. Let µ∗ in E such that CK(µ∗) = 0 and let ε > 0. By a similar
construction than the one given in [43, Theorem A.4], one can find ν ∈ C∞c (0, η2 )
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such that 〈νϕ1, ϕK〉 = 0 and CK(ν) 6= 0. Then, by (9.160), ε 7→ CK(µ∗ + ε
‖ν‖ν) is

a polynomial of degree 3 vanishing at zero. Thus, there exists ε∗ > 0 such that this
polynomial doesn’t vanish on (0, ε∗). Hence, for all ε ∈ (0, ε∗), µε := µ∗+ ε

‖ν‖ν is in C
with ‖µε − µ∗‖H11 < ε.
Step 2: Existence of µ in H11 ∩H4

0 satisfying (5.2), (5.4), (5.7), (9.161), (9.162) and
(9.163). Let µref in H11 ∩H4

0 constructed at Step 1, supported on [0, η) and satisfying
(5.2), (5.7), (9.162) and (9.163). The goal of this step is to prove that if µref doesn’t
already satisfy (5.4) (we assume that A1

K(µref) < 0, the case A1
K(µref) > 0 is similar),

then one can construct a perturbation of µref satisfying (5.4) while conserving the
properties already satisfied by µref . To that end, one can consider the following ‘basis’
functions.

— Let µ0 in C∞c
(
x+ δ, 1+x+δ

2

)
such that 〈µ0ϕ1, ϕK〉 = 1.

— Let J− and J+ two open intervals of respectively (x − δ, x) and (x, x + δ). For
all ε > 0 and λ 6= 0, we define

µε,λ(x) :=
√

ε|λ|
|ϕ1(x(λ))ϕK(x(λ))| g

(
x− x(λ)

ε

)
, x ∈ [0, 1], (9.164)

where g ∈ C∞c (0, 1) such that
∫ 1

0 g
′(y)2dy = 1 and x(λ) := x+1lλ>0 + x−1lλ<0

where x± are in J± (thus, sign(ϕK(x±)) = ±1). Notice that µε,λ is supported on
(x−, x− + ε) ∪ (x+, x+ + ε) and thus on J− ∪ J+ for ε small enough. Formally,
µε,λ is constructed so that A1

K(µε,λ) ≈ λ.
We consider perturbations of µref of the following form,

νε,λ := µref + µε,λ − 〈µε,λϕ1, ϕK〉µ0, ε > 0, λ 6= 0. (9.165)

Notice that all the functions have disjoint supports (see Figure 9.1) so that the quadratic
and cubic forms can be seen as additive. Moreover, by construction, for all ε > 0 and
λ 6= 0, νε,λ already satisfies (5.2), (9.161) and (9.162).

0

µref

η x−δ J−

µε,λ

x J+

µε,λ

x+δ 11+x+δ
2

µ0

Figure 9.1 – The supports of the functions used in Step 2 are depicted.

Step 2.1: For all ε small enough, there exists λ(ε) > 0 such that νε,λ(ε) satisfies (5.4).
The goal is to construct a one-parameter family of functions such that the following
quantity vanishes,

Q(ε, λ) := A1
K(νε,λ) = A1

K(µref) +A1
K(µε,λ) + 〈µε,λϕ1, ϕK〉2A1

K(µ0). (9.166)

Regularity of Q. Looking at (9.164), one could fear some lack of regularity for Q with
respect to λ. However, as A1

K(µref) < 0, one only needs to study Q on (R∗+)2. Moreover,
substituting the expression (9.164) and performing the change of variables x = εy+x+,
one has, for all ε > 0 and λ > 0,

〈µε,λϕ1, ϕK〉 =
√

ελ

ϕ1(x+)ϕK(x+)

∫ x++ε

x+
g

(
x− x+

ε

)
ϕ1(x)ϕK(x)dx

= ε3/2
√

λ

ϕ1(x+)ϕK(x+)

∫ 1

0
g(y)ϕ1(εy + x+)ϕK(εy + x+)dy. (9.167)
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Thus, the map (ε, λ) 7→ 〈µε,λϕ1, ϕK〉 is analytic on (R∗+)2. Similarly, using the compu-
tation of A1

K given in (9.160), one gets, for all ε > 0 and λ > 0,

A1
K(µε,λ) = λ

ϕ1(x+)ϕK(x+)

∫ 1

0
g′(y)2ϕ1(εy + x+)ϕK(εy + x+)dy. (9.168)

Hence, the map (ε, λ) 7→ A1
K(µε,λ) is also analytic on (R∗+)2. Thus, Q is analytic on

(R∗+)2.
For ε small enough, Q(ε, ·) can take both signs. Doing a Taylor expansion with respect
to ε of (9.168), one gets the existence of C > 0 such that for all ε > 0 and λ > 0,∣∣∣A1

K(µε,λ)− λ
∣∣∣ ≤ Cλε. (9.169)

Thus, (9.166), (9.167) and (9.169) lead to the existence of C > 0 such that for all
ε ∈ (0, 1) and λ > 0,

|Q(ε, λ)−A1
K(µref)− λ| ≤ Cλε. (9.170)

Thus, there exists ε∗ > 0 such that for all ε ∈ (0, ε∗),

Q

(
ε,−A

1
K(µref)

2

)
< 0 and Q

(
ε,−3A1

K(µref)
2

)
> 0.

For ε small enough, Q(ε, ·) is increasing. Differentiating (9.167) and (9.168) with re-
spect to λ and performing again an expansion with respect to ε in the spirit of (9.169),
one gets the existence of C > 0 such that for all ε > 0 and λ > 0, |∂λQ(ε, λ)− 1| ≤ Cε.
Thus, for ε > 0 small enough, ∂λQ(ε, ·) is positive.
Conclusion. Applying the intermediate value theorem, one gets for all ε ∈ (0, ε∗) the
existence of λ = λ(ε) ∈

(
−A1

K(µref)
2 ,−3A1

K(µref)
2

)
such that Q(ε, λ(ε)) = 0, meaning

that νε,λ(ε) defined in (9.165) satisfies (5.4) by definition (9.166) of Q.
Step 2.2: The map ε 7→ λ(ε) is continuous. As for all ε ∈ (0, ε∗), Q(ε, λ(ε)) = 0,
recalling the definition (9.166) of Q, one has

λ(ε) = λ(ε)−A1
K(µε,λ(ε))−A1

K(µref)−〈µε,λ(ε)ϕ1, ϕK〉2A1
K(µ0) =: λ(ε)H(ε)−A1

K(µref).

Using (9.167) and (9.168), H is analytic on (0, ε∗) with |H(ε)| ≤ Cε for all ε ∈ (0, ε∗).
Thus, for all ε and ε0 in (0, ε∗),

|λ(ε)− λ(ε0)| ≤ Cε|λ(ε)− λ(ε0)|+ |λ(ε0)||H(ε)−H(ε0)|.

Reducing ε∗ if needed, the continuity of ε 7→ λ(ε) on (0, ε∗) stems from the one of H.
Step 2.3: The map ε 7→ λ(ε) is analytic. Let ε0 ∈ (0, ε∗). By construction,Q(ε0, λ(ε0)) =
0. Besides, in Step 2.1, we proved that ∂λQ(ε0, λ(ε0)) > 0 and that Q is analytic on
(0, ε∗) × R∗+. Hence, by the implicit function theorem, there exists an open neighbor-
hood V of ε0, an open neighborhood W of λ(ε0) and an analytic function Λ : V → W
such that

(ε ∈ V, λ ∈ W and Q(ε, λ) = 0) ⇔ (ε ∈ V and λ = Λ(ε))

As ε 7→ λ(ε) is continuous, locally λ = Λ and thus, ε 7→ λ(ε) is analytic on (0, ε∗).
Step 2.4: There exists ε such that νε,λ(ε) satisfies (9.163) and (5.7). By a similar com-
putation than the one in (9.167), one gets, for all j ∈ N∗, ε > 0 and λ > 0,

〈νε,λϕ1, ϕj〉 = 〈µrefϕ1, ϕj〉+ ε3/2
√

λ

ϕ1(x+)ϕK(x+)

∫ 1

0
g(y)ϕ1(εy+x+)ϕj(εy+x+)dy

− 〈µε,λϕ1, ϕK〉〈µ0ϕ1, ϕj〉.
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As (ε, λ) 7→ 〈µε,λϕ1, ϕK〉 is analytic on (R∗+)2 (see Step 2.1) and ε 7→ λ(ε) is analytic
on (0, ε∗) (see Step 2.3), for all j ∈ N∗ − {K}, the map ε 7→ 〈νε,λ(ε)ϕ1, ϕj〉 is analytic
on (0, ε∗). It can also be extended by continuity at zero with the value 〈µrefϕ1, ϕj〉 6= 0
by construction of µref . Similarly, using (9.160), ε 7→ CK(νε,λ(ε)) is analytic on (0, ε∗)
and can be extended continuously at zero with the value CK(µref) 6= 0. Thus, the
functions (ε 7→ 〈νε,λ(ε)ϕ1, ϕj〉)j∈N∗−{K} and ε 7→ CK(νε,λ(ε)) are analytic and non-zero
on (0, ε∗). Hence, by the isolated zeros theorem, there exists ε ∈ (0, ε∗), such that for
all j ∈ N∗ − {K}, 〈νε,λ(ε)ϕ1, ϕj〉 6= 0 and CK(νε,λ(ε)) 6= 0, meaning that νε,λ(ε) satisfies
(5.7) and (9.163).
Step 3: Existence of µ in H11−H4

0 satisfying (5.2), (5.4), (5.5), (5.7), (9.161), (9.162)
and (9.163). The proof of Step 3 is quite similar to the one of Step 2. Let µ̂ref con-
structed at Step 2 satisfying (5.2), (5.4), (5.7), (9.161), (9.162) and (9.163). As in
Step 2, the goal is to prove that if µ̂ref doesn’t already satisfy (5.5) (we assume that
A2
K(µ̂ref) < 0), then one can construct a perturbation of µ̂ref satisfying (5.5) while

conserving the properties already satisfied by µ̂ref . Let Ĵ+ and I+ (resp. Ĵ− and I−)
open disjoint intervals of (x−δ, x)−J− (resp. (x, x+δ)−J+). In this step, we consider
the following new ‘basis’ functions.

— Let µ̂0 in C∞c
(

1+x+δ
2 , 1

)
such that 〈µ̂0ϕ1, ϕK〉 = 1 and A1

K(µ̂0) = 0.

— By [43, Theorem A.4], there exists µ±1 in C∞c (I±) such that 〈µ±1 ϕ1, ϕK〉 = 0 and
A1
K(µ±1 ) = ±1.

— For all ε > 0 and λ 6= 0, we define

µ̂ε,λ(x) := ε5/2
√

|λ|
|ϕ1(x(λ))ϕK(x(λ))| g

(
x− x(λ)

ε

)
,

where g ∈ C∞c (0, 1) such that
∫ 1

0 g
(3)(y)2dy = 1 and x(λ) := x̂+1lλ>0 + x̂−1lλ<0,

where x̂± are in Ĵ±. Notice that for ε small enough, the support of µ̂ε,λ is in
Ĵ− ∪ Ĵ+. Formally, this time, µ̂ε,λ is constructed so that A2

K(µ̂ε,λ) ≈ λ.
In this step, we consider perturbations of µ̂ref of the form,

ν̂ε,λ := µ̂ref + µ̂ε,λ − 〈µ̂ε,λϕ1, ϕK〉µ̂0 +
√∣∣A1

K(µ̂ε,λ)
∣∣µ− sign(A1

K(µ̂ε,λ))
1 , ε > 0, λ 6= 0.

Once again, we made sure that all the functions considered have disjoint supports (see
Figure 9.2) so that the quadratic and cubic forms can be seen as additive.

0

µ̂ref

η x−δ I−

µ±1

J−

µ̂ref

Ĵ−

µ̂ε,λ

x Ĵ+

µ̂ε,λ

I+

µ±1

J+

µ̂ref

x+δ 11+x+δ
2

µ̂ref µ̂0

Figure 9.2 – The supports of the functions used in Step 3 are depicted.

Moreover, by construction, for all (ε, λ) ∈ R∗+ × R∗, ν̂ε,λ already satisfies (5.2), (5.4),
(9.161) and (9.162). Then, define

Q̂(ε, λ) := A2
K(ν̂ε,λ) = A2

K(µ̂ref) +A2
K(µ̂ε,λ) + 〈µ̂ε,λϕ1, ϕK〉2A2

K(µ̂0)

+ |A1
K(µ̂ε,λ)|A2

K(µ− sign(A1
K(µ̂ε,λ))

1 ). (9.171)

The end of Step 3 is exactly the same as the one of Step 2.
— Applying the intermediate value theorem to Q̂(ε, ·), one proves the existence of

a continuous map ε 7→ λ(ε) such that for all ε small enough, Q̂(ε, λ(ε)) = 0 and
thus, ν̂ε,λ(ε) satisfies (5.5). Notice that because of the last term in (9.171), one
could fear some lack of regularity of Q̂. However, as λ 7→ A1

K(µ̂ε,λ) is continuous
on R∗+ with a computation similar to (9.168), sign(A1

K(µ̂ε,λ)) is locally constant
around λ = −A2

K(µ̂ref).
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— Then, one uses the implicit function theorem to get that ε 7→ λ(ε) is analytic
and thus, with the isolated zeros theorem, to get the existence of an ε such that
ν̂ε,λ(ε) satisfies (5.7) and (9.163).

Step 4: Existence of µ in H11 ∩H4
0 satisfying (5.2), (5.4), (5.5), (5.6), (5.7), (9.161),

(9.162) and (9.163) . Let µ̃ref constructed at Step 3 satisfying (5.2), (5.4), (5.5), (5.7),
(9.161), (9.162) and (9.163). Assume that A3

K(µ̃ref) = 0, otherwise µ̃ref already satisfies
(5.6). Let J̃− and J̃+ two open disjoint intervals of respectively (x−δ, x)−(J−∪Ĵ−∪I−)
and (x, x+ δ)− (J+ ∪ Ĵ+ ∪ I+). By [43, Theorem A.4], there exists ν in C∞c (J̃±) such
that

〈νϕ1, ϕK〉 = A1
K(ν) = A2

K(ν) = 0 and A3
K(ν) = 1.

Define for all ε ∈ R, νε := µ̃ref + εν. By construction, for all ε ∈ R∗, νε satisfies (5.2),
(5.4), (5.5), (5.6), (9.161) and (9.162) because the functions have disjoint supports.
Moreover, the maps ε 7→ CK(νε) and ε 7→ 〈νεϕ1, ϕj〉 for all j ∈ N∗ − {K} are polyno-
mial, so analytic and non-vanishing at zero by construction of µ̃ref . So, by the isolated
zeros theorem, there exists ε ∈ R∗ such that νε satisfies (5.7) and (9.163).
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Chapitre 10

LOCAL CONTROLLABILITY OF THE
BILINEAR 1D SCHRÖDINGER

EQUATION WITH SIMULTANEOUS
ESTIMATES

In this chapter, we give the proof of the results presented in the Chapter 6, taken
from the article [42].

Outline of the chapter. First, we study the well-posedness of the Schrödinger
equation and more precisely the regularity of the solutions with respect to the boundary
conditions on the dipolar moment µ in Section 10.1. In Section 10.2, we present a new
result about the solvability of trigonometric moment problems in high regularity spaces
with simultaneous estimates. This new moment result allows in Subsection 10.3.1 to
build a linear control operator, for the linearized system around the ground state, with
simultaneous estimates in various control/data spaces. Then, in Subsection 10.3.3, we
prove that the iterations of the inverse mapping theorem propagate these estimates to
the nonlinear control operator of (3.10) which gives Theorem 6.1.2.

10.1 Well-posedness of the Schrödinger equation

This section is dedicated to the well-posedness of the following Cauchy problem,
i∂tψ(t, x) = −∂2

xψ(t, x)− u(t)µ(x)ψ(t, x)− f(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),
ψ(t, 0) = ψ(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
ψ(0, x) = ψ0(x), x ∈ (0, 1).

(10.1)
Our goal is to underline the link between the regularity of the solutions and the bound-
ary conditions on the dipolar moment µ by proving the following statement.

Theorem 10.1.1. Let T > 0, (p, k) ∈ N2, µ ∈ H2(p+k)+3((0, 1),R) with µ(2n+1)(0) =
µ(2n+1)(1) = 0 for all n = 0, . . . , p− 1, u ∈ Hk

0 ((0, T ),R), ψ0 ∈ H2(p+k)+3
(0) (0, 1) and f ∈

Hk
0 ((0, T ), H2p+3∩H2p+1

(0) (0, 1)). There exists a unique weak solution of the Schrödinger
equation (10.1), that is a function ψ ∈ Ck([0, T ], H2p+3

(0) (0, 1)) such that the following
equality holds in H2p+3

(0) for every t ∈ [0, T ],

ψ(t) = e−iAtψ0 + i

∫ t

0
e−iA(t−τ) (u(τ)µψ(τ) + f(τ)) dτ.

Moreover, for every R > 0, there exists C = C(T, µ,R) > 0 such that if ‖u‖Hk
0
< R,

then this solution satisfies,

‖ψ‖
Ck([0,T ],H2p+3

(0) ) ≤ C
(
‖ψ0‖H2(p+k)+3

(0)
+ ‖f‖

Hk((0,T ),H2p+3∩H2p+1
(0) )

)
. (10.2)
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We will sometimes write ψ(·; u, ψ0) to denote the solution of (10.1) associated
with control u and initial data ψ0 when we will need to keep track of the dependency
with respect to these parameters. For p = 0, no boundary conditions are needed on
µ. The proof of Theorem 10.1.1 is inspired by [19, Propositions 2 and 5], where the
authors dealt with the cases (p = 0, k = 0) and (p = 0, k = 1).

Remark 10.1.2. Let T , p, k, µ, u, ψ0 and f as in Theorem 10.1.1. As both the control
and the source term vanish at the final time, the solution ψ ∈ Ck([0, T ], H2p+3

(0) ) of
(10.1) satisfies the following equality in H2p+3

(0) (0, 1),

i∂kt ψ(T ) = Akψ(T ).

Therefore,
ψ(T ) ∈ H2(p+k)+3

(0) (0, 1).

However, in general, for some t ∈ [0, T ), ψ(t) does not belong to H2(p+k)+3
(0) (0, 1) if

u(t) 6= 0. Moreover, from (10.2), one deduces that for every R > 0, there exists
C = C(T, µ,R) > 0 such that if ‖u‖Hk

0 (0,T ) < R, then

‖ψ(T )‖
H

2(p+k)+3
(0)

≤ C
(
‖ψ0‖H2(p+k)+3

(0)
+ ‖f‖

Hk((0,T ),H2p+3∩H2p+1
(0) )

)
. (10.3)

10.1.1 Smoothing effect

The main difficulties to prove this well-posedness result are that, for a given τ in
[0, T ], f(τ) is not assumed to belong to H2p+3

(0) and moreover, the operator ψ 7→ µψ is
not bounded from H2p+3

(0) to H2p+3
(0) because µ(2p+1) does not vanish at x = 0, 1.

Therefore, the proof of Theorem 10.1.1 stems from the regularity of the function
t 7→ ∫ t

0 e
iAτf(τ)dτ in the spatial space H2p+3

(0) even when f does not take values in such
space. In the following proposition, for p = −1, we will write H2p+3 ∩H2p+1

(0) to denote
only the space H1 to homogenize with the notation when p ∈ N.

Proposition 10.1.3. Let p = −1 or p ∈ N. There exists a non-decreasing function
C : R+ → R∗+ such that for all T ≥ 0 and for all f ∈ L2((0, T ), H2p+3 ∩H2p+1

(0) (0, 1)),
the function G : t 7→ ∫ t

0 e
−iA(t−τ)f(τ)dτ belongs to C0([0, T ], H2p+3

(0) (0, 1)) with the
following estimate,

‖G‖
C0([0,T ],H2p+3

(0) ) ≤ C(T )‖f‖
L2((0,T ),H2p+3∩H2p+1

(0) ). (10.4)

Proof. Let T ≥ 0 and f ∈ L2((0, T ), H2p+3 ∩ H2p+1
(0) ). Let t ∈ [0, T ]. By definition of

the function G and of the norm H2p+3
(0) , one seeks to estimate,

‖G(t)‖
H2p+3

(0)
=

∥∥∥∥∥∥
+∞∑
j=1

(∫ t

0
〈f(τ), ϕj〉e−iλj(t−τ)dτ

)
ϕj

∥∥∥∥∥∥
H2p+3

(0)

=
∥∥∥∥∥
(∫ t

0
〈f(τ), ϕj〉eiλjτdτ

)
j∈N∗

∥∥∥∥∥
h2p+3

.

Yet, for almost every τ ∈ (0, T ), f(τ) belongs to H2p+3∩H2p+1
(0) . Therefore, performing

(2p+ 3)-integrations by parts, we get, for all j ∈ N∗,

〈f(τ), ϕj〉 =
√

2
(jπ)2p+3

(
(−1)j∂2p+2

x f(τ, 1)− ∂2p+2
x f(τ, 0)

)
− 1

(jπ)2p+3 〈∂
2p+3
x f(τ),

√
2 cos(jπ·)〉,
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(with a minus added on each term if p = −1). Thus, there exists a constant C > 0,
not depending on time, such that

‖G(t)‖
H2p+3

(0)
≤ C

∑
x0∈{0,1}

∥∥∥∥∥
(∫ t

0
∂2p+2
x f(τ, x0)eiλjτdτ

)
j∈N∗

∥∥∥∥∥
l2

+ C

∥∥∥∥∥
(∫ t

0
〈∂2p+3
x f(τ),

√
2 cos(jπ·)〉eiλjτdτ

)
j∈N∗

∥∥∥∥∥
l2

. (10.5)

Using the Cauchy-Schwarz inequality (in time) and then the orthonormality of the
family (

√
2 cos(jπ·))j∈N in L2(0, 1), the square of the last term of the right-hand side

of (10.5) is estimated by

+∞∑
j=1

∣∣∣∣∫ t

0
〈∂2p+3
x f(τ),

√
2 cos(jπ·)〉eiλjτdτ

∣∣∣∣2

≤
+∞∑
j=1

t

∫ t

0

∣∣∣〈∂2p+3
x f(τ),

√
2 cos(jπ·)〉

∣∣∣2 dτ ≤ t ∫ t

0

∥∥∥∂2p+3
x f(τ)

∥∥∥2

L2
dτ,

giving that∥∥∥∥∥
(∫ t

0
〈∂2p+3
x f(τ),

√
2 cos(jπ·)〉eiλjτdτ

)
j∈N∗

∥∥∥∥∥
l2

≤
√
t‖f‖L2((0,t),H2p+3). (10.6)

Moreover, the sum in the right-hand side of (10.5) is estimated using an Ingham
inequality (see for example [19, Appendix B, Corollary 4]) which gives the existence
of a non-decreasing function C : t 7→ C(t) > 0 such that, for x0 = 0, 1,∥∥∥∥∥

(∫ t

0
∂2p+2
x f(τ, x0)eiλjτdτ

)
j∈N∗

∥∥∥∥∥
l2

≤ C(t)‖∂2p+2
x f(·, x0)‖L2(0,t). (10.7)

Therefore, (10.5)-(10.7) together with the fact that H2p+3(0, 1) is continuously embed-
ded in C2p+2([0, 1]) give

‖G(t)‖
H2p+3

(0)
≤ C(t)‖f‖L2((0,t),H2p+3),

with a non-decreasing function t 7→ C(t) > 0. This bound shows that G(t) belongs
to H2p+3

(0) (0, 1) for every t ∈ [0, T ] and that the map t 7→ G(t) ∈ H2p+3
(0) is continuous

at t = 0 (as C(t) is uniformly bounded when t → 0 and ‖f‖L2((0,t),H2p+3) → 0 when
t→ 0 thanks to the dominated convergence theorem). The continuity of G at any time
t ∈ (0, T ] can be proved similarly.

The previous lemma stated the continuity of t 7→ ∫ t
0 e

iAτf(τ)dτ . From this, we can
deduce, for all k ∈ N∗, the Ck-regularity of such a function.

Proposition 10.1.4. Let (p, k) ∈ N2 or p = −1. There exists a non-decreasing func-
tion C : R+ → R∗+ such that for all T ≥ 0 and for all f ∈ Hk

0 ((0, T ), H2p+3 ∩
H2p+1

(0) (0, 1)), the function G : t 7→ ∫ t
0 e
−iA(t−τ)f(τ)dτ belongs to Ck([0, T ], H2p+3

(0) (0, 1))
with the following estimate,

‖G‖
Ck([0,T ],H2p+3

(0) ) ≤ C‖f‖Hk((0,T ),H2p+3∩H2p+1
(0) ). (10.8)

Proof. Let f ∈ Hk
0 ((0, T ), H2p+3 ∩H2p+1

(0) ). We will rather work with G written under
the form

G(t) =
∫ t

0
e−iAτf(t− τ)dτ, t ∈ [0, T ].
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Step 1: Classical regularity. As f is in Hk((0, T ), H2p+2
(0) ), the classical theory on semi-

groups gives that G is in Ck([0, T ], H2p+2
(0) ).Moreover, because f(0) = . . . = f (k−1)(0) =

0, the derivatives, for the H2p+2
(0) -topology, are given by,

∀n = 0, . . . , k, G(n)(t) =
∫ t

0
e−iAτf (n)(t− τ)dτ, t ∈ [0, T ]. (10.9)

Step 2: Higher regularity in space. We prove that G is in Cn([0, T ], H2p+3
(0) ) by induc-

tion on n ∈ {0, . . . k}. The initialization (n = 0) is proved in Proposition 10.1.3. Let
n ∈ {0, . . . k − 1} and assume that G is in Cn([0, T ], H2p+3

(0) ). First, as f (n+1) is in
L2((0, T ), H2p+3 ∩H2p+1

(0) ) (as n + 1 ≤ k), Proposition 10.1.3 and (10.9) give directly
that G(n+1) is in C0([0, T ], H2p+3

(0) ). Then, for t ∈ [0, T ], with (10.9), one can write,

G(n)(t+ h)−G(n)(t)
h

−G(n+1)(t) = 1
h

∫ t+h

t
e−iAτf (n)(t+ h− τ)dτ

+
∫ t

0
e−iAτ

(
f (n)(t+ h− τ)− f (n)(t− τ)

h
− f (n+1)(t− τ)

)
dτ. (10.10)

By Proposition 10.1.3, the H2p+3
(0) -norm of the second term of the right-hand side of

(10.10) is bounded by

c1(T )
∥∥∥∥∥f (n)(·+ h)− f (n)

h
− f (n+1)

∥∥∥∥∥
L2((0,T ),H2p+3∩H2p+1

(0) )

which goes to zero as h goes to zero, because f (n) is in H1((0, T ), H2p+3 ∩ H2p+1
(0) ).

Besides, as f (n)(0) = 0, using successively a change of variables, that e−isA is an
isometry from H2p+3

(0) to H2p+3
(0) , Proposition 10.1.3 and Cauchy-Schwarz inequality,

one gets the following upper bound for the H2p+3
(0) -norm of the first term of the right-

hand side of (10.10),

∥∥∥eiA(t+h)

h

∫ h

0
e−iAs

(
f (n)(s)− f (n)(0)

)
ds
∥∥∥
H2p+3

(0)

≤ c1(h)
∥∥∥∥∥f (n)(·)− f (n)(0)

h

∥∥∥∥∥
L2((0,T ),H2p+3∩H2p+1

(0) )

= c1(h)
h

∥∥∥∥∫ ·0 ∂tf (n)(τ)dτ
∥∥∥∥
L2((0,T ),H2p+3∩H2p+1

(0) )

≤ c1(h)
∥∥∥∂tf (n)

∥∥∥
L2((0,T ),H2p+3∩H2p+1

(0) )
,

This bound goes to zero when h goes to zero as the function h 7→ c1(h) given in
Proposition 10.1.3 is non-decreasing and lim

h→0

∥∥∥∂tf (n)
∥∥∥
L2((0,h),H2p+3∩H2p+1

(0) )
= 0 by the

dominated convergence theorem. And this concludes the proof.

10.1.2 Proof of Theorem 10.1.1, the well-posedness of the Schrödinger
equation

Let µ, ψ0, f and u satisfying the hypotheses of Theorem 10.1.1. We consider the
map

F : Ck([0, T ], H2p+3
(0) (0, 1)) → Ck([0, T ], H2p+3

(0) (0, 1))
ψ 7→ ξ,
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where

ξ(t) := e−iAtψ0 + i

∫ t

0
e−iA(t−τ) (u(τ)µψ(τ) + f(τ)) dτ, t ∈ [0, T ].

Then, ψ is a weak solution of (10.1) if and only if ψ is a fixed-point of F .

F is well-defined. For ψ ∈ Ck([0, T ], H2p+3
(0) ) and τ ∈ [0, T ], by Leibniz formula

and the algebra structure of H2p+3, the map τ 7→ u(τ)µψ(τ) + f(τ) belongs to
Hk

0 ((0, T ), H2p+3 ∩ H2p+1
(0) ). Thus, by Proposition 10.1.4, the function ξ = F (ψ) is

in Ck([0, T ], H2p+3
(0) ).

F is a contraction. Let ψ, ψ̂ in Ck([0, T ], H2p+3
(0) ). Again, by Proposition 10.1.4 and the

algebra structure of H2p+3(0, 1), we get, for all t ∈ [0, T ],

‖F (ψ)(t)− F (ψ̂)(t)‖
H2p+3

(0)
≤ C(T )‖u‖Hk‖µ‖H2p+3‖ψ − ψ̂‖Ck([0,T ],H2p+3). (10.11)

Equation (10.11) proves that if ‖u‖Hk is small enough, F is a contraction and thus by
the Banach fixed-point theorem, admits a unique fixed-point ψ in Ck([0, T ], H2p+3

(0) ).
Computing a similar estimate, by Proposition 10.1.4, we get that this fixed point
satisfies

‖ψ‖
Ck([0,T ],H2p+3

(0) ) ≤ C(T, µ)
(
‖ψ0‖H2(p+k)+3

(0)
+ ‖u‖Hk(0,T )‖ψ‖Ck([0,T ],H2p+3

(0) )

+ ‖f‖
Hk((0,T ),H2p+3∩H2p+1

(0) )

)
.

Therefore, for u ∈ Hk
0 (0, T ) such that C(T, µ)‖u‖Hk(0,T ) ≤ 1/2, we get (10.2). If u in

BHk(0,T )(0, R) is not small enough in Hk
0 , one can consider a subdivision 0 = T0 <

. . . < TN = T such that for all i ∈ {0, . . . , N − 1}, ‖u‖Hk(Ti,Ti+1) is small enough to
apply the previous argument on [Ti, Ti+1]. Notice that as the constant T 7→ C(T ) is
non-decreasing, N only depends on R so that the constant in (10.2) does only depend
on T , µ and R, as claimed in Theorem 10.1.1.

10.2 Solvability of a moment problem with simultaneous
estimates

The goal of this section is the proof of a new result about trigonometric moment
problems. More precisely, the aim is to prove the solvability of a moment problem
in high-regularity spaces, with simultaneous estimates on the operator solving the
moment problem. This will enable to build a control map for the linearized system
with estimates in various control/data spaces in Section 10.3.1.

10.2.1 Assumptions on the frequencies

Let us first introduce the space

l2r(N,C) := {(dj)j∈N ∈ l2(N,C); d0 ∈ R}.

Given an increasing sequence ω = (ωj)j∈N of [0,+∞) with ω0 = 0, we define, for all
m ∈ N,

h2m
ω,r(N,C) :=

{
(dj)j∈N ∈ l2r(N,C);

+∞∑
j=0

∣∣∣(δj,0 + ωmj

)
dj
∣∣∣2 < +∞

}
,
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endowed with the norm

‖d‖h2m
ω,r

:=

√√√√+∞∑
j=0

∣∣∣(δj,0 + ωmj

)
dj
∣∣∣2,

where δj,0 denotes the Kronecker delta, that is, if j = 0, δj,0 = 1 and for all j ∈ N∗,
δj,0 = 0. Moreover, we will say that a sequence (ωj)j∈N satisfies an asymptotic gap if

ωj+1 − ωj → +∞ when j → +∞, (10.12)

and satisfies a polynomial asymptotic gap if

there exists a > 0, N0 ∈ N and c > 0 s.t. for all j ≥ N0, ωj+1 − ωj ≥ cja. (10.13)

If not mentioned, for all j ∈ Z, j < 0, we denote by ωj := −ω−j for the frequencies
and dj := d−j for a sequence (dj)j∈N ∈ h2m

ω,r for some m ≥ 0.

10.2.2 Main result

The goal of this section is to prove the following new result about trigonometric
moment problems.

Theorem 10.2.1. Let T > 0, k ∈ N∗ and (ωj)j∈N an increasing sequence of [0,+∞)
such that ω0 = 0 and satisfying (10.13). There exists a constant C > 0 and a continuous
linear map MT

k : h2k
ω,r(N,C) → Hk

0 ((0, T ),R) with closed range in Hk
0 ((0, T ),R) such

that for every d = (dj)j∈N ∈ h2k
ω,r(N,C), the control u := MT

k (d) ∈ Hk
0 ((0, T ),R)

satisfies the moment problem∫ T

0
u(t)eiωjtdt = dj , ∀j ∈ N, (10.14)

with the boundary conditions

u2(T ) = u3(T ) = . . . = uk+1(T ) = 0, (10.15)

(where we recall, (un)n∈N∗ denotes the iterated primitives of u vanishing at zero) and
the following size estimates,

‖u‖Hm(0,T ) ≤ C‖d‖h2m
ω,r(N,C), ∀m = −(k + 1), . . . , 0, . . . , k. (10.16)

Remark 10.2.2. Notice that, for all n ∈ N,

un+1(T ) =
∫ T

0

(T − t)n
n! u(t)dt.

Thus, the conditions (10.15) can be seen as polynomial constraints on the control.
Notice that one can’t add the boundary condition u1(T ) = 0 to (10.15) as the term
u1(T ) is given by the first moment (see (10.14) with j = 0).

The boundary conditions (10.15) will allow to ease the propagation of the linear
estimates (10.16) to the nonlinear dynamics (see in the following Proposition 10.3.4
where those boundary conditions are useful to quantify the error between the nonlinear
and the linearized dynamics).

The proof of Theorem 10.2.1 is based on the construction of an almost solution of
the moment problem for high frequencies (see Proposition 10.2.6), while the moment
problem for a finite number of frequencies and the polynomial constraints are dealt with
using classical results on trigonometric moment problems (see Proposition 10.2.10).
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10.2.3 Solvability of a moment problem in L2(0, T ) with polynomial
constraints

First, following some known results about trigonometric moment problems, one
can prove the solvability in high-regularity spaces of such problems but without si-
multaneous estimates. This can be deduced from the solvability of a moment problem
in L2(0, T ) with polynomial constraints, which is therefore the starting point of this
section. The results presented in this subsection are a generalization of the work [19,
Appendix B]. Therein, the full proofs are left to the reader.

First, one can state that under an asymptotic gap condition, the family of complex
exponentials, with an added finite number of polynomials, has a biorthogonal family.

Lemma 10.2.3. Let T > 0 and (ωj)j∈N an increasing sequence of [0,+∞) such that
ω0 = 0 and satisfying (10.12).Then, for all n ∈ N∗, the family Θn := {tq; q = 1, . . . n}∪{
eiωjt; j ∈ Z

}
is minimal in L2(0, T ) and thus admits a biorthogonal family.

From this result and the work of Haraux [81], one can state the solvability of
trigonometric moment problems in L2(0, T ) with a finite number of constraints on
polynomial moments.

Theorem 10.2.4. Let T > 0, n ∈ N∗ and (ωj)j∈N an increasing sequence of [0,+∞)
such that ω0 = 0 and satisfying (10.12). There exists a constant C > 0 and a continuous
linear map LT0 : Rn × l2r(N,C)→ L2((0, T ),R) with

RanLT0 =


+∞∑
j=−∞

cje
iωjt +

n∑
q=1

c−qtq; (c−q)q=1,...,n ∈ Rn, (cj)j∈N ∈ l2r(N,C)


such that for every sequence d = ((d−q)q=1,...,n, (dj)j∈N) ∈ Rn × l2r(N,C), the control
u := LT0 (d) ∈ L2((0, T ),R) satisfies the moment problem

∀j ∈ N,
∫ T

0
u(t)eiωjtdt = dj and ∀q = 1, . . . , n,

∫ T

0
tqu(t)dt = d−q,

and the following size estimate

‖u‖L2(0,T ) ≤ C
 +∞∑
j=−n

|dj |2
1/2

.

Then, we deduce, for any integer k, the solvability of such moment problems in
Hk

0 (0, T ) with only an estimate in the most regular space.

Theorem 10.2.5. Let T > 0, (n, k) ∈ (N∗)2 and (ωj)j∈N an increasing sequence of
[0,+∞) such that ω0 = 0 and satisfying (10.12). There exists a constant C > 0 and a
continuous linear map L̃Tk : Rn × h2k

ω,r(N,C)→ Hk
0 ((0, T ),R) with

Ran L̃Tk =


+∞∑
j=−∞

cje
iωjt +

n∑
q=1

c−qtq; (c−q)q=1,...,n ∈ Rn, (cj)j∈N ∈ h2k
ω,r(N,C)


such that for every sequence d = ((d−q)q=1,...,n, (dj)j∈N) ∈ Rn×h2k

ω,r(N,C), the control
u := L̃Tk (d) ∈ Hk

0 ((0, T ),R) satisfies the moment problem

∀j ∈ N,
∫ T

0
u(t)eiωjtdt = dj and ∀q = 1, . . . , n,

∫ T

0
tqu(t)dt = d−q,

and the following size estimate

‖u‖Hk(0,T ) ≤ C
 +∞∑
j=−n

∣∣∣(δj,0 + ωkj

)
dj
∣∣∣2
1/2

.
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Proof. To ease the computations, we start by explaining the proof for k = 1. Let
d = ((d−q)q=1,...,n, (dj)j∈N) ∈ Rn × h2

ω,r(N,C). Let denote by

v := LT0
((
−qd−(q−1)

)
q=1,...,n+1

, (−iωjdj1lj∈N∗)j∈N

)
,

where LT0 is constructed in Theorem 10.2.4. Then, define for all t ∈ [0, T ], u(t) :=∫ t
0 v(τ)dτ . First, by construction of v, one has

0 =
∫ T

0
v(t)dt = u(T ).

Then, by construction of v and performing integrations by parts (with no boundary
terms), one has,

∀j ∈ N∗, −iωjdj =
∫ T

0
v(t)eiωjtdt = −iωj

∫ T

0
u(t)eiωjtdt,

∀q = 1, . . . , n+ 1, −qd−(q−1) =
∫ T

0
v(t)tqdt = −q

∫ T

0
u(t)tq−1dt.

Thus, u satisfies both the moment problem and the polynomial constraints. Moreover,
by the Poincaré inequality and the continuity of LT0 , one has,

‖u‖H1(0,T ) ≤ C‖v‖L2(0,T ) ≤ C
 +∞∑
j=−n

|(δj,0 + ωj) dj |2
1/2

.

This concludes the proof of Theorem 10.2.5 for k = 1. The proof for any k ∈ N∗

follows similarly with L̃Tk := Bk ◦ LT0 ◦ Ak where LT0 is defined in Theorem 10.2.4,
Ak : Rn × h2k

ω,r(N,C) → Rk+n × l2r(N,C) and Bk : L2((0, T ),R) → Hk((0, T ),R) are
respectively given by

Ak ((d−q)q=1,...,n, (dj)j∈N)

:=

( (−1)kq!
(q − k)!d−q+k1lq∈{k,...,k+n}

)
q=1,...,k+n

,
(
(−iωj)kdj1lj∈N∗

)
j∈N

 ,
and

Bk(v) :=
(
t 7→

∫ t

0

(t− τ)k−1

(k − 1)! v(τ)dτ
)
. (10.17)

10.2.4 Solvability of a moment problem in Hk
0 (0, T ) with various esti-

mates

Notice that Theorem 10.2.5 provides operators L̃Tk : ((d−q)q=1,...,n, (dj)j∈N) ∈ Rn×
h2k
ω,r(N,C) 7→ u ∈ Hk

0 ((0, T ),R) solving the moment problem which depend on k,
preventing from having estimates on u, for a given sequence (dj), simultaneously in
various Sobolev spaces. Therefore, the goal of this subsection is to prove that one can
indeed solve trigonometric moment problems in Hk

0 (0, T ) with simultaneous estimates
on the control. First, we state the result for a finite number of moments.

Proposition 10.2.6. Let T > 0, (n, k,N) ∈ N∗ × N2 and (ωj)j∈N an increasing
sequence of [0,+∞) such that ω0 = 0 and satisfying (10.12). There exists a constant
CN > 0 and a continuous linear map LN,Tlf : Rn × R × CN−1 → Hk

0 ((0, T ),R) with
RanLN,Tlf given by ∑

|j|<N
cje

iωjt +
n∑
q=1

c−qtq; (c−q)q=1,...,n ∈ Rn, (cj)j=0,...,N−1 ∈ R× CN−1


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such that for d = ((d−q)q=1,...,n, (dj)j=0,...,N−1) in Rn × R × CN−1, the control u :=
LN,Tlf (d) ∈ Hk

0 ((0, T ),R) satisfies the moment problem

∀j = 0, . . . , N − 1,
∫ T

0
u(t)eiωjtdt = dj and ∀j ≥ N,

∫ T

0
u(t)eiωjtdt = 0,

∀q = 1, . . . , n,
∫ T

0
tqu(t)dt = d−q,

and the size estimates

‖u‖Hm(0,T ) ≤ CN

N−1∑
j=−n

∣∣∣(δj,0 + ωmj

)
dj
∣∣∣2
1/2

, ∀m = 0, . . . , k. (10.18)

Proof. The proof follows with

LN,Tlf ((d−q)q=1,...,n, (dj)j=0,...,N−1) := L̃Tk ((d−q)q=1,...,n, (dj1lj=0,...,N−1)j∈N)

where L̃Tk is defined in Theorem 10.2.5, using the equivalence of norms in finite dimen-
sion.

It remains to deal with the high frequencies. To that end, we will assume from now
on that the sequence of frequencies satisfies (10.13), a polynomial asymptotic gap. In
other words, the goal is to prove that the map

L : u 7→
(∫ T

0
u(t)eiωjtdt

)
j∈N

admits a continuous-right inverse P : h2k
ω,r(N,C) → Hk

0 ((0, T ),R) which is continu-
ous from h2m

ω,r(N,C) to Hm
0 ((0, T ),R) for all m = 0, . . . , k. Usually, a continuous right

inverse of L i.e. an operator solving the moment problem is sought under the form
P (d) =

∑
djξ
∗
j where {ξ∗j , j ∈ Z} is the biorthogonal family of {eiωj ·, j ∈ Z}. To con-

clude, one would need to be able to estimate such biorthogonal family simultaneously
in all the Sobolev spaces Hm

0 (0, T ), for m = 0, . . . , k.

Such strategies have already been used. Explicit computations of the biorthogo-
nal family with good estimates have, for example, been used: in [131] to prove upper
bounds for the control cost in the case of systems governed by the Schrödinger or the
heat equation, in [100] to study the cost of the control in the case of a minimal time
for the one-dimensional heat equation or in [28] to characterize the null controllabil-
ity of a system of n parabolic equations in cylindrical domains. Sharp estimates for
biorthogonal families of exponential functions without gap conditions have been given
in [80] and used to prove new results on the cost of the boundary null controllability
of parabolic systems. A new block resolution technique, together with sharp estimates
on the biorthogonal family, has also been used in [29] to characterize the minimal null
control time for abstract linear control problems.

However, here we choose to not compute the biorthogonal family. As the exponen-
tials are "almost orthogonal" for high frequencies, the main idea is to rather seek a
solution of the moment problem under the form

P (d)(t) =
+∞∑
j=−∞

dje
iωjtχ(t), (10.19)

where χ a weight function which allows to improve the decay of the coefficients(〈eiωj ·χ, eiωp·〉)j 6=p at high frequencies. As such an operator P will no longer exactly
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solve the moment problem, the right inverse of L will be constructed as an iteration of
(10.19), quantifying the error term. Besides, the explicit form of P will allow to easily
estimate it in various spaces. Notice that the use of a weight function is also a strategy
used by Ingham in the work on non-harmonic Fourier series [85].

To implement such a strategy, we start by introducing the operator giving the
moment problem for high frequencies and the operator which will almost be its right-
inverse.

Lemma 10.2.7. Define, for all m ∈ N and N ∈ N∗,

LmN : Hm
0 ((0, T ),R) → h2m

ω,r(N,C)
u 7→

(∫ T
0 u(t)eiωjtdt

)
j>N

,

and
PmN : h2m

ω,r(N,C) → Hm
0 ((0, T ),R)

(dj)j>N 7→ ∑
|j|≥N

dj ξ̃j ,

where for all j ∈ Z, j < 0, dj := d−j and for all t ∈ [0, T ] ξ̃j(t) := 1
T χ(t) with

χ ∈ C∞c ((0, T ),R) such that
∫ T

0 χ(t)dt = 1. Then, for all m ∈ N and N ∈ N∗, LmN and
PmN are linear continuous applications.

Proof. Let m ∈ N and N ∈ N∗. First, the continuity of LmN is deduced from the fact
that for all u ∈ Hm

0 (0, T ), by integrations by parts, one has

+∞∑
j=N

∣∣∣∣∣ωmj
∫ T

0
u(t)eiωjtdt

∣∣∣∣∣
2

=
+∞∑
j=N

∣∣∣〈u(m), eiωj ·〉
∣∣∣2 ≤ C‖u(m)‖2L2(0,T ),

as the family (eiωj ·)j∈Z is a Riesz basis. Secondly, the continuity of PmN stems from the
fact that for all (dj)j≥N in h2m

ω,r(N,C), by the algebra structure of Hm
0 (0, T ), one gets∥∥∥∥∥∥

∑
|j|≥N

dj ξ̃j

∥∥∥∥∥∥
Hm

≤ ‖χ‖Hm sup
k=0,...,m

∥∥∥∥∥∥
∑
|j|≥N

ωkj dje
−iωj ·

∥∥∥∥∥∥
L2(0,T )

≤ C sup
k=0,...,m

∥∥∥∥(ωkj dj)|j|≥N
∥∥∥∥
l2
≤ C

∥∥∥∥(ωmj dj)|j|≥N
∥∥∥∥
l2
,

as the family (eiωj ·)j∈Z is a Riesz basis. The reader can for example refer to [19,
Proposition 19] for the results on Riesz basis used in this proof.

With these notations, our goal is to prove that, for N large enough, the application
LmN has a common continuous right inverse for all m = 0, . . . , k. To that end, we start
by quantifying in which way PmN is almost the right-inverse of LmN .

Lemma 10.2.8. Let k ∈ N∗. For all ε > 0, there exists N1 ∈ N∗ such that for all
N ≥ N1, for all m = 0, . . . , k, for all d ∈ h2m

ω,r([N,+∞) ∩ N,C),

‖LmN ◦ PmN (d)− d‖h2m
ω,r([N,+∞)∩N,C) ≤ ε‖d‖h2m

ω,r([N,+∞)∩N,C).

Proof. Let m ∈ {0, . . . , k} and N ≥ min(N0 + 1, 2) where N0 is defined in the assump-
tion (10.13). Notice that, performing integrations by parts (with no boundary terms as
χ has a compact support), for all α ∈ N∗, there exists a constant C = C(χ(α), T ) > 0
such that, for all j, k ∈ N,∫ T

0
ξ̃j(t)eiωjtdt = 1 and

∣∣∣∣∣
∫ T

0
ξ̃j(t)eiωktdt

∣∣∣∣∣ ≤ C

|ωk − ωj |α
if j 6= k. (10.20)
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The coefficient α will be chosen later as large as needed. Using this remark, together
with the following equality for all p ∈ N, p ≥ N ,

(LmN ◦ PmN (d))p =
∫ T

0
PmN (d)(t)eiωptdt = dp +

∑
|j|≥N, j 6=p

dj

∫ T

0
ξ̃j(t)eiωptdt,

we get, using Cauchy-Schwarz inequality,

‖LmN ◦ PmN (d)− d‖2h2m
ω,r

=
∑
p≥N

ω2m
p

∣∣∣ ∑
|j|≥N, j 6=p

dj

∫ T

0
ξ̃j(t)eiωptdt

∣∣∣2

≤ C‖d‖2h2m
ω,r

∑
p≥N

∑
j≥N
j 6=p

ω2m
p

ω2m
j |ωj − ωp|2α

.

Yet, by the triangular inequality, for all (j, p) ∈ N∗, j 6= p,

ω2m
p

ω2m
j |ωj − ωp|2α

≤ C
(

1
ω2m
j |ωj − ωp|2(α−m) + 1

|ωj − ωp|2α

)
.

Thus, as the sequence (ωj)j∈N∗ is bounded by below by ω1, it is sufficient to prove
that for β large enough, the series

∑
j,p

1
|ωj−ωp|β converges to get that choosing α large

enough, for all ε > 0, there exists N1 > 0 such that for all N ≥ N1, for all m = 0, . . . , k,

∑
p≥N

∑
j≥N
j 6=p

ω2m
p

ω2m
j |ωj − ωp|2α

≤ ε,

which will conclude the proof. Yet, using (10.13), for all j, p ≥ N , j 6= p,

|ωj − ωp| ≥ min
(√

(ωj − ωj−1) (ωp+1 − ωp),
√

(ωj+1 − ωj) (ωp − ωp−1)
)

≥ c(j − 1)a/2(p− 1)a/2.

And thus, for all β > 2
a , the series

∑
j,p

1
|ωj−ωp|β indeed converges.

By iterating the error estimate given in Lemma 10.2.8, we deduce a common con-
tinuous right-inverse for LmN , the operator solving the moment problem.

Lemma 10.2.9. Let k ∈ N∗. There exists N1 ∈ N∗ such that for all N ≥ N1, LmN
admits the same linear continuous right inverse for all m = 0, . . . , k. More precisely,
for all N ≥ N1, there exists an operator MN such that for all m = 0, . . . , k, Mm

N : d ∈
h2m
ω,r([N,+∞) ∩ N,C)→MN (d) ∈ Hm

0 ((0, T ),R) is continuous and satisfies

LmN ◦Mm
N = Idh2m

ω,r([N,+∞)∩N,C) .

Proof. By Lemma 10.2.8 with ε = 1
2 , there exists N1 > 0 such that for all N ≥ N1, for

all m = 0, . . . , k, we have,

‖LmN ◦ PmN (d)− d‖h2m
ω,r
≤ 1

2‖d‖h2m
ω,r
, ∀d ∈ h2m

ω,r. (10.21)

Let N ≥ N1 and m ∈ {0, . . . , k}. In the following proof, for the sake of clarity, we will
forget all the exponents m on the name of the applications, that recall the spaces in
which we work. First, if we define Σ := LN ◦PN − Id, a proof by induction gives that

LN ◦
n∑
p=0

(−1)pPN ◦ Σp = Id +(−1)nΣn+1, ∀n ∈ N. (10.22)
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Yet, Σ is a linear and continuous application from h2m
ω,r to h2m

ω,r with its operator norm
satisfying ‖Σ‖h2m

ω,r,h
2m
ω,r
≤ 1/2 by (10.21). Thus, the series

∑
p(−1)pPN ◦ Σp absolutely

converges in Lc(h2m
ω,r, H

m
0 ((0, T ),R)). Therefore, passing to the limits [n→ +∞] in the

equality (10.22), we get,

LN ◦MN = Id with MN :=
+∞∑
p=0

(−1)pPN ◦ Σp,

which is continuous from h2m
ω,r to Hm

0 ((0, T ),R) for all m = 0, . . . , k.

Now, from Lemma 10.2.9, one can prove the solvability of a moment problem with
simultaneous estimates on the control for high frequencies.

Proposition 10.2.10. Let T > 0, k ∈ N and (ωj)j∈N an increasing sequence of
[0,+∞) such that ω0 = 0 and satisfying (10.13). There exists an integer N0 ∈ N∗

such that for N ≥ N0, there exist a constant C > 0 and a continuous linear map
LN,Thf : h2k

ω,r(N,C)→ Hk
0 ((0, T ),R) with

RanLN,Thf =

 ∑
|j|≥N

cje
−iωj ·χ; (cj)j∈N ∈ h2k

ω,r(N,C)


such that for every sequence d = (dj)j∈N ∈ h2k

ω,r(N,C), the control u := LN,Thf (d) ∈
Hk

0 ((0, T ),R) satisfies the moment problem∫ T

0
u(t)eiωjtdt = dj , ∀j ≥ N, (10.23)

and the following estimates

‖u‖Hm(0,T ) ≤ C
+∞∑
j=N

∣∣∣ωmj dj∣∣∣2
1/2

, ∀m = 0, . . . , k. (10.24)

Proof. Let k ∈ N and T > 0. Let N1 ∈ N defined in Lemma 10.2.9 and N ≥ N1. The
proof follows with LN,Thf := MN where MN is defined in Lemma 10.2.9. Indeed, for all
d ∈ h2k

ω,r(N,C), as LN ◦MN = Id, the function u := MN (d) ∈ Hk
0 ((0, T ),R) satisfies the

moment problem (10.23). And the estimates (10.24) hold by continuity of MN from
h2m
ω,r(N,C) to Hm

0 ((0, T ),R), for every m = 0, . . . , k.

Now, from Proposition 10.2.6 dealing with the low frequencies and Proposition 10.2.10
dealing with the high frequencies, one can prove the main result.

Theorem 10.2.11. Let T > 0, k ∈ N, n ∈ N∗ and (ωj)j∈N an increasing sequence of
[0,+∞) such that ω0 = 0 and satisfying (10.13). There exists a constant C > 0 and
a continuous linear map LTk : Rn × h2k

ω,r(N,C) → Hk
0 ((0, T ),R) with closed range in

Hk
0 (0, T ) such that for every sequence d = ((d−q)q=1,...,n, (dj)j∈N) ∈ Rn × h2k

ω,r(N,C),
the control u := LTk (d) ∈ Hk

0 ((0, T ),R) satisfies the moment problem

∀j ∈ N,
∫ T

0
u(t)eiωjtdt = dj and ∀q = 1, . . . , n,

∫ T

0
tqu(t)dt = d−q, (10.25)

with the following size estimates,

‖u‖Hm(0,T ) ≤ C
 +∞∑
j=−n

∣∣∣(δj,0 + ωmj

)
dj
∣∣∣2
1/2

, ∀m = 0, . . . , k. (10.26)
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Proof. Let T > 0, k ∈ N, n ∈ N∗. Let ((d−q)q=1,...,n, (dj)j∈N) ∈ Rn × h2k
ω,r(N,C). The

proof follows with

u = LTk ((d−q)q=1,...,n, (dj)j∈N)

:= LN,Thf ((dj)j∈N) + LN,Tlf ((d̃−q)q=1,...,,n, (d̃j)j=0,...,N−1), (10.27)

with N ≥ N0 given in Proposition 10.2.10 and where, for all q = 1, . . . , n and j =
0, . . . , N − 1,

d̃−q := d−q −
∫ T

0
tqLN,Thf (dj)(t)dt and d̃j := dj −

∫ T

0
LN,Thf (dj)(t)eiωjtdt.

Indeed, by linearity and by construction of the operators LN,Thf and LN,Tlf (given respec-
tively in Propositions 10.2.10 and 10.2.6), the control u satisfies the moment problem
(10.25). Furthermore, by (10.18) and (10.24), there exists a constant C > 0 such that
for all m = 0, . . . , k,

‖u‖2Hm ≤ C
+∞∑
j=N

∣∣∣ωmj dj∣∣∣2 + C
N−1∑
j=−n

∣∣∣(δj,0 + ωj
m)
(
d̃j − dj

)∣∣∣2 . (10.28)

Besides, using Cauchy-Schwarz inequality and the size estimate (10.24) on LN,Thf (for
m = 0), we get, for all j = 0, . . . , N − 1 and m = 0, . . . , k,

|d̃j | =
∣∣∣∣∣
∫ T

0
LN,Thf (dj)(t)eiωjtdt

∣∣∣∣∣ ≤ √T‖LN,Thf (dj)‖L2(0,T )

≤ C
+∞∑
j=N
|dj |2

1/2

≤ C
 +∞∑
j=−n

|(δj,0 + ωj
m) dj |2

1/2

,

as the injection h2m
ω,r(N,C) ⊂ l2r(N,C) is continuous. The same estimates can be proved

on (d̃−q)q=1,...,n. Together with (10.28), this gives (10.26).
Let us check now that the range of LTk is closed in Hk

0 ((0, T ),R). First, by construction
(10.27),

RanLTk = RanLN,Thf ⊕ RanLN,Tlf , ∀N ≥ N0,

as RanLN,Thf ∩RanLN,Tlf = {0}. Moreover, the range of LN,Tlf given in Proposition 10.2.6
is finite-dimensional, thus it remains to prove that RanLN,Thf is closed in Hk

0 (0, T ) for
N large enough. To that end, it suffices to prove the existence of C1, C2 > 0 such that
for all (cj)j≥N ∈ h2k

ω,r([N,+∞) ∩ N,C),

C1‖c‖h2k
ω,r([N,+∞)∩N) ≤

∥∥∥∥∥∥
∑
j≥N

cj(e−iωj ·χ)(k)

∥∥∥∥∥∥
L2(0,T )

≤ C2‖c‖h2k
ω,r([N,+∞)∩N). (10.29)

Notice that the right inequality of (10.29) is proved in Lemma 10.2.7.
Proof of (10.29) for k = 0. First, one has

∫ T

0

∣∣∣∣∣∣
∑
j≥N

cje
−iωjtχ(t)

∣∣∣∣∣∣
2

dt =
∑
j≥N
|cj |2

∫ T

0
χ(t)2dt

+
∑
j≥N

∑
p≥N
p 6=j

cjcp

∫ T

0
ei(ωp−ωj)tχ(t)2dt. (10.30)
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Then, using the same trick as (10.20) and Cauchy-Schwarz inequality, for any α ∈ N∗,
the last term of (10.30) can be bounded by,

C

∣∣∣∣∣∣∣
∑
j≥N

∑
p≥N
p 6=j

cjcp
(ωj − ωp)α

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C‖c‖2l2r(N)
∑
j≥N

∑
p≥N
p 6=j

1
|ωj − ωp|2α

≤
‖χ‖2L2(0,T )

2 ‖c‖2l2r(N), (10.31)

for N large enough, as the series
∑
j,p

1
|ωj−ωp|2α converges for α large enough using

(10.13). Then, (10.30) and (10.31) entail the left inequality of (10.29) for k = 0.
Proof of (10.29) for k ∈ N∗. First, using the left inequality of (10.29) for k = 0, one
gets the existence of C1 > 0 such that

C1‖c‖2h2k
ω,r
≤
∥∥∥∥∥∥
∑
j≥N

ωkj cje
−iωj ·χ

∥∥∥∥∥∥
L2(0,T )

. (10.32)

Moreover, by Leibniz formula, the right-hand side of (10.32) is given by∥∥∥∥∥∥
∑
j≥N

cj

(e−iωj ·χ)(k) −
k−1∑
p=0

(
k

p

)
(−iωj)pe−iωj ·χ(k−p)

∥∥∥∥∥∥
L2(0,T )

and thus, is bounded by, using the triangular inequality,∥∥∥∥∥∥
∑
j≥N

cj(e−iωj ·χ)(k)

∥∥∥∥∥∥
L2(0,T )

+ C
k−1∑
p=0

∥∥∥∥∥∥
∑
j≥N

ωpj cje
−iωj ·χ(k−p)

∥∥∥∥∥∥
L2(0,T )

≤
∥∥∥∥∥∥
∑
j≥N

cj(e−iωj ·χ)(k)

∥∥∥∥∥∥
L2(0,T )

+ C
k−1∑
p=0
‖c‖

h2p
ω,r(N), (10.33)

using the right inequality of (10.29) for k = 0 (with χ(k−p) instead of χ). Thus, (10.32)
and (10.33) lead to

C1‖c‖2h2k
ω,r
≤
∥∥∥∥∥∥
∑
j≥N

cj(e−iωj ·χ)(k)

∥∥∥∥∥∥
L2(0,T )

+ C
k−1∑
p=0

1
ωk−pN

‖c‖2h2k
ω,r(N).

By (10.13), ωN → +∞ when N goes to infinity. Thus, for N large enough, this entails
the left inequality of (10.29).

Finally, from Theorem 10.2.11, one can deduce the proof of Theorem 10.2.1 giv-
ing the solvability of moment problem with estimates on the function, some of its
derivatives but also some of its primitives.

Proof of Theorem 10.2.1. Let (dj)j∈N in h2k
ω,r(N,C). The operatorMT

k is given by,

MT
k ((dj)j∈N) := D(k+1) ◦ LT2k+1

(
dj

(−iωj)k+1 1lj∈N∗

)
j∈N

+ LTk
(
(T qd0)q=1,...,k , (d0δj,0)j∈N

)
,

where LT2k+1 and LTk are defined in Theorem 10.2.11 and D(k+1) is the differential
operator u 7→ u(k+1), as explained below.
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Step 1. Solving the moment problem except for the first moment. Indeed, if we denote
by

v := f (k+1) ∈ Hk
0 (0, T ) with f := LT2k+1

(
dj

(−iωj)k+1 1lj∈N∗

)
j∈N

.

Then, performing k + 1 integrations by parts, as f has vanishing boundary terms, we
get,

∀j ∈ N∗,
∫ T

0
v(t)eiωjtdt = (−iωj)k+1

∫ T

0
f(t)eiωjtdt = dj , (10.34)

by construction of f . However, for j = 0, we get∫ T

0
v(t)dt = f (k)(T ) = 0, (10.35)

and therefore, the first moment needs to be corrected in a second time. Moreover, by
construction, we have the boundary conditions (10.15) on v and from estimates (10.26)
on f , if we denote by u(m) = u−m when m < 0, we deduce for all m = −(k+ 1), . . . , k,

‖v‖Hm = ‖v(m)‖L2 = ‖f (k+1+m)‖L2

≤ C
∥∥∥∥∥∥
(

dj
(−iωj)k+1 1lj∈N∗

)
j∈N

∥∥∥∥∥∥
h

2(k+1+m)
ω,r

≤ C‖d‖h2m
ω,r(N). (10.36)

Step 2. Correcting the first component. If we denote by

w := LTk
(
(T qd0)q=1,...,k , (d0δj,0)j∈N

)
∈ Hk

0 (0, T ),

then by construction, together with (10.34)-(10.35), the control u := v+w in Hk
0 (0, T )

solves the moment problem (10.14). Moreover, by construction, w solves the polynomial
moment ∫ T

0
tqw(t)dt = T qd0, ∀q = 1, . . . , k.

Thus, by integration by parts, as w1(T ) = d0, we get the boundary conditions (10.15)
on w. Then, by linearity, (10.15) holds for u. Moreover, by construction, w satisfies the
size estimates

‖w‖Hm ≤ CT |d0|, ∀m = 0, . . . , k. (10.37)

Thus, Cauchy-Schwarz inequality entails that

‖wm‖L2(0,T ) ≤ Tm‖w‖L2(0,T ) ≤ TmCT |d0|, ∀m = 1, . . . , k + 1. (10.38)

Finally, estimates (10.36) on v and estimates (10.37)-(10.38) on w gives all the estimates
(10.16) on u.

10.3 Nonlinear control in projection with simultaneous
estimates

The goal of this section is the proof of Theorem 6.1.2. It relies on the controllability
of the linearized system with simultaneous estimates, given in Subsection 10.3.1. These
estimates are then propagated to the nonlinear system through the iterations of the
inverse mapping theorem thanks to estimates on the linear approximation of the end-
point map given in Subsection 10.3.2. In this section, if ψ is in S, TSψ the tangent
space at ψ of S and Πψ the orthogonal projection on TSψ, are respectively given by

TSψ := {ξ ∈ L2(0, 1); <〈ξ, ψ〉 = 0} and Πψ(ξ) := ξ −<〈ξ, ψ〉ψ.
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10.3.1 C1− regularity of the end-point map

Let T > 0. We consider the end-point map ΘT defined by,

S ∩H2(p+k)+3
(0) ×Hk

0
ΘT→ S ∩H2(p+k)+3

(0) ×
[
TSψ1(T ) ∩HJ ∩H2(p+k)+3

(0)

]
(ψ0, u) 7→

(
ψ0, Πψ1(T ) ◦ PJ [ψ(T )]

) (10.39)

where ψ is the solution of
i∂tψ(t, x) = −∂2

xψ(t, x)− u(t)µ(x)ψ(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),
ψ(t, 0) = ψ(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
ψ(0, x) = ψ0(x), x ∈ (0, 1).

Remark 10.3.1. To prove Theorem 6.1.2, we want estimates (6.5) on the control with
respect to the final state but also to the initial data, that is why the initial data is
added as an argument of the end-point map ΘT . Moreover, in the definition of ΘT , the
end-point of the solution is composed with PJ as we investigate exact controllability
in projection. It is also composed with Πψ1(T ) as only the imaginary part of the first
component of the solution can be controlled (we gain back the real part of the first
component as the solution lives in the L2(0, 1)-sphere S).

The C1-regularity of this end-point map is given in the following proposition.

Proposition 10.3.2. Let µ ∈ H2(p+k)+3((0, 1),R) with µ(2n+1)(0) = µ(2n+1)(1) = 0
for all n = 0, . . . , p − 1. The map ΘT defined in (10.39) is C1. Moreover, for every
(ψ0, u) in H

2(p+k)+3
(0) (0, 1) × Hk

0 (0, T ), the differential at (ψ0, u) is given by, for all
(Ψ0, v) ∈ H2(p+k)+3

(0) (0, 1)×Hk
0 (0, T ),

dΘT (ψ0, u).(Ψ0, v) =
(
Ψ0,Πψ1(T ) ◦ PJ [Ψ(T )]

)
,

where Ψ is the solution of the linearized system around (u, ψ(·; u, ψ0)) given by
i∂tΨ(t, x) = −∂2

xΨ(t, x)− u(t)µ(x)Ψ(t, x)− v(t)µ(x)ψ(t; u, ψ0),
Ψ(t, 0) = Ψ(t, 1) = 0,
Ψ(0, x) = Ψ0.

(10.40)

Notice that ΘT is well-defined thanks to Remark 10.1.2. The proof of Proposi-
tion 10.3.2 is the same as [19, Propositions 3 and 6] using Theorem 10.1.1 (and Re-
mark 10.1.2) instead of their well-posedness result and thus is left to the reader.

In the following proposition, we state that one can build a right inverse of dΘT (ϕ1, 0)
which is continuous simultaneously in several spaces, meaning that one can control the
linearized equation of (3.10) around the ground state with various estimates on the
control.

Proposition 10.3.3. Let µ in H2(p+k)+3((0, 1),R) with µ(2n+1)(0) = µ(2n+1)(1) = 0
for all n = 0, . . . , p − 1 and satisfying (6.1). There exists a closed subspace E of
Hk

0 ((0, T ),R) such that the linear map

dΘT (ϕ1, 0) : [TSϕ1 ∩H2(p+k)+3
(0) ]× E

→ [TSϕ1 ∩H2(p+k)+3
(0) ]× [TSψ1(T ) ∩HJ ∩H2(p+k)+3

(0) ]

is a continuous isomorphism such that there exists a constant CT > 0 such that for all
ψ0 in TSϕ1∩H2(p+k)+3

(0) and ψf in TSψ1(T )∩HJ∩H2(p+k)+3
(0) , the control u ∈ Hk

0 (0, T )
defined by (ψ0, u) := dΘT (ϕ1, 0)−1(ψ0, ψf ) satisfies the following boundary conditions

u2(T ) = . . . = uk+1(T ) = 0 (10.41)
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and the following size estimates for all m = −(k + 1), . . . , k,

‖u‖Hm ≤ C ‖(ψ0, ψf )‖
H

2(p+m)+3
(0) (0,1)×H2(p+m)+3

(0) (0,1) . (10.42)

The proof follows from the solvability of a trigonometric moment problem with
simultaneous estimates given in Theorem 10.2.1.

Proof. Surjectivity of dΘT (ϕ1, 0). By Proposition 10.3.2, for all u ∈ Hk
0 (0, T ) and

ψ0 ∈ H2(p+k)+3
(0) (0, 1),

dΘT (ϕ1, 0).(ψ0, u) = (ψ0,PJ [Ψ(T )]) ,

where Ψ is the solution of the linearized system (10.40) around (0, ψ1) and can be
computed as

Ψ(T ) =
+∞∑
j=1
〈ψ0, ϕj〉ψj(T ) + i

+∞∑
j=1

(
〈µϕ1, ϕj〉

∫ T

0
u(t)ei(λj−λ1)tdt

)
ψj(T ). (10.43)

Let (ψ0, ψf ) ∈ [TSϕ1∩H2(p+k)+3
(0) ]×[TSψ1(T )∩HJ∩H2(p+k)+3

(0) ]. The equality PJΨ(T ) =
ψf is then equivalent to the trigonometric moment problem∫ T

0
u(t)ei(λj−λ1)tdt = 〈ψf , ψj(T )〉 − 〈ψ0, ϕj〉

i〈µϕ1, ϕj〉
:= dj−1(ψ0, ψf ), ∀j ∈ J. (10.44)

Let denote by dj−1(ψ0, ψf ) = 0 if j 6∈ J . Applying Theorem 10.2.1 with (ωj :=
λj+1 − λ1)j∈N which satisfies the polynomial asymptotic gap (10.13), the control
u :=MT

k [d(ψ0, ψf )] satisfies the moment problem (10.44) after a shift in the indexes,
meaning that

dΘT (ϕ1, 0).(ψ0,MT
k [d(ψ0, ψf )]) = (ψ0, ψf ). (10.45)

We define

E := {MT
k (d); d = (dj)j∈N ∈ h2k

λj+1−λ1,r(N,C) with dj−1 = 0 ∀j /∈ J},

which is closed in Hk
0 (0, T ) by Theorem 10.2.1. Then, dΘT (ϕ1, 0) is onto from [TSϕ1 ∩

H
2(p+k)+3
(0) ] × E to [TSϕ1 ∩ H2(p+k)+3

(0) ] × [TSψ1(T ) ∩ HJ ∩ H2(p+k)+3
(0) ]. Besides, The-

orem 10.2.1 also gives that the control defined by u = MT
k [d(ψ0, ψf )] satisfies the

boundary conditions (10.41) and gives the existence of a constant CT > 0 (not de-
pending on ψ0 nor on ψf ) such that,

‖u‖Hm ≤ C‖d‖h2m(N,C), ∀m = −(k + 1), . . . , k.

Yet, as the function µ satisfies the hypothesis (6.1), we get for all m = −(k+ 1), . . . , k,

‖u‖Hm ≤ C ‖(〈ψf , ψj(T )〉 − 〈ψ0, ϕj〉)‖h2(m+p)+3(J,C)

≤ C
(
‖ψf‖H2(p+m)+3

(0) (0,1) + ‖ψ0‖H2(p+m)+3
(0) (0,1)

)
.

Injectivity of dΘT (ϕ1, 0). Let (ψ0, u) ∈ [TSϕ1∩H2(p+k)+3
(0) ]×E such that the differential

satisfies dΘT (ϕ1, 0).(ψ0, u) = (0, 0). First, by definition of E, there exists d = (dj)j∈N ∈
h2k
λj+1−λ1,r

(N,C) with dj−1 = 0 for all j /∈ J such that u =MT
k (d). Thus, by definition

ofMT
k in Theorem 10.2.1 and by (10.44), u satisfies the following moment problem,∫ T

0
u(t)ei(λj−λ1)tdt = 0 = dj−1, ∀j ∈ J.

Thus, d = 0 and u = 0.
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10.3.2 Error estimates between the nonlinear and linearized dynam-
ics

The proof of Theorem 6.1.2 relies on the inverse mapping theorem: the control
steering the solution of the Schrödinger equation (3.10) from Ψ0 to Ψf is constructed
as the fixed point of the map

Φ : (ψ0, u) 7→ (ψ0, u)− dΘT (ϕ1, 0)−1. [ΘT (ψ0, u)− (Ψ0,Ψf )] .

Notice that such function can be rewritten as,

Φ (ψ0, u)− (ϕ1, 0)
= −dΘT (ϕ1, 0)−1. [ΘT (ψ0, u)− dΘT (ϕ1, 0).(ψ0 − ϕ1, u)− (Ψ0,Ψf )] .

Therefore, estimates on the nonlinear control map (Ψ0,Ψf ) 7→ u are closely linked to
estimates on the linear approximation of the end-point map ΘT , given in the following
proposition.

Proposition 10.3.4. Let T > 0, (p, k) ∈ N2 with p ≥ k, µ ∈ H2(p+k)+3(0, 1)
with µ(2n+1)(0) = µ(2n+1)(1) = 0 for all n = 0, . . . , p − 1, u ∈ Hk

0 (0, T ) and ψ0 ∈
H

2(p+k)+3
(0) (0, 1). For every R > 0, there exists a constant C = C(T, µ,R) > 0 such that

if ‖u‖Hk(0,T ) < R and u2(T ) = . . . = uk+1(T ) = 0, then the following estimates hold

‖ΘT (ψ0, u)−ΘT (ϕ1, 0)− dΘT (ϕ1, 0).(ψ0 − ϕ1, u)‖
H

2(p+m)+3
(0) ×H2(p+m)+3

(0)

≤ C‖u‖Hm(0,T )

(
‖ψ0 − ϕ1‖H2(p+k)+3

(0)
+ ‖u‖Hk(0,T )

)
, ∀m = −(k + 1), . . . , k.

(10.46)

Remark 10.3.5. The assumption p ≥ k appears here to make sure that all the spaces
Hs

(0)(0, 1) involved are positive Sobolev spaces.

To prove Proposition 10.3.4, we first show estimates on the solution of the Schrödinger
equation in regular spaces.

Proposition 10.3.6. Let T > 0, (p, k) ∈ N2, µ ∈ H2(p+k)+3((0, 1),R) with µ(2n+1)(0) =
µ(2n+1)(1) = 0 for all n = 0, . . . , p − 1, u ∈ Hk

0 ((0, T ),R) and ψ0 ∈ H2(p+k)+3
(0) (0, 1).

Then, if ψ := ψ(·; u, ψ0),

ψ − ψ1 ∈ Ck([0, T ], H2p+3
(0) (0, 1)) ∩Hk+1((0, T ), H2p+1

(0) (0, 1)).

Moreover, for all R > 0, there exists a constant C = C(T, µ,R) > 0 such that if
‖u‖Hk(0,T ) < R then for all n = 0, . . . , k,

‖∂nt (ψ − ψ1)‖
C0([0,T ],H2p+3

(0) ) ≤ C
(
‖ψ0 − ϕ1‖H2(p+n)+3

(0)
+ ‖u‖Hn

)
, (10.47)

and ∥∥∥∂k+1
t (ψ − ψ1)

∥∥∥
L2((0,T ),H2p+1

(0) )
≤ C

(
‖ψ0 − ϕ1‖H2(p+k)+3

(0)
+ ‖u‖Hk

)
. (10.48)

Proof. Let µ in H2(p+k)+3((0, 1),R) with µ(2n+1)(0) = µ(2n+1)(1) = 0 for all n =
0, . . . , p − 1 and ψ0 in H

2(p+k)+3
(0) (0, 1). Let R > 0 and u ∈ Hk

0 (0, T ) such that
‖u‖Hk(0,T ) < R. First, as ψ is the solution of (3.10), ψ − ψ1 is the solution of the
following Cauchy problem

i∂t (ψ − ψ1) = −∂2
x (ψ − ψ1)− u(t)µ(x)ψ,

(ψ − ψ1) (t, 0) = (ψ − ψ1) (t, 1) = 0,
(ψ − ψ1) (0, ·) = ψ0 − ϕ1.

(10.49)
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By Theorem 10.1.1, ψ − ψ1, is in Ck([0, T ], H2p+3
(0) (0, 1)) and there exists a constant

C = C(T, µ,R) > 0 such that for all n = 0, . . . , k,

‖ψ − ψ1‖Cn([0,T ],H2p+3
(0) (0,1)) ≤ C

(
‖ψ0 − ϕ1‖H2(p+n)+3

(0) (0,1) + ‖u‖Hn

)
,

using that ψ is bounded in Ck([0, T ], H2p+3 ∩H2p+1
(0) ). To get (10.48), we differentiate

(10.49) in a distribution sense, using Leibniz formula, to get

i∂k+1
t (ψ − ψ1) = A∂kt (ψ − ψ1)− µ

k∑
n=0

(
k

n

)
u(n)∂k−nt ψ. (10.50)

Yet, as ψ − ψ1 and ψ belong to Ck([0, T ], H2p+3
(0) (0, 1)), u is in Hk

0 (0, T ) and the
space H2p+1

(0) is stable by multiplication by µ, the right-hand side of (10.50) belongs to
L2((0, T ), H2p+1

(0) (0, 1)), giving that

∂k+1
t (ψ − ψ1) ∈ L2((0, T ), H2p+1

(0) (0, 1)),

with the following estimate,∥∥∂k+1
t (ψ − ψ1)

∥∥
L2((0,T ),H2p+1

(0) )

≤ ‖∂kt (ψ − ψ1) ‖
L2((0,T ),H2p+3

(0) ) + C‖µ‖H2p+1‖u‖Hk‖ψ‖Ck([0,T ],H2p+1
(0) )

≤ C
(
‖ψ0 − ϕ1‖H2(p+k)+3

(0)
+ ‖u‖Hk

)
,

as ψ is bounded in Ck([0, T ], H2p+3
(0) (0, 1)) and using (10.47) with n = k.

Now, we can prove Proposition 10.3.4.

Proof of Proposition 10.3.4. By Proposition 10.3.2,

ΘT (ψ0, u)−ΘT (ϕ1, 0)− dΘT (ϕ1, 0).(ψ0 − ϕ1, u) = (0, (ψ − ψ1 −Ψ)(T )) ,

where ψ := ψ(·; u, ψ0) and Ψ is the solution of the linearized system (10.40) around
(0, ψ1). Then, ψ − ψ1 −Ψ is the solution of the following Cauchy problem

i∂t(ψ − ψ1 −Ψ) = −∂2
x(ψ − ψ1 −Ψ)− u(t)µ(x) (ψ − ψ1) ,

(ψ − ψ1 −Ψ)(t, 0) = (ψ − ψ1 −Ψ)(t, 1) = 0,
(ψ − ψ1 −Ψ)(0, ·) = 0.

(10.51)

Let R > 0 and u ∈ Hk
0 (0, T ) such that ‖u‖Hk < R and u2(T ) = . . . = uk+1(T ) = 0.

Step 1: m ∈ {0, . . . , k}. Estimates (10.3) on ψ − ψ1 − Ψ and (10.47) on ψ − ψ1 give
C > 0 such that

‖(ψ − ψ1 −Ψ)(T )‖
H

2(p+m)+3
(0)

≤ C
(
‖ψ0 − ϕ1‖H2(p+m)+3

(0)
+ ‖u‖Hm

)
.

Therefore, one gets (10.46) for all m ∈ {0, . . . , k} by inclusion of spaces.
Step 2: m ∈ {−(k+1), . . . ,−1}. For the sake of simplicity, we will only treat the worst
case m = −(k + 1). The general case for any m ∈ {−(k + 1), . . . ,−1} can be proved
exactly the same. First, notice that, solving explicitly (10.51), the quadratic remainder
is given by

(ψ − ψ1 −Ψ)(T ) = i

∫ T

0
u(t)e−iA(T−t)µ (ψ − ψ1) (t)dt.
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To estimate (ψ−ψ1−Ψ)(T ) with respect to uk+1, one can compute k+ 1 integrations
by parts in time to get, using Leibniz formula,

(ψ − ψ1 −Ψ)(T ) = iu1(T )µ (ψ − ψ1) (T )

+ (−1)k+1i
∫ T

0
uk+1(t)e−iA(T−t)

k+1∑
n=0

(
k + 1
n

)
(iA)n

[
µ∂k+1−n

t (ψ − ψ1) (t)
]
dt.

First, by definition (3.11) of the H−(k+1)(0, T )-norm and using (10.47) as H2p+3
(0) is

included in H2(p−[k+1])+3
(0) ,

‖u1(T )µ (ψ − ψ1) (T )‖
H

2(p−[k+1])+3
(0)

≤ ‖u‖H−(k+1)(‖ψ0 − ϕ1‖H2p+3
(0)

+ ‖u‖L2).

Besides, by Proposition 10.3.6 and as the space H2p+1
(0) is invariant by multiplica-

tion by µ, for almost every t ∈ (0, T ), µ (ψ − ψ1) (t) is in H2p+1
(0) and so the term

(iA)n[µ∂k+1−n
t (ψ − ψ1) (t)] is in H

2(p−n)+1
(0) . For all n = 0, . . . , k, eiAs is an isometry

fromH
2(p−n)+1
(0) toH2(p−n)+1

(0) (as 2(p−n)+1 > 0 because p ≥ k) and thus the triangular
inequality directly gives,

∥∥∥ ∫ T

0
uk+1(t)e−iA(T−t)

k∑
n=0

(
k + 1
n

)
(iA)n[µ∂k+1−n

t (ψ − ψ1) (t)]dt
∥∥∥
H

2(p−n)+1
(0)

≤ C
∫ T

0
|uk+1(t)|

k∑
n=0
‖∂k+1−n

t (ψ − ψ1) (t)‖
H2p+1

(0)
dt

≤ C‖uk+1‖L2

(
‖ψ0 − ϕ1‖H2(p+k)+3

(0)
+ ‖u‖Hk

)
,

using Cauchy-Schwarz inequality in time and estimates (10.47)-(10.48) on ψ − ψ1.
By inclusion of spaces, such bound still holds when we take the H2(p−[k+1])+3-norm
of the left hand-side. For the term n = k + 1, for a.e. t ∈ (0, T ), µ (ψ − ψ1) (t) is in
H2p+3∩H2p+1

(0) , so Ak+1 (µ (ψ − ψ1)) is in H2(p−[k+1])+3∩H2(p−[k+1])+1
(0) . As p− [k+1] ≥

−1, Proposition 10.1.3 gives the existence of a constant C > 0 such that∥∥∥ ∫ T

0
uk+1(t)e−iA(T−t)Ak+1(µ (ψ − ψ1) (t)

)
dt
∥∥∥
H

2(p−[k+1])+3
(0)

≤ C‖uk+1‖L2‖µ (ψ − ψ1) ‖
C0([0,T ],H2p+3∩H2p+1

(0) )

≤ C‖uk+1‖L2

(
‖ψ0 − ϕ1‖H2p+3

(0)
+ ‖u‖L2

)
,

using the algebra structure of H2p+3 and estimate (10.47) on ψ − ψ1.

10.3.3 Proof of Theorem 6.1.2: STLC with simultaneous estimates
on the control

Let p ≥ k and µ in H2(p+k)+3(0, 1) with µ(2n+1)(0) = µ(2n+1)(1) = 0 for all
n = 0, . . . , p− 1 and satisfying (6.1). By continuity of the solution of the Schrödinger
equation (3.10) with respect to the control (see Theorem 10.1.1), there exists R̃ > 0
such that for all u in B

R̃

(
Hk

0 (0, T )
)
and ψ0 ∈ S ∩H2(p+k)+3

(0) (0, 1),

<〈ψ(T ; u, ψ0), ψ1(T )〉 > 0.

Let η > 0 such that for all ψf in S ∩H2(p+k)+3
(0) (0, 1) with ‖ψf − ψ1(T )‖

H
2(p+k)+3
(0)

< η,
we have,

<〈ψf , ψ1(T )〉 > 0.
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Finally, let R ∈ (0, R̃).
Step 1: Apply the inverse mapping theorem. By Propositions 10.3.2 and 10.3.3, the end-
point map ΘT is C1 on Banach spaces with a bijective differential at (ϕ1, 0). Therefore,
by the inverse mapping theorem (see for example [19, Subsection 2.3] for more details),
there exists δ ∈ (0, η) and a C1-map Γ : Ω0 × ΩT → BR(Hk

0 (0, T )) (where Ω0 and ΩT

are respectively defined by (6.2) and (6.3)) such that for every (Ψ0,Ψf ) ∈ Ω0 × ΩT ,

Πψ1(T )PJ[ψ(T ; Γ(Ψ0,Ψf ), Ψ0)] = Πψ1(T )[Ψf ].

The real part of the solution along ψ1(T ) is also controlled as, by choice of R and η,
one has

PJ[ψ(T )] = Πψ1(T ) [PJψ(T )] +
√

1− ‖Πψ1(T ) [PJψ(T )] ‖L2 ψ1(T )

= Πψ1(T ) [Ψf ] +
√

1− ‖Πψ1(T ) [Ψf ] ‖L2 ψ1(T ) = Ψf .

Step 2: Gaining the simultaneous estimates and boundary conditions on the nonlin-
ear control. To prove that the estimates (6.5), true at the linear level (see Proposi-
tion 10.3.3), propagate to the nonlinear system, one must look inside the proof of the
inverse mapping theorem. Let (Ψ0,Ψf ) in Ω0 × ΩT . At Step 1, the inverse mapping
theorem gave the existence of (ψ0, u) ∈ Ω0 ×BR(Hk

0 (0, T )) such that

ΘT (ψ0, u) = (ψ0,PJψ(T ; u, ψ0)) = (Ψ0,Ψf ) .

This antecedent is constructed as the fixed point of the application Φ(Ψ0,Ψf ) : Ω0 ×
BR(Hk

0 (0, T ))→ Ω0 ×BR(Hk
0 (0, T )) given by

Φ(Ψ0,Ψf )(ψ0, u) = (ψ0, u)− dΘT (ϕ1, 0)−1.
[
ΘT (ψ0, u)− (Ψ0,Πψ1(T )Ψf )

]
.

Thus (ψ0, u) is given by

(ψ0, u)− (ϕ1, 0) = −dΘT (ϕ1, 0)−1.[
ΘT (ψ0, u)− dΘT (ϕ1, 0).(ψ0 − ϕ1, u)− (Ψ0,Πψ1(T )Ψf )

]
. (10.52)

Step 2.1: Boundary conditions on the control. The linear control map is constructed in
Proposition 10.3.3 so that any control defined as (ψ0, u) := dΘT (ϕ1, 0)−1(ψ0, ψf ) satis-
fies the boundary conditions (6.4). Thus from (10.52), one deduces that the nonlinear
control also satisfies (6.4).
Step 2.2: Simultaneous estimates on the control. Equation (10.52) together with Propo-
sition 10.3.3 give the existence of a constant C = C(T ) > 0 such that, for all
m = −(k + 1), . . . , k,

‖(ψ0, u)− (ϕ1, 0)‖
H

2(p+m)+3
(0) ×Hm

0

≤ C
∥∥∥ΘT (ψ0, u)− dΘT (ϕ1, 0).(ψ0 − ϕ1, u)− (Ψ0,Πψ1(T )Ψf )

∥∥∥(
H

2(p+m)+3
(0)

)2 .

Moreover, Proposition 10.3.4 gives C = C(T, µ, R̃) > 0 such that, for all m = −(k +
1), . . . , k,

‖ΘT (ψ0, u)−ΘT (ϕ1, 0)− dΘT (ϕ1, 0).(ψ0 − ϕ1, u)‖
H

2(p+m)+3
(0) ×H2(p+m)+3

(0)

≤ C‖u‖Hm

(
‖ψ0 − ϕ1‖H2(p+k)+3

(0)
+ ‖u‖Hk

)
.
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Therefore, by the triangular inequality, one gets,

‖(ψ0, u)− (ϕ1, 0)‖
H

2(p+m)+3
(0) ×Hm

0
≤ C‖u‖Hm

(
‖ψ0 − ϕ1‖H2(p+k)+3

(0)
+ ‖u‖Hk

)
+ C‖Ψ0 − ϕ1,Ψf − PJψ1(T )‖

H
2(p+m)+3
(0) ×H2(p+m)+3

(0)
.

Therefore, if δ > 0 and R > 0 are small enough so that, for example,

C

(
‖ψ0 − ϕ1‖H2(p+k)+3

(0) (0,1) + ‖u‖Hk

)
≤ 1

2 ,

one deduces that, as Ψ0 = ψ0 by construction, for all m = −(k + 1), . . . , k,

‖u‖Hm ≤ C‖ψ0 − ϕ1,Ψf − PJψ1(T )‖
H

2(p+m)+3
(0) ×H2(p+m)+3

(0)
.

10.4 Linear control with simultaneous estimates with [75]
The goal of this section is to give another proof of Proposition 10.3.3, relying on

the ideas of [75] instead of the moment result given in Theorem 10.2.1.

10.4.1 Building smooth controls for smooth data

In [75], Ervedoza and Zuazua developed a method to construct a control map that
preserves the regularity of the data to be controlled for time-reversible linear systems.
However, to use such a result in our case, we need to modify slightly the result of [75]
as we want to deal with control in projection and not exact controllability. From [75],
we can deduce the following result.

Theorem 10.4.1. Let X,U two Hilbert spaces, H a closed subspace of X, P the
orthogonal projection on H, (eAt)t∈R a strongly continuous group on X with generator
A : D(A) ⊂ X → X and B in L(U,X−1) an admissible operator in the sense of [75,
Definition 1.1]. Assume that P ◦A = A ◦ P and that the system

z′ = Az +Bu (10.53)

is exactly controllable in projection in some time T ∗ in H: for all z0 ∈ H, there exists
a control u ∈ L2((0, T ∗), U) such that the solution of (10.53) with the initial condition
z0 and control u satisfies

Pz(T ∗) = 0. (10.54)
Let T > T ∗, δ > 0 such that T − 2δ ≥ T ∗, s ∈ N+ and η ∈ Cs(R) such that η(t) = 0 if
t 6∈ (0, T ) and η(t) = 1 if t ∈ [δ, T − δ]. Let denote by V the following linear map

V : D(As) ∩H → Hs
0((0, T ), U)

z0 7→ (V : t 7→ η(t)B∗Y (t)),

where, for all z0 ∈ D(As) ∩H, Y is the solution of the adjoint system

−y′ = A∗y, t ∈ [0, T ], (10.55)

with initial datum Y (T ) = YT , where YT ∈ X is the unique minimizer of the functional
J given by

J(yT ) := 1
2

∫ T

0
η(t)‖B∗y(t)‖2Udt+ 〈z0, y(0)〉X ,

where y is the solution of (10.55) with initial datum y(T ) = yT . Then, there exists
a constant C = C(s, T, η) > 0 such that for every z0 ∈ D(As) ∩ H, the solution of
(10.53) with control V := V(z0) and initial condition z0 belongs to Cs([0, T ], X) and
satisfies the requirement (10.54) with∫ T

0
‖V (t)‖2U

dt

η(t) ≤ C‖z0‖2X and ∀m ∈ (0, s), ‖V ‖Hm
0 ((0,T ),U) ≤ C‖z0‖D(Am). (10.56)
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Proof. This proposition is a consequence of the work [75] noticing that, as P◦A = A◦P,
for every z0 ∈ H and every control u ∈ L2((0, T ), U)

Pz(·; u, z0) = y(·; u, z0), (10.57)

where z is the solution of (10.53) and y is the solution of

y′ = Ay + P ◦Bu. (10.58)

Therefore, we apply [75] to the system (10.58) working on the Hilbert space H endowed
with the scalar product of X, with the operators defined by D(Ã) = D(A)∩H, Ã = A
which still generates a strongly continuous group and B̃ = P◦B still an admissible op-
erator. From (10.57), the exact controllability in projection of (10.53) entails the exact
controllability of (10.58). Therefore, [75, Proposition 1.3, Theorem 1.4 and Corollary
1.5] give the existence of a linear continuous map V : D(Ãs)→ Hs

0((0, T ), U) with the
size estimates (10.56) such that for every z0 ∈ D(Ãs) = D(As) ∩ H, y(·; V(z0), z0)
belongs to Cs([0, T ], H) with y(T ; V(z0), z0) = 0 and thus Pz(T ; V(z0), z0) = 0 by
(10.57).

10.4.2 Proof of Proposition 10.3.3 with [75]

The goal of this subsection is to apply Theorem 10.4.1 to the linearized Schrödinger
equation. To that end, we first state that with a change of global phase, one can work
with a stationary equilibrium rather than around the ground state.

Remark 10.4.2. By Proposition 10.3.2, for u ∈ Hk
0 (0, T ) and ψ0 ∈ H2(p+k)+3

(0) (0, 1),

dΘT (ϕ1, 0).(ψ0, u) = (ψ0,PJΨ(T )) ,

where Ψ is the solution of the linearized system around the ground state,
i∂tΨ(t, x) = −∂2

xΨ(t, x)− u(t)µ(x)ψ1(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× (0, 1),
Ψ(t, 0) = Ψ(t, 1) = 0, t ∈ (0, T ),
Ψ(0, x) = ψ0, x ∈ (0, 1).

(10.59)

To work with a stationary equilibrium, one can perform the change of function Ψ(t, x) =
Ψ̃(t, x)e−iλ1t to work instead with

i∂tΨ̃(t, x) =
(−∂2

x − λ1 Id
)

Ψ̃(t, x)− u(t)µ(x)ϕ1(x),
Ψ̃(t, 0) = Ψ̃(t, 1) = 0,
Ψ̃(0, x) = ψ0.

(10.60)

Such solutions will be denoted Ψ̃(·; u, ψ0). To prove Proposition 10.3.3, it is then
equivalent to prove that there exists a constant CT > 0 such that for all (ψ0, ψf ) in
[TSϕ1 ∩H2(p+k)+3

(0) ]× [TSϕ1 ∩HJ ∩H2(p+k)+3
(0) ], there exists u ∈ Hk

0 (0, T ) (constructed
as a linear function of ψ0 and ψf ) such that PJΨ̃(T ; u, ψ0) = ψf with the boundary
conditions (10.41) and the estimates (10.42).

Remark 10.4.3. The key point to prove Proposition 10.3.3 from [75] is Remark 10.4.2
as the work [75] asks to work around a stationary equilibrium. Therefore, it seems like
such a strategy would not hold when linearizing around a more complicated trajectory
than (ψ1, u = 0). For example, when linearizing the Schrödinger equation (3.10) around
a linear combination of trajectories ψj , for j ∈ N∗, it would not be straightforward
anymore to find a good change of variables allowing us to work equivalently with a
stationary equilibrium. That is why in Subsection 10.3.1, we gave another proof of
Proposition 10.3.3, relying on the solvability of a moment problem with simultaneous
estimates, giving a strategy that could maybe work when linearizing around other
trajectories, if needed. Notice that both strategy rely on the use of a weight function:
χ in Section 10.2.4 (see (10.19)) and η in Section 10.4.2 (see Theorem 10.4.1).
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To apply Theorem 10.4.1, we must check that (10.60) is controllable in projection
in an appropriate functional setting. This is done by solving a trigonometric moment
problem.

Proposition 10.4.4. Let T > 0 and µ in H2p+3((0, 1),R) satisfying (6.1). The linear
equation (10.60) is exactly controllable in projection in H2p+3

(0) (0, 1) ∩ TSϕ1 in time T :
for all ψ0 ∈ H2p+3

(0) (0, 1) ∩ TSϕ1, there exists a control u ∈ L2((0, T ),R) such that the
solution Ψ̃ of (10.60) associated with u satisfies

PJΨ̃(T ; u, ψ0) = 0.

Proof. Let ψ0 ∈ H2p+3
(0) (0, 1) ∩ TSϕ1. Solving explicitly (10.60), one gets

Ψ̃(T ) =
+∞∑
j=1
〈ψ0, ϕj〉e−i(λj−λ1)Tϕj + i

+∞∑
j=1

(
〈µϕ1, ϕj〉

∫ T

0
u(t)e−i(λj−λ1)(T−t)dt

)
ϕj .

Therefore, the equality PJΨ̃(T ) = 0 is equivalent to the following trigonometric moment
problem ∫ T

0
u(t)ei(λj−λ1)tdt = − 〈ψ0, ϕj〉

i〈µϕ1, ϕj〉
=: dj−1, ∀j ∈ J.

Yet, assumption (6.1) on µ together with the fact that ψ0 belongs to H2p+3
(0) (0, 1)

entails that the sequence (dj1lj∈J)j∈N is in l2r(N,C) (as ψ0 belongs to TSϕ1). Thus,
the solvability of a trigonometric moment problem in L2(0, T ) given for example in
Theorem 10.2.4 concludes the proof.

Then, we can apply Theorem 10.4.1 to our system.

Lemma 10.4.5. Let T > 0 and µ inH2(p+k)+3((0, 1),R) with µ(2n+1)(0) = µ(2n+1)(1) =
0 for all n = 0, . . . , p − 1 and satisfying (6.1). There exists a linear map L : TSϕ1 ∩
HJ ∩ H2(p+k)+3

(0) (0, 1) → Hk
0 ((0, T ),R) and a constant C > 0 such that for all ψ0 in

TSϕ1 ∩HJ ∩H2(p+k)+3
(0) (0, 1), if u := L(ψ0), then, the solution Ψ̃ of (10.60) associated

with u satisfies
PJΨ̃(T ; u, ψ0 − 〈ψ0, ϕ1〉ϕ1) = 0,

the control u satisfies the boundary conditions

u1(T ) = u2(T ) = . . . = uk+1(T ) = 0, (10.61)

and the following size estimates

‖u‖Hm ≤ C ‖ψ0 − 〈ψ0, ϕ1〉ϕ1‖H2(p+m)+3
(0) (0,1) , ∀m = −(k + 1), . . . , k. (10.62)

Proof. First, notice that the equation (10.60) can be put into the abstract setting

i
dΨ̃
dt

= ÃΨ̃−Bu

with

Ãϕ = (A− λ1 Id)ϕ, D(Ã) := H2p+5
(0) (0, 1) ⊂ X := H2p+3

(0) (0, 1) ∩ TSϕ1,

Bu = u× µϕ1, B : R→ H2p+1
(0) (0, 1)

The operator Ã generates a strongly continuous group on X. Let ψ0 ∈ HJ ∩H2(p+k)+3
(0)

and ψ00 =: C(ψ0) in HJ ∩H2p+4k+5
(0) (0, 1) the solution of the elliptic equation,

(−iÃ)k+1ψ00 = ψ0 − 〈ψ0, ϕ1〉ϕ1 with 〈ψ00, ϕ1〉 = 0.
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Let T ∗ ∈ (0, T ), δ > 0 such that T − 2δ ≥ T ∗ and η : R → [0, 1] in C2k+1(R) such
that η(t) = 0 if t 6∈ (0, T ) and η(t) = 1 if t ∈ [δ, T − δ]. As the system (10.60)
is admissible by Proposition 10.1.3 and exactly controllable in projection in time T ∗
by Proposition 10.4.4, by Theorem 10.4.1, there exists a constant C > 0 and a con-
trol V = V(ψ00) in H2k+1

0 ((0, T ),R) ∩ L2((0, T ), dtη ) (with V a linear map) such that
the solution Ψ̃(·; V, ψ00) of (10.60) belongs to C2k+1([0, T ], H2p+3

(0) (0, 1)) and satisfies
PJΨ̃(T ; V, ψ00) = 0 with the following estimates on the control,∫ T

0
V (t)2 dt

η(t) ≤ C‖ψ00‖2H2p+3
(0) (0,1), (10.63)

‖V ‖Hm ≤ C‖ψ00‖H2(p+m)+3
(0) (0,1), ∀m = 1, . . . 2k + 1. (10.64)

Then, if u := V (k+1) ∈ Hk
0 (0, T ), by uniqueness, one has Ψ̃(·; u, ψ0 − 〈ψ0, ϕ1〉ϕ1) =

∂k+1
t Ψ̃(·; V, ψ00) and thus,

PJΨ̃(T ; u, ψ0 − 〈ψ0, ϕ1〉ϕ1) = (−iÃ)k+1PJΨ̃(T ) = 0.

By construction, u satisfies the boundary conditions (10.61) and the size estimates
(10.62) on u are deduced from (10.63)-(10.64) as

∀m = 0, . . . , 2k + 1, ‖ψ00‖H2(p+m)+3
(0) (0,1) = ‖ψ0 − 〈ψ0, ϕ1〉ϕ1‖H2(p+m−(k+1))+3

(0) (0,1).

Therefore, the proof is concluded with L := D(k+1) ◦ V ◦ C where D(k+1) : V 7→
V (k+1).

As stated in Lemma 10.4.5, the change of variables done in Remark 10.4.2 to work
around a stationary equilibrium entails that we miss the first coordinate. However,
we can correct it in a second time using a moment problem and thus prove Proposi-
tion 10.3.3.

Proof of Proposition 10.3.3. We use the strategy of Remark 10.4.2, first for ψf = 0
and then, by the time-reversibility of the system, for any target ψf ∈ HJ.

Step 1: Proof for ψf = 0. More precisely, we prove that there exists a linear operator U
such that for all ψ0 in TSϕ1 ∩HJ ∩H2(p+k)+3

(0) (0, 1), the control U := U(ψ0) ∈ Hk
0 (0, T )

satisfies PJΨ̃(T ; U, ψ0) = 0 with the size estimates (10.42) (with ψf = 0) and to
prepare Step 2, solving the polynomial moment problem∫ T

0
tmU(t)dt = 0, ∀m = 1, . . . , k. (10.65)

By linearity,

Ψ̃(T ; u+ v, ψ0) = Ψ̃(T ; u, 〈ψ0, ϕ1〉ϕ1) + Ψ̃(T ; v, ψ0 − 〈ψ0, ϕ1〉ϕ1).

Yet, by Lemma 10.4.5, we have PJΨ̃(T ; L(ψ0), ψ0 − 〈ψ0, ϕ1〉ϕ1) = 0 and L(ψ0) satis-
fies the estimates (10.62) and the polynomial moment problem (10.65) thanks to the
boundary conditions (10.61). Therefore, to prove Step 1, it is enough to prove the
existence of u ∈ Hk

0 (0, T ) such that PJΨ̃(T ; u, 〈ψ0, ϕ1〉ϕ1) = 0 with the size estimates
(10.42) and the polynomial moment problem (10.65). Besides, solving explicitly (10.60)
with initial condition 〈ψ0, ϕ1〉ϕ1, we get

Ψ̃(T ; u, 〈ψ0, ϕ1〉ϕ1) = 〈ψ0, ϕ1〉ϕ1 + i
+∞∑
j=1

(
〈µϕ1, ϕj〉

∫ T

0
u(t)e−i(λj−λ1)(T−t)dt

)
ϕj .
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Thus, the equality PJΨ̃(T ) = 0 is equivalent to the trigonometric moment problem∫ T

0
u(t)ei(λj−λ1)tdt = −〈ψ0, ϕ1〉δj,1

i〈µϕ1, ϕj〉
, ∀j ∈ J. (10.66)

By Theorem 10.2.4, for the sequence

d(ψ0) :=
((

(−1)k+1k! 〈ψ0, ϕ1〉
i〈µϕ1, ϕ1〉

δq,k

)
q=1,...,2k

, (0)j∈N∗

)
,

the control w := LT0 (d(ψ0)) in L2(0, T ) solves the following moment problem,∫ T

0
w(t)ei(λj−λ1)tdt = 0, ∀j ∈ N∗, (10.67)∫ T

0
tqw(t)dt = (−1)k+1k! 〈ψ0, ϕ1〉

i〈µϕ1, ϕ1〉
δq,k, ∀q = 1, . . . , 2k, (10.68)

with the size estimate,

‖w‖L2(0,T ) ≤ C
∣∣∣∣ 〈ψ0, ϕ1〉
i〈µϕ1, ϕ1〉

∣∣∣∣ .
Let denote by u the k-th primitive of w with vanishing terms at t = 0,

u(t) :=
∫ t

0

∫ t1

0

∫ t2

0
. . .

∫ tk−1

0
w(tk)dtkdtk−1 . . . dt1, ∀t ∈ [0, T ],

meaning that u solves u(k) = w with u(m)(0) = 0 for all m = 0, . . . k − 1.
Equations (10.67) for j = 1 and (10.68) for q = 1, . . . k − 1 entail that u(m)(T ) = 0 for
all m = 0, . . . k− 1. Therefore, u ∈ Hk

0 (0, T ) and using Poincaré inequality repeatedly,
one gets the existence of C > 0 such that for all m = −(k + 1), . . . , k,

‖u‖Hm(0,T ) ≤ C‖u‖Hk(0,T ) = C‖w‖L2(0,T ) ≤ C|〈ψ0, ϕ1〉|,

giving the size estimates (10.42) as we deal with only one moment. Then, performing
integrations by parts as u has vanishing boundary terms, one can use (10.68) for q = k
and (10.67) for all j ≥ 2 to prove that u satisfies the moment problem (10.66). Finally,
one can use (10.68) for q = k + 1, . . . , 2k to get (10.65).
Therefore, Step 1 is concluded with

U := Bk ◦ LT0 ◦ d+ L,

where Bk is the operator primitiving k times, given in (10.17).

Step 2: Proof for any target. Let (ψ0, ψf ) in [TSϕ1∩H2(p+k)+3
(0) ]×[TSϕ1∩HJ∩H2(p+k)+3

(0) ].

By Step 1, there exists U := U
(
ψf − PJe−iÃTψ0

)
∈ Hk

0 (0, T ) (where U is constructed
at Step 1) such that

PJΨ̃(T ; U, ψf − PJe−iÃTψ0) = 0,

with the polynomial moment (10.65) and the size estimates (10.42) on U . Then, if we
denote by ψ̃0 := Ψ̃(T ; U, ψf − PJe−iÃTψ0) and V := U(T − ·), by uniqueness,

Ψ̃(t; V, ψ̃0) = Ψ̃(T − t; U, ψf − PJe−iÃTψ0),

and so,
PJΨ̃(T ; V, ψ̃0) = ψf − PJe

−iÃTψ0.
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And, finally, the solution associated with initial condition ψ0 and control V is given by

Ψ̃(t; V, ψ0) = e−iÃt
(
ψ0 − ψ̃0

)
+ Ψ̃(t; V, ψ̃0),

and thus, as ψ̃0 is in H⊥J by construction,

PJΨ̃(T ; v, ψ0) = ψf .

Besides, estimates (10.42) hold for U and so for V by translation. Moreover, the poly-
nomial moments of U given in (10.65) entails the boundary conditions (10.41) on V
because, for all m = 1, . . . , k,

Vm+1(T ) =
∫ T

0

(T − t)m
m! V (t)dt =

∫ T

0

tm

m!U(t)dt = 0.

Therefore, the proof of Proposition 10.3.3 holds with

dΘT (ϕ1, 0)−1(ψ0, ψf ) := τT ◦ U
(
ψfeiλ1T − PJe−iÃTψ0

)
,

where τT : U 7→ U(T − ·) is the translation operator.
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Titre : Contrôlabilité d’équations aux dérivées partielles non linéaires

Mot clés : Théorie du contrôle, équations aux dérivées partielles, contrôlabilité exacte, contrôle

bilinéaire, équation de Schrödinger, développement de la solution

Résumé : Cette thèse est consacrée au
contrôle de l’équation de Schrödinger sur un
intervalle borné, avec des conditions de bord
de Dirichlet et un contrôle agissant de manière
bilinéaire. On étudie sa contrôlabilité autour de
l’état fondamental lorsque le système linéarisé
n’est pas contrôlable. Plus précisément, on se
demande de quelle façon les termes quadra-
tiques et cubiques du développement de la
solution peuvent aider ou non à récupérer la
contrôlabilité perdue au linéaire.

D’abord, pour tout n ∈ N∗, on formule
des hypothèses sous lesquelles le terme qua-
dratique induit une dérive pour la dynamique
non linéaire, quantifiée par la norme H−n du
contrôle, empêchant la contrôlabilité locale en

temps petit (STLC) pour des contrôles pe-
tits en norme H2n−3. Ensuite, on montre au
contraire que, pour des contrôles petits dans
des espaces moins réguliers, le terme cubique
permet de récupérer la contrôlabilité perdue
au linéaire, malgré la dérive. La preuve s’ins-
pire de la méthode de Sussmann pour prouver
la condition suffisante S(θ) de STLC pour les
équations différentielles. Cependant, on utilise
une stratégie globale différente s’appuyant sur
un nouveau concept de vecteur tangent, plus
adapté au cadre de la dimension infinie. Cela
nécessite d’établir un résultat de STLC en pro-
jection avec des estimations simultanées du
contrôle dans des normes faibles, ce qui fait
l’objet d’une troisième partie.

Title: Controllability of nonlinear partial differential equations

Keywords: Control theory, partial differential equations, exact controllability, bilinear control,

Schrödinger equation, power series expansion

Abstract: This thesis is devoted to the control
of the Schrödinger equation, on a bounded in-
terval, with Dirichlet boundary conditions and
bilinear control. We study its controllability
around the ground state when the linearized
system is not controllable. More precisely, we
study to what extent the quadratic and cubic
terms of the expansion of the solution can help
to recover the directions lost at the linear level.

First, for any n ∈ N∗, we formulate as-
sumptions under which the quadratic term in-
duces a drift in the nonlinear dynamics, quan-
tified by the H−n-norm of the control, prevent-
ing small-time local controllability (STLC) for

controls small in the H2n−3-norm. In a second
part, we prove on the contrary that for controls
small in less regular spaces, the cubic term
enables us to recover the controllability lost at
the linear level, despite the drift. The proof is
inspired by Sussmann’s method to show the
sufficiency of the S(θ) condition for STLC in
finite dimension. However, it uses a different
global strategy relying on a new concept of
tangent vector, better adapted to an infinite-
dimensional framework. This requires to es-
tablish a STLC in projection result, with simul-
taneous estimates of weak norms of the con-
trol, which is done in a third part.
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