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INTRODUCTION

L’évolution de nombreux systémes physiques peut étre représentée par une loi ma-
thématique, donnée soit par une équation différentielle, soit par une équation aux déri-
vées partielles, lorsque le nombre d’inconnues a représenter est infini. On a acces a de
telles lois par exemple pour représenter le mouvement d’une balle en chute libre ou la
position d’un satellite autour de la Terre. Les systemes cités ne sont soumis qu’a des
forces sur lesquelles il nous est impossible d’agir (comme la force gravitationnelle) : on
se positionne alors dans un role d’observateur.

La théorie du controéle intervient lorsque 'on change de paradigme et que l'on
se considére plutdét comme ayant un contréle sur le systeme étudié. En effet, dans de
nombreux contextes, les ingénieurs disposent de moyens d’action sur les systemes qu’ils
observent. Par exemple, concernant le pilotage d’une voiture, I’état du systéeme est sa
position, sur laquelle on peut agir en tournant le volant, en accélérant ou en freinant.

On peut vouloir atteindre une multitude d’objectifs sur un systeéme de controle.
Dans cette thése, on s’intéresse uniquement & la notion de controlabilité en temps
petit : en agissant de maniere adéquate sur le systéme, peut-on ’amener d’un état A
a un état B en un temps arbitrairement court ?

En théorie du contrdle, beaucoup de travaux s’intéressent a 1’étude de modeles ou
le contrdle intervient comme un terme additif (au bord ou localisé). C’est le cas par
exemple pour modéliser la température d’une piece sur laquelle on influe en allumant
ou en éteignant une source de chaleur localisée.

Pour des processus qui voient changer leurs caractéristiques physiques en présence
du controle, comme cela peut étre le cas en physique quantique, en biomédecine, pour
des réactions en chaines chimiques ou nucléaires, on peut plutot utiliser des modeles
bilinéaires. Ces systemes seront les objets d’étude de ce manuscrit, et plus particulie-
rement, I’équation de Schrédinger bilinéaire.

Ce manuscrit se base sur la série de trois travaux [42], [43] et [44]. Il se divise en
trois grandes parties.

La premiére partie présente des conditions suffisantes et des conditions nécessaires
a la controlabilité locale pour des systemes de dimension finie, énoncées en termes de
crochets de Lie, le but étant de comprendre en quel sens certaines de ces conditions
sont extensibles dans un cadre de dimension infinie. Les travaux sur lesquels se base ce
manuscrit portent sur ’équation de Schridinger bilinéaire, on rappelle donc également
dans cette partie les résultats déja connus sur une cette équation.

La deuxieme partie expose les différents résultats obtenus pendant cette theése sur
I’équation de Schridinger. Plus précisément, on y présente le cadre fonctionnel permet-
tant d’observer n’importe quelle dérive quadratique entiére, qui empéche la contrdla-
bilité en temps petit pour des controles petits dans des espaces réguliers. On y décrit
également le résultat positif de contrélabilité obtenu pour des controles petits dans des
espaces moins réguliers, malgré la présence d’une dérive, en étudiant le développement
a l'ordre 3 de la solution. Enfin, on y énonce un nouveau résultat de controlabilité en
projection avec des estimations simultanées sur le controle dans des normes faibles, qui
est nécessaire pour établir le résultat positif de controlabilité. Dans cette partie, les
stratégies des preuves sont données.

La troisieme partie est consacrée aux preuves complétes des résultats exposés en
deuxiéme partie.






PREMIERE PARTIE

Controélabilité des systemes non
linéaires : état de ’art




L’objectif de la these est de généraliser certaines conditions suffisantes et conditions
nécessaires de controlabilité connues en dimension finie a I’équation de Schrodinger bi-
linéaire en dimension infinie.

Le but de cette partie est donc double.

— Dans un premier temps, il s’agit de présenter 1’aspect géométriqgue du controle
d’équations différentielles et les conditions de contrélabilité qui en découlent. Ceci
est fait dans le Chapitre 1.

— Dans un second temps, le Chapitre 2 est dédié au rappel de certains résultats de
contrélabilité déja connus pour 1'équation de Schridinger bilinéaire en dimension
infinie.

10



CHAPITRE 1

CONTROLABILITE DES SYSTEMES
NON LINEAIRES EN DIMENSION FINIE

L’étude de la controlabilité a une histoire longue, qui a commencé par les systemes
linéaires en dimension finie. Le premier résultat non linéaire, toujours en dimension
finie, stipule que si le systéeme linéarisé en un point d’équilibre est contrélable alors le
systéme non linéaire I'est localement. Par la suite, de nombreux développements ont eu
lieu. Dans ce chapitre, on s’intéresse aux résultats de contrélabilité abordés d’un point
de vue géométrique : le systeme dynamique est pensé au travers de la donnée d’une
famille de champs de vecteurs sur une variété ; ainsi, I'information sur sa contrélabilité
est contenue dans les crochets de Lie de ces champs de vecteurs. Bien entendu, ce
récapitulatif ne sera pas exhaustif et le lecteur pourra se référer a [59, 88] dont les
résultats sont en grande partie tirés.

1.1 Contrélabilité locale en temps petit

Soient m,m € N*. On s’intéresse a I’étude de la controlabilité (dans un sens a
définir) pour les trois classes de systémes suivantes.

— Les systémes non linéaires de la forme,

= f(x,u), (1.1)

ou a linstant ¢, z = x(t) € R™ représente 1’état du systeme, u = u(t) € R™ le
controle et f est un champ de vecteurs régulier sur un ouvert de R™ x R™.

— Les systeémes affines de la forme,

& = fo(z) + u(t) fi(x), (1.2)

ou fo, f1 sont deux champs de vecteurs réguliers sur un ouvert de R™. Les systéemes
affines forment une sous-classe importante des systémes non linéaires dont ’étude
est pertinente, a la fois pour les applications (car il est fréquent que les controles
soient des forces intervenant de maniére affine dans la dynamique), mais aussi
d’un point de vue de I’étude mathématique. En effet, d’une part, la dynamique
d’un systéme non linéaire (1.1) peut étre approchée par celle d’un systéme affine
grace au développement de Taylor suivant : f(z,u) ~ fo(x) +ufi(z)+O(u?) avec
fo(x) :== f(x,0) et fi(x) := duf(x,0), valable pour des contrdles petits. D’autre
part, n’importe quel systéme non linéaire peut se mettre sous une forme affine
apres une transformation de type intégrateur.

— Les systemes sans dérive de la forme,
d

B =Y wilt) filw), (13)
i=1

avec (f;)i=1,..a des champs de vecteurs réguliers sur un ouvert de R". Ces sys-

temes forment aussi une sous-classe des systémes non linéaires.
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Conditions de STLC en dimension finie

Remarque 1.1.1. L’existence et 'unicité de solutions continues pour des systémes
non linéaires (1.1) avec f € C1(R™xR™) et des controles L™ se montrent en appliquant
un théoreme de point fixe & la formulation intégrale (voir [125, Théoréme 54]). Ainsi,
dans toute la suite, de maniére implicite, on manipulera des trajectoires bien définies,
soit en restreignant l'intervalle de temps, soit en prenant des contrdles suffisamment
petits pour éviter des phénomenes d’explosion. Si besoin, on notera z(t; u, xp) la
solution de (1.1) au temps t associée a la condition initiale z(0) = zg et au controle u
pour garder une trace de telles dépendances.

Pour les systémes non linéaires (1.1), on s’intéresse a la notion suivante de contrd-
labilité locale en temps petit. L’adaptation de cette définition aux systemes (1.2) et
(1.3) est immédiate et donc laissée au lecteur. Bien siir, de nombreuses définitions
différentes de controélabilité peuvent étre étudiées mais ne seront pas discutées ici.

Définition 1.1.2. Soit (z¢,ue) € R™ X R™ tel que f(z,,ue) = 0. Soit (Er,| || z,) une
famille d’espaces vectoriels normés de fonctions définies sur [0,7] pour 7' > 0. On dit
que le systéme (1.1) est E-localement controlable en temps petit (E-STLC) autour de
(e, ue) si pour tout temps final 7' > 0, pour toute précision sur le contréle n > 0, il
existe 6 > 0 tel que pour tout (zg,z¢) € (R")? avec |zg — x| + |7y — 2| < 4, il existe
une trajectoire (z,u) du systéme (1.1) définie sur [0,7] avec u € Er et satisfaisant

lu —ueller, <m, x(0) =x0, et a(T)=uzy.
Souvent, on travaillera autour de (z¢,ue) = (0,0) qui ne sera alors pas mentionné.
Cette notion de controlabilité met en valeur I’hypothese de petitesse imposée sur
le contréle. Historiquement, la définition utilisée est liée a des controles arbitrairement
petits en norme L* ou L?. On pourrait croire que, dans un contexte de dimension
finie, pour des dynamiques régulieres, la notion de STLC ne dépend pas de 'hypotheése
de petitesse imposée sur le controle. Cependant, des travaux de Beauchard et Marbach

[22, 23] ont mis en lumiere I'importance du cadre fonctionnel sur le contrdle quant &
la validité des résultats de controélabilité, a la fois en dimension finie et infinie.

A ce jour, on ne connait pas de condition nécessaire et suffisante de E-STLC. Ce-
pendant, de nombreuses conditions partielles sont connues, certaines faisant intervenir
les crochets de Lie des champs de vecteurs de la dynamique. Le but de la suite est de
dresser une liste, non exhaustive, de telles conditions.

1.2 Notations sur les crochets de Lie

Tout d’abord, rappelons la définition du crochet de Lie de deux champs de vecteurs.

Définition 1.2.1. Soit ©Q un ouvert non vide de R™. Soient X,Y deux champs de
vecteurs C*(Q,R"). Le crochet de Lie de X et Y est le nouveau champ de vecteurs

[X,Y] € CY(,R™) défini par,
Ve eQ, [X,Y](z)=Y'(2)X(z) - X'(2)Y ().

Proposition 1.2.2. Pour X,Y et Z des champs de vecteurs C*(Q,R"™), on dispose de
lidentité de Jacobi suivante,

(X, [V, Z]|+ Y, [Z,X]]+ [Z,[X,Y]] = 0. (1.4)

Définition 1.2.3. Soient €2 un ouvert non vide de R" et X,Y deux champs de vecteurs
C>(Q,R™). On définit par récurrence,

ad}(Y)=Y et VkeN, adi'(V)=[X,ad% (V)]

12



Conditions de STLC en dimension finie

Définition 1.2.4. Soient ) un ouvert non vide de R" et F une famille de champs de
vecteurs de classe C* sur Q. On note Lie(F) 'algebre de Lie engendrée par les champs
de vecteurs de F, i.e. le plus petit sous-espace vectoriel E de C*°(2,R™) tel que

FCE e (XeE, YeFE = [X,Y]€E).

1.3 Role des crochets de Lie pour la controlabilité

L’importance des crochets de Lie quant a ’étude de la controlabilité a été soulignée
pour la premiere fois dans les travaux de Robert Hermann [82], Tadashi Nagano [112]
et Claude Lobry [101]. Des explications sur ce lien sont données dans cette partie.

» Les crochets de Lie quantifient un défaut de commutativité. L’étude de
la contrélabilité est intrinsequement liée au calcul de la valeur finale d'une EDO ou
EDP. Malheureusement, en ’absence de commutativité, il est souvent difficile d’obte-
nir des formules explicites. Cependant, plusieurs développements pour des équations
différentielles non autonomes existent et font intervenir des crochets de Lie pour pallier
le manque de commutativité, comme par exemple le développement de Magnus ou le
produit infini de Sussmann (voir [16] pour une syntheése sur ces développements).

» Les crochets de Lie correspondent & des mouvements naturels dans la plu-
part des dynamiques. Pour des systémes sans dérive (1.3) (avec d = 2 pour sim-
plifier), on sait naturellement bouger dans les directions £ f1(0) (resp. +f2(0)) avec des
contrdles arbitrairement petits en prenant (uq(t),u2(t)) = (1,0) (resp. (u1(t),u2(t)) =
(0,7)). Cependant, on peut aussi se déplacer dans les directions +[f1, f2](0). En effet,
si on considere les controles définis par,

uy(t) m 0 —m 0
= 1 e) + 1 e,2¢) T 1 ,3¢) T 1 e,4€)»

alors, la solution de (1.3), partant de zéro, vaut au temps 4¢,
z(4¢) = mme?[f1, f2](0) + o(¢?)  quand e — 0.

Ce mouvement est illustré sur la Figure 1.1. En itérant ce processus, pour de tels sys-
temes, on peut bouger dans les directions de n’importe quel crochet de Lie itéré de fi
et fo pris en 0.

(u1,u2)=(—n1,0)

(u1,u2)=(0,—n2)
(Illjlg,):(“*)]l)

z(e)
x(4e) = mnae®[f1, f2)(0)
(

0 uy,u2)=(n1,0)

FIGURE 1.1 — Mouvement selon £[f1, f2](0) pour les systémes sans dérive (1.3)
Pour les systémes affines (1.2), la situation n’est pas aussi simple. Certes, on sait

toujours bouger selon +f1(0) et +f,(0) mais pas selon —fp(0) : on ne peut pas ‘recu-
ler’. Néanmoins, certains mouvements sont quand méme réalisables. En considérant le
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controle u(t) = —nly o)+l o), la solution de (1.2), partant de 0, vaut au temps 2e,

z(2¢) = ne?[fo, 1](0) + o(¢?) quand & — 0. (1.5)

On peut donc bouger selon *[fy, f1](0) (voir Figure 1.2). A Pinverse, certains mouve-
ments sont impossibles a réaliser. En effet, pour le systéme de contrdle suivant,

i1 =u et @y=ux} (1.6)
toute trajectoire a sa deuxieme composante croissante. Or, on peut calculer
[f1, [fo, f1)(0) = =(0,2)"  avec  fo(z) = (0,21)" et fi(z) = (1,0)". (L.7)

Ainsi, toute solution peut bouger dans la direction —[f1,[fo, f1]](0) mais pas selon

+[f1, [fo, f1]1(0).
z(e)

x(2¢) ~ ne?[fo, £1)(0)

FIGURE 1.2 — Mouvement selon +[fy, f1](0) pour les systemes affines (1.2)

» Toute I’information concernant la STLC d’un systéme est contenue dans
I’évaluation des crochets de Lie en 0. Tout d’abord, notons que les criteres de
controlabilité que 'on recherche doivent étre invariants par difféomorphisme car la
Définition 1.1.2 est.

Considérons donc un systeme affine (1.2) et ¢ : R — R™ un difféomorphisme
régulier. Alors, le nouvel état y := ¢(x) est solution de ¢ = go(y) + u(t)g1(y) avec

9i(y) == (¢ fi)(y) == dd(¢ ™" (9)).[fs(¢ " (y))] pourie {0,1}.

De plus, le méme calcul montre que [go,91] = é«([fo, f1]), donc que [go, g1](0) =
do(0)[fo, f1](0) et de méme pour n’importe quel crochet itéré. Ainsi, pour deux sys-
temes difféomorphes, I’information contenue dans I’évaluation des champs de vecteurs
en zéro est la méme.

Plus surprenant, Kerner a montré la réciproque dans [91] lorsque les champs de
vecteurs sont analytiques. Supposons que deux systemes & = fo(z) + ufi(z) et y =
90(y) + ugi1(y) soient tels qu'il existe une matrice L inversible satisfaisant [go, g1](0) =
L[fo, f1](0) et de méme pour n’importe quel crochet itéré. Alors, il existe un difféo-
morphisme local ¢ : R — R™ avec ¢(0) = 0 tel que pour tout u € L™ et t assez petit
y(t; u, 0) = ¢(x(t; u, 0)).

Ainsi, la E-STLC d’un systéme affine (1.2) ne dépend que de I’évaluation en 0 des
crochets itérés des champs de vecteurs fy et fi.

1.4 Des conditions suffisantes et conditions nécessaires
connues de STLC

1.4.1 La condition de rang de P’algebre de Lie

La premiere condition nécessaire de STLC énoncée en matiére de crochets de Lie
est due a Hermann [82] et Nagano [112] (voir aussi [127] par Sussmann).
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Théoréme 1.4.1. Soit f un champ de vecteurs analytique sur €2 un ouvert non vide
de R™ x R™ et soit (xe,ue) € Q. Si le systéme non linéaire (1.1) est L>°-STLC autour
de (xe,ue) alors la condition de rang de l'algébre de Lie (LARC) est vérifiée :

A(xe,ue) == {g(we); g € Lie (W(-,ue),a € Nm>} =R". (1.8)

ou®

d
Remarque 1.4.2. Lorsque f(z,u) = fo(z)+ > u;i(t) fi(z), I'algebre de Lie en (z, ue)

=1

A(xeaue) = {g(xe)v g€ Lie (vafla" '7fd)}'

Contre-exemple 1.4.3. LARC (1.8) n’est plus nécessaire si le champ de vecteurs
n’est pas analytique. En effet, le systéme & = ue™ Y/ u? 1,0 est L>°-STLC alors que
l’algebre de Lie en (0,0) est donnée par A(0,0) = {0}.

est donnée par

Exemple 1.4.4. Pour le systeme affine suivant
T =u et Io=2uxq,

LARC (1.8) n’est pas vérifiée car A(0,0) = Vect(e1) et donc le systéme n’est pas L>-
STLC. En fait, pour tout controle, la solution évolue dans une sous-variété stricte de
R? donnée par {(z1,72) € R?%; xo = 23},

Le phénomene de 'Exemple 1.4.4 est générique : quand LARC (1.8) n’est pas
vérifiée, I’état vit dans une sous-variété stricte de R™. Ce résultat est un corollaire du
théoréeme de Frobenius (voir [87, Théoréme 4] ou [136, Théoréeme 2.20]).

Théoréme 1.4.5. Soient Q0 un ouvert non vide de R™ et fy, fi € C*(22,R™). Suppo-
sons qu’il existe un entier k € {1,...,n} tel que

Vo € Q, Vect (h(x); h € Lie(fo, f1)) est de dimension k.

Alors, Uensemble des états atteignables partant de n’importe quel xqg € € avec des
controles L™ du systéme affine (1.2) est contenu dans une sous-variété de Q de di-
mension k.

En pratique, on considére donc toujours que LARC est vérifiée quitte a restreindre
I’étude du systeme a une sous-variété.

En général, LARC n’est pas une condition suffisante & la STLC comme le montre
le contre-exemple suivant.

Contre-exemple 1.4.6. Reprenons l'exemple (1.6). D’apres le calcul des crochets
de Lie (1.7), LARC (1.8) est vérifiée. Pourtant, le systéme n’est pas L>*°-STLC : la
deuxieéme coordonnée est une fonction croissante et donc, par exemple partant de
(0,0), le demi-plan inférieur {(z1,72) € R?%; x5 < 0} n’est pas atteignable.

Cependant, LARC est une condition suffisante de STLC pour les systémes linéaires
a coefficients constants (voir [59, Page 134]).

Proposition 1.4.7. Pour un systéme linéaire © = Az + Bu avec A € M,(R) et
B € My m(R), LARC (1.8) est équivalente a la condition de Kalman suivante

Vect(A'Bu; uw € R™, i€ {0,...,n—1}) =R™ (1.9)

Ainsi, le systéme est L°-STLC si et seulement si LARC (1.8) ou la condition de
Kalman (1.9) est vérifiée.
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Remarque 1.4.8. Lorsque LARC (1.8) ou la condition de Kalman (1.9) est vérifiée,
le systéme linéaire © = Az + Bu est méme C!'-STLC pour tout m € N (voir [22,
Théoréme 1]).

Pour les systémes sans dérive (1.3), LARC est aussi une condition suffisante a la
STLC, comme l'ont prouvé indépendamment Rashevski dans [121] et Chow dans [56].

Théoréme 1.4.9. Soit Q un ouvert non vide de R™. Soient f1,...,fq € C®(Q2,R™).
Lorsque A(0,0) = {g(0); g € Lie(f1,...,fa)} = R", le systéme sans dérive (1.3) est
L>*-STLC.

La méme preuve [56, 121] permet de récupérer de la contrélabilité globale pour les
systémes sans dérive.

Théoréme 1.4.10. Soit ) un ouvert connexe non vide de R™. Soient fi,...,fq €
C>®(Q2,R™). On suppose que pour tout = € Q, A(x,0) = {g(x); g € Lie(f1,...,fa)} =
R™. Alors, le systéme sans dérive (1.3) est globalement contrélable en tout temps : pour
tous T > 0 et (zo,z¢) € Q2, il existe u € L>=((0,T),R™) tel que la solution de (1.3)
avec x(0) = xq soit définie sur [0,T] et vérifie x(T) = xy.

Exemple 1.4.11. [61, Exemple 2] Le mouvement d’une poussette peut étre représenté
par (z1,22) € R?, les coordonnées du point au milieu entre les deux roues arriére et par
x3 € R, angle donnant l'orientation de la poussette (voir Figure 1.3). On considére que

I’on ne peut agir que sur les deux roues avant ; leurs directions sont notées (u1,u2) € R?.
Alors, (1,2, x3) est solution d’un systeme sans dérive (1.3) avec

fl(x) - (COS($3)7 SiH(.’IJg), O)W et fg(l‘) = <07 07 l)tr'
Ainsi, pour tout = € R3, les vecteurs fi(z), fa(z) et [f1, f2](z) engendrent R? car

[f1, f2](x) = (sin(x3), — cos(z3),0)".

D’apres les Théoremes 1.4.9 et 1.4.10, le systeme est globalement contrdlable en tout
temps et également L°°-STLC.

FIGURE 1.3 — Mouvement d’une poussette

Comme LARC est une condition nécessaire et suffisante pour les systémes sans
dérive, & partir de maintenant, on s’intéresse uniquement aux systémes affines (1.2).
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1.4.2 Condition d’ordre 1

Une méthode répandue pour étudier la STLC autour d’un point d’équilibre consiste
a s’intéresser au systeme linéarisé autour de ce point. En effet, le théoreme d’inversion
locale semble indiquer que lorsque le systéme linéarisé est controlable alors le systeme
non linéaire ’est localement. Ceci est systématique en dimension finie, comme énoncé
ci-dessous (voir [59, Théoréme 3.8]). En dimension infinie, cette intuition est parfois
plus compliquée & mettre en oeuvre a cause notamment de phénomeénes de ‘pertes de
régularité’ mais a néanmoins été utilisée de nombreuses fois.

Théoréme 1.4.12. Soit x. € R™ tel que fo(xze) = 0. On suppose que
Vect (adf, (fi)(ze); k€N)=R" (1.10)

Alors le systéme affine (1.2) est CI*-STLC autour de (x.,0) pour tout m € N.

Remarque 1.4.13. Le Théoreme 1.4.12 est une reformulation de la condition de
Kalman et du test linéaire. En effet, on peut montrer pour tout k € N, 'existence de
Y € C*°(R™,R™) s’annulant en x. telle que

adf, (f1)(@) = (dfo(xe))* fr(ze) + (@),

Ainsi, la condition (1.10) peut s’écrire
Veet ((dfo(ze))* fi(we); k€ N) =R™ (1.11)

On reconnait la condition de Kalman énoncée pour le systéme linéarisé de (1.2) autour
de (x¢,0) donné par

y=Ay+uB avec A:=dfp(xz.) et B:= fi(ze).

Ainsi, le Théoreme 1.4.12 peut se lire de la fagon suivante : si le systeme linéarisé
autour de (x.,0) est contrdlable, alors le systéme non linéaire est C*-STLC autour de
(z¢,0) pour tout m € N.

Exemple 1.4.14. [61, Exemple 1] Considérons un pendule inversé avec un fil sans
masse, de longueur [ et avec une masse m a son extrémité, posé sur un chariot de masse
M en mouvement. La force appliquée sur le chariot est notée u. L’état du systeme est
donné par (z1, 29,3, 24) € R représentant respectivement le déplacement latéral du
chariot, ’angle du pendule, la vitesse du chariot et la vitesse angulaire du pendule
(voir Figure 1.4). La dynamique de ce systéme peut étre décrite par un systéme affine
(1.2) avec

T3 0
Ty 0
fo (.T) = mlz3 sin xo —mg sin z cos z2 et fi (gj) = 1
M+msin? zo M+msin? zo
7mlzi sin zg cos zo+(M+m)gsin zo _ cos @22
(M+msin? z3)l (M+msin? z2)l

On peut calculer que det(B, AB, A2B, A3B) = —MgTQZA‘ # 0 avec

0 0 1 0 0
0 0 01 0
A:dfo(O) = 0 _% 00 et B:fl(O) = ﬁ
M+m
0 ( ]\—Zl K 00 _MLZ

Ainsi, la condition (1.11) (ou de maniere équivalente la condition (1.10)) est vérifiée et
par le Théoreme 1.4.12, le systeme du pendule inversé est C7"*-STLC pour tout m € N.
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x1 U

FIGURE 1.4 — Pendule inversé sur un chariot en mouvement

Cependant, si le systeme linéarisé autour d’un point d’équilibre n’est pas contro-
lable, le comportement du systéme non linéaire n’est pas prévisible.

Exemple 1.4.15. Pour les deux systeémes affines & = u? et & = u?, le systéme linéarisé
autour de zéro n’est pas contrdlable. Cependant, le premier systeme n’est pas L°°-STLC
tandis que le second l’est.

Ainsi, lorsque le systéeme linéarisé n’est pas controlable, il faut poursuivre le déve-
loppement de la solution et étudier le comportement des termes d’ordre supérieur.

1.4.3 Conditions d’ordre supérieur

Définition 1.4.16. Soient fj et f1 deux champs de vecteurs C*°(R™, R™). Pour k € N*,
on note Sk le sous-espace vectoriel de R™ engendré par les crochets de Lie itérés de fy
et f1, contenant au plus k fois fi, évalués en 0.

En utilisant I'identité de Jacobi (1.4), S; peut étre décrit par
S = Vect(ad’}o(fl)(O); k€ N).

Ainsi, d’apres la Remarque 1.4.13, S1 décrit les directions contrdlables par le systéme
linéarisé en zéro. Lorsque la condition (1.10) d’ordre 1 n’est pas vérifiée, c’est-a-dire
lorsque &1 & R™, I’étude de la controlabilité se poursuit par I’analyse de Sa, décrivant
certaines propriétés des approximations quadratiques, puis de Ss, etc.

Exemple 1.4.17. Soit m € N*, m > 2. Considérons le systeme affine suivant,
1 =u et dg=uzal".
On calcule alors que
Vk=1,...,m—1, Sk =Vect(e;) et Vk>m, S, = Vect(er,es),

oll (e1,ez) désigne la base canonique de R%. Ainsi, la condition (1.10) d’ordre 1 n’est
pas vérifiée. De plus, ce systeme est L>°-STLC si et seulement si m est impair.

Cet exemple motive la condition suffisante de STLC suivante, conjecturée par
Hermes puis prouvée par Sussmann dans [128] pour les systéemes affines.

Théoreéme 1.4.18. Si la condition suivante est vérifiée
Vk e N*, S?F c s*L (1.12)

alors le systéeme (1.2) est L>°-STLC.
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La condition d’Hermes-Sussmann (1.12) ne requiert pas que les crochets contenant
un nombre pair de fois le champ de vecteurs f; s’annulent en zéro, mais seulement qu’ils
puissent étre écrits comme des combinaisons linéaires de crochets contenant moins de
fois f1. Moralement, cette condition indique que les crochets d’ordre pairs (en f1) sont
‘mauvais’ (car associés a un signe) et doivent étre compensés par des crochets impairs
d’ordre inférieur qui eux sont ‘bons’. L’Exemple 1.4.17 montre que les crochets itérés
évalués en 0 donnés par ad’f; (fo)(0) € Sy, sont liés aux intégrales fOT uy (t)™dt qui sont
signées exactement lorsque m est pair.

Pour savoir si la condition d’Hermes-Sussmann (1.12) était aussi nécessaire, Suss-
mann s’est intéressé au cas ou la condition suivante n’était pas remplie,

Sy C 8. (1.13)

Cette condition est violée pour la premiére fois (c’est-a-dire avec un crochet contenant
le moins de fy possible) lorsque [fi,[f1, fo]](0) € Si. L’Exemple 1.4.17 avec m = 2
indique que dans ce cas le systéme n’est pas localement contrélable. Sussmann énonce
alors dans [128, Proposition 6.3] la premiere condition d’obstruction quadratique sui-
vante.

Théoréme 1.4.19. Si fy et fi sont des champs de vecteurs analytiques sur R™ avec
fo(0) =0 et tels que

[f1, [f1, fol)(0) & i, (1.14)
alors, le systéme (1.2) n’est pas L>°-STLC.

Remarque 1.4.20. Dans la preuve originelle, Sussmann ne souligne pas 'importance
de I'hypothese de petitesse sur le controle pour la validité de ce résultat. Plus tard,
Beauchard et Marbach ont montré dans [22] que cette obstruction quadratique (1.14)
permettait de nier la W~1>°-STLC. De plus, les auteurs montrent que I’hypothése
d’analyticité sur les champs de vecteurs n’est pas nécessaire : il suffit que fq soit C? et
f1 de classe C2.

Le Théoreme 1.4.19 indique que le crochet quadratique [f1,[f1, fo]](0) est ‘mau-
vais’ : s’il ne peut étre écrit comme combinaison linéaire de crochets impliquant au
plus une fois fi, alors il empéche la contrélabilité du systeme. L’Exemple 1.4.17 avec
m = 2 illustre qu’'un tel crochet est lié a la fonctionnelle fOT up(t)2dt, une quantité
toujours positive qui, dans une asymptotique de temps petit et controles petits (dans
une norme a préciser), domine tous les autres termes et donc empéche la controlabilité.

Lorsque [f1,[f1, f0]](0) € S1, la deuxiéme violation de (1.13), a priori donnée par
[f1,[fo, [fo, f1]]](0) & S1 ne peut jamais avoir lieu par la formule de Jacobi (1.4). Ainsi,
la deuxiéme violation de (1.13) a lieu lorsque

Wa(0) = [f1,ad}, (f1)](0) £ Si. (1.15)

Néanmoins, Sussmann illustre sur I’exemple suivant que ce crochet quadratique Was
a un comportement différent : pour avoir de la STLC, il n’est pas neutralisé par un
crochet d’ordre inférieur mais par un crochet d’ordre trois.

Contre-exemple 1.4.21. Considérons le systeme de contrdle suivant,
iy =wu, do=x1 et i3=a5+ai (1.16)
En posant fo(z) = (0,71, 23 + 23)!" et fi(z) = (1,0,0)", on obtient,
S1 = Vect(e1,e2), [f1,[fo, f1]](0) =0 et [fl,ad?’o(fl)}(O) = 2e3.

Ainsi la condition d’Hermes (1.13) n’est pas vérifiée a cause de la violation (1.15).
Pourtant, Sussmann a prouvé dans [128, Pages 711-712] que ce systéme était L>°-
STLC.
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Le Contre-exemple 1.4.21 a conduit a la condition suffisante S(6) de contrdlabilité
dans [129] (voir aussi [59, Théoreme 3.29] ou [88, Théoreme 3.6)).

Théoréme 1.4.22. Supposons qu’il existe § € [0,1] tel que chaque crochet de Lie
contenant fo un nombre impair | de fois et f1 un nombre pair k de fois est une com-
binaison linéaire de crochets contenant k; fois f1 et l; fois fo avec 0l; + k; < 0l + k.
Alors, le systéme (1.2) est L*°-STLC.

Dans un certain sens, cette condition indique comment les ‘mauvais crochets’
doivent étre compensés par de ‘bons crochets’ (d’ordre supérieur) pour permettre la
STLC.

En fait, cette étude des crochets de Sy peut étre approfondie en tenant compte
du cadre fonctionnel imposé sur le controle. Plus précisément, Beauchard et Marbach
ont montré dans [22] que lorsque la condition (1.13) n’est pas vérifiée, les crochets
contenant deux fois f; ne peuvent pas étre compensés lorsque les contriles sont petits
dans des espaces réguliers. Cela n’entre pas en contradiction avec la condition suffisante
S(0) de Sussmann : a U'inverse pour des controles seulement petits en norme L, ces
‘mauvais’ crochets peuvent étre neutralisés par des crochets d’ordre supérieur.

Théoréme 1.4.23. Soient fo, f1 € C°(R™,R") avec fy(0) = 0. S’il existe k € N* tel
que

lad%(f1), adf, (1)](0) € S, (1.17)

alors le systeme affine (1.2) n’est pas W2k=3>°_STLC.

Remarque 1.4.24. Plus précisément, Beauchard et Marbach montrent dans [22] que
si k € N* est le plus petit entier vérifiant (1.17), alors pour une classe de systémes ‘bien
préparés’, pour tout T° > 0 suffisamment petit et pour tout controéle suffisamment petit
en norme W?2k=3:% 13 solution du systeéme affine (1.2) vérifie, pour tout ¢ € [0, T],

(1P a(t) ~ GPa(t), (14 —P) (fadh ()0t (1)]0))) 2 € [ttt

ot P désigne la projection orthogonale sur Sy et G € C™®(S;,Sit) avec G(0) = 0 et
G'(0) = 0.

Remarque 1.4.25. On peut alors raffiner le résultat de STLC pour I'exemple histo-
rique de Sussmann (1.16). La violation de la condition (1.13) implique que le systéme
n’est pas WH®-STLC par le Théoréme 1.4.23. De plus, on peut améliorer le résultat
de controlabilité de Sussmann et montrer que le systéme est méme H!-STLC (voir
Section 3.2).

Ceci conclut I’étude des crochets de Sy. Concernant ’étude de Ss;, pour un m € N*,
on peut mentionner le résultat de Stefani dans [126] qui généralise la condition de
Sussmann (1.14) en indiquant des crochets d’ordre m qui doivent étre compensés par

des crochets d’ordre inférieur pour permettre la STLC.

Théoréme 1.4.26. Soient fy et fi deux champs de vecteurs analytiques sur R™ avec
f0(0) = 0. S’il existe m € N* tel que

ad?"(f0)(0) & Sam—1, (1.18)

alors le systeme (1.2) n’est pas L>°-STLC.
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1.5 Utilisation des crochets de Lie en dimension infinie

1.5.1 Difficulté pour définir les crochets de Lie

Lorsque l'on essaie d’étendre ces conditions de contrélabilité a des systémes de
dimension infinie, de nombreuses difficultés apparaissent. En particulier, la manipula-
tion des crochets de Lie devient beaucoup plus compliquée comme le montre I’exemple
suivant qui provient de [60].

Considérons I’équation de transport a vitesse constante en domaine borné, controlée
au bord a gauche, donnée par

Oy + 0zy =0, (t,z)€0,T] %[0, L],
{ y(t,0) = u(t), tel0,T]. (1.19)

D’abord, comme le controle n’est pas interne, il est plus difficile de mettre ce systeme
sous la forme (1.2). Cependant, on peut quand méme tenter de bouger de maniére
formelle dans la direction ‘[fy, f1]” en utilisant le processus explicité dans (1. o) ie. en
considérant la famille de controles uc(t) = —l;c(c) + lig(c 2¢) Pour € € (0, L. Alors,
en utilisant la méthode des caractéristiques, la solution de (1.19) associée au controle
ue et a la condition initiale yg = 0 est donnée par

y(257 (E) = ]I:JcE(O,s) - ]1966(6,25) + O']le(QE,L)'

Ainsi, en comparaison avec (1.5), on a

y(257 )

lim
o2

e—0t

= +OO7
L2(0,L)

ce qui ne permet pas de définir [fp, f1] ici. On peut néanmoins essayer de donner un
sens plus faible a ce crochet. Pour ce faire, par intégrations par parties, on montre que
pour tout ¢ € C%([0, L]),

3 [ o= 5 (-0 + [ [0 - depdsaz) — -60),

Ainsi, on pourrait dire que pour notre systéme de contrdle [fo, f1] := 0 ou &y repré-
sente la masse de Dirac en zéro. Cependant, comme un tel crochet n’appartient pas a
'espace dans lequel on travaille, ici L?(0, L), il est dur de concevoir comment utiliser
un tel objet a bon escient.

De maniere générale, la manipulation des crochets de Lie est donc plus complexe
en dimension infinie. Néanmoins, dans certains cas particuliers, comme par exemple
pour I’équation de Schrodinger, il est quand méme possible de leur donner un sens
rigoureux.

1.5.2 Les crochets de Lie peuvent néanmoins donner des intuitions

Bien que les crochets de Lie soient souvent mal définis en dimension infinie, ils
peuvent parfois donner des intuitions, rendues correctes avec d’autres arguments a
posteriori.

Considérons par exemple le systéme donné par

i0p)(t, ) = —aiw(t,:v) + 22(t, ) —u(t)zy(t,z), (t,z) € (0,T) x R.

Cette équation de Schrodinger est un systéme de controle bilinéaire pour lequel I’état
est la fonction d’onde 9 et le contrdle scalaire est donné par w : [0,7] — R. L’étude
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Conditions de STLC en dimension finie

de tels systémes sera détaillée dans le Chapitre 2. Cet exemple particulier provient de
[106] (voir aussi [14, Page 49]).

A un niveau complétement formel, ce systéme peut se mettre sous la forme d’un
systéme affine (1.2) de dimension infinie avec

foW) == =" + 2% et fi() = x9. (1.20)

Ainsi, en calculant de maniere formelle les crochets de Lie itérés de fy et fi, que 'on
peut voir ici comme des commutateurs d’opérateurs, on obtient,

Wk EN, adf(f)(¥) =4"z) et adPFT(f1)(p) = 22,
1, [fo, Al () = 20,

tandis que tous les autres crochets non indiqués s’annulent. Ainsi, I'algébre de Lie en
un point 3 est donnée par

Veet(fo(v), f1(¥), [fo, f1l(¥), [f1, [fo, Al](¥)) = Vect(y, 4, xp, =" + 2%3h).

Ainsi, par le Théoreme 1.4.5, on s’attend a ce que I'espace des états atteignables soit
de dimension 4. Bien siir, on ne peut pas appliquer directement le Théoréme 1.4.5 : les
opérateurs fp et fi ne sont méme pas bien définis. Cependant, Mirrahimi et Rouchon
ont montré dans [106] que pour tout état initial 1)y dans la sphére unité de L?(0,1),
I’espace atteignable partant de g

{Y(T); T >0, u:(0,T) — R, 1 solution de (1.20) telle que ¥(0) = 1o}

était effectivement contenu dans une sous-variété de la sphére unité de L? de dimension
4. Ainsi, 'intuition donnée par les crochets de Lie se révele correcte.
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CHAPITRE 2

SUR L’EQUATION DE SCHRODINGER
BILINEAIRE

Ce chapitre propose une courte introduction a la controlabilité d’un systéme affine
de dimension infinie : 'équation de Schridinger bilinéaire. Ce récapitulatif sera loin
d’étre exhaustif et le lecteur pourra consulter avec profit les références [14, 27, 95, 108]
dont les résultats sont en grande partie tirés.

2.1 Introduction aux équations de Schrodinger

2.1.1 Controlabilité linéaire

La controlabilité des équations de Schrodinger avec des contrdles aux bords ou lo-
calisés agissant linéairement sur 1’état est étudiée depuis longtemps.

Lorsque D’application entrée-sortie de ces équations est linéaire, la question de
contrdlabilité peut étre transformée en une inégalité d’observabilité par une méthode
de dualité, la “Hilbert Uniqueness Method” due & Jacques-Louis Lions (voir [99]).
De telles inégalités d’observabilité sont alors démontrées de différentes manieres : par
des méthodes de multiplicateurs (voir [76] par Fabre, [102, 103] par Machtyngier, [92]
par Lasiecka et Triggiani), avec de ’analyse microlocale (voir [98] par Lebeau, [49]
par Burq), avec des estimations de Carleman (voir [93, 94] par Lasiecka, Triggiani et
Zhang, [10] par Baudouin et Puel), avec de la théorie des nombres (voir [120, 132] par
Ramdani, Takahashi, Tenenbaum et Tucsnak).

Pour plus de détails sur de tels problemes de contrdlabilité, ainsi que pour des
résultats sur des équations de Schrodinger non linéaires, le lecteur pourra se référer
aux articles de synthese de Zuazua [138] et Laurent [96].

2.1.2 Controlabilité bilinéaire

Ayant en vue des applications comme la manipulation de liens chimiques de cer-
taines molécules ou la construction de portes quantiques logiques pour l'ordinateur
quantique, les modeles ou le contrdle apparait comme un terme additif ne sont pas
satisfaisants. Ces systémes, qui voient changer leurs caractéristiques physiques en pré-
sence du contrdle sont plutot modélisés par des équations bilinéaires par rapport au
couple (état, controle). On se focalise donc dans la suite sur ce type d’équation.

L’état d’une particule quantique évoluant sur une variété riemannienne €} de R"
et soumise a un champ électrique extérieur peut étre décrit par une fonction d’onde
1. Pour un sous-domaine w de 2, la probabilité que la particule quantique se trouve
au temps ¢ dans w est donnée par [ [1(t, x)|?dz. Aprés un changement d’échelle pour
faire disparaitre les constantes physiques, 1’évolution de la fonction d’onde v est régie
par 1"équation de Schrodinger suivante,

it 7) = (A + V@)t 0) +uOu(a)b(te), (o) €RLxQ  (2)
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Sur Uéquation de Schrodinger bilinéaire

ou A désigne l'opérateur de Laplace-Beltrami sur §2, V' correspond a un potentiel dé-
crivant I'état du systeme en I’absence de champ électrique, u : R} — R représente
I’amplitude scalaire du champ électrique et p : 2 — R décrit la répartition spatiale de
ce champ.

De maniere générale, on peut considérer des modeles donnés sous la forme abstraite,

i% = Ho + u(t)H1. (2.2)

L’état ¢ évolue alors au sein d’un espace de Hilbert complexe H et Hy, H; sont des
opérateurs auto-adjoints sur H. Le modele de référence (2.1) correspond au choix
d’opérateurs Hy = —A + V et H; = u. Cependant, dans certaines situations phy-
siques, l'opérateur Hy n’est pas forcément défini comme la somme d’un Laplacien et
d’un potentiel, comme c’est le cas par exemple pour décrire le comportement d’ions
piégés par des potentiels harmoniques (voir [31, 74, 97] concernant le modele d’Eberly
et Law). Cette forme abstraite (2.2) permet donc de traiter des problémes plus géné-
raux que (2.1).

L’équation de Schrodinger (2.1) ou (2.2) est dite bilinéaire car 'application entrée-
sortie du systeme, qui a un contrdle associe la valeur finale de la solution, 'est. Cette
non linéarité est une difficulté principale de I’étude de cette équation.

Une question naturelle pour ces équations est celle de la contrélabilité : en choi-
sissant un champ électrique adéquat, peut-on faire passer la particule de son état
fondamental (avec 1’énergie la plus basse) a un état d’excitation donné en un temps
imposé? Le but de ce chapitre est de présenter les différentes réponses qui existent
pour de telles problématiques.

2.2 L’équation de Schrodinger en dimension finie

Lorsque I’espace de Hilbert H est de dimension finie n, la controlabilité de I’équation
de Schrodinger (2.2) est complétement comprise. Des critéres généraux de controlabilité
basés sur des crochets de Lie peuvent étre trouvés dans [48, 130]. Plus particuliérement,
Albertini et D’Alessandro ont montré dans [5, Théoréme 4] (voir aussi [68, Théoréme
3.4.7)) la condition nécessaire et suffisante de controlabilité globale suivante.

Théoréme 2.2.1. Soient H un espace de Hilbert de dimensionn et A, B deux matrices
anti-hermitiennes de taille n x n. Le systétme X = AX + u(t)BX est globalement
contréolable si et seulement si l'algébre de Lie engendrée par A et B est isomorphe
(conjuguée) a
— su(n), lalgébre de Lie des maltrices anti-hermitiennes de trace nulle si n est
impair (avec ou sans ild),

— su(n) ou sp(n/2), lalgébre de Lie des matrices de su(n) vérifiant XJ X" = J

P B R T R
avec = —Id% 0 St N est pair.

Des résultats plus spécifiques, en particulier concernant des notions plus faibles de
contrdlabilité, sont donnés dans [5, 6, 119, 135]. Des approches basées sur des tech-
niques de Lyapunov [107] ou sur la théorie du controle optimal [2, 87] sont également
utilisées pour étudier de tels systémes.

De nombreux travaux s’intéressent aussi a 1’étude du transfert d’une population

de particules quantiques d’un état d’excitation a un autre a ’aide d’un laser. Ces
problémes sont analysés grace a des techniques géométriques dans [1, 38, 89, 119].

24



Sur ’équation de Schrodinger bilinéaire

L’étude du temps minimal de ce transfert est faite pour des controles non bornés dans
[1], bornés dans [41] et pour des systémes ou le terme de dérive disparait apres un
changement adéquat de coordonnées dans [35, 38, 37].

2.3 Un premier résultat négatif de controlabilité

Pendant longtemps, les équations bilinéaires en dimension infinie ont été considé-
rées non contrélables a cause du résultat négatif de Ball, Marsden et Slemrod [7].

Théoréme 2.3.1. Soient X un espace de Banach de dimension infinie, A générant
un CY-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X et B : X — X un opérateur
linéaire borné. Pour tout wy € X et p € Li .((0,+00),R), l'unique solution du systéme

w(t) = Aw(t) + p(t)B(w(t)) avec w(0) = wo (2.3)

est notée w(t; p, wo). Alors, pour tout wy € X, 'ensemble des états atteignables depuis
wo, défini par,

R(wo) := {w(t; p, wo); t >0, pe Li,.((0,400),R), 7> 1},

est contenu dans une union dénombrable de sous-ensembles compacts de X et, en
particulier, est d’intérieur vide dans X.

Ainsi, arbitrairement proche (pour la topologie de X) de tout état atteignable, il
existe des cibles que 1’on ne pourra pas atteindre. Dans un cadre hilbertien, la preuve
de ce résultat peut étre trouvée dans [7] ou [59, Théoreme 9.4]. Le cas des controles
dans L{.((0,+00),R) a été traité par la suite dans [47] par Boussaid, Caponigro et
Chambrion.

Pour I’équation de Schrédinger, A = i02 et B = p. Turinici dans [134] déduit du
Théoréme 2.3.1 que si 'opérateur de multiplication par u préserve ’espace sur lequel
on raisonne, alors on ne peut pas avoir contrdlabilité dans cet espace.

Théoréme 2.3.2. Soit n € {1,2,3}. Considérons le systéme suivant,

iO(t,x) = —AY(t,z) —u(t)u(x)(t, z), (t,z) € (0,+00) x Q, (2.4)
¢(t,$) =Y (t,fL‘) S (O,+OO) x 012, ’

ot Q0 est un ouvert non vide de R™ et u € W2°(Q,R"). Alors, le systéme (2.4) n’est
pas contrélable dans H? N H}(2,C) avec des contréles dans LI, .(R4,R) pour r > 1.
Plus précisément, pour tout 1o € SN H? N H}(Q,C) (ou S désigne la sphére unité de
L?(2,C)), l’ensemble des états atteignables partant de 1y,

R(wO) = {¢(T, u, %); T>0,ue Lfoc((ovT)7 R)? r> 1}
est de complémentaire dense dans SN H? N H(Q,C).

L’adaptation du Théoreme 2.3.1 aux équations de Schrodinger non linéaires a été
faite par Illner, Lange et Teismann dans [84].

Fort de ces résultats de non-controlabilité, plusieurs possibilités peuvent étre envi-
sagées pour poursuivre I’étude de ces systemes.

> Une premiere approche consiste a changer la notion de contrélabilité étudiée. Ainsi,
de nombreux résultats sur la contrélabilité approchée ont été prouvés grace a des
techniques mathématiques tres différentes comme on le verra en Section 2.5. On peut
aussi étudier la controlabilité exacte a une trajectoire comme cela a été fait dans les
travaux [4] de Alabau-Boussouira, Cannarsa et Urbani.
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> Une deuxiéme approche consiste a étudier la controlabilité exacte dans un cadre
fonctionnel différent. 11 faut bien voir que les Théoremes 2.3.1 et 2.3.2 ne constituent
pas des obstructions a la contrélabilité dans des espaces fonctionnels différents. En
effet, le résultat négatif du Théoréeme 2.3.1 affirme que lorsque 'opérateur B est borné
sur X, proche de toute cible (en norme X ) se trouvent des cibles que ’on ne pourra pas
atteindre. Cependant, cela n’empéche pas I'espace des cibles atteignables de contenir
une boule pour une norme plus fine, a condition que I'opérateur de contrdle B ne soit
pas continu pour cette nouvelle topologie. Ainsi, des résultats de controlabilité exacte
pour l'équation de Schrodinger ont été démontrés et sont rappelés dans la section
suivante.

2.4 Controlabilité locale en temps petit

2.4.1 En dimension 1

Dans cette section, on s’intéresse a 1’équation de Schrédinger suivante,

iOp(t, x) = =020 (t, x) — u(t)u(x)Y(t, ), (t,x) € (0,T) x (0,1),
Y(t,0) = (¢, 1) =0, t e (0,7), (2.5)
(0, ) = v, ze (0,1

Pour cette équation, ’obtention de nombreux résultats est facilitée par le calcul expli-
cite des valeurs propres et vecteurs propres du Laplacien, donnés par,

VieN*, N\ = (jm)? et ;= V2sin(j7).

Pour tout j € N*, la fonction ;(t, ) := ¢;(x)e~*¢ est une solution du systéme libre
(avec u = 0). Lorsque j = 1, la fonction v est appelée I'état fondamental.

On peut remarquer que le domaine du Laplacien-Dirichlet, donné par D(—A) =
H (20) (0,1) = H>N H}(0,1), est préservé par I'opérateur de multiplication par u. Ainsi,
on ne peut pas espérer obtenir un résultat de contrélabilité dans un tel espace a cause
du Théoreme 2.3.1. Néanmoins, a cause des conditions de bord, ce n’est pas le cas pour
I'espace défini par
3
2

H{)(0,1) := D(=AZ) = {p € H*((0,1),C); 0(0) = p(1) = ¢"(0) = ¢"(1) = 0}

Donc, on peut espérer avoir de la contrélabilité dans H (30) bien que ’espace des cibles
atteignables soit d’intérieur vide pour la topologie de H, (20). En revanche, le fait que
l'opérateur de multiplication ne préserve pas l'espace H, ?0) induit une difficulté pour
montrer le caractére bien posé du probléeme de Cauchy. Dans [12], Beauchard traite
cette perte de régularité dans le cas particulier ou pu(z) = = grace a une variante du
théoréme de Nash-Moser. Par la suite, Beauchard et Laurent ont simplifié cet argument
en mettant en lumiere dans [19] un phénomeéne de régularisation, qui leur a permis alors
de montrer le caractére bien posé de I’équation de Schrodinger (2.5).

Théoréme 2.4.1. Soient T > 0, u € H3((0,1),R), 1o € H(?’O)(O, 1) etu € L*((0,T),R).
11 existe une unique solution faible de (2.5) i.e. une fonction ¢ € C°(]0,T), HE’O)) telle
que 1’égalité suivante ait lieu dans H(?’O) (0,1) pour tout t € [0,T],

P(t) = e Mty + 4 /t e_iA(t_T)u(T)uijj(T)dT.
0

Il est important de noter que lorsque p/(0) = p/(1) = 0, le cadre fonctionnel n’est
plus (¢ € H(?’O),u € L?) mais (¢ € H(50) = D(—A2),u € L?) et ainsi de suite. Dans
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Particle [42], on explicite, en fonction des conditions de bord sur p, ce choiz du ‘bon’
cadre fonctionnel, c’est-a-dire un cadre pour lequel 'opérateur de multiplication par
n’est pas continu afin de ne pas tomber sous le coup du résultat de non-contrélabilité
du Théoreme 2.3.1 mais dans lequel on a quand méme le caractére bien posé de I’équa-
tion de Schrodinger (2.5).

Fort de ce résultat, en étudiant la contrdlabilité du systeéme linéarisé via la résolu-
tion d’un probleme de moments puis en appliquant le théoréme d’inversion locale, les
auteurs ont montré dans [19] le résultat de controlabilité locale en temps petit suivant.

Théoréme 2.4.2. Supposons que pi est dans H3((0,1),R) et vérifie
c

= (2.6)

il existe ¢ > 0 telle que Vj € N*,  (up1, ;) >
Alors, le systeme (2.5) est L2-STLC autour de l’état fondamental : pour tout T > 0,
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout (¢o,¢f) € SN H(?’O)((O, 1),C) avec

2091 (0) s, + Iy — 1 (), < 0, i existe w € L(0.), R) avee |l 2o < <
tel que la solution de (2.5) associée a la condition initiale 1(0) = 1o vérifie Y(T) = 1y.

Par la suite, Morancey et Nersesyan ont utilisé cette stratégie pour obtenir un
résultat de contrélabilité locale pour une équation de Schrodinger avec un terme de po-
larisabilité [110] ou pour un nombre fini d’équations de Schrédinger avec un contrdle
(voir [109]) et avec un potentiel arbitraire (voir [111]). Un tel résultat a aussi permis
de montrer de la controlabilité globale dans [110, 111] en le couplant a un résultat de
controlabilité approchée ; de donner une construction explicite de controle amenant la
solution de (2.5) aussi proche que possible d’un état final donné dans [69]; ou encore
de récupérer de la controlabilité globale en projection pour un nombre fini d’équations
de Schrodinger dans [70]. Ce résultat a également été étendu aux équations de Schro-
dinger non linéaires dans [18, 19, 73].

L’hypothese (2.6) est valable pour des u € H3((0,1),R) génériques et joue un role
fondamental pour la contrélabilité en temps petit. La contrélabilité locale en temps long
a été prouvée dans [25] sous une hypotheése plus faible : p/(0) &+ /(1) # 0. Cette hy-
potheése n’est méme pas nécessaire : Beauchard montre dans [12] que le systeme (2.5)
avec u(x) = x est contr