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Résumé : Les systèmes nucléaires exhibent de
nombreuses propriétés individuelles et collectives
héritées de deux caractéristiques principales : les
noyaux sont des systèmes auto-liés par l’interaction
nucléaire forte et ils sont composés d’un nombre
important de particules. La première de ces spéci-
ficités empêche la dérivation simple d’un potentiel
nucléon-nucléon. La seconde fait des systèmes nu-
cléaires des problèmes à N-corps quantiques, pro-
blème intrinsèquement complexe à résoudre.

De cette complexité émerge aussi toute la ri-
chesse des systèmes nucléaires. La distribution
des nucléons au sein du noyau en est un par-
fait exemple. D’une structure parfaitement homo-
gène décrite par un liquide de Fermi à la pré-
sence d’inhomogénéités importantes appelées clus-
ters, les nucléons s’arrangent dans le noyau de fa-
çon complexe. Ces différentes propriétés peuvent
être étudiées à l’aide du formalisme de l’énergie
fonctionnelle de la densité covariant (cEDF) au ni-
veau champ moyen (RMF) ou bien en incluant
les corrélations particule-particule (RHB). Cette
approche permet d’obtenir une description satis-
faisante des propriétés générales du noyau (éner-
gie, rayon, spectre, ...), et en particulier de rendre
compte de l’apparition de structures en clusters au
sein du noyau.

Les EDF sont construites à partir de Lagran-
giens phénoménologiques dont les différents para-
mètres doivent être ajustés pour reproduire les ré-
sultats expérimentaux. Cet ajustement peut s’avé-
rer particulièrement complexe et couteux numé-
riquement si l’on souhaite obtenir une interac-
tion capable de décrire l’entièreté de la carte des
noyaux avec une bonne précision. Une méthode
combinant approche Monte-Carlo et minimisation
simplex est présentée ici afin d’ajuster différentes
fonctionnelles relativistes. Ces nouvelles fonction-
nelles sont ensuite testées sur environ 1000 noyaux

dont l’énergie, le rayon, les gaps, la déformation et
d’autres propriétés sont confrontées aux données
expérimentales disponibles.

L’approximation du champ moyen permet de
reproduire un grand nombre de propriétés avec un
bon accord théorie-expérience dans un cadre au-
jourd’hui peu couteux numériquement. Cependant,
cette approximation néglige un grand nombre de
corrélations dont la prise en compte peut s’avé-
rer nécessaire pour obtenir une description de
certains phénomènes. Plusieurs méthodes existent
pour aller au-delà du champ moyen statique et
nous nous intéressons particulièrement ici au for-
malisme QRPA (quasiparticle random phase ap-
proximation) dont une reformulation récente, la
QFAM (quasiparticle finite amplitud method), per-
met des calculs à grande échelle. Les fonctions de
réponses calculées dans ce formalisme montrent
que l’étude des structures en clusters mentionnées
précédemment s’avère particulièrement importante
dans la compréhension des excitations de basse
énergie dans les systèmes nucléaires. D’autres mé-
canismes d’apparition de résonances sont étudiés
comme l’excès de neutrons ou l’appariement.

Ces structures en clusters possèdent aussi une
grande importance dans la description du phéno-
mène de radioactivité. En effet, une compréhen-
sion profonde de la préformation et de l’émission
de ces clusters permet d’approcher le phénomène
de radioactivité d’un point de vue microscopique.
En particulier, le phénomène d’émission sponta-
née de particules α ne disposait pas, jusqu’à pré-
sent, d’une description entièrement microscopique
en termes de nucléons seulement. La puissance du
formalisme utilisé ici a de plus permis d’identifier
un nouveau mode de désintégration théorique où
deux particules α sont simultanément émises dos
à dos.
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Abstract :

Nuclear systems exhibit many individual and
collective properties inherited from two main
characteristics : nuclei are self-bonded systems
through the strong nuclear interaction, and they
are composed of a large number of particles. The
first of these features prevents the simple deriva-
tion of a nucleon-nucleon potential. The second
makes nuclear systems quantum many body pro-
blems, which are intrinsically complex to solve.

From this complexity also emerges the richness
of nuclear systems. The distribution of nucleons wi-
thin the nucleus is a perfect example. From a per-
fectly homogeneous structure described by a Fermi
liquid to the presence of important inhomogenei-
ties called clusters, nucleons arrange themselves in
the nucleus in a complex way. These different pro-
perties can be studied using the covariant density
functional energy (cEDF) formalism at the mean-
field level (RMF) or including particle-particle cor-
relations (RHB). This approach allows to obtain a
satisfactory description of the general properties of
the nucleus (energy, radius, spectrum, ...), and in
particular to account for the appearance of cluster
structures in the nucleus.

The EDFs are constructed from phenomenolo-
gical Lagrangians whose various parameters must
be adjusted to reproduce the experimental results.
This adjustment can be particularly complex and
numerically expensive if one wishes to obtain an
interaction capable of describing the entire nuclear
chart with good accuracy. A method combining
Monte-Carlo approach and simplex minimisation
is presented here in order to fit different relati-

vistic functionals. These new functionals are then
tested on about 1000 nuclei whose energy, radius,
gaps, deformation and other properties are compa-
red with available experimental data.

The mean field approximation allows to repro-
duce a large number of properties with a good
theory-experiment agreement in a numerically in-
expensive framework. However, this approximation
neglects many correlations which may be necessary
to obtain a description of certain phenomena. Se-
veral methods exist to go beyond the static mean
field, and we are particularly interested here in
the QRPA (quasiparticle random phase approxima-
tion) formalism, of which a recent reformulation,
the QFAM (quasiparticle finite amplitude method),
allows large-scale calculations. The response func-
tions calculated in this formalism show that the
study of the above-mentioned cluster structures is
particularly important in understanding low-energy
excitations in nuclear systems. Other mechanisms
for the appearance of resonances are studied, such
as neutron excess or pairing.

These cluster structures are also of great impor-
tance in the description of the radioactivity pheno-
menon. Indeed, a deep understanding of the pre-
formation and emission of these clusters allows to
approach the radioactivity phenomenon from a mi-
croscopic point of view. In particular, the pheno-
menon of spontaneous α particle emission did not
have, until now, a fully microscopic description in
terms of nucleons only. The power of the formalism
used here has furthermore allowed the identifica-
tion of a new theoretical decay mode where two α
particles are simultaneously emitted back to back.
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Résumé : Le noyau atomique est un système
quantique composé de nombreuses particules que
sont les protons et neutrons. Ces particules inter-
agissent de manière complexe au travers de l’in-
teraction nucléaire forte, interaction pour laquelle
il est encore aujourd’hui particulièrement compli-
quée d’obtenir une description mathématiquement
rigoureuse. Cette difficulté, ajoutée à la complexité
inhérente liée à la description d’un système com-
posé de multiples particules, nous force à faire
usage d’approximations.

Obtenir une description cohérente et satisfai-
sante du noyau reste cependant important (appli-
cations médicales, énergétique, astrophysique, ...).
L’obtention des propriétés de l’état fondamental
qui représente l’état le plus stable d’un système

quantique permet d’étudier de nombreuses proprié-
tés comme l’énergie ou la répartition spatiale du
noyau. Cependant, cet état fondamental ne reflète
pas toute la complexité d’un noyau.

Un phénomène important et intéressant pre-
nant place au sein des noyaux est celui de la radio-
activité. Expérimentalement découvert il y a plus
d’un siècle avec la radioactivité α, ce phénomène
reste cependant complexe à décrire lorsque l’on
souhaite traiter le noyau comme une collection de
protons et neutrons. Le travail réalisé dans cette
thèse a en particulier permis de mieux comprendre
le mécanisme à l’origine de ce phénomène et en a
même proposé un nouveau type où deux particules
α sont émises simultanément dos à dos.

Title : Global description of nuclear radioactivity and cluster states using relativistic energy density
functional approaches.

Keywords : nuclear structure, radioactivity, cluster, quantum many body problem, effective field theory,
theoretical physics

Abstract : The atomic nucleus is a quantum sys-
tem composed of numerous particles, namely pro-
tons and neutrons. These particles interact in a
complex way through the strong nuclear interac-
tion, an interaction for which it is still particularly
complicated to obtain a mathematically rigorous
description. This difficulty, added to the inherent
complexity of describing a system composed of
many particles, forces us to make use of approxi-
mations.

However, obtaining a coherent and satisfactory
description of the nucleus remains important (me-
dical applications, energy, astrophysics, etc.). Cal-
culation of the ground state properties, which re-
presents the most stable state of a quantum sys-

tem, allows us to study many properties such as
the energy or the spatial distribution of the nu-
cleus. However, this ground state does not include
the full complexity of a nucleus.

An important and interesting phenomenon that
takes place within nuclei is radioactivity. Experi-
mentally discovered more than a century ago with
the α decay, this phenomenon remains however
complex to describe when one wishes to treat the
nucleus as a collection of protons and neutrons.
The work carried out in this thesis has in particu-
lar allowed for a better understanding of the me-
chanism at the origin of this phenomenon and has
even proposed a new type of decay where two α
particles are emitted simultaneously back to back.
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Introduction

Le noyau atomique est un système quantique unique, d’autant par sa complexité que
sa richesse. En sera témoin le siècle passé où la découverte du noyau par Rutherford
en 1911 fut le premier pas vers une compréhension plus profonde de ce système. De
nombreuses avancées ont vu le jour depuis avec la découverte de ses constituants, les
neutrons et protons, des propriétés de magicité, de la structure en couches sous-jacente,
de l’impact des propriétés collectives émergentes comme la superfluidité ou encore la
déformation et bien d’autres phénomènes. Cette complexité, le noyau l’hérite de deux
particularités. Tout d’abord, le noyau atomique possède toutes les caractéristiques - et
les attraits - d’un problème à N-corps quantique. Ensuite, l’interaction liant les nucléons
entre eux, ne possède, jusqu’à présent, aucune dérivation à partir de l’interaction sous-
jacente en termes de quarks et gluon décrite par la théorie de la Chromodynamique
Quantique (QCD). Ces deux aspects rendent la description des systèmes nucléaires
particulièrement complexe d’un point de vue théorique, mais font du noyau un système
si intéressant à étudier.

La connaissance et la compréhension des systèmes nucléaires restent cependant pri-
mordiales pour nombre d’applications. Par exemple, la structure des étoiles à neutrons
nécessite de comprendre en détail l’équation d’état de la matière nucléaire. L’état de
Hoyle [Hoy54], excitation particulière du 12C, possède des implications importantes
quant à l’abondance de certains éléments dans notre univers. En plus de ces appli-
cations astrophysiques, la compréhension du noyau atomique permet de nombreuses
applications médicales particulièrement importantes aujourd’hui (radiologie, radiothé-
rapie, IRM, ...). Des études récentes ont montré que les états clusters pouvaient s’avérer
particulièrement utiles dans la production de particules α utilisées à des fins de radio-
thérapie. Finalement, le domaine de l’énergie jouit aussi des connaissances accumulées
en physique nucléaire via les centrales nucléaires à fission et possiblement à fusion dans
les décennies à venir.

La première modélisation universelle des systèmes nucléaires fut certainement l’ap-
proche de la goutte liquide [GR30] et la célèbre formule de Bethe-Weizsäcker [Wei35]
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qui permet de calculer l’énergie de liaison d’un noyau en fonction de sa charge Z et son
nombre total de nucléons A. Guidées par la nécessité d’obtenir des résultats plus précis
et d’étudier des propriétés supplémentaires, les approches microscopiques voient rapide-
ment le jour. Les nucléons sont alors traités comme des particules quantiques évoluant
dans un certain potentiel dont la dynamique est dictée par l’équation de Schrödinger.
Ce potentiel nucléaire a capté l’attention de nombreux théoriciens et expérimentateurs
pendant des décennies et continue encore de le faire aujourd’hui. La difficulté princi-
pale liée à l’établissement d’un potentiel nucléaire réside dans l’aspect non perturbatif
de l’interaction sous-jacente, l’interaction nucléaire forte, qui lie les quarks entre eux
sous forme de nucléons. À la différence des systèmes soumis uniquement à l’interaction
électromagnétique pour lesquels il est possible d’établir un lien direct avec la théorie de
jauge sous-jacente, l’électrodynamique quantique (QED), il reste aujourd’hui impossible
de procéder de la sorte avec la théorie de QCD. Différentes techniques théoriques ont été
mises en place progressivement afin de décrire le plus précisément possible l’interaction
nucléaire. Tout d’abord phénoménologique avec le potentiel de Yukawa, l’interaction
nucléaire est ensuite décrite à l’aide du formalisme des théories effectives permettant
d’obtenir une interaction plus profondément ancrée dans QCD. Ces méthodes dites
ab-initio restent cependant complexes et numériquement couteuses. La méthode plus
phénoménologique de l’énergie fonctionnelle de la densité (EDF) propose de prendre
une interaction nucléon-nucléon phénoménologique ajustée sur des données expérimen-
tales. C’est aujourd’hui cette méthode qui permet de décrire le plus grand nombre de
noyaux.

Comme discuté précédemment, dériver une interaction cohérente ne constitue pas
la seule difficulté pour obtenir une description complète des systèmes nucléaires. Le
problème à N-corps quantique, inhérent au noyau, en constitue un second obstacle.
L’application de la théorie du champ moyen auto-cohérent propose d’adopter une vi-
sion de particules indépendantes évoluant dans un champ moyen commun à tous les
nucléons du système. Le potentiel moyen est typiquement construit à partir de l’interac-
tion nucléon-nucléon et peut prendre des formes plus ou moins complexes. Le problème
à N-corps devient alors un problème plus facile d’accès où les nucléons sont indépen-
dants les uns des autres. L’auto-cohérence de ces approches, c’est-à-dire le fait que les
nucléons impactent la forme du champ moyen qui impacte à son tour les nucléons, per-
met d’obtenir une description bien plus satisfaisante par rapport à un champ moyen
fixe (qui revient alors à résoudre des équations de Schrödinger indépendantes). Cette
approche est généralement entreprise via la théorie Hartree-Fock (HF) qui permet de
construire le "meilleur" champ moyen, d’un point de vue variationnel, qui prendra le
maximum de corrélations en compte. Cette méthode est celle utilisée dans les travaux
présentés ici.

La description des systèmes nucléaires en termes de particules indépendantes évo-
luant dans un champ moyen est une approximation très prédictive qui permet d’ob-
tenir un accord théorie-expérience satisfaisant pour les noyaux magiques. Cependant,
la nécessité d’aller au-delà de cette représentation de particules indépendantes s’avère
nécessaire afin de décrire la totalité de la carte des noyaux. En particulier, le com-
portement superfluide des noyaux n’apparait qu’en prenant en compte des corrélations
au-delà de la vision de particules indépendantes. Cette propriété nécessite la prise en
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compte de corrélations supplémentaires qu’il est possible d’obtenir en brisant des symé-
tries. Formellement, l’approximation BCS et la théorie Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB)
permettent de prendre en compte ces corrélations supplémentaires. Il en est de même
pour rendre compte de la déformation des noyaux expérimentalement observée. Cette
propriété particulière peut s’obtenir au prix de la brisure de la symétrie de rotation. La
plupart des travaux présentés dans cette thèse feront usage de la théorie HFB dans des
systèmes à symétrie axiale avec, possiblement, une brisure supplémentaire de la parité
du système.

Dans cette thèse, un cadre covariant est utilisé afin de traiter le problème nucléaire.
Imposer la covariance des équations décrivant ce système permet de prendre en compte
naturellement des phénomènes supplémentaires comme le couplage spin-orbite. Dans les
interactions non-relativistes, ce couplage doit être ajouté à la main et les constantes de
couplage associées doivent être ajustées. Dans un formalisme covariant, l’apparition de
potentiels scalaire et vecteur permet de créer des combinaisons différentes de potentiels
qui sont à l’origine du potentiel central et du potentiel spin-orbite. Nous verrons de
plus que la formulation covariante permet d’obtenir des structures plus localisées dans
le noyau.

Le présent manuscrit s’articule en deux parties distinctes. La première partie, compo-
sée des deux premiers chapitres, propose un rapide état de l’art concernant les méthodes
utilisées ici. En particulier, le chapitre 1 traite le problème d’obtenir une interaction
nucléon-nucléon cohérente. La théorie de QCD y est brièvement présentée et les étapes
clefs de la dérivation d’une interaction chirale y sont décrites. La présentation d’inter-
actions phénoménologiques et l’importance de la dépendance en densité de ces interac-
tions est aussi discutée. Le chapitre 2 présente une méthode du traitement du problème
quantique à N-corps. Les points communs et différences entre les méthodes de théorie
fonctionnelle de la densité et celle de l’énergie fonctionnelle de la densité sont discutés.
La dérivation des équations HF relativistes et HFB relativistes sont ensuite présentées.

La seconde partie de ce manuscrit comporte 4 chapitres proposant des applications
différentes du formalisme EDF covariant composant le travail de thèse réalisé ici. Le troi-
sième chapitre propose en particulier de s’intéresser aux transitions de phase présentes
dans le noyau. Ainsi, le phénomène d’agrégation nucléaire présent dans les noyaux légers
est introduit et discuté. Les transitions de phase avec la température sont aussi étudiées
dans ce chapitre où une attention particulière est portée à l’impact de la température
sur la déformation des noyaux.

Le quatrième chapitre porte sur la procédure d’ajustement des fonctionnelles où une
méthode mêlant analyse Markov-Chain-Monte-Carlo (MCMC) et minimisation simplex
est présentée. L’obtention d’incertitudes théoriques liées à la méthode d’ajustement
est discutée et de nouvelles interactions par échange de mésons sont introduites. En
particulier, l’ajout d’un terme tenseur au niveau Hartree-Bogoliubov relativiste (RHB)
est discuté en détail.

Le cinquième chapitre propose d’aller au-delà du champ moyen en utilisant le for-
malisme de l’approximation de la phase aléatoire (QRPA) et en particulier l’implé-
mentation de la méthode des amplitudes finies (QFAM). Les propriétés d’excitations
monopolaires des noyaux légers à basse énergie sont discutées en détail, avec une étude
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précise de l’impact de la déformation dans l’émergence de résonances à basses énergies.

Finalement, le sixième et dernier chapitre couvre la description du phénomène de
radioactivité α qui ne disposait pas jusqu’alors d’une description entièrement micro-
scopique. Les équations Hartree-Fock dépendantes du temps sont introduites et une
approximation adiabatique est utilisée afin de calculer les masses inertielles nécessaires
au calcul de temps de vie.
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CHAPITRE 1

Interaction nucléaire
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La structure en nucléons des noyaux atomiques leur confère une complexité et une
richesse singulière. Les nucléons, composés de quarks et gluons, sont des structures liées
par interaction forte à des échelles d’énergies typiques de l’ordre du GeV où l’interaction
forte est une théorie faiblement couplée. Une propriété singulière de cette interaction
est d’être aussi responsable des interactions entre nucléons à des échelles d’énergies bien
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plus basses où l’interaction forte devient une théorie fortement couplée qui échappe aux
traitements perturbatifs habituels. Cette propriété particulière de l’interaction forte
de décrire des physiques à des échelles de distance et d’énergie bien différentes où les
régimes de couplages changent énormément, complexifie nettement la dérivation d’un
potentiel nucléon-nucléon nécessaire à l’étude des propriétés du noyau.

L’interaction forte est aujourd’hui la mieux comprise à travers la théorie de la
Chromodynamique Quantique (QCD) dans le formalisme des théories de jauge non-
abélienne. Cette théorie est brièvement présentée dans la section 1.1 où le caractère
non-perturbatif de QCD à basse énergie est mis en avant à l’aide de la fonction β qui
permet de comprendre l’évolution de la constante de couplage avec l’énergie. Le cadre
des théories effectives, présenté en section 1.2, permet d’élaborer un cadre théorique
adapté à la description des effets de basses énergies de QCD et ainsi d’obtenir des
résultats qualitatifs et quantitatifs pour des systèmes de basse énergie. Guidé par ces
résultats, il est alors possible de décrire l’interaction nucléon-nucléon de manière plus
phénoménologique (et à moindre coût) comme présenté dans la section 1.3.

La structure composite des nucléons engendre l’apparition d’interactions à 3-corps
et plus. Dans le milieu, ces interactions, bien que non dominantes aux premiers ordres,
impactent fortement le comportement des nucléons. Cependant, inclure ces interactions
à N-corps dans les calculs reste encore aujourd’hui extrêmement complexe d’un point de
vue numérique et formel. Ainsi, la prise en compte des effets du milieu sur l’interaction
à deux corps est une stratégie efficace pour capturer la physique des échanges à plus
de deux corps. En particulier, la section 1.4 traite de l’apparition et la prise en compte
d’une dépendance en densité dans les paramètres d’une interaction à deux corps.

1.1 Interaction forte

Dans le formalisme de la théorie quantique des champs, l’interaction forte peut être
décrite à l’aide de la théorie de la Chromodynamique Quantique (QCD) qui est une
théorie de jauge non-abélienne basée sur le groupe de symétrie SU(Nc) où Nc représente
le nombre de charges de la théorie. L’expérience a d’ores-et-déjà permis de déterminer
que Nc = 3 (voir par exemple [AK11]).

1.1.1 Lagrangien de QCD

La densité Lagrangienne de QCD prend la forme usuelle d’une théorie de Yang-Mills 1

L = ψi (iγ
µDµ −mi)ψi −

1

4
Ga
µνG

µν
a (1.1)

avec ψi les champs de quarks (i = 1, ..., Nf avec Nf le nombre de saveurs) et mi leurs
masses respectives. La structure covariante est indiquée par les matrices de Dirac γµ et
la dérivée covariante associée à SU(Nc) est quant à elle définie comme

Dµ = ∂µ − igAaµta (1.2)

1. La convention de sommation d’Einstein est utilisée dans tout ce manuscrit. La sommation sur
les indices de couleurs et de saveurs est implicite sauf mention contraire. Les indices spinoriels ne sont
généralement pas explicités.
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avec ta les générateurs du groupe associé et Aaµ les champs de gluons. La constante de
couplage g est d’un intérêt particulier puisqu’elle permettra de déterminer le caractère
perturbatif ou non de la théorie à différentes échelles d’énergies (voir Sec.1.1.3).

Le tenseur gluonique Ga
µν déterminant la partie cinétique des champs de gluons est

défini de façon usuelle par la relation

[Dµ, Dν ] = −igtaGa
µν (1.3)

qui permet d’écrire
Ga
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + gfabcAbµA

c
ν (1.4)

avec fabc les constantes de structure du groupe de jauge.

1.1.2 Symétries de QCD

Du Lagrangien précédent Eq.(1.1), il est possible d’extraire les différentes symétries
de QCD au niveau classique (nous verrons que des anomalies 2 viennent briser certaines
de ces symétries).

Symétrie de jauge La première, présente par construction, est la symétrie de jauge
associée au groupe SU(3)couleurs. Cette symétrie peut posséder des anomalies qui s’an-
nulent toutes entre elles pour assurer la cohérence de la théorie. Cette symétrie de jauge
n’est de plus pas spontanément brisée.

Symétrie chirale Une seconde symétrie particulièrement importante pour la construc-
tion d’une interaction nucléon-nucléon est la symétrie chirale. En réécrivant le Lagran-
gien sous une forme chirale i.e. en décomposant les spineurs dans leur base d’hélicité,
et en omettant la masse pour le moment, la partie fermionique devient

Lf = ψ+,iiσ
µDµψ+,i + ψ−,iiσ

µDµψ−,i (1.5)

où les σ représentent les matrices de Pauli. Sous cette forme, il est facile d’identifier
l’invariance du système sous les transformations suivantes

ψ−,i → Lijψ−,j (1.6)
ψ+,i → Rijψ+,j (1.7)

avec L ∈ U (Nf )L et R ∈ U (Nf )R où Nf représente le nombre de saveurs de la théorie.
Ainsi la théorie est invariante sous le groupe chiral

Gchiral = U (Nf )L × U (Nf )R (1.8)

Il est ensuite possible de décomposer le groupe chiral précédent en sous-groupes
U (Nf )L × U (Nf )R ∼ SU (Nf )L × U (1)L × SU (Nf )R × U (1)R. Un réarrangement de

2. On rappelle qu’une anomalie est une symétrie présente à l’échelle classique (avant quantification
de la théorie), mais pas à l’échelle quantique.
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ces sous-groupes peut être réalisé pour faire apparaître une partie symétrique sous les
transformations de parité et une partie asymétrique. On note alors généralement

U (Nf )L × U (Nf )R ∼ SU (Nf )V × U (1)V × SU (Nf )A × U (1)A (1.9)

Nous verrons dans la section suivante que cette symétrie est brisée spontanément et
seule la partie vectorielle (diagonale) du groupe survit. La brisure de la partie axiale
SU (Nf )A donne naissance à des bosons de Goldstone représentant des degrés de libertés
mésoniques. Il est aussi important de noter que la partie axiale U (1)A possède une
anomalie (symétrie non respectée au niveau quantique). Concernant le sous groupe
U (1)V , il est responsable de la conservation du nombre baryonique.

La symétrie chirale présentée précédemment n’est exacte que dans le cas où la masse
des quarks est prise nulle. Or, il est expérimentalement connu que ces masses sont faibles
mais non nulles. La symétrie chirale est alors brisée explicitement dans le secteur Nf = 2
ce qui permet de donner une masse aux modes de Goldstone.

Symétrie d’échelle Une dernière symétrie de QCD est connue sous le nom de symé-
trie conforme (ou symétrie d’échelle). Elle correspond à l’invariance de la théorie par
transformation conforme xµ → x′µ = λ−1xµ avec λ ∈ R. Sous cette transformation, les
champs se réécrivent ϕ (x) → λ∆ϕ (λ−1x) avec ∆ un exposant qui dépend de la nature
du champ. Nous verrons par la suite que cette symétrie possède aussi une anomalie.

1.1.3 Fonction β de QCD

Le caractère non-perturbatif de QCD à basse énergie peut être facilement appréhendé
à l’aide de l’étude de sa fonction β qui permet de comprendre l’évolution de la constante
de couplage g avec l’énergie. La fonction β est généralement calculée dans le cadre d’une
théorie des perturbations où les corrections à 1-boucle, 2-boucles, ... aux propagateurs
et vertex sont calculées. Cette fonction peut être écrite au premier ordre (pour une
théorie de jauge non-abélienne SU(Nc) quelconque avec Nf saveurs)[Pol73 ; GW73]

β (g) = k
∂g

∂k
= −

(
11Nc

3
− 2Nf

3

)
g3

2π
(1.10)

avec k une échelle typique d’énergie, Nc le nombre de couleurs et Nf le nombre de
saveurs. On voit facilement que β > 0 signifie que la constante de couplage augmentera
avec l’énergie. Inversement, β < 0 signifie qu’elle diminuera. Ici, il est donc possible de
voir que si Nf ≤ 11Nc

2
, β < 0 et g diminuera quand l’énergie augmentera. De même,

g augmentera quand l’énergie diminuera i.e. à basse énergie la théorie devient non-
perturbative. Étant donné qu’expérimentalement Nc = 3, pour Nf ≤ 16 la théorie ne
peut être décrite dans le cadre d’une théorie des perturbations à faible énergie. Or il est
connu qu’à très haute énergie (E ∼ 200 GeV) Nf = 6 et ce nombre de saveurs décroît
jusqu’à Nf = 2 − 3 aux énergies typiques de la physique nucléaire. Ainsi, pour des
énergies de l’ordre du GeV, QCD est une théorie faiblement couplée où un traitement
perturbatif reste possible. À l’inverse, pour des énergies inférieures au GeV (une distance
de l’ordre du fermi), QCD est une théorie fortement couplée et non-perturbative. Ce
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fort couplage permet l’émergence de nombreuses structures (baryons et mésons). Ces
nouvelles structures apparaissent naturellement dans le cadre de la brisure de la symétrie
chirale, décrite dans la section suivante.

1.2 Théorie effective

Comme il a été présenté dans la section précédente, le caractère non-perturbatif de
QCD aux énergies typiques de la physique nucléaire empêche l’utilisation d’une interac-
tion provenant directement des degrés de liberté quarkonique et gluonique. De plus, une
telle description manquerait de cohérence aux vues des ordres de grandeur en énergie
qui séparent la physique des quarks de celle du noyau. Afin d’obtenir une description
correcte et cohérente de l’interaction entre nucléons, il est alors nécessaire d’utiliser le
cadre des théories effectives des champs. Le principe repose sur la détermination des
degrés de libertés pertinents au problème à une certaine énergie donnée.

Dans l’étude de la structure nucléaire, l’énergie typique se trouvant autour du MeV,
les informations sur la physique des quarks (supérieur au GeV) ne semblent, par exemple,
pas pertinentes. En revanche, les degrés de liberté mésonique et baryonique (tous deux
composés de quarks) semblent être de bons candidats étant donné qu’ils sont expéri-
mentalement observés dans les gammes d’énergies de la physique nucléaire.

Afin de construire une théorie effective, les degrés de libertés choisis ne peuvent être
introduits de façon aléatoire et doivent respecter des contraintes bien précises. Dans
notre cas, on imposera aux degrés de liberté de respecter une structure de Lorentz en
imposant la covariance de la théorie. Certaines symétries devront aussi être respectées,
la plupart du temps en imposant les symétries de la théorie à haute énergie sous-jacente
(ici QCD). La section suivante se propose de détailler succinctement la dérivation d’une
théorie des perturbations chirales.

1.2.1 Théorie chirale

Comme précédemment introduit, la théorie effective que l’on souhaite bâtir se doit
de respecter les symétries de la théorie à haute énergie. Ainsi, le point de départ de
notre théorie effective sera le groupe chiral (Eq.(1.8))

Gchiral = SU (Nf )V × U (1)V × SU (Nf )A × U (1)A (1.11)

La partie axiale U (1)A de ce groupe possède une anomalie brisant la symétrie chirale
vers le nouveau groupe

Gchiral → SU (NF )L × SU (NF )R × U (1)V (1.12)

La partie vectorielle (diagonale) U (1)V de ce groupe est responsable, quant à elle, de
la conservation du nombre baryonique et sera discutée plus loin.

Cependant, un autre argument provenant à la fois de l’expérience et de considérations
théoriques donne une valeur moyenne non nulle au condensat de quark i.e.〈

ψ−,iψ+,j

〉
= −σδij (1.13)
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avec σ une constante quelconque. Or si l’on applique à présent les transformations du
groupe chiral Eq.(1.12) (voir Eq.(1.6-1.7)) on obtient〈

ψ−,iψ+,j

〉
→ −σ

(
L†R

)
ij
̸= −σδij (1.14)

et ce groupe est donc spontanément brisé. En effet l’état fondamental n’est pas invariant
sous les symétries du Lagrangien sauf si

(
L†R

)
ij

= 1 et donc L = R i.e. la partie
diagonale (vectorielle) du groupe SU (NF )L × SU (NF )R. Nous pouvons donc écrire

SU (NF )L × SU (NF )R → SU (Nf )V (1.15)

qui correspond à la brisure de symétrie chirale dans le langage de la théorie des groupes.
On peut montrer que, dans le vide, ce condensat chiral (1.13) prend une valeur de
⟨qq⟩ ≈ (225±25MeV)3 [GL84] dans le cas où seuls les quarks up et down sont considérés
et où qq = 1

2

(
uu+ dd

)
.

En résumé, la brisure spontanée de la symétrie chirale entraîne l’apparition de N2
f −1

modes de Goldstone 3. Ces modes, censément de masses nulles, acquièrent de fait une
masse à cause de la brisure explicite de la symétrie chirale liée aux masses non nulles
des quarks. De plus, les masses des quarks étant différentes, les bosons de Goldstone
posséderont des masses différentes.

L’étape suivante consiste à paramétrer les modes de Goldstone correspondant à cette
brisure de symétrie, souvent noté

U (x) = exp
(
2i

fπ
π (x)

)
(1.16)

avec π (x) = πa (x)T a un champ bosonique nommé champ de pions. À partir de ces
observations, il est alors possible de construire un Lagrangien chiral à partir duquel une
théorie des perturbations peut être dérivée. Ce Lagrangien prend la forme générique

LχEFT = LN + Lπ + LNπ (1.17)

où le premier terme décrit l’évolution des quantités fermioniques, le second celles des
quantités mésoniques (ici le π) et finalement le dernier terme décrit le couplage entre
nos degrés de libertés mésoniques et fermioniques. Ce dernier est introduit en couplant
directement les fermions au courant pionique. Au second ordre, il est possible d’écrire
[Wei68]

LχEFT = ψ (iγµ∂µ −M)ψ +
f 2
π

4

[
1

2
∂µU∂

µU +
(
U + U †)m2

π

]
+ ψ

[
iγµDµ −MN +

gA
2
γµγ5uµ

]
ψ (1.18)

3. Pour Nf = 2 (quarks up et down seulement) les trois modes de Goldstone sont associés aux
pions

{
π0, π±}. Pour Nf = 3, les kaons K (qui possèdent une charge étrange s ̸= 1) ainsi que le méson

η sont introduits et expérimentalement observés. Pour Nf > 3, des mésons charmés et bottom font
aussi leur apparition. Seuls les mésons possédant une charge top n’ont pas été observés et n’existent
peut-être pas à cause du temps de vie court du quark top[Fab98].
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où U = u2 = exp
(

2i
fπ
π (x)

)
et le courant axial prend la forme uµ = i

(
u†∂µu− u∂µu

†).
La dérivée covariante s’écrit

Dµψ = ∂µψ + [Γµ, ψ] (1.19)

Γµ =
1

2

(
u†∂µu+ u∂µu

†) (1.20)

Différentes constantes de couplages (fπ la constante de désintégration du pion et gA la
constante de couplage axiale-vecteur) ont été introduites ainsi qu’une masse pour les
pions (mπ) et les fermions (MN). Ces constantes peuvent être déduites des expériences
ou bien réajustées suivant les besoins du modèle.

L’interaction entre nucléons peut alors être comprise en termes d’échanges d’un ou
plusieurs pions. Il est possible de montrer que le diagramme correspondant à l’échange
d’un pion unique est en grande partie responsable de l’interaction longue portée entre les
nucléons (d ≳ 2 fm). Les échanges de deux pions encodent quant à eux la partie moyenne
portée, et les échanges de trois pions et plus permettent de comprendre l’interaction très
courte portée (le cœur dur). Nous reviendrons sur ces considérations dans les sections
suivantes, en particulier en introduisant l’approximation OBE (one boson exchange).

1.2.2 Extensions

Nous venons de voir que la théorie des perturbations chirales était construite sur le
résultat de la brisure spontanée du groupe chiral. Il est alors possible d’aller plus loin en
utilisant l’idée, courante en physique, de briser des symétries pour intégrer de nouveaux
degrés de libertés mésonique au problème.

Anomalie d’échelle

L’idée a été introduite par[Ell70 ; Cre70], et remise au goût du jour plus récem-
ment[CT15], de considérer la symétrie d’échelle (symétrie conforme) et sa brisure comme
un moyen d’introduire un nouveau mode de Goldstone. Il s’avère que cette symétrie
conforme souffre aussi d’une anomalie (elle est aussi explicitement brisée en présence
de quarks massifs). Un moyen simple de comprendre cette brisure de symétrie revient
à écrire la trace du tenseur-énergie impulsion (où l’on omet la partie dépendante de la
masse des quarks)

θµµ =
β (αs)

4αs
Ga
µνG

aµν (1.21)

qui est non nulle. Ainsi, la symétrie conforme est explicitement brisée par cette anomalie.
Mais une brisure explicite ne permet pas d’expliquer la présence d’un nouveau mode
de Goldstone. Il faut donc commencer par essayer de restaurer cette symétrie conforme
en cherchant les points fixes de la théorie où la fonction β s’annule. Il est possible
de supposer l’existence d’un point fixe à basse énergie, αIR tel que β (αIR) = 0. La
théorie basse énergie irait donc naturellement vers ce point fixe et la symétrie conforme
serait restaurée. Cependant, à cause du condensat de quarks qui se crée dans le vide
⟨qq⟩vac ̸= 0 (à basse énergie), la symétrie conforme est spontanément brisée (création
d’une échelle typique d’énergie au niveau quantique). Cette brisure spontanée entraine
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l’apparition d’un nouveau mode de Goldstone : le méson σ. Expérimentalement, ce
méson pourrait être interprété comme la résonance f0 (500)[CCL06 ; AAS18] de masse
mf0 ∼ 500 MeV mais possédant une largeur particulièrement grande Γ ≈ 400 − 700
MeV. Dans ce cadre théorique, le méson σ obtient sa masse grâce à la brisure explicite
de la symétrie conforme liée à la masse finie des quarks.

L’avantage de ce point de vue est qu’avec le seul condensat de quarks ⟨qq⟩vac il est
possible d’expliquer à la fois la brisure spontanée de la symétrie chirale et la brisure
spontanée de la symétrie conforme. Il est alors possible de construire une théorie cohé-
rente prenant en compte les degrés pseudo-scalaires (π) et le degré scalaire (σ). Pour
plus de détails sur la construction du Lagrangien associé, des modifications à apporter
à la théorie des perturbations chirale, etc. (voir par exemple [CT15 ; LPR15]).

Symétrie locale cachée

La brisure de la symétrie chirale ainsi que la brisure de la symétrie conforme per-
mettent d’obtenir des bosons de Goldstone (qui sont donc scalaire ou pseudo-scalaire).
Or, dans la suite, il sera nécessaire de faire appel à des bosons vecteurs qui ne peuvent
être introduits à l’aide d’un mécanisme de brisure spontanée de symétrie.

L’introduction de bosons vecteurs peut aussi se justifier afin d’expliquer la forme de
l’amplitude de l’onde P lors d’une diffusion ππ. Alors que les contributions en arbre et
à une boucle permettent de bien reproduire les résultats expérimentaux, ces derniers
diffèrent largement de la théorie au-delà d’une centaine de MeV[HY03]. Cette différence
peut bien sûr être comprise en supposant que la physique à haute énergie est dominée
par les boucles d’ordres supérieurs qui deviennent très compliquées à calculer. Nous
verrons par la suite que c’est exactement pour cette raison que l’on souhaite introduire
des mésons vecteurs dans notre théorie, c’est-à-dire pour éviter à avoir à calculer des
ordres élevés dans la théorie des perturbations chirales.

Pour essayer d’introduire ces degrés de libertés vectoriels, une approche appelée HLS
(pour Hidden Local Symmetry) a vu le jour[Ban+85 ; Fuj+85 ; BKY88]. L’idée de cette
approche est d’introduire des bosons vecteurs comme champ de jauge (de la même façon
que les bosons de jauge sont introduits), c’est-à-dire de jauger une symétrie. Dans notre
cas précis, le groupe de symétrie de notre théorie est choisi comme étant

Gglobal ×Hlocal = [U (NF )L × SU (NF )R]global ×
[
SU (Nf )V

]
local (1.22)

où Hlocal représente le groupe local caché. Ce groupe est alors spontanément brisé vers
le groupe local.

Pour comprendre comment le groupe de jauge local apparaît, nous pouvons écrire
notre champ chiral comme le produit d’une composante droite et gauche

U (x) = ξ†L (x) ξR (x) (1.23)

Cependant, ces champs étant locaux, la définition de notre champ chiral U est ambigu (il
existe une redondance dans cette définition). Pour lever cette ambiguïté, il est suffisant
de demander aux champs de se transformer comme

ξL,R (x) → ξ′L,R (x) = h (x) ξL,R (x) g†L,R (1.24)
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avec h ∈ Hlocal et g ∈ Gglobal. Il suffit alors d’imposer l’invariance de jauge (i.e. de
considérer la redondance comme une symétrie de jauge) sous le groupe local. Ainsi,
on obtient les bosons vecteurs de jauge Vµ, appelés, dans ce contexte, les bosons de
jauge de la symétrie cachée locale. Ces mésons peuvent être associés aux résonances
expérimentales ω, ρ, ...

Des détails sur cette approche peuvent être trouvés dans le papier de revue[HY03].
Cette approche est très souvent couplée à la brisure de l’invariance d’échelle présentée
dans la section précédente donnant lieu à une théorie dite bsHLS où les baryons (b)
sont introduits comme des excitations solitoniques (des skyrmions).

1.2.3 Résumé

Explicitement brisée 
(anomalie axiale)

Brisure de la 
symétrie chirale

Aucune anomalie 
pour la cohérence 

de la théorie

Jauge (HLS)

Explicitement brisée
(anomalie de la trace)
Puis restaurée autour
  d’un point fixe 

bosons de Goldstone
pseudo-scalaire

Bosons vecteurs

Spontanément brisée 
(condensat de quarks)

1 boson de Goldstone 
         scalaire

Figure 1.1 – Schéma représentant les différentes brisures de symétries des groupes de
QCD. La figure représentant la fonction β est prise de [CT15]. Les détails sont donnés
dans la Sec.1.2

Pour résumer, la Fig.1.1 représente les différents groupes de symétries, leurs brisures
et les degrés de libertés associés. Il est intéressant de remarquer que la brisure de
la symétrie chirale est responsable de l’apparition de deux degrés de liberté, comme
mentionné précédemment : les champs pseudo-scalaires de pions et le champ scalaire
σ. Les degrés de liberté mésoniques vectoriels peuvent quant à eux être introduits en
utilisant les symétries locales cachées qui jaugent (en partie) la symétrie chirale.

Finalement, les degrés de libertés baryoniques sont plus complexes à faire apparaître.
Il a été mentionné ci-dessus que le sous-groupe U (1)V était responsable de la conserva-
tion du nombre baryonique. Il est important de noter que les mésons sont neutres sous
ce groupe U (1)V

4. Cependant, il est possible de créer des quantités qui possèdent une

4. En effet, par construction les mésons sont des condensats de quarks de la forme ψψ qui ne
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charge sous ce groupe comme

ϵc1c2...cNc
ψc1ψc2 ...ψcNc . (1.25)

qui représente une quantité baryonique. Les baryons sont donc des fermions portant une
charge Nc sous le groupe U (1)V

5. Ainsi, des degrés de liberté baryoniques peuvent être
introduits par de purs arguments de symétrie. Cependant, leur description rigoureuse
requiert une étude bien plus approfondie allant au-delà du cadre de cette thèse. Il a été
montré que les baryons peuvent être décrits comme des excitations de solitons (appelés
skyrmions) du vide de QCD [Sky62 ; ZB86].

La description des différents degrés de liberté mésoniques et baryoniques peut aussi
être entreprise à l’aide de l’approche non perturbative de QCD sur réseau. Cette mé-
thode de discrétisation de l’espace-temps introduit naturellement une énergie seuil (cor-
respondant à l’inverse de la taille d’une maille du réseau) permettant de régulariser la
théorie à basse énergie. La QCD sur réseau a permis de décrire de façon satisfaisante les
structures mésoniques et baryoniques mais reste extrêmement coûteuse à utiliser pour
des calculs plus complexes. Voir par exemple [Bea+11] pour une revue des applications
en physique nucléaire.

1.3 Approche phénoménologique

Il a été montré précédemment que l’interaction entre nucléons peut être interprétée
en termes d’échanges de pions. Cependant, cette façon de procéder, bien qu’ayant menée
à de très bons résultats[Nav+07 ; Hag+08 ; Sam+15 ; HK17], reste difficile à mettre en
œuvre et nécessite la prise en compte de plus en plus d’échanges de pions pour décrire
la partie à courte portée. Ainsi, le formalisme s’en trouve rapidement complexifié et des
difficultés numériques apparaissent lors du calcul des ordres élevés.

Afin de palier ce problème, nous avons vu précédemment qu’il était possible d’in-
troduire de nouveaux degrés de liberté en brisant la symétrie conforme ou en jaugeant
une partie de la symétrie chirale. De nombreuses études (voir par exemple [HY03] pour
un aperçu des travaux) s’intéressent aujourd’hui à ces approches, mais des applications
concrètes en physique nucléaire sont encore manquantes 6. Néanmoins, le cadre de la
théorie bsHLS semble donner des résultats encourageants quant à la justification de
l’introduction des degrés de libertés mésonique. Dans la suite de cette section, on se
propose donc d’utiliser l’approximation OBE (One Boson Exchange) qui permet de
simplifier le problème.

1.3.1 Approximation OBE

Une manière plus effective de décrire l’interaction nucléaire revient à introduire ces
nouveaux degrés de liberté mésoniques de façon ad hoc afin de "mimer" le comporte-

possèdent donc pas de charge sous ce groupe
5. Cette charge est généralement renormalisée à 1 en prenant des charges fractionnaires pour les

quarks.
6. Certaines études commencent à montrer des résultats encourageant comme [Pae+17] pour la

description de la saturation nucléaire dans le formalisme bsHLS.
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ment des échanges de plusieurs pions en un échange d’un autre boson (effectif). Cette
approximation porte souvent le nom d’OBE (One Boson Exchange), dont une repré-
sentation graphique est donnée dans la Fig.1.2. Cette méthode permet de simplifier

Figure 1.2 – Représentation de l’interaction entre nucléons dans l’approximation OBE.

considérablement le Lagrangien chiral en supprimant les couplages non linéaires liés à
l’échange de plusieurs pions. En contre-partie, il est nécessaire d’ajouter au Lagrangien
des termes mésoniques supplémentaires ainsi que des couplages de ces mésons avec les
nucléons qui devront être ajustés aux données expérimentales.

1.3.2 Contraintes expérimentales

L’approximation OBE peut être mise en place de différentes façons suivant le système
que l’on souhaite étudier. Pour les systèmes nucléaires, le choix des degrés de liberté
effectifs peut être guidé par l’expérience qui amène plusieurs contraintes. Au premier
ordre, les propriétés de l’interaction nucléon-nucléon que l’on souhaite retrouver sont
les suivantes

— une interaction répulsive de courte portée (cœur dur)
— une interaction attractive de longue portée
— une interaction qui dépend de la nature du nucléon
— une interaction répulsive entre protons (interaction électromagnétique)

Ces propriétés de l’interaction nucléaire permettent de choisir au mieux les degrés de
liberté les plus à même de décrire de façon satisfaisante cette interaction. Par exemple,
dans le cas d’une interaction par échange de mésons, le caractère répulsif ou attractif est
directement lié à la nature des mésons (scalaire, vecteur, isoscalaire, ...). La portée est
quant à elle principalement reliée à la masse des degrés de liberté. Il est alors possible
de repenser le potentiel nucléon-nucléon comme décrit sur la figure 1.3.

1.3.3 Interaction par échange de mésons

Dans le formalisme relativiste, la structure de Lorentz impose un nombre restreint
(< 10 dans le cas Nf = 2) de degrés de liberté mésonique possible 7. Ces mésons peuvent
être des scalaires ou des vecteurs de Lorentz, posséder ou non une dépendance en isospin
et posséder ou non une structure chirale particulière. Afin d’introduire les interactions

7. Cependant il est toujours possible d’ajouter de nouveaux termes au Lagrangien en prenant en
compte des dérivées d’ordre supérieur, voir par exemple le Chapitre 4
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Figure 1.3 – Représentation des différentes contributions mésoniques au potentiel
central de l’interaction nucléon-nucléon (traits pointillés). Le potentiel nucléon-nucléon
final est présenté en trait plein.

de ces degrés de liberté mésoniques avec les nucléons, il suffit de construire les différentes
formes bilinéaires préservant la structure de Lorentz

ψΓOτψ (1.26)

où Γ ∈ {1, γµ, γ5, γµγ5, σµν} respectivement scalaire, vecteur, pseudoscalaire, pseudovec-
teur et tenseur. De même Oτ ∈ {1, τ3} correspondant à des degrés de liberté isoscalaires
ou isovecteurs.

Afin de choisir ces degrés de libertés, il est possible d’associer à chacun de ces types un
comportement attractif ou répulsif de l’interaction engendrée. Par exemple, un degré
de liberté scalaire-isoscalaire est attractif, un vecteur-isoscalaire est répulsif, etc. En
analysant les différents degrés de liberté, il est possible de trouver un set de mésons
adéquat permettant une description simple des propriétés de l’interaction nucléaire.
Ces degrés de liberté sont (en utilisant la notation (Jπ,T)) :

— scalaire-isoscalaire (0+, 0), σ
— pseudoscalaire-isoscalaire (0−, 1), π
— vecteur-isoscalaire (1−, 0), ωµ
— vecteur-isovecteur (1−, 1), ρ⃗µ
— potentiel électromagnétique, Aµ

Les contributions de ces différents degrés de liberté au potentiel nucléon-nucléon final
sont représentées sur la Fig.1.3. Le caractère répulsif ou attractif provient directement
de la nature du méson (de ces nombres quantiques (Jπ, T )) alors que la portée est
principalement fonction de la masse des mésons. Dans la suite de ce travail de thèse,
les contributions du méson π ne seront pas prises en compte, i.e. ce méson ne sera pas
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présent dans notre théorie. En effet, la plupart des résultats présentés dans cette thèse
(voir chapitres 4 et 5) traitent des systèmes où la parité n’est pas brisée. Or, dans les
schémas d’approximation mis en place dans le chapitre suivant (voir Chap.2), le pion
brise la parité. Ainsi, dans la suite, nous considérons que les effets du méson π seront
majoritairement (et implicitement) pris en compte lors du processus d’ajustement.

À partir de ces éléments, il est alors possible de construire un Lagrangien phénomé-
nologique de la forme

L = LN + Lmes + Lint (1.27)

avec LN et Lmes les parties propagations des nucléons et mésons respectivement et Lint

la partie interaction. Dans notre cas précis où les mésons σ, ω et ρ sont pris en compte,
ainsi que le champ électromagnétique A, la densité Lagrangienne prend la forme

L =ψ

[
iγµ∂µ −M − gσσ − gωγ

µωµ − gργ
µρ⃗µ · τ⃗ − eγµA

µ1− τ3
2

]
ψ

+
1

2

(
∂µσ∂

µσ −m2
σσ

2
)
− 1

4

(
ΩµνΩ

µν − 2m2
ωωµω

µ
)
− 1

4

(
R⃗µν · R⃗µν − 2m2

ρρ⃗µ · ρ⃗µ
)

− 1

4
FµνFµν (1.28)

où la première ligne décrit la partie de propagation fermionique ainsi que les interactions
et les deux suivantes la partie propagation des mésons. Plus précisément, les tenseurs
mésoniques et électromagnétiques associés aux différents champs s’écrivent

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (1.29)
Ωµν = ∂µων − ∂νωµ (1.30)

R⃗µν = ∂µρ⃗ν − ∂ν ρ⃗µ (1.31)

Ainsi écrit, ce Lagrangien sert de point de départ pour dériver les différentes équations
du mouvement associées aux degrés de liberté fermionique et mésonique. Ces équations,
ainsi que les différentes approximations mises en œuvre, sont présentées dans le cha-
pitre 2 suivant. Nous verrons dans le chapitre 4 qu’il est possible d’ajouter des termes
supplémentaires faisant intervenir des dérivées des champs mésoniques (σµν∂µων par
exemple).

1.3.4 Interaction de portée nulle

Il est aussi possible de décrire l’interaction nucléaire à l’aide d’une interaction de
portée nulle au lieu d’échanges de mésons. Dans ce cas, les termes apparaissant dans le
Lagrangien seront juste des termes de la forme

(
ψΓOτψ

)2. En considérant les mêmes
degrés de liberté que précédemment, la partie interaction du Lagrangien d’une théorie
avec une interaction de portée nulle s’écrit

Lint =− 1

2
αS
(
ψψ
) (
ψψ
)
− 1

2
αV
(
ψγµψ

) (
ψγµψ

)
− 1

2
αTV

(
ψγµτ⃗ψ

) (
ψγµτ⃗ψ

)
− eψγµA

µ1− τ3
2

ψ. (1.32)
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Un dernier terme d’interaction contenant une dérivée est généralement ajouté et prend
la forme[NVR08]

L∂int = −1

2
δS
(
∂µψψ

) (
∂µψψ

)
. (1.33)

Ce terme permet de tenir compte des effets principaux des interactions à portée finie qui
sont cruciales pour une description quantitative de la distribution de la densité nucléaire.
L’inclusion de termes dérivatifs dans d’autres canaux est possible mais ne permet géné-
ralement pas d’améliorer l’accord théorie-expérience (voir par exemple [NVR08] pour
une discussion détaillée).

L’avantage certain de cette formulation est de ne plus faire appel à des degrés de
liberté mésoniques dont les propagateurs doivent être recalculés à chaque itération.
Ainsi, les fonctionnelles de portée nulle permettent de réduire légèrement les temps de
calcul (de l’ordre d’une dizaine de pourcents).

1.3.5 Introduction aux approches de champ moyen généralisé

Jusqu’à présent, seuls des degrés de liberté nucléoniques et mésoniques ont été consi-
dérés. Cependant, il est possible d’introduire des degrés de liberté supplémentaires cor-
respondant directement à des noyaux (Deuteron, Helium, ...). En effet, nous verrons par
la suite que le phénomène de clusterisation (cf Chap.3) est un phénomène important
et naturel dans les systèmes nucléaires. Il peut donc être particulièrement pertinent
de considérer ces clusters (souvent de faible taille) comme des degrés de liberté à part
entière.

Le traitement de ces degrés de liberté ne diffère que très légèrement du traitement
effectué précédemment dans le cadre d’une théorie par échange de mésons. Dans la suite,
on suit la méthode introduite par Typel et al.[Typ+10]. Au lieu de ne traiter que les
degrés nucléoniques et mésoniques, on introduit explicitement des champs représentant
différents types de cluster. Leur nature (fermionique/bosonique et scalaire/vectoriel)
sera directement liée à leur structure. Les clusters interagiront de façon identique avec
les mésons σ, ω et ρ avec une constante de couplage ne dépendant que du nombre
de nucléons (et leur nature) présent dans le cluster. Cependant, afin de traiter les
interactions entre ces degrés de liberté de cluster avec le milieu, une dépendance est
introduite dans leurs masses effectives Mi. Pour un cluster possédant Ni neutrons et Zi
protons, la masse dans le vide des clusters prend alors la forme suivante

mi = NimN + ZimP −B0
i (1.34)

avec B0
i l’énergie de liaison du cluster dans le vide. Pour tenir compte de l’évolution de

cette énergie de liaison dans le milieu, une correction

Bi = B0
i +∆Bi (1.35)

appelée décalage de l’énergie de liaison est introduite 8. Le calcul de ces décalages peut
être effectué dans le cadre d’une théorie des perturbations ou bien être choisi empiri-
quement [Typ+10]. Écrit sous cette forme (Eq.(1.35)), il est alors possible que Bi < 0
auquel cas le cluster se dissout et sa densité devient nulle.

8. De nombreuses corrections peuvent être ajoutées ici, voir[Typ+10] pour plus d’informations.
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Ainsi, la contribution d’un cluster fermionique (f) possédant Zf protons et Nf neu-
trons et de masse mf prendra la forme d’un Lagrangien de Dirac (on ne considère ici
que des fermions de spin 1/2)

L1/2
f = ψf

(
γµiD

µ
f −Mf

)
ψf (1.36)

Ces clusters fermioniques représentent typiquement des clusters de tritium (3H) ou bien
d’hélion (3He). Un cluster de nature bosonique (b) pourra quant à lui être soit de spin
0 comme dans le cas d’un cluster α (4He) ou bien de spin 1 comme dans le cas du
deutéron (2H). Leurs contributions prendront alors la forme suivante

L0
b =

1

2
(iDµ

bφb)
⋆ (iDb,µφb)−

1

2
φ⋆bM

⋆
b φb (1.37)

L1
b =

1

4

(
iD

[µ
b φ

ν]
b

)⋆ (
iDb,[µφb,ν]

)
− 1

2
φµ⋆b M

⋆
b φb,µ (1.38)

où iD
[µ
b φ

ν]
b = iDµ

bφ
ν
b − iDν

bφ
µ
b représente l’anti-symétrisation par rapport aux indices

entre crochets. Les dérivées covariantes dans les cas fermioniques et bosoniques sont
données par

iDµ
i = i∂µ − gωAiω

µ − gρ |Ni − Zi| ρ⃗µ · τ⃗ (1.39)

où gω et gρ représentent les constantes de couplage. Les masses effectives Mi font inter-
venir le méson σ ainsi que les décalages ∆Bi

Mi = mi − gσAiσ −∆Bi (1.40)

où mi est définie dans Eq.(1.40). Les résultats de ce type d’approche sont discutés dans
les chapitres suivants.

Finalement, il est intéressant de questionner la nécessité de l’introduction de ces
degrés de liberté supplémentaires : sont-ils nécessaires à la description de nouveaux
phénomènes physiques inaccessibles avec les nucléons comme seuls degrés de libertés ?
Augmentent-ils le caractère phénoménologique de cette description ? Une réponse à la
première question semble extrêmement prématurée et nécessitera de nombreuses nou-
velles études pour pouvoir statuer. La seconde question en revanche reste très subjective
quant à la définition du caractère phénoménologique d’une théorie. Nous avons vu précé-
demment que la première étape d’une théorie effective revenait à correctement identifier
les degrés de liberté pertinents au problème. Il semble donc tout à fait pertinent d’intro-
duire directement des degrés de liberté de cluster si ces derniers permettent de mieux
comprendre et décrire certaines propriétés du noyau atomique ou certains phénomènes
y prenant place.

1.4 Interaction forte dans le milieu

À ce stade, il est important de rappeler que l’on cherche à développer une interaction
entre nucléons afin de décrire un système qui en comporte plus de deux : le noyau (ou
la matière nucléaire). Or, dans un tel système, l’ensemble des nucléons présents forment
ainsi un problème à N-corps quantique. Ce problème s’avère extrêmement complexe à
résoudre exactement (voire totalement hors d’atteinte) pour plusieurs raisons :
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— le caractère composite des nucléons en termes de quarks et gluons entraîne l’appa-
rition d’interaction à plus de deux corps. Or la description des interactions entre
tous les degrés de liberté du système (interaction à 2, 3, ..., N corps) reste irréali-
sable aux vues du coût numérique (et de stockage) exponentiel des interactions à
plus de deux corps 9. Une stratégie possible revient alors à comprendre les effets
du milieu sur l’interaction nucléon-nucléon nue afin de les prendre en compte de
manière plus ou moins effective (en particulier en négligeant les interactions à
plus de deux corps).

— même dans le cas où seulement des interactions à 1 et 2-corps sont présentes, la
résolution du problème à N-corps (qu’il soit quantique ou non) reste excessivement
complexe numériquement à partir du moment où le nombre de constituants du
système devient élevé. Certaines stratégies sont décrites dans le prochain chapitre,
Chap.2.

— l’interaction nue à deux corps n’est généralement pas suffisante pour décrire la
physique du noyau. Pire, elle conduit très souvent à des incohérences des modèles
liées au cœur dur de l’interaction qui introduit une composante très répulsive à
courte distance.

Concernant le premier point cité ci-dessus, il est cependant intéressant de remarquer
qu’une certaine hiérarchie existe entre les contributions des potentiels à N-corps 10. En
particulier, pour n’importe quelle observable O, il est possible d’écrire que, pour chaque
contribution à i-corps, ⟨Oi−corps⟩ ≫ ⟨Oi+1−corps⟩. Ce résultat permet généralement de
négliger les interactions à 4-corps et plus. Les interactions à trois corps restent cependant
très souvent non négligeables (∼ 10% de l’interaction) et des techniques doivent être
mises en place pour les traiter (voir par exemple [Her20] pour une discussion détaillée).

Le troisième point énoncé si dessus peut être traité de différentes façons en renorma-
lisant directement l’interaction à deux corps. Différentes approches ont été développées
(théorie de Brueckner, SRG, ...) afin d’adoucir le cœur dur de l’interaction pour rendre
le traitement du problème à N-corps possible à partir d’une interaction nucléon-nucléon
nue. Cette approche n’est cependant pas celle qui a été suivie dans les travaux présentés
ici.

Le traitement des différents problèmes énoncés ci-dessus requiert généralement une
puissance de calcul importante, empêchant très souvent le développement de calculs
systématiques. Afin de prendre en compte les effets du milieu, on se propose dans la
suite de décrire succinctement comment la dépendance en densité de nos observables
apparaît naturellement en étudiant l’évolution du condensat chiral à densité finie. Il
est important de rappeler qu’introduire une dépendance en densité permet, à moindre
coût, de prendre en compte les différentes corrélations discutées précédemment. Il s’agit
d’une méthode effective parmi d’autres. Cette approche est discutée à la fin de cette
section.

9. Un calcul grossier montre que le cout de stockage d’un potentiel à A corps serait de ∼ N2A où N
représente le nombre d’états de base. Dans les bases typiquement utilisées dans les travaux présentés
ici, N ∼ 500 − 1000 où on comprend que les termes à plus de deux corps ne peuvent pas être pris en
compte. La prise en compte d’interaction à trois corps reste entreprenable dans le cas de petites bases.

10. Une telle hiérarchie n’est cependant pas présente dans toutes les théories. Un couplage faible de
la théorie est généralement nécessaire ce qui permet d’effectuer une théorie des perturbations où les
termes à N-corps apparaissent progressivement avec les ordres de perturbations.
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1.4.1 Condensat chiral à densité finie

Nous avons vu au début de ce chapitre que certains mésons peuvent être compris
en termes de condensats chiraux de la forme ⟨qq⟩ qui prennent des valeurs non nulles
pour des énergies faibles (≲ 1 GeV), c’est-à-dire ces condensats chiraux sont interprétés
comme le paramètre d’ordre de la brisure de symétrie chirale. Il est alors possible de
montrer qu’à densité finie (et/ou température finie) [PF08], la valeur de ce condensat
diminue, menant à une restauration partielle de la symétrie chirale. Or, c’est bien la
brisure de la symétrie chirale qui donne une masse aux différents degrés de liberté de
notre modèle. Ainsi, à densité finie, une diminution des masses des différents degrés de
liberté devrait être observée.

Formellement, il est possible d’utiliser le théorème d’Hellman-Feynman[Güt32 ; Hel37 ;
Fey39] pour écrire[CFG92 ; Fuc04 ; PF08]

⟨qq⟩ρ = ⟨qq⟩0 +
1

2

∑
h

∂E
∂h

∂mh

∂mq

(1.41)

avec E la densité d’énergie de la matière nucléaire et h les différents degrés de liberté
hadroniques de masses mq. On peut alors réécrire[PF08] (des hypothèses concernant la
dépendance en masse des paramètres du modèle sont introduites à cette étape)

⟨qq⟩ρ
⟨qq⟩0

= 1− ρ

ρχ

[
1 +

∂ (E/A)

∂M
+
∂ (E/A)

mπ

mπ

2σM

]
(1.42)

avec ρχ et σM deux constantes positives etM la masse des degrés de liberté baryoniques.
Ces quantités peuvent alors être calculées dans le cadre de certaines approximations
(Hartree-Fock, Brueckner-Hartree-Fock, ...) et montrent une décroissance de la valeur
du condensat chiral avec la densité baryonique ρ 11.

La dépendance du condensat chiral avec la densité, bien que majoritairement quali-
tative, est une information importante qui nous permet de comprendre l’importance de
la densité ρ dans le développement d’une interaction. Des méthodes ont été développées
afin de prendre en compte les effets du milieu de manière quantitative. Dans la suite,
on se propose de se concentrer sur la méthode qui a été utilisé dans les travaux de cette
thèse.

1.4.2 Dépendance en densité phénoménologique

Nous venons de voir que l’interaction nucléon-nucléon est rendu bien plus complexe
en présence d’un milieu. En particulier, nous avons vu que la présence d’un milieu
modifie le condensat chiral qui modifie à son tour les propriétés des mésons et baryons
de notre système. Les méthodes permettant de prendre explicitement ces corrections en
compte restent cependant très coûteuses et une simplification est souvent nécessaire. Les
résultats concernant les condensats de quarks dans des modèles d’échange de mésons
(type OBE) semblent montrer l’importance de la densité dans les constantes de couplage

11. Une incertitude importante persiste dans ce type de calculs à cause de la dépendance en masse des
paramètres du modèle qui reste mal connue[PF08]. En conclusion, QCD peut permettre de contraindre
ces dépendances, mais un lien direct entre QCD et la partie hadronique à densité finie reste à faire.
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et dans les masses du système. Ainsi, afin de prendre en compte facilement ces résultats,
une dépendance phénoménologique en densité est introduite dans toutes les constantes
de couplage de notre modèle.

Deux exemples sont donnés dans les sections suivantes, mais de nombreuses autres
possibilités existent. Voir par exemple [Dut+14] pour une revue des différentes paramé-
trisations relativistes et la description des propriétés de la matière nucléaire.

Interaction par échange de méson

La partie interaction du Lagrangien décrivant l’interaction nucléon-nucléon par échange
de méson précédemment dérivé (Eq.(1.28)) se réécrit alors

Lint =ψ

[
−gσ (ρV

)σ − gω (ρV
) γµωµ − gρ (ρV

) γµρ⃗µ · τ⃗ − eγµA
µ1− τ3

2

]
ψ, (1.43)

où la densité fermionique est définie comme ρ
V
=
√
jµjµ avec le 4-courant fermionique

jµ = ψγµψ. Le choix a été fait de considérer une dépendance dans la densité vectorielle
et non scalaire ρs = ψψ bien que cette dernière soit possible[TA20].

La paramétrisation de ces constantes de couplage reste totalement libre aux vues
du caractère phénoménologique de leur inclusion. Un argument de simplicité est donc
utilisé ici et un ajustement sur les données des modèles DBHF[HM87 ; BM90] permet
de contraindre drastiquement la forme de ces dépendances. Dans la suite, la forme de
ces dépendances sera prise comme dans [TW99] i.e.

gϕ (ρV
) = Γϕ × fϕ (ρv/ρsat) , (1.44)

où ϕ ∈ {σ, ω, ρ} et ρsat représente la densité de saturation nucléaire. Les constantes
de couplage à densité de saturation Γϕ = gϕ (ρsat) sont aussi des paramètres libres à
fixer. Les fonctions fi sont définies différemment pour les composantes isoscalaire (IS)
et isovecteur (IV)

f ISi (x) = ai
1 + bi (x+ di)

1 + ci (x+ di)
, i ∈ {σ, ω} , (1.45)

f IVi (x) = exp [−ai (x− 1)] , i ∈ {ρ} , (1.46)

où on a utilisé x = ρv/ρsat.

Le nombre de paramètres dans le canal isoscalaire peut alors être réduit en utilisant
la relation triviale f ISi (1) = 1. Il est aussi courant d’imposer l’annulation de la dérivée
seconde des fonctions fi à densité nulle, i.e.

(
f ISi
)′′

(0) = 0. Cette contrainte permet,
comme nous le verrons dans le chapitre suivant, d’éviter la divergence du terme de réar-
rangement qui comporte des termes proportionnels aux dérivées secondes des constantes
de couplage. Prises toutes ensemble, ces contraintes permettent de réduire à 4 le nombre
de paramètres libres par degrés de liberté isoscalaire et à 3 pour les degrés de liberté
isovecteur. Écrit tel quel, ce Lagrangien possède donc 13 paramètres libres (dans le cas
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où la densité de saturation n’est pas fixée)

mσ,Γσ, bσ, dσ,

mω,Γω, bω, dω,

mρ,Γρ, aρ,

ρsat. (1.47)

Il est cependant courant de réduire encore légèrement ce nombre de paramètres en fixant
les masses des mésons lourds i.e. le ω et le ρ à leurs valeurs dans le vide

mω = 783.0 MeV (1.48)
mρ = 768.0 MeV. (1.49)

La justification de cette contrainte supplémentaire peut s’expliquer par la réduction du
nombre de degrés de liberté de la théorie et donc par la réduction de la dimensionnalité
de l’espace des paramètres à étudier pour obtenir une fonctionnelle propre à décrire les
systèmes nucléaire. La masse du méson σ n’est pas fixée car elle possède un impact
particulièrement important sur la partie scalaire du potentiel nucléon-nucléon et donc
sur un grand nombre de propriétés des systèmes nucléaires, cf. Chap.4.

Interaction de portée nulle

Dans le cas du Lagrangien de portée nulle (Eq.(1.32)), les paramétrisations sont
choisies différemment. Principalement guidées par les dépendances en densité des self-
énergies[HM87 ; BM90], les dépendances suivent l’évolution

αi (x) = ai + (bi + cix) e
−dix (1.50)

où αi ∈ {αS, αV , αTV } et x = ρV /ρsat. La constante de couplage du terme dérivatif
n’est pas prise comme dépendante de la densité. En effet, certains résultats de théorie
des perturbations chirales[FKW05] ont montré que la variation de cette constante de
couplage reste faible sur les plages de densités qui sont pertinentes pour l’étude de la
structure nucléaire.

Les différentes paramétrisations adoptées dans ce travail de thèse sont décrites dans
l’annexe A et le Chap.4 traite plus précisément la procédure d’ajustement des para-
mètres. Il reste cependant important de remarquer que le nombre de paramètres mis
en jeu ici (pour l’interaction par échange de mésons ou de portée nulle) est de l’ordre
de la dizaine. Combiné aux approches de traitement à N-corps présentés dans le cha-
pitre suivant, ce faible nombre de paramètres permet de décrire de façon correcte les
propriétés des ∼ 3000 noyaux connus dans leur état fondamental et permet de prédire
les propriétés de ∼ 4000 noyaux supplémentaires.

1.5 Conclusion

Les développements concernant l’interaction nucléon-nucléon restent, encore aujour-
d’hui, des axes de recherche privilégiés pour améliorer notre compréhension des sys-
tèmes nucléaires. Nous avons vu dans ce chapitre que la description des interactions
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entre nucléons prend son origine dans la théorie de l’interaction forte. Cette dernière,
non-perturbative aux énergies de la physique nucléaire, ne permet pas la dérivation d’un
potentiel nucléaire de façon simple. Le formalisme des théories effectives des champs et
en particulier celui de la théorie des perturbations chirales a été introduit permettant
d’obtenir un Lagrangien capable de décrire cette physique de basse énergie. Nous avons
vu qu’une façon effective (et approximative) de traiter l’interaction revenait à considé-
rer l’échange de mésons dans le cadre de l’approximation OBE. De cette façon, il est
possible de s’affranchir des difficultés liées au calcul des échanges de nombreux pions
nécessaire à l’élaboration de la partie courte portée de l’interaction nucléaire. De plus,
nous avons vu qu’il était possible, dans une certaine mesure, de justifier la présence de
ces degrés mésoniques à l’aide d’extensions de la théorie chirale (symétrie conforme et
HLS).

Finalement, la prise en compte du milieu dans l’interaction nucléaire est une tâche
particulièrement complexe qui nécessite de nombreuses étapes en partant d’une théorie
chirale. Le coût numérique lié aux méthodes permettant de prendre explicitement en
compte les interactions du milieu restent, pour le moment, assez élevé et ne permet
pas de procéder à des analyses systématiques. Aux vues des difficultés importantes
mentionnées ci-dessus, dans les travaux présentés dans les sections suivantes, l’influence
du milieu est prise en compte de manière phénoménologique en incluant une dépendance
explicite en densité dans les constantes de couplage de notre modèle.

L’interaction nucléon-nucléon avec une dépendance en densité présentée dans ce cha-
pitre constitue le point de départ pour le traitement du problème à N-corps quantique
présenté dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE 2

Méthode de l’énergie fonctionnelle de la densité
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Dans le chapitre précédent ont été discutés différents aspects de l’interaction nucléon-
nucléon. Une fois cette interaction fixée, il est alors nécessaire de s’atteler à la résolution
du problème à N-corps quantique que constitue le noyau atomique. Du fait de la com-
plexité de l’interaction forte, et de l’interaction nucléon-nucléon, les systèmes nucléaires
font partie des systèmes quantiques à N-corps les plus difficiles à décrire. De cette
complexité émerge alors naturellement une diversité de phénomènes : appariement,
déformation, excitations collectives, ... dont certains seront étudiés dans les chapitres
suivants.

La résolution de ce problème à N-corps quantique ne peut être effectuée de façon
exacte aux vues du nombre important de degrés de liberté du système. Ainsi, un schéma
d’approximations doit être mis en place. Le cadre théorique qui a été utilisé lors de cette
thèse est celui des théories de l’énergie fonctionnelle de la densité (EDF). Les résultats
concernant la théorie fonctionnelle de la densité (DFT) qui possède de nombreuses res-
semblances avec les méthodes EDF sont présentés dans la première section 2.1. Les
méthodes EDF sont, encore aujourd’hui, les seules permettant de décrire de façon co-
hérente l’ensemble de la carte des noyaux.

L’élaboration des EDF requière l’utilisation d’un schéma d’approximation permet-
tant de traiter le problème à N-corps. Ces méthodes sont présentées en section 2.2
pour l’approximation Hartree-Fock (HF) et 2.3 pour l’approximation Hartree-Fock-
Bogoliubov (HFB). Les sections 2.4 à 2.6 présentent la dérivation des équations RMF
et RHB. Finalement, des détails sur l’implémentation numérique et la résolution des
équations Hartree-Bogoliubov relativistes (RHB) sont donnés dans la section 2.7.

2.1 Théorie de la fonctionnelle en densité

On se propose ici de donner les résultats fondamentaux concernant les théories de la
fonctionnelle en densité. On considère donc un système à N-corps quantique soumis à
un potentiel externe Vext dont l’Hamiltonien interne peut être écrit comme

Hi =
N∑
i=1

ti +
∑
i<j

Vij +
∑
i<j<k

Vijk + .... (2.1)

où on inclut un terme cinétique (ti) et des termes d’interaction à deux, trois, ..., N
particules. Les potentiels à N-corps dépendent des positions respectives des particules
(Vij = Vij (r⃗j, r⃗j), Vijk = Vijk (r⃗i, r⃗j, r⃗k), ...). L’Hamiltonien complet du système prend
alors la forme H = Hi +

∑
i vext(i) où vext rend compte de l’énergie liée au potentiel

externe Vext. Cet Hamiltonien est donc le point de départ de nombreuses théories faisant
intervenir un problème à N-corps, la présence du potentiel externe n’est cependant pas
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présente dans beaucoup de ces problèmes. Dans le cas où de nombreuses 1 particules
sont présentes ou lorsque les potentiels prennent des formes complexes, l’espace des
phases associé au système peut rapidement devenir important, empêchant alors une
diagonalisation directe de cet Hamiltonien. Un schéma d’approximation doit ainsi être
mis en place.

Dans la suite, nous discutons de l’approche de la fonctionnelle en densité (DFT),
originellement appliquée aux systèmes électroniques. Le lien avec la description des sys-
tèmes nucléaires sera ensuite discuté en mettant en avant les ressemblances et différences
avec le cadre des théories EDF.

2.1.1 Matrice densité

La densité à un corps joue un rôle particulièrement crucial dans le formalisme des
DFT. Cependant, il n’est pas trivial que cette densité à un corps encode toute l’infor-
mation du système. Le choix particulier de se restreindre à une densité à un corps est
principalement motivé par deux aspects : i) la résolution exacte du problème à N-corps
est bien trop complexe, et ii) la plupart des observables expérimentales d’intérêt sont
des observables à un corps où seul la matrice densité à un corps est nécessaire (rayon,
déformation, ...).

De manière très générale, il est possible d’écrire n’importe quelle observable à M
corps comme

Ô(M) =
∑

i1...i2M

Oi1...i2Ma
†
i1
...a†iMaiM+1

...ai2M (2.2)

Ainsi, en notant
∣∣ψN〉 l’état quantique du système à N-corps, il est possible de définir

les matrices densités réduites à M-corps comme

ρ
(M)
i2M ...i1

=
〈
ψN
∣∣ a†i1 ...a†iMaiM+1

...ai2M
∣∣ψN〉 (2.3)

où on suppose la bonne normalisation des fonctions d’ondes (i.e.
〈
ψN

∣∣ψN〉 = 1). Ces
matrices sont utilisées pour définir la valeur moyenne des observables à M-corps avec
la relation usuelle 〈

Ô(M)
〉
= Tr

[
Ô(M)ρ̂(M)

]
(2.4)

On en déduit donc, comme dit précédemment, que la donnée de la matrice à M-corps
totale n’est pas forcément pertinente dans le cas où les observables d’intérêts ne sont
que des observables à 1-corps.

Il sera particulièrement intéressant pour la suite de s’intéresser aux matrices de
corrélation, et plus précisément à la matrice de corrélation à deux corps. Cette dernière
peut être introduite de manière simple en utilisant le théorème de Wick pour écrire

ρ
(2)
lkji = C2

lkji + ρ
(1)
li ρ

(1)
kj − ρ

(1)
ki ρ

(1)
lj (2.5)

où C2 est donc défini comme la matrice de corrélation à deux corps et il est alors facile
de montrer que (

ρ̂(1)
)2 − ρ̂(1) = Tr

[
C2
]

(2.6)

1. Il reste difficile de donner une estimation quantitative étant donné que l’espace des phases d’un
système dépend de ses degrés de libertés.
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Il est alors intéressant de remarquer que, dans le cas où les corrélations à deux corps
sont nulles (C2 = 0), (ρ̂1)2 = ρ̂1 et les valeurs propres de la matrice densité (les nombres
d’occupation) ne pourront prendre que les valeurs 0 ou 1. Ce cas est détaillé dans les
sections suivantes dans le cadre l’approximation Hartree-Fock (voir section 2.2) où on
impose une forme de déterminant de Slater à la fonction d’onde (approximation des
particules indépendantes). Ce cas précis signifie que toute l’information nécessaire à la
description du système se trouve dans la matrice densité à un corps. Le cas inverse où
C2 ̸= 0 stipule que les nombres d’occupation pourront cette fois prendre des valeurs
continues comprises entre 0 et 1. Ce cas de figure apparaît par exemple dans le cadre de
la théorie Hartree-Fock-Bogoliubov (approximation des quasi-particules indépendantes)
présentée dans la section 2.3.

L’importance de la densité à un corps est donc directement reliée aux observables
expérimentales que l’on souhaite décrire. De plus, un argument de simplicité (aussi bien
pour le formalisme que pour la résolution numérique) nous pousse à privilégier cette
densité à un corps. Ainsi, dans les sections suivantes, et de façon générale dans la suite
de cette thèse, seule la densité à un corps et ses propriétés sont discutées. Cette densité
à un corps représente la brique fondamentale de construction des théories DFT et EDF.

2.1.2 Théorème d’existence

Dans la théorie de la DFT, on considère un système lié par un potentiel extérieur
Vext. La puissance de la DFT provient du théorème de Hohenberg-Kohn[HK64] qui
stipule l’existence d’une fonctionnelle de la densité F [ρ] permettant d’écrire l’énergie
du système comme

EVext [ρ] = F [ρ] +

∫
dr⃗Vext (r⃗) ρ (r⃗) (2.7)

où ρ (r⃗) représente la densité locale à un corps du système (ρ (r⃗) = ρ̂(1) (r⃗, r⃗)). Le
point important ici est que la fonctionnelle F ne dépendra que de l’interaction entre les
composants du système et pas du potentiel extérieur. Cette fonctionnelle possède de plus
un minimum à l’exacte densité de l’état fondamental. L’équation Eq.(2.7) nous montre
ainsi que la donnée seule de la densité locale ρ(r⃗) rend compte de toute l’information
du système et donc que la donnée de toutes les fonctions d’ondes du système n’est pas
nécessaire.

De plus, Hohenberg et Kohn ont montré que le potentiel extérieur pouvait être écrit
en fonction de la densité locale à un corps. Ce résultat peut être démontré en quelques
lignes. On suit la démonstration originale de [HK64] en commençant par supposer l’exis-
tence de deux potentiels V et V ′ donnant tous les deux la même densité ρ. Les fonctions
d’onde associées à cette densité sont dénotées ψ et ψ′ et ne sont pas égales (à moins que
les potentiels soient égaux à une constante près). Puisque ces états ψ(′) représentent les
états fondamentaux, on a

E ′ = ⟨ψ′|H ′ |ψ′⟩ < ⟨ψ|H ′ |ψ⟩ = ⟨ψ|H + V ′ − V |ψ⟩ (2.8)

soit
E ′ < E +

∫
(V ′ − V )ndr (2.9)
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Un raisonnement identique en inversant les deux potentiels donnent

E < E ′ +

∫
(V − V ′)ndr (2.10)

Puis en combinant ces deux équations

E ′ + E < E + E ′ (2.11)

qui est absurde. On en déduit donc que la donnée de la densité ρ définit entièrement le
potentiel externe V . Ainsi, l’énergie du système, qui ne dépendait déjà que du potentiel
extérieur et de la densité à un corps, peut être réécrit en fonction de la seule densité
locale à un corps i.e.

E = E [ρ] (2.12)

Ce théorème n’étant qu’un théorème d’existence, il ne permet donc pas de construire
de façon systématique cette fonctionnelle. Dans la pratique, le schéma de résolution de
Kohn et Sham (KS)[KS65b ; KS65a] est le plus utilisé. Cette implémentation est basée
sur une correspondance entre la densité d’un système en interaction et celle d’un système
de particules indépendantes uniquement soumises à un potentiel VKS. Formellement,
cela revient à résoudre l’équation de Schrödinger suivante[

−∇2

2m
+ VKS (r⃗)

]
ψi (r⃗) = ϵiψi (r⃗) (2.13)

où les ψi représentent les orbitales de KS. Il est important de remarquer que les orbitales
de KS ψi ne possèdent, a priori, aucun sens physique et ne servent que de fonctions
d’ondes auxiliaires pour définir la densité à un corps

ρ =
∑
i

|ψi⟩ ⟨ψi| . (2.14)

La fonctionnelle F [ρ] prend alors la forme suivante

F [ρ] = T [ρ] + EH [ρ] + EXC [ρ] (2.15)

avec T [ρ] la fonctionnelle cinétique du système sans interaction, EH [ρ] la partie Hartree
(voir section 2.2) de la fonctionnelle qui ne dépend que du potentiel à un corps et enfin
EXC [ρ] la partie échange de la fonctionnelle qui contient le terme de Fock et tous les
termes d’interaction d’ordres supérieurs.

On obtient alors un schéma auto-cohérent pour résoudre le problème à N-corps où
le point de départ est un potentiel de KS. On résout les équations du mouvement
pour obtenir les fonctions d’ondes (et l’énergie) desquelles est extraite une densité à un
corps que l’on peut utiliser pour reconstruire un nouveau potentiel, et ce, jusqu’à la
convergence. Cet enchainement est résumé sur la Fig.2.1 et par l’équation

VKS → ψi → ρ→ VKS. (2.16)

La difficulté dans l’utilisation du théorème HK et du schéma KS réside dans la
construction de la partie d’échange. En effet, le théorème ne donne aucune information
à propos de la forme de la fonctionnelle. De nombreuses prescriptions existent afin de
construire la partie d’échange, la plus utilisée restant celle où cette partie d’échange
est prise comme fonction de la densité locale à un corps seulement (voir par exemple
[Per+05] pour différents exemples).
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Figure 2.1 – Schéma générique de résolution du problème à N-corps dans l’implémen-
tation de Kohn-Sham de la DFT.

2.1.3 Lien avec les EDF

Une des méthodes usuelles permettant de traiter le problème nucléaire est celui des
EDF. Cependant, bien que possédant de nombreuses similarités, les EDF et les DFT
possèdent aussi des différences fondamentales.

Le cadre théorique de la DFT présenté précédemment s’applique dans le cas où le
système est soumis à un potentiel extérieur Vext qui lie les composants du système. Le
cas du noyau reste bien différent d’un point de vue fondamental. En effet, les nucléons
ne sont pas liés par un potentiel extérieur, mais par interaction forte, directement entre
eux. Ainsi, le noyau atomique est un système auto-lié et la présence d’un potentiel
extérieur n’est pas requise. Il en résulte que l’application de la DFT au problème de
physique nucléaire ne possède, pour le moment, pas de base mathématique quant à
l’existence d’une telle fonctionnelle 2.

Une seconde différence fondamentale entre les méthodes EDF et DFT concerne la
façon dont les symétries sont préservées. En DFT, les symétries du système ne peuvent
être brisées[Gör93] sous peine de sortir du cadre du théorème HK. En physique nu-
cléaire en revanche, afin de tenir compte du phénomène d’appariement par exemple
(voir Sec.2.3), les symétries du système peuvent être brisées afin d’inclure des corré-
lations supplémentaires dans le champ moyen. Ces symétries sont brisées directement
au niveau du vide choisit pour la théorie et la minimisation de la fonctionnelle dans
ce vide particulier amène au cadre des théories SR-EDF (Single Reference EDF). Il
est cependant possible de restaurer ces symétries brisées pour obtenir une théorie dite
multi-références (MR-EDF)[DS10 ; She+21] prenant en compte les fluctuations des pa-
ramètres d’ordre des symétries brisées en mélangeant les différents états obtenus au
niveau SR-EDF. Ces théories MR-EDF sont celles qui se rapprochent le plus des théo-
ries DFT même si un lien mathématiquement solide n’a pour le moment pas été dérivé.

2. De nombreuses études tentent de faire le lien entre DFT et EDF[DFP10].

34



Dans la suite de ce chapitre, on se propose donc de construire une énergie fonction-
nelle de la densité dans un cadre relativiste au niveau SR-EDF. La théorie du champ
moyen relativiste et son extension au cas superfluide seront ainsi présentées.

2.2 Théorie Hartree-Fock

On se propose ici de donner les principales étapes permettant la dérivation d’une
énergie fonctionnelle de la densité. De la même façon que pour la DFT, le point de
départ sera un Hamiltonien très général

H =
N∑
i=1

ti +
∑
i<j

Vij +
∑
i<j<k

Vijk + .... (2.17)

où des potentiels à deux, trois, ..., N particules peuvent être inclus et rendent la résolu-
tion numérique trop coûteuse numériquement. Afin de traiter ce problème à N-corps, on
utilise alors l’approximation du champ moyen qui consiste à séparer l’Hamiltonien en
une partie à un corps englobant le plus de corrélations possible et une partie interaction
à plusieurs corps. Cela revient donc à écrire

H =

[∑
i

p2i
2m

+ U
i

]
+

[∑
ij

Vij +
∑
i<j<k

Vijk + ....−
∑
i

Ui

]
= H0 + Vres (2.18)

avecH0 un Hamiltonien à un corps facilement diagonalisable et Vres un potentiel résiduel
possiblement très complexe. Les Ui représentent le champ moyen et toute la difficulté
de l’approche revient à trouver le « meilleur » champ moyen afin de prendre en compte
le maximum de corrélation possible.

Sous cette approximation, le système devient donc un système de particules indépen-
dantes plongées dans un champ moyen U . L’approximation Hartree-Fock fournit alors
un moyen d’obtenir la meilleure représentation possible (le meilleur champ moyen).
Pour cela, on suppose que les fonctions d’ondes |Φ0⟩ prennent la forme de déterminant
de Slater. Le vide de référence est alors choisi comme étant le vide des particules |0⟩ et
la fonction d’onde du système prend la forme 3

|Φ0⟩ =
∏
i

c†i |0⟩ (2.19)

avec c†i l’opérateur de création de particule. Le problème revient ensuite à résoudre
l’équation aux valeurs propres

H0 |Φ0⟩ = EHF
0 |Φ0⟩ (2.20)

avec EHF
0 l’énergie Hartree-Fock qui correspond donc à l’énergie du fondamental dans

l’approximation Hartree-Fock.

3. Il est important de rappeler ici que l’interaction étant ajustée sur des données de physique nu-
cléaire, l’état fondamental prend de fait en compte bien plus de corrélation que la simple approximation
HF.
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Matrice densité à un corps et énergie Hartree-Fock

La matrice densité à un corps s’exprime alors à partir de l’état fondamental |Φ0⟩

ρji ≡ ⟨Φ0| c†icj |Φ0⟩ (2.21)

Comme mentionné dans la section précédente, dans le cas où les fonctions d’ondes se
réduisent à un déterminant de Slater, la donnée de la matrice densité à un corps est
suffisante pour caractériser entièrement le système.

Il est alors possible d’obtenir une expression de l’énergie Hartree-Fock en fonction
seulement de cette matrice densité à un corps et des termes d’interaction. Pour ce faire,
nous commençons par écrire l’Hamiltonien sous une forme quantifiée

H =
∑
ij

tijc
†
icj +

1

4

∑
ijkl

Vijklc†ic
†
jclck (2.22)

L’énergie Hartree-Fock prend alors la forme

EHF
0 =

∑
ij

tij ⟨Φ0| c†icj |Φ0⟩+
∑

i<j,k<l

Vijkl ⟨Φ0| c†ic
†
jclck |Φ0⟩ (2.23)

En utilisant le théorème de Wick et l’équation Eq.(2.19), il est possible de réécrire
l’énergie HF en fonction de la densité à un corps seulement

EHF
0 =

∑
i,j

tijρji +
1

2

∑
i,j,k,l

V(A)
ijklρkiρlj (2.24)

où le potentiel V(A)
ijkl représente le potentiel Vijkl anti-symétrisé définit par

Vijkl (ρkiρlj − ρliρkj) = V(A)
ijklρkiρlj. (2.25)

La seule connaissance de la matrice densité à un corps permet donc de calculer l’énergie
HF à partir du potentiel quantifié V .

Écrite telle quelle, l’équation Eq.(2.24) définit en fait la fonctionnelle HF

EHF [ρ] = T [ρ] + EH [ρ] + EXC [ρ] (2.26)

qui est bien une fonctionnelle de la densité à 1-corps. Il est cependant important de
remarquer une différence importante avec la DFT : ici il s’agit d’une théorie dépendante
de la matrice densité à 1-corps et non de la densité locale à 1-corps comme dans la DFT.

Équation Hartree-Fock

La dernière étape consiste à trouver la matrice densité à un corps ρ qui minimise
notre fonctionnelle HF. On procède à la minimisation de EHF sous la condition de
conserver un système de particules indépendantes i.e. en imposant l’idempotence de la
matrice densité. On obtient alors

δ
(
EHF − Λ

(
ρ2 − ρ

))
= 0 (2.27)
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où Λ représente un paramètre de Lagrange. Le premier terme peut se réécrire δEHF =
hδρ avec h l’Hamiltonien du système donné par

h [ρ] =
δEHF [ρ]

δρ
. (2.28)

Finalement, le calcul explicite de Eq.(2.27) permet d’écrire l’équation HF sous sa forme
finale

[h [ρ] , ρ] = 0 (2.29)

Cette équation nous enseigne que la base qui minimise l’énergie de notre système est
celle où la densité et l’Hamiltonien commutent i.e. celle où ρ et h sont diagonales.

Pour être utilisable, il sera nécessaire de dériver les éléments de matrice tij et Vijkl qui
dépendant de l’interaction choisie. Ces calculs sont présentés dans les sections Sec.2.4
et Sec.2.5 dans le cas d’une interaction relativiste par échange de mésons.

2.3 Théorie Hartree-Fock-Bogoluibov

2.3.1 Motivations

L’approximation HF est basée sur une hypothèse très simple de fonctions d’onde
comme déterminant de Slater. Cependant, cette hypothèse mène à deux problèmes
principaux de natures différentes, mais en lien très étroit :

— la théorie des perturbations associées aux hypothèses de l’approximation HF
échoue à décrire les noyaux à couches ouvertes

— les résultats théoriques associés à des calculs HF ne permettent pas de rendre
compte des résultats expérimentaux sur un grand nombre d’observables (oscilla-
tion des énergies de liaison en fonction de la nature pair-pair, pair-impair, impair-
impair des noyaux, décalage des spectres d’excitations des noyaux miroirs, ...)

Le premier des problèmes énoncés ci-dessus se comprend facilement lorsque l’on
essaie d’appliquer la théorie des perturbations sur un état HF. Si le potentiel résiduel
est vraiment ’résiduel’ dans le sens où les corrélations qu’il contient sont largement
négligeables devant celles prises en compte dans le champ moyen, alors la théorie des
perturbations devrait nous permettre d’introduire en partie ces corrélations résiduelles
supplémentaires à moindre frais (auquel cas les corrections devraient rester faibles).
En revanche, si ces corrections apparaissent comme étant du même ordre de grandeur,
voire supérieure aux contributions du champ moyen, cela signifie que des corrélations
importantes et fondamentales n’ont pas été prises en compte et sont donc manquantes
au niveau champ moyen. Il sera alors nécessaire de modifier ce dernier pour prendre en
compte ces corrélations supplémentaires.

Afin d’illustrer cette discussion, il est possible d’écrire simplement le premier ordre
de la théorie des perturbations dans le cas d’un noyau à couche ouverte. On obtient
alors une contribution de la forme

E = E +
∑
n>0

∣∣〈ϕHFn ∣∣Vres ∣∣ϕHF0

〉∣∣2
E − En

(2.30)

37



avec E l’énergie du fondamental. Dans le cas précis d’un noyau à couche ouverte, le
dénominateur E − En peut prendre des valeurs très petites, voire nulles dans le cas où
une sous-couche n’est pas remplie. La correction apportée au terme d’ordre 0 devient
alors possiblement très grande (voire infinie) et la théorie des perturbations associées à
ces états HF échoue donc à décrire ce type de noyau.

Le second problème énoncé ci-dessus concerne directement l’accord entre théorie et
expérience. Un effet particulièrement visible et remarquable est celui de la différence
d’énergie de liaison entre les noyaux pair-pair et les noyaux impair-impair (ou pair-
impair, mais la différence est moins grande). Sur la Fig.2.2a sont représentées les énergies
de séparation des neutrons Sn = B (N,Z)−B (N − 1, Z) dans la chaîne isotopique du
Nickel. On remarque alors une oscillation de cette énergie de séparation avec des pics
hauts pour les noyaux pairs et des pics bas pour les noyaux impairs. Une différence de
l’ordre du MeV est observée. Un autre effet remarquable est celui de la création d’un
gap dans les spectres d’excitation de basse énergie comme montré sur la Fig.2.2b. Alors
que plus d’un MeV sépare le niveau fondamental du premier état excité dans les noyaux
pairs 58,60,62Ni, seulement quelques centaines de keV sont présents pour les impairs.

(a) Énergie de séparation des neutrons Sn =
B (N,Z)−B (N − 1, Z) dans la chaîne isoto-
pique des Nickel. Données tirées de [NND].

(b) Spectre d’excitation de quelques isotopes
du Nickel. Données tirées de [NND].

Afin d’expliquer ces différences et obtenir un cadre théorique sain, Bohr, Mottelson
et Pines ont développé un modèle de superfluidité nucléaire[BMP58] en analogie avec la
supraconductivité[BCS57]. De la même façon que deux électrons peuvent créer une paire
de Cooper et ainsi faire gagner de l’énergie de liaison au système, les nucléons proches
du niveau Fermi peuvent se rassembler par paires. Ainsi, étant donné que la création de
paires permet de diminuer l’énergie du système en augmentant son énergie de liaison, les
noyaux pair-pair posséderont une énergie de liaison plus importante expliquant alors les
résultats de la Fig.2.2a. Une façon d’exciter un noyau revient alors à briser ces paires.
Ainsi, dans des noyaux pair-pair où des paires de nucléons se forment facilement, une
énergie minimale (un gap) égale à l’énergie de liaison de la paire est nécessaire pour
exciter le système (gap non présent dans les noyaux impairs), expliquant la Fig.2.2b.

Il est important de remarquer que la création de paires de Cooper n’est pas un
mécanisme qui apparaît dans tous les noyaux. En effet, il s’agit d’une compétition
entre la différence d’énergie des niveaux à un corps et l’énergie apportée par une paire.
Dans le cas où deux niveaux proches du niveau de Fermi sont à des énergies très
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différentes, la création d’une paire ne sera pas énergétiquement favorable dans le sens
où elle ne permettra pas de diminuer l’énergie du système et ne sera donc pas choisie
comme la configuration fondamentale du système. C’est par exemple le cas des noyaux
(doublement) magiques où la séparation entre le dernier état occupé et le premier état
vide est très importante.

Ces corrélations d’appariement ne sont pas présentes au niveau Hartree-Fock si-
gnifiant qu’elles ont été négligées et sont donc comprises dans le terme d’interac-
tion résiduelle Vres. Afin de prendre en compte ces corrélations supplémentaires, il est
donc nécessaire d’enrichir la fonction d’onde en changeant l’ansatz utilisée dans l’ap-
proximation champ moyen. Dans les sous-sections suivantes, le formalisme BCS (Bar-
deen–Cooper–Schrieffer) est tout d’abord introduit permettant une description simpli-
fiée du phénomène d’appariement en liant étroit avec la théorie de la supraconductivité
telle qu’énoncée en 1957[BCS57]. Puis le formalisme Bogoliubov sera introduit afin de
généraliser les résultats de la théorie BCS.

2.3.2 Théorie BCS pour les systèmes nucléaires

L’approche BCS (Bardeen–Cooper–Schrieffer) permet d’inclure les corrélations de
type particules-particules à moindre frais en modifiant légèrement la fonction d’onde
du système. Cette fonction d’onde BCS[BCS57] prend la forme suivante 4

|ψBCS⟩ =
∏
k>0

(
uk + vkc

†
k
c†k

)
|0⟩ (2.31)

où c†
k
c†k représente une paire de Cooper de nucléons composés de nucléons d’impulsions

k et −k et de spins opposés avec
∣∣k〉 correspondant à l’état renversé du temps de |k⟩.

Les paramètres uk et vk sont les inconnues du problème et sont déterminés de manière
variationnelle. Il est de plus nécessaire d’imposer ⟨ψBCS |ψBCS⟩ = 1 et donc

u2k + v2k = 1. (2.32)

Il est alors possible de montrer que le nombre de particules dans le système s’écrit
comme

N =
〈
N̂
〉
= ⟨ψBCS|

∑
k

c†kc
†
k
|ψBCS⟩ =

∑
k

v2k. (2.33)

De la même façon, la variance du nombre de particules est non nulle et prend la forme

∆N =
〈
N̂2
〉
= N2 + 2

∑
k

ukvk, (2.34)

montrant que l’état BCS brise la conservation du nombre de particules. Ce phénomène
peut être relié à une brisure spontanée d’une symétrie U(1) et dont le paramètre d’ordre
sera directement relié aux κ⋆kk = ⟨0| c†kc

†
k
|0⟩. Cette quantité n’est rien d’autre que la

partie diagonale du tenseur d’appariement introduit de façon générale dans la section
Sec.2.3.3.

4. Il est aussi possible d’écrire |ψBCS⟩ = N exp
{∑

k xkc
†
kc

†
k

}
avec N une constante de normalisation

et les xi représentant les uk et vk.
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La non-conservation du nombre de particules requiert de contraindre l’observable
N =

〈
N̂
〉

à une valeur fixée (égale au nombre de nucléons dans le noyau étudié). Pour
ce faire, lors de la procédure variationnelle, un multiplicateur de Lagrange correspondant
au potentiel chimique est ajouté au système H → H − µN .

Il est alors possible d’introduire les états de quasi-particules (qp) BCS

bk = ukck − vkc
†
k
, ∀k ≷ 0 (2.35)

avec comme convention uk = uk et vk = −vk. On montre alors facilement que

bk |ψBCS⟩ = bk |ψBCS⟩ = 0 (2.36)

signifiant que les états de quasi-particules bi ont comme vide l’état BCS (2.31). Ce
constat permet dans le même temps d’écrire le vide de quasi-particules BCS comme

|ψBCS⟩ =
∏
k≷0

bk |0⟩ (2.37)

Ce vide de qp BCS sera généralisé dans la section suivante 2.3.3 au vide de qp Bogo-
liubov.

En conclusion, les états qp de BCS apparaissent comme des excitations fermioniques
associés à l’état BCS Eq.(2.31) qui en est le vide. En comparaison, les états HF étaient
construits comme des déterminants de Slater |ψHF ⟩ =

∏
i>0 c

†
i |0⟩ où i ne parcouraient

alors que les états occupés.

Les équations BCS peuvent être dérivées de manière variationnelle permettant alors
d’écrire les facteurs d’occupations u et v comme

uk =
1

2

1 + ϵk − µ√
(ϵk − µ)2 +∆2

kk

 (2.38)

vk =
1

2

1− ϵk − µ√
(ϵk − µ)2 +∆2

kk

 (2.39)

où ϵk représente l’énergie de l’état k, µ le potentiel chimique et ∆ le champ d’appa-
riement dérivé à partir du tenseur d’appariement κ défini précédemment. Ce champ
d’appariement ∆ prend typiquement des valeurs comprises entre 0 MeV et quelques
MeV. Ainsi, pour des niveaux tels que ϵk ≫ µ (ou dans le cas où le champ d’apparie-
ment est nul), uk → 1 et vk → 0. En revanche, autour du niveau de Fermi, les orbitales
occupées peuvent s’étaler sur des orbitales vides auquel cas uk < 1 et vk > 0.

Le formalisme BCS présenté ici permet de rendre compte de la plupart des observa-
tions expérimentales qui mettaient en défaut la théorie HF. Il est cependant important
de rappeler que, dans cette approche, le nombre de particules n’est plus conservée ce
qui nous éloigne des systèmes physiques. Il est cependant possible de projeter les états
BCS sur le bon nombre de particules afin de restaurer la symétrie de conservation du
nombre de particules. Cette procédure n’est pas décrite ici et n’a pas été implémentée
dans les travaux présentés dans ce manuscrit. Des détails sur cette méthode sont par
exemple disponibles dans[DS10 ; She+21].
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2.3.3 Formalisme de Bogoliubov

Il est possible de généraliser les transformations précédentes Eq.(2.35) à un cas beau-
coup plus général où les opérateurs b précédents deviennent des combinaisons linéaires
des opérateurs de création et annihilation [Bog58 ; BTŠ58]

βµ =
∑
n

U⋆
µncn + V ⋆

µnc
†
n, (2.40)

ou bien de façon matricielle(
β
β†

)
=

(
U † V †

V T UT

)(
c
c†

)
= B†

(
c
c†

)
(2.41)

où B représente la matrice de Bogoliubov. Les opérateurs de qp β permettent alors de
construire l’état de référence de notre théorie

|ψHFB⟩ =
∏
ν

βν |0⟩ , (2.42)

βµ |ψHFB⟩ = 0, ∀µ. (2.43)

Les transformations de Bogoliubov étant linéaires, la condition BB† = B†B = I doit
être respectée. Cela impose en particulier les relations de commutation suivantes{

βµ, β
†
ν

}
= δµν (2.44a)

{βµ, βν} = 0 (2.44b)

qui peuvent à leur tour être retranscrites dans le langage des éléments U et V de la
matrice de Bogoliubov

U †U + V †V = I (2.45a)
UU † + V ⋆V T = I (2.45b)
UTV + V TU = 0 (2.45c)
UV † + V ⋆UT = 0 (2.45d)

De la même façon que dans la théorie HF, il est maintenant possible de définir la
densité et une nouvelle quantité appelée tenseur d’appariement

ρij = ⟨ψHFB| c†jci |ψHFB⟩ = ρ⋆ij, (2.46)
κij = ⟨ψHFB| cjci |ψHFB⟩ = −κ⋆ij. (2.47)

Le tenseur d’appariement est ici non nul, car le vide HFB |ψHFB⟩ est différent du vide
HF. καβ peut alors être interprétée comme le paramètre d’ordre de la brisure de la
symétrie U(1) correspondant à la conservation du nombre de particules. Ces quantités
peuvent être redéfinies en terme des éléments de la matrice de Bogoliubov U et V
comme

ρij =
∑
µ

V ⋆
µiV

Tµj =
(
V ⋆V T

)
ij

(2.48)

κij =
∑
µ

V ⋆
µiU

Tµj =
(
V ⋆UT

)
ij

(2.49)
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Il est alors possible de montrer que ρ2 ̸= ρ

ρ2 − ρ = V ⋆V T
[
V ⋆V T − I

]
= −V ⋆V TUU † = V ⋆UTV U † = κκ⋆ (2.50)

où les relations Eq.(2.45b) et Eq.(2.45c) ont été utilisées. Une nouvelle matrice généra-
lisée R peut alors être introduite

R =

(
ρ κ

−κ⋆ 1− ρ⋆

)
. (2.51)

permettant d’avoir R2 = R. De la même façon que précédemment, on écrira ici notre
fonctionnelle finale comme la somme de quatre fonctionnelles, dépendant cette fois de
la matrice densité généralisée

EHFB [R] = T [R] + EH [R] + EXC [R] + EA [R] (2.52)

où le dernier terme prend en compte l’appariement.

2.3.4 Équations HFB

En procédant de manière équivalente à la dérivation des équations HF i.e. en mini-
misant la quantité

F = EHFB − Λ
(
ρ2 − ρ

)
− µN, (2.53)

on obtient les équations HFB

[H,R] = 0 (2.54)
(2.55)

où l’Hamiltonien du système H est maintenant défini comme

H [R] =
δEHFB [R]

δR
. (2.56)

Les équations HFB peuvent alors être réécrites sous forme matricielle(
h− λ1 ∆
−∆∗ −h∗ + λ1

)(
Uk
Vk

)
= Ek

(
Uk
Vk

)
(2.57)

avec h le champ de Dirac h = δEHFB

δρ
et ∆ le champ d’appariement ∆(⋆) = δEHFB

δκ(⋆)
.

Les fonctions d’ondes recherchées sont donc les U et V qui peuvent être représentées,
dans le cas relativiste traité ici, à l’aide de spineur de grande et petite composante f et
g comme

Uk =

(
fUk
igUk

)
, Vk =

(
fVk
igVk

)
. (2.58)

Le schéma de résolution est présenté à la fin de ce chapitre en section Sec.2.7.
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2.4 Équations du mouvement

Dans les deux sections précédentes ont été présentées les approximations mises en
œuvre afin de traiter le problème à N-corps quantique. Maintenant que le schéma de
résolution a été mis en place, il nous faut à présent dériver l’Hamiltonien du système.
Cet Hamiltonien sera basé sur les Lagrangiens présentés dans le chapitre précédent (in-
teraction par échange de mésons Sec.1.3.3 et interaction de portée nulle Sec.1.3.4) mais
seules les dérivations concernant l’interaction par échange de mésons sont présentées
ici. On rappelle ce Lagrangien par commodité :

L =ψ

[
iγµ∂µ −M − gσσ − gωγ

µωµ − gργ
µρ⃗µ · τ⃗ − eγµA

µ1− τ3
2

]
ψ

+
1

2

(
∂µσ∂

µσ −m2
σσ

2
)
− 1

4

(
ΩµνΩ

µν −m2
ωωµω

µ
)
− 1

4

(
R⃗µν · R⃗µν −m2

ρρ⃗µ · ρ⃗µ
)

− 1

4
FµνFµν (2.59)

où on rappelle que les gi sont pris comme dépendant de la densité vectorielle ρ
V
=
√
jµjµ

avec le courant fermionique définit comme jµ = ψγµψ. Les équations du mouvement
sont alors dérivées via les équations d’Euler-Lagrange pour les parties fermionique et
bosonique.

2.4.1 Partie fermionique

La partie fermionique des équations du mouvement peut être écrite sous la forme
suivante

∂L
∂ψ

+
∂L
∂ρ

V

∂ρ
V

∂ψ
= ∂µ

∂L
∂∂µψ

(2.60)

où le second terme dans le membre de gauche provient de la dépendance en densité
du Lagrangien. Ces équations du mouvement mènent directement à l’équation de Dirac
suivante (

γµ
(
i∂µ + ΣV

µ + ΣR
µ

)
−M + ΣS

)
ψ = 0 (2.61)

avec les self-énergies définies comme

ΣV
µ = e

1 + τ3
2

Aµ + gωωµ + gρρ⃗µ · τ⃗ (2.62a)

ΣR
µ =

jµ
ρ

V

[
∂gσ
∂ρ

V

ψσψ +
∂gω
∂ρ

V

ψγµωµψ +
∂gρ
∂ρ

V

ψγµρ⃗µ · τ⃗ψ
]

(2.62b)

ΣS = gσσ (2.62c)

On introduit également la masse effective de Dirac M⋆ =M − ΣS.

2.4.2 Partie mésonique

Les équations du mouvement pour les mésons s’écrivent comme

∂L
∂ϕ

= ∂µ
∂L
∂∂µϕ

(2.63)
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où ϕ = σ, ω, ρ, A. On obtient donc les quatre équations du mouvement suivantes

(
□+m2

σ

)
σ = −gσψψ (2.64a)

∂µΩ
µν +m2

ωω
ν = gωψγ

νψ (2.64b)

∂µR⃗
µν +m2

ρρ⃗
ν = gρψγ

ν τ⃗ψ (2.64c)

∂µF
µν = eψγν

1 + τ3
2

ψ (2.64d)

Il est alors possible d’imposer la jauge de Coulomb ∂µAµ pour réécrire les équations de
Proca et Maxwell sous forme d’équations de Klein-Gordon inhomogènes comme

(
□+m2

σ

)
σ = −gσψψ (2.65a)(

□+m2
ω

)
ων = gωψγ

νψ (2.65b)(
□+m2

ρ

)
ρ⃗ν = gρψγ

ν τ⃗ψ (2.65c)

□Aν = eψγν
1 + τ3

2
ψ (2.65d)

2.5 Hamiltonien du système

Comme introduit aux cours des sections précédentes, nous souhaitons obtenir une
fonctionnelle de la densité E [ρ]. Pour ce faire, il est commode et possible de passer dans
une représentation Hamiltonienne de notre système. Cette transformation peut être
réalisée facilement en appliquant une transformée de Legendre au Lagrangien précédent
pour obtenir une densité Hamiltonienne i.e.

H =
∑
ϕ

∂L
∂∂0ϕ

∂0ϕ− L (2.66)

avec ϕ = ψ, σ, ω, ρ, A.

2.5.1 Partie fermionique

L’impulsion pour la partie fermionique s’écrit simplement

∂L
∂∂0ψ

∂0ψ = iγ0ψ = iψ† (2.67)

La densité Hamiltonienne correspondante s’écrit alors

Hψ = ψ [−iγ ·∇+M ]ψ (2.68)
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2.5.2 Partie mésonique

Concernant les parties mésoniques, les impulsions s’écrivent

∂L
∂∂0σ

∂0σ = (∂0σ)
2 (2.69a)

∂L
∂∂0ωµ

∂0ωµ = −Ω0i∂0ωi (2.69b)

∂L
∂∂0ρ⃗µ

∂0ρ⃗µ = −R⃗0i∂0ρ⃗i (2.69c)

∂L
∂∂0Aµ

∂0Aµ = −F 0i∂0Ai (2.69d)

En utilisant les équations du mouvement précédemment dérivées (2.65a)-(2.65d), les
densités Hamiltonienne prennent les formes suivantes

Hσ =
1

2

[
∂0σ∂0σ + (∇σ)2 +m2

σσ
2
]
= −1

2
gσψσψ (2.70a)

Hω = −1

2

[
−Ω0i∂0ωi + Ωiµ∂iωµ −m2

ωω
2
]
= −1

2
gωψγ

µωµψ (2.70b)

Hρ = −1

2

[
−R⃗0i∂0ρ⃗i + R⃗iµ∂iρ⃗µ −m2

ρ (ρ⃗ · τ⃗)
2
]
= −1

2
gρψγ

µρ⃗µ · τ⃗ψ (2.70c)

HA = −1

2

[
−F 0i∂0Ai + F iµ∂iAµ

]
= −1

2
eψγµAµ

1− τ3
2

ψ (2.70d)

2.5.3 Partie interaction

La dernière partie de l’Hamiltonien du système provient des termes d’interaction
entre nucléons et mésons. Ce terme prend la forme

Hint = ψ

[
gσσ + gωγµω

µ + gργµρ⃗
µ · τ⃗ + eγµA

µ1− τ3
2

]
ψ (2.71)

Il est intéressant de remarquer les similarités entre cette partie interaction et la partie
mésonique qui ne diffèrent, finalement, que d’un facteur −1

2
.

2.5.4 Hamiltonien final

Pour obtenir l’Hamiltonien du système, il suffit d’écrire

H =

∫
d3x [Hψ +Hσ +Hω +Hρ +HA +Hint]

=

∫
d3xψ [−iγµ ·∇+M ]ψ +

1

2

∫
d3xψ

[
gσσ + gωγµω

µ + gργµρ⃗
µ · τ⃗ + eγµA

µ1− τ3
2

]
ψ

(2.72)

Il est alors possible d’exprimer cet Hamiltonien en fonction des degrés de liberté nu-
cléoniques seulement en utilisant les équations du mouvement des champs mésoniques
et en les inversant pour écrire

ϕ (x) =

∫
d4yDϕ (x, y) sϕ (y) (2.73)
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avec ϕ = σ, ω, ρ, A, Dϕ le propagateur mésonique et sϕ le terme de source (courant
fermionique). On écrit alors

H =

∫
d3xψ [−iγµ ·∇+M ]ψ+

∑
ϕ

1

2

∫
d3xd4yψ (x)ψ (y) Γϕ (x, y)Dϕ (x, y)ψ (x)ψ (y)

(2.74)
où les vertex d’interaction Γϕ prennent les formes suivantes

Γσ (x, y) = −gσ (x) gσ (y) (2.75a)
Γω (x, y) = [gω (x) γµ (x)] [gω (y) γ

µ (y)] (2.75b)
Γσ (x, y) = [gρ (x) γµ (x) τ⃗ (x)] [gρ (y) γ

µ (y) τ⃗ (y)] (2.75c)

ΓA (x, y) = e2
[
γµ (x)

1− τ3 (x)

2

] [
γµ (y)

1− τ3 (y)

2

]
(2.75d)

On remarque dans Eq.(2.74) un premier terme cinétique et un second terme d’interac-
tion.

2.5.5 Quantification

La dernière étape dans la construction de notre fonctionnelle est la quantification de
l’Hamiltonien. Les opérateurs spinoriels se quantifient de la manière suivante

ψ(x) =
∑
i

[
fi(x)e

−iϵitci + gi(x)e
iϵ′itd†i

]
no−sea
=

∑
i

fi(x)e
−iϵitci (2.76)

ψ(x) =
∑
i

[
f †
i (x)e

iϵitc†i + g†i (x)e
−iϵ′itdi

]
no−sea
=

∑
i

f †
i (x)e

iϵitc†i (2.77)

où l’approximation no-sea a été utilisée. Cette approximation consiste à négliger les
états de la mer de Dirac c’est-à-dire les solutions ϵ < −mc2. Cela permet de ne pas tenir
compte des problèmes de régularisation dus aux contributions divergentes de certains
diagrammes incluant des boucles nucléons-antinucléons. Cette approximation fait sens
ici où elle peut être interprétée comme une méthode de soustraction[FTS95 ; FPS02].
La principale conséquence sera de négliger les opérateurs de création et annihilation
des anti-nucléons (d†i et di). Il est alors possible de réécrire l’Hamiltonien sous sa forme
quantifiée

H0 =
∑
ij

c†icj

∫
d3xfj [−iγ∇+M ] fi

+
∑
ϕ

1

2

∑
ijkl

c†ic
†
jclck

∫
d3xd4yfi (x) fj (y) Γϕ (x, y)Dϕ (x, y) fl(y)fk(x)

=
∑
i,j

tijc
†
icj +

∑
ϕ

1

2

∑
i,j,k,l

Vϕijklc
†
ic

†
jclck

H0 = T +
∑
ϕ

Vϕ (2.78)

Cet Hamiltonien va alors pouvoir être utilisé dans le cadre des approximations mises
en place dans les sections précédentes afin de dériver les équations RMF et RHB pré-
sentées dans la section suivante.
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2.6 Équations RMF et RHB

Les schémas d’approximations HF et HFB présentés dans les sections 2.2 et 2.3
peuvent maintenant être combinés avec les résultats dérivés dans les sections 2.4 et 2.5.
Avant de procéder à ces dérivations, des approximations supplémentaires sont mises
en place afin de faciliter la résolution du problème. En particulier, l’approximation
Hartree est discutée où le terme de Fock est négligé ainsi que d’autres approximations
supplémentaires sont discutées dans la suite de cette section.

2.6.1 Approximation Hartree

Il est important de revenir ici sur les deux termes de potentiel qui apparaissent dans
l’énergie HF Eq.(2.24)

∑
i,j,k,l Vijkl (ρkiρlj − ρliρkj). Nous avons vu précédemment que,

dans l’approximation HF, la base qui minimise l’énergie de notre système est celle où
ρ et h sont diagonales i.e. ρij = δij pour les configurations trou-trou et ρij = 0 pour les
configurations particule-particule. Il est donc facile de réécrire la partie potentielle de
l’énergie HF comme∑
i,j,k,l

Vijkl (ρkiρlj − ρliρkj) =
∑
i,j,k,l

Vijklninj (δikδlj − δliδkj) =
∑
ij

ninjVijij −
∑
ij

ninjVijji

(2.79)
Il est alors possible de détailler les expressions de ces deux composantes en utilisant
Eq.(2.78)

V H
ϕ =

∑
ij

ninjVijij =
1

2

∑
ij

∫
d3xd4yfi (x) fj (y) Γϕ (x, y)Dϕ (x, y) fj(y)fi(x)

=
1

2

∑
ij

∫
d3xd4yfi (x) Γϕ (x) fi(x)Dϕ (x, y) fj (y) Γϕ (y) fj(y)

V H
ϕ =

1

2

∑
i

∫
d3xfi (x) Γϕ (x) ⟨ϕ⟩ fi(x) (2.80)

où ⟨ϕ⟩ désigne la valeur moyenne du champ mésonique obtenue en intégrant sur la
coordonnée y et où l’on a utilisé Eq.(2.73) pour faire apparaître le champ mésonique.
Cette contribution est appelée contribution de Hartree (contribution directe) et on voit
dans Eq.(2.80) que cette contribution prend la forme d’une intégrale simple.

La seconde contribution, dite d’échange ou terme de Fock, est bien plus compliquée
à traiter

V F
ϕ =

∑
ij

ninjVijji =
1

2

∑
ij

∫
d3xd3yfi (x) Γϕ (x) fj(x)Dϕ (x, y) fj (y) Γϕ (y) fi(y)

(2.81)

En raison de la forme Dϕ (x, y) fj (y) Γϕ (y) fi(y), il n’est cette fois plus possible de faire
apparaître le champ mésonique et d’utiliser Eq.(2.73). L’intégrale sur la coordonnée y
doit donc être effectuée numériquement à chaque itération, rendant l’utilisation de la
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formulation avec le terme de Fock beaucoup plus lourde numériquement dans ce cadre
relativiste.

Dans la suite, le terme de Fock sera donc négligé et seule la contribution de Hartree
sera considérée. Il est important de rappeler ici que l’approximation Hartree ne revient
pas à négliger toutes les contributions du terme de Fock. En effet, la fonctionnelle
étant ajustée sur des données expérimentales, les contributions du terme de Fock seront
partiellement absorbées dans les différents paramètres de la fonctionnelle. Il a été montré
que la description des propriétés des noyaux dans ce cadre relativiste sans terme de
Fock reste très satisfaisante (voir par exemple [Vre+05]). Cependant, il est possible de
montrer que certains effets restent impossibles à décrire sans le terme de Fock (voir
par exemple [LVM06 ; Lon+07 ; Lon+10]). Ainsi, dans l’approximation de Hartree, la
fonctionnelle prend la forme simplifiée suivante

ERMF [ρ] = T [ρ] + EH [ρ] (2.82)

où seules la partie cinétique et la contribution de Hartree sont prises en compte. On
parle généralement de formulation RMF pour champ moyen relativiste (Relativistic
Mean Field).

De la même façon, lorsque les corrélations d’appariement sont prise en compte, le
terme de Fock sera négligé et la fonctionnelle prendra donc la forme suivante

ERHB [R] = T [R] + EH [R] + EA [R] (2.83)

où EA représente les corrélations d’appariement et on parle de la formulation Hartree-
Bogoliubov relativiste (RHB pour Relativistic Hartree-Bogoliubov).

2.6.2 Autres approximations

Avant de procéder à la dérivation de toutes les équations nécessaires à la résolution
des équations RMF et RHB, certaines approximations sont mises en place. Tout d’abord,
dans les travaux présentés ici, seuls les noyaux pair-pair ont été étudiés. Or ces systèmes
sont invariants par renversement du sens du temps ce qui implique l’annulation des
parties spatiales (au niveau Hartree) des différentes quantités vectorielles présentes ici
(4-courants dans les sources, 4-vecteur méson et 4-vecteur électromagnétique). Une
deuxième approximation revient à considérer l’approximation statique des systèmes
étudiés et donc ∂0X = 0 où X représente n’importe quelle quantité (champs, position,
...). De plus, au niveau Hartree, seul la composante τ3 de l’isospin contribue de sorte
que ϕ⃗ · τ⃗ = ϕ3τ3. Ainsi, dans la suite, nous faisons les changements de notations suivants

ωµ → ω (2.84)
ρ⃗µ → ρ3 (2.85)
Aµ → A (2.86)

La dernière approximation utilisée ici est l’approximation no-sea et a déjà été pré-
sentée précédemment dans la section Sec.2.5.5.
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2.6.3 Équations RMF

Sous ces différentes approximations, l’équation HF Eq.(2.29) peut alors se réécrire
sous une forme plus pratique à utiliser qui correspond, dans le cadre relativiste utilisé,
à l’équation RMF suivante[

−iα.∇+ βM⋆ (r) +
(
V (r) + ΣR (r)

)]
fi (r) = ϵifi (r) (2.87)

avec
— M⋆ (r) =M − S (r) la masse de Dirac (masse effective)
— les potentiels scalaire (S (r)) et vectoriel (V (r)) sont définis par

S (r) = gσ (ρv)σ (r) (2.88)

V (r) = gω (ρv)ω (r) + gρ (ρv) ρ3 (r) τ3 +
1− τ3

2
eA (r) (2.89)

— le potentiel de réarrangement ΣR provient de la dépendance en densité des constantes
de couplage qui introduisent un terme supplémentaire dans les équations du mou-
vement fermioniques

ΣR (r) =
∂gσ
∂ρ

V

ρs (r)σ (r) +
∂gω
∂ρ

V

ρ
V
(r)ω (r) +

∂gρ
∂ρ

V

ρtv (r) ρ3 (r) (2.90)

— les densités scalaire (ρs), vectorielle (ρ
V
), isovectorielle (ρtv) et de Coulomb (de

protons ρ
C
) qui interviennent dans la partie de réarrangement et dans les sources

des équations de KG sont définies comme

ρs(r) =
∑
i

fi (r) fi(r) (2.91a)

ρ
V
(r) ≡ j0(r) =

∑
i

fi (r) γ
0fi(r) (2.91b)

ρtv(r) ≡ j0t3(r) =
∑
i

fi (r) γ
0τ3fi(r) (2.91c)

ρ
C
(r) ≡ j0C(r) =

∑
i

fi (r) γ
01− τ3

2
fi(r) (2.91d)

Cette équation RMF doit être associée aux équations du mouvement mésonique
Eq.((2.65a)-(2.65d)) qui se réécrivent (après la prise en compte des approximations
discutées précédemment Sec.2.6.2)(

−∆+m2
σ

)
σ(r) = −gσ(r)ρs(r) (2.92a)(

−∆+m2
ω

)
ω(r) = gω(r)ρV

(r) (2.92b)(
−∆+m2

ρ

)
ρ3(r) = gρ(r)ρtv(r) (2.92c)

−∆A(r) = eρ
C
(r) (2.92d)

Il est intéressant de remarquer dès maintenant que, de la même façon que pour la
DFT, un système d’équations auto-cohérente a été obtenu. En effet, la densité permet
de calculer les différents champs (Eq.(2.92a-2.92d)) et ainsi de diagonaliser Eq.(2.87)
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pour obtenir les énergies ϵi et état propres fi. Ces mêmes fi sont nécessaires au calcul
de la densité, comme indiqué par Eq.(2.91b). Le système d’équations sera ainsi résolu
de manière itérative jusqu’à un critère de convergence défini à l’avance. Des détails
supplémentaires sur la résolution numérique des sets d’équations Eq.(2.87) et Eq.(2.92a-
2.92d) est discutée à la fin de ce chapitre en section Sec.2.7.

2.6.4 Équations RHB

La généralisation au cas superfluide se fait facilement étant donné que la partie
Hartree de l’interaction est inchangée i.e. l’hamiltonien h de Dirac est identique dans les
approches RMF et RHB. La seule modification à apporter au niveau Hartree concerne
la façon dont seront calculées les densités présentes dans les sources des équations de
KG. Il suffit d’effectuer le remplacement fi → Vi dans les équations Eq.(2.91a-2.91d).

La partie qui reste à déterminer est la partie gouvernant l’appariement. En effet,
jusqu’ici nous n’avons traité que le canal d’interaction particules-trous à travers le
Lagrangien phénoménologique par échange de mésons (ou par interaction de contact).
Il est possible de dériver directement une interaction dans le canal particule-particule.
Avant de discuter la forme que peut prendre cette interaction, il est intéressant de
revenir sur la nature de l’appariement dans les systèmes nucléaires. Nous avons vu
précédemment que, lorsque deux nucléons se retrouvent proches du niveau de Fermi,
une configuration énergétiquement favorable apparaît comme la création d’une paire
nucléon-nucléon. Dans la plupart des noyaux, le nombre de protons et neutrons étant
assez différent, la création de paires n’aura lieu qu’entre nucléons de même nature
(i.e. proton-proton ou neutron-neutron). Cependant, une paire de type proton-neutron
reste envisageable[FM14]. Ce cas spécifique ne sera pas pris en compte ici aux vues des
difficultés apportées par ce type de corrélation[BHR03].

En se contentant donc de décrire un appariement entre nucléons de même nature,
il est possible d’obtenir un potentiel d’appariement relativiste en considérant, par
exemple, une interaction de contact[SR02]. La structure de Lorentz peut alors être étu-
diée et il apparaît alors que l’utilisation d’un champ d’appariement non-relativiste per-
met, à moindre coût, de décrire les principales propriétés des noyaux 5[SR02 ; Vre+05].
Dans la suite, une interaction non-relativiste dans le canal particule-particule sera donc
utilisée.

Il existe alors plusieurs implémentations possibles : une force d’appariement type Go-
gny[Gon+96] ou une interaction séparable[Dug04 ; TMR09b ; TMR09c ; TMR09a]. La
première de ces possibilités introduit un champ d’appariement non-local qui complexi-
fie de manière non négligeable la résolution des équations RHB. La seconde introduit
des divergences si un paramètre de coupure en énergie n’est pas introduit et risque
donc d’introduire par la même occasion des dépendances dans ce seuil de coupure. Ce-
pendant, aux vues des résultats équivalents obtenus dans ces deux implémentations, le
choix est fait dans la suite d’utiliser une force d’appariement séparable dans l’espace

5. Cette simplification est rendue possible par les faibles valeurs du champ d’appariement mélan-
geant les petite et grande composantes des spineurs.
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des impulsions[TMR09b ; TMR09c ; TMR09a]. Cette force prend la forme suivante

⟨k|V 1S0|k′⟩ = −Gp(k)p(k′) (2.93)

avec un choix Gaussien pour la fonction de poids p(k) = exp−a2k2. Ce champ d’ap-
pariement introduit donc deux nouveaux paramètres dans notre fonctionnelle : la force
d’appariement G et la portée a.

2.7 Aspects numériques

2.7.1 Résolution des équations RHB

Les équations RHB (ou RMF) présentées précédemment sont des équations auto-
cohérentes qui peuvent être résolues de façon itérative. En effet, nous avons vu que pour
obtenir les fonctions d’onde du système, il était nécessaire de diagonaliser la matrice
Dirac-Bogoliubov. Or l’expression de cette matrice dépend explicitement de la densité
vectorielle ρV qui est elle-même calculée à partir des fonctions d’onde (ρij =

(
V ⋆V T

)
ij
).

La résolution de ces équations se passe donc en plusieurs étapes :

V, S
Equation−−−−−→
de Dirac

(
Uk
Vk

)
, Ek → ρ

Equation−−−−−→
de KG

ϕ→ Vnew, Snew (2.94)

où V et S représentent les potentiels scalaires et vecteurs, ρ la densité à 1-corps et ϕ
les différents champs mésoniques et le champ électromagnétique. L’itération se fait via
un algorithme de Broyden[Bar+08] qui mélange les éléments de matrice calculés aux
itérations précédentes avec les nouveaux éléments de matrice.

Les potentiels d’entrées initiaux peuvent être pris égaux à des potentiels de Wood-
Saxon ou bien être rechargé d’anciens calculs convergés. Nous verrons, en particulier
dans le chapitre 6, que la réutilisation d’anciens calculs convergés permet d’accélérer
grandement la résolution numérique.

Le critère de convergence est donné en fonction des différences entre la densité à
l’étape i−1 et la densité à l’étape i. Si cette différence est plus faible qu’un paramètre ϵ,
le calcul est considéré comme convergé (|ρi − ρi−1| < ϵ). En pratique, d’autres quantités
que la densité peuvent être utilisées pour définir un critère de convergence (la valeur
des champs, l’hamiltonien, ...).

Dans la pratique, les spineurs sont développés sur une base d’oscillateur harmonique.
Dans le cas où la symétrie sphérique est imposée, une base d’harmonique sphérique est
choisie. Dans le cas d’une symétrie axiale, l’expansion est faite sur une base cylindrique.
Des détails sur ces dérivations se trouvent en annexes B.1 et B.2.

2.7.2 Calculs contraints

La théorie RHB présentée ici permet, de façon variationnelle, d’obtenir des quantités
relatives à l’état fondamental du système i.e. l’état qui minimise l’énergie de notre sys-
tème sous réserve du respect de certaines contraintes physiques comme l’idempotence de
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R et la valeur finale du nombre moyen de particules N . Ces deux contraintes physiques
que l’on a imposé au système nous ont permis de fixer certaines quantités en ajoutant
des paramètres de Lagrange au système. Il est alors possible d’introduire des contraintes
supplémentaires afin d’étudier le système autour de son fondamental. Ces corrélations
supplémentaires ne peuvent pas être étudiées directement au niveau champ moyen (voir
Chap.5), mais il reste possible d’imposer une forme particulière au noyau, une valeur de
rayon, d’appariement, ... au niveau champ moyen. En contraignant le système à avoir
certaines caractéristiques, l’énergie de cette configuration particulière sera, par défini-
tion, supérieure ou égale à celle de l’état fondamental. Il est alors possible d’étudier les
propriétés de ces états contraints ce qui peut permettre de comprendre plus en détails
de nombreux phénomènes comme l’agrégation nucléaire (voir Chap.3), la radioactivité
(voir Chap.6), ...

Ces contraintes peuvent donc être de plusieurs natures. Il est par exemple possible
d’imposer le rayon RMS du noyau et d’étudier comment ce dernier se réarrange en
fonction de la contrainte[GS13 ; Ebr+14]. Une autre possibilité revient à contraindre la
forme même du noyau. Cette contrainte peut être faite de nombreuses façons différentes,
mais elle est généralement effectuée sur la base d’une décomposition en moments multi-
polaires. Dans le cadre des travaux présentés ici, la symétrie axiale ainsi que la symétrie
par renversement du temps sont respectées. Dans le chapitre Chap.5, la parité est aussi
respectée (le système est invariant par rapport au plan z = 0). Ces symétries empêchent
certaines déformations du système (les configurations triaxiales par exemple) mais, de
façon générale, toutes les contraintes multipolaires Qi,0 sont possibles. Dans le cas d’un
système respectant la parité, seule les contraintes Q2i,0 sont possibles. Les opérateurs
les plus utilisés pour étudier la fission, la désintégration, les modes d’excitation, etc,
restent les opérateurs quadrupolaire Q2,0, qui permet de déformer le noyau pour lui
donner des formes oblate ou prolate, et octupolaire Q3,0, qui permet d’introduire une
asymétrie nécessaire dans le cas de phénomène radioactif non-symétrique (fission non-
symétrique, radioactivité cluster ou α, ...). Ces deux opérateurs seront aussi les plus
utilisés dans les chapitres suivant avec une exception pour l’opérateur hexadecapolaire
Q4,0 qui apparaîtra dans le chapitre Chap.6.

Formellement, cette contrainte peut être introduite de différentes façons. La première
est celle du multiplicateur de Lagrange qui modifie la fonctionnelle

F ′ = F + λ ⟨Q− q⟩ (2.95)

où Q représente l’opérateur à contraindre et q la valeur cible. λ est alors déterminé par
l’équation ⟨Q⟩ = q. Cependant, une telle contrainte linéaire échoue dans de nombreux
cas à converger vers un état RHB physique (voir [BW71] par exemple) ou du moins ne
permet pas d’explorer entièrement l’espace de contraintes 6. Pour palier ce problème, il
est possible de modifier λ à chaque itération pour s’assurer que ⟨Q⟩ = q (voir [BW71]
par exemple).

Une autre méthode consiste à utiliser une contrainte quadratique

F ′ = F + c (⟨Q⟩ − q)2 (2.96)

6. Cette contrainte linéaire ne permet d’obtenir la solution qui minimise F seulement dans le cas
où F est convexe [BW71 ; Sta+10]
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où c est un paramètre libre. Cette contrainte agit comme une fonction de pénalité lors
de la minimisation forçant le système à minimiser la quantité (⟨Q⟩ − q)2 et donc à
converger vers la valeur q désirée. Il a cependant été montré[Sta+10] que le paramètre
c doit être particulièrement bien choisi pour optimiser la convergence du système. Une
faible valeur de c aura tendance à minimiser l’importance de la contrainte et le code
convergera vers une valeur qconv ̸= q. À l’opposé, une trop forte valeur de c empêche
très souvent le code converger.

Afin de se soustraire au problème d’une contrainte par multiplicateur de Lagrange,
il est possible de combiner les deux approches précédentes et de minimiser

F ′ = F + λ ⟨Q⟩+ c (⟨Q⟩ − q)2 (2.97)

Cette méthode porte le nom de Lagrangien augmenté [Hes69 ; Sta+10]. Le paramètre
de Lagrange λ est calculé à chaque itération comme λi+1 = λi + 2c (⟨Q⟩ − q)[Hes69] et
l’hamiltonien est modifié comme

h′ = h+ 2c (⟨Q⟩ − q + λ/2c) (2.98)

Ainsi, la valeur cible q est remplacée par une valeur cible effective q − λ/2c qui est
ajustée à chaque itération. Cette méthode permet alors d’obtenir le q cible sans le
problème de l’optimisation du paramètre c 7 et elle se généralise facilement aux cas
où plusieurs contraintes sont imposées. Cette méthode du Lagrangien augmenté est la
méthode utilisée dans tous les calculs contraints présentés dans cette thèse.

2.8 Conclusion

La théorie de la fonctionnelle en densité a été introduite dans ce chapitre ainsi que
son application à la description des systèmes nucléaires dans le cadre des approches de
l’énergie fonctionnelle de la densité. Les approches EDF ne rentrent pas exactement
dans le cadre des théories de la DFT bien que ces deux cadres théoriques partagent de
nombreuses similitudes.

Le traitement du problème quantique à N-corps a été envisagé tout d’abord dans
l’approximation de Hartree permettant ainsi de prendre en compte les corrélations
particules-trous à l’aide de l’hypothèse des particules indépendantes. Les équations du
mouvement associées (équations RMF) ont ainsi été dérivées. Cette description a en-
suite été enrichie en prenant en compte les corrélations de type particules-particules à
l’aide du formalisme de Bogoliubov. Ce dernier permet, au prix de la brisure de la sy-
métrie représentant la conservation du nombre de particules, de prendre en compte les
effets d’appariement prenant place dans le noyau. Les équations RHB correspondantes
ont été dérivées.

Finalement, les principales étapes concernant la résolution des équations RHB ont
été rapidement présentées ainsi que les méthodes permettant d’effectuer des calculs
contraints. Les résultats utilisant ces méthodes sont présentées dans les sections sui-
vantes.

7. Il s’avère qu’en pratique le choix de c peut notablement impacter la vitesse de convergence du
calcul, voire conditionner sa convergence dans le cas de grande déformation.
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CHAPITRE 3

Agrégation nucléaire et transition de phase

Ce chapitre est partiellement adapté des travaux présentés dans E. Khan, F. Mer-
cier et al. 2022 (en préparation) pour la partie localisation et E. Yuksel, F. Mercier
et al. (2022) (article soumis à PRC) pour la partie température finie. Des résultats
complémentaires sont aussi présentés.
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Les transitions de phase sont des phénomènes très courants en physique, qu’elles
soient d’origine thermique (fusion, ébullition, transition vers une phase supraconduc-
trice, condensat de Bose-Einstein) ou quantique (transition vers une phase superfluide,
transition de Mott, ...). Alors que les premières sont liées à la variation de la tempéra-
ture, les transitions de phase quantique prennent lieu à température nulle et sont liées
à la variation d’autre paramètre (champ magnétique, densité, ...). Quasiment tous les
systèmes en interaction peuvent subir des transitions de phase, ces dernières étant gé-
néralement liées aux propriétés collectives d’un système. Les noyaux n’échappent pas à
cette règle et on se propose ici d’étudier deux transitions de phase différentes : une pre-
mière, quantique, liée au phénomène d’agrégation nucléaire et une seconde, thermique,
liée à l’effet de la température sur les noyaux. D’autres transitions de phase prennent
place dans le noyau comme une transition de Mott favorisant l’apparition de clusters α
lorsque la densité est diminuée (voir par exemple [RMS82 ; Toh+01 ; GS13 ; Ebr+20]).

Une partie importante du travail de thèse présenté ici concerne la structure et l’évo-
lution des clusters aussi bien au niveau RHB pour la description de la radioactivité
(voir Chapitre 6) qu’au-delà du champ moyen dans le cadre de la QRPA (voir Chapitre
5). La compréhension du phénomène d’agrégation est donc primordiale pour ces appli-
cations. Ce phénomène apparait principalement dans les noyaux légers et se caractérise
par une phase située entre cristal et liquide quantique. On se propose donc ici de don-
ner quelques détails en section 3.1 concernant l’apparition de clusters dans les systèmes
nucléaires et l’apport d’une approche relativiste pour la description de ces structures.

Comme beaucoup d’autres systèmes physiques, la température influence de façon
importante la structure des noyaux (déformation, appariement, ...). Le formalisme RHB
à température finie sera introduit en Sec.3.2. On se propose ensuite d’étudier quelques
propriétés en détail, tout d’abord à l’aide de modèles statistiques simples en Sec.3.3
puis en étudiant l’évolution de la température critique des systèmes nucléaires à travers
la carte des noyaux, ainsi que le lien avec la déformation initiale (à T = 0) en Sec.3.4.
L’impact de la température sur la phase superfluide est aussi brièvement discutée.
L’impact des fluctuations thermiques peut aussi être pris en compte dans les systèmes
nucléaires et ses effets seront discutés dans les différentes sections. Finalement, l’impact
de la température sur le phénomène d’agrégation sera aussi brièvement étudié en Sec.3.5.

3.1 Phénomène d’agrégation nucléaire

Le phénomène d’agrégation nucléaire a déjà été étudié ces dernières années au ni-
veau champ moyen, aussi bien avec des méthodes de dynamique moléculaire fermio-
nique (FMD) [FS00], dynamique moléculaire antisymmétrisée (AMD) [KH01] ou EDF
[Aru+05]. Ces travaux se sont en particulier concentrés sur les résultats dans les noyaux
α-conjugués au niveau champ moyen [Mar+06 ; Rei+11 ; Ich+11 ; Ebr+12 ; GS13 ;
Rob14], mais aussi, plus récemment, avec des résultats au-delà du champ moyen [MHG18 ;
Mar+19].

Afin de comprendre comment ces structures apparaissent, il est tout d’abord inté-
ressant de remarquer que, bien que différentes fonctionnelles décrivent correctement la
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Figure 3.1 – Densités fondamentales du 20Ne calculées dans des approches RHB avec
(à gauche) la paramétrisation DD-ME2 et (à droite) au niveau HFB avec la paramétri-
sation SLy4. Figure tirée de [Ebr+12].

déformation, le rayon, l’énergie de liaison, ... d’un noyau donné, leurs résultats concer-
nant la densité fondamentale du système peuvent être très différents comme illustré sur
la figure (3.1). On remarque en particulier que, dans l’approche relativiste (à gauche),
des zones de surdensités sont présentes, dont deux dominantes sur l’axe de symétrie
du système. C’est dans ces surdensités que le maximum de densité est atteint pour
le système, contrairement au cas non-relativiste où le maximum de densité est atteint
au centre puis décroit progressivement. Une ressemblance intéressante entre ces deux
fonctionnelles est qu’elles prédisent une déformation du fondamental quasiment égale
pour ce noyau de 20Ne, montrant ainsi que ce phénomène de surdensités ne prend pas
son origine dans la déformation seule. Ainsi, les causes doivent être recherchées dans le
potentiel lui-même (lié à l’interaction).

3.1.1 Approche qualitative

Afin de comprendre le phénomène d’agrégation, il est important de comprendre ce
qu’il représente. Si des sous-structures parviennent à se former au sein d’un noyau,
cela signifie qu’une partie des nucléons du système sont globalement plus localisés que
d’autres. Or, la localisation est directement liée à la profondeur du potentiel utilisé 1. En
effet, un potentiel profond aura tendance à localiser les nucléons à un endroit précis alors
qu’un potentiel peu profond aura tendance à donner des fonctions d’onde délocalisées.
Dans le cas relativiste, le potentiel ressenti par les nucléons est une combinaison des
potentiels scalaire et vecteur. Plus précisément, V +S est responsable de la profondeur
du potentiel central alors que V − S gouvernera la partie spin-orbite de l’interaction.
Dans le cas relativiste avec l’interaction DD-ME2 dont les résultats sont présentés à
gauche de Fig.(3.1), V + S ≈ 320 − 400 = 80 MeV peut être comparé au ∼ 70 MeV
de l’interaction SLy4 présentés à droite de Fig.(3.1). Cette différence modifie de façon
conséquente le spectre en énergie des noyaux, sans pour autant modifier les propriétés

1. Plus spécifiquement, le terme cinétique et le potentiel s’opposent amenant à une localisation ou
une délocalisation.
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macroscopiques (énergie, déformation, ...). Ainsi, dans le cas relativiste, les fonctions
d’onde sont moins dispersées, favorisant la création de sous-structures. Cette observation
est un premier pas vers la compréhension du phénomène d’agrégation.

Il est cependant possible d’aller plus loin dans cette analyse en introduisant une
quantité appelée paramètre de localisation et définie comme [Ebr+13 ; Ebr+18]

αloc =
2∆r

r
(3.1)

avec la dispersion de la fonction d’onde ∆r =
√
⟨r2⟩ − ⟨r⟩2 et r la distance moyenne

entre nucléons. Cette quantité permet d’étudier les différentes phases possibles dans un
noyau :

• α ≪ 1 signifie que la dispersion est très faible comparée à la distance moyenne
entre nucléons et donc que les nucléons sont très localisés (comportement solide)

• α ≫ 1 est le cas inverse où les nucléons sont délocalisés et le noyau se comporte
comme un liquide quantique (dans la pratique, la limite liquide quantique se
trouve autour de α ≳ 1.3 dans le cas des systèmes nucléaires)

• α ≈ 1 est un cas intermédiaire qui permet de faire la transition entre les deux
comportements précédents et permet d’obtenir des clusters au sein d’un noyau

Dans le cas d’un potentiel harmonique, il est possible de montrer que [Ebr+18]

αOH ≈
√

ℏ (2n− 1)

(2mV0r20)
1/4

A1/6 (3.2)

avec n le nombre quantique principal, m la masse d’un nucléon, V0 la profondeur du
potentiel, r0 = 1.25 fm et A le nombre de nucléons dans le noyau. Cette formule
rejoint l’intuition concernant le lien entre la profondeur du potentiel et l’impact sur
la dispersion du système puisqu’on obtient α ∝ V

−1/4
0 et donc, plus le potentiel est

profond, plus le facteur de localisation sera petit et donc plus la probabilité de trouver
des clusters sera élevée. On remarque aussi, grâce à cette formule, que le facteur de
localisation est proportionnel au nombre de particules, i.e. plus un noyau est lourd, plus
son comportement se rapprochera de celui d’un liquide quantique. De la même façon,
α ∝

√
n, ainsi, les orbitales avec de grand n seront plus délocalisées, ce qui restreint,

encore une fois, l’obtention de structures très localisées dans les noyaux lourds.

Il est alors possible de fixer toutes les valeurs sauf le nombre de particules du système
pour obtenir une première estimation de la région de noyaux où le phénomène d’agré-
gation pourrait être visible. En procédant ainsi, on obtient α ∼ 1 pour A ∼ 20−30. Ces
résultats sont directement illustrés sur la Fig.3.2 pour différentes valeurs de potentiel
V0 et nombre quantique n.

3.1.2 Fonction de localisation

Afin d’étudier plus précisément la formation de clusters dans les noyaux, il est pos-
sible de définir une quantité plus locale, appelée fonction de localisation, qui permet
d’obtenir une mesure de la probabilité de trouver deux nucléons de spin σ et isospin τ
identiques à un endroit donné du noyau. Cette fonction a originellement été introduite
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Figure 3.2 – Évolution du paramètre αOH avec le nombre de particules A pour diffé-
rentes valeurs de potentiels V et nombre quantique principal n. Les points noirs repré-
sentant le résultat de calculs RHB avec la fonctionnelle DD-ME2 sont tirés de [Ebr+13].

par [BE90] dans le cadre des systèmes électroniques puis plus récemment dans le cas
des noyaux [Rei+11].

On commence par définir une probabilité Pτσ(r, r
′) de trouver deux nucléons de

même spin σ et isospin τ à deux endroits de l’espace r et r′. Cette dernière peut
s’écrire comme

Pτσ(r, r
′) = ρτσ(r)ρτσ(r

′)− |ρτσ(r, r′)|2 (3.3)

où |ρτσ (rr′)|2 représente simplement la matrice densité à un corps et ρτσ(r) = ρτσ(r, r)
la densité locale à un corps.

Il est alors possible de construire la probabilité de trouver un nucléon en r′ sa-
chant qu’un nucléon de même spin et isospin se trouve en r. On note cette probabilité
conditionnelle Rτσ(r, r

′) = Pτσ(r, r
′)/ρτσ(r). Comme expliqué précédemment, nous

souhaitons à terme obtenir une mesure de la probabilité d’obtenir deux nucléons de
même nature et de même spin à une position r. Nous pouvons donc effectuer un dé-
veloppement limité de Rτσ(r, r

′) autour de r′ = r + δr 2. On obtient alors [BE90 ;
Rei+11]

Rτσ(r, r + δr) ≈ 1

3

(
ττσ −

1

4

(∇ρτσ)
2

ρτσ
−

j2qσ
ρτσ

)
δr2 (3.4)

2. En procédant ainsi R perd son caractère probabiliste dans le sens où cette fonction n’est plus
normalisée si tous les termes de l’expansion ne sont pas pris en compte. Cette fonction se doit d’être
renormalisée.
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où ont été utilisées la densité d’énergie cinétique ττσ et le courant 3 jqσ définies comme

ττσ(r) =
∑
α

|∇Φα(r)|2 (3.5a)

jτσ(r) =
∑
α

Im [Φ⋆
α(r)∇Φα(r)] (3.5b)

et ∇ρτσ définie comme

∇ρτσ(r) = 2
∑
α

Re [Φ⋆
α(r)∇Φα(r)] (3.6)

Il est alors possible de définir une mesure de localisation que l’on associe au dévelop-
pement au second ordre de Rτσ(r, r + δr)

Dτσ(r) = ττσ −
1

4

(∇ρτσ)
2

ρτσ
−

j2qσ
ρτσ

(3.7)

Ainsi définie, Dτσ(r) → 0 ⇐⇒ Pτσ(r, r + δr) → 0. Afin de simplifier l’interprétation,
il est donc commode d’inverser Dτσ et de procéder à une normalisation. On obtient
alors la fonction de localisation Cτσ

Cτσ (r) =

1 +(ττσρτσ − 1
4
(∇ρτσ)

2 − j2τσ
ρτστTFτσ

)2
−1

(3.8)

où la normalisation est effectuée par rapport à la densité de Thomas-Fermi définie
comme [BE90 ; Rei+11]

τTFτσ =
3

5
(6π2)2/3ρ5/3τσ (3.9)

Cette densité cinétique fournit une échelle de densité naturelle nous permettant de
comparer facilement les différentes densités. La densité de Thomas-Fermi représente la
densité cinétique d’un gaz homogène de neutrons et protons. Dans le cas de systèmes
pair-pair comme étudiés ici, on a Cp↑ ≈ Cp↓ et Cn↑ ≈ Cn↓.

On distingue alors deux cas de figure 4 :
— Cτσ ≈ 1 (équivalent à Dτσ ≈ 0) signifie que la probabilité de trouver deux nu-

cléons de même spin et d’isospin proches est nulle. En d’autres termes, cela traduit
la localisation de 2 neutrons et 2 protons s’interprétant comme une particule α.

— Cτσ ≈ 0.5 (équivalent à Dτσ ≈ 1) signifie que les nucléons sont délocalisés.
Un exemple de fonction de localisation est donné sur la Fig.3.3. Il s’avère que les sur-

densités visibles précédemment discutées sur la Fig.3.1 montrent une forte localisation
signifiant la présence de clusters α aux pôles.

Afin de mieux comprendre cette fonction de localisation, sur la Fig.3.4 sont affichées
les différentes contributions à cette fonction dans le cas des neutrons (une structure

3. Dans le cas de la description d’un système nucléaire pair-pair dans un régime statique, le courant
s’annule.

4. On s’intéresse particulièrement ici au noyau N = Z légers. Les localisations protons et neutrons
sont donc très similaires Cn ∼ Cp
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Figure 3.3 – Densité et localisation du 20Ne dans son état fondamental obtenues au
niveau RHB avec la fonctionnelle DD-ME2.

sensiblement identique est obtenue pour les protons). En particulier, la densité cinétique
multipliée par la densité ainsi que le carré des dérivées suivant r et z sont présentés.
Ces quantités sont directement comparées à la densité de neutrons affichée à gauche sur
chaque graphe. Il est intéressant de remarquer la relativement faible valeur des dérivées
(∼ 10−5fm−8) par rapport à la densité cinétique (∼ 10−2fm−8).

On remarque qu’ainsi définie, la localisation semble prendre la valeur 1 au niveau
de la surface, voire en dehors du noyau (ρ < 0.01fm−3). Cette propriété s’interprète
facilement en remarquant qu’il sera toujours relativement probable de ne pas trouver
des nucléons de même spin et isospin loin du centre du noyau, là où les fonctions d’ondes
ne possèdent pratiquement aucun recouvrement. En effet, la définition de la fonction de
localisation peut aussi s’interpréter de cette façon : aux endroits où les recouvrements
de fonctions d’onde sont nuls, la localisation vaut 1. Dans les noyaux sphériques par
exemple, la fonction d’onde prend des valeurs proches de 1 loin du centre, au niveau de la
surface. Il est donc important ici de nuancer l’utilisation de cette fonction de localisation.
Ici en particulier, nous voyons que la localisation n’a pas l’air d’être directement reliée
à la présence d’une surdensité. La structure en α du 20Ne n’est donc pas totalement
justifiée par l’utilisation de la fonction de localisation. Cette constatation est soutenue
par les résultats présentés par [Rei+11] montrant une localisation du 20Ne obtenue à
l’aide d’une fonctionnelle de Skyrme (où des surdensités ne sont pas visibles) très proche
de celle obtenue ici avec DD-ME2 signifiant bien une décorrélation entre la fonction de
localisation et les surdensités.

Il est intéressant de faire le lien ici avec l’approche de champ moyen généralisé dis-
cutée dans le premier chapitre. Les résultats incluant des clusters de deutéron, hélion,
tritium et hélium dans la matière infinie[Typ+10] montrent que ces clusters peuvent ap-
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Figure 3.4 – Sur chaque graphe sont tracées la densité de neutrons à gauche et, dans
l’ordre à droite de chaque graphe, la localisation Cnσ, la densité cinétique τnσρn et la
dérivée spatiale de la densité au carré 1

4
(∇ρn)2 .

paraître naturellement à des densités comprises entre 0.01ρGS et 0.1ρGS. Des études plus
récentes[Ebr+20] concernant l’apparition de cluster α obtiennent des valeurs similaires
avec une transition autour de ρ/ρ0 ∼ 0.3 caractérisée par une transition de Mott 5. Une
augmentation de l’énergie de symétrie est aussi prédite par rapport au modèle de champ
moyen relativiste (RMF) sans clusters. Étant donné les faibles densités auxquelles ces
clusters semblent apparaître, ils pourraient avoir une influence non négligeable à la
surface des noyaux finis où la densité décroit rapidement. Une première étude[Typ14]
s’est intéressé à ces effets dans la chaîne des Étains en incluant uniquement des clusters
α. Les résultats semblent montrer l’apparition de clusters α à la surface des noyaux.
De plus, une diminution de l’épaisseur de la peau de neutrons et une diminution des
rayons protons et neutrons (en particulier dans les noyaux proches de N = Z) est aussi
observée. Bien que ce type d’approche n’ait pas été mis en pratique dans ce travail de
thèse, la prise en compte des degrés de liberté cluster pourrait s’avérer intéressante, et
particulièrement dans le cas de la radioactivité α traitée dans le Chapitre 6.

3.2 Formalisme RHB à température finie

Bien que la phase cluster discutée précédemment des systèmes nucléaires représentent
à elle seule un exemple particulier de transition de phase quantique piloté par la densité,
il est possible d’étudier l’effet de la température sur cette phase particulière.

La prise en compte de la température dans la description des noyaux modifie, de
manière plus ou moins importante, les niveaux d’occupation des orbitales. En effet, les
fluctuations thermiques vont permettre de peupler (ou dépeupler) des états proches
du niveau de Fermi. Les effets de la température sont particulièrement intéressants à

5. Il est d’ailleurs possible d’interpréter la présence de clusters présents sur les figures présentes
comme étant liée à une transition de Mott. Des calculs supplémentaires seront cependant nécessaires
afin de valider cette hypothèse en étudiant l’apparition de ces surdensités et en les reliant à la densité
à la surface du noyau.
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étudier dans le cas de systèmes superfluides et déformés où des transitions de phase
sont attendues. En effet, la température va avoir un effet déterminant sur la création
des paires de Cooper qui forment notre base de qp. Dans le cas où la température
devient assez importante, les paires seront brisées et il est donc attendu que le phéno-
mène de superfluidité disparaisse. De la même façon, lorsque la température augmente
suffisamment, les orbitales se peuplent de façon homogène, forçant ainsi la déformation
à devenir nulle.

3.2.1 Grand potentiel, matrice densité et facteur d’occupation

Les systèmes dont on souhaite décrire la thermodynamique sont ici des systèmes finis
où la limite thermodynamique, définie par un volume infini, un nombre de particules
infini, mais une densité finie (V → ∞,N → ∞ etN/V → cste) n’est donc pas respectée.
Les fluctuations statistiques sont donc potentiellement importantes et leur inclusion est
discutée plus loin. Ces fluctuations rendent les ensembles thermodynamiques différents
et les choix ne sont donc plus équivalents (voir par exemple [CG08] pour une discussion
détaillée) 6. Dans ce travail, la température T et le potentiel chimique µ sont fixés, ce
qui nous permet de travailler dans l’ensemble grand canonique dont le potentiel peut
être écrit comme 7

Ω = E − TS − µNN − µZZ (3.10)

avec S l’entropie du système, N le nombre de neutrons et Z celui de protons. Il est
alors possible de calculer la valeur moyenne d’une observable Ô comme〈

Ô
〉
= ⟨ψ| Ô |ψ⟩ = Tr

{
D̂Ô

}
(3.11)

où D̂ représente la matrice densité du système. L’énergie E, le nombre de particules A
et l’entropie S prennent donc les formes suivantes

E = Tr
{
D̂Ĥ

}
(3.12a)

A = Tr
{
D̂Â
}

(3.12b)

S = −Tr
{
D̂ log D̂

}
(3.12c)

L’état fondamental peut alors être obtenu en minimisant le grand potentiel Ω par
rapport à la matrice densité D̂. En effet, l’ensemble des quantités apparaissant dans
le grand potentiel étant des fonctions de la matrice densité, le grand potentiel devient
lui-même une fonction de la matrice densité Ω

[
D̂
]
. On obtient donc 8

δΩ = Tr
{(
Ĥ − T log D̂ − µN̂

)
δD̂
}

(3.13)

6. De la même façon, la problématique de la présence de transition de phase dans les systèmes finis
reste entière, mais ne sera pas abordée ici.

7. Étant donné que l’on contraindra la forme du système, en pratique le potentiel grand canonique
prend en compte un terme de Lagrange.

8. Dans tout ce qui suit la constante de Boltzmann est prise égale à 1, kB = 1
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dont la seule solution pour une variation quelconque de densité δD̂ est Ĥ − T log D̂ −
µN̂ = 0 ou

D̂ = Z−1 exp
{
−β
(
Ĥ − µN̂

)}
(3.14)

avec Z = Tr
{
exp

{
−β
(
Ĥ − µN̂

)}}
la fonction de partition du système et β = 1/T .

La différence majeure avec le formalisme à température nulle, introduit dans le cha-
pitre précédent, se trouve dans les facteurs d’occupation qui sont maintenant soumis à
des fluctuations statistiques liées aux effets de température. Comme pour tout système
fermionique à température finie, les nombres d’occupations suivent une distribution de
Fermi-Dirac 9

⟨ni⟩ ≡ fi =
1

eβEi + 1
(3.15)

Les nombres d’occupation prennent donc des valeurs comprises entre 0 et 1 même en
l’absence de couplage particule-particule.

3.2.2 Équations RHB à température finie

En reprenant le formalisme de Bogoliubov dérivé au chapitre précédent (voir Sec.2.3),
il est possible de réécrire la matrice densité et le tenseur d’appariement en fonction des
éléments de la matrice de Bogoliubov (U et V ) et des opérateurs de quasi-particules
(β) [Goo81]

ρij =
〈
c†icj

〉
=
∑
µν

V ⋆
µi

〈
β†
µβν
〉
Vνj + Uµi

〈
βµβ

†
ν

〉
Uνj (3.16)

κij = ⟨cicj⟩ =
∑
µν

V ⋆
µi

〈
β†
µβν
〉
Uνj + Uµi

〈
βµβ

†
ν

〉
Vνj (3.17)

avec
〈
βµβ

†
ν

〉
= fµδµν et

〈
β†
µβν
〉
= (1− fµ) δµν où fµ représente le facteur d’occupation

et suit une distribution de Fermi-Dirac. Il est alors possible de réécrire la matrice densité
et le tenseur d’appariement de manière plus concise

ρ = UfU † + V ⋆ (1− f)V T (3.18)
κ = UfV † + V ⋆ (1− f)UT (3.19)

La matrice densité généralisée R prend alors une forme identique à précédemment

R =

(
ρ κ

−κ⋆ 1− ρ⋆

)
= B

(
f 0
0 1− f

)
B† (3.20)

avec B la matrice de Bogoliubov. Dans le cas de la théorie HFB à température finie, les
facteurs d’occupation brisent l’idempotence de la matrice densité généralisée 10. Ainsi,
R n’est plus un état pur, autrement dit, à température finie, les états ne sont plus
décrits par le vide des quasi-particules.

9. Ce résultat se retrouve facilement à partir de Eq.(3.14)

10. Dans la limite de température nulle, R −−−→
T→0

(
0 0
0 1

)
qui est bien idempotente. Pour une dis-

cussion plus complète de la limite à température nulle, voir par exemple [DR20]
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Finalement, le nombre de particules moyen N =
〈
N̂
〉

est aussi modifié pour prendre
en compte l’occupation thermique

N =
∑
i

v2i (1− fi) + u2i fi (3.21)

Les quantités usuelles telles que l’entropie et la capacité calorifique peuvent alors être
calculées

S (T ) = −kB
∑
i

[fi ln (fi) + (1− fi) ln (1− fi)] (3.22)

CV (T ) = T
∂S (T )

∂T
(3.23)

où, pour le calcul de l’entropie, la somme est faite sur toutes les particules du système.

3.2.3 Prise en compte des fluctuations statistiques

Les résultats des équations FT-HFB permettent d’avoir accès aux densités, moments,
etc les plus probables. Or, dans le contexte d’une théorie formulée à température finie,
les fluctuations sont importantes et peuvent être prises en compte. Ces fluctuations
peuvent devenir particulièrement importantes pour des systèmes très petits. Ainsi, à
une température fixée, une observable O prend la forme (voir par exemple [MER03])

Ô = ⟨⟨Ô⟩q⟩ =
∫
⟨Ô⟩qe−F (q)/Tdq∫
e−F (q)/Tdq

(3.24)

où F représente l’énergie libre
F = E − TS (3.25)

et
⟨Ô⟩q = Tr

{
D̂Ô

}
(3.26)

L’énergie libre doit être calculée à partir d’une référence. Ici, le choix est fait de déter-
miner l’énergie libre à partir du minimum de l’énergie libre à T = 0 i.e.

F̃ (T, β) ≡ F (T, β)− F0 (0, β) (3.27)

Dans la suite, on dénotera F̃ et F sans distinction particulière.

Il est important de remarquer ici qu’une étape est nécessaire afin d’obtenir Eq.(3.24).
En effet, la double moyenne d’un opérateur doit être définie comme (à un facteur de
normalisation prêt)

O ∝ Tr
{
Ô
∫
dqD̂eβF (q)

}
(3.28)

Sous la condition que O soit bien un opérateur (en particulier qu’il ne dépende pas de
la densité) et qu’il soit linéaire, on réécrit

O ∝ Tr
{∫

dqÔD̂e−βF (q)

}
=

∫
dqTr

{
ÔD̂

}
e−βF (q) (3.29)
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En particulier, dans la suite, nous nous intéressons à l’impact des fluctuations ther-
miques au niveau de la densité et de la localisation. Ces quantités n’étant pas des opé-
rateurs, nous choisissons de calculer les fluctuations thermiques comme dans l’Eq.(3.24)
i.e.

ρ (r⃗) =

∫
ρq (r⃗) e−F (q)/Tdq∫
e−F (q)/Tdq

(3.30)

et de façon identique pour la localisation. Étant donné qu’elles ne sont pas bien définies
par l’Eq.(3.24), ces définitions restent arbitraires.

3.3 Évolution de la déformation avec la température :
approche statistique

Pour comprendre l’impact de la température sur la déformation, il est intéressant de
revenir sur l’origine des déformations en physique nucléaire. Si un noyau est déformé
dans son état fondamental, cela signifie que les occupations des orbitales proches du
niveau de Fermi ne sont pas toutes égales entre elles. La température va avoir pour
effet de modifier les occupations des orbitales autour du niveau de Fermi. Toutes ces
orbitales sont associées à une densité partielle particulière dont sa géométrie lui est
propre. En particulier, il serait possible de dire que chaque densité partielle associée à
une orbitale o possède un paramètre de déformation quadrupolaire βo2 . Étant donné qu’à
température élevée, un grand nombre d’orbitales possèderont un facteur d’occupation
non nul, la somme de toutes les densités partielles associées à chacune de ces orbitales
devrait tendre vers un cas sphérique. En effet, il n’y a pas de raison apparente pour
laquelle des orbitales avec un βo2 particulier devraient être privilégiées.

Formellement, il est possible d’écrire

ρ =
∑
n,j

j∑
m=−j

f(ϵnjm) |ψnjm|2 (3.31)

avec f les facteurs d’occupations qui ne dépendent que de l’énergie de l’orbitale associée
et ψ les fonctions d’ondes. Le cas sphérique correspond à ϵnjm = ϵnj (niveaux dégénérés)
et donc

f(ϵnjm)
sph = f(ϵnj) (3.32)

En revanche, dans le cas où Eq.(3.32) n’est pas respectée, c’est-à-dire lorsque les niveaux
d’énergie ne sont plus dégénérés, la densité n’est plus sphérique et le noyau est déformé.

3.3.1 Approche statistique : génération aléatoire

Afin de confirmer ces interprétations, il est possible d’utiliser un modèle statistique
comme celui proposé dans [Bea21]. Ce modèle est construit comme suit :

— des rapports de déformation dans le cas d’une symétrie axiale b = br
bz

∈ [0, 2] sont
générés aléatoirement.

68



Figure 3.5 – ⟨b⟩n défini dans Eq.(3.33) en fonction de la température T pour 100 tra-
jectoires générées aléatoirement avec N = 1000 et un gap ∆ = 0. La déformation initiale
est fixée à b0 = 0 pour toutes les générations. La densité totale définie par l’Eq.(3.35)
est tracée pour quelques valeurs de températures avec a = 3 (unité arbitraire).

— pour chacune de ces déformations bi, une énergie est générée de façon aléatoire 11

E1≥i≥N ∈ [∆, EM +∆] avec ∆ un possible gap entre le fondamental et le niveau
suivant et EM l’énergie maximale autorisée. N représente le nombre total de
particules dans le système. Dans la suite, nous prendrons E0 = 0 MeV.

— on définit la déformation moyenne du système comme

⟨b⟩n =

∑N
i=1 nibi∑N
i=1 ni

(3.33)

où
ni =

1

1 + eβ(Ei−E0)
(3.34)

une distribution de Fermi Dirac avec β = 1/T .

Évolution de la densité Afin d’étudier cette transition de phase et d’obtenir une
représentation graphique, on introduit simplement des densités partielles associées à
chaque niveau d’énergie qui prennent la forme d’une densité de Wood-Saxon

ρWS
i (r, z) =

1

1 + exp

{√
b2rr

2+b2zz
2

a

} (3.35)

11. La génération aléatoire permet de grossièrement mimer l’énergie des orbitales nucléaires.
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avec a un paramètre à fixer correspondant à l’épaisseur de la surface. La densité totale
du système peut alors être écrite comme

ρ (r, z) =
∑
i

niρ
WS
i (r, z) (3.36)

Ce modèle peut ensuite être étudié numériquement et l’évolution de la déformation
moyenne avec la température est présenté sur la Fig.3.5 pour 100 trajectoires diffé-
rentes (générations aléatoires différentes). Présentés ainsi, ces résultats montrent que
les fluctuations statistiques peuvent être importantes. En effet, il est impossible qu’à
basse énergie une déformation élevée (b ∼ 2 ou b ∼ 0) devienne dominante avec le
fondamental, faisant ainsi varier de manière brutale la moyenne des déformations du
système. Cependant, en moyennant sur quelques centaines de générations (courbe en
noir), la transition prend une forme typique de transition de phase dont la valeur de
température critique est discutée dans les paragraphes suivants.

On remarque de plus l’évolution de la densité totale le long de cette transition de
phase, passant progressivement d’une structure prolate à sphérique. Bien sûr, les den-
sités associées à chaque génération de courbe peuvent varier, passant même parfois de
prolate à oblate avant de redevenir sphérique.

Évolution de la température critique Ce simple modèle statistique permet aussi
d’étudier les propriétés basiques de cette transition de phase, en particulier en étudiant
l’évolution de la température critique avec le nombre N de niveaux concernés et ∆ le
gap entre le dernier niveau occupé et le niveau suivant.

Commençons par nous placer dans le cas où ∆ = 0. Il est intéressant de remarquer
que, étant donné la répartition aléatoire des énergies, il est possible d’approximer cette
répartition comme étant uniforme avec δE = EM

N
. Sous cette hypothèse, il est possible

de grossièrement approximer la température critique comme le moment où l’énergie du
premier état occupé devient égale à la température, i.e.

Tc ≈ E1 ≈
EM
N

(3.37)

On en déduit donc une évolution en 1/N de la température critique du système. Phy-
siquement, ce résultat se comprend comme : si EM reste fixe alors que N augmente,
cela veut dire que la densité de niveaux du système augmente. Or si la densité de ni-
veaux augmente, la diffusion sur les orbitales se fait plus facilement, i.e. à de plus basses
énergies. Donc quand N augmente, Tc diminue. En présence d’un gap, cette formule
devient

Tc ≈ E1 ≈
EM
N

+∆ (3.38)

Ce résultat peut être comparé au résultat empirique 12 Tc ∼ ∆(T=0)
2

[Goo81 ; KVS07].
La même dépendance linéaire en ∆ est obtenue.

12. Ce résultat se retrouve en considérant un modèle FTHF + BCS pour une couche à moitié remplie
où l’équation de gap se réume à ∆ = ∆0 tanh

(
1
2β∆

)
. La limite ∆ → 0 donne alors TC = ∆0

2 .
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3.3.2 Approche statistique : théorie de Landau

Une autre méthode statistique permettant d’étudier l’évolution de la déformation
avec la température revient à étudier la transition de phase en utilisant une théorie de
Landau (voir par exemple [LA84] pour plus de détails).

Étapes de la transition de phase Une fois restreint au cas axial encore une fois,
et en considérant donc le paramètre β2 comme paramètre d’ordre de la transition, il est
possible d’écrire l’énergie libre comme

F = F (T, β2) (3.39)

Nous pouvons alors écrire (voir [LA84] pour plus de détails sur la dérivation des inva-
riants)

F (T, β2) = F T
0 (T ) + F T

2 (T )β
2
2 − F T

3 (T )β
3
2 + F4(T )β

4
2 + ... (3.40)

où les F T
i sont des paramètres dépendants de la température. En particulier F T

0 repré-
sente l’énergie libre d’une forme sphérique. Une expansion similaire peut être faite par
rapport à la température

F (T, β2) = F β
0 (β2)− Eβ

2 (β2)T
2 +O(T 4) (3.41)

où Eβ
0 correspond à l’énergie à température nulle.

Figure 3.6 – Évolution schématique de l’énergie libre avec la température. Les tem-
pératures T1, T2 et T3 sont définies dans le texte.

Il est intéressant de revenir sur Eq.(3.40) et d’étudier le signe des différentes com-
posantes. Tout d’abord, F T

4 ≥ 0 sinon le système est infiniment déformé dans son état
fondamental. Ensuite, le signe de F T

3 déterminera si le système préfère être dans un état
oblate (F T

3 < 0) ou prolate (F T
3 > 0). Dans le cas où F T

3 = 0, le système sera dégénéré.
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Finalement, le paramètre F T
2 encode pour la stabilité de l’extremum β = 0. En effet,

si F T
2 < 0, l’extremum est instable et le système est déformé. À l’inverse, si F T

2 > 0 il
s’agit d’un minimum stable et le système peut être sphérique 13. De manière générale,
les extrema sont donnés par ∂F

∂β2
= 0

β0 = 0 (3.42a)

β1,2 =
3F T

3 ±
√

9(F T
3 )

2 − 32F T
2 F

T
4

8F T
4

(3.42b)

avec β1 < β2.

Dans la suite, on se place dans le cas où le minimum global à température nulle
correspond à une densité prolate (i.e. F3 > 0). On distingue alors 7 étapes possibles
résumées sur la Fig.3.6 :

1. T < T1 : β1 et β2 sont deux minima locaux et β2 est le minimum global. β0 est
un maximum.

2. T = T1 : β1 et β0 sont confondus et représentent un point d’inflexion. β2 est
toujours le minimum global. T1 est définie par l’équation F T

2 = 0.
3. T1 < T < T2 : β0 et β2 sont des minima, mais β2 reste le minimum global. β1

correspond à un maximum.
4. T = T2 : F (β0) = F (β2). Cette relation définit la température T2 et se réécrit

comme 3F T
3 = 4

√
F T
2 F

T
4

5. T2 < T < T3 : β0 correspond au minimum de l’énergie libre.
6. T = T3 : β1 = β2 représente un point d’inflexion et β0 correspond toujours

au minimum de l’énergie libre. La température T3 est définie par la relation
3F T

3 = 4
√

2F T
2 F

T
4 .

7. T > T3 : β0 est le seul minimum de l’énergie libre.
Il est alors possible d’ajuster directement les coefficients des différentes fonctions F

sur des données théoriques[LA84]. Pour cela, il est nécessaire de paramétrer les différents
coefficients F β

i . À l’ordre deux, les résultats autour de β2 ∼ 0 sont très satisfaisant,
mais les résultats au-delà |β2| > 0.4 montrent qu’une croissance F ∝ β2

2 n’est pas
suffisante. Il est nécessaire d’aller à l’ordre 4 pour obtenir des résultats satisfaisants
jusqu’à |β2| ∼ 1− 2.

Ces différents modèles statistiques nous permettent d’obtenir une compréhension
qualitative du phénomène de transition de phase, aussi bien la phase superfluide que
déformée. Afin de compléter cette qualitative, dans la section suivante, nous nous inté-
ressons aux résultats FT-RHB effectué sur différents noyaux.

3.4 Évolution de la déformation avec la température :
résultats FT-RHB

Le modèle statistique présenté précédemment permet d’étudier très facilement diffé-
rentes propriétés de la transition de phase de manière qualitative. On se propose donc

13. Il est toujours possible qu’un autre minimum stable existe à plus faible énergie si FT
3 ̸= 0
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ici d’aller plus loin en utilisant un modèle microscopique RMF. La fonctionnelle uti-
lisée ici est une fonctionnelle relativiste traitant l’interaction par échange de mésons,
comme présenté précédemment dans la section 1.3.3. La paramétrisation utilisée ici est
DD-ME2. Le formalisme à température finie est implémenté dans un code relativiste
Hartree-Bogoliubov à symétrie axiale. Nous nous intéressons en particulier à l’effet de
la température sur la déformation et l’appariement.

3.4.1 Systématique

Figure 3.7 – Évolution de la température critique TC en fonction du nombre de neu-
trons N et protons Z.

Afin d’étudier les propriétés de déformation avec la température au niveau RHB,
des systématiques ont été mises en place. Des calculs FT-RHB ont été effectués pour
∼ 1000 noyaux entre A = 10 et A = 200 entre T = 0 MeV et T = 5 MeV. Les
fluctuations thermiques introduites dans l’Eq.(3.24) ne sont pour le moment pas traitées.
La température critique est ici définie comme

β2 (TC) = 0.1β2 (T = 0) (3.43)

Il a été vérifié que les résultats ne dépendent que peu de cette définition qui fait sens ici
étant donné que la transition de phase a lieu de manière abrupte, sur quelques centaines
de keV tout au plus. On se propose donc dans la suite d’étudier les propriétés de la
température critique sur une partie de la carte des noyaux.

Les résultats de la température critique en fonction du nombre de neutrons N et
protons Z sont présentés sur la Fig.3.7. Cette structure fait apparaître les nombres
magiques, et quelques noyaux proches, où la déformation des états fondamentaux est
nulle. En dehors de ces lignes/colonnes représentant les nombres magiques, des zones
apparaissent distinctement. Il est intéressant de remarquer que ces zones sont identiques
à celle d’une carte des noyaux où la déformation serait affichée au lieu de la température
critique. Ces premiers résultats montrent donc l’importance de la déformation de l’état
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fondamental pour la température critique. Afin de faire transparaitre ce résultat plus
explicitement, il est possible de tracer directement la température critique en fonction
de la déformation du GS, voir Fig.3.8. Une tendance apparait dans ces résultats : la

Figure 3.8 – Évolution de la température critique TC en fonction du nombre de nu-
cléons A et de la déformation initiale β2 (T = 0).

température critique est approximativement proportionnelle à la déformation de l’état
fondamental. En particulier, il semble que deux tendances apparaissent : pour les noyaux
A ≲ 200, l’évolution est linéaire avec un coefficient de proportionnalité TC ∼ 7β0

2 , alors
que pour A ≳ 200 ,TC ∼ 18β0

2 + cst. Il est cependant nécessaire de souligner que,
dans le cas des noyaux légers (représentés en bleu foncé sur Fig.3.8), leur répartition ne
semble pas suivre une évolution linéaire, mais exhibe plutôt un caractère aléatoire. Cette
propriété est directement reliée au nombre de nucléons relativement faible composant
ces noyaux légers, nous éloignant beaucoup de l’approximation thermodynamique. De
manière générale, comme discuté précédemment, les systèmes finis peuvent être le siège
de fluctuations particulièrement importantes.

Des études récentes se sont intéressées à l’évolution de la température critique avec la
déformation initiale des noyaux [ZN18] au sein de chaînes isotopiques (principalement
dans les noyaux très riches en neutrons). Ces études ont montré une corrélation linéaire
entre la température critique et la déformation initiale au sein d’une même chaîne
isotopique. Afin d’étudier cette corrélation, les résultats utilisant la paramétrisation
DD-ME2 à température finie sont tracés sur la Fig.3.9 pour 6 chaînes isotopiques.
L’évolution linéaire est bien respectée et le coefficient directeur semble augmenter avec
le nombre de nucléons. La dépendance linéaire apparaît à partir des noyaux A ∼ 100.
En revanche, l’augmentation du coefficient directeur avec le nombre de nucléons n’est
une propriété qui n’a été observée que dans les noyaux très lourds A ≳ 200.
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Figure 3.9 – Évolution de la température critique TC en fonction de la déformation
initiale β2 (T = 0) dans certaines chaines isotopiques. Le meilleur ajustement linéaire
est tracé en pointillés pour chaque chaine.

3.4.2 Impact des fluctuations thermiques

Les systématiques présentées ci-dessus ne prenaient pas en compte les fluctuations
thermiques autour du minimum. La prise en compte de ces fluctuations nécessite en
effet d’effectuer de nombreux calculs à déformation contrainte afin d’obtenir l’énergie
libre des différents états.

On se propose ici d’étudier le cas d’un noyau léger (le 20Ne) et d’un noyau plus lourd
(le 164Er) où on s’attend à des différences importantes au niveau de la transition de
phase.

Effet sur la température critique

Les résultats sont présentés sur la Fig.3.10. Comme attendu, les résultats FT-RHB
(sans prise en compte des fluctuations) présentent une transition de phase très brutale
autour de 1.5 MeV pour le 20Ne et 2.7 MeV pour le 164Er. La prise en compte des
fluctuations modifie de manière importante l’évolution de la déformation avec la tem-
pérature. En dessous de ∼ 1 MeV, les comportements restent identiques puis le mélange
statistique des configurations adouci la transition. Il est intéressant de remarquer que
la déformation à haute température converge vers une valeur non nulle β2 ≈ 0.1 pour
les deux noyaux. Cette déformation non nulle s’explique par le fait que l’énergie libre
ne correspond pas exactement à une parabole centrée sur zéro. Par conséquent, certains
états (ici prolate) vont être favorisés et la contribution totale de ces états ne tend pas
vers 0.

Il est aussi intéressant d’étudier l’entropie et la capacité calorifique CV définie comme

CV = T
∂S

∂T
(3.44)

Ces quantités sont tracées sur la partie droite de Fig.3.10. Dans le cas du 20Ne, l’entropie
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Figure 3.10 – À gauche sont présentées les évolutions de la déformation quadrupolaire
avec la température dans le cas du 20Ne (courbe bleue) et du 164Er (courbe orange).
Les courbes en pointillés correspondent aux résultats FT-RHB sans prise en compte des
fluctuations thermiques. Les courbes en trait plein représentent les résultats prenant en
compte les fluctuations thermiques. À droite sont tracées l’entropie par nucléons en trait
plein et la capacité calorifique CV = T ∂S

∂T
par nucléons en fonction de la température.

change brutalement de pente autour de T = 1.5 MeV, température qui correspond à
la transition de phase. Ce brusque changement crée une discontinuité dans la capacité
calorifique, signal fort d’une transition de phase. Le cas du 164Er est similaire bien que
moins flagrant. Le changement de pente de l’entropie n’est pas visible à l’œil nu, mais la
capacité calorifique indique bien une transition de phase autour de T = 2.7 MeV. Une
deuxième discontinuité est présente dans CV à très basse énergie, autour de T = 0.3
MeV qui correspond à la transition du système d’une phase superfluide vers une phase
non-superfluide.

Energie libre

Afin de mieux appréhender ces résultats, sur la Fig.3.11 sont tracées l’énergie libre
et les probabilités associées à différentes températures. À température nulle, l’état qui
minimise l’énergie libre (qui est alors équivalente à l’énergie du système) est le seul état
contribuant à la valeur moyenne d’une observable (ici la déformation). À mesure que
la température augmente, la topologie de l’énergie libre se modifie et la distribution de
probabilité prend des valeurs non nulles au niveau des différents minima de l’énergie
libre. Il est possible de définir une température critique à partir de laquelle le minimum
global de l’énergie libre se trouve en β2 = 0 qui correspondrait ici à TC ≈ 2.5 MeV.
Cependant, comme indiqué sur la Fig.3.10, cette température critique ne signifie pas
que le système est sphérique. Les fluctuations thermiques autour de β2 = 0 ne sont pas
uniformément réparties et le système exhibe une certaine déformation généralement
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Figure 3.11 – Évolution de l’énergie libre (en bleu) avec la déformation tracée à
différentes températures. Les probabilités associées à chaque configuration déformée
sont tracées en rouge. Les températures sont données en MeV.

non nulle. En approximant la forme de la distribution de probabilité à une Gaussienne,
on peut calculer qu’à T = 2.5 MeV, cette Gaussienne est centrée sur β2 ≈ 0.07 et
son écart-type est donné par σ ≈ 0.26. Cette valeur moyenne correspond à la valeur
asymptotique que prend la déformation sur la Fig.3.10.

3.5 Évolution de l’agrégation avec la température

Il est possible de définir de la même façon une densité moyenne qui prend en compte
les fluctuations thermiques ainsi qu’une localisation moyenne. Comme discuté précé-
demment, ces quantités restent mal définies étant donné que la formule (3.24) n’est
valide que pour des opérateurs. Cependant, on se propose ici d’utiliser une formulation
identique où la densité et la localisation sont moyennées comme

ρ (r⃗) =

∫
ρq (r⃗) e−F (q)/Tdq∫
e−F (q)/Tdq

(3.45a)

Cτσ (r⃗) =

∫
Cq
τσ (r⃗) e

−F (q)/Tdq∫
e−F (q)/Tdq

(3.45b)

Les résultats sont présentés sur la Fig.3.12 dans le cas du 20Ne. On remarque tout
d’abord, comme étudié précédemment, que la déformation du noyau avec prise en
compte de la moyenne statistique ne tend pas exactement vers 0, mais reste légère-
ment oblate à haute température. La localisation moyennée montre que les clusters
se dissolvent plus rapidement que sans moyenne. Ce résultat est facilement interpré-
table étant donné que le mélange avec des configurations de moins en moins déformées
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favorisent un comportement de fluide quantique.

Figure 3.12 – Évolution de la densité et de la localisation dans le 20Ne avec la tem-
pérature. La première ligne correspond aux quantités non moyennées et la seconde aux
quantités moyennées.

On remarque que les propriétés de localisation disparaissent bien avant la tempéra-
ture critique. Ce phénomène a du sens étant donné que, même pour une température
de quelques dixièmes de MeV, l’élargissement de la surface d’énergie potentielle (PES)
va favoriser le mélange de configurations différentes (cf. Fig.3.11). Or, la fonction de
localisation est très sensible à la densité locale qu’un mélange de configurations peut
facilement modifier. Cependant, aux vues de la discussion présentées au début de ce
chapitre concernant la fonction de localisation, il peut être plus judicieux de définir la
phase cluster comme le moment où des surdensités sont présentes. Dans ce cas, nous
obtenons T cluster

C ∼ 1.3 MeV contre T β2C ∼ 1.8 MeV.

3.6 Conclusion

Les phénomènes de transition de phase au sein du noyau sont de plusieurs natures.
Nous avons rappelé les principaux résultats à la phase d’agrégation nucléaire qui se
trouve entre une phase cristalline et une phase de liquide quantique. Le phénomène
d’agrégation nucléaire a lieu principalement dans les noyaux légers avec des interac-
tions possédant un potentiel suffisamment profond afin de localiser plus facilement les
fonctions d’onde.

La mesure de localisation Cτσ a été introduite afin d’étudier le phénomène d’agré-
gation de manière locale. Le cas du 20Ne a permis d’illustrer son utilité et d’exhiber
la structure en clusters α présente dans son état fondamental. Cependant, des réserves
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ont été prononcées quant à son utilisation pour caractériser les phases clusters étant
donné que le maximum de la localisation est généralement atteint à la surface (où la
probabilité de trouver deux nucléons de même spin et isospin est en effet faible) et non
aux endroits exhibant une surdensité.

Les transitions de phase avec la température ont aussi été étudiées, principalement
sur l’effet de la température sur la déformation des noyaux. Des modèles statistiques ont
été présentés permettant d’obtenir une compréhension qualitative de cette transition
de phase d’un état déformé vers un état sphérique. Puis, des calculs systématiques sur
un grand de nombre de noyaux ont été effectués, permettant de dégager une tendance
reliant la température critique à la déformation initiale qui seraient linéairement pro-
portionnelles. Finalement, les effets de la prise en compte des fluctuations thermiques à
l’aide d’une moyenne sur la déformation ont été étudiés. En particulier, il apparait que
la déformation à haute température des systèmes nucléaires ne tend pas exactement
vers zéro en raison de ces fluctuations. Cette propriété est expliquée par la topologie
de la PES qui, bien que minimale en β2 = 0, n’est pas symétrique, ce qui favorise une
configuration moyenne oblate ou prolate. Les effets de la température sur l’agrégation
nucléaire ont été discutés avec et sans la prise en compte des fluctuations thermiques.
Il apparaît que les propriétés de localisation disparaissent avec la température, généra-
lement bien avant la température critique du système pour la déformation.
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CHAPITRE 4

Procédure d’ajustement des fonctionnelles et effet d’un terme
tenseur au niveau RHB

Ce chapitre est partiellement adapté des travaux décrits dans F. Mercier et al. (2022)
(en préparation). Des résultats complémentaires sont aussi présentés.
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Nous avons vu, dans les deux premiers chapitres, que la formulation covariante du
problème à N-corps quantique fournit un mécanisme naturel pour l’apparition des par-
ties centrale et spin-orbite (SO) de l’interaction en termes de combinaisons de potentiels
scalaires et vectoriels. Cela permet de traiter ces termes sur un pied d’égalité, d’une
manière plus cohérente que dans un cadre non relativiste. Bien que la partie centrale du
potentiel soit relativement bien connue et comprise, le terme SO peut être plus difficile
à appréhender.

Le couplage tensoriel est particulièrement important pour l’interaction nucléon-nucléon
dans le vide où sa contribution est indispensable à la description de l’énergie de liaison
du deutéron [RS41] et du moment quadripolaire électrique non nul du deutéron [GS42].
Dans la matière nucléaire, l’impact des termes tensoriels a été étudié en détail pour
différentes interactions, qu’elles soient covariantes [Ruf+88 ; Lon+07 ; TA20] ou non
[SBF77 ; DG80 ; Les+07]. Ces études ont montré que, au niveau Hartree, les effets des
termes tenseurs restent faibles. En revanche, des effets importants sur les propriétés de
la matière infinie ont été observés avec une incompressibilité plus faible et une masse
effective des nucléons plus élevée.

La contribution au potentiel d’un terme tenseur entre deux nucléons 1 et 2 est géné-
ralement identifiée comme étant de la forme

VT ∝ S12 = 3
(
σ⃗1 · k⃗

)(
σ⃗2 · k⃗

)
− σ⃗1 · σ⃗2k2 (4.1)

avec k l’impulsion transférée. Cette quantité, bien définie dans un cadre non-relativiste,
se doit d’être modifiée ici pour prendre en compte la structure de Lorentz. Dans ce
cadre, l’opérateur de spin S⃗ = 1

2
σ⃗ se met sous la forme S⃗ = −1

2
γ0γ5γ⃗. Une réduction

non relativiste des potentiels mésoniques montrent alors que ces derniers possèdent
déjà une contribution tensorielle au potentiel dans tous les canaux (σ, ω et ρ)[Jia+15].
On se propose ici d’ajouter des couplages tensoriels explicitement dans le Lagrangien
d’origine dans les canaux vectoriels qui correspondent à des couplages dérivatifs 1. Dans
cette approche covariante par échange de mésons, les termes de dérivées sont les termes
les plus simples à ajouter et les termes tenseurs peuvent donc également être considérés
comme la prochaine contribution pertinente à une interaction EDF 2.

Historiquement, la première apparition de couplages tensoriels explicites dans le
cadre des théories RMF peut être trouvée dans [Ruf+88], avec un couplage non li-
néaire pour le degré de liberté scalaire-scalaire dans les noyaux sphériques. Cette étude
a montré un impact négligeable du couplage tensoriel ρ, tandis que le couplage ω sem-
blait améliorer légèrement l’ajustement de l’interaction, avec une masse effective accrue
et une incompressibilité plus faible. De nombreuses études ont ensuite été menées pour
étendre ces calculs au cas déformé au niveau RMF [JO91]. Des études spécifiques ont
été réalisées pour comprendre l’effet des termes tensoriels sur les séparations spin-orbite
[Ren+95 ; FRS98 ; Jia+15], les gaps entre couches [WDL13], l’épaisseur de la surface

1. Il est en théorie possible d’ajouter également un couplage dérivatif dans le canal σ mais ce
couplage ne sera pas étudié ici.

2. Bien que cet argument reste subjectif étant donné qu’il ne s’agit pas d’une théorie effective
caractérisée par un "power counting".
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[Jia+05], les séparations pseudo-spin-orbite [Lon+07], les propriétés de la matière nu-
cléaire [TA20], etc. Cependant, une étude de l’interaction des termes tensoriels avec
l’appariement et la déformation, dans une approche covariante, fait encore défaut.

Dans ce travail, de nouvelles paramétrisations EDF covariantes (cEDF) sont intro-
duites au niveau RHB avec une dépendance en densité dans les constantes de couplage.
Ces nouvelles paramétrisations sont ajustées au moyen de la procédure des moindres
carrés en utilisant à la fois la méthode Markov-Chain-Monte-Carlo [Nea93 ; For+13] et
la minimisation simplex [Pre89]. Les contraintes sur l’énergie de liaison, les rayons, les
séparations spin-orbite et les gaps entre niveaux, ainsi que plusieurs contraintes prove-
nant des propriétés de la matière infinie sont considérées. L’effet du couplage tensoriel
est étudié en détail dans des systèmes à la fois sphériques et déformés axialement.

Ce chapitre est organisé comme suit : la section 4.1 introduit le cadre théorique,
tandis que la section 4.2 se concentre sur la procédure d’ajustement. Les résultats géné-
raux du processus de minimisation sont donnés dans la section 4.3, et les applications
à la matière infinie, aux énergies de liaison, aux rayons, à l’effet de la déformation, aux
séparations SO, aux gaps et aux densités sont présentées dans la section 4.4.

4.1 Terme tenseur au niveau RMF

L’ajout de couplages tenseurs au niveau RMF se fait en introduisant un couplage
dérivatif de la forme gTϕψ∂ϕψ avec ϕ un champ mésonique. Dans le cas qui nous intéresse
ici, nous introduisons deux couplages tenseurs, un dans le canal vecteur-isoscalaire ω
et un dans le canal vecteur-isovecteur ρ. On rappelle ici par convenance la densité
Lagrangienne totale

L = Lnucleon + Lmeson + LEM (4.2)

avec la partie nucléonique donnée par le Lagrangien de Dirac et les termes d’interaction

Lnucleon = ψ (iγµDµ − σµνT
µν −M⋆)ψ (4.3)

avec γµ les matrices de Dirac usuelles et σµν = − i
4
[γµ, γν ]. Le spineur adjoint est défini

comme ψ = ψ†γ0 et la masse effective de Dirac s’écrit

M⋆ =M − gσσ (4.4)

avec σ un champ scalaire-isoscalaire. La dérivée covariante s’écrit comme

Dµ = ∂µ − gωωµ − gρρ⃗µ · τ⃗ − eAµ
1 + τ3

2
(4.5)

avec ωµ un champ vecteur-isoscalaire, ρµ un champ vecteur-isovecteur et Aµ le potentiel
électromagnétique. τ3 représente la troisième composante des matrices de Pauli. Les
constantes gi représentent les constantes de couplage. Finalement, la partie tenseur du
Lagrangien nucléonique prend la forme

T µν =
gTω
2M

Ωµν +
gTρ
2M

R⃗µν · τ⃗ (4.6)
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avec Ωµν = ∂µων − ∂νωµ et R⃗µν = ∂µρ⃗ν − ∂ν ρ⃗µ. Les constantes gTi représentent les
constantes de couplage tenseur.

La partie mésonique de notre Lagrangien et la partie électromagnétique s’écrivent

Lmeson =
1

2

(
∂µσ∂

µσ −m2
σσ

2
)
− 1

4

(
ΩµνΩ

µν − 2m2
ωωµω

µ
)
− 1

4

(
R⃗µν · R⃗µν − 2m2

ρρ⃗µ · ρ⃗µ
)

(4.7)

LEM = −1

4
(FµνF

µν) (4.8)

avec F µν = ∂µAν − ∂νAµ le tenseur électromagnétique.

4.1.1 Équation du mouvement

Nous utilisons ici les mêmes approximations que celles explicitées dans le chapitre 2
i.e. seule la composante temporelle et la troisième composante de l’isospin des champs
mésoniques est prise en compte (ωµ → ω0 ≡ ω et ρ⃗µ → ρ⃗0 ≡ ρ⃗→ ρ3), et l’approximation
sans mer de Dirac est aussi appliquée. Les équations d’Euler-Lagrange peuvent alors
être dérivées de manière usuelle et pour la partie fermionique on obtient[

−iα · ∇+ βM⋆ (r) + V (r) + βσ0 ·T(r)
]
ψi (r) = ϵiψi (r) (4.9)

où, en utilisant les différentes approximations, la composante tenseur s’écrit

σµνT
µν = σµν [∂µϕν − ∂νϕµ] (4.10)

= σi0∂iϕ0 − σ0i∂iϕ0 (4.11)
= 2σi0∂iϕ0 (4.12)

σµνT
µν = σ0 · T (4.13)

(4.14)

avec σ0 = σi0 et

T = −g
T
ω

M
∇ω − τ3

gTρ
M

∇ρ (4.15)

Les potentiels scalaire et vecteur prennent les mêmes formes que précédemment

Si = gσσ (4.16a)

Vi = gωω + τ3gρρ3 +
1 + τ3

2
gγAγ + V (R) (4.16b)

avec le potentiel de réarrangement

V
(R)
i =

dgω
dρ(v)

ρωω + τ3
dgρ
dρ(v)

ρρρ3 (4.17)

Il est important de remarquer ici que si les constantes de couplage tenseur sont prises
comme dépendantes de la densité, de nouveaux termes doivent être pris en compte
dans le potentiel de réarrangement. Par soucis de simplicité, une telle dépendance n’est
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pas prise en compte ici 3. Finalement, les équations d’Euler-Lagrange pour les parties
mésoniques s’écrivent comme

−∆σ +m2
σσ = −gσρσ (4.18a)

−∆ω +m2
ωω = gωρω +

gTω
M

∇ · βσ0ω (4.18b)

−∆ρ3 +m2
ωρ3 = gρρρ +

gTρ
M

∇ · βσ0ρ3 (4.18c)

Les contributions du terme tenseur à l’Hamiltonien sont données en détail dans l’annexe
B.

4.2 Procédure d’ajustement

4.2.1 Paramétrisation des fonctionnelles

Dans les chapitres précédents ont été présentées différentes fonctionnelles relativistes.
En particulier, dans la section 1.3, la paramétrisation des fonctionnelles a été discutée
avec l’inclusion d’une dépendance en densité dans les constantes de couplage. Les para-
mètres libres de la théorie sont alors composés des différentes constantes de couplage,
des paramètres nécessaires à encoder la dépendance en densité ainsi que la masse du
méson σ. Comme discuté dans le chapitre 1, les formes des dépendances en densité sont
motivées par des études DBHF [HM87 ; BM90 ; TW99]. Dans la suite, on notera

gi(ρV (r)) = Γihi(x), i = σ, ω, ρ, (4.19)

avec

Γi ≡ gi(ρsat), (4.20a)

x ≡ ρV (r)

ρsat
. (4.20b)

Les fonctions h prennent des formes différentes dans les canaux IS et IV. Dans le canal
IS (i = σ, ω)

hi(x) ≡ ai
1 + bi (x+ di)

2

1 + ci (x+ di)
2 , i = σ, ω, (4.21)

et dans le canal IV (i = ρ)

hρ(x) ≡ exp [−aρ (x− 1)] . (4.22)

Les paramètres entrants dans la définition des constantes de couplage ne sont pas
des variables indépendantes. Une première contrainte évidente impose que hi(1) = 1

3. S’agissant de termes possédant peu d’influence sur les propriétés des noyaux, il est aussi à prévoir
qu’un ajout de multiples constantes de couplage dans ces canaux ne puissent pas être correctement
ajustées et ne permettent pas d’améliorer la description des propriétés nucléaires.
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(i.e. que la constante de couplage à densité de saturation soit donnée par Γi), donnant
la relation

ai =
1 + ci (1 + di)

2

1 + bi (1 + di)
2 , i = σ, ω. (4.23)

Une contrainte supplémentaire peut être imposée à la dérivée seconde des h pour s’as-
surer que les contributions de réarrangement ne divergent pas à densité nulle, à savoir
h′′i (0) = 0 (i = σ, ω), ce qui conduit à

ci =
1

3d2i
, i = σ, ω. (4.24)

Au total, les constantes de couplage impliquent 12 paramètres libres dans le cas d’une
interaction avec termes tenseurs (10 sinon)

— 6 paramètres Γi, bi et di (i = σ, ω) dans le canal isoscalaire
— 2 paramètres Γρ et aρ dans le canal isovecteur
— la densité de saturation ρsat

— 2 couplages tensoriels indépendants de la densité ΓTi (i = ω, ρ)
La masse du nucléon est fixée à M =Mn =Mp = 939 MeV, les masses des mésons ω et
ρ sont fixées à leur valeur observée dans le vide, c’est-à-dire mω = 783 MeV et mρ = 763
MeV, tandis que la masse du méson σ reste un paramètre libre à ajuster faisant passer
de 9 (resp. 10) à 10 (resp. 12) le nombre de paramètres libres pour cette interaction.

Afin d’évaluer de manière fiable l’impact des couplages tensoriels sur les propriétés
nucléaires au niveau RHB, deux nouvelles paramétrisations seront dérivées en utilisant
le même protocole d’ajustement : une première sans termes tenseurs (10 paramètres
libres) et une seconde avec ces couplages tenseurs N − ω et N − ρ (12 paramètres
libres).

4.2.2 Données expérimentales

Avant de discuter de la procédure d’ajustement, nous présentons d’abord l’ensemble
des données empiriques sélectionnées pour ajuster les nouvelles interactions. Cet en-
semble contient à la fois des propriétés de la matière nucléaire homogène infinie et des
propriétés des noyaux finis Oi, chacune accompagnée d’une incertitude ∆Oi permettant
de mesurer la qualité de la paramétrisation vis-à-vis de chacune des contraintes.

Un premier ensemble de contraintes provient des propriétés de la matière nucléaire
infinie (toutes les quantités sont calculées à saturation ρ = ρsat). Le secteur isoscalaire
est contraint par l’énergie par particule dans la matière symétrique E0 et l’incompres-
sibilité K0. Pour les paramètres isovecteurs, les contraintes choisies sont l’énergie de
symétrie J et la dépendance en densité de l’énergie de symétrie L et Ksym (paramètres
caractérisant l’équation d’état nucléaire autour de la densité de saturation ρsat et l’asy-
métrie d’isospin δ ≡ (ρn − ρp)/ρ = 0, voir App. C). Les paramètres sélectionnés sont
reportés dans le Tableau 4.1 avec leurs valeurs considérées (provenant d’extrapolations
(dépendantes du modèle) des propriétés mesurées dans les noyaux finis) et la précision
associée à laquelle ces valeurs doivent être reproduites dans l’ajustement.
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ρsat
(fm−3)

E0

(MeV)
K

(MeV)
J

(MeV)
O 0.152 -16.15 235 31.5
∆O 0.03 0.15 30 3

Table 4.1 – Contraintes sur la matière nucléaire infinie considérée dans l’ajustement
(première ligne), et leurs incertitudes associées (seconde ligne). Ces contraintes ont été
choisies empiriquement à partir des résultats d’autres paramétrisations (DD-ME2 et
DD-PC1) et en utilisant les résultats de [MHG18]

En plus des données de la matière nucléaire infinie, les propriétés de 12 noyaux
sphériques représentatifs sont ajoutées et présentées dans le Tableau 4.2. Le choix de
ces noyaux permet une bonne reproduction des propriétés d’énergie de liaison, de rayons,
de séparations SO et de gaps. Le coût numérique associé à l’algorithme d’optimisation
rend difficile l’inclusion de noyaux déformés dans la base de données. L’ensemble des
données expérimentales sélectionnées comprend les énergies de liaison, les rayons de
charge, les différences entre les rayons r.m.s. des neutrons et des protons et certains
gaps d’énergie.

Le choix de ces observables particulières a été motivé par différentes études concer-
nant le rôle du terme tenseur dans la matière finie (le terme tenseur ne contribue pas
à la matière infinie puisqu’il n’implique que des termes dérivatifs). En particulier, plu-
sieurs études [Tar+08 ; Mor+10] montrent que le terme tenseur a un effet important
sur les gaps neutrons et protons à N,Z = 8, 20, 28. Il est également attendu que le
terme tenseur ait un impact sur la valeur de la séparation SO pour des états donnés.
Cependant, aucune contrainte forte n’a été utilisée dans la procédure d’ajustement. Les
RMS sur les énergies de séparation SO sont calculés ultérieurement pour comparer les
interactions.

La fonction de poids utilisée ici pour ajuster l’interaction est une somme pondérée
de différences quadratiques

χ2(p) =
∑
i

(
Oth
i (p)−Oexp

i

∆Oi

)2

, (4.25)

avec Oth
i (resp. Oexp

i ) la valeur théorique (resp. expérimentale) pour un élément Oi

de l’ensemble de données sélectionné, et ∆Oi l’erreur estimée correspondante grâce
à laquelle on peut équilibrer les contributions des différentes catégories de données
ajustées simultanément.

4.2.3 Protocole d’optimisation

La méthode d’ajustement est essentielle pour obtenir des paramétrisations fiables.
De nombreuses méthodes ont été développées au fil des années pour tenter de traiter
ces ajustements multidimensionnels sous contraintes. L’une des spécificités de ces pro-
cédures réside dans le fait qu’il est impossible d’utiliser des méthodes impliquant des
dérivées en raison du coût numérique important que représente le calcul de ces dérivées.
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Nucleus BE/A
(MeV)

rcharge

(fm)
rn− rp
(fm)

∆so (MeV) Gaps (MeV) Comment-
aires

16O 7.976 2.730 11.61 (p 1d5/2 - 1p1/2) Z=8 gap
11.55 (n 1d5/2 - 1p1/2) N=8 gap

22O 7.364 10.25 (p 1d5/2 - 1p1/2) Z=8 gap
40Ca 8.551 3.485 07.25 (p 1f7/2 - 1d3/2

(2s1/2))
Z=20 gap

07.30 (p 1f7/2 - 1d3/2) N=20 gap
48Ca 8.667 3.484 06.55 (p 1f7/2 - 1d3/2

(2s1/2))
Z=20 gap

54Ca 8.247 06.24 (p 1f7/2 - 1d3/2
(2s1/2))

Z=20 gap

56Ni 8.642 06.48 (p 2p3/2 - 1f7/2) Z=28 gap
06.36 (n 2p3/2 - 1f7/2) N=28 gap

60Ni 8.780 04.74 (p 2p3/2 - 1f7/2) Z=28 gap
66Ni 8.739 05.53 (p 2p3/2 - 1f7/2) Z=28 gap
90Zr 8.710 4.272
116Sn 8.523 4.626 0.120
124Sn 8.467 4.674 0.190
132Sn 8.354 4.709 01.48 (2d)

06.14 (1g)
208Pb 7.868 5.505
∆Oi 0.03 0.01 0.01 0.2 0.2

Table 4.2 – Données expérimentales utilisées pour contraindre l’ajustement sur cer-
tains noyaux. Données tirées de [NND]
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Par conséquent, de nombreuses méthodes sans dérivée sont couramment utilisées, no-
tamment la méthode Nelder-Mead (NM) simplex [Pre89] et la variante de l’algorithme
POUNDerS utilisée par la collaboration UNEDF [Kor+10]. Dans d’autres approches
traitant des descriptions très précises des énergies de liaison et des rayons sur l’en-
semble de la carte nucléaire (aussi utilisées pour la prédiction de nouveaux noyaux),
des techniques de réseaux de neurones (par exemple) sont utilisées (voir par exemple
[Sca+21]). Le problème commun de ces procédures d’ajustement est qu’elles néces-
sitent une puissance de calcul massive pour atteindre une convergence optimale. En
particulier, la nécessité d’inclure de nombreux noyaux dans la procédure d’ajustement
est cruciale pour éviter de tomber dans des minima locaux ou de manquer une partie
de la physique. Une autre difficulté réside dans la prise en compte de noyaux déformés,
dont les temps de calcul peuvent être un voire deux ordres de grandeur supérieurs par
rapport à des codes sphériques.

Dans la présente étude, différentes méthodes ont été testées afin de comprendre les
avantages et les inconvénients de chacune. Plus précisément, l’algorithme de Nelder-
Mead et l’échantillonnage MCMC ont été utilisés en raison de leur complémentarité.
Alors que la méthode NM permet de trouver un minimum global dans une certaine
région de l’espace des paramètres, l’échantillonnage MCMC permet de balayer un es-
pace des paramètres plus large et d’obtenir de biens meilleures informations sur les
corrélations.

La difficulté la plus importante est qu’il n’y a priori aucune corrélation (ou très
faible) entre une paramétrisation très bien convergée (en termes de faible χ2) et une
bonne valeur RMS sur l’énergie de liaison (ou des rayons) sur l’ensemble de la carte
des noyaux. En effet, puisque la procédure d’ajustement est effectuée sur un petit sous-
ensemble de la carte des noyaux, rien ne garantit que les résultats seront correctement
extrapolés au reste de la carte (en particulier lorsque l’ensemble de contraintes est
constitué uniquement de noyaux sphériques qui ne rendent pas compte de toutes les
propriétés des noyaux déformés). Combiné avec les corrélations importantes entre les
différents paramètres, le choix d’une paramétrisation devient une tâche très subjective.
Ce fait, qui est discuté plus en détail dans la section suivante, nous a conduit à privilégier
une approche MCMC, afin d’obtenir une plus grande diversité de minima locaux qui
ont ensuite été testés sur un plus grand nombre de noyaux. Afin de vérifier ces minima
locaux dans l’échantillonnage MCMC, une dernière étape est réalisée en effectuant une
minimisation simplex sur ces minima locaux pour assurer une bonne convergence.

Dans la suite, chaque paramétrisation sera écrite comme un vecteur englobant l’en-
semble des paramètres du modèle, à savoir

p�T = (mσ,Γσ, bσ, dσ,Γω, bω, dω,Γρ, aρ, ρsat) , (4.26a)
pT =

(
p�T ,Γ

T
ω ,Γ

T
ρ

)
, (4.26b)

La recherche d’un minimum pour la fonction objectif (4.25) dans l’espace paramètres
est effectuée par deux optimiseurs qui ne nécessitent pas de calculs de dérivées

— l’algorithme de recherche de minima de Nelder-Mead (NM) [Pre89], parfois appelé
méthode du simplex, qui offre un excellent compromis entre simplicité et efficacité,
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mais qui ne permet pas une analyse détaillée des corrélations dans l’ensemble des
paramètres

— l’algorithme de Monte Carlo par chaîne de Markov (MCMC) basé sur la méthode
de Metropolis-Hastings [For+13] qui permet une meilleure exploration de l’espace
des paramètres et donne accès à une meilleure quantification des corrélations entre
paramètres, mais pour un coût de calcul plus élevé.

La procédure d’optimisation suit alors les étapes suivantes (voir aussi Fig. 4.1) :
1. Un set de paramètres p0 est aléatoirement généré et correspond alors à la position

d’un marcheur MCMC
2. Un calcul des propriétés de la matière infinie est effectué avec cette paramétrisa-

tion p0 et comparé une première fois aux données de Tab.4.1. On construit ainsi
la fonction de poids pour la matière infinie χ2

EoS,i (p
0) (i = ρsat, E0, K, J).

3. Si χ2
EoS,i (p

0) > 9, l’ensemble p0 est rejeté et le marcheur bouge avec la simple
donnée de χ2

EoS,i donnant alors un nouveau set p1. Les étapes 2 et 3 sont ensuite
répétées jusqu’à ce que χ2

EoS,i

(
pEoS ok;1

)
< 9 pour un set de paramètres pEoS ok;j.

4. Les propriétés des noyaux de Tab.4.2 sont alors calculées pour le set pEoS ok;j ce
qui permet le calcul de la fonction de poids Eq.(4.25).

5. Les étapes 2 à 4 sont alors répétées NS = 20000 fois permettant d’obtenir NS =
20000 paramétrisations par marcheur pEoS ok;j chacune associées à χ2

j .
6. L’énergie de liaison et le rayon de ∼ 1000 noyaux déformés sont ensuite déterminés

avec un code axial pour un sous-ensemble de NNM sets parmi tous ceux obtenus
précédemment. Les valeurs des déviations r.m.s. correspondantes δ2B(pMCMC;k) =∑∼1000

k=1

(
Bth
k (pMCMC;k)−Bexp

k

)2 et δ2r(pMCMC;k) =
∑∼1000

k=1

(
rth
k (p

MCMC;k)− rexp
k

)2
sont alors calculées.

7. Ces NNM paramétrisations vont ensuite être soumises à une nouvelle minimisation
en utilisant cette fois un algorithme de NM avec une fonction de poids identique
Eq.(4.25). On obtient ainsi de nouvelles paramétrisations pMCMC-NM;n, et leurs χ2

n

associés.
8. L’étape 6 est ensuite répétée pour cesNNM nouvelles paramétrisations pMCMC-NM;n.

L’interaction qui minimise les déviations r.m.s. est finalement celle sélectionnée.
NNM représente le nombre de paramétrisations testées par un second algorithme de NM.
Il s’agit aussi du nombre de paramétrisations dont les propriétés sur toute la carte des
noyaux sont calculées. Dans l’étude présentée ici, NNM = 20. Le nombre d’itérations de
chaque marcheur a été fixé à NS = 20000. Comme le montre le graphe Fig.4.2,ce chiffre
est largement suffisant pour obtenir une bonne convergence des marcheurs.

4.2.4 Résultats

Les simulations MCMC ont été réalisées sur l’espace complet des paramètres, afin de
contrôler les différentes corrélations qui lient les paramètres de la fonctionnelle. Chaque
simulation MCMC a été exécutée avec Nw = 200 marcheurs pour Ns = 2× 104 étapes,
chacune conduisant à un total de ∼ 5.107 calculs RHB sphériques convergés.

Les calculs MCMC convergent rapidement vers χ2 ∼ 32 comme le montre la Fig.4.2.
Quelques minima inférieurs peuvent être trouvés plus tard dans le processus, mais
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Figure 4.1 – Vue schématique des différentes étapes de la minimisation. Voir le texte
pour plus de détails.
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Figure 4.2 – Valeurs de χ2 en fonction du nombre d’itérations pour 7 marcheurs dif-
férents (sélectionnés aléatoirement sur les 200) représentés par des couleurs différentes.

comme est expliqué précédemment, une valeur de χ2 inférieure n’est pas systématique-
ment corrélée à une énergie de liaison (ou rayon) RMS inférieure sur la carte nucléaire.

Il a été vérifié que les résultats ne dépendent pas des marcheurs, dans le sens où
tous les calculs les plus convergés d’un marcheur sont similaires à ceux d’un autre
marcheur. Cette vérification est importante pour assurer que le point final de chaque
marcheur est indépendant de sa position initiale (qui est choisie aléatoirement pour les
Nw marcheurs).

Afin de montrer qu’une valeur de χ2 inférieure ne correspond pas nécessairement
à des valeurs RMS inférieures, la Fig.4.3 montre le RMS des énergies de liaison en
fonction de χ2, pour différentes paramétrisations, calculées sur ∼1000 noyaux. Il est
important de noter que, parfois, des valeurs moyennes importantes de Eexp − Eth sont
obtenues, conduisant à d’importantes valeurs de RMS sur les BE (visibles dans l’échelle
de couleurs de la Fig.4.3). Il convient de noter que les paramétrisations obtenues avec
la minimisation simplex conduisent à un RMS sur les BE quasi-constant (∼ 2.1 MeV).
Cela est certainement le signe que toutes les minimisations simplex aboutissent à des
minima locaux équivalents (en raison de la corrélation entre les paramètres). Ce n’est pas
le cas de l’échantillonnage MCMC, qui explore beaucoup plus l’espace des paramètres
et aboutit à des minima locaux non équivalents.

Il reste tout de même intéressant de noter une faible corrélation entre le RMS sur les
BE et les valeurs de χ2 pour l’échantillonnage MCMC : une faible valeur de χ2 semble
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Figure 4.3 – RMS sur les énergies de liaison en fonction du χ2. Les points représentent
les résultats MCMC et les triangles les résultats de la minimisation simplex. La légende
en couleur montre la valeur moyenne de Eexp −Eth. Le point entouré d’un carré repré-
sente la paramétrisation choisie pour les applications présentées ci-après.

être liée à une faible valeur du RMS sur les BE. Cependant, la dispersion statistique
autour de cette tendance reste très importante et ce critère ne peut être utilisé pour
déterminer l’interaction la mieux ajustée.

Finalement, c’est l’ensemble avec le RMS le plus faible qui est retenu. Les valeurs
de ce jeu de paramètres sont données dans le Tab.4.3 pour les interactions ajustées
sans termes tenseurs (DD-MEV) et avec (DD-MEVT). Cependant, il est important
de noter que ce choix reste subjectif. Comme dans toute autre approche traitant de
la minimisation multidimensionnelle, il n’empêche généralement pas l’existence d’une
meilleure interaction (aussi bien à cause de la présence de minima locaux que du faible
nombre de noyaux présents dans l’ajustement).

4.3 Analyse de l’échantillonnage

4.3.1 Les paramètres

Il est tout d’abord pertinent de tracer les valeurs de certains des calculs les plus
convergés, pour les deux interactions, visibles sur la Fig.4.4. Il est intéressant de noter
que tous les paramètres ont été modifiés (à l’exception de la densité de saturation)
entre les interactions DD-MEV et DD-MEVT, ce qui signifie qu’une procédure d’ajus-
tement se concentrant uniquement sur les degrés de libertés tenseurs (ΓTω,ρ) par-dessus
une interaction ajustée plus ancienne ne conduirait certainement pas à une interaction
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Param. DD-ME2 DD-MEV DD-MEVT
mσ 550.1238 544.8503 530.3956

(MeV) 543.8758 (1.0387) 528.483 (2.4997)
Γσ 10.5396 10.2600 9.2652

10.1680 (0.0686) 9.1410 (0.1428)
Γω 13.0189 12.7563 11.6465

12.6512 (0.102) 11.5027 (0.1661)
Γρ 3.6836 3.6709 3.7971

3.5827 (0.0648) 3.7957 (0.0583)
bσ 1.0943 1.4449 2.0162

1.4982 (0.1208) 2.1246 (0.1487)
cσ 1.7057 2.0619 2.4924

2.0708 (0.1296) 2.5474 (0.1487)
bω 0.9240 0.9828 1.4375

0.8793 (0.0735) 1.5615 (0.1952)
cω 1.4620 1.3672 1.5696

1.1762 (0.1175) 1.6279 (0.2238)
atv 0.5647 0.5856 0.5777

0.6708 (0.0424) 0.5446 (0.0387)
ρsat 0.1520 0.1505 0.1516

(fm−3) 0.1525 (0.0020) 0.1517 (0.0023)
ΓTω 0.0 0.0 1.5496

1.7564 (0.2341)
ΓTρ 0.0 0.0 -2.3243

0.2127 (2.0169)

Table 4.3 – Les paramètres des nouvelles fonctionnelles sont donnés en gras à chaque
entrée du tableau. En dessous sont répertoriés les valeurs moyennes et écart-types (entre
parenthèses) obtenus dans l’échantillonnage MCMC.
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Figure 4.4 – Valeurs des paramètres des 100 calculs MCMC les plus convergés pour
DD-MEV (bleu) et DD-MEVT (orange). Les points noirs représentent la paramétri-
sation qui est utilisée dans les sections suivantes pour les applications (voir le texte
pour plus de détails). Les deux derniers graphiques montrent les constantes de couplage
tensoriel, expliquant les valeurs constantes 0 de la paramétrisation DD-MEV pour ces
paramètres.

satisfaisante.

Un autre comportement général se retrouve dans la dispersion des distributions.
Les interactions impliquant les nouveaux termes tensoriels présentent une plus grande
dispersion pour presque tous les paramètres. Ce résultat est directement lié au fait qu’un
ajout de paramètres libres dans un modèle, sans modification du set de contraintes,
permet une certaine liberté dans la procédure d’ajustement.

Un résultat important visible dans le sous-graphe inférieur droit de la Fig.4.4 est que
la partie tensorielle ρ de l’interaction n’est pas contrainte par notre ensemble (Tab.4.2).
Cette hypothèse se verra confirmer par l’étude des corrélations dans la sous-section
suivante. Par conséquent, la partie tenseur du canal vecteur isovecteur de l’interaction
semble n’apporter aucun contenu physique au niveau RHB, ou du moins pas sur les
observables qui ont été utilisées ici.

4.3.2 Corrélations

Afin de comprendre les différences entre les interactions DD-MEV et DD-MEVT, il
est très utile de tracer les matrices de corrélation. C’est ce qui est fait dans la Fig.4.5a
et la Fig.4.5b où ces matrices sont définies comme suit

Mcorr (xi, xj) =
σxixj
σxiσxj

(4.27)
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(a) Interaction DD-MEV (b) Interaction DD-MEVT

Figure 4.5 – Matrice de corrélation obtenue dans les calculs MCMC pour l’interaction
DD-MEV (à gauche) et DD-MEVT (à droite).

où σxixj vaut pour la matrice de covariance entre la variable xi et xj et σxi est un
raccourci pour √σxixi . Ici, nous nous intéressons uniquement à la valeur absolue de ces
matrices.

Le premier résultat à noter est la très forte corrélation des variables mσ, Γσ et Γω
pour l’interaction DD-MEVT. Ces trois variables encodent principalement l’énergie de
liaison du système et par conséquent, une petite variation de l’une de ces variables
peut être compensée par la modification des deux autres. Il est à noter que ΓTω est
également fortement corrélé à ces paramètres, ce qui montre l’importance du canal
vecteur isoscalaire dans la reproduction des propriétés des énergies de liaison.

Il convient également de noter que dans le cas de l’interaction DD-MEV, la masse
mσ est beaucoup moins corrélée aux autres paramètres. Cela montre que la présence
des termes tenseurs ω permet d’introduire beaucoup plus de corrélations dans la partie
isoscalaire de l’interaction.

Le deuxième ensemble de paramètres fortement corrélés est celui qui code la dépen-
dance de la densité de la partie isoscalaire de l’interaction, à savoir bσ,ω et cσ,ω. Pour ces
paramètres, cette tendance est suivie par les deux interactions DD-MEV et DD-MEVT.

Les paramètres codant les parties isovecteurs Γρ et atv sont également très corrélés.
Cependant, une forte corrélation entre la densité de saturation et Γρ est également
visible sur les graphiques. Ceci s’explique par la forme exponentielle de la dépendance
de la densité du secteur isovecteur, qui renforce l’importance de ce paramètre.

Dans le cas du terme tensoriel ρ, il ne semble pas être corrélé à une quelconque
variable. Ceci est consistant avec le résultat précédent (cf. Fig.4.4) concernant son
évolution avec χ2 : il n’est pas contraint par notre ensemble ou ne contribue presque
pas.

Comme prévu, les différentes modifications de paramètres montrées dans la Fig.4.4
sont liées à la matrice de corrélation introduite précédemment. En particulier, le com-
portement du canal IS montre des valeurs décroissantes des paramètres mσ, Γσ et Γω

98



Figure 4.6 – Évolution des constantes de couplage dépendantes de la densité Γσ, Γω
and Γρ en fonction de la densité ρ. Trois paramétrisations sont affichées : DD-ME2,
DD-MEV and DD-MEVT. Les zones colorées correspondent aux déviations standards
calculées dans l’approche MCMC (voir le texte pour plus de détails).

lorsque l’effet tenseur est considéré par rapport à l’interaction de type DD-ME2, tandis
que ΓTω prend une valeur positive.

Un décalage moins trivial se produit pour les paramètres bi et ci, qui sont liés à la
paramétrisation de la dépendance en densité des constantes de couplage. La comparai-
son entre les deux dépendances de densité est représentée sur la Fig.4.6. Cependant, il
reste difficile de tirer une conclusion sur un éventuel impact du terme tenseur sur les
valeurs de bi et ci.

À l’exception de la valeur ρ = 0, l’évolution de Γσ(ρ) n’est que peu impactée par les
paramétrisations, bien que la valeur asymptotique à haute densité soit modifiée.

Dans le cas de Γω(ρ), la fonction décroît plus lentement, mais commence également
à une valeur plus faible avec DD-MEVT. Les valeurs à grand ρ sont peu modifiées par
rapport aux interactions de type DD-ME2. On remarque aussi que Γω(ρ) est presque
constant avec la densité dans le cas d’une interaction tensorielle.

Le secteur isovecteur est également légèrement modifié avec l’augmentation de la
constante de couplage Γρ, tandis que le paramètre atv codant la dépendance de la densité
prend une valeur plus petite par rapport à l’interaction de type DD-ME2. Cependant,
au regard de la Fig.4.6, ces modifications ont un impact très faible sur le comportement
de Γρ(ρ).
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DD-ME2 DD-MEV DD-MEVT Données
empiriques

Masse de Dirac 0.57 0.58 0.63 0.75 ± 0.1
M⋆/M 0.58 (0.01) 0.63 (0.01)

Masse effective vectorielle 0.65 0.66 0.71 0.75 ± 0.1
M⋆

V /M 0.65 (0.01) 0.71 (0.01)
Densité de saturation 0.152 0.151 0.152 0.155 ±

ρsat (fm−3) 0.152 (0.002) 0.152 (0.002) 0.005
Énergie de liaison -16.14 -16.14 -16.14 -15.8 ± 0.3

par nucléon E0 (MeV) -16.14 (0.02) -16.16 (0.02)
Incompressibilité 250.9 238.5 236.7 230 ±20

K∞ (MeV) 238.2 (3.8) 235.1 (3.5)
Skewness -478 -373 -287 -700 ± 500
Q (MeV) -345 (36) -257 (26) [FPT97]

Énergie de symétrie 32.3 31.5 31.4 32 ± 2
J (MeV) 31.6 (0.3) 31.6 (0.3)

Pente de l’énergie 52.2 44.3 46.9 60 ± 15
de symétrie L (MeV) 44.0 (3.4) 47.1 (3.7)
Incompressibilité de -87 -57 -72 -100 ± 200

l’énergie de symétrieKsym

(MeV)
-53 (10) -79 (6)

Table 4.4 – Propriété de la matière nucléaire infinie à densité de saturation (en gras).
En dessous sont répertoriés les valeurs moyennes et écart-types (entre parenthèses) ob-
tenus dans l’échantillonnage MCMC. Les données empiriques proviennent de [MHG18].

4.4 Applications et discussion

4.4.1 Matière nucléaire infinie

Le terme tenseur faisant intervenir des dérivées, il n’a pas d’impact sur les paramètres
de la matière infinie. Cependant, comme nous l’avons montré précédemment, des ajus-
tements d’interaction avec et sans terme tenseur possèdent des valeurs de paramètres
très différentes, modifiant de fait les propriétés de la matière nucléaire. Les résultats
sont présentés dans le Tab.4.4.

Quelques différences apparaissent entre les paramétrisations DD-ME2 et DD-MEV
dans l’incompressibilité K∞, qui est diminuée de plus de 10 MeV et la pente de l’énergie
de symétrie, qui est également diminuée de ∼10 MeV. Cependant, ces valeurs sont
similaires entre DD-MEV et DD-MEVT.

La principale différence entre DD-MEV et DD-MEVT réside dans la valeur de la
masse de Dirac, définie comme M⋆ =M − Γσσ. Ce résultat s’explique en partie par la
plus petite valeur de Γσ entre les paramétrisations DD-MEV et DD-MEVT conduisant
à une valeur croissante de la masse de Dirac. Cela confirme qu’un couplage tenseur
permet d’obtenir une plus grande valeur de la masse de Dirac, ce qui est en meilleur
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Figure 4.7 – Évolution de Bexp − Bth avec le nombre de neutrons. Les lignes rouges
horizontales représentent le RMS des énergies de liaisons.

accord avec l’expérience[TA20].

Il est possible de définir une autre masse effective reliée cette fois à la partie vectorielle
de l’interaction définie comme

M⋆
V =M − V (4.28)

avec V le potentiel vectoriel. Il a été proposé[JM89 ; JM90] que ce soit cette masse
qui soit comparée avec les masses effectives non-relativistes. De la même façon que
pour la masse de Dirac, une valeur plus importante de cette masse effective vectorielle
est obtenue étant donné que Γω est plus faible que pour les interactions DD-ME2 et
DD-MEV. Cette augmentation est en accord avec les précédents résultats incluant des
termes tenseurs explicites, ainsi qu’avec les données expérimentales.

4.4.2 Énergie de liaison et rayons

Afin d’évaluer quantitativement les interactions ajustées, nous calculons ici les valeurs
RMS des énergies de liaison et des rayons. Ces valeurs RMS sont calculées sur ∼1000
noyaux avec un code axial pour tester les différentes paramétrisations et étudier l’impact
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DD-ME2 DD-MEV DD-MEVT
Eexp − Eth 2.0 0.1 -0.02

σ(Eexp − Eth) 2.88 2.10 1.89
σ(Rexp −Rth) 0.26 0.25 0.25

Table 4.5 – Valeurs moyennes et RMS des écarts aux énergies de liaison (lignes 1 et
2) et RMS des rayons (ligne 3) pour différentes paramétrisations.

Figure 4.8 – Évolution de l’énergie tenseur par nucléon ET
ω /A avec le nombre de

neutrons et protons.

des termes tensoriels. Comme indiqué précédemment, la paramétrisation sélectionnée
est celle qui minimise les valeurs RMS des quantités considérées. Les résultats sont
présentés dans la Fig.4.7 où Bexp − Bth sont tracés pour la chaîne isotopique jusqu’à
l’Hassium (Z = 108) pour la meilleure paramétrisation.

Ces résultats montrent la tendance assez habituelle des dérives isotopiques et des
pics à N = 20, 40, 80, 126 avec un désaccord très prononcé avec l’expérience à N = 126.
Ces particularités se retrouvent dans l’ajustement d’autres fonctionnelles comme celle
de Gogny D1S [Gor+16]. Les valeurs RMS sont résumées dans le Tab.4.5. Il apparaît
que l’ancienne interaction DD-ME2 souffre d’une valeur importante de RMS sur les BE
principalement due à un décalage moyen important de 2 MeV entre les prédictions théo-
riques et l’expérience. Afin de réduire la tendance de dérives isotopiques présentes ici,
des contraintes sur la matière neutronique ont été ajoutées, comme indiqué dans le cas
de l’ajustement de l’interaction de Gogny D1N [CGH08]. Cependant, cette procédure
n’a pas permis d’obtenir de meilleurs résultats et dégradait même la reproduction des
BE sur l’ensemble des noyaux.

Afin d’étudier plus en détail l’impact du terme tenseur, la Fig.4.8 montre les énergies
tenseurs fonction du nombre de neutrons et de protons. Il est d’abord intéressant de
noter que l’énergie tensorielle contribue principalement aux noyaux légers et devient
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presque négligeable pour N > 100. Cette diminution de la contribution du terme ten-
seur à l’énergie totale avec l’augmentation du nombre de masse, qui devient négligeable
pour les noyaux de masse élevée avec une contribution qui ne dépasse pas 0,05 MeV
par nucléons, peut s’expliquer par la structure du terme tenseur. Ce dernier étant pro-
portionnel à la dérivée des champs mésoniques, il correspond à un terme de surface. Il
est donc logique que, une fois comparée au nombre de nucléons total, sa contribution
diminue.

Une caractéristique spécifique apparaît pour les différents nombres de neutrons et de
protons N,Z = 8, 20, où il est visible que la contribution tensorielle devient plus faible
dans cette région. Cette propriété peut être comprise en termes d’effet de saturation de
spin : en raison de la forme spécifique du terme tenseur, il ne devrait pas contribuer trop
fortement pour un système saturé en spin. Plus précisément, les fermetures de couches
à N = 8, 20 conduisent à une diminution de l’effet tenseur et donc à une contribution
réduite à l’énergie totale. Cependant, la fermeture de la couche N = 28 ne semble pas
avoir d’impact sur l’énergie. Cette caractéristique a déjà été constatée dans d’autres
études où la comparaison entre les fonctions avec et sans termes tenseurs conduit à des
résultats similaires pour ces isotones.

4.4.3 Impact de la déformation

Il peut également être intéressant d’étudier l’impact de la contribution tensorielle à
la déformation. Tout d’abord, il a été vérifié que la déformation des états fondamentaux
n’était que peu impactée par l’ajout d’un couplage tenseur. Ensuite, afin d’étudier plus
en détails l’impact de la déformation, on se propose de contraindre la déformation de
différents noyaux et d’étudier la PES qui en résulte.

La figure 4.9 montre quelques PES pour les noyaux 20Ne, 120Sn et 238U qui ont été
choisis pour étudier l’impact du terme tenseur sur les noyaux possédant une structure
en clusters forte (20Ne), et les barrières de fission (238U). Tout d’abord, on retrouve
le résultat précédemment discuté concernant le meilleur ajustement des fonctionnelles
DD-MEV et DD-MEVT dont les minima sont plus proches des valeurs expérimentales.

Dans le cas du 20Ne, la contribution du terme tenseur est constante entre −0.2 <
β2 < 0.6 mais subit une modification importante au-delà de ces valeurs, lorsque la pente
de la PES devient plus abrupte. Il est cependant intéressant de remarquer qu’une telle
modification de la partie tensorielle n’a pas l’air d’avoir d’influence sur l’énergie totale
du système.

Dans le cas de l’étain, les différences sont négligeables sur l’ensemble de la PES.
Cependant, le cas de l’Uranium pourrait être plus intéressant à étudier, car la barrière
β2 est légèrement modifiée. Tout d’abord, sa hauteur est diminuée de ∼ 1 MeV, mais
sa largeur est augmentée. Une telle diminution de la hauteur de la barrière avait déjà
été remarquée lors de l’ajout du terme tensoriel dans une précédente étude [Tol+18]. Il
reste assez difficile de tirer des conclusions de cette caractéristique, puisqu’une PES en
β2 et β3 serait nécessaire pour vraiment comparer les énergies.

Comme déjà discuté précédemment dans la Fig.4.8, la contribution tensorielle à
l’énergie totale est plus importante dans les noyaux légers. Son évolution avec la défor-
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Figure 4.9 – PES 1D (en haut) pour le 20Ne, 120Sn et 238U avec les paramétrisations
DD-ME2, DD-MEV et DD-MEVT . Le rapport entre énergie tenseur et énergie totale
est présenté dans le graphe du bas dans le cas de DD-MEVT.

mation reste assez difficile à suivre et dépend du détail du spectre.

4.4.4 Gaps

Les gaps et séparations spin-orbite sont souvent utilisés pour contraindre et tes-
ter l’effet des termes tensoriels. Dans la présente procédure d’ajustement, nous avons
principalement utilisé des contraintes sur les gaps puisque différentes études ont men-
tionné précédemment que les termes tensoriels ont un effet moindre (voire nul) sur les
séparations SO [Ren+95 ; Lon+07]. Ici, nous proposons d’étudier l’impact des termes
tensoriels à la fois sur les séparations du SO et sur les gaps.

La table 4.6 affiche les valeurs RMS (comparées à l’expérience) des séparations SO,
comparées aux valeurs expérimentales pour certains noyaux sphériques de la réf.[Lon+07].
L’écart-type associé a été calculé en utilisant les 1000 premiers calculs MCMC les plus
convergés. Il convient de noter que, déjà pour l’interaction DD-MEV, qui possède les
mêmes paramètres que DD-ME2, l’amélioration est assez importante (∼20%). Les ré-
sultats sont encore améliorés d’un facteur de ∼15% lorsque le terme tenseur est ajouté.
Il a été vérifié que la partie ρ du terme tensoriel ne contribue pas à plus de 0, 02 MeV
pour chaque séparation SO. Par conséquent, le terme tensoriel ω est la contribution
tensorielle dominante.
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RMS DD-ME2 DD-MEV DD-MEVT
Séparations SO

(MeV)
0.697 0.586 (0.026) 0.519 (0.014)

Gaps (MeV) 1.47 1.35 (0.01) 1.12 (0.02)

Table 4.6 – Valeurs RMS des séparations SO et gaps pour différentes interactions. Les
écarts-types sont indiqués entre parenthèses.

Les écarts RMS sur les gaps ont été calculés en utilisant 17 écarts (11 d’entre eux
étant dans l’ensemble des contraintes de l’onglet 4.2) de la Réf.[Mor+10]. Le RMS est
réduit de ∼10% entre DD-ME2 et DD-MEV. Cela est dû au fait que plus de 50% des
écarts ont été utilisés dans l’ensemble de contraintes. Une deuxième diminution de 20%
est observée en incluant le terme tenseur. Là encore, la présence du terme tenseur ρ n’a
pas d’impact sur les valeurs des écarts.

Cette analyse montre que le terme tensoriel ω aide à diminuer les RMS sur les sépa-
rations SO et les gaps. Cependant, il reste assez difficile de statuer quant au lien direct
entre cette amélioration et la structure des termes tensoriels. Une telle amélioration
pourrait aussi être liée à l’ajout d’un nouveau terme dans le canal vecteur isoscalaire.
Dans tous les cas, il est clair que le terme tensoriel ρ n’a pas d’impact sur les valeurs de
ces RMS et ne contribue donc pas beaucoup au niveau de Hartree. Cependant, il a été
montré que les termes du tenseur ρ ont une contribution non négligeable à ces termes
au niveau Hartree-Fock [Jia+05 ; WDL13 ; Wan+18].

4.4.5 Densité

On s’intéresse ici à l’effet des termes tenseurs sur la densité du noyau. On s’attend,
en raison de la nature dérivative du terme tenseur, à ce qu’il joue un rôle lorsque la
densité change rapidement. En particulier, cela pourrait avoir des effets importants
pour les structures en clusters, les noyaux à bulles ou les noyaux possédant une peau
de neutrons.

La Fig.4.10 montre la densité et la différence de densité de 20Ne entre les interac-
tions DD-MEV et DD-MEVT. Les structures en clusters de l’état fondamental du 20Ne
rendent ce noyau particulièrement intéressant pour étudier l’impact du terme tenseur.
Dans ce cas spécifique, une diminution de la densité (∼5%) est visible principalement
au centre, alors qu’une augmentation apparaît à la surface (∼2%). Les structures en
clusters semblent moins prononcées et la densité de saturation chute de 0, 191 à 0, 187.

La figure 4.11 montre les mêmes quantités pour le noyau 34Si, qui est un noyau
bulle[Mut+17]. La bulle dans la densité de protons ne semble pas être affectée par la
contribution du terme tenseur. Cependant, nous voyons clairement des couches, com-
mençant par une augmentation au centre (∼2%) jusqu’à ∼1 fm puis une diminution
jusqu’à 2 fm etc.
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Figure 4.10 – Densités (en haut) totale (à gauche), de proton (au milieu) et de neutron
(à droite) et différences de densités entre DVV et DD-MEVT (en bas) dans le cas du
20Ne.

Figure 4.11 – Identique à Fig.4.10 mais pour le 34Si.

106



4.5 Conclusion

Les effets de l’ajout d’un terme tensoriel au niveau RHB ont été étudiés en réajustant
une fonctionnelle relativiste basée sur les échanges de mésons. À cette fin, des données
de gaps ont été ajoutées à l’ensemble des contraintes afin d’ajuster au mieux les cou-
plages tensoriels. Une première méthode d’échantillonnage MCMC a été utilisée afin
d’obtenir des informations sur les minima locaux et de calculer des incertitudes fiables.
Une deuxième étape de minimisation simplex a ensuite été mise en œuvre au-dessus
des minima locaux trouvés par l’échantillonnage MCMC. Il s’est avéré qu’une paramé-
trisation minimisant le χ2 lié à l’ensemble des contraintes n’était pas nécessairement
favorable pour tester les propriétés des noyaux à une plus grande échelle sur la carte
des noyaux.

Les résultats de cette minimisation montrent que le terme tenseur isoscalaire (canal
ω) est bien contraint, alors que la partie isovecteur ne l’est pas. Ce résultat peut avoir
deux causes : notre ensemble de contraintes ne permet pas de contraindre ce paramètre
ou la partie tenseur isovecteur de l’interaction est trop négligeable au niveau de Hartree
(un résultat qui a déjà été remarqué dans des études précédentes [Ruf+88]).

Concernant la description des noyaux, l’étude a été effectuée au niveau RHB dans
un code axial, ce qui a permis d’étudier en détail l’impact des termes tenseurs sur
la déformation. L’ajout d’un terme tensoriel dans la partie isoscalaire de l’interaction
a permis de diminuer l’énergie de liaison, le RMS sur les gaps et les séparations SO
de ∼ 10 − 20%. Il a été montré que le terme tensoriel est beaucoup plus fort dans
les noyaux de faible masse, mais peut avoir des effets non négligeables sur la surface
d’énergie potentielle des noyaux de masse élevée.

Concernant la matière infinie, le résultat principal tient dans l’augmentation de la
valeur de la masse de Dirac, qui reste un résultat commun lors de l’inclusion de termes
tensoriels. Cette augmentation s’explique par l’abaissement de la constante de couplage
dans le canal scalaire isoscalaire, modifiant ainsi le potentiel scalaire utilisé dans le calcul
de la masse de Dirac. Cet abaissement de la constante de couplage σ est nécessaire car
les contributions tensorielles augmentent les séparations SO. La valeur accrue est en
meilleur accord avec l’expérience.

D’autres études incluant la contribution de Fock au niveau relativiste montrent clai-
rement que ce terme peut être non négligeable pour tenir compte des effets tenseurs.
En particulier, il semble que les effets du méson ρ soient tout à fait négligeables au ni-
veau Hartree alors que plusieurs études prenant en compte le terme Fock contraignent
très bien ce paramètre et obtiennent une contribution non négligeable de cette partie
de l’interaction. Cependant, au niveau relativiste, il reste numériquement compliqué
d’effectuer des calculs RHFB dans des noyaux déformés.
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CHAPITRE 5

Étude des excitations isoscalaires monopolaires de basse énergie

Ce chapitre est partiellement adapté des travaux décrits dans F. Mercier et al. (2021)
[Mer+21] concernant les résultats dans les chaînes N = Z et F. Mercier et al. (2022)
[MEK22] pour l’extension aux noyaux riches en neutrons. Des résultats complémentaires
sont aussi présentés.
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5.1 Introduction

Les systèmes nucléaires sont le siège de nombreux types d’excitations. Ces excitations
peuvent être de nature très collectives (comme certaines résonances géantes) ou bien
(quasi-) individuelles (comme certaines résonances pygmées) où un nombre très restreint
de niveaux sont mis en jeux (voire un seul niveau parfois). Il est aussi possible de
différencier des excitations vibrationnelles et rotationnelles, des mouvements en phase
des neutrons/protons ou en opposition de phase, etc. La diversité de ces excitations
rend leur étude aussi riche que complexe, aussi bien du point de vue expérimental que
théorique.

Jusqu’à présent, les propriétés des noyaux ont été étudiées au niveau du champ moyen
statique (Chap.2). Cette approximation nous a permis de comprendre de nombreuses
propriétés des états fondamentaux des noyaux (énergie de liaison, rayon, déformation,
...). L’étude des excitations nécessite, quant à elle, l’élaboration d’un nouveau cadre
théorique permettant de prendre en compte des effets au-delà du champ moyen.

5.1.1 Au-delà du champ moyen

Dans les chapitres précédents, le formalisme du champ moyen a été introduit et
certaines propriétés des états fondamentaux des noyaux ont été étudiées. Cependant,
les effets au-delà du champ moyen, présents dans la partie résiduelle de l’interaction
(qui n’est donc pas prise en compte au niveau champ moyen), peuvent avoir un impact
important sur les propriétés des noyaux. En effet, dans le cas où un noyau possède-
rait par exemple des minima locaux dans une surface d’énergie potentielle (PES pour
Potential Energy Surface) associés à une famille d’états HFB générateurs |ϕ⟩ espacés
de seulement quelques centaines de keV, il y a de fortes chances pour que ces minima
locaux se mélangent pour donner des configurations plus complexes. Dans le traitement
champ moyen présenté précédemment, l’état fondamental du système est pris comme
celui minimisant l’énergie du système, il s’agissait donc d’un état unique. Le mélange
de configurations peut être décrit avec la méthode des coordonnées génératrices (GCM
pour Generator Coordinate Method) succinctement présentée ci-dessous.

De la même façon, le champ moyen ne permet pas d’étudier les propriétés d’excita-
tions du système. La diagonalisation de l’Hamiltonien au niveau champ moyen ne nous
donne des informations que sur les propriétés de l’état fondamental. Les propriétés d’ex-
citations du système peuvent, quant à elles, aussi être étudiée au niveau GCM (pour les
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faibles énergies) ou bien avec le formalisme de la RPA (Random Phase Approximation)
qui fait l’objet du présent chapitre.

EDF multi-référence et GCM

Les formalismes permettant la prise en compte de plusieurs états de référence sont
généralement regroupés sous l’acronyme générique de MR-EDF (Multi Reference EDF)
et utilise le formalisme de la GCM. Cette méthode est très brièvement décrite ici, mais
ne sera pas utilisée dans les travaux présentés ci-dessous.

L’idée de la méthode GCM revient à mélanger les états HFB afin d’obtenir une
meilleure description des états fondamentaux des noyaux. Cette méthode permet de
plus d’obtenir les états excités des systèmes nucléaires. On se propose ici de donner
les éléments principaux de la dérivation sans pour autant rentrer dans les détails (voir
par exemple [Won75 ; NVR11 ; VR20] pour les détails et applications actuelles). En
supposant par simplicité qu’une seule coordonnée génératrice Q est étudiée ici, et en
notant |ϕq⟩ les états champs moyens obtenus en contraignant le système à avoir une
valeur moyenne ⟨Q⟩ = q, alors l’état de mélange prendra la forme

|ψ⟩ =
∫
dqf(q) |ϕq⟩ (5.1)

Les inconnues de ce problème deviennent alors les fonctions de poids f(q) qui peuvent
être déterminées de manière variationnelle en utilisant cette fois-ci la fonctionnelle

E =
⟨ψ| Ĥ |ψ⟩
⟨ψ| |ψ⟩

(5.2)

avec Ĥ l’Hamiltonien total du système. De la même façon que précédemment, on impose
la normalisation des fonctions d’onde et la minimisation de cette fonctionnelle par
rapport aux variables f(q) prend alors la forme suivante∫

dq′H (q, q′) f(q′) = E

∫
dq′I (q, q′) f(q′) (5.3)

avec H et I les noyaux définissant les recouvrements

H (q, q′) = ⟨ϕq| Ĥ |ϕq′⟩ (5.4)
I (q, q′) = ⟨ϕq| ϕq′⟩ (5.5)

Ces quantités peuvent être calculées à partir des résultats du champs moyens même
si elles représentent le coût numérique le plus important dans les calculs GCM. La
résolution de l’équation Eq.(5.3) permet ensuite d’obtenir une famille de solution fi(q)
dont i = 0 représente l’état fondamental et i > 0 les états excités du système.

Excitations particules-trous et RPA

Il est possible de procéder différemment en considérant cette fois un mélange non
pas de configurations associées à une coordonnée collective, mais un mélange de confi-
gurations de la forme

|Φ⟩ = C0 |HF ⟩+
∑
m,i

Cm,ia
†
mai |HF ⟩+

∑
m,n,i,j

Cm,n,i,ja
†
ma

†
naiaj |HF ⟩+ ... (5.6)
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où |HF ⟩ représente un état HF, a(†) représente les opérateurs d’annihilation du vide de
particules et création et les coefficients C sont les inconnues à trouver. Les indices m,n
et i, j couvrent respectivement les niveaux au-dessus et en dessous du niveau de Fermi.
Écrit sous cette forme, l’état |Φ⟩ prend en compte les excitations particules-trous et
permet donc d’inclure des corrélations absentes au niveau HF.

La RPA est une méthode permettant de prendre en compte ces corrélations particules-
trous supplémentaires. Le formalisme associé et certaines applications sont présentés
dans les sections suivantes de ce chapitre 5.2 et 5.3.

5.1.2 Excitations

Afin d’étudier ces excitations, la réponse des noyaux à une excitation externe est
analysée. D’un point de vue expérimental, cela correspond à l’utilisation de différentes
sondes (photon, particules, ...). Chaque sonde possède des propriétés particulières et
son interaction avec le noyau est soumis à des règles précises. Par exemple dans le cas
d’une interaction photon-noyau (photo-absorption), la règle de sélection concerne la
modification du moment angulaire du noyau ∆L = 1 ainsi qu’une sélection sur l’isospin
∆T = 1. De façon plus générale, on classe les différents types d’excitations à l’aide de
leur multipolarité L, leur spin S et leur isospin T . Par la suite, nous nous intéressons
particulièrement au mode ∆L = 0 (excitation monopolaire) où le moment angulaire
reste constant, ∆S = 0 excitation électrique où le spin n’est pas impacté et ∆T =
0 (excitation isoscalaire) où les nucléons sont en phase. On dénote généralement ce
type d’excitation par l’acronyme ISM (IsoScalar Monopole). Le caractère isoscalaire est
imposé afin d’étudier les mouvements collectifs (et individuels) des protons et neutrons
en phase, ce qui permet, à termes, d’étudier les structures en clusters dans les résonances.

Formellement, l’étude des excitations d’un noyau revient à calculer l’effet d’un opé-
rateur O sur l’état fondamental |ψGS⟩ du système

|ψEX⟩ = O |ψGS⟩ . (5.7)

Cet opérateur dépend des quantités L, S et T discutées précédemment et, dans le cas
d’une excitation électrique isoscalaire, prend la forme suivante

OL
K =

A∑
i=1

rLi YL,K (Ωi) (5.8)

avec |K| ≤ L, A le nombre de nucléons du système et Y les harmoniques sphé-
riques. Il est alors possible de définir les moments multipolaires M (L,K) (au premier
ordre[HY03])

M (L,K) =

∫
ρ (r) rLYLK (r̂) (5.9)

où ρ représente la distribution spatiale des nucléons dans le noyau. Ces moments peuvent
alors être utilisés pour calculer les probabilités de transition et les fonctions de réponse
du système.

Les excitations très collectives que sont les résonances géantes (GR) ont attiré l’atten-
tion des physiciens nucléaires depuis plusieurs décennies[HW01]. Il s’agit de résonances
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collectives inhérentes au problème quantique à N-corps que constitue les systèmes nu-
cléaires. Ces résonances impliquent une grande partie, voire tous les nucléons du noyau
dont le mouvement collectif s’apparente alors à une vibration autour de l’état fonda-
mental du système. Les différents modes de vibrations sont schématisés sur la Fig.5.1.
Ces modes se manifestent généralement à haute énergie (∼ 10 MeV et plus), la posi-
tion exacte ainsi que la largeur et l’amplitude de ces résonances étant dictées par les
propriétés macroscopiques et microscopiques du système.

Figure 5.1 – Représentation schématique des différents modes de résonance géante. Les
couleurs orange, rouge et bleue représentent respectivement un ensemble de protons +
neutrons, protons seuls et neutrons seuls. Les flèches fines représentent un mouvement
collectif. Les flèches pleines représentent les spins des particules impliquées dans le
mouvement. Voir le texte pour plus de détails. Figure inspirée de [RS80].

Expérimentalement, la résonance géante isovecteur dipolaire (IVGDR) fut la pre-
mière découverte en 1947 [BK47] dans des expériences de réactions photo-nucléaire. Sa
position en énergie suit une loi empirique de la forme EIV GDR = 31.2 A−1/3+20.6 A−1/6

où A représente le nombre de nucléons composant un noyau[HY03]. La résonance géante
isoscalaire quadrupolaire (ISGQR) fut ensuite découverte bien plus tard, en 1971-1972
[PW71 ; FT72 ; LB72 ; Ber76]. De la même façon, il est possible de déduire des ex-
périences une loi empirique de sa position en énergie pour les noyaux A > 90 de la
forme EA>90

ISGQR ≈ 64.7 A−1/3 La découverte de la résonance géante isoscalaire monopo-
laire (ISGMR) arriva quelques années plus tard en 1977 [Har+77 ; You+77] avec une
position empirique en énergie de EA>90

ISGMR ≈ 80 A−1/3. Ce dernier mode a particulière-
ment attiré l’attention des physiciens nucléaires à cause de son lien avec le facteur de
compressibilité nucléaire K [Bla+95].
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Dans ce chapitre, on se propose d’étudier les résonances apparaissant à des énergies
inférieures à celle des GR, principalement dans le canal isoscalaire monopolaire. Cette
étude est motivée par des résultats expérimentaux montrant qu’une augmentation si-
gnificative de la fonction de réponse monopolaire à des énergies inférieures de celle
de la résonance géante dans des noyaux légers est observée [YLC97 ; YLC98 ; LCY01 ;
YLC02 ; Yil+06 ; Van+14 ; Gup+15]. Ces résonances ont, pour certaines, été reliées à
des modes dits de cluster décrits dans des approches de modèle cluster [TA78 ; Ueg+79 ;
Kam81 ; DB87 ; SH89 ; Che+07 ; Ito11 ; Del+12 ; KS19] aussi bien qu’avec des modèles
de dynamique moléculaire anti-symétrisé (AMD) couplées à de la GCM [Kim04 ; CK15 ;
CKT16 ; Kan16 ; KO20]. Ces modes font l’objet de la section 5.4.

Dans les systèmes riches en neutrons, certains modes de basse énergie sont aussi
associés à des résonances purement neutroniques. La plupart des études sur ces modes
se sont concentrées sur les résonances dipolaires et/ou les systèmes sphériques (voir
cependant la Réf. [Yos10 ; Van+14] pour une discussion sur les modes soft monopolaires
dans les noyaux déformés riches en neutrons). Une compréhension globale de l’évolution
de la partie basse énergie de la réponse monopolaire isoscalaire (ISM), avec asymétrie
d’isospin et déformation, fait encore défaut. Ces modes font l’objet de la section 5.5.

Des modes de très basse énergie (∼ 1 MeV) sont aussi observés expérimentalement
et théoriquement [BB66 ; BB77 ; Vit+80 ; Kha+04 ; MMS05 ; YYM06] correspondant à
des effets d’appariement. Généralement appelés vibrations de paires, ces modes d’ex-
citations impliquent des contributions particule-particule, particule-trou et trou-trou.
Ces modes sont brièvement étudiés à la fin de ce chapitre en section 5.6.

5.2 Méthode des amplitudes finies

Comme introduit précédemment, la (Q)RPA est une méthode permettant d’étudier
la physique des systèmes nucléaires au-delà du champ moyen, en prenant en compte
les excitations particules-trous dans la description du système. La (Q)FAM (Finite
Amplitude Method) peut, quant à elle, être interprétée comme une reformulation des
équations (Q)RPA où les champs sont linéarisés pour simplifier la résolution du pro-
blème. Cette section et la suivante présentent le cadre théorique de la QFAM et traite
du lien avec la QRPA.

La RPA a d’abord été introduite comme une méthode permettant d’étudier la ré-
ponse des électrons à un potentiel électrique extérieur, dans le cadre de la matière
condensée [BP51 ; PB52 ; BP53 ; EC59], puis quelques années plus tard pour l’étude des
excitations dans des plasmas [Saw57 ; Saw+57]. Ces méthodes ont ensuite été adaptées
à l’étude des excitations dans les systèmes nucléaires avec des interactions phénoméno-
logiques [Saw61 ; SS61] puis rapidement étendues à des méthodes allant au-delà de la
(Q)RPA [Saw62]. Une formulation plus moderne a été proposée à la fin des années 60
par Rowe [ROW68]. Les premiers calculs auto-cohérents apparaissent quelques années
plus tard dans le cas de fonctionnelles de Skyrme [BT75 ; LV76 ; Kre+77] (voir [QF78]
pour plus de détails). Les formulations relativistes de la RPA apparaissent dans la
même période [JL76 ; Joh+80 ; SD80]. Finalement, les premiers calculs auto-cohérents
au niveau HFB et QRPA verront le jour une vingtaine d’années plus tard [Eng+99 ;
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Gia+03 ; Paa+03].

La formulation FAM des équations RPA a été proposée par Nakatsukasa en 2007
[NIY07] afin de simplifier la résolution numérique en linéarisant les champs. Cela permet
de transformer le problème matriciel de la RPA en un système d’équations linéaires
indépendantes. Cette formulation a rapidement été généralisée aux noyaux superfluides
[AN11] puis déformés (et superfluides) [Sto+11 ; Nik+13].

Les équations QRPA (et donc QFAM par extension) peuvent être dérivées de dif-
férentes manières. Il est possible d’utiliser la méthode des équations du mouvement
[ROW68] où la formulation est faite dans une approche statique. Une autre méthode
revient à recourir au formalisme dépendant du temps en dérivant les équations HFB
dépendantes du temps (TDHFB) puis de les linéariser (ce qui donne exactement les
équations QRPA). Cette approche porte généralement le nom de théorie de la réponse
linéaire, et est présentée dans les sous-sections suivantes.

5.2.1 Méthode Hartree-Fock dépendant du temps

Un point de départ possible pour la dérivation des équations (Q)RPA correspond aux
équations Hartree-Fock(-Bogoliubov) dépendantes du temps (TDHF(B)). On se propose
ici une dérivation simplifiée permettant de donner les idées principales en partant de
l’évolution temporelle très générique d’une fonction d’onde quelconque

ψ (t) = e−iHtψ (0) (5.10)

où H représente l’Hamiltonien du système. Il est alors possible d’introduire la densité
dépendante du temps comme

ραβ (t) = ⟨ψ (t)| c†βcα |ψ (t)⟩ (5.11)

Les équations du mouvement sont obtenues en appliquant la dérivée temporelle

∂tραβ = iH ⟨ψ (t)| c†βcα |ψ (t)⟩ ⟨ψ (t)| c†βcα(−i)H |ψ (t)⟩

∂tραβ = ⟨ψ (t)|
[
iH, c†βcα

]
|ψ (t)⟩ , (5.12)

que l’on réécrit par convention

i∂tραβ = ⟨ψ (t)|
[
c†βcα, H

]
|ψ (t)⟩ (5.13)

Il est ici intéressant de remarquer qu’en utilisant la forme à deux-corps dérivée dans
le chapitre Chap.2 (que l’on rappelle par commodité ici)

H =
∑
αβ

tαβc
†
αcβ +

1

4

∑
αβγδ

vαβγδc
†
αc

†
βcγcδ, (5.14)
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et en l’insérant dans Eq.(5.13), on obtient

i∂tραβ = ⟨ψ (t)|

[
c†βcα,

∑
δγ

tδγc
†
δcγ +

1

2

∑
δγϵν

vδγϵνc
†
δc

†
γcνcϵ

]
|ψ (t)⟩

=
∑
δγ

tδγ ⟨ψ (t)|
[
c†βcα, c

†
δcγ

]
|ψ (t)⟩+ 1

2

∑
δγϵν

vδγϵν ⟨ψ (t)|
[
c†βcα, c

†
δc

†
γcνcϵ

]
|ψ (t)⟩

=
∑
δ

(tαδρδβ − ραδtδβ) +
1

2

∑
γϵν

⟨ψ (t)|
(
vαγϵνc

†
βc

†
γcνcϵ − vϵγβνc

†
ϵc

†
γcνcα

)
|ψ (t)⟩

i∂tραβ =
∑
δ

(tαδρδβ − ραδtδβ) +
1

2

∑
γϵν

(
vαγϵνρ

(2)
ϵνβγ − vϵγβνρ

(2)
ανϵγ

)
(5.15)

avec la densité à deux corps définie comme

ρ
(2)
αβγδ = ⟨ψ (t)| c†γc

†
δcβcα |ψ (t)⟩ (5.16)

En procédant comme précédemment il est possible d’utiliser le théorème de Wick pour
décomposer la formule précédente

ρ
(2)
αβγδ = ραγρβδ − ραδρβγ + g

(2)
αβγδ (5.17)

où le dernier terme représente toutes les contributions corrélées. En introduisant main-
tenant le potentiel Hartree-Fock, il est possible d’écrire

Γαβ =
∑
δγ

vαγβδρδγ, (5.18)

et donc
i∂tραβ = [t+ Γ, ρ]αβ +

1

2

∑
γϵν

(
vαγϵνg

(2)
ϵνβγ − vϵγβνg

(2)
ανϵγ

)
(5.19)

En négligeant les corrélations dans le système i.e. en supposant que g(2) est négligeable,
on obtient la forme bien connue de l’équation TDHF

i∂tραβ = [t+ Γ, ρ]αβ (5.20)

Ou bien sous forme plus compacte

iρ̇ = [h, ρ] (5.21)

avec h = t+ Γ.

5.2.2 QRPA

La dérivation des équations de la QRPA à partir des équations TDHFB peut être faite
de différentes façons : à partir de l’évolution temporelle de la matrice densité généralisée
ou bien à partir de l’évolution de l’opérateur quasi-particule aµ. Afin d’éviter d’inutiles
répétitions, on se propose ici de dériver les équations de la QRPA à l’aide de la seconde
méthode impliquant l’évolution temporelle de l’opérateur de quasi-particule a†µ (t). On
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considère donc un champ externe F (t). L’évolution temporelle de l’opérateur a s’écrit
simplement comme aµ (t) = e−iHtaµ et en prenant la dérivée temporelle on obtient

i∂taµ (t) = [H (t) + F (t) , aµ (t)] (5.22)

Il est alors pertinent d’appliquer une transformée de Fourier aux différentes quantités

F (t) = η
(
F (ω) e−iωt + F † (ω) eiωt

)
(5.23)

caractérisée par un paramètre η supposé petit. On écrit aussi

F (ω) =
1

2

∑
µν

(
F 20
µνa

†
µa

†
ν + F 02

µνaνaµ
)
+
∑
µν

F 11
µνa

†
µaν (5.24)

où le dernier terme ne contribue pas à la réponse linéaire du système et sera donc omis
dans les étapes suivantes. On fait ensuite de même avec l’Hamiltonien

H (t) = H0 + η
(
δH (ω) e−iωt + δH† (ω) eiωt

)
(5.25)

δH (ω) =
1

2

∑
µν

(
δH20

µνa
†
µa

†
ν + δH02

µνaνaµ
)

(5.26)

Puis avec l’opérateur de quasi-particule

aµ (t) = (aµ + δaµ (t)) e
iEµt (5.27)

δaµ (t) = η
∑
ν

a†ν
(
Xνµ (ω) e

−iωt + Y ⋆
νµe

iωt
)

(5.28)

Étant donné le caractère fermionique des quantités décrites ici, l’équation précédente
impose des contraintes sur les quantitésX et Y qui doivent satisfaire des relations d’anti-
commutation {aµ (t) , aν (t)} = 0 faisant de X et Y des quantités anti-symétriques.

L’équation précédente Eq.(5.22) peut être séparée en plusieurs contributions suivant
leur ordre ce qui permet d’écrire

i∂t
(
δaµ (t) e

iEµt
)
= [δH (t) + F (t) , aµ] + [H0, δaµ (t)] (5.29)

En injectant les résultats précédents il vient

(ω − Eµ − Eν)Xµν = δH20
µν + F 20

µν (5.30)
− (ω + Eµ + Eν)Yµν = δH02

µν + F 02
µν (5.31)

Finalement, afin d’obtenir les équations usuelles de la QRPA, il suffit juste de faire le
développement de δHµν sur les variables Xµν et Yµν ce qui permet d’écrire le système
matriciel suivant [(

A B
B⋆ A⋆

)
− ω

(
I 0
0 −I

)](
X (ω)
Y (ω)

)
=

(
F 20 (ω)
F 02 (ω)

)
(5.32)
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où les éléments de matrices A et B peuvent s’écrire en fonction de l’Hamiltonien du
système comme

Aminj = ⟨0|
[
a†iam,

[
Ĥ, a†naj

]]
|0⟩ (5.33a)

Bminj = −⟨0|
[
a†iam,

[
Ĥ, a†jan

]]
|0⟩ (5.33b)

où |0⟩ représente l’état de référence (ici un état RHB). Leurs expressions détaillées
peuvent par exemple être retrouvées dans [RS80]. Elles font intervenir des dérivées
secondes de la fonctionnelle énergie-densité choisie et le nombre de configurations 2-qp
à calculer augmente rapidement 1. Dans de nombreux cas où des symétries sont brisées,
cela empêche bien souvent d’effectuer des analyses systématiques.

5.2.3 QFAM

Afin de palier au problème discuté précédemment, une méthode permettant de linéa-
riser δH a été proposée par Nakatsukasa[NIY07] dans ce que l’on appelle aujourd’hui
la méthode des amplitudes finies (FAM). Comme indiqué précédemment, le formalisme
FAM peut être étendu pour prendre en compte les corrélations d’appariement dans le
cadre de la QFAM [AN11].

Fonction d’onde

Afin de dériver les équations QFAM, il est nécessaire de faire un changement de base
pour retourner la base des états à une particule. Cette opération se fait simplement en
utilisant les transformations de Bogoluibov

aµ (t) =
∑
k

(
U⋆
kµ (t) ck + V ⋆

kµ (t) c
†
k

)
(5.34)

Puis en utilisant Eq.(5.27)(5.28) il est possible d’écrire(
aµ + η

∑
ν

a†ν
(
Xνµ (ω) e

−iωt + Y ⋆
νµe

iωt
))

eiEµt =
∑
k

(
U⋆
kµ (t) ck + V ⋆

kµ (t) c
†
k

)
(5.35)

En utilisant une fois de plus les transformations de Bogoluibov on obtient(∑
k

(
U⋆
kµck + V ⋆

kµc
†
k

)
+ η

∑
ν

∑
k

(
Ukνc

†
k + Vkνck

) (
Xνµ (ω) e

−iωt + Y ⋆
νµe

iωt
))

eiEµt

=
∑
k

(
U⋆
kµ (t) ck + V ⋆

kµ (t) c
†
k

)
(5.36)

1. Le nombre d’états qp est proportionnel au carré du nombre de couches d’oscillateur Nsh dans
le cas d’une symétrie sphérique (au cube dans le cas d’une symétrie axiale) et le nombre total d’états
2-qp croît donc comme ∼ N4

sh
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Ainsi

Ukµ (t) = Ukµe
−iEµt + ηe−iEµt

∑
ν

V ⋆
kν

(
X⋆
νµ (ω) e

iωt + Yνµe
−iωt) (5.37)

Vkµ (t) = Vkµe
−iEµt + ηe−iEµt

∑
ν

U⋆
kν

(
X⋆
νµ (ω) e

iωt + Yνµe
−iωt) (5.38)

Champ à une particule

La matrice densité est définie comme ρ (t) = V ⋆ (t)V T (t) et peut donc être écrite
comme

ρ (t) = ρ0 + η

[
V ⋆
kµ

∑
ν

UT⋆
kν

(
XT⋆
νµ (ω) eiωt + Y T

νµe
−iωt)+∑

ν

Ukν
(
Xνµ (ω) e

−iωt + Y ⋆
νµe

iωt
)
V T
kµ

]
= ρ0 + η

[
V ⋆X†U †eiωt + V ⋆Y TU †e−iωt + UXV T e−iωt + UY ⋆V T eiωt

]
ρ (t) = ρ0 + η

[
δρ (ω) e−iωt + δρ† (ω) eiωt

]
(5.39)

avec
δρ (ω) = V ⋆Y TU † + UXV T (5.40)

À partir de ces expressions, il est alors possible d’obtenir l’Hamiltonien à un corps

δh (t) = η
(
δh (ω) e−iωt + δh† (ω) eiωt

)
. (5.41)

Il existe deux possibilités pour calculer δh (ω) : numériquement ou explicitement.
La différenciation numérique signifie simplement que l’on fait l’opération numérique
suivante

δh = lim
η→0

1

η
[h (ρ0 + δρ)− h (ρ0)] (5.42)

avec η petit. En comparant les différentes études déjà disponibles, on remarque que
l’influence de ce paramètre sur les résultats (Q)FAM[NIY07 ; INY11 ; Sto+11 ; AN11 ;
Lia+13] reste mineur et la réponse est stable. L’inconvénient de cette méthode reste tout
de même de devoir introduire un nouveau paramètre qui a potentiellement besoin d’être
ajusté. Afin de palier ce problème, il est possible de procéder à une linéarisation explicite
de l’hamiltonien. Dans le cas de l’interaction relativiste DD-PC1 qui sera utilisée pour
les différentes études conduites ici, les détails de la linéarisation explicite peuvent être
trouvés dans [BN20].

Champ d’appariement

Le tenseur d’appariement peut être calculé de façon quasi identique κ (t) = V ⋆ (t)UT (t)
menant à

κ (t) = κ0 + η
[
δκ(+) (ω) e−iωt + δκ(−) (ω) eiωt

]
(5.43)

avec

δκ(+) = UXUT + V ⋆Y TV † (5.44)

δκ(−) = V ⋆X†V † + UY UT (5.45)
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Le champ d’appariement prend la forme suivante

δ∆(t) = η
[
δ∆(+) (ω) e−iωt + δ∆(−) (ω) eiωt

]
(5.46)

avec
δ∆

(±)
ab =

1

2

∑
cd

vabcdδκ
(±)
cd (ω) (5.47)

où vabcd décrit la partie anti-symétrique de l’interaction d’appariement.

Equations QFAM

L’Hamiltonien perturbé étant désormais calculé en le linéarisant, les équations QFAM
se résument à

Xµν = −
F 20
µν + δH20

µν

Eµ + Eν − ω
(5.48)

Yµν = −
F 02
µν + δH02

µν

Eµ + Eν + ω
(5.49)

Ces équations sont ensuite résolues de manière itérative jusqu’à un critère de conver-
gence défini à l’avance. Les composantes δHµν sont calculées dans la base des quasi-
particules en appliquant une nouvelle fois les transformations de Bogoliubov

δH (ω) = B
(

δh (ω) δ∆(+) (ω)
−δ∆(−) (ω) δhT (ω)

)
BT (5.50)

On écrit alors

δH20 (ω) = U †δh (ω)V ⋆ − V †δhT (ω)U⋆ + U †δ∆(+) (ω)U⋆ − V †δ∆(−),⋆ (ω)V ⋆ (5.51)

δH02 (ω) = −V T δh (ω)U + UT δhT (ω)V − V T δ∆(+) (ω)V + UT δ∆(−),⋆ (ω)U (5.52)

5.2.4 Fonction de réponse et lien avec la QRPA

Finalement, la fonction de réponse peut être écrite comme

dB

dω

(
F̂ , ω

)
= − 1

π
ImS

(
F̂ , ω

)
= − 1

π
ImTr

(
f †δρ (ω)

)
(5.53)

avec f les éléments de matrice de l’opérateur F̂ . De même, la densité de transition
prend la forme

δρtr (r) = − 1

π
Im (δρ (r)) (5.54)

Cette fonction de réponse Eq.(5.53) diffère de celle que l’on obtient avec la QRPA.
En effet, la QFAM ne nous permet pas d’obtenir les modes propres du système. Dans le
cas de la RPA, les modes propres sont directement trouvés en diagonalisant la matrice
RPA (dont ils sont états propres). Dans la FAM, l’intérêt est justement de ne pas avoir à
procéder à cette opération coûteuse. Ainsi, les modes propres ne sont pas bien définis et
une étape supplémentaire est nécessaire afin de les calculer. Pour comprendre comment
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relier la fonction de réponse aux modes propres de QRPA, il est nécessaire de repartir
des équations QRPA Eq.(5.32). On se propose ici d’adopter une formulation équivalente
mais légèrement différente(

A B
B⋆ A⋆

)(
X Y ⋆

Y X⋆

)
=

(
1 0
0 −1

)(
X Y ⋆

Y X⋆

)(
Ω 0
0 −Ω

)
(5.55)

où Ω représente une matrice diagonale avec toutes les N fréquences propres du système

i.e. Ω = diag (ω1, ..., ωN). Dans la suite on notera M =

(
A B
B⋆ A⋆

)
, X =

(
X Y ⋆

Y X⋆

)
,

N =

(
1 0
0 −1

)
et O =

(
Ω 0
0 −Ω

)
. L’équation Eq.(5.55) se réécrit simplement comme

MX = NXO (5.56)

En introduisant le champ extérieur F on obtient alors les solutions QFAM(
X (ωγ)
Y (ωγ)

)
= −R (ωγ)

(
F 20

F 02

)
(5.57)

où R est appelée fonction de réponse et peut s’écrire sous la forme

R (ωγ) = X (O − ωγI)−1NX † (5.58)

Cette relation peut être retrouvée facilement en écrivant

MX = NXO
⇔MX = NXO − ωγNX + ωγNX
⇔MX = NX (O − ωγI) + ωγNX
⇔ (M− ωγN )X = NX (O − ωγI)
⇔X (O − ωγI)−1 = (M− ωγN )−1NX
⇔X (O − ωγI)−1NX = (M− ωγN )−1 (5.59)

où a été utilisée la condition d’orthonormalisation

XNX † = N (5.60)

Il est possible de détailler l’expression Eq.(5.58)

Rµνµ′ν′ (ωγ) =
∑
i

Xi
µνX

i⋆
µ′ν′

Ωi−ωγ
+

Y i
µνY

i⋆
µ′ν′

Ωi+ωγ

Xi
µνY

i⋆
µ′ν′

Ωi−ωγ
+

Y i⋆
µνX

i
µ′ν′

Ωi+ωγ

Y i
µνX

i⋆
µ′ν′

Ωi−ωγ
+

Xi⋆
µνY

i
µ′ν′

Ωi+ωγ

Y i
µνY

i⋆
µ′ν′

Ωi−ωγ
+

Y i
µνY

i⋆
µ′ν′

Ωi+ωγ

 (5.61)

En réinsérant ce résultat dans Eq.(5.57) il est possible d’écrire

Xµν (ωγ) = −
∑
i

{∑
µ′,ν′

[
X i
µνX

i⋆
µ′ν′

Ωi − ωγ
+
Y i
µνY

i⋆
µ′ν′

Ωi + ωγ

]
F 20
µ′ν′ +

∑
µ′,ν′

[
X i
µνY

i⋆
µ′ν′

Ωi − ωγ
+
Y i⋆
µνX

i
µ′ν′

Ωi + ωγ

]
F 02
µ′ν′

}

Xµν (ωγ) = −
∑
i

[
X i
µν ⟨i| F̂ |0⟩
Ωi − ωγ

+
Y i⋆
µν ⟨0| F̂ |i⟩
Ωi + ωγ

]
(5.62)
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où sont définies les probabilités de transitions

⟨i| F̂ |0⟩ =
∑
µ<ν

(
X i⋆
µνF

20
µν + Y i⋆

µνF
02
µν

)
(5.63)

⟨0| F̂ |i⟩ =
∑
µ<ν

(
X i
µνF

20
µν + Y i

µνF
02
µν

)
(5.64)

De la même façon pour Y ,

Yµν (ωγ) = −
∑
i

{
Y i
µν ⟨i| F̂ |0⟩
Ωi − ωγ

+
X i⋆
µν ⟨0| F̂ |i⟩
Ωi + ωγ

}
(5.65)

La dernière étape consiste à réécrire la fonction de réponse en fonction du champ ex-
térieur F̂ et des X, Y . Pour cela on utilise les résultats Eqs.(5.40-5.24) pour pouvoir
écrire la fonction de réponse Eq.(5.53) comme

S
(
F̂,ω
)
=

1

2

∑
µ,ν

[
F 20⋆
µν Xµν + F 02⋆

µν Yµν
]

(5.66)

En réinjectant ces résultats dans Eq.(5.66) il est alors possible d’écrire :

S
(
F̂,ωγ

)
= −

∑
µ<ν

[
F 20⋆
µν Xµν + F 02⋆

µν Yµν
]

= −
∑
µ<ν

∑
i

[
F 20⋆
µν

{
X i
µν ⟨i| F̂ |0⟩
Ωi − ωγ

+
Y i⋆
µν ⟨0| F̂ |i⟩
Ωi + ωγ

}
+ F 02⋆

µν

{
Y i
µν ⟨i| F̂ |0⟩
Ωi − ωγ

+
X i⋆
µν ⟨0| F̂ |i⟩
Ωi + ωγ

}]

= −
∑
i

[
⟨i| F̂ |0⟩

∑
µ<ν

(
F 20⋆
µν X

i
µν

Ωi − ωγ
+
F 02⋆
µν Y

i
µν

Ωi − ωγ

)
+ ⟨0| F̂ |i⟩

∑
µ<ν

(
F 02⋆
µν Y

i⋆
µν

Ωi + ωγ
+
F 20⋆
µν X

i⋆
µν

Ωi + ωγ

)]

S
(
F̂,ωγ

)
= −

∑
i


∣∣∣⟨i| F̂ |0⟩

∣∣∣2
Ωi − ωγ

+

∣∣∣⟨i| F̂ |0⟩
∣∣∣2

Ωi + ωγ

 (5.67)

Nous verrons dans les sections suivantes comment calculer directement les modes propres
QRPA avec les résultats des fonctions de réponses QFAM.

5.2.5 Aspects numériques

Schéma de résolution des équations QFAM

Les équations QFAM présentées précédemment sont résolues de façon itérative en
utilisant comme fonction d’onde d’entrée, le résultat d’un calcul RHB. Les étapes de
résolution pour une certaine valeur de fréquence ω sont alors les suivantes :

1. initialisation : les X et Y sont initialisés à zéro
2. δρ et δκ sont calculés à partir des X et Y et des éléments de la matrice de

Bogoliubov (voir Eq.(5.40), Eq.(5.44) et Eq.(5.45))
3. les potentiels induits sont calculés
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4. les champs induits δh et δκ sont alors calculés à partir des potentiels induits

5. une procédure de mélange Broyden est utilisé ici pour améliorer la convergence
et un critère de convergence est défini [Bar+08]

(a) si la convergence n’est pas atteinte, les nouveaux X et Y sont calculés à partir
de Eq.(5.30) et Eq.(5.31) puis on retourne à l’étape 2

(b) si la convergence est atteinte, l’itération pour cette valeur de ω prend fin.

La fonction de réponse totale est obtenue en répétant ces étapes pour chaque ω. Le
critère de convergence définit à l’étape 5 se fait directement sur les éléments des champs
induits δh et δκ. Le mélange de configuration de Broyden se fait de la même façon sur
les δh et δκ.

Stabilité de la réponse avec le nombre de couches d’oscillateurs

Il est important d’étudier la stabilité de la fonction de réponse avec le nombre de
couches d’oscillateurs Nsh utilisées. En particulier pour les applications présentées dans
cette thèse, la fonction de réponse à basse énergie (≤ 10 MeV) sera importante.

Les résultats dans le cas de la réponse ISM du 20Ne sont présentés sur la Fig.5.2.
On remarque que la partie basse en énergie reste très stable avec le nombre de couches,
alors que la résonance géante présente à plus haute énergie présente des fluctuations non
négligeables. Cependant, bien que les détails de la réponse soient modifiés, la position
des centroïdes ne l’est pas et reste stable avec Nsh. Dans les études présentées dans les
sections suivantes, nous nous intéressons particulièrement à la réponse de basse énergie
qui n’est que très peu influencée par le nombre de couches.

5.3 Modes propres avec la FAM

Dans la section précédente a été montrée le lien entre la fonction de réponse obtenue
dans la QFAM avec les probabilités de transition QRPA ⟨i| F̂ |0⟩ et ⟨0| F̂ |i⟩. Étant
donné que la QFAM nous donne un moyen peu coûteux numériquement de calculer la
fonction de réponse S en linéarisant les perturbations, on peut se demander s’il serait
possible de retrouver les modes propres de la QRPA, et pour quel coût numérique.

Le point de départ pour ces dérivations se trouve dans l’équation Eq.(5.67). Dans
le cas de calculs QFAM effectués sur des états proches 2 de l’état fondamental, toutes
les fréquences propres Ωi sont réelles. Cependant, dans le cas d’état loin du fonda-
mental (avec une contrainte de déformation importante par exemple), ces fréquences
peuvent devenir purement imaginaires. Ce cas de figure sera discuté plus en détail dans
le chapitre traitant de la radioactivité dans le calcul des masses inertielles (Sec.6.3).
L’implémentation des modes propres a été effectué dans le cadre de cette thèse dans un
code cQFAM axial [BN20].

2. Dans le sens que l’on ne s’écarte pas trop de l’approximation harmonique.
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Figure 5.2 – Comparaison des réponses isoscalaires monopolaires dans le 20Ne pour
différent nombre de couches d’oscillateurs Nsh. Figure tirée de [Mer+21].

5.3.1 Obtenir les probabilités de transition

La structure de Eq.(5.67) nous permet d’écrire

S
(
F̂ , ω

)
= −

∑
i

∣∣∣⟨i| F̂ |0⟩
∣∣∣2

Ω2
i − ω2

γ

(5.68)

Il est alors possible d’utiliser le théorème de Cauchy pour écrire cette somme comme
une intégrale dans le plan complexe∮

C

S
(
F̂ , ωγ

)
dωγ = 2πi

∑
Ω∈C

Res (S) (5.69)

où Res (S) correspond au résidu de la fonction de réponse. Supposons maintenant que
le contour C n’encercle qu’un seul et unique pole Ωi, alors∮

Ci

S
(
F̂ , ωγ

)
dωγ = 2πiResΩi

(S) = 2πi
∣∣∣⟨i| F̂ |0⟩

∣∣∣2 (5.70)

On en conclut donc que ∣∣∣⟨i| F̂ |0⟩
∣∣∣2 = 1

2πi

∮
Ci

S
(
F̂ , ωγ

)
dωγ (5.71)
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Ainsi, il est possible de calculer l’ensemble des probabilités de transition entre le fon-
damental |0⟩ et une excitation 2qp |i⟩ en connaissant la position de tous les pôles de
la fonction de réponse et en intégrant autour de ces pôles. Nous reviendrons sur la
recherche des pôles dans les paragraphes suivants.

5.3.2 Obtenir les amplitudes propres

De la même façon, il est possible d’écrire∮
Ci

Xµν (ωγ) dωγ = 2πiResΩi
(Xµν) = 2πiX i

µν ⟨i| F̂ |0⟩ (5.72)

où on a utilisé les résultats de (5.62). On en déduit donc

X i
µν =

1

2πi

eiθ∣∣∣⟨i| F̂ |0⟩
∣∣∣
∮
Ci

Xµν (ωγ) dωγ (5.73)

Y i
µν =

1

2πi

eiθ∣∣∣⟨i| F̂ |0⟩
∣∣∣
∮
Ci

Yµν (ωγ) dωγ (5.74)

où une phase θ correspond au fait que seul le module des probabilités peut être calculé
(cf. Eq.(5.71)). Cette phase ne peut pas être déterminée mais elle ne possède pas de
sens physique étant donné que les contributions (les amplitudes) à la réponse totale
sont fonctions de |X|2 − |Y |2 par exemple.

5.3.3 Obtenir tous les pôles de la fonction de réponse

Nous venons de voir qu’il était possible d’obtenir les probabilités de transition ainsi
que les modes propres en intégrant sur tous les pôles de la fonction de réponse. Cepen-
dant, la tâche consistant à trouver tous les pôles n’est pas triviale. En effet, les pics
dans la fonction de réponse nous donnent des informations importantes mais ne nous
permettent pas de déterminer la position des modes propres avec certitude pour deux
raisons :

— seule la partie imaginaire de la fonction de réponse est utilisée (voir Eq.(5.53))
— il est possible que deux pôles se trouvent à des énergies très proches et qu’ils ne

soient pas résolus avec le pas dω utilisé lors du calcul de la fonction de réponse
Le premier de ces problèmes entraîne généralement un décalage très faible dans la valeur
exacte du pôle. Le second point en revanche est très important et il nous faut trouver
un critère afin de déterminer avec précision si notre contour va encercler un seul et
unique pôle.

Pour ce faire, nous utilisons le résultat précédent Eq.(5.71) réécrit ici par convenance∣∣∣⟨i| F̂ |0⟩
∣∣∣2 = 1

2πi

∮
Ci

S
(
F̂ , ωγ

)
dωγ (5.75)

Il est facile de montrer que
∮
C
zf (z) dz = 2πizResC (f) et donc ici en particulier les

moments (sur un contour particulier C) se calculent comme

mk (C) =

∮
Ci

ωkγS
(
F̂ , ωγ

)
dωγ = 2πi

∑
Ωi∈C

Ωk
i

∣∣∣⟨i| F̂ |0⟩
∣∣∣2 (5.76)

127



Ainsi, dans le cas où un contour ne contient qu’un seul et unique pôle

mk+1 (Ci)

mk (Ci)
= Ωi, (5.77)

qui est donc indépendant de k. En revanche, dans le cas où il contiendrait plusieurs
pôles,

mk+1 (C)

mk (C)
=

∑
Ωi∈C Ωk+1

i

∣∣∣⟨i| F̂ |0⟩
∣∣∣2∑

Ωi∈C Ωk
i

∣∣∣⟨i| F̂ |0⟩
∣∣∣2 , (5.78)

ratio qui est cette fois dépendant de k. Il est alors possible d’utiliser un critère simple
pour savoir si un ou plusieurs pôles sont présents dans un contour C :

• mk+1

mk
=

mk′+1

mk′
avec k′ ̸= k : alors les mk+1

mk
sont indépendants de k et un seul pôle

est présent
• mk+1

mk
̸= mk′+1

mk′
avec k′ ̸= k : alors les mk+1

mk
dépendent de k est plusieurs pôles sont

encerclés.

5.3.4 Procédure numérique

Nous venons de voir comment il était possible d’obtenir les modes propres de la
QRPA via la QFAM. Cette méthode, bien qu’extrêmement pratique, reste cependant
coûteuse numériquement. En effet, en notant ωmax la fréquence la plus haute sondée,
dω le pas en fréquence, plusieurs étapes sont nécessaires :

1. identifier grossièrement les pôles en calculant la réponse sur une large plage de
fréquences avec un pas relativement faible dont le coût numérique est de l’ordre
de N1 ∼ ωmax

dω

2. calculer l’intégrale de contour et vérifier qu’un seul pôle est présent
(a) si oui, calculer les modes propres
(b) si non, prendre des contours plus petits et reprendre l’étape 2
Cette étape, bien plus gourmande en temps de calcul, peut être estimée à N2 ∼
N2qp×NC avec N2qp ∼ N2

sh et NC représente le nombre de points nécessaires pour
chaque contour, généralement de l’ordre de la dizaine.

La première étape n’est généralement pas la plus coûteuse, sauf si l’on souhaite iden-
tifier directement tous les pôles (mais nous verrons que cette méthode est loin d’être
optimale). Elle est généralement de l’ordre de 102 calculs. La seconde étape en revanche
est directement proportionnelle au nombre de pôles présents (principalement à basse
énergie). Avec une taille de base comprise entre 10 et 14, le nombre de calculs peut
rapidement atteindre des milliers, voire dizaines de milliers de calculs. L’avantage, par
rapport à une méthode QRPA usuelle, reste que ces calculs sont très facilement paral-
lélisables.

La procédure décrite précédemment peut cependant être optimisée de plusieurs fa-
çons :

— en modifiant le contour d’intégration
— en optimisant le nombre de points pour chaque contour (possiblement en réutili-

sant d’anciens points)
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— en analysant les données finales nécessaires (est-il nécessaire d’avoir une fonction
de réponse complète (comme dans le présent chapitre) où seuls les pôles nous
intéressent (voir Chap.6.3) ?)

On se propose donc de discuter ces points dans les paragraphes suivants. Le dernier
point ne sera cependant utile que dans le chapitre suivant Chap.6.

Choix du contour d’intégration

Le choix du contour d’intégration est une tâche importante afin de minimiser le
nombre de calculs nécessaires tout en maximisant la précision numérique. Nous consi-
dérons ici deux contours simples : circulaire et rectangulaire. Nous verrons dans la suite
que le contour rectangulaire peut s’avérer particulièrement utile lors de la recherche des
pôles. Un second point important est celui de la précision numérique et concerne donc
l’algorithme d’intégration utilisé. Nous considérons ici deux méthodes, celle de Simpson
et celle des trapèzes.

Contour circulaire

Un contour circulaire sera paramétré très simplement par la transformation ωγ =
reiθ + Ω avec r le rayon du cercle, θ l’angle paramétrisant la rotation et Ω la position
du pôle. Les relations trigonométriques usuelles donnent ω = rcos (θ) et γ = rsin (θ). Il
est alors possible d’écrire ∮

C

S (ωγ) dωγ = ir

∫ 2π

0

S (θ) eiθdθ (5.79)

Les points ωγ doivent donc être choisis le long d’un cercle de rayon r. Ce rayon peut
être déterminé soit en le prenant constant, soit en le prenant comme étant égal à
la moitié de la distance au pôle suivant (dans le cas où l’on connaît la position des
pôles). La première méthode est plus simple mais la seconde permet de vérifier que tous
les pôles ont bien été trouvés auparavant. Il est intéressant de remarquer ici que les
propriétés de la fonction de réponse étudiée dans la sous-section précédente permettent
de réduire le nombre de calculs nécessaires. Dans le cas d’un pôle réel, un des rayons
du cercle est confondu avec une portion de l’axe réel ce qui permet de diviser par
deux le nombre de points nécessaires en utilisant Im (S (ω,−γ)) = −Im (S (ω, γ)) et
Re (S (ω,−γ)) = Re (S (ω, γ)).

Les résultats de convergence numérique sont donnés sur la Fig.5.3 pour une fonction
test f (z) = 1/ (z − ω) qui mime la forme des fonctions de réponses attendues. Le
résidu de cette fonction étant 1 lorsque le pôle en ω est compris dans le contour, le
résultat attendu est

∮
C
f (z) dz = 2πi. Le contour choisi est circulaire de rayon r = 1

(courbe bleue sur Fig.5.3). La valeur du rayon n’impacte que peu la valeur du résultat de
l’intégrale à partir du moment où le rayon n’est pas trop grand (les résultats sont stables
à partir de r ∼ 1 MeV). Les pôles étant généralement espacés de quelques centaines de
keV au plus, la valeur du rayon ne sera pas un problème. Il est remarquable de voir
qu’ici, même avec un faible nombre de points, le calcul converge avec une précision à
10−3 pour N = 10 dans le cas du contour circulaire.
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Dans le cas du ratio des moments (à droite sur Fig.5.3) qui permet d’obtenir la
position précise du pôle ω, la précision est de l’ordre de 10−2 pour N = 10. On remarque
aussi que le ratio m1/m0 est plus précis que le ratio m2/m1. C’est une propriété qui
reste vraie pour les moments d’ordres plus élevés. Dans la suite, on privilégiera donc le
ratio m1/m0.

Figure 5.3 – Résultats de l’intégration numérique sur des contours circulaire et rec-
tangulaire pour une fonction test f(z) = 1

z−ω où ω représente le pôle à trouver. L’écart
à la valeur attendue pour l’intégrale est présenté à gauche. L’écart à la valeur attendue
pour le ratio des moments est présentée à droite. Les résultats sont présentés ici pour
un rayon r = 1 et un pôle ω = 1.

Il a été vérifié que les parties imaginaires des différentes quantités présentées sur
les graphes Fig.5.3) convergent vers 0 avec une très grande précision (généralement de
l’ordre de 10−14 ou moins).

Contour rectangulaire

Le contour rectangulaire est paramétré par morceaux autour d’un pôle Ω comme∮
C

f (ωγ) dωγ = i

∫ L/2

−L/2
f (Ω− l/2, γ) dγ +

∫ Ω+l/2

Ω−l/2
f (ω, L/2) dω (5.80)

+ i

∫ −L/2

L/2

f (Ω + l/2, γ) dγ +

∫ Ω−l/2

Ω+l/2

f (ω,−L/2) dω (5.81)

avec l et L la longueur (axe réel) et largeur (axe imaginaire) du rectangle choisi. Comme
précédemment, ces paramètres doivent être choisis pour n’encercler qu’un seul pôle. De
même, les propriétés de la fonction de réponse permettent de diviser par deux le nombre
de calculs nécessaires.
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Les propriétés de convergence sont données dans la Fig.5.3, en rouge. On remarque
cette fois-ci qu’un contour rectangulaire donne une précision moins bonne à un nombre
de points fixés. Pour N = 10 points, nous obtenons une précision de l’ordre de 10−2

contre 10−3 pour un contour circulaire.

Il est intéressant de remarquer que, concernant la recherche des pôles, le ratio des
moments (à droite sur Fig.5.3) est plus précis dans le cas d’un contour rectangulaire
par rapport à un contour circulaire pour des faibles valeurs de nombre de points avec
une précision de 10−3 pour N = 10 points (contre 10−2 pour le contour circulaire). De
la même façon que pour le contour circulaire, les ratios de moments faibles semblent
donner une meilleure précision.

Recherche optimisée des pôles

Dans le cas où seule la position exacte des pôles est nécessaire, une méthode particu-
lièrement efficace ici qui permet d’accélérer considérablement les calculs est de ne pas
calculer la fonction de réponse sur toutes les fréquences (i.e. de ne pas faire le premier
balayage) mais de procéder par dichotomie. Dans cette section, cette méthode n’est pas
particulièrement utile, car nous souhaitons nous intéresser à la structure de la fonction
de réponse en entier. En revanche, certains problèmes nécessitent de ne trouver que les
pôles comme il sera question dans le chapitre suivant. La méthode par dichotomie peut
se résumer comme suit :

1. Initialisation : on choisit 2n fréquences uniformément espacées entre ω = 0 et
ω = ωmax

2. pour chaque fréquence, on choisit un contour de rayon ωi+1−ωi pour scanner les
pôles

3. pour chaque contour, les premiers moments sont calculés. Deux cas peuvent se
présenter pour chaque contour :
(a) un seul pôle est présent (le ratio des moments est constant) : on s’arrête pour

cette portion de fréquences
(b) plusieurs pôles sont présents : on divise l’espace en deux (i.e. une nouvelle

fréquence à calculer est ajoutée)
4. si des fréquences ont été ajoutées, on retourne à l’étape 2

En procédant de cette manière, tous les pôles jusqu’à ωmax sont identifiés facilement
avec une convergence très rapide. Cette méthode est graphiquement illustrée sur la
Fig.5.4. Cette figure peut être décrit en 4 étapes :

1. lors de la première étape (en haut à gauche), un contour très large est choisi.
Le critère sur les ratios des moments nous permet de conclure à la présence de
plusieurs pôles, sans pour autant nous donner un nombre exact.

2. La deuxième étape (en haut à droite) revient à diviser l’espace de l’étape 1 en
deux. L’espace de droite possède un unique pôle (contour vert), alors que l’espace
de gauche en possède plusieurs.

3. Lors de la troisième étape (en bas à gauche), seul l’espace à gauche est subdivisé
puisque tous les pôles ont été trouvés à droite. Nous voyons alors qu’un contour
ne possède aucun pôle (en rouge) alors que l’autre en possède plusieurs.
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Figure 5.4 – Illustration de la procédure de recherche de pôles par dichotomie. Les
étapes se déroulent de gauche à droite puis de haut en bas. Les points rouges repré-
sentent les pôles à trouver par l’algorithme. Les cercles représentent les contours calculés
et leur couleur dépend du nombre de pôles présents à l’intérieur : plusieurs pôles (bleu),
un pôle (vert) et aucun pôle (rouge).

4. Finalement, une dernière étape est nécessaire pour finir de trouver les deux der-
niers pôles suivants.

Il est facile de voir sur cette figure que le nombre d’itérations nécessaires reste faible
aux vues de la convergence rapide des méthodes par dichotomie en 1/2n.

Cependant, cette méthode d’intégration sur des contours circulaires ne permet d’ex-
ploiter au maximum l’ensemble des calculs précédents. En effet, à chaque itération, des
cercles plus petits sont calculés et quasiment aucun point précédent ne peut être réuti-
lisé. En revanche, dans le choix de contours rectangulaires, un grand nombre de points
peuvent être réutilisés à chaque itération. En effet, comme indiqué sur la Fig.5.5, seuls
les points aux coins des rectangles ne peuvent pas être réutilisés.

Supposons que chaque rectangle soit composé de Nl points sur chaque côté i.e.
4(Nl− 1) points au total. Ainsi, deux rectangles adjacents partagent donc Nl points en
communs, soit ∼ 25% des points. De plus, à chaque nouvelle itération, les points situés
sur les côtés parallèles à l’axe ω ne vont pas être recalculés. Ainsi, il est possible de
montrer que le nombre de calculs nécessaires à chaque itération est de l’ordre de 2Nl

dans le cas où chaque sous rectangle possède encore plusieurs pôles. Cela représente
environ 50% de calculs en moins au début des itérations, puis le nombre de calculs
nécessaires diminue de façon encore plus radicale. On voit alors très rapidement que
l’approche par dichotomie de rectangles permet de grandement diminuer le nombre de
calculs nécessaires de deux voire trois ordres de grandeurs. Dans la plupart des appli-
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Figure 5.5 – Identique à Fig.5.4. Sont indiqués en plus sur les deux premières étapes
(haut gauche et haut droite), les points utilisés pour le calcul du contour. Les points en
noir sur ces deux figures représentent les points qui ne pourront être utiles qu’une seule
fois. Ceux en vert représentent ceux qui pourront être utilisés plusieurs fois.

cations présentées dans le chapitre Chap.6, cette méthode a donc été privilégiée.

5.4 Excitations cluster

Les méthodes QRPA et QFAM ont été présentées dans les sections précédentes et
nous proposons ici de les appliquer pour étudier différentes excitations de basses éner-
gies. Cette étude est motivée par des résultats expérimentaux montrant qu’une aug-
mentation significative de la fonction de réponse monopolaire à des énergies inférieures
à celle de la résonance géante dans des noyaux légers est observée [YLC97 ; YLC98 ;
LCY01 ; YLC02 ; Yil+06 ; Van+14 ; Gup+15]. Ces résonances ont, pour certaines, été
reliées à des modes dits de cluster décrits dans des approches de modèle cluster [TA78 ;
Ueg+79 ; Kam81 ; DB87 ; SH89 ; Che+07 ; Ito11 ; Del+12 ; KS19] aussi bien qu’avec
des modèles de dynamique moléculaire anti-symétrisé (AMD) couplées à de la GCM
[Kim04 ; CK15 ; CKT16 ; Kan16 ; KO20].
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5.4.1 Exemple du 20Ne

Nous entamons notre analyse avec le cas particulier du 20Ne qui exhibe une forme
prolate au niveau champ moyen (β2 ∼ 0.5) dans son état fondamental. La densité et la
fonction de localisation 3 sont tracées sur la Fig.5.6. La densité présente des structures en
cluster aux extrémités de l’axe de symétrie avec un pic de densité à ρmax ≈ 0.2 fm−3. Le
cœur possède une déformation oblate rappelant la structure α−12C−α. La fonction de
localisation permet de comprendre que ces surdensités peuvent être interprétées comme
des α bien localisés.

Figure 5.6 – Densité à l’équilibre du 20Ne (à gauche) et fonction de localisation Cτσ
(à droite) obtenues dans un modèle RHB avec la fonctionnelle DD-PC1.

Les fonctions de réponses isoscalaires du 20Ne sont tracées sur la Fig.5.7 pour les
opérateurs isoscalaire monopolaire, dipolaire, quadrupolaire et octupolaire. En plus
des composantes K = 0, pour les multipôles λ = 1, 2, 3, les projections K > 0 sont
également tracées, ainsi que les réponses totales. Concernant la réponse quadrupolaire
Kπ = 1+, on remarque l’apparition de l’état spurieux lié à la brisure de la symétrie
rotationnelle. Bien que toutes les fonctions de réponses présentent une fragmentation
prononcée dans la région E ≥ 10 MeV, une partie importante de la réponse est située à
E ≈ 7 MeV. Comme montré dans les sections précédentes (Sec.5.2.5), il a été vérifié que
pour tous les multipôles, ces pics de basse énergie sont stables par rapport au nombre
de couches d’oscillateur harmonique utilisées.

Afin d’obtenir plus d’informations sur la nature de ces résonances basses énergies, il
est pertinent d’utiliser la densité dépendante du temps ρ(r, t) définie comme

ρ(r⊥, z, t) = ρgs(r⊥, z) + 2ηIm
[
e−iωtδρ(ω, r⊥, z)

]
cos (Kϕ), (5.82)

3. La fonction de localisation a ici été renormalisée (voir par exemple [ZSN16]) comme C → C ×
ρ

max(ρ) .
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Figure 5.7 – Fonctions de réponses isoscalaires pour le 20Ne pour les différentes mul-
tipolarités J = 0, 1, 2, 3. Les projections K sont présentées pour chaque multipolarité
en pointillés. La réponse totale à un J fixé est présentée en traits pleins.

où ρgs(r⊥, z) représente la densité de l’état fondamental et δρ(ω, r⊥, z) la densité de
transition à une énergie d’excitation ω donnée. Le facteur η correspond à un petit
paramètre utilisé pour la linéarisation des équations QRPA (i.e. la magnitude du champ
extérieur utilisé dans Eq.(5.23)). La définition de cette densité dépendante du temps
se déduit à partir de la relation entre la fonction de réponse et la densité de transition
Eq.(5.53). La Fig.5.8 montre l’évolution de cette densité dans le 20Ne dans le cas d’une
excitation monopolaire à une énergie d’excitation de ℏω = 6.75MeV. On constate que
les clusters présents à t = 0 s’éloignent tout d’abord du centre avant de se déplacer à
nouveau vers le centre cette fois où ils sont dilués dans le cœur avant d’être reformés
en cluster.

La fonction de localisation (introduite dans le cas statique dans le chapitre 3 mais
dont la formulation au cas dépendant du temps est directe) nous permet de suivre
précisément l’évolution des clusters α et en particulier, elle nous permet de justifier le
terme d’oscillation de clusters. En effet, il apparaît bien sur ces résultats que les clusters
α oscillent en phase sur un cœur de 12C.

La densité apporte des informations essentielles à la compréhension de cette réso-
nance de basse énergie, cependant elle ne permet pas d’expliquer le mécanisme d’appa-
rition de ce mode à basse énergie. Pour comprendre plus en détail cette résonance, il est
très instructif de décomposer l’excitation en termes de contributions à 2-qp [DPM17].
Cette décomposition peut être réalisée en utilisant la procédure d’intégration de contour
présentée dans les sections précédentes 5.3. Les amplitudes QRPA individuelles cor-
respondant aux modes d’excitation i sont données dans les équations Eq.(5.73) et
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Figure 5.8 – Évolution de la densité et de la fonction de localisation dans le temps à
une énergie ℏω = 6.75MeV. Le temps évolue de haut en bas puis de gauche à droite et
une période entière est montrée. Les lignes noires horizontales représentent la position
du centre de masse des clusters dans l’état fondamental. Figure tirée de [Mer+21].

Eq.(5.74). L’observable d’intérêt ici est donnée par la quantité suivante[DPM17]

ξi2qp =
∣∣X i

2qp

∣∣2 − ∣∣Y i
2qp

∣∣2 . (5.83)

qui permet de quantifier les contributions de chaque excitation 2-qp.

Les résultats de cette décomposition pour la résonance basse énergie du 20Ne sont
présentés sur la Fig.5.9. Les niveaux ainsi montrés correspondent aux éléments diago-
naux de l’Hamiltonien à un corps dans la base canonique. Les nombres d’occupations
correspondent pour leur part aux valeurs propres de la matrice densité. Les résultats
sont montrés pour les neutrons et protons. On remarque que cette excitation n’est que
très peu collective puisqu’elle implique principalement une unique transition. Cette der-
nière se fait entre deux états 1/2+. L’état d’origine à environ −12 MeV provient de la
couche sphérique 1d5/2 qui s’est séparée en 3 contributions différentes à cause de la
déformation. L’état final provient lui de la couche sphérique 2s1/2. Les résultats pour
les protons et neutrons sont quasiment identiques (hormis un décalage en énergie pour
les protons dû à la répulsion Coulombienne). La représentation des orbitales canoniques
associées nous permet de comprendre plus en détail le schéma d’oscillations présenté sur
la Fig.5.8 puisque la contribution principale à l’excitation montre bien une densité ca-
nonique excitée (1/2+(3) qui représente le troisième état 1/2+) avec des contributions
plus loin du centre.

Une telle excitation 2-qp peut être interprétée dans le contexte de brisure de symétrie
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(a) Neutrons (b) Protons

Figure 5.9 – Illustration schématique des contributions 2-qp les plus importantes à
l’excitation ISM à ℏω = 6.7 MeV dans le 20Ne (à gauche pour les neutrons, à droite
pour les protons). Les cercles et nombres associés représentent la fraction totale |X|2 −
|Y |2 (voir Eq.5.83) emportée par l’excitation. Les densités partielles sont affichées pour
chaque configuration ainsi que la configuration fondamentale en l’arrière-plan (que l’on
retrouve aussi Fig.5.6). Le niveau de Fermi est représenté par un trait noir continu.

qui permet de décrire à moindre frais les corrélations non triviales comme source de
comportement collectif du noyau. Cette brisure spontanée de symétrie rotationnelle
conduit à l’apparition de nouveaux modes d’excitation, parfois appelés onde de densité
[KH11]. Ces ondes de densité sont reliées à la variation du module du paramètre d’ordre
de la symétrie brisée, ici β2.

5.4.2 Fonction de réponse à déformation contrainte

La discussion précédente suggère l’importance de la déformation dans l’apparition
d’un tel mode de basse énergie. Il semble donc pertinent d’étudier l’évolution de la ré-
ponse ISM avec la déformation afin de mieux comprendre les détails de ce mode. Cette
étude peut être faite en contraignant artificiellement les noyaux à avoir une déformation
donnée. Cette méthode peut être appliquée de manière continue au paramètre de défor-
mation β2 et pour chaque déformation, le calcul QFAM contraint peut être réalisé. Sur
la Fig.5.10 est tracée l’évolution de la fonction de réponse ISM en fonction de l’énergie
pour certaines déformations contraintes. On remarque qu’une partie significative de la
réponse se trouve dans la région ℏω ≈ 5− 10 MeV à partir de β2 ∼ 0.3. De plus, cette
excitation gagne en intensité lorsque la déformation augmente et se déplace vers des
énergies plus élevées.

L’apparition de ce mode cluster peut être reliée à la structure des niveaux dans
la base canonique. Dans la partie supérieure de Fig.5.11 sont tracées les composantes
principales des décompositions 2-qp de ce mode cluster à certaines déformations. La
partie inférieure montre l’évolution des énergies des particules individuelles (sp pour
single particule) et du nombre d’occupations avec la déformation. Lorsque la déforma-
tion augmente, on voit que la couche sphérique 1d5/2 se sépare en trois niveaux distincts
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Figure 5.10 – Fonction de réponse ISM pour le 20Ne à différentes déformations
contraintes (à gauche). La surface d’énergie potentielle est tracée sur la figure de droite.
Les points représentent les déformations pour lesquelles les fonctions de réponse sont
affichées sur la figure de gauche.

1/2+, 3/2+ et 5/2+. Plus précisément, le nombre d’occupation du niveau 1/2+ prove-
nant des couches sphériques augmente avec la déformation, permettant une excitation
particule-trou avec le niveau provenant des couches sphériques 2s1/2 et 1d3/2. Il est aussi
important de noter que ce même niveau 1/2+ provenant de 1d5/2 est aussi responsable
de la formation des clusters dans l’état d’équilibre du 20Ne.

Comme montré sur le graphe en bas à gauche de la Fig.5.11, la déformation minimale
correspondant à l’apparition d’une excitation de basse énergie se trouve environ à β2 ∼
0.2 et il est intéressant de remarquer que cette déformation coïncide avec l’intersection
du niveau 1/2+(2) avec le niveau de Fermi. La contribution de ce niveau à l’excitation
totale n’est alors que de ∼ 15% mais augmente très rapidement avec la déformation
pour atteindre plus de 40% dans l’état d’équilibre et continue d’augmenter après.

5.4.3 Études d’autres noyaux N = Z

L’étude précédente peut être généralisée à d’autres noyaux, aussi bien N = Z qu’avec
un excès de neutrons. Nous proposons ici de commencer par étudier le cas de quelques
noyaux N = Z avant de nous intéresser plus en détails à l’effet d’un excès de neutrons
sur les résonances cluster de basse énergie.

Les fonctions de réponses pour 7 noyaux N = Z sont affichées sur la Fig.5.12, du
12C au 36Ar. Le choix a été fait ici de tracer la fonction de réponse comme une fonction
de la déformation β2 et de l’énergie d’excitation ω. Cette visualisation permet de suivre
plus facilement les effets de la déformation sur la fonction de réponse.

Un exemple intéressant, qui permet de compléter l’étude faite précédemment sur
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Figure 5.11 – Contribution dominante dans la décomposition 2-qp (partie supérieure)
pour différentes valeurs de déformations dans le 20Ne pour une excitation monopo-
laire. Spectre sp canonique et nombres d’occupations de certains niveaux canoniques à
certaines déformations (partie inférieure). Les lignes noires verticales représentent les
contributions principales pour quelques déformations. La ligne noire horizontale repré-
sente le niveau de Fermi.

le 20Ne, est celui du 24Mg. On remarque toujours autant la partie croissante de la
fonction de réponse à basse énergie lorsque la déformation augmente. Cependant, cette
partie à basse énergie comporte non pas une excitation, mais deux excitations bien
distinctes à 7 MeV et 10 MeV respectivement, dans l’état d’équilibre du 24Mg, qui ont
été expérimentalement observée [Gup+16]. Le pic de plus basse énergie s’interprète de
la même façon que celui du 20Ne en termes de transition entre le niveau 1/2+ provenant
de la couche sphérique 1d5/2 vers le niveau 1/2+ provenant de la couche sphérique 2s1/2.

L’ajout de deux protons et deux neutrons entraine l’apparition du second mode qui
s’explique en termes de transition entre le niveau 3/2+ provenant de la couche sphérique
1d5/2 vers le niveau 3/2+ provenant de la couche sphérique 1d3/2. Plus précisément, alors
que pour le 20Ne le niveau 3/2+[301] n’était pas occupé, l’ajout de deux protons et deux
neutrons a permis de remplir cette couche avec un nombre d’occupations proche de 1
pour β2 ∼ 0.7. Ainsi, le mécanisme qui conduit à l’apparition de ces résonances basse
énergie est très général. La séparation des couches sphériques 1d5/2 et 1d3/2 avec la
déformation permet l’apparition de transitions, une entre des niveaux Ωπ = 1/2+ et
une autre entre des niveaux Ωπ = 3/2+.

Des études similaires peuvent être conduites pour les différents noyaux présentés sur
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Figure 5.12 – Évolution de la fonction de réponse ISM pour différents noyaux N = Z
(12C jusqu’au 36Ar) en fonction de la déformation. Le trait rouge horizontal représente
la déformation d’équilibre.

la Fig.5.12. Les structures de ces figures dépendent essentiellement du remplissage des
couches (généralement autour du niveau de Fermi). Il reste intéressant de remarquer
une structure assez similaire concernant la partie oblate sur ces figures. Pour le 20Ne,
cette résonance, que l’on voit apparaître sur la partie oblate, est liée au niveau 5/2+
(de la couche sphérique 1d5/2) qui se remplit au détriment de la 1/2+.

5.5 Excitations de neutrons

Afin d’étudier en détail les excitations de basse énergie dans les systèmes avec ou sans
excès de neutrons, il est plus simple de commencer par l’étude de noyaux sphériques
dans leur état d’équilibre. De plus, de nombreux résultats expérimentaux existent pour
ce type de noyaux, permettant une meilleure comparaison théorie-expérience.

On se propose ici de commencer l’étude par les chaînes isotopiques du Calcium
Z = 20 et du Nickel Z = 28. On montrera qu’un modèle générique d’émergence des
modes ISM de faible énergie, lorsque le rapport entre le nombre de neutrons et le nombre
de protons augmente, peut être attribué à l’inadéquation entre les énergies de Fermi des
neutrons et des protons. Cette dernière est principalement due aux dernières orbitales
occupées des neutrons qui se rapprochent du continuum. Par conséquent, les neutrons
de valence se découplent des autres nucléons et participent à des excitations de nature
plutôt peu collective. En d’autres termes, l’émergence de nouveaux modes ISM de faible
énergie, liée à l’augmentation du nombre de neutrons, peut être comprise à partir de la
structure en sp, i.e. à partir du spectre sp de l’état RHB de référence sur lequel la réponse
QRPA est construite. L’apparition d’un pic coïncide avec le remplissage d’une orbitale
avec des nombres quantiques sphériques n, j, l,m, à partir de laquelle une configuration
2qp supplémentaire [njlm; (n+ 1)jlm]J=0 devient disponible. La fonction de réponse
ISM reflète donc le modèle énergétique du spectre sp : i) apparition de résonances
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de faible énergie chaque fois qu’une orbitale inaugurant une nouvelle couche majeure
commence à être remplie, et ii) augmentation de la fonction de réponse dans une petite
fenêtre d’énergie, tant que les orbitales de la même couche majeure sont remplies.
La diminution de l’énergie d’excitation correspondante, lorsqu’on passe d’une couche
majeure à la suivante, provient principalement de l’affaiblissement des énergies de liaison
des neutrons de valence, c’est-à-dire de la réduction de l’écart entre les orbitales occupées
n et vides n + 1, impliquées dans la transition ISM. Ce schéma spécifique sera illustré
sur les chaînes isotopiques Z = 20 et Z = 28, dans les deux prochaines sous-sections.

5.5.1 Chaînes isotopiques du Calcium et du Nickel

Calcium

La répartition de la fonction de réponse ISM calculée dans les isotopes pairs 40−62Ca
est présentée dans la Fig.5.13. Alors que la GMR (ω ∼ 18 MeV) reste assez stable le long
de la chaîne isotopique, la structure de basse énergie change avec l’excès de neutrons.
Ceci peut être compris à l’aide des spectres canoniques des neutrons dans la chaîne
des Calciums tracés sur la Fig.5.14. Dans le 42Ca, deux neutrons remplissent l’orbitale
1f7/2, rendant la transition 1f7/2 → 2f7/2 (ces deux niveaux sont séparés par un écart
d’énergie de 30 MeV) comme une contribution possible à la réponse.

Figure 5.13 – Fonction de réponse ISM dans la chaîne isotopique du Calcium. La
fonction de réponse totale (trait plein) est séparée en ses contributions de neutrons (en
tiret) et de protons (en pointillé). Figure tirée de [MEK22].

Une décomposition de l’excitation basse énergie dans le 42Ca en composantes 2-
qp montre que la transition 1f7/2 → 2f7/2 contribue principalement à un pic situé à
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ω ∼ 20 MeV, c’est-à-dire dans la GMR. Comme nous l’avons vu plus haut, le passage à
la couche majeure suivante, c’est-à-dire l’ajout de deux neutrons dans l’orbitale 2p3/2,
après le remplissage de l’orbitale 1f7/2 (donc le 50Ca), devrait générer une résonance de
faible énergie. Le remplissage des orbitales à l’intérieur de la même couche principale,
c’est-à-dire des niveaux 2p3/2 à 1g9/2, devrait générer des contributions à la réponse
dans une même gamme d’énergie. En effet, le remplissage de chacune des orbitales, de
2p3/2 à 1g9/2, donne lieu à des excitations proches en énergie (voir Fig.5.14), chacune
d’entre elles étant dominée par une seule configuration 2qp. En particulier, dans le 50Ca,
on trouve un mode d’excitation à 12,8 MeV (voir Fig.5.13 et Tab.5.1) pour lequel la
contribution 2qp dominante (portant 40% des contributions 2qp totales) est 2p3/2 →
3p3/2, en accord avec les résultats des Refs.[HSZ97 ; Pie17 ; GGS19]. Dans le 54Ca, un
pic de faible intensité apparaît à 14,7 MeV, correspondant à la transition 2p1/2 → 3p1/2.
Ensuite, dans le 56Ca, une résonance à 11,5 MeV émerge, due au remplissage de l’orbitale
1f5/2 et de la transition 1f5/2 → 2f5/2. Finalement, dans le 62Ca, le remplissage de
l’orbitale 1g9/2, permet alors la transition 1g9/2 → 2g9/2 et donc l’apparition d’une
nouvelle résonance à 12 MeV. Cette dernière excitation n’est cependant pas dominante,
et n’est pas facilement visible dans la fonction de réponse. En revanche, les détails des
contributions qp indiquent que cette transition est responsable d’environ 10% de la
réponse entre 10 et 13 MeV. Il faut noter qu’une autre résonance est visible autour de
4 MeV dans le 62Ca, dont la nature sera discutée dans la section 5.6.

Figure 5.14 – Spectre canonique dans la chaîne isotopique du Calcium. L’énergie
de Fermi neutron (proton) est représentée par une ligne noire solide (en trait). Les
orbitales vides (pleines) sont représentées par des petits (grands) symboles. Les nombres
indiquent l’énergie de la résonance associée au remplissage de la couche.

De la même façon que dans le cas des résonances clusters, l’étude des densités de
transition permet de compléter les propriétés de la résonance. Ces densités sont tracées
en 1D sur la Fig.5.15. Les détails liés à chaque excitation sont donnés dans Tab.5.1. À
des fins de comparaison, le premier cadran (en haut à gauche) représente la densité de
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Figure 5.15 – Densités de transition neutron (noir) et proton (rouge) pour les noyaux
40,50,60,62Ca. Les énergies d’excitation ω sont données en MeV. Les lignes bleues verticales
représentent les rayons r.m.s. des noyaux dans leur état fondamental respectifs.

transition pour la GMR dans le 40Ca. On retrouve le mouvement d’oscillation en phase
propre à la GMR. Les densités de transition associées aux modes de basses énergies à
ω = 12.8 MeV dans 50Ca et à ω = 12.6 MeV dans 60Ca, montrent un comportement très
différent comparé à celui de la GMR dans le 40Ca. Comme décrit dans la Réf. [GGS19],
les neutrons de valence semblent être découplés des protons avec des excitations neutro-
niques qui s’étendent sur tout le volume du noyau. La contribution des protons diminue
avec l’excès de neutrons, passant de 15% pour 50Ca, à moins de 5% dans le cas de
62Ca. Le mode à 4.3 MeV dans le 62Ca, dû aux corrélations d’appariement, sera discuté
dans la section 5.6.

Nickel

Le modèle d’émergence des résonances de basse énergie lié aux excès de neutrons
précédemment discuté peut également être testé dans la chaîne isotopique du nickel. La
Fig.5.16 montre la réponse ISM de la chaîne isotopique 46−86Ni. En nous concentrant
tout d’abord sur les isotopes de Ni riches en neutrons, nous nous attendons à ce que de
nouvelles structures de basses énergies émergent à N = 30 et N = 52, où les orbitales
qui inaugurent les nouvelles couches majeures commencent à être remplies, c’est-à-dire
les états 2p3/2 et 2d5/2, respectivement. Comme l’illustre la Fig.5.17, le remplissage
des orbitales 2p3/2 à 1g9/2, donne lieu à des résonances avec des énergies autour de
18 MeV, tandis que l’occupation des états 2d5/2 et 3s1/2, donne lieu à des excitations
monopolaires autour de 11 MeV.

Pour mieux comprendre l’évolution de la fonction de réponse dans les isotopes de Ni
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Noyau ω (MeV) Transition α → β Eβ + Eα (MeV) |Xαβ|2 − |Yαβ|2
50Ca 12.8 2p3/2 → 3p3/2 14.2 0.4
60Ca 12.6 2p1/2 → 3p1/2 12.4 0.34

2p3/2 → 3p3/2 13.8 0.11
1f5/2 → 2f5/2 14.2 0.05

62Ca 4.3 1g9/2 → 1g9/2 2.6 0.30
2d5/2 → 2d5/2 5.4 0.25
2s1/2 → 2s1/2 5.3 0.19

Table 5.1 – Propriétés des modes ISM dans les isotopes du Calcium aux énergies
d’excitation ω. La décomposition 2-qp (colonne transition α → β) contribue à la réponse
totale à hauteur de |Xαβ|2−|Yαβ|2 et avec une énergie Eβ+Eα où Eµ représente l’énergie
de la quasi-particule µ. Les transitions contribuant pour moins de 5% de la réponse ISM
ne sont pas affichées.

Figure 5.16 – Identique à Fig.5.13 mais pour les isotopes du Nickel.

riches en neutrons 58,68,79,80,86Ni, la Fig.5.18 relie chaque mode de basse énergie à ses
contributions 2-qp dominantes, tandis que la Table 5.2 détaille l’écart d’énergie entre
les deux états qp de la transition, ainsi que le poids de la configuration 2-qp. Ainsi, une
nouvelle couche majeure, inaugurée par l’orbitale 2p3/2, est remplie en passant du 56Ni
au 58Ni. En conséquence, un nouveau mode de basse énergie émerge à ω = 18, 1 MeV,
dominé par la transition 2p3/2 → 3p3/2 (42%, voir Tab. 5.2). De même, dans les 62,68,70Ni,
l’occupation des orbitales 2f5/2, 2p1/2 et 1g9/2 s’accompagne de nouvelles résonances,
situées à ω = 19, 9 MeV, ω = 15, 6 MeV et ω = 18 MeV, respectivement. Leurs contri-
butions 2-qp dominantes proviennent respectivement des transitions 1f5/2 → 2f5/2,
2p3/2 → 3p3/2 et 1g9/2 → 2g9/2. L’ajout de neutrons supplémentaires dans les orbitales
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Figure 5.17 – Identique à Fig.5.14 mais pour les isotopes du Nickel.

2d5/2 et 3s1/2 ouvre une nouvelle couche majeure et de nouveaux pics apparaissent donc
dans les 80,86Ni à ω = 10, 5 MeV, et ω = 9, 9 MeV. Leurs contributions 2-qp dominantes
proviennent de la 2d5/2 → 3d5/2 (32%) dans le premier cas, et sont plus uniformément
distribuées entre la 2d5/2 → 3d5/2 (12%) et la 3s1/2 → 4s1/2 (14%), dans le second.

D’un point de vue général, l’évolution de la réponse monopolaire, dans les deux
chaînes isotopiques Ca et Ni, est assez similaire et s’interprète facilement en termes de
caractéristiques du spectre canonique. Il a de plus été vérifié que ces similitudes sont
également présentes au niveau des densités de transition. Il est intéressant de noter
que la partie basse énergie de la réponse dans le 68Ni est en accord avec les résultats
expérimentaux rapportés dans la Réf. [Van+14], où un pic autour de 15 MeV est mesuré.
De même, la structure de la réponse obtenue dans les isotopes 68−78Ni est en accord avec
les calculs rapportés dans la Réf. [HS14], où le couplage au continuum a été considéré.
Par conséquent, ce dernier effet n’a pas d’impact sur les caractéristiques qualitatives
de la force du monopole. Cependant, le couplage au continuum a un impact important
sur la largeur des résonances de basse énergie, et augmente (parfois grandement) la
collectivité des excitations.

Enfin, la contrepartie protonique des modes de basse énergie peut être observée dans
les Ni déficients en neutrons (voir Fig.5.16), avec le même mécanisme d’émergence.
La diminution du nombre de neutrons entraîne l’énergie de Fermi des protons vers le
continuum, décorrélant les protons qui étaient liés. En conséquence, la contribution des
neutrons à la réponse monopolaire entre 15 et 20 MeV diminue, et de nouveaux modes
purement protoniques émergent, par exemple dans le 46Ni à 15.5 MeV et dans le 46 MeV
à 17.3 MeV.
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Nucleus ω (MeV) Transition α → β Eβ + Eα (MeV) |Xαβ|2 − |Yαβ|2
58Ni 18.1 2p3/2 → 3p3/2 16.0 0.42

2p1/2 → 3p1/2 15.4 0.02
68Ni 15.6 2p1/2 → 3p1/2 11.8 0.33

2p3/2 → 3p3/2 10.0 0.13
70Ni 18.0 2p3/2 → 3p3/2 7.0 0.22

1g9/2 → 2g9/2 15.9 0.19
80Ni 10.5 2d5/2 → 3d5/2 9.5 0.32

3s1/2 → 4s1/2 9.0 0.06
2d3/2 → 3d3/2 9.1 0.04

86Ni 9.9 3s1/2 → 4s1/2 8.4 0.14
2d3/2 → 3d3/2 8.0 0.12

Table 5.2 – Identique à Tab. 5.1 mais pour les isotopes du Nickel.

Figure 5.18 – Réponse monopolaire des 56,58,68,79,80,86Ni. La contribution 2-qp domi-
nante est indiquée pour chaque mode de basse énergie.
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5.5.2 Généralisation

Une façon possible de quantifier l’évolution de ces modes créée par l’asymétrie d’isos-
pin, est d’évaluer leur contribution globale à la réponse totale. Cette évolution est affi-
chée sur la Fig.5.19 qui montre l’évolution du rapport entre les réponses intégrées des
modes de basse énergie et la réponse totale :

R ≡
∫ ωsm

0
dωS(ω)∫ ωtot

0
dωS(ω)

, (5.84)

avec ωsm l’énergie du dernier mode de basse énergie et ωtot = 30 MeV qui correspond
à l’énergie où la GMR devient très faible. Ce ratio est tracé pour diverses chaînes
isotopiques, allant du Ne au Ge. Il est à noter que les noyaux déformés ont été contraints
à une forme sphérique afin d’éviter de mélanger les effets liés à l’excès de neutrons et
ceux liés à la déformation. L’impact de la déformation est traité dans la partie suivante.

Figure 5.19 – Évolution du ratio (5.84), avec le nombre de neutronsN pour différentes
chaînes isotopique. L’intégration sur les modes de basse énergie est faite jusqu’à ωsm ∼
14− 18 MeV suivant la position de la GMR pour chacun des noyaux pris en compte.

La tendance générale semble s’aligner sur une augmentation systématique de la pro-
portion du mode de basse énergie dans la réponse monopolaire avec l’excès de neutrons.
Ce rapport peut atteindre près de 80% de la réponse totale pour les noyaux très riches
en neutrons dans le cas du Nickel, Fer ou Soufre. Ici encore, la relation entre l’ouverture
d’une couche majeure et l’émergence de modes neutroniques de basse énergie est visible,
c’est-à-dire que l’ajout de neutrons sur des configurations N = 14, 28, 50 entraîne une
augmentation soudaine de la contribution des modes de basse énergie. D’autre part,

147



l’ajout de neutrons au-dessus de la fermeture de couche N = 20 semble avoir peu d’im-
pact, bien qu’une inflexion dans l’évolution de la proportion de ces modes peut être
observée dans la chaîne isotopique du soufre et du néon (Fig.5.19). Dans le cas des
isotopes de l’argon et du calcium, le décalage entre les énergies de Fermi du proton et
du neutron n’est pas suffisamment important pour déclencher une résonance de faible
énergie à N = 22.

Une autre caractéristique réside dans le faible impact lié à l’ouverture de sous-couches
qui ont des effets négligeables dans l’évolution du rapport (5.84) : lorsque l’occupation
d’une orbitale ouvre une nouvelle transition monopolaire possible, ce rapport étudié
n’est pas impacté au-delà d’une augmentation constante. Cependant, l’orbitale 2s1/2
fait exception : son remplissage donne lieu à la première apparition du mode de basse
énergie neutronique dans le Néon, le Magnésium, le Silicium et le Soufre à N = 16.
Cela pourrait être lié au fait que N = 14 est considérée comme une forte fermeture de
sous-couche [Bec+06].

5.5.3 Impact de la déformation

Nous souhaitons maintenant étudier l’impact de la déformation sur la structure de la
partie basse énergie de la réponse monopolaire. Nous avons déjà vu précédemment dans
la partie sur les excitations cluster (Sec.5.4) que la déformation pouvait être responsable
à elle seule de l’apparition de nouveaux modes. Il est de plus connu que la déformation
entraîne la fragmentation de la GMR (et d’autres résonances géantes dans d’autres
multipolarités [HW01]). Concernant les modes de basse énergie qui apparaissent avec les
excès de neutrons, certaines études ont déjà montré qu’une telle fragmentation existait
aussi [AKR09].

Afin d’évaluer l’impact de la déformation sur la structure de la réponse monopolaire,
nous procédons comme dans la section précédente concernant les résonances clusters
en effectuant des calculs QFAM sur des états de référence RHB contraints à différentes
déformations. Cette dernière est paramétrée par le paramètre β2 de déformation qua-
drupolaire axiale et prend des valeurs comprises entre β2 ∈ [−0.2, 0.8]. Cela permet de
suivre les différentes résonances monopolaires lorsque la déformation du système est
modifiée.

L’évolution des modes de basse énergie avec la déformation et l’asymétrie d’isospin
peut être comprise de manière générique et sera illustrée dans le cas spécifique des
isotopes de Mg. Nous commençons par examiner l’évolution de la réponse monopolaire
dans les isotopes du Mg lorsque la déformation quadrupolaire de l’état de référence
RHB varie de β2 = −0, 2 à β2 = +0, 8 (Fig.5.20). L’évolution de la réponse avec l’excès
de neutrons, dans les isotopes de Mg contraints à être sphérique (tranche de β2 = 0
dans chaque panneau de la Fig.5.20), est en accord avec la discussion précédente sur
l’émergence des modes neutroniques de basse énergie. À savoir, un mode de basse énergie
apparaît dans le 28Mg vers 16 MeV, lié au remplissage des orbitales 2s1/2. Ensuite, la
largeur de ce pic augmente dans le 30Mg, en raison d’une excitation supplémentaire de
1d3/2 vers 2d3/2. Dans les noyaux 34,36Mg, un nouveau mode à ω ≈ 13.5 MeV émerge,
provenant du remplissage de l’orbitale 1f7/2.
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Figure 5.20 – Évolution de la réponse monopolaire dans les isotopes du Magnésium
à déformations contraintes. Les lignes rouges représentent les déformations correspon-
dantes aux déformations de l’état d’équilibre pour chaque noyau.

L’impact de la déformation dans la partie basse énergie monopolaire peut être étudié
en suivant les modes de neutrons lorsque la déformation augmente. En se concentrant
sur le 32Mg (voir le panneau correspondant dans la Fig.5.20 ainsi que dans la Fig.5.21),
une faible déformation provoque une division de ces modes de manière similaire à ce
qui est connu pour la GMR. Par exemple, la résonance trouvée à ω =15,5 MeV, dans le
32Mg sphérique, se divise en quatre composantes dans le cas déformé β2 = 0, 1, situées à
ω =14,0, 15,4, 16,5 et 17,5 MeV, respectivement. Une cinquième composante est visible
à ω ≈ 11, 8 MeV, cette dernière acquérant plus de force à mesure que la déformation
augmente. Ces différentes excitations proviennent directement des couches sphériques
qui se séparent par l’effet de la déformation.

En raison de la nature non collective de ces modes, il est possible d’établir une
correspondance entre le fractionnement de la réponse monopolaire et le fractionnement
induit par la déformation axiale au niveau du spectre canonique (Fig.5.22). Par exemple,
les contributions 2-qp dominantes du mode monopole à 15,7 MeV du 32Mg à β2 = 0
(voir Fig.5.21) sont 2s1/2 → 3s1/2 et 1d3/2 → 2d3/2. Lorsque β2 ̸= 0, l’orbitale sphérique
1d3/2 se divise en états non dégénérés Ωπ = 1/2+ et Ωπ = 3/2+, où Ω représente la
projection du moment angulaire total J sur l’axe de symétrie (choisi pour être l’axe
(Oz)) et π la parité de l’état. Avec la rupture de la symétrie de rotation, ces états
n’appartiennent pas à une représentation irréductible du groupe SU(2) pouvant être
associé aux valeurs propres de J2, mais mélangent plutôt la composante m = Ω des
orbitales sphériques de parité positive (à condition que la symétrie de réflexion reste
intacte) : l’état Ωπ = 1/2+ axialement symétrique résulte du mélange de la composante
m = 1/2 des orbitales s, d, g, etc

Pour le 32Mg, lorsque l’orbitale 1d3/2 se divise en un état Ωπ = 1/2+ et un état
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Figure 5.21 – Évolution de la réponse monopolaire totale (courbes pleines) dans le
32Mg avec la déformation séparée en contribution de neutrons (traits pleins) et protons
(pointillés). L’encart en bas à droite représente l’évolution de l’énergie du 32Mg avec le
paramètre de déformation β2.

Ωπ = 3/2+, de nouvelles transitions ont lieu entre le 1/2+ (resp. 3/2+) occupé et tous
les autres 1/2+ (resp. 3/2+) inoccupés engendrés par la rupture de symétrie SU(2). Par
conséquent, beaucoup plus de transitions sont disponibles, par rapport au cas sphérique,
ce qui entraîne une augmentation de la collectivité des résonances de basse énergie. Par
exemple, dans le cas de 32Mg à β2 = 0, 1, entre ω = 11 MeV et ω = 16 MeV, presque
10 transitions sont impliquées et portent une partie non négligeable de la réponse (plus
de 5% de la réponse totale chacune). Il apparaît que ce que l’on appelle un mode
monopolaire, dans un tel cadre déformé, doit être compris comme un mélange entre des
transitions monopolaires, quadrupolaires, etc.

Dans le cas d’une déformation plus importante, la Fig.5.21 montre que la GMR est
déplacée vers une énergie plus faible, comme prévu, et commence à fusionner avec les
modes de basse énergie. Cependant, la distinction entre les modes de basse énergie et la
GMR peut être faite en examinant la contribution des protons à la réponse totale (lignes
pointillées sur la Fig.5.21). Lorsque cette dernière est non nulle, il y a une excitation
cohérente à la fois des protons et des neutrons, correspondant à la GMR. Sur la base de
ce critère, nous déduisons que les modes de basse énergie disparaissent pour β2 > 0, 7,
en raison de la propagation de la GMR (Fig.5.21).

Les densités de transition sont représentées sur la Fig.5.23, pour le mode situé à ω =
15.7 MeV dans le 32Mg sphérique, ainsi que pour les modes à ω = 11.8, 14.2, 15.1, 16.8
MeV dans le 32Mg, contraint à β2 = 0.2. La déformation génère une localisation sur les
densités de transition, comme le montre celle du proton au cœur du noyau, et celle du
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Figure 5.22 – Énergies canoniques (gauche) de certains niveaux de neutrons du 32Mg
et facteur d’occupation correspondant (droite) en fonction du paramètre de déformation
β2. La ligne noire montre l’énergie de Fermi neutron.

neutron à la fois au cœur et à la surface du 32Mg.

Les propriétés spatiales des densités de transition, présentées dans la Fig.5.23, peuvent
être analysées plus en détail en termes de contributions 2-qp aux modes correspondants,
ainsi que de la forme des orbitales canoniques impliquées dans les transitions monopôles.

La première colonne de la Fig. 5.24 correspond au mode monopole à ω = 15, 7
MeV, dans le cas sphérique du 32Mg. Il présente les états canoniques participant à la
configuration 2-qp dominante, c’est-à-dire les orbitales 2 et 3 s1/2, ainsi que les orbitales
1 et 2 d3/2. Les configurations correspondantes contribuent à environ 50% de la force
réponse. La deuxième colonne de la Fig. 5.24 correspond à l’excitation à ω = 11, 8 MeV
dans 32Mg, contrainte à β2 = 0, 2. La principale contribution 2-qp à ce mode implique
l’état 1/2+(4), qui coïncide avec la composante m = 1/2 du 1d3/2 dans la limite β2 = 0.
Ici, seules certaines caractéristiques de la densité de transition peuvent être reliées à la
configuration 2-qp, à savoir la localisation de la densité de transition des neutrons sur
l’axe radial, visible sur la 4ème orbitale 1/2+. Il convient de noter que l’on ne peut pas
s’attendre à une correspondance complète entre les principales configurations 2-qp et
les densités de transition, puisque la contribution de la première n’est d’environ que de
30%.

Les troisième et quatrième colonnes de la Fig. 5.24 correspondent aux modes mo-
nopolaires de ω = 14, 2 MeV et ω = 15, 1 MeV, présents dans le 32Mg contraint à
β2=0,2. Ces deux modes sont légèrement plus collectifs que ceux situés à ω = 11.8 MeV
et ω = 16.8 MeV. La principale contribution 2-qp à la résonance située à 14,2 MeV
provient de la transition 1/2+(3) → 1/2+(5), où l’état 1/2+(3) coïncide avec l’orbitale
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Figure 5.23 – Densités de transition neutron (à gauche sur chaque encart) et proton
(à droite) associées à différentes résonances aux énergies ω (en MeV) du 32Mg contraint
aux déformations β2. Les lignes en noir représentent le contour de la densité totale non
perturbée (i.e. la densité statique au niveau RHB) autour de laquelle le noyau oscille
sous la perturbation monopolaire.

2s1/2, dans la limite β2 = 0. Dans ce cas encore, la forme des densités partielles asso-
ciées à cette seule transition permet de comprendre les principales propriétés spatiales
de la densité de transition correspondante dans la Fig.5.23, et d’interpréter ce mode
comme une vibration de clusters. D’autre part, l’excitation trouvée à ω = 15, 1 MeV
est dominée par la transition 3/2+(2) → 3/2+(5), où l’état 3/2+(2) coïncide avec la
composante m = 3/2 de l’orbitale 1d3/2 dans la limite β2 = 0, ainsi qu’une contribu-
tion provenant de la transition 1/2+(4) → 1/2+(9). Dans ce cas également, on peut
retrouver les propriétés spatiales de la densité de transition neutronique correspondante
(Fig.5.23), à savoir une contribution prononcée sur l’axe horizontal, à la forme des den-
sités partielles canoniques. Enfin, la dernière colonne de la Fig.5.24 montre le mode à
ω=16,8 MeV, où l’état correspondant à la composante 1/2 de la 2s1/2, dans la limite
β2 → 0, est impliqué. La principale contribution 2-qp correspondante, provient de la
transition 1/2+(3)→ 1/2+(7), avec à nouveau une forme de densité de transition, qui
peut être comprise en analysant les densités partielles canoniques.

5.6 Excitation de paires

Comme mentionné dans le cas du 62Ca, un autre type de mode de basse énergie
apparaît en dessous de 5 MeV, dû aux corrélations d’appariement. De telles excitations
ont été discutées à la fois de façon théorique et expérimentale, voir par exemple [BB66 ;
BB77 ; Vit+80]. Les modes d’appariement font référence aux excitations cohérentes
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Figure 5.24 – Orbitales canoniques de neutrons impliquées dans les transitions mono-
polaires contribuant aux modes d’excitation d’énergie ω (en MeV) dans 32Mg à défor-
mation contrainte β2. Le pourcentage de contribution à la réponse totale est indiquée
par les nombres et cercles au-dessus de chaque niveau. La couleur de ces cercles ren-
voie au facteur d’occupation de l’orbitale. Les nombres entre parenthèses montrent le
nombre quantique principal de chaque niveau. Finalement, les densités partielles de
chaque orbitale sont aussi tracées avec, en fond, la densité totale des nucléons.

impliquant des contributions particule-particule, particule-trou et trou-trou. Leurs pro-
priétés ont été analysées dans le cadre du QRPA pour les noyaux sphériques [Kha+04 ;
MMS05 ; SM11] et déformés [YYM06].

Dans la présente section, nous proposons d’étudier ces modes plus en détail en mo-
difiant directement la force d’appariement afin de mieux comprendre les mécanismes
d’émergence. La façon dont les corrélations d’appariement influencent la fonction de
réponse monopolaire peut être étudiée de la même façon que dans le cas déformé, c’est-
à-dire en limitant la quantité de corrélation d’appariement capturée par l’état RHB de
référence et en calculant ensuite la réponse monopolaire, lorsque les corrélations d’ap-
pariement augmentent. Suivant la Réf. [DR20], la contrainte sur l’appariement est mise
en œuvre en faisant varier la force de l’interaction d’appariement, de 0 à deux fois sa
valeur normale, à la fois aux niveaux RHB et QFAM. Nous définissons l’énergie totale
d’appariement par nucléon (Epair/A) comme un paramètre d’ordre acceptable pour la
transition de phase normale à superfluide et nous traçons notre résultat par rapport à
cette dernière.
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5.6.1 Cas sphérique

Nous nous concentrons d’abord sur l’évolution de la distribution de la réponse ISM
avec les corrélations d’appariement à déformation nulle. Dès que l’énergie d’apparie-
ment atteint une valeur seuil, les dernières orbitales occupées commencent à se vider,
permettant des excitations de paires à basse énergie.

Ce comportement typique est illustré dans le cas du 54Ca. La Fig.5.25 montre l’évo-
lution de la fonction de réponse avec l’énergie d’appariement par nucléon associée à
l’état de référence RHB (l’énergie d’appariement totale dans l’état fondamental RHB
étant de 7,6 MeV). Avec l’augmentation des corrélations d’appariement, un nouveau
mode apparaît en dessous de 1 MeV, provenant du fait que l’orbitale 2p1/2 devient par-
tiellement occupée. Ce mode apparaît déjà dans la réponse du 54Ca construite sur l’état
fondamental du RHB, mais avec une contribution négligeable : l’intensité maximale du
54Ca, correspondant au GMR, est de ∼600 fm4 MeV−1, alors que ce mode de basse
énergie a un pic de seulement ∼5 fm4 MeV−1. Pour d’importantes valeurs de corréla-
tions d’appariement, cette excitation est de plus en plus forte, jusqu’à ∼100 fm4 MeV−1

dans la gamme considérée pour les calculs contraints.

Figure 5.25 – Évolution de la réponse monopolaire du 54Ca avec l’énergie d’apparie-
ment. La ligne rouge horizontale représente l’énergie d’appariement de l’état fondamen-
tal du 54Ca.

Ce comportement typique est général et sa présence a été vérifiée dans plusieurs
noyaux, à la fois dans les chaînes isotopiques du Calcium et du Nickel. La contribution
des excitations de type appariement à la réponse totale reste très faible, mais augmente
si l’appariement est contraint à des valeurs plus élevées. Puisque cette résonance peut
être considérée comme un mode d’appariement pur : l’énergie de l’excitation devrait
alors être de l’ordre de ∼ 2∆, où ∆ représente le gap d’appariement, ce qui explique
pourquoi l’énergie d’excitation du mode d’appariement augmente avec l’énergie d’ap-
pariement elle-même. Une densité de transition typique est tracée sur la Fig.5.15 dans
le coin inférieur droit pour le 62Ca. L’état correspondant est également visible sur la
fonction de réponse du 62Ca dans la Fig. 5.13. Alors que la contribution du proton est
négligeable, la partie neutronique présente un comportement similaire à ce qui a été
observé pour les modes neutroniques purs à plus haute énergie, c’est-à-dire une très
large oscillation de peau neutronique.
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5.6.2 Impact de la déformation

L’apparition d’un mode d’appariement de très basse énergie dans les noyaux défor-
més et riches en neutrons a déjà été discutée dans la Réf. [YYM06] pour les excitations
quadrupolaires. Dans le cas des excitations monopolaires dans les noyaux déformés, un
mélange avec les modes quadrupolaires est attendu et conduira à des résultats simi-
laires. Puisque l’apparition de corrélations d’appariement est susceptible de diminuer
la déformation, cette dernière est fixée pendant le calcul afin de se concentrer sur l’effet
de l’appariement seulement, en présence de structures clusterisées.

En prenant le 34Mg comme représentant des noyaux légers déformés et superfluides, la
Fig.5.26 montre l’évolution de la réponse ISM correspondante avec l’énergie de corréla-
tion et un paramètre de déformation quadrupolaire fixé à la valeur de l’état fondamental
(β2 = 0.31).

Figure 5.26 – Évolution de la réponse ISM du 34Mg avec l’énergie d’appariement. La
déformation est fixée à β2 = 0.31 qui correspond à la déformation de l’état fondamental
du noyau. La ligne rouge horizontale représente l’énergie d’appariement de l’état fon-
damental du 34Mg.

À une énergie d’appariement nulle, quelques pics sont déjà visibles, principalement
autour de 4 MeV. Cette excitation correspond à l’excitation cluster étudiée précédem-
ment, où protons et neutrons se comportent de manière cohérente, générant des oscil-
lations en cluster autour d’un noyau. Deux autres excitations en cluster, à 7 MeV et 9
MeV, sont présentes mais beaucoup moins fortes et à peine visibles sur la figure.

L’augmentation de l’énergie d’appariement déclenche de nouvelles résonances à très
basse énergie, en dessous de 2 MeV. Elles correspondent à une excitation de paire pure.
Il est intéressant de noter que ces transitions impliquent à la fois des protons et des
neutrons. Un calcul de la réponse libre (sans l’interaction résiduelle) montre que la ré-
ponse proton, à ces très basses énergies, est négligeable. Par conséquent, l’interaction
résiduelle joue un rôle important pour l’excitation des paires dans les noyaux riches en
neutrons en impliquant les protons. Cependant, il ne s’agit pas d’une propriété géné-
rique, puisque pour la chaîne isotopique du calcium par exemple, aucune contribution
des protons à la réponse n’a été trouvée.
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Dans le cas du 34Mg, l’origine de ces excitations peut être comprise en termes, encore
une fois, d’orbitales. Pour une énergie d’appariement totale inférieure à 10 MeV, les
excitations de basse énergie sont dominées par les états canoniques 3/2+(2) et 1/2−(3)
pour les neutrons, et l’état 3/2+(1) pour les protons. Pour des énergies d’appariement
plus importantes, la contribution des neutrons aux modes d’appariement est dominée
par les orbitales 1/2−(3) et 3/2−(2), tandis que la contribution des protons est dominée
par les orbitales 3/2+(1) et 1/2+(2).

Les densités de transition des modes monopolaires de faible énergie dans le 34Mg
sont représentées sur la Fig.5.27. Les neutrons et les protons contribuent de manière
similaire à la densité de transition pour les deux modes de plus faible énergie, c’est-à-
dire les modes d’appariement (ω = 1, 6 MeV) et cluster (ω = 5 MeV), tandis que les
neutrons dominent la densité de transition dans les modes ω = 14 MeV et ω = 16, 8
MeV, correspondant à la GMR et à sa queue de faible énergie.

Figure 5.27 – Densités de transition du 24Mg dans le canal ISM. Les énergies d’ex-
citation sont données en MeV. La densité de transition en haut à gauche correspond à
une excitation d’appariement, celle en haut à droite à une résonance cluster. En bas à
gauche il s’agit d’une résonance de neutrons et en bas à droite d’une résonance géante.
La déformation est indiquée en bas à droite de chaque graphique. La densité des neu-
trons est indiquée à gauche de chaque graphique, et celle des protons à droite. Les lignes
noires pointillées représentent le rayon RMS pour l’état fondamental neutron et proton.

En ce qui concerne l’interaction entre les modes d’appariement et cluster, nous obser-
vons une modification de la structure de l’excitation cluster (située à ω = 5 MeV dans
la réponse non contrainte de l’ISM) lorsque les corrélations d’appariement deviennent
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plus fortes. À partir de la décomposition du mode cluster en composantes 2-qp, nous
observons une transition entre un mélange de transitions particule-trou et d’excitation
de paires vers une excitation de paires pures, qui domine en raison de l’appauvrissement
partiel des orbitales occupées près du niveau de Fermi.

5.7 Conclusion

L’étude des systèmes au-delà du champ moyen a été ici entrepris en utilisant le for-
malisme de la QRPA et en particulier de l’implémentation QFAM des équations QRPA.
Cette implémentation permet, en linéarisant les champs, de considérablement réduire
le coût numérique d’une approche QRPA classique. La description d’une méthode per-
mettant de retrouver les états propres QRPA au moyen de calculs supplémentaires
QFAM en intégrant les pôles de la fonction de réponse a été discutée. L’implémentation
numérique de cette méthode a été détaillée et sera réutilisée dans le chapitre suivant.

L’application de cette méthode au cas des résonances de basses énergies a été en-
treprise dans le cas d’excitations de nature bien différentes amenant à une séparation
d’échelles des différentes excitations :

— résonance de neutrons (10 ∼ 15 MeV) : ce type de résonance est lié à l’excès de
neutrons qui permet une décorrélation entre les protons et neutrons. Les neutrons
proches du niveau de Fermi peuvent alors être facilement excités. Les chaînes
isotopiques Z ≤ 50 ont été étudiées et l’influence de la structure en couches et
sous-couches apparaît clairement dans ces résultats. Les densités de transition de
ces résonances montrent une peau de neutrons dans la plupart des cas.

— résonance cluster (5 ∼ 10 MeV) : ce type de résonance apparait dans les noyaux
déformés à basse énergie (<10 MeV). Du point de vue de la densité de transition,
elle correspond à la vibration d’un (ou plusieurs) clusters sur un cœur. Son étude
a été rendue explicite en contraignant des états RHB à différentes déformations
et en calculant la réponse QFAM sur ces états.

— résonance d’appariement (0 ∼ 3) : ce type de résonance concerne des excitations
de nature particule-particule et trou-trou. L’étude de systèmes contraints à une
certaine énergie d’appariement a permis d’étudier leur mécanisme d’apparition.
Cependant, parmi les noyaux étudiés, très peu pourraient être de potentiels can-
didats dans leur état fondamental.

Ces différentes excitations sont résumées sur la Fig.5.28.

La méthode QRPA possède des applications au-delà du seul calcul des fonctions de
réponses. En particulier, le calcul des masses inertielles, quantités capturant en partie
la dynamique d’un noyau, peut se faire à l’aide des modes propres QRPA. Le calcul
de ces derniers, généralement extrêmement couteux numériquement, est rendu possible
dans l’implémentation QFAM. Cette méthode est présentée dans le prochain chapitre.
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Figure 5.28 – Vue schématique de la fonction de réponse ISM pour les noyaux de
faible masse (N<120). Voir le texte pour plus de détails.
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CHAPITRE 6

Étude de la radioactivité d’un point de vue microscopique

Ce chapitre est partiellement adapté des travaux décrits dans F. Mercier et al. (2020)
[Mer+20] concernant les résultats sur la radioactivité α dans les noyaux de masses
intermédiaires et F. Mercier et al. (2021) [Mer+21] pour les travaux portant sur les
radioactivités α et 2α dans les noyaux lourds. Des résultats complémentaires sont aussi
présentés.
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La description entièrement microscopique de la radioactivité α pose un problème
complexe et difficile de mécanique quantique. De nombreux modèles permettant l’étude
du processus de désintégration α ont été développés au cours du siècle dernier, allant
des approches semi-classiques aux approches microscopiques. L’un des premiers modèles
concluant a été la loi de Geiger-Nuttall [GN11] et son interprétation impliquant l’effet
tunnel par Gamow [Gam28], ainsi que la classe des modèles WKB (Wentzel, Kramers
and Brillouin) [Del10]. D’un point de vue expérimental, même l’identification de tous
les noyaux émetteurs α n’a peut-être pas (sûrement pas) encore été réalisée, comme
l’a montré la découverte d’une émission α du 209Bi en 2003 [MER03], ou la question
restante d’une éventuelle radioactivité du 208Pb [Bee+13].

Plusieurs études récentes ont été consacrées à une description plus microscopique
de ce processus, mettant en jeu, par exemple, un facteur de préformation α obtenu
à partir des états à une particule calculés à partir d’un modèle en couche [BN12].
Des approches microscopiques-macroscopiques obtenues en utilisant des potentiels de
Woods-Saxon ont également été développées et prennent en compte un potentiel de
surface supplémentaire de type "pocket" [BD16], ou une trajectoire de moindre énergie
pour décrire les émissions α et cluster, ainsi que la fission du 222Ra [MBS17]. Parmi les
approches entièrement microscopiques, il existe des études récentes sur l’émission clus-
ter de noyaux lourds à l’aide d’une méthode auto-cohérente Hartree-Fock-Bogoliubov
utilisant la fonctionnelle de Gogny [WR11 ; WZR18]. La description du phénomène de
radioactivité α ne disposait pas, jusqu’à présent, d’une telle description entièrement
microscopique.

Les fonctionnelles énergie-densité et, en particulier, les EDF relativistes fournissent
un cadre naturel pour les études de désintégration α. Elles ont été utilisées pour décrire
avec succès la formation des états cluster α dans les noyaux légers [Ebr+12 ; Ebr+13 ;
Ebr+14b ; Ebr+14a ; ZIM15 ; Zho+16], y compris avec une comparaison quantitative
des spectres expérimentaux des états cluster dans les isotopes du Ne [MHG18], et l’état
de Hoyle dans le 12C [Mar+19]. Par conséquent, il pourrait être intéressant d’étudier
la radioactivité α à l’aide de modèles EDF relativistes. D’une part, cette approche
permet de décrire la formation des clusters α, et sa relation qualitative avec l’émission
α [Ebr+18]. D’autre part, elle a déjà été appliquée avec succès à la dynamique de
la fission spontanée et induite [Zha+15 ; Zha+16 ; Tao+17 ; Zha+19a ; Zha+19b]. Un
premier aperçu des formalismes et de la méthode générale utilisée ici pour décrire les
différents types de radioactivité de façon microscopique sont présentés dans la Sec.6.1.
Le formalisme associé à l’approche dépendante du temps HFB dans l’approximation
adiabatique (ATDHFB) est ensuite détaillée dans la Sec.6.2. Une seconde approche
fondée sur la méthode des coordonnées collectives auto-cohérentes est présentée en
Sec.6.3.
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Le phénomène de radioactivité α ne pouvant avoir lieu de manière spontanée seule-
ment si le Q de réaction est positif, il est tout d’abord intéressant d’étudier l’ensemble
des noyaux candidats. Une carte des Qα > 0 est ainsi présentée sur la Fig.6.1. Une telle
carte permet de cibler les noyaux d’intérêt à décrire. En particulier, dans la suite, nous
nous intéressons à deux régions de cette carte : i) dans les noyaux de masse intermé-
diaire avec l’étude du 104Te dans la Sec.6.4 et 108Xe et ii) dans les noyaux plus lourds
autour du 212Po et 224Ra en Sec.6.5. La radioactivité cluster dans ces noyaux lourds
sera aussi étudiée ainsi qu’un nouveau mode de radioactivité où deux particules α sont
émises simultanément de façon symétrique.

Figure 6.1 – Valeurs des Q de réaction pour l’émission d’une particule α. Les noyaux
Qα > 0 sont représentés en couleurs et les noyaux Qα < 0 en gris. Données tirées de
[NND]

6.1 Aperçu des formalismes

6.1.1 Dynamique collective de grandes amplitudes

La description du phénomène de radioactivité nécessite de comprendre en détail la
dynamique collective des systèmes nucléaires. Dans le chapitre précédent, l’accent a été
mis sur la description des mouvements collectifs de faibles amplitudes et le formalisme
de la (Q)RPA a été introduit. Cependant, le phénomène de radioactivité ne peut être
compris en termes d’oscillations autour d’un minimum local de la PES. Il nécessite en
effet de comprendre des mouvements collectifs de grandes amplitudes. L’idée principale
revient à supposer que l’évolution temporelle de la densité est déterminée par un en-
semble de coordonnées collectives {qi} et de moments collectifs {pi} revenant alors à
écrire ρ (t) = ρ (q (t) , p (t)). La détermination des qi (t) et pi (t) est alors suffisante à la
description du mouvement.

Plusieurs formulations sont possibles, faisant intervenir des approximations diffé-
rentes. Dans les travaux présentés ci-après, deux méthodes ont été utilisées. Ces deux
méthodes ont pour but la dérivation des masses inertielles, quantités encodant une partie
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de la dynamique du problème, indispensables pour établir des temps de vie comparables
à l’expérience.

La première méthode présentée ici, et qui a été utilisée pour la description des ra-
dioactivités α et cluster présentées ci-après, est celle de l’approximation adiabatique
des équations TDHFB et d’une approximation crankée (les termes non invariants sous
renversement du temps sont négligés). Cette méthode possède l’avantage d’avoir un
coût numérique abordable ne nécessitant que peu de calculs supplémentaires en plus
des calculs contraints HFB. Elle est décrite dans la Sec.6.2.

La seconde méthode, plus récente, est une reformulation du problème du mouvement
collectif de large amplitude. Il s’agit de la méthode des coordonnées collectives auto-
cohérentes, SCC (self-consistent collective coordinates) et en particulier l’approximation
adiabatique de cette formulation, ASCC. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle
revient à calculer la réponse QRPA (ou équivalent) pour chaque coordonnée collective
afin d’en extraire les modes propres. Son avantage principal tient en la prise en compte
des effets dynamiques résiduels qui permettent de décrire des phénomènes physiques
qui échappent aux approximations crankées. Cette méthode est décrite dans la Sec.6.3
et une application au calcul de masses inertielles est présentée en utilisant le formalisme
FAM du chapitre précédent. En raison des difficultés numériques liées à cette méthode,
les calculs de temps de vie dans les phénomènes de radioactivités étudiés ci-après n’ont
pas pu être réalisés avec cette méthode.

6.1.2 Description microscopique du phénomène de radioactivité

Les processus d’émission cluster et α sont ici décrits de manière similaire à ceux
de fission à l’aide de surface d’énergie potentielle (PES). Les coordonnées collectives
prises en compte ici sont les moments quadrupolaire, octupolaire et hexadecapolaire
représentés sur la Fig.6.2. Le moment quadrupolaire encode l’élongation du noyau,
élongation nécessaire au processus d’émission. Le moment octupolaire permet quant à
lui d’introduire une asymétrie permettant de décrire les processus de radioactivité α et
cluster. L’intérêt du moment hexadecapolaire sera précisée par la suite. La topologie
d’une PES fournit des informations importantes sur les configurations géométriques
privilégiées par le système. L’état fondamental du système est donné par la configuration
minimisant l’énergie de la PES associée à certaines valeurs dans l’espace des coordonnées
collectives choisies. Les PES permettent ensuite de déterminer la valeur des coordonnées
collectives associées à un état final souhaité. Ici, ces états finaux seront ceux où un (ou
des) cluster est identifiable et suffisamment séparé du noyau fils.

Le processus d’émission en lui-même peut être modélisé le long d’un chemin L débu-
tant au minimum de la PES en un point sin jusqu’au point de sortie sout représentant
l’état final souhaité. Le chemin est choisi tel qu’une certaine action S soit minimale.
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Figure 6.2 – Schématisation des déformations quadrupolaire (à gauche), octupolaire
(au milieu) et hexadecapolaire (à droite).

Cette action sera prise ici comme[Bar78 ; Bar+81] 1

S(L) =

∫ sout

sin

1

ℏ
√

2Meff(s) [Veff(s)− E0]ds, (6.1)

où Meff(s) et Veff(s) représentent respectivement les masses inertielles effectives et le
potentiel effectif. E0 représente l’énergie collective de l’état fondamental et les limites
d’intégration correspondent à l’état fondamental et au point d’émission. Plus précisé-
ment, le point d’émission sout est défini comme Veff(sout) = E0 = 1 MeV. Cette valeur
de E0 reste arbitraire, mais est directement corrélée à la probabilité de transition de
la barrière discutée ci-après. Les masses inertielles sont calculées dans l’approximation
ATDHFB dont le formalisme est présenté dans la section suivante.

Enfin, le temps de vie peut être estimé en définissant la probabilité P de pénétration
de la barrière de potentielle dans l’approximation WKB. Cette approximation revient
à résoudre l’équation de Schrödinger sous l’hypothèse que la largeur de la barrière
(principalement Coulombienne ici, donc de plusieurs dizaines de fm) est grande devant
la dispersion des fonctions d’onde (quelques fm). On obtient alors

P =
1

1 + exp[2S(L)]
, (6.2)

Le temps de demi-vie peut alors être calculé comme

T1/2 =
ln(2)

nP
, (6.3)

1. Cette forme particulière de l’action s’interprète comme la généralisation de la formule WKB
pour un solide de moment Meff dont la partie cinétique de l’Hamiltonien prendrait la forme usuelle
Hkin = 1

2

∑
ij Mij β̇iβ̇j . Meff joue le rôle d’une métrique dans l’espace des coordonnées collectives.
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avec n le nombre d’assauts contre la barrière[Bar78 ; Bar+81 ; Sad+13 ; Sad+14]. Ce
nombre d’assauts est simplement relié à E0 = ℏω = 1 MeV dont on peut déduire la
fréquence n = E0/h = 1020.38s−1.

6.1.3 Aspects numériques

Un aspect important du calcul des PES réside dans le coût numérique de cette opé-
ration. Dépendant du noyau considéré et du type de radioactivité recherché, il sera
nécessaire de faire des calculs contraints dans une, deux ou trois dimensions pour
contraindre les paramètres quadrupolaire β2, octupolaire β3 et hexadecapolaire β4. Le
coût d’un calcul contraint peut énormément varier suivant l’endroit de la PES où il est
calculé. Généralement, un calcul proche de l’état fondamental convergera rapidement
alors qu’un calcul très déformé pourra prendre un ou deux ordres de grandeur en plus
pour converger (voire ne pas converger dans certains cas). Ainsi, il est important de
mettre en place des méthodes permettant de faire converger ces points plus facilement
et, de manière générale, rendre le calcul des PES plus rapide.

Afin d’accélérer le calcul des PES, deux méthodes ont été mises en place. La première
méthode consiste à ne lancer des nouveaux calculs que pour des déformations proches
de celles qui ont déjà convergé. De cette façon, les informations sur les fonctions d’onde
des noyaux convergés sont données comme point d’entrée pour le nouveau calcul. Ce
procédé permet de considérablement diminuer le temps de calcul de plusieurs ordres
de grandeur. Cette méthode se prête particulièrement bien au cas où le nombre de
processeurs disponibles est largement inférieur au nombre de calculs nécessaires, ce qui
fut le cas des PES calculée dans ces travaux (une centaine de cœurs disponibles). En
effet, dans le cas opposé où le nombre de cœurs est du même ordre de grandeur que celui
du nombre de points à calculer, il est souvent plus judicieux de lancer tous les calculs
d’un coup, quitte à recalculer les points qui n’auraient pas convergé dans un second
temps. Dans l’autre cas, il est préférable de commencer par calculer des points dont
on sait que la convergence devrait être rapide (autour des minima généralement). Une
fois qu’un calcul prend fin, on regarde si un point adjacent n’a pas encore été calculé.
Si tel est le cas, ce nouveau point est lancé avec comme potentiel d’entrée le potentiel
de sorti du calcul précédent. Cette méthode permet de réduire le temps de calcul de
plusieurs ordres de grandeur. En effet, pour des tailles de base entre 16 et 22, les temps
de calculs avec ou sans potentiel d’entrée convergé peuvent différer d’un à trois ordres
de grandeur. Le gain de temps est d’autant plus important que la taille de base est
élevée et que le nombre de points à calculer est grand.

La seconde méthode est une simple méthode de grille adaptative où le pas de la grille
n’est pas fixé, mais dépend des résultats convergés environnant une zone de la PES. Si
cette zone paraît plate (une variation inférieure au MeV sur plusieurs points adjacents
par exemple), peu de calculs supplémentaires seront effectués. Dans le cas inverse, afin
d’avoir une meilleure résolution, le pas sera ajusté et des calculs supplémentaires seront
lancés. Cette méthode du pas adaptatif ne réduit pas drastiquement ce temps de calcul,
mais permet d’obtenir une PES plus fiable.

Pour les noyaux concernés ici (du Xénon au Radium), les tailles de bases ont été
fixées entre 16 et 22 couches d’oscillateur harmonique.
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6.2 Masses inertielles avec ATDHFB

À l’opposé de l’étude des excitations dans les noyaux pour laquelle il est pertinent
d’utiliser une approximation de faible amplitude, le traitement des émissions α, cluster
ou encore de la fission sont des phénomènes de grande amplitude. La plupart du temps,
une hypothèse d’adiabaticité est utilisée en plus afin de simplifier les calculs. Cette hy-
pothèse revient à supposer que les vitesses collectives q̇i sont très faibles en comparaison
avec les vitesses des nucléons. Ces vitesses collectives sont définies comme

qi = ⟨0| Q̂i |0⟩ (6.4)

avec Q̂i les générateurs de coordonnées collectives et |0⟩ un vide HFB. Comme men-
tionné précédemment, ici les générateurs collectifs sont pris comme étant les moments
quadrupolaire, octupolaire et hexadecapolaire. L’hypothèse d’adiabaticité est cependant
largement discutée dans la littérature [Ber+10 ; RC13 ; SU14] où elle est supposée ne
plus être valide durant les étapes finales du processus de fission (par exemple), lorsque
la scission du col entre les fragments se produit.

6.2.1 ATDHFB

La dérivation des équations ATDHFB prend comme point de départ les équations
TDHFB précédemment dérivées dans le cadre de la FAM. Elles sont rappelées ici par
commodité

iṘ = [W ,R] (6.5)

où l’on utilise W pour représenter l’Hamiltonien du système. L’étape suivante consiste
à faire le développement de la matrice densité jusqu’au terme quadratique des moments
collectifs

R = R0 +R1 +R2 (6.6)

Il est alors possible de faire de même pour l’Hamiltonien du système que l’on peut écrire
comme

W = K + Tr
{
ṼR

}
(6.7)

avec K l’énergie cinétique et Ṽ le potentiel à deux corps anti-symétrisé. On écrit alors

W = W0 +W1 +W2 (6.8)

avec

W0 = K + Tr
{
ṼR0

}
(6.9a)

W1 = Tr
{
ṼR1

}
(6.9b)

W2 = Tr
{
ṼR2

}
(6.9c)
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En utilisant l’équation TDHFB et en décomposant les modes pair et impair sous
renversement du temps, il est possible d’écrire

iṘ0 = [W0,R1] + [W1,R0] (6.10a)

iṘ1 = [W0,R0] + [W0,R2] + [W1,R1] + [W2,R0] (6.10b)

Pour obtenir ce set d’équation, il est nécessaire de rentrer dans les détails du dévelop-
pement de ρ. Il est intéressant de remarquer que l’équation TDHF (qui est l’équation du
mouvement dans notre cas) ne fait intervenir qu’une seule quantité : la matrice densité
ρ, alors qu’en général les équations du mouvement font intervenir deux quantités : la
position et l’impulsion (au niveau classique). On est donc tenté d’extraire de la matrice
densité deux quantités jouant un rôle similaire ici.

Pour ce faire, il faut d’abord se rendre compte que la position est invariante sous
renversement du temps (pair sous renversement du temps) et l’impulsion donne son
opposé (impair sous renversement du temps). La matrice densité n’est ni l’une ni l’autre,
signifiant qu’il est possible de la décomposer comme

ρ (t) = ρ+ (t) + ρ− (t) (6.11)

avec ρ±(t) représentant les parties paires et impaires. Il a été montré par Baranger et
Veneroni [BV78] qu’il était possible de décomposer la matrice densité en deux matrices
invariantes sous renversement du temps (et hermitiennes) ρ0 (t) et χ (t) définies par

ρ (t) = eiχ(t)ρ0 (t) e
−iχ(t) (6.12)

Pour plus de détail sur l’unicité de cette décomposition, voir[BV78]. Il est possible de
montrer que χ peut être considéré comme le moment conjugué de ρ0.

En insérant ensuite cette équation Eq.(6.12) dans Eq.(6.5) et en séparant les modes
pairs/impairs, il est alors possible d’obtenir deux équations couplées du premier ordre
(cf. Eq.(6.10)) pour ρ0 et χ. En particulier, la première équation Eq.(6.10a) représente
la partie impaire sous renversement du temps et Eq.(6.10b) la partie paire. Dans l’ap-
proximation adiabatique, χ est considéré comme d’ordre 1, de même qu’une dérivée
temporelle, ce qui explique la troncation choisie. Cependant, il est aussi possible de
sortir du cadre de l’approximation adiabatique et considérer l’autre limite, celle des
oscillations rapides et donc de la RPA. Dans cette approximation, la dérivée temporelle
d’une fonction est du même ordre de grandeur que la quantité elle-même.

L’argument permettant de considérer χ comme petit vient du fait que, dans l’approxi-
mation adiabatique, le mouvement est considéré comme lent et les fonctions d’ondes
sont donc quasiment dans leur état d’équilibre. Une conséquence est donc que la matrice
densité doit être quasiment égale à sa renversée temporelle i.e.

eiχ(t)ρ0 (t) e
iχ(t) ≈ e−iχ(t)ρ0 (t) e

iχ(t) (6.13)

On en déduit donc que χ doit être petit par rapport à l’unité et peut être considéré
comme le paramètre adiabatique à partir duquel nous pouvons faire un développement
en puissance.
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6.2.2 Masse collective inertielle

La partie cinétique de l’énergie K correspond à la partie quadratique de l’énergie
totale du système. Cette dernière est donnée par

E = Tr (KR) +
1

2
Tr
(
RṼR

)
(6.14)

Il est à noter que l’énergie est une quantité invariante par renversement du temps.
En utilisant le développement en χ précédent, il est alors possible d’écrire les deux
premiers ordres correspondant respectivement à l’énergie potentielle collective V (ordre
0) et l’énergie cinétique K (ordre 2)

V = Tr (KR0) +
1

2
Tr
(
R0ṼR0

)
(6.15a)

K = Tr (KR2) +
1

2
Tr
(
R0ṼR2 +R2ṼR0 +R1ṼR1

)
(6.15b)

En utilisant les relations Eq.(6.9) il est possible de réécrire la partie cinétique comme

K = Tr (W0R2) +
1

2
Tr (W1R1) (6.16)

=
i

2
Tr
(
Ṙ0 [R0,R1]

)
− [R2,R0] [W0,R0] (6.17)

où le passage à la deuxième ligne nécessite la manipulation des équations précédentes
(voir Ref.[GR78] pour plus de détails). Le terme en R2 est généralement négligeable
devant les autres termes et est donc omis dans la suite. Il devient alors très pertinent
d’écrire l’énergie cinétique totale comme

K =
1

2
q̇2M (6.18)

avec M la masse collective

M =
i

2q̇2
Tr
(
Ṙ0 [R0,R1]

)
=

i

2q̇
Tr
(
∂R0

∂q
[R0,R1]

)
(6.19)

Dans le cas où plusieurs coordonnées collectives sont considérées, le tenseur de masse
collective se réécrit

Mij =
i

2q̇j
Tr
(
∂R0

∂qi

[
R0,Rj

1

])
(6.20)

Cette quantité est directement utilisée dans le calcul de l’action Eq.(6.1) avec

Meff (s) =
∑
ij

Mij
dqi
ds

dqj
ds

(6.21)

6.2.3 Approximation crankée perturbatif

Écrites sous cette forme (6.20), les masses inertielles sont difficilement utilisables (et
l’ont rarement été), principalement à cause de la renversée du temps de l’interaction
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W1. Cette partie est donc généralement négligée 2, permettant une réécriture plus simple
du tenseur de masse en fonction seulement de Ṙ0 (voir [Bar+11] pour les expressions
détaillées dans les différentes bases).

Une dernière approximation peut être mise en place pour éviter d’avoir à calculer
explicitement ces dérivées (ce qui peut s’avérer coûteux). Elle consiste à calculer ces
dernières de façon perturbative en approximant les dérivées par des termes proportion-
nels aux opérateurs Q̂i et en négligeant les termes de réarrangement et les dérivées du
tenseur d’appariement (voir [BRA+72 ; GG79]pour des détails sur la dérivation). La
comparaison des différentes méthodes peut être retrouvée dans [Bar+11].

Sous ces deux approximations, il est possible de calculer les masses inertielles crankées
perturbatives comme

M = ℏ2M−1
(1)M(3)M

−1
(1) , (6.22)

avec [
M(k)

]
ij
=
∑
µν

〈
0
∣∣∣Q̂i

∣∣∣µν〉〈µν ∣∣∣Q̂j

∣∣∣ 0〉
(Eµ + Eν)k

(6.23)

Les détails des éléments de matrice sont donnés dans l’annexe E.

La Fig.6.3 présente une comparaison de différentes méthodes utilisées pour le cal-
cul des masses inertielles par Baran & al [Bar+11]. Il est intéressant de remarquer les
nombreux pics obtenus avec l’approximation crankée seule. Les auteurs relient ces pics
à la relative convergence des états HFB. Quelques pics principaux sont quand même
visibles avec un principal à la première barrière de fission. Les approximations perturba-
tives prédisent quant à elles des pics bien plus faibles, voire inexistants pour la seconde
barrière de fission. La fréquence de ces pics est aussi largement diminuée, amenant à
penser que les approximations perturbatives respectent plus l’adiabaticité. Finalement,
l’approximation crankée canonique (où les masses inertielles sont calculées dans la base
canonique et non dans la base des qp) est relativement proche de l’approximation cran-
kée, avec toujours un pic principal diminué en intensité.

Ces approximations sont aussi très utiles pour calculer des corrections supplémen-
taires dans le calcul de l’énergie. En particulier, la correction ZPE (Zero Point Energy)
peut s’écrire comme [GG79]

EZPE =
1

4
Tr
[
M−1

(2)M(1)

]
. (6.24)

Cette correction représente l’énergie à soustraire pour obtenir l’énergie physique du
système. Dans le cas d’un oscillateur harmonique à une dimension, cette correction est
constante et vaut 1/2ℏω. Ici, la ZPE dépend de la déformation du système et peut
impacter la topologie de la PES.

6.2.4 Calcul du chemin

Dans les calculs pratiques, nous déterminons d’abord le chemin de moindre action
de l’état fondamental à la scission dans l’espace des coordonnées collectives choisies.

2. L’approximation crankée néglige les effets dynamiques résiduels modifiant parfois de façon im-
portante les masses inertielles.
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Figure 6.3 – Comparaison des masses effectives M dans le cas du 256Fm en fonction du
moment quadrupolaire Q20. Tous les calculs sont faits avec l’approximation ATDHFB
Les triangles bleus représentent les résultats obtenus avec l’approximation crankée.
Les carrés rouges dans la première figure ceux obtenus avec l’approximation crankée
perturbatif, et les cercles verts avec l’approximation crankée perturbatif canonique.
Dans les deux figures suivantes, les carrés rouges représentent l’approximation crankée
canonique et l’approximation du recouvrement Gaussien. Voir [Bar+11] pour des détails
sur cette approximation. Figure tirée de [Bar+11]

Le point de scission peut être déterminé de différentes manières (discontinuité sur β4,
distance aux centres, taille des clusters, ...). Dans le cas de la présente étude, le point de
scission est défini comme la configuration d’énergie minimale où les clusters (suffisam-
ment séparés) possèdent le bon nombre de nucléons. Après la scission, la configuration
avec deux fragments bien séparés devient la solution de plus basse énergie et l’éner-
gie peut être approximée par l’expression classique pour deux sphères uniformément
chargées :

Veff(βi) = e2
Z1Z2

R
−Q, (6.25)
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avec R représentant la distance entre les centres des deux fragments. Il est possible de
donner une relation approximée entre les moments multipolaires et cette distance 3

Q20 = 2A2R
2 (6.26a)

Q30 = f3R
3 (6.26b)

(6.26c)

avec A2 la masse du petit fragment et f3 défini comme

f3 =
A1A2

A

A1 − A2

A
, (6.27)

où A1 le nombre de nucléons du noyau fils et A = A1+A2. Il est alors possible d’exprimer
facilement la masse inertielle en fonction de ces facteurs géométriques comme [Mer+21]

Meff (Q20) =
µ

8A2Q20

(6.28a)

Meff (Q30) =
µ

9Q
4/3
30 f

2/3
3

(6.28b)

où µ = mnA1A2/(A1 + A2) représente la masse réduite des deux fragments et mn la
masse d’un nucléon.

Ainsi l’action totale peut être décomposée en deux parties :
1. une première partie dictée par la PES et les masses inertielles calculées dans

l’approximation crankée entre l’état d’équilibre HFB et le point de scission
2. une deuxième partie dictée par la seule loi de Coulomb où la masse inertielle est

calculée de manière géométrique entre le point de scission jusqu’au point de sortie

6.3 Masses inertielles avec ASCC et QFAM

Les calculs présentés précédemment font intervenir de nombreuses approximations
(adiabaticité, expansion perturbative, calcul crankée, ...). En particulier, l’approxima-
tion crankée néglige les effets dynamiques résiduels. Des comparaisons avec et sans
cette approximation ont permis de conclure à un facteur 1.2 ∼ 1.4 entre les masses
inertielles avec et sans approximation. Cependant, en plus de cette déviation, les effets
des termes résiduels peuvent parfois modifier qualitativement les masses inertielles, effet
qu’il devient alors impossible à corriger à l’aide d’un simple pré-facteur multiplicatif.

Comme indiqué dans l’introduction de cette section, il est possible d’utiliser un forma-
lisme différent afin de calculer les masses inertielles : le formalisme ASCC (coordonnées
collectives auto-cohérentes adiabatiques). Le principe pour obtenir les masses inertielles
est de calculer les modes orthogonaux locaux construits sur les états RHB précédem-
ment calculés. Ces modes locaux orthogonaux sont calculés en utilisant le formalisme de
la QRPA locale qui permet alors de prendre en compte les effets dynamiques résiduels.
On se propose ici de suivre la méthode décrite dans [WHN21] et de l’appliquer au cas
de la fission spontanée du 240Pu.

3. On considère une distribution ponctuelle de matière pour les différents fragments.
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6.3.1 Formalisme ASCC

Comme indiqué dans l’introduction, l’hypothèse générale de la méthode SCC repose
sur l’écriture des différentes quantités du problème en fonction des coordonnées collec-
tives qi et pi (conjuguées les unes des autres). L’équation SCC est obtenue en imposant
l’invariance de l’équation TDHFB

δ ⟨Φ(t)| i ∂
∂t

− Ĥ |Φ(t)⟩ = 0 (6.29)

par rapport à une petite variation. Son avantage principal tient en la prise en compte
des effets dynamiques résiduels qui permettent de prendre en compte des phénomènes
physiques qui échappent aux approximations crankées.

δ est définie comme
δ |Φ(t)⟩ = a†αa

†
β |Φ(t)⟩ (6.30)

avec a(†) les opérateurs de créations et annihilations.

La résolution de cette équation peut être effectuée sans approximation supplémen-
taire, comme originellement fait dans [Mar+80]. Cependant, cette résolution reste très
complexe à mettre en place[Nak+16]. Afin de simplifier le problème sans influencer
la physique encodée dans les coordonnées collectives qi, il est possible de procéder à
une expansion sur les moments collectifs pi. Originellement proposée par [MNM00], la
méthode porte le nom d’adiabatique SCC (ASCC). Étant donné le peu d’utilisation de
cette méthode dans les résultats de ce chapitre, les détails des dérivations SCC et ASCC
ne sont pas présentés ici mais peuvent être trouvés dans [Mar+80 ; MNM00 ; Nak+16].

Les équations de la méthode ASCC peuvent être résolues par la méthode de la QRPA
locale (LQRPA, local QRPA). Les équations peuvent alors s’écrire comme 4

δ ⟨Φ(s)|
[
ĤM , Q̂i(s)

]
− 1

i
P̂i(s) |Φ(s)⟩ = 0 (6.31a)

δ ⟨Φ(s)|
[
ĤM ,

1

i
P̂i(s)

]
− Ω2

i Q̂i(s) |Φ(s)⟩ = 0 (6.31b)

où les P̂i et Q̂i sont les générateurs locaux des moments collectifs et coordonnées collec-
tives. s est la coordonnée curviligne encodant la position dans l’espace des coordonnées
collectives. Ωi représente la fréquence du mode local orthogonal. Ces équations sont
les équations de la LQRPA et peuvent être résolues de la même façon qu’en QRPA
classique.

Les masses inertielles sont alors déduites de

T =
1

2

∑
i

q̇2i =
1

2

∑
m,n

Mmn(s)ṡmṡn (6.32)

où le tenseur des masses inertielles prend la forme

Mm,n =
∑
i,j

∂qi
∂sm

Mij
∂qj
∂sn

=
∑
i

∂qi
∂sm

∂qi
∂sn

(6.33)

4. Une approximation est ici effectuée où un terme de courbure est négligé, voir par exemple
[Hin+10]
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où l’on a choisi Mij = δij pour fixer l’échelle arbitraire des coordonnées collectives qi.
Il est alors possible d’écrire

∂sm
∂qi

=
∂

∂qi
⟨Φ(s)| ŝm |Φ(s)⟩

= ⟨Φ(s)|
[
ŝm,

1

i
P̂i(s)

]
|Φ(s)⟩ (6.34)

∂sm
∂qi

= ipi(ŝm) (6.35)

où pi est défini pour tout opérateur Q comme

pi

(
Q̂
)
≡ 1

2

∑
µ,ν

(
P i⋆
µνQ

20
µν + P i

µνQ
02
µν

)
(6.36)

L’expression Eq.(6.35) permet ainsi de calculer les masses inertielles sans recourir aux
calculs des dérivées. La seule donnée nécessaire devient le spectre du générateur local
P̂i. Ce dernier s’obtient en résolvant les équations LQRPA Eqs.(6.31a-6.31b). Il est alors
possible d’utiliser le formalisme de la QFAM pour simplifier cette résolution.

Afin de faire apparaitre les opérateurs conjugués Q̂ et P̂ dans les équations QFAM,
il est nécessaire de changer de représentation, comme présenté dans [Hin15], appelée
représentation PQ. Les détails des calculs sont donnés en annexe, App.D.3. On peut
alors montrer que

1

2πi

∮
Ci

S
(
F̂ , ω

)
dω =

1

2Ωi

∣∣∣pi (F̂i)∣∣∣2 (6.37)

où Ci représente un contour encerclant un unique pôle Ωi comme discuté dans le chapitre
précédent (voir Sec.5.3). Les procédures décrites dans le chapitre précédent permettent
ainsi de trouver tous les pôles de la fonction de réponse QFAM ce qui permet d’avoir
accès aux pi et aux masses inertielles. Pour le calcul de ces dernières, il est nécessaire de
sélectionner un unique pi. On considère dans la suite que le mode orthogonal pertinent
ici est celui qui possède la plus grande valeur de |pi|.

6.3.2 Application

La mise en pratique de cette méthode reste coûteuse aux vues du nombre de cal-
culs QFAM nécessaires pour obtenir la position de chaque pôle (voir Sec.5.3 pour une
discussion détaillée). Afin de valider la méthode, le noyau de 240Pu est choisi afin de
comparer les résultats à ceux de [WHN21]. Une unique coordonnée collective est ici
choisie correspondant au moment quadrupolaire Q̂20.

Les résultats sont présentés sur la Fig.6.4. L’accord entre notre implémentation et
celle de [WHN21] est très satisfaisant, d’autant plus que les fonctionnelles utilisées
ici diffèrent. Le résultat principal de cette étude montre l’importance de traiter les
effets dynamiques résiduels. Le facteur 1.2 ∼ 1.4 généralement utilisé pour corriger les
résultats obtenus dans un cadre perturbatif ne permettent pas, ici, de rendre compte
de l’évolution des masses inertielles. Les deux méthodes rendent bien compte d’une
augmentation des masses inertielles autour de β2 ∼ 0.2− 0.4 mais un facteur 6 sépare
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Figure 6.4 – Comparaison des masses effectives M dans le cas du 240Pu en fonc-
tion de la déformation β2. La courbe pleine bleue représente les résultats obtenus avec
l’interaction DD-PC1 en utilisant la méthode LQRPA. La courbe rouge en pointillés
représente les résultats obtenus par [WHN21] avec une interaction de Skyrme en utili-
sant la méthode LQRPA. La courbe verte en pontillés représente les résultats obtenus
par [WHN21] avec une interaction de Skyrme en utilisant une approximation crankée
perturbative.

les résultats. Une seconde augmentation est prédite dans le formalisme ASCC à plus
grande déformation, absent dans l’approximation crankée perturbative.

Les résultats de [WHN21] montrent alors que le temps de vie du 240Pu diffère de
plusieurs ordres de grandeur entre l’approche ATDHFB-crankée et l’approche QRPA.
D’autres études utilisant cette méthode seront donc nécessaires afin de mieux com-
prendre l’impact du calcul des masses inertielles via les modes propres QRPA. Dans la
suite, cette méthode n’est pas utilisée dans le calcul des masses inertielles à cause de
son coût numérique important comme discuté précédemment. Elle reste cependant très
pertinente pour le futur étant donné la facilité avec laquelle les calculs peuvent être
parallélisés.

6.4 Radioactivité α dans les noyaux de masses inter-
médiaires : cas de la chaîne 108Xe → 104Te → 100Sn

Il est proposé ici de s’intéresser au cas des noyaux de masses intermédiaires autour
de A ∼ 100. Très peu de noyaux dans cette région sont émetteurs α en raison du Qα

de réaction très faible. Il est donc nécessaire d’aller étudier les noyaux proches de la
dripline proton pour trouver des émetteurs α. En fait, le 104Te est l’un des premiers
émetteurs α si légers. On se propose donc ici d’étudier en particulier la chaîne de
désintégration α suivante : 108Xe → 104Te → 100Sn. Les temps de vie expérimentaux
sont de 58+106

−23 µs [Aur+18] et une limite haute de < 18 ns [Aur+18] pour le 108Xe et le
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104Te respectivement.

Les calculs effectués ici utilisent un code RHB couplés à un calcul de masses inertielles
par la méthode ATDHFB crankée perturbative décrite précédemment. La plupart des
calculs ont été effectués avec la fonctionnelle relativiste DD-PC1 bien que d’autres cal-
culs avec DD-ME2 et PC-PK1 ont aussi été effectués afin de déterminer la dépendance
des résultats par rapport à l’interaction choisie. Il est montré par la suite que cette
dépendance est négligeable. L’appariement dans toutes ces interactions est ajusté sur
les gaps d’appariement de la matière nucléaire tel que calculé avec la paramétrisation
D1S de Gogny.

6.4.1 Cas du 108Xe

La Fig.6.5 montre la PES, les masses inertielles ainsi que le produit de ces deux
quantités dans le cas du 108Xe. Il est important de prendre en compte les informations
des masses inertielles étant donné que ces dernières sont présentes dans le calcul du
chemin de moindre action (cf. Eq.(6.1)). Ainsi, c’est bien la donnée du produit du
potentiel effectif et des masses inertielles qui nous donne l’information sur le chemin
emprunté par le système.

Figure 6.5 – Surface d’énergie potentielle (à gauche), masses inertielles (milieu) et la
racine du produit des deux (à droite) pour le 108Xe. Le trait pointillé noir représente le
chemin de moindre action défini par l’Eq.(6.1).

Le trait pointillé noir représente le chemin de moindre action concernant l’émission
d’une particule α aux coordonnées de scission (β2, β3) ≈ (0.21, 0.59). Comme dit précé-
demment, l’action est décomposée en deux parties. L’action entre le point d’entrée et
le point de scission est de S1 ≈ 6.0 alors que l’action pour la partie coulombienne entre
le point de scission et le point de sortie est de S2 ≈ 12.7. Ainsi, l’action totale vaut
S ≈ 18.7 et le temps de vie théorique obtenu pour cette émission est de τ thα = 50 µs en
très bon accord avec le temps de vie expérimental τ expα = 58+106

−23 µs.
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Figure 6.6 – Densité et fonction de localisation du 108Xe au point de scission α. Figure
tirée de [Mer+20].

La Fig.6.6 montre la densité (à gauche) et la fonction de localisation (à droite) dans
le cas du 108Xe au niveau du point de scission d’émission α. La densité à ce niveau est
égale 4 (deux neutrons et deux protons) et nous permet donc de conclure quant à la
présence d’un cluster α. Pour le vérifier, il est utile d’utiliser les informations données
par la fonction de localisation. On rappelle ici qu’une valeur de la fonction de localisation
proche de 1 signifie que la probabilité de trouver deux nucléons avec des valeurs de spin
et isospin identique est très faible. Ceci signifie donc que la probabilité de trouver quatre
nucléons avec des valeurs de spin et isospin différentes est très élevée lorsque Cqσ ≃ 1
[Rei+11 ; Ebr+17 ; Jer+18]. Ainsi, la fonction de localisation présentée à droite de la
Fig.6.6 montre bien que le cluster émis au point de scission est une particule α.

6.4.2 Cas du 104Te

Le cas du 104Te se traite de façon similaire et les résultats sont affichés sur la Fig.6.7.
Ce cas démontre particulièrement bien l’importance de la prise en compte des données
sur les masses inertielles dans le calcul du temps de vie où un minimum local appa-
raît dans le graphe du milieu (et dans celui de droite). En particulier, dans ce cas du
104Te, la donnée des masses inertielles permet de comprendre plus facilement le chemin
dynamique indiqué en pointillé.

Les actions prennent les valeurs suivantes : S ≈ 4.4+11.5 = 15.9 et donne un temps
de vie de τ thα = 190 ns comparé à la valeur expérimentale de τ expα < 18 ns. L’accord
théorie-expérience est dans ce cas moins bon avec, au mieux, un ordre de grandeur de
différence. Il est cependant important de rappeler ici que ces noyaux sont proches de la
dripline protons où de nombreux phénomènes peuvent rendre les calculs de structure
moins précis.

Il est intéressant de poursuivre l’étude de la radioactivité du 104Te en s’intéressant à
la valeur du paramètre de déformation hexadecapolaire β40. En effet, ce dernier montre
une évolution rapide le long chemin suivi par le système au moment de la scission,
comme montré sur la Fig.6.8a.
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Figure 6.7 – Identique à Fig.6.5 pour le 104Te.

Afin de mieux comprendre cette évolution, il est possible de contraindre de la même
façon ce paramètre β4 (dont la forme a été présentée Fig.6.2) en plus des deux autres β2
et β3. Les résultats sont montrés sur la Fig.6.8b pour quelques valeurs particulières de
β3. On remarque alors que pour des valeurs élevées du paramètre octupolaire (β3 > 0.4),
le minimum de la PES change brutalement de valeur de β4 pour passer de ∼0.1 à ∼1.4.
Cette discontinuité est le signe de la scission entre les deux clusters (d’un côté le 100Sn
et de l’autre la particule α).

Cette discontinuité du paramètre hexadecapolaire est un premier signe de l’impor-
tance de ce paramètre pour parvenir à une description cohérente du phénomène de
radioactivité. La rapide évolution de ce paramètre (qui ne correspond cependant pas
à une discontinuité ici) nous informe que ce paramètre encode une partie importante
de la géométrie du système lors de la préformation puis émission de la particule α. Ce
phénomène sera d’autant plus important dans la description des noyaux lourds où les
géométries sont encore plus extrêmes.

6.5 Radioactivité α, cluster et 2α dans les noyaux lourds

Comme indiqué sur la Fig.6.1, la radioactivité α est possible sans être le mode de
radioactivité dominant pour les noyaux 50 < Z < 80 et 50 < N < 126. Au-delà de
N > 126, ce mode de radioactivité est dominant pour tous les noyaux au-dessus de
Z > 82. Obtenir une description microscopique correcte de ce type de radioactivité
dans cette partie de la carte des noyaux a donc un grand intérêt. En tout, ∼ 1500
noyaux émetteurs α ont été expérimentalement découverts.

Dans cette région de la carte des noyaux, il est aussi commun de trouver de la radio-
activité cluster comme mode de décroissance, bien que ce mode ne soit jamais dominant.
Les noyaux pour lesquels ce mode se retrouve le plus souvent sont les isotopes du Ra-
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(a) Valeur du paramètre de déformation β4 en
fonction de β3 le long du chemin d’émission
α de la Fig.6.7.
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Figure 6.8 – Propriétés liées au paramètre hexadecapolaire.

dium, Thorium, Uranium et Plutonium avec des fragments composés principalement
des isotopes du Carbone, de l’Oxygène, du Néon, du Magnésium et du Silicium[WR11 ;
WZR18].

On s’intéresse donc ici à la possibilité de décrire ces deux différents types de ra-
dioactivité à l’aide du même formalisme que précédemment. La description des phé-
nomènes de fission spontanée et induite ont déjà fait l’objet de nombreuses études et
leurs descriptions sont désormais bien comprises du point de vue microscopique (avec
des fonctionnelles relativistes [Zha+15 ; Tao+17] ou non [SR16]). En plus de ces modes
d’ors-et-déjà connus de radioactivité, il est possible d’imaginer des modes de décrois-
sance différents. En particulier ici, la prédiction d’un nouveau mode de radioactivité
comprenant l’émission de deux α émis simultanément à 180° l’un de l’autre est aussi
étudiée.

6.5.1 Difficulté et approche géométrique

Pour commencer cette étude, la PES dans le 224Ra est calculée en utilisant la fonc-
tionnelle DD-PC1 dans l’espace des coordonnées collectives β2 − β3 de la même façon
que précédemment. Les résultats sont montrés sur la Fig.6.9. Il est possible de recher-
cher, dans cette PES, une configuration géométrique correspondant à l’émission d’une
particule α ou d’autre cluster. Cependant, de telles structures sont absentes dans les
calculs RHB effectués ici. Autrement dit, le phénomène de radioactivité α ne trouve
pas d’explication simple avec pour seule contrainte les paramètres de déformations β2
et β3.
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Figure 6.9 – (À gauche) PES 2D du 224Ra en fonction des paramètres de déformation
β2−β3. (À droite) Valeur du paramètre de déformation hexadecapolaire β4 dans la PES
de gauche.

Plusieurs solutions existent afin de faire apparaître ces structures très clusterisées
nécessaires afin d’étudier le phénomène de radioactivité α. Il est par exemple possible
de contraindre directement l’intégrale de la densité dans les clusters préformés qui cor-
respond donc à contraindre le nombre de particules dans ces clusters. On se propose
ici d’approcher le problème de façon différente, et peut-être de façon plus générale, en
continuant à contraindre les paramètres de l’expansion multipolaire βi. Le paramètre
suivant, aux vues des symétries du problème considéré ici, est le paramètre hexadeca-
polaire β4 dont la forme est représentée sur la Fig.6.2. Ce paramètre, en plus d’être
le terme suivant de l’expansion multipolaire, possède une géométrie intéressante pour
notre problème puisqu’il semble favoriser l’apparition de clusters aux pôles. De plus,
les résultats de la section précédente concernant le 104Te montraient d’ors-et-déjà l’im-
portance de ce paramètre. La partie droite de Fig.6.9 montre l’évolution de la valeur
de ce paramètre de déformation hexadecapolaire β4 en fonction de β2 et β3. En effet,
ce paramètre β4 n’étant pas contraint, il prend, pour chaque couple β2 − β3, la valeur
qui minimise l’énergie de l’état. On remarque en particulier que sa valeur n’excède pas
βmax
4 ∼ 0.45. Afin d’obtenir une estimation qualitative des valeurs de β4 nécessaires à

voir émerger des structures très clusterisées voire séparées, il est possible de faire appel
à une méthode purement géométrique : considérons un noyau N

ZX dont on cherche à
étudier la désintégration N

ZX →N−2
Z−2 Y + α. Nous procédons alors comme suit :

— calculer la densité associée au noyau N−2
Z−2Y avec un simple modèle de Wood-Saxon

(WS) par exemple 5

— calculer la densité d’une particule α avec, encore une fois, un modèle simple
comme WS

— placer ces deux densités l’une au-dessus de l’autre afin de former artificiellement

5. Il est bien sûr possible de procéder à ce calcul avec un code RHB.
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une configuration du noyau N
ZX où une particule α est émise

— calculer les paramètres géométriques de cette configuration particulière.
Cette façon de procéder permet d’obtenir des informations très utiles quant à la locali-
sation dans l’espace des paramètres où chercher une telle configuration et ainsi guider
les calculs d’une PES. De plus, cette méthode permet de comprendre pourquoi les seules
contraintes sur les paramètres β2 et β3 ne peuvent permettre d’aboutir à une description
du phénomène de radioactivité α dans les noyaux lourds. On peut montrer de façon
très générale, si l’on fait l’approximation d’une densité constante et que l’on considère
des noyaux sphériques 6 :

⟨Q2,0⟩ = 2d2 (6.38a)
⟨Q3,0⟩ = 2d3 (6.38b)
⟨Q4,0⟩ = 8d4 (6.38c)

où d représente la distance entre les deux centres du noyau fils (supposé centré en (0, 0))
et de la particule α. Les moments multipolaires évoluent donc comme

⟨Qi,0⟩ ∝ di (6.39)

Figure 6.10 – Évolution des déformations βi en fonction de la distance d dans le cadre
du modèle géométrique. Les pentes sont dénotées a et sont données pour chacune des
courbes. Des inserts montrant certaines densités sont aussi affichés avec les déformations
correspondantes.

Afin d’illustrer la méthode précédemment introduite, de telles configurations géomé-
triques sont tracées sur la Fig.6.10 dans le cas du 224Ra. Les évolutions des paramètres βi
pour i = 2, ..., 6 sont aussi tracées permettant de vérifier que les moments multipolaires
évoluent comme ⟨Qi,0⟩ ∝ di avec une exception pour le moment hexadecapolaire qui

6. Approximation équivalente à considérer une répartition de masse ponctuelle.
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semble évoluer comme ⟨Q4,0⟩ ∝ d3.5. Il est particulièrement intéressant de remarquer
que, pour obtenir une structure suffisamment séparée, le paramètre β4 prend des valeurs
proches de β4 ∼ 0.7, loin du maximum visible (∼ 0.4) dans la partie droite de Fig.6.9.
Cette simple analyse géométrique nous permet de comprendre que les configurations
géométriques avec un α émis ne sont pas énergétiquement favorisées et qu’une contrainte
supplémentaire sur un autre paramètre est nécessaire 7. Dans la suite de ce chapitre, les
PES dans l’espace des coordonnées collectives (β2, β3, β4) sont donc étudiées.

6.5.2 Radioactivité α dans le 212Po

Afin de tester le modèle dans cette nouvelle région des noyaux lourds, on se propose
d’étudier le 212Po qui est un émetteur α bien connu. Pour ce noyau lourd, la contrainte
des paramètres quadrupolaire et octupolaire seulement ne permet pas d’obtenir une
configuration géométrique dans laquelle une particule α est émise, comme dans le cas
du 224Ra discuté précédemment. Ce problème est inhérent au fait que nous sommes en
train d’essayer de localiser un cluster de quatre nucléons dans un ensemble en possédant
plus de 200. Par conséquent, une configuration où ces 4 nucléons forment un cluster
n’est pas forcément énergétiquement favorable. Ainsi, la contrainte des seuls paramètres
β2 et β3 ne permet pas d’obtenir une telle configuration géométrique.

Pour parvenir à obtenir la configuration finale désirée, on utilise le modèle géomé-
trique décrit précédemment. Cette construction "à la main" a été réalisée en faisant
converger des calculs RHB pour les noyaux de 208Pb et de 4He. Ensuite, ces densités
ont été superposées en mettant le noyau α au-dessus de celui de Plomb. Les paramètres
géométriques peuvent alors être calculés très facilement. Ce modèle géométrique permet
donc de comprendre l’importance du paramètre β4 dans la description du phénomène
de décroissance α dans les noyaux, comme il avait déjà été fait référence précédem-
ment dans le cas des noyaux de masses intermédiaires. Le calcul de cette PES avec
trois paramètres contraints possède un coût numérique bien plus important. Ainsi, les
méthodes introduites dans la sous-section précédente nous permettent de calculer ces
surfaces dans des temps de l’ordre de la semaine.

La PES 3D est montrée sur la Figure 6.11 pour certaines valeurs de β4. On remarque
que, pour les déformations β40 ≥ 0.5 et (β20, β30) ≃ (0.15, 0.3), un minimum prononcé se
développe dans la surface d’énergie potentielle à environ 25 MeV au-dessus du minimum
d’équilibre. Les points rouges dans chaque PES indiquent les points sur le chemin de
moindre action dynamique pour l’émission α, et les encarts montrent les densités de
nucléons intrinsèques correspondantes le long du chemin, à partir de la déformation
d’équilibre jusqu’au point de scission. L’action calculée le long du chemin dynamique
jusqu’au point de scission est de S1 = 7.07.

La distribution de densité au point de scission montre clairement la formation d’un
cluster de nucléons et il a été vérifié, comme précédemment, que ce cluster correspond
bien à un noyau α. Au-delà du point de scission, la dynamique entre les deux fragments
est déterminée par la répulsion coulombienne et nous avons calculé la valeur de S2 = 9.46

7. Rien ne nous certifie qu’une seule contrainte supplémentaire nous permettra de décrire une confi-
guration géométrique particulière. Plusieurs contraintes sur différents moments peuvent être nécessaires
suivant le système étudié.
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Figure 6.11 – PES dans le plan (β2, β3) pour certaines valeurs de β4 pour le 212Po.
Les points rouges représentent le chemin de moindre action dynamique. Les inserts
représentent les densités à certaines déformations le long du chemin de moindre action.
Figure tirée de [Mer+21].

pour la contribution correspondante à l’action. Par conséquent, la demi-vie alpha prédite
est de τ thα = 0.6 µs, à comparer avec la valeur expérimentale de τ expα = 0.3 µs [NND].
L’accord théorie-expérience est donc plutôt correct avec un ordre de grandeur identique.
Ce résultat encourageant nous permet de confirmer la faisabilité de décrire ce mode
radioactivité dans ce formalisme.

6.5.3 Radioactivité α et cluster dans le 224Ra

Revenons maintenant à la description de la radioactivité dans le noyau de 224Ra. La
méthode reste identique et la PES 3D est calculée de manière équivalente et est montrée
sur la Fig.6.12. Les paramètres de couplage originaux de la force d’appariement ont été
ajustés afin de reproduire les gaps d’appariement dans la matière nucléaire tel que
calculé avec la paramétrisation D1S de l’interaction de Gogny [BGG91 ; TMR09]. Dans
le cas du 224Ra, l’appariement est ajusté sur les gaps du 224Ra ce qui conduit, par rapport
aux valeurs originales, à une augmentation des forces d’appariement des neutrons et des
protons de 9% et 12% respectivement. Cette modification de la force d’appariement est
cohérente avec les conclusions de l’étude globale récente de l’interaction d’appariement
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séparable, lorsqu’elle est utilisée avec des fonctions de densité d’énergie relativistes
[TA21].
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Figure 6.12 – PES dans le plan (β2, β3) pour certaines valeurs de β4 pour le 224Ra.

Dans le cas de 224Ra, le point de scission pour l’émission α se trouve à (β20, β30, β40) ≃
(0.15, 0.31, 0.68). La contribution à l’action le long du chemin jusqu’au point de scission
est de S1 = 9.96, et du point de scission à sout S2 = 20.50. Cela conduit à une demi-vie
théorique de τ thα = 3.6 jours, en accord avec les résultats expérimentaux de 9.5 jours
[NND].

Le mode cluster peut aussi être décrit à l’aide de ces résultats, mais il s’avère que la
contrainte sur le moment hexadecapolaire n’est pas nécessaire. Il est possible d’émettre
une hypothèse ici pour expliquer ce point en proposant que le cluster de 14C étant plus
gros, les configurations géométriques seront moins déformées (dans le sens où les βi
seront plus faibles que dans le cas de la radioactivité α) ce qui pourrait avoir tendance à
énergétiquement favoriser ces configurations. Les résultats de la PES 2D sont présentés
Fig.6.13. L’action le long de ce chemin et ainsi que la partie Coulombienne donnent
S = 15.80+27.95 = 43.75 menant à un temps de demi-vie de τ th14C = 1017.46 s. Le temps
de vie expérimental se trouve à un peu moins de deux ordres de grandeur plus bas à
τ exp14C = 1015.86 s. Ainsi, la description de cette radioactivité cluster s’avère plus imprécise
que celle de la radioactivité α tout en restant à moins de deux ordres de grandeur de
l’expérience.

190



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8
 Static
 Dynamic

224Ra
b 3

0

b20

0
10
20
30
40
50
60

Figure 6.13 – PES dans le plan (β2, β3). Le trait pointillé rouge représente le chemin de
moindre action dynamique pour l’émission d’un cluster de 14C. Celui en gris représente
le chemin de moindre action statique (i.e. qui minimise l’énergie).

6.5.4 Radioactivité 2α

L’étude détaillée de la PES 3D présentée sur la Fig.6.12 nous a de plus permis d’iden-
tifier un nouveau mode de radioactivité correspondant à l’émission de deux particules
α dos à dos dont la densité est donnée sur la Fig.6.14.

L’idée d’une possible radioactivité 2α n’est pas nouvelle. En plus du processus sé-
quentiel 2α, ont également été prédites[Poe+99] et détectées[GMK05] des émissions de
deux particules α pendant la fission. L’émission d’un cluster 8Be a également été prédite
[PG10] et ce processus devrait conduire à une émission de deux particules α en raison
de la nature résonante du 8Be (Qα = 92 keV). Des calculs phénoménologiques montrent
que le temps de vie associé à un tel processus serait compris entre τ ∼ 1050−100 secondes
[PI85 ; Tre21], très loin de possibles considérations expérimentales. Une autre étude a
obtenu un temps de vie plus faible, de l’ordre de τ ∼ 1027 secondes [Poe+02], cependant
toujours inaccessible expérimentalement. Ce que l’on propose d’étudier ici est différent
puisqu’il s’agit d’une émission spontanée symétrique de deux particules α. Plus récem-
ment, une étude systématique a été entreprise [SJ21] utilisant un modèle généralisé de
goutte liquide en faisant clairement la distinction entre une émission spontanée 2α et
l’émission d’un cluster de 8Be mais trouve des temps de vie équivalents.

Une condition nécessaire à l’émission spontanée de 2α est une valeur du Q réaction
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Figure 6.14 – Densité d’un état RHB où deux particules α sont émises dans le 224Ra.

positive. Le Q2α de réaction de cette émission est
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= Qα2 +Qα1 +∆E (6.40)

où Qα1,2 sont les valeurs de Q pour la désintégration α des noyaux parent et fils, res-
pectivement. ∆E est la différence d’énergie d’excitation entre la somme de celle du
noyau fils et de celle du noyau petit-fils dans la première désintégration α, et celle du
noyau petit-fils dans la deuxième désintégration α. Dans la suite, nous considérons,
pour simplifier, les transitions α ou 2α impliquant uniquement les états fondamentaux
des noyaux fils ou petit-fils (c’est-à-dire, ∆E=0 8).

Avant d’étudier ce processus à l’aide de calculs RHB complets, il est intéressant de
répertorier les différents noyaux candidats. La Fig. 6.15 présente une étude globale de ces
candidats possibles pour la désintégration de 2α, c’est-à-dire une carte de noyaux N >
50 et Z > 50 avec Q2α positif, calculée à partir des masses expérimentales disponibles
[WAT03]. Un grand nombre de noyaux sont des candidats possibles pour l’émission de
2α, en particulier au-dessus de la vallée de stabilité, comme c’est le cas pour l’émission

8. Cette approximation est soutenue par les états Jπ = 0+ des noyaux fils.
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d’un seul α. Bien sûr, le principal problème de la détection d’un éventuel mode 2α est sa
probabilité extrêmement faible. Par exemple, les durées de vie beaucoup plus courtes de
la désintégration bêta de la plupart de ces noyaux empêchent la détection expérimentale
des modes de désintégration α. Un autre problème est celui du bruit de fond lié à
une émission α du noyau père. Il est alors pertinent de considérer les noyaux pour
lesquels l’une des désintégrations séquentielles simples α est énergétiquement interdite.
Cependant, il n’existe que très peu de tels noyaux (122Xe et 156Gd) et les temps de vie
2α associés sont généralement très longs (> 1060 secondes). Par conséquent, le principal
problème expérimental est la très longue demi-vie (faible probabilité) pour séparer les
signaux de désintégration de 2α du bruit de fond. Il faut toutefois noter que c’est
également le cas pour la radioactivité cluster qui a déjà été observée, avec des demi-
vies partielles comprises entre 1011 et 1026 secondes, et des rapports d’embranchement
par rapport à la désintégration dominante α compris entre 10−9 et 10−16. L’émission
de clusters allant de 14C à 34Si a été observée dans la région des actinides, de 221Fr
à 242Cm [PG10]. Il est donc nécessaire de sélectionner des noyaux dont le rapport
d’embranchement R = τα

τ2α
est le plus grand possible.

Figure 6.15 – Noyaux N > 50 et Z > 50 avec Q2α >0, calculés à partir des masses
expérimentales [WAT03]. Les noyaux Q2α <0 sont représentés en gris.

Étant donné la symétrie z → −z de la configuration où 2α sont émis symétriquement,
une contrainte sur les paramètres β2−β4 est suffisante pour étudier ce mode particulier.
La PES associée est affichée sur la Fig.6.16. Le point de scission est situé en (β2, β4) ≃
(0.28, 1.3) et les contributions à l’action sont de S = 16.2+23.9 = 40.1. Le temps de vie
associé à cette radioactivité 2α est de τ th2α ≈ 1014.24 s. Ce temps de vie peut être comparé
à celui de la radioactivité α dans ce même noyau qui était de τ th2α ≈ 105.49 s soit un
rapport d’environ Rth

α−2α ≈ 109. Il est intéressant de remarquer qu’expérimentalement,
le rapport d’embranchement pour la radioactivité cluster vaut Rexp

α−14C ≈ 1010, soit un
rapport du même ordre de grandeur que celui de la radioactivité 2α prédite ici. Ces
valeurs rendent la détection de ce mode potentiellement envisageable.

Une étude plus systématique de ce type de radioactivité pourrait permettre d’élargir
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Figure 6.16 – PES 2D (à gauche) dans l’espace β2−β4 du 224Ra. Les masses inertielles
et le produit entre la PES et les masses inertielles sont données respectivement au centre
et à droite. Le trait en pointillé représente le chemin dynamique amenant à l’émission
de deux particules α dos à dos.

le nombre de candidats afin de faciliter de possible études expérimentales. Bien que le
calcul seul de la PES en (β2, β4) permette d’obtenir un temps de vie pour la radioactivité
2α, une comparaison avec le temps de vie de la radioactivité α semble indispensable afin
de calibrer correctement les calculs et obtenir une estimation du bruit de fond 1α pour
les possibles expériences. Ce dernier, comme nous l’avons vu précédemment, requiert
le calcul d’une PES 3D, beaucoup plus couteuse numériquement, empêchant alors des
calculs à grande échelle sur de nombreux candidats. Afin de sélectionner des noyaux
d’intérêt, il est pertinent de revenir sur les différentes contributions au temps de vie,
en particulier sur les contributions à l’action jusqu’au point de scission puis jusqu’à
l’émission. Dans les différents résultats présentés précédemment, ces deux contributions
sont du même ordre de grandeur, mais se doivent d’être déterminées avec précision
étant donné la dépendance exponentielle du temps de vie vis-à-vis de cette quantité.
La première partie du chemin dépend de paramètres complexes reliés à l’interaction
nucléaire, il est donc difficile de l’étudier de manière qualitative. En revanche, la partie
Coulombienne est déterminée par deux aspects principaux d’après l’Eq.(6.25) :

— la distance R initiale (celle correspondant au point de scission)
— la valeur du Q de réaction.

La distance est généralement fixée par des aspects géométriques : il faut que le cluster
soit à une distance de l’ordre de ∼ Rfils + 1 fm pour qu’il soit suffisamment séparé
pour ne plus ressentir les effets de l’interaction forte du noyau fils. La valeur du Q
de réaction est quant à elle fixée par des considérations énergétiques et peut nous
permettre de déterminer plus facilement de bons candidats. En particulier, plus la valeur
de Q est élevée, plus le potentiel effectif est faible et moins la contribution à l’action
Coulombienne sera élevée. Une diminution de cette action revient à diminuer le temps
de vie ce qui peut rendre une détection expérimentale plus aisée. La valeur de ces Q de
réaction est donnée dans la Fig.6.15. On remarque alors qu’une zone particulièrement
intéressante est celle autour des isotopes du Radium, Thorium et Uranium (Z ∼ 90 et
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N ∼ 128). Deux de ces isotopes (220Ra et 222Ra) ont été étudiés et les résultats sont
présentés dans le tableau Tab.6.1 en comparaison avec le 212Po et le 224Ra.

Noyau Q2α Sα1 Sα2 log(τα) S2α
1 S2α

2 log(τ2α) log(R)
212Po 9.47 7.07 9.46 -6.22

(-6.52)
15.56 29.22 18.36 24.88

220Ra 15.79 9.61 14.18 0.12
(-1.7)

16.22 16.76 8.1 7.98

222Ra 13.94 9.44 17.02 2.44
(1.58)

15.52 19.92 10.24 7.80

224Ra 12.19 9.96 20.50 5.91
(5.50)

16.15 23.89 14.24 8.33

Table 6.1 – Résultats des calculs de temps de vie dans les noyaux de 212Po et
220,222,224Ra. Les Q2α sont donnés en MeV. S1 représente la contribution à l’action entre
le GS et le point de scission et S2 représente la contribution Coulombienne (i.e. du point
de scission jusqu’à l’émission). Les temps de vie expérimentaux sont affichés entre paren-
thèses dans la colonne 4 pour la radioactivité α. La dernière colonne, log(R), représente
le logarithme du ratio des temps de vie.

Il est tout d’abord intéressant de remarquer la corrélation importante entre les Q2α

et le ratio des temps de vie (et directement avec le temps de vie 2α). Ce facteur est donc
déterminant dans l’évaluation des temps de vie et permet de sélectionner à l’avance des
noyaux d’intérêt. Dans le cas du 212Po, le Q2α est particulièrement faible étant donné
que Qα(

208Pb) ∼ 0.52 MeV. En revanche, dans le cas du 220Ra, le Q2α se retrouve
particulièrement élevée grâce à Qα(

212Po) ∼ 8.95 MeV.

6.5.5 Discussion sur la présence d’une barrière de potentiel

Jusqu’à présent, le critère utilisé afin de calculer le chemin dans les différentes PES
reposait sur le nombre de nucléons présent dans les clusters : à partir du moment où
le bon nombre de nucléons est présent dans les clusters, le point de scission est défini,
puis un calcul ne prenant en compte que Coulomb est effectué jusqu’à l’émission finale.
Cependant, dans un tel processus, une barrière de potentiel est forcément présente.
Dans les figures présentées dans les sections précédentes, une telle barrière n’apparait à
aucun endroit, signifiant qu’un travail supplémentaire doit être effectué afin de la rendre
visible. Il est cependant important de remarquer ici que, bien qu’elle n’apparaisse pas
explicitement dans les PES présentées précédemment, les temps de vie α calculés et
comparés à l’expérience sont du bon ordre de grandeur, signifiant que notre critère de
point de scission fait sens.

Ce problème est principalement relié à la base d’oscillateur harmonique utilisée ici
qui empêche le noyau de prendre toutes les formes possibles. En particulier, il a été
trouvé que, dans nos calculs, à un ℏω donné, la distance entre les clusters et le noyau
fils est fixée. Peu importe les contraintes βi utilisées, cette distance restera constante
et il sera donc impossible de faire s’éloigner les clusters, ce qui empêche d’obtenir une
description satisfaisante de la barrière de potentiel.
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Afin de remédier à ce problème, il est possible de modifier les paramètres de la base
d’oscillateur, en particulier sa fréquence ω. Cette dernière est généralement fixée à l’aide
d’une formule empirique ℏω = 41A−1/3 et est donc fixe lors des calculs dans un même
noyau. On se propose donc d’effectuer des calculs supplémentaires pour des valeurs de
ℏω différentes.

Dans la suite, nous nous intéressons au cas de la radioactivité 2α dans le 224Ra qui
ne nécessite de contraindre que deux coordonnées collectives, β2 et β4. On procède donc
au calcul de la PES pour différentes valeurs de ℏω comprises entre 4.5 MeV et 7.0 MeV.
Les différentes PES obtenues pour ces valeurs sont présentées sur la Fig.6.17. Sont aussi
indiquées en noirs les configurations géométriques où les clusters possèdent 4 nucléons
chacun. Plusieurs effets sont visibles :

— la diminution de ℏω entraîne une diminution de l’énergie sauf au niveau du fon-
damental.

— une modification de ℏω modifie aussi la configuration géométrique associée. En
effet, une configuration possédant 4 nucléons dans les clusters correspond à une
déformation de (0.28, 1.35) pour ℏω = 6.7 MeV par exemple contre (0.38, 2.05)
dans le cas de ℏω = 5.6 MeV.

— la topologie générale de la PES n’est pas impactée par ℏω.
Afin d’étudier le comportement post scission, la Fig.6.18 montre l’évolution de l’éner-

gie du système en fonction du paramètre de déformation héxadécapolaire β4. Le chemin
jusqu’à la scission est repris des sections précédentes, i.e. effectué à ℏω = 6.7 MeV
constant. Les points affichés au-delà du point de scission correspondent tous à des ℏω
différents. Il est important de noter ici que nous ne cherchons par à minimiser l’énergie
du système par rapport au ℏω mais bien à extraire des configurations géométriques
pertinentes pour notre problème. On remarque alors que, sans corrections, les énergies
de ces configurations restent constantes, malgré l’éloignement des clusters.

Finalement, cette façon de procéder pose une question importante : quel ℏω doit-
on utiliser afin d’effectuer les calculs jusqu’au point de scission ? Doit-on minimiser
l’énergie par rapport à ce paramètre de la base ? Obtient-on des résultats indépendants
de la valeur de ℏω ? Des calculs précis seront nécessaires pour statuer, mais des éléments
de réponses peuvent déjà être apportés. Une diminution de ℏω entraine une diminution
de l’énergie, comme indiqué précédemment. Cela entraîne aussi une modification de la
densité en chaque point (β2, β4) modifiant à son tour le point de scission. Ces deux
effets rentrent donc en compétition. De plus, au point de scission, à un ℏω2 < ℏω1, la
distance entre noyau fils et clusters et telle que d2 > d1. Ainsi, la partie Coulombienne
de l’action à calculer après la scission sera diminuée étant donné que les clusters seront
déjà plus loin du noyau fils. Ces trois différents effets rentrent donc en compétition et
seul des calculs microscopiques précis pourront permettre d’estimer les contributions des
différents calculs et les erreurs associées. Des calculs qualitatifs préliminaires semblent
montrer que les temps de vie peuvent être impactés de quelques ordres de grandeur,
mais que les rapports d’embranchement restent relativement constants.

Pour conclure, il est important de rappeler que la méthode mise en œuvre précédem-
ment où le seul critère de la présence de 4 nucléons dans les clusters est utilisé semble
suffisant pour obtenir une description qualitative et quantitative des phénomènes de ra-
dioactivité α et cluster. Il est donc raisonnable de supposer que les temps de vie prédits
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Figure 6.17 – PES dans l’espace des coordonnées collectives β2 et β4. Chaque PES a
été calculée à des valeurs de ℏω différentes, allant de 5.6 (en haut à gauche) à 6.7 (en
bas à droite). Une échelle de couleurs identiques est utilisée pour toutes les PES. Les
traits noirs représentent les points où les clusters sont bien composés de 4 nucléons.

pour la radioactivité 2α ainsi que les rapports d’embranchement sont fiables vis-à-vis
de la méthode utilisée.

6.6 Conclusion

Le formalisme des EDF relativistes décrit dans les chapitres précédents, couplé à la
méthode ATDHFB présentée ici, ont donc permis d’obtenir une description cohérente
et quantitative du phénomène de radioactivité α dans les noyaux aussi bien de masses
intermédiaires (108Xe → 104Te → 100Sn) que dans les noyaux lourds (220,222,224Ra, 212Po).

La description de ces phénomènes a été entrepris en calculant des surfaces d’énergie
potentielle axialement symétriques dans le plan des coordonnées collectives quadrupo-
laire et octupolaire pour les noyaux de 104Te et 108Xe. Dans le cas des noyaux lourds étu-
diés ici (Ra et Po), le paramètre de déformation héxadécapolaire joue un rôle important
dans le processus de préformation puis émission d’une particule α. Une contrainte sur
ce moment a donc été ajouté et des PES 3D ont été calculées. Des chemins dynamiques
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Figure 6.18 – Évolution de l’énergie avant (bleu) et après la scission (orange). La
distance des clusters au noyau fils est affichée en rouge.

de moindre action dans ces différentes hypersurfaces ont été déterminés, permettant
de suivre le processus d’émission de particules alpha depuis la déformation d’équilibre
du champ moyen jusqu’au point de scission. Ce point de scission a été défini comme
la configuration géométrique où les clusters possèdent 4 nucléons suffisamment séparé
du noyau fils. Après la scission, la répulsion coulombienne entre les deux fragments
détermine la dynamique jusqu’à l’émission.

En prenant en compte les masses inertielles dans l’approximation perturbative ATDHFB,
les demi-vies de désintégration α calculées dans les noayux étudiés ici sont en accord
quantitatif avec les différentes valeurs expérimentales. La description de la radioacti-
vité cluster a aussi été entreprise dans le cas du 224Ra, émetteur 14C expérimentalement
mesuré. Les résultats théoriques, bien que moins bons que ceux de la radioactivité α,
restent en bon accord avec les résultats expérimentaux.

Un nouveau mode de radioactivité correspondant à l’émission simultanée de deux
particules α dos à dos a aussi été prédit. Les résultats quantitatifs montrent des temps
de demi-vies de l’ordre de ceux détectés pour les modes de désintégration cluster déjà
observés (du 14C au 34Si). Bien que des calculs sur plus de noyaux, avec des fonction-
nelles différentes et des méthodes de calculs des masses inertielles différentes seront
nécessaires afin de réduire les incertitudes théoriques liées au modèle, il reste intéres-
sant de souligner la possibilité expérimentale de détection d’un tel mode. En effet, les
rapports d’embranchement étant similaires à ceux de la radioactivité cluster déjà décou-
verte expérimentalement, cela rend la détection de ce mode accessible via l’utilisation
de détecteurs α en coïncidence à 180 degrés.
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Conclusion

Les travaux présentés dans cette thèse ont tous été dérivés dans le formalisme des
EDF relativistes. Ce cadre théorique (qu’il soit relativiste ou non) reste aujourd’hui
le seul permettant d’étudier l’ensemble de la carte des noyaux en utilisant un nombre
restreint de paramètres (de l’ordre de la dizaine dans la plupart des fonctionnelles).
Réalisé au niveau champ moyen (RHF) et de son extension superfluide (RHFB), les
propriétés d’énergie de liaison, rayons, déformations, gap d’appariement, ... sont ainsi
correctement reproduites dans la plupart des noyaux. La procédure d’ajustement de ces
fonctionnelles aux données expérimentales a été décrite en détail et appliquée dans le
cas d’une interaction d’échange de mésons. Dans ce cadre, l’ajout explicite de termes
tenseurs au niveau RHB a été étudiée dans les canaux vecteurs isoscalaire (ω) et iso-
vecteur (ρ). Les contraintes utilisées dans la procédure d’ajustement n’ont pas permis
de contraindre ce dernier canal isovecteur pour lequel il est donc difficile d’évaluer l’in-
fluence. En revanche, il a été montré que l’ajout d’un terme tenseur ω permet de réduire
les RMS sur différentes quantités (énergie de liaison, séparations SO, gaps). Cet ajout
modifie aussi indirectement les propriétés de la matière nucléaire infinie et en particulier
augmente la masse effective de Dirac, permettant un meilleur accord avec l’expérience.

Le noyau étant composé de nombreuses particules en interaction forte, nombre de pro-
priétés émergent de cette complexité : structure en couches, nombres magiques, noyaux
bulles, peau de neutrons, déformations, superfluidité, ... Certaines de ces propriétés
(transition de phase, agrégation, excitations collectives et individuelles et radioactivité)
ont fait l’objet d’études particulières au sein des travaux de thèse présentés dans ce
manuscrit.

L’utilisation d’un formalisme covariant permet de prendre en compte naturellement
des effets comme le couplage SO en introduisant des potentiels de nature différente
(scalaire et vecteur). Des travaux antérieurs ont de plus montré que les EDF relati-
vistes permettent d’obtenir une localisation plus importante de structures en cluster au
sein des noyaux comparé aux interactions non-relativistes. Cette seconde spécificité a
été utilisée afin d’étudier plus en détail la structure et l’évolution de ces clusters dont
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l’existence est majoritairement reliée à la profondeur du potentiel de l’interaction utili-
sée. Ainsi, l’étude de l’évolution de ces structures avec la température a montré qu’une
transition de la phase cluster à la phase délocalisée apparaissait avant la transition
de phase déformée vers sphérique. Cette dernière a été étudiée en détail pour ∼ 1000
noyaux et une corrélation entre déformation à température nulle et température critique
a été exhibée. Il a été montré que cette corrélation était linéaire au sein des chaînes
isotopiques de noyaux lourds.

Le traitement des systèmes nucléaires via l’approximation du champ moyen ne per-
mettant pas de rendre compte de l’ensemble des propriétés du noyau, le formalisme de
la QRPA a été introduit afin d’étudier les mouvements de faibles amplitudes. Plus préci-
sément, la méthode QFAM, permettant une résolution simplifiée des équations QRPA,
a été utilisée ici pour décrire et étudier les propriétés de la fonction de réponse mono-
polaire dans les noyaux légers. Il a été montré que les structures en clusters, et de façon
plus générale la déformation, étaient responsables de l’apparition d’une résonance de
basse énergie autour de ∼ 5−15 MeV. D’autres résonances liées à un excès de neutrons
ou à l’appariement ont aussi été étudiées, permettant de fournir un paysage détaillé des
différentes résonances présentes à basse énergie. Le lien entre QRPA et QFAM a été
détaillé et une procédure d’intégration des pôles dans le plan complexe a été mise en
place afin d’obtenir les modes propres QRPA à l’aide du formalisme QFAM.

Les mouvements de grande amplitude sont aussi particulièrement importants en phy-
sique nucléaire puisqu’à l’origine de phénomène comme la radioactivité. Le traitement
de ces mouvements de large amplitude a été entrepris dans le formalisme ATDHFB
couplée à une approche perturbative crankée permettant d’obtenir les masses inertielles
du système. Le calcul de ces masses inertielles a aussi été entrepris dans le formalisme
ASCC où les modes propres QRPA permettent d’obtenir une évaluation des masses
inertielles englobant bien plus de corrélation. Cette méthode a été mise en place en uti-
lisant la méthode QFAM. La construction de PES et la minimisation d’actions prenant
en compte les masses inertielles et la correction ZPE ont permis d’évaluer les temps de
demi-vie α de noyaux exotiques de masses intermédiaires (104Te et 108Xe) ainsi que des
noyaux lourds (220,222,224Ra et 212Po principalement) pour les radioactivités α et clus-
ter (pour le 224Ra). Ces temps de vie, en bon accord avec les résultats expérimentaux,
ont permis de valider l’approche utilisée ici. Finalement, un nouveau mode de radio-
activité où deux particules α sont émises simultanément dos-à-dos a aussi été prédit
avec des temps de vie similaires à ceux de l’émission cluster. Ces résultats ont motivé
la création de collaborations expérimentales pour essayer de mesurer de tels modes de
radioactivité. Afin d’améliorer les résultats obtenus ici, le calcul des masses inertielles
sans approximation crankée pourrait permettre d’ajouter du contenu physique en pre-
nant en compte des corrélations dynamiques. Une comparaison précise des différentes
méthodes pourrait permettre de mieux comprendre et appréhender la physique en jeu.
Les problèmes liés à l’utilisation d’une base d’oscillateur harmonique devront aussi faire
l’objet d’une étude afin de déterminer les limites du modèle.

Des calculs à plus grande échelle de la description des radioactivités α et cluster per-
mettront de valider l’apport des approches microscopiques. Ces calculs requièrent cepen-
dant une importante puissance de calculs étant donné qu’ils nécessitent la construction
de PES 3D. De tels systématiques pourraient permettre, à termes, de contraindre plus
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précisément les paramètres liés à la force d’appariement (aujourd’hui contraint seule-
ment sur des données de gaps). En effet, il est connu que les phénomènes de fission, et
nous avons montré ici qu’il en était de même pour la radioactivité α, sont très dépen-
dant de la force d’appariement. Ainsi, un ajustement de ces paramètres sur les temps
de vie expérimentaux pourraient permettre d’obtenir une description plus satisfaisante
des propriétés des noyaux lourds.

L’implémentation de la méthode QFAM à température finie[Bea21] est envisageable
rapidement étant donné qu’elle n’augmente que d’un facteur ∼ 2 le coût numérique
en rendant non nulles les contributions hors diagonales de δR. La prise en compte des
effets thermiques au niveau QRPA dans le formalisme QFAM permettrait d’étudier
l’effet de la température sur les résonances géantes, les résonances pygmées, ... de façon
générale à travers la carte des noyaux pour un coût numérique faible comparée à la
QPRA classique.

Les méthodes utilisées dans cette thèse brisent différentes symétries du système (rota-
tion, nombre de particules, parité). Les différents formalismes permettant de restaurer
ces symétries pourraient permettre d’étudier plus en détails et de façon plus précise
les différents phénomènes discutés ici. En particulier, pour traiter ces corrélations sup-
plémentaires au niveau QFAM, il serait possible d’utiliser des méthodes de projection
avant ou après le calcul des états QFAM. Concernant le calcul de PES, des méthodes
de projection ont aussi été développées, particulièrement dans le cadre de la description
du phénomène de fission [MS20]. Cette étude a en particulier déjà montré que l’énergie
de corrélation de projection ne peut être estimée correctement pour les déformations
typiques du phénomène de fission. On s’attend donc à une conclusion similaire dans le
cas des radioactivités α et cluster.
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ANNEXE A

Détails sur les paramétrisations utilisées

A.1 Interaction par échange de mésons

Les interactions par échange de mésons utilisées ici proviennent du Lagrangien sui-
vant

Lint =ψ

[
−gσ (ρV

)σ − gω (ρV
) γµωµ − gρ (ρV

) γµρ⃗µ · τ⃗ − eγµA
µ1− τ3

2

]
ψ (A.1)

+ ψ

[
gTω
2M

σµνΩ
µν +

gTρ
2M

σµνR⃗µν · τ⃗

]
ψ (A.2)

Les dépendances en densités sont prises comme suit (voir 1.4.2 pour plus de détails)

gi(ρV (r)) = Γihi(ξ), i = σ, ω, ρ, (A.3)

avec

Γi ≡ gi(ρsat), (A.4a)

ξ ≡ ρV (r)

ρsat
. (A.4b)

La fonction h prend la forme suivant dans le canal isoscalaire (i = σ, ω)

hi(ξ) ≡ ai
1 + bi (ξ + di)

2

1 + ci (ξ + di)
2 , i = σ, ω, (A.5)

et
hρ(ξ) ≡ exp [−aρ (x− 1)] , (A.6)
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Paramètres DDME2 DD-MEV DD-MEVT
mσ (MeV) 550.1238 544.8503 530.3956

Γσ 10.5396 10.2600 9.2652
Γω 13.0189 12.7563 11.6465
Γρ 3.6836 3.6709 3.7971
bσ 1.0943 1.4449 2.0162
cσ 1.7057 2.0619 2.4924
bω 0.9240 0.9828 1.4375
cω 1.4620 1.3672 1.5696
atv 0.5647 0.5856 0.5777

ρsat (fm−3) 0.1520 0.1505 0.1516
ΓTω 0.0 0.0 1.5496
ΓTρ 0.0 0.0 -2.3243

Table A.1 – Valeur des paramètres des interactions DD-ME2, DD-MEV et DD-MEVT.
Les masses des protons et neutrons sont supposés identiquesmN = 939 MeV. Les masses
des mésons ω et ρ sont prises comme leur valeur mesurée dans le vide, i.e. mω = 783
MeV et mρ = 763 MeV.

dans le canal isovecteur (i = ρ). Les constantes de couplage tensoriel gTω et gTρ sont
prises comme indépendantes de la densité, i.e. avec hi = 1.

Différentes interactions par échange de mésons ont été utilisés dans les travaux pré-
sentés dans cette thèse : DD-ME2[Lal+05], DD-MEV[MEK22] et DD-MEVT[MEK22].
Les deux dernières interactions ont été ajustées dans le cadre de cette thèse et les résul-
tats sont présentés dans le chapitre 4. Le tableau A.1 répertorie les valeurs des différents
paramètres de ces fonctionnelles.

Ces interactions sont utilisées dans les chapitres 3 (DD-ME2), 4 (DD-ME2, DD-MEV
et DD-MEVT) et 6 (DD-ME2).

A.2 Interaction de contact

Deux interactions de contact ont été utilisées dans les travaux présentés ici, DD-
PC1[NVR08] et PC-PK1[Zha+10]. La première est dépendante en densité alors que la
seconde fait intervenir des termes cubiques et quartiques pour prendre en compte cette
dépendance.

DD-PC1 Dans le cas de DD-PC1, le Lagrangien prend la forme suivante

Lint =− 1

2
αS
(
ψψ
) (
ψψ
)
− 1

2
αV
(
ψγµψ

) (
ψγµψ

)
− 1

2
αTV

(
ψγµτ⃗ψ

) (
ψγµτ⃗ψ

)
− 1

2
δS
(
∂µψψ

) (
∂µψψ

)
− eψγµA

µ1− τ3
2

ψ

Les dépendances en densités sont prises comme suit (voir 1.4.2 pour plus de détails)

αi (ρV ) = ai + (bi + cix) e
−dix (A.7)
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Paramètres DD-PC1
aS (fm2) -10.0462
bS (fm2) -9.1504
cS (fm2) -6.4273

dS +1.3724
aV (fm2) +5.9195
bV (fm2) +8.8637
cV (fm2) 0.00000
dV +0.6584

aTV (fm2) 0.0000
bTV (fm2) +1.8360
cTV (fm2) 0.00000
dTV +0.6403

δS (fm4) -0.8149
ρsat (fm−3) 0.152

Table A.2 – Valeur des paramètres de l’interaction DD-PC1. La masse des nucléons
est fixe et prise comme MN = 939 MeV.

où αi ∈ {αS, αV , αTV }. δS n’est pas pris comme dépendant de la densité. Le tableau A.2
répertorie les valeurs des différents paramètres de cette fonctionnelle. Cette interaction
est utilisée dans les chapitres 5 et 6.

PC-PK1 L’interaction de contact PC-PK1 est une paramétrisation du Lagrangien
suivant

Lint =− 1

2
αS
(
ψψ
) (
ψψ
)
− 1

2
αV
(
ψγµψ

) (
ψγµψ

)
− 1

2
αTS

(
ψγµψ

) (
ψγµψ

)
− 1

2
αTV

(
ψγµτ⃗ψ

) (
ψγµτ⃗ψ

)
− 1

2
δS∂µ

(
ψψ
)
∂µ
(
ψψ
)
− 1

2
δV ∂µ

(
ψγνψ

)
∂µ
(
ψγνψ

)
− 1

2
δTS∂µ

(
ψτ⃗ψ

)
· ∂µ

(
ψτ⃗ψ

)
− 1

2
δTV ∂µ

(
ψγν τ⃗ψ

)
· ∂µ

(
ψγν τ⃗ψ

)
− 1

3
βS
(
ψψ
)3 − 1

4
γS
(
ψψ
)4 − 1

4
γV
[(
ψγµψ

) (
ψγµψ

)]2 − eψγµA
µ 1− τ3

2
ψ (A.8)

La première ligne comprend les couplages à quatre fermions, la seconde et troisième
ligne comprennent les couplages dérivatifs permettant de prendre compte les effets de
portée finie et la dernière ligne décrit des couplages à 6 et 8 fermions permettant de
prendre en compte les effets de dépendance en densité. Les valeurs de ces paramètres
sont donnés dans le tableau A.3. Cette interaction est utilisée dans le chapitre 6.
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Paramètres PC-PK1
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ANNEXE B

Éléments de matrice de l’Hamiltonien à un corps

On souhaite résoudre l’équation de Dirac suivante

[−iα · ∇+ βM⋆ (r) + V (r) + T (r)]ψi (r) = ϵiψi (r) (B.1)

avec

α = βγ =

(
0 σ
σ 0

)
, β = γ0 =

(
I 0
0 −I

)
(B.2)

où σ représente les matrices de Pauli. Le champ M⋆ est construit à partir de scalaire
de Lorentz, le champ V est construit à partir d’un vecteur de Lorentz V = γµV

µ et T
à partir d’un tenseur de Lorentz T = σµν (∂

µT ν + ∂νT µ) avec σµν = − i
4
[γµ, γν ]. Sous

les approximations présentées dans le chapitre 2, le potentiel vecteur prend la forme
simplifié V = γ0V

0 et le potentiel tenseur s’écrit comme T = σ0i∂
iT 0.

Les deux sections suivantes présentent les bases utilisées pour résoudre numérique-
ment l’équation de Dirac précédente dans le cas des symétries sphérique et axiale.

B.1 Base d’oscillateur harmonique sphérique

B.1.1 Spineur sphérique et partie radiale

Sous l’hypothèse d’un système invariant par rotation, on écrit les spineurs de Dirac
comme

ψi (r⃗) =

(
fi (r) Ωl+1/2,l,m (θ, φ)
igi (r) Ωl−1/2,l,m (θ, φ)

)
(B.3)
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où la base sphérique (r, θ, φ) est définie comme
x = rcos (θ) cos (φ)
y = rcos (θ) sin (φ)

z = rsin (θ)

(B.4)

Les spineurs sphériques Ωjlm (θ, φ) sont définis comme

Ωjlm (θ, φ) =
∑
µ

C (l, 1/2, j;m− µ, µ,m)Yl,m−µ (θ, φ)χµ (B.5)

avec les spineurs χ1/2 =

(
1
0

)
et χ−1/2 =

(
0
1

)
, C représente les coefficients de Clebsch-

Gordan et Ylm les harmoniques sphériques. Ainsi,

Ωl+1/2,l,m (θ, φ) =

√ l+m+1/2
2l+1

Yl,m−1/2 (θ, φ)√
l−m+1/2

2l+1
Yl,m+1/2 (θ, φ)

 (B.6a)

Ωl−1/2,l,m (θ, φ) =

−
√

l−m+1/2
2l+1

Yl,m−1/2 (θ, φ)√
l+m+1/2

2l+1
Yl,m+1/2 (θ, φ)

 (B.6b)

Ces spineurs sont vecteurs propres de l’opérateur

K = −1− σ ·L (B.7)

avec L l’opérateur moment cinétique tel que

KΩjlm = κΩjlm (B.8)

où κ = −l − 1 si j = l + 1/2 ou κ = l si j = l − 1/2 simplifié par la notation
κ = ∓ (j + 1/2). Ainsi, il est possible d’introduire une notation plus compacte pour
les spineurs sphériques Ωκm = Ωjlm. Ils satisfont la propriété d’orthogonalité suivante
(provenant des harmoniques sphériques)∫ π

0

sin (θ) dθ

∫ 2π

0

dφΩ†
κ′,m′Ωκ,m = δκ′,m′δκ,m (B.9)

Les spineurs Ωκ,m et Ω−κ,m, correspondant à la même valeur de j, possèdent des valeurs
de l ne diffèrent que de 1 et ont donc des parités différentes. Cela permet en particulier
d’écrire

σ · r̂Ωκ,m = −Ω−κ,m (B.10)

Cette relation est particulièrement utile étant donné que la partie cinétique de l’équation
de Dirac en symétrie sphérique peut s’écrire

σ · p = σ · r̂σ · r̂σ · p = −iσ⃗ · r̂
[
ir̂ · p− σ · (r̂ × p)

r

]
(B.11)
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On écrit alors

σ · pf (r) Ωκm (θ, φ) = −iσ · r̂
[
∂

∂r
− σ ·L

r

]
f (r) Ωκm (θ, φ)

= −iσ · r̂
[
∂

∂r
+
κ+ 1

r

]
f (r) Ωκm (θ, φ)

σ · pf (r) Ωκm (θ, φ) = i

[
df

dr
+
κ+ 1

r
f

]
Ω−κm (θ, φ) (B.12)

et donc

σ · pg (r) Ω−κm (θ, φ) = −i
[
dg

dr
− κ− 1

r
g

]
Ωκm (θ, φ) (B.13)

Les spineurs sphériques Ω sont donc aussi vecteurs propres de l’opérateur cinétique σ ·p.

B.1.2 Base sphérique

Les fonctions radiales fi (r) et gi (r) sont ensuite exprimées sur la base suivante

fi (r) =
nmax∑
n=0

f (i)
n Rnli (r, b0) (B.14)

où les fonctions radiales Rnl sont définies comme

Rnl (r, b0) = b
−3/2
0 Rnl (ξ) = b

−3/2
0 Nnlξ

lLl+1/2
n

(
ξ2
)
e−ξ

2/2 (B.15)

avec ξ = r/b0 et les Ll+1/2
n correspondent aux polynômes de Legendre associés. Le

facteur de normalisation prend la forme

Nnl =

√
2n!

(l + n+ 1/2)!
(B.16)

Les inconnues du problème deviennent alors les f (i)
n et g(i)n définies dans Eq.(B.14).

B.1.3 Éléments de matrice

Termes cinétique, scalaire et vectoriel

Les éléments de matrice sont associés au noyau

hkk =

∫
d3rf †

k (r)hDfk (r) (B.17)

calculé à partir des éléments de l’Hamiltonien de Dirac. En utilisant l’expansion axiale
présentée ci-dessus et les équations (Eq.(B.32)-(B.35)), il est possible d’écrire les élé-
ments hkk
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hAkk =
∑
αα′

fkαAαα′fkα′ (B.18a)

hCkk = −
∑
α̃α̃′

gkα̃Cα̃α̃′gk
α̃′ (B.18b)

hBkk =
∑
αα̃′

fkαBαα̃′gkα̃′ +
∑
α̃α′

gkα̃Bα̃α′fkα′ (B.18c)

où A et C correspondent à la partie diagonale et B à la partie hors-diagonale.

Les différents éléments de matrice s’écrivent comme

Aαα′ =

∫
dξRnl (ξ)Rn′l (ξ) [M

⋆ (b0ξ) + V (b0ξ)] (B.19a)

Cα̃α̃′ =

∫
dξRnl̃ (ξ)Rn′ l̃ (ξ) [M

⋆ (b0ξ) + V (b0ξ)] (B.19b)

Bα̃α′ = Nnl̃Nn′l

∫
dξe−ξ

2

ξ2lLl̃+1/2
n L

l+1/2
n′

(
2n′ + l + 1 + κ− ξ2

)
(B.19c)

Terme tenseur

Le terme tenseur peut quant à lui s’écrire comme

hTkk ≡
∫
d3rf †

kh
T
Dfk

≡ −
∫
d3rf †

k

fρ
2M

(∇ϕ) · βσ0τ 3fk

hTkk = +

∫
d3rϕ∇ ·

[
fϕ
2M

T ϕ
k

]
(B.20)

où une intégration par partie est utilisée pour échanger les dérivées des champs mé-
soniques ϕ ∈ {ω, ρ} vers les champs fermioniques. Le courant tenseur T ϕk est défini
comme

T ϕ =
∑
k

T ϕ
k =

{∑
k f

†
k (r) βσ

0fk (r) ϕ = ω∑
k f

†
k (r) βσ

0τ3fk (r) ϕ = ρ
(B.21)

Nous devons donc calculer la dérivée spatiale du courant tenseur ∇ · T ϕ
k qui, en

symétrie sphérique, prend la forme simple

∇ · T ϕ
k =

1

r2
∂r2T ϕ,rk

∂r
(B.22)

avec T ϕ,rk = f †
k (r) βσ

0 · r̂fk (r). En particulier

βσ0 =
−i
2

(
0 σ

−σ 0

)
(B.23)
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En utilisant σ · r̂Ωκ,m = −Ω−κ,m, il est possible d’écrire

T ϕ,rk =
(
F ⋆
k (r) Ω

†
κ,m − iG⋆

k (r) Ω
†
−κ,m

) −i
2

(
0 σ · r̂

−σ · r̂ 0

)(
Fk (r) Ωκ,m

iGk (r) Ω−κ,m

)
=

−i
2

(
F ⋆
k (r) Ω

†
κ,m − iG⋆

k (r) Ω
†
−κ,m

)(σ · r̂iGk (r) Ω−κ,m
−σ · r̂Fk (r) Ωκ,m

)
=

−i
2

(
F ⋆
k (r) Ω

†
κ,m − iG⋆

k (r) Ω
†
−κ,m

)(−iGk (r) Ωκ,m

Fk (r) Ω−κ,m

)
T ϕ,rk = −1

2

{
F ⋆
k (r)Gk (r) Ω

†
κ,mΩκ,m +G⋆

k (r)Fk (r) Ω
†
−κ,mΩ−κ,m

}
(B.24)

L’intégration de ce courant sur sa partie angulaire peut être faite directement pour
obtenir

T ϕ,rk = −1

2

∑
α,β̃

δκακβ̃δmαmβ̃
fkαg

k
β̃
R⋆
αRβ̃ +

∑
α̃,β

δκα̃κβδmα̃mβ
gkα̃f

k
βR

⋆
α̃Rβ

 (B.25)

Et en écrivant les éléments de la matrice de Dirac comme

hTkk =
∑
ϕ

∑
α,β̃

fkαB
ϕ,k

αβ̃
gk
β̃
+
∑
α̃,β

gkα̃B
ϕ,k
α̃β f

k
β (B.26)

on obtient les éléments B suivant

Bϕ,k
αβ̃

= −1

2

fϕ
2M

∫
drϕ (r) δκακβ̃δmαmβ̃

1

r2
∂r
(
r2R⋆

αRβ̃

)
Bϕ,k
αβ̃

= −1

2

fϕ
2M

∫
drϕ (r) δκακβ̃δmαmβ̃

[
2

r
RαRβ̃ +

(
∂rRαRβ̃ +Rα∂rRβ̃

)]
(B.27)

B.2 Base d’oscillateur harmonique axial

B.2.1 Spineur axial

Dans le cas d’une symétrie axiale, le spineur prend la forme générale suivante

ψi (r, s, t) =


f+
i (r⊥, z) e

i(Ωi−1/2)φ

f−
i (r⊥, z) e

i(Ωi+1/2)φ

ig+i (r⊥, z) e
i(Ωi−1/2)φ

ig−i (r⊥, z) e
i(Ωi+1/2)φ

χti (t) =


F+
i (r⊥, z, t)
F−
i (r⊥, z, t)

iG+
i (r⊥, z, t)

iG−
i (r⊥, z, t)

 (B.28)

où la base cylindrique (r⊥, z, φ) est définie comme
x = r⊥cos (φ)
y = r⊥sin (φ)

z = z

(B.29)
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Et en particulier,

∇ =

 ∂r⊥
1
r⊥
∂φ
∂z

 (B.30)

Il est alors possible d’écrire la matrice de Dirac comme

hD =


M⋆ + V 0 −i∂z −ie−iφ

[
∂r⊥ − i

r⊥
∂φ

]
0 M⋆ + V −ie+iφ

[
∂r⊥ + i

r⊥
∂φ

]
i∂z

−i∂z ie−iφ
[
∂r⊥ − i

r⊥
∂φ

]
−M⋆ + V 0

−ie+iφ
[
∂r⊥ + i

r⊥
∂φ

]
i∂z 0 −M⋆ + V


(B.31)

Les équations de Dirac peuvent ensuite se réécrire comme

(M⋆ + V ) f+
i + ∂zg

+
i +

(
∂r⊥ +

Ω+ 1/2

r⊥

)
g−i = ϵif

+
i (B.32)

(M⋆ + V ) f−
i − ∂zg

+
i +

(
∂r⊥ − Ω + 1/2

r⊥

)
g−i = ϵif

−
i (B.33)

(M⋆ − V ) g+i + ∂zf
+
i +

(
∂r⊥ +

Ω+ 1/2

r⊥

)
f−
i = −ϵig+i (B.34)

(M⋆ − V ) g−i − ∂zf
−
i +

(
∂r⊥ − Ω + 1/2

r⊥

)
f+
i = −ϵig−i (B.35)

B.2.2 Base axiale

Les spineurs f± et g± sont ensuite écrits comme une expansion dans une base d’os-
cillateur harmonique déformé ϕα (r, s)

ϕα(nz ,nr,ml) (r⊥, z, s, t) = ϕnz (z)ϕ
ml
nr

(r⊥)
1√
2π
eimlφχms (s)χtα (t)

= ϕα (r⊥, z, s)χtα (t) (B.36)

où les polynômes d’Hermite Hnz et de Laguerre Lml
nr

sont utilisés pour l’expansion des
parties axiale et radiale

ϕnz (z) =
Nnz√
b0bz

Hnz (ζ) e
−ζ2/2 (B.37)

ϕml
nr

(r⊥) =
Nml
nr

b0b⊥

√
2ηml/2Lml

nr
(η) e−η/2 (B.38)

avec η et ζ définies comme ζ = z/ (b0bz) et η = r2⊥/ (b0b⊥)
2. Les facteurs de normalisation

prennent la forme

Nnz =
1√√
π2nznz!

and Nml
nr

=

√
nr!

(nr +ml)!
(B.39)
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Finalement, les spineurs f et g se décomposent comme

fi (r, s, t) =
1√
2π

(
f+
i (r⊥, z) e

i(Ωi−1/2)φ

f−
i (r⊥, z) e

i(Ωi+1/2)φ

)
=
∑
α

f (i)
α ϕα (r, s)χtα (t) (B.40)

gi (r, s, t) =
1√
2π

(
ig+i (r⊥, z) e

i(Ωi−1/2)φ

ig−i (r⊥, z) e
i(Ωi+1/2)φ

)
=
∑
α̃

g
(i)
α̃ ϕα̃ (r, s)χtα̃ (t) (B.41)

où les f (i)
α et g(i)α̃ sont les inconnues à déterminer.

Partie axiale

Avant de procéder aux dérivations des éléments de matrice, il est nécessaire d’obte-
nir les relations de récurrence des polinômes de Laguerre et Hermite. Les polynômes
d’Hermite peuvent être définis comme

Hn (z) = 2zHn−1 (z)− 2 (n− 1)Hn−2 (z) (B.42)

En utilisant la normalisation précédente,

NnHn (ζ) = Nn (2ζHn−1 (z)− 2 (n− 1)Hn−2 (ζ))

=
1√
2n

2zNn−1Hn−1 (ζ)−
1

2
√
n (n− 1)

2 (n− 1)Nn−2Hn−2 (ζ)

NnHn (ζ) =
1√
n

(√
2ζNn−1Hn−1 (ζ)−

√
n− 1Nn−2Hn−2 (ζ)

)
(B.43)

Ainsi, il est possible d’écrire les fonctions d’onde comme

ϕnz (z) =
1√
nz

(√
2ζϕnz−1 (z)−

√
nz − 1ϕn−2 (z)

)
(B.44)

Les dérivées prennent quant à elle une forme récurrente similaire

∂zHnz (ζ) =
∂ζ

∂z
2nzHnz−1 (ζ) =

1

b0bz
2nzHnz−1 (ζ) (B.45)

qui nous permet d’écrire

∂zNnze
−ζ2/2Hn (ζ) =

(
1

b0bz

√
2nzNnz−1Hnz−1 (ζ)− ζHnz (ζ)Nnz

)
e−ζ

2/2 (B.46)

et donc

∂zϕnz (z) =
1

b0bz

(√
2nzϕnz−1 (z)− zϕnz (z)

)
(B.47)

∂zϕnz (z) =
Nnz

(b0bz)
3/2
H̃nz (ζ) e

−ζ2/2 (B.48)

où H̃nz (ζ) correspond à la dérivée des polynômes d’Hermite.
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Les propriétés de normalisation sont données par∫ ∞

−∞
dzϕn (z)ϕm (z) = δnm (B.49)

ainsi que ∫ ∞

−∞
dz∂zϕn (z)ϕm (z) =

∫ ∞

−∞
dz
(√

2nϕn−1 (z)− zϕn (z)
)
ϕm (z)

=
√
2nδn−1,m −

∫ ∞

−∞
dzzϕn (z)ϕm (z)∫ ∞

−∞
dz∂zϕn (z)ϕm (z) =

(√
2n−

√
n√
2

)
δn−1,m =

√
2

2

√
nδn−1,m (B.50)

Partie radiale

Les polynômes de Laguerre généralisée prennent la forme récursive suivante

Lmn (r) =

(
2 +

m− 1− r

n

)
Lmn−1 (r)−

(
1 +

m− 1

n

)
Lmn−2 (r) (B.51)

En utilisant la normalisation précédente,

Nm
n L

m
n (r) =

(
2 +

m− 1− r

n

) √
n√

n+m
Nm
n−1L

m
n−1 (r)

−
(
1 +

m− 1

n

) √
n
√
n− 1√

n+m
√
n+m− 1

Nm
n−2L

m
n−2 (r)

=
1√

n (n+m)

(
(2n+m− 1− r)Nm

n−1L
m
n−1 (r)−

√
n− 1 +m

√
n− 1Nm

n−2L
m
n−2 (r)

)
(B.52)

et la fonction d’onde devient

ϕml
nr

(r⊥) =
1√

nr (nr +ml)

(
(2nr +ml − 1− r)ϕml

nr−1 (r⊥)−
√
nr − 1 +ml

√
nr − 1ϕml

nr−2 (r⊥)
)

(B.53)

Les dérivées peuvent alors s’exprimer comme
dLmn (r)

dr
=

1

r

(
nLmn − (n+m)Lmn−1

)
(B.54)

et au final

∂rN
m
nr
ηm/2e−η/2Lm

nr
(η) =

∂η

∂r
∂ηN

ml
nr
ηm/2e−η/2Lml

nr
(η)

=
2r

b20b
2
⊥
∂ηN

ml
nr
ηm/2e−η/2Lml

nr
(η)

=
2r

b20b
2
⊥

(
−1

2
Nml

nr
Lml
n +

ml

2

1

η
Nml

nr
Lml
nr

+
1

η

(
nNml

nr
Lml
nr

− (nr +ml)N
ml
nr
Lml
nr−1

))
ηml/2e−η/2

=
2r

b20b
2
⊥

(
−1

2
Nml

nr
Lml
nr

+
ml

2

1

η
Nml

nr
Lml
nr

+
1

η

(
nrN

ml
nr
Lml
nr

− (nr +ml)

√
nr

(nr +ml)
Nml

nr−1L
ml
nr−1

))
ηml/2e−η/2

∂rN
ml
nr
ηml/2e−η/2Lml

nr
(η) =

1

b0b⊥

1
√
η

(
(−η +ml + 2nr)N

ml
nr
Lml
nr

− 2
√
nr (nr +ml)N

ml
nr−1L

ml
nr−1

)
ηml/2e−η/2

(B.55)
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Pour les fonctions d’ondes, il vient

∂rϕ
ml
nr

(η) =
1

b0b⊥

1
√
η

(
(−η +ml + 2nr)ϕ

ml
nr

(η)− 2
√
nr (nr +ml)ϕ

ml
nr−1 (η)

)
(B.56)

=
Nml
nr

(b0b⊥)
2

√
2η(ml−1)/2L̃ml

nr
(η) e−η/2 (B.57)

où L̃ml
nr

(η) correspond à la dérivée des polynômes de Laguerre.

La normalisation des fonctions d’onde est alors donnée par

∫ ∞

0

dηϕmn1
(r)ϕmn2

(r) =

∫
dηNm

n1
Nm
n2
ηme−ηLmn1

(η)Lmn2
(η) = δn1,n2 (B.58)

B.2.3 Éléments de matrice

Termes cinétique, scalaire et vecoriel

Les éléments de matrice sont associés au noyau

hkk =

∫
d3rf †

k (r)hDfk (r) (B.59)

calculé à partir des éléments de l’Hamiltonien de Dirac. En utilisant l’expansion axiale
présentée ci-dessus et les équations (Eq.(B.32)-(B.35)), il est possible d’écrire les élé-
ments hkk

hAkk =
∑
αα′

fkαAαα′fkα′ (B.60a)

hCkk = −
∑
α̃α̃′

gkα̃Cα̃α̃′gk
α̃′ (B.60b)

hBkk =
∑
αα̃′

fkαBαα̃′gkα̃′ +
∑
α̃α′

gkα̃Bα̃α′fkα′ (B.60c)

où A et C correspondent à la partie diagonale et B à la partie hors-diagonale.
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Les éléments de matrice prennent la forme

Aαα′ = δml,m
′
l
δms,m′

s
NnzNml

nr
Nn′

z
Nm′

l

n′
r

∫
dηe−ηLml

nr
(η)L

m′
l

n′
r
(η)

×
∫
dζe−ζ

2

Hnz (ζ)Hn′
z
(ζ) (M⋆ (b0bzζ, b0b⊥

√
η) + V (b0bzζ, b0b⊥

√
η)) (B.61a)

Cαα′ = δml,m
′
l
δms,m′

s
NnzNml

nr
Nn′

z
Nm′

l

n′
r

∫
dηe−ηLml

nr
(η)L

m′
l

n′
r
(η)

×
∫
dζe−ζ

2

Hnz (ζ)Hn′
z
(ζ) (M⋆ (b0bzζ, b0b⊥

√
η)− V (b0bzζ, b0b⊥

√
η)) (B.61b)

Bαα′ = δmlm
′
l
δmsm′

s
δnrn′

r

(−1)1/2−ms

b0bz

(
δnzn′

z−1

√
n′
z

2
− δnzn′

z−1

√
nz
2

)

+ δmlm
′
l+1δmsm′

s−1δnzn′
z
Nml
nr

Nm′
l

n′
r

1

b0b⊥

∫ ∞

0

dηe−ηηml−1/2Lml
nr

(
L̃ml

n′
r
−mlL

ml

n′
r

)
+ δmlm

′
l−1δmsm′

s+1δnzn′
z
Nml
nr

Nm′
l

n′
r

1

b0b⊥

∫ ∞

0

dηe−ηηml−1/2Lml
nr

(
L̃ml

n′
r
+m′

lL
ml

n′
r

)
(B.61c)

Terme tenseur

Le terme tenseur peut quant à lui s’écrire comme

hTkk ≡
∫
d3rf †

kh
T
Dfk

≡ −
∫
d3rf †

k

fρ
2M

(∇ϕ) · βσ0τ 3fk

hTkk = +

∫
d3rϕ∇ ·

[
fϕ
2M

T ϕ
k

]
(B.62)

où une intégration par partie est utilisée pour échanger les dérivées des champs mé-
soniques ϕ ∈ {ω, ρ} vers les champs fermioniques. Le courant tenseur T ϕ

k est défini
comme

T ϕ =
∑
k

T ϕ
k =

{∑
k f

†
kβσ

0fk ϕ = ω∑
k f

†
kβσ

0τ3fk ϕ = ρ
(B.63)

Pour la suite, nous utilisons une base légèrement différente pour les opérateurs dérivées
définies comme

∂± = ∂x ± i∂y = e±iφ
[
∂r⊥ ± i

r⊥
∂φ

]
=
e±iφ

b0b⊥

[
2
√
η∂η ±

i
√
η
∂φ

]
(B.64)

∂z =
1

b0bz
∂ζ (B.65)

où η =
(

r⊥
b0b⊥

)2
et ζ = z

b0bz
où b0, b⊥ et bz sont les paramètres de la base d’oscillateur.

Dans cette base, les matrices de Pauli prennent la forme

σ+ =

(
0 2
0 0

)
, σ− =

(
0 0
2 0

)
, σz=

(
1 0
0 −1

)
(B.66)
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et le produit scalaire est défini comme

σ · ∇ =
1

2

(
σ+∂− + σ−∂+

)
+ σz∂z (B.67)

On écrit alors les différentes contributions du terme tenseur comme

T+
k = (2qk)

(
F+∗
k F−∗

k −iG+∗
k −iG−∗

k

)
0 0 0 −i
0 0 0 0
0 +i 0 0
0 0 0 0



F+
k

F−
k

iG+
k

iG−
k


= (2qk)

(
F+∗
k G−

k +G+∗
k F−

k

)
(B.68)

T−
k = (2qk)

(
F+∗
k F−∗

k −iG+∗
k −iG−∗

k

)
0 0 0 0
0 0 −i 0
0 0 0 0
+i 0 0 0



F+
k

F−
k

iG+
k

iG−
k


= (2qk)

(
F−∗
k G+

k +G−∗
k F+

k

)
(B.69)

T 3
k = (2qk)

(
F+∗
k F−∗

k −iG+∗
k −iG−∗

k

)
0 0 − i

2
0

0 0 0 i
2

i
2

0 0 0
0 − i

2
0 0



F+
k

F−
k

iG+
k

iG−
k


= (2qk)

1

2

(
F+∗
k G+

k − F−∗
k G−

k +G+∗
k F+

k −G−∗
k F−

k

)
(B.70)

où qk = ±1 pour les protons (respectivement neutrons) dans le cas du courant tenseur
iso-vecteur ρ.

La décomposition sur la base d’oscillateur donne alors

T+
k = (2qk)

∑
αβ̃

δmsα,↑δmsβ̃ ,↓f
k
αg

k
β̃
ϕ∗
αϕβ̃ +

∑
α̃β

δmsα̃,↑δmsβ ,↓g
k
α̃f

k
βϕ

∗
α̃ϕβ

 (B.71)

T−
k = (2qk)

∑
αβ̃

δmsα,↓δmsβ̃ ,↑f
k
αg

k
β̃
ϕ∗
αϕβ̃ +

∑
α̃β

δmsα̃,↓δmsβ ,↑g
k
α̃f

k
βϕ

∗
α̃ϕβ

 (B.72)

T 3
k = (2qk)

1

2

∑
αβ̃

δmsα,msβ̃(2msα)f
k
αg

k
β̃
ϕ∗
αϕβ̃ +

∑
α̃β

δmsα̃,msβ(2msα̃)g
k
α̃f

k
βϕ

∗
α̃ϕβ

 (B.73)

Les éléments de matrices se déduisent ensutie facilement en écrivant

hBkk =
∑
αβ̃

fkαBTαβ̃g
k
β̃
+
∑
α̃β

gkα̃BTα̃βfkβ̃ (B.74)

où les BT sont décomposés suivant les composantes +, − et 3.

BT
αβ̃

= BT,+
αβ̃

+ BT,−
αβ̃

+ BT,3
αβ̃

(B.75)
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Ces contributions peuvent être explicitées comme

BT,+
αβ̃

= (2qk) δmsα,↑δmsβ̃ ,↓
fT

2M
I+
αβ̃

(B.76)

avec

I+
αβ̃

=

∫
d3rϕ (r) [(∂+ϕ

⋆
α)ϕβ + ϕ⋆α∂+ϕβ]

=

∫
d3rϕ (r)ϕnzαϕnzβ̃

{[
eiφ
√
η
e−imαφ

(
(2nα + 2mα − η)ϕmα

nα
− 2
√
nα (nα +mα)ϕ

mα
nα−1

)]
ϕ
mβ̃
nβ̃

+ ϕ−mα
nα

[
eiφ
√
η
eimβ̃φ

((
2nβ̃ − η

)
ϕ
mβ̃
nβ̃

− 2
√
nβ̃
(
nβ̃ +mβ̃

)
ϕ
mβ̃

nβ̃−1

)]}

=

∫
d3rϕ (r)ϕnzαϕnzβ̃

δmα,mβ̃+1
√
η

{(
(2nα + 2mα − η)ϕmα

nα
− 2
√
nα (nα +mα)ϕ

mα
nα−1

)
ϕ
mβ̃
nβ̃

+ ϕ−mα
nα

((
2nβ̃ − η

)
ϕ
mβ̃
nβ̃

− 2
√
nβ̃
(
nβ̃ +mβ̃

)
ϕ
mβ̃

nβ̃−1

)}
I+
αβ̃

=

∫
d3rϕ (r)ZnzαZnzβ̃δmα,mβ̃+1

[
R⊖mα

nα
R
mβ̃
nβ̃

+Rmα
nα
R

⊕mβ̃
nβ̃

]
(B.77)

où ont été introduits les Rm
n et Zn

Rm
n = Nm

n e
−η/2ηm/2Lmn (B.78)

Zn = Nne
−ζ2/2Hn (B.79)

Les fonctions R⊕ et R⊖ sont définies comme

R⊖mα
nα

= (2nα + 2mα − η)Rmα
nα

− 2
√
nα (nα +mα)R

mα
nα−1 (B.80)

R
⊕mβ̃
nβ̃

=
(
2nβ̃ − η

)
R
mβ̃
nβ̃

− 2
√
nβ̃
(
nβ̃ +mβ̃

)
R
mβ̃

nβ̃−1 (B.81)

et correspondent à des combinaisons de polynômes de Laguerre.

Finalement, les éléments de matrice prennent la forme

BT,+
αβ̃

= (2qk) δmsα,↑δmsβ̃ ,↓
fT

2M

∫
d3rϕ (r)ZnzαZnzβ̃δmα,mβ̃+1

[
R⊖mα

nα
R
mβ̃
nβ̃

+Rmα
nα
R

⊕mβ̃
nβ̃

]
(B.82)

En procédant de façon identique, la composante − prend la forme

BT,−
αβ̃

= (2qk) δmsα,↓δmsβ̃ ,↑
fT

2M

∫
d3rϕ (r)ZnzαZnzβ̃δmα,mβ̃−1

[
R⊕mα

nα
R
mβ̃
nβ̃

+Rmα
nα
R

⊖mβ̃
nβ̃

]
(B.83)

et la composante 3

BT,3
αβ̃

= (2qk) δmsα,msβ̃
fT

2M

∫
d3rϕ (r)R

mβ̃
nβ̃
Rmα
nα

[
Z⊙
nzαZnzβ̃ + ZnzαZ

⊙
nzβ̃

]
(B.84)

avec

Z⊙
nz

=

√
nz
2
Znz−1 −

√
nz + 1

2
Znz+1 (B.85)
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ANNEXE C

Équation d’états de la matière nucléaire infinie

L’équation d’état (EoS) de la matière nucléaire infinie pour une interaction par
échange de méson est dérivée ici. Les différentes quantités thermodynamiques usuelles
sont considérées (énergie, pression, incompressibilité, ...). Ces quantités sont principa-
lement utilisées dans le Chap.4 pour tester et ajuster différentes paramétrisations. Des
détails supplémentaires peuvent être trouvés dans [Dut+14] où les calculs sont aussi
effectués pour d’autres fonctionnelles relativistes.

C.1 Densité Lagrangienne, équations du mouvement
et densités

La densité Lagrangienne considérée ici est donc de la forme suivante

L = ψ (iγµ∂µ −M)ψ + Γσσψψ − Γωψγ
µωµψ − Γρ

2
ψγµρ⃗µ · τ⃗ψ

+
1

2

(
∂µσ∂

µσ −m2
σσ

2
)
− 1

4
ΩµνΩµν −

1

4
R⃗µνR⃗µν +

1

2
m2
ωω

2 +
1

2
m2
ρρ⃗

2 (C.1)

Les constantes de couplages sont prises comme dépendantes de la densité. Des termes
tenseurs peuvent être ajoutés à cette densité Lagrangienne sans changer les résultats
concernant l’EoS. Les approximations usuelles décrites dans le Chap.2 sont utilisées ici.

Dans la matière infinie, les équations mésoniques se mettent sous la forme simple

m2
σσ

2 = Γσρs (C.2a)
m2
ωω

2
0 = Γωρ (C.2b)

m2
ρρ0 =

Γρ
2
ρ3 (C.2c)
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avec les densités associées

ρs =
〈
ψψ
〉
= ρsp + ρsn (C.3a)

ρ =
〈
ψγ0ψ

〉
= ρp + ρn (C.3b)

ρ3 =
〈
ψγ0τ 3ψ

〉
= ρp − ρn = (2y − 1) ρ (C.3c)

où y = ρp
ρ
. Il est alors possible de calculer explicitement ces quantités (γ représente la

dégénérescence de l’état, donc en tenant compte des spins γ = 2)

ρp,n =
γ

2π2

∫ kFp,n

0

dkk2 =
γ

6π2
k3Fp,n

(C.4a)

ρsp,n =
γM⋆3

4π2

[
q
√

1 + q2 − ln
(
q +

√
1 + q2

)]
(C.4b)

où ξ = k/kFp,n et q = kFp,n

M⋆ . La masse de Dirac M⋆ est définie comme

M⋆ =M − Γσσ =M − Γ2
σ

m2
σ

ρs =M − Cσρs (C.5)

avec les Ci définis comme Ci =
Γ2
i

m2
i
. Les équations couples Eqs.(C.4b-C.5) sont résolues

numériquement permettant de calculer M⋆ et ρs.

C.2 Énergie et pression

La densité d’énergie est définie comme la valeur moyenne la composante 00 du tenseur
énergie-impulsion i.e.

ϵ = ⟨T00⟩ =
1

2
m2
σσ

2 − 1

2
m2
ωω

2
0 + Γωω0ρ−

1

2
m2
ρρ

2
0 +

Γρ
2
ρ0ρ3 + ϵp+nkin

ϵ =
1

2
Cσρ

2
s +

1

2
Cωρ

2 +
1

2
Cρρ

2
3 + ϵp+nkin (C.6)

avec la densité d’énergie cinétique

ϵp,nkin =
γ

2π2

∫ kFp,n

0

dkk2
√
k2 +M⋆2 (C.7)

On peut montrer que

ϵp,nkin =
1

4
M⋆ρsp,n +

3

4
Ep,nρp,n (C.8)

avec Ep,n =
√
M⋆ + k2Fp,n

.

La pression se calcule de façon identique

P = ⟨Tii⟩ /3 = −1

2
m2
σσ

2 +
1

2
m2
ωω

2
0 +

1

2
m2
ρρ

2
0 + P p+n

kin + ρΣR (C.9)
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où le terme cinétique prend la forme

P p,n
kin =

γ

6π2

∫ kFp,n

0

dkk2
k2√

k2 +M⋆2

P p,n
kin = −1

4
M⋆ρsp,n +

1

4
Ep,nρp,n (C.10)

et le terme de réarrangement

ΣR =
∂Γω
∂ρ

ω0ρ+
1

2

∂Γρ
∂ρ

ρ0ρ3 −
∂Γσ
∂ρ

σρs

ΣR =
1

2
Dωρ

2 +
1

2
Dρρ

2
3 −

1

2
Dσρ

2
s (C.11)

où Di =
∂Ci

∂ρ
= 2Ci

Γi

∂Γi

∂ρ
. La pression prend donc la forme usuelle

P =
1

2
(Cω +Dωρ) ρ

2 +
1

2
(Cρ +Dρρ) ρ

2
3 −

1

2
(Cσ +Dσρ) ρ

2
s + P p+n

kin (C.12)

C.3 Incompressibilité

L’incompressibilité est définie comme la dérivée de la pression par rapport à la densité
vectorielle du système (à un facteur numérique près)

K = 9
dP

dρ
(C.13)

C.3.1 Partie mésonique

Pour la partie mésonique on obtient

dPmeson
dρ

=
1

2
(2Dω + Eωρ) ρ

2 + (Cω +Dωρ) ρ−
1

2
(2Dσ + Eσρ) ρ

2
s − (Cω +Dωρ) ρs

∂ρs
∂ρ

(C.14)
La dérivée de la densité scalaire peut être calculée en utilisant (C.4b-C.5) comme

∂ρs
∂ρ

=
3ρs
M⋆

∂M⋆

∂ρ
+
γM⋆3

4π2

∂q
√
1 + q2 − ln

(
q +

√
1 + q2

)
∂ρ

(C.15)

avec
dM⋆

dρ
= −

(
Cσ
∂ρs
∂ρ

+Dσρs

)
(C.16)

Ces expressions se simplifient pour écrire

∂ρs
∂ρ

= −
(
Cσ
∂ρs
∂ρ

+Dσρs

)[
3ρs
M⋆

− 3ρ

E

]
+
M⋆

E
(C.17)

Il est alors commode d’introduire f = 3
[
ρs
M⋆ − ρ

E

]
pour obtenir une expression plus

compacte
∂ρs
∂ρ

=
M⋆

E
− fDσρs

1 + fCσ
(C.18)
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C.3.2 Partie cinétique

La dérivée de la partie cinétique possède quatre termes

dPkin
dρ

=
1

4

[
dE

dρ
ρ+ E

]
− 1

4

[
dM⋆

dρ
ρs +M⋆dρs

dρ

]
(C.19)

La dérivée de l’énergie se calcul facilement

dE

dρ
=
k dk
dρ

+M⋆ dM⋆

dρ

E
=
k k
3ρ

+M⋆ dM⋆

dρ

E

=
k2

3ρE
− M⋆

E

(
Cσ
∂ρs
∂ρ

+Dσρs

)
(C.20)

En combinant avec les résultats précédent, on écrit alors

dPkin
dρ

=
1

3

[
E −M⋆∂ρs

∂ρ

]
(C.21)

Finalement, l’incompressibilité prend la forme suivante

K = 9

{
1

2
(2Dω + Eωρ) ρ

2 + (Cω +Dωρ) ρ−
1

2
(2Dσ + Eσρ) ρ

2
s − (Cω +Dωρ) ρs

∂ρs
∂ρ

}
+ 9

1

3

[
E −M⋆∂ρs

∂ρ

]
(C.22)

C.4 Énergie de symétrie

Pour calculer les quantités iso-vectorielle, il est commode d’introduire le paramètre
d’asymétrie δ = ρp−ρn

ρp+ρn
autour duquel il est possible d’effectuer un développement limité

comme
E (ρ, δ) = E0 (ρ) + Esym (ρ) δ2 + ... (C.23)

Le premier terme correspond est relié à l’énergie précédemment dérivée (Eq.(C.8)) E0 =
ϵ0/ρ−M . Le second terme correspond à la dérivée seconde de l’énergie par rapport δ

Esym (ρ) =
1

2

∂2E (ρ, δ)

∂δ2

∣∣∣∣∣
δ=0

(C.24)

Un calcul simple permet d’écrire

Esym (ρ) =
1

6

k2

E
+

1

8
Cρρ (C.25)

De la même façon que l’on a effectué un développement limité autour d’une pertur-
bation d’isospin, il est possible de faire de même pour l’énergie de symétrie Esym autour
d’une variation de densité par rapport au paramètre χ = ρ−ρ0

3ρ0
. On écrit alors

Esym (ρ) = Esym (ρ0) + Lχ+
Ksym

2
χ2 + ... (C.26)
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On dénote généralement J = Esym (ρ0). L correspond à la pente de l’énergie de symétrie
et Ksym sa courbure. Ces quantités sont définies comme

L = 3ρ
∂Esym
∂ρ

(C.27a)

Ksym = 9ρ2
∂2Esym
∂ρ2

(C.27b)

Les expressions détaillées de ces quantités est données par

L =
k2

3E
− k4

6E3

[
1 +

2kM⋆

π2

∂M⋆

∂ρ

]
+

3

8
Dρρ

2 +
3

8
Cρρ (C.28)

et

Ksym =9ρ2

{
− π

12E3k

(
π2

k
+ 2M⋆∂M

⋆

∂ρ

)
− π4

12Ek4
+

1

4
Dρ (C.29)

−
[

π4

24E3k2
− kπ2

8E5

(
π2

k
+ 2M⋆∂M

⋆

∂ρ

)](
1 +

2M⋆k

π2

∂M⋆

∂ρ

)
(C.30)

+
ρ

4m2
ρ

(
∂Γρ
∂ρ

)2

− kπ2

12E3

[
M⋆

k2
∂M⋆

∂ρ
+

2k

π2

(
∂M⋆

∂ρ

)2

+
2kM⋆

π2

∂2M⋆

∂ρ2

]
(C.31)

+
Γρ
4m2

ρ

∂2Γρ
∂ρ2

}
(C.32)
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ANNEXE D

Quelques détails concernant la QRPA

D.1 Propriétés utiles de la fonction de réponse

En repartant de l’expression de la fonction de réponse suivante

S
(
F̂,ωγ

)
= −

∑
i


∣∣∣⟨i| F̂ |0⟩

∣∣∣2
Ωi − ωγ

+

∣∣∣⟨i| F̂ |0⟩
∣∣∣2

Ωi + ωγ

 , (D.1)

il est possible d’écrire

S (ω, γ) ∼ 1

Ωi − ωγ
+

1

Ωi + ωγ
(D.2)

=
1

(Ωi − ω)− iγ
+

1

(Ωi + ω) + iγ
(D.3)

=
2Ωi

(Ω2
i − ω2 + γ2)− 2iωγ

(D.4)

S (ω, γ) =
2Ωi [(Ω

2
i − ω2 + γ2) + 2iωγ]

(Ω2
i − ω2 + γ2)

2
+ 4ω2γ2

(D.5)

Les parties réelles et imaginaires s’écrivent donc comme

Re (S (ω, γ)) =
2Ωi (Ω

2
i − ω2 + γ2)

(Ω2
i − ω2 + γ2)

2
+ 4ω2γ2

(D.6)

Im (S (ω, γ)) =
4Ωiωγ

(Ω2
i − ω2 + γ2)

2
+ 4ω2γ2

(D.7)
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Il est possible de déduire des formules utiles lors des intégrations sur les contours le long
des réels (ou des imaginaires) permettant de réduire d’un facteur 2 le coût numérique :

Im (S (ω,−γ)) = −Im (S (ω, γ)) (D.8a)
Im (S (−ω, γ)) = −Im (S (ω, γ)) (D.8b)
Re (S (ω,−γ)) = Re (S (ω, γ)) (D.8c)
Re (S (−ω, γ)) = Re (S (ω, γ)) (D.8d)

D.2 Modes de Nambu-Goldstone

Des modes d’énergie nulles peuvent apparaitre dans la résolution des équations
QRPA correspondant à des modes de Goldstone liés à la brisure spontanée d’une (ou
plusieurs) symétrie. Une telle brisure spontanée de symétrie apparait, comme discuté
au chapitre 1, lorsqu’une symétrie est respectée au niveau de l’Hamiltonien du système,
mais pas au niveau de l’état fondamental. Dans notre cas précis, il s’agira d’une trans-
formation qui respecte les équations TDHF(B) mais qui modifie la densité. Une telle
transformation paramétrée par un opérateur hermitien P peut être facilement trouvée
en supposant qu’elle agit sur un opérateur O comme

O → Õ = eiαPOe−iα
⋆P †

= eiαPOe−iαP (D.9)

avec α la magnitude de la transformation, supposée réelle. On peut alors écrire 1

i ˜̇ρ = eiαP [h, ρ] e−iαP

= eiαPhe−iαP eiαPρe−iαP − eiαPρe−iαP eiαPhe−iαP

i ˜̇ρ =
[
h̃, ρ̃
]
= [h, ρ̃] (D.10)

où on a utilisé le fait que P et h commute pour écrire h̃ = h. Il est ensuite possible de
calculer de la même façon la dérivée de ρ̃ qui se simplifie très vite si α et P ne dépendent
pas du temps :

˙̃ρ =
d

dt

(
eiαPρe−iα

⋆P †
)

= eiαP
dρ

dt
e−iα

⋆P †

˙̃ρ = ˜̇ρ (D.11)

On en conclu que ρ̃ est toujours solution des équations HF puisque

i ˙̃ρ = [h, ρ̃] (D.12)

Ainsi, pour tout opérateur P hermitien indépendant du temps et dont la magnitude
α est réelle et aussi indépendante du temps, il existe une infinité d’états ρ̃ de même
énergie que ρ solution des équations TDHF (et donc RPA).

1. Par simplicité, le calcul est fait pour les équations TDHF, la généralisation aux équations TDHFB
est directe.
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Il devient donc nécessaire de prêter une attention particulière à ces modes qui dé-
crivent des états physiques équivalents de mêmes énergies. En particulier, les excitations
de ces modes sont d’énergie nulle. Afin d’identifier ces modes, il est possible de définir
un opérateur différence comme

δρ̃P = ρ̃P − ρ ∼ iα [P, ρ] (D.13)

où l’on a effectué un développement au premier ordre en α. Il est aussi nécessaire de
prendre en compte l’opérateur conjugué à P que l’on notera R dans la suite. Afin
d’obtenir des quantités indépendantes de α, il est commode de définir

δρP =
1

α
δρ̃P = i [P, ρ] (D.14a)

δρR =
1

α
δρ̃R = i [R, ρ] (D.14b)

Il est important de remarquer ici qu’il est impossible de normaliser ces termes indépen-
damment des autres quantités physiques[NIY07]. En effet, étant donné que P et R sont
hermitiens, ces modes sont orthogonaux aux autres modes d’énergie non nulle (comme
tous les modes de Goldstone de façon générale). Ainsi, pour les identifier, on suppose
que ces modes contribuent linéairement à la densité 2, i.e.

δρcal = δρphy + δρsp (D.15)

Dans le cas générique où plusieurs opérateurs sont à considérer, on écrit

δρcal = δρphy +
∑
P

λP δρP +
∑
R

λRδρR (D.16)

Il est alors possible de calculer explicitement les valeurs des λP,R en utilisant la relation
d’orthogonalité avec les modes physiques comme

⟨[δρphy, δρP ]⟩ = 0

=

〈[
δρcal −

∑
R

λRδρR, δρP

]〉
= ⟨[δρcal, δρP ]⟩ −

∑
R

λR ⟨[δρR, δρP ]⟩ (D.17)

Une relation identique est obtenue pour P en prenant R ↔ P . On en déduit

λP =
⟨[δρcal, δρR]⟩
⟨[δρP , δρR]⟩

(D.18a)

λR =
⟨[δρcal, δρP ]⟩
⟨[δρR, δρP ]⟩

(D.18b)

(D.18c)

2. Cette hypothèse nous amenant à négliger le couplage entre les modes physiques et spurieux est
justifiée par la faible valeur des fluctuations densité, ce qui fait des termes croisés des termes d’ordres
supérieurs.
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En réinjectant Eqs.(D.14), il est possible d’en déduire la valeur de δρsp en fonction des
opérateurs R et P :

δρPsp =
⟨[δρcal, [R,D]]⟩
⟨[[P,D] , [R,D]]⟩

i [P, ρ] (D.19a)

δρRsp =
⟨[δρcal, [P,D]]⟩
⟨[[R,D] , [P,D]]⟩

i [R, ρ] (D.19b)

Ces modes sont donc soustraits lors du calcul des densités perturbées.

D.3 Représentation PQ

Originellement introduite par [Hin15] pour étudier les propriétés des modes NG, la
représentation PQ des équations QRPA propose de construire les opérateurs conjugués
position Q̂ et moment P̂ en fonction des opérateurs de phonon Ô et Ô†. Ces derniers
s’écrivent en fonction des opérateurs de créations et annihilations A†

µν = â†µâ
†
ν et des

amplitudes X et Y comme (pour un mode i quelconque)

Ô†
i =

∑
µ<ν

X i
µνÂ

†
µν − Y i

µνÂµν (D.20)

Il est alors possible d’écrire

Q̂i =

√
1

2MiΩi

(
Ôi + Ô†

i

)
(D.21a)

P̂i = −i
√
MiΩi

2

(
Ôi − Ô†

i

)
(D.21b)

où Mi représente l’inertie d’un mode i. Il est alors possible d’écrire les éléments des
amplitudes QRPA dans la base des qp comme

Xµν (ω) =
∑
i

1

ω2 − Ω2
i

{(
−iωP i

µν + Ω2
iQ

i
µν

)
qi

(
F̂
)
+
(
P i
µν + iωQi

µν

)
pi

(
F̂
)}
(D.22a)

Yµν (ω) =
∑
i

1

ω2 − Ω2
i

{(
iωP i⋆

µν − Ω2
iQ

i⋆
µν

)
qi

(
F̂
)
+
(
−P i⋆

µν − iωQi⋆
µν

)
pi

(
F̂
)}
(D.22b)

avec

pi

(
F̂
)
= ⟨0|

[
P̂i, F̂

]
|0⟩ =

∑
µ<ν

(
P i⋆
µνF

20
µν − P i

µνF
02
µν

)
(D.23a)

qi

(
F̂
)
= ⟨0|

[
Q̂i, F̂

]
|0⟩ =

∑
µ<ν

(
Qi⋆
µνF

20
µν −Qi

µνF
02
µν

)
(D.23b)

Sous cette forme, la fonction de réponse se réécrit simplement en fonction des pi et qi
comme

S
(
F̂ , ω

)
=
∑
i

1

ω2 − Ω2
i

[
|pi|2 +

∣∣q2i ∣∣+ iω (q⋆i pi − qip
⋆
i )
]

(D.24)
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Les pi et qi peuvent ensuite être obtenus en intégrant la fonction de réponse dans le
plan complexe. Il est possible de simplifier le problème en remarquant que les X et Y
sont réels dans le cas d’une matrice QRPA réelle. En écrivant

Q̂i =

√
1

2MiΩi

(
X i
µν − Y i

µν

)
(D.25a)

P̂i = i

√
MiΩi

2

(
X i
µν + Y i

µν

)
(D.25b)

il vient alors que P est imaginaire alors que Q est réel. Cependant, étant donné que dans
notre cas F 02 = F 20⋆ = F 20, et en regardant la forme des équations Eqs.(D.23a,D.23b),
on en conclu que pi = −p⋆i et qi = q⋆i = 0. Ainsi, la fonction de réponse ne dépend que
de |pi|. La formule de Cauchy nous donne alors∣∣∣pi (F̂)∣∣∣2 = pi

(
F̂
)2

=
2

2πi

∮
Ci

ωS
(
ω, F̂

)
dω (D.26)

La procédure décrite dans le chapitre 5 permet alors de calculer les pi ainsi que les
masses inertielles (cd. Chap.6).
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ANNEXE E

Éléments de matrice pour le calcul des masses inertielles

On se propose de donner les éléments de matrice nécessaires au calcul des masses
effectives dans l’approximation ATDHFB crankée perturbatif. On rappelle ici que, sous
ces approximations, le moment d’inertie est donné par

Bµν (q20, q30, q40) = ℏ2
[
M−1

(1)M(3)M−1
(1)

]
µν

(E.1)

avec, dans la base canonique,

M(n),µν =
∑
i,j

⟨i|Qµν |j⟩ ⟨j|Qµν |i⟩
(Ei + Ej)

n (uivj + viui)
2 (E.2)

Les éléments de matrice ⟨i|Qµν |j⟩ doivent donc être calculés. Ici en particulier, seuls
les éléments µ = 2, 3, 4 et ν = 0 sont nécessaires.

E.1 Méthode de calcul

Dans ce qui suit, l’intégrale angulaire sur φ n’est jamais écrite explicitement et impose
toujours l’égalité des nombres quantiques angulaires mli = mlj = ml. Pour des détails
sur les différentes notations, voir la section B.

Les différents éléments de matrice prennent la forme suivante

⟨n| r2i |m⟩ ∝
∫
ηiηmlLml

nr
(η)Lml

mr
(η) e−ηdη (E.3)

et
⟨n| zi |m⟩ ∝

∫
ziHnz (ζ)Hmz (ζ) e

−ζ2dζ (E.4)
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Afin de calculer les différents éléments de matrice, il est commode d’utiliser les rela-
tions d’orthogonalité des polynômes de Laguerre et Hermite ainsi que leurs relations de
récurrence respectives.

En particulier, pour la partie radiale, la relation d’orthogonalité donne

Nml
nr

Nml
mr

∫
ηmlLml

nr
(η)Lml

mr
(η) e−ηdη = δnr,mr (E.5)

La relation de récurrence prend la forme

Lml
nr

(η) =

(
2 +

ml − 1− η

nr

)
Lml
nr−1 (η)−

(
1 +

ml − 1

nr

)
Lml
nr−2 (η) (E.6)

En insérant Eq.(E.6) dans Eq.(E.5) il est possible de calculer une intégrale de la forme∫
η × ηmlLml

nr
Lml
mr
e−ηdη qui correspond à l’élément de matrice ⟨n| r2⊥ |m⟩. En répétant

cette étape, il est possible de calculer les ⟨n| ri⊥ |m⟩.

Pour la partie axiale, on utilise la relation d’orthogonalité

NnzNmz

∫
Hnz (ζ)Hmz (ζ) e

−ζ2dζ = δnz ,mz (E.7)

et la relation de récurrence suivante

Hnz (z) = 2zHnz−1 (z)− 2 (nz − 1)Hnz−2 (z) (E.8)

En insérant Eq.(E.8) dans Eq.(E.7) il est possible de calculer une intégrale de la forme∫
ζHnzHmze

−ζ2dζ qui correspond à l’élément de matrice ⟨n| z |m⟩. En répétant cette
étape, il est possible de calculer les ⟨n| zi |m⟩.

E.2 Moment quadrupolaire

Le moment quadrupolaire est défini comme〈
Q̂20

〉
= 2z2 − r2⊥ (E.9)

Il est donc nécessaire de calculer les éléments de matrice suivants
• ⟨n| r2⊥ |m⟩
• ⟨n| z2 |m⟩

En utilisant les propriétés d’orthogonalité des polynômes de Laguerre on obtient

1

(b0br)
2 ⟨n| r

2
⊥ |m⟩ = δnz ,mzδnl,ml


− (mr+ml)!

(mr−1)!
δmr,nr+1

[2mr + 1 +ml]
(mr+ml)!

mr!
δmr,nr

− (mr + 1 +ml)
(mr+ml)!

mr!
δmr,nr−1

(E.10)

En faisant de même avec les polynômes d’Hermite il vient

1

(b0bz)2
⟨n| z2 |m⟩ = δnr,mrδnl,ml


1
2

√
mz (mz − 1) δmz ,nz+2

1
2
(2mz + 1) δmz ,nz

1
2

√
(mz + 1) (mz + 2) δmz ,nz−2

(E.11)
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E.3 Moment octupolaire

Le moment octupolaire s’écrit〈
Q̂30

〉
= 2z3 − 3zr2⊥ (E.12)

En utilisant le fait que les intégrales sont séparables,

⟨n| zr2⊥ |m⟩ = ⟨n| z |m⟩ ⟨n| r2⊥ |m⟩ (E.13)

Trois éléments de matrice sont donc nécessaires ici (dont un a déjà été calculé juste
avant)

• ⟨n| z3 |m⟩
• ⟨n| z |m⟩
• ⟨n| r2⊥ |m⟩

On obtient les éléments suivants

1

b0bz
⟨n| z |m⟩ = δnr,mrδnl,ml

{√
mz√
2

δmz ,nz+1√
mz+1√

2
δmz ,nz−1

(E.14)

et

1

(b0bz)3
⟨n| z3 |m⟩ = δnr,mrδnl,ml



√
(nz+1)(nz+2)(nz+3)

2
√
2

δnz ,mz−3

3(nz+1)
√
nz+1

2
√
2

δnz ,mz−1

3n
√
nz

2
√
2

δnz ,mz+1√
(nz−2)(nz−1)nz

2
√
2

δnz ,mz+3

(E.15)

E.4 Moment hexadecapolaire

Le moment hexadecapolaire s’écrit〈
Q̂40

〉
= 8z4 − 24z2r2⊥ + 3r4⊥ (E.16)

On obtient alors

1

(b0bz)4
⟨n| z4 |m⟩ = δnr,mrδnl,ml



√
(nz+1)(nz+2)(nz+3)(nz+4)

8
√
2

δnz ,mz−4

(2nz+3)
√

(nz+1)(nz+2)

2
δnz ,mz−2

3(2n2
z+2nz+1)

4
δnz ,mz

(2nz−1)
√

(nz−1)n

2
δnz ,mz+2√

(nz−3)(nz−2)(nz−1)nz

8
√
2

δnz ,mz+4

(E.17)

L’élément en r4⊥ est plus compliqué à écrire. On pose la notation suivante ⟨n| r2⊥ |m⟩ =
G (n,m,ml) qui nous permet finalement d’écrire

1

(b0br)
4 ⟨n| r

4
⊥ |m⟩ =(2n+ 1 +ml)G (n,m,ml)−

√
n (n+ml)G (n− 1,m,ml) (E.18)

−
√
(n+ 1) (n+ml + 1)G (n+ 1,m,ml) (E.19)
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Titre : Description globale de la radioactivité nucléaire et des états clusters dans le cadre des approches
relativistes de l’énergie fonctionnelle de la densité.

Mots clés : structure nucléaire, radioactivité, cluster, problème à N-corps quantique, théorie effective
des champs, physique théorique

Résumé : Les systèmes nucléaires exhibent de
nombreuses propriétés individuelles et collectives
héritées de deux caractéristiques principales : les
noyaux sont des systèmes auto-liés par l’interaction
nucléaire forte et ils sont composés d’un nombre
important de particules. La première de ces spéci-
ficités empêche la dérivation simple d’un potentiel
nucléon-nucléon. La seconde fait des systèmes nu-
cléaires des problèmes à N-corps quantiques, pro-
blème intrinsèquement complexe à résoudre.

De cette complexité émerge aussi toute la ri-
chesse des systèmes nucléaires. La distribution
des nucléons au sein du noyau en est un par-
fait exemple. D’une structure parfaitement homo-
gène décrite par un liquide de Fermi à la pré-
sence d’inhomogénéités importantes appelées clus-
ters, les nucléons s’arrangent dans le noyau de fa-
çon complexe. Ces différentes propriétés peuvent
être étudiées à l’aide du formalisme de l’énergie
fonctionnelle de la densité covariant (cEDF) au ni-
veau champ moyen (RMF) ou bien en incluant
les corrélations particule-particule (RHB). Cette
approche permet d’obtenir une description satis-
faisante des propriétés générales du noyau (éner-
gie, rayon, spectre, ...), et en particulier de rendre
compte de l’apparition de structures en clusters au
sein du noyau.

Les EDF sont construites à partir de Lagran-
giens phénoménologiques dont les différents para-
mètres doivent être ajustés pour reproduire les ré-
sultats expérimentaux. Cet ajustement peut s’avé-
rer particulièrement complexe et couteux numé-
riquement si l’on souhaite obtenir une interac-
tion capable de décrire l’entièreté de la carte des
noyaux avec une bonne précision. Une méthode
combinant approche Monte-Carlo et minimisation
simplex est présentée ici afin d’ajuster différentes
fonctionnelles relativistes. Ces nouvelles fonction-
nelles sont ensuite testées sur environ 1000 noyaux

dont l’énergie, le rayon, les gaps, la déformation et
d’autres propriétés sont confrontées aux données
expérimentales disponibles.

L’approximation du champ moyen permet de
reproduire un grand nombre de propriétés avec un
bon accord théorie-expérience dans un cadre au-
jourd’hui peu couteux numériquement. Cependant,
cette approximation néglige un grand nombre de
corrélations dont la prise en compte peut s’avé-
rer nécessaire pour obtenir une description de
certains phénomènes. Plusieurs méthodes existent
pour aller au-delà du champ moyen statique et
nous nous intéressons particulièrement ici au for-
malisme QRPA (quasiparticle random phase ap-
proximation) dont une reformulation récente, la
QFAM (quasiparticle finite amplitud method), per-
met des calculs à grande échelle. Les fonctions de
réponses calculées dans ce formalisme montrent
que l’étude des structures en clusters mentionnées
précédemment s’avère particulièrement importante
dans la compréhension des excitations de basse
énergie dans les systèmes nucléaires. D’autres mé-
canismes d’apparition de résonances sont étudiés
comme l’excès de neutrons ou l’appariement.

Ces structures en clusters possèdent aussi une
grande importance dans la description du phéno-
mène de radioactivité. En effet, une compréhen-
sion profonde de la préformation et de l’émission
de ces clusters permet d’approcher le phénomène
de radioactivité d’un point de vue microscopique.
En particulier, le phénomène d’émission sponta-
née de particules α ne disposait pas, jusqu’à pré-
sent, d’une description entièrement microscopique
en termes de nucléons seulement. La puissance du
formalisme utilisé ici a de plus permis d’identifier
un nouveau mode de désintégration théorique où
deux particules α sont simultanément émises dos
à dos.
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