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NOTATIONS

Cavité

Lη mobilité [m3.J−1.s−1]
wp largeur de l’interface [m]
γp énergie de surface [ J.m−2]

Boucle de dislocation

Lϕ mobilité [m2.J−1.s−1]
wd largeur du cœur [m]
Γd énergie de cœur [ J.m−1]
ϵ∼
0,d déformation propre

Lacunes

M mobilité [m5.J−1.s−1]
c0 concentration d’équilibre dans la matrice
ϵ∼
0,v déformation propre

Élasticité

C
≈

tenseur des rigidités [Pa]
σ∼ tenseur des contraintes [Pa]
σ∼
A tenseur des contraintes appliquées [Pa]
ϵ∼ tenseur des déformations
ϵ∼
0 tenseur des déformations propres
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Les propriétés physiques des matériaux métalliques résultent de l’évolution couplée de leur micro-
structure et des nombreux défauts qui les composent (cavités, dislocations, lacunes, interstitiels...). C’est
pourquoi la compréhension des mécanismes qui régissent la nucléation et l’évolution de ces défauts est
essentielle pour comprendre et prédire les caractéristiques mécaniques de ces matériaux. Dans un en-
vironnement extrême, mêlant haute température, haute pression et irradiation, cette compréhension
est d’autant plus cruciale qu’elle permet de garantir l’intégrité physique des matériaux. Les enjeux sont
particulièrement importants lorsque les domaines d’application considérés relèvent de secteurs indus-
triels stratégiques comme le nucléaire ou l’aéronautique.

Pour autant, c’est justement lorsque les conditions de température, de pression ou d’irradiation
sont extrêmes que les mécanismes physiques à l’œuvre sont les plus difficile à isoler et à décrire. Les
températures élevées activent ainsi la mobilité des lacunes et permettent la montée des dislocations
en plus de leur glissement, favorisée par des contraintes élevées. Sous irradiation, en plus des lacunes,
les auto-interstitiels participent aussi à la cinétique. Ils sont tous les deux en concentration bien plus
élevés qu’en condition de vieillissement thermique. Des irradiations à fort taux de dommages créent
par exemple des lacunes et des interstitiels en concentrations élevées, jusqu’à 15 ordres de grandeurs
supérieurs aux concentrations fixées par l’équilibre thermodynamique. La richesse de ces couplages
multi-physiques fait intervenir plusieurs échelles de temps, allant de 10−14 secondes pour les cascades
de déplacements atomiques sous irradiation à des années pour le vieillissement [Domain et Becquart,
2020], en passant par les heures de recuits à haute température nécessaire dans le cadre du Pressage
Isostatique à Chaud (HIP) par exemple [Fullagar et al., 1996].

Afin de pouvoir étudier les phases de vie des matériaux métalliques en conditions extrêmes, dé-
terminantes dans le dimensionnement des systèmes qu’ils composent, la communauté scientifique a
développé de nombreuses approches. Les observations expérimentales constituent bien entendu l’une
des approches possibles. Les développements réalisés en microscopie électronique permettent aujour-
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Introduction générale

d’hui d’observer in situ la formation de cavités sous irradiation [Bhattacharya et al., 2016, 2018; Gentils
et Cabet, 2019]. Ces observations sont déterminantes dans la compréhension du gonflement des ma-
tériaux sous irradiation (voir figure 1).

Figure 1 –Gonflement d’un acier AISI 316 trempé après irradiation aux neutrons à 75 dpa et à 783 K [Straalsund
et al., 1982].

Lorsque les observations in situ ne sont pas possibles, il est alors possible de figer la microstructure
à différents temps choisis de manière à l’étudier post-mortem et à reconstruire la suite des évènements.
C’est le choix qui a été fait dans l’étude duHIP pour le CMSX-4 par exemple [Epishin et al., 2013a, 2014],
où la température élevée imposée durant le processus ne permet pas de réaliser des observations in situ.
Des clichés de microstructures de l’alliage CMSX-4 sous HIP sont montrés figure 2.

Figure 2 – CMSX-4 près HIP à 1288°C/103MPa/0.5 h. Observations réalisées par Microscopie Électronique en
Transmission (TEM). L’image de gauche montre un pore et l’image de droite montre les dislocations présentes
dans la microstructure [Epishin et al., 2013a].

Les observations expérimentales ne permettent cependant pas de comprendre à elles seules les
phénomènes physiques complexes en jeu. Un dialogue doit alors être établi entre des simulations nu-
mériques, limitées par le nombre de paramètres et le nombre de phénomènes dont elles peuvent rendre
compte (directement ou indirectement), et le domaine expérimental, qui rend compte, par ses obser-
vations, de la richesse des couplages multi-physiques sous-jacents. Les simulations numériques per-
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Introduction générale

mettent d’isoler les uns des autres les phénomènes en jeu et retenus dans la modélisation. L’influence
maîtrisée de chaque paramètre permet de quantifier l’importance de chaque mécanisme élémentaire
dans le processus global. Des échelles de temps allant de la vibration des atomes au vieillissement des
microstructures peuvent être abordées. Les observations expérimentales apportent les données phy-
siques d’entrée et offrent aux modèles numériques une situation réelle à laquelle se comparer.

Les travaux présentés dans cette thèse s’inscrivent dans la volonté de comprendre le comporte-
ment des matériaux métalliques en conditions extrêmes, par le biais de la simulation numérique. Nous
avons ainsi construit un modèle numérique en champ de phase pour étudier les interactions entre ca-
vités, montées de dislocations et lacunes.

Dans le chapitre 1, nous présentons les différentes méthodes de simulation qui existent et qui per-
mettent, chacune à son échelle et avec ses limitations, de simuler les couplages multi-physiques que
nous souhaitons étudier. Nous concluons en justifiant le choix de la méthode champ de phase.

Dans le chapitre 2, nous détaillons la construction du modèle en champ de phase. La prise en
compte de l’évolution de cavités, de la montée de dislocations et des interactions par diffusion de la-
cunes y est décrite, le tout dans un cadre thermodynamique cohérent. L’élasticité est prise en compte.
Nous détaillons aussi bien la construction que l’implémentation numérique, essentielle pour maîtriser
les coûts de calculs. Nous détaillons en particulier notre approche originale de la résolution de l’équi-
libre chimique qui nous permet de simuler des phénomènes mésoscopiques sur les temps longs de la
diffusion.

Dans le chapitre 3, nous étudions l’influence des paramètres de notremodèle. Nous nous focalisons
dans un premier temps sur la décroissance d’une cavité par diffusion de lacunes puis dans un second sur
temps la montée de dislocations. Nous construisons pour cela des cadres d’études pour lesquels nous
déduisons, dans chacune des situations, une formule analytique de l’évolution de la microstructure.
Nous détaillons l’obtention de formules analytiques auxquelles nous comparons les prédictions numé-
riques de notre modèle. Nous arrivons au terme de ce chapitre à maîtriser l’ensemble des paramètres
de notre modèle dans les deux situations étudiées (décroissance de cavité et montée de dislocations).

Dans le chapitre 4, nous simulons des situations d’intérêt qui ont fait l’objet d’études expérimentales
et pour lesquelles les mécanismes physiques à l’œuvre ne sont pas encore bien compris. Nous réalisons
des simulations impliquant l’évolution de cavités, la montée de dislocations, le tout par diffusion de
lacunes. Nous montrons l’intérêt et la richesse de la modélisation champ de phase concernant l’étude
de ces couplages complexes par rapport à d’autres approches auxquelles nous nous comparons. Nous
étudions le comportement d’une microstructure 2D comportant plusieurs cavités et des dislocations.
Nous montrons notamment que la prise en compte des interactions élastiques entre les cavités et des
dislocations, généralement négligées dans ce type d’étude, modifie significativement la cinétique d’évo-
lution de la microstructure comparé au cas où seule la diffusion est considérée. Nous émettons enfin
des pistes pour la simulation de l’évolution de pores sous HIP.
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Chapitre 1. État de l’art et choix d’une méthode de simulation

Pour répondre aux objectifs donnés en introduction, nous allons passer en revue les différentes
méthodes de simulation qui s’offrent à nous. Après une présentation détaillée, nous présenterons des
résultats qui nous ont semblé d’intérêt dans le cadre de ces travaux de thèse. Nous concluerons enfin
par le choix justifié d’une méthode.

1.1 Dynamique d’Amas et Méthodes Monte-Carlo Cinétiques sur Ob-

jets ou Évènements

Nous détaillons dans cette partie deux méthodes de simulation complémentaires et particulière-
ment utilisées dans l’étude des matériaux irradiés : la dynamique d’Amas et les méthodes de Monte
Carlo Cinétiques sur Évènements ou Objets (EKMC et OKMC respectivement) [Jourdan, 2016, 2020;
Balbuena et al., 2018; Domain et Becquart, 2020]. Alimentées par des données généralement issues de
simulations atomistiques, ces méthodes sont capables de prédire la nucléation et la croissance de cavi-
tés et de boucles de dislocation [Ortiz et al., 2007; Xu et al., 2012; Moll et al., 2013]. Ces méthodes sont
adaptées à des simulations à des échelles mésoscopiques. Les échelles de temps simulées peuvent aller
jusqu’à l’année, notamment dans le cadre de vieillissement de matériaux irradiés [Clouet et al., 2005;
Jourdan et al., 2010]. Tous ces avantages en font des méthodes de choix dans le cadre de nos travaux de
thèse.

1.1.1 Dynamique d’Amas

La dynamique d’amas est une approche en champmoyen dans laquelle seule l’évolution des concen-
trations d’amas est considérée. Prenons le cas de la formations de cavités dans une microstructure
caractérisée par une concentration en lacunes c1. Dans son formalisme le plus simple, celui de la préci-
pitation homogène d’une seconde phase par condensation de monomères, les équations qui régissent
l’évolution des amas sont celles d’un processus de naissance et de mort entre classes d’amas (n). La fi-
gure 1.1 illustre schématiquement ce processus. Dans le cas de la formation de cavités par diffusion de

Figure 1.1 – Représentation schématique d’un processus de naissance et de mort entre amas, expression de la
dynamique d’amas dans son formalisme le plus simple. Schéma tiré de Jourdan [2016].

lacunes, ces amas vont de la lacune (monomère), à la cavité vue comme aggrégat de n lacunes (amas de
classe n). Toutes les classes intermédiaires (bilacune, trilacune etc.) sont également prises en compte
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dans le formalisme dont nous explicitons ci-après les équations :

dcn
dt

= Jn−1,n − Jn,n+1;

dc1
dt

= −2J1,2 −
∑
n≥2

Jn,n+1;

(1.1)

(1.2)

avec

Jn,n+1 = βncnc1 − αn+1cn+1. (1.3)

où cn est la concentration des amas denmonomères, βn est le coefficient d’absorption d’unmonomère
et αn est le coefficient d’émission (voir figure 1.1). Jn,n+1 est le flux d’amas entre les classes (n) et (n+
1), dû uniquement à lamobilité desmonomères. Dans le cas d’un gaz d’amas dilué, la détermination des
coefficientsαn se fait en écrivant qu’à l’équilibre, le flux entre classes d’amas doit s’annuler. L’expression
des coefficients αn est alors la suivante :

αn+1 =
βn
Ω

exp

(
−F1 + Fn − Fn+1

kBT

)
(1.4)

où Ω est le volume atomique et Fn l’énergie libre de l’amas de taille n. Cette énergie est considérée
comme intrinsèque à l’amas. Sa détermination joue un rôle crutial dans les prédictions du modèle.
Notons que si l’équation (1.4) est uniquement valable dans le cas de gaz d’amas dilué, des travaux ont
été menés pour généraliser la dynamique d’amas aux cas concentrés [Lepinoux, 2006, 2009; Berthier
et al., 2010]. Les coefficients absorption βn portent dans leur expression divers ingrédients physiques.
Ils peuvent dépendre de la forme des amas, de la présence d’interactions à longue portée entre l’amas
et le monomère, élastiques ou électrostatiques, de la présence d’une barrière pour l’association de deux
amas proches, de la possibilité de recombinaison entre lacunes et interstitiels, de la présence de sources
[Nichols, 1978; Brailsford et Bullough, 1981; Kotomin et Kuzovkov, 1992; Waite, 1958; Schroeder et
Dettmann, 1975; Brailsford et al., 1979]. Ils sont déduits du flux de monomères vers l’amas, après réso-
lution de l’équation de diffusion, généralement en régime stationnaire. Selon le phénomène physique
que l’on cherche à décrire, l’expression exacte des βn peut avoir une influence plus ou moins impor-
tante sur les résultats obtenus [Jourdan et al., 2010; Clouet et al., 2005; Jourdan, 2015]. Dans le cas d’une
cavité sphérique de rayonRn dans une microstructure où le mouvement des lacunes est décrit par une
marche aléatoire sans barrière de dernier saut et où c(r → ∞) = c1, nous obtenons l’expression de
βn suivante :

βn = 4πRnD1 (1.5)

où D1 est le coefficient de diffusion des lacunes. Les équations (1.1) à (1.3) ne prennent en compte
qu’une seule espèce chimique. Le formalisme simple que nous venons de décrire peut cependant être
facilement généralisé au cas d’amas contenant plusieurs type d’espèces [Reiss, 1950] et au cas d’amas
d’amas mobiles pour n > 1 [Mirold et Binder, 1977].

Nous venons de décrire les aspects théoriques de la dynamique d’amas dans son formalisme le
plus simple. La mise en place numérique de ce formalisme devient très lourde dès que la taille de la
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cavité augmente. Prenons l’exemple d’une cavité sphérique de 10 nm (taille typique d’amas observé
sous irradiation [Jacquelin, 2018]). Dans le fer, celle-ci contient de l’ordre de 105 lacunes, soit autant
d’équations à traiter pour simuler la formation de cette cavité. En complexifiant les systèmes étudiés,
le nombre d’équations à traiter peut facilement monter à 1013 [Jourdan, 2016], ce qui dépasserait ce
qu’il est possible de résoudre numériquement. Afin de réduire le nombre d’équations à résoudre, des
approximations existent. Lorsque la taille des amas devient assez grande, un regroupement d’amas en
classes d’amas est par exemple possible [Golubov et al., 2001; Ghoniem et Sharafat, 1980].

La dynamique d’amas est une méthode au formalisme simple, basé sur l’expression de phénomènes
physiques élémentaires. En ce sens elle constitue un cadre de travail attractif, où la compréhension des
phénomènes physiques en jeu est facilitée. Pourvu que les paramètres d’entrée soient correctement sé-
lectionnés, cette méthode de simulation permet de caractériser des phénomènes physiques complexes
comme des situations sous irradiations. Elle est également capable de simuler de longs temps phy-
siques. Elle suppose cependant que le système reste localement homogène. Enfin, la dynamique d’amas
ne décrit pas la répartition spatiale des objets considérés. Les méthodes OKMC et EKMC peuvent jus-
tement constituer en ce sens une alternative intéressante par rapport à la dynamique d’amas ou même
la compléter.

1.1.2 Monte-Carlo Cinétique sur Objets ou Évènements

Les méthodes de Monte-Carlo Cinétiques sur Objets [Domain et al., 2004] et sur Évènement [La-
nore, 1974] considèrent également la microstructure comme un gaz d’amas. Il s’agit de méthodes sto-
chastiques utilisées pour simuler une suite d’évènements selon un processus de Markov [Voter, 2007],
ie pour lesquels la mémoire des évènements passés n’a pas d’influence sur l’avenir. Pour un état donné,
ces méthodes considèrent les différentes possibilités d’évolution pour la microstructure selon leur pro-
babilité d’occurrence [Lanore, 1974; Bortz et al., 1975; Gillespie, 1976]. Concrètement, ce sont les fré-
quences de saut des différents amas (OKMC) ou leur coefficient de diffusion (EKMC) qui gouvernent
l’évolution du système. Dans les deux cas, les résultats obtenus sont très similaires [Barbu et al., 2005].
Par rapport à la dynamique d’amas, la position des différents amas est prise en compte. Les corrélations
spatiales entre amas sont donc naturellement prises en compte. L’O/EKMC est très flexible. En effet,
pourvu qu’on arrive à définir l’amas (fréquence de saut ou coefficient de diffusion), des mécanismes
complexes peuvent être étudiés. La variété des espèces et des amas qui peuvent être simulés est éga-
lement importante [Domain et Becquart, 2020]. Plusieurs difficultés demeurent cependant dans leur
utilisation [Jourdan, 2016; Carpentier, 2018] :

— La nécessité de définir des amas limite ces méthodes à des cas relativement dilués.

— Les couplages de flux entre espèces chimiques et auto-défauts, qui dépendent de manière fine
des fréquences de sauts atomiques, ne peuvent pas être pris en compte. Cette limite, liée à la
description en amas, est également vraie pour la dynamique d’amas.

— Les taux de dissociation sont plus difficiles à définir qu’en dynamique d’amas [Jourdan, 2021].

— Les temps de simulation accessibles sont plus faibles qu’en dynamique d’amas, au maximum
de l’ordre de l’heure. Associés à ces temps de simulation, les échelles d’espaces sont également
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réduites, typiquement de l’ordre de (200 nm)3, au mieux (1µm)3 sous certaines conditions [Do-
main et Becquart, 2020].

Ces points relèguent le plus souvent l’E/OKMC à une méthode de plus basse échelle, utilisée pour
alimenter les méthodes à des échelles supérieures telles que la dynamique d’amas [Domain et Becquart,
2020] ou encore la Dynamique des Dislocations Discrètes [McElfresh et al., 2021].

1.2 La Dynamique des Dislocations Discrètes

(a) Simulation de la propagation d’une fissure courte
dans du cuivre [Korzeczek, 2017].

(b) Structure de dislocation après 1µs de montée à
1000K et sous une pression de 100MPa [McElfresh et al.,
2021].

Figure 1.2 – Résultats de simulations par Dynamique des Dislocations Discrète.

La Dynamique des Dislocations Discrètes (DDD) décrit les dislocations comme des objets discrets.
Les techniques de simulations basées sur la DDD constituent un sujet de recherche actif depuis ces 30
dernières années [Lepinoux et Kubin, 1987; Ghoniem et Amodeo, 1988; Schwarz, 1999, 2003;Weygand
et al., 2002]. Cette méthode intègre le caractère discontinu de la plasticité cristalline. Intervenant à une
échelle plus petite, elle vient en complément des modèles de plasticité continue (lois viscoplastiques,
plasticité cristalline...), notamment lorsqu’il s’agit de simuler des cas de chargements complexes où les
données expérimentales font défaut [Ghoniem, 2012]. Initialement développée pour décrire le glisse-
ment des dislocations, la DDD a été ensuite étendue aux processus de montée [Bakó et al., 2006; Lim
et al., 2009, 2012]. McElfresh et al. [2021] l’utilisent couplée à uneméthodeMonte Carlo Cinétique (voir
section 1.1.2) pour simuler la montée de dislocations en tenant compte du contournement d’un préci-
pité. Korzeczek [2017] (voir figure 1.5) couple la DDD avec des solveurs élastiques Éléments Finis (voir
section 1.3) pour tenir compte de géométries complexes et des surfaces libres, notamment pour prédire
l’évolution de fissures courtes dans des matériaux métalliques. Ce travail se poursuit actuellement dans
le cadre de la thèse de Louis Eon [Eon, 2022] qui couple la DDD avec une méthode de Champ de Phase
(voir section 1.4) de propagation de fissures en utilisant cette fois un solveur élastique reposant sur des
méthodes spectrales (transformées de Fourier rapides).

La DDD vise à décrire le comportement collectif d’un ensemble de dislocations. Celles-ci sont
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décrites par des objets unidimensionnels. Dans un premier temps les segments de dislocations sont
considérés comme infiniment longs et droits [Wang et LeSar, 1995]. La puissance de calcul disponible
grâce aux calculateurs actuels permet de considérer des situations 3D, plus représentatives de la réalité
[Devincre et al., 2011].

La DDD procède d’abord à une discrétisation des dislocations en segments de tailles plus petites et
considérés comme droits. La présence de ces segments de dislocations induit un champ de déplacement
[Volterra, 1907; Mura, 1968]. Le segment de dislocation produit ainsi une contrainte qui, additionnée
aux contraintes extérieures, met en mouvement les autres segments via la force de Peach et Koehler
[Peach et Koehler, 1950]. De part la longue portée des champs élastiques considérées, nous avons af-
faire à un problème demouvement collectif àN corps où chaque segment interagit avec tous les autres.
Ceci implique en particulier un calcul de la force de Peach et Koehler en O(N2), ce qui est numéri-
quement prohibitif. Sous certaines hypothèses, il est possible de résoudre ce système d’équations de
manière approchée dans un temps de simulation raisonnable. Les calculs par méthodes multipolaires
rapides [Arsenlis et al., 2007] permettent ainsi une algorithmique en O(N) tandis que les méthodes de
calculs par transformées de Fourier permettent une complexité en O(N logN) [Bertin et al., 2015].
Les nucléations ainsi que les annihilations de dislocations sont également prises en compte, ainsi que
les jonctions, croisements et autres interactions avec des surfaces libres (au moyen de couplage avec
des solveurs élastiques qui permettent de calculer les forces d’interaction quelle que soit la géométrie).
Il est cependant à noter que la prise en compte de toutes ces possibilités d’évolutions et notamment la
nucléation, accroissent d’autant le nombre de segments à prendre en compte et donc le coût numérique
indépendamment de la complexité de l’algorithme utilisé.

Dans le cadre des travaux de cette thèse, les résultats avancés par McElfresh et al. [2021] nous
semblent particulièrement intéressants. Des résultats de montée d’une dislocation en présence d’un
précipité sphérique y sont présentés (voir figure 1.6). Les auteurs y traitent du glissement et de la mon-
tée de dislocations (voir figure 1.2b). Pour traiter de ces deux phénomènes aux origines physiques très
différentes et qui impliquent des échelles de temps très différentes, les auteurs réalisent un couplage in-
génieux entre de la DDD pour traiter le glissement d’une part et une méthode Monte Carlo Cinétique
Atomique (AKMC) [Soisson et al., 2010] afin de reproduire le caractère stochastique de l’émission/ab-
sorption de lacunes durant le phénomène de montée d’autre part. Les lacunes sont donc considérées
individuellement par leur fréquence de saut. En conséquence, les simulations présentées n’excèdent
pas 1µs à 1000K. Conscients des difficultés d’application de ce couplage, les auteurs voient surtout
dans cette approche originale un moyen de fournir aux modèles de DDD des mobilités de lacunes re-
flets de phénomènes physiques à plus basses échelles et donc thermodynamiquement plus cohérentes.
En ce sens, ces travaux rejoignent ceux de Geslin et al. [2015] dans le cadre de la modélisation Champ
de Phase que nous détaillerons section 1.4.
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Figure 1.3 – Montée d’une dislocation en présence d’un précipité sphérique. Prises de vues à différents instants
[McElfresh et al., 2021].

1.3 Élements Finis

La méthode des Élements finis (FEM) est utilisée pour résoudre des problèmes décrits par équa-
tions aux dérivées partielles (EDP) définis sur un milieu continu On définit à cet effet une formulation
intégrale équivalente sur unmilieu discrétisé [Batoz et Dhatt, 1990; Dhatt et Touzot, 1984; Zienkiewicz
et al., 1977].

(a) Simulation par éléments finis d’une fissure (Areias et
Belytschko [2005]). Les déplacements sont amplifiés d’un
facteur 200.

(b) Simulation par éléments finis de la fermeture d’un
pore par pressage isostatique à chaud (Epishin et al.
[2013a]). Carte de la contrainte plastique résiduelle.

Figure 1.4 – Exemples de simulations par éléments finis

La méthode des éléments finis consiste en la simplification du domaine initial en un jeu d’éléments
fini. Au sein de ces éléments, le champ solution de l’EDP est discrétisé. Les points de discrétisation
sont appelés nœuds. On définit ensuite des fonctions d’interpolation qui lient les valeurs nodales entre
elles. Au sein de chaque élément, la formulation faible associée à l’EDP initiale permet de décrire le
comportement de chaque nœud par un système linéaire. Afin de prendre en compte les interactions
entre éléments contenues dans les nœuds partagés et les conditions aux limites, il est nécessaire de
rassembler chaque système linéaire élémentaire au sein d’un système linéaire global. Ce système est
numériquement résolu. L’EDP est donc exactement résolue aux nœuds. Les fonctions d’interpolation
permettent ensuite d’obtenir la valeur approchée du champ solution en chaque point de l’espace.

Les avantages de la FEM sont multiples. Une telle méthode permet en effet d’étudier des objets
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complexes pourvu que le maillage s’adapte à cette complexité (voir figure 1.6). La FEM permet égale-
ment de tenir compte de conditions aux limites variées et de natures différentes. Naturelle dans son
élaboration, cette méthode a très vite été popularisée. De nombreux logiciels très utilisés en ingénierie
implémentent des méthodes aux éléments finis (ABAQUS, ANSYS etc.). Conduction thermique, méca-
nique, vibrations, bio-mécanique,mécanique des fluides [Selleri et al., 2001;MacGinnis et al., 2014] sont
autant de domaines où la FEMestmajoritairement utilisée. Laméthode des éléments finis étendus [Me-
lenk, 1995] a également été développée afin de décrire des discontinuités dans le domaine d’étude. Fis-
sures, joints de grain, dislocations ou encore évolutions multi-phasiques peuvent être étudiées [Areias
et Belytschko, 2005; Belytschko et al., 2009].

Si polyvalente et développée que soit cette méthode, plusieurs limites sont à noter. Premièrement,
la qualité du résultat obtenu dépend du maillage utilisé [Munjiza et John, 2002]. De plus, l’enjeu de
telles méthodes est de disposer d’une loi de comportement adéquate qui introduit tous les éléments
physiques que l’on veut étudier. Ces méthodes consistent à manipuler des grandeurs physiques ou
observables moyennées à une échelle spatio-temporelle qui ne rend le plus souvent pas compte des
processus microscopiques fondamentaux.

L’évolution du système repose sur des lois de comportement qui font intervenir ces grandeurs et
qui sont (dans la très grandemajorité des cas) intuités phénoménologiquement (les procédures de chan-
gement d’échelle propres sont souvent inexistantes). De fait, ces méthodes ont une portée descriptive
et predictive limitées notamment lorsque le système étudié possède de nombreux degrés de libertés
(couplages multi-physiques) et/ou que l’on cherche à simuler des systèmes dans des conditions qui ne
sont pas celles pour lesquelles les lois de comportement utilisées ont été calibrées. L’exemple de Epishin
et al. [2013a] illustre bien ces difficultés dans le cadre du pressage isostatique à chaud, lieu de couplages
multi-physiques très riches. Dans cet article, des dislocations interagissent avec un pore par le biais
d’une lois de comportement visco-plastique. L’influence éventuelle des lacunes ainsi que la tension de
surface du pore ne sont pas prises en compte. Les auteurs aboutissent, entre autres problèmes, à des
cinétiques en désaccord avec les observations expérimentales. Un travail reste à faire afin de réduire le
degré de phénoménologie des lois visco-plastiques décrivant le comportement mécanique à l’échelle
continue. La démarche la plus satisfaisante serait d’effectuer une technique de changement d’échelle
depuis une dynamique de dislocation. À ce jour, cette approche n’a été réalisée qu’à 2D dans le cadre
simplifié où un seul système de glissement est considéré [Valdenaire et al., 2016; Groma et al., 2016].

1.4 Le formalisme champ de phase

Le formalisme champ de phase est particulièrement adapté à l’étude de l’évolution des microstruc-
tures d’alliages. Il constitue une alternative aux modèles aux interfaces abruptes, souvent coûteux et
plus difficiles à mettre en œuvre numériquement quand il y a des changement topologiques notam-
ment à trois dimensions. Son approche originale a largement contribué à sa popularité depuis ces trente
dernières années comme en attestent les nombreux articles de revue publiés à son sujet [Chen, 2002;
Thornton et al., 2003; Singer-Loginova et Singer, 2008; Emmerich, 2008; Moelans et al., 2008; Stein-
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bach, 2009; Qin et Bhadeshia, 2010; Finel et al., 2010; Ahmed et El-Azab, 2020; Tourret et al., 2022] ou
encore la variété des applications actuelles, au delà de la science des matériaux, telles que la solidifi-
cation ou la fracture (pas uniquement dans le cas d’alliages), l’étude des ferroélectriques, des systèmes
biologiques (vésicules, tumeurs, fracture de tissus) ou encore des habitats des termites. . . L’approche
champ de phase est une approche dite « à interface diffuse ». La microstructure est décrite par des va-
riables ou champs, fonctions continues de l’espace et du temps. Les interfaces sont alors implicitement
décrites par les régions dans lesquelles la variation spatiale des champs est rapide.

L’approche champ de phase est une méthode variationnelle. Elle permet de décrire des situations
thermodynamiques hors équilibre. Elle repose sur laminimisation de l’énergie libremésoscopique de la
microstructure étudiée. Cette énergie est fonction des champs qui caractérisent la microstructure. Ce
cadre thermodynamique fait du champ de phase un outil privilégié pour étudier les couplages multi-
physiques. Les ingrédients physiques qui peuvent être introduits au travers des différents champs sont
très variés, allant de la chimie à l’électromagnétisme, en passant par l’élasticité et la plasticité. Cette
versatilité explique l’utilisation désormais popularisée de cette méthode, au-delà de l’étude des micro-
structures [Provatas et Elder, 2011; Biner, 2017]. En science desmatériaux cesméthodes ont été utilisées
dans de nombreux domaines, comme la solidification [Karma, 2001], la transformation de phase à l’état
solide, la croissance de grains, la propagation de fissure [Bourdin et al., 2000], l’étude des matériaux
irradiés, la formation et la croissance de cavités.

Méthode de choix pour l’étude des couplages multiphysiques, le champ de phase présente égale-
ment quelques limites que nous détaillons maintenant. D’un point de vue théorique, le champ de phase
rend compte des morphologies via la compétition entre l’énergie des phases elles-même et celles de
leurs interfaces et des cinétiques à travers des coefficients de mobilité. La description ne pourra sou-
vent qu’être qualitative principalement pour deux raisons : (i) il existe des mécanismes qui affectent
l’évolution des interfaces et qui ne peuvent pas être fidèlement reproduits par un modèle dans lequel
celles-ci sont diffuses et représentées seulement par la valeur d’une énergie d’interface. (ii) l’évolution
des champs repose sur des dynamiques qui ne tiennent pas compte des fluctuations ou qui, quand elles
le font, l’intègrent de manière qualitative (l’échelle des temps de la simulation est alors intuitée par
comparaison avec l’expérience ou des simulations alternatives quantitatives). Sur ce dernier point, il
faut noter qu’il existe des procédures dites de changement d’échelle (« coarse-graining ») rigoureuses
qui permettent dans certains cas de proposer des lois d’évolution de champ quantitatives pour le champ
de phase [Bronchart et al., 2008; Geslin et al., 2015]. Des approches champ de phase permettent éga-
lement d’utiliser des potentiels empiriques issus de simulations à de plus basses échelles (dynamique
moléculaire, théorie de la densité fonctionnelle) [Kim et al., 1999]. Sur l’aspect numérique, le champ
de phase requiert que les interfaces diffuses soient spatialement résolues à l’échelle du pas de grille de
discrétisation numérique. En pratique, cette contrainte limite la taille globale des systèmes simulables.
Cette difficulté peut être contournée à l’aide d’une formulation originale des modèles champs de phase
dite S-PFM (Sharp-Phase-Field Method) qui a été développée durant mon stage de fin d’étude effectué
au LEM et publiée dans Finel et al. [2018].
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1.4.1 Exemple d’un modèle champ de phase à un champ

Dans cette partie nous détaillons la construction d’un modèle de champ de phase dans son ex-
pression la plus simple. Nous définissons un champ ψ(r, t), qui peut typiquement décrire un alliage
biphasique. Conformément à la démarche exprimée plus haut, nous lui associons une énergie libreF [ J],
intégrale sur un volume V [m3] d’une densité d’énergie libre. La fonctionnelle d’énergie la plus simple
qui permet l’existence d’une interface avec une épaisseur w [m] et une énergie γ [ J.m−2] données est
définie par :

F({ψ}) =
∫

V

{
f(ψ) +

B

2
|∇ψ|2

}
dV (1.6)

où

f(ψ) = A ψ2(1− ψ)2 (1.7)

Le lien entre A, B, w et γ est donné Annexe A. Nous détaillons à présent les lois d’évolution des
champs qui sont associées à la dissipation de l’énergie F. Dans le cadre simple que nous venons de
décrire, cette dissipation peut se faire suivant deux cas de figure concernant la dynamique du champψ.
Cette dynamique peut être non-conservative. C’est en particulier le cas lors d’une transformation de
phase où la fraction de chacune des phases, caractérisée parψ, n’est pas conservée. Une telle dynamique
suit l’équation d’Allen-Cahn [Allen et Cahn, 1979] :

∂ψ

∂t
= −Lδ F

δψ
(1.8)

où L est la mobilité du champ ψ et δ F/δψ la force motrice associée à cette évolution. L définit
donc un temps caractéristique d’évolution de ψ. Cette mobilité est le reflet de phénomènes physiques
intervenant à une échelle inférieure. Par exemple, dans des travaux menés au LEM récemment pour
décrire la montée de dislocations [Geslin et al., 2015], la mobilité L a pu être reliée à des mécanismes
fondamentaux associés à la formation de crans. Une formulation analytique de L faisant intervenir
des grandeurs physiques microscopiques a pu être proposée. Le champ ψ peut également évoluer de
manière conservative, comme lorsqu’il décrit une concentration en soluté par exemple. Cette situation
est décrite par l’équation de Cahn-Hilliard [Cahn et Hilliard, 1958] :

∂ψ

∂t
= ∇ ·

(
M(ψ)∇δ F

δψ

)
(1.9)

Cette équation n’est autre que l’équation de conservation du champ ψ :

∂ψ

∂t
+∇ · j = 0 (1.10)

où j est le flux du champ ψ défini par :

j = −M(ψ)∇δ F

δψ
(1.11)

où M est un coefficient de mobilité qui dépend généralement de ψ et δ F/δψ la force motrice du
champ ψ. Cette force motrice est le potentiel chimique de l’espèce décrite par le champ ψ. Lorsque la
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mobilité ne dépend pas du champ ψ, cette équation se simplifie comme suit :

∂ψ

∂t
=M∇2 δ F

δψ
(1.12)

Dans certaines situations, un changement d’échelle permet d’obtenir simultanément l’énergie libre, la
mobilité ainsi qu’un terme de bruit qui rend compte de la fluctuation du champ ψ [Bronchart et al.,
2008].

1.4.2 Cavités, lacunes et dislocations en champ de phase

Lemodèle que nous venons de présenter convient à l’évolution d’un alliage biphasique. Nous allons
maintenant passer en revue plusieurs travaux de recherche qui couplent plusieurs champs entre eux.
Nous nous intéresserons notamment à la façon d’inclure des lacunes et des interstitiels ainsi qu’à la
façon de traiter les boucles de dislocation.

1.4.2.1 Formation de cavités par diffusion de lacunes

Depuis les années 2010, le champ de phase s’est avéré être un outil de choix dans l’étude des solides
irradiés. Lamodélisation par champ de phase de la formation et de l’évolution de cavités dans les solides
irradiés possède ainsi une riche littérature. Il existe principalement deux formulations pour simuler la
formation de cavités par diffusion de lacunes. Celle apparue historiquement en premier considère la
cavité comme un agrégat de lacunes [Yu et Lu, 2005; Hu et Henager Jr, 2009]. Cette formulation fait
en particulier le choix de ne pas introduire de champ auxiliaire pour décrire les cavités, à l’inverse de
méthodes développées ultérieurement comme celles proposées par Rokkam et al. [2009] ouMillett et al.
[2011a].

La cavité vue comme agrégat de lacunes

Nous présentons ici la démarche de Yu et Lu [2005]. Les auteurs se placent dans le cadre d’une
matrice sursaturée en lacunes et ne considèrent pas d’interstitiels. Pour une position r et un temps t
donné, c(r, t) représente la concentration en lacunes dans la matrice. Ce champ est couplé à un champ
de déformation ϵ∼(r, t). L’énergie libre du système F est décrite par l’équation suivante :

F(c, ϵ∼) =

∫
V

{
f(c) + κ|∇c|2 + f el(c, ϵ∼)

}
dV (1.13)

f(c) est la densité d’énergie chimique du cristal décrite par l’équation ci-après :

f(c) = Ef
v c+ Ef

a (1− c) +NkBT [c ln c+ (1− c) ln(1− c)] +NΩc(1− c) (1.14)

où Ef
v est l’énergie de formation d’une lacune par unité de volume et Ef

a l’énergie de formation de
l’espèce chimique constituant la matrice par unité de volume.N est le nombre de sites atomiques par
unité de volume et kB la constante de Boltzmann. Ω permet d’influer sur la morphologie de la densité
d’énergie chimique f(c). En particulier, lorsque Ω > 2kBT , f(c) possède deux minima et favorise
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la précipitation de deux phases. f el(c, ϵ∼) est la densité d’energie élastique. Dans le cadre des petites
déformations elle s’écrit :

f el(c, ϵ∼) =
1

2
C0
ijkl

(
1− c

)[
ϵij − ϵ0ij(c)

][
ϵkl − ϵ0kl(c)

]
(1.15)

où ε∼
0(c) est le tenseur de déformation propre associé aux lacunes. C

≈
0 est le tenseur des rigidités asso-

cié à la matrice. La présence d’une cavité se traduit par une forte concentration en lacunes. L’énergie
élastique est rendue nulle à l’intérieure de celle-ci. Le terme κ permet de contrôler l’énergie d’interface
d’une manière analogue à ce qui est présentée dans la section 1.4.1. Le champ de lacunes évolue selon
une dynamique conservative, décrite par une équation de type Cahn-Hilliard (voir équation (1.9)) tan-
dis que l’équilibre mécanique, résolu numériquement, est considéré atteint à chaque pas de temps.

Yu et Lu [2005] montrent le rôle de l’anisotropie de l’énergie élastique dans la formation de motifs
de cavités dans une matrice de nickel sursaturée en lacunes. En utilisant c et ε∼

0(c) pour décrire la dis-
solution d’un gaz dans la matrice, il montrent également comment l’élasticité favorise l’organisation
en motifs des bulles de gaz de taille nanométriques dans le molybdène. L’analyse menée est qualitative
et semble corroborer l’expérience. Notons que les concentrations en lacunes ou en gaz dans la matrice
sont de l’ordre 0.1, ce qui est très élevé. Le problème étudié ici s’apparente à une décomposition spi-
nodale où les précipités s’organisent en motifs qui croissent dans des directions perpendiculaires aux
directions d’énergie élastiques minimales.

La cavité décrite par un champ auxiliaire non conservé

Nous détaillons dans ce paragraphe le modèle développé dans Rokkam et al. [2009], qui considère
deux champs c(r, t) et η(r, t) pour décrire l’évolution d’une cavité au sein d’une matrice sursaturée en
lacunes. Considérons un champ de concentration en lacunes c(r, t) et un champ de présence η(r, t)
associé aux cavités. η vaut 1 lorsque r est dans une cavité et 0 partout ailleurs. La fonctionnelle d’énergie
F qui décrit le système sursaturé en lacunes est la suivante :

F(c, η) = N

∫
V

{
h(η)fm(c) + w(c, η) + κv|∇c|2 + κη|∇η|2 + f el(c, η, ϵ∼)

}
dV (1.16)

N est le nombre de sites atomiques par unité de volume. f el(c, η, ϵ∼) est l’énergie élastique par site
atomique. L’énergie chimique par site atomique fm(c) est décrite par l’équation suivante :

fm(c) = Ef
v c+ kBT

[
c ln c+ (1− c) ln(1− c)

]
(1.17)

Ef
v est l’énergie de formation des lacunes. Nous donnons également l’expression de h(η)

h(η) = (η − 1)2(η + 1)2 (1.18)

Par le biais de h(η), la contribution énergétique d’origine chimique fm(c) n’existe que en dehors des
cavités. Le terme de type Landau w(c, η) garantit la co-existence de deux phases, cavité et matrice.
Cette contribution est définie de la manière suivante :

w(c, η) = −A(c− c0)2η(η + 2)(η − 1) +B(c− 1)2η2 (1.19)
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Figure 1.5 – Carte de la densité d’énergie chimique h(η)fm(c) + w(c, η) [Rokkam et al., 2009].

où c0 est la concentration de lacunes dans la matrice à l’équilibre. Les facteurs A et B sont constants.
Ils servent à maîtriser la courbure de la contribution énergétiquew(c, η). Leur valeur est dictée par des
considérations numériques. L’énergie chimique par site atomique h(η)fm(c)+w(c, η) est représentée
figure 1.5. Ce paysage énergétique possède deuxminima. L’un correspond au pore, caractérisé par c = 1

et η = 1. L’autre correspond à la matrice où c = c0 (proche de zéro sur la figure) et η = 0. Le reste du
domaine est pénalisé énergétiquement,A etB réglant l’intensité de cette pénalité.
Les champs c et η évoluent selon des dynamiques qui dépendent chacune uniquement de la seule force
motrice associée au champ considéré. Le champ c évolue selon une dynamique conservative tandis
que le champ η n’est pas conservé et évolue en suivant une équation de relaxation. Des fluctuations
thermiques sont également prises en compte dans le modèle, aussi bien pour le champ c que pour le
champ η à travers les termes stochastiques ξ(r, t) et ζ(r, t) respectivement. La nucléation de cavités
est ainsi possible. Les équations correspondantes sont les suivantes :

∂c

∂t
=M∇2 1

N

δ F

δc
+ ξ(r, t) + Pv(r, t) (1.20)

∂η

∂t
= −Lδ F

δη
+ ζ(r, t) (1.21)

L’ajout d’un terme de production Pv(r, t) dans l’équation (1.20) permet de simuler la production de
lacunes dans les cascades d’irradiation.

Ce modèle a été testé par les auteurs sur des cas 2D et comparé à des formules analytiques. Grâce
à l’introduction du paramètre d’ordre η, le comportement de l’interface des cavités est bien reproduit.
Nous voyons en particulier une sursaturation en lacunes se former à la surface des cavités, expression
de l’effet Gibbs-Thomson lié à la présence d’une courbure locale. Qualitativement, ce modèle reproduit
bien les différents stades de nucléation de cavités. Les termes stochastiques, pourtant introduits dans
le modèle, ne sont pas testés dans l’article. Pour la nucléation, seul le terme Pv(r, t) – à un facteur près,
un simple générateur de nombres aléatoires – gouverne la production de lacunes. Ce terme ne dérive
malheureusement pas de considérations physiques. Enfin, les auteurs sont obligés d’utiliser des sursa-
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turations très élevées et non physiques afin de faire apparaître les cavités. Dans Wang et al. [2014], les
auteurs analyse le comportement de leur modèle, très semblable à Rokkam et al. [2009], en regardant
l’évolution des champs dans la limite où la largeur des interfaces tend vers zéro. Ils ne prennent ce-
pendant en compte ni les termes stochastiques ni les termes de production. Paul Millett et son équipe
proposent enfin un modèle très complet [Millett et al., 2011a,b] qui repose en grande partie sur les
mêmes bases que Rokkam et al. [2009]. Un champ de concentration en interstitiels et en gaz sont pris
en compte. On notera la présence dans cemodèle de joints de grain. Leur existence est décrite par les in-
terfaces diffuses de champs de phase additionnels qui traduisent les différentes orientations des grains.
L’influence des joints de grain sur la diffusion des lacunes est prise en compte par l’intermédiaire des
hétérogénéités élastiques qu’ils génèrent ainsi que par la modification de la mobilité des lacunes dans
les joints.

Conclusion

Tous les modèles que nous venons de présenter permettent de décrire de manière complète bien
que toujours qualitative la dynamique de nucléation et l’évolution de cavités dans un métal irradié. Des
termes de production de lacunes ou d’interstitiels sont également pris en compte dans certainsmodèles.
Ces termes traduisent les dommages causés par les cascades d’irradiation ou encore la production de
lacunes ou d’interstitiels aux joints de grain. Ces développement reposent cependant sur l’introduction
demécanismes ad hoc qui ne sont pas présents dans la formulation variationnelle initiale du problème et
dont la connexion avec les processus physiques sous-jacents dont ils sont censés rendre comptemanque
de justification. Enfin, certainsmodèles proposent une équation d’évolution du champde concentration
en interstitiels. Or, les coefficients de diffusion des interstitiels peuvent être jusqu’à 1015 supérieurs
(Nickel à 300K par exemple [Ehrhart et al., 1991]) à ceux des lacunes [Wang et al., 2014]. Considérer
que l’évolution des interstitiels est quasi-statique avec l’évolution des lacunes apparaît ainsi comme une
hypothèse pertinente [Hu et Henager Jr, 2009]. Celle-ci pourra d’ailleurs être mise à profit pour réduire
le coût des simulations, en supprimant l’intégration explicite des équations d’évolution des interstitiels
dont la concentration pourra alors être donnée par une condition de stationnarité.

1.4.2.2 Montée de dislocation

Nous présentons dans cette section un modèle champ de phase pour la montée de dislocations. Ce
modèle a été établi par Pierre-Antoine Geslin et al [Geslin et al., 2014b, 2015] et a depuis été repris avec
quelques variantes par Ke et al. [2014] ou encore par Moladje et al. [2020a]. Ce modèle repose sur l’idée
qu’une boucle de dislocation peut être vue comme une phase en forme de plaquette (voir figure 1.6) qui
rend compte de la soustraction ou de l’addition d’un ou plusieurs plans cristallins dans un matériau
ayant subi une déformation plastique [Nabarro, 1951]. On peut dès lors écrire une fonctionnelle éner-
gétique qui rend compte des propriétés mécaniques et cristallines propres aux dislocations. Ce modèle
lie également dislocations et lacunes par une loi de conservation qui permet de s’affranchir d’éventuels
termes d’échanges explicites (voir section 1.4.2.1) en faisant naturellement émerger une dynamique
couplée pour le phénomène de montée.
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Figure 1.6 – La boucle de dislocation prismatique vue comme une plaquette de seconde phase caractérisée par
une déformation libre d’allongement. La plaquette décrit la présence ou l’absence de lacune (ou respectivement
l’absence ou la présence d’atomes). Le vecteur de Burgers est perpendiculaire au plan dans lequel le champ de
phase est confiné.

Définition des champs et d’une fonctionnelle énergétique :

Considérons n champs de phase {ϕα}α=1,...,n qui représentent n boucles de dislocations. Chaque
boucle est caractérisée par un vecteur de Burgers bα, une normale au plan de montée nα et une défor-
mation libre ϵ∼

0,α(r) décrite par l’équation suivante [Mura, 1987] :

ϵ0,αij (r) =
1

2

(
bαi n

α
j + bαj n

α
i

)
δ(ξ) (1.22)

où δ est la fonction de Dirac et où ξ désigne la distance au plan demontée. La déformation libre induite
par l’ensemble des dislocations en un point r de l’espace s’écrit donc comme suit :

ϵ0,dij (r) =

n∑
α=1

ε0,αij h(ϕα) (1.23)

où h(ϕα) est une fonction d’interpolation telle que h(0) = 0, h(1) = 1 et h′(0) = h′(1) = 0. h(ϕα)
est donc une fonction de présence de la dislocation α. Cette fonction pondère ϵ∼

0,α(r) de sorte que
la contribution élastique à l’énergie ne modifie pas les minima ϕ = 0 et ϕ = 1 associés à la densité
d’énergie fdislo(ϕ) présentée plus bas. Par commodité nous considérons désormais la montée d’une
seule boucle de dislocation caractérisée par le champ ϕ, par son vecteur de Burgers b et par la normale
à son plan de montée n.

Nous nous plaçons dans l’hypothèse d’un environnement où les lacunes constituent l’auto-défaut
majoritaire. La montée de dislocation se fait par absorption/émission de lacunes uniquement. Consi-
dérons donc la présence d’un champ de concentration de lacunes dans la matrice noté c(r). On associe
à chaque lacune une déformation propre ϵ∼

0,v donnée par :

ϵ0,vij = δij
1

3

V ∗

Ω
(1.24)

où V ∗ est le volume de relaxation lié à la présence d’une lacune,Ω le volume atomique et δ le symbole
de Kronecker. En vertu de la loi de Vegard, nous considérons que la déformation propre associée à
la présence de lacunes varie linéairement avec c. La déformation propre induite par l’ensemble des
lacunes en un point de l’espace r s’écrit alors :

ϵ0,vij (r) = ϵ0,vij c(r) (1.25)
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L’énergie libre F({c}, {ϕ},
{
ϵ∼
}
) associée à l’ensemble du système de montée s’écrit de la sorte :

F({c}, {ϕ},
{
ϵ∼
}
) =

∫
V

{
fchem(c) + fdislo(ϕ) + fel(ϕ, c, ϵ∼)

}
dV (1.26)

Sous l’hypothèse d’une solution diluée, la densité d’énergie chimique fchem(c) s’écrit :

fchem(c) =
Ef

Ω
c+

Ef

Ω

(
c ln c+ (1− c) ln(1− c)

)
(1.27)

où Ef est l’énergie de formation des lacunes. La densité d’énergie libre fdislo(ϕ) liée à la présence de
la dislocation reprend la formulation détaillée section 1.4.1 :

fdislo(ϕ) = Aϕ2(1− ϕ)2 + B

2
|n ∧∇ϕ|2 (1.28)

Dans cette formule, le gradient du champ ϕ est projeté dans le plan de montée par le produit vectoriel
avec le vecteur normal n de sorte qu’il est nul partout en dehors de ce plan. Les termes A et B sont
liés à l’énergie et la largeur du cœur de la dislocation (voir Annexe A). Enfin, la densité d’énergie libre
élastique fel est écrite dans le cadre de l’hypothèse des petites déformations considérée comme valable
même dans le cœur de la dislocation [Geslin, 2013] :

fel(c, ϕ, ϵ∼) =
1

2
Cijkl

[
ϵij − ϵ0ij(c, ϕ)

][
ϵkl − ϵ0kl(c, ϕ)

]
− σAij ϵ̄ij (1.29)

où C
≈
est le tenseur élastique et σ∼

A la contrainte externe appliquée au système. ϵ̄∼ = ⟨ϵ∼⟩ est la défor-
mation moyenne. ϵ∼

0(c, ϕ) est la déformation propre totale en un point du système. Elle s’obtient en
sommant les déformations propres liées à la présence de la dislocation et de la concentration de lacunes,
ϵ∼
0,d(ϕ) et ϵ∼

0,v(c) respectivement. Son expression est la suivante :

ϵ0ij(c, ϕ) = δij
1

3

V ∗

Ω
c+

1

2

(
binj + bjni

)
δ(ξ) h(ϕ) (1.30)

Dynamique :

L’idée-clé de ce modèle est de prendre en compte la conservation de la quantité totale de lacunes
dans le système. La boucle de dislocation grossit ou se referme en absorbant ou en émettant des lacunes.
Les champs c et ϕ ne peuvent donc pas être considérés indépendamment l’un de l’autre. Leur somme
ψ = c + ϕ 1 est conservée. Il est donc naturel, comme vu dans la section 1.4.1, de faire évoluer ce
champ selon une dynamique de type Cahn-Hilliard :

∂ψ

∂t
= ∇ ·

(
M∇δ F∗

δψ

)
(1.31)

F∗ (ψ, ϕ, ε∼) = F
(
c, ϕ, ε∼

)
est l’énergie libre du système exprimée en fonction des champs ψ, ϕ et ε∼. Le

champ ϕ suit quant à lui une dynamique non conservative :

∂ϕ

∂t
= −Lδ F

∗

δϕ
(1.32)

1. Dans les applications numériques, les champs sont discrétisés sur une grille cubique de pas d. Si d est également l’épais-
seur de la plaquette qui représente la boucle de dislocation (ϕ(x) = 1 si x est un nœud à l’intérieur de la boucle, 0 sinon), la
relation de conservation discrète s’écrit ψ(x) = c(x) + b

d
ϕ(x) où b est l’amplitude du vecteur de Burgers. Si d = b, cette

relation devient ψ(x) = c(x) + ϕ(x)
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En réalisant le changement de variable c = ψ − ϕ, on aboutit au jeu d’équations suivant :

ċ = ∇ ·
(
M∇δ F

δc

)
+ L

(
δ F

δϕ
− δ F

δc

)
(1.33)

ϕ̇ = −L
(
δ F

δϕ
− δ F

δc

)
(1.34)

La relaxation élastique est considérée comme quasi statique par rapport à l’évolution des champs ϕ et
c, ce qui se traduit par l’assertion suivante :

∀t, ∇ · σ∼ = 0 (1.35)

L’équation (1.33) montre queM est la mobilité du champ de lacunes. Il peut être relié au coefficient
de diffusionDv par la relationM(c) = ΩDvc(1− c)/kBT . L contrôle les échanges entre les champs
c et ϕ. Sous l’hypothèse de l’équilibre local, L est infiniment grand. Il existe cependant de nombreux
cas dans lesquels cette hypothèse n’est pas vérifiée [Seidman et Balluffi, 1965; Caillard et Martin, 2003;
Edelin et Poirier, 1973]. La prise en compte de phénomènes à une échelle inférieure est alors nécessaire
[Geslin et al., 2015].

Aspects numériques :

Les équations (1.33) et (1.34) sont intégrées numériquement dans l’espace de Fourier. L’intégration
temporelle est réalisée selon un schéma d’Euler explicite. L’intégration spatiale utilise un schéma aux
différences finies sur grilles décalées [Geslin et al., 2014a]. L’équation (1.35) est quant à elle résolue
numériquement à chaque pas de temps.

Conclusion :

Lemodèle que nous venons de décrire présente une description physique cohérente de lamontée de
boucles de dislocations en imposant la conservation du nombre totale de lacunes. Le comportement
du modèle a été vérifié dans des situations simples et décrites analytiquement [Geslin et al., 2014b].
Geslin et al. [2015] permet, au travers du terme L d’échange entre les différents champs, de décrire
des situations hors équilibre, en prenant en compte une densité de cran le long de la dislocation. La
description des termes d’échanges comme dérivant directement d’une loi de conservation nous semble
pertinente dans le cadre de cette thèse. Enfin, lorsque les entrées du modèle sont données par des
méthodes de simulations à de plus basses échelles (DFT etc.), Rouchette et al. [2014], Rouchette et al.
[2015] et Moladje et al. [2020b] montrent qu’il est possible d’obtenir des résultats quantitatifs sur la
force de puits des dislocations.

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre et à travers une étude bibliographique desméthodes de simulation existantes, nous
avons montré la pertinence du formalisme champ de phase pour décrire la diffusion de lacunes et/ou
d’interstitiels couplée à la mécanique, dans le but d’étudier la formation et l’évolution de cavités d’une
part, et la montée des dislocations d’autre part. Nous allons désormais dans le chapitre suivant détailler
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les étapes de la construction d’un modèle qui prend en compte à la fois des cavités et des dislocations
dont les évolutions sont contrôlées par des flux de lacunes.
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Chapitre 2. Modèle champ de phase couplant lacunes, cavités et dislocations

Dans ce chapitre, nous décrivons le modèle que nous avons construit pour mener à bien les tra-
vaux de cette thèse. À partir de la revue bibliographique faite chapitre 1, nous définissons section 2.1
les ingrédients physiques dont nous avons besoin pour décrire la microstructure définie dans l’intro-
duction. Nous construisons un modèle champ de phase continu dans cette même section. Pour cela,
nous construisons une énergie et la dissipons selon une dynamique choisie. Dans un second temps,
section 2.2, nous expliquons nos choix de discrétisation et d’adimensionnement. Nous détaillons les
différentes stratégies numériques mises en place pour implémenter efficacement ce modèle et pouvoir
en retirer des observations quantitatives dans un temps de simulation raisonnable.

2.1 Définition du modèle champ de phase continu

Dans cette section, nous définissons un modèle champ de phase continu couplant lacunes, cavi-
tés et montée de dislocations. Nous définissons dans un premier temps les champs pertinents. Dans
un second temps nous construisons le paysage énergétique dans lequel évolue notre système. Enfin,
nous détaillons les cinétiques selon lesquelles chaque champ évolue de manière à dissiper l’énergie du
système.

2.1.1 Champs pertinents

Nous définissons un modèle champ de phase continu couplant lacunes, cavités et montée de dis-
locations. Nous considérons le système de taille (Lx, Ly, Lz) schématiquement présenté figure 2.1.
Une boucle de dislocation prismatique monte dans un plan x = x0. Elle interagit avec un pore et un
champ de lacunes. La présence de ces défauts induit des déformations locales. Pore et boucle de dis-
location peuvent interagir par le biais de la diffusion de lacunes ou des interactions élastiques longue
portée. La généralisation à plusieurs boucles, associées à différents plans de montée, et plusieurs pores
est évidente. Nous définissons ci-après 4 champs :

— La boucle de dislocation prismatique est représentée par un champ ϕ [Geslin et al., 2014b] :

Φ(r, t) = ϕ(y, z)δ(x− x0) où ϕ((y, z), t) =

 0 à l’intérieur de la matrice

1 à l’intérieur de la boucle
(2.1)

La fonction de Dirac δ(x−x0) traduit mathématiquement le confinement de la dislocation dans
son plan de montée.

— Les lacunes sont représentées par leur champ de concentration c(r, t).

— Les cavités ou pores – les deux dénominations seront employées indifféremment – sont repré-
sentés par un champ η(r, t) :

η(r, t) =

 0 à l’intérieur de la matrice

1 à l’intérieur d’une cavité
(2.2)

— Un champ de déformation ϵ∼(r) rend compte des effets élastiques au sein du système.

26



Chapitre 2. Modèle champ de phase couplant lacunes, cavités et dislocations

Figure 2.1 – Représentation schématique du système simulé. Vue en 3D et vue selon y.

La cavité se ferme ou grossit par émission ou absorption de lacunes. La boucle de dislocation émet
ou absorbe également des lacunes en se fermant ou en grossissant dans son plan de montée, ici en
x = x0. Une loi de conservation lie les champs η, ϕ et c [Geslin et al., 2014b]. Nous définissons ainsi le
champ conservéΨ(r, t) suivant :

Ψ(x, y, z) = b ϕ(y, z)δ(x− x0) + c(x, y, z) + η(x, y, z) (2.3)

Comme nous le verrons plus loin, les champs ϕ et η, non conservés, suivront une dynamique de type
Allen-Cahn tandis que l’évolution du champ c sera déduite d’une équation de conservation de type
Cahn-Hilliard imposée au champΨ (voir section 1.4.1).

2.1.2 Fonctionnelle d’énergie libre

À l’échelle mésoscopique, la densité d’énergie libre est formulée sous la forme d’une somme de
densités d’énergie associées chacune à l’un des processus ou objets que l’on souhaite traiter. Ici, il s’agit
de l’énergie liée à la présence de lacunes, représentées par le champ c(r), de l’énergie liée aux cœurs
des dislocations, représentées par le champ ϕ(r), de l’énergie associé à la surface des pore, représentés
par le champ η(r) et, enfin, de l’énergie élastique associée à un champ de déformation ϵ∼(r), lui-même
généré par les variations spatiales des champs c(r), ϕ(r) et η(r). L’énergie libre totale F sera donc une
fonctionnelle de ces champs :

F
(
{c}, {ϕ}, {η},

{
ϵ∼
})

=

∫
V

{
fchem(c, η) + fdislo(ϕ) + fpore(η) + felas(c, ϕ, η, ϵ∼)

}
dV (2.4)

où fchem(c, η), fdislo(ϕ) et fpore(η) sont les densités d’énergie libre associées respectivement à la
présence de lacunes, d’une boucle de dislocation, d’un pore et felas(c, ϕ, η, ϵ∼) la contribution élas-
tique à l’énergie libre. Pour une raison qui apparaîtra dans le paragraphe suivant, la densité d’énergie
fchem(c, η) dépend également du champ η. Nous définissons maintenant ces différentes contributions.
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Densité d’énergie libre chimique des lacunes :

Dans cette partie, nous définissons la densité d’énergie libre chimique des lacunes dans le système.
Son expression formelle prend une forme différente suivant que nous nous trouvons dans lamatrice ou
dans le pore. Dans la matrice, nous adoptons l’hypothèse d’une solution diluée c≪ 1. La contribution
à l’énergie libre des lacunes s’écrit alors de la manière suivante :

fmchem(c) =
Ef

Ω
c+

kBT

Ω
[c ln c+ (1− c) ln(1− c)] (2.5)

oùEf est l’énergie de formation d’une lacune,Ω le volume atomique, kB la constante de Boltzmann et
T la température. En considérant que la concentration dans lamatrice ne s’éloigne pas trop de sa valeur
d’équilibre, on peut effectuer une développement au plus bas ordre de l’équation (2.5) et finalement
considérer une variation d’énergie libre donnée par :

fmchem(c) =
kBT

2Ωc0

(
c− c0

)2
(2.6)

où c0 est la concentration d’équilibre des lacunes dans la matrice donnée par :

c0 = exp

(
− Ef

kBT

)
(2.7)

Les expressions exacte et approchée de fmchem(c) ont été tracées sur la figure 2.3a.

Dans le pore, une forme d’énergie chimique analogue est postulée, en considérant par définition
que la concentration d’équilibre des lacunes est égale à 0 :

fpchem(c) = D
kBT

2Ωc0
c2 (2.8)

Dans cette expression, un paramètreD sans dimension est introduit qui permet de contrôler la cour-
bure de l’énergie libre des lacunes dans le pore, relativement à celle définie dans la matrice [Rokkam
et al., 2009]. Le rôle précis de ce paramètre et les choix de valeurs pertinentes seront discutés plus en
détail dans le chapitre suivant.

Finalement, l’énergie libre chimique des lacunes fchem(c) en un point quelconque du système fait
intervenir le champ η qui indique localement si nous nous trouvons dans la matrice (η = 0) ou dans le
pore (η = 1). Dans ce travail de thèse, nous avons fait le choix de l’expression suivante :

fchem(c, η) =
kBT

2Ωc0

(
(D − 1) h(η) + 1

)(
c− c0(1− h(η))

)2
(2.9)

où h(η) est une fonction d’interpolation monotone telle que h(0)=0, h(1)=1 et h′(0)=h′(1)=0. Les
fonctions d’interpolation utilisées dans cette thèse sont données figure 2.2. On vérifie évidemment que
lorsque nous sommes dans lamatrice et que η = 0, fchem(c, 0) = fmchem(c). Dans le pore, η = 1 et nous
avons bien fchem(c, 1) = fpchem(c). Une représentation graphique de fchem donnée par l’équation (2.9)
est donnée sur la figure 2.3b avecD = 1.
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h
(x

)

x

x2(3 − 2x)

x − sin(2πx)

2π

0 1

1

Figure 2.2 – Fonctions d’interpolation utilisées dans cette thèse.
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Figure 2.3 – Représentions graphiques de fchem(c, η) [ J.m−3].

Remarque

Nous sommes conscients des limites qu’imposent l’hypothèse selon laquelle c ne s’éloigne pas
trop de c0 et qui nous permet d’obtenir l’équation (2.6). L’étude de situations sous irradiation
peut faire intervenir des concentrations de l’ordre de 1010c0. De telles situations ne sont ce-
pendant pas abordées dans cette thèse. Malgré tout, les résultats présentés dans cette thèse font
intervenir des concentrations allant de 0.5 à 2.5 c0. La figure 2.3a nous montre que la contri-
bution énergétique n’en est pas substantiellement modifiée. Dans le chapitre 3, nous contrôlons
par ailleurs le bon comportement de notre modèle en comparant ses prédictions avec des for-
mules analytiques. Nous nous assurons ainsi que le modèle n’est pas affecté par la description
de la contribution énergétique chimique. Si à l’avenir, une poursuite de ces travaux de thèse
était envisagée et dans laquelle des situations où c ̸≃ c0 étaient à l’étude, cela impliquerait des
changements mineurs dans le code et ne remettrait en cause ni le modèle en lui-même, ni les
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stratégies numériques choisies, ni les conclusions portant sur les phénomènes physiques élé-
mentaires à l’œuvre.

Densité d’énergie libre pour les dislocations :

La boucle de dislocation ne peut se mouvoir que dans son plan de montée. La densité fdislo(ϕ), qui
rend compte de l’énergie associée aux cœurs, doit donc être confinée dans ce plan. Ce même plan peut
par ailleurs contenir plusieurs boucles incluses les unes dans les autres. La densité fdislo(ϕ) doit donc
vérifier la propriété fdislo(ϕ± 1) = fdislo(ϕ). La densité d’énergie libre associé au champ de présence
des dislocations est alors donnée par :

fdislo(ϕ) = Γd

(
π

8wd

(1− cos(2πϕ)) +
π

4
wd|n ∧∇ϕ|2

)
δ(x− x0) (2.10)

où Γd [ J.m−1] est l’énergie du cœur de la dislocation et wd [m] sa largeur (voir Annexe A). n est le
vecteur normal au plan de montée (voir figure 2.1).

Densité d’énergie libre pour les pores/cavités :

fpore(η) doit discriminer deux phases. Les cavités sont définies par η = 1 tandis que la matrice
est définie par les régions de l’espace où η = 0. Les interfaces se situent dans les régions de variations
entre ces deux valeurs. Nous choisissons donc la description énergétique classiquement utilisée pour
l’étude de systèmes biphasés :

fpore(η) = γp

(
12

wp

η2(1− η)2 + 3

4
wp|∇η|2

)
(2.11)

où γp [ J.m−2] est l’énergie de surface de la cavité et wp [m] sa largeur (voir Annexe A).

Densité d’énergie libre élastique :

Nous nous plaçons dans le cadre des petites déformations. Nous supposons en particulier que cette
hypothèse reste valable dans le cœur de la boucle de dislocation [Geslin et al., 2014b]. La contribution
élastique à l’énergie libre s’écrit comme suit :

felas(c, ϕ, η, ϵ∼) =
1

2
Cijkl(η)

[
ϵij − ϵ0ij(ϕ, c)

] [
ϵkl − ϵ0kl(ϕ, c)

]
− σA

ij ϵ̄ij (2.12)

σ∼
A est la contrainte appliquée. Le tenseur ϵ∼(r) la déformation totale locale. De manière à assurer au-

tomatiquement la compatibilité des tenseurs de déformation, nous le définissons par dérivation d’un
champ de déplacement continu, ce qui, en petite déformation, conduit à la formulation usuelle sui-
vante :

ϵij(r) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(2.13)
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Si ϵ̄∼ est la déformation moyenne, nous pouvons décomposer le champ de déplacement et le tenseur de
déformation de la manière suivante :

ui(r) = ϵ̄ijxj + δui(r)

ϵij(r) = ϵ̄ij + δϵij(r)

(2.14)

(2.15)

avec :

δϵij(r) =
1

2

(
∂δui
∂xj

+
∂δuj
∂xi

)
⟨δϵij(r)⟩ = 0

(2.16)

(2.17)

où ⟨X⟩ est la moyenne deX sur le volume V .
Cette décomposition permet de considérer la déformation moyenne ϵ̄∼ comme un degré de liberté in-
dépendant, pourvu bien entendu que l’on impose au champ de déplacement hétérogène δui(r) des
conditions aux limites qui assurent automatiquement la réalisation de l’équation (2.17). Nous verrons
plus loin que nous utilisons des conditions aux limites périodiques sur le champ hétérogène δui(r), ce
qui garantit automatiquement l’équation (2.17).

Le tenseur ϵ∼
0(r), qui intervient dans l’équation (2.12), est le tenseur des déformations propres lo-

cales. Il rend compte des déformations locales introduites par la présence de lacunes d’une part et des
dislocations d’autre part. La définition de la déformation libre ϵ∼

0(r) comprend ainsi deux contribu-
tions :

ϵ0ij = ϵ0,dij h(ϕ)

1

+ ϵ0,vij c

2

(2.18)

La première contribution est liée à la présence du cœur de la dislocation. Nous donnons ci-après l’ex-
pression de ϵ∼

0,d, le tenseur des déformations propres induites par le cœur de la dislocation :

ϵ0,dij =
1

2
(binj + bjni) δ(x− x0) (2.19)

où b est le vecteur de Burgers et n la normale au plan de montée. Le champ ϕ décrit une boucle
de dislocation lacunaire. Celle-ci est contenue dans le plan x = x0. Le tenseur ϵ∼

0,d exprime donc
une contraction locale dans le plan de montée dérivant d’un déplacement d’un vecteur de Burgers. Ce
tenseur est pondéré par la présence effective de la plaquette de dislocation, soit h(ϕ) (voir figure 2.2).
La présence de lacunes dans lamatrice induit également une déformation locale.Nous la posons, dans le
terme 2, linéaire à la concentration [Geslin et al., 2014b]. L’expression de la déformation propre associée
à une lacune isolée fait intervenir son volume de relaxation V ∗. Elle s’écrit de la manière suivante :

ϵ0,vij = δij
1

3

V ∗

Ω
(2.20)

où δij est le symbole de Kronecker et où nous rappelons que Ω est le volume atomique. En agrégeant
les équations (2.18) à (2.20), nous obtenons l’expression détaillée du tenseur des déformations propres
locales :

ϵ0ij =
1

2
(binj + bjni) δ(x− x0) h(ϕ) + δij

1

3

V ∗

Ω
c (2.21)
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Cijkl(η) est le tenseur des constantes élastiques. Dans un pore, ie lorsque η = 1, les constantes
élastiques doivent être nulles. Nous définissons donc Cijkl(η) de la manière suivante :

Cijkl(η) = Cijkl(1− h(η)) (2.22)

où Cijkl est le tenseur élastique dans la matrice.

Nous définissons enfin une déformation élastique ϵ∼
el(r), différence entre la déformation totale ϵ∼(r)

et la déformation libre ϵ∼
0(r) :

ϵ∼
el(r) = ϵ∼(r)− ϵ∼0(r) (2.23)

Nous retrouvons ainsi la loi de Hooke, valable dans le cas des petites déformations et dans laquelle
la contrainte locale σ∼(r) est liée linéairement à la déformation élastique locale ϵ∼

el(r) par le tenseur
d’élasticité C

≈
(r) :

σij(r) =
∂felas
∂ϵelij

(r) = Cijkl(r)ϵ
el
kl(r) (2.24)

Bilan

Nous avons définit une énergie libre F
(
{c}, {ϕ}, {η},

{
ϵ∼
})

=

∫
V
ftot dV .

ftot =
kBT

2Ωc0

(
(D − 1) h(η) + 1

)(
c− c0

(
1− h(η)

))2
+

12γp
wp

η2(1− η)2 + 3

4
γpwp|∇η|2

+

(
πΓd

8wd

(1− cos(2πϕ)) +
π

4
Γdwd|n ∧∇ϕ|2

)
δ(x− x0)

+
1

2
Cijkl (1− h(η))

[
ϵij − ϵ0ij(ϕ, c)

] [
ϵkl − ϵ0kl(ϕ, c)

]
− σA

ij ϵ̄ij

fchem

fpore

fdislo

felas

(2.25)

2.1.3 Cinétique

Nous venons de construire l’énergie libre F d’un système composé de pores, de boucles de dislo-
cation et de lacunes, en prenant en compte une contribution élastique induite par la présence de ces
objets. L’ensemble des champs η, ϕ, c et ϵ∼, qui représentent les pores, les boucles de dislocations, la
concentration en lacune et la déformation totale locale respectivement, évoluent de manière à dissiper
cette énergie. Nous détaillons à présent l’évolution couplée de ces champs. Nous détaillons dans un
premier temps les cinétiques des champs Ψ, ϕ et η. Puis nous en déduisons les cinétiques des champs
c, ϕ et η. Nous décrivons enfin la résolution de l’équilibre mécanique.
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2.1.3.1 Cinétiques des champsΨ, η et ϕ

La forme des équations cinétiques des champs dépend des caractères conservés ou non de ces
champs. Nous avons vu plus haut que le champΨ, combinaison linéaire des champs c,ϕ et η (voir équa-
tion (2.3)) est conservé, tandis que les champs ϕ et η ne le sont pas. En notantF∗ ({Ψ}, {ϕ}, {η},{ϵ∼})
la fonctionnelle d’énergie qui représente l’énergie totale en fonction des champsΨ,ϕ, η et ϵ∼, nous avons
donc les cinétiques suivantes : 

Ψ̇ = ∇ ·
(
M∇δ F∗

δΨ

)
,

ϕ̇ = −Lϕ
δ F∗

δϕ
,

η̇ = −Lη
δ F∗

δη
,

(2.26)

(2.27)

(2.28)

où M est la mobilité du champ Ψ et peut en toute rigueur dépendre de la valeur locale de celui-ci.
La signification physique de cette mobilité est commentée par la suite. Les termes Lϕ et Lη sont les
mobilités des champs ϕ et η respectivement.

F∗ est reliée à la fonctionnelle F présentée plus haut de la manière suivante :

F∗ ({Ψ}, {ϕ}, {η},{ϵ∼}) = F
(
{c}, {ϕ}, {η},

{
ϵ∼
})
, (2.29)

avec
Ψ(x, y, z) = b ϕ(y, z)δ(x− x0) + c(x, y, z) + η(x, y, z). (2.30)

En d’autres termes, nous avons :

F∗ ({Ψ}, {ϕ}, {η},{ϵ∼}) = ∫
V
ftot

(
Ψ− b ϕ(y, z)δ(x− x0)− η, ϕ, η, ϵ∼

)
dV , (2.31)

où la densité ftot est donnée par l’équation (2.25). Les forces motrices qui interviennent dans les équa-
tions (2.26) à (2.28) sont donc données par :

δ F∗

δΨ
=
∂ftot
∂c

, (2.32)

δ F∗

δη
=
∂ftot
∂η
−∇∂ftot

∂∇η
− ∂ftot

∂c
, (2.33)

δ F∗

δϕ
=

∫
Lx

{
∂ftot
∂ϕ
−∇∂ftot

∂∇ϕ
− b ∂ftot

∂c
δ(x− x0)

}
dx , (2.34)

où nous avons tenu compte du fait que la densité ftot dépend également des gradients des champs ϕ
et η (voir équation (2.25)). Remarquons que, en raison du caractère bi-dimensionnel du champ ϕ (voir
équation (2.1)), la force motrice δ F∗/δϕ laisse une intégrale le long de la direction perpendiculaire au
plan dans lequel le champ ϕ est confiné.

2.1.3.2 Cinétiques des champs c, η et ϕ

Nous souhaitons désormais ré-écrire ces équations en fonction des variables naturelles c, ϕ et η.
Nous reprenons dans un premier temps l’équation (2.3). Elle nous permet d’avoir une expression de c
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en fonction des autres champs :

c(r, t) = Ψ(r, t)− b ϕ(y, z, t)δ(x− x0)− η(r, t) (2.35)

Il suffit maintenant de dériver cette relation par rapport au temps et d’y injecter les équations (2.26)
à (2.28). Nous obtenons ainsi la cinétique de c(r, t) :

ċ = ∇ ·
(
M∇δ F∗

δΨ

)
+ b Lϕ

δ F∗

δϕ
δ(x− x0) + Lη

δ F∗

δη
(2.36)

Finalement, en utilisant les forces motrices données dans les équations (2.32) à (2.34) et les équations
cinétiques équations (2.27), (2.28) et (2.36), nous obtenons :



ċ = ∇ ·
(
M∇∂ftot

∂c

)
− b δ(x− x0)ϕ̇− η̇,

ϕ̇ = −Lϕ

(∫
Lx

∂ftot
∂ϕ

dx− π

2
Γdwd∇2

yzϕ− b
∂ftot
∂c

∣∣∣∣
x=x0

)
,

η̇ = −Lη

(
∂ftot
∂η
− 3

2
γpwp∇2η − ∂ftot

∂c

)
,

(2.37)

(2.38)

(2.39)

où nous avons défini ∇2
yz comme le laplacien planaire selon les direction y et z. Nous faisons ici

remarquer que l’équation (2.38), à deux dimensions seulement, est en accord avec la définition planaire
de ϕ. Comme nous l’avons vu plus haut, ftot = fchem+fpore+fdislo+felas. Nous explicitons ci-après
les dérivées partielles intervenant dans les équations (2.37) à (2.39) :

∂fchem
∂c

= µchem =
kBT

Ω

(
(D − 1) h(η) + 1

)( c

c0
+ h(η)− 1

)
(2.40)

∂felas
∂c

= −σijϵ0,vij (2.41)

∂fchem
∂η

=
kBT

Ω
c0 h

′(η)
(
c

c0
+ h(η)− 1

)(
2(D − 1) h(η) + 2−D + (D − 1)

c

c0

)
(2.42)

∂fpore
∂η

=
24γp
wp

(
η − 3η2 + 2η3

)
(2.43)

∂felas
∂η

= −1

2
Cijkl h

′(η)
[
ϵij − ϵ0ij(ϕ, c)

] [
ϵkl − ϵ0kl(ϕ, c)

]
(2.44)

∂fdislo
∂ϕ

=
π2Γd

4wd
sin(2πϕ)δ(x− x0) (2.45)

∂felas
∂ϕ

= −σij
2

(binj + bjni) δ(x− x0) h′(ϕ) (2.46)
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Tous calculs faits, nous obtenons le jeu d’équations cinétiques couplées suivant :

ċ = ∇ ·
(
M∇∂ftot

∂c

)
− b δ(x− x0)ϕ̇− η̇,

ϕ̇ = −Lϕ

(
π2Γd

4wd

sin(2πϕ)− σij
2

(binj + bjni) h
′(ϕ)− π

2
Γdwd∇2

yzϕ

− b
[
kBT

Ω

(
(D − 1) h

(
η(x0, y, z)

)
+ 1
)(c(x0, y, z)

c0
+ h

(
η(x0, y, z)

)
− 1

)
−σij(x0, y, z)ϵ0,vij

])
,

η̇ = −Lη

(
24γp
wp

(
η − 3η2 + 2η3

)
− Cijkl

2
h′(η)ϵelijϵ

el
kl

+
kBT

Ω
c0 h

′(η)

(
c

c0
+ h(η)− 1

)(
(D − 1)

(
2 h(η) +

c

c0

)
+ 2−D

)
− 3

2
γpwp∇2η − kBT

Ω

(
(D − 1) h(η) + 1

)( c

c0
+ h(η)− 1

)
+ σijϵ

0,v
ij

)
.

(2.47)

−σij(x0, y, z)ϵ0,vij

])
, (2.48)

(2.49)

Nous pouvons maintenant donner un sens physique àM , initialement introduit dans l’équation (2.26).
L’équation (2.37) montre qu’il s’agit de la mobilité des lacunes. Afin de compenser les divergences lo-
garithmiques et de retrouver l’équation de Fick pour c → 0 lorsque le potentiel chimique dérive de
l’équation (2.5), la mobilité est exprimée comme suit [Geslin, 2013] :

M =M(c) =
ΩDv

kBT
c(1− c) où Dv = D0 exp

(
− Em

kBT

)
(2.50)

Dv [m2.s−1] est le coefficient de diffusion des lacunes, D0 [m2.s−1] est un préfacteur intrinsèque au
matériau constituant la matrice [Ehrhart et al., 1991] etEm [eV] est l’énergie de migration des lacunes.
Dans le cadre de notre étude, nous rappelons que nous supposons une solution diluée où la concen-
tration en lacunes c s’éloigne peu de sa valeur d’équilibre c0 ≪ 1. Par conséquent, nous définissons la
mobilitéM , constante, comme suit :

M =
ΩDv

kBT
c0 (2.51)

L’équation (2.37) s’écrit donc désormais de la façon suivante :

ċ =M∇2∂ftot
∂c
− b δ(x− x0)ϕ̇− η̇ (2.52)

2.1.3.3 Équilibre mécanique

Dans le cadre de l’étude de phénomènes diffusifs comme c’est le cas ici, le temps caractéristique
d’établissement de l’équilibremécanique est petit devant le temps caractéristique de la diffusion, de telle
sorte que l’équilibremécanique statique de lamicrostructure est vérifié à chaque instant. Nous écrivons
l’énergie élastique comme l’intégrale sur le volume V de la densité d’énergie élastique felas définie
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équation (2.12). Cette énergie dépend de la déformation homogène ϵ̄∼ et des déplacements hétérogènes
δu(r) au travers de la déformation hétérogène δϵ∼(r) :

Fel =
1

2

∫
V

{
Cijkl(r)

[
ϵ̄ij + δϵij(r)− ϵ0ij(r)

][
ϵ̄kl + δϵkl(r)− ϵ0kl(r)

]}
dV − V σAij ϵ̄ij . (2.53)

Considérons désormais une variation∆Fel induite par des variations∆ϵ̄∼et∆δu(r). Par des arguments
de symétrie et en intégrant par parties les termes en facteur de∆δu(r), nous aboutissons à la relation
suivante :

∆Fel =

∫
V

{
Cijkl(r)

[
ϵ̄kl + δϵkl(r)− ϵ0kl(r)

]
∆ϵ̄ij

− ∂

∂rj

(
Cijkl(r)

[
ϵ̄kl + δϵkl(r)− ϵ0kl(r)

])
∆δui(r)

}
dV − V σAij∆ϵ̄ij . (2.54)

En regroupant les termes facteurs de∆ϵ̄∼et ceux facteurs∆δu(r), nous pouvons en déduire les dérivées
fonctionnelles de Fel par rapport à ϵ̄∼ et δu(r) :

∆Fel

∆ϵ̄ij
=

∫
V
σij(r) dV − V σAij , (2.55)

∆Fel

∆δui(r)
= −∂σij

∂rj
(r), (2.56)

où la contrainte σij(r) est donnée par :

σij(r) = Cijkl(r)
[
ϵ̄kl + δϵkl(r)− ϵ0kl(r)

]
. (2.57)

L’équilibre mécanique est atteint lorsque ces variations sont nulles, soit :
∫
V
σij(r) dV − V σAij = 0

∂σij
∂rj

(r) = 0

(2.58)

(2.59)

Nous retrouvons que, à l’équilibre, la moyenne spatiale de la contrainte doit être égale à la contrainte
appliquée et que la divergence de la contrainte locale doit être nulle. En définissant C

≈
(r) comme la

somme d’un tenseur élastique d’un milieu homogène de référence C
≈
ref et d’un tenseur élastique d’un

milieu inhomogène C
≈
′(r) tel que :

Cijkl(r) = Cref
ijkl + C ′

ijkl(r) (2.60)

et en introduisant le tenseur des souplesses du milieu de référence S
≈
ref défini par Sref

ijklC
ref
klmn =

1
2(δinδjm + δimδjn), où δ est le symbole de Kronecker, nous remanions les équations (2.58) et (2.59)
pour obtenir le système suivant :

ϵ̄ij = ⟨ϵ0ij(r)⟩+Sref
ijkl

[
σA
kl + ⟨C ′

klmn(r)ϵ
0
mn(r)⟩

− ⟨C ′
klmn(r)δϵmn(r)⟩− ⟨C ′

klmn(r)⟩ ϵ̄mn

]
[
Cref

ijkl

∂

∂rj∂rl
+

∂

∂rj

(
C ′

ijkl(r)
∂

∂rl

)]
δuk(r)

= Cref
ijkl

∂ϵ0kl
∂rj

(r)−
∂C ′

ijkl

∂rj
(r)ϵ̄kl +

∂C ′
ijklϵ

0
kl

∂rj
(r)

(2.61)

(2.62)
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Résoudre l’équilibre mécanique de la microstructure revient à trouver ϵ̄∼ et δu(r) solutions du système
ainsi présenté. Cette résolution est simplifiée dans l’espace de Fourier, où les opérateurs différentiels
deviennent locaux. Nous rappelons ci-après la définition d’une transformation de Fourier et d’une
transformation inverse :

F {f(r)} = f(k) = {f}k =
1

V

∫
V
f(r)e− ik r dV (2.63)

F−1 {f(k)} = f(r) = {f}r =
∑
k

f(k)eik r (2.64)

où k est un vecteur de l’espace réciproque. Pour simplifier les notations on différencie la transformée
de Fourier de sa fonction par son argument, respectivement k ou r.

Le système composé des équations (2.61) et (2.62) possède une solution analytique lorsque le mi-
lieu élastique est homogène [Khachaturyan, 1983]. Il s’agit d’un milieu où les constantes élastiques ne
dépendent pas de la position dans l’espace, ie C

≈
(r) = C

≈
d’où C

≈
′(r) = 0

≈
.

Lorsque le milieu élastique est inhomogène, ce qui est le cas dans notre thèse où un pore aux
constantes élastiques nulles s’insère dans une matrice aux constantes élastiques non nulles, il est pos-
sible de trouver une solution numérique aux équations (2.61) et (2.62). Nous décrivons très brièvement
l’algorithme numérique employé dans nos travaux de thèse, très similaire à Degeiter [2019]. Les équa-
tions (2.61) et (2.62) sont résolues à l’aide d’un algorithme de point fixe. Présenté pour la première fois
par Moulinec et Suquet [1995] et Khachaturyan et al. [1995], ce type d’algorithme tire parti de l’effica-
cité numérique des Transformées de Fourier Rapide (FFT), largement optimisées et parallélisées. Il est
donc nécessaire de disposer d’une grille régulière. De nombreux travaux reprennent cet algorithme ou
des dérivés [Hu et Chen, 2001; Michel et al., 2001; Boussinot et al., 2010; Willot, 2015; Cottura et al.,
2015; Degeiter et al., 2020].

Les valeurs de ϵ̄∼et δu(r) sont approchées par itérations jusqu’à satisfaire un critère de convergence
défini au préalable, où elles sont alors solutions des équations (2.61) et (2.62) dans la précision choisie.
Dans notre cas, nous vérifions que la norme infinie de la divergence des contraintes

∥∥∥∇̃ · σ∼
∥∥∥
∞
, où

l’opérateur ∇̃· représente la discrétisation de l’opérateur divergence∇·, est inférieure à 10−3C44, où
C44 est le coefficient de cisaillement en notation de Voigt. Les champs ϵ̄∼ et δu(r) sont donc solutions
des équations (2.61) et (2.62) de sorte que toutes les composantes de la contrainte σ∼, sur tout le volume,
sont précises à 10−3C44 près, soit une précision de l’ordre du MPa en pratique, ce qui est tout à fait
suffisant. La vitesse de convergence de l’algorithme dépend du milieu homogène de référence C

≈
ref , du

contraste de raideur et de la proximité de l’initialisation de ϵ̄∼ et δu(r) à la solution dans le point fixe.
Lorsque l’inhomogénéité de la microstructure est faible, il est usuel d’initialiser ϵ̄∼ et δu(r) aux solu-
tions analytiques de l’élasticité homogène. Dans notre cas, nous prenons commemilieu de référence un
milieu homogène dont les constantes élastiques sont celles de la matrice multipliées par un indicateur
lié à la porosité de la microstructure, soit C

≈
ref = (1 − ρv)C≈

mat où ρv = Vpores/Vtot est la porosité.
L’initialisation du point fixe est alors faite en prenant pour ϵ̄∼ et δu(r) les solutions analytiques de ce
milieu de référence homogène.
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Tout l’enjeu dans l’implémentation de tels algorithmes réside dans la construction du schéma FFT
approprié et des opérateurs différentiels associés. Ces opérateurs, locaux dans l’espace réciproque,
peuvent être définis à partir d’opérateurs de différences finies dans l’espace direct. Il est montré dans
Willot [2015] que les schémas FFT classiques peuvent conduire les champs mécaniques à osciller en
présence d’interfaces étroites. Ces artefacts numériques peuvent être supprimés par l’utilisation de
schémas avec des grilles décalées, dont il existe plusieurs versions [Geslin, 2013; Ruffini et Finel, 2015;
Ruffini et al., 2017; Valdenaire, 2016]. La stabilité d’un schéma est alors assurée pourvu qu’il n’existe pas
de vecteur d’onde k ̸= 0, dans la 1ère zone de Brillouin associée à la grille, qui annule simultanément
les opérateurs différentiels. Dans le cadre de notre étude, nous utilisons un choix de discrétisation
récemment proposé par Alphonse Finel (publication à venir). Il s’agit d’un solveur discret, incondi-
tionnellement stable quelles que soient les discontinuités matérielles présentes, et numériquement très
efficace.

2.1.4 Conclusion

Nous venons de construire un modèle champ de phase qui couple évolution de cavités, diffusion
de lacunes et montée de dislocations. Nous avons défini les champs d’intérêt et avons associé à notre
système une énergie. Pour dissiper cette énergie, une loi de conservation sur les lacunes fait naturelle-
ment émerger une évolution cinétique couplée des différents champs. Les interactions élastiques sont
également prises en compte. Les équations du modèle sont exprimée ici dans un milieu continu. Dans
la partie qui suit, nous détaillons la manière dont nous les discrétisons et effectuons l’implémentation
numérique.

2.2 Implémentation numérique

Dans cette section nous détaillons l’implémentation numérique de notre modèle. Dans un premier
temps nous explicitons nos choix d’adimensionnement. Puis nous mettons en place une solution nu-
mérique pour décrire l’évolution des champs c, ϕ et η. Nous présentons en outre une démarche inédite
pour décrire l’évolution du champ de concentration des lacunes c inspirée d’hypothèses physiques sim-
plificatrices.

2.2.1 Adimensionnement

Nous réalisons ci-après l’inventaire des grandeurs qui caractérisent notre modèle, en terme d’es-
pace, de temps et d’énergie. Nous utilisons ensuite ces grandeurs pour adimensionner les paramètres
physiques de notre modèle demanière à en optimiser l’implémentation numérique. Les choix que nous
faisons sont semblables à ceux faits dans Geslin et al. [2014b] et Rokkam et al. [2009], avec toutefois des
différences, que nous expliquons maintenant.

L’implémentation numérique impose une discrétisation spatiale de notre modèle continu sur une
grille. Nous choisissons ici une grille cubique et nous appelons d [m] son pas, longueur caractéristique
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de notre modèle. Nous nous laissons libres de choisir cette distance en fonction de la simulation que
nous réalisons. Contrairement à Geslin et al. [2014b] ou Rokkam et al. [2009], elle n’est pas forcément
liée à un paramètre de maille ni ne découle d’un phénomène physique particulier. Ce choix nous per-
met en particulier de simuler des cavités de tailles nanométriques en fixant d sub-ånströmique ou bien
de simuler des pores de tailles micrométriques en fixant d de l’ordre de la centaine de nanomètre. Aux
coordonnées (x, y, z) de l’espace continu est associé le triplet (l,m, n) de la grille numérique. Les
boucles prismatiques deviennent des plaquettes d’épaisseur d [Geslin et al., 2014b]. La fonction de Di-
rac δ(x) trouve son équivalent discret dans une fonction créneauH(l) de largeur le pas de grille d, soit
δ(x) → H(l)/d. Nous ne discrétisons pas les opérateurs différentiels mais préférons employer leur
équivalent local dans l’espace réciproque dans lequel nous nous plaçons pour la résolution des équa-
tions (2.26) à (2.28). Cette transposition directe d’un opérateur réel continu par son équivalent toujours
continu dans l’espace réciproque discrétisé dans le cadre d’un schéma FFT discret peut être à l’origine
d’oscillations liées à du frottement sur la grille, notamment lorsque les interfaces sont abruptes [Fi-
nel et al., 2018]. Nous nous assurons dans chacune de nos simulations que les zones interfaciques des
champs sont bien décrites par un nombre assez important de points de grille (minimum 6) de manière
à s’affranchir de ce problème.

Nous adoptons comme temps caractéristique de nos équations d’évolution τ = d2/Dvc0, basé sur
le temps de diffusion d’une lacune sur la distance d, t0 = d2/Dv . En adimensionnant les énergies par
l’énergie caractéristique f0 = kBT/Ω, le choix d’adimensionner le temps par τ , lié à la diffusion des
lacunes, mène logiquement à une mobilité des lacunes adimentionnée M̃ = 1. Nous ne faisons donc
plus apparaître M̃ dans les équations qui suivent.

Nous adimentionnons les différentes quantités physiques de l’équation (2.25). Ces quantités adi-
mensionnées sont notées □̃ et sont récapitulées dans le tableau 2.1. Nous introduisons les quantités
adimentionnées du tableau 2.1 dans les dérivées partielles des équations (2.40) à (2.46) intervenant dans
les forces motrices. Nous obtenons les relations suivantes :

∂fchem
∂c

= µchem = f0

(
(D − 1) h(η) + 1

)(
c̃+ h(η)− 1

)
(2.65)

∂felas
∂c

= −f0 σ̃ij ϵ̃0,vij (2.66)

∂fchem
∂η

= f0 c0 h
′(η)
(
c̃+ h(η)− 1

)(
2(D − 1) h(η) + 2−D + (D − 1)c̃

)
(2.67)

∂fpore
∂η

= f0
24γ̃p
w̃p

(
η − 3η2 + 2η3

)
(2.68)

∂felas
∂η

= −f0
C̃ijkl

2
h′(η)

[
ϵ̃ij − ϵ̃0ij(ϕ, c)

] [
ϵ̃kl − ϵ̃0kl(ϕ, c)

]
(2.69)

∂fdislo
∂ϕ

= f0 d
π2Γ̃dC̃44b̃

2

4w̃d
sin(2πϕ)

1

d
H(l − l0) (2.70)

∂felas
∂ϕ

= −f0 d
σ̃ij
2

(
b̃inj + b̃jni

)
h′(ϕ)

1

d
H(l − l0) (2.71)

Nous obtenons ainsi, à partir des équations (2.37) à (2.39) le jeu d’équations cinétiques adimensionnées
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Tableau 2.1 – Adimensionnement et discrétisation du modèle.

Opérateurs et fonctions

δ(x)→ 1

d
H(l) ∇̃ = d∇ ∇̃2 = d2∇2

Cavités

w̃p =
wp

d
γ̃p =

γp
f0 d

Dislocations

b̃ =
b

d
w̃d =

wd

d
Γ̃d =

Γd

C44b2

Lacunes

c̃ =
c

c0

Longueurs et déformations

ũ =
u

d
r̃ =

r

d
ϵ∼ = ϵ̃∼

Temps et énergie

t̃ = t
Dvc0
d2

f̃tot =
ftot
f0

C̃ijkl =
Cijkl

f0

Mobilités

M̃ = 1 L̃ϕ =
Lϕd

3

M
L̃η =

Lηd
2

M

suivantes : 

dc

dt̃
= ∇̃2

(
∂f̃tot
∂c

)
− b̃ dϕ

dt̃
H(l − l0)−

dη

dt̃

dϕ

dt̃
= −L̃ϕ

(
Lx∑
l=0

l
∂f̃tot
∂ϕ
− b̃ ∂f̃tot

∂c

∣∣∣∣∣
l=l0

− π

2
Γ̃dC̃44b̃

2w̃d∇̃2
mnϕ

)
dη

dt̃
= −L̃η

(
∂f̃tot
∂η
− ∂f̃tot

∂c
− 3

2
γ̃pw̃p∇̃2η

)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

2.2.2 Résolution des équations cinétiques et stratégie pour l’équilibre chimique

Nous détaillons ici l’implémentation numérique des équations (2.72) à (2.74) qui décrivent l’évolu-
tion temporelle des champs c, ϕ et η. La résolution de ces équations différentielles requiert un schéma
de discrétisation temporelle avec un pas de temps ∆t̃. Pour des raisons évidentes d’efficacité numé-
rique, nous souhaitons∆t̃ le plus grand possible dans la limite où le schéma est stable, ie les solutions
ne divergent pas, et est suffisamment précis. C’est le phénomène physique le plus rapide qui fixe ce
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pas de temps maximal admissible. Dans notre cas, il s’agit de la diffusion des lacunes. Toujours dans
un souci d’efficacité numérique, nous résolvons les équations (2.72) à (2.74) dans l’espace réciproque,
à l’aide des transformées de Fourier, dont nous avons déjà rappelé la définition section 2.1.3.3. Nous
tirons ainsi parti de l’optimisation des librairies FFT existantes mais également et surtout du carac-
tère local des opérateurs différentiels dans cet espace. Les équations cinétiques deviennent alors des
équations algébriques qui peuvent être résolues par un schéma d’Euler semi-implicite comme nous le
détaillons ci-après. Même dans ce cas et avec l’adimensionnement choisi précédemment et dont les
grandeurs caractéristiques sont celles de la diffusion des lacunes, le pas de temps maximum admissible
est de l’ordre de 0.1t0, où nous rappelons que t0 = d2/Dv est le temps caractéristique de diffusion
d’une lacune sur une distance d. Les temps de simulations réels simulables sont donc limités à quelques
microsecondes [Geslin, 2013], loin desminutes ou des heures envisagées pour simuler convenablement
des phénomènes de recuit ou de pressage isostatique à chaud [Jacquelin, 2018; Epishin et al., 2018]. Il
est cependant un cas de figure où nous pouvons nous affranchir du traitement explicite de la diffusion.
Il s’agit du cas où les objets autres que les lacunes évoluent très lentement par rapport à ces dernières.
Dans ces situations-là uniquement, le champ c est considéré comme évoluant de manière quasi sta-
tique par rapport aux champ η et ϕ. Cela se traduit par l’approximation ċ = 0. Sous cette hypothèse,
les équations (2.72) à (2.74) se ré-écrivent de la sorte :

0 = ∇̃2

(
∂f̃tot
∂c

)
− b̃ dϕ

dt̃
H(l − l0)−

dη

dt̃

dϕ

dt̃
= −L̃ϕ

(
Lx∑
l=0

l
∂f̃tot
∂ϕ
− b̃ ∂f̃tot

∂c

∣∣∣∣∣
l=l0

− π

2
Γ̃dC̃44b̃

2w̃d∇̃2
mnϕ

)
dη

dt̃
= −L̃η

(
∂f̃tot
∂η
− ∂f̃tot

∂c
− 3

2
γ̃pw̃p∇̃2η

)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

Nous détaillons la résolution numérique de ces équations, en commençant par la résolution du champ
ϕ. La construction du schéma d’Euler semi-implicite dans l’espace réciproque passe par la stratégie
suivante : tous les termes linéaires en ϕ̂ sont considérés pris à t̃+∆t̃. Le reste des termes est considéré
pris à t̃. Discrétisée en temps, l’équation (2.76) devient :

ϕ̂(k, t̃+∆t̃)− ϕ̂(k, t̃)
∆t̃

= −L̃ϕ

(
F

{
Lx∑
l=0

l
∂f̃tot
∂ϕ

}
t̃

− b̃F

{
∂f̃tot
∂c

∣∣∣∣∣
l=l0

}
t̃

+
π

2
Γ̃dC̃44b̃

2w̃d

(
k2m + k2n

)
ϕ̂(k, t̃+∆t̃)

)
(2.78)

où nous rappelons que k = (kl, km, kn) est un vecteur de l’espace réciproque et où f̂ = f(k) =

F {f(r)} désigne la transformée de Fourier de f(r) telle que définie dans les équations (2.63) et (2.64).
F {f(r)}t̃ désigne la transformée de Fourier prise à t̃. Nous obtenons ainsi l’expression du champ ϕ̂,
en tout point k de l’espace réciproque, et à t̃ = t̃+∆t̃ :

ϕ̂(k, t̃+∆t̃) =

ϕ̂(t̃)−∆t̃L̃ϕ

(
F
{∑Lx

l=0 l
∂f̃tot
∂ϕ

}
t̃
− b̃F

{
∂f̃tot
∂c

∣∣∣
l=l0

}
t̃

)
1 + ∆t̃ L̃ϕ

π
2 Γ̃dC̃44b̃2w̃d

(
k2m + k2n

) (2.79)
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De la même façon, nous discrétisons en temps l’équation (2.77), qui gouverne l’évolution du champ η :

η̂(k, t̃+∆t̃)− η̂(k, t̃)
∆t̃

= −L̃η

(
F

{
24γ̃p
w̃p

η2
(
2η − 3

)
+
∂f̃elas
∂η

− ∂f̃tot
∂c

}
t̃

+
24γ̃p
w̃p

η̂(k, t̃+∆t̃) +
3

2
γ̃pw̃p k

2η̂(k, t̃+∆t̃)

)
(2.80)

Nous obtenons l’expression du champ η̂, en tout point k de l’espace réciproque, et à t̃ = t̃+∆t̃ :

η̂(k, t̃+∆t̃) =
η̂(t̃)−∆t̃ L̃η F

{
24γ̃p
w̃p

η2
(
2η − 3

)
+ ∂f̃elas

∂η −
∂f̃tot
∂c

}
t̃

1 + ∆t̃ L̃η
3
2 γ̃p

(
16
w̃p

+ w̃p k2
) (2.81)

Nous abordons enfin le traitement spécifique de l’équation (2.75), écrite dans l’hypothèse où le champ
c évolue de manière quasi statique par rapport aux autres champs. Pour résoudre l’équation ċ = 0

nous l’exprimons également dans l’espace réciproque afin de manipuler une équation algébrique. Si
l’équation dans l’espace réciproque était linéaire en ĉ nous pourrions alors la résoudre directement en
inversant le système. À l’instar de la résolution du champ δu(r) dans le cadre de l’équilibre mécanique
(voir section 2.1.3.3), ce n’est pas le cas ici. Nous utilisons donc un schéma de point fixe qui nécessite
d’identifier une partie linéaire en ĉ afin d’obtenir une solution à l’étapen qui est utilisée dans l’étapen+1

pour s’approcher par itérations successives de la solution exacte. En toute généralité, nous pouvons
identifier dans les forces motrices de c une partie linéaire en c (que l’on écrira α1c ou α2c), une partie
non-linéaire qui dépend de c (fonctions avec un indice impairG1(c) ouG3(c)) qui devra être actualisée
dans le point fixe, et une partie indépendante de c (fonction avec un indice pair G2, G4 et G6) qui
sera calculée à l’entrée du point fixe seulement. Selon les conventions que nous venons de fixer, nous
pouvons ré-écrire les équations (2.65) et (2.67) de la façon suivante :

∂f̃chem
∂c

=
(
α1c̃+G1(c̃) +G2

)
(2.82)

∂f̃chem
∂η

= c0

(
α3c̃+G3(c̃) +G4

)
(2.83)

Dans ce travail, la démarche qui nous a amenés à un schéma de point fixe qui converge a conduit à
définir les grandeurs αi et les fonctionsGi suivantes :

g1 = (D − 1) h(η) + 1

α1 = N⟨g1⟩

G1(c̃) = (g1 −N⟨g1⟩) c̃

G2 = g1(h(η)− 1)

g3 = (2g1 −D) h′(η)

α3 = N⟨g3⟩

G3(c̃) =
D − 1

2
h′(η)c̃2 + (g3 −N⟨g3⟩) c̃

G4 =
h(η)− 1

2
h′(η)

(
3g1 −D

)
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Ĝ6 = −k2Ĝ2(t̃)

+ L̃ϕb̃

{π2Γ̃dC̃44b̃
2

4w̃d
sin(2πϕ)− σ̃ij

∣∣∣∣
l=l0

(b̃inj + b̃jni) h
′(ϕ)− b̃ G2

∣∣∣∣
l=l0

}
k,t̃

+
π

2
Γ̃dC̃44b̃

2w̃d

(
k2m + k2n

)
ϕ̂(t̃)


+ L̃η

{24γ̃p
w̃p

η2
(
2η − 3

)
− C̃ijkl

2
h′(η)ε̃elij ε̃

el
kl + c0G4 −G2

}
k,t̃

+
3

2
γ̃p

( 16
w̃p

+ w̃p k
2
)
η̂(t̃)



où nous rappelons que ⟨□⟩ signifie la moyenne spatiale. N est ici un nombre arbitrairement choisi.
En pratique, on observe une bonne convergence pourN = D. Le schéma de point fixe consiste alors
en l’algorithme 1. L’efficacité de cet algorithme en terme de pas de temps maintenant accessible sera
discuté plus loin.

Algorithm 1 Résolution du champ de lacunes

1: Données d’entrée : ϕ(t̃), η(t̃) et c(t̃)
2: Initialisation : α1, α3

3: Initialisation : Ĝ2, Ĝ4, Ĝ6

4: Initialisation : Ĝ0
1

(
c̃(t̃)
)
, Ĝ0

3

(
c̃(t̃)
)

5: boucle

6: {
dcn

dt̃

}
k⃗

= −
(
k2+L̃ϕb̃

2+L̃η

)
Ĝn

1 (c̃)−
(
k2+L̃ϕb̃

2+L̃η

(
c0
α3

α1
− 1

))
α1c̃

n+L̃ηc0Ĝ
n
3 (c̃)+Ĝ6

7:
dcn

dt̃
← F−1

({
dcn

dt̃

}
k⃗

)
8: simax

V

(∣∣∣∣dcndt̃
∣∣∣∣) ≤ 10−3

alors

9: SORTIE

10: fin si

11: c̃n+1

k⃗
=

(
k2 + L̃ϕb̃

2 + L̃η

)
Ĝn

1 (c̃) + L̃ηc0Ĝ
n
3 (c̃) + Ĝ6(

k2 + L̃ϕb̃2 + L̃η

(
c0

α3
α1
− 1
))

α1

12: c̃n+1 ← F−1(c̃n+1

k⃗
), B.C.

13: Ĝn+1
1 (c̃n+1), Ĝn+1

3 (c̃n+1)

14: fin boucle

B.C. signifie que l’on applique les conditions aux limites souhaitées (concentration fixée en bord de
boîte par exemple).
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2.3 Conclusion

Nous avons développé un modèle champ de phase qui permet de simuler les interactions entre
des cavités, des montées de dislocations et un champ de lacune. Le bon comportement physique est
garanti par une loi de conservation qui lie les champs associés à ces objets. Il s’agit là d’une démarche
inédite pour traiter de telles interactions. Nous nous assurons que l’équilibre mécanique est atteint en
tout temps. Nous utilisons pour cela un algorithme récent développé au LEM. Nous avons soigné l’im-
plémentation numérique de manière à avoir une efficacité numérique qui nous permette de simuler
de longs temps réels en des temps de simulation raisonnables. Nous avons ainsi développé un algo-
rithme de point fixe pour résoudre la diffusion des lacunes dans le cas ou celle-ci se fait de manière
quasi-statique par rapport à l’évolution des autres champs, ce que nous nous attacherons à vérifier
dans chaque situation que nous serons amenée à simuler. Il nous faut désormais vérifier le bon com-
portement de notre modèle sur des cas simples qui permette ces vérifications, notamment par le biais
d’une résolution analytique.
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Étude et validation du modèle sur des configurations modèles

Dans ce chapitre nous vérifions le bon comportement de notre modèle. Nous comparons pour cela
les prédictions de notre modèle à des formules analytiques qu’il nous est possible d’écrire dans deux
cas « simples ». Dans la première situation, nous observons la dynamique de fermeture d’un pore de
taille nanométrique lorsque nous appliquons une sous-saturation de lacunes aux bords de notre boîte
de simulation. Ces observations sont faites à trois dimensions. Nous contrôlons dans un premier temps
que le rayon du pore suit bien la dynamique attendue. Nous commentons ensuite quantitativement les
effets de sur-saturation en présence d’interfaces courbes – effet Gibbs-Thomson – dont notre modèle
rend compte. Nous concluons enfin sur les gains apportés par le traitement spécifique de l’équilibre
chimique, dont nous vérifierons les hypothèses d’utilisation. Dans un second temps, nous observons la
montée d’un dipôle de dislocations coins, à deux dimensions. Nous vérifions que la vitesse de montée
est bien celle attendue, quelle que soit la contrainte ou la sursaturation appliquée au bord du système.

3.1 Étude de l’interaction d’un pore avec un champ de lacunes

Nous étudions dans un premier temps le cas de la décroissance d’un pore par diffusion de lacunes
telle que décrit sur la figure 3.1. Nous considérons ainsi un pore cylindrique (en 2D) ou sphérique
(en 3D) de rayon R, placé au centre d’un milieu matériel où le champ de concentration en lacunes
vaut c∞ < c0 sur un cylindre (en 2D) ou une sphère (en 3D) de rayon R∞ tels que R∞ > R0, où
nous appelons R0 le rayon initial du pore. Ce cas présente l’intérêt d’avoir une solution analytique
stationnaire pour la vitesse de décroissance du pore que nous déterminons à présent à partir de l’analyse
du modèle champ de phase dans sa limite dite "asymptotique", ie lorsque la largeur des interface tend
vers 0.

R

R∞

c∞c∞

c∞ c∞

pore

matrice

bôıte de simulation

Figure 3.1 – Fermeture d’un pore par sous-saturation de lacunes : schéma de la situation initiale. Nous appelons
R0 le rayon initial du pore. Une concentration c∞ < c0 est imposée sur une sphère de rayonR∞ > R0.
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3.1.1 Analyse asymptotique

Nous utilisons une approche continue. Nous introduisons un repère polaire ou sphérique dans un
espace à 2 ou 3 dimensions respectivement. Au regard des symétries observées figure 3.1, nous consi-
dérons les champ η(r) = η(r) r

∥r∥ et c(r) = c(r) r
∥r∥ , caractéristiques du pore et du champ de lacunes

respectivement. Nous considérons comme nulle la contribution à l’énergie élastique du champ de la-
cunes. Nous reprenons les équations (2.39) et (2.52) introduites dans le chapitre précédent et qui ca-
ractérisent l’évolution couplée des champs η et c respectivement. Dans ces équations, nous remplaçons
h(η) par η. La généralisation à h(η) quelconque dans le respect des conditions fixées section 2.1.2 est
évidente dans la mesure où

∫ 1
0 h′(η) = 1. L’équation (2.39), développée selon les hypothèses sus-citées,

donne la loi d’évolution du champ η en présence d’un champ de lacunes :

η̇(r) = −Lη

(
∂ftot
∂η
− ∂ftot

∂c
− 3

2
γpwp

(
∂2η

∂r2
+
d− 1

r

∂η

∂r

))
, (3.1)

où d est la dimension de l’espace. Les dérivées partielles sont explicitées au chapitre précédent dans les
équations (2.40) à (2.46). Nous les ré-arrangeons de la manière suivante :

∂ftot
∂η

= g′(η)− fel + µ(c, η)c⋆(c, η), (3.2)

∂ftot
∂c

= µ(c, η) =
kBT

Ωc0

(
(D − 1)η + 1

)(
c− c0(1− η)

)
, (3.3)

où nous avons défini les quantités suivantes :

g′(η) =
24γv
wv

(
η − 3η2 + 2η3

)
, (3.4)

fel =
1

2
Cijklϵ

el
ijϵ

el
kl, (3.5)

c⋆(c, η) =
(D − 1)

2

c− c0 (1− η)
(D − 1) η + 1

+ c0. (3.6)

Nous écrivons donc la relation suivante :

η̇(r) = −Lη

(
g′(η)− fel −

3

2
γpwp

(
∂2η

∂r2
+
d− 1

r

∂η

∂r

)
+ µ(c, η)

(
c⋆(c, η)− 1

))
.

(3.7)

3.1.1.1 Profil d’équilibre pour un pore statique

Considérons dans un premier temps le cas d’un pore statique, soit η̇ = 0. Sous certaines hypothèses,
il est possible de déterminer le profil analytique du champ η. Nous considérons ainsi les hypothèses
suivantes :

— La contribution fel est considérée comme négligeable vis à vis des autres contributions pour
l’établissement du profil, ce qui devra être vérifié a posteriori.

— La matrice est à l’équilibre chimique, soit ici µ = 0. En particulier, il n’y a pas de sous ou sur-
saturation. En tout point de l’espace, la relation suivante lie ainsi les champs c et η (voir équa-
tion (3.6)) :

η +
c

c0
= 1. (3.8)
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— Le rayon de courbure du pore est considéré comme très grand devant les autres longueurs ca-
ractéristiques du problème. De cette façon, nous pouvons négliger l’effet de la courbure du pore,
qui tend à le fermer, même en l’absence de force motrice. La contribution du laplacien en 1/r

tend ainsi vers 0.

En appliquant l’ensemble de ces hypothèses à l’équation (3.7), nous obtenons l’équation suivante :

g′(η)− 3

2
γvwv

∂2η

∂r2
= 0. (3.9)

L’interface est centrée en r = R et nous imposons η(r = 0)→ 1 et η(r → +∞) = 0. Nous rappelons
que 0 ≪ R ≪ +∞. Le raisonnement complet et détaillé concernant la résolution de l’équation (3.9)
est donné Annexe A. Le profil d’équilibre η0 est le suivant :

η0(r) =
1

2

(
tanh

(
2(R− r)
wp

)
+ 1

)
. (3.10)

Ce profil est représenté figure 3.3. Conformément à la construction du modèle (voir chapitre 1), wp

définit bien une largeur d’interface. Ce profil possède par ailleurs une énergie qui n’est autre que γp
(voir Annexe A).

η

x

pore interface matrice

η0 1

RR − wp/2 R + wp/2

Figure 3.2 – Profil stationnaire η0 (voir équation (3.10)).

3.1.1.2 Calcul de la vitesse de l’interface

Pour traiter le cas où l’interface du pore peut se mouvoir, nous faisons l’hypothèse que le profil
de celle-ci ne s’éloigne pas trop du profil d’équilibre η0. Nous considérons en particulier que le champ
η(r, t) vérifie également l’équation (3.9). Nous pouvons donc ré-écrire l’équation (3.7) de la manière
suivante :

η̇(r) = −Lη

(
−fel −

3

2
γpwp

d− 1

r

∂η

∂r
+ µ(c, η)

(
c⋆(c, η)− 1

))
. (3.11)

Nous considérons que le mouvement de la surface du pore s’effectue à une vitesse v = ∂R/∂t et
correspond à unmouvement du profil d’équilibre suivant la forme η(r, t) = η0(r−vt). Nous pouvons
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ainsi écrire l’équation suivante :

−v∂η
∂r

= −Lη

(
−fel −

3

2
γpwp

d− 1

r

∂η

∂r
+ µ(c, η)

(
c⋆(c, η)− 1

))
. (3.12)

Nous multiplions cette équation par ∂η/∂r puis nous intégrons selon r, dans la direction perpendi-
culaire à l’interface. Nous obtenons la relation suivante :

v

Lη

∫ ∞

0

(
∂η

∂r

)2

dr =

∫ ∞

0
−fel

∂η

∂r
dr − 3

2
γpwp

∫ ∞

0

d− 1

r

(
∂η

∂r

)2

dr

+

∫ ∞

0
µ(c, η)

(
c⋆(c, η)− 1

)∂η
∂r

dr . (3.13)

Le gradient ∂η/∂r est important dans l’interface et négligeable partout ailleurs. Avant d’aller plus loin,
nous devons préciser la forme de la densité d’énergie élastique fel et du produit µ(c, η)

(
c⋆(c, η)− 1

)
qui apparaissent, respectivement, dans la première et la dernière intégrale de l’équation (3.13).

Calcul de la force motrice élastique

Pour évaluer la contribution élastique, nous considérons la situation expérimentale où le système
est placé sous pressage isostatique à chaud (HIP). Nous considérons ainsi une cavité cylindrique ou
sphérique, à 2 ou 3 dimensions respectivement, de rayonR et à l’intérieur de laquelle règne une pression
nulle, placée dans un milieu de rayonR∞ sous contrainte appliquée σA = −p1, avec p > 0. Le milieu
environnant la cavité est considéré comme isotrope et est caractérisé par un module d’Young E et de
coefficient de Poisson ν . À 2 dimensions, on montre que (voir par exemple Landau et al. [1986]) :

r < R : fel(r) = 0 (3.14)

r ⩾ R : fel(r) =
p2R4

∞
(r2 −R2∞)2

(
2
(
1− ν2

)
E

)
. (3.15)

À 3 dimensions, la force motrice élastique prend la valeur suivante :

r < R : fel(r) = 0 (3.16)

r ⩾ R : fel(r) =
p2R6

∞
(r3 −R3∞)2

(
9 (1− ν)

4E

)
. (3.17)

Nous pouvons maintenant estimer la première intégrale des membres de droite de l’équation (3.13). La
densité d’énergie élastique fel(r) est nulle pour r < R et, pour r ⩾ R, varie lentement à l’échelle de la
largeur de la fonction ∂η/∂r . Cette première intégrale peut donc être approximée par 1

2fel(R). Dans
la limiteR∞ ≫ R, son expression est estimée par :∫ ∞

0
−fel

∂η

∂r
dr ∼ αp

2

E
, (3.18)

où α est typiquement de l’ordre de l’unité.
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Calcul de la force motrice d’origine chimique

Nous voulonsmaintenant étudier le comportement du produitµ(c, η)
(
c⋆(c, η)−1

)
qui intervient

dans la dernière intégrale du terme de droite de l’équation (3.13). Nous adoptons comme convention les
signes « + » et « - » pour les quantités exprimées au voisinage immédiat de l’interface, dans la matrice
et dans le pore respectivement. En r = R−, le champ η vaut 1. Le potentiel chimique donné par
l’équation (3.3) devient :

µ(R−) =
kBT

Ωc0
Dc(R−). (3.19)

En r = R+, le champ η vaut 0. Le potentiel chimique devient :

µ(R+) =
kBT

Ωc0

(
c(R+)− c0

)
. (3.20)

Le potentiel chimique est continu au travers de l’interface, soit µ(R−) = µ(R+), ce qui entraîne la
relation suivante :

c(R−) =
1

D

(
c(R+)− c0

)
. (3.21)

Nous avons ainsi une relation entre la concentration en lacunes à l’intérieur du pore, et celle aux abords
immédiats de la surface du pore, dans la matrice, qui ne fait intervenir que le paramètreD du modèle
champ de phase. Nous constatons ainsi queD fixe le rapport des écarts à l’équilibre des concentrations
en lacunes dans chaque phase, au niveau de l’interface. Or nous avons choisi de caractériser la présence
d’un pore par un champ additionnel non conservé η et non en le considérant comme un agrégat de
lacunes. Les champs η et c interagissent via la cinétique, au travers d’une loi de conservation. Des la-
cunes se « transforment » ainsi en pore au cours du temps et vice versa. Par conséquent, nous devons
avoir c(R−)→ 0, qui traduit l’idée physique selon laquelle il n’est pas attendu que des lacunes s’accu-
mulent dans la cavité, quel que soit son rayon. Pour que cette condition soit vérifiée quelque soit c(R+),
nous devons donc, d’après l’équation (3.21), avoir D ≫ 1. Pour la suite, nous posons c+ = c(R+) et
c− = c(R−) et nous écrivons le potentiel chimique enR :

µ(R) =
kBT

Ωc0

(
c+ − c0

)
. (3.22)

Nous rappelons la définition de c⋆ donnée équation (3.6). Aux abords de l’interface du pore, nous avons
les équations suivantes :

c⋆(R+)− c0 =
D − 1

2

(
c+ − c0

)
, (3.23)

c⋆(R−)− c0 =
D − 1

2D2

(
c+ − c0

)
, (3.24)

où nous avons utilisé l’équation (3.21) dans la dernière équation. Nous devons maintenant estimer
c+, la concentration en lacunes au pied de l’interface, du côté de la matrice. Nous verrons plus loin (
voir section 3.1.2.3) que, dans les conditions de travail considérées ici (hypothèse de l’équilibre local
au niveau de l’interface et pression extérieure p suffisamment faible), la concentration c+ au pied de
l’interface est essentiellement contrôlée par l’effet Gibbs-Thomson. Plus précisément, nous établirons
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que l’écart entre c+ et la concentration d’équilibre dans la matrice c0 est donnée approximativement
par :

c+ − c0 ≃
d0
R
(d− 1)(1− c0), (3.25)

où d est la dimension de l’espace et où d0 est la longueur capillaire qui, ici, est donnée par :

d0 =
γpΩc0

kBT (1− c0)2
(3.26)

En reportant l’équation (3.25) dans les équations (3.23) et (3.24), nous constatons immédiatement que
la variation de la quantité c⋆(r) dans l’interface est négligeable si nous avons l’inégalité suivante :

D ≪ R

d0
(3.27)

Cette condition n’est en pratique pas trop restrictive au regard des conditions (température, matériaux)
dans lesquelles nous travaillons (voir Annexe B). Dans les simulations que nous effectuons par la suite,
nous constatons queD = 10 est suffisant pour respecter la condition que nous venons d’énoncer tout
en assurant une bonne intégration numérique. Hormis dans les cas où nous le spécifions, c’est cette
valeur qui est prise dans nos simulations. Nous serons donc toujours dans des situations où la quantité
c⋆(r) varie peu dans l’interface et peut être estimée par :

c⋆(R) ≈ c⋆(R+) ≈ c⋆(R−) ≈ c0. (3.28)

Nous rappelons par ailleurs que le potentiel chimique est continu à l’interface. Nous pouvons donc
finalement considérer que le produit µ(c, η)

(
c⋆(c, η) − 1

)
, qui intervient dans la dernière intégrale

du membre de droite de l’équation (3.13), varie peu à l’échelle de la largeur de la fonction ∂η/∂r . Cette
intégrale peut donc être estimée de la manière suivante :∫ ∞

0
µ(c, η)

(
c⋆(c, η)− 1

)∂η
∂r

dr ∼ µ(R)
(
c⋆(R)− 1

)∫ ∞

0

∂η

∂r
dr (3.29)

∼ −kBT
Ωc0

(
c+ − c0

)(
c0 − 1

)
. (3.30)

Calcul de la vitesse de fermeture du pore

Nous rassemblons les conclusions des calculs que nous venons de mener dans les paragraphes
précédents. L’équation (3.13) devient l’équation suivante :

v

Lη

∫ ∞

0

(
∂η

∂r

)2

dr = α
p2

E
− 3

2
γpwp

∫ ∞

0

d− 1

r

(
∂η

∂r

)2

dr − kBT

Ωc0

(
c+ − c0

)(
c0 − 1

)
, (3.31)

La quantité d−1
r varie peu à l’échelle de la largeur de la fonction ∂η/∂r . Cette intégrale peut donc être

estimée de la manière suivante :∫ ∞

0

d− 1

r

(
∂η

∂r

)2

dr =
d− 1

R

∫ ∞

0

(
∂η

∂r

)2

dr (3.32)

Par construction dumodèle (voir AnnexeA), nous obtenons facilement la valeur de l’intégrale
∫∞
0

(
∂η
∂r

)2
dr.

Nous pouvons donc écrire la relation finale suivante, valable en dimension d :

2

3wpLη

v = α
p2

E
− (d− 1)

R
γp −

kBT

Ωc0

(
c+ − c0

)(
c0 − 1

)
. (3.33)
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Nous avons donc une première expression de la vitesse d’évolution du rayon du pore issue de l’équation
cinétique suivie par le champ de phase qui le représente, c’est à dire l’équation (2.49), qui, ici, a pris la
forme de l’équation (3.1). Il existe évidemment une seconde expression due au fait que le pore ne peut
évoluer qu’en échangeant des lacunes avec la matrice. C’est cette seconde expression que nous allons
établir maintenant. Nous appliquons pour cela la seconde loi de Fick dans la matrice. L’évolution du
champ de lacunes est considérée comme quasi statique par rapport au mouvement de l’interface du
pore et nous pouvons donc considérer que ċ = 0. Nous nous sommes ainsi ramenés au problème de
Dirichlet suivant : 

∇2c(r) = 0,

c(R) = c+,

c(R∞) = c∞.

(3.34)

À deux dimensions (d = 2), le champ de concentration en lacunes solution s’écrit de la manière sui-
vante :

c(r) = c∞ +
(
c∞ − c+

) ln (r/R∞)

ln (R∞/R)
. (3.35)

À trois dimensions (d = 3), la solution est la suivante :

c(r) = c∞ +
(
c∞ − c+

) R

R∞ −R

(
1− R∞

r

)
. (3.36)

Dans le cas tri-dimensionnel, le flux de lacunes arrivant à la surface du pore est j = −Dv

[
∂c/∂r

∣∣
r=R

et le volume du poreV = (4/3)πR3 décroit à la vitesse dV /dt = −j 4πR2. En réalisant le même rai-
sonnement dans le cas 2D, nous en arrivons aux expressions de vitesses suivantes, suivant la dimension
de l’espace :

d = 2, v = Dv
c∞ − c+

R ln (R∞/R)
, (3.37)

d = 3, v = Dv
c∞ − c+
R∞ −R

R∞
R
. (3.38)

En remarquant que l’équation (3.33) et, selon la dimension, l’équation (3.37) ou l’équation (3.38) sont
les expressions de la même vitesse v, nous déterminons c+ et nous obtenons finalement :

d = 2, v =
Dv (c0 − 1) (c0 − c∞) +Mα

p2

E
−Mγp

R

− (c0 − 1)R ln

(
R∞
R

)
+

2M

3wpLη

,

d = 3, v =
Dv (c0 − 1) (c0 − c∞) +Mα

p2

E
−M 2γp

R

(c0 − 1)
R (R−R∞)

R∞
+

2M

3wpLη

.

(3.39)

(3.40)

oùM est la mobilité des lacunes définie équation (2.51).
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3.1.2 Commentaires sur l’analyse asymptotique

Nous avons déterminé une formule analytique de la vitesse fermeture d’un pore dans le cadre dé-
crit par la figure 3.1, à deux et trois dimensions. Cette vitesse correspond à la limite de notre modèle
lorsque l’épaisseur de la surface du pore devient infiniment étroite et que le champ de concentration
en lacunes est stationnaire (c’est-à-dire qu’il évolue de façon quasi-statique par rapport au champ η
caractéristique de la présence du pore). Les équations (3.39) et (3.40) nous donnent une base de com-
paraison avec d’autres approches analytiques que nous avons pu identifier dans la littérature [Epishin
et al., 2018; Rovelli et al., 2017]. Elles nous permettent également de disposer, à 2D et à 3D, d’une vitesse
asymptotique vers laquelle nos simulations, dans le respect du cadre défini, indépendamment des consi-
dérations relevant de l’intégration numérique, doivent tendre. Dans la partie qui suit, nous utilisons ce
résultat comme une référence vers laquelle le modèle doit tendre lorsque ċ = 0, ce qui sera aussi notre
hypothèse de travail. Nous faisons ainsi le choix d’une mobilitéLη en lien avec les processus physiques
que nous considérons. Dans le même temps, la comparaison entre la vitesse de fermeture analytique et
celle obtenue dans les simulations permettra de choisir des valeurs optimales pour d’autres paramètres
numériques (∆t, critère d’arrêt du point fixe pour l’évolution du champ de lacunes) qui sont choisis
pour garantir un compromis satisfaisant entre la précision des résultats et les performances de calculs.

3.1.2.1 Équilibre local

Nous supposons que les échanges en lacunes entre lamatrice et le pore au travers de l’interface sont
instantanés. Nous supposons en particulier qu’ils ne sont pas contrôlés par des processus ayant lieu à
l’interface matrice/pore. Il s’agit de l’hypothèse d’ « équilibre local ». Le paramètre champ de phase qui
contrôle les échanges que nous venons de décrire est la mobilité Lη (voir équation (2.39)). Dans le cas
de la montée de dislocations, Geslin et al. [2015] lie ce paramètre à la densité de crans le long de la ligne
de dislocation. L’hypothèse d’équilibre local est vérifiée lorsque les échanges se font instantanément,
soit Lη → +∞. Numériquement, il s’agit de fixer Lη assez grand pour observer une cinétique de
fermeture proche de celle attendue pour Lη → +∞, à moindre coûts de calculs. Nous nous plaçons
dans un cadre tri-dimensionnel. En rappelant la définition de la mobilité adimensionnée L̃η donnée
tableau 2.1, nous pouvons écrire l’expression de la vitesse de fermeture du pore :

v3D =
Dv (c0 − 1) (c0 − c∞) +Mα

p2

E
−M 2γp

R

(c0 − 1)
R (R−R∞)

R∞
1

+
2d

3w̃pL̃η

2

, (3.41)

où nous rappelons que d est le pas de grille introduit lors de la discrétisation. Nous identifions sur cette
équation 2 termes, dont l’un fait intervenir L̃η . L’hypothèse d’équilibre local se traduit par le caractère
négligeable de ce deuxième terme devant le premier, de sorte qu’il n’influence plus la cinétique de
fermeture. En gardant à l’esprit que c0 ≪ 1 etR∞ ≫ R, L̃η doit ainsi satisfaire à la relation suivante :

L̃η ≫
2

3w̃pR̃
. (3.42)

Pour des convenances numériques, w̃p = 4 est un minimum [Finel et al., 2018]. Dans le cas le plus
restrictif où R̃ = 1 (cas extrême où nous ne sommes plus capables de distinguer l’objet de son interface),
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la condition d’équilibre local est la suivante :

L̃η ≫ 0.17. (3.43)

Nous pouvons conduire le même type de raisonnement dans le cas 2D qui se révèle alors moins res-
trictif que le cas 3D que nous venons d’étudier. En pratique, nous réalisons ainsi nos simulations avec

L̃η = 1 (3.44)

et nous adaptons les paramètres numériques restants (∆t et le critère d’arrêt du point fixe pour l’évolu-
tion du champ de lacunes) demanière à nous approcher du casLη → +∞ selon une certaine précision,
pour un coût de calcul le plus faible possible.

3.1.2.2 Régimes cinétiques limites

Sous l’hypothèse de l’équilibre local et en considérant de plusR∞ ≫ R et c0 ≪ 1, l’équation (3.40)
se ré-écrit de la sorte :

R
dR

dt
= Dv(c∞ − c0)

1

+ Mα
p2

E
2

− M
2γp
R
3

. (3.45)

Cette équation nous permet d’identifier trois régimes cinétiques, associés à la prédominance des termes
1,2 et 3 sur les deux autres. Dans les applications pratiques, p est de l’ordre de la centaine (du millier
tout au plus) deMPa tandis queE est de l’ordre de la centaine de GPa pour les métaux. Nous rappelons
que α est de l’ordre de l’unité. Nous pouvons ainsi montrer que la contribution 2 est toujours négli-
geable devant les deux autres, quel que soit le rayon du pore 1. Nous nous intéressons maintenant aux
domaines de prédominance des deux autres termes, 1 et 3.

Nous regardons tout d’abord le rayon du pore pour lequel les termes cités ont une influence égale
sur la cinétique de son interface. Cette égalité des contributions définit le rayon critiqueRc suivant :

Rc =
Ωc0
kBT

2γp
|c0 − c∞|

. (3.46)

Dans le cas d’une sous-saturation (c∞ < c0), les contributions 1 et 3 agissent conjointement. Il y a
cependant un changement de régime temporel au voisinageR ∼ Rc. Dans le cas d’une sur-saturation
(c∞ > c0), Rc définit un rayon pour lequel ne pore ne bouge pas, mais est instable. Nous retrouvons
d’ailleurs ici les conclusions de Rovelli et al. [2017], qui approche de manière originale l’interaction de
pores, de lacunes et de dislocations à haute température dans le tungstène au moyen de fonctions de
Green. Dans cet article, le pore ne grossit ni ne se ferme pour une valeur Rc de son rayon vérifiant (à
3D) :

c(Rc)− c∞ = 0, (3.47)

1. Dans le CMSX-4 sous HIP (voir Annexe B), l’ordre de grandeur de la contribution 1 est 10−15 m2.s−1, celui de la
contribution 3 est 10−23/R m2.s−1, où R est exprimé en mètres. La contribution 2, avec p ∼ 100 MPa, est de l’ordre de
10−17 m2.s−1.
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avec
c(Rc) = c0 exp

(
2γpΩ

kBTRc

)
(3.48)

la concentration proche de l’interface, fixée par l’effetGibbs-Thomson, ce qui donneRc =
2γpΩ

kBT ln(c∞/c0)
.

En linéarisant le logarithme, on retrouve l’équation (3.46). Cette expression est valide si c∞−c0 ≪ c0.
Suivant son rayon, le pore peut alors croître ou se fermer, suivant que la relaxation marginale d’énergie
est liée à la redistribution des espèces par diffusion ou à la diminution de l’énergie de surface.

Examinons plus en détails le régime de sous-saturation (c∞ < c0). Lorsque R ≪ Rc, le terme 3
prévaut sur le terme 1. La dissipation de l’énergie liée à la surface du pore devient prépondérante par
rapport à la relaxation par diffusion. La décroissance du pore est alors donnée par :

R3(t) = R3
0 − 6Mγpt (3.49)

Lorsque R ≫ Rc, le terme 1 prime sur le terme 3. La relaxation d’énergie par diffusion domine par
rapport à la dissipation de l’énergie de surface. La décroissance du pore suit alors la loi suivante :

R2(t) = R2
0 − 2Dv (c0 − c∞) t (3.50)

Ce dernier cas correspond notamment au régime de fermeture des pores étudiés par Epishin et al.
[2018] dans le superalliage CMSX-4 sous HIP, dont les rayons caractéristiques sont de l’ordre de R ∼
10−6 m. Dans cette étude en effet, il est fait l’hypothèse que le pore se trouve au centre d’un domaine
dont les limites sont des joints de grain de faible désorientation (LABs pour Low Angle Boundaries en
anglais) qui sont par ailleurs décrits comme des murs de dislocations empilées les unes sur les autres
(modèle de Read et Schokley [Read et Shockley, 1950]). Dans ce cas, il est possible d’évaluer la concen-
tration des lacunes au niveau des joints (ici c∞) en considérant l’équilibre des forces motrices d’origine
chimique et élastique (le matériau étant sous pression p > 0). Nous obtenons ainsi la relation suivante :

c∞ = c0

(
1− pΩ

kBT

(
1 +

V ∗

Ω

))
(3.51)

où nous rappelons que V ∗/Ω = Tr
(
ϵ∼
0,v
)
représente la dilatation induite par la présence d’une lacune.

Pour une lacune, V ∗ < 0 traduit le fait qu’il s’agit en fait d’une contraction induite. Les équations (3.46)
et (3.51) aboutissent à un rayon critiqueRc donné par :

Rc =
2γp

p

(
1 +

V ∗

Ω

) (3.52)

En utilisant les données de l’Annexe B, nous évaluons Rc ∼ 10−8 m qui est bien inférieur aux rayons
micrométriques des pores étudiés. Dans Epishin et al. [2018], les auteurs retrouvent ainsi l’équation (3.50)
qui correspond donc à un cas particulier de notre analyse asymptotique.

3.1.2.3 Concentration de lacunes au pied de l’interface

Nous revenons ici sur une hypothèse que nous avons faite plus haut lorsque nous voulions es-
timer la vitesse de l’interface du pore (voir section 3.1.1.2, équation (3.25)). Nous avions alors indi-
qué que la concentration c+ au pied de l’interface côté matrice était donné par l’effet Gibbs-Thomson
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(voir équation (3.25) et discussion préalable). Nous allons maintenant justifier cette hypothèse. Nous
avons indiqué plus haut (voir section 3.1.2.1) que nous nous mettions dans l’hypothèse de l’équilibre
local au niveau de l’interface, ce qui implique que le coefficient de mobilité Lη est suffisamment grand
pour que le champ de phase η(r, t), qui représente le pore, adopte un profil quasi statique vis à vis de
l’évolution de son rayon. En d’autres termes, le rapport v/Lη qui apparaît dans le terme de gauche de
l’équation (3.33) est essentiellement nul. En ajoutant à cela que la force motrice α p2/E est négligeable
vis à vis des autres forces motrices (voir discussion dans la section 3.1.2.2), nous obtenons immédiate-
ment l’estimation suivante pour l’écart entre la concentration c+ et la concentration d’équilibre dans
la matrice c0 :

c+ − c0 ≈
d0
R
(d− 1)(1− c0), (3.53)

où la longueur capillaire d0 a été définie équation (3.26). Cette expression est précisément celle que
nous avons anticipée dans l’équation (3.25).

3.1.3 Simulations numériques

La démarche que nous avons menée dans les sections 3.1.1 et 3.1.2 nous a permis d’encadrer quan-
titativement les paramètres physiques D et Lη , selon les hypothèses dans lesquelles nous souhaitions
travailler (pas de lacune dans le pore et équilibre local). Nous souhaitons désormais fixer les paramètres
relevant de l’intégration numérique, soit le pas de temps∆t̃ et le critère de convergence du point fixe
pour l’équilibre chimique. Nous entendons par critère de convergence la borne supérieure au cours des
itérations successives du point fixe pour

∥∥dc/dt̃∥∥∞. Par abus de langage, nous appelons
∥∥dc/dt̃∥∥∞ ou

max
V

∣∣dc/dt̃ ∣∣ ce critère. L’équation (2.81) et l’algorithme 1montrent que les paramètres physiquesD et

L̃η et les paramètres numériques∆t̃ et ∥dc/dt∥∞ interviennent ensemble dans le schéma numérique.
Le choix de l’un de ces paramètres ne peut donc être dissocié du choix des trois autres. Nous fixons
L̃η = 1 (voir section 3.1.2) et nous déterminons les paramètres {D,∆t̃,

∥∥dc/dt̃∥∥∞} de manière à
obtenir un compromis satisfaisant entre précision et performance. Nous quantifions la précision de la
manière suivante. À 3 dimensions et dans le cadre de la fermeture d’un pore par sous-saturation et dont
le rayon initial est R0 = 3.16 nm, nous traçons le rapport R(t)2/R2

0. Nous mesurons la pente de la
droite ainsi obtenue. Nous nous imposons un écartmaximal de 5% entre cette pente et la pente associée
à l’équation (3.40) obtenue lors de l’analyse asymptotique, prise comme référence dans les conditions
où celle-ci est recevable, c’est à dire dans les conditions où le rayon du pore reste suffisamment grand
par rapport à l’épaisseur de l’interface. De tous les jeux de paramètres {D,∆t̃,

∥∥dc/dt̃∥∥∞} qui per-
mettent de satisfaire à cette condition de précision, nous retenons le jeu le plus économe en temps de
calcul. La totalité de la démarche est donnée plus en détails dans l’Annexe C. Nous donnons tableau 3.1
le choix final du jeu de paramètres {D,∆t̃,

∥∥dc/dt̃∥∥∞}. Nous pouvons remarquer que le choix nu-
mérique deD est proche du choix des paramètres jouant un rôle similaire dans Rokkam et al. [2009].

Nous simulons la fermeture 3D d’un pore de taille nanométrique dans du CMSX-4 à 1561K selon
les dispositions présentées figure 3.1 et tableau 3.1. Les paramètres matériaux sont donnés Annexe B.
Les paramètres de simulation – conditions initiales, pas de grille, conditions aux bords – sont donnés
tableau 3.2. Les contributions élastiques ne sont pas prises en compte (pas de pression appliquée, vo-
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D ∆t̃
∥∥dc/dt̃∥∥∞

10 10−3 10−3

Tableau 3.1 – Choix du jeu de paramètres {D,∆t̃,
∥∥dc/dt̃∥∥∞} pour la fermeture d’un pore.

lume de dilatation nul pour les lacunes). Nous regardons d’une part la cinétique de fermeture du pore
et observons d’autre part les profils des champs c/c0 et η.

pas de grille d 1 nm
largeur d’interface wp 4nm

Concentration à l’infini c∞ 1.33 · 10−6 (0.8 c0)
Rayon initial du poreR0 16 nm

Rayon limiteR∞ 32 nm

Tableau 3.2 – Décroissance d’un pore dans du CMSX-4 à 1561 K. Paramètres utilisés.
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Figure 3.3 – Fermeture d’un pore dans du CMSX-4 à 1561 K. Les contributions élastiques sont considérées
comme négligeables et ne sont pas prises en compte. Visualisation 3D du champ de concentration et de l’iso-
surface η = 0.5. Les profils sont tracés le long de la ligne noire visible sur les visualisations 3D.

La figure 3.3 montre l’évolution des champs η et c/c0 au cours de la fermeture du pore. Sur des
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cartes 3D du champ c/c0 apparaît également l’iso-surface η = 0.5 qui marque la surface du pore. Pour
chaque carte sont tracés les profils η et c/c0 le long d’une ligne marquée en noir sur les cartes. Nous
remarquons une sursaturation en lacunes à proximité de l’interface courbe du pore qui correspond
à l’effet Gibbs-Thompson. Nous discutons quantitativement de cet effet dans la section 3.1.4 qui suit.
Nous remarquons également que le champde concentration n’est pas nul lorsque η = 1, ie lorsque nous
sommes dans le pore. La démarche menée dans la section 3.1.4 permet d’expliquer quantitativement la
valeur du champ de concentration dans le pore par rapport à la sur-saturation observée à la surface du
pore.

0 1 2 3
t[s] ×10−3

0

2

4

6

8

10

12

14

16

R
[n

m
]

Analyse asymptotique

Simulation

Figure 3.4 – Fermeture d’un pore dans du CMSX-4 à 1561 K (voir figure 3.3 et tableau 3.2). CourbeR(t). Com-
paraison à l’analyse asymptotique (voir équation (3.40)). Le rayon du pore au cours de la simulation est calculé à
partir du volume du pore, obtenu par sommation de chaque pixel où η ⩾ 0.5, soit V =

∑
η⩾0.5 dV .

Dans la figure 3.4, nous comparons l’évolution R(t) du rayon à celle obtenue par analyse asymp-
totique (voir équation (3.40)). Nous pouvons constater qu’approche asymptotique et simulation s’ac-
cordent parfaitement – les deux courbes sont superposées – jusqu’àR ∼ 10 nm. Pour cette simulation,
le rayon critiqueRc = 7 nm (voir équation (3.46)). En deçà d’environ 10 nm, le rayonR devient com-
parable à l’épaisseur d’interface, l’épaisseur de celle-ci ayant été choisie de manière à ce qu’elle soit
résolue avec environ 6 points de la grille, dont le pas d est égal à 1 nm. La solution champ de phase
ne peut alors être comparée à l’analyse asymptotique, puisque cette dernière n’est alors plus recevable,
l’épaisseur de l’interface n’étant plus négligeable devant le rayon du pore.

Nous souhaitons enfin apporter un dernier commentaire à l’analyse numérique ici présentée. Dans
Geslin [2013], l’équation cinétique régissant l’évolution du champ c est intégrée simultanément à celles
régissant l’évolution des autres champs. L’évolution conjointe de l’ensemble des champs est ainsi limitée
par le temps caractéristique le plus petit, soit celui associé à l’évolution des lacunes t0 (voir section 2.2.2).
La résolution numérique de l’équilibre chimique peut désormais se faire via un algorithme de point fixe.

58



Étude et validation du modèle sur des configurations modèles

Nous fixons désormais un pas de temps de∼ 103t0 là où 0.1 t0 nous limitait en l’absence de point fixe.
Dans les simulations que nous avons faites, passées les itérations initiales, l’algorithme n’a besoin que
de 0.5 itérations en moyenne pour mettre à jour le champ de concentration en lacunes. Nous avons
donc gagné 4 ordres de grandeurs sur les temps de calculs en utilisant et en résolvant judicieusement
ċ = 0. La cinétique de fermeture n’est pas altérée comme nous le montrons figure 3.4. Il s’agit là d’une
amélioration majeure et qui nous donne accès à des plages de temps simulables beaucoup plus impor-
tantes. Nous pouvons en particulier désormais envisager de réaliser une étude complète sur le recuit
de cavités de tailles nanométriques dans un temps de simulation compatible avec la durée d’une thèse
comme ce sera fait chapitre 4.

3.1.4 Analyse quantitative de l’effet Gibbs-Thomson

Dans cette section, nous décrivons quantitativement l’effet Gibbs-Thomson observé lors de la fer-
meture d’un pore par diffusion de lacunes dans une matrice. Notre raisonnement s’inspire de la trame
établie par Guillaume Boussinot dans sa thèse [Boussinot, 2007]. Nous décrirons le système étudié ainsi
que les équations d’évolution associées. Puis, en traitant séparément le domaine des interfaces et le do-
maine de la matrice, nous proposerons une résolution analytique de ces équations. Nous rattachons
enfin ces résolutions à notre modèle en affectant aux différents paramètres leurs valeurs littérales et
numériques, dans le cadre spécifique de ces travaux de thèse.

Comme précédemment, nous nous plaçons dans le cas d’unematrice à l’intérieur de laquelle évolue
un pore de rayonR. La concentration à l’infini en lacunes de la matrice c∞ est fixée. Nous introduisons
deux champs, c et η, qui représentent respectivement la concentration en lacunes et la présence du
pore. Associé à ce système thermodynamique, nous introduisons l’énergie de Gibbs F =

∫
Ω f(c, η),

où f(c, η) est la densité d’énergie libre. La somme ψ des champs c et η est conservée. Le système
d’équations suivant dirige l’évolution du système :

dη

dt
= −Lη

(
∂f

∂η
−B∇2η − ∂f

∂c

)
dc

dt
=M∇2∂f

∂c
+ Lη

(
∂f

∂η
−B∇2η − ∂f

∂c

) (3.54)

(3.55)

où Lη , B et M sont des paramètres du modèle (voir Annexe A). Nous supposons notre système à
l’équilibre quasi-statique et nous nous mettons dans l’hypothèse de l’équilibre local déjà discutée plus
haut (voir section 3.1.2.1), ce qui correspond à la limite Lη → +∞. Ceci nous permet permet de
simplifier les équations (3.54) et (3.55) :

∂f

∂η
−B∇2η − µ = 0

∇2µ = 0

(3.56)

(3.57)

où µ = ∂f/∂c , le potentiel chimique.
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L’évolution du pore est pilotée par la diffusion des lacunes présentes dans la matrice. On peut donc
raisonnablement supposer que la concentration en lacunes et la valeur du champ η loin des interfaces
sont proches de leurs valeurs d’équilibre, que nous rappelons ci-après. Dans le pore, η = 1 et c = 0.
Dans la matrice η = 0 et c = c0. Dans ces régions, on peut linéariser le potentiel chimique µ :

µ ≃ ∂f

∂c

∣∣∣∣
ceq ,ηeq

+
∂2f

∂c2

∣∣∣∣
ceq ,ηeq

(c− ceq) +
∂2f

∂c∂η

∣∣∣∣
ceq ,ηeq

(η − ηeq) (3.58)

où ceq et ηeq sont les valeurs d’équilibre des champs c et η. Nous étudions désormais l’équation (3.56)
au travers de l’interface du pore. La résolution des équations (3.56) et (3.57) dans ce domaine conduira
à une solution pour le potentiel chimique µ que nous utiliserons ensuite comme condition limite lors
de la résolution de ces mêmes équations loin de l’interface et que nous explicitons maintenant. Loin
de l’interface nous pouvons négliger le terme ∇2η. Les équations (3.56) et (3.57) se simplifient alors
comme suit : 

∂f

∂η
=
∂f

∂c

∇2∂f

∂c
= 0

(3.59)

(3.60)

Nous notons g (vecteur unitaire) la normale à la surface qui passe par le point r et g la coordonnée le
long de g. Nous avons l’équation suivante :

∇η =
∂η

∂g
g ⇒ ∇2η =

∂2η

∂g2
+
∂η

∂g
∇ · g (3.61)

Nous développons l’équation (3.56) et nous la multiplions par ∂η/∂g . Nous obtenons la relation sui-
vante :

∂η

∂g

∂f

∂η
−B∂

2η

∂g2
∂η

∂g
−B

(
∂η

∂g

)2

∇ · g − µ∂η
∂g

= 0 (3.62)

Nous rappelons que nous avons µ = ∂f/∂c . Nous multiplions cette quantité par ∂c/∂g . Nous addi-
tionnons les deux relations précédentes et en les intégrant au travers de l’interface , nous obtenons la
relation suivante :

µint =
∆fint

∆ηint +∆cint
− κ γ

∆ηint +∆cint
(3.63)

où µint est le potentiel chimique sur l’interface,∆ηint,∆cint et∆fint sont les variations des quantités
considérées à travers l’interface, orientée par g⃗ et de courbure κ :

∆ηint = η+ − η−

∆cint = c+ − c−

∆fint = f+ − f−

κ = ∇ · g

et où γ = B

∫ +

−

(
∂η

∂g

)2

dg est l’énergie d’interface. Les symboles ”+” et ”-” signifient que les quantités

considérées sont exprimées au voisinage immédiat de l’interface. Les quantités exprimées aux voisinage
de l’interface sont pas imposées et ne sont donc pas connues de manière exacte. Afin de pouvoir ex-
ploiter l’équation (3.63), nous allons maintenant estimer ces quantités. Nous allons pour cela supposer
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que les champs η et c, pris au voisinage de l’interface, sont proches de leur valeur d’équilibre :

δη− = η− − 1 ≪1

δη+ = η+ − 0 ≪1

δc− = c− − 0 ≪c0
δc+ = c+ − c0 ≪c0

(3.64)

Dans le cadre de ces hypothèses, il est facile de montrer que les variations ∆fint, ∆cint et ∆ηint au
travers de l’interface vérifient :

∆fint
∆ηint +∆cint

= µeq + o
(
δη+

2
, δη−2

, δc+
2
, δc−2

, δη+δη−, δη+δc+,

δη+δc−, δη−δc+, δη−δc−, δc+δc−
)

(3.65)

1

∆ηint +∆cint
=

1

∆ηeq +∆ceq
+ o
(
δη+, δη−, δc+, δc−

)
(3.66)

où µeq est le potentiel chimique d’équilibre entre le pore et la matrice.∆ceq = c0−0 et∆ηeq = 0−1.
Les équations (3.65) et (3.66) nous permettent de simplifier l’équation (3.63) de la manière suivante :

µint ≃ µeq − κ
γ

∆ηeq +∆ceq
(3.67)

Nous retrouvons ici un résultat analogue à celui obtenu dans la thèse de Guillaume Boussinot où seul
le champ c était considéré. Dans le cas présent où un champ η est introduit pour rendre compte de la
présence du pore, nous retrouvons une contribution qui provient de ce champ du fait de la contrainte
de conservation du champ ψ = c+ η. Nous pouvons désormais résoudre l’équation (3.57), avec, pour

conditions aux limites, l’équation (3.67) en r = R, et µ(r = R∞) =
∂f

∂c

∣∣∣∣
η=0,c=c∞

= µ∞ :
r ≥ R µ(r) = µ∞ + (µeq − µ∞)

R

r
− d− 1

r

γ

∆ηeq +∆ceq

r ≤ R µ(r) = µeq −
d− 1

R

γ

∆ηeq +∆ceq

(3.68)

(3.69)

où d est la dimension du système. Le potentiel chimique est constant dans le pore, continu à travers
l’interface, et converge en 1/r vers sa valeur en l’infini dans la matrice.

Nous calculons les profils c(r) et η(r). Nous les déterminons en premier lieu à l’intérieur du pore.
Nous supposons que la concentration et le champ η à l’intérieur du précipité sont proches de leurs va-
leurs d’équilibres, soit 0 et 1 respectivement dans notre cas.Nous pouvons ainsi utiliser l’équation (3.58).
Nous obtenons ainsi l’équation suivante :

r ⩽ R :
∂2f

∂c2

∣∣∣∣
c=0,η=1

(
c(r)−0

)
+

∂2f

∂c∂η

∣∣∣∣
c=0,η=1

(
η(r)−1

)
= −d− 1

R

γ

∆ηeq +∆ceq
(3.70)

En remplaçant les expressions des dérivées partielles et en considérant que c0 ≪ 1, nous obtenons la
relation suivante :

r ⩽ R
c(r)

c0
+ η(r)− 1 =

(d− 1)

c0

1

D

d0
R
, (3.71)
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où d0 est la longueur capillaire déjà introduite équation (3.26) et dont nous rappelons ici l’expression
lorsque c0 ≪ 1 :

d0 =
Ωγc0
kBT

(3.72)

Nous retrouvons à nouveau une expression proche de celle trouvée dans Boussinot [2007]. Au lieu
de raisonner sur le champ de concentration seul, comme c’est le cas dans les travaux de Guillaume
Boussinot, nous raisonnons sur la somme conservée des champs c et η. La somme c̃+ η est constante
dans le pore. Par ailleurs, en considérant que le champ η est égal à 1 dans le pore, nous obtenons la
relation suivante :

c− = (d− 1)
1

D

d0
R

(3.73)

Cette relation confirme la conclusion déjà établie auparavant et selon laquelle l’effet Gibbs-Thomson
impose une concentration résiduelle en lacunes dans le pore. Pour qu’il n’y ait pas de lacune, comme
on s’y attendrait physiquement, le facteurD, qui contrôle la courbure de l’énergie libre chimique dans
le pore, doit être infini. Numériquement cependant, une valeur finie doit être prise. Il n’est donc numé-
riquement pas possible de retirer l’ensemble des lacunes au sein du pore. Nous montrons donc que la
présence de ces lacunes est inéluctable (mais contrôlable par la courbure D) et trouve son origine dans
l’effet Gibbs-Thompson qui est d’autant plus prononcé que le rayon de courbure est petit (pas d’ef-
fet pour une interface plane). Cet effet ne semble pas avoir attiré l’attention des auteurs dans d’autres
études [Rokkam et al., 2009]. Il doit cependant survenir même si cela n’est pas visible dans les profils
de concentration montrés dans les articles.

Nous souhaitons désormais déterminer les profils des champs à l’extérieur du pore. Nous com-
mençons par calculer la concentration c+ au pied de l’interface. Toujours en supposant que les champs
pris aux abords immédiats de l’interface ne s’éloignent pas trop de leurs valeurs d’équilibres respec-
tives, nous pouvons linéariser le potentiel chimique (voir équation (3.58)). Nous appliquons ensuite la
condition aux limites exprimée équation (3.67). Nous obtenons ainsi la relation suivante :

∂2f

∂c2

∣∣∣∣
c=c0,η=0

(
c+ − c0

)
+

∂2f

∂c∂η

∣∣∣∣
c=c0,η=0

(
η+ − 0

)
= −d− 1

R

γ

∆ηeq +∆ceq
(3.74)

Toujours utilisant c0 ≪ 1, ce qui nous permet de simplifier ∆ηeq + ∆ceq = −1, nous obtenons
l’équation suivante :

c+

c0
+ η+ − 1 =

(d− 1)

c0

d0
R

(3.75)

En considérant η+ = 0, nous obtenons la relation suivante :

c+ − c0 = (d− 1)
d0
R

= Dc− (3.76)

Nous retrouvons la équation (3.24). Pour avoir une description plus complète des profils de champs
pour r ≥ R, nous pouvons utiliser l’équation (3.68) pour r proche de R et r proche de R∞, seuls
domaines où nous possédons les hypothèses nous permettant de linéariser le potentiel chimique. Nous
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aboutissons aux profils de champs suivants :

r ≳ R,
(c(r)
c0
− c+

c0

)
+
(
η(r)− η+

)
=

(d− 1)

c0
d0

(
1− R

Rc

)(
1

r
− 1

R

)
(3.77)

r ≲ R∞,
c(r)

c0
− c∞

c0
+

[(
D − 1

)(c∞
c0
− 1

)
+ 1

]
η(r) =

(d− 1)

c0

(
1− R

Rc

)
d0
r

(3.78)

où nous avons défini le rayon algébriqueRc de la manière suivant :

Rc =
(d− 1) d0
c∞ − c0

(3.79)

Ce rayon peut en particulier être négatif en cas de sous-saturation. Dans ce cas, seule sa valeur absolue
a un sens et délimite deux régimes différents de décroissance (voir section 3.1.2.1). Il s’agit du rayon de
coupure déjà défini équation (3.46). Ce rayon, qui ressort naturellement dans l’analyse que nous me-
nons, possède les mêmes significations physiques que celles décrites dans notre analyse asymptotique.
En particulier, dans le cas d’une sur-saturation aux bords,Rc définit un rayon pour le lequel le pore ne
grossit ni ne se ferme (voir l’analyse faite section 3.1.2.1).

Pour obtenir la vitesse de fermeture du pore, nous reprenons les équations (3.54) et (3.55). La vitesse
de l’interface dR/dt est alors donnée par la relation suivante :(

η− − η+ + c− − c+
)dR
dt

= −
(
j+ − j−

)
(3.80)

où j = −M∇µ. Les équations (3.68) et (3.69) nous permettent de calculer j+ et j− :

j+ =M (µeq − µ∞)
1

R
−Md− 1

R2

γ

∆ηeq +∆ceq
(3.81)

j− = 0 (3.82)

Nous avons vu qu’à des termes d’ordre 1/R près, les quantités η+, η−, c+ et c− sont égales à leurs
valeurs d’équilibre. En rappelant également que sous l’hypothèse c0 ≪ 1, ∆ηeq + ∆ceq = −1, nous
obtenons la vitesse de fermeture suivante :

dR

dt
=M (µ∞ − µeq)

1

R
−Md− 1

R2
γ (3.83)

Nous pouvons enfin remanier cette relation pour aboutir à l’équation suivante :

dR

dt
=M(d− 1)γ

1

R

(
1

Rc

− 1

R

)
(3.84)

Cette vitesse est exactement la même que celle déterminée dans le cadre de notre analyse asympto-
tique, dans le cadre suivant :R∞ ≫ R, c0 ≪ 1 et absence d’effets élastiques.

Nous comparons figure 3.5 la démarche théorique que nous venons de mener et des profils c et η
extraits des simulations dans le CMSX-4 montrées figure 3.3. Nous pouvons voir que c+ calculé via
notre démarche est très proche (écart inférieur au pourcent) de la concentration effectivement atteinte
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dans nos simulations. Nous voyons en revanche que le profil théorique attendu pour r ≳ R est assez
éloigné de clui observé dans nos simulations. Ceci est sûrement dû au fait que nous ne réunissons pas
toutes les hypothèses nécessaire à l’établissement des lois données plus haut. En particulier, nous avons
ici R∞ = 2R et c∞ = 0.8c0 alors que les formules analytiques sont obtenues avec les hypothèses
R∞ ≫ R et c∞ ≈ c0.
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(a) Profils c et η. Profils et c̃+ attendus.
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(b) zoom au niveau du pic de concentration.

Figure 3.5 – Fermeture d’un pore dans du CMSX-4 à 1561 K (voir figure 3.4). Profils à t = 0.15ms.

3.1.5 Conclusion

Dans le cadre de l’interaction d’un pore avec un champde lacunes, nous avons souhaité comprendre
l’influence des différents paramètres numériques de notre modèle. Nous avons construit pour cela une
situation « modèle » grâce à laquelle nous disposons de formules analytiques. Nous avons réalisé en
particulier une analyse asymptotique de notre modèle de manière à comprendre et fixer en consé-
quence le rôle des différents paramètres numériques. Dans le cadre de la fermeture d’un pore de taille
nanométrique dans du CMSX-4, nous avons pu faire correspondre courbes théoriques et simulations,
au moins dans les domaines de validité qui nous avaient permis de bâtir notre analyse. Nous avons pu
voir que les prédictions analytiques sont relativement bonnes même en dehors de ces domaines. Dans
un second temps, nous avons réalisé une autre approche analytique afin de quantifier l’effet Gibbs-
Thomson retranscrit par notre modèle. Nous avons ainsi confirmé des résultats obtenus par analyse
asymptotique mais également confirmé le bon comportement de notre modèle, désormais correcte-
ment « étalonné ». Nous souhaitons désormais vérifier le comportement du modèle dans la simulation
de montée de dislocations.

3.2 Étude de la montée de dislocation

Nous étudions désormais la montée de dislocations. Nous adoptons pour cela une démarche simi-
laire à celle que nous venons de mener pour vérifier le comportement de notre modèle sur la fermeture

64



Étude et validation du modèle sur des configurations modèles

de pores. Nous définissons tout d’abord un cadre de simulation grâce auquel il est possible de compa-
rer nos simulations à une prédiction analytique. Nous détaillons au préalable la démarche menant à
l’obtention de cette formule analytique. Puis, dans un second temps, nous montrons des résultats de si-
mulations et les comparons à l’analyse asymptotique. Dans le cas spécifique de la monté de dislocations
sans couplage avec un pore, notre modèle est analogue à celui introduit dans Geslin [2013] et Geslin
et al. [2014b] pour lequel une analyse asymptotique a déjà été proposée.

Nous définissons figure 3.6 la simulation qui nous sert de cadre pour toute cette section. Nous nous
plaçons à deux dimensions. Une dislocation coin monte dans un plan y = 0 au sein d’un carré de côté
L. Une contrainte extérieure σ∼

A = σA(−i ⊗ i + j ⊗ j) peut être appliquée. Une concentration c∞
peut également être appliquée en bord de boîte de simulation. En raison des conditions aux limites
périodiques, nous dupliquons le carré décrit précédemment de la manière décrite dans la figure 3.6. De
manière à pouvoir nous comparer aux résultats obtenus dans Geslin et al. [2014b], nous réalisons nos
simulations dans de l’aluminium. Les paramètres matériaux correspondants sont donnés Annexe B.
Nous négligeons enfin la contraction induite par la présence de lacunes. Nous fixons donc V ∗ = 0.

c∞ c∞ c∞ c∞

c∞ c∞ c∞ c∞

c∞ c∞ c∞ c∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

y
x

σA

bv

L

2LL

pas de grille d 0.285 nm
largeur d’interface wd 1.71 nm

Taille de boîte de simulation L 18.2 nm

Figure 3.6 – Montée d’un dipôle de dislocations coins.
La bande hachée au centre représente la plaquette de
champ ϕ = 1 dans le plan de montée y = 0. Une
concentration c∞ est appliquée aux bords de la boîte
de simulation ainsi que sur une bande au milieu. Une

contrainte σ∼
A = σA

(
−1 0

0 1

)
peut être appliquée.

3.2.1 Analyse asymptotique

Nous redonnons ci-après les équations d’évolution du champ ϕ dans le cadre de la montée unique-
ment, sans interaction avec un pore (voir équation (2.38)) :

ϕ̇ = −Lϕ

∫
L

{
∂ftot
∂ϕ
−∇∂ftot

∂∇ϕ
− b∂ftot

∂c
δ(y)

}
dy (3.85)
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où ftot est la densité d’énergie totale, que nous rappelons ici :

ftot =
kBT

2Ωc0

(
c− c0

)2
fchem

+

(
πΓd

8wd

(
1− cos(2πϕ)

)
+
π

4
Γdwd|∇xϕ|2

)
δ(y) fdislo

+
1

2
Cijkl

[
ϵij − ϵ0ij(ϕ, c)

] [
ϵkl − ϵ0kl(ϕ, c)

]
− σAij ϵ̄ij felas

(3.86)

L’équation d’évolution du champ ϕ devient ainsi :

ϕ̇ = −Lϕ

{
π2Γd

4wd
sin(2πϕ)− π

2
Γdwd∇2

x ϕ− b
kBT

Ωc0

(
c− c0

)
− σij(x, y = 0)ϵ0,dij h(ϕ)

}
. (3.87)

Dans le cas présent, nous avons ϵ0,dij = b δi2δj2, où δ est le symbole de Kronecker.

Nous approchons la situation simulée et décrite figure 3.6 par la situation décrite figure 3.7. Le

(a) (b)

Figure 3.7 – Figures et légende tirées de Geslin [2013]. Configuration considérée présentant une dislocation
isolée. (a) Une plaquette d’épaisseur b où ϕ = 1 est introduite le long de l’axe x. On considère que la diffusion des
lacunes a lieu dans un cylindre creux de rayons rd et R∞ où les conditions aux limites sont données par cd et
c∞. (b) Profil des champ ϕ(x) et de concentration en lacunes c(x) le long de l’axe de la plaquette.

cœur de la dislocation est placé au centre d’un disque de rayon R∞. Le cœur lui-même est délimité
par un disque de rayon rd. La diffusion des lacunes a lieu dans l’espace entre rd etR∞. Nous appelons
cd = c(rd) et c∞ = c(R∞) les conditions aux limites de ce domaine de diffusion.

Dans un premier temps, nous définissons le profil ϕ0 qu’adopterait le champ ϕ en l’absence de
contrainte appliquée et en présence d’un champ de lacunes homogène de concentration c0. Ce champ
est donc la solution de l’équation suivante :

π2Γd

4wd
sin(2πϕ0)−

π

2
Γdwd∇2

x ϕ0 + b σ22(x, ϕ0) h
′(ϕ0) = 0, (3.88)

où la contrainte σ22 est la contrainte générée par la dislocation elle-même. En raison de la présence de
ce terme, la résolution de l’équation (3.88) est complexe. On peut cependant facilement se convaincre
que, loin du cœur de la dislocation, le champ ϕ tend vers 1 à l’intérieur de la plaquette et vers 0 dans la
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matrice.

Nous considérons désormais que la dislocation se déplace sous l’action de forces motrices. Celles-
ci peuvent être d’origine chimique par l’application d’une concentration en lacunes c∞ ̸= c0 aux bords
du système, ou d’origine mécanique par l’application d’une contrainte σ∼

A, dont nous considérons que
seule la composante σA22 est non nulle. Nous la notons simplement σA. Nous faisons l’hypothèse que le
profil du champ ϕ ne s’éloigne pas beaucoup du profil ϕ0 alors que la dislocation monte. Nous posons
ainsi ϕ(x, t) = ϕ0(x− vt) où v est la vitesse de montée de la dislocation. ϕ vérifie l’équation (3.85) et
nous pouvons écrire :

−v∂ϕ0
∂x

= −Lϕ

(
π2Γd

4wd
sin(2πϕ0)−

π

2
Γdwd∇2

x ϕ0 + bσ22(x, ϕ0) h
′(ϕ0)− b µ(cd)

)
. (3.89)

La contrainte σ22 se décompose en deux contributions. D’une part la contrainte générée par la dis-
location elle-même et d’autre part la contrainte appliquée. Nous écrivons ainsi σ22 = σd22 + σA. En
rappelant que le profil ϕ0 est solution de l’équation (3.88), cette décomposition nous permet de simpli-
fier les termes centraux de l’équation (3.89). Nous obtenons ainsi l’équation suivante :

−v∂ϕ0
∂x

= −Lϕ b
(
σA h′(ϕ0)− µ(cd)

)
. (3.90)

Nousmultiplions cette relation par ∂ϕ0/∂x et nous intégrons dans le domaine interfacial I. En faisant
l’hypothèse raisonnable que la fonction ∂ϕ0/∂x , qui représente le cœur de la dislocation, est suffisam-
ment localisée vis à vis des variations du potentiel chimique (voir figure 3.7b), nous obtenons :

−v
∫
I

(
∂ϕ0
∂x

)2

dx = −Lϕ b σ
A

∫
I

h′(ϕ0)
∂ϕ0
∂x

dx+ Lϕ b µ(cd)

∫
I

∂ϕ0
∂x

dx (3.91)

En utilisant la propriété selon laquelle le champ ϕ0, loin du cœur, tend vers 0 ou 1, cette équation
devient :

−v
∫
I

(
∂ϕ0
∂x

)2

dx = Lϕ b σ
A − Lϕ b µ(cd) (3.92)

Nous devonsmaintenant calculer l’intégrale qui apparaît dans lemembre de gauche de cette équation. Il
est évident qu’à un facteur numérique près, cette intégrale est proportionnelle à la largeur du cœur de la
dislocation. Demanière à obtenir une expression analytique de cette intégrale, nous faisons l’hypothèse,
vérifiée par la suite dans nos simulations, que l’élasticité a peu d’influence sur la forme de ϕ0. Nous
pouvons donc négliger le terme b σ22(x, ϕ0) h′(ϕ0) dans l’équation (3.88). Nous obtenons l’expression
ci-après :

ϕ0(x) =
2

π
arctan

(
exp

(
πx

wd

))
(3.93)

Cette solution est représentée figure 3.8.
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Figure 3.8 – Profil ϕ0

Enutilisant l’équation (3.93), nous pouvons calculer l’intégrale dumembre de gauche de l’équation (3.91)
et nous aboutissons à la relation suivante :

v =
πwd

2
Lϕ b

(
kBT

Ωc0
(cd − c0)− σA

)
. (3.94)

Nous avons donc une première expression de la vitesse de montée, issue de l’équation cinétique suivie
par le champ de phase qui représente la dislocation, le champ ϕ. Il existe évidemment une seconde
expression de cette vitesse, car la dislocation ne peut monter qu’en échangeant des lacunes avec la
matrice. C’est cette seconde expression que nous allons établir maintenant. Nous rappelons d’abord
l’hypothèse selon laquelle l’évolution du champ de concentration est quasi statique par rapport à celle
du champ ϕ. Tout comme dans le cadre du pore, nous résolvons ainsi l’équation de Fick∇2c = 0 entre
les rayons rd etR∞. Nous déterminons ainsi successivement le profil c(r) puis la vitesse de montée v :

v =
2πDv

b ln (R∞/rd)

(
c∞ − cd

)
(3.95)

Nous utilisons les deux relations précédentes pour éliminer l’inconnue cd :

cd = c0


1 +

ΩσA

kBT
+

4M

wdb2Lϕ ln (R∞/rd)
c∞
c0

1 +
4M

wdb2Lϕ ln (R∞/rd)

 (3.96)

Nous obtenons ainsi l’expression de la vitesse de montée suivante :

v =

2πDvc0

b

(
c∞

c0
− 1−

ΩσA

kBT

)

ln

(
R∞

rd

)
+

4

L̃ϕw̃db̃2

, (3.97)
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où les quantités L̃ϕ, w̃d et b̃ ont été définies dans le tableau 2.1 (voir section 2.2.1).
Dans cette expression, le coefficient de mobilité L̃ϕ qui intervient au dénominateur contrôle physi-
quement la cinétique d’échange des lacunes entre la matrice et le cœur des dislocations. Dans Geslin
[2013] et Geslin et al. [2014b], l’influence de ce paramètre est systématiquement étudiée. Pour des va-
leurs suffisamment petites, la montée des dislocations est principalement contrôlée par cette cinétique
d’échange. Pour des valeurs plus grandes qui tendent vers l’infini, cet échange devient instantané ce qui
correspond à l’hypothèse physique dite de « l’équilibre local » où la montée des dislocations n’est alors
contrôlée que par la diffusion des lacunes et leur disponibilité à proximité des cœurs. Dans Geslin et al.
[2015], un changement d’échelle est réalisé aboutissant à une expression analytique de la mobilité L̃ϕ

qui relie ce paramètre mésoscopique à des paramètres physiques microscopiques comme la densité de
cran sur la ligne de dislocation. Dans ce qui suit, nous faisons l’hypothèse que l’équilibre local est vérifié
en considérant L̃ϕ → ∞. Numériquement, il nous suffit de choisir une valeur suffisamment grande
qui garantit que la vitesse donnée équation (3.97) ne dépend plus de L̃ϕ. Nous montrons alors que cette
condition est vérifiée lorsque :

4

L̃ϕw̃db̃2
≪ ln

(
R∞
rd

)
. (3.98)

Soit, en prenant w̃d = 4 et ln(R∞/rd) ≃ 1 2 :

L̃ϕ ≫
1

b̃2
. (3.99)

En considérant ce critère d’équilibre local satisfait, nous obtenons la relation suivante :

v =
2πDvc0

b ln (R∞/rd)

(
c∞
c0
− 1− ΩσA

kBT

)
. (3.100)

L’application d’une contrainte σA positive agit dans le sens d’un rapprochement des deux cœurs, de
même qu’une sous-saturation, de manière à fournir des lacunes à la matrice. À l’inverse, une sursa-
turation imposée aux bords agit dans le sens d’un éloignement des cœurs, de manière à absorber des
lacunes dans le mouvement de montée. Nous possédons désormais une description analytique de la
vitesse de montée dans une configuration spécifique. Nous allons vérifier que notre modèle, une fois
les différents paramètres numériques fixés, produit bien une cinétique en accord avec cette vitesse de
montée.

3.2.2 Simulations numériques

Nous reprenons la démarche établie section 3.1.3 pour calibrer les paramètres intervenant dans la
résolution numérique lors de la fermeture d’un pore par diffusion de lacunes. Les paramètres « libres »
sont la mobilité L̃ϕ, le pas de temps∆t̃ utilisé dans l’équation cinétique sur le champ ϕ, et la précision∥∥dc/dt̃∥∥∞ avec laquelle on résout l’équilibre quasi statique sur le champ de concentration. Nous al-
lons choisir ces paramètres de manière à reproduire la vitesse prévue par l’équation (3.100) dans des
situations où celle-ci peut servir de référence. Nous venons de déterminer dans la section précédente
une condition sur L̃ϕ pour que sa valeur reflète une cinétique de montée uniquement contrôlée par

2. ce terme varie lentement avecR∞
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la diffusion. L’équation (3.99) lie ainsi le choix de L̃ϕ et la valeur de la norme du vecteur de Burgers
adimensionné b̃. Dans les simulations qui suivent, nous fixons b̃ = 1. Dans l’équation (3.100), le terme
ln(R∞/rd) est cependant assez difficile à définir. S’il est tentant de l’associer à ln(L/wd), il nous est ce-
pendant impossible de justifier que rd = wd. Nous adoptons donc la démarche suivante : nous prenons
comme référence la simulation où L̃ϕ est le plus grand possible,∆t̃ le plus petit possible et

∥∥dc/dt̃∥∥∞
le plus contraignant possible. Logiquement cette simulation est la plus gourmande en temps de cal-
cul. Nous choisissons ensuite le jeu de paramètres qui permet de minimiser le temps de calcul tout
en garantissant que la vitesse de montée reste la même, à 5% près, que celle mesurée sur la référence.
Les détails de la démarche – jeu de paramètres testés et résultats de simulations – sont donnés dans
l’Annexe D. Le jeu de paramètres {L̃ϕ,∆t̃,

∥∥dc/dt̃∥∥∞} qui reproduit le mieux la cinétique de montée
selon les critères et la démarche explicités plus haut est donné tableau 3.3.

L̃ϕ ∆t̃ ∥dc/dt∥∞
10 10−4 10−3

Tableau 3.3 – Paramètres numériques pour la montée de dislocation.

Nous présentons figure 3.9 une simulation de montée d’une dislocation coin selon la configuration
précédemment établie (voir figure 3.7) et dans laquelle nous imposons σA = −500MPa et c∞ = c0.
Nous souhaitons évaluer le bon comportement de notre modèle en vérifiant que nous prédisons une
vitesse de montée en accord avec l’équation (3.100). Nous faisons toujours face à la difficulté à défi-
nir le terme ln(R∞/rd). Nous réalisons donc dans un premier temps une simulation grâce à laquelle
nous déterminons ce terme inconnu. Puis, nous réalisons d’autres simulations pour d’autres valeurs de
contrainte appliquée ou d’autres valeurs de sur ou sous-saturation et nous vérifions que le modèle pré-
dit bien la valeur attendue, le terme ln(R∞/rd) étant fixé par la première simulation. PourσA = −500
MPa et c∞ = c0, nous obtenons une vitesse v = 13.8× 105 nm/s (voir Annexe D pour la méthode de
mesure de cette vitesse). Nous en déduisons ainsi :

ln(R∞/rd) = 2.07 (3.101)

Cette valeur est effectivement différente de ln(L/wd) = ln(64/6) = 2.37, ce qui montre la perti-
nence de nos choix. Nous fixons ainsi la valeur de ln(R∞/rd) à 2.07 pour dresser les courbes théo-
riques v = f(σA) et v = f(c∞). Nous montrons une comparaison de ces courbes à nos simulations
figure 3.10. Nous remarquons ainsi un très bon accord entre analyse asymptotique et simulation. Nous
pouvons donc en conclure que notre modèle se comporte correctement. Un léger désaccord est cepen-
dant visible figure 3.10b, notamment lorsque les sur-saturations imposées sont élevées. Nous pensons
qu’il s’agit là d’un défaut de notre configuration de simulation et de la manière dont est appliquée cette
sursaturation. Au lieu d’être effectivement appliquée sur un cercle de rayon R∞, la condition aux li-
mites en concentration en lacunes et appliquée aux bords d’un carré, d’où les différences observées, et
ce, d’autant que la sur-saturation est forte ou la sous-saturation faible. Ces désaccords n’apparaissent
d’ailleurs pas sur la figure 3.10a, où c∞ = c0 et où seule la contrainte appliquée à une influence sur la
vitesse de montée. Nous pouvons donc en conclure que notre modèle, avec un jeu de paramètres liés à

70



Étude et validation du modèle sur des configurations modèles

l’intégration numérique correctement calibrés, se comporte correctement.
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(a) Courbe v(σA) avec c∞ = c0.
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(b) Courbe v(c∞) avec σA = 0.

Figure 3.10 – Comparaison simulation - théorie. Courbes v(σA) et v(c∞). Les incertitudes de mesure de la
vitesse demontée sont représentées par un intervalle de confiance (voir Annexe F pour laméthode de régression).

Nous souhaitons enfin discuter des résultats obtenus dans le cas simple de montée de dislocations
coins. Dans Geslin [2013], l’évolution conjointe de l’ensemble des champs était limitée par le temps
caractéristique associé à l’évolution des lacunes t0. Nous fixons désormais, grâce à l’introduction de la
méthode de point fixe pour la résolution de l’équilibre chimique, un pas de temps de ∼ 102t0 là où
0.1 t0 nous limitait en l’absence de point fixe (voir section 2.2.2). Dans les simulations que nous avons
faites, passées les itérations initiales, selon les situations étudiées, l’algorithme a besoin de 5 à 20 itéra-
tions en moyenne pour mettre à jour le champ de concentration en lacunes. Nous avons donc gagné au
moins 2 ordres de grandeurs sur les temps de calculs en utilisant judicieusement ċ = 0. La cinétique de
montée n’est pas altérée comme le montre la figure 3.10. En comparaison du cas de la fermeture d’un
pore par sous-saturation de lacunes, l’apport du point fixe est ici certes moindre. Il y a d’une part un
ordre de grandeur d’écart entre les coefficients cinétiques L̃η et L̃ϕ, ce qui mène logiquement à un pas
de temps d’intégration numérique maximal accessible diminué d’autant. D’autre part, le point fixe est
également plus lent à converger dans le cas de la montée, ce qui limite d’autant plus le gain en temps
de calculs. Il s’agit néanmoins d’une amélioration majeure qui nous donne accès à des plages de temps
simulables beaucoup plus importantes que celles abordées dans Geslin [2013].

3.3 Conclusion

Au chapitre 2 nous avons construit unmodèle pour simuler des interactions entre pores, lacunes et
montées de dislocations. Dans ce chapitre, nous avons cherché à évaluer le comportement de notremo-
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dèle. Nous avons pour cela traité dans un premier temps les interactions pore - lacunes, puis, dans un
second temps, la montée de dislocation. Pour chaque cas, nous avons défini une situation qui nous per-
mettait de comparer les prédictions de notre modèle à une formule analytique. Nous en avons conclu
que sur ces deux situations, notre modèle se comportait comme attendu. Nous avons montré l’intérêt
de traiter l’équation d’évolution du champ de concentration de manière quasi statique et avons ainsi pu
gagner jusqu’à 2 ordres de grandeur sur la vitesse d’exécution de notre code. Nous pouvons désormais
envisager de traiter des cas plus complexes. Nous voulons notamment exploiter le plein potentiel de
notre modèle en traitant les interactions pore, montée de dislocation, lacunes. C’est l’objet du dernier
chapitre.
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Figure 3.9 – Simulation 2D. Montée sous contrainte d’une dislocation coin dans de l’aluminium à 812 K (voir
Annexe B). Nous fixons σA = −500 MPa, c∞ = c0, d = b = 0.285 nm et L = 18.2 nm. De gauche à droite,
cartes des champs ϕ, c, σ11/µ puis tracé des champs ϕ et c le long de la plaquette de dislocation. Ces cartes sont
présentés à 3 instants de la simulation.
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Chapitre 4. Simulations en conditions expérimentales

Nous disposons désormais d’unmodèle dont nous avons validé le comportement. Dans ce chapitre,
nous avons pour objectif d’utiliser ce modèle dans des situations plus réalistes, où les résultats des
simulations pourront directement être comparés à des résultats issus d’expériences. Nous avons pour
cela identifié deux situations d’intérêt qui s’y prêtent particulièrement bien. La première consiste en
l’interaction de cavités et de boucles de dislocation interstitielles dans l’aluminium lors d’un recuit
après irradiation [Jacquelin, 2018]. Nous avons décidé de scinder la compréhension du phénomène en
trois parties. Nous étudions dans un premier temps la décroissance d’une population de cavités qui
interagissent entre elles par diffusion de lacunes et en l’absence de dislocations. Dans un second temps,
nous simulons la décroissance d’une cavité en présence d’une boucle de dislocation interstitielle. Enfin,
nous simulons la décroissance d’une population de cavités, en présence d’une boucle de dislocation. La
deuxième situation d’intérêt concerne l’étude couplée du rôle de la diffusion des lacunes et de lamontée
des dislocations sur le comblement des pores dans un alliage base-nickel CMSX-4 lors du pressage
isostatique à chaud (HIP). Nous nous appuierons pour cette partie sur les résultats récents obtenus
dans [Ruffini et al., 2022] où les interactions entre un pore et des dislocations glissiles ont été étudiées,
et où des configurations d’intérêt ont été identifiées qui laissent penser que la montée des dislocations
(non prise en compte dans Epishin et al. [2018]) est susceptible de jouer un rôle important dans le
processus de fermeture du pore.

4.1 Recuit de cavités dans l’Aluminium après irradiation

Nous souhaitons simuler les expériences de Jacquelin [2018] dont quelques clichés sont montrés
figure 4.1. Dans ces expériences, un échantillon d’aluminium a été irradié aux électrons à tempéra-
ture ambiante puis recuit à 200°C. Les images de recuit montrent des cavités de tailles nanométriques

Figure 4.1 – Recuit d’un échantillon d’aluminium irradié aux électrons [Jacquelin, 2018]. ClichésMET pris avant
(à gauche, température ambiante) et en cours de recuit (à droite, t = 882 s,T = 200°C). Les boucles interstitielles
présentes en début de recuit sont indiquées par des flèches blanches. Les cavités encore présentes à 200°C sont
entourées en blanc.
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qui décroissent à mesure que la température de recuit augmente. Des boucles de dislocation intersti-
tielles sont également présentes et l’objectif est de mieux comprendre l’évolution couplée des cavités
et des boucles de dislocations. Nous scindons cette étude en trois parties afin de comprendre au mieux
les phénomènes physiques sous-jacents. Nous étudions d’abord l’interaction par diffusion de lacunes
de plusieurs cavités entre elles. Puis, nous regardons comment une dislocation interagit avec une ca-
vité. Enfin, nous réalisons des simulations où plusieurs cavités interagissent entre elles, en présence de
boucles de dislocation, au plus près des clichés expérimentaux. Pour des raisons d’efficacité numérique,
nous réalisons nos simulations à deux dimensions.

4.1.1 Étude de l’interaction de plusieurs cavités entre elles par diffusion de lacunes

Nous nous intéressons à la situation où plusieurs cavités interagissent entre elles par diffusion de
lacunes. Cette situation possède, sous certaines hypothèses, une résolution analytique, à laquelle nous
souhaitons pouvoir comparer les prédictions de notre modèle. Nous suivons donc dans un premier
temps la démarche proposée par Rovelli et al. [2017] et établissons les dynamiques de décroissance
d’une population de cavités, à deux dimensions. Dans un second temps, nous analysons les résultats
obtenus par simulations champ de phase à l’aune des comparaisons avec lemodèle analytique construit.
Nous identifions, par l’observation du champ de concentration, les principaux mécanismes physiques
qui gouvernent la décroissance d’une population de cavités.

Nous considérons le système décrit sur la figure 4.2. Des cavités {i}i=1,N de surfaces {Σi}i=1,N

interagissent par diffusion de lacunes dans une matrice de taille finie et caractérisée par une surface
extérieure Se. Les interactions élastiques ne sont pas considérées. Nous supposons la cinétique d’évo-

Figure 4.2 – Décroissance de plusieurs cavités {i}i=1,N de surfaces {Σi}i=1,N dans une matrice de surface Se

[Rovelli et al., 2017]. Les normales aux surfaces, notées n, sont représentées.

lution de la concentration en lacunes quasi statique par rapport au mouvement des interfaces. Rovelli
et al. [2017] montre alors que le système est gouverné par l’équation maîtresse suivante, x étant le vec-
teur position :

w(x)c(x) =

N∑
i=1

IΣi(x) + ISe(x), (4.1)
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où

w(x) =


1/2 si x ∈ S,
1 si x /∈ S et x ∈ V,
0 si x /∈ V.

(4.2)

La surface S qui intervient dans l’équation (4.2) est la réunion de toutes les surfaces du problème : S =

∪Ni=1Σi ∪ Se. Les intégrales IΣi(x) et ISe(x) sont les expressions de la concentration de lacunes en x
provenant des surfaces considérées. Nous adoptons la convention de notation selon laquelle ∂′n désigne
la dérivée d’une quantité suivant le vecteur n, normal à la surface (voir figure 4.2). Nous donnons les
expressions des intégrales sus-nommées :

IΣi(x) =

∫
Σi

dS′ [DvcΣi∂
′
nG0(x,x

′) + vΣi(x
′)G0(x,x

′)
]

(4.3)

ISe(x) =

∫
Se

dS′ [DvcSe∂
′
nG0(x,x

′)− vSe(x
′)G0(x,x

′)
]

(4.4)

La concentration cΣi est la concentration d’équilibre à la surface de la i-ème cavité. Sans hypothèse sur
la forme des cavités, elle a pour expression :

cΣi = c0 exp

(
2Ωγκ(x)

kBT

)
, (4.5)

où κ(x) = −1/2∇ · n(x) est la courbure moyenne de la surface Σi au point x. Nous supposons que
le champ de concentration c ne s’éloigne pas trop de la concentration d’équilibre c0. Nous linéarisons
ainsi l’équation (4.5) autour de c0 et nous obtenons pour cΣi l’expression suivante :

cΣi = c0

(
1 +

2Ωγκ(x)

kBT

)
(4.6)

La concentration cSe est la concentration en lacunes sur la surface Se. Les vitesses vΣi(x
′) et vSe(x

′)

sont les vitesses des interfaces en x′ avec x′ ∈ Σi et x′ ∈ Se respectivement. G0 est la fonction
de Green associée à l’équation de Fick ∇2c = 0 pour un espace sans cavité. Nous donnons ci-après
l’expression deG0 à 2D :

G0(x,x
′) =

ln |x− x′|
2πDv

(4.7)

Sans hypothèse supplémentaire, les intégrales des équations (4.3) et (4.4) n’ont pas de solution analy-
tique et ne peuvent qu’être approchées numériquement [Paris et al., 1997; Jiang et al., 2017].

Nous supposons premièrement que les cavités restent sphériques, de rayons {Ri(t)}i=1,N et de
centres fixes {xi}i=1,N , tout au long de leur décroissance. Nous pouvons ainsi écrire :

∀t, ∀x ∈ {Σi}i=1,N , κ(x, t) =
1

2Ri(t)
, c(x, t) = cΣi(t), vΣi(x, t) = vΣi(t) =

dRi

dt
(4.8)

Nous supposons également que les cavités sont éloignées les unes des autres. Nous pouvons ainsi sim-
plifier l’équation (4.1) pour x ∈ {Σi}i=1,N :

∀x ∈ Σi,

w(x)c(x) =

N∑
j=1

IΣj (x) + ISe(x) devient
cΣi

2
=

N∑
j ̸=i

IΣj (xi) + ISe(xi) + IΣi(x) (4.9)

78



Chapitre 4. Simulations en conditions expérimentales

Nous paramétrons notre problème 2D de manière à déterminer analytiquement les expressions
des termes IΣj (xi), ISe(xi) et IΣi(x ∈ Σi).
Nous raisonnons sur la i-ème cavité de notre système. Nous construisons les systèmes de coordonnées
polaires suivants, l’origine étant définie au centre xi de la cavité :

x =

x
y

 =

r cos(θ)
r sin(θ)

 x′ =

x′
y′

 =

r′ cos(θ′)
r′ sin(θ′)


Nous procédons en 2 temps, suivant qu’x est sur la surface de la cavité ou bien loin de cette surface.
L’influence de la cavité sur elle-même est appelée IautoΣ = IΣi(x ∈ Σi). L’influence du reste du système
est appelée I loinΣ = IΣi(x /∈ Σi). Nous rappelons qu’IautoΣ et I loinΣ sont des intégrales sur une sphère
de rayon r′ (voir équation (4.3)). Les quantités intégrées ne dépendent ainsi pas de θ. Nous donnons
ci-après les expressions deG0(x,x

′) et ∂′nG0(x,x
′) évaluées pour θ = 0 :

G0(x,x
′)

∣∣∣∣
θ=0

=
1

4πDv
ln
(
r2 + r′2 − 2rr′ cos

(
θ′
))

(4.10)

∂′nG0(x,x
′)

∣∣∣∣
θ=0

= − ∂

∂r′
G0(x,x

′)

∣∣∣∣
θ=0

= − 1

4πDv

(
r′ − r cos(θ′)

r2 + r′2 − 2rr′ cos(θ′)

)
(4.11)

Pour calculer IautoΣ , on pose r = r′ = Ri dans l’équation (4.3). On obtient la relation suivante :

IautoΣ =

∫ 2π

0
Ri dθ

′

DvcΣi

(
− 1

2πDv

Ri

(
1− cos(θ′)

)
2R2

i

(
1− cos(θ′)

))+
dRi

dt

ln
(
2R2

i

(
1− cos(θ′)

))
4πDv


= −cΣi

2
+
Ri lnRi

Dv

dRi

dt
(4.12)

Le calcul de I loinΣ est le suivant :

I loinΣ =
Ri

4πDv

∫ 2π

0
dθ′
[
2DvcΣi

(
− Ri − r cos(θ′)
r2 +R2

i − 2rRi cos(θ′)

)
+

dRi

dt
ln
(
r2 +R2

i − 2rRi cos
(
θ′
))]

=
Ri ln r

Dv

dRi

dt
(4.13)

Nous résumons les deux points de calculs précédents :

IΣi =


−cΣi

2
+
Ri lnRi

Dv

dRi

dt
si x ∈ Σi

Ri ln r

Dv

dRi

dt
si r > Ri

(4.14)

Nous retrouvons des résultats similaires à ceux donnés dans Rovelli et al. [2017] pour un système à
trois dimensions. Nous effectuons le même travail pour calculer ISe . Nous abordons le calcul de cette
intégrale en deux temps, en considérant d’abord l’influence de la surface sur elle-même, puis l’influence
d’un point loin de la surface sur cette dernière. Nous considérons que notre système évolue dans un
cylindre de rayonR∞ à la surface duquel la concentration est maintenue à c∞. Nous donnons ci-après
les résultats obtenus :

ISe =


c∞
2
− R∞ lnR∞

Dv

dR∞
dt

si x ∈ Se

c∞ −
R∞ lnR∞

Dv

dR∞
dt

si x /∈ Se
(4.15)
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Il nous suffit désormais de substituer les quantités IΣj (xi), ISe(xi) et IΣi(x ∈ Σi) par leurs expres-
sions dans l’équation (4.9). Nous obtenons l’ensemble deN + 1 équations suivant :

∀i ∈ {1, . . . , N}, Dv

(
cΣi
− c∞

)
=

N∑
j=1,j ̸=i

Rj ln |xi − xj|
dRj

dt

+Ri lnRi
dRi

dt
−R∞ lnR∞

dR∞
dt

0 =
N∑
i=1

Ri
dRi

dt
−R∞

dR∞
dt

(4.16)

(4.17)

où nous rappelons que cΣi = c0

(
1 +

Ωγ

RikBT

)
.

Nous avons suivi la démarche de Rovelli et al. [2017] en l’appliquant à un système 2D cylindrique
de rayon R∞ au bord duquel est imposée une concentration c∞. Dans cette matrice interagissent par
diffusion de lacunes N cavités circulaires de rayons {Ri}i=1,N et de centres {xi}i=1,N . Ces cavités
sont considérées comme suffisamment éloignées les unes des autres. Les équations (4.16) et (4.17) gou-
vernent l’évolution de ce système.

Dans le cas où une cavité de rayon R et de surface Σ est isolée dans un cylindre de rayon R∞
au bord duquel est maintenue une concentration en lacunes c∞, nous vérifions que nous retrouvons
la cinétique de décroissance de l’équation (3.39), établie par analyse asymptotique du modèle champ
de phase, et à laquelle nous appliquons les hypothèses suivantes : c0 ≪ 1, effets élastiques négligés et
équilibre local. Nous retrouvons ainsi la cinétique de décroissance suivante :

dR

dt
=
Dv

(
c∞ − cΣ

)
R ln

(
R∞
R

) (4.18)

Nous simulons la fermeture de deux cavités de tailles nanométriques dans du tungstène à 1750 K
[Rovelli et al., 2017]. Les paramètres matériau sont donnés dans l’Annexe B. Nous montrons figure 4.3
l’évolution du rayon des deux cavités de rayons initiaux 3.5 et 3 nm respectivement en comparaison
des prédictions faites à partir des équations (4.16) et (4.17). Pour les deux cavités, c’est la dissipation
de l’énergie de surface par diffusion de lacunes qui prédomine. Par conséquent, les deux cavités se re-
ferment. Nous constatons un très bon accord entre les résultats issus de l’intégration numériques des
équations formelles et ceux issus de la simulation pour la cavité 1, la plus petite des deux et la première
à se fermer. La fermeture de la cavité 2 s’écarte quant à elle de la théorie aux alentours de t = 1h. Pour
mieux comprendre les raisons de cet écart, nous donnons figure 4.4 des cartes du champ de concentra-
tion c/c0 à différents instants croissants de la simulation. Les courbes d’iso-concentration nous aident
à évaluer si le champ c respecte l’hypothèse de symétrie sphérique dans laquelle nous nous sommes
placés pour établir une formule analytique. Nous pouvons ainsi constater qu’à partir d’un temps si-
mulé d’1h, nous ne sommes plus dans cette hypothèse. La dissymétrie du champ c est particulièrement
visible à t = 2h pour la cavité située à droite. C’est ce qui explique les différences entre prédiction
théorique et simulation.
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Figure 4.3 – Simulation 2D (1024 ×
1024). Fermeture de deux cavités dans
du tungstène à 1750K. La configuration
de simulation est schématiquement re-
présentée dans le coin inférieur gauche.
Nous fixons les paramètres numériques
suivants : d = 0.1 nm, c∞ = c0,
R∞ = 51.2nm,L = 30nm. La courbe
en pointillé montre la prédiction ana-
lytique des équations équations (4.16)
et (4.17) tandis que la courbe en trait
plein montre les résultats de la simula-
tion. Durée de simulation sur 4 cœurs :
16.8 h.

0.0 1.0 2.0
c/c0

(a) Situation initiale

0.0 1.0 2.0
c/c0

(b) t = 20′
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(c) t = 40′
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(d) t = 1h
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(e) t = 2h
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(f) t = 3h

Figure 4.4 – Cartes du champ c/c0 avec lignes de niveau au cours du temps.
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Nous réalisons deux simulations complémentaires dans lesquelles chacune des deux cavités est
placée seule dans la matrice. Nous pouvons ainsi comparer figure 4.5 l’évolution des rayons des deux
cavités dans le cas où elles interagissent entre elles et dans le cas où elles sont seules. Nous observons
que le rayon des cavités décroît plus lentement lorsque les deux cavités interagissent entre elles. Cette
observation vient confirmer le résultat avancé par Rovelli et al. [2017]. Cet article montre également
que lorsque les cavités sont suffisamment proches, la fermeture de la plus petite est accélérée et non
plus ralentie. L’observation des profils de concentration dans ces deux cas nous permet d’expliquer ces
observations.

cav1

c∞ c∞

c∞c∞ (a)

cav2

c∞ c∞

c∞c∞ (b)

cav1 cav2

c∞ c∞

c∞c∞ (c)

L

0 1 2 3
t[h]

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5
R

[n
m

]

Cavité isolée
Figs. (a,b)

Deux cavités
Fig. (c)

Figure 4.5 – Comparaison de la dynamique de fermeture des cavités dans les deux situations suivantes : 1. Les
cavités 1 et 2 sont tour à tour considérées seules dans la matrice (schémas de gauche, haut et milieu). Il s’agit des
courbes R(t) en pointillé. 2. Les deux cavités interagissent entre elles (voir figures 4.3 et 4.4). Les courbes R(t)
issues de cette simulations sont en trait plein.

La figure 4.6 montre les profils des champs c et η en cours de simulation pour deux simulations.
Dans la première (figure 4.6a), la distance qui sépare les deux cavités est de 30 nm, soit environ 10
fois la taille de ces cavités. À la surface des deux cavités, la concentration est fixée par l’effet Gibbs-
Thomson. Du point de vue de la cavité de gauche, la queue du profil de concentration émanant de
la cavité de droite vient légèrement rehausser la concentration entre les deux cavités. Le gradient de
concentration à la surface de cette cavité, qui fixe à un facteur multiplicatif près la valeur de la vitesse
de fermeture, est donc légèrement abaissé entre les deux cavités. La cavité de gauche décroît ainsi plus
lentement que si elle avait été seule.
Dans la seconde situation, présentée figure 4.6b, les deux cavités sont si proches l’une de l’autre –
L = 10nm de l’ordre de la taille des cavités – que le gradient de concentration est principalement
défini par la différence des concentrations aux abords immédiats des interfaces, fixées par les cour-
bures respectives des cavités, et la distance qui les sépare. Plus la distance est petite, plus ce gradient
devient important. On voit également bien sur la figure 4.6b que le gradient de concentration en la-
cunes entre les deux cavités est tel qu’un flux de lacunes très important vers la grosse cavité apparaît.
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(a)R2(t = 0) = 3nm;R2(t = 0) = 3.5nm; L = 30nm.
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Figure 4.6 – Profils c/c0 et η à t = 20′ le long d’une ligne passant par le centre des deux cavités. Le graphe
(a) correspond à deux cavités éloignées. Le graphe (b) correspond à deux cavités proches. Les caractéristiques
géométriques de chaque simulation sont décrites en dessous de chaque graphe.

Ce phénomène, qui alimente la cavité 2 en lacunes, va finalement ralentir sa fermeture.
Le raisonnement que nous venons de faire permet également de comprendre l’évolution du rayon de
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Figure 4.7 – Simulation 2D (102.4nm× 102.4nm) de la fermeture de deux cavités dans du tungstène à 1750K.
d = 0.1 nm, c∞ = c0,R∞ = 51.2 nm, L = 10 nm. Les courbes en pointillé montrent la prédiction analytique
des équations équations (4.16) et (4.17) tandis que les courbes en trait pleinmontrent les résultats de la simulation.
Durée de simulation sur 4 cœurs : 9.3 h.

la grosse cavité quand la petite cavité est sur le point de disparaître. Comme on peut le voir sur la fi-
gure 4.7, le rayon de la grosse cavité (cavité 2) cesse momentanément de décroitre vers t = 0.7h. Ce
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comportement s’explique par un effet Gibbs-Thomson très important pour la petite particule ce qui
implique un gradient de concentration important entre les particules et donc un flux de lacunes vers
la grosse particule qui est suffisant pour momentanément stopper sa décroissance.
Notons que dans l’hypothèse où R∞ est grand, on retrouve ici les mécanismes expliquant le mûrisse-
ment d’Ostwald.

Nous pouvons également élargir à N cavités les conclusions émises dans le cadre de l’interaction
de deux cavités par observation des profils issus de nos simulations en exploitant les équations (4.16)
et (4.17). En substituant l’équation (4.17) dans l’équation (4.16), nous obtenons la relation suivante :

dRi

dt
=

1

Ri ln

(
Ri

R∞

)
Dv

(
cΣi − c∞

)
−

N∑
j=1,j ̸=i

Rj ln

(
Lij

R∞

)
dRj

dt

 (4.19)

où nous avons introduitLij = |xi−xj|. Nous pouvons ainsi confirmer qu’il existe des situations pour
lesquelles la cavité i croît. Ce sont les cas où :

Dv

(
cΣi − c∞

)
<

N∑
j=1,j ̸=i

Rj ln

(
Lij

R∞

)
dRj

dt
(4.20)

L’équation (4.19) permet également de comprendre le comportement des cavités dans les situations
où l’ensemble des cavités sont en décroissance. En notant que les vitesses de fermeture sont données
par vi = − dRi/dt et en notant v0i la vitesse de fermeture de la cavité i en l’absence d’autres cavités
(voir équation (4.18)), l’équation (4.19) devient :

vi = v0i −
N∑

j=1,j ̸=i

Rj ln

(
Lij

R∞

)
Ri ln

(
Ri

R∞

) vj (4.21)

Il apparaît ainsi clairement que plus il y a de cavités à proximité de la cavité i, plus celle-ci est ralentie
dans sa fermeture. Plus la distance entre les cavités est faible, plus ce ralentissement est fort. Ou son
corollaire : plus les cavités sont éloignées, plus la vitesse de fermeture de la cavité i se rapprochera
de celle qu’elle aurait eue si elle avait été seule dans la matrice. v0i est une asymptote pour vi. vi sera
cependant toujours inférieure à v0i quels que soient l’éloignement et le nombre de cavités j présentes.

Conclusion

À l’aide d’un modèle 2D construit en suivant la démarche proposée Rovelli et al. [2017] et en ex-
ploitant les profils des champs de concentrations issus de nos simulations, nous avons mis en évidence
les phénomènes physiques à l’œuvre lorsque plusieurs cavités interagissent entre elles par diffusion de
lacunes et en l’absence d’élasticité. L’utilisation du champ de phase nous a permis d’aller au delà des
hypothèses de l’analyse formelle et nous a ainsi permis d’étudier des symétries non sphériques.
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4.1.2 Étude de l’interaction d’une cavité avec une boucle de dislocation

Nous souhaitons désormais étudier les interactions entre une cavité et une boucle de dislocation in-
terstitielle. Nous cherchons plus particulièrement à comprendre l’impact de la présence d’une boucle
de dislocation interstitielle à proximité d’une cavité et vice-versa. Nous construisons la situation bi-
dimensionnelle schématiquement représentée figure 4.8, dans laquelle une cavité interagit avec une
boucle de dislocation interstitielle. Cette boucle interstitielle est définie dans le cadre de notre modèle
en affectant la valeur 1 au champ ϕ pour l’ensemble des points situés dans le plan de la boucle (zones
blanches dans le plan de montée sur la figure 4.8), sauf pour les points à l’intérieur de la boucle ou le
champ ϕ est mis à 0 (zone grise entre les deux zones blanches dans le plan de montée sur la figure 4.8).
La boucle de dislocation interstitielle correspond ainsi à la zone grise, de la même couleur que la ma-
trice, située entre les deux dislocations coins. Nous contrôlons la position relative des deux objets au
travers les paramètres notés ∆x et ∆y , définis dans la figure 4.8. Nous appelons Rp et Rd les rayons
respectifs de la cavité et de la boucle de dislocation.

L

L

Cp

Rp

Cd

Rd

x
y

∆x

∆y

pas de grille d 0.1 nm
largeur d’interface wp 0.4 nm
taille de cœur wd 0.4 nm

volume de relaxation V ∗ −0.38Ω
Pas de temps∆t̃ 10−3

Critère d’arrêt ∥dc/dt∥∞ 10−3

Taille de boîte de simulation L 102.4 nm
Rayon initial du poreRp(0) 2 nm

Rayon initial de la boucleRd(0) 6 nm

Figure 4.8 – Schéma de la situation initiale des simulations effectuées dans le cadre de l’étude des interactions
entre une cavité et une boucle de dislocation interstitielle. Le domaine simulé est un carré (2D) de côté L. Les
zones blanches de part et d’autre du dipôle de dislocations coins correspondent aux régions où ϕ = 1. Les points
Cp et Cd représentent le centre de la cavité et de la boucle de dislocation respectivement. Nous définissons
la position relative de la boucle et de la cavité par deux quantités, ∆x =

−−−−→
CpCd · x⃗ et ∆y =

−−−−→
CpCd · y⃗.

Nous appliquons des conditions aux limites périodiques. Nous n’imposons aucune concentration au bord ni
n’appliquons aucune contrainte. La concentration en lacunes dans la matrice est c0(T ) en début de simulation.

Nous réalisons un ensemble de simulations dans lesquelles un dipôle de dislocations de rayon
(demi-distance entre les deux dislocations coins) initial Rd(t = 0) = 6 nm interagit avec une ca-
vité de rayon initial Rp(t = 0) = 2 nm. En fixant la taille de notre boîte de simulation à 102.4 nm,
soit 10 fois la taille du plus grand objet présent, nous nous assurons que le système simulé reproduit
bien le comportement d’une cavité et d’une boucle de dislocations isolées. Pour des raisons d’efficacité
numérique, nous fixons le pas de temps∆t̃ à 10−3. Nous sommes conscients qu’il s’agit là d’un pas de
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temps plus de 10 fois supérieur à la valeur maximale admissible pour reproduire quantitativement les
cinétiques de fermetures des objets attendues (voir notre étude préliminaire à la montée de dislocation
chapitre 3 et Annexe E). Nous justifions notre choix en considérant d’une part les coûts de calculs à en-
visager et en réalisant d’autre part une série de 4 simulations sur un système plus petit (L = 51.2 nm)
et pour 4 configurations particulières, afin de nous assurer que nous observons bien les mêmes phéno-
mènes physiques, indépendamment du pas de temps choisi. Nous détaillons tout d’abord les coûts de
calcul associés aux simulations que nous projetons de réaliser. Le choix d’un pas de temps de 10−3 pour
une simulation 102.4 nm × 102.4 nm coûte 2 jours de simulation avec une parallélisation OpenMP
sur 4 nœuds et l’usage de bibliothèques FFTW optimisées 1. ∆t̃ = 10−4 mène à 20 jours de calculs.
∆t̃ = 5.10−5, le pas de temps maximal admissible selon nos études préliminaires à la montée, néces-
site 40 jours de simulation. Ceci pour un seul point (∆x,∆y). Même en réduisant le nombre de points
que nous projetons de simuler, nous atteignons des temps de calcul totaux qui se comptent en années
de simulation, ce qui n’est pas envisageable. Considérons maintenant le point de vue physique. Nous
montrons figure 4.9 l’évolution des rayons des objets considérés dans les différentes situations simu-
lées, pour les pas de temps 10−3 et 10−4. Ces courbes confirment les analyses précédemment menées
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Figure 4.9 – Simulations 2D. Interactions entre une cavité et une boucle de dislocation interstitielle. L = 51.2

nm. CourbesR(t) pour la boucle et le pore. Deux pas de temps sont comparés∆t̃ = {10−4, 10−3}. Les points de
simulation (∆x,∆y) simulés sont les suivants : (0, 0), (2, 4), (3, 3) et (5, 5). Ces calculs, avec une parallélisation
OpenMP (mémoire partagée) sur 4 nœuds et l’utilisation de librairies FFTW optimisées, durent de 2.5j (0, 0) à
6.5j (2, 4) avec∆t̃ = 10−4 et de 9h à 16h lorsque∆t̃ = 10−3.

concernant le pas de temps maximal admissible (voir Annexes D et E). Augmenter le pas de temps ra-
lentit la cinétique de fermeture des objets considérés. L’allure générale des courbes n’est cependant pas
modifiée. Nous en concluons que le choix d’un pas de temps plus grand ne change pas les phénomènes
physiques moteurs des fermetures que nous étudions. Nous justifions ainsi notre choix∆t̃ = 10−3.

1. 60% du temps de calcul est passé dans les routines FFTW et la parallélisation au-delà de 4 nœuds n’entraîne pas de
gain substantiel.
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Nous montrons figure 4.10 comment varie le temps de fermeture de chacun des objets en présence
en fonction de leur position l’un par rapport à l’autre. Assez logiquement, plus les deux objets sont
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(a) Temps de fermeture de la cavité [s] en fonction de la posi-
tion du dipôle de dislocation.
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Figure 4.10 – Temps de fermeture de la cavité et du dipôle de dislocation en fonction de la position relative de
l’un par rapport à l’autre.Rp(t = 0) = 2 nm etRd(t = 0) = 6 nm. Les points de simulation sont marqués d’une
croix blanche. Pour référence, lorsque ces objets sont isolés, les temps de fermeture obtenus par simulation sont
les suivants : tpf = 9.0 s pour la cavité et tdf = 10.6 s pour la boucle de dislocation.

éloignés l’un de l’autre, plus la cavité se ferme lentement tout comme le dipôle de dislocations. Le point
(∆x,∆y) = (2, 4) nm attire cependant notre attention puisqu’il s’agit d’unmaximum local du point de
vue du temps de fermeture des deux objets. Pour comprendre les phénomènes physiques en jeu, nous
commentons figures 4.11 et 4.12 les cartes de concentrations et les cartes de contraintes des points
(2, 4), (3, 3), (6, 6) et (0, 0).

De point de vue de la diffusion (voir figure 4.11), le dipôle de dislocations crée deux puits de la-
cunes au niveau des cœurs des deux dislocations coins. L’effet Gibbs Thomson, associé à la présence
d’interfaces courbes, crée une sursaturation de lacunes autour de la cavité, d’où un gradient de concen-
tration entre la cavité et la boucle d’autant plus fort que les objets sont proches, d’où l’accélération des
fermetures. Ces effets diffusifs sont également présents à trois dimensions et leur description dans le
cadre tridimensionnel d’une solution diluée est donnée dans Rovelli et al. [2017].

Du point de vue élastique (voir figure 4.12), les contraintes générées à proximité du cœur des dis-
locations sont très importantes. Dans la théorie élastique des dislocations [Hirth et al., 1983], le point
associé au cœur des dislocations présente une singularité où les contraintes divergent. Dans les simu-
lations champ de phase, les cœurs sont diffus et possèdent dans le cas présent des tailles réalistes de
l’ordre de quelques Angströms (quelques points de grille). En supposant que l’élasticité linéaire est en-
core valide au niveau des cœurs, nous pouvons considérer que les champs de contraintes simulés ont
des amplitudes réalistes qui sont localement de l’ordre de grandeur du module de cisaillement (voir fi-
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Figure 4.11 – Cartes du champ c/c0 obtenues lors de l’interaction d’une boucle de dislocation interstitielle avec
une cavité. La boîte de simulation totale est présentée en encart (coin supérieur gauche). Les cartes représentent
l’évolution temporelle de la zone centrale de la boîte de simulation (t = 0.2, 1, 2s) pour 4 positions relatives
entre la cavité et la boucle de dislocation (couples (∆x,∆y) = (2, 4), (3, 3), (6, 6), (0, 0)).
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Figure 4.12 – Cartes du champ de contrainte σ11/C44, obtenues lors de l’interaction d’une boucle de dislocation
interstitielle avec une cavité. La boîte de simulation totale est présentée en encart (coin supérieur gauche). Les
cartes représentent l’évolution temporelle de la zone centrale de la boîte de simulation (t = 0.2, 1, 2s) pour 4
positions relatives entre la cavité et la boucle de dislocation (couples (∆x,∆y) = (2, 4), (3, 3), (6, 6), (0, 0)).
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gure 4.12). Pour les points (0, 0) et (2, 4), nous constatons ainsi que, sous l’effet des contraintes élevées
générées au niveau des cœurs, la cavité est déformée et n’est plus circulaire. Concernant le point (2, 4),
le plan de montée des dislocations coin est tangent à l’interface de la cavité. Nous rappelons que les
coefficients élastiques à l’intérieur de la cavité sont nuls. Par conséquent, lorsque le cœur situé en bas
arrive dans l’interface de la cavité, la force motrice élastique participant à la fermeture du dipôle de-
vient nulle. Il ne reste qu’une force motrice chimique. Nous pouvons voir figure 4.11 que sursaturation
lié à la présence de l’interface courbe de la cavité et sous-saturation associée à la présence de la disloca-
tion coin se compensent. La force osmotique associée est ainsi nulle. Cette dislocation ne travaille plus.
Ainsi, il n’y a plus qu’une seule dislocation pour absorber les lacunes émises par la cavité. Cavité et di-
pôle se ferment plus lentement. Nous voyons clairement cet effet d’attache en observant l’évolution de
l’énergie élastique au cours de la simulation figure 4.13. Pour le point (2, 4), l’énergie élastique décroît
rapidement au début puis très lentement à partir du moment où le cœur situé en bas est « accroché »
à la cavité. Le même phénomène, de moindre importance, explique la variation de l’énergie élastique
pour le point (3, 3).
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Figure 4.13 – Variation de l’énergie élastique au cours du temps pour les points (0, 0), (2, 4), (3, 3) et (6, 6).

Cette série de simulations montre à quel point les effets élastiques sont importants dans le cadre
des interactions entre dislocations et cavités. Nous montrons ainsi l’intérêt de disposer d’un modèle
numérique complet qui permet d’observer des phénomènes non pris en compte dans des approches
antérieures comme par exemple celle de Rovelli et al. [2017].

4.1.3 Simulations de recuits dans l’aluminium

Nous souhaitons désormais appliquer notre modèle à la situation expérimentale issue des travaux
de Jacquelin [2018] et décrite figure 4.1. Ces images sont issues d’une série de recuits après irradia-
tion, alternant successivement isothermes et isochrones. Les observations décrites dans le manuscrit
de thèse de Camille Jacquelin sont faites sur des lames FIB d’épaisseur 100nm. Les observations sont ef-
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fectuées sous faible flux d’électrons de manière à minimiser le nombre de défauts créés, qui pourraient
avoir une influence sur la microstructure. Nous négligeons donc cet aspect dans nos simulations pour
ne considérer que l’effet de la température. Les phases de recuits isothermes à température ambiante
ou à 100°C n’engendrent pas de modifications significatives de la microstructure. Nous choisissons de
nous concentrer sur la phase de recuit isotherme à 200°C au cours de laquelle la plupart des objets
disparaissent. Nous faisons également le choix de placer initialement la matrice à l’équilibre thermo-
dynamique, en étant conscient que les lacunes sont en réalité globalement en légère sous-saturation du
fait des recuits à plus basse température qui précèdent celui à 200°C. La microstructure étudiée com-
porte des cavités facettées dont les rayons sont compris entre 1.85 et 2.84 nm. Nous ne reproduirons
pas les facettes mais nous nous appliquerons à conserver l’ordre de grandeur des tailles des cavités.
Nous voyons également sur les clichés des boucles de dislocations interstitielles, dont la taille est 2 à 3
fois celle des cavités. Les densités de cavités évoquées varient de 2.90 · 1022/m3 à 15.08 · 1022/m3.

D’un point de vue numérique, pour les raisons de performances numériques déjà commentées
en début de chapitre, nous décidons de simuler un système 2D, de 102.4nm par 102.4nm. Dans un
premier temps, nous appliquons aux bords des conditions aux limites périodiques. À deux dimensions,
les densités de cavités à considérer varient entre 9.44 ·10−4/nm2 et 2.83 ·10−3/nm2. Pour un système
de 102.4nmpar 102.4nm, le nombre de cavités à simuler varie donc de 10 à 30 cavités 2. Nous rappelons
ces correspondances dans le tableau 4.1. En accord avec cet intervalle de valeurs, nous choisissons de

ρ3D [nm3] ρ2D [nm2] n

2.90 · 10−5 9.44 · 10−4 10
15.08 · 10−5 2.83 · 10−3 30

Tableau 4.1 – Densités de cavités observées dans Jacquelin [2018]. Densités équivalentes à 2D, calculées selon
la formule suivante : ρ2D = (ρ3D)2/3. n est le nombre de cavités que doit contenir une boîte de simulation 2D
carrée de 102.4nm de côté et dont la densité en cavités est ρ2D .

simuler une population de 10 cavités. Celles-ci possèdent dans un premier temps le même rayon initial
R0

p = 2nm. Nous plaçons également dans notre système une boucle de dislocation de rayon initial
R0

d = 6 nm, accord avec les observations faites figure 4.1, sur laquelle nous pouvons voir deux boucles
de dislocation par système de montée (nboucles = 22/3 ≈ 1). Nous choisissons un pas de grille de 0.1
nm ainsi que des tailles d’interfaces qui garantissent la présence d’au moins 7 points de grille en leur
sein, soit w̃p = 4 et w̃d = 4. Tous les paramètres de simulation, incluant ceux dont nous venons de
justifier le choix, sont donnés tableau 4.2.

Nous choisissons d’aborder notre étude sous un angle statistique, de manière à dégager une in-
fluence moyennée d’une boucle de dislocation sur une population de cavités, indépendamment de la
position des objets les uns par rapport aux autres. Nous réalisons ainsi 100 simulations du système pré-
cédemment décrit. Tous les objets, soient 10 cavités et 1 boucle de dislocation, sont placés aléatoirement
dans la boîte de simulation. Nous récupérons ainsi des statistiques sur 1000 cavités et 100 boucles de

2. ρ2D = (ρ3D)2/3 ; n = ρ2D × 102.4× 102.4.
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Température T 200°C
pas de grille d 0.1 nm

largeur d’interface wp 0.4 nm
taille de cœur wd 0.4 nm

volume de relaxation V ∗ −0.38Ω
Pas de temps∆t̃ 10−3

Critère d’arrêt ∥dc/dt∥∞ 10−3

Taille de boîte de simulation L 102.4 nm
Rayon initial des cavitésR0

p 2 nm
Rayon initial de la boucleR0

d 6 nm

Tableau 4.2 – Paramètres des simulations pour le recuit d’un échantillon d’aluminium irradié [Jacquelin, 2018].
Les caractéristiques de l’aluminium à 200°C sont données Annexe B.

dislocations. Nous montrons figures 4.14 et 4.15 des cartes de concentration et de contrainte tirées
d’une simulation parmi les 100.

À l’aune des études préliminaires menées, nous souhaitons comprendre la nature des interactions
entre cavités et dislocations. Nous relevons à cet effet la vitesse de fermeture de l’ensemble des 1000
cavités simulées pour différents instants de simulation. La méthode que nous employons est détaillée
figure 4.16 et Annexe F. Nous pouvons en particulier observer sur la figure 4.16a, pour une simulation
prise au hasard, que l’évolution des rayons des cavités au cours du temps est assez régulière. Nous réali-
sons ainsi une régression linéaire du rayon sur une plage de temps [tA, tB] donnée et nous en déduisons
la vitesse v(tB). Dans le cadre de cette étude, nous prenons des plages de temps d’1 s, suffisantes pour
avoir des résultats significatifs sans pour autant gommer complètement les quelques irrégularités (lors-
qu’une cavité est assez proche d’une boucle de dislocation par exemple). L’exemple donné figure 4.16
montre les vitesses obtenues pour t = 2 s.

Nous traçons ensuite figure 4.17 un histogramme des vitesses de fermeture des cavités prises à
différents temps au cours des simulations. Nous discriminons également les cavités suivant un critère
d’isolement que nous détaillons maintenant. Nous définissons un rayon de coupureRcut. Pour chaque
cavité, nous définissons une zone circulaire centrée sur le centre de la cavité considérée et de rayon
Rcut. Puis nous comptons combien de cavités se trouvent dans cette zone. Une cavité est considérée
comme appartenant à cette zone à partir du moment où son centre y est inclu. La cavité est consi-
dérée isolée au regard de ce critère si aucune autre cavité ne se trouve à moins de Rcut d’elle. Nous
définissons ainsi des groupes de 2, 3 , 4 cavités et plus. Toutes ces étapes sont réalisées via la routine
python sklearn.cluster.DBSCAN 3 [Pedregosa et al., 2011]. Dans les résultats présentés, nous avons
fixé Rcut = 10 nm, soit une distance assez grande devant le rayon initial des cavités et plus petite
que la distance moyenne au premier voisin (ici égale à 18.5 nm), de sorte que nous pouvons utiliser

3. https://scikit-learn.org/stable/auto_examples/cluster/plot_cluster_comparison.html#
sphx-glr-auto-examples-cluster-plot-cluster-comparison-py
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Figure 4.14 – Cartes du champ c/c0. Sur le schéma de la situation initiale, les cavités sont représentées par des
ronds de couleur (une couleur par groupe, selon le critère d’exclusionRc = 10 nm), la boucle par un trait noir.
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Situation initiale

1

2

3

4

5
6

7

8

9

10

1

t = 0.43 s

−0.1 0.0 0.1
σ11/µ

t = 0.86 s

−0.1 0.0 0.1
σ11/µ

t = 1.3 s

−0.1 0.0 0.1
σ11/µ

t = 1.7 s

−0.1 0.0 0.1
σ11/µ

t = 2.2 s

−0.1 0.0 0.1
σ11/µ

t = 2.6 s

−0.1 0.0 0.1
σ11/µ

t = 3.0 s

−0.1 0.0 0.1
σ11/µ

t = 3.4 s

−0.1 0.0 0.1
σ11/µ

t = 3.9 s

−0.1 0.0 0.1
σ11/µ

t = 4.3 s

−0.1 0.0 0.1
σ11/µ

t = 5.2 s

−0.1 0.0 0.1
σ11/µ

Figure 4.15 – Cartes du champ du champ de contrainte σ11/µ, où µ = C44 est le coefficient de cisaillement. La
situation initiale est schématiquement représentée (voir figure 4.14 pour la légende).
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Figure 4.16 – Obtention de la vitesse de fermeture des cavités à t = 2s pour la simulation dont les cartes de
concentration et de contraintes sont présentées figures 4.14 et 4.15. Une régression linéaire est faite sur la plage
de temps [1, 2]s.

les conclusions établies section 4.1.1. Aucun groupe de plus de 4 cavités n’a été trouvé selon ce critère.
Sur les histogrammes présentés figure 4.17, à chaque groupe est associée une couleur. Nous indiquons
également, pour comparaison, une vitesse de référence v0, qui est la vitesse de fermeture d’une cavité
isolée, dans un milieu tel que défini figure 3.1 et caractérisé par les conditions aux limites suivantes :
aux bords d’une sphère deRk1 est appliquée la concentration c0. Le rayonRk1 est la distance moyenne
au premier voisin observée sur les 100 simulations, ici égale à 18.5 nm.

Nous commentons maintenant les histogrammes présentés figure 4.17. Nous constatons premiè-
rement que l’aspect général change peu au cours du temps. Dans les quatre diagrammes présentés, nous
observons un pic et un étalement sur la gauche, vers les vitesses de fermeture les plus faibles. En ob-
servant la position des histogrammes par rapport à la vitesse de décroissance pour une cavité isolée
v0, donnée en trait pointillé ocre, nous constatons qu’une très grande partie des cavités (isolées ou pas)
décroissent plus lentement que dans le cas où elles sont isolées.

Nous analysons dans un premier temps le lien entre la taille d’un groupe, ie le nombre de cavités
qui le composent, et la vitesse de décroissance de ces dernières. Quel que soit le temps de simula-
tion auquel l’histogramme est réalisé, nous remarquons la même répartition des groupes. Les cavités
dont les vitesses de décroissance sont les plus grandes sont majoritairement considérées comme isolées
(couleur bleue sur les histogrammes) tandis que les cavités groupées (couleurs orange, verte et rouge)
décroissent plus lentement. Lorsque les cavités sont groupées, leur décroissance est ralentie. Ceci est
tout à fait logique au vu des conclusions tirées section 4.1.1. Si nous ne pouvons appliquer ici directe-
ment les formules issues de notre modèle analytique, faute de limites claires pour notre système (ceci
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Figure 4.17 –Histogrammes des vitesses de fermeture v = − dR/dt pour différents temps. Échantillon de 1000
cavités et 100 boucles de dislocation, issues de 100 simulations différentes. Le temps total simulé pour chaque
simulation est de 4.3 s. Le rayon de coupure appliqué pour discriminer les groupements de cavités estRcut = 10

nm. Il s’agit d’histogrammes cumulés ; les barres de différentes couleurs s’empilent les unes sur les autres.

est dû à l’application de conditions aux limites périodiques), nous pouvons cependant utiliser la conclu-
sion selon laquelle plus les cavités sont nombreuses à interagir et proches les unes des autres, plus leur
décroissance est ralentie.

Il apparaît également que certaines cavités, en nombre restreint, se ferment plus rapidement que
celles associées au pic, avec une vitesse supérieure à v0. La figure 4.18 montre qu’il s’agit majoritaire-
ment de cavités situées très près des boucles de dislocations. Si les cavités «bleues» sur cette figure, dont
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Figure 4.18 – Histogramme des vitesses de fermeture à t = 2s. Les 2 couleurs possibles pour les barres rendent
compte d’une discrimination selon la distance Ld à la boucle de dislocation.
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(a) Schéma de la situation initiale. Une couleur correspond
à un groupement selon le critère de regroupementRcut =

10 nm. Les cavités 1, 10 et 3 font partie du même regrou-
pement de 3 cavités, identifié par un gris anthracite, tandis
que le groupe des cavités 7 et 4 est identifié par unmarron.
Les autres cavités, dont les groupes sont identifiés par des
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Figure 4.19 – Analyse d’une configuration où la boucle de dislocation se trouve localisée dans un groupe de trois
cavités.
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le centre est situé à moins de 10 nm du centre de la boucle de dislocation, ne se ferme pas toutes plus
rapidement que le pic, c’est parce qu’elles peuvent par ailleurs être freinées par des cavités voisines.
Nous en montrons un exemple figure 4.19, où sont décrites les positions des cavités et de la boucle
de dislocation pour une simulation donnée. Cette figure présente également l’évolution du rayon des
cavités au cours du temps. Nous traçons pour comparaison l’évolution du rayon d’une cavité p0, qui
correspond à la simulation d’une cavité seule dans un cylindre de rayon Rk1 à la surface duquel est
maintenu une concentration en lacunes c0. Nous pouvons ainsi comparer l’évolution du rayon des ca-
vités p1 à p10 à l’évolution de p0, où la cavité est considérée comme isolée. Lorsque les cavités sont loin
de la boucle de dislocation, nous pouvons voir que leur rayon décroît plus lentement que celui de la
cavité p0. Pour les cavités très proches de la boucle de dislocation, la cavité p3 décroît très rapidement
entre 1 et 2 s car dans une situation (∆x,∆y) = (0, 0) (voir section 4.1.2), alorsmême qu’elle fait partie
d’un groupe de trois cavités. On voit d’ailleurs pour ces dernières (cavités p1 et p10) que l’accélération
liée à la proximité de la boucle est compensée voire dépassée par le ralentissement occasionné par la
présence proche des autres cavités du groupe.
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Figure 4.20 – Graphique du nombre cumuléNclosed de boucles fermées au cours du temps.

Nous analysons dans un second temps la position du pic observé dans les histogrammes donnés
figure 4.17 relativement à la vitesse v0. Les cavités qui composent le pic sont essentiellement isolées au
regard du critère d’isolement Rcut = 10 nm (le pic est majoritairement bleu). Nous nous attendons
donc à ce que le pic soit centré sur la vitesse d’une cavité isolée v0, indépendamment du temps. Or,
nous observons pour les figures 4.17a à 4.17c que le pic est assez éloigné de la vitesse de décroissance
v0. Seule la figure 4.17d montre un pic centré sur cette vitesse. En observant les figures 4.17b à 4.17d,
nous constatons que le pic se rapproche de v0 au fur et àmesure du temps. Nous remarquons justement
sur la figure 4.20 qu’à partir de t = 2 s (le temps auquel l’histogramme de la figure 4.17b est réalisé),
certaines boucles de dislocations sont complètement fermées. Il semble ainsi exister une corrélation
entre le nombre de boucles fermées au cours du temps, donné figure 4.20, et le rapprochement du pic
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par valeur inférieure vers la vitesse de référence v0 observé sur les figures 4.17a à 4.17c.
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(a) Comparaison des histogrammes obtenus avec boucle de
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(b) Sur l’histogramme réalisé avec la boucle, les barres bleues
représentent les cavités accélérées en présence de la boucle
tandis que les oranges représentent les cavités ralenties.

Figure 4.21 – Étude du ralentissement opéré par la présence de la boucle de dislocation. Histogrammes tracés à
t = 2s.

Afin d’approfondir ce point, nous réalisons lamême série de 100 simulations (la position des cavités
reste inchangée) en omettant cette fois-ci la boucle de dislocation. Nous présentons figure 4.21a une
comparaison des deux histogrammes obtenus pour t = 2s, avec et sans la boule de dislocation. Nous
présentons également figure 4.21b une cartographie des cavités accélérées ou ralenties par la présence
de la boucle de dislocation. Sur la figure 4.21a, nous pouvons constater que l’histogramme produit
lorsque la boucle de dislocation est absente est quasiment identique à celui produit avec, mais décalé
vers la droite, signe d’une accélération collective de la décroissance des cavités. Nous remarquons que
le pic de cet histogramme, pour lequel la boucle est absente des simulations, est centré sur la vitesse
v0. En associant cette figure à la figure 4.21b, nous remarquons que la quasi-totalité des cavités ont été
ralenties en présence de la boucle de dislocation. Les seules exceptions sont les cavités situées suffisam-
ment près de la boucle, à en juger la correspondance parfaite entre les figures 4.18 et 4.21b. Il s’agit là
d’un résultat contre-intuitif dans le sens où les situations que nous avons étudiées section 4.1.2 rendent
compte d’une accélération de la fermeture d’une cavité en présence d’une boucle de dislocation. D’un
point de vue strictement diffusif, il est en effet logique que la présence d’une dislocation, constituant
un puits de lacunes, engendre une accélération de la fermeture de la cavité, quelle que soit la distance
séparant les deux objets. C’est d’ailleurs un des résultats mis en avant dans le modèle analytique de
Rovelli et al. [2017].

Nous n’arrivons ainsi pas à expliquer les résultats obtenus par une approche uniquement diffusive.
Nous avons montré section 4.1.2 le rôle important que jouait l’élasticité dans les interactions cavité-

99



Chapitre 4. Simulations en conditions expérimentales

boucle de dislocation. Nous nous proposons donc d’étudier plus en détail les interactions élastiques
entre ces deux objets.

R

b

x

y

0

Figure 4.22 – Schéma du système 2D et notations introduites pour le calcul de l’énergie d’interaction élastique
donnée par l’équation (4.22).

Nous nous ramenons au problème décrit figure 4.22 dans lequel une cavité interagit avec une dis-
location coin. Un repère (O, x, y) permet de repérer la position des deux objets. Nous étudions les
interactions élastiques entre les deux objets. À deux dimensions, en considérant le plan comme infini,
ce problème possède une solution analytique. Lubarda et al. [2004] l’utilise pour décrire la croissance
de pores par émission de dislocations. Cette formulation analytique a été amenée par les études succes-
sives de Dundurs et al [Dundurs et Hete´nyi, 1961; Hetényi et Dundurs, 1962; Dundurs et Mura, 1964;
Dundurs, 1969] qui traitent de l’interaction d’une inclusion sphérique avec une dislocation coin dans
un milieu élastique isotrope. Dundurs et Mura [1964] constitue l’aboutissement des deux articles le
précédant et donne une formule analytique pour l’énergie d’interaction élastique entre ces deux objets.
Nous la redonnons ci-après en utilisant le cadre donné figure 4.22, dans le cas où l’inclusion est une
cavité :

Eel
int = −

µb2

4π(1− ν)

[
x2R2

(x2 + y2)2
+ ln

(
x2 + y2

x2 + y2 −R2

)]
(4.22)

Nous souhaitons nous assurer que l’expression de cette énergie d’interaction élastique prédit bien
des situations déjà observées précédemment et comprises. Nous pensons en particulier à la situation
(∆x,∆y) = (2, 4) au cours de laquelle un des cœurs est « piégé » dans l’interface de la cavité. Cette
situation correspond à x = R, y = 0. Puisque la dislocation est contrainte de se déplacer dans le plan
y = 0, nous dérivons l’équation (4.22) selon y pour obtenir la relation suivante :

∂Eel
int

∂y
= − µb2

4π(1− ν)

[
2R2y

(
2R2x2 − 4x2y2 − 3x4 − y4

)
(x2 + y2)3 (x2 + y2 −R2)

]
(4.23)

Il est clair que cette fonction n’est pas analytique en (x = R, y = 0). En fait, dans le modèle champ
de phase, le cœur de la dislocation a une épaisseur non nulle contrairement à ce qui est supposé dans
l’équation (4.22). De manière à rendre compte approximativement de cette épaisseur finie, nous pou-
vons considérer que la position de la dislocation, par rapport à la surface de la cavité, est de l’ordre du
pas de grille d, qui est également la mesure de l’étalement du cœur. En supposant que le rayon de la
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cavité est suffisamment grand vis à vis de d, ce qui est toujours le cas, nous obtenons :

∂Eel
int

∂y

∣∣∣∣
x=R+d

≈ µb2

4π(1− ν)
y

Rd
(4.24)

La position y = 0 correspond donc à un minimum d’énergie élastique. Par conséquent une disloca-
tion coin placée à l’interface de la cavité n’en sortira pas. Et c’est exactement ce que nous observons
figures 4.11 et 4.12.

Pour connaître l’impact de la dislocation sur la fermeture du pore, nous dérivons l’équation (4.22)
par rapport au rayon du poreR. Nous obtenons la formule suivante :

∂Eel
int

∂R
= − µb2

4π(1− ν)

[
2Rx2

(x2 + y2)2
+

2R

x2 + y2 −R2

]
. (4.25)

En remarquant que x2 + y2 = r2 où r est la distance de la dislocation au centre de la cavité, nous
pouvons ré-écrire cette formule de la manière suivante :

∂Eel
int

∂R
= − µb2

4π(1− ν) × 2R

[
x2

r4
+

1

r2 −R2

]
(4.26)

Nous pouvons premièrement remarquer que puisque r ⩾ R, cette dérivée est toujours négative. Un
mouvementdR < 0 de fermeture du pore engendrera une création d’énergie d’interaction élastique, ce
qui est défavorable. Quelle que soit la position de la dislocation par rapport à la cavité, les interactions
élastiques ralentiront sa fermeture. Cette observation corrobore bien les observations a priori contre-
intuitives que nous avons faites figure 4.21. En revanche, un mouvement dR > 0 de croissance d’une
cavité sera au contraire favorisé d’un point de vue élastique [Lubarda et al., 2004]. Enfin, en faisant
tendre r vers+∞, nous remarquons que l’apport énergétique tend bien vers 0, ce qui pourrait justifier
que Rovelli et al. [2017], au nom de l’hypothèse d’une solution diluée, ne prenne pas en compte les
interactions élastiques dans son modèle.

Conclusion

Nous avons simulé une situation de recuit d’une population de cavités, toutes de mêmes rayons
initiaux, en présence d’une boucle de dislocation, dans un échantillon d’aluminium après irradiations.
Nous observons bien une fermeture des cavités à 200°C comme attendu au vu des clichés expérimen-
taux montrés dans Jacquelin [2018]. Nous avons montré que l’effet de la présence de dislocations sur
la fermeture de cavités est le résultat de deux mécanismes opposés. Tout d’abord, les dislocations sont
des puits de lacunes ce qui contribue à accélérer la disparition des cavités. Ensuite, les interactions
élastiques entre dislocations et cavités contribuent à un ralentissement de la fermeture des cavités. Il y
a donc deux régimes, l’un dominé par des mécanismes diffusifs et l’autre dominé par des mécanismes
élastiques. À courte portée, la diffusion l’emporte et la décroissance des cavités est grandement accélé-
rée. C’est dans ce régime que nous nous sommes placés lors de l’étude réalisée section 4.1.2. À longue
distance en revanche, la présence d’une dislocation freine la fermeture des cavités. Ces résultats sont le
fruit de simulations 2D et méritent des considérations 3D, pour lesquelles il n’existe malheureusement
pas équivalent analytique simple auquel se comparer.
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4.1.4 Prise en compte d’effets de taille finie

Dans cette partie, nous reprenons l’étude de la cinétique de fermeture d’une cavité 3D comme nous
l’avons abordée dans le chapitre 2, mais en considérant cette fois la présence de surfaces libres à proxi-
mité. Ces effets de taille finie sont importants à caractériser car ils sont susceptibles d’intervenir dans de
nombreuses situations expérimentales où par exemple les échantillons étudiés sont des lames minces
observées en microscopie électronique à transmission (TEM). Nous considérons pour cela le système
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Critère d’arrêt ∥dc/dt∥∞ 10−3
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Largeur de boîte de simulation L+ 10 nm
Rayon initial du poreR(0) 14 nm

Largeur des bandes de « vide » 5 nm

Figure 4.23 – Schéma de la situation initiale des simulations concernant l’influence de surfaces libres sur la
fermeture d’un pore.

3D décrit sur la figure figure 4.23 où une cavité de rayon initial 14 nm est situé dans le plan médian
entre deux surfaces libres, distantes de L. Ces surfaces sont délimitées par le champ η. Elles sont en
particulier libres de se déformer. Les « bandes de vide » sont d’une largeur supérieure à la taille de leur
interface, soit 10d. Nous appliquons des conditions aux limites périodiques. Lamatrice est initialement
placée à l’équilibre. Nous n’appliquons pas de contrainte. Les paramètresmatériau sont ceux de l’alumi-
nium pur (voir Annexe B), à 195°C. Nous observons l’influence de la proximité des surfaces libres avec
la cavité sur la dynamique de fermeture de cette dernière en faisant varierL, de 50 à 100 nm, ce qui est
typiquement l’ordre de grandeur de l’épaisseur des lames minces utilisées enmicroscopie électronique.

Nousmontrons figure 4.24 l’évolution du rayonR de la cavité en fonction du temps pour différentes
épaisseurs de lame L. Nous traçons sur cette figure l’équation (3.40) oùR∞ →∞, qui représente une
épaisseur de lame infinie. Nous observons ainsi que plus la lame est fine, plus la fermeture de la cavité
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Figure 4.24 – CourbesR(t) pour plusieurs distancesL. L’asymptoteL→∞ est l’équation (3.40) oùR∞ →∞.

se fait rapidement. Nous donnons figures 4.25 et 4.26 des visuels 3D ainsi que des cartes de champs de
concentration. Nous pouvons ainsi remarquer que les surfaces laissées libres et initialement droites, se
courbent car les lacunes émises par la cavité rejoignent principalement la surface libre dans la région
la plus proche de la cavité. Dans un système réel, la diffusion rapide d’atomes en surface ne permet pas
forcément de voir de telles courbures.

Nous constatons figure 4.24 que les effets de taille finie des systèmes réel peuvent avoir une in-
fluence significative sur les cinétiques de fermeture de cavités caractérisées expérimentalement. C’est
notamment le cas lorsque des phénomènes diffusifs sont impliqués, les surfaces libres constituant des
puits de lacunes très efficaces. Ceci étant dit, d’autres ingrédients physiques, comme la présence de gaz
par exemple, ont un impact bien plus grand sur la cinétique de fermeture des pores [Bhattacharya et al.,
2018] et nécessiteraient une prise en compte pour un modèle plus complet [Westmacott et Smallman,
1970]. Pour la cinétique de bulles de gaz en champ de phase, nous redirigeons vers les travaux deMillet
et al [Millett et al., 2011a,b].
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Situation initiale t = 9.3s t = 1′33s

t = 3′06s t = 4′39s t = 6′12s

t = 7′45s t = 9′18s t = 10′51 s

t = 12′24s t = 13′57s t = 15′30s

Figure 4.25 – Fermeture d’un pore de 30 nm dans une lame mince de 50nm. Champ c/c0 avec iso-surface.
Iso-surfaces η = 0.5 (surface du pore et limites de la lame mince) en blanc.
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Figure 4.26 – Fermeture d’un pore de 30 nm dans une lame mince de 50nm. Cartes du champ c/c0.
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4.2 Pistes pour l’étudede l’évolutiondepores de taillesmicrométriques

sous contrainte et en présence de dislocations

Nous souhaitons désormais étudier le comblement de pores de solidification par Pressage Isosta-
tique à Chaud (HIP) dans des alliages base nickel. Ces alliages entrent dans la compositions de pièces
cruciales dans le domaine de l’aéronautique comme les aubes de turbine de turboréacteur. Leur obten-
tion par solidification dirigée favorise la formation de pores dans les zones inter-dentritiques [Epishin
et al., 2013b]. Ces pores, de tailles micrométriques, favorisent la nucléation de fissures qui limitent la
tenue en fatigue de l’alliage. Afin de réduire la porosité de ces alliages, un processus de pressage iso-
statique à chaud (HIP) est utilisé. Ce processus est déjà utilisé à une échelle industrielle et a fait l’objet
de nombreuses études, notamment dans les poudres [Cahn et Haasen, 1983; Atkinson et Davies, 2000].
Les processus élémentaires en jeu restent cependant mal compris par la communauté scientifique. Ré-
cemment, Epishin et al. [2013a] et Epishin et al. [2014] ont utilisé des modèles de plasticité cristalline
en grande déformation et ont mené des campagnes expérimentales pour comprendre les méchanismes
physiques à l’œuvre dans le HIP. Les simulations faites dans ces études n’arrivent cependant pas à pré-
dire lesmicrostructures observées lors des expériences. D’une part les cinétiques de fermeture obtenues
par simulations sont un ordre de grandeur plus grande que celles observées (voir figure 4.27a). D’autre
part la morphologie des pores simulés est très anisotrope (voir figure 4.27b), en contradiction avec la
forme souvent sphérique des pores observés. Cette différence s’explique probablement par l’absence de
prise en compte dans le modèle proposé par Epishin et al. [2013a] de la tension de surface des pores.

(a) Évolution de la porosité lors d’un traitement HIP 1288°C /
103 MPa sur un alliage CMSX-4. Comparaison modélisation
expérience.

(b) Carte de la contrainte plastique résiduelle après 10 mi-
nutes de HIP. Nous voyons ici 1/8ème du pore simulé. La
fermeture du pore n’est pas isotrope.

Figure 4.27 – Résultats de simulations dans le cadre de l’étude du HIP sur le CMSX-4 [Epishin et al., 2013a].

Epishin et al. [2018] considère la situation où le pore est aumilieu d’un grain. Les joints de grains de
faible désorientation (LAB) sont modélisés par des dislocations. La formule analytique ainsi obtenue ne
considère que la diffusion et aboutit à la même formule que celle déjà présentée dans l’équation (3.50).
Même en considérant une densité de pores de tailles différentes, l’évolution de la porosité au cours
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du HIP prédite par le modèle analytique ne permet pas de retrouver la courbe expérimentale (voir
figure 4.28). Epishin et al. [2018]montre cependant l’importance de la prise en compte de la distribution
de taille des pores, ce que l’on voit bien dans la figure 4.28.

Figure 4.28 – Cinétiques de fermetures de pores dans le CMSX-4 sous HIP [Epishin et al., 2018]. La courbe en
trait plein représente les résultats expérimentaux tandis que les courbes en pointillé correspondent aux prédic-
tions du modèle analytique ne considérant que la diffusion de lacunes.

Pour expliquer ces écarts, des études qui prennent en compte davantage de phénomènes physiques
doivent être considérées. C’est par exemple ce qui proposé dans un travail récent réalisé au laboratoire
[Ruffini et al., 2022] où les interactions entre des dislocations glissiles et un pore ont été étudiées. Des
observations issues d’expérience montraient déjà que les pores se forment préférentiellement dans les
joints de faible désorientation. Dans Ruffini et al. [2022], il est démontré théoriquement et numéri-
quement que le positionnement de pores au sein de joints de grain est une situation énergétiquement
favorable (que le pore préexiste au sein du joint ou attire à lui des dislocations venant s’agencer pour
former un joint). Il serait donc intéressant d’utiliser le modèle développé durant cette thèse pour étu-
dier le couplage cinétique entre un pore et un joint de faible désorientation, en partant d’une situation
stable pour le glissement [Ruffini et al., 2022]. Les dislocations se déplaceront par montée. La taille et la
forme du pore pourront évoluer en réponse à la diffusion lacunaire dans l’alliage. Le modèle prendra
en compte l’anisotropie élastique ainsi que la tension de surface du pore. Nous pourrons faire varier
la position relative du pore et du joint de faible désorientation. L’importance d’une distribution de
taille de pore pourra également être analysée en étudiant l’effet de la taille du pore sur sa vitesse de dé-
croissance. Notons enfin que le modèle tel qu’il est écrit est limité à un alliage binaire, mais un modèle
multi-composants est en cours de développement au LEM dans le cadre d’un projet sur les porosités
générées par effet Kirkendall (V. Szczepan et al., à paraître).

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit des interactions complexes entre dislocations et cavités de
tailles nanométriques. En prenant appui sur des situations tirées de campagnes expérimentales, nous
avons compris plusieurs aspects de ces interactions. Nous avons expliqué un effet contre-intuitif ob-
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servé lorsque des boucles de dislocations interagissent avec une population de cavités. Nous n’avons
malheureusement pas pu porter ces considérations à des échelles supérieures, dans la cadre du HIP.
Nous avons cependant établi une situation de simulation que nous pensons de nature à éclairer notre
compréhension du HIP, et donc des interactions de montée de dislocations avec un pore de taille mi-
crométrique.
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Conclusion

La compréhension des mécanismes physiques à l’origine de la microstructure de défauts dans les
matériaux métalliques soumis à des conditions extrêmes (température, pression, irradiation) est essen-
tielle pour prédire leur comportement et assurer la sécurité des équipements auxquels ces matériaux
sont intégrés. Expérimentalement, grâce au développement de dispositifs qui permettent de suivre
l’évolution d’une microstructure in situ ou encore grâce au développement de techniques permettant
de figer une microstructure pour pouvoir l’observer post-mortem, il est possible d’identifier les pos-
sibles mécanismes à l’œuvre. Ces études expérimentales permettent en outre de mesurer et quantifier
certaines grandeurs physiques d’intérêt (volumes atomiques, coefficients de diffusion, etc.) qui peuvent
être introduits dans des descriptions numériques. Des modélisations numériques peuvent ainsi être
envisagées pour reproduire des systèmes d’intérêt susceptibles de se comparer quantitativement aux
situations expérimentales. L’intérêt de l’approche numérique est de pouvoir tenir compte ou non d’un
ou plusieurs phénomènes physiques élémentaires dont il est alors possible de quantifier les contribu-
tions relatives lors d’études numériques systématiques de l’évolution des microstructures. C’est cette
versatilité, permise par les simulations, qui permet bien souvent d’expliquer des résultats issus d’obser-
vations expérimentales où isoler la contribution d’un phénomène en particulier est une tâche bien plus
difficile. Dans les secteurs industriels stratégiques tels que le nucléaire ou l’aéronautique, c’est la néces-
sité de disposer de modèles numériques quantitatifs pour l’étude des matériaux et de la compréhension
des interactions entre montée de dislocations, lacunes et cavités qui ont motivé le développement du
modèle numérique détaillé dans mes travaux de thèse.

Nous avons dans un premier temps justifié le choix de la méthode champ de phase pour aborder
l’étude numérique de ces couplages multi-physiques en élaborant une revue des différentes techniques
de simulation à notre disposition. Il s’avère que le champ de phase propose un cadre thermodynamique
et monolithique qui permet de reproduire des éléments aussi variés que des cavités, des lacunes et des
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dislocations. Nous avons ainsi détaillé dans un second temps la construction d’un modèle champ de
phase qui intègre ces éléments dans un cadre qui reste variationnel et contraint par les principes phy-
siques fondamentaux. Les lois d’évolution des différents champs considérés dérivent ainsi directement
de considérations thermodynamiques au contraire d’autres modèles de la littérature dans lesquels des
termes d’échange sont rajoutés sans justification. Nous avons également détaillé l’implémentation nu-
mérique de notre modèle. Nous avons en particulier tiré parti de l’évolution quasi statique de champ
de lacunes par rapport à l’évolution des autres champs pour proposer une méthode de résolution nu-
mérique efficace et optimisée. Nous avons dans un troisième temps étudié l’influence des paramètres
ajustables du modèle. En simulant des situations pour lesquelles nous avions déterminé au préalable
une solution analytique, nous avons pu ajuster nos paramètres d’intégration numérique de manière à
ce que les simulations numériques rendent compte de l’évolution d’interfaces 2D (surface d’un pore) et
1D (ligne de dislocation) uniquement gouvernées par la diffusion de lacunes. Nous nous sommes assu-
rés que notre modèle reproduisait bien les effets physiques attendus en présence d’interfaces courbes.
Nous nous sommes enfin donné des contraintes numériques justifiées permettant de limiter la pré-
sence de lacunes dans les cavités en agissant sur la courbure de l’énergie chimique. Dans un quatrième
temps, nous avons simulé une situation 2D proche de celle observée lors de recuits après irradiations
dans de l’aluminium. Nous avons ainsi pu décrire qualitativement les interactions entre cavités, avec
ou sans dislocations. Au terme d’une étude statistique, nous avons ainsi fait apparaître l’effet élastique
antagoniste induit par la présence de dislocations sur la décroissance de cavités dans la microstructure.

Perspectives

S’agissant des études sur les matériaux irradiés, une première perspective intéressante serait de
modifier notre formulation champ de phase pour tenir compte de la présence de gaz dans les cavités.
Ce type demodification ne nous semble pas trop difficile àmener et permettrait demodéliser des situa-
tions plus proches de ce qui semble se produire dans la réalité. Bhattacharya et al. [2018] et Westmacott
et Smallman [1970] montrent en effet le rôle très important de la présence de gaz dans la cinétique de
décroissance de cavités sous irradiation. Millett et al. [2011b] donne un exemple de modèle champ de
phase qui prend en compte la présence de gaz dissous dans la matrice.

Toujours dans ce contexte de l’étude des matériaux irradiés, il semble qu’il serait pertinent que
notre modèle rende compte d’un champ de concentration en interstitiels en plus de celui des lacunes.
Les temps de diffusion des interstitiels étant de plusieurs ordres de grandeur plus faibles que ceux des
lacunes, nous pourrions envisager l’hypothèse de leur évolution quasi statique par rapport à celles des
lacunes. Nous pourrions ainsi tirer parti de notre algorithmique efficace pour calculer le champ de
concentration en interstitiels d’une manière similaire au calcul du champ de concentration en lacunes
dans notre modèle. De même, nous n’avons pas introduit de mécanismes de nucléation de cavités qui
pourrait être pris en compte quantitativement en suivant par exemple la stratégie proposée dans Bron-
chart et al. [2008].
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S’agissant de l’étude de la cinétique d’évolution de pores dans le CMSX-4 sous HIP, une perspective
intéressante, déjà annoncée en fin de chapitre 4, serait de simuler la décroissance d’un pore de taille
micrométrique dans un LAB de manière à reproduire la situation expérimentale du comblement des
pores dans le CMSX-4 sous HIP. Nous connaissons déjà le type de simulation à réaliser. L’utilisation de
notre modèle dans ce cadre est particulièrement appropriée, comme nous l’avons déjà montré. Nous
pensons qu’il serait dommage de ne pas réaliser les simulations de ce processus critique encore mal
compris.

Finalement, nous n’avons montré dans ces travaux de thèse que des simulations 2D de montée de
dislocation. Dans cette situation, des énergies de cœur élevées et non représentatives ont été consi-
dérées afin de garantir que les profils diffus du champ de phase (appelé ϕ dans le manuscrit) au ni-
veau des cœurs des dislocations restent proches des profils attendus. A deux dimensions, cet aspect
ne modifie pas la cinétique d’évolution des dislocations car les cœurs sont ponctuels et leurs énergies
ne peuvent donc que rester constante durant leur mouvement. A trois dimensions en revanche, les
dipôles deviennent des boucles et la contribution énergétique totale des cœurs devient proportion-
nelle à la taille de leurs contours. En considérant des contributions énergétiques de cœur élevées, les
boucles de dislocations évoluent ainsi naturellement sous l’effet d’une force motrice qui est alors for-
tement surestimée. Les cinétiques d’évolution des dislocations s’en trouvent affectées d’une façon qui
est physiquement injustifiée. Or il serait particulièrement intéressant d’approfondir notre étude à trois
dimensions afin de pouvoir espérer donner des analyses quantitatives sur les interactions entre mon-
tées de boucles de dislocations et cavités par diffusion de lacunes. Pour remédier à ce problème, une
alternative intéressante au modèle que nous avons proposé serait de considérer un couplage dit "KKS",
issu des initiales des noms des trois concepteurs de cette formulation [Kim et al., 1999], qui repose no-
tamment sur une définition du champ de concentration en lacunes construite comme l’interpolation de
champs de concentration virtuels de lacunes définis pour chacune des phases (plaquette de dislocation
ou matrice). L’intérêt de cette formulation est de traiter de manière séparée les énergies de Gibbs des
différentes phases et de rendre indépendant l’énergie de cœur d’une dislocation vis à vis du champ de
concentration en lacune. Dans ce cas, nous nous attendons à ce que le profil diffus du champ de phase
au niveau des cœurs des dislocations corresponde à celui que nous attendons sans qu’il soit nécessaire
d’augmenter de façon irréaliste les valeurs d’énergie de cœur. En outre, Nous pensons que l’utilisation
d’une formulation KKS nous permettrait de limiter voire d’enlever les lacunes présentes dans les cavi-
tés, dont nous avons discuté au chapitre 3.
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ANNEXE

A

RELATIONS ENTRE PARAMÈTRES CHAMP DE PHASE ET
GRANDEURS PHYSIQUES

Fonctionnelle d’énergie libre

Nous considérons le système multi-phasique dans lequel un champ ϕ prend des valeurs entières
dans chacune des phases. La fonctionnelle d’énergie F qui caractérise ce système s’écrit, au plus bas
ordre :

F (ϕ,∇ϕ) =

∫
V
f (ϕ,∇ϕ) dV =

∫
V

(
A w(ϕ) +

B

2
|∇ϕ|2

)
dV , (A.1)

oùw(ϕ) est un potentiel qui décrit le paysage énergétique. Il est pondéré parA, la hauteur de la barrière
d’énergie entre deux minima, soit deux états permis de ϕ. Le terme de gradient permet l’existence d’in-
terface diffuses. Le terme B en facteur a donc la dimension d’une énergie par unité de longueur. Sans
perdre en généralité nous restreignons le domaine d’étude au cas unidimensionnel. L’équation (A.1)
s’écrit alors :

F
(
ϕ, ϕ′

)
=

∫
x
f
(
ϕ, ϕ′

)
dx =

∫
x

(
A w(ϕ) +

B

2

(
ϕ′
)2)

dx (A.2)

où ϕ′ désigne la dérivée par rapport à la coordonnée x.
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Profil d’équilibre et largeur d’interface

Largeur d’interface

À l’équilibre, la dérivée fonctionnelle de F par rapport à ϕ s’annule. Nous appelons ϕ0 le profil
d’équilibre :

δ F (ϕ, ϕ′)
δϕ

∣∣∣∣
ϕ0

= 0 =
∂f (ϕ, ϕ′)

∂ϕ

∣∣∣∣
ϕ0

− d

dx

∂f (ϕ, ϕ′)
∂ϕ′

∣∣∣∣
ϕ0

(A.3)

= A
dw(ϕ)

dϕ

∣∣∣∣
ϕ0

−Bϕ′′0 (A.4)

=
d

dϕ

[
A w(ϕ)− B

2

(
ϕ′
)2 ∣∣∣∣

ϕ0

(A.5)

L’équilibre thermodynamique du système est caractérisé par :

A w(ϕ0)−
B

2

(
ϕ′0
)2

= C (A.6)

où C est une constante. Nous considérons désormais une interface à l’équilibre thermodynamique en
x = 0 et telle que ϕ0(x→ +∞) = n ∈ N∗ et ϕ′0(x→ +∞) = 0 :

A w
(
ϕ0(x→ +∞)

)
− B

2

(
ϕ′0(x→ +∞)

)2
= C (A.7)

soit
A w(n) = C (A.8)

En injectant ce résultat dans l’équation (A.6), nous obtenons l’équation suivante :

A
(
w(ϕ0)− w(n)

)
=
B

2

(
ϕ′0
)2 (A.9)

soit √
w(ϕ)− w(n) = ξ

dϕ

dx
où ξ =

√
B

2A
(A.10)

Cette équation différentielle vérifiée par le profil d’équilibre ϕ0 fait naturellement apparaître une lon-
gueur caractéristique de l’interface :

ξ =

√
B

2A
(A.11)

Profils d’équilibre

Nous donnons ici les profils d’équilibre d’une interface unidimensionnelle, selon différents pay-
sages énergétiquesw(ϕ). Dans les deux cas étudiés, ξ est la largeur d’interface précédemment trouvée.
Les tracés des différentes fonctions étudiés sont montrés figure A.1.

— Cas où w1(ϕ) = 16ϕ2(1 − ϕ)2, soit un paysage énergétique possédant deux minima en aux
valeurs 0 et 1 et permettant par exemple de discriminer deux phases. Dans le cadre de nos travaux
de thèse, c’est cette fonction qui est utilisée pour décrire la présence d’un pore.

ϕ1(x) =
1

2

(
tanh

(
2x

ξ

)
+ 1

)
(A.12)
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— Cas où w2(ϕ) = (1− cos (2πϕ)) /2 = sin2 (πϕ), soit un paysage énergétique aux minima
multiples ∈ Z et permettant de décrire des systèmes multi-phasés où ϕ = n dans la phase
n ∈ Z. Dans le cadre de nos travaux de thèse, c’est cette fonction qui permet de décrire un
empilement de dislocations.

ϕ2(x) =
2

π
arctan

(
exp

(
πx

ξ

))
(A.13)

w

φ

w1

w2

0 1

(a) Tracés des fonctionsw1(ϕ) = 16ϕ2(1−ϕ)2 etw2(ϕ) =

(1− cos (2πϕ)) /2.

φ

x

φ1

φ2

−ξ/2 ξ/2

(b) Profils d’équilibre correspondants.

Figure A.1 – Tracés des paysages énergétiques et des profils d’équilibre correspondants.

Énergie d’interface

Nous reprenons le cas de l’interface à l’équilibre traité précédemment. L’énergie d’interface répond
à la définition suivante :

γ =

∫ +∞

−∞

{
A
(
w(ϕ)− w(n)

)
+
B

2

(
ϕ′
)2}

dx (A.14)

Nous injectons successivement équations (A.9) et (A.10) dans l’intégrale et nous obtenons l’équation
suivante :

γ = 2A

∫ +∞

−∞

(
w(ϕ)− w(n)

)
dx

= 2A

∫ n

ϕ(−∞)

(
w(ϕ)− w(n)

)(dϕ

dx

)−1

dϕ

= 2Aξ

∫ n

ϕ(−∞)

√
w(ϕ)− w(n) dϕ

= 2A

√
B

2A

∫ n

ϕ(−∞)

√
w(ϕ)− w(n) dϕ

=
√
2AB

∫ n

ϕ(−∞)

√
w(ϕ)− w(n) dϕ
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L’énergie d’interface s’écrit donc comme suit :

γ = cw
√
2AB avec cw =

∫ n

ϕ(−∞)

√
w(ϕ)− w(n) dϕ (A.15)

Dans le cas d’un système biphasé où l’interface rend compte d’un profil de ϕ qui passe de ϕ = 0 dans
la phase 1 et ϕ = +1 dans la phase 2, soit w1(ϕ) = 16ϕ2 (1− ϕ)2 comme définit précédemment, le
facteur cw1 vaut :

cw1 =

∫ 1

0

√
w1(ϕ) dϕ =

2

3
(A.16)

Dans le cas d’un système multiphasé où l’interface rend compte d’un profil de ϕ qui sépare des valeurs
consécutives de ϕ = n appartenant aux phases n ∈ Z, soit w2(ϕ) = (1− cos (2πϕ)) /2 comme
définit précédemment, le facteur cw2 vaut :

cw2 =

∫ n+1

n

√
w2(ϕ) dϕ =

2

π
(A.17)

Remarque

Les raisonnement que nous ici et les résultats qui en découlent expliquent les définitions don-
nées pour les densités d’énergie libre au chapitre 2.
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B

PARAMÈTRES DES MATÉRIAUX ÉTUDIÉS

Température T 1561 K
Paramètre de maille a 0.368 nm
Vecteur de Burgers b 2.6 Å
Volume atomique Ω 12.5 Å3

Énergie de surface γv 1.2 J.m−2

coefficients élastiques C11, C12, C44 185, 154.9, 69.4 GPa
Énergie de formation d’une lacune Ef 1.79 eV
Énergie de migration des lacunes Em 1.04 eV

facteur pré-exponentielD0 0.92 · 10−4 m2.s−1

Coefficient de diffusion des lacunesDv 4.33 · 10−8 m2.s−1

Mobilité des lacunesM 4.17 · 10−23 kg−1

Concentration d’équilibre des lacunes c0 1.66 · 10−6

Longueur capillaire d0 1.16 · 10−15 m
Pression appliqué p 103 MPa

Tableau B.1 – CMSX-4 sous HIP [Epishin et al., 2018; Epishin et Link, 2004; Hirth et al., 1983; Ehrhart et al.,
1991]
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vecteur de Burgers b 2.85 Å
coefficients élastiques C11, C12, C44 108, 61, 29 GPa

coefficient de Lamé λ 59 GPa
coefficient de Lamé µ 26 GPa

Énergie de formation d’une lacune Ef 0.67 eV
Énergie de migration des lacunes Em 0.61 eV

facteur pré-exponentielD0 1.51 · 10−5 m2.s−1

volume atomique Ω 16.4 Å3

énergie de cœur de la dislocation Γd 1 eV.Å−1 (0.76µb2)
Volume de dilatation V ∗ −0.38 Ω

Tableau B.2 – Aluminium [Jacquelin, 2018; Geslin, 2013; Hirth et al., 1983; Ehrhart et al., 1991]

Température T 1750 K
Paramètre de maille a 0.316 nm
Volume atomique Ω 16 Å3

Énergie de surface γv 3.265 J.m−2

coefficients élastiques C11, C12, C44 527, 205, 161 GPa
Énergie de formation d’une lacune Ef 3.65 eV
Énergie de migration des lacunes Em 1.78 eV

facteur pré-exponentielD0 4 · 10−6 m2.s−1

Coefficient de diffusion des lacunesDv 2.99 · 10−11 m2.s−1

Concentration d’équilibre des lacunes c0 3.08 · 10−11

Longueur capillaire d0 6.66 · 10−20 m

Tableau B.3 – Tungsten à 1750K [Rovelli et al., 2017; Hirth et al., 1983; Ehrhart et al., 1991]
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ANNEXE

C

CHOIX DES PARAMÈTRES NUMÉRIQUES POUR LA
FERMETURE DE PORE

Nous fixons le coefficient cinétique L̃η = 1. Nous choisissonsD,∆t̃ et le critère de convergence
du point fixe

∥∥dc/dt̃∥∥∞ de manière à

— avoir le moins de lacunes dans le pore, soitD le plus grand possible (voir chapitre 3),

— être le plus proche possible de l’analyse asymptotique (voir chapitre 3),

— être le plus efficace possible en terme de coût de calcul.

R

R∞

c∞c∞

c∞ c∞

pore

matrice

bôıte de simulation

pas de grille d 2.6 Å
largeur d’interface wp 17.3 nm

Concentration à l’infini c∞ 1.56 · 10−6(0.94c0)

Rayon initial du poreR0 4.16 nm
Rayon limiteR∞ 8.32 nm

Figure C.1 – Schéma de la situation simulée et paramètres utilisées.

Les paramètres matériau utilisés sont ceux de l’alliage CMSX-4 (voir Annexe B). Nous simulons la
fermeture complète d’un pore par sous-saturation de lacunes selon les dispositions données figure C.1.
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Nous négligeons les contributions élastiques (pas de contrainte appliquée, contraction induite par la
présence de lacunes nulle).

Nous réalisons plusieurs simulations dans lesquelles nous faisons varier successivement le critère
de convergence du point fixe sur les lacunes

∥∥dc/dt̃∥∥∞, le paramètre D et le pas de temps ∆t̃. La
liste exhaustive des différentes combinaisons étudiées est donnée tableau C.1. Dans ce tableau, nous
appelons t0 = d2/Dv le temps de diffusion d’une lacune sur un pixel de notre boîte de simulation.
Nous mesurons la vitesse obtenue de la manière suivante. Nous traçons R(t)2/R2

0. Cette courbe est
affine par rapport au temps. Nous en calculons la pente, que nous appelons−v(s−1) et qui est donnée en
pixel carré par seconde sur la figure C.4. Un intervalle de confiance est associé à lamesure de cette pente
(voir Annexe F). Dans nos figures, les courbes nommées « asympt » correspondent à la vitesse issue de
l’analyse asymptotique (voir chapitre 3). L’exemple de l’analyse de l’influence du critère de convergence
du point fixe dans le cas où D = 20 et ∆t = 103t0 est donné figure C.2. Pour ce même exemple,
la figure C.3 montre l’influence du critère de convergence sur le temps de simulation nécessaire pour
atteindre la fermeture complète du pore. Les simulations sont réalisées sur 20 processeurs. Le code est
parallélisé en OpenMP.

D = 10

∆t ∥dc/dt∥∞

103 t0

5 · 10−5

1 · 10−4

5 · 10−3

1 · 10−3

104 t0

5 · 10−5

1 · 10−4

5 · 10−3

1 · 10−3

D = 20

∆t ∥dc/dt∥∞

103 t0

5 · 10−5

1 · 10−4

5 · 10−3

1 · 10−3

104 t0

5 · 10−5

1 · 10−4

5 · 10−3

1 · 10−3

D = 50

∆t ∥dc/dt∥∞

102 t0

5 · 10−5

1 · 10−4

5 · 10−3

1 · 10−3

103 t0

5 · 10−5

1 · 10−4

5 · 10−3

1 · 10−3

D = 100

∆t ∥dc/dt∥∞

10 t0

5 · 10−5

1 · 10−4

5 · 10−3

1 · 10−3

102 t0

5 · 10−5

1 · 10−4

5 · 10−3

1 · 10−3

103 t0

5 · 10−5

1 · 10−4

5 · 10−3

1 · 10−3

Tableau C.1 – Liste exhaustive des combinaisons de paramètres testés.

Les résultats obtenus sont présentés figure C.4. Pour D = 100, ∆t = 10 t0 et max
∣∣dc/dt̃ ∣∣ <

5 · 10−5, la vitesse de fermeture est très proche (écart inférieur au pourcent) de la formule obtenue par
l’analyse asymptotique, ce qui montre l’excellent comportement de notre modèle. Au terme de notre
étude, nous retenons le jeu de paramètres suivants :

D = 10, ∆t = 103t0 et
∥∥dc/dt̃∥∥∞ = 10−3 .
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0.00000 0.00002 0.00004 0.00006 0.00008 0.00010
t(s)

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

R
2 p
/R

2 0

crit = 10 2,  = 15.0 %
crit = 10 3,  = 6.6 %
crit = 5e 4,  = 3.0 %
crit = 4e 4,  = 3.3 %
crit = 3e 4,  = 2.6 %
crit = 2e 4,  = 2.4 %
crit = 10 4,  = 0.9 %
crit = 5e 5,  = 0.1 %

Fixed Point Tolerence - D = 20
asymptote
crit = 10 2

crit = 10 3

crit = 5e 4

crit = 4e 4

crit = 3e 4

crit = 2e 4

crit = 10 4

crit = 5e 5

Figure C.2 – Étude de l’influence du critère de convergence du point fixe pour D = 20 et ∆t̃ = 103t0. Les
courbesR(t)2/R2

0 sont tracées pour différents critères de convergence. Les écarts de pente par rapport à l’asymp-
tote sont donnés en pourcent dans l’encarté gris et notés∆.

0.050.10 0.20 0.30 0.40 0.50 1.00
fixed point criterium 1e 3

8200

8300

8400
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8600
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8900
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s

1 )

5% of sharp interface closure rate

3%

1%

Pore closure rate depending on fixed point convergence criterium
sharp interface closure rate 95% interval
Closure rate and 95% confidence interval 
Comput. time.(h):
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Figure C.3 – Étude de l’influence du critère de convergence du point fixe pour D = 20 et ∆t = 103t0. Le
temps de calcul associé au choix du critère de convergence est représenté par un cercle qui grossit à mesure
que le temps de calcul nécessaire pour simuler une fermeture complète augmente. Une échelle de couleurs est
également associée. Sans surprise, plus le critère de convergence est contraignant, plus le calcul est long.
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(c)D = 50
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Figure C.4 – Vitesses de fermeture du pore −v[d2.s−1] pour les combinaisons {D,∆t, ∥dc/dt∥∞} données
dans le tableau C.1. Plus le jeu de paramètres s’approche de l’écriture continue du modèle (D → ∞, ∆t → 0,
∥dc/dt∥∞ → 0) plus la vitesse obtenue est proche de celle issue de l’analyse asymptotique.
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D

CHOIX DES PARAMÈTRES NUMÉRIQUES POUR LA
MONTÉE DE DISLOCATIONS

Nous choisissons L̃ϕ,∆t̃ et le critère de convergence du point fixe
∥∥dc/dt̃∥∥∞ de manière à

— être le plus proche possible de l’écriture continue du modèle,

— être le plus efficace possible en terme de coût de calcul.

c∞ c∞ c∞ c∞

c∞ c∞ c∞ c∞

c∞ c∞ c∞ c∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

c ∞
c ∞

y
x

σA

bv

L

2LL

pas de grille d 0.285 nm
largeur d’interface wd 1.71 nm
Taille caractéristique L 18.2 nm
Contrainte appliquée σA 500 MPa
Sursaturation imposée c∞ c0

Figure D.1 – Montée d’un dipôle de dislocations coins.
La bande hachée au centre représente la plaquette de
champ ϕ = 1. Une concentration c∞ est appliquée aux
bords de la boîte de simulation ainsi que sur une bande
au milieu. Une contrainte σ∼

A = σA(i ⊗ j − i ⊗ j) est
appliquée. Nous négligeons la contraction locale induite
par la présence de lacunes.

Nous simulons une montée de dislocation coin, à 2D, selon les dispositions détaillées figure D.1.
Les paramètres matériaux utilisés sont ceux de l’aluminium (voir Annexe B).
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Annexe D

Nous réalisons plusieurs simulations dans lesquelles nous faisons varier successivement lamobilité
L̃ϕ, le critère de convergence du point fixe sur les lacunes

∥∥dc/dt̃∥∥∞ et ∆t̃. Nous traçons la courbe
R(t) où R est le rayon de la plaquette champ de phase, soit R(t = 0) = L/2 en début de simulation.
Après régression (voir Annexe F) de la partie centrale de cette courbe, pour laquelle la dislocation est
considérée au centre du cercle limite de rayon ∞ = L, nous obtenons la vitesse de montée qui est la
pente de cette droite. Nous comparons la vitesse obtenue à une vitesse référence obtenue pour l’en-
semble de paramètres les plus restrictifs, qui s’approchent le plus de l’écriture continue dumodèle, avec
l’hypothèse de l’équilibre local, soit∆t̃→ 0, ∥dc/dt∥∞ → 0 et L̃ϕ →∞. Dans notre cas, nous fixons
comme référence la simulation où L̃ϕ = 20, ∆t̃ = 10−5 et ∥dc/dt∥∞ < 10−5. Les résultats sont
présentées figure D.2. Les vitesses affichées sont exprimées en nm.s−1.
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(a) Choix de L̃ϕ.∆t̃ = 10−5, ∥dc/dt∥∞ < 10−5.
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|dc/dt| < 10 3, v=14.0 ± 0.2
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(b) Choix de ∥dc/dt∥∞. L̃ϕ = 10,∆t̃ = 10−5.
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t = 10 5, v=13.7 ± 0.1
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(c) Choix de∆t̃. L̃ϕ = 10, ∥dc/dt∥∞ < 10−5.

Bilan

Lϕ ∆t̃ ∥dc/dt∥∞
10 10−4 1 · 10−3

Figure D.2 – CourbesR(t). Nous fixons dans un premier temps L̃ϕ (a), puis∆t̃ (b), et enfin
∥∥dc/dt̃∥∥∞ (c).
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ANNEXE

E

VARIATION DU PAS DE TEMPS∆t EN FONCTION DES
AUTRES PARAMÈTRES

Nous souhaitons comprendre comment varient les paramètres numériques de notre modèle L̃η ,
L̃ϕ et∆t̃ en fonctions des paramètres physiques adimensionnés donnés en entrée de simulation. Nous
raisonnons pour cela sur les ordres de grandeurs des différentes forces motrices. Nous traitons les cas
de la fermeture d’un pore et de la montée de dislocation séparément. Nous reprenons la définition du
modèle faite de manière exhaustive chapitre 2.

Fermeture d’un pore par diffusion de lacunes

Nous avons fixé le paramètre L̃η au chapitre 3, de manière à imposer l’équilibre local, et ce quels
que soient les paramètres physiques considérés :

L̃ϕ = 1. (E.1)

Nous reprenons l’équation d’évolution du champ η et nous la discrétisons en temps :

η(t̃+∆t̃) = η(t̃) + ∆t̃ L̃η

(
∂f̃tot
∂η
− ∂f̃tot

∂c

)
. (E.2)

Nous évaluons les ordres de grandeurs des dérivées partielles :∣∣∣∣∣∂f̃tot∂η

∣∣∣∣∣ ∼ γ̃p
(

1

w̃p
+ w̃p

)
+ C̃44|ϵ̃| et

∣∣∣∣∣∂f̃tot∂c

∣∣∣∣∣ ∼ 1 + C̃44

∣∣ϵ̃0,v∣∣ (E.3)

La largeur de l’interface adimensionnée w̃d est de l’ordre de l’unité. L’énergie de surface γp est de l’ordre
de l’unité en J.m-2. Avec l’adimensionnement, γ̃p ∼ 1/f0d. Nous considérons que |ϵ̃| et

∣∣ϵ̃0,v∣∣ sont de
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Annexe E

l’ordre de l’unité. Nous aboutissons à l’évaluation suivante :∣∣∣∣∣∂f̃tot∂η

∣∣∣∣∣ ∼ 1

f0 d
+
C44

f0
avec f0 =

kBT

Ω
(E.4)

En injectant les équations (E.3) et (E.4) dans l’équation (E.2), nous obtenons l’évaluation suivante :

∆t̃ L̃η

(
∂f̃tot
∂η
− ∂f̃tot

∂c

)
∼ ∆t̃

L̃η

f0

(
1

d
+ C44

)
(E.5)

Nous avons donc :
∆t̃ ≤ λ kBT

L̃ηΩ
min

(
d,

1

C44

)
(E.6)

Remarque : en l’absence d’élasticité,∆t̃ ≤ λ kBTd
L̃ηΩ

Valeur de λ :

Dans l’alliage CMSX-4, en l’absence d’élasticité, nous avons :

T = 1561 K

Ω = 12.5 Å3

d = 2.6 Å

Nous avons alors fixé∆t̃ = 10−3. Nous en déduisons donc λ = 10−2.

Conclusion :

∆t̃ ≤ 10−2 kBT

L̃ηΩ
min

(
d,

1

C44

)
(E.7)

Montée de dislocation

Nous fixons le coefficient cinétique L̃ϕ (voir chapitre 3) :

L̃ϕ =
10

b̃2
(E.8)

Par un raisonnement analogue à celui que nous venons de faire pour le pore, nous obtenons la relation
qui lie la dépendance du pas de temps par rapport aux autres paramètres :

∆t̃ ≤ 10−3 b̃

C̃44

(E.9)
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ANNEXE

F

MÉTHODE DE RÉGRESSION POLYNOMIALE

PosonsX =


x0
...

xm−1

 et Y =


y0
...

ym−1

 et supposons qu’il existe P ∈ Rn[X] tel que Y = P(X).

Estimons P par P̂ avec la méthode des moindres carrés.

Ce problème peut être ré-écrit en un problème linéaire de la façon suivante :

PosonsXbis =


xn0 . . . 1
...

. . .
...

xnm−1 . . . 1

. On a donc Y = P ·XT
bis. On cherche P̂ estimateur de P.

La fonction polyfit() de numpy présente nativement dans python se charge de réaliser la régres-
sion selon la méthode des moindres carrés et nous retourne P̂ ainsi qu’une matrice de covariance des
différents coefficients polynomiaux. Notons A cette matrice carrée symétrique de taille n+ 1.

P̂ =


p̂0
...
p̂n

,A =


σ20 . . . Cov(p̂0, p̂n)
...

. . .
...

Cov(p̂n, p̂0) . . . σ2n

 où σ2i = Var(p̂i).

La grandeur qui nous intéresse est la vitesse instantanée et donc la dérivée P′ de P. Nous voulons en
particulier avoir les incertitudes associés à ces vitesses.

Nous définissons donc pour celaA′ =


n2σ20 . . . nCov(p̂0, p̂n−1)
...

. . .
...

nCov(p̂n−1, p̂0) . . . σ2n−1

 de taille n.
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Nous définissons égalementX ′
bis =


xn−1
0 . . . 1
...

. . .
...

xn−1
m−1 . . . 1

 et P̂′ =


p̂0
...

p̂n−1

.

Les valeurs estimées des vitesses instantanées sont donc données par Ŷ ′ = P̂′ ·X ′T
bis.

L’estimateur de la dispersion autour de cette valeur est donné par Var(Ŷ ′) = diag
(
X ′

bis ·A′ ·X ′T
bis

)
.

Des exemples sont donnés figure F.1.
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(a) régression linéaire.
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Figure F.1 – Régressions à différents ordres pour un jeu de donnéesR = f(t). La bande d’incertitude correspond
à±σ.
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Résumé

La compréhension desmécanismes fondamentaux à l’origine de l’évolution des défauts cristallins tels que les lacunes, les dislocations ou encore
les cavités, ainsi que de leurs interactionsmutuelles, est essentielle pour prédire le comportement desmatériauxmétalliques en conditions extrêmes.
Les couplages multi-physiques en jeu sont cependant difficiles à identifier, tant par des simulations qu’à l’aide de dispositifs expérimentaux. Nous
proposons ainsi un modèle champ de phase pour décrire les interactions entres lacunes, cavités et dislocations. Nous présentons dans un premier
temps sa construction ainsi que son implémentation numérique, pensée de manière à minimiser les coûts de calculs. Nous détaillons en particulier
notre approche originale de la résolution de l’équilibre chimique qui nous permet de simuler des phénomènes mésoscopiques sur les temps longs
de la diffusion. Nous validons dans un second temps notre modèle dans le cadre de l’évolution de microstructures qui peuvent être approchées
de manière analytique. Enfin, dans une troisième partie, nous étudions le comportement d’une microstructure 2D comportant plusieurs cavités et
des dislocations. Nous montrons notamment que la prise en compte des interactions élastiques entre les cavités et les dislocations, généralement
négligées dans ce type d’étude, modifie significativement la cinétique d’évolution de la microstructure.

Mots-clés : Champ de phase, cavités, dislocations, diffusion, microstructure, ....

Summary

The comprehension of the fundamental mechanisms controlling the evolution andmutual interactions of extended defects such as dislocation
and cavities is crucial to understand the behaviour of materials under extreme conditions. Underlying phenomena are hard to capture, either by
numerical simulations or by experimental approaches. Therefore, building a complete mathematical formalism which can be efficiently imple-
mented is at stake. In this work we develop a phase-field variational model that couples vacancy diffusion, dislocation climb and pore evolution,
with the consideration of elastic interactions. We first present the construction of the model as well as its numerical implementation, including
an improved solver for the equation controlling the vacancy field evolution. This drastically decreases the computational time and allows us to
tackle diffusion at mesoscopic scales. We then validate our model on microstructures whose evolution can be predicted analytically. We finally
present 2D simulation results on the interactions between climbing dislocations and pore assemblies, revealing the role of elastic interactions on
the microstructural evolution.

Mots-clés : Phase field, dislocations, cavities, diffusion, microstructure, ....
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