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INTRODUCTION

En tant que bons gestionnaires, les administrations ont su mettre en place des tac-
tiques afin de collecter puis d’exploiter les nombres qui nous entourent. Les premiéres
données ainsi recueillies ont permis de réaliser les premiéres études statistiques, avec
par exemple au XVIIIéme siécle 'apparition des premiéres tables de mortalité. Au fil du
temps, ce type de données sociales est devenu de plus en plus présent et le développement
de techniques d’analyse statistique a permis des avancées mathématiques importantes.
Elles ont été utiles pour une meilleure compréhension de beaucoup de domaines, en
permettant par exemple la baisse de la mortalité et ’amélioration de la santé. Aujour-
d’hui, que cela soit positif ou négatif, les avancées technologiques permettent la collecte
de données en grande quantité. De la gestion financiére aux données dites sociales, en
passant par les jeux vidéos, la politique, le sport, les données sont omniprésentes dans la
vie quotidienne de chaque personne. Plus important encore, les méthodes professionnelles
ont di s’adapter et évoluer afin de tirer parti de ces données. Pour ne citer qu’eux, en
quelques années les domaines de la santé, la finance, le transport, les télécommunications,
I’aéronautique, la géographie se sont totalement transformés.

Les données ne sont plus seulement considérées comme des simples nombres, on peut
par exemple les interpréter sous forme de points (voir Figure 1.0.1). En dimension 1,
les points peuvent représenter les instants ot se passent certains événements comme une
naissance, un séisme, un appel d'urgence recu dans un service hospitalier, etc. L’échelle
temporelle utilisée dans ces exemples n’est pas la seule utilisable, la dimension peut étre
I’argent, la vitesse, ou tout autre quantité mesurable. En dimension 2, les points sont vus
par deux coordonnées et peuvent représenter toute sorte de position. L’exemple le plus
commun est lorsque les deux coordonnées sont métriques, les points représentent alors des
positions spatiales telles que celles d’antennes satellite, de neurones de notre cerveau sur

une coupe fine, d’épicentres de séismes, d’arbres dans une forét, de buts lors d’un match
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FIGURE 0.0.1 — Exemple de données sous forme de carte. A gauche, un exemple de
répartition de la température en France. A droite, celui de la densité de population dans

le monde.

de football ou encore le lieu d’un certain type de crimes. Ces données sont modélisées par
des modéles aléatoires qu’on appelle processus ponctuels et ¢’est le théme du Chapitre 1.
Le modeéle le plus connu, que 'on peut voir comme ’analogie de I'indépendance dans une
étude statistique classique, est le processus de Poisson ol les points sont indépendants
les uns des autres. Les autres modeéles de processus ponctuels sont catégorisés entre les
modeéles répulsifs et agrégatifs.

On peut aussi trouver des données sous forme de carte, comme une carte météoro-
logique des températures de France ou celle de la répartition de la population mondiale
(Figure 0.0.1). Ce type de données est rencontré principalement en physique et en sciences
naturelles mais aussi en analyse de texture et machine learning, en neurosciences et plus
généralement en imagerie médicale. Les processus aléatoires utilisés pour modéliser ce
type de données sont les champs aléatoires, que I'on peut aussi appeler fonctions aléa-
toires, et c’est le théme du Chapitre 2. Ils sont représentés par une collection de variables
aléatoires, finie ou infinie, ot 'indépendance a peu d’intérét. Sur la carte de la répartition
de la population mondiale, les pays proches ont tendance & avoir une densité similaire,
contrairement aux pays un peu plus éloignés. Le modéle devra alors étre corrélé positi-
vement afin que les variables aient une tendance a avoir une valeur similaire lorsque leur
position est assez proche.

La plupart du temps, I'’hypothése d’indépendance entre points est également trop
restrictive. Les processus en cluster sont un exemple important de modéle agrégé, tout en
restant stationnaire. Un autre exemple, lorsque l'intensité du processus de Poisson n’est
plus déterministe, mais provient de la réalisation d’une expérience aléatoire, les points ne
sont plus forcément indépendants entre eux et leur corrélation est uniquement déterminée
par 'expérience aléatoire sous-jacente. C’est ce qu’on appelle les processus de Cox et c¢’est
un premier lien qui existe entre champs aléatoires et processus ponctuels : & partir d’une
image, on obtient des points. Le champ aléatoire le plus populaire est le modéle gaussien,
menant au processus ponctuel trés connu de Cox log-gaussien. Il permet le calcul des
statistiques classiques comme la fonction de corrélation par paire et la fonction K, qui

ne dépendent que de la fonction de covariance du champ gaussien. Un autre modéle de
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champ aléatoire, également populaire mais moins étudié, est le champ shot noise et c’est
un deuxiéme lien qui existe entre champs aléatoires et processus ponctuels : a partir de
points, on obtient une image. En effet, un tel champ est construit & partir d’un processus
ponctuel et d’'une forme géométrique, représentée par ce qu’on appelle noyau : pour tout
x € R?% le champ est défini par

X(z) = Z mig(r — x;),

(zi,mi)E€dx

ot ¢ : RY — R est une fonction déterministe appelée noyau, et ¢x est un processus de
Poisson marqué sur R? x R, de mesure d’intensité AydzF(dm) i.e. les z; sont les points
d’un processus de Poisson homogéne d’intensité Ay dans R¢ et les m; sont les marques
positives de loi F' que 1'on suppose a valeurs dans R, indépendantes du processus de
Poisson. Autrement dit, la valeur en un point x est une somme de contribution de chaque
point x;, représentée par g(x—x;). On retrouvera cette définition ainsi qu'une présentation
de ce modéle dans le Chapitre 2. La malléabilité calculatoire du champ shot noise permet
la aussi le calcul des statistiques d’ordre 2 du processus de Cox shot noise, qui en fait un

modeéle trés étudié [Mol03, DP12] ainsi qu’une extension spatio-temporelle [MD10, DP16].

L’estimation de I'intensité et les fonctions de corrélation permettent I’estimation des
paramétres de nombreux modeéles. En dehors de ces statistiques classiques, les fonctions
de distance sont des statistiques propres aux processus ponctuels, donnant une autre in-
formation que les fonctions de corrélation. Elles permettent par exemple de construire
des tests de validation de modéles. Lorsque la stationnarité n’est pas une hypothése
acceptable, I'intensité n’est plus constante et ’estimer est une problématique importante
et encore d’actualité [MCR™19]. Par définition, les estimateurs obtenus sont des champs
aléatoires, faisant encore une fois le lien entre processus ponctuels et champs aléatoires.
En considérant un jeu de données ponctuelles = = (z;);, la méthode des noyaux consiste a
sommer un noyau autour de chaque point x; : 'estimateur est un champ shot noise. Une

force de cet estimateur est qu’il a la capacité d’étre lisse lorsqu’on lui choisit un noyau lisse.

Maintenant que nous avons entrevu quelques relations entre processus ponctuels et
champs aléatoires, notamment shot noise, nous avons compris une partie de I'intérét de
ce modeéle. De plus, le théoréme de Campbell permet une faisabilité de calcul qu’il est trés
rare de trouver en dehors du cas gaussien. En particulier, les moments et les lois finies
dimensionnelles sont connus, par exemple la fonction de covariance est donnée pour tout

x,y € R? par
Cov(X (x), X(y)) = NE[M?] / oz — S)gly — o)de,

R2
ou M ~ F, impliquant que la fonction de corrélation ne dépend pas du processus de
Poisson mais uniquement du noyau. Une autre qualité de ce modéle provient de sa struc-

ture de faible dépendance, mise en lumiére par la notion d’association et les résultats
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de Bulinski [BS07|. Par cette association, sous certaines conditions sur le champ X, les
estimateurs des moments E[X (7)*] et des moments E[X (z1)... X (z})] sont asymptoti-
quement normaux pour tout z,x,...,z; € R? ot k € N*. L’objectif du travail effectué
dans le Chapitre 3 est de montrer la normalité asymptotique de ces estimateurs couplés
entre eux et d’expliciter leurs variances et covariances asymptotiques. Ces résultats ne
sont pas surprenants et il est fort probable qu’ils puissent étre établis en utilisant la
théorie des chaos Poissonien [PT11, Zhell], mais il semble que le point de vue associé
ainsi que la méthode employée ne soient pas classiques et aient un fort potentiel. Dans un
souci d’inférence paramétrique, nous utiliserons nos résultats pour montrer la normalité
asymptotique des estimateurs des paramétres ainsi que pour calculer leurs variances et
covariances asymptotiques. Un modéle trés intéressant est construit lorsqu’on choisit la
marque M de loi exponentielle de paramétre p et un noyau gaussien (i.e. on considére
g(x) = ﬁe‘”xuz/ 2“2), que 'on appelle champ shot noise gaussien avec marque exponen-
tielle et que I'on note X ,, ,. Pour avoir une idée du role des différents parameétres, des
simulations pourront étre trouvées au Chapitre 2 et au Chapitre 3 (par exemple Figure
2.2.2 et Figure 3.4.1). Outre la stationnarité, ce modéle posséde de nombreuses propriétés.
La premiére est que le champ conserve les bonnes propriétés du noyau gaussien, comme
son isotropie et sa régularité, celle-ci impliquant que le champ soit de classe C*° presque

2

stirement. De plus, si 'on considére la variance ¢° comme une variable temporelle ¢, le

champ spatio-temporel est une solution de I’équation de la chaleur

oxX 1
S v5'¢
o 2"

ou V = 0%, + 03, est Popérateur de Laplace. On peut observer ce phénomeéne sur la Figure
0.0.2. Il est intéressant de noter que dans ce modéle spatio-temporel, I’aléatoire ne provient
que des points du processus de Poisson réalisés au temps ¢y, I’évolution temporelle étant

déterministe. Ensuite, on montrera au Chapitre 4 la remarquable propriété d’invariance

d’échelle

{XMWQ,%(:L«) |z e R?} T Xy (k) | € R?Y,

pour tout facteur & € R qui peut étre interprété comme le pas de discrétisation lors
d’un zoom sur une partie d’une image. Enfin, étant donné que ’on sait calculer le produit
de convolution de deux gaussiennes, ce noyau permet le calcul explicite des intégrales qui
interviennent dans les moments, avec par exemple une covariance encore gaussienne de

variance un peu plus grande

A

- e~ llz=yl|*/40*
2,2 :
2mpco

Cov(X(x), X(y))
Dans ce modéle stationnaire, une simple étude des moments E[X (0)*] pour k € N* ne
permet pas d’estimer les 3 paramétres. En fait, on montrera que toutes les variables
marginales de ce modeéle suivent des lois gamma, loi qui ne dépend que de 2 paramétres.

Ainsi, avec les moments de la loi marginale il est logique de s’attendre & ne pas pouvoir
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identifier les 3 paramétres. Pour estimer le parameétre o, on utilisera une transformation

de la fonction de covariance, & savoir la fonction de corrélation
Cor(X (z), X (y)) = e~ lrvI*/ae,

puisqu’elle ne dépend ni de A ni de p. Il est important de dire que la fonction de corrélation
ne dépend que du noyau, quelque soit le choix du noyau et de la marque. L’estimation de
la fonction de corrélation permet donc une estimation de ¢ de plusieurs maniéres. Dans
le Chapitre 3, on cherchera a donner une méthode efficace et rapide afin d’optimiser son
estimation. Ensuite, des simulations et une étude numérique permettront d’observer la

qualité des estimations (voir Figure 3.4.3, Figure 3.4.4 et Figure 3.4.5).

Un autre aspect du modéle shot noise est sa relation avec le modéle gaussien. A haute
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intensité (i.e. lorsque A — o0), un champ shot noise se comporte de la méme maniére
qu'un champ gaussien. Plus précisément, en notant X, un champ shot noise d’intensité
A, le champ normalisé Z, défini par
Xa(z) — E[X)\(2)]

VA ’

converge vers un champ gaussien B au sens des lois finies dimensionnelles [HS85], ou B

Z/\(ZL‘) =

a la méme covariance que Z, puisque on a

Cov(Z3(2). Zx(y) = 5. Cov(Xa(0). Xa(w) = BIM?] | gl = elgly — o)

R?

qui ne dépend pas de A. Intuitivement, cette normalité asymptotique a haute intensité
vient du fait que I'union de deux processus de Poisson indépendants de paramétres \; et
Ao est un encore processus de Poisson, cette fois de parameétre A\; + A, Ainsi un champ
shot noise d’intensité A € N peut étre vu comme la somme de A champs shot noise in-
dépendants de parameétre 1, le théoréeme central limite donnant ensuite le résultat. Ce
résultat théorique a suscité beaucoup d’intérét dans des domaines scientifiques variés
[KMO5, CHOL, AY10], et est toujours d’actualité [LLM21]. On observe ce lien sur la Figure
0.0.3 ou il est difficile de distinguer une simulation d’un champ shot noise d’'un champ
gaussien lorsque A est grand. A l'inverse, le modéle shot noise avec une petite intensité
n’a pas le méme visuel qu'un champ gaussien, comme illustré par les deux premiéres
simulations de la Figure 0.0.3. Cela montre le large panel de modélisations possibles de
ce modéle et, bien qu’il soit pour certains jeux de parameétres trés proche du modeéle gaus-

sien, il en est également assez loin pour d’autres parameétres conservant tout son intérét.

A D'instar des fonctions de distance pour les processus ponctuels, les caractéristiques
géométriques des niveaux d’excursion des champs aléatoires sont des statistiques propres
a ce type d’objet. Rappelons qu’une excursion de niveau v € R d’'un champ X dans une

fenétre d’observation 7' C R? est définie par ’ensemble aléatoire
Ex(u)={zeT| X(z) > u}.

En suivant la théorie des courbures de Lipschitz-Killing (ou des fonctionnelles de Minkowski,
selon le contexte), il y a 3 caractéristiques géométriques qui permettent une description
de ’ensemble : 'aire, le périmeétre et la caractéristique d’Euler. Les deux premiéres sont
des quantités trés utilisées pour quantifier 'occupation et la régularité de I’ensemble. La
caractéristique d’Euler est un peu moins répandue, elle compte le nombre de composantes
connexes moins le nombre de trous, et quantifie la structure topologique de ’ensemble.
En voyant ces caractéristiques géométriques comme des fonctions (aléatoires) du niveau

d’excursion, leur loi marginale est hors de portée et le calcul de leur espérance est loin
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FIGURE 0.0.3 — Simulations sur 7' = [0,1000]> de 3 champs shot noise d’intensité A et
3 champs gaussiens avec la méme moyenne, variance et covariance. De haut en bas :
A =0.0001, 0.001 et 0.01.

d’étre trivial. Par stationnarité des champs étudiés, on cherche a calculer

u— L(Ex(u)) =

L)
u — Per(Bx(u)) = E[Per(ﬁE;);()u, T))] |
u — x(Ex (1)) = E[X(%((%’ T))]’

appelées densité d’aire, de périmétre et de caractéristique d’Euler. Puisque m =
P(X(0) > u), la connaissance de la densité d’aire est équivalente a celle de la loi marginale
du champ. A ce titre, on connait explicitement cette fonction pour un champ gaussien, et
généralement sous forme d’intégrale pour un champ shot noise, a I’exception de cas parti-
culiers ou la loi marginale est explicite, comme le modéle avec noyau gaussien et marque
exponentielle. Le périmétre et la caractéristique d’Euler exigent une connaissance plus
fine du champ, étant donné que la corrélation des variables intervient. Le cas gaussien
a été tres étudié [AT07, AW09], et on connait maintenant des expressions explicites en

fonction des parameétres [BD20]|. A partir d'une image, on estime aisément les 3 géomé-
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tries d’intérét d’une excursion vue comme une image binaire par des programmes comme
bwperim et bweuler sur matlab, ou l'estimateur proposé dans [ABDB21]. En suivant
les travaux [BD21], il faut ensuite corriger le biais par un facteur 7/4 pour les modéles
isotropes. Ces estimations peuvent étre utilisées & des fins d’inférence paramétrique ou

pour construire un test de validation du modéle gaussien [BDBDIE19].

Dans le Chapitre 4, ces fonctions nous ont permis d’élaborer une régle de classification.
Le but de la classification n’est pas le méme que celui d’un test d’hypotheése. En effet, lors
d’un test d’hypothése, les deux hypothéses n'ont pas la méme importance puisque 1’on
cherche principalement & contréler I'erreur de premiére espéce (i.e. 'erreur consistant a
rejeter ’hypothése nulle a tort). Lorsqu’on élabore une méthode de classification, les deux
classes ont la méme importance. Evidemment, au vu de notre modéle d’intérét et dans
la continuité de leur relation, nous souhaitons ici classifier la classe des champs gaussiens
avec covariance gaussienne et celle des champs shot noise de méme covariance (et bien
évidemment de méme moyenne). Observons sur la Figure 0.0.3 la difficulté, pour certains
jeux de parameétres, de distinguer ces deux modéles. Concrétement, pour une moyenne
et une fonction de covariance gaussienne données (i.e. pour un triplet de paramétres
(A, 1, 0) donné), nous voulons déterminer si une réalisation d’'un champ X est gaussien
ou shot noise. Pour cela, nous allons premiérement simuler plusieurs champs gaussiens
ainsi que plusieurs champs shot noise, avec les paramétres estimés, afin de mesurer la
différence de leurs fonctions géométriques (aire et périmeétre) estimées avec leurs formules
théoriques. Ainsi, nous avons ce qu’on appelle un "ensemble d’entrainement" nous per-
mettant de comprendre le comportement de ces géométries selon les classes. En pratique,
nous mesurons ces différences par une distance L? discréte et nous observons des points
dans R? dont une coordonnée représente la distance par rapport & la densité d’aire et
I’autre coordonnée pour la densité de périmeétre. Nous utiliserons ensuite une analyse
discriminante quadratique afin de permettre une bonne flexibilité dans la séparation des
classes. On observera une bonne classification lorsque le champ de départ est gaussien,

mais une moins bonne classification lorsque la simulation de départ est shot noise.

La littérature des caractéristiques géométriques des champs shot noise est beaucoup
moins fournie. La raison principale est que les hypothéses nécessaires aux théories géné-
rales ne sont pas toujours vérifiées. Les deux hypothéses principales qui posent probléme
sont la forte régularité du champ ainsi que 'existence d’une densité bornée pour la margi-
nale. Une théorie spécifique avec un point de vue adapté a ce modéle est nécessaire. L’idée
est d’utiliser un cadre de travail fonctionnel, relachant les hypothéses contraignantes et
permettant la connaissance presque partout des géométries [BD16, BD20, Lacl6a]. Dans

cette thése, on s’intéressera a la densité de périmétre et on appellera fonctionnelle de



périmétre la fonction définie Vh € Cy(R, C) par

LPx(h) = /R h(u)Per(Bx (u))du.

Concernant la régularité du champ, nous travaillons dans I’espace des fonctions a variation
bornée, qui est moins restrictif que les hypothéses nécessaires pour les champs gaussiens.
La régularité du champ provient essentiellement de la régularité du noyau, c¢’est pourquoi
nous aurons g € SBV(R?) comme principale hypothése, nous permettant de travailler a
la fois avec des noyaux lisses (par exemple le noyau gaussien) et a la fois avec des noyaux
constants par morceaux (par exemple une indicatrice d’un ensemble). Les Théorémes 2.4.3
et 2.4.4 donnent I'expression de m, dans le cas ou le noyau est lisse et également
dans le cas ol le noyau est élémentaire. Ils représentent les principaux résultats obtenus
pour les modéles shot noise [BD16, BD20]. Seulement, pour un champ shot noise lisse
avec un noyau gaussien, le calcul de m nécessite de multiples approximations
numériques d’intégrales dont un ajustement est nécessaire en fonction des paramétres
(A, i, o). L’algorithme 2.4.1 décrit la procédure a suivre. En pratique, le temps de calcul
est un peu long mais ce qui pose surtout probléme est le besoin d’adapter ’approximation

numérique en fonction des valeurs des paramétres du champ.

L’idée du Chapitre 4 est de discrétiser le noyau gaussien et d’utiliser le cadre de travail
des fonctions élémentaires. Pour ce faire, nous considérons le champ shot noise gaussien

¢élémentaire X /(\ngg défini pour tout n > 1 par
X o) = D mak (= ),

ot k" (z) = L S I,y () est une discrétisation de ky(z) = e~ llall?/20* avec p™ =

o+/—21log(i/n) de sorte que quand z € B(0,r™) \ B(O,T§Z)1) ona i < ky(z) <2 et
kS (2) = i/n tels que
[ko — kc(rn)Hoo =1/n.

Ces deux noyaux sont trés proches I'un de l'autre et par conséquent leurs shot noise
respectifs le sont également. Par exemple, on a convergence de X yza(()) vers X ,0(0)
dans L?(Q2). On exprimera la fonctionnelle de périmétre du champ élémentaire lorsque le
pas de discrétisation tend vers 0 (voir Théoréme 4.4.6), qui est calculable rapidement et
sans besoin d’intervention manuelle par les algorithmes de la section 4.6.3. La question

qui se pose naturellement est la suivante : la densité de périmeétre obtenue a la limite du

cadre élémentaire, que 'on note Per(Ex, , (), est-elle égale & la densité de périmetre
du champ X 7 La réponse est non. On observera numériquement qu’il y a un décalage
avec la densité de périmétre qui provient de la variation totale, ce qui nous ameénera a
proposer une conjecture (qui ne sera pas résolue dans cette thése) : pour presque tout

niveau u € R, la densité de périmétre obtenue a la limite du cadre élémentaire normalisée
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par sa variation totale (i.e. Uintégrale du périmeétre) est égale a la densité de périmeétre

normalisée par sa variation totale :

Per(EX)\,,u,,a(u)) _ Per(EX)\,,u,o(u))
TV(EXA’H’J(u)) TV<EX)\,H,U(U’))

Dans 'objectif de comparer un champ gaussien et un champ shot noise, une deuxiéme
classification est possible en comparant les fonctions géométriques estimées non plus avec
la théorie gaussienne mais avec les géométries obtenues dans le cadre shot noise. Puisque
la marginale du champ suit une loi gamma, la densité d’aire est connue explicitement.
Grace au travail dans le cadre élémentaire, I’autre coordonnée représentant la densité de
périmétre (et normalisée par la variation totale) est facilement approchable par les algo-
rithmes de la section 4.6.3. En conclusion, la méme procédure permet une deuxiéme regle
de classification. Cette fois on observera des bons résultats numériques lorsque le champ de
départ est shot noise et des moins bons résultats si il est gaussien. Par un critére simple de
minimisation d’erreur, le couplage des deux classifications nous permettra d’avoir d’ex-
cellents résultats. Par exemple, le triplet de paramétres (A, u,o) = (0.001,0.01,50) ne
permet pas de distinguer visuellement un champ shot noise d'un champ gaussien et les
deux régles de classification couplées permettent d’avoir 100% de classification correcte

sur un échantillon de 200 champs (100 gaussiens et 100 shot noise).

Revenons en arriére sur les liens entre champs shot noise et champs gaussiens. Au vu
des résultats de convergence en haute intensité, il est logique de s’attendre a ce que la
densité de périmetre d’'un champ shot noise soit proche de celle d'un champ gaussien.
C’est effectivement le cas pour les champs lisses : il y a une convergence des transfor-
mées de Fourier de la densité de périmétre de Z, vers celle de la densité de périmétre
du champ gaussien B [BD16], qui rappelons le, est connue explicitement. On peut ob-
server cette proximité sur la Figure 4.5.8 ou les courbes sont de plus en plus proches.
C’est I'une des forces des résultats numériques de classification, en haute intensité il est
difficile de distinguer les deux modéles et les caractéristiques géométriques sont également
de moins en moins différentiables ; malgré tout pour ces jeux de paramétres les résultats
de la classification sont excellents. En revanche, dans le cadre élémentaire le périmeétre
du champ shot noise n’est pas du tout proche de celui du champ gaussien, étant donné
qu'il explose vers I'infini & la vitesse v/A. En conclusion, a haut régime, il n’y avait aucune
chance pour que la densité de périmétre obtenue & partir du cadre élémentaire soit proche

de celui du champ shot noise lisse.

L’autre objectif du Chapitre 4 est d’étudier le comportement de la densité de péri-
meétre d'un champ shot noise lisse (et isotrope) pour toutes les valeurs de A. Ainsi, nous
avons amélioré le résultat connu pour le haut régime en comparant directement la trans-

formée de Fourier de la densité de périmétre d’un champ shot noise (non normalisé) avec
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celle d'un champ gaussien de méme moyenne et de méme covariance. Plus précisément,
notre Théoréme 4.2.4 donne une borne sur la différence des transformées de Fourier,
indépendamment de la valeur de \. Ce résultat est de grand intérét et il faut I'interpréter
comme suit : les deux transformées de Fourier convergent vers l'infini, a la méme vitesse
VA et leur différence est bornée par une constante. Plus innovant encore, nous avons
découvert un autre comportement pour les petites valeurs de A. Dans ce petit régime,
notre Théoréme 4.2.5 donne le comportement de la transformée de Fourier de la densité
de périmeétre et borne leur différence par une constante multipliée par )\ﬁ, ou € (0,1).
Cette fois, I'interprétation du résultat est la suivante : quand A — 0, les deux quantités
convergent vers 0, & la méme vitesse A et leur différence converge vers 0 a la vitesse ATHE

(c’est & dire plus vite qu’en \).

Grace a ces résultats, on identifiera la limite Per(Ex, () obtenue par le cadre
élémentaire : c’est la méme que le comportement limite du bas régime. Ainsi, en bas
régime, la densité de périmétre (sans normalisation par la variation totale) est trés
proche de la densité de périmétre obtenue a la limite du cadre élémentaire. Enfin, par
les propriétés d’invariance d’échelle, nous donnerons une interprétation de ces résultats
non plus en fonction de A\, mais en fonction de o, motivée par la dimension temporelle
qu’il peut représenter. On observe ainsi un comportement élémentaire en temps petit

(Proposition 4.4.10) et un comportement gaussien en temps grand (Proposition 4.3.2).

Cette thése est organisée comme suit. Le Chapitre | et le Chapitre 2 sont des chapitres
introductifs, qui traitent respectivement des processus ponctuels et des champs aléatoires.
Dans le Chapitre 1, on présentera la théorie générale des processus ponctuels et on in-
troduira plusieurs modéles. Nous verrons comment on peut inférer sur leurs paramétres
et discuterons de plusieurs méthodes d’estimation des statistiques liées a cet objet. Le
but du Chapitre 2 est principalement de mettre en avant les qualités du modéle shot
noise. Ensuite, on fera un état de I’art sur les caractéristiques géométriques des niveaux
d’excursion des champs gaussiens et shot noise, en mettant 'accent sur les similitudes que
possédent ces deux modéles. Le Chapitre 3 est un article en pré-publication, qui traite des
propriétés asymptotiques des estimateurs des moments de champ shot noise. Une étude
particuliére sera élaborée lorsque le noyau est gaussien et la marque exponentielle, avec
pour objectif 'estimation des paramétres. Enfin, le Chapitre 4 est également un article en
pré-publication, dont les objectifs peuvent étre divisés en 3 parties. Le premier objectif est
d’étudier le comportement de la densité de périmétre en fonction de I'intensité du proces-
sus de Poisson. Le deuxiéme est d’obtenir des expressions de la densité de périmétre plus
explicites que celles déja connues, par une approche de discrétisation du noyau. Enfin, le
troisiéme objectif est de proposer une méthode de classification afin de distinguer, par

des caractéristiques géométriques, le modeéle shot noise du modéle gaussien.



CHAPITRE

PROCESSUS PONCTUEL

L’éventail des domaines ol des données sous forme de points sont rencontrées est
impressionnant : radioastronomie (position des galaxies [DPP04]), géologie (localisation
des gisements d’or [[FB02]), sylviculture (position des arbres [Rip05, Digl3, CSKMI13,
MWO07], localisation des feux de foréts [JMS12|), démographie (position des humains ou
des maisons [AB12]), épidémiologie (localisation des cas de cancer [Dig90, BTMHO05]),
biologie (localisation du centre de cellules biologiques [Rip77, Dig&6]), localisation des in-
sectes [HI83]), sismologie (localisation des tremblements de terre [Oga88, CMO1]). Le but
de ce chapitre est d’étudier les outils nécessaires pour modéliser et analyser ce type de don-
nées. Aprés un rappel rapide des fondamentaux de la théorie des processus ponctuels, on
s’'intéressera principalement a la construction de modéles aléatoires, a leur analyse ainsi
qu’a leur simulation. Pour terminer, nous estimerons les statistiques et les paramétres
des différents modeéles afin d’ajuster au mieux les données aux modeéles. Sauf mention
contraire, toutes les simulations et études de cas réels sont effectuées soit a partir du
logiciel matlab, soit a partir du logiciel R a I'aide du package spatstat [BT05, BRT15].
Régulierement mis a jour par de nombreux collaborateurs, spatstat est un outil a code
source ouvert pour l'analyse de modéles de points spatiaux.

Les nombreux domaines d’application et les nombreuses données sous forme de points
sont des raisons suffisantes pour justifier la part importante des processus ponctuels. Cette
importance prend encore plus d’ampleur lorsqu’on congoit leur présence dans d’autres ob-
jets de différentes branches de la géométrie aléatoire. La construction d’ensembles aléa-
toires a partir d’un processus ponctuel est monnaie courante : les points sont considérés

comme les centres d’objets géométriques que l'on superpose. L’exemple le plus connu

12
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Epicéas Galaxies Feux de forét

FIGURE 1.0.1 — Exemples de données sous forme de points. A gauche, la position des
Epicéas norvégiens dans une forét naturelle en Allemagne. La région d’étude fait 56m par
38m. Au centre, la position dans le ciel de 4215 galaxies dans le Superamas de Shapley
(déterminée par I’ascension droite et la déclinaison). A droite, la position des feux de forét
dans la région de Castilla-La Mancha en Espagne entre 1998 et 2007. La région d’étude

s’étend sur environ 400km par 400km.

est certainement le modéle booléen ou les objets géométriques sont des boules et les
points issus d’un processus de Poisson [CSKM13|. La décomposition en tessellations, ob-
jet géométrique qui partitionne le plan en polygones peut également se faire a partir
d’un processus ponctuel. Les plus connues sont les tessellations de Voronoi ot les cel-
lules sont construites a partir du point le plus proche : toute la cellule posséde le méme
point comme point le plus proche [CSKM13]. Enfin, 'exemple qui nous intéressera le plus
dans cette thése est le lien entre processus ponctuel et champ aléatoire. Si I'on reprend
la construction d’ensembles aléatoires mais qu’on additionne les fonctions support a la
place de les superposer, on obtient un champ aléatoire shot noise. Ces derniers seront
largement étudiés dans la suite du manuscrit.

La suite de ce chapitre est largement inspiré des 3 ouvrages suivant [MWO04], [CSKMI13]
et [BRT15].

1.1 Définition et caractérisation

1.1.1 Définition

Soit (€2,.A,P) un espace de probabilité. Un processus ponctuel est un objet aléatoire
que l'on identifie & une configuration de points dans un espace S. Une configuration
x = (x1,...,Tp,...)est un ensemble de points au plus dénombrable issus d’une expérience
aléatoire dans S. Pour des raisons de visualisation, nous supposons que S = R ou S C R
On dit qu'une configuration est localement finie si elle posséde un nombre fini de points

dans tout borélien borné de S. On note C I’ensemble de ces configurations.
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Définition 1.1.1 (Processus ponctuel). Un processus ponctuel sur S est une application
® qui a une réalisation du hasard w € €2 associe une configuration localement finie x =
d(w) € CY telle que pour tout borélien borné B C S, le nombre de points de ® dans B

noté No(B) est une variable aléatoire discréte et finie.

On note CY I’ensemble de ces configurations localement finies
CY = {x C S |N,(B) < oo pour tout B C S borné}

que 'on munit de la tribu C! engendrée par les ensembles Epy = {z € CY | N,(B) = k}
avec k € N et B un borélien borné. C’est la plus petite tribu telle que pour tout borélien
borné B € S la fonction x +— N,(B) est mesurable [VL00|. Ainsi défini, le processus
ponctuel @ est une fonction mesurable sur l'espace de probabilité (€2,.4,P) a valeurs
dans (CY,CY). Autrement dit, ® est une variable aléatoire a valeurs dans I'espace des
configurations localement finies. La mesure de probabilité induite sur C est appelée la
loi de .

De fagon similaire, on peut définir un processus ponctuel ® par une variable aléatoire
mais a la différence que 'ensemble d’arrivée n’est plus celui des configurations de points,
mais celui des mesures aléatoires de comptage. Ce point de vue est un peu moins classique

mais intéressant selon le contexte.

Exemple 1.1.2 (Processus binomial uniforme). Fizons un compact non vide S C R?

et un entier n. On appelle processus binomial ® le processus ponctuel qui a tout w € 2

associe P(w) = (Uy(w), ..., Un(w)), ot les U; sont des variables aléatoires indépendantes
M(BNS
de loi uniforme sur S. Pour tout B borné, on a P(U; € B) = %, ot A\ est
d

la mesure de Lebesque de dimension d. Par suite, No(B) = > 1{U; € B} suit une loi
=1

Aqa(BNS)

binomiale de paramétres n et p = )

1.1.2 Caractérisation

Un processus ponctuel est dit simple lorsque la probabilité qu’il ait un point double
est nulle. La plupart des processus ponctuels sont simples et le processus binomial en est
un exemple. Dans la suite, nous ferons toujours I'hypothése de simplicité (méme si cela
n’est plus précisé). Avant de voir d’autres exemples de processus ponctuels, intéressons

nous a ce qui les caractérise.

Définition 1.1.3. Soit & un processus ponctuel sur S. Les familles des lois marginales
de dimension finie, appelé fidis (pour finite-dimensional distributions), est ’ensemble des
lois marginales (No(B1), ..., No(By,)), ou Vi =1,...,m les B; sont des boréliens bornés

de S et m € N,

Un processus ponctuel est entiérement caractérisé par sa fidis. C’est la caractérisation

la plus élémentaire et par suite, la plus forte que ’on puisse faire. L’hypothése de simplicité
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du processus permet de caractériser un processus ponctuel avec des conditions beaucoup

plus faibles.

Définition 1.1.4. Soit ® un processus ponctuel sur S. On appelle probabilité du vide la
famille v(B) = P(Ngo(B) = 0), ot B C S parcourt les boréliens bornés.
Théoréme 1.1.5 (Moénch, Théoréeme 9.2.XII de [DVO08]). Un processus ponctuel simple
est caractérisé par les probabilités du vide.

Ce théoréme est une extension du théoréme original de Rényi sur les processus de Pois-
son [Kin67|. L’idée est de voir que la famille des probabilités du vide suffit a déterminer
I’ensemble complet des fidis.

Reprenons un instant I’exemple du processus binomial uniforme, on a alors pour tout
B C S borélien borné :

v(B)

P <D{Ui 7 B})

P(U; & B)

I
—=

1
B (1 Aa(B N S))”
Aa(5)
Ainsi un processus ponctuel simple est binomial uniforme si et seulement si sa probabilité

: (1 2aBns)\"
de vide est v(B) = <1 W > :

Il existe aussi une caractérisation fonctionnelle d’un processus ponctuel.

<.
Il

Définition 1.1.6 ([MWO04]). Soit ® un processus ponctuel sur S. On appelle fonctionnelle
génératrice de ® la fonction Go(u) =E | [] u(sz)] ,ouu: S —[0,1] avee {s € S | u(s) <
1} borneé. e

Puisque 'on suppose que ® est localement finie, la fonctionnelle G¢ est bien définie

pour cet ensemble de fonctions wu.

Théoréme 1.1.7 (|[DV08]). Un processus ponctuel est caractérisé par sa fonctionnelle

génératrice.
Démonstration. Soit n € N*. La fonction génératrice du vecteur (Ng(By), ..., No(By,))
pour des boréliens bornés By, ..., B, est donnée par

GNa(B1)oNo (B) (ts - < 1) = B[t 2PV 4B = Gy (u), (1.1.1)
avec u(s) = ti[seBﬂ B pour 4, .., t, dans [0,1]. On a clairement que u est a
valeurs dans [0,1] et que {s € S | u(s) < 1} est borné puisque les B;, i = 1,...,n sont

bornés. Ainsi, étant donné que la fidis caractérise la loi du processus @, la caractéristique

fonctionnelle caractérise la loi de ®. O

De maniére similaire a la fonction génératrice d’une variable aléatoire réelle, les déri-
vées de G permettent de retrouver les moments factoriels [CSKM13], dont 'importance

sera développée dans la section statistiques de ce chapitre.
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1.2 Processus de Poisson

1.2.1 Structure spatiale complétement aléatoire

Quel que soit le type de données que 1'on veut étudier, I'une des premiéres questions
que l'on se pose est de savoir si les différents éléments ont un lien. Lorsqu’on étudie des
points spatiaux, la question devient : est ce que les points sont indépendants ? Bien que ré-
partis indépendamment les uns des autres, les points d'un processus binomial ne possédent
pas cette propriété. En effet, le nombre de points étant déterministe, la connaissance qu’il
y ait un certain nombre de points dans une région nous permet de savoir combien il y a
de points dans le complémentaire de la région. C’est incompatible avec ce qu’on considére
comme indépendant. On dit qu'un processus ponctuel est indépendant si les nombres de
points dans k régions disjointes Ng(By), ..., No(By) forment k variables aléatoires indé-
pendantes.

Cette condition d’indépendance n’est cependant pas suffisante pour définir un processus
complétement aléatoire. En effet, bien qu’indépendants entre eux, les points peuvent avoir
plus de chance d’étre localisés a certains endroits plutot qu’a d’autres. Si 'on rajoute une
condition d’homogénéité, c’est a dire que les points n’ont pas de préférence pour une

localisation, alors on définit exactement un modéle de processus ponctuel.

Définition 1.2.1. Un processus ponctuel ® sur R? est complétement aléatoire si il a les

deux propriétés suivantes :

— homogénéité, c’est a dire que le nombre moyen de points dans un sous ensemble B
de R est proportionnel a son volume vg(B) ot vyq désigne la mesure de Lebesque

sur RY (et par suite ne dépend pas de sa position)

— indépendance, c’est a dire que pour By, ..., B des sous ensembles disjoints de R?,

les variables aléatoires N(By), ..., N(By) sont indépendantes.

Le coefficient de proportionnalité, notons le A\, qui apparait dans la propriété d’homo-
généité, est ce qu’on définira plus tard comme l'intensité d’un processus ponctuel.
Ce processus permet de modéliser certains phénoménes physiques (par exemple des
événements rares) mais n’est pas réaliste pour la plupart des données. Il sert néan-
moins de modéle référence pour comparer des données. Toute étude statistique pourrait
commencer par un test d’aléatoire complet en utilisant ce modéle comme hypothése nulle
[CSKM13, BRT15, IPSS08, EHKMI18]. Son importance résulte principalement dans la
construction d’autres modeéles que 'on construit a partir de lui et avec des structures de
dépendance (par exemple les processus de cluster et de Cox que I'on verra juste apres).
La possibilité de nombreux calculs permet aussi d’utiliser ce modéle pour différents objets
probabilistes : ensembles aléatoires tels que les modéles booléens, champs aléatoires tels

que les champs shot noise.
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Propriété 1.2.2. Soit ® un processus complétement aléatoire sur RY, alors on a les deux

Propriétés sutvantes :

— stationnarité : la loi du processus est invariante par translation, c’est a dire que

® + s a la méme loi que ® pour tout vecteur s € R?.

— isotropie : la loi du processus est invariante par rotation, c’est a dire que R.® a la

méme loi que ® pour toute rotation R.

Si on suppose de plus qu’il y a une probabilité négligeable qu'une petite région
contienne plus qu’'un point, alors le nombre de points suit une loi bien connue qui explique

pourquoi ce modele est souvent appelé processus ponctuel de Poisson homogeéne.

Propriété 1.2.3. Soit ® un processus complétement aléatoire d’intensité X sur R?®. Sup-
P(N(B)>1)
vq(B)
nombre de points N(B) suit une loi de Poisson de parametre Avy(B).

posons de plus que — 0 quand vy(B) — 0. Alors pour tout compact B C R4, le

Si on partitionne la région B (que I'on peut supposer avoir la forme que I'on veut,
puisque ® est homogeéne) en plusieurs (beaucoup) petits sous ensembles disjoints de méme
aire, N(B) devient le nombre de succés d'un grand nombre d’événements indépendants
dont chaque succés a la méme petite probabilité, ce qui implique une distribution Pois-
sonnienne. Cette remarquable propriété permet de caractériser un processus de Poisson

facilement.

Proposition 1.2.4. Un processus simple ® est un processus de Poisson homogene d’in-

tensité X sur R? si et seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
— la probabilité du vide de ® est v(B) = exp(—A|B|), avec B C S bornée.

— la fonctionnelle génératrice de ® est

Go(u) =exp | — /(1 — u(s))A\ds

Rd

Démonstration. Rappelons que le caracteére suffisant vient de la caractérisation du pro-
cessus @ par ces fonctions. Il reste donc a calculer ces caractéristiques pour un processus
de Poisson. Etant donné que Ng(B) suit une loi de Poisson de paramétre Avg(B) il est

clair que v(B) = exp(—Avy(B)). Pour la fonctionnelle génératrice, soit n € N* et consi-
n

dérons u(s) =1—> (1 —t;)1¢,(s) avec t; € [0,1] pour tout i =1,...,net Cy,...,C, des
i=1

ensembles compacts disjoints deux & deux. On a {s € S| u(s) < 1} C |J C; qui est bien
i=1
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un ensemble borné. De plus on a

“exp | - /(1 — u(s))Ads

Rd

puisque Ng(C1),..., Ng(C) sont indépendants et que pour ¢ = 1,...,n la variable
Ng(C;) suit une loi de Poisson de paramétre Avy(C;). La preuve pour toute fonction

u suit des arguments classiques de la théorie de la mesure. O]

Fixons un compact W C R? ol nous souhaitons simuler un processus de Poisson
homogene d’intensité . Soit K C W, alors

P(N(K) = O0[N(W) =n) =

P(N(W) =n)
 P(N(K) = 0)P(N(W \ K) = n)
- P(N(W) = n)

On observe que, conditionnellement au nombre de points dans W, la probabilité du vide
du processus de Poisson est la méme que la probabilité du vide d’un processus binomial
dans W. Ainsi, conditionnellement au nombre de points, leur répartition est uniforme
dans W. Par conséquent, un algorithme simple pour simuler un processus de Poisson

(voir Figure 1.2.2) homogeéne d’intensité A sur W est :

1.2.2 Processus de Poisson inhomogéne

Un modeéle plus réaliste est le processus de Poisson inhomogéne, qui garde la propriété

d’indépendance mais autorise un changement d’intensité spatiale.

Définition 1.2.5. Un processus ponctuel ® d’intensité X : s — A(s) localement intégrable

sur R? est de Poisson s’il a les deuzx propriétés suivantes :
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Algorithme 1 Simulation d’un processus de Poisson homogéne
z <« {0}
N <« Poisson(Avg(W))
for i=1,... N do
x; < Uniform(W)

r=xUux;

end for

intensité=20 intensité=100

FIGURE 1.2.2 — Simulations de processus de Poisson homogene sur W = [0, 1]? avec deux

intensités différentes : A = 20 a gauche et A = 100 a droite.

— indépendance, c’est a dire que pour By, ..., B des sous ensembles disjoints de R?,

les variables aléatoires No(B1), ..., No(By) sont indépendantes.

— loi de Poisson, c’est a dire que pour tout compact B C R?, le nombre de points

No(B) suit une loi de Poisson de paramétre [ A(s)ds.
B

La fonction d’intensité représente la distribution spatiale des points et la quantité
A(s)ds est approximativement la probabilité d’avoir un point dans une petite boule de
centre s et d’aire ds.

Comme pour le cas homogeéne, le processus est complétement caractérisé par sa probabilité

du vide et sa caractéristique fonctionnelle.

Proposition 1.2.6. Un processus ® est un processus de Poisson inhomogéne d’intensité

A sur R? si et seulement si 'une des conditions suivantes est vérifiée :

— la probabilité du vide de ® est v(B) = exp (— S )\(S)ds>
B



Processus de Poisson 20

— la caractéristique fonctionnelle de ® est

Go(u) =exp | — /(1 —u(s))A(s)ds

Rd

Beaucoup de propriétés d'un processus de Poisson sont vraies pour le cas inhomogéne,

incluant bien stir le cas homogéne. En voici quelques unes :

Définition 1.2.7. Soit ®1,..., D, des processus ponctuels définis sur un méme espace

n
S. On appelle superposition union |J ®; des processus.
i=1
Propriété 1.2.8. Soit ®,,...,®, des processus de Poisson indépendants définis sur R,

avec Vi =1,...,n, ®; d’intensité \; : R — R localement intégrable. Alors la superposi-

n
tion de ®q,..., P, est un processus de Poisson d’intensité Y \;.
i=1

Démonstration. Utilisation de I'indépendance et de la caractérisation par la probabilité
du vide. u

La notion d’éclaircissement ci-dessous est importante et intervient notamment dans

la simulation d’un processus de Poisson inhomogéne.

Définition 1.2.9. Soit p : R +— [0, 1] une fonction (d’éclaircissement) mesurable et ® un
processus ponctuel. On appelle ® C & un éclaircissement indépendant de ® de probabilité
p, le processus ponctuel ou chaque point x € © a été conservé avec probabilité p(z) (et

par conséquent enlevé avec probabilité 1 — p(z)) indépendamment des autres points.

Propriété 1.2.10. Soit ® un processus de Poisson défini sur R? d’intensité \ : R? —
R, localement intégrable et p : R? — [0, 1] une fonction d’éclaircissement. Alors D, le

processus ® éclairci par la fonction p, est un processus de Poisson d’intensité p\.

Par cette propriété, nous avons une méthode simple pour simuler un processus de

Poisson inhomogéne d’intensité A : R? — R, localement bornée sur un compact W :

La procédure de simulation ci-dessus est valable en remplacant le maximum de la fonc-
tion intensité par n’importe quel majorant de la fonction. Lorsque la fonction d’intensité
a une grande amplitude de valeurs, il peut étre plus optimal de découper la fenétre de
simulation en sous fenétres. Cela évite d’avoir une fonction d’éclaircissement trop petite,
ce qui signifie beaucoup de points z; simulés alors que peu valideront la condition dans

I’algorithme 2.
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Algorithme 2 Simulation d’un processus de Poisson non homogéne

z <« {0}
M <+ max \(x)
zeW
N < Poisson(M)
for i=1,... N do
x; < Uniform(W)
U < Uniform([0,1])
if 20 > [/ then
r=xUux;
end if

end for

1.3 Caractéristique d’un processus ponctuel

1.3.1 Moments

Commencons cette section par une petite comparaison avec les moments classiques
d’une variable aléatoire réelle. Bien qu’ils ne permettent pas toujours de caractériser
une variable aléatoire (un contre-exemple classique est celui de la loi log-normale), les
moments sont des outils importants qui donnent une idée assez précise du comportement
d’une variable aléatoire réelle, permettant méme une caractérisation dans certains cas. Le
premier moment, ’espérance, permet d’avoir une premiére idée (bien que grossiére dans
certaines situations) du comportement d’une variable aléatoire. Elle est en particulier
au centre de la loi des grands nombres, 'un des théorémes les plus importants de la
théorie des probabilités, utilisée abondamment en statistiques. Le moment du deuxiéme
ordre, la variance, permet de déterminer si la variable aléatoire peut souvent prendre
des valeurs plus (si la variance est grande) ou moins (si la variance est petite) proches
de l'espérance. Elle est au centre du théoréme central limite, un autre théoréme limite
omniprésent. Cependant, cette étude classique devient plus compliquée lorsqu’on parle
de processus ponctuels. En effet, par comparaison avec les variables aléatoires réelles
dont les moments sont des nombres réels, les équivalents des moments pour les processus

ponctuels sont des mesures.

Définition 1.3.1. Soit ® un processus ponctuel sur S. Supposons que le nombre de points
moyen dans tout compact K C S est fini, E[Ng(K)| < oco. Alors il existe une mesure
A, appelée mesure d’intensité, définie par A(B) = E[Ng(B)], VB C S. Si la mesure
d’intensité est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque vq, c¢’est a dire
qu’il existe une fonction X sur S telle que A(B) = [, A(s)ds, alors X est appelée la fonction
d’intensité.

Cette fonction d’intensité s’interpréte comme une fonction de densité ot A(s)ds re-

présente approximativement la probabilité qu’il y ait un point dans une petite boule de
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f(x,y)=100*(2/3)*exp(-3x) f(x,y)=100%(1/3)*(1-exp(-3))*(x*2+y*2)

FIGURE 1.2.3 — Simulations de processus de Poisson non homogene sur W = [0, 1]? avec

2e73 a gauche et A(z,y) = 100 x 5(1 —

e73)(2? 4+ y?) a droite. Les deux processus ont le méme nombre de points moyen sur W.

deux intensités différentes : A(z,y) = 100 x

centre s et de volume ds. Pour un processus de Poisson, la fonction d’intensité A dans
la Définition 1.2.5 est sans surprise la méme fonction que la fonction d’intensité définie
ci-dessus et dans le cas homogeéne cette fonction est constante. Plus généralement, deés
lors que ® est stationnaire, la mesure d’intensité devient invariante par translation et
par conséquent elle s’écrit comme une constante A multipliée par la mesure de Lebesgue,
A(B) = Ayy(B).

La mesure d’intensité A peut se réécrire comme suit :

MB%%%EZH@GB@

z,€P
Par des arguments classiques de combinaison linéaire et par limite monotone, on retrouve

les formules de Campbell [Cam09b].

Théoréme 1.3.2. Soit ® un processus ponctuel sur S de mesure d’intensité A. Alors

pour toute fonction mesurable positive f on a :

E{Zf(xi)} :/Sf(s)A(ds) (1.3.1)

T, €D

Quand le processus ponctuel a une fonction d’intensité alors (1.3.1) devient :

EL@ } /f (1.3.2)

Si de plus cette fonction d’intensité est constante, alors (1.3.1) devient :

EL€¢ 1—A/f (1.3.3)
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Ce théoréme, aussi simple soit-il, est notamment a la base de beaucoup de calculs sur les

champs aléatoires shot noise.

Une autre question naturelle lorsqu’on est confronté a des données ponctuelles est de
savoir si les points sont corrélés entre eux. Les statistiques ci-dessous ont pour principal
but de distinguer les processus selon 3 classes : les processus réguliers également appe-
lés répulsifs, les processus indépendants que l'on restreint sans perte de généralité aux
processus de Poisson, et les processus de cluster ot les points ont tendance a s’attirer. Il
est important de faire attention & ne pas confondre corrélation et variation de 'intensité.
Une agrégation spatiale entre les points n’implique pas nécessairement que le processus
est de type cluster, mais simplement qu’ils sont plus proches les uns des autres que ce
qui est attendu par un processus complétement aléatoire. Un exemple de points réguliers
est celui des Epicéas de la Figure 1.0.1, les points sont répartis sur toute la fenétre sans
étre trop proches les uns des autres. Des exemples de points agrégés sont plutot ceux des

galaxies et des feux de foréts de la Figure 1.0.1.

Définition 1.3.3. Supposons que E[Ng(K)? < oo pour tous les compacts K inclus

dans S. Alors il existe une mesure p'?), appelée mesure du second ordre, définie par

w3 (B; x By) = E[Ng(By)Ng(Bs)], VB1,By C S.

La mesure du second ordre u peut se réécrire comme suit :

2)(31 X BQ =E Z $1 c B1 [SL’Q € BQ] (134)

z1,2€P

et toujours par des arguments classiques d’intégration, on obtient une formule de type
Campbell :
E{ > f($1>332)} :/ f (@1, 22) @ (21, 25)) (1.3.5)
:C1,CC2€<I> 52

ou f est une fonction mesurable positive définie sur S2.
Bien que cette mesure du second ordre semble naturelle, il est plus habituel d’utiliser le

moment du second ordre factoriel défini ci-dessous.

Définition 1.3.4. Lorsqu’elle existe, nous définissons le moment du second ordre factoriel

a® par la mesure

oz(Q)(Bl X BQ =E Z 331,1'2 € Bl X BQ]

z1,22€P
avec By, By C S et ou Y.  signifie que la somme concerne les points xq, o distincts.
r1,22€P

La seule différence entre p® et a® est que la somme se fait sur I'ensemble des

couples (z1,72) € ® dans un cas, alors que dans 'autre elle ne se fait que sur les couples
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(1, x9) € ® dont les points x; et xo sont distincts. Ce lien étroit entre ces deux mesures
se voit en distinguant les couples de points différents et égaux dans (1.3.4), on obtient

alors I’égalité suivante :
,u(z)(Bl X Bg) = 06(2)(31 X BQ) + A(Bl N Bg)

L’intérét de o® réside dans la potentielle existence d’une densité par rapport a la

mesure de Lebesgue 154. Cette hypothése est trés souvent admise en pratique.

Définition 1.3.5. Si la mesure du moment factoriel du second ordre a® est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesque vo4, ¢’est a dire qu’il existe une fonction
A2 telle que a'® (B x By) = f31><32 A2 (s, t)dsdt, alors \?) est appelée la densité du

produit de second ordre.

Cette densité du produit de second ordre s’interpréte de fagon approximative, similai-
rement & la fonction d’intensité, comme la probabilité A (s, t)dsdt d’observer un couple
de points dans deux petites boules de centre s et t et d’aire ds et dt.

Similairement aux formules (1.3.1)-(1.3.5), on a :

E[ i f(xl,xQ)] :/Szf(s,t))\m)(s,t)dsdt (1.3.6)

r1,L2€P

Si ® est un processus de Poisson sur R? d’intensité A € R, alors on a
1 (By x By) = Nvg(By)va(Bs) + Avg(By N By)

et
a@(By x By) = Nuy(By)vg(Bs) = A(By)A(By).

En particulier un processus de Poisson admet une densité du produit de second ordre
A2 (s,t) = A% pour tout (s,t) € R? x R Si le processus de Poisson a une intensité
non homogéne A : RY +— R, alors on a similairement A?)(s,#) = A(s)A(t) pour tout
(s,t) € RY x R%

Une statistique du second ordre souvent utilisée en pratique est la fonction de corré-

lation par paire définie pour s,t € R? par

A2 (s, 1)

O (1.3.7)

go(s,t) =

qui vaut 1 lorsque ® est Poissonnien. Cette fonction permet de mesurer si le processus
dévie du cas Poissonnien : gg(s,t) > 1 indique que des couples de points ont plus de
chance de se produire autour de s et ¢ qu’un processus de Poisson (qui, rappelons le, est

caractérisé par sa propriété d’indépendance), tandis que go(s,t) < 1 indique le contraire.
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Propriété 1.3.6. Soit ® un processus ponctuel avec une fonction d’intensité \ et une
densité de produit du second ordre \®. Le processus ® aminci indépendamment par la

fonction p a une fonction d’intensité et une densité de produit du second ordre données
par X(s) = p(s)A(s) et A (s,t) = p(s)p(t)A@ (s, 1) pour tout (s,t) € R? x R%.

Une conséquence directe de cette propriété est que la fonction ¢ est invariante par
amincissement. Une autre statistique du second ordre trés utilisée en pratique est la

mesure suivante.

Définition 1.3.7. Soit ® un processus ponctuel sur S C R? qui posséde une fonction

dintensité X telle que la mesure définie pour tout B € S par

1 |: i 1[1’Z‘EA,ZL']‘—CL‘¢EB]
W A
ne dépend pas du choiz de A € S. On dit alors que ® a une intensité du second ordre

pondérée stationnaire et on appelle IC le moment réduit du second ordre.

Dans le cas stationnaire, ® a une intensité du second ordre pondérée stationnaire et
MC(B) s’interpréte comme espérance du nombre de points dans B conditionnellement

a ce que @ ait un point en 0.

Propriété 1.3.8. Soit ® un processus ponctuel tel que sa fonction de corrélation par
paire g est invariante par translation. Alors, ® a une intensité du second ordre repondérée
stationnaire et IC(B) = [, ga(s)ds ou g est, par un petit abus de notation, la fonction de

corrélation par paire go(s —t) = go(s,t).

Si ® est stationnaire et que gg existe, il est clair que gg est invariante par translation.
La réciproque n’est pas vraie, la classe des processus ponctuels telle que gg est invariante
par translation est plus large que celle des processus ponctuels stationnaires telle que gg
existe. De méme que pour la fonction g4, la mesure K est invariante par amincissement.

En pratique, on préfére s’appuyer sur la fonction K suivante.

Définition 1.3.9. Soit ® un processus ponctuel sur RY. On définit la fonction K : Ry

1 7 1z €A, ||z —a;||<r] N d
Ry par K(r) = K(B(0,7)) = e ( Z) ey | ot ACRY
zi,x;)EP

Bien que définie en tout généralité, en pratique lors de I’étude de la fonction K il est
souvent fait I’hypothése de stationnarité [BRT15]. Dans ce cas stationnaire, on interpréte
AK (r) comme le nombre moyen de points de X dans une boule de rayon r centré a un

point de X, sans compter ce point. Mathématiquement on a :

1
K(r)= X]E[nombre de r — voisin de x | © € D] (1.3.8)
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ol les r-voisins sont les voisins a distance plus petite que r. Par stationnarité, cette égalité
ne dépend pas du choix de x. La Propriété 1.3.8 nous donne le lien entre la fonction K
et la fonction gg :
K(r)= / go(s)ds (1.3.9)
B(0,r)
Et lorsque le processus est isotrope, la formule se réduit par changement de variable en

coordonnées polaires par
,

K(r) = ad/nd_lg(n)dn (1.3.10)
0
ol 04 désigne la superficie de la boule unité de dimension d.
Empiriquement, cette fonction est vue comme une fonction de répartition des distances
entre les couples de points du processus. Si @ est un processus de Poisson, alors la condi-
tion d’avoir un point x € ® n’influe pas sur le nombre attendu de r-voisins qui est de
Awgr?, avec wy le volume de la boule unité. Il parait alors logique de comparer la fonction

K d’un processus ® avec r%wy. C'est le role de la fonction L.

Définition 1.3.10. Soit ® un processus ponctuel sur R?. On définit la fonction L : R,

L(r) = <K(T)>l/d. (1.3.11)

Wd

R, par

La fonction L devient alors I'identité pour un processus de Poisson. Lorsque I'on dévie
de l'identité, on retrouve deux catégories de processus : L(r) > r indique un processus
en cluster tandis que L(r) < r indique une régularité. Attention toutefois a ne pas ti-
rer de conclusions hatives, 'absence de corrélation n’est pas synonyme d’indépendance :
L(r) = r n’implique pas que le processus est de Poisson [BS84]. Nous verrons plus loin
comment estimer ces statistiques et, par exemple, utiliser ces statistiques pour inférer sur

les parameétres de certains modéles.

Les statistiques d’ordre supérieur sont définies de la méme maniére que celles d’ordre 2.
On notera ;™ les moments d’ordre n et o™ les moments factoriels d’ordre n. Lorsqu’elles
existent, les densités de produit d’ordre n seront notées A™. Leur utilisation en pratique
est cependant moindre que les statistiques d’ordre 1 et 2. Dans de ce manuscrit, nous

n’aurons besoin que des formules de Campbell :

£
E[ Z f(xl,...,a:n)]: Snf(sl,...,sn))\(”)(sl,...,sn)dsl...dsn (1.3.12)

qui se réduisent dans le cas Poissonnien puisque par la propriété d’indépendance du

processus de Poisson on a A™(sy,...,s,) = A(s1) ... A(s,) pour tout sq,...,s, € R
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1.3.2 Fonction de distance

La corrélation n’est qu’'un aspect de la dépendance et quand il s’agit de processus
ponctuels, d’autres statistiques spécifiques peuvent étre étudiées et notamment celles
basées sur les distances entre points. Nous proposons ici une petit revue des deux statis-
tiques les plus utiles. Ce sont des outils complémentaires a la corrélation et une analyse
compléte d’un jeu de données devrait étudier a la fois la corrélation et les distances entre
points. Leur estimation et leur utilisation pratiques se feront dans la derniére partie de

ce chapitre.

Définition 1.3.11. Soit ® un processus ponctuel stationnaire défini sur S. La fonction

de contact F' est définie sur R, par
F(r)=P(®nN B(0,r) # (). (1.3.13)
La fonction du plus proche voisin G est définie sur Ry par

Glr) = ﬁE S 1@\ ) Bls,r) £ 0| | (1.3.14)

avec A n’importe quel sous-ensemble de S.

En d’autres termes, F' est la probabilité de rencontrer un point du processus a une
distance plus petite que r de l'origine (ou par stationnarité de n’importe quel point fixé
de 9), tandis que G est la probabilité de rencontrer un point du processus a une distance
plus petite que r d’un point fixé du processus ®. Alternativement, on peut définir la
fonction G par

G(r)=P(®\s)NB(s,r) #0 | s € D). (1.3.15)

Lorsque ® est un processus de Poisson homogéne, le nombre de points dans B(0, ) suit

une loi de Poisson de paramétre Awqr? et on a alors
F(r) =1 — exp(—Awqr?) (1.3.16)

De plus, I'information que ® a un point en s n’a aucune influence sur le reste du processus
et par suite on a
G(r) = F(r) = 1 — exp(—Awqr?)
Il arrive également d’utiliser d’autres fonctions construites a partir de F' et G, comme
la fonction J introduite par [VLB96| et définie sur R, par J(r) = tgg:;

on remarque que J(r) = 1 pour un processus de Poisson. La réciproque n’est cependant

. Immédiatement,

pas vraie : J = 1 n’implique pas que le processus est de Poisson [BV97]. La connaissance
de ces fonctions de distance permet en particulier de tester si un processus est complé-

tement aléatoire par la comparaison entre la forme théorique Poissonnienne et la courbe
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empirique de données ponctuelles observées.

En dehors du cadre Poissonnien, il est difficile de calculer explicitement ces fonctions de
distance. Néanmoins, pour une observation de données ponctuelles, nous pouvons les es-
timer et en donner 'interprétation suivante : pour des petites valeurs de r, F'(r) < G(r)
indique un cluster tandis que F(r) > G(r) indique une régularité. L’utilisation de la
fonction J est intéressante dans cette interprétation car il suffit de la comparer avec la

fonction constante égale a 1.

1.4 Vers d’autres modéles

Il arrive que la différence de densité de points ne vienne pas seulement de I’hétérogé-
néité du processus. C’est le cas lorsque les points sont corrélés entre eux. La corrélation
entre les points peut étre négative, on parle alors de processus répulsif, les principaux
étant les processus déterminantaux et la plupart des processus de Gibbs. Les points de ce
type de processus ne peuvent pas étre trop proches et sont caractérisés par une forme de
régularité et de répulsion. Pour les lecteurs intéressés par les processus déterminantaux,
vous pouvez consulter [HIKP09], [LMR15] et [BLMV17]. Pour les processus de Gibbs, on
pourra se référer a [MWO04] et [BRT15]. Les points peuvent avoir plus souvent tendance
a s’attirer qu’a se repousser, la corrélation est alors positive et on parle de processus
agrégé. Il y a une ambiguité entre cluster et hétérogénéité, les deux ont une densité de
points qui varie spatialement, mais pour des raisons différentes : intensité constante avec
dépendance aléatoire entre les points pour les processus en cluster, contre une varia-
tion spatiale de l'intensité pour les processus hétérogénes (sans forcément de dépendance
entre les points, comme les processus de Poisson hétérogénes). Les exemples classiques
de données de points en cluster sont la localisation des cas de cancer chez les hommes, la
position des arbres dans une forét, celle des galaxies dans 'univers, etc. Des modéles qui

permettent de modéliser ce genre de données sont présentés dans la suite.

1.4.1 Processus en cluster

Un processus en cluster est construit en deux étapes. Dans un premier temps, nous
considérons un processus ponctuel Y que nous appelons les points parents. Ensuite,
chaque parent p € Y donne naissance a des enfants X, répartis autour des parents.
Le processus ® formé uniquement de 'union des processus enfants est appelé processus
de cluster. Les processus les plus utilisés sont ceux de Neyman Scott, connus pour leur
facilité de construction et leur calcul pratique, dont les hypothéses lors des différentes

étapes sont les suivantes :
— les points parents sont issus d’un processus de Poisson homogéne de paramétre A,

— les processus enfants sont identiquement distribués et indépendants,
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— les points enfants issus d’'un méme parent sont répartis indépendamment selon une

densité k : R — R, centrée au point parent.

Les choix possibles qu’il reste concernent Nx le nombre de points enfants par parent et
I'intensité k avec laquelle ces points sont répartis. Dans les deux exemples suivants, nous
considérerons des processus otl le nombre Nx de points enfants par parent est Poissonnien
de parametre i, et par suite les processus enfants sont des processus de Poisson d’intensité

uk : R — R, centrée aux points parents.

Processus de Matern cluster

Dans le processus de Matern cluster, les enfants sont répartis uniformément autour
des parents dans un disque de rayon r i.e. pour tout x € R? on choisit k(z) = %
avec wy le volume de la boule unité de dimension d. La simulation sur W du processus
nécessite la simulation des parents sur une fenétre plus large que la fenétre de simulation
finale W. En effet, des parents situés a l'extérieur de W peuvent donner naissance a des
points enfants a 'intérieur de W. Pour simuler de facon exacte le processus de Matern
cluster, il suffit de simuler les parents sur la fenétre Wg, = W & B(0,r) = {r =a+0b €

R a €W, be B(0,r)}.

Algorithme 3 Simulation d’un processus de Matern cluster
z <+ {0}
N « Poisson(Avg(We,))
fori=1,...,N do
y; < Uniform(Wg,)
N; < Poisson(u)
for j=1,...,N; do
z) < Uniform(B(y;,7))
if 7 € W then
r=xU xz
end if

end for

end for

Il en va de méme pour tout processus en cluster avec une fonction d’intensité du
processus enfant & support compact. La Figure 1.4.4 représente 2 simulations du processus
de Matern cluster. Des parents a l'extérieur de W donnent naissance a des enfants a
I'intérieur (trait bleu d’un cercle rouge a l'extérieur vers un point noir a l'intérieur), et
des parents a l'intérieur donnent naissance a des enfants a l'extérieur (trait jaune d’un
cercle rouge a l'intérieur vers un point vert a lextérieur). Nous verrons que ce modéle
fait partie de la classe des processus de Cox shot noise, ainsi une étude statistique de ce

modéle sera faite & ce moment la.
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Simulations du processus de Matern
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FIGURE 1.4.4 — Simulations du processus de Matern cluster sur W = [0,512]2. Le nombre
de points moyen dans W est de 250 sur les deux simulations. A gauche, 'intensité des

et le nombre moyen d’enfants est petit (u = 3).

10
2502

d’enfants est plus grand (u = ) Le rayon de la densité du processus enfants est r = 50

points parents est assez grande (A = 5122)

A droite, 'intensité des pomts parents est plus petite (A = ) et le nombre moyen

pour les deux simulations. Seuls les points enfants (en noir) sont finalement observés.

Processus de Thomas

Dans le processus de Thomas, les enfants sont répartis autour des parents selon une

densité gaussienne centrée de variance o2,

i.e. pour tout x € R? on choisit k(z) =

m exp(— ) Cette fonction n’étant pas a support compact, la simulation des
points parents sur une plus grande fenétre que W ne suffit pas a la simulation exacte du
processus. En effet, il existe une probabilité non nulle qu’un point parent trés loin de la
fenétre de simulation W puisse donner naissance a un enfant dans W. Remarquons que
cette probabilité augmente avec la variance o2. Une simulation approchée avec une erreur
faible est possible en simulant les points parents sur une fenétre assez large. Par exemple,
on sait que plus de 99% de la densité d'une Gaussienne centrée se trouve entre —30 et +30.
Ainsi en simulant les points parents sur une fenétre Wys, = {s € R? | d(s,0W) < 30}
il y a une faible probabilité qu’un point en dehors de cette fenétre donne naissance a un
point dans W.

La Figure 1.4.5 représente 2 simulations approchées du processus de Thomas. La
marge de 30 dans I’élargissement de la fenétre de simulation des parents a ’air suffisante :
peu de parents proches de la bordure de Wg3, donnent naissance a un enfant dans W. Il
est également possible de simuler exactement le processus. En effet, le nombre de parents

sur R? qui donne réellement naissance & un enfant sur W est fini et provient d’un processus
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Algorithme 4 Simulation approchée d’un processus de Thomas
z <« {0}
N <« Poisson(Avg(Wgss))
fori=1,...,N do
y; < Uniform(Wg,)

N; « Poisson(u)
for j=1,...,N; do
2} < Gauss(y;, 0?)
if 7 € W then
r=xU x{
end if
end for

end for

de Poisson d’intensité que 1'on peut expliciter [Mol03]. Nous verrons également que ce
modele fait partie de la classe des processus de Cox shot noise, ainsi, comme pour les
processus de Matern cluster, une étude statistique de ce modéle sera faite a la section
1.4.2.

1.4.2 Processus de Cox

La plus grande classe de processus agrégés est siirement celle des processus de Cox.
Un processus de Cox (ou processus doublement aléatoire) ® est un processus de Poisson

d’intensité aléatoire. La construction de ces processus se fait alors en deux temps :
1. réalisation d’un champ aléatoire X sur R¢ & valeurs positives,
2. réalisation d’un processus de Poisson d’intensité X.

Les champs aléatoires seront étudiés dans le chapitre suivant. Un champ aléatoire X sur
R? peut aussi étre appelé fonction aléatoire sur R?, c’est & dire que pour tout z € RY,
X (x) est une variable aléatoire. Souvent dans les applications, le champ aléatoire n’est pas
observé et seuls les points sont observés. Similairement aux conditions pour un processus
de Poisson, il faut que le champ aléatoire soit positif et localement intégrable pour que
le processus de Cox soit bien défini. La structure et les propriétés d'un processus de
Cox proviennent essentiellement de la structure du champ sous jacent. Par exemple, la
stationnarité du champ est équivalente a la stationnarité du processus, et il en va de
méme pour l'isotropie. La fonction d’intensité est donnée par A(s) = E[X(s)] et plus

généralement la densité de produit d’ordre n est
A (51, 8,) = E[X (s1) ... X (s0)] (1.4.1)

En particulier, cela implique que la fonction de corrélation par paire est
E[X(s)X ()]
E[X (s)[E[X(2)]

ga(s,t) = (1.4.2)
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Simulations du processus de Thomas
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FIGURE 1.4.5 — Simulations du processus de Thomas sur W = [0, 512]?. Le nombre de

points moyen dans W est de 250 sur les deux simulations. A gauche, 'intensité des points

parents est assez grande (A = 23;) et le nombre moyen d’enfants est petit (u = 3).
A droite, l'intensité des points parents est plus petite (A = %) et le nombre moyen

d’enfants est plus grand (u = 2—15) L’écart type de la densité du processus enfant est

o = 50 pour les deux simulations. Seuls les points enfants (en noir) sont finalement

observés.
La caractérisation de ces processus est possible par la probabilité du vide
o(B)=E {exp(— / X(s)ds)} ,
B
ainsi que par sa caractéristique fonctionnelle
Go(u) =E [exp(— /S(l — u(s))X(s)ds)} :

La simulation d’un processus de Cox se fait en deux étapes. Tout repose sur la simu-

lation du champ aléatoire.

1. simuler un champ aléatoire X sur W,

2. simuler un processus de Poisson non homogéne comme 1’algorithme 2 d’in-
tensité X sur W.

Processus de Cox élémentaire

Un premier exemple élémentaire est celui ou le champ X (z) = A(z) est déterministe,
le processus de Cox est alors simplement un processus de Poisson d’intensité \. Ainsi les

processus de Cox forment une classe plus large que les processus de Poisson. Un deuxiéme
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FIGURE 1.4.6 — Quatre simulations du processus de Cox mixé sur W = [0, 1]2. La variable
M du processus de Cox mixé suit une loi exponentielle de parameétre p = 5—10 de sorte que

le nombre de points moyen sur chaque simulation est de 50.

exemple élémentaire est lorsque le champ aléatoire X (z) = M est constant égal & M une
variable aléatoire, le processus est alors appelé de Cox mixé. Ce modéle permet un large
choix de variables comme intensité mais n’est pas ergodique dans le sens o, avec une
seule réalisation, on ne peut pas le distinguer d’un processus de Poisson homogéne. Si l'on
observe plusieurs fois une méme expérience, alors ce modeéle devient utile et on pourra le
différencier du processus de Poisson. La Figure 1.4.6 représente 4 simulations ot 'intensité
du processus de Poisson suit une loi exponentielle. On observe une grande disparité sur
le nombre de points, au sens ou la variance du nombre de points semble plus grande que
pour un processus de Poisson. Cette observation n’est pas réduite au cas exponentielle.
Soit B C R2, alors on a

Var(N(B)) = o (B x B) + A(B) — A(B)?
= E[M’]|B* + E[M]|B| - E[M]*|BJ?
= E[M]|B| + Var(M)|BJ?

ce qui signifie que Var(N(B)) > E[M]|B]| et donc que le nombre de points est plus
dispersé que dans le cas Poissonnien. En reprenant ’exemple du processus de Cox mixé
avec M ~ E(z5) et observé sur W = [0, 1] on obtient que Var(N(W)) = 50450 = 2550,
tandis qu'un processus de Poisson avec la méme moyenne aurait une variance de 50

seulement.

Processus de Cox log-gaussien

Un champ aléatoire gaussien est un champ aléatoire tel que toutes les combinaisons
linéaires des variables du champ sont des variables aléatoires gaussiennes. Ils seront étu-
diés dans le Chapitre 2. Le champ prenant des valeurs négatives, il n’est pas possible de
définir un processus de Cox d’intensité un champ gaussien. C’est pourquoi on considére
un processus de Cox log-gaussien qui est un processus de Cox d’intensité I’exponentielle
d’un champ gaussien. Mathématiquement, si Y est un champ gaussien, on considére le
champ X (z) = exp(Y (z)) comme intensité aléatoire. Les paramétres sur lesquels on peut

jouer sont les suivants :
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FIGURE 1.4.7 — Simulation du processus de Cox log-gaussien.

— la fonction moyenne du champ my (z) = E[Y (z)] avec x € R,
— la fonction de covariance du champ Ky (z,y) = Cov[Y (z),Y (y)] avec z,y € R

La propriété de stationnarité est souvent requise, facilitant grandement 1’étude statis-
tique d'un jeu de données. Dans ce cas, il est nécessaire que la fonction moyenne my
soit constante et que la fonction de covariance Ky ne dépende que de la différence des
deux points, i.e. Ky(z,y) = Ky(z — ). Parfois il est possible de supposer également
de Disotropie, on a alors Ky (x,y) = Ky(||x — y||). Réciproquement, si la fonction de
covariance ne dépend que de la distance des points, alors le champ est isotrope, et par
suite le processus de Cox l'est aussi. Des fonctions de covariance isotropes trés utilisées
en pratique sont par exemple la covariance exponentielle K (r) = ve™= et la covariance
gaussienne K (r) = ve_é, ol v et s sont deux parameétres représentant respectivement un
facteur d’échelle et un coefficient de lissage. Plus précisément, v détermine les variations
des valeurs de la fonction par rapport a sa moyenne, une petite valeur de v impliquant
une fonction de covariance proche de sa moyenne. De son coté, o décrit la régularité
de la fonction, une petite valeur signifiant que les valeurs de la fonction évoluent treés
vite. La Figure 1.4.7 représente deux simulations du processus de Cox log-gaussien sur
W = [0,500]%. Les champs gaussiens ont une structure de covariance exponentielle (&
droite) et gaussienne (& gauche) avec v = 0.5 et ¢ = 100 dans les deux cas. La moyenne

du champ est m = —7 afin d’avoir un nombre de points pas trop important.
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Propriété 1.4.1. Soit & un processus de Coz log-gaussien et Y son champ gaussien

associé. Alors la densité de produit d’ordre n est donnée par

ANV (sy, . s,) = exp(M(sy, ..., 8n) + K(s1,...,50)/2)

M(s1,...,8,) = im(si)
=1 (1.4.3)
K(s1,...,8,) = ZKY(SiaSi)+2 >, Ky(sis))

i=1 1<i<j<n

Démonstration. Voir [MSW98|. Comme ® est un processus de Cox, alors par (1.4.1) on

a

AV (sy, . . s,) =F HX(S’L)‘|

=E :leexp(Y(sl))}
o ()]

n
On reconnait alors la transformée de Laplace de la variable aléatoire > Y'(s;) évaluée en
i=1

n

1. Or par définition du champ gaussien, Y Y(s;) est une variable aléatoire gaussienne de
i=1

moyenne M (sy,...,s,) et de variance K(sq,...,$,). On sait par ailleurs que la transfor-

mée de Laplace de N (M (sy,...,8,), K(s1,...,5,)) est donnée par

tQK(sl,...,sn))

c(t) = exp(tM(s1,...,5,) + 5

et ainsi la densité de produit d’ordre n est
A (51,0, 8,) = exp(M(sy, ..., 80) + K(s1,...,50)/2).
m

Corollaire 1.4.2. Soit ® un processus de Cox log-gaussien et Y son champ gaussien
associé. Supposons que Y est stationnaire. Alors la densité de produit d’ordre n est donnée

par

N o) =X T gl = 2))

1<i<j<n

avec go(T1,%2) = go(r1 — T2) = exp(f(y(a:l — x9))
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Démonstration. Voir [MSWO98|. Par la propriété (1.4.1) appliquée au cas ou Y est sta-

tionnaire, c¢’est a dire o

{ my (25) = my (1.4.4)
KY(Iz‘, $j) = KY(Iz‘ - $j)

on a X" (sy,...,s,) = exp(nmy + Ky(0)n/2+ 3 Ky(si —s,)]).

1<i<j<n

Ainsi on a }
A= /\(1)(3) = exp(my + Ky (0)/2) (1.45)
)\(2)(31, S9) = exp(2my + Ky (0) + Ky (s1 — $2))) o
et donc ge(s1,52) = go(s1 — $2) = exp(f(y(sl — S9)).
Finalement on a bien
A (51, s,) = A" H G(si — ;).
1<i<j<n
Il

Sans surprise, la fonction de corrélation par paire du processus de Cox log-gaussien
s’exprime directement a partir de la fonction de covariance du champ gaussien. La com-
paraison de la fonction de corrélation par paire avec celle d’un processus de Poisson
nous permet de faire une premiére interprétation de la dépendance entre les points. Si
la fonction de covariance Ky est positive, alors la fonction de corrélation par paire g
est supérieure a 1. Les points du processus de Cox auront ainsi tendance a s’attirer et
on caractérisera de cluster ce processus. Dans le cas inverse, si la fonction de covariance
Ky est négative, la fonction de corrélation par paire g est inférieure & 1 comme pour les
processus répulsifs. En pratique, souvent, on considére des fonctions de covariance Ky

positives résultant en des processus de Cox en cluster.

Processus de Cox shot noise

Un champ aléatoire shot noise est défini pour tout z € R? par

X(x) = Z mig(z — x;), (1.4.6)

(zi,mi)Edx

ol ¢ : RY = R est une fonction déterministe appelée noyau, et ¢x est un processus de
Poisson marqué sur R? x R, de mesure d’intensité A\xdzF(dm) i.e. les x; sont les points
d’un processus de Poisson homogéne d’intensité A\x dans R? et les m; sont les marques
positives de loi F' que l'on suppose a valeurs dans R, indépendant du processus de
Poisson. Ce modéle de champs aléatoires est au coeur de cette thése et sera détaillé par
la suite. Pour I'instant, retenons simplement que c’est un champ positif dés que le noyau
est positif et lorsqu’on prend un noyau intégrable avec une marque intégrable, le champ

est localement intégrable. Dans toute la suite, nous ferons toujours ces hypothéses.
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Définition 1.4.3. Un processus de Cox shot noise ® est un processus de Cox d’intensité

un champ aléatoire shot noise défini par (1.1.6).

Ce modele a été principalement étudié par Moller dans [Mol03]. On a supposé ici que
la mesure d’intensité du processus de Poisson ®x était de la forme AydxF'(dm). Cela
revient a supposer la stationnarité spatiale du processus. Les processus de Cox shot noise
pourraient étre définis plus largement, sans stationnarité, mais cela engendre des com-
plications de calculs que nous préférons éviter ici. Le champ aléatoire X ainsi défini est
stationnaire et par suite le processus de Cox ® l'est aussi. Si I’'on suppose que le noyau
g est isotrope, le champ aléatoire X devient isotrope et le processus de Cox aussi. Sans
aucune restriction, nous ferons toujours ’hypothése que le noyau g est de masse totale 1,
quitte & multiplier la marque par une constante.

Lorsque la marque m est constante, un processus de Cox shot noise avec une fonction
déterministe g est équivalent a un processus de Neyman Scott avec un nombre d’enfants
Poissonnien et d’intensité du processus des enfants x — mg(z). C’est pourquoi en repre-

<R

nant g(x) = % le processus de Cox est équivalent au processus de Matern cluster,

2
et en reprenant g(z) = W exp(— H;;II2

ce sens que les processus de Cox shot noise viennent généraliser les processus de Neyman-

) on retrouve le processus de Thomas. C’est en

Scott, avec un nombre d’enfants Poissonnien mais de parameétre aléatoire. Cependant,
la classe des processus de Cox shot noise n’est pas plus large que celle des processus
de Neyman-Scott car, rappelons-le, dans sa définition générale le nombre d’enfants par

parent d’un processus de Neyman-Scott n’est pas obligatoirement de Poisson.

Propriété 1.4.4. Soit ® un processus de Cox shot noise stationnaire avec X défini par

1.4.6 avec ||g||s =1 et M ~ F. Alors sa constante d’intensité est

Ao = AxE[M] (1.4.7)
De plus, si pour tout s,t € R?, L(s,t) = [ g(s — x)g(t — x)dz < oo, alors la fonction de
Rd
corrélation par paire de ¢ est
E[M2]12<87t>
_ D _ el — 1.4,
gcp(S, t) + )\X]E[M]Q g¢(5 t) ( 8)

Démonstration. Par la formule de Campbell (1.3.3) on a

M) =B 3 mots—a)]

(z,m)edx

://mg(s—x))\xF(dm)dx

= A E[M]
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Par la formule de Campbell (1.3.6) on a

A (s, 1) = E[X(s) X (t)]

B[ Y mgls—n) Y ng(t—yﬂ

- (x,m)G(IDX (y,n)e‘:bx
-4
=E Z mg(s — x)ng(t — )1 —l—E[ Z m?g(s — x)g(t — x)
)s(y,n)EPx (z,m)ePx
////mg s — z)ng(t — y)A3 F(dm)dzF(dn)dy
Rd Ry R R4
+ //ng(s —x)g(t — z)A\x F(dm)dz

Rd Ry

= )\cp(S))\cp(t) + )\XE[M2]IQ(S,t)

On en déduit ainsi que la fonction de corrélation par paire est

E[M?|15(s,t)

go(s,t) =1+ AxE[M]?

]

Le choix des notations est de suivre les notations classiques. C’est pourquoi, dans le
cas d’un processus de Cox shot noise, il est nécessaire de noter g¢ la fonction de corrélation
par paire du processus de Cox ®. Faisons attention a ne pas la confondre avec le noyau
du champ shot noise g.

Puisque la fonction g est positive, la fonction de corrélation par paire ge est supérieure a
1, valeur de référence du processus de Poisson. En ce sens, le processus de Cox shot noise
est un modele ol les points sont en cluster.

Souvent en pratique, la condition I5(s,t) < oo ne pose pas de probléme. Il suffit, par
exemple, de supposer que le noyau ¢ soit borné en plus d’étre intégrable. Nous présentons
deux modéles intéressants par leurs possibilités de calculs, que I'on a déja apercues dans
la classe des processus en cluster, sauf qu’ici nous ne supposerons pas forcément que la

marque soit constante.

Exemple 1.4.5. Soit ® un processus de Cox shot noise sur R? de noyau

o) — Misll < B)
T R?

avec R > 0. En choisissant comme densité cette loi uniforme sur la boule de rayon

R, et en prenant une marque constante, le modeéle de Cox est équivalent au modeéle de

Matern cluster. Le modeéle ® est une extension du processus de Matern cluster puisqu’ici

la marque peut étre aléatoire. Le calcul de I5(s,t) revient a un calcul géométrique de laire



Vers d’autres modéles 39

de lintersection de deux cercles de rayon R dont les centres sont a distance ||t — s|| l'un

2 [t —slly _ It = sl It — s
7T2R2{arccos( R ) — R 1_4—R2 (1.4.9)

Le noyau étant isotrope, la fonction de corrélation par paire l'est aussi (comme on [’0b-
serve dans (1.4.9)) et par (1.1.8) on obtient

de Uautre. Ainsi on a

IQ(S, t) =

R [M?]
A E[M]2r2 R2

ga(r) =1+ {arccos (=) = —1/1— T—Q] (1.4.10)

o7 " ar\l T am

pour r < 2R et g(r) = 1 pour r > 1. Par (1.3.10) et des techniques d’intégration trigo-
NOMELTiques on a

K(r) :WT2+%{2 %[(% — 4) cos 1(%%) — 2sin 1(%%)
2r r2 . 3r r2
0 T = - ) (L4.11)

pour v < 2R et K(r) = 7r? pourr > 1.

La représentation parents-enfants dans la Figure 1./.5 permet de visualiser le lien entre
les processus en cluster et les processus de Cox shot noise. La seule différence réside dans
le choiz de la marque. La marque exponentielle accentue la variance dans le nombre de
points d’un cluster. On observe des parents qui ne donnent naissance a aucun enfant d’un

coté et des parents qui ont beaucoup d’enfants de l’autre.

Exemple 1.4.6. Soit ® un processus de Cox shot noise sur R? de noyau

9(2) = —— exp Ly
2mo? 202

avec o > 0. Si on choisit cette densité gaussienne de variance o2, et en supposant de plus
que la marque est constante, le modéle de Cox est équivalent au modéle de Thomas. Ici
la marque n’est plus obligatoirement constante, elle est aléatoire de loi F', et en ce sens
O est une extension du processus de Thomas. Le calcul de I5(s,t) revient a calculer la

2

densité de la loi de la somme de deuz gaussiennes de variance o centrées en s ett. Ainsi

on a

1 s —t||?
Iy(s,t) = 4—26Xp(—u

— Yo ) (1.4.12)

La aussi la fonction de corrélation est isotrope (puisque le noyau g l'est), ainsi par
(1.4.8) on obtient

E[M?] 1 r?
=1 - — 1.4.1
ga(r) + AxE[M]? 4702 exp ( 402) ( 3)
Par (1.3.10) on a ensuite
E[M?] r?
K(r)=mr*+ —=——(1 — exp(—— 1.4.14
(r) =mr*+ AXE[MP( exp( 402) ( )
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FIGURE 1.4.8 - Simulations sur W = [0, 500} du processus de Cox shot noise de noyau la

50
5002

champ shot noise sur W. Ce sont les mémes points sources sur les deux figures. A gauche,

boule de rayon 50. L’intensité \ = correspond a une moyenne de 50 points sources du
la marque est constante égale a 20, tandis qu’a droite la marque est de loi exponentielle
de moyenne 20. Ainsi, le nombre de points moyen du processus de Cox dans W est de

1000 sur les deux simulations. Seuls les points enfants (en noir) sont finalement observés.

D’autres exemples de noyaux ont été considérés dans [JGW 13| comme le processus en

cluster de Cauchy et celui de variance-gamma.

Propriété 1.4.7. Soit ® un processus de Cox shot noise stationnaire. Sa fonctionnelle

génératrice est donnée par

G¢(u):E[— 1T exp(//(l—u(s))mg(s—x}F(dm)ds)

(Z‘,m)ECDX R2 R+

pour toute fonction u: S — [0, 1] telle que {s € S| u(s) < 1} soit borné.

1.5 Estimation et inférence

1.5.1 Estimation des statistiques

L’étude des données sous forme de points repose en partie sur la bonne estimation
des statistiques étudiées a la section 1.3. Cette analyse exploratoire permet ensuite de
tester I'’homogénéité dans la répartition des points, leur dépendance entre eux, ou encore
d’inférer sur les paramétres d’un modeéle. Cette section fait un état de l'art sur les diffé-
rents estimateurs non paramétriques de ces statistiques. Des études de cas ou I'on estime
ces statistiques se trouvent dans [Digl3]. Dans toute la suite, on supposera observer une
seule fois un processus sur une fenétre bornée W C R%. Comme souvent lorsqu’on étudie

des processus spatiaux, ’observation sur une fenétre bornée W n’implique en aucun cas
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FIGURE 1.4.9 — Simulations sur W = [0, 500]> du processus de Cox shot noise de noyau

la gaussienne de variance 502. En haut, les champs aléatoires shot noise sont d’intensité

A= 5002’
Ce sont les mémes points sources sur les deux champs. A gauche, la marque est constante

correspondant & une moyenne de 50 points sources du champ shot noise sur W.

égale a 20, tandis qu’a droite la marque est de loi exponentielle de moyenne 20. En bas,
un processus de Cox associé a son champ aléatoire. Ainsi, le nombre de points moyen du

processus de Cox dans W est de 1000 sur les deux simulations.

que le processus n’est défini que sur W. Bien au contraire, il est souvent implicite que le
modéle étudié soit défini sur R? et que W ne soit qu'une petite région ot I'on observe les
points. Les statistiques définies a la section 1.3 en sont en partie impactées. Par exemple,
toutes les statistiques de distance entre points ne peuvent que rarement étre estimées sans
prendre une correction liée aux effets de bords. En effet, il est possible que le plus proche
voisin d’un point a la frontiére de W soit a l'extérieur de W. Cette notion importante
de frontiére dépend des statistiques que 1’on considére. Par exemple pour les fonctions
r— F(r) et r — G(r), la correction n’est pas la méme selon la valeur de r (voir Figure
1.5.10).

Estimation de l'intensité : Tout comme la moyenne pour un échantillon de va-

riables aléatoires réelles, l'intensité est la premiére statistique que 1’on souhaite estimer.

Si I'on suppose que l'intensité est constante, alors on estime naturellement I'intensité par
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lllustration d'un probléme de bord
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FIGURE 1.5.10 — Illustration d’un probléme de bord. Des points en dehors de la fenétre

d’observation W = [0,10]? doivent étre pris en compte lors de Pestimation de F(2) et
G(2).
S No(W)
A=) (1.5.1)
W

Cet estimateur est non biaisé. Dans le cas d’un processus de Poisson on peut faire des
calculs un peu plus fins. Tout d’abord la variance de X est donnée par ﬁ C’est aussi
un estimateur consistant (au sens ot 'on agrandit & 'infini la fenétre d’observation) et
asymptotiquement normal. Dans les autres cas, une étude asymptotique de h) peut étre
possible et on se référera a [HP10] pour plus de détails sur le sujet.

Maintenant, supposons que les points ne sont pas répartis partout selon la méme intensité.
Il n’est alors plus question d’estimer un nombre réel mais une fonction X : R? — R. Un
modeéle dépendant souvent de plusieurs paramétres peut étre suggéré dans certain cas. La
forme de la fonction d’intensité est alors connue et son estimation se transforme en une
estimation paramétrique. Chaque modéle ayant sa propre forme d’intensité, nous ne nous
attarderons pas sur ce type d’estimation. A titre d’exemple [Waa(7| estime l'intensité
d’un processus de Neymann-Scott et procéde a une étude sur la position des arbres
dans une forét tropicale. Si 'on a aucun a priori sur la forme de la fonction d’intensité,
il est nécessaire d’utiliser un estimateur non paramétrique. Une revue des propriétés
d’estimateur par tessellation et par noyau peut étre trouvée dans [vanl2|. L’estimateur &
noyau est une facon d’estimer l'intensité en lissant les points. L’idée est de transformer

les points (vue comme des masses de Dirac) en fonction d’intensité par un lissage autour
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FIGURE 1.5.11 — Estimation de l'intensité sur les données présentées a la Figure 1.0.1.
La deuxiéme ligne correspond a l’estimation & noyau et la troisiéme ligne correspond a

I’estimation par quadrats.

de chaque point. Il a été introduit par Diggle [Dig85] :

> k(s — ) (1.5.2)

zedNW

k(s/b)
b2

totale égale & 1 que I'on appelle noyau. Il est difficile de ne pas voir le lien entre 1’estima-

avec ky(s) = , ol b joue le role de bande de lissage et k£ est une fonction de masse

teur a noyau et un champ aléatoire shot noise. Des exemples classiques de noyau sont le
noyau gaussien L exp( ||s]|? /2) et le noyau d’Epanechnikov H S1(]s;] < 1)(1—|s]?).
La principale difficulté de ce type d’estimation ne réside pas tellement dans les choix
de noyau mais plutot dans le choix de la bande de lissage. Pour le noyau gaussien, cela
revient au choix de la variance. Une valeur trop petite de b peut produire une estimation
trop pointue, tandis qu’une trop grande valeur de b produira une estimation trop lisse, se
rapprochant de la constante du cas stationnaire. Différentes régles existent mais aucune
ne donne une entiére satisfaction. Dans spatstat, plusieurs options permettent de déter-
miner b selon le critére qui nous importe [BRT'15].

L’estimateur défini par (1.5.2) sous-estime 'intensité et particuliérement au bord de
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W. En effet, en considérant ce type d’estimateur, la contribution provenant d’éventuels
points a l'extérieur de W n’est pas prise en compte. Pour atténuer ce probléme, il est
nécessaire d’introduire le facteur de correction de bord e(s) = [, ky(s — t)dt qui repré-
sente la perte d’intensité en s liée aux effets de bords. On considére alors les estimateurs

suivants :

~

1
N (s) = — ky(s —x 1.5.3
V6= g 2 k(s (153)
zedNW
~ ky(s — )
A (s) = - 1.5.4
zedNW
La différence se trouve uniquement dans la correction : Xg(s) est corrigé uniformément
tandis que A/ (s) est corrigé localement. L’estimateur A} est non biaisé lorsque I'intensité
est constante mais légérement biaisé dans le cas général [BRT15]. L'estimateur AL est
lui biaisé dans tous les cas, mais posséde une plus petite erreur quadratique. Il permet

également de conserver le nombre total de points observés [MWO04]

IE[ /W Xf(s)] — No(W) (1.5.5)

La deuxiéme ligne de la Figure 1.5.11 représente les estimateurs a noyau des données
présentées a la Figure 1.0.1. Le noyau utilisé est le noyau gaussien (corrigé uniformément
comme dans comme dans 1.5.3) et la bande de lissage b est choisie par une régle de
décision dépendant uniquement de la fenétre d’observation W. L’intensité de la position
des arbres est presque constante, contrairement a l'intensité de la position des galaxies
et des feux de forét, ou l'on observe une vraie différence d’intensité spatiale. D’autres
estimateurs & noyau ont été construits a partir de (1.5.2) notamment par Guan qui a
proposé un estimateur consistant sous certaines hypothéses [Gua0g|.

L’estimation de I'intensité d’un processus de Cox permet de retrouver le champ aléatoire
non observé sous-jacent. Un champ aléatoire est souvent un objet lisse. C’est en particu-
lier le cas d’un champ shot noise avec un noyau lisse. Un exemple trés utilisé, pour de
nombreuses motivations qui seront détaillées dans les prochains chapitres, est lorsque 1’on
considére un champ shot noise avec un noyau gaussien. Ce sont en particulier ces champs
qui sont utilisés dans le processus de Thomas et plus généralement dans les modéles pré-
sentés & I'Exemple 1.4.6. L’estimateur a noyau (lisse) a 'avantage d’étre un estimateur
lisse et par suite il est intéressant de I'utiliser pour estimer l'intensité d’un processus de
Cox d’une intensité lisse. Comme énoncé précédemment, I'estimateur & noyau n’est rien
d’autre qu’'un champ shot noise sur les points observés. Ainsi, lorsqu’on considére un
processus de Cox shot noise, ’estimateur a noyau est lui-méme un champ shot noise. Ne
nous faisons pas d’illusion : un shot noise sur les points enfants ne peut pas prétendre
a étre égal & un shot noise sur les points parents. C’est ce qu’on observe sur la Figure
1.5.12 ot 'on a simulé un champ shot noise, un processus de Cox a partir de ce champ

shot noise, ainsi que deux estimations de l'intensité par la méthode des noyaux. Le champ
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Champ shot noise Estimateur a noyau, 0=20
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FIGURE 1.5.12 — Estimation de l'intensité d’un processus de Cox shot noise sur W =
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[0,500). En haut a gauche, le champ aléatoire shot noise avec un noyau gaussien de

variance 202, marque exponentielle de moyenne 10 et intensité du processus ponctuel

50
5002

associé au champ du dessus. A droite, deux estimations de l'intensité par la méthode des

sous-jacent \ = En bas & gauche, une réalisation du processus de Cox shot nosie
noyaux. En haut & droite, le noyau utilisé est le noyau gaussien de variance 20%. En bas

a droite, le noyau utilisé est le noyau gaussien de variance 102

shot noise étant lisse avec un noyau gaussien de parameétre o = 20, l'intensité a été es-
timée a partir d’un noyau gaussien de paramétre o = 20 (en haut) et o = 10 (en bas).
L’estimation est dans les deux cas assez satisfaisante, bien que comme écrit plus haut,
un champ shot noise sur les points enfants ne peut pas étre exactement égal a un champ
shot noise sur les points parents.

Une autre fagon d’estimer l'intensité de fagon non paramétrique est d’utiliser la mé-
thode des quadrats. L’idée est de diviser la fenétre d’observation W en plusieurs régions
disjointes By, ..., B,,. On suppose souvent que ces régions sont de méme volume. On peut
imaginer simplement que W est un carré et qu’on le divise en plusieurs petits carrés. On
estime alors l'intensité sur chaque petit carré par (1.5.1) comme si le processus était ho-
mogéne dans ce carré. Cette hypothése peut étre loin de la vérité mais si I'intensité est

assez lisse et que les quadrats ne sont pas trop grands, alors cela revient a supposer que
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Iintensité est constante par quadrat pas trop grand, ce qui n’est pas trés loin de la vérité.
Algorithmiquement le seul choix consiste dans le nombre, et par conséquent le volume,
des quadrats. Si le nombre de quadrats est trop faible alors I’approximation de l'inten-
sité par une intensité constante par quadrats est grossiére. Au contraire, si le nombre de
quadrats est trop grand, ils isolent trop les points et par conséquent l’estimateur ne sera
pas du tout lisse et possédera beaucoup de 0. Dans tous les cas, ’estimateur d’intensité
obtenu n’est pas une fonction lisse et cela en pose les limites. La troisiéme ligne de la
Figure 1.5.11 représente I'estimation par quadrats ot on a choisi arbitrairement 15 x 15
quadrats. Le résultat n’est pas trés bon pour la position des arbres, ot le nombre de
points est un peu trop petit pour choisir une répartition en 15% quadrats. Le résultat
est assez convenable pour les deux autres exemples, le nombre de points étant beaucoup
plus important. Concernant I'estimation de l'intensité d’un processus de Cox, la Figure
1.5.13 représente la simulation d’un champ shot noise (le méme qu’a la Figure 1.5.12)
et lestimation par quadrats de U'intensité du processus de Cox (le méme qu’a la Figure
1.5.12). Sans perte de généralité, W étant carré, les quadrats sont des carrés et le seul
choix est celui du nombre de carrés formant la partition de W. On observe que, comme
dit précédemment, I'intensité n’est pas du tout lisse, et ce peu importe le choix du nombre
de quadrats. Visuellement, les estimations ressemblent moins a l'intensité du champ shot
noise qu’aux estimateurs a noyau de la Figure 1.5.12. De plus, il n’est pas facile de dési-
gner le "meilleur" estimateur parmi les 3 choix du nombre de quadrats proposés. Enfin,
il est intéressant de noter qu'une application de l'estimateur par quadrats est que 1'on
peut construire un test d’homogénéité [BRT15].

Dans un style similaire, les estimations par tessellations méritent également d’étre
citées car elles sont faciles d’utilisation. Le principe d’une tesslLlation est de diviser le
fenétre d’observation en régions disjointes, comme pour les quadrats, mais a la différence
que cette division dépend des points. La plus connue est la tesselllation de Voronoi ou
chaque point z; € ® est au centre d’une cellule représentant tous les points de W qui ont
x; comme point le plus proche (voir [Aur91] pour plus de détails a ce sujet). L’estimateur
d’intensité de Voronoi consiste ensuite en une intensité constante, 'inverse de son aire,
sur chaque cellule. Une méthode avec des résultats théoriques et numériques de qualité
a récemment été mise en ceuvre par le lissage et le rééchantillonage de cet estimateur
[MCR™*19].

Estimation des statistiques du second ordre : La comparaison d'une estimation

d’une fonction de corrélation (principalement g, K ou L) avec une formule théorique
comme celle d'un processus de Poisson permet deux choses : choisir un modéle et inférer
sur ce modele. Dans toute cette partie, nous supposerons que le processus est stationnaire.
Cette hypothése est motivée par le fait qu’une différence entre I'estimateur empirique et
la forme théorique ne provient pas forcément de la corrélation entre les points. Elle peut
étre, comme dans le cas d’un processus de Poisson non homogeéne, la cause d’une variation

spatiale de 'intensité.
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Champ shot noise Estimateur par quadrat, n=30
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FIGURE 1.5.13 — Estimation de l'intensité d’un processus de Cox shot noise sur W =

Estimateur par quadrat, n=40

[0,500)%. En haut a gauche, le méme champ aléatoire qu’a la Figure 1.5.12. Les 3 autres
figures sont des estimations de 'intensité du processus de Cox de la Figure 1.5.12 par la

méthode des quadrats avec 302, 402, et 50% quadrats.

En pratique, le carré de l'intensité A\? qui intervient dans la fonction K n’est pas connu

et on doit l'estimer par (1.5.1). L’estimateur empirique de la fonction K est alors donné

par
#
o W]
K=y 2 Ul —sll<7] (1.5.6)
Nao(W) 2yEPNW
On peut aussi estimer \? par N@(W)févaQ(W)_l) qui est non biaisé pour un processus de

Poisson [BRT'15]. Si W est une grande fenétre d’observation alors I’estimateur défini par
(1.5.6) n’est pas dérangeant. Dans le cas contraire, cette statistique est clairement sous-
estimée (voir Figure 1.5.14) par le fait qu’on ne distingue pas un point x € ® a la frontiére
de W qui ne peut avoir qu'un nombre restreint de voisins a distance plus petite que r
(une partie de la boule de centre z; est de rayon r tombe a l'extérieur de W, voir Figure
1.5.10) d’un autre point de ® plus loin de la frontiére et dont sa boule de rayon r est

entiérement dans W.

La premiére stratégie que l'on peut adopter est de ne considérer que les points
r € ® dont tous les potentiels voisins sont dans W. Autrement dit, pour r > 0,

on ne considére que les x € ® dont leur boule de rayon r est incluse dans W. C’est
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FIGURE 1.5.14 — Estimation de la fonction K d’un processus de Poisson simulé sur W =
2 ’ Ay 200

[0,500]° et d’intensité A = Z5gz.

pourquoi on introduit d(s, W), la plus petite distance entre s et la frontiére de W et

We, = {s € W | d(s,0W) > r}, Pensemble des points de W dont la distance avec la

frontiére de W est plus petite que r. L’estimateur de K devient alors

Ryoralr) = ——111 S0 afe-ull<d @57

No(W)Na(We,) T€PNWe, ye@NW,y#£z

Bien qu’individuellement non biaisés, le mélange des différents termes intervenant dans
I'estimateur (1.5.7) fait de IA(bOTd un estimateur légérement biaisé. Le principal inconvé-
nient de ce type de correction de bord est qu’on perd de I'information en ne considérant
qu'une partie des points. Pour une fenétre assez grande, cela ne pose pas de probléme
important, mais pour des données plus petites, cela peut vite poser des problémes pour
des r assez grands.

Une autre fagon de voir les problémes de bord est celui du biais de simulation. L’idée est
d’étendre la fenétre W en se disant qu'un point proche de la frontiére pourrait avoir un
r-voisin a l'extérieur de W. Prenons I’hypothése que le processus soit isotrope sur R?
alors la probabilité qu'un voisin a distance r soit tombé & I'intérieur de W est la fraction
de la longueur du cercle de centre z et de rayon r se trouvant a l'extérieur de W sur la

longueur totale du cercle, autrement dit la quantité

v (W N ob(x,r))

plar) = 22
On définit alors I'estimateur corrigé par
#
> W]
Riso(r) = [ g p—— (1.5.8)
N ()2 ZW p(, [lz = yl))

Sans surprise, cette correction de bord est de plus en plus conséquente pour des valeurs
de r de plus en plus grandes.

Une troisiéme méthode qui mérite d’étre citée est celle de la correction par translation.
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FIGURE 1.5.15 — A gauche : estimation de la fonction K sur la méme simulation que la
Figure 1.5.14. A droite : estimation de la fonction K d’une simulation sur W = [0, 500]?
du SNCP d’intensité \ = % avec une marque constante m = 20 et un noyau gaussien
de paramétre o = 5.

Soit W, = {x + vy, y € W} le translaté de W par x. Considérons un point de départ
x et un point d’arrivée y possible (au sens que les deux points soient dans ). Notons
v =1y — x le vecteur qui va de x a y. La condition que les deux points soient dans W se
réécrit comme x € WNW_,. La probabilité que le point de départ soit dans cet ensemble
est représentée par son volume, qui par exemple n’est pas difficile a calculer si W est un

rectangle. L’estimateur corrigé devient alors

+
Kirans(1) = ——— E 1 - <rl——m—- 1.5.9
trans(T) N (W)2 e ||z —y|| <] WA ”rziy| ( )

La partie gauche de la Figure 1.5.15 illustre parfaitement I'importance des corrections
de bord. Les trois corrections décrites par les équations (1.5.7), (1.5.8) et (1.5.9) sont re-
présentées et améliorent ’estimation. On remarque néanmoins que pour cette simulation,
la correction en réduisant la fenétre d’observation et donnée par 1.5.7 est moins bonne
que les deux autres corrections. La partie droite de la Figure 1.5.15 illustre le regroupe-
ment des points du SNCP (processus de Cox shot noise). On compare cette estimation
avec trois fonctions théoriques : SNCP marque constante, Poisson homogéne et SNCP
marque exponentielle. Les estimations sont corrigées par les correcteurs de bord (1.5.7),
(1.5.8) et (1.5.9). Les courbes empiriques sont proches les unes des autres en suivant de
trés prés la courbe théorique, en particulier pour les petites valeurs de r, et cela montre
I'importance de cette statistique qui permet de distinguer des modéles.

La fonction L peut étre estimée simplement & partir des estimations de la fonction K et
par la relation (1.3.11). La comparaison entre la fonction L d’un processus de Poisson
(qui, rappelons le, est I'identité) et 1’estimation & partir de données permet d’indiquer
si les points sont indépendants, répulsifs ou en cluster. La Figure 1.5.16 illustre cette
séparation : la position des arbres est réguliére, tandis que les galaxies ont tendance a se
regrouper en cluster. Un point négatif des fonctions K et L est leur c6té cumulatif : elles
prennent en compte tous les couples de points & distance plus petite ou égale a r. La fonc-

tion de corrélation par paire arrive alors comme une alternative intéressante, puisqu’elle
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FIGURE 1.5.16 — Estimation de la fonction L sur les données présentées a la Figure 1.0.1 :

a gauche la position des arbres, a droite la position des galaxies.

ne considére que les points & distance exactement égale & r. Supposons que le processus ®
est isotrope sur R? et par un abus de notation, on gardera g(s,t) = g(||s —t||). Rappelons
que dans ce cas, on peut également définir g a partir de K par
K'(r)

27r

g(r) = (1.5.10)

Il n’y a pas de "meilleure" statistique entre g et K. Il semble que K soit trés performante
pour inférer sur les modéles. De son co6té g permet une interprétation plus précise que K :
g ne prend en compte que les couples de points a distance r tandis que K prend en compte
tous les couples de points a distance plus petite ou égale a r. Cette nature cumulative peut
rendre difficile la compréhension du processus. L’estimation de la fonction g ne peut pas
se faire directement a partir de la dérivée de 'estimation de la fonction K, étant donnée
la forme constante par morceaux de I'estimateur K. Le lissage par noyau, méthode déja
rencontrée dans I'estimation de 'intensité, permet de résoudre ce probléme. L’idée est de

remplacer I'indicatrice 1(||x — y|| < r) par une fonction plus lisse k(r — ||z — y||) :

~ o

g(r) = S Na(V 7y§w ko (r — [l = yll) (1.5.11)
avec ky, défini au dessus comme un noyau de lissage. Pour les mémes raisons que la fonc-
tion K, cet estimateur est sous estimé a cause des problémes de bords. Le méme style de
corrections utilisées au dessus pour la fonction K peut étre utilisé pour la fonction g. Pour
ne pas alourdir cette partie, nous ne les détaillerons pas ici mais les lecteurs intéressés
peuvent consulter [[PSS08, BRT'15].

Estimation des fonctions de distance : Soit [ C W un ensemble fini de points

dans W choisis arbitrairement et indépendamment de ®. Notons #1 son cardinal. Alors,

pour tout r > 0, on estime la fonction de contact F' par

~

E(r) #I; (®NW Nb(s;,r) #0) (1.5.12)
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FIGURE 1.5.17 — Estimation de la fonction J : & gauche sur la position des feux de forét,

a droite sur la simulation du SNCP utilisée a la Figure 1.5.15.

Sans les effets de bord, cet estimateur serait non biaisé. Le fait d’intersecter le processus
avec la fenétre W rend (1.5.12) biaisé. Encore une fois, cet estimateur est biaisé par le
fait qu’il pourrait y avoir des points du processus a 'extérieur de W mais a distance plus
petite que r. Avant de proposer des corrections de bord, on estime la fonction du plus

proche voisin par

G(r) = m IE;W 1(@\ 2) NV A bz, 7) £ 0) (15.13)
Ces deux estimateurs sans correction de bord peuvent étre mis en place si on est intéressé
que pour des petites valeurs de r ou si W est trés grand. Il existe sinon des méthodes de
correction similaires aux méthodes rencontrées lors de I'estimation de la fonction K. La
correction la plus rencontrée pour ces fonctions est celle de la restriction au bord. Pour
la fonction F' cela revient a supposer que les points s; € I choisis arbitrairement sont &
distance de W plus petite que r. L’idée ici n’est pas de choisir de nouveaux points s; pour

toute valeur de r, mais pour r fixé de ne considérer que [, = I N Wy, :

Fhoralr) = > 1@ NW Nb(s;,7) #0) (1.5.14)

1
#Ir s; €1,
L’estimateur (1.5.14) ainsi défini est sans biais. Ce n’est pas exactement pareil avec la

fonction g puisque l'estimateur devient

1

ébord<r )= m

> (@ \x) "W Nb(z,7) #0) (1.5.15)
CCECDQW@T
L’estimateur (1.5.15) ainsi défini n’est pas sans biais mais approximativement sans biais
au sens que le numérateur et le dénominateur sont individuellement des estimateurs sans
biais du numérateur et du dénominateur de la fonction G' définie en (1.3.14) et (1.3.15).

D’autres types de correction peuvent étre employés comme celui de Kaplan-Meier [BGO7].



Estimation et inférence 52

La fonction J s’estime a partir des estimateurs des fonctions F' et G puisque J(r) = t—gg:;

Rappelons que la fonction J s’interpréte comme suit : J(r) < 1 représente des points en

~

~

cluster et J(r) > 1 représente des points répulsifs. C’est ainsi que la Figure 1.5.17 illustre
lagrégation des feux de forét présentée a la Figure 1.0.1 et confirme 'agrégation des

points du SNCP rencontrée a la Figure 1.5.15.

1.5.2 Test de 1’aléatoire complet

Lorsque 'on observe des données sous forme de points, la premiére question qu’un
statisticien se pose est : est-ce que I’hypothése d’aléatoire complet est envisageable 7 En
fait, il est surtout question d’écarter I'idée car dans la plupart des cas, ce modéle n’est
pas réaliste et la partie la plus intéressante des statistiques des processus ponctuels com-
mence avec la recherche des corrélations spatiales. Cependant, si ’hypothése pouvait étre
acceptée, il n’y aurait pas besoin de considérer de modéle plus compliqué, avec toutes
les possibilités de calculs qui en découlent. Comme toutes données réelles, on ne peut
pas s’attendre a ce que nos observations concordent parfaitement & la théorie. Le but des
test statistiques est de quantifier 'erreur entre les données et la théorie afin de savoir si
elle est significative ou si elle pourrait provenir du hasard. Concrétement, en testant une
hypothése, on souhaite connaitre la loi d’'une statistique sous réserve que ’hypothése soit
vraie afin de déterminer si il est possible que notre observation concorde, & une précision
donnée, avec cette loi. Cette notion de précision est trés importante et statistiquement
elle est synonyme de confiance. On accepte que le test échoue, mais on ne souhaite pas
que cela arrive souvent. Diminuer 'erreur est possible mais un sacrifice sur la précision
des résultats doit étre fait.

On souhaite ici tester 'hypothése nulle Hy que les points peuvent étre modélisés par un
processus de Poisson homogéne en considérant comme alternative H; sa négation :

Hy : ® est un processus de Poisson homogeéne

H, : ® n’est pas un processus de Poisson homogéne

Dans la littérature, il existe beaucoup de tests de 'aléatoire complet car c’est un sujet
important. Le premier, trés simple a mettre en pratique, s’appuie sur les quadrats intro-
duits un peu plus haut comme méthode de ’estimation de I'intensité. L’idée est de diviser
la région d’observation W en quadrats By, ..., By de méme volume. Sous I'hypothése Hy,
les nombres de points dans chaque quadrat suivent la loi de Poisson de paramétre \|B|

(out B est n’importe quel quadrat) et sont indépendants les uns des autres. Le paramétre

A étant inconnu, on 'estime comme dans 1.5.1 par = NTV(VVF). La statistique de test est
£ (Na(B;) — Nel¥))?
_ e\Lj k
T = E N (V) (1.5.16)

La principale motivation de cette statistique de test est que, sous Hy, T suit asympto-

tiquement une loi du x* avec k — 1 degrés de liberté. Par conséquent, si T > x3_, , ou
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si T < X{_11_a» le test rejette 'hypothése Hy avec un niveau de signification de a. Les
notations x3 , sont les notations habituelles du quantile d’ordre 1 — o de la loi du x* a k

degrés de liberté.

Pour que ce test soit efficace, il ne faut pas diviser la région W en un trop grand
nombre de quadrats car cela impliquerait des quadrats avec peu de points. Il ne faut pas
non plus prendre un nombre de quadrats trop petit car la taille de ’échantillon serait
alors trop faible. L’application de ce test aux données de la Figure 1.0.1 nous permet
de conclure qu’il ne peut pas provenir d’'un processus complétement aléatoire. En effet,
en choisissant de diviser les régions d’observations en 25 quadrats, nous obtenons une

16 pour la position des

p-valeur trés petite : 3,7.e~* pour la position des arbres et 2,2.e”
galaxies et la position des feux de forét. Si on avait choisi un autre nombre de quadrats,
la conclusion serait la méme pour la position des galaxies et des feux de forét. Néan-
moins, le nombre d’arbres du jeu de données n’étant pas énorme (134), le test ne permet
pas de rejeter 'hypothése CSR pour tout choix de nombre de quadrats. Par exemple,
la répartition en 9 quadrats donne une p-valeur de 0,12. La simulation du SNCP & la
Figure 1.5.15 (effectuée pour illustrer 'estimateur de la fonction K) donne une p-valeur
de 2,2.e710 ce qui permet de rejeter I'hypothése CSR. D’autres jeux de paramétres du

SNCP permettent d’arriver a la méme conclusion.

Toute une série de test est basée sur les différentes statistiques présentées a la section
1.3, principalement les fonctions g, K, L, F', G et J. Le raisonnement étant le méme pour
toutes ces fonctions, notons S(r) I'une de ces fonctions. Le calcul explicite de S(r) pour
le modeéle Poissonnien rend possible des tests en comparant la fonction théorique avec
leurs estimations présentées a la section 1.5.1, que I'on note § (r). Comme on souhaite
construire un test sur une unique statistique de test 7" a valeurs dans R, il est nécessaire
de transformer ces statistiques fonctionnelles en statistiques réelles. Une premiére fagon,
un peu simpliste, est de fixer rg et de ne considérer qu'une seule valeur de la fonction

S(rp). La statistique de test est alors
T =1S(ro) — Sy(ro)] (1.5.17)
Une deuxiéme méthode consiste a prendre 1’écart maximum sur Uintervalle [0, R]
T:%%GM—&ﬂN (1.5.18)

Enfin, la méthode la plus utilisée est de considérer I’ensemble de la fonction sur I'intervalle

[0, R] en intégrant les différences

T—/@M—&MWW (1.5.19)
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Théoriquement, si les observations proviennent d’un processus de Poisson, alors la sta-
tistique de test T' devrait étre égale a 0. En pratique, par principe de l'aléatoire et des
données, il n’est pas raisonnable d’espérer que T = 0. Cependant, si T' est assez petit, on
conclura que le modéle de Poisson est envisageable. En revanche, si la statistique de test
T est trop grande, cela signifie que la statistique du processus considéré est trop éloignée
de la théorie Poissonnienne et on conclura que les points ne peuvent pas étre modélisés
par le processus de Poisson. Pour déterminer ce qu’on vient d’appeler "assez petit" et
"trop grande", il est nécessaire de calculer la variance de la statistique de test T sous
I’hypothése Hy. Les calculs étant ici impossibles, on utilisera le principe de test de Monte
Carlo. Le but est de comprendre le comportement du test dans le cas ou Hj est vraie.
Le principe de Monte Carlo est de simuler m réalisations sous ’hypothése Hy, d’estimer
les statistiques S(r) pour chacune des réalisations et ainsi d’avoir m réalisations de la
statistique de test TW, ... T sous Hy. La valeur critique du test 7, qui détermine
la limite entre 'acceptation et le rejet de Hy est alors le maximum des m réalisations
de la statistique de test. La régle est de rejeter Hy si T' > T, = max T®. Le test a un

1
m—+1"°

de signification de 0.05 et 0.01 respectivement.

niveau de signification de a = Souvent m = 19 ou 99, corresﬁondan‘c a un niveau
Le résultat de ce test sur la position des galaxies et des feux de forét (voir Figure 1.0.1)
est sans ambiguité : I'hypothése CSR est rejetée. En effet, la statistique de test 1" calculée
a partir de (1.5.19) et de n’importe quelle fonction (g, K, L, F, G, J) est plus grande que
m = 99 simulations de processus de Poisson. Ici, la borne R de I'intégrale n’influe pas le
résultat du test. On peut ainsi conclure avec un niveau de signification de 0.01 que ces
données ne sont pas CSR. Le résultat du test sur la position des arbres n’est pas aussi
catégorique. La plupart des fonctions (L, F, G, J) rejettent 'hypothése CSR avec un ni-
veau de signification de 0.01. La fonction K rejette I’hypothése si on prend une valeur
de R pas trop grande (par exemple R < 6) au niveau 0.01 mais on ne peut pas arriver
a cette conclusion avec un niveau aussi précis pour d’autres valeurs de R (par exemple
R > 7). Enfin, en utilisant la fonction g, il n’est pas possible de rejeter ’hypothése CSR.
Cela peut s’expliquer par le fait que la fonction g n’est pas trés stable pour le nombre
d’arbres du jeu de données (134), au sens que méme lorsqu’on simule un processus de
Poisson, I'estimation de la fonction g différe souvent de la fonction g théorique.

Une extension intéressante de cette méthode est de rejeter Hy si la valeur observée est plus
grande que k statistiques parmi les simulations de la statistique de test TW, ... T,
La valeur critique ne correspond plus au maximum des 7 mais au k-iéme maximum

des T@. Cela influe bien entendu sur le niveau de signification du test qui augmente &

_k_
m+1"°

des T il faut simuler m = 99 ou 499 réalisations du test sous Hy pour récupérer un

o= Si k =5, c’est a dire si la valeur critique 7. est la 5-iéme plus grande statistique
niveau de signification de 0.05 et 0.01 respectivement.
D’autres tests peuvent étre trouvés dans [[PSS08|. Enfin, [EHKMI18] a proposé un test

reposant sur des statistiques géométriques s’inspirant de ce qui se fait sur les niveaux
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d’excursion des champs aléatoires, domaine important de cette thése dans les Chapitres
2 et 4.

1.5.3 Estimation dans les modéles paramétriques

Soit * = (z1,...,,) des points observés sur W C R? compact. Dans la plupart des
données, le modele de Poisson homogéne n’est pas retenu et a partir de ce constat, il faut
choisir un autre modeéle. Si on pense que les points sont indépendants les uns des autres,
mais que la répartition n’est pas homogéne spatialement, alors le modéle de Poisson non
homogeéne est la piste a privilégier. La répartition des points peut nous donner une idée de
la forme de la fonction d’intensité, dépendant alors de plusieurs paramétres que 1’on note
0. Dans ce cas I'estimation par maximum de vraisemblance est souvent possible, puisque
la densité du processus ®, par rapport au processus de Poisson homogéne d’intensité

A =1, est donnée par
fo(z) = exp (|W| - / )\9(8)d8> H)\g(x,-). (1.5.20)
w i=1

On se référera a [MW04] pour plus de détails.

Si on pense que les points sont dépendants les uns des autres, la modélisation par le pro-
cessus de Poisson, méme non homogéne, est irréaliste. Ces modéles ont souvent plusieurs
parameétres et leur estimation est un sujet de grand intérét. Par exemple, pour un proces-
sus de Matern cluster, il y a 3 paramétres a estimer : I'intensité du processus parent A,
le nombre d’enfants moyen par parent m et le rayon du noyau uniforme r. Concernant le
processus de Thomas, seul le parameétre du noyau r est remplacé par la variance du noyau
gaussien o2. Leur généralisation, via les processus de Cox shot noise, change le paramétre
m par le ou les parameétres de la loi de la marque du processus ponctuel sous-jacent au
champ shot noise. Dans ces cas, la méthode du maximum de vraisemblance est rarement
mise en pratique car elle est trés cotiteuse algorithmiquement [MWO04]. Les méthodes pour
inférer sur ce type de modeéle reposent beaucoup sur les moments d’ordre 2, souvent re-
présentés par la fonction K ou la fonction ge. La connaissance théorique de ces fonctions
(voir par exemple (1.4.11) et (1.4.14)) nous permet d’ajuster les paramétres du modéle
pour que l'estimateur de ces fonctions corresponde "au mieux" a une forme théorique.

Plus précisément, si 6 désigne le vecteur des parameétres a estimer, on considére :

~

0 = arg min/ [K(u) — Kjj, (u; 0)}2du (1.5.21)

0co /.,

ol O est I'ensemble des valeurs que 'on pense que 6 peut prendre, r; et ro sont choisis
en fonction des valeurs d’intérét de la statistique K. La quantité ¢ permet quant a elle
d’avoir un controle sur la disparité de la fonction K, en pratique il est souvent utilisé
¢ = 1/4. Cette méthode est appelée la méthode du minimum de contraste. De nombreuses

études par simulation ont montré leur efficacité. C’est également un estimateur fortement



Estimation et inférence 56

40

o
~

T T T T T T T T T T T T
0.0 05 1.0 15 20 25 0.0 05 1.0 15 20 25

FIGURE 1.5.18 — Qualité de I'ajustement de deux modéles sur la position des galaxies

dans le Superamas de Shapley.

consistant et asymptotiquement normal si le processus ® est Poissonnien [Hei92]. Elle a
deux qualités trés appréciées en pratique. La premiére est qu’elle est trés facile & mettre
en place avec un faible cotit algorithmique. La deuxiéme qualité est qu’elle permet une
évaluation visuelle directe de la qualité d’ajustement au modeéle. L’application de cette
méthode peut étre mise en oeuvre assez facilement grace au package spatstat du logiciel
R [BT05]. Les différents tests sous simulation sont excellents. Pour tous les processus de
Cox et de cluster étudiés dans ce chapitre, dés que le nombre de points n’est pas trop
petit, les paramétres sont trés bien estimés et la proximité de la courbe théorique de la
fonction K (avec parameétre estimé) avec celle de la fonction K estimée permet de valider
visuellement I’ajustement aux modéles. Sur les données réelles, les résultats sont plutot
bons comme peut le montrer la Figure 1.5.18 ot 'on a considéré la position des galaxies.
Rappelons que 'hypothése CSR sur ce jeu de données a été clairement rejetée et que une
visualisation graphique de ’estimation de la fonction L suggére un modéle en cluster. A
gauche de 1.5.18, on a considéré le modéle de Thomas, ainsi les paramétres a estimer sont

0 = (\,m, o). L’estimateur du minimum de contraste est
6 = (0.07, 270.14, 0.54)

correspondant a un processus de Thomas avec une intensité des points parents faible, un
nombre d’enfants par parent élevé répartis trés proches de leurs parents. A droite, on a
considéré le modele de Cox log-gaussien stationnaire de moyenne m et avec une covariance
exponentielle C'(r) = Vexp ( — %). Ainsi les paramétres & estimer sont 6 = (m, V, o?).

L’estimateur du minimum de contraste est
6 = (1.90, 2.10, 1.09).

Le modéle qui s’ajuste le mieux a ces données est le processus de Cox log gaussien dont

la fonction K est trés proche de I'estimation.
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A titre purement bibliographique, il existe d’autres méthodes d’estimation des paramétres
reposant sur les statistiques du second ordre : la vraisemblance composée introduite par
[Gua06] et la vraisemblance de Palm [TOS08]. Une revue des différentes méthodes s’ap-
puyant sur les moments d’ordre 2 est présente dans [DP12|. Pour les processus non
homogenes, [Waa07, WG09] proposent une méthode d’estimation en deux étapes : les
parameétres liés & la fonction d’intensité sont estimés par la méthode du maximum de
vraisemblance, comme si le processus était Poissonnien, puis les parametres liés a l'inter-
action entre les points sont estimés par la méthode du minimum de contraste. Une étude

théorique asymptotique de cette procédure est proposée dans [WG09).



CHAPITRE

CHAMP ALEATOIRE

2.1 Définitions et premiers exemples

Soit (£2,.A,P) un espace de probabilité et T' un ensemble d’indices arbitraires.

Définition 2.1.1. Une fonction aléatoire réelle (potentiellement o valeurs vectorielles)
indexée par T est une fonction de la forme X : Q x T — RP 0w pour tout t € T, X(.,1)

est une variable aléatoire a valeurs dans (RP, B(RP)).

Pour w € Q, la fonction ¢t € T — X(w,t) € RP représente une trajectoire (ou une
réalisation) de X. Par la suite, on utilisera le raccourci X (¢) au lieu de X (w,t). Ainsi, X
représente une collection de variables aléatoires réelles X = {X(t), t € T}, c’est a dire
que pour tout t € T on a X(¢) : (2, A) — (RP, B(R?)) mesurable.

La plupart du temps nous étudierons des fonctions aléatoires a valeurs dans R (p = 1)
et dans toute la suite de ce chapitre, on s’intéressera au cas ou 7' C R? avec d > 1 et on
appellera la fonction aléatoire X un champ aléatoire. Lorsque T" C R, cas non étudié ici,
X est appelé processus aléatoire. Si T =R ou T = {z € RYa; < a; < b;, i =1,...,d}
(avec a; < b; des réels) alors X est un champ aléatoire avec un paramétre continu. En

revanche si 7' = Z< alors on dit que X est un champ aléatoire avec un paramétre discret.

En pratique on observera le champ aléatoire dans une fenétre W C T et méme si le
champ est défini avec un paramétre continu, ’observation est discréte. Par exemple, en

supposant que 'on étudie un champ aléatoire X défini sur 7' = R? et & valeurs dans R,

o8
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une réalisation de X peut étre observée sur W = [1,1024]2NZ2. Cet exemple permettrait
de modéliser une image 1024 x 1024 en niveaux de gris. Par sa capacité visuelle et les

nombreuses applications possibles, on prendra réguliérement cet exemple de la dimension
2.

Exemple 2.1.2. Un premier exemple élémentaire sur T = 7% est celui o l’on considére
que les variables aléatoires sont indépendantes et identiquement distribuées. On dit alors

que le champ est un bruit blanc.

Définition 2.1.3. La loi d’un champ aléatoire X surT est définie par sa famille de lois fi-
nies dimensionnelles (plus connue sous le nom abrégé de fidis, pour finite-dimensional dis-
tribution en anglais), c¢’est a dire par la loi de tous les vecteurs aléatoires (X (t1), ..., X (t,))

pour ty,...,t, des éléments de T et n € N.

L’étude des lois finies dimensionnelles est rarement une tache facile. Par sa propriété
d’indépendance, le bruit blanc fait partie des exceptions. La propriété de distribution
identique n’est pas indispensable. En effet, on peut construire un champ aléatoire X
comme une collection de variables indépendantes chacune de loi Px () (non forcément la
méme pour tout t). C’est le théoréme de Lomnicki-Ulam [Spol3| et dans ce cas les lois
finies dimensionnelles sont explicites comme le produit des lois marginales. L’ajout de
dépendance entre les variables pose certaines difficultés. Néanmoins, sous des conditions
de consistance, le théoréme de Kolmogorov (|[Spol3]) assure 'existence d’un champ aléa-

toire & partir d’'une famille de fidis.

La fonction moyenne et la fonction de covariance permettent de donner une premiére

idée sur le comportement d'un champ aléatoire.

Définition 2.1.4. Le champ aléatoire X est dit intégrable si E[X(t)] < oo pour tout

t € T. On définit alors la fonction moyenne par
mx :t €T — E[X(1)]. (2.1.1)

Définition 2.1.5. Le champ aléatoire X est dit de second ordre si E[X (t)?] < oo pour

tout t € T. On définit alors la fonction de covariance par
Cx : (s,t) € T* = Cov[X(s), X(t)] € R. (2.1.2)

On dit que le champ est centré lorsque my = 0, sinon on se permet souvent de
considérer Y (t) = X (t)—mx(t) le champ centré, la fonction de covariance étant inchangée.
Pour qu’une fonction C' définie sur 7" x T" soit une fonction de covariance, il est nécessaire

qu’elle remplisse certains critéres [Spol3] :
1. la symétrie : C'(t,s) = C(s,t) pour tout (s,t) € T'x T
k
2. la positivité : > ANA;C(t,t;) > 0 pour tout k > 1, t1,...,t € T et Ay,..., N

ij=1
€ R.



Définitions et premiers exemples 60

Définition 2.1.6. Un champ aléatoire X sur T est dit gaussien si pour tout k > 1 et
ti, ...t € T la loi du vecteur (X (t1),..., X (tx)) est gaussienne.

Rappelons qu’'un vecteur est gaussien si toutes combinaisons linéaires de ses coordon-
nées sont gaussiennes. Par sa définition, c¢’est un autre exemple de champ ot 'on peut
calculer ses fidis. De la méme fagon qu’une variable aléatoire gaussienne, I'une des prin-
cipales forces d'un champ gaussien est qu’il est entiérement caractérisé par sa fonction
moyenne et sa fonction de covariance. Inversement, a partir d’'une fonction moyenne et
d’une fonction de covariance, par le théoréme de consistance de Kolmogorov [Bil95], nous

avons l'existence d’'un champ gaussien possédant ces caractéristiques [LG13].

Rentrons un peu plus dans des exemples de fonctions de covariance. Il est possible de
construire des champs aléatoires sur R? avec d > 1 a partir de processus aléatoires sur
R, et cela de plusieurs maniéres [Bicl9]. Ainsi, méme si nous étudions principalement les
champs aléatoires sur R?, il est intéressant de parler des fonctions de covariance sur R.

L’exemple suivant méne au célebre mouvement Brownien.

Exemple 2.1.7. Un mouvement Brownien standard sur R est un processus gaussien

centré de fonction de covariance C(s,t) = 1 (|s| + [t| — |s — t]).

La construction élégante de ce processus peut étre trouvée dans [LG13] ou [Biel9).
Les deux principales extensions sur R? sont le champ de Lévy Chentsov et la surface

Brownienne.

Exemple 2.1.8. Un champ de Lévy Chentsov sur R? est un champ gaussien centré de

fonction de covariance

C(s,t) = 5 (llsll + [l = [Is = ¢l]) ,

1
2
ot ||z|| désigne la norme euclidienne sur RZ.

Exemple 2.1.9. Une surface Brownienne est un champ gaussien sur R? centré de fonc-

tion de covariance
d

1
Cls.t) =TT 5 (il + Ital = Isi = al).

=1

ot s,t € RY et pour x € R% on note x = (1,...,24) ses coordonnées.

Dans le chapitre sur les processus ponctuels, nous avons introduit deux propriétés
trés utilisées en pratique : la stationnarité et l'isotropie. Ces hypothéses sont également
pratiques lorsqu’on étudie les champs aléatoires, permettant par exemple d’avoir une
fonction moyenne constante par stationnarité et, par isotropie, de réduire la complexité
de la fonction de covariance a une dépendance sur la distance entre les points uniquement
(fonction sur R, au lieu de RY x R?).
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Définition 2.1.10. Un champ aléatoire X = {X(x),x € T} est dit stationnaire s’il est
mwvariant par translation, c’est a dire si pour tout n € N et h,xq,...,x, € T, le vecteur
(X (21),...,X(x,)) a méme loi que (X (z1+h),..., X (x, +h)).

La stationnarité implique en particulier que pour tout s € T, X(s) a méme loi que
X(0). L’un des principaux avantages est que 'étude statistique des premiers moments est
simplifiée, en particulier mx(s) = mx(0) pour tout s € T'. Si 'on suppose de plus que le
champ est d’ordre 2, alors la fonction de covariance est réduite d’'une variable, puisque
pour tout s,t € T on a Cx(s,t) = Cx(s—t,0). Par conséquent, nous ferons réguliérement
’abus de notation Cx (s—t) = C'x(s—t,0) et nous verrons la fonction de covariance comme

une fonction sur 7'. Cette nouvelle fonction satisfait l'inégalité |Cx ()| < Cx(0),t € T

Définition 2.1.11. Un champ aléatoire X = {X (x),z € T} avec T = R? est dit isotrope
s’il est invariant par rotation, c¢’est a dire si pour toute rotation R € SO de T, n € N et
T1,...,xy €T, le vecteur (X (x1), ..., X (x,)) a méme loi que (X(Rxy),..., X (Rz,)).

L’isotropie implique en particulier que pour tout s € 7', X (s) a méme loi que X (||s||e1)
oll e; est le premier vecteur de la base canonique de R%. Lorsque le champ est d’ordre 2,
en supposant l'isotropie en plus de la stationnarité, la fonction de covariance est réduite a
une fonction sur R, étant donné que pour tout s,t € T on a Cx(s,t) = Cx(||s—tl||e1,0).
La aussi, on fera I'abus de notation Cx(s,t) = Cx(||s — t||) en voyant la fonction de

covariance comme une fonction sur R,.

Un exemple de champ isotrope, mais non stationnaire, est celui de Lévy Chentsov.
D’autres exemples de champs isotropes sont les champs gaussiens avec une matrice de
covariance ne dépendant que de la distance entre les variables. Les familles de fonctions de

r

covariance isotropes les plus connues sont celles de la famille exponentielle C'(r) = ve™ 22

et celles de la famille gaussienne C(r) = ve_é avec v,0 > 0. Les notations v et o ne
sont pas classiques mais sont choisies pour faire le lien, par la suite, avec les champs shot
noise. Le paramétre v > 0 représente la variance et ¢ > 0 est un paramétre d’échelle,
quantifiant le lien entre la distance des coordonnées et leur corrélation. Plus précisément,
un petit o représente une corrélation forte entre points proches et une corrélation faible
entre points éloignés. Inversement, une grande valeur de o constitue une corrélation plus
lisse en atténuant la différence de corrélation entre points proches et points éloignés.

Simuler un champ gaussien sur une fenétre discréte 7' revient a simuler un (grand)
vecteur gaussien. La méthode de simulation classique repose sur la décomposition de
Cholesky de la matrice de covariance, opération devenant trop coiiteuse algorithmique-
ment pour un grand vecteur. Les simulations de la Figure 2.1.1 ont été effectuées avec des
algorithmes plus rapides utilisant la diagonalisation des matrices circulantes [DN97|. Les
moments du champ ont été écrits sous cette forme pour faire le lien avec les 4 simulations
de la Figure 2.2.2.
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FIGURE 2.1.1 — Simulations sur 7' = [0, 1000} de 4 champs gaussiens stationnaires avec
une covariance gaussienne de paramétre o = 10 ou 30 (de gauche a droite). Les deux

autres paramétres contiennent les informations de la moyenne et de la variance tel que

myx = ﬁ et CX(O) = 27TM+U2'

2.2 Champ aléatoire shot noise

Il est temps d’entrer plus en détails dans le modéle étudié dans ce manuscrit. Rap-
pelons nous, nous avons déja évoqué a plusieurs reprises les champs shot noise dans le
Chapitre 1 : la premiére fois lors de 'introduction des modéles de Cox d’intensité aléatoire
shot noise, oll nous avions pu faire le lien avec des processus ponctuels trés connus tel que
le processus de Thomas; puis une deuxiéme fois lorsqu’on souhaitait estimer l'intensité
de données ponctuelles par la méthode des noyaux. En effet, ’estimateur de l'intensité
consiste dans ce cas a sommer un noyau sur les points : c¢’est le principe d'un champ
shot noise. Littéralement, il faut comprendre "shot" comme le jet d’une configuration de
points puis "noise" comme le rajout d’un bruit, le noyau, autour de chaque point.

Mathématiquement, un champ aléatoire shot noise est défini pour tout € R? par

X(z) = Z mig(x — x;), (2.2.1)

(zs,m4)Edx
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ot g : RY — R est une fonction déterministe appelée noyau, et ¢x est un processus de
Poisson marqué sur R? x R, de mesure d’intensité AydzF(dm) i.e. les z; sont les points
d’un processus de Poisson homogéne d’intensité Ay dans R? et les m; sont les marques
positives de loi F' que 'on suppose a valeurs dans R, indépendantes du processus de
Poisson. Un champ shot noise peut étre défini de fagon plus générale, notamment sans
hypothése d’homogénéité du processus de Poisson [Ric77], mais dans ce manuscrit on se
restreindra a cette définition 1a. Introduit initialement par Campbell [Cam09b, Cam09al,
le processus shot noise sur R a été trés étudié durant le XXéme siécle pour modéli-
ser des phénomeénes physiques avec un premier article théorique fondamental de S.O.
Rice [Ric44]. Plus récemment, le processus a aussi été utilisé dans la théorie des réseaux
[BB09, CHO1, AY10], en gestion du risque pour les produits d’assurance [[XM95] et en fi-
nance [Sch17|. La généralisation aux dimensions supérieures est due a D.J. Daley [Dal71].
La normalité asymptotique en haute intensité (A — 00) est un résultat [HS85] trés fort
dans I'histoire du modeéle, venant généraliser les résultats unidimensionnels [Pap71], et
peut étre vue comme un lien entre le cadre gaussien et les modéles discrets de géométrie
stochastique tel que le modéle Booléen [CSKM13]. Le modele 2D a été largement utilisé
en synthése de texture [VWO91, GGMI10] et en analyse d’image [BD20]. Enfin, récemment,
les caractéristiques géométriques des ensembles d’excursion du modéle shot noise ont été
de grand intérét pour Biermé et Desolneux [BD16, BD20] et Lachiéze-Rey [Lacl6a]. En
dimension 2, le périmeétre de ces ensembles trouve tout son sens et sera étudié a la fin de

ce chapitre ainsi que dans le Chapitre 4.

Par le théoréme de Campbell [Kin93], on sait que la somme (2.2.1) est absolument

convergente presque slirement si et seulement si
/ min(|mg(z)], )AdzF(dm) < oo
RdXR+

ce qui est vérifié en particulier si le noyau ¢ ainsi que la loi de la marque M, donnée
par I, sont intégrables. Sans trop de restrictions, nous ferons trés souvent les hypothéses

suivantes (H)

1. la marque M est presque strement positive et a ses 4 premiers moments finis i.e.
E[M?*) < oo}

2. le noyau ¢ est une fonction positive, continue, bornée et Lebesgue intégrable sur
R,

Comme le montre la proposition suivante, I’outil principal d’étude de la loi d’un champ

shot noise est sa fonction caractéristique, qui est un corollaire du théoréme de Campbell.

Propriété 2.2.1. Soit X un champ shot noise défini par (2.2.1), n € N*, zy,...,x, des

points de RY et uy,. .., u, des réels. Alors la fonction caractéristique du vecteur aléatoire
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(X(z1),...,X(x,)) en (uy,...,u,) est donnée par

E [exp <z’(u1X(x1) +o+ unX(:vn)))]

—exp _// ll—exp (iiujmg(mj—x))

Rd Ry

Az F(dm) (2.2.2)

Cette propriété permet de connaitre la famille des lois finies dimensionnelles. En par-
ticulier, la loi marginale est connue. Le calcul peut étre mené a terme lorsqu’on choisit
une marque exponentielle et un noyau gaussien [BBSS|. En effet, si X est défini sur R?

|||

M ~ &E(p) et go(x) = 5= exp <7202 >, alors pour y € R? et u € R on a

R2 Ry

E[e"*®] = exp(— [ [ [1— exp (iumg,(y — z))] AdxF(dm))
= exp _Hég [1 — —M_iug’:(y_w)} /\dﬂ?)

B - B p
= exp 27T)\R{ r [1 p—iug s eXp(;aT?Q)} dr)

= exp | 27\ f m‘uﬁexp(%ﬁ) d
Ry Miiu27rlo'2 eXp(QTTg)
= exp <27r)\02 [ln (,u (= exp(%ﬁ))] )
' 0
= exp (2mA0” [In(u) — In(p — 5%)])
< o110 )271')\02

2w o2 —iu

On reconnait la fonction caractéristique de la loi gamma : X (y) ~ T'(27A\o?, 27r;1wQ)' Clest
malheureusement 1'un des rares cas ou I'on peut calculer la loi marginale de facon tota-
lement explicite. Par exemple, remplacer la marque exponentielle par une constante ne
permet pas d’expliciter 'intégrale (2.2.2). Les paramétres de la loi gamma ne dépendant
pas de la position y, la loi marginale est identique en tout point X (y) “x (0) pour tout
y € R2. Cette propriété est vraie sans hypothése ni sur le noyau, ni sur la marque, et est

une conséquence de la propriété suivante.
Propriété 2.2.2. Soit X un champ shot noise défini par 2.2.1. Alors X est stationnaire.

Démonstration. Soit zo, 1, ..., z, des éléments de R?. Alors par le changement de va-

riable y = x — xo dans (2.2.2), on obtient que

(X (214 20), .., X (20 + 7)) Z (X(21), ..., X(20)).
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Notons
L = /Rd g(—c)de (2.2.3)
Lx) = /Rd g(—c)g(x — ¢)de (2.2.4)

et faisons I’hypothése que g a une masse totale unitaire, i.e. I; = 1, sans aucune perte
de généralité étant donné que le champ a méme loi si 'on divise le noyau par I et qu’on

multiplie la marque par I;.

Les formules de Campbell détaillées au Chapitre 1 permettent le calcul de tous les

moments. En particulier on a

E[X(0)] = //mg(—c))\ch(dm) = \E[M] (2.2.5)
et
E[X (x =E|> miglx—z)gly +E DY mimygla — zi)g(y — ;)
i i g

= /mZQ(a: —¢)g(y — ¢)AdcF (dm)

+ S/S/mng(x —¢)g(y — a)\*dcF (dm)daF(dn)
= \E[M?]L5(y — x) + N’E[M]? (2.2.6)

ol Y est un raccourci pour Y. et S = R? x R,. Ainsi, la covariance entre deux
i (zi,m;)ePx
variables du champ est donnée par

Cov(X (), X(y)) = AE[M?|L(y — ). (2.2.7)

Une conséquence remarquable est que la fonction de corrélation ne dépend plus de I'inten-
sité du processus de Poisson, ni de la marque, mais uniquement de la partie déterministe

du modéle, a savoir le noyau :

Cov(X ( ), X)) _ Lly—x)
VVar(X (z)Var(X (y))  12(0)

Cor(X (z), X(y)) = (2.2.8)

Le calcul explicite de ces statistiques est possible pour les noyaux dont I’ mtegrale (2.24

est calculable. Par exemple, si d = 2 et que le noyau est gaussien, i.e. g,(z) = QMQ exp (
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alors la fonction de covariance est une gaussienne puisque

! (el + ||z = cl?)
L(x) = /]R? 2ro7)? exp ( 52 ) de
:/ Lo <—<||ﬂc—x/ﬂ||2+ ||x/ﬂ||2>) Ny

2 (2m0?)? 202
S [ A N = V7. AP
4mo? 402 g2 2m0? 202
1 —|l=[1”
= Tnoz OXP ( w0 ) (2.2.9)

Les propriétés de régularité du champ aléatoire sont surtout dues aux propriétés du
noyau g. Pour k € N, si g est de classe C*™! et que ¢V est intégrable pour tout [ =
1,...,k+1 alors le champ X est presque stirement de classe C* (généralisation aux cas
multidimensionnels de [BD11]). Par exemple, un shot noise avec noyau gaussien est de
classe C™ presque stirement. Dans la plupart des exemples étudiés dans cette thése, le
noyau ¢ est isotrope, ou au moins symétrique. Cette isotropie se transmet également au

champ aléatoire.

Propriété 2.2.3. Soit X un champ shot noise défini par (2.2.1) avec g un noyau isotrope.

Alors X est isotrope.

Démonstration. Soit z1,...,x, des éléments de R? et R une matrice de rotation de R

Alors par le changement de variable y = Rz dans (2.2.2), on obtient que
(X(Rz1),.... X(Rz,)) £ (X(21), ..., X ().

]

L’existence de la densité, ainsi que sa propriété d’étre bornée ou non, est une ques-
tion importante lorsqu’on étudie les niveaux d’excursion [BD11, AAD™19]. Reprenons un
instant ’exemple d’un champ shot noise avec un noyau gaussien et une marque exponen-
tielle. La marginale suit une loi gamma, dont la densité est bornée si et seulement si son
premier paramétre est supérieur ou égal a 1, c’est a dire que 27 \o? > 1. Récemment, les
travaux de [AADT19] ont permis de conclure sur Iexistence d’une densité bornée avec
des conditions sur la marque et le noyau. Par exemple, la marginale X (0) a une densité
bornée si 'on suppose que la marque a une densité bornée et que E[1/]|g(—71)|] < oo, en
notant 7} le point du processus de Poisson le plus proche de I'origine. Ce résultat permet
en particulier de retrouver la condition sur A et o dans le cas d’'un noyau gaussien avec
marque exponentielle. En notant 77 = (|| cos(07,), |T1|sin(0r,)) avec Oy, Pargument de

Ty, il est évident que A7, suit une loi uniforme sur [0, 27] tandis que pour » > 0 on a

P(ITi| <) =1 —=P(Noy (B(0,7)) = 0) = 1 — ™",
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montrant que 71> ~ (A7) et que la densité de |Ti] est fin(r) = 2\mre . On
reconnait ainsi la loi de Rayleigh de paramétre \/ﬁ, et ainsi que 77 est un vecteur
gaussien bi-dimensionnel, dont les coordonnées sont indépendantes, centrées et de méme
variance 5.

Enfin, un atout non négligeable de ce modéle est la possibilité d’effectuer tres facile-
ment des simulations approchées. On a déja vu comment simuler un processus de Poisson
au Chapitre 1. On a aussi été confronté aux problémes de bord dans la simulation des
processus ponctuels en cluster. Pour simuler un processus en cluster sur 7' C R?, la so-
lution était de simuler le processus des parents sur une fenétre d’observation finie G' qui
contient T', de sorte que la probabilité pour qu'un parent en dehors de GG puisse donner
naissance a un enfant dans 7" soit trés petite. Pour simuler un champ shot noise X défini
par (2.2.1) sur une fenétre d’observation discrétisée T C Z?, il suffit de procéder de la
méme maniére en restreignant le processus de Poisson ¢x a un ensemble borné G C R?,
un peu plus large que T'. Cette notion « d'un peu plus large » est propre a chaque modéle,
et plus particuliérement a chaque noyau. On sait que ¢ est une fonction intégrable sur R?,
mais si elle tend tres vite vers 0, alors on pourra choisir G seulement un peu plus grand
que T, sans faire trop d’erreur. Une fois la position des points simulée, on peut ajouter
la marque par une simple simulation d’une variable aléatoire réelle M ~ F'. Ensuite, il
ne reste qu’a suivre la définition d’'un champ shot noise en sommant le noyau translaté

aux points de P x.

Algorithme 5 Simulation approché d’un champ shot noise

® x une simulation du processus ponctuel marqué d’'intensité A\1,cqdzF(dm)
for z € T' do
X(z)«0
for (z;,m;) € ®x do
X(z) = X(z) + mig(x — x;)
end for

end for

Le choix de la fenétre GG est un compromis entre erreur et rapidité numérique. Prenons
encore une fois I'exemple d’un champ shot noise gaussien, i.e. g,(z) = ﬁ exp (%9”2”2)
Pour x € T, la contribution au champ X (x) provenant d’un point z; € ®y se mesure
par g,(x — z;). Sachant que plus de 99% de la masse d’une densité gaussienne centrée
se trouve dans B(0,30), on peut restreindre GG, avec une erreur acceptable (qui dépend
néanmoins de A), a l'ensemble T+ B(0,30) = {y = z+2z2, x € T, z € B(0,30)}. La Figure
2.2.2 ne représente qu’un petit éventail du potentiel du modéle shot noise gaussien. A
gauche, les sources lumineuses sont identifiables, tandis qu’a droite elles ont commencé a
se mélanger. Cette différence est due au changement dans les parameétres de la gaussienne
(0 = 10 a gauche, o = 30 a droite). L’augmentation du nombre de sources lumineuses est

due aux changements dans le paramétre d’intensité du processus de Poisson (A = 0.0001
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FIGURE 2.2.2 — Simulations sur 7' = [0, 1000]* de 4 champs shot noise gaussiens avec une

marque exponentielle.

en haut, A = 0.001 en bas). Rappelons que A = 0,0001 représente déja un nombre moyen
de 100 points sur T'. Ces parameétres sont choisis pour que chacune de ces simulations ait

la méme moyenne et la méme covariance que celles de la Figure 2.1.1.

Lorsque le noyau est a support compact, cette simulation approchée peut méme étre
une simulation exacte. En effet, si il existe R > 0 tel que g(z) = 0 pour tout z € R?
||z|| > R, alors une simulation du processus de Poisson sur une fenétre G = T+ B(0, R) =

{y=2+2z2, €T, z€ B(0,R)} permet une simulation exacte de X.

En pratique, il y a une méthode basée sur les propriétés de la transformée de Fourier
d’un produit de convolution qui permet 'utilisation des algorithmes de transformation
de Fourier rapides [DV90]. Concrétement, on discrétise G en pixels et on suppose que
A n’est pas trop grand, disons A < 0.01 si chaque pixel est un carré unité, de sorte que
la probabilité d’avoir deux points dans un pixel est négligeable. Ensuite, on approche le
processus de Poisson ® x sur chaque pixel par une loi de Bernoulli de paramétre 1 —e ™ ~

A. La transformation de Fourier rapide permet un calcul rapide de la convolution discréte
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de ®x avec le noyau g, préalablement discrétisé sur les pixels de G. Enfin, la restriction
sur la fenétre du milieu renvoie la simulation approchée souhaitée. L’algorithme suivant
est un exemple d’application permettant une simulation d’un shot noise gaussien avec une
marque exponentielle sur 7 = [0, 1000]? (Figure 2.2.2). La grande fenétre de simulation
est G = [0, N]? avec N = 1000 + 60.

Algorithme 6 Simulation approché d’un champ shot noise par FFT
for k=1: N do
for{=1: N do

g(k, 1) « 5 Lyet*+1)/20°

Points(k,l) < B(\)

if Points(k,l) =1 then

Points(k,1) < E(p)
end if

end for

end for
H + ifft2(£ft2(Points). x ££t2(g))
X « H([30, 1000 + 30]?)

ou fft2 (respectivement ifft2) est une fonction de transformée de Fourier rapide a

deux dimensions (respectivement une fonction de transformée de Fourier inverse).

2.3 Association et théoréme limite

Depuis les années 1950, beaucoup de notions de mélange ont été introduites. L’'un
des objectifs est de quantifier la structure de dépendance des variables afin d’obtenir
des théorémes limites comme la normalité asymptotique. L’idée heuristique est que si la
corrélation entre des variables éloignées est faible, alors asymptotiquement elles peuvent
étre considérées statistiquement comme indépendantes. Le plus connu est celui du mé-
lange fort (dit aussi a-mélange) introduit par Rosenblatt [Ros56]. Une bonne référence
qui traite le sujet est [Dou94]. Dans ce cadre, le premier théoréme limite pour les champs
aléatoires est dii & Bolthausen [Bol82] avec une condition de vitesse de décroissance du
coefficient du a-mélange. Malheureusement, il est difficile de vérifier les hypothéses de
mélange et, en particulier, il n’y a aucun résultat de mélange pour le modeéle shot noise.
Pire encore, des exemples de processus simples et pouvant prétendre a n’avoir qu’une
faible structure de dépendance ne sont pas fortement mélangeant [And&4].

La bonne notion pour quantifier la dépendance des modéles shot noise est celle d’asso-
ciation introduite par Esary [EPWG67]. 11 est bien connu que 'indépendance d’un couple
(X,Y) peut étre caractérisée par Cov(f(X), g(Y)) = 0 pour toutes fonctions boréliennes
f, g telles que la covariance a un sens. L’ensemble des fonctions test f, g peut étre réduit

a l'espace des fonctions boréliennes positives, a celui des fonctions boréliennes bornées ou
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encore a l’espace des fonctions continues bornées a support compact... L’idée de 1’asso-
ciation est de décrire la dépendance des variables d’un champ aléatoire par I’étude de sa
structure de covariance sur une classe bien particuliére de fonctions tests. A ma connais-
sance, les relations entre mélange et association n’ont pas été comprises. La principale

référence de cette partie est le livre de Bulinski [BS07].

Notons M (n) la classe des fonctions boréliennes bornées croissantes par cordonnées
iR =5 R, X ={X(2;),i € I} et M =UpenM(n).

Définition 2.3.1. Un champ aléatoire X = {X(z),x € T} est dit associé si pour tout
ensemble fini I C T et f,g € M(|I]) on a

Cov(f(X1),9(X1)) 2 0

Théoréme 2.3.2 ([Pit82]). Soit X un champ gaussien. Alors X est associé si et seule-
ment si Cov(X(s), X(t)) > 0 pour tout s,t € T.

Le théoréme suivant justifie la pertinence de la notion d’association pour les modéles
shot noise.

Théoréme 2.3.3 (|BS07] théoréme 3.8.). Soit X un champ aléatoire shot noise défini par
(2.2.1) tel que la marque m est positive presque sirement et que le noyau g est mesurable
positif. Supposons de plus que X (x) < oo presque sirement pour tout x € T.

Alors X est associé.

Les hypothéses du théoréme sont en particulier vérifiées si 'on suppose (H). Ce
théoréme est a la base des résultats asymptotiques que ’on formulera au Chapitre 3.
La notion suivante de faible association, ou de positive association, est due a Burton

[BDDS&6] et recouvre une classe plus large de modéles.

Définition 2.3.4. Un champ aléatoire X = {X(x),x € T} est dit faiblement associé
ou associé positivement si pour tous ensembles finis disjoints I,J C T et f € M(|I|),
g€ M(|J|) on a

Cov(F(X1), g(X,)) > 0

Soit 1, J disjoints, f € M(|I]), g € M(]J]) et supposons que X soit associé. Quitte
a agrandir f,¢g comme des fonctions dans M(|I| + |J|), avec f (respectivement g) qui
vaut 0 sur le prolongement des |J| derniéres variables (respectivement des |/| premiéres
variables), on a immédiatement que Cov(f(X7),g(X;)) > 0 et par suite quun champ
associé est aussi faiblement associé. A 'inverse, il existe des champs aléatoires faiblement
associés qui ne sont pas associés. Pour la catégorie des champs gaussiens, un corollaire

du Théoréme 2.3.2 est que ces deux notions sont équivalentes.
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Quasiment associé

Faiblement associé

FIGURE 2.3.3 — Inclusion des notions d’association pour un champ de carré intégrable.

Maintenant, on va restreindre 'étude de nos champs aux réseaux 7' = Z¢, ce qui, dans
une vision inférentielle, n’est pas une perte de généralité. De plus, on va changer la classe
des fonctions test en considérant celle des fonctions Lipschitz. Rappelons qu’une fonction
f:R*¥ — R est Lipschitz si

Lip(f) :== sup M < 00,
z,y€R Ay ||£E - y||1

k
ounonanoté x = (xy,...,2k), ¥y = W1, ye) et ||z —y||1 = D |zi — vi]-
i=1

Définition 2.3.5. Un champ aléatoire X = {X(x),x € Z%} de carré intégrable est dit
quasiment associé si pour tous ensembles finis disjoints I,J C 7% et toutes fonctions
Lipschitziennes f : R R | g : RV - R on a
lcov(f(X1), 9(X))| < Lip(f)Lip(g) Y |Cov(X (), X (x)))| (2.3.1)
iel,jeJ
La notion de quasi association est due a Bulinski [BS01]. Comme le montre le théoréme

suivant, c¢’est une classe encore plus large que celle des processus positivement associés,
et donc plus large que les processus associés.

Théoréme 2.3.6 ([BS07] Théoréme 5.3.). Soit X = {X(x),x € Z%} un champ aléatoire

faiblement associé de carré intégrable. Alors X est quasiment associé.

La preuve de ce théoréme sera présentée un peu plus loin dans un cadre vectoriel.

Définition 2.3.7 ((BL,0) dépendance). Un champ aléatoire X = {X(z),z € Z} est
dit (BL,0) dépendant s’il existe une suite décroissante 0 = (0,),en de nombres positifs
qui tend vers 0 telle que pour tous ensembles finis disjoints I, J C Z% et toutes fonctions
Lipschitziennes bornées f : R R, g: RVI - R on a

|Cov(f(X1), 9(X,))| < Lip(f)Lip(g) min(|1], |J])6,

ouwr =dist(I,J) =min{||i — jllo | i € I,j € J}.
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Initialement introduit par Doukhan et Louhichi [D1.99] pour les processus a une di-
mension, 'utilisation de la (BL,#) dépendance pour les champs aléatoires est principa-
lement due a Bulinski [BS07].

On dit qu’un champ stationnaire satisfait la condition de susceptibilité finie de Newman
si
D [Cov(X(0), X ()] < o0 (2.3.2)
jezd

et dans ce cas le coefficient de Cox-Grimmet [CG84] défini par

ur) = 37 [Cov(X(0), X () (233)

lilloo>r
est fini pour tout r € Z,. Sous cette condition, il est évident qu'un champ quasiment
associé est (BL, ) dépendant avec 6, = u(r) le coefficient de Cox-Grimmet. En revanche,

il existe des champs aléatoires (BL,0) dépendants qui ne sont pas quasiment associés.

Lorsqu’on étudie le comportement asymptotique d’un champ aléatoire, le nombre
d’observations n’est pas augmenté par la répétition d’observations sur une fenétre fixée
U C T mais par la croissance de la taille de la fenétre d’observation U, C T'. L’avantage
d’étudier les champs aléatoires associés est qu’on peut montrer les théorémes limites
classiques en imposant seulement des conditions sur le comportement asymptotique de
la fonction de covariance, comme sur le coefficient de Cox-Grimmet. C’est pourquoi le
role de ce coefficient est similaire aux coefficients de mélange, avec I'avantage d’étre plus
facile a exploiter. Les théoréemes limites établis dans la suite sont basés sur la notion
d’ensemble croissant au sens de Van Hove. On se référera a [BS07] pour plus de détails
sur ce sujet mais par souci de simplicité le lecteur pourra imaginer que 1’on observe un
champ aléatoire sur une image U, = [0,n — 1]> C Z? avec n? pixels.

Notons S(U,,) la somme partielle des marginales du champ
S(U,) =Y X(x)
z€Un

permettant de définir ’estimateur de la moyenne du champ comme

r S(Un)
M, = ‘LCJ .

Avant d’énoncer le théoréme central limite, regardons la limite de la variance de S(U,,).

Théoréme 2.3.8 (|[BS07]). Soit X = {X(x),x € Z*} un champ aléatoire stationnaire
satisfaisant la condition de susceptibilité finie de Newman et (U, ), une suite d’ensembles

réquliers croissants. Alors quand n — oo on a

Var(S(Ua)
—— 5 0y,
0] !

ou o := Y Cov(X(0),X(j)).

jezd
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Le premier théoréme limite pour les variables associées est dit & Newman [New80]
dans les années 1980 et dans un cadre unidimensionnel. Sa généralisation aux dimensions
supérieures ainsi que sous I’hypothése plus générale de (BL,0) dépendance revient a
Bulinski [BS07].

Théoréme 2.3.9. Soit X = {X(z),x € Z%} un champ aléatoire (BL,0) dépendant
stationnaire centré de carré intégrable. Alors pour toute suite (U,) d’ensembles réguliers

croissants, quand n — 0o on a

S(Un)

V10|

Il est clair que la condition que X soit centré n’est la que pour alléger les notations :

= VUM -5 N(0,62). (2.3.4)

si X est un champ associé, alors pour toute constante ¢ € R le champ X + ¢ est encore
associé. Cela est di au fait que si f € M(n) alors la fonction f(- + ¢) est encore une
fonction bornée croissante par coordonnées. Par exemple, un champ shot noise satisfaisant
(H) est positif presque stirement et par conséquent il n’est pas centré, voir (2.2.5). Dans

ce cas, la convergence se note
VIUsl

L’inférence statistique par méthode des moments sur les modéles de champs aléatoires

= VIU.I(My = E[X (0)]) = N (0, 07).

nécessite une version vectorielle de toutes ces notions. La premiére référence qui traite

cette extension est [BDDS6] et on se référera encore une fois au livre de Bulinski [BS07].

Définition 2.3.10. Un champ aléatoire X = {(XW(z),..., X®)(2)) 2z € Z} @ valeurs
dans R¥ est dit associé si pour tout ensemble fini [ C R? et f € M(k|I|), g € M(k|I]|)
on a

Cov(f(X1),9(X1)) > 0.

Il est dit faiblement associé si l'inégalité Cov(f(Xr),9(Xs)) > 0 est vérifiée pour tout
fe M) et ge M(k|J|) ouI,J C R? sont disjoints.

Définition 2.3.11. Un champ aléatoire X = {(XW(z),..., X" (2)) 2z € Z%} @ valeurs
dans R¥ de carré intégrable est dit quasiment associé si pour tous ensembles finis disjoints
I,J € Z% et toutes fonctions Lipschitziennes f : RFII 5 R | g : RIS R on a

lcov(f(X1),9(X))| < Lip(f)Lip(g) D Y [Cov(X (i), XD(5))]

iel,jed rq=1

Proposition 2.3.12. Soit X = {(XW(z),...,X®)(2)),z € Z%} un champ aléatoire
a valeurs dans R¥ de carré intégrable et associé positivement. Alors X est quasiment

associé.
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Démonstration. Cette preuve adapte la preuve de Bulinski [BS07]| au cadre vectoriel. Soit
X = {(XW(x),...,X¥(2)),z € Z} un champ aléatoire faiblement associé a valeurs
dans R¥. Soit I,.J € Z® deux ensembles finis disjoints, f : R — R et g : R¥/I — R
deux fonctions Lipschitziennes.

Notons

J+(X7) = f(X7) £ Lip(f) > Z X0 (i)

ZEI?"

9+(Xy) = g(X;) = Lip(g) > Z X q)(j)

jeJ g=1
Les fonctions f, et g, sont alors croissantes par coordonnées et les fonctions f_ et g_

sont décroissantes par coordonnées. On a alors premiérement

Cov(f+(X1),9+(Xy)) =2 0
Cov(f-(X1),9-(X,)) = Cov(=f- (X)), —=g-(X;)) 2 0

En sommant ces deux inégalités, on obtient alors :

Cov(f4(Xr),9+(X)) + Cov(f-(Xr),9-(Xs)) =0,
d’ou
2Cov(f(Xr1),9(X,)) + 2Lip(f) Lip(g) > > Z Cov(X" (i), X(5)) > 0,

i€l jeJ rg=1

et enfin
Cov(f(X1),9(X,)) > —Lip(f)Lip(g) > > Z Cov(X ™ (i), X9 (5)) (2.3.5)
i€l jeJ rg=1
Deuxiémement, on a

{ Cov(—f1(X1),9- (X)) = Cov(f(X1), —9- (X))

>0
Cov(f-(X1), —9+(Xy)) = Cov(—[-(X1), 94+(X,)) = 0.

En sommant ces deux inégalités, on obtient cette fois :

Cov(—[f+(X1), 9-(Xs)) + Cov(f-(Xr), —g+(X,)) =2 0,
d’ou
—2Cov(f(X1),9(X,)) + 2Lip(f)Lip(g) > > Z Cov(X (i), X9 (5)) > 0,

icl jeJ rg=1

et enfin

Cov(f(X1), g(X,)) < Lip(f)Lip(g) Y Y Z Cov(X (i), X9 (3)) (2.3.6)

i€l jeJ rg=1

On conclut que le champ X est quasiment associé en combinant (2.3.5) et (2.3.6). O
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Les champs a valeurs vectorielles, par la notion de (BL, #) dépendance vectorielle, ont

aussi leur théoréme central limite.

Définition 2.3.13 ([BS07|). Un champ aléatoire X = {X(x),z € Z%} a valeurs vecto-
rielles dans R* est (BL,0) dépendant si il existe une suite décroissante 0 = (0,),en de
nombres positifs qui tend vers 0 telle que pour tous ensembles finis disjoints I,J € 7 et
toutes fonctions Lipschitziennes bornées f : RFII - R | g : RFVI 5 R on a

lcov(f(X1), 9(X))| < Lip(f)Lip(g)min(|1],|J])6
our =dist(I,J).

La encore, un champ quasiment associé satisfaisant la condition de Newman est

k
(BL,0) dépendant en prenant 0, = u(r) := 5. 3 [Cov(X™(0), X@(5))| le coef-
[7lloo2r 7,q=1
ficient de Cox-Grimmet vectoriel.

Théoréme 2.3.14 ([BS07|). Soit X = {X(x),x € Z} un champ aléatoire (BL,0)
dépendant stationnaire centré de carré intégrable a valeurs dans R¥. Alors pour toute

suite (Uy,) d’ensembles réguliers croissants quand n — oo on a

\/‘1[]_’ > X(x) = N(0,0),

ot C est la matrice k x k d’éléments Cp,,, = > Cov(XV(0), X (5)).

jEZ2

L’application de ce théoréme aux champs vectoriels de type
Y(2) = (X(2), X(2)%, X(2)X (2 + h))

avec h € Z% permettra dans le Chapitre 3 une étude statistique des moments et des

paramétres d’'un champ shot noise X.

2.4 Géométrie des niveaux d’excursion

Dans toute cette section nous supposerons que les champs aléatoires sont définis sur
R? et observés sur T C R% Pour f : R?> — R une fonction de classe C', on utili-
sera les notations 0;f(x) = g—;:(x) pour i = 1,2 et x = (x1,x3) ainsi que le gradient

Vf(z) = (01 f(x),0af(x)).

Tout comme les fonctions de distance pour les processus ponctuels, les caractéristiques
géométriques des champs aléatoires sont des statistiques trés populaires [KLO1, ATO7,

BST12, Laclbb, AADT19, BD20| avec notamment des applications en imagerie médicale
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[CW99, DBD20| et en astrophysique [Wor95]. Ils ont également permis la construction
d’un test d’aléatoire complet [FHKM18], faisant le lien avec les processus ponctuels et
les modeles shot noise. Ces caractéristiques reposent sur la notion d’ensemble d’excursion
(voir Figure 2.4.1).

Définition 2.4.1. Soit X un champ aléatoire réel sur R?. L’ensemble d’excursion de

niveau u € R dans une fenétre d’observation T est défini par

Ex(u,T)={xeT | X(x) > u} (2.4.1)

=30 A=0.001 ;=0.01 Premier niveau d'excursion

700 800 900 1000

FIGURE 2.4.4 — Simulations sur 7" = [0,1000]*> d’un champ aléatoire shot noise et de 3
niveaux d’excursion (en blanc). Le deuxiéme niveau correspond a u = E[X(0)] tandis

que le premier et le troisiéme niveau correspondent respectivement & v = E[X(0)] —
Var[ X (0)] et uw = E[X(0)] + y/Var[X(0)].

Un ensemble £ C R? compact avec une frontiére C? par morceaux, que ’on note usuel-
lement OF, peut étre décrit a l'aide de 3 caractéristiques. Son aire L(E) et son périmétre
HY(OF), ou L est la mesure de Lebesgue de dimension 2 et H! la mesure de Hausdorff de
dimension 1, sont des quantités fondamentales d’un ensemble qui permettent de décrire
son occupation et sa régularité. Sa caractéristique d’Euler x(F), qui compte le nombre
de composantes connexes moins le nombre de trous, rend quant a elle possible la com-

préhension de la topologie de ’ensemble. Selon le cadre de travail, ces caractéristiques
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géométriques sont parfois appelées courbure de Lipschitz-Killing, voir fonctionnelles de
Minkowski [EHIKMI18].

Un ensemble d’excursion est un ensemble aléatoire de R? et on s’intéresse a ses 3 caractéristiques
géométriques : la fonction aire u — L(Ex (u, T')), la fonction périmétre u — Per(Ex (u,T'))

et la fonction de caractéristique d’Euler u — y(Ex(u,T')). Toutes ces fonctions aléatoires,

vues comme des processus sur les niveaux d’excursion, ne sont pas stationnaires et les lois
marginales, pour un niveau u € R, sont hors de portée. C’est pourquoi nos quantités d’in-
térét sont les espérances de ces fonctions aléatoires. Sans perte de généralité dans ’étude

de notre modéle shot noise, on supposera de plus que les champs sont stationnaires, d’ou

la définition suivante.

Définition 2.4.2. Soit X un champ aléatoire "gentil" réel stationnaire sur R?. Pour

u € R, on définit la densité d’aire par

u— L(Ex(u)) = o) : (2.4.2)
la densité de périmétre par
u — Per(Ex (u)) = E[Per(f();()u’ D)} (2.4.3)
et la densité de caractéristique d’Fuler par
U —> m _ Ex(Ex(u,T))] (2.4.4)

L(T)
ou T est n’importe quelle fenétre d’observation dans R?.

Le terme "gentil" fait ici référence au "nice" d’Adler [AT07], afin que tout soit conve-
nablement défini. A ce stade, sans hypothése de régularité, la notion de périmétre d'un
ensemble mesurable dans R? est un petit peu floue. Elle sera définie pour nos ensembles

d’intéréts dans la suite de ce chapitre.

La caractéristique la plus simple a étudier est celle de ’aire puisqu’elle ne dépend que

de la loi marginale. En effet, par stationnarité et Fubini on a facilement que

E[L(Ex(u,T))] = / E[1x@)>ude = L(T)P(X(0) > u) (2.4.5)
T
La normalité asymptotique de L(Ex(u,T,)) (lorsque T,, est une suite d’ensembles crois-
sants réguliers) pour une large classe de champs aléatoires stationnaires a été prouvée
dans [BST12], sous des hypothéses de faible association et de densité bornée des lois

marginales.

Concernant les deux autres géométries, de nombreux résultats sont connus pour les

champs gaussiens stationnaires. Sous des conditions de régularité, comme celle que le



Géomeétrie des niveaux d’excursion 78

champ soit presque stirement une fonction de Morse de classe C?(R?), le Théoréme 11.7.2
de [AT07] permet de calculer facilement la densité de caractéristique d’Euler. De son coté,
les Théorémes 6.8 et 11.3 de [AW09] donnent 'expression de la densité de périmétre pour
des champs gaussiens, sous I’hypothése principale que le champ soit presque stirement
de classe C'(R?). Par exemple dans [BD20], en considérant un champ gaussien C?(IR?)
centré, stationnaire et isotrope de fonction de covariance C' sur Ry, on a pour presque

tout u € R les formules explicites suivantes :

S Y 1 _u?
Per(Ex (1)) = ,/%U T (2.4.6)
2

et
% 1 2
TC(Ex(u)) = u e 2 247
(Ex(w)] = Su-— 247
oit on a noté Ay = —C@(0) le deuxiéme moment spectral et o2 = C(0) la variance

d’une marginale. En reprenant les notations de la Figure 2.1.1, la Figure 2.4.5 illustre
ce qu’il est possible de faire avec les champs gaussiens, ot en considérant une covariance
gaussienne on obtient \y = W+U4 et 02 = 27ru+02’ ce qui permet d’expliciter totalement
(2.4.6) et (2.4.7).

Cependant, lorsque le champ n’est pas gaussien, il est plus difficile d’avoir des formules
explicites. Une exception est celle des champs aléatoires infiniment divisibles pour lesquels
[AST13] ont étudié le comportement asymptotique de la loi du nombre de points critiques
lorsque le niveau d’excursion u — co. Par la théorie de Morse, les points critiques d’une
fonction sont étroitement liés & la caractéristique d’Euler des niveaux d’excursion. Ainsi,
ces résultats ont permis le calcul asymptotique de y(Ex (1)) pour des haut niveaux u,
conditionnellement a ce que les niveaux d’excursion ne soient pas vide, sous des hypo-
theses de régularité comme celle que le champ soit presque stirement une fonction de
Morse C?(R?). Les travaux de Lachiéze-Rey [Lacl5a, Lacl5b], faisant le lien entre la ca-
ractéristique d’Euler et des outils variographiques, ont permis un relachement de certaines
hypothéses de régularité. Ils permettent le calcul de u — m sous I’hypothése que
(X(0),0,X(0),0.X(0)) a une densité bornée et que le champ est presque sirement une
fonction C'(R?) avec des dérivées Lipschitz, hypothése plus faible que I'habituelle fonc-
tion de Morse C*(R?). En particulier, ces résultats viennent généraliser les résultats sur

les champs gaussiens [AT07].

2.4.1 Périmétre des champs shot noise

Les précédentes hypotheses, que cela soit lié a la régularité du champ ou a I’existence
d’une densité bornée, ne sont pas toujours vérifiées pour les champs shot noise. Par

conséquent, le calcul des caractéristiques géométriques a partir de ces résultats n’est pas
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FIGURE 2.4.5 — Simulations sur 7" = [0,1000]* d’un champ aléatoire gaussien avec co-
variance gaussienne et estimations de ses 3 caractéristiques géométriques. Les 3 courbes
théoriques ont été calculées avec (2.4.5),(2.4.6) et (2.4.7).

possible. L'un des problémes est I'hypothése que X (0) a une densité bornée. Par exemple,
si le noyau ¢ est a support compact, il existe une probabilité strictement positive qu'une
marginale de X soit nulle. Ceci est incompatible avec I’hypothése d’existence d’une densité
bornée [AADT19], mettant ainsi de coté tous les noyaux a support compact. Un deuxiéme
probléme est I’hypothése de régularité du champ. En effet, pour qu'un champ shot noise
soit lisse il est nécessaire que le noyau g soit lisse, mettant ainsi de coté tous les modeéles o
le noyau est constant par morceaux. Pour palier a ces problémes, les idées de [BD 16, BD20]
sont, en premier lieu, de regarder ces fonctions dans leur globalité en adoptant un point
de vue fonctionnel. Pour h une fonction test lisse (dans un sens que 'on précisera plus

tard), on introduit la fonctionnelle du périmétre par

LPx(h,T) = /h(u)Per(EX(u),T)du. (2.4.8)
R
La connaissance de cette fonctionnelle permet une connaissance presque partout du pé-

rimétre. En particulier, pour v € R, en calculant (2.4.8) avec h,(u) = ¢™* on obtient les

transformées de Fourier du périmétre.
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Dans le méme esprit fonctionnel, Lachiéze-Rey |[LaclGa] s’est également affranchi de
I’hypothése de la densité bornée dans I'étude de la caractéristique d’Euler d’un champ
shot noise. Les autres conditions de régularité sont certes un peu plus faibles que 1’habi-
tuelle Morse C?(IR?), mais ne permettent pas pour autant une étude pour les modéles shot
noise non lisses. C’est pourquoi, deuxiémement, le cadre trés intéressant pour étudier les
géométries des champs shot noise est celui des fonctions spéciales a variations bornées. Il
permet au noyau du champ d’étre constant par morceaux, sans lui enlever la possibilité

classique d’étre lisse.

Rappelons briévement quelques définitions. Soit 7' C R? un ouvert. Une fonction

f € LY(R?) est dite continue approximativement en x € T si

1

0 ) o )~ Sl =0.

L’ensemble des points ou la fonction n’est pas continue approximativement est négligeable
par rapport a la mesure de Lebesgue £? [AFP00]. Parmi ces points, un point z € T est
dit de saut approximatif s'il existe deux réels f*(z), f~(z) tels que f*(z) > f~(x) et un

vecteur unité v(x) avec

1
Iim — — T (2)|dy =
/ F) — (@)]dy =0,

,J,rf (z) (x,p)

et
lim — / ) — f(@)ldy =0,

p—0 -
P vs(2) (x,p)

ou Bf (z, p) et B, (z, p) désignent respectivement la demi-boule {y € B(z, p), (y — z,v) >
0} et la demi-boule {y € B(z,p), (y — z,v) < 0}. On note J; 'ensemble des points de
saut approximatifs. Une fonction f € SBV(T) si f € LY(T) et a sa dérivée distributive

représentée par une mesure de Radon finie dans 7" donnée par

/T f(w)g—Z(w)dxz - / oDy f (dx),

pour tout ¢ € CH(T,R), I = 1,2 et pour Df = (D; f,Dyf) une mesure a valeurs dans R?
telle que
Df = VfL+(f" = [ vH L]y,

ou VfL est la partie absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et
(ft — f7)vyH 2] est la partie saut. La notation H'ZJ; désigne la restriction de la
mesure H' a Pensemble J;. La différence entre les fonctions spéciales a variations bornées
et les fonctions & variations bornées est que pour ces dernieres la mesure de Radon Dy
posséde une troisiéme composante qui s’annule sur les ensembles qui ont une mesure H*

finie et qui est désignée comme la partie de Cantor de Dy [AFP00].
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Ce cadre de travail est de grand intérét pour étudier le périmétre d’un ensemble
mesurable. Si on suppose que E un ensemble mesurable tel que sa fonction indicatrice
15 € SBV(T'), alors on définit le périmeétre de E dans T' par

Per(E,T) = sup {/ divipdz | ¢ € CHT,R?),||¢|]e < 1} : (2.4.9)
B

et on définit ces ensembles comme les ensembles de périmétre fini dans 7. Cette définition
du périmeétre concorde avec la définition classique par la mesure de Hausdorff pour les
ensembles de périmétre fini dans T avec une bordure C' par morceaux [AFP00]. Cest
dans ce cadre de travail que Biermé et Desolneux [BD16] ont réussi a calculer le périmétre
des niveaux d’excursion de plusieurs champs shot noise. En fait, si f € SBV(T') alors
I'ensemble d’excursion E(u,T’) est un ensemble de périmétre fini dans 7" pour presque
tout u € R et c’est par 'équation (2.4.9) que l'on définit le périmétre Per(Ey(u,T))
qui apparait dans I'équation (2.4.3). Une fois de plus par stationnarité, notre quantité

d’intérét est

E[LPx(h,T _—
TPx(h) = ELPx (B T)] / () Per(Bx () ).

L(T) R
Théoréme 2.4.3 (Théorémes 1 et 2 et Proposition 1 de [BD16]). Soit X un champ shot
noise défini par (2.2.1). Supposons que le noyau g est une fonction spéciale & variations
bornées et intégrable telle que son gradient Vg est intégrable et sa partie saut est finie
fJg (g7 (y) — g (y))H' (dy) < oo. Alors la fonctionnelle du périmétre moyen s’écrit, pour
toute fonction h € Cy(R, C), comme la somme d’un terme lisse avec un terme de saut :

LPx(h) = E[h(X(0))|[VX(0)|]

+ A / / ( mg/+(y)E [h(s + X(O))]ds)Hl(dy)F(dm). (2.4.10)

Ry Jg mg~ (y)

De plus, en prenant h,(u) = €™, on obtient que la transformée de Fourier de la

fonction du périmetre moyen est
LPx(h,) = E[e™X ||VX
+ E[eX 0O // etumat(y) _ z“mg_(y))’;'-ll(dy)F(dm). (2.4.11)
zu
Ry J,

Dans le cas ou le noyau g est constant par morceaux, la partie lisse s’annule et des
calculs explicites sont possibles, notamment lorsque le noyau est une indicatrice d’un
compact (boule, rectangle, ...) [BD16]. Dans le cas ou le noyau g est de classe C? alors la

partie saut s’annule et la partie lisse se calcule comme suit.

Théoréme 2.4.4 (Théoréme 3 de [BD20]). Soit X un champ shot noise défini par (2.2.1)

et T un ouvert borné de R? tel que sa frontiére soit une courbe régulicre par morceau.
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Supposons que le noyau g soit intégrable, isotrope et de classe C*(R?) tel que chaque

alilg
J J
Ozt ox}?

dérivée partielle soit intégrable pour tout j = (j1,72) ow |j| = j1 + jo < 2.

Alors X est un champ stationnaire, isotrope, presque stirement de classe C'(R?) tel que
X (0) et 0;X(0) sont intégrables, satisfaisant les hypotheses du Théoréme 2 de [BD20]. Par
conséquent X € SBV(T) presque strement et Per(Ex(u,T)) est intégrable pour presque

tout u € R tel que pour tout h € C,(R,C) on a

™

S E[R(X(0))[0 X (0)]]-

LPx(h) = 5

St on suppose de plus que toutes les dérivées partielles jusqu’a ordre 2 sont de carrés
intégrables, alors pour tout v € R, en notant h, la fonction u — €™, on a
- % 1
LPx(h,) = / —4,0(1/ v)So(v,v)dv (2.4.12)
0

avec ¢ la fonction caractéristique de (X (0),0,X(0)) donnée par

1
(,0(7/, U) - K [eiVX(O)+iU61X(O)] = exp ()\/ / [ei [ymg(:v)Jrvalg(x)} . 1} F(dm)dx) :
r2 JR,

et ot on a noté

So(v,v) = —z'/\/ moig(z)e’ [mate)+vmdrg(o)] F(dm)dz.
r? JR,

Reprenons 'exemple illustré sur la Figure 2.2.2 en considérant le champ shot noise
X\ 0 formé par un noyau gaussian couplé a une marque exponentielle. Par le calcul de
sa fonction caractéristique, on a déja vu que chaque marginale suit un loi gamma. Le

méme type de calculs nous donne

oo 27
vo? — vrcos())e /27
= A dod 2.4.13
pv,v) = exp // 27ra4 —i(vo? — vrcos(0))e—?/20? " ( )
0 0
et
7 omotpricos()e "%
v) :i)\// a — S dodr (2.4.14)
) (2motu — i(vo? — vrcos(6))e?/20%)

Malheureusement, ces calculs sont quand méme exprimés sous forme de plusieurs inté-
grales et nécessitent une approximation numérique qui doit étre adaptée a chaque triplet
de parameétres (\, i, o). En pratique, pour obtenir la fonction de périmétre moyen, il est
ensuite nécessaire d’effectuer une transformation de Fourier inverse, ce qui requiert une
nouvelle fois une approximation numérique et une adaptation spécifique a chaque mo-
déle. L’algorithme 2.4.1 résume la procédure pour approcher numériquement la fonction

du périmeétre moyen.
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Algorithme 7 Calcul la fonction du périmétre moyen a partir du cadre lisse
Choisir nq le nombre d’éléments du vecteur v

Choisir V., le maximum du vecteur v
__Vmax . _ VYmazx

v —tme 4 (0ing — 1) Zmen

Choisir ny le nombre d’éléments du vecteur v

Choisir vy, le maximum du vecteur v

v (1 ) tmes

n2

Choisir 7., le maximum dans U'intégrale de ¢(v,v) et Sy(v, v)
Choisir ng le nombre d’éléments du vecteur
Choisir Uy, €t Umqe le minimum et le maximum du vecteur u
ueumm+(0:n3—1)w
for k=1:n; do
for{=1:n,do
Approcher ¢(v(k),v(l)) par intégration numérique de la formule (2.4.13)
Approcher Sy(v(k),v(l)) par intégration numérique de la formule (2.4.14)
end for
end for
Approcher v — LPx(h,) a partir de la formule (2.4.12)

Approcher u — Per(Ex(u)) par transformée de Fourier inverse

Au deld du choix des précisions ni, ny et ns; ¢’est le choix de 7,02, Vmaz €6 Vimaz qui
n’est pas facile puisqu’ils dépendent des paramétres du champ. Les valeurs de t,,;, et
Umaz peuvent étre choisies par le minimum et le maximum d’une simulation d’un champ
shot noise avec les mémes parameétres. La valeur de v,,,, peut également étre choisie
par observation du périmétre empirique d’une simulation. La fonction de périmeétre em-
pirique Per(Ex (u)) est calculée numériquement en suivant I'étude récente de Biermé et

Desolneux [BD20]. La Figure 2.4.6 est le résultat de l'algorithme 2.4.1 avec le triplet

L
» 100’

bas & droite de la Figure 2.2.2. Nous avons choisi n; = ny = n3 = 2% afin de faire un

de parameétres (o, u, \) = (20 0.001), identique & ceux utilisés dans la simulation en
compromis entre une bonne précision et un temps de calcul acceptable. Pour ce triplet
de paramétres, on recommande numériquement de choisir 7,4, = 100 et v,,4, = 6000. En
utilisant la commande "tic toc" de Matlab, 'algorithme a duré 4500 secondes soit plus
d’une heure. Il sera intéressant de comparer ce temps de calcul avec celui des méthodes
de calcul du Chapitre 4.

La variation totale du champ X sur 7" est une quantité importante qui, par une for-
mule de la co-aire [BD16], est obtenue comme [, Per(Ex (u),T)du qui n’est rien d’autre
que LPx(1,7T). Son importance sera mise en avant dans le Chapitre 4. Enfin, ce cadre
de travail a également permis a Lachiéze-Rey [Lac19| de montrer la normalité asympto-

tique de LPx (h,T') sous certaines hypothéses de controle sur g, mais sans hypothése de
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Périmétre d'un champ shot noise
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FIGURE 2.4.6 — Périmeétre des niveaux d’excursion d’un champ shot noise gaussien avec
une marque exponentielle de paramétres (A, u, o) = (0.001, ﬁ, 20). En rouge, 'estimateur
empirique du périmetre a partir d’une simulation du champ sur 7' = [0, 1000]?. En bleu,

la fonction de périmétre moyen théorique approchée par 1'algorithme 2.4.1.

régularité ou de densité bornée. En particulier, la variance est proportionnelle a la taille
de la fenétre. Il a permis aussi & Biermé et Desolneux [BD20| d’étudier la courbure totale
moyenne des ensembles d’excursion, qui est directement reliée a la caractéristique d’Euler

par le théoréme de Gauss-Bonnet (que l'on peut trouver dans [BD20], Théoréme 1).

2.4.2 Asymptotique en haute intensité

Il existe un lien tres fort entre les champs shot noise et les champs gaussiens. Soit X,
un champ shot noise, ott A représente le paramétre d’intensité du processus de Poisson,
tel que son noyau est de masse totale 1 (autrement dit [; = 1), alors pour x € R?, on

note Z, le champ normalisé

Xo(z) — AE[M]
S

Il est connu que [HS85], lorsque A — oo, le champ Z, converge vers un champ gaussien

Z\(z) = (2.4.15)

B stationnaire centré et de fonction de covariance donnée par

_ Cov(X(x), X(0))
A

Cov(B(x), B(0)) = E[M?] /RQ 9(=)g(z — c)de = E[M?]I5(z),

au sens des lois finies dimensionnelles.

Pour avoir la convergence d’une marginale X (0), 'idée du résultat est de montrer que,
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lorsque 1’on tronque le noyau sur une boule de rayon v/, les moments de Z 1(0) convergent
vers les moments de B(0), ce qui permet de conclure par le théoréme de Fréchet et Sholat
[Loe77]. Cela suffit puisque la variance de la différence entre le shot noise normalisé et le
shot noise normalisé tronqué tend vers 0. La méthode de Cramér-Wold permet d’avoir la
convergence en loi finie dimensionnelle, en appliquant la convergence d’une marginale au
champ shot noise avec un noyau bien approprié construit a partir du noyau initial. Cette
normalité asymptotique en haute intensité, dont les premiers travaux unidimensionnels
reviennent a [Pap71], a permis des applications dans plusieurs domaines comme la gestion
du risque en assurance [KM95] ou les réseaux sans fil [CHO1, AY10].

Sous certaines conditions de régularité du noyau, le Théoréme 8 de [HS85] étend la
convergence en lois finies dimensionnelles en une convergence en loi fonctionnelle sur
tout compact. Sans étre optimale, si 'on suppose que g € C*(R?) et que les dérivées
partielles décroissent assez vite, alors ce principe d’invariance est valable [[LM21]. Récem-
ment, sous ces mémes hypotheéses, Lachiéze-Rey et Muirhead ont amélioré ce résultat en

montrant que pour tout R,t > 1 on a l'inégalité suivante

log()\)
A

IP>(||Z/\ - B||oo,B(o,R) > t) < 01R2)\C3e_62t,

ou c1,co > 0, c3 > 2, et des résultats similaires sont également présents pour toutes les
autres dimensions d # 2 [LM21].

Ce principe d’invariance a notamment permis 1’étude du niveau critique de la connexité
globale des ensembles d’excursion. En effet, par croissance on sait qu’il existe un niveau
critique u.(X)) € [—00, +00] tel que la probabilité que Ex(u,R?) contienne une compo-
sante connexe non bornée devienne nulle a partir de u > u.(X),). Lorsque la marque M
vaut 1 presque stirement, sous des hypothéses de régularité et d’isotropie sur g, ainsi que
de densité bornée sur le vecteur (X,(0), V(X,(0)), [LM21] a montré que asymptotique-
ment

u (X)) = E[X,(0)] + o(VX).

Si de plus le noyau g est positif alors
ue(Xy) = E[X5(0)] + O(log(1)*?).

Ce résultat a toute ses chances d’étre vérifié sans hypotheése aussi restrictive sur la marque
M, a condition que le vecteur (X, (0), V(X,(0)) soit toujours de densité bornée. C’est une
nouvelle propriété partagée avec les champs gaussiens puisque, par symétrie, le niveau

critique d’un champ gaussien est également son espérance [[LM21].

En résumé, il est logique de s’attendre a ce que la densité de périmeétre du champ shot
noise normalisé converge presque partout vers la densité de périmetre du champ gaussien
asymptotique B. Pourtant, ce n’est pas le cas lorsque la partie saut est présente, comme

le montre le théoréme suivant [BD16].
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Théoréme 2.4.5. Soit Z, un champ shot noise normalisé défini par I’équation (2.4.15).
Supposons que le noyau g est une fonction spéciale a variations bornées, de masse totale 1
et de carré intégrable telle que son gradient Vg soit de carré intégrable, sa partie saut soit
finie [; (g7 (y) =g~ (y))H'(dy) < oo et [} (9" (y) =g~ W)(lg" W)+ g~ ()]))H! (dy) < oo.
Supposons de plus que la marque a un moment d’ordre 2 fini.

Alors il a deux comportements asymptotiques différents :

(a) si g n'a pas de partie saut, c’est a dire si fJg (g% (y) — g (y))H'(dy) = 0, alors
quand X\ — oo, pour tout v € R et h,(u) = e on a :

—____ JEM 2112(0)/
LBy () — 2\/[%] E[M2]1(0) / \//R (cos(0)d1g(y) + sin(0)dag(y)) dydd
+o(1). (2.4.16)

(b) si g a une partie saut, c’est a dire si fJg (gt (y) — g~ (y))H'(dy) > 0, alors quand
A — 00, pour tout v € R et h,(u) = ™ on a :

LP7 (h,) = /AE[M]e " EIM?112(0)/2 { Vyg(z)dz

R2

+ / (97 (y) — g‘(y))”Hl(dy)} +o(VA).  (24.17)
Jg

Dans le cas lisse, I’équation (2.4.16) montre la convergence des transformées de Fourier
de la densité de périmétre du champ normalisé vers la transformée de Fourier de la densité
de périmétre du champ gaussien asymptotique (Théorémes 6.8 et 11.3 de [AW09]). Si 'on

suppose de plus que le noyau g est isotrope alors on a

/0 ' \/]E[MQ] /}R2 (cos(0)drg(y) + sin(@)(’?gg(y))Qdde =21/ s,

ol Ay désigne le moment spectral du champ gaussien B, et ainsi 'asymptotique de 1’équa-

tion (2.4.16) est exactement la transformée de Fourier de (2.4.6) puisque

o2 — Var[ X (0)]

T = E[M?]1,(0).

Enfin, rappelons que puisque pour tout u € R, Ez, (u) = Ex, (VAu+AE[M]), on retrouve

la transformée de Fourier de la densité de périmétre du champ X, par le lien

1 -
LPz, (hy) = ﬁewﬁE[M]LPxx(hu/ﬁ)-



CHAPITRE

3

INFERENCE STATISTIQUE SUR DES
CHAMPS ALEATOIRES SHOT NOISE
STATIONNAIRES

Nous présentons dans ce chapitre un article en pré-publication, qui traite de I'inférence

statistique des champs aléatoire shot noise.

Résumé

Nous étudions le comportement asymptotique d’un champ aléatoire shot noise
stationnaire. Nous utilisons la notion d’association pour prouver la normalité asymp-
totique des moments et une version multidimensionnelle pour les fonctions de cor-
rélation. La variance des estimations des moments est diminuée par I'utilisation de
la propriété d’isotropie du champ. Ces résultats seront appliqués a l’estimation des
paramétres du modéle dans le cas d’un noyau gaussien. La normalité asymptotique

est prouvée et une étude numérique est réalisée.
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Statistical inference on stationary shot noise
random fields

Antoine LERBET

Abstract

We study the asymptotic behaviour of a stationnary shot noise random field.
We use the notion of association to prove the asymptotic normality of the moments
and a multidimensional version for the correlation functions. The variance of the
moment estimates is decreased by use of the isotropy property of the field. These
results will be applied to the estimation of the model parameters in the case of
a Gaussian kernel. The asymptotic normality is proved and a simulation study is

carried out.

3.1 Introduction and notation

A spatial random field X is a family of random variables {X (¢),¢ € T} indexed by
T = R? or T = Z*. Many models exist and have for instance applications in spatial
modeling and image analysis (e.g. [DBD20]). Most interesting random fields are smooth
and therefore have a dependency structure and one may only adress their asymptotic
normality by using for instance mixing properties, as can be found in [Ros56] and [Bol82].
Unfortunately, although the usual mixing definition are very useful for the processes, there
are only few examples of a random field satisfying this mixing requirement. To obtain
asymptotic results one may also use the concept of association introduced by [EPWG7|
for which [New80, New84], [BDD86] and more recently [BS07] proved asymptotic results.
The logical connections between mixing and association have been established for some
point process ([PDL19]) but it is more complicated for random fields. Several classical
processes and models are associated ([LSY19]) and in particular [BS07| demonstrated the
association for some shot noise random fields.
A shot noise is an elegant random field built from a point process and a kernel function;

more precisely in this paper we will consider the following model

VeeT, X(x)= Z mig(x — x;), (3.1.1)

(zi;mi)€dx
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where ¢ : R? — R is a deterministic function that we will call kernel and ¢x is a marked
Poisson point process on R? x R, with intensity measure AdzF(dm) i.e. the z; are the
points of an homogeneous Poisson point process with intensity A in R? and the m; are
the marks with common law F', independent of the Poisson point process.

Initially introduced in 1909 by [Cam09b, Cam09a], the one dimensional shot noise pro-
cess was much studied in the 20th century to model physical phenomena with a first
important theoretical paper by [Ric44]. More recently, the process has also been used in
network theory ([BB09]) and finance ([Sch17]). Generalization to higher dimensions is
more recent with the important work of [HS85| proving asymptotic normality for high
intensity and which can be seen as a link between the Gaussian setting and the discrete
models of stochastic geometry such as the Boolean one (JCSKM13]). We can also mention
the recent works of [BD20] and |[Lacl6a] studying geometric statistics of excursion sets.
Shot noise random fields have also found their interest in Cox point processes (see[Mol03])

to generalize cluster point processes model such as Neyman-scott processes.

By Campbell’s theorem, the random sum (3.1.1) exists if and only if
/ min(|mg(z)|, 1) \dzF(dm) < oo
RQX]R+

which holds in particular if the distribution of the mark M given by F' has a finite
expectation and g is integrable. More precisely, in the rest of the paper we will consider

the following set of assumptions (H)

1. the mark M is positive almost surely and has finite moments of order 4 i.e. E[M*] <
Q5
2. the kernel g is a non negative, continuous, bounded and Lebesgue integrable function

on R2.

The paper is organized as follows. In Section 2 we propose an asymptotic study on the
empirical moments : the first moment (the mean), the second moment and the second
central moment (the variance). More specifically, we are interested in the mixed moment
of second order, the central mixed moment of second order (the covariance) and the
correlation. Due to the stationarity property, all those moments are functions on 7'
Our main aim is to prove the strong consistency and the asymptotic normality of those
statistics. In Section 3, we deal with the case of isotropic kernels for which the mixed
moments are given by functions on R,. By taking this property into account, we can
construct a refinement of the estimates. Finally in the last part, these results are applied
to estimate the parameters considering the case where the kernel g is Gaussian with
variance o2. A specific application of this Gaussian kernel is the fundamental solution
of the heat equation with initial data a point process, yielding a parameter ¢ depending
on the time t. Moreover, in the Gaussian kernel case most of the computations can be

performed in an explicit way.
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3.2 Asymptotic behaviour of moments

Although moments do not fully characterise the law of a random variable, they provide
a great amount of information. When considering a random field, it is not always easy
to calculate the raw moments and it is even less easy to calculate the mixed moments.
Under (H) and thanks to Campbell theorem, since g is bounded and integrable, we
can calculate all the moments up to order 4 of a shot noise random field using kernel

dependent integrals. Let us start with a few notations

. /R gle)de (3.2.1)

D(z) = /R gle— a)gle)de (3.2.2)
I3(z,y) = /R g(c —x)g(c —y)g(c)de (3.2.3)
o) = [ gle=a)gle = plgle - g(e)de (3.2.4)

It is usually assumed without loss of generality that the kernel g has a total mass 1 (i.e.
I; = 1) and recall that the 4 integrals are non negative since g is non negative.

By stationarity, for k = 1,...,4, the moments E[X (2)*] do not depend on the position
x € T and the mixed moments of second order E[X (z)X (y)] depend only on x — y for all
x,y € T. The first moments of a shot noise random fied are given in the following lemma

which proof is postponed to the appendix.

Lemme 3.2.1. Let x € T and my = E[M*] for k € {1,2} where M is a random variable
with law F. Then under (H) and I; = 1 we have :

— M, =E[X(0)] = My ;
— h(z) =E[X(2)X(0)] = Mmaly(z) + N?m? ;
— f(z) = Cov[X(z), X(0)] = Amals(x) .

Note in particular that M, = E[X(0)?] = h(0) and V = Var[X(0)] = f(0).

The limiting behaviour of a random field (or a sequence) of dependent random variables is
of great interest. Roughly speaking, if the dependence between distant variables is small
enough, then we will have our limit theorems such as the strong law of large numbers
or the central limit theorem. The different notions of mixing ([Ros56]; [Bol82]) are often
used to characterise this weak dependance. However mixing properties are (in general)
inaccessible for a shot noise process. The framework that will enable us to achieve results
is that of the association that has been initially introduced by [EPWG67] and for which
a reference book is the one of [BS07]. For n € N, we note M(n) the class of bounded
coordinate-wise nondecreasing Borel function f : R” — R and M = U,enM(n). We note
also X; = {X(x;), z; € I} for I C T with finite cardinal |I|.
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Définition 3.2.2 (Associated random field). A random field X = {X(z),z € T} is
associated if for all finite set I C T and ¢,v € M(|I]), one has

Cov(é(X7),v(X1)) > 0.

Note in particular that the covariance of 2 variables of the random field are necessarily
non negative.

The starting point of this work is the following result due to [BS07]. The proof is
based on the property of independence of the underlying Poisson process.

Théoréme 3.2.3. Let X be a shot noise random field defined in (5.1.1) such that M >0
a.s. and that g is a mesurable non negative function. Assume that X (z) < oo a.s. for any
r € R%

Then X is an associated random field.

Let us point out that Theorem 3.2.3 is true under our assumptions (H). The finiteness
condition is fulfilled because as M and ¢ are integrable, our random field is also integrable.

The asymptotic results for associated random fields were mainly proved by [New80,
New&4| but we will rely on recent book of [BS07|. The viewing window is equivalent to
the sample of a traditional statistical study and asymptotic results for random field are
based on the notion of growing set in the Van Hove sense (the VH-growing). For more
details on this topic we refer to [BS07] but for example one may observe the random field

on an image U, = [0,n — 1]? C Z? with n? pixels.

We actually need to ascertain a multidimensional version of the association for two
main reasons. The first one is that we want to study the correlation and the second one

is that we are interested in results on several moments.

Définition 3.2.4 (Associated vector valued random field). A random field X defined on
T with values in R¥ is associated if for all finite subset I C T and ¢, € M(k|I]), one

has

Cov(p(X7),(Xy)) = 0.

The following result is given by [BS07] under the (BL,#)-dependance assumption ' but
in the case where the random field is associated, square-integrable and check the finite
susceptibility condition of [New80] then it satisfies the (BL,0)-dependance.

Théoréme 3.2.5 (Corollary 1.13. of [BS07]). Let X = {X(z),x € Z*} be an associated,
strictly stationary, centered, square-integrable vector valued random field taking values in
R*. Let us note

Cim =Y Cov(X'(0),X™(2)), Lm=1,... 0k

2€72

1. See [BS07] for the definition of (BL, #)-dependance.



Asymptotic behaviour of moments 93

all the cross-covariance and suppose that all series are convergent. Then, for any sequence

of reqularly growing sets U,, C Z*, as n — oo one has

U772 X( ) —L N(0,C)

.Z'EUn

Here C' is the k x k matriz with coefficients Cy,,.

This is the conditions of convergence which are known as the finite susceptibility
condition of [New&0].
Note that if X is an associated random field, then for all constant ¢ € R the random field
X +cis still associated and therefore the centering condition is not a problem. Indeed, for
all f € M(n) the function f(-+ ¢) is still a bounded and coordinate-wise nondecreasing
function. It is now possible to state our first theorem for which we introduce the following
notation and recall that all these series have positive terms.

Notation : for all wy, w, € Z? we write

2) = I(z) (3.2.5)

S(2,2,wq) = Z L(z)Is(z 4+ wn) (3.2.6)
S@Bw) =Y Iy(z,w) (3.2.7)

S(4,wy,wy) = Z Ii(z, 2 + wy, wo) (3.2.8)

Théoréme 3.2.6. Let X be a shot noise random field satisfying hypotheses (H) and the

finite susceptibility condition > Iy(z) < oo. Let also (U,), be a sequence of regqularly
2€Z2
grounng sets,

My =— Y X(x) (3.2.9)

be the estimators of the first moments and, for w € Z2, let

— 1

B (W) = T oul > X(@)X(z+w) (3.2.10)

zelU, 0w

be the estimators of mized moment of second order, with U,ow = {z € U, ; x+w € U,}.

Then M, (resp. hy, ( )) are unbiased and strongly consistent estimators of My (resp.

h(w)).

Furthermore, for k >0 and w.,...,w, € Z?, noting wy = 0, as n — 0o we have :

VIO (W, = My, ) = hwo), - o) = h(a) ) = N (0, Za i)

where for 1,5 =1,...,k the coefficients a;; of the matriz Xy p(u,

.....

— 411 = O'% = )\7’7”@5(2),
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— Q1442 = O-ih(wi) = m3)\5’(3, wz) + 2m2m1/\25(2),

— Gig2,542 = U%(wi),h(wj) - m4)‘5(47 Wi, wi) + 27n37nl)‘2 <S<3> wj) + 5(3, wl))
+ ma\? (5(2, 2,w; +wj) +5(2,2,w; — wj)> + 4mamiN3S(2).

Démonstration. Let us start with the the computational but important lemma whose

proof is postponed to Appendix and based on a repeated use of Campbell’s theorem.

Lemme 3.2.7. Let z,y,s,t € T. Under (H) the third and fourth mized moments of a
shot noise random field X defined by (3.1.1) are respectively given by

E[X ()X (y) X (s)]
=maAz(z — 8,9y — 5) + mem N (In(x — y) + L(z — 8) + L(y — 5)) +m3iN®, (3.2.11)

and
Cov(X(2)X(y), X(s)X(t)) = myAly(x —t,y — t, s — 1)

+mgma A I3(x — s,y —s)+ I3(x —t,y —t) + Is(x —t,s — t) + I3(y —t,s—t))

A2
+m§A2(2(x $)Io(y — ) + Iy(z — t) I (y — ))

+ mom3i\ (12 x—8)+ Iz —t)+ L(y—s)+ L(y — t)) (3.2.12)

Now return to the proof of Theorem 3. By Lemma 3.2.1 the convergence of >  I5(z)
2€7Z2

is equivalent to the convergence of Y Cov(X(0), X(z)). By Theorem 3.2.1 of [Guy95|

2€72
we have the consistency property of M;. Let w € Z?, we will prove the other conver-

gences with the same theorem but this time we need the convergence of the following
sum Yy, Cov(X(0)X(w), X (2)X(z 4+ w)). For this purpose, by Lemma 3.2.7 we have to

2€72
check the convergence of S(4,w,w), S(3,w), S(2,2,0) and S(2,2,2w). To see the conver-

gence of S(4, w,w), just write I4(z, z +w,w) < ||g||A, I2(z) whose series is convergent. We
have the same for the other series. The unbiased property is simply due to the stationarity
of our random field.

To have the asymptotic normality we need to apply Theorem 3.2.5 and the following

lemma :

Lemme 3.2.8. Let k£ > 0, wg = 0 and wq,...,w, € T. We denote also by Z* the

following vector valued random field
Z%(x) = (X(2), X ()X (z + wo), X ()X (x + wy),..., X (x) X (x + wy))

Then Z% is associated with values in RTQ.
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Proof of Lemma 3.2.8. Let I = {x1,...,x,} € T be a finite set and ¢, € M((k+2)n).
Fori=1,...,n we note Xy,.s;+w, = (X (), X(x; +wy),..., X(x; +wy)) with values in
R+ Then,

Cov(e(Z1), ¥(Z'))

= Cov (qb(Zw(xl), ooy Z9(xg)), (2 (x1), .. Zw(xn))>

= COV <¢ o tw(Xxlslerwka ... 7in:xn+wk)> ¢ o tw(Xx1:x1+wk7 " 7Xxn:xn+wk))
>0

with

~
g

RYTY — REHD
y:(yi)1§i§k+1 = (yhy%ﬁ%ylw'-ayk—i-lyl))a

which we extend into a function on R*+Y with £,,(y) = 0 for all y ¢ Rfﬂ), and

te R(k-i—l)n — R(k+2)n

y:(y(i)hgign — (Ew(y(i)))lﬁign-

The last line comes from the assocation of the random field X since the functions

¢ oty Yot, € M((k+ 1)n). Indeed, as ¢ and 1 are bounded, it is clear that those
functions are bounded. Moreover, since t,, is coordinate-wise nondecreasing on RS{CH)",
these functions are also coordinate-wise nondecreasing on Rfﬂ)", using the fact that X

is positive almost surely this concludes the proof. O

Since X has a moments of order 4, Z" has a moment of order 2 and Theorem 3.2.5
applies.
It remains to compute the asymptotic variances, where we mainly use Lemma 3.2.1. For
the first one

o7 =) Cov(X(0), X(2)) = Y Amaly(z) = Am,S(2),

2€72 2€72

where S(2) is defined by (3.2.5).
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Moreover, for i, = 1,...,k we have :

= Z myAy (2, 2 + wj, w;)

2€7Z2

+ Z mami\? (Ig(z —w;, 2 +w; —w;) + I3(2, 2 +w;) + I3(z,w;) + I3(2 + wj,wi))

2€72

+ Z miN2 (Ig(z —w;)o(z +wj) + Lr(2)[h(z + wj — wl)>

2€72

+ Z mamiN® (Ig(z —w;) + I(2) + L(z + wj —w;) + L(z + wj))

2€7Z2

= m4)\S(4, wy, U)Z) + 2m3m1/\2 (S(S, U)j) + 5(3, wl))

+ maA? <S(2, 2, w; +w;) + S(2,2,w; — wj)) + 4maymiNS(2),

using (3.2.5) - (3.2.8).
By first noticing that for w;, w; € Z* we have I3(z — w;, z + w; — w;) = I3(—2z + w;, w;)
and I3(z, z + w;) = I3(—z,w;), it follows that

Z [3(_2 + wiij) = Z 13(_Z7wj) = S<3’wj)§

2€72 2€72
> Lzw) =) Is(z 4wy wy) = S(3,w);
z€Z? z€722
Z [2(2 — wi)lg(z —+ U)j) = Z IQ(Z)IQ(Z —+ w; + U)j) = 5(2, 2, w; + U)J),
2€72 Z€72
Y hlz—w) =Y DL(z) =Y Lz+w;—w) =Y Liz+w)==S5(2).
2€Z2 Z€Z? 2€Z2 Z2€72
The computation for Jih(wi) is similar. O

These estimators are important because they allow us to introduce other estimators

such as V' = h(0) — M; , the variance estimator, and f,,(w) = h,(w)— M, , the covariance
2

| # M?, due to the correlation

between variables, but asymptotically unbiased. Their strong consistency is straightfor-

estimator. All these estimators are biased because E[]\/fl

ward since they are transformations of strongly consistent estimators by a continuous

function. We also have the following proposition.

Proposition 3.2.9. Let X be a shot noise random field satisfying hypotheses (H) and

the finite susceptibility condition Y, Is(z) < co. Let also (Uy,), be a sequence of reqularly
Z€Z2
growing sets, wy = 0 and wy, ..., w, € Z* with k > 0. Then as n — oo we have :

V| Unl (1\71 — My, fo(wo) — F(wo), ., Fulwy) — f(wk)> ~5 N0, 1, ) )
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where for 1,5 =1,...,k the coefficients a;; of the matriz Xy fiu),....f(wy) aT€ given by :

.....

— Q1442 = Uif(wi) = mg)\S(?),wl)
T 42,542 = O, () = A (4 wi wy) +ma)® (5(27 2,w; —w;) +5(2,2, w; +wj)>

Démonstration. Let ¢ be the smooth function defined by

¢ . Rk+2 N sz-ﬁ-?
(T, 20,215, 21) —  (x,20 — 2% 20 — 2%, ..., 2 — %)
then
(M17fn(w0)7fn(w1)a B fn(wk)) = ¢(M1> hn(w0)7hn(w1)7 sy h(wk))
and

(M, fwo), f(wr), .., fwr)) = d(My, h(wo), h(wy), .. ., h(wy)).

The jacobian matrix of ¢ is

1 O ... ... ... 0

—2x 1 0

—2x 0 1 0
Dy(z, 20, 215 .-y 21) =

-2z 0 ... 0 1 0

—2x 0 ... ... 0 1

By the delta method (see [Was13]) and Theorem 3.2.6 we have

21, fwo)so f(wr) = Do(Mi, h(wo, - . ., W) ) X1 h(uwo),....h(wi) Do (M1, R(wo), - . ., h(wy))*

which is too cumbersome to be detailed. Nevertheless, to know a sub-matrix such as

Yt (wy), f(w;) We only need the sub-matrix ¥y (w,)n(w,) that leads to :

2 f(ws) f wy)
oM, 1 0 20% U%éh(wi) jih(wj) —2M, —2M;
= o o o 1 0
(_2 My 0 1) | Tirw T T h)
Ol hwy) Thtw)h(wy)  Thluwy) 0 1
—2M; 1 0 e %Jraih(é”") _2]\2410%0%5}1(%)
- <—2M1 0 1) “2M00 ) F Ty T2V ) F i) o)
—2Mi0% by + Thwney) M1 ) T Ok
_ <4M120f =AM 40 F T O twe).f ) )
O ) ) AMior = AML07 ) + O
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where 0120( ) fws) = 4M?2o? — 2M1(crih(wi) + U%,h(wj)) + Ule(wi),h(wj). By developing the

w; ), f(w;

calculations we then have

2
T f(wi). f (w;)
= 4)\2m%m2>\5(2) — 2>\TTL1 (mg)\S(S, U)Z> + 2m2m1/\25(2) + mg)\S(?), 'lUj) + 2m2m1)\25(2))

+ m4)\5(4, wy, ’LUl) + 2m3m1)\2 (5(3, Wj) + 5(3, UJZ))
+ ma\? (S(Q, 2, w; —w;) + 5(2,2,w; + wj)) + 4mym3INS(2)
= myAS (4, w;, w;) + maA? (5(2, 2,w; —wj) + 5(2,2,w; + wj))

]

Another very important function for this model is the correlation function, i.e. the

covariance function normalized by the variance, that we note p(w) = %. The important
point is that this function does not depend on the Poisson process (neither on A, nor on
the mark) because p(w) = 1122((15’)) by Lemma 3.2.1. It is therefore a very useful statistic to
infer about the kernel itself. This function is estimated by p(w) = % which is strongly

consistent since it is a transformation of strongly consistent estimators by a continuous

function and we also have the following central limit theorem (CLT).

Proposition 3.2.10. Let X be a shot noise random field satisfying hypotheses (H) and

the finite susceptibility condition Y, Is(z) < co. Let also (Uy), be a sequence of reqularly
2€72
growing sets and wy = 0. Then as n — oo we have :

VIO (¥ = My, fulwo) = F(wo), puln) = plwn), . pulu) — (i)

.....

.....

by :
m Is(w;
G142 = Uip(wi) = —m2123(0) (53, wi) = 5(3,0) 122((0)))

ng)\
T a2,i+2 - Uf‘(wg),p(wl) - W(S(Z’ 27 wl) - 5(27 27 O)

15(0)
my I (w;)
Can@ ) =005, g
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)
Qit+2,j+2 = O p(w;),p(w;)

I (wi)IQ(w')
B 212 2 TR\
= (m4AS(4,0,0) + 2m3A°S(2,2,0)) /\2m§]2(0)4
Iy (w;y)
B ' 212 . 2—‘7
<m4/\S(4’ O,wz) + 2m2)\ 5(2, 2; wZ))/\Zm%IQ(O)3
I(w;)
- ' 212 V)2
(maAS(4,0,w5) + 2mu"S5(2,2,05)) (3 a7 65

1

+ﬁmw%mwﬂH%V@@lw—wﬂﬂ@ZW+WOﬁ%ﬁ@V
2

Démonstration. We have the asymptotic normality by the same argument as for Propo-

sition 3.2.9. To know a sub-matrix 22( ) we only need the sub-matrix

plw;),p(wy)
2 2 2
9f(0) Tr),f(wi)  T£0).f(wy)
> ) V= | o2 o2 o2
F(0), £ (wi), f (wy) 700, (w:) Flw:) Fws),f(w;)
2 2 2
Tr0),f(wy) T fw),fwy) O fwy):

Let ¢ be the smooth function defined by

¢ R® — R?
(@y.2) = (0,7)

then by the delta method we have

Ep(m)vﬂ(M)
= Dy (f(0), f(wi), f(w;))Ef0),fws).fwy Do (£(0), w;))’
o2 —flw)  —f(w;)
fw) 1 70 f(O) f (s O)fwg Jor For
_ [ For 7© 2 0
Swy Ty | | THoswy T wn #w;) ¥
702 70/ \ 2 0 L
f(o)vf(w]) (WZ) f(wj f(0)
2
—f(wi) (0. () —flw 750, f(wj)
Sw) 1 707 o) T 70 Ao 0 0
— f(0)2 f(0) —f(ws) 2 (wz) flw;) f(w)f(w)
(_f(wj) 0 ;> TFor T10sw) t o Top 505w T )
702 10 o2
—fwi) 2 + f(wz>f(w) —f(wj) 2 4 Ziwy
700 T F(0),f(wy) 70 707 050t wy) T T

2 2
_ ( T p(ws) %(wa,p(wj))
0.2 0.2 )
plwi),p(w;) p(w;)
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with
2 . Jw;) fwy) flw;) flw;) 1 2
Tolw)plw;) = T FO)E “0h) f(O;?’ THO.1(wi) T F ()3 T O:F(w)) + F(0)2 7 F )£ (w5)
Ly (w;) I (w;)
. 2 2 2\Wj
= (myAS(4,0,0) +2m32*5(2,2,0)) N2, (0)1
L5 (w;)

- A 9 2 N)— L
(maAS(4,0,w;) + 2m3A2S(2, Uh)))\gm%[z(o)?x

fz(wz‘)
— (myAS (4,0, w;) 4+ 2m3N2S(2,2, wj))m
1
A2m3I5(0)2

]

+ (myAS (4, wi, w;) + miA? (S(Z, 2,w; —w;) +5(2,2,w; + wj)))

3.3 Isotropic shot noise random field

In this section, we consider the case where the kernel g is isotropic. We immediately
note that this implies that the random field X is isotropic : let n > 1, zq,...,2, € T
and R a rotation matrix, then by Campbell’s theorem (see [KinG7]) we have for all
(ug,...,u,) € R"

E | g X @)+ +zunX(33n):| = exp ( // 1 — exp(i Zulmg x; — ¢))|Aded F(m ))

=1

_exp( [ [ cont Zulmg Ry — Re)AdedF(m ))
—exp( //1—%]7 Zwmg Ra; — ))|]AdddF(m ))

Y

— E|: w1 X (Rx1)+.. +zunX(Rzn):|

and therefore X o R "= fdd X.

Due to isotropy, the mixed moment function A is reduced to a function h defined on
R such that for all w € T we have h(w) = h(||w||), and as for the variance reduction
techniques by antithetic variables, the estimators of mixed moment can be improved
taking into account isotropy. Concretely, noting (e, e5) the canonical basis of R?, for all
r € Z, there are 2 vectors wy = re; and wy = rey in Z% such that [|w|| = |Jws|| = r so

we use the isotropic estimator

- 1 —_— —_—
hn(r) = 5 (hn(re1) + hn(rez)). (3.3.1)
We do not count —re; and —res because even without isotropy h(— rel) = h(re;) and

—

h(—rey) = h(rey). Anyway since we have hn/(a) = hﬁl) and h (T@g) hn(—re3),
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it would not bring anything more. Note that there are other values of r ¢ Z, such that
there are several w € Z? with norm r but for this article, estimating the second order
moments on the integers is more than enough. Let us also note that for some values of
r there are more than 4 elements of Z? with norm r but for this paper we did not go in
that way because simplifications are only possible when there are only two orthogonal

vectors w € Z2.

Proposition 3.3.1. Let X be a shot noise random field satisfying hypotheses (H) and

the finite susceptibility condition Y I5(z) < co. Let also (Uy,), be a sequence of reqularly
2€72

growing sets, ro = 0 k > 0 and ry,...,r, € N. Then considering B given by 5.5.1 the

vector

(B2, — My, h(ro) = (o), onl(ra) = B4, - () — (1) )
18 asymptotically normal with asymptotic variance given by :

2 _ 2
Jl,fz(ri) = O1,h(rier)

. 0'}%(”) h(ry) = 2m3m1)\2 (5(3, Tjel) + 5(3, 7’161)) + 4m2m%)\35<2)

2 2

1

+7 Z Z myAS(4,7jeq,Tie,) + MmN (S’( —Ti€p, Tieq) + 5(2,2,15e), rjeq))
p=1 g=1

and the asymptotic variance of hn (r) is smaller than that obtained in the case of directional

estimation in Theorem 3.2.0.

Démonstration. The asymptotic normality comes from Theorem 3.2.6 and the asymptotic

. - = - . 2
normality of (M, h,(0),..., h,(wa)), in where the 2k elements wy, ..., wq of Z* are
ri€1,71€s, ..., Ti€1,Ti€s, ..., k1, I'Leo. Before computing asymptotics variances, let us give

the following lemma :

Lemme 3.3.2. Let g be an isotropic kernel and r € Z,. Then we have the following

identities
S(4,req,rey) = S(4,res, rey)
S(4,req,reg) = S(4,rey, —rey)
S(4,0,7e) = 5(4,0,req)
S(3,req) = S5(3,rey)
S(2,2,7re7) = 5(2,2,req)
S(2,2,re1 —rey) = S5(2,2,re; + reg)
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Démonstration. Let R be the rotation matrix such that R(e;) = es. Then

S(4,re,rey) = Z /g(c —2)g(c—z —rey)g(c —rey)g(c)de

ZEZQ R2

= Z g(Rec — Rz2)g(Re — Rz — reg)g(Re — res)g(Re)de

Z€Z2R2
= Z gla—2")gla— 2" —rez)g(a —rez)g(a)da
Z’EZQRQ

= S(4,res, rey)

by isotropy of ¢ and by changes of variables a = Re, 2/ = Rz. Let us note here that
for this rotation matrix R we have got 2/ € Z?2. Similar computations lead to the other

equalities. O

Now by this lemma, since the asymptotic variance Uih(w) depends only on S(3,w)

and S(2) we can directly affirm that

1
o2 2 2 2
T4 h(r) = 2 (Olah(riel) + 01,}1(”@2)) = TLh(rier)

we also have

2

1
h(n ),h( (r; 4 Z Z h (riep),h(rjeq)

p=1 ¢=1
1 2.2
T4 Z Z maAS(4, 75eq,icy) + 2mymi A’ (S<37 rieq) +S(3, Tiep))

p=1 ¢q=1

+ ma\? (3(2, 2, i€, —1ieq) + 5(2,2, 1€, — rjeq)) + 4momiN3S(2)

= 2mzmy \? (5(3, rie1) +S(3, Tiel)) + 4mymiNS(2)

2

2
Z Z myNS(4,7jeq,Ti€,) + MIN <S(2, 2,miep +1i€q) +5(2,2, 10, — rjeq)>

p=1 ¢=1

_|_

1 =

then 0}% - is then obtained as a special case. To see the benefit on the asymptotic variance
directly in this formula is not simple but as Vr € Z, we have

—_—

Cov(h (re1), h reg \/Var hn(rey))Var(h,(rez)) = Var(h,(re1))

we can write

— —_— e~ L — —

Var(h,(r)) = i(\/ar(hn(rel)) + Var(hy,(res)) + 2Cov(hy,(rer), hn(rez)) < Var(hy,(rep))

O
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Let us observe that the gain on the variance is more and more important with increa-
sing r, up to a factor of 2 when r — oo.
The same is true considering the covariance function f and corelation function p which

are now functions defined on Z,. The isotropic estimator of f (r) is given by

Ful) = S (Falren) + Fulres)) (332
and that one for p(r) is
ul) = 3 (alren) + pulres) (3:33)

2
These isotropic versions have a smaller asymptotic variance than their directional coun-
—_—

terpart. More precisely, the asymptotic variance of fn(r) is

A
UJ%( ) = (5(477’61,7”61) + 5(477”61,7’62))
r 2
ma\?
+ =2 <S(2, 2,0)+ 5(2,2,2re;) +25(2,2,re; — 7’62))

and that of p,(r) is

Iy(r)
15(0)

2 my Iy(r)?
2 M (g4
o = gy (400 Z

+ =S4, 7“61,7‘62)> + (25(2, 2, 0)52282 —25(2,2, rel)ggg; + %5(2, 2,0)

+ -5(2,2,7e1) + 5(2,2,1e1 — 7“62)) (3.3.4)

1
o —25(4,0,7€7) + 55(4,’/’6177“61)

1,(0)?

N == N =

3.4 Parameters estimation on GGaussian shot noise ran-
dom field

In this section we want to apply the previous results to the estimation of the parame-
ters of a spatial shot noise random field defined in (3.1.1) by
VeeT, X(x)= Z mig(z — x;), (3.4.1)
(zim;)EPx
and we will focus exclusively on the isotropic case with a Gaussian kernel
1 e

g(z) = 5—e = (3.4.2)

with standard deviation o. This is an example of a smooth random field since it is of
class C* almost surely. The main motivation of this kernel is that by considering o? as
a temporal variable ¢, the spatio-temporal random field is a fundamental solution of the

heat equation
ox 1

— =_VX
ot QV’



Parameters estimation on Gaussian shot noise random field 104

o=

50 A=9.5367e¢-05 ..=0.01 =5 A=0.5367e05 .=0.01

200
400
600
8OO

1000
200 400 600 8OO 1000

o=5 A=0.0095367 ;:=0.01
VR - e ‘-:
200
400
G600

800

1000

FIGURE 3.4.1 — Four images with 1024x1024 pixels. On the first line, both images have

1000
10242

second line, we have chosen A\ to have an average of 100000 points. On the left, both

the same \ = which represents an average of 1000 points on the image. On the
images have the same ¢ = 50 while ¢ = 5 on the right. Marks are exponential laws of

parameter p = 1—(1)0 which represents a average of 100.

where V = 0%, + 03, is the classical 2d Laplace operator. This can be seen by comparing
the images on the right where ¢ = 5 with the one on the left where o = 50 in Figure
3.4.1. In this space-time model, the points of the Poisson process are only drawn once
at tg and do not move. At first the points are isolated and then over time the Gaussians
become more and more spread out and meet each other. It is the heat that spreads and
the texture becomes more structured.

Thanks to Campbell’s Theorem we know the marginal law of a shot noise random field
in integral form, but in general we can’t explicitly compute it. One exception is when
considering this Gaussian kernel with an exponential mark of parameter u, then the
marginal is of Gamma law T'(2r\o?, 2rpuc?). This model satisfies (H) and we note it
X\ u0- To illustrate this model we have simulated with Matlab four shot noise random
fields with different parameters (see Figure 3.4.1).

With a simple application of Campbell’s theorem, we also have an interesting scale
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invariance property. More precisely, for £ > 0, let X Ak2,ik?, € be a Gaussian shot noise

random fiel with exponential mark of parameter (Ak?, pk?, %) and X ., be a Gaussian

shot noise random field with exponential mark of parameter (A, i, o). Then we have

fdd
(X g (@) | @ € R} 2 (X0 (ke) | o € R}
This property can be seen as a zoom on a part of an image where the k plays the role of

the discretization step.

We have that I(x) = ﬁe_ﬁ”x"{z (proof in Appendix of Lemma 3.4.2) and conse-
quently the finite susceptibility condition is checked. Let us recall that the moments of an

exponential law are my, = %, thus the moments of the random field are given for z € R?
by :

— M, = ﬁ;

— h(z) = el 4 2
— f(@) = gpe

— p(z) = e w2 I,

The main aim of this section is to estimate the triplet of parameters (\, p, o) of this

model. Let’s start by assuming we know o, then a simple inversion of

allow us to estimate (A, u) by

—

202 f(0)
Estimating higher-order raw moments does not allow us to have 3 independent equa-
tions. To capture o, it is necessary to take into account the mixed moment of second
order, and more particularly the correlation that allows to isolate 0. As p(r) = 6_‘;722 we

can get an estimate of o for different values of » € Z7 by considering

2

o, = %
41og(pn(r))

Note that we can consider this estimator only if p,(r) is stricty between 0 and 1. Once o
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is estimated, we keep the same estimators X and i as if o was known. We then propose :

—2 —
[ _ —Mi2log(4u(r))
mr2(My — J\/4\12)
—~ —M;2log(p,(r
7TT2(M2 — M1 )
. —r?
Or = |~ —_
( 4log(pn(r))

Théoréme 3.4.1. Let X, ,, be a shot noise random field with exponential mark and
Gaussian kernel. Then Vr € 7, the estimators ()T,n, iy, 0,) given by (5./.3) are consistent
estimators of (A, u,0).

Moreover, for (U,), a sequence of reqularly growing sets, as n — oo one has

~

Ar— A
\% |Un| /1\7‘ - lu‘ % N(()’ EATH“T’UT‘)
o, —0O
with
Sunotr) = Do(My, V. p(r) Sy, Do (M, V, ()
—4zlog(z)  2x%log(z) —222
wriy Trly? mriyz
where Dy(x,y, 2) = 72737?2%,(2) 2?1«33(;) 7;22;2
rv/ —log(z)
0 0 4zlog(2)?
The asymptotic variance of , is given by
2
2 , 4o 6 252
O—O'T = 0—/3(7”)7 ez0”, (344)

Démonstration. The random field X, ,, check (H) and the finite susceptibility condition

>~ I5(2)o0 so we can apply Proposition 3.2.10 and its isotropic version. Now we use a
2€72

delta method with ¢ : R R x R} x (0,1), (2,y,2) > (F2o g8l “20kela) | [ oor )

Then we have (A, iy, 6,) = ¢(M1, V', pp(r)) and (A, p,0) = ¢(My, V, p(r)).
—4zxlog(z) 2z2log(z) —222
mriy mry? Triyz
: : : —21 2z1 _
The jacobian of ¢ is Dy(z,y, 2) = szgf) fm%i(zz) 7”,22;2 so we have
0 0 rv/ —log(z)
4zlog(2)?
2 2 2
o1 I1v 01 5r)
~ < \\t
Eur)\mar = D¢(M1, V, ,0(7”)) U%,V ‘712/ 0\2/,,3(1«) D¢<M1> % 10(7‘)) .
2 2 2
L) TVir)  Th(r)
2 2 2
0-)\7" U>\T7MT U>\T7UT
In the same spirit as above, we note Xy, 4,0, = [ 03, 02 0p
2 2 2
Ar,Or 0-,“7“70'7“ O-GT

To specify the asymptotic variance we just use a delta method with ¥: (0,1) — R,
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Estimation of ¢
r=10 o=10 )=0.00095367 ;=0.01
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Estimation of p
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FIGURE 3.4.2 — Parameters estimations of a shot noise random fiel with Gaussian kernel
and exponential marks. Parameters were estimated from p(5). On the z-axis, the obser-
vation windows size that are increasing. Lower and upper bound of the 95% confidence

interval are also displayed.

il 1 2031
T 41117&1‘)' We have 1/1/(I) - T4x 111(1;‘():5) and hence lp’(ﬁ(r)) = %. Thus 0-12% =
~ o6 12
Ug(r)w/(p(r>)2 - U%(r)t_‘lehz : ]
parameter | theoretical value | relative bias | relative MSE
g 10 1,5e7? 2,2e73
K 0.01 —57 56_2 37 16_5
A 9.5674 —37 ].672 9’ 5678

TABLE 3.4.1 — Bias and MSE for the parameters estimators of the example. Here the

observation windows is [0, 3000]>.
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To illustrate Theorem 3.4.1, see Figure 3.4.2 where the size of the window increases.
We also note that the asymptotic variances of the parameter estimators with isotropy are

smaller than without isotropy. For the parameters of this example we have with isotropy :

03, =0.005 o2 =0,5454; o2 = 19049

M10

whereas if we estimate p in only one direction w = (10,0) :
0%, = 0.0113; o7 =1,2381; o7 = 192230

The bias and mean square error are excellent as shown in Table 3.4.1.
Moreover, by the interesting convolution properties of the Gaussian kernel, we have

the following lemma whose proof is postponed to appendix.

Lemme 3.4.2. All the integrals appearing in the asymptotic variances are explicit :

— L =1

__1_ 2
— I(z) = ﬁe 2 1=l

2 2
— Ii(z,y) = mbge ozl HlzlPHI)
127204

— Li(2,y,5) = 53,5 e~ 502 =yl Plla—s|+ly—sl*+lal >+ Iyl *+]s11*)

oo

and the series can be simplified as

1 AT

S(2) = Tro? e 1o (3.4.5)

€72
S(2,2,wy — wy) = 167:2046_8012Hw1_w22 ZEZZQ o aozllat R 2 (3.4.6)
S(3,w;) = 127:20_46 wozll 1|:EZZ:26 szl 2P (3.4.7)
S(4, wy, ws) = 32733066_12(”1“”2“"2' )2622226 s llet 21522 (3.4.9)

When ¢ is not too small, let’s say greater than 1, we can approach (3.4.5) - (3.4.8) by

a series/integral comparison leading to :

— S2)=1

(2,20 — w) e pe il
— 5(3,wn) ~ plge el

— S(4,wy, wo) A e oz (lwn|P+[w2[2)
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* pmean value

p theoretical
——95% empirical Cl
= ——95% theoretical CI

FIGURE 3.4.3 — Theoretical curve and estimation of the correlation function. The mean
value and empirical variance are compute with a sample of D = 300 random field simu-

lated on the windows [0,500]%. The parameter of the model are ¢ = 10, A ~ 1073 and

— 1
M= 100"

—

Thus the asymptotic variance of p,(r) given by (3.3.4) is

2

72 2 1 ) ) -
02(7’) - %02 § e 2z llel” _ gzl 4 le_ﬁ”Z”Q + 16_202””%|I2
r 2102 Am3 . 5 5
z

Z2

2 L 2 3r2 1 req |2
+2. <2e‘zlze‘202"z' — de s e mn R

2€7Z2

1 —r2 1 —r2 1 +
n %ewnz? n %e%zewznz +e4;2€202||z+“1;@|2>

2 1 3r2 1 re
~Y (265;262022H2 I e i
2€72

1 1 2 1 —r2 1 2 —r2 1 rejtreg 2
+ §€—m||ZH + §€—me—m|\z|| + e—me—%ﬁﬂz‘*‘fﬂ ,

where the approximation is a very small approximation coming from the fact that
and ™52 are not always in 7%. We put aside this small approximation. The asymptotic
variance of p does not depend on A and p. If we make the series/integral approximation

we have the simple formula
r2 312 r2
O-p%(r) ~ 10> (1 + 2e 102 — 8e 807 + 56_%2)

We observe that for all ¢ > 0, the function r +— O'?)(T) starts at 0 then grows to its limit
mo?. To minimize variance, it would be useful to estimate this function for small r but
for practical observation windows, inconsistencies are often observed with an estimate

greater than 1 for small r. We observe also (see the Table 3.4.2) that for all ¢ > 0,
4

o
the function r — crgr starts at 5 then grows slowly (almost constant) then rapidly to
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infinity. As for p(r), to minimize variance, it would be useful to estimate this function for

small r.
” 1 2 3 4 5 10 15 20 30
1 1,90 3,64 13,86 | 149,03 | 5e+3 | 6e+18 | le+4b 5e+82 | 4,19e+190
2 26,34 | 30,47 | 39,40 | 58,25 | 102,05 | 8e+4 | 1,04e+11 | 1,04e+20 | 2,86e+46
3 129,92 | 138,43 | 154,29 | 180,63 | 223,53 | 2e+3 4e+5 2e+9 5,27e+20
4 406,87 | 421,56 | 447,59 | 487,64 | 546,15 | le+3 le+4 le+6 le+412
) 989,14 | le+3 | le+3 | le+3 | le+3 | 2e+3 8e+3 9e+4 4e+8
10 le+4 | le+4 | le+4 | le+4d | let+4 | 2e+4 2e+4 3e+4 10e+4
15 Te+4 | 8e+4 | 8e+4 | 8e+4 | 8e+4 | 8e+4 9e-+4 1le+4 18e+4
20 2e+5 | 2e+5 | 2e+5 | 2e+bH | 2e+5 | 2e+H 2e+5 3e+H 4e+5

TABLE 3.4.2 — Theoritical asymptotic variance of &, given by 3.4.4

Thus, to estimate o, it seems more interesting to take into account the correlation

function on small r. But looking at Table 3.4.3, although a small r gives a small variance,

the function p is so close to 1 (especially by increasing o) that the estimate is rough.

The exponential form of the correlation function (it starts from 1, decreases slowly then
strongly then slowly to 0) does not allow to distinguish the first values since it is slightly

decreasing. This table reinforces us in the idea of not using the large r values. A first

idea would be to make an average of several estimated o, for some specifically chosen 7’s,

when the scope of the p function is maximal and therefore allows us to distinguish these

values. For example, for 0 = 1 we recommend using » = 1 to 3, for ¢ = 5 we recommend

using r = 3 to 7, for 0 = 10 we recommend using r = 7 to 13.

] o 9 3 4 5 10 | 15 | 20 | 30
2 1,95 1,98 | 1,98 | 1,98 | 1,99 | 226 | NA | NA | NA
3 3,19 | 3,05 | 3,02 | 3,00 | 2,99 | 289 | 2,65 | 523 | NA
4 3,36 | 3,70 | 3,80 | 3,83 | 3.86 | 390 | 3,86 | NA | NA
5 6,24 | 528 | 513 | 507 | 5,04 | 498 | 491 | 465 | NA
10 NA | 11,78 | 10,53 | 10,19 | 10,05 | 9,89 | 9.87 | 9.87 | 9,84
15 NA | 1942 [ 16,99 | 16,20 | 1581 | 15,16 | 14,95 | 14,82 | 14,58
20 096 | 14,29 | 16,38 | 17,54 | 18,27 | 19,76 | 20,24 | 20,47 | 20,65

TABLE 3.4.3 — Value of g, with different ¢ and r estimating on one Gaussian shot noise

random field simulated on the windows [0,500]%. The two other parameters are A\ =

1000/10242 and g = 1/100. The NA values are complex number.
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Actually, these estimators are often identical and averaging them does not yield a
significant gain. Thus, for the sake of simplicity, we will consider only one well-chosen
value o, to estimate o. In practice, when you have no idea of the value of ¢ it is also
necessary to estimate a good r. A good way to choose it is

= 1

r* = argmin|p,(r) — exp(—=)| (3.4.9)
reN* 2
2
_ e w2 o :
ecause as p’(r) = — — 1) the function is the most decreasing at r = /20.
b i 557 (503 — 1) the funct th t d V2
0% 20

Observe the correct estimation of 7* in Table 3.4.4. Remark that the estimation is worse
for large o but if the size of the image increases then the estimation is improved. The o

estimator we consider is then

(3.4.10)
V20 g 3 4|56 7 [8|9]10] 11 |12 13|14 | 15 | 16 |17 18| 19 |20
ag
2.83 2 300(0{0j0| O |O|O] O 0 01070 0 0 010 0 0
7.07 0 |0|0]0]300]010]| 0 0 0 0 010 0 0
11.31 0O |0|0]0O] O [0]0] 1]214|8 |0 0|0 0 0
15.55 11 0 [0J0]O| O |O]O| O 0 00 |20|134|146| 0 | O 0 0
19.80 14 0 [0|0]O| O |O]O| O 0 010 0 2 6 [55]237| 0

TABLE 3.4.4 — Number of 7+ for different o. The sample size is D = 300 on the windows

1000
5002

F = 500. The two others parameters are A = and p = 1—(1)0.
Given a random field realization X, it is now sufficient to implement the following

steps :
1. estimate the correlation function p with (3.3.3)
2. calculate r* with (3.4.9)
3. estimate the mean and variance with (3.2.9) and (3.2.10)
4. estimate (A, p, o) with (3.4.3)

Let us finish with some illustration. In order not to study a single parameter triplet,
the parameters in the two following figures evolve in such a way that the parameter
range is not too restrictive. Figure 3.4.4 represents bias and variance of the 3 parameter
estimators for several o values on a sample of size D = 300. In comparison with the table
3.4.1, let us look at our estimation on a small image size like ' = 500. There is a very
good estimate with a small bias and an acceptable variance for this window size. Again,
the estimators become a bit worse for large o values. Figures 3.4.5 represents bias and

variance of the 3 parameter estimators for several A\ values on a sample of size D = 300.
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There again, the statistical properties are suitable for this window size. This time, there
is no consequence on the estimation of the three parameters when we consider larger A

values (to see it for A, just consider the relative bias and relative variance).

3.5 Conclusion and perspective

Thank to Theorem 3.2.6 we have a solid foundation of moment estimates for a large
class of shot noise random field. The study of the case of the Gaussian kernel and the
exponential mark in the last part is an application to parameter estimation that could
be extended to other marks very easily. Other kernels whose possibe computations of
(3.2.1)-(3.2.4) can aslo be used. The estimation of the parameters of this model can
allow applications in model validation and the calculation of other statistics such as
the geometry of the excursion levels (see [BD16]). Finally, a shot noise can be used for
physical modeling such as heat propagation phenomena or also in biology, so applications

to practical cases can be considered.
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FIGURE 3.4.4 — Bias and 95% CI of the three parameters for several o values. Each are
calculated on a sample of D = 300 random field simulated on the windows [0, 500]?. The

two others parameters are A &~ 1073 and p = 106
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3.6 Proof of results

Proof of Lemma 5.2.1 and 5.2.7. Let X a Poisson point process on R"™ with intenstity
measure A and f a non-negative bounded measurable function defined on R?, then we

have :

E[ ) fla,...z)] = fxy, .. xp)A(dey) ... A(dzy,) (3.6.1)

Rkn

Previously called Campbell’s Theorem due to Campbell’s work on shot noise processes
([Cam09b]), the kind of equation such as 3.6.1 is now a common way to directly define the
kth order moment measure. We can now calculate the moments of a shot noise random

field. Let S = R? x R, the first one is simply given by
EX(0)] =E]| Z mig(z;)] = /mg(c)/\ch(dm) = A\my
(zi;mi)€@x S

To compute the others moments, we need to split the sum such that the points are

different then simply use the Campbelle formula several times. Let x € T then :

E[X (2) X (0)]

_[( mgte =) Y mate)]
- (wiom)ePx (zj,m;)ePx
- 1#£]

_x[( mgi—a) (S mg@)+ S migle - 2)g(w)
- (zi,m;)EDX (zj,m;)ePx (zi,m;)ePx

= /mg(c — z)ng(a)A\?*dcF (dm)daF (dn) + /ng(c —x)g(c)AdcF(dm)
52 S

= Nm? + Amols(7)

Let x,y,s € T, to calculate

E[X ()X (4)X (s)] = E{( S magli— ) (3 mygG— ) (3 maglk s>>}

ieq)X ]quX k‘E(I)X

(3.6.2)

it is required to divide the sum into 5 as shown in Figure 3.6.6.

In order, the 5 terms are :

— E{ > midgli —x)g(i — y)g(i - 8)]

i€dx

— /m?’g(z —)g(y — ¢)g(s — c)AdcF (dm)
S

= mgA3(x — s,y — s)
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k#i (2

jFi

NN

k#ij ®

FIGURE 3.6.6 — Decomposition of the triple summation

— E{ i mimg (i — x)g(i — y)g(k — 8)}

1,kePx

= /mzng(a: —¢)g(y — ¢)g(s — a)A\*deF(dm)daF (dn)
52
= mam NIy (z — y)

— E[ i mimg(i — 2)g(j — y)g(i — 8)1

= /ang(x —c)g(y — a)g(s — c)\*dcF (dm)daF(dn)
S2
= mom N Iy(x — 5)
#
— B Y mngli—a)oli - v)ali - )]

= /anQ(x —c)g(y — a)g(s — a)\*dcF (dm)daF (dn)
S2

= QOl)\QIQ(y —5)
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4
— E{ Z mim;mg(i — x)g(j —y)g(k — s)

lv]vkE(I’X

= /mnpg(:v —c)g(y — a)g(s — b)N*dcF (dm)daF (dn)dbF (dp)
g3
=mi\?
Hence
E[X (2)X(y)X(s)] = maAL3(x—s,y—s)+mami N (L(z—y)+ L(z—s)+(y—s)) +miN°.

To calculate E[X (z) X (y) X (s) X (t)], the sum must be divided into 15 terms as shown in
Figure 3.6.7.

=i (D

L.HLJ#E &)
-
j=i ki =k (3
; \:;ev:.a @)
=i (6)

k=ié:=i" ®

4 ~ I#ij (3)
L-Jéiii 6
1#ij ({0

\ =i (@@
A#11<1_J ®

=k (@[

1#i,5.k {3)

FIGURE 3.6.7 — Decomposition of the quadruple summation

The calculations are similar to the ones perfomed for E[X ()X (y) X (s)]. O
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Proof of lemma 5./.2. Let x,y,s € T.

1 _L( N2 12 2)
Iz _ e~ 2% Ule=zlF+lle=yl P +llell*) 4.
3( >y> (271'0'2>3 /IR?
_ 12 367” TREATELEH] / — VB ZE2 4
(2mo?) R2
1 =yl 2+ ]2 +]1y[|2 21
_ - [all
= e 602 e 202 —da
(2mo?)3 /Rz 3
1 _llz—y|? +lall 2419112 2702
= 6 602
(2m0?)3 3
1

— e 602(H$ Y2+l 2+lyl1?)
127204

The calculation of the other integrals are very similar, for exemple for I,(z,y, s) just write

lle = | + [lc =yl + [|c — s||* + |||
wH?

= |[2¢ -
2

1
+ 7l = ylP + 1z = sI” + lly = sII* + [[[1* + [ly]* + [Is[*)

O

Proof of 3./.5, 3.4.6, 3.4.7 and 5./.8. By Lemma 3.1.2 we have §(2) = = > e~z ¥,
2€Z2
For the others series, we can reduce as follows :

5(2, 2,11)1,’11]2) = Z [2(2 + U}1>[2<Z -+ ’LUQ)

Z€72
= 12 1 Z o~ 3oz 1zt w2+ [z4wa|2)
16720 e
_ — ez V2t 2|17 = || 2 P
167204 ot
_ 12 467&%2"”14”2”2 Z o pzlla 2|2
16740 e
SBaw) =Y Iz w)
2€72
_ o allnl? 12 S e wm
12740 =1
i 6,6%2“101“2% > oz lIVE— B~ L |1 A1
12720 e’

_ o illnl? - _12 - el P
w0
Py
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S(4, wy,wy) = Z Iy(2, 2 + wy, ws)

2€7Z2
- e_&,%(||w1||2+“w2||2)% Z o~ 5z (llz=wa] 2 |zwi —wa 24| zwn ] [2+]]2] )
3210 o
_ o sl lwal) 13 -3 emwlizro gl el )
32130 =

B e S el MR
32306

2€72



CHAPITRE

4

ETUDE DU PERIMETRE DES CHAMPS
ALEATOIRES SHOT NOISE PAR UNE
APPROCHE ELEMENTAIRE

Nous présentons dans ce chapitre un article en pré-publication, qui étudie le périmeétre

des niveaux d’excursion de champ shot noise.

Résumé

L’étude de la géométrie des ensembles d’excursion des champs aléatoires bidi-
mensionnel, en particulier le périmétre, suscite un intérét croissant tant du point de
vue des développements théoriques que des applications statistiques. Dans cet ar-
ticle, nous nous intéressons & la relation entre le périmétre des ensembles d’excursion
d’un champ aléatoire shot noise par rapport au cadre gaussien bien connu. Notre
approche est fonctionnelle en considérant la fonction périmétre dans sa globalité,
tout en étant dans le cadre des fonctions spéciales & variation bornée. Dans ce cadre
unifié, nous présentons deux régimes différents par rapport a l'intensité du champ
aléatoire shot noise. Le premier est le régime gaussien classique en haute intensité,
tandis que le second, nouveau, en basse intensité, est lié & une approximation élémen-
taire. Dans le cas explicite des fonctions de corrélation gaussiennes, nous montrons
la pertinence d’une telle approximation pour ’évaluation statistique. Au moins, cela
nous permet de proposer une procédure de classification pour discriminer les champs

gaussiens et shot noise.
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Study of the perimeter of a shot noise random
field by an elementary approach

Hermine BIERME & Antoine LERBET

Abstract

The study of the geometry of excursion sets of 2D random fields, especially the
perimeter or length of level lines, has a growing interest from both the theoretical
developments and the statistical applications. In this paper we are interested in the
relationship between the perimeter of the excursion sets of a shot noise random field
compared to the well known Gaussian framework. Our approach follows the weak
framework of special bounded variation functions in which we consider the functions
that map the level of the excursion set to the perimeter of the excursion set. In this
unified framework we exhibit two different regimes with respect to the intensity of
the shot noise random field. The first one is the classical Gaussian regime in high
intensity, while the second new one, in low intensity, is related to an elementary
approximation. In the explicit case of Gaussian correlation functions, we show the
pertinence of such approximation for statistical evaluation. At least, this enables us

to propose a classification procedure to discriminate Gaussian or shot noise fields.

4.1 Introduction and notation

Random fields are a popular branch of probabilities that allow to model a lot of
domains, including texture synthesis [VW91, GGMI10], image analysis with applications
in the medical field [CW99, DBD20] and extensive spatial modelling. The most popular
random field models are certainly the Gaussian fields, but in this paper we will consider

shot noise models defined on R? by

Vr € R?, X(r)= Zmig(x — ), (4.1.1)

where g : R? — R is the kernel, the z; are the points of a homogeneous Poisson point
process of intensity A in R? and the m; are “marks”, independent of the Poisson point
process such that {(z;,m;)}ics is a Poisson point process on R? x R of intensity \L @ F'
with F' a probability measure on R, defined on (£2,.4,P) a complete probability space.
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This model can be seen as an extension of the Germ-Grain models [CSKM13], and thus
of the Boolean model, where the x; are the germs while the kernel plays the role of the
grains, but with the difference that we are interested in the random fields formed by
the sum of the grains and not just the random set formed by their unions. These fields
were first introduced by Daley [Dal71], although they are based on the one-dimensional
process [Cam09b, Cam09a, Ric44], and have been used in many fields [BB09, KM95,
Sch17, GGM10].

On one side, there is a strong relation between the shot noise framework and the
Gaussian framework. The main result is due to Heinrich and Schmidt [HS85], showing
asymptotic normality in high intensity, in the sense of finite dimensional distribution,
and even in the topology of uniform convergence on compact sets. Since then, this strong
result has aroused a lot of interest in application [KM95, CHOL, AY10]| and in research
[BD16, LM21]. On the other side, one purpose of this paper is to show that the low
intensity behaviour is really distinct from the Gaussian framework but through its visual
definition, based on simple random tools, it allows a certain malleability in the calculations
[BD20, Lacl6a, Lacl9, Ler21| that is rarely found outside the Gaussian case.

All random field information is contained in the excursion sets, defined for any v € R

and open subset (the viewing window) 7' C R? by
Ex(u,T) ={zeT | X(z) > u}

Statistically, it is interesting to study geometric characteristics of these random sets,
mainly their area, perimeter and Euler characteristic. It is very rare to know the law
of these random functions of the level but it happens that we can calculate their mean
values. As it is often the case, under certain assumptions of stationnarity and regularity,
the Gaussian framework allows the explicit computation of these 3 geometric quantities
[ATO07, AW09]. With this exception there are only a few results on the geometry of
excursion sets [AST13, Lacl5b|, and they usually require assumptions of regularity and
bounded density existence.

Especially for shot noise random fields, by adopting a functional point of view, several
results for the computation of mean geometry were obtained in [BD20]. More precisely,
without bounded density assumption, they obtained results in two distinct frameworks :
the one where the kernel is smooth and the one where the kernel is elementary, that
may be unified in the framework of special bounded variation function [AFP00|. The
quantity of interest for studying the regularity of excursion sets is the perimeter u +—>
Per(Ex(u,T)) view as a L!(R) function when X is a.s. a locally special bounded variation
function. We emphasize that under stronger assumptions, Per(FEx(u,T")) corresponds to
the length of the level set {x € T'; X () = u} [AW09], also related to the Lipschitz-Killing
curvature of order 1 of the excursion set [BDBDE19]. Since we consider stationary random
sets, by ergodicity, one should have Por(Bx () _, Per(Ex(u)) as. as T tends to R2.

L(T)
Note that asymptotic normality have also been investigated in a Gaussian framework in
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[Ber21] for a fixed level under regularity assumptions and for shot noise random fields in a
weak framework in [Lacl9]. Hence our function of interest is the mean density perimeter

function

E[Per(Ex(u,T))]
L(T)

However, even for a simple smooth kernel as a Gaussian, the formulas of [BD20] are

u — Per(Ex(u)) :=

not fully explicit and in order to find the mean density perimeter, a Fourier inversion is
needed. Through a kernel discretization approach, another aim of this paper will be to
obtain formulas that are more easily usable in practice. Finally, we will use the area and
perimeter of the excursion sets as a classifier to distinguish a Gaussian and shot noise field
with the same first and second order statistics, especially for visually indistinguishable
pattern.

The paper is organized as follows. After reviewing the well-known formulas for smooth
Gaussian and shot noise fields, we give in Section 2 the two distinct behaviors of the mean
densities of the level perimeter integral for shot noise smooth random fields : the high
regime for large A values and the low regime for small A values. Section 3 is devoted to the
case where the kernel is a Gaussian function and its own properties, with in particular
its scale invariances. We will study in Section 4 the discretization of this model and
the limit of the mean perimeter when the discretization step tends to 0. We will make
the link between the identified limit and the low regime. Under normalisation by its
total variation, this will lead to more explicit formulas for perimeter than those already
known. Finally, using these formulas, in Section 5 we will give a classification method to
distinguish a shot noise field from a Gaussian field with the same moments of order 1 and
2.

4.2 Previous results

4.2.1 General formula

For T an open bounded subset of R? and X a "nice" stationary random field on R2.
By stationarity we easily get that the mean density area of excursion sets is given by the

tail function of the common distribution. More precisely, for all u € R,

E(L(Ex(u,T)) _ P(X(0) > ).

m = ,C(T) =

The computation of the perimeter is more involved and we use the weak functional
approach developed in [BD16]. Following the notation of [BD20]| we define, when it exists,
the level perimeter integral by the linear form
LPx(-,T) : C(R) — R (4.2.1)
h — / h(u)Per(Ex(u), T)du
R
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The knowledge of E[LPx(h,T)] for all h € C,(R) allows us to get information about the
perimeter E[Per(Ex (u),T)] for almost every level u € R. In particular computing (41.2.1)
for v € R and h, given by

h,(u) = e™*, (4.2.2)
E[LPx (h,,T)] corresponds to the Fourier transform of u — E[Per(FEx (u), T)] at frequency
v. Moreover, the total variation of X may be computed using h = 1 or v = 0 and its
expectation is given by

E[TV(X,T)] =E[LPx(1,7)].

By stationarity, the quantities of interest are related to the mean densities
E[LPx(h,T)]
L(T)
Note that we might expect that for nice ergodic random fields and nice growing sequences

of T

LPx(h) = = / h(u)Per(Ex (u))du and TV(X) = LPx(1).

LPx(h,T) Per(Ex(u),T)
L(T) L(T)
Assuming that X is a C'' random field with X (0) and 9, X (0) having finite expectations
for all j = 1,2, by Theorem 2 of [BD20] for a.e. u € R, the random variables Per(Ex (u), T)

have finite expectation such that for all A~ bounded continuous function on R, one has

— LPx(h) and — Per(Ex(u)) a.s.

E(LPx(h,T)) — /R h(u)E(Per( Ex (u), T)) dt
= E(rXO)[IVX)]) L(T).
In particular,
LPx(h) = E(h(X(0))[[VX(0)]]) and TV(X) = E[[[VX(0)]].

It follows that h — LPx(h) is a continuous linear form on C,(R) with subordinated norm

given by TV(X). Moreover, when X is also isotropic, the computation may be simplified

LPx(h) = gE (h(X(0))[8, X (0)]) and TV(X) = g]EHf)lX(O)H. (4.2.3)

Following the case of shot noise fields developed in [BD16] that are infinitely divisible
random fields for which the use of characteristic functions is more tractable, we state the

following result.

Proposition 4.2.1. Let X be a stationary isotropic C' random field on R?, such that
E(|X(0)]) < 400 and E(|X1(0)|'™¢) < 400 for some € > 0, and let us denote for (v,v) €
R?,

o(v,v) = E[ei”X(o)””alX(o)]. (4.2.4)
Then

_ % _ ]
LPx(h,) = —/ —a—gp(v,v)dv, and TV(X) = —/0 5%(0,1})(&), (4.2.5)

0 vov

where h, is given by (4.2.2) and the improper integrals are defined as limy o fOV.
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Démonstration. Let v € R. Since X be a stationary isotropic C? random field on R?, by
(4.2.3) we have

— ™

DPx(h) = 2B (h (X (00X (0)).
According to Proposition 2 of [BD20], since |h, (X (0))] < 1 and E(|X1(0)|'™¢) < 400 for

some € > 0 we get

+001

E (h, (X (0))| X (0)]) = = /0 “E (h (X (0))8,X (0) sin(vd; X (0))) do.

T v
But ¢(v,v) = ¢(v, —v) so that ¢(v,v) = E (h,(X(0)) cos(v0; X (0))) and therefore

g_f(y, v) = —E (h,(X(0)) X (0) sin(vd, X (0))),

from which we deduce the result. O

4.2.2 Isotropic smooth Gaussian random fields

When the random field X is an isotropic smooth (at least C') Gaussian random
field, we write @y, respectively g, x, the characteristic function of X (0), respectively of
0;X(0). Since X (0) and 0, X (0) are non correlated by stationarity and thus independent
by Gaussian distribution, the characteristic function in (4.2.4) is ¢(v,v) = @ x(V)@s, x (u).

- [ A e = ox (- [ 12200,

with ¢, x (v) = exp(—Var[0; X (0)]v?/2). Tt follows that for all v € R,

LPx(h,) \/7 Var[0; X (0)]ex (v). (4.2.6)

Corollary 4.2.2. Let X be a stationary isotropic C' Gaussian random field then for
almost all u € R

Per(Ex(u \/7\/ Var{oy X

Hence

- EXO)PY
27 Var[X(O)] P ( 2Var{X(0)] ) o

= \/gx/ Var{oy X (0)].

Note that under the stronger assumption that X is a.s. C? the previous stated equality
will hold for any level u € R. We refer to Theorem 6.8 of [AW09] for instance.

4.2.3 Isotropic smooth shot noise fields

Considering now a shot noise field X given by (4.1.1), with a radial kernel g € C*(R?),
we can also go ahead in computations. We recall the notation g,, = mg and introduce a

random variable M of distribution F. For p > 0, we denote

wlon)i= [ | [ lam@pF@mas =Bmp) [ jglopar. 427
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For g € C*(R?) and ¢ = 1,2 we note the partial derivative 9;g := % and for j =
(j1,72) € Z2, |j| < 2, we note also Dig % such that D0 g = 9, g.

Actually, under the assumption that p;(Digy) < +oo for all |j| < 2, the shot noise
field X is a.s a stationary isotropic C! random field and the characteristic function of
(X(0),0,X(0)) is explicitly given for (v,v) € R? by

o(v,v) = exp < / / [etvme@)Fivmdrg(e) _ ]F(dm)dx) : (4.2.8)
R2

Hence we get g—f(u, v) = =So(v,v)p(v,v), with

So(v,v) = —z')\/ /m@lg(x)eil’mg(z)””malg(x)F(dm)dx
r2 JR

= )\/ /m@lg(x)ei”mg(x) sin (vmoyg(z)) F(dm)dz,
r2 JR

and, assuming moreover that j,(Digy,) < +oo for all |j| < 2, , by Proposition 4.2.1 with

e =1 (see also Theorem 3 of [BD20]), we obtain
- 1
VVEER,LPXU@)::/n (v ) ol ). (4.2.9)
0

Lemme 4.2.3. Under the assumption that g is a C radial kernel and that py(01gar) <
+oo and ps (O gy ) < 400, we get

/ —So(v,v)dv = /\E/ / Imoyg(x)]e™ ™) F(dm) da.
o v 2 Jre2 Jr

Démonstration. We follow the proof of Proposition 2 in [BD20]. Let V' > 0 and recall
that for y € R we have

o0 1 v i
/ sm(vy)dv — lim / sin(vy) dv = gsgn(y),
. 0

v V—+o00 v

V sin(v)
v

and C' := supy, ‘ dv) < +4o00. Hence we obtain that for a.e z € R? and F a.e.

m € R,

v o
; 0 :
mingtayeens) [ IOIOIED gy ) Ty g0y jns)
0 v V—+4oo 2

But forall V >0

v .
'malg@)e”mg@ / sin (0mdig(@)) 4| < ¢ marg()]
0

v
with
/(/Mﬁg@ﬂF@mﬂx<+m.
R2 JR

By Lebesgue’s theorem we can conclude that

lim / / malg<x>eiumg(x) / sin (Um61g( )) dvF(dm)
R2 JR 0

V—+o00 v
//|malg )™ F(dm)dz.
R2
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Now it remains to justify that for all V' > 0,

v Vo
/ 15’0(1/, v)dv:/ /m&g(x)ei”mg("’)/ o (Umalg(x))dvF(dm)dx.
o v R2 JR 0

v

But it simply follows from Fubini’s theorem once remarked that

sin (vmoyg(z))

‘m@lg(ﬂv)eil’mg(w) ‘ < |mdyg(x)*.

4.2.4 Asymptotics for high and small \

In this section we investigate asymptotics of the level perimeter function of shot noise
random fields with respect to A. In the sequel we denote X, the shot noise field X given
by (4.1.1) for an homogeneous Poisson point process of intensity A > 0. We assume that
g is a C? radial kernel such that p;(Digys) < 400 and pz(Digy) < +oo for all |j| < 2.

Since pa(gy) < +o0o, we let By be a stationary Gaussian field with the same second

order statistics than X, meaning that for all y, vy’ € R?

E(By(y)) = E(X, (1)) = A / 2 / gon(—2)dzF(dm) = XE(M) / gl

and
Cov(Ba(y), Bx(y")) = Cov(Xa(y), Xa(¥/))
—A/RQ/gm 2)gm(y’ — 2)F(dm)dz
— AE(M?) / g()gle— (v~ y))dr, (4.2.10)

using Campbell’s Theorem [Kin67] or [CSKM13].
Under our assumptions, up to choose a modification, we can assume that both B,

and X, are a.s. C!. It follows that 9, B, and 9, X are centered, stationary and
Cov(01Ba(y), 01 BA(Y')) = Cov(91 Xa(y), 1 Xa(y'))
= / / 1 Gm(y — )O1gm(y' — ) F(dm)dx
rR2 JR

— AE(M?) | rg(a)drg(x — (y — ))da, (4.2.11)

R2
Moreover, writing B(y) = w, and Z,(y) = W, as A — +oo, we
obtain as in [[1S85],
d
(2:(y), 0 Zxy)) > (Bly), 0B(y)).

Note that this asymptotic normality for high intensity can be strenghen with an invariance

principle and even a coupling between Z, and B for a strong invariance principle as
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in [LM21]|. Hence it is not surprising to observe a Gaussian behavior for geometry of
excursion sets in high intensity. This is the object of our first result, which proof is

postponed to Appendix 4.6.1.

Théoréme 4.2.4 (High regime). Let us assume that g is a C? radial kernel and that
pp(DIgar) < +oo for all |j| < 2 and 1 < p < 4. Then, there exists Cy , Cit and Cy*

positive constants such that for |v| < Cy*t

‘LPXA (hv) — LPBA(hV)| = ‘LPXA( \/—wa \/ —Mz (O19mr) ‘

< C + (1 = do(v ))C

where )\ 2
B, (V) = exp [zu)\E(M)/ g(z)dz — M} 7

R2

So(v) =1 ifv =0 and do(v) = 0 otherwise and

L fa(gnmr) ) 2 5u2(d1gmr)
c, < - ( :
"= 6mm< mlgn)) " 1a(gan) Paa(@rgar) 7

Drgnr) 1/2
ot o< 10 (M)
b 2 (01gnm)

i < (Sl 0 (i) )

pa(gnr) p2(01gn)

Observe the interest of the result since Vv € R the two quantities LPy, (h,) and

LPpg, (h,) tend to infinity when A — oo. Note also that, using

o—IVE(X(2)/VX —IVE(Xn(@)/VA
TLPXA(hV Jvx) and TPg(h,) = TLPBx(hym),

our result extends Theorem 4 of [BD16] for the normalized shot noise field : for any v € R,

LPz (h,) =

LPZ,\ (hy) )\:)OO LPB(hy)

This implies the following weak convergence for u € R,

Per(Ex, (E(X\(z)) + uV))) —  Per(Ep(u)),

A—~+00

as well as (taking v = 0)

VX)) TV(B) = g,UQ(algM)'

A A—+00

But Theorem 4.2.4 actually gives a rate for convergence, following ideas in [BD12a], since

V) T | = |V TV(B) e

VA 2 VAV [T

More surprisingly we observe an other behavior for small values of A. This is the object

of the following theorem which proof is also postponed to Appendix Section 4.6.2.
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Théoréme 4.2.5 (Low regime). Let us assume that g is a C* radial kernel and that
pp(Digar) < +o0 for all |j| < 2 and 1 < p < 2. Assume moreover that there exists
B € (0,1) such that pg(Orgn) < 400, then, for Cy >0 and X < Cy, there exists C; >0
such that

I 1) = Mo 0) [ L B (am)| < € a5,

with
px, (v —eXP< / / evom(® —1 F(dm)d)7
RQ
LP,, (h,,R?) ::/hy(u)Per(Egm( - g/ 101G (2 zvgm(x)dx7
R
and
J 75
NG

Cy < B7'Csm(Drgm) exp(Cy Cy 77) +2+2C5 Cy 7, for Cp = 2P g(drgur).

A particular consequence of this result is that, in view of Lemma 4.2.3, taking v = 0

we get
TV(X -
—g\ Y — g,ul(algM) <Cy )\%7
and therefore
TV (X))
T o 5”1(819M)

The next section is devoted to a special kernel g for which we will be able to identify
this limit.

4.3 Gaussian shot noise random field and previous re-

sults

From now on, we consider for A, u, o € (0, +00), the Gaussian shot noise random field

with exponential marks defined by
Xnuo(®) =Y gmpolw — ), (4.3.1)

with (z;); an homogeneous Poisson point process of intensity A in R? the (m;); are

independent marks of exponential law of parameter ;v and g, , = mg, with the Gaussian

9o (7) = : eXp<—HxH2). (4.3.2)

2w o2 202

Let us emphasize that, g, is of course a radial C* kernel and moreover, if M denotes a

density g,

random variable with exponential law of parameter p whose distribution is denoted by
F', then for any p > 0

1 T+l 1 F(p—l—l)a ~2p
1

Mp(gM,o) = E(Mp)p(zﬂ,a%pfl - UP p(27TO’2)p71 (277')p

Y
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1 pal a3
p T252 (] 202 (
oy ([l i ) ([ )

p+1

2 2 2

= E(M?) 1 < T p+1) (207 % 1o
(2mat)p 2 p p

2P0 (p+ 1T (L) o2
plp2p=172 W

while

tp(Ohgns) = E(M?)

Hence, the model satisfies all the assumptions of the previous section. Moreover, in
[BD20], the characteristic function of (X (), 1 X\ 40 (2)) is explicitly given for (v, v) €
R? by

90(1/7 'U) = E[6iVX,\,H,U(w)-i—iv@lx/\%o(x)]

oo 2w

o Ja —r2 /202
— oxp | A / / 2m4 (vo” — vr cos(0))e _dfdr | (4.3.3)

—i(vo? — vrcos(f))e—?/20*

0 0

and in particular, taking v = 0, this shows that X ,,(z) follows a Gamma law of pa-
rameters 2mpo? and 2wA\o?. As a consequence we simply have E(X), ,,(z)) = % and
Var(Xy u0(2)) = Mia(gme) With po(gue) = m We can also simply compute the

covariance function in (4.2.10), that remains a Gaussian function, namely

A —lz —yl?
COV(X)\,,M,U(QJ% XA,H,U(ZU)) = 27T0_2M2 €xp <T .

Finally, in view of Equation (4.2.9), we have also

2

by 2 4 —r2 /202
So(v, ) :M// mo i cos(0)e —__d6dr (4.3.4)
) (2motp — i(vo? — vr cos(f))e—"/20%)

So we can numerically approach v — LPx,  (h,) and a Fourier inversion allows us
to obtain the desired function u — Per(Ex(u)). We refer to Appendix Section 4.6.3 for
algorithm and illustration.

The model satisfies several invariances as stated in the next proposition.

Proposition 4.3.1. Let kK > 0 and k > 0. Then we have

1
(Xunol0):0X0)) |0 € B2 (o (5) 00 Xuing () ) 12 € B2},

and
1
(X000 (). X)) | € B 2 {2 (K l). 0 o)) |0 € RO,

Démonstration. Let n € N, zq,...,2, € R? and U1, U1,2, -, Un1, Uno € R, For x € R?
we note (Y and 2 its spatial coordinates. By Campbell’s Theorem [Kin67] we have
that
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—log (]E {eXp ( >0 Xk 2,2 (1) + 200 Xowz e 2 ()

L et [ [ wy gmkiz() —k2 115 —ell? o 15 k2
= e PR e T+ e = A2k e dmde
R2R+ :
n ullm, —llz =12 s m’az() — [z~ v\|2 111
= f f 1 —exp Z s € 207 —loeT 207 Ape ™ dm’de
R2R, =1

n

~ log (E {exp ( S s X () + ul,zalxx,#,gm))])
=1

using the change of variables ¢ = kc et m’ = k*m, which proves the first equality. The

same arguments allow us to check the second equality, observing that

—llz—cll?

upim ——ba—— u, m:p(> M
I J [1—exp( 2271”2026 20?2 l—e 207 >] AEe™ " dmde

R2 Ry
—log—el*> mleD = ell?
= [ [1 - exp( uzlﬂl:; 207 4 i gle 202 e #™ dm!de
R2 R4
using m’ = . H

Note that introducing the Gaussian random field B, ,, sharing the same second

order statistics than X ,, it will also verify the previous invariances. Moreover, since

w1(gnre) = i, po(gnre) = 27r0' Ty and p2(019n.0) = 4ml4 5, we can compute by (4.2.6)

- ]_ A iy V2 )\
LPby0 () = o\ 57 o (‘?m> |

and we can restate Theorem 4.2.4 in terms of resolution o.

Proposition 4.3.2. There exist co(p), c1(p) > 0 such that for |v| < oco(p), one has
—— —— c1(p)
|LPx,,., () = LPs, ., (h,)] < 5

Démonstration. Using Proposition 4.3.1 and (4.2.3), it follows that

I leo— 1l ——
LPX)\,H,UULV) = ;LPXAJQM(,;I (hl/) = ;LPX,\UQ,HJ (hll/o)>

and similarly for the Gaussian field. We can take co(u) = C; and ¢,(p) = C; + C, for
M ~ E(p) and o = 1, according to Theorem 4.2.4, to get for |v/o| < co(p)

LPX>\02,/4,1 (hl//o) - LPBAUQ,HJ (hl//a) S C1 (/-1/)7
that gives the result. O

Theorem 4.2.4 tells us that for ¢ > 0 and o > 0 fixed, we have that m(hy) is close
to m(h,,) and grows in high intensity. The previous proposition allows us to interpret
this result in high resolution. For A > 0 and p > 0 fixed, we have that m(hu) is
close to LP g, (h,), decreases in high resolution (¢ — co) and the difference between it
tends to 0 faster (in 1/0%) than their decreases (in 1/0?).
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4.4 Elementary approximation

4.4.1 The elementary Gaussian function

The idea of this paper is to discretize the Gaussian kernel to use the other framework
of elementary functions in the sense of [BD20]. To take into account that the range of g,
depends of o, we write k,(z) = e~ I#1?/20% The range of k, is now (0, 1], independently
from parameters.

For n > 1 we denote the elementary Gaussian function by

for r§") = o04/—2log(i/n) in such a way that (r,fn))lgign,l is strictly decreasing with
ri = 0 and that when 2 € B(0,r™) < B(O,rﬁ)l) one has + < k,(z) < “% and
kS (2) = i/n such that
ks — k8 lloo = 1/n.
The function ki(,n) is an elementary function with discontinuity points given by its

regular points

n—1
R o = .9183(07T§n))7

k"

meaning that it is piecewize constant with a regular discontinuity set (see Definition 5
in [BD20]). It also implies that kS is a special bounded variation function [AFPO0]. An
illustration is given in Figure 4.4.1.

As a discretization of the Gaussian kernel we have the following asymptotics in the
Lebesgue LP(R?) spaces for p > 0.

Lemme 4.4.1. Let 0 > 0. Then for all p > 0, we have
[ko — kSl — 0,
n—oo
where || - ||, is the classical norm (p > 1) or quasi-norm (0 < p < 1) in LP(R?).

Démonstration. Let o > 0 and n € N. Since k, > £S5 we have

ey — K| = / (ko) — K (2))" da
R2

n—1
= > / (ko () — kM (2))" da + / ko (z)Pdx
=1 JBO)NB0,

B(0,r{™)e
n—1
1 " .
< Z ﬁ[’ (B(O,m( N~ B(O,r§+)1)) + /B(O . ko (2)Pda.
i=1 2t
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FIGURE 4.4.1 — Elementary approximation of a Gaussian function

But for all 1 <47 <n —1 we have

L(BO.A) N BOD)) = (70" =)

= (o (£) eom(52)

= 20 (In(i + 1) — In(4)) .

Therefore o2
e = KU < T () + [ kol
nb BO{M)e
Since p > 0 and r§”) — 400 we get ||k, — k;((,”)||g 0. O
n—oo n—oo

Now let us remark that both &, and k5" are functions of SBV(RR?), the space of special

functions of bounded variation as defined in [AFP00] with total variation given by

TV(ka,RQ):/ |Vky(z)||dx
R2
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and
n—1 n—
2ro

1 .
1
TV(E,R?) =) EHI(B(QT@(”))) = —21In (%)
=1 i=1

Then we can introduce the level perimeter integrals LPy, (-, R?) and LP ) (-, R?) that

define continuous linear form on (Cy(R), || - [|o0)-

Proposition 4.4.2. Let 0 > 0. Then TV(k,,R?) = m\/2w0 and for alln € N,
TV(E!W R?) < TV(k,,R?).
Moreover, for any h € Cy(R), one has

LP (n)(h,R2) — LPk;U(}%RQ):

kU n—oo

where .
LPy (h, R?) = / h(s)2m0/—2Tog(s)ds.
0

Démonstration. We use the general co-area formula obtained in Theorem 1 of [BD16].
Let h € Cp(R). It follows that on the one hand,

LP,;, (h,R?) ::/Rh(u)Per(Ekg(u),R2)du:/ h(ky(2)||VEy ()| dx,

R2

from which we can compute by a change of variables in polar coordinates that

+oo r2 T2 r2
LP;, (h,R?) = zw/o h (6_202) —e 2 dr. (4.4.1)

g

7‘2
Therefore, with the change of variables s = e 2.2 we get

LPka(haR2):/0 h(s)2mo+/—2log(s)ds.

Note that we could also just remark that Ej, (u) = B(0,01/—21In(u)) and Per(Ej, (u), R?) =
210 +/—21In(u), for any u € (0,1]. From (4.4.1) we obtain for A = 1 that TV(k,, R?) =
2mo.
On the other hand for any n > 1,

k( >(h7 ) / h( ) ( k( ) /(‘)B(O“(n)) /(; 1 ( )

LP k(n) (h,R?) = ZQW’(n / h(s)ds.

Let us note f(s) = y/—2log(s). This function is well defined on 0, 1], non-negative and

strictly decreasmg. Moreover we have for all n € N*

1/n Fs)ds = /210g / _“2/2du < 2log(n) N 1
\/2log(n) B n ny/2log(n)’

0



Elementary approximation 136

using the inequalities on the tail distribution of the Gaussian (see p175 of [Fel57]). So we

have
'LPka(h, R?) — LP, 0 (h, RQ)‘
1 n—1 i/n
= ‘/o h(s)2ro+/—2log(s)ds — E;ZWUJW/“W h(s)ds
< 270 ||hl|eo (An + By + Cy)
with

— /—2log(1/n)
gnz_l/_/ln 210g<i_
:%Z;\/ 210g( > v/ —2log(i/n)
(—210g1/n \/ log ))
/ dsg%\/—zlog(”;l).

34/21
‘kao<h’R2> — LP, (b R?)| < 270] A <—g<n>+) — 0
7 n

ds</ J/—2log(s ds<2v210g<)

— v/ —2log(i/n)|d

ds

1)—%

and

v/ —2log(s)

Hence,

n—oo

Finally, the uniform upper bound for TV (k" R?) can be deduced by taking h = 1 or
by remarking that, for all u € R,

Per(E, () (u),R?) < Per(Ej, (u),R?).
O
Let us conclude this part by remarking that for k,, , = mk, we have for any level
u € R,
Per(By,. (1), R?) = Per (B, () ).
’ m

Defining similarly for n € N and m > 0,

k) = mkm), (4.4.2)

m,o

we can state the following corollary.
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Corollary 4.4.3. Let 0 > 0 and m > 0. Then TV(ky, », R?) = mTV(k,,R?) = mmv/ 270
and for allmn > 1,
TV(k)

m,o)

R?) < TV(kp, 0, R).

Moreover, for any h € Cy(R), one has

LP,g (h,R?) — LPy, ,(h,R),

n—oo

where

1
LPkm’a(h,RQ):/ mh(ms)2nwo\/—2log(s)ds.
0

Démonstration. It simply follows from the fact that for h € Cy(R),

LPy,, . (h,R?) = / h(u)Per(Ey,, , (u), R*)du
R

— /Rh(u)Per(Ekc(u/m)7R2)du

= /R mh(muv)Per(E}, (v), R*)dv,

by the change of variable v = u/m. Hence, denotmg [h], := mh(m-) we get LPy, (h,R?) =
LPy, ([P, R?) and similarly LP{" (h, R2) = LP{"”([h],n, R?). 0

4.4.2 The elementary Gaussian shot noise random field

Let A\, p,0 € (0,+00) and X, ,, be a Gaussian shot noise random field defined by
(4.3.1) and note that

mg
Xauolr) = Z Wka(x - i),

with marks {

2’:;2} with distribution £(2ro?u) denoted as F,.

Proposition 4.4.4. Letn > 1 and o > 0. For A\, u > 0 and {x;}ic; an homogeneous Pois-
son point process of intensity A on R? independently marked with {m;}icr of exponential

distribution F, of parameter 2mo?u, the random field
X/(\ngo z:mZ (x — x;), (4.4.3)

is an elementary field on any open bounded T C R?, in the sense of [BD20]. Moreover
for all h € Cy(R) one has

LP (n) (h) = )\/LP (n) (hX(n) (0),R2)Fo(dm),
R

/\Mo kmo‘ A, t,0

where hX<”) (0)(3) = E[h(X)(:Z’O_(O) +s)] for s € R.
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Démonstration. Let us check assumptions of Theorem 5 of [BD20]. Note that k,(ff)o— =

mk{" is an elementary function with compact support in B (0, rgn)) satisfying

// |kfg)a(x)|da:Fa(dm)<+oo,
R JR2 ’

since [, |m|F,(dm) < +o0o. Moreover, by Corollary 4.4.3

[TV Fram <

TV(kW)FJ(dm):/ ||Vk0(x)||d:p></|m|Fa(dm) < +00,
R R2 R

and, using (16) in Proposition 4,

/ LTaC(k(), ) F, (dm) < 2 / Il F,(dm) < 400,

R R

that finishes to prove (21). Equation (22) simply follows from the fact that the supports
do not depend on m and again that [, [m|F,(dm). Now, let us note that all discontinuity

points are regular points, ensuring (24) while (25) comes from the fact that

HO (Rk(") N Tgch%)a) < Q(n — 1>21HIHS2T§H)‘ (4.4.4)

m’,o

The last point (26) is obtained remarking that for almost all z € R? the regular sets

(n)
A

elementary field in 7" according to Theorem 4 of [BD20]. To conclude it only remains to
check (31) of Theorem 5, that follows from (4.4.4). O

can not intersect in a tangency position. This allows to obtain the fact that X, ' is an

We couple this elementary field with our smooth shot noise field by setting

X (@) = Y miky (@ = 1), (4.4.5)

with the same marked Poisson point process with marks of distribution &(27o?p).

Proposition 4.4.5. Let A\, u,0 € (0,400), n € N, X/(\Zla gwen by (1.4.3) and X, .,
defined by (4.4.5). Then, X)(\np)m(x) converges towards Xy ., (x) in L*(Q2) (and therefore
also in LY(Y)), for all z € R~

Démonstration. By stationarity we can consider z = 0. It follows that

2
E[| X0 (0) = X{o (0] = Var (Xnu0(0) = X{1,(0)) +E (X1,0(0) = X{7),(0))
= B[M]|[k, — K13+ NEIM, 2|k, — K|

g

which tends to 0, according to Lemma 4.4.1. Here we introduce M, a random variable of
distribution &(2ro?u). O
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Théoréme 4.4.6. Let A\, u,0 € (0,4+00), n € N, X>(:2,a gwen by (4.4.3) and Xy, o
defined by (1.4.5). For h € Cy(R) and Lipschitz on R, we have

LP (o (h) —2 LPx,,,(h) = A /R LPy,, ,(hx, . @, R*)F,(dm) (4.4.6)
where hx, , ©0)(s) = E[h(X,,0(0) + )] for s € R and F, is the exponential distribution
of parameter 2ro?y.

Démonstration. According to Proposition 4.4.4, we know that

LP . (h) =\ /R LP, o) (i (0),R2)Fg(dm) (4.4.7)

A0 A0

(n)
X)\,p,,d

where h 0(5) = E[h(X\") _(0)+ s)] for s € R.

Lemme 4.4.7. Let h € Cy(R) and Lipschitz with Lipschitz constant Lip(h). Then, for

all n > 1, we also have h ) 0 € Co(R) and Lipschitz with H/_zx(n> ( ‘ < |||l and
A0 A p,0 o0

o

0)

Lip (hXW (0)) < Lip(h).

A, t,0
Démonstration. Let n > 1. It is clear that for h € Cy(R), the function h (o) emains
A p,0
bounded and moreover, for all s € R, g
Ay o SB[ |AEL,0) +9)|| < Al
Moreover, for s,t € R we have
Py 08 =y @] <E[|AOX0) + ) = hXT),0)+1)||
< E[Lip(h)]s — 1]
that concludes the proof. n

Now we write for h € Cy(R) and Lipschitz,

’kam (hy (0

< ‘kaﬁﬁ}(,(ﬁxﬁ NON X100 RY)

I Rz) - LPkm,U (BX)\,;I,,U (O)’ R2) ’

+ ‘kagg’)u (EXX,H,U(()% R2) — LPk‘.,’n’a (;LXX,H,U(O)y RQ)

(4.4.8)
Let € > 0. By Proposition 4.4.5, there exists N, € N such that Vn > N, we have

2[00~ 32,0 = 1oy
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Let n > N, then for all u € R,

0 ] < E [[n(X000(0) + u) = (X, (0) + )|

(
A p,0

|BXM,U(0) (u) — BX
< Lip(h)E || X,10(0) X}, (0)|]

AH,0

<e.

It follows that ||hx, , @ — h

Thus we have

X ol =20

LP i (g = hy o0, R%)| < TVRGL Ry 000 = B gl
S TV(km,U)RZ)HEXA,H,U(O) o EX;n;U(O)HOO

by Corollary 4.4.3. It follows that

LPk%LL(hXW (O)_EXX,H,U(O)7R2) — 0.

A0 n—-+4o0o
For the second term, we simply use again Corollary 4.4.3 with h := BXA,W(O) € Cp(R) and

combining both we can conclude that

n h n
e, ( X" (0)

LP R?*) — LPy,,, (hx, ., ©),R?).

n—oo

Since we also have

|LPk£;‘7{T(BXg";0(0)’R2)| < Hh”ooTv(k(n) RQ) < |m|||h||ooTV(ka2)a

and [, |m|F,(dm) = E(|M,|) < 400, we can use Lebesgue’s theorem to obtain the result.
[

At that point it is natural to ask if LPx,  (h) = LPx, (k). Let us look at this with
this next corollary.

Corollary 4.4.8. Let A\, i, 0 € (0,+00), n € N, X)(\Zlg gwen by (1.4.3) and X\ ., defined
by (4.4.5). Then we have

— A
TV(X;;(,) — TV(Xopuo) = LPx,, (1) = —

n—0o00 ou

(4.4.9)

Démonstration. By taking h constant equal to 1 we also have h constant equal to

(n
X/\,MYG(O)
1. Then by Theorem 4.4.6 we have

n—oo

TV(X\ ) — A /R LPy,. . (1, R?) F,(dm)

= A /]R /1 m2ro~/—2log(s)dsF,(dm)

0

1
= 27m>\/ vV —21In(s)ds
0

2o
AT

ou\ 2
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]

The simplicity of this result has the defect of representing only the low "regime" with

small \ of Theorem 4.2.5 since we can now identify the limit.

Proposition 4.4.9. Let A\, 1,0 € (0,4+00) and v € R. Then

TP, (h) = Aox, .. (V) / LP,, (hy,B?)F(dm).
R

Démonstration. Actually, by definition of LPx, , in (4.4.6) we have that

LPy, . (k) = Xex, . (V) / LPy,. ., (hy, R*)F,(dm).
R

Now, by the general co-area formula obtained in Theoreme 1 of [BD16] we have

TP (1) = X051, 0) [ [ Bl @) [V )l (),

and a change of variable in m allows us to get

TP (h) = Ao, ) [ [ 1o @) [Vl e P aim),

where we recognize

P (00 B) = [ 1l Vi)

]

Then similarly to what we have done for high regime, we can restate Theorem 4.2.5

in terms of resolution o.

Proposition 4.4.10. Assuming Ao? < cq, for all § € (0,1), there exists cg(u) > 0 such
that for all v € R

1-33

LPx, . (h) — LPx, . (h)| < ca(u)AT5o w0 .

Démonstration. Using change of variables we can also check that it follows that

s —— le——= ] =—=—
LPX)\,/,A,,0'<h/V) - ELPX)\OQ 2 l(hl/) - ;LPX)\O.QW‘J(I’LV/U)‘

o,

For g € (0,1), we can take cg(p) = C; for M ~ E(p) and o = 1, according to Theorem
4.2.5, to get for all v € R,

2

LPXM,;#’I (hu/g) - LPBM,Q%I (hu/a) < Cﬁ(:u) [)‘0-2} B )

that gives the result. O
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Hence we introduce the following quantities that will be used for numerical computa-

tions.

Proposition 4.4.11. Let A\, i, 0 € (0,+00), and let fy ., be the density of a gamma law
of parameters 2muc? and 2w\o?, then we define the mean elementary perimeter function

as

Per(Ex, ,,(u)) == )\/]R/O Prope(u —ms)m2ro/—21n(s)dsEF,(dm), (4.4.10)

where F, denotes the exponential distribution of parameter 2wo?u. Then, for all h €
Co(R), one has

LPXA,W(h) :/Rh(u)Per(EXA’#’U(u))du.

Moreover, its Fourier transform is given for all v € R by

92 2 2w Ao? 1 9 2
LPx, () = A (ﬂ) 2%0/ i or E v —2In(s)ds  (4.4.11)
0

2rpo? — v s — 2mo?p

Démonstration. Let h € Cy(R). By Theorem 4.4.6 and Corollary 4.4.3 it follows that

LPx,, . (h) = A / LPy,.. (hx, ., (0),R*)F,(dm)
=\ / / WXy 0 (0) + ms)m2ro\/—21n(s)ds F,(dm)
= A / / / h(t +ms) fr o (tym2ro\/—2in(s)dtdsF,(dm)
=2 / / / ) frpuo (U — ms)m2ro/—2in(s)duds F,(dm)
- /R h(u) ()\ /R /0 fA,W,(u—ms)m2m\/Tn(s)dsFa(dm)) du

where we recognize Per(Ex, ,  (u)) under integral.
Let h,(s) = e”* for s,v € R. By Corollary 4.4.3 we have that

1
LPx, ., (h) :/\SOXML,J(V)// e m2ray/—21n(s)dsF(dm)
R J0
27_‘_“0_2 2w\ 1 '
=\ (—) 27m/ \/—QIH(S)/memeF(dm)dS
0 R

2mpo? — iv

27 o 2mAa ! 212y
=\ (—) 27r0/ 0 7 Vv —21In(s)ds
0

2 po? — v ivs — 2o

]

Let us remark that the integral giving u +— Per(Ex, , (u)) is not easy to compute
but can be efficiently numerically approximated as well as its Fourier transform (see

Appendix).
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Perimeter of shot noise random field
sigma=20 lambda=0.001 mu=0.01

Normalized perimeter of shot noise random field
sigma=20 lambda=0.001 mu=0.01

—— Empirical perimeter
Theoretical perimeter

/ Elementary perimeter by a Fourier approach

Elementary perimeter by a Monte Carlo approach

—— Empirical perimeter

- Theoretical perimeter
Elementary perimeter by a Monte Carlo approach|
Elementary perimeter by a Fourier approach

0.015 /”\\
0.01 /,
/

L ' ' n =
o 01 02 0.3 0.4 0.5 0.6 0 01 0.2 0.3 0.4 05 0.6

FIGURE 4.4.2 — Perimeter and normalized perimeter of a Gaussian shot noise random field
with exponential marks. The paramaters are in the title. In red, the empirical perimeter
from a simulation on F = [0,1000]? and in green its theoretical formula u — Per(Ex (u))
approximated by Algorithm 4.6.3. In blue and yellow, the elementary asymptotic perime-
ter u — m approximated by Algorithm 4.6.3 and 4.6.3.

We strongly believe that the difference between the theoretical perimeter and the
elementary perimeter comes from the total variation. That is why, for X a random field

and u € R, let us define the normalized perimeter function by

Per(E U
Por'(Ex, ., (1)) = o e,
TV(Ex,,..w)
and make the following conjecture, motivated by Figure 4.4.2.
. * Per(EX)\,p, o'(u))
Conjecture : for almost all u € R we have Per*(Ex, ,  (u)) = : :
TV(EX, 0 (w)

4.5 Classification between Gaussian and shot noise fields

We have already seen that there is a closed correspondence between Gaussian and shot
noise random fields. In practice, this can be used in insurance risk management [[KKM95]
or in wireless networks [CHOT, AY10]. This section has a specific aim : the classification
between these two random fields.

For (X, p, ) €]0,+00[?, considering a shot noise field X, , (i.e. a shot noise with a
Gaussian kernel and exponential mark), by Campbell’s Theorem [Kin93|, the mean is
E[X),.0(0)] = % and the isotropic covariance function is itself Gaussian, since we have
for all » > 0

A r?
= ooz P )
where Cx, , (1) = Cov(X) 0(2), Xou0(y)) for all z,y € R* with ||z — y|| = 7. That is

why, the Gaussian random field of interest B) , , has the same mean Mp, , = ﬁ and the

CX/\,//,,O- (r)
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same covariance function Cp, , (1) = Cx, ,,(r). When there is no ambiguity, we write
X =X\, and B= By ,,.

Conversely, let B a Gaussian random field with Gaussian covariance function, then there
exist (A, p1,0) €]0, 400> and a shot noise random field X ,, with the same mean, the
same variance and the same covariance function than B. Indeed, if we note Cg(r) =
Var[B(O)]e_éfT22 the covariance function and Mp = E[B(0)] the mean of the Gaussian

random field, the parameters of the corresponding shot noise X, , , are

A o= M
2no?Var[B(0)]
Mp
a ~ 2702Var[B(0)]
o =o.

Some simulations are presented in Figure 4.5.3, 4.5.4, 4.5.5 to compare a Gaussian
field with a shot noise field. Each random field is simulated on a window 7' = [0, 1000]?
with the same mean, same variance and same correlation. We have chosen, arbitrarily,
the same intensity of the Poisson process A = 0.001 and the same mark p = 0.01 for all
simulations. Although the intensity parameter A may seem small, it represents on average
1000 points on T'. Also, let us not forget that the parameter of an exponential law is the
inverse of its mean, hence a mean of 100 for the mark. The difference between Figures
4.5.3, 454, 4.5.5 is in the o parameter and note that, similarly to the high intensity

convergence [HS85], we can less and less distinguish the fields with the increase of o.

Gaussian random field Shot noise random field
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FIGURE 4.5.3 — Gaussian and shot noise random fields simulated on F' = [0, 1000]* with
A=0.001, p = %00 and o = 10.

We will start by introducing the classification based on the geometries of Gaussian
fields. By Corollary 4.2.2, since the second spectral moment of B is Ay = Var[0B(0)] =
9?Covp(0) = =2, for u € R we have that

Inpots

Per(Ep(u)) = \/1§a exp (—71-/1/20'2@) (4.5.1)
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Gaussian random field Shot noise random field
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FIGURE 4.5.4 — Gaussian and shot noise random fields simulated on F' = [0, 1000]* with

A=0.001, p = ﬁ and o = 30.
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FIGURE 4.5.5 — Gaussian and shot noise random fields simulated on F' = [0, 1000]* with
A =0.001, p = -t and o = 50.

100

and we have also

[ 1 (z — A/ u)z)

Area(Fp(u)) = / ex (—— dx 4.5.2
To compute (4.5.1) and (4.5.2), it is necessary to estimate the parameters. To do this,

we use the method of moments, similar to what we did for the shot noise random fields

in [Ler21]. More precisely, suppose that we observe our field on a rectangle ' C Z* and

let us introduce the following moment estimators :

M, = %ZX(x) (4.5.3)
M, = %ZX(l‘)Q (4.5.4)
) = |Téw| x%wX(x)X(mjLw), (4.5.5)

where w € Z2 and ToOw={x €T ; x+w e T}.

Since the field is assumed to be isotropic, the estimators of mixed moment of second order
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—

h(w) can be grouped according to the norm of w which allows to improve the estimator.

That is why we consider, for r € Z,

—

h(r) = 5 (ren) + i(res)

where (e, e5) denotes the canonical basis of R.
o~ — —2
From these estimators, let us introduce the estimators of variance V' = M, — M; and
— L ——2
of the isotropic correlation function p(r) = % Then, to estimate (A, i, o), we can

use for any r € Z? the estimators :

(

- —22\71210g(~/(\))
7r7"2(]\/4\2 Ml)
—2M1 log(p ( ))

i = (4.5.6)
7TT2(M2 — M1 )
- —r?
o, = E———
( 4log(p(r))

By property of association of a Gaussian field with Gaussian covariance function, they
are consistent estimators and asymptotically normal, similar to what we did for the
shot noise fields |[Ler21|. Following this work, we can optimize the choice of r by taking
r* = argglinm/(?) —exp(—3)|, the distance where the covariance function decreases fastest.
reN*
These good estimates of the parameters allow us to compute the theoretical formulas
(4.5.2, 4.5.1) with ()T;,/I;,a/;) instead of (\, p, o). To stay in the spirit of the article,

we are interested in the normalized perimeter function

Per(Er(u))

Per*(Ep(u)) = TN B ()

We can also estimate these geometries. For f a random field data observed on a
rectangle T C Z2, let us introduce ,;, the minimum of f and t,,, its maximum. Let
val a regular discretization of [tmin, Umas] Of size lval > 2 and note sval = gmastmin the
distance between two successive points of val. For all u € val, the area function estimator
is

Area(Ef |T] Z 1i)>u-
z€eT
To estimate the perimeter function we simply use the estimator ﬁe;(E r(u),T)of [ABDB21],
also defined as ]5]51) in [CDBO22|, multiplied by 7/4 to correct the bias according to Pro-
position 4.4 in [BD21| in view of isotropy of fields under study. Then we normalized

according to the level to set P/e?*(Ef(u))
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The geometric statistic that will be used as classifier is d®(f) = (d2_,(f),d2,.(f)) €

area Y pe?‘
R? with

1/2
A2 (f) = <sval 3" (Area(Ep(u)) - @(Ef(u))f) (4.5.7)

u€cval
the discretized £? distance between the emperical area and the theoretical Gaussian area,

and

1/2
di.(f) = (sval Z (Per*(Ep(u)) — P/eF(Ef(u))f) (4.5.8)

ueval
the discretized £2? distance between the empirical perimeter and the theoretical normali-
zed Gaussian perimeter.

Our classification approach is that of the supervised learning. To do this, we will use
the quadratic discriminant analysis [GC19]. To use the classical notation of classifica-
tion theory, let us note C; the class of Gaussian random field with Gaussian covariance
and Cy the class of shot noise random field with Gaussian covariance. We use several
simulations of Gaussian fields and shot noise fields to understand the behavior of the
two distances (4.5.7)-(4.5.8) under the two different classes. More precisely, we simulate
N € N* independent Gaussian random fields By, ..., By in Ciof same distribution than

B to compute
(dB(Bl), . ,dB(BN)),

the distances under the Gaussian assumption. In the same way, we simulate N inde-
pendent shot noise random fields Xi,..., Xy in Cy with same second order statistics

than B to compute the distances under the shot noise assumption

(dB(Xl), . ,dB(XN)> :

In the classification lexicon, these two samples are called training set. It remains
to determine to which sample the observed distance pairs d?(f) = (dg4°(f),d% (f))
best belong. To do this, we will use the quadratic discriminant analysis [GC19]. For f
a random field data and k = 1,2, we assume that, conditional on f € Cy, d®(f) corres-
ponds to the realisation of a two-dimensional random variable with Gaussian distribution
N (g, X). Since it is accepted that X1 # 3y, the boundary of the classification decision
rule is quadratic [GC19]. Noting p? the density of a Gaussian variable N (ug, ¥), the

classification rule is given by

fec if pP(dP(f)) > p5(d®(f))
el if pP(dB(f)) < pB(dP(f))

When making a classification decision, there is always the possibility of making
a mistake. For d € R?* and k = 1,2, we introduce the score function d — SP(d)
that represents the probability of choosing class k given that f € Ci. In the qua-

dratic discriminant analysis, conditionally to the fact that f € Cj, the score function



Classification between Gaussian and shot noise fields 148

B (1B
SB(dP(f)) = el dsz’})()d ﬂg;)()dB ;- Finally, the error of the classification if f € C, is defined

by 1 minus the score SZ(d?(f)).

For k = 1,2, to compute the density p?, it only remains to estimate the mean by

N

i = 5 30 (Bt 200 (45.9)

=1

and the covariance matrix by

= area fi 2 da%‘ea _/\ per fi
Z( (dgrea(fi) = Fi(1)) (dorea(Bi) = (1) (dye,. (fi) = ())>,

(davea(fi) — T (1 ))(dﬁr(f) 111:(2)) (dpr (fi) — 1(2))?
(4.5.10)

where fi,..., fy are iid samples in C;.
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FIGURE 4.5.6 — Example of a classification, with the two learning samples of size N = 50
and the classification boundary. The initial Gaussien field B was simulated using A =
0.001, = 0.01 and o = 50.

Figure 4.5.6 is an example of a classification where the initial field is Gaussian, and it
can be seen that it is well classified in the class of Gaussian fields. We refer to this clas-
sification as the Gaussian classification, because it is based on the geometrical formulas
of the Gaussian fields, and performed it on a sample of N = 50 Gaussian fields (the class
C,) and N = 50 shot noise fields (the class Cq). Figure 4.5.7 represents a histogram of the
scores of the classification SZ(d?(fy;)) with 1 < j < M and k = 1,2, where (d®(f1,));
are the distances obtained for M = 50 Gaussian random fields data (f;;); and (d®(f2;));
are the distances obtained for M = 50 shot noise random fields (f2;);. We would like
to draw your attention in order not to confuse the role of M and N. For each of the M
random fields, we simulate N Gaussian fields and N shot noise fields, which constitute

the training set, using the parameters (\, i, o) estimated from the initial field. We observe
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that the classification of Gaussian fields is very successful with 50/50 good results and a
very high score with an average of about 0.95 and a standard deviation of about 0.07. The
classifications of shot noise fields is not as successfull since only 25/50 gave the results

and with a bad score with an average of about 0.49 and a standard deviation of about 0.24.

Probability of making the right decision with the Gaussian classification
35 T T T T T T T T T

[ shot noise data ]

30 — -

[ ]Gaussian data

25 — *

20— -

FIGURE 4.5.7 — Results for the Gaussian classification. In red, a histogram of the clas-
sifications score (SP(d5( fl,j)))j obtained from a sample of M = 50 Gaussian fields. In
blue, the score (SQB(dB(fQ’J)))j for M = 50 shot noise fields.

Now, thanks to the study of the perimeter of Gaussian shot noise random fields,
we can make exactly the same classification method, but this time based on shot noise
geometries. Once the model parameters (\, i, o) have been estimated by the method of

moments presented in [Ler21]|, we can compute the theoretical volume easily by

% 2mAo?—1 ,—x2mpuo? 2\27 Ao 2
eI (2 o)

Area(Ex(u)) = / T (2mho?) dz,

u

given that X (0) is gamma distributed.

For the theoretical perimeter function, we approximate it by Algorithm 4.6.3 or 4.6.3.
Figure 4.5.8 is the theoretical perimeter of a Gaussian and shot noise field, by increasing
the values of ¢ and with the same values of A and p. Let us remember that, in view of
Proposition 4.3.2, that it is consistent to observe a convergence of the curves with the

increase of o.

So, for f a random field data, the geometric statistic that will be used as classifier is
dX(f) = (Dyea(f), D)X, (f)) defined by (4.5.7,4.5.8) replacing B by X. With the same N
Gaussian and N shot noise random field simulations than before, we have the two new
training sets (d*(By),...,d*(By)) and (d¥(X1),...,d*(Xy)).

As before, we suppose that for f a random field data and k& = 1, 2, conditional on the

event f € Cy, d*(f) correponds to the realisation of a two-dimensional random variable
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Perimeter density normalized by its total variation Perimeter density normalized by its total variation
sigma=10 lambda=0.001 mu=0.01 sigma=30 lambda=0.001 mu=0.01

Perimeter density normalized by its total variation Perimeter density normalized by its total variation
sigma=50 lambda=0.001 mu=0.01 sigma=70 lambda=0.001 mu=0.01

—— Shot noise perimeter —— Shot noise perimeter
L8 = —— Gaussien perimeter 7N\ —— Gaussien perimeter

8
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a
&
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FIGURE 4.5.8 — Gaussian and shot noise perimeter computed with (4.5.1) and Algorithm
4.6.3. The parameters are A\ = 0.001, p = ﬁ and from top left to bottom right o =
10, 30, 50, 70.

with Gaussian distribution and we note p; its density. That is why the classification rule
is

fec ifpi(d*(f) > py (d*(f))

fely ifpi(d*(f)) <p3 (d*(f))

where for i = 1,2 the density pX is compute with the analogue of (4.5.9) and (4.5.10)
replacing B by X.

This time, we refer to this classification as the shot noise classification, because it
is based on the geometrical formulas of the shot noise fields, and performed it on the
same sample of M = 50 Gaussian fields (the class C;) and M = 50 shot noise fields (the
class Cy) than in the Gaussian classification. Figure 4.5.9 represents a histogram of the
classifications score Si (d¥ (fx;)) with 1 < j < M and k = 1,2, where (d*(f1,)); are the
distances obtained by the shot noise classification for the same M = 50 Gaussian random
fields (f1,); than in the Gaussien classification, and (d* (fs;)); are the distances obtained
for the same M = 50 shot noise random fields (f2;); than in the Gaussien classification.
We observe that the classification of Gaussian fields is bad with 26/50 good results and
a bad score with an average of about 0.55 and a standard deviation of about 0.24. The
classifications of shot noise fields is, this time, very successfull with 50/50 good results
and with a high score with an average of about 0.95 and a standard deviation of about
0.06.

This highlights the usefulness of the shot noise classification. These two classifications
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Probability of making the right decision with the shot noise classification
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FIGURE 4.5.9 — Results for the shot noise classification. In red, a histogram of the clas-
sifications score (S7(d¥( ij)))j obtained from a sample of M = 50 Gaussian fields. In

blue, the score (S5 (d( fg,j)))j for a sample of M = 50 shot noise fields. The samples are
the same as in Figure 4.5.7.

should be used together and when they do not have the same conclusion, the classification
with the largest difference between the probability densities is preferred reducing the
error as much as possible. In Figure 4.5.10 we compare the classification score for the
sample of Gaussian fields. For better visibility, we have sorted the scores, so that they
are ascending for the shot noise classification. A score below 1/2 means that this is not
the choice retained by the classification procedure. We do the same for the 50 shot noise
fields in Figure 4.5.11, where we have this time sorted the scores to be increasing for the

Gaussian classification.

Probability to choose Gaussian random field
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FIGURE 4.5.10 — The two scores S (d®(f1;)); and S;* (d* (f1;)); for the Gaussian sample.
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Probability to choose shot noise random field
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FIGURE 4.5.11 - The two scores S (d?(fa;)); and S5 (d*(f2;)), for the Gaussian sample.
4.6 Appendix

4.6.1 Proof of Theorem 4.2.4

Recall that ¢ denotes the characteristic function of (X, (0), 9, X,(0)). According to
(4.2.9) we have for v € R,
I *1
LPx, (h,) = / —(v,v)Sy(v,v)dv,
v

0

where the improper integral [ is obtained as limy_, o fov. Actually, for V! >V > 0,
integrating by parts,

/“16%’@) g POV e V) /V/ p(v,v)

v U 3@ v /02

Vv’ V

Since ¢ is a characteristic function it is bounded by 1 and we can let V' tends to co and

+oo 1
/ _(9_<de

v vOov

obtain

2
< —. 4.6.1
. (16.1)

We introduce

W(v, ) = exp (iWE(Xx(0))) exp (_Mzﬂ) exp (-M&) ,

the characteristic function of the Gaussian vector (B)(0), 0, B,(0)) and note that we have

LPp, (h,) = — /+OO 1a—w(u, v)dv,
0

v Ov
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with similarly as (4.6.1)

T 10y 2
-7 < =
/V B (v,v)dv| < v
Moreover introducing S1(v) = Ape(01ga)v we can write g—f(u, v) = =S1(v)Y(v,v). It

follows that

ILPx, (h,) — LPg, (h,)| =

oo 1 +0o0 1
/O ;So(y, v)p(v,v)dv —/0 ;Sl(y)w(z/,v)dv

Vi1 4
< [ LSulv0botwn o) - S 00040 + -
0 U Vv
Then we write

S0 (v, 0)@(v,v) = Si(V)Y (v, v)| < [So(v, v)l[e(v,v) = (v, )| + [So(v, v) = S1(v)][P (v, V).

For the first term, we can write

p(v,v) = (v,v) = (v, v) [exp (2(v,v)) — 1],
where

[ng + Ualgm]Q
2

z(v,v) = )\/ei[”g"”r”algm] — 1 —i[vgm + v01gm] — F(dm)dz,

using the fact that, since 9;g,, is an odd function [ 91g, =0 and [ ¢,,01 ¢, = 0. Hence,

using finite increments inequality,

o(v,v) = (v, 0)] < (v, v)][2(v, v)] exp(R(z(v, v))),

where
[ng + Ualgm]2

R(z(v,v)) == )\/cos[ygm + 001 gm| — 1 —

Since 0 < cos(s) — 1 + % < 15t for all s € R, we have 0 < R(2(v,v)) < & [[vgm +

00, g *F (dm)dz. Now let us choose V = (%)W and v with [v] < Cyf. Then it
follows that

— V[ g5, <6 [gn;

— 2 [g20192 < 2 [(01gm)?;

— V2 [(Oigm)* < [(O1gm)?,

where we used Cauchy-Schwarz inequality for the second inequality. It follows that for

F(dm)dzx.

v <V we get

/[ng+?1819m]4 = V4/an+6UZV2/95131931+U4/819§1

< 6V2/g,i+5v2/8lgfn+v2/algil

S 6/[’/gm+valgm]27
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and therefore

0 < R(2(r,v)) < 2/[1/gm + 001G ]* F (dm)dz.
Hence we have
0 ) xp (R(=(020)) < exp = aln)? ) exp (= ma@rg)e?)

Moreover we can simply bound
A 3
200 < 5 [ g+ vdigal
2\
< S0 [lanl 108 [ 1010 F)

and, since
So(v,v) = )\/ei“gmalgm sin(voy gy ) F(dm)dz, (4.6.2)
we simply bound
So(v,v
5021 2 [0,

It follows that

v V,v
[ o) - v lae

2 A v Mz (0
SAZexp (—%QM)IF) u2(019M)/ [1v* 13 (gar) + v°13(91gar)] exp (—Mv2) dv
0

IA

3 4

1%
i) [ 0¥ () ),
H2(gnm 0

2 174
+ §>\2M3(319M)/ v? exp <——)\M2(ilgM>"02) dv} )
0

13(gar) 2 p3(01gm) }

< 0 — =7

N #2( 1gM) [03M2(9M)3/2M2(819M)1/2 " 3 /~L2(819M)2
{c p3(gar) 2 (D1 gar) 2 2_4M3(319M)}
’ M2(9M)3/2 3 M2(819M)

IN

where ¢3 = 2 x 23 X sup,cg |s]3¢™5" = 4y/6e 3/ if v # 0 and ¢35 = 0 else.
Now let us focus on the second term and recall that So(v, v) = A [ 91 gme™?™ sin(vdygm ) F(dm)dx
and S1(v) = Av [(919m)*F (dm)dz so that we write

500,0) = S0 < [0 0) — So(0, )] +15(0,0) ~ ()
< ol 1] [ @ugmPlanl + G010

It follows that

/V [So(v, v) — 51(v)

o, v)ldo

T [(019m)?|gm] pa(Organ)? ( . 2\/;N4(519M>1/2 )1
o + A / _—71 )
{Cl\/gm(gM)l/Qm(algM)m 32 (01 gar) Y2 i 2 p2(01gmr)
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using the fact that [ exp(—3Au2(ga)v?) < el A2 ps(gar) ~V? with ¢ = sup,ep |slem2¢" =
e /2 if v # 0 and ¢; = 0 else, \/g = f0+°o e=5"2ds = f0+°° s2e=%"/2ds and v < V with
[F° s 2ds = 1
o =1.

We get the result of upper bounds for C|” and C,, combining previous inequalities

with Cauchy-Schwarz inequalities.

4.6.2 Proof of Theorem 4.2.5

Let v € R and write again

- <1
LPx, (hy) —/ ;@(V,U)SO(V, v)dv.
0

Let V > 0 and remark that after using Fubini’s theorem, since p5(01g,,) < 400, we can

also integrate by parts to obtain for V' > V
Vi1 i 1 —cos(V'O1gm) 1 —cos(VOigm)
/v 550(1/, v)dv = )\/e gm ( V7 — %

1% o
+ / ! COS(MIQ’")dv) F(dm)da.

v v?

It follows choosing 3 € (0,1) we can use that 1 — cos(s) = 2sin*(s/2) < 2177|s|? for
s € R to bound

\%4 1
/ —So(v,v)dv

- < 025 (Brgm) (V070 4 2v0)
\4

letting V' tends to infinity we obtain

+00 1
/ So(v,v)dv

v v

< 2XCy VA,
with Cy = 277 13(d1gar). Then we write

400 \%4
TP () = 9(0) [ LSulw)do = [ SSulwo)(o(onn) = (0o

+ [ s o) = ow0) [ Ssalw, o)

v v v v
Now we write

90(7/’ 1}) - QO(V: 0) = gp(y, 0)[eXp(~(l/,U)) - 1]7

where

(v, v) = A / eI (eh9m — 1) F(dm)dz = —\ / 92 sin?(v0, gy, /2) F (dm)da.
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Hence for /5 € (0, 2]
20 0)] < AC5 o,

and for v € [0, V],
(v, v) =, 0)] < [Z(r,v)]exp(|2(v, v)])
< AC;0” exp(Cy AVP)
Recall (4.6.2) but use that |Sy(v,v)| < Au1(019am) to get

_ _ Ve
< )\2M1(819M)Cﬁ exp(Cp )\V’B)F-

We choose V = A\~ 77 such that \V? = ATF5 and A2VE = V=1 = AT¥% to obtain finally

/0 L 830, 0)(p(v,0) — o, 0))dv

(Y

@

+<>01

P )~ o00) [ Lt 0)ae

™

)+2

<\ (Cgm(@lgM)exp(C;A@
- 8

+205A%> .

4.6.3 Algorithms

Algorithme 8 Calculate the mean perimeter function from smooth framework
Choose n; the number of item of the vector v;

Choose 1,4, maximum of the vector v ;

— | % . | % .
==t (00m — 1)y

Choose ng the number of item of the vector v ;
Choose v,,,, the maximum of the vector v ;

v=(1: ng)vrg;“ ;

Choose T4, the maximum in the integral of p(v,v) and Sy(v,v);
Choose ngz the number of item of the vector u;
Choose Upin, and U4, the minimum and maximum of the vector wu ;
u:umm—i—(O:ng—l)W;
: for k=1:n; do
for/=1:ny, do
Approximate ¢(v(k),v(l)) by numerically integration of formula (4.3.3)
Approximate Sy(v(k),v(l)) by numerically integration of formula (4.3.4)
end for
end for
: Approximate v — E[LPx(h,,T')] from the formula (41.2.9)

. Approximate u — E[Per(Ex (u),T)] by inverse fourier transform

I B A T AR
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Beyond the choice of precisions nq, no and ng; it is the choice of 742, Vimazr andv,as
that is not easy since they depend on the parameters of the field. The choices of u,,;, and
Umaz call be chosen with the minimum and maximum field.

Let 0 =20, u = ﬁ and A = 9.5¢~* which corresponds to an average of 1000 points over
an observation window [0, 1024]%2. We choose a good precision n; = ny = nz = 2%, and
we recommend to choose 7,,,, = 200 and v,,,, = 6000. Using the tic toc command from
Matlab, the algorithm lasts 1000 seconds or almost 3 hours. It is annoying for applications
such as parameter applications or classification. The green curve in Figure 4.4.2 comes

from this algorithm.

Recall the formula (4.4.10) obtained in Proposition 4.4.11 :

Per(Ex, (1)) = A270E ( Frpo(u — M, V)M, —2ln(V)> ,

with V', a random variable uniform on (0, 1] and independent from M, with distribution
F(dm), that is exponential distribution of parameter 2ro?y. Using Monte-Carlo approxi-
mation we can approximate the function u — A27oE (wa(u — M,V)M, —2ln(V)>
by
A2mo
N

N
Y Frwo(u— MyVi)y/=21n(V)) My,
j

choosing (V;, M, ;)1<j<n iid of same law than (V, M,) and N sufficiently large.

Algorithme 9 Calculate the mean perimeter function from elementary framework with

Monte Carlo
Choose nz the number of item of the vector u;

Choose Up,in, and U4, the minimum and maximum of the vector wu;
U = Upmin + (0 1ng — 1)—“maz7;umi" ;

Choose N the number of repeats in the Monte Carlo method ;
1: Draw (V})i<j<y iid with uniform law on [0, 1]
2: Draw (M, ;)1<j<n iid with exponential law of parameter 2ro?p
3: Approximate  u — E[Per(EXA%a (u), T)] by ’\%\’;" Zjvzl Propo(u
M,;Vi)\/—2In(V;) My,

Here there is no choice except for the precision ng and the sample size N of the Monte
Carlo method, since ,,;, and u,,,, can be chosen experimentally. Let the same example
with o = 20, 4 = 145 and A = 9.5¢~%. We choose a good precision nz = 2! and N = 2000.
Using the tic toc command from Matlab, the algorithm lasts 12 seconds. It is an excellent
performance for applications.

It is also possible to use the Fourier framework with the equation (4.4.11).
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Algorithme 10 Calculate the mean perimeter function from elementary framework with

Fourier transform
Choose n; the number of item of the vector v;

Choose V4, the maximum of the vector v

v=—tme 4 (0:ng — 1)

Choose nz the number of item of the vector u;

Choose Upin and U4, the minimum and maximum of the vector wu ;
. U —Umin .

U= Ui + (0 1 g — 1) Memez—tmin

1: Approximate v — E[LPx,  _(hy,T)] from the formula (4.4.11)

2: Approximate u — E[Per(Ex, , (u),T)] by inverse Fourier transform

Here there is no choice except for the precision n; and ns, since Viaz, Umin and g

can be chosen experimentally.

Let the same example with o = 20, p = ﬁ and A = 9.5¢7%. We choose a good precision

ny = ng = 2'°. Using the tic toc command from Matlab, the algorithm lasts 1 seconds.

It is a perfect performance for applications.



PERSPECTIVES

Les différents liens mis en lumiére dans cette thése entre champs aléatoires shot noise
et processus ponctuels d’une part, et entre les modeles shot noise et gaussiens d’autre
part, laissent place & de nombreuses perspectives. A ce titre, les résultats obtenus sur les
champs shot noise pourraient étre utiles dans 1’étude des processus de Cox shot noise,
notamment les résultats sur le périmeétre et la classification. On pourrait les utiliser, par
exemple, pour proposer des méthodes de validation de modéles.

La méthode employée dans le chapitre 3 pour 'estimation des parameétres, ainsi que
celle employée dans le chapitre 4 pour 'approximation du périmeétre par discrétisation du
noyau, semblent étre applicables a d’autres fonctions que le noyau gaussien. La conjecture
énoncée dans le chapitre 4, sur le facteur de variation totale lors de ’approximation dis-
créte, est un axe de recherche d’envergure qui pourrait valider théoriquement 1’approche
de la méthode de classification. Il est clair que cette discrétisation du noyau ne permet
pas d’approcher parfaitement le périmetre, mais on pourrait effectuer la méme démarche
pour la caractéristique d’Euler.

Enfin, I'extension spatio-temporelle du modéle shot noise, notamment avec le noyau
gaussien et I’équation de la chaleur qu’il vérifie, peut étre intéressante dans 'optique de
modéliser des données de ce format 1a. A titre d’exemple, des films de feux de foréts

semblent étre des données appropriées pour ce type de modéle.
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Etudes statistiques et géométriques de champs
aléatoires shot noise. Similarités et différences avec les

modéles gaussiens.

Résumé

Cette thése a pour but I’étude de nombreux aspects des champs aléatoires
shot noise. La structure de faible dépendance entre les variables éloignées,
mise en lumiére par la notion d’association, permet de montrer la normalité
asymptotique vectorielle des estimateurs des moments d’ordre 1 et 2 ainsi que
d’expliciter leurs variances et covariances asymptotiques. D’autres informa-
tions, spécifiques aux champs aléatoires, proviennent des caractéristiques géo-
métriques des niveaux d’excursion. La densité de périmeétre est 1'une d’elles,
et les précédents travaux se séparent en deux catégories : le cas des champs
lisses et le cas des champs élémentaires. Concernant les champs lisses, le com-
portement gaussien a haute intensité est également observé sur la densité de
périmétre. A petite intensité, on observe un tout autre comportement qui se
rapproche du cadre élémentaire.

Une attention particuliere est portée au modéle avec un noyau gaussien et une
marque exponentielle qui posséde des propriétés remarquables. Ce modéle est
paramétré par un triplet (A, u, o) qu’on estime a partir des estimateurs consis-
tants et asymptotiquement normaux des moments, proprié¢tés qui sont ainsi
transmises aux estimateurs des parameétres. L’approximation de ce champ lisse
par une discrétisation du noyau gaussien permet d’obtenir une expression de
la densité de périmétre plus malléable, en utilisant le cadre élémentaire et en
faisant tendre le pas de discrétisation vers 0. Les formules sont quasi-explicites
et permettent, couplées avec la densité d’aire, de procéder a une classification
entre les modéles shot noise et gaussien, et ce malgré leur forte ressemblance

& haute intensité.

Mots-clés : champs aléatoire, shot noise, ensembles d’excursion, périmétre, inférence

statistique



Abstract

This thesis is devoted to the study of many aspects of shot noise random fields.
The structure of weak dependance between the distant variables, highlighted
by the notion of association, makes it possible to show the vectorial asympto-
tic normality of the estimators of the first and second order moments as well
as to explain their asymptotic variances and covariances. Other informations,
specific to random fields, come from the geometric characteristics of the ex-
cursion levels. The perimeter density is one of them and previous work took
two different approaches : the case of smooth fields and the case of elementary
fields. Concerning smooth fields, the Gaussian behaviour at high intensity is
also observed on the perimeter density. At low intensity, a completely different

behaviour is observed, which is close to the elementary framework.

Special attention is devoted to the model with a Gaussian kernel and an expo-
nential mark which has remarkable properties. This model is parameterized by
a triplet (A, u, o) which is estimated from the consistent and asymptotically
normal estimators of the moments, properties which are thus transmitted
to the estimators of the parameters. Approximating this smooth field by a
Gaussian kernel discretization allows to obtain a more malleable perimeter
density expression, using the elementary framework and making the discre-
tization step towards 0. The formulas are quasi-explicit and allow, coupled
with the area density, to proceed to a classification between the shot noise

and Gaussian models, despite their strong similarity at high intensity.

Keywords: random fields, shot noise, excursion sets, perimeter, statistical inference



	Introduction
	Processus ponctuel
	Définition et caractérisation
	Définition
	Caractérisation

	Processus de Poisson
	Structure spatiale complètement aléatoire
	Processus de Poisson inhomogène

	Caractéristique d'un processus ponctuel
	Moments
	Fonction de distance

	Vers d'autres modèles
	Processus en cluster
	Processus de Cox

	Estimation et inférence
	Estimation des statistiques
	Test de l'aléatoire complet
	Estimation dans les modèles paramétriques


	Champ aléatoire
	Définitions et premiers exemples
	Champ aléatoire shot noise
	Association et théorème limite
	Géométrie des niveaux d'excursion
	Périmètre des champs shot noise
	Asymptotique en haute intensité


	Inférence statistique sur des champs aléatoires shot noise stationnaires
	Introduction and notation
	Asymptotic behaviour of moments
	Isotropic shot noise random field
	Parameters estimation on Gaussian shot noise random field
	Conclusion and perspective
	Proof of results

	Étude du périmètre des champs aléatoires shot noise par une approche élémentaire
	Introduction and notation
	Previous results
	General formula
	Isotropic smooth Gaussian random fields
	Isotropic smooth shot noise fields
	Asymptotics for high and small 

	Gaussian shot noise random field and previous results
	Elementary approximation
	The elementary Gaussian function
	The elementary Gaussian shot noise random field

	Classification between Gaussian and shot noise fields
	Appendix
	Proof of Theorem 4.2.4
	Proof of Theorem 4.2.5
	Algorithms


	Perspectives
	Bibliographie

