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Chapitre 1

Introduction générale



1.1 Théorie des jeux

La théorie des jeux a pour objet les interactions stratégiques entre agents
individuellement rationnels. Cette science vise a étudier et analyser des mo-
deles formels et mathématiques de coopération ou de conflit entre des agents
que 'on appelle des joueurs. Si les origines de la théorie des jeux peuvent
étre retracées jusqu’aux travaux d’Augustin Cournot ([12], 1838) qui préfi-
gurent 1’équilibre de Nash ainsi qu’a ceux d’Emile Borel ([6], 1938), on date
la naissance de la théorie des jeux en tant que domaine de recherche avec
la publication de Theory of Games and Economic Behavior ([37]) par von
Neumann et Morgenstern en 1944.

Traditionnellement, ’approche théorique des jeux se décompose en deux
grandes familles : les jeux coopératifs et les jeux non-coopératifs. On parle
de jeux non-coopératifs quand les joueurs qui interagissent ne peuvent pas
mettre en place d’accords irrévocables. Chaque décision prise par chaque
joueur se fait, in fine, seul et de maniere indépendante. Cette hypothese se
justifie dans de multiples situations : qu’elles soient d’ordre physique (par
une impossibilité de communiquer), d’ordre légal (lois anti-trust) ou d’ordre
technique (incertitude envers l'avenir et les contrats), les situations réelles
ou l'accord irrévocable est impossible sont nombreuses. Les jeux coopéra-
tifs quant a eux supposent que les accords entre joueurs sont possibles et
contraignants.

Que ce soit dans des situations de coopération ou de conflit, 'objectif
de la théorie des jeux est double. Mettre en modeles mathématiques les
situations d’interactions et proposer une caractérisation des différentes solu-
tions possibles a ces situations. Les modeéles mathématiques incorporent les
éléments essentiels définissant la situation : les joueurs concernés, les possi-
bilités stratégiques de chaque joueur, les paiements potentiels ainsi que la
hiérarchisation préférentielle, pour chaque joueur, de ’ensemble des paie-
ments possibles. Dans le cas des jeux non-coopératifs ces modeles prennent
essentiellement deux formes : la forme extensive (sous forme d’arbre) ou
la forme normale (stratégique). Dans le cas des jeux coopératifs, les mo-
deles se construisent sous la forme coalitionnelle par 'usage d’une fonction
caractéristique du jeu.

L’issue d’un jeu ainsi que les paiements de chaque joueur sont détermi-
nés par un concept de solution. Les motivations et les approches d’un jeu
pouvant étre tres différentes, les solutions existantes sont nombreuses et va-
riées. Au-dela de I'arbitrage entre 'existence de la solution et son unicité,
les différentes considérations stratégiques (pour les jeux non-coopératifs) et
éthiques (pour les jeux coopératifs) assurent I’essor d’une multitude d’op-
tions et d’outils d’analyse des situations modélisées.

Cette these se concentre sur les jeux coopératifs a utilité transférable
sous forme coalitionnelle. Les sections 1.2 a 1.5 présentent les différentes
notations des différents modeles de jeux coopératifs que nous étudions. Les
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notations établies ici dans 'introduction sont communes & ’ensemble de
cette monographie, cependant chaque chapitre introduit ses propres nota-
tions qui n’ont cours que dans le chapitre.

1.2 Jeux a utilité transférable et regles d’allocation

1.2.1 Jeux coopératifs

Un jeu coopératif a utilité transférable est un jeu dans lequel un en-
semble de joueurs peut s’associer librement afin de produire un certain ni-
veau d’utilité. Une valeur est associée a chaque coalition possible de joueurs.
Cette approche permet de modéliser des jeux dans lesquels les joueurs s’as-
socient pour générer un gain ou un coiit. Prenons I'exemple suivant du jeu
de 'aéroport. Supposons une piste d’aéroport utilisée par quatre compagnies
de transport aérien utilisant chacune un type d’avion différent. Chaque type
d’avion nécessite une longueur de piste différente. Le colit de construction
de la piste est donc différent pour chaque type d’appareil : 8, 11, 13 et 18
respectivement pour les compagnies 1, 2, 3 et 4. Naturellement, la piste
doit étre construite pour accommoder le type d’appareil de la coalition né-
cessitant la piste la plus grande. Nous avons la liste de coalitions possibles
suivante :

{{1}7 {21, {33, {4}, {1, 2}, {1,3}, {1, 4}

{2,3},{2,4},{3,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3, 4}}

Nous pouvons donc établir le tableau suivant :

Coalitions | Cofit

1 8

2 11

3 13

4 18
12 11
13 13
14 18
23 13
24 18
34 18
123 13
124 18
134 18
234 18
1234 18

Afin de simplifier cette écriture on peut utiliser une fonction qui associera
a chaque coalition la valeur que cette derniere génére. Formellement nous
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avons les définitions suivantes.

Soit U un ensemble fini de joueurs, on appelle coalition un sous-ensemble
de U. On note (N, v) un jeu (de coalitions) a utilité transférable dans lequel
N C U est 'ensemble des joueurs et v : 2V — R (avec v(f)) = 0) est la
fonction caractéristique du jeu . On note I' ’ensemble de ces jeux sur N. Un
sous-jeu (S,v|g) du jeu (N,v) est le jeu restreint & un ensemble de joueurs
S CN,S#0 et avec vg(T) =v(T), VT C S.

Il est pertinent pour la suite d’ordonner les coalitions de maniére constante
et cohérente. Soit Qn = {S|S C N, S # 0} le vecteur lexicographiquement
ordonné formé par les coalitions de N. Pour deux coalitions S et T' de tailles
différentes eg € N et er € N, on définit 'ordre lexicographique <, de la
maniere suivante :

Lex

S=<,..T siet seulement si €5 < er.

Soit deux coalitions de taille égale ¢ € N, K = {k1,Kk2,...,K} et L =
{l1,0a,..., 0.} avec kK] < kg < -+ < Ke et {1 < lg < --- < L. L’ordre lexico-
graphique <, = pour I’ensemble des coalitions de taille € est défini comme :
K=<, L siet seulement si [k1 < £1] ou [il existe un nombre naturel v, avec
1 < v < ¢, satisfaisant &, = ¢, pour tout 1 <7 <7, et K, < {,].

Exemple 1.1: (Jeu de I'aéroport, [32] Littlechild et Owen 1973)
Le jeu de 'aéroport décrit précédemment est donc, sous sa forme coalition-
nelle, défini par le jeu (N,v) avec N = {1,2,3,4} et

8 siS={1},

11 si S={1,2} ou S = {2},
13 si3eSetd¢sS,

18 sides,

v(S) =

pour tout S C N.
O

Un jeu coopératif a utilité transférable est dit monotone si v(S) < v(T)
pour tout S, T € Qn avec S C T'. Un jeu est dit suradditif si v(S)+v(T) <
v(SUT), VS, T € Qn avec SNT = (). Pour un jeu donné (N,v) € T', son
jeu dual (N,v?) est défini par v¢(S) = v(N) —v(N\ S), VS C N.

Définition 1.1 (Jeu simple):
Un jeu coopératif & utilité transférable monotone (N, v) est un jeu simple si
et seulement si, quelle que soit S € Qn, v(S) =0 ou v(S) = 1.

Chaque coalition d'un jeu simple peut soit générer une valeur de 1 (coa-
lition gagnante) soit une valeur de 0 (coalition perdante). Le plus souvent la
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valeur de la grande coalition v(N) = 1. Ces jeux s’appliquent bien souvent
a des situations de sciences politiques puisqu’ils permettent de représenter
des jeux de vote. Prenons ’exemple du conseil de sécurité de 'ONU que 'on
peut représenter comme un jeu coopératif.

Exemple 1.2: (Conseil de sécurité de 'ONU)

Le conseil de sécurité de ’ONU est constitué de quinze membres dont cing
membres permanents ayant un droit de veto. Afin qu’une résolution puisse
étre acceptée, il faut un vote affirmatif de neuf de ses membres dans lequel
sont comprises les voix de tous les membres permanents. Cela nécessite donc
une coalition composée des cing membres permanents et d’au moins quatre
autres membres non permanents.

Soit N l’ensemble des quinze membres et K C N ’ensemble des membres
permanents. On peut alors définir le jeu (IV,v) avec

i - >
U(S):{ 1 siKCS, et]S|>09,

0 sinon.

Définition 1.2 (Jeu de Dirac):
Soit une coalition R C N, R # (). On appelle jeu de Dirac un jeu (N,dg)
avec 0g(S) =1s1 S = R et dr(S) = 0 sinon.

Un jeu de Dirac est un jeu simple dans lequel une seule coalition est
gagnante.
L’ensemble des jeux de Dirac forme une base naturelle de ’ensemble des
jeux a utilité transférable I'. En effet, n’importe quelle fonction caracté-
ristique v peut étre représentée par une combinaison linéaire de fonctions
caractéristiques de jeux de Dirac.

v= Z v(S) ds.

s
P£SCN

Shapley ([43], 1953) a introduit une autre base pour I’ensemble des jeux a
utilité transférable : celle des jeux d’unanimité.

Définition 1.3 (Jeu d’unanimité):
Soit une coalition R C N, R # (). On appelle jeu d’'unanimité un jeu (N, ug)
avec ur(S) =1si R C S et ur(S) = 0 sinon.
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Un jeu d’'unanimité est un jeu simple monotone dans lequel une certaine
coalition de joueurs est nécessaire afin d’obtenir une coalition gagnante.
Tout jeu (N,v) € I' peut étre représenté comme une combinaison linéaire
de jeux d’unanimité (N, ug), S C N, avec

v = Z A(S) ug,

P£SCN

avec AY(S) le coefficient d’'Harsanyi ([25], 1959) de la coalition S,

AY(S) = > (-1)IETly(T), vS C N.

T
TCS

Définition 1.4 (Jeu inessentiel):

On dit qu’un jeu est inessentiel si, pour tout couple de coalitions disjointes
SCNetT CN\S,v(SUT) =v(5)+v(T).

Un jeu (N,v) est inessentiel si et seulement si, pour toute coalition S C N,

v(S) =D v({i}).

€S

Les jeux inessentiels ont la particularité d’étre des jeux dans lesquels la
coopération ne crée aucun surplus.

1.2.2 Regles d’allocation

Si des joueurs s’associent et forment une coalition, ils vont générer une
valeur. Chaque joueur étant une entité individuelle, la question de la réparti-
tion de cette valeur entre les membres de la coalition se pose alors. De quelle
maniere cette répartition peut-elle se faire ? De quelle maniére devrait-elle
se faire 7 En suivant quelles regles 7 Ces questions sont essentielles dans 1’ap-
proche des solutions d’un jeu coopératif. De maniére générale on suppose
que tous les joueurs s’associent pour former ce que l'on appelle la grande
coalition : la coalition regroupant tous les joueurs. Cette hypothese se fait
sans perte de généralité puisque si une coalition plus petite se forme on peut
résoudre le sous-jeu induit par cette coalition. De fait, cette approche éva-
cue la question de ’émergence de 'association, problématique laissée a la
théorie des jeux non-coopératifs.

Pour les solutions des jeux coopératifs on parlera de regles d’allocation.
Une regle d’allocation associe simplement un paiement a chaque joueur du
jeu. L’étude des regles d’allocation fait face a deux contraintes majeures.
La premiere est celle de 'axiomatisation de la reégle : une regle d’alloca-
tion doit étre entierement et uniquement définie par un ensemble d’axiomes.
Cette approche par 'axiomatique permet de connaitre, au moins en partie,
le comportement de la regle d’allocation. Comment traite-t-elle de situations
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spécifiques 7 De joueurs spécifiques ? D’une certaine maniére cela revient a
proposer la regle d’allocation en méme temps que son manuel d’utilisation.
La seconde contrainte est que la regle d’allocation doit étre facilement calcu-
lable. Le nombre de coalitions augmentant exponentiellement avec le nombre
de joueurs, il est important que ’on puisse déterminer la solution facilement
sur de larges ensembles de joueurs.

Un vecteur de paiement (ou allocation) xz = (z;)iceny € RY d’un jeu a
utilité transférable est un vecteur de dimension n associant a chaque joueur
1 € N un paiement x;.

Soit un vecteur de paiement x, on note x(.5) = Z x; la somme des paiements
des joueurs appartenant a la coalition S. On appelle excédent d’un jeu (IV,v)
pour la coalition S par rapport a =

e(S,z) =v(S) — x(9).

Cet excédent nous permet de mesurer la satisfaction de la coalition S. Si
e(S, z) est positif cela implique que la coalition S regoit moins que sa valeur
dans le jeu. Elle sera donc insatisfaite par la régle. A Uinverse si e(S, z) est
négatif, alors la coalition regoit en paiement plus que sa valeur dans le jeu.
Elle est donc incitée a participer au jeu et a la grande coalition.

Nous ’avons expliqué précédemment, la théorie des jeux coopératifs ana-
lyse les regles d’allocation sous l’angle de leurs propriétés. Deux criteres
semblent étre communément admis comme étant essentiels. L’efficience et
la rationalité individuelle. Un vecteur de paiement z est dit efficient si, pour
tout jeu (N,w), il répartit la valeur de la grande coalition entre tous les
joueurs. Autrement dit si v(IN) = x(IV). On appelle 'ensemble des alloca-
tions efficientes d’un jeu (N, v) pré-imputation, que 1’on note

PI(v) ={z ¢ RN | z(N) = v(N)}.

On considere qu’un vecteur de paiement x est individuellement rationnel si,
pour tout jeu (N,v) € I', ce vecteur alloue a chaque joueur un paiement
supérieur a sa valeur individuelle, ¢’est-a-dire si z; > v({i}), Vi € N. L’en-
semble des allocations efficientes et individuellement rationnelles d’un jeu
(N, v) est appelé ensemble d’imputations. On le note I(v).

I(v)={z e RY | &(N) = v(N) et z; > v({i}), Vi € N}.

En exigeant que chaque joueur obtienne au minimum sa valeur individuelle
on s’assure que chaque joueur a un intérét a la coopération. Plus haut nous
avons parlé de l'excédent, en précisant qu'un excédent négatif pour une
coalition assurait de son intérét a coopérer. On peut alors renforcer cette
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exigence de rationalité individuelle et la porter a toutes les coalitions. On
obtient I’ensemble des vecteurs de paiements suivant :

C(N,v) ={z e RY | (N) = v(N) et 2(S) > v(S), VS C N}.

L’ensemble de ces allocations est appelé le Ceeur, introduit par Gillies ([17],
1953). 11 est possible que le Coeur soit un ensemble vide.
Prenons ’exemple suivant et déterminons-en le Cceur.

Exemple 1.3:
Soit le jeu suivant (V,v) € " avec N = {1,2,3} et v tel que

0 si|S|=1,
) 2 si|S|=2et1€es,
v(8) =19 3 si S = {2,3]},
6 siS=N.

On a alors les conditions suivantes z1,xs,23 > 0, 21 + 9 > 2, 1 + 13 >
2, xo+x3 >3, x1+ 20+ 23> 6.
On obtient alors ’ensemble d’allocations suivant pour le Ceeur

Clo)={zeRYN |z, <3, 23 <4, 23 <4, x1+x3+ 23 =6}.

Dans cet exemple on peut représenter l’ensemble I(v) des imputations par
un triangle. On peut alors déterminer et représenter le Ceeur, s’il existe, par
une zone dans le triangle ci-apres :

(3,3,0) (3,0,3) To+w3=3

2,4,0 2,0,4
( ) Coour ( )
(1,5,0) (1,0,5)
(0,6,0) (0,0,6)
x = O/ (0,5,1)(0,% (0/2,4)(0,1,5) \
x3:0$1+1’3:2 2 =0

FI1GURE 1.1 — Représentation du Ceceur
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En proposant une allocation se situant dans le Coeur on s’assure qu’au-
cune coalition n’est incitée a bloquer la coopération. Par conséquent, il est
raisonnable de penser qu’une allocation dans le Coeur incitera les joueurs
a former la grande coalition et a coopérer totalement. Cependant, le Coeur
est un concept de solution qui présente deux problemes majeurs pour les
théoriciens des jeux : I'existence et 'unicité. En effet, rien n’assure que le
Coeur soit non-vide et, le cas échéant, rien n’assure qu’il ne soit composé que
d’une seule allocation. Idéalement on souhaite des solutions dont ’existence
est assurée et qui soient uniques. Une solution donnant une allocation unique
est ce que ’on appelera ici une régle d’allocation. Formellement, on appelle
régle d’allocation pour jeux & utilité transférable une fonction v qui associe
& chaque jeu (N,v) € I' un vecteur de paiement ¥(N,v) € RY. La plus
célebre de ces regles d’allocation est sans aucun doute la valeur de Shapley.

Définition 1.5 (Valeur de Shapley):
Introduite par Shapley ([43], 1953), la valeur de Shapley est définie pour
tout jeu (IV,v) € I' comme

sl(n—s—1)!
n!

Shi(N,v) = Z [v(SU{i}) —v(S)], Vi e N,

S
SCN\{i}

avec s et n respectivement les cardinaux des coalition S et N.

La valeur de Shapley du joueur 7 est définie comme la moyenne pondérée
par le nombre de permutations possibles de la contribution marginale du
joueur 1.

Exemple 1.4:
Reprenons le jeu (NV,v) € T avec N = {1,2,3} et v tel que

0 sil|S|=1,
)2 si|S|=2et1es,
vS)=1 3 si S = {2,3},
6 siS=N.

Nous pouvons décomposer le calcul de la valeur de Shapley de la maniere
suivante : a chaque fois qu’'un joueur ¢ rejoint la coalition S on mesure sa
contribution marginale v(SU{i}) —v(S). On fait ce calcul pour chaque ordre
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possible d’entrée des joueurs. A la fin, on prend la moyenne de ces mesures.

Contribution marginale

Coalition | Joueur 1 | Joueur 2 | Joueur 3
123 0 2 4
132 0 4 2
213 2 0 4
231 3 0 3
312 2 4 0
321 3 3 0
Somme 10 13 13
10 13 13
Sh;(N — — —_
i(N,v) 6 6 6

On obtient donc Sh(N,v) (FO ?3 g On peut noter que cette allo-
u (

cation est ici dans le Ceeur du je
O

Exemple 1.5: (Jeu de I'aéroport)
Reprenons I'exemple du jeu de 'aéroport. Il est défini par le jeu (N, v) avec
N ={1,2,3,4} et

8 siS={1},

11 si S ={1,2} ou S = {2},
13 si3eSetddgs,

18 sideS.

v(S) =

La valeur de Shapley de ce jeu est 'allocation (2,3,4,9). La compagnie 1
paiera donc 2, la compagnie 2, 3, la compagnie 3, 4 et enfin la compagnie 4
paiera 9 pour la construction d’une piste de taille maximale. Le cofit total

de 18 est couvert par la somme des paiements de chaque joueur.
O

La caractérisation originelle de Shapley pour la valeur de Shapley se fait
en trois axiomes.

Définition 1.6 (Support):

Un support dans le jeu (IV,v) est une coalition R C N telle que v(S) =
v(SNR), VS C N. Les joueurs du support sont les seuls & contribuer a la
création de valeur.
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Axiome 1.1 (Support) :
Une regle d’allocation ¢ pour jeux a utilité transférable vérifie I’axiome de
support si et seulement si, pour tout jeu (N, v) et pour tout support R C N,

Zz/;i(N,v) =u(R).

i
i€ER

Soit 7 une permutation des joueurs i € N telle que mv(S) = v(7w(S5)), VS C
N. Le joueur (i) prend donc la place dans le jeu (N, 7wv) du joueur ¢ dans le
jeu (N,v). L’axiome d’anonymat traduit un souci d’impartialité de la regle.
On réclame ici que la régle d’allocation soit insensible aux noms et aux places
des joueurs : n’est pertinent que la participation au jeu et a la création de
la valeur.

Axiome 1.2 (Anonymat) :

Une regle d’allocation @ pour jeux a utilité transférable vérifie I'axiome
d’anonymat si et seulement si, pour tout jeu (N,v) et toute permutation
m : N — N des joueurs, on a

Vr(iy (N, m0) = i (N, ).

La linéarité est souvent présentée comme un axiome uniquement mathéma-
tique. Il est important de noter que si, effectivement, cet axiome facilite
I’approche formelle dans bien des cas, il n’en reste pas moins un axiome
avec une portée réelle certaine. En effet, la linéarité assure 1’'insensibilité de
la regle d’allocation aux unités de compte ainsi qu’a une morcellement du
jeu. Une regle d’allocation linéaire donnera le méme résultat sur une méme
situation, qu’elle soit décomposée en plusieurs jeux ou réunie en un seul.
Cela assure une cohérence et une viabilité de la regle d’allocation.

Axiome 1.3 (Linéarité) :

Une regle d’allocation 3 pour jeux a utilité transférable est linéaire si et
seulement si, pour tout couple de jeux (NN,v) et (N,w) ainsi que pour tout
couple de nombres réels « et 5, on a

w(Na ov + Bw) - @¢(N;U) + B¢<Naw)

Axiome 1.4 (Additivité) :
Une régle d’allocation ¢ pour jeux a utilité transférable est additive si et
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seulement si, pour tout couple de jeux (N,v) et (N,w), on a

(N, v+ w) =(N,v) + (N, w).

Le théoréme présenté par Shapley en 1953 est le suivant :

Theoréme 1.1 (Shapley 1953, [43])
Une régle d’allocation v pour jeu a utilité transférable vérifie les axiomes de
support, d’anonymat et d’additivité si et seulement si ) = Sh.

Depuis sa caractérisation originelle par Shapley, la valeur de Shapley a
fait 'objet de nombreux articles et nouvelles caractérisations ([42], [18]).
Parmi ces derniéres on peut citer axiomatique de Shubik (1962, [44]) a
laquelle nous reviendrons le plus souvent. On peut également évoquer celle de
Young (1985, [54]), ainsi que celle de van den Brink (2001, [8]) qui introduit
un axiome d’équité inspiré de celui de Myerson pour les jeux a structure de
communication. Enfin nous citerons également celle de Casajus (2011, [10])
qui fait le lien entre les axiomatiques de van den Brink et de Young. Dans
le chapitre 3 nous présenterons 'axiomatique de Hamiache (2001, [20]).

Introduisons a présent ’axiomatique de Shubik. Celle-ci utilise I'additi-
vité ainsi que trois autres axiomes.

L’axiome du traitement égal des égaux se substitue a ’axiome d’anonymat.
Cet axiome repose sur une logique d’égalité de traitements entre des joueurs
apportant la méme contribution aux coalitions. A la logique d’impartialité
de 'axiome d’anonymat on substitue ici une logique d’équité.

Définition 1.7 (Joueurs égaux):
Deux joueurs 4,7 € N sont égaux dans le jeu (IV,v) si et seulement si

o(SU{i}) = o(SU{j}), VS C N\ {i.j}.

Axiome 1.5 (Traitement égal des égaux) :

Une regle d’allocation 1 pour jeux a utilité transférable satisfait I’axiome
de traitement égal des égaux si et seulement si, pour tout couple de joueurs
égaux 7,7 € N, on a

%‘(N/U) = wj(N, U)'
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Proposition 1.1 (Ghintran, [18], 2011)
L’axiome d’anonymat implique I'axiome du traitement égal des égaux. La
réciproque est fausse.

L’axiome d’efficience assure simplement que la totalité de la valeur de la
grande coalition v(NN) soit répartie.

Axiome 1.6 (Efficience) :
Une regle d’allocation ¢ pour jeux a utilité transférable est efficiente si et
seulement si

3" ¢i(N,v) = v(N), ¥(N,v) € T.
iEN

Définition 1.8 (Joueur nul):
Un joueur i € N est un joueur nul dans le jeu (N,v) si v(S) = v(S\ {i})
pour toute coalition S C N telle que ¢ € S.

Axiome 1.7 (Joueur nul) :
Une regle d’allocation ¢ pour jeux a utilité transférable satisfait I’axiome
du joueur nul si et seulement si, pour tout joueur nul i € N dans (V,v), on
a

;i (N,v) =0.

Proposition 1.2 (Ghintran, [18], 2011)
Les axiomes du joueur nul et d’efficience d’une part et 'axiome de support
d’autre part sont équivalents.

Le théoréme de caractérisation de Shubik pour la valeur de Shapley
s’énonce alors ainsi :

Theoréme 1.2 (Shubik, 1962 [44])

Une régle d’allocation ¢ pour jeuzr d utilité transférable vérifie les axiomes
d’additivité, de traitement égal des égauz, du joueur nul et d’efficience si et
seulement si ¢ = Sh.

Nowak et Radzik introduisent en 1994 ([39]) la valeur de solidarité, une
régle d’allocation construite autour d’un axiome alternatif & I'axiome du
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joueur nul. Cet axiome oppose un principe de solidarité a celui d’individua-
lité du joueur nul. La ou la valeur de Shapley se concentre sur la contribu-
tion marginale de chacun, la valeur de solidarité s’intéresse a la contribution
moyenne de chaque coalition. Elle est définie de la maniére suivante :

Définition 1.9 (Valeur de solidarité):
Pour tout jeu (N,v) € I, la valeur de solidarité, notée So est telle que
N|—=[ShHS]—1)! 1 .
Sou(v.v) = 3 UI=IEEEI=RE 2 S lu(s) — ol (31
S . J

SCN jes
i€S

L’article introduit un nouvel axiome, celui de joueur A-nul. Un joueur
A-nul est un joueur pour lequel toutes les coalitions auxquelles il appartient
ont une contribution marginale moyenne nulle. Ce type de joueur recevra
alors un paiement nul.

Définition 1.10 (Joueur A-nul):
Un joueur i € N est A-nul dans le jeu (IV,v) si et seulement si

Y[v(S) ~v(S\ {j}] =0, VSC N, i € S.

Axiome 1.8 (Joueur A-nul) :

Une régle d’allocation 1 pour jeux a utilité transférable vérifie 'axiome du
joueur A-nul si et seulement si, pour tout jeu (N, v) € I" et tout joueur i € N
un joueur A-nul dans le jeu (N,v), la régle d’allocation vérifie

Y;(N,v) =0.

En utilisant cet axiome, Nowak et Radzik offrent une caractérisation de la
valeur de solidarité qui présente un parallele évident avec celle de la valeur

de Shapley. L’axiome du joueur nul est remplacé par I'axiome du joueur
A-nul.

Theoréme 1.3 (Nowak et Radzik 1994, [39])
Une regle d’allocation i pour jeux d utilité transférable vérifie les axiomes
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d’anonymat, d’efficience, d’additivité et du joueur A-nul si et seulement st,

Y = So.

En 1985, Moulin ([34]) introduit les deux notions de cotts séparables et
de cotits non-séparables. Le cotit séparable SC;(N,v) du joueur i dans le jeu
(N, v) est défini par

Définition 1.11 (Codt séparable):

SC;(N,v) =v(N) —ov(N\{i}), Vi € N.

Le cofit séparable correspond & la contribution marginale du joueur 7 a
la grande coalition. C’est également la valeur générée par le joueur ¢ dans le
jeu dual v?. Le coiit non-séparable du jeu (N,v) est, quant & lui, défini par
NSC(N,v) avec

Définition 1.12 (Codit non-séparable):

NSC(N,v) =v(N) = > SCi(N,v).

iEN

C’est donc la valeur qu’il reste quand on retranche a la valeur de la
grande coalition la somme des contributions marginales de tous les joueurs
a la coalition N. C’est une mesure du surplus généré par la coopération de
tous les joueurs et qui ne peut donc étre attribué a aucun joueur spécifi-
quement. En utilisant ces deux notions, Moulin définit ’allocation égale des
cotits non-séparables, que I'on nommera EANSC de la maniére suivante :

Définition 1.13 (Allocation égale des cotts non-séparables):

1
EANSC(N,v) = SCi(N,v) + ~NSC(N,v), Vi € .

Chaque joueur se voit attribuer son cott séparable et une part égalitaire
du cott non-séparable.
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En 1991 Driessen et Funaki ([14]) introduisent le centre de gravité de l’en-
semble d’imputations, noté CIS.

Définition 1.14 (Centre de gravité de ’ensemble d’imputations):

CIS(N,v) = v({i}) + [o(N) ~ 3 o({})], Vi€ N

J
JEN

Puisque par définition du jeu dual on a v¥({j}) = SCj, la regle d’allo-
cation C1S et la regle d’allocation EANSC se trouvent étre des allocations
duales : on a CIS(N,vP”) = EANSC(N,v).

Dans sa these de doctorat en 1996, Joosten ([31]) introduit une famille
de regles d’allocation, définie comme une combinaison convexe de la valeur
de Shapley et de la valeur égalitaire. La valeur égalitaire est la quintessence
du principe de traitement égal : chaque joueur obtient la méme part de la
valeur générée par la grande coalition. On note la valeur égalitaire du joueur
i dans le jeu (N,v) par

Définition 1.15 (Valeur égalitaire):

EDZ‘(N, U) =

Joosten introduit les valeurs de Shapley o — égalitaires, a € [0, 1].

Définition 1.16 (Valeurs de Shapley a — égalitaires):
Une regle d’allocation 1 appartient a la famille des valeurs de Shapley o —
égalitaires si et seulement si

Yi(N,v) = a Sh;y(N,v) + (1 — a) ED;(N,v), Vi € N.
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1.3 Jeux a structure de communication

Le modeéle de jeu coopératif que nous avons présenté jusqu’a présent
suppose implicitement que la communication entre les joueurs est libre et
parfaite. Chaque joueur peut s’associer avec n’importe quel autre joueur et
toutes les coalitions sont susceptibles d’étre créées. Il est cependant possible
d’envisager des situations dans lesquelles la communication n’est pas chose
acquise et pour lesquelles certaines coalitions ne peuvent se former que par
I'usage de joueurs intermédiaires, voire ne pas se former du tout. Plusieurs
modeles ont été développés pour prendre en compte cette restriction de
communication. Nous présenterons quelques-uns de ces modeles dans les
sections suivantes en commencant par le plus instinctif, celui se basant sur
les graphes. Ce modele a d’abord été présenté par Myerson en 1977 ([35]).
Soit g, = {{i,7}|i #j, i € N, j € N} ensemble de tous les liens possibles
entre les joueurs dans N. On note g C g, un sous-ensemble de ces liens. On
appelle graphe un couple (N, g) dans lequel N est ’ensemble des sommets
et g C g, l'ensemble des arétes. Deux sommets 7,7 € N sont adjacents si
{i,j} € g. Deux joueurs ne peuvent communiquer, et donc s’associer, que
s’ils sont adjacents.

Prenons I’exemple du graphe a 4 joueurs suivant :

—_
()

FIGURE 1.2 — Graphe a 4 joueurs

Le graphe ci-dessus est un graphe (N,g) avec N = {1,2,3,4} et g =
{{1,2}, {1,3},{1,4},{2,3}}. Les joueurs 1, 2 et 3 sont tous les trois reliés
entre eux et peuvent donc s’associer. En revanche, le joueur 4 aura besoin

de I'intermédiaire du joueur 1 pour communiquer et coopérer avec les autres
joueurs.

On note g(S) = {{i,7}|i € S, j € S, {i,j} € g} 'ensemble des liens
du sous-graphe (5, ¢(S)) induit par la coalition S C N. On définit par ¢g; =
{{i,j} € g|j € N} 'ensemble des liens du joueur i € N. On appelle chemin
entre les joueurs ¢ et j € N, une chaine de sommets ¢ = i1, i3, ..., 1 = j telle
que Vg, 1 <g<k—1ona{igig1}€g.

S’il existe un chemin entre deux sommets de NV, on dit qu’ils sont connectés
par le graphe (N, g). On symbolise la connexité dans le graphe (N,g) de
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deux joueurs ¢,j € N par la notation suivante : ¢ ( N—>) j. Pour tout graphe
7g

(N, g), on note

N/g={{ili — j i€ N}U{j}|je N}
(N.g)
I’ensemble des composantes de N. Un graphe est connexe si |[N/g| = 1. Un

sous-graphe (S, g(5)) est connexe si |S/(g(S))| = 1. Soit (N,g) un graphe
connexe, le joueur ¢ € N est un point d’articulation du graphe si et seulement

st (N\ {i})/g # 1.

3 3

1 2 1 .\g
4 \1

FIGURE 1.3 — Graphe connexe (gauche) et non connexe (droite)

Sur le graphe de gauche, il existe au moins un chemin reliant chacun des
joueurs a n’importe quel autre joueur. Sur le graphe de droite, il n’existe
aucun chemin reliant le joueur 1 aux joueurs 2 et 3 et aucun chemin reliant
le joueur 4 aux joueurs 2 et 3. On a alors deux sous-graphes (connexes)
totalement distincts. Dans le graphe de gauche, le joueur 1 est un point
d’articulation.

Par $* = {i € N |35 € S tel que {i,j} € g} US on note I'ensemble des
voisins de la coalition S, c’est-a-dire les sommets qui sont adjacents a au
moins un des sommets de la coalition S.

FIGURE 1.4 — Les voisins de S
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Les jeux a structure de communication ont tout d’abord été introduits par
Myerson ([35], 1977). En plus de décrire les résultats de la coopération des
joueurs, un jeu a structure de communication décrit une certaine restriction
de la communication par le biais d’un graphe. Un jeu a structure de commu-
nication est donc un triplet (V,v, g) avec (IN,v) un jeu a utilité transférable
et (NN, g) un graphe. On appelera I'; 'ensemble des jeux a structure de com-
munication.

Soit un jeu a structure de communication (N, v, g), on définit le jeu a utilité
transférable appelé jeu quotient v/g (Myerson, 1977, [35]) par

(v/9)(S) = > w(R),VSCN.
ReS/g

La valeur d’une coalition est égale a la somme des valeurs de ses compo-
santes.

Exemple 1.6:

Considérons le jeu a structure de communication (N, v, g) avec (NN, v) un jeu
a utilité transférable et (IV, g) un graphe restreignant la communication. On
a N ={1,2,3}, v tel que

] 0 si|S] =1,
”(S)‘{ S| sils] =2,

et g = {{1, 2}, {1, 3}}, ce qui nous donne le graphe suivant :

3

Y

FIGURE 1.5 — Exemple jeu quotient

Dans ce jeu, la coalition {2, 3} est non-connexe. Par conséquent, le jeu quo-
tient v/g va étre tel que

o/g(S) = { v(S)si S e QN\{{2,.3}},
v({2}) +v({3}) =0si S =1{2,3}.

g

Dans la section 1.2.1, nous avons expliqué que ’ensemble des jeux d’una-
nimité formait une base de ’ensemble des jeux coopératifs a utilité trans-
férable. Les jeux quotients étant des jeux a utilité transférable, par consé-
quent I'’ensemble des jeux d’unanimité en est également une base. En 1999,
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Hamiache ([19]) a démontré qu’un sous-ensemble spécifique des jeux d’una-
nimité, I’ensemble {(N,ur) € I' | R C N,|R/g| = 1} était également une
base des jeux quotients. Cela lui permet d’écrire que, quel que soit le jeu a
structure de communication (N, v, g) et son jeu quotient (N,v/g), on peut
écrire la fonction caractéristique v/g comme

v/g= Y crug,
R

RCN
[R/g|=1
avec cg = Z (=DIEI=IS14(8). Cette écriture établit donc une construc-
S
|S/g]=1
SCRCS*

tion du jeu v/g comme une combinaison linéaire de jeux d’unanimité et des
valeurs de la fonction caractéristique v.

Le jeu quotient développé par Myerson a pour objectif de prendre en
compte I'information contenue dans un jeu a structure de communication
et de la modéliser dans un jeu a utilité transférable. C’est-a-dire d’incorpo-
rer 'information sur le graphe, en plus de 'information sur la valeur de la
coopération, au sein méme de la fonction caractéristique. En 1988, Meessen
([33]) adopte une approche similaire en définissant ce que nous appellerons
ici le jeu des liens. Cependant, contrairement a I'approche de Myerson, le
jeu des liens se construit sur un ensemble de joueurs différent de celui du jeu
a structure de communication. Il introduit un nouveau jeu a utilité transfé-
rable utilisant les liens du graphe comme joueurs. La valeur d’une coalition
L de liens est alors la valeur maximale que la grande coalition pourrait ob-
tenir si la communication n’existait que par les liens de L. Ce jeu des liens
n’est défini que sur les jeux a structure de coalitions (IV, v, g) avec v tel que
v({i}) =0, Vi € N (on dit que (N,v) est normalisé en 0). Formellement,
soit un jeu & structure de communication (N, v, g), on définit le jeu des liens
r’(L), L C g comme,

CeN/L
C1=>2
La valeur d’une coalition de liens peut également étre écrite comme la valeur
de la coalition de joueurs formée par les liens du graphe g. Soit N(L) = {{i €
N |3je N, {i,j} € L} ensemble de ces joueurs, on peut définir le jeu des
liens comme
r’(L) = Z v(C). (1.1)

CeN(L)/L

Exemple 1.7:
Examinons le jeu & structure de communication (N, v, g) avec N = {1, 2,3, 4},
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FIGURE 1.6 — Graphe exemple jeu des liens

g={{1,3},{1,4},{2,3}}.

On pose a = {1,3}, b = {1,4}, ¢ = {2,3}. On obtient le jeu des liens
suivant :

r’({a}) = v({1,3}), r*({b}) = v({1,4}), r*({c}) = v({2,3}),

Tv({avb}) = U({1,3,4}), TU({a7C}) = U({l, 2a3})7
r'({b,c}) = v({1,4}) + v({2,3}),
r’({a,b,c}) =v({1,2,3,4}).

O

A présent, penchons-nous sur les régles d’allocation pour les jeux a struc-
ture de communication. Les deux regles que nous introduirons ici font di-
rectement usage du jeu quotient et du jeu des liens. Dans le chapitre 3 sur
la consistance associée, nous présenterons plusieurs autres regles d’alloca-
tion. Une regle d’allocation pour jeux a structure de communication est une
fonction ¢ qui associe a tout jeu (N,v,g) € I'¢ un vecteur de paiement
(N,v,g) € RV,

Myerson (1977, [35]) fut le premier a présenter une regle d’allocation pour
les jeux a structure de communication. Cette regle d’allocation est commu-
nément appelée la valeur de Myerson et on la note MY ©.

Définition 1.17 (Valeur de Myerson):

MYY(N,v,g) = Sh(N,v/g), Y(N,v,g) € I'c.
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La valeur de Myerson est donc simplement la valeur de Shapley appliquée
au jeu quotient.

Exemple 1.8:
Reprenons I'exemple 1.6 utilisé pour le jeu quotient. On a le jeu (N, v,g)

avec N ={1,2,3}, g = {{1,2},{1,3}} et v/g tel que

S| si|S|>2etl1€es,
U/g(S):{ |0| sin|01‘1.

) 2
On obtient alors MY Y (N, v, g) = (g, - g)

3

v

FI1GURE 1.7 — Exemple Myerson

O

La caractérisation de la valeur de Myerson a originellement été proposée
avec deux axiomes : l'efficience par composante et 1’équité.

Le graphe représentant la situation de communication n’étant pas néces-
sairement connexe, il est possible que la grande coalition ne puisse jamais
se former. Par conséquent la valeur de la grande coalition ne sera jamais
générée. L’axiome d’efficience par composante assure que, dans le cas d’'un
graphe non connexe, la somme des valeurs générées par les composantes du
graphe est répartie entre tous les joueurs de la composante.

Axiome 1.9 (Efficience par composante) :

Une regle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication est effi-
ciente par composante si et seulement si, pour tout jeu (N,v,g) € I'g et
pour toute composante R € N/g, cette derniére vérifie

> $i(N,v,g) = v(R).

i€ER

L’axiome d’équité suggere que la suppression d’un lien entre deux joueurs
affecte les deux joueurs de la méme maniere. Dans le chapitre 2, cet axiome
fera 1’objet d’une discussion plus approfondie.
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Axiome 1.10 (Equité) :

Une reégle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication est équi-
table si et seulement si, pour tout jeu (N,v,g) € I'¢ et pour tout lien
{i,j} € g, cette derniere vérifie

¢i(N7U7g) - ¢i(N,U,g\{i7j}) = ¢j(N>Uag) - ¢j<N7U79\ {17]})

Le théoreme de caractérisation de la valeur de Myerson s’énonce ainsi :

Theoréme 1.4 (Myerson 1977, [35])
Une régle d’allocation ¢ pour jeux d structure de communication (N,v,g) €

I'c vérifie les axiomes d’efficience par composante et d’équité si et seulement
sip=MYC.

En 1980, Myerson ([36]) propose une nouvelle caractérisation de la valeur
de Myerson utilisant un autre axiome qui remplace 'axiome d’équité. Cet
axiome d’équilibre des contributions réclame que 'impact que peut avoir la
destruction des liens du joueur ¢ sur le joueur j est identique a I'impact sur
le joueur ¢ de la destruction des liens du joueur j.

Axiome 1.11 (Equilibre des contributions) :

Une regle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication (N, v, g) €
I'¢ vérifie 'axiome d’équilibre des contributions si et seulement si, pour tout
couple de joueurs i,j5 € N, on a

¢1(N7U7g) _¢1(N7U?g\g]) = qb](N?U?g) _¢](vavg\gl)

Myerson énonce alors le théoréme suivant :

Theoréme 1.5 (Myerson 1980, [36])
Une régle d’allocation ¢ pour jeux d structure de communication (N,v,g) €
I'q vérifie les axiomes d’efficience par composante et d’équilibre des contri-
butions si et seulement si ¢ = MYC.

En 1992, Borm et al. ([7]) ont présenté une caractérisation de la valeur
de position créée par Meessen en 1988 ([33]) sur les graphes acycliques.
Cette regle d’allocation pour jeux a structure de communication se construit
autour du jeu des liens. A la maniére de la valeur de Myerson qui applique
la valeur de Shapley au jeu quotient construit a partir du jeu a structure de
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communication, la valeur de position va mesurer la valeur de chaque lien en
appliquant la valeur de Shapley au jeu des liens. Une fois que les liens ont
recu leur paiement, les joueurs formant ces liens se partagent égalitairement
les paiements. Pour tout jeu a structure de communication (N,v,g) € T'g
avec (IV,v) un jeu normalisé en 0, la valeur de position est définie par

PVi(N,v,g) = Zsmg, ,VieN.
legi

Exemple 1.9:
Soit le jeu a structure de communication (N,v,g) avec N = {1,2,3,4}, v
tel que
0 si |S] =1,
v(S)=1<¢ 2 si |S| =2,
2x|S| si|S|>3,

et g = {{1,3},{1,4},{2,3}}. On note a = {1,3}, b= {1,4}, ¢ = {2,3}.

FIGURE 1.8 — Graphe exemple valeur de position

Le jeu des liens r” est le méme que pour l'exemple 1.7. La valeur de

Shapley donne les paiements %, %4, %4 pour respectivement les liens a, b et

c. On obtient alors le paiement de chaque joueur :

1
PVi(N,v,g) = 7
7
PVy(N,v,g) = 6
17
PV3(N,v,g) = 5
7
PVy(N,v,g) = 5
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Il est important de noter que, contrairement a la valeur de Myerson, la
valeur de position n’est pas une extension de la valeur de Shapley dans la
mesure ou les résultats donnés par la valeur de position sur des situations ou
la communication est parfaite (représentées par un graphe complet) ne cor-
respondent pas aux paiements de la valeur de Shapley. Regardons ’exemple
suivant :

Exemple 1.10:
Soit le jeu & structure de communication (N,v,g) avec N = {1,2,3}, v =

12upy 9y et g = {{1,2}, (1,3}, {2,3}}. On a
Sh(N,v) = (6,6,0),

PV (N,v,g) = (5,5,2).

g

La valeur de position n’est donc pas au sens strict une extension de la
valeur de Shapley. Cependant sa construction se base sur une utilisation de
la valeur de Shapley sur un jeu modifié. En ce sens, on peut considérer que la
structure de la valeur de position a vocation a étendre la valeur de Shapley.
Dans le chapitre 2 nous considérerons que la méthode mise en place par
la valeur de position est une méthode d’extension de la valeur de Shapley,
au méme titre que celle de Myerson, dans la mesure ou elle présente une
méthode similaire et que l'utilisation de la valeur de Shapley joue un réle
central dans le comportement de la régle.

Dans l'article de 1992, Borm et al. introduisent, en plus de I'axiome d’effi-
cience par composante, quatre nouveaux axiomes qui permettent de carac-
tériser la valeur de position mais également d’offrir une nouvelle axiomati-
sation de la valeur de Myerson.

La linéarité par rapport aux jeux est Iextension naturelle aux regles
pour jeux a structure de communication de ’axiome de linéarité vu dans la
section 1.2.2.

Axiome 1.12 (Linéarité par rapport auz jeuz) :

Une regle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication est linéaire
par rapport aux jeux si, pour tout couple de parametres « et 5 et pour tout
jeu & structure de communication (N, v, g) et (N, w, g), cette derniere vérifie

¢(N,av + pw, g) = ad(N, v, g) + Bo(N,w, g).
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La notion de lien superflu est identique a celle de joueur nul. Un lien est
superflu s’il est nul dans le jeu des liens. L’axiome de lien superflu réclame
que la suppression d’un tel lien du graphe ne change en rien le paiement des
joueurs.

Définition 1.18 (Lien superflu):
On dit qu'un lien ¢ € g est superflu dans le jeu (N,v,g) € ' si (L) =
r'(LU{(}), VL C g.

Axiome 1.13 (Lien superflu) :

Une régle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication satisfait
I’axiome de lien superflu si et seulement si, pour tout lien ¢ € g superflu
dans le jeu (N, v, g) € I'g, cette derniére vérifie

¢(N’U)g) = ¢(N7U7.g \ {E})

L’anonymat des liens se construit sur une démarche similaire a celles qui
sont a l'origine des axiomes d’anonymat et de traitement égal des égaux. Si
tous les liens sont interchangeables alors le paiement de chaque joueur ne
dépendra que du nombre de liens auquel il participe. Formellement, un jeu
a structure de communication (N,v,g) € I' vérifie Panonymat des liens si
r"(A) =rY(B), VA, B C g telles que |A| = |B|.

Axiome 1.14 (Anonymat des liens) :

Une regle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication satisfait
I’axiome d’anonymat des liens si et seulement si, pour tout jeu a structure
de communication (N, v, g) € I'g vérifiant 'anonymat des liens, il existe un
réel a tel que

¢i(N,v,g) = a|gi|, Vi € N.

Un jeu a structure de communication vérifie 'anonymat des joueurs si
la valeur d’une coalition dans le jeu quotient ne dépend que du nombre de
joueurs dans cette coalition ayant au moins un lien avec les autres joueurs.
Soit N(g) = {z e N |3Hi,jleg, je N} I'ensemble des joueurs ayant au
moins un lien. Un jeu & structure de communication (N, v, g) vérifie 'ano-
nymat des joueurs si et seulement si (v/g)(S) = (v/g)(T), VS, T C N avec
[SAN(g)l =T N N(g)l.
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Axiome 1.15 (Anonymat des joueurs) :

Une reégle d’allocation ¢ pour jeu a structure de communication vérifie
l’axiome d’anonymat des joueurs si et seulement si, pour tout jeu (N, v,g) €
' vérifiant 'anonymat des joueurs, il existe un réel a tel que

' _J a siie N(g),
¢i(N,v,g) = { 0 sinon.

"ai xiomes, Borm et al. énoncent le théoreme suivant :

Theoréme 1.6 (Borm et al. 1992, [7])

1. Une régle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication vé-
rifie les axiomes d’efficience par composante, de linéarité par rapport
aux jeur, d’anonymat des liens et de lien superflu si et seulement si
¢ = PV.

2. Une régle d’allocation ¢ pour jeux d structure de communication vé-
rifie les axiomes d’efficience par composante, de linéarité par rapport
aux jeux, d’anonymat des joueurs et de lien superflu si et seulement
sip=MYC.

En 2001, dans 'ouvrage Social and Economic Networks in Cooperative
Game Theory ([46]) M. Slikker et A. van den Nouweland ont introduit plu-
sieurs autres caractérisations de la valeur de Myerson parmi lesquelles une
en particulier retiendra notre attention pour la suite. Cette caractérisation
utilise un nouvel axiome, celui du joueur superflu.

L’axiome du joueur superflu considére que supprimer tous les liens d’un
joueur nul dans le jeu quotient n’affecte pas le paiement des joueurs. Cet
axiome est donc construit dans un esprit tres similaire a celui de 'axiome
du joueur nul.

Définition 1.19 (Joueur superflu): Un joueur i € N est superflu dans le
jeu (N,v,g) € T'g si (v/g)(S) = (v/g)(S U1) quelle que soit S C N. Autre-
ment dit, si ¢ est un joueur nul dans le jeu (N, v/g).

Axiome 1.16 (Joueur superflu) :
Une reégle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication satisfait
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I’axiome du joueur superflu si et seulement si, pour tout joueur i € N
superflu dans le jeu (N,v,g) € I'g, cette derniere vérifie

¢(N,’U,g) = ¢(Navvg\gi)'

On énonce le théoréme suivant :

Theoréme 1.7 (Slikker et van den Nouweland 2001, [46])

Une régle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication vérifie
les axiomes d’efficience par composante, de linéarité par rapport aux jeur,
d’anonymat des joueurs et du joueur superflu si et seulement si ¢ = MY,

En 2005 apparait la premiére caractérisation de la valeur de position qui
ne se restreint pas a I’ensemble des graphes acycliques. Cette caractérisation,
due & Slikker ([47]), se base sur deux axiomes : l'efficience par composante
et 'axiome d’équilibre de contribution des liens.

Axiome 1.17 (Equilibre de contribution des liens) :

Une regle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication satisfait
I’axiome d’équilibre de contribution des liens si et seulement si, pour tout
jeux (N,v,g) € I'g et tout couple de joueurs i,j € N,

Z [¢i(NaU7g) - qbi(N’v?g \ {E})] = Z[¢j(N,’U,Q) - qu(N,U,g \ {E})]

£ 4
Zegj Leg;

Slikker énonce alors le théoréme suivant :

Theoréme 1.8 (Slikker 2005, [47])

Une régle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication vérifie les
axiomes d’efficience par composante et d’équilibre de contribution des liens
st et seulement si ¢ = PV.

1.4 Jeux a structure de conférences

Myerson en 1980, [36] a développé un autre modele de restriction de com-
munication. Ce modele, appelé la structure de conférences, est une extension
naturelle du modele de la structure de communication puisqu’il se modélise
par un hypergraphe. Dans la structure de conférences, les joueurs sont re-
groupés dans des coalitions appelées conférences. A la maniere des liens d’un
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graphe qui ne peut exister que si les deux joueurs du liens sont présents dans
une coalition donnée, une conférence d’une structure de conférences n’existe
que si les joueurs la composant sont tous présents. La communication est
possible au sein d’une conférence. Un joueur pouvant appartenir & plusieurs
conférences, si des conférences ont des joueurs en commun alors la com-
munication se fait entre tous les joueurs de ces conférences. Formellement,
étant donné un ensemble de joueurs N, soit H, = {S|S C N, |S| > 2}
I’ensemble des sous-ensemble de N n’étant pas des singletons. On appelle
structure de conférences un couple (N, H) avec H C H,,. On note H(S) =
{H € H|H C S}. Deux joueurs i et j sont connectés par H s’il existe une
séquence de conférences {Hi, Ho, ..., Hy} telle que Hy,...,Hy € H, i € Hy,
J € Hg et HyN Hyyq # 0 quel que soit g, 1 < g < k — 1. Cette connectivité
est notée par i = j. On écrit alors N/H ={{i|i € N, i = JrU{j}tlj € N},

I’ensemble des composantes de N.

Exemple 1.11:
Considérons la structure de conférences (N, H) avec N = {1,2,3,4,5} et

H={{1,2,3},{1,4,5}}.

S
o
LSS
ot

-/

[ )\

[ YOV

FIGURE 1.9 — Structure de conférences - Hypergraphe

Cet hypergraphe est connexe, N/H = N. Si on considére la coalition R =
{1,2,3,4}, on observe qu’elle est composée de deux composantes : on a

R/H ={{1,2,3},{4}}.
O

Un jeu & structure de conférences est un triplet (N, v, H), avec (N,v) un
jeu a utilité transférable et (N, ) une structure de conférences. On notera
I'y; Pensemble des jeux a structure de conférences.

En 1980, Myerson a introduit un jeu que 'on appellera jeu restreint par
I’hypergraphe H. Ce jeu est construit exactement de la méme maniére que
le jeu quotient. Pour tout jeu a structure de conférences (N, v, H) on appelle
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jeu restreint par 'hypergraphe H le jeu a utilité transférable (N, v/H) avec

(v/H)(S)= > w(T),¥SCN.

T
TeS/H

La valeur d’une coalition dans ce jeu est la somme des valeurs de ses com-
posantes.

Une regle d’allocation pour jeux a structure de conférences est une fonction
K qui associe & tout jeu (N, v, H) € I'yy un vecteur de paiement x(N,v, H) €
RY. Nous présenterons ici uniquement la valeur de Myerson pour jeux &
structure de conférences. A notre connaissance, il n’existe encore que peu
de travaux sur I’élaboration de regles d’allocation sur cet ensemble de jeux.
On peut néanmoins citer van den Nouweland et al. (1992, [38]) qui ont ca-
ractérisé une extension de la valeur de position sur ce domaine.

En parallele des travaux sur les jeux a structure de conférences on peut
évoquer la littérature sur les systémes stables sous union qui généralisent
également les structures de communication de Myerson. Algaba et al. ca-
ractérisent une extension de la valeur de position (2000, [1]) ainsi que de la
valeur de Myerson (2001, [2]) pour ces systémes stables sous union. L’ac-
cointance entre ces systémes et les structures de conférences de Myerson
est mise en valeur par Algaba et al. (2004, [3]). Nous ne traiterons pas ces
systémes dans cette monographie mais les liens entre les structures de com-
munication, les structures de conférences et les systemes stables sous union
sont suffisamment étroits pour que nous évoquions ces travaux.

La valeur de Myerson pour les jeux a structure de conférences fait donc
usage du jeu restreint par I'hypergraphe H et se construit de la méme ma-

niére que la valeur de Myerson pour les jeux a structure de communication.
On note MY ¢ la valeur de Myerson pour les jeux & structure de conférences.

Définition 1.20 (Valeur de Myerson):

MYY(N,v,H) = Sh(N,v/H), V(N,v,H) € T'y.

Exemple 1.12:
Considérons la structure de conférences (N, H) avec N = {1,2,3,4,5} et

H = {{1, 2,3}, {1,4,5}} ainsi que le jeu (IV,v) avec v tel que

_J o0 si |S] < 3,
v($) { S| si|S| > 3.
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On obtient le jeu restreint par 'hypergraphe H suivant :

0 sil|S| <3,
(v/H)(S)=<¢ 3 si{l,2,3} CSou{l, 4,5} CSet]|S| <5,
5 siS=N.

La valeur de Myerson est alors

27 12 12 12 12
C _ (= = = = ==
MY (N,U,H)_Sh(N,v/H)_(15,15,15,15,15).

0

En 1992, van den Nouweland et al.([38]) ont présenté une caractérisa-
tion de la valeur de Myerson se basant sur les mémes axiomes que ceux de
Myerson pour la valeur de Myerson de 1977, mais adaptés aux structures de
conférences.

L’axiome d’équité ci-apres réclame que tout joueur participant & une
conférence soit impacté de la méme maniere par la suppression de cette
conférence.

Axiome 1.18 (Equité) :

Une regle d’allocation k pour jeux a structure de conférences est équitable si
et seulement si, pour tout jeu (N, v, H) € I'yy, pour toute conférence H € H
et pour tout couple de joueurs i,j € H, cette regle d’allocation vérifie

/ii(N7U7H)_/ii(N7U7H\H) :Hj(N7U7H) _’%j(N7’U7H\H)'

Axiome 1.19 (Efficience par composante) :

Une regle d’allocation x pour jeux a structure de conférences vérifie 1’effi-
cience par composante si et seulement si, pour tout jeu (NV,v,H) € I'y, et
pour toutes composantes R € N/H, on a

Z ki(N,v,H) = v(R).

iGZR
Utilisant ces deux axiomes, van den Nouweland et al. énoncent le théoreme
suivant :
Theoréme 1.9 (van den Nouweland et al. 1992, [38])

Une régle d’allocation k pour jeuxr o structure de conférences vérifie les
axiomes d’équité et d’efficience par composante si et seulement si k = MY
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1.5 Jeux a structure de coalitions

Dans cette section nous présentons les structures de coalitions. Introduite
en 1974 par Aumann et Dréze ([4]), ces structures sont antérieures aux
structures de communication de Myerson. Une structure de coalitions se
compose de blocs formés a priori par les joueurs. La communication est
compléte au sein de ces blocs mais les blocs ne peuvent communiquer entre
eux. Comme van den Nouweland et Slikker le soulignent judicieusement dans
leur ouvrage de 2001 ([46]), cette structure est en fait un sous-ensemble des
structures de communications utilisant un graphe. En effet, une structure
de coalitions peut étre représentée par un graphe non connexe n’ayant que
des composantes completes (les blocs).

Etant donné un ensemble de joueurs N, on appelle structure de coalitions B
sur N une partition de N telle que B = {By, By, ..., Bp}avec |J Byp =N

1<k<m

et BN B; = () pour tout k # [. Les ensembles By, sont appelés des blocs. On
note, pour tout S C N, 'ensemble des blocs composant S par Bg = {S N
B| B € B} \ . Soit une coalition S C N, onnote S = J{B € B| SN B # 0}
I’union minimal des blocs étant des sur-coalitions de S.

Un jeu a structure de coalitions est un triplet (N, v,B) avec (N,v) un jeu
a utilité transférable et B une structure de coalitions sur N. On écrit I'g
I'ensemble de ces jeux. On note (N, v/B) le jeu de blocs avec

(w/B)(S)= 3 w(B), VS C N.

BeBg

Une regle d’allocation « pour jeux a structure de coalitions est une fonction
qui associe a tout jeu (N, v, B) € I'g un vecteur de paiement (N, v, B) € RN,
La valeur d’Aumann-Dreéze (Aumann et Dreze 1974, [4]) est une regle d’al-
location pour jeux a structure de coalitions se basant sur une utilisation du
jeu de blocs similaire a 1'utilisation que font la valeur de Myerson et la valeur
de position du jeu quotient et du jeu des liens respectivement. On note cette
regle d’allocation AD.

Définition 1.21 (Valeur d’Aumann-Dréze):

AD;(N,v,B) = Sh;(N,v/B), Y(N,v,B) € I'p.

Exemple 1.13:
Soit un jeu a structure de coalitions (N,v,B) avec N = {1,2,3,4}, B =
{{1,2},{3,4}} et v(S) = |S| — 1. La structure de coalitions est la suivante :
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FIGURE 1.10 — Structure de coalitions

Le jeu v/B est donc tel que

1 si{l,2} CSou{34}CS5,
(v/B)(S)=4 2 siS=N,

0 sinon.

On obtient ADZ(N,’U,B) = Sh@(N,’U/B) = (%’ %’ %’ %)

Theoréme 1.10 (Slikker et van den Nouweland 2001, [46])

Soit un jeu a structure de coalitions (N, v, B),

AD(N,’U,B) = MYG(N7 vagB)7

avech:{{i,j},i,jeN\EIBEB, i,j€B eti;éj}.

Comme nous ’avons évoqué plus haut, une structure de coalitions peut
étre représentée par un graphe spécifique. Ce théoreme met en valeur la
proximité entre la valeur de Myerson pour jeux a structure de communica-
tion et la valeur d’Aumann-Dréze. La valeur de Myerson peut étre en réalité
considérée comme une extension de la valeur d’Aumann-Dreéze a tous les
graphes.

Dans sa these de doctorat, Slikker (2000, [45]) démontre un théoréeme de
caractérisation de la valeur d’Aumann-Dreze soulignant encore le rapproche-
ment entre la valeur de Myerson et la valeur d’Aumann-Dreze. Il présente
deux nouveaux axiomes.

L’efficience par bloc est une adaptation de I'efficience par composante. Chaque
bloc étant effectivement une composante, on réclame que la somme de la va-
leur générée par ce bloc soit répartie entre les joueurs qui le composent.

Axiome 1.20 (Efficience par bloc) :
Une regle d’allocation y pour jeux a structure de coalitions est efficiente par
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bloc si et seulement si, pour tout jeu (N, v, B) € I'g et pour tout bloc B € B,
cette derniere vérifie

Z Yi(N,v, B) = v(B).

i€B

L’axiome d’équilibre des contributions restreint par bloc est une adaptation
de laxiome d’équilibre des contributions de Myerson. Cette adaptation est
plus faible, mais suffisante pour la caractérisation de la valeur d’Aumann-
Dreze.

Axiome 1.21 (Equilibre des contributions restreint par bloc) :

Une regle d’allocation v pour jeu a structure de coalitions vérifie I’axiome
d’équilibre des contributions restreintes par bloc si et seulement si, pour
tout jeu (N,v,B) € I'g, et tout couple de joueurs i,j € By € B, la regle
d’allocation vérifie

’Yi(Nava)_’Yi(Nv’UvB_j) :’VJ(N/U’B) —’Yj(N,U,B—i),

avec B —i = {By, Ba, ..., By \ {i},{i}, ..., Bm}.

Theoréme 1.11 (Slikker 2000, [45])

Une régle d’allocation v pour jeuzx a structure de coalitions vérifie les axiomes
d’équilibre des contributions restreint par bloc et d’efficience par bloc si et
seulement si v = AD.

1.6 Apercu

Dans cette section nous donnons un apercu de notre contribution au do-
maine de la théorie des jeux coopératifs, spécifiquement pour les jeux dans
lesquels la communication est restreinte. Cette monographie se concentre
sur deux objectifs : étudier les méthodes d’extension de la valeur de Shapley
a des jeux a communication restreinte et explorer de nouvelles regles d’allo-
cation pour jeux a structure de communication.

Dans le chapitre 2, nous passerons en revue différentes méthodes utili-
sées dans la littérature ayant pour but d’étendre certaines regles d’allocation
pour jeux & utilité transférable sur ’ensemble des jeux a structure de com-
munication, de conférences ou de coalitions. Nous effectuerons notre étude
sous 'angle des propriétés. Notre démarche est motivée par le constat sui-
vant : la plupart de ces méthodes d’extension utilisent, comme nous ’avons
vu dans les sections 1.3 a 1.5, une transformation de la fonction caractéris-
tique du jeu afin d’y incorporer des éléments d’information sur la restriction
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de la communication. D’un certain point de vue, ces méthodes projettent
I'information spécifique & la communication dans I’espace des jeux a utilité
transférable plus qu’ils n’étendent la régle d’allocation sur un autre espace.
De fait, la maniére dont ces transformations vont rendre compte de I’infor-
mation aura un impact essentiel dans le comportement de la regle étendue.
Afin d’analyser ces effets nous établissons une écriture matricielle de ces mé-
thodes d’extension en nous basant sur les travaux de Xu (2008, [51]) et de
Hamiache (2012, [24]). Cette écriture nous permet de présenter également
une forme unifiée de ces méthodes d’extension.

En nous penchant sur le lien entre les propriétés de la regle d’allocation
originale et les propriétés de ses extensions nous sommes alors capables de
mettre en valeur 'aspect restrictif et fortement normatif de ces méthodes
d’extension. Quelles sont les transformations, en terme de propriété, que
subit la regle originale quand on I’étend avec telle ou telle méthode ? Cette
question nous permet de porter un regard critique sur ces regles d’alloca-
tion et de mettre en valeur une autre fagon d’aborder la problématique de
I’allocation dans les cas ou la communication est restreinte.

Cette autre maniere de faire repose sur le principe de consistance associée
que nous présenterons dans le chapitre 3. Dans ce chapitre nous évoquerons
différentes utilisations de ce principe par plusieurs auteurs et autrices de-
puis sa présentation initiale par Hamiache en 1999 ([19]). Nous essaierons
de mettre en valeur les apports de ces approches, tant sur le plan technique
que sur le plan interprétatif. On compte peu d’utilisation du principe de
consistance associée dans le développement de regles d’allocation pour jeux
a structure de communication. Nous pensons que l'utilisation du principe
de consistance associée permet justement de se départir du poids que font
peser les méthodes d’extension sur I’axiomatique des régles étendues. C’est
pourquoi la consistance associée joue un role central dans les théoremes de
caractérisation des nouvelles regles d’allocation que nous présenterons dans
les chapitres 4 et 5.

Dans la littérature actuelle on peut distinguer deux approches en termes
de consistance associée, toutes deux introduites par Hamiache : celle de 1999
([19]) et celle de 2001 ([20]). La regle d’allocation présentée au chapitre 4
concerne les jeux a structure de communication sur tout type de graphe et
s’inscrit dans la lignée de 'article de 2001. Nous construisons un jeu associé
au jeu original qui décrit la vision que les joueurs ont eux-méme de leur
situation. Ce jeu associé est ensuite itéré et nous prouvons que la séquence
de ces jeux associés est convergente vers un jeu inessentiel. En appliquant
un axiome d’inessentialité nous obtenons une reégle d’allocation unique. Le
jeu associé que nous utilisons dans ce chapitre est une extension naturelle
du jeu associé de 2001 & la structure de communication. Ainsi la caractéri-
sation que nous obtenons est on ne peut plus proche de celle de la valeur de
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Shapley proposée par Hamiache en 2001.

La regle d’allocation présentée au chapitre 5 est, quant a elle, construite
en utilisant une approche semblable a celle de 1999. Cette regle d’allocation
ne concerne cependant que les jeux a structure de communication sur les
graphes acycliques. Le jeu associé utilisé ici fait référence a la regle d’alloca-
tion elle-méme et cette regle est isolée non pas par convergence mais par la
résolution d’une équation de la forme ¢(v) = ¢(0y). Cette regle d’allocation
identifie précisément le centre du graphe ce qui nous permet, en plus de 1’éla-
boration d’une nouvelle regle d’allocation, d’établir un lien supplémentaire
entre notre problématique d’allocation et la problématique mathématique
de la mesure de centralité.
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Chapitre 2

Approche matricielle des
jeux coopératifs a
communication restreinte



2.1 Introduction

En 1974, Aumann et Dréze ([4]) ont proposé d’étendre la valeur de Sha-
pley ([43], 1953) aux jeux a structure de coalitions. En 1977, Myerson ([35])
fit de méme pour les jeux a structure de communication, suivi plus tard par
la valeur de position de Meessen ([33], 1988) caractérisée par Borm et al.
([7]). Myerson développa également en 1980 ([36]) une autre extension sur
les jeux a structure de conférences en utilisant une méthode trés similaire a
celle de 1977. Ces différents travaux, bien plus que simplement offrir une ex-
tension de la valeur de Shapley sur un domaine particulier, introduisent dif-
férentes manieres de prendre en compte la restriction de la communication.
Parallelement, les méthodes utilisées pour étendre la valeur de Shapley a ces
domaines peuvent s’appliquer a n’importe quelle régle d’allocation linéaire
pour jeux a utilité transférable. Les regles d’allocation pour les différents do-
maines de jeux a communication restreinte que nous avons présentés dans le
chapitre 1 utilisent toutes une approche semblable. Afin de pouvoir utiliser
la valeur de Shapley sur ces domaines, 1’idée est de construire un jeu a utilité
transférable qui incorpore, dans sa fonction caractéristique, I'information de
la structure de conférences, de coalitions ou de communication. Une fois ce
jeu défini, il suffit de lui appliquer la valeur de Shapley.

Dans 'optique d’avoir une meilleure compréhension de ces méthodes d’ex-
tension, nous nous intéresserons dans ce chapitre aux liens entre les proprié-
tés des regles d’allocation pour jeux a utilité transférables et les propriétés
de leurs différentes extensions. Ce faisant, nous sommes en mesure de mieux
comprendre comment ces méthodes d’extension influent sur les régles d’al-
location elles-mémes.

Afin d’effectuer cette analyse, nous mettons en place une approche matri-
cielle des regles d’allocation pour différents types de jeux & communication
restreinte. Cette approche est construite a la fois sur les travaux de Ha-
miache ([24], 2010) et sur ceux de Xu ([51], 2008). Nous nous appuierons
principalement sur deux matrices. La premiere, issue des travaux de Xu,
permet d’exprimer la regle d’allocation qui vise a étre étendue. La seconde,
inspirée par les travaux de Hamiache, permet de construire le jeu modifié
utilisé dans la méthode d’extension. En utilisant cette approche matricielle,
nous proposons une écriture unifiée qui exprime les différentes méthodes
d’extension sur différents domaines de jeux a communication restreinte. Il
est a noter que l'utilisation de cette approche matricielle implique que nous
considérons uniquement des regles d’allocation linéaires.

Dans sa these de doctorat ([51], 2008), Xu développe une approche ma-
tricielle des jeux a utilité transférable en utilisant les jeux de Dirac comme
base pour 'ensemble de ces jeux. Il introduit pour cela ce qu’il appelle alors
des matrices de coalitions.

46



Définition 2.1 :
On dit qu’une matrice est de coalitions en colonne (ligne) si ses colonnes
(lignes) sont indexées par Q.

Par définition, il est connu que I’ensemble des jeux de Dirac forme une base
pour ’ensemble des jeux a utilité transférable. On a alors

v= Z v(S) x dg, Yv.
02£5CN
En conséquence, pour toute régle d’allocation linéaire v on peut écrire
Y(N,v)= Y o(S)$(N,ds),
0£5CN

ce qui nous permet d’énoncer le théoreme suivant :

Theoréme 2.1 ([51] Xu, 2008)

Soit ¢ une régle d’allocation pour jeuzr a utilité transférable, v est linéaire
st, et seulement si, il existe une et une seule matrice de coalition en colonne
[MY)ien, Teqy telle que (N,v) = MY x v pour tout jeu (N,v).

Cette matrice est telle que [MY¥]; s = ¥;(N,ds) Vi € N, S C N. Le
vecteur de paiement donné par la reégle d’allocation ¢ pour le jeu (N,dg)
constitue la colonne S.

Dans la suite nous utiliserons également les résultats suivants :

Proposition 2.1 ([51] Xu, 2008)
Soit 1) une régle d’allocation linéaire pour jeux a utilité transférable, ¢ vérifie
Paxiome du joueur nul si et seulement si la matrice MY vérifie

[M¥)is = —[MY);s\(iy, Vi€ N, et VS C N, i €S, S # {i}.

Preuve : Soit ¢ une regle d’allocation linéaire pour jeux a utilité transfé-
rable. Soit (N,v) € I un jeu dans lequel le joueur i € N est un joueur nul.
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Par le théoréme 2.1 on a

Yi(N,v) = ) [MY);,50(S)

S

SCN
= Z [MwZS’U Z Md)sz + [Mw]z,{l}v({z})a
sgSN SQSN
i€S ¢S
S#{i}
Yi(N,v) = > [MY];50(S)+ Z iy v(S\{i}) + [MY); o ({i})
SSN SCN
1€ES €S
S#{4} S#{i}

Puisque le joueur 7 est nul on a v({i}) =0 et v(S) =v(S\ {i}), VS C N.

Gi(Nv) = > [[MY)is + M) 543y ] (S).
s&n
i€S
SA{i}
Si 1 vérifie Paxiome du joueur nul alors I’équation précédente doit étre
égale & 0 pour tout jeu v dans lequel i est nul ce qui implique [M¥]; 5 =
—[MY]; 5\(y Vi€ N, et VSC N, i€ S, S #{i}.
Si ¢ vérifie [MY]; s = —[Md’]i’s\{i} Vie N, et VS C N, i €S, S # {i}
alors I’équation précédente s’annule et v vérifie bien ’axiome du joueur nul.
O

Proposition 2.2 ([51] Xu, 2008)

Soit 1) une régle d’allocation linéaire pour jeux a utilité transférable, v vérifie
Paxiome d’anonymat si et seulement si, pour tout couple de joueursi,j € N,
et tout couple de coalitions S, T C N telles que |S| = |T|, la matrice M?
vérifie

(M¥); 5 = [M¥];r, pouri €S, jeT oui¢$, j¢T.

Preuve : Soit ¢ une régle d’allocation linéaire pour jeux a utilité transfé-
rable. Soit un jeu (NV,v) € I' et 7 une permutation sur N.

Uy (N, m0) = D [MY]5),5(m0)(S) = Y (M]3 sv(m 1 (9))

S S
SCN SCN
Uiy (N, 70) = D [M )iy 2y 0(T)
ngv
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Si [M¥];s = [M’/’]j,T, pouri €S, jeToui ¢S, j¢T, alors

V(i) (N, mv) = Z [Mw}w(i),n(T)U(T) = Z [M¥];70(T) = ¢i(N, v),

T T
TCN TCN
et 1 vérifie donc I'axiome d’anonymat. Si 1 vérifie axiome d’anonymat
alors on a

MYy m(ryo(T) = > [MY]; 70(T)

T T
TCN TCN

quel que soit le jeu (N, v). On peut choisir v de telle maniére a obtenir donc la
condition suivante : [M¥]; s = [M¥];7, pouri€ S, j€T oui¢ S, j¢T.
O

2.2 Les structures de Myerson et ’axiome d’équité

Les axiomatisations d’origine des valeurs de Myerson pour jeux a struc-
ture de communication et de conférence reposent toutes deux sur un axiome
d’équité. Cet axiome réclame que lorsque la communication entre deux
joueurs est rompue, ces deux joueurs soient impactés de la méme maniere.
Est-ce que cette exigence est justifiée 7 En effet, imaginons un instant que la
communication se retrouve coupée entre deux joueurs laissant I'un d’entre
eux isolé mais I’autre toujours “bien connecté”. Cela semble difficile de justi-
fier que ces deux joueurs ressentent ce manque de communication de maniere
comparable. Considérons 1’exemple suivant :

Exemple 2.1:
Soit le jeu & structure de communication (N,v,g) avec N = {1,2,3,4}, g =
{{1,2},{1,3},{1,4}} et v tel que v(S) = |S| — 1. Le graphe correspondant
est le suivant :

—_
[\)

Le paiement donné par la valeur de Myerson dans ce jeu est MY (N,v,g) =
(%, %, %, %—Z) En supprimant le lien existant entre les joueurs 1 et 2, nous
obtenons le graphe § suivant :
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La valeur de Myerson du jeu (N, v, g) est MY (N,v,§) = (%, %, %, %)
Les joueurs 1 et 2 subissent donc la suppression de ce lien de la méme
maniere, tout deux perdent é. Cependant, au vu de la position respective
dans le graphe des deux joueurs, il ne semble pas aller de soi que les deux
joueurs valorisent de la méme maniere le lien qui les unit. Dans le méme
graphe, si c’est le lien qui unit les joueurs 1 et 4 qui est supprimé le constat
est le méme. Le joueur 4 se retrouve isolé mais le joueur 1 reste bien connecté,
pourtant tout deux subiront la méme perte de %.

0

Cette section vise donc & élucider la question suivante : comment se fait-
il qu'une extension de la valeur de Shapley vérifie cet axiome ?
En construisant une approche matricielle de la méthode d’extension de Myer-
son pour les jeux a structure de communication et de conférences nous
sommes en capacité d’établir un lien direct entre ’axiome d’équité et un
nouvel axiome pour les regles d’allocation pour jeux a utilité transférable.
Ce nouvel axiome est fortement inspiré de ’axiome de joueurs indispensables
introduit par van den Brink et Gilles (1996, [9]).

Définition 2.2 (Joueur indispensable):
Un joueur j € N est indispensable dans le jeu (IV,v) si et seulement si,
VS C N\ {j}, onawv(S)=0.

Axiome 2.1 (Traitement égal des joueurs indispensables) :
Une régle d’allocation ¢ pour jeux a utilité transférable vérifie 'axiome du
traitement égal des joueurs indispensables si et seulement si, pour tout jeu
(N,v) € T et pour tout couple 7,57 € N de joueurs indispensables dans
(N,v), on a

Yi(N,v) = wj(Na v).

Cet axiome énonce que si des joueurs sont absolument nécessaires pour
qu’une coalition produise une valeur non nulle, alors ces joueurs doivent tous
recevoir le méme paiement. Cet axiome est construit sur le méme concept de
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joueurs indispensables que celui présenté par van den Brink et Gilles (1996,
[9]). Cependant, I’axiome de ces derniers était développé dans le cadre des
jeux & structure de permissions que nous ne traiterons pas dans ce mono-
graphe. De plus, leur axiome exige que, pour les jeux monotones, le paie-
ment des joueurs nécessaires soit le paiement maximal donné par la regle.
[’axiome que nous proposons ici est donc une version similaire mais plus
faible de ’axiome de van den Brink et Gilles.

Proposition 2.3

Soit ¢ une régle d’allocation pour jeux a utilité transférable. Si 1 satisfait
Paxiome 1.5 de traitement égal des égaux, alors v vérifie axiome du trai-
tement égal des joueurs indispensables.

Preuve : Soit un jeu a utilité transférable (N,v) € T' tel que deux joueurs
i,7 € N sont indispensables. Cela signifie que v(S) = 0 pour tout S C N,
|SN{i, 7} < 2. Dans ce jeu,on a v(TU{i}) = v(TU{j}) =0, VT C N\{4,j},
impliquant que 7 et j sont égaux dans le jeu. Par conséquent, I’axiome de
traitement égal des égaux réclame ;(N,v) = ¢;(N,v).

O

Cette proposition nous permet ici d’établir un lien entre I'axiome du trai-
tement égal des joueurs indispensables et 'axiome du traitement égal des
égaux. Ce lien nous permet non seulement de justifier I'utilisation de cet
axiome (étant plus faible que et essentiel a 'axiome de traitement égal des
égaux) mais également d’amener un paralléle avec d’autres axiomes de la
littérature.

En 2001, van den Brink ([8]) a introduit un axiome d’équité pour les regles
d’allocations sur I’ensemble I" différent de I'axiome d’équité de Myerson.

Axiome 2.2 (Equité de van den Brink (2001, [8])) :

Soit deux jeux a utilité transférable (N,v) et (N,w) avec i,j € N égaux
dans le jeu (N, w). Une régle d’allocation ¢ pour jeux & utilité transférable
vérifie 'axiome d’équité de van den Brink si et seulement si

Yi(N,v +w) —;(N,v) = j(N,v+w) —¢;(N,v), Vo.

Puisque des joueurs indispensables dans un jeu sont également égaux dans ce
méme jeu, il est aisé de conclure que si une régle d’allocation vérifie 'axiome
d’équité de van den Brink alors elle vérifie 'axiome suivant :
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Axiome 2.3 (Equité face aux joueurs indispensables) :

Soit deux jeux a utilité transférable (N, v) et (V,w) avec i,j € N indis-
pensables dans le jeu (IV,w). Une reégle d’allocation 1 pour jeux a utilité
transférable vérifie 'axiome d’équité face aux joueurs indispensables si et
seulement si

Yi(N,v+w) — (N, v) = ¢;(N,v +w) —j(N,v), Vo.

Proposition 2.4

Soit une régle d’allocation linéaire ¢ pour jeux a utilité transférable. La régle
d’allocation v vérifie 'axiome d’équité face aux joueurs indispensables si et
seulement si 1) vérifie 'axiome du traitement égal des joueurs indispensables.

Preuve : Soit un jeu a utilité transférable (N,w) avec 4,5 € N indis-
pensables dans le jeu (N, w) et une régle d’allocation linéaire 1 pour jeux
a utilité transférable. Si 1 vérifie 'axiome du traitement égal des joueurs
indispensables on a, V(N,v) € I,

wi(Naw) = Tﬁj(N,IU)

= wi(N,w) +T/1Z‘(N,U) — wz‘(N,’U) = T/Jj(N,w) +¢j(N, U) — ’(/Jj(N,’U)
& (N, v+ w) — (N, v) = ¥;(N,v +w) — (N, v).

Ce qui correspond a l'axiome d’équité face aux joueurs indispensables.
O

Ce résultat renforce encore la justification de I'utilisation de cet axiome du
traitement égal des joueurs indispensables. En effet, non seulement ce der-
nier est impliqué par le traitement égal des égaux mais il est aussi, dans le
cadre d’une regle d’allocation linéaire, équivalent a un axiome impliqué par
I’équité de van den Brink. En 2011, Casajus ([10]) a introduit un axiome de
differential marginality inspiré de Young (1985, [54]) et a démontré I’équiva-
lence entre son axiome et 'axiome d’équité de van den Brink. Ces éléments
renforcent encore la parenté de notre axiome avec ceux existant dans la lit-
térature.

Maintenant que nous avons présenté cet axiome du traitement égal des
joueurs indispensables, penchons-nous sur ’approche matricielle de la va-
leur de Myerson.
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La valeur de Myerson pour jeux a structure de communication, notée ici
MYGC, est définie, Vi € N comme

— Dl(n —9)!
n!

MYiG(N,v,g):Shi(N,U/g): Z (s

s
SCN
i€S

[v/9(S) —v/g(S\{i})].

Pour toute regle d’allocation linéaire v sur l’ensemble des jeux a utilité
transférable, on peut définir une regle d’allocation ¢ pour jeux a structure
de communication, qui serait une extension de la regle v, en utilisant la
méthode de Myerson. Cette extension s’écrirait donc

(Z)(N?U?g) = w(Nv U/g)>

pour tout jeu a structure de communication (N, v, g) € T'¢.
En utilisant les travaux de Xu présentés plus haut, on peut écrire la regle
d’allocation ¢ (N, v/g) comme un produit matriciel :

»(N,v/g) = MY x (v/g).

De 1a, nous développons ’approche matricielle de la méthode de Myerson.
Définissons tout d’abord, a la maniere de Hamiache (2012, [24]), une matrice
P, des composantes telle que

- _ [ 1 siTes/(g(9)),
g1SeQn, TeQy 0 sinon.

Chacune des lignes S de cette matrice est un vecteur composé de 1 et de
0 qui identifie les composantes de la coalition S. En utilisant cette matrice,
on obtient

(W/g)(S) =D v(R)= ) [Pylgpv(R)

ReS/(9(9)) RCN

ou plus simplement,
v/g =Py xw.
En conséquence, une régle d’allocation ¢ telle que ¢(N,v,g) = ¥(N,v/g)

peut s’écrire
d(N,v,g9) = MY x P, x v,

ou
¢i(N,v,9) = > [MYPy], po(T), Vi € N.

T
TCN

En utilisant cette nouvelle écriture nous prouvons les deux résultats sui-
vants :
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Proposition 2.5

Soit ¢ une régle d’allocation linéaire pour jeux a utilité transférable. La
régle d’allocation 1 vérifie axiome du traitement égal des joueurs indispen-
sables pour tout jeu (N,v) si et seulement si [Mw]z.T = [Mw}jT pour tout
T, {i,j} €T C N. C’est a dire, si et seulement si 1 vérifie Taxiome du
traitement égal des joueurs indispensables sur les jeux de Dirac.

Preuve : Il est évident de conclure que si v vérifie 'axiome du traitement
égal des joueurs indispensables pour tout jeu (N,v) € T', alors 1) vérifie cet
axiome sur le sous-ensemble des jeux de Dirac. Par conséquent, nous démon-
trerons seulement que si une regle d’allocation linéaire v vérifie 'axiome du
traitement égal des joueurs indispensables sur les jeux de Dirac, v vérifie
cet axiome sur tous les jeux. La régle d’allocation ¢ étant linéaire on peut
écrire
Yi(N,v) = Z [Mw]i’TU(T)'

T
TCN

En séparant la somme on obtient

GiNo) = > MY M)+ Y [MY], (D).

T T
{i,J}CTCN TCN
|Tn{i,5}<2

L’axiome du traitement égal des joueurs indispensables affirme que deux
joueurs indispensables doivent obtenir le méme paiement. Supposons que
deux joueurs i et j sont indispensables dans le jeu (N, v). Cela signifie que
v(T) =0 quand |T'N{i,j}| <2, et donc

@Z}i(N?U) = Z [Mw]i,TU(T)'

T
{i,j}CTCN

Les joueurs 7 et j sont indispensables dans un jeu de Dirac d7 si 4,5 € T'. Si
1 vérifie 'axiome du traitement égal des joueurs indispensables sur les jeux
de Dirac, alors [MlﬂiT = [Mw]jT, VT, {i,j} €T C N, ce qui implique
que ¥;(N,v) = 1;(N, v) quand les joueurs ¢ et j sont indispensables dans le
jeu (N, v).

O

Proposition 2.6

Soit 1 une régle d’allocation linéaire sur I’ensemble des jeux a utilité trans-
férable I'. Soit ¢ une régle d’allocation sur I’ensemble des jeux a structure
de communication telle que ¢(N,v,g) = MY x P, xv. La regle d’allocation
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¢ vérifie axiome d’équité de Myerson si et seulement si v vérifie ’axiome
du traitement égal des joueurs indispensables.

Preuve : Si ¢(N,v,g) = (V,v/g), alors
¢i(N7Uag)_¢i(Nav7g \ {27]})

= [wag]i,T o(T) = > [wag\{i,j}h,:r v(T)

T T
TCN TCN

= Z [Z [Mw]i,S[Pg]S,T - Z [Mw]i,S[Pg\{iJ}]S,T} u(T)

T S S
Cc

TCN SCN SCN

T [Pg\{id}]s,TH o(T).

)

s
SCN

= 3 [30 l[mls

Faisons la distinction entre les 3 cas suivants : [{i, j}NS| =0, |{i,5}NS| =1
et {7,757} N S| =2.

Cas 1:

Si [{i,7} N S| =0, alors {7, j} ¢ g(5), ce qui implique [Py]s1 = [Py (i 3]s
puisque S/(g(S)) = S/((g \ {,7})(S)). La décomposition de S en com-
posantes est la méme dans le graphe ¢(S) et dans le graphe g \ {7, j}(S).
L’équation s’annule alors VI' C N.

Cas 2 :

Si {i,j} N S| = 1, on obtient le méme résultat que dans le cas précédent
puisque le lien {7, j} n’est pas contenu dans g(.S). Sa suppression n’affecte
donc pas les composantes de S.

Cas 3 :
Si|{i,j} N S|=2.

¢i(N7v7g)_¢i(N7U7g \ {27]})

- Z [ Z [M¢]i7S|:[Pg}S7T _[Pg\{i,j}]svTHU(T)'

T S
TCN  {i,j}CSCN

(2.1)

Si v vérifie [M¥]; s = [M¢]j,S pour toute coalition S telle que {i,j} C S C
N, alors la condition ¢;(N, v, g) i (N, v, 0\{i, j}) = &;(N, v, )~ (N, v, g\
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{i,7}) est vérifiée. Par conséquent, en utilisant la proposition (2.5), on peut
conclure que si ¢ vérifie 'axiome du traitement égal des joueurs indispen-
sables alors ¢ est équitable.

Considérons a présent la réciproque. Considérons que ¢ vérifie

¢i(N7U7.g) - ¢i(N’U7g\{7;7j}) = Qﬁj(N,U,Q) - ¢j(vavg\{ivj})7

Vi,j € N, {i,j} € g. En utilisant I’équation (2.1),

Z [ ZS: [Mﬂi,s[[Pg] ST [Pg\{i,j}]s,TH v(T)

TCN  {i,j}CSCN

= Z [ Z [Mw]jjs[[Pg}ST _[Pg\{i,j}]s,T”U(T)-

)

T S
TCN  {i,j}CSCN

Comme cette condition doit étre vérifiée pour toute fonction caractéristique
v, particulierement pour les jeux de Dirac sur T, on obtient, pour toute
coalition T C N

Z [Mw}i,s [[Pg] ST [Pg\{i»j}]s,T}

S
{i,J}CSCN

- Z [Mw]j,S[[Pg] ST [Pg\{i,j}]s,T}' (2.2)

S
{i,5}CSCN

Cela doit étre vrai pour tous les graphes, particulierement pour les graphes
en étoile (N,g) avec g = {{1,i},{2,i},...,{i — 1,4}, {i + 1,4},...,{n,i}}.
Notons que, dans ce cas, tout graphe (S, ¢(S5)) avec {i,j} € S C N est
connexe.

Cela doit étre vrai pour toute coalition 7' C N ; considérons les coalitions
T telles que {i,7} € T. On a alors [Pg\{i’j}]S,T =0, VS C N puisque la
coalition 7" n’est plus connexe (j est a présent isolé) et ne peut donc plus
étre une composante connexe de S. On a également

[PQ]ST =

)

1 siS=T,
0 siS#T,

puisque S est toujours connexe. L’équation (2.2) se réduit alors a

MY, = MY, (23)
On peut donc conclure que si ¢ vérifie 'axiome d’équité, cela implique que
la régle d’allocation v vérifie I'équation (2.3) pour toute coalition S telle que

{i,j} €S C N. Comme 1 est linéaire, en se référant a la proposition (2.5),
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la réciproque est donc vérifiée.

g

Cette proposition établit ici un lien direct entre ’axiome d’équité de Myer-
son et l'axiome du traitement égal des joueurs indispensables. Cependant,
il est d’autant plus intéressant que cet axiome soit impliqué par 'axiome de
traitement égal des égaux. Cela nous permet de voir la méthode de Myerson
et 'utilisation du jeu quotient sous un jour différent, puisque toute regle
d’allocation vérifiant le traitement égal des égaux donnera une regle d’al-
location vérifiant I’équité si on lui applique cette méthode d’extension. En
revanche, I'axiome d’équité ne jouit pas du méme consensus que ’axiome du
traitement égal des égaux. En conclusion, si I’on étend une regle d’allocation
vérifiant le traitement égal des égaux, il faut soit accepter I’axiome d’équité,
soit utiliser une autre approche que celle de Myerson.

La valeur de Myerson pour jeux a structure de conférences introduite
par Myerson en 1980 ([36]), notée ici MY'C, est définie, Vi € N, comme :

MY (N,v,H) = Shi(N,v/H).

Nous en déduisons une forme générale pour toute regle d’allocation linéaire
1) pour jeux & utilité transférable :

Ki(N,v, H) = ¥i(N,v/H).
Introduisons la matrice suivante,

1 siT e S/(H(S)),

[K]SQN’ TN = { 0 sinon.

On peut alors écrire la réegle d’allocation k(N, v, H) = ¥(N,v/H) comme

ki(N,v, H) = > [MYK]iro(T), Vi€ N.
T
TCN

En utilisant cette écriture, on prouve la proposition suivante :

Proposition 2.7

Soit 1 une régle d’allocation linéaire sur ’ensemble des jeux a utilité trans-
férable I'. Soit x une regle d’allocation sur I'ensemble des jeux a structure
de conférences telle que k(N,v,g) = MY x K x v. La régle d’allocation x
vérifie axiome d’équité si et seulement si v vérifie 'axiome du traitement
égal des joueurs indispensables.
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Preuve : Si k(N,v,H) =9 (N,v/H), on a

Ri(Ny 0, H) = mi(Noo, H\{HY) = Y [MYE3], 7o(T)

-> 1 MwKH\{H} v(T)

T
TCN

avec Ky () la matrice des composantes dans la structure de conférences
H\{H} et i,j € H. En détaillant,

Ki(N, v, H) — ki(N,v, H\ {H})
- Z Z [Mwhs[[KH]S’T - [K’H\{H}]S’T}U(T).

TCN SCN

On a [Ky|gp = [Ky\(ay] g p Pour tout T'C N et tout S C N avec H € S
puisque une conférence n’est faisable que si tous les membres sont présents.
On obtient

’%’(NavafH) —Ei(N,U,/H\{H}) =

XX Mgy~ Enunlsg]e@. 24

TCN HCSCN

En conséquence, si 1 vérifie [M¥]; ¢ = [M¥]; s pour toute coalition S telle
que {i,5} € S C N, alors la condition r;(N,v,H) — k;(N,v,H\ {H}) =
ki(N,v,H)—Kj(N,v,H\{H}) est vérifiée. En utilisant la proposition (2.5),
on conclut que si v vérifie 'axiome du traitement égal des joueurs indispen-
sables alors ¢ vérifie 'axiome d’équité.

Considérons a présent la réciproque : supposons que k vérifie k;(N, v, H) —
ki(N,v, H\{H}) = k;(N,v,H) —k;(N,v,H\{H}). Ce que I'on peut écrire,
d’apres I’équation (2.4), comme

Z Z [ (Kol g7 = K201y S,T] u(T) =

TCN HCSCN

Z Z [ Kyl gp — K] S,T} o(T).

TCN'HCSCN

Ceci doit étre vérifié quelle que soit la fonction caractéristique v, en parti-
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culier pour les jeux de Dirac 6. Par conséquent, la condition s’écrit

Z [Mw]i,S“KH] ST [KH\{H}]S,T]

s
HCSCN

- Z [Mw]j,g[[KH} ST~ [KH\{H}]S,T}’ VT C N.

HCSCN

Ceci doit étre vrai quelle que soit la structure de conférences. Puisque les
graphes sont des structures de conférences avec uniquement des conférences
de deux joueurs, la derniere équation doit également étre vérifiée pour les
graphes en étoile, comme utilisés dans la preuve de la proposition précédente.
En conséquence, cette derniere équation doit étre vraie pour

H=yg={{1,i},{2,i},....{i — 1, i}, {i + 1,i}, ..., {n,i}}

et H = {i,j}. Dans ce cas I’équation précédente devient donc

> MY, ][R

S
{i,5}CSSCN

T [Kg\{i,j}]s,:r’}

)

- Z [Mw]j,s[[Kg]s,T_[Kg\{i,j}]s,:r]' (2.5)

S
{i,J}CSCN

Ce qui, par définition de K3 et de Py, devient

Z [Mw]z‘,s “PQ]S,T - [Pg\{i,j}]s,T}

S
{i,5}CSCN

- Z [Mw]j,s[[Pg]S,T - [Pg\{m}]s,T}‘ (2.6)

S
{i,5}CSCN
Cela doit étre vrai pour toute coalition T" C N. Considérons les coalitions
T telle que {i,j} € T. On a alors [Pg\{i:j}]S,T = 0, VS C N puisque la
coalition 7" n’est plus connexe (j est a présent isolé) et ne peut donc plus
étre une composante connexe de S. On a également

1 siS=T,
[PQ]ST:{

)

0 siS#T,

puisque S est toujours connexe. L’équation (2.6) se réduit alors a
[Mw]@s = [Mw]jﬁ'

On peut donc conclure que si k vérifie 'axiome d’équité, cela implique que

la regle d’allocation ¢ vérifie

[MY], ¢ = [MY]

, _]',S’ (27)
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pour toute coalition S telle que {i,5} C S C N. Comme 1) est linéaire, en
se référant a la proposition 2.5, la réciproque est donc vérifiée.

2.3 Structure de communication, valeur de Myerson et va-
leur de position

En 1992, Borm et al. ([7]) ont caractérisé une autre regle d’allocation
pour jeux a structure de communication, la valeur de position. Cette carac-
térisation concerne les structures de communication reposant sur des graphes
acycliques. Il faut attendre les travaux de Slikker en 2005 ([47]) pour voir
apparaitre une caractérisation générale sur I’ensemble des graphes. Bien que
n’étant pas stricto sensu une extension de la valeur de Shapley !, cette regle
est construite autour, c’est pourquoi nous la considérons parmi les autres
extensions de la valeur de Shapley. Le principe de cette regle d’allocation
est de déterminer tout d’abord un paiement pour chaque lien, et de diviser
ce paiement entre les joueurs qui partagent ce lien. Les liens de communica-
tion peuvent alors étre interprétés comme une ressource partagée par deux
joueurs. Dans son article de 2007 (Casajus, [11]), Casajus démontre que la
valeur de position peut étre exprimée comme la valeur de Myerson d’un jeu
modifié du jeu d’origine, mettant & jour ainsi les similitudes entre les deux
regles d’allocations. Dans cette section nous montrerons que les effets de
ces deux méthodes d’extension sur les propriétés de la valeur de Shapley
nous permettent d’apporter des arguments dans le sens de cette similitude.
Nous établirons également une construction matricielle générale permettant
d’unifier ces deux regles d’allocation.

En utilisant la définition du jeu des liens (1.1) on peut écrire la valeur
de position

PVi(N,v,g) = Z Shgg, ), Vi € N.
fegz

Pour toute regle d’allocation linéaire ¢ pour jeux a utilité transférable, on
peut définir une regle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication
en utilisant la méme méthode que celle a l'origine de la valeur de position.
On obtient la forme suivante :

¢i(N,v,g) = 21/1497

Leg;

1. voir chapitre 1
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On a r?(L) = Z v(C), YL C g. On peut donc définir une matrice £,
CeN(L)/L
telle que
) _{1 si S e N(L)/L,
9ILEg,SEAN T ) 0 sinon.

Par conséquent on peut écrire r¥ = L, x v.
On écrit [M, f | la matrice telle que

(M Jeeg,r.cq = $e(9, L)

A T'aide de ces deux matrices, nous pouvons écrire la méthode d’extension
de la valeur de position de la maniere suivante :

1
6i(Nvg) = 5 > [MyLy], v(T), Vi € N,

teg: TCN

ou encore

d(N,v,9) = Ag x M;p X Lg X,

avec la matrice A, définie comme :

1 ..
3 sii€ a,
[Ag]ieN, acg —

0 sinon.

Regardons plus en détail les matrices que 'on a ici. La matrice A4 permet
la conversion entre les joueurs et leurs liens, M;/’ est la matrice de la regle
d’allocation sur les liens de g, la matrice £, détermine les coalitions pos-
sibles et enfin, v est la fonction caractéristique du jeu. Cela nous permet de
concevoir une forme matricielle générale pour un certain type d’extension.
Soit une regle d’allocation linéaire 1) pour jeux a utilité transférable, on peut
définir une regle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication telle
que .

#I>v,9) = ”éx ) xi\/[Qﬂv)Sl - QI—g%n—l 2 11
A est la matrice qui établit la relation entre les joueurs dans N et les élé-
ments d'un ensemble X ; & la maniére de la matrice A, qui établit que chaque
joueur a part égale dans les liens qu'’il posséde. La matrice M;? exprime le
paiement donné par i pour chaque élément de X. La matrice () associe les
composantes de g avec des coalitions de joueurs dans X. Enfin, le vecteur v
est la forme vectorielle de la fonction caractéristique du jeu.
Pour la valeur de Myerson, la premiere matrice est la matrice identité puis-
qu’elle considere directement les joueurs dans V.
Les similarités existantes entre la valeur de Myerson et la valeur de position
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apparaissent ici clairement au travers de cette écriture matricielle qui nous
permet de construire une structure unifiée commune aux deux regles d’allo-
cation.

Proposition 2.8

Soit v une regle d’allocation linéaire pour jeux a utilité transférable. Soit
¢ une régle d’allocation pour jeux a structure de communication telle que
¢(N,v,g) = MY x P,;xv. La régle d’allocation ¢ est efficiente par composante
si et seulement si v est efficiente et vérifie 'axiome du joueur nul.

Preuve : Prouvons tout d’abord que si une régle d’allocation ¢ = MY x
P, x v vérifie I'efficience par composante alors la regle d’allocation v vérifie
les axiomes d’efficience et du joueur nul. Soit R une composante R € N/g,

Z¢Z(N7 U, g) = U(R)

i€ER

En détaillant cette expression on obtient

D 0i(N,v,g) =D > [MYPizv(T)

1ER iER T
TCN

=3 3 [MYPiro(T) + Y [MY P ro(R) = v(R).

‘ T ‘
1€ER N 1€ER
T#R

Ceci est vérifié quelle que soit v. Si v = dp on obtient

Y IMYPlir=1, (2.8)
iR

et si v =d0p, T # R on obtient
> MY Pylir =0 VT # R. (2.9)
in

Sur la base de I’équation (2.8), on a

1= Z [wag]i,R: Z Z [sz]i,s[Pg]s,R (2.10)

i
i€R i€eR SCN

=3[ 3 v 4lng

i S S
i€eR  SCN S
1

S
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Pour obtenir [Py]g, = 1, il faut R € S/g(S), ce qui implique R C S.

Cependant il n’existe aucune coalition S telle que ¢ ¢ S, R C S puisque
i € R. On obtient alors

2 MR =2 2 MY s[Plsg

K3
i€R LER RCSCN
i€S

Puisque R C S et R € N/g, R* = R et la coalition S est toujours telle
que S=RUT avec ) CT C N\ R. Cela implique que R est toujours une
composante connexe de S. On peut alors écrire

ZMWD Z Z

i€R ZER RCSCN
Ges

La condition (2.8) devient

2 2 | =1

zGR RCSCN

Z Z i(N,ds) = 1.

zER RCSCN

ou encore

Puisque 1 est linéaire, sachant ug = Z ds, on obtient

5
RCSCN

> (N, ug) =1. (2.11)
iéR
Cette condition est vraie quelle que soit la coalition R € N/g et quel
que soit le graphe g. En choisissant d’une maniere arbitraire la coalition
R on peut toujours trouver un graphe pour lequel cette coalition est une
composante du graphe. Ainsi I’équation (2.11) est vraie pour toute coalition
R C N. Il nous reste a obtenir cette condition pour R = N afin d’obtenir
>ien Yi(N,ug) qui correspond a Defficience sur un jeu d’unanimité.
Sur la base a présent de la condition (2.9), on peut écrire, pour tout 7' # R,

O:Z (MY Py, ZZ [MY], 5 [Py

igR LER SCN
=% [ > Mg Blsr+ 32 (M), [Po) g.r]
'LER SCN SSN
i€S ¢S

Nous distinguons deux cas : T'¢ Ret T C R.
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Cas1:T¢R.
La condition

OZZ[ > [Mw}iS[Pg}ST—i_ > [Mw]i,s[Pg]SaT}’

[ S
i€eR SCEN S
€S i

peut s’écrire

0= Z[ Z [Md)]i,S[Pg}S,T_F Z [Mﬂivs[Pg]S’T

i S S

ien  seN SEN
SCR S¢R
€S 1€S
+ Z [Mw]i,s[Pg]s,TJr Z [Mw]i,s[Pg]s,T}'
sEn sEn
SCR S¢R
igS i¢S

Comme T'¢ R, si S C Ralors T ¢ S et donc T ¢ S/g(S). En conséquence,

si S CR, [Py gp=0¢et les termes correspondants s’annulent.

0= [ X MslPsat 32 0[P sa]

i S

i€eR  SCN SCN
SZR SZR
i€S ¢S

Comme T ¢ R on peut distinguer deux sous cas :

Cas 1.1 : TNR#Det TN(N\R)#0

T est 'union d’un sous-ensemble de N\ R et d’un sous-ensemble de R auquel
cas T est non connexe et ne peut étre une composante connexe. Dans ce cas
[P,] .7 = 0 quel que soit S C N, S ¢ R et la condition est vérifiée.

Cas 1.2: TC (N\R)
Dans ce cas, comme i € Ret S ¢ Ron a

T e S/g(S) = T e (S\{i})/g(S\{i})
ainsi que
T ¢ S/g(S) < T ¢ (S\{i})/g(S\{i})

puisque la présence ou non de i dans S ne change pas le fait que T soit ou
non une composante de S. On obtient alors

>3 [[Mw]i’s 4 [M¢]i75\{i}} [Py)gy =0, VI C N\R (2.12)
iéR SSN

SZR

i€S
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ceci quel que soit le graphe g. Supposons le graphe g tel que

N/g={{N\{k}}{k}},

pour un joueur k € N quelconque. Soit R = {k} et T'= N \ {k} la seule
coalition S ¢ R, k € S telle que [Py] ¢, =1 est S = N. On obtient alors

[MY], v = —[M"] Vk € N.

k,N\{k}’

Supposons a présent le graphe g tel que

N/g={{N\{k1, ko}}, {k1}, {ko}},

pour deux joueurs ki et ko quelconques. Soit R = {k1} et T = N \ {k1, k2},
les seules coalitions S & R, k1 € S telles que [Py] o, = 1sont S = N\ {ka}
et S = N. En utilisant notre conclusion de exemple précédent on obtient

Y — ]
(M) iy = = v gy PR K2 € V.
En procédant ainsi par récurrence on obtient
P _ P .
[M¥], ¢ = =[M"], g\ ¥S, Vi€ N.

En utilisant la proposition 2.1, on peut conclure que si ¢ vérifie 'axiome
d’efficience par composante alors v vérifie ’axiome du joueur nul.

Ceci étant dit, en se reportant a la premiere partie de cette preuve nous
avions la condition suivante

Zw(N,uR) =1.

%
i€ER

Nous venons de prouver que si ¢ vérifie I'efficience par composante alors v
vérifie 'axiome du joueur nul. Cette équation peut donc s’écrire

> ilN,ug) =1,

i€EN

ce qui correspond a l'axiome d’efficience sur un jeu d’'unanimité. Puisque v
est linéaire, on peut conclure que si ¢ vérifie 'axiome d’efficience par com-
posante alors ¢ vérifie 'axiome d’efficience et du joueur nul. Ce résultat est
général puisque la matrice M¥ ne dépend pas du graphe. Par conséquent
dans la suite nous pourrons utiliser le fait que 1 est efficiente et vérifie
I’axiome du joueur nul.
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Cas2:TCR
On a

OZZ[Md)PgL',T :Z ZS: [Mw]i,s

i
i€ER i€ER SCN
TeS/(9(9))

- XS: Z[Mw]i,s

i
SCN i€R

TeS/(9(S))
= Z Z [Mw]i,s - Z Z [Mw]z’,S'
SQSN iEZN SQSN ie]\Zf\R
TeS/(9(9)) TeS/(9(5))

Le premier terme est nul sachant que [MwL g = ¥i(N,ds) et que ¢ est
efficiente (6g(N) = 0 par définition). On a donc y  [M¥] (=0, VS.

iEiN
Conséquemment, la condition Z (M ng]i + = 0 est équivalente &

ES: Z [M¥], g =0.

1
SCN iEN\R

TeS/(9(9))
On a
Z Z [Mw]i,s = Z Z [Mw]i,s
SEN ieI\ZI\R, ielzl\R SEN
TEeS/(9(S)) TeS/(9(9))

= Z zs: [Mw]i,s[Pg]S,T

ieN\R SCN

= 2 [ 2 s Rlgr+ 3 1Pl gs]

i S
ieN\R SCN sCN
i€s i¢s

= Z [Z [Mw]i,s[Pg]s,T"" XS: [Mw]z‘,S\{i} [PQ]S\{%'},T}'

i S
iEN\R SCN SCN
i€S i€S

(2.13)

Puisque la régle d’allocation 1 vérifie 'axiome du joueur nul, on a [M ﬂi g =
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_[Mw}

On peut alors écrire

= Z zg: [Mw]i,s“Pg]s,T - [Pg]s\{i}j}

i
i€EN\R SCN
i€S

3,5\ {i}"

Comme T'C R et i € N\ R, la suppression du joueur i de la coalition S
ne change pas le fait que 7' soit ou non une composante connexe de S et de

S\ i. En conséquence [P,] Py V.S ce qui implique

ST [ S\i, T

X X M| (Pilsr = [Pilgya] = 0

[
iEN\R SCN
i€s

et donc Z [Mng]i’T =0 pour T C R.

On peut alors conclure que si ¢ est efficiente par composante alors v est
efficiente et vérifie ’axiome du joueur nul.

Prouvons a présent que si ¢ est efficiente et vérifie 'axiome du joueur nul,
alors ¢ est efficiente par composante. L’équation (2.11) s’obtient en détaillant
et précisant I’écriture de la condition (2.8). En utilisant l'efficience a 1’équa-
tion (2.11), la condition (2.8) est vérifiée. En utilisant ’axiome du joueur
nul & I"équation (2.12), la condition (2.9) est également vérifiée dans le cas
T ¢ R. Dans le cas T C R, on a vu que si ¢ est efficiente et vérifie I'axiome
du joueur nul alors la condition (2.9) est vérifiée. On peut donc conclure que
si ¢ est efficiente et vérifie ’axiome du joueur nul alors ¢ est efficiente par
composante ce qui conclut notre preuve.

O

Proposition 2.9

Soit ¢ une regle d’allocation linéaire pour jeux a utilité transférable. Soit
¢ une régle d’allocation pour jeux a structure de communication telle que
d(N,v,9) = Ay X M;ﬁ x L4 x v. La régle d’allocation ¢ est efficiente par
composante si et seulement si v est efficiente et vérifie 'axiome du joueur
nul.

Preuve : Commencons par prouver que si ¢ est efficiente par composante
alors v est efficiente et vérifie ’axiome du joueur nul. La condition de I'effi-
cience par composante s’écrit

2.2 % > [MLglezv(T) = v(R), VR € N/g,

i€R teg; TCN
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ou encore

3 5[ 3 M LlerolT) + MY Lole o (R)] = o).

T
i€ER (€g; ?5%

Puisque R est une composante de N, chaque lien de chaque joueur de R est
dans g(R). On peut donc écrire

& 30 [ X IMPLero(T) + MY L) ro(R)| = v(R).

L T
Leg(R) ;ig

Cela doit étre vrai pour toute fonction caractéristique v, par conséquent
on peut décomposer la condition de lefficience par composante en deux
conditions distinctes. La premiére est obtenue quand v = di et la seconde
quand v = d7xpR :

> [MPLyler=1 (2.14)
IEgE(R>

> MY Lo =0VT #R. (2.15)
ZG;(R>

Sur la base de I’équation (2.14) on a

> MYLy, 1@22 Lrr =1

¢
Leg(R) 269( ) LCg

Introduisons une nouvelle notation : soit S une coalition connexe, on appelle
h(S) I’ensemble des coalitions de liens qui sont des couvertures minimales
connexes de S. Formellement, on note

h(S)={LCg|{S}=N(L)/Let M C L telle que § € N(M)/M}.

R étant une composante de N, pour chaque coalition L C g qui inclut un
élément de h(R), on a [L4]r, r = 1. On peut donc écrire I’équation précédente
comme

SIY S Ml (k) Y k] =1

L
teg(R) Hen(R) HCLC 9(R)CLCg

Le second terme permet d’éliminer les coalitions prises en compte plusieurs
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fois par le premier terme. En utilisant la linéarité de ¢ on a

& 3 [ X wilgoun) — (h(R) = Dbelg, ugmy)] =1

Leg(R) Heh(R)

A Z [ Z ¢g(g,UH)} - (‘h(R)‘ *1) Z QZ)f(gvug(R)) =1

Hch(R) (€g(R) Leg(R)
& 3 [ Y wlgum) + > velg,um)]
HEZI(R) ZEZH Zeg(i’L)\H
— (IR =1) > vulg,ugr)) = 1. (2.16)
fe;(m

Afin de pouvoir continuer notre démonstration, il nous faudrait idéalement
travailler d’abord sur la base de 1’équation (2.15) qui nous permettra de
prouver que si ¢ vérifie I'efficience par composante alors v vérifie 'axiome
du joueur nul, revenir sur I’équation (2.16) puis enfin retourner continuer le
développement de la condition (2.15). Afin de simplifier ces circonvolutions,
nous supposerons ici que ¥ vérifie I’axiome du joueur nul afin de terminer
cette partie de la preuve et ensuite prouverons cette hypothese en dévelop-
pant la condition (2.15). Sachant donc que v vérifie 'axiome du joueur nul
on obtient

> [ wlgum)] = (R =1) Y velg,ugm) =1 (2.17)

H 2 2
Heh(R) ¢cH teg(R)

Puisque 'on peut construire un graphe pour lequel il n’y a qu’une seule
couverture minimale connexe de R (que 1’on notera H), cette condition peut
étre réduite a

> (g ug) = 1.

Sachant que @ vérifie 'axiome du joueur nul, cela implique que ¥ est effi-
ciente pour les jeux d’unanimité. La régle v étant linéaire, on peut conclure
qu’elle est donc efficiente sur 'ensemble des jeux. Sachant maintenant si ¢
est efficiente par composante alors v est efficiente, on s’intéresse au cas ou
I’on a plusieurs couvertures minimales connexes de R. On obtient

B [ delg.um)] — (AR ~1) 3 welg.ugm) = 1

{eH Leg(R)

Cette équation se réduit a 1 = 1 en utilisant Uefficience de ¥ déja prouvée.

Reprenons a présent sur la base de I'équation (2.15). Comme T # R on
peut distinguer deux cas : T'¢ Rou T C R.
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Cas1:T¢R
On peut écrire

0= > Y IMlerlloler= > [ > [MJlerlLolrr

teg(R) LCg 2€g(R) ?eng

+ > IMY)eL[Lglr)-

LCg
0¢L

SiLCg(R)et T ¢ Ralors T ¢ N(L) et donc T' ¢ N(L)/L. On obtient

0= S IMJerlLlrr= > [ X [MYlerlLylrr

L L

tcg(R) LCg LEg(R) Lég&)
g
LeL

+ > ML)

LCg
LZg(R)

gL
Puisque 7' ¢ R, soit T est I'union d’un sous-ensemble de N \ R et d’un
sous-ensemble de R, auquel cas T n’est pas connexe et ne peut donc étre
une composante connexe; soit 7 C N \ R et dans ce cas I'appartenance ou
non de £ € g(R) a la coalition L n’affectera pas le fait que T" appartienne ou
non a N(L)/L. On a donc la condition suivante

Z[ > ML+ >, [M;b]é,L]:O,

4 L L
2€g(R) LCg LCyg
LZg(R) LZg(R)
TeN(L)/L TeN(L)/L
= (gL
> > M+ IMYlengg| =0, VTS N\R. (218)
£ L
teg(R) LCg
L¢g(R)
TEN(L)/L
LeL

Ceci doit étre vrai pour tout graphe (IV, g). Soit un graphe g tel que

N(g)/g = {{g \ {k}, {k}}.

Soit R = N({k}), T = N\ N({k}), la seule coalition L telle que L C g, L ¢
g(R), k € L est L = g. On peut donc écrire

(M Tkg = =M Nk g\(k}> VE € g.
Soit un graphe g tel que

N(g)/g={{g\ {k1, Kk}, {k1}, {ka}}.
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Soit R = N({k1}), T = N \ N({k1,k2}), les seules coalitions L telles que
LCyg, LE g(R), k1 € Lsont L =g\ {ks} et L = g. En utilisant 'équation
précédente on obtient

(MY Ny o\ (o} = — M Ny g\ o} TR, Kz € g1
En procédant ainsi par récurrence on obtient
(Mg )er = =My e rygeys V0 E€ g, VL C g.

Ceci est la définition d’une regle d’allocation vérifiant 'axiome du joueur
nul. On a donc prouvé que si ¢ est efficiente par composante alors elle véri-
fie Paxiome du joueur nul. Le développement que nous avons donc effectué
a partir de I’équation (2.16) est donc valide et on peut donc conclure que si
¢ est efficiente par composante alors 1 est efficiente et vérifie 'axiome du
joueur nul.

Cas2: TCR
On a
0= > [MYLer = >, >, M)
éege(R) ee;(R) Lég

TeN(L)/L

= > > MY

4
LCg Leg(R)

TeN(L)/L
= > DIM— Y Y MY
¢ ! e ‘
rentyL ‘< renty (SN

Par efficience on obtient Z[M ;b le.r, = 0 conséquemment,
4

Leg
- > > MYler=— Y Y MY
Llég ZEg\Zg(R) ZEg\eg(R) Lég

TeN(L)/L TeN(L)/L

_ Z Z[Mw}z,L[Eg]L,T

Leg\g(R) LCg

= Y [ S Ml + Y MY lLy) ]

¢ Lé LC
tea\g(R) eéLg eéLg
== > [ Mpller+ Y MY wlLngr]  (219)
cestorr 1y i
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ce qui, avec 'aide de ’axiome du joueur nul, peut étre écrit comme

== ¥ [l - Eonga]

£ L

Leg\g(R) 2‘&‘1
Puisque T' C R et £ € g\ g(R), la suppression de ¢ de la coalition L ne
changera pas ’état de T en tant que composante de L. Par conséquent
[Lolor = [Lglviey,r» VL C g, ce qui annule I"équation.
Prouvons a présent que si ¢ est efficiente et vérifie ’axiome du joueur nul
alors ¢ est efficiente par composante. En utilisant le joueur nul a I’équation
(2.16) et ensuite 'efficience a ’équation (2.17), la condition (2.14) est vé-
rifiée. En utilisant 'axiome du joueur nul & I'équation (2.18), la condition
(2.15) est vérifiée dans le cas T ¢ R. Pour le cas T' C R, nous avons vu que
si ¢ vérifie est efficiente et vérifie 'axiome du joueur nul alors la condition
(2.15) est vérifiée. On obtient donc que si ¢ est efficiente et vérifie 'axiome
du joueur nul alors ¢ est efficiente par composante, ce qui conclut notre
preuve.

0

Ces deux propositions nous permettent de souligner encore ici la simi-
litude entre la méthode d’extension de Myerson et celle de la valeur de
position. L’efficience par composante est liée dans les deux méthodes a la
présence des axiomes d’efficience et du joueur nul.

Proposition 2.10

Soit 1 une régle d’allocation linéaire pour jeux a utilité transférable. Soit ¢
une régle d’allocation pour jeux a structure de communication. Si ¢ est telle
que ¢(N,v,g) = MY x P, x v alors ¢ vérifie 'axiome du joueur superflu.

Cette proposition souligne I'importance que peut avoir la méthode d’ex-
tension sur le comportement de la régle d’allocation. Quelle que soit la regle
d’allocation linéaire pour jeux a utilité transférable qui pourrait étre éten-
due en utilisant la méthode de Myerson, on peut conclure que son extension
vérifie 'axiome du joueur superflu. Cet axiome est construit dans le méme
esprit que I'axiome du joueur nul. Il est donc intéressant d’observer qu’une
extension de la valeur de solidarité ([39] Nowak et Radzik, 1994) vérifierait
I’axiome du joueur superflu, cette regle étant principalement définie par son
alternative a I’axiome du joueur nul.

Preuve : Supposons un joueur i € N et un jeu (N, v, g) tels que v/g(S) =
v/g(S\{i}), si i € S. Dans ce cas on a

g aa(s) = { (e @) e
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Puisque v/g(S5) = v/g(S\ {i}) on a v/g({i}) = v/g(0) = 0.

(0/9\6)(5) = { AP

Et donc v/(g \ gi) = v/g. On obtient donc
P(N,v,9) = ¢¥(N,v/g),

¢<N7U79\gi) :w(va/g\gz)7
¢(N7U7g\gi) :¢(Na”/9) :(b(N?U?g)'

Proposition 2.11

Soit 1 une régle d’allocation linéaire pour jeux a utilité transférable. Soit
¢ une regle d’allocation pour jeux a structure de communication telle que
d(N,v,9) = Ay x Mgw x Ly xv. Si vérifie 'axiome du traitement égal des
égaux alors ¢ vérifie 'axiome d’anonymat des liens.

Preuve : Ona ¢ = AgMépﬁgv. Par définition [Ag]ieN,aEg =1sii€a. Par
conséquent une régle d’allocation ¢ vérifie 'axiome d’anonymat des liens si,
pour tout jeu a structure de communication vérifiant I’anonymat des liens,

on a
{foLQXUL:a, Vvl e g,

ou simplement 1y(g, ") = a, V¢ € g. Pour vérifier 'axiome d’anonymat des
liens il faut donc que le paiement de chaque joueur dépende uniquement
du nombre de ses liens. Chaque lien doit donc recevoir méme le paiement
par la regle ¢ dans le jeu (g,7"). Un jeu a structure de communication
vérifie 'anonymat des liens si r?(A) = r¥(B), YA, B C g avec |A| = |B|. En
particulier, en supposant A C g et £,k € g\ A, on a

r'(AUl) =r"(AU{k}),

puisque |[AU /| = |AU {k}|. Dans un jeu a structure de communication vé-
rifiant 'anonymat des liens tous les liens sont donc égaux. En conséquence
si v vérifie le traitement égal des égaux alors ¢ vérifie 'axiome d’anonymat
des liens.

73



Pour la proposition suivante il nous faut d’abord introduire un nouvel axiome
pour les régles d’allocation pour les jeux a utilité transférable.

Axiome 2.4 (Sensibilité des paiements a ’exclusion) :
Une regle d’allocation v vérifie I'axiome de sensibilité des paiements a 1’ex-
clusion si et seulement si elle vérifie

Vi(N,ds) = i(N\{k}, 65)—i(N, dsugry), Visk € Nyi#k, VS C N, k¢S,

Soit k un joueur indispensable dans le jeu de Dirac dgyy, le paiement du
joueur ¢ dans le jeu de Dirac dg est égal au gain que le joueur 7 aurait a
éliminer le joueur £ du jeu (N,dgyuqky), et ceci que i appartienne ou non &

S.

Proposition 2.12
La valeur de Shapley vérifie I'axiome de sensibilité des paiements a ’exclu-
sion.

Preuve : On doit démontrer que

Shi(N\ {k},ds) = Shi(N,ds) + Shi(N, dsur}),
Vi,k € N, i #k, ¥S C N\ {k}. On sait que
(s —Dl(n —s)!

VS C N avec i € S et que
slin—s5—1)!
Shi(V,d5) = -2 DL

VS C N aveci ¢ S. Nous prouverons en deux étapes que la valeur de Shapley
vérifie cet axiome. Tout d’abord considérons le cas ou ¢ € S. Il faut prouver
que

(s=Dn—s—-1)! (s—1(n—s) n (s+1-1)l(n—s—1)!

(n—1)! n! n!

(s—=Dln—s—=1)! (s=1DY(n—s—1)!
< (n—1)! - n! n =5+
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Considérons maintenant que ¢ ¢ S. Il faut prouver

_slln—1-s-1)! slln—s—-1!" (s+1)(n—s5—2)!

(n—1)! T n! n!

On a

(s —Dl(n—s—2)! (s —Dl(n—s—2)!
a (n—1)! a (n—1)!

On en conclut donc que la valeur de Shapley vérifie cet axiome.

Proposition 2.13

Soit ¢ une regle d’allocation linéaire pour jeux a utilité transférable. Soit
¢ une régle d’allocation pour jeux a structure de communication telle que
d(N,v,9) = Ay X M;ﬂ X Ly x v. Si 9 vérifie les axiomes du joueur nul et
de sensibilité des paiements a I’exclusion alors la régle d’allocation ¢ vérifie
Paxiome du lien superflu.

Preuve : Une regle d’allocation vérifie 'axiome de lien superflu si
d(N,v,g9) = ¢(N,v,g\ {k}), pour k un lien superflu de g.

Supposons un jeu (N,v,g) tel que le lien k € g est superflu. Soit une regle
d’allocation pour jeux a structure de communication telle que ¢(N,v,g) =
AgxM;”xﬁng,ona

¢i(N,v,q) = Z 1/149, , Vi e N.

ZEgl
Supposons que k € g;,
1
3 Svelg ) Z W g,7") + @bk(g, Y)-
[Eegi ZEgl {k}
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En utilisant I’écriture matricielle,

1 1
_ - (i -
= X 5| XMy @+ gner)
tegi\{k} LLCg
1 P v P v
_ zé: : Z {MQL’LT(L)—i— Z [MgL’LU{k}r(LU{k})
Lteg;\{k} LLCg\{k} LCg\{k}

+ %wk(g7 TU)‘

Puisque & est un lien superflu on sait que (L) = r*(L U {k}), VL C g,

1
_ - » (0 -
a ze: 2 EL: <[Mg } 0L + [Mg } l,Lu{k}) TU(L) + 2¢k(g’rv)
Leg;\{k} LCg\{k}

Détaillons a présent ¢p(N,v, g \ {k}),

BN g\ () = Y Sunlo\ (), (i)

£

tegi\ k)

= T 5| T M), T lEaw],, @
—~ 2 a IMkH & aMEH |

ceg\k}  LLco\(ky TCN

Par définition de L, on sait que [Ly]r 1 = [Lg\(xylr7, VL € g\{k}, VT C N.

L’équation précédente devient donc

oW\ = X 5| X Ml @

Leg;\{k} LCg\{k}

La condition de I’axiome de lien superflu peut donc s’écrire

1

1
- P Y -
ze: 2 EL: <[Mg } 0,L + [M ]Z,Lu{k}> TU(L) + 2¢k(g’rv)
tegi\{k} LCg\{k}
_ 1 Y oL
= 2 2 XL: [ g\{k}L,L’"()
Leg;\{k} LCg\{k}
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En regroupant,

4 L
tegi\{k} LLCg\{k}

Z Z ([MZH £,L * [Méﬂ 2,LU{k} B [M;p\{k}} é,L) TU(L)]
+ ¢Pi(g,r") =0

Il est & présent aisé de voir que si la regle d’allocation ¢ vérifie les axiomes
du joueur nul et de sensibilité des paiements a l’exclusion alors ¢ vérifie
l'axiome du lien superflu. Supposons & présent que i ¢ k, 1’équation précé-
dente devient donc

|2 (], e pal,,, - Prw],,) o) =0

4 L
teg; LLCg\{k}
et on conclut que si ¢ vérifie ’axiome de sensibilité des paiements a ’exclu-
sion alors ¢ vérifie ’axiome du lien superflu.
O

2.4 Structure de coalitions

A présent intéressons-nous a une troisieme méthode d’extension, sem-
blable dans son approche aux deux précédentes. En 1974, R.J. Aumann
et J.H. Dreze ([4]) ont introduit ’ensemble des jeux a structures de coali-
tions et proposé une extension de la valeur de Shapley pour cet ensemble
de jeux. Leur cadre formalise des situations dans lesquelles les joueurs font
partie de coalitions formées & priori. Les membres d’une coalition ne peuvent
communiquer avec des joueurs qui ne font pas partie du méme bloc. Consé-
quemment, on peut considérer les structures de coalitions comme un sous-
ensemble des structures de communications dans lequel les graphes sont
uniquement des graphes non-connexes composés de sous-graphes complets
correspondant a chaque bloc. En utilisant la définition du jeu de bloc, on
définit la valeur d’Aumann-Dréze (que I'on notera AD) comme, Vi € N :

ADZ(N, v, B) = ShZ(N, U/B)

De la méme maniere que pour les deux précédentes méthodes d’exten-
sion, on peut écrire cette regle d’allocation sous la forme d’un produit ma-
triciel. On utilise la matrice suivante :

1 siT € Bg,
(QBlsecay,Tcoy = { 0 S

sinon.
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Cette matrice joue le méme role que la matrice Py, joue dans la méthode de
Myerson. On peut alors écrire la méthode d’extension d’Aumann-Dreze de
la maniere suivante

~i(N,v,B) = MY x QB X v,

avec 1 une regle d’allocation linéaire pour jeux a utilité transférable.

Proposition 2.14

Soit 1 une régle d’allocation linéaire pour jeux a utilité transférable. Soit ~

une régle d’allocation pour jeux a structure de coalitions telle que y(N, v, B) =
MY x Qg x v. La régle d’allocation ~ vérifie ’axiome d’efficience par bloc si

et seulement si ¢ vérifie les axiomes d’efficience et de joueur nul.

Preuve : Comme M. Slikker et A. van den Nouweland 'ont souligné dans
Social and Economic networks in Cooperative Game Theory ([46] 2001), on
peut exprimer n’importe quelle structure de coalitions B sous la forme d’un
graphe non-connexe dans lequel les coalitions sont les composantes compléetes
du graphe. Soit gg = {{i,j} | 3B € B telle que i,j € B et i # j} le graphe
déterminé par une structure de coalitions donnée. Cela implique que dans
le graphe gp deux joueurs sont reliés si et seulement si ils font partie de la
méme coalition dans B. Il apparait donc que, par définition, on a VS C N,
S/(g5(S)) = Bs. Conséquemment on a (v/B)(S) = (v/g9)(S), VS C N.
Donc, toute reégle d’allocation pour jeux a structure de coalitions qui est
une extension par la méthode d’Aumann-Dreze peut étre exprimée comme
une reégle d’allocation pour jeux a structure de communication utilisant la
méthode de Myerson. Formellement,

7(N7U7B) = ¢(N7’U/B) - ¢(N7U/QB) = (b(N?U’gB)'

La proposition 2.8 énonce que si ¢(IN,v, gp) vérifie l'efficience par compo-
sante alors ¥(N,v/gp) est efficiente et vérifie 'axiome du joueur nul. Nous
venons de démontrer que y(N, v, B) = ¢(N, v, gg) et donc si 7 est efficiente
par composante alors ¢ 'est également. Par conséquent, par la proposition
(2.8), ¥ est efficiente et vérifie ’'axiome du joueur nul.

]

La maniere dont Aumann et Dreze ont pris en compte la structure de
coalitions par 'utilisation du jeu des blocs étant semblable en tout point a
celle utilisée par Myerson pour les structures de communication, c’est sans
surprise que l'on retrouve ici le méme résultat concernant l'efficience par
bloc.
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Proposition 2.15

Soit ¥ une régle d’allocation linéaire pour jeu a utilité transférable. Soit -y
une régle d’allocation pour jeux a structure de coalitions telle que y(N, v, g) =
MY x Qp x v. La régle d’allocation  vérifie I’axiome d’équilibre des contri-
butions restreint par bloc si et seulement si v vérifie 'axiome du traitement
égal des joueurs indispensables ainsi que I'axiome du joueur nul.

Preuve : Commencgons par prouver que si v vérifie 'axiome d’équilibre des
contributions restreint par bloc alors ¢ vérifie 'axiome du traitement égal
des joueurs indispensables ainsi que 'axiome du joueur nul. On peut écrire
la condition de 'axiome d’équilibre des contributions restreint par bloc de
la maniere suivante

(MYQpv], — [MYQy'], = [MYQuv], — [MYQg'],.

ou Qgi est la matrice correspondant a la structure de coalitions B — i. En
détaillant le produit matriciel on a

> [MYQp], po(T) = > [MYQp"], 7o(T)

T T

= > [MYQs], 0(T) = Y [MYQy'], po(T)
& Y [[MQs],  — [MYQg], |u(T)

= Z “MwQB]j,T - [Mlegi]LT}U(T)'

Ceci doit étre vérifié pour toute fonction v, on a alors la condition suivante
[szQB]@T - [Mle;J]@T = [MwQB]j;F - [MwQZ_SZ]jj’
V1T C N. En détaillant,

Z [Mw]ls QB

S

s
SCN SCN
s
SCN

< zs: [Mw]iys“QB]gT - [Ql; ]S,T}
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Sij ¢S, alors [Qplsr = [ng]ST’ VS C N par définition de Bg. On obtient
la méme chose pour ¢ par symétrie. Notre condition devient alors

S MY l1Q8) gr — Q8 sr] = 30 MY, 5[ [@8lgr — (@5 sz

s s
sEN SCN
JES i€s

(2.20)
et ceci VI' C N. Notons B*/ le bloc contenant les joueurs i et j.

Cas1:BY CT

Si T est I'union de ce bloc et d’éléments contenus dans N\ B%/ alors T n’est
pas un bloc lui-méme et donc [Qplsr = [ng]S,T = [Qz']sr = 0 quelle que
soit S. L’équation s’annule alors des deux cotés.

Cas 2:TC N\ B%

Si T est un bloc contenu dans N \ B, les changements dans B% n’im-
pacteront pas la composition de T' et donc [Qplsr = [QF’lsT = [Qgi] ST
annulant 1’équation.

Cas 3: T C B
Il reste donc le cas ot T est un sous-ensemble de B%/. On distinguera alors
trois sous cas : j € T (et donc par symétrie i € T'), i,j ¢ T oui,j € T.

Cas3.1:5€T,i¢T

On a
25: [Mw]i7s[[QB] ST [ng]sy} = ; [Mw]j,s[[QB] ST [Qgi]s,T]

Sij €T alors [ng s, = 0 pour tout S qui contient j puisque 7" n’est plus
un bloc unique sous ng . De plus, quelle que soit S telle que ¢ € S, T n’est
jamais un bloc de S puisque T'U i forme un bloc (rappelons que T C B%/).
Cependant T' peut-étre un bloc de S sous Qgi. L’expression précédente peut
s’exprimer sous la forme

Z [Mw]i,S[QB]S,T: Z [Md}]j,s[_[QEi}s,T]

s s
TCSCN TCSCN
jes ieS

Sii € S on sait que [@p]s,r = 0. On sait également que j € S puisque j € T'
et T CS.0Ona

S MY lslgr = > MY [ - [QF g

S S
TCSCN TCSCN
JES i€S
i¢s jES
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En opérant un changement de variable on obtient

> [9), [Qs) g+ (MY, 6, [ Q5 50| = 0

TCSCN

jeES

i¢s
On voit que [Qgi]SUi,T = [@B]s,r puisque sous Qgi, ¢ est lui-méme un bloc.
La condition devient

S [IMY], g+ [MY], o] Q8] g1 =0 (2.21)

S

¢S
Ceci doit étre vérifié quelle que soit la structure de coalitions. Par consé-
quent cela doit étre vrai pour la structure de coalitions (N,B = N). Dans
ce cas, pour tout 7' 3 j, on a [@g|sr = 1 seulement quand S = T puisque
si T C S, S est un bloc. La condition est réduite & [M¥]; g = —[Mw]jﬂUi,
VSC Naveci¢ S, jeSs.

Cas 3.2:4,5€T

Ona[Qg']sr = [Qgi]g,T = 0 quelle que soit S, avec T' C S puisque que soit
sous Qg] ou sous ng, T ne sera plus un bloc unifié. On peut donc simplifier
I'équation (2.20) et on obtient

Z [Mw]i,S[QB]S,T: Z [M¢]j,S[QB]S,T’

g S
TCSCN TCSCN
jE€S iE€ES
i€S JeS
“l 41[1]i75 - [M¢]j75] [QB] ST = 0. (222)
nggN

Si on considere la structure de coalitions (N,B = N), pour tout T C N
telle que {4,j} C T, on a que [@p]sr = 1 seulement si S = T". Sachant cela,
la condition devient [M¥]; s = [M¥]; s pour tout S telle que {7, j} C S C N.

Cas 3.3:4,7¢T

Dans ce cas, [@p]sr = 1 quand S est 'union de T" et d’un sous-ensemble de
N\ B auquel cas [Qz']s1 = [ng]S,T = 1 ce qui annule I’équation (2.20).
Cependant, quand S est telle que T Ui C S ou T Uj C S tous les cas ou
[@QB]s,r = 0 et, respectivement, [le] =1ou [ng] = 1 sont des possibilités.
On écrit alors ’équation suivante

> M| Qelsr—[06')sx) = 2 MY;5]1Q8] 5= Q5 sr):

JjES €S
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comine

o Z [M¢]iS[QEj]S,T:_ Z [Mw]j,S[ngS,T’

S S
TCSCN TCSCN
JjES €S
ou encore
Z [Mzﬂ 4,SU7J [QEJ] SuUj,T = Z [Mw]j,sui [le] Sui, T
ngg\l nggN
Jj¢s i¢S

Cependant on a vu dans le cas 3.1 que [ng]suj,T = [@QB]s,r (et symétrique-
ment que [Qgi}gui,gp = [@B]s,r). On sait que si S contient 7 ou j alors T' ne
sera pas une composante de .S puisque T'U ¢ ou T'U j en sera une. On peut
donc écrire la condition

Z “Mw}i,SUj - [Mw]jﬂui} [QB] ST =0. (2.23)

nggv
,J¢S

Considérons la structure de coalitions (N,B = N). Quelle que soit T C
N\ {i,j}, on a [@Qplsr = 1 seulement quand S = T'. En conséquence, si
l'on souhaite que la condition soit vérifiée, il faut [M w]i,SUj = [MY] ,SUi>»
VS C N\ {ij}
En conclusion, si une reégle d’allocation (N, v, B) = (N, v/B) vérifie ’axiome
d’équilibre des contributions restreint par bloc, alors la régle d’allocation
vérifie les conditions suivantes :

(1) [Md]]i,SU{j} = _[Mdi]
(2) [MY]
(3) [MY]

i,SU{ij} M 7,80{i,5}’
isugy = MY sopy

VS C N\ {i,7},Vi,j € N. La condition (2) est équivalente a I’axiome du
traitement égal des joueurs indispensables. En utilisant les conditions (1) et
(3) on obtient —[Mi/’]j’s\{j} = [Mw]jﬂ avec S C N,j € 5,5 # {j} ce qui
est équivalent a ’axiome du joueur nul.

Prouvons a présent que la réciproque est vraie. En utilisant les conditions
(1), (2) et (3) respectivement dans les équations (2.21), (2.22) et (2.23),
la condition de ’axiome d’équilibre des contributions restreint par bloc est
vérifiée. Il nous reste donc & prouver qu’une reégle vérifie les conditions (1),
(2) et (3) si et seulement si elle vérifie les axiomes du joueur nul et du
traitement égal des joueurs indispensables. Les trois conditions impliquent
ces deux axiomes. Prouvons a présent que les axiomes du joueur nul et du
traitement égal des joueurs indispensables impliquent ces trois conditions.
Si ¢ vérifie 'axiome du joueur nul on a,

—[MY] [MY], o VSCN,je 8,5 #{j}

3S\liY —
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et

_[Mw}iS\{i} = [M¥], ,, VSCN,i€S,S#{i}.

Soit S =TU{i,j}, VI' C N\{i,j}. En utilisant 'axiome du traitement égal
des joueurs indispensables on obtient

P — _ (¥ — _[ag¥ — P
(M) 0y = ~ MY 0000 = — M mopg = I zogy
Ce qui conclut donc notre preuve.
O
Le tableau suivant résume les résultats des sections 2.3 et 2.42 :
Méthodes d’extension
Myerson valeur de position | Aumann-Dréze
Axiomes M¢ng AgM;bﬁgv MYQpv
Equivalence <
Joueur nul Efficience Efficience Efficience
+ Efficience par composantes | par composantes par bloc
Joueur nul Equilibre des
+Traitement égal contributions
des joueurs restreint
indispensables par bloc

Implication =

Joueur nul
+ Sensibilité Lien
des paiements superflu

a l'exclusion

Traitement égal Anonymat
des égaux des liens
0 Joueur superflu

2. Le symbole ) signifie que quels que soient les axiomes de la régle d’origine, son
extension vérifiera I’axiome indiqué.
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Chapitre 3

Consistance Associée



3.1 Introduction

Dans la littérature on distingue deux types d’approches autour du concept

de consistance : la consistance sur le jeu réduit et la consistance associée.
La premiére a été introduite par Davis et Maschler (1965, [13]) afin de pré-
senter et caractériser le kernel d’un jeu coopératif. Le principe se base sur
I'usage d’un jeu réduit. Ce jeu réduit est obtenu apreés que certains joueurs
alent quitté le jeu et recu un paiement en accord avec la regle d’allocation.
La consistance sur le jeu réduit requiert que les joueurs restant dans ce jeu
réduit regoivent le méme paiement que dans le jeu d’origine. Le principe de
la consistance sur le jeu réduit a été utilisé extensivement pour caractériser
divers concepts de solutions. Aumann et Dreze (1974, [4]) ont prouvé que
le Core (ainsi que d’autres concepts de solutions) vérifiait cette condition
pour un certain jeu réduit. Sobolev (1975, [48]) a utilisé ce principe dans
une caractérisation du pré-nucléole. Hart et Mas-Colell (1989, [26]) utilisent
un axiome de consistance sur un jeu réduit modifié afin de caractériser la
valeur de Shapley. Thomson (2006, [49]) et Driessen (1991, [15]) offrent tout
deux une vue d’ensemble de l'utilisation du principe de consistance sur le
jeu réduit.
En 1999, Hamiache ([19]) a introduit le second type d’utilisation du principe
de consistance, la consistance associée. Ce concept, bien qu’inspiré de celui
de la consistance sur le jeu réduit, met en place une approche différente.
En introduisant une perturbation dans le jeu d’origine on obtient un jeu
modifié (appelé jeu associé). La consistance associée requiert alors que la
regle d’allocation offre la méme répartition sur le jeu d’origine et son jeu
associé. L’approche de Hamiache se distingue par le fait que la construction
de ce jeu associé se construit en faisant une hypothese sur la maniere dont
les joueurs eux-méme peuvent percevoir le jeu. Dans ce chapitre, nous nous
concentrerons sur le principe de consistance associée et son utilisation sur
différents modeles.

3.2 Consistance associée et jeux a utilité transférable

Dans l'article de 2001, Hamiache ([20]) introduit un axiome de consis-
tance associée pour caractériser la valeur de Shapley. Il présente alors la
modification suivante du jeu. Pour tout jeu (N,v) € I' on définit le jeu
associé (N, Ha?) avec

Hal(8) =v(S)+7 Y w(SU{j}) —v(S) —v({j})], VSC N
jEJJV\S
et 0 < 7 < 1. Hamiache offre une interprétation du jeu associé. La coalition
S considere les joueurs appartenant a N \ S comme des joueurs isolés et
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ne faisant pas partie d’une coalition (ce que Hamiache appelle “une vision
myope de ’environnement” de la coalition). En se basant sur un principe
de diviser pour mieux régner, la coalition S envisage de pouvoir obtenir au
moins une part 7 du surplus v(SU{j}) —v(S) —v({j}) obtenu en coopérant
avec chacun des joueurs j € N \ S. Par conséquent le jeu tel qu’il est pergu
par chacune des coalitions est donc le jeu associ¢ Ha?.

Hamiache caractérise alors la valeur de Shapley en utilisant les axiomes sui-
vants :

Axiome 3.1 (Consistance associée (par rapport au jeu v*)) :
Pour tout jeu a utilité transférable (N, v) € ', une régle d’allocation v vérifie
l'axiome de consistance associée (par rapport au jeu v*) si et seulement si

w(N/U) = w(N7U*)'

L’axiome du jeu inessentiel requiert simplement que dans un jeu ou la co-
opération ne génere aucun surplus, chaque joueur obtient en paiement ce
qu’il génere seul.

Axiome 3.2 (Jeu inessentiel) :
Pour tout jeu a utilité transférable inessentiel (N, v), une regle d’allocation
1 vérifie 'axiome de jeu inessentiel si et seulement si

Vi (N,v) = v({i}), Vi € N.

Le jeu associé est une modification d’un jeu a utilité transférable. On peut
donc prendre le jeu associé du jeu associé, le jeu associé du jeu associé du jeu
associé etc. Il est possible que cette séquence infinie de jeux associés converge
vers un jeu spécifique. L’axiome de continuité requiert que la limite de la
regle d’allocation sur ses jeux associés soit obtenue en appliquant la regle
d’allocation au jeu limite.

Axiome 3.3 (Continuité) :

Pour toute séquence convergente {(IN,v)}72, dont la limite est (IV,?), une
regle d’allocation 1 pour jeux a utilité transférable vérifie I’axiome de conti-
nuité si et seulement si

llmk—)oow(Na Uk) = ¢(Na 6)
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Hamiache énonce alors le théoréme suivant :

Theoréme 3.1 (Hamiache 2001, [20])

Une régle d’allocation v pour jeux a utilité transférable vérifie les axiomes de
consistance associée par rapport au jeu Ha? (pour 0 < 7 < %), de continuité
et de jeu inessentiel si et seulement si ) = Sh.

La preuve de ce théoreme s’articule autour de deux points. Prouver que

la séquence des jeux associés est convergente vers un jeu inessentiel, puis
prouver que les valeurs générées par les singletons dans ce jeu inessentiel
correspondent au paiement de la valeur de Shapley.
Cette axiomatique de la valeur de Shapley proposée par Hamiache avec
I’'usage d’un jeu associé a ouvert la voie a d’autres travaux similaires. Hwang
([29]) caractérise en 2006 la solution d’Allocation Egale des Cotits Non-
séparables en utilisant un jeu associé. En plus des axiomes d’efficience, d’ano-
nymat et de continuité, il utilise 'axiome suivant :

Axiome 3.4 (Covariance par translation) :

Pour tout jeu (N,v) € I et tout vecteur z € RY, une régle d’allocation 1
pour jeux a utilité transférable vérifie 'axiome de covariance par translation
si et seulement si

(N, v) +z=9(N,v+z),
avec (v+2)(S) =v(S) + Y _a;, VSCN.
ics
Le jeu associé (N, Hw?) utilisé par Hwang est tel que
v(S)+ T Z [w(SU{j}) —v(S) —SCj(N,v)] siS#0,

J
JEN\S

0 si S =0.

Hul(S) =

Ou SCj(N,v) est le coit séparable du joueur j dans le jeu (N,v) défini
par la définition 1.11. L’interprétation de ce jeu est trés similaire a celle du
jeu de 2001. La coalition S pense pouvoir accaparer une part 7 du surplus
qui est ici défini comme la différence entre la valeur générée par S U {j} et
la somme de la valeur générée par la coalition seule et du cotit séparable de j.

Hwang énonce alors le théoreme suivant :

Theoréme 3.2 (Hwang 2006, [29])
Une regle d’allocation v pour jeu a utilité transférable vérifie les axiomes
d’efficience, d’anonymat, de continuité, de covariance par translation et de

consistance associée par rapport au jeu Hw? (pour 0 < 17 < %) st et seule-
ment st = FANSC' .
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Remarquons que le théoreme de Hwang differe de celui de Hamiache
par 'absence d’'un axiome de jeu inessentiel. En effet le jeu limite n’est pas
inessentiel et Hwang caractérise donc la régle d’allocation FAN SC par 'uti-
lisation des axiomes d’anonymat, d’efficience et de covariance par translation
sur le jeu limite.

En 2015, Xu et al. ([53]) offrent une nouvelle caractérisation de 'EAN SC
et du C'IS en utilisant des jeux associés. Leur axiomatisation est en tout
point équivalente a celle de Hamiache (2001, [20]), seul le jeu associé est
modifié. Puisque la dualité existante entre le CIS et 'EANSC rend les
deux jeux tres similaires, nous ne présenterons ici que le jeu associé aidant
a la caractérisation du CIS. On note le jeu associé utilisé par Xu et al. par
XuCy.

XuCy(S) = v(S)+7 [ (e(N) = 3 o({5}) - (v($) = 3 v({i})], VS S N.

J J
JEN jes
La valeur dual de v({j}) est v¢({j}) = SC;j(N,v). Le jeu associé de Xu
et al. permettant la caractérisation de la régle FANSC correspond au jeu
précédent dans lequel on remplace v({j}) par sa valeur duale SC;(N,v).
Le théoréme de caractérisation du C'1.S s’énonce alors ainsi :

Theoréme 3.3 (Xu et al. 2015, [53])

Une régle d’allocation ¢ pour jeur o utilité transférable vérifie les axiomes
de continuité, de jeu inessentiel et de consistance associée par rapport au
jeu XuC? (pour 0 <1 < %) st et seulement si = CIS.

Sur le domaine des jeux a utilité transférable, on peut encore citer le tra-
vail de Driessen (2010, [16]) qui étend le théoréme de Hamiache (2001, [20])
aux regles d’allocation vérifiant les trois axiomes d’efficience, d’anonymat et
de linéarité, ainsi que larticle de Wang et al. (2017, [50]) qui caractérise les
valeurs de Shapley o — égalitaires par la méme approche.

3.3 La F-value et la Mean value

Sur les différents domaines ot la communication est restreinte, peu d’ar-
ticles utilisent le principe de consistance associée. A notre connaissance, Ha-
miache est le seul a avoir proposé différentes regles d’allocation dont les ca-
ractérisations reposent sur un jeu associé pour des domaines comme les jeux
a structure de communication ou de coalitions. L’article séminal introdui-
sant le principe de consistance associée (Hamiache 1999, [19]) est d’ailleurs
un article traitant des regles d’allocation pour jeux a structure de commu-
nication. L’approche développée dans cet article est quelque peu différente
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de celle qui apparaitra dans l'article de 2001. Penchons-nous tout d’abord
sur le jeu associé introduit dans cet article. Soit un jeu a structure de com-
munication (NV,v,g), et une regle d’allocation ¢ pour jeux a structure de
communication, Hamiache définit le jeu associ¢ (N, HF, g) avec

v(S)+ D [6;(SU{ihusugy 9(SU{GY)

jedns
HEF}(5) = —v({j})] st |S/g] =1,
(HFY/g)(S) si |S/g] # 1.

On peut noter que ce jeu associé differe des autres présentés jusqu’a pré-
sent. Ce dernier a pour parametre la régle d’allocation ¢ elle-méme. Dans
les approches précédentes, ’axiome de consistance associée se construit sous
la forme (N, v) = ¥ (N, v*) ot v* est le jeu associé. Ici il se présente sous la
forme ¢(N,v,g) = ¢(N, Uy g). Hamiache établit ici une relation beaucoup
plus complexe entre le jeu associé et la regle d’allocation puisque chacun
définit I'autre. On peut cependant noter que le jeu associé se construit tou-
jours sur la base d’un comportement répondant a ’expression diviser pour
mieux régner. Le monde tel qu’il est pergu par la coalition S se limite a S*.
Le surplus ¢;(S U {j}, vsuqj1,9(S U {j})) — v({j}) correspond au surplus
du joueur j quand il est invité & former la coalition S U {j}. La coalition
S, ignorant tout des liens qui peuvent exister entre les joueurs qui appar-
tiennent & N \ S, a des vues sur ce surplus.

En plus des axiomes d’efficience par composante et de linéarité par rapport
aux jeux, Hamiache utilise les axiomes suivants :

Axiome 3.5 (Indépendance par rapport auzx joueurs non pertinents) :
Soit un graphe (NN, g), une régle d’allocation ¢ pour jeux a structure de
communication satisfait I’axiome d’indépendance par rapport aux joueurs
non pertinents si et seulement si, pour toute coalition connexe R, la regle
vérifie
¢i(R,ur,g(R sii € R,
¢i(N, ug, 9) :{ 0 ( 1 sinon.

Axiome 3.6 (Positivité) :

Soit un graphe (NN, g), une régle d’allocation ¢ pour jeux a structure de
communication vérifie ’axiome de positivité si et seulement si, pour toute
coalition connexe 1" et tout joueur ¢ € T, la régle vérifie

¢i(T,ur,g(T)) > 0.
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Axiome 3.7 (Consistance associée (par rapport au jeu v*)) :
Pour tout jeu a utilité transférable (N, v,g) € I'g, une régle d’allocation ¢
vérifie 'axiome de consistance associée si et seulement si

¢(Na Uag) = d)(va*ag)'

On peut relever une autre différence fondamentale avec 'approche qui
sera établie en 2001, il n’est pas question ici de continuité ni d’inessentialité.
On ne s’intéresse pas a la convergence de la série des jeux associés. L’applica-
tion de 'axiome de consistance associée suffit & obtenir une caractérisation,
du fait de la résolution du systéme induit par le jeu associé. Le théoréeme de
caractérisation s’énonce alors :

Theoréme 3.4 (Hamiache 1999, [19])

1l existe une et une seule régle d’allocation ¢ pour jeux d structure de com-
munication qui vérifie les axiomes d’efficience par composante, de linéarité
par rapport auz jeux, d’indépendance par rapport aux joueurs non pertinents,
de positivité et de consistance associée par rapport au jeu HF;;

De plus cette régle d’allocation correspond au vecteur propre normalisé as-
socié a la valeur propre la plus grande de la matrice n];"n définie par

Gi(N\ {7} umgp 9N A{GE) - st (VA {5})/9) =1
(Fl; = etie N\ {j},

0 sinon.

Cette régle d’allocation est appelée la F-value (notée F'V ).

Exemple 3.1:

La F-value est une régle qui se définit par récurrence. Afin de calculer la regle
d’allocation d’un jeu a structure de communication sur un graphe donné,
il est nécessaire d’avoir le paiement des joueurs dans tous les sous-graphes
connexes. Soit un jeu (N,uy,g) € I'g avec (N = {1,2},¢9 = {{1,2}}), on a
FVi =FV; = 3.

Considérons a présent le jeu (N,uyn,g) € I'¢ avec (N = {1,2,3},9 =
{{1,2},{1,3}}), on a alors le graphe suivant :

91



FI1GURE 3.1 — Chemin a 3 joueurs

La matrice F' est donc telle que

- 11_
0 -~ =
2 2
1
F=1|0 0 =
2

1

0 - 0

L 2 i

=
=
S~—

On obtient alors les paiements suivants : FV (N, v, g) = (%,

Dans son article de 2003, Hamiache ([22]) propose une autre regle d’al-
location pour jeux a structure de communication et la caractérise également
par I'utilisation d’un jeu associé. La construction de ce jeu associé est simi-
laire dans son approche a celle de I'article de 1999, cependant elle présente
un raffinement supplémentaire. La ou les joueurs j € N \ S sont passifs vis
a vis des ambitions de la coalition S dans le jeu associé HF s de 1999, Ha-
miache conceptualise ici une potentielle réaction de ces joueurs qui se fait
en mobilisant des contre coalitions. Il présente ’expérience de pensée sui-
vante : soit une coalition connexe 7', une sous coalition non connexe K C T
et un joueur j € T*\ T tel que K U {j} est connexe. La coalition K peut
communiquer grace aux joueurs qui appartiennent a 7'\ K mais il s’avere
que le joueur j est capable de permettre a la coalition K une alternative
en terme de communication. De fait, cette situation représente une menace
pour l'intégrité de la coalition T qui serait alors préte a allouer certaines
ressources afin de la contrer.

Soit une coalition S et un joueur j € S*\ S. Une coalition 7" est une contre

coalition de j face & S'si j € T et T'\ {j} est une sous-coalition non connexe
de S. On note C(S, j) ’ensemble de ces contre coalitions.

C(S.J)={T 15T IT/gl =1, T\{j} S, [T\ {5})/gl #1}.

Hamiache introduit également la notion suivante : soit 7" une coalition
connexe et j un point d’articulation du graphe. Le surplus de second ordre
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du joueur j par rapport a T est défini par

ENpg (T, ) =@ —v{iH] - Y. [wEU{})—v({5})]

KG(T<({J'})/9
= [o(T) = (v/g)(T\ {5}) — ({5 })]
= > [E U - eE) —v({5})]-

K
Ke(T\{i}/9

Le premier terme correspond au surplus généré par j quand il permet d’éta-
blir la communication et le second terme le surplus de 7 quand il n’est pas
relais de communication. En utilisant cette notation Hamiache définit le jeu
associé suivant, que 1’on note H M"Y,

)+ 3 S UG = u(s) - v({ih)]
jedns
HM(S) = > O(T, 8, 5)En.g)(T+5))] i |S/g] =1,
TeC(S,5)
(HM"/g)(S) si |S/g| # 1.

O les coefficients O(T, S, j), pour T' € C(S,j), sont solutions du systéme
d’équations linéaires

> O(T,8,j) =1, VK € C(S,j).
TGC’IES,j)
KCT
Dans le jeu associé HM?" on considére que la coalition S peut se dé-

barrasser des menaces représentées par les contre coalitions que ses voisins
j peuvent former par un paiement au moins égal a leur surplus de second
ordre. Les coefficients © assurent que pour une coalition S et un joueur
Jj € S*\ S, les coalitions C(S, j) ne sont comptées quune seule fois.
L’un des avantages de cette approche, en comparaison avec ’approche de
1999, réside dans le fait que les paiements de la regle d’allocation pour les
sous-jeux du jeu initial ne sont pas nécessaires afin de déterminer le jeu
associé et ne sont donc pas nécessaires pour ’évaluation que les coalitions
peuvent avoir de leur propre capacité a générer de la valeur.
Hamiache introduit deux nouveaux axiomes.

Axiome 3.8 (Conditions initiales) :

Pour tout joueur i et j € N et tout jeu (IV, cugy, g) € I'g, une regle d’alloca-
tion ¢ pour jeux a structure de communication vérifie les conditions initiales
si et seulement si

¢i(N, cugzy, g) = cdij,
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avecéijzlsii:jetéz-jzosii;éj.

Axiome 3.9 (Additivité par rapport auz jeuz) :

Pour tout jeu (N,v,g) et (N,w,g) € T'c une régle d’allocation ¢ pour jeux
a structure de communication vérifie 'axiome d’additivité par rapport aux
jeux si et seulement si

¢(N,v +w,g) = ¢(N,v,9) + ¢(N,w, g).

Hamiache énonce alors le théoréme suivant :

Theoréme 3.5 (Hamiache 2003, [22])

1l existe une et une seule regle d’allocation ¢ pour jeux a structure de commu-
nication qui vérifie les axiomes d’additivité par rapport auz jeuz, des condi-
tions initiales et de consistance associée par rapport au jeu HMV. De plus,
cette régle d’allocation, appelée Mean value (notée MV ), vérifie l’équation
itérative

MV (N, cug,g) =

> MV(N,cug\y,9),
J

JEK
[(K\{7})/gl=1

(K, 9)

avec r(K, g) le nombre d’éléments de K qui ne sont pas des points d’arti-
culation du graphe (K, g(K)).

Exemple 3.2:

La Mean value est une régle qui se définit par récurrence tout comme la
F-value. Afin de calculer la regle d’allocation d’un jeu a structure de com-
munication sur un graphe donné, il est nécessaire d’avoir le paiement des
joueurs dans tous les sous-graphes connexes. Soit un jeu (N,upy,g) € I'g
avec (N ={1,2},9 = {{1,2}}), ona FV; = FV, = 3.

Considérons a présent le jeu (N,un,g) € I'¢ avec (N = {1,2,3},9 =
{{1,2},{1,3}}). On a alors le graphe suivant :

3 1 2

FIGURE 3.2 — Chemin a 3 joueurs

Il y a dans ce graphe deux joueurs qui ne sont pas des points d’articulation,
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les joueurs 2 et 3. Regardons les paiements de la regle pour les jeux dans
lesquels on supprime I'un de ces joueurs.

i MV (N, un gy, 9(N \ {i})

2 (3:0,3)
3 (3:3:0)
Somme (1,43

Le paiement est donc le méme que celui donné par la regle F'V c’est-a-dire
MV (N,uy,g) = (3.3, 1)-
O

En 2012, Hamiache ([24]) propose des extensions efficientes de la valeur
de Myerson et de la valeur d’Aumann-Dreze et les caractérise en utilisant
a nouveau des jeux associés. De la méme maniere, Hamiache (2001, [21])
caractérise la valeur d’Owen pour les jeux a structure de coalitions (1977,
[40]) en faisant usage d’un jeu associé. Comme les deux nouvelles régles d’al-
locations que nous proposerons dans les chapitres 4 et 5 sont définies pour
les jeux a structure de communication, nous nous contenterons ici d’évoquer
les travaux de Hamiache sur la consistance associée dans le cadre des jeux
a structure de coalitions, sans entrer dans les détails.

3.4 Approche matricielle

Dans sa présentation en 2004 au second congres mondial de la Société de
Théorie des Jeux a Marseille, Hamiache présenta pour la premiére fois une
approche matricielle de la consistance associée. Cette présentation déboucha
sur deux articles traitant de cette approche matricielle, I'un par Hamiache
qui sera publié en 2010 ([23]) et l'autre par Xu et al. en 2008 ([52]). Le jeu as-
socié de Hamiache (2001) étant une transformation linéaire du jeu d’origine,
I’approche matricielle offre une écriture plus simple et plus efficace. Cette
approche permet alors d’utiliser les nombreux outils de I’analyse matricielle,
notamment en terme de convergence, pour la démonstration des théoremes
de caractérisation.
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Rappelons la formule du jeu associé Ha? de 2001 permettant de caracté-
riser la valeur de Shapley :

Hal(S) =v(S) +7 > [p(SU{}) = v(S) = v({7})], ¥S C N.
jems

En effectuant certains regroupements, on peut écrire ce jeu de la maniere
suivante :

Hal(S) = [1-|(N\S)| 7]o($) =7 > w({i})+7 >° w(SU{j}), VS S N.

J J
JEN\S JEN\S

En utilisant le vecteur 2y lexicographiquement ordonné défini dans la sec-
tion 1.2, on peut construire une matrice du jeu associé, indexé en ligne et
en colonne par {)y. Hamiache note cette matrice M., dont les éléments sont
définis par

1—|(N\S)|7 siS=T,

e si|S|+1=|T|etSCT,
M.[S,T] = . si|T|=1etT ¢S,
0 sinon.

Il est évident que cette matrice vérifie I'’équation Ha? = M. x v. Notons
que la fonction caractéristique v est considérée sous sa forme vectorielle
exhaustive. La caractérisation de la valeur de Shapley par Hamiache (2001)
repose sur la convergence de la séquence des jeux associés. Soit Ha? = M. xwv
le jeu associé, le jeu associé du jeu associé est (Ha¥)? = M, x Ha’ =
(M.)? xv. Le jeu associé de second ordre est obtenu en élevant la matrice M.
a l'ordre 2 et en la multipliant par le vecteur de la fonction caractéristique.
Il en va de méme pour tout ordre k du jeu associé.

La preuve du théoreme 3.1 se résume alors a deux points essentiels. Prouver
que la séquence des puissances de la matrice M, est convergente et qu’elle
converge vers une matrice donnant un jeu inessentiel.

Proposition 3.1

Les valeurs propres de la matrice M, sont : 1 avec multiplicité géométrique de
n, 1 —t7 avec multiplicité géométrique (?), pour t = 2,3, ...,n. Conséquem-
ment, les multiplicités algébriques et géométriques des n valeurs propres
coincident et M, est diagonalisable.

Theoréme 3.6 (Hamiache 2010, [23])
Soit 0 < 7 < 2, la séquence des puissances de la matrice {(M.)*}32, est
convergente et limy_,oo(M.)¥ x v =0 avec (N, ) un jeu inessentiel.
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En utilisant ces résultats, le théoreme 3.1 est & nouveau prouvé. Par la
suite, ’approche matricielle s’est imposée comme la méthode de prédilection
de Hamiache pour les théorémes de caractérisation par consistance associée.
Les extensions efficientes de la valeur de Myerson et de la valeur d’Aumann-
Dreze (2012, [24]) utilisent extensivement cette approche matricielle. L’ap-
proche matricielle donne acces a un nombre d’outils mathématiques impor-
tant aidant aux preuves des théorémes de convergences. De plus, comme
I'ont montré récemment Béal et al. (2016, [5]), l'utilisation de la forme ré-
duite de Jordan ouvre la voix a une technique de preuve directe dont les
étapes sont connues et balisées pour les théorémes de convergence. Cette
technique de preuve a déja pu montrer sa flexibilité et son utilité dans I’ar-
ticle de Wang et al. (2017, [50]). Cette technique repose essentiellement sur
le choix d’une base pour 'espace des jeux & utilité transférable permettant
d’obtenir une forme triangulaire supérieure de la matrice de transformation
du jeu associé, ce qui permet d’obtenir aisément les valeurs propres de la
matrice de transformation. Nous avons nous-méme fait appel dans le cha-
pitre 4 aux matrices de Jordan mais de maniere périphérique, nos techniques
de preuves restant plus en phase avec 'approche de Hamiache (2001).

3.5 Conclusion

Il apparait que le concept de consistance associée tel qu’il a été développé
par Hamiache dans les articles de 1999 et de 2001 est un outil puissant, tant
sur le plan technique de 'axiomatique que sur le plan de l'interprétation
des axiomes et du comportement des régles d’allocation. En effet dans les
axiomatiques de Hamiache (1999, 2001, 2003), celles de Xu et al. (2015) ou
encore celles que nous avons évoqués de Driessen (2010) et de Wang et al.
(2017), 'ensemble de 'axiomatique tient a l'utilisation d’un jeu associé. Dans
les constructions de Hamiache (2001) et celles s’en inspirant, il suffit bien
souvent d’un axiome de jeu inessentiel et de continuité en plus de 'axiome
de consistance associé. C’est bien sur ce dernier que repose toute la force
restrictive de ’axiomatisation, les deux autres n’en étant que son support.
Dans les approches de 1999 et de 2003, Hamiache utilise, en plus de la
consistance associée uniquement des axiomes permettant de mettre en route
un raisonnement par récurrence.

La construction du jeu associé se fait principalement autour de I'idée
d’un comportement qui consiste a diviser pour mieux régner. Les différences
entre les jeux associés que nous avons présentés et évoqués émanent de la
maniere de considérer ’environnement des coalitions. Essentiellement, ce
que le jeu associé décrit n’est autre que la vision que chaque coalition S
a du monde qui I'entoure ainsi que des autres joueurs n’appartenant pas a
S. Ce faisant, le jeu associé décrit également la nature de I'interaction avec
les autres joueurs. Est-ce que les joueurs sont effectivement passifs, isolés
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et se laissent prendre au piége (Hamiache 2001)? Ont-ils une capacité de
négociation construite autour d’un mécanisme précis qui pousse la coalition
S a envisager une contrepartie (Hamiache 1999, 2003) ? Ces éléments de
la construction mathématique du jeu associé renvoient directement a des
conceptions concretes en termes d’applicabilité et d’interprétation des in-
teractions du jeu. D’une certaine maniere, certains des jeux que nous avons
présentés ici (notamment Hamiache 2003) offrent une interprétation qui dé-
passe le cadre classique de la théorie des jeux coopératifs, puisqu’ils donnent
une vue sur des négociations précédant a la formation de coalitions.

L’utilisation du concept de consistance associée a également favorisé
I’émergence d’une approche matricielle de la théorie des jeux coopératifs du
fait de ’aide procurée par une écriture matricielle du jeu associé. Cette mé-
thode matricielle semble s’imposer comme permettant 'utilisation de tech-
niques de preuves plus directes et plus efficaces en ce qui concerne les ap-
proches par consistance associée semblables a celles de Hamiache (2001),
qui reposent donc sur un théoreme de convergence. Dans le chapitre 4 nous
mettons en place des techniques de preuves semblables. En revanche, les
approches par consistance associée construites dans la lignée de Hamiache
(1999) ne bénéficient pas des mémes avantages a ’écriture matricielle puis-
qu’elles ne nécessitent pas de prouver une convergence de la séquence des
jeux associés. La caractérisation d’une nouvelle regle que nous développons
dans le chapitre 5, se situe dans cette lignée.
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Chapitre 4

Consistance associée, regle
d’allocation et graphes



4.1 Introduction

Ce chapitre présente et caractérise une nouvelle regle d’allocation pour
jeux a structure de communication. Trois axiomes sont utilisés pour obtenir
cette caractérisation : consistance associée, continuité et jeu inessentiel. Le
lecteur remarquera que cette axiomatique est semblable a celle de Hamiache
dans l’article de 2001 (][20]). L’approche présentée dans ce chapitre est en fait
une extension intuitive et directe de I’approche utilisée par Hamiache pour
caractériser la valeur de Shapley. Les axiomes sont semblables mais adaptés
au domaine des jeux a structure de communication, le jeu associé est une
extension naturelle du jeu associé de 2001 et la regle d’allocation obtenue
correspond a la valeur de Shapley quand la communication est compléte.
D’un point de vue technique, le jeu associé v* développé dans ce chapitre
peut étre représenté par un produit matriciel, v* = PyM.P,v avec P, la
matrice représentant la structure de communication définie au chapitre 2,
et M. la matrice du jeu associé de Hamiache (2001) définie au chapitre
3. En suivant I’approche de la caractérisation de la valeur de Shapley par
Hamiache, nous établissons une séquence de jeux associés : le jeu associé
du jeu original, le jeu associé du jeu associé etc. Nous prouvons que cette
séquence est convergente vers un jeu inessentiel et, en utilisant un axiome
d’inessentialité, nous caractérisons une regle d’allocation unique pour jeux
a structure de communication. La preuve repose en partie sur des outils
matriciels et en partie sur des calculs combinatoires.

La derniére section de ce chapitre est dédiée aux travaux en cours concer-
nant les structures de coalitions. En appliquant la méme démarche aux jeux
a structure de coalitions nous sommes en mesure de construire un jeu associé
semblable également a celui de 2001. Ce jeu associé v* peut étre représenté
par un produit matriciel, v* = QM. Qpv avec (i la matrice de la structure
de coalition définie au chapitre 2. Ce travail est encore incomplet, cependant
les calculs semblent montrer que le comportement de la matrice QM. Qg
est similaire & celui de la matrice PyM.P,. On observera également que les
résultats que nous obtenons ne sont pas nouveaux mais correspondent aux
paiements de la valeur d’Aumann-Dreze.

4.2 Réduction de Jordan

Dans ce chapitre nous ferons usage de la réduction de Jordan dans notre
théoréme de convergence de la matrice du jeu associé. Cependant, notre
usage de cette forme matricielle reste ici trés marginal en comparaison avec
la technique de preuve mise en place par Béal et al. en 2016 ([5]). Remar-
quons d’ailleurs que le recours a cet outil matriciel apparait de maniere
indépendante mais temporellement conjointe. A notre connaissance, avant
nos propres travaux et ceux publiés par Béal et al., cette forme matricielle
était totalement absente de la littérature des jeux coopératifs, y compris
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dans celle traitant des approches matricielles appliquées a la consistance
associée. Il semble naturel que I’évolution de I'utilisation des formes matri-
cielle en théorie des jeux coopératifs, motivée notamment par 'utilisation du
concept de consistance associée, pousse les auteurs a se poser des problemes
similaires et utiliser donc des outils similaires pour les résoudre. Compte tenu
de 'utilité de la forme réduite de Jordan (dont I'article de Béal et al. en est
un si brillant exemple) il nous semble utile de présenter au lecteur quelques
éléments introductifs de ce concept, méme si nous n’en ferons qu’une breve
utilisation par la suite.

Une matrice de Jordan, est une matrice carrée bloc-diagonale. Chaque
bloc de cette matrice est ce que ’on appelle un bloc de Jordan.

Définition 4.1 (Matrice de Jordan):
Un bloc de Jordan J,,, () est une matrice diagonale supérieure m; x m; de
la forme

T () = R AR J2<A>=[3 ﬂ. (4.1)
1
A

Le scalaire )\ apparait m; fois sur la diagonale. Si m; > 1, il existe m; — 1
éléments égaux a 1 sur la superdiagonale. Tous les autres éléments sont nuls.
Une matrice de Jordan J de taille m x m est une somme directe de blocs de
Jordan

J = Jny (A1) © Iy (A2) © -+ @ T, (Ag), mi +ma + ...+ mg =m.

Les blocs peuvent étre de taille égale et les parametres A\; peuvent étre égaux.

Le théoréme de la réduction de Jordan s’énonce ainsi :

Theoréme 4.1 (Horn et Johnson 1990, [28] p.167)
Soit une matrice complexe A de taille m x m. Il existe une matrice complexe

S non-singuliére, des entiers positifs g et my,...,mq (avec mi+ma+---+
mg =m) ainsi que des scalaires Ai,..., Ny € C tels que
[ I (A1) ]
Jims(A2)
A=S S
L qu(/\q) J
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avec N; les valeurs propres de la matrice A. La matrice de Jordan J4 =
Jmi (A1) @ - @ T, (Ag) est uniquement déterminée par A. Si A est réelle et
ne posséde que des valeurs propres réelles alors S peut étre choisie pour étre
réelle.

Propriété 4.1 : Soit une matrice complexe A de taille m x m. Soit J4 =
S~1 A S la matrice de la réduction de Jordan de la matrice A. Les blocs de
Jordan ont alors les propriétés suivantes :

e La multiplicité algébrique de la valeur propre A est égale a la somme
des tailles des blocs Jp, (A).

e La multiplicité géométrique de la valeur propre A est égale au nombre
de blocs Jp,, (A).

Theoréme 4.2 (Horn et Johnson 1990, [28] p. 171)

Soit une matrice complexe A de taille m x m et un nombre complexe non-nul
€. Il existe alors une matrice non-singuliére complexe S(€) de taille m x m
telle que

[ Jml()\lae) ]
sz()\27€)
A= S(e) S(e)™,
I Img(Agy €)
avec my +mg + -+ mg=m et
A€
A
Im; (A, €) =
€
A

Si A est réelle et posséde uniquement des valeurs propres réelles et si € € R,
alors S(€) peut étre choisie parmi l’ensemble des matrices réelles.

La forme réduite de Jordan de la matrice A peut étre utilisée pour étudier
la convergence de la matrice A. En effet A% = § Jf‘ S~1. Considérons la
proposition suivante :
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Proposition 4.1

Soit A une matrice carrée complexe de taille m. On note A = S J4 S ! la

réduction de Jordan de la matrice A. On a A¥ = S Jfl S~1. Les propositions

suivantes sont vraies'® :

e Tous les blocs de Jordan J,,,(\)* tels que |\| < 1 convergent vers des
blocs nuls quand k — oc.

e Si |\ =1, Jn, (AN — oo quand k — oo si et seulement si m; > 2.

e Si |\ =1, Jn, (AN < oo quand k — oo si et seulement si m; = 1.

Ces propositions permettent d’établir le théoreme suivant :

Theoréme 4.3 (Horn et Johnson 1990, [28] p. 181)

Soit A une matrice carrée complexe de taille m. La matrice A est conver-
gente (vers une matrice nulle) si et seulement si les valeurs propres de A
sont toutes strictement inférieures ¢ 1 en module. La matrice A est bornée
si et seulement si les valeurs propres de A sont toutes inférieures ou égales a
1 en module et chaque bloc de Jordan associé a une valeur propre de module
égal a 1 est un bloc de taille 1 X 1; c’est a dire si chaque valeur propre de
module égal a 1 est semi-simple.

Ce théoreme est central dans la technique de preuve de convergence des ma-
trices de jeu associé développée par Béal et al.

De notre c6té nous utiliserons la réduction de Jordan pour prouver le théo-
reme suivant, que nous utiliserons par la suite dans notre théoréeme de ca-
ractérisation.

Theoréme 4.4

Soit A une matrice carrée complexe de taille m. Il existe une norme ma-
tricielle || - || telle que ||A|| = p(A) est le rayon spectral de la matrice A si
et seulement si chaque valeur propre de A de module maximum est semi-
simple, c’est a dire si et seulement si chaque fois que Jp,;(\) est un bloc de
Jordan de A avec |\ = p(A), alors m; = 1.

Ce théoréeme peut étre trouvé dans le livre Matriz Analysis par Horn
et Johnson (1990, [28]) ou il est donné comme exercice d’en apporter la
démonstration. C’est avec plaisir que nous nous sommes pliés a cet exercice.

Preuve : Soit A une matrice carrée complexe de taille m. Supposons tout
d’abord qu’il existe une norme matricielle || - || telle que [|A||, = p(A).

1. La preuve de ces propositions peut étre trouvée dans 'ouvrage Matriz Analysis par
Horn et Johnson ([28], 1990, p.181).
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Nous allons montrer que toutes les valeurs propres de A de module maxi-
mum sont semi-simples.

Notons B = ] AIT”A‘ De notre hypotheése nous obtenons B = ﬁ, ainsi

que [|B]l5 = || \||A/mA |o =1=p(B).

En utilisant les propriétés des normes matricielles on obtient || B¥||, <
H‘BH\Z:I, pour tout parametre k > 1. Par conséquent, quand k — oo,
|||Bk||\A est bornée.

Considérons la réduction de Jordan de la matrice B, B = SJS~!'. On
a B¥ = S J* S~1. Nous savons par conséquent que ||SJ*S~1[|, est bornée.
On note Jp,, (M) le bloc de Jordan de B de taille m; associé a la valeur propre
A. Grace a la proposition 4.1 on sait que tous les blocs de la réduction de
Jordan de la matrice B convergent vers des blocs nuls exceptés ceux associés
a la valeur propre de module le plus grand. Puisque B* est bornée quand
k — oo, la proposition 4.1, nous assure que, pour toutes les valeurs propres
A de module maximum, la taille m; des blocs de Jordan .J,,,(\) ne peut ex-
céder 1. C’est a dire, toutes les valeurs propres A telles que |A\| = p(B) sont
semi-simples. Ce qui implique toutes les valeurs propres de A de module
maximum sont semi-simples.

A présent supposons que toutes les valeurs propres de A de module
maximum sont semi-simples et prouvons que dans ce cas || A|| = p(A) est une
norme possible. De notre hypothése nous pouvons conclure que la réduction
de Jordan de la matrice A est telle que

~(2)

avec

Dpxp = . , |Ai| = p(A) pour tout 1 <i < p,
Ap

et T = Jm, . (Apr1) © oo @ I, (Ag), ot [Ni] < p(A) quel que soit i tel que
p+1<i<qgetp+mpi+...+myg=2"—1.

La réduction de Jordan de la matrice A est telle que J = S~1 A S. Défi-

nissons la matrice D, comme D, = D, 1®...® D 4 ou pour tout 7, 1 <i <gq,
on a D.; = diag(1,¢,€2,...,e™ 1), € > 0 avec m; la taille du bloc de Jordan
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associé a la valeur propre A;. On note S(e) =S x D..

En utilisant la norme matricielle infinie? || - ||, on définit || - ||, telle
que [|Al|5 = [IS(e)7LAS(e)||.- I est notoire que [|A[|, est également une
norme matricielle (Horn et Johnson 1990, [28] p. 296). Conséquemment on a,
IAlx = IDZYSTTASD||,, = ||ID7 I D]l - Par le calcul direct on obtient

)\j € 0 0
0 A €
D-lJ D — 0 0 X €0 ... 0
ejYmiYed = .
0 0 Aj €
0 0 Aj

et donc [|Af|, = min {p(A),{|Nj| +€|p+1<j <q}}. En choisissant un
e suffisamment petit, i.e. 0 < e < min{p(A) — |A| | A € o(A)et |\ < p(4)}
on obtient la norme matricielle ||All, = [|S(e) "t AS(e)[l, = p(A), ce qui

conclut la preuve du théoreme 4.4.
O

Cette parenthese matricielle étant terminée, nous pouvons nous pencher a
présent sur la construction du jeu associé ainsi que sur la nouvelle regle
d’allocation qui est ’objet de ce chapitre.

4.3 Le jeu associé et les trois axiomes

Soit un jeu (N, v, g) et un parametre réel positif 7, le jeu associé (N, v%, g)
est défini par

v(S)+7 Y (SU{}) —v(S) —v({ih], silS/gl =1,

jESj*\S
v7(S) =
> ), i 15/g] # 1.
REIZ/g

(4.2)

Le jeu associé (N, v¥, g) est bien un jeu puisque vi(f)) = 0. De plus on a

vE(N) = v(N) pour N connexe. Notons que ce jeu associé coincide avec le

jeu associé de Hamiache (2001, [20]) quand la communication est compléte
entre tous les joueurs. En effet, si ¢ = g, S*\ S = N\ S5, VS C N et

1S/g] = 1¥S C N.

2. La norme matricielle infinie d’une matrice X, xm est égale au maximum de la valeur
m

absolue de la somme des lignes d’une matrice. | X| = maz Z |35

1<i<n
j=1
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Pour un jeu donné, le jeu associé traduit formellement la vision que les
joueurs peuvent avoir de leur situation d’origine. L’interprétation de ce jeu
est en phase avec celle du jeu de Hamiache de 2001 puisque ce dernier en est
une généralisation naturelle. La différence ici tient au fait que la coalition
S ne voit que ses voisins dans le graphe. Une coalition donnée peut avoir
des vues sur au moins une part du surplus générée par la coalition avec
les joueurs gravitant autour d’elle pris séparément. En d’autre termes, la
coalition S peut s’imaginer que les surplus [v(S U {j}) — v(S) — v({j})]
générés par sa coopération avec chacun de ces voisins immédiats sont a
sa portée. Nous appliquons ici la méme logique de comportement visant a
diviser pour mieux régner mais restreinte a ’ensemble des joueurs étant des
voisins directs de la coalition S. Cette approche peut étre interprétée comme
une auto-évaluation de chaque coalition et légitimer des revendications de
la part de chacun.

Dans la suite nous utiliserons des matrices carrés de taille 2" —1 x 2" — 1.
Nous commencerons par établir une formule matricielle pour le jeu vZ. Afin
de s’assurer de I’homogénéité de nos notations, les lignes et les colonnes
des différentes matrices seront indexés par ’ensemble Qpn tel qu’il est dé-
fini dans le chapitre 1. Pour rappel, les coalitions appartenant & I’ensemble

(In sont ordonnées de la maniere suivante ({1},...,{n},{1,2},...,{n -

1,n},{1,2,3},..., N). Les n premiers éléments sont les singletons. Les ()
sont les couples, etc.

Considérons a présent la matrice M, définie par Hamiache (2010, [23])
déja présentée dans le chapitre 3. La matrice M, est de taille 2" —1 x 2" — 1

et ses lignes et colonnes sont indexées par y. Les éléments de M, sont
définis, pour 0 S C Net D #£T C N,

1—|(N\S)|r siS=T,

)T si|S|+1=|T|etSCT,
Me[S,T) = -7 si|T|=1etT € S. (43)
0 sinon.

On sait que la matrice M, est diagonalisable (proposition 3.1) et que 1 est
une valeur propre de M. ayant une multiplicité algébrique égale a n. On sait
également que 1 — s 7 sont des valeurs propres de M, avec une multiplicité
de ('}) pour tout s vérifiant 2 < s < n.

Soit un graphe (IV, g), on définit la matrice P, ®, une matrice carré d’ordre
2™ — 1, telle que, pour toute coalition non vide S et T'C N, on ait

1 siTeS/g,

]H&ﬂ:{o siT ¢ S/g. (4.4)

3. La matrice P, définie ici est la méme que la matrice P, définie dans le chapitre 2.
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Avant d’aller plus loin, observons quelques propriétés des matrices F.

Propriété 4.2 : Pjv = (v/g).

Propriété 4.3 : La matrice P, est idempotente, c’est a dire Py P, = P,.

Preuve : Pour toute fonction caractéristique v on a Py Pyv = Py (v/g) =
(v/g) = Pyv.

O
Définissons la matrice D, de la maniere suivante :
1 iS=T =1
DS, T) :{ si S =T et|S/g] =1,
0 sinon.
Il est évident que Dy D, = D,. Nous avons également D, P, = D, et

P,D, = P,.
Propriété 4.4 : La matrice P, est diagonalisable.
Preuve : Soit I la matrice identité de taille 2% — 1 x 2™ — 1. Soit la matrice

R = P,+1— D, et son inverse R'= —Py+1+ Dy, un calcul direct montre
que Py = (Py+1—Dy)Dy(—Py+ 1+ Dy).

O
Propriété 4.5 : Considérons les n vecteurs T, pour i € N, définis par,
1 sitelT,
2Tl = { 0 sinon. (45)

Les paires <1, x,, > sont des couples valeur propre/vecteur propre de la
matrice Py.

Preuve : Calculons (P -z, )[T] pour toute coalition ' C N,

(Py-z, )T = Y PITK| -z, [K]= ) =z,K= > L
(B;HI{(QN @#II((QN (D#I}((QN
KeT/g iEKET/g

Si i € T il n’existe qu'une seule coalition K telle que i € K € T'/g et
(Py -2 )T =1=ux,[T]. Sii¢Tilnyaaucune coalition K telle que

i€ KeT/get (Py-x,,)[T]=0.Nous avons donc prouvé que Py-z,,, =,

} {3’
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ce qui conclut la preuve de la propriété 4.5.
O

Propriété 4.6 : Si <\, v> est une eigenpair de la matrice M, = P; M. P,
avec A # 0, alors <1, v> est une eigenpair de la matrice P,.

Preuve : Supposons que Py M. P;v = Av. En multipliant les deux cotés de
I’équation par Py et en utilisant la propriété d’idempotence de P, on obtient
PyM.Pyv = AP;v = Av. Conséquemment, quand A # 0, <1, v> est une
eigenpair de la matrice P,.

O

Propriété 4.7 : Pour tout i € N, soit T, défini par I’équation 4.5, les
couples <1, > sont des eigenpairs de la matrice M, = P, M. P,.

Preuve : On sait que 1 est une valeur propre de la matrice M, ayant une
multiplicité de n et que les n vecteurs T, pour i € N en sont les vecteurs
propres associés.

Py M, Py, = Py M.z, =P,

i} L

Ty = Ty

La premiere et la derniere égalité découlent de la propriété 4.5. La deuxieme
égalité est vraie puisque < 1, ., > est une valeur propre de la matrice M.
O

Lemme4.1
Pour tout jeu (N,v,g) € ', la forme matricielle du jeu associé (N, v}, g)
est donnée par,

vy = Py M. Pyv. (4.6)

Preuve :

(Pg M. P, U) [S] = (Pg M. (v/g))[S] = Z (PgMC)[S7 T] (v/g)(T)

=SS (B[S, Bl (Mo)[R.T] (u/g)(T)
= S (B)SES (M[R.T] (/g)(T).



Sachant que (M. w)[R] = w(R) + 7 Z [w(RU{j}) —w(R) —w({j})),

JEN\R
= Y (RIS RI|(w/9)(®) +7 3 [(w/9)(RU{5}) — (v/g)(R) ~ (v/9)({i})]]
RCN je]if\R
= 3 (/)@ +7 3 [(w/9)(RU{)) - (0/9)(R) — (v/9)({})].
RES/g jelzf\R

Pour toute coalition connexe R et tout joueur j ¢ R*, on a [v/g(RU{j}) —

v/g(R) —v/g({j})] =0,
o Ry +7 Y w(RU}) —o(R) —v({j}] = D vi(R),

R J R
ReS/g JER*\R ReS/g

Ce qui conclut la preuve du lemme 4.1.

O
Du lemme 4.1 nous pouvons conclure que la succession des jeux associés
~ .y 2 (k*)
k% * _
peut étre exprimée comme v:* = (P, M, Py) vi = (Py M. Py) v, ..., vy ' =

(Pg M, Pg) v. Dans la suite nous montrerons que la séquence des puissances

de la matrice (Py M, Pg)k est convergente quand k tend vers linfini.

Dans l’article de Hamiache (2010, [23]) les transformations rencontrées de
la matrice M, sont de la forme Z M, Z~! avec Z une matrice non singuliére.
La transformation que nous mettons en place génére une matrice qui n’est
pas semblable & la matrice M.. De plus, la matrice P, étant généralement
singuliere, la complexité du probleme de la convergence de la séquence des
puissances de M, s’en trouve significativement accrue.

L’ensemble d’axiomes que nous utilisons ici pour caractériser notre regle
d’allocation est en tout point similaire a celui utilisé par Hamiache en 2001
pour caractériser la valeur de Shapley 4. L’unique différence tient au fait que
les axiomes présentés ci-dessous sont adaptés aux jeux a structure de com-
munication.

Axiome 4.1 (Jeu inessentiel) :

Pour tout jeu & structure de communication (N,v,g) avec (N,v) un jeu
inessentiel, une regle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication
vérifie 'axiome de jeu inessentiel si et seulement si

#i(N,v,g) = v({i}), Vi € N.

4. Voir le théoreme 3.1.
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Axiome 4.2 (Continuité) :

Pour toute séquence convergente {(N,v,,g)}7>; dont la limite est (N, 0, g),
une regle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication vérifie
I’axiome de continuité si et seulement si,

klig.lo¢(N’ Ulmg) - ¢(N7’D>g)

Axiome 4.3 (Consistance associée) :

Pour tout jeu a structure de communication (N, v, g) € I'g, une regle d’allo-
cation ¢ pour jeux a structure de communication vérifie I'axiome de consis-
tance associée si et seulement si

¢(Na U,g) = (b(N? Ui?Q)'

Nous pouvons donc a présent énoncer le théoréme central de ce chapitre :

Theoréme 4.5

1l existe une et une seule regle d’allocation ¢ pour jeux da structure de commu-
nication vérifiant les axiomes de jeu inessentiel, de continuité et de consis-
tance associée, a condition que T soit suffisamment petit.

La section suivante est entierement dédiée a la preuve de ce théoreéme.

4.4 La preuve

Afin de mieux appréhender les nombreuses étapes de cette preuve, intro-
duisons un exemple. Soit le jeu & structure de communication (N, v, g) avec
N ={1,2,3,4}, v =un, et ¢ = {{1,2,},{1, 3}, {1,4},{2,3}}. Le graphe est
le suivant :
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La matrice P, est donc

U

|
DO DD DODDODDODDODDODDDDODOO O -
DO DO ODOHDODODODDODOOOR~O
DO DO ODDODODDDOO KOO
O OO0 R R OOOOFROOO
DO OO OO OO
DO DD DODDODDODDODOHR OO OOO
DO DD DODODOOR OO0 OOO
O OO0 O0CORrR OO0 O OO
DO ODODDODDODDODDODDODDODDDDODODOOO
eNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNoNo NN
DO DO HODODODDODODODDODODODOOO
OO0 OO0
OO OO OOO
DO OO0 O
R OO0 000D OO

On peut alors calculer manuellement les différentes puissances de la matrice
P, M_.Py. Intéressons nous uniquement aux termes (PyM.P;)™[1,2] pour m
allant de 1 a 7. On a

(PgMcFy)[1,2] = —,

(PgMch)Q[l, 2] = 47% — 21,
(PyMPy)*[1,2] = —147° + 127 — 3r,
(PyMcPy)*[1,2] = 467" — 567° + 247% — 47,
(P,M.P,)°[1,2] = —1467° + 2307* — 1407° + 4072 — 57,
(P,M,P,)°[1,2] = 45675 — 876> + 6907* — 2807° + 6072 — 67,
(P,M.P,)"[1,2] = —13947" +31787° — 30667° + 16107* — 49073 + 847% — 77.

Nous pouvons voir apparaitre ici le triangle de Pascal (en bleu) multiplié
par une constante (en rouge) :
—17,

4 x 172 = 27,
—14 x 173 + 4 x 372 — 37,
46 x 17 — 14 x 473 + 4 x 672 — 471,
—146 x 175 4+ 46 x 57 — 14 x 1072 + 4 x 1072 — 57,
456 x 170 — 146 x 67° + 46 x 157% — 14 x 2073 + 4 x 1572 — 67,
—1394 X 177 4456 x 778 — 146 x 2175 + 46 x 3574 — 14 x 3573 +4 x 2172 — 77,
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On a donc une séquence de constantes que 1'on notera A,,[1,2] :

A1[172] A2[1a2] A3[1a2} A4[172] A5[1a2] AG[LQ] A7[1a2]
-1 4 —14 46 —146 456 —1394.

Prouvons que ce schéma est général.

Lemme 4.2
11 existe une séquence de matrices {Ag}52, avec Ag = (A;)? telles que, pour
toutes coalitions S et T C N,

> iAe[L,T] (7;1)79 + B[S, T]  si|T/g| =1,
L 6=1

(PgMch)m[Sa T = LeS/g

0 sinon.

(4.7)

Preuve : Il est évident que ce lemme est vrai pour m = 1. Sachant que
pour toute coalition non-connexe 7" on a (P;M.P,)™[S,T] = 0, Vm, on se
concentrera sur les cas ou T est connexe. Supposons que le lemme 4.2 soit
vrai pour toutes les puissances de (P,M.P,) plus petites ou égales a m.

Nous allons prouver que dans ce cas le lemme 4.2 est également vrai pour
(Py M Py)™ L.

(PeMP)™ S, T = > (PyMoPy)™[S, K].(PyMcPy) K, T]

K
P£AKCN
- ¥ (X S () 4nis ) (X Mira)renis)
hey v e

Puisque K est connexe on a R = K. Développons ’équation précédente.

=YY Al K ALK (’g)#ﬂ (4.8)
i L 9=1

0#KCN LeS/g
IK/g|=1

- ZKj XL: ;:IAQ[L,K] (?)TQPQ[K,T] (4.9)

0#KCN LeS/g

|K/g]=1

+ Y. PBIS.KJAK,T|7+ Y  Py[S K] -PJ[K,T]. (4.10)
@;ﬁf{ng (Z);éII{(gN

[K/g|l=1 [K/g|l=1
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Inversons l'ordre des sommes dans (4.8) et (4.9). De plus, comme la coali-
tion K est connexe, les termes Py[K,T] dans les expressions (4.9) et (4.10)
s’annulent sauf quand K = T.

Y S S ALK AT (?)TQ—H

= L K
LeS/g 9#KCN
[K/g|l=1

+§: S AL, T] (ZL)TQ
=
LeS/g
+ Y AWK, T|7P[S, K] + P8, T]

K
PEKCN
|K/gl=1

—Z Z AQHLT( ) 9+1+Z Z Ag[L, T <9> o (4.11)
LeS/q LeS/q
+ > A[K,T]T+ Py[S,T).

K
0£KCN
KeS/g

En changeant 'index 6 dans le premier terme de I'expression (4.11) on ob-
tient

m—+1
= Ag[L, T Ag[L, T 0 4.12
SO IR AR TS b RO ] U e
LES/g LeS/g
+ > A[K,T]|T+ Py[S,T].
@#II({QN
KeS/g

Séparons les termes de I'expression (4.12),

:i S AL, T) <9T1>79+ > Ania[L,T] <m>7m+1
0 L

m
LeS/g LeS/g
m m m
AglL, T 0 AL, T
20 AL, 1<9>T + 2 Al ]<1>T
" Les/g LeS/g
+ Y AK,T)T+ PBy[S,T).
pLiCN
KeS/g

Regroupons les termes semblables
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=" Y AL, T] (m;1>79+ EL: A1 [L, T (211)#@“

LeS/g LeS/g

+ 3 AL T (mj 1>T+ P,[S, T,

L
LeS/g

et enfin

m+1
m m+1
(PQMCPQ) +1[S7T]: Z ZAO[LaT}< 0 >79+62,Ta
L 0=1

LeS/g

ce qui conclut la preuve du lemme 4.2.
O

Les éléments des puissances de la matrice PyM_.FP, dépendent donc uni-
quement de ces parameétres Ay[S, T], V.S, T'C N. Concentrons nous & présent
sur ces parametres qui sont les coefficients de degré 6 dans les polyndémes
(P,M_.P,)?[S,T]. Par exemple, la matrice A; est obtenue quand on sup-
prime les parametres libres de la matrice (P;M.P,) et divise le résultat par
7. Formellement, Ay = (Py;M.P, — P,)/7. Considérons a présent la matrice
(P;M.P,)?. Le calcul des coefficients des termes de degré 2 ne nécessite que
les coefficients des termes de degré 1 de la matrice (PyM.FPy), et formelle-
ment, Ay = (A;)?. De maniére générale, dans les calculs des coefficients des
termes de degré 6+1 de la matrice (PgMCPg)e+1 n’apparaissent que les coef-
ficients des termes de degré 6 de la matrice (P, M.P,)? et les coefficients des
termes de degré 1 de la matrice (PyM.FPy). Formellement, Ag;1 = Ag - Ay,
ce qui nous ameéne & Ay = (A;)? pour tout 6 > 1.

Lemme 4.3
Les éléments de la séquence de matrices {Ag}g°, suivent une formule de
récurrence linéaire.

Preuve : Considérons le polynéme caractéristique de la matrice A;. Notons
par ¢ son degré (¢ =2" —1).
charpoly(A1) = by + by—1. 2 + by_o. 2% + ... + by 2! 4 27, (4.13)

Notons que les éléments de la derniere ligne de la matrice A; sont tous
nuls. Par conséquent, 0 est une valeur propre de A; et x est une racine du
polynéme caractéristique. On en conclut, b, = 0. Puisque la matrice A;
annule le polynéme caractéristique on a

bq_l. (Al)l + bq_g. (A1)2 + -+ by. (Al)qfl + (Al)q =0.
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En utilisant le fait que Ag = (A1)?, on obtient la formule de récurrence
linéaire requise

Ay = —by1. Ay —by_g. Ay — by_3. Az — ... — by. Ag_1,

ce qui conclut la preuve du lemme 4.3.
O

Pour la suite, définissons les parametres a; pour 1 < ¢ < ¢g—1 de la
maniere suivante :

Al[S, T] = al
AQ[S, T] + b Al[S, T] = a9y
Ag[s, T] + by AQ[S, T] + bo Al[S, T] = a3

Aq_l[S, T] + b1 Aq_Q[S, T] + ...+ bq_Q Al[S, T] = Qg—1
Aq[S, T] + by Aqfl[S, T] + by Aq,Q[S, T] + ...+ bq,1 Al[S, T] =0
Aq+1[S, T] + b1 Aq[S, T] + by Aq_l[S, T] + ...+ bq—l AQ[S, T] = 0.

En notant by = 1, on peut écrire les équations précédentes :

l
Z bo_i A; = ay, pour tout £ tel que 1 < £ < gq— 1. (4.14)
i=1

q
Z bg—i Aa+i =0, pour tout « tel que o > 0. (4.15)
i=1

Remarque 4.1:

Dans les calculs précédents le polynome caractéristique peut étre remplacé
par le polynome minimal. Cette étape réduirait le nombre de paramétres a et
b définis par les équations (4.13) et (4.14). Dans notre exemple, on obtient

minpoly(A;) = 36.x + 60.22 + 37.2% + 10.2* 4 2,

ce qui nous donne by = 10, by = 37, bg = 60, by = 36 ainsi que a; =
—1, az = —6, az = —11a4 = —6.

Considérons une fonction réelle f(x). La série de Taylor f (ou plus pré-
cisément dans notre cas la série de MacLaurin) est donnée par,

OO0

3
1 21 TR

f(z) = f(0)
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Soit une séquence de nombre réels, peut-on trouver une fonction telle que les
coefficients successifs de la série de MacLaurin de cette fonction coincident
avec les éléments de cette séquence ? Par exemple, de le cas de la séquence
infinie {1, 1, 1, ...} il existe une fonction f telle que f(z) = (1—z)"! =1+
r+2?4+234. ... On dit que (1—2) 7! est la fonction génératrice de la séquence
{1, 1, 1, ...}. L’évident avantage de ce concept est qu’il permet de décrire
ces séquences infinies de maniere plus économe. Le lemme suivant établit la
forme générale des fonctions génératrices des séquences {Agl[-, | }52;-

Lemme 4.4
Pour toute coalition S et T' C N, la fonction génératrice de la séquence
{Ap[S, T1}52, est de la forme :

R(z)  a1x+ap 2+ azxd 4+ ..+ ag—1 xd~1

T Q) 1dbiaxt+boa?bgad ..+ byqadt’

ot les coefficients a; et b; sont ceux définis par les équations (4.14) et (4.15).

(4.16)

Preuve : Considérons la relation de récurrence suivante,

Ag=—-b1Ag1 —baAg—2— - —by—141.
Soit la fonction génératrice F'(x Z A; 2. On peut écrire
i=1
= ZAi:EZ +ZA7;$Z = ZAiwz — Z (ijAi_j):EZ
i=1 i=q i=1 i=q j=1

Inversons 'ordre des sommes du dernier terme,

ZAx—ZbZA JmfZAx—Zb ZA&?

= i=q—j

qg—1—j

:qz_:lAixi—bq_liAi:ch_l Zb ZC](ZA - Z Aﬂ:)
i=1 i=1

q—1 q—1-j

_ZAZIE —bg—1 27 ZA z —Zb l‘jZA " +Zb z’ Z A; 2t
Regroupons le deuxieme terme et le troisiéme terme et utlhsons I’égalité
o0

= ZAi z,
i=1

g—1 ) q—2q—-1—j
:ZAZ'I'Z—F bej—l—ZZbAm
=1 =1 =1
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Afin de calculer le troisiéme terme, il est plus pratique d’utiliser un nouvel
indice dans la somme. Soit £ = i+ j, les valeurs prises par £ sont telles que :
2<(<qg-—1.

q—1 ‘ q—1¢-1
:ZAiznz— Zb wJ—I—ZZngA:B
=1 (=2 i=1

x)(l—i—jz;llbixi) ZA x —i-(]z:l(z_: be—i )

/—1
D’apres 'équation (4.14) on a Z by_i A;j = ay — Ay et donc
i=1
q—1 ‘ q—1
x)(l—i-z bimz) ZA x" —i—Z (ag — Ag) x —Alx—l—ZaNs
i=1 (=2

sachant A; = aq,
q—1 q—1
a:)(l + Z bi:ci> = Zagzvg,
i=1 (=1

ce qui conclut la preuve du lemme 4.4.
d

Dans notre exemple, la fonction génératrice de la séquence {Ag[1, 2]}9°, est

de la forme
—lz — 622 — 1123 — 62*

F(z) = .
() = 1702 7 3722 1 6027 & 3647

La série de MacLaurin d’ordre 8 de cette fonction nous donne :

F(z) = —x + 42? — 1423 + 462 — 14625 + 4542° — 139427 + O(29).

Les coeflicients correspondent donc bien aux constantes que nous avons ob-
tenues plus haut.

Lemme 4.5

Les vecteurs propres de la matrice Py, M. Py sont indépendants du parametre
7. Les valeurs propres de la matrice Py M. P, sont de la forme A =1 —oT1
avec o réel ou complexe indépendant de T.

Preuve : Décomposons la matrice M, en M. =1 d—TE. Considérons une
eigenpair < A\, w > de la matrice Py M. P,.

Py M. Pyw = Py (Id = 7 M) Pyw = Pyw — 7 Py M Pyw = Aw.
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Puisque que I'on sait que < 1, w > est une eigenpair de la matrice P, on a,
Pyw — TPg/]\Z;Pgw =w — TPQEPQIU = \w.

En ordonnant différemment 1’équation précédente on obtient,

A—1

Py M Pyw = —"—

w,

ce qui conclut la preuve du lemme 4.5.

Lemme 4.6
Le rayon spectral de la matrice Py M. P, est égal a 1.

Preuve : Premierement nous pouvons observer facilement que < 0,y, >
sont des eigenpairs de la matrice M, pour des coalitions 7' non-connexes
quand y,[S] =151 S =T et y,[S] =0si .S # T. Dans la suite nous suppo-
serons que A # 0.

Nous savons déja que, pour ¢ € N, les n vecteurs xy;, définis par I’équa-
tion (4.5) sont des vecteurs propres indépendants de la matrice M, associés a
la valeur propre 1 et nous savons également qu’ils sont des vecteurs propres
de M,. Notons les autres eigenpairs de M., < Ag, xgz > pour S C N et
|S] > 2. Soit < A,w > une eigenpair de la matrice My, = P, M. P,. Le
vecteur w peut étre exprimé comme une combinaison linéaire des vecteurs
propres de la matrice M., w = Z cg 4. Prouvons a présent que les

PASCN
valeurs propres de la matrice M, ont une norme plus petite ou égale a 1.

PQMCPQ[ZCU}”:{HJF > Csxs] :PQMC{ZCU}%}JF > Csms]
i S i S
i€EN

iEN SCN SCN
[S]>2 |S[>2

:Pg[zc{i}x{i}'i'Z)‘scsxs]zzc{i}x{i}"’_Pg Z)‘scsxs
i S i S
; iEN

iEN |S|>2 |S]=>2
=A {Zcm Tt 2 Csxs]
iEZN SgN
IS]>2

La premiere égalité provient du fait que < 1, w > est une eigenpair de la
matrice P, et la seconde, du fait que < Ay, x4 > est une eigenpair de M..
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Prenons la norme des deux derniers termes,

1 [Zc{} Loy T Z As € w]!—IIA[ZC{} Tig T Z ¢ 5‘7}

SCN S’CN
[S]>2 |S]>2

= Al [ZC{} Tey + Z ¢ x}

SCN

|S[>2
La matrice Py, est diagonalisable (propriété 4.4), par conséquent ses va-
leurs propres sont semi-simples. Le théoreme 4.4 nous assure qu’il existe une
norme matricielle || - || vérifiant || Py|| = p(P,) avec p(Py) le rayon spectral
de P, qui est égal a 1. De plus, il existe une norme vectorielle | || compatible

avec la norme matricielle considérée® ce qui nous ameéne &

HHZ%%ﬁZAmMWWMZ%M+ZA”}

SCN SCN
|S|>2 |S|>2

{ZC{} Ty + Z As € m}
SCN
|S|>2
On obtient alors,
PYRID SRR DS }KMZ%M+ZA6M

iE’LN SCN SCN
[S[>2 |S[>2
Pour |S| = s > 2 les valeurs propres de M, sont A\, =1 — s7,

| A ”[Zc{z} Ty + Z Cs T M<H[ZC{,} Ty T Z (1-sm)cs M

SCN SCN
|S|>2 |S|>2

<H[Zc{} T, + Z Cy }“—FT” Z scg g,

ieN sczv sczv
1S]>2 |S|>2

(IA]=1)- {Zc” {}+Zc:c]|<7'\|ZschSH

\SICN \S|>2
S[>2

5. Voir Horn et Johnson 1990, [28] p. 324.
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Le parameétre 7 est positif et arbitrairement petit. Par conséquent si
(|A] = 1) est positif, le terme de gauche dans I'inégalité est positif et on peut
choisir un parametre 7 suffisamment petit pour contredire l'inégalité. On
en conclut donc que (JA\| — 1) ne peut étre strictement positif, ce qui nous
amene a |A\| < 1.

]

Lemme4.7
Le module des valeurs propres complexes de la matrice Py M. P, est stricte-
ment inférieur a 1.

Preuve : Soit < A, w > une eigenpair de la matrice M, avec w = ZWSCN Cy Ty,
P,M_.P, Z CgTg = A Z Cg Ty
S S
0#£SCN P#£SCN
On sait que < 1, w > est une eigenpair de la matrice P,
PyM. Z Ty = APy Z Cg Ty
S S
0#£SCN P#£SCN
Séparons a présent les singletons,
P,M, Z cg Ty = PyM, Z Cy a:{l.}—i-PgMc Z cgTg = Py Z Cg Ty
S i S S
P£SCN ieEN |S|>2 P£SCN

Puisque < 1, x., >, pour tout 1€ N,et <1—s7, s >, pour toute
coalition S telle que |S| = s > 2, sont des eigenpairs de M.,

P, Z Cy Ty T Ly Z (1—sT7)ecqzy
i S
i€EN

SEN
1S[>2
=P, E CSI'S—PgTE SCgg
s s
0#£SCN SCN
|S]=>2
=P\ E CyTg.
S
0£SCN

Pour toute coalition connexe T' on obtient, apres avoir regroupé certains
termes,

T Z scgxg[T]=(1—=N) Z cg x4 [T].

|§%>12 0#SCN
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Puisque w = Z@#Sg N Cs Tg est un vecteur propre, il existe au moins une
coalition connexe 7' telle que w([T']| = 37y .gc y ¢s T4[T] # 0. En isolant A,

> sesag[T]

[S|>2

Y cmt)

P£SCN

A=1

Puisque la matrice Py M. P, est réelle, A, le conjugué de )\, est également une
de ses valeurs propres, et donc on obtient

> segag[T]

N=1-— |S|>2
> T[T
oSN
AX = A= Iw[if]IZ[w[T] —7 Y seea )] [all] -7 Y sezalT]].
|S|>2 [S|>2

Développons les deux derniers termes,

1 _
A P= W“ w|[T] |2—27'Re<w[T] Z S Cq mS[T]>—|—7'2 | Z scgxg|T] ? }
\3]922 |5522
On peut choisir un vecteur propre w tel que | w[T] | =1,

[AP=1-27Re(w[T] Y seya,[T]) +72| Y seoa[T] P

[S|>2 [S]>2
Puisque | A |2< 1 on obtient,

2TRe<w[T] Z s@xdT]) — 72 Z scg g[T) [*> 0.

[S]=>2 |S|>2

2 Re(w[T] 25:S|>2 s@azs[T])

0<7<
| ZS:|S|22 $Cs xs[T] |2

Choisir un paramétre 7 suffisamment petit nous assure alors que | A |2< 1.
O

Grace au lemme 4.5 on obtient une information de la plus haute im-
portance quant a la forme générale des valeurs propres de M,. Puisque
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—(A = 1)/7 = 0 avec o un parametre complexe ou réel, on a A =1 —o 7.
En combinant cette information avec les lemmes 4.6 et 4.7, nous sommes
en mesure de déterminer que la valeur propre 1 est la seule valeur propre
de M, présente sur le cercle unité. Nous pouvons a présent nous attaquer a
notre théoreme de convergence.

Theoréeme 4.6
La matrice PyM P, est convergente et
. m Gg—1
lim (P;M.Py)"[S,T] = —

m— 00

P,[8,T], (4.17)

avec ag—1 et by_1 les coefficients des termes x4~ dans R(z) et Q(z) respec-
tivement.

Preuve : Si T est non-connexe, tous les termes de la séquence sont égaux
a 0 et le théoréeme 4.6 est vrai. Considérons a présent T' connexe.

(P, M.P,)™ ZAQST < >79+Pg[S,T],

avec Ag[S, T les coefficients successifs des puissances de x dans le dévelop-
pement de MacLaurin de la fonction génératrice F'(z). Ces coeflicients sont
égaux aux dérivées correspondantes de F'(z) au point x = 0.

1.d° F(0)
0! dax?

A@[SaT] =

En procédant a la division euclidienne de 1’équation (4.16), on peut écrire
la fonction génératrice obtenue au lemme 4.4 comme

R(x)  aga 2424 4o+ o ag—1
Q(IL‘) 1—|—b11’—|—bg$2+... —|—bq71 a1 bqflv

—1 1

avec o; = a; — bpour1<z<q—26tag— b,

En utilisant fa décomposition en éléments sunples d une fraction ration-
nelle nous pouvons écrire la fonction rationnelle qui constitue le premier
terme de notre équation comme une combinaison linéaire finie de terme
ayant la forme E(z) = (x — 2)™", avec z une des racines du dénominateur
et w un entier égal au plus a la multiplicité algébrique de z. Notons que z
peut étre un nombre complexe.

P w; 1

ZZ&,J . .+aq‘1,

i=1j=1 Zl bq—l

122



avec 21, ..., zp les racines de Q(x), wi, ..., w, leur multiplicité algébrique
respective et f3; ; les coefficients de la combinaison linéaire. Les dérivées
d’ordre 6 sont données par,

d9F 1)...(—j—0+1
ZZBM (QEEZ)EJ +1)

i=1j=1

et les coefficients Ag[S, T par,

d9F Y (j+0-1
AG[Sa T] 0 ZZBZ,] Zi : ( 0 )

=1 j5=1

Ui ] — m \?
—ZZBZJ Z.. <3+Z 1) <9> () L RS, T, (4.18)

i=1j=1 l 6=1 Zi

Concentrons nous un moment sur le terme

S

i[O L) O]
S Pl () I e N T

En appliquant la régle générale de Leibniz pour le produit,

dt t £\ d° qt=?
e =3 ()0

0=0
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a I'équation (4.19), avec ici u = (7/2) "L, v=(1+7/2)"ett=j—1,on
obtient,

s (3 )y O e )

T Zi

1 -1 G-nr r\UTo) (m)! 7\ (i)
- & < 0 )(j—e—l)! (z> (m—j+0+1) (”zi)

g1 i (j—1-06) (m—j+1+6)
j—1 m T T
= — 1+ — : 4.2
H(a‘—e—l)(j—e—l)(zi) ( +zz-> (4.20)

En utilisant I’équation (4.20) dans ’équation (4.18) on obtient alors

P w;
(PMP) [ ZZﬁz] —i—Pg[S,T]
i=17=1 Z
P ow; Jj—1 : i—1—6 m—j-+1+0
J—1 m (r)ﬂ < r) I
+ Bij : : . I+ '
»l Z<><>
Puisque
R(0) & 1 ag—1
F(0) = 5,5 = Bi, ( ) += =0,
Q(0) ;Jz::l T\ —z bg—1
on obtient,
m Qg
(PyM.P,)™[S,T] = qll 0[S, T
g—
P w; Jj—1 . j—1—0 m—j-+1-+0
j—1 m % ( T) !
% . ; . 1 2 ’
+;gzlﬂ” zﬂ[é(ﬂ—l—@)(%l—@)(zé) a

Considérons le polynoéme caractéristique de 1’équation (4.13) ainsi que le
polynéme Q(z) défini par I’équation (4.16). Si z; est une racine de Q(z),
alors 1 est une racine de I’équation (4.13) et donc par conséquent une valeur
propre de A; (notons que z; # 0). On peut donc maintenant prouver que
1+ - est une valeur propre de M,.

Pulsque les colonnes de la matrice (P, M.P,) qui correspondent a des coa-
litions non-connexes sont nulles, les valeur propres non nulles sont préservés
en supprimant de la matrice (P;M.P,) les lignes et les colonnes correspon-
dantes a des coalitions non-connexes. Notons par Mg la matrice “simplifiée” .
La sous-matrice de Ay correspondante est donc (Af) = (Mg — Id)/7, ce qui
donne Id + 7 A; = M. Conséquemment, les valeurs propres de Mg sont
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données par 1 + Zli, et sont aussi des valeurs propres non nulles de la ma-
trice M. Puisque le rayon spectral de M, est égal a 1, et puisque z; # 0, le
module de 1 + le est strictement plus petit que 1.

Concentrons nous & présent sur le terme (jfoG) (14 )™ quand m tend
vers +00. Si § = j — 1, le terme est réduit & (1 + )™ et converge donc vers

0. Supposons que # =0, 1,...,5 — 2.

[ (e 2 -t

j—1-—46 2 (j—1-—20)! 2
mj—1—0 7\ ™
< — — . .
<G| 5) 021

Le logarithme de cette derniére expression converge si et seulement si (j —
1—0) log(m)+m log ‘ (1 + g)‘ converge quand m — co. Comme le module

de (1 + Zl) est strictement inférieur & 1, on a

, T
éz_frgo(l — 0)log(m) + m log ‘ (1 + Zz)’
= %QOO log(m) —m

= lim elosm)—m
m—r00

elog(m)

= lim
m—oo eMm
Le terme de 'expression (4.21) converge donc vers 0 quand m tend vers 400,
ce qui conclut la preuve du théoréme 4.6.
O

Le théoréme 4.5 stipule que le parametre 7 doit étre suffisamment petit.
Gréce a la preuve du théoréeme 4.6 nous savons maintenant que 7 doit vérifier
| 1+ 2 [< 1 pour toutes les racines z; du polynéme Q(z), avec 1 < i < p.
Considérons une structure de communication compléte. Les valeurs propres
de la matrice A; correspondante peuvent étre exprimée par (M. — Id)/T et
sont donc 0, —2, —3, ... , —n. Il est aisé de voir que les racines de Q(x) sont
alors z; = —%, —%,..., —%. La condition | 1+ ZLZ |< 1 est alors ramenée a
0 <7< 2, ce qui est cohérent avec le résultat de Hamiache (2001, [20]).

Nous avons donc (enfin) prouvé que la séquence des jeux associés était
convergente vers un jeu limite. A présent il ne nous reste plus qu’a prouver
que ce jeu limite est bien inessentiel.

Theoréme 4.7
Pour tout jeu (N, v, g) € I'q, le jeu limite (N, 0, g) défini par

5= lim (P, M. P,)* 4.22
vkggo(gcg)v, (4.22)
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est un jeu inessentiel.

Preuve : Ecrivons (P, M. P,)" = (Py M.) (Py M. P,)" . Soit W la limite
de la séquence {(P, M, P,)*}3° . On sait que (P, M.) W = W. Par consé-
quent les colonnes de la matrice W sont donc des vecteurs propres de la
matrice (P, M.) associés a la valeur propre 1. Il nous reste donc & prouver
que tous les vecteurs de la matrice (Py M.) associés a la valeur propre 1 sont
des vecteurs “inessentiels ”.

M,[S, T) si |(S/g) =1,
(Pg Mc)[Sv T] =

> MJK,T] si|(S/g)|>1.
KeS/g

Soit w = (wy),_scy un vecteur propre associé¢ a A = 1. Résolvons le systéme
d’équations linéaires suivant : (P, - M.)w = w.

Puisque, pour toute coalition non-connexe S, wy = > gc S/g Wi > NOUS
nous concentrerons uniquement sur les coalitions connexes. En utilisant
I’équation (4.2), on obtient,

Wg = Wg + T Z (wSu{j} - Wg — w{j})'

J
JES*\S

Apres simplifications,

0= Z We 5y — (87— 8)wg — Z Wy (4.23)

J J
jES*\S jES*\S

Montrons & présent que pour toute coalition connexe S telle que 1 < |S| <
n — 1 on obtient,
Wy =Wy — Z W, - (4.24)
g

— Démarrons avec S = N. L’équation correspondante est w, = w,, ce qui
laisse w,, indéterminé.
—Si 8= N\{i} et S connecté, wy —wy, ,, —w,, =0, ce qui nous amene a
Wy 5y = Wy — W, Cela prouve (4.24) pour les coalitions connexes S telles
que |S| = |N| - 1.

Supposons a présent que I’équation (4.24) est vérifiée pour toute coalition
S de taille s et plus. Nous devons prouver que I’équation (4.24) est également
vraie pour les coalitions connexes T telles que |T'| = s — 1. En partant de
(4.23) on obtient,

= 2wy — (T = Thwe + > wyy, =0,

J J
JET*\T JET*\T
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En utilisant notre hypothese de départ,

= 2wy (T =T z[ - Y w,,]=0

jeT*\T jeT*\T mEN\”(Y}U{J'})
En considérant que N\ (TU{j}) = (N\T)\ {j},
= > wyy — (T = Thw, + (1T = [T w
J€T7*\T

+ Z w,,., — (T = |T|) > w,, =0

meT*\T meN\(T)
En éliminant ce qui peut I’étre,
D Wiy
meN\T

ce qui prouve que I"équation (4.24) est vérifiée pour toute coalition connexe
non vide. En conséquence,

Wiy =W = Z Wiy
iEN\()
wy = Z Wy, (4.25)
iEN

En combinant les équations (4.24) et (4.25), on obtient

Z w, = Z W, — Z W, = Zw{i}. (4.26)

ie]f/\s iEN ie]\lf\s ieZS

Puisque wy = > KeS/g Wi bour les coalitions S non-connexes, ’équation
(4.24) est vérifiée pour toutes les coalitions. Les vecteurs propres de la ma-
trice Py, M. associés a la valeur propre 1 sont donc des vecteurs “inessen-
tiels”. Nous avons donc prouvé que la ligne de la matrice W = (P, M. P,;)>
correspondant a la coalition S est égale a la somme des lignes de W cor-
respondant aux joueurs individuels qui sont membres de la coalition S,
(Py M. Py)>®[S, T| = > ie5(Py M. Py)*[{i}, T]. Ceci nous assure que le jeu
limite ¥ est inessentiel.

g

Par 'axiome de consistance associé, ’axiome de continuité et 'axiome
de jeu inessentiel on obtient que, pour un parametre 7 suffisamment petit,

6i(N, v, g) = lim ¢:i(N, o™, g) = ¢i(N, 7, g) = 0({i}),

Ce qui conclut la preuve de notre théoréme 4.5.
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4.5 La valeur d’Aumann-Dreéze

Soit un jeu (N, v, B) et un parametre positif 7, le jeu associé (N,v%, B)
est défini par

v(S)+7 Y (SU{j}) —v(S) —v({j})], si|Bs|=1,

jeS\S
vi(S) =
> vi(R), si |Bs| # 1.
RERBS

(4.27)

Le jeu associé (N, v¥, g) est bien un jeu puisque v*(f)) = 0. Notons que ce

jeu associé coincide avec le jeu associé de Hamiache (2001, [20]) quand tous

les joueurs sont réunis dans un seul bloc. En effet, si B= N, S\ S =N\,
VS C N et |Bg|=1¥S CN.

Soit une structure de coalitions (N, B), on définit la matrice Q5 6, une

matrice carré d’ordre 2™ — 1, telle que, pour toute coalition non vide S et
T C N, on ait

. 1 i T € Bg,
Qs[S, T _{ 0 ST¢DBg (4.28)

Lemme 4.8
Pour tout jeu (N,v,B) € I'p, la forme matricielle du jeu associé (N,v:, B)
est donnée par,

vt = Qs M. Qg (4.29)

avec M, la matrice définie par I’équation (4.3).

Preuve :

(@5 M Q5 v)[S] = (@B M. (v/B))[S] = > (QBM.)[S,T] (v/B)(T)

T
CN

= > > (@5)[S,R] (M.)[R,T) (v/B)(T)

TCN RCN

= > (@B)IS,R] > (M)[R,T) (v/B)(T).

R T
RCN TCN

6. La matrice Qp définie ici est la méme que la matrice Qp définie dans le chapitre 2.
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Sachant que (M. w)[R] = w(R) + 7 Z [w(RU{j}) —w(R) —w({j})),
JEN\R

= > (@)IS, R][(v/B)(R) + 7 > /B (rRU{}

J
JEN\R

—(w/B)(R) — (v/B)({7})]]

= Y [@/B)R) +7 X [(0/B(RU{}) — w/B)(R) - (v/B){i}]]-

R J
REBg JEN\R

Pour toute coalition connexe R telle que R € Bg il faut que R soit un
sous-ensemble d’un bloc. Par conséquent pour tout joueur j ¢ R, on a

[v/B(RU{j}) —v/B(R) —v/B({j})] =0,

> R +7 3 w(RU{GH —v(R) —u({jP] = > vi(R),

R J R
ReBg JER\R ReBg

Ce qui conclut la preuve du lemme 4.8.

Ces travaux étant encore inachevés, la suite de cette section détaillera
les calculs sur un exemple précis afin de montrer que le comportement de la
matrice QM .Qp est similaire au comportement de la matrice PyM.P,.
Prenons I'exemple 1.13. On a la structure de coalition (N,v,B) avec N =
{1,2,3,4}, B={{1,2},{3,4}} et v(S) = |S| — 1. La structure de coalitions
est la suivante :

N
B

FIGURE 4.1 — Structure de coalitions

129



La matrice QQp est donc

10000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O
01 0000O0OO0OO0OO0OOO0OO0OTO0OQO0
001000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O® 0
0 00100O0O0O0OO0OO0OO0OO0OTO0OQ 0
00001O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0OO0OO
10100O0O0O0OO0OO0OO0OOTO0O®O0O
100100O0O0O0OO0OO0OOTO0O®OOQO
011000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OTO0OQ 0
01 010O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0O®O0OO
0 000O0OO0O0OO0OO0O1O0O0OO0TO0OQ 0
001 010O0O0OO0OO0OO0OO0OTO0OO0OTO
000110O0O0O0O0O0O0OO0OTO0OOQ 0

10000O0O0O0OO0OT1TO0OO0OO0OQO0OO
01 0000O0OO0OO0O1O0O0OO0OO0O® 0
000O010O0O0O0OT1O0O0OO0OT 0O

Qs =

On obtient alors la matrice QgM.Qp suivante :

o000 OO
[l i e i e i e e Rl e Wi e Yl o Wl o Ml o Wi o B o B o W )
OO0
OO
o000 OO
CO kRO K ELEERAK Lo — —
OO
OO0 OO
[l el i e i e e e Rl e Yl o Wl o Ml o W e W e B o B )
DO DODODDODODODOODDDO
L OO - bk kb EFEEREO—A A L k-
= ~ - -
(. [ R S (.
col ol |l o | oo o
. ~ . -
(S I = | & (S
co—- o~ | A4l o+ | cooo
- S -
= | o= (S
|l mcoco | | nHocooco | w0
- S -
[ [ N S S
—~ loocoo—-—= | loocoo~ | o
L
Il
&
=
S

Comme nous l'avons fait pour le cas de la matrice P;M.P; nous allons

ici regarder la valeur des éléments (QpM.Qpr)™[1,2] pour m allant de 1 & 7.

(@M Qp)[1,2] = —,
(QBMCQB)Q[L 2]

272 — 27,

(QsM.Qp)3[1,2] = —473 + 672 — 37,

(QM.Qp)*[1,2] = 87* — 167% + 127> — 4r,

—167° + 407* — 4072 + 2072 — 57,
3278 — 967° + 1207% — 8072 + 3072 — 67,

(QBMCQB)5[17 2]
(QBMCQB)G[L 2]
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(QeM.Qp)"[1,2] = —6477 + 22475 — 3367° + 2807 — 14073 + 4272 — 77.

Nous pouvons voir apparaitre ici le triangle de Pascal (en bleu) multiplié
par une constante (en rouge) :
—17,

2 x 172 — 27,
—4 x 17% +2 x 372 — 37,
8x 1Tt — 4 x 473 + 2 x 672 — 471,
—16 x 17° + 8 x 57 — 4 x 1073 4+ 2 x 1072 — 57,
32 x 175 — 16 x 67° + 8 x 1574 — 4 x 207% + 2 x 1572 — 67,

—64 x 177+ 32 x 77% — 16 x 217° + 8 x 357% — 4 x 3573 + 2 x 2172 — 77
On a donc une séquence de constantes que 'on notera A,,[1,2] :

Ai[1,2] Ag[1,2] As[1,2] Aa[1,2] As5[1,2] Ae[1,2] Ar[1,2]

—1 2 —4 8 —16 32 —64.

La matrice A7 est donc

[ -1 -1 0 0 100 0 0 O0O0OOO0OO0OO0
-1 -1 0 0 100 0 O0O0OOOOO0OO0
0 0 -1 -1 0 00001 O00O0O0O
0 0 -1 -1 0 00001 O00O0O0O
o o0 o o O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0OTO0
-1 -1 -1 -1 1.0 0 001 00000
-1 -1 -1 -1 1.0 0 0 01 0O0O0O0O0

A= -1 -1 -1 -110000100000
-1 -1 -1 -1 1.0 0 001 O0O0O0O0O
o o0 o o O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0OSTO0
0 0 -1 -1 0 0 00OO1T 0O0O0O0O0
0 0 -1 -1 0 00001 0O0O0O0O
-1 -1 0 0 100 0 O0O0OOOO0OO
-1 -1 0 0 100 0 O0O0OOOO0OGO
|0 06 0 o0 0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0]

Le polynéme minimal de cette matrice est minpoly(Al) = 2.z + . En
appliquant la méme logique que dans la section précédente, on obtient le
coefficient by = 2. Les coefficients d’autre degré sont nuls. En calculant les
puissances de la matrice A; on obtient a1 = —1, et a, = 0, Vg > 1.

On obtient alors une fonction génératrice F' telle que

. —X
1422

La série de MacLaurin d’ordre 8 de cette fonction est

F(z) = —x+2.2° — 4.0 + 8.2 —16.2° + 32.25 — 64.27 + O(z®).
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On peut observer que les coefficients correspondent bien aux éléments a la
ligne 1 et colonne 2 des puissances de la matrice Aj.
Prenons une valeur de 7 arbitrairement petite (ici 7 = 1) et itérons les

10
puissances de la matrice QgM.Qp (ici m=10000) :
[ 0.5 —-05 0 0 05 0 0 0 0 O 0 0 0 0 07
—-0.5 0.5 0 0 05 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 O
0 0 0.5 —-05 0 0 0 0 0 05 0 0 0 0 O
0 0 —0.5 0.5 0 0 0 0 0 05 0 0 0 0 O
0 0 0 0 1 0 0 0 0 O 0O 0 0 0 O
0.5 —-0.5 0.5 -05 05 0 0 0 0O 05 0 O O O O
0.5 —-05 —-0.5 0.5 05 0 0 0O O 06 0 0 0 0 O
QsM.QE =| 05 05 05 05 05 0 0 0 0 05 0 0 0 0 0
—-0.5 0.5 —0.5 0.5 05 0 0 OO 05 0 0 O 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 00 0 0 O
0 0 0.5 —-0.5 1 0 0 0 0 05 0 0 0 0 O
0 0 —0.5 0.5 1 0 0 0 0 05 0 0 0 0 O
0.5 —-05 0 0 05 0 0 0 0 1 00 0 0 O
—-0.5 0.5 0 0 05 0 0 0 0 1 0 0 0 0 O
L O 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 J

On peut observer plusieurs choses. Premierement, la matrice est convergente.
Deuxiemement, 1’élément ligne 1 colonne 2 correspond bien au rapport de
nos deux coefficients % = —%. Enfin, la matrice limite est une matrice

inessentielle. En effet, le jeu associé correspondant est
QM. QR x v = (0.5,0.5,0.5,0.5,1,1,1,1,1,1,1.5,1.5,1.5, 1.5, 2).

Ce jeu associé est bien inessentiel et les valeurs des singletons correspondent
aux paiement de la valeur d’Aumann-Dreéze pour ce jeu (voir ’exemple 1.13).

Considérons les trois axiomes suivants, qui sont les axiomes de la section
précédente adaptés aux structures de coalitions.

Axiome 4.4 (Jeu inessentiel) :

Pour tout jeu a structure de coalitions (N, v, B) avec (N, v) un jeu inessentiel,
une régle d’allocation v pour jeux a structure de coalitions vérifie I’axiome
de jeu inessentiel si et seulement si

vi(N,v,B) = v({i}), Vi € N.

Axiome 4.5 (Continuité) :

Pour toute séquence convergente {(N,v,,B)}22, dont la limite est (N, v, B),
une régle d’allocation v pour jeux a structure de coalitions vérifie I’axiome
de continuité si et seulement si,

lim v(N,v,,B) =~(N,v,B).

k—o00
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Axiome 4.6 (Consistance associée) :

Pour tout jeu & structure de coalitions (N, v, B), une régle d’allocation ~y
pour jeux a structure de coalitions vérifie ’axiome de consistance associée
si et seulement si

Y(N,v,B) = ~v(N,v},B).

s Yo

On énonce le théoréme suivant :

Theoréme 4.8

1l existe une et une seule régle d’allocation v pour jeux a structure de coali-
tions vérifiant les axiomes de jeu inessentiel, de continuité et de consistance
associée, a condition que T soit suffisamment petit. Cette régle d’allocation
v est telle que

(N, v, B) = lim (N, o™, B) = %(N, 9, B) = 5({i}) = ADi(N, v, B).

T

Preuve : Nous présenterons ici une ébauche de preuve, certains éléments
étant encore a développer.

Comme nous ’avons déja rappelé dans les chapitres 1 et 2, on peut exprimer
n’importe quelle structure de coalitions B sous la forme d’un graphe non-
connexe dans lequel les coalitions sont les composantes completes du graphe.
Soit gg = {{i,j} | 3B € B telle que i,j € B et i # j} le graphe déterminé
par une structure de coalitions donnée, on a alors Py, = (5 et donc

QBMcQB = PQBMCPQB'

Par conséquent, les résultats de la section précédente s’appliquant aux ma-
trices PyM.P, s’appliquent aux matrices QM .Qp, si la non connexité de
N n’invalide pas ces résultats. Il reste donc a prouver que la valeur que ’'on
obtient correspond bien & la valeur d’Aumann-Dreéze.

En utilisant la matrice de la valeur de Shapley définie au chapitre 2 on peut
écrire la valeur d’Aumann-Dreéze de la maniére suivante, Vi € N, :

AD;(N,v) = Shi(N,v/B) = Shi(N,v/g5)
= [M" xv/ggli= > [M ;s > (D).

5 T
SCN TeS/gp
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Par définition de gg on obtient

ce qui correspond a appliquer la valeur de Shapley sur chaque bloc.

Afin de prouver que le paiement donné par la convergence de la matrice
QpM.Qp correspond a la valeur d’Aumann-Dreze, il nous reste donc a prou-
ver que si N est non-connexe le résultat obtenu grace a la matrice PyM Py
est décomposable par composante. Dans le cas d’une structure de coalition
le graphe gp induit par la structure de coalition B est composé de compo-
sante complete. Comme la regle d’allocation obtenue a la section précédente
coincide avec la valeur de Shapley quand le graphe est complet, s’assurer
de la décomposabilité par composante de notre regle d’allocation suffira &
montrer qu’elle coincide avec la valeur d’Aumann-Dreze.

O
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Chapitre 5

Caractérisation du centre :
une regle d’allocation pour
jeux a structure de
communication



5.1 Introduction

L’allocation des ressources d’'un jeu a structure de communication est

une problématique qui est toujours intimement liée a celle de la mesure de
la centralité des graphes. En effet, si 'on considére un jeu d’unanimité sur
la grande coalition, la seule asymétrie qui subsiste alors dans le jeu est celle
induite par le graphe puisque tous les joueurs sont donc égaux par rapport
a la fonction caractéristique. Répartir la valeur générée par les joueurs se
résume alors a mesurer I'importance de chaque joueur dans le graphe. Cette
problématique de la mesure de centralité devient encore plus proéminente
si 'on traite uniquement de regles d’allocation linéaires. En effet, construire
une solution sur les jeux d’unanimité amene alors a une solution pour tous
les jeux (Hamiache, 1999 [19]).
L’une des approches les plus intuitives de la mesure de la centralité est
d’identifier le centre du graphe. Dans ce chapitre nous développerons une
regle d’allocation pour des jeux sur des graphes acycliques qui, quand elle est
appliquée a des jeux d’unanimité, alloue le méme paiement & tous les joueurs
appartenant au centre du graphe et ne laisse rien aux autres joueurs. Nous
caractériserons cette regle d’allocation en utilisant un ensemble d’axiomes
en tout point similaire & celui utilisé par Hamiache (1999, [19]) mais re-
posant sur jeu associé différent. Nous sommes alors en mesure de proposer
une définition du centre d’un graphe acyclique construite sur une approche
spécifique de la théorie des jeux coopératifs se reposant principalement sur
la linéarité et la consistance associée.

5.2 Centre des sous-graphes d’un graphe acyclique

On définit excentricité d’un sommet ¢ € N comme & = max{d(i,j)|j €

N}, avec d(i,j) le nombre minimal d’arétes nécessaires pour relier ¢ et j.

Le rayon du graphe (N,g) est noté r(g) = m%sz. On note C(g) = {i €
1€

N | &7 =r(g)}, lensemble des sommets composant le centre du graphe, c’est
a dire les sommets d’excentricité minimale. On dit qu'un graphe g est acy-
clique si deux sommets distincts sont connectés par un unique chemin. Un
sommet ¢ € N est une extrémité d’un graphe acyclique g si |g;| = 1. On note
X(g9) = {i € N||gi| = 1} 'ensemble des extrémités d’un graphe acyclique
g. On écrira simplement X quand le contexte ne laisse aucune ambiguité.
On note x = |X| le cardinal de X.

Soit un graphe acyclique (N, g), on sait que 1 < |C(g)| < 2 (Jordan,
1869 [30]). Dans cette section nous nous intéresserons aux centres de certains
sous-graphes spécifiques de (N, g).

Lemme 5.1
Soit un graphe acyclique (N, g), quel que soit le joueur i € N, si un sommet
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k € N est tel que k € argmax{d(i,j)|j € N} alors k € X(g).

Preuve : Prouvons ce lemme par un raisonnement ab absurdo. Soit un
sommet ¢ € N, supposons qu'il existe un sommet ky € N \ X tel que
ko € argmax{d(i,j)|j € N}. Comme ko € N \ X cela veut dire que kg est
relié & au moins deux sommets. L’un fait nécessairement partie du chemin
reliant ¢ & k. Par conséquent les autres sommets (nommons les k;) sont
obligatoirement tels que d(%, ko) < d(%,k;), Vj € gi,- Ce qui contredit notre
hypothese. On peut donc conclure que si un sommet k est le sommet le plus
éloigné d’un sommet donné ¢, alors k € X.

O

Proposition 5.1

Soit un graphe acyclique (N, g). Le centre du sous-graphe obtenu en suppri-
mant toutes les extrémités du graphe est égal au centre du graphe d’origine
et le rayon de ce sous-graphe est égal au rayon du graphe d’origine moins 1.
Formellement, C(g(N \ X(g))) = C(g) et r(g(N \ X)) =r(g) — 1.

Preuve : L’excentricité d’'un joueur ¢ est définie par
& = max{d(i,j)|j € N}.

Gréce au lemme 5.1 on sait que, Vi € N, les sommets k € N tels que
k € argmax{d(i,j)|j € N}

sont tous des extrémités. Conséquemment, dans le cas d’'un graphe acyclique,
I’excentricité d’un joueur ¢ peut donc étre définie par

¢ = max{d(i,xo) | zg € X(g)}.

On peut donc conclure qu’en supprimant les extrémités X (g) du graphe,
I'excentricité de chaque joueur i € N\ X (g) dans le graphe g(IN'\ X (g)) sera

& = ma:v{d(i,xo) |z € X(g(N \ X(g)))}

L’excentricité de chaque joueur va donc étre réduite de 1. Par conséquent

Clg) = C(g(N\ X(9))) et r(g(N \ X(9))) = (9) — 1.
O

Proposition 5.2
Soit un graphe acyclique (N, g). Il existe des coalitions R telle que N \ X C
R C N pour lesquelles C(g(R)) # C(g) et
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e 5i|C(g)| =1 et |C(g9(R))| = 1 alors C(g) = C(g(R)),
e si|C(g)| =1 et [C(g(R))| =2 alors C(g) & C(g(R)),
e 5i|C(g)| =2 et [C(g(R))| = 1 alors |C(g) N C(g9(R))| = 1,

o 5i|C(g)| =2 et [C(g(R))| = 2 alors C(g) = C(g(R)).

Preuve : Soit le graphe (N, g) avec N = {1,2,3,4} et g = {{1,2},{2,3},{3,4}}.

On a le graphe suivant :

Le centre du graphe est ici C(g)

= {2,3}. On a X(g9) = {1,4}. Notons
R=1{1,2,3},onabien N\XCRCN

)
. Le graphe (R, g(R)) est donc :

o
>m
-

Le centre de ce sous-graphe est donc C(g(R)) = {2}. Il existe donc bien des
coalitions R telles que N \ X C R C N pour lesquelles C(g(R)) # C(g).

Pour le reste de la preuve, considérons un graphe quelconque (N, g). Soit
un joueur ¢ € C(g) et une coalition R telle que N\ X C R C N, prouvons

qu'il ne peut exister de joueur ¢ € R tel que §f,<R) < §g(R). Procédons par
un raisonnement ab absurdo et imaginons qu’il existe un tel joueur. Par la
proposition 5.1 on sait que §g(N\X) =r(g) —1let c e C(g(N\ X)), on
obtiendrait alors

r(g) = 1= M < g 1= < P < g™ < g = 1(g),
on pourrait donc conclure
r(g) =1 < & <r(g).

Sachant que le rayon d’un graphe et l’excentricité d’un joueur sont des
nombres entiers et qu’il n’existe aucun nombre entier entre r(g) — 1 et r(g),
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cette relation est impossible. Par conséquent il n’existe aucun joueur ¢’ € R
tel que ff,(R) <& pour R, N\ X C RC N. Cela veut dire que si ¢ € C(g)
alors 53“” < {f(R), Vie R,VR, N\ X C RC N et donc que ¢ € C(g(R)).
On peut alors faire les conclusions suivantes :

e 5 C(g)| = 1 et [C(g(R))| = 1 alors C(g) = C(g(R)),
e 5 |C(g)| = 1 et [C(g(R))| = 2 alors C(g) S Clg(R)),
e 51 C(g)| = 2 et [C(g(R))| = L alors |C(g) N C(g(R))| = 1,

o si|C(g)| =2 et |C(g(R))| = 2 alors C(g) = C(g(R)),
ce qui conclut la preuve de la proposition 5.2.

5.3 Reésultat principal

Soit une regle d’allocation ¢, quel que soit le jeu a structure de commu-
nication (N,v,g) on définit le jeu qui lui est associé par (N, vy, g) de telle
maniere que, pour tout S C N, on a

v(S*)

— > (S N s 9(ST N {G) st |S/gl =1,
v (S) = jesS\s

(v3/9)(S) si [S/g] > 1.
(5.1)
Quand le contexte ne laisse aucune ambiguité on notera vy simplement par
v*.
Le jeu associé peut s’interpréter de la maniere suivante : soit .S une coali-
tion connexe, le monde tel qu’il est pergu par la coalition S se limite a S*.
Cette coalition a des vues sur la valeur v(S*) mais a besoin pour I'obtenir
d’interagir avec tous les joueurs j € S*\ S. Le monde de j se limite a {j}*.
Quand ces deux entités interagissent, le joueur j et la coalition .S font atten-
tion & ne pas partager d’information qui n’est pas déja en la possession de
I’autre. Ils s’accordent alors sur une vision du monde commune représentée
par S* N {j}*, ce qui leur permet de conclure & un partage d’une part plus
petite que ce qui est vraiment en jeu. Par exemple si S est une coalition
importante avec un seul joueur relié & un certain joueur j ¢ S, la coalition
S lui proposera le paiement qu’il obtiendrait dans un jeu a deux joueurs
en échange de sa coopération puisque c’est le seul sous-graphe sur lequel
ils peuvent se mettre d’accord. Cela permet & des coalitions ou des joueurs
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suffissamment connectées de cacher une partie de 'information dont ils dis-
posent sur le graphe afin d’éviter d’avoir a partager un gateau plus grand
que nécessaire.

Nous pouvons exprimer a présent les nouveaux axiomes que nous utiliserons.

Axiome 5.1 (Efficience) :
Une regle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication est effi-
ciente si et seulement si, pour tout jeu (N, v, g) € I'g, cette derniére vérifie

Z ®i(N,v,g9) = v(N).

€N

Axiome 5.2 (Conditions initiales) :

Soit un graphe complet (N, g) avec |N| = 2, une régle d’allocation ¢ pour
jeux a structure de communication vérifie 'axiome des conditions initiales
si et seulement si

(bl(Na uNag) = (ZSQ(Na uNag)

Axiome 5.3 (Indépendance par rapport auzx joueurs non pertinents) :

Soit (N, g), une régle d’allocation ¢ pour jeux a structure de communication
vérifie 'axiome d’indépendance par rapport aux joueurs non pertinents si et
seulement si, pour toute coalition connexe R C N,

¢i(R,ugr,g(R)) sii€R,

qsl(Na uRag) =
0 sii ¢ R.

Axiome 5.4 (Consistance associée) :
Pour tout jeu a structure de communication (N, v, g), une régle d’allocation
¢ vérifie 'axiome de consistance associée si et seulement si

(N, v, g) = ¢(N, U;)ag)'

On définit 'ensemble I'c/g = {(N,v/g,9) | (N,v,g) € I'¢}. En supposant
que N est connexe, on sait que l’ensemble des jeux d’unanimité a support
connexe est une base de 'ensemble I'/¢g (Hamiache 1999, [19]).

En utilisant les axiomes de linéarité et d’indépendance par rapport aux
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joueurs non pertinents on sait également, toujours grace & Hamiache (1999,
[19]), que l'on a

¢i(N,v/9,9) Z Z DS, (R, ug, 9(R)) (v/9)(S)  (5.2)

SCN SCRCS*
[S/g9]=1
i€ S*

quel que soit le jeu (N, v/g, g) € I'c/g. Par définition de v* on a (v/g)* = v*
quel que soit v. En utilisant 'axiome 5.4, on obtient

¢(N,v,g) = ¢(N,v", g) = ¢(N, (v/9)*,9) = ¢(N,v/g,9).

Par conséquent, quel que soit le jeu (N,v,g) € I'g, on a

¢i(N, v, g) Z Z 1)IE=I516; (R, up, g(R))v(S). (5.3)

SCN SCRCS*
1S/g9]=1
i€S*

Lemme 5.2
Soit deux coalitions R, K C N avec ) # K C R,

Z |R\ ISl _ OSI'K#R,
1si K=R.

S
csc

Preuve :

r—k
Z DLEEIS (7“ ; k)(_l)r—k—t‘

=0
Appliquons la formule du binéme de Newton. Si K # R, on a alors

=k
> < . >(—1)T—’H =(-1+1)"*F=0.

t=0

Si K = R, on a alors

Theoréme 5.1
Une régle d’allocation ¢ pour les jeux da structure de communication vérifie
les axiomes des conditions initiales, d’efficience, de linéarité, d’indépendance
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par rapport aux joueurs non pertinents et de consistance associée si et seule-
ment st

1
¢i(N,v,9) Z Z D e gn M ) O

SCN SCRCS*
[S/g]=1
i€S*

avec Ljjeog(ry)) = 1 881 € C(g(R)) et 0 sinon.

Preuve : Nous allons démontrer ce théoréeme par récurrence. Par ’axiome
d’efficience, le théoréme est vérifié pour les jeux a un seul joueur. Pour deux
joueurs, en utilisant 1’équation (5.3) on a

¢1(N,v, 9) = v(1) + 61 (N, un, ) [v(12) = v(2) —v(1)],
$2(N,v,9) =v(2) + ¢2(N,un, g) [v(12) — (1) —v(2)].

Le jeu associé est le suivant :

U*(l) = 0(12) - ¢2(Na ’U,g),
U*(2) = U<12) - d)l(Nv ’U,g),
v*(12) = v(12).

En utilisant I’axiome des conditions initiales, on sait

$1(N,un,g) = ¢p2(N,un, g) = a.

Par conséquent

¢1(N, 0", 9) = 0" (1) +a [v7(12) — 0*(2) — " (1)],
¢1(N, v, g) —0(12) v(2) = afv(12) = v(2) — o
) =

alv D]
a[=v(12) + (1) + 2a(v(12) - v(2

(1)) +v(2)]
En conséquence
91(N,v",9) = $1(N, v, 9) = [2a* = 3a + 1] v(12) + [~2a* + 3a — 1] v(2)
+ 2% +3a 1] w(1) = 0.

Comme cette équation doit étre vraie pour toute fonction caractéristique v,
il faut trouver a tel que
1 —3a+2a* = 0.

Il existe deux solutions : a =1 et a = % Puisque a = 1 transgresse I'axiome
d’efficience, la seule solution est a = % Par conséquent ¢1(N,un,g) =

¢2(N7UN79) = %

142



Pour deux joueurs, le théoreme est donc vérifié.

Pour n = 3 joueurs, le seul graphe acylique est un chemin reliant les
trois joueurs. On consideére donc le graphe (N,g) avec N = {1,2,3} et
g =1(1,2),(2,3)}. En utilisant I’équation (5.3) ainsi que les paiements ob-
tenus pour deux joueurs on a

41(N,0,9) = o(1)+ (5 = 1N ux.9) ) [0(12) — o(1) = o(2)]
OV un,0) [(123) — v(1) — v(23)]

62(N,0,9) = v(2) + (5 = 2Ny, 9)) (012 v(2)
) -

+(1—¢2<NuNg>)[<23 0(2) = v(3)]
+ 6o(N, un, ) [0(123) — v(1) — v(2) — v(3)],

62(N,0,9) = v(3) + (5 = dalN,ux.9) ) [0(23) — v(2) = o(3)
+0a(N,uy,9) [0(123) — v(12) — o(3)].

Le jeu associé est le suivant :

V(1) = v(12) = [o(2) = 5(e(12) — o) ~ ()]

v*(2) = v(123) — [v(l) - % (v(12) —v(1) - ”(2))]
_ {0(3) — % (v(23) —v(2) — "U(3))] )

v'(3) = o(23) — [0(2) ~ 5(0(28) — v(2) ~ ()]

v (12) = v(123) — [v(?)) = L3y —w(2) - v(3))} ,
v*(13) = v*(1) +v*(3),
1
v*(23) = 0(123) — [v(l) ~ a2 — v - ’U(Z))} ,

v*(123) = v(123).
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On obtient donc

SN ) =0 (V) + (5= Vo g) ) [0°(12) — 0" (1) — ' (2)

+ ¢1(N, un, g) [v7(123) — 0™ (1) — v*(23)],

52(N,0"19) = 0" (D) + (5 — 2V, 0) ) [07(12) = 0" (1) — " (2]
+ (5 - alVoux.g) ) 0°(23) ~ v*(2) ~ 0" (3)

+ ¢2(N,un, g) [*(123) — v (1) — v™(2) = v*(3)],

Ga(N,0",9) =" (3) + (5 — s(Nouw.g) ) 07 (23) = 0*(2) — " (3)

T és(N, un, 9) [*(123) — v*(12) — v7(3)]
Dot le systeme

d)l(Na U*vg) - ¢1(vaag) = Oa

¢2(Na U*vg) - ¢2(vavg) = Oa

¢3(N,v*, g) — ¢3(N,v,g9) = 0.

(bl(Na uNug)v(12) - ¢1(N7 uN?Q)v(Q)
—P1(N,un, g)v(123) + ¢1 (N, un, g)v(23) = 0,

(1= ¢2(N,un, g)) v(123) + (2(N, un, g) — 1) v(23)
+ (¢2(N7 UN,g) - 1) U(12) + (1 - ¢2(N7 UN,g))'U(Z) = Oa

$3(N,un, g)v(23) — ¢p3(N, un, g)v(2)
—¢3(N,un, g)v(123) + ¢3(N, un, g)v(12) = 0.

Ceci devant étre vérifié pour toute fonction caractéristique v, on conclut
gbl(NauNag) = 07
~ ¢2(Naqug):1v

¢3(N,UN,_Q:0-
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Nous avons donc prouvé le théoreme pour n < 3. Supposons & présent
que le théoréme soit vrai pour les jeux jusque m — 1 joueurs, nous allons
prouver qu’il est vrai pour n joueurs. Faisons les hypothéses de récurrences
suivantes :

Hypothéses de récurrences

* ¢i(R,ur,g(R)) =1siiec C(g(R)), |C(g(R))[=1et RSN,
o ¢i(R,up,g(R)) = 3 sii€ C(g(R)), |[C(g(R))|=2et RC N,

o ¢;(R,ur,g(R))=0sii¢ C(g(R)), RC N.

Par Paxiome de consistance associée on a ¢(N,v,g) = ¢(N,v*, g) et donc
#(R,ur,g(R)) = ¢(R, (ur)*, g(R)) pour toute coalition connexe R C N. En
utilisant ’axiome d’indépendance par rapport aux joueurs non pertinents
on obtient

¢i(va*7g) = ¢Z(N7 'U7g)

Puisque ¢(N,v,g) = ¢(N,v*, g) quel que soit le jeu, les coefficients de v(S)
doivent étre égaux dans les deux expressions V.S C N. En utilisant notre hy-
pothese de récurrence, les valeurs de ¢(R, (ur)*, g(R)) = ¢(R, ur, g(R)) sont
déja connues. Pour satisfaire I’axiome de consistance associée il nous faut
donc uniquement trouver les valeurs telles que ¢(N, (un)*, g9) = ¢(N,un, g).
Pour toute coalition connexe S, par définition on a

(un)*(S) =un(S*) = D ¢ (S* N} (un)is=ngiy=> 9(S* N {5}")).
jeS\S

Par définition (un)|g«n¢;3+ est un jeu nul sauf quand S* N {j}* = N. Ceci
n’est possible que si {j}* = N et S* = N. Puisque g est acyclique, le seul
cas possible ot {j}* = N est le cas ol g est un graphe en étoile dont j est
le centre. Cependant dans ce cas |S/g| # 1, quelle que soit S C N\ {j}. On
obtient

(un)*(5) = un(S5%).
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On peut alors écrire

¢i(N,(un)g) = > > (~DIFElg(Rug, g(R)) un(S*)

= > Y (-)ESlg(R, up, g(R) = di(N,un,g)  (5.4)

S R
SCN  SCRCN
[S/g]=1

i€S*

S*¥=N

On sait que dans un graphe acyclique connexe 1 < |C(g)| < 2 (Jordan, 1869
[30]), le reste de la preuve est donc séparé en trois cas.

Cas 1:

Considérons le cas |C(g)] =1 et i € C(g).

Les coalitions S telles que S C N, |S/g| =1, € S* et §* = N peuvent étre
écrites comme N\ X C S C N. La coalition S est donc toujours connexe et
1 appartient toujours a S. En isolant les cas ou R = N, on peut alors écrire
I’équation (5.4) comme

¢i(N,un,g) = Z Z DIE=816, (R, ug, g(R))

N\XCSCN SCRCN

+ Z qbi(N?uN?g)(_l)'N‘ilS'

s
N\XCSCN

= Z Z D)=l (R, up, 9(R))

N\XCSCN SCRCN

’ Z <8— x—x)>(_1)lN_IS|¢i(N’UN’g)'

s=n— (n
En effectuant un changement de variable, le deuxiéme terme devient
. (x
Do DT (N un, g).
izo \!

En utilisant la formule du binéme de Newton on sait que ce terme est égal
a (0, par conséquent

wNouvog) = 3o 3 (D)o R ug g(B))
N\XCSCN SCRCN
On sait que selon les éléments de R, le centre C'(g(R)) peut étre différent du

centre de C'(g). En séparant les sommes en accord avec la proposition 5.2 et
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en utilisant nos hypotheses, on obtient

sV = Y | X (EE Y L

s R R
N\XCSCN SCRCN SCRCN
{i}=C(a(R)) IC(g9(R))|=2

¢i(N,un,9) = > Z DSy %(‘U‘le‘s‘

N\XCSCN g SC}I%CN
IC(g(R))|=2
1
R|-|S R|-|S
ORI R SR S D D D
N\XCSCN SCRCN N\XésgN SCRCN
[C(g(R))|=2

(5.5)
Intéressons-nous au premier terme. En inversant les sommes on obtient

Z Z (—1)IEI=IS]

R s
N\XCRCN N\XCSCR

)\RI—ISI

En utilisant le lemme 5.2, on sait que Z (-1 est nul sauf quand

s
N\XCSCR

R = N\ X. On obtient alors que

Z Z (_1)\R|—\S\ -1,

R S
N\XCRCN N\XCSCR

Maintenant prouvons que le second terme de 1’équation (5.5) est nul. A
nouveau, inversons les sommes. Le terme

T Z %(_1)|R\7|5|

S
N\XCSCN SCRCN
IC(g(R))|=2

devient alors

Z Z %(_1)|R|—\S|_

N\XCRCN N\XCSCR
IC(g(R))|=2

L IR

Par le lemme 5.2 on sait que le terme Z 5(— ) ne s’annule pas

N\XCSCR
uniquement si R = N \ X. Cependant on sait que C(g) = C(g(N \ X))
et donc |C(g)] = |C(g(N \ X))| = 1. Il n’existe alors aucune coalition R
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telle que R = N\ X et |[C(g(R))| = 2. Conséquemment le second terme de
I’équation (5.5) est nul et on obtient

¢Z(N,UN,9) =1

Ce qui conclut la preuve pour notre premier cas.

Cas 2 :

Supposons |C(g)| = 2 et i € C(g). Les coalitions S C N, |S/g| = 1 telles
que ¢ € S* et S* = N peuvent étre écrites comme N\ X C S C N. La coa-
lition S est donc toujours connexe et ¢ appartient toujours a S. En utilisant
I’équation (5.4) on obtient

¢i(N,un,g) = Z Z 1)IE=1516, (R, up, g(R))

N\XCSCN SCRCN

+ Z ¢Z(Na qug)(_l)‘Nl_lsl'

S
N\XCSCN
En utilisant les mémes étapes que dans le cas précédent, on sait que
¢i(N,un,g) = Z Z DIE=I8lg, (R, ug, g(R)).
N\XCSCN SCRCN

Gréace a la proposition 5.2 on sait qu'il existe des sous-graphes g(R) dans
lesquels C(g(R)) = C(g), d’autres dans lesquels {i} = C(g(R)) et enfin
d’autres pour lesquels i ¢ C'(g(R)).

En utilisant les hypotheses de départ

¢i(N,un,9) = > [ Z %(—1)|R|_|S|+ S (—nplEEs

N\nggN SCRCN SCII%CN
B IC(g(R))|=2 {i}=C(9(R))
i€C(g(R))

Puisque 0 = % — % et 1= % + % on obtient

1 1
¢i(N,un,g) = Z [ Z 5(_1)|R|—|S|+ Z 5(_1)|R|—|S|
N\Xésgw sgﬁgN SChoN

{i}=C(g(R))
1
— Z(—1\EI=IST
> 5D
SCRCN
igC(g(R))

A partir des calculs du cas précédent, on sait déja que

Z Z 1)/I-1s] _%.

N\XCSCN SCRCN
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Il reste donc a traiter les coalitions R pour lesquelles C(g(R)) n’est composé
que d’un joueur. Traitons d’abord le second terme :

3 )3 %(_1)|R|—|S|.

s R
N\XCSCN  SCRCN
{i}=C(g9(R))

En inversant les sommes on obtient

Z Z %(_1)|R|—|S|.

N\XCRCN N\XCSCR
{i}=C(9(R))

)IEI=IS]

En utilisant le lemme 5.2 on sait que le terme Z (—1 est non nul

N\XéSgR
uniquement si R = N\ X. Cependant, si R = N\ X alors |C(g(R))| =2 # 1.
On conclut donc que

1

Z Z 5(_1)\R|—\5\ —0.

N\XCRCN N\XCSCR
{i}=C(9(R))

Le méme raisonnement peut étre appliqué a nouveau pour obtenir

_ Z Z %(_1)|R|7\5|:0.

N\XCSCN SCRCN
i¢C(9(R))

On a donc ¢;(N,up,g) = 5 ce qui conclut notre deuxieme cas.

Cas 3

Supposons a présent que i ¢ C(g). Les coalitions S C N, |S/g| = 1 telles
que i € S* et S* = N peuvent étre écrites comme N\ X C S C N. La coa-

lition S est donc toujours connexe et ¢ appartient toujours a S. En utilisant
I’équation (5.4) on obtient

¢i(Na UN,g) = Z Z ‘Rl ‘S‘(ﬁ (R UR, g(R))

N\XCSCN SCRCN

+ Z ¢i(N7qug)(71)|N‘_|S|'

s
N\XCSCN

En utilisant les mémes étapes que dans les cas précédents, on sait que

¢i(N,un, g) = Z Z LIRS, (R, up, g(R)).

N\XCSCN SCRCN
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Si i est tel qu'il n’existe aucune coalition R telle que i € C(g(R)) alors, par
nos hypotheses, ¢;(N,uy, g) = 0. En utilisant la proposition 5.2 on sait qu'il
existe des joueurs i et des coalitions R, N\ X C R C N pour lesquelles
i € C(g(R)). Ceci ne peut advenir que si |C(g)] = 1. Dans ces cas précis
¢i(R,ugr, g(R)) = % et |C(g(R))| = 2. On obtient alors

Z Z %(_1)|R|7|5|_

N\XCSCN SCRCN
ieC(g(R))

Inversons les sommes, on obtient

g1
Z Z (_1)IRI ISIQ

N\XCRCN N\XCSCR
i€C(g(R))

En utilisant le lemme 5.2 on sait que le seul cas ou Z (—1)IBI=ISI

N\XéSgR
est non nul est le cas ot R = N \ X. Cependant, si R = N \ X alors
C(g(R)) = C(g) et donc i ¢ C(g(R)). L’équation s’annule alors. Consé-

quemment, quand i ¢ C(g),

¢Z(NauNag) = 0.

Ce qui conclut notre troisieme cas et notre preuve. Nous avons donc obtenu
une regle d’allocation ¢ telle que

siieC(g),

1

0 sii ¢ C(g).
De maniere générale on a

¢ NU g Z Z ‘ =1 ‘H[ZEC(Q )]mv(s)a

SCN SCRCS*
[S/gl=1
icS*

avec Ijjec(g(r)) = 1 81 i € C(g(R)) et 0 sinon.

150



Chapitre 6

Conclusion



Dans ce monographe nous avons traité de théorie des jeux coopératifs
dans les cas ou la communication est restreinte. Nous avons évoqué les
modeles de Myerson utilisant graphes et hypergraphes ainsi que celui de
Aumann-Dreéze utilisant des structures de coalitions pré-déterminées. Afin
d’aborder ces modeéles a communication restreinte, de nombreux auteurs et
autrices ont travaillé a étendre les regles d’allocation pour jeux a utilité
transférables sur ces modeéles.

La premiere partie de ce monographe a présenté (chapitre 1) et étu-
dié (chapitre 2) ces différents modeles et différentes méthodes d’extension.
Dans le chapitre 2, nous avons analysé les méthodes d’extension de Myer-
son pour les jeux a structure de conférence (1980, [36]) et de communication
(1977, [35]), celle de Meessen avec la valeur de position pour jeux a structure
de communication (1988, [33]) ainsi que celle d’Aumann-Dréze pour jeux a
structure de coalition (1974, [4]). Ces différentes méthodes se basent toutes
sur une modification de la fonction caractéristique du jeu afin d’intégrer la
restriction de communication dans un jeu a utilité transférable. Notre ana-
lyse s’est portée sur la transformation subie par les propriétés de la regle
d’allocation que 'on étend. Par l'intermédiaire de plusieurs résultats, nous
avons démontré la forte restriction qu’imposent ces méthodes d’extension.
En particulier, nous avons vu comment les deux méthodes d’extension de
Myerson établissent un lien entre le traitement égal des joueurs indispen-
sables et 'axiome d’équité pourtant extrémement restrictif. L’axiome du
traitement égal des joueurs indispensables est impliqué par celui de traite-
ment égal des égaux qui bénéficie d’un certain consensus. L’axiome d’équité
en revanche semble critiquable par son indifférence a la connectivité des
joueurs. Nous avons également prouvé que la méthode de Myerson impose
un axiome de joueur superflu quelle que soit la régle qui subit I’extension.

Dans ce méme chapitre nous avons également développé, en nous basant
sur les travaux de Hamiache (2012, [24]) et de Xu (2008, [51]), une écriture
matricielle générale pour ces différentes méthodes. Cette écriture nous per-
met de disséquer les méthodes d’extension en séparant les transformations
linéaires en plusieurs matrices. Ceci nous a permis de mieux comprendre
comment s’articulaient les différentes modifications subies par la régle d’al-
location étendue. A l'issue de cette premiere partie, il est apparu que 'uti-
lisation de méthodes d’extension similaires ne peut se faire sans sacrifier
une partie de I'information sur la communication et que les transformations
subies par les regles d’allocation étendues sont, parfois, inattendues. C’est
pourquoi il nous a semblé judicieux d’orienter notre recherche sur les regles
d’allocation pour jeux coopératifs a communication restreinte sur une voie
qui s’affranchit de ces méthodes.

En seconde partie nous nous sommes penchés sur le concept de consis-
tance associée tel qu’il a été présenté par Hamiache en 1999 ([19]) et 2001
([20]). Dans le chapitre 3 nous avons établi brievement un état de 1'utili-
sation de ce concept dans la littérature de la théorie des jeux coopératifs.
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Ce concept a notamment été utilisé par Hamiache lui-méme pour carac-
tériser des regles d’allocation pour jeux a structure de communication et
de coalitions. L’utilisation de ce concept permet une autre approche de la
problématique de la communication restreinte, les informations de la com-
munication étant traitées directement. De plus, la consistance associée est
un axiome puissant a la fois en terme de caractérisation mais également en
terme d’interprétation et de lecture de la situation d’interaction.

Dans les chapitres 4 et 5 nous avons présenté deux nouvelles regles d’al-
location pour jeux & structure de communication construites autour de ce
méme concept de consistance associée. La regle que nous avons présenté
dans le chapitre 4 se base sur un jeu associé qui est une extension directe de
celui utilisé par Hamiache pour caractériser la valeur de Shapley (2001, [20]).
En utilisant la matrice de transformation de Myerson P, et la matrice M,
du jeu associé de Hamiache de 2001, nous avons construit la matrice du jeu
associé de notre regle d’allocation sous la forme P, M_.F;. Nous avons prouvé
que les puissances de cette matrice convergent vers une matrice inessentielle.
Cette structure de jeu associé peut étre transposée aux structures de coa-
litions. En effet, si 'on considére la matrice () de transformation utilisée
dans la méthode d’extension d’Aumann-Dreéze au chapitre 2, il est possible
de construire un jeu associé ayant pour origine la transformation matricielle
QM. Q. Les calculs semblent montrer que cette matrice serait convergente
vers une matrice inessentielle et les résultats obtenus jusqu’a présent corres-
pondent a ceux de la valeur d’Aumann-Dréze.

La regle d’allocation que nous avons présenté dans le chapitre 5 est
construite sur le modele de celle de article de Hamiache de 1999 ([19]). Le
jeu associé que nous avons défini dépend de la régle d’allocation elle-méme.
En utilisant un axiome de consistance associé nous avons donc obtenu un
systeme d’équation qui nous a permis d’obtenir une solution unique. Cette
solution identifie exactement le centre d’un graphe. Cependant, notre résul-
tat ne porte que sur les graphes acycliques. Durant nos travaux, nous avons
pu constater que le jeu associé que nous avons construit permet d’identifier
cette regle d’allocation sur certains graphes comportant des cycles mais seule
une caractérisation sur les graphes acycliques a pu étre construite. Le jeu
associé nous semble incomplet dans sa construction. Une piste évidente de
recherche pour ’avenir serait de travailler a la construction d’un jeu sur la
base de celui du chapitre 5 afin d’étendre notre caractérisation a ’ensemble
des jeux coopératifs a structure de communication.
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Appendice

Dans cette appendice nous présentons la liste des graphes uniques (non
isomorphiques) de n = 2 a n = 6 joueurs ainsi que les paiements sur le jeu
a structure de communication (N, uy,g) donnés par les régles d’allocation
présentées au chapitre 4 (colonne New Value) et au chapitre 5 (colonne
Center Value) ainsi que ceux donnés par la Mean Value pour comparaison.

‘ ‘ New Value ‘Center Value‘ Mean Value
2 joueurs
2
l (3:3) (3:3) (3:3)
1 1
3 joueurs
3
J o, | @b | oo | g
1 A
3 (2,1 L 1,1
37353 33’3
ARRAS:
4 joueurs
1e 2
2,3,5.8) | 3,300 | (349
1|4 -3
4
?/1\2 GLLD | 000 | GhLY
2
1 2
CRRR) CRRR)
3| 4 3
3
1 2 4 7 7 1 4 7 7 1
<% (5+367 367 5) (57367367 5)
4
3
1<>2 (5,52 2) (1,1 5 5)
18° 18799 24° 24> 24 24
5 4
4
A, | G bbb
6 1
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New Value ‘ Center Value ‘ Mean Value
5 joueurs
4 3
(L1111 (L1111
5 2 575757575 575757575
1 1
2
2 1 (19 23 23 23 1 (lo 23 23 23 1
487 144 144° 144° 8 487 144 144> 144° 8
92 3
1
5 (L7 17 13 13 1 (28 23 61 6L 3
4 727720 7272727 6 907 90’ 3607 360’ 20
3 p
4 3
(Qiiil) (Eﬁgll)
5 2 247 241 247 16’ 16 607 60 607 40’ 40
4 1
3
2 2 1 (48 11 23 23 1y (4 11 28 23 1)
1087 367 216’ 2167 12 1087 367 216’ 2167 12
5 4
4 1 2
-—v—? (ﬁﬁlll) (ﬁﬁlll)
167 2167 54° 727 72 2167 2167 54> 727 72
6 3
4 1
5
(1318 5 5 4 (9L 91 1111 23
547 547 277 277 27 360 3607 60’ 60 180
7 3 2
P
5 1 4 (L, 1 107 1y (BL 8L 101 11 5
367 367 277 547 9 144° 1441 2887 967 48
8 3
3
! 2 (3,3 48 43 20 (85 83 61 67 1
137 137 2347 2347 117 360’ 360’ 360’ 360’ 6
9 5
4 2
1 (L 5 5 11y (I 5 5 11y
367 367 367 8 8 367 367 367 87 8
10 5 3
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New Value

‘ Center Value ‘

Mean Value

5 joueurs

97 367 367 367 36

ot >~

X
w

w [\

11
9 (L 37 4 4 1 (l2L 49 a1 4L 1y
5 1 277 2167 277 277 8 2887 2887 2887 2887 8
12 4
2
3 L 4
2 5 5 17 17 (33 11 7T 5 5y
1087 247 24 108’ 108 180’ 360’ 360’ 36’ 36
13 5
2
3 L 4
(3,4 11 (1,28 23 28 23
147 567 567 56’ 56 307 1202 1202 120° 120
14 5
1
11111 11 11 3 3 3
5'@3 (171367676) (Ev@7ﬁa%aﬁ)
15 2
4 5
311 1 1 3 11 1 1
(g)ZaZaﬁ)E) (17050)070) (gvzvz)ﬁvﬁ)
16 2 1 3
4 3
(lllll) (lllll)
5 2 575757575 575757575
17 1
3
2 1 S5 1 7 7 1 11 5 11 7 7 1
§—o—< (12’36’72’72’12) (2’2’0’070) (12’36’72’72’12)
4
18
2 1 5
(mllll) (éﬁﬁli)
277 367 367 547 9 87967967 87 48
19 4 3
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New Value Center Value Mean Value
5 joueurs
(lllll) (lllll)
474767676 474767676
20
4 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(§7§7§)§>§) (170707070) <§7§7§>§7§)
21 5 3
6 joueurs
5 1
(llllll) (llllll)
4 ) 67676767676 67676767676
1
4
5 2 107 163 163 163 163 L) 107 163 163 163 163 i)
300’ 1200’ 1200’ 1200’ 1200’ 10 300’ 1200’ 1200’ 1200’ 1200’ 10
2 6
6
2007 2002 900’ 900’ 900 15 4807 4807 7207 720’ 720’ 60
3
600’ 600’ 6007 400 400’ 20 5407 540’ 540° 360’ 360’ 15
4
5 1
4 2 100 1002 100° 100° 25° 25 402 40° 40 402 20 20
5
6 5
(@ 161 161 161 25 L) (@ 161 161 161 25 L)
5767 17287 1728 17287 96’ 16 5767 17287 17287 1728’ 96 16
6
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New Value

Center Value

Mean Value

6 joueurs

—
ot

A
|

(m 133 97 97 23 ﬁ)
432 432> 864 864’ 288 283

(@ 133 97 97 23 ﬁ)
432> 432 864° 864 288> 288

7 2 6
1 5
3
4 (21 91 55 55 4 4 (Lo7 197 713 713 317 317
4327 4327 4327 432 27 27 810’ 810’ 6480’ 6480’ 2160’ 2160
8 2 6
1
s 3 7N\
‘ (5787 145 1 23 13 (528 523 6STT 1271 66L 6L\
5 2167 2167 4327 87 216’ 144 27007 27007 21600’ 1080’ 7200° 720
9
1
5
‘\7 (S719 8719 9439 79 813 125 (7 77 987 1007 527 6L
10 9 224647 22464° 449287 5767 1664’ 936 4327 4327 43207 8640 2880’ 480
1
5 4 6
(35 8 85 11 23 3, (581 8L 581 779 83 7
3 5767 576’ 5767 327 1927 32 36007 3600 3600’ 2400’ 800’ 80
11
6
5 d
(251 251 251 19 19 73 ) (109 109 109 101 101 1)
3 1656 16567 16567 927 927 552 7207 7207 7207 4807 480’ 8
12
5 2
1
(33 43 43 43 1 1 (33 43 43 43 1 1
1207 360’ 360’ 360’ 10’ 10 1207 360’ 360’ 360’ 10’ 10
13 6 3
5 2
1
X (I 43 43 43 13 13 (17 43 43 43 13 13
407 360 360’ 3607 120’ 120 407 360 360’ 3607 120’ 120
14 6 3
1 6
: 4
(3227 1319 1097 1097 259 i) ( 707 34 293 293 403 i)
15 2 5 86407 8640’ 8640° 8640’ 2160’ 10 18007 2257 2400 2400’ 3600° 10
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New Value

Center Value

Mean Value

6 joueurs

(1079 827 581 581 181 11)
43207 43207 43207 4320’ 1080’ 90

(1213 2681 1541 1541 23 g)
1320 12960° 12960° 12060 135° 48

16
(J79. 5L 151 18T 187 1 (1331 U3 113 233 233 1
17 2160° 1080’ 1080’ 1440° 1440’ 10 3600’ 800’ 800’ 1800’ 1800 10
(1867 1393 1393 553 101 31 (1049 13 13 1741 349 473 )
18 8640’ 86407 8640’ 28807 720’ 240 43207 807 80’ 8640 2880’ 4320
(Ll 161 97 97 23 1L (U7L 171 2147 2147 117 3
8647 864’ 8647 864’ 727 12 5400’ 5400 21600’ 21600 400’ 40
19
4 1
2167 216 216’ 2167 108’ 108 960’ 9607 960’ 960’ 480’ 480
20 3 2
4 1
2087 2087 208 2087 104’ 104 2167 2167 216’ 216 108’ 108
6
(BT 1L 11101 137 137 (19 991 991 1627 941 94l
21607 607 602 7207 1080’ 1080 2887 51847 5184’ 12960 8640’ 8640
22
5 2
(53 2357 2357 23 69T 69T ) (2,13 13 61 19 79
33607 134407 13440’ 160’ 4480 4480 97 727 727 5407 540° 540
23 6 3
(349 1243 1243 84 84 @) (ﬁ 7 47 AT ﬁ)
1940 77607 77607 4857 4857 776 2167 457 457 270 2707 120
24
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New Value

Center Value

Mean Value

6 joueurs

1
(23,23 23 2 T T (9,9 17 17 2 2,
907 90 180 180’ 60’ 60 407 40° 1202 1207 157 15
25
1
(18 13 17 17 17 17 (L 11 23 23 23 23
60° 607 1207 120° 120° 120 457 457 1807 180 180 180
26 2
1
151 151 113 209 209 2 (683 683 43 187 187 L)
7207 720° 7207 1440° 1440° 15 28807 2880 2887 1440’ 1440° 60
27 2
(3,3 53 53 4T AT (223 223 89 89 130 130
167 16° 3207 320 320’ 320 1080 10802 5407 540° 1080’ 1080
28
4
1
2 (4919 9 9 9 9) (L 119 19 19 19
1102 110 55 557 557 55 60° 602 120° 120 120° 120
29 6
(L1113 3 3y (L1122 2)
60’ 60’ 60° 20° 20° 20 575752157 157 15
30
6 5 4 1
(2 13 7319 T 1) (13 7319 7 1)
3247 12967 1296° 54° 36° 24 324° 12967 1296° 54’ 36’ 24
31
5
2 1
(L9138 2 2 5 5 (L9138 2 2 5 5
547 36 277 277 727 72 541 367 277 277 727 72
32 6
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New Value

Center Value

Mean Value

6 joueurs

t
w

X

(19 2 2 2 2
547 54 277 27 277 27

33 6 4
5 2 1 4
277 1087 2167 2167 4327 144 277 1087 2167 2167 4327 144
34 3 6
3 2 5
( 3191 3191 8 446 446 446 ) ( 349 349 101 749 749 Q)
153907 15390 81 2565’ 2565’ 2565 1620 1620’ 1296’ 4320’ 4320’ 90
35 1 4 6
5 2
4 (2L 59 183 5 2T 17y (A98T 793 5OL 821 1229 5
1296 4327 4327 547 1296’ 216 21600’ 5400’ 1800’ 10800’ 7200’ 72
36 6 3 1
1 3
6 (16 16 16 16 17 17 (LT3 673 673 G673 137 137
5 817 817 81’ 81’ 162’ 162 32407 3240° 32407 3240’ 1620’ 1620
37 2 4
1
4
3 5 6 (ﬁﬂlﬁﬁi) (247 2471295&@@)
6487 6487 187 3247 547 18 17287 17287 34567 384 576’ 96
38 2
1
4 3 (1151 1151 308 308 647 647 ) ( 911 911 2729 2729 643 643 )
85867 85867 14317 14317 4293’ 4293 64807 6480’ 12960’ 12960’ 4320’ 4320
39 6 5
3
8 5 5 (M9 149 23 23 43T 1 (28 283 213 2213 11 3
1404 1404° 117> 117> 1404° 12 27007 27007 10800’ 10800 367 40
40 4
3
1 4 (407 1549 1549 935 1957 1T (49 1793 1793 959 67 419
1664° 112327 112327 4992 112327 144 1927 12960’ 12960° 5184 360’ 4320
41 6 5
5 2
1
6 547 4327 4327 967 2887 16 547 4327 4327 967 288’ 16
49 4 3
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New Value Center Value Mean Value
6 joueurs
2
(@llﬁﬁi) (@197 197@@L)
4327 720 720 1440 144 432 2707 21607 2160’ 7207 720’ 12
43 3
6
(ﬂ&ﬁﬁﬁi) (ﬂ@ﬁﬁﬁi)
1087 4327 4327 4327 432° 72 1087 4327 4327 4327 432° 72
44
4
(Qﬂﬂill (839ll£197 197)
277 720 720 54° 720 72 21607 402 40° 240’ 2160’ 2160
45
e ( 521 253 115 115 25 L) (1411 331 299 299 25 L)
1296 25927 1296° 1296’ 96’ 16 3456 3456’ 34567 34567 96’ 16
46
(1 65 271 71 49 T ( 7177 3757 211 229 1259 179 )
47 4327 12967 6487 324 54 25920 25920 960’ 2592° 8640 1440
47
6
(281 143 349 133 125 177) (299 2017 2050 239 35 5y
12967 8647 25927 4327 1296’ 216 1200’ 10800’ 21600’ 864’ 432> 72
48
6
(ﬂ 97 211 211 73 ﬁ) ( 6361 6361 2117 2117 473 473 )
4327 4327 12967 1296’ 648’ 648 259207 259207 12960’ 12960’ 5184’ 5184
49
5
1087 108 1082 1082 108 108 1087 1087 1082 108’ 108 108
50
e (g 127 8 77 7T 2) (1183 1183 176 427 427 ﬁ)
6487 6487 277 6487 6487 27 5400’ 5400 6757 3600’ 3600’ 360
51
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New Value Center Value Mean Value
6 joueurs
6 3
J
1 ( 2429 547 547 7967 7333 7333 ) ( 2227 1127 1127 79 1127 1127)
156607 30457 3045° 36540’ 54810 54810 12960 6480’ 6480’ 360’ 8640’ 8640
52 2
2 6
4327 4327 4327 2887 2887 72 4327 4327 4327 2887 2887 72
53 3
1 6
(@ 79 71 101 23 ﬁ) (2003 4007 533 1169 22 Q)
. 3247 4327 6487 648 216’ 144 54007 21600’ 5400° 72007 2257 720
54 2 3
6 2
(381 @ﬁﬁﬁﬂ) (439 157 157 1201 1201 337)
¥ 12967 3247 3247 648’ 6487 432 1620 8107 810’ 12960’ 12960° 2160
55 1 4
3 ¢ (21 337 127 125 282 (1201 445 491 iﬁﬂ)
6487 25927 4327 1296’ 2887 27 34567 34567 17287 1927 288’ 576
56 2
( 935 229 329 329 289 ﬁ) ( 7159 2659 1963 1963 7 ﬂ)
28087 18727 18727 18727 2808’ 144 216002 216007 108002 10800’ 72> 720
57
4
39 1 (119 10381 545 203 53 47 (863 2149 1879 1097 293 1109
6247 449287 3744 1664° 4327 351 259207 8640 12960’ 6480’ 2880’ 8640
(ﬂ 271 23 23 23 ﬁ) (547 547 179 179 23 ﬁ)
8647 864’ 216’ 2167 2887 288 17287 17287 17287 17287 2887 288
59
1 4
(121 905 409 49 133 13\ (A7 8757 d21 439 25 61
° 6487 25927 25927 4327 1296 144 216007 108007 24007 4320 288’ 720
60 2 6
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New Value Center Value Mean Value
6 joueurs
5 1 4
3 5 (23 23 23 13 13 13 (151 151 151 65 65 65
1082 1087 108 1087 108’ 108 6487 6487 648 6487 648’ 648
61 6
4 1
9 2 (LA 1111, (L1111 1y
6°6’67626°6 6762676266
62 6 3
6 1
) A ( 293 223 227 17 335 335 ) ( 577 67 139 419 1109 1109)
11527 1296° 11527 144> 25927 2592 2160 3607 720 4320° 8640’ 8640
63 3 2
2
(g 29 29 37 37 g) (443 251 251 1621 1621 31
6 3 96° 1922 1927 1927 192’ 96 2160 17287 17287 8640’ 8640° 240
64 5
1
V ( 4731 389 7985 7985 4269 3301 ) (1961 1061 713 713 139 Q)
221447 27687 49824 49824 22144° 24912 86407 86407 4320° 43207 720’ 480
65 5
2
(329 399 41 41 361 361 (B3 53 17 A7 35 35
2176° 2176 2727 2727 2176 2176 270° 2707 1207 120 216° 216
66 5
5 1
3» 4 (2.2 13 13 4 4, (12 121 437 437 317 317
1082 108 1087 108> 277 27 4807 4807 4320° 43207 2160° 2160
67 6 2
4 2
1 6
( 169 1643 1643 403 403 1) (@ 1877 1877 9 9 221 )
10087 8064’ 8064’ 2688’ 26887 8 7207 8640 8640’ 64’ 64° 2160
68 5 3
(1129 29 7 7, (2929 139 139 11 11
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